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3.2 Notations et définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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A.1.1 Problème considéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

A.2 Le cas 1D: résolution analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
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A.6 Visualisation de la séparation selon la variable radiale . . . . . . . . . 153

A.7 Profil thermique le long de la paroi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

A.8 Evolution des suites Vk et Nk au cours du temps . . . . . . . . . . . . 156

v



Table des figures

B.1 Exemple de 2 structures poreuses (source: IMFT) . . . . . . . . . . . 160
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Introduction et modélisation





Introduction

Sur l’intérêt industriel de l’effet Soret...

Dans un but d’optimisation des coûts de production lors de l’extraction des fluides

de gisements par les producteurs pétroliers (extraction à des profondeurs de plus en

plus importantes et donc nécessitant des moyens de technologies plus avancées), il

est important de connâıtre de façon précise la distribution des différentes espèces

à l’intérieur d’un gisement. Cette distribution s’est effectuée pendant de longues

périodes de formation du gisement et a été principalement influencée par la gravité

ainsi que la distribution des pressions dans le réservoir. Des moyens importants ont

été mis en œuvre afin d’obtenir des modèles thermodynamiques fiables, permettant

de restituer de manière correcte la répartition des espèces dans le réservoir. Etant

donné qu’il n’est pas possible de négliger l’importante extension verticale d’un gise-

ment, il est très probable que cette répartition soit influencée par la convection natu-

relle (la gravité est l’une des premières composantes intégrées dans les modèles), mais

aussi par le gradient géothermique (gradient de température naturel de la Terre).

Ce gradient pourrait être la cause de la migration d’espèces par un phénomène

connu sous le nom d’Effet Soret ou Thermodiffusion (cf. F. Montel, [53]) (plus

généralement, le nom “thermodiffusion” désigne cet effet en milieu gaz, alors que

l’expression effet Soret ou effet Ludwig sera plus utilisée dans les liquides). Ce dernier

consiste en l’établissement d’un gradient de concentration d’un composant chimique

par la présence d’un gradient thermique, i.e. l’existence d’un gradient thermique est

cause d’une migration différenciée des espèces. Cet effet, découvert par C. Ludwig

en 1856 (et mieux exploité par C. Soret en 1879) est un phénomène particulier

puisqu’il appartient à la famille des phénomènes thermodynamiques “croisés”, c’est-

à-dire où un flux est créé par une force qui ne lui est pas conjuguée (ici, un gradient

de concentration est induit par la présence d’un gradient thermique), contrairement
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Introduction et modélisation

à la diffusion moléculaire qui est un phénomène dit “diagonal”. On visualise dans

le tableau suivant la classification des effets couplages flux-force entre chaleur et

matière:

Flux \ Force ~∇θ ~∇N
Chaleur Loi de Fourier Effet Dufour
Matière Effet Soret Loi de Fick

Tab. 1 – Couplages flux-forces entre chaleur et matière

La présence de ces forces entrâıne le système vers un état hors-équilibre. L’étude

des relations entre flux et forces de ce type s’appelle thermodynamique linéaire

des processus irréversibles. La principale grandeur caractéristique de la thermodif-

fusion est un coefficient appelé Coefficient de Soret (noté St), et afin de conclure

sur l’intérêt de le négliger ou non, il est important d’en connâıtre la valeur. De

nombreux travaux ont donc été entrepris afin de déterminer cette grandeur avec

des approches diverses: approches expérimentales (projet SCCO, colonnes thermo-

gravitationnelles) ou approches théoriques (simulations par dynamique moléculaire,

modèles numériques multicomposants). Toutes ont abouti à la conclusion que les

valeurs obtenues expérimentalement et par simulations numériques différaient. Ces

différences s’expliquent essentiellement par le fait que les mesures sont technique-

ment plus simples en milieu libre (absence de matrice poreuse), et que les effets

locaux dûs aux variations de la vitesse ou aux différences de conductivités ther-

miques entre roche et liquide ne sont alors pas prises en compte. Les échecs nés

de tentatives de modélisation de colonnes thermogravitationnelles par les équations

données en milieu libre sont une bonne illustration de la nécessité de déterminer un

nouveau modèle pour les phénomèmes de diffusion et de thermodiffusion en milieu

poreux.
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Introduction et modélisation

(a) Fluide en équilibre. (b) Application d’un gradient ther-
mique.

(c) Migration préférentielle des espèces. (d) Création d’un gradient de concentra-
tion.

Fig. 1 – Mécanisme de l’effet Soret dans un fluide binaire.

Une nouvelle approche

Notre approche dans cette étude est donc la suivante:

– dans un premier temps, on étudie l’Effet Soret à une échelle locale, en milieu

libre, afin de s’affranchir de tout paramètre extérieur au fluide (géométrie du

milieu, variations des paramètres caractéristiques du fluide, ...) et de bien en

comprendre la nature et les mécanismes le gouvernant,

– puis on introduit une matrice poreuse pour passer à une échelle globale, qui

prendrait en compte des paramètres tels que la porosité du milieu, sa tortuo-

sité, les variations de direction de l’écoulement ainsi que du champ thermique.

L’obtention d’équations macroscopiques pour la modélisation de la thermodiffusion

en milieu poreux permettra une meilleure prise en compte de ce phénomène dans les

simulateurs de gisements. Les résultats des simulations obtenues dans la première

partie de cette étude montrent en effet que certaines configurations du vecteur vi-
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tesse et du gradient thermique provoquent une accumulation locale de matière (cf.

sur ce point [37]). La simple modélisation de l’effet Soret en milieu poreux par un

gradient thermique vertical et un profil de vitesse donné ne prendrait pas en compte

de tels phénomènes locaux et ne restituerait donc pas de manière fidèle la répartition

des composants du fluide à l’intérieur du domaine.

Notre démarche est donc analogue à celle de G. Chavent et J. Jaffré dans le

cas de simulations de réservoirs ([19]) : elle s’étend de la modélisation du phénomène

physique (mise en équations), de l’analyse mathématique des équations ainsi définies

jusqu’à la résolution du problème à l’aide d’un code numérique, dont on aura

préalablement effectué l’analyse.

Nous décrivons par la suite le formalisme thermodynamique permettant la définition

d’équations traduisant l’effet Soret en milieu libre, qui seront à l’origine du modèle

obtenu en milieu poreux à l’aide de procédés d’homogénéisation qui prennent en

compte l’interaction fluide - substrat.

Les équations en milieu libre

L’équation du mouvement

On considère en milieu libre les équations de Navier-Stokes données par

ρ (∂tU + (U.∇)U) = −∇p+ µ∆U + λ∇(div(U)) + ρ0
~f dans Q =]0,T [×Ω

auxquelles on adjoint une condition d’incompressibilité locale du type

div(U) = 0 dans Q

Dans toute la première partie concernant l’étude locale du phénomène, nous ne

nous intéresserons pas à la résolution de l’équation régissant l’écoulement. En ef-

fet, modélisant le milieu local par un capillaire Ω de rayon R, on utilisera le profil

de vitesse permanent, en négligeant toute convection naturelle (du fait de la pe-

tite taille d’une cellule). L’équation de Navier-Stokes est alors donnée par la forme

stationnaire :

ρ(U.∇)U = −∇P + µ∆U

6
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qui se réécrit en coordonnées cylindriques (r,φ,x)
−1

ρ

∂P

∂r
= 0

− 1

ρr

∂P

∂φ
= 0

µ
∂2Ux

∂r2
+

Ux

r

∂Ux

∂r
=

1

ρ

∂P

∂x

Une intégration et la considération de la condition de bord d’adhérence (vitesse

nulle à la paroi) permet alors d’établir la formulation du profil de vitesse à l’intérieur

du pore donnée par le profil de type parabolique , appelé profil de Poiseuille

U =

 0

0

Ux(r)

 =


0

0

U0(1− r2

R2
)

 .

Les équations de conservation de la masse et de l’énergie: le

formalisme thermodynamique

On considère un fluide à n composants s’écoulant dans un domaine Ω. Si on note

par ~fi (resp. ~Ji) les forces (resp. les flux) citées dans le tableau I, on dispose des lois

linéaires généralisées de Onsager

~Ji =
∑
j

Lij ~fj.

La matrice des coefficients phénoménologiques de Onsager L = (Lij) possède alors

une propriété de symétrie, d’après l’hypothèse d’ergodicité. Dès lors, la génération

d’entropie par le système s’exprime par la forme quadratique

dS

dt
=

∑
i

~Ji. ~fi

=
∑
i,j

Lij ~fi. ~fj
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qui, d’après le second principe de la Thermodynamique doit être définie positive. Le

théorème de Prigogine permet alors de définir l’état stationnaire du système comme

étant celui où est minimisée la production d’entropie, de manière à se rapprocher de

l’état d’équilibre thermodynamique (cf. [11], [12] ou encore [54]). C’est ainsi que se

crée une distribution des espèces à l’intérieur du domaine et on peut donc écrire les

flux de chaleur et de matière de la manière suivante:

~Jq = −Lqq
∇θ
θ2
−

n−1∑
k=1

Lqk
θ

[∇θ(µk − µn)]

~Ji = −Liq
∇θ
θ2
−

n−1∑
k=1

Lik
θ

[∇θ(µk − µn)]

où sont présents les quatres termes du tableau I. On reconnâıt ainsi:

– les effets diagonaux:

– la loi de Fourier: ~Jθq = −λ∇θ
θ2

– la loi de Fick: ~Jµi = −
n−1∑
k=1

Lik
θ

[∇θ(µk − µn)]

– les effets croisés:

– l’effet Dufour: ~Jµq = −
n−1∑
k=1

Lqk
θ

[∇θ(µk − µn)]

– l’effet Soret : ~Jθi = −Liq
∇θ
θ2

.

Dès lors, en réduisant le gradient isotherme de potentiel chimique ∇θµi au gra-

dient de fraction massique ∇Ni (milieu isobare, forces de gravitation négligées), on

obtient 1, pour chaque constituant i, l’expression de son flux

~Ji = ~JU
i + ~JNi + ~Jθi (I.1)

= ρNiU− ρ
n∑
j=1

Dij∇Nj − ρDi
θNi(1−Ni)∇θ

1. nous verrons par la suite que cette hypothèse induit des difficultés dans la formulation d’une
condition de bord à l’interface solide-liquide pour la fraction massique

8
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~J~ui , ~J
N
i , ~J

θ
i représentant respectivement les flux convectif diffusif et thermodiffusif

du constituant i. De la même façon, on écrit le flux de chaleur

~Jq = ~JU
q + ~Jθq + ~JNq

= θU− λ∇θ −
n∑
j=1

Dj
N∇Nj

~JU
q , ~J

θ
q , J

N
q représentant les flux convectif, diffusif et de Dufour de la chaleur.

Les équations de l’énergie et de conservation de la masse s’écrivent alors{
ρCp∂tθ + div( ~Jq) = 0

ρ∂tNi + div( ~Ji) = 0

ou encore, explicitement,

∂tθ + div(θU− κ∇θ −
n∑
j=1

Dj
N∇Nj) = 0

∂tNi + div(NiU−
n∑
j=1

Dij∇Nj −Di
θNi(1−Ni)∇θ) = 0

Le coefficient de Soret de chaque constituant est ainsi défini par la relation

Sit =
Di
θ

Dii

.

Fig. 2 – Relation entre équations de l’énergie et de conservation de la masse

On effectue dans une première partie, l’analyse mathématique de telles équations

auxquelles on adjoint un effet d’adsorption, représenté par l’introduction d’un coef-

ficient non linéaire devant le terme d’évolution des équations en concentration. On

9



Introduction et modélisation

considère ainsi un phénomène plus général et, en outre, cela permet d’obtenir un

résultat d’existence de solution forte. On montre que le système ainsi constitué est

bien posé au sens de Hadamard. On utilise notamment une technique de point fixe,

méthode classique dans l’analyse des problèmes non linéaires (cf. [35]). Le résultat

d’unicité est obtenu par un procédé de transposition, permettant de se ramener à

l’étude de l’existence d’une solution à un problème dual (méthode introduite par

S.N. Antontsev et A.V. Domanski dans [7] et réutilisée notamment dans [35]

ou encore dans [27]). On démontre de plus, un résultat de forte stabilité locale du

vecteur “concentration” envers le gradient thermique et le coefficient de thermo-

diffusion: on peut mâıtriser l’erreur sur les concentrations des espèces relatives à

l’erreur commise sur la mesure de leur coefficient de Soret. On effectue enfin l’ana-

lyse numérique d’une méthode de type “éléments finis mixtes” aboutissant à un

schéma volumes finis, dont les résultats sont présentés en annexe. La convergence et

la stabilité de cette méthode introduite par J.M. Thomas et D. Trujillo dans [64]

sont démontrées à l’aide d’hypothèses de pseudo-ellipticité des tenseurs d’adsorption

et de diffusion analogues aux conditions introduites dans l’analyse mathématique.

Les concentrations sont donc régies par des équations d’évolution non linéaires, di-

vergentielles, de type parabolique. Nous montrons par la suite comment les concen-

trations sont alors liées à l’équation de l’énergie.

On peut interpréter l’effet Soret comme une perturbation de l’équation de diffusion-

convection classique

∂tNi + U.∇Ni −
n∑
j=1

Dij∆Nj = 0

par l’ajout d’un terme de transport au second membre du type

div(Sitσ(N)∇θ) = Sit(∇σ(N).∇θ + σ(N)∆θ).

Dans le cadre d’approximation linéarisé (σ = cste > 0), cette observation permet

de mettre en évidence l’importance de la concavité du profil thermique. En effet, en

régime établi et dans le cas où l’effet Dufour est négligé, l’équation de l’énergie se
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réécrit dans sa forme usuelle{
∂tθ − κ∆θ = f, f ≥ 0, f ∈ L2(Ω)

C.I.+ C.B.

On en déduit alors que κ∆θ = −f ≤ 0 pp. dans Ω et donc la perturbation apportée

par l’effet Soret dans les équations de conservation de la masse est un terme de

puits. De même la convexité du profil thermique provoquerait l’apparition de l’ef-

fet Soret dans ces mêmes équations comme un terme source. C’est pourquoi il est

nécessaire d’étudier ces deux équations simultanément. Il est intéressant de remar-

quer de même, que, du fait de la propriété d’hypoellipticité de l’opérateur laplacien,

la fraction massique d’un constituant i sur un ouvert ω, dépend de la valeur de f sur

le domaine entier et pas seulement sur l’ouvert ω: l’effet Soret obéit à la propriété

de “vitesse de propagation infinie” des équations de type parabolique.

Fig. 3 – Zone d’influence du gradient thermique par effet Soret

Ainsi, la quantité Ni est influencée par un effet Soret “direct”, dans la zone définie

par ωθ = {x ∈ Ω, div(Sit∇θ) 6= 0} mais sa valeur est perturbée sur le domaine entier

par un effet Soret “induit” hors de la zone d’effet direct par diffusion.Par ailleurs,

la régularité de la solution dépend uniquement de la régularité du profil thermique

sur la zone “de chauffe” ( H. Brezis [18], p. 189).

Il devient alors évident que toute variation même locale du champs thermique

dans le domaine influe sur le profil en concentration des espèces. Les hétérogénéités

des diffusivités thermiques aux interfaces fluide-solide sont la cause de fortes varia-

tions locales de la courbure du profil thermique et par là même de changement de

nature de la perturbation apportée par la thermodiffusion.

11
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C’est pourquoi il est nécessaire d’obtenir des modèles pour les équations de

conservation sur la totalité d’un domaine.

Thermodiffusion en milieu poreux

Les équations macroscopiques décrivant l’effet Soret ainsi que l’écoulement en

milieu poreux font l’objet du deuxième volet de cette étude. Nous y démontrons

qu’elles sont globalement de la même forme que les équations locales, la matrice

poreuse introduisant des tenseurs gouvernant les flux et des coefficients de porosité

modulant les grandeurs scalaires. Elle sont déduites rigoureusement des équations

locales par des procédés d’homogénéisation tels que le développement asymptotique

(notamment pour l’équation linéaire de Darcy, obtenue formellement à partir de

l’équation de Navier-Stokes) ou encore la convergence à deux échelles qui permet

de prouver la convergence de la solution locale vers un état limite, solution du

problème macroscopique. Quelques travaux ont déjà abordé ce thème, fondés sur

des techniques diverses, notamment par A. Galka, J.J. Telega, R. Wojnar

([36]) ou encore E. Arquis et J.P. Caltagirone ([10]). Notre but ici reste de

déterminer le coefficient Soret équivalent en milieu poreux, mais aussi de démontrer

la convergence en un sens à préciser dans le contexte des équations locales vers le

modèle macroscopique établi. La détermination numérique des coefficients de trans-

port équivalents fait l’objet d’une troisième partie et se fonde esssentiellement sur

la résolution de problèmes locaux fortement liés au choix de la cellule de référence

choisie pour modéliser le milieu périodique. Le procédé d’homogénéisation a par

ailleurs permis de montrer l’inadéquation de la condition de bord usuellement em-

ployée pour l’effet Soret avec la considération d’un milieu diphasique (solide-liquide)

comme c’est le cas avec un milieu poreux. L’origine-même de l’Effet Soret et son

formalisme thermodynamique entrâınent une contradiction que nous décrivons par

la suite.

Sur le bien-fondé des équations locales

La considération des équations (équation de l’énergie et équation de l’effet Soret)

telles qu’elles sont employées couramment reste valable dès que l’on ne considère

qu’un système monophasique. Dans le cas d’un milieu poreux, la considération

12
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de ces deux équations associées à la condition de bord de type “flux nul” pose

nécessairement un problème. En effet, si on examine alors l’équation de fermeture

donnée par la condition de Neumann

~Ji.~n = 0 sur ∂ωf

ωf étant la partie fluide d’un volume élémentaire du domaine global; en décomposant

Ji comme dans l’égalité (I.1), la considération des condititons au bord

~JNi .~n = ~JU
i .~n = 0 sur ∂ωf

et donc

~Jθi .~n = 0 sur ∂ωf

amène une contradiction dès lors que l’on a remarqué que

∂θ

∂nf,s
6= 0 sur ∂ωf

nf,s étant la normale à l’interface fluide solide Γf,s = ∂ωf . Une telle contradiction

découle directement de la nature non diagonale (cf. tableau I) de l’effet Soret. Le

flux d’un constituant i du fluide (qui, par définition, représente une grandeur mo-

nophasique, car présente uniquement en phase fluide) est provoqué et exprimé par

un flux de chaleur, grandeur présente en phase fluide comme en phase solide. Plus

précisément, c’est le formalisme thermodynamique de l’effet Soret qui n’est plus

adapté dès lors que l’on considère un milieu diphasique. La thermodynamique des

systèmes ouverts généralise des lois diagonales, notamment la loi de Fick qui apparâıt

comme la restriction au gradient de concentration d’un effet plus large qui s’écrit

en gradient de potentiel chimique ∇θµi. On utilise en effet les relations d’équilibre

de Onsager pour traduire un phénomène qui par essence est hors équilibre. Il est

probable que la principale erreur réside dans la restriction du gradient de poten-

tiel chimique au gradient de concentration décrite ci-dessus; la considération d’une

équation ayant pour inconnue non plus des concentrations ou des fractions massiques

mais les potentiels chimiques des espèces (que l’on peut aussi définir en phase solide)

lèverait cette contradiction. Le problème principal résiderait alors dans la définition

13
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de ces quantités en phase solide. Dans de tels cas, il faut définir des concentrations

fictives dont la valeur permettrait d’obtenir un flux de matière à travers l’interface

fluide - solide dont la valeur compenserait celle du flux de chaleur.

Les phénomènes d’adsorption

On décrit brièvement par la suite les équations modélisant à une échelle locale les

phénomènes d’adsorption. Soit Nabs
i la fraction massique de composant i en phase

adsorbée. Le bilan de la masse sur un volume élémentaire s’écrit :

∂t
(
Nabs
i +Ni

)
= −div( ~Ji) (I.2)

où ~Ji est le flux de masse défini en (I.1) (en ne considérant toutefois pas ici les effets

thermodiffusifs, dans un souci de simplification). En utilisant l’incompressibilité de

l’écoulement, on obtient alors

∂tNi + U · ∇Ni −
n∑
j=1

Dij∆Nj = −∂tNabs
i . (I.3)

Ce système comporte a priori 2n inconnues: les concentrations en phase fluide

(Ni)i=1..n et les concentrations en phase adsorbée (Nabs
i )i=1..n. Afin de réduire le

nombre d’inconnues de moitié, on se place dans le cas d’équilibre d’adsorption (ap-

proche quasi stationnaire), qui permet de disposer de la relation :

Nabs
i = ϕi(N1, . . . Nj, . . . Nn) (I.4)

(ce type de relation étant par ailleurs justifié dans toute situation où la réaction

d’adsorption est rapide relativement à l’échelle de temps de l’écoulement). De ce

fait, la cinétique de la réaction d’adsorption n’est pas considérée. La fonction ϕi(·)
reliant les inconnues Nabs

i et (Nj)j=1,...n est appelée isotherme d’adsorption. Les

équations de conservations de la masse sont alors réécrites

∂t (Ni + ϕi(N1, . . . Nn)) + U · ∇Ni −
n∑
j=1

Dij∆Nj = 0. (I.5)
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(a) Etat initial. (b) Adsorption de
matière par la matrice
poreuse.

(c) Cas irréversible : pas
de désorption.

(d) Cas réversible : la
matière adsorbée est re-
distribuée dans le fluide.

Fig. 4 – Adsorption, désorption et irréversibilité.

Un tel changement d’inconnue présente par ailleurs plusieurs avantages :

– il permet de restreindre le nombres d’inconnues,

– il restreint de la même manière le domaine d’étude à la phase fluide,

– il permet de décrire une classe large de comportements “naturels”.

Sur le dernier point, on effectue dans la partie 5, un changement d’échelle pour

deux type d’isothermes: l’isotherme de Langmuir irréversible (lipschitzien, nul en

0) et l’isotherme de Freundlich (monotone, non lipschitzien). On trouve beaucoup

d’autres exemples d’isothermes dans la littérature (cf. notamment [20], [45]) obte-

nus de manière empirique ou encore à l’aide de la thermodynamique statistique. La

modélisation des effets d’adsorption a par ailleurs fait l’objet de plusieurs études

(cf. [32] ou encore [41], [42]). D’un point de vue mathématique, la présence d’un

coefficient de couplage devant le terme d’évolution dans l’équation de conserva-

tion de la masse commande d’obtenir un résultat d’existence de solution forte et

suffisamment de régularité sur celle-ci pour éviter le recours à des espaces fonction-

nels tératologiques (par la définition de solution faible, ultra faible) où les règles

de dérivation à la châıne son très délicates et où la définition de dérivée nor-
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male (flux) doit être affaiblie. On prend le parti que les différentes expressions

mathématiques rencontrées et qui ont une interprétation physique pour l’utilisateur

soient représentées par des classes de fonctions de Sobolev. Des exemples d’équations

possédant de telles non-linéarités ont été traités notamment par F. De Thelin et

J.I. Diaz dans [26]. La partie suivante est ainsi consacrée à l’analyse mathématique

des équations de conservation.
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Deuxième partie

A l’échelle du pore : le milieu libre





Chapitre 1

Analyse mathématique des

équations locales

Nous présentons ici l’analyse mathématique d’un modèle tenant

compte des effets d’adsorption, de diffusion et de thermodiffu-

sion dans un écoulement multiconstituant. Après avoir mis en

place un cadre fonctionnel approprié, on démontre notamment

l’existence d’une solution au problème par une technique de point

fixe. L’admissibilité physique de la solution est démontrée en par-

tie par application du lemme d’Ascoli. On exhibe ensuite une

méthode de transposition ramenant le problème de l’unicité de

la solution à l’étude d’un problème dual. On énonce enfin un

résultat de forte stabilité locale des fractions massiques par rap-

port au coefficient de Soret.

1.1 Introduction

Nous nous plaçons dans le cas d’un liquide constitué de n composants se déplaçant

dans un capillaire modélisant à l’échelle locale un pore. L’analyse mathématique qui

suit est indépendante de la géométrie (sauf pour ce qui est de l’analyse numérique)

et représente de façon plus générale l’étude mathématique d’un modèle caractérisant

le couplage entre effets d’adsorption et des effets du second ordre tels la diffu-

sion moléculaire et la thermodiffusion intervenant dans un fluide multiconstituant
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à l’intérieur d’une colonne capillaire. Ce modèle, dans le cas de grands nombres de

Péclet (convection prépondérante) est aussi celui de la chromatographie, même si les

seuls effets de sorption sont habituellement pris en compte (système alors modélisé

par des équations hyperboliques du premier ordre (cf. notamment [44])). Il peut

toutefois se révéler intéressant de considérer les phénomènes de transport diffusif et

de dispersion en chromatographie, notamment en chromatographie analytique, pro-

cessus donnant lieu à des gradients de concentration importants et où opère alors la

diffusion moléculaire.

L’équation de bilan de la matière pour l’espèce k est alors donnée, en l’absence

de réaction chimique, par{
∂t
(
Nk + ϕk(N)

)
+ div( ~Jk) = 0, (1 ≤ k ≤ n) (II.1.1)

où ~Jk est le flux de matière associé à la fraction massique Nk du composant k et

ϕk (.) est une fonction à variable vectorielle, appelée ”isotherme d’adsorption”, tra-

duisant la quantité de matière absorbée par la matrice poreuse de la colonne. Cette

fonction permet de réduire de moitié le nombre d’inconnues du problème puisqu’on

ne s’intéresse qu’aux espèces présentes dans la phase mobile, le fluide. L’aspect de

l’adsorption que nous privilégions est celui d’équilibre thermodynamique, c’est-à-

dire d’un état où la répartition d’un constituant entre les deux phases (mobile et

stationnaire) est établie. L’expression de la famille de fonctions (ϕk)k est obtenue

à l’aide de la thermodynamique statistique et ne prend pas en compte une quel-

conque cinétique (le facteur de retard ϕk ne dépend pas directement du temps).

La séparation proprement dite résulte alors du couplage entre mouvement forcé et

rétention, c’est-à-dire entre des phénomènes de nature hydrodynamique d’une part

et thermodynamique d’autre part. L’expression du flux ~Jk est donnée à l’aide de la

loi de Fick par

~Jk = −
n∑
j=1

Dkj
~∇Nj +NkU−Dk

θNk(
n∑
j=1

Nj −Nk)~∇θ. (II.1.2)

L’explication des différents termes pris en compte dans ce flux est donnée dans la

partie précédente. Le but est de montrer que le problème considéré est bien posé au

sens de Hadamard: se donnant une vitesse et un profil thermique réguliers (on peut
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aussi coupler ces équations avec l’équation de l’énergie), on considère les équations : ∂t [Ni + ϕi(N1,...,Nn)] + U.~∇Ni −
n∑
j=1

Dij∆Nj − div(SitNi(
n∑
j=1

Nj −Ni)~∇θ) = 0

(1 ≤ i ≤ n), dans un cylindre ]0,T[× Ω, Ω ⊂ IR3

associées à des conditions de bord et initiales conformes à l’expérimentation, où

Ω est un ouvert borné et connexe de IR3 de frontière Γ lipschitzienne, partitionnée

selon la règle

Γ = ∂Ω = Γe ∪ Γl ∪ Γs ∪ ∂Γl, L2 −mes (Γe ∪ Γs) > 0, (II.1.3)

et Γe (resp. Γs) représente la ”section” d’entrée (resp. de sortie) du fluide, et Γl la pa-

roi étanche et isolée thermiquement du domaine considéré. On adjoint à ces équations

des conditions de bord de type Dirichlet non homogène et Neumann homogène, ainsi

qu’une condition initiale, pour la formulation complète du problème sur la frontière

parabolique. Pour mettre en lumière la structure mathématique du modèle et garder

la mâıtrise de l’analyse lors d’éventuelles corrections des lois d’état, on considère plus

largement une formulation générale. Soit alors le système d’équations aux dérivées

partielles, modélisant en particulier les équations de convection - diffusion et ther-

modiffusion avec effet d’adsorption pour un fluide multiconstituant :



∂tNi +
n∑
j=1

∂ϕi(N)

∂xj
∂tNj −

n∑
j=1

Dij∆Nj + ~∇(µ(Ni)).U + div(σi(N)~∇θ) = 0

dans ]0,T [× Ω, sous les conditions suivantes au bord parabolique :

Ni(0,.) = N0
i , Ni = N bord

i sur Γe ∪ Γs,
∂Ni

∂n
= 0 sur Γl,U.

→
n= 0 et

∂θ

∂n
= 0 sur Γl

U et ~∇θ étant deux champs de vecteurs donnés, stationnaires et réguliers, tels que :
→
∇ θ ∈ (L∞(Ω))3, ∆θ ∈ L2(Ω), div(U) = 0, 1 ≤ i ≤ n,

où :

µ est une fonction lipschitzienne de IR dans IR nulle en 0 et (σi) représente

une famille de fonctions de IRndans IR telles que σi(N1,...,Ni−1,0,Ni+1,...,Nn) = 0,

prolongées de telle sorte que σi(N) = 0 sur {N ∈ Rn, Ni ≤ 0} .
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On introduit de manière classique l’espace fonctionnel hilbertien

V =
{
v ∈ H1(Ω), trace(v) = 0 sur Γe ∪ Γs

}
. (II.1.4)

Les profils permanents thermiques et la vitesse seront supposés donnés a priori,

avec la régularité précisée ci-dessus. On considère un écoulement non turbulent in-

compressible (on sait en effet que la diffusion thermique et la viscosité sont modifiées

par la turbulence, cf. J.I. Diaz et F. De Thelin [26] sur ce point).

Remarque 1

Dans la suite, les lettres en gras désigneront des grandeurs vectorielles.

Le problème considéré présente une condition de type Dirichlet non homogène sur

(Γe∪Γs) que l’on traite par l’introduction d’une inéquation variationnelle vectorielle

(cf. [18] , p.143, [48] ou [31]) relative au convexe fermé K de (H1(Ω))
n
, défini par

K =
n∏
i=1

Ki, où Ki =
{
v ∈ H1(Ω), v|Γe∪Γs

= N bord
i

}
et V = Ki −Ki.

Il faut donc s’assurer que chacun des Ki est non vide, ce que l’on supposera

désormais, i.e. précisément, que chaque fonction N bord
i est suffisamment régulière

(en fait que N bord
i appartienne à H

1
2 (Γe ∪ Γs) , défini comme l’espace des restrictions

à (Γe ∪ Γs) des fonctions de H
1
2 (Γ) (cf. sur ce point, [24] ,vol. 4, chap.VII, §2)).

Afin d’écrire les équations scalaires sous forme vectorielle, nous introduisons les

notations suivantes :

N =

 N1

...

Nn

 le vecteur des concentrations, et V =

 V1

...

Vn

 le vecteur des

fonctions ”test”, pris a priori dans (V)n .

On introduit de même les matrices suivantes :

K̃(x1,...,xn) =

 K11(x) ... K1n(x)

... ... ...

Kn1(x) ... Knn(x)
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où Kij(x) = δij +
∂ϕi

∂xj
(x), pour (1 ≤ i,j ≤ n) et pour x ∈ (IR+)n, puis pour x ∈ IRn,

après prolongement ad hoc (où δij désigne le symbole de Kronecker).

Le tenseur de diffusion est défini par :

D = [Dij]1≤i,j≤n , Dij ∈ IR.

Nous donnerons des hypothèses de vérification simple en pratique relatives à ces

différents éléments, et suffisantes à l’analyse mathématique du modèle.

En multipliant de manière informelle chaque équation (Ei) par la composante

correspondante Vi dans V et en intégrant sur Ω, on obtient à l’aide de formules de

Green le problème variationnel vectoriel en vue de définir une solution forte :
Chercher N ∈ (L∞(0,T; H1 (Ω)) ∩ H1(Q))n,N (t,.) ∈ K p.p. en t, tel que,

pp. t ∈ ]0,T [ ,∀V ∈ (L2(0,T ;V))n,

(P)

{
(K̃(N)∂tN,V) + d(N,V) + U(N,V) + σ(N,θ,V) = 0

N(0,.) = N0

où on aura préalablement défini d,U,σ et (.,.) de la manière suivante (en utilisant

désormais la convention de somme sur l’indice répété) :

d(N,V) = Dij

∫
Ω

~∇Nj.~∇Vidx , U(N,V) = −
∫
Ω

µ(Ni)U.~∇Vidx

σ(N,θ,V) = −
∫
Ω

σi(N)~∇θ.~∇Vidx , (K̃(N),∂tN,V) =

∫
Ω

Kij(N)∂tNjVidx.

On est donc amené à étudier l’existence de la solution forte d’un système couplé

d’équations d’évolution de type parabolique non linéaire avec des terme de transport

et de convection thermique non linéaires et des conditions de bord mêlées. Il s’agit

de montrer que cette formulation est bien posée au sens de Hadamard.

Hypothèse 1 La matrice K̃(x) et le tenseur de diffusion sont à diagonales prépondérantes,

i.e. vérifient les conditions de pseudo-ellipticité, uniformes par rapport à x :

(H)

 ∃α > 0,∀x ∈ IRn,∀ζ ∈ IRn,
(
K̃(x)ζ,ζ

)
≥ α ‖ζ‖ 2,

∃d > 0,∀x ∈ IRn,∀ζ ∈ IRn,
(
D̃(x)ζ,ζ

)
≥ d ‖ζ‖ 2.
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Nous explicitons par la suite une condition suffisante, simple à vérifier, assurant la

validité de l’hypothèse précédente. Soit le tenseur défini par

K∗ij =


1− |∂ϕ

i

∂xi
|
L∞(IRn+)

si i = j

|∂ϕ
i

∂xj
|
L∞(IRn+)

si i 6= j
(II.1.5)

En supposant que la matrice constante K̃∗ij (non nécessairement symétrique)

d’élément générique K∗ij soit à diagonale dominante, au sens où :

(HK̃∗)


∀i ∈ {1..n}

K∗ii >
1

2

n∑
j=1,j 6=i

(K∗ij +K∗ji) ≥ 0.

Proposition 1

Sous l’hypothèse (HK̃∗), la matrice K̃∗ij(x) vérifie la condition (H).

� Preuve

Soient (i,j) ∈ {1..n}2 tels que i 6= j; alors, pour tout ζ ∈ IRn,

|
∫

Ω

Kij(x)ζiζjdx| ≤
1

2
|Kij|L∞

∫
Ω

|ζi|2dx+
1

2
|Kij|L∞

∫
Ω

|ζj|2dx

=
1

2
K∗ij

∫
Ω

|ζi|2dx+
1

2
K∗ij

∫
Ω

|ζj|2dx
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d’où,

∑
i,j

∫
Ω

Kijζiζjdx =
∑
i

∫
Ω

Kii(x)|ζi|2dx+
∑
i,j i 6=j

∫
Ω

Kij(x)ζiζjdx

≥
∑
i

{[
K∗ii −

1

2

∑
j

(K∗ij +K∗ji)

]∫
Ω

|ζi|2dx

}

≥ α
∑
i

∫
Ω

|ζi|2dx

= α‖ζ‖2

à l’aide de l’hypothèse (HK̃∗), pour un certain α strictement positif.

Hypothèse 2 On suppose de plus que le tenseur de diffusion est symétrique i.e.

∀(i,j) ∈ {1,..,n}2 Dij = Dji (II.1.6)

Cette dernière hypothèse, physiquement admissible, est communément adoptée dans

la littérature (P. Bia, M. Combarnous [14], G. Duvaut, J.L. Lions [31]).

Dans un premier temps et pour des raisons techniques, nous traiterons le problème

pour les conditions de régularité suivantes (hypothèses de régularité provisoirement

adoptées en vue d’établir un résultat préparatoire) :

µ ∈ C1(IR) ∩W 1,+∞(IR), µ(0) = 0, σi ∈ C1(IRn) ∩W 1,+∞(IRn)

Par un argument de densité, on pourra ensuite s’affranchir de l’hypothèse de

différentiabilité pour ne garder que le caractère plus conforme à la réalité de lip-

schitzianité des fonctions d’état.

Nous proposons ici le plan de travail suivant pour l’analyse mathématique du

phénomène en milieu libre:

– Dans un premier temps, on démontre l’existence d’une solution au problème,

en établissant des estimations a priori après s’être intéressé à un problème
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linéarisé. On met alors en oeuvre une méthode de point fixe de type Schauder

Tychonov, usuelle pour le traitement des lois de conservation paraboliques

quasi linéaires (cf. G. Gagneux - M. Madaune-Tort [35]). La méthode

est traitée dans le cas d’une condition au bord de type “Dirichlet homogène”

puis généralisée aux situations du type “Dirichlet non homogène”.

– Dans un second temps, on démontre que cette solution est physiquement ad-

missible dans des cas particuliers usuels pour l’expérimentateur, tels en dimen-

sion d’espace égale à 1 (cas du tube capillaire).

– On établit enfin un résultat d’unicité et de dépendance continue pour des

topologies ad hoc de la solution en fonction de l’état initial et de certains

paramètres du transport convectif en se ramenant à un problème auxiliaire,

selon la méthode de transposition introduite par S.N. Antontsev et A.V.

Domansk̈i [7] (cf. aussi sur ce point G. Gagneux [34]) ou de Holmgren

([63], p. 66− 68). On donne notamment, un résultat sur la stabilité de la frac-

tion massique selon le coefficient de thermodiffusion.
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

On se ramène ici à un problème de type homogène à l’aide d’un relèvement

régulier des conditions de bord. Ce procédé introduit alors une modification de la

définition des lois d’état non linéaires et des termes nouveaux dans le second membre,

réguliers, n’altérant pas la méthode propre à démontrer l’existence de la solution à

ce problème. Il est donc possible, sans perte de généralité, d’étudier le problème de

type Dirichlet homogène sur (Γe ∪ Γs), dès lors que les fonctions N bord
i sont assez

régulières (d’après la remarque précédente).

On définit préalablement, pour des raisons de commodité d’écriture, la famille

de fonctions suivantes:

µki ≡
∂σi

∂xk
(II.1.7)

Soit alors f = (f1,...,fn)> un vecteur à notre discrétion pris dans (H1(Q))
n
et soit

(P 0
lin(f)) le problème suivant (avec la convention de l’indice répété d’Einstein):

Trouver N ∈ (L2(0,T;V))n, tel que ∂tN ∈ (L2(Q))
n
,

solution du problème de Cauchy paralinéarisé dans Q = ]0,T [× Ω

∂tNi +
∂ϕi(f)

∂xj
∂tNj −Dij∆Nj + µ′(fi)U.~∇Ni + σi(f)∆θ +

(
µki (f)

∂Nk

∂xj

)
∂θ

∂xj
= 0

Ni(0,.) = N0
i ,

associé aux conditions latérales :

Ni = 0 sur Γe ∪ Γs,
∂Ni

∂n
= 0 sur Γl,U.

→
n= 0 et

∂θ

∂n
= 0 sur Γl (1 ≤ i ≤ n).

Proposition 2

Sous les hypothèses précédentes, et pour tout f pris dans (H1(Q))
n
, le problème

(P 0
lin(f)) admet une solution N appartenant à (L∞(0,T ;V) ∩H1(Q))n et une seule.

Principe de la démonstration:

Le problème considéré est constitué d’une famille faiblement couplée d’équations

paraboliques linéaires. Il suffit d’appliquer les résultats généraux abstraits sur les

systèmes paraboliques linéaires (immédiat d’après le théorème de J.L. Lions ap-

pliqué aux équations vectorielles ([48] chap. 3, [50])).
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

1.2.1 Estimations a priori dans un cadre fonctionnel ap-

proprié

Proposition 3

L’analyse du problème paralinéarisé (P 0
lin(f)) permet de mettre en évidence les

estimations a priori suivantes :{
∃C1 > 0, tel que, ∀f ∈ (H1(Q))

n
, ‖N‖(L∞(0,T ;V))n ≤ C1

∃C2 > 0, tel que, ∀f ∈ (H1(Q))
n
, ‖∂tN‖L2(0,T ;L2(Ω)n) ≤ C2

(II.1.8)

ces constantes dépendant uniquement de N0,d,α, des diverses constantes de Lip-

schitz des fonctions d’état, de ‖U‖(L∞(Q))n ,T,
∣∣∣~∇θ∣∣∣

(L∞(Q))n
, |∆θ|L2(Q) .

� Preuve

En multipliant chaque équation par ∂tNi et en sommant sur i, nous obtenons

l’égalité, pour presque tout t et presque partout dans Ω :
(∂tNi)

2 +
∂ϕi(f)

∂xj
∂tNi∂tNj −Dij∆Nj∂tNi + µ′(fi)∂tNiU.~∇Ni

+σi(f)∂tNi∆θ +

(
µki (f)

∂Nk

∂xj

)
∂tNi

∂θ

∂xj
= 0

On intègre ensuite sur Ω pour obtenir, pour presque tout t,

∫
Ω

Kij (f) ∂tNj∂tNidx−
∫
Ω

Dij∆Nj∂tNidx+

∫
Ω

µ′(fi)~∇Ni.U∂tNidx

+

∫
Ω

σi(f)∂tNi∆θdx+

∫
Ω

(
µki (f)

∂Nk

∂xj

)
∂tNi

∂θ

∂xj
dx = 0

Ainsi, pour presque tout t,∫
Ω

Kij (f) ∂tNj∂tNidx−
∫
Ω

Dij∆Nj∂tNidx

≤
∫
Ω

∣∣∣µ′(fi)~∇Ni.U∂tNi

∣∣∣ dx+

∫
Ω

∣∣σi(f)∂tNi∆θ
∣∣ dx+

∫
Ω

∣∣∣∣µki (f)
∂Nk

∂xj
∂tNi

∂θ

∂xj

∣∣∣∣ dx
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

Puis, par intégration entre 0 et τ où τ ∈ [0,T ] , et en utilisant les hypothèses émises

et les définitions des normes considérées :

‖N‖2
n =

∫
Ω

∣∣∣~∇Ni.~∇Ni

∣∣∣ dx : norme sur Vn (par définition de la norme hilbertienne

de l’espace produit, V étant muni de la norme définie par le produit scalaire de

type Poincaré, conséquence directe de la définition de V et de la généralisation de

l’inégalité de Poincaré).

Les hypothèses émises permettent alors d’affirmer que :∫ τ

0

(K̃(x)∂tN,∂tN)dt ≥ α

∫ τ

0

|∂tN|2n dt

et∫ ∫
Ω×[0,T ]

Dij
~∇Nj.~∇(∂tNi)dxdt =

Dij

2

∫ ∫
Ω×[0,T ]

∂t

(
~∇Ni.~∇Nj

)
dxdt

=
Dij

2

∫
Ω

(
~∇Ni.~∇Nj

)
(τ)dx− Dij

2

∫
Ω

(
~∇Ni.~∇Nj

)
(0)dx

≥ d

2
‖N(τ)‖2

n −
∑
ij

Dij

2
‖N(0)‖2

n .

De plus, à l’aide de l’inégalité de Young, on a, pour ε strictement positif à choisir

au moment opportun de la démonstration,∫
Ω

∣∣∣µ′(fi)~∇Ni.U∂tNi

∣∣∣ dx ≤ C(ε) ‖N‖2
n +

ε

3
|∂tN|2n∫

Ω

∣∣σi(f)∂tNi∆θ
∣∣ dx ≤ C ′(ε) |∆θ|2L2(Ω) +

ε

3
|∂tN|2n∫

Ω

∣∣∣∣µki (f)
∂Nk

∂xj
∂tNi

∂θ

∂xj

∣∣∣∣ dx ≤ C”(ε) ‖N‖2
n +

ε

3
|∂tN|2n

où C”(ε) dépend de |µik|L∞(Ω) ,
∣∣∣~∇θ∣∣∣

L∞(Q)
, et C(ε) dépend de

∥∥∥~∇µ∥∥∥
(L∞(Ω))n

, ‖U‖
(L∞(Ω))n

.
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

Ainsi, on obtient l’inégalité (�) , pour tout τ de [0,T ],

α

∫ τ

0

|∂tN|2n dt+
d

2
‖N(τ)‖2

n ≤ C1(N0,θ) + ε

∫ τ

0

|∂tN|2n dt+ C(ε)

∫ τ

0

‖N(s)‖2
n ds

où C(ε) = C(ε, |µik|L∞(Ω) ,
∣∣∣~∇θ∣∣∣

L∞(Q)
,
∥∥∥~∇µ∥∥∥

(L∞(Ω))n
, ‖U‖

(L∞(Ω))n
).

On choisit ensuite ε assez petit pour que le terme ε
∫ τ

0
|∂tN|2n dt soit absorbé par

le premier membre de l’inégalité (il suffit de prendre, par exemple ε = ε0 = α
2
). On

obtient alors en particulier l’inégalité suivante :

∀τ ∈ [0,T ] , ‖N(τ)‖2
n ≤ C1(N0,θ) + C(ε0)

∫ τ

0

‖N(s)‖2
n ds.

On utilise ensuite le lemme de Gronwall ([24],p.672, vol. 2) pour obtenir la majora-

tion uniforme suivante :

pour tout τ dans [0,T ] ‖N(τ)‖2
n ≤ C1(N0,θ)

∫ τ

0

C(ε0)ds

= C1(N0,θ)TC(ε0)︸ ︷︷ ︸
C1

Ainsi, N demeure dans un borné fixe de (L∞(0,T ;V))n et a fortiori, il existe une

constante C̃1 telle que pour tout p ∈ ]1,+∞]

‖N‖(Lp(0,T ;V))n ≤ C̃1

puisque T est fini. On réutilise ensuite l’inégalité (�) pour obtenir la majoration sur

la dérivée par rapport au temps :

α

2

∫ τ

0

|∂tN|2n dt ≤ C2.
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

1.2.2 Mise en œuvre d’une stratégie de point fixe

On énonce un premier lemme de démonstration immédiate.

Lemme 1

La famille de fonctions N = N(f1,f2,....,fn) reste, indépendamment de f , dans

un borné fixe de X = (L∞(0,T ;V) ∩H1(Q))n, lorsque f parcourt (H1(Q))n.

� Preuve

Ce résultat est immédiat d’aprés les estimations trouvées dans la proposition précédente.

On déduit de celles-ci que N reste dans un borné fixe de (L∞(0,T ;V))n (cela essen-

tiellement par le fait que N0 est dans Vn, donnée initiale régulière) et que ∂tN reste

dans un borné fixe de (L2(Q))n.

Notation et stratégie

Pour mettre en oeuvre une méthode de point fixe, on recherche un espace de Banach

à dual séparable (en vue d’obtenir des informations sur la métrisabilité de la topo-

logie faible sur les bornés, d’après le théorème III.25’, p. 50 de [18]). En outre, pour

disposer de propriétés de compacité pour la topologie faible, on introduit l’espace

réflexif, pour p0 fixé dans [2,+∞[,

Xp0 =
{
Lp0(0,T ;V) ∩H1(Q)

}n
(II.1.9)

et

K =

{
V ∈ Xp0

, ‖V‖Xp0 ≤ C, où C =

√
C̃2

1 + C2
2 , V(0,.) = N0

}
(II.1.10)

le borné relatif au lemme précédent.

De la considération de l’application =p0 :

∣∣∣∣∣ Xp0
→ Xp0

f → N
(bien définie en vertu de la

proposition 2) et des calculs précédents, il résulte la propriété suivante :
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

Lemme 2

L’ensemble K est stable par l’application =p0. De plus K est un ensemble non

vide, convexe fermé borné de Xp0 et donc faiblement compact de Xp0.

� Preuve

Le premier point est immédiat d’après le lemme précédent. En outre, K est une

partie non vide (par définition de N), convexe, fermée. Sachant que l’espace Xp0 est

réflexif (c’est pour cela qu’il a été choisi), la propriété voulue résulte du corollaire

III.19, p. 46 de [18].

Proposition 4

L’application =p0 admet un point fixe, solution du problème de départ.

� Preuve

On considère donc l’application =p0 lorsque Xp0 est muni de la topologie faible

σ(Xp0 ,(Xp0)′), qui lui confère la structure d’espace vectoriel topologique localement

convexe séparé. Pour mettre en oeuvre un théorème de point fixe de type ”Schauder-

Tychonov”, il suffit de montrer que =p0 est une application faiblement-faiblement

séquentiellement continue de K dans K. Pour cela, considérons une suite (f q)q∈N

d’éléments de Xp0 , convergeant faiblement dans Xp0 vers f .

Les fonctions N et ∂tN restant respectivement dans des bornés fixes de (Lp0(0,T ;V))n

et de (L2(Q))n, on peut en extraire des sous-suites faiblement convergentes (on no-

tera Nqk et ∂tN
qk les ”dernières” des sous-suites extraites). Ainsi,

∃N ∈ Xp0 , tel que Nqk
Xp0⇀ N et N ∈ K.

Il nous reste à montrer que

N = =p0(f)

On a donc la propriété de convergence

Nqk
(H1(Q))

n

⇀ N.
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

Or, pour tout qk ∈ IN, les problèmes linéaires associés (Plin(fqk)) s’énoncent sous

forme variationnelle par : Nqk ∈ K et∀V ∈ Vn, p.p. en t,



∫
Ω

Kij(fqk)∂tN
qk
j Vidx+

∫
Ω

Dij
~∇N qk

j .
~∇Vidx+

∫
Ω

µ′((fqk)i)Vi
~∇N qk

i .Udx

+

∫
Ω

σi(fqk)Vi∆θdx+

∫
Ω

(
µli(fqk)

∂N qk
l

∂xj

)
Vi
∂θ

∂xj
dx = 0.

Par compacité de l’injection deH1(Q) dans L2(Q) (théorème de Rellich-Kondrachoff),

on dispose des convergences suivantes :

fqk
pp dansQ−−−−−→ f

et, comme K̃ est une matrice de fonctions régulières (de classe C0), on a :

Kij(fqk)Vi
pp dansQ−−−−−→ Kij(f)Vi.

A l’aide du théorème de la convergence dominée de Lebesgue, et en considérant

dans L2 (Q) le produit d’une convergence forte et d’une convergence faible, on ob-

tient :

∫
Ω

Kij(fqk)∂tN
nk
j Vidx

k→∞−→
∫
Ω

Kij(f)∂tNjVidx.

On effectue de même pour les autres intégrales de l’équation en utilisant le fait

techniquement essentiel ici que les coefficients d’état

(
µ′,

∂σi

∂xk
, etc...

)
sont bornés

et continus.

L’application trace en t = 0 étant continue fortement de Xp0 dans L2(Ω) et

linéaire, elle y est faiblement faiblement continue et donc

N(0,.) = N0

33



1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogène”

On obtient à la limite, pour tout V de Vn et presque partout sur ]0,T [ : N ∈ K et

∫
Ω

Kij(f)∂tNjVidx+

∫
Ω

Dij
~∇Nj.~∇Vidx+

∫
Ω

µ′(fi)Vi~∇Ni.Udx

+

∫
Ω

σi(f)Vi∆θdx+

∫
Ω

(
µli(f)

∂Nl

∂xj

)
Vi
∂θ

∂xj
dx = 0

N(0,.) = N0(.).

Il s’ensuit, d’après la propriété d’unicité, que

N = =p0(f).

Le point d’accumulation =p0(f) étant indépendant de la sous-suite extraite du fait

de l’unicité de la solution au problème parabolique linéarisé (Plin(f)), on en déduit

que toute la suite (Nq)q∈N converge faiblement dans Xp0 vers N = =p0(f). L’ap-

plication =p0 est donc faiblement faiblement séquentiellement continue de K dans

K, faiblement compact. D’après le lemme de Schauder - Tychonov, elle y admet un

point fixe noté N. Ainsi, parce que pour tout i ∈ {1,...,n} et avec la convention de

l’indice répété, σi(N)∆θ +

(
µki (N)

∂Nk

∂xj

)
∂θ

∂xj
= div

(
σi(N)~∇θ

)
,

µ′(Ni)U.~∇Ni = div(µ(Ni)U), car div(U) = 0

ce qui légitime a posteriori la formulation du problème paralinéarisé, et on peut

énoncer :
∃ N ∈ (Lp0(0,T ;V) ∩H1(Q))n, tel que,

p.p. t ∈ [0,T ] , ∀V ∈ (L2(0,T ;V))n,

(P)

{
(K̃(N)∂tN,V) + d(N,V) + U(N,V) + σ(N,θ,V) = 0

N(0,.) = N0.

Or, d’après le lemme 1, pour p0 pris dans [2,+∞[ ,

=p0(Xp0) ⊂ X ⊂ Xp0 (II.1.11)
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogène”

et donc, a fortiori, tous les points fixes de l’application =p0 , et donc, en l’occurrence,

N est en particulier dans (L∞(0,T ;V))n.

1.3 Condition de type “Dirichlet non homogène”

On décrit ici le raisonnement utilisé pour démontrer directement l’existence d’une

solution au problème avec condition de Dirichlet non homogène sur la partie du bord

(Γe∪Γs). Pour cela, il nous faut d’abord donner des hypothèses de régularité sur les

données le long de la frontière parabolique ({0} × Ω
⋃

]0,T [×∂Ω), en vue d’obtenir

des solutions fortes.

Hypothèse 3

Soient les hypothèses de régularité sur les données au bord suivantes :

∀i ∈ {1..n},
N bord
i admet un relèvement Ñ bord

i dansH2(Ω), avec
∂Ñ bord

i

∂n
= 0 sur Γl,

N bord
i ≥ 0 p.p. sur Γe ∪ Γs,

N0
i ∈ K ∩ L∞(Ω) et N0

i ≥ 0, p.p. dans Ω.

(II.1.12)

On considère désormais f = (f1,...,fn)> un vecteur pris dans (H1(Q))
n
et (Plin(f)) le

problème

Trouver N ∈ (L∞(0,T; H1 (Ω)))n, tel que N(t) ∈ K p.p. en t, ∂tN ∈ (L2(Q))
n
,

vérifiant ∀V ∈ (L2(0,T ;V))n et p.p. en t sur ]0,T [, ∀i ∈ {1..n},∫
Ω

∂tNiVidx+

∫
Ω

∂ϕi(f)

∂xj
∂tNjdx+

∫
Ω

Dij
~∇Nj

~∇Vidx

+

∫
Ω

[
µ′(fi)U.~∇Ni + σi(f)∆θ +

(
µki (f)

∂Nk

∂xj

)
∂θ

∂xj

]
Vidx = 0

Ni(0,.) = N0
i ,

associé aux conditions latérales :

Ni = N bord
i sur Γe ∪ Γs,

∂Ni

∂n
= 0 sur Γl,U.

→
n= 0 et

∂θ

∂n
= 0 sur Γl (1 ≤ i ≤ n).
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogène”

Proposition 5

Sous les hypothèses précédentes, et pour tout f pris dans (H1(Q))
n
, le problème

(Plin(f)) admet une solution N appartenant à (L∞(0,T ;H1 (Ω)) ∩ H1(Q))n et une

seule.

�Principe de la démonstration :

On introduit un changement d’inconnues

Ñi = Ni − Ñ bord
i

de sorte que

Ñi|Γe∪Γs = 0,
∂Ñi

∂n
|Γl = 0, Dij∆Ñ

bord
i ∈ L2(Ω), Ñi(0) ∈ V .

Ainsi, pour l’inconnue Ñ = (Ñ1,...Ñn), il s’agit d’un problème parabolique linéaire de

conditions aux limites homogènes, posé dans Vn à second membre (L2)n avec forme

bilinéaire stationnaire et symétrique et état initial régulier dans Vn, pour lequel

il existe une solution régulière (Ñi ∈ L∞(0,T ;V), ∂tÑi ∈ L2(Q)). En outre, grâce

aux estimations de type Faedo-Galerkin et de la faible semi-continuité inférieure des

formes convexes fortement continues, on dispose de l’estimation suivante, ∀τ ∈ [0,T ],

(])


∫

Ω×]0,T [

Kij(f)∂tNj∂tNidxds+
1

2

∫
Ω

d(N(τ),N(τ))dx

≤
∑
i

∫
Ω×]0,T [

Fi∂tNidxds+
1

2

∫
Ω

d(N(0),N(0))dx

en ayant préalablement posé, ∀i ∈ {1..n},

Fi = µ′(fi)U.~∇Ni + σi(f)∆θ +

(
µki (f)

∂Nk

∂xj

)
∂θ

∂xj
.
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogène”

Remarque 2

En réalité, comme Ñi ∈ L∞(0,T ;V) et ∂tÑi ∈ L2(Q), on a la propriété

Ñi ∈ C0([0,T ];V) (II.1.13)

c’est-à-dire

∀τ ≥ 0, Ñi(τ) a un sens et Ñi(τ) ∈ V .

1.3.1 Estimations a priori

Proposition 6

L’analyse du problème paralinéarisé (Plin(f)) permet de mettre en évidence les

estimations a priori suivantes :{
∃C1 > 0, tel que, ∀f ∈ (H1(Q))

n
, ‖N‖(L∞(0,T ;H1(Ω)))n ≤ C1

∃C2 > 0, tel que, ∀f ∈ (H1(Q))
n
, ‖∂tN‖L2(0,T ;L2(Ω)n) ≤ C2

(II.1.14)

ces constantes dépendant uniquement de N0,d,α, des diverses constantes de Lipschitz

des fonctions d’état, de ‖U‖(L∞(Q))n ,T,
∣∣∣~∇θ∣∣∣

(L∞(Q))n
, |∆θ|L2(Q) .

� Preuve

On réutilise ici l’estimation obtenue dans la démonstration précédente (]), en re-

marquant qu’elle peut être obtenue formellement en prenant dans la formulation

du problème la fonction-test Vi = ∂tNi, a priori non loisible car non élément de

L2(0,T ;V), mais pouvant être approchée par le quotient différentiel
Ni(t+ h,.)−Ni(t,.)

h
,

élément de L2(0,T ;V), car

trΓe∪Γs

Ni(t+ h,.)−Ni(t,.)

h
=
N bord
i −N bord

i

h
= 0. (II.1.15)
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogène”

On utilise ensuite l’inǵalité de Young, comme dans le cas homogène, pour ε stricte-

ment positif à choisir au moment opportun de la démonstration,∫
Ω

∣∣∣µ′(fi)~∇Ni.U∂tNi

∣∣∣ dx ≤ C(ε) ‖N‖2
n +

ε

3
|∂tN|2n∫

Ω

∣∣σi(f)∂tNi∆θ
∣∣ dx ≤ C ′(ε) |∆θ|2L2(Ω) +

ε

3
|∂tN|2n∫

Ω

∣∣∣∣µki (f)
∂Nk

∂xj
∂tNi

∂θ

∂xj

∣∣∣∣ dx ≤ C”(ε) ‖N‖2
n +

ε

3
|∂tN|2n

où C”(ε) dépend de |µik|L∞(Ω) ,
∣∣∣~∇θ∣∣∣

L∞(Q)
, et C(ε) dépend de

∥∥∥~∇µ∥∥∥
(L∞(Ω))n

, ‖U‖
(L∞(Ω))n

.

D’où, pour tout τ de [0,T ],

(�) α

∫ τ

0

|∂tN|2n dt+
d

2
‖N(τ)‖2

n ≤ C1(N0,θ) + ε

∫ τ

0

|∂tN|2n dt+ C(ε)

∫ τ

0

‖N(s)‖2
n ds

où C(ε) = C(ε, |µik|L∞(Ω) ,
∣∣∣~∇θ∣∣∣

L∞(Q)
,
∥∥∥~∇µ∥∥∥

(L∞(Ω))n
, ‖U‖

(L∞(Ω))n
).

On choisit ensuite ε suffisamment petit et on obtient alors en particulier l’inégalité

suivante :

∀τ ∈ [0,T ] , ‖N(τ)‖2
n ≤ C1(N0,θ) + C(ε0)

∫ τ

0

‖N(s)‖2
n ds.

L’estimation ainsi obtenue l’est sur sup
[0,T ]

ess

∫
Ω

|~∇Ni|2dx. C’est pourquoi il faut d’abord

remarquer que sur H1(Ω)

u 7−→
(∫

Ω

|~∇u|2dx+

∫
(Γe∪Γs)

(trace(u))2dσ

) 1
2

définit une norme équivalente à la norme usuelle dès que dσ−mes(Γe ∪Γs) > 0. Et

donc, pour N tel que N(t) ∈ K, p.p. en t, on a, avec C∗ constante

‖N‖(L∞(0,T ;H1(Ω))n ≤ C∗
∑
i

{
sup
[0,T ]

ess

(∫
Ω

|~∇u|2dx+

∫
(Γe∪Γs)

(trace(u))2dσ

) 1
2

}
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogène”

et donc l’estimation sur les gradients fournit (et c’est une condition suffisante) une

estimation de la norme H1(Ω).

Ainsi, selon le lemme de Gronwall et la remarque sur l’équivalence de norme, N

élément de K demeure dans un borné fixe de (L∞(0,T ;H1 (Ω)))
n

et a fortiori, il

existe une constante C̃1 telle que pour tout p ∈ ]1,+∞]

‖N‖(Lp(0,T ;H1(Ω)))n ≤ C̃1.

On réutilise ensuite l’inégalité (�) pour obtenir la majoration sur la dérivée par

rapport au temps.

1.3.2 Un théorème de point fixe

Dans le cas non homogène, les deux lemmes énoncés dans la partie précédente

ainsi que la stratégie envisagée restent valables ; nous les rappelons ici, avec les

changement d’espaces nécessaires. Les démonstration similaires à celles de la partie

précédente ne sont pas reproduites ici.

Lemme 3

La famille de fonctions N = N(f1,f2,....,fn) reste, indépendamment de f , dans

un borné fixe de X = (L∞(0,T ;H1 (Ω)) ∩H1(Q))n, lorsque f parcourt (H1(Q))n.

De la même façon que dans le cas homogène, on recherche un espace de Banach

à dual séparable.

On note donc désormais, pour p0 fixé dans [2,+∞[,

Xp0 =
{
Lp0(0,T ;H1 (Ω)) ∩H1(Q)

}n
(II.1.16)

et

K =
{

V ∈ Xp0
, ‖V‖Xp0 ≤ C,V(0,.) = N0, V(t,.) ∈ K p.p. en t

}
, (II.1.17)
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogène”

où C =
√
C̃2

1 + C2
2 selon les estimations de la proposition 6, et on considère de

nouveau l’application

=p0 :

∣∣∣∣∣∣∣ Xp0
→ Xp0

f → N

. (II.1.18)

Remarque 3

On remarque ici que la définition de l’ensemble K a été changée par rapport au cas

homogène. En effet, on doit désormais incorporer la contrainte V(t,.) ∈ K p.p. en t,

afin de garder la condition p.p. en t, V(t)|Γe∪Γs = Nbord.

Pour le choix particulier p0 = 2, on a

X2 =
(
H1(Q)

)n
. (II.1.19)

Lemme 4

L’ensemble K est stable par l’application =p0. De plus K est un ensemble non vide,

convexe fermé borné de Xp0 et donc faiblement compact de Xp0.

Proposition 7

L’application =p0 admet un point fixe, solution du problème de départ.

� Preuve

La démonstration de cette proposition est identique à celle donnée dans la partie

précédente. Il suffit de reprendre celle-ci en introduisant la définition de l’espace Xp0

donnée ci-dessus.
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1.4 Admissibilité physique de la solution

1.3.3 Généralisation à des fonctions d’état moins régulières

Proposition 8

Le résultat de la proposition 7 reste vrai dans le cadre de régularité

µ ∈ W 1,+∞(IR), σi ∈ W 1,+∞(IRn).

� Preuve

On sait, notamment à l’aide de suites régularisantes, que toute fonction élément de

W 1,+∞(IR) peut être approchée par une suite d’éléments de C∞(IR) ∩W 1,+∞(IR).

Le résultat de la proposition 5 étant valable pour ce type de fonctions, il suffit

d’approcher µ (respectivement (σi)) par une suite d’éléments de même module de

Lipschitz de C1(IR)∩W 1,+∞(IR) (respectivementC1(IRn)∩W 1,+∞(IRn)). On conclut

alors en passant à la limite, en remarquant, selon la proposition 6, que les estimations

a priori restent valables, puisqu’elles peuvent être majorées indépendamment des

fonctions d’état considérées par ce mode de régularisation.

1.4 Admissibilité physique de la solution

Hypothèse 4 On suppose dans cette section que l’hypothèse (H) suivante est sa-

tisfaite :

(H)


∀(i,j),∀ (x1,...,xi−1,0,xi+1,...,xn) ∈ (IR+)n ,

∂ϕi

∂xj
(x1,...,xi−1,0,xi+1,...,xn) = 0

∀(i,j), Dij = Dijδij (tenseur de diffusion diagonal).

Proposition 9

Sous l’hypothèse (H), la solution du problème (P ) vérifie la propriété de cohérence

physique :

∀τ ∈ [0,T ] ,∀i ∈ {1,...,n} , Ni(τ,.) ≥ 0, £3 − pp. dansΩ. (II.1.20)
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1.4 Admissibilité physique de la solution

� Preuve

Le principe de la démonstration se fonde sur le fait que l’espace V est stable par

troncature nulle à l’origine et permet le choix de la fonction test V = −N− où N−

est la fonction définie par :{
pp. t ∈]0,T [, et pp. x ∈ Ω

N−(x,t) = max(0,−N(t,x))

Ce choix est loisible puisque l’espace (L∞(0,T ;V) ∩ H1(Q))n est réticulé. Ainsi,

∀i ∈ {1..n}, et presque partout sur ]0,T [
−
∫

Ω

Kij(N)∂tNjN
−
i dx−

∫
Ω

Dij
~∇Nj.~∇(N−i )dx

+

∫
Ω

µ(Ni)~∇(N−i ).~udx+

∫
Ω

σi(N)~∇θ.~∇N−i dx = 0

Or, ∀i ∈ {1..n},

−
∫

Ω

Dij
~∇Nj.~∇(N−i )dx = −

∫
Ω∩{x∈IRn, N≤0}

Dij
~∇Nj.~∇(N−i )dx

= Dii

∫
Ω

|~∇N−i |2dx

≥ 0

(d’après le théorème de Marcus et Mizel),∫
Ω

µ(Ni)~∇(N−i ).Udx = −
∫

Ω∩{x∈IRn, N≤0}
µ(Ni)~∇Ni.Udx

= 0

(car µ est nulle sur IR−, par construction),∫
Ω

σi(N)~∇θ.~∇N−i dx =

∫
Ω∩{x∈IRn, N≤0}

σi(N)~∇θ.~∇N−i dx

= 0
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1.4 Admissibilité physique de la solution

car σ est prolongée de façon que σi(N) = 0 quand N ≤ 0. D’où l’inégalité obtenue

par intégration sur [0,τ ], ∀τ ∈ [0,T ],∫ τ

0

(K̃(N)∂tN,−N−)dt ≤ 0.

En utilisant l’hypothèse (H), et un prolongement approprié des termes
∂ki

∂xj
hors de

(IR+)n, on a ∫ τ

0

(K̃(N)∂tN,−N−)dt =

∫ τ

0

∂tN,−N−)dt.

Puis à l’aide d’un lemme d’intégration non linéaire, il vient∫ τ

0

(K̃(N)∂tN,−N−)dt =
1

2

∫ τ

0

∂t‖N−(t)‖2
ndt

=
1

2

{
‖N−(τ)‖2

n − ‖N−(0)‖2
n

}
=

1

2

{
‖N−(τ)‖2

n − ‖(N0)
−‖2

n

}
=

1

2
‖N−(τ)‖2

n

puisque (N0)− ≡ 0. D’où

1

2
‖N−(τ)‖2

n ≤ 0

et donc,

∀τ ∈ [0,T ], ‖N−(τ)‖2
n = 0 =⇒ N(τ,.) ≥ 0 £3 − pp. dans Ω.

Remarque 4

Pour les modèles moins élaborés où la somme
n∑
j=1

Nj est prise a priori constante

(égale à N0 pour fixer les idées), la même méthode de troncature de Stampacchia
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1.4 Admissibilité physique de la solution

conduit à la propriété

∀τ ≥ 0, ∀i ∈ {1,...,n} , Ni (τ,.) ≤ N0 pp. en Ω. (II.1.21)

On choisit alors des prolongements σ̃i nuls hors de ]0,N0[, en vérifiant que ce sont

bien des fonctions uniformément lipschitziennes sur IR. De manière générale, toutes

les méthodes développées précédemment restent valables lorsque les coefficients de

Soret Sit sont ”des lois de Soret” fonctions des diverses fractions massiques,

N 7−→ Sit(N)

pourvu qu’on soit assuré d’une dépendance lipschitzienne séparément par rapport à

chaque variable Ni.

Dans le cas monodimensionnel (cas d’un colonne capillaire), l’utilisation du lemme

d’Ascoli permet de mettre en relief un résultat plus précis ; cela fait l’objet de la

Proposition 10 (Déplacements unidirectionnels, cas du tube capillaire)

Lorsque Ω et un borné de IR, i.e. Ω = ]0,L[ et Γe = {0}, Γs = {L} , Γl = ∅, on

établit que

∀i ∈ {1,...,n}, Ni ∈ C0([0,T ]× [0,L]) = C0(Q̄). Il s’ensuit la propriété :

∃M ≥ 0, ∀i ∈ {1,...,n} ,∀(t,x) ∈ Q̄, 0 ≤ Ni(t,x) ≤M. (II.1.22)

Les solutions trouvées sont donc physiquement admissibles par cette propriété de

cohérence déduite du modèle.

� Preuve

On sait que ∀i ∈ {1,...,n}, Ni ∈ L∞(0,T ;H1 (Ω))∩C0([0,T ] ;L2(Ω)) et donc d’après

[[50], tome 1, p.297, lemme 8.1], on peut choisir dans sa classe un représentant de Ni

scalairement continu de [0,T ] à valeurs dans H1 (Ω). Ainsi, quel que soit t ∈ [0,T ],

Ni(t,.) a un sens et définit un élément de H1 (Ω) et

∃Mi ≥ 0, ∀t ∈ [0,T ] , ‖Ni(t,.)‖H1(Ω) ≤Mi
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1.4 Admissibilité physique de la solution

Il s’ensuit d’après un théorème d’injection de Sobolev que la fonction x −→ Ni(t,x)

est höldérienne d’ordre
1

2
, uniformément par rapport à t. Montrons alors la continuité

de Ni sur Q̄ = [0,T ] × [0,L]. Soit (tn,xn) une suite de Q̄ convergeant dans IR2 vers

(t,x). On a

(∗) Ni(tn,xn)−Ni(t,x) = Ni(tn,xn)−Ni(tn,x) +Ni(tn,x)−Ni(t,x)

Or, pour une constante M̃i convenable,

(i) |Ni(tn,xn)−Ni(tn,x)| ≤ M̃i |xn − x|
1

2

(ii) Si on pose Ψn(.) = Ni(tn,.) pour x ∈ [0,L], on construit une suite de fonctions

(Ψn) de C0 ([0,L]), muni de la topologie de la convergence uniforme. On observe que

la famille {Ψn}n∈N constitue un sous-ensemble borné, uniformément équicontinu; en

effet, par la continuité de l’injection de H1 (] 0,L [) dans C0 ([0,L])

• ‖Ψn‖C0([0,L]) = ‖Ni(tn,.)‖C0([0,L]) ≤ C ‖Ni(tn,.)‖V ≤ CMi

•∀n, |Ψn(x)−Ψn(y)| = |Ni(tn,x)−Ni(tn,y)| ≤ M̃i |x− y|
1

2 ,

ce qui implique que, pour ε > 0, on ait

|x− y| <
(
ε

Mi

)2

=⇒ |Ψn(x)−Ψn(y)| < ε

(et ceci, indépendamment de n). On en déduit, à l’aide du lemme d’Ascoli que

cet ensemble est relativement compact dans C0 ([0,L]). On peut donc en extraire

une sous-suite convergeant uniformément vers une limite χi qui est nécessairement

Ni(t,.) (identification rendue possible par le fait que t −→ Ni(t,.) est continue de

[0,T ] dans L2([0,L])), et de fait, par unicité du point d’accumulation, toute la suite

Ni(tn,.) converge uniformément vers Ni(tn,.) quand tn −→ t. Il en résulte, grâce à

(∗) et (i) que, lorsque n −→ +∞, Ni(tn,xn) converge vers Ni(t,x) ce qui implique

que Ni ∈ C0
(
Q̄
)
.
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

1.5 Unicité et stabilité de la solution

Dans cette partie, nous démontrons l’unicité de la solution, en utilisant une tech-

nique de dualité, c’est-à-dire en recherchant des fonctions-test qui permettront de

conclure. Cette technique, récemment utilisée par J.I. Diaz pour des problèmes de

type Boussinesq (cf. [27] et [28]) ramène la question de l’unicité à l’étude de l’exis-

tence de la solution à un autre problème ”dual”. Nous détaillons ici cette méthode.

Proposition 11

Pour montrer l’unicité de la solution au problème (P ) , il suffit d’établir l’exis-

tence d’une solution à un problème linéaire adjoint (P ′) .

� Preuve

Considérons un à un les différents termes de l’équation, et soient N =

 N1

...

Nn

 et

N̂ =

 N̂1

...

N̂n

 deux éventuelles solutions du problème (P ). On soustrait les deux

équations vérifiées par chaque solution pour obtenir:

(E−)


(
K̃i(N)∂tNj − K̃i(N̂)∂tN̂j,ζ

)
+
(
di(N,ζ)− di(N̂,ζ)

)
+(

Ui(N,ζ)− Ui(N̂,ζ)
)

+
(
σi(N,θ,ζ)− σi(N̂,θ,ζ)

)
= 0

où ζ est une fonction test de (L2(0,T ;V))
n

à préciser, et les applications d, U, σ sont

prises sans être sommées sur i. Examinons un à un les différents termes de cette

équation, après les avoir intégrés sur [0,T ] :

Inti1 =

∫ T

0

(
K̃i(N)∂tNj − K̃i(N̂)∂tN̂j,ζ

)
dt

=

∫
Q

∂t

[
κi(N1,..,Nn)− κi(N̂1,..,N̂n)

]
ζidxdt

Green
= −

∫
Q

[
κi(N1,..,Nn)− κi(N̂1,..,N̂n)

]
∂tζidxdt
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

pour toute fonction ζ vérifiant ζi (T ) = 0 et puisque
[
κi(N1,..,Nn)− κi(N̂1,..,N̂n)

]
(0) =

κi(N0)− κi(N0) = 0. Ainsi

Inti1 = −
∫
Q

 ∑
j∈{1..n}

(
κi(N̂1,..,N̂j−1,Nj,..,Nn)− κi(N̂1,..,N̂j,Nj+1,..,Nn)

) ∂tζidxdt.
Ecrivant

κi(N̂1,..,N̂j−1,Nj,..,Nn)− κi(N̂1,..,N̂j,Nj+1,..,Nn) = (Nj − N̂j)κ
i
j(t,x)

on définit, sur deux ensembles Ej et Q \ Ej, £4-mesurables de Q, complémentaires,

κij(t,x) =


κi(N̂1,..,N̂j−1,Nj,..,Nn)− κi(N̂1,..,N̂j,Nj+1,..,Nn)

(Nj − N̂j)
sur Ej

∂κi∗

∂xj

(
N̂1,..,N̂j,Nj+1,..,Nn

)
sur Q \ Ej

(II.1.23)

où

Ej =
{

(t,x) tels que Nj 6= N̂j

}
(II.1.24)

et
∂κi∗

∂xj
est un représentant (dans sa classe de Lebesgue) borélien borné de la dérivée

(au sens classique), définie £1-presque partout de la fonction lipschitzienne xj →
κi(...,xj,...) (théorème de Rademacher). On obtient donc l’expression suivante pour

Inti1:

Inti1 = −
∫
Q

 ∑
j∈{1..n}

(Nj − N̂j)κ
i
j(t,x)

 ∂tζidxdt.
Puis, en sommant les équations relatives à chaque composante, i.e. en sommant sur

i ∈ {1..n} , on obtient:

Int1 = −
∫
Q

∑
j∈{1..n}

(Nj − N̂j)

 ∑
i∈{1..n}

κij(t,x)∂tζi

 dxdt.
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

Examinons à présent le deuxième terme de l’équation (E−):

Inti2 =
∑

j∈{1..n}

Dij ((Nj,ζi))−
∑

j∈{1..n}

Dij

((
N̂j,ζi

))
=

∑
j∈{1..n}

Dij

∫
Ω

~∇
(
Nj − N̂j

)
.~∇ζidx

= −
∑

j∈{1..n}

Dij

∫
Ω

(
Nj − N̂j

)
∆ζidx+

∑
j∈{1..n}

Dij

∫
∂Ω

(
Nj − N̂j

) ∂ζi
∂n

dσ

= −
∑

j∈{1..n}

Dij

∫
Ω

(
Nj − N̂j

)
∆ζidx

dès que
∂ζi
∂n

∣∣∣∣
Γl

= 0, puisque Nj − N̂j

∣∣∣
Γe∪Γs

= 0 par définition du problème (P ). On

obtient alors, après sommation sur i ∈ {1..n} et intégration sur [0,T ],

Int2 = −
∫
Q

∑
j∈{1..n}

(Nj − N̂j)

 ∑
i∈{1..n}

Dij∆ζi

 dxdt.
On fait de même pour les troisième et quatrième termes de l’équation (E−):

Inti3 =

∫
Q

[
µ(Ni)− µ(N̂i)

]
U.~∇ζidxdt

=

∫
Q

(Ni − N̂i)µ
∗(t,x)U.~∇ζidxdt

où on aura préalablement défini:

µ∗(t,x) =


µ(Ni)− µ(N̂i)

Ni − N̂i

sur Ej

µ′∗(Ni) sur Q \ Ej
(II.1.25)

où µ′∗ est un représentant (dans sa classe de Lebesgue) borélien borné de la dérivée

(au sens classique), définie £1-presque partout de la fonction lipschitzienne µ. Puis
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

en sommant sur chaque composant:

Int3 =
∑

i∈{1..n}

∫
Q

(Ni − N̂i)
[
µ∗(t,x)U.~∇ζi

]
dxdt.

De la même façon:

Inti4 =

∫
Q

[
σi(N)− σi(N̂)

]
~∇θ.~∇ζidxdt

=

∫
Q

 ∑
j∈{1..n}

(
σi(N̂1,..,N̂j−1,Nj,..,Nn)− σi(N̂1,..,N̂j,Nj+1,..,Nn)

) ~∇θ.~∇ζidxdt.
Or

σi(N̂1,..,N̂j−1,Nj,..,Nn)− σi(N̂1,..,N̂j,Nj+1,..,Nn) =
(
Nj − N̂j

)
Sij(t,x)

où l’on a posé, selon le même principe:

Sij(t,x) =


σi(N̂1,..,N̂j−1,Nj,..,Nn)− σi(N̂1,..,N̂j,Nj+1,..,Nn)

Nj − N̂j

sur Ej

∂σi∗

∂xj

(
N̂1,..,N̂j,Nj+1,..,Nn

)
sur Q \ Ej.

(II.1.26)

D’où

Inti4 =

∫
Q

 ∑
j∈{1..n}

(
Nj − N̂j

)
Sij(t,x)

 ~∇θ.~∇ζidxdt.
Et, en sommant sur chaque composant:

Int4 =

∫
Q

∑
j∈{1..n}

(
Nj − N̂j

) ∑
i∈{1..n}

Sij(t,x)~∇θ.~∇ζi

 dxdt
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

On obtient alors l’équation suivante:

(†)



∫
Q

 ∑
j∈{1..n}

(
Nj − N̂j

)− ∑
i∈{1..n}

κij(t,x)∂tζi −
∑

i∈{1..n}

Dij∆ζi

+µ∗(t,x)U.~∇ζi +
∑

i∈{1..n}

Sij(t,x)~∇θ.~∇ζi

 dxdt = 0.

Intéressons-nous au problème rétrograde d’inconnue ζ = (ζi)i suivant:

(P ′)



−
∑

i∈{1..n}

κij(t,x)∂tζi −
∑

i∈{1..n}

Dij∆ζi + µ∗(t,x)U.~∇ζi +
∑

i∈{1..n}

Sij(t,x)~∇θ.~∇ζi = Nj − N̂j

dans [0,T ]× Ω, (1 ≤ j ≤ n),

ζj (T ) = 0

ζj = 0 sur Γe ∪ Γs,
∂ζj
∂n

= 0 sur Γl .

Remarque 5

Les fonctions κij, µ
∗, Sijdéfinies par les équations (II.1.23), (II.1.25) et ( II.1.26)

sont des éléments de L∞(Q) dès que les fonctions d’état sont séparément lip-

schitziennes par rapport à chaque variable, hypothèse que nous considérerons vraie

dans notre analyse.

Proposition 12

Le problème (P ′) admet une solution unique.

� Preuve

(P ′) est un problème linéaire parabolique rétrograde à coefficients dans L∞(Q). Pour

démontrer l’existence et l’unicité de la solution d’ un tel problème, il suffit d’effectuer

des estimations a priori afin d’utiliser le théorème de J.L. Lions appliqué aux

équations vectorielles comme dans la démonstration de la proposition 5.

La dépendance des solutions au cours du temps par rapport à l’état initial fait l’objet

de la proposition suivante :
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

Proposition 13

Le problème (P ) admet une solution unique. En outre l’application (non linéaire)

qui à N0 dans H1(Ω)n fait correspondre N dans [L∞(0,T ;H1(Ω)) ∩H1(Q)]
n

est

localement lipschitzienne de L2(Ω)n dans L2(Q)n.

� Preuve

En prenant précisément pour fonction test ζ la solution du système rétrograde as-

socié (P ′) et en introduisant l’équation vérifiée par ζ dans l’expression (†), on obtient

immédiatement : ∥∥∥N− N̂
∥∥∥2

(L2(Q))n
= 0

et donc, compte-tenu de la régularité des solutions,

∀t ∈ [0,T ] , N(t,.) = N̂(t,.) £3 − pp. dansΩ.

Pour démontrer la stabilité de la solution du problème (P ), considérons N (resp.

N̂) la solution relative à N0 (resp. N̂0). Alors, reprenant la méthode précédente et

pour le même choix de ζ, il vient, à la suite d’intégrations par parties loisibles

(∗)
∥∥∥N− N̂

∥∥∥2

(L2(Q))n
=

n∑
i=1

(
N0
i − ki(N0)− N̂0

i + ki(N̂
0),ζ i(0)

)
L2(Ω)

Or, p.p. en t et presque partout dans Ω, et pour i ∈ {1,...,n}

(∗∗)
∣∣∣N0

i − N̂0
i −

(
ϕi(N0)− ϕi(N̂0)

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣N0
i − N̂0

i

∣∣∣+

(
n∑
j=1

∣∣∣N0
j − N̂0

j

∣∣∣ ∥∥∥∥ ∂ki∂xj

∥∥∥∥
L∞(IRn)

)

et, par ailleurs, d’après les résultats généraux sur les équations paraboliques linéaires

à propos de la dépendance continue des solutions en fonction des données (cf. notam-

ment R. Dautray-J.L.Lions [24] , vol. 8, chap. XVIII, § 3 et 4), (ici ζ est solution

relativement à une donnée initiale nulle et un terme de source égal à N − N̂), il

existe une constante C∗(dépendant a priori de Ω, T,U, θ, et des fonctions d’état)

telle que :

(∗ ∗ ∗) |ζ(0)|L2(Ω)n ≤ |ζ|C0([0,T ];L2(Ω)n) ≤ C∗
∥∥∥N− N̂

∥∥∥2

(L2(Q))n
.
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1.6 Dépendance de la solution envers le coefficient de Soret

En conséquence, d’après (∗) , (∗∗) , et (∗ ∗ ∗) et grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

il existe donc une constante C (qui dépend essentiellement de la constante de Lip-

schitz C∗ et des modules de Lipschitz des fonctions partielles xj −→ ki(...,xj,...)),

telle que ∥∥∥N− N̂
∥∥∥

(L2(Q))n
≤ C

∣∣∣N0 − N̂0
∣∣∣
L2(Ω)n

. (II.1.27)

1.6 Dépendance de la solution envers le coeffi-

cient de Soret

On montre ici, que dans une situation donnée, et pour des coefficients de Soret

évalués avec une erreur de l’ordre de ε, l’erreur résultante sur l’évaluation du vecteur

des fractions massiques N est, au sens de la moyenne quadratique sur Q, de même

ordre (un résultat de forte stabilité locale envers le gradient thermique de même

type est aussi donné).

Proposition 14

Considérons une famille de coefficients de Soret St = (Sit)i=1..n et les fractions

massiques des composants associées N = (Ni)i=1..n.

Soit K un pavé compact de (IR+)n, centré en St, St ∈
(
IR+
∗
)n

.

Alors, ∃CK > 0, ∀ Ŝt ∈ K( de solution associée N̂),

‖N− N̂‖(L2(Q))n ≤ CK |St − Ŝt|IRn . (II.1.28)

En d’autres termes, l’application non linéaire qui à {Sit}1≤i≤n (resp. ~∇θ) fait cor-

respondre N est localement lipschitzienne de IRn dans L2(Q)n (resp. de L∞(Ω)n

dans L2(Q)n).

� Preuve

De la même manière que pour la démonstration de la proposition précédente et par
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1.6 Dépendance de la solution envers le coefficient de Soret

considération du système rétrograde (P ′), on introduit deux familles de coefficients

Soret (Sit)(1≤i≤n) (resp. (Ŝit)(1≤i≤n)) et les solutions du problème correspondantes

(Ni)(1≤i≤n) (resp. (N̂i)(1≤i≤n)). Alors, on a

σi(N)− σi(N̂) = (Sit − Ŝit)τ i(N) + Ŝit(τ
i(N)− τ i(N̂)), où τ i ∈ W 1,+∞(IR).

En prenant alors la même fonction test ζi où le terme (σi(N) − σi(N̂))~∇θ.~∇ζi est

remplacé par Ŝit(τ
i(N)− τ i(N̂))~∇θ.~∇ζi, il vient, mutatis mutandis,

‖N− N̂‖2
(L2(Q))n = −

∑
1≤i≤n

∫
Q

(Sit − Ŝit)τ i(N)~∇θ.~∇ζidxdt

≤ C
(
‖∇θ‖(L2(Ω))n ,max

i
‖τ i‖L∞(IR)

)
‖St − Ŝt‖IRn‖ζ‖(L2(0,T ;H1(Ω))n

(d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz). Sachant que {ζi}1≤i≤n est une solution rela-

tivement à une donnée initiale nulle et d’après les résultats généraux sur les systèmes

paraboliques linéaires (de dépendance des solutions par rapport aux données) à

données “second membre L2” et mettant en œuvre des opérateurs du second ordre

avec partie principale symétrique, on dispose de l’estimation suivante

‖ζ‖L2(0,T ;H1(Ω))n ≤ ‖ζ‖(H1(Q))n ≤ C∗‖N− N̂‖(L2(Q))n

où la constante C∗ dépend a priori de ~∇θ,U, des modules de Lipschitz de τ i, µi, Ω, T

et surtout de {Ŝit}i, ce qui donne le caractère localement lipschitzien du résultat

final énoncé. On obtient finalement,

‖N− N̂‖(L2(Q))n ≤ CK

(
Ω,T,‖~∇θ‖(L2(Ω))n ,max

i
‖σi‖L∞(IR),U

)
‖St − Ŝt‖IRn

pour (St,Ŝt) ∈ K ×K.

Remarque 6

On peut noter que dans le cas plus général de lois de Soret Sit = Sit(x) , avec

Sit ∈ L∞(Ω), ~∇θ ∈ L∞(Ω), on obtient le résultat équivalent

‖N− N̂‖(L2(Q))n ≤ Cloc‖St − Ŝt‖(L2(Ω))n (II.1.29)

53



1.6 Dépendance de la solution envers le coefficient de Soret

avec des propriétés de dépendance de la constante Cloc similaires.
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Chapitre 2

Une formulation mixte pour une

méthode volumes finis

On effectue dans cette partie l’analyse numérique d’un schéma

de type volumes finis fondé sur une formulation mixte. On exhibe

notamment les trois conditions “Inf-Sup” nécessaires à l’analyse

du schéma. On démontre ensuite, sous certaines conditions, la

convergence du schéma numérique.

2.1 Problème considéré

Dans toute la suite, nous noterons par nc le nombre d’inconnues (i.e. le nombre

de constituants du fluide), afin d’éviter toute confusion entre ce dernier et l’indice

de discrétisation en temps.

Nous présentons ici un schéma numérique fondé sur une formulation mixte (cf.

en particulier [60] et [61]) et du problème et pour lequel nous effectuons l’analyse

numérique.

Dans un premier temps, nous décrivons le maillage adopté et présentons les différents

espaces et notations utiles à l’analyse. Après un résultat d’existence et d’unicité pour

le problème d’évolution, nous démontrons alors des résultats sur les erreurs d’ap-

proximation commise dans le problème stationnaire. Nous étudions enfin le problème

d’évolution et présentons des résultats de consistance et de convergence du schéma.

La difficulté principale de cette étude numérique réside dans la vérification des trois
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2.2 Notations

conditions Inf-Sup associées à la formulation mixte utilisée. Le choix des espaces de

discrétisation succeptibles de vérifier ces conditions doit être fait avec précaution.

Notons de plus que nous traitons ici un système et non pas une équation scalaire.

Nous verrons que sous des hypothèses ad hoc sur les tenseurs de diffusion et d’ad-

sorption introduits (hypothèses conformes à la réalité et justifiables par ailleurs), il

est possible de démontrer la convergence de la méthode. Pour finir, nous faisons le

lien entre la discrétisation proposée et les méthodes volumes finis (une large descrip-

tion de ces méthode et leur application à tout type de problème est donnée dans

[33]).

Remarque 7 Les développements à venir détaillent l’analyse numérique d’un schéma

avec l’obtention notamment de résultats de convergence et de consistance dans le

cas de faibles nombres de Péclet (situation où les phénomènes de diffusion sont

prépondérants sur la convection, ce qui est le cas pour des fluides très visqueux

soumis à la convection naturelle dans un gisement).

On s’intéresse donc dans un premier temps au problème stationnaire suivant:

−div
(

˜̃D (∇N)>
)

+ ˜̃KN = f (N) ∆θ

qui se réécrit, ∀i ∈ {1..nc},

−
∑

1≤l≤nc

Dil∆Nl +
∑

1≤j≤nc

KijNj = fi (N,x) .

On pose alors ˜̃p = ˜̃D
(

˜gradN
)>

. Un problème équivalent est donné par, ∀i ∈ {1..nc},

−div (pi) +
∑

1≤j≤nc

KijNj = fi (N,x) (II.2.1)

2.2 Notations

On modélise le milieu par une colonne plane rectangulaire, dont on effectue un

maillage régulier à l’aide de rectangles.
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2.2 Notations

Soient les espaces fonctionnels suivants:

W1 = (H(div,Ω))nc , W2 = (
(
L2(Ω)

)2
)nc , M1 = (H1

0 (Ω))nc , M2 = L2(Ω) (II.2.2)

munis de leurs normes usuelles, auxquels on associe les espaces discrets

W1h ⊂ W1, W2h ⊂ W2, M1h ⊂M1, M2h ⊂M2. (II.2.3)

On définit aussi les espaces

– P0(K): espace des fonctions constantes sur K

– P1,0(K): espace des fonctions linéaires en la première variable sur K

– P0,1(K): espace des fonctions linéaires en la deuxième variable sur K

– Q1(K): espace des fonctions linéaires en chacune des variables sur K.

On notera (Ph)h (resp. (Uh)h) la famille de triangulations associée à W1h (resp. M1h).

On construit ensuite les maillages Q1h (resp. Q2h) en reliant les milieux des faces

horizontales (resp. verticales) de Ph. On note alors K une maille de Ph, K
∗ une

maille de Uh et K] une maille de Qh = Q1h ∪Q2h.

Fig. 2.1 – Visualisation des différents maillages

On peut alors donner la définition exacte des espaces d’approximation

M1h = {uh ∈ (H1
0 (Ω))nc ; ∀K∗ ∈ Uh, uhi |K∗ ∈ Q1(K∗)}

M2h = {uh ∈ L2(Ω); ∀K ∈ Ph, uh|K ∈ P0(K)}.
W1h = {ph ∈ W1, ∀K ∈ Ph, phi |K ∈ P1,0(K)× P0,1(K)}
W2h = V ect{eK] , K] ∈ Qh}nc .

(II.2.4)

On est ainsi en mesure de définir les applications suivantes:

∀q̃ ∈ (L2(Ω)2)nc ,pi ∈ H(div,Ω)nc ,v ∈ L2(Ω),N ∈ (H1
0 (Ω))nc ,

– mi(p̃,q̃) =

∫
Ω

p̃iq̃idx • di(v,N) = −
∑

1≤j≤nc

Kij

∫
Ω

Njvdx
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2.2 Notations

– bi(v,p̃) =

∫
Ω

vdiv(p̃i)dx • ai(N,q̃) = −
∑

1≤j≤nc

Dij

∫
Ω

∇̃Nj.q̃idx

– li(v) = −
∫

Ω

fivdx.

On associe à ce problème la formulation mixte primale duale suivante

∀i ∈ {1..nc} ,trouver (p̃i,Ni) ∈ H (div,Ω)×H1
0 (Ω) solution de{

∀q̃ ∈ (L2(Ω)2)nc , mi(p̃,q̃) + ai(N,q̃) = 0

∀v ∈ L2(Ω), bi(v,p̃) + di(v,N) = li(v).
(II.2.5)

On introduit ensuite les opérateurs R et R∗ dont nous donnons l’expression sur

W1h et M1h

∀ph ∈ W1h,R(ph) ∈ W2h et R(ph) =
∑

K]∈Qh

(
p̃h.eK]

)
|Γ
K]
eK] (II.2.6)

où ΓK] est l’arête d’une maille K de Ph incluse dans K] de Qh,

∀uh ∈M1h,R
∗(uh) ∈ W2h et R∗(uh) =

∑
K]∈Qh

(
∇̃uh.eK]

)
|σ
K]
eK] (II.2.7)

où σK] est l’arête d’une maille K∗ de Uh incluse dans K] de Qh.

On définit alors les applications d’approximations numériques pour tout i de

{1..nc}

mi
h(p̃,q̃) =

∫
Ω

R(p̃i)q̃idx et dih(v,N) =
∑

1≤j≤nc

Kij

∫
Ω

Π0,h (Nj) vdx.

et les espaces W 0
1h et W 0

2h définis par

W 0
1h = {p̃h ∈ W1h, ∀vh ∈M2h, b

i(vh,p̃h) = 0}

W 0
2h = {q̃h ∈ W2h, ∀p̃h ∈ W 0

1h, m
i
h(p̃

h,q̃h) = 0}.
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2.2 Notations

On considère ainsi le problème discret associé

(Ph)


Trouver

(
p̃h,Nh

)
∈ W1h ×M1h tels que

∀i ∈ {1..nc} ,

{
∀q̃hi ∈ W2h,m

i
h(p̃

h,q̃h) + ai(Nh,q̃h) = 0

∀vh ∈M2h, b
i(vh,p̃h) + dih(v

h,Nh) = li(vh).

Dans un premier temps, on énonce deux lemmes préparatoires, déjà établis dans

[65].

Lemme 5 On établit le résultat suivant sur l’erreur d’approximation numérique:

∀i ∈ {1..nc},∀Nh
i ∈M1h, ‖Nh

i − Π0,h

(
Nh
i

)
‖0,Ω ≤ Cih‖Nh

i ‖1,Ω (II.2.8)

� Preuve

On considère K∗ une maille de Uh, et on définit par (K∗i )1≤i≤4 les quatres rectangles

obtenus par subdivision de K∗ par les arêtes des mailles de Ph. On raisonne par la

suite sur l’un des ces 4 rectangles, que l’on note de manière abusive K. Les valeurs

de Nh
i aux noeuds de K sont alors notées (N j

i )1≤j≤4. Ainsi, à l’aide d’une formule

de quadrature exacte sur P1,0(K)× P0,1(K) (cf. [65]), on calcule l’intégrale∫
K

(Nh
i − Π0,hN

h
i )2dx =

h2

36

[
1

4

(
(N4

i −N1
i )2 + (N3

i −N1
i )2 + (N2

i −N1
i )2
)

+(
N1
i +N2

i

2
−N1

i )2 + (
N1
i +N4

i

2
−N1

i )2

+(
N3
i +N4

i

2
−N1

i )2 + (
N2
i +N3

i

2
−N1

i )2

+4

(
N1
i +N2

i +N3
i +N4

i

4
−N1

i )2

)]
et donc,∫

K

(Nh
i − Π0,hN

h
i )2dx ≤ 2h2

9

[
(N4

i −N1
i )2 + (N3

i −N2
i )2 + (N2

i −N1
i )2.
]

Or,∫
K

(∇̃Nh
i )2dx =

1

24

[
(N2

i −N1
i )2 + (N2

i −N1
i +N3

i −N4
i )2 + (N3

i −N4
i )2

+(N3
i −N2

i )2 + (N3
i −N2

i +N4
i −N1

i )2 + (N4
i −N1

i )2
]
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2.2 Notations

et la comparaison de ces deux estimations nous permet donc d’écrire,∫
K

(∇̃Nh
i )2dx ≥ 3

16h2

∫
K

(Nh
i − Π0,hN

h
i )2dx.

Le résultat vient immédiatement en sommant sur tout le maillage Uh.

Lemme 6 On a la majoration suivante:

∀i ∈ {1..nc},∀Nh
i ∈M1h, ‖Nh

i ‖0,Ω ≤ C∗i ‖Π0,h

(
Nh
i

)
‖0,Ω. (II.2.9)

� Preuve

∀Nh
i ∈M1h, ∀K∗ ∈ Uh, en reprenant les mêmes notations que dans la démonstration

précédente,∫
K∗

(Nh
i )2dx =

h2

9

[
1

4
((N1

i )2 + (N2
i )2 + (N3

i )2 + (N4
i )2) + (

N1
i +N2

i

2
)2

+(
N1
i +N3

i

2
)2 + (

N3
i +N4

i

2
)2 + (

N3
i +N2

i

2
)2

+4(
N1
i +N2

i +N3
i +N4

i

4
)2

]
et donc, ∫

K∗
(Nh

i )2dx ≤ 2h2

9

[
(N1

i )2 + (N2
i )2 + (N3

i )2 + (N4
i )2
]

≤ 8

9

∫
K∗

(
Π0,h(N

h
i )
)2
dx

(par décomposition sur le maillage Uh). Le résultat vient à nouveau en sommant sur

tous les quadrangles.

Théorème 1 Le problème (Ph) admet une solution unique.

� Preuve

La démonstration de ce théorème se fonde essentiellement sur le fait que dim(W1h)+

dim(M1h) = dim(W2h) + dim(M2h) ce qui permet de ramener l’étude de l’existence

60



2.2 Notations

de la solution à celle de l’unicité. Elle fait en outre intervenir la théorie de R.A. Ni-

colaides (cf. [56]), et en particulier une condition de type ”inf. sup.” subordonnées

à l’existence d’un réel αi2 vérifiant

inf
Nh∈M1h

sup
q̃h∈W 0

2h

ai(Nh,q̃h)

‖Nh‖.‖q̃h‖
≥ αi2 > 0 (II.2.10)

(II.2.11)

La démonstration de telles conditions se fonde ici sur l’hypothèse techniquement

essentielle de pseudo-ellipticité des tenseurs ˜̃D et ˜̃K, donnée par (H).

On considère donc le problème homogène dont on veut montrer que la solution est

nulle. En prenant pour fonction-tests les fonctions suivantes

q̃hi = R∗(Nh
i ) et vh = Π0,h(N

h
i ),

on obtient après avoir sommé les équations du problème (Ph)

∀1 ≤ i ≤ nc,

{
mi
h(p̃,R

∗(Nh)) + ai(Nh,R∗(Nh))

+bi(Π0,h(N
h
i ),p̃h) + dih(Π0,h(N

h
i ),Nh) = 0.

On utilise ensuite une formule de Green discrète que l’on démontre par un calcul

direct élément par élément et qui est donnée par

mi
h(p̃,R

∗(Nh)) = −bi(Π0,h(N
h
i ),p̃h), (II.2.12)

d’où l’égalité obtenue, après avoir sommé sur chaque composant∑
1≤i≤nc

ai(Nh,R∗(Nh)) +
∑

1≤i≤nc

dih(Π0,h(N
h
i ),Nh) = 0.

A l’aide de la propriété (H), puisque

∑
1≤i≤nc

dih(Π0,h(N
h
i ),Nh)) =

∑
1≤i≤nc

Kij

∫
Ω

Π0,h(Nj)Π0,h(Ni)dx (II.2.13)
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2.3 Résultats sur l’erreur d’approximation

on a, ∑
1≤i≤nc

dih(Π0,h(N
h
i ),Nh) ≥ α ‖Π0,h(N

h)‖2
(W1,h) ≥ 0

et donc ∑
1≤i≤nc

ai(Nh,R∗(Nh)) ≤ 0,

et, toujours à l’aide de conséquences directes de (H),

|Nh
i |1,Ω = 0, ∀i ∈ {1..nc}

2.3 Résultats sur l’erreur d’approximation

Considérons le problème non homogène stationnaire suivant

(P g
h )


(
p̃h,Nh

)
∈ W1h ×M1h

∀i ∈ {1..nc} ,

{
∀q̃h ∈ W2h,m

i
h(p̃

h,q̃h) + ai(Nh,q̃h) = Li(qh)

∀vh ∈M2h, b
i(vh,p̃h) = li(vh).

où Li est définie par: qh ∈ W2h 7−→ Li(qh) =

∫
Ω

g̃.q̃hdx, g̃ étant un élément de

L2(Ω)nc . Comme le montre la théorie de R.A. Nicoläıdes (cf. [56]), généralisant

la théorie de Babuska-Brezzi, l’étude d’un système de ce type passe par la vérification

de trois conditions Inf-Sup, données par

inf
p̃h∈W 0

1h

sup
q̃h∈W2h

mi
h(p̃

h,q̃h)

‖p̃h‖.‖q̃h‖
≥ αi1 > 0

inf
Nh∈M1h

sup
q̃h∈W 0

2h

ai(Nh,q̃h)

‖Nh‖.‖q̃h‖
≥ αi2 > 0 (II.2.14)

inf
vh∈M2h

sup
p̃h∈W1h

bi(vh,p̃h)

‖p̃h‖.‖vh‖
≥ αi3 > 0.
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2.3 Résultats sur l’erreur d’approximation

Les espaces de discrétisation proposés plus haut sont construits de manière à ce

que ces trois conditions soient vérifiées. Pour plus de détails sur la vérification des

conditions Inf-Sup, on renvoie aux travaux de J-M. Thomas et D. Trujillo ([64]).

On démontre alors le résultat suivant:

Lemme 7 La solution (p̃h,Nh) du problème (P g
h ) vérifie:

∃C > 0, indépendante de h, telle que

‖p̃h‖H(div,Ω)nc + |Nh|(1,Ω)nc ≤ C{‖f‖0,Ω + ‖g‖0,Ω}. (II.2.15)

� Preuve

La démonstration de ce lemme découle de la considération des fonctions test parti-

culières qh = R∗(Nh) et vh = Π0,h(N
h
i ) dans la formulation du problème (P g

h ). Dès

lors, on a

mi
h(p̃,R

∗(Nh)) + ai(Nh,R∗(Nh)) + bi(Π0,hN
h
i ,p̃) = Li(R∗(Nh)) + li(Π0,hN

h
i ).

La formule de Green discrète nous assure que

mi
h(p̃,R

∗(Nh)) = −bi(Π0,hN
h
i ,p̃).

Ainsi, après avoir sommé sur i ∈ {1..nc}, on obtient∑
i∈{1..nc}

ai(Nh,R∗(Nh)) =
∑

i∈{1..nc}

Li(R∗(Nh)) + li(Π0,hN
h
i ).

En utilisant, comme dans la démonstration précédente, l’hypothèse (H), on obtient

l’inégalité ∑
i∈{1..nc}

ai(Nh,R∗(Nh)) ≤
∑

i∈{1..nc}

Li(R∗(Nh)) + li(Π0,hN
h
i ).

Des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré permettent ensuite de conclure à

l’existence d’une constante C > 0 telle que

∀i ∈ {1..nc}, |Nh
i |1,Ω ≤ C{‖f‖0,Ω + ‖g‖0,Ω}.
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2.3 Résultats sur l’erreur d’approximation

On démontre de même qu’en prenant pour fonction test q̃h = R(ph) dans la première

équation de (P g
h ), on obtient

mi
h(p̃

h,R(p̃h)) + ai(Nh,R(p̃h)) = 0

qui permet de déduire, à l’aide du résultat précédent, que

∀i ∈ {1..nc}, ‖phi ‖0,Ω ≤ C{‖f‖0,Ω + ‖g‖0,Ω}.

Et enfin, en prenant pour fonction test vh = div(phi ) dans la deuxième équation de

(P g
h ), on a, en utilisant le lemme 5

∀i ∈ {1..nc}, ‖div(phi )‖0,Ω ≤ C{‖f‖0,Ω + ‖g‖0,Ω},

ce qui permet de conclure.

On est alors en mesure d’établir le résultat sur l’erreur d’approximation donné

par

Théorème 2 Soit (N,p̃) la solution du problème (P ). Si (N,p̃) ∈ (H2(Ω)×(H1(Ω))2)nc

et div(p̃) ∈ (H1(Ω))nc, alors, ∃C > 0 indépendante de h, telle que,

‖p̃− p̃h‖H(div,Ω)nc + |N−Nh‖(1,Ω)nc ≤ Ch{|div(p̃)|(1,Ω)nc + |p̃|(1,Ω)nc + ‖N‖(2,Ω)nc}.
(II.2.16)

� Preuve

On considère r̃h et mh deux éléments quelconques de W1h et M1h. On a, ∀q̃h ∈ W2h,

mi
h(p̃

h − r̃h,q̃h) + ai(Nh −mh,q̃h) = mi(p− r̃h,q̃h) + ai(N−mh,q̃h) +mi
h(r̃

h,q̃h)−mi(r̃h,q̃h)

De la même manière, ∀vh ∈M2h,

bi(vh,p̃h − r̃h) + dih(N
h −mh,vh) = bi(vh,p̃− r̃h)− dih(mh,vh) + di(N,vh).
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2.4 Etude du problème d’évolution

Et donc, à l’aide du lemme 7, après avoir sommé sur l’indice i, il vient,

‖p̃h − r̃h‖H(div,Ω)nc + |Nh −mh|(1,Ω)nc ≤

C{‖p̃− r̃h‖(0,Ω)nc + |N−mh|(1,Ω)nc‖R(r̃h)− r̃h‖(0,Ω)nc +

‖div(p̃− r̃h)‖(0,Ω)nc + ‖N− Π0,h(m
h)‖(0,Ω)nc}

On déduit aisément le résultat en utilisant le lemme 5 et des inégalités triangulaires.

2.4 Etude du problème d’évolution

Dans cette partie, nous nous ramenons au problème initial d’évolution. Nous

nous plaçons toutefois dans le cas d’un système à petit nombre de Péclet, i.e. où

les phénomènes de diffusion sont prédominants par rapport aux phénomènes de

convection. Cette hypothèse, bien qu’elle soit faite ici pour simplifier l’étude, est

justifiable dans toute situation où le mélange est fortement dilué, i.e. chaque espèce

est peu concentrée (ce qui donne donc lieu à de forts gradients de concentration). Afin

d’effectuer une discrétisation en temps du système, pour un pas de temps ∆t = T
N

fixé, on pose tn = n∆t et on note alors Ni(n∆t,x) = Ni,n(x), p̃i(n∆t,x) = p̃i,n(x).

Introduisons donc le problème défini par la formulation variationnelle suivante

(P n
h )


Trouver

(
p̃hn+1,N

h
n+1

)
∈ W1h ×M1h

∀i ∈ {1..nc} ,

{
∀q̃h ∈ W2h,m

i
h(p̃

h
n+1,q̃

h) + ai(Nh
n+1,q̃

h) = 0

∀vh ∈M2h, b
i(vh,p̃hn+1) + 1

∆t
dih(v

h,Nh
n+1 −Nh

n) = li,n(vh).

2.5 Consistance du schéma

Dans cette étude, on commence par définir l’équivalent d’une projection de la

solution exacte sur l’espace discret W1h×M1h. Pour cela, on définit à chaque instant

n∆t, le couple (Φp̃hn,ψNh
n) par l’intermédiaire du problème stationnaire suivant

trouver
(
Φp̃hn,ψNh

n

)
∈ W1h ×M1h

∀q̃h ∈ W2h, m
i
h(Φp̃

h
n,q̃

h) + ai(ψNh
n,q̃

h) = 0

∀vh ∈M2h, b
i(vh,Φp̃hn) = bi(vh,p̃hn).

(II.2.17)
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2.5 Consistance du schéma

Ce problème ayant été étudié au paragraphe précédent, et sachant que

‖Φp̃i,n − p̃i,n‖H(div,Ω) + ‖ψNi,n −Ni,n‖ ≤ Ch, (II.2.18)

il nous reste à étudier l’erreur entre (Φp̃hn,ψNh
n) and (p̃hn,N

h
n). On pose alors pour

tout n = 1,...,N {
En
i = Φp̃i,n − p̃hi,n et En = (En

i )i
eni = ψNi,n −Nh

i,n et en = (eni )i .

On peut ainsi écrire, ∀qh ∈ W2h

mi
h(E

n+1,q̃h) + ai(en+1,q̃h) = 0.

De plus,

bi(vh,En+1) +
1

∆t
dih(v

h,en+1 − en) = li,n(vh) + bi(vh,Φp̃n) +
1

∆t
dih(v

h,ψNn+1 − ψNn).

Puis, à l’aide du problème initial, on obtient

bi(vh,En+1) +
1

∆t
dih(v

h,en+1 − en) = −di(vh,∂tNn) +
1

∆t
di(vh,ψNn+1 − ψNn)

− 1

∆t
dih(v

h,ψNn+1 − ψNn)− di(vh,ψNn+1 − ψNn).

Considérant la solution N comme étant assez régulière, on établit l’estimation sui-

vante

‖
∑

1≤l≤nc

Kil∂tNi,n −
1

∆t

∑
1≤l≤nc

Kil(ψNl,n+1 − ψNl,n)‖0,Ω ≤ C(∆t+ h).

On utilise ensuite le lemme 5 pour déduire l’inégalité

‖ 1

∆t

∑
1≤l≤nc

KilΠ0,h(ψNl,n+1 − ψNl,n)− (ψNl,n+1 − ψNl,n)‖0,Ω

≤ C
h

∆t

∑
1≤l≤nc

Kil ‖ψNl,n+1 − ψNl,n‖0,Ω ,
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2.6 Convergence du schéma

et donc pour une solution suffisamment régulière, on prouve l’existence d’une constante

C > 0, telle que,

‖ 1

∆t

∑
1≤l≤nc

KilΠ0,h(ψNl,n+1 − ψNl,n)− (ψNl,n+1 − ψNl,n)‖0,Ω ≤ C.h.

On pose alors

εni =
∑

1≤l≤nc

Kil∂tNi,n −
1

∆t

∑
1≤l≤nc

Kil(ψNl,n+1 − ψNl,n)

+
1

∆t

∑
1≤l≤nc

Kil [Π0,h(ψNl,n+1 − ψNl,n)− (ψNl,n+1 − ψNl,n)]

On a, d’après les résultats précédents,

∀i ∈ {1..nc}, ∃Ci > 0, tel que ‖εni ‖0,Ω ≤ Ci(∆t+ h). (II.2.19)

2.6 Convergence du schéma

On a montré que (†) ∀1 ≤ i ≤ nc,∀q̃h ∈ W2h,m
i
h(R(En+1),q̃h) + ai(en+1,q̃h) = 0,

(††) ∀1 ≤ i ≤ nc,∀vh ∈M2h, b
i(vh,En) + 1

∆t
dih(v

h,en+1 − en) =

∫
Ω

εni v
hdx.

On est alors en mesure d’établir le résultat de convergence du schéma suivant:

Théorème 3 Pour une solution N = (Ni)1≤i≤nc suffisamment régulière,

∀i ∈ {1..nc}, ∃Ci > 0, tel que max
n
|Nh

i,n −Ni,n| ≤ Ci(∆t+ h). (II.2.20)

� Preuve

Dans (†) et (††) on choisit pour fonctions tests particulières

vh = Π0,h(e
n+1
i − eni ), q̃h = R∗(en+1

i − eni )
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2.6 Convergence du schéma

On a ainsi,

bi(en+1
i − eni ,En) +

1

∆t
dih(Π0,h(e

n+1
i − eni ),en+1 − en) =

∫
Ω

εni Π0,h(e
n+1
i − eni )dx.

On utilise ensuite la formule de Green discrète,

bi(en+1
i − eni ,En) = mh

i

(
R(En),R∗(en+1 − en)

)
=

∫
Ω

∇̃eni .R∗(en+1
i − eni )dx

et donc∫
Ω

∇̃eni .R∗(en+1
i − eni )dx+

1

∆t
dih(Π0,h(e

n+1
i − eni ),en+1 − en) =

∫
Ω

εni Π0,h(e
n+1
i − eni )dx.

On somme ensuite sur chaque composant afin de pouvoir utiliser l’hypothèse de

coercivité sur le tenseur d’adsorption pour en déduire l’inégalité

∑
1≤i≤nc

∫
Ω

∇̃eni .R∗(en+1
i − eni )dx+

α

∆t
‖Π0,h(e

n+1 − en)‖2
0,Ω

≤
∑

1≤i≤nc

∫
Ω

|εni Π0,h(e
n+1
i − eni )|dx.

Puis à l’aide de la définition de la norme |.| et de l’inégalité de Young, on obtient

∑
1≤i≤nc

[
|en+1
i |2 − |eni |2 − |en+1

i − eni |2
]

+
α

∆t
‖Π0,h(e

n+1 − en)‖2
0,Ω ≤

∆t

α

∑
1≤i≤nc

‖εni ‖2
0,Ω.

Or, de manière évidente,

∃C1,i > 0, tel que |en+1
i − eni |2 ≤

C1,i

h2
‖(en+1

i − eni )‖2
0,Ω.

Ainsi, pour des valeurs spécifiques du pas de temps ∆t données par

∆t ≤ αh2

2nc max
i∈{1..nc}

(C∗i C1,i)
(II.2.21)
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2.6 Convergence du schéma

(où les constantes (C∗i ) sont données par le lemme 6), on obtient l’inégalité suivante

∑
1≤i≤nc

[
|en+1
i |2 − |eni |2

]
≤ ∆t

α

∑
1≤i≤nc

‖εni ‖2
0,Ω,

et donc, en sommant sur les itérations en temps, il vient, ∀i ∈ {1..nc}

|en+1
i | ≤ Ci (∆t+ h) . (II.2.22)
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Troisième partie

De l’échelle microscopique à

l’échelle macroscopique





Chapitre 3

Développement asymptotique et

convergence à double échelle

Dans ce chapitre, on s’intéresse désormais à la formulation des

équations en milieu poreux et plus exactement à l’obtention de

celles-ci à partir des équations en milieu libre. On introduit dans

un premier temps les notations utiles à un tel passage, puis sont

rappelés les principes des techniques d’homogénéisation telles que

le développement asymptotique ainsi que la convergence à deux

échelles. On détermine enfin les équations macroscopiques du

mouvement, de l’énergie et de conservation de la masse.

3.1 Introduction

Alors que l’analyse effectuée dans la première partie considère un écoulement

en milieu libre, on s’intéresse désormais à l’influence que peut avoir l’introduction

d’hétérogénéités sur les équations décrivant le système et plus particulièrement à

l’expression des coefficients (de diffusion et de thermodiffusion) dans le cas d’un

écoulement en milieu poreux. Le milieu poreux que l’on décrit ici est un milieu po-

reux saturé, constitué par une matrice et un espace interstitiel saturé par un fluide.

Nous en reprenons ici la définition donnée par O. Coussy dans [23]. Ainsi l’espace

interstitiel (ou espace poreux connecté) est l’espace par l’intermédiaire duquel s’ef-

fectue l’écoulement du fluide ainsi que le transport des espèces. Dans toute notre
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3.1 Introduction

étude, nous le considérerons connecté, i.e. connexe par arcs: deux points du fluide

qui le sature sont toujours reliés par un trajet intérieur à cet espace (un exemple de

situation illicite est illustré dans la figure 3.4). On dit alors que la phase fluide est

continue. Nous considérons de plus que ce milieu ne possède pas de parties occluses,

qui ne sont le lieu d’aucune filtration. Cette hypothèse tend à rapprocher plus le

milieu considéré des sols (sables, argiles) que des roches (des illustrations de milieux

poreux sont donnés en annexe, aux figures B.1(a) et B.1(b)).

Fig. 3.1 – Front d’injection dans un milieu poreux aléatoire (Source: IMFT)

Afin d’obtenir les coefficients de transport équivalents, il est utile, voire nécessaire de

recourir à une technique de changement d’échelle: l’homogénéisation. L’homogénéisation,

c’est “la déduction rigoureuse d’équations macroscopiques posées au niveau micro-

scopique et décrivant des phénomènes comportant des hétérogénéités de nature di-

verses”. Cette phrase décrit bien le but et la méthode de l’homogénéisation: on

pose des équations au niveau microscopique (en fait à une échelle qui n’est pas

nécessairement celle des particules mais où il existe déjà des lois constitutives) qui

nous permettent de déduire leur “équivalent” par un passage à la limite appro-

prié à l’échelle globale. Dans le cas qui nous concerne, l’expression “hétérogénéités”

désigne les effets induits sur le champ thermique par les différences de conductivité

entre la matrice poreuse et le fluide. Les variations du champ de vitesse seront aussi

prises en compte puisqu’on s’intéresse également à l’homogénéisation de l’équation

de Navier-Stokes. Beaucoup de travaux ont déjà été menés sur le sujet utilisant

74



3.1 Introduction

de nombreuses techniques relatives à l’homogénéisation ( développement asympto-

tique, convergence à double échelle, H-convergence...) et la détermination de coef-

ficients de transports équivalents a déjà fait l’objet de nombreuses études ; comme

le rappelle E. Arquis dans [9], plusieurs processus sont employés: des concepts

théoriques déterministes (dont fait partie l’homogénéisation ou la prise de moyenne

employée par Quintard et Whitaker dans [58]), des méthodes statistiques ainsi

que des méthodes numériques directes (utilisées notamment par E. Arquis et J.P.

Caltagirone dans [10], ou encore P.V.Jamet dans [46]). D’un point de vue pu-

rement mathématique, l’utilisation de techniques d’homogénéisation s’est beaucoup

développée depuis ces quinze dernières années. Si le cadre périodique semble être le

plus apte pour obtenir des solutions analytiques, de nouvelles théories permettent

d’obtenir des résultats dans le cadre non périodique. Un des résultats les plus connus

est l’application de la propriété de compacité par compensation, dûe à F. Murat et

L. Tartar (cf. par exemple [21], chap. 13) qui permet le passage à la limite dans un

produit de convergences faibles, sous des hypothèses ad hoc. Pour le procédé que nous

utiliserons, on retrouve notamment des techniques de développement asymptotique

dans [13] ou encore dans [62] et [38]. L’utilisation de la convergence à double échelle

dans cette optique est plus récente et est développée dans [1]. De nombreux ou-

vrages ont essayé de regrouper l’ensemble des techniques d’homogénéisation, comme

par exemple [38] et plus récemment [21] ; des publications plus spécifiques les ont

évoquées (cf. notamment [39] ou [59]).

Notre but ici, est avant tout d’adopter une démarche permettant de garder une

certaine approche analytique du coefficient homogénéisé, tout en étant conscient

du fait qu’une géométrie aussi simple soit-elle implique un traitement numérique

pour la détermination de coefficients d’homogénéisation. G. Allaire a montré dans

[3] que selon l’échelle caractéristique choisie pour le volume élémentaire, l’équation

régissant le mouvement du fluide changeait: on passe de Navier-Stokes à Darcy par

l’intermédiaire du modèle de Brinkmann

−µU

κ
−∇p+ µ̃∆U = 0 (III.3.1)

correspondant au cas où les effets d’adhérence du fluide sont encore pris en compte

(modèle aussi étudié par E. Arquis dans [9]). Nous restreindrons notre modèle à

un volume élémentaire où le mouvement est décrit par l’équation de Navier-Stokes.
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On considère désormais le système d’équations à l’échelle microscopique suivant :

– L’équation de Navier-Stokes :

ρ (∂tU + (U.∇)U) = −∇p+ µ∆U + λ∇(div(U)) + ρ0
~f

– L’équation de l’énergie en régime permanent :

{
κf∆θ + U.∇θ = 0 en milieu libre

κs∆θ = 0 dans la matrice poreuse

– Les équations de conservation de la masse :

∀ i ∈ {1..n} ∂tNi + U.∇Ni −
∑
j

Dij∆Nj − Sitdiv(Ni(
∑
j

Nj −Ni)∇θ) = 0.

Ces équations sont associées à des conditions au bord que nous préciserons dans le

traitement de chacune d’elles.

Nous effectuons donc dans cette partie l’homogénéisation de chacune de ces équations.

L’équation de Navier-Stokes y est traitée de façon informelle à l’aide de la méthode

des développements asymptotiques. Les équations relatives à la thermique et à la

conservation de la masse sont traitées à l’aide de la convergence à double échelle

qui permet simultanément de démontrer la convergence vers l’état limite et de

déterminer ce dernier. L’originalité de ces équations provient essentiellement du fait

que deux d’entre elles sont définies seulement sur une partie du domaine (la phase

fluide) alors que la dernière est à résoudre dans la totalité du domaine. L’obtention

d’équations globales pour le “triptyque” vitesse-concentration-température permet-

tra de pallier celà: la résolution des équations est alors effectuée sur le domaine

entier, sans distinction de phase.
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3.2 Notations et définitions

3.2.1 Notations utiles à l’analyse

On présente ici les différentes notations utiles à l’analyse qui sont celles utilisées

par S.N. Antontsev et al. dans [8] ou [52] et par G. Allaire dans [2]. On montre

notamment de quelle manière est partitionné l’ouvert sur lequel doit être faite la mise

à l’échelle, et comment sont notés les différents éléments “géométriques” utilisés

par la suite. On introduit ensuite les différentes notations relatives aux fonctions

(prolongements, opérateurs de moyenne) qui seront utilisées lors de l’analyse.

Fig. 3.2 – Schématisation d’une cellule élémentaire Y = Yf ∪ Ys

On considère donc un ouvert borné non vide (de frontière régulière, notion que nous

préciserons par la suite) Ω de IRd et on note Y = [0,1[n le cube unité “semi ouvert”

de IRn. Cette cellule est divisée en deux parties (comme indiqué dans la figure 3.2), la

partie solide Ys et le milieu libre Yf tel que Yf ∩ Int(Y ) soit un ouvert. On introduit

alors la porosité φ (porosité connectée) du milieu, définie comme étant le paramètre

adimensionné

φ =
L3 −mes(Y \Ys)
L3 −mes(Y )

=
mes(Yf )

mes(Y )
.

Soit alors un réel ε strictement positif. On peut effectuer une partition de l’espace
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3.2 Notations et définitions

IRn de la manière suivante :

IRn =
⋃

z∈ZZn

ε(z + Y )

On peut de la même façon partitionner IRn en une partie libre et la matrice

poreuse de la manière suivante

Ef =
⋃

z∈ZZn

(z + Yf )

Es =
⋃

z∈ZZn

(z + Ys).

Fig. 3.3 – Recouvrement du domaine

Il ne reste alors plus qu’à définir le domaine d’écoulement du fluide par l’expres-

sion

Ωf,ε = Ω ∩ εEf

et la partie

Cε = Int

 ⋃
ε(z+Y )⊂Ω

ε(z + Y )

.
On introduit alors les notation suivantes

Ω0
ε,f = Cε ∩ εEf Ω0

ε,s = Ω\Ω0
ε,f .
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On a ainsi effectué un “maillage” du domaine (cf. figure 3.3). Ce dernier se compose

d’une partie fluide Ωε,f et d’une partie solide Ωε,s tout comme les cellules élémentaires

Y i
ε qui sont constituées d’un milieu libre Y i

ε,f et une matrice poreuse Y i
ε,s. On effectue

alors les hypothèses suivantes sur Y, Yf , Ys, Ef , Es et leurs frontières respectives

déjà introduites dans [8] et [2] :

Hypothèse 5

– On suppose que la partition de la cellule est réelle au sens où

min (mes(Yf ),mes(Yf )) > 0.

– L’ensemble Yf ∩ int(Y ) est une partie ouverte et connectée 1 de frontière loca-

lement lipschitzienne.

– Ef est une partie ouverte connectée de frontière C1 telle que

int(Es) = IRn\Ef .

Fig. 3.4 – Exemple de situation géométrique illicite: Yf est non connexe

On présente par la suite différentes notations relatives aux fonctions considérées

dans l’analyse. On y introduit notamment la notion de prolongement ou encore celle

de moyenne.

1. On trouve notamment dans [2], des représentations géométriques des situations satisfaisant
ces hypothèses et des situations “illicites”, ainsi qu’une illustration de la notion de “connectivité”.
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Notations 1 Par la suite, pour toute fonction f “définie” sur Ωε, on note par f̄ sa

prolongée par zéro sur Ω, i.e. la fonction définie par{
f̄ = f sur Ωε

f̄ = 0 sur Ω\Ωε.

Notations 2 De même, pour toute fonction f de L1(Ω) où Ω est un ouvert de IRn,

on note par f̃ sa moyenne sur cet ouvert, i.e. le réel

f̃ =
1

mes(Ω)

∫
Ω

f(x)dx

Notations 3 Dans la suite, la fonction χΩf,ε désigne la fonction caractéristique du

milieu fluide, i.e. la fonction définie par

∀x ∈ Ω, χΩf,ε(x) =

{
1 si x ∈ Ωf,ε

0 sinon.

Notations 4 On notera par l’indice ] toute fonction périodique. Ainsi f ∈ L2
] (Y )

est équivalent à {
f ∈ L2(Y )

f périodique de période Y.

L’ensemble de ces notations reste valable pour toute la partie à suivre.

On est désormais en mesure d’introduire les différentes notions que nous utiliserons

lors des processus d’homogénéisation par la suite et notamment la convergence à

double échelle introduite par G. Allaire dans [1]. On distingue ici deux étapes

dans le processus d’homogénéisation choisi: le développement asymptotique et la

convergence de la solution. Nous détaillons par la suite les définitions de ces deux

notions.
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3.2.2 Développement asymptotique

Définition 1

On dit qu’une fonction u définie sur un ouvert Ωε admet un développement

asymptotique si elle peut s’écrire sous la forme

uε(x) = u0(x,y) + εu1(x,y) + ε2u2(x,y) + .....

avec y =
x

ε
et ui(x,y) fonctions périodiques en y.

Remarque 8

La notion de fonction admettant un développement asymptotique est un peu vague

dans la mesure où on ne précise pas a priori en quel sens ce développement est

convergent. Il s’agit plus globalement de définir une classe de fonctions faisant inter-

venir deux types de variables (la variable géométrique et une variable oscillante). La

convergence d’un tel développement est difficile à prouver en pratique; de fait, cette

méthode contribue à identifier l’état limite plausible. Aussi est-il préférable dans cer-

tains cas, de recourir à d’autres méthodes, telle que la convergence à double-échelle,

qui permet simultanément de prouver l’existence de u0 et la convergence de la suite

(uε) vers ce dernier, en un sens précisé.

Fig. 3.5 – Milieu poreux hétérogène périodique: notion d’échelles multiples
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3.2 Notations et définitions

On est alors en mesure de définir de nouveaux opérateurs de dérivation de la manière

suivante

Notations 5

Les opérateurs de dérivation usuels peuvent se réécrire de la manière suivante :

∇ = ∇x +
1

ε
∇y, (3.2a)

div = divx +
1

ε
divy, (3.2b)

∆ = ∆x +
2

ε
∆xy +

1

ε2
∆y (3.2c)

où on aura noté ∆xy =
n∑
i=1

∂2

∂xi∂yi
.

Toutefois, quand il n’y aura pas de confusion possible (c’est-à-dire à l’échelle ma-

croscopique, une fois éliminée toute variable locale) nous utiliserons pour simplifier

la notation ∇ au lieu de ∇x.

Une fois ces opérateurs de dérivation définis, la technique du développement asymp-

totique consiste en la substitution des développements de chaque fonction inconnue

dans le problème à traiter puis en l’identification des différentes puissances de ε.

Après avoir défini des prolongements ad hoc pour chaque fonction, on obtient ainsi

l’équation du problème homogénéisé dont le premier terme du développement est

solution. Cette technique est utilisée par la suite dans le traitement de l’équation de

Navier-Stokes.

3.2.3 Convergence à double échelle

On décrit par la suite, une technique, “la convergence à deux échelles” permettant

de déterminer l’état limite de fonctions définies sur un milieu périodique, à l’aide de

fonctions oscillantes, et de prouver la convergence d’un tel passage. Cette notion,

introduite pour la première fois par G. Nguetseng en 1986 (cf. [55]) a fait depuis

l’objet de plusieurs travaux, dont nous présentons ici les principaux résultats.
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3.2 Notations et définitions

Définition 2

Une suite (fε) d’éléments de L2(Ω) converge à double échelle vers un élément

f0(x,y) de L2(Ω× Y ),

si, pour toute fonction ψ(x,y) de D[Ω; C∞] (Y )],

lim
ε→0

∫
Ω

fε(x)ψ(x,
x

ε
)dx =

∫
Ω

∫
Y

f0(x,y)ψ(x,y)dxdy.

On note alors fε
2−scale−−−−−→ f0.

On énonce ainsi le théorème suivant :

Théorème 4 (Nguetseng,1986)

De toute suite bornée (fε)ε dans L2(Ω), on peut extraire une sous suite qui

converge à double échelle vers une limite f0(x,y) de L2(Ω× Y ).

On cite enfin un théorème essentiel dans le processus de convergence à double échelle :

Théorème 5

Soit Ω un ouvert borné de IRn et (uε) une suite bornée dans H1(Ω) qui converge

faiblement vers u.

Alors (uε) converge à double échelle vers u,

(uε)
2−scale−−−−−→ u

et de plus, il existe u1 = u1(x,y), x ∈ Ω, y ∈ Y , tel que

u1 ∈ L2(Ω;H1
] (Y )), ∇yu1 ∈ ((L2(Ω);H1

] (Y ))n

et

∇xuε
2−scale−−−−−→ ∇xu(x) +∇yu1(x,y).

Les démonstrations de ces théorèmes ne sont pas données ici. On se référera aux

travaux de G. Allaire dans [1]. Toutefois nous reprenons la démonstration du
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3.2 Notations et définitions

théorème 5 et l’adaptons au problème de la thermique par la suite.

On présente enfin un dernier résultat de convergence utile pour le passage à la limite

dans certains termes d’équations définis seulement en milieu libre.

Théorème 6

La suite généralisée de fonctions χΩf,ε possède la propriété de convergence sui-

vante :

χΩf,ε ⇀ φχΩ dans L∞faible− ∗.
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3.3 De Navier-Stokes à Darcy

3.3 De Navier-Stokes à Darcy

On décrit ici les calculs permettant de passer de l’équation en milieu libre (Navier-

Stokes) au milieu poreux (Darcy). Ce passage mathématique d’une loi phénoménologique

à une loi empirique a donné lieu a beaucoup de travaux. Ainsi, une démonstration

rigoureuse de l’homogénéisation de l’équation de Navier-Stokes dans le cas station-

naire a été faite par L. Tartar dans [62], alors que l’étude de l’homogénéisation

des équations de type “Stokes” a été faite par S.N. Antontsev et al. dans [8]. On

trouve encore de nombreuses autres approches pour l’obtention mathématique de la

loi de Darcy (cf. notamment [29] et [17]).

Nous reprenons les travaux effectués par J.I. Diaz dans [25] qui utilise la méthode

des développements asymptotiques.

Après avoir mis à l’échelle les paramètres physiques de l’équation microscopique 2,

l’équation de Navier-Stokes à laquelle on adjoint une condition locale d’incompres-

sibilité du fluide devient

(EUε)


ε2ρ0 (∂tUε + (Uε.∇)Uε) = −∇pε + µε2∆Uε + λε2∇(div(Uε)) + ρ0

~f

div(Uε) = 0

Uε|t=0 = 0.

La démonstration de J.I. Diaz se fonde sur l’hypothèse de développement asymp-

totique de la vitesse, de la pression et de la densité. On suppose ainsi que ces incon-

nues peuvent s’écrire sous la forme (cf. remarque 10){
Uε(x,t) = ε2 (U0(x,y,τ) + εU1(x,y,τ) + ε2U2(x,y,τ) + ....)

pε(x,t) = p0(x,y,τ) + εp1(x,y,τ) + ε2p2(x,y,τ) + ....
(III.3.3)

où y =
x

ε
et τ = ε2t et les fonctions (ρi), (Ui), (pi) sont Y -périodiques. On introduit

ensuite les développements de chaque inconnue dans l’équation (EUε) et on identifie

selon les puissances de ε.

Ainsi en regroupant les termes en ε−1 on obtient l’égalité

∇yp0 = 0.

2. le choix de ces paramètres est justifié dans la remarque 10
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3.3 De Navier-Stokes à Darcy

On en déduit aisément à l’aide de la fonction F que p0 ne dépend pas de y (p0 est

une fonction Y -périodique).

De la même façon, en regroupant les coefficients de ε, on obtient l’égalité

− (∇xp0 +∇yp1) + µ∆yU0 + λ∇y(divU0) + ρ0
~f = 0. (III.3.4)

En identifiant les coefficients des termes en ε2, on obtient l’égalité

divx(ρ0U0) + divy(ρ0U1) = 0, (III.3.5)

et

divy(ρ0U0) = 0.

La densité étant par hypothèse indépendante de la variable y et ne s’annulant pas

sur Y , il vient, à l’aide de l’ “Y -périodicité” de U0

divy(U0) = 0 dansYf .

On est alors en mesure d’établir le résultat suivant, décrivant la loi qui régit le

mouvement en milieu poreux:

Théorème 7 Le profil de vitesse homogénéisé est de type darcéen et vérifie 3 la loi div(U) = 0

U =
1

µ
K̃p(ρ0f −∇p0)

(III.3.6)

où K̃p est un tenseur symétrique défini positif à déterminer à l’aide de la géométrie

de la cellule (tenseur des perméabilités absolues).

� Preuve

Dans un premier temps, on prolonge par zéro les fonctions définies seulement sur

3. pour la première condition, on se réfèrera à la remarque 11
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3.3 De Navier-Stokes à Darcy

Yf sur tout Y comme dans la partie précédente de manière à pouvoir intégrer sur la

cellule entière. Dès lors, en appliquant l’opérateur de moyenne à l’égalité (III.3.5),

il vient

d̃ivx(ρ0U0) + d̃ivy(ρ0U1) = 0;

on examine ensuite un à un chaque terme. Ainsi

˜divy(U1) =
1

mes(Y )

∫
Y

divy(U1)dy =
1

mes(Y )

∫
∂Y

U1.~ndσ = 0,

puisque la vitesse s’annule sur la frontière Γ et est Y -périodique. L’égalité (III.3.5)

nous mème alors à “l’équation de conservation de la masse macroscopique du fluide

homogénéisé” donnée par

divx(ρ0Ũ0) = 0

et donc

divx(Ũ0) = 0.

Il suffit ensuite de remarquer à partir de l’égalité (III.3.4) que l’inconnue U0 est

solution du problème de Stokes défini par
−µ∆yU0 = −∇yp1 + ρ0

~f −∇xp0 dans Yf × [0,∞]

divyU0 = 0 dans Yf × [0,∞]

U0 = 0 sur ∂Yf × [0,∞]

U0 est Y − périodique.

(III.3.7)

On utilise alors un raisonnement similaire à celui employé dans ([62], prop. 2.1). Il

vient, en ayant défini l’espace VY = {~ω ∈ H1
] (Y ) tels que divy(~ω) = 0, ~ω|Γ = 0},

U0 ∈ VY et

∀~ω ∈ VY , µ
∫
Y

∇yU0.∇y~ωdy =

∫
Y ∗

(
~f −∇xp0

)
.~ωdy.
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3.3 De Navier-Stokes à Darcy

En considérant alors les solutions ~ηi dans VY des problèmes∫
Y

∇y~ηi.∇y~ωdy =

∫
Y ∗
ωidy

où ωi sont les coordonnées de ~ω dans la base canonique, on obtient par linéarité

U0 =
1

µ

(
ρ0fi −

∂p0

∂xi

)
~ηi.

Puis en moyennant sur tout l’ensemble Y , on obtient l’expression des composantes

de la vitesse en fonction du tenseur des perméabilités ainsi défini,

U0j =
Kp
ij

µ

(
ρ0fi −

∂p0

∂xi

)
.

Il suffit ensuite de prendre U = U0.

Remarque 9

La démonstration de la convergence de la solution du problème local vers la solution

du problème macroscopique n’est pas donnée ici; on se référera aux travaux cités en

début de section. Le problème majeur dans cette démonstration, est d’obtenir des

estimations a priori indépendantes de ε alors que les fonctions sont elles-mêmes

définies sur un ouvert Ωε. Pour surmonter cet obstacle, on utilise des prolongements

des fonctions sur tout l’ouvert Ω. Le prolongement de la vitesse en dehors du milieu

libre est le prolongement classique par zéro. Il est plus difficile d’introduire un pro-

longement adéquat pour la pression comme cela est expliqué par G. Allaire dans

[38]. Afin d’obtenir des estimations a priori indépendantes de ε, il semble commode

d’utiliser, par exemple sur une cellule Yε, p̃ε = pε surYε,f

p̃ε =
1

mes(Yε,f )

∫
Yε,f

pε surYε,s.

Remarque 10

Le degré de ε dans le développement de la vitesse et dans la variable de temps

microscopique ainsi que l’ajustement des grandeurs physiques dans l’équation de
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3.3 De Navier-Stokes à Darcy

Navier-Stokes sont obtenus par le biais d’analyse dimensionnelle et ont fait l’ob-

jet d’une justification par J.I. Diaz dans [25]. Rappelons succinctement, pour la

commodité du lecteur, les clefs essentielles de la compréhension de cet équilibrage

des coefficients des équations microscopiques (EUε). Introduisant quelques grandeurs

caractéristiques L,tc,Tc,pc,ρc,uc,Uc pour respectivement la longueur macroscopique,

le temps dans les flux microscopique et macroscopique, la pression et la vitesse (à

l’échelle microscopique et macroscopique), on considère les variables adimensionnées

x̄ =
x

L
, t̄ =

t

tc
, τ̄ =

τ

Tc
, p̄ =

p

pc
, ρ̄ =

ρ

ρc
, ūε =

uε
uc
, ū0 =

u0

Uc
, (III.3.8)

la longueur caractéristique à l’échelle microscopique étant εL. En reportant ces ex-

pressions dans les équations du mouvement, on fait apparâıtre que le terme issu de la

dérivation particulaire de la vitesse est négligeable par la considération des nombres

de Reynolds et Reynolds-Strouhal du flux microscopique, i.e.

Re =
ρcucεL

µ
, ReSt =

ρcucε
2L2

tc
, (III.3.9)

ici petits (dans un écoulement instationnaire, le nombre de Strouhal définit le rap-

port entre forces d’inertie associées à l’accélération locale -forces d’inerties temporelles-

et les forces d’inertie liées à l’accélération convective). Il s’ensuit immédiatement par

identification de paramètres que

uc = ε2 pcL

λ+ µ
, (III.3.10)

ce qui explique dans (III.3.3) le développement a priori de Uε. Considérant alors

l’équation macroscopique de conservation de la masse, on met en évidence le fait

que ε2Tc est constant, ce qui justifie le changement d’échelle du temps τ = ε2t.

Un choix différent de ces paramètres provoquerait l’apparition dans la loi de vitesse

macroscopique de termes intégro-différentiels ou non linéaires comme le fait remar-

quer G. Allaire dans [1]. Par exemple, dans le cas de l’équation microscopique,

∂tUε − µε2∆Uε = ~f −∇pε
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3.3 De Navier-Stokes à Darcy

G. Allaire montre dans [38] que l’équation homogénéisée est de la forme div(U(t,x)) = 0 dans ]0,T [×Ω,

U(t,x) = Uinit(x) +
1

µ

∫ t

0

˜̃K(t− s)(ρ0f −∇p0)(s,x)ds dans ]0,T [×Ω

où Uinit est la condition initiale dépendant uniquement de la donnée initiale locale

Uε
init et de la structure de la matrice poreuse. Cette équation est de type “intégro-

différentielle”, ce qui est dû à un effet de mémoire, c’est-à-dire à la conservation

d’une variable locale.

Par ailleurs, la méthode peut introduire assez naturellement des lois non linéaires

de Darcy lors de l’étude de fluides non newtoniens en milieu poreux.

Remarque 11

La condition d’incompressibilité globale donnée par

div(U) = 0 dans Ω (III.3.11)

n’est généralement pas conforme à l’expérimentation puisqu’un écoulement incom-

pressible localement ne l’est pas à l’échelle d’un gisement. Cette condition provient

directement du choix des paramètres dans l’équation de Navier-Stokes et dans le

développement asymptotique, dont la justification est donnée dans la remarque 10.

On insiste en particulier ici sur le fait que le passage de l’équation de Navier-Stokes

à celle de Darcy est rendu possible par le choix particulier des coefficients dans

l’équation de Navier-Stokes et dans le développement de la vitesse qui induit des

conditions du type de (III.3.11). Il faut donc comprendre ici que l’on sait trouver un

cheminement intellectuel pour déduire l’équation macroscopique de Darcy linéaire

à partir d’expressions locales de Navier-Stokes, mais que d’autres pondérations des

coefficients (via les puissances de ε) conduisent à d’autres lois, à effet notamment

de mémoire.
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3.4 Homogénéisation de l’équation de l’énergie

On considère l’équation de l’énergie en régime permanent, avec pour conditions

de bord à l’interface milieu poreux-milieu libre la continuité de la température ainsi

que la continuité des flux associés aux diffusivité respectives. Cette équation se

distingue des deux autres par le fait que le champ thermique est défini sur tout le

domaine et il n’y a donc pas besoin d’introduire des prolongements par zéro. On

obtient ainsi la formulation variationnelle

(Eθ
ε )

 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

κ(
x

ε
)∇θε.∇vdx+

∫
Ω

χ
Ωf,ε

θεUε.∇vdx = 0

θε|∂Ω = g
(III.3.12)

où g est une fonction L2(∂Ω) sur laquelle nous donnerons des hypothèses par la

suite, et κ la fonction définie par

κ(.) = κfχ(Y \Y s) + κsχ(Ys)

= κfχ(Yf ) + κsχ(Ys),

avec κf et κs diffusivités thermiques des milieux fluides et solides.

Fig. 3.6 – Hétérogénéités des diffusivités thermiques

Notre but ici est d’utiliser le procédé de convergence à double échelle, afin de

pouvoir disposer d’une convergence assez forte sur la température pour l’introduire

dans l’équation de conservation de la masse des constituants et pouvoir conclure. On

distingue dans le raisonnement suivant quatre étapes essentielles ; dans un premier

temps, on déduit à l’aide d’estimations a priori un résultat de convergence à double
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échelle pour l’inconnue θε(lemme 8 et théorème 8) . Dans un deuxième temps, on mul-

tiplie l’équation microscopique par des fonctions tests appropriées pour obtenir une

formulation variationnelle à l’état limite. Une intégration par parties permet alors de

déterminer le problème macroscopique. Une dernière étape consiste en l’élimination

des variables locales du problème macroscopique par un “découplage” du problème

macroscopique et d’un problème sur une cellule élémentaire (théorème 9). Afin d’ob-

tenir ce genre de résultat, on doit néanmoins effectuer une première hypothèse de

régularité sur la condition au bord g, propre à permettre un relèvement:

Hypothèse 6 On suppose que la fonction g est telle que

g ∈ H
1
2 (∂Ω)

On peut alors énoncer le lemme suivant:

Lemme 8 La solution θε du problème précédent est bornée dans H1(Ω) indépendamment

de ε, i.e.

∃C > 0, ‖θε‖1,Ω ≤ C.

� Preuve

A l’aide de l’hypothèse 6, il existe ĝ ∈ H1(Ω), telle que ĝ|∂Ω = g. Dès lors, pour le

choix de fonction test v = θε − ĝ, on obtient l’égalité∫
Ω

κ(
x

ε
)∇θε.∇(θε − ĝ)dx+

∫
Ω

χ
Ωf,ε

θεUε.∇(θε − ĝ)dx = 0.

Ainsi, ∫
Ω

κ(
x

ε
)∇2(θε − ĝ)dx+

∫
Ω

χ
Ωf,ε

(θε − ĝ)Uε.∇(θε − ĝ)dx

=

∫
Ω

κ(
x

ε
)∇ĝ.∇(θε − ĝ)dx+

∫
Ω

χ
Ωf,ε

ĝUε.∇(θε − ĝ)dx.
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On utilise ensuite l’inégalité de Poincaré (puisque θε − ĝ ∈ H1
0 (Ω)), pour obtenir

α‖θε − ĝ‖2
1,Ω +

1

2

∫
Ω

χ
Ωf,ε

Uε.∇
[
(θε − ĝ)2

]
dx

≤
∫

Ω

κ(
x

ε
)∇ĝ.∇(θε − ĝ)dx+

∫
Ω

χ
Ωf,ε

ĝUε.∇(θε − ĝ)dx

et donc

α‖θε − ĝ‖2
1,Ω +

1

2

∫
∂Ω

χ
Ωf,ε

θ2
εUε.~ndσ︸ ︷︷ ︸

=0 car Uε|∂Ω=0

≤ α

2
‖θε − ĝ‖2

1,Ω +
1

α
‖κĝ‖2

1,Ω +
1

α
‖χ

Ωf,ε
ĝUε‖2

(0,Ω)n

à l’aide de l’inégalité de Young et comme ĝ ∈ H1(Ω). On obtient facilement l’exis-

tence d’une constante C > 0, telle que

α

2
‖θε − ĝ‖1,Ω ≤ C

Le résultat vient immédiatement en utilisant une simple inégalité triangulaire et

l’hypothèse 6.

En conséquence du lemme précédent, on démontre le résultat de convergence suivant:

Théorème 8 Les suites (θε)ε et (∇θε)ε convergent à double échelle respectivement

vers des éléments θ∗(x) de H1(Ω) et (∇xθ
∗ +∇yξ(x,y)) de H1(Ω)×L2[Ω;H1

] (Y )\IR].

� Preuve

Nous reprenons ici la démonstration de ce théorème détaillée par G. Allaire

dans [1] et l’adaptons au problème du champ thermique dans le milieu poreux.

Le problème considéré est associé à une condition de bord de type “Dirichlet non

homogène”. Afin de ne pas alourdir le traitement du problème, on considère dans un

premier temps une condition au bord de type homogène et on se ramène au premier

cas en effectuant un changement de variable, par l’intermédaire d’un relèvement sur

Ω de la fonction g dans H1(Ω) (tel que ĝ introduit dans la démonstration du lemme
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3.4 Homogénéisation de l’équation de l’énergie

8). Ainsi, en posant,

θ′ε = θε − ĝ

on se ramène à un problème associé à une condition de Dirichlet homogène. Pour

des raison de commodité d’écriture, on notera encore θε la fonction ainsi obtenue.

L’équation (III.3.12) se réécrit
∀v ∈ H1

0 (Ω),∫
Ω

κ(
x

ε
)∇θε.∇vdx+

∫
Ω

χ
Ωf,ε

θεUε.∇vdx =

∫
Ω

div(κ(
x

ε
)∇ĝ + χ

Ωf,ε
ĝUε)vdx

θε|∂Ω = 0

On note de plus par fε le second membre obtenu de sorte que l’équation se réécrive

encore sous la forme
∀v ∈ H1

0 (Ω),∫
Ω

κ(
x

ε
)∇θε.∇vdx+

∫
Ω

χ
Ωf,ε

θεUε.∇vdx =

∫
Ω

fεvdx

θε|∂Ω = 0.

(III.3.13)

Le changement de variable introduit alors un second membre dans l’équation de

l’énergie, dépendant uniquement de ε par la présence de la forme micrscopique du

profil de vitesse, puisque le relèvement est effectué sur une condition posée à l’échelle

globlale. L’introduction de ce second membre n’amène ainsi aucune difficulté dans

le changement d’échelle. Il nous suffit donc de traiter le problème avec une condition

de bord homogène.

La convergence des suites (θε)ε et (∇θε)ε découle du théorème 4 et du lemme

précédent. Ainsi

∃θ∗, ξ0 tels que θε
2−scale−−−−−→ θ∗, ∇θε

2−scale−−−−−→ ξ0.

Ainsi, pour des fonctions ψ ∈ D[Ω; C∞] (Y )] et Ψ ∈ D[Ω; C∞] (Y )]n, on a


lim
ε→0

∫
Ω

θε(x)ψ(x,
x

ε
)dx =

∫
Ω

∫
Y

θ∗(x,y)ψ(x,y)dxdy

lim
ε→0

∫
Ω

∇θε(x)Ψ(x,
x

ε
)dx =

∫
Ω

∫
Y

ξ0(x,y)Ψ(x,y)dxdy.
(III.3.14)
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Dès lors, en utilisant des formules de Green, on obtient

ε

∫
Ω

∇θε(x).Ψ(x,
x

ε
)dx = −

∫
Ω

θε(x)
[
divyΨ(x,

x

ε
) + εdivxΨ(x,

x

ε
)
]
dx.

Par passage à la limite sur ε, il vient

−
∫

Ω

∫
Y

θ(x,y)divyΨ(x,y)dxdy = 0.

Ce qui montre que θ = θ(x) est une fonction indépendante de y. On considère

désormais des fonctions Ψ(x,y) vérifiant la propriété divyΨ(x,y) = 0. Dès lors, la

formule de Green se réécrit∫
Ω

∇θε(x).Ψ(x,
x

ε
)dx = −

∫
Ω

θε(x)divxΨ(x,
x

ε
)dx

et donc, à l’aide de la définition de convergence à double échelle,∫
Ω

∫
Y

ξ0(x,y).Ψ(x,y)dxdy = −
∫

Ω

∫
Y

θ∗(x)divxΨ(x,y)dxdy. (III.3.15)

On utilise ensuite le lemme (2.10) donné dans [1] pour conclure à l’existence d’une

fonction ω ∈ (L2(Ω))n telle que∫
Y

Ψ(x,y)dy = ω(x).

Dès lors, l’égalité (III.3.15) se réécrit∫
Ω

∫
Y

ξ0(x,y).Ψ(x,y)dxdy = −
∫

Ω

θ∗(x)divxω(x)dx.

θ∗ est donc solution dun problème de type

−
∫

Ω

θ∗(x)divxω(x)dx = l(ω)

où l est une forme linéaire continue, ce qui permet de prouver que θ∗ ∈ H1
0 (Ω).
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A l’aide d’ une formule de Green, on réécrit (III.3.15) sous la forme∫
Ω

∫
Y

[ξ0(x,y)−∇xθ
∗(x)]Ψ(x,y)dxdy = 0

pour toute fonction Ψ ∈ L2[Ω;L2
] (Y )]n vérifiant divyΨ(x,y) = 0 et Ψ(x,y).nx|Γ = 0.

On utilise ensuite le fait que l’ensemble orthogonal à celui des fonctions à di-

vergence nulle est l’ensemble des “gradients”, i.e. il existe une fonction ξ(x,y) ∈
L2[Ω;H1

] (Y )\IR] tel que

ξ0(x,y) = ∇xθ
∗(x) +∇yξ(x,y) (III.3.16)

On est désormais en mesure de déterminer le problème homogénéisé vérifié par l’état

limite θ∗:

Théorème 9 θ∗ est l’unique solution dans H1(Ω) du problème homogénéisé suivant

(Eθ∗)

 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

Λ̃∇θ∗.∇vdx+

∫
Ω

φθ∗U.∇vdx = 0

θ∗|∂Ω = g
(III.3.17)

où Λ̃ est le tenseur donné par

Λkl =

∫
Y

κ(∇yσk + ~ek).~eldy

=

∫
Yf

κf (∇yσk + ~ek).~eldy +

∫
Ys

κs(∇yσk + ~ek).~eldy (III.3.18)

et (σk) est la famille des solutions du problème de transmission suivant

(Eθ
cell)


σk ∈ H1

] (Y )

divy(κf [∇yσk + ~ek]) = 0 dansYf

divy(κs[∇yσk + ~ek]) = 0 dansYs

[κf (∇yσk + ~ek)− κs(∇yσk + ~ek)] .~n = 0 sur ∂Yf\∂Y.

(III.3.19)
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� Preuve

On réécrit l’équation de la thermique en milieu libre (III.3.13) et en multipliant

celle-ci par la fonction test ψ(x) + ψ1(x,y) où ψ ∈ D(Ω) et ψ1 ∈ D[Ω; C∞] (Y )], on

obtient, à l’aide d’une formule de Green,

−
∫

Ω

∫
Y

κ(
x

ε
)∇θε.∇(ψ(x) + εψ1(x,

x

ε
))dxdy −

∫
Ω

∫
Y

χΩf,εθεUε.∇(ψ(x) + εψ1(x,
x

ε
))dxdy

=

∫
Ω

∫
Y

fε(ψ(x) + εψ1(x,
x

ε
))dxdy

En remarquant que

∇(ψ(x) + εψ1(x,y)) = ∇xψ(x) +∇yψ1(x,y) + ε∇xψ1(x,y),

et en utilisant les égalités (III.3.16) et (III.3.14), on obtient par passage à la limite

quand ε→ 0+,

−
∫

Ω

∫
Y

κ(y) [∇xθ
∗ +∇yξ(x,y)] . [∇xψ(x) +∇yψ1(x,y)] dxdy

−
∫

Ω

∫
Y

χΩfφθ
∗U. [∇xψ(x) +∇yψ1(x,y)] dxdy =

∫
Ω

∫
Y

fψ(x)dxdy

pour tout (ψ,ψ1) ∈ D(Ω) × D[Ω; C∞] (Y )] et donc, par densité, pour tout (ψ,ψ1) ∈
H1

0 (Ω)×L2[Ω;H1
] (Y )/IR]. On aura préalablement défini la fonction f = div(κ(x)∇ĝ+

φχ
Ωf
ĝU). On reconnâıt aisément à l’aide d’une formule de Green la formulation va-

riationnelle associée au problème
divy (κ(y)(∇θ∗ +∇yξ(x,y))) = 0 dans Ω× Y

divx

(∫
Y

κ(y)(∇θ∗ +∇yξ(x,y))dy + χΩfφθ
∗U

)
= 0 dans Ω× Y

θ∗|∂Ω = g.

Ce problème possédant une solution unique (la démonstration de ce résultat est

immédiate dès que l’on a observé que ‖∇xθ
∗ + ∇yξ‖L2(Ω×Y )n est une norme pour

l’espace H1
0 (Ω)×L2[Ω;H1

] (Y )\IR]), on peut alors conclure à la convergence de toute

la suite (θε) (resp. ∇θε) vers θ∗(x) (resp. (∇θ∗(x) +∇yξ(x,y)).

La première équation représente le problème local (sur une cellule élémentaire)

permettant de déterminer la fonction ξ. La deuxième est l’équation homogénéisée de
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la thermique. Afin de mieux caractériser le problème homogénéisé, il est nécessaire

d’éliminer la variable locale y de cette formulation. C’est l’objet de la suite de cette

démonstration.

Considérons les solutions σk(x,y) du problème (Eθ
cell). Soit alors la fonction ξ(x,y)

définie par la relation

ξ(x,y) =
3∑

k=1

∂θ∗

∂xk
σk(x,y).

Ainsi,

divy (κ(y)(∇θ∗ +∇yξ(x,y))) = divy

(
κ(y)(∇θ∗ +

3∑
k=1

∂θ∗

∂xk
∇yσk(x,y))

)

= divy

(
κ(y)(

3∑
k=1

∂θ∗

∂xk
~ek +

3∑
k=1

∂θ∗

∂xk
∇yσk(x,y))

)

=
3∑

k=1

∂θ∗

∂xk
divy [κ(y)(~ek +∇yσk(x,y))]︸ ︷︷ ︸

=0 d’après (III.3.19)

= 0

et donc ξ ainsi définie est bien la solution de l’équation sur la cellule élémentaire. Il

reste maintenant à déterminer la forme macroscopique de l’équation

divx

(∫
Y

κ(y)(∇θ∗ +∇yξ(x,y))dy + χΩfφθ
∗U

)
= 0 dans Ω× Y

Pour cela, il suffit d’introduire l’expression de la fonction ξ donnée ci-dessus dans

l’expression du flux de chaleur diffusif homogénéisé. Ainsi,

∫
Y

κ(y)[∇θ∗ +∇yξ(x,y)]dy =

∫
Y

κ(y)

[
∇θ∗ +∇y

(
3∑

k=1

∂θ∗

∂xk
σk(x,y)

)]
dy

=

∫
Y

κ(y)

[
3∑

k=1

∂θ∗

∂xk
~ek +∇y

(
3∑

k=1

∂θ∗

∂xk
σk(x,y)

)]
dy

=
3∑

k=1

∂θ∗

∂xk

(∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)]dy

)
.
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On définit alors le tenseur Λ̃ par

Λkl =

∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].~eldy.

A l’aide de formules de Green, il vient de manière immédiate,

(Eθ∗)

 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

Λ̃∇θ∗.∇vdx+

∫
Ω

φθ∗U.∇vdx = 0

θ∗|∂Ω = g.

Le problème homogénéisé a donc été complètement déterminé. On remarque qu’il est

de même nature que le problème posé en milieu libre. L’étude d’un tel problème n’est

donc pas nécessaire puisque le tenseur introduit possède des propriétés (symétrique,

défini positif) qui permettent de conclure immédiatement, à l’aide de l’analyse faite

en première partie, à l’existence et l’unicité d’une solution à un tel problème.

Lemme 9 Le tenseur Λ̃ ainsi défini est symétrique et défini positif.

� Preuve

Montrons d’abord que Λ̃ est symétrique. Le terme générique de ce tenseur est

Λkl =

∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].~eldy

Or la formulation variationnelle du problème (Eθ
cell) nous assure que∫

Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].∇yφdy = 0

pour toute fonction φ Y−périodique. Dès lors, par la considération de la fonction

φ = ∇yσl(x,y), il vient

0 =

∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].∇yσl(x,y)dy

=

∫
Y

κ(y)~ek.∇yσl(x,y)dy +

∫
Y

κ(y)∇yσk(x,y).∇yσl(x,y)dy.
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On obtient ainsi l’égalité∫
Y

κ(y)~ek.∇yσl(x,y)dy = −
∫
Y

κ(y)∇yσk(x,y).∇yσl(x,y)dy

qui permet de conclure en remarquant que

Λkl =

∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].~eldy

=

∫
Y

κ(y)δkldy +

∫
Y

κ(y)∇yσk(x,y).~eldy

=

∫
Y

κ(y)δlkdy −
∫
Y

κ(y)∇yσk(x,y).∇yσl(x,y)dy

=

∫
Y

κ(y)δkldy +

∫
Y

κ(y)∇yσl(x,y).~ekdy

= Λlk.

Le tenseur Λ̃ est donc symétrique.

On a vu par ailleurs qu’il était possible d’écrire

Λkl =

∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].~eldy =

∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].[~el +∇yσl(x,y)]dy

(III.3.20)

puisque

∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].∇yσl(x,y)dy = 0. Dès lors, pour tout vecteur X =

(xi) ∈ IR3, on a

X>Λ̃X =
∑
k,l

∫
Y

κ(y)[xk(~ek +∇yσk(x,y))].[xl(~el +∇yσl(x,y))]dy

et si il existe au moins un indice l tel que xl 6= 0, la forme quadratique ainsi construite

ne s’annule pas.
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3.4 Homogénéisation de l’équation de l’énergie

Conclusion 1

L’équation régissant le champ thermique homogénéisé est la suivante:{
div(Λ̃∇θ∗ + φθ∗U) = 0 dans Ω

θ∗|∂Ω = g.
(III.3.21)

où on aura introduit le tenseur symétrique défini positif Λ̃ par

∀(k,l) ∈ {1..3}2 Λkl =

∫
Y

κ(y)[~ek +∇yσk(x,y)].~eldy

=

∫
Yf

κf (∇yσk + ~ek).~eldy +

∫
Ys

κs(∇yσk + ~ek).~eldy

σk étant les solutions du problème de transmission sur une cellule élémentaire (Eθ
cell)

(Eθ
cell)


σk ∈ H1

] (Y )

divy(κf [∇yσk + ~ek]) = 0 dansYf

divy(κs[∇yσk + ~ek]) = 0 dansYs

[κf (∇yσk + ~ek)− κs(∇yσk + ~ek)] .~n = 0 sur ∂Yf\∂Y.

La détermination complète du champ thermique dans le milieu poreux via l’équation

homogénéisée nécessite donc la résolution du problème (Eθ
cell) et la connaissance des

fonctions (σk) et plus exactement l’estimation d’énergies liées à ces fonctions (le

terme Λkl), moins coûteuse en terme de calcul. Cette estimation fera l’objet de la

troisième partie de cette étude.

Remarque 12

Dans le cas de diffusivités thermiques constantes en milieu fluide et dans la matrice

poreuse, le problème (Eθ
cell) est équivalent à

σk ∈ H1
] (Y )

∆yσk = 0 dansYf

∆yσk = 0 dansYs

[κf (∇yσk + ~ek)− κs(∇yσk + ~ek)] .~n = 0 sur ∂Yf\∂Y.
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

On s’intéresse dans cette partie au traitement des équations de conservation de

la masse de chaque constituant présent dans le fluide. La principale différence par

rapport au traitement de l’équation de l’énergie réside dans le fait que les quantités

Ni,ε sont définies sur un domaine (Ωε,f ) dépendant du paramètre ε. Cette difficulté

est surmontée à l’aide de l’introduction d’un opérateur de prolongement que nous

définissons par la suite.

On considère donc les équations de diffusion-convection avec effet Soret suivantes

dans Ωf,ε

∀ i ∈ {1..n},

∂tNi,ε + Uε.∇Ni,ε −
∑
j

Dij∆Nj,ε − Sitdiv(Ni,ε(1−Ni,ε)∇θε) = 0 (III.3.22)

associées aux conditions sur la frontière 4 et initiale
∑
j

Dij
∂Nj,ε

∂n
+ SitNi,ε(1−Ni,ε)

∂θε
∂n

= 0

Ni,ε(x,t = 0) = N0
i .

3.5.1 Comportement de N̄i,ε

Nous avons vu dans la partie relative à l’analyse mathématique des équations

de l’effet Soret (cf. proposition 6) que les inconnues Ni,ε sont bornées dans H1(Qε),

indépendamment de ε. Toute la difficulté de la méthode réside dans la recherche

d’un opérateur de prolongement des inconnues sur H1(Q) permettant de conserver

une telle propriété. On introduit ainsi l’opérateur de prolongement Pε

Pε :

∣∣∣∣∣ H1(Qε) −→ H1(Q)

Ni,ε 7−→ Pε(Ni,ε) = N̄i,ε

(III.3.23)

continu, de constante de continuité Cp indépendante de ε. Cet opérateur, auquel font

référence J.I. Diaz dans [25] et A. Bourgeat et L. Pankratov dans [16] permet

de conserver des constantes dans les estimations a priori indépendantes de ε. Ainsi

comme conséquence directe de l’existence de cette famille d’opérateurs équi-bornés,

4. on se reportera à la première partie pour la discussion sur la validité de cette condition.
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

on a

‖N̄i,ε‖1,Q ≤ Cp‖Ni,ε‖1,Qε ≤ C ′ (III.3.24)

C ′ étant indépendante de ε. Or Q est un ouvert borné, lipschitzien. On peut donc

appliquer le théorème de compacité de Rellich Kondrachoff (cf. [49] ou encore [50])

qui permet d’affirmer que

H1(Q) ↪→↪→ L2(Q).

Proposition 15 Il existe une sous-suite extraite encore notée (N̄i,ε) qui converge

fortement dans L2(Q) et presque partout dans Q vers une limite Ni.

� Preuve

On utilise l’inégalité (III.3.24) qui nous permet d’affirmer l’existence d’une sous-

suite extraite de N̄i,ε qui converge faiblement dans H1(Q). L’injection de H1(Q)

dans L2(Q) étant compacte, le résultat est immédiat.

On considère ainsi la formulation variationnelle associée à l’équation (III.3.22)∫
Ω

χΩf,ε∂tNi,εvdx+

∫
Ω

χΩf,εNi,εUε.∇vdx

−
∑
j

Dij

∫
Ω

χΩf,ε∇Nj,ε.∇vdx−
∫

Ω

χΩf,εS
i
tNi,ε(1−Ni,ε)∇θε.∇vdx = 0

On possède donc les résultats de convergence suivants, puisque l’opérateur ∇ est

faiblement-faiblement continu de H1(Ω) dans (L2(Ω))3,

χΩf,ε ⇀ φχΩ dans L∞faible− ∗ (3.25a)

∇θε ⇀ ∇θ∗ dans (L2(Ω))3 (3.25b)

Ni,ε ⇀ Ni dans H1(Q) (3.25c)

Ni,ε −→ Ni dans L2(Q) et p.p. dans Q (3.25d)
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On détaille dans ce qui suit les passages aux limites dans chaque membre de l’équation.

Théorème 10 La suite N̄i,ε converge en moyenne quadratique sur Q vers la solution

du problème d’équation variationnelle associée∫
Ω

φ∂tNivdx+

∫
Ω

φNiU.∇vdx

−
∑
j

Dij

∫
Ω

[
Υ̃∇Nj

]
.∇vdx−

∫
Ω

Ni(1−Ni)[Σ̃i∇θ∗].∇vdx = 0
(III.3.26)

où Υ̃i et Σ̃i sont les tenseurs définis par

(Σ̃i)kl = Sit(Υ̃)kl (3.27a)

=
Sit

L3 −mes(Y )

∫
Yf

(∇yωk + ~ek)(∇yωl + ~el)dy (3.27b)

avec (ωk)k=1,2 famille de fonctions solutions des problèmes elliptiques sur la cellule

élémentaire Y 
ωk ∈ H1

] (Y )

−divy(∇yωk + ~ek]) = 0 dansYf

(∇yωk + ~ek).~n = 0 sur ∂Yf\∂Y.
(III.3.28)

� Preuve

La démonstration de la convergence des termes de diffusion et de convection est

similaire à celle faite pour le problème de l’équation de l’énergie. Nous traitons par la

suite le passage à la limite dans le terme non linéaire de l’effet Soret

∫
Ω

χΩεS
i
tNε,i(1−

Nε,i)∇θε.∇vdx. Pour cela, on utilise les résultats de convergence énoncés en (3.25a)

et (3.25b) qui permettent d’affirmer que

χΩε∇θε ⇀ Υ̃∇θ∗ dans (L2(Ω))3 (III.3.29)

le tenseur Υ̃ étant calculable à l’aide de fonctions auxiliaires construites sur Yf . En-

suite on utilise les résultats de convergence de la propriété 15 pour établir l’existence

d’une sous-suite (encore notée Nε,i) convergeant fortement dans L2(Q) vers une li-

miteNi. Ainsi la suiteNε,i(1−Nε,i)∇v converge fortement vers la limiteNi(1−Ni)∇v
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

dans (L2(Q))3. Le produit d’une convergence forte et d’une convergence faible dans

(L2(Q))3 permet dès lors d’affirmer que

lim
ε→0

∫
Q

χΩεS
i
tNε,i(1−Nε,i)∇θε.∇vdx =

∫
Q

Ni(1−Ni)[Σ̃i∇θ?].∇vdx (III.3.30)

Σ̃ étant le tenseur défini par Σ̃ = SitΥ̃.

Remarque 13

Le tenseur Υ̃ peut aussi se réécrire, à l’aide des problèmes (III.3.28) de la manière

suivante:

Υkl =
1

L3 −mes(Y )

{∫
Yf

∂ωk
∂yl

dy +mes(Yf )δkl

}
= φδkl +

1

L3 −mes(Y )

∫
Yf

∂ωk
∂yl

dy (III.3.31)

On retrouve alors une formulation similaire à celle du tenseur Λ̃ dans (III.3.18),

ayant sur la diagonale la porosité (modulo les coefficients de diffusion). La symétrie

du tenseur Υ̃ n’est alors plus évidente, mais implicitement donnée par les problèmes

élémentaires.

Remarque 14

On notera l’importance dans l’homogénéisation de l’effet Soret de l’hypothèse de

l’existence de l’opérateur Pε. Le fait que la constante de continuité Cp de l’opérateur

de prolongement Pε, ne dépende pas du paramètre ε est capital dans la démonstration

du passage à la limite. La principale difficulté dans la démonstration de la conver-

gence réside dans le fait que les quantités Ni,ε soient définies sur une partie Ωε,f ;

comme le rappelle G. Allaire dans [1], deux méthodes sont utilisables pour pallier

cette difficulté dont fait partie la définition de l’opérateur Pε. D’autres techniques ont

été envisagées, notamment l’établissement de la compacité directe de l’injection de
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

H1(Ωε,f ) dans L2(Ωε,f ), compacité uniforme selon le paramètre ε (version adaptée

aux milieux “perforés” du théorème de Rellich).

Conclusion 2

Les équations régissant la conservation de la masse homogénéisées (équations de

convection-diffusion-thermodiffusion macroscopiques) sont les suivantes:

φ∂tNi + div

(
φNiU−

∑
j

DijΥ̃∇Nj −Ni(1−Ni)Σ̃i∇θ?
)

= 0 (III.3.32)

où on aura introduit les tenseurs symétriques définis positifs Σ̃i et Υ̃ par

∀(k,l) ∈ {1..3}2 (Σ̃i)kl = Sit(Υ̃)kl

=
Sit

L3 −mes(Y )

∫
Yf

(∇yωk + ~ek)(∇yωl + ~el)dy

ωk étant les solutions du problème elliptique sur une cellule élémentaire Y
ωk ∈ H1

] (Y )

−divy(∇yωk + ~ek]) = 0 dansYf

(∇yωk + ~ek).~n = 0 sur ∂Yf\∂Y.
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Chapitre 4

Estimation des tenseurs de

diffusion et thermodiffusion

Les coefficients de diffusion et thermodiffusion macroscopiques

ont été déterminés. Nous nous plaçons dans le cas où chaque

phase est isotrope, à diffusivités thermiques et coefficients de dif-

fusion constants. Nous décrivons ici la résolution des problèmes

locaux introduits dans les parties précédentes qui permettra

de donner la valeur numérique exacte de ces coefficients. La

méthode utilisée pour la détermination des diffusivités ther-

miques équivalentes n’est pas la même que celle engagée pour la

détermination des coefficients de de diffusion. Nous explicitons

ici ces deux démarches.

On s’intéresse dans cette partie à la détermination des coefficients de transport ob-

tenus par le procédé d’homogénéisation. Celle-ci n’est possible que par la résolution

de problèmes posés sur la cellule élémentaire du milieu périodique illustrés par les

équations (III.3.19) et (III.3.28). Nous décrivons par la suite comment sont obtenues

les solutions de tels problèmes.

La difficulté principale réside alors dans les condition de périodicité sur le bord de

la cellule: souvent coûteuses en terme de calcul, ces conditions induisent des ma-

trices creuses dont la largeur de bande est très grande. Nous montrons ainsi qu’il est

possible de se ramener dans certains cas à la résolution d’un problème simple, avec
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seulement une condition de bord de type “dirichlet non homogène”. C’est le cas du

problème obtenu pour l’équation de l’énergie dont nous détaillons la résolution par

la suite. Nous conservons ici les notations utilisées dans la partie précédente. On

introduit les notations suivantes:

Notations 6 On note Y le carré unité semi-ouvert [0,1[2 et on définit sa frontière

∂Y par

∂Y =
⋃

1≤i≤4

∂Yi

où ∂Y1 = [0,1] × {0}, ∂Y2 = {0} × [0,1], ∂Y3 = [0,1] × {1} et ∂Y4 = {1} × [0,1](cf.

figure 4.1).

Fig. 4.1 – Cellule élémentaire Y

Dans toute cette partie, les problèmes étant posés uniquement à une échelle locale,

il n’est plus nécessaire de faire la distinction entre variable locale et variable macro-

scopique. Tous les opérateurs seront donc notés sans indice, les variables considérées

faisant uniquement référence aux coordonnées microscopiques y = (y1,...,yn).
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4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

4.1.1 Problème considéré

On considère donc le problème suivant:

Trouver σk ∈ H1
] (Y ) solution de, ∀k ∈ {1...3}

div(κf [∇σk + ~ek]) = 0 dansYf (4.1a)

div(κs[∇σk + ~ek]) = 0 dansYs (4.1b)

[κf (∇σk + ~ek)− κs(∇σk + ~ek)] .~n = 0 sur ∂Yf\∂Y . (4.1c)

Soit alors le changement de variable

pk = κ(.)∇(σk + yk), (III.4.2)

la formulation précédente se réécrit{
pk ∈ H(div,Y )

div(pk) = 0 dans Y
(III.4.3)

dès qu’on a remarqué que la condition à l’interface fluide/solide (4.1c) revient à

chercher une solution du problème dans l’espace H(div,Y ).

Proposition 16 Une solution évidente du problème (III.4.3) sans condition de

périodicité est

p0
k = κ(.)∇σ0

k

où la fonction σ0
k est définie par

y =

 y1

..

yn

 ∈ Y 7−→ σ0
k(y) = −yk

� Preuve

La démonstration est immédiate dès qu’on écrit ∇yk = ~ek .
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4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

On a ainsi déterminé de manière partielle une solution au problème. Afin de vérifier

la condition de périodicité (essentielle dans le cadre de notre étude), on recherche

donc une solution de:

Trouver σ̃k ∈ H(div,Y ) solution de, ∀k ∈ {1...3}
div(κ(.)∇yσ̃k) = 0 dansY

σ̃k|∂Y1∪∂Y2 = 0

σ̃k|∂Y3 = −σ0
k|∂Y3 = −δ2k

σ̃k|∂Y4 = −σ0
k|∂Y4 = −δ1k

(III.4.4)

problème de formulation classique dont on sait qu’il possède une unique solution.

La formulation particulière des conditions de Dirichlet sur les parties du bord ∂Y3

et ∂Y4 est due au fait que la solution obtenue pour le problème (III.4.3) n’est pas

Y -périodique. Afin de pallier cela, et sachant que la solution σ0
k vérifie σ̃0

k|∂Y3 = δ1k,

σ̃0
k|∂Y1 = 0, σ̃0

k|∂Y2 = 0 et σ̃0
k|∂Y4 = δ2k, il suffit de rajouter à celles-ci une fonction

dont la trace sur ces parties du bord permettrait d’obtenir cette périodicité. On peut

alors énoncer la proposition suivante:

Proposition 17 Soit σ̃k la solution du problème (III.4.4).

Alors la fonction

σk = σ̃k + σ0
k = σ̃k − yk

est une solution du problème (Eθ
cell).

� Preuve

On a bien σk ∈ H1
] (Y ) (c’est ainsi qu’ont été construites les conditions de Dirichlet

du problème (III.4.4)). De plus, ∀k ∈ {1..2}, ∀y ∈ Yf ∪ Ys,

div(κ(y)(∇σk + ~ek)) = div(κ(y)(∇σ̃k +∇σ0
k + ~ek))

= div(κ(y)(∇σ0
k + ~ek)) + div(κ(y)∇σ̃k)

= 0

(par définition des problèmes vérifiés par σ0
k et σ̃k). A l’interface fluide solide ∂Yf\∂Y

la condition de continuité des flux est vérifiée puisque la solution est recherchée dans

H(div,Y ).
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4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

Il suffit donc de résoudre le problème (III.4.4) pour pouvoir déterminer les dif-

fusivités thermiques homogénéisées. Nous présentons dans l’annexe B.1 les résultats

obtenus pour ce type de problème.

Remarque 15

Il est évident que le passage du problème (III.3.19) à la formulation (III.4.4) n’est

qu’un artifice mathématique présentant deux avantages : cela permet d’obtenir un

système inversible (on a déjà souligné que la solution de (III.3.19) pouvait être définie

à une constante près), et on simplifie en même temps le type de conditions aux bords

(on passe de conditions aux bords de périodicité à des conditions de type Dirichlet

non homogène).

4.1.2 Un encadrement des diffusivités homogénéisées

Dans cette partie, nous décrivons brièvement la technique permettant d’obtenir

une borne inférieure et supérieure du coefficient équivalent obtenu par le procédé

d’homogénéisation. Cette technique décrite par G. Allaire dans [4] est fondée

essentiellement sur la considération de problèmes de minimisation.

Théorème 11 (Inégalités de Voigt-Reuss) On dispose des estimations suivantes

sur la diffusivité thermique homogénéisée:

∀ζ ∈ IRn,

(∫
Y

1

κ(y)
dy

)−1

ζ · ζ ≤ Λ̃ζ · ζ ≤
(∫

Y

κ(y)dy

)
ζ · ζ (III.4.5)

� Preuve

En reprenant l’équation (III.3.20), on vérifie aisément qu’on peut la réécrire

∀ζ ∈ IRn, Λ̃ζ · ζ =

∫
Y

κ(y)[ζ +∇yσζ(x,y)] · [ζ +∇yσζ(x,y)]dy (III.4.6)

où σζ est la solution du problème élémentaire

divy (κ(y)(ζ +∇yσζ)) = 0 sur Y (III.4.7)

et σζ est une fonction Y− périodique. On reconnâıt alors l’équation (III.4.7) comme

l’équation d’Euler-Lagrange associée au problème variationnel suivant:
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4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

Trouver σζ minimisant la quantité

∫
Y

κ(y)[ζ+∇yσ(x,y)] · [ζ+∇yσ(x,y)]dy sur tous

les champs périodiques σ. Ainsi, Λ̃ζ · ζ est donné par

Λ̃ζ · ζ = min
σ∈H1

] (Y )

∫
Y

κ(y)[ζ +∇yσ(x,y)] · [ζ +∇yσ(x,y)]dy. (III.4.8)

Le choix simple σ ≡ 0 dans (III.4.8) permet d’obtenir immédiatement la borne

supérieure

∀ζ ∈ IRn, Λ̃ζ · ζ ≤
(∫

Y

κ(y)dy

)
ζ · ζ. (III.4.9)

Par ailleurs, l’équation (III.4.7) peut aussi être associée à la formulation variation-

nelle duale,

∀ξ ∈ IRn, Λ̃
−1
ξ · ξ = min

τ∈S

∫
Y

1

κ(y)
[ξ + τ (y)] · [ξ + τ (y)]dy (III.4.10)

où S est l’ensemble défini par S = τ ∈ (L2
] (Y ))n, div(τ ) = 0,

∫
Y

τdy = 0. Le choix

τ ≡ 0 dans (III.4.10) permet alors d’écrire sur la borne inférieure

∀ξ ∈ IRn, Λ̃ξ · ξ ≤
(∫

Y

1

κ(y)
dy

)−1

ξ · ξ (III.4.11)

ce qui permet de conclure.

Remarque 16

D’un point de vue plus pratique, le résultat précédent fournit un “encadrement” de

la diffusivité thermique équivalente par les moyennes harmonique et arithmétique

pondérées des diffusivités locales. En effet, la fonction κ(.) étant constante dans
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4.2 Coefficients de diffusion et coefficient de Soret effectifs

chaque phase, on a ∫
Y

κ(y)dy =

∫
Yf

κfdy +

∫
Ys

κsdy

= mes(Yf )κf +mes(Ys)κs

= φκf + (1− φ)κs

= moya[(κf ,φ),(κs,1− φ)]. (III.4.12)

De la même manière,(∫
Y

1

κ(y)
dy

)−1

= moyh[(κf ,φ),(κs,1− φ)]. (III.4.13)

4.2 Coefficients de diffusion et coefficient de Soret

effectifs

4.2.1 Nature du problème

Le problème lié à la détermination des coefficients de diffusion effectifs est plus

complexe que le précédent. Il est posé uniquement sur la partie fluide Yf de la cellule,

et donne lieu à des conditions de bord mêlées (périodicité sur une partie du bord,

condition de Neumann sur le reste). Il est donné par:

∀i ∈ {1...2}, trouver ωi ∈ H1
] (Y ) solution de,

{
−div(∇ωi + ~ei) = 0 dans Yf

(∇ωi + ~ei).~n = 0 sur ∂Yf\∂Y
(III.4.14)

On impose ainsi des conditions de périodicité sur ∂Yf ∩∂Y . Dès lors, le problème

se réécrit, 
−div(∇ωi + ~ei) = 0 dans Yf

(∇ωi + ~ei).~n = 0 sur ∂Yf\∂Y
ωi|∂Y1∩∂Yf = ωi|∂Y3∩∂Yf

ωi|∂Y2∩∂Yf = ωi|∂Y4∩∂Yf

(III.4.15)
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4.2 Coefficients de diffusion et coefficient de Soret effectifs

La méthode utilisée pour ce problème reste celle des volumes finis. Elle nécessite

néanmoins la considération de fonctions de base particulières, illustrées dans la figure

4.2. De telles fonctions de base impliquent une grande largeur de bande de la matrice

Fig. 4.2 – Fonction de base utilisée pour la périodicité

du système et donc une résolution un peu plus lourde.

Remarque 17

Il est à noter que dans le cas du problème (III.4.14), il n’y a pas unicité de la

solution, et ceci du fait des conditions de bord particulières considérées. Il y a en

fait unicité dans l’espace quotient H1
] (Y )/IR et donc, le résultat de la résolution de

ce problème est connu à une constante près. Ceci ne constitue toutefois pas une gêne

ici, puisque pour la détermination des coefficients équivalents, ce sont les gradients

des fonctions ωi qui sont utilisés (cf. (3.27a)).

Le maillage considéré pour ce type de problème est un maillage constitué de

triangles, afin d’obtenir les approximations les meilleures possibles des diverses

géométries élémentaires considérées (maillage de Donald, cf. figure 4.3). Se donnant

une famille de triangulations (Uh)h, régulière, on construit la triangulation duale Ph

(relative aux inconnues “flux”) de la manière suivante:

– On détermine les centres de gravité cK de chaque triangle K de Uh

– On relie le point cK aux milieux des côtés du triangle K

– On relie chaque centre cK au sommet P pour obtenir la triangulation Ph.

Ce procédé est illustré dans la figure 4.3. L’analyse du schéma relatif à la résolution

des problèmes élémentaires n’est pas détaillée ici, mais l’étude effectuée au chapitre

2 peut facilement être adaptée au cas des maillages triangulaires. Le maillage utilisé
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4.2 Coefficients de diffusion et coefficient de Soret effectifs

Fig. 4.3 – Maillage de Donald

est d’une gande importance puisqu’il doit être adapté aux géométries élémentaires

considérées. Ainsi pour chaque géométrie, un nouveau maillage devra être construit

et adapté à celle-ci, tout en gardant une qualité convenable 1. D’un point de vue

plus pratique, et dans le cadre de la remarque 17, on est obligé de recourir à des

algorithmes de résolution matricielles qui permettent d’inverser le système dans

de bonnes conditions ; la méthode que nous avons choisie est celle du “gradient-

conjugué”.

L’ensemble des simulations effectuées à l’aide de tels outils est présenté en annexe

B.

1. Le critère de qualité d’un maillage ainsi que d’autres notions relatives à celui-ci sont développés
dans l’annexe B
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Quatrième partie

Adsorption en milieu poreux





Chapitre 5

Isothermes équivalents

On effectue ici la dérivation (au sens déductif) des lois ma-

croscopiques d’adsorption dans un milieu poreux afin d’obte-

nir une modélisation réaliste à une échelle macroscopique de

l’adsorption de produits contaminants dans une nappe aquifère.

On démontre notamment que le changement d’échelle induit la

présence d’un terme puits dans l’équation macroscopique, ex-

primant de manière globale les effets de sorption, initialement

traduits par une condition de flux à l’interface fluide-solide.

Deux situations “extrêmes” sont envisagées, les cas réversible

et irréversible.

5.1 Introduction

On s’intéresse aux phénomènes de contamination des nappes aquifères par ad-

sorption de produits polluants. La modélisation de tels phénomènes nécessite la

connaissance des isothermes d’adsorption de chaque produit (fonction reliant la

concentration du contaminant dans la phase aqueuse à la quantité adsorbée par

unité de surface de la phase solide). Ces derniers peuvent être représentés par des

fonctions simples dont les principaux paramètres sont la température et la nature

du solide. On envisage ici l’adsorption dans un cas général en n’effectuant l’ana-

lyse que pour les deux cas extrêmes que sont le cas irréversible total (cas où le

solide fixe définitivement le contaminant) et réversible total. Si les phénomènes

irréversibles sont en général difficiles à traiter (et donnent lieu en particulier à
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5.2 Problème considéré

des phénomènes d’hystérésis), plusieurs tentatives de modélisation ont déjà été en-

visagées, notamment par Peszyńska et Showalter dans [57]. Par ailleurs on

trouve une littérature abondante en ce qui concerne la modélisation et l’analyse

mathématique des phénomènes d’adsorption (cf. en particulier [44] ou [43]). L’ap-

plication de procédés d’homogénéisation à de tels phénomènes a déjà été envisagée

par U. Hornung dans [38] ou U. Hornung et W. Jäger dans [40], mais la

démonstration de la convergence n’avait pas été établie.

5.2 Problème considéré

On s’intéresse dans cette partie aux phénomènes d’adsorption se déroulant sur

la surface poreuse décrits notamment dans la première partie. Les notations que

nous utilisons par la suite sont celles introduites dans le chapitre 3. Les phénomènes

d’adsorption se déroulant à l’interface fluide/solide du milieu poreux, il est nécessaire

d’introduire les notations suivantes

Σε = Γε×]0,T [ (IV.5.1)

Γε étant la frontière définie par Γε = ∂Ωε,f\∂Ωε.

La répartition des espèces à l’intérieur de la phase fluide est régie par une classique

équation de type “diffusion convection” à caractère divergentiel

∂tNε + div(NεUε −D∇Nε) = 0 dans Ωf,ε. (IV.5.2)

Les effets d’adsorption se traduisent alors par l’apport d’un terme de bord à l’inter-

face fluide/solide (loi d’échange au contact de la roche-magasin) de type

−D∂Nε

∂n
= ελ(

x

ε
)ϕ(Nε) sur Γε. (IV.5.3)

où λ est un élément de L∞] (Γ) et D le coefficient de diffusion du constituant dans

le fluide. Le rôle de λ est ici celui d’un coefficient d’échange au contact de la roche,

permettant de prendre en compte d’éventuelles variations des “facultés” d’adsorp-

tion de la matrice poreuse selon des critères géométriques et donc de modéliser une

classe large de comportements naturels. C’est un paramètre sans dimension, laissé

à notre discrétion. La condition initiale et la condition sur le reste du bord sont
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5.3 Cas irréversible: l’isotherme de Langmuir

de même type que dans la première partie. Il est évident ici que le modèle adopté

ne prend en compte dans l’adsorption aucun phénomène externe. Par exemple, en

présence d’un champ thermique non constant, les “isothermes” sont déformés et ne

peuvent plus être traduits de manière simple (les visualisations données en annexe

A.5 permettent de s’en convaincre). Néanmoins et dans un souci de clarté, nous

avons considéré l’adsorption dans un cadre où n’est pris en compte aucun effet dû à

la température, comme cela peut l’être fait en chromatographie par exemple.

On obtient, à l’aide de formules de Green, et pour une fonction test v assez régulière

définie sur Q̄, la formulation variationnelle, à t fixé,∫
Ωf,ε

∂tNεvdx−
∫

Ωf,ε

NεUε.∇vdx+D

∫
Ωf,ε

∇Nε.∇vdx−D
∫

Γε

v
∂Nε

∂n
dσε = 0.(IV.5.4)

On utilise ensuite l’égalité (IV.5.3) pour obtenir la formulation avec terme de puits∫
Ωf,ε

∂tNεvdx −
∫

Ωf,ε

NεUε.∇vdx

+ D

∫
Ωf,ε

∇Nε.∇vdx+ ε

∫
Γε

λ(
x

ε
)ϕ(Nε)vdσε = 0 (IV.5.5)

pour des fonctions v assez régulières, définies sur Q̄.

Proposition 18 Le problème constitué des équations (IV.5.5) et (IV.5.3) admet

une solution unique.

� Preuve

La démonstration de cette proposition est classique en analyse non linéaire. Il s’agit

d’un problème d’évolution parabolique avec une condition de Fourier-Robin, non

linéaire mais lipschitzienne.

5.3 Cas irréversible: l’isotherme de Langmuir

On se place ici dans le cas d’adsorption irréversible totale (figure 4(c)), donnée

par le modèle de Langmuir, l’un des isothermes d’adsorption les plus classiquement

utilisés. Ainsi, pour une valeur saturante Nsat ≥ 0, le phénomène d’adsorption n’a
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5.3 Cas irréversible: l’isotherme de Langmuir

plus lieu, ce qui est traduit par la relation

ϕ : r ∈ IR 7−→ ϕ(r) =

(
αr

1 + βr
−Nsat

)+

(IV.5.6)

où la fonction (.)+ est la fonction “partie positive” définie sur IR par

r 7−→ r+ =

{
r si r ∈ IR+

0 sinon.
(IV.5.7)

Fig. 5.1 – Schématisation des échanges à l’interface fluide-solide

Proposition 19 On possède les estimations, uniformes par rapport à ε:

∃C1 > 0, ‖Nε‖H1(Qε) ≤ C1 (5.8a)

∃C2 > 0, ‖ϕ(Nε)‖H1(Qε) ≤ C2 (5.8b)

� Preuve

Le caractère borné deNε au sens d’une fonction de Sobolev est obtenu immédiatement

à l’aide d’un choix particulier de fonctions-test. On remarque que la fonction ϕ vérfie

les propriétés {
ϕ lipschitzienne

ϕ(0) = 0

et que donc les espaces de Sobolev sont stables dans les superpositions fonctionnelles

par ϕ.
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5.3 Cas irréversible: l’isotherme de Langmuir

Il s’ensuit que ϕ(Nε) est bornée dans H1(Qε) et que

‖ϕ(Nε)‖H1(Qε) ≤ Lip(ϕ)‖Nε‖H1(Qε) (IV.5.9)

où Lip(ϕ) est la constante de Lipschitz de la fonction ϕ.

Proposition 20 La suite (Nε)ε converge faiblement dans H1(Q) vers un élément

N solution de l’équation

φ∂tN + div
(
φNU−DΥ̃∇N

)
+

[∫
Γ

λ(y)dσ(y)

]
ϕ(N) = 0. (IV.5.10)

� Preuve

Reprenons la formulation variationnelle vérifiée par Nε, et intégrons l’égalité (IV.5.5)

sur l’intervalle [0,T ] .∫ T

0

∫
Ωf,ε

∂tNεvdxdt −
∫ T

0

∫
Ωf,ε

NεUε.∇vdxdt

+ D

∫ T

0

∫
Ωf,ε

∇Nε.∇vdxdt = −ε
∫ T

0

∫
Γε

λ(
x

ε
)ϕ(Nε)vdσεdt

La convergence des termes de diffusion, convection et de la dérivée en temps a

déjà été établie dans les parties précédentes. On effectue dans un premier temps un

prolongement adéquat Ñε des inconnues Nε de telle manière à exhiber une constante

C > 0 , indépendante de ε, telle que

‖Ñε‖H1(Q) ≤ C ‖Nε‖H1(Qε) (IV.5.11)

Le problème principal réside dans le passage à la limite dans le terme ε

∫
Γε

λ(
x

ε
)ϕ(Nε)vdσε.

Pour cela, on utilise les résultats de convergence à double échelle pour les expressions

portant sur des traces. Ces résultats, introduits par G. Allaire, A. Damlamian

et U. Hornung dans [4], ont notamment été appliqués à des équations de diffusion

avec des condition de bord de type Fourier. Nous les reprenons ici pour dériver notre

modèle. Ainsi, le théorème 5 introduit dans [1] a notamment été élargi au cas des

traces dans [4] de la manière suivante:

123



5.3 Cas irréversible: l’isotherme de Langmuir

Théorème 12 Soit uε une suite de L2(Γε) telle que

ε

∫
Γε

|uε(x)|2dσε(x) ≤ C (IV.5.12)

(C constante positive indépendante de ε). Il existe une sous-suite encore notée uε

et une fonction u0(x,y) ∈ L2(Ω;L2(Γ)) telle que uε(x) converge à deux échelles vers

u0(x,y), i.e.

lim
ε→0

∫
Γε

uε(x)φ(x,
x

ε
)dσε =

∫
Ω

∫
Γ

u0(x,y)φ(x,y)dxdσ(y) (IV.5.13)

pour toute fonction continue φ(x,y) ∈ C[Ω̄; C](Y )]. On note alors

uε
2−scale
−→Γ u0

L’adaptation de ce théorème à notre modèle ne pose pas de problème à l’aide de la

proposition 19. Ainsi en prenant pour fonction test v = ϕ(Nε) dans la formulation

variationnelle (IV.5.5), on obtient aisément l’inégalité

ε

∫ T

0

∫
Γε

|λ(
x

ε
)ϕ(x)|2dσε(x) ≤ C. (IV.5.14)

Dès lors, il existe une fonction ϕ(x,y) ∈ L2(Ω;L2(Γ)) telle que

ϕε
2−scale
−→Γ ϕ. (IV.5.15)

On a donc les propriétés de convergence suivantes:

ε′
∫ T

0

∫
Γε′

λ(
x

ε′
)ϕ(Nε′)φ(t,x,

x

ε′
)dσε′(x)dt

ε′→0−→
∫
Q

∫
Γ

λ(y)ϕ(N)φ(t,x,y)dσ(y)dxdt

(IV.5.16)

pour toute fonction continue φ(x,y) ∈ C[Ω̄; C](Y )]. De plus,

Ñε′ ⇀ N dans H1(Q) faible

Ñε′ → N dans L2(Q) fort
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5.4 Cas réversible: l’isotherme de Freundlich

(par compacité de l’injection de H1(Q) dans L2(Q)). On déduit aisément (l’applica-

tion ϕ étant lipschitzienne) que

ϕ(Ñε′) −→ ϕ(N) dans L2(Q) fort (IV.5.17)

Conclusion 3 (Isotherme de Langmuir)

L’équation de conservation macroscopique est la suivante:

φ∂tN + div
(
φNU−DΥ̃∇N

)
+

[∫
Γ

λ(y)dσ(y)

]
γ

(
αN

1 + βN
−Nsat

)+

= 0(IV.5.18)

où Υ̃ est le tenseur introduit au chapitre 3.

Remarque 18 Dans le cas d’un coefficient λ(.) constant, l’expression du terme de

puits non linéaire introduit dans l’équation de conservation macroscopique (IV.5.18)

se restreint à

λ aire(Γ)γ

(
αN

1 + βN
−Nsat

)+

. (IV.5.19)

La démonstration présentée ci-dessus reste valable pour toute fonction ϕ lipschit-

zienne, croissante au sens large et nulle en 0, ce qui ouvre une large classe

naturelle de comportements. Nous présentons par la suite, un autre type de com-

portement, correspondant au cas de l’adsorption réversible.

5.4 Cas réversible: l’isotherme de Freundlich

On considère désormais le cas réversible (figure 4(d)), modélisé en particulier par

l’isotherme de Freundlich. Ce dernier correspond à la donnée

ϕ : r ∈ IR 7−→ ϕ(r) = |r|p−1r (0 < p < 1) (IV.5.20)
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5.4 Cas réversible: l’isotherme de Freundlich

qui se traduit par la condition à l’interface fluide/solide

−∂Nε

∂n
= ελ|Nε −Nsat|p−1(Nε −Nsat) sur Γε. (IV.5.21)

Ainsi, le flux de masse à l’interface fluide-solide est régi par une valeur de satu-

ration de la phase solide Nsat. Cette valeur atteinte, le flux change de signe et donne

lieu à un phénomène de désorption. Pour ce type de comportement, on établit le

résultat suivant :

Conclusion 4 (Isotherme de Freundlich)

L’équation de conservation macroscopique est la suivante :

φ∂tN + div
(
φNU−DΥ̃∇N

)
= −λ aire(Γ)|N −Nsat|p−1(N −Nsat)(IV.5.22)

où Υ̃ est le tenseur introduit au chapitre 3.

Le type d’isotherme considéré ici ne vérifie plus les critères donnés lors de la démonstration

du résultat précédent: la fonction ϕ n’est plus lipschitzienne mais elle présente

un caractère de monotonie. C’est pourquoi il est nécessaire de faire appel à d’autres

outils. La démonstration d’un résultat analogue concernant la modélisation macro-

scopique de réactions chimiques à l’interface fluide/solide d’un milieu poreux a été

établie par J.I. Diaz dans [25]. Nous la reprenons par la suite.

� Preuve

On montre aisément l’estimation suivante

∃C1 > 0 tel que ‖∇Nε‖L2(Qε) ≤ C1, ∀ε > 0 (IV.5.23)

C1 étant une constante indépendante de ε. On utilise alors l’opérateur de prolon-

gement introduit en (III.3.23), vérifiant la condition de continuité indépendante de

ε,

∀v,∀ε,
∫
Q

|∇Pε(v)|2dxdt ≤ C2

∫
Qε

|∇v|2dxdt. (IV.5.24)

126



5.4 Cas réversible: l’isotherme de Freundlich

Soit alors N̄ε l’élément défini par

Pε(Nε) = N̄ε. (IV.5.25)

On peut extraire une sous-suite encore notée N̄ε qui converge faiblement vers un

élément N de H1(Q). On introduit alors l’élément

%̄ε =

{
∇Nε surQε

0 surQ\Qε.
(IV.5.26)

On a, notamment à l’aide de (IV.5.23),

%̄ε
L2(Q)
⇀ % (IV.5.27)

quand ε→ 0. De plus, d’après (IV.5.26), il vient∫ T

0

∫
Ω

∂tNεvdxdt+

∫ T

O

∫
Ω

%̄ε.∇vdxdt+ λε

∫
Σε

|Nε −Nsat|p−1(Nε −Nsat)vdσεdt = 0.

(IV.5.28)

Reste à déterminer la limite du terme d’adsorption. Puisque p < 1, J.I. Diaz

démontre dans [25] que

lim
ε→0

∫
Σε

|Nε −Nsat|p−1(Nε −Nsat)vdσεdt =
mes(Γ)

mes(Y )

∫
Q

|N −Nsat|p−1(N −Nsat)vdσdt

(IV.5.29)

La convergence du terme de diffusion se démontre aisément, à l’aide de raison-

nements analogues à ceux utilisés pour les équations de la partie précédente.
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Conclusions

Les travaux effectués lors de cette thèse avaient pour objectif d’élaborer un

modèle complet de l’effet Soret en milieu poreux articulé autour de trois axes prin-

cipaux:

– une analyse locale de la thermodiffusion en milieu libre,

– l’application de méthodes de changement d’échelle,

– l’exploitation du modèle macroscopique ainsi obtenu.

L’analyse mathématique des équations en milieu libre a permis d’obtenir des

résultats d’existence de solutions fortes (i.e. dans l’acception de l’ingénierie mathé-

matique) aux équations de conservation. Cette analyse, établie pour une classe large

de comportements des lois d’état -coefficients de (thermo) diffusion, écoulement-, a

notamment mis en évidence un résultat de dépendance en moyenne quadratique des

concentrations envers le coefficient de thermodiffusion. L’étude de la thermodiffusion

en milieu libre a pu être complétée par l’élaboration d’un code de calcul de type

“volumes finis” permettant de quantifier notamment l’influence des effets thermiques

en adsorption. L’analyse numérique d’un tel schéma a été faite avec pour effet,

la démonstration d’un résultat de convergence du schéma sous des hypothèses ad

hoc. Les simulations effectuées à l’aide d’un tel code ont par ailleurs démontrées

la possibilité d’accumuler localement et de manière dynamique de la matière par

Effet Soret, ce qui ouvre de nouvelles perspectives dans l’élaboration d’un procédé

de mesure du coefficient Soret.

Le changement d’échelle effectué par la suite a eu pour but d’obtenir les équations

macroscopiques de conservations et de mouvement. Les techniques utilisées ont per-

mis de démontrer la convergence des équations de conservation locales vers les

équations globales. Les équations obtenues sont de même type que les équations

locales: ce sont des équations de type divergentiel, paraboliques. Le changement

d’échelle induit notamment la présence de tenseurs (isotropes ou non), dûs aux effets
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Conclusion & perspectives

géométriques du milieu poreux. Ces tenseurs, dont on possède l’expression analy-

tique, mettent en jeu des fonctions auxiliaires, solutions de problèmes élémentaires

posés sur une cellule référence du milieu poreux. C’est plus exactement l’évaluation

d’énergies liées à ces fonctions auxiliaires qui permet de déterminer de manière

précise les coefficients macroscopiques. L’avantage de l’utilisation de tels procédés

est évident: la modélisation à l’échelle d’un réservoir ne nécessite que la résolution

numérique d’un problème posé à une échelle microscopique.

Une approche numérique fondée sur la méthode des volumes finis a enrichi cette

étude par la détermination complète des coefficients macrocospiques obtenue pour

des géométries particulières. On a pu ainsi préciser les propriétés de symétrie des

tenseurs introduits et obtenir des valeurs réalistes de ces coefficients.

L’étude relative aux phénomènes d’adsorption a permis de démontrer que l’ad-

sorption en milieu poreux est traduite de manière macroscopique par un terme

“puits” dans l’équation de conservation de la masse. Ce terme est notamment

constitué d’un coefficient (variable ou non) traduisant un effet de mémoire vis-à-vis

de l’interface fluide-solide lors de l’application des techniques d’homogénéisation.

Il s’agit là, selon la terminologie de D. Cioranescu et F. Murat “d’un terme

étrange et venu d’ailleurs” ([22]). Ainsi, la détermination du coefficient de Soret en

milieu poreux a offert la possibilité d’une voie nouvelle d’application des méthodes

d’homogénéisation.
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Notations

Notations latines

grandeurs scalaires

Cp capacité calorifique massique

D Coefficient de diffusion massique

DN Coefficient de Dufour

Dθ Coefficient de thermodiffusion

ki Isotherme d’adsorption du constituant i

Lip(f) Constante de Lipschtiz de la fonction f

Ni Fraction massique du constituant i

Nabs
i Fraction massique du constituant i en phase adsorbée

Nsat Valeur de saturation de la phase adsorbée

n Nombre de constituants du mélange

p Pression

Pe Nombre de Péclet massique

Peθ Nombre de Péclet thermique

S Entropie

Sit Coefficient de Soret de l’espèce i

U0 Vitesse maximale au centre de l’écoulement
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grandeurs vectorielles

(~ek)k Base canonique de IR3

~f Force
~J Flux
~Ji Flux de matière relatif au constituant i
~Jq Flux de chaleur

U vecteur vitesse

grandeurs tensorielles

D̃ Tenseur des coefficients de diffusion massique

K̃ Tenseur des dérivées des isothermes d’adsorption

K̃p Tenseur des perméabilités absolues

L̃ Matrice des coefficients d’Onsager

Notations grecques

grandeurs scalaires

λ conductivité thermique

θ Température

θ∗ Température homogénéisée

κ diffusivité thermique

ρ densité

µ viscosité dynamique de la phase fluide

µi Potentiel chimique de l’espèce i

ϕ(.) Isotherme d’adsorption

φ Porosité

Ξ Quantité de matière accumulée

grandeurs tensorielles

Λ̃ Tenseur des diffusivités thermiques homogénéisées

Υ̃ Tenseur des coefficients de diffusion massique homogénéisés

Σ̃ Tenseur des coefficients de Soret homogénéisés
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Notations mathématiques

δij Symbole de Kronecker : ∀i,j ∈ IN δij = 1 si i = j, 0 sinon

In Matrice identité d’ordre n : ∀i,j ∈ {1,...,n} (In)i,j = δij

moya[.,.] Moyenne arithmétique de deux nombres : moya[(x1,p1),(x2,p2)] = p1x1 + p2x2

moyh[.,.] Moyenne harmonique de deux nombres : moyh[(x1,p1),(x2,p2)] =
1

p1

x1

+
p2

x2

Par la suite f désigne une fonction à variable x ∈ IRn et à valeur dans IR, g une

fonction de IRn dans IRn, Ω un ouvert de IRn et V un espace de Banach.

Opérateurs

div(·) Opérateur divergence : ∀x ∈ IRn, div(g) =
n∑
i=1

∂gi
∂xi

∇(·) Opérateur gradient : ∀x ∈ IRn, ∇f =

(
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, . . . ,
∂f

∂xn

)
∆(·) Opérateur Laplacien : ∀x ∈ IRn, ∆(f) =

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

∂·
∂n

Opérateur dérivée normale extérieure :
∂f

∂n
= ∇f · ~n

Espaces fonctionnels

Ck(Ω) Ensemble des fonctions k fois continûment différentiables sur Ω

Lp(Ω) Ensemble des fonctions f mesurables sur Ω telles que :

∫
Ω

|f |pdx <∞

L∞(Ω) Ensemble des fonctions f mesurables sur Ω telles que :

∃C > 0, tel que |f(x)| < C p.p. sur Ω

Lp(0,T ;V ) Ensemble des classes de fonctions de ]0,T [ à valeurs dans V,

mesurables pour la mesure de Lebesgue dt et telles que:

− |f |Lp(0,T ;V ) =

(∫ T

0

‖f‖pV dt
) 1

p

<∞ si p ∈ [1,+∞[

− |f |L∞(0,T ;V ) = sup
t∈]0,T [

ess‖f(t)‖V <∞ si p = +∞

H1(Ω) Espace de Sobolev défini par : H1(Ω) = {f ∈ L2(Ω), ∇f ∈ [L2(Ω)]n}
H

1
2 (∂Ω) Espace des traces défini par : H

1
2 (∂Ω) = {h ∈ L2(∂Ω), ∃f ∈ H1(Ω) f |∂Ω = h}

W 1,p(Ω) Espace de Sobolev défini par : W 1,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω), ∇f ∈ [Lp(Ω)]n}
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échelle locale. Entropie n◦198/199, pp.39-44, 1996.
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linear corrections for Darcy’s law. M3AS, Mathematical Models and Methods

in Applied Sciences, 6, n◦ 8, pp. 1143-1155, 1996.

[18] BREZIS H. : Analyse fonctionnelle, théorie et applications. Masson, 1983.
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linear P.D.E. and their applications. Séminaire du Collège de France, vol. II et

III. Pitman, 98-138, pp. 154-178, 1982.
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Contemporaine, Entropie, n◦214, 1998.

[31] DUVAUT G., LIONS J.L. : Les inéquations en mécanique et en physique,
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Annexe A: Effet Soret en milieu libre

Annexe A

Ecoulement capillaire

On s’intéresse ici au couplage entre Effet Soret et convection

pouvant intervenir dans un fluide binaire s’écoulant dans un ca-

pillaire, aux parois duquel on applique un gradient thermique. Les

équations de conservation pour la température et un constituant

du fluide sont alors résolues numériquement à l’aide de code 1D

et 3D axisymétrique. On met notamment en évidence la possibi-

lité de concentrer localement un des deux constituants du fluide.

On propose ensuite un procédé “expérimental” itératif permet-

tant la mesure du coefficient Soret en milieu libre. On donne

enfin le résultat de simulations obtenues à l’aide du schéma ana-

lysé au chapitre 2, dans le cas d’un écoulement capillaire avec

prise en compte des effets d’adsorption.

A.1 Sur un couplage local (U,∇θ)

On considère donc un écoulement non isotherme dans un cylindre, afin de ca-

ractériser les phénomènes de thermodiffusion dûs au gradient thermique ainsi ap-

pliqué. Si l’effet soret à un échelle locale a déja été considéré dans de nombreuses

études (cf. notamment [30] dans le cas d’un canal périodique), l’originalité de notre

approche vient du fait que nous considérons ici un gradient thermique longitudinal,

i.e. parallèle à la direction de l’écoulement.
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Fig. A.1 – Capillaire: Ecoulement et profil thermique à la paroi.

A.1.1 Problème considéré

On s’intéresse ici aux équations de conservation suivantes
∂tθ + div(θU− κf∇θ) = 0 sur Q =]0,T [×Ω

∂tN + div(NU−D∇N −DθN(1−N)∇θ) = 0 sur Q =]0,T [×Ω

N(0,.) = N0

(A.VI.A.1)

où est le profil de Poiseuille donné par

U =

 0

0

Ux(r)

 =


0

0

U0(1− r2

R2
)

 . (A.VI.A.2)

On prend pour échelle de longueur de référence le rayon du capillaire R afin d’utiliser

Fig. A.2 – Visualisation du profil de vitesse à l’intérieur du capillaire

des grandeurs et variables sans unités. On notera encore r (resp. x) la variable

adimensionnelle radiale (resp. longitudinale) ainsi obtenue. Les équations (A.VI.A.1)
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peuvent alors être réécrites
∂tθ + (1− r2)

∂θ

∂x
− 1

Peθ
∆θ = 0 sur Q =]0,T [×Ω

∂tN + (1− r2)
∂N

∂x
− 1

Pe
∆N − S∗t

Pe
∆θ = 0 sur Q =]0,T [×Ω

(A.VI.A.3)

où on aura adopté les notations suivantes:

– Peθ =
U0R0

κf
est le nombre de Péclet thermique,

– Pe =
U0R0

D
est le nombre de Péclet massique,

– S∗t = ∆θ(1−N(x = 0))
Dθ

D
est le coefficient de Soret adimensionné.

A.2 Le cas 1D: résolution analytique

On se place dans le cas d’écoulements à faibles nombres de Péclet, i.e. Peθ << 1,

pour lesquels le transport de chaleur est donc essentiellement dominé par la convec-

tion radiale et ainsi

θ(r,x) = θwall(x) (A.VI.A.4)

(situation justifiée par ailleurs par le faible rayon du capillaire). Le domaine Ω est

donc ici représenté par un segment [0,L], L étant un réel positif, supposé grand

(L >> 1). La dépendace radiale “quadratique” de la vitesse est éliminée en moyen-

nant l’équation (A.VI.A.3) pour obtenir∫ 1

0

∂N

∂t
dr =

∫ 1

0

−(1− r2)
∂N

∂x
dr +

∫ 1

0

1

Pe

∂2N

∂x2
dr +

∫ 1

0

S∗t
Pe

∂2θ

∂x2
dr (A.VI.A.5)

qui donne

∂N̄

∂t
≈ −ū∂N̄

∂x
+

1

Pe

∂2N̄

∂x2
+
S∗t
Pe

∂2θ

∂x2
(A.VI.A.6)

en ayant défini

N̄ =

∫ 1

0

N(x,r)dr et

∫ 1

0

(1− r2)
∂N(x,r)

∂x
dr ≈ ū

∫ 1

0

∂N̄

∂x
dr. (A.VI.A.7)
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L’équation (A.VI.A.5) peut alors être résolue de manière explicite à l’état station-

naire. En effet, par intégration, on obtient de manière évidente, par décomposition

sur chaque région du capillaire:

N̄ =


−C0

ū
+ C1e

Peūx ∀x ≤ x1

−C0

ū
+
S∗tA

Peū
+ C2e

Peūx ∀x ∈]x1,x2[

−C0

ū
+ C3e

Peūx ∀x ≥ x2.

(A.VI.A.8)

où A est la constante donnée par A =
1

x2 − x1

. On détermine les valeurs des

constantes Ci à l’aide des conditions de continuité le long du profil thermique et

du fait que la fraction massique reste bornée dans le capillaire. Ainsi,

C0 =
S∗tA

Pe
(e−Peūx1 − ePeūx2)− ū

C1 =
S∗tA

Peū
(e−Peūx1 − ePeūx2)

C2 =
S∗tA

Peū
e−Peūx2

C3 = 0

(A.VI.A.9)

La visualisation du profil de fraction massique donné par (A.VI.A.8) et (A.VI.A.9)

(profil stationnaire de la figure A.3) permet alors de mettre en évidence l’accumu-

lation locale de matière dans le capillaire, précisément dans la zone de changement

du signe de la courbure du profil thermique. Un simple raisonnement à l’aide de

l’équation (A.VI.A.3) permet alors de préciser les mécanismes aboutissant à cette

déformation du profil des concentrations. A l’aide de la figure A.4, et de l’équation

(A.VI.A.3), on peut aisément voir que le terme de l’effet Soret, agit selon l’en-

droit où l’on se situe dans le capillaire, comme un terme puits ou un terme

source dans l’équation de conservation de la masse. Ainsi dans la zone Z1

définissant l’endroit où le profil thermique a une courbure positive, l’effet Soret figure

comme un terme source et il y a donc accumulation (dynamique seulement, du fait

du terme de convection); par un raisonnement analogue, l’effet Soret figure comme

un terme puits dans la zone Z2 où le déficit dû à la thermodiffusion est rapidement

comblé par dispersion de la zone amont. L’équilibrage (même si cet équilibre reste

dynamique) de ces deux régions est à l’origine de la séparation observée dans la zone
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Fig. A.3 – Profil de fraction massique dans le capillaire: résolution 1D

non isotherme. Afin de confirmer ces résultats, une approche numérique du cas 1D

instationnaire, fondée sur la méthode des différences finies, dont la visualisation est

donnée dans la figure A.3. Le profil obtenu à l’état stationnaire est identique à celui

donné par l’expression analytique, et l’évolution de la fraction massique à l’intérieur

du capillaire dans le temps corrobore l’explication de la séparation donnée ci-dessus.

Fig. A.4 – Profil thermique le long de la paroi
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A.2.1 Evaluation de la quantité de matière accumulée Ξ

La résolution analytique de l’équation effectuée dans la partie précédente permet

notamment d’évaluer la quantitée de matière accumulée à l’aide de ce procédé. Une

simple intégration le long du capillaire permet en effet de calculer

Ξ(t→∞) =

∫ x1

0

N̄(x)dx+

∫ x2

x1

N̄(x)dx− x2 (A.VI.A.10)

=
S∗t
Peū

[
1− A

Peū
(e−Peūx1 − e−Peūx2)

]
(A.VI.A.11)

de manière à obtenir, à l’aide du théorème des accroissements finis,

Ξ(t→∞) ≈ S∗t
Peū

(1− e−Peūx̃) (A.VI.A.12)

x̃ étant un point de [0,L] vérifiant x1 ≤ x̃ ≤ x2. Ainsi, pour un point x̃ vérifiant

Peūx̃ >> 1 (situation où la zone de changement de courbure du profil thermique

est très éloignée de l’entrée du capillaire), on dispose de l’évaluation suivante:

Ξ(t→∞) ≈ S∗t
Peū

.

Cette évaluation est à la base du procédé mis en place dans la partie suivante,

et permet essentiellement de quantifier la dépendance de la quantité de matière

accumulée envers le coefficient de Soret.

A.3 Résolution numérique

Afin de mieux comprendre les mécanismes opérant dans le couplage mis en

évidence dans la partie précédente, on effectue l’intégration numérique 3D (axi-

symétrique) des équations de conservations données dans (A.VI.A.3). Un simple

code de calcul basé sur la méthode des différences finies et la méthode des directions

alternées permet alors d’obtenir le profil de fraction massique donné dans la figure

A.5.
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A.3.1 Equations considérées

On considère désormais le domaine cylindrique Ω = [0,L]×D où D est le disque

de centre 0 et de rayon R. On se place toutefois dans le cadre axisymétrique, où

les grandeurs ne dépendent pas de la coordonnée angulaire (grandeurs constantes

radialement). On réduit donc le système de coordonnées (x,r,φ) à (x,r). On note

alors par Ω′ = [0,L] × [0,r] les restrictions de Ω à ce cas. Les équations (A.VI.A.3)

se réecrivent alors:

∂θ

∂t
+ Ux

∂θ

∂x
=

1

Peθ
(
∂2θ

∂r2
+

1

r
(
∂θ

∂r
+
∂2θ

∂x2
) (A.VI.A.13)

∂N

∂t
+ Ux

∂N

∂x
=

1

Pe
(
∂2N

∂r2
+

1

r
(
∂N

∂r
+
∂2N

∂x2
) +

S∗t
Pe

(
∂2θ

∂r2
+

1

r
(
∂θ

∂r
+
∂2θ

∂x2
)

où Ux représente la composante longitudinale du vecteur vitesse à l’intérieur du

capillaire (sa composante radiale Ur étant nulle du fait du profil de Poiseuille

considéré).

A.3.2 Méthode des directions alternées

La méthode la plus rapide à mettre en oeuvre pour ce type d’équations nous

a paru être la méthode des différences finies couplée à la méthode des directions

alternées. Le domaine plan Ω′ obtenu dans le cas axisymétrique se prête en effet de

manière idéale à cette méthode (cf. Dautray-Lions, vol. 9 [24]). On décompose

ainsi le problème en deux directions, sur deux itérations successives:
2

∆t
(Nn+ 1

2 −Nn) + FxN
n+ 1

2 = −FrNn +Bθ

2

∆t
(Nn+1 −Nn+ 1

2 ) + FrN
n+1 = −FxNn+ 1

2 +Bθ
(A.VI.A.14)
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Fig. A.5 – Couplage convection-Effet Soret dans un écoulement capillaire

en ayant défini les opérateurs Fr, Fx et B suivants:

(FxA)i,j = − 1

Pe∆x2
(2Ai,j − Ai+1,j − Ai−1,j) +

Ux

2∆x
(Ai+1,j − Ai−1,j)

(FrA)i,j = − 1

Pe∆r2
(2Ai,j − Ai,j+1 − Ai,j−1)− 1

2jPe∆r
(Ai,j+1 − Ai,j−1)

(Bθ)i,j =
S∗t

Pe∆x2
(2θi,j − θi+1,j − θi−1,j) +

S∗t
Pe∆r2

(2θi,j − θi,j+1 − θi,j−1)

+
S∗t

2jPe∆r
(θi,j+1 − θi,j−1)

On vérifie aisément que ces opérateurs sont symétriques. L’analyse numérique du

code ainsi construit n’est pas détaillée ici. On pourra se référer aux études de stabilité

détaillées dans [24], même si les opérateurs mis en jeu ici sont sensiblement différents.
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A.3.3 Discussion

Les résultats obtenus à l’aide des simulations 2D confirment le comportement

obtenu lors de la résolution analytique. La figure A.5 présente le profil de fraction

massique obtenu pour 4 étapes. La première visualisation présente la séparation

obtenue par séparation thermodiffusive “pure” (au sens où elle n’est pas encore

altérée par la diffusion et la convection). Les étapes (2) et (3) mettent en évidence

l’évacuation du déficit par convection et diffusion vers la sortie du capillaire. La

dernière étape permet de visualiser l’état stationnaire, où la zone de déficit a presque

disparu (la séparation est encore visible à la paroi, en r = 1).

Fig. A.6 – Visualisation de la séparation selon la variable radiale

On remarque que le profil en concentration n’est pas constant radialement (figure

A.6) : cela vient essentiellement du profil de vitesse qui varie selon la variable radiale.

La vitesse étant maximale au centre, la séparation s’effectue principalement en r = 1

(où la vitesse est nulle), et on voit aisément que celle-ci est maximale à la paroi. On

montre de plus que le déficit engendré par effet Soret n’est pas convecté et subsiste

à l’état stationnaire (bien qu’atténué par diffusion).
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A.4 Un procédé itératif de mesure du coefficient

Soret

Les observations effectuées lors de ces simulations ont notamment permis d’ima-

giner un un nouveau moyen de mesure du coefficient Soret. Il est basé sur un procédé

itératif, seul apte à permettre d’accumuler assez de matière pour permettre des me-

sures significatives. Ce procédé est décrit sommairement par la suite et dans la figure

A.7.

A.4.1 Dispositif expérimental

On considère deux réservoirs reliés l’un à l’autre par un tube capillaire. Le pre-

mier réservoir est rempli d’un mélange binaire, analogue à celui étudié dans la partie

précédente, conservé à une température constante θf . On applique le long des parois

du capillaire un gradient thermique (cf. figure A.7) de manière à reproduire le dis-

positif décrit ans la partie précédente. Sous l’action d’une pompe le fluide s’écoule

Fig. A.7 – Profil thermique le long de la paroi

alors lentement à l’intérieur du capillaire, permettant ainsi le couplage adsorption-

convection mis en évidence dans la section A.1. Une fois l’accumulation “effectuée”,

au bout d’un temps tacc, on change le sens de l’écoulement de manière à réintroduire

le fluide enrichi dans le réservoir initial (pendant un temps trev < tacc de manière à

isoler le déficit de matière ainsi créé). On a ainsi enrichi le fluide dans le réservoir
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initial ; la partie “aval” du fluide est quant à elle évacuée dans un récipient annexe.

On répéte ainsi le procédé un “certain” nombre d’itérations de manière à obtenir

une séparation significative. Une simple simulation de l’évolution des composants

du fluide est donnée par la suite à partir d’une formule de récurrence. Elle permet

notamment de disposer d’un outil d’évaluation du nombre d’itérations à effectuer

pour obtenir une bonne séparation.

A.4.2 Evolution des concentrations

Un raisonnement élémentaire permet alors d’établir l’expression de la fraction

massique du constituant au bout de k étapes à l’intérieur du réservoir:

Nk = Nk−1

(
1 +

S∗t
Peū(V 0 − kV lost)

)
(A.VI.A.15)

et donc, en inversant la relation,

S∗t =
Nk −Nk−1

Nk−1Peū(V 0 − kV lost)
. (A.VI.A.16)

Ainsi, en mesurant la quantité de matière accumulée au bout de l’étape k (l’entier k

devra être choisi assez grand de manière à obtenir un enrichissement significatif), on

détermine aisément la valeur du coefficient Soret à l’aide de l’égalité (A.VI.A.16).

Le comportement de la suite ainsi construite est donné dans le tableau

Tab. A.1 – Evolution des suites (Nk)k et (V k)k lors du processus “multistage”
itération k = 0 k = 1 k = 5 k = 10 k = 25 k = 50 k = 100 k = 200
t(h,min,s) 0 45” 3’45” 7’30” 18’45” 37’30” 1h15’ 2h30’
V k(cm3) 1 1.0000 0.9941 0.9867 0.9647 0.9278 0.8542 0.7069
Nk 0.5 0.5007 0.5034 0.5068 0.5176 0.5374 0.5855 0.7475

On remarque à l’aide d’un tel procédé qu’il est possible de concentrer le mélange

de manière à obtenir un enrichissement assez significatif pour pouvoir mesurer la

différence de concentration avec le mélange initial. Ainsi en 200 itérations, il est

possible d’obtenir un taux d’enrichissement du mélange de 150%.
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Annexe A: Effet Soret en milieu libre

Fig. A.8 – Evolution des suites Vk et Nk au cours du temps
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Annexe A: Effet Soret en milieu libre

A.5 Influence du profil thermique en adsorption

dans un capillaire

Nous présentons ici les premières simulations obtenues à l’aide du schéma numérique

décrit dans le chapitre 2. Elles ont été effectuées sur un domaine rectangulaire,

modélisant un capillaire.

On détaille ici les différents éléments utilisés pour celles-ci, notamment les coef-

ficents de thermodiffusion adimensionnés Si∗t = Sit∆T (1−Ni(x = 0)), les nombre de

Péclet Pei, les isothermes d’adsorption de chaque constituant i, ainsi que les données

relatives au système telles que la différence de température appliquée ∆θ, le profil

de vitesse employé U . Toutes ces données sont résumées dans le tableau suivant.

const. i Pei Si∗t ∆θ (K−1) U ki

C14H30 20 0.0625

C2H4Cl2 20 0.0625 30◦ Poiseuille Langmuir (cf. [44])

C6F12 20 0.0625

L’isotherme d’adsorption ainsi choisi, défini par

∀i ∈ {1..n}, ∀x = (xi)1≤i≤nc ∈ {0..1}nc ki(x) =
KiNi

ε+
∑

1≤j≤nc

KjNj

où ε représente la porosité du milieu et (Ki)1≤i≤nc la famille des constantes d’équilibre

de Langmuir. Il est facile de voir que le tenseur des dérivées de cette fonction vérifie

bien l’hypothèse (H). Cet isotherme est l’un des plus simples et des plus utilisés

pour la modélisation des processus d’adsorption, et, s’il est connu qu’il ne reproduit

pas de manière très précise l’adsorption, il possède ici valeur de test, permettant de

mettre en évidence les mécanismes se déroulant dans le système.

De même, nous avons considéré un tenseur de diffusion symétrique comme indiqué

dans l’hypothèse 2 puisque nous avons introduit un tenseur diagonal (conformément

à l’hypothèse 4).

157





Annexe B

Tenseurs homogénéisés

On effectue dans cette partie la résolution des problèmes

élémentaires (III.3.19) et (III.3.28). On utilise notamment

les techniques décrites au chapitre 4 pour la résolution de

ces problèmes en considérant plusieurs types de géométries

élémentaires. On discute enfin de l’influence des différents pa-

ramètres (géométrie, porosité ou caractéristiques physiques de

chaque phase) sur les tenseurs macroscopiques ainsi obtenus.

B.1 Diffusivités thermiques équivalentes

B.1.1 Caractéristiques physiques du milieu

On présente ici les résultats obtenus lors de la résolution numérique du problème

(III.4.4) sur différents type de cellules 1. Le milieu poreux est alors modélisé à la

manière d’un amas périodique de grains, représentés par des billes (un milieu poreux

similaire est donné à la figure B.1(a)). Afin d’obtenir des diffusivités homogéńisées

réalistes, on considère le jeu de données suivant:

Les valeurs données ci-dessus le sont pour un fluide pétrolier moyen, dans les condi-

tions du gisement ainsi que pour un grès moyen, non saturé. Ces données varient

en effet selon que le grès considéré soit plus ou moins saturé, et ne sont en réalité

pas constantes selon la température et la pression à l’intérieur du domaine. Nous

1. Les simulations effectuées ici le sont en 2D

159



Tab. B.1 – Paramètres physiques de chaque phase

Paramètres physiques Phase liquide (Yl) Phase solide (Ys)
λ (W.m−1.K−1) 2× 10−1 9× 10−1

Cp (J..kg−1.K−1) 2× 103 7.6× 102

ρ (kg−1.m−3) 7.5× 102 2.1× 103

κ (m2.s−1) 1.3× 10−7 5.6× 10−7

D (m2.s−1) 2.75× 10−7 -
St (K−1) 4.92× 10−3 -

(a) Billes de latex (b) particules de Rilsom

Fig. B.1 – Exemple de 2 structures poreuses (source: IMFT)

nous plaçons toutefois dans une situation éloignée du point critique, où les variations

selon ces deux grandeurs restent relativement faibles.

B.1.2 Un maillage non structuré

Les caractéristiques géométriques de la cellule élémentaire considérée sont données

dans le tableau (B.2). Le maillage de ces cellules est effectué à l’aide du logiciel ME-

FISTO. C’est un maillage non structuré au sens où il ne possède pas les propriétés

de symétrie de la cellule 2. Nous utilisons un maillage triangulaire afin de mieux re-

produire la courbure de l’interface fluide-solide. Nous présentons dans la figure (B.3)

2. Cette propriété induit des conséquences sur les coefficients homogénéisés calculés, comme cela
est expliqué dans le paragraphe B.2.1.
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quelques exemples de maillages.

Définition 3 Soit T un élément de la triangulation Th dont est munie Ω̄, au sens

où

Ω̄ =
⋃
T∈Th

T.

On définit hT = diam(T ), ρT = rond(T ) les diamètre (plus grand côté du triangle

T ) et la rondeur (diamètre du cercle inscrit) de T .

On désigne alors par qualité de l’élément T , le scalaire QT défini par

QT =
ρT
hT

(B.VI.B.1)

Remarque 19 La qualité d’un élément vérifie toujours

0 ≤ QT ≤ 1

Fig. B.2 – Paramètres définissant la qualité d’un élément T

Ce critère défini de façon arbitraire, permet de juger de l’état de dégénérescence

d’un élément de la triangulation (au sens de l’aplatissement des angles du triangle).

La qualité des maillages construits lors de cette étude est donnée dans le tableau

B.3. Il est important de considérer deux maillages distincts pour chaque phase

(dont les noeuds à l’interface cöıncident) afin de pouvoir résoudre indifféremment

de manière globale ou “locale” les problèmes posés sur la cellule élémentaire Y . Par

exemple, pour la détermination des diffusivités thermiques homogénéisées, on résout

le problème élémentaire sur la cellule entière, avec pour paramètre la diffusivité ther-

mique locale (κf ou κs selon l’élément sur lequel on se situe). Aussi est-il nécessaire

161



de construire des éléments sur lesquels la fonction κ(.) est constante. La résolution

des problèmes liés aux coefficients de diffusion et thermodiffusion ne nécessite quant

à elle qu’une résolution sur “ la partie fluide” de la cellule, effectuée à l’aide du

maillage déjà construit pour les diffusivités thermiques.

(a) Maillage de la cellule entière
Y :
problème (III.3.19), cellule 1

(b) Maillage de la phasee fluide Yf :
problème (III.3.28), cellule 2

Fig. B.3 – Maillages de 2 types de cellules

Tab. B.2 – Paramètres géométriques de chaque cellule

Paramètres géométriques Cellule 1 Cellule 2
Rayon des billes R0 3× 10−1 3× 10−1

L2 −mes(Ys) 9π × 10−2 18π × 10−2

L2 −mes(Yf ) 1− 9π × 10−2 1− 18π × 10−2

Porosité φ ' 0.72 ' 0.43
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Tab. B.3 – Critères de qualité de chaque maillage de la figure B.3

Paramètres\ maillage
Maillage global

B.3(a)
Maillage partiel

B.3(b)
Nombre d’éléments 1490 727
Nombre de sommets 786 409

% d’éléments de qualité ≥ 0.8 97% 94%
Qualité minimale 0.54 0.469

Qualité moyenne 0.917 0.871

B.2 Coefficients effectifs

Dans cette section, les cellules élémentaires considérées sont les mêmes que celles

de la section précédente. Les caractéristiques physiques du fluide proviennent des

mesures effectuées par K.J. Zhang & al. dans [66], ou encore par W. Köhler et

B. Müller dans [47] pour un mélange binaire, équimolaire. Elles sont résumées

dans le tableau (B.1).

Les résultats de l’ensemble des simulations effectuées ainsi que les visualisations

des solutions aux problèmes élémentaires sont donnés dans les pages suivantes. Elles

sont axées sur les paramètres suivants:

– Influence de la porosité de la cellule.

– Variation de la géométrie de la cellule :

– Influence de la symétrie.

– Isotropie ou anisotropie de chaque phase.

– Influence des paramètres physique de chaque phase.

B.2.1 Résolution du problème (III.3.19)

Les résultats relatifs à la résolution des problèmes (III.3.19) sont donnés dans

les figures B.4 et B.5 d’une part, et le tableau récapitulatif B.2.2 d’autre part. L’in-

fluence des conditions de périodicité sur le bord y est évidente, et la différence

de conductivités thermiques entre phases fluide et solide est mieux visualisée à

l’aide courbes “isovaleurs” dans la figure B.5 (cas B.5(a) et B.5(b) où la direc-

tion préférentielle de la géométrie est prépondérante dans le calcul des coefficients

macroscopiques). La porosité semble quant elle ne jouer qu’un rôle numérique dans
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les tenseurs obtenus bien qu’il soit difficile d’obtenir des conclusions: en effet, même

si la valeur des coefficients du tenseur est directement liée à celle-ci, on remarque

qu’en diminuant φ (passage du cas 1 au cas 3 dans le tableau B.2.2), on ne diminue

pas forcément les valeurs des éléments du tenseur (puisqu’en diminuant la porosité,

on augmente la contribution de la phase solide et donc la valeur du coefficients

homogénéisé dès lors que κs > κf ). Il est à noter dans le cas des géométries “ellip-

tiques”, que les tenseurs obtenus pour les géométries 4 et 5 ne sont pas tout à fait

“symétriques” bien que l’on puisse interchanger les rôles des directions x et y. Cela

est simplement dû au fait que nous utilisons un maillage non structuré.

B.2.2 Résolution du problème (III.3.28)

Une partie des simulations effectuées est résumée dans la figure B.6. On y montre

notamment pour quelques géométries particulières le maillage construit ainsi que les

solutions aux problèmes élémentaires. Les figures B.6(a) et B.6(d) sont des illustra-

tions de géométries symétriques alors que les cellules considérées dans B.6(c) et

B.6(b) font référence à des cas non symétriques et ayant pour résultat des coef-

ficients non isotropes (cf. tableau B.2.2). On remarque dans un premier temps la

grande influence des conditions de Neumann à l’interface fluide-solide dans les so-

lutions des problèms élémentaires. Afin de diminuer le coût de calcul relatif à la

résolution de ces problèmes, il est préférable d’utliser des maillages plus adaptés:

la figure B.6(c) illustre bien un maillage qui a été raffiné dans la zone où sont ap-

pliquées les conditions de Neumann (du moins pour la résolution du problème relatif

à ω2). Cela permet une meilleure considération des conditions de bord sans augmen-

ter la taille du système. On remarque ici la différence entre les valeurs de ω1 et

ω2, bien que le problème soit totalement symétrique dans les cas B.6(a) et B.6(d).

Elle est entièrement dûe au fait que le problème (III.3.28) ne possède pas une solu-

tion unique, comme cela l’a été noté dans la remarque 17. La solution déterminée

numériquement l’est donc à une constante près, ce qui importe peu puisque nous ne

récupérons que les gradients de ces solutions. On peut effectuer la même remarque

que dans la section précédente pour ce qui concerne l’influence de la porosité sur

les résultats, même si dans le cas du coefficient de diffusion homogénéisé, ce n’est

pas la contribution du milieu solide qui augmente mais plutôt la contribution des

conditions de bord via l’influence de l’interface fluide - solide.

164



(a) Ys sphère. (b) Ys empilement de
sphères.

(c) Ys carré. (d) Ys ellipse horizontale. (e) Ys ellipse verticale.

Fig. B.4 – Solution σ1 du problème (III.3.19).
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(a) Ys ellipse horizontale: maillage, isovaleurs de σ1, σ2.

(b) Ys ellipse verticale: maillage, isovaleurs de σ1, σ2.

(c) Ys empilement de sphères: maillage, isovaleurs de σ1, σ2.

Fig. B.5 – Isovaleurs des solutions (σk)k=1,2 du problème (III.3.19) pour différentes
géométries élémentaires.



(a) Ys carré: maillage, ω1, ω2.

(b) Ys ellipse horizontale: maillage, ω1, ω2.

(c) Ys ellipse verticale: maillage, ω1, ω2.

(d) Ys empilement de sphères: maillage, ω1, ω2.

Fig. B.6 – Maillages et solutions (ωk)k=1,2 du problème (III.3.28) pour différentes
géométries élémentaires.

167



C
el

lu
le
Y

=
Y
f
∪
Y
s

P
or

os
it

é
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