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Introduction

Sur l’intérét industriel de ’effet Soret...

Dans un but d’optimisation des cotits de production lors de I'extraction des fluides
de gisements par les producteurs pétroliers (extraction a des profondeurs de plus en
plus importantes et donc nécessitant des moyens de technologies plus avancées), il
est important de connaitre de facon précise la distribution des différentes especes
a l'intérieur d'un gisement. Cette distribution s’est effectuée pendant de longues
périodes de formation du gisement et a été principalement influencée par la gravité
ainsi que la distribution des pressions dans le réservoir. Des moyens importants ont
été mis en ceuvre afin d’obtenir des modeles thermodynamiques fiables, permettant
de restituer de maniere correcte la répartition des especes dans le réservoir. Etant
donné qu’il n’est pas possible de négliger I'importante extension verticale d'un gise-
ment, il est tres probable que cette répartition soit influencée par la convection natu-
relle (la gravité est 'une des premiéres composantes intégrées dans les modeles), mais
aussi par le gradient géothermique (gradient de température naturel de la Terre).
Ce gradient pourrait étre la cause de la migration d’especes par un phénomene
connu sous le nom d’Effet Soret ou Thermodiffusion (c¢f. F. MONTEL, [53]) (plus
généralement, le nom “thermodiffusion” désigne cet effet en milieu gaz, alors que
'expression effet Soret ou effet Ludwig sera plus utilisée dans les liquides). Ce dernier
consiste en 1’établissement d’un gradient de concentration d’un composant chimique
par la présence d'un gradient thermique, i.e. ’existence d’un gradient thermique est
cause d’une migration différenciée des especes. Cet effet, découvert par C. Ludwig
en 1856 (et mieux exploité par C. Soret en 1879) est un phénomene particulier
puisqu’il appartient a la famille des phénomenes thermodynamiques “croisés”, c¢’est-
a~dire ou un flux est créé par une force qui ne lui est pas conjuguée (ici, un gradient

de concentration est induit par la présence d’un gradient thermique), contrairement
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a la diffusion moléculaire qui est un phénomene dit “diagonal”. On visualise dans
le tableau suivant la classification des effets couplages flux-force entre chaleur et

matiere:

Flux \ Force Vo VN
Chaleur Loi de Fourier | Effet Dufour
Matiere Effet Soret Loi de Fick

TAB. 1 — Couplages fluz-forces entre chaleur et matiere

La présence de ces forces entraine le systeme vers un état hors-équilibre. L’étude
des relations entre flux et forces de ce type s’appelle thermodynamique linéaire
des processus irréversibles. La principale grandeur caractéristique de la thermodif-
fusion est un coefficient appelé Coefficient de Soret (noté S;), et afin de conclure
sur l'intérét de le négliger ou non, il est important d’en connaitre la valeur. De
nombreux travaux ont donc été entrepris afin de déterminer cette grandeur avec
des approches diverses: approches expérimentales (projet SCCO, colonnes thermo-
gravitationnelles) ou approches théoriques (simulations par dynamique moléculaire,
modeles numériques multicomposants). Toutes ont abouti a la conclusion que les
valeurs obtenues expérimentalement et par simulations numériques différaient. Ces
différences s’expliquent essentiellement par le fait que les mesures sont technique-
ment plus simples en milieu libre (absence de matrice poreuse), et que les effets
locaux dis aux variations de la vitesse ou aux différences de conductivités ther-
miques entre roche et liquide ne sont alors pas prises en compte. Les échecs nés
de tentatives de modélisation de colonnes thermogravitationnelles par les équations
données en milieu libre sont une bonne illustration de la nécessité de déterminer un
nouveau modele pour les phénomemes de diffusion et de thermodiffusion en milieu

poreux.
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Fic. 1 — Mécanisme de l’effet Soret dans un fluide binaire.

Une nouvelle approche

Notre approche dans cette étude est donc la suivante:

— dans un premier temps, on étudie I’Effet Soret a une échelle locale, en milieu
libre, afin de s’affranchir de tout parametre extérieur au fluide (géométrie du
milieu, variations des parametres caractéristiques du fluide, ...) et de bien en
comprendre la nature et les mécanismes le gouvernant,

— puis on introduit une matrice poreuse pour passer a une échelle globale, qui
prendrait en compte des parametres tels que la porosité du milieu, sa tortuo-
sité, les variations de direction de 1’écoulement ainsi que du champ thermique.

L’obtention d’équations macroscopiques pour la modélisation de la thermodiffusion
en milieu poreux permettra une meilleure prise en compte de ce phénomene dans les
simulateurs de gisements. Les résultats des simulations obtenues dans la premiere

partie de cette étude montrent en effet que certaines configurations du vecteur vi-
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tesse et du gradient thermique provoquent une accumulation locale de matiere (cf.
sur ce point [37]). La simple modélisation de 'effet Soret en milieu poreux par un
gradient thermique vertical et un profil de vitesse donné ne prendrait pas en compte
de tels phénomenes locaux et ne restituerait donc pas de maniere fidele la répartition
des composants du fluide a I'intérieur du domaine.

Notre démarche est donc analogue a celle de G. CHAVENT et J. JAFFRE dans le
cas de simulations de réservoirs ([19]) : elle s’étend de la modélisation du phénomene
physique (mise en équations), de ’analyse mathématique des équations ainsi définies
jusqu’a la résolution du probleme a l’aide d'un code numérique, dont on aura
préalablement effectué ’analyse.

Nous décrivons par la suite le formalisme thermodynamique permettant la définition
d’équations traduisant l'effet Soret en milieu libre, qui seront a l’origine du modele
obtenu en milieu poreux a l'aide de procédés d’homogénéisation qui prennent en

compte l'interaction fluide - substrat.

Les équations en milieu libre

L’équation du mouvement

On considere en milieu libre les équations de Navier-Stokes données par
p (0,U + (U.V)U) = —Vp + puAU + A\V(div(U)) + po f dans Q =]0,T[xQ
auxquelles on adjoint une condition d’incompressibilité locale du type
div(U) = 0 dans @

Dans toute la premiere partie concernant 1’étude locale du phénomene, nous ne
nous intéresserons pas a la résolution de I’équation régissant 1’écoulement. En ef-
fet, modélisant le milieu local par un capillaire {2 de rayon R, on utilisera le profil
de vitesse permanent, en négligeant toute convection naturelle (du fait de la pe-
tite taille d'une cellule). I’équation de Navier-Stokes est alors donnée par la forme

stationnaire :

p(UV)U = —VP + uAU
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qui se réécrit en coordonnées cylindriques (r,¢,z)

( 10P
- )

0’U, U,0U, 10P
H—Fms + = -7
L Or? r or p Ox

Une intégration et la considération de la condition de bord d’adhérence (vitesse
nulle & la paroi) permet alors d’établir la formulation du profil de vitesse a I'intérieur

du pore donnée par le profil de type parabolique , appelé profil de Poiseuille

0
U e 0 =
U -
+(7) Up(1 — @)

Les équations de conservation de la masse et de 1’énergie: le
formalisme thermodynamique
On considere un fluide a n composants s’écoulant dans un domaine €2. Si on note

par f; (resp. J;) les forces (resp. les flux) citées dans le tableau I, on dispose des lois

linéaires généralisées de Onsager
Ji = E Li;f;.
J

La matrice des coefficients phénoménologiques de Onsager L = (L;;) possede alors
une propriété de symétrie, d’apres 'hypothese d’ergodicité. Des lors, la génération

d’entropie par le systeme s’exprime par la forme quadratique

ds L
7 = 2
= ZLZJEE
i
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qui, d’apres le second principe de la Thermodynamique doit étre définie positive. Le
théoreme de Prigogine permet alors de définir I’état stationnaire du systeme comme
étant celui ou est minimisée la production d’entropie, de maniere a se rapprocher de
I'état d’équilibre thermodynamique (cf. [11], [12] ou encore [54]). C’est ainsi que se
crée une distribution des especes a 'intérieur du domaine et on peut donc écrire les

flux de chaleur et de matiere de la maniere suivante:

. Vo L

Jo = —Lapy > %’“[Ve(uk — [in)]
k=1

- ARSY”

Ji = —Liqﬁ - Z Qk [Vo(e — )]
k=1

ol sont présents les quatres termes du tableau I. On reconnait ainsi:

— les effets diagonaux:

— la loi de Fourier: JZ’ = - \—

n—1
B L
— la loi de Fick: J" = — Z i (Vo pn — pin)]

0

k=1
— les effets croisés:

n—1

- L

— leffet Dufour: JF = — Z qu[VQ(uk — )]
k=1
. Vo
— leffet Soret: J! = —Liqﬁ.

Des lors, en réduisant le gradient isotherme de potentiel chimique Vyu; au gra-
dient de fraction massique VN; (milieu isobare, forces de gravitation négligées), on

obtient!, pour chaque constituant i, ’expression de son flux

-

Jp = JU+ N+ (I.1)

= pN;U - p>» DyVN; — pDyN;(1 — N;)V6

j=1

1. nous verrons par la suite que cette hypothese induit des difficultés dans la formulation d’une
condition de bord & l'interface solide-liquide pour la fraction massique
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ff, iN , J:e représentant respectivement les flux convectif diffusif et thermodiffusif

du constituant ¢. De la méme facon, on écrit le flux de chaleur

TR N

= U - AV6—> DLVN;

=1

(]_;,U , fg , J;V représentant les flux convectif, diffusif et de Dufour de la chaleur.

Les équations de I'énergie et de conservation de la masse s’écrivent alors

pC,di0 + div(J)) =0
pO; N; + dz‘v(ji) =0

ou encore, explicitement,

0,0 + div(6U — V6 — > " DYVN;) =0

j=1

ON; + div(N;U =Y~ Dy VN; — DyN;(1 — N;)V6) =0

j=1

Le coefficient de Soret de chaque constituant est ainsi défini par la relation

. Dj
Si =5

Equation de I’Energie

Effet Effet

Soret Dufour

Equation de convection -
diffusion - thermodiffusion

F1G. 2 — Relation entre équations de l’énergie et de conservation de la masse

On effectue dans une premiere partie, ’analyse mathématique de telles équations
auxquelles on adjoint un effet d’adsorption, représenté par 'introduction d’un coef-

ficient non linéaire devant le terme d’évolution des équations en concentration. On
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considere ainsi un phénomene plus général et, en outre, cela permet d’obtenir un
résultat d’existence de solution forte. On montre que le systeme ainsi constitué est
bien posé au sens de Hadamard. On utilise notamment une technique de point fixe,
méthode classique dans I'analyse des problemes non linéaires (c¢f. [35]). Le résultat
d’unicité est obtenu par un procédé de transposition, permettant de se ramener a
I'étude de l'existence d’'une solution a un probleme dual (méthode introduite par
S.N. ANTONTSEV et A.V. DOMANSKI dans [7] et réutilisée notamment dans [35]
ou encore dans [27]). On démontre de plus, un résultat de forte stabilité locale du
vecteur “concentration” envers le gradient thermique et le coefficient de thermo-
diffusion: on peut maitriser 'erreur sur les concentrations des especes relatives a
Ierreur commise sur la mesure de leur coefficient de Soret. On effectue enfin ’ana-
lyse numérique d’une méthode de type “éléments finis mixtes” aboutissant a un
schéma volumes finis, dont les résultats sont présentés en annexe. La convergence et
la stabilité de cette méthode introduite par J.M. THOMAS et D. TRUJILLO dans [64]
sont démontrées a I'aide d’hypotheses de pseudo-ellipticité des tenseurs d’adsorption
et de diffusion analogues aux conditions introduites dans I'analyse mathématique.
Les concentrations sont donc régies par des équations d’évolution non linéaires, di-
vergentielles, de type parabolique. Nous montrons par la suite comment les concen-
trations sont alors liées a I’équation de ’énergie.

On peut interpréter 'effet Soret comme une perturbation de I’équation de diffusion-

convection classique

ON; +UVN; =Y DyAN; =0

j=1

par I'ajout d’un terme de transport au second membre du type
div(Sioc(N)VO) = S/(Vo(N).VO + o(N)AD).

Dans le cadre d’approximation linéarisé (o = cste > 0), cette observation permet
de mettre en évidence I'importance de la concavité du profil thermique. En effet, en

régime établi et dans le cas ou l'effet Dufour est négligé, I’équation de 1'énergie se

10
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réécrit dans sa forme usuelle

00 — kA0 = f, f >0, f € LX(Q)
Cl.+C.B.

On en déduit alors que kAO = —f < 0 pp. dans Q et donc la perturbation apportée
par l'effet Soret dans les équations de conservation de la masse est un terme de
puits. De méme la convexité du profil thermique provoquerait ’apparition de 1’ef-
fet Soret dans ces mémes équations comme un terme source. C’est pourquoi il est
nécessaire d’étudier ces deux équations simultanément. Il est intéressant de remar-
quer de méme, que, du fait de la propriété d’hypoellipticité de I'opérateur laplacien,
la fraction massique d’un constituant ¢ sur un ouvert w, dépend de la valeur de f sur
le domaine entier et pas seulement sur I'ouvert w: 'effet Soret obéit a la propriété

de “vitesse de propagation infinie” des équations de type parabolique.

e ] Effet Soret iuduit'll [ zone de chauffe

/ ’(z)e/.a 4??{ | () gradient thermique nul
-r t III

Fi1G. 3 — Zone d’influence du gradient thermique par effet Soret

Ainsi, la quantité N; est influencée par un effet Soret “direct”, dans la zone définie
par wp = {z € Q,div(S;V0) # 0} mais sa valeur est perturbée sur le domaine entier
par un effet Soret “induit” hors de la zone d’effet direct par diffusion.Par ailleurs,
la régularité de la solution dépend uniquement de la régularité du profil thermique
sur la zone “de chauffe” ( H. BREzIS [18], p. 189).

Il devient alors évident que toute variation méme locale du champs thermique
dans le domaine influe sur le profil en concentration des especes. Les hétérogénéités
des diffusivités thermiques aux interfaces fluide-solide sont la cause de fortes varia-
tions locales de la courbure du profil thermique et par la méme de changement de

nature de la perturbation apportée par la thermodiffusion.

11
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C’est, pourquoi il est nécessaire d’obtenir des modeles pour les équations de

conservation sur la totalité d’un domaine.

Thermodiffusion en milieu poreux

Les équations macroscopiques décrivant 'effet Soret ainsi que 1’écoulement en
milieu poreux font 'objet du deuxieme volet de cette étude. Nous y démontrons
qu’elles sont globalement de la méme forme que les équations locales, la matrice
poreuse introduisant des tenseurs gouvernant les flux et des coefficients de porosité
modulant les grandeurs scalaires. Elle sont déduites rigoureusement des équations
locales par des procédés d’homogénéisation tels que le développement asymptotique
(notamment pour 1'équation linéaire de Darcy, obtenue formellement a partir de
I’équation de Navier-Stokes) ou encore la convergence a deux échelles qui permet
de prouver la convergence de la solution locale vers un état limite, solution du
probleme macroscopique. Quelques travaux ont déja abordé ce theme, fondés sur
des techniques diverses, notamment par A. GALKA, J.J. TELEGA, R. WOJNAR
([36]) ou encore E. ArQuIs et J.P. CALTAGIRONE ([10]). Notre but ici reste de
déterminer le coefficient Soret équivalent en milieu poreux, mais aussi de démontrer
la convergence en un sens a préciser dans le contexte des équations locales vers le
modele macroscopique établi. La détermination numérique des coefficients de trans-
port équivalents fait I'objet d’une troisieme partie et se fonde esssentiellement sur
la résolution de problemes locaux fortement liés au choix de la cellule de référence
choisie pour modéliser le milieu périodique. Le procédé d’homogénéisation a par
ailleurs permis de montrer I'inadéquation de la condition de bord usuellement em-
ployée pour l'effet Soret avec la considération d’un milieu diphasique (solide-liquide)
comme c’est le cas avec un milieu poreux. L’origine-méme de I'Effet Soret et son
formalisme thermodynamique entrainent une contradiction que nous décrivons par

la suite.

Sur le bien-fondé des équations locales

La considération des équations (équation de I’énergie et équation de 'effet Soret)
telles qu’elles sont employées couramment reste valable des que 1’on ne considere

quun systeme monophasique. Dans le cas d’'un milieu poreux, la considération
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de ces deux équations associées a la condition de bord de type “flux nul” pose
nécessairement un probleme. En effet, si on examine alors ’équation de fermeture

donnée par la condition de Neumann
J: 7t = 0 sur Owy

wy étant la partie fluide d'un volume élémentaire du domaine global; en décomposant

J; comme dans 1’égalité (I.1), la considération des condititons au bord

et donc

amene une contradiction des lors que I'on a remarqué que

Iy # 0 sur dwy
nys ¢tant la normale a l'interface fluide solide I'y s = Owy. Une telle contradiction
découle directement de la nature non diagonale (cf. tableau I) de leffet Soret. Le
flux d’un constituant ¢ du fluide (qui, par définition, représente une grandeur mo-
nophasique, car présente uniquement en phase fluide) est provoqué et exprimé par
un flux de chaleur, grandeur présente en phase fluide comme en phase solide. Plus
précisément, c’est le formalisme thermodynamique de 'effet Soret qui n’est plus
adapté des lors que I'on considere un milieu diphasique. La thermodynamique des
systemes ouverts généralise des lois diagonales, notamment la loi de Fick qui apparait
comme la restriction au gradient de concentration d’un effet plus large qui s’écrit
en gradient de potentiel chimique Vypu,;. On utilise en effet les relations d’équilibre
de Onsager pour traduire un phénomene qui par essence est hors équilibre. Il est
probable que la principale erreur réside dans la restriction du gradient de poten-
tiel chimique au gradient de concentration décrite ci-dessus; la considération d'une
équation ayant pour inconnue non plus des concentrations ou des fractions massiques
mais les potentiels chimiques des especes (que 1'on peut aussi définir en phase solide)

leverait cette contradiction. Le probleme principal résiderait alors dans la définition

13
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de ces quantités en phase solide. Dans de tels cas, il faut définir des concentrations
fictives dont la valeur permettrait d’obtenir un flux de matiere a travers 'interface

fluide - solide dont la valeur compenserait celle du flux de chaleur.

Les phénomenes d’adsorption

On décrit brievement par la suite les équations modélisant a une échelle locale les
phénomenes d’adsorption. Soit N la fraction massique de composant i en phase

adsorbée. Le bilan de la masse sur un volume élémentaire s’écrit :
0 (N + ;) = —div(.Jy) (1.2)

ol J; est le flux de masse défini en (I.1) (en ne considérant toutefois pas ici les effets
thermodiffusifs, dans un souci de simplification). En utilisant 'incompressibilité de

I’écoulement, on obtient alors

ON; +U-VN; = > Dij;AN; = —0,N{**. (1.3)

j=1

Ce systeme comporte a prior: 2n inconnues: les concentrations en phase fluide
(Nj)i—1.n et les concentrations en phase adsorbée (N#%);_; ,. Afin de réduire le

nombre d’inconnues de moitié, on se place dans le cas d’équilibre d’adsorption (ap-

proche quasi stationnaire), qui permet de disposer de la relation :
N = pi(Ny, ... Nj, ... N,,) (1.4)

(ce type de relation étant par ailleurs justifié dans toute situation ou la réaction
d’adsorption est rapide relativement a ’échelle de temps de 1’écoulement). De ce
fait, la cinétique de la réaction d’adsorption n’est pas considérée. La fonction ;(-)
reliant les inconnues Ni“bs et (Nj)j=1,.n est appelée isotherme d’adsorption. Les

équations de conservations de la masse sont alors réécrites

J=1
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o ©
@ ®e
(a) Etat initial. (b)  Adsorption de
matiere par la matrice
poreuse.

(c¢) Cas irréversible: pas (d) Cas réversible: la
de désorption. matiere adsorbée est re-
distribuée dans le fluide.

Fi1G. 4 — Adsorption, désorption et irréversibilité.

Un tel changement d’inconnue présente par ailleurs plusieurs avantages :

— il permet de restreindre le nombres d’inconnues,

— il restreint de la méme maniere le domaine d’étude a la phase fluide,

— il permet de décrire une classe large de comportements “naturels”.
Sur le dernier point, on effectue dans la partie 5, un changement d’échelle pour
deux type d’isothermes: 'isotherme de Langmuir irréversible (lipschitzien, nul en
0) et Iisotherme de Freundlich (monotone, non lipschitzien). On trouve beaucoup
d’autres exemples d’isothermes dans la littérature (cf. notamment [20], [45]) obte-
nus de maniere empirique ou encore a ’aide de la thermodynamique statistique. La
modélisation des effets d’adsorption a par ailleurs fait 'objet de plusieurs études
(cf. [32] ou encore [41], [42]). D’un point de vue mathématique, la présence d'un
coefficient de couplage devant le terme d’évolution dans 1’équation de conserva-
tion de la masse commande d’obtenir un résultat d’existence de solution forte et
suffisamment de régularité sur celle-ci pour éviter le recours a des espaces fonction-
nels tératologiques (par la définition de solution faible, ultra faible) ou les regles

de dérivation a la chalne son trés délicates et ou la définition de dérivée nor-
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male (flux) doit étre affaiblie. On prend le parti que les différentes expressions
mathématiques rencontrées et qui ont une interprétation physique pour l'utilisateur
soient représentées par des classes de fonctions de Sobolev. Des exemples d’équations
possédant de telles non-linéarités ont été traités notamment par F. DE THELIN et
J.I. D1az dans [26]. La partie suivante est ainsi consacrée a ’analyse mathématique

des équations de conservation.
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Deuxieme partie

A T’échelle du pore: le milieu libre






Chapitre 1

Analyse mathématique des

équations locales

Nous présentons ici l'analyse mathématique d’un modele tenant
compte des effets d’adsorption, de diffusion et de thermodiffu-
sion dans un écoulement multiconstituant. Aprés avoir mis en
place un cadre fonctionnel approprié, on démontre notamment
[’existence d’une solution au probleme par une technique de point
fixe. L’admissibilité physique de la solution est démontrée en par-
tie par application du lemme d’Ascoli. On exhibe ensuite une
méthode de transposition ramenant le probleme de ['unicité de
la solution a létude d’un probleme dual. On énonce enfin un
résultat de forte stabilité locale des fractions massiques par rap-

port au coefficient de Soret.

1.1 Introduction

Nous nous plagons dans le cas d'un liquide constitué de n composants se déplacant
dans un capillaire modélisant a 1’échelle locale un pore. L’analyse mathématique qui
suit est indépendante de la géométrie (sauf pour ce qui est de I'analyse numérique)
et représente de facon plus générale ’étude mathématique d’un modele caractérisant
le couplage entre effets d’adsorption et des effets du second ordre tels la diffu-

sion moléculaire et la thermodiffusion intervenant dans un fluide multiconstituant
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1.1 Introduction

a l'intérieur d’une colonne capillaire. Ce modele, dans le cas de grands nombres de
Péclet (convection prépondérante) est aussi celui de la chromatographie, méme si les
seuls effets de sorption sont habituellement pris en compte (systéme alors modélisé
par des équations hyperboliques du premier ordre (c¢f. notamment [44])). Il peut
toutefois se révéler intéressant de considérer les phénomenes de transport diffusif et
de dispersion en chromatographie, notamment en chromatographie analytique, pro-
cessus donnant lieu a des gradients de concentration importants et ot opere alors la
diffusion moléculaire.

L’équation de bilan de la matiere pour 'espece k est alors donnée, en 1’absence

de réaction chimique, par
{ 0 (Ni+ H(N) +div(J) =0, (1 <k <n) (IL.1.1)

ot J; est le flux de matiere associé A la fraction massique N du composant k et
¢ () est une fonction & variable vectorielle, appelée ”isotherme d’adsorption”, tra-
duisant la quantité de matiere absorbée par la matrice poreuse de la colonne. Cette
fonction permet de réduire de moitié le nombre d’inconnues du probleme puisqu’on
ne s’'intéresse qu’aux especes présentes dans la phase mobile, le fluide. L’aspect de
I’adsorption que nous privilégions est celui d’équilibre thermodynamique, c’est-a-
dire d’'un état ou la répartition d’un constituant entre les deux phases (mobile et
stationnaire) est établie. L’expression de la famille de fonctions (gy), est obtenue
a l'aide de la thermodynamique statistique et ne prend pas en compte une quel-
conque cinétique (le facteur de retard ¢, ne dépend pas directement du temps).
La séparation proprement dite résulte alors du couplage entre mouvement forcé et
rétention, c’est-a-dire entre des phénomenes de nature hydrodynamique dune part
et thermodynamique d’autre part. L’expression du flux Ji est donnée a l'aide de la

loi de Fick par
Jo ==Y _Dg;VN; + NyU — DiNi() ©N; — Ny)Ve. (I1.1.2)
j=1 Jj=1

L’explication des différents termes pris en compte dans ce flux est donnée dans la
partie précédente. Le but est de montrer que le probleme considéré est bien posé au

sens de Hadamard: se donnant une vitesse et un profil thermique réguliers (on peut
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1.1 Introduction

aussi coupler ces équations avec I’équation de ’énergie), on considere les équations:

0[N + ¢'(N1,...N,)] + UVN; = Y Dy;AN; — div(S;N, ZN N;)V) =0
— =
(1 <4 < n),dans un cylindre ]0,T[ x Q, Q C R?

associées a des conditions de bord et initiales conformes a I’expérimentation, ou
Q est un ouvert borné et connexe de IR® de frontiere I' lipschitzienne, partitionnée

selon la regle
[ =0Q=r,ulul,uodly, £* —mes(T. UT,) >0, (I1.1.3)

et I, (resp. I'y) représente la "section” d’entrée (resp. de sortie) du fluide, et I'; la pa-
roi étanche et isolée thermiquement du domaine considéré. On adjoint a ces équations
des conditions de bord de type Dirichlet non homogene et Neumann homogene, ainsi
qu’une condition initiale, pour la formulation compléte du probleme sur la frontiere
parabolique. Pour mettre en lumiere la structure mathématique du modele et garder
la maitrise de I'analyse lors d’éventuelles corrections des lois d’état, on considere plus
largement une formulation générale. Soit alors le systeme d’équations aux dérivées
partielles, modélisant en particulier les équations de convection - diffusion et ther-

modiffusion avec effet d’adsorption pour un fluide multiconstituant :

0 -
8tN Z 2 0o (N) g v, — ZDUAN + V(u(N;).U + div(o*(N)V) =
7j=1
dans ]O,T[ X Q, sous les conditions suivantes au bord parabolique :

ON; - 06
N;(0,.) = N2, N; = NPrdsyr T, U T, e Osur;,U.n=0 et e 0 sur Iy
n n

U et V6 étant deux champs de vecteurs donnés, stationnaires et réguliers, tels que:
| VOe (LX), AdeLXQ), div(U)=0, 1<i<n,

ou:

v est une fonction lipschitzienne de IR dans IR nulle en 0 et (¢") représente
une famille de fonctions de IR"dans TR telles que o?(Ny,....N;_1,0,Niy1,...,N,,) = 0,
prolongées de telle sorte que o/(N) = 0 sur {NN € R", N; < 0}.
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On introduit de maniere classique ’espace fonctionnel hilbertien
V ={veH(Q),trace(v) =0 sur [, UT,}. (11.1.4)

Les profils permanents thermiques et la vitesse seront supposés donnés a priori,
avec la régularité précisée ci-dessus. On considere un écoulement non turbulent in-
compressible (on sait en effet que la diffusion thermique et la viscosité sont modifiées

par la turbulence, c¢f. J.I. D1Az et F. DE THELIN [26] sur ce point).

Remarque 1

Dans la suite, les lettres en gras désigneront des grandeurs vectorielles.

Le probleme considéré présente une condition de type Dirichlet non homogeéne sur
(TeUTLy) que l'on traite par l'introduction d’une inéquation variationnelle vectorielle
(cf. [18] , p.143, [48] ou [31]) relative au conveze fermé K de (H*(Q2))", défini par

n
K=][Ki ot Ki={veH(Q), v, =N"} et V=K - K.
i=1
1l faut donc s’assurer que chacun des K; est non vide, ce que l'on supposera
désormais, i.e. précisément, que chaque fonction NP est suffisamment réguliére

(en fait que N°"¢ appartienne a H:z (Te UTy), défini comme ’espace des restrictions
a (Lo UTy) des fonctions de H%(F) (cf. sur ce point, [24] ,vol. 4, chap.VII, §2)).

Afin d’écrire les équations scalaires sous forme vectorielle, nous introduisons les

notations suivantes :
Ny Vi
N = le vecteur des concentrations, et V.= .. le vecteur des

N, Vi
fonctions "test”, pris a priori dans (V)" .

On introduit de méme les matrices suivantes:

Kll(l’) Kln(ﬂj>
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9

ou K;j(x) = d;; + ai(alj)7 pour (1 <4,5 < n) et pour x € (IR")™, puis pour z € R",
L

apres prolongement ad hoc (ou ¢;; désigne le symbole de Kronecker).

Le tenseur de diffusion est défini par:

Nous donnerons des hypotheses de vérification simple en pratique relatives a ces

différents éléments, et suffisantes a I’analyse mathématique du modele.

En multipliant de maniere informelle chaque équation (F£;) par la composante
correspondante V; dans V et en intégrant sur €2, on obtient a I’aide de formules de

Green le probleme variationnel vectoriel en vue de définir une solution forte :

Chercher N € (L*°(0,T; H* (Q)) n HY(Q))", N (t,.) € Kp.p.ent, tel que,
pp-t €10,T[,YV € (L*(0,T; V)",
(K(N)O,N,V) +d(N,V) + U(N,V) + ¢(N,§,V) =0

®) N(0,.) = N

ou on aura préalablement défini d,U,cet (.,.) de la maniere suivante (en utilisant
désormais la convention de somme sur 'indice répété) :
d(N,V) = D;; / VN, VVidz, U(N,V)=— / 1(N;)U.VVida
Q Q
o(N,O,V) = — / o (N)WVO.VVidz, (K(N),O,N,V) = / K;;(N)O;N,Vidz.
Q Q
On est donc amené a étudier I'existence de la solution forte d’un systeme couplé
d’équations d’évolution de type parabolique non linéaire avec des terme de transport
et de convection thermique non linéaires et des conditions de bord mélées. 1l s’agit

de montrer que cette formulation est bien posée au sens de Hadamard.

Hypothese 1 La matrice K(X) et le tenseur de diffusion sont a diagonales prépondérantes,

1.e. vérifient les conditions de pseudo-ellipticité, uniformes par rapport a x :

Ja > 0,vx € R*, V¢ € R", (K(x)¢,¢) > allc|?

<H) n n M 2
30> 0,¥x e R, V¢ € R”, (D)C.C) > d ]2
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Nous explicitons par la suite une condition suffisante, simple a vérifier, assurant la

validité de I’hypothese précédente. Soit le tenseur défini par

0 L
1- ]a sii=7
IrL’ oo n
Ki=3 o LRy (I1.1.5)
@ L
5] si i # J
Lj Leo(Rr)

En supposant que la matrice constante Kj; (non nécessairement symétrique)

d’élément générique K7; soit a diagonale dominante, au sens ou:
Vi e {l.n}
- 1 <&
(Hg-) Kjp>= Y (Kj+K;) >0,

2~
J=Llj#1

Proposition 1
Sous Uhypothése (Hg.), la matrice Ki‘J(X) vérifie la condition (H).

v Preuve
Soient (7,7) € {1..n}? tels que i # j; alors, pour tout ¢ € R",

1 1
‘/Kij(x)Cidex‘ < —\Kij|L°°/ |Ci\2d$+—\Kij|L°°/ ¢ [Pda

1 1
— 5K [ 6P+ 3K [ IPda
27" Jq 2" Jq
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doll,
Z/ KiGGide = Z/ Kii()[Glda + Z / )G dr
— Ja
2,7 i,j i#j
* 1 * *
> Z{[Km_ﬁzK + K7;) /|Q|dx}
i J
e / G| da
oyt
= af|¢|?
a 'aide de 'hypothese (Hg.), pour un certain « strictement positif. [

Hypothese 2 On suppose de plus que le tenseur de diffusion est symétrique i.e.

Cette derniere hypothése, physiquement admissible, est communément adoptée dans
la littérature (P. Bia, M. COMBARNOUS [14], G. DuvauT, J.L. Lions [31]).

Dans un premier temps et pour des raisons techniques, nous traiterons le probleme
pour les conditions de régularité suivantes (hypotheses de régularité provisoirement

adoptées en vue d’établir un résultat préparatoire) :
p e CHIR) NWET(IR), u(0) =0, o' € CH{IR") N WL To(IR")

Par un argument de densité, on pourra ensuite s’affranchir de I'hypothese de
différentiabilité pour ne garder que le caractere plus conforme a la réalité de lip-

schitzianité des fonctions d’état.

Nous proposons ici le plan de travail suivant pour I'analyse mathématique du

phénomene en milieu libre:

— Dans un premier temps, on démontre l'existence d’une solution au probleme,

en établissant des estimations a priori apres s’étre intéressé a un probleme
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linéarisé. On met alors en oeuvre une méthode de point fixe de type Schauder
Tychonov, usuelle pour le traitement des lois de conservation paraboliques
quasi linéaires (¢f. G. GAGNEUX - M. MADAUNE-TORT [35]). La méthode
est traitée dans le cas d’une condition au bord de type “Dirichlet homogene”
puis généralisée aux situations du type “Dirichlet non homogene”.

— Dans un second temps, on démontre que cette solution est physiquement ad-
missible dans des cas particuliers usuels pour I'expérimentateur, tels en dimen-
sion d’espace égale a 1 (cas du tube capillaire).

— On établit enfin un résultat d’unicité et de dépendance continue pour des
topologies ad hoc de la solution en fonction de I’état initial et de certains
parametres du transport convectif en se ramenant a un probleme auxiliaire,
selon la méthode de transposition introduite par S.N. ANTONTSEV et A.V.
DOMANSKI [7] (cf. aussi sur ce point G. GAGNEUX [34]) ou DE HOLMGREN
([63], p. 66 — 68). On donne notamment, un résultat sur la stabilité de la frac-

tion massique selon le coefficient de thermodiffusion.
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

On se ramene ici a un probleme de type homogene a l'aide d’un relevement
régulier des conditions de bord. Ce procédé introduit alors une modification de la
définition des lois d’état non linéaires et des termes nouveaux dans le second membre,
réguliers, n’altérant pas la méthode propre a démontrer I'existence de la solution a
ce probleme. Il est donc possible, sans perte de généralité, d’étudier le probleme de
type Dirichlet homogene sur (. UT), des lors que les fonctions NP sont assez
régulieres (d’apres la remarque précédente).

On définit préalablement, pour des raisons de commodité d’écriture, la famille

de fonctions suivantes:

%
k O-

Q

(IL.1.7)

Soit alors £ = (fi,...,f) " un vecteur & notre discrétion pris dans (H'(Q))"et soit
(P

2 (f)) le probleme suivant (avec la convention de I'indice répété d’Einstein):

( Trouver N € (L2(0,T; V)", tel que &N € (L%(Q))",

solution du probleme de Cauchy paralinéarisé dans ) = ]0,7[ x €2

e P AN

N, N, — Dy;AN; JU.VN; + o' (f)A % ) ar, =
O N; + 81:]- O j ij J+M(f1)Uv ’+U() 9+(u2<)8$3‘ (936]' !
NZ<O,) = Niov

associé aux conditions latérales :

ON; - 00 .
N; =0 surT', UL, =0surl',,U.n=0 et — =0surly (1<i<n).
\ on on

Proposition 2
Sous les hypothéses précédentes, et pour tout £ pris dans (HY(Q))", le probléme

(PP (f)) admet une solution N appartenant o (L>=(0,T; V)N HY(Q))" et une seule.

lin
Principe de la démonstration:

Le probleme considéré est constitué d’une famille faiblement couplée d’équations
paraboliques linéaires. Il suffit d’appliquer les résultats généraux abstraits sur les
systémes paraboliques linéaires (immédiat d’apres le théoreme de J.L. LIONS ap-

pliqué aux équations vectorielles ([48] chap. 3, [50])). ]

27



1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

1.2.1 Estimations a prior: dans un cadre fonctionnel ap-

proprié

Proposition 3

L’analyse du probléme paralinéarisé (P2, (f)) permet de mettre en évidence les

estimations a priori suivantes :

{ 301 > 0, tel que, ¥E € (HY(Q))" . [IN| oo (0.0 < C (L18)

ElCQ > 0, tel que, Vf € (HI(Q))n s ||atN||L2(O,T;L2(Q)") S 02

ces constantes dépendant uniquement de N°,d,«, des diverses constantes de Lip-

schitz des fonctions d’état, de ||Ul| g (gyn -1 ‘69‘@ o’ [A0] 12 ) -

v Preuve
En multipliant chaque équation par 0,N; et en sommant sur i, nous obtenons

I’égalité, pour presque tout ¢ et presque partout dans 2:

Opt(f -
(O:N;)? + g ( )8tNi8th — Di;AN;ON; + 1/ (f;)O:N;U.VN;

J
. ON; 0o
HF)ON; A B == ) ON;— =

+o'(£)0,N; 9+(“’<)axj)at o 0

On integre ensuite sur {2 pour obtenir, pour presque tout t,

Q

Q
. ON, 00
+/a()8t ; 9dz+/(ul()axj)0t ,axjcm 0
Q Q
Ainsi, pour presque tout ¢,

/Kij (f) 8th8tNidl‘ - /DUAN]@dem

’ ! ON 00
@a:j 81’]-

Q Q Q
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

Puis, par intégration entre 0 et 7 ou 7 € [0,7], et en utilisant les hypotheses émises

et les définitions des normes considérées :

dx: norme sur V" (par définition de la norme hilbertienne

N2 = [ 9NN

Q
de l'espace produit, V étant muni de la norme définie par le produit scalaire de
type Poincaré, conséquence directe de la définition de V et de la généralisation de

'inégalité de Poincaré).
Les hypotheses émises permettent alors d’affirmer que:

/ (R(2)0,N,9,N)dt > a / N2 dt
0 0

et
L D, L
/ / Dy, VN, V(9,N))dxdt = -3 / / 0, (wvz-.wvj) dedt
Qx[0,T) 2 Qx[0,7]
Dij = - Dz’j - =
= 5 (vM-.VNj) (r)da = = (VNi.VNj) (0)dzx

Q Q

SN~ 24 N(o) .

ij

v

De plus, a I'aide de l'inégalité de Young, on a, pour ¢ strictement positif a choisir

au moment opportun de la démonstration,

/

Q

7 I €
/ 0 ()N dir < C'(2) |86 + - 0N
Q

Q/u

ou C” () dépend de |,u§€|LOO(Q) :

1 (f;)V N;.UO,N;

9
dr < C(e) IN; + 5 1N

ON, 060
kY 2k 9 N ——
i (f) Oz, % "Ox;

de < C(2) |NJ; + 5 |ON];

ﬁe’ et C(e) dé enddeuﬁ H U
et CE) e -

(Lee(@)n
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

Ainsi, on obtient I'inégalité (¢), pour tout 7 de [0,77,

o [1ONE e+ SINGIE < ) 4= [N+ CE) [ NG ds
0 0 0

).

oit O(e) = CCe. ey [0, o+ [0 10T

On choisit ensuite € assez petit pour que le terme ¢ fOT \@N]idt soit absorbé par
le premier membre de I'inégalité (il suffit de prendre, par exemple e = ¢y = §). On

obtient alors en particulier I'inégalité suivante :
vre 0], NI < CN8) + Cla) [ ING)IE ds.
0

On utilise ensuite le lemme de Gronwall ([24],p.672, vol. 2) pour obtenir la majora-
tion uniforme suivante:
pour tout 7 dans [0,7] [[N(7)|> < C’l(NO,Q)/ Cl(eo)ds
0
= Cl (NO,Q)TC(FEO)

C1

Ainsi, N demeure dans un borné fixe de (L*(0,7;V))" et a fortiori, il existe une

constante C telle que pour tout p € |1, + o]
HNH(LP(O,T;V))” <G

puisque T est fini. On réutilise ensuite 1'inégalité (¢) pour obtenir la majoration sur

la dérivée par rapport au temps:

9/|@Nﬁﬁgca
2 0
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

1.2.2 Mise en ceuvre d’une stratégie de point fixe

On énonce un premier lemme de démonstration immédiate.

Lemme 1
La famille de fonctions N = N(f1,fa,....,fn) reste, indépendamment de f, dans
un borné fire de X = (L*>(0,T;V) N HY(Q))", lorsque £ parcourt (H'(Q))".

v Preuve

Ce résultat est immédiat d’aprés les estimations trouvées dans la proposition précédente.
On déduit de celles-ci que N reste dans un borné fixe de (L*(0,7;V))" (cela essen-
tiellement par le fait que N est dans V", donnée initiale réguliere) et que 9;IN reste
dans un borné fixe de (L%(Q))". n

Notation et stratégie

Pour mettre en oeuvre une méthode de point fixe, on recherche un espace de Banach
a dual séparable (en vue d’obtenir des informations sur la métrisabilité de la topo-
logie faible sur les bornés, d’apres le théoreme I11.25°, p. 50 de [18]). En outre, pour
disposer de propriétés de compacité pour la topologie faible, on introduit I'espace

réflexif, pour py fixé dans [2, + oof,
Xy = {L7(0.1;V) N HY(Q)}" (IL.1.9)

et

K = {V € X, [Vly <C.oiC=1/C?+C3 V(0,) = NO} (IL.1.10)

le borné relatif au lemme précédent.
X,y = X

Po

De la considération de I'application S, : (bien définie en vertu de la

1 f>N
proposition 2) et des calculs précédents, il résulte la propriété suivante:

31



1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

Lemme 2
L’ensemble K est stable par l'application S,,. De plus K est un ensemble non

vide, convexe fermé borné de X, et donc faiblement compact de X, .

v Preuve

Le premier point est immédiat d’apres le lemme précédent. En outre, K est une
partie non vide (par définition de N), convexe, fermée. Sachant que I'espace X, est
réflexif (c’est pour cela qu’il a été choisi), la propriété voulue résulte du corollaire
II1.19, p. 46 de [18]. [

Proposition 4

L’application S, admet un point fize, solution du probleme de départ.

v Preuve

On considere donc 'application S, lorsque X,, est muni de la topologie faible
0 (Xpy,(Xp,)'), qui lui confere la structure d’espace vectoriel topologique localement
convexe séparé. Pour mettre en oeuvre un théoreme de point fixe de type ” Schauder-
Tychonov”, il suffit de montrer que S, est une application faiblement-faiblement
séquentiellement continue de K dans IC. Pour cela, considérons une suite (£7),en
d’éléments de X, convergeant faiblement dans X, vers f.

Les fonctions N et 9;N restant respectivement dans des bornés fixes de (L (0,7 V))"
et de (L*(Q))", on peut en extraire des sous-suites faiblement convergentes (on no-

tera N% et 0;N% les "dernieres” des sous-suites extraites). Ainsi,

X
IN € X,,, tel que N%* X N et N € K.
Il nous reste a montrer que
N =Sy, (f)

On a donc la propriété de convergence

N Q)
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

Or, pour tout g € IN, les probleémes linéaires associés (P, (f,,)) s’énoncent sous

forme variationnelle par: N% € CetVV € V", p.p.ent,

/ Kij(f4 )0 N#Vidz + / Dy VN . VVdx + / 1((f)i) ViV NI Uda

Q
9k
on, )maedx:o.

Q Q
i ‘A l 1y ==
+/U(f4k)‘/; 9d1’+/(ﬂz(qu) axj aa:j
Q Q

Par compacité de I'injection de H*(Q) dans L*(Q) (théoréme de Rellich-Kondrachoff),

on dispose des convergences suivantes :

ppdans Q
—) f

f

dk

et, comme K est une matrice de fonctions régulieres (de classe C°), on a:

Kyj(f, ) Vi 222 Ky £)Vi

A T’aide du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, et en considérant
dans L? (Q) le produit d’une convergence forte et d’une convergence faible, on ob-

tient :

/Kij(qu)atN;LkVid$ e K;;j(f)O.N;Vidzx.
Q Q

On effectue de méme pour les autres intégrales de I’équation en utilisant le fait

)

g ,
,etc... | sont bornés
ox k

techniquement essentiel ici que les coefficients d’état <,u’ ,

et continus.
L’application trace en ¢ = 0 étant continue fortement de X, dans L*(Q) et

linéaire, elle y est faiblement faiblement continue et donc

N(0,.) = N°
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1.2 Condition au bord de type “Dirichlet homogene”

On obtient & la limite, pour tout V de V" et presque partout sur |0,7]: N € Ket

/ K (£)0;N,Vidx + / D;; VN, VVidz + / 1 (f:)V;V N, Udzx
" ’ ONY\ - 90
W)V L 9N 1 9 g
v [oamasans [ (G ) vighar=o
Q Q
\ N(0,.) = N°(.).

Il s’ensuit, d’apres la propriété d’unicité, que

Le point d’accumulation 3, (f) étant indépendant de la sous-suite extraite du fait
de 'unicité de la solution au probleme parabolique linéarisé (P, (f)), on en déduit
que toute la suite (N9) _y converge faiblement dans X, vers N = S, (f). L’ap-
plication S, est donc faiblement faiblement séquentiellement continue de K dans
IC, faiblement compact. D’apres le lemme de Schauder - Tychonov, elle y admet un
point fixe noté N. Ainsi, parce que pour tout i € {1,...,n} et avec la convention de

I'indice répété,

4 ON,\ 00
o' (N)AO + (uf(N) ) —
83:j ax]’

1 (N;)U.VN; = div(u(N;)U), car div(U) =0

= div (<:Z‘(N)ﬁ@) ,

ce qui légitime a posterior: la formulation du probleme paralinéarisé, et on peut

énoncer :

IN € (LP(0,T;V) N HY(Q))™, tel que,
pp. t€[0,T], ¥V e (LX0,T; V)",
®) { (KMN)ON,V) +d(N,V) + UN,V) + ¢(N,§,V) =0
N(0,.) = N°.

Or, d’aprés le lemme 1, pour pg pris dans [2, + co],

S (Xpy) C X C X, (I1.1.11)
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogene”

et donc, a fortiori, tous les points fixes de I’application 3, et donc, en 'occurrence,
N est en particulier dans (L*>(0,7;V))". ]

1.3 Condition de type “Dirichlet non homogene”

On décrit ici le raisonnement utilisé pour démontrer directement ’existence d’une
solution au probleme avec condition de Dirichlet non homogene sur la partie du bord
(Ce UTy). Pour cela, il nous faut d’abord donner des hypotheses de régularité sur les
données le long de la frontiere parabolique ({0} x Q[ J]0,7[x0f?), en vue d’obtenir

des solutions fortes.

Hypothese 3
Soient les hypotheses de régularité sur les données au bord suivantes :

Vi e {1..n},

B Nbord
NPord admet un relevement NP dans H*(Q), avec ——— = 0 surTy,

on
NPerd >0 p.p. surl, UT,,
N € KNL>®(Q) et N? >0, p.p. dans Q.

(I1.1.12)

On considére désormais £ = (f1,....f,) | un vecteur pris dans (H'(Q))"et (P (f)) le

probleme
( Trouver N € (L=°(0,T; H' (2)))", tel queN(t) € Kp.p.ent,dN € (L*(Q))",
vérifiant VV € (L*(0,T;V))" et p.p.entsur |0,T|, Vi € {1..n},
7 f . .
/ O.N;Vidz + / 00) o, Ny + / Di;VN,VV,dz
0 Q

o . ONL\ 00
"(f)U.VN; + o' (f)A8 (£ — | Vidz =0
+ [ o oo+ (it 5 ) 77| vids

N;(0,.) = Nio7

associé aux conditions latérales :

bord ON; = 00 )
N; = N} surT. UTy, — =0surl},U.n=0 et — =0surl} (1<i<n).
\ on on
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogene”

Proposition 5
Sous les hypothéses précédentes, et pour tout £ pris dans (H*(Q))", le probléme
(Pyin(£)) admet une solution N appartenant a (L>(0,T; H' (Q)) N H'(Q))™ et une

seule.

v Principe de la démonstration :

On introduit un changement d’inconnues

N; = N; — N}rd
de sorte que
ON;

Ni T.ul's — O, %h‘l - 0, DijANibOTd < L2<Q), NZ(O) c V

Ainsi, pour I'inconnue N = (N 1,...Nn), il s’agit d’un probleme parabolique linéaire de
conditions aux limites homogenes, posé dans V™ & second membre (L?)" avec forme
bilinéaire stationnaire et symétrique et état initial régulier dans V", pour lequel
il existe une solution régulicre (N; € L®(0,T;V), 8;N; € L*(Q)). En outre, grace
aux estimations de type Faedo-Galerkin et de la faible semi-continuité inférieure des

formes convexes fortement continues, on dispose de I’estimation suivante, V7 € [0,77,

/ Kij(f)ath(()tNidxds+l/d(N(T),N(T))dx
Qx0T 2 Ja

1
g}j/ E@me+§/ammﬂmmm
i Qx]0,T[ Q

(#)

en ayant préalablement posé, Vi € {1..n},

E:Mmuvm+ammu(ﬁm%§>
J

00
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogene”

Remarque 2
En réalité, comme N; € L>(0,T;V) et ON; € L*(Q), on a la propriété

N; € C°([0,T]; V) (I1.1.13)
c’est-a-dire

V7 >0, Ni(7) a un sens et Ny() € V.

1.3.1 Estimations a prior:

Proposition 6
L’analyse du probleme paralinéarisé (P, (f)) permet de mettre en évidence les

estimations a priori suivantes :

{ ElCl > 07 tel que, vt € (H1<Q))n ) ||N||(L°°(O,T;H1(Q)))” < Ol (II 1 14)

3Cy > 0, tel que, Vf € (HY(Q))", 10N 20,7120 < Co

ces constantes dépendant uniquement de N°,d,cv, des diverses constantes de Lipschitz
69‘ A2 -
ey 2@

des fonctions d’état, de ||U||(L00(Q))n T,

v Preuve
On réutilise ici 'estimation obtenue dans la démonstration précédente (), en re-
marquant qu’elle peut étre obtenue formellement en prenant dans la formulation

du probleme la fonction-test V; = 0;N;, a priori non loisible car non élément de
h )

L?(0,T;V), mais pouvant étre approchée par le quotient différentiel
élément de L*(0,T;V), car

Ni(t+h,.) — Ni(t,.)  Npord — Nbord
trr.ur, s 2 ) _ N; —— =0 (IL.1.15)
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogene”

On utilise ensuite I'ingalité de Young, comme dans le cas homogene, pour ¢ stricte-

ment positif a choisir au moment opportun de la démonstration,

1 (f;)VN; UB,N;| da

9
< C(e)INI; + 3 9N,

[1r@ansoae < C')|a0q + 5 ONE
Q

ONy, 00
1 (f) ax] atN axj

/

ot C” () dépend de [g ] oo o -

3
dr < C7(e) ||N|!i+§\8tN!i

60’ et C(e) dépend de HWH
1=(Q) (r

)’ I ||<L°°<m)n '

D’ou, pour tout 7 de [0,77,

' d
© o[ 1aNEds S INGIE < N +5/ N[ dt + C(e /HN )2 ds
0

ou C(e) = C(e, |/~L2:|L°°(Q)

On choisit ensuite ¢ suffisamment petit et on obtient alors en particulier I'inégalité

suivante :

vr e 0.T],  IN()|; < CL(N°0) + C(e0) /OT IN(s)I[; ds.

L’estimation ainsi obtenue I’est sur supess / |§NZ ?dx. C’est pourquoi il faut d’abord
[0,7] Q

remarquer que sur H'(Q)

U — (/ Vul?da +/ (trace(u))2d0>
Q (TeUT's)

définit une norme équivalente a la norme usuelle des que do — mes(I'. UT's) > 0. Et

donc, pour N tel que N(t) € K, p.p.ent, on a, avec C* constante

1
N (Lo 0,111 () < CF Z sup ess (/ |§u\2dx +/ (tmce(u))2da>
[0.,7] Q (CUTy)
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogene”

et donc l'estimation sur les gradients fournit (et ¢’est une condition suffisante) une
estimation de la norme H'((2).

Ainsi, selon le lemme de Gronwall et la remarque sur 1’équivalence de norme, N
élément de K demeure dans un borné fixe de (L>=(0,T; H' (Q)))" et a fortiori, il

existe une constante (:“’1 telle que pour tout p € |1, + oo]

||N|| (LP(O’T;HI(Q)))W, S Ol.

On réutilise ensuite 'inégalité (o) pour obtenir la majoration sur la dérivée par

rapport au temps. |

1.3.2 Un théoréme de point fixe

Dans le cas non homogene, les deux lemmes énoncés dans la partie précédente
ainsi que la stratégie envisagée restent valables; nous les rappelons ici, avec les
changement d’espaces nécessaires. Les démonstration similaires a celles de la partie

précédente ne sont pas reproduites ici.

Lemme 3
La famille de fonctions N = N(f1,fa,....,fn) reste, indépendamment de f, dans
un borné fire de X = (L>(0,T; H' (Q)) N HY(Q))", lorsque £ parcourt (H'(Q))".

De la méme fagon que dans le cas homogene, on recherche un espace de Banach
a dual séparable.

On note donc désormais, pour pg fixé dans [2, + oo,
Xy, = {L(0.T; H (Q) N H'(Q)}" (I1.1.16)
et

K:{VEX

o’

VI, <C,V(0,)=N V()€K pp. ent} . (IL1.17)
Po
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1.3 Condition de type “Dirichlet non homogene”

ou C = \/C~’12 + CZ selon les estimations de la proposition 6, et on considere de

nouveau ’application

3 X X . (I1.1.18)
PO PO PO
f— N

Remarque 3
On remarque ict que la définition de 'ensemble K a été changée par rapport au cas

homogéne. En effet, on doit désormais incorporer la contrainte V (t,.) € K p.p.ent,

LU, = Nbord

afin de garder la condition p.p.ent, V(t)

Pour le choix particulier po = 2, on a

X, = (H'(Q))". (I1.1.19)

Lemme 4
L’ensemble KC est stable par Uapplication Sp,. De plus K est un ensemble non vide,

convexe fermé borné de X, et donc faiblement compact de X,

Proposition 7

L’application S, admet un point fize, solution du probléme de départ.

v Preuve
La démonstration de cette proposition est identique a celle donnée dans la partie
précédente. Il suffit de reprendre celle-ci en introduisant la définition de 1'espace X,

donnée ci-dessus. ]
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1.4 Admissibilité physique de la solution

1.3.3 Généralisation a des fonctions d’état moins régulieres

Proposition 8

Le résultat de la proposition 7 reste vrai dans le cadre de régularité

p € WHT®(IR), o' € WHT(IR™).

v Preuve

On sait, notamment a l'aide de suites régularisantes, que toute fonction élément de
WhT°(IR) peut étre approchée par une suite d’éléments de C°(IR) N WHT(IR).
Le résultat de la proposition 5 étant valable pour ce type de fonctions, il suffit
d’approcher p (respectivement (o?)) par une suite d’éléments de méme module de
Lipschitz de C*(IR)NWHT°(TR) (respectivement C*(IR™)NW 1 >°(IR™)). On conclut
alors en passant a la limite, en remarquant, selon la proposition 6, que les estimations
a priort restent valables, puisqu’elles peuvent étre majorées indépendamment des

fonctions d’état considérées par ce mode de régularisation. |

1.4 Admissibilité physique de la solution

Hypothése 4 On suppose dans cette section que Uhypothése (H) suivante est sa-
tisfaite :

‘v’(z‘,‘j),v (1,0 Ti-1,0,T541,50n) € (R4,
oy’
&%’j
V(i,j), Dij = D;;6;; (tenseur de diffusion diagonal).

(3:17"'7xi—1707xi+17"'axn) =0

Proposition 9
Sous l'hypothese (H), la solution du probléme (P) vérifie la propriété de cohérence
physique :

V7 €[0,T) Vi € {1,..n}, Ny(,.) >0, £2 — pp.dans Q. (I1.1.20)
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1.4 Admissibilité physique de la solution

v Preuve
Le principe de la démonstration se fonde sur le fait que I'espace V' est stable par
troncature nulle a I'origine et permet le choix de la fonction test V.= —N~ ou N~

est la fonction définie par:

pp.t €]0,T[, et pp. € 2
N~ (z,t) = max(0, — N(t,x))

Ce choix est loisible puisque I'espace (L>(0,7;V) N HY(Q))" est réticulé. Ainsi,
Vi € {1..n}, et presque partout sur |0, 7|

— | K;(N)O,N;N; dzx — / Dy;VN;.V(N; )dz
+ f 1(N:)V (N, ). idda + /Q o' (N)VO.VN; dx =0
Q Q
Or, Vi € {1..n},
—/DijﬁNj.ﬁ(N,.)dx = —/ Dy;VN;.V(N; )dz
Q Qn{zelR", N<0}

Q
> 0

(d’apres le théoreme de Marcus et Mizel),

/M(Ni)ﬁ(Ni).Ud:c = —/ 1(N;)VN; Uda
Q Qn{zelR", N<0}
=0

(car p est nulle sur IR™, par construction),

/ o' (N)VO.VN; dz = / o' (N)VO.VN; da
Q Qn{zeR", N<0}
= 0
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1.4 Admissibilité physique de la solution

car o est prolongée de fagon que o/(N) = 0 quand N < 0. D’ou I'inégalité obtenue

par intégration sur [0,7], V7 € [0,T7],
/ (K(N)O,N, — N7)dt < 0.
0

i

En utilisant ’hypothese (H), et un prolongement approprié des termes hors de
Lj
(R*)", on a
/ (K(N)O,N, — N7)dt = / O,N, — N7)dt.
0 0
Puis a I'aide d'un lemme d’intégration non linéaire, il vient
T - 1 T
| &maN-Nyie = 5 [ ool
0 0
1 _ _
= S {IN"(DIL = IN(0)]1}
1 _ _
= S{IN"@E - 1))z}
SN
= = T
2 n
puisque (NY)~ = 0. D’ou
[T 2
SIN“(I2 <0
et donc,
vr € [0,T], IN“(7)||2 =0 = N(7,.) > 0 £> — pp. dans .
[

Remarque 4

Pour les modeles moins élaborés ou la somme ZNj est prise a priori constante
j=1
(égale a Ny pour fizer les idées), la méme méthode de troncature de Stampacchia
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1.4 Admissibilité physique de la solution

conduit a la propriété
Vr >0, Vie{l,.,n}, N;(r,.) <Ny pp. en . (I1.1.21)

On choisit alors des prolongements ¢; nuls hors de 0,Ny|, en vérifiant que ce sont
bien des fonctions uniformément lipschitziennes sur IR. De maniére générale, toutes
les méthodes développées précédemment restent valables lorsque les coefficients de

Soret S! sont "des lois de Soret” fonctions des diverses fractions massiques,
N — S/(N)

pourvu qu’on soit assuré d’une dépendance lipschitzienne séparément par rapport a

chaque variable N;.

Dans le cas monodimensionnel (cas d'un colonne capillaire), ["utilisation du lemme

d’Ascoli permet de mettre en relief un résultat plus précis; cela fait 'objet de la

Proposition 10 (Déplacements unidirectionnels, cas du tube capillaire)
Lorsque Q et un borné de R, i.e. Q = |0,L[ et T, = {0}, T's = {L}, T, =0, on
établit que

Vi € {1,...n}, N; € C°([0,T] x [0,L]) = C°(Q). Il s’ensuit la propriété :

IM >0,Vie€ {1,..n} ¥(tz) €Q, 0< Ni(t,z) < M. (I1.1.22)

Les solutions trouvées sont donc physiquement admissibles par cette propriété de

cohérence déduite du modeéle.

v Preuve

On sait que Vi € {1,....,n}, N; € L>=(0,T; H' ()) N C°([0,77; L*(2)) et donc d’apres
[[50], tome 1, p.297, lemme 8.1], on peut choisir dans sa classe un représentant de NN;
scalairement continu de [0,7] & valeurs dans H' (). Ainsi, quel que soit ¢ € [0,7],
N;(t,.) a un sens et définit un élément de H' (2) et

dM; >0, vt € [0,T7], ||Ni(ta')||H1(Q) < M;
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1.4 Admissibilité physique de la solution

Il s’ensuit d’apres un théoreme d’injection de Sobolev que la fonction x — N;(,z)
est holdérienne d’ordre 3 uniformément par rapport a t. Montrons alors la continuité
de N; sur Q = [0,7] x [0,L]. Soit (t,,7,) une suite de Q convergeant dans IR? vers
(t,x). On a

(%) N;(tn,xn) — Ni(t,x) = Ni(tn,x,) — Ni(tn,x) + Ni(tn,x) — N;(t,z)

Or, pour une constante M; convenable,

1
(i) [Ni(tn,zn) — Ni(tn,2)| < M; |, — 2|2

(#7) Sion pose U, (.) = N;(t,,.) pour x € [0,L], on construit une suite de fonctions
(¥,,) de C°(]0,L]), muni de la topologie de la convergence uniforme. On observe que
la famille {W,,}, .y constitue un sous-ensemble borné, uniformément équicontinu; en
effet, par la continuité de l'injection de H' (] 0,L [) dans C° ([0,L])

* [Wallcoqo,ryy = INiltns Ml cogo,ryy = C lINiltns )y < CM; X

ovn, |Un(z) = Un(y)| = [Ni(tn,x) — Ni(tay)| < Milz —y|2,

ce qui implique que, pour £ > 0, on ait

2
o= sl < () = M) = Bl <
(et ceci, indépendamment de n). On en déduit, a 'aide du lemme d’Ascoli que
cet ensemble est relativement compact dans C° ([0,L]). On peut donc en extraire
une sous-suite convergeant uniformément vers une limite x; qui est nécessairement
N;(t,.) (identification rendue possible par le fait que t — N;(t,.) est continue de
[0, 7] dans L*([0,L])), et de fait, par unicité du point d’accumulation, toute la suite
N;(t,,.) converge uniformément vers N;(t,,.) quand ¢, — t. Il en résulte, grace a
(%) et (i) que, lorsque n — 400, N;(t,,x,) converge vers N;(t,x) ce qui implique
que N; € C°(Q) . n
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

1.5 Unicité et stabilité de la solution

Dans cette partie, nous démontrons 1'unicité de la solution, en utilisant une tech-
nique de dualité, c’est-a-dire en recherchant des fonctions-test qui permettront de
conclure. Cette technique, récemment utilisée par J.I. DIAZ pour des problemes de
type Boussinesq (cf. [27] et [28]) ramene la question de l'unicité a I'étude de Iexis-

tence de la solution a un autre probleme ”dual”. Nous détaillons ici cette méthode.

Proposition 11
Pour montrer U'unicité de la solution au probléeme (P), il suffit d’établir l’exis-

tence d’une solution a un probléme linéaire adjoint (P').

v Preuve
Ny
Considérons un a un les différents termes de I’équation, et soient N = | ... et
Ny
N
N=| . deux éventuelles solutions du probleme (P). On soustrait les deux
Ny,

équations vérifiées par chaque solution pour obtenir:

(KM, = Ki(R)DN; ) + (4:(N.Q) = di(N.Q) ) +
(N0 = U(N.0)) + (0:(N.0.0) — 0:(R.0.0)) =0

ott ¢ est une fonction test de (L2(0,7;V))" a préciser, et les applications d, U, o sont
prises sans étre sommées sur i. Examinons un a un les différents termes de cette

équation, apres les avoir intégrés sur [0,7]:
. T o~ o~ A A
Inty = / <Kz‘(N)3th - Ki(N>6thaC> dt
0
_ /at [Hi(Nl,..,Nn) _ ni(Nl,..,Nn)} Cidrdt
Q

G’ée” —/ |:I{i(N1,..,Nn) — lii(va"an)} atgzdmdt
Q
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

pour toute fonction ¢ vérifiant (; (T") = 0 et puisque [/{i(Nl,..,Nn) — /-@"(Nl,..,Nn)} (0) =
K'(N?) — k*(N°) = 0. Ainsi

[ntll == Z <"€i(N1a--7Nj—laNj7"aNn) - %i(Nla-'aNﬁNj-ﬁ-l?“aNn)) atgzdxdt
Q je{l..n}

Ecrivant

I{i(Nl,..,Nj_l,Nj,..,Nn) - Ki(Nl,..,Nj,Nj_i_l,..,Nn) = (NJ - N])/{;(t,I)

on définit, sur deux ensembles &; et Q \ &;, £*-mesurables de @, complémentaires,

K}i(Nl,..,Nj_l,Nj7..,Nn> - Iii(N17..,Nj7Nj+17..,Nn>

sur &;

Ri(ta) =4 o (Nj = NN;) (I1.1.23)
K ~ ~
(Nl,..,Nj,Nj+1,..,Nn> sur Q\g]
al'j

ol
&= {(t,m) tels que N;j # NJ} (I1.1.24)
et 5 est un représentant (dans sa classe de Lebesgue) borélien borné de la dérivée

Ly

(au sens classique), définie £!-presque partout de la fonction lipschitzienne z; —
K'(...,xj,...) (théoreme de Rademacher). On obtient donc 'expression suivante pour
Int}:

Q je{l..n}

Puis, en sommant les équations relatives a chaque composante, i.e. en sommant sur

i € {1..n}, on obtient:

Int; = — / S W =N | Y Kit2)a | | dedt.

Q je{l..n} i€{l.n}
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

Examinons a présent le deuxieme terme de I'équation (E~):

mi, = Y Dy(a) - Y Dy ((W,6))

je{l..n} je{l..n}
je{l..n} Q

- —'Z Dij/(Nj—Nj

= 0, puisque N; — Nj
V]
obtient alors, aprés sommation sur ¢ € {1..n} et intégration sur [0,77],

= 0 par définition du probleme (P). On
Ul

9Gi
de —
es que o

Q je{l..n} 1e{l.n}

On fait de méme pour les troisieme et quatrieme termes de I’équation (E~):

Inty, = /[M(N,) —M(Nz)] U.V(;dxdt

Q
= / (N; — N;)p*(t,2) UV Gddt
Q

ou on aura préalablement défini:

p(Ni) — p(Ni) ,
pr(ta) = N; — N; sur & (I1.1.25)
w*(N;) sur Q\ &;

ou p* est un représentant (dans sa classe de Lebesgue) borélien borné de la dérivée

(au sens classique), définie £!-presque partout de la fonction lipschitzienne p. Puis
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

en sommant sur chaque composant:

Ints = Z (N; — N;) [,u*(t,x)U.ﬁQ dxdt.
iE{l..n}Q

De la méme fagon:

It — / [0 (N) — o(N)] 90.9¢ v
Q

= Z <Ui(N1,..,Nj_1,Nj,..,Nn) —O'i(Nl,..,Nj,Nj_;'_l,..,Nn)) 69§Qdﬂfdt
Q je{l..n}

Ui(Nl,..,Nj_l,Nj,..,Nn) — O'i(Nl,..,Nj,Nj+1,..,Nn) = (N] — NJ> S;(t,l’)
ou l'on a posé, selon le méme principe:

O'i(Nl,..,Njfl,Nj,..,Nn) - O'i(Nl,..,Nj,NjJrl,..,Nn)

, = sur &;
Site) =1 gyir Ni = N (I1.1.26)
o . .
L. (Nl,..,Nj,NjJrl,..,Nn) sur Q\Sj
j
D’ou
Ity = [ | S0 (N = ) Site) | V0.VGdadt.
Q je{l..n}

Et, en sommant sur chaque composant:

Inty= [ Y (Nj—va) S Sita)VO.VG | dadt
Q je{l..n} 1€{l.n}
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

On obtient alors I’équation suivante:

(

[ 2 (5-5) |- ¥ weone- 3 g

(T) Q je{l..n} ie{l.n} ie{l.n}

+u () UNG+ Y Sita)VO.VG| | daedt = 0.

L ie{l..n}

Intéressons-nous au probleme rétrograde d’inconnue ¢ = (¢;), suivant:

(= Y Kt — Y DyAG+p(ta)UNG+ Y Si(ta)VO.V( =
ie{l.n} ie{l.n} ie{l.n}
(P)) dans [0,T] x €, (1<j<n),
G(T)=0
¢Gi=0sur',ul %zosurFl (]
Y T om ‘

Remarque 5

Les fonctions «!, pi*, Sidéfinies par les équations (11.1.23), (11.1.25) et ( I1.1.26)
sont des éléments de L>*(Q) dés que les fonctions d’état sont séparément lip-
schitziennes par rapport a chaque variable, hypothese que nous considérerons vraie

dans notre analyse.

Proposition 12

Le probléme (P') admet une solution unique.

v Preuve

(P') est un probleme linéaire parabolique rétrograde a coefficients dans L>°(Q). Pour
démontrer 'existence et I'unicité de la solution d’” un tel probleme, il suffit d’effectuer
des estimations a prior: afin d’utiliser le théoreme de J.L. LIONS appliqué aux

équations vectorielles comme dans la démonstration de la proposition 5. ]

La dépendance des solutions au cours du temps par rapport a ’état initial fait I’'objet

de la proposition suivante :
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1.5 Unicité et stabilité de la solution

Proposition 13

Le probléeme (P) admet une solution unique. En outre 'application (non linéaire)
qui a N° dans HY(Q)" fait correspondre N dans [L>°(0,T; H'(2)) N HY(Q)]" est
localement lipschitzienne de L*(Q)"™ dans L*(Q)".

v Preuve
En prenant précisément pour fonction test ¢ la solution du systeme rétrograde as-
socié (P') et en introduisant 1’équation vérifiée par ¢ dans 'expression (f), on obtient

immédiatement :

2
=0

HN N
(L2(@Q)"

et donc, compte-tenu de la régularité des solutions,
vt e [0,7], N(t,.) = N(t,.) £3 — pp. dans Q.

Pour démontrer la stabilité de la solution du probleme (P), considérons N (resp.
N) la solution relative & N° (resp. N°). Alors, reprenant la méthode précédente et
pour le méme choix de ¢, il vient, a la suite d’intégrations par parties loisibles

2

(%) IN-N

Z (N0 = k() = NP + 1(N©).¢(0))

(L2@Q)" £2(9)

Or, p.p. en t et presque partout dans €2, et pour i € {1,....n}

0 \70
(3 -5
j=1

(o) NP NP (PN - ()| < NP - NP

ok;
aZEj

L°°(]R")>

et, par ailleurs, d’apres les résultats généraux sur les équations paraboliques linéaires
a propos de la dépendance continue des solutions en fonction des données (cf. notam-
ment R. DAUTRAY-J.L.LIONS [24] , vol. 8, chap. XVIII, §3 et 4), (ici ¢ est solution
relativement & une donnée initiale nulle et un terme de source égal & N — N), il
existe une constante C*(dépendant a priori de Q,T,U, 0, et des fonctions d’état)

telle que:

2

(@)

A

(* * *) |<(0)|L2(Q)n < |C|CO([O7T];L2(Q)7L) < C"IN—-N
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1.6 Dépendance de la solution envers le coefficient de Soret

En conséquence, d’apres (%), (%), et (x * *) et grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
il existe donc une constante C' (qui dépend essentiellement de la constante de Lip-
schitz C* et des modules de Lipschitz des fonctions partielles x; — k;(...,xj,...)),

telle que

HN—NH gc‘NO—NO (I1.1.27)
(L2Q)"

1.6 Dépendance de la solution envers le coeffi-

cient de Soret

On montre ici, que dans une situation donnée, et pour des coefficients de Soret
évalués avec une erreur de 'ordre de ¢, I'erreur résultante sur 1’évaluation du vecteur
des fractions massiques N est, au sens de la moyenne quadratique sur ), de méme
ordre (un résultat de forte stabilité locale envers le gradient thermique de méme

type est aussi donné).

Proposition 14
Considérons une famille de coefficients de Soret Sy = (S)i=1.. et les fractions
massiques des composants associées N = (N;)i=1.pn.
Soit K un pavé compact de (IRT)", centré en Sy, S; € (IR*JF)”.
Alors, 3Cx > 0, VS, € K( de solution associée N),

IN — N[220y < Cx|Si — Silme- (11.1.28)

En d’autres termes, Uapplication non linéaire qui & {Si¥1<i<n (resp. VO) fait cor-
respondre N est localement lipschitzienne de R" dans L*(Q)™ (resp. de L=(Q)"
dans L*(Q)").

v Preuve

De la méme maniere que pour la démonstration de la proposition précédente et par
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1.6 Dépendance de la solution envers le coefficient de Soret

considération du systeme rétrograde (P’), on introduit deux familles de coefficients
Soret (S})(1<i<n) (resp. (Sti)(lgign)) et les solutions du probleme correspondantes

A

(N3)(1<i<n) (resp. (N;)(<i<n)). Alors, on a

o' (N) — ¢'(N) = (5! — SH)7(N) + Si(r'(N) — 7(N)), on 7" € WH®(IR).

En prenant alors la méme fonction test ¢; ot le terme (0f(N) — ¢/ (N))V6.V(; est

remplacé par Si(7'(N) — 7¢(N))VO.V(,, il vient, mutatis mutandis,

IN=N[tegy = — >, /Q(Sf—ﬁg’)Ti(N)wvgdxdt

1<i<n

< C (I8l gy max il ) 11Se = Sellw lICllz2(0.7:ar: 0y

(d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz). Sachant que {(; }1<i<n est une solution rela-
tivement a une donnée initiale nulle et d’apres les résultats généraux sur les systemes
paraboliques linéaires (de dépendance des solutions par rapport aux données) a
données “second membre L?” et mettant en ceuvre des opérateurs du second ordre

avec partie principale symétrique, on dispose de I’estimation suivante

¢l 20,711 (@) < [ICl[ 1@y < CFIN = N|(z2(@))n

ol la constante C* dépend a priori de 69, U, des modules de Lipschitz de 7¢, pf, Q, T
et surtout de {S’;}z, ce qui donne le caractere localement lipschitzien du résultat

final énoncé. On obtient finalement,
IN = Nl[z2@n < Ck (QaTyllwl\(L?(m)mm?X HU"HLw(R)’U) IS¢ = Stllmn

pour (S;,5;) € K x K. ]

Remarque 6
On peut noter que dans le cas plus général de lois de Soret S; = Sj(z) , avec
Si e L2(Q), VO € L®(Q), on obtient le résultat équivalent

IN = Nl zz@)n < CoellSt — Siell 2 (I1.1.29)
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1.6 Dépendance de la solution envers le coefficient de Soret

avec des propriétés de dépendance de la constante Ci,. similaires.
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Chapitre 2

Une formulation mixte pour une

méthode volumes finis

On effectue dans cette partie l'analyse numérique d’un schéma
de type volumes finis fondé sur une formulation mixzte. On exhibe
notamment les trois conditions “Inf-Sup” nécessaires a l’analyse
du schéma. On démontre ensuite, sous certaines conditions, la

convergence du schéma numérique.

2.1 Probléme considéré

Dans toute la suite, nous noterons par n. le nombre d’inconnues (i.e. le nombre
de constituants du fluide), afin d’éviter toute confusion entre ce dernier et l'indice
de discrétisation en temps.

Nous présentons ici un schéma numérique fondé sur une formulation mixte (cf.
en particulier [60] et [61]) et du probleme et pour lequel nous effectuons 'analyse
numérique.

Dans un premier temps, nous décrivons le maillage adopté et présentons les différents
espaces et notations utiles a I’analyse. Apres un résultat d’existence et d’unicité pour
le probleme d’évolution, nous démontrons alors des résultats sur les erreurs d’ap-
proximation commise dans le probleme stationnaire. Nous étudions enfin le probleme
d’évolution et présentons des résultats de consistance et de convergence du schéma.

La difficulté principale de cette étude numérique réside dans la vérification des trois
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2.2 Notations

conditions Inf-Sup associées a la formulation mixte utilisée. Le choix des espaces de
discrétisation succeptibles de vérifier ces conditions doit étre fait avec précaution.
Notons de plus que nous traitons ici un systeme et non pas une équation scalaire.
Nous verrons que sous des hypotheses ad hoc sur les tenseurs de diffusion et d’ad-
sorption introduits (hypotheses conformes a la réalité et justifiables par ailleurs), il
est possible de démontrer la convergence de la méthode. Pour finir, nous faisons le
lien entre la discrétisation proposée et les méthodes volumes finis (une large descrip-

tion de ces méthode et leur application a tout type de probleme est donnée dans
[33]).

Remarque 7 Les développements a venir détaillent ’analyse numérique d’un schéma
avec l'obtention notamment de résultats de convergence et de consistance dans le
cas de faibles nombres de Péclet (situation ot les phénomenes de diffusion sont
prépondérants sur la convection, ce qui est le cas pour des fluides trés visqueux

soumis a la convection naturelle dans un gisement).

On s’intéresse donc dans un premier temps au probleme stationnaire suivant:
~div (D(VN)) + KN = [ (N) A9

qui se rééerit, Vi € {1..n.},

— Z Dy AN, + Z KijN; = fi (N,x) .

1<i<n, 1<j<nc

- = ~ T
On pose alors p = D (gradN) . Un probleme équivalent est donné par, Vi € {1..n.},

—div (p;) + Z KijN; = fi (N,z) (11.2.1)

1<j<ne

2.2 Notations

On modélise le milieu par une colonne plane rectangulaire, dont on effectue un

maillage régulier a 'aide de rectangles.
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2.2 Notations

Soient les espaces fonctionnels suivants:
Wy = (H(div,Q))", Wy = ((LQ(Q))Z)”C, M, = (H;(Q))", My = L*(Q) (11.2.2)
munis de leurs normes usuelles, auxquels on associe les espaces discrets
Wi, € Wh, Way, C Wo, My, C My, My, C M. (11.2.3)

On définit aussi les espaces

— Py(K): espace des fonctions constantes sur K

— P o(K): espace des fonctions linéaires en la premiere variable sur K

— Py 1(K): espace des fonctions linéaires en la deuxieme variable sur K

— @Q1(K): espace des fonctions linéaires en chacune des variables sur K.
On notera (By)p, (resp. (Up)p) la famille de triangulations associée a Wy, (resp. Mip,).
On construit ensuite les maillages Q1 (resp. Qo) en reliant les milieux des faces

horizontales (resp. verticales) de P,. On note alors K une maille de P,, K* une
maille de U}, et K* une maille de Qp = Q11, U Qap,.

—— Maillage principal Uy,

»
L J
'

| m— Maillage dual B,

= Maillage th

—* Vectoure

Fiac. 2.1 — Visualisation des différents maillages

On peut alors donner la définition exacte des espaces d’approximation

My, = {u" € (Hg(Q))"; VK* € Up,uf, , € Qi(K*)}
My, = {u" € L*(Q); VK € Py, u"|, € Py(K)}.

Wiy = {p" € Wi, VK € Py, pll| € Pro(K) x Po1(K)}
Won = Vect{eg:, K* € Qu}".

(11.2.4)

On est ainsi en mesure de définir les applications suivantes:
VG € (L*(Q)%)",p; € H(div,Q)" v € L*(Q),N € (H}(Q))",
— m'(p,q) = /ﬁiq]-da; ° dZ v,N) Z KU/vadx
Q

1<j<n,
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2.2 Notations

~ bi(v,p) = / vdiv(p;)da - Y Dy / VN, .Gdx

1<j<n,
— (v / fivdzx.

On associe a ce probleme la formulation mixte primale duale suivante

Vi € {1..n.} ,trouver (p;,N;) € H (div,Q) x H} () solution de

{ Vg € (L*(Q)*)", m'(p,q) +a'(N,g) =0 (I1.2.5)

VYo € L2(Q), b'(v,p) + d'(v,N) = l}(v).

On introduit ensuite les opérateurs R et R* dont nous donnons I'expression sur
Wlh et Mlh

Vp' € Wi R(p") € Way, et R(p") = Y (;5h.em) e, ex (11.2.6)
KteQy

oll It est 'aréte d’une maille K de P, incluse dans K* de Qp,,

V' € My, R*(u") € Way, et RE(u") = Y (Vu em) o, s exc (11.2.7)
KﬁEQh

oll o+ est Iaréte d'une maille K* de U}, incluse dans K* de Qp,.

On définit alors les applications d’approximations numériques pour tout ¢ de

{1..n.}

mz(ﬁ,d):/QR(pz)qzdx et dZ (v,N)

Z Z]/HOh ) vdz.

1<j<n,

et les espaces WY, et Wy, définis par

WP, = {p" € Wi, Yo" € My, b'(v" ") = 0}
W2Oh = {gh € Way, Vp" € Wlom mh( P".q ) = 0}.
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2.2 Notations

On considere ainsi le probleme discret associé

Trouver <p~h,Nh> € Win x My, tels que

vie (L, ] Y0 € Wanmi (7".0") +a'(N".g") = 0
T Yot € My, bt ph) + di (v NP = 1F(0").

Dans un premier temps, on énonce deux lemmes préparatoires, déja établis dans

65).

Lemme 5 On établit le résultat suivant sur l’erreur d’approximation numérique:
Vi € {1.n.}, VYN € My, |N/' — o (N}) lloe < Cih||N!1.0 (I1.2.8)

v Preuve

On consideére K* une maille de Uy, et on définit par (K})i<;<4 les quatres rectangles
obtenus par subdivision de K* par les arétes des mailles de P,. On raisonne par la
suite sur I'un des ces 4 rectangles, que 1’on note de maniere abusive K. Les valeurs
de N aux noeuds de K sont alors notées (N7),<;<4. Ainsi, & l'aide d’une formule

de quadrature exacte sur Py o(K) x Py1(K) (cf. [65]), on calcule I'intégrale

? 1
[N T = [ N (V= N+ (2 - )
K
N + N? N + N}
+(T — N+ (T - N;})?
N} + N} NE+ N}
HT — N+ <T - N;})?
NI &+ N2+ N3+ N4
+4( z+ ZZ z+ ) _Nil)Z):|

et donc,

2
/ (N} = o p N2 dax < 2 (N} = N!)?+ (N} = N7)? + (N} = N})? ]
K
Or,

~ 1
JONRdr = S [(NF = NP 4 (NE = V] NP = NP 4 (V) = N

N = N2 4 (N = N2 4 Nf— N2 4 (V= N
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2.2 Notations

et la comparaison de ces deux estimations nous permet donc d’écrire,

~ 3
NI dz > NI — Ty, N2 dw.
JONde = o [ (VTN e

Le résultat vient immédiatement en sommant sur tout le maillage Uj,. |

Lemme 6 On a la majoration suivante:
Vi € {L.n.},YN!" € My, | N!'oo < Cf|[Hopn (N lloo- (1I1.2.9)

v Preuve

VNI € My, VK* € Uy, en reprenant les mémes notations que dans la démonstration

précédente,
2o N} + N?
/ (N)de = | 2((ND)? + (N2)” + (NF)” + (N))?) + ()"
N} 4 N? N} + N} N7 + N?
T P+ ( y
2 2 2
N} + N? + N? + N}
4 3 ) 1 (] 2
+4( 1 : }
et donc,
2h?
/ (N!Vde < =5 [(ND? 4 (N2 4 (V)2 + (N})’]
8 2
< 5/ (Ton(N]))™ da

(par décomposition sur le maillage Up,). Le résultat vient a nouveau en sommant sur

tous les quadrangles.

Théoréme 1 Le probleme (P,) admet une solution unique.

v Preuve
La démonstration de ce théoreme se fonde essentiellement sur le fait que dim(Wy;)+

dim (M) = dim(Wayp,) + dim(May,) ce qui permet de ramener 1'étude de Pexistence
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2.2 Notations

de la solution a celle de I'unicité. Elle fait en outre intervenir la théorie de R.A. NI-
COLAIDES (cf. [56]), et en particulier une condition de type ”inf. sup.” subordonnées

a l'existence d’'un réel ot vérifiant

i Nh ~h
inf  sup @ (NL)

L o >0 (I1.2.10)
NreM, ghewy, NP {1 ’

(IL.2.11)

La démonstration de telles conditions se fonde ici sur ’hypothese techniquement
essentielle de pseudo-ellipticité des tenseurs D et K, donnée par (H).
On considere donc le probleme homogene dont on veut montrer que la solution est

nulle. En prenant pour fonction-tests les fonctions suivantes

g = R*(N}]") et v = Ty, (N},
on obtient apres avoir sommé les équations du probleme (P,)

mj, (p,R*(N")) + o' (N*, R*(N"))

vVl <i < n,g, , _ .
b (o n (N]),p") + dj, (Lo 5 (N]),N") = 0.

On utilise ensuite une formule de Green discrete que 'on démontre par un calcul

direct élément par élément et qui est donnée par
my, (B, R (N")) = =0 (Ton(N;").8"), (I1.2.12)
d’ou I’égalité obtenue, apres avoir sommé sur chaque composant

> d(NVRI(N") + Y d; (T (NP N") = 0.

1<i<n, 1<i<ne

A Taide de la propriété (H), puisque

> d (Mo u(NHNY) = > K / o (N;) o (N;)da (11.2.13)

1<i<n, 1<i<ne
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2.3 Résultats sur 'erreur d’approximation

on a,

S A (Toa(NP).NY) > a [T u(NY) By, ) > 0

1<i<ne

et donc

ST (N R(NY) <0,

1<i<ne

et, toujours a I'aide de conséquences directes de (H),

IN'10=0,Vie {l.n}

2.3 Résultats sur ’erreur d’approximation
Considérons le probleme non homogene stationnaire suivant

(ﬁhaNh> e Wlh X Mlh
Vgl e W. i (sh Fh i((NP Gh) = Li(gh
vie{ln} {0 E 2hs 15 (P a ) +a'(N"g") = Li(¢")
Vvh - Mgh, bl(vh,ph) = ll(vh)‘

()

ot L' est définie par: ¢" € Wy, — Li(¢") = /g.cjhdx, g étant un élément de
Q

L*(Q)". Comme le montre la théorie de R.A. NICOLAIDES (cf. [56]), généralisant

la théorie de Babuska-Brezzi, I’étude d’un systeéme de ce type passe par la vérification

de trois conditions Inf-Sup, données par

inf  sup 77)12(]5}1,?: ) > a; >0
W, grews, [1D[1-1"
(NP Gh )
inf  sup % ay >0 (I1.2.14)
NheMyy, Gghewd, ”N HHq H
bz’ h =h )
inf  sup (v2.7") as > 0.

vheMan gheviy, 1D |V" ]
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2.3 Résultats sur 'erreur d’approximation

Les espaces de discrétisation proposés plus haut sont construits de maniere a ce
que ces trois conditions soient vérifiées. Pour plus de détails sur la vérification des
conditions Inf-Sup, on renvoie aux travaux de J-M. THOMAS et D. TRUJILLO ([64]).

On démontre alors le résultat suivant:

Lemme 7 La solution (p" N") du probléeme (P) vérifie:
JC' > 0, indépendante de h, telle que

15" |1 (aiv.2yre + IN"|w.0yre < C{llflog + llgllon}- (IL.2.15)

v Preuve
La démonstration de ce lemme découle de la considération des fonctions test parti-
culieres ¢" = R*(N") et v" = Iy, (N!") dans la formulation du probleme (P7). Des

lors, on a

mi (5, R*(N™)) + o' (N" R*(N")) 4 b (Il N} p) = L'(R*(N")) + [Ty, N)").

)

La formule de Green discrete nous assure que

mZ(ﬁ,R*(Nh)) = _bl(HO,hNhaﬁ)

)

Ainsi, apres avoir sommé sur i € {1..n.}, on obtient

S G(NNRNM) = Y L(R(NY) 4 U (T N,

ie{l..nc} ie{l.n.}
En utilisant, comme dans la démonstration précédente, ’hypothese (H), on obtient

I'inégalité

Do a(NUR(N") < 3 LU(RY(N) + 1 (IlypNy).

1€{l..nc} i€{l..nc}

Des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré permettent ensuite de conclure a

I’existence d’une constante C' > 0 telle que

vi € {L.nch, [N'lia < C{llfllog + llglloa}-
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2.3 Résultats sur 'erreur d’approximation

On démontre de méme qu’en prenant pour fonction test ¢* = R(p") dans la premiére

équation de (PY), on obtient
my, (0" R(p")) + o' (N"R(p")) = 0
qui permet de déduire, a I’aide du résultat précédent, que

vi € {L.nch, i llog < C{llflloe + llglog}-

Et enfin, en prenant pour fonction test v" = div(p!) dans la deuxieme équation de

(P7), on a, en utilisant le lemme 5

vi € {L.nc}, div(pi)lloa < C{lfllog + llglloal,

ce qui permet de conclure. [ |

On est alors en mesure d’établir le résultat sur 'erreur d’approximation donné

par

Théoreéme 2 Soit (N,p) la solution du probléme (P). Si (N,p) € (H*(Q)x(H'(Q))?)"
et div(p) € (H'(Q))", alors, 3C' > 0 indépendante de h, telle que,

15 = 2" |1 (aiwyme + IN = N*[[ @y < Ch{|div(p)la. @y + [Blagye + N[0}
(I1.2.16)

v Preuve

On considere 7" et m" deux éléments quelconques de Wy, et My,. On a, V§" € Wy,
my, (p" —7,¢") + a'(N" = m" ¢") = m'(p — #,§") + ' (N — m",¢") + mj, (7" ,") — m'(7",q")
De la méme maniere, Yo' € My,

bi(vh7ﬁh - fh) + th(Nh - mh7vh) = bi(vhvﬁ - fh) - dz(mhﬂ}h) + di(vah)‘
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2.4 Etude du probleme d’évolution

Et donc, a 'aide du lemme 7, apres avoir sommé sur l'indice ¢, il vient,

15" — 7| e aivyne + IN" —m”|
O{”ﬁ — fh”(o,g)nc + |N — mh](LQ)nc R(fh) — fh”(o’g)nc +

[div(p — 7)[l00)me + [N = To.n(m") | 0.0 }

(19)me <

On déduit aisément le résultat en utilisant le lemme 5 et des inégalités triangulaires.m

2.4 Etude du probleme d’évolution

Dans cette partie, nous nous ramenons au probleme initial d’évolution. Nous
nous plagons toutefois dans le cas d’'un systeme a petit nombre de Péclet, i.e. ou
les phénomenes de diffusion sont prédominants par rapport aux phénomenes de
convection. Cette hypothese, bien qu’elle soit faite ici pour simplifier I'étude, est
justifiable dans toute situation ou le mélange est fortement dilué, i.e. chaque espece
est peu concentrée (ce qui donne donc lieu a de forts gradients de concentration). Afin
d’effectuer une discrétisation en temps du systeme, pour un pas de temps At = %
fixé, on pose t, = nAt et on note alors N;(nAt,x) = N, ,(x), pi(nAt,x) = pin(x).

Introduisons donc le probleme défini par la formulation variationnelle suivante

Trouwver (ph 1 NI ) € Wiy, x My,
v~h€W ’ i (~h 7~h + iNh ’~h =0

vie{Lng,{ "0 €Wt @)+ Moy @) =0
Vo' € MQh, bz(v 7pn+1) + Ed;L(U aNn-i-l - Nn) = llm(v )

2.5 Consistance du schéma

Dans cette étude, on commence par définir ’équivalent d’une projection de la
solution exacte sur I'espace discret W7y, x My,. Pour cela, on définit a chaque instant

nAt, le couple (®p" y)N") par I'intermédiaire du probleme stationnaire suivant

trouver (®pl Nt € Wiy, x My,
Vg € Wap,, mi(®p2,3") + a'(yN,G) =0 (11.2.17)

n n

Vvh € MQh; bl(vhvcbﬁ'Z) = bi(vhJa?L)‘
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2.5 Consistance du schéma

Ce probleme ayant été étudié au paragraphe précédent, et sachant que
| @Din — Dl H(div,0) + ¥ Nim — Nipl| < Ch, (I1.2.18)

il nous reste & étudier l'erreur entre (®p2 y)N") and (p7,N"). On pose alors pour
tout n =1,....N

E}' = ®p;, — P, et E* = (E}),
el =9YN;, — an et e" = (e}),.

)

On peut ainsi écrire, Vq;, € Woy,
mj (B",¢") + a'(e"".q") = 0.

De plus,

1

bi h En+1
(U ? )_'_ At

. . ) 1 .
di (v et — ™) = 1" (uM) + b (W, ®p,,) + Edg(vh,wNnH — YN,).
Puis, a ’aide du probleme initial, on obtient

1 .
thz (UhawNn+1 - ¢Nn)

dﬁz(vhﬂan-i-l - ¢Nn) - di(vhv¢Nn+1 - 7v/}l\In)

) 1 . )
bZ(Uh,EnJrl) 4 thz(vh’en+l _ en) — —dl(?)h,ath) +
1

At

Considérant la solution N comme étant assez réguliere, on établit I'estimation sui-

vante

1
I Y. KadiNin =57 > Ka(@Niwer —¥Ni)loq < C(AL+ ).

1<i<ne 1<i<ne

On utilise ensuite le lemme 5 pour déduire I'inégalité

1
”Kt Z Kallo n (¥ Ning1 — ¥N1w) — (YN — ON) [l

1<Ii<n,

h
= CA—t Z Ki Hle,n—i-l - le,nHo,Qv

1<I<ne
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2.6 Convergence du schéma

et donc pour une solution suffisamment réguliere, on prouve 'existence d'une constante

C > 0, telle que,

1
HE Z Kallon(¥Nijps1 — ¥ Niw) — (W N1 — Y Npa) o < Cohe

1<i<n,

On pose alors

1
@ =y KadiNig = 5 > Ka(¥Nynsr — ¢ Ni)

1<Ii<n. 1<Ii<n.
L ST K Mon( N — M) — (6Niar — 6N,
At = 2l 0,h I,n+1 I,n I,n+1 I,n

On a, d’apres les résultats précédents,

Vi € {1.n.}, 3C; > 0, tel que [|€]']|y o < Ci(At + h). (I1.2.19)

2.6 Convergence du schéma
On a montré que
(1) V1 < i < ne,¥g" € Wan, mi,(R(E™),¢") + a'(e™*1,g") = 0,

(1) V1 <i <., Vol € Moy, b'(v" E") + 5 di (v ,e"t! — em) = / e da.
Q

On est alors en mesure d’établir le résultat de convergence du schéma suivant:

Théoréme 3 Pour une solution N = (N;)1<i<n, suffisamment réguliere,

Vi € {1.n.}, 3C; > 0, tel que max [N}, — N;,.| < Ci(At + h). (11.2.20)
v Preuve
Dans (1) et (1) on choisit pour fonctions tests particulieres

o= Top(ett —el), ¢ = R — )

(2 7 (2
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2.6 Convergence du schéma

On a ainsi,

bz( n+1 6 En)

7,

Atdz (H ( n+l 6?)7en+1 _ en) _/Q nH ( n+1 6?)d:13

On utilise ensuite la formule de Green discrete,

Bl = e BT = ml (RO R (e —e))
= /Ve R (M — eMda

et donc

~ 1
/ Vel R (en ! — eMdr + —di (g (™! — €7, 6™+ — ") = / €Ml (e — e da.
Q Q

A (2

On somme ensuite sur chaque composant afin de pouvoir utiliser 'hypothese de

coercivité sur le tenseur d’adsorption pour en déduire I'inégalité
> [V R @ e+ Moo -l
1<i<n,e

5> / et —

1<i<ne

Puis a l'aide de la définition de la norme |.| et de 'inégalité de Young, on obtient

At

o
Dol P —ler — et — e ] + 7 ITon(e™™ —e")ga < — > e
1<i<n, 1<i<n,
Or, de maniere évidente,
3c n+1 n|2 Clyi n+1 2
1i >0, tel que |ef™ —ef|” < —=[l(ef™ — €f)[[5.0-

h2
Ainsi, pour des valeurs spécifiques du pas de temps At données par

At < ah? (IL.2.21)
- 2nc max (C:CLJ o

ie{l.n:}
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2.6 Convergence du schéma

(ou les constantes (C}) sont données par le lemme 6), on obtient I'inégalité suivante

At
D e P =l <= > Il

1<i<ne 1<i<ne

et donc, en sommant sur les itérations en temps, il vient, Vi € {1..n.}

leltt < Cy (At +h). (11.2.22)
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Troisieme partie

De I’échelle microscopique a

I’échelle macroscopique






Chapitre 3

Développement asymptotique et

convergence a double échelle

Dans ce chapitre, on s’intéresse désormais a la formulation des
équations en milieu poreux et plus exactement a [’obtention de
celles-ci a partir des équations en milieu libre. On introduit dans
un premier temps les notations utiles a un tel passage, puis sont
rappelés les principes des techniques d’homogénéisation telles que
le développement asymptotique ainsi que la convergence a deux
échelles. On détermine enfin les équations macroscopiques du

mouvement, de l’énergie et de conservation de la masse.

3.1 Introduction

Alors que l'analyse effectuée dans la premiere partie considere un écoulement
en milieu libre, on s’intéresse désormais a l'influence que peut avoir l'introduction
d’hétérogénéités sur les équations décrivant le systeme et plus particulierement a
I'expression des coefficients (de diffusion et de thermodiffusion) dans le cas d'un
écoulement en milieu poreux. Le milieu poreux que 1’on décrit ici est un milieu po-
reux saturé, constitué par une matrice et un espace interstitiel saturé par un fluide.
Nous en reprenons ici la définition donnée par O. Coussy dans [23]. Ainsi l'espace
interstitiel (ou espace poreux connecté) est 1'espace par 'intermédiaire duquel s’ef-

fectue I’écoulement du fluide ainsi que le transport des especes. Dans toute notre
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3.1 Introduction

étude, nous le considérerons connecté, 7.e. connexe par arcs: deux points du fluide
qui le sature sont toujours reliés par un trajet intérieur a cet espace (un exemple de
situation illicite est illustré dans la figure 3.4). On dit alors que la phase fluide est
continue. Nous considérons de plus que ce milieu ne possede pas de parties occluses,
qui ne sont le lieu d’aucune filtration. Cette hypothese tend a rapprocher plus le
milieu considéré des sols (sables, argiles) que des roches (des illustrations de milieux

poreux sont donnés en annexe, aux figures B.1(a) et B.1(b)).

F1a. 3.1 — Front d’injection dans un milieu poreux aléatoire (Source: IMFT)

Afin d’obtenir les coefficients de transport équivalents, il est utile, voire nécessaire de
recourir a une technique de changement d’échelle: 'homogénéisation. L’homogénéisation,
c’est “la déduction rigoureuse d’équations macroscopiques posées au niveau micro-
scopique et décrivant des phénomenes comportant des hétérogénéités de nature di-
verses”. Cette phrase décrit bien le but et la méthode de ’homogénéisation: on
pose des équations au niveau microscopique (en fait & une échelle qui n’est pas
nécessairement celle des particules mais ou il existe déja des lois constitutives) qui
nous permettent de déduire leur “équivalent” par un passage a la limite appro-
prié a ’échelle globale. Dans le cas qui nous concerne, ’expression “hétérogénéités”
désigne les effets induits sur le champ thermique par les différences de conductivité
entre la matrice poreuse et le fluide. Les variations du champ de vitesse seront aussi
prises en compte puisqu’on s’intéresse également a I’homogénéisation de 1’équation

de Navier-Stokes. Beaucoup de travaux ont déja été menés sur le sujet utilisant

74



3.1 Introduction

de nombreuses techniques relatives a ’homogénéisation ( développement asympto-
tique, convergence a double échelle, H-convergence...) et la détermination de coef-
ficients de transports équivalents a déja fait I'objet de nombreuses études; comme
le rappelle E. ArRQUIS dans [9], plusieurs processus sont employés: des concepts
théoriques déterministes (dont fait partie '’homogénéisation ou la prise de moyenne
employée par QQUINTARD et WHITAKER dans [58]), des méthodes statistiques ainsi
que des méthodes numériques directes (utilisées notamment par E. ARQUIS et J.P.
CALTAGIRONE dans [10], ou encore P.V.JAMET dans [46]). D’un point de vue pu-
rement mathématique, I'utilisation de techniques d’homogénéisation s’est beaucoup
développée depuis ces quinze dernieres années. Si le cadre périodique semble étre le
plus apte pour obtenir des solutions analytiques, de nouvelles théories permettent
d’obtenir des résultats dans le cadre non périodique. Un des résultats les plus connus
est 'application de la propriété de compacité par compensation, die a F. MURAT et
L. TARTAR (cf. par exemple [21], chap. 13) qui permet le passage & la limite dans un
produit de convergences faibles, sous des hypotheses ad hoc. Pour le procédé que nous
utiliserons, on retrouve notamment des techniques de développement asymptotique
dans [13] ou encore dans [62] et [38]. L'utilisation de la convergence a double échelle
dans cette optique est plus récente et est développée dans [1]. De nombreux ou-
vrages ont essayé de regrouper I'ensemble des techniques d’homogénéisation, comme
par exemple [38] et plus récemment [21]; des publications plus spécifiques les ont
évoquées (cf. notamment [39] ou [59]).

Notre but ici, est avant tout d’adopter une démarche permettant de garder une
certaine approche analytique du coefficient homogénéisé, tout en étant conscient
du fait qu'une géométrie aussi simple soit-elle implique un traitement numérique
pour la détermination de coefficients d’homogénéisation. G. ALLAIRE a montré dans
[3] que selon I’échelle caractéristique choisie pour le volume élémentaire, 1’équation
régissant le mouvement du fluide changeait: on passe de Navier-Stokes a Darcy par

I'intermédiaire du modele de Brinkmann
U .
—p— —Vp+ AU =0 (II1.3.1)
K

correspondant au cas ou les effets d’adhérence du fluide sont encore pris en compte
(modele aussi étudié par E. ARQUIS dans [9]). Nous restreindrons notre modele a

un volume élémentaire ou le mouvement est décrit par I’équation de Navier-Stokes.
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3.1 Introduction

On considere désormais le systeme d’équations a 1’échelle microscopique suivant :

— L’équation de Navier-Stokes:

p(0,U + (U.V)U) = —=Vp + pAU + AV(div(U)) + pof

— L’équation de I’énergie en régime permanent :

kfAO+U. VO =0 en milieu libre
ksAf = 0 dans la matrice poreuse

— Les équations de conservation de la masse:

Vie{l.n} 9N+ UVN; =Y DyAN; - Sidiv(N;()  N; — N;)V) = 0.
j J

J

Ces équations sont associées a des conditions au bord que nous préciserons dans le
traitement de chacune d’elles.

Nous effectuons donc dans cette partie 'homogénéisation de chacune de ces équations.
L’équation de Navier-Stokes y est traitée de facon informelle a I’aide de la méthode
des développements asymptotiques. Les équations relatives a la thermique et a la
conservation de la masse sont traitées a l'aide de la convergence a double échelle
qui permet simultanément de démontrer la convergence vers 1’état limite et de
déterminer ce dernier. L’originalité de ces équations provient essentiellement du fait
que deux d’entre elles sont définies seulement sur une partie du domaine (la phase
fluide) alors que la dernieére est a résoudre dans la totalité du domaine. L’obtention
d’équations globales pour le “triptyque” vitesse-concentration-température permet-
tra de pallier cela: la résolution des équations est alors effectuée sur le domaine

entier, sans distinction de phase.
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3.2 Notations et définitions

3.2 Notations et définitions

3.2.1 Notations utiles a ’analyse

On présente ici les différentes notations utiles a 'analyse qui sont celles utilisées
par S.N. ANTONTSEV et al. dans [8] ou [52] et par G. ALLAIRE dans [2]. On montre
notamment de quelle maniere est partitionné ’ouvert sur lequel doit étre faite la mise
a l'échelle, et comment sont notés les différents éléments “géométriques” utilisés
par la suite. On introduit ensuite les différentes notations relatives aux fonctions

rolongements, opérateurs de moyenne) qui seront utilisées lors de analyse.
p g , OP y q y

v

F1G. 3.2 — Schématisation d’une cellule élémentaire Y =Yy U Y}

On considere donc un ouvert borné non vide (de frontiere réguliére, notion que nous
préciserons par la suite) Q de IR? et on note Y = [0,1[" le cube unité “semi ouvert”
de IR™. Cette cellule est divisée en deux parties (comme indiqué dans la figure 3.2), la
partie solide Y; et le milieu libre Y} tel que Yy N Int(Y’) soit un ouvert. On introduit
alors la porosité ¢ (porosité connectée) du milieu, définie comme étant le parametre

adimensionné

L3 —mes(Y'\Ys) _ mes(Yy)
L3 —mes(Y) mes(Y)’

o=

Soit alors un réel ¢ strictement positif. On peut effectuer une partition de ’espace
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3.2 Notations et définitions

IR" de la maniere suivante :

R"= |J e(z+Y)
Y/

On peut de la méme facon partitionner IR™ en une partie libre et la matrice

poreuse de la maniere suivante

Ef = U (Z+Yf)
P/

F1G. 3.3 — Recouvrement du domaine

Il ne reste alors plus qu’a définir le domaine d’écoulement du fluide par 'expres-

sion
ijg =0nN €Ef

et la partie
Co=Int| |J e(z4Y)
e(z+Y)CQ
On introduit alors les notation suivantes
0, =C.neBp  QF, =0\,
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3.2 Notations et définitions

On a ainsi effectué un “maillage” du domaine (¢f. figure 3.3). Ce dernier se compose
d’une partie fluide €. ¢ et d’une partie solide 2, s tout comme les cellules élémentaires
Y qui sont constituées d'un milieu libre Y7, et une matrice poreuse Y7 . On effectue
alors les hypotheses suivantes sur Y, Y}, Y;, Ef, E; et leurs frontieres respectives
déja introduites dans [8] et [2]:

Hypothese 5
— On suppose que la partition de la cellule est réelle au sens o
min (mes(Yy),mes(Yy)) > 0.

— L’ensemble Yy Nint(Y) est une partie ouverte et connectée' de frontiére loca-

lement lipschitzienne.

~ Ej est une partie ouverte connectée de frontiére C' telle que

int(E,) = R"\E}.

0 1
F1G. 3.4 — Exemple de situation géométrique illicite: Yy est non connexe
On présente par la suite différentes notations relatives aux fonctions considérées

dans I’analyse. On y introduit notamment la notion de prolongement ou encore celle

de moyenne.

1. On trouve notamment dans [2], des représentations géométriques des situations satisfaisant
ces hypotheses et des situations “illicites”, ainsi qu'une illustration de la notion de “connectivité”.
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3.2 Notations et définitions

Notations 1 Par la suite, pour toute fonction f “définie” sur Q., on note par f sa

prolongée par zéro sur §), i.e. la fonction définie par

f=f surQ.
f =0 sur Q\Q..

Notations 2 De méme, pour toute fonction f de L*() ou § est un ouvert de R",

on note par f sa moyenne sur cet ouvert, i.e. le réel
feo | Fa
= x)dx
mes(Q) Jq

Notations 3 Dans la suite, la fonction xq,, désigne la fonction caractéristique du

milieu fluide, i.e. la fonction définie par

1 sixe Q.
Vo € Q, fo,E@:):{ SRR

0 sinon.

Notations 4 On notera par lindice § toute fonction périodique. Ainsi f € LE(Y)

est équivalent a

f périodique de période Y.

{ feL(y)

L’ensemble de ces notations reste valable pour toute la partie a suivre.

On est désormais en mesure d’introduire les différentes notions que nous utiliserons
lors des processus d’homogénéisation par la suite et notamment la convergence a
double échelle introduite par G. ALLAIRE dans [1]. On distingue ici deux étapes
dans le processus d’homogénéisation choisi: le développement asymptotique et la
convergence de la solution. Nous détaillons par la suite les définitions de ces deux

notions.
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3.2 Notations et définitions

3.2.2 Développement asymptotique

Définition 1
On dit qu’une fonction u définie sur un ouvert . admet un développement

asymptotique si elle peut s’écrire sous la forme
uf (1) = up(z,y) + cur (z,y) + 2ug(2,y) + ...
avec y = — et u;(x,y) fonctions périodiques en y.
€

Remarque 8

La notion de fonction admettant un développement asymptotique est un peu vague
dans la mesure ou on ne précise pas a priori en quel sens ce développement est
convergent. Il s’agit plus globalement de définir une classe de fonctions faisant inter-
venir deux types de variables (la variable géométrique et une variable oscillante). La
convergence d’un tel développement est difficile a prouver en pratique; de fait, cette
méthode contribue a identifier [’état limite plausible. Aussi est-il préférable dans cer-
tains cas, de recourir a d’autres méthodes, telle que la convergence a double-échelle,
qui permet simultanément de prouver [’existence de ug et la convergence de la suite

(ue) vers ce dernier, en un sens précisé.

VA

odolsloee g

élémentaire

oo oo =
. oovloos i
rarararar Z
ooloooe /
prriorigy

Fi1a. 3.5 — Milieu poreux hétérogéne périodique: notion d’échelles multiples
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3.2 Notations et définitions

On est alors en mesure de définir de nouveaux opérateurs de dérivation de la maniere

suivante

Notations 5

Les opérateurs de dérivation usuels peuvent se réécrire de la maniere suivante :

1
V = V,+ gvy, (3.2a)
1
div = div, + Edz’vy, (3.2b)
2 1
ot on aura noté N\,, = )
Y ; 0x,;0y;

Toutefois, quand il n’y aura pas de confusion possible (c’est-a-dire a 1’échelle ma-
croscopique, une fois éliminée toute variable locale) nous utiliserons pour simplifier
la notation V au lieu de V,.

Une fois ces opérateurs de dérivation définis, la technique du développement asymp-
totique consiste en la substitution des développements de chaque fonction inconnue
dans le probleme a traiter puis en l'identification des différentes puissances de .
Apres avoir défini des prolongements ad hoc pour chaque fonction, on obtient ainsi
I’équation du probleme homogénéisé dont le premier terme du développement est
solution. Cette technique est utilisée par la suite dans le traitement de ’équation de

Navier-Stokes.

3.2.3 Convergence a double échelle

On décrit par la suite, une technique, “la convergence a deux échelles” permettant
de déterminer 1’état limite de fonctions définies sur un milieu périodique, a ’aide de
fonctions oscillantes, et de prouver la convergence d’un tel passage. Cette notion,
introduite pour la premiere fois par G. NGUETSENG en 1986 (cf. [55]) a fait depuis

I'objet de plusieurs travaux, dont nous présentons ici les principaux résultats.
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3.2 Notations et définitions

Définition 2

Une suite (f.) d’éléments de L?(Q) converge a double échelle vers un élément
folz.y) de LH(Q xY),
s1, pour toute fonction ¥ (z,y) de D[ C(Y)],

li—r%/fg dx—//fo z,y)Y(2,y)dxdy.

2—scale
On note alors f. —— fy.

On énonce ainsi le théoréme suivant :

Théoréeme 4 (Nguetseng,1986)
De toute suite bornée (f.). dans L*(Q), on peut extraire une sous suite qui

converge o double échelle vers une limite fo(x,y) de L*( x Y.

On cite enfin un théoreme essentiel dans le processus de convergence a double échelle :

Théoreme 5
Soit Q un ouvert borné de R™ et (u.) une suite bornée dans H' () qui converge
faiblement vers .

Alors (ue) converge a double échelle vers u,
(ug) 2=2edle
et de plus, il existe uy = uy(z,y), € Q, y €Y, tel que
ur € L*(Q Hy(Y)), Vyur € (L(Q); Hy (V)"
et

Vote == 7 u(z) + Vyuy (z,y).

Les démonstrations de ces théoremes ne sont pas données ici. On se référera aux

travaux de G. ALLAIRE dans [1]. Toutefois nous reprenons la démonstration du
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3.2 Notations et définitions

théoreme 5 et 'adaptons au probleme de la thermique par la suite.

On présente enfin un dernier résultat de convergence utile pour le passage a la limite

dans certains termes d’équations définis seulement en milieu libre.

Théoreme 6
La suite généralisée de fonctions xq,. posséde la propriété de convergence sui-

vante :

Xo;. — ¢xa dans L* faible — x.
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3.3 De Navier-Stokes a Darcy

3.3 De Navier-Stokes a Darcy

On décrit ici les calculs permettant de passer de ’équation en milieu libre (Navier-
Stokes) au milieu poreux (Darcy). Ce passage mathématique d une loi phénoménologique
a une loi empirique a donné lieu a beaucoup de travaux. Ainsi, une démonstration
rigoureuse de ’homogénéisation de ’équation de Navier-Stokes dans le cas station-
naire a été faite par L. TARTAR dans [62], alors que ’étude de 'homogénéisation
des équations de type “Stokes” a été faite par S.N. ANTONTSEV et al. dans [8]. On
trouve encore de nombreuses autres approches pour 'obtention mathématique de la
loi de Darcy (cf. notamment [29] et [17]).

Nous reprenons les travaux effectués par J.I. DiAz dans [25] qui utilise la méthode
des développements asymptotiques.

Aprés avoir mis a Iéchelle les parametres physiques de 'équation microscopique?,
I’équation de Navier-Stokes a laquelle on adjoint une condition locale d’incompres-
sibilité du fluide devient

20 (0,U, + (U..V)U,) = —Vp, + pe2AU, + Ae2V (div(U.)) + pof
(EY*) < div(U) =0
U€|t=0 - 0

La démonstration de J.I. D1AzZ se fonde sur I’hypothese de développement asymp-
totique de la vitesse, de la pression et de la densité. On suppose ainsi que ces incon-

nues peuvent s’écrire sous la forme (cf. remarque 10)

(I11.3.3)

Ue(xvt) =¢? (U0(1’7y,7') +eUy (ﬁ,y,T) + €2U2(.I,y,7'> + )
pe(,t) = po(x,y,7) + epi(,y,7) + %pa(,y,7) + ...

x

ol y = = et 7 = €%t et les fonctions (p;), (U;), (p;) sont Y-périodiques. On introduit
€

ensuite les développements de chaque inconnue dans 'équation (EY¢) et on identifie

selon les puissances de €.

Ainsi en regroupant les termes en £~ on obtient I’égalité

Vyp() = 0.

2. le choix de ces parameétres est justifié dans la remarque 10
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3.3 De Navier-Stokes a Darcy

On en déduit aisément a 1’aide de la fonction F' que py ne dépend pas de y (pg est
une fonction Y-périodique).

De la méme facon, en regroupant les coefficients de ¢, on obtient 1’égalité
— (Vapo + Vyp1) + u Uy + AV, (divUy) + pof = 0. (111.3.4)
En identifiant les coefficients des termes en €2, on obtient I’égalité
divg(poUy) + divy(poUy) = 0, (II1.3.5)
et
divy(poUy) = 0.

La densité étant par hypothese indépendante de la variable y et ne s’annulant pas
sur Y, il vient, a l'aide de I’ “Y-périodicité” de Uy

divy(Up) = 0 dans Y7.

On est alors en mesure d’établir le résultat suivant, décrivant la loi qui régit le

mouvement en milieu poreux:
Théoréme 7 Le profil de vitesse homogénéisé est de type darcéen et vérifie3 la loi

div(U) =0

1 ~ II1.3.6
U= ;Kp(Pof - Vpo) ( )

ou KP est un tenseur symétrique défini positif a déterminer a l'aide de la géométrie

de la cellule (tenseur des perméabilités absolues).

v Preuve

Dans un premier temps, on prolonge par zéro les fonctions définies seulement sur

3. pour la premiere condition, on se réferera a la remarque 11
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3.3 De Navier-Stokes a Darcy

Yy sur tout Y comme dans la partie précédente de maniere a pouvoir intégrer sur la
cellule entiere. Deés lors, en appliquant 'opérateur de moyenne a 1’égalité (I11.3.5),

il vient

divz(poUp) + C/l’?UJy(PoUl) = 0;

on examine ensuite un a un chaque terme. Ainsi

— 1

din,(0) = s !

div,(Uy)dy = —— U,.ndo =0,
oty = s [

puisque la vitesse s’annule sur la frontiere I' et est Y-périodique. L’égalité (I11.3.5)
nous meme alors a “I’équation de conservation de la masse macroscopique du fluide

homogénéisé” donnée par
divx(poﬁo> =0

et done

dZ'Ux(Uo) =0.

Il suffit ensuite de remarquer a partir de 1’égalité (I11.3.4) que l'inconnue Uy est

solution du probleme de Stokes défini par

—puA Uy = —=Vyp1 + pof — Vapo dans Yy x [0,00]
div,Ug = 0 dans Y} x [0,00]

Uy = 0 sur 9Y; x [0,00]

Uj est Y — périodique.

(111.3.7)

On utilise alors un raisonnement similaire a celui employé dans ([62], prop. 2.1). I
vient, en ayant défini l'espace Vy = {&J € H/(Y) tels que div, (&) = 0, d|r = 0},
Uy e Vy et

V& €V, p / V,Uo.V,@dy = / (f - pr0> ady.
Y *
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3.3 De Navier-Stokes a Darcy

En considérant alors les solutions 7; dans V3 des problemes

/Vyﬁi.vyu_}dy:/ w;dy
Y *

oll w' sont les coordonnées de & dans la base canonique, on obtient par linéarité

1 0 .
Uy =— (Pofz‘ - _apo) ;-
H Zi

Puis en moyennant sur tout I’ensemble Y, on obtient I'expression des composantes

de la vitesse en fonction du tenseur des perméabilités ainsi défini,

U e Y i .
0] ILL (p(]f axz)

I1 suffit ensuite de prendre U = Uj,. [ ]

Remarque 9

La démonstration de la convergence de la solution du probleme local vers la solution
du probleme macroscopique n’est pas donnée ici; on se référera aux travaux cités en
début de section. Le probleme majeur dans cette démonstration, est d’obtenir des
estimations a priori indépendantes de € alors que les fonctions sont elles-mémes
définies sur un ouvert €. Pour surmonter cet obstacle, on utilise des prolongements
des fonctions sur tout [’ouvert 2. Le prolongement de la vitesse en dehors du milieu
libre est le prolongement classique par zéro. Il est plus difficile d’introduire un pro-
longement adéquat pour la pression comme cela est expliqué par G. ALLAIRE dans
[38]. Afin d’obtenir des estimations a priori indépendantes de ¢, il semble commode

d’utiliser, par exemple sur une cellule Y,

Pe =ps  surYey
1

Dy — ———— surY. .
Pe mes(Yz r) /Ye,fpa o

Remarque 10
Le degré de € dans le développement de la vitesse et dans la variable de temps

microscopique ainsi que l’ajustement des grandeurs physiques dans [’équation de
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3.3 De Navier-Stokes a Darcy

Navier-Stokes sont obtenus par le biais d’analyse dimensionnelle et ont fait I’ob-
jet d’une justification par J.I. DI1AZ dans [25]. Rappelons succinctement, pour la
commodité du lecteur, les clefs essentielles de la compréhension de cet équilibrage
des coefficients des équations microscopiques (EV¢). Introduisant quelques grandeurs
caractéristiques Lt., T.,pc,pe,ue,U. pour respectivement la longueur macroscopique,
le temps dans les flux microscopique et macroscopique, la pression et la vitesse (a

[’échelle microscopique et macroscopique), on considére les variables adimensionnées

| =+

T p _p U U
y T =7 P= — P=—5 U= —, Uy = 7

T=—>t= ,
c TC Dc Pe Ue Uc

(111.3.8)

S~ &
~

la longueur caractéristique a l’échelle microscopique étant L. En reportant ces ex-
pressions dans les équations du mouvement, on fait apparaitre que le terme issu de la
dérivation particulaire de la vitesse est négligeable par la considération des nombres
de Reynolds et Reynolds-Strouhal du flux microscopique, i.e.

 peuceL pettee? L

Re , ReSt=1"“"_" (I11.3.9)
H te

ici petits (dans un écoulement instationnaire, le nombre de Strouhal définit le rap-
port entre forces d’inertie associées a l’accélération locale -forces d’inerties temporelles-
et les forces d’inertie liées a l'accélération convective). Il s’ensuit immédiatement par

identification de parameétres que

, (111.3.10)

ce qui explique dans (111.3.3) le développement a priori de U.. Considérant alors
I’équation macroscopique de conservation de la masse, on met en €vidence le fait
que 2T, est constant, ce qui justifie le changement d’échelle du temps T = £2t.

Un choiz différent de ces parametres provoquerait ’apparition dans la loi de vitesse
macroscopique de termes intégro-différentiels ou non linéaires comme le fait remar-

quer G. ALLAIRE dans [1]. Par exemple, dans le cas de l’équation microscopique,

atUe - ,U/52AUE - .]F_ vPe

89



3.3 De Navier-Stokes a Darcy

G. ALLAIRE montre dans [38] que ’équation homogénéisée est de la forme

div(U(t,x)) =0 dans ]0,T[x€Q,
U(t,x) = Uppir(z) + %/0 I:((t — 8)(pof — Vpo)(s,x)ds dans |0,T[x

ot Ui est la condition initiale dépendant uniquement de la donnée initiale locale
Us,,; et de la structure de la matrice poreuse. Cette équation est de type “intégro-
différentielle”, ce qui est di a un effet de mémoire, c’est-a-dire a la conservation
d’une variable locale.

Par ailleurs, la méthode peut introduire assez naturellement des lois non linéaires

de Darcy lors de [’étude de fluides non newtoniens en milieu poreu.

Remarque 11

La condition d’incompressibilité globale donnée par
div(U) = 0 dans Q (IT1.3.11)

n’est généralement pas conforme a l’expérimentation puisqu’un écoulement incom-
pressible localement ne l'est pas a l’échelle d’un gisement. Cette condition provient
directement du choix des paramétres dans l’'équation de Navier-Stokes et dans le
développement asymptotique, dont la justification est donnée dans la remarque 10.
On insiste en particulier ici sur le fait que le passage de ’équation de Navier-Stokes
a celle de Darcy est rendu possible par le choix particulier des coefficients dans
I’équation de Navier-Stokes et dans le développement de la vitesse qui induit des
conditions du type de (II1.3.11). Il faut donc comprendre ici que l'on sait trouver un
cheminement intellectuel pour déduire [’équation macroscopique de Darcy linéaire
a partir d’expressions locales de Navier-Stokes, mais que d’autres pondérations des
coefficients (via les puissances de €) conduisent a d’autres lois, a effet notamment

de mémoire.
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

On consideére 'équation de I’énergie en régime permanent, avec pour conditions
de bord a l'interface milieu poreux-milieu libre la continuité de la température ainsi
que la continuité des flux associés aux diffusivité respectives. Cette équation se
distingue des deux autres par le fait que le champ thermique est défini sur tout le
domaine et il n’y a donc pas besoin d’introduire des prolongements par zéro. On

obtient ainsi la formulation variationnelle

Vv € Hy (), /

Ii(f)vgg.Vde—i—/XQ 0.U..Vudr =0
o € o ’F

(E7) (I11.3.12)

0&|8Q =g

oll g est une fonction L?(99) sur laquelle nous donnerons des hypothéses par la

suite, et x la fonction définie par

k() = rpx(Y\YS) + rox(Ys)
= R (Yy) £ rax(Ys),

avec Ky et K, diffusivités thermiques des milieux fluides et solides.

Fi1G. 3.6 — Hétérogénéités des diffusivités thermiques

Notre but ici est d’utiliser le procédé de convergence a double échelle, afin de
o , , ,. .
pouvoir disposer d’une convergence assez forte sur la température pour l'introduire
dans I’équation de conservation de la masse des constituants et pouvoir conclure. On
distingue dans le raisonnement suivant quatre étapes essentielles; dans un premier

temps, on déduit a l'aide d’estimations a priori un résultat de convergence a double
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

échelle pour I'inconnue 6. (lemme 8 et théoréme 8) . Dans un deuxiéme temps, on mul-
tiplie I’équation microscopique par des fonctions tests appropriées pour obtenir une
formulation variationnelle a I’état limite. Une intégration par parties permet alors de
déterminer le probleme macroscopique. Une derniere étape consiste en 1’élimination
des variables locales du probleme macroscopique par un “découplage” du probleme
macroscopique et d’un probléme sur une cellule élémentaire (théoreme 9). Afin d’ob-
tenir ce genre de résultat, on doit néanmoins effectuer une premiere hypothese de

régularité sur la condition au bord g, propre a permettre un relevement:

Hypothese 6 On suppose que la fonction g est telle que

g€ Hz(09)

On peut alors énoncer le lemme suivant:

Lemme 8 La solution 0. du probléme précédent est bornée dans H'(Q) indépendamment

de ¢, i.e.

¢ > 0, HeaHl,Q <C.

v Preuve
A Taide de 'hypothese 6, il existe g € H'(Q), telle que §|on = g. Des lors, pour le

choix de fonction test v = 6. — g, on obtient 1’égalité
/ ﬁ(f)VHE.V(HE — g)dx + / Xq, 0-U..V (0. — g)dx = 0.
o € o 7
Ainsi,
/ K(Z)V2(0. — §)dx + / Xo. (6-— §)U.V(6. — §)dx
Q € o 7

_ / w(5)V 3.V (6. — §)da + / Yo GU.V(6. — §)d.
o € o ’°
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

On utilise ensuite I'inégalité de Poincaré (puisque 6. — g € H}(f2)), pour obtenir

. 1 .
ol =l + 5 [ xa, UV [0~ 3 da

S/H(g);g-;(ea_g)d:ﬁ_‘_/)&z gUa;(ea_g)dx
o € o I°
et donc

R 1 _
6. =310+ 5 [ o, 02U
o0 ’

-
=0 car U¢|gn=0

o} . 1, . 1 .
< §||95 — 9o+ EHWH%,Q + EHXQLngsH?o,Q)n

a laide de I'inégalité de Young et comme g € H'(2). On obtient facilement I'exis-

tence d’une constante C' > 0, telle que
« N
o~ glhe <C

Le résultat vient immédiatement en utilisant une simple inégalité triangulaire et

I’hypothese 6. |

En conséquence du lemme précédent, on démontre le résultat de convergence suivant:

Théoréme 8 Les suites (6.)- et (VO.). convergent a double échelle respectivement
vers des éléments 0% (x) de H'(Q) et (V0 4 V,&(x,y)) de H(Q)x L*[Q; H} (Y)\IR].

v Preuve

Nous reprenons ici la démonstration de ce théoreme détaillée par G. ALLAIRE
dans [1] et l'adaptons au probleme du champ thermique dans le milieu poreux.
Le probleme considéré est associé a une condition de bord de type “Dirichlet non
homogene”. Afin de ne pas alourdir le traitement du probleme, on considere dans un
premier temps une condition au bord de type homogene et on se ramene au premier
cas en effectuant un changement de variable, par I'intermédaire d’un relevement sur

Q de la fonction g dans H'(Q) (tel que g introduit dans la démonstration du lemme
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

8). Ainsi, en posant,
0. =0.—g

on se ramene a un probleme associé a une condition de Dirichlet homogene. Pour
des raison de commodité d’écriture, on notera encore . la fonction ainsi obtenue.

L’équation (II1.3.12) se réécrit

Vo € H}(Q),

/K(E)VHE.VvdaH—/XQ OEUE.Vvdx:/div(/@(E)Vg—l—XQ gU.)vdx
o € o 7 Q € he
66‘8920

On note de plus par f. le second membre obtenu de sorte que I’équation se réécrive

encore sous la forme

Yo € H} (),

/K(E)VHE.Vvdx—i—/XQ HEUE.Vvd:c:/fsvdx (I11.3.13)
o € o 7 Q

95|8Q:0-

Le changement de variable introduit alors un second membre dans I’équation de
I’énergie, dépendant uniquement de € par la présence de la forme micrscopique du
profil de vitesse, puisque le relevement est effectué sur une condition posée a 1’échelle
globlale. L’introduction de ce second membre n’amene ainsi aucune difficulté dans
le changement d’échelle. Il nous suffit donc de traiter le probléeme avec une condition
de bord homogene.

La convergence des suites (6.). et (V6.). découle du théoreme 4 et du lemme

précédent. Ainsi
307, & tels que 6. _2-scale | 0", V0. _2-scale .
Ainsi, pour des fonctions ¢ € D[Q;CQ’O(Y)] et U e D[Q;C?(Y)]n) on

l% 0. (x) da:—//@* )Y (z,y)dedy
lim f V0. () (e, ) / | Gowgyvipdsdy.

e=0 € aJy

(I11.3.14)
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

Des lors, en utilisant des formules de Green, on obtient
z . z . x
8/ Vo.(x).V(x,—)dr = — / 0-(x) [dwylll(a:,—) + edwx\If(x,—)] dx.
Q 3 Q 3 3
Par passage a la limite sur ¢, il vient
- / / 0(z,y)div,V(x,y)drdy = 0.
QJy

Ce qui montre que § = #(x) est une fonction indépendante de y. On considere
désormais des fonctions W(x,y) vérifiant la propriété div,¥(z,y) = 0. Des lors, la

formule de Green se réécerit
z , T
/ Vo.(z).V(x,—)dz = — / 0. (x)div, ¥ (x,—)dx
Q 19 Q 19

et donc, a l'aide de la définition de convergence a double échelle,

LLL&@MWWMM@:—Alﬁwwmw@mmw. (II1.3.15)

On utilise ensuite le lemme (2.10) donné dans [1] pour conclure a I'existence d'une
fonction w € (L*(Q2))" telle que

wamw—wm»

Des lors, 1'égalité (I11.3.15) se réécrit

,AA®@MW@@M@:_LW@W%MWM

0* est donc solution dun probléme de type
—/0*(m)divxw(m)dx = l(w)
Q

olt [ est une forme linéaire continue, ce qui permet de prouver que 6* € Hg ().
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

A Taide d’ une formule de Green, on réécrit (I11.3.15) sous la forme

/Q /Y [€o(z,y) — V0" (2)]9(z,y)drdy = 0

pour toute fonction ¥ € L2[Q; L (Y)]" vérifiant div,¥(z,y) = 0 et ¥(z,y).n,|r = 0.
On utilise ensuite le fait que ’ensemble orthogonal a celui des fonctions a di-

vergence nulle est 'ensemble des “gradients”, i.e. il existe une fonction &(x,y) €
L2[; H (Y)\IR] tel que

So(z,y) = Va0 (2) + Vy€(2,y) (111.3.16)

On est désormais en mesure de déterminer le probleme homogénéisé vérifié par 1’état

limite 6*:

Théoréme 9 0* est ['unique solution dans H'(Q) du probléme homogénéisé suivant

Yo € HY(Q), / AV6* Vodz + / 0" U.Vvdz =0
Q Q

(E”) (I11.3.17)

0 loa =g

ou A est le tenseur donné par

Akl = /H(Vy0k+€k)(§}dy
Y

= / ki (Vyor + €x).eidy + / ks(Vyor + €x).€1dy (II1.3.18)
Yy

s

et (ox) est la famille des solutions du probléme de transmission suivant

or € H{ (Y)

divy(kf[Vyor, + €]) = 0 dansYy

divy(ks[Vy o, + €;]) = 0 dansY,

[k (Vyor + ) — ks(Vyor + €)] .7 = 0 surdY;\oY.

(E%,) (I11.3.19)
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

v Preuve
On réécrit I'équation de la thermique en milieu libre (II1.3.13) et en multipliant
celle-ci par la fonction test ¢ (x) + ¢1(z,y) ou ¥ € D(2) et ¢y € D[Q;C°(Y)], on

obtient, a I’aide d’une formule de Green,

_\[ZLK(E)VQE.V(¢(I)+E¢1($7§))dxdy - [)/)/XQf’EQEUE'V(¢($)+5¢1($7§))d$d?/
— /gszs(w(x)+5w1(x,§))dxdy

En remarquant que

V(¥ (2) +en(z,y)) = Voo (2) + Vit (2,9) + eVath (2,9),

et en utilisant les égalités (I11.3.16) et (I11.3.14), on obtient par passage a la limite

quand € — 07,

~ [ [ K0 907+ V€] [960) + V(o] dody
- /Q /Y Yo, 00°U. [V,h(2) + Vyn (2,)] dady = /ﬂ /Y Fo(x)dady

pour tout (¢,31) € D(Q) x D[Q;C°(Y)] et done, par densité, pour tout (¥,11) €
Hy ()< L[; H} (Y')/TR]. On aura préalablement défini la fonction f = div(k(x)V g+
quﬂf gU). On reconnait aisément a ’aide d’une formule de Green la formulation va-

riationnelle associée au probleme

divy (k(y)(VO* + V,&(z,y))) =0 dans Q@ x Y
div, (/ k(y)(VO* + V &(z,y))dy + nggzﬁH*U) =0dans QXY
Y

0*|aQ = g.

Ce probleme possédant une solution unique (la démonstration de ce résultat est
immédiate des que I'on a observé que [|[V,0" + V £||12(axy)n est une norme pour
Pespace Hy(Q2) x L?[Q; Hi (Y')\IR]), on peut alors conclure & la convergence de toute
la suite (6.) (resp. VO.) vers §*(x) (resp. (VO*(z) + V,&(x,y)).

La premiere équation représente le probleme local (sur une cellule élémentaire)

permettant de déterminer la fonction &. La deuxieme est 1’équation homogénéisée de
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

la thermique. Afin de mieux caractériser le probleme homogénéisé, il est nécessaire
d’éliminer la variable locale y de cette formulation. C’est I'objet de la suite de cette
démonstration.

Considérons les solutions oy, (x,y) du probleme (E?,,). Soit alors la fonction &(z,y)

définie par la relation

>, 00
g(‘ray) = ; axkgk(xvy>‘
Ainsi,

div, (+(y)(V6" + V,E(x9))) = div,

=¥ 29* divy [k(y) €k + Vyor(z,y))]

Ik o - S
=0 d’apres (111.3.19)

et donc ¢ ainsi définie est bien la solution de ’équation sur la cellule élémentaire. Il

reste maintenant a déterminer la forme macroscopique de 1’équation

div, (/ k(y) (VO + V &(z,y))dy + ng.¢9*U) =0dans QXY
Y

Pour cela, il suffit d’introduire I'expression de la fonction £ donnée ci-dessus dans

I'expression du flux de chaleur diffusif homogénéisé. Ainsi,

/Yn(y)[Ve* + V,é(zy)|dy = /yﬁ(y) Vo4V, (Z gzzUk(x,y))] "
- /yﬁ(y) 2 gf:;:g’“ +Vy <Z S—Z%(fmy)ﬂ dy
- ZZ ( /Y r(y)ler + Vydk(x,y)]dy> ‘

k=1




3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

On définit alors le tenseur A par

Ay = / k(y)[€x + Vyor(z,y)].edy.
%

A Taide de formules de Green, il vient de maniere immédiate,

oo | Vv € HHQ), / AVO* Vudz + / $p0*U.Vudr =0
(E”) 0 Q

0*on = g.

Le probleme homogénéisé a donc été completement déterminé. On remarque qu’il est
de méme nature que le probleme posé en milieu libre. L’étude d’un tel probleme n’est
donc pas nécessaire puisque le tenseur introduit possede des propriétés (symétrique,
défini positif) qui permettent de conclure immédiatement, a 'aide de 'analyse faite

en premiere partie, a l'existence et 'unicité d’une solution a un tel probleme. [ |

Lemme 9 Le tenseur A ainsi défini est symétrique et défini positif.

v Preuve

Montrons d’abord que A est symétrique. Le terme générique de ce tenseur est
Ap = / k(y)[er + Vyor(r,y)].eidy
Y

Or la formulation variationnelle du probleme (EY;,) nous assure que

/Y K1)+ V,y0(2.9)].Vbdy = 0

pour toute fonction ¢ Y —périodique. Des lors, par la considération de la fonction

¢ = V,0,(z,y), il vient

0 = /Y £(y) 6 + V0 (2.)). V,00(z.9)dy

_ /Y k()EV () dy + /Y R ()Y yor() Y you(.)dy.
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

On obtient ainsi I’égalité

Lm(y)ék.vyal(m,y)dy: —/Y/{(y)vyak(x,y).vyol(x,y)dy

qui permet de conclure en remarquant que

Ay = /K(y)[€k+vy0k<m7y)]-€ldy
%

= [ #wduds+ [ ) V,on(ra)cidy

Y
= //i(y)&kdy—/ff(y)Vyok(x,y).Vyal(x,y)dy
Y Y
= / K(y)omdy + / k(y)Vyoi(z,y).erdy
Y Y
= Alk.

Le tenseur A est donc symétrique.

On a vu par ailleurs qu’il était possible d’écrire

Ay = /Y,‘~<;(y)[€;c + Vyor(z,y)].edy = /Y/-i(y)[gk + Vyoi(z,y)].[er + Vyou(x,y)|dy
(I11.3.20)

puisque / k(y)[eéx + Vyor(z,y)].Vyoi(z,y)dy = 0. Des lors, pour tout vecteur X =
Y

(z;) € R* on a
XTAX = 3 [ wulen(@ + V(o)) o6+ ynta)ly

et si il existe au moins un indice [ tel que z; # 0, la forme quadratique ainsi construite

ne s’annule pas. |
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3.4 Homogénéisation de I’équation de I’énergie

Conclusion 1

L’équation régissant le champ thermique homogénéisé est la suivante:

(I11.3.21)

div(AVE* + ¢0*U) = 0 dans Q
8*|aQ = g.

ot on aura introduit le tenseur symétrique défini positif A par

V(kD) € {1.3}* Ay = LK(y)[€k+Vyak(x,y)].ady

= / ki(Vyor + €x).edy + / ks(Vyor + €x).€1dy
Yy Y,

o étant les solutions du probléme de transmission sur une cellule élémentaire (E? ;)

or € H{(Y)

divy(kf[Vyor, + €]) = 0 dansYy

divy(ks[Vyor, + €]) = 0 dansY;

(ki (Vyor + ) — ks(Vyor, + €x)] .7 = 0 surdY,\oY.

(Eceell)

La détermination compléte du champ thermique dans le milieu poreux via [’équation
homogénéisée nécessite donc la résolution du probléme (E%;;) et la connaissance des
fonctions (o) et plus exactement [’estimation d’énergies liées a ces fonctions (le
terme Ay ), moins cotteuse en terme de calcul. Cette estimation fera l'objet de la

troisieme partie de cette étude.

Remarque 12
Dans le cas de diffusivités thermiques constantes en milieu flurde et dans la matrice

poreuse, le probleme (EY ) est équivalent a

oy € H;(Y)

Ayo, =0 dansYy

Ayor =0 dansY;

(ki (Vyor + ) — ks(Vyor + €1)] .71 = 0 surdY,\oY.
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

3.5 Coefficients de diffusion équivalents

On s’intéresse dans cette partie au traitement des équations de conservation de
la masse de chaque constituant présent dans le fluide. La principale différence par
rapport au traitement de I’équation de I'énergie réside dans le fait que les quantités
N, - sont définies sur un domaine (). ;) dépendant du parametre . Cette difficulté
est surmontée a l'aide de I'introduction d’un opérateur de prolongement que nous
définissons par la suite.

On considere donc les équations de diffusion-convection avec effet Soret suivantes
dans €.
Vie {l.n},

ONie+U.VN;. = > DyAN;. — Sjdiv(N; (1 — N;)V6.) =0 (I11.3.22)

J

associées aux conditions sur la frontiere? et initiale

ON; : 00
E D,.. 1< PN (1= N, )— =
- 9 0n + S{Nie( i) on 0

Nz’@(x’t = O) = NO

)

3.5.1 Comportement de N;.

Nous avons vu dans la partie relative a l'analyse mathématique des équations
de Deffet Soret (cf. proposition 6) que les inconnues N;. sont bornées dans H'(Q.),
indépendamment de €. Toute la difficulté de la méthode réside dans la recherche
d'un opérateur de prolongement des inconnues sur H'(Q) permettant de conserver

une telle propriété. On introduit ainsi 'opérateur de prolongement P.

b | H1Q) — H'(@

» ] (I11.3.23)
Ni,s — PE(Ni,E) - Ni,s

continu, de constante de continuité C, indépendante de ¢. Cet opérateur, auquel font
référence J.I. DIAZ dans [25] et A. BOURGEAT et L. PANKRATOV dans [16] permet
de conserver des constantes dans les estimations a priori indépendantes de €. Ainsi

comme conséquence directe de 'existence de cette famille d’opérateurs équi-bornés,

4. on se reportera a la premiere partie pour la discussion sur la validité de cette condition.
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

on a
[Niellie < Gyl Niellig. < C° (IT1.3.24)

C’ étant indépendante de . Or (Q est un ouvert borné, lipschitzien. On peut donc
appliquer le théoreme de compacité de Rellich Kondrachoff (¢f. [49] ou encore [50])

qui permet d’affirmer que

HY(Q) == L*(Q).

Proposition 15 Il existe une sous-suite extraite encore notée (N;.) qui converge

fortement dans L*(Q) et presque partout dans Q vers une limite N;.

v Preuve
On utilise I'inégalité (I11.3.24) qui nous permet d’affirmer l'existence d'une sous-
suite extraite de N;. qui converge faiblement dans H'(Q). L’injection de H'(Q)

dans L?(Q) étant compacte, le résultat est immédiat. [

On considere ainsi la formulation variationnelle associée a I’équation (II1.3.22)

/XQf,eatNivavdx"‘/XQLENZ;EUE.Vvdx
f Q

- "Dy / Xo,.VN;..Vods — / X0, SiN; (1 = N; . )V0..Vude =0
j Q Q

On possede donc les résultats de convergence suivants, puisque I'opérateur V est
faiblement-faiblement continu de H'(2) dans (L?(Q2))3,

Xo;. — @®xo dans L faible — * (3.25a)
Vo. — Vo0 dans (L*(Q))? (3.25b)
Ni. — N;dans H'(Q) (3.25¢)
N;. — N;dans L*(Q) et p.p. dans Q (3.25d)
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

On détaille dans ce qui suit les passages aux limites dans chaque membre de I’équation.

Théoreme 10 La suite N; . converge en moyenne quadratique sur ) vers la solution

du probleme d’équation variationnelle associée

/gb@thdm—f—/ngiU.Vvdx
Q Q

- - (I11.3.26)
-3 b, / [TVNJ} Vudz — / Ny(1 — N)[E,V6].Voda = 0
; Q Q
ot Ty et X sont les tenseurs définis par
S = S{(V)u (3.27a)
si ) 3
T D —mes(Y) /Y f(Vywk + €1)(Vywi + é)dy (3.27h)

avec (wg)k=12 famille de fonctions solutions des problémes elliptiques sur la cellule

elémentaire Y

—div, (Vywi, + €x]) = 0 dansY; (I11.3.28)
(Vywy, + €x).7 = 0 surdYy\oY.

v Preuve

La démonstration de la convergence des termes de diffusion et de convection est
similaire a celle faite pour le probleme de I’équation de I’énergie. Nous traitons par la
suite le passage & la limite dans le terme non linéaire de Deffet Soret [ xq.SiN.;(1—
N, ;)V0..Vudzx. Pour cela, on utilise les résultats de convergence éno%cés en (3.25a)

et (3.25b) qui permettent d’affirmer que
Xa. V0. — TVO* dans (L*(Q))? (I11.3.29)

le tenseur T étant calculable & I’aide de fonctions auxiliaires construites sur Y;. En-
suite on utilise les résultats de convergence de la propriété 15 pour établir I'existence
d’une sous-suite (encore notée N, ;) convergeant fortement dans L?(Q) vers une li-
mite ;. Ainsi la suite V. ;(1— N, ;) Vv converge fortement vers la limite N;(1—N;)Vv
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

dans (L*(Q))3. Le produit d’une convergence forte et d’une convergence faible dans
(L*(Q))? permet des lors d’affirmer que

e—0

lim [ xq.SiN.;(1— N.;)V0..Vodr = / Ni(1 — N))[2:;V0*].Vodr  (I11.3.30)
Q Q

> étant le tenseur défini par ¥ = SIT.

Remarque 13
Le tenseur T peut aussi se réécrire, o laide des problémes (II1.3.28) de la maniére

sutvante:

1 &uk
Tw = ﬁT@s(Y) { . a—yldy + mes(Yf)5kl}

1 &uk

= ¢5kl+£3—mes(Y) v, o0

dy (I11.3.31)

On retrouwve alors une formulation similaire & celle du tenseur A dans (II1.3.18),
ayant sur la diagonale la porosité (modulo les coefficients de diffusion). La symétrie
du tenseur T n’est alors plus évidente, mais implicitement donnée par les problémes

elémentaires.

Remarque 14

On notera l'importance dans [’homogénéisation de leffet Soret de [’hypothése de
lexistence de l'opérateur P.. Le fait que la constante de continuité C, de 'opérateur
de prolongement P., ne dépende pas du parametre € est capital dans la démonstration
du passage a la limite. La principale difficulté dans la démonstration de la conver-
gence réside dans le fait que les quantités N;. soient définies sur une partie . ¢;
comme le rappelle G. ALLAIRE dans [1], deuz méthodes sont utilisables pour pallier
cette difficulté dont fait partie la définition de ['opérateur P.. D’autres techniques ont

été envisagées, notamment [’établissement de la compacité directe de linjection de
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3.5 Coefficients de diffusion équivalents

HY(Q.s) dans L*(Qes), compacité uniforme selon le paramétre € (version adaptée
aux milieux “perforés” du théoréme de Rellich).

Conclusion 2
Les équations régissant la conservation de la masse homogénéisées (équations de

convection-diffusion-thermodiffusion macroscopiques) sont les suivantes:
GO, N; + div <¢NiU —) DyYVN; - N;(1 - NQZVG*) =0 (I11.3.32)
J

ot on aura introduit les tenseurs symétriques définis positifs > et Y par

V(kD) € {1.3}> (S)n = S{(Tu
B Si B} ;
= D) Vo Dk

wy €tant les solutions du probleme elliptique sur une cellule élémentaire Y

W € Hﬁl (Y)
—divy(Vywy, + €]) = 0 dansY;
(Vywy, + €x).7 = 0 surdYy\oY.
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Chapitre 4

Estimation des tenseurs de

diffusion et thermodiffusion

Les coefficients de diffusion et thermodiffusion macroscopiques
ont été déterminés. Nous nous plagons dans le cas ou chaque
phase est isotrope, a diffusivités thermiques et coefficients de dif-
fusion constants. Nous décrivons ici la résolution des problemes
locaux wntroduits dans les parties précédentes qui permettra
de donner la valeur numérique exacte de ces coefficients. La
méthode utilisée pour la détermination des diffusivités ther-
miques équivalentes n’est pas la méme que celle engagée pour la
détermination des coefficients de de diffusion. Nous explicitons

1ct ces deuxr démarches.

On s’intéresse dans cette partie a la détermination des coefficients de transport ob-
tenus par le procédé d’homogénéisation. Celle-ci n’est possible que par la résolution
de problemes posés sur la cellule élémentaire du milieu périodique illustrés par les
équations (I11.3.19) et (II1.3.28). Nous décrivons par la suite comment sont obtenues
les solutions de tels problemes.

La difficulté principale réside alors dans les condition de périodicité sur le bord de
la cellule: souvent cotteuses en terme de calcul, ces conditions induisent des ma-
trices creuses dont la largeur de bande est tres grande. Nous montrons ainsi qu’il est

ossible de se ramener dans certains cas & la résolution d’un probléme simple, avec
b
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seulement une condition de bord de type “dirichlet non homogene”. C’est le cas du
probleme obtenu pour ’équation de 1’énergie dont nous détaillons la résolution par
la suite. Nous conservons ici les notations utilisées dans la partie précédente. On

introduit les notations suivantes:

Notations 6 On note Y le carré unité semi-ouvert [0,1[* et on définit sa frontiére
Y par

oY = U oY,

1<i<4

ou 0Y; = [0,1] x {0}, 0¥, = {0} x [0,1], Y3 = [0,1] x {1} et Yy = {1} x [0,1](cf.
figure 4.1).

Fi1G. 4.1 — Cellule élémentaire Y

Dans toute cette partie, les problemes étant posés uniquement a une échelle locale,
il n’est plus nécessaire de faire la distinction entre variable locale et variable macro-
scopique. Tous les opérateurs seront donc notés sans indice, les variables considérées

faisant uniquement référence aux coordonnées microscopiques y = (y1,...,Yn)-
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4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

4.1.1 Probleme considéré

On considere donc le probleme suivant:
Trouver o}, € H/(Y') solution de, Vk € {1...3}

div(ks[Vo, +€;]) = 0dansYy (4.1a)
div(ks[Voy + €;]) = 0 dansYj (4.1b)
(ki (Voy, + éx) — ks(Voy +é)] .1 = O0surdY;\oY. (4.1c)

Soit alors le changement de variable
Pr = £()V(or + yi), (I11.4.2)

la formulation précédente se réécrit

{ Py € H{div,Y') (I11.4.3)

div(py) = 0 dans Y

des qu'on a remarqué que la condition a linterface fluide/solide (4.1¢) revient a

chercher une solution du probléme dans l'espace H(div,Y).

Proposition 16 Une solution évidente du probléme (II1.4.3) sans condition de

périodicité est
pp = #(.)Vay,

ot la fonction o) est définie par

n
y=| . | €Y r—aly) =—w
Yn
v Preuve
La démonstration est immédiate des qu’on écrit Vy, = €}, . [ ]
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4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

On a ainsi déterminé de maniere partielle une solution au probleme. Afin de vérifier
la condition de périodicité (essentielle dans le cadre de notre étude), on recherche
donc une solution de:

Trouver &), € H(div,Y") solution de, Vk € {1...3}

div(k(.)Vy0y) = 0 dans Y’
~ — 0
Tk|ovivovs (I11.4.4)

Gkloy, = —00|ay, = —0a

Tkloy, = —0play, = —0uk

probleme de formulation classique dont on sait qu’il possede une unique solution.
La formulation particuliere des conditions de Dirichlet sur les parties du bord 0Y3
et Y} est due au fait que la solution obtenue pour le probleme (I11.4.3) n’est pas
Y-périodique. Afin de pallier cela, et sachant que la solution o2 vérifie 59 |ay, = o1z,
oy, = 0, 6% oy, = 0 et 60|ay, = Oag, il suffit de rajouter a celles-ci une fonction
dont la trace sur ces parties du bord permettrait d’obtenir cette périodicité. On peut

alors énoncer la proposition suivante:

Proposition 17 Soit &) la solution du probleme (111.4.4).

Alors la fonction
Ok = 0k + 0) = 0k — U
est une solution du probléeme (E)).

v Preuve

On a bien o4 € H/(Y) (c’est ainsi qu’ont été construites les conditions de Dirichlet
du probleme (I11.4.4)). De plus, Vk € {1..2}, Vy € Y; U Y],

div(k(y)(Vor + &) = div(k(y) (Ve + Vop + &)
= din(s() (Vo2 + &) + div(w(y) V)
=0

(par définition des problémes vérifiés par o}, et 64). A l'interface fluide solide 9Y;\0Y

la condition de continuité des flux est vérifiée puisque la solution est recherchée dans
H(div)Y). [
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4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

11 suffit donc de résoudre le probleme (II1.4.4) pour pouvoir déterminer les dif-
fusivités thermiques homogénéisées. Nous présentons dans ’annexe B.1 les résultats

obtenus pour ce type de probleme.

Remarque 15

Il est évident que le passage du probléme (I111.3.19) a la formulation (111.4.4) n’est
qu’un artifice mathématique présentant deux avantages: cela permet d’obtenir un
systéme inversible (on a déja souligné que la solution de (111.3.19) pouvait étre définie
a une constante prés), et on simplifie en méme temps le type de conditions aux bords
(on passe de conditions auz bords de périodicité a des conditions de type Dirichlet

non homogeéne).

4.1.2 Un encadrement des diffusivités homogénéisées

Dans cette partie, nous décrivons brievement la technique permettant d’obtenir
une borne inférieure et supérieure du coefficient équivalent obtenu par le procédé
d’homogénéisation. Cette technique décrite par G. ALLAIRE dans [4] est fondée

essentiellement sur la considération de problemes de minimisation.

Théoréme 11 (Inégalités de Voigt-Reuss) On dispose des estimations suivantes

sur la diffusivité thermique homogénéisée:

v R, ( /Y @dy)_lc C<Ac-C< ( /Y m(y)dy) ¢-¢ (L)

v Preuve

En reprenant I’équation (II1.3.20), on vérifie aisément qu’on peut la réécrire

¥ RNAC ¢ = [ K¢+ Vielow) (G + Vyoclaalldy  (IIL4G)
Y
ou o¢ est la solution du probleme élémentaire
divy (k(y)(¢ + Vyo¢)) =0sur Y (I11.4.7)

et o¢ est une fonction Y — périodique. On reconnait alors I’équation (I11.4.7) comme

I’équation d’Euler-Lagrange associée au probleme variationnel suivant:
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4.1 Diffusivités thermiques homogénéisées

Trouver o¢ minimisant la quantité / k(Y)[C+ Vyo(zy)]- [+ Vyo(z,y)]dy sur tous
Y

les champs périodiques o. Ainsi, A¢ - ¢ est donné par

A¢-¢= min [ rwC+Vyolww) ¢+ Voolea)ldy (1I1.4.8)
O'EHu ) Jy

Le choix simple ¢ = 0 dans (II1.4.8) permet d’obtenir immédiatement la borne

supérieure

V¢eR", AC-¢ < (/Y /Q(y)dy) ¢-¢. (I11.4.9)

Par ailleurs, 1’équation (I11.4.7) peut aussi étre associée a la formulation variation-

nelle duale,

Ve A e -min [ Slerr) € rTld (11410

olt S est I'ensemble défini par S = 7 € (L{(Y))", div(T) = 0, / 7dy = 0. Le choix
Y
7 = 0 dans (II1.4.10) permet alors d’écrire sur la borne inférieure

-1
VE e R, AL £ < (/Y @dy) £-¢ (I11.4.11)

ce qui permet de conclure. [ ]

Remarque 16
D’un point de vue plus pratique, le résultat précédent fournit un “encadrement” de
la diffusivité thermique équivalente par les moyennes harmonique et arithmétique

pondérées des diffusivités locales. En effet, la fonction k(.) étant constante dans
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4.2 Coefficients de diffusion et coeflicient de Soret effectifs

chaque phase, on a

/ﬁ(y)dy = /ﬁfder/ Kksdy
Y Yy s

= mes(Yy)ks + mes(Y)k,
- gbﬁf + (1 - Qb)’is
= mOiya[(ﬁfﬂS%(ﬁ&l - ¢>] (111'4'12)

De la méme maniere,

(/y %)dy) - moyp[(k5,0), (ks 1 = @)]. (111.4.13)

(y

4.2 Coeflicients de diffusion et coefficient de Soret
effectifs

4.2.1 Nature du probleme

Le probleme lié a la détermination des coefficients de diffusion effectifs est plus
complexe que le précédent. Il est posé uniquement sur la partie fluide Y} de la cellule,
et donne lieu a des conditions de bord mélées (périodicité sur une partie du bord,

condition de Neumann sur le reste). Il est donné par:

Vi € {1...2}, trouver w; € H/(Y") solution de,

{ —div(Vw; + &) = 0 dans Yy (I11.4.14)

(Vw; +¢€).i=0 sur 9Y;\oY

On impose ainsi des conditions de périodicité sur Yy NAY . Des lors, le probleme

se réécrit,

—div(Vw; + €;) = 0 dans Y}
(Vu)i + é;)ﬁ =0 sur an\aY

(I11.4.15)
wiloy; noYy = wi\aygmayf

wilay, noY; = Wi | oY1NdYy
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4.2 Coefficients de diffusion et coeflicient de Soret effectifs

La méthode utilisée pour ce probleme reste celle des volumes finis. Elle nécessite
néanmoins la considération de fonctions de base particulieres, illustrées dans la figure

4.2. De telles fonctions de base impliquent une grande largeur de bande de la matrice

ah
~8.t 7

Fi1c. 4.2 — Fonction de base utilisée pour la périodicité

du systeme et donc une résolution un peu plus lourde.

Remarque 17

Il est a noter que dans le cas du probleme (II1.4.14), il n’y a pas unicité de la
solution, et ceci du fait des conditions de bord particulieres considérées. Il y a en
fait unicité dans Uespace quotient HJ(Y)/R et donc, le résultat de la résolution de
ce probleme est connu a une constante pres. Ceci ne constitue toutefois pas une géne
ici, puisque pour la détermination des coefficients équivalents, ce sont les gradients

des fonctions w; qui sont utilisés (cf. (3.27a)).

Le maillage considéré pour ce type de probleme est un maillage constitué de
triangles, afin d’obtenir les approximations les meilleures possibles des diverses
géométries élémentaires considérées (maillage de Donald, cf. figure 4.3). Se donnant
une famille de triangulations (Up,);, réguliere, on construit la triangulation duale P,
(relative aux inconnues “flux”) de la maniere suivante:

— On détermine les centres de gravité cx de chaque triangle K de U,

— On relie le point cx aux milieux des cotés du triangle K

— On relie chaque centre cx au sommet P pour obtenir la triangulation P,.

Ce procédé est illustré dans la figure 4.3. L’analyse du schéma relatif a la résolution
des problemes élémentaires n’est pas détaillée ici, mais ’étude effectuée au chapitre

2 peut facilement étre adaptée au cas des maillages triangulaires. Le maillage utilisé
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4.2 Coefficients de diffusion et coeflicient de Soret effectifs

Fi1G. 4.3 — Maillage de Donald

est d'une gande importance puisqu’il doit étre adapté aux géométries élémentaires
considérées. Ainsi pour chaque géométrie, un nouveau maillage devra étre construit
et adapté a celle-ci, tout en gardant une qualité convenable!. D’un point de vue
plus pratique, et dans le cadre de la remarque 17, on est obligé de recourir a des
algorithmes de résolution matricielles qui permettent d’inverser le systeme dans
de bonnes conditions; la méthode que nous avons choisie est celle du “gradient-
conjugué”.

L’ensemble des simulations effectuées a I’aide de tels outils est présenté en annexe
B.

1. Le critere de qualité d’un maillage ainsi que d’autres notions relatives a celui-ci sont développés
dans 'annexe B
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Quatrieme partie

Adsorption en milieu poreux






Chapitre 5
Isothermes équivalents

On effectue ici la dérivation (au sens déductif) des lois ma-
croscopiques d’adsorption dans un milieu poreuzr afin d’obte-
nir une modélisation réaliste a une échelle macroscopique de
l’adsorption de produits contaminants dans une nappe aquifere.
On démontre notamment que le changement d’échelle induit la
présence d’un terme puits dans [’équation macroscopique, ex-
primant de maniere globale les effets de sorption, initialement
traduits par une condition de flux a l’interface fluide-solide.
Deux situations “extrémes” sont envisagées, les cas réversible

et irréversible.

5.1 Introduction

On s’intéresse aux phénomenes de contamination des nappes aquiferes par ad-
sorption de produits polluants. La modélisation de tels phénomenes nécessite la
connaissance des isothermes d’adsorption de chaque produit (fonction reliant la
concentration du contaminant dans la phase aqueuse a la quantité adsorbée par
unité de surface de la phase solide). Ces derniers peuvent étre représentés par des
fonctions simples dont les principaux parametres sont la température et la nature
du solide. On envisage ici 1’adsorption dans un cas général en n’effectuant 1’ana-
lyse que pour les deux cas extrémes que sont le cas irréversible total (cas ou le
solide fixe définitivement le contaminant) et réversible total. Si les phénomenes

irréversibles sont en général difficiles a traiter (et donnent lieu en particulier a
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5.2 Probléme considéré

des phénomenes d’hystérésis), plusieurs tentatives de modélisation ont déja été en-
visagées, notamment par PESZYNSKA et SHOWALTER dans [57]. Par ailleurs on
trouve une littérature abondante en ce qui concerne la modélisation et ’analyse
mathématique des phénomenes d’adsorption (cf. en particulier [44] ou [43]). L'ap-
plication de procédés d’homogénéisation a de tels phénomenes a déja été envisagée
par U. HORNUNG dans [38] ou U. HORNUNG et W. JAGER dans [40], mais la

démonstration de la convergence n’avait pas été établie.

5.2 Probléme considéré

On s’intéresse dans cette partie aux phénomenes d’adsorption se déroulant sur
la surface poreuse décrits notamment dans la premiere partie. Les notations que
nous utilisons par la suite sont celles introduites dans le chapitre 3. Les phénomeénes
d’adsorption se déroulant a l'interface fluide/solide du milieu poreux, il est nécessaire

d’introduire les notations suivantes
Y. =T1.x]0,T] (IV.5.1)

I'. étant la frontiere définie par I'. = 0, £\0<2..
La répartition des especes a l'intérieur de la phase fluide est régie par une classique

équation de type “diffusion convection” a caractere divergentiel
O¢N: + div(N.U. — DVN,) =0 dans Q.. (IV.5.2)

Les effets d’adsorption se traduisent alors par I’apport d’un terme de bord a l'inter-

face fluide/solide (loi d’échange au contact de la roche-magasin) de type

xz

DaN& =e)(

- D—- 8)g&(]\fs) sur I'.. (IV.5.3)

ot A est un élément de Lg°(T') et D le coefficient de diffusion du constituant dans
le fluide. Le role de A est ici celui d’un coefficient d’échange au contact de la roche,
permettant de prendre en compte d’éventuelles variations des “facultés” d’adsorp-
tion de la matrice poreuse selon des criteres géométriques et donc de modéliser une
classe large de comportements naturels. C’est un parametre sans dimension, laissé

a notre discrétion. La condition initiale et la condition sur le reste du bord sont
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5.3 Cas irréversible: 1’isotherme de Langmuir

de méme type que dans la premiere partie. Il est évident ici que le modele adopté
ne prend en compte dans l’adsorption aucun phénomene externe. Par exemple, en
présence d'un champ thermique non constant, les “isothermes” sont déformés et ne
peuvent plus étre traduits de maniere simple (les visualisations données en annexe
A5 permettent de s’en convaincre). Néanmoins et dans un souci de clarté, nous
avons considéré ’adsorption dans un cadre ou n’est pris en compte aucun effet du a
la température, comme cela peut 1’étre fait en chromatographie par exemple.

On obtient, a I’aide de formules de Green, et pour une fonction test v assez réguliere

définie sur @), la formulation variationnelle, a t fixé,

N,
O:N.vdx — / N. U, NVvdx + D VN, NVudr — D/ v&dae =(0V.5.4)
Qe Qf. Q. r. on

On utilise ensuite 1’égalité (IV.5.3) pour obtenir la formulation avec terme de puits
/ O N.vdr — N. U, Vudzx
Qf,E Qf,s
+ D[ VN.Vovdz+ 5/ M) (N )vdo. = 0 (IV.5.5)
r. ¢

Qf.e

pour des fonctions v assez régulieres, définies sur Q).

Proposition 18 Le probléeme constitué des équations (IV.5.5) et (IV.5.3) admet

une solution unique.

v Preuve
La démonstration de cette proposition est classique en analyse non linéaire. Il s’agit
d’un probleme d’évolution parabolique avec une condition de Fourier-Robin, non

linéaire mais lipschitzienne. [ ]

5.3 Cas irréversible: I’isotherme de Langmuir

On se place ici dans le cas d’adsorption irréversible totale (figure 4(c)), donnée
par le modele de Langmuir, I'un des isothermes d’adsorption les plus classiquement

utilisés. Ainsi, pour une valeur saturante Ny, > 0, le phénomene d’adsorption n’a
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5.3 Cas irréversible: 1’isotherme de Langmuir

plus lieu, ce qui est traduit par la relation

+
ar
p:reR — (r) = (1 R — Nsat> (IV.5.6)

ou la fonction (.)* est la fonction “partie positive” définie sur IR par

r osireR"
ro— rt = . (IV.5.7)
0 sinon.
N, /™, (2): Saturation de la phase solide
A

f

A N \ / .
(1): Adsorption de matigre '\ / (3): Plus d’échange a I'interface

N

Fi1G. 5.1 — Schématisation des échanges a l'interface fluide-solide

Proposition 19 On posséde les estimations, uniformes par rapport a e:

301 > 0, ||Na||H1(QE) < Cl (58&)
302 > 0, ||90(N8)||H1(Q5) < OQ (58b)

v Preuve

Le caractere borné de N, au sens d’une fonction de Sobolev est obtenu immédiatement
a l'aide d’un choix particulier de fonctions-test. On remarque que la fonction ¢ vérfie
les propriétés

¢ lipschitzienne
p(0)=0

et que donc les espaces de Sobolev sont stables dans les superpositions fonctionnelles

par .
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5.3 Cas irréversible: 1’isotherme de Langmuir

Il s’ensuit que ¢(N.) est bornée dans H'(Q.) et que

lo(N)ll 1.y < Lip(#)[IN: (. (IV.5.9)

ou Lip(p) est la constante de Lipschitz de la fonction ¢.

Proposition 20 La suite (N.). converge faiblement dans H'(Q) vers un élément

N solution de l’équation

60N + div (ngNU - DTVN) + [ / )\(y)da(y)} o(N) = 0. (IV.5.10)

v Preuve
Reprenons la formulation variationnelle vérifiée par V., et intégrons I’égalité (IV.5.5)

sur U'intervalle [0,77] .

T T
/ Oy N.vdxdt — / N U, Vvdxdt
0 Jag. 0 Jag.

T T
+ D / / VN..Vodedt = —¢ / / ML) (N yvdo.dt
0 Qf,a 0 € €

La convergence des termes de diffusion, convection et de la dérivée en temps a
déja été établie dans les parties précédentes. On effectue dans un premier temps un
prolongement adéquat N. des inconnues N, de telle maniere a exhiber une constante

C > 0, indépendante de ¢, telle que

IN 0y < C IN-llmq.) (IV.5.11)

Le probleme principal réside dans le passage a la limite dans le terme ¢ / )\(z)go(NE)vdaE.
T g

Pour cela, on utilise les résultats de convergence a double échelle pour les expressions
portant sur des traces. Ces résultats, introduits par G. ALLAIRE, A. DAMLAMIAN
et U. HORNUNG dans [4], ont notamment été appliqués a des équations de diffusion
avec des condition de bord de type Fourier. Nous les reprenons ici pour dériver notre
modele. Ainsi, le théoreme 5 introduit dans [1] a notamment été élargi au cas des

traces dans [4] de la maniere suivante:
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5.3 Cas irréversible: 1’isotherme de Langmuir

Théoréme 12 Soit u. une suite de L*(T.) telle que

e | |uc(z)|*do.(x) < C (IV.5.12)

Ie

(C' constante positive indépendante de €). Il existe une sous-suite encore notée u.

et une fonction ug(z,y) € L*(Q; L*(T)) telle que u.(x) converge a deux échelles vers

up(z,y), i.e
lim ue(a:)qb(x,g)daez/O/Fuo(x,y)gb(x,y)dxda(y) (IV.5.13)

e—0

pour toute fonction continue ¢(z,y) € C[Q;C4(Y)]. On note alors

2—scale

Ue 1 Ug

L’adaptation de ce théoreme a notre modele ne pose pas de probleme a 'aide de la
proposition 19. Ainsi en prenant pour fonction test v = ¢(N.) dans la formulation

variationnelle (IV.5.5), on obtient aisément I'inégalité

T
e / \)\(g)go(:c)PdaE(x) <. (IV.5.14)
0 Jr.
Des lors, il existe une fonction ¢(z,y) € L*(Q2; L*(T")) telle que

v — . (IV.5.15)

On a donc les propriétés de convergence suivantes:

/// (txg—)dagf dtﬂ/@/ o(t,a,y)do (y)dwdt

(IV.5.16)

pour toute fonction continue ¢(x,y) € C[Q; C4(Y)]. De plus,

N. — N dans H'(Q) faible

N. — N dans L*(Q) fort
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5.4 Cas réversible: ’isotherme de Freundlich

(par compacité de 'injection de H'(Q) dans L*(Q)). On déduit aisément (I’applica-

tion ¢ étant lipschitzienne) que

©(N.) — @(N) dans L*(Q) fort (IV.5.17)

Conclusion 3 (Isotherme de Langmuir)

L’équation de conservation macroscopique est la suivante:

aN
1+ BN

$ON + div <¢NU - DTVN) + { /F )\(y)da(y)} N ( Nm)+ — (IV.5.18)

ot T est le tenseur introduit au chapitre 3.

Remarque 18 Dans le cas d'un coefficient \(.) constant, l’expression du terme de
puits non linéaire introduit dans l'équation de conservation macroscopique (1V.5.18)

se restreint a

N +
X aire(T)y <1 j T Nsat) . (IV.5.19)

La démonstration présentée ci-dessus reste valable pour toute fonction ¢ lipschit-
zienne, croissante au sens large et nulle en 0, ce qui ouvre une large classe
naturelle de comportements. Nous présentons par la suite, un autre type de com-

portement, correspondant au cas de I’adsorption réversible.

5.4 Cas réversible: I’isotherme de Freundlich

On considere désormais le cas réversible (figure 4(d)), modélisé en particulier par

I'isotherme de Freundlich. Ce dernier correspond a la donnée

p:17€R — @r)=|rP"'r 0<p<1) (IV.5.20)
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5.4 Cas réversible: ’isotherme de Freundlich

qui se traduit par la condition a l'interface fluide/solide

ON.
on

= eA|N. — Ny '(N. — Nyoy) sur T.. (IV.5.21)

Ainsi, le flux de masse a I'interface fluide-solide est régi par une valeur de satu-
ration de la phase solide N,,. Cette valeur atteinte, le flux change de signe et donne
lieu a un phénomene de désorption. Pour ce type de comportement, on établit le

résultat suivant:

Conclusion 4 (Isotherme de Freundlich)

L’équation de conservation macroscopique est la suivante :
$0:N + div <¢NU - DTVN) — Naire(D)|N — NP {(N — Now)(IV.5.22)

ot T est le tenseur introduit au chapitre 3.

Le type d’isotherme considéré ici ne vérifie plus les criteres donnés lors de la démonstration
du résultat précédent: la fonction ¢ n’est plus lipschitzienne mais elle présente
un caractere de monotonie. C’est pourquoi il est nécessaire de faire appel a d’autres
outils. La démonstration d'un résultat analogue concernant la modélisation macro-
scopique de réactions chimiques & l'interface fluide/solide d’un milieu poreux a été

établie par J.I. D1az dans [25]. Nous la reprenons par la suite.

v Preuve

On montre aisément ’estimation suivante
3C, > 0tel que ||[VNe[2(g.) < C1, Ve >0 (IV.5.23)

C étant une constante indépendante de . On utilise alors I'opérateur de prolon-
gement introduit en (I11.3.23), vérifiant la condition de continuité indépendante de

<,

Vo, Ve, / |V P.(v)2dzdt < O,y / |Vo|*dxdt. (IV.5.24)
Q Qe
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5.4 Cas réversible: ’isotherme de Freundlich

Soit alors N, 1’élément défini par
P.(N.) = N.. (IV.5.25)

On peut extraire une sous-suite encore notée N, qui converge faiblement vers un
élément N de H'(Q). On introduit alors 1’élément

VN. e
. = sur (IV.5.26)
0 sur Q\Q-..
On a, notamment a l'aide de (IV.5.23),
2
0.9, (IV.5.27)

quand £ — 0. De plus, d’apres (IV.5.26), il vient
T T
/ / Oy N.vdxdt + / / o..Vudzrdt + e |N. — Nyot|P " (N. — Nyoy)vdo.dt = 0.
0o Ja o Ja e
(IV.5.28)

Reste a déterminer la limite du terme d’adsorption. Puisque p < 1, J.I. DiAz

démontre dans [25] que

mes(I)
mes(Y)

e—0

lim/ |N. — Nsat|p‘1(Na — Nyo)vdo.dt = / N — Nsat|p‘1(N — Nyt )vdodt
Se Q

(IV.5.29)

La convergence du terme de diffusion se démontre aisément, a ’aide de raison-

nements analogues a ceux utilisés pour les équations de la partie précédente. [ ]
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Conclusions

Les travaux effectués lors de cette these avaient pour objectif d’élaborer un
modele complet de l'effet Soret en milieu poreux articulé autour de trois axes prin-
cipaux:

— une analyse locale de la thermodiffusion en milieu libre,

— l'application de méthodes de changement d’échelle,

— l'exploitation du modele macroscopique ainsi obtenu.

L’analyse mathématique des équations en milieu libre a permis d’obtenir des
résultats d’existence de solutions fortes (i.e. dans 1’acception de I'ingénierie mathé-
matique) aux équations de conservation. Cette analyse, établie pour une classe large
de comportements des lois d’état -coefficients de (thermo) diffusion, écoulement-, a
notamment mis en évidence un résultat de dépendance en moyenne quadratique des
concentrations envers le coefficient de thermodiffusion. L’étude de la thermodiffusion
en milieu libre a pu étre complétée par ’élaboration d’un code de calcul de type
“volumes finis” permettant de quantifier notamment 'influence des effets thermiques
en adsorption. L’analyse numérique d’un tel schéma a été faite avec pour effet,
la démonstration d’un résultat de convergence du schéma sous des hypotheses ad
hoc. Les simulations effectuées a ’aide d’un tel code ont par ailleurs démontrées
la possibilité d’accumuler localement et de maniere dynamique de la matiere par
Effet Soret, ce qui ouvre de nouvelles perspectives dans 1’élaboration d’un procédé
de mesure du coefficient Soret.

Le changement d’échelle effectué par la suite a eu pour but d’obtenir les équations
macroscopiques de conservations et de mouvement. Les techniques utilisées ont per-
mis de démontrer la convergence des équations de conservation locales vers les
équations globales. Les équations obtenues sont de méme type que les équations
locales: ce sont des équations de type divergentiel, paraboliques. Le changement

d’échelle induit notamment la présence de tenseurs (isotropes ou non), dis aux effets
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Conclusion & perspectives

géométriques du milieu poreux. Ces tenseurs, dont on possede l'expression analy-
tique, mettent en jeu des fonctions auxiliaires, solutions de problemes élémentaires
posés sur une cellule référence du milieu poreux. C’est plus exactement ’évaluation
d’énergies liées a ces fonctions auxiliaires qui permet de déterminer de maniere
précise les coefficients macroscopiques. L’avantage de l'utilisation de tels procédés
est évident: la modélisation a 1’échelle d’un réservoir ne nécessite que la résolution
numeérique d’un probléme posé a une échelle microscopique.

Une approche numérique fondée sur la méthode des volumes finis a enrichi cette
étude par la détermination complete des coefficients macrocospiques obtenue pour
des géométries particulieres. On a pu ainsi préciser les propriétés de symétrie des
tenseurs introduits et obtenir des valeurs réalistes de ces coefficients.

L’étude relative aux phénomenes d’adsorption a permis de démontrer que 1’ad-
sorption en milieu poreux est traduite de maniere macroscopique par un terme
“puits” dans ’équation de conservation de la masse. Ce terme est notamment
constitué d'un coefficient (variable ou non) traduisant un effet de mémoire vis-a-vis
de l'interface fluide-solide lors de l'application des techniques d’homogénéisation.
Il s’agit la, selon la terminologie de D. CIORANESCU et F. MURAT “d’un terme
étrange et venu d’ailleurs” ([22]). Ainsi, la détermination du coefficient de Soret en
milieu poreux a offert la possibilité d’une voie nouvelle d’application des méthodes

d’homogénéisation.
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Notations

Notations latines

grandeurs scalaires

C, capacité calorifique massique

D Coefficient de diffusion massique

Dy Coefficient de Dufour

Dy Coefficient de thermodiffusion

k' Isotherme d’adsorption du constituant ¢
Lip(f) Constante de Lipschtiz de la fonction f

N; Fraction massique du constituant ¢

Ngabs Fraction massique du constituant ¢ en phase adsorbée
Nat Valeur de saturation de la phase adsorbée
n Nombre de constituants du mélange

P Pression

Pe Nombre de Péclet massique

Pey Nombre de Péclet thermique

S Entropie

S Coefficient de Soret de I'espece ¢

Uy Vitesse maximale au centre de ’écoulement
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grandeurs vectorielles

(€ )k Base canonique de R?

f Force

J Flux

J_; Flux de matiére relatif au constituant ¢
fq Flux de chaleur

U vecteur vitesse

grandeurs tensorielles

Tenseur des coefficients de diffusion massique
Tenseur des dérivées des isothermes d’adsorption

P Tenseur des perméabilités absolues

xR O

Matrice des coefficients d’Onsager

Notations grecques

grandeurs scalaires

A conductivité thermique
0 Température
0* Température homogénéisée
K diffusivité thermique
densité
1 viscosité dynamique de la phase fluide
i Potentiel chimique de 'espece ¢

5

Isotherme d’adsorption

Porosité

[ ©-

Quantité de matiere accumulée

grandeurs tensorielles

Tenseur des diffusivités thermiques homogénéisées

Tenseur des coefficients de diffusion massique homogénéisés

M =

Tenseur des coefficients de Soret homogénéisés
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Notations mathématiques

dij Symbole de Kronecker : Vi,j € IN 9;; =1 siz = j, 0 sinon
I, Matrice identité d’ordre n : Vi,j € {1,....n} (I,)i; = 6i;
moya|.,.) Moyenne arithmétique de deux nombres : moy,[(z1,p1),(2,p2)] = P11 + paa
moyp|.,.| Moyenne harmonique de deux nombres : moy[(z1,p1),(x2,p2)] = 7T i 7
Ty X2

Par la suite f désigne une fonction a variable x € IR" et a valeur dans IR, g une

fonction de IR"™ dans IR", €2 un ouvert de IR" et V un espace de Banach.

Opérateurs

9y
div(-) Opérateur divergence : Vo € R", div(g Z Ji

ox;

V() Opérateur gradient : Vo € R", Vf = (gi 68;2 . ,g;;)
) : n “~ 0? of

A(Y) Opérateur Laplacien : Vx € R", A(f) = 92

T

=1

i Opérateur dérivée normale extérieure : —— =V f-n
on on

Espaces fonctionnels

Ck(Q) Ensemble des fonctions £ fois contintiment différentiables sur €2

LP(Q2) Ensemble des fonctions f mesurables sur € telles que : / | f|Pdz < o0
Q

L>(9) Ensemble des fonctions f mesurables sur {2 telles que :

3C > 0, tel que |f(z)| < C p.p. sur
LP(0,T;V) Ensemble des classes de fonctions de 0,77 & valeurs dans V,

mesurables pour la mesure de Lebesgue dt et telles que:

1
T P
ooz = ([ 18d) " <00 sipe o]
0

| flLo(o,rv) = supess|| f(t)|[[y < oo sip=+oo

t€]o, T
H(2) Espace de Sobolev défini par : H(Q) = {f € L*(Q), Vf € [L*(Q)]"}
H2(09) Espace des traces défini par : Hz(8Q) = {h € L2(dQ), 3f € HY(Q) flag = h}
Whr(Q) Espace de Sobolev défini par : W'?(Q) = {f € LP(Q), Vf € [L*(Q)]"}
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Annexe A: Effet Soret en milieu libre

Annexe A

Ecoulement capillaire

On s’intéresse ici au couplage entre Effet Soret et convection
pouvant intervenir dans un fluide binaire s’écoulant dans un ca-
pillaire, aux parois duquel on applique un gradient thermique. Les
équations de conservation pour la température et un constituant
du fluide sont alors résolues numériquement a [’aide de code 1D
et 3D azisymétrique. On met notamment en évidence la possibi-
lité de concentrer localement un des deux constituants du fluide.
On propose ensuite un procédé “expérimental” itératif permet-
tant la mesure du coefficient Soret en milieu libre. On donne
enfin le résultat de simulations obtenues a l’aide du schéma ana-
lysé au chapitre 2, dans le cas d’un écoulement capillaire avec

prise en compte des effets d’adsorption.

A.1 Sur un couplage local (U,V¥)

On considere donc un écoulement non isotherme dans un cylindre, afin de ca-
ractériser les phénomenes de thermodiffusion dis au gradient thermique ainsi ap-
pliqué. Si l'effet soret a un échelle locale a déja été considéré dans de nombreuses
études (cf. notamment [30] dans le cas d’un canal périodique), l'originalité de notre
approche vient du fait que nous considérons ici un gradient thermique longitudinal,

1.e. parallele a la direction de 1’écoulement.
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2N

|

| . j,} ' |
9-"\\ /.* -/ /

x

Fic. A.1 — Capillaire: Ecoulement et profil thermique a la paroi.

A.1.1 Probleme considéré

On s’intéresse ici aux équations de conservation suivantes

00 + div(0U — k;V0) = 0 sur @ =]0,T[x2
N + div(NU — DVN — DgN(1 — N)VO) =0 sur Q =]0,7[xQ (A.VLA.1)
N(O,) = NO

ol est le profil de Poiseuille donné par

U= 0 = 0 . (A.VLA.2)
7“2

U:v(r) U0(1 - ﬁ)

On prend pour échelle de longueur de référence le rayon du capillaire R afin d’utiliser

I

b
BRI

-1 - ‘ -
0 x L

Fic. A.2 — Visualisation du profil de vitesse a l'intérieur du capillaire

des grandeurs et variables sans unités. On notera encore r (resp. z) la variable

adimensionnelle radiale (resp. longitudinale) ainsi obtenue. Les équations (A.VI.A.1)
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peuvent alors etre réécrites

0+ (1—r )@ - LAH =0 sur @ =|0,T[xQ

ox = Peg A.VLA3
ON + (1= 122N _ L AN = SEAG — 0 sur @ —10,7x0 AVEAS)
! " or T Pe Pe SHE e =

ou on aura adopté les notations suivantes:

UsR
— Pey = 0°0 est le nombre de Péclet thermique,
Ky
UsR
— Pe = -2 st le nombre de Péclet massique,

D
- Sf=A0(1—-N(z= 0))36 est le coefficient de Soret adimensionné.

A.2 Le cas 1D: résolution analytique

On se place dans le cas d’écoulements a faibles nombres de Péclet, i.e. Pey << 1,
pour lesquels le transport de chaleur est donc essentiellement dominé par la convec-

tion radiale et ainsi
‘9(7”7{[‘) = Qwall(l‘) (AVIA4)

(situation justifiée par ailleurs par le faible rayon du capillaire). Le domaine € est
donc ici représenté par un segment [0,L], L étant un réel positif, supposé grand
(L >>1). La dépendace radiale “quadratique” de la vitesse est éliminée en moyen-
nant 1'équation (A.VI.A.3) pour obtenir

1 1 2 * 92
a—Ndr —/ —(1-r )a—Ndr / 19 Ndr +/ 5 0 ed (A.VLLA5)
0 0

o Ot Ox Pe 0z? o Pedz?

qui donne
8N ON 1 0°N Sy o%*0
— N U A VIA.
ot u dx ' Pe 0x? + Pe 022 (A-VLA6)

en ayant défini

N N
/ N(z,r)dr et / (1—r )a a(z r)dr AU i aa—$dr. (A.VLA.T)
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L’équation (A.VI.A.5) peut alors étre résolue de maniere explicite a 1'état station-
naire. En effet, par intégration, on obtient de maniere évidente, par décomposition
sur chaque région du capillaire:

C, _
— 2 O g <y

& siA
-4+

é@ Peu
— 20 4 Ogefer g > g
a

>
[

+ CoeP®™ Yo €]ay, 0] (A.VL.LA.8)

1

T2 — I
constantes C; a 'aide des conditions de continuité le long du profil thermique et

ou A est la constante donnée par A = . On détermine les valeurs des

du fait que la fraction massique reste bornée dans le capillaire. Ainsi,

( *
CO — %(efPeﬁxl o ePeﬂ:vz) —a
C 5?4 —Peuxq Peuxo
! §§}_{(e ) (A.VLA.9)
02 _ Zt*" —Peuxs
Peu
| C5=0

La visualisation du profil de fraction massique donné par (A.VI.A.8) et (A.VI.A.9)
(profil stationnaire de la figure A.3) permet alors de mettre en évidence 'accumu-
lation locale de matiere dans le capillaire, précisément dans la zone de changement
du signe de la courbure du profil thermique. Un simple raisonnement a l'aide de
I'équation (A.VI.A.3) permet alors de préciser les mécanismes aboutissant a cette
déformation du profil des concentrations. A I'aide de la figure A.4, et de I’équation
(A.VI.A.3), on peut aisément voir que le terme de D’effet Soret, agit selon 1’en-
droit ol I’on se situe dans le capillaire, comme un terme puits ou un terme
source dans I’équation de conservation de la masse. Ainsi dans la zone Z;
définissant I’endroit ou le profil thermique a une courbure positive, ’effet Soret figure
comme un terme source et il y a donc accumulation (dynamique seulement, du fait
du terme de convection); par un raisonnement analogue, 'effet Soret figure comme
un terme puits dans la zone Z, ou le déficit di a la thermodiffusion est rapidement
comblé par dispersion de la zone amont. L’équilibrage (méme si cet équilibre reste

dynamique) de ces deux régions est a l'origine de la séparation observée dans la zone
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1.01

1.008 |

1.006

0.998

0.996 |

0.994

0.992
10 15 20 25 30 35

Fic. A.3 — Profil de fraction massique dans le capillaire: résolution 1D

non isotherme. Afin de confirmer ces résultats, une approche numérique du cas 1D
instationnaire, fondée sur la méthode des différences finies, dont la visualisation est
donnée dans la figure A.3. Le profil obtenu a 1’état stationnaire est identique a celui
donné par I’expression analytique, et I’évolution de la fraction massique a 'intérieur

du capillaire dans le temps corrobore ’explication de la séparation donnée ci-dessus.

u=0 .A.T<U Pas d’accurmulation
Competition entre

. de matiére
convection et effet Soret

|' X, | x=L

=0 AT=0 ]
Couplage - Accumulation
convection - effet Soret de matiére

FiG. A.4 — Profil thermique le long de la paroi
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A.2.1 Evaluation de la quantité de matiere accumulée =

La résolution analytique de I’équation effectuée dans la partie précédente permet
notamment d’évaluer la quantitée de matiere accumulée a ’aide de ce procédé. Une

simple intégration le long du capillaire permet en effet de calculer

E(t—o00) = / N(z)dz + / N(z)dx — x5 (A.VI.A.10)
0 T
S¢

_ A —Peuxy —Peuxo

de maniere a obtenir, a ’aide du théoréeme des accroissements finis,

Sy
Peu

E(t — o0) = (1 — e~ FeuT) (A.VI.A.12)
Z étant un point de [0,L] vérifiant 1 < & < 5. Ainsi, pour un point Z vérifiant
Peuz >> 1 (situation ou la zone de changement de courbure du profil thermique

est tres éloignée de l'entrée du capillaire), on dispose de ’évaluation suivante:

S¢

cu

E(t — o0) &

Cette évaluation est a la base du procédé mis en place dans la partie suivante,
et permet essentiellement de quantifier la dépendance de la quantité de matiere

accumulée envers le coefficient de Soret.

A.3 Résolution numérique

Afin de mieux comprendre les mécanismes opérant dans le couplage mis en
évidence dans la partie précédente, on effectue I'intégration numérique 3D (axi-
symétrique) des équations de conservations données dans (A.VI.A.3). Un simple
code de calcul basé sur la méthode des différences finies et la méthode des directions

alternées permet alors d’obtenir le profil de fraction massique donné dans la figure
A5,
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A.3.1 Equations considérées

On considere désormais le domaine cylindrique Q = [0,L] x D ou D est le disque
de centre 0 et de rayon R. On se place toutefois dans le cadre axisymétrique, ou
les grandeurs ne dépendent pas de la coordonnée angulaire (grandeurs constantes
radialement). On réduit donc le systéme de coordonnées (z,r,¢) a (z,r). On note
alors par Q' = [0,L] x [0,r] les restrictions de €2 a ce cas. Les équations (A.VI.A.3)

se réecrivent alors:

00 00 1 0% 1,00 0%

a + Um% = P—eg(w + ;(E + @) (A.VI.A.13)
8_N+U a_N — i(62N+1(8_N+62N>+SE(@_F}(%_’_@)

ot “O9r  Pe Or2 r or ox? Pe Or?2 1 0Or Ox?

ou U, représente la composante longitudinale du vecteur vitesse a l'intérieur du
capillaire (sa composante radiale U, étant nulle du fait du profil de Poiseuille

considéré).

A.3.2 Méthode des directions alternées

La méthode la plus rapide a mettre en oeuvre pour ce type d’équations nous
a paru étre la méthode des différences finies couplée a la méthode des directions
alternées. Le domaine plan €)' obtenu dans le cas axisymétrique se préte en effet de
maniere idéale a cette méthode (cf. DAUTRAY-LIONS, vol. 9 [24]). On décompose

ainsi le probleme en deux directions, sur deux itérations successives:

2

(V"= N+ FN"E = —F.N" + Bf

3 1 ) 1 1 (A.VL.A.14)
E(NTH— _ Nn+§) +FTNn+ — —FINn+§ + BO
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@

P
i
e
T

@

3)

@

Fic. A.5 — Couplage convection-Effet Soret dans un écoulement capillaire

en ayant défini les opérateurs F,., F, et B suivants:

1 U,
(F:EA)Z,] _W(QAZ,] - A’i-f—l,j - Ai—l,j) + E(Ai-f—l,j - Ai—l,j)
1 1
(FT‘A)’LJ _W<2Al,j - Ai,j+1 - Ai,jfl) - M(Ai,j+l - Ai,j*l)
S* *
(BO)i; = m(%m —Oip15 —bii1y) + m(%m —0i 11— bij1)

*

+2]P;AT (ei,j-‘rl - ei,j—l)

On vérifie aisément que ces opérateurs sont symétriques. L’analyse numérique du

code ainsi construit n’est pas détaillée ici. On pourra se référer aux études de stabilité

détaillées dans [24], méme si les opérateurs mis en jeu ici sont sensiblement différents.
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A.3.3 Discussion

Les résultats obtenus a 'aide des simulations 2D confirment le comportement
obtenu lors de la résolution analytique. La figure A.5 présente le profil de fraction
massique obtenu pour 4 étapes. La premiere visualisation présente la séparation
obtenue par séparation thermodiffusive “pure” (au sens ou elle n’est pas encore
altérée par la diffusion et la convection). Les étapes (2) et (3) mettent en évidence
I’évacuation du déficit par convection et diffusion vers la sortie du capillaire. La
derniere étape permet de visualiser I’état stationnaire, ou la zone de déficit a presque

disparu (la séparation est encore visible a la paroi, en r = 1).

12 14 16 18 20 22

Fi1ac. A.6 — Visualisation de la séparation selon la variable radiale

On remarque que le profil en concentration n’est pas constant radialement (figure
A.6) : cela vient essentiellement du profil de vitesse qui varie selon la variable radiale.
La vitesse étant maximale au centre, la séparation s’effectue principalement en r = 1
(ou la vitesse est nulle), et on voit aisément que celle-ci est maximale a la paroi. On
montre de plus que le déficit engendré par effet Soret n’est pas convecté et subsiste

a I’état stationnaire (bien qu’atténué par diffusion).
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Annexe A: Effet Soret en milieu libre

A.4 Un procédé itératif de mesure du coefficient

Soret

Les observations effectuées lors de ces simulations ont notamment permis d’ima-
giner un un nouveau moyen de mesure du coefficient Soret. Il est basé sur un procédé
itératif, seul apte a permettre d’accumuler assez de matiere pour permettre des me-

sures significatives. Ce procédé est décrit sommairement par la suite et dans la figure

AT

A.4.1 Dispositif expérimental

On considere deux réservoirs reliés I'un a ’autre par un tube capillaire. Le pre-
mier réservoir est rempli d’'un mélange binaire, analogue a celui étudié dans la partie
précédente, conservé a une température constante 6y. On applique le long des parois
du capillaire un gradient thermique (cf. figure A.7) de maniére a reproduire le dis-

positif décrit ans la partie précédente. Sous 'action d’une pompe le fluide s’écoule

(a) (®)

> - + <+« <
Reservoir ; T Reservoir

T

Waste Waste

Fic. A.7 — Profil thermique le long de la paroi

alors lentement a l'intérieur du capillaire, permettant ainsi le couplage adsorption-
convection mis en évidence dans la section A.1. Une fois 'accumulation “effectuée”,
au bout d’un temps %,.., on change le sens de I’écoulement de maniere a réintroduire
le fluide enrichi dans le réservoir initial (pendant un temps t,¢, < tse de maniere a

isoler le déficit de matiere ainsi créé). On a ainsi enrichi le fluide dans le réservoir

154



Annexe A: Effet Soret en milieu libre

initial ; la partie “aval” du fluide est quant a elle évacuée dans un récipient annexe.
On répéte ainsi le procédé un “certain” nombre d’itérations de maniere a obtenir
une séparation significative. Une simple simulation de ’évolution des composants
du fluide est donnée par la suite a partir d’'une formule de récurrence. Elle permet
notamment de disposer d’un outil d’évaluation du nombre d’itérations a effectuer

pour obtenir une bonne séparation.

A.4.2 Evolution des concentrations

Un raisonnement élémentaire permet alors d’établir I'expression de la fraction

massique du constituant au bout de k étapes a 'intérieur du réservoir:

S*
k _ ark—1
N*=N (1 * Peavo - Wzost)) (A.VL.A.15)

et donc, en inversant la relation,

Nk o Nk:—l
~ NE-1pea(VO0 — kViost)’

Sy (A.VI.LA.16)
Ainsi, en mesurant la quantité de matiere accumulée au bout de 'étape k ('entier k
devra étre choisi assez grand de maniere a obtenir un enrichissement significatif), on
détermine aisément la valeur du coefficient Soret a 'aide de 'égalité (A.VI.A.16).

Le comportement de la suite ainsi construite est donné dans le tableau

TAB. A.1 — Evolution des suites (N*), et (V*)y, lors du processus “multistage”

itération k=0 k=1 k=5 k=10 k=25 k=50 k=100 k=200

t(h,min,s) 0 457 3457 7307 1845”7 3730”7 1h1¥ 2h30’
VE(em3) 1 1.0000 0.9941 0.9867 0.9647 0.9278 0.8542  0.7069

NF 0.5 0.5007 0.5034 0.5068 0.5176 0.5374 0.5855  0.7475

On remarque a ’aide d’un tel procédé qu’il est possible de concentrer le mélange
de maniere a obtenir un enrichissement assez significatif pour pouvoir mesurer la
différence de concentration avec le mélange initial. Ainsi en 200 itérations, il est

possible d’obtenir un taux d’enrichissement du mélange de 150%.
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11
—a—Voluma Vk
—Fraction Nk
;
08
08
07475
o7 07089
0B
o5 NPV SV S ¥ PRS- i
04
0.00E400 4.50E401 2256402 450E402 t(s) 1.13E+03 225E.03 5 50E403 1105404

FiG. A.8 — Evolution des suites Vj, et Ni, au cours du temps
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Annexe A: Effet Soret en milieu libre

A.5 Influence du profil thermique en adsorption

dans un capillaire

Nous présentons ici les premieres simulations obtenues a I’aide du schéma numérique
décrit dans le chapitre 2. Elles ont été effectuées sur un domaine rectangulaire,

modélisant un capillaire.

On détaille ici les différents éléments utilisés pour celles-ci, notamment les coef-
ficents de thermodiffusion adimensionnés Si* = SIAT (1 — N;(z = 0)), les nombre de
Péclet Pe?, les isothermes d’adsorption de chaque constituant i, ainsi que les données
relatives au systeme telles que la différence de température appliquée A6, le profil

de vitesse employé U. Toutes ces données sont résumées dans le tableau suivant.

const. i | Pe; | S | Af (K1) U k'
ChaHso | 20 | 0.0625
CyH,Cly | 20 | 0.0625 30° Poiseuille | Langmuir (cf. [44])
CsFiz | 20 | 0.0625

L’isotherme d’adsorption ainsi choisi, défini par

K;N;

Vi e {172}, Vo = (Ii>1§z’§nc € {Ol}nc k)z(l’) =

ou € représente la porosité du milieu et (K;)1<;<n. la famille des constantes d’équilibre
de Langmuir. Il est facile de voir que le tenseur des dérivées de cette fonction vérifie
bien 'hypothese (H). Cet isotherme est I'un des plus simples et des plus utilisés
pour la modélisation des processus d’adsorption, et, s’il est connu qu’il ne reproduit
pas de maniere tres précise I’adsorption, il possede ici valeur de test, permettant de
mettre en évidence les mécanismes se déroulant dans le systeme.

De méme, nous avons considéré un tenseur de diffusion symétrique comme indiqué
dans I’hypothese 2 puisque nous avons introduit un tenseur diagonal (conformément
a 'hypothese 4).
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Annexe B

Tenseurs homogénéisés

On effectue dans cette partie la résolution des problemes
élémentaires (111.3.19) et (I11.3.28). On utilise notamment
les techniques décrites au chapitre 4 pour la résolution de
ces problemes en considérant plusieurs types de géométries
élémentaires. On discute enfin de l'influence des différents pa-
rametres (géométrie, porosité ou caractéristiques physiques de

chaque phase) sur les tenseurs macroscopiques ainsi obtenus.
B.1 Diffusivités thermiques équivalentes

B.1.1 Caractéristiques physiques du milieu

On présente ici les résultats obtenus lors de la résolution numérique du probleme
(IT1.4.4) sur différents type de cellules!. Le milieu poreux est alors modélisé a la
maniére d'un amas périodique de grains, représentés par des billes (un milieu poreux
similaire est donné & la figure B.1(a)). Afin d’obtenir des diffusivités homogénisées

réalistes, on considere le jeu de données suivant:

Les valeurs données ci-dessus le sont pour un fluide pétrolier moyen, dans les condi-
tions du gisement ainsi que pour un gres moyen, non saturé. Ces données varient
en effet selon que le gres considéré soit plus ou moins saturé, et ne sont en réalité

pas constantes selon la température et la pression a l'intérieur du domaine. Nous

1. Les simulations effectuées ici le sont en 2D
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TAB. B.1 — Parametres physiques de chaque phase

Parametres physiques Phase liquide (Y;) Phase solide (Y5)

X (W LK) 2% 10! 9 x 10!
C, (J.kg LK) 2 x 103 7.6 x 102
p (kg7t.m=3) 7.5 x 102 2.1 x 103
k (m?s™) 1.3 x 1077 5.6 x 1077
D (m?.s71) 2.75 x 1077 -
S¢ (K1) 4.92 x 1073 ;

(a) Billes de latex (b) particules de Rilsom

Fic. B.1 — Ezemple de 2 structures poreuses (source: IMFT)

nous placons toutefois dans une situation éloignée du point critique, ou les variations

selon ces deux grandeurs restent relativement faibles.

B.1.2 Un maillage non structuré

Les caractéristiques géométriques de la cellule élémentaire considérée sont données
dans le tableau (B.2). Le maillage de ces cellules est effectué a ’aide du logiciel ME-
FISTO. C’est un maillage non structuré au sens ot il ne possede pas les propriétés
de symétrie de la cellule?. Nous utilisons un maillage triangulaire afin de mieux re-

produire la courbure de 'interface fluide-solide. Nous présentons dans la figure (B.3)

2. Cette propriété induit des conséquences sur les coefficients homogénéisés calculés, comme cela
est expliqué dans le paragraphe B.2.1.
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quelques exemples de maillages.

Définition 3 Soit T un élément de la triangulation T;, dont est munie Q, au sens

o
a=\r
TET,

On définit hy = diam(T), pr = rond(T) les diamétre (plus grand cété du triangle
T) et la rondeur (diamétre du cercle inscrit) de T

On désigne alors par qualité de ’élément T, le scalaire Qr défini par

Qr =22 (B.VLB.1)
hr

Remarque 19 La qualité d’un élément vérifie toujours

0<@Qr<1

Fi1Gc. B.2 — Parametres définissant la qualité d’un élément T

Ce critere défini de fagon arbitraire, permet de juger de I’état de dégénérescence
d’un élément de la triangulation (au sens de 'aplatissement des angles du triangle).
La qualité des maillages construits lors de cette étude est donnée dans le tableau
B.3. Il est important de considérer deux maillages distincts pour chaque phase
(dont les noeuds a linterface coincident) afin de pouvoir résoudre indifféremment
de maniere globale ou “locale” les problemes posés sur la cellule élémentaire Y. Par
exemple, pour la détermination des diffusivités thermiques homogénéisées, on résout
le probleme élémentaire sur la cellule entiere, avec pour parametre la diffusivité ther-

mique locale (k; ou ks selon 'élément sur lequel on se situe). Aussi est-il nécessaire
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de construire des éléments sur lesquels la fonction x(.) est constante. La résolution
des problemes liés aux coefficients de diffusion et thermodiffusion ne nécessite quant
a elle qu’une résolution sur “ la partie fluide” de la cellule, effectuée a 1'aide du

maillage déja construit pour les diffusivités thermiques.
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(a) Maillage de la cellule entiere (b) Maillage de la phasee fluide Y:
Y: probleme (II1.3.28), cellule 2

probleme (II1.3.19), cellule 1

Fic. B.3 — Maillages de 2 types de cellules

TAB. B.2 — Parameétres géométriques de chaque cellule

Parametres géométriques Cellule 1 Cellule 2
Rayon des billes R, 3x 107! 3x 107!
L2 — mes(Y;) 91 x 1072 187 x 1072
L2 —mes(Yy) 1—-97x107% 1— 187 x 1072
Porosité ¢ ~ (.72 ~ (.43
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TAB. B.3 — Critéres de qualité de chaque maillage de la figure B.3

Parambtres\ maillage Maillage global Maillage partiel

B.3(a) B.3(b)

Nombre d’éléments 1490 727

Nombre de sommets 786 409

% d’éléments de qualité > 0.8 97% 94%
Qualité minimale 0.54 0.469
Qualité moyenne 0.917 0.871

B.2 Coefficients effectifs

Dans cette section, les cellules élémentaires considérées sont les mémes que celles
de la section précédente. Les caractéristiques physiques du fluide proviennent des
mesures effectuées par K.J. ZHANG & al. dans [66], ou encore par W. KOHLER et
B. MULLER dans [47] pour un mélange binaire, équimolaire. Elles sont résumées
dans le tableau (B.1).

Les résultats de ’ensemble des simulations effectuées ainsi que les visualisations
des solutions aux problemes élémentaires sont donnés dans les pages suivantes. Elles
sont axées sur les parametres suivants:

— Influence de la porosité de la cellule.

— Variation de la géométrie de la cellule:

— Influence de la symétrie.

— Isotropie ou anisotropie de chaque phase.

— Influence des parametres physique de chaque phase.

B.2.1 Résolution du probléme (I11.3.19)

Les résultats relatifs a la résolution des problemes (I11.3.19) sont donnés dans
les figures B.4 et B.5 d’une part, et le tableau récapitulatif B.2.2 d’autre part. L’in-
fluence des conditions de périodicité sur le bord y est évidente, et la différence
de conductivités thermiques entre phases fluide et solide est mieux visualisée a
l'aide courbes “isovaleurs” dans la figure B.5 (cas B.5(a) et B.5(b) ou la direc-
tion préférentielle de la géométrie est prépondérante dans le calcul des coefficients

macroscopiques). La porosité semble quant elle ne jouer qu’un réle numérique dans
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les tenseurs obtenus bien qu’il soit difficile d’obtenir des conclusions: en effet, méme
si la valeur des coefficients du tenseur est directement liée a celle-ci, on remarque
qu’en diminuant ¢ (passage du cas 1 au cas 3 dans le tableau B.2.2), on ne diminue
pas forcément les valeurs des éléments du tenseur (puisqu’en diminuant la porosité,
on augmente la contribution de la phase solide et donc la valeur du coefficients
homogénéisé des lors que ks > k). Il est a noter dans le cas des géométries “ellip-
tiques”, que les tenseurs obtenus pour les géométries 4 et 5 ne sont pas tout a fait
“symétriques” bien que 1’on puisse interchanger les roles des directions x et y. Cela

est simplement du au fait que nous utilisons un maillage non structuré.

B.2.2 Résolution du probléme (I11.3.28)

Une partie des simulations effectuées est résumée dans la figure B.6. On y montre
notamment pour quelques géométries particulieres le maillage construit ainsi que les
solutions aux problemes élémentaires. Les figures B.6(a) et B.6(d) sont des illustra-
tions de géométries symétriques alors que les cellules considérées dans B.6(c) et
B.6(b) font référence a des cas non symétriques et ayant pour résultat des coef-
ficients non isotropes (cf. tableau B.2.2). On remarque dans un premier temps la
grande influence des conditions de Neumann a l'interface fluide-solide dans les so-
lutions des problems élémentaires. Afin de diminuer le cout de calcul relatif a la
résolution de ces problemes, il est préférable d’utliser des maillages plus adaptés:
la figure B.6(c) illustre bien un maillage qui a été raffiné dans la zone ou sont ap-
pliquées les conditions de Neumann (du moins pour la résolution du probleme relatif
a wy). Cela permet une meilleure considération des conditions de bord sans augmen-
ter la taille du systeme. On remarque ici la différence entre les valeurs de w; et
wa, bien que le probleme soit totalement symétrique dans les cas B.6(a) et B.6(d).
Elle est entierement due au fait que le probleme (I11.3.28) ne posséde pas une solu-
tion unique, comme cela I'a été noté dans la remarque 17. La solution déterminée
numériquement I'est donc a une constante pres, ce qui importe peu puisque nous ne
récupérons que les gradients de ces solutions. On peut effectuer la méme remarque
que dans la section précédente pour ce qui concerne l'influence de la porosité sur
les résultats, méme si dans le cas du coefficient de diffusion homogénéisé, ce n’est
pas la contribution du milieu solide qui augmente mais plutot la contribution des

conditions de bord via 'influence de l'interface fluide - solide.
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-0.0924

-0117

-0143

F1G. B.6 — Maillages et solutions (wy)r=12 du probléme (II1.3.28) pour différentes

géométries élémentaires.
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