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Chapitre 1

Introduction

En physique nucléaire, la détermination des propriétés statiques et dynamiques du noyau
conduit & résoudre le probléeme engendré par la méthode des équations du mouvement
(EMM) (Row?70). Cependant, puisque le noyau constitue un probléme & N corps, la solution
exacte de la méthode EMM est non triviale. La résolution exacte des équations de la méthode
EMM nécessite un traitement rigoureux des corrélations. Le traitement des corrélations dans les
systemes a plusieurs particules en mécanique quantique est un sujet ardu et constitue un champ
de recherche tres actif. De plus, la complexité du systeéme nucléaire entraine que I’approche utilisée
dépend autant de notre capacité & résoudre le probleme que du type de propriétés que l’on cherche
a étudier. Par conséquent, nous introduisons des approximations afin de construire une théorie qui
reproduit telles ou telles propriétés physiques du noyau. Le premier niveau d’approximation pour
étudier le noyau consiste a utiliser I'image d’un ensemble de fermions indépendants en mouvement
dans un potentiel moyen & un corps créé par eux-mémes. Il s’agit de ’approximation de champ
moyen (méthode Hartree-Fock) (Har28; Foc30) suggérée par la possibilité de comprendre certaines
propriétés du noyau a l’aide d’une structure en couches pour les nucléons, analogue a la structure
en couches électroniques de ’atome. L’approximation de champ moyen constitue alors une solution
de la méthode EMM ne tenant compte que des corrélations & une particule. Cette idée provient
en fait de la découverte d’une surstabilité vis-a-vis de I’énergie de séparation d’un nucléon des
noyaux ayant un nombre particulier de neutrons et/ou de protons : 2, 8, 20, .... A V'instar des gaz
rares qui possedent des couches électroniques complétes, ces noyaux “magiques”, ou “doublement
magiques”, sont interprétés comme des noyaux & couches de neutrons et/ou protons complétes ou
totalement remplies. Dans ce cas, seules les corrélations particule-trou, qui sont de longue portée,
sont prise en compte. De plus, le spectre d’excitations individuelles de ces noyaux présente une
énergie de gap (bande interdite) assez grande. Cependant, dans les noyaux ayant des couches par-
tiellement remplies (couches ouvertes) 'approximation de champ moyen cesse d’étre valable. En
effet, dans ce cas I’énergie du gap peut étre trés petite et il peut se trouver qu’au voisinage du
niveau de Fermi un groupe de niveaux quasi-dégénérés o seulement quelques uns sont occupés et
par conséquent ’approximation HF ne marche plus; il faut alors développer une autre méthode
plus appropriée.

En fait, au début des années cinquante, le noyau est considéré comme une sphére contenant un
nombre bien défini de constituants (neutrons et protons). La théorie utilise alors le modele de la
goutte liquide, ou le noyau est toujours sphérique dans son état fondamental. C’est & cette époque
que les expérimentateurs ont mis en évidence 1’existence de bandes de rotation. Ce phénomeéne
n’était pas prévu par la théorie, puisque la mécanique quantique ne permet pas de voir tourner
un objet sphérique. La déduction logique de ’observation expérimentale de ces bandes de rota-
tions nucléaires fut la possibilité que le noyau puisse étre déformé dans son état fondamental. La
déformation et donc la rotation nucléaire étant admise, un nouveau domaine d’études s’ouvrait.
Face & cette nouvelle vision de la structure nucléaire, les modeles théoriques se sont adaptés. Des
1955, Bohr et Mottelson (BM55) ont fourni de bons arguments pour expliquer qu’une partie de I'in-
teraction résiduelle, négligée jusque la, permettait d’introduire des corrélations supplémentaires.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

L’interaction résiduelle introduit notamment des corrélations de paires, qui impliquent que 1’ap-
proximation de particules indépendantes n’est plus valide. C’est & ce stade qu’apparait pour la
premiére fois la notion d’appariement nucléaire, fortement relié a la fluidité et a la superfluidité
nucléaire.

Afin d’introduire les corrélations d’appariement dans le formalisme, tout en conservant la
notion d’éléments indépendants, les théoriciens se sont intéressés & la méthode BCS (BCS57)
développée par Bardeen, Cooper et Schrieffer en physique du solide en 1957 pour traiter la supra-
conductivité. La méthode BCS introduit la notion de quasi-particules indépendantes soumises &
un champ moyen. Cette méthode est un cas particulier de la méthode Hartree-Fock-Bogoliubov
(HFB) (RS80). La méthode BCS, tout comme la méthode HF, qui sont des approches de champ
moyen relatives & des quasi-particules et des particules indépendantes respectivement, brisent un
certain nombre de symétries du Hamiltonien du noyau; on parle alors de brisure spontanée de
symétrie au niveau du champ moyen. Nous arrivons alors & la notion de transition de phase. Bien
que les méthodes de type champ moyen présentées jusqu’ici permettent d’étudier le noyau dans ses
différentes phases, elles négligent les corrélations dans I’état fondamental. Par conséquent, avec
ces approximations nous ne pouvons pas étudier les propriétés des états excités ainsi que leur
influence, sous l'effet des corrélations, sur les états fondamentaux.

Dans le but d’aller au-dela des approximations de champ moyen, la méthode RPA (Random
Phase Approximation) (RS80) est utilisable. Au départ, cette approximation, qui est aussi de type
champ moyen, était construite pour tenir compte des corrélations du type deux particules-deux
trous (2p —2h) dans I’état fondamental. Comme on utilise le vide HF pour ’évaluation des valeurs
moyennes (approximation quasi-bosons), cette méthode viole le principe de Pauli et par suite
surestime les corrélations. De plus, cette méthode est une approximation incohérente. En effet,
dans la méthode RPA standard (on dit encore RPA-HF'), on commence par inclure les corrélations
dans I’état fondamental et du fait de I'impossibilité de poursuivre les calculs on remplace le vide
corrélé par un vide HF. De plus, en théorie de champ moyen, et au-dela, quand un systeme perd
spontanément une de ses symétries, la méthode RPA standard s’effondre a la transition de phase.
Cela peut étre du a une incohérence dans cette méthode, au moins pour les systeémes finis.

Afin, d’établir une solution des équations EMM autocohérente tenant compte des corrélations
a (2p — 2h) et qui aille au-dela des approximations de champ moyen, P. Schuck et J. Dukelsky ont
proposé ’approximation RPA autocohérente (SCRPA) (DS90; DS91; DS96; SDR97; DHS00). Pour
cela, il ont pris comme base de départ la méthode RPA. Celle-ci est la méthode la plus simple pour
étudier, d’'une maniere cohérente, les propriétés des états excités ainsi que leur influence sur les
états fondamentaux, par I'introduction d’opérateurs appelés opérateur d’excitation RPA, dont le
vide représente ’état fondamental du systeme étudié. Ces opérateurs d’excitation sont construits
& partir de combinaisons linéaires d’opérateurs de paires (p — h), et définissent le spectre en
énergie. La plupart des théories microscopiques, qui tentent d’étudier les propriétés nucléaires et
d’améliorer la RPA standard, sont basées sur la méthode des équations EMM.

Dans une premiére partie nous allons exposer en détail les fondements des méthodes de type
champ moyen et au-deld, & savoir, les méthodes HF, BCS, RPA et SCRPA. Ces méthodes de
résolution des problemes & N corps seront la base de tous nos développements numériques. Nous
commencerons par la présentation de la méthode HF qui est une approximation de champ moyen a
une particule, ensuite, nous nous intéresserons & la méthode BCS, qui est aussi une approximation
de champ moyen mais & une quasi-particule. Ensuite, nous exposerons en détail les fondements de
la méthode RPA, et nous discuterons les défauts de la méthode RPA standard. Pour surmonter
les difficultés et les défauts rencontrés, nous développerons la méthode SCRPA qui est totalement
self-consistante. A la fin de cette partie, nous aborderons la question de la brisure et la restauration
de symétrie au niveau champ moyen, pour les systémes finis et infinis.

Le phénomene d’appariement qui va étre traité & travers les modeles d’appariement & deux
niveaux et & un niveau (RS80), fera 'objet de la deuxieme partie. Nous discuterons en détail
Papplication de la version quasi-particule de la méthode SCRPA (SCQRPA) & ces deux modeles.
Au départ, nous aborderons le cas du modele & deux niveaux, ol nous montrerons que nous
avons obtenu, en comparaison avec d’autres méthodes, de trés bons résultats pour toutes les
observables physiques mesurées dans les deux phases du modele. Ensuite, nous entamerons ’étude



du modele de la séniorité, qui malgré sa simplicité, permet de fournir beaucoup d’informations sur
I’application de la méthode SCQRPA. Dans ce modele, nous montrerons que, grace a la souplesse
de notre méthode, on peut controler correctement les fluctuations et donc les corrélations dans
I’état fondamental et aussi les états excités.

Dans une derniére partie, nous étudierons cette fois la méthode SCRPA dans un modeéle au-
torisant l'interaction des champs de fermions avec un champ de boson. Un modeéle soluble qui
contient une telle interaction a été proposé par Schiitte et Da-Providencia (SD77). Ce modele, qui
peut étre vu comme une extension du modele de Lipkin & deux niveaux, présente une transition de
phase de type Nambu-Goldstone. En effet, suivant la valeur de la constante de couplage, le modele
peut présenter des transitions, ce qui permet par exemple I’étude de la condensation des bosons.
Nous allons donc adopter le formalisme a ce cas de figure de bosons et fermions en interaction.
Cela n’ira pas sans probleme et notamment la nature du mode de Goldstone laissera quelques
questions en suspens. Dans I’ensemble nous obtienderons cependant aussi de bons résultats avec
la SCRPA dans ce modele.
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Introduction

Dans cette partie, nous nous intéresserons a la présentation des différentes méthodes de type
champ moyen qui vont étre considérées dans notre travail. Nous commencerons par la présentation
de la méthode de Hartree-Fock qui constitue une méthode de type champ moyen & une particule.
Cette méthode permet la prise en compte des corrélations de type (p—h), qui sont de longue portée.
Ensuite, nous présenterons la méthode BCS, qui est une généralisation de la méthode HF autorisant
la prise en compte des corrélations de type (p—p) ou (h—h) (ces corrélations sont de courte portée)
et nous introduirons la notion de quasi-particule. Cette méthode est une approximation de type
champ moyen pour les quasi-particules. Bien que ces deux méthodes résolvent les équations de la
méthode EMM, elles ne permettent pas d’inclure les corrélations dans I’état fondamental considéré.
Pour remédier & cette lacune, nous considérerons les solutions au-deld du champ moyen standard
de la méthode EMM. Dans un premier temps, nous commencerons par la présentation de la
méthode RPA standard qui constitue une méthode de type champ moyen & deux particules (c’est-
a-dire champ moyen des fluctuations quantiques). Comme nous le verrons et nous le discuterons
en détail par la suite, cette méthode n’est pas cohérente. En fait, puisqu’elle ne fonctionne que
conjointement avec le vide HF, elle viole le principe de Pauli et présente une surestimation des
corrélations dans ’état fondamental RPA. Dans un deuxiéme temps, nous présenterons la méthode
RPA self-consistante. Cette méthode permet la prise en compte des corrélations & deux particules
d’une maniere cohérente. Nous montrerons quelle constitue une méthode de type champ moyen
des fluctuations quantiques, et c’est cette méthode que nous adopterons pour mener notre étude.
Dans le dernier chapitre de cette partie, nous discuterons la notion de la brisure spontanée de
symétrie au niveau des approximations de type champ moyen, dans les systémes finis et infinis.
Enfin, nous discuterons le probleme de la restauration de symétrie dans les systémes finis et nous
présenterons la technique de projection. En particulier, nous développerons ’approximation de
Cranking.






Chapitre 1

Approximation du champ moyen

L’approximation du champ moyen joue un réle essentiel dans ’étude des probléemes & N corps.
Elle consiste a transformer 1’étude de la dynamique d’un systéeme de N particules en interaction
a I’étude de la dynamique de N systemes & une particule qui se déplace dans un potentiel moyen
crée par les autres particules. Le potentiel moyen crée par les (N — 1) particules se dérive grace
au principe variationnel de Ritz ol les fonctions d’onde d’essai sont des déterminants de Slater.
Dans un premier paragraphe, nous donnerons des généralités sur le principe variationnel. Ensuite,
nous présenterons ’approximation Hartree-Fock (HF) (Har28; Foc30).

1.1 Meéthode variationnelle
Tout d’abord, commencons par montrer que 1’équation de Schrodinger exacte :
H|y) = Ely) (1.1)
est équivalente a I’équation variationnelle :
JE[Y] =0 (1.2)
ou E[i] est I’énergie de 1’état 1) donnée par :

E[y] = WIH|Y) (1.3)

@l

Pour cela nous partons de la définition méme de I’énergie (1.3) ; nous opérons une variation infi-
nitésimale et nous obtenons :

(0¢|H — Ely) + (y|H — E|d¢) = 0. (1.4)
Si nous effectuons le changement |5v)) — i|6%), nous en déduisons :
—i{0y|H — E|y) +i(y|H — E|6v) = 0. (1.5)
A partir de (1.4) et (1.5), nous obtenons :
(6¢|H — Ely) = (Y|H — E|d¢) =0, (1.6)

ce qui est bien équivalent & (1.1) puisque [d9)) est arbitraire. Ainsi, résoudre une équation de
Schrédinger revient & minimiser la valeur moyenne du Hamiltonien concerné. De plus, pour n’im-
porte quel état dynamique d’un systeme, la valeur moyenne de son énergie est supérieure ou égale
a ’énergie propre de son état fondamental :

E[Y] > Eo. (1.7)

9
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Par conséquent, nous pouvons trouver I’état fondamental [¢9) en minimisant la fonctionnelle E[¢].
Le succes de la méthode dépend d’un choix judicieux de I’espace des fonctions d’essai : ce choix
doit étre guidé par la physique du probleéme et conduire a des calculs faisables. Tant que la vraie
fonction n’est pas dans cet ensemble, la solution minimale n’est plus la fonction propre exacte, mais
seulement une approximation. En ce qui concerne les états excités, on peut procéder de la méme
fagon, par exemple pour le premier état excité, il faut travailler dans le sous-espace entiérement
orthogonal & [¢g).

1.2 L’approximation de Hartree-Fock

1.2.1 Fonctions d’onde d’essai et énergie de Hartree-Fock
Fonctions d’onde d’essai

La méthode de Hartree-Fock suppose ’existence d’un potentiel moyen monoparticulaire, ap-
pellé potentiel de Hartree-Fock. Comme approximation du vrai Hamiltonien d’un systéme a
particules en interaction, le Hamiltonien HF s’écrit :

Q
HHE = 3" h(i), (1.8)

ou l'indice i = {7, s;,t;} représente les coordonnées d’espace, de spin et éventuellement d’isospin
de la particule i. L’état fondamental correspondant aux € particules indépendantes dans cette
approximation est un déterminant de Slater :

Q
[HF) = [2(1,...,Q)) = H a;fcl_), (1.9)
k=1

ou |—) est le vide nu. Dans cet état, les opérateurs fermioniques a,TC et ay correspondent aux
fonctions d’onde monoparticulaires ¢y, qui sont elles mémes fonctions propres du Hamiltonien &
une particule A :

h(i)er = erer(i)- (1.10)

L’état propre de plus basse énergie du Hamiltonien HF est obtenu en remplissant les € niveaux
les plus bas dans ’état |HF). Dans ce qui suit, on va caractériser les niveaux occupés dans I’état
|HF) par les lettres i, j (états de trous) et les niveaux vides par m, n (états de particules).

Les fonctions d’onde @ (7, s,t) sont une représentation dans I’espace des coordonnées de ’état
propre |k) du Hamiltonien monoparticulaire h. Trés souvent, on travaille dans I’espace de configu-
ration sous-tendu par un ensemble de fonctions d’onde monoparticulaires complet et orthogonal
{x:}. La fonction ¢ peut étre développée dans cette base :

ok =Y Dikxi- (1.11)
l

Si pour chaque fonction d’onde x; on définit les opérateurs de création et d’annihilation de fermion

¢, et ¢ correspondants, on peut d’une maniére similaire exprimer les opérateurs a;fg en fonction de
1.
o

al, =" Dyc]. (1.12)
1

Puisque les deux ensembles {py} et {x;} sont complets et orthogonaux, la transformation D doit
étre unitaire :
D'D =DD' =1. (1.13)

Ce qui permet aux opérateurs (c;r, ¢;) de préserver les relations de commutation des fermions.
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I1 est souvent plus commode de représenter le déterminant de Slater |®) par sa matrice densité
a une particule :

pur = (®c}ci|®). (1.14)
Tenant compte de (1.12) et (1.13), on obtient :
Q
pir = ZleDl*'k’ (®la)ar|®) = ZDliDz*fia (1.15)
k! i=1

puisque p est diagonale dans la base {a};, ar } avec les valeurs propres (les nombres d’occupations) 1
pour 7 < Q (trous) et 0 pour ¢ > Q (particules). La trace de la matrice densité p est égale au nombre
de particules. Comme on peut montrer que la correspondance entre le déterminant de Slater et sa
densité monoparticulaire p est bijective, les densités monoparticulaires p du déterminant de Slater
sont caractérisées par le fait qu’elles ont seulement pour valeur propre 0 ou 1, ainsi :

P’ =p. (1.16)

Donc, on peut conclure que p est un projecteur dans ’espace des fonctions d’onde monoparticu-
laires sur le sous-espace sous-tendu par les fonctions d’onde de trous ;.
De la méme maniére, on peut définir un projecteur o

o=1-—p (1.17)

dans le sous-espace sous-tendu par les fonctions d’ondes de particules ¢,;,.

Nous venons de présenter les bases du calcul dans ’approximation Hartree-Fock ; définissons
maintenant la méthode Hartree-Fock : nous utilisons un ensemble de déterminants de Slater {®}
de la forme (1.9), qui sont constitués de Q0 fonctions d’onde monoparticulaires arbitraires mais
orthogonales ;, comme fonctions d’onde d’essai, et l’on cherche ¢ minimiser I’énergie dans cet
ensemble.

Energie de Hartree-Fock

Avant de pouvoir effectuer la variation qui nous permettra de déterminer la fonction d’onde
HF notée ®, nous devons calculer ’énergie de Hartree-Fock donnée par :

EHE — (3|H|®) (1.18)

En seconde quantification, ce Hamiltonien, utilisé habituellement dans le traitement des problémes
a N corps, s’écrit & 1’aide des opérateurs de base (c;r, ¢;) comme suit :

_ t 1 _ t ot
H=Y ti,ca,+ i D Butaistacf, ol ciaciss (1.19)
1l l1lal3la

ol Up,,,151, €St le potentiel & un corps anti-symétrique :

5l1l2,l3l4 = Ul1l213l4 - Ul1l214l3' (120)

En appliquant le théoréme de Wick, on peut exprimer ’énergie HF (1.17) comme une fonctionnelle
de la densité monoparticulaire :

1 _
E*Fp = Ztlllg<‘1’|cglczz|‘1>)+1 D Ot iaa (Bl crici | B)
l1la l1l2l3ls

1 _
= Zthlzplle + 5 Z PizlyVisla,l3l4Plsls (121)
l1l2 l1[2l314

1
= Tr(tp) + §T7'1Tr1 (pvp) (1.22)
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Puisque ’équation (1.22) est indépendante de la base, on peut donc l'utiliser pour donner une
expression de ’énergie HF dans la base HF {y;} dans laquelle p est diagonale avec les valeurs
propres O et 1 :

Q Q

1 _

EHF — Zt” + 5 Z Vij i - (1.23)
i=1 i,j=1

1.2.2 Les équations de Hartree-Fock

Pour déterminer la base HF, nous devons minimiser la fonctionnelle énergie (1.22) par rapport
a toutes les densités p, avec la condition que p? = p. Ceci est équivalent 3 la minimisation de (1.22)
dans I’espace des déterminants de Slater. Puisque la densité & laquelle on ajoute une petite variation
est aussi un projecteur :

(p+8p)* = p+dp. (1.24)
Nous négligeons les termes quadratiques en dp et on obtient :
dp = pdp + dp p. (1.25)

Dans la base HF, ou la densité est diagonale, cela signifie que les éléments de matrice particule-
particule (pp) et trou-trou (hh) de dp doivent étre nuls :

pdp =0cdpo =0. (1.26)

Par conséquent, pour s’assurer que nous restons dans ’ensemble des déterminants de Slater, nous
pouvons ne tenir compte que des variations dp,,; et dp;m, des éléments de matrice (ph) et (hp) de
la matrice densité p dans la base HF.

La variation de ’énergie (1.21) est alors donnée par :

0F = E[p + (Sp] - E[p] = Z Rk O prrr = Z hmidpim + c-C. (1.27)
kE' mi

ou la matrice hermitique h est définit par :

HEMT[y]
hpp = ————. 1.28
Opr (1.28)
Tenant compte de (1.21), on peut écrire :
h=t+T, (1.29)

ou I' est le potentiel “self-consistant” définit par :

Terr = Z Ok k1P - (1.30)
i

Comme §p.,; peut prendre des valeurs arbitraires, & partir de (1.27) nous pouvons vérifier que la
condition E = 0 pour la solution HF signifie que les éléments de matrice (ph) de h doivent étre
nuls :

Q
hini = tmi + Z'l_}mj,'j =0, (pouri <Q,m> Q) (131)
=1

Dans la base ot p est diagonale, h ne mélange pas les états particules et trous de la matrice densité
monoparticulaire p et I’équation (1.31) est équivalente & :

[h, p] = [t + T[p], p] = 0. (1.32)
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Ceci est une équation non linéaire ; elle montre que h et p peuvent étre diagonalisés simultanément.
Ainsi, la base Hartree-Fock est définit comme étant celle ou h et p sont diagonales en méme temps.
De plus, dans cette base, I’équation (1.32) nous méne au probléme aux valeurs propres suivant :

Q
bk = ter + Z Vkik'i = €kOkk’ - (1.33)

i=1

Par suite, puisque cette base est donnée par la transformation unitaire D (1.12), on obtient fina-
lement ’ensemble des équations de Hartree-Fock :

Q
Z hyy Dy, = Z (tll' + Z Z T’lp’l’prz'D;'i) Dy, = €, Dyy,. (1.34)
ll

14 i=1 pp'

Les équations HF représentent un probleme aux valeurs propres hermitique et non linéaire. La non
linéarité de ces équations vient du fait que la matrice h dépend de la densité p, qui dépend des
fonctions d’onde monoparticulaires ¢y, (1.11), qui peuvent étre déterminées & partir des coefficients
Dy, solutions des équations HF. Généralement, pour résoudre un tel ensemble d’équations non
linéaires on procede par itération. Nous choisissons d’abord un ensemble de fonctions d’onde
d’essai puis nous calculons la matrice densité puis nous construisons le Hamiltonien HF ; nous le
diagonalisons en résolvant ’équation (1.34) puis & partir des solutions Dy, nous construisons les
fonctions d’onde (1.11); nous obtenons ainsi un nouvel ensemble de fonctions d’onde. Celles-ci
servent a déterminer la densité puis le Hamiltonien HF et ainsi de suite jusqu’a la convergence.

Ainsi, suivant la méthode de Hartree-Fock, nous avons construit un Hamiltonien monoparti-
culaire :

HHF = Z hkklazakl = Z(tkkl + Fkkl)azakl
kk' kk'
Q
= Z(tkk’ + Zﬁkjk/j)a,tak/ = Z eka,tak (1.35)
kk' j=1 k

dont 1’état fondamental est un déterminant de Slater |HF) correspondant & une énergie E sta-
tionnaire pour des petites variations de la fonction d’onde. En plus de I’énergie cinétique, le Ha-
miltonien h contient un champ self-consistant I' dépendant de la densité nucléaire; ce champ est
monoparticulaire et représente la moyenne de toutes les interactions & deux corps. Pour résumer, le
Hamiltonien HF décrit le mouvement d’une particule dans un potentiel moyen statique qui résulte
de linteraction moyenne de cette particule avec les autres particules du systeme.

La méthode HF fournit une bonne approximation de I’état fondamental d’un noyau lorsque
son spectre individuel déduit de ’équation (1.10) présente un large gap en énergie. Les excita-
tions élémentaires construites a partir de la fonction HF de 1’état fondamental correspondent au
déplacement d’une particule depuis un état occupé vers un état vide autour du niveau de Fermi.
L’énergie d’excitation est d’autant plus importante que le gap dans le sepctre individuel autour du
niveau de Fermi est grand. C’est le cas des noyaux magiques. Dans un tel cas, I’état fondamental
HF constitue une bonne approximation du vrai fondamental du noyau. Dans le cas contraire ou le
gap est petit, comme pour les noyaux a couches ouvertes, I’état fondamental HF est quasi-dégénéré
avec un certain nombre d’états excités (p — h) qui lui seront fortement couplées par la partie de
courte portée de l'interaction. L’approximation HF est alors bien moins adaptée, et il devient
nécessaire d’aller plus loin au moyen de la prise en compte de tout ou partie de 'interaction.

1.3 Conclusion

En conclusion, la méthode de Hartree-Fock consiste & approcher la dynamique d’un systeme
par le mouvement de particules indépendantes. L’état du systéme est un déterminant de Slater et
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le Hamiltonien HF est un Hamiltonien monoparticulaire. De plus, puisque la base HF est définie &
une transformation unitaire prés entre états de particule d’une part et états de trou d’autre part,
alors seules les corrélations de type (p — h) sont prises en compte ; ces corrélations sont celles liées
a la partie de longue portée de linteraction. Le cas des corrélations (p — p), qui correspondent a
la partie de courte portée de l'interaction fera ’objet du prochain chapitre.



Chapitre 2

Corrélations d’appariement dans
les noyaux

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la méthode de Hartree-Fock (Har28; Foc30).
Nous rappelons que dans cette méthode nous ne tenons compte que des corrélations de longue
portée & savoir les corrélations (p — h). Or, il est bien connu que pour la superfluidité dans les
noyaux ou la supraconductivité dans les solides, un autre type de corrélations joue un role tres
important. Dans le cas de la superfluidité et de la supraconductivité, les corrélations (p — p) appa-
raissant dans le systéme sont celles qui sont & 'origine de la transition de phase (fluide/conducteur
normal)-(superfluide/supraconduteur). Par exemple, dans le cas des noyaux & couches ouvertes, les
corrélations (p — p), & savoir les corrélations proton-proton ou neutron-neutron, sont responsables
de la brisure spontanée de la symétrie "nombre de particules”. L’étude de la brisure spontanée de
symétrie ainsi que la superfluidité fera ’objet des chapitres qui suivent.

Nous présentons maintenant une méthode qui tient compte des corrélations (p — p). Cette
méthode est inspirée de la théorie BCS en physique des solides (BCS57). Tout comme la méthode
de Hartree-Fock, cette méthode qu’on appellera méthode BCS ne va pas donner une solution exacte
pour le probleme aux valeurs propres, mais peut étre établie & partir d’un principe variationnel.
Par conséquent, nous suivrons formellement la méme démarche que dans la méthode Hartree-
Fock : nous choisissons une famille d’états d’essai et nous minimisons 1’énergie. Ceci nous conduit
aussi a introduire la notion de quasi-particule.

2.1 L’état fondamental BCS

Comme nous ’avons vu dans la méthode de Hartree-Fock, plusieurs propriétés d’'un noyau ou
d’un solide peuvent étre décrites en termes d’un modele de particules indépendantes se déplacant
dans un potentiel de champ moyen dont la dépendance spatiale suit étroitement la distribution
de la matiére. Dans le cas des noyaux avec des couches ouvertes (partiellement remplies) par
exemple, nous trouvons des corrélations supplémentaires entre ces particules. Pour tenir compte
de ce nouveau type de corrélations, nous introduisons a l’aide de la transformation de Bogoliubov
la notion de quasi-particule. L’idée est maintenant de voir le systéme de particules en interaction,
comme étant un systéme de quasi-particules indépendantes en mouvement dans un potentiel moyen
qui est dans ce cas le potentiel d’appariement ou de pairing. Suivant la théorie BCS (BCS57), ’état
d’essai d’un noyau (pair-pair) par exemple, peut étre choisi sous la forme suivante :

IBCS) = [ (ux + vealal)|-) (2.1)

k>0

oll, |—) est un déterminant de Slater (le ”coeur” du noyau), uy, et vi, sont des parameétres complexes.
Dans la définition (2.1) le produit porte sur toutes les valeurs de k dans la moitié de ’espace de

15
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configuration comme indiqué par k > 0; donc, pour chaque état &k > 0 il existe un état renversé
par rapport au temps k < 0 tel que ’état {k, k} engendre tout I’espace monoparticulaire. Ainsi, la
propriété remarquable du choix de la famille des états d’essai (2.1) est que les états & une particule
k et k sont regroupés par paires, ils sont simultanément occupés ou non occupés. Les parameétres
uy et vy sont & déterminer a I’aide du principe variationnel ; ils ne sont pas indépendants puisque
la normalisation de ’état (2.1) impose qu’ils satisfassent la relation :

Jur|* + [ve]* = 1. (2.2)

De plus |vk|? et |ug|? représentent la probabilité qu’un certain état {k,k} soit occupé ou non,
respectivement. Bien que I’état BCS donné par (2.1) constitue un trés bon choix pour étudier la
superfluidité ou la supraconductivité puisqu’il permet le groupement des particules en paires, il
présente une caractéristique dont on pourrait attendre des difficultés : le nombre de particules
correspondant & cet état n’est pas fixé (RS80). L’état BCS (2.1) est la superposition d’états avec
un nombre de particules différent, il comprend un terme a zéro particule et des termes & deux
particules, & quatre particules, ...etc. Ainsi, la simplicité de la prise en compte des corrélations
d’appariement dans la méthode BCS (dans la théorie de champ moyen de Hartree-Fock-Bogoliubov
(HFB) en général) se traduit par ’abandon d’une quantité conservée dans le systéme, ou autrement
dit par appartition d’une brisure spontanée de symétrie. Au méme titre que 'apparition du champ
self-consistant I" dans la méthode HF caractérise la brisure spontanée de symétrie de translation,
la violation du bon nombre de particule (nucléons) engendre I’apparition du champ d’appariement
A (Sch86). Par conséquent, lors de I’application du principe variationnel on doit introduire un
parametre de Lagrange (RS80) qui fixe le nombre de particules variable & sa valeur exacte.

Dans un solide ou dans le noyau, puisque dans la méthode BCS le nombre de particules n’est
pas fixe, un paquet d’ondes (2.1) comportant initialement un petit nombre de particules peut étre
énergétiquement favorisé et en conséquence envahir des domaines macroscopiques, a savoir tout le
solide : c’est la transition & la superfluidité.

Dans la méthode Hartree-Fock nous avons transformé I’ensemble des opérateurs fermioniques
{a'} en un ensemble {c'} suivant la transformation unitaire :

al, =" Dyc]. (2.3)
l

Dans la théorie BCS, nous introduisons une transformation linéaire, unitaire ; ¢’est la transforma-
tion de Bogoliubov (RS80) qui mélange les opérateurs de création et d’annihilation de la maniere
suivante :

= uka}; — UgQpg,
= uka;r—c + vpag. (2.4)

a
a

I = =

Nous obtenons donc des nouveaux opérateurs pour les nouveaux fermions qui sont les quasi-
particules; par suite cette transformation préserve les régles d’anti-commutation :

{ag,ap } = {az,a};,} =0, {ak,a};,} = Opprs (2.5)
ol nous avons utilisé la convention usuelle :
up = ug > 0; vp = —vp < 0; k> 0. (2.6)

Finalement, nous pouvons vérifier facilement que I’état (2.1) peut étre exprimé en fonctions des
opérateurs quasi-particules ay sous la forme d’un déterminant de Slater :

BCs) = [T exl-) (27)

k20

et que :
ay|BCS) =0, Vk (2.8)
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ce qui montre que ’état |BCS) constitue le vide de quasi-particules et ne prend en compte que
les paires de fermions, autrement dit les corrélations de pairing. Finalement, les états & une quasi-
particule sont donnés par :

aL|BCS) = a;r“ H (ug +Uka;'ca}%)|—)
kk:

a}L-c1|BCS) = a;r—cl H (uk +vkaza}%)|—). (2.9)
k#k1

et donc I’énergie Ej, d’une quasi-particule est donnée par :

Ey, = (BCS|ay, H'a} [BCS) — (BCS|H'|BCS). (2.10)

2.2 Les équations BCS

Comme nous venons de le voir a ’aide de la transformation de Bogoliubov nous avons obtenu
une représentation de ’état d’essai de particules interagissant par paires en terme d’un gaz de
quasi-particules sans interaction. Puisque cette transformation mélange les opérateurs de création
et de destruction, le nombre de particules n’est pas conservé : on parle alors de brisure spontanée
de la symétrie nombre de particules. Par conséquent, pour effectuer la minimisation de 1’énergie,
qui est équivalente & la résolution d’un probleme aux valeurs propres comme nous ’avons vu dans
le chapitre précédent, nous introduisons un parametre de Lagrange qui fixe le nombre moyen de
particules a sa valeur exacte.

Le Hamiltonien du systeme & N particules en interaction s’écrit en seconde quantification :

1
H= E :tklkzazla@ + Z E 5k1k2’k3k4a11a22ak4ak3. (2.11)
k1k2 k1kokska

L’opérateur nombre de particules N du systeme est donné par :

N = Z(a};ak + a;%a,-c). (2.12)
k>0

Pour calculer la valeur moyenne de l’opérateur nombre de particules (2.12) dans I’état BCS, on
doit ’exprimer dans la représentation des quasi-particules. Ainsi, en utilisant la transformation de
Bogoliubov (2.4), on peut écrire :

a;rc = uka};—i—vkak,
a;r-c = uka}c—vkak, (2.13)

Par suite, on a :

N= Z {(ui - v,%)(a;'ﬂak + a}ga,—c) + 20} + upop (apog — o + aza}g - a};a};)}. (2.14)
k>0

De plus, en utilisant (2.8), on peut calculer la valeur moyenne de N dans I’état BCS, on obtient :
(BCS|N|BCS) =2 v} (2.15)
k>0

Comme on vient de le signaler, on doit fixer la valeur moyenne de I'opérateur nombre de particules
a sa valeur exacte, ce qui se traduit par ’ajout du terme —pN au Hamiltonien (2.11); on aura
donc & minimiser le Hamiltonien contraint H' donné par :

H' =H—uN (2.16)
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ol u est le parametre de Lagrange qui traduit la condition N = (BCS|N [BCS). 11 est interprété
comme un potentiel chimique ou une énergie de Fermi puisqu’il représente la variation de 1’énergie
E = (BCS|H|BCS) par rapport a la variation du nombre de particules :

Puisque la fonction d’onde BCS est completement déterminée par les parametres vy et la condi-
tion (2.2), la minimisation de la valeur moyenne de H' :

6((BCS|H'|BCS)) = 6<(BCS|H - MN|BCS)) =0 (2.18)
nous donne : 5 5 5
(U ' _
(% a_uk%> (BCS|H'|BCS) = 0. (2.19)

Apres différentiation, on obtient finalement I’ensemble des équations BCS :
2€LURVE + Ak(v,% - ui) =0,k>0 (2.20)

qui, avec la condition u? + vZ = 1, est équivalent & I’équation matricielle :

(zkk —Aekk> (Z,’:) = B (Z:) (2.21)

.1 - 5
&= (tk,k +igE T Z(Ukk’,kk’ + UEk’,Ek’)Ulzc’) - K- (222)
kl

avec :

On introduit le champ d’appariement (on dit aussi “le gap”), qui jouera le réle d’un parametre
d’ordre :

Ap =— Z ’DkE,k’l_c'uk’Uk’ (2.23)
k/

Ey, =\/& + AL (2.24)

Pour fixer les valeurs € et Ay, (2.2) et (2.20) nous conduisent & deux équations quadratiques pour
v,% et ui, respectivement, ayant pour solutions :

et les énergies des quasi-particules :

2
Uk = —(1 :I: T
2 ei~+ A2
9 1

vp = {1+ Neik)-
2 Ve + A7

Sachant que, & la limite Hartree-Fock, on a Ay = 0 et u = (&), vi = 6(—&) pour &, < 0, on en
déduit :

),

(2.25)

1 &
2
ui = Z(1+ ———),
k 3 §+A£
1 &
2
v o= —(1- —k ), 2.26
k 3 §+Af (2:26)

Ainsi, en appliquant le principe variationnel (2.18) nous avons obtenu I’ensemble des équations
couplées (2.22), (2.23) et (2.26). De plus, en tenant compte de la condition N = (N}, ces équations
nous permettent de calculer les parametres up et v de la transformation de Bogoliubov. En
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général, ces équations sont non linéaires et il est souvent utile de les transformer, en insérant (2.26)
dans (2.23) ; nous obtenons ainsi une équation dite “du gap” :

Ak/

1
=2 2
2 k>0 (fk/ + A ’

Les équations (2.20), (2.22), (2.26) et (2.27) nous indiquent que I’état |BCS) ne dépend que des
seuls parametres Ay. Il aurait donc suffi de minimiser :

E' = (BCS(Ax)|H — uN[BCS(Ag)) (2.28)
par rapport aux Ay ou le potentiel chimique est fixé par la condition :
(BCS|N|BCS) = N. (2.29)

Le minimum de E'(Aj) détermine la solution Ap = AY. La fonction E'(Aj) peut avoir deux
comportements différents selon que la valeur de la force de couplage gg,x» = Uy 3 €st en dessous
ou au dessus d’une certaine valeur critique. Pour gi s < gj, ;/, nous avons :

b

Ay =0;vi =1, uﬁT: 0, pour & <0
[1; arl=) = Il ai-)
ce qui veut dire que la solution avec la symétrie conservée minimise I’énergie. Dans le cas gg i >

9k kr» 1a solution Ay = 0 n’est pas stable et un nouveau minimum a Ay # 0 se développe : c’est la
solution avec symétrie spontanément brisée.

(2.30)

2.3 Considérations dynamiques

Quand le paquet d’onde, qui brise la symétrie, ne se trouve pas a 1’équilibre, il devient
dépendant du temps et toute une dynamique apparait. Une bonne théorie de la dynamique doit
avoir comme réponse une description correcte du mouvement collectif qui correspond & ’opérateur
de symétrie. Dans le cas ou les surfaces d’énergie, comme celle tracées sur la figure (2.1) (qui
peut étre prise comme représentative de tous les cas de figure de brisure spontanée de symétrie),
montrent un minimum fortement creusé, 'approximation quadratique pour des mouvements de
faible amplitude est valable. En fait, pour la description dynamique, la figure (2.1) n’est pas
compleéte. Généralement, le parametre d’ordre peut étre complexe :

A =|Ale®. (2.31)

Seulement, on constate que I’énergie E’ (2.28) ne dépend que de |A|?> méme pour une transfor-
mation de Bogoliubov ou les parametres u et v sont complexes. C’est pour cela que d’habitude,
nous posons ¢ = 0 et le degré de liberté qui est représenté par la phase n’entre plus en jeu. Par
contre, pour les considérations de dynamique, cette omission n’est plus possible et il est important
de considérer toute la surface E'(|A|, ¢). En fait, puisque E’ ne dépend pas de ¢, il suffit alors
de faire pivoter la figure (2.1) autour de ’axe E' pour créer la surface bidimensionnelle appelée
Chapeau mexicain (voir figure (2.2)). De plus, une analyse harmonique autour du minimum donne
les valeurs propres :

0*E' 0*E'

' [6|A|2 A=Ao “ { 0¢’ ]A=Ao
Nous savons que ws est nulle, parce qu’il n'y a pas de force de rappel dans la direction qui
correspond a un déplacement collectif du paquet d’ondes. Cette excitation particuliere est appelée
mode de Goldstone. Finalement, il reste a rappeler que la notion de brisure spontanée de symétrie
est étroitement liée aux systémes infinis. Dans les systémes finis il n’y a pas de vraie brisure
spontanée de symétrie, c’est pour cela qu’on cherche & restaurer chaque symétrie qui est un peu
artificiellement brisée dans la fonction d’onde [HF) ou |BCS). Nous allons voir cela plus en détail
dans le chapitre intitulé ”brisure et restauration de symétrie”.

(2.32)
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G<G,

F1a. 2.1 - Comportement qualitatif de E'(A) pour G au dessus et en dessous de la valeur critique

G..

Al

F1G. 2.2 — Surface bidimensionnelle pour un systéme avec symétrie continuement brisée.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons formulé une théorie dans laquelle nous pouvons étudier les
corrélations d’appariement. Nous avons suivie la méme stratégie que celle de la méthode HF.
Dans la méthode BCS nous avons manipulé des nouveaux fermions appelés quasi-particules. On a
aussi évoqué la notion de la brisure spontanée de symétrie, que nous allons discuter plus en détail
dans les chapitres qui suivent.



Chapitre 3

Approximation des phases
aléatoires

La méthode RPA (BP53; KB62; Lan64; Row70; RS80; BR&6) est la théorie la plus simple
des états excités du noyau qui admet la possibilité que I’état fondamental ne doit pas un
déterminant de Slater, et puisse donc contenir des corrélations. Ces corrélations, comme cela, est
bien connu (Row70; RS80), sont responsables de I’amélioration considérable dans certains taux de
transition électromagnétiques, dans la détermination des énergies d’excitation et aussi dans le cal-
cul de I’énergie fondamentale. En donnant une description microscopique des propriétés nucléaires,
on a jusqu’ici utilisé seulement des modeles statiques de particules. On a vu que, par une définition
appropriée des particules ou des quasi-particules, nous sommes capables dans tel cas d’expliquer
les propriétés de base des états fondamentaux des noyaux. Les spectres d’excitation nucléaire sont
aussi tres importants pour une compréhension de la structure nucléaire. Si on fait ’analyse d’un tel
spectre dans le cadre du modele en couche ou dans le cadre des modeles plus élaborés des particules
indépendantes tels que Hartree-Fock ou Hartree-Fock-Bogoliubov (BCS), on trouve que des séries
d’états excités peuvent étre adéquatement expliqués par de tels modeles comme des excitations
& une ou & deux quasi-particules (RS80). Il y a cependant beaucoup d’états excités non repro-
ductibles dans le cadre des excitations de modele en couche, bien que I'introduction de méthodes
sophistiquées entrainant la brisure de symétries nous permette de tenir compte des corrélations
entre les nucléons. Dans ce chapitre, on va s’intéresser aux corrélations (p — h) nécéssaires, par
exemple, pour I’étude des noyaux & couche fermée (cas des noyaux doublement magiques), au-dela
de la méthode HF. Les corrélations les plus simples de type (p — h) sont les corrélations (1p — 1h)
ce qui revient & briser le coeur HF en déplacant un nucléon en dessous du niveau de fermi an
dessus de ce niveau. Par conséquent, cela permet la prise en compte de corrélations dans 1’état
fondamental, mais aussi dans les états excités. Nous allons, d’abord, présenter cette méthode pour
Pétude des corrélations (p — h) et, ensuite, nous évoquerons le cas des corrélations de type (p — p)
ou bien (h — h).

3.1 Position du probleme

Considérons un systéme de N particules (nucléons) en interaction. Le Hamiltonien de ce
systeme en seconde quantification est donné par :

1 _
H = E tlllzc;flclz + Z E 01112,13146;10}2014613, (31)
1l l1lal3la

ol Uy,1,,151, €st le potentiel & un corps anti-symétrique :
®l112,13l4 = Ulylylsgly — Viglalals- (32)

21
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Fi1c. 3.1 — Excitation p — h dans la méthode HF.

Par suite, pour étudier la dynamique du systéeme on doit résoudre 1’équation de Schrodinger

suivante :
H|v) = E,|v), Vv (3.3)

ol |0) représente ’état fondamental et |v) (pour v # 0) les états excités du systeme. Comme
nous ’avons vu dans les chapitres précédents, la méthode de Hartree-Fock (HF) nous permet de
trouver une solution approchée de I’équation (3.3) dans l’espace & une particule. Cette solution
qui diagonalise le Hamiltonien H d’une maniére approchée peut servir de base notée ”base HF”
dans laquelle on peut développer les fonctions d’onde de 1’état fondamental exact & N particules
|0), ainsi que celles des états excités |v). La solution exacte de ’équation de Schrédinger doit étre
alors obtenue soit par diagonalisation de H dans la base HF, soit par une variation des coefficients
du développement suivant :

o) = CS|HF)+ZC?mama,|HF Z O mijahataia | HE) 4+ (3.4a)
ma mnz_]

lv) = CyIHF)+ Y Cr.al.a;HF) + Z ¥ nij O ah aia; |HE) + (3.4b)
mi mnz]

Le déterminant |HF) comme nous ’avons vu, est obtenu en remplissant les N niveaux & une
particule les plus bas du potentiel de Hartree-Fock. Les niveaux occupés sont désignés par les
indices 4,5 (états de trous : 1 < 4,5 < N), les niveaux vides par m,n (états de particules :
m,n > N) et les niveaux arbitraires par d’autres indices. Ainsi, I'opérateur a;fna,- annihile une
particule (crée un trou) en dessous du niveau de Fermi €; et crée une particule au dessus de €y
(voir Fig.3.1). Il est donc appelé opérateur de création particule-trou (p — h).

La diagonalisation exacte de H dans ’espace & une particule complet (ou du modele en couche)
constitue une tache tres difficile, voire méme impossible. C’est pour cela qu’on a recours & des
approximations. La dérivation et les discussions de ces approximations fera ’objet de ce chapitre.

3.2 Equations RPA dans le cas des corrélations ph

Pour établir les équations RPA, nous utilisons la méthode des équations de mouvement de
Rowe (Row68; Row70). On commence par considérer un ensemble d’états propres exacts du Ha-
miltonien :

H|vy = E,|v). (3.5)

Il est possible de définir des opérateurs Q}, et Q, tels que :
) =@QLo) et Q0)=0. (3.6)
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Donc, I'opérateur d’excitation Q! peut s’écrire comme suit :

Ql = [v){0l. (3.7)
En utilisant ’équation de Schrédinger (3.5), on obtient I’équation du mouvement suivante :
[H,Q1]10) = (B, — Eo)Q}0)- (3.8)
En multipliant & gauche par un état arbitraire de la forme (0|6@Q, on obtient :
(O16QLH, Q1]I0) = (B — Eo){0]6QQ10). (3.9)
Or, puisque (0|Q} = (0|HQ}, = 0, on peut utiliser le commutateur pour écrire :
(OI6Q, 17, QL11|0) = (B, — Eo){0|[6Q, Q1)[0)- (3.10)

Tant que la variation (0|6Q) s’étend dans tout 'espace de Hilbert, 1’équation (3.10) est exacte
et elle est équivalente & I’équation de Schrédinger (3.5). Cependant, comme nous 1’avons signalé
au début de ce chapitre, la résolution de cette équation d’une facon exacte est impossible. C’est
pour cette raison que nous avons recours a des approximations. Comme premiére approximation,
on suppose qu’on peut se limiter & l’espace des excitations (1p — 1h). Par conséquent, dans les
développements (3.4a) et (3.4b) on ne garde que les termes du premier ordre. On parle de la
méthode de Tamm-Dancoff (RS80). L’état fondamental ainsi que les états excités sont respective-
ment donnés par :

0) ~ C§|HF)+ Y CYal,a;HF) (3.11a)
lv) ~ CgHF)+ Y Ch.al,a;|HF). (3.11b)

mi

Puisque (HF|Hal,a;|HF) = 0 on remarque que 1'état fondamental n’est autre que I’état HF, ce
qui veut dire que dans cette approximation on a négligé les corrélations dans 1’état fondamental.
Par contre, pour les états excités il suffit de garder |v) ~ Q! |HF), ce qui permet de conserver les
corrélations (1p — 1h). Donc, dans la méthode de Tamm-Dancoff 'opérateur d’excitation QJ, est
approximé par 'opérateur de création (1p — 1h) suivant :

Qh =>_ Chialai (3.12)

Malgré la simplicité de 1’idée de cette approximation, il s’est avéré qu’elle constitue une bonne
approximation pour certain états, plus précisement les états de basse énergie. A priori, cela peut
étre justifiable puisque le sous-ensemble des excitations (1p — 1h) sont les configurations de basse
énergie dans la méthode HF et devraient donc étre importantes pour les états les plus bas du spectre
d’excitation. Cependant, le fait que ’on néglige les corrélations dans 1’état fondamental constitue
une approximation sévere. Pour remédier & ce défaut, on peut généraliser 'opérateur (3.12) pour
obtenir un état fondamental plus général contenant des corrélations de type (2p — 2h). Naturelle-
ment, si on crée une paire p — h rien n’empéche d’en détruire une autre simultanément. Donc, la
généralisation directe de cette approximation revient & tenir compte, dans ’opérateur de création,
d’une paire (1p — 1h) et de la destruction simultanée d’une autre paire (1p — 1h). On parle alors
de la méthode RPA. Dans cette approximation, 'opérateur d’excitation (p — h) qui va étre appelé
dorénavant “opérateur d’excitation RPA”, s’écrit comme suit :

Qb =>"Xxy.alai = Yralan (3.13)
mi mi

ou le signe moins est choisi par convention. On remarque que, & la place d’une seule matrice Cy,,,
nous avons maintenant deux matrices X% . et Y,». qui seront appelés les amplitudes RPA. L’état

fondamental RPA est définit par analogie avec (3.6) par :
Qv[RPA) = 0. (3.14)
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Bien que cette derniére relation constitue une définition exacte de I’état fondamental RPA, elle ne
permet sa construction explicite que dans certain cas simple. Comme on a maintenant deux types
de variations dQ1|0), & savoir af,a;|0) et ala,,|0), alors & partir de I’équation (3.10) on obtient
deux ensembles d’équations :

(RPA|[a}am, [H, Q}]]IRPA) = Q, (RPA|[alam, QF]|RPA), (3.15a)
(RPA|[a},ai, [H, QF]]RPA) = Q,(RPA|[af,a;, Q}]RPA), (3.15b)

ou 2, représente I’énergie d’excitation de 'état |v) (Q, = E, — Ey). Ces équations contiennent des
valeurs moyennes de quatre opérateurs de fermions sur I’état fondamental RPA qui ne sont pas
calculables, puisque ’état fondamental RPA est encore inconnu. Pour surmonter ce probleme on
utilise une approximation qui consiste & supposer que ’état fondamental RPA peut étre approximé
par un déterminant de Slater [HF). Explicitement, cela se traduit par le fait qu’on suppose que
les opérateurs de création et de destruction de paire (p — h), qui sont de caractere fermionique,
obéissent & des regles de commutation d’opérateurs bosoniques, d’ou le nom “RPA quasi-boson”.
Par exemple, on a :

(RPA|[a}am,al a;]]RPA) ~ (HF|[a]am, al a;]|HF) = 6;;6mn- (3.16)

Dans ’approximation quasi-boson (BET61), les amplitudes RPA X7 . et Y. ont une interprétation
physique directe puisque leurs modules au carré représentent les probabilités de trouver les états
al,ai|0) et ala,|0) dans D'état excité |v) ce sont les élements ph et hp de la matrice densité de
transition p(t) :

pN" = (Olalam|v) ~ (HF|[alam, Q}][HF) = X7,
1Y v
P = (0lal,ailv) ~ (HF|[a,a;, QF)|HF) = V2, (3.17)

En exprimant le Hamiltonien H de ’équation (3.1) dans la base HF, dans 'approximation RPA
quasi-boson, les équations (3.15) peuvent s’écrire sous une forme compacte :

(é* f*) (i/(:) =1, ((1) _01) (J;:) (3.18)

avec les matrices amplitudes (X"),; = X2;, (Y")mi = Y; et les matrices RPA :

m

Amimj = (HF|[alam,[H, ala;]IJHF) = (em — €:)0mnij + Vmj,in
Binj = —(HF|[alam,[H,ala,]][HF) = Opmp,i;- (3.19)

Les €j, dans I'expression de A ; sont les énergies & une particule de la méthode HF qui peuvent
étre exprimées par :
({ak, [H,al]}) = Skwrex- (3.20)

Les équation (3.18) et (3.19) s’appellent les équations RPA standard. On doit signaler que la ma-
trice A est hermitique alors que B est une matrice symétrique. Par conséquent, le probléme (3.18)
n’est pas hermitique et on peut se retrouver avec des valeurs propres 2, qui ne sont pas réelles. Fi-
nalement, on doit remarquer que les amplitudes RPA Y”, sont celles qui mesurent les corrélations
dans I’état fondamental.

3.2.1 Energie du fondamental dans la méthode RPA

Pour la dérivation des équations RPA, nous avons utilisé ’approximation quasi-boson qui
consiste & remplacer les opérateurs paires de fermions de type alnaz- par des opérateurs de bosons
o
by ¢
1.

f e alam = b (3.21)

a‘;nai — b
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Ils obéissent aux regles de commutation exactes des bosons :

[bmi; bm’i’] = [bT bt ] = 0; [bmi7 bT

mi’ “m’4’ m’z”]

= 6mm:6,~,-: . (3.22)

Cette substitution est une approximation. En effet, les opérateurs de paires de fermions peuvent
étre exprimés en série d’opérateurs de bosons, dans lesquels le premier terme est bim- (méthode
du développement bosonique (RS80)). Par conséquent, dans Iapproximation quasi-boson nous
négligeons tous les termes d’ordre supérieur. Ainsi quand nous exécutons les relations de com-
mutation, nous violons le parincipe de Pauli en négligeant les autres termes du développement
bosonique. Une telle approximation revient & supposer que les corrélations (p — h) n’influencent
pas assez le fondamental pour s’éloigner de I'approximation HF. Ainsi pour certaines valeurs
moyennes, on suppose que |RPA) = |[HF). Ce qui rend la raison d’étre de amplitude RPA Y”,
caduque, son role étant, justement, de représenter les corrélations (2p— 2h). De plus, cela constitue
une incohérence dans la méthode RPA standard et engendre une violation du principe variationnel.

En outre, puisqu’on utilise ’approximation quasi-boson dans la méthode RPA, il est intéressant
de représenter d’autres opérateurs comme le Hamiltonien ou 'opérateur nombre de particules (ou
de quasi-particules) grace aux b et b'. En effectuant un développement bosonique du Hamiltonien
jusqu’au second ordre en b, (c’est & dire bb, btbt et bb) ce qui est cohérent avec I’approximation
quasi-boson (c’est aussi 'ordre nécessaire pour la dérivation des équations RPA), on peut établir
ces équations. En utilisant les deux conditions suivantes :

(HF |[bms, [H, b} ]IIHF) = (HF|[aam, [H, ala;]]HF) = Amin, (3.23)
(HF|[bms, [H, boj]IHF) = (HF|[afam, [H, ala,]] HF) = —Bninj, (3.24)

on trouve les coefficients des termes quadratiques dans le développement du Hamiltonien qui peut
étre alors donné par :

1
H—-H, = FEgr+ Z Ami,njbinibnj + 5 Z (Bmi,njb;rnibibj + h.c.)
ming minj
1 1 A B
= _Z coo4 Z (pt t
Epr 2§Am,,m,+2(b b) (B* A*) (b bt), (3.25)

ou la constante Egp correspond & la valeur moyenne du Hamiltonien dans I’état fondamental
|HF). De plus, en introduisant une transformation de Bogoliubov pour les opérateurs bosoniques
correspondant & (3.13) et en remplacant opérateur d’excitation RPA ), par un opérateur de
boson pur O, :

OI = Z X;;nb;rni - Z Yiibmi, (3.26)
mi mi

la diagonalisation du Hamiltonien (3.25) devient facile. Enfin, en exprimant le Hamiltonien avec
les opérateurs O, et en utilisant 'inverse de ’équation RPA on obtient :

Hy, = Egrpa + Z ,0}0, (3.27)
v>0
ol,
1 1
ERPA = EHF — QT’I‘(A) + 5 ZQ,,
= Eur—Y 0, [Vi[. (3.28)
v mi

Le Hamiltonien (3.27) est une somme de Hamiltonien de type oscillateur harmonique. C’est la
raison pour laquelle la RPA standard est appelée “approximation harmonique”. Ainsi, les fonctions
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propres de Hj sont ’état fondamental RPA (qui est dans ce cas le vide des opérateurs O, ), les
états & un boson O} |RPA), & deux bosons O;LOI,|RPA), etc. En regardant ’équation (3.28), on
comprend clairement le role des amplitudes Y,».. On remarque que ce genre d’amplitude permet
de mesurer les corrélations dans ’état fondamental RPA. Par suite, I’équation (3.28) montre que
I’énergie fondamental Erp 4 est toujours plus petite que ’énergie HF. La différence donne 1’énergie
de corrélation dans le fondamental (RS80) au-dela de HF :

E.

Il

% (Z Q, - Tr(A)) (3.29)
=D IVl (3.30)

11 est bien connu (HB0Ob; HB00a) que la formule (3.29) donne de bons résultats pour 1’énergie de
corrélations loin des zones ou il se produit des transition de phase. Cependant, cela ne veut pas
dire que que nous aurons une bonne approximation. En effet, nous avons déja vu que la méthode
RPA standard n’est pas variationnelle et peut alors donner une énergie au dessous de 1’énergie
exacte 1. Quand I’énergie fondamentale de la RPA standard est trés proche de 1’énergie exacte il
s’agit probablement d’un “accident”.

3.2.2 Construction de I’état fondamental RPA

Initialement dans la méthode RPA le vide était défini comme étant celui des opérateurs @, .
Dans I’approximation quasi-boson il est maintenant équivalent au vide |[RPA) des opérateurs des
bosons O, :

O,|RPA) = 0. (3.31)

D’apres le théoreme de Thouless (Tho60), on peut construire ce vide explicitement & partir du
vide |HF) des bosons b,; comme suit :

IRPA) = NoeZ [HF) (3.32)
ol 1
7= Z'zm,-njbjm.blj (3.33)
minjg

et No est une normalisation. Pour la matrice Z en utilisant (3.22) et (3.26) on obtient :
Z=y*x*"! (3.34)

ou X* et Y* sont les matrices des amplitudes RPA conjugués. L’inversion de la matrice X
est, en principe, toujours possible. Cela permet la construction de ’état fondamental RPA. Par
conséquent, on peut éviter I’approximation quasi-boson.

3.2.3 Relations d’orthonormalisation et de fermeture

(5 5 (3.35)

est en général non hermitique, ses vecteurs propres ne peuvent pas étre orthogonaux dans le sens
usuel. Par conséquent, nous devons définir des nouvelles relations d’orthogonalité. Pour cela, en
utilisant la condition que les états excités :

Puisque la matrice RPA :

v) = Q}[RPA) (3.36)

1Nous entendons par “énergie exacte”, I’énergie calculée pour un modele exactement soluble ou bien la valeur
expérimentale de ’énergie.
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doivent étre orthonormalisés, c’est-a-dire :
(v[') = 8, = (RPA|[Q,, Q1]|RPA) ~ (HF|[Q,, Q!,]|HF), (3.37)

nous obtenons les relations d’orthogonalité suivantes :

b = 35 (XX - YY) (3:38)

mi

En fait, nous pouvons montrer que les solutions des équations RPA pour v # v' vérifient cette
relation exactement. Pour v = v/ cela nous donne la possibilité de normaliser les états, si la norme
est positive. Cependant, pour montrer l'orthogonalité des solutions RPA dans le sens (3.38) on
doit d’abord noter que pour chaque vecteur propre (X”,Y") de valeur propre (2, il correspond un
autre vecteur propre (Y"*,X ”*) de valeur propre —{2,. Les deux vecteurs propres ont la méme
norme absolue dans le sens de (3.38) mais avec des signes opposées. En considérant les matrices
suivantes :

A B Xy v 1 0 Q 0
S_<B* A*)7X_<YV Xu*)aN_<0 _1)5Q_<0 _Qy) (339)

on peut écrire ’équation RPA (3.18) sous la forme suivante :
SX = NXQ. (3.40)
De plus, on peut montrer que  commute avec XTNV X :
QXINXY - XTNXQ
Wx)txy — xt(WVxQ)

= xt($st-s)x
=0 (3.41)

[Q, XTN X

ce qui prouve que la matrice YT N X est diagonale. Puisque la norme des vecteurs (X,Y) n’est pas
fixée, on peut choisir :
XTNXY =N. (3.42)

Ces conditions sont identiques aux conditions d’orthogonalités (3.38). En multipliant (3.42) par
N, on peut montrer que N XN est Iinverse de X't, ainsi les relations de fermeture sont données
par :

XNXT=N. (3.43)

En fonction des amplitudes RPA elles s’écrivent comme suit :

Z (X:ni i = Yoo 7;’1") = Omm i - (3.44)

v

Venons en 3 la matrice S utilisée dans ’équation RPA (3.18). Elle est la matrice de stabilité de
la théorie HF (RS80). On ’appelle ainsi car c’est une matrice hermitique dont les valeurs propres
caractérisent la nature des solutions HF : si S est positive alors ces solutions correspondent a un
minimum d’énergie. Dans ce cas nous pouvons calculer la racine carrée de S et écrire le probléeme
aux valeurs propres (3.18) dans une forme plus symétrique :

s(1 0o () =a(f) o0

ou,
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(if) =82 (if) (3.46)

qui est maintenant un probléme aux valeurs propres hermitique ne possedant que des solutions
réelles. En d’autres termes, si la solution HF correspond & un minimum sur la surface d’énergie et
non pas & un point de selle ou & un maximum, alors les équations RPA n’ont que des fréquences
réelles, sinon il peut y avoir des valeurs propres imaginaires.

3.3 Cas des corrélations pp et hh

Par analogie avec le cas des noyaux & couches fermées (doublement magique) oli nous avons
établi la méthode RPA (p — h), on peut aussi établir une méthode RPA pour tenir compte des
corrélations (p — p) et (h — h) dans I’état fondamental des noyaux & couches ouvertes (ol partiel-
lement remplies). Suivant la méme démarche, dans le cas (p — p), ’état propre |v) du systeme &
N + 2 particules s’écrit :

IN+2,0) = ( > Xpahal =Y Viala ) |N,0) (3.47)
m<n i<j
= PI|N,0) (3.48)

et dans le cas (h — h) ’état propre |\) du systéme & N — 2 particles s’écrit :

I

|N - 27)‘)

(ZX?jaiaj — Z Y,’;nanam>|N, 0) (3.49)

i<j n<m
= RI|N,0). (3.50)
L’état fondamental qui appartient au systéme a N-particules est alors donné par :
P,|N,0) = R)\|N,0) =0. (3.51)

En utilisant ’approximation quasi-boson on obtient respectivement les amplitudes RPA pour les
systemes & N + 2 particules et & N — 2 particules, comme suit :

Xom = (N, 0lanam|N +2,v); Vi = (N,0asa;|N +2,v) (3.52a)
X} = (N,0lalal[N —2,); Y, = (N,0la},al|N —2,X). (3.52b)

Par analogie avec le cas de la ph-RPA et en utilisant I’équation de mouvement qui correspond a
'opérateur de création de paires de particules P!, on obtient :

(N,0|[anam, [H, PIN,0) = Q,(N,0|[anam,P}]|N,0) (3.53)
(N,0|[asa;,[H, BJTIN,0) = Q(N,0|[aia;, P{]IN,0). (3.54)

o O, = EN*2 — ElV et Q\ = EY¥ - Ef\v ~2 sont respectivement les énergies d’excitation des
systemes & N + 2 et N — 2 particules. Elles sont calculées par rapport & I’état fondamental du
systéme & N particules. Par conséquent, dans ’approximation quasi-boson (on rappelle que I’état
fondamental | NV, 0) est approximé par I’état HF)), pour le mode d’addition P} on peut écrire :

Z (5mm’ 5nn’ (em’ + 6n’) + ﬁmnm’n m n’ Z vmnz’J'Yr g = QIIX;;L”
m'<n' i <j’
= > T X + Y (=85l (e + €0) + Bijirje ) Vi = —Q\Y  (3.55)

m'<n’ i <g'
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Matriciellement le systeéme d’équations RPA pour le mode d’addition s’écrit comme suit :

(5 6)-(5 2)6)

ou les éléments de la matrice RPA sont donnés par :

Amn,m’n’ = 5mm’ (Snn’ (em’ + en’) + Umnm/n'
Cijary = —0iu0j (e + €jr) + Dijorjo
anij =  —Umnij (357)

De la méme maniere pour 'opérateur de création de paires de trous R:r\, on peut écrire :

(N,0l[alal, [H,R{IIN,0) = Q,(N,0|[alal, R}])|NV,0) (3.58)
(N,0|[a},al,, [H,R{TIIN,0) = Qa(N,0[al,af,, R{]IN,0) (3.59)

ot O, = EN*2 - ElNV et Qy = EY¥ - Ef\v ~2 sont respectivement les énergies d’excitation des
systemes & N + 2 et N — 2 particules. Elles sont calculées par rapport a ’état fondamental du
systeme & N particules. Par suite, on peut aussi écrire explicitement :

Z (=0iir 0y (€ + €51) + Vijirjr ) X j7jy — Z 'Uz]n’m’Yr:\'ml = _QI/XZ')\]'
P <5 n'<m/’
- Z Uit jr X1y + Z (mmiOnn (€nt + €m1) + Unmnm )Y, = YA (3.60)

i<t n' <m’

Matriciellement ceci se réecrit comme :

(& &) (8)- (% =) (4) o

ou les matrices A, B et C' sont exactement les mémes matrices que celles obtenues pour le mode
d’addition. Pour faire un calcul pp-RPA, il suffit d’établir les équations RPA seulement pour un
des deux modes d’addition ou de retrait. Par conséquent, & ’aide de (3.56) ou de (3.61) on obtient
simultanément les états propres des systemes a N + 2, qui sont différents de ceux obtenus dans le
cas de la ph-RPA dans laquelle on a seulement les solutions pour le méme nombre de particules.
En général, les matrices A et C sont hermitiques, alors que B est une matrice symétrique.

Finalement, par analogie avec la ph-RPA, on obtient les relations d’orthonormalisations qui
peuvent s’écrire comme suit :

Zan mn ZY;;*YZI = 51/,1/’ (362a)
m<n i<j
ZXA*X,\’ ZYH);;YTQ;L = G (3.62b)
i<j m<n

Les relations de fermeture (r < s, r' < s') sont :

ZX v, ZY" Y, = 0ppiBssr. (3.63)

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode RPA standard. Nous ’avons établi pour le
traitement des corrélations (ph) et surtout des corrélations de types (pp) et (hh). Nous rappelons
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que la méthode RPA standard constitue une solution de type champ moyen & deux particules
des équations de la méthode EMM. Ainsi, elle constitue une méthode qui permet d’aller au-dela
des méthodes de champ moyen standard (HF et BCS) (qui sont de type champ moyen & une
particule). Cependant, tout ce que nous avons établi pour la méthode RPA standard repose sur
une inconsistance de taille! En effet, dans 'approximation quasi-bosons nous considérons que les
corrélations dans I’état fondamental sont négligeables, alors que la dérivation des équations RPA
suppose 'existence de celles-ci. Cette incohérence apparait sous la forme d’une surestimation des
corrélations dans ’énergie de 1’état fondamental de la théorie (la méthode RPA standard brise le
principe variationnel). Nous pouvons voir ce probléme d’une autre fagon. En fait, dans la méthode
RPA standard, qui peut étre établie a ’aide d’un développement bosonique, 'incohérence provient
de la violation du principe de Pauli. Dans "approche quasi-bosons, les différents opérateurs qui
entrent en jeu ne sont pas développés au méme ordre en bosons. On développe les opérateurs
d’excitation (par exemple, al a;) & l'ordre linéaire et le Hamiltonien est développé au second
ordre. Cette limitation dans 'ordre du développement engendre automatiquement une violation
du principe de Pauli qui se manifeste par une surestimation des corrélations dans I’état fondamental
RPA. Par conséquent, on a une violation du principe variationnel. Nous rappelons que, au départ,
le systéeme d’équations de la méthode RPA (sans quasi-bosons) était non linéaire, et le probleme
était de savoir comment fermer ce systéme. Une extension de la méthode RPA, qui peut résoudre
ce probleme, va étre présentée dans le chapitre suivant ; elle portera le nom de approximation de
la phase aléatoire self-consistante (SCRPA : Self-consistent Random Phase Approximation).



Chapitre 4

RPA Self-Consistante

4.1 Introduction

Commme nous ’avons montré dans le chapitre précédent, la méthode RPA standard présente
plusieurs défauts et incohérences. En effet, & cause de 'approximation quasi-bosons, la méthode
RPA standard viole le principe de Pauli, ce qui se traduit par une violation du principe variationnel.
Dans le but de surmonter ces problemes et d’obtenir une théorie totalement “self-consistante”,
P. Schuck et J. Dukelsky (DS90; DS91; DS96; SDR97; DS99; DHS00; HMDS02) ont établi la
méthode SCRPA. En suivant les idées de Rowe dans sa dérivation d’une méthode basée sur la
méthode des équations de mouvement EMM (Row68; Row70) appelée “RPA renormalisée” , Schuck
et Dukelsky ont trouvé une méthode pour résoudre le probleme sans introduire d’approximations
supplémentaires. En effet, ils ont trouvé un moyen pour calculer toutes les valeurs moyennes
dans I’état fondamental nécessaire pour pouvoir mener le calcul jusqu’au bout. Par conséquent,
la méthode SCRPA constitue une approximation self-consistante de type champ moyen & deux
particules, c’est-a-dire pour les fluctuations quantiques. Elle permet le traitement des corrélations
d’une maniere self-consistante. Le probléme essentiel d’une telle théorie est de savoir comment
fermer le systeme d’équations sans pour autant le tronquer.

4.2 La RPA Self-Consistante

4.2.1 Choix de 'opérateur d’excitation RPA

Pour tenir compte des corrélations dans I’état fondamental RPA, nous avons montré dans le
chapitre précedent que 'opérateur d’excitation RPA doit avoir la forme suivante :

QL => XzAl -vYA, (4.1)
[e4
ot Al peut étre un opérateur d’excitation ph ou pp. Par conséquent, les états excités |v) de notre
systéme peuvent étre obtenus & partir de ’état fondamental |RPA) comme suit :
|v) = QI |RPA). (4.2)

L’état fondamental RPA est défini implicitement comme étant le vide des opérateurs de destruction
Qv :
Q.,|RPA) =0, V. (4.3)

Avec cette définition on remarque que :
(RPA|v) = (RPA|Q!|RPA) =0 (4.4)

31
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ce qui montre que |v) est automatiquement orthogonal & ’état fondamental RPA. Puisque les
opérateurs Q, et Q! peuvent s’écrire matriciellement en fonction des opérateurs AL et A, comme

suit :
. Xy -y A,
z(gi){(_w X5 )(AL)’ (45)

on constate alors que l'inversion de la matrice de passage U :

Xy —yr
v=x (5 %) 40
v,

permet d’exprimer les opérateurs Af et A, en fonction des @, et Q} :

Aa) (Xz Y:") (QV)
= v v* . (47)
x(i)-2GF %) (&
Or, en général, la matrice U n’est pas inversible. Il faut alors des conditions garantissant son
inversion.

En tenant compte du fait que les états excités doivent étre orthonormalisés & I’aide de (4.2)
et (4.3), on obtient la condition suivante :

w|v') = (RPA|Q,Q,|RPA) = (RPA|[Q,,Q},][RPA) = 5,,/. (4.8)

En utilisant (4.1) on peut écrire :

(RPAJQ., QLIRPA) = Y (X XU(RPAIAq, Al IRPA)

a,a’

+ YY'YY(RPA|[A], Aa,]|RPA)) : (4.9)

On remarque donc que, pour conserver l'orthonormalisation des états excités |v) dans
lopérateur d’excitation RPA on doit choisir des opérateurs d’excitations A:fx normalisés,
(RPA|[Aq4, AT ][RPA) = 6, 4. On obtient alors :

(RPA[[Q., QL]RPA) = 3 (X;* vy )6 (4.10)

a,a!

1l est important de remarquer qu’on ne peut pas incorporer dans I’opérateur d’excitation RPA
des composantes hermitiques (diagonales) comme 'operateur nombre de particules, puisque cela
empéche l'orthonormalisation des états excités. Autrement dit, dans ce cas I'inversion de la matrice
de passage U est impossible et on ne peut plus utiliser la méthode SCRPA. Cela constitue la seule
restriction sur 'opérateur d’excitation RPA. Les relations d’orthonormalisation sont donc données
par :

> (XZ*XZ' - Y;’*Yofl> = duwr (4.11)

[e3

Avec ce choix de normalisation des opérateurs d’excitation, les relations de fermeture peuvent
s’écrire :

> (X;X};j - Y;Y;*) = Ooar- (4.12)

v
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En tenant compte de ces deux conditions, I’inversion de 'opérateur d’excitation RPA est garantie.

Il reste un dernier point & discuter relatif au choix de 'opérateur d’excitation RPA. Ce point
concerne le probleme de la restauration de symétrie spontanément brisée. Comme nous ’avons vu
auparavant, a l’aide des relations de fermetures et d’orthonormalisation I’inversion de 'opérateur
d’excitation RPA est immédiate. Ainsi, toutes les valeurs moyennes & deux corps peuvent étre
calculées. Par conséquent, si I’opérateur correspondant & la symétrie brisée peut étre incorporé
dans Popérateur RPA, alors la restauration de cette symétrie est totale. On peut citer 'exemple
du modele de Lipkin & trois niveaux, ou la symétrie de rotation (dont 'opérateur est hermitique)
est brisée et sa restauration a été réalisée d’une fagon parfaite. En général, 'opérateur de symétrie
nombre de particules est hermitique (voir les modeles que nous envisageons d’étudiés) ; on ne peut
alors pas l'incorporer dans 'opérateur RPA. Pour surmonter ce probléme, nous envisageons de
généraliser la démarche suivie dans le chapitre 2, ou la symétrie nombre de particules a été rétablie
par l'introduction d’un parametre de Lagrange. Il est bien connu que, dans la méthode SCRPA
et aussi dans toutes les méthodes de type champ moyen, ou nous introduisons un parametre
de Lagrange, la symétrie n’est pas parfaitement restaurée; il suffit de calculer la variance du
nombre de particules pour montrer cela. Cependant, grace a la souplesse de 1la méthode SCRPA,
nous allons essayer d’introduire un second parametre de Lagrange fixant la valeur moyenne du
carré de Popérateur de symétrie & sa valeur exacte. Cela permet d’ailleurs, d’introduire plus de
corrélations dans I’état fondamental et aussi dans les états excités, d’une maniere controlée. Nous
allons appliquer cette méthode dans le cas du modele de la séniorité.

4.2.2 Les équations RPA

Afin de montrer d’'une maniére claire I’analogie entre la méthode SCRPA et la théorie HF
ordinaire, nous allons établir les équations RPA & I’aide d’un schéma, de minimisation proposé par
Baranger (Bar70). Suivant la méthode de Baranger, pour établir les équations HF, on définit une
énergie moyenne a une particule €, comme suit :

S {(E}XH — BN, Olar|N + 1, w2 + (B — EN-1)|(N,00pf" al|N - 1,u>|2}

€, =
S {|<N,0|sozak|N 1) + (N, Ol al [N — 1,u>|2}

(4.13)
ol Efy , ELV +1, [N £ 1,p) et |N,u) sont, en principe, les valeurs propres et les vecteurs propres

exacts du Hamiltonien H du systéme & N particules. Pour ’état fondamental on a yu = 0 et a;rc est

un opérateur de création & une particule. Puisque dans la méthode de HF, on ne s’intéresse qu’aux
excitations & une particule, on peut introduire alors un opérateur d’excitation & une particule :

¢ =" ofal (4.14)
k

qui permet de reécrire ’equation (4.13) comme suit :

o (N,0{q,,[H,q}]}IN,0) (4.15)

(N,0l{qu,q}}|N,0)

({...,...} est un anticommutateur). Par conséquent, la minimisation de (4.13) ou de (4.15) par
rapport aux amplitudes goz* (ou par rapport & ¢}, mais non les deux en en méme temps) nous
donne le résultat déja obtenu dans le chapitre précédent :

€V<N50‘{5QV:QI}‘Na 0) = <N:O|{5qva [Ha ql]}IN, 0). (4.16)

En tenant compte du fait que :
Sqy =Y _ 60} a (4.17)
k
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et de l’équation (4.14) on obtient le résultat bien connu de la méthode HF :
S (N, 0l{as, [H, al THN, 0} = evsif (4.18)
kl

ou le vide | N, 0) dans ce cas se revele étre un déterminant de Slater.

Considérons maintenant un autre type d’excitation élémentaire du systeme comme les vi-
brations de densités. Dans la méthode SCRPA, tout comme dans la méthode RPA standard,
lopérateur d’excitation RPA est donné par :

Qh =) XrAl -YrA,. (4.19)
Par analogie avec (4.13) I’énergie d’excitation moyenne est donnée par :

> ((E{X — BN QLN 0 — (BY — EN)(N,0Qu |V, u)l2>
Q, = (4.20)
5, (|<N,u|Ql|N, 0) = [(N,0/Qu|N u>|2)

oll Eﬁv , EY, |N,u) et |N,0) sont, en principe, les valeurs propres et les vecteurs propres de H.
Comme cela a été déja montré, ’équation (4.20) peut s’écrire sous la forme :

_ (N,0][Qv, [H, QL]IIN, 0) (4.21)

(N,0[[Q., LIV, 0)

La minimisation de la valeur moyenne de I’énergie d’excitation (2, par rapport aux amplitudes
X" et Y*" nous donne :

v

Q,(N,0|6Qy, QL]IN, 0) = (N, 0/[6Qu, [H, QI]]IN, 0) (4.22)

ot 6Q, =3, 6XY Al —§Y¥" A,. Par conséquent, on retrouve bien le résultat de la méthode des
équations du mouvement. De plus, puisqu’on a deux types de vibrations A} et A,, ’équation (4.22)
nous donne ’ensemble d’équations suivant :

(N 0|[Aq, [H, QF]IINV, 0) = Q.(N, 0|[Aq, Q}]| N, 0)
(N, 0|[ALa [Ha QI]]'N: 0) = (N, 0|[AL: Q,T,”N, 0) (4.23)

ou le vide |N,0) correspond maintenant a 1’état fondamental |RPA). Avec ce dernier résultat, on
peut remarquer clairement ’analogie entre la méthode SCRPA et la théorie HF ordinaire, puisque
la SCRPA peut étre vue comme étant une extension de la méthode HF aux cas des fonctions
de corrélations & deux corps. En tenant compte de (4.1) on peut donc expliciter ’ensemble des
équations de la fagon suivante :

Z{([Aa,[HaALI]])XZI—([Aaa[HJa']])Yé} = ) ([Aa, ALDXY

o'

) {<[AL, [, AT )XY — (AL [H, Aaf]]w;,}

o'

—0, Y (AL AuYE (d29)

ou (...) = (RPA|...|RPA). En utilisant le fait que 'opérateur d’excitation RPA est normalisé,
on peut encore simplifier les équations précédentes :

) {<[Aa, [, AL XY — ([Aas [H, Awuw} — axv

o
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) { — (AL [H, ALI)XZ + (4L, [H, Aaf]]>Y5} - oy (4.25)

o

Par conséquent, ce systéme, qui constitue le systéeme d’équations RPA, s’écrit matriciellement

comme suit :
A B XV 1 0 XV
(5 ) G) =2 (0 ) () (20

ou les éléments des matrices A et B sont données par :

Asor = ([Aaa[HaAL']])a (4.27a)
Boor = —([Aa, [H, Ax]]) (4.27b)
et les amplitudes RPA par :
Xo = (4, Q) (4.280)
vy = (AL Q). (4.28)

Nous avons ainsi établi le systéme d’équations SCRPA. Il est non-linéaire puisque les matrices
RPA A et B sont des fonctions des amplitudes RPA X¥ et Y¥. Néanmoins, grace a I'inversion de
lopérateur d’excitation RPA et la condition définissant le vide RPA, on peut calculer toutes les
fonctions de corrélations & deux corps. De plus, le fait que le vide RPA est inconnu ne pose pas
de probléme : on ne se sert, en pratique, jamais de ce vide. Par ailleurs, il est aussi intéressant de
remarquer que les équations (4.1), (4.22) et (4.26) sont équivalentes & :

(Qu,[H, QL) = Qo (4.29)
(Qf,[7,QL]y = o (4.30)

4.3 Conclusion

En conclusion, la méthode SCRPA consiste a résoudre les équations de la méthode EMM au
niveau des corrélations & deux particules d’une maniere self-consistante. Ainsi, elle peut étre vue
comme étant une méthode self-consistante de type champ moyen & deux particules. Bien que
dans cette méthode nous avons introduit des corrélations dans 1’état fondamental, nous ayons pu
fermer le systeme d’équations sans recours & des approximations supplémentaires. En effet, I’état
fondamental RPA sur lequel repose tout le calcul SCRPA est, en général, inconnu. Cependant, &
I’aide des relations de fermeture et d’orthonormalisation nous avons pu surmonter cette difficulté.
En fait, ces relations permettent l'inversion de l'opérateur d’excitation RPA. Par conséquent,
a l'aide de la condition définissant 1’état fondamental nous pouvons calculer toutes les valeurs
moyennes dans cette état en fonction des amplitudes RPA. Nous obtenons de cette maniére un
systeme d’équations non-linéaires dont les inconnus sont les amplitudes RPA. Pour résoudre ce
systeme il nous faut opérer par itérations successives jusqu’a la convergence.
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Chapitre 5

Brisure et restauration de
symeétrie

5.1 Symétries et champ moyen

Le cas des noyaux & couches totalement remplies constitue un cas spécial dans la théorie de
champ moyen (HF). Dans ce cas particulier les solutions HF conservent toujours le bon nombre
quantique (moment cinétique). Par conséquent, la méthode HF conserve dans ce cas la symétrie
de rotation. En général, puisque la fonction d’onde HF n’est pas une fonction propre du Hamilto-
nien total H, ni les orbitales individuelles, ni le déterminant de Slater posseédent le bon nombre
quantique (moment cinétique). La fonction d’onde HF n’ est fonction propre que de la partie mo-
noparticulaire du Hamiltonien, c’est-a-dire Hy. On peut exprimer le Hamiltonien total du systeme
comme une somme du Hamiltonien HF et d’une partie “résiduelle” V,.s :

H = Hy + Vys. (5.1)

On note que cela ne signifie pas que Hy et V,..s séparément possédent toutes les symétries de H.
Cependant, nous rappelons que Hy est une fonction de ’ensemble des orbitales occupées {p;}
(voir chapitre 1). Si les opérateurs de symétrie S qui commutent avec H (c’est-a-dire [H, S] = 0)
gardent ensemble {;} invariant (i.e. S{p;} = {p:}), alors il s’en suit qu’ils commutent avec Hy
(c’est-a-dire [Ho, 5] = 0).

5.2 Brisure spontanée de symétrie

En physique nucléaire, on travaille habituellement avec des Hamiltoniens (exemple : modele en
couches) qui brisent explicitement un certain nombre de symétries qui sont par contre conservées
par le Hamiltonien de départ H (3.1). Nous avons :

[H,P]=[H,J?]=[H,N]=--=0 (5.2)

oll 15, J et N sont respectivement les opérateurs du moment total (invariance par translation), du
moment cinétique (invariance par rotation), du nombre de particules (bon nombre de particules),
etc. Le Hamiltonien du modele en couches, c’est-a-dire du champ moyen Hy (Hartree-Fock) ou de
Hartree-Fock-Bogoliubov peut briser toutes ces symétries :

[Ho, P] # 0;[Ho, J*] # 0; [Ho, N] # 0;--- (53)

Le Hamiltonien du champ moyen brise toujours la symétrie de translation. De plus, il peut bri-
ser la symétrie de rotation (noyaux déformés), ne pas conserver un bon nombre de particules
(noyaux superfluides), ne pas étre invariant par rapport & un changement de parité (noyaux avec
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déformation octupolaire), etc. Durant ce chapitre nous insistons sur le fait que toutes ces brisures
de symétries sont intimement liées & ce que 'on appelle les transitions de phases qui, elles, sont
déclenchées par un mode collectif qui devient (en fonction d’un parametre physique) de plus en
plus mou.

Ainsi, on peut s’imaginer que la brisure de symétrie nombre de particules c’est-a-dire la non
conservation du bon nombre de particules, est liée & la transition de phase normale-superfluide
qui est déclenchée par un mode mou qui est la vibration des paires. La brisure de 'invariance de
translation est liée & la transition de phase gaz-liquide et au processus de fragmentation qui est
déclenchée par des fluctuations de densité dans le gaz.

Il faut rappeler que la notion de transition de phases est strictement valable uniquement dans un
systeéme infini (c’est-a-dire macroscopique) et que dans des systémes finis, c’est-a-dire avec un petit
nombre de particules, les transitions de phases sont toujours plus ou moins lavées. Ainsi, travailler
avec des Hamiltoniens qui brisent les symétries n’a un sens et peut éventuellement nous amener
a une description exacte du systéme que pour les systémes macroscopiques. Pour des systémes
a un nombre de plus en plus petit de particules autrement dit des systeémes microscopiques,
Iintroduction d’un Hamiltonien qui brise les symétries a de moins en moins un sens. Néanmoins,
comme nous le savons, méme pour des noyaux aussi petits que A ~ 20, le modele en couche peut
étre encore une approximation trés valable. Ceci nous ameéne & la question de savoir si travailler
avec un Hamiltonien qui brise un certain nombre de symétries peut étre une bonne approximation
et si surtout, lorsque A — 00, nous pouvons avoir une théorie avec symétrie brisée qui devient
de plus en plus précise et qui peut devenir exacte, ce que nous allons démontrer dans le cadre
de certains modeles. Pour des petits nombres de particules ou ’approximation du champ moyen
devient de plus en plus mauvaise, il peut s’avérer nécessaire de restaurer les symétries.

La brisure de symétrie et la brisure spontanée de symétrie peut étre, considérée comme une
fluctuation locale dans ’espace et dans le temps, c’est-a-dire qu’un paquet d’ondes, comportant
initialement peu de particules pour des raisons énergétiques envahit tout le systeme et devient
macroscopique. A ce moment, le paquet d’ondes caractérisé par sa position et son impulsion est
piégé car il ne peut plus s’étaler et la brisure de symétrie devient permanente, on parle donc de
symétrie spontanément brisée.

Les brisures de symétries ne sont pas seulement utiles pour inclure un certain nombre de
corrélations dans l'ordre le plus bas de la théorie. Elles le sont également pour identifier I’existence
et la nature des modes collectifs de basse énergie. En effets, les corrélations associées & ces brisures
de symétries dans 1’état fondamental sont caractéristiques des modes selon lesquels le systeme sera,
le plus facilement excité. Par exemple, un noyau dont 1’état fondamental se déforme spontanément
a l’approximation de champ moyen, présentera des excitations collectives rotationnelles.

5.3 Restauration de symétrie

Comme nous ’avons annoncé a plusieurs reprises, dans le cas des systémes finis, au niveau des
approximations de type champ moyen, la symétrie est artificiellement brisée ; c’est pour cette raison
que nous allons discuter maintenant sa restauration. Cette restauration consiste & extraire du pa-
quet d’ondes (solutions champ moyen) la composante avec le bon nombre quantique. C’est la tech-
nique de projection, qui est un cas particulier de la méthode de la coordonnée génératrice (RS80).
Le concept de base de la méthode de projection est la diagonalisation du Hamiltonien total H dans
le sous-espace sous-tendu par un ensemble des fonctions |¢(cx)), qui dependent d’une ou plusieurs
parametres continues a. Cet espace s’appelle le “sous-espace collectif”. Considérons un groupe de
symétrie engendré par les opérateurs de symétries S; qui commutent avec le Hamiltonien H et un
état |¢) solution du probléme champ moyen qui brise la symétrie. En appliquant tous les éléments
R(a) du groupe de symétrie sur 1’état |¢) on obtient un ensemble continue des fonctions :

[#()) = R()[4) (5.4)

ol le parametre a parcourt la totalité de ’espace des parametres du groupe de symétrie. De plus,
les énergies moyennes sur tous les états |¢(a)) sont égales. En suivant Peierls et Yoccoz (PY57),
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on peut utiliser une superposition de ces états |¢(a)) comme fonction d’essai :

) / F*(a)]é(a))da

> falg(e) (5.5)

ou la seconde égalité traduit la discrétisation de la “coordonnée collective” a nécessaire a toute
application pratique (RS80), tandis que k est un nombre quantique caractérisant les états & N
corps obtenus. Pour terminer, les états |¢(a)) et les coefficients f¥ peuvent étre obtenues par la
minimisation de 1’énergie :

(Y| H |[Yr)

Brroi = )
Cays 15 FE(6(8) H|9(@))

Yap I Ta(d(B)ld(a)

L’approximation de champ moyen correspond au cas o1 un seul coefficient de mélange f* est non
nul.

(5.6)

5.3.1 Projection sur le nombre de particules

Nous avons discuté dans la section précédente les avantages liés aux brisures de symétries
au niveau du champ moyen ainsi que le cas ou une restauration de celles-ci est nécessaire. Les
modes mous associés aux brisures de symétries correspondent a des mouvements collectifs de
grande amplitude particuliere. En ce sens, la restauration de symétries brisées au niveau du champ
moyen (RS80) entre dans le cadre des mélanges de configurations défini par les équations (5.5)

t (5.6). Ces équations traduisent alors I'utilisation de la dégénérescence des fonctions de champ
moyen |@o(c)) brisant une symétrie donnée pour construire une fonction propre du générateur
infinitésimal du groupe de symétrie associé. Nous allons traiter explicitement le cas de la symétrie
nombre de particules mais le principe reste toujours le méme pour toutes les autres symétries
brisées. Rappelons de nouveau que la projection a un sens uniquement pour les systémes finis.
Dans le cas de la projection sur le bon nombre de particules, nous rétablissons la symétrie as-
sociée & l'invariance du Hamiltonien sous les rotations dans I’espace de jauge ; c’est-a-dire sous les
transformations d’un groupe de symétrie & un parametre. Dans ce cas, le mélange de configuration
défini précédemment, se met sous la forme particuliere :

lYn) = Px|o(0)), (5.7)
ou,
> 1 = ira(N—=N)/n
Py = a;ne (N=N)/ (5.8)

est le projecteur sur I’état propre de N de valeur propre N, |¢o(0)) est une fonction de champ
moyen brisant la symétrie (déterminant de Slater) et 2n est le nombre d’intervalles utilisés lors
de P’intégration sur la variable de jauge. Cela permet de faire le lien avec les notations introduites

précédemment en posant :
—imraN/n

N _ e
fa - 2n 3 (59)

et
|¢o(c)) = R(e)|$0(0)) = e N[ (0)). (5.10)

L’opérateur R(a) parcourt tout le groupe de symétrie associé & 'invariance du Hamiltonien a
la différence pres que a est discret. La nécessité que 1y soit un état propre du générateur du
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groupe de symétrie (¢’est-a-dire opérateur nombre de particules dans ce cas) fixe les coefficients
de mélange fY lorsque ce groupe est abélien (RS80). En vertu de la commutation de H avec Py
et de la propriété P2 = Py satisfaite par ce projecteur, I’énergie projetée (5.6) prend la forme :

(6001 HPrgo(0))
T (90(0)| P60 (0))

Malheureusement la résolution du probleme variationnel basé sur ¥)x n’est pas trivial. Cela est du
au fait que les fonctions projetées sont hautement correlées. Ainsi pour aboutir & des schémas
systématiques d’approximation, il est intéressant d’étudier les intégrales de recouvrement qui
entrent en jeux dans la minimisation de ’énergie projetée (Sch86). Dans une étude détaillée de
ces intégrales de recouvrement, Schuck (RS80; Sch86) a montré que ’énergie projetée peut étre
développée comme suit :

(5.11)

Eproj(m) = ) hn(m)(N — (N))". (5.12)

n=0

De plus, cette étude aboutit au résultat important que, dans le cas de forte brisure de symétrie,
i.e. de fluctuations en N fortes, l'ordre le plus bas de la méthode de projection, appelé “méthode
de Cranking”, est suffisant (Sch86). L’ordre le plus bas dans (5.12) correspond a :

1

Eproj(1) = Y ha()(N — (V)"

n=0

= ho(1) + by (1)(N — (N)) (5.13)
ou,
(HAN)
((AN)?)
L’énergie projetée est alors donnée par :
Eproj(1) = {¢0(0)|H — h1(1)N|¢o(0)) + hi(1)N. (5.15)
Le calcul variationnel nous amene & l’équation suivante :
6(H) 3(N) oy (1)
0E,,.;(1) = - h1(1 + (N — (N =0 5.16
admettant comme solution 1’équation du Cranking :
S Eproj (1) = 8(¢o (0)|H — N |0 (0)) (5.17)

avec (N) = N et hi(1) = p. Nous avons donc abouti au résultat que, pour les cas de forte
brisure de symétrie, les équations de Cranking sont équivalentes pour I’énergie du fondamental,
a une théorie avec projection. Nous remarquons que travailler dans "approximation de Cranking
peut étre vu comme un changement de référentiel : on passe du référentiel du laboratoire au
référentiel intrinseque du systeme. C’est ainsi que nous procéderons en régime déformé pour les
approximations du champ moyen et au-dela.

5.4 Mode spurieux

Dans cet paragraphe nous allons étudier I’impact de la brisure spontanée de symétries au niveau
de champ moyen sur la méthode RPA standard. Pour cela nous supposons que le Hamiltonien &
deux corps exact H est invariant sous ’action d’une opération de symétrie continue, engendrée
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par un opérateur & un corps hermitique P. Nous supposons que la solution champ moyen viole
cette symétrie. Cela signifie que la matrice densité a une particule HF pg ne commute pas avec P :

[po, P] # 0. (5.18)

Par conséquent, dans la base HF ou po est diagonale, les éléments (p — h) de la matrice de P ne
sont pas tous nuls. Cependant, puisque le Hamiltonien exact commute avec P :

[H,P]=0 (5.19)
P est alors une solution exacte mais spurieuse des équations RPA standard :
(6P, [H, P]] = 0. (5.20)

Donc sous condition que 'on travaille dans la base HF, les équations RPA engendrent un mode
spurieux. De plus, en tenant compte des relations d’orthonormalisation des solutions RPA, nous
remarquons que la solution spurieuse n’est pas normalisable, par conséquent, les amplitudes RPA
relatives & cette solution sont infinies.
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Deuxiéme partie

Phénomene d’appariement.
Modele a deux et a un niveaux
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Introduction

Dans cette partie nous nous intéressons & I’étude d’un phénomene parmi les phénomenes quan-
tiques les plus spectaculaires & savoir la transition a 1’état superfluide ou supraconducteur dans
les systemes fermioniques. Cela peut étre rencontré par exemple dans les métaux, les étoiles a
neutrons, les noyaux finis, ’'Helium liquide et il est aussi activement cherché dans les systemes
de fermions atomiques piégés magnétiquement. Dans cette étude nous nous intéressons a la des-
cription de la superfluidité dans les systémes fermioniques & partir d’une approche microscopique
self-consistante. Ainsi, nous allons appliquer la méthode SCRPA & deux modeles exactement so-
lubles. Le modele d’appariement & deux niveaux, a déja servi pour tester d’autres approximations
de type champ moyen, comme, par exemple, les méthodes RPA standard et plusieurs de ces exten-
sions : HF, BCS (HF61; Joh70; PTPK98; SDD99; HB00a). Il constitue aussi un bon candidat pour
tester la méthode SCRPA sous sa version quasi-particule (SCQRPA) (DS96). A cet égard, nous
rappelons que Dukelsky et al. (DRS98) ont déja testé la version particule-particule de la méthode
SCRPA sur ce modele; ils ont obtenu de tres bons résultats pour ’énergie du fondamental. Dans
ce travail, nous envisageons de compléter cette étude et d’analyser les résultats concernant les
modes d’excitations. Ensuite, nous étendrons notre étude dans la phase superfluide dans 'espoir
d’avoir de bons résultats. Nous présenterons alors une étude détaillée de la transition de phase
normale/superfluide ol nous discuterons le probléme du mode mou qui enclenche la brisure de la
symétrie nombre de particules. Nous exposerons aussi une nouvelle méthode de calcul des nombres
d’occupation.

Afin de compléter notre description de la superfluidité des systeémes fermioniques, nous envi-
sageons aussi traiter un deuxiéme modele dit modele de la séniorité (RS80). J. Dukelsky et P.
Schuck sont les premiers & avoir appliqué la méthode SCQRPA avec une seule contrainte (DS96)
a ce modele; ils ont aussi obtenu de bons résultats. Nous envisageons, cependant, d’étudier de
nouveau ce modele pour réexaminer 'interprétation des énergies d’excitations corrigées et non
corrigées. De plus, afin de mieux contréler les corrélations d’appariement nous proposons ajouter
une autre contrainte éliminant les fluctuations dans le calcul du nombre de particules.
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Chapitre 1

Présentation du modéele

Le modele d’appariement (pairing) & deux niveaux est un modele exactement soluble. En
physique nucléaire, il est utilisé souvent pour tester les approximations effectuées pour ’étude des
problémes & N particules. 1l a été d’abord employé pour tester "approximation RPA standard
et sa capacité a décrire les corrélations de 1’état fondamental et aussi les vibrations de paire de
particules dans la phase normale ainsi que dans la phase superfluide. Ce modele est composé
de deux couches dégénérées de méme spin J, espacées de ’énergie & une particule € et dont la
dégénérescence de chacune est égale a 22 = 2J + 1. Le Hamiltonien du modele est donné par :

€ s .

Hziz.]Nj—gQZA}Aj/, jZ:E]. (].].)
J i3’

ou g est une constante de couplage, j prend les valeurs 1 pour le niveau supérieur et -1 pour

le niveau inférieur. IV; et A; sont les opérateurs nombre de particules et création de paires de
particules dans le niveau j, respectivement. Ils sont donnés par :

Q
1
Af = Z at at_ (12)
J gm g
mm:l
Q
Nj = (al,aim +alam) (1.3)
m=1
ou a;r-m cré une particule dans le niveau j, m est la projection du spin suivant z et aj; =

(=1)?=™a;_,. Les opérateurs N;, A;r- et A; obéissent aux relations de commutations suivantes :

A

N
[45,4)] = & (1—6’)
[N, AL] = 20,0 A,
[Ny, Ajr] = =205 A;. (1.4)

Ils définissent ainsi, une algebre SU(2) pour chaque niveau j; par conséquent le modele & deux
niveaux satisfait une algebre SU(2) x SU(2). Grace a la structure de cette algebre, on peut
facilement trouver les états orthonormalisés de la base qui sous-tendent le sous-espace de Hilbert
des paires de particules. Par exemple, pour un systéme & mi-remplissage, dont le nombre total de
particules N est égal a la moitié de la dégénéréscence totale du systeme (N = 29), la base est
donnée par :
Q% t\n/ 4t \Q—n

n) = g (A" (AL)7"(0), 0<n <O (1.5)
ou n est le nombre de paires de particules dans le niveau supérieur. Dans ce cas, la matrice
Hamiltonienne est tridiagonale de dimension €2 + 1, ayant les éléments de matrices suivants :
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hnn = (n|H|n)=e2n— Q) — g(20n — 2n> + Q), (1.6)
hn-1n = (n—1H|n)=—-gn(Q—n+1) (1.7

Hors mi-remplissage, on peut diagonaliser le Hamiltonien dans une base plus générale défini
par :

) = %—,\/ R DAL )40, o<k <R (1)

ou on retrouve le cas mi-remplissage en choisissant 2 = ). La matrice Hamiltonienne est tridia-
gonale de dimension ) + 1; ses éléments sont donnés par :

by = (k|H|k) = e(2k — Q) — g(2kQ — 2k> + Q0 — Q% + Q), (1.9)
b = (b= 1HE) = —g\/K@— (k= 1) = D+ K) (@ — k +1). (1.10)

Le nombre de particules est donné par N = 2.



Chapitre 2

Phase superfluide

La phase superfluide dans ce modele est la région ou la symétrie associée au nombre total de
particules N est spontanément brisée. Par conséquent, une méthode de type champ moyen des
quagi-particules est indispensable pour réaliser 1’étude dans cette phase. De plus, puisque nous
étudions un systeme fini, comme nous ’avons expliqué a plusieurs reprise, la symétrie n’est pas
réellement brisée et sa restauration est cruciale. Dans ce chapitre nous présentons ’application de
la version quasi-particule de la méthode SCRPA (SCQRPA) & ce modele.

2.1 Transformation de Bogoliubov

Dans la phase superfluide, la force d’appariement du systeme est suffisamment forte de facon &
ce que les corrélations des particules, dont les états sont & temps renversé, deviennent assez fortes :
il y a formation de paires (quasi-particules). Il est alors pertinent d’utiliser la représentation quasi-
particules des opérateurs. De plus, cette représentation diagonalise une partie du Hamiltonien. La
base de Bogoliubov constitue donc un trés bon choix. En effectuant alors une transformation de
Bogoliubov sur les opérateurs de particules a}’m et a; m, on peut écrire :

a;r-,m = Uja}’m — VQjm, (2.1)
a;r,m = Uja;’m +vja5,m (2.2)

ou
ui4vi=1, j=+=1. (2.3)

Afin d’effectuer I'opération inverse et d’exprimer les opérateurs de particules a;m, et ajm en
fonction des opérateurs de quasi-particules aj,m et ojm, il est commode de mettre (2.2) sous

forme matricielle : ; t
Xjom |\ = (% T YGm ) (2.4)
Qj.m Uj Uj aj,m

al . = ujal ) +vim, (2.5)

— U0 m- (26)

Par inversion on obtient :

v,
Gjm = Wi%m

On peut définir les opérateurs de paire de quasi-particules P; et de nombre de quasi-particules
N, ; dans la nouvelle base dite de quasi-particules ou base déformée :

1
pt — t ot po—(pht
i = Ja D Um0 By =(P))

m>0
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Ng,j = Z (a},maj,m + a;’,mo‘j,ﬁz)- (2.7)
m>0

Les opérateurs P}, P; et N, ; obéissent aux regles de commutation suivantes :

A\
[N;, P} = 205, P],
[Nj, Pl = =205 ;. (2.8)

Ainsi, pour chaque niveau j, les opérateurs paire de quasi-particules définissent une algebre
SU(2). Enfin, on exprime les opérateurs paire de particules & 'aide des opérateurs paire de quasi-
particules :

UV =
AI = u?P; — ’U?Pj — ﬁNq’j + u]"l}j\/ﬁ,
A]‘ = U?P] — ’1)‘72<Pj1. — %Nq,j + ujvj\/ﬁ,
N = (uf —v})Ng; + 2007 + 2u;u;VQ(P] + P;). (2.9)

2.2 Opérateur nombre total de particules

L’opérateur nombre total de particules :

N=>"N; (2.10)
j

peut étre explicité dans la nouvelle base car Nj est donné par :

Nj = (u? —v2)Ny; + 2007 + 2u;u;VQ(P] + Py), j=+1. (2.11)

i

On peut aussi exprimer le carré de 'opérateur nombre total de particule dans la base des quasi-
particules :

N S
= N{+N?, +2N;N_,; (2.12)
ou :
Nf = (uf - v;‘-’)?Z\Afij + 4@?(0(1@ - Uf) - U?)thj + 401[;‘771]2-(P;’P;r + P;P;)
+  8QuivI Pl P + 4V Qujv; (u} — v})(P] Ny j + Ny i P))
+ 4\/§ujvj(2ﬂvjz- + (u? - v?-))(P;r + P;) + 491)]2- (u? + Q’U?),
2N1N_1 = 2('114% — vf)(u%l — ’U%l)Nq’lN ,—1
+ 4002 (u? — v?)N, 1 + 400 (u? | —v2 )N, 1
+ SQU1U1U—1U—1(PIPL + PP+ P{rP—1 + PLPl)
+ 4VQuo (2, =02 (PN, 1 + Ny 1 P)
+ 4VQu_yv_y(uf —v})(PT Ny + Ny Poy)
+ 80VQuiviv? (Pl + P) 4+ 8QVQu v 10} (P, + P y)
+  80%iv?,. (2.13)

Par conséquent, on peut calculer la variance du nombre total de particule AN défini par :

(AN)? = (N?) — (N)°. (2.14)
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ou,

A

(AN) = (uf —vi)( g1 )+(U21_U21)<Nq —1) +29(0f +v%,)
(N?) = (uf =o)X (Vg ) + (uy —02,)? <Nq2,—1) )
2(u; — o7)(u”y — 0% (I, 1Nq 1) + 407 (2w} - 0}) — u})(Nya)

402 (Qu? ) —v?)) —u? 1)<Nq 1) + 4902 1(“% - Uf)UVq,l)

4007 (u2 | = 0% 1)(Ng, 1) + 4Quivi (P Pf) + (PLPy)) + 8Quivi (P] P1)
497‘2—1”2—1((13111311) +(P-1P-1)) + 8QU2—1U31<P11P71)

8Quyviu_yvy (PYPT)) + (P Py) + (P Py) + (PT, Py))

4002 (u? + Qo) + 402 | (u? | + Qv?,) + 8Q%v3? . (2.15)

++ + + 4+ +

La variance AN mesure les fluctuations de ’opérateur nombre total de particules dans la phase
superfluide. Elle constitue donc un moyen pour controler la restauration de la symétrie.

2.3 Hamiltonien

Dans la zone superfluide ot le nombre total de particules n’est pas conservé, on doit utiliser
le Hamiltonien du modele plus un terme de contrainte qui fixe la valeur moyenne de la symétrie
perdue a sa valeur exacte. Le Hamiltonien contraint est donc donné par :

H =H—uN (2.16)

ol i est la contrainte et N est Popérateur nombre total de particules. Dans la base des quasi-
particules et en ordre normal le Hamiltonien contraint est donné par :

H' =H60+H{1 +Hé0+H£2+Hé1 +Hzlm +H{1—11 (2.17)

ot les termes H,,, représentent les termes de type (af)™a” ou (al)”a™ et Hiy 11 représente
les termes de type ataata. Les expressions de différents termes constituant le Hamiltonien sont

donnés comme suit :

Hy = ho, (2.18)
Hi, = MmNy +ho1Ny_, (2.19)
Hyy = ho(Pf+P)+h o(PH +Py), (2.20)
Hjy, = hsP/Pi+h 3PP, +h4(P*P 1+ PR, (2.21)
HYy = hs(P{Nyi+ NP +hos(PL N, 1+ N, 1 P_y) (2.22)
+ h6(P1 ¢, -1+ N _1P1) + h_ (P_qu,l + Nq’lp_l) (223)
Hy = h(P{P} + PP +h (P P+ P P )+ (PP + P P (2.24)
H:Ill_ll = th‘il + h_gN‘i_l + thNQalNQ7_1 (2'25)
avec,
ho = (e— ZN)Q% — 99(Quivi + i) — (e + 2u) Q0% | — g 02, +02y)
- 2gQ U1V1U-1V_-1, .
€ . v
hi = (5 — ) (uf —o7) + gQ(2uir} + ﬁl) +29Quiviu_1v_4,
4
€ V_
h1 = _(5 + ) (w?y —vy) + gQ(2u? 02 + Wl) +29Qu_jv_1u vy,

3
ha = VQuivi(e—2p) — gQ{ulvl (u? —v)VQ + 2%1 } — 9OV Qu_qv_1 (u? — v?),
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3
hoy = —VQu_jv_1(e+2p)— gﬂ{ulvl(uz—l — 02 )V + %}
— g Quiv (uy —v2y),
hs = _gQ(u‘l1 + vf)a
hog = —gQul; +0t),
he = —gQuiu? +0viv?)),
hs = gVQuiv (uf —v}),
hos = gVQu_qu(u) —o?)),
he = gVQu_yv_y(uf —o}),
h_e¢ = g\/ﬁulvl (u2y —v2y),
hy = gﬂufvf,
hog = g2y,
hs = gQ(uiv?, +u?,0}),
h9 = _gufvfa
h—9 = _guzlvzla
hio = —2guiviu_iv_i. (2.26)

Ayant exprimé le Hamiltonien contraint dans la base des quasi-particules, nous pouvons obtenir
I’énergie du fondamental :
E,o = (H') + u(N) (2.27)

2.4 La QRPA Self-Consistante

2.4.1 Opérateurs d’excitation RPA et vide RPA

L’état fondamental RPA est défini par la relation :
Q,|RPA) =0, v=1,2, (2.28)

ce qui montre que I’état fondamental RPA est le vide des opérateurs d’excitation RPA, Q.
L’opérateur d’excitation QRPA, qui peut étre vu comme une transformation de Bogoliubov des
opérateurs de paire de fermions !, est défini & ’aide d’une combinaison linéaire des opérateurs P1 ,
]511, P, et P_; comme suit :

Qh=> X;,Pl-v;,P;, v=1,2, (2.29)
j==1
ou : P
P=—-9 ___ j=4%1. (2.30)

Nous avons introduit cette nouvelle normalisation des opérateurs paire de quasi-particules pour
avoir des états excités normalisés (v|v') = 4,,. Les opérateurs P} et P!, créent une paire de
quasi-particules dans les niveaux 1 et -1 respectivement, alors que P; et P_; détruisent une paire
de quasi-particules dans les niveaux 1 et -1 respectivement. Le probléme est donc un probleme &
quatre dimensions qui peut étre formulé matriciellement comme suit :

Q1 Xin Xop -Yip =Yg Py
Q| _ [ X1z X_1p Yo Yoo, P_y
Q| = | vy v X x| A (231)
QE Yo =Y_.ip Xip X_ip Pil

10On ne peut pas inclure les termes hermitiques Nq,j de (2.11), puisqu’ils conduisent & des états propres non
normalisables comme dans le cas des modes de Goldstone.
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Pour pouvoir calculer les fonctions de corrélations qui apparaissent dans le systéme d’équations
RPA, il faudrait que lopérateur d’excitation RPA soit inversible. Les relations qui garantissent

Iinversion de @, sont les relations de fermeture et d’orthonormalisation qui peuvent étre explici-
tement données par :

Relations d’ortho-normalisation
2 2 _ _
X2, -V, =1, v=1,2
j=%1
X g X 1o+ X1 X120 =Y 11Y 12 —-Y11Y12=0,
XipYVii+X 1Y 11— XY —X_11Y_12=0.

Relations de fermeture

2 X -V =1 =l

v=1,2

X 11 X11+X 12X —-Y 1111 -V 1212, =0,

XiaYoi10+X10Y 10— X _11Y110 —X_12Y12=0. (2.32)
Avec ces relations on peut donc inverser 'opérateur d’excitation RPA :
P Xip Xip Yin Yip Q1
P_y X_1g Xoap Yoii1 Yo Q>
— — ) ) I ) 2.33
P Voo Vi, X X || @ (2.33)
PL Y1 Yoo X_g1 X_g QE

Nous pouvons, & ’aide de ce que nous avons déja explicité, calculer les relations de commutation
des opérateurs RPA @, et Q,T,, :

L N L By
[QV7QI'I] = (lequ,Vl - Yl,V}flv”’) NQ + (X_lﬂ/X—qu’ - Y—l,llY—l,V') N & ?
1 — WNa1) 1 - No—1)
Q Q
1 — N 1— Naa
[QI;QII] = (Xl,u’}/l,u - Xl,V}/].,V’)in + (Xfl,lllyfl,l/ - Xfl,uyfl,v’)iAQ;
1 _ ( q,l) 1 _ (Nq,—1>
Q Q
1 — Naa 1— Noos
[QV’QV’] = (le,u’Xl,u - Xl,l/’}/l,l/)in + (Yfl,u’Xfl,u - Xfl,V’Yfl,V)iAQ;
1— { 5,1) 1— (Nqs,)—l)

2.4.2 Matrice RPA

Suivant la méthode exposée dans la deuxiéme partie, les équations SCQRPA sont obtenues en
minimisant la regle de somme suivante :

([Qu, [H', Q1)

= (2.34)
([Qv, Q1)
par rapport aux amplitudes Xj;, and Yj, dans l'opérateur (),. On obtient alors les équations
suivantes :
([6Q, [H', Q1) = 2.((6Q, Q1)). (2:35)

En utilisant I’expression de 1'opérateur d’excitation RPA, @}, on obtient la forme matricielle des
équations SCQRPA :

SX, =QNX, (2.36)
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ou €, sont les modes d’excitation RPA alors que N et X, sont la matrice de normalisation
(qui dépend de la norme choisie dans l'opérateur d’excitation RPA) et le vecteur constitué des
amplitudes RPA, respectivement. Explicitement ils sont donnés par :

([P, P}]) ) 0—1 0 0 X1

N 0 (P PL) 0 0 x, = | Ko (2.37)
0 0 ~([P., P}]) 0 Vi
0 0 0 —([P_1,PL)) Yoiw

o, ([P, P]]) =1 et ([P_1,P',]) = 1. En multipliant & gauche par Iinverse de la matrice norme

on peut ramener le probléeme & la résolution du probleme aux valeurs propres suivant :

A At B By X1, X1,
A21 A22 B21 B22 X—lu X—lu
3 3 3 3 3 — QI/ ) 2‘38
"By, -Bi» Ay, A || Y. Y, (2:38)
—By1 —Bys —Az1 —Asp Y 1. Y.,
avec :
Ay = ([P [H PT]]) Ay = ([P, [H', P,]))
Asg = ([P_y,[H',P)), Asp = ([P_1,[H',PL}]])
Biy = —([P,[H, P]), Bi2=—(P,[H, P ]])
Byy = —([P.1,[H,P]]), Boo = —([P1,[H', P1])). (2.39)
Les expressions des éléments de la matrice RPA sont données explicitement par :
1 (N2 )
9 <PTP1) 1— 2<Nq )+ q
A = 2h; +hgq — = —1-
b vt 3{ Q] B T | R
9 1 Q Q
- = _ ha(PY P) + 2h:(PLPy) + hg(P_, Py)
Q 1 _ <Nq,1>
Q
% N2 7 Vo1 Ng 1
+4h9ﬂarwam><my—%%}+% R
U - Ew) 1 _ Naa) O M)
Q R Q) Q
(Ng,1)+(Ng,—1) | (Ng,1Ng,—1) t
1_ g9, q, q, q, PP
Arp = Ayi=hy 2 * @ + 4h1o ( 1)
Ng1 Nq _1 Ng1 Nq _1
V=B -Bhed) - gy B
A B 2h +h { 2 <P1' P > 1 _ 2<N52,—1) + (Ngl,Q—l)}
AR G U ) | _ Fg1)
2 1
- S I hy(PIP_))+2h_1(P_ P_y) + he(P,P_y)
Q 1 _ <Nqs,2—1)
; N2—1 \7 Aq —1 Aq 1
(P Py)+ (PPl (N,) = St (W) = Boglar)
+ 4h_g + 2hyo
) | — Faon) | — Faon)
Q
2 1 P, P,
Bi, - h3<P1P1)+h4(P_1P1)+h8<P11P1) +8h9M
Q 1— (N{_;Z,l) 1— (Né,l)
2h { 1 (PP + (PP 1 M) 4 By 1>}
7 — - =
Q Ng,1 Ng.1
1 - ) 1 - Faa)
1_ (Nq,1>+<Nq 1) +< qqu ) P_ P
Bz = Bax="hs g‘v ) TR <fv< >1 2 Vos)
V(1 - gy (1 - G V(1 - By (1 - ooy
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2 1 (P-1P_y)
B = ———— ({h_3(P_,P_ ha(P, P_ he(PiP_ 8h_g—— —L
2,2 Ql (Nq >{ 3(P_1P_1) + ha(PyP_1) + hg(P| 1)}+ 91 (Nq )
1 (N2 _4)
<H£J (PiPty) 11— 2 4 B
+ 2h7{ - a - (Nq 5 + T (Nq " . (2.40)

2.4.3 Minimisation de 1’énergie

Appliquons le principe variationnel et minimisons la valeur moyenne dans ’état RPA du Ha-
miltonien contraint (2.16) par rapport aux parametres de la transformation de Bogoliubov u; et
’Uj H

OH') | O(H") dv;
Buj 8vj (9’LL]'

=0, j=4=1 (2.41)

ol (H') est la valeur moyenne de H' dans I’état RPA ; il est donné par :

(H'Y = ho+hi(Ng1)+h_y( q—1)+h3(PTP1)+h (P, P_1)
+2me>+%mﬂﬂ+%< Py +2ng(PIP)
+ h9< )+h < q—1>+h10< qlN 71) (242)

les coefficients h,, sont déja définis dans (2.26). Tout d’abord, on doit noter que si (2.41) est évaluée
en utilisant 1’état fondamental BCS, alors elle conduit aux équations BCS usuelles. Nous devons
aussi signaler que la minimisation de (H') par rapport & u; et v; est strictement équivalente aux
relations suivantes :

(=, Pf]) = (H',F))) = (H',Q}]) = ([H',Q.]) =0 (2.43)

qui sont automatiquement vérifiées dans la méthode SCQRPA et aussi plus généralement dans la
méthode des équations de mouvement. Les équations (2.43) sont appelées “les équations du champ
moyen généralisé”. On parle de champ moyen généralisé puisqu’on obtient des équations de type
champ moyen “standard” couplées aux équations SCQRPA par 'intermédiaire des amplitudes
RPA. Dans ce qui suit, je vais utiliser les relations (2.43) et & la fin de cette section je présenterai
le résultat de la minimisation de (H') par rapport & u; et v;. Le calcul des valeurs moyennes des
commutateurs {[H’, ]5;]) nous donne les expressions suivantes :

D By = _ q, t ot t d (Vo)
P = hoyf1- J_Wﬂ( (PP + (PP + () - 22 )

N (Nq 1Nq —1>
+ 7L ((PT Pl + (P—IPT)> pre et 2 TEaE (g )
(Nq 1) 1 (NSq) 1)
_ N, _ h_
(H,PL]) = h_oy/1- { QQ ) + (; ; (2(<P11P11) + (P!, P_y))
q,—1
- (N2_,) 2
+ (Ng—1) — ?2 . >+ S <<P1TPT1)+<P1PT1)>
1 (Nq 1)
N _ (Nq,—quJ)
+ h,6< q,1) Q — 0, (2-45)

1 _ (ng,z—l)
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qui, apres simplification et arrangement, peuvent se mettre sous la forme d’équations pour les
amplitudes u; et v; :
265ujv; + Aj(vf —uj) =0,  j==+L (2.46)

Ces équations ont la forme standard des équations de champ moyen (équations BCS). En tenant
compte de la relation de normalisation u? + Uf- = 1, on peut écrire ces équations sous la forme

matricielle suivante : ¢ A
i 2 (%) =g, “J’) 2.47
(Aj —‘51) <Uj> ](Uj (2.47)

ou E;, Aj et & sont respectivement, 1’énergie de quasi-particules, E; = 4/ 532 +A§, le gap et
I’énergie & une particule. Pour chaque niveau j, les expressions du gap et de ’énergie a une
particule sont données comme suit :

€ g
& = Gg=o)+ Ty O TR (BIPL) +(BIP-) g
— o)
gu;v; tpty 4 (pl Gy Ng)
A; = ¢Q ZilquJ ) 2((P] P]) + (P/ P;)) + (Ny,j) — 0
j 0
N N\ (Nq,qu,—j)
- gu,jv,j< =) i (2.48)
1— (Nq,j)
Q
Les solutions des équations (2.41) sont données par :
ui = 6’
V] = 5’ (2.49)
Sachant que u? = v2; =1 et u2; = v? = 0 & la limite Hartree-Fock, on a donc :
uj = &
152 +A2
v; = _ & (2.50)

" eear

Cependant, on doit remarquer que, 4 l’aide des équations (2.46), (2.48) et (2.50), on peut retrouver
la forme usuelle de I’équation du gap dans un calcul BCS. En introduisant ’interaction renormalisée

g= ( g1 g1 ) : (2.51)

g:
971,1 9-1,—1
avec,

_ A "
S %{2(<PIPJ)+(P1TP1)) + (Nya) = 5=
1-— %
9 (N —1)—%
_ = QO — , :
gl, 1 g - M
Q2
g—ll = gQ g<Nq,1) — (1\]%19#—1)

1 — (Nqs,)—l)
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i S (N2_1)
g-1,-1 = gQ2- +{2(<P11PT1> +(PYP)) + (N 1) — —L25 8 (2.52)
1 a.-1) Q
On peut écrire ’équation du gap suivante :
. 1 . A; .
A= Zgijuj'uj =5 Zgijﬁa i,j ==l (2.53)
J J \/Si j
ou les énergies monoparticulaires renormalisées sont données par :
€ g .
6=z 9+ Gy (8 B P+ (BIPg) =gy =21 (250
— Nadl

Par conséquent, on voit que les équations de champ moyen généralisé ont la méme structure
mathématique que les équations BCS usuelles, ou les énergies monoparticulaires et ’interaction
sont devenues renormalisées, puis qu’elles dépendent des amplitudes RPA. Les équations de champ
moyen généralisé sont dites alors “des équations BCS renormalisées”.

Revenant maintenant & la question évoquée au début de cette section concernant la minimisa-
tion de (H') par rapport & u; et v;. D’habitude, pour réaliser la minimisation de (H') par rapport
a u; et v; on écrit :

O(H') 0O(H') Ov; .

——+————=0 ==+1 2.
6'&]‘ + 8’1)]' (9u]' > J ( 55)

Dérivons en premier lieu 1’énergie (H') par rapport & u; :

O(H'")
an

—290%0;(u;v; + u_jv_;) + {(J’é = 2p)u; + 4gQu;v5 + 29Q5u_jv_; } (Ny)

49Qu(P] P;) — 49Quju? (P P_;) + 4gQu;v3 (P} P]) + 4gQu;v* (P P )
298u;v; (NQ) 2gQu_Jv_JUJ(Nqu7 i), (2.56)

puis par rapport & vj :

O(H'
(‘<31) ) = 2(je— QM)QUJ' — 2gQ(Qu?vj + 21);?) —29Q%uju_ju_j + { — (Je —2p)v;
J
490 (uv; + ) + 2gQuju_ju_j}<N J) — 4903 (PI P;) — 4gQu;v* (P P_;)
4gQu U; (PT f ) + 4gQU] (PTPJr ) — 2gQu§vj (Nq2])
— 29Qujujv;(Ng,;Ng,—5)- (2.57)
v ,
Tenant compte de la relation de normalisation u} +v§ = 1 en déduit que aﬂ = —%, par suite,
Uuj Uj

on peut calculer :
O(H'") + o(H') ov;

/A 2.58
Buj 61;,- 8u]' ( )
—290%v; (uv; +u_ju_j) + {(je — 2p)uj + 49Qu;v} + 2ngjujvj}(Nq,j)
—4gQu¥(PI P;) — 4gQuju? ;(PI P_;) + 49Qujv?(PIP]) + 4gQujv? (P! P! )
—299%'”]2' <Nq,j> —20Qu_jv_;v; <N11,JN¢17 it {2(.76 = 2p)Qv; — 299(9%%‘ + 2“?)
(2.59)

3 A
—29Q%uju_jv_; + ( ~ (je = 2u)v; +49Q(ufv; + ) + QQQuju—jv—j) (Ng,5)

—4gQH(P] P;) — 49Qujv? (P} P_}) + 4gQu3v;(P] Pl) + 49Quju? (PI P! )
u

—29Qu3 ’U]<N2 ) —2¢Quju _]U_](NMN% J)}(— v—]> =0
J
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Apres simplification on obtient exactement les équations (2.46) ce qui prouve que les rela-
tions (2.43) sont des équations de type champ moyen.

Notons finalement que les parametres de Bogoliubov eux-mémes sont des fonctions des ampli-
tudes RPA X, et Y ,.

2.4.4 Valeurs moyennes

Pour fermer le systéme d’équations SCQRPA et obtenir une théorie totalement self-consistante,
il nous faut encore un moyen pour calculer les valeurs moyennes des opérateurs (ol ce qu’on appelle
fonctions de corrélations) en fonction des amplitudes RPA. Pour cela, on rappelle que, dans la phase
superfluide, I’état fondamental RPA est inconnu et sa construction s’avere impossible. Néanmoins,
grace a linversion de l'opérateur d’excitation RPA et la définition de 1’état fondamental RPA
Q.|RPA) = 0, ce probléme est résolu d’une maniére exacte. Rappelons d’abord l’inversion de
'opérateur d’excitation RPA Q] :

P = Z XjvQuv + YJ‘,VQL:
v=1,2

Pl = Y X0 +Y5,.0.. (2.60)
v=1,2

A titre d’exemple, nous effectuons le calcul de <P;Pj’)- Nous commencons par expliciter la valeur
moyenne comme suit :

(PP = ( S Xy (PJQu) + Yy AP (2.61)
v=1,2

puis, en utilisant la définition de ’état RPA @, |RPA) = 0, nous pouvons remarquer que le premier
terme est nul. Par conséquent, 'expression (2.61) devient :

(PIPy) = {[1- ‘” > Y (P,
v=1,2
_ (Nyj) (Ny,5) upt
- \/1_%\/1_%;2%,”([11,62’;]). (2.62)

De plus, en remplacant I'opérateur QI par son expression (2.29), on peut écrire :

(PIPy) = —\/ - <N3"’>\/ S ¥, (P ). (263)

v=1,2

Du fait que les opérateurs ]5; et Pj sont normalisés, on obtient ainsi I’expression désirée :

PPy = \/1 _ (Ngij’) \/1_ W&’j) 3 Viw Vi (2.64)

v=1,2

Finalement, on peut donc donner les résultats de toutes les valeurs moyennes comme suit :

(PJ.TP]-/) = (Y11 +Y}‘,2Y}",2)\/(1_ Q'>)(1_ <NSq) ))’
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<PjP;,> = (Xj,lleJ +Xj72le’2)\/(]_ — %ﬁ)(l _ <Ngij/))’
Ny, N,
(PPy)y = (PIP})= (Xj,lyj,,ﬁxj@yj,ﬂ)\/(l_( 54))(1 ( % >) (2:65)

2.5 Nombres d’occupation

La détermination des quantités Nq, s N q2’ jet Nq’j NqJ' a toujours constitué un probleme sérieux
en SCRPA, puisqu’on ne peut pas les déterminer d’une maniere systématique dans la SCQRPA, et
cela, bien qu’ils soient fondamentaux pour la fermeture du systeme d’équations SCQRPA. Suivant
la méthode de Yamamura et al. (SY71; Yam74; Nis76) et aussi Feucht dans la référence (Feu00),
ce probleme se résout d’une maniere élégante. On peut exprimer ces quantités a ’aide de séries
en fonction des opérateurs P;’ et P;. Tout d’abord, on va commencer par la détermination de
I’opérateur nombre d’occupation des quasi-particules relatif & chaque niveau. Comme hypothese
de départ, nous développons Nq,j en une série de la forme suivante :

Q
Nyj= > am, PP, j=+1. (2.66)

m;=1

Deux méthodes différentes pour faire ce calcul sont envisageables. La premiere basée sur la tech-
nique de développement bosonique, alors que la seconde utilise I’opérateur identité relatif & chaque
niveau j.

2.5.1 Développement bosonique

En utilisant la représentation bosonique des opérateurs quasi-spin de notre modele, on peut
écrire :

N,; = 2B!B;,
1
1 2
i _ gt i
Pl = B (1 - ﬁBJ.BJ') ,
tyt L)}
Pj = (PJ) = (1 — ﬁBij> Bj (267)

ou on peut montrer que dans cette représentation ces opérateurs obéissent aux regles de commu-
tations (2.1). La transformation inverse de (2.67) nous donne :

—1
2

1
[ 1 1B,
B! = P (1—531.31) :
. -1
B; = (1—ﬁBJTBj> P;. (2.68)

A

Par conséquent, a I’aide de (2.68), N, ; peut étre exprimée comme suit :

qvj ZBJBJJ
1\
— opt .
= 2P (1—§Bj3j> P;,
1 . -1
= 2P}(1—ENQ,,-> P;. (2.69)
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On obtient ainsi, une relation de récurrence pour Ny j, qui peut étre résolue par itération. On

commence Ditération avec N 50) = 0 et on remplace successivement N, ; dans la partie de droite
de (2.69) par ce que I'on obtient dans la partie de gauche. La premlere 1terat10n donne :

N{Y =2pPlP;. (2.70)

.7

Remarquons que cette relation est exacte pour J = 1/2. Ensuite, en remplacant J\Afs’lj) dans la
partie & droite de (2.69), on obtient :

-1
v — opt(1_Llptp) P
N2 = 2P (1—519].19]) P,
>, (PIP\"
— opip, +2PIS (220 p,
= 2PjP,+2Pj;< 5 )P,. (2.71)

2
En négligeant tous les termes d’ordre supérieur a P} Pj2 et en utilisant une progression
géométrique, on peut transformer la somme dans (2.71) comme suit :

t jJ )
2P}y ( - )P,

n=1

1R

1

12

DI D Divw D D

P p2. (2.72)

1

On peut donc écrire pour Né? :

G woptp o _ 2 pt’p2

N, ~2P/P; + o le P;. (2.73)
Pour continuer ce développement en gardant la méme forme (2.66), cette méthode s’avere tres
compliquée, puiqu’il faut commuter les opérateurs PjJr et P; qui n’apparaissent pas dans le bon
ordre. En arrétant le développement & cet ordre on peut donner une expression approximée de

N,.j» qui est exacte pour J = 3/2, sous la forme suivante :
~ ~ + 2 1.2 2
Ngj ~2P;P; + ij P;. (2.74)

Ainsi, al'aide de la méthode de développement bosonique, nous avons pu obtenir le développement
de51re pour Nq j- Ayant une expression pour Nq j» pour obtenir Ny ; il suffit de I’élever au carré

et de commuter les opérateurs Pq’ ; et Py ; pour avoir le bon ordre, apres calcul on obtient :

+ PP, (2.75)
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2
ou j’ai négligé tous les termes d’ordre supérieur a PJT sz a cause de la complexité de calcul.
Finalement, en utilisant le développement de N, ;, on peut aussi trouver une expression pour

A

Ny, Ny i, mais & cause de la complexité du calcul, on s’arréte & I'ordre le plus bas :

N, ;N j ~ AP} P;P} P; . (2.76)

2.5.2 Meéthode de 'opérateur identité

Pour surmonter les difficultés rencontrées dans 1'utilisation de la méthode de développement
bosonique, nous présentons une autre méthode de développement qui donne le résultat cherché
d’une manieére systématique. Cette méthode est inspirée du développement effectué pour le modele
de Lipkin (SY71; Yam74; Nis76). Nous ’avons adapté pour le modele de pairing & deux niveaux
ainsi qu’au modele & un niveau. Nous rappelons que, dans le modele a deux niveaux, les opérateurs
Ny, P;’ ; et Py ; constituent les générateurs d’une algebre SU(2) pour chacun des deux niveaux
j. Par conséquent, le modele satisfait une algebre SU(2) x SU(2). Grace a cette algebre, il est
facile de trouver une base orthonormée compleéte pour le sous-espace de Hilbert correspondant &
chaque niveau j :

oun; =0,1,...,0Q. Pour trouver cette base, il suffit de connaitre la relation suivante :
. ; Qln;!
—prpt™y = it 2.78
I = G (2.78)

En utilisant cette base, on peut exprimer 'opérateur identité relatif au niveau j comme suit :

L & (Q—ny)! _in o
1= 2 sl = [=)-l+ 3 == BB =l (279)
n;=0 n;=1

Cela nous permet d’exprimer le projecteur |—)(—| :

Q
Q15 (Q = n))! i, n
=y 30 TR ey, (280)
nj=1 T

On remarque que ’équation (2.80) produit un développement de la forme :

Q
I  Ji (2.81)

mj=0

En insérant (2.81) & gauche et & droite dans (2.80) et en identifiant les coefficients, on obtient :

TS (Q - my + D))

=1 == . 2.82
1=0
Explicitement, les premiers coefficients sont données comme suit :
ﬂO = ]-a
A=y,
ﬁ2 = 2(Q — 1) )
Q2 —60+12

By = — (2.83)
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Cependant, pour calculer les quantités Nq,j et N,ij qui sont du type Nk 1> on peut utiliser un

développement suivant ’hypothése de départ sous la forme :
2 l
Gk _ (k) pt*i pli
Njj=D o Pl"P/, j==+1.
lj=1
Pour tous les opérateurs Nk q.j0 en utilisant le fait :
Ny jlnj) = 2njln;),

on peut calculer :

N‘i] = Z |”J {njl
n; =0
Q
= ) (2n5)Fn)(ny]
n;=0
= —a T (2ny) P =) (=P
njzzo Qln;! T J

(2.84)

(2.85)

(2.86a)

(2.86D)

(2.86¢)

Ensuite, insérant (2.81) dans la partie droite de (2.86¢) et substituant (2.84) dans la partie gauche

de (2.86¢), on obtient :

Gk =L Qn (Q = ny)! o 175 ™3 pms g
Nij = 2 —qmr o @ra)" X B, BB EM P
n;=0 et m;=0
Q Q . Q
(k) ptli pli QnJ(Q—TLj)! Nk 175 +MG Snidm;
Zalj piope = Z Qln;! (2n;) Z ﬂmjpj P
;=1 nJ=1 m;=0
Ql —l—l—m)' l; l;
= Z Z z e T (205 — m;))* B, PI” P}
- J
1;=1m;=0

Par identification, il est donc facile d’obtenir les coeflicients al( ) a partir de (2.87) :

;-1 Li—mms
(k) _ W@ —li+my) oo

m;=0

Ainsi, pour calculer N, ;, il suffit de mettre k = 1 dans (2.84) ; on obtient alors :

Q
$ 1 l; l;
Noj = Z al(j)P; Py
lj=1
avec : Ll
i lj—m; 7. R
1 _ (958 J(Q lJ +m]) ) )
alJ ZO Q'(l] — m])' (2(13 - m]))ﬂm_,"
m;=

(1)

Les premiers coefficients oy, sont explicitement donnés comme suit :

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)
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m _ 2
a2 - Q _ 17
(1) 4
o =
’ @-n©e-2)
(1) 2(5Q — 6)
_ _ 2.91
% Q-12(Q-2)(Q-3) (2.91)
Finalement, pour N[Lj on peut écrire :
N 2 2 4 3 2(502 — 6) 4
=2Plpj+ ~ _p'p2y__ _—__ _pi"ps PP ...
B A e R A VT M A G G M
(2.92)
De la méme maniere, il est tres facile avec cette méthode de trouver un développement pour N, 3, ji

il suffit de mettre k = 2 dans (2.84) et d’expliciter les coefficients al(f) ; apres calcul, on obtient :
4(Q+1)

8(Q+1) 1.3 3

4(Q +1)(502 — 6) 4
TR PI'Pi+....

Q-120Q-2)(2-3)" 7
(2.93)
Nous allons maintenant exprimer les nombres d’occupation de quasi-particules relativement

a chaque niveau j en fonction des amplitudes RPA. On commence, par ’évaluation de la valeur
moyenne de (2.72) sur le vide RPA et on peut écrire :

52 _ apt 12 52
Nq,j_4Pij+ Pj Pj +

& 2 2
(Ng,j) =~ 2<P}Pj) + m(P} Py). (2.94)

2
En utilisant (2.28) et (2.33), on peut exprimer (PjJr P?) comme suit :

(P,TZPJ-?) = K1 + K; (P P}) + K;5(P;P|) + K; (P P) (2.95)
ou :
o~ 0 20 a2
K>, = —%{2(1(3‘,11/',1 + X',2Yj,2)2 + 3(Y]2,1 + }/}%2)2},
Kjs = —%{ (XjYj1 + X;2Y50)" +3(VA + Yfz)Q}v
K = = gr(XiaYia + Xpa¥3a) (Vy + V). (2:90)

Aussi, comme cela a été déja donné dans (2.65), on a :

N, .
(BlRy = (07 + - Sy
PPy (XY v - Nag)
(PjPj) = (X;nYj1+X;2Yj2)(1 o)
N .
(PP = (X + x50 - ey (2.97)
On peut alors exprimer (Nq, ;) de la maniére suivante :
. N, ;) 2 2
(Nog) = 20Y7 +Y7)(1 - < a )+ -t m{KJ‘J(Yfl +Y75)
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~

N, .
+ K3+ XE) + KXY + XY [ - S, (2.98)

~

Finalement, aprés réarrangement des termes, on peut obtenir ’expression de (N, ;) comme fonction
des amplitudes RPA :

(N,.;) ~ % (2.99)

2
Q-1

+ Kja(Xj1Yj1+ X',2Y',2))}

N o= VA 4+Y2) 4 {Kj,l F QK (V2 + YD) + Ky a(X2, + X2,)

2, . .
D = 1+=(Y? +Y?2 T —
+ Q( 7,1 + _],2) + (Q _ 1)

+ Kju(X;nYjn + Xj,2Yj,2)} (2.100)

{Kj72(}/jﬁl + YJZ2) + K'73(X]2,1 + ng,2)

A BN . < 2 & < . .
De la méme maniére, on exprime (N; ;) et (Ny1/N,,—1) de la fagon suivante :

A

(V2,) = 20+ () - 0072, + v - La (2101)

et
4M

1= %(Yﬁ + Yi2,2)(Y31,1 + YE1,2)

(NgiNy—1) = (2.102)

ou M est une constante, dépendante des amplitudes RPA, donnée par :

2
M = (Y12:1 + Y12,2)(Y—21,1 + Y_21,2) +(1+ 5){(Y1,1X1,1 +Y 12X10)(X 11Y11

+ X 12Y12)+ (Yo11Yi1+Y 1 2Y10) (X110 X1 + X1,2X1,2)}

2
- ﬁ{(Y—1,1X1,1 +Y 12X 0)(X10X10 + X—1,2X1,2)<P11P11)
+ (Yoi1Yi1 + Y 12Y10)(X10Y10 + X1 2Y10)(PLPy)

+ {(Y—1,1X1,1 + Y 12X12)(X110Y10 + Xq2Y12) + (Yo11Y00
Y_102Y10)(X10 X0 + X—1,2X1,2)}(2(P1TP1) + <P1Pf))
(Y_21,1 + Y_21’2)(X71,1Y1,1 + X71,2Y1,2)<P11—P11> + (Y_21,1 + Y_21,2)(Y71,1Y-1,1

1
Y—1,2Y1,2)<P1TP—1) + §(Y12,1 + Y12,2)(Y—21,1 + Y—21,2)(<Nq,1) + (Nq,—l))}- (2.103)

Avec ce dernier calcul nous sommes en mesure d’appliquer la méthode SCQRPA.

2.6 Quasi-particule RPA

Comme nous ’avons vu dans la partie précédente sur les approximations du champ moyen
et au-dela, application de la méthode QRPA consiste a trouver la solution de champ moyen du
Hamiltonien (1.1) et de résoudre les équations de la RPA standard.
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2.6.1 Solution de champ moyen

La théorie BCS constitue la solution de champ moyen de I’équation (1.1). Nous commengons
donc par la dérivation de la solution de champ moyen. Puisque cette dérivation est variationnelle,
nous choisissons une fonction d’onde d’essai pour ’état fondamental sous la forme habituelle :

IBCS) = [ (u; +vjal,,al,)l-) (2.104)
J,m
ou |—) est le vide nu et v; est ’amplitude d’occupation de paires et u; est tel que uf +1)JZ = 1. Ces
parametres sont déterminés a partir de la minimisation de la valeur moyenne dans I’état d’essai
du Hamiltonien quasi-particule (2.17) par rapport & v;. Cette fonction d’onde est appropriée
un systeme & N particules (avec N pair). La valeur moyenne de l'opérateur nombre total de
quasi-particules dans 1’état |BCS) est donnée par :

N = (BCS|N|BCS) = 2Q(v? + v2,). (2.105)
On peut aussi donner la valeur moyenne de son carré N2 .
N2 = (BCS|N?[BCS) = 400 (u? + Q?) + 400 | (u? | + W? ) + 8020?02 |. (2.106)

Nous pouvons alors calculer la variance du nombre total de particules :

(AN)? (BCS|N?|BCS) — (BCS|N|BCS)?

4Q(uiv? +u? 02 )). (2.107)

Il

La valeur moyenne du Hamiltonien contraint (2.17) dans cet état est donné par :

(BCS|H'[BCS) = 200} (5 — p) — 200%, (5 + ) — g Quiv? +vf)
— gQ(Qualvil + v‘fl) — 29Q%uiviu_1v_;. (2.108)

Puisque I'état |BCS) est completement déterminé par la donnée des parametres u; et vj, le
probléme consiste & calculer ces deux parameétres. Suivant le schéma de minimisation présenté
dans la deuxiéme partie, la variation de la valeur moyenne de H' dans ’état BCS s’écrit :

§(BCS|H'|BCS) = 0. (2.109)

Mathématiquement ’équation (2.109) est équivalente & :

0 Ou; O
— + —2— |(BCS|H'|BCS) = 0. 2.110
(55 + 5250 )OSl BCS) (2.110)
Apres différentiation, on obtient ’ensemble des équations BCS :

285uvi + A (0] —ui) =0,  j==£1 (2.111)

ou &; est I’énergie a une particule, relative au niveau j, donnée par :

€

& = (J'2

gv} — ). (2.112)
Aj est le gap (on dit aussi “champ d’appariement” ou “champ de pairing”), il a la forme suivante :

j=+1
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Pour fixer les valeurs de &; et Aj, les équations (2.111) produisent deux équations quadratiques
pour u} et v}, ayant comme solutions :

1
uw; = (1% ,
g+ 2

~—

. 1 &
v = 5(1 + ﬁ). (2.114)
VE 1A
Sachant que u? = v2; =1 et u2; = v? = 0 & la limite Hartree-Fock, on a donc :
. 1 i
@ = loe S,
NGRS
1 &
v = (1-——). (2.115)

i

2 2 2
&G A
Les parameétres u; et v; sont alors déterminés & partir d’un principe variationnel (2.109).

2.6.2 Approximation QRPA

L’approximation QRPA consiste & supposer que les opérateurs paire de quasi-particules sont
des opérateurs de Bosons, autrement dit :

RPA|N;|RPA)

(RPA|[P;, P}]|RPA) = 4;; (1 A o ) ~ 0;; (RPA|[B;, Bl ]|RPA) = ;. (2.116)

L’opérateur d’excitation RPA est le méme qu’en SCQRPA ; il est alors donné par :
Qb= X;,Bl-Y;,B;, v=1,2. (2.117)
j=%1
L’état fondamental RPA est aussi définit par :
Qv|RPA) = 0. (2.118)

De plus, dans la méthode QRPA standard, la matrice RPA peut étre obtenue & partir de celle

déja calculée dans la méthode SCQRPA. Pour cela, il suffit d’imposer la limite Z X]?,,, =1,
v=1,2

Y; ., = 0 pour j = %1 et supposer nulle les valeurs moyennes des densités & un et & deux corps.

Les équations QRPA sont donc données par :

A A2 B By X1, X1,
A21 A22 B21 B22 X—ll/ -X—lll

; ; 7 7 v | =q, ’ 2.119
“Biy -Bis -An, —As || v Yi, (2.119)
—By1 —Byy —Azr —Asp Y i, Y i,

ou les éléments de matrice sont exprimés en fonction des double-commutateurs comme suit :

Al,l = <[Bla [HI,BI]])a A1,2 = ([Bla [HlaBT—l]])
A2,1 = <[B—17 [HlaBI]]% A2,2 = ([B—h [HlvBT—I]D
Bix = —([By,[H,Bi]]), B2 = —([By,[H',B-1]])

Byx = _<[B*1: [HlaBl]])i 32,2 = _<[B*17 [HI:Bfl]])' (2120)
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avec,

4
A v
Arg = (e—2p)(uf —v}) +29Q(2uiv] + ﬁl) + 4gQuiviu_1v_q
= 90(ui + 1) — dguivi,
A1 = Azn = —gQuju, +viv7,),
4
vt
Asp = —(e+2u)(u®, —v?)) +29Q(2u% 0%, + ?1) +49Qu_1v_jurv;
- g0ut, +0t)) —4gu 0%,
Bix = 29(Q—1)udv?,
Bis = Bsi=gQuivi; +viut,),
BQ,Q = 2g(Q — 1)U2,1'l)2,1. (2121)

Finalement, I’énergie de I’état fondamental dans cette approximation est donnée par :

Eqrpa = Epcos + Ec + u(N) (2.122)

ou Epcs et E, sont les énergies de champ moyen avec contrainte et de corrélation respectivement ;
elles sont données par :

Epcs = (BCS|H'|BCS) = (BCS|H|BCS) — u(N) (2.123)
1
E.=3 D (- Asy) (2.124)

K2

2.6.3 Opérateur nombre total de particules

L’opérateur nombre total de particules dans la base déformée est donné comme dans la méthode
SCQRPA par :

N=>"N; (2.125)
J
avec :
N; = (uf — UJZ-)NQ,,- + 2007 + 2Uj/l)j\/§(P; +P;), j==L (2.126)

La valeur moyenne de l'opérateur nombre de particules relatif & un niveau j, dans la méthode
QRPA, est donnée par : X )
(N;) = (uf = v5)(Ny5) + 2007 (2.127)

ol la valeur moyenne du nombre d’occupation des quasi-particules est donnée par :
(Ngj) =20Y4 +Y}). (2.128)

L’expression (2.128) est obtenue de la maniére suivante : on effectue un développement bosonique
de N, ; comme dans I’expression (2.74) et on garde seulement le premier ordre :

(Ngj) = 2(P] ;). (2.129)
Ensuite, on calcule la valeur moyenne (P;r P;) et on peut en déduire la valeur de (N, ;) :

A 2Y7, +Y7)

(Ng,j) = ;
A+ GO +Y]))

(2.130)

La linéarisation de cette expression par rapport & Y'? nous donne le résultat (2.128) qui est bien
connu et porte le nom de “formule de Catara” (CDS94).
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Chapitre 3

Phase du fluide normal

Dans cette zone, la symétrie n’est pas brisée, et le nombre total de particules est conservé. Les
opérateurs paire de particules et nombre de particules sont :

Q
1
A} =75 Z a}ma;m (3.1)
m=1
et
Q
N; = Z (a;r-majm + a}majm) (3.2)

Pour chaque niveau j, les trois opérateurs N B A;r- et A; forment une algebre SU(2). Par conséquent,
le modele & deux niveaux conduit & une algébre SU(2) x SU(2). Le Hamiltonien du modele est
donné par (1.1) :

_ENT N t :_
H= EZJNJ- —gQ> A4, j=+1 (3.3)
J

3.1 RPA Self-consistante

Pour ne pas briser la symétrie nombre total de particules dans cette phase de fluide normal,
on doit travailler avec des opérateurs d’excitation qui ne melangent pas les particules et les trous.
Nous définissons alors les opérateurs d’addition (addition) P et de retrait (removal) R de la RPA
particule-particule comme :

Pt=xAl—vAl,, R'=-vA4 +X4, (3.4)

ou X et Y sont les amplitudes RPA satisfaisant & la condition de normalisation X2 — Y2 = 1.
Cette derniere condition rend l'inversion des opérateurs P et R immédiate :

Al =xPt+VYR, A',=vP'4+XR (3.5)
L’état fondamental RPA est défini comme étant le vide des phonons d’addition et de retrait :
P|RPA) = RIRPA) =0 (3.6)

I’équation SCRPA est, dans ce cas, donnée par :

A B X Q, 0 X
(e 5)(F)-(% ) () e
ou A, B, C, et D sont les double-commutateurs normalisés :
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4 = (RPA|[Ay, [H, A}]]|RPA) B__<RPAI[A1,[H,A"_1]]IRPA>
~ (RPA|[4;, AlJRPA) T (RPA|[4;, Al RPA)
(RPA|[A_1, [H, Al]]|RPA) p— (RPA[A_, [H, Ail]]IRPA)‘ (3.8)

(RPA|[A_;, AT |]|RPA) (RPA|[A_1, AT ,]|RPA)

En utilisant les relations (3.5) et (3.6), les valeurs moyennes des double-commutateurs dans I’état
RPA peuvent étre évalués. Les matrices A, B, C et D sont donc des fonctions des amplitudes
RPA X, Y et des densités & un corps et & deux corps (N7), (N_1), (N2), (N2,) et (N;N_,). Les
expressions finales sont :

e(1— &y 4 2g[(V2 + XY)([R, R1])] — g0 (1 _ AN “g?)

A = _
gl (1 — (1‘71)-5(1\7_1) + (Nléz—1>>
B = _ ’
N1
e
g0 (1 _ (Nl)n;Z(N_l) + (Nlé\;_l))
c = - _ ,
N_1
1-¢ = ) |
e(l— %) —2g[(X2 + XY)([R, R'])] + g (1 _ % + (1\52_20)
b= y 3.9
1 N-1) (3.9)
Q

L’expression de ’énergie de ’état fondamental dans cette phase est donnée par :
B = (H) = S(Ka) — (V1)) - g9(X? + Y2 + 2XY)([R, R') (3.10)

Les valeurs moyennes des commutateurs de phonons sont données par :

(RAN = —(x 47+ g (V200 + X200 ),
([P,P1]) = (X%2+Y? - é <X2<N1) + Y2<N_1)) (3.11)

Avec ce dernier calcul, le systeme d’équations RPA n’est pas encore completement fermé ; il reste
a calculer les valeurs moyennes des densités. Pour ce faire, nous avons deux possibilités : soit
nous construisons ’état RPA, soit nous utilisons le développement en fonction des opérateurs
paire de particules. Cependant, puisque nous avons déja utilisé la méthode de développement
en fonction des opérateurs paire de quasi-particules dans la phase superfluide, nous préférons
maintenant utiliser 1état fondamental RPA. D’ailleurs, cela nous permet d’étudier la convergence
dans la méthode de développement. Par conséquent, nous allons montrer comment construire le
fondamental RPA et ensuite nous allons 1'utiliser pour calculer les valeurs moyennes des densités.

3.2 Calcul des valeurs moyennes des densités

3.2.1 Construction de I’état fondamental RPA

Pour construire ’état RPA, nous utilisons les opérateurs paire de particules non normalisés
suivants :

Q
Al=>"al ol =41 (3.12)
m=1
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et 0
Nj = (al,,aim + alzaim) (3-13)
m=1

encore appelés opérateurs de quasi-spin puisqu’ils obéissent aux regles de commutation du moment
cinétique suivantes :

(Al 4;] = Nj-Q,
[]YJ'>A;(] = ZA;[a
[Vj, 4] = —24; (3.14)

Pour calculer I’état fondamental RPA, nous avons besoin d’une base orthonormée. D’abord, nous
n
commencons par le calcul de la quantité (O|A§LA;'- |0). Remarquons que :

4410 = o)

A;ATI0) = 2-14l0)

4470 = 3@-2a0)

;A0 = 4@ —3)al’|0) (3.15)

ou |0) désigne le vide de particule. On peut facilement déduire la formule suivante :

-1

441710y = n(@ = (n — 1)) 45" o) (3.16)

Par suite, on obtient :

Qln!
AA" 0y = ———|0 3.17
7410 = 0 (3.17)
Qln!

0jAnAt" |0y = —_ 3.18
o0l4341"10) = 5, (3.18)
Supposons que le niveau inférieur j = —1 soit rempli avec 2Q particules, lorsque le systéme est
sans interaction. Si on cree une paire de particules dans le niveau j = 1, on détruit une paire de
particules dans le niveau j = —1 simultanément, de maniere & ce que le nombre total de particules

reste toujours conservé. Le nombre [ représente le nombre de paires de particules dans le niveau
superieur. A partir de la relation (3.18) on peut écrire :

1 o
0145 AT10) = o5 (3.19)
« QQ -1n!
_ Q-1 (Q=n!
(042" at, ") = ===, (3.20)
d’ou : l 0
(0] AL A2 LAl AT 0y = 2 (3.21)
On peut former une base orthonormée en posant :
1 l Q-1
) = Q(AD AL o) (3.22)

Dans cette base orthonormée, nous développons I’état fondamental RPA :

Q
IRPA) =Y Aill) (3.23)
=0
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et a ’aide de 'une des relations (3.6) qui définissent 1’état RPA :
(XA —YA_1)[RPA) =0, (3.24)

nous obtenons une relation de récurrence déterminant les coefficients du développement, f; :

Y
Bl = (E)ﬂl—l; l:]-’;Q
Bo = 1, (3.25)
ce qui est équivalent & :
Y
B = (Y)l; 1=0,...,0. (3.26)

L’état fondamental RPA non normalisé est donc donné par :
2 !
RPA) =3 (?) () (At )21|0) (3.27)

=0

La norme de I’état RPA est facilement calculée :

2 y\2
N? = (RPA[RPA) = (2!)* > (§> (3.28)
1=0
Finalement, 1’état fondamental RPA normalisé est :
1 vy
RPA) = £ > (E) (Al (At )20 (3.29)
1=0

Nous sommes maintenant capables de calculer les valeurs moyennes des densités dans 1’état fon-
damental RPA.

3.2.2 Calcul des valeurs moyennes des densités

Dans I’état fondamental RPA, les valeurs moyennes des densités sont facilement calculées, c’est
pourquoi nous donnons simplement les résultats :

W = R -
W - S o
) = ?_022?(3(—% ))2(%)2’ (3.32)
e Yo 4;}1(— ;;l%)” (3.33)
Bfy = Z?_O4gzif(_§;)2§§)2l (3.34)
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3.3 RPA standard

Quand la valeur de la force de couplage des paires g est inférieure & la valeur critique g, =
€/(2Q — 1), dans la théorie BCS, le systéme est dans la phase du fluide normal. La méthode
RPA dans la phase du fluide normal (pp-RPA) décrit les vibrations de paires de particules. Les
équations pp-RPA peuvent étre obtenues a partir des équations QRPA dans la limite u? = v?, =1
et v2 = u2, = 0. Le potentiel chimique p n’a pas une valeur fixe entre les deux couches (il peut
étre placé n’importe ol entre les deux niveaux). Cependant, il faut noter que les vibrations de
paires décrivent ’état fondamental des systéemes N & 2 particules, et le role du potentiel chimique
est donc juste de déplacer les énergies par la quantité +2u. Les équations pp-RPA sont données

(5 2)(3)=(% %)F) 639

avec, A=e— g, B=—gNet C =¢—g(Q—2). Les énergies d’excitation d’addition et de retrait
sont donc données par :

QN = —g+Vg+eve+g(l-20)

QN = g+Vog+ee+g(l-29). (3.36)
L’énergie de champ moyen est alors évaluée comme Exp = —(e+g){2; pour I’énergie de corrélation
nous utilisons I’expression :
B = . D (0 — Ay)
c — 9 i i 1,%

- %(Qa—A+Qr—C)
Vg+eve+g(l—2Q) — (e—gQ+g). (3.37)

Par suite, ’énergie de I’état fondamental est :

ERPA = EHF + Ec. (338)

Enfin, nous devons signaler que nous pouvons retrouver les résultats de la RPA standard, en
remplagant I’état RPA corrélé utilisé dans la SCRPA (Eq. (3.29)) par ’état non corrélé avec 21
particules dans la couche inférieure. Dans ce cason a X = 1, Y = 0 et les densités & un corps et
a deux corps sont :

(N_1) =29, (N2))=49% (Ny) = (N})=(NiN_)=0 (3.39)

En insérant (3.39) dans (3.7), on retrouve ’équation RPA standard.
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Chapitre 4

Résultats numériques

Nous arrivons maintenant & la partie la plus laborieuse de notre travail dans ce modele. Dans
cette partie, nous exposons l’essentiel de nos résultats dans le modele de pairing & deux niveaux,
ainsi que la fagon dont nous avons procédé pour résoudre le systéme d’équations RPA.

4.1 Méthode de résolution numérique

Pour réaliser le calcul numérique, nous avons écrit cinq programmes en Fortran 77. Un premier
programme calcule le résultat exact, deux autres le résultat RPA self-consistante (’'un dans la zone
normale et autre dans la zone superfluide), et deux pour le calcul (BCS et QRPA) également
dans les deux zones. Tous ces programmes fournissent les énergies fondamentales, les énergies
d’excitation, les potentiels chimiques exacts ainsi que ceux en QRPA et SCQRPA.

Le calcul exact est assez simple 3 effectuer (un appel & un sous-programme de diagonalisation
d’une matrice tridiagonale symétrique est suffisant). Pour le calcul QRPA, la tache est presque
identique car il suffit de diagonaliser la matrice RPA.

Pour le calcul SCQRPA ou SCRPA, la tache est plus délicate étant donné que nous sommes
face & un systeme d’équations non linéaires. Pour ce faire, nous avons procédé de la maniere
suivante : d’abord diagonaliser la matrice RPA, puis ordonner les valeurs propres et les vecteurs
propres correspondants, puis normaliser les vecteurs propres (et vérifier les relations de fermeture),
puis injecter les vecteurs propres au début pour commencer une autre itération et ainsi de suite
jusqu’a la convergence. Loin de la zone de transition, tout marche bien; en se rapprochant de la
zone de transition nous avons remarqué qu’il y a des instabilités numériques. Pour surmonter cette
difficulté, nous avons utilisé ce qu’on appelle le freinage des itérations oli on mélange les résultats
des itérations n et n — 1. De cette maniére nous avons pu obtenir les résultats dans la zone de
transition.

Dans ce qui suit, nous allons présenter et discuter nos résultats dans les deux phases du modele.
Tout d’abord, nous discutons nos résultats obtenus par la méthode SCRPA. Ensuite, nous les
comparons avec les résultats obtenus dans d’autres travaux.

4.2 Discussion des résultats

Tout d’abord, on rappelle que dans la méthode BCS, la transition de phase pour ce modele se

produit au point correspondant a la valeur critique de la constante de couplage g. = ,0u €

€
20 -1
est ’énergie a une particule (elle représente 1’écart entre les deux niveaux) et {2 est la moitié de la
dégénérescence de chaque niveau. Dans tout ce qui suit, les figures vont étre tracées en fonction
de la variable :
Q
V=2
2e
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D’habitude, dans ce modele, toutes les énergies qui vont étre présentées sont divisées par la quantité
2¢. De plus, afin de comparer nos résultats avec ceux obtenus avec d’autres méthodes données
dans la littérature, nous considérons le cas ou les deux couches du modele possedent le méme spin
J = E, c’est-a-dire ) = 6; ’énergie & une particule est € = 2 (en unité arbitraire). Enfin, nous
allons étudier le systéeme avec divers remplissages, ce qui clarifie la physique du modeéle.

Commencons la discussion par un cas tres particulier dans le modele, & savoir le cas dit
symétrique (il porte aussi le nom de cas & mi-remplissage) ol le nombre de particules est N = 12
(en l'absence de corrélations, le niveau inférieur j = —1 est rempli et le niveau supérieur est
vide). La particularité de ce cas provient du fait que lorsque 1’on fait varier le couplage, le systeme
présente une transition de phase du fluide normal au superfluide. Ainsi, ce cas permet d’étudier les
deux phases du modele. Par contre, dans toutes les autres configurations “hors mi-remplissage”
(ou bien cas non symétriques) qui seront traitées apres, le modele demeure toujours dans la phase
superfluide quelque soit la valeur de la constante de couplage.

Dans la phase du fluide normal caractérisée par V < V. (la symétrie n’est pas brisée), on doit
utiliser la version (p — p) des méthodes SCQRPA, QRPA et BCS, c’est-a-dire ppSCRPA, ppRPA
et HF. Par ailleurs, on rappelle que les équations relatives aux méthodes ppSCRPA et ppRPA
s’obtiennent en utilisant deux types de phonons (d’addition et de retrait). Contrairement & la
phRPA, le probléme aux valeurs propres relatif & chaque phonon (d’addition ou de retrait) donne
comme valeurs propres les deux énergies d’excitation relatives aux deux phonons simultanément.
Par exemple, pour le cas du phonon d’addition, la résolution des équations RPA donne I’énergie
d’excitation relative au mode d’addition et au lieu de donner son opposé, elle donne 1’opposé
de ’énergie d’excitation du mode de retrait. En ce qui concerne l'interprétation physique de ces
1 ENE? _

énergies d’excitation, on montre qu’elles sont lides aux potentiels chimiques p* = i§(

Eév ). Pour établir ce résultat, on suppose que ’état fondamental du systéme est donné par 1’état
normalisé |N,0) (cet état peut étre 1’état RPA dans le cas de la méthode ppSCRPA ou bien HF
dans le cas ppRPA), puis on utilise la définition des valeurs propres RPA. Considérons le cas du
mode d’addition P. On peut écrire la définition de la valeur propre correspondante comme suit :

Q, = <05N|[Pa [Ha PT]:”Na 0) (41)

Sachant que le role du phonon d’addition est juste de déplacer une paire de particules du niveau
j = —1 vers le niveau j = 1 et tenant compte de la définition du vide P|N,0) = 0, on obtient la
série d’égalités :

Q. = (0,N|P(HP'- P'H)|N,0)
= (0,N|PH|N +2,0) — (0, N|PP'EJ|N,0)
EYN*2(0, N|P|N +2,0) — EY (0, N|P|N +2,0)
= (0,N|(Ey""* — E§')IN,0)
= 2ut. (4.2)

La valeur propre relative au phonon d’addition doit donc étre identifiée avec deux fois le potentiel
chimique Eév t2_ E(J)V . En suivant la méme démarche (le réle du phonon de retrait est de déplacer
une paire de particules du niveau j = 1 vers le niveau j = —1) et tenant compte de la définition
du vide R|N,0) = 0, on écrit :

Q, =

(0, N|[R, [H, R']]|N,0)

(0, N|[R(HR' — RTH)|N,0)

= (0,N|RH|N —2,0) — (0, N|RR'E{'|N,0)

= EY72(0,N|R|N —2,0) — E}(0, N|R|N —2,0)

= <07N|(E(J)V_2 - E(J)V)lNa(])

= —2u . (4.3)

On peut aussi conclure que la valeur propre relative au phonon de retrait doit étre identifiée avec
I'opposé de deux fois le potentiel chimique : E(J)V 2 _ E{¥. Les valeurs propres obtenues par la



4.2. DISCUSSION DES RESULTATS 7

méthode HF ne seront pas présentées, parce qu’elles sont mauvaises. Par ailleurs, on peut rappeler
le résultat de la diagonalisation de la matrice RPA dans le cas de la ppRPA :

Q, = 2ut=—-g+Vg+eve+g(l-29), (4.4a)
Q. = =2u =g+V/g+e/e+g(1-2Q), (4.4b)

Q
Apres la transition de phase qui se produit & V., = m

formulation (p — p) ne marche plus et I'utilisation des versions quasi-particule devient impérative.
On doit utiliser les méthodes SCQRPA, QRPA et BCS. De plus, dans cette phase, puisque la
symétrie nombre total de particules est brisée, 'utilisation du Hamiltonien avec contrainte en
représentation des quasi-particules devient indispensable.

Nous présentons maintenant les résultats QRPA. Il est bien connu que la méthode QRPA
produit un mode de Goldstone (mode d’énergie nulle) qui correspond & la rotation dans ’espace
de jauge et la seconde valeur propre correspond & la vibration 8 (“8 vibration”) des noyaux avec
N particules. Cependant, on remarque que le mode de Goldstone constitue ’extension du mode
relatif au phonon d’addition alors que le second mode est ’extension du mode de retrait. A la
transition de phase, on remarque aussi que, lorsque la dégénérescence de paires 2 — 0o, I’énergie
d’excitation ppRPA relative au mode de retrait €, devient nulle. De plus, I’énergie d’excitation
relative au mode d’addition 2, devient négative. La méthode ppRPA s’effondre donc & V. ; on dit
aussi qu’elle “collapse” & la transition de phase.

Le cas du mode spurieux dans la méthode SCQRPA sera traité en détail plus tard. Nous
abordons maintenant la discussion de nos résultats sur ’énergie du premier état excité (énerge
du premier état excité 01) et de I’énergie de I’état fondamental dans la configuration symétrique.
Dans la figure (4.1), on montre sur la courbe du haut 1’énergie d’excitation du premier état
excité et, sur celle du bas, I’énergie fondamentale, toutes deux en fonction de la variable V. Nous
remarquons que dans la phase de fluide normal la méthode ppSCRPA améliore nettement le
résultat de I’énergie d’excitation et qu’elle s’étend pour aller loin au dela de la zone de transition
prévue par la méthode BCS. A contrario, dans la méthode ppRPA, on constate que, a partir de la
valeur V' ~ 0.12, le résultat commence & s’écarter du résultat exact. Apres la transition de phase,
on remarque que I’énergie d’excitation {2y obtenue avec la méthode SCQRPA s’identifie aussi avec
la vibration 8 (c’est-a-dire & I’énergie d’excitation du systéme & N particules) comme celle de la
méthode QRPA. Cependant, on peut noter que I’amélioration par rapport au calcul QRPA n’est
pas trés importante. Cela peut étre du au fait que dans la méthode QRPA, lorsqu’on effectue la
transformation de Bogoliubov, on tient compte de corrélations supplémentaires par rapport a la
méthode RPA. Ainsi, dans la région superfluide, la différence entre les résultats de la méthode
QRPA et ceux obtenus avec la méthode SCQRPA et le calcul exact, devient moins importante que
celle constatée dans la région du fluide normal. De plus, nous voyons qu’il y a une discontinuité
lorque ’on passe de la ppSCRPA 4 la SCQRPA tandis que la ppRPA et la QRPA présentent une
certaine continuité. Cela n’est pas choquant ; en effet, lorsque le systéme est dans la phase normale,
il peut étre excité soit vers un état & N + 2 particules soit vers un état & N — 2 particules (ces états
ne peuvent pas se mélanger), par contre dans la phase superfluide ’état excité SCQRPA peut étre
un mélange de tous les états a N £+ 2 et NV particules. Par ailleurs, cela explique la transition de
phase brutale qui se produit. Loin de la transition de phase, on constate que notre méthode suit
le résultat exact et apporte une amélioration nette a ’énergie du premier état excité par rapport
a la méthode QRPA.

Venons en & 'énergie du fondamental (bas de la figure (4.1)). Nous n’avons pas représenté
les résultats de la méthode QRPA (et ppRPA) parce qu’ils nécessitent une discussion séparée.
Par contre, on envisage maintenant la comparaison avec les résultats des méthodes de champ
moyen standard (HF+BCS) que nous avons ignorées dans la discussion des résultats concernant
le mode excité. Nous remarquons que notre méthode améliore nettement le résultat de 1’énergie
fondamentale en comparaison avec la méthode BCS (et HF). Dans la phase normale ’énergie
fondamentale ppRPA coincide parfaitement avec le résultat exact, alors que le résultat de la
méthode HF commence 3 s’écarter du résultat exact & partir de la valeur V' ~ 0.12 (cet écart

~ (0.2727 (dans le calcul BCS), la
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F1a. 4.1 — Energie fondamentale E,; et énergie du premier état excité 07 E,,. en fonction de la
variable V = ¢g€/2¢ et pour un nombre de particules N = 12 (les énergies sont divisées par 2¢). Le
spin de chaque niveau est J = 11/2. On note que les solutions ppSCRPA et SCQRPA coexistent
dans une large gamme des valeurs de V.

augmente en fonction de la constante de couplage). On remarque aussi que 1’énergie fondamentale
calculée par la méthode ppSCRPA s’écarte du résultat exact dés qu’on s’eloigne de la région de
transition, bien que la méthode ppSCRPA puisse s’étendre & la phase superfluide. De plus, on
constate que ’écart avec le résultat exact augmente fortement en fonction de la force du couplage,
ce qui justifie notre choix d’identification du mode Q2 dans la zone superfluide. En effet, bien que
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dans la région superfluide 1’énergie du mode de retrait suive grossierement le résultat du calcul
exact, 'énergie fondamentale s’eloigne significativement, alors que le résultat SCQRPA dans son
domaine d’application suit correctement le résultat exact pour les deux quantités étudiées. Le
raccordement se fait d’'une maniere discontinue entre la région normale et superfluide ; cela justifie
ce que nous avons mentionné et on rappelle que, & la transition de phase, les propriétés physiques
du systeéme changent.

Afin de discuter le cas de I’énergie fondamentale QRPA (et ppRPA), considérons la figure (4.2),
qui montre un agrandissement des résultats des différentes méthodes utilisées dans la région de
transition. Dans la phase normale on remarque que 1’énergie fondamentale calculée par 1la méthode
ppRPA suit, mais par valeur inférieure, le résultat exact. Au voisinage de la transition de phase, le
résultat de la ppRPA diverge fortement et brise le principe variationnel (ce résultat est bien connu
et se reproduit toujours & la transition de phase). On dit que le résultat de la RPA “collapse”. Ceci
se produit aussi pour le mode d’addition de la ppRPA de I’équation (4.4) : & la transition de phase,
I’énergie d’excitation relative au mode d’addition devient négative. Dans la région superfluide et
loin de la transition on remarque que 1’énergie fondamentale de la QRPA se situe en dessus de
Iénergie exacte et elle en est plus proche que celle de la SCQRPA. Ceci est un résultat paradoxal
qui se répete systématiquement dans toutes les autres configurations. Apparemment, le “trés bon
accord” est un artéfact de la méthode QRPA qui a été déja rencontré dans d’autres cas (BSCt01).
La méthode SCQRPA est une théorie bien définie résultant d’un principe variationnel pour les
fonctions de corrélations & deux corps. On peut aussi la considérer comme une approche HFB pour
les opérateurs de paires de fermions. Le principe de Pauli est respecté de facon optimale, puisqu’on
n’utilise pas la bosonisation des opérateurs de paires de fermions et il est seulement violé dans
la troncation des développements des nombres d’occupation (2.74), (2.75) et (2.76) qui sont des
séries rapidement convergentes. Cependant, n’importe qu’elle approximation & la version complete
de la méthode SCQRPA va certainement entrer en conflit avec le principe de Pauli, entrainant
ainsi une surestimation des corrélations.

gs
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F1G. 4.2 - Agrandissement de la courbe de 1’énergie fondamentale F,; (voir bas de la figure (4.1)).

Dans le cas de ce modele, I’énergie fondamentale SCQRPA est systématiquement en dessus de
la valeur exacte. Cependant, le fait que ’énergie fondamentale QRPA soit plus proche de ’énergie
exacte que I’énergie fondamentale SCQRPA peut étre accidentel. Cela peut étre 1ié au fait que,
en passant de la SCQRPA a la QRPA, le gain en énergie correspondant a la violation du principe
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de Pauli est égal, accidentellement, & la valeur nécessaire pour que I’énergie fondamentale QRPA
coincide, pratiquement, avec la valeur exacte sur une large gamme de parametres. Nous avons ef-
fectué le calcul pour différentes types de configurations autres que la configuration symétrique de ce
modele et, systématiquement, on obtient le méme résultat. Nous ne discuterons pas cette question
pour les autres. Nous devons de nouveau mentionner que nous avons trouvé de telles coincidences
fortuites dans d’autres travaux (BSCt01). Cependant, dans des cas plus réalistes on constate
d’habitude que la méthode QRPA surlie fortement par rapport aux valeurs exactes (GB96).

La comparaison des résultats de la méthode SCQRPA avec les résultats des méthodes de champ
moyen (HF et BCS) pour I’énergie d’excitation n’est pas présentée puisque notre méthode est bien
meilleure que la méthode de champ moyen. Cependant, les résultats pour I’énergie fondamentale
sont représentés. Bien que la méthode de champ moyen respecte le principe variationnel, I’énergie
fondamentale SCQRPA est meilleure que celle de champ moyen. L’amélioration par rapport a la
méthode de champ moyen de notre méthode est trés importante.

Considérons maintenant les cas non symétriques : ce sont les configurations ou 'un ou 'autre
des deux niveaux est partiellement rempli. Dans ce type de configurations, comme dans le modele
de la séniorité, le modele demeure toujours dans la phase superfluide indépendamment de V. Sur
la figure (4.3) on représente les résultats dans le cas de la configuration N = 8, avec toujours
J =11/2 et € = 2 : le niveau j = —1 est partiellement rempli lorsque V' = 0. Sur la courbe du
haut on représente les résultats de la méthode SCQRPA, QRPA et exact pour 'énergie d’exci-
tation du premier état excité. On voit qu’il y a une nette amélioration du résultat SCQRPA par
rapport au résultat QRPA. Cela est similaire au résultat déja montré sur la figure (4.1) dans la
région superfluide. Pour 1’énergie fondamentale, on remarque une importante amélioration de la
méthode SCQRPA par rapport & la théorie BCS. Nous avons aussi considéré d’autres configura-
tions non symétriques pour confirmer nos conclusions, le résultat est qualitativement le méme. Les
configurations considérées sont relatives a des nombres de particules N = 4 et N = 14 et bien siir
pour J = 11/2; elles sont données respectivement dans les figures (4.4) et (4.5).

Revenons maintenant au cas du mode spurieux en SCQRPA (mode de basse énergie), c’est-
a~dire ce que 'on appelle mode de Goldstone dans la méthode QRPA. 1l est bien connu que la
méthode QRPA produit systématiquement un mode de Goldstone, ce qui prouve que la symétrie
est brisée dans la QRPA bien que le systeéme soit fini. Ainsi, la méthode QRPA simule la situation
d’un systéme infini. Pour voir ce que donne la méthode SCQRPA, nous considérons par exemple
la configuration J = 11/2 et N = 10 (on choisit des configurations différentes pour avoir plus
d’informations sur le modele et aussi pour montrer qu’on peut réaliser le calcul SCQRPA pour
n’importe quelle configuration, ce qui montre la souplesse de notre méthode). On remarque (voir
figure (4.6)) que la valeur propre Q; de la SCQRPA suit étroitement la quantité Eév 24 Eév —2_
2EY | qui est la différence entre les deux potentiels chimiques 2ut = Eév 2 _ EY et 2u~ =
EY - Eév ~2 obtenus dans le calcul exact. Cela permet donc d’identifier la valeur propre SCQRPA.
Cette identification possede un sens physique. En effet, puisque le systeme est dans la phase
superfluide (phase ol la symétrie est brisée) alors la méthode SCQRPA ne distingue pas entre
les états & N + 2. Pour les grandes valeurs de N (systéme infini), les quantités 2ut et 2u~
tendent individuellement vers les modes de Goldstone. Par contre, pour les faibles valeurs de N,
il est raisonnable de définir la différence entre 2ut et 2u~ comme étant 1’énergie d’excitation
basse. Dans toutes les figures concernant ce mode on compare les résultats de la SCQRPA avec
la combinaison 2(ut — p~). Pour confirmer ce résultat, on choisit une autre configuration, par
exemple, J = 11/2 et N = 4 correspondant & la figure (4.7). De nouveau il est clair que la valeur
propre €2 de la méthode SCQRPA s’identifie correctement 3 la combinaison 2(u+ — p~). En fait,
nous trouvons des scénarios analogues pour toutes les configurations que nous avons étudiées,
sauf dans le cas symétrique qui présente une légere différence. Cette configuration est représentée
dans la figure (4.8). Cette différence provient du fait que, dans le cas symétrique, nous avons
une transition du régime normal au superfluide qui est absente dans les autres cas partiellement
remplis. Nous remarquons aussi que les valeurs 2ut et 2u~ sont trop asymétriques, et c’est la
quantité 2u™ qui joue le role du mode de Goldstone. En outre, I’accord de la solution 1 de la
méthode SCQRPA est légérement moins bon que dans tous autres cas.

Pourquoi dans la méthode SCQRPA, contrairement & la méthode QRPA, n’avons nous pas un
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F1G. 4.3 — Méme quantités que la figure (4.1), pour N = 8.

mode de Goldstone ? Ceci est en fait étroitement 1ié & la brisure spontanée de la symétrie nombre
total de particules. Rappelons d’abord ’expression de cet opérateur dans la représentation des
quasi-particules, il est donné par :

No Y, (@5)
j=+1
avec :
N; = (uf — U?)Nq’j + 2007 + 2ujvj\/(_2(P; + P;), j=+1 (4.6)

Dans la méthode QRPA on peut vérifier que, si les termes de types afa étaient inclus dans
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FiG. 4.4 — Méme quantités que

la figure (4.1), pour N = 4.

lopérateur d’excitation RPA, ils découpleraient completement des équations de la QRPA. Ainsi
dans la QRPA, tout se passe comme si l'opérateur nombre total de particules était contenu dans
I'opérateur d’excitation; par suite, une solution particuliere des équations QRPA est Qf = N
avec [H, N ] =0, ce qui donne automatiquement un mode de Goldstone. Cet argument n’est plus
vrai dans la méthode SCQRPA oi1 les termes N, ; de Popérateur du nombre total de particules
contribuent, en principe, & la SCQRPA. Cependant, puisque ce sont des termes hermitiques, on
ne peut pas les inclure dans l'opérateur d’excitation. Donc, la solution Q' = N nlest vraie que
dans la méthode QRPA, mais plus dans la SCQRPA. 1l y a cependant un avantage ; nous voyons
sur les figures précédentes que nous avons pu identifié la valeur finie de ; avec une fréquence
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F1a. 4.5 — Méme quantités que la figure (4.1), pour N = 14.

de rotation particuliere dans ’espace de jauge de la solution exacte du probleme. De plus, nous
devons signaler que la valeur de I’énergie finie est liée & la taille finie du systéme, c’est-a-dire,
le nombre fini de particules dans le systéeme. Par ailleurs, dans une situation réaliste, on peut
inclure dans l'opérateur RPA les termes de la forme a;ﬂak/ pour k # k' (DS96). Seulement les
opérateurs hermitiques a;rcak doivent étre exclus pour la raison déja mentionnée. Ces composantes
correspondent, dans un systéme infini, & une impulsion de transfer nulle; ils sont ainsi de mesure
nulle. Par conséquent, dans un systeme infini nous avons aussi restauration totale de la symétrie.

D’autres quantités, qui sont intéressantes a calculer dans le formalisme SCQRPA, sont les
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F1G. 4.6 — Energie d’excitation du mode mou (spurieux) (les énergies sont divisées par 2¢) en
fonction de la variable V = ¢g£1/2¢ et pour un nombre de particules N = 10. Le spin de chaque

niveau est J = 11/2.
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F1G. 4.7 — Méme quantités que la figure (4.6), pour N = 4.

potentiels chimiques directement liés a la différence des énergies fondamentales. Par exemple, sur
les figures (4.9), (4.10) et (4.11) nous représentons les potentiels chimiques u* = j:%(EéV 2 _EY)
obtenues par le calcul exact et & partir de calculs séparés avec la méthode SCQRPA, en faisant
la différence des énergies fondamentales. Nous voyons que, pour J = 11/2 et N = 4 et 8, accord
des résultats de la méthode SCQRPA avec les valeurs exactes est excellent et on a en outre
une amélioration forte par rapport a la méthode BCS. Les mémes résultats sont obtenus pour
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F1a. 4.8 — Méme quantités que la figure (4.6), pour N = 12.

le potentiel chimique p qui doit étre calculé & partir de g = £ (u™ + p~) dans le calcul exact.
Ce potentiel chimique moyen p doit étre identifié avec le multiplicateur de Lagrange p utilisé
pour restaurer la symétrie de nombre total de particules (2.16) dans les deux méthodes BCS et
SCQRPA. Cette identification est montrée sur chacune des figures (4.9), (4.10) et (4.11). Sur la
figure (4.11) nous montrons les résultats des potentiels chimiques u et %, dans le cas symétrique
J =11/2 et N = 12. Nous voyons que les remarques faites pour les cas non symétriques restent
vraies. Cependant, nous notons la situation particuliére relative au potentiel chimique moyen pu
pour lequel les solutions exactes, BCS et SCQRPA coincident exactement.

11 est aussi intéressant de représenter les potentiels chimiques 2u™ et 2u~ de fagon symétrique.
Cela nous permet d’étudier la validité de nos approximations sur les nombres d’occupation. Cette
étude ne peut étre réalisée que dans la région du fluide normal ou 1’état fondamental RPA
peut étre construit (voir paragraphe 3.2.1). Nous allons présenter les résultats de la méthode
ppSCRPA ou les valeurs moyennes des nombres d’occupation sont calculées, une fois & 1’aide
du développement (2.74) et une fois en utilisant I’état fondamental RPA. Sur la figure (4.12)
nous représentons les deux valeurs propres de la méthode ppSCRPA qui sont identifiées aux
potentiels chimiques. Nous rappelons d’abord que la solution ppSCRPA existe méme dans la
phase superfluide, bien que, en principe, elle ne devrait pas exister. En général, dans d’autres
modeles (BSC*01), la solution de la méthode SCRPA (dans la phase “sphérique” (normale)) cesse
d’exister des qu’on pénetre dans le régime “déformé”. Par contre, dans ce modéle, comme nous le
voyons sur la figure (4.12), la solution normale existe et donne en outre des resultats raisonnables
pour les potentiels chimiques pour toutes les valeurs de V' (couplage), bien que 1’énergie du fonda-
mental diverge d’une maniére significative, des que le couplage devient suffisamment fort (voir bas
de la figure (4.1)). Nous notons aussi que le modele n’est pas parfaitement symétrique car il y a une
asymeétrie entre les deux potentiels chimiques. Il apparait de plus que la solution de la méthode
ppSCRPA devient tres sensible aux approximations dans la région superfluide. D’ailleurs, des
que la modele entre dans le régime superfluide, les résultats obtenus par le développement (2.74)
s’eloignent de ceux calculés avec ’état fondamental RPA. Nous devons aussi signaler que les
développements de nombres d’occupation utilisés dans le calcul sont poussés a 'ordre deux pour
Ngj et N2 ; et a l'ordre un pour Ny ; Ny ;. Ceci montre que ces développements sont rapidement
convergents et notre méthode pour calculer les nombres d’occupation constitue donc une bonne
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F1G. 4.9 — Comparaison entre les résultats exacts, SCQRPA et BCS des potentiels chimiques
p= St +p-) et pt = £1(EY*? — EY), pour un nombre de particules N = 4. Le spin de

chaque niveau est J = 11/2.
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Fi1G. 4.10 — Méme quantités que la figure (4.9), pour N = 8.
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Fi1a. 4.11 — Méme quantités que la figure (4.9), pour N = 12.
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F1G. 4.12 — Energies d’excitation 2u™ et 2u~ (les énergies sont divisées par 2¢) en fonction de la va-
riable V' = ¢g€/2¢ et pour un nombre de particules N = 12. Le spin de chaque niveau est J = 11/2.
Les lignes continues correspondent aux résultats exacts, les lignes interrompues aux résultats ppS-
CRPA ayant le nombre d’occupation calculé avec ’état fondamental exact (3.29), et les lignes poin-
tillés aux résultats ppSCRPA ayant le nombre d’occupation calculé avec le développement (2.74).

approximation dans le cas non superfluide.
Nous pouvons nous convaincre de cela en calculant, par exemple, le nombre de particules dans
le niveau supérieur donné par :

(Ny) = (u? — v?) (N, 1) + 2002, (4.7)

Le résultat est représenté sur la figure (4.13). Dans cette figure nous avons représenté en plus des
résultats SCRPA, les résultats RPA, champ moyen et aussi les résultats exacts (dans la phase
normale bien siir les résultats sont ceux de la pp-SCRPA). Dans la phase du fluide normal, nous
remarquons que notre méthode améliore nettement le résultat par rapport a la méthode du champ
moyen, cependant, par rapport & la méthode RPA standard I’amélioration est faible. Dans la phase
superfluide, nous notons que, en comparaison avec le résultat du calcul champ moyen, la méthode
SCQRPA améliore légerement le résultat. Nous notons aussi que la discontinuité déja rencontrée
dans la méthode SCRPA, se répercute sur toutes les figures alors que les résultats de la RPA
standard diverge a la transition de phase. Il est par ailleurs intéressant de noter que le calcul avec
la méthode QRPA, pour certaines grandeurs physiques, n’est pas systématique. Bien que nous
ayons une expression explicite du nombre de particules, du fait du mode mou, nous ne pouvons
pas le calculer “proprement”. En effet, & cause de ce mode, ayant des amplitudes RPA infinies,
les relations de fermeture et d’orthonormalisation sont violées. Par conséquent, dans la méthode
QRPA standard nous ne pouvons pas calculer cette quantité. A la transition de phase, ou la RPA
standard produit deux modes “mous”, la méthode s’effondre.

Venons en a la méthode SCRPA ; d’apres les résultats obtenus et analysés jusqu’ici, on remarque
qu’elle améliore la prise en compte des corrélations dans I’état fondamental ainsi que dans les états
excités. Ainsi, comme nous venons de le voir, sa version quasi-particules reproduit avec une bonne
précision tous les résultats exacts. Pour aller plus loin, dans I’étude des corrélations dans notre
méthode, nous envisageons maintenant d’analyser les résultats du calcul de la variance du nombre
total de particules, qui est une quantité intimement liée aux corrélations. Tout d’abord, nous
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F1a. 4.13 — Nombre de particules dans le niveau supérieur N; en fonction de la variable V = g§2/2¢
et pour N = 12. Le spin de chaque niveau est égal & J = 11/2.

rappelons que, comme dans le calcul du nombre de particules dans le niveau supérieur, nous ne
pouvons pas calculer la variance dans la méthode QRPA. Cela est du au fait que, dans cette
méthode, a cause de I'apparition du mode mou, les relations de fermeture et d’orthonormalisation,
ne sont pas satisfaites. Nous présentons donc uniquement les résultats de notre méthode et de la
méthode BCS. Les résultats sont ainsi représentés sur les figures (4.14), (4.15) et (4.16), pour les
nombres de particules N = 10, N = 12 et N = 14, respectivement, toujours pour le méme spin
J = 11/2. Dans ces trois figures nous constatons que ’amélioration apportée par notre méthode
est tres importante en comparaion avec la méthode BCS, dans n’importe quelle configuration
considérée. Un dernier point nécessitant d’étre examiné dans ce modele, avec la méthode SCQRPA,
est de savoir si les corrélations d’appariements sont augmentées ou diminuées par rapport au calcul
BCS. Pour cela, nous considérons la fonction de corrélation suivante :

1 1 .~ =
c=g 3 (4 - g to). (4.
j=+1
Notons d’abord, que dans I’état fondamental BCS, cette expression se réduit a ’expression sui-
vante :
Cpcs = Z ujvs. (4.9)
j=%+1

De plus, nous signalons que, en général, 'expression (4.8) contient des termes non diago-
naux (Del01). Néanmoins, puisqu’il est difficile d’exprimer ces termes en fonction des ampli-
tudes RPA dans le cas de notre méthode, nous n’allons pas les considérés. De plus, dans la
méthode SCQRPA, nous pouvons calculer 'expression (4.8) de deux facons différentes. Dans la
premiére, nous utilisons les amplitudes u; et v; a partir des équations de champ moyen généralisé
(méthode de champ moyen renormalisé) et ce résultat sera noté C,._pcgs. Dans la deuxiéme, nous
calculons les valeurs moyennes dans le vide de la méthode SCQRPA et on notera le résultat
Cscqrpa- Les résultats sont représentés sur les figures (4.17) et (4.18), pour un nombre de par-
ticules N = 12 et N = 14, respectivement. Le spin de chaque niveau est toujours choisi égal a
J = 11/2. La situation pour N = 10 n’est pas représentée puisqu’elle est parfaitement équivalente



4.2. DISCUSSION DES RESULTATS 91

-~ SCQRPA
35 BCS

15 T =

F1a. 4.14 — La variance du nombre total de particules en fonction de la variable V' = ¢g§1/2¢ et
pour un nombre de particules N = 10. Le spin de chaque niveau est J = 11/2.
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F1G. 4.15 — Méme quantités que la figure (4.14), pour N = 12.

au cas ou N = 14, puisque ces deux configurations sont symétriques. Nous remarquons que la
méthode BCS renormalisée (r-BCS) diminue les corrélations d’appariements par rapport & la
méthode BCS standard. Cette suppression de ’appariement peut étre expliquée en analogie avec
la suppression du gap lors de ’étude de la matiére neutronique infinie avec des théories renor-
malisées (AWP89; SCBL96; LSZ01). Cependant, dans ce modele, la suppression des corrélations
d’appariement dans la méthode r-BCS est trompeuse. En effet, la méthode SCQRPA montre
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Fi1G. 4.16 — Méme quantités que la figure (4.14), pour N = 14.

plutét une augmentation des corrélations d’appariement dans notre modele. Il n’est cependant
pas évident que cette conclusion puisse étre reprise dans le cas de la matiére neutronique infinie.
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F1a. 4.17 — La fonction de corrélation C en function de la variable V' = g£1/2¢ et pour un nombre
de particules N = 12. Le spin de chaque niveau est J = 11/2.
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F1G. 4.18 — Méme quantités que la figure (4.17), pour N = 14.

4.3 Comparaison avec d’autres travaux

Le modele d’appariement a deux niveaux a récemment servi de base pour tester les diverses
généralisations de la théorie BCS. Le travail le plus récent est celui de Sambataro et Dinh
Dang (SDD99). Dans ce travail, les auteurs ont utilisé ce que 'on appelle la méthode de “bosoni-
sation” des opérateurs fermioniques. Au lieu de traiter les opérateurs de paires de quasi-particules
directement, comme ce que nous faisons ici, les auteurs “bosonisent” les opérateurs de paires de
quasi-particules et développent le Hamiltonien du modeéle au quatriéme ordre (“boson mapping
method”) en fonction de nouveaux opérateurs bosoniques. Ensuite, ils utilisent ces opérateurs bo-
soniques et ils appliquent la méthode QRPA (cette méthode va étre notée BF-RPA : RPA in boson
formulation). Ils obtiennent alors des équations de type Hartree-Fock-Bogoluibov non linéaires qui
sont tout a fait analogues & nos équations SCQRPA. Les coefficients de transformation de quasi-
particules sont obtenus, comme d’habitude, par minimisation de ’énergie de 1’état fondamental
par rapport aux coefficients de la transformation. Ainsi, ils obtiennent aussi des équations de type
champ moyen renormalisé, couplées aux amplitudes RPA, analogues & nos équations de champ
moyen généralisé. Le systeme d’équations couplées est alors résolu d’une manere self-consistante.
Pour une meilleure comparaison, nous avons choisi, les mémes configurations de spin J et de
nombre de particules N comme dans la référence (SDD99). Une premiere remarque est que, dans
le cas J = 11/2, qui correspond & une dégénérescence assez élevée des niveaux, les opérateurs de
paires de fermions sont collectifs et la bosonisation est certainement une procédure valable. Il n’est
donc pas inopiné, que les résultats de la méthode de Sambataro et Ding Dang soient trés proches
des notres. Une comparaison détaillée montre que nos résultats sont systématiquement légérement
plus proches des résultats exacts. Cela peut étre du au fait que nous conservons le caractere fer-
mionique de nos opérateurs et nous ne nous servons pas de la bosonisation. De plus, nous traitons
exactement les régles de commutation de paires de fermions. Cependant, puisque la différence
entre les deux résultats est tres petite, il est difficile de tirer d’autres conclusions. Pourtant, dans
la référence (SDD99), les auteurs donnent une comparaison explicite des résultats, dans le cas
symétrique de spin J = 19/2. Nous pouvons alors effectuer une comparaison pour 1’énergie du fon-
damental pour la méme configuration. Nous la donnons dans le tableau 4.1, ou nous montrons les
résultats pour quatre approches différentes des problémes & N corps : notre approche (SCQRPA),
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celle de Sambataro et Ding Dang (BF-RPA), Quasi-particule standard RPA (QRPA) et le méthode
BCS. Bien siir, nous nous rappelons que dans notre approche, dans la zone de fluide normal, nous
employons la version ppSCRPA tandis que, dans la zone superfluide, nous employons la version
généralisée de la méthode SCRPA (SCQRPA). Dans le tableau 4.1 nous constatons que, dans les
deux zones du modele (la transition de phase est a V. ~ 0.2564), notre méthode présente une
amélioration importante par rapport a toutes les autres méthodes. Pour accentuer les différences
on doit travailler avec des configurations ayant des dégénérescences plus faibles ol les contraintes
du principe Pauli deviennent beaucoup plus séveres. Nous rappelons ici que la méthode SCRPA
a été appliquée au cas N = 2, dans le modele & plusieurs niveaux dans la référence (HMDS02)
et le résultat exact a été retrouvé. Il serait donc intéressant de voir, dans ce cas, les résultats de
Papproche avec la bosonisation (SDD99). Bien que notre approche est trés semblable & celle de
la référence (SDDY9), nous avons considéré plusieurs problémes qui sont restés ouverts dans ce
travail (SDD99) tels que, par exemple, les résultats concernant la valeur propre € de la méthode
SCQRPA. Dans la référence (SDD99), les auteurs n’ont pas donné d’interprétation de cette solution
importante (c’est-a-dire la solution Q3 de leur systéeme d’équations). Cependant, nous supposons
que leurs résultats pour cet état, bien qu’ils n’aient pas donné de valeurs numériques, peuvent
étre également interprétés comme la différence 2(u+ — p~) comme dans notre cas. La fluctuation
du nombre de particules n’est pas non plus considérée dans la référence (SDD99). Nous pensons
que leurs résultats concernant la fluctuation du nombre de particules seront proches des notres.
La transition & la phase superfluide n’a pas été traitée dans l'article (SDD99). Cependant, tous
ces aspects seront tout a fait semblables dans les deux approches tant que la “bosonisation” des
opérateurs de paires de fermions reste valable. Nous pensons cependant qu’il est plus commode de
congerver le caractere fermionique des opérateurs.

| A% Exact |SCQRPA| BF-RPA | QRPA BCS
-0.50 | -18.55446 | -18.55410 | -18.55360 | -18.56890 | -18.00000
-0.45 | -18.66849 | -18.66821 | -18.66784 | -18.67924 | -18.20000
-0.40 | -18.78706 | -18.78686 | -18.78660 | -18.79474 | -18.40000
-0.35 | -18.91072 | -18.91058 | -18.91040 | -18.91592 | -18.60000
-0.30 | -19.04010 | -19.04001 | -19.03990 | -19.04338 | -18.80000
-0.25 | -19.17600 | -19.17594 | -19.17588 | -19.17787 | -19.00000
-0.20 | -19.31939 | -19.31936 | -19.31933 | -19.32031 | -19.20000
-0.15 | -19.47153 | -19.47151 | -19.47150 | -19.47188 | -19.40000
-0.10 | -19.63406 | -19.63405 | -19.63405 | -19.63415 | -19.60000
-0.05 | -19.80919 | -19.80919 | -19.80919 | -19.80919 | -19.80000
0.00 | -20.00000 | -20.00000 | -20.00000 | -20.00000 | -20.00000
0.05 | -20.21101 | -20.21101 | -20.21101 | -20.21102 | -20.20000
0.10 | -20.44921 | -20.44918 | -20.44917 | -20.44953 | -20.40000
0.15 | -20.72625 | -20.72599 | -20.72593 | -20.72899 | -20.60000
0.20 | -21.06339 | -21.06130 | -21.06100 | -21.08080 | -20.80000
0.25 | -21.50260 | -21.48733 | -21.48640 | -21.64174 | -21.00000
0.30 | -22.12491 | -22.03638 | -22.03620 | -22.13484 | -21.37193
0.35 | -23.03321 | -22.80453 | -22.77899 | -22.99299 | -22.21880
0.40 | -24.24609 | -23.99588 | -23.97001 | -24.21285 | -23.37895
0.45 | -25.68929 | -25.42829 | -25.39821 | -25.65779 | -24.74795
0.50 | -27.29077 | -27.01885 | -26.98390 | -27.25633 | -26.26316

TAB. 4.1 — Les résultats de I’énergie fondamentale (en unité arbitraire) comme fonction de la

Q
variable V = 92—, pour un nombre de particules N = 20. Le spin de chaque niveau est J = 19/2.
€

Le modele d’appariement & deux niveaux a été aussi utilisé dans le travail de Passos et
al. (PTPK98). Dans ce travail, les auteurs ont utilisé la méthode SCRPA et ils ont considéré
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seulement la phase de fluide normal. Les résultats sont tout a fait analogues aux nétres. De plus,
dans ce travail, une nouvelle approximation (ce que l’on appelle la RPA renormalisée (r-RPA))
a été considérée. Dans cette approximation, seuls les nombres d’occupation & une particule sont
affectés par les corrélations de I’état fondamental (c’est-a-dire, (NN) = (N){N)). D’ailleurs, dans
ce travail, Passos et al. (PTPK98) ont reproduit, presque parfaitement, le résultat exact pour les
nombres d’occupation, pour tous les couplages, avec la méthode r-RPA et non avec la SCRPA. Ce
résultat a été interprété comme un avantage de la r-RPA par rapport & la méthode SCRPA. Par
conséquent, ils ont conclu que la méthode SCRPA sous-estime les corrélations. D’apres les travaux
déja faits avec la méthode SCRPA, nous ne pouvons pas adhérer & cette conclusion. Comme nous
I’avons discuté précédemment, la violation du principe de Pauli, qui est respecté dans la méthode
SCRPA, entraine une surestimation des corrélations. Accidentellement, il se peut que si on brise,
convenablement, le principe de Pauli on retrouve les résultats exacts. Apparemment, c’est ce qui
s’est passé pour les nombres d’occupation dans la r-RPA et aussi pour ’énergie de 1’état fonda-
mental dans la QRPA. Cependant, nous pensons que ce résultat ne peut pas étre généralisé. De
plus, pour d’autres modeles ou d’autres situations physiques, le scénario peut étre complétement
différent. Donc si les résultats de la méthode SCRPA ne sont pas bons, il ne faut pas faire d’ap-
proximation supplémentaire mais plutdt ’améliorer (c’est-a-dire, inclure des configurations d’ordre
supérieur).

Venons en encore une fois & la méthode QRPA. Dans le travail de Hagino et Bertsch (HB00a),
la méthode QRPA est préconisée. Cela permet d’avoir une alternative numériquement viable par
rapport & la méthode BCS et la méthode de Nogami-Lipkin (Nog64; Lip60). Il est certainement
vrai que, dans des cas réalistes, I’utilisation de la méthode SCRPA demande des efforts numériques
considérables. Pourtant, avec les ordinateurs modernes, nous pensons que la mise en oeuvre de
la méthode SCRPA est possible. Dans une premiére étape il est intéressant d’étudier la méthode
QRPA. Par exemple, si on prévoit de faire des calculs & grande échelle pour un grand nombre de
noyaux. Cependant, il faut toujours se rappeler que la méthode QRPA peut conduire & des erreurs
trés importantes qui seront certainement plus prononcées dans des situations ou le systéme est
proche d’une transition de phase.

4.4 Conclusion

Dans cette étude nous nous sommes intéressés, a la description de la superfluidité dans les
systemes fermioniques & partir d’une approche microscopique self-consistante, et nous avons ap-
pliqué la méthode SCQRPA & deux modeles exactement solubles. La comparaison des résultats
de la méthode SCQRPA avec ceux obtenus a ’aide d’autres méthodes, a savoir la QRPA, BCS et
HF, a montré que la SCQRPA constitue réellement un outil trés puissant permettant le traitement
cohérent des corrélations dans ’état fondamental et aussi dans les états excités des systémes de
fermions. En effet, lors de son application & I’étude de la superfluidité des systemes fermioniques
elle a produit de trés bons résultats pour toutes les observables physiques considérées. De plus,
contrairement aux autres méthodes considérées, & savoir les méthodes HF, BCS et QRPA (qui bien
que le systeme soit fini présentent une brisure spontanée de symétrie et produisent alors un mode
spurieux), la méthode SCQRPA dans l'approximation de Cranking ne montre pas cette brisure
artificille de symétrie. Dans la méthode SCQRPA, tout dépend du choix de opérateur d’excita-
tion RPA. Ainsi, si opérateur de symétrie, peut étre incorporé dans 'opérateur d’excitation RPA,
nous obtenons un mode de Goldstone et cela montre que la symétrie est parfaitement restaurée.
Dans le cas contraire, ¢’est-a-dire, lorsque I'opérateur de symétrie ne peut pas étre totalement inclu
dans 'opérateur RPA (i.e quand l'opérateur de symétrie comprend de morceaux hermitiques), la
valeur propre de basse énergie de la méthode SCQRPA représente une vraie énergie d’excitation
du systeme.

Par comparaison avec le calcul exact et le calcul obtenu & 1’aide d’autres méthodes, nous
avons montré que la SCQRPA produit de trés bons résultats, dans les deux phases du systeme
et pour diverses configurations choisies. Ainsi, pour I’énergie du fondamental, contrairement & la
méthode QRPA qui surestime les corrélations et brise ainsi le principe variationnel, la méthode
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SCQRPA donne des résultats proche de ceux obtenus avec le calcul exact. Nous avons aussi
analysé les deux énergies d’excitation fournies par notre méthode. Dans la phase superfluide et
dans toutes les configurations étudiées, la valeur propre de haute énergie, comme nous l’avons
vu, s’interpréte comme en QRPA : elle a été identifiée a la vibration 3, c’est-a-dire a ’énergie
d’excitation du systeme & N particules. La comparaison avec la méthode QRPA des résultats de
ce mode d’excitation montre une légere amélioration. Cependant, la comparaison des résultats
concernant ce mode dans la phase du fluide normal, qui s’identifie & —2u~ dans le calcul exact,
montre une amélioration assez importante apportée par notre méthode par rapport a la QRPA,
méme dans la zone de transition de phase. Nous rappelons que le systeme ne présente une transition
de phase que pour la configuration symétrique. Dans les autres configurations le systéeme demeure
toujours dans la phase superfluide.

Venons en au probléeme du mode spurieux. Du fait que le systeme soit en réalité fini il n’y a pas
de réelle brisure spontanée de symétrie, contrairement & la méthode QRPA qui produit un mode
nul ; notre méthode résoud ce probleme et produit un mode de faible amplitude qui a été identifié
a Dénergie d’excitation 2(u* — p~). Cela constitue un résultat trés important produit par notre
méthode par rapport & la QRPA. De plus, dans la phase du fluide normal, ot ce mode s’identifie &
I’énergie d’excitation 2uT, notre méthode présente une amélioration assez importante par rapport
a la méthode RPA standard qui “collapse” (donne une valeur négative) & la transition de phase.
Cela montre que la méthode RPA s’éffondre & la transition de phase. Nous avons aussi remarqué,
lors de notre étude sur les fluctuations dans le calcul du nombre total de particules, que notre
méthode réduit fortement les fluctuations en comparaison avec la méthode BCS. Pour ce résultat,
nous rappelons que la méthode QRPA ne permet pas ce calcul.

En résumé, dans un systéme fermionique, que ce soit dans la phase normale ou dans la phase
superfluide, nous pouvons conclure que la méthode SCQRPA fournit de trés bons résultats pour
toutes les observables considérées. Cela n’est pas inopiné, puisque cette méthode permet la prise
en compte des corrélations a deux particules d’une maniere cohérente.



Chapitre 5

Modele de la Séniorité

Dans ce chapitre, nous montrons que grice & la souplesse de la méthode SCQRPA, nous
pouvons contrdler avec précision la restauration d’une symétrie spontanément brisée au niveau de
I’approximation du champ moyen dans un systéme fini. D’habitude, pour restaurer une symétrie on
introduit une contrainte qui fixe la valeur moyenne de 'opérateur correspondant a cette symétrie
a sa valeur exacte. Cela permet de rétablir la symétrie mais la mesure de la variance relative
a cette symétrie montre que les fluctuations de cette symétrie ne sont pas nulles. Cela signifie
que la restauration n’est pas totale. Afin de résoudre ce probleme et éviter ces fluctuations, nous
avons pensé 3 introduire aussi un autre parametre de Lagrange pour fixer la valeur moyenne
du carré de 'opérateur correspondant a cette symétrie a sa valeur exacte. Pour ’application de
cette nouvelle idée qui constitue une extension de la méthode SCQRPA présentée précédemment,
nous avons choisi le modele de la séniorité. Généralement, ce modele est utilisé pour 1’étude de la
superfluidité. Il est exactement soluble. Dans larticle de Dukelsky et Schuck (DS96), le modele
de la séniorité a été utilisé pour tester la méthode SCQRPA avec une seule contrainte et il a
donné de tres bon résultats par rapport & d’autres méthodes. Une caractéristique de ce modele est
qu’il demeure toujours dans la phase superfluide et que dans ’approximation du champ moyen la
symétrie du nombre de particules est brisée.

5.1 Présentation du modele

Le modele de la Séniorité est constitué d’une seule couche dégénérée, dont la dégénérescence
est de 2Q2 = 2j + 1. Le Hamiltonien du modele est donné par :

H = —gQsts (5.1)

ol g est la force de pairing. S et St sont les opérateurs de quasi-spin définies de la maniere
suivante : .
st=— Z atal, , 9= (sHt (5.2)
\/ﬁ m>0
ot1 m est le nombre quantique magnétique et les opérateurs af, et aT_m crée chacun une particule
dans 1’état m et dans ’état renversé dans le temps —m, respectivement. L’opérateur nombre de
particule est donné par :

N = Z (a} am +a' a_m). (5.3)

m>0

Définissant les opérateurs quasi-spin St, S et SO par :

N-Q

§t=vast, §=(@Ht, §°=—

97
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et utilisant les regles de commutation des opérateurs a et at, on peut établir les regles de commu-
tation suivantes : o ~ o ~ o y
[St,8]=28° [8°,S8T) =51, [S°8]=-5. (5.5)

On voit donc que les trois opérateurs ont les propriétés de commutation des opérateurs de moment
cinétique. Les opérateurs ST et S, sont respectivement, les opérateurs d’addition et de retrait
analogue aux opérateurs de moment cinétique J et J_. D’une maniére similaire, SO correspond
a la composante z du moment cinétique Jy. Ainsi, le modele satisfait une algebre SU(2). L’état
fondamental exact d’une couche de N particules, avec N entier pair, est donné par (ST)V/2|—) et
I’énergie de I’état fondamental correspondante est de la forme :

g g Ar2
EO[N]=—§(Q+1)N+ ZN (5.6)

5.2 QRPA Self-consistente

5.2.1 Opérateurs Quasi-particule

Pour n’importe quelle valeur du remplissage de la couche, le modeéle demeure toujours dans
la phase dite superfluide ou déformée, par conséquent, une méthode de champ moyen pour les
quasi-particules est indispensable pour mener & bien 1’étude dans ce modele. Nous faisons donc
la transformation de Bogoliubov qui transforme les opérateurs de particules a ceux de quasi-
particules :

al =uwal +va_,, w+0P=1 (5.7)

A T’aide de la transformation (5.7), on peut donc exprimer les opérateurs paires de quasi-particules
et du nombre de quasi-particules, on obtient :

Z abal,, P=(FN (5.8)
m>0
N, = Z (o} am +al, a_n). (5.9
m>0

L’expression des opérateurs paire de particules en fonction des quasi-particules est immédiat :

st = WPt — 2P — ﬂZ\qu + uvVQ,

VQ

S = wu?P—?Pf - Rl + uvV§Q,
) vat
N = (u*=v®)N, + 2u0VQ(P! + P) + 200°. (5.10)

De fagon analogue, le carré de l'opérateur nombre de particules N2 est donné par :

N? = (u?- 112)21\7(12 +40?(Qu? — v?) — u?)N, + 4wV Q(u? — v?)(P'N, + N, P)
+  40u? (PPt + PP) 4+ 8Qu*v? Pt P + 4uvvV/Q (2002 + (u? — 0?)) (P + P)
+  400%(u® 4+ Qv?). (5.11)

5.2.2 Hamiltonien du modele

Au niveau de ’approximation de champ moyen, la symétrie nombre de particules est brisée.
D’habitude, pour restaurer cette symétrie nous introduisons un parametre de Lagrange qui fixe la
valeur moyenne de I’'opérateur nombre de particule & la valeur exacte correspondante. Bien qu’avec
cette technique on obtienne le bon nombre de particules (c’est-a-dire (N) = N), la mesure des fluc-

N o 2
tuations du nombre de particules qui se traduit par le calcul de la variance AN = \/(N2) — (N) ,
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montre que les fluctuations ne sont pas nulles. Elles sont nulles seulement dans des cas particu-
liers ou la couche est semi-remplie ou totalement remplie. Cela signifie que, en dehors des cas
particuliers semi-remplissage ou bien remplissage total, la restauration de cette symétrie n’est pas
parfaite. En effet, tant que l'opérateur de symétrie nombre de particules n’est pas incorporé dans
Popérateur d’excitation RPA (nous rappelons que cela est du au fait que 'opérateur de symétrie
est hermitique), la restauration de symétrie ne doit pas étre exacte. Ainsi nous ne pouvons pas
espérer restaurer cette symétrie exactement. Cependant, grace a la souplesse de notre méthode,
nous montrerons que nous pouvons controler correctement les corrélations induites par cette bri-
sure. Ainsi, nous le montrerons, pour améliorer la restauration de cette symétrie, nous avons
introduit un autre parametre de Lagrange qui fixe le carré de 'opérateur nombre de particule &
sa valeur exacte. Nous aurons ainsi restauré le bon nombre de particules, en imposant en plus que
la variance doit étre nulle. Cela élimine completement les fluctuations du nombre de particules.
Nous remarquons que cette méthode peut étre vu comme étant une méthode de Cranking au
second ordre. En outre, puisque nous allons présenter la méthode SCQRPA avec une contrainte
et avec deux contraintes alors nous considérons le Hamiltonien contraint avec deux contraintes
(Pautre cas s’obtient en éliminant tous les termes liés & la deuxiéme contrainte). Dans tout ce qui
suit la méthode SCQRPA avec une contrainte sera notée SCQRPA! et celle avec deux contraintes
SCQRPA?2. Par suite, le Hamiltonien contraint que nous allons utiliser est donné par :

H =H — N — paN? (5.12)

on N = Z(alnam + atma_m) est opérateur nombre de particules, p; et us sont les deux

m>0
parametres de Lagrange permettant de fixer les valeurs moyennes comme indiqué précédemment

N = (N) et N2 = (N2). Dans la base des quasi-particules le Hamiltonien H' est donné par :

H' = Hpo + Hiy + Hpo + Hpy + Hiy + Hig (5-13)
Hypy = —gQ(Q0” +0*) — 2 Q” — 40 (u? + Q0?),
4
H, = {gQ(2u202 + %) — p1(u? —v?) — 4pov? (Qu? — v?) — uZ)}Nq,
Hyy = { — 9Q(VQ(u® - v*)uv + M) — 2V Quuw
20 \/ﬁ
- VQpuv(200? + (u? — 1)2))}(PT + P),
Hy, = —(gu®0® + pa(u® —v*)*)N7 — (gQu* + v*) + 82 Qu’v?) PTP,
Hy = (gVQu? — v*)uv — 4psVQuo(u? — v?))(PTN, + N, P),
Hiy = (¢9u®?— Apsi*0?) (PP + PP) (5.14)

5.2.3 Opérateur d’excitation RPA

Par analogie avec le cas du modele de pairing & deux niveaux, I'opérateur d’excitation RPA
sera pris sous la forme suivante :

Qt=XxP'—XxP, X’-V?=1. (5.15)
avec,
_ Pt
Pl= — . (5.16)
1 — Na)
Q

Puisque I’équation (5.15) peut étre considéré comme une transformation de Bogoliubov des
opérateurs de paire de fermions, on peut donc interpréter les équations SCQRPA comme étant les
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équations du champ moyen correspondantes. En d’autres termes, les équations SCQRPA sont les
équations du champ moyen d’un gaz de fluctuations quantiques de paires. On peut directement
vérifier comme dans la deuxiéme partie, que la relation (5.15) peut étre inversé :
Pt =XQ"+YQ. (5.17)
Les états excités dans la méthode SCQRPA, comme cela a été déja vu, sont donnés par :
|v) = QT[RPA) (5.18)
ot |RPA) est ’état fondamental corrélé RPA défini & I’aide de la condition :

QIRPA) = 0. (5.19)

En utilisant la condition (5.19) et I’équation (5.17), on peut exprimer un certain nombre de valeurs
moyennes en fonction des amplitudes RPA X et Y :

ey = vea- ),
ppty = x2- iy,
(PtPhy = (PP):XY(1—<Qq)). (5.20)

5.2.4 Matrice RPA

Suivant la méthode expliquée dans la deuxiéme partie et par analogie avec le cas du modele
de appariement & deux niveaux, & partir de ’équation séculaire suivante :

([6Q,[H', Q")) = w([6Q, Q")) (5.21)

on obtient les équations SCQRPA sous la forme suivante :

(_AB _BA> (é‘):w();) X2 y?=1. (5.22)

Les éléments de la matrice RPA peuvent étre explicités en fonction des amplitudes X et Y comme
suit :

A = (p,[H,PY)
4
= 2{ g0 (2u21)2 + %) — 1 (u? — v?) — dpov? (Q(u2 —v?) = u2)>
() -
— 4<gu2v2 + pip(u? — 112)2> (X2 +Y24 %) — 4(g — 4po) v’ XY
1= 5
(V) . (N2)
2 1—-27% 4+ 42
+ {gQu* +v*) + 8usQuv? ) [ 2V — e L (5.23)
B = —(P,[H,P]) X
= 2(g-— 4u2){(u4 + vt — 4?0 XY — Qu?o? (ﬁ(X2 +Y?)
Ny | (V)
1—288) 4 g/
- Q(Nq> Q2 )} (5.24)
1 =5
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5.2.5 Minimisation de I’énergie

Comme dans le cas du modele & deux niveaux, les équations du champ moyen standard sont
obtenues en minimisant ’énergie (H') par rapport aux deux parametres u et v de la transformation
de Bogoliubov. Dans le cas de ce modele, les équations du champ moyen généralisé sont alors
données par :

O(H'Y O(H'Y v
ou ov Ou

Cette derniere équation, qui peut étre vérifiée en évaluant séparément le premier et le second

= ([H',P)) = ((H', P]) = 0. (5.25)

membre, est trés intéressante, puisqu’elle est équivalente & 1’équation ([H',Q]) = za(Q(t)) =0

qui doit étre satisfaite a 1’équilibre. Par conséquent, elle constitue une relation supplémentaire
a Papproche EMM. Elle été utilisé pour la premieére fois par Dukelsky et Schuck (DS96). En
utilisant la normalisation des amplitudes u et v, on peut immédiatement réécrire (5.25) sous la

forme suivante :
h A u u
(3 5)()=() ©20

ou,

h = —(g+4p2Q)v® — 1, (5.27a)
(N, — (N2)
A = (gQ =+ 4/.,L2)U1) — (g — 4,[1,2)11,1){2(XY + Y2) =+ ﬁ}, (527b)
—

VhE + A2, (5.27¢)

On remarque que si on remplace le vide |RPA) par le vide HFB non corrélé dans (5.27), & partir
de (5.26) et si on suppose que :

€

Y =(N)=(N?)=0 et pp=0 (5.28)

alors on obtient les équations HFB standard. On peut donc en déduire, que les équations du champ
moyen généralisé sont couplées aux équations SCQRPA (5.22) & travers les amplitudes X et Y.
Cela constitue un aspect trés satisfaisant de la théorie SCQRPA.

Avec ce dernier calcul et ces dernieéres remarques les seules inconnues qui restent pour fermer
le systeme des équations RPA sont les nombres d’occupation de quasi-particules.

5.2.6 Energies d’excitation RPA

Dans la phase superfluide, bien que le systéme soit fini, la symétrie N est brisée spontanément
d’une maniere artificielle au niveau des approximations de champ moyen standard. Par conséquent,
lors de 'utilisation de la méthode SCQRPA nous avons procédé a sa restauration en utilisant deux
contraintes p; et ps. Cette approximation est une technique de projection approchée qui consiste
a introduire deux contraintes fixant les valeurs moyennes dans I’état fondamental de ’opérateur de
symétrie et son carrée a leurs valeurs exactes. Elle peut étre vue comme étant une transformation
du référentiel du laboratoire & celui qui est intrinseque pour le systéme en considération. Suivant
la nature du probleéme étudié on définit le référentiel intrinseque. Par exemple, dans le cas de la
symétrie de translation on parle du référentiel du centre de masse et pour la cas de la symétrie
nombre de particules on parle du référentiel en rotation dans I’espace de jauge et ainsi de suite.
Comme nous ’avons déja vu dans le chapitre sur la méthode SCRPA, les valeurs propres RPA
peuvent étre données par la relation suivante :

L {.1m,et) (5.20)

([@,Q1)
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Ces valeurs propres coincident ainsi avec les énergies d’excitation intrinseques du systéme c’est-
a-dire les énergies d’excitation calculées dans le référentiel intrinseque. Cependant, les valeurs
propres corrigées (DS96), qui sont définies par :

(Q.1V, Q") (@[3, Q")
([Q, Q™) (@)

s’'identifient avec les énergies d’excitation dans le référentiel du laboratoire. Suivant la rela-
tion (5.30), la correction consiste & faire l'opération inverse et ramener 1’étude du référentiel
intrinseque au référentiel du laboratoire.

w® =w+ py + p2 (5.30)

5.2.7 Nombre d’occupation

Suivant la méthode décrite dans le cadre du modele & deux niveaux, les quantités Nq et N;
sont facilement obtenues en fonction des opérateurs P! et P. Ainsi, dans le cas de ce modele, &
partir de (2.92) et (2.93) on peut écrire :

A 2 2 4 3
N, = 2Ptp pt*p24 = @@ pt°p3 ... .
q 2 +(Q_1) +(Q_1)(Q_2) + R (531a)
N 4Q+1) .2 8(N+1) 3
2 _ t t“p2 4 tPp3 ...
N? 4P'P 4+ o )P P (Q_l)(Q_Q)P P34.... (5.31b)

A la lecture des équations (5.31a) et (5.31b), on remarque qu’a chaque ordre du développement,
il existe la relation suivante :

NZ=2(Q+1)N, — 4QP*P. (5.32)

On peut noter que 'équation (5.32) n’est autre que la relation de Casimir pour le systeme de
quasi-spin car elle peut aussi se mettre sous la forme connue suivante :

0 N, - 0.0
(PTP+PPT) +( 5 )2 = 2(2

+1). (5.33)

En utilisant (5.19) et (5.17) les valeurs moyennes (N,) et (NqQ) sont facilement calculées. Ainsi, le
systeme d’équations SCQRPA est fermé et on peut commencer sa résolution. Cependant, on doit
mentionner que, grace a la simplicité de ce modéle, on peut aussi calculer les valeurs moyennes
dans le vide RPA des nombres d’occupation des quasi-particules en utilisant 1’état fondamental
RPA. Par analogie avec le cas & deux niveaux dans la phase normale, ’état fondamental RPA dans
le modele de la séniorité est donné par :

Q/2

|[RPA) = Z anZ"Pt*"|=), avec Z = (5.34)

i><|’<

ol les coefficients a,, sont donnés par :
Q*(Q+1)
2nn) HZZO(Q —2p+1)

oy = (5.35)
Par suite, on peut obtenir le résultat pour la valeur moyenne du nombre d’occupation de quasi-
particules dans ’état RPA :

Q/2

(Q + 1)2Q1(2n)l4n .
Na) NZ Q= 2n)1(2mn! [, (2 —2p+ 1))2Z ’ (5-36)

N est la norme de I’état |[RPA) qui est donnée par :

Q/2

) ~ (Q + 1)2Q!(2n)! n
N = (RPA|RPA) = nX::O (@ —2n)12" 0l [T (2 — 2p + 1))? z

(5.37)
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Pour la quantité N; on peut utiliser soit la relation exacte de Casimir (5.33), soit 'état RPA ;
dans ce dernier cas elle a la forme suivante :

(Q+1)2Q!(2n)!(4n)? Zn

N 1
(Vo) = nz;; Q= 2n)2 I [[1_ (2 — 2p + 1))? (5.38)

Avec ces dernieres relations, le systéme d’équations SCRPA est fermé.

Ainsi, on a un systéme d’équations non linéaire constitué des équations RPA, des équations du
champ moyen généralisé et des équations du nombre de particules qui sont toutes fonctions des
amplitudes RPA. 11 suffit donc de choisir des amplitudes RPA d’essai, pour commencer le calcul.

5.3 Résultats et discussion

Nous arrivons maintenant & la partie la plus intéressante de notre application de la méthode
SCQRPA au modele de la séniorité. Tout d’abord nous allons présenter et analyser les résultats
de la méthode SCQRPA!, c’est-3-dire avec une seule contrainte, oll nous envisageons comparer
nos résultats avec ceux de Dukelsky et Schuck (DS96). Ensuite, nous étudierons et nous analy-
serons en détail les résultats obtenus en utilisant la nouvelle version SCQRPA? de la méthode
SCQRPA, c’est-a-dire la méthode SCQRPA avec deux contraintes. Nous montrerons que cette
version améliore nettement les résultats pour toutes les observables. Il s’est de plus avéré que la
méthode SCQRPA avec deux contraintes donne le résultat exact.

5.3.1 Cas de la méthode SCQRPA avec une contrainte

Nous rappelons que lors de I’établissement du systeme d’équations SCQRPA, nous avons utilisé
la formulation avec deux contraintes. Ainsi, pour obtenir le systéme d’équations SCQRPA! il suffit
d’imposer a la deuxiéme contrainte ps d’étre nulle dans toutes les équations. Tout comme dans
le modele de pairing & deux niveaux, pour résoudre les équations SCQRPA, nous avons utilisé la
diagonalisation itérative. Cependant, dans le cas présent, il s’est avéré plus commode de changer le
role des équations de champ moyen généralisé (5.26) et du nombre de particules (5.39). D habitude,
a partir des équations du champ moyen généralisé (5.26) on obtient les amplitudes u, v et a laide
de ’équation du nombre de particules :

N = (N) = (u? — v?)(N,) + 2002, (5.39)

on détermine la valeur de la contrainte p;, qui s’identifie au potentiel chimique. En effet, de
I’équation (5.39) nous calculons v? comme suit :

v? = w (5.40)
2(92 — (Ny))

et de I’équation de champ moyen généralisé (5.26) nous obtenons 1’expression suivante pour la
contrainte p; :
Y (N2)
<N q) - Qq
1— (ng)

= g{ - %(Q(UZ —v?) + 21;2) + (u? — ) (XY +Y?) + %(u“’ —v?)

)} (5.41)
Par conséquent, nous pouvons effectuer la diagonalisation itérative facilement, et toutes les re-
lations & respectés sont satisfaites simultanément. Nous sommes ainsi, en mesure de calculer
toutes les observables néessaires & mener notre étude. Nous aborderons maintenant ’exploitation
des résultats. Nous commencons par ’énergie fondamentale du systéme. Sur la figure (5.1) nous
représentons la comparaison entre le résultat de la différence entre I’énergie fondamentale SCQRPA
et exacte et celui de la différence entre 1’énergie fondamentale BCS et exacte. Nous remarquons que
la méthode SCQRPA présente une amélioration importante par rapport a la méthode BCS. Nous
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Fi1c. 5.1 — Différence entre les énergies fondamentales approximée et exacte en fonction du rem-
plissage de la couche et pour une constante de couplage g = 1.0.

notons aussi que, contrairement 3 la méthode BCS, lorsque la couche est semi-remplie ’énergie
fondamentale SCQRPA devient égale & 1’énergie fondamentale exacte. Considérons maintenant
la figure (5.2) qui représente la comparaison entre la variance du nombre de particules obtenue &
I’aide de notre méthode avec celle obtenue par la méthode BCS. Nous remarquons que les résultats
de la variance sont tres similaires a ceux concernant ’énergie fondamentale. Cela ainsi montre que
les fluctuations du nombre de particules dans la SCQRPA sont nettement plus faibles que celles
de la méthode BCS. De plus, comme pour I’énergie fondamentale, & mi-remplissage de la couche,
les fluctuations présentes la valeur exacte elles sont identiquement nulle.

Venons en maintenant 3 I’étude du mode mou. Nous remarquons sur la figure (5.3) que la valeur
propre non corrigée de la méthode SCQRPA, qui représente une énergie d’excitation intrinseque
du systeme, s’identifie & deux fois la différence des potentiels chimiques : 2(ut — p=) = By 2 +
Eév —2_ 2E}. Cependant, la valeur propre corrigée w®, qui est donnée par :

W€ =w+2u (u? —v?)(X2 +Y?), (5.42)

correspond a l’énergie d’excitation dans le laboratoire. Elle représente les différences entre les
niveaux rotationnels successifs dans ’espace de jauge. De plus, nous constatons que lorsque la
couche est semi-remplie, la valeur propre corrigée et non corrigée sont nulles. Ce résultat est tres
important puisqu’il montre que pour cette configuration, la SCQRPA est exacte. Dans le cas de
mi-remplissage, nous obtenons un mode de Goldstone. Afin de confirmer ces résultats nous allons
maintenant représenter la valeur propre corrigée et non corrigée en fonction de la constante de cou-
plage g. En effet, nous avons choisi une couche dont la dégénérescence totale est égale & 2Q0 = 24 et
nous avons considéré les configurations suivante N = 2, 10, 14, 22. Sur les figures (5.4), (5.7), (5.5)
et (5.6) nous représentons les résultats correspondants & ces configurations. Sur les figures (5.4)
et (5.5) ou le remplissage de la couche N/Q est inférieur & I'unité, nous remarquons que ’énergie
d’excitation intrinséque suive étroitement la différence des potentiels chimiques 2(ut — p~), alors
que ’énergie d’excitation dans le laboratoire correspond & 2ut = Eév 2 E{¥. Nous rappelons que
nous analysons des grandeurs physiques de faibles amplitudes a savoir des valeurs propres de basse
énergie. Par conséquent, nous pouvons affirmer que l'identification de la valeur propre corrigée est
assez bonne. Cette valeur représente la différence entre les niveaux rotationnels successifs (états de
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Fic. 5.2 — La variance du nombre de particules SCQRPA et BCS en fonction du remplissage de

la couche et pour une constante de couplage g = 1.0.
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particules) dans l'espace de jauge. Sur les figures (5.6) et (5.7) ou le remplissage de la couche N/
est supérieur 3 I'unité, nous remarquons que ’énergie d’excitation intrinseque s’identifie toujours &
2(ut —p7), cependant, la valeur propre corrigée s’identifie ici & —2u~ = Eév —2_ Eév . Cette valeur
représente la différence entre les niveaux rotationnels successifs (états de trous) dans 'espace de
jauge.

5.3.2 Cas de la méthode SCQRPA avec deux contraintes

Généralement, dans la méthode SCQRPA, tout comme dans le modele de pairing & deux
niveaux, la méthode de résolution la plus pratique est la diagonalisation itérative. Cependant,
puisqu’il a été introduit une deuxiéme contrainte dans le Hamiltonien du modele, nous avons
remarqué qu’il est plus commode de ramener le probleme & la résolution d’une équation non
linéaire sur une seule variable Y. D’habitude, & partir des équations SCQRPA (5.22) on détermine
les amplitudes RPA, XY et & partir des équations du champ moyen généralisé (5.26) on obtient
les amplitudes u,v. Les deux contraintes, quant & elles sont déterminées & partir des équations
lides & la conservation du nombre de particules. Par conséquent, puisque la contrainte u; s’identifie
au potentiel chimique, elle doit étre donc obtenue a partir de I’équation du nombre de particules :

N = (N) = (u?® — v*){N,) + 2002, (5.43)

En principe, de la méme maniere la contrainte ps doit étre déterminée & partir de ’équation du
carré du nombre de particules donnée par :

>

N? = (N?) =(u?— U2)2(Nq2) + 8Qu?v* (1 — < QQ) XY +Y?) +400% (u® + Q?)
+  40%(Qu? —v?) —u?)(IV,). (5.44)

Cependant, dans le cas présent, il s’est avéré plus commode de changer le role des équations
de champ moyen et des équations du nombre de particules. On rappele que les équations SC-
QRPA peuvent étre interprétées comme étant des équations de champ moyen d’un gaz de fluc-
tuations quantiques de paires. Puisque les équations du nombre de particules (5.43) et (5.44) sont
indépendantes des multiplicateurs de Lagrange, elles permettent de déterminer v et ¥ comme
des fonctions du nombre de particules N. Ainsi, & partir de I’équation (5.44) nous obtenons une
équation non linéaire en Y et comme précédemment, & partir de ’équation (5.43) on peut calculer
v2.

Inversement, les deux équations de champ moyen qui sont linéaires en u; et ws, nous per-
mettent immédiatement de déterminer les deux contraintes. Ainsi, & partir de ’équation de champ
moyen (5.26) on peut obtenir l’expression suivante pour la contrainte p; :

T2
1 <N q) B (%ﬂ

pr = (g — 4p2){ (@ — v + (1 —20*)(XY + V2 + - i

)} - %Q ous. (5.45)

Cette expression peut énormément simplifier les équations SCQRPA, c’est pour cela que nous
allons d’abord réécrire les équations SCQRPA sous une forme plus simplifier. Par conséquent, en
tenant compte de la condition de normalisation (5.7) des amplitudes de champ moyen u et v et
remplacant p; par son expression dans les expressions des éléments de la matrices RPA (5.23)
et (5.24) on obtient :

A = 2(g9g- 4u2){(2v2(1 -0} - 1)XY
(Ng)

W)}, (5.46)

1-2@) 4

2 2 2
- v*(1—-v*)(1+2Y*-Q 1_<NT‘1>

B = 2(g- 4p2){(6v2(v2 -1)+1)XY
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1 - B
- *(1-0)(1+2Y*-Q 19<Nq)9 )}. (5.47)
Y

De plus, en tenant compte de la condition de normalisation des états excités RPA, X2 — Y2 =1,
on peut déduire que 1’équation (5.22) est équivalente & :

2AXY + B(X?2+Y?) =0. (5.48)

Ainsi, en utilisant le fait que 'on peut écrire A = (g — 4pu2) Ao et B = (g — 4u2) By, avec :

1 -9 4 o)
4, = {(2&(1 —0?) = 1)XY —0?(1 —v?)(14+2Y? - Q 2 7 Q2 )},
1=
1— o) 4 N9
By = {(6u2(v2 -+ DXY —0*(1-0H)(1+2Y2-Q 2 o 2 )} (5.49)
1 =5
on peut transformer ’équation (5.48) sous la forme suivante :
(9 — 4u2)(240 XY + Bo(X? +Y?)) = 0. (5.50)

Puisqu’on travaille dans la phase superfluide, on a toujours v # 0 et X # Y # 0 ce qui prouve
que (249 XY + By(X? 4+ Y?)) # 0. Par conséquent, on peut déduire ’expression suivante pour la

deuxieme contrainte ps :
g

qui est une valeur indépendante du nombre de particule N. Considérant 1’équation (5.6), on peut
OE
montrer & partir de py = 6N(; que (5.51) donne la valeur exacte de la deuxiéme contrainte.

De plus, en remplacant ps par son expression dans ’équation (5.45) on peut obtenir le résultat
suivante pour le potentiel chimique p; :

= —%(Q +1) (5.52)

qui est aussi la valeur exacte du potentiel chimique. De plus, tenant compte de la relation (5.51), a
partir de (5.46) et (5.47) on montre que A = B = 0 et puisque la valeur propre RPA est donnée par

VA% — B2 celle-ci demeure toujours nulle : w = 0. Cela signifie que dans la méthode SCQRPA?2,
comme dans la méthode QRPA on obtient un mode de Goldstone. En physique nucléaire ce mode
est d’habitude appelé mode spurieux (RS80). Ce résultat est tres important puisqu’il signifie que
la symétrie du nombre de particules est totalement restaurée. En fait, il est bien connu que, la
restauration du bon nombre de particules dans ce modele implique que le modele est soluble
exactement (RS80). En effet, on a déja vu que l'on a obtenu les valeurs exactes pour les deux
contraintes p; and po.

Nous allons maintenant montrer qu’on obtient aussi la valeur exacte de l’énergie de 1’état
fondamental (et donc pour la bande entieére des états fondamontaux). En partant de la valeur
moyenne du Hamiltonien H en représentation des quasi-particules et en utilisant les relations (5.19)
et (5.17), on peut écrire :

Escqrra = (H) 4
= —gQ(Q(1 - 1;2)1)2 + ’1)4) +9Q(2(1 — ,02),02 + %)(Nq> — (1 ’1}2)1)2(](7(12)
= 92((1-v*)? + )Y (1 - <Z¥2q>) +2gQ(1 — v*)* XY (1 — <Z;;q>)

= —gQ?(Q+ (1 - 0)v?) — gV2(Q — (N,)) + 20Q(1 — v*)? (XY +Y?)
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+ {2990 — 2gQ0* + gv* —2g(1 — V*)W* (XY + Yz)}<]\7q)
— g1 =" (NY), (5.53)

Tenant compte de la relation de Casimir (5.32), on peut remplacer Y2 (Q— (Nq)) par 2(Q+1)(Nq) -
(NZ) dans le terme gY?(Q — (N,)) ; on obtient alors :

Bscorra = —5(2+1{(1-20%)(K,) +200%} + %{(1 — 20%)2(N2)
+  (40*(Q1 = 20®) — 14+ v?) = 8(1 = ) (XY + V2))(N,)
+ 801 — vV (XY +Y?) +4Q0%*(1 —v? +Qv2)}. (5.54)
Finalement, utilisons les expressions de N et N2 données par les équations (5.43) et (5.44) on

obtient : g g
Escqrra = —5(Q+1)N + ZNQ (5.55)

ce qui est bien I’énergie fondamentale exacte donnée par 1’équation (5.6). L’énergie d’excitation
dans le référentiel du laboratoire est donnée par ’expression suivante :

W= w2 —v?)(X2+Y? + ug{ (81}2(0(1[" —v?) —u?) — 160’ XY
S )
N,) — e 2
+  4(u? —0?)? Xz-i-Y2+<q>7AQ — 80u%v? L
1 - &y _ ()
#)QQ) (X% + YQ)) - 16XY<<2uQv2 — (u? — v2)2) XYy
1=
X2+Y2 1_@_“\’_;2)
2, 2 _ o ®
+ qu( q 1_(@_‘1) >)}, (5.56)

En résumé, pour un choix donné du nombre de particules N, de la dégénérescence 202 et du
couplage g, nous partons d’une amplitude RPA d’essai Y puis nous calculons (N,) et (N7), v et
enfin nous résolvons ’équation (5.44). Tant que I'équation (5.44) admet une solution, le modele
est toujours exactement soluble. Néanmoins, il est intéressant de noter que le résultat de 1’énergie
d’excitation dans le laboratoire, c’est-a-dire la valeur propre corrigée de la méthode SCQRPA
avec deux contraintes n’est pas exact. Sur la figure (5.8) ol nous représentons la valeur propre
corrigée et non corrigée de la méthode SCQRPA?Z, nous pouvons remarquer ce résultat. Ainsi, nous
pouvons conclure que la méthode SCQRPA avec deux contraintes fournit la solution exacte sauf
pour ’énergie d’excitation dans le laboratoire. En fait, cela n’est pas une surprise, puisqu’on peut
calculer la valeur moyenne sur ’état fondamental du cube de I'opérateur nombre de particules
et nous obtenons une figure similaire aux figures (5.1) et (5.2) dans le cas de la SCQRPA avec
une contrainte. En fait, cela montre que la fonction d’onde RPA n’est pas exacte. Ainsi, nous
pouvons conclure que la méthode SCQRPA avec deux contraintes permet de retrouver, presque,
toutes les observables calculées dans ce modele. Par rapport & la SCQRPA avec une contrainte,
nous avons pu obtenir ’énergie d’excitation intrinseque exacte, I’énergie fondamentale exacte, les
valeurs exactes des deux contraintes et nous avons aussi pu éliminer les fluctuations du nombre
de particules. Seul 1’état fondamental RPA n’est pas exact et ainsi nécessite encore des études.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons réalisé une extension de la méthode SCQRPA permettant
d’éliminer completement les fluctuations du nombre de particules. En fait, grace a la souplesse
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FiG. 5.8 — Energies d’excitations SCQRPA? en fonction du remplissage de la couche et pour une
constante de couplage g = 1.0.

de notre méthode, nous avons pu introduire une deuxiéme contrainte permettant de fixer la valeur
moyenne dans 1’état fondamental RPA du carré de 'opérateur nombre total de particules & sa
valeur exacte. Nous avons appliqué cette extension de la méthode SCQRPA dans le cas du modele
de la séniorité et nous avons obtenus de tres bons résultats. Nous signalons que ce modele peut étre
vu comme un cas particulier du modele d’appariement & deux niveaux. En ce qui concerne 1’énergie
du fondamental et en comparaison avec la méthode BCS, nous avons remarqué que la SCQRPA
avec une seule contrainte fournit de tres bons résultats. De plus, dans le cas symétrique ou la
couche est semi-remplie, la méthode SCQRPA, contrairement & la méthode BCS, devient exacte.
Toujours avec une seule contrainte, nous avons remarqué que la valeur propre de basse énergie
non corrigée de la méthode SCQRPA représente une énergie d’excitation du systéme intrinseque,
alors que, celle corrigée correspond & 1’énergie d’excitation dans le laboratoire. Elle représente les
différences entre les niveaux rotationnels successives dans I’espace de jauge. Bien que, la méthode
SCQRPA avec une seule contrainte ait donné des trés bons résultats, I'introduction de la deuxieéme
contrainte a encore amélioré ces résultats. En fait, en introduisant la deuxiéme contrainte nous
avons obtenu ’énergie fondamentale exacte et le potentiel chimique exact.

De plus, nous avons obtenu pour la valeur propre de la SCQRPA la valeur nulle, c’est-a-dire
un mode de Goldstone parfait. Ceci n’est cependant pas une surprise parce que 1’énergie exacte
du fondamental étant un polynéme d’ordre deux en N, il est clair qu’en imposant (N 2y = N2 on
vas reproduire le résultat exact.
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Troisieme partie

Modele de Da-Providencia et
Schutte
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Introduction

Dans cette partie nous envisageons d’appliquer la méthode SCRPA & un modeéle schématique
de la théorie des champs. Ce modele décrit d’une maniere simple le couplage des fermions a un
champ de boson scalaire. Le terme de couplage dans le Hamiltonien de ce modele est choisi de telle
fagon qu’une transition & une phase de symétrie brisée, de type Nambu-Goldstone, soit possible;
cela nous permet ainsi d’étudier la condensation des bosons. Ce modeéle qui porte le nom de
modele de Da-Providencia et Schiitte (SD77) est exactement soluble. Il a déja servi pour tester
les approximations introduites dans les problémes & N corps, comme, par exemple, les méthodes
RPA standard, HF et BCS. Par conséquent, il constitue un bon candidat pour tester la méthode
SCRPA. La premiere application de la méthode SCRPA & ce modele été réalisée par Bertrand et
al. (BSC*01). IIs ont obtenu de bons résultats concernant, presque, toutes les propriétés physiques
du modele. Cependant, & cause de la brisure artificielle de symétrie dans ce modele, il y avait un
probléme concernant le mode spurieux. Ce probléme est lié au fait que dans la méthode SCRPA
nous obtenons une valeur propre qui ne correspond pas & une énergie d’excitation du systéme,
contrairement & la méthode RPA standard qui donne un mode de Goldstone. En réalité, nous
devons obtenir une énergie d’excitation du systeme parce que le systéme est fini et parce que,
en fait, la symétrie est artificiellement brisée. Dans la méthode RPA standard nous obtenons, au
contraire, un mode de Goldstone puisqu’elle simule le cas d’un systeéme infini. Dans cette partie
nous envisageons d’étudier ce probleme en détail.
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Chapitre 1

Présentation du modéele

Le modele est composé de deux niveaux notés 0 pour le niveau inférieur et 1 pour le niveau
supérieur. Chaque niveau est dégénéré k fois, ou k = 1,...,N. Les opérateurs de création et
d’annihilation appartenant au niveau supérieur sont notés respectivement al{ r €t a1 ; ceux du
niveau inférieur ag & et aox. Ce modele constitue une extension du modele de Lipkin & deux niveaux
pour inclure un couplage & un champ bosonique représenté par les opérateurs b' et b, ayant pour
force de couplage a. Le Hamiltonien du modeéle est donné par :

H=n+ablb+ Gl +77b) (1.1)

ol G représente la force d’interaction fermion-boson; 7+ et 7~ (avec 7°) sont les opérateurs de
quasi-spin du modele de Lipkin. Ils sont exprimés en fonction des opérateurs fermioniques des
deux couches de la maniére suivante :

+ E: T - _E: I
T = aliaOi, T = aOiali
% %
1

0 = 5(ﬁ—n) (1.2)

n= Za&am, n = ZaLau (1.3)
i i

sont respectivement les opérateurs nombre de trous et nombre de particules du systeme. Ainsi, le
nombre total de particules est représenté par I'opérateur N donné par :

A~

N =n+n. (1.4)
Puisque les opérateurs 71, 7~ et 70 obéissent aux relations de commutation suivantes :
[rF,77]1 =270 et [1°7%F] = +7%, (1.5)

ils constituent alors une algebre SU(2). Le Hamiltonien (1.1) constitue un modele schématique
de la théorie des champs car il décrit le couplage des fermions & un champ de boson scalaire. Le
terme de couplage (71b! 4+ 77b) est choisi de telle maniére que la transition & la phase de symétrie
brisée, de type Nambu-Goldstone, soit possible. Pour étudier les transitions de phase qui peuvent
se produire dans ce systeme, on introduit ’opérateur de symétrie P défini par :

P=bb—-n (1.6)

qui représente la différence entre le nombre de bosons et le nombre de fermions du niveau supérieur.
Grace au fait que le modele satisfait une algebre SU(2), il est facile de trouver une base ortho-
normée dans laquelle la diagonalisation du Hamiltonien (1.1) est exacte. Cette base qui sous-tend
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I’espace de Hilbert du modeéle est donnée par :
Kl =7"b1'|¢), O0<KKk<N, 120 (1.7)

ou |¢) est I’état non perturbé dans lequel tous les fermions se trouvent dans le niveau inférieur;
cet état est un déterminant de Slater donné par :

N
1#) = [[ abil-), (1.8)
i=1
et Paction des opérateurs de quasi-spin sur cet état est donnée par :

_ N
1) =0, 7°l6) = =5 19). (1.9)
Dans cette base 'opérateur de symétrie P est diagonal et il agit de la manieére suivante :
Plkly = (I — k)|kl). (1.10)

La solubilité du modele est une conséquence du fait que le Hamiltonien H commute avec ’opérateur
de symétrie P de sorte que H est globalement invariant dans les sous-espaces propres de P :

= J k=0,...,N;  pour L>0
UL_{|k7k+L)}i{ k:—L,”"N; pour _N<L<0‘ (1_11)

UL est un espace propre de P avec Py = L, pour ¢ € Ur. Ainsi, dans une base orthonormalisée
I64) = |k, k + L)

V/{k,k+ L|k,k + L)
donnés par :

de Up, les éléments de matrice non nuls du Hamiltonien H sont

(ox|H|dr) = k+a(k+L),
(Br+1|H|Pr) (¢k|H|pry1) = G/ (k+1)(N — k) (k+ L +1). (1.12)

Le probleme aux valeurs propres de H se réduit donc & la diagonalisation d’une matrice de dimen-
sion N + 1 pour L > 0 et de dimension N + L + 1 pour L < 0.

1.1 Structure de la solution exacte de H

Comme conséquence de Pexistence de opérateur de symétrie P, le spectre en énergie du
Hamiltonien H peut étre groupé en bandes comme les bandes rotationnelles du noyau. Nous
représentons sur la figure (1.1) quelques unes des ces bandes : en particulier, celles qui donnent les
énergies les plus basses pour chaque valeur propre de P et ceci pour des constantes de couplage

réduite fixées :
r=Gy N (1.13)
Q

L’énergie fondamentale absolue d’une bande est 1’énergie la plus basse de toutes les énergies
fondamentales de la bande. La structure en bande permet d’identifier les différentes phases du
systeme qui dépendent directement de la symétrie. Par conséquent, si elle est spontanément brisée,
le systéme se trouve en zone dite déformée, sinon il est en zone dite sphérique.

En analysant la figure (1.1), on remarque que pour z < 1 (c’est-a-dire les faibles valeurs de G
ou de N et en gardant « constant), I’état fondamental absolu d’une bande correspond & la valeur
L = 0 qui est la valeur propre de 'opérateur de symétrie P pour ’état fondamental non perturbé :
c’est la région sphérique. A contrario, pour z > 1 ’état fondamental absolu ne correspond plus &
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Fi1G. 1.1 — Bandes du spectre de I’énergie fondamentale avec @ = 3 et N = 30. Chaque bande
correspond a un z différent.

la valeur L = 0 mais & des valeurs entieres de L qui ne sont pas nulles. Le systeme est alors dans
sa phase déformée. La nature de cette phase est différente suivant le signe de L. Pour L > 0 il y
a une condensation de bosons et I’état fondamental absolu est “dominé” par bt |¢) et pour L < 0
il y a une condensation de fermions (particule-trou) et dans ce cas ’état fondamental absolu est

“dominé” par 7" |@).
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Chapitre 2

RPA Self-consistante

2.1 Zone déformée

La zone déformée est la région ou la symétrie P est brisée; elle est caractérisée par des va-
leurs de la constante de couplage réduite x > 1. En réalité, puisque le systéme est un systeéme
fini, la symétrie P n’est pas spontanément brisée; elle est plutot artificiellement brisée de facon
spontanée et pour comprendre les propriétés physiques du systéme, sa restauration est fonda-
mentale. Rappelons d’abord que dans la référence (BSCT01), Bertrand et al. ont déja appliqué
la méthode SCRPA & ce modele dans ses deux phases sphérique et déformée. Ils ont utilisé un
opérateur d’excitation RPA linéaire en boson. La méthode SCRPA donne de bons résultats par
rapport & la RPA standard pour ’énergie du fondamental et aussi pour les énergies d’excitation
dans les deux phases du modele, et méme & la transition de phase, ot la RPA standard diverge.
1l subsiste cependant un probléme concernant le mode spurieux qui doit étre encore approfondi.
Il est bien connu que dans la méthode SCRPA, le mode spurieux est lié étroitement & ’opérateur
d’excitation RPA. De plus son apparition (mode & énergie nulle) représente une signature de la
restauration totale de la symétrie et par conséquent le théoreme de Goldstone est satisfait. Dans
la méthode SCRPA, ce probleme du mode spurieux est résolu dans le cas du modele de Lipkin &
3-niveaux, ou la symétrie de rotation est spontanément brisée. Ceci est expliqué dans ’article de
Delion et al. (DDS). Dans ce cas particulier, la résolution du probléeme du mode spurieux est liée
au fait que opérateur d’excitation RPA utilisé dans le calcul SCRPA tient compte de la symétrie
de rotation. Ces auteurs ont alors obtenu un mode mou (mode de Goldstone) et la symétrie est
totalement restaurée. Or, dans le modele de Da-Providencia et Schiitte, I’opérateur d’excitation
RPA choisie par Bertrand et al. (BSCT01) ne tient compte que des termes linéaires en bosons alors
que Popérateur de symétrie P est quadratique en boson B B. On pourrait donc penser inclure les
termes de type BB dans ’opérateur RPA pour résoudre le probleme. Mais ceci n’est pas envi-
sageable car BB est hermitique. Il nous reste ainsi une seule possibilité : procéder comme pour
I'opérateur d’excitation RPA de ’oscillateur anharmonique et inclure les termes de type Bt B et
BB. C’est cette idée que nous allons tester dans ce chapitre.

2.1.1 Fermions

Dans la zone déformée il est pertinent de faire la transformation des opérateurs fermioniques
suivante :

’Yirk = aJ{k, Yik = Qik,
T 1
Yok

Aok, Yok = Qo (21)
Apres cette transformation, les opérateurs de quasi-spin sont donnés par :
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™ = ZVIk'nga T = ZVOk’Ylk
k k
1 N
™ = 3 Z(’Yirk%k + vf,km) DY (2.2)
k

ils obéissent bien stir toujours aux regles de commutation du moment cinétique. Nous effectuons une
transformation de Bogoliubov sur les opérateurs de particules qui projette tout le probléme dans
I’espace des quasi-particules. Ce choix est justifié puisque la base dite déformée de Bogoliubov
diagonalise une partie du Hamiltonien. A I'aide de la transformation de Bogoliubov, on peut
exprimer les opérateurs quasi-particules comme suit :

Qo = UYok "'U’YLc
al, = uyl, — vk (2.3)

avec u? + v2 = 1. Nous travaillerons donc désormais dans cette nouvelle base ol nous définissons
les nouveaux quasi-spins :

— Tt
T = Z Q0
k
T = Z Qok Q1
k
1 N
TO = 5 Z(a{kalk + az;ka()k) — E (24)
k
Par suite, on obtient I’expression des quasi-spins originaux :
= =TT + T — 2uwT°,
= = UT™ — v Tt — 2uT?,
™ = w@+T7)+ (u? —v*)T° (2.5)
et les opérateurs nombre de particules et nombre de trous :
_ + - 2 2\m0 N
= wTT+T7)+ W —v)T t5
N
n = —w(TT+T7)—u?-v)T°+ TR (2.6)
Ces opérateurs vérifient les mémes regles de commutation que les quasi-spins originaux :
[T+, T7]=2T° [T° 7% =+T1° (2.7)

2.1.2 Bosons

En ce qui concerne les opérateurs bosoniques, la procédure standard pour mettre en évidence la
transition de phase (condensation des bosons) dans ce modele consiste & introduire un condensat
o. Les opérateurs bosoniques sont alors donnés par :

b— B+o, (2.8)
et on a bien sfir toujours la régle de commutation des bosons :

[B,Bf] =1 (2.9)
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2.1.3 Opérateur de symétrie

L’opérateur de symétrie P dans la base déformée est donné par :

P:P0—|-Pf+PB (210)
ou
s N
R = 02—77
Py = —w(Tt+T7) - (u®—v*)T°,
P = B'B+o(B'+B). (2.11)

Egalement, nous pouvons exprimer le carré de I'opérateur de symétrie P dans la base déformée :

P? = P} + P} + Pj + 2Py Pf + 2Py P + 2P; Pg, (2.12)
avec
2
PO2 = o*—o?N+ NT
P? = (u? =0T 42X (THTH + T-T~ +2T+T~ - 27°)
+ 2uv(® — o) (TTT° + T°T7) + wv(u? —0*)(TT +T7)
P, = B'B'BB+20(B'B'B+ B'BB) +¢*(B'B' + BB)
+ (20 +1)B'B +o(B! + B) + o*
N
2P P; = —2(0%— E)(uv(TJr +T7) + (u? = v*)T°)
N
2PPg = 2(o% - 5)(3*3 +o(B' + B))
2P;Pg = —2wv(Tt+T")+ (u? —v*)T°)B'B - 20(u? — v*)(B' + B)T°

- 20uw(T*B' +T*B+T B'+T B).

Par conséquent, nous pouvons facilement calculer la variance défini par :

(AP)? = (P?) — (P’ (2.13)
ol,
(P) = o= —(— )" + (B'B)
(P = o*+0*(1—-N)+ NTz + (u? — )T + W2 ((TTTH) + (T~ T7) + 2THT™) — 2(T°))
— 2(0® - g)(u‘" —0*)(T°) + (B'B'BB) + o*((B'B!) + (BB)) + (40® — N + 1){B'B)

— 2(u® — v (T°B'B) — 20uv((T* BYY + (T B) + (T~ B') + (T~ B)).

2.1.4 Hamiltonien

Dans la région déformée ou la symétrie P est spontanément brisée, comme nous ’avons déja
expliqué précédemment, on introduit une contrainte qui fixe la valeur moyenne de cette symétrie
a sa valeur exacte. Ainsi, dans la base déformée le Hamiltonien avec contrainte du modele s’écrit :

H =H - uP=E + H + HE + Hiy (2.14)

avec :

)

N s N
EfF = ao’ +2NGuvo — E(u2 — %) — pu(o? — )
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N N
H = 5 (uv + 0G(u® = ) (TT +T7) + (v — v? — 4Guwo)(T° + 5)
+ puv(Tt +T7) + T(w? —v?))
HE = aB'B+ (a0 — 2uwGT°)(B' + B) — w(B'B + o(B' + B))
Hiny = G((U2T+ —0®T7)B" + (T~ - v2T+)B>. (2.15)

De plus, dans cette région, I’énergie de I’état fondamental est donnée par :

E = (H) = (H') + u(P). (2.16)

2.1.5 Opérateur d’excitation RPA

Nous rappelons que la méthode SCRPA a été déja appliquée dans ce modele par Bertrand et
al. (BSC*01). L’opérateur d’excitation RPA a été construit & partir des opérateurs d’excitations
tt, t~ et BY, B comme suit :

Qt =X, t" -Vt~ +\B —u,B, v=12 (2.17)

ot les opérateurs t* sont donnés par :

+

+ _ T )
/=2(T)
Avec ce choix d’opérateur d’excitation Bertrand et al. (BSCT01) ont trouvé de trés bons résultats
pour I’énergie du fondamental, le potentiel chimique, et I'un des deux modes d’excitation RPA, &
savoir le mode du premier état excité 25. Il subsiste cependant le probléeme du mode spurieux qui
montre que la symétrie P n’est pas parfaitement restaurée dans cette phase. Cela prouve que ce
choix d’opérateur n’est pas assez riche, comme nous ’avons discuté dans le chapitre sur le choix
de lopérateur d’excitation dans la méthode SCRPA. 1l est intéressant de choisir un opérateur
d’excitation ayant la méme symétrie que 'opérateur de symétrie lui méme. Puisqu’on ne peut
pas inclure les termes diagonaux de type BB (voir ci-dessus), on doit par conséquent inclure des

termes quadratiques en B de type BBt et BB. Dans ce cas 'opérateur d’excitation RPA s’écrit
sous la forme :

(2.18)

Qt =Xt -Vt~ +\B —u,B+UBIB -V, 88, v=1,2,3. (2.19)

avec,

N T+ BiBt
th=——___ et pigt= .
—2(T0) V2 + 2(BTB))

Les valeurs moyennes (T°) et (B'B) sont évaluées dans le vide RPA défini par :

Q,|RPA) = 0. (2.21)

(2.20)

Dans ce cas, les relations d’orthonormalisation et de fermeture sont données par :

Relations d’orthonormalisation

X244+ U2 -V -2 -Vi=1,v=1,23
X1Xo + M2 + UiUs —Y1Ys — pype — ViVa = 0,
X1X3+ A3 + UhUs —Y1Y3 — pps — V1V =0,
Xo X3+ A3 + UaUs — YoY3 — popz — V2V = 0,
XoV1 = X1Yo + Xopn — Az + UaVi = Ui V2 =0,
X3Y1 — X1¥3 + Azpn — Arps + UV = UiV =0,
X3Ys — Xo¥3 + Azpa — Aoz + UsVa — UaV3 =0, (2.22)
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Relations de fermeture
SNoXZ-vi=1, Y MN-pd=1, Y UZ-V?=1 v=123
DANX, =Y =0, Y XU, -Y,V, =0, > Uppy—V,A =0

ZXV/J'II - YI/AI/ = 07 Z/\VUI/ - ,UVVV = 07 ZXI/VI/ -Y,U, =0. (223)

Comme nous l'avons déja expliqué, 'inversion de I’opérateur d’excitation est immédiate ; on obtient
alors :

t Xi Xo X5 7 Y, YV @1
B At A2 A3 o pe ps Q2
B | _|Uw U U3 Vi Vo V3 Q3 9.94
=Tl v B X X X ! (2:24)
Bt M pe M3 AL A2 A3 !
pist i Vo V3 Up Us Us f

2.1.6 Matrice RPA

Suivant la méthode expliquée dans la deuxiéme partie et par analogie avec le cas du modele
de pairing & deux niveaux, a partir de ’équation séculaire suivante :

(16Q,[H', QL) = 2.([9Q, QL)) (2.25)

on peut obtenir les équations SCRPA sous forme matricielle comme suit :

(2.26)

SEF RS
1]
2
N

ST REFX

ou les éléments de matrice RPA sont donnés par :

Arr = (14 p)(u? —v?) — 4Guvo + Gi'_Zm(—U2<fBT> +u*(t” B))

(T°)
Ay = Ay =-G/-2(T0*
4Guv

Ajz = Agq=-— t~ BT

b3 - 2(1 + 2(B1B)) B
Arp = (@ — )
Arz = A3p=0

_ V26T 2/,
A3,3 = 2((1 - ,LL) + QGW(—U <t B) +u (t B))
—2(T0y B B
By = Gw(uzﬁ BY) —v*(t”B))
BLQ = BZ,I = G\/ —2(T0)U2
B3 = Bz;=-— AGuy (t”B)
2(1 + 2(BtB))

By, = 0
Bys = B3p=0

Bss = 0 (2.27)
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2.1.7 Minimisation d’énergie

Suivant la méme démarche que dans le cas du modele & deux niveaux, les parametres de
la transformation de Bogoliubov u et v ainsi que le condensat o sont obtenus & partir de la
minimisation de la valeur moyenne du Hamiltonien contraint H' dans ’état fondamental RPA.
On peut donc écrire :

O(H' O(H'Y dv
W) QN 00 g,y = o, (2.28)
ou ov Ou

O(H'")

oo

= ([H', BY]) =0, (2.29)

ol,

(H')

(1+ u)(g + (u? = ®)(T%) + (a — p)(0? + (B'B)) — 4uvGo(T°)
+ 2Gv/-2(T%(u*(t* Bt) — v?(t~ BY)). (2.30)

Par conséquent, & partir de 1’équation (2.28) on obtient 1’équation du champ moyen généralisé
suivante :

26uv + A(v? —u?) =0, (2.31)
ou le gap A ainsi que I’énergie 4 une particule renormalisée £ sont donnés par :

_Jr— Iy

A =4G(T%0, ¢ 5 (2.32)
avec,
I = 2@+ n@) + GV BY + (¢ B))
Jp = -2 ((1 + u){(T°) + G/—2(T°) ((t~ BY) + (t+B))> : (2.33)

Les amplitudes de champ moyen u et v sont données par :

1 & >
2
u =14+ ———
2 ( /52 + A2
1 £
2
vt =-(1—- ———|. 2.34
2 ( VE + A2> (234
De la méme maniere, & partir de 1’équation (2.29) on obtient le condensat o :

0
> 2Guv(TY)

P (2.35)

En utilisant, la méthode de calcul des nombres d’occupation des quasi-particules présentée dans
la partie consacrée au modele d’appariement & deux niveaux, on peut déduire une expression pour
70 :
N 1 1
T = —— + —_T+T~ +

7t 2.36
2 TN NN —1) + (2:36)

Tenant compte de (2.24) et de (2.21) et sans connaitre ’état fondamental RPA explicitement,
on peut calculer toutes les valeurs moyennes et ainsi fermer le systéme d’équations non-linéaires
SCRPA. Par conséquent, il ne reste qu’a résoudre ce systeme d’équations.
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2.2 Zone sphérique

Dans cette région, qui est caractérisée par une constante de couplage x < 1, la symétrie n’est
pas brisée. Il est donc inutile de faire une transformation de Bogoliubov et nous travaillons alors
dans la base sphérique (base de particules) ; dans ce cas on peut écrire :

=1, »®=0= { Aok = ok (2.37)
Qi = Nk

Puisqu’il n’y aura pas de brisure de symétrie (condensation des bosons), les bosons ne subissent
plus de “shift”, il n’y aura plus de chapeau mexicain, le condensat disparait alors et on peut écrire
pour les bosons :

B =1. (2.38)
Dans cette phase et avec cette définition, le Hamiltonien du modele devient :
N
H= + 7% + abtb + G(rTbt +77b) (2.39)

2.2.1 RPA Self-Consistante

Nous rappelons que I’état fondamental RPA est défini par la relation suivante :

Q! |RPA) =0, (2.40)
et que, dans la méthode SCRPA, les états excités |v) sont définis par :
lv) = QT |RPA). (2.41)
Dans cette région 'opérateur d’excitation RPA est donné par :
QY = X, tt — vt~ + A0 — b+ UBIBT -V, 88, v=1,2,3 (2.42)
avec :
tt = T et BT = L. (2.43)
—2(79) 2(1 + 2(btb))

ce qui prouve que ([Qy, Q:r,,]) = d,,. Procédant de la méme fagon que dans la région déformée,
I’opérateur d’excitation RPA est alors inversé. De plus, en utilisant le définition du vide RPA on
peut calculer tous les double-commutateurs et ainsi obtenir les éléments de la matrice RPA :

/2070 /—2(:0
Al,l =1+G (7'20() )<t_B> Bl,l =G (7'20<) >(t_BT)

Arp=451=0 ; Bia=DBy1=G\/—2(10)
Aj3=45,=0 ; Bi3=DBs3; =0
Azp=a ; Baa=0 (2.44)
Ay 3=A3,=0 ; By3=DB3»=0
/—2(70
A3,3 =2a+ 2G#B<1‘B))<t73> ; 33,3 =0.

En utilisant 'inversion de 'opérateur d’excitation RPA et encore une fois la définition du vide RPA,

on peut facilement calculer les valeurs moyennes en fonction des amplitudes RPA. La densité a un

corps 70 est obtenue en utilisant ’équivalent du développement (2.36) dans la région sphérique :
N 1 1 +2 2

0—__ J— e
T = 2+NT T +N2(N—1)T T 4. (2.45)

Par conséquent, on peut facilement exprimer (7°) en fonction des amplitude RPA. De la méme
maniere ’énergie du fondamental dans la méthode SCRPA est aussi donnée en fonction des am-
plitudes RPA par :

E= g + (%) + (b b) + G/=2(r%) (<t+b*> + <tb>) - (2.46)
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Chapitre 3

Résultats et discussion

Nous arrivons maintenant & Panalyse des résultats obtenus avec la méthode SCRPA. Nous
présentons d’abord les résultats du calcul exact, ensuite nous effectuons la comparaison de nos
résultats avec ceux déja obtenus par Bertrand et al. en utilisant le méme formalisme, mais en ne
tenant compte que des termes linéaires en bosons dans ’opérateur d’excitation RPA. Evidemment,
on compare aussi nos résultats avec ceux de la méthode RPA standard (Ber98). Nous commengons
d’abord par la présentation des résultats du calcul exact et ensuite nous détaillons la discussion
des résultats de la méthode SCRPA.

3.1 Résultats exacts

Les résultats exacts sont obtenus en diagonalisant le Hamiltonien du modele. Comme cela a
été déja signalé, le modele présente une structure en bande similaire aux bandes rotationnelles du
noyau. Sur la figure (3.1) on montre quelques bandes de ’énergie fondamentale de ce modele en

fonction de l'interaction réduite :
=G E,
Q

pour une constante de couplage bosonique a = 3 et pour un nombre de particules N = 30. En
examinant attentivement les deux figures, on remarque que, suivant les valeurs des parametres
a, G et N (c’est-d-dire de z), le systéme présente un changement de phase. On constate tout
d’abord que pour z < 1 (faibles valeurs de G ou de N en gardant « fixe), le systéme demeure
toujours dans une phase dite phase sphérique, puisque 1’énergie fondamentale absolue correspond
a la valeur propre de l'opérateur de symétrie P pour ’état fondamental non perturbé : L = 0.
Cependant, pour (z > 1) (grandes valeurs de G ou de N), le systeme change de phase et ’énergie
fondamentale absolue n’est plus celle correspondant & L = 0 mais correspond & une valeur de L
non nulle et suivant le signe de L, on peut définir la nature du condensat qui se forme. Par exemple,
pour L > 0 il y a une condensation de bosons alors que pour L < 0 il y aura une condensation de
particule-trous. Nous avons vu en effet que ’espace de Hilbert est défini par les vecteurs :

k) = 7+ b |¢). (3.1)

Par suite si L > 0, I’état fondamental est “dominé” par la partie bosonique bt |¢), contrairement
au cas ou L < 0 qui correspond & une “domination” de la condensation de paires de fermions
" |¢) (particule-trou). Rappelons que 1’énergie fondamentale absolue qui correspond & ’état le
plus stable du modele, est la plus petite énergie de toutes ces énergies fondamentales.

Dans le tableau 3.1 on donne I’énergie fondamentale absolue pour une bande E, la valeur
propre de 'opérateur de symétrie P correspondante notée L, les plus basses énergies d’excitation
AEy, =EY, , —E), AE,, = E?_ ., — E? et I’énergie du premier niveau excité AE, = E} — EY,
pour différentes valeurs de la constante de couplage réduite x couvrant les deux régions du modele.

129
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Fi1G. 3.1 — Spectre de bande de 1’énergie fondamentale pour o = 3, N = 30 comme fonction de

I'interaction z = G4/ %

Si AE1; correspond & la différence d’énergie entre le niveau fondamental absolu de symétrie L et
les premiers états excités de symétrie L + 1, AE 5 concerne les états excités de symétrie L + 2.

3.2 Discussion et résultats en SCRPA

Tout d’abord, nous rappelons que le modele de Da-providencia et Schiitte mélange les fermions
et les bosons. Par conséquent, son traitement dans les approximations de type champ moyen s’avere
un peu différent que les modeles & fermions ou & bosons. Il est bien connu que ’application de
la méthode SCRPA & des modeles ne mélangeant pas les fermions et les bosons donne de tres
bons résultats. Ainsi, nous espérons que son application & ce modele nous donne aussi de trés
bons résultats (DS91; DS96; SDR97; KPD+98; DHS00; DDS*00; HMDS02; RBCS02). Dans cet
paragraphe nous allons présenter les résultats de I’application de la méthode SCRPA & ce modele.
En fait, ce travail est une extension, comme cela a été déja signalé au début de cette partie, d’un
travail effectué par Bertrand et al.. Les résultats déja obtenus dans la référence (BSCT01) vont
étre notés “SCRPA(4)”, tandis que les notres seront notés “SCRPA(6)”. Les arguments 4 et 6 ne
sont pas choisis par hasard; ils indiquent les dimensions des matrices RPA dans chaque cas. Nous
signalons aussi que dans la SCRPA(4) les nombres d’occupation sont calculés au premier ordre
en TTT~ du développement (2.36) alors que ceux de la SCRPA(6) sont poussés au second ordre.
Avant de commencer la discussion nous rappelons brieévement ’essentiel des résultats obtenus lors
de I’application de la méthode SCRPA(4). En comparaison avec la méthode RPA standard et les
résultats exacts, la méthode SCRPA(4) a donnée de bons résultats concernant 1’énergie fondamen-
tale dans les deux zones sphérique et déformée et également pour les énergies d’excitation obtenues
al’aide des différences d’énergies calculées séparément. Implicitement, cela indique qu’elle a donnée
de bons résultats pour le potentiel chimique. Le seul probléme qui subsiste est celui de 1’identifi-
cation des valeurs propres SCRPA & des énergies d’excitation du systéme. Dans les deux régions
du modele, une valeur propre, celle de haute énergie notée (25, a été identifiée alors que ’autre de
faible énergie 21, qui est liée intimement & la brisure de la symétrie P dans la zone déformée, a
été identifiée seulement dans la région sphérique. Au niveau des approximations de champ moyen,
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-0.729369 | 2.2865 | 0.3461 | 4.587 | 0.7614 | 2.7197

| T | L | E% | AE+1 | AE,1 | AE+2 | AE,Q | AEL |

0.0 | 0 | 0.000000 | 3.0000 | 1.0000 | 6.000 | 2.0000 | 4.0000
0.1 | 0 | -0.007513 | 2.9925 | 0.9930 | 5.985 | 1.9865 | 3.9860
0.2 | 0 |-0.030213 | 2.9698 | 0.9718 | 5.940 | 1.9457 | 3.9437
0.3 | 0 | -0.068597 | 2.9315 | 0.9361 | 5.863 | 1.8769 | 3.8724
0.4 ] 0 | -0.123554 | 2.8767 | 0.8852 | 5.754 | 1.7791 | 3.7709
0.5 ] 0 | -0.196474 | 2.8043 | 0.8180 | 5.609 | 1.6503 | 3.6374
0.6 | 0 | -0.289435 | 2.7123 | 0.7330 | 5.426 | 1.4881 | 3.4693
0.7 | 0 | -0.405551 | 2.5982 | 0.6282 | 5.200 | 1.2891 | 3.2632
0.8 | 0 | -0.549608 | 2.4581 | 0.5006 | 4.923 | 1.0487 | 3.0149

0

0

1.0 -0.958498 | 2.0755 | 0.1599 | 4.180 | 0.4212 | 2.3742
1.1 | -1 | -1.326407 | 0.0624 | 0.0885 | 1.877 | 0.3016 | 2.3027
1.2 | -2 | -2.111704 | 0.0914 | 0.0755 | 0.404 | 0.2893 | 2.3794
1.3 | -3 | -3.255938 | 0.0435 | 0.1220 | 0.291 | 0.3855 | 2.5900
1.4 | -3 | -4.714530 | 0.1230 | 0.0581 | 0.463 | 0.2728 | 2.6285
1.5 | -3 | -6.425457 | 0.1537 | 0.0288 | 0.512 | 0.2208 | 2.7706
1.6 | -3 | -8.380373 | 0.1424 | 0.0326 | 0.469 | 0.2279 | 2.9979
1.7 | -3 | -10.55536 | 0.1022 | 0.0627 | 0.372 | 0.2838 | 3.2816
1.8 | -3 | -12.92089 | 0.0436 | 0.1118 | 0.241 | 0.3767 | 3.5971
1.9 | -2 | -15.47508 | 0.1174 | 0.0267 | 0.372 | 0.2010 | 3.8694
2.0 | -2 | -18.21745 | 0.0324 | 0.1047 | 0.195 | 0.3508 | 4.2299
21| -1|-21.13705 | 0.0693 | 0.0560 | 0.256 | 0.2439 | 4.6032
2.2 | 0 | -24.21900 | 0.0891 | 0.0251 | 0.285 | 0.1719 | 5.0229
23| 1 |-27.46823 | 0.0965 | 0.0082 | 0.290 | 0.1286 | 5.4712
24| 2 | -30.88530 | 0.0947 | 0.0020 | 0.279 | 0.1076 | 5.9383
25| 3 | -34.46832 | 0.0861 | 0.0037 | 0.256 | 0.1038 | 6.4189
26| 4 | -38.21421 | 0.0726 | 0.0116 | 0.224 | 0.1133 | 6.9103
2.7 5 | -42.11926 | 0.0552 | 0.0241 | 0.185 | 0.1329 | 7.4109
2.8 | 6 | -46.17964 | 0.0349 | 0.0402 | 0.140 | 0.1604 | 7.9198
29| 7 | -50.39150 | 0.0124 | 0.0591 | 0.092 | 0.1941 | 8.4366
9

-54.76296 | 0.0526 | 0.0118 | 0.166 | 0.0919 | 9.1234

TAB. 3.1 - Energies fondamentales absolues exactes, EY , pour différentes valeurs de la constante de
couplage réduite, x. Pour chaque valeur de x, on donne aussi, les plus basses énergies d’excitation
avec L=L+1, AEy; = E),, —E%, et L=L+2, AE, = EY , — EY, et le premier niveau
excité AE;, = E} — EY.

puisque ce modele est considéré comme un systeéme fini, la symétrie est artificiellement brisée (elle
n’est pas réellement brisée) et on ne doit pas obtenir un mode de Goldstone, comme dans la RPA.
Dans la méthode SCRPA, lorsqu’on restaure cette symétrie, cette valeur propre doit s’identifier
avec une énergie parmi les énergies d’excitation du systéme (voir chapitre brisure et restauration
de symétrie). Cependant, le probleme, dans ce modele, s’avere un peu délicat puisque la symétrie
a restaurer est une symétrie liée au nombre de particules qui posséde des termes hermitiques. Nous
avons pourtant essayé d’incorporer des termes quadratiques en bosons dans I'opérateur d’excita-
tion RPA, dans le but d’utiliser un opérateur ayant la méme symétrie que 'opérateur de symétrie
P, qui est quadratique en opérateurs de bosons ; cela constitue la méthode SCRPA(6). Dans tout
ce qui suit, on travaille dans la configuration ayant une constante de couplage bosonique a = 3 et
un nombre de particules N = 30. Nous allons commencer par présenter les résultats concernant
Pénergie fondamentale, puis étudier I'identification des valeurs propres SCRPA(6) et enfin nous
allons évoquer et discuter 1'idée de la correction des valeurs propres dans la méthode SCRPA.
En ce qui concerne I’énergie du fondamental, le méme scénario que celui du modele a deux
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niveaux se répete. La méthode SCRPA améliore la prise en compte des corrélations dans ’état fon-
damental par rapport & la méthode RPA, “sans briser” le principe variationnel. Sur les figures (3.2)
et (3.3) nous représentons les énergies de ’état fondamental dans les deux régions, sphérique et
déformée, du modele. En outre, pour en savoir plus sur ce qui se passe au voisinage du point de
transition, nous représentons dans la figure (3.4) un agrandissement de la courbe de ’énergie fon-
damentale localisé autour de z = 1. Nous remarquons sur ces figures que la méthode RPA brise le
principe variationnel, en dépit du fait qu’elle donne des résultats plus proches des résultats exacts
que la méthode SCRPA. De plus, au voisinage de la transition de phase, qui se produit & z = 1, la
violation du principe variationnel devient assez importante. D’ailleurs, cela n’est pas surprenant,
il est lié & la violation du principe de Pauli dans la méthode RPA. Nous avons déja rencontré
ce probleme dans le modéle & deux niveaux et nous I’avons abondamment discuté. Par contre,
il est intéressant de discuter les résultats de la méthode SCRPA et la sensibilité de la méthode
au calcul du nombre d’occupation. Nous rappelons que c’est la seule quantité approximée dans la
méthode SCRPA. Dans le tableau (3.2) nous présentons les résultats de ’énergie fondamentale

T
0 — E(Exact)
- E(SCRPA®) -
-0.2 - E{(SCRPA(4))
| EQS(RPA)
-0.4
pLoo b
-0.6
-0.8
-1 —
| | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

F1c. 3.2 — Energie de I’état fondamental absolu EY dans la zone sphérique en fonction de la
constante de couplage réduite x.

exacte, SCRPA(6) puis SCRPA(4), d’une part en utilisant le développement (2.36) au second ordre,
soit “E%-pp A(4) (II)”, et d’autre part en utilisant le développement (2.36) au premier ordre, soit
“B2orp AYI) (I)” et RPA. Nous remarquons que le développement (236) est rflpidement c?nvergent,
comme cela est attendu. Par ailleurs, nous notons que, dans la région sphérique, les résultats de
la méthode SCRPA(6) sont “presque” identiques au résultat exact, méme au voisinage du point
de transition. Dans la région sphérique, la précision de la méthode SCRPA s’étend au quatrieme
chiffre apres le virgule. Pres du point de transition, le résultat devient tres sensible au calcul du
nombre d’occupation ; c’est pour cela que le premier ordre du développement ne suffit pas pour
respecter le principe de Pauli. Ainsi, nous remarquons que 1’énergie fondamentale ES 5 p A1) (I
brise 1égerement le principe variationnel alors que pour la SCRPA (4)(II) seul le quatriéme chiffre
change ; c’est pour cela qu’on peut dire que la méthode SCRPA possede un caractére variationnel.
Dans la région déformée, nous remarquons que ’inclusion des termes quadratiques dans ’opérateur
d’excitation RPA diminue légerement la prise en compte des corrélations dans 1’état fondamental.

Pour avoir plus d’information sur les corrélations, nous présentons les résultats des énergies
d’excitation AE1; qui se calculent & I'aide des différences entre ’énergie fondamentale EY et les
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Fic. 3.3 — Energie de 1’état fondamental absolu E? dans la zone déformée en fonction de la
constante de couplage réduite x.
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FiG. 3.4 — Agrandissement de la courbe de I’énergie de ’état fondamental (au voisinage du point
de transition).

énergies des états excités EY ;. Dans les figures (3.5) et (3.6), nous remarquons que les résultats
de la méthode SCRPA suivent étroitement les résultats exacts. Par conséquent, & 'aide de la
méthode SCRPA on peut reproduire tout le spectre en bande du Hamiltonien du modele avec une
bonne précision.

Une quantité qui est étroitement liée a la précision de la mesure de ’énergie fondamentale et qui
nécessite d’étre examinée, est le potentiel chimique. Nous signalons que cette quantité s’identifie
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= |L] E} EScrrae) | E3orrawyID) | EScrpaw@) |  Expa

000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0110 -0.007513 -0.007513 -0.007513 -0.007513 -0.007514
0210 -0.030213 -0.030213 -0.030213 -0.030217 -0.030228
030 -0.068597 -0.068597 -0.068597 -0.068618 -0.068679
04| 0 -0.123554 -0.123554 -0.123554 -0.123626 -0.123834
0510 -0.196474 -0.196474 -0.196474 -0.196669 -0.197224
06| 0 -0.289435 -0.289437 -0.289437 -0.289901 -0.291199
0710 -0.405551 -0.405557 -0.405557 -0.406588 -0.409403
0810 -0.549608 -0.549626 -0.549626 -0.551844 -0.557779
0910 -0.729369 -0.729411 -0.729411 -0.734226 -0.747004
1.0 0 -0.958498 -0.958558 -0.958558 -0.969530 -1.000000
1.1 | -1 | -1.326407 -1.275965 -1.275436 -1.295492 -1.377984
1.2 | -2 | -2.111704 -2.010522 -2.009303 -2.041516 -2.150376
1.3 | -3 | -3.255938 -3.110122 -3.109764 -3.153820 -3.277031
1.4 | -3 | -4.714530 -4.529602 -4.531654 -4.590649 -4.720310
1.5 | -3 | -6.425457 -6.206648 -6.213156 -6.284275 -6.417288
1.6 | -3 | -8.380373 -8.136770 -8.148729 -8.227441 -8.364072
1.7 | -3 | -10.555365 | -10.294028 -10.311450 -10.394627 -10.535251
1.8 | -3 | -12.920890 | -12.646159 -12.668461 -12.754503 -12.899198
1.9 | -2 | -15.475079 | -15.184974 -15.217926 -15.308575 -15.449293
2.0 | -2 | -18.217451 | -17.917384 -17.955396 -18.047221 -18.192463
2.1 | -1 -21.137050 | -20.827571 -20.875907 -20.969612 -21.111776
22| 0 | -24.219003 | -23.902130 -23.960478 -24.055057 -24.194664
2.3 | 1 | -27.468230 | -27.144787 -27.212825 -27.307777 -27.445281
24 | 2 | -30.885295 | -30.555480 -30.632958 -30.728035 -30.863814
2.5 | 3 | -34.468325 | -34.132227 -34.218806 -34.313853 -34.448239
2.6 | 4 | -38.214205 | -37.871712 -37.967157 -38.062210 -38.195383
2.7 | 5 | -42.119261 | -41.770276 -41.874353 -41.969379 -42.101567
2.8 | 6 | -46.179636 | -45.824065 -45.936541 -46.031584 -46.162940
29 | 7 | -50.391497 | -50.029266 -50.149970 -50.245019 -50.375683
3.0 9 | -54.762963 | -54.395791 -54.529802 -54.623188 -54.748927

TAB. 3.2 — Energies fondamentales absolues exacte, SCRPA(6), SCRPA(4) et RPA pour différentes
valeurs de la constante de couplage réduite z.

a la contrainte introduite pour restaurer la symétrie. Nous rappelons que le potentiel chimique p

est défini par :

1 1
B = 5(E2+1 - ngl) = Q(AEH —AE ).

(3.2)
Les résultats concernant le potentiel chimique sont représentés sur la figure (3.7). Nous notons que
les résultats de la méthode SCRPA suivent étroitement le résultat exact. Le résultat de la RPA
est assez loin du résultat exact pour une large gamme de valeur de la constante de couplage. Nous
remarquons que cela est incohérent avec les autres résultats relatifs &4 ’énergie fondamentale dans la
méthode RPA (voir les figures (3.5) et (3.6)). D’ailleurs, cela constitue une preuve de 'inconsistance
de cette méthode. En réalité, la contrainte imposée dans la méthode RPA ne correspond pas au
potentiel chimique calculé par cette méthode.

Venons en & ’étude des valeurs propres de la méthode SCRPA. Nous allons commencer par
la valeur propre de haute énergie (». Sur la figure (3.8), nous représentons cette valeur. Nous
remarquons que dans la phase sphérique, {2, s’identifie & I’énergie d’excitation exacte AE,; (exci-
tation intra-bande) et dans la phase déformée & I’énergie du premier état excité absolu (excitation
intrinséque) AEL = E} — E? (c’est-a-dire ’énergie nécessaire pour passer de I’état fondamental
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Fi1G. 3.5 — Energies d’excitation AE_; en fonction de la constante de couplage réduite x.
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F1G. 3.6 — Energies d’excitation AE,; en fonction de la constante de couplage réduite x.
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absolu au premier excité). Cette identification est valable pour les deux méthodes SCRPA et RPA.
Dans la région sphérique nous remarquons que I’identification est parfaite pour notre méthode alors
que, au voisinage du point de transition, la méthode RPA présente une légere déviation. Dans la
région déformée et loin du point de transition nous notons que la méthode SCRPA apporte une
amélioration assez importante par rapport a la RPA. Cependant, nous constatons que la méthode
SCRPA présente, dans une région proche du point de transition, une petite erreur par rapport
au résultat exact mais toutefois toujours inférieure a celle de la RPA. Nous remarquons aussi que
Iintroduction des termes quadratiques dans 'opérateur RPA n’affecte pas ce mode d’excitation.
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0 0
025+ — (BB )2
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F1G. 3.7 — Comparaison entre I’énergie d’excitation (EP , — E} ,)/2 avec la contrainte de la
SCRPA(4), puis la contrainte de la SCRPA(6), puis la contrainte de la RPA. A chaque variation
de la courbe exacte, les valeurs propre de 'opérateur P sont indiquées.

10 I
9 — LE, ’74
I - AEL j’ ]
8 ’
I QZSCRPA(G) » 7 ]
7 . SCRPA®) }_f |
2
B Q RPA v ’ h
6 2 4 —

F1c. 3.8 — Energies d’excitation AE,1, AE, = E} — E? et les valeurs propres Q» de la SCRPA(6),
la SCRPA(4) et la RPA en fonction de la constante de couplage réduite z.

Un but majeur de ce travail est de résoudre le probleme du mode spurieux dans la méthode
SCRPA. Pour cela nous présentons les résultats pour le mode €y sur la figure (3.9). Nous remar-
quons ainsi que, dans la région sphérique (z < 1), le mode ©; de la méthode SCRPA peut étre
interprété comme étant une excitation intra-bande du systeéme, puisqu’il s’identifie exactement a
lexcitation AE_;. Bien que, le mode Q; de la méthode RPA s’identifie aussi a cette excitation du
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systeme, nous remarquons que notre méthode est plus proche du résultat exact que la méthode
RPA. Dans la région déformée, il est bien connu que la méthode RPA engendre un mode de Gold-
stone. Dans notre méthode, nous notons que, méme avec l'introduction des termes quadratiques
en bosons dans l'opérateur d’excitation RPA, nous ne pouvons pas identifier le mode de basse
énergie {2 avec une excitation intrinseque du systeme, et cela bien que la courbe représentative
de ce mode suive grossierement celle d’une excitation intra-bande (AE_;). Par ailleurs, sur la
figure (3.9) nous remarquons aussi, que la méthode SCRPA(6) (c’est-a-dire avec des termes qua-
dratiques dans l'opérateur RPA) améliore légérement le résultat de la SCRPA(4) (c’est-a-dire
sans des termes quadratiques dans l’opérateur RPA). Ainsi, ce probléme du mode spurieux sub-
siste encore et nous allons donc quand méme, essayer d’autres idées. Nous signalons aussi que,
contrairement & ’énergie du fondamental absolu, les valeurs propres SCRPA ne sont pas sen-
sibles au calcul du nombre d’occupation. Par ailleurs, 'introduction des termes quadratiques dans
Popérateur d’excitation RPA se traduit par un mode propre supplémentaire aux deux modes déja
examinés; c’est le mode (23 que nous envisageons d’analyser maintenant. Dans la région sphérique,

1 — OE, 7
L . Q1$CRPA(6) i
SCRPA(4)

08 - Q _
06
04

02

F1G. 3.9 — Energies d’excitation du mode mou (spurieux) en fonction de la constante de couplage
réduite x.

le mode Q3 de la méthode SCRPA peut étre interprété comme ’énergie d’excitation intra-bande
AE,>. Cependant, dans la région déformée, bien que la courbe représentative du mode Q3 suive
I’allure d’une excitation intra-bande, nous n’avons, malheureusement, pas pu ’identifier.

Afin de compléter notre étude sur la prise en compte des corrélations dans ndtre méthode,
nous envisageons, maintenant, analyser nos résultats concernant le nombre de boson dans 1’état
fondamental et aussi les résultats de la variance. Le nombre de boson dans 1’état fondamental est
défini par :

Ny = (b'b) = (B'B) + 02, (3.3)

ott (BfB) est donnée par :
(B'B) = i + i + 143- (3-4)

Sur la figure (3.11) nous représentons le résultat de la différence entre la valeur approximée et la
valeur exacte du nombre de boson dans ’état fondamental. Dans cette figure nous avons représenté
en plus des résultats SCRPA(6) et SCRPA(4), les résultats RPA et aussi champ moyen. Dans la
phase sphérique, nous remarquons que notre méthode améliore nettement le résultat par rapport
a la méthode du champ moyen, cependant, par rapport a la méthode RPA standard amélioration
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— AE_ (exact)

. QascRPA(S)

--- AE ¢(exact)

F1G. 3.10 — Energie d’excitation AE,» et les valeurs propres 3 de la SCRPA(6) et de la RPA en
fonction de la constante de couplage réduite z.

est faible. A contrario, nous signalons qu’au voisinage du point de transition ’amélioration, de
notre méthode par rapport & la méthode RPA, devient assez importante. Nous remarquons, aussi,
que les SCRPA(6) et SCRPA(4) produisent, pratiquement, les mémes résultats dans cette région.
Dans la phase déformée, nous notons que, en comparaison avec le résultat du calcul champ moyen,
la méthode SCRPA améliore nettement le résultat. De plus, nous remarquons que la SCRPA(6)
améliore légerement le résultat par rapport & la SCRPA(4). Par ailleurs, dans cette phase, nous
n’avons pas donné le résultat de cette quantité dans la méthode RPA parce que cette méthode
produit un mode de Goldstone qui empeche le calcul de cette quantité. En effet, & cause de ce
mode, ayant des amplitudes RPA infinies, les relations de fermeture et d’orthonormalisation ne
sont pas satisfaites. Ce probleme nous 'avons déja rencontré dans le cas du modele d’appariement
a deux niveaux.

Pour aller plus loin, dans I’étude des corrélations dans la méthode SCRPA, nous envisageons
maintenant d’analyser les résultats du calcul de la variance, qui est une quantité intimement liée
aux corrélations. Tout d’abord, nous rappelons que, comme dans le calcul du nombre de boson
dans ’état fondamental, nous ne pouvons pas calculer la variance dans la méthode RPA. Nous
présentons donc uniquement les résultats de notre méthode et de la méthode du champ moyen.
Les résultats sont ainsi représentés sur la figure (3.12). Dans cette figure nous constatons que
I’amélioration apportée par notre méthode est tres importante en comparaion avec la méthode
champ moyen, dans n’importe quelle configuration considérée.

En ce qui concerne l'introduction des termes & deux bosons, nous avons remarqué que leurs
introduction dans lopérateur d’excitation RPA engendre un probléme d’incohérence dans la
méthode SCRPA. Nous rappelons que notre méthode repose sur deux idées principales : le choix
de Popérateur d’excitation RPA et son inversion. Pour résoudre le probléme du mode spurieux,
nous avons choisi un opérateur d’excitation RPA contenant des termes linéaires et quadratiques
en bosons de la forme :

Q=X t* -Vt~ +\B' —u,B+UBIB -V, 88, v=1,2,3. (3.5)

Cependant, pour la mise en oeuvre de notre méthode nous devons inverser cet opérateur (par
abus de langage on dit inverser 'opérateur, alors que cela signifie qu’on parle de I'inversion de la
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SCRPA(4)
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FIG. 3.11 - La différence [Ny, — NF¥at]| calculée avec les méthodes SCRPA (6), SCRPA(4), RPA
standard et champ moyen, en fonction de la constante de couplage réduite x.

AN

-- SCRPA
Mean field

Fic. 3.12 — La variance de 'opérateur de symétrie P en fonction de la constante de couplage

réduite x.

matrice de passage entre la matrice des opérateurs d’excitation RPA et celle de Dexcitation du
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systéme) comme suit :

t X1 X Xs v b Y Q1
B Ao A2 A3 o pe o ps Q2
ﬂﬂ _ Ul U2 U3 Vl V2 V3 QB (3 6)
tt T Y V3oX) Xo X T ’
Bf M1 p2 g3 AL A2 A3 5

pipt i Vo V3 Ur Uy Us e

Avec cette inversion et la définition de 1’état fondamental RPA, nous pouvons montrer que les
valeurs moyennes dans ’état RPA des opérateurs B et 53 sont nulles et cela induit un incohérence
puisqu’on peut aussi calculer la valeur moyenne de 83 & I’aide de 'opérateur B. Le probleme vient
du fait que l'on doit supposer un découplage entre les termes a un boson et 4 deux bosons.

Pour résoudre le probléme du mode spurieux, nous allons profiter des informations sur le
modele déja obtenues précédemment. Nous envisageons de garder seulement les termes linéaires
en bosons dans l'opérateur d’excitation RPA, (c’est-a-dire nous allons abandonner I’idée de I'intro-
duction des termes quadratiques), mais au méme temps nous devons améliorer la prise en compte
de corrélations dans les états excitées. Pratiquement, nous comptons profiter des bons résultats
obtenus dans le modele de la séniorité (malgré sa simplicité) et introduire une autre contrainte
qui fixe la valeur moyenne dans 1’état fondamental RPA du carré de l'opérateur de symétrie P &
sa valeur exacte. Pour information, nous avons essayé d’appliquer cette idée pour, améliorer nos
résultats du modele d’appariement & deux niveaux mais a cause des problémes numériques, nous
n’avons pas réussi a ce jour. Nous espérons 'appliquer dans ce modele et résoudre le probleme du
mode spurieux de notre méthode.

3.3 Conclusion

Dans cette partie, nous avons étudié un modele qui mélange fermions et bosons. Bien que
la méthode SCRPA, comme nous l’avons signalé, permette une bonne description des propriétés
physiques dans les systemes fermioniques son application au modele de D. Schiitte et J. Da Provi-
dencia (SD77) s’avére un peu énigmatique. En effet, dans ce modele la restauration de la symétrie
P (différence entre le nombre des bosons et le nombre des fermions) qui est brisée spontanément
au niveau de champ moyen, dans la méthode SCRPA en utilisant I"approximation de Cranking
s’avere un peu difficile. Nous rappelons que, dans la référence (Ber98), la méthode SCRPA a été
déja appliquée a ce modele en utilisant un opérateur d’excitation RPA linéaire en boson. Notre
étude, en fait, constitue une extension de ce travail. Le but principal de notre étude été de résoudre
le probléme du mode spurieux qui est apparu lors de la premiére application. Afin de résoudre ce
probléme nous avons tenté d’améliorer ’opérateur d’excitation RPA, en incorporant des termes
quadratiques en bosons de type BB.

Dans notre étude, que ce soit dans la région sphérique ou dans la région déformée, la méthode
SCRPA & donné de trés bons résultats pour ’énergie fondamentale en comparaison avec les
méthodes HF, BCS et RPA. En effet, contrairement & la méthode RPA qui brise le principe
variationnel de Ritz, une amélioration dans le calcul de la valeur moyenne de la densité & un corps
dans I’état fondamental RPA, permet & la méthode SCRPA de respecter ce principe méme au
voisinage du point de transition. Nous rappelons aussi que dans la zone déformée, la valeur propre
de haute énergie produite par la méthode SCRPA, comme celle produite par la RPA standard,
s’identifie & I’énergie d’excitation exacte AEL. De plus, dans la zone sphérique, cette valeur propre
s’identifie & 1’énergie d’excitation exacte AE,1. En ce qui concerne ce mode, nous signalons que
les deux méthodes SCRPA et RPA standard dans les deux régions du systéme produisent des
résultats proches du calcul exact, sauf au voisinage du point de transition, ou la méthode SCRPA
apporte une 1égere amélioration. Nous notons aussi que dans la région déformée, la valeur propre
de haute énergie de la méthode SCRPA s’identifie & I’énergie du premier état excité fondamental
(qui peut étre aussi interprété comme I’énergie d’excitation du systéme avec L bosons et fermions).
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Venons en au probleme du mode spurieux dans le modele de Schiitte et Da Providencia. Nous
avons noté que notre méthode produit un résultat meilleur que celui produit par la méthode RPA
standard. En effet, dans la région déformée, ou la méthode RPA produit un mode de Goldstone, la
méthode SCRPA, que ce soit avec des termes linéaires ou des termes quadratiques en bosons dans
Popérateur d’excitation RPA, produit une valeur propre non nulle. Cependant, bien que I’allure
de ce mode suive grossierement ’allure de I’énergie d’excitation exacte AE_1, sa valeur est assez
élevée, ce qui empéche son identification. Ainsi, le probleme lié & I'identification de ce mode dans
un calcul SCRPA subsiste et il doit étre encore approfondi. En outre, nous savons que l'inclusion
des termes quadratiques en bosons dans 'opérateur d’excitation RPA engendre une valeur propre
supplémentaire dans le calcul SCRPA. Bien que dans la zone sphérique, nous avons remarqué que
cette valeur propre s’identifie & 1’énergie d’excitation exacte AFE, o, dans la zone déformée nous
n’avons pas pu identifier cet état avec un état du spectre de la solution exacte. Par conséquent,
pour ce modele mélangeant bosons et fermions, au moins dans la phase avec symétrie brisée (phase
Nambu-Goldstone), la théorie n’est pas encore suffisamment au point pour pouvoir prétendre de
donner des résultats cohérents et de tres bons qualités.
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Conclusions générales

Le sujet de cette theése se situe dans la continuité d’autres travaux sur l’extension et
I’amélioration de la méthode RPA. En quelques mots, le probleme est le suivant. La théorie
RPA standard essaie de traiter des corrélations & deux corps. C’est une théorie qui est bien
établie depuis pratiquement un demi-siecle. Cependant, elle présente quelques défauts qui dans
certaines circonstances peuvent devenir assez facheux, entrainant ainsi une grande imprécision sur
les résultats. Ces défauts résident essentiellement dans une violation du principe de Pauli car a
un certain stade de la dérivation on remplace les valeurs moyennes par celles calculées dans le
vide HF. C’est une inconsistance parce que la RPA dés le départ, est basée sur I’hypothese de
lexistence d’un état fondamental corrélé. Dans des travaux antérieurs on a réussi & corriger ce
défaut en calculant les fonctions de corrélations avec un vide contenant déja les corrélations RPA.
Cela mene a des équations non linéaires auto-cohérentes qui ont été baptisées “Self-Consistent
RPA (SCRPA)” et qui ont connu récemment de trés bons succeés dans la résolution de modeles du
probleme & N corps. Ceci a notamment été le cas récemment dans la résolution du modele d’ap-
pariement multi-couches (DS99; HMDS02), qui est par ailleurs exactement soluble par la méthode
de Richardson (Ric70) permettant ainsi de tester la qualité des résultats SCRPA. Cependant, on
possede pour l'instant trés peu d’expérience avec la SCRPA pour des systeémes qui se trouvent
dans une phase avec symétrie spontanément brisée. Ceci est notamment le cas pour la phase su-
perfluide ou supraconductrice de fermions en interaction. L’objectif de ce travail était de combler
cette lacune. Comme on doit avancer & tatons nous avons choisi un modele suffisamment com-
pliqué pour pouvoir tester la SCRPA dans la phase brisée avec toutes ses complications, mais en
méme temps suffisamment simple pour qu'une comparaison avec la solution exacte soit possible
et pour que les calculs restent dans des dimensions bien contrélables. Ce modele est le modele
d’appariement & deux niveaux avec dégénérescence et remplissage quelconque. Pour ce faire, nous
avons di d’abord écrire le Hamiltonien en représentation de quasi-particules. Ensuite la SCRPA a
été formulée avec ces quasi-particules (la SCQRPA) ot les fonctions de corrélation entrent dans le
noyau d’interaction (écrantage) si bien que la QRPA devient un probléme non linéaire. Cette non
linéarité peut étre vue comme un champ moyen pour les fluctuations quantiques des paires, créé
d’une maniere self-consistante par toutes les fluctuations du point zéro existantes dans le systéme.
Une fois les équations SCQRPA bien établies, la solution numérique des équations non-linéaires
a été maitrisée sans trop de difficultés. Les résultats représentent une tres forte amélioration par
rapport & la QRPA pour les énergies d’excitation, pour la variance du nombre de particules et
pour les fonctions de corrélation en général ainsi que pour d’autres observables. Ces améliorations
sont du méme ordre que celles déja rencontrées dans d’autres modeles; ici cela a été démontré
pour la premiere fois pour un systeme superfluide. Un tel systéme est notamment compliqué par la
présence d’'un mode de trés basse énergie qui correspond au mode de Goldstone dans un systeme
macroscopique. Cependant, la nature du mode a basse énergie a pu étre identifié et son énergie
correspond a deux fois la différence du potentiel chimique avec N £2 particules ou N est le nombre
de particules considérées. On comprend bien que cette différence tende vers zéro lorsque N tend
vers l'infini. Avec cette identification du mode “mou” la résolution self-consistante des équations
a donc été maitrisée et il est 1égitime de penser qu’une généralisation a des systemes plus réalistes
est désormais possible. On peut notamment penser au modele d’appariement multi-couches déja
mentionné, dit “Picket Fence Model”, qui a récemment connu un assez grand succes pour la des-
cription des petits grains métalliques supraconducteurs. L’avantage de la SCQRPA par rapport a
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d’autres méthodes, comme la diagonalisation directe, ou ’application du groupe de renormalisa-
tion, ou encore des méthodes du type Monte Carlo, est que la SCQRPA donne directement acces
aux fonctions de corrélations qui sont calculables aussi bien & température zéro qu’a température
non nulle. Les résultats de notre travail nous rendent donc assez optimiste quant & la performance
et Papplicabilité de la SCQRPA.

Dans un deuxieme volet de cette thése nous avons considéré un autre modele précédemment
étudié par T. Bertrand dans sa theése (Ber98) mais qui laissait encore quelques questions en suspens.
C’est un modele schématique également a deux niveaux avec bosons et fermions en interaction.
Dans ce modele, l'interprétation du “mode de Goldstone” posait beaucoup de problémes. Nous
avons essayé d’améliorer les résultats en élargissant la SCRPA & des configurations a deux bosons.
En fait, il s’est avéré que 'introduction de ces configurations & deux bosons n’a que marginalement
amélioré la situation concernant le mode Goldstone et ceci reste pour l'instant un probléeme ouvert
dans ce modele. L’introduction de deux bosons a cependant permis de reproduire un état a haute
énergie aussi présent dans la solution exacte.

En conclusion, nous pensons avoir apporté avec ce travail un ingrédient important dans
I’établissement d’une SCRPA avec symétrie brisée. Nous pensons ainsi que nos résultats permettent
de s’attaquer a des problemes avec appariement beaucoup plus complexes que ceux traiter dans
cette these.
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Résumé
L’approximation de la phase aléatoire auto-cohérente (SCRPA) est une méthode qui permet
d’inclure dans la théorie de champ moyen des corrélations dans 1’état fondamental et les
états excités. Elle constitue alors une méthode de type champ moyen pour les fluctuations
quantiques. Elle a ’avantage de ne pas violer le principe de Pauli, contrairement & la RPA
standard, qui, elle, est basée sur ’approximation dite de quasi-bosons. De plus, la SCRPA
peut étre formulée & partir d’un principe variationnel.

Nous présentons la méthode SCRPA pour la description de la superfluidité dans les
systémes de fermions en utilisant sa version Quasi-particule (SCQRPA). Une étude détaillée
de la transition de phase normale/superfluide ainsi que une discussion du mode mou qui
enclenche la brisure de symétrie nombre de particules sont présentées. Comme application,
nous avons traité le modele d’appariement & deux niveaux qui est un modele exactement
soluble. Des bons résultats sont obtenus en comparaison avec les résultats exacts. La nature
du mode spurieux dans la SCQRPA est identifiée. Une forte réduction de la fluctuation du
nombre total de particules dans la SCQRPA par rapport & la méthode BCS est établie. La
transition de la phase superfluide a la phase normale est soigneusement étudiée. Une nouvelle
méthode de calcul des nombres d’occupation est présentée.

Le succes de la méthode SCQRPA est aussi présent dans le cas d’un modele mélangeant
fermions et bosons tel que le modele de Da-Providencia-Schiitte. Il subsiste cependant un
probleme concernant le mode spurieux qui doit étre encore approfondi.

Dans le cas du modele de la séniorité, on montre que la méthode SCQRPA permet d’une
maniére naturelle de restaurer la symétrie (nombre de particules) brisée au niveau de l’ap-
proximation de champ moyen. Ceci est réalisé par 'introduction d’un second parametre de
Lagrange qui fixe la variance de 'opérateur de symétrie a zéro. Cette caractéristique impor-
tante de la méthode SCQRPA est signalée pour la premiere fois.

Mots-clés : Probleme & N corps, Approximation de champ moyen, RPA, Quasi-particule
RPA auto-cohérente, Superfluidité nucléaire, Restauration de symétrie, Transition de phase,
Modele d’appariement 3 deux niveaux, Modele de la séniorité, Modele boson-fermion de

Da-Providencia-Schiitte.
Abstract

The Self-consistent random phase approximation (SCRPA) is a method which allows to
include in the mean field theory the correlations in the groundstate and the excited states.
It then constitutes a method of the mean field type for quantum fluctuations. It has the
advantage to respect the Pauli principle, contrary to the standard RPA which is based on
an approximation known as quasi-bosons. Furthermore, the SCRPA can be formulated from
a variationnal principle.

We present the SCRPA method for the description of superfluid Fermi systems by using
its Quasi-particle version (SCQRPA). A detailed study of the transition from normal to
superfluid phase as well as a discussion of the soft mode which generates breaking of the
particle number symmetry are presented. As an application, we treat the two-level pairing
model which is an exactly soluble model. Good results are obtained in comparison with the
exact ones. The nature of the spurious mode in SCQRPA is identified. A strong reduction of
the number fluctuation in the SCQRPA vs BCS method is established. The transition from
superfluidity to the normal fluid phase is carefully studied. A new method for the calculation
of the occupation numbers is presented.

The success of the SCQRPA method is also present in the case of a model which mixes
fermions and bosons such as the Da-Providencia-Schiitte model. There is however a problem
concerning the spurious mode which should be still investigated.

In the case of the seniority model, one shows that the SCQRPA method allows in a natural
way to restore a particle number symmetry spontaneously broken at the mean field level.
This is achieved via the introduction of a second Lagrange parameter which constrains the
variance of the symmetry operator to zero. This important feature of the SCQRPA method,
is pointed out for the first time.

Keywords : Many-body problem, Mean-field approximation, RPA, Self-consistent Quasi-
particle RPA, Nuclear superfluidity, Symmetry restoration, Phase transition, Two-level pai-
ring model, Seniority model, Da-Providencia-Schiitte boson-fermion model.



