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Introduction

1 L’état vitreux

Il existe dans la nature de nombreux matériaux dans I'état vitreux. On peut
citer par exemple les verres des fenétres, les empilements granulaires [1], les verres
de spins, mais aussi de fagon plus inattendue le fromage ou les gels coiffants. Mais que
signifie le terme “vitreux” ? Un point commun entre les fromages hollandais et les
verres des fenétres est le fait que d’un point de vue mécanique, ceux-ci semblent avoir
des propriétés solides. Par exemple, si on les soumet & une compression infinitésimale,
ceux-ci auront tendance a répondre par une force opposée a cette compression et qui
tend a replacer le matériau dans sa configuration de repos. Inversement, un liquide
répondra par un écoulement dans un plan transverse a la force. De plus, le temps
typique d’évolution des systemes cités plus haut est beaucoup plus grand que la durée
typique d’une mesure durant une expérience, qui est de l'ordre de quelques heures
au maximum, ce qui fait que leurs propriétés physiques semblent stationnaires. Un
systeme vitreux est un systeme physique qui a un temps de décorrélation beaucoup
plus grand que la durée des expériences qui visent a 1’étudier. C’est donc un systeme
hors d’équilibre, dans un sens plus fort que pour un systeme simplement en régime
transitoire (comme une particule tombant dans un puits de potentiel par exemple),
étant donné que ce régime transitoire est quasi-stationnaire.

Les systemes vitreux présentent une phénoménologie tres riche et les études
de la derniere décennie tendent a montrer que derriere cet adjectif commun de
“vitreux” se cachent des mécanismes universels. Le défi théorique actuel consiste
a identifier quels sont les mécanismes et les propriétés qui sont génériques et qui
peuvent donc servir a une définition rigoureuse de 1’état vitreux. L’objet de cette
these est d’étudier certains de ces systemes vitreux, a savoir les verres de spins et
les matériaux granulaires, afin de dégager le role des états métastables.

2 Perte d’équilibre et transition vitreuse

Dans cette section, nous allons décrire brievement quelques aspects importants
de la phénoménologie des verres structuraux [2] qui seront utiles ultérieurement.
Les verres structuraux, tels les verres des fenétres, sont obtenus en refroidissant
brutalement des liquides, comme la silice (SiOs) par exemple. Le systéme obtenu
est un matériau amorphe ayant des propriétés mécaniques semblables a celles d'un
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solide mais ne possédant pas de structure cristalline.

2.1 Transition vitreuse

Dans un liquide, la viscosité n comporte une échelle de temps, correspondant au
temps nécessaire au systeme pour s’écouler en réponse a un cisaillement infinitésimal.
Cette échelle de temps 7(n) -ainsi que la viscosité - varie avec la température du
systeme de la méme fagon que le temps typique de relaxation 7,¢,, du systeme. Il est
observé pour un grand nombre de matériaux liquides que ce temps de relaxation (et
de fagon équivalente la viscosité) croit rapidement lorsque la température décroit, et
atteint des valeurs vertigineuses a basse température, si bien que sa mesure devient
impossible, 7., devenant plus grand que le temps d’expérience possible. C’est
pour de tels temps de relaxation que le systeme est dit vitreux. La température
de transition vitreuse T, est définie afin de rendre compte de cette constatation
expérimentale ; c’est la température a laquelle la viscosité vaut 10'® Poise, ce qui
correspond a un temps de relaxation de 'ordre de 100 min. Il s’agit donc d’une
définition purement arbitraire, qui n’est nullement associée a la divergence d’une
quelconque quantité, mais plutot au fait que le temps de relaxation “diverge du
point de vue de celui qui le mesure”. L’approche de cette transition vitreuse depuis
la phase liquide semble bien décrite par la théorie du couplage de mode (MCT)
[3, 4], avec la réserve notable que cette derniere prédit une vraie divergence de 7, &
une température 7, environ deux fois supérieure a Tj. Cette différence est due au
fait que la MCT ne prend pas en compte le franchissement de barrieres d’énergie
par activation, dont 'effet pourrait étre “d’éviter” la transition MCT associée a une
divergence en loi de puissance, grace au passage a un régime activé.

Dans de nombreuses simulations et expériences, la dépendance en température
de la viscosité s’ajuste bien avec une loi de Vogel-Fulcher-Tammann (VFT) [2] :

A
o) o (727 ) )
ou A > 0et Ty > 0estla “température de Vogel”. Dans le cas ou Ty = 0, on obtient
la loi d’Arrhenius. De plus, un verre sera dit “fort” si Ty = 0 et “fragile” sinon.
Angel introduisit une représentation graphique de cette “fragilité” [5] en tracant logn
en fonction de T,/T pour T' > T,. Cette classification fragile/fort semble favoriser
I’existence de plusieurs mécanismes pour la transition vitreuse. En particulier, si I’on
suppose que la dynamique est principalement activée, les verres forts correspondent
a des barrieres d’énergie variant peu avec la température, alors que les verres fragiles
correspondent au contraire a des barrieres qui divergent a la température de Vogel.

2.2 Température de Kauzmann

A basse température, la diffusion des particules s’opere de plusieurs fagons.
Celles-ci peuvent diffuser a lintérieur de petites régions (des “cages”) dans les-
quelles elles sont confinées par les interactions avec les particules les plus proches;
elles peuvent aussi diffuser en quittant leurs cages, ce qui implique le franchissement
de barrieres d’énergie et donc des échelles de temps plus grandes. Le fait que les par-

4



3 Quelques propriétés génériques de matériaux vitreux

ticules puissent quitter leur cages permet au systeme de s’écouler. Cette remarque
permet de séparer la chaleur spécifique en deux contributions : les vibrations dans les
cages, et les mouvements structuraux (ou “configurationnels”). Par intégration ther-
modynamique, la méme séparation peut étre faite pour I'entropie, qui est la somme
de 'entropie due aux vibrations des particules dans leurs cages, ou autour de leurs
positions d’équilibre dans le cristal, et de I'entropie configurationnelle, associée aux
mouvements structuraux. Kauzmann a calculé ’entropie du liquide et celle du cristal
a basse température, la différence entre les deux étant l’entropie configurationnelle
du liquide (I’entropie configurationnelle du cristal étant nulle). L’extrapolation des
données obtenues par Kauzmann a tres basse température suggere que pour un verre
fragile, 'entropie configurationnelle devient négative a une certaine température T,
la température de Kauzmann [6]. L’entropie configurationnelle étant une grandeur
positive, cela signifie qu’elle est nulle en dessous de Tk, et donc que le systeme n’a
plus qu’un seul état accessible et ne peut plus s’écouler. L’état obtenu est appelé
“état vitreux idéal”. Cependant, Stillinger a argumenté que si cet état vitreux existe,
alors du fait de la dimensionnalité finie de I’espace, il en existe un nombre exponen-
tiel d’autres, et I'entropie configurationnelle ne peut étre nulle [7]. Ajoutons que la
valeur supposée de Tk est tres proche de celle de Tj). Ceci est décrit par la théorie
phénoménologique d’Adam, Gibbs et Di Marzio selon laquelle la taille typique des
barrieres a franchir est inversement proportionnelle a ’entropie configurationnelle

3, 9].
2.3 Importance du taux de refroidissement

La transition vitreuse correspond a la perte de I’équilibre lorsque la température
approche de Tj,. Cependant, la phase vitreuse ne semble présente que parce que le
temps suffisant pour équilibrer n’a pas été laissé au systeme. Ainsi, si 'on refroi-
dit un systeme jusque dans la phase vitreuse, on lui laisse d’autant plus de temps
pour équilibrer qu’on le refroidit lentement. Si I'on trace la variation du volume
en fonction de la température en fonction de la vitesse de refroidissement, on ob-
serve effectivement une diminution de la température a laquelle ’équilibre est quitté
lorsque cette vitesse diminue.

3 Quelques propriétés génériques de matériaux vi-
treux

Nous allons décrire ici certaines propriétés qui ont été mises en évidence durant
ces dernieres années dans de nombreuses expériences et modeles théoriques. Ces
propriétés sont génériques dans le sens qu’elles ont été observées dans la majorité
des systemes qu’on serait tenté de qualifier de “vitreux”.
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3.1 Vieillissement, brisure d’ergodicité
a) Vieillissement

Le vieillissement est une propriété essentielle des systemes vitreux. En effet,
I’étude d’un systeme a l’équilibre thermique ne permet pas de de connaitre 1’ori-
gine du temps, c’est-a-dire I’age du systéme. Ainsi, les mémes propriétés physiques
macroscopiques sont observées quelque soit le temps passé depuis la préparation
de I’échantillon concerné : la physique est invariante par translation dans le temps.
Dans le cas d’un systeme vitreux, cette invariance par translation dans le temps
est brisée, c’est-a-dire les propriétés dépendent fortement de ’age et de I'histoire
de I'échantillon. En particulier, un systeme “vieux” relaxe beaucoup plus lentement
qu'un systeme jeune, d’ou le terme “vieillissement”. Dans un systeme vieillissant,
les quantités a deux temps dépendent donc explicitement de ces deux temps, et
non de leur seule différence. Ainsi, il est possible (au moins dans des expériences de
pensée...) de déterminer 'dge du systéme par des mesures adéquates.

b) Brisure d’ergodicité

Lorsqu’un systeme est a ’équilibre thermique, il n’évolue plus que par des fluctua-
tions qui sont dues a des échanges d’énergie avec son environnement et qui tendent a
décorréler le systeme d’un état dans lequel il était a un instant précédent. Un systeme
vitreux évolue tres lentement et naturellement reste corrélé pendant de tres grands
temps. Une telle corrélation est un signe de brisure d’ergodicité : le systeme n’ex-
plore qu’une région restreinte de I’espace des configurations possibles. Par exemple,
imaginons un systeme ferromagnétique de tres grande taille préparé dans un état
d’aimantation par spin m > 0 a basse température. Du fait de sa grande taille,
le systéeme en question va rester bloqué pendant un temps tres grand (qui croit
exponentiellement avec la taille) dans la région de 'espace des configurations d’ai-
mantation positive et 'aimantation va fluctuer autour de sa valeur moyenne. La
brisure d’ergodicité est due ici a une brisure de symétrie. Cependant, la corrélation
entre les états du systeme a deux temps différents tend rapidement vers zéro lorsque
la différence de ces temps grandit. Inversement, si 'on prépare le systeme dans un
état d’aimantation nulle - et que 'on ne brise pas la symétrie par renversement
de tous les spins par des conditions limites particulieres ou un champ extérieur -
celui-ci va garder une aimantation nulle et évoluer par croissance de domaines de
spins de méme orientation. Plus ses domaines vont étres grands, plus lentement
ils évolueront ; le systeme reste corrélé sur de longs temps : il vieillit. Cependant,
a tres grands temps cette corrélation disparait. Lorsque comme dans cet exemple
la corrélation reste non nulle longtemps avant de disparaitre lentement, on parle de
“brisure faible d’ergodicité” ; si cette corrélation reste non nulle sans jamais décroitre
a zéro, on parle de “brisure forte d’ergodicité”.

Cette brisure faible d’ergodicité est clairement a 'origine de la brisure de I'inva-
riance par translation du temps. Elle est aussi a 'origine de la perte de 1’équilibre
thermodynamique puisque le systeme n’explore pendant le temps de l'expérience
qu’une région souvent tres restreinte de I’espace des configurations.

Edwards et Anderson ont introduit un parametre grpa4 pour quantifier cette
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corrélation & grands temps [10], appelé ainsi “parametre d’Edwards-Anderson”.
Schématiquement, ce parametre prend la valeur 0 si deux états du systeme séparés
par un tres grand temps sont totalement décorrélés et la valeur 1 s’ils sont entierement
corrélés (c’est-a-dire identiques). La définition de ce parametre dépendant du modele
considéré, nous y reviendrons plus tard.

3.2 Dynamique “hors d’équilibre”, température effective

Avant de décrire une dynamique hors d’équilibre, commencons par rappeler suc-
cinctement les propriétés d'une dynamique a 1’équilibre thermodynamique.

a) Equilibre thermodynamique

Du point de vue dynamique, 1’équilibre thermodynamique est caractérisé par :

— la stationnarité ;

— l'invariance par translation du temps;

— le théoreme de fluctuation-dissipation (FDT).

Le théoreme de fluctuation-dissipation est une conséquence de 1’équilibre ther-
modynamique, et il doit donc étre vérifié pour que la distribution d’équilibre corres-
ponde a la distribution de Boltzmann-Gibbs. Si 'on prend ’exemple d’un systeme
magnétique décrit par un un champ scalaire ¢(x,t) au point x et a l'instant ¢, il
s’écrit a température T :

Oy Co(x,t;2't") = TR(x, t; 2’ 1) (2)

ou la fonction de corrélation connexe et la réponse a un champ externe sont
respectivement :

Cel@, 2, 1) = (p(x,t) (2", 1)) — (¢(x, 1)) (o(2', 1)) (3)
et
R(z, ;2 1) = % (t' < t) (4)

On définit usuellement la réponse a un champ infinitésimal constant agissant a
partir de l'instant ¢’ (ou réponse intégrée) :

t
X(m,t;x',t'):/ dt" R(x,t; 2’ t") (5)
t/

b) Violation du théoréme de fluctuation-dissipation

Lorsqu’un systeme est hors d’équilibre thermodynamique, le théoreme de fluc-
tuation-dissipation n’est plus vérifié. Dans un systeéme vitreux, la dynamique étant
tres lente, on peut observer une séparation des échelles de temps [11] :

— localement, le systeme est sensible a ’agitation thermique, c’est-a-dire ses fluc-
tuations locales sont rapides et typiques d'un systeme a 1’équilibre thermique.
Ainsi, la dynamique a temps courts, dominée par des mouvements locaux, est
une dynamique d’équilibre ;
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— la dynamique a temps longs s’opere par des mouvements collectifs tres lents
impliquant un grand nombre d’objets (particules, spins, etc). Ces structures
de grande échelle servent en quelque sorte de “squelette” a la dynamique,
puisque toutes les configurations parcourues pendant un grand intervalle de
temps “s’appuient” sur cette structure qui n’évolue quasiment pas. Ainsi ces
mouvements a grande échelle, qualifiés de structuraux, ne sont pas régis par
les “lois” de la dynamique a température 7.

La résolution de la dynamique lente du modele p-spin sphérique par Cugliandolo
et Kurchan [12] a permis de quantifier cette séparation des échelles de temps. En
effet, ils ont montré que dans la limite ol les deux temps ¢ et ¢’ sont trés grands!, tout
en étant eux-mémes tres séparés, la dérivée 0y C(t,t') de la corrélation et la réponse
R(t,t") sont toujours proportionnelles, le coefficient de proportionnalité n’étant plus
T mais Topp > T, la “température effective”. Ainsi, lorsque ¢,t" — oo, 'ensemble des
points de coordonnées (C(t,t'), x(t,t')) est une courbe paramétrée par ¢ constituée
de deux droites de pentes 1/7" lorsque t —t' < t' et 1/T.5s lorsque t —t' > t'.
L’appellation “température” effective est justifiée dans la mesure ou il a été montré
que T,y vérifie des propriétés d'une vraie température [13, 14]. En effet, celle-ci ne
dépend pas de la paire {observable + champ conjugué} utilisée dans le FDT. De
plus, cette température controle le sens des flux de chaleurs les plus lents et peut
étre mesurée par un thermometre, a condition que celui-ci soit sensible a des grandes
échelles de temps.

Dans d’autres modeles de verres de spins en champ-moyen, comme le modele de
Sherrington-Kirkpatrick [15], la température effective varie en fonction de la valeur
de C(t,t') (toujours avec t,t' — oo et t —t' > t'), le systeme présentant alors une
hiérarchie d’échelles de temps complexe.

Depuis, cette construction d’une température effective a été effectuée dans de
nombreux systemes vitreux. Il a été observé en particulier dans les verres struc-
turaux et les verres colloidaux que lorsque le temps passé dans la phase vitreuse
est grand, la courbe de (C(t,t'), x(t,t')) paramétrée par ¢ est constituée de deux
droites, dont la pente croit avec t' et s’approche de 1/T quand t' — oo, c’est-a-
dire la température effective dépend du temps t,, passé dans la phase vitreuse, et
T.rs décroit vers T lorsque t,, augmente a l'infini [16]. En effet, lorsque t,, croit,
le systeme est de plus en plus proche de I'équilibre, et en particulier, lorsque ¢,
dépasse le temps d’équilibration, T,s rejoint 7' (& condition qu’il n'y ait pas eu
de cristallisation auparavant). La température effective ainsi observée correspond
qualitativement a la “température fictive” introduite par Tool en 1946 comme la
température a laquelle le systeme gele dans une expérience de refroidissement lent.
Comme expliqué précédemment, cette température dépend du taux de refroidisse-
ment, donc du temps passé a chaque température dans la phase vitreuse.

Il existe également des situations sans vieillissement ou le FDT est violé et une
température effective existe ; Berthier et al. ont montré I’existence d’une température

1Puisque l'invariance par translation dans le temps est brisée, il faut préciser ’origine des temps.
Dans I’étude des systemes vitreux, on utilise souvent un protocole générique consistant a préparer
un échantillon a haute température et a le refroidir brusquement a température T dans la phase
vitreuse. Le temps 0 est l'instant de “trempe” du systeme.

8
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effective dans des liquides cisaillés [17, 18], dans lesquels le flot de cisaillement brise le
bilan détaillé. Berthier et Barrat ont calculé Tt ;s pour de nombreuses observables, et
ont vérifié que celle-ci ne dépend pas de 'observable choisie [19, 20] ; ils ont également
proposé d’utiliser une particule traceur comme “thermometre” pour mesurer Tesy
[19].

3.3 Rajeunissement et mémoire

Récemment, des expériences de cycles en température, semblables a celles ef-
fectuées par Kovacs dans des polymeres en 1963 [21, 22|, ont été effectuées dans
divers matériaux vitreux, allant des verres de spins [23, 24] aux verres structu-
raux, en passant par les milieux granulaires [25] et les verres polymeriques [26] ou
colloidaux [27]. Ces expériences mettent en évidence des effets de “rajeunissement”
et de “mémoire” qui constituent des indices supplémentaires qui sous-tendent 1’exis-
tence d’un comportement universel dans la phase vitreuse.

a) Rajeunissement

Considérons par exemple un verre de spins a température T; supérieure a Ty,
c’est-a-dire dans la phase paramagnétique. Refroidissons-le jusqu'a Ty < T,, avec
une vitesse de refroidissement constante . Si 'on mesure la susceptibilité alterna-
tive x(w) a une pulsation w donnée (c’est-a-dire la réponse a un champ sinusoidal
de pulsation w), celle-ci décroit progressivement avec 7. A T4, laissons le systeme
évoluer pendant un temps suffisant sans changer de température. Pendant ce temps,
le systeme vieillissant, x(w) continue & diminuer. Reprenons ensuite le processus de
refroidissement a vitesse 7. On observe que x(w) ne diminue plus mais au contraire
augmente pendant un certain temps, jusqu’a approximativement rejoindre la valeur
qu’elle aurait eue a la méme température sans la période d’attente a T'4. Puis y(w)
rediminue en suivant 1’évolution qu’elle aurait suivie si cette attente n’avait pas
eu lieu. En d’autres termes, 'effet du redémarrage du refroidissement est d’abord
d’effacer le vieillissement subit a T4 ; c’est le “rajeunissement”.

b) Mémoire

Continuons 'expérience précédente. Une fois une température T, < Ty - suffi-
sante pour que le rajeunissement soit complet - atteinte, effectuons le parcours en
sens inverse en réchauffant le systeme a vitesse . Si I’évolution était réversible, on
devrait suivre dans le sens inverse 1’évolution obtenue en refroidissant constamment,
a vitesse v entre T; et Tg. Or, a 'approche de Ty, x(w) subit une légére diminution
par rapport a 1’évolution prévue puis la rattrape un peu apres avoir quitté T'4. C’est
le phénomene de mémoire, ou effet “Kovacs” [21, 22, 23, 24].

Le rajeunissement et la mémoire sont deux effets qui montrent de facon specta-
culaire que I’évolution d’un systeéme vitreux a un instant donné dépend fortement de
son évolution aux instants antérieurs. Il existe maintenant de nombreux protocoles
expérimentaux impliquant des combinaisons de ceux évoqués au-dessus, qui ont été
réalisés dans le but de discriminer parmi les mécanismes et modeles de verres de
spins disponibles, et a venir [28, 29]. Nous rencontrerons ultérieurement des effets
de ce type dans les milieux granulaires.
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F1a. 1 — Expérience de rajeunissement et mémoire dans un verre de spins (extrait
de [23]).

4 Plan et objectifs de la these

Cette these a pour objet I’étude des connexions qui existent naturellement entre
plusieurs types de systemes vitreux, du fait de la prolifération des états métastables.
En particulier, les milieux granulaires denses, dont I’appartenance a part entiere a la
famille des matériaux vitreux n’est que récente, sont mis a ’honneur ; nous verrons
comment les connaissances acquises dans 1’étude des verres de spins permettent
d’aborder des milieux aussi complexes que des empilements de grains.

Cette these est découpée en deux parties. Dans la premiere partie, les états
métastables dans les systemes vitreux, en particulier dans les verres de spins, sont
étudiés. Le chapitre I constitue une introduction aux verres de spins et a la des-
cription de quelques uns des modeles les plus étudiés. L’accent y est mis sur les
systemes a connectivité finie, qui sont en quelque sorte les vedettes de cette these,
et les techniques de base permettant ’approche analytique des problemes y sont
détaillées. Dans le chapitre II, la notion de métastabilité dans les systemes vitreux
est introduite et discutée, ainsi que le lien entre la dynamique a grand temps des
systemes vitreux et le paysage d’énergie libre. Enfin, une partie importante de ce
chapitre est consacrée aux méthodes utilisées pour dénombrer les minima locaux qui
bloquent la dynamique a température nulle. L’exemple des verres de spins sur des
graphes aléatoires de connectivité fixe sera particulierement étudié.

La seconde partie est consacrée au role des états métastables dans des mi-
lieux athermaux tels que les milieux granulaires, en s’appuyant sur ’application
des méthodes de la thermodynamique a de tels systemes. Dans le chapitre 111, apres
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une breve introduction aux milieux granulaires, les expériences de vibration d’empi-
lements granulaires sont décrites, ainsi que ’hypothese introduite par Edwards pour
caractériser les configurations visitées lors de ces expériences. Enfin, le chapitre IV,
qui est le plus long, introduit un algorithme permettant de simuler une dynamique
similaire a celle des milieux granulaires vibrés, a partir de modeles de verres de spins.
Le modele ainsi obtenu est utilisé comme un paradigme pour étudier le role des états
bloqués dans les systemes athermaux soumis a des sollicitations externes. L’étude
de modeles unidimensionnels, puis celle de modeles sur des graphes aléatoires sont
menées a bien afin de cerner les possibilités et les limitations de 'approche du type
thermodynamique a la Edwards. Pour conclure ce chapitre, le paradigme introduit
au cours de cette these est utilisé pour proposer des tests de cette approche, acces-
sibles a I'expérience.

L’étude des systemes vitreux et des milieux granulaires par ’approche a la Ed-
wards a été I'objet de nombreux travaux durant ces trois dernieres années et est un
sujet en plein développement. Ce mémoire est une tentative pour situer mes contri-
butions a cette étude dans un contexte général, et s’inscrit donc en complémentarité
des publications qui en ont découlé, et qui sont compilées a la fin. En particulier,
les travaux concernant les verres de spins en champ moyen appartenant a la classe
des modeles orthogonaux (publications 7 et 8) n’ont pas été inclus; de plus, un
certain nombre de détails techniques n’ont pas été exposés, mais sont disponibles
dans les publications qui jointes. A I'opposé, des points qui n’ont pas fait 'objet de
publication ont été ajoutés dans le corps du mémoire. En particulier, le calcul de la
complexité des états métastables par les méthodes des répliques et de la cavité est
discuté en détail dans le chapitre I1. J’ai jugé intéressant de le développer ici, étant
donné que la connexion entre ces deux méthodes y est claire, contrairement a ce qui
ressort des publications dont elles ont fait récemment 'objet séparément (en parti-
culier, la méthode des répliques est ici utilisable pour n’importe quelle distribution
de couplages).
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Premiere partie

Etats métastables dans les verres
de spins






1

Chapitre 1

Verres de spins

Introduction

Les verres de spins [30, 31] sont des matériaux magnétiques amorphes qui ont
une phase vitreuse a basse température. Cette phase se distingue des phases ferro-
magnétique et antiferromagnétique usuelles par ’absence d’ordre périodique. Plus
précisément, les aimantations locales m; = (s;) sont non nulles, mais aucun pic de
Bragg n’apparait dans une expérience de diffraction de neutrons, c’est-a-dire

Z me?™ i = (), (1)

pour tout vecteur d’onde q.

Un verre de spins est généralement synthétisé a partir d’'un matériau non magné-
tique (constitué a partir d’'un métal noble : Ag, Au, etc) au sein duquel sont intro-
duites en faible dilution des impuretés magnétiques (des métaux de transitions :
Mn, Fe). Aux températures expérimentales, ces impuretés sont figées a des positions
aléatoires et polarisent magnétiquement les électrons de conduction du milieu dans
lequel elles sont immergées, induisant des interactions effectives entre les spins ainsi
crées. Ces interactions effectives ont été introduites en 1954 par Ruderman et Kittel,
puis en 1956 par Kasuya et en 1957 par Yosida dans le contexte des verres de spins.
Elles sont décrites par 'hamiltonien effectif suivant :

Hrxry = — E JijS;-Sj,
ij
2
cos (2kprij) )

3 )
ij

JZ"O(
J T

ou kr est la longueur d’onde au niveau de Fermi et les spins §; sont des spins d’Hei-
senberg quantique. Génériquement, la température critique est suffisement élevée
pour que les fluctuations quantiques puissent étre négligées devant les fluctuations
thermiques. De plus, des composés tels que AgMn sont tres anisotropes, et sont
bien décrits par le modele d’Ising, les interactions effectives RKKY induisant des
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FiG. I.1 — Exemple de plaquette frustrée : la configuration représentée est I'un des 8
minima globaux possibles de I’énergie (les couplages sont égaux en valeur absolue),
mais il demeure une interaction non satisfaite. Il n’existe pas de configuration qui
satisfait toutes les interactions simultanément.

interactions aléatoires entre les spins du réseau hote. En 1975, Edwards et Anderson
[10] ont introduit le modele (modele d’Edwards-Anderson) décrit par ’hamiltonien

1
H = —5 ; JijSZ’Sj, (3>
2]

ou les s; € {—1,1} sont des variables d’Ising, les J;; des couplages aléatoires, et
les crochets () signifient que la somme est restreinte aux sites voisins sur un réseau
hypercubique de dimension d (d = 3 étant la dimension usuelle).

La complexité de la physique émergeant de ce modele est due a la frustration [32].
Dans un verre de spins, les spins en interaction peuvent s’aligner dans le méme sens,
ou tete-béche, selon que leur interaction est ferromagnétique ou antiferromagnétique,
de fagon a minimiser 1’énergie (on dit que l'interaction est satisfaite). Un systeme est
frustré lorsqu’il n’est pas possible de satisfaire toutes les interactions a la fois. Dans
un verre de spins, il existe un grand nombre de plaquettes frustrées, qui sont celles
qui contiennent un nombre impair de couplages antiferromagnétiques. Dans le cas
ol les couplages sont +1, la frustration induit une dégénérescence du minimum sur
chaque plaquette (cf. figure (I.1)) et les interactions entre les plaquettes induisent une
grande dégénérescence de I'état fondamental. La frustration est ici due a la présence
de désordre gelé; elle est aussi présente dans de nombreux problemes sans désordre
gelé comme les verres structuraux par exemple. Dans ces systemes, la frustration est
induite par l'existence de conditions initiales désordonnées, auxquelles le systeme
reste corrélé durant un tres grand temps. Dans certains systéemes comme les milieux
granulaires, la frustration, de nature purement géométrique est engendrée par une
exclusion volumique, les grains ne pouvant s’interpénétrer.

Le modele d’Edwards-Anderson est tres difficile a traiter analytiquement. Plu-
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sieurs approximations ont été proposées, toutes réduisant le modele d’Edwards-
Anderson (EA) a des modeles plus simples et traitables analytiquement. Une premiere
facon est de considérer la limite de tres grande dimension, ou la théorie du champ
moyen est exacte. Cette limite correspond au modele de Sherringhton-Kirkpatrick
(SK) [15], dont I’hamiltonien est donné par (3), les couplages étant Gaussiens, de
variance %, et la somme étant étendue a toutes les paires de sites distincts, d’ou ’ap-
pellation usuelle de modele completement connecté. La statique de ce modele a été
résolue par Parisi [33] en 1979. Une autre approche est 'utilisation de lois d’échelles,
valides dans ’approximation de Migdall-Kadonov, introduites indépendemment par
Fisher et Huse [34] d’une part et Bray et Moore [35] d’autre part. Dans cette ap-
proche, contrairement a ce que prédit le champ moyen, le systeme possede seulement
deux états fondamentaux, symétriques I'un de I'autre par renversement de tous les
spins ; les premiers états excités sont obtenus a partir d’'un de ces deux fondamen-
taux en retournant des zones connexes de spins. La théorie dite des “gouttelettes”
stipule que I’énergie de retournement d’une gouttelette de L spins croit comme LY.
Dans la suite de cette these, nous nous intéresserons a des modeles qualitativement
décrits par la théorie de champ moyen.

1.1 Verres de spins continus

Comme expliqué plus haut, un verre de spins ne présente aucun ordre périodique.
Dans un modele avec désordre gelé, ceci s’exprime par m; = 0, ou le surlignement
indique le moyennage sur le désordre. Par contre, pour une réalisation donnée du
désordre, les aimantations locales ne sont pas nulles, et en particulier, le recouvre-
ment d’équilibre ¢ = m? est strictement positif. La signification de ce parametre est
la suivante. Dans un systeme vitreux, l’espace des phases est séparé en un nombre
énorme de régions déconnectées, souvent appelées vallées (ces vallées sont les bas-
sins d’attraction des différents minima). Le recouvrement ¢ décrit la corrélation entre
deux configurations typiques : il prend la valeur 0 s’il n’existe qu'une seule vallée
(paramagnétique) et 1 si les vallées sont constituées d’une seule configuration. Le
parametre d’Edwards-Anderson, qui traduit la corrélation a l'intérieur des vallées
uniquement, est défini dynamiquement. La fonction d’auto-corrélation spin-spin! est
définie par C(t,t,) = % >_; (si(t))(si(tw)). Si l'espace des configurations est divisé
en régions bien séparées, la dynamique a temps intermédiaires est dominée par le
piégeage du systeme dans des vallées, de plus en plus profondes au fur et a mesure
que t, croit. La dynamique a temps courts est elle dominée par la relaxation au
sein d'une vallée et celle a temps tres long par des déplacement entre les vallées. La
forme des fonctions de corrélations est montrée sur la figure (1.2) pour différentes
valeurs de t,,. Le parametre d’Edwards-Anderson est

qpA = tlim lim C(t + ty, tw). (4)

—00 oy —00

IEn I’absence de champ externe. Dans toute la suite de cette these, aucun champ externe ne
sera appliqué.
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InC(tt )A

-
Int

F1a. 1.2 — Allure des fonctions de corrélation a deux temps C(t,t,,) en fonction de
t pour plusieurs valeurs de t,,. La longueur du plateau augmente avec t,,.

a) La brisure de symétrie de réplique

La relation entre la phase verre de spins et la forme tres rugueuse du paysage
d’énergie a été quantifiée par Parisi via I'introduction de la brisure de symétrie de
réplique [33]. En présence de désordre gelé, seules les moyennes (sur le désordre) des
fonctions thermodynamiques “auto-moyennantes” ont une signification pertinente.
Le terme “auto-moyennant” signifie qu'une quantité est naturellement moyennée par
la limite thermodynamique, c’est-a-dire lorsque la taille du systeme est infinie, la
valeur de cette quantité ne dépend pas de la réalisation du désordre considérée [31].
En particulier, I’énergie libre est auto-moyennante, et la fonction thermodynamique
a calculer pour connaitre les propriétés statiques du systeme est In Z(3). Afin de
calculer cette quantité, Edwards et Anderson ont utilisé la méthode des répliques,
introduite par Edwards dans les polymeres :

A
In Z = lim

n—0 n

(5)

La méthode des répliques consiste a calculer Z™ pour des valeurs entieres de n, ce
qui revient a calculer la fonction de partition pour n répliques s¢ (a = 1,--- ,n
est l'indice de réplique), puis a effectuer un prolongement analytique n — 0. Ces
fonctions de partition sont corrélées par la réalisation du désordre considérée. Il
n’est pas possible de calculer la fonction de partition pour le modele d’Edwards-
Anderson des que d > 1, mais pour le modele SK, ceci est possible. A la limite
thermodynamique, les corrélations entre les sites sont transformées en corrélations
entre les répliques, et 1’énergie libre par site est donnée par la méthode du col et
vaut

_5f(/6) = }LE% EXtrQab f(Qab)a (6)

ol Qg est une matrice n x n et F(Qq) est une fonctionnelle agissant sur ). La

signification de @ au col est Qu = (s¢)(s?). Remarquons que tous les sites étant
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connectés entre eux, cette fonction de corrélation ne dépend pas du site ¢ choisi. Une
propriété essentielle de F est I'invariance par permutation des répliques (“symétrie
de réplique”). Lorsque n est entier, le maximum de F est obtenu pour une matrice
Q de la forme Qu = dup(l — q) + ¢, qui respecte la symétrie de réplique (RS).
Cependant, la limite n — 0 est singuliere, dans le sens ou le point stationnaire RS
n’est plus stable et ne peut donc représenter 1’état du systeme. Parisi a montré que
la bonne solution est donnée par une forme de () brisant la symétrie de réplique
(RSB). L’ensemble des répliques est d’abord divisé en n/m paquets de taille m. Si
les indices a et b sont dans le méme paquet (et différents), @, prend une valeur
¢1 et une valeur g s’ils sont dans des paquets différents. Ceci constitue la brisure
de symétrie de réplique & un pas (1RSB). Le processus est itéré k fois pour obtenir
une RSB a k pas, en remplacant les blocs diagonaux RS de @) les plus petits par
une forme 1RSB. Dans la limite & — oo, la matrice ) est paramétrée par une
infinité de parametres q9 < ¢1 < ¢ < ---. Parisi a montré que l'on peut alors
décrire ceux-ci par une fonction g(x), ou x décrit I'intervale [0, 1], F devenant une
fonctionnelle de ¢(x). De Dominicis et Kondor ont montré que cette solution est
marginalement stable a toute température [36], c’est-a-dire que toutes les valeurs
propres de la hessienne correpondante sont positives, I'une d’elles au moins étant
nulle. Ainsi, la solution est la suivante : au dessus de T, = 1, Qup = g5 €t le systeme
est paramagnétique; a Ty, Qq (@ # b) prend continuement une valeur non nulle.
Celle-ci a une interprétation simple : & 7, I'espace des configurations se divise en
un nombre exponentiel de vallées, chaque vallée étant elle-méme divisée en sous-
vallées, cette division continuant a l'infini. Si la symétrie de réplique est brisée k
fois, les configurations peuvent donc étre regroupées en “états”, au sein desquels le
recouvrement typique de deux configurations est qp; qx est donc égal a gga. Ces
“états” peuvent etre regroupés en amas d’états, le recouvrement typique entre deux
configurations appartenant a des états différents du méme amas étant ¢,_;. On peut
ensuite définir des amas d’amas, et ainsi de suite, les recouvrements diminuant au fur
et a mesure. On peut alors définir une distance entre répliques d,, = 1_2‘7‘“’, qui rend
I'espace des configurations ultramétrique?, c¢’est-a-dire I’espace des configurations est
hiérarchisé et organisé en vallées de plus en plus profondes (cf. figure (1.3)), I'avant
dernier niveau de cette hiérarchie étant constituée des “états purs” [37]. La notion
d’état pur est utilisée ici pour désigner des régions de l'espace des configurations
séparées par des barrieres d’énergie libre infinies. En effet, un recouvrement non nul
entre deux états indique que le nombre typique de spins a retourner pour passer
de 'un a 'autre est une fonction de la taille N du systeme, qui diverge lorsque N
tend vers l'infini. Dans le cas du modele SK, 'existence d’'un ensemble continu de
valeurs possibles de ¢(x) indique que le nombre de spins a retourner pour quitter
un état croit moins vite que N ; des simulations numériques tendent a indiquer que
cette croissance est en N3 [38]. Nous décrirons plus loin des systemes pour lesquels
ce nombre croit comme N.

?Deux configurations symétriques I'un de P'autre par renversement de tous les spins ont un
recouvrement —1. Pour obtenir une structure ultramétrique qui n’est pas trivialement violée par
la symétrie Zo, il est nécessaire de quotienter I’espace des configurations par Zo
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Chapitre I. Verres de spins

Fi1G. 1.3 — Organisation schématique de ’espace des configurations pour un systeme
présentant une brisure de symétrie de réplique a deux pas. Les vallées les plus pro-
fondes correspondent aux états, qui eux-mémes regroupent des configurations ayant
une distance mutuelle typique d,.

b) Etats purs

Il est possible de matérialiser les états purs grace aux équations de champ moyen,
dérivées par Thouless, Anderson et Palmer [39] (les fameuses équations TAP). Pour
le modele SK, elles s’écrivent

8fTAP -1 2

Ces équations different des équations de champ moyen écrites en généralisant naive-
ment la théorie du champ moyen de Weiss par le terme de réaction d’Onsager
3?32, J5(1 — m3)m;, qui traduit la frustration au sein du systéme. Pour une
réalisation donnée du désordre {J;;}, il existe un grand nombre N de solutions
a(a=1,---,N) de (7), daimantations mg. Ces solutions sont les points station-
naires de 1’énergie libre, et la mesure de Gibbs est donc donnée par la somme des
contributions de tous ces points stationnaires [40] :

= Zwa<'>m (8)

oll w, est le poids de chaque solution. Le choix le plus naturel w, o< e #fe F,
étant 1’énergie libre de la solution «, permet de retrouver la solution de Parisi.
Le parametre d’Edwards-Anderson et le recouvrement d’équilibre sont donnés par :

qea = Y, Wa(m ) q = Zaﬁ waw,gmf‘miﬁ. La fonction de partition du systeéme
peut étre écrite sous la forme Z = Y e e il est utile de grouper les solutions
des équations TAP de méme énergie libre en introduisant ’entropie ¥(3, f) associée
a la croissance exponentielle (avec N) du nombre de solutions des équations TAP
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1 Introduction

d’énergie libre par spin f, appelée “complexité” :
MNP =N (P~ Nf), (9)
et la fonction de partition devient

7 — /df eNEB)-NBSf (10)

Le terme eV>3/) est le nombre de solutions d’énergie libre f. A la limite thermody-
namique, la fonction de partition est donc dominée par les solutions d’énergie libre
f* qui maximise 3(3, f) — Bf. Dans le modele SK, en dessous de la température de
transition Ty, X(0, f) est strictement positif pour f compris entre fo(5) et fi(5),
ou la complexité s’annule. Dans ce cas, on peut montrer que f* n’est pas un extre-
mum, mais f*(8) = fo(83), ce qui signifie que la thermodynamique est donnée par
un nombre non exponentiel d’états TAP.

1.2 Verres de spins discontinus

Le modele SK décrit dans les paragraphes précédents est dans la classe des verres
de spins “continus”, dans le sens ou le parametre d’ordre n’a pas de discontinuité
a la température de transition. Il existe des modeles introduits originellement pour
décrire des verres de spins pour lesquels ce n’est pas le cas.

a) Le modele p-spin sphérique

Le modele avec interactions a p spins (ou modele “p-spin”) est défini par I’ha-
miltonien

H= Z Jih‘.wipsil---sip, (11)

1< <lp

olt les couplages J;, .. ;, sont Gaussiens et de variance d’ordre N 2. La version
sphérique (telle que Y, s7 = N) est entierement soluble. Pour ce modele, la symétrie
de réplique n’est brisée qu’une fois et donc les barrieres d’énergie sont d’ordre N.
Comme pour le modele SK, il est aussi possible d’écrire des équations de champ
moyen. Cependant, le comportement de la complexité n’est pas le méme [41, 42, 43],
et il existe deux températures caractéristiques T, et Ty (Ty > T.) telles que : au-
dessus de Ty, il existe une seule solution des équations TAP, a savoir m; = 0;
entre T, et Ty, il existe un nombre exponentiel de solutions ¥ > 0 entre fo(3) et
£1(8) et (5, f) — B est maximum pour f* €]fo(8), f1(8)] tel que § = ZL0| .
Autrement dit, dans cette gamme de température, la thermodynamique est dominée
par un nombre exponentiel d’états. Cependant, la complexité (3, f*) compense
exactement la contribution de ’énergie libre Sf*, de sorte que X(f, f*) — Bf* =
—Bfpara OU fpara est I'énergie libre de la solution paramagnétique m; = 0. D’un
point de vue statique, le systeme est donc paramagnétique ; cependant, ’apparition
d’une complexité non nulle a Ty indique la présence d’'une nombre exponentiel d’états
métastables qui font perdre 1’équilibre au systéme en dessous de Ty. La complexité
X(B) = X(B, f5(B)) sannule a T, < Ty. En dessous de T, le nombre de solutions
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Chapitre I. Verres de spins

qui dominent la thermodynamique n’est donc plus exponentiel et le systéeme subit
une transition discontinue a T,, le parametre d’ordre statique ¢ sautant de zéro a
une valeur non nulle. La transition a 7T, est une transition thermodynamique, au
sens ou au-dessus de T, dans la phase paramagnétique, un nombre exponentiel de
configurations contribue a la thermodynamique, alors qu’en dessous de T} un nombre
fini de configurations y contribuent : le systeme est gelé.

b) Le scénario de la crise d’entropie

Afin d’identifier les états TAP avec les fonds des vallées du paysage d’énergie
libre, il est nécessaire de séparer parmi les points stationnaires de I'énergie libre
ceux qui sont des minima de ceux qui sont des selles ou des maxima. Ceci a été

fait par Cavagna et al. [44, 45], qui ont calculé les valeurs propres de la hessienne

02 frap
om;0m;

une loi en demi-cercle, de la forme p(A, E) \/ En(T (A + E)2. Lorsque E <
—|Ew(T)|, les états TAP sont prmmpalement des minima. Dans le cas contraire,
ce sont principalement des cols. De plus, a £ = FEy,(T'), minima et cols ayant une
seule direction négative coexistent en nombre égaux. Au dessus de T, l'énergie
d’équilibre est supérieure a E;;,(T') et le point représentatif du systeme dans I'espace
des configurations évolue entre des points selles, sans étre vraiment pres de certains
en particulier. En dessous de T, Iénergie d’équilibre est inférieure a Fy, (7). En
particulier, si le systeme est trempé depuis T; > Ty a une température T' < Ty, celui-
ci va minimiser son énergie en utilisant les directions négatives présentes dans les
cols d’énergie plus grande que E;;,(T'). Cependant, le nombre de directions négatives
disponibles diminue avec ’énergie, jusqu’a s’annuler au seuil, ce qui signifie que
I’évolution du systeme est de plus en plus lente. L’étude de la dynamique du modele
p-spin sphérique par Cugliandolo et Kurchan [12] a montré qu’en dessous de Ty
I'énergie du systeme a temps infini est Ey,(T) > E,(T). Cette dynamique vers les
états de seuil peut étre reliée a la taille des barrieres entre ceux-ci. En effet, les
barrieres d’énergie entre les états de seuil croissent comme N 3 [46], alors que les
barrieres entre les états d’énergie plus basse croissent comme N. Biroli a montré par
I’étude dynamique des équations TAP que le systeme reste bloqué a grand temps au
dessus (et au voisinage) de Ej;, et évolue en ce déplagant (a grands temps) le long
de directions plates qui séparent les bassins d’attraction des minima locaux [47].

. La densité de valeurs propres obtenue pour des solutions d’énergie F est

En dessous de la transition dynamique, les états qui donnent thermodynamique
sont des minima locaux. La fonction de partition peut donc étre décomposée comme
dans (10). L’énergie libre f de chaque vallée est la somme de ’énergie du minimum
TAP constituant le fond de la vallée et de la contribution entropique de toutes
les configurations contenues dans la vallée. Ainsi, ’entropie est constituée de deux
parties : I'une donnée par la complexité lorsqu'un nombre exponentiel de minima
locaux dominent la thermodynamique et I’autre donnée par ’entropie au sein des
vallées. A la transition statique T, la premiere de ces contributions s’annule et reste
nulle en dessous de T, alors que 'autre ne subit pas de singularité a T,. Ainsi, a la
transition statique, une partie de ’entropie disparait de fagon brutale ; ¢’est la “crise
d’entropie” et la chaleur spécifique chute de facon discontinue.
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2 Verres de spins & connectivité finie

Ce scénario est analogue au scénario de Kauzmann. L’analogue de la complexité
dans le cadre des verres structuraux est ’entropie configurationnelle (la différence
entre l'entropie du liquide et celle du cristal). La température T, correspond donc
a la température de Kauzmann ot ’entropie configurationnelle s’annule. Pour cette
raison, la transition thermodynamique a 7T, est appelée “transition vitreuse structu-
relle”.

L’analogie entre le modele p-spin sphérique et les verres structuraux est plus
profonde. Dans une série de papiers célebre, Kirkpatrick et al. [48, 49, 50] ont montré
que les équations dynamiques portant sur la fonction d’auto-corrélation de spins
dans la phase paramagnétique du modele p = 3 sont formellement identiques aux
équations schématiques obtenues a partir de la théorie du couplage de mode en
restreignant le nombre de vecteurs d’ondes a un seul [3, 4]. Ces équations montrent
que le temps de relaxation diverge a la transition dynamique. En partant de cette
analogie, on peut considérer les modeles de verres de spins discontinus comme des
modeles paradigmatiques pour la transition vitreuse. En particulier, de nombreuses
tentatives ont été faites pour relier le ralentissement dynamique pres de la transition
vitreuse a des changements de la structure du paysage d’énergie [51, 52, 53, 54].

2 Verres de spins a connectivité finie

Jusqu’ici, il a été question des modeles de verres de spins completement connectés.
La pertinence de I'image physique obtenue de ces modeles quant-a la compréhension
des verres de spins “réalistes”, c’est-a-dire en dimension finie, demeure controversée.
Les modeles a connectivité finie ont été introduits afin de tenir compte du fait que
chaque spin interagit avec seulement un nombre fini d’autres. Il existe plusieurs
types de verres de spins a connectivité finie. Dans le modele de Viana-Bray [55, 56,
le nombre de spins avec lesquels interagit un spin donné fluctue en suivant une
loi de Poisson. Nous allons étudier ici des modeles a connectivité® ¢ fixe, pour les-
quels les spins sont situés sur un graphe aléatoire, dont chaque nceud est connecté
a exactement ¢ autres noeuds. L’hamiltonien du systeme est

H= ZnijJijsisj, (12)

i<j

ou les J;; sont des couplages aléatoires indépendants ayant la méme distribution
P(J;;) et la matrice n est la matrice de connection du réseau : V(i,5) nj; = n;; €
{0,1} et Vi > ;nij = ¢ Du fait de la connectivité finie, il n’est plus possible de
décrire la statique a l'aide de la seule matrice Q4. Cependant, le modele SK est
obtenu en changeant 1’échelle des couplages d'un facteur % et en prenant la limite

c — OQ.

30n parle aussi de “coordinance”.
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Chapitre I. Verres de spins

2.1 Statique par la méthode des répliques

Le calcul de I’énergie libre par spin peut s’obtenir par la méthode du col a partir
de la fonctionnelle suivante [57] :

gln (Z p(g)c‘lp(f)6‘1> —(c=1)In (Z p(g)c> (13)

Les sommations sont sur ¢ et 7 appartenant a {—1,1}". Le parametre d’ordre est

p(o) = + > 11,6 (04 — s¢). L'interprétation de ce parametre est simple. En effet,

la corrélation en un site entre k répliques est : (s{*)--- (s7*) =>"_ p(g)o™ - 0% =
Qay . ap- Ainsi p(o) est la fonction génératrice de ces fonctions de corrélations, et la
forme (13) exprime le fait qu’il n’est pas possible d’obtenir d’équations fermées pour
un nombre fini de ces corrélations. Remarquons que 'introduction de ce parametre

d’ordre fonctionnel est aussi possible dans les modeles completement connectés. Pour

le modele SK par exemple, il a une forme “gaussienne” : p(g) x eﬁTQ Lap Qaboas Dy
fait que Qu = >, p(a)o.0v, il est clair que dans ce cas les fonctions de corrélations
d’ordre supérieur a 2 s’expriment en fonction de Q,; et la fonctionnelle (13) dépend
de Q) seulement.

a) Solution RS

La premiere difficulté dans la méthode des répliques est d’écrire les calculs de
sorte a pouvoir effectuer la limite n — 0. Pour cela, on peut exprimer le parametre
d’ordre de la facon suivante :

Bhea"
= d*h P(h', - h" _— 14

pla) / hP(h - >1:[ 2 cosh Bhe (14)

De plus, du fait que |o,| = 1, toute fonction des o, invariante par toutes les

permutations des n indices est une fonction de 6 = ) 0, et donc la forme RS la
plus générale pour p(c) est

oo

plo) = / dhp(h)m- (15)

Cette forme exprime le fait que dans (14), les champs des répliques sont tous
égaux. L’équation de col RS qui en découle est

P(h) = / ﬁ (dhP(h)) E | 6 (h—Zu(hk,Jk))], (16)

cosh(Bh—3J)
Cette équation est une équation de point fixe pour la densité de probabilité P(h)
et peut donc par conséquent étre résolue par une dynamique de population de la
facon suivante :

ottu(h, J) = 551n <7C°Sh(ﬁh+’6‘])>.
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2 Verres de spins & connectivité finie

considérer N variables réelles h;, de valeurs aléatoires, ainsi que des couplages
J; distribués selon la loi du désordre ;
choisir ¢ parmi ces h; : h;,, h h% o

— changer la valeur de h;, a la nouvelle valeur Zk L ulhi, Ji) s

— rechoisir ¢ champs, et itérer, jusqu’a convergence.

Pour prendre un exemple concret, le modele binaire symétrique possede une
distribution P(J) = % (6(J 4+ 1) +6(J —1)). A haute température, le systéme est
paramagnétique et la solution RS P(h) = d(h) est stable. Cette solution est instable
des que > ., avec (. donné par (¢ — 1) tanh? 3, = 1. Mottishaw a montré que la
solution RS est aussi instable pour les mémes températures, et donc que la symétrie
de réplique est brisée [58].

b) Solution 1RSB

G0y Mbigy " 77

Dans le cas des systemes a connectivité finie, il est simple de généraliser I’ansatz
1RSB des modeles completement connectés. En effet, il suffit de partitionner 1’en-
semble des n répliques en n/m blocs de taille m : h = (h',--- , h»). L’ansatz 1RSB
le plus général consiste donc a choisir P(h) invariant par permutation des vecteurs
AP et par permutation de leurs composantes :

P(h)=> a [[ Pr(2") (17)
A b

et?

Pt = [ dnpn(iy T o0~ ). (18)

Si l'on introduit P(p) = >, axd(p — pa), on obtient

ﬁhbz ob
/DpP H/dhb 2cosh(6hb) (19)

Dans ce cas la distribution P(p) vérifie I’équation suivante [59] :

/ H (DpiP(pi)) 6 (p — p({pi}, {Ji}))]
o({pik AT (A /HMM

X ( (1 — tanh?(3.J;) tanh®(53h;))

x &(h — Z u(hg, J;))

La généralisation a une brisure a k pas est tres simple, quoique lourde, car elle
implique que le parametre d’ordre devient une fonctionnelle de fonctionnelles, etc.

(20)

(2 cosh(ﬁh))m>

4Les exposants a, b, ... désignant des indices de répliques, la notation “®* rend compte de la

subdivision des I’ensemble des répliques en sous-ensembles imbriqués, a réferent ici aux sous-blocs
les plus grands, b aux sous-blocs de ces sous-blocs, etc.
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Cependant, la limite £ — oo n’est connue que dans la limite de grande connectivité
[60, 61] ou au voisinage de la température critique, on Mottishaw [58] a montré que
la symétrie de réplique doit étre brisée continuement.

c) Signification de la brisure de symétrie de réplique

L’équation (16) est exacte si I'on place le modele non sur un graphe aléatoire,
mais sur un arbre de Bethe [62, 63]. En effet, pour un graphe aléatoire, la taille
des boucles est d’ordre In N et tend vers l'infini avec N, et un graphe aléatoire
a connectivité fixe ¢ a donc localement la structure d’'un arbre a ¢ — 1 fils. On
construit un arbre de Cayley de la facon suivante : partant d'un site (la racine),
celui-ci est relié a c fils, qui définissent la premiere génération, dont les c(c — 1),
fils définissent la deuxieme génération, et ainsi de suite. Un arbre ainsi construit
avec K générations est un arbre de niveau K. La limite thermodynamique s’obtient
en faisant croitre K a l'infini; cependant, il est crucial pour cela de tenir compte
des conditions aux bords (les feuilles de I’arbre). En effet, pour un tel systéme, une
fraction finie de spins appartiennent au bord. Si I'on fixe les conditions aux bord,
I’arbre de Cayley est clairement un systéeme non homogene. On peut résoudre le
probleme en moyennant sur toutes les conditions de bord possibles, auquel cas le
systeme obtenu est paramagnétique a toute température, du fait qu'une fraction
finie de spins n’interagissent qu’avec un seul voisin. La construction de I'arbre de
Bethe est faite pour éliminer les bords en les rejetant a I'infini [64]. A partir d’'un
arbre de Cayley a L générations, considérons un sous arbre partant d’un des noeuds,
a L' < L générations. L’arbre (ou le réseau) de Bethe est le sous-systeme obtenu en
prenant d’abord la limite L — oo, puis L' — oc.

Il devient alors possible de calculer la fonction de partition itérativement, géné-
ration par génération, en calculant le champ effectif exercé par une génération sur la
génération parente. La méthode de la cavité permet de généraliser ce calcul itératif
a des systemes qui ne sont pas des arbres, mais qui ont une structure locale d’arbre,
c’est-a-dire dont la taille des boucles tends vers I'infini avec la taille du systeme [65].
Considérant un systeme de N spins, un site 0 est ajouté au systeme. Lorsque N est
grand, les grandeurs thermodynamiques sont modifiées d’une grandeur finie qui est
calculée en fonction de la structure locale du systeme. Pour un arbre de Bethe, la
méthode de la cavité est simple : pour ajouter un spin, il suffit de considérer des
sites @ € [1,k] (k = ¢ — 1), qui sont les extrémités de branches d’arbre, et le site 0
qui est ajouté (cf. figure (I1.4)). Le champ effectif ho crée par les spins i est tel que
(09) o tanh(Bhg) et la distribution py de oq vérifie

po(00) = D plor,--- ,o0)p(avlon, -+, on). (21)

o1, ,0k

Or sur I'arbre de Bethe, les branches qui finissent aux sites 1, - - - , k sont décorrélées,
donc la distribution jointe p(o1,-- - , o) est factorisable : p(oq,---,0%) = [ [, pi(0s),
ou pi(o;) oc €M% et p(ogloy,---,04) ox ePr0xidoivi  On obtient donc eh070 o
I (ZU ePhioitBoioooi) oc gfood;ulhindo) et si Pon pose P(h) = + 3. (6(h — h;)),
P(h) est solution de (16). Nous avons ici considéré I’addition d’un site pour calcu-
ler de fagon auto cohérente la distribution des champs de cavité. Cependant, cette
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ho

hy ha

01 02

00 00
Fic. 1.4 — Itération de la méthode de la cavité pour une connectivité ¢ = 3. La
sommation sur les spins voisins du spin 0 induit un nouveau champ de cavité sur
celui-ci.

construction ne construit que des arbres a k fils, c’est-a-dire il y a toujours un site
qui n’a pas ¢ mais k = ¢ — 1 voisins. Afin de connaitre les grandeurs thermodyna-
miques, il est nécessaire de construire un réseau ou tous les sites ont ¢ voisins. Il y a
deux fagons possibles, représentées sur les figures (1.5) et (1.6) : relier ¢ branches a
un site central 0, ou relier entre elles deux extrémités de branches 0 et 0'. L’énergie
libre totale est la somme des contributions de chaque branche et d’une contribution
de l'interaction entre les branches due a la réunion. Par exemple, dans le deuxieme
cas, I'énergie libre de la premiere branche est obtenue en prenant la trace sur les
spins o; et oy (et similairement pour 'autre branche), alors que I'énergie libre du
systeme réuni est obtenue en faisant la trace sur les o;,04, 0g et o¢. Il est facile de
montrer que ces contributions different de la valeur suivante :

—BAF® = TYE

k
exp (ﬁJgUOU{) + ﬁz ((Jio0 + hy)o; + (Jjo) + h;)d))] (22)

i=1

et la différence lorsqu’on réuni ¢ branches en un site :

Z exp <5 Z(hz + JZ‘O'())O'i)] . (23)

Si la branche i contient en moyenne un grand nombre N; ~ a/N spins, la densité
d’énergie libre vérifie (caN + 1)f = caN fyranche + AfD et 2aN f = 2aN frranche +
Af® et donc :

—BAfM =E

f=Af0 - ZAf®. (24)

Si l'on insere la forme (17) dans (13), on trouve la méme forme pour la densité
d’énergie libre.

Comme nous l'avons dit précédemment, les graphes que nous considérons ont
une structure local d’arbre. Cependant, pour un systeme de N sites, il se forme des
boucles dont la taille est de 'ordre de In N, du fait que partant du site central, le
nombre des sites a une génération donnée croit exponentiellement avec I’éloignement.
Un graphe aléatoire a connectivité finie est donc obtenu a partir d'un arbre d’ordre
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ho

02

01
0o hl

03

hs
Fic. 1.5 — Formation du graphe en reliant ¢ branches en un site.
ha hiy

hy h
Fi1G. 1.6 — Formation du graphe en reliant 2 branches.

K ~ In N en regroupant les feuilles par groupes de c feuilles et en identifiant les
valeurs des spins a l'intérieur de chaque groupe. Il est clair que dans ce cas, les
champs locaux h; considérés dans la méthode de la cavité ne sont plus indépendants
et donc (16) n’est pas vérifiée. Ceci est traduit par Pexistence de plusieurs états
purs, les champs de cavité h$ fluctuant d’état pur a état pur et de site a site. La
distribution par site moyennée sur les états purs est

pilh) = 3 wa (30— h), (25)

ou pf(h) = (6(h—h$)) est la moyenne thermodynamique de la distribution du champ
de cavité dans I'état o.. La méthode de la cavité doit étre modifiée pour tenir compte
des fluctuations entre états [65]. Dans ce cas, la distribution p(oy,--- , 0x) factorise
a lintérieur de chaque état®, et la distribution P(p) introduite précédemment est
précisément :

Pl) =+ 35— (20)

De plus, l'itération de la méthode de la cavité défavorise certains états par rap-
port a d’autres, leurs poids étant donnés par w, x exp (—mBAf) ou Af peut étre
obtenu formellement a partir de (20).

SL’analogue dans l'espace des répliques consiste & identifier p(h®) réplique par réplique, ce qui
mene & Péquation (20)
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Plus généralement, une brisure de symétrie a deux pas signifie que les états pur
sont organisés en amas, que les champs de cavité fluctuent entre différents amas,
puis a l'intérieur des amas, et enfin de site a site. Et ainsi de suite...

2.2 Autre systemes a connectivité finie

Les verres de spins sur des graphes aléatoires ont de nombreuses applications dans
divers domaines de la physique ainsi que dans d’autres disciplines, en particulier en
optimisation.

a) Problemes d’optimisation
I. SATISFAISABILITE

Il existe de nombreux probléemes d’optimisation dont la résolution peut étre mise
en correspondance avec des modeles de verres de spins sur des graphes aléatoires.
La satisfaisabilité (SAT) en est I'exemple type. Le probleme est défini de la fagon
suivante. Considérons N variables booléennes x;, i = 1,--- , N. Pour chaque variable
x;, la variable T; représente sa négation. On construit des “clauses” en prenant le OU
logique entre k variables choisies parmi les 2N variables x; et T;. Par exemple, pour
N =10, C = 23 OU 75 OU 7Ty est une clause possible. Une instance I du probleme
est la réunion de M clauses par 'opérateur logique ET : I = Cy ET --- ET Cy,.
Une solution du probleme est une configuration des variables z; pour laquelle [
est vraie. La k-satisfaisabilité (kSAT) correspond au cas ou le nombre de variables
dans chaque clause est fixé a k. Un cas qui a focalisé particulierement 1’attention
est le cas ou le nombre N de variables et le nombre de clauses M sont grands, leur
rapport « = M/N étant d’ordre 1. De plus, I’étude de problemes spécifiques étant
tres complexe, une approche plus simple consiste a étudier de fagon statistique la
satisfaisabilité, en choisissant les variables aléatoirement. Le probleme ainsi obtenu
est celui de la kSAT aléatoire®. La théorie de la complexité algorithmique est 1'étude
du pire cas; 'utilisation des méthodes de physique statistique permet d’étudier le
cas typique. Cette approche est donc particulierement utile lorsque la complexité
du pire cas et du cas typique sont similaires, ce qui a été démontré pour certains
problemes, mais demeure non prouvé pour la satisfaisabilité. Le probleme de la
satisfaisabilité appartiennent a la classe des problemes NP, c’est-a-dire ceux dont on
peut tester en temps polynomial si une instance donnée est solution du probleme.
De plus, il a été montré par Cook [66] que SAT est NP-complet : tout probleme NP
peut se ramener en un temps polynomial a SAT. Il existe une sous-classe de NP qui
est la classe P des problemes qui sont solubles en temps polynémial, comme le tri
ou la primauté des nombres’. Un probleme majeur de 'optimisation combinatoire
est de savoir si P et NP sont confondus. La réponse est affirmative si et seulement
si il existe un probleme NP-complet qui est dans P. L’étude des problemes NP-

6Comme nous ne parlerons que du probléme aléatoire, nous I'appelerons kSAT quand méme,
par abus de langage.

"Le probléme de tester en temps polynémial si un nombre de N chiffres est premier a été résolu
récemment par Agrawal et al. [67]. L’algorithme proposé est en N'2 et il est probablement possible
d’obtenir un algorithme en N selon ses auteurs.
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complets, comme kSAT, est donc de premiere importance. Pour la kSAT, il existe
un algorithme, di a Davis et Putmann, qui permet de dire si un probleme donné
a une solution [68]. Cet algorithme explore systématiquement toutes les solutions
en les classant dans un arbre de recherche, jusqu’a en trouver une (le probleme est
satisfaisable) ou les avoir toutes explorées (le probleme n’est pas satisfaisable). Cet
algorithme met un temps exponentiel pour décider, et aucun algorithme connu ne
permet de décider plus rapidement qu’en temps exponentiel. Cependant, les outils
de la physique statistique ont permis d’aborder le probleme de la complexité typique
sous un angle nouveau, et ont méme conduit a la constructions d’algorithmes tres
rapides pour trouver des solutions lorsque le probleme est satisfaisable.

La kSAT peut étre ramenée a un verre de spin dilué [69, 70, 71] en associant
a chaque variable z; un spin s;, qui vaudra 1 (resp. —1) si la variable est vraie
(resp. fausse). L’énergie d'une configuration est ensuite définie comme le nombre
de clauses non satisfaites par celle-ci, de sorte que les solutions du probleme sont
les états fondamentaux de 1’énergie ainsi construite. Cette énergie est la somme des

énergies des clauses; par exemple 1’énergie de la clause donnée pour exemple plus
haut est € = (+52) (5*) (:5=) -

Le modele de verre de spins ainsi construit est un modele dilué a connectivité
fluctuante. En effet, la probabilité qu'une variable appartienne a [ clauses est pois-
sonnienne : P(l) = e‘ka(kl—o!‘)l. Lorsque k < 2, le graphe contient des boucles de taille
typique In NV ; il contient des “hyperboucles” lorsque £ > 3. Une hyperboucle est un
sous-graphe minimal C tel que chaque site est connecté a un nombre pair de voisins
dans C. Ainsi, la topologie des graphes change lorsque k devient plus grand que 2. Ce
changement topologique est a 'origine de la différence qualitative entre les solutions
de 2SAT et kSAT, k > 3. En effet, 2SAT peut étre résolue exactement avec ou sans
I'usage de la méthode des répliques. Pour o < ay,, ot o, est le seuil de percolation,
le systeme est non frustré, et il existe un nombre croissant exponentiellement avec
N de solutions (phase “SAT”); pour a > a,, le systeme est frustré et il n’existe plus
de solutions (phase “UNSAT”). L’intuition en est simple : lorsque « est petit, le
systeme est fortement sous-contraint et possede beaucoup de solutions. Par contre,
lorsque « devient grand, le systeme est surcontraint et ne possede donc plus de solu-
tions. Il n’existe pas de solution exacte connue de 3SAT. Cependant, le diagramme
de phase peut étre trouvé en utilisant un schéma 1RSB. En utilisant un calcul va-
riationnel gaussien [72] (c’est-a-dire dont la distribution des champs de cavité est
une superposition gaussienne de gaussiennes), Biroli et al. ont mis en évidence le
comportement suivant : pour a < «g, le systéme est non frustré et possede un
nombre exponentiel de solutions (phase “SAT”). Lorsque « croit jusqu'a dépasser
ayg, il existe toujours un nombre exponentiel de solutions. Cependant, ’ensemble de
ces solutions est éclaté en amas disjoins au sein desquels la distance typique entre
solutions est la méme, définissant la taille de ces amas. La distance moyenne entre
ces amas varie peu avec «, mais a a,. > g, une transition de phase survient : il n’y
a plus de solutions qui satisfont toutes les clauses. De plus, dans les configurations
optimales (celles qui satisfont le plus de clauses) la majorité des variables deviennent
gelées (c’est-a-dire complétement constraintes). Ces variables gelées peuvent étre di-
visées en deux catégories : celles qui fluctuent entre les configurations optimales et
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celles qui sont les mémes dans toutes les configurations optimales. L’ensemble de
ces dernieres constitue le “squelette” du probleme. Ce diagramme de phase a été
affiné par Mézard et al. qui ont résolu la probleme dans le cadre de la méthode de
la cavité au niveau 1RSB. Ils ont également construit un algorithme permettant de
résoudre en temps non exponentiel kSAT jusqu’a a. pour des instances aléatoires
fixées [73, 74].

11. CODES CORRECTEURS ET COLORIAGE DE GRAPHES

Il existe un probleme pour lequel 'existence de 'organisation hierarchique des
configurations optimales prévue par la méthode des répliques peut étre prouvée
rigoureusement. Il s’agit de la kXOR-SAT aléatoire [75, 76, 77, 78]. Le probleme im-
plique, comme pour la kSAT, M = aN clauses consituées de k variables booléennes
x; choisies parmis N. Seule la maniere dont les clauses sont satisfaites differe : a
chaque clause C), est associé une parité y,,. Cette clause est satisfaite si la parité
de la somme de ses variables est la méme que celle de vy, :

k
Z T, = Ym mod 2. (27)
qg=1

En introduisant o; = (—=1)" et J,, = (—1)¥", le probleme revient a trouver des

états fondamentaux non frustrés de Uhamiltonien H = S0 (1 — J, 04, ,04,)-

Il s’agit ici d’'un probleme de verre de spins sur un hypergraphe aléatoire dont la

connectivité fluctue autour de sa moyenne «.

L’étude de la kXOR-SAT aléatoire en présence d’'un champ aléatoire est reliée a
celle de codes correcteurs d’erreurs [79)].

Un autre probleme d’optimisation sur les graphes aléatoires est le probleme du
coloriage : étant donné un graphe, dont les sommets sont tous “coloriés” a l’aide
d’un nombre donné de couleurs, quel est le nombre minimal de couleurs nécessaires
pour que deux sommets voisins soient toujours de couleurs différentes ? Ce probleme
est équivalent a étudier les modeles de Potts antiferromagnétiques a ¢ états sur le
graphe considéré avec 'hamiltonien H = Zij Nij0s;0;, €6 & déterminer la valeur
minimale de ¢ pour laquelle I'énergie du fondamental est nulle. Il a été résolu par
Mulet et al. en utilisant ’approximation 1RSB [80].

b) Autres applications des systémes a connectivité finie

Il existe d’autres systémes proches des verres de spins a connectivité finie [81,
82, 83]. Les cas des connectivités 3 et 4 ont été particulierement étudiés pour leur
lien avec la gravité a deux dimensions et la théorie des cordes [82, 84, 85, 86]. En
effet, la fonction de partition dans I’ensemble grand canonique est formellement
celle d'une théorie ¢* (ou ¢*) de dimension d’espace 0 mais de parametre d’ordre de
dimension N, dont le développement diagrammatique est précisément la moyenne
de la fonction de partition d’'un modele d’Ising ferromagnétique sur des graphes
aléatoires de connectivité 3 ou 4.

La résolution systématique de problemes a connectivité finie a ’aide de la méthode
des répliques/cavité (les deux étant équivalents) dans I’ensemble 1RSB (ou des bri-
sures d’ordres supérieures, mais ’effort numérique nécessaire est important, sans
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changer de fagon significative le résultat dans de nombreux cas) a I'aide de dyna-
miques de populations ou d’algorithmes plus complexes permet d’étudier de nom-
breux modeles sur réseau dans I'approximation “graphes aléatoires”, comme les
modeles d’hétéropolymeres par exemple.
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Chapitre 11

Etats métastables dans les
systemes désordonnés

1 Introduction

Usuellement, la notion de métastabilité décrit une phase dont ’énergie libre n’est
minimale que localement ; dans un systeme vitreux, elle est reliée a 1 “existence d “une
organisation tres complexe de l’espace des phases. Si 1”on considere par exemple
un systeme sujet a une transition de phase du premier ordre quand on change la
température, il est simple de voir 1 effet de cette métastabilité. Si le systeme est
refroidit tres lentement depuis une température assez élevée, il reste dans la phase
métastable jusqu'a ce que celle-ci disparaisse a la température spinodale, située
en dessous de la température critique ou les deux phases (s’il y a une seule phase
métastable) coexistent. Pour certains systémes, comme de 1“eau au point tricritique,
plusieurs phases métastables, représentant différents états physiques peuvent étre
présentes simultanément.

Dans un systeme vitreux, les états métastables ne représentent pas des états
physiques différents, mais des régions déconnectées de 1 espace des phases qui ne
contiennent pas de minimum global de I’énergie libre. Ces régions sont séparées par
de grandes barrieres d énergie que le systeme doit franchir pour passer d une a
1"autre. Celui-ci doit franchir des barrieres de plus en plus profondes pour diminuer
son énergie. La premiere formulation quantitative du ralentissement qui en découle
a été le “modele de pieges” de Bouchaud [87, 88]. Dans les paragraphes qui suivent,
plusieurs définitions possibles d “états métastables, vont étre données.

2 Définition de différents types d’états

2.1 Barrieres d’énergie libre

Les modeles de verres de spins infiniment connectés ont été les premiers modeles
dans lesquels une prolifération exponentielle d “états métastables a été observée ana-
lytiquement. Dans ces modeles, dont deux comportement typiques sont ceux du
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modele SK et du modele p-spin sphérique, on désigne par “vallée”, ou “états” les
voisinages des minima locaux de ’énergie libre. Cependant, il est difficile de définir
convenablement ces vallées afin d’obtenir une notion pertinente dans I’étude d’une
large gamme de modeles vitreux. Quoi qu’il en soit, une définition dynamique ne
peut étre dissociée d'une définition en terme de régions séparées par de grandes
barrieres d’énergie libre. En effet, on peut définir dynamiquement une vallée comme
une région de ’espace des configurations dans lequel le systeme reste un temps qui
diverge avec N quand N tend vers I'infini. Or, si un systeme peut quitter une vallée
pour en visiter une autre en un temps fini 7, ¢’est qu’il a du franchir une barriere
d’énergie libre, 7 étant donné par la loi d’Arrhenius par la AF : 7 e . La diver-
gence du temps nécessaire pour quitter la vallée est donc équivalente a la divergence
de la barriere d’énergie libre correspondante. Remarquons qu’une barriere d’énergie
libre peut étre une barriere énergétique ou entropique, ou les deux a la fois. Il existe
des modeles ne contenant que des barrieres entropiques [89, 90|, dont le modele du
Backgammon [91, 92, 93] introduit par Ritort est un bon exemple. Dans ce modele,
a l'instant initial, N particules sont placées au hasard sur un réseau comportant
N sites. L’énergie du systeme est simplement définie comme le nombre de sites oc-
cupés. La dynamique est une dynamique de Métropolis dans laquelle les particules
peuvent sauter de leur position courante a n’importe quelle autre. L’état fondamen-
tal du systeme est N fois dégénéré et correspond a des configurations ou toutes
les particules sont sur le méme site. A tros basse température, afin de s’approcher
de 1'état fondamental, le systeme peuple un nombre fini de sites de facon macro-
scopique. Cependant, le peuplement d’'un site unique requiert le dépeuplement des
autre sites les plus remplis, ce qui donne des barrieres entropiques d’ordre N. La
présence de ses barrieres fait que le systeme met un temps tres grand pour rejoindre
I’équilibre au voisinage de T" = 0. Un exemple plus simple de barriere entropique est
celui d'un systeme formé de deux réservoirs reliés I'un a 'autre par un tuyau tres
fin. A Dinstant initial, I'un est rempli de gaz et 'autre est vide. Il est clair que dans
I’état d’équilibre du systeme les deux réservoirs sont remplis, a la méme pression,
mais 'obligation qu’ont les particules de migrer par le tuyau central constitue une
barriere entropique.

Si dans les modeles de champ moyen, les états métastables peuvent étre définis
comme des régions d’énergies libres différentes séparées par des barrieres d’énergie
libre infinies, une telle définition n’est plus possible en dimension finie. En effet, en
dimension finie si une phase A a une énergie libre supérieure a celle d'une phase B,
la phase A peut étre détruite par la nucléation d'une “goutte” de B. La barriere
a franchir pour cette nucléation est due a la tension de surface a l'interface entre
les deux phases. Si une fluctuation fait naitre une goutte suffisement grande pour
que cette tension de surface ne puisse la faire disparaitre, celle-ci peut continuer de
croitre et de détruire la phase métastable. En dimension infinie, la surface n’est plus
négligeable par rapport au volume (par exemple sur I’arbre de Bethe, le volume d’une
goutte est proportionnelle a sa surface), et donc le cout énergétique de I'interface
reste supérieur au gain en énergie libre.
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2.2 Divers types de minima locaux

Dans les modeles de champ moyen, il est tentant d’appeler “états” les solutions
des équations TAP qui correspondent a des minima locaux de 1’énergie libre. Ce-
pendant la structure de ces minima est difficile & appréhender et ceux-ci ne peuvent
pas étre définis en dimension finie. Il convient donc d’avoir une définition différente,
avec un plus large champ d’application.

A température nulle, il est simple de définir les états métastables comme les
minima locaux de I’énergie, qui sont les configurations qui ne peuvent étre quittées
a T = 0 par une dynamique locale, c¢’est-a-dire les configurations finales obtenues
en faisant des descentes de gradient dans I'espace d’énergie. Ces minima locaux sont
aussi appelés “structures inhérentes”, et ils dépendent de la dynamique.

Pour un verre de spins d’Ising sur un réseau hypercubique, un graphe aléatoire
ou un réseau completement connecté, et pour les dynamiques usuelles ou les spins
peuvent étre retournés un par un, une structure inhérente est une configuration
telle que I’énergie augmente lorsqu’on retourne un spin quelconque. A température
non nulle, ces états qui sont métastables a 7" = 0 ne stoppent plus la dynamique.
Cependant, selon leur degré de stabilité, ils peuvent piéger le systeme pendant un
temps plus ou moins long. On peut définir des configurations k-métastables comme
des configurations pour lesquelles il est nécessaire de renverser au moins k + 1 spins
pour diminuer 1’énergie (k + 1 est le meilleur cas; dans le cas typique, la croissance
est exponentielle avec k). Dans le cas typique, le temps nécessaire pour quitter
un tel état est au moins k£ 4+ 1. Le nombre de configurations k-métastables croit
exponentiellement avec la taille du systeme, le taux logarithmique de croissance
Y définissant leur complexité. Il apparait naturel de définir un état métastable
comme un ensemble de configurations k-métastables, k tendant vers I'infini avec V.
Dans le cas du modele SK ou des verres de spins sur des graphes aléatoires, Biroli et
Monasson ont argumenté que pour le modele SK, tous les états 1-métastables sont k-
métastables [94] pour tout £ fini. L’argument pour k = 2 est le suivant : considérons
une configuration 1-métastable et retournons deux spins ¢ et 7. Désignant par AE; >
0 et AE; > 0 les couts énergétiques respectifs du retournement isolé de chacun de
ces spins, le cotit énergétique du retournement de la paire (7,7) est AE;; = AE; +
AE; — 2J;;s;8;. Or, la partie —2.J;;s;s; est d’ordre \/—IN et donc AL;; = AE; + AE;
a la limite thermodynamique (AE; et AE; étant d’ordre 1), et donc AE;; > 0.
Ceci est généralisable directement a k& > 2. Cependant cet argument peut étre
discuté, car il repose sur le fait que tous les champs locaux sont d’ordre 1; or,
il peut exister des configurations dans lesquelles une fraction de spins ayant un
champ local d’ordre LN, tout en étant alignés avec celui-ci. De telles configurations
sont l-métastables, mais pas nécessairement 2-métastables. De plus, il faut étre
prudent avant d’identifier a température nulle les états TAP avec les configurations
1-métastables et k-métastables. En effet, dans le modeles SK les équations TAP
s’écrivent

m; = tanh (ﬂ(z Jym; — B(1 — q)mi)> : (1)
J
Ces équations tendent vers des configurations 1-métastables a condition que le re-
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couvrement tende tres vite vers 1 quand T tend vers 0 : 1 — ¢ < 1. Or la valeur
de ¢ intervenant dans (1) est le recouvrement entre les états les plus nombreux, a
savoir les états de seuil ; ce recouvrement ¢, vérifie 1 — q;, ~7_¢ aT. La constante
a est le résidu a T' = 0 du terme de réaction d’Onsager et joue le role d’'un champ
magnétique, détruisant la majorité des solutions. Cavagna et al. [95] ont calculé la
complexité totale & 7' = 0; ils ont trouvé! ¥ = 0,0073, & comparer avec la com-
plexité des configurations 1-métastables ¥; = 0,1992. Cette différence peut-étre
comprise en revenant a la définition de la complexité > des états TAP. Cette com-
plexité est associée au nombre total de solutions des équations TAP qui sont des
minima, complexité donnée par celle des états de seuil. Or la complexité des confi-
gurations 1-métastables, >, est associée a tous les états 1-métastables, dont on ne
peut dire s’ils sont des minima, des cols ou des maxima de 1’énergie libre a T' = 0,
compte-tenu du caractere discret du probleme. Parmi ceux-ci, seuls ceux qui sont
obtenus par extrapolation des états de seuil a T' = 0 contribuent a la complexité
Y(T = 0). Une autre difficulté réside dans I'existence de champs locaux nuls (qui
sont nombreux pour des graphes aléatoires de connectivité paire). Dans ce cas, les
spins correspondants ont une aimantation nulle. Le fait de renverser ces spins ne
change pas I'énergie, ce qui signifie qu’il y a autant de directions plates dans le pay-
sage d’énergie que de tels spins. En particulier, les états métastables contenant une
fraction de champs locaux nuls ne peuvent étre des minima. Dans le cas du modele

SK, les couplages étant proportionnels a ﬁ, certains champs locaux peuvent étre

d’ordre LN, et donc ceux-ci ne peuvent étre considérés comme nuls que si § < VN ;
I'ordre des limites § — oo et N — oo est donc important, ce qui explique la difficulté
de comparer les états TAP, qui sont bien définis a température T finie et taille N
infinie, aux configurations k-métastables, qui elles sont bien définies a température
nulle et taille N finie. Il demeure possible que les états TAP a T' = 0 soient les états
k-métastables, ou k tends vers l'infini avec N, par exemple k ~ N% « dépendant
du degré de stabilité, minimum pour les états de seuil.

Notons ici que méme si les configurations 1-métastables ne sont celles qui do-
minent ni la dynamique ni la statique, y compris a température nulle, la frustration
au sein du systeme est qualitativement liée a l’existence d’'un nombre exponentiel
de telles configurations. Par exemple, dans le modele SK, la ligne de De Almeida
et Thouless [96] (“ligne AT”), qui sépare dans le plan température/champ la phase
verre de spins de la phase paramagnétique, a un pendant dans le plan énergie/champ
[97], qui sépare celui-ci en deux zones, 'une ou ¥; > 0 et I'autre ou ¥; = 0.

S’il est difficile de définir (méme de fagon peu rigoureuse) des états en champ-
moyen, cette tache devient un énorme défi en dimension finie. En effet, dans ce
cas les états métastables ont un temps de vie fini, qui toutefois peut étre assez
grand comparé aux échelles de temps des simulations ou des expériences. La dif-
ficulté est de construire des objets qui dans la limite champ-moyen permettent de
retrouver tous les résultats statiques et dynamiques connus. Une approche possible

1Ce calcul est celui de la complexité recuite, qui correspond & un calcul statique 1RSB (et
incluant a la fois les minima et les maxima de I’énergie libre TAP). Un calcul exact de la complexité
impliquerait un calcul RSB complet, et il est possible que le résultat en serait ¥ = 0, comme c’est
le cas a température finie.

36



3 Relation entre les états métastables et la dynamique & grands temps

consiste a généraliser au niveau champ-moyen les états a des états a durée de vie
finie donnée [98], c’est-a-dire des états dans lesquels le systeme reste durant un
temps t* a température 7. Dans la limite t* — o0, les états TAP sont retrouvés.
L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle nécessite un calcul dynamique,
qui est tres difficile en dimension finie.

3 Relation entre les états métastables et la dyna-
mique a grands temps

La métastabilité dans les systemes vitreux réfere a 'existence de régions de I'es-
pace des configurations dans lesquelles le systeme peut rester durant des temps tres
long. C’est pourquoi les états métastables influencent la dynamique aux temps longs.
La question majeure est : comment ?

3.1 Température effective, quasi-équilibre et quasi-états

Considérons le modele p-spin sphérique a température 7" > Ty plongé subi-
tement a T €|Ty, T.[. L’énergie atteinte asymptotiquement est E;;,(T). De plus, a
grands temps, la température effective T.ss, obtenue par la solution des équations
dynamiques, et la complexité X, obtenue par un calcul purement statique, vérifient

la relation
LB o)
Tes Of = ly=tu

Cette relation suggere une importance particuliere des états de seuil. Pour formaliser
un peu cette relation, introduisons d’abord une énergie libre auxiliaire conjuguée a
la complexité par transformation de Legendre :

e M0 = Z(y,8)

— e*Nvfa
N ; (3)

_ / df e~ NUNSE.D),

On obtient la complexité a partir de ®(~, 3) de facon usuelle :

0 (P(~,

28, 1) = 200

o (1)
7= 2020,8)
B 0
Y
Inversement, la température v des états métastables est

_ 958, f)

La violation de FDT est strictement valide dans la limite ¢,, = oo et la dynamique
vers le plateau (a temps court) est bien connue. Cependant, le régime intermédiaire
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est peu connu, et c¢’est pourtant dans ce secteur que le FDT commence a étre violé.
Franz et Virasoro [99] ont tenté de formaliser cela de la fagon suivante. Plagons-
nous a t,, > 1. Si on se place a un temps 7 = t — t,, ~ t,, les degrés de liberté
rapides, qui contribuent a la dynamique d’équilibre a temps court peuvent étre
considérés comme thermalisés. On peut alors décomposer s;(t) en deux parties :
si(t) = my(t) + (s;(t) — m;(t)). La premiere partie correspond a des aimantations
tres proches de celles de certaines vallées, alors que la deuxieme partie correspond
a l’écart au fond de ces vallées. La corrélation C'(t + t,,t,) se décompose en deux
parties :

C(T + ty, ty) = Ceg(T) + Cog (T + tu, tw), (6)

avec

Ceq(7) = {(5:(T + tw) = mi(T + tw)) (si(tw) — mi(tw))),
Cag(T + twv tw) = <m1(7— + tw)mi(tw»a

(7)

et les corrélations croisées sont négligeables. Les m;(t) définissent des “quasi-états”,
qui ont un temps de vie fini 7(¢,,) étant donné que t,, est fini. Il est donc nécessaire
de s’intéresser a t,, suffisement grand pour que 7(t,,) apparaisse infini (si l'on fait
une simulation numérique par exemple). Le fait que les variables s;(t) vérifient le
FDT traduit que celles-ci sont quasi-équilibrées dans les quasi-états. La fonction de
réponse associée aux quasi-états est

6(my(T +ty))

Rag(T+tw7tw) = 5hz<tw) ) (8)

ol les quasi-états sont équilibrés a la température +. La distribution d’équilibre
correspondante en présence d'un petit champ est

P({7nz (t) }) oc e~ NV rap({mi()})—Nymi(t)hi(t) (9)

La violation du FDT signifie que les quasi-états vérifient une relation du type
fluctuation-dissipation :

Xag(T + tw, tw) = 75— (qpa — Cag(T + tw, tw)) (10)

Teyy

Apres un refroidissement rapide, les seuls états accessibles sont les états de seuil, les
états plus profonds étant isolés par des barrieres d’énergie infinies. La comparaison
de (2), (5) et (10) suggere donc que les degrés de liberté les plus lents sont en équilibre
effectif a la température T sp = % dans les états de seuils. Ceci ne signifie pas que le
systéme reste confiné dans un état métastable. Kurchan et Laloux [46] ont montré
que le systeme évolue au contraire sur la frontiere séparant différents bassins, c’est-
a-dire sur des “canaux” reliant des états possédant des directions instables. Au fur et
a mesure que le systeme vieillit, les frontieres se séparent en frontieres de frontieres,
par multifurcations successives [100], le nombre de directions instables et la largeur
des canaux diminuant au fur et & mesure. Le quasi-équilibre de la relaxation rapide
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peut donc étre interprété comme un équilibrage dans les directions transverses a ces
canaux. Pour quantifier cette dynamique dans les directions transverses, Cavagna et
al. [101] ont étudié la dynamique au voisinage d'un col. Ils ont montré qu’a temps
courts, le systeme semble ignorer l'existence de directions plates avant de quitter
le col apres un temps inversement proportionnel a la densité de directions plates.
Ainsi, la croissance de la taille 7(t,,) avec le temps d’attente ¢,, peut étre attribuée
au fait que le systeme se déplace le long de directions “presque plates” et accede
a des états de plus en plus profonds, ayant par conséquent de moins en moins de
directions plates...

La conclusion du paragraphe précédent est qu'une situation completement hors
d’équilibre (ou I'énergie asymptotique n’est méme pas égale a 1'énergie d’équilibre!)
est similaire a une situation d’équilibre, pourvu qu’on s’intéresse aux bonnes échelles
de temps. Pour le modele p-spin sphérique, la discussion et simplifiée par la taille des
barrieres d’énergie libre qui introduisent deux échelles de temps bien séparées. Dans
le cas du modele SK, les barrieres divergent moins vite que N et le systeme vieillit
en explorant des états de plus en plus profond, séparés par des barrieres de plus
en plus grandes. Ceci se traduit par 'apparition d'une infinité d’échelles de temps
et d’'une ultramétricité dynamique non triviale [102, 11]. De plus, les grandeurs
macroscopiques asymptotiques sont celles de 1'équilibre, ce qui se traduit par une
correspondance entre les violations statique et dynamique du FDT.

3.2 Structures inhérentes, décomposition de Stillinger et
Weber

Nous venons de voir que les états métastables jouent un role fondamental dans
la dynamique lente des verres de spins. Etant donné I’analogie formelle entre les
modeles discontinus et les verres structuraux, on peut se demander a quoi corres-
pondent les vallées dans ces derniers. L’idée de considérer la dynamique vitreuse
comme une évolution dans un paysage d’énergie tres rugueux a été émise par Gold-
stein en 1969 [103] : au-dessus, mais pres de la température de transition vitreuse,
la dynamique d’un systeme a 1’équilibre peut étre décomposée en deux mécanismes,
I'un étant la relaxation a lintérieur d’un bassin, et 'autre le franchissement de
barriere pour changer de bassin. L’hypothese sous-jacente est que le temps typique
de relaxation au sein des bassins est tres petit devant le temps pour sauter d’un
bassin a l'autre, sans quoi il n’est pas possible de séparer les deux mécanismes.

La fagon la plus simple de définir des bassins est celle de Stillinger et Weber [104,
7] : les bassins sont les zones d’attraction des minima locaux de I’énergie. Le bassin
d’attraction d’un minimum local est défini comme I’ensemble des configurations qui
y aboutissent en effectuant une descente de gradient dans le paysage d’énergie. Ainsi
partitionne-t-on 'espace des configurations en régions dont les intersections sont de
mesure nulle et la fonction de partition d’un systeme de N particules en interaction
peut s’écrire

Z(ﬁ) _ Ze—Nﬂéa / d3NI‘6_N’8Aq)(r), (11)

o o1

ou les «v indexent les différents minima et A®(r) est la différence d’énergie entre la
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configuration r € R3" et le minimum local correspondant.
Introduisant Q(e) = )" _ d(e — ®,), Q(e) croit exponentiellement avec le nombre
de particules : Q(e) = elVoel®) et

7 ~ / de eNsc(e)*NﬁefNﬁffs(ﬂve)’ (12)

ou frs(0,e) est I'énergie libre typique d'un bassin ayant un minimum d’énergie
e [104, 7]. La quantité s.(e) est lentropie associée a l'existence d’un nombre ex-
ponentiel de bassins d’énergie e. Sciortino et al. [105] ont calculé numériquement
la différence entre ’entropie de la phase liquide et celle de la phase vitreuse d’un
mélange binaire de particules interagissant via un potentiel de Lennard-Jones, en
utilisant le fait que I’énergie libre dans la phase liquide est donnée par (12). Leur
résultat est que entropie configurationnelle? est égale & s.(ers(T)), ot ers(T) est
I’énergie typique des structures inhérentes visitées a température 7. C’est ce qu’on
s’attend a obtenir si la dynamique au sein des bassins est bien séparée de la dyna-
mique de saut entre bassins ; en effet, dans ce cas, la différence entre le liquide et le
solide est la possibilité de passer d’un bassin a I’autre, et donc la différence d’entropie
est donnée par la dégénérescence des bassins typiques. Il existe de nombreux tra-
vaux a propos de I'importance des structures inhérentes pour la thermodynamique
des liquides surfondus, et autant d’études des points stationnaires de 1’énergie. En
particulier, certains auteurs inspirés par I'image de la transition dynamique dans les
verres de spins discontinus interpretent la température du couplage de mode T
comme la température a laquelle I'index typique des cols (c’est-a-dire le nombre de
directions instables) s’annule.

La théorie des structures inhérentes a été testée sur de nombreux systémes [53,
105, 106, 107, 108, 109, 54, 110]. Elle a été en particulier testée sur un modele de
verre de spins discontinu, le modele orthogonal aléatoire (ROM) par Crisanti et
Ritort [106, 107]. Par des simulations numériques, ils ont montré que la température
effective est donnée (dans la limite des précisions numériques) par les structures
inhérentes. Ce point sera discuté ultérieurement.

4 Calcul de I’entropie configurationnelle

Dans les chapitres suivants, il sera question de systemes pour lesquels les minima
locaux de I’énergie ont un role essentiel, ainsi que ’entropie configurationnelle. Le
calcul analytique de cette entropie est simple pour des systemes unidimensionnels
[111, 112, 113], mais est souvent difficile, voire impossible dans d’autres cas. La fin
de ce chapitre sera donc destinée a montrer comment calculer celle-ci pour divers
systemes, en insistant sur le cas des verres de spins sur des graphes aléatoires, le
calcul de la complexité des configurations métastables® pour des verres de spins

2Des lors que 'entropie configurationnelle est associée aux structures inhérentes, le terme “en-
tropie configurationnelle” sera utilisé pour désigner la complexité des états 1-métastables dans la
suite.

3Pour utiliser la terminologie courante, le terme métastable sera utilisé & la place de 1-
métastable.
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sur des graphes aléatoires ayant constitué le début du travail de these. Le modele
étudié possede une distribution de couplages bimodale non symétrique : P(J;;) =
ad(1+ J;;) + (1 —a)d(l — Ji;), ot v € [0,1/2]. Sauf mention contraire, les systemes
auront toujours pour connectivité ¢ = 3, pour laquelle certains calculs peuvent étre
traités analytiquement [114, 115]. Avant de calculer I’entropie configurationnelle,
rappelons que les états métastables sont ceux que l'on ne peut quitter par une
dynamique de Metropolis a 7' = 0. Ceci ce traduit par la contrainte suivante :

Vi, AEZ = S; Z Jiij > 0. (13)

J

En d’autres termes, chaque spin est orienté dans le sens de son champ local. Dans la
suite, cette contrainte sera relaxée, et une configuration sera métastable si tous les
AF; sont positifs ou nuls. Lorsque la connectivité est impaire, cela n’a pas d’effet ;
par contre, I'effet est d’augmenter I’entropie configurationnelle pour les connectivités
paires.

Le nombre d’états métastables d’énergie E est donc

Nus(E) =Tré (E + ZnijJijsisj) H@ (Z nijJZ-jsisj> ) (14)

1<J i Jj#i

Tout comme la fonction de partition canonique, le nombre d’états métastables
d’énergie F n’est pas auto-moyennant ; par contre I’entropie configurationnelle I’est.
A la limite thermodynamique, celle-ci est donnée par

ol
se(E) = J\P—{Iéo Nln (Nus(E)), (15)
dont I'approximation recuite est
1 V.
sa(E) = Jim —1n (NMS(E)> . (16)

La convexité du logarithme implique que s,(E) donne une borne supérieure de
s¢(E). Cependant, pour les modeles de verres de spins pour lesquels une compa-
raison détaillée de s.(F) et s,(E) a été effectuée, ces derniéres coincident sur la
gamme de haute énergie [116, 117]. En particulier, elles atteignent leur maximum
a une énergie appartenant a cette région de coincidence (cf. figure (I1.3) pour une
illustration). Ceci ce traduit par In (./\/ Ms) = In (Nys), c’est-a-dire, le nombre total
d’états métastables est auto-moyennant.

4.1 Calcul numérique

Il existe plusieurs méthodes pour échantillonner les états métastables d “un sys-
teme de spins. Chacune ont leurs avantages et inconvénients, que nous allons décrire.

a) Par énumération exacte
La méthode la plus naive consiste a énumérer toutes les configurations et a

regarder lesquelles sont métastables. Pour un systeme de spins d “"Ising, pour lequel
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F1a. II.1 — Comparaison entre les entropies configurationnelles recuite (cercles) et
gelée (carrés) obtenues par énumérations pour 32 réalisations du ROM avec N = 30
spins [118].

les degrés de libertés ont le nombre le plus petit possibles de valeurs (a savoir +1),
cette méthode est tres vite limitée par la taille du systeme, dont le maximum est
autour de 35, si 17on doit moyenner sur du désordre gelé. Cependant, pour des
systemes infiniment connectés comme le ROM ou le modele SK, on obtient déja a
de telles tailles une assez bonne précision sur la valeur de ’entropie configurationnelle
pour N infini & partir de I'extrapolation de la variation de In AVyss avec N (N fini).

L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle ne marche que dans un
nombre limité de cas simples et ne peut donc pas étre génériquement utilisée. Un
avantage est qu’aux tailles accessibles, il est possible de calculer a la fois les moyennes
recuite et gelée de Ientropie configurationnelle. Sur la figure (II.1), entropie confi-
gurationnelle calculée pour le ROM est montrée.

b) Par ’approche des structures inhérentes

Une méthode un peu moins naive consiste a obtenir des états métastables en
effectuant des trempes a 7' = 0, en partant soit d'une température infinie (confi-
guration aléatoire) soit d une température finie [107]. Si la dynamique locale de
température nulle n autorise pas de mouvements sans variation d’énergie, et que
les changements d’énergie sont “quantifiés”, celle-ci est condamnée a s arréter au
bout d un temps fini, dans un état métastable, par définition. Cependant, avec
une telle méthode, il est nécessaire d’examiner avec soin les poids relatifs des états
obtenus en itérant le processus un grand nombre de fois.

Considérons un systeme équilibré a une température 7' > 0, puis trempé a
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température nulle. La probabilité d “obtenir un état métastable d “énergie E est

eNse(E)=NBfrs(E,T)

Py(E,T) = 1
On peut ainsi obtenir 1 entropie configurationnelle :
In Zn(T In Py(E,T
() = 2D gy REAET) (19

L’hypothese fondamentale de la théorie des structures inhérentes est que les bas-
sins d “attraction des états métastables sont tres similaires, dans le sens que 1”énergie
libre frs(E,T) dépend tres peu de E. Ainsi, si l“on trace % en fonction de
et pour diverses températures, on obtient des courbes qui sont superposables et qui
donnent I'entropie configurationnelle a une constante additive pres. Cependant, cette
méthode, qui est assez rapide au niveau du temps de calcul a plusieurs inconvénients
importants :

— elle ne donne ’entropie configurationnelle qu’a une constante additive pres;

— les états métastables obtenus apres une trempe depuis 1 "équilibre a la tempéra-
ture 7" ont une énergie moyenne inférieure a 1’énergie d’équilibre E.,(7T),
et donc si 'on effectue la trempe depuis une température basse, les états
métastables d “énergie haute sont perdus*. En particulier, 1"énergie maximale
E¢(T') des états métastables ainsi obtenus vérifie E¢(T) < E.,(T);

— I'hypothese selon laquelle 1"énergie libre des bassins dépend tres peu de la
température n’est plus valable des que 1 énergie est suffisamment élevée, et
d’autant plus que la température d équilibration est élevée. Ceci constitue
également une limitation de la gamme d “énergie obtenue.

Cette méthode permet donc d’explorer raisonnablement bien les états métastables

de basse énergie, mais une méthode systématique doit étre utilisée si 1 on souhaite
s’affranchir d’une approximation incontrolée telle que celle faite ici.

c¢) Par l’introduction d “un modele auxiliaire

Cette méthode, introduite par Barrat et al. afin d’échantillonner de fagon uni-
forme les configurations bloquées pour des modeles de particules a répulsion de coeur
dur se déplacant sur un réseau, est basée sur 1 utilisation d “un modele auxiliaire qui
interpole entre 1 absence de contraintes locales de métastabilité et la présence de
ces contraintes. Si 'on se place a densité constante, on défini un hamiltonien auxi-
liaire Hyyy = Zf\il 0;, ou 0; prend respectivement la valeur 0 ou 1 si la particule ¢
peut bouger ou non. L’énergie auxiliaire représente donc le nombre de particules qui
peuvent bouger et la “température auxiliaire” (,,, en est la température conjuguée.
Les états bloqués sont donc les états fondamentaux du modele auxiliaire. Si ’on sait
équilibrer a nombre de particules fixés le modele auxiliaire pour de valeurs grandes
de Bauz, on obtient 'entropie configurationnelle par intégration :

Bauz
5c<P) = lim {Seq(p) - /0 dﬁ(lwg; eau:c(/@;uza P) + ﬁauxeaux(ﬁauxa P)} ) (19)

Bauz—00

4En pratique, la température n’est pas trop basse, puisque le systeme doit quand méme étre a
I’équilibre.
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oll s, est 1 entropie d”équilibre et equr = (7 Y, 6s). Le dernier terme de (19) étant
nul par construction, on obtient

50(p) = Sealp) — / " e cons(Bones ). (20)

Dans I’ensemble canonique, il faut opérer un peu différemment. Supposons que
nous disposons d’un systéme discret® possédant un hamiltonien H, N variables
dynamiques et une dynamique locale contenant des états bloqués, c’est-a-dire des
configurations qui ne peuvent pas évoluer si la dynamique est purement relaxation-
nelle. L’hamiltonien auxiliaire est défini de la facon suivante :

6 N
Houz = H+> 0, (21)

aur 6
aux :
i=1

ou 6; prend respectivement la valeur 0 ou 1 si la variable ¢ peut changer d’état ou
non lors de la dynamique relaxationnelle. Dans le cas d'un verre de spins d’Ising,
0; = 0(s;h;), ot h; est le champ local agissant sur le spin s;. On peut a priori calculer
1”énergie moyenne des états métastables dans 1 “ensemble canonique a température 3
de n“importe quel systeme. L’équation (20) n’est plus utilisable du fait que I’hamil-
tonien auxiliaire contient deux parties dont une n’est pas conjuguée a 3,.,.. On peut
cependant obtenir I'entropie apres avoir calculé 'énergie e(8) = + limg, ., —oo (Haus)-

En pratique (que 'on soit dans I’ensemble canonique ou microcanonique), on
peut utiliser un recuit simulé pour minimiser 1 “énergie tout en ayant suffisamment de
temps pour équilibrer le systeme a température 7" : le systeme est équilibré a Ty =
ﬁaluz = 00, puis Ty, est diminuée progressivement avec un taux de refroidissement
suffisent pour que le systeme retrouve 1”équilibre apres chaque saut, jusqu’a Ty, = 0.
Cette méthode a le mérite d’étre fiable et systématique. Sil on utilise une dynamique
de Monte Carlo, le bilan détaillé est vérifié pour toutes les valeurs non nulles de (4.,
donc cette méthode permet de simuler ’hamiltonien auxiliaire avec la précision
des simulations Monte Carlo usuelles. De plus, il est possible dans certains cas
d “utiliser des méthodes de Monte Carlo non locales comme des algorithmes d “amas.
Remarquons que pour des systemes de taille finie, et pour chaque réalisation de
1"algorithme, le nombre de variables mobiles s “annule a une valeur faible mais non
nulle de Ty, ce qui signifie qu’en moyenne e, tend exponentiellement vite vers 0
avec [uuz, et donc le dernier terme de (19) est bien nul. Lorsque (4, est grand, le
systeme reste piégé dans des régions tres petites; il est donc essentiel de faire varier
Baue suffisement lentement afin de ne pas perdre la limite (4., — 0o en tombant
trop tot dans un état métastable. Cependant, méme pour un taux de refroidissement
tres lent et une grande taille de systeme, ’approche de e, < 1 peut apporter une
légere chute de 'énergie, et donc une erreur négative systématique. Pour pallier a
ce probleme, I'énergie e(3)|s,..— €st mesurée de deux fagons différentes :

|4 7’ 1. N . . ’ . ’ .

°La méthode est utilisable pour des systémes continus. Dans ce cas, il est nécessaire de définir
un seuil de blocage, par exemple la distance maximale que peut parcourir une particule tres peu
mobile, considérée alors comme bloquée.
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— en arrétant les simulations des e u, = puis en extrapolant la moyenne des
courbes d’énergie €, & Bouz — 00
— en arrétant les simulations des e, = 0 et en mesurant ’énergie moyenne de
I’état métastable obtenu.
Le calcul est considéré comme bon a partir du moment ou les deux résultats obtenus
sont suffisement proches.

Dans le cas présent, 1'énergie F(/3) et 'aimantation m([3) des états métastables
ont été obtenues en moyennant sur 25 configurations initiales pour des systeémes
comportant N = 10° spins. La complexité s.(E) a ensuite été calculée par intégration
de B(E), la constante d’intégration ayant été déterminée en imposant la valeur
particuliere s.|g—o = %ln %, qui est la valeur obtenue par le calcul analytique [119,
114].

1
N

4.2 Calcul analytique

Le calcul analytique de la complexité peut étre effectué a l'aide de la méthode
des répliques.

Nous allons calculer Zys(5)™ en répliquant le systeme n fois et en utilisant une
représentation intégrale de la fonction 6 :

Y =

6 .
_ A\ [ due N
T (B)7 = 3 i [ A ex
ms(6) N(p,c) — /2i7r 2i7r,u?€ ’

(23)
exp ( % Z E [exiﬂjwza(ug+ug+ﬂ>sfs;}) :

7]

ce qui donne

ouN(p,c) ~ N[5 tnetnp=1)—F-In(e)] oot 1o nombre total moyen de graphes de connec-
tivité ¢ construits a partir de graphes de connectivité fluctuante de moyenne p.
Introduisons

1= / Dq(p®, ") 5(Nq(u®, s*) — \/gz A ] 6(u® = pf) s o)
- / Dq(u®, s) / Di(p®, ) (24)
exp [NZ / dp® q(p®, s*) G(p, s") — \/%Z qug, sy e T we|
et remplagons ¢ par sa valeur au point col. Apres quelques calculs, on arrive a

Zars(B) = / Dy(u®, s%) V514, (25)

6Les parametres \; fixent la contrainte sur le nombre de voisins de chaque site, et ne sont donc
pas répliqués.
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avec
d d a a a ra a /e
Slal = —5 log (50 ", ") B [ T4
o (26)
+ (¢ —1)log [ “ s“)ca] :
A la limite N — 00, le parametre d’ordre fonctionnel vérifie”
c—1
a(u, gy, s E [ T Tl an"+5) oo ] , (27)

ou Z est une constante de normalisation.
a) Approximation recuite

A ce stade, le calcul recuit exposé dans les publications 1 et 5 est obtenu facile-
ment en factorisant q(p, s) :

q(p,s) = [ [ (@i (1) + s°Qa(n)) (28)

a

En posant ensuite ZF = 2mqu< Je (3 +“), on obtient 'action recuite, qui ne
porte plus que sur 4 parametres. L’avantage de ce calcul recuit est qu’il permet
d’éliminer la température au profit de I'énergie et donc donne acces a ’ensemble
microcanonique.

b) Calcul RS
I. PREMIERE METHODE

Comme nous 'avons vu au cours du précédent chapitre, la forme des solutions
générales respectant ou brisant la symétrie des répliques est simplifiée par la présence
de variables d’Ising dans le parametre d’ordre. Ici, ce n’est pas le cas, et nous intro-
duisons donc

d a a a 4+a
p@@zﬁvyﬁaggéwwﬁht, (29)

out € {—1;1}". L’équation (27) devient alors

p(s,t) =E['(s,1)], (30)

"Remarquons que S[q] ne dépend plus de p, ce qui est normal, étant donné que 1'usage de graphes
a connectivité fluctuante n’étant qu’un élargissement intermédiaire de ’ensemble des graphes pos-
sibles, plus commode pour fabriquer les graphes a connectivité c. Cependant, cette indépendance
de p indique que le passage par cet ensemble intermédiaire ne change pas les poids respectifs des
graphes ainsi construits.
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4 Calcul de ’entropie configurationnelle

avec

ZHptl, 6Xp<ﬁZJltl )]:[0( Jt“+ZJlt“‘). (31)

ot =1

La forme RS peut étre écrite [120]

p(s,t) = / dx dydz P(z,y, z) exp (ﬁst“ + ﬁstat“ + ﬁzZt“) . (32)

ou P(z,y,z) vérifie
k
1 E . FE _
P(z,y,z) = / 111 dx; dy, dz; P(x,y1, ) E [5 (m — Eln (ﬁ))

1 E_FE__ 1 E . E_
5(y——1 (L))(s(z__m(um, (33)
3 \E_.E,_ i3 \E, E__
Eyr = Z ‘]T + Z lez ﬂ 2l szz+Uszz+ZzU)+5 o(JT+Y, lel).
p1ye s pp==1

Ces équations peuvent étre résolues par une dynamique de population simple (cf.
statique RS) et la densité d’énergie et d’énergie libre des états métastables sont [120]

1 C
E = _§/H(dxl dy, dz P(xy,y1, 1))

Tr (s>, J1s1) exp {6 Sasi+BY usis+ 6y a8+ gs > Jlsl} 0(s> Iis1)
2Tr exp {BY_,msi + B> yisis + B>, 218 + gs Sudisit (s>, Jis)

E

)

—Bf(B) = —C/Q/H (dzy dy, dz P(i, yi, 1))

In (eﬁ(ylﬂm cosh (B (z1 4+ 21 + o3 + 2)) + e PO+ cosh (B (2 — 2 — x5 + 2)))

+/H(dml dydzP(x;,y1,2)) E |In (Tr@(sZJlsl)
=1 I

exp (ﬂzl‘zsz +5Zy1818 +ﬁzzz<‘5 + gSZJzSZ)>]
1 1 ! 1

La brisure de symétrie des répliques s’effectue ensuite exactement comme pour
le calcul de la fonction de partition.

L’équation de point fixe (33) et les grandeurs thermodynamiques peuvent étre
obtenues a partir de la méthode de la cavité. En effet, I'itération de la cavité est un
peu plus subtile ici que pour la statique, étant donné qu’il n’est plus possible d’ajou-
ter un site comme sur la figure (I.4), étant donné que la contrainte de métastabilité
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21 29
g X2

S1 S2
Sa

n Y2

Sp

Sp
FiG. I1.2 — Itération de la méthode de la cavité a plusieurs niveaux pour ¢ = 3.

fait intervenir tous les voisins. Considérons donc deux sites a et b, b n’interagissant
qu’avec a, et a interagissant avec k autres voisins. La distribution jointe de s, et s
est obtenue en faisant la sommation sur les voisins de a, comme indiqué sur la figure
(I1.2). Sa forme la plus générale est

P50, 54) ox ePEsetvsantzs), (34)

Si l'on la calcule en sommant sur les spins voisins de a différents de b : p(s,, sp)
E, s, ol FE g est défini dans (33)®. On peut ensuite exprimer z,y et z en remar-
quant :

E . E,
exp(4fz) = ﬁ,
_+ —_—
E E
exp(40y) = 7 (35)
ER DRt
E . E_
exp(40z) = ﬁ
+_ —_

1. DEUXIEME METHODE

Une autre stratégie possible est I'introduction du champ de cavité agissant sur
le spin s® en écrivant

0, 5) = / dhop(h, 5)eSe 1S (36)

8Remarquons que le terme g (Sasp + Sa ., 51) peut étre absorbé par une translation sur z et y.

Ici, son intérét est de montrer le lien avec la méthode des répliques.

48



5 Discussion des résultats

L’équation (27) devient dans ce cas

6/62 ha s

p(h,s) = Z /H dhip(hy, s;))
11 (5 (h“ -y st7> [ToGsens + sta)))] .

a

(37)
E

La solution RS a pour forme p(h,s) = [ DpP(p) [1, p(h*, s*) ot P(p) vérifie donc
une équation du type (20), avec p({pl} {Ji})(h, s) donné par

p({pi}, {J:})(h, s) Z Z /H [dhipi(hi, 5i)6 (si(s]; + hi))]

xé(h—;Jisi>.

Cette équation, a la structure d’'une équation 1RSB, avec m = 1, alors que la
solution RS (non recuite) correspond plutot a m — 0. La différence avec le calcul de
la statique est que dans les états métastables, comme dans les équations TAP, les
structures élémentaires ne sont plus les configurations, mais les états. Ainsi, étudier
la facon dont le champ local fluctue de site a site au sein d’un seul état n’a pas
de sens ici, puisque chaque état est réduit a une seule configuration. En d’autres
termes, la calcul RS de la fonction de partition des états métastables a formellement
la méme structure que le calcul 1RSB de la fonction de partition statique. Ceci est
a rapprocher du fait que dans le modele p-spin, pour lequel la solution est 1RSB, la
complexité est donnée par un calcul RS [95]. De plus, si 'on suppose que le systeme
est homogene, ce qui est vrai au niveau statique RS, et donc que p = p;, Vi, on
obtient les équations de col recuites.

Cette remarque donne un moyen de traiter (38) par une dynamique de population
simple, dans lesquels les objets élémentaires ne sont plus les champs de cavité, mais
la. distribution jointe p(h,s) [121]. Dans le cas de couplages £1, la résolution est
facilitée par le fait que les champs h; sont tous entiers, de sorte que p(h, s) est décrit
par un nombre fini de parametres.

L’équation (38) peut étre également obtenue a l'aide de la méthode de la cavité
[121]. Elle a pour avantage sur (33) de montrer de fagon plus claire le lien entre le
calcul 1RSB de la statique et le calcul RS de s.(/3). Par contre elle peut s’avérer plus
lourde numériquement, par exemple si les couplages sont Gaussiens. Dans ce cas il
est nécessaire de discrétiser convenablement p(h, s), ce qui n’est pas le cas pour (33).

(38)

5 Discussion des résultats

5.1 Comparaison entre les approximations

Le calcul de s.(E), pour un systeme de connectivité 3, obtenu par les méthodes
exposées dans les paragraphes précédents, est montré sur la figure (I1.3) pour o =
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0.3 T T T T 0.3
(@) (a)
— (b) — (b)
o (c)
0.2 0.2
) m)
W W
0.1 ¢ 0.1t
0 L L L L 0 L L L
-15 -1.3 -1.1 -0.9 -0.7 -0.5 -15 -1.3 -1.1 -0.9 -0.7 -0.5
E E

Fic. I1.3 — Complexité des états métastables en fonction de I’énergie par spin, pour
¢ =3 et pour o = 0.02 (& gauche) et o = 0.5 (a droite) : calcul recuit (a), RS (b),
simulations Monte Carlo (c)

0.02 et @ = 0.5. Pour le cas purement ferromagnétique (o = 0), la symétrie des
répliques n’est pas brisée et le calcul recuit de s.(F) est donc exact. Dés que «
est non nul, il existe des boucles frustrées et un nombre exponentiel d’états purs
apparait ; le calcul recuit est donc de moins en moins bon au fur et a mesure que
a s’éloigne de 0, le pire cas étant a o = 0.5. Comme on le voit sur la figure (IL.3),
la calcul recuit ne s’éloigne qu’a basse énergie du calcul obtenu par les simulations
Monte Carlo, et le calcul RS n’en est pas distinguable dans les barres d’erreur. Il est
possible de faire le calcul 1RSB ; la différence avec le calcul RS est a peine décelable
dans I’ensemble canonique (c’est-a-dire pour un /3 donné) et invisible dans 1’ensemble
microcanonique [121].

Remarquons cependant que le calcul recuit demeure bon a assez haute énergie.
La convexité du logarithme implique que cette approximation fournit une borne
supérieure de s.(F). Bray et Moore ont effectué ce calcul recuit pour le modele
SK [116, 117] et ont montré que I"approximation recuite est exacte au-dessus d’'une
certaine énergie Frsp =~ —0.672. Dans le cas présent, le calcul recuit est exact
uniquement pour £ > Ep = —%, indépendemment de «, sauf pour a = 0, ou il est
toujours exact.

De plus, le nombre d’états métastables étant régulierement attribué au niveau
de frustration du systeme, il est intrigant de constater ici que, autour de son maxi-
mum, l'entropie configurationnelle ne dépend pas de «, et qu’en particulier le modele
symétrique o = % a autant d’états métastables que le modele ferromagnétique a = 0.
Pour un graphe donné, le nombre total d’états métastables (moyenné sur les cou-
plages) est

E[Nus] =E

TI"HQ (Z nijJZ-jsisj>] . (39)

i J#i
Dans le cas du modele symétrique, les spins peuvent étre éliminés par une transfor-
mation de jauge J;; — J;;s:5;, et les couplages aléatoires J;; sont les seules variables
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5 Discussion des résultats

dynamiques en jeu :

E[Ni5"?] = 2'E

11 (Z nij JZ»J)] : (40)

i i
Dans le cas ferromagnétique, les spins ne peuvent pas étre éliminés :

T[]0 (Z nijs,»sj>] : (41)

i i

E[MiE”] =E

N(N-1 . . 1
Dans ce cas, les ( 5 ) variables dynamiques s;s; ne sont pas indépendantes, et leurs

produit autour de chaque boucle est 1. Le fait que les moyennes sur les graphes de
(40) et (41) coincident montre que les boucles ne jouent pas de role pour la majorité
des états métastables. Or ces boucles sont la seule source de frustration, ce qui
signifie que la majorité des états métastables sont présents grace a ’absence de
frustration !

5.2 Discussion de la complexité

0.3 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.8
(@)
——— (b
(c) 0.6 |
02|~ @
= (e)
) / L 04
W Vi W
i
0.1+ Wi
1/ 1
Vs 0.2
v/
7 /
i
92 /
0 ya { L L L 0 L L L
-15 -1.3 -1.1 -0.9 -0.7 -0.5 -1.6 -14 -1.2 -1 -0.8
E E

Fic. 11.4 — Complexité recuite des états métastables en fonction de ’énergie pour
diverses valeurs de a (a gauche) et sa dérivée (a droite) : a = 0 (a), o = 0.02 (b),

a=10.05(c), a=0.1 (d), «a =10.5 (e).

Sur la figure (I1.4), le calcul recuit (et sa dérivée) pour plusieurs valeurs de «
et ¢ = 3 est exposé. Sur une bande d’énergie comprise entre Er et Fyax = —%,
toutes ces courbes sont identiques. De plus, si la courbe de s,(FE) est concave pour
E € [Er, Eyax] pour tout «, on peut distinguer plusieurs comportements a basse
énergie, selon la valeur de « :

— a = 0:5,(F) est concave en dessous Ep, et pour £ < Ep, 'aimantation m(E)

est non nulle ;

— o < a, ~0.07: s,(F) est concave pour E € [E(a), E*(a)] et convexe pour

E < E*(a) < Ep. De plus les états métastables sont aimantés en-dessous de
E*(a);
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Chapitre 1I. Etats métastables dans les systémes désordonnés

—a.<a< % : 5o(F) est toujours concave, et les états métastables sont aimantés

en-dessous de F*(a) < EF.

Le calcul recuit ne donne qu’'une borne supérieure de la complexité. Cepen-
dant, celle-ci décrit bien d’un point de vue qualitatif ’existence de comportements
différents de la complexité pour des valeurs différentes de «. Les méthodes plus
précises comme 'approximation RS ou le calcul numérique permettent d’obtenir
une description quantitativement bonne des états métastables typiques. En parti-
culier, o, demeure, mais sa valeur est estimée a o, ~ 0,009; la valeur de E*(«) est
plus élevée que celle obtenue par 'approximation recuite.
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Chapitre 111

Role des états métastables dans
les milieux granulaires

Comme cela a été évoqué dans les chapitres précédents, le role des états métas-
tables dans les systemes vitreux est tres difficile a appréhender quantitativement. Il
existe des systemes dans lesquels la température ne joue pas de role prépondérant
et pour lesquels les états métastables sont définis de fagon simple. Les milieux gra-
nulaires en constituent un exemple type.

1 Introduction aux milieux granulaires

1.1 Milieux granulaires secs

On entend en général par “milieu granulaire” un ensemble de particules de taille
macroscopique, les “grains”, dont la masse est suffisement grande pour que ceux-ci
ne ressentent pas l’agitation thermique; au contraire, I'attraction gravitationnelle
devient la force prépondérante. Par exemple, pour des grains de sable de rayon a
a température ambiante, I'énergie nécessaire a les élever d'un rayon est de 'ordre
de mag ~ 1073J, alors que I'énergie fournie par l'agitation thermique est de I'ordre
de kT ~ 4.107%1J (la densité de 'atmosphere étant tres faible par rapport a celle
du sable). 1l est clair que ’ensemble de grains considéré, qu’on appellera également
“poudre”, peut étre considéré comme un systeme a température nulle. I1 faut noter
qu’il existe des matériaux granulaires de toutes tailles, allant des grains de sable a des
empilements de rochers pouvant peser des centaines de tonnes, en passant par des
empilements de pneus. Dans I’étude des milieux granulaires, le role des interactions
avec le milieu contenant les grains ou des interactions entre les grains peut étre tres
important. En particulier, la présence d'un liquide induit des interactions attractives
effectives entre les grains par l'intermédiaire des forces de capillarité. Si le liquide
est tres visqueux ou les grains tres petits, cette force peut étre du méme ordre
de grandeur que la force de gravitation. Lorsque les forces de cohésion dues au
solvant sont négligeables, on parle de milieu granulaire “sec”. Cependant, il peu
exister des interactions entre grains non négligeables dans un milieu granulaire sec,
si les particules sont chargées ou si les grains sont trop petits. Par exemple, dans
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une poudre de cacao, les forces de cohésion entre particules dues a la pression de
I’air sont importantes, alors que les forces de gravitation sont faibles. Un tel milieu
constitue un cas limite de milieu granulaire. Dans la suite, nous ne considérerons
que des ensembles de grains soumis a la seule force de gravité, sans autre interaction
mutuelle qu’une répulsion de coeur dur.

Il existe un grand nombre de matériaux qui peuvent étre décrit ainsi de fagon
réaliste, parmi lesquels des grains de céréales dans des silos, des sols tres fragmentés,
certains bétons, un sac de billes, etc...

L’exemple le plus courant (et dont tous les gamins en vacances au bord de la
mer sont des expérimentateurs infatigables) est celui du tas de sable. Un tas de
sable peut étre obtenu simplement en versant un seau de sable sur un sol plan. La
premiere remarque est qu'un ensemble de grains de sables n’étant pas sensible a
I’agitation thermique, 1’état d’équilibre est un état d’énergie minimale, c¢’est-a-dire
ou toutes les particules sont en contact avec le sol. Or, ’état obtenu en versant
les grain est le tas de sable, c¢’est-a-dire un empilement de forme grossierement
conique. Cet empilement est un état métastable, ou état “bloqué”. Si 'on exerce
une perturbation mécanique sur les bords du tas, les grains situés au voisinage du
point d’action de la perturbation commencent a s’écouler vers le bas, entrainant les
grains des couches externes qu’ils rencontrent sur leur passage, ainsi que les grains
situés au-dessus qui étaient stabilisés par leur présence. Cet événement collectif, qui
implique un grand nombre de particules situés a la surface et étendu a quelques
couches en profondeur constitue une avalanche. Une pression exercée au sommet du
tas a pour effet de diminuer sa taille en opérant une avalanche, les grains pouvant
s’échapper latéralement ; une succession de telles pressions permet d’amener tous les
grains au niveau du sol. Par contre, si le tas de sable est formé dans un récipient, les
grains ne pouvant plus fuir latéralement, il arrive un moment ou le tas se comporte
comme un solide en réponse a la pression, c¢’est-a-dire il ne se déforme pas. Ceci est
du au fait que pour se débloquer, les grains doivent franchir des barrieres d’énergie,
soit gravitationnelle, soit frictionnelle. De plus, les réarrangements de grains sont
généralement opérés par augmentation de volume et un milieu granulaire est donc
d’autant plus indéformable qu’il est dense et confiné.

Cet exemple illustre le fait que la complexité des propriétés des milieux granu-
laires vient de I'importance de phénomenes collectifs non linéaires, dans lesquels les
interactions (collisions inélastiques) a plus de deux corps sont prépondérantes et de
I'existence d'un grand nombre d’état métastables, ou états bloqués. Je ne vais pas
décrire tous ces propriétés des matériaux granulaires secs, mais je vais focaliser sur
les propriétés statistiques des empilements statiques. En effet, du fait de ’existence
de nombreux états métastables, les milieux granulaires possedent des propriétés
communes aux verres structuraux et a tous les systemes vitreux en général. Ceci
permet d’imaginer 'existence de propriétés universelles, c¢’est-a-dire indépendantes
de la forme des grains par exemple.

1.2 Empilements granulaires

Il existe plusieurs protocoles permettant d’échantillonner différentes configura-
tions possibles d’'un milieu granulaire, des billes identiques dans une boite sans cou-

58



1 Introduction aux milieux granulaires

vercle, par exemple. On peut remplir la boite en déposant les grains un par un;
les configurations obtenues dépendent alors fortement de la fagcon dont les parti-
cules sont placées les unes a la suite des autres. Si la forme de la boite le permet,
on peut par exemple former des couches de billes superposées, pour obtenir divers
empilements cristallins (cubique, cubique centré, etc...), qui vont avoir des frac-
tions volumiques et des propriétés mécaniques différentes. On peut aussi disposer
aléatoirement les billes une a une, obtenant d’autres propriétés, ou lacher toutes les
billes en méme temps, ou les lacher ensemble dans un liquide de méme densité puis
évacuer lentement le liquide lorsque 'empilement est stabilisé. Entre ces deux der-
niers cas, la fraction volumique de I'empilement obtenu est plus faible si les grains
sont en compétition pour minimiser leur énergie potentielle, ce qui est le cas en
présence de liquide. Il a été observé expérimentalement, puis numériquement, que
pour un empilement compact désordonné (c’est-a-dire obtenu en versant d’un coup
toutes les billes), la fraction volumique maximale! est prcp ~ 0,637, alors qu'il a été
observé expérimentalement [122] que la fraction volumique (ou compacité) maximale
pour un empilement obtenu en présence d'un liquide de méme densité que les grains
est ¢ = \/LTs ~ 0,74, la compacité minimale [123] étant ¢ ~ 0,55, pour I'état de
rigidité marginale ou 1’équilibre entre les forces et les contacts entre grains suffisent
juste a maintenir ’empilement au repos. La compacité maximale est celle du réseau
cubique a faces centrées (CFC). En 1611, Keppler avait postulé que cet empilement
est le plus compact possible pour des spheres dures identiques en dimension 3. La
démonstration n’a été terminée que tres récemment grace a 1'usage de moyens in-
formatiques. La difficulté, qui illustre la difficulté de passer de 'ordre local a I'ordre
(ou plutot désordre) global dans un ensemble de grains est la suivante : localement,
la compacité est maximisée en formant les structures les plus compactes. A deux di-
mensions, ces structures sont les triangles équilatéraux formés en mettant en contact
trois spheres, alors qu’a trois dimensions, ce sont des tétraedres. Or, il est possible
de paver I’espace bidimensionnel avec des triangles équilatéraux, et la maximisation
locale de la compacité est compatible avec la maximisation globale, comme dans
un ferromagnétique ou il est possible de minimise I’énergie totale en minimisant
I’énergie de chacun des sites. Par contre, il n’est pas possible de paver I'espace tri-
dimensionnel avec des tétraedres, méme localement, c¢’est-a-dire il n’est pas possible
de disposer des tétraedres ayant un sommet commun et n’ayant pas recouvrement
volumique, sans laisser du volume libre au voisinage du sommet commun. En par-
ticulier, il a été montré que le nombre maximum de tétraedres disjoints que 1'on
peut disposer autour d’'un sommet est 12, autrement dit la coordinance maximale
est 12, celle du réseau cubique a faces centrées?. Ainsi, il n’est pas simple a trois

'RCP pour “Random Close Packing”. Cette notion d’empilement aléatoire maximale est
débattue, du fait qu’elle pourrait dépendre de la fagon dont le systéme est préparé, en parti-
culier du fait qu’elle a été obtenue par vibration. Cependant, il semble raisonnable qu’il ne soit
pas possible d’obtenir une compacité plus grande sans corréler les déplacements des particules (par
exemple, si l'on cisaille horizontalement, les déplacements sont corrélés sur des couches horizon-
tales). Il est par contre probable que la compacité RCP dépende de caractéristiques du matériau
constituant les billes, comme le coefficient de friction ou leur densité.

2ce résultat conjecturé lors d'une discussion entre Isaac Newton et David Gregory en 1694 a
tenu pres de 300 ans avant d’étre démontré.
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dimensions de paver ’espace a ’aide de structures au sein desquelles il est possible
de maximiser la compacité, sans avoir de compétition entre deux telles structures
voisines ; un tel systeme est donc frustré, exactement comme un verre de spins pour
lequel il n’est pas possible de satisfaire toutes les interactions simultanément. La
présence de frustration constitue la premiere analogie entre des milieux granulaires
et les systemes déja couramment identifiés comme vitreux. De plus, 'absence de
désordre gelé suggere que la frustration opere comme dans les verres structuraux.

1.3 Les états de la matiere granulaire
a) Gaz, liquide, solide

Afin de pousser plus loin ’analogie, il convient de faire évoluer le systeme pour
voir son comportement dynamique. On peut par exemple faire vibrer la boite conte-
nant les grains. L’évolution du systeme dépent alors a la fois de la fréquence f des
vibrations et de leur amplitude a : si af? < ¢, 'excitation fournie au systeme est
telle que I'évolution du milieu vibré est une succession d’excitations et de relaxa-
tions vers des états bloqués. Par contre, si af? > g, le systéme est en continuelle
agitation et les grains ne sont jamais au repos. Dans le premier cas, la dynamique a
permis d’échantillonner diverses configurations dans lesquelles I’assemblée de grains
apparait comme solide, alors que dans le second cas, le systéme est constamment
dans un état similaire a un gaz, ou les particules se déplacent et collisionnent entre
elles et contre les parois, la différence fondamentale avec un gaz étant que les colli-
sions entre grains sont trés inélastiques, et que I'énergie cinétique® leur est fournie
par la vibration des parois. Un gaz granulaire constitue un systeme complexe au
sein duquel I'équipartition de I’énergie est violée, et en particulier la distribution
des vitesses n’est pas Maxwellienne [124]. En plus de solides granulaires et de gaz
granulaires, il existe aussi des écoulements granulaires, qui sont mal décrits par
les lois de I’hydrodynamique, bien qu’il soit possible d’en définir une viscosité. Par
exemple, un empilement de plusieurs épaisseurs de grains, disposé sur une surface
initialement horizontale et progressivement inclinée, reste dans la méme configura-
tion jusqu’a ce que 'angle d’inclinaison soit tel que la friction ne soit plus suffisante
pour empécher les grains de la couche supérieure de se mettre a glisser et de former
une avalanche. A ce moment la, si I'inclinaison est augmentée tres lentement, ou
si des particules sont ajoutées par le haut, il est possible d’obtenir un écoulement
stationnaire [125]. Un tel écoulement est le siege de phénomenes encore mal connus,
tels que le déplacement par couches, celles-ci roulant sur les couches inférieures, ou la
formation de rouleaux de connexion. Il existe donc des états d’un milieu granulaire
qui ont des propriétés semblables des états solide, liquide ou gazeux. Cependant, ces
similitudes ne sont que partielles, et en particulier il n’existe pas frontiere connue
entre ces différents états, 'état gazeux correspondant a des faibles fraction volu-
miques, 1’état liquide a des fractions volumiques intermédiaires, et 1’état solide, ou
empilement, aux fractions volumiques les plus fortes.

3Du fait de la friction, c’est-a-dire de la non sphéricité parfaite, il v a également des échange
d’énergie cinétique entre degrés de liberté de rotation et de translation lors des chocs.
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1 Introduction aux milieux granulaires

b) Transition de blocage

Lorsque la compacité est supérieure a* ¢rrp ~ 0,55, le systéme n’est typique-
ment pas mécaniquement stable et ne peut donc étre solide. Par contre, la frac-
tion volumique d’un fluide ne peut dépasser celle de I'empilement aléatoire compact
orep ~ 0,637 et donc il doit exister une transition dite de “blocage” a un valeur
de la compacité située entre ¢rrp et drcp, qui correspond (en présence de gravité)
a la transition vitreuse observée dans les simulations par dynamique moléculaire de
spheres dures a ¢g ~ 0,58 [126, 127]. Cependant, le blocage cinétique, induit par
la gravité, qui biaise fortement la dynamique relaxationnelle, ne suffit pas a faire
d’un empilement granulaire un solide, comme cela a été remarqué par Cates et al.
[128]. Tl existe des systemes, comme les suspensions colloidales, qui présentent des
phénomenes de blocage ayant également leur origine dans I'apparition de chaines de
forces, sans pour autant étre des solides. Un exemple réalisable® par la ménagere de
moins de 50 ans est celui d’une solution concentrée de maizena. Si la ménagere re-
mue lentement cette solution avec une spatule (ou un autre objet présentant un front
large), la solution s’écoule autour, de la fagon dont un écoulement fluide visqueux
contourne un obstacle ; si la ménagere tente de déplacer brutalement la cuillere dans
la solution, celle-ci s’oppose aussi brutalement a la tentative, du fait de 'apparition
du chaines de forces dans le réseau formé par les particules en suspension. L’existence
de telles chaines de forces est responsable de la stabilisation et du caractere appa-
remment solide des empilements granulaires. Cependant, Cates et al. ont montré
que ces chaines de forces n’imposent pas une réponse élastique aux sollicitations
externes. Par exemple, un tas de sable obtenu par renversement d’un seau sur un
support horizontal est stable par application d’une petite force verticale pointant
vers le bas (une augmentation de la gravité par exemple), précisément parce que les
chaines de forces responsables du blocage des grains sont celles qui ont permis de
contrebalancer la gravité. Par contre, les chaines de forces n’étant pas résistantes
individuellement a une sollicitation qui leur est transverse, une tres légere inclinai-
son du support du tas peut suffire a faire s’écouler une partie des grains. Cates et
al. ont suggéré que la possibilité de déformer les particules permet au systeme de
répondre de fagon élastique a des sollicitations infinitésimales, comme c’est le cas
pour une mousse. Ainsi, les matériaux constitués de particules complétement rigides
constituent la matiere “fragile”, et ceux constitués de grains déformables la matiere
“bloquée” (dans les conditions correspondantes, un gaz granulaire n’étant pas un
systeme bloqué). Liu et Nagel ont étendu ce concept de matiere bloquée [1] a des
systemes ne présentant pas d’interactions de coeur dur, incluant les verres, et ont
ainsi suggéré que la transition vitreuse est une transition de blocage®. D’Anna et
Grémaud ont adopté le point de vue “inverse” : ils ont étudié la transition de blo-
cage de milieux granulaires a ’aide de vibration, en vue de tester quantitativement
I'analogie avec la transition vitreuse [129, 130, 131]. En particulier, ils ont observé

4RLP pour “Random Loose Packing”.

5Un avantage de cette expérience est qu’elle sera bientdt 1'une des rares financierement acces-
sibles aux laboratoires.

67ls ont synthétisé cela dans un diagramme de phase schématique, qui peut étre trouvé dans

[1].
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Chapitre III. Roéle des états métastables dans les milieux granulaires

une diminution de la diffusivité lors d'une diminution du parametre de controle de
I’amplitude de la vibration, suivant une loi VFT.

2 Vibration des milieux granulaires

Le blocage rapide qui survient lorsqu’on verse un ensemble de grains est du a la
séparation claire des échelles de temps :

— les temps courts, allant de I'ordre de la fraction de seconde pour un seau de
sable a quelques minutes pour un éboulis rocheux, correspondent a la relaxa-
tion des grains sous l’action de la gravité, jusqu‘a ce que toute 1’énergie ait été
dissipée par les chocs inélastiques;

— les temps longs correspondent au temps passé par le systeme dans un état
métastable. Idéalement, ces temps sont infinis. En pratique, le systeme évolue
toujours imperceptiblement ; par exemple, du fait de la gravité, les grains
peuvent glisser tres lentement, méme malgré la friction (c’est le “vieillisse-
ment” du seuil de friction, qui diminue au cours du temps), jusqu’a ce que
I’équilibre mécanique devienne localement instable. De ce fait, il peut y avoir
des réarrangements a des temps tres espacés et imprévisibles.

Cette séparation des échelles de temps est une réalisation idéale du scénario présenté
dans le cadre des modeles champ-moyen de verres de spins, dans lesquels les vallées
jouent un role important, mais les échelles de temps ne sont bien séparées que lorsque
le temps passé a basse température est infini. De plus dans ces derniers, méme a
température nulle, les états bloqués (1-métastables) ne contribuent pas tous a la
dynamique du fait de la persistance de 'effet de seuil. Lorsque 'on verse des grains,
la dynamique est purement relaxationnelle et la friction provoque le blocage du
systeme, c’est-a-dire une brisure forte d’ergodicité, le temps que met le systeme a se
décorréler, et méme a ce décorréler faiblement devenant infini.

Les expériences de vibrations faibles telles que celles effectuées par le groupe
de Chicago et plus récemment par le groupe de Rennes [132] tirent partis de cette
séparation des échelles de temps afin d’essayer d’étudier les propriétés statistiques
des empilements granulaires et leur role dans la compaction de ces derniers.

2.1 L’expérience de Chicago

L’expérience réalisée par le groupe de Nagel a Chicago [133] fait figure de référence
pour la compaction des milieux granulaires. Elle va étre décrite en détail dans les
paragraphes qui suivent.

a) Dispositif expérimental

Le dispositif est constitué d’un cylindre vertical en Pyrex de 18, 8mm de diametre
pour 1m de hauteur. Le cylindre est placé sur un systeme de vibration verticale, puis
rempli de billes de verre de 2mm de diametre. Afin d’obtenir des empilements de
faible densité, qui ne sont pas réalisables par vibrations, ’empilement est préparé
en disposant les billes, puis en injectant de ’azote a haute pression par le fond du
tube. Ce protocole permet d’obtenir une fraction volumique ¢ & 0,577 proche de la
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2 Vibration des milieux granulaires

plus petite possible et qui peut étre reproduite facilement, de sorte que toutes les
expériences ont la méme fraction volumique initiale. Les empilements si peu denses
sont caractérisés par un grand nombre d’arches et vottes, qui ne peuvent étre ob-
tenues que par déposition collective des billes [134]. Lorsqu’on injecte du gaz par
en dessous, celui-ci se propage dans le milieu granulaire en passant entre les billes,
mais aussi en les soulevant si la pression est forte, créant des bulles, comme dans
un liquide, et donc des arches. Une fois ’empilement peu dense obtenu, le systeme
est mis sous vide, afin d’empécher toute pénétration d’humidité. Afin de mesurer la
compacité, des plaques métalliques sont disposées de part et d’autre a différentes
hauteurs du cylindre pour constituer des condensateurs. La capacité d’'un conden-
sateur étant fonction de la constante diélectrique du milieu inter-plaques, la mesure
de la capacité permet d’obtenir la densité en plusieurs endroits de ’empilement, a
savoir a la surface et au sein de I’échantillon (en bas, au milieu et en haut). La taille
des plaques permet de fournir la fraction volumique moyennée sur environ 6000 billes
a chaque endroit. Le dispositif est présenté sur la figure (II1.1). Le cylindre est vibré
par I'intermédiaire du cycle sinusoidal représenté dans I’encart, I'intervalle de temps
entre deux cycles consécutifs étant suffisent pour permettre au systeme de relaxer
completement dans un nouvel état métastable. Le parametre de controle I' choisi est
le rapport de I'accélération maximale durant le cycle a 'accélération de la gravité.
L’unité naturelle de temps est le nombre de cycles effectués depuis la préparation
du systeme a l'instant initial, ayant pour temps ¢t = 1. Du fait que I' > 1, 'effet d’un
cycle sur I'empilement est comparable a celui d'un choc appliqué au fond du tube.
Nous appelerons donc “tape” un cycle de vibration.

b) Evolution de la densité

L’évolution de la fraction volumique en fonction du nombre de tapes pour une
seule réalisation et pour la moyenne sur plusieurs réalisations de l'expérience sont
présentées sur la figure (I11.2). A tres faible T (T' < 1,8), le systeme se densifie tres
lentement, alors que pour des valeurs plus fortes de I', la compaction commence
par étre plutot rapide, avant de devenir tres lente. La premiere partie de la courbe
de compaction s’opere en éliminant les structures les plus instables, a savoir les
arches. Si la vibration est trop forte, la densité augmente rapidement au cours du
temps jusqu’a ce qu'une majorité d’arches sont éliminée. Si au contraire la vibration
est faible, une fraction des arches peut subsister pendant un temps beaucoup plus
grand que la durée de I'expérience grace a la friction, ce qui explique 'absence de
compaction rapide initiale pour les valeurs les plus petites de I'. La partie lente de
la compaction, qui est obtenue pour toutes les amplitudes de vibration est due a des
réarrangements locaux des billes sur des échelles petites devant le diametre des billes,
contrairement aux réarrangements issus de la destruction d’arches, qui correspondent
a des échelles supérieures a la taille des grains. Cependant, de grandes fluctuations
de fraction volumique, comme celles visibles sur la figure (II1.2), peuvent subvenir
du fait de 'occurrence d’événements rares de grande échelle comme des avalanches.
Il est difficile d’extraire la loi de variation temporelle de la compacité lors d’une
seule expérience, celle-ci étant tres dépendante de I'expérience et dominée par les
fluctuations. Par contre, la moyenne sur plusieurs expériences a méme amplitude de
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F1c. IT1.1 — Schéma du dispositif expérimental du groupe de Chicago. Le cylindre de
gauche sert a mesurer les fluctuations du dispositif électronique (extrait de [133]).
Dans I’encadré, la variation de l'altitude du cylindre durant une tape est représentée.

vibration permet d’obtenir des courbes qui fluctuent relativement peu, comme sur
la figure (II1.2). Certains arguments qualitatifs simples prédisent des lois differentes.
Barker et Mehta ont proposé que la compaction s’opere a deux échelles, celle des
grains, qui se déplacent localement dans une cage formée par leurs voisins, et celle
d’amas de grains, qui se déplacent plus lentement [136, 137, 138]. Cette séparation
de deux échelles de temps (et de taille) implique que la densité doit évoluer comme
la superposition de deux exponentielles, ce qui est en accord avec I’évolution d’une
seule réalisation, mais pas avec une évolution moyenne. Si I’on suppose que ces deux
échelles de temps dépendent de la réalisation de I'expérience, ou qu’il y a plus que
deux échelles de temps (par exemple si les amas compacts ont une grande variété
de tailles), la moyenne obtenue peut étre une évolution tres lente. Knight et al. ont
testé diverses lois pour décrire la compaction moyenne. La loi qui semble la plus
satisfaisante est une loi de compaction logarithmique [133] :

Ap
14+ Bln(1+t/7)

pt) = poo —
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F1c. I11.2 - Evolution temporelle de la fraction volumique (notée aussi p). A gauche :
évolution a différentes hauteurs pour une seule réalisation de ’expérience et pour
[ = 6,8 (extrait de [135]). A droite : évolution au voisinage du fond du cylindre
moyennée sur 5 réalisations, pour I' = 1,4(x), I' = 1,8(0), ' = 2,3(4), I =
2,7(0), I'=3,1(v), ' =4,5(0) et I' = 5,4 (4) (extrait de [133]). Les lignes sont
des régressions suivant 1’équation (1).

Remarquons que les parametres d’ajustement de (1) dépendent du temps de com-
paction déja écoulé; en particulier, plus ce temps est grand, plus 1’échelle de temps
7 est grande [139].

Il convient d’étre prudent quant-a 'interprétation de cette loi. En effet, celle-ci
semble certes la meilleure lorsqu’on moyenne sur plusieurs réalisations de I'expérience,
mais il est plus difficile de discriminer d’autres lois avec une seule réalisation. Un
argument expliquant la loi (1) ne peut donc étre discriminant que s’il ne s’applique
pas qu’a une seule réalisation, mais a une moyenne. La loi de compaction logarith-
mique peut étre obtenu dans la limite I' — 0, a partir de plusieurs modeles, tous
basés sur un argument de volume libre utilisé pour la premiere fois dans le contexte
des milieux granulaires par Knight et al. [140] ainsi que Boutreux et de Gennes
[141]. L’argument est le suivant : lorsque I est tres faible, la densité asymptotique

Pm est la densité maximale possible en tapant. Donc a une densité donné p, ’exce’s
de volume par grain (ou “volume libre”) est donné par v =V (% — %) Le point

clé est que pour que le volume total diminue de Vy, il faut que plusieurs grains se
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FiG. II1.3 — Processus d’adsorption et désorption. L’adsorption n’a lieu que s’il y a
de la place pour une nouvelle particule, alors que la désorption n’a pas de contrainte.

réarrangent collectivement pour libérer 'espace pour disposer un grain. Le nombre
de grains a déplacer pour créer un volume libre au moins de la taille d'un grain est
N = % = /ff—;;“ et la probabilité que ces N grains ce réarrangent est proportionnelle
a e V. La densité évolue donc selon 1’équation suivante :

d PPM
d_';) — a(l — p)e_P—Pm_ (2)

Dans la limite de tres grands temps, p ~ p,, et la solution de (2) est asymptotique-
ment de la forme (1). Cependant, les arguments tels que celui du volume libre sont
a consommer avec modération. Le volume libre est la différence des volumes par
particule dans I’état asymptotique et a l'instant ¢. Or ce volume libre ne représente
pas le volume accessible aux particules. En effet, le volume minimum accessible par
particule est la différence entre le volume obtenu en minimisant la distance entre
les particules voisines, c’est-a-dire en formant des tétraedres. Si I'on s’intéresse au
volume moyen accessible, celui-ci ne peut étre inférieur au volume moyen accessible
dans ’empilement cubique a faces centrées, qui est le plus compact possible. Or I'em-
pilement le plus compact obtenu dans les expériences de Chicago est de 10% moins
dense que 'empilement CFC, et donc le volume accessible moyen ne tend pas vers 0
quand la densité atteint son état asymptotique. Le fait de prendre en compte le vo-
lume libre a la place du volume accessible revient a supposer la densité asymptotique
est une densité de référence que le systeme tend a atteindre, en d’autres termes, c¢’est
un point fixe de la dynamique. Or, dans la théorie du volume libre, la dynamique se
déroule comme si la densité a atteindre était connue a priori. En particulier, celle-ci
tient compte de la diminution de la densité due a des réarrangements de grande
taille, mais ne tient pas compte de 'augmentation possible de celle-ci. Cependant,
le fait d’obtenir un empilement moins compact que le CFC lorsque I' tend vers 0
indique que la compaction doit étre ralentie par un mécanisme d’augmentation de
la fraction volumique du aux configurations géométriques locales.

Un modele mettant plus quantitativement en ceuvre un argument de volume libre
est le modele de parcage [142, 135, 143] (“parking lot” en anglais) a une dimension,
qui décrit I’évolution temporelle de la densité de voitures se garant le long d'une route
sans tenir compte de la délimitation des places. Ce modele décrit aussi I’adsorpsion et
la désorption de particules sur un substrat [142], dans sa version bidimensionnelle.
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Le systeme est constitué d’'un axe infini sur lequel des particules de taille unité
peuvent étre déposés avec un taux k., a condition qu’il y ait un espace de taille
unité au moins pour les accueillir, et retirées avec un taux k_ (cf. figure (II1.3). Le
parametre de controle de la densité asymptotique est le rapport z—f Le lien avec les
milieux granulaires bidimensionnels est le suivant : si le milieu est assez compact, les
grains sont grossierement disposés selon des lignes horizontales, qui sont déformées
par l'interaction avec les lignes voisines. Si ’on suppose que cette interaction entre
lignes revient a un échange de grains d’une ligne a l'autre, on obtient le modele
de parcage, avec des taux ky et k_ I'-dépendants. Une version bidimensionnelle
du modele de parcage permettrait donc de décrire la compaction d'un empilement
tridimensionnel, mais n’est pas soluble analytiquement. De plus, le fait que deux
couches successives interagissent par échange de grains n’est vrai que dans la limite
ot la dimension d’espace est tres grande, c’est-a-dire quand chaque grain a un grand
nombre de voisins, qui peuvent donc se réarranger pour accueillir un grain d’une
couche voisine. En d’autres termes, I’étude de la compaction granulaire a 1’aide de
ce processus d’adsorption-désorption est une étude en champ moyen. Krapivsky et
Ben-Naim [142] ont résolu la dynamique du modele de parcage, dont la densité relaxe
selon I’équation de Langmuir modifiée :

o _

=k (1—ple T —k_
7 ki (1—p)e k_p (3)

A ce stade, une comparaison avec I’argument de volume libre s’impose. En effet, le
terme e T-7 est similaire au terme e~V , qui donne la probabilité de créer un vide de
la taille d’une particule. Or, ici, ce n’est pas le volume libre, mais le volume accessible
qui est pris en compte. Ce volume accessible par particule est obtenu par référence au
volume par particule de I’état le plus compact ou I'axe est entierement rempli, dont
la densité est p,, = 1. De plus, 'augmentation de la densité est contrebalancée par
le terme de désorption —k_p, et il n’existe un régime de compaction logarithmique
que lorsque p(oo) ~ 1, c’est-a~dire lorsque k& > 1. Lorsque k_ n’est pas nul, la
décroissance est exponentielle, avec un temps de relaxation proportionnel a k%, du
fait de I’équilibration entre adsorption et désorption.

Une autre amélioration de 'argument de Knight et al., permettant d’inclure
'effet de 'amplitude de vibration I' a été introduite par Head [144, 145]. Dans ce
modele phénoménologique, la création d’un vide est identifiée au franchissement
d’une barriere d’énergie par activation, de sorte que le taux de relaxation est de

la forme : W(p,I") x e_%, ou N = % Le modele ainsi obtenu est similaire a
un modele de pieges, la loi de compaction étant bien décrite par la loi (1). Cette
activation a également été mis en évidence dans un modele unidimensionnel de
déposition, ou les particules sont autorisées a diffuser [146].

Avant de passer a la description du régime stationnaire, il est utile d’ajouter que
dans le régime de compaction lente, des effets typiques des systemes vitreux ont été
observés. En vibrant avec une amplitude I' des empilements, préparés a une fraction
volumique ¢, obtenue a l'aide de vibrations a des amplitudes I'y < I', I'y = T" et
I's > T', Josserand et al. ont montré 'existence de mémoire a court terme et de
rajeunissement, ’évolution a temps court de la fraction volumique dépendant de
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F1a. 111.4 — Evolution de la fraction volumique en fonction de I' le long d'un cycle
de vibration (extrait de [135]).

I'histoire de ’échantillon [25]. Ces effets sont présents dans plusieurs modeles de
compaction granulaire [147, 148], ainsi que des effets de mémoire a long terme [147].

c) Régime stationnaire

Bien que la compaction soit tres lente, il est possible d’obtenir un régime asymp-
totique stationnaire apres avoir suffisement vibré le systeme. Si I'on fait varier len-
tement I' en laissant le temps au systeme d’atteindre son régime stationnaire entre
chaque changements, il est possible d’obtenir la variation de la densité p(I") en fonc-
tion de I'. Ce protocole a été réalisé par le groupe de Chicago. Apres que le systeme
eut été préparé dans un empilement de fraction volumique ¢ = 0,577, celui-ci a été
vibré a I' = 0,5, puis [' a été augmenté progressivement par sauts de AI' = 0, 5.
Ainsi, un cycle de vibration, décrit sur la figure (II1.4) a été effectué. La courbe
obtenue (figure (I11.4)) possede deux parties caractéristiques. Lorsque I' va de 0,5 a

* & 3,5, dans la premiere évolution croissante, le systeme se décompacte de fagon
irréversible. Lorsque cette décompaction s’opere, des arches sont détruites, en com-
mencant par les plus grandes, plus instables, les plus petites étant détruites a I'*.
Le caractere irréversible de cette évolution est due au fait que les arches ne peuvent
pas étre crées par vibration. Une fois que I' a atteint ['*, un régime réversible est
atteint, le long de laquelle la fraction volumique est une fonction décroissante de T'.

La densité atteinte dans l’état stationnaire pour chaque valeur de I' semble
étre bien définie sur la courbe réversible. Cette densité est obtenue en moyen-
nant sur un grand nombre d’états métastables obtenus au cours de l'expérience.
Ayant la possibilité d’explorer un grand nombre de configurations, plusieurs ques-
tions émergent : quelles sont les caractéristiques des configurations typiques qui
sont obtenues ? Quelle est la distribution de ces configurations ? Quel sont les roles
respectifs des deux phases de la dynamique (excitation et relaxation) ?
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Afin de répondre en partie a ces questions, Nowak et al. ont étudié les fluctuations
de la densité dans le régime stationnaire. Ils ont montré que la distribution des
fluctuations de densité est Gaussienne pour des petites fluctuations, mais que celle-
ci est non Gaussienne pour les larges fluctuations dans certains cas [135]. De plus,
I’étude détaillée du spectre de puissance de ces fluctuations montre que celles-ci sont
dues a des réarrangements a diverses échelles [149], dont les plus grands forment
des avalanches. Le systeme reste donc tres corrélé pendant de grandes périodes de
temps, avant de perdre sa corrélation par des avalanches, qui amenent de grandes
fluctuations de densité.

2.2 Quelques commentaires sur ’expérience de Chicago

L’expérience décrite dans les paragraphes précédents présente une tres riche
phénoménologie, typique de celle des milieux granulaires, dans laquelle 'histoire
de I’échantillon est tres importante. Dans ce paragraphe, la représentativité de cette
expérience va etre discutée. L’existence d’empilements riches en arches ainsi que le
caractere fortement non Gaussien de certaines fluctuations de densité indique que
les bord du cylindre jouent un role important. Les billes ont un diametre de 2mm,
alors que le diametre du cylindre est de 18, 8mm, soit environ 9 diametres de bille.
Or, les arches, qui permettent de stabiliser des empilements peu denses obtenus par
déposition séquentielle, sont elles-mémes stabilisées par les contacts avec les parois
du cylindre”. En effet, en ces points, les contraintes mécaniques ne sont pas exercées
sur les grains inférieurs, mais sur les parois, dans le prolongement des chaines de
forces (ce qui est la raison pour laquelle le débit est constant dans un sablier). De
plus, si la distance typique entre deux points de croisement des chaines de force est
de l'ordre de la largeur de la boite, des structures tres instables peuvent étre obte-
nues en créant des voutes de la méme taille, s’appuyant sur les parois, de sorte que
I'effondrement d’une de ces voutes provoque l'effondrement de tout I'empilement
situé au dessus, y compris 'effondrement d’autres voutes. A contrario, si la boite
est large, les voutes ne s’appuient plus sur les parois et sont donc moins stables.
De plus, la brisure d'une votite provoque des réarrangements plus locaux que dans
le cas ou le cylindre est étroit. On s’attend donc a obtenir certaines différences en
vibrant des billes dans une boite plus large : des fluctuations de densité plus Gaus-
siennes, moins dominées par les avalanches, une diminution de la valeur I'* ou le
régime irréversible disparait, et un changement de la loi de compaction (la présence
de convection facilitant 1'établissement d'un régime stationnaire).

La vibration de billes de verre dans un cylindre plus large a été réalisée par
Philippe et Bideau [132]. Leur dispositif a un diametre de 10c¢m, pour des billes de
Imm, ce qui fait un rapport de 100. Leur résultats sont les suivants :

— les relaxations ne sont plus logarithmiques, mais bien décrites par des exponen-

tielles étirées de la forme Kohlrausch-Williams-Watts (KWW). Le temps de re-

"Des études numériques ont été réalisées sur les arches dans des empilements sans parois, ol
des structures de grande taille ont été observées [150]. Cependant, 'utilisation de conditions aux
limites périodiques, pour des tailles de boites de 8 diametres de grains explique la stabilisation de
ces larges structures.
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laxation 7(I") étant relativement bien décrit par une loi d’Arrhenius 7(I') e T

audessusde ' =1,2;

— la diminution de I'* a la valeur I'* ~ 1, 2, qui est le seuil de décollage des billes.
En dessous de I'*, la compaction s’opere beaucoup plus lentement, sans que
les billes du fond ne décollent. Le temps de relaxation suit toujours une loi
d’Arrhenius en dessous de I'*, mais avec un I'y plus grand.
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F1a. II1.5 — Courbe de compaction obtenue par Philippe et Bideau (extrait de [132]).

La courbe de compaction réversible est montrée sur la figure (IIL.5). Les valeurs
de la fraction volumique sont toujours plus petites que ¢rcp, ce qui n’est pas le
cas dans l'expérience de Chicago. Cet effet peut étre attribué aux parois : dans
I’expérience de Chicago, une partie du poids du systeme est supporté par ces parois,
de sorte que 'accélération maximale effectivement ressentie est en partie compensée
par le poids “absorbé” par celles-ci. Ainsi, pour une valeur donnée de I', 'accélération
qui contribue au réarrangement des grains n’est pas la méme selon si le cylindre est
étroit ou large. Cela peut expliquer les relaxations plus rapides et la diminution de
[ dans I’expérience de Philippe et Bideau, qui correspondent a des vibrations en fait
beaucoup plus fortes que celles du groupe de Chicago. Il est possible que des valeurs
tres faibles de I' permettent dans ce cas d’obtenir des densités dépassant 0,63. Il
est donc clair que I' n’est pas un parametre universel pour décrire la vibration du
systeme, puisque les densités obtenues dépendent fortement du diametre du cylindre.
En particulier, I'accélération effectivement ressentie par 'empilement n’est pas celle
fournie par le module vibrant.

Une constatation similaire a été faite par D’Anna et Grémaud ; dans leurs expé-
riences de vibration, les courbes de diffusivité en fonction de I' dépendent de la
fréquence f du cycle constituant chaque tape, mais sont superposées a petit I en

utilisant la variable d’échelle 7 = ? = \/g (ou a est 'amplitude du cycle si-

nusoidal). Le parametre 7 représente le temps que met un grain a chuter sur une
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distance a. Partant de cette observation, D’Anna et al. ont montré qu’il est possible
de relier 'occurrence d'une loi VFT aux statistiques des extrémes des longueurs
de chute [151]. En particulier, pour I' < I'* (en dessous du seuil de décollage), la
dynamique est dominée par des changements configurationnels rares de grande am-
pleur (avalanches), et opére par activation. Lorsque I" > I'*| les grands changements
structurels sont fréquents et la dynamique n’est plus dominée par les statistiques
extrémes. Il semble donc que I'* est la frontiere® entre un état “liquide”® dans lequel
la dynamique atteint rapidement un état stationnaire et un état vitreux, dans lequel
la dynamique opeére par activation.

Enfin un dernier commentaire, a propos de la densité maximale obtenue par le
groupe de Chicago. Celle-ci est nettement inférieure a celle de I’empilement cristallin
le plus compact. En effet les vibrations verticales sont transmises aux grains sous
la forme d’ondes qui se propagent de bas en haut, de sorte que les mouvements
des particules sont corrélés principalement sur des couches horizontales. Du fait que
les positions des particules entre les couches ne sont pas corrélées, il n’y a pas de
correspondance entre les espaces entre les billes dans un couche et les positions des
billes dans l'autre, de sorte que celles-ci ne peuvent “s’emboiter”. Pour pallier a
cela, on peut soumettre le systeme a des vibrations horizontales. Dans ce cas, les
billes se réarrangent en formant des tétraedres (pas forcément équilateres) avec les
billes des autres couches, se qui permet d’obtenir des structures cristallines [152],
comme le réseau cubique, dont la densité est plus forte que les densités obtenues par
les vibrations verticales. Une autre possibilité consiste a cisailler horizontalement
I'empilement [153]. Les billes sont placées dans une boite parallélépipedique dont
deux des faces verticales peuvent s’incliner en restant paralleles, selon un angle 6
avec la verticale. En faisant varier 6 de fagon sinusoidale entre —© et ©, on permet
au systeme de se densifier, © étant le parametre de controle. L’empilement ainsi
cisaillé évolue en faisant glisser et rouler les uns contre les autres, de sorte que la
nucléation de cristal est favorisée. Cette nucléation est effectivement observée dans
les expériences de Nicolas et al. [153], ou des amas cristallins, n’ayant pas toujours
des directions paralleles aux murs, sont observés dans ’empilement.

3 Etats métastables et hypothese d’Edwards

Dans un systeme a I'équilibre thermique, la thermodynamique permet de décrire
completement le systeme. Dans un systeme a température nulle, tel un milieu gra-
nulaire, la dynamique est dominée par les états métastables. Il est alors nécessaire
de fournir de I'énergie a I’échantillon pour lui permettre d’évoluer. Si la maniere
d’injecter 1’énergie est de méme nature a chaque fois, on peut espérer atteindre un

8La valeur de I'* obtenue par D’Anna et al. est proche de celle de Philippe et Bideau, car les dis-
positifs expérimentaux ont des géométries similaires ; il demeure que I'* dépend des caractéristiques
géométriques.

9Cet état “liquide” n’est pas le méme que celui dont il a déja été question précédemment. I
s’agit d’une phase liquide dans une dynamique cependant restreinte aux états bloqués, ce qui n’est
pas le cas d’un écoulement granulaire sur un plan incliné, par exemple. En anticipant un peu sur
la suite, c’est un état liquide & la Edwards.
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régime stationnaire dans lequel certaines grandeurs fluctuent autour de leur valeur
moyenne. Les expériences de vibration qui ont été décrites permettent d’atteindre un
état stationnaire, apres un temps d’autant plus grand que 'amplitude de vibration
est faible. Une fois I’état stationnaire atteint, la vibration permet d’échantillonner
des états bloqués, de fraction volumique moyenne ¢(I'). Remarquons qu’il existe de
nombreuses fagons d’exciter un milieu granulaire, par exemple en le tapant verti-
calement ou horizontalement, en le vibrant, en le cisaillant, ou en le dilatant (par
exemple dans des simulations numériques), la liste n’étant pas exhaustive. Cepen-
dant, le role de I'excitation est plus simple a déterminer dans le cas ou celle-ci agit
de fagon homogene (ou quasiment au moins), de sorte que l'effet de 'excitation est
la méme dans tout le systeme. Lorsque l'on tape sur le fond d’un cylindre vertical
contenant des billes, I'énergie se déplace du bas vers le haut de ’empilement via
des ondes de densité, qui se propagent le long des lignes de force, de sorte que si le
choc au bas de la pile est trop faible par rapport a la hauteur totale, les couches
supérieures ressentent moins la sollicitation que les couches inférieures ; la compac-
tion est alors tres hétérogene [154]. Dans les expériences de vibration, 'accélération
est transmise a ’ensemble de I’empilement, mais pas simultanément. Cependant, la
densité obtenue dans ’état stationnaire semble tres peu dépendre de ’endroit ot elle
est mesurée dans 'empilement (pourvu que ce soit suffisement loin des interfaces), ce
qui indique que la vibration agit de facon homogene. On parle alors de sollicitation
“extensive” du fait que I’énergie fournie au systéeme par celle-ci est proportionnelle
au nombre de grains (et donc au volume dans I’état stationnaire).

Si le régime stationnaire des systemes a 1’équilibre thermique est bien décrit par
la thermodynamique de Boltzmann-Gibbs, c’est parce que la dynamique elle-méme
est une dynamique d’équilibre. Dans ce type de dynamique, 1’évolution locale du
systéme dans l'espace des configurations est une marche aléatoire (biaisée dans la
direction du gradient d’énergie), le régime stationnaire étant obtenu en équilibrant
les variations dues au gradient d’énergie et a la variation du nombre de configurations
accessibles, ¢’est-a-dire en minimisant I’énergie libre. Du point de vue microscopique,
la dynamique d'un systeme peut étre décrite par un opérateur d’évolution W, qui
gouverne la transformation de la distribution de probabilité des degrés de liberté
entre deux instants. Afin que le régime stationnaire existe, il est nécessaire qu’il existe
une distribution invariante par la dynamique, c’est-a-dire un point fixe de 'opérateur
d’évolution en temps discret, ou un annulateur de celui-ci en temps continu. Dans le
cas d'une dynamique de Langevin, la relation d’Einstein implique que la constante
de diffusion locale (ou “nue”, c’est-a-dire sans interactions) est proportionnelle a
la température; dans le cas ou l'opérateur d’évolution décrit les probabilités de
transition, la contrainte du bilan détaillé, ajoutée a I'ergodicité, assure l'existence
d’une mesure de probabilité invariante par la dynamique. Dans les deux cas, le fait
que la mesure d’équilibre soit la mesure de Boltzmann-Gibbs est traduit par le FDT.
De plus, a I'équilibre thermique, le premier principe de la thermodynamique impose
que I’énergie totale d’un systeme isolée se conserve, de sorte que deux systemes en
contact et a I’équilibre sont a la méme température. Si 'on suppose que l'interaction
entre les deux systemes est linéaire (i.e. de la forme E;,,; = Za’b WapTaYp OU les x, et
yp sont les degrés de liberté respectifs des deux systemes en contact), le FDT exprime
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I'impossibilité de discerner une fluctuation spontanée d’énergie d'une dissipation (ou
d’un gain) due a un échange entre les systemes. En d’autres termes, 1’énergie d'un
systeme a 1’équilibre thermique avec un thermostat évolue par des échanges d’énergie
symétriques (d’ou le terme “équilibre”) avec celui-ci.

Dans les milieux granulaires compacts, tels que ceux étudiés dans une expérience
du type de celle du groupe de Chicago, la facon dont ’énergie est insuffiée a 1'em-
pilement n’est pas du tout équivalente a la fagon dont les grains restituent celle-ci.
En effet, I’énergie est produite par un moteur et injectée de facon mécanique par
les parois. Elle est ensuite dissipée par les contacts inélastiques entre les grains et
contre les parois. La majorité de I'énergie est alors dissipée dans 'air. Il est clair qu’il
est impossible de considérer le systeme {empilement + dispositif vibrant} comme un
systeme isolé a 1’équilibre, puisqu’'un des deux systemes est consacré a céder de
I’énergie a l'autre, et 'autre a la dissiper (c’est une sorte de mécénat de la part du
bloc vibrant!).

3.1 Mesure d’Edwards

Afin d’utiliser les outils de la thermodynamique, Edwards [155, 156, 157, 158] a
postulé que dans I’état stationnaire d’un milieu granulaire soumis a une manipula-
tion extensive (vibrations, cisaillement, etc), la mesure obtenue dynamiquement est
la mesure microcanonique, restreinte aux états bloqués. En d’autres termes, ’hy-
pothese d’Edwards est que dans les états stationnaires, tous les états métastables
sont échantillonnés avec la méme probabilité. La mesure dynamique stationnaire
est donc simplement plate, et a été récemment nommée “mesure d’Edwards”. Cette
mesure est la plus simple que 1’'on puisse imaginer. Son usage revient a considérer
qu’a une densité donnée tous les états métastables ayant cette densité ont le méme
bassin d’attraction, et donc ont la méme probabilité d’étre atteints. L’idée d’Ed-
wards s’appuie sur le fait que des systemes tres frustrés comme les empilements
granulaires possedent une entropie configurationnelle extensive, qu’on appelle dans
ce cas “entropie d’Edwards” :

SEaw(p) = In (Nombre de configurations bloquées de densité p) . (4)

Usuellement, en thermodynamique, I’entropie est définie par
S =% (H(C) - E), (5)
c

ou H est I'hamiltonien du systeme. On définit donc de fagon similaire I'entropie
d’Edwards :
Sl = 3 V() = V), (6)

C bloquée

ol W est une fonction qui donne le volume!? en fonction des positions et orientations
des grains de la poudre. Si la densité atteinte lors d’un processus de vibration est p,

N

0Le volume dont il s’agit ici est W = r ou N est le nombre de grains.
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la valeur moyenne d'une observable O est

> 0@

__ Chbloquée,p(C)=p

2.

C bloquée,p(C)=p

(0) (7)

On peut alors obtenir une description canonique, c’est-a-dire en fixant le volume
moyen, en introduisant un multiplicateur de Lagrange, la “compactivité” :

_ a‘S(Edw
X'= : 8
5y (8)
L’équivalent de I’énergie libre est
de sorte que 'entropie d’Edwards vérifie
oY
Skiw = —- 10
oo = O (10)

Similairement a la température, qui croit avec I’énergie moyenne, la compactivité
croit avec le volume.

Quel est l'intérét d’introduire cette compactivité ? La réponse est donnée par
la simplicité des calculs dans l’ensemble canonique par rapport a ’ensemble mi-
crocanonique en thermodynamique. De plus, la température est une grandeur plus
“caractéristique” que I’énergie. En effet, c’est elle qui fixe le sens des flux de chaleur;
en tant que grandeur intensive associée a l’énergie, elle caractérise les fluctuations
locales de 1’énergie, ainsi que les échanges. En particulier, si deux corps sont a
I’équilibre thermique, leurs températures sont égales. De plus, selon le principe zéro
de la thermodynamique (qui permet en fait de définir la température), si deux corps
sont a I’équilibre thermique avec un troisieme, alors ils sont a 1’équilibre entre eux.
Une conséquence pratique de ce principe est de pouvoir mesurer les températures a
I’aide d'un thermometre.

Pour donner I'équivalent dans les milieux granulaires, Edwards a imaginé I'expé-
rience suivante (cf. figure (II1.6)) : deux poudres A et B sont disposées dans une
boite, séparées par une membrane souple et mobile les empéchant de se mélanger,
mais suffisement peu élastique pour ne pas fausser I'interaction entre les poudres.
On pose alors la question : quelle est la position de I'interface? Selon I’hypothese
d’Edwards, la réponse est obtenue en égalant les compactivités des deux poudres :

X, = Xp. (11)

Cependant, la compactivité permet de fixer le volume en moyenne, et la position
de l'interface déterminée par (3.1) est la position de I'interface apres avoir moyenné
sur un grand nombre de configurations des deux poudres. Un moyen de réaliser cela
est donc de disposer la boite contenant ces poudres sur un lit vibrant. Dans ce cas,
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FiG. I11.6 — Expérience de pensée d’Edwards. Les deux poudres A et B sont séparées
par une membrane souple qui les empéche de se mélanger.

les échanges de volume entre les deux poudres ne sont plus asymétriques comme le
sont les échanges d’énergie entre les poudres et le lit vibrant, et 1’équilibration de
ces échanges de volume conduit a ’égalité des compactivités.

La difficulté est qu’il est en pratique extrémement difficile de calculer les fonctions
Y (calcul canonique) ou Sgg, (calcul microcanonique) dans un milieu granulaire,
méme pour des cas simples de spheres dures a deux dimensions. Il possible de calculer
I’entropie pour des systemes sur réseau tres simplifiés. Monasson et Pouliquen ont
calculé le nombre d’empilements possibles pour un ensemble d’hexagones sur un
réseau triangulaire en forme de bande, dont la hauteur L tend vers l'infini et la
largeur [ est fixée [159]. Cependant, méme dans le cas simple monodisperse, la limite
L — oo n’est pas bien définie et dépend de la valeur de L modulo [ (compatibilité
avec les conditions aux limites).

3.2 Extension de la mesure d’Edwards aux systemes vitreux

L’hypothese d’Edwards est la réponse la plus simple a la question suivante : dans
un empilement granulaire, quels sont les roles respectifs des différentes configurations
possibles!! ? Comme cela a été discuté dans le chapitre II, les minima locaux de
I’énergie ralentissent considérablement la dynamique a tres basse température. On
peut alors se poser la question équivalente a celle posée par Edwards : quels sont
les roles respectifs des différents minima locaux de 1’énergie dans la dynamique a
tres basse température 7 Une réponse possible est celle donnée par Goldstein, ¢’est-
a-dire que les échelles de temps lentes sont dominées par les structures inhérentes ;

"Quand on parle d’empilement, il est redondant d’employer le terme métastable, puisqu’un
empilement est par définition un état bloqué.
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la décomposition de Stillinger et Weber ajoute que les minima locaux ont les mémes
bassins d’attraction. Ceci constitue la théorie des structures inhérentes.

A ce stade, il est instructif de discuter un exemple d’utilisation de la théorie des
structures inhérentes par Crisanti et Ritort [106]. Ceux-ci ont appliqué cette théorie
au ROM. Le ROM est un modele de verre de spin complétement connecté appar-
tenant a la classe des modeles discontinus tels le p-spin. La matrice d’interaction
J;j entre deux parmi les N spins d’Ising du systeme est une matrice symétrique,
appartenant au groupe orthogonal O(N). Cette matrice est choisie aléatoirement
(désordre gelé), la mesure de probabilité étant la mesure de Haar sur O(NV). Crisanti
et Ritort ont calculé I'entropie configurationnelle numériquement a une température
T = 0,2 inférieure a la température de transition thermodynamique T's ~ 0, 25. Par
des simulations Monte-carlo, ils ont également mis en évidence une violation de FDT
typique des modeles 1RSB, c’est-a-dire avec deux échelles de temps bien séparées. Ils
ont alors montré que dans la précision des données, la température effective est bien
donnée par la dérivée partielle de ’énergie libre typique des structures inhérentes
par rapport a l’entropie configurationnelle :

—1 9sc(f1s)
Tgsy s |y (12)
La conclusion de Crisanti et Ritort est que le fait d’avoir un nombre fini N = 300 de
spins permet au systeme de franchir des barrieres par activation, et que la séparation
des échelles de temps est bien celle de la décomposition de Stillinger et Weber.

Ce résultat est plutot surprenant. En effet, les études du modele p-spin suggerent
qu’a température non nulle, ce sont les minima locaux de 1’énergie libre qui jouent
un role dominant. Il est donc étonnant que ce soient les structures inhérentes qui
donnent la dynamique a grands temps. Il y a a cela une explication simple. En effet,
les équations TAP s’écrivent pour le ROM [160, 161] :

m; = tanh [ﬁz Jym; — BG (B(1 = q)) mz-] , (13)

avec

G(x):%[m—ln(wm)—l—lm] (14)

Or, a T = 0,2, le parametre d’ordre dynamique est déja tres proche de 1 : ¢(T') ~
0,99984 et le terme G’ (3(1 — q)) est proche de 0,0008, alors que le terme Zj Jim;
est d’ordre 1 dans le cas typique, donc a suffisement basse température, le terme
d’Onsager est négligeable, et les équations TAP sont approximativement les équations
du champ-moyen de Weiss. De plus, les aimantations moyennes a T' = 0,2 sont
de T'ordre de tanh(5 x 0,49) ~ 0,985, donc a cette température, les états TAP
ressemblent beaucoup a des structures inhérentes. En particulier, si le systeme
reste longtemps dans un état TAP, il ressent la présence des nombreuses structures
inhérentes qui sont au voisinage.

La similarité entre le scénario d’Edwards pour les granulaires d'un coté et les
scénarii impliquant le paysage d’énergie ou d’énergie libre a été relevée par Kurchan
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[162], qui en considérant les verres comme des systémes athermaux a généralisé
I’hypothese d’Edwards a tous les systemes vitreux a basse température. La différence
entre des empilements de grains et des verres structuraux est que dans les premiers,
les états bloqués sont des configurations dans lesquelles le systeme est attiré a chaque
tape; dans les verres structuraux, les minima locaux ne piegent pas le systeme, mais
servent d’ossature a la dynamique, sur laquelle les trajectoires s’appuient. De plus,
le scénario des structures inhérentes (tel que mis en ceuvre par Sciortino et al.
ou Crisanti et Ritort, par exemple) et le scénario “a la Edwards” sont légerement
différents. En effet, dans les simulations de Kob et al., par exemple, les structures
inhérentes sont échantillonnées par des trempes a T' = 0 depuis un temps t,, passé
dans la phase vitreuse. Quand t,, est long, les minima obtenus sont ceux pres desquels
la trajectoire du systeme passe a t,,, et la taille de leur bassin d’attraction est prise en
compte par la derniere trempe. Le scénario a la Edwards met tous les états bloqués
sur un pied d’égalité. La description a I’aide d’'une mesure plate sur tous les états
bloqués possede donc comme unique information sur la dynamique le critere d’arrét,
a savoir quelles sont les caractéristiques nécessaires a une configuration bloquée pour
ne plus évoluer selon la dynamique considérée, sans information sur comment cette
configuration est accédée.

Les solutions dynamiques des modeles de verres de spins en champ moyen ont
mis a jour la possibilité de définir une dynamique effective pour les degrés de liberté
structuraux des systemes vitreux. En particulier, la température effective joue le role
d’une température dynamique ; pour deux grands temps bien séparés, la mobilité (en
réponse a un petite force f) et la diffusion aléatoire d’un traceur disposé dans le
fluide vérifient une relation d’Einstein

Ar(t) —r(tw))
af '

Dans un fluide, ’addition d’un flot de cisaillement brise le bilan détaillé. Cepen-
dant, Kurchan, puis Berthier et al., ont montré en utilisant le paradigme du modele
p-spin que la température effective subsiste et possede toujours les propriétés d’une
“yraie” température [17, 18, 20].

L’existence d’une température dynamique et sa relation avec les degrés de li-
bertés lents lors de la compaction lente de particules a répulsion de coeur dur a été
testée par Barrat et al. [163, 164] dans le modele de Kob-Andersen (KA) [165], ou
I'existence d’une violation de FDT dans la phase vitreuse avait été constatée par
Sellitto [166], et dans le modele Tétris [167]. Dans ces modeles, la mesure de Gibbs
est triviale, et la définition des états bloqués est d’origine dynamique (ou plutot
“cinétique”, les mouvements locaux étant soumis a des contraintes). Barrat et al.
ont étudié un modele KA dans une boite, en simulant la compression par le haut
a l'aide d'un potentiel chimique élevé. Ils ont montré qu’une relation du type (15)
est bien vérifiée. De plus, T.5; est différente de T' et est égale a la température
d’Edwards. Ils ont également comparé des fonctions de structure spatiales obtenues
dynamiquement, dans ’ensemble de Gibbs et dans ’ensemble d’Edwards, pour le
modele KA et la compaction irréversible du modele Tétris. Aux densités simulées,
I’accord entre les mesures dynamiques et ’ensemble d’Edwards est bon. Ils ont aussi

((r(t) = 7(t))*) = Togy (15)
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comparé la mesure d’Edwards avec la mesure dynamique dans la dynamique de
basse température du modele d’'Ising en champ aléatoire [168] (RFIM) a trois di-
mensions. Dans ce modele, la dynamique est celle de domaines magnétiques qui
croissent, leur parois étant accrochées par les champs aléatoires. Cette dynamique
opere par activation et il s’ensuit une dynamique logarithmique qui ressemble a celle
de la densification de poudres. Cependant, la symétrie Z, est brisée pour la mesure
d’Edwards a basse énergie, mais pas par la mesure dynamique, de sorte que l’en-
semble d’Edwards est incapable de décrire la dynamique par la seule connaissance
de I’énergie. Barrat et al. ont attribué cette incapacité au fait que deux copies d’un
systéme (ayant évolué un certain temps) soumises a deux réalisations différentes du
bruit restent corrélées tres longtemps, alors que dans les modeles KA et Tétris, la
corrélation décroit suffisamment vite vers zéro. Cette corrélation dans le RFIM est
due a I’absence de brisure de symétrie par la dynamique durant les temps accessibles
a la simulation. Si 'on suppose que la mesure d’Edwards du RFIM est qualitative-
ment similaire a celle du RFIM sur les graphes aléatoires, a basse énergie, ’entropie
d’Edwards s(E,m) (& énergie E et aimantation m) en fonction de I'aimantation
comporte deux maxima locaux & m = —m(FE) et m = m(E), ainsi qu’'un minimum
am = 0. Afin de tenir compte de la non brisure de symétrie, il faut donc restreindre
la mesure d’Edwards a ce minimum local m = 0.

Colizza et al. [169, 170] ont montré 'existence de températures dynamiques lors
de la compaction lente de systemes homogenes sans gravité obtenus a partir des
modeles KA et Tétris. Ils ont montré que la température dynamique peut étre
raisonnablement obtenue a partir de I’ensemble d’Edwards et que de plus celle-ci ne
dépend pas de I'observable choisie pour la mesurer (au moins parmi les observables
qu’ils ont utilisées). Ils ont également étudié le cas avec gravité, pour lequel la
densité n’est plus homogene et la densification ajoute un biais dans la diffusion des
particules qui rend difficile I'utilisation d’observables couplées a la direction verticale.
De plus, du fait de la forte hétérogénéité de la densité, la connaissance a priori de
tout le profile de densité est nécessaire pour caractériser les configurations obtenues
dynamiquement [170].
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Chapitre IV

Taper des verres de spins

Dans le chapitre précédent, les expériences de vibration des milieux granulaires
et la description d’Edwards ont été présentées. Il est difficile de modéliser des mi-
lieux granulaires. En effet, plus la description de ceux-ci est réaliste, plus les si-
mulations sont difficiles et longues. On peut opter pour des modeles sur réseau,
qui ont pour avantage d’étre plus facilement simulables, mais qui ne sont pas so-
lubles analytiquement, sans toutefois étre pleinement réalistes. Enfin, il existe des
modeles phénoménologiques qui permettent d’obtenir des lois de compaction ou des
diagrammes de ségrégation, mais qui ne sont pas basés sur une description micro-
scopique. Afin de tester la validité de I'hypothese d’Edwards, il est utile de disposer
d’un modele simple, possédant les ingrédients essentiels d'une dynamique de vibra-
tion modérée. Un tel modele va étre décrit dans ce chapitre.

1 Analogie entre les verres de spins et les milieux
granulaires

La mesure d’Edwards est basée sur la croissance exponentielle du nombre d’em-
pilements possibles d'un milieu granulaire, dont le logarithme donne 1’entropie d’Ed-
wards, qui est ’équivalent de I’entropie configurationnelle des verres structuraux. Les
verres de spins possedent également un nombre exponentiel d’états métastables, et
ont pour avantage d’étre des systemes discrets. De plus, dans les systemes a connecti-
vité finie, il est possible de calculer le nombre d’états métastables ainsi que certaines
de leur caractéristiques, par plusieurs méthodes, et de facon analytique a la limite
thermodynamique. Enfin, les systémes a connectivité finie fixe ont pour avantage
que chaque spin interagit avec petit nombre de voisins, ce nombre étant fixe, ce qui
permet des simuler des systemes de grande taille sans problemes de mémoire dus a
I'existence de sites de tres grande connectivité.

Le modele est défini par 4 parametres : le nombre de spins N, la connectivité
¢, la dilution « des couplages J = —1 et le parametre p € [0, %] introduit dans
I’algorithme de “tapping”, qui va étre décrit dans le paragraphe suivant. Dans un
premier temps, la dilution sera a = %, le cas a < % sera étudié en détail plus loin.



Chapitre IV. Taper des verres de spins

1.1 Algorithme de “tapping”

L’algorithme de tapping reproduit la successions de tapes discretes effectuées
dans les expériences de vibration des groupes de Chicago et de Rennes. Ces expé-
riences ont plusieurs phases. D’abord, ’échantillon est préparé dans une premiere
configuration, riche en arches dans I'expérience de Knight et al.. La préparation d’un
empilement aléatoire obtenu en lachant les billes dans le cylindre suffit a I’étude de la
courbe réversible, pourvu qu’on la démarre a I' suffisement large. Une fois ’empile-
ment de départ obtenu, celui-ci est tapé. Les tapes sont bien séparées dans le temps,
de sorte que le systeme a completement relaxé au début d’'un nouveau cycle exci-
tateur. De plus, chaque tape consiste en deux étapes relativement bien distinctes;
I’excitation, puis la relaxation. Apres ’excitation, le systeme est d’autant plus corrélé
a I’état de repos qu’il a quitté que I est petit. Partant de I'hypothese que cette des-
cription suffit a capter I'universalité de cette dynamique de vibration, nous allons
appliquer celle-ci aux verres de spins. Méme si le modele est apparemment éloigné
des milieux granulaires, la prise en compte de ces mécanismes nous permet d’in-
troduire un nouveau paradigme pertinent pour I’étude de ces derniers, pourvu que
le scénario d’Edwards soit suffisement universel. Il s’agit d’'une démarche similaire
a celle qui a émergé apres les travaux de Kirkpatrick et al. mettant a jour le lien
formel entre les équations MCT schématiques et celles de la dynamique d’équilibre
du modele p-spin sphérique. L’algorithme est le suivant :

1. choisir au hasard une configuration parmi les 2%V possibles:

2. faire évoluer le systeme a température nulle : choisir un spin au hasard, puis
le retourner si cela fait diminuer strictement 1’énergie, et itérer ce processus
jusqu’a ne plus pouvoir le faire;

3. “taper” le systeme : retourner successivement chaque spin avec probabilité p.
Retourner a I’étape précédente.

Dans cet algorithme, 1’étape {1. + 2.} correspond a la préparation du systeme
dans une premier “empilement” aléatoire. Ensuite, la premiere itération de {3.+2.}
constitue la premiere tape. Une “expérience” de tapping est donc une succession du
type 1.,2.,3.,2.,3.,2.,3.,2.---, ou comme dans les expériences de vibration, ['unité
de temps est égale a une tape. La parametre p qui caractérise 'amplitude de 1'exci-
tation est I’analogue de I' et ne change pas au cours de la simulation. Pour chaque
valeur de p simulée, I'énergie E(p,t) apres t — 1 tapes a été mesurée. Remarquons
que % a été choisi pour valeur maximale de p, afin de tenir compte de la symétrie
de renversement des spins qui a pour effet de rendre équivalent les valeurs p et
1 —p. Remarquons que Berg et Mehta ont également utilisé les modeles de verres de
spins, mais sur des hypergraphes (XOR-SAT homogene), sur lesquels ils ont repris

la dynamique de tapping de fagon légerement différente [171, 172].

L’analogie avec les expériences de Chicago est résumée dans la table (IV.1).
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1 Analogie entre les verres de spins et les milieux granulaires

Empilements granulaires | Verres de spins
Etats bloqués Etats métastables
Chute sous gravité Dynamique a T'= 0
Volume Energie

r p

Etat le plus dense Etat fondamental

Fic. IV.1 — Analogie entre milieux granulaires et verres de spins, soumis a 1’algo-
rithme de tapping.

1.2 Dynamique de ’algorithme de tapping
a) Vers le régime stationnaire

Selon la valeur du parametre d’excitation p, le comportement dynamique obtenu
est différent. Pour p = %, la configuration obtenue apres la phase d’excitation est
totalement aléatoire, de sorte que p = % est un tapping “infini”, qui correspondrait
a la limite I' > 1 des expériences de Chicago. Dans ce cas, le régime stationnaire
est obtenu des le début et ’histogramme des énergies obtenues donne la distribution
de probabilité de 'énergie obtenue apres la “chute initiale” (étape {1. + 2.} de
I'algorithme de tapping). Lorsque p diminue, le temps pour atteindre le régime
stationnaire (qui sera appelé “temps d’équilibration”) augmente, atteignant 10° &
p = 0,05 pour ¢ = 3. En dessous de p ~ 0, 05, le régime stationnaire devient difficile
a atteindre, le systeme étant en permanence “hors d’équilibre”. L’énergie en fonction
du nombre de tapes est montré sur la figure (IV.2) pour ¢ = 3 et p = 0,001.

Dans les cas ou le temps d’équilibration est plus grand que les simulations, la
loi empirique qui semble le mieux décrire 1’évolution temporelle de ’énergie est la
loi logarithmique utilisée par Knight et al.. Cependant ici, il ne semble pas quun
argument du type volume libre puisse étre utilisé simplement pour décrire cette
évolution lente.

b) Dynamique stationnaire

Pour ¢ = 3, un état stationnaire de durée assez longue peu étre obtenu lorsque
p est supérieur a 0,05. Pour les plus faibles valeurs de p, ’énergie doit étre obtenue
en faisant diminuer lentement la valeur de p de facon a atteindre le régime station-
naire pour chaque valeur. Les fonctions de corrélation C(t,t') = + >, (s;(t)s:(¢'))
permettent de s’assurer que la dynamique est bien stationnaire. Dans ce cas, elles
doivent ne dépendre que de la différence t — t’ et tendre vers 0 quand celle-ci tend
vers 'infini, ce qui est le cas pour toutes les valeurs de p pour lesquelles I’énergie
dans I’état stationnaire a été mesurée.

La variation de 1’énergie en fonction de p pour ¢ = 3 est représentée sur la
figure (IV.3). Cette énergie est une fonction monotone de p, de la méme fagon que
o(I"). L’allure est différente du fait que ni I' ni p ne sont des grandeurs intensives
“thermodynamiques” conjuguées respectivement a ¢ et a E. Afin de représenter la
variation de E(p) en fonction d’'une grandeur plus représentative X (p), analogue de
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F1a. IV.2 - Evolution de I’énergie en fonction du temps en nombre de tapes, pour
c=3et p=0,001. Une loi d’évolution logarithmique du type (1) est représentée en
comparaison (avec des symboles a grand ¢ pour mieux la visualiser).

_l T T T T

E(p)

_13 R I R I R I R I

Fic. IV.3 - Energie dans le régime stationnaire en fonction de 'intensité du tapping,
pour ¢ = 3. L’encadré représente la méme courbe, avec en abscisse X, définit par
p = e~x. Les lignes pointillées indiquent la position de ’énergie du fondamental
estimée par la brisure de symétrie des répliques a un pas.
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1 Analogie entre les verres de spins et les milieux granulaires

la température, on peut estimer le temps de relaxation 7. Celui-ci varie selon une loi
de puissanceg}; ~ p~% avec a =~ 3 pour ¢ = 3, et si 'on suppose un comportement
activé 7 ~ e x ; on obtient X (p) —ﬁ. L’allure de E(p) en fonction de X (p) est
représenté sur la figure (IV.3) et ressemble plus a celle obtenue dans les expériences
de vibrations.

Dans le cadre de ce modele, le régime stationnaire est toujours réversible. En effet,
dans les milieux granulaires, la branche irréversible est obtenue grace a la présence
d’arches, ces arches étant possibles grace a 'existence d'un seuil de friction. Ce seuil
de friction impose que 'excitation fournie localement au systeme soit supérieure a
un seuil afin de réarranger les grains. Ici, il n’y a pas de seuil de friction, un spin état
retourné avec probabilité p, sans autre considération. Il est possible d’introduire un
seuil de friction de fagon arbitraire, par exemple en assignant a chaque spin s; un
seuil 7; € [0,7,,], ot ,, < 3 représente la friction maximale [172]. Lors de la phase
d’excitation, le spin s; n’est renversé que si r; < p. L’introduction de ce seuil donne
une branche irréversible située entre p = 0 et p = r,,,. Cependant, la construction
de cette branche irréversible est quelque peu ad-hoc, en particulier du fait que I’état
initial (i.e. & ¢ = 0) est I’état correspondant au tapping maximum p = %, alors que
dans les expériences de Chicago, une déposition séquentielle est nécessaire pour créer
des arches. Il ne sera donc question que du régime réversible.

Lorsque l'intensité de tapping est faible, les fluctuations d’énergie durant la dy-
namique stationnaire sont corrélées pendant de longues périodes de temps, comme
c’est le cas dans les expériences de Chicago [149]. Dans ces expériences, les fluctua-
tions se décorrelent via des avalanches : favorisées par les murs, des structures peu
stables sont crées par la vibration, jusqu’a ce qu’elles rompent en formant une ava-
lanche. Ici, il n’y a pas de murs, mais certains spins appartiennent a des structures
instables ; il s’agit de spins qui sont déstabilisés par le retournement d’un de leurs
voisins. En particulier, lorsque la connectivité est paire, une fraction des spins ont
leur champ local nul, et si I'un de leur voisin de méme signe qu’eux change, ceux-ci
deviennent instables. Lorsque la connectivité augmente, la probabilité que deux sites
de ce type soient reliés augmente, de sorte que la probabilité qu’un voisin d’un spin
qui a été retourné devienne instable augmente. Sur la figure (IV.4), le spectre de
puissance des fluctuations d’énergie durant une simulation est représenté en fonction
du temps pour ¢ = 8, pour différents octaves pour p = 0,001. Ce spectre caractérise
la corrélation des fluctuations durant un intervalle de temps At. La transformée de
Fourier discrete des fluctuations de densité pendant cet intervalle de temps est

SB(hw) =5, 3 (B() ~ B() e (1)

t'=t—At

et le spectre de puissance est [149] S(t,w) = \(ﬁ(t,w)ﬁ Sur la figure (IV.4), on
remarque qu’a certains instants ce spectre présente des pics, sur plusieurs décades.
A ces instants, I’énergie fluctue brutalement du fait de la propagation de I'instabilité
le long de chaines de spins de champ local nul. Ce spectre est néanmoins moins
corrélé que celui observé dans les expériences de Chicago, du fait de I’absence de
phénomenes de parois.
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0 1le+05 2e+05

Fic. IV.4 — Spectre de puissance des fluctuations d’énergie en fonction du temps,
pour ¢ = 8, p = 0,001. L’intervale de temps est At = 1024, et chaque courbe est
moyennée sur un octave (1/1024 —2/1024, --- ,16/1024 — 31/1024, de bas en haut),
puis divisée par son maximum et décalée vers le haut pour plus de lisibilité. La
courbe la plus haute donne les fluctuations de densité, les fleches indiquant les plus
fortes fluctuations.

1.3 Mesure d’Edwards

Le modele, basé sur ’algorithme de tapping est idéal pour tester 1’hypothese
d’Edwards dans les milieux granulaires. Ce paragraphe va donner une description
breve de la facon dont cette hypothese peut étre illustrée dans le cadre de ce modele
simple. Cette hypothese sera mise a I’épreuve dans des paragraphes ultérieurs. Nous
disposons ici de configurations bloquées, qui sont les états métastables, aux quelles
est associée une entropie. Le scénario décrit par Edwards dans les milieux granu-
laires établit une analogie entre le role du volume et celui de I’énergie. L’entropie
configurationnelle s.(E) sera donc appelée “entropie d’Edwards” et notée sgay,(F).
Il est possible d’y associer une “température d’Edwards”

1 B 83Edw
Trpaw  OF

(2)

Cette température d’Edwards est ’analogue dans notre modele de la compacti-
vité. L’hypothese d’Edwards dans ce contexte revient donc a identifier la mesure
échantillonnée dans le régime stationnaire a la mesure plate sur les états métastables.
En particulier, pour des grands systémes, la mesure de I’énergie moyenne F(p) dans
les simulations suffit a déterminer toutes les valeurs moyennes des autres grandeurs
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2 Modeéles unidimensionnels

accessibles, par 1'usage de la mesure plate, sans les mesurer lors des simulations.
Cette mesure traduit dans I’ensemble canonique I'existence d’un multiplicateur

de Lagrange ((p) fixant I’énergie moyenne a E(p). La moyenne d’une observable O

s’exprime alors a partir de la fonction de partition restreinte aux états métastables :

1
(O) paw = 7o > e WHO0(C)

C
Zpgw =3 e POHO)
C

(3)

ou la somme est restreinte aux configurations C métastables. Puisque 1’énergie est
une fonction décroissante de p, on s’attend a ce que [(p) soit une fonction stricte-
ment décroissante de p. En particulier, ce multiplicateur est relié a la température

d’Edwards via )

Bp)

Remarquons que dans le présent modele, la nature de 'excitation fournie a chaque
tape permet de généraliser 'hypothese d’Edwards aux configurations excitées obte-
nues lors des tapes. En effet, si une configuration bloquée d’énergie E est tapée a
I’amplitude p, I’énergie moyenne de la configuration obtenue apres la phase d’exci-
tation et avant la relaxation est (1 —2p)?E. L’excitation étant totalement aléatoire,
la distribution de ’énergie de 1’état excité, moyennée sur toutes les réalisations des
heuristiques utilisées pour renverser ou non chaque spin, est identique a la distribu-
tion typique dans la limite thermodynamique. La mesure correspondante est donc
obtenue a partir de la mesure sur les états métastables en effectuant la substitution
E — (1—2p)?E; dans le cadre de la mesure d’Edwards, cette mesure est donc plate.

= Tpaw(E(p))- (4)

2 Modeles unidimensionnels

2.1 La chaine d’Ising

Un graphe aléatoire de connectivité 2 n’a plus des boucles de taille d’ordre In N,
mais est constitué d’un nombre fini de boucles de taille d’ordre N, et c¢’est donc un
systeme unidimensionnel a la limite thermodynamique. Dans ce cas, les couplages
étant +1, ceux-ci peuvent étre éliminés via des transformations de jauge locales, et
le systeme obtenu a la méme limite thermodynamique que la chaine d’Ising décrite
par 'hamiltonien H = —) . s;5;11. Cet hamiltonien est le plus simple que I'on
peut imaginer, et sa thermodynamique est triviale. Néanmoins, il est moins trivial
lorsqu’il est soumis a l’algorithme de tapping. En particulier, grace a la définition (4)
des états métastables, il existe un nombre exponentiel d’états métastables. Un état
métastable est une séquence de domaines de spins +1 et de spins —1 de longueurs
au moins égales a 2 ; si un domaine est constitué d'un seul spin, celui-ci est instable.
On peut décrire ces états métastables en terme de murs de domaines : o; = 1_3%
(un mur de domaine existe dans le cas 0 = 1). L’hamiltonien est dans ces termes :
H = —N + 23, 0;. Retourner un spin est donc équivalent a faire s’annihiler les
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Chapitre IV. Taper des verres de spins

deux murs de domaines qui lui sont adjacents, et un état métastable est donc une
succession de murs de domaines isolés. Un exemple de relaxation dans cette image
des murs de domaines est représenté sur la figure (IV.5)

Oee®OC @0 0Ceee®0e®0e®o0e e e @ 0

Fic. IV.5 — Exemple de relaxation vers un état métastable. Les murs de domaines
sont représentés par des points plein. A chaque étape, les deux murs adjacents
qui sont annihilés sont sous-lignés. Dans la configuration finale, tous les murs de
domaines sont isolés.

Le nombre d’états métastables d’énergie F est donc le nombre de fagons de
placer ¢ murs isolés sur N sites, avec la contrainte NE + N = 2q. Ce nombre est
simplement :

N—-qg—-1
NMS(E>:2(N_2qq_1 )
NeNsC(E) (5)

1-E_(1-E\ 1+E _(1+E
E)= 1 - 1 Eln(-E

L’entropie configurationnelle s.(E) est convexe, et son support est £ € [—1,0].
Elle atteint son maximum s, = In 1+—2\/3 en B* = —

5k

a) Dynamique des murs de domaines

On définit un “domaine de murs” de taille M comme une suite de M murs ad-
jacents, délimitée par I’absence de murs a ces deux extrémités. La connaissance de
la distribution Py (M) de la longueur M des domaines dans 1’état aléatoire initial
(c’est-a~dire dans I’étape 1. de I'algorithme de tapping) permet de caractériser ana-
lytiquement les états métastables obtenus apres la premiere dynamique a T = 0
[173, 174, 175]. En effet, lorsque deux murs adjacents sont annihilés, les dynamiques
des murs situés a gauche et de ceux situés a droites sont indépendantes entre-elles.
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Une configuration aléatoire initiale est une succession de domaines de murs séparés
par des régions vides de murs. La distribution (I’aléatoire étant contenu dans le choix
de lordre d’annihilation des murs) des positions des murs dans ’état métastable
obtenu apres blocage de la dynamique est donc le produit des distributions des dis-
tributions obtenues en prenant chaque domaine séparément. Considérons donc un
domaine de M murs. Lorsqu’on annihile la premiere paire de murs adjacents, il reste
deux domaines séparés de M; et My = M — 2 murs, dont les évolutions a T" = 0
sont maintenant décorrélées et le nombre n,; de murs isolés restant lors du blocage
de la dynamique vérifie donc

Ny = Ny +nM2, (6)

et les distributions de nyy, et nyg, sont indépendantes. Si 'on définit x (M) = (nay),
la contribution du domaine de longueur M dans la configuration aléatoire initiale a
I’énergie est

E(M) = —1+2y(M). (7)
De plus, d’apres (6), x(M) vérifie
x(0) =0,
W) = 3 (a = 1) (== 1)), ®
k=1

ol ﬁ est la probabilité d’annihiler une paire de murs adjacents parmi les M — 1

paires possibles. Si I’on introduit la fonction génératrice g(z) = >, x(M)zM, celle-
ci vérifie

=0,
( 1— Z ) g(Z), (9>
ce qui donne
o) = D (10)

On peut alors calculer I’énergie obtenue dans la configuration bloquée atteinte par un
systeme de taille N en sommant les contributions de tous les domaines séparés dans
la configuration aléatoire initiale. En effet, si 'on note I;(M) la fonction indicatrice
de lexistence d’un domaine de murs de taille M commencant en i (c’est-a-dire
i1 = 0, 05411 = 0 et 0,15 = 1 pour j € [0, M — 1]), I'énergie initiale totale
est & = —N +2> . >, Li(M). Supposons que la configuration initiale aléatoire
ne soit pas tout a fait aléatoire, mais que I'on impose qu’'un mur de domaine soit
présent en un site avec probabilité a € [0, 1], et absent avec probabilité 1 —a, tous les
sites étant indépendants. Le choix a = % correspond a un choix totalement aléatoire,
a = 0 correspond a tous les spins dans le méme sens (configuration ferromagnétique,
de plus basse énergie), et a = 1 correspond a tous les spins dans le sens opposé de

leurs voisins (configuration antiferromagnétique, de plus haute énergie). Du fait de
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I'invariance par translation, la valeur moyenne de I;(M) sur toutes les conditions
initiales K (M) ne dépend ni de N ni de ¢ a la limite thermodynamique :

K(M) = (1—a)*a™ (11)

L’énergie moyenne des métastables ainsi obtenus est donc :

Ef=—1+2 i K (M)x(M)
M=1 (12)
= —1+2(1 - a)’y(a)
= —1+2ae 2

Il apparait donc que :
— I'énergie E; n’est pas une fonction monotone de a. Elle atteint son maximum
E; ~ —0,6321 pour a = % ;

— quelle que soit la valeur de a, cette énergie est plus basse que 1’énergie E* pour

laquelle le nombre d’états métastables est le plus grand.

La résolution (partielle, puisqu’elle ne donne que ’énergie) de la dynamique a
température nulle avec des conditions initiales géométriques permet de déterminer
avec une excellente précision I'énergie F(p) pour toutes les valeurs de p. La contri-
bution d'un spin s; a Iénergie totale est z; = —s; (s;_1 + Si+1), qui peut avoir en
général les valeurs —2, 0 et 2, dont seulement —2 et 0 dans un état métastable. On
note respectivement u(t), v(t) et w(t) les probabilités que cette contribution vaille
respectivement —2, 0 et 2, avant la t© tape, et avec les mémes lettres primées pour
les probabilités correspondantes dans I'état excité du a cette tape. Il est clair que
w(t) =0 et u(t) + v(t) = 1 pour tout t. De plus, avec g =1—p :

w'(t) = (1 = 3pq)u(t) + pqu(t),
v'(t) = 2pqu(t) + (1 — 2pq)v(t), (13)
w'(t) = pq.

Si 'on suppose que dans les état excités par les tapes, la distribution des longueurs
des domaines de murs est exponentielle, on peut de plus établir une relation entre
{u'(t),v'(t)} et {u(t+1),v(t 4+ 1)}. En effet, la probabilité qu'un domaine de murs
ait une longueur n, conditionné a n > 1 est

B P(ee) el P(e0)
Poin 1= (pays pem) Py e

n—1 ’
_< w/(1) ) ( - )
4 () 4 ()
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2 Modeéles unidimensionnels

Et par la méme méthode que celle qui mene a (12), 'énergie avant la (¢ 4+ 1) tape
est obtenue :

Et+1)=—-140v(t+1)

= — P(n>1)P(n|ln > n
1+2;;( 2 1)P(n|n > 1)x(n) (15)

B 1+v2 2w
- 2wg v+2w /)’

Finalement, si on pose U(p) = (1 — 2p)?, on obtient une relation de récurrence sur
v

v(t+1)=(1—-U(p)+U(p)v(t)) exp (—1 — Uip;j—](gzp)v(t)) : (16)

Remarquons que la dépendance explicite en p est contenue dans U(p), ce qui reflete
Iinvariance par p — 1 — p. Finalement, 'énergie dans le régime stationnaire a
amplitude p vérifie
B 1—U(p)
E(p) +1=(1-Up) + U (EE) +1)e 1~V TFTEER D)

_06 T T T T T T T T

E(p)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

F1G. IV.6 — Comparaison entre (a) : I’énergie E(p) calculée a partir de (17), et (b) :
I'énergie moyenne F(p) mesurée dans ’état stationnaire dans les simulations avec
amplitude de tapping p, pour un systéme de 10° spins.

La comparaison entre ’énergie calculée a partir de (17) et les résultats des si-
mulations est présentée sur la figure (IV.6); 'accord est excellent, mais quelques
commentaires s’imposent :
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Chapitre IV. Taper des verres de spins

— méme si ’énergie de 'état stationnaire obtenue est bonne, la relation de
récurrence (16) n’est pas valable dans le régime transitoire précédent le régime
stationnaire, car la distribution des domaines n’y est pas du tout exponen-
tielle, et donc cette équation ne permet pas de décrire la dynamique vers 1’état
stationnaire ;

— entre p ~ 0,1 et p =~ 0,4, une différence légerement visible a I'ceil nu subsiste
entre le calcul analytique et les simulations. Cette différence tient au fait que
la distribution des longueurs des domaines de murs n’est pas tout a fait ex-
ponentielle dans les simulations; ceci signifie que dans ce cas, la mesure sur
les états excités, donc celle sur les états bloquée aussi, n’est pas completement
plate. Cependant, I'effet de cette déviation sur E(p) est tres faible.

— Dénergie peut étre développée au voisinage de p = 0: E(p) = —1++/2p+0O(p).

L’image des murs de domaines permet également d’extraire le comportement

dynamique lorsque p tend vers zéro. En effet, lorsque p est tres faible, la probabilité
de créer des grands domaines de murs est tres faible, d’autant plus que lorsque
I’énergie est basse, la distance moyenne d entre les murs est de l'ordre de E+r1 Ainsi,
si p est tres petit, lors d'une excitation, les mécanismes les plus probables sont :
soit deux murs adjacents sont crées dans une zone vide de murs, auquel cas ceux-ci
sont annihilés a la relaxation suivante, soit deux murs sont crées a coté d’'un mur
existant, mais isolé, soit un mur est déplacé. Seuls les deux derniers mécanismes
contribuent a changer la configuration en faisant diffuser les murs des domaines,
sans changer I'énergie. Les changements d’énergie interviennent lorsque deux murs
de domaines se rencontrent du fait de leur diffusion et s’annihilent. A trés faible
amplitude de tapping, cette dynamique est formellement identique a la croissance
de domaines du modele d’Ising a une dimension a basse température, pour laquelle
I’énergie diminue comme it [176, 177, 178, 179]. Pour le tapping & une dimension,
le régime transitoire pour les faibles valeurs de p s’accorde bien avec cette loi. De
plus, la constante de diffusion effective est proportionnelle a p, et donc le temps de
relaxation est de I'ordre de %.

b) Mesure d’Edwards

A une dimension, il est simple de calculer analytiquement les valeurs moyennes de
diverses quantités dans I'ensemble d’Edwards (i.e. 'ensembles des états métastables).
Nous avons calculé en particulier :

— les fluctuations de I'énergie : ¢ = N((E?) — (E)?);

— les fonctions de corrélation C(r) = (s;8;4,) et les fonctions de corrélation de

lien D(r) = (8iSi41SitrSitri1);

— la distribution des tailles des domaines de spins.

Le calcul, exposé dans la publication 2 est effectué en utilisant la matrice de transfert
[180]. L’énergie est reliée & a = exp(3) par :

a+4
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0.5 : , : , , :

04 r 1

03 r A

c(E)

0.1 1

-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6
E

Fia. IV.7 — Fluctuations de 1’énergie en fonction de 1’énergie. Les carrés sont les
résultats des simulations numériques, et la ligne continue le calcul a partir de la
mesure d’Edwards.

10° 0.4
107
0.3
10"
= w L
o = 0.2
10°
0.1
10°
10'10 L 0 L L L
0 50 100 -1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6
Longueur de domaine (r) E

FiG. IV.8 — Distribution des longueurs de domaines. A gauche : distribution obtenue
pour p = 0, 1. A droite : comparaison de la valeur du coefficient b(E) de (22) calculé
a partir des simulations (carrés) et de la mesure d’Edwards (ligne continue).

Les fluctuations de I'énergie sont alors ¢ = —E(1— E?). Les fonctions de corrélations
sont
E+1\"
D(r) = E* + (1 - E?) (E—+1> , (19)
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= C(r)
° D(r)

= C(r)
° D(r)

) 10 20 ) 10 20

F1a. IV.9 — Comparaison entre les fonctions de corrélation C(r) et D(r) obtenues a
partir de 'ensemble d’Edwards (ligne continue) et des simulations (symboles), pour
p = 0,06 (& gauche) et p = 0,4 (a droite).

! Clr) = A (3> L (1= A) (L) (20)

avec

a++vVa?+4

2
2
gy AT VaT T4 V2a4’ (21)
A utd —1

(w=1)2+1)

Enfin, la distribution des longueurs des domaines est

P = (175) (1_—2EE)T_29(7° =2 (22
= a(E) exp (—b(E)r) 0(r — 2).

Afin de tester la capacité de la mesure plate a décrire les quantités stationnaires
calculées ici, nous avons mesuré leurs valeurs moyennes le long de simulations de
tapping. Les moyennes sont déterminées sur des systémes de N = 2 x 10° spins,
pour des temps plus grand qu’un temps t, = 10000 afin d’assurer la stationnarité,
avec une durée de mesure t,, = 10°. La moyenne d’une grandeur O est

ts+tm

)=+ 3 o). (23)

M op—to+1
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2 Modeéles unidimensionnels

Les temps de corrélation dans I'état stationnaire pour les amplitudes de tapping
utilisées varient entre 1 (p = 0,5) et 50 (p = 0,01), de sorte que le nombre de confi-
gurations indépendantes varie entre 2000 et 100000. Les résultats des simulations
sont comparés sur les figures (IV.7), (IV.8) et (IV.9).

La comparaison des résultats numériques avec ceux estimés a partir de la mesure
plate sont tres bons. Ceux-ci sont d’autant meilleurs que 'amplitude de tapping est
faible, comme il a été observé dans d’autres modeles de compaction [181, 163], ou la
mesure d’Edwards a donné d’excellents résultats pour les plus grandes densités. Dans
ce modele unidimensionnel, la dynamique étant controlée a I'ordre p par la diffusion
et 'annihilation de murs de domaines, et il est donc possible que cela instaure un
bilan détaillé “effectif” a cet ordre. Dans la limite opposée p = %, De Smedt et
al. ont calculé I'entropie dynamique en fonction de I’énergie ainsi que les fonctions
de corrélations spatiales [175]. Il ont montré que la mesure d’Edwards n’est pas
exacte, et qu’en particulier les fonctions de corrélations obtenues dynamiquement
ne décroissent pas exponentiellement avec la distance, mais de facon beaucoup plus
rapide (comme %) Cependant, pour ce modele, la description donnée par la mesure
d’Edwards est correcte, méme pour des valeurs assez grandes de p. En particulier,
des que p < %, les fonctions de corrélation spin-spin décroissent exponentiellement
sur une distance bien captée par la mesure d’Edwards.

2.2 Modele de déposition
a) Modeéles unidimensionnels & contraintes cinétiques

Le fait que le régime stationnaire du modele d’Ising a une dimension soumis au
tapping semble étre raisonnablement bien décrit par la mesure d’Edwards peut étre
attribué au fait que la dynamique de tapping est dominée par les effets d’ordre p.
Dans ce cas, celle-ci peut étre mise en correspondance avec la dynamique du modele
d’Ising unidimensionnel a basse température, dont le régime stationnaire est dominé
par les fluctuations des tailles des grands domaines. Certains modeles, comme le
modele de Fredrickon-Andersen (FA) ont une dynamique qui, a basse température,
est ralentie par I’addition de contraintes cinétiques. Ces contraintes, qui interdisent
certains mouvement locaux, contribuent a élargir les bassins d’attraction de certains
minima, au détriment d’autres. Cet effet a été exploité par Crisanti et Ritort pour
tester la théorie des structures inhérentes sur ces modeles [108, 110]. Le modele
FA a une dimension est défini de la fagon suivante : des particules sont déposées
sur un réseau unidimensionnel. Le nombre d’occupation n; du site ¢ vaut 0 ou 1,
selon que ce site est vide ou occupé par une particule. L’hamiltonien ne comporte pas
d’interactions : H = — ). n;, et I'état fondamental est donc I’état dans lequel chaque
site est occupé par une particule. Le systeme est préparé dans un état aléatoire, par
exemple en mettant une particule dans chaque site avec probabilité % La dynamique
qui suit est une dynamique de Metropolis, avec des contraintes cinétiques, définies
par le taux d’acceptation A du retrait ou du dépot d’une particule. La probabilité de
transition en un site est de la forme W (n; — 1 —n;) = Amin (1,e %), ot AE =
2n; — 1, et A=1—an;_1 — (1 — a)n;;1, ou a € [0, 1]. Le mouvement n’est autorisé
que si I'un des sites voisins est vide, et le parametre a apporte une asymétrie dans le
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role des deux voisins. Le cas a = % est souvent appelé SCIC (pour “Symmetrically
Constrained Ising Chain”), alors que le cas a = 0, ou seule l'occupation du site
t — 1 compte est appelé “modele de I'Est”. Dans ces modeles, les configurations
typiques de basse température sont principalement composées de domaines de sites
occupés adjacents, séparés par des défauts, c’est-a-dire des site inoccupés isolés. La
dynamique se déroule en faisant diffuser des défauts voisins, jusqu’a obtenir des sites
occupés encadrés par deux défauts; en effet, le seul moyen de diminuer 1’énergie
est de disposer de trois vides consécutifs, avant de les réoccuper. Les structures
inhérentes correspondent précisément aux configurations ou tous les défauts sont
isolés, et sont les mémes pour toutes les valeurs de 'asymétrie a. Cependant, la
dynamique du modele de 'Est est différente de celle du SCIC, puisqu’elle n’autorise
la diffusion des défauts que vers la droite (vers ’'Est). Une telle différence dans la
dynamique locale peut avoir pour effet de modifier les poids relatifs des différents
minima locaux. Crisanti et Ritort ont montré que la croissance des domaines n’est
pas la méme dans les deux modeles [108, 110] et donc que dans ceux-ci le role des
structures inhérentes dépend de la dynamique locale. Berg et al. [182] ont mis a
profit cette défaillance de la décomposition de Stillinger et Weber pour tenter de
mettre en défaut ’hypothese d’Edwards. Pour cela, ils ont soumis ces modeles a
deux types de tapping différents, “thermique” et aléatoire, et ont mis en évidence
des déviations significatives entre la mesure dynamique et la mesure d’Edwards. Ils
ont également argumenté que ces déviations sont moins importantes si I’excitation
est de nature “thermique”. L’objet de cette section sera I’étude (qui est le sujet de la
publication 6) de la mesure d’Edwards dans le régime stationnaire du modele SCIC,
afin de clarifier le role des grandes et petites échelles de longueur dans la réussite (a
basse énergie) ou I’échec (a haute énergie) de cette mesure.

b) Description du modeéle et des simulations

La dynamique relaxationnelle considérée ici est légerement différente de celle du
SCIC : alors que dans le SCIC, un site vide dont un seul des deux voisins est occupé
devient occupé avec probabilité %, dans le modele considéré ici, cette probabilité
vaut 1. La dynamique relaxationnelle consiste donc a ajouter I'une apres ’autre des
particules sur des sites qui sont adjacents d’autres sites vides. Les états bloqués sont
toujours les configurations ou les défauts sont isolés. Si I'on fait la correspondance
entre les défauts et les murs de domaines dans le modele d’Ising, on constate que
I’entropie d’Edwards est exactement la méme, a condition de remplacer le nombre de
murs par le nombre de défauts. Du fait que N' = Y, n; ne contient pas d’interactions,
mais représente le nombre de particules, on peut introduire la densité p = %/ On
peut également introduire une énergie £ = % telle que la dynamique relaxationnelle
avec contraintes cinétiques soit la dynamique de minimisation stricte de & :

1
FE = N Z ((1 — nz)(l — ni_lniﬂ) — ni_lnﬂ_l) ) (24)
La contribution d’un site i a cette énergie est :
— —1,sii—1et i+ 1 sont occupés;
— 0, si ¢ est occupé et, © — 1 ou 7 + 1 est vide;
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— 1,siiest videet, 2 — 1 oui+ 1 est vide.

Le modele ainsi obtenu est une version unidimensionnelle simplifiée d’un milieu
granulaire, ou les contraintes cinétiques rappellent I'exclusion de coeur dur entre
les grains, p est la fraction volumique, et E 1’énergie potentielle; le fait de ne pas
autoriser des mouvements qui laissent invariant 1’énergie peut étre vu comme de la
friction. Dans ce cas, la mesure d’Edwards peut étre appliquée dans sa formulation
originale, c’est-a-dire en fixant la densité moyenne dans le régime stationnaire. La
comparaison avec les simulations est faite de la méme facon que pour la chaine
d’Ising sous tapping. Ici, les quantités mesurées sont :

— l'énergie E et la densité p;

~ les fluctuations de Dénergie et de la densité : cg = N ((E?) — (E)?), ¢, =

N ((p*) = (n)?);

— la distribution P(l) des tailles des domaines de particules adjacentes.

De plus, quatre types différents de tapping ont été introduits pour ce modele,
dont un correspond au tapping aléatoire utilisé depuis le début de ce chapitre, dont
les phases d’excitation sont définies de la fagon suivante :

(RU) (pour “Random Unconstrained”) : 'occupation de chaque site est changée

avec probabilité p € [0, 1]. Ici, il n’y a pas de symétrie Z,, donc p peut dépasser

1.
)

2

(RC) (pour “Random Constrained”) : un pas Monte-Carlo est effectué, durant
lequel 'occupation de chaque site choisi est changée avec probabilité p € [0, 1],
a condition que 1'un de ses voisins soit vide;

(TU) (pour “Thermal Unconstrained”) : un pas Monte-Carlo est effectué avec
1—-2n,;

la probabilité de Métropolis p(n; — 1 — n;) = min <1, e T ) Le parametre
T, représente I'amplitude ajustable du tapping;

(TC) (pour “Thermal Constrained”) : un pas Monte-Carlo est effectué avec la
1-2n,

probabilité de Métropolis p(n; — 1 —n;) = (1 — n;_1n;41) min <1, e Tr

Les mécanismes (RU) et (TC) sont ceux comparés par Berg et al. [182]. Dans
la publication 6, les résultats des simulations pour les quatre mécanismes ont été
présentés, pour des systémes de N = 10° spins, les mesures ayant été prises sur 10°
tapes dans 1’état stationnaire. Remarquons que la densité moyenne obtenue apres
la premiere séquence de déposition a partir d'un état aléatoire est p = %(1 + ﬁ) R~
0,697, ce qui est plus faible que la densité des états métastables les plus pro-
bables p,, = 0,724. Dans ce modele, il est donc possible d’obtenir des compactivités
négatives.

c) Mesure d’Edwards généralisée

A haute densité, la mesure d’Edwards ne permet pas de prédire les valeurs cor-
rectes des fluctuations de densité ou d’énergie, ni la distribution des longueurs de
domaines. De plus, pour une méme valeur de p, ces quantités semblent dépendre
tres légerement du mécanisme d’excitation utilisé, ce qui suggere que la densité ne
suffit pas a déterminer toutes les autres grandeurs. La méme chose est observée dans
des modeles sur réseau de compaction, comme le modele de Tétris, ou la connais-
sance du profil de densité (c’est-a-dire la variation de la densité avec la hauteur dans
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I'empilement) est nécessaire pour obtenir les grandeurs dynamiques [170]. Dans la
publication 6, une généralisation simple de la mesure d’Edwards a été utilisée, afin
de caractériser I’écart de la mesure plate a la mesure dynamique réelle. Cette mesure
généralisée d’ordre n, notée M,, (M est donc la mesure d’Edwards), est la restriction
de la mesure plate a la variété définie par (z; = constante, - - - , z,, = constante), ou
X1, , T, sont n grandeurs choisies au départ. Plus le nombre de grandeurs ainsi
fixées devient grand, plus cette mesure généralisée décrit bien la dynamique, puisque
plus d’information connue avec certitude y est intégrée. Cependant, il est instructif
de déterminer le nombre de grandeurs minimum a fixer (i.e. 'ordre de la mesure)
nécessaire pour reproduire les quantités dynamiques étant donné l'incertitude. En
se restreignant a n < 3, les mesures quantités suivantes ont été fixées :

- My :p;

— My :p, E;

— Mj : p, E, P(l < 3). Ceci est équivalent a fixer p, P(I =1) et P(l =2).
L’utilisation de E et P(I < 3) comme grandeurs supplémentaires est motivée par
la nature locale de la dynamique relaxationnelle. Ce sont les contraintes cinétiques
locales qui réduisent les bassins d’attraction de certains états métastables au profit
d’autres, et il est donc naturel de supposer que c’est aux petites échelles que les
différences entre la mesure d’Edwards et la mesure dynamique doivent étre les plus
importantes. En passant de My a M, puis de My a Ms, on fixe des échelles de plus
en plus grandes.

Sur la figure (IV.10), les fluctuations de la densité obtenues soit a partir des
simulations, soit a partir des mesures My, M, et M;3 sont représentées. Sur la figure
(IV.11), ce sont les distributions des tailles des domaines qui sont représentées. On
constate dans tous les cas que la mesure M; est précise a haute densité, puis qu’a
densité intermédiaire, M, est nécessaire pour améliorer la précision, puis M3 a basse
densité.

Les fluctuations des tailles des domaines sont de natures différentes pour des pe-
tits est des grands domaines. Elles dépendent aussi de la nature du tapping. En effet,
si I’excitation permet de rompre des grands domaines en y créant des vides, comme
c’est le cas pour (RU) et (TU), les petits domaines sont favorisés, car un vide isolé
crée au sein d’'un grand domaine est instable. Dans ce cas, méme si la probabilité
de retirer une particule lors de 'excitation est tres faible, l'effet cumulatif de ces
retraits au cours des tapes permet d’évaluer la densité moyenne maximale possible
pour une excitation sans contrainte. Par exemple, supposons que 'on utilise (RU),
avec p < 1. La taille moyenne des domaines ([) = >, [P(l) est petite devant %. Or,
si 'on s'intéresse a un domaine de longueur () d’une configuration métastable, la
probabilité qu’une particule soit retirée ou ajoutée a un des bouts de ce domaine ou
en son sein est p((l) + 1). La variation de la densité entre chaque tapes est donc :
Ap=£(3—()) = %%. Ainsi, si p > p* = 2, la dynamique s’opere en cassant des
domaines, alors que si p < p*, elle s’opere en comblant les vides, et donc la densité
maximale moyenne possible, qui est celle atteinte pour p — 0 est %. Lorsque 'exci-
tation respecte les contraintes cinétiques ((RC) et (TC)), les principaux mécanismes
(lors de l'excitation) sont 1’élimination des domaines de taille 1 et la diffusion des
défauts. L'interdiction de casser des domaines permet donc a faible amplitude d’exci-
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Fi1G. IV.10 — Fluctuations de la densité en fonction de celle-ci pour les différents
mécanismes d’excitation. A gauche : (RU) et (RC); & droite : (TU) et (TC). Les
carrés (a) sont les résultats des simulations numériques et les lignes (b), (c¢) et (d)
représentent respectivement les résultats estimés a partir de My, M, et Mjz. Sur
chaque figure, la partie basse densité est obtenu avec une excitation sans contrainte
(U), celle de haute énergie avec contrainte (C).
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Fic. IV.11 — Distribution des longueurs de domaines, _pour deux excitations
différentes (méme légende que pour la figure (IV.10)). A gauche : (TC), avec
T,=1,3; adroite : (RU), avec p =0, 4.

tation d’atteindre la densité p = 1. Cependant, la précision de la mesure d’Edwards
ou de ses généralisations ne dépend du type d’excitation utilisée qu’a travers la den-
sité atteinte, c’est-a-dire que pour une méme densité moyenne, tous les types de
tapping sont décrits par la mesure d’Edwards (ou ses généralisations) avec la méme
précision. En effet, dans les quatre mécanismes de tapping utilisés, I'excitation fa-
vorise la restauration de l'ergodicité, alors que la dynamique relaxationnelle est la
seule responsable des différences de taille entre les bassins d’attraction des états
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métastables. Seule la dynamique relaxationnelle peut étre responsable de la faillite
de la mesure plate, pourvu que les déplacements interdits lors de I'excitation soient
les mémes que ceux interdits lors de la relaxation.

La comparaison des résultats des différentes mesures utilisées, pour les quatre
facons de taper, montre que la précision de chacune de ces mesures augmente avec la
densité. De plus, plus I’échelle sur laquelle le systeme est connu a priori est grande,
plus la précision est bonne. En particulier, dans la précision des simulations, la
distribution des longueurs des grands domaines est fixée par celle des petits do-
maines. Ceci peut se comprendre par le fait que la taille des bassins d’attraction
est principalement déterminée par la probabilité d’occurrence des petits domaines.
Ainsi, fixer cette probabilité d’occurrence revient a fixer la taille des bassins d’at-
traction. La taille de ces bassins fluctue entre les états métastables d’autant plus
que les défauts sont rapprochés. Au contraire, lorsque la densité est proche de 1,
les défauts sont bien séparés et interagissent rarement, de sorte que les bassins des
états métastables typique a la densité choisie sont sensiblement de méme taille. Le
méme type d’observation peut étre fait dans les modeles étudiés par Barrat et al.
[163, 164], ou la densité de particules mobiles est tres faible. Les milieux granulaires
réels impliquent des degrés de liberté continus, dont les variations a faible vibration
sont également faibles. Dans I'image de Mehta et Barker ou la compaction a lieu
principalement aux frontieres de blocs rigides, les défauts correspondent justement
a des régions ou la densité est 1légerement plus faible que la moyenne. Ces régions
sont bien séparées spatialement, et de temps en temps coalescent, ce qui permet de
diminuer le volume libre. Dans le régime stationnaire, les défauts sont crées spon-
tanément par des faibles fluctuations de densité, de sorte qu’il est raisonnable de
penser que I’hypothese d’Edwards peut s’appliquer.

2.3 Conclusion sur les modeles unidimensionnels

L’étude de ces deux modeles a permis de soumettre la mesure d’Edwards a de
nombreux tests. En particulier, il a été vérifié que la mesure d’Edwards permet de
déterminer avec une bonne précision des grandeurs dynamiques, y compris pour
des valeurs intermédiaires du parametre de tapping. La présence de contraintes
cinétiques rendant les déviations entre la mesure d’Edwards et la mesure dynamique
plus flagrantes a permis de montrer que la violation du bilan détaillé aux petites
échelles décroit tres vite lorsqu’on augmente ’échelle [183]. En particulier, la validité
de la mesure d’Edwards aux fortes densités a été attribuée a la quasi disparition des
petites échelles.

3 Transitions de phase et mesure d’Edwards

Le modele d’Ising a une dimension, qui correspond a ¢ = 2 est un cas particulier
pour lequel certaines quantités peuvent étre calculées analytiquement, de sorte qu’il
est possible d’étudier assez précisément le role des états métastables. Nous allons
maintenant nous intéresser a des systemes de connectivité finie supérieure, pour
lesquels le parametre de dilution « des couplages antiferromagnétiques joue un role
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important.

3.1 Dynamique de liens

Pour la chaine d’Ising, il a été possible de calculer 1’énergie obtenue a la fin d'une
relaxation vers un état métastable, en partant d’une configuration aléatoire. Il est
possible de calculer cette énergie E; pour les systemes de connectivité ¢ > 2 en uti-
lisant une approximation recuite, qui ne tient pas compte des boucles. L’'utilisation
de ce type d’approximation semble raisonnable au vu des résultats numériques. En
effet, le calcul de E; pour diverses valeurs de o et ¢ montre que £y ne dépend pas
de a. De plus, Ey > Ep, Er étant I'énergie au-dessus de laquelle le calcul recuit de
I'entropie d’'Edwards est exacte. L’énergie finale E; est donc située dans une gamme
d’énergie ou les boucles ne jouent pas de role apparent. Nous nous concentrons donc
sur une dynamique de liens, en éliminant les variables S; a I'aide d’une transfor-
mation de jauge locale. La contribution a 1’énergie du site ¢ du réseau est la moitié
de la différence entre le nombre de liens satisfaits et le nombre de liens insatisfaits ;
nous noterons cette différence x;. De plus, en supposant le systeme homogene, nous
désignerons par P(z, k) la probabilité que z; vaille x apres k tentatives de retourner
un spin dans ’algorithme décrit précédemment, x prenant les valeurs de méme parité
que ¢, entre —c et ¢. On définit f, (resp. f_) la probabilité qu'un spin voisin S; d'un
site considéré ¢ soit retourné sachant que le lien J;; est satisfait (resp. insatisfait).

Alors :
fo— > w0 P(@)(c £ )
>, Plr)(c )

Les possibilités de changement pour z = x; sont :

— x > 0. Le spin au site ¢ peut changer : x devient —x ;

— un site voisin du site ¢ n’est pas dans le sens de son champs local et peut donc

étre retourné. Dans ce cas, x devient z +2 ouxz — 2 .

On peut aussi choisir de tenter de retourner un site qui n’est ni le site ¢ ni un de ses
voisins, et dans ce cas x reste inchangé.

Si 'on suppose que les x; sont des variables indépendantes, dans la limite ou le
nombre de sites tend vers 'infini, on peut introduire un temps continu 7 = k/N et
on obtient I’équation d’évolution :

(25)

% = 0(—x)P(~x,7) + 0(—2)P(x,7) — (c + 1)P(x,7)
+P(,7) (C§$<1—f+>+0;”5<1_f_>> (26)
+ Pz +2,7) wﬁr_kp(x_gﬂ-)ﬂf_‘

2 2

Remarquons que la condition de stationnarité! % = 0 implique dans (26) que

O(x)P(x,7) = 0, ce qui signifie qu’il ne reste plus de z; positifs & 7 — oo. L’énergie

1Les variations de I’énergie totale sont des multiples de 2, donc le nombre k. de renversements
effectués avant que le systéme se bloque est inférieur & Nc. Le temps réduit correspondant 7, = k—]\;
est donc borné par c. Le temps utilisé dans (26) tient compte également des tentatives infructueuses

de renversement de spins, et n’est pas borné, car plus le nombre de spins encore opposés a leur
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par site moyenne est donné par E(7) = 3> «P(z,7) et I'équation (26) respecte
I'identité exacte : JE
d7<-T) = -2 Z xP(z,T). (27)

>0

L’équation (26) peut étre résolue numériquement, a l’aide de conditions initiales
1

binomiales, ou chaque lien est satisfait avec probabilité ;. La valeur de Ey qui en
résulte est montrée dans le tableau (IV.1). Cette valeur est supérieure a celle obtenue
par le tapping a p = % Cependant, la différence semble diminuer lorsque la connec-
tivité croit (si l'on fixe la parité de ¢). On peut comme dans le cas unidimensionnel
utiliser cette solution approchée de la dynamique relaxationnelle pour donner une
solution approchée de la dynamique de tapping. Le résultat est représenté sur la
figure (IV.12) pour ¢ = 3 et ¢ = 4. L’absence des boucles permet, en utilisant (26),

d’atteindre I'énergie du fondamental.

-1

E(p)
E(p)

-15 I I I I -2

Fic. IV.12 — Comparaison entre ’énergie donnée par la solution approchée de la
dynamique de tapping (trait plein) et celle mesure dans les simulations, pour ¢ = 3
(a gauche) et ¢ = 4 (a droite).

Remarquons qu'un calcul similaire a été utilisé pour résoudre le probleme XOR-
SAT aléatoire sans répliques. Celui-ci est basé sur algorithme de suppressions de
feuilles. Cet algorithme est basé sur le principe suivant : sur un graphe (ou un
hypergraphe) a connectivité fluctuante, certains sites contribuent au plus a un terme
d’interaction, et ne contribuent donc pas a la frustration, qui est due aux boucles (ou
hyperboucles). L’algorithme de suppression des feuilles supprime séquentiellement
toutes les interactions contenant des sites de ce type, jusqu’a ce qu’il n’en reste
plus. L’évolution de la connectivité des nceuds du graphe peut étre décrite par des
équations du méme type que (26), qui dans ce cas est exacte, car la distribution
de probabilité d’occurrence de chaque connectivité est auto-moyennante a chaque
temps, du fait que l'algorithme de suppression des feuilles ne s’applique qu’aux

champ local est petit, plus la probabilité de choisir 'un de ceux-ci est faible. Il faut tenir compte
de cette remarque pour simuler efficacement la dynamique de tapping, sans quoi les temps pour
tomber dans un état métastable peut croitre exponentiellement avec NN, au lieu de linéairement.
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parties non frustrantes du graphe. Dans le cas présent, les spins sont retournés
dans un ordre aléatoire, ne tenant pas compte de leur appartenance a des boucles
frustrées, ce qui explique pourquoi (26) n’est pas exacte. Remarquons cependant
que pour ¢ = 2 ou les boucles frustrants sont absentes, (26) donne le résultat exact
E; =—1+e"'. Un moyen de déterminer plus précisément E; pourrait étre d’écrire

une équation portant sur la distribution P(p, 7) = % >0 (p(x, s) — (5&%(7)557&(7))).
En effet, la dynamique relaxationnelle rend le systeme hétérogene a chaque instant
7, et il est nécessaire de prendre en compte les fluctuations de site-a-site.

3.2 Transitions de phase

Nous venons de voir que 1’énergie du premier état métastable obtenu par une
dynamique relaxationnelle partant d’un état initial aléatoire ne permet pas de dis-
tinguer des systemes ne différant que par leurs nombres moyens de liens antiferro-
magnétiques. Une fagon de les distinguer est d’exciter les états métastables obtenus
afin de permettre aux systemes de franchir des barrieres. En particulier, lorsqu’aucun
lien antiferromagnétique n’existe, on s’attend a tomber dans le bassin d’attraction
d’un des deux états fondamentaux, sous certaines conditions. Cette remarque est a
I'origine de I'algorithme de tapping introduit plus haut.

a) Cas purement ferromagnétique

L’énergie dans I'état stationnaire est représentée en fonction p sur la figure
(IV.13), pour ¢ = 3. Le comportement observé pour ¢ > 2 est caractérisé par
'existence d’une valeur p.(c) de p telle que :

— pour p > p.(c), E(p) est identique a 1'énergie Fgq(p) obtenue pour aw = % :

— pour p < pe(c), E(p) = Egs = —5.

Ainsi, le modele purement ferromagnétique est sujet a une transition de phase dis-
continue a p.. D'un point de vue dynamique, et pour des grands systemes, cette
transition s’opere de la fagon suivante (cf. figure (IV.14)) : pendant 7 tapes, les
énergies Er(p,t) et Egg(p,t) sont trés proches, puis I'énergie Er(p,t) tombe en
quelques tapes sur 1’énergie de I’état fondamental. Plus précisément, 1’échelle de
temps 7 durant laquelle Fr et Egg sont proches dépend de I'histoire de la dy-
namique de tapping, c’est-a-dire de la configuration initiale choisie, de I'ordre des
renversements de spins lors des relaxations, et des spins qui sont retournés a chaque
tape. L’histogramme correspondant des temps 7 est assez étalé. Cependant, la valeur
moyenne 7(p) ainsi que sa valeur la plus probable croissent lorsque p tend vers p_ en
croissant, ou ils divergent. En particulier, pour une simulation donnée, 7 peut étre
défini de facon précise lorsque p est proche de p., car la différence Esg — Er est bien
décrite par une loi du type Fsq(p,t) — Er(p,t) = Egexp (A(t — 7)). Le temps 7 croit
également avec N. En effet, la chute exponentielle vers le fondamental dans le cas
purement ferromagnétique est facilitée par la brisure de la symétrie Zs. Lorsque cette
symétrie est brisée, par exemple par l'acquisition d'une aimantation M = Nm > 0,
les spins opposés a cette aimantation ont une probabilité plus grande d’étre opposés
a leur champ local et sont donc plus nombreux a étre renversés lors de la dynamique
relaxationnelle. L’augmentation au cours des tapes du nombre de spins dans le sens
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de M provoque une “explosion” exponentielle de la probabilité pour un spin d’étre
opposé a son champ local sachant que ce spin est opposé a M, de sorte que les spins
opposés a M disparaissent rapidement des lors que cette explosion a eu lieu. Or, la
brisure de la symétrie Z, est facilitée par de grandes fluctuations. Lorsque la taille
du systeme est tres grande, les fluctuations de I'aimantation sont plus faibles, et le
systeme met donc plus de temps a accrocher une aimantation que lorsque la taille
est petite.

L’étude des effets de taille finie permet d’estimer raisonnablement p.. En effet,
la variation avec N de l'énergie Er(N,p) au voisinage de p., dans le cas purement
ferromagnétique est bien décrite par une loi de la forme Er(N,p) < f(N(p — p.)),
avec p. ~ 0,25. Cependant, quand la taille est suffisante pour que I’énergie soit
proche de la limite thermodynamique, le temps de transition entre FE(p.) et E(p)
est tres grand, et il est difficile de dire, au voisinage de p_ si une simulation va tomber
dans I’état fondamental ou non. On peut donc obtenir une borne inférieure pour p.,

pour N = 10 : p((f"f ) = 0,259, qui donne pour borne inférieure de 1’énergie de
transition : E(pF)™) = —1,079. On peut également obtenir une borne supérieure

en tapant un systeéme préparé dans I’état fondamental; pour N = 10° on obtient
PP = 0,265 et E(ph)w) = —1,076.

Lorsqu’une transition de phase du premier ordre est observée, il est intéressant
d’effectuer des cycles de variations lentes du parametre de controle, ici 'amplitude
du tapping p, afin de sonder les effets de métastabilité présents. Ici, on peut faire
décroitre lentement p depuis p = %, jusqu’a p = 0, puis faire croitre p dans le sens
inverse. Dans les deux cas, si N est suffisement grand, la courbe obtenue est celle

de la figure (IV.13).

E(p)

-1.3 r

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

F1G. IV.13 — Comparaison entre 1’énergie asymptotique obtenue pour oo = 0 (cercles)
et celle obtenue pour o = % (ligne) en fonction de p, pour ¢ = 3.
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Fic. IV.14 — Comparaison entre les variations temporelles de 1’énergie pour a =
(a) et & =0 (b), pour une méme valeur de p (p = 0,05). L’aimantation du system
ayant o = 0 est également représentée (c).

1
2
e

c Pe E(p}) L Ey g

31 0,25+0,005 | —1.076 £0,005 | —1,0714 | —1,045 | —1,023
410,255+0,005 | —1.07£0,005 | —1,07+0,01 | —1,01 | —1,005
5| 0,45+0,01 | —1.4+0,005 | —1,44+0,01 | —1,396 | —1, 368

TAB. IV.1 — Récapitulatif des valeurs de p,, et des diverses énergies caractéristiques
intervenant, pour plusieurs connectivités. Les valeurs de p. et E(pl) sont celles
obtenues par les estimations de taille finie, E¢"" est I'énergie de la chute initiale
calculée en utilisant ’approximation recuite, et £* est I'énergie en dessous de laquelle
les états métastables sont aimantés.

Pour les quelques valeurs de la connectivité examinées en détail, I’énergie de tran-
sition est proche de I'énergie E* ol la symétrie Z, se brise pour les états métastables.
De plus, au-dessus de cette énergie la complexité des états métastables, ainsi que
I’énergie F(p) dans I’état stationnaire, sont identiques pour les cas o = 0 et o = %
Il est alors naturel de demander si cette transition peut étre décrite a ’aide de la
seule mesure d’Edwards, ce qui fait I’'objet de la section suivante.

b) Transitions de phase et mesure d’Edwards

Afin de préciser la coincidence entre la transition de phase observée dans le
cas @ = 0 et la mesure d’Edwards, il est utile de revenir a la forme de l'entro-
pie d’Edwards des modeles intermédiaires (tels que 0 < o < 1) dans Iensemble

2
microcanonique. Ceci fait 'objet de la publication 5.
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I. DESCRIPTION MICROCANONIQUE

L’approximation recuite de I'entropie d’Edwards a été discutée au chapitre II;
elle permet d’accéder a I’ensemble d’Edwards microcanonique. Rappelons qu’il existe
une valeur critique a, (estimé a a?™ ~ 0,07 dans 'approximation recuite) en des-
sous de laquelle I'entropie d’Edwards n’est pas une fonction concave de I’énergie.

-1.46
-1.47 |
- -148 | =
ui =
-1.49 |
|
|
-15 | |
|
|
-1.51 ~1.444 :
16 15 -1.3 11

-1.32

f(E.B)

_14 1 1 L I
-1.4 -1.3 -1.2 -1.1 -1

F1a. IV.15 — Variation de f(F, ) en fonction de E pour plusieurs valeurs de [,
pour a = 0 (a gauche), o = 0,04 < a2 (a droite) et a = 0,12 > " (en bas).
Entre les points A et B, le point stationnaire est un minimum global ; entre B et C,
il n’est minimum que localement ; au dessus de C, ce n’est plus un minimum. Les
températures d’Edwards inverses (3 et 3. correspondent respectivement au point de
coexistence et au point spinodal.

La forme de I’énergie libre dans I’ensemble d’Edwards dépend fortement de « et
de la température d’Edwards T'. Pour des grands systemes, celle-ci est obtenue en
minimisant I’énergie libre f(FE, ) définie de la fagon suivante :

—Bf(E,B) = spaw(E) — BE (28)

La variation de cette énergie libre est représentée sur la figure (IV.15) pour trois
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valeurs de a. On peut extraire trois comportements typiques de I'énergie libre, selon
la valeur de « :

—a=0:ap0.= % In %, I’état fondamental est le seul minimum local de f(E, 3),

et le systeme subit la transition discontinue décrite dans la section précédente ;

-0 < a<a?: laforme de I'énergie libre est typique de celle d'un systeme

présentant une transition de phase du premier ordre, dont le point spinodal

95 paw(F)

est situé a B.(a) = =%

E=E*(a)
— oMM < a< % : la forme de ’énergie libre est typique de celle d'un systeme

présentant une transition de phase du second ordre. Le point critique est a
3, = 83E§E(E) _
E=FE*(a)

Le calcul recuit permet également de calculer 'entropie d’Edwards sga, (E, m),
restreinte aux configurations d’aimantation m et énergie F fixées. A I’énergie F,
cette entropie est maximale en m(FE) et m(E). Lorsque E > E*(«), 'aimantation
typique m(FE) est nulle, alors que lorsque £ < E*(«), m(E) est non nulle. De plus, il
est possible d’améliorer la précision des valeurs numériques en utilisant des schémas

de calcul plus complexes, comme ceux présentés au chapitre I1
II. COMPARAISON AVEC LES SIMULATIONS NUMERIQUES

Un modele dans lequel existent plusieurs types de transitions de phase - que 'on
peut décrire de facon précise - dans I’ensemble d’Edwards fournit un terrain favo-
rable pour tester la capacité “prédictive” de I’ensemble d’Edwards. Des simulations
numeériques ont donc été réalisées pour diverses valeurs de «, certaines en dessous
de a. (0,002 et 0,005) et d’autres au-dessus de a, (0,02 et 0,05). Si la mesure d’Ed-
wards décrit bien I’état stationnaire, on s’attend a observer pour chaque valeur de
a les points suivants :

— DIénergie E(p) est indépendante de « pour les grandes valeurs de p, plus

précisément jusqu’'a E(p) = E*(«a);

— sia > ag, I'énergie E(p) doit quitter continuement en dessous de F(p) = E*(«)
I’énergie Es(p) correspondant a o = %, et si a < a., 'énergie E(p) doit quitter
discontinuement en dessous de F(p) = E*(a) 'énergie Esq(p) correspondant
da=3.

L’énergie F(p) dans I'état asymptotique est représentée sur la figure (IV.16). La
transition est bien continue pour a > «. et discontinue pour a < a.. De plus, toutes
les courbes coincident a haute énergie.

Pour toutes les petites valeurs de «, la remontée de F(p) au voisinage de p_
est tres raide, ce qui rend nécessaire une étude plus précise au voisinage de p.. La
figure (IV.17) montre une série d’histogrammes d’énergie pour o = 0,002, autours
de p.. Ceux-ci sont typiques d’une transition du premier ordre. La dissymétrie de ces
histogrammes autours du pic de droite, ainsi que 1'étalement de celui de gauche est
en accord avec les courbures correspondantes de ’énergie libre f(FE, 3) au voisinage
du point spinodal. Le fait que le minimum local de haute énergie subsiste jusqu’au
point spinodal suggere que la connaissance des minima locaux doit étre associée
a une information concernant la dynamique afin de déterminer quel minimum est
sélectionné par la dynamique. En particulier, il semble ici que les bassins d’attraction
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E(p)

Fic. 1V.16 - Energie mesurée dans 1’état stationnaire de systemes de taille N =
10% pour plusieurs valeurs de «. La ligne pointillée verticale indique 1'énergie de la

transition discontinue pour a = 0.

40

30

20 r

20 r

10 ¢

0
-1.5

Fic. IV.17 — Histogrammes des énergies obtenues en tappant un systeme de N =
25000 spins, avec o = 0,002, durant 10° tapes. De gauche & droite et de haut en
bas : p=0,2584, p = 10,2585, p=0,2586, p= 10,2587, p=10,2588, p=0,2589.
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jouent un role prépondérant pour sélectionner le minimum métastable.

La mesure d’Edwards a donc permis de prévoir I'existence d’une transition de
phase, et de prévoir? également son ordre. Afin de voir si I'accord entre les simu-
lations de tapping et les résultats de la mesure d’Edwards est quantitativement
bon, 'aimantation typique m(() et I’énergie typique E(3) des états métastables a
été calculée a la fois numériquement par la méthode de I’hamiltonien auxilliaire et
analytiquement par l'approximation RS, pour une température d’Edwards 3. Les
valeurs obtenues par les deux méthodes sont indicernables dans la limite de leurs
barres d’erreur, ce qui n’est pas inattendu, puisque pour des valeurs si faibles de «;, le
nombre de boucles frustrées est tres faible. Dans les simulations numériques, en plus
de I'énergie E(p), 'aimantation m(p) a été mesurée. Si la description par 1’ensemble
d’Edwards est correcte, les courbes m(FE) paramétrées par (3 et p doivent coincider.
Lorsque la transition est discontinue, la comparaison est difficile, car le modele auxil-
laire étant tres imprécis au voisinage de la transition, la gamme d’énergie accessible
est restreinte. Dans cette gamme, ’accord est cependant bon. Lorsque la transition
est continue, comme dans 'exemple de la figure (IV.18), la coincidence des courbes
m(FE) est excellente.

0.8 ' \qu

0.6 | N ]

0.4 | 'Q,. 1

L u]
*(a) ‘e
. m)
0.2 (b) \ I
o (c) \\
\a
0 L 1 L 1 L n\[]g[i] L
-1.4 -1.3 -1.2 -1.1 -1

E

F1a. IV.18 — Comparaison entre I'aimantation m(E) mesurée dans les simulations
dynamiques (a) et celle calculée en utilisant la mesure d’Edwards analytiquement
(b) et par la méthode de I’hamiltonien auxilliaire (c).

2il s’agit bien de “prévoir”, puisque chronologiquement, les simulations de tapping ont été
réalisées sur ces systemes parceque l'’ensemble d’Edwards décrivait toute cette phénoménologie.
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c) Conclusion sur les transitions de phase

L’algorithme de tapping appliqué a des systemes sur des graphes aléatoires a
révélé l'existence d’une transition de phase qui a été bien décrite par la mesure
d’Edwards. La possibilité de décrire des transitions de phase dans des systemes gra-
nulaires (ou qui s’en approchent, comme ici) est importante. Un exemple pratique
est celui de la ségrégation de taille. Considérons un mélange binaire de grains, c’est-
a-dire un mélange aléatoire de “gros” et “petits” grains. Si I'on vibre verticalement
ce mélange, on peut observer un effet de ségrégation ; les gros grains migrent vers le
haut, et les petits vers le bas. Cet effet est bien connu des vendeurs de noix cajou, car
il est difficile de mélanger celles-ci aux arachides. Ce probleme de ségrégation, qui ap-
parait pour des distributions de tailles plus complexes, survient plus généralement
lors du mélange d’un ensemble polydisperse, par exemple lors de la vibration de
bétons. Récemment un effet de ségrégation inverse, ou les gros grains migrent vers
le bas, a été observé [184]. Les effets de ségrégations dépendent de plusieurs pa-
rametres comme les masses des grains et leur rayons. Des mécanismes dynamiques
ont été invoqués pour décrire la ségrégation, comme le mécanisme de percolation, ou
la percolation du réseau formé par les gros grains crée des vides suffisement grand
pour que les petits grains s’y engouffrent [185, 186]. La compétition entre cet ef-
fet de ségrégation et la condensation de spheres dures a récemment été invoquée
pour expliquer conjointement les problemes de ségrégation et de ségrégation inverse
[187]. Cependant, les parametres pertinents pour décrire les diagrammes de phases
ne sont pas encore bien connus, et une étude purement “statique” pourrait s’avérer
plus simple qu'une approche basée uniquement sur les processus dynamiques. L’uti-
lisation de la mesure d’Edwards pourrait étre utile afin de déterminer d’un point
de vue qualitatif I'allure du diagramme de phase, comme tendent a le montrer des
études préliminaires sur des modeles sur réseau [188, 189].

4 Comment tester la mesure d’Edwards ?

Dans les modeles décrits dans ce chapitre, le fait de pouvoir calculer de fagon
explicite la mesure d’Edwards a permi de tester celle-ci assez précisément. Hélas,
dans le cas de modeles plus réalistes de milieux granulaires, ou d’empilements
expérimentaux, le calcul de quantités dans ’ensemble d’Edwards est tres complexe,
souvent méme impossible. Il est donc utile de dégager de I’étude de systemes simples
des méthodes plus générales pour tester la validité de la mesure d’Edwards. Plusieurs
de ces méthodes vont étre présentées ici, dont 1'une est ’objet de la publication 9.

4.1 Mesures dynamiques locales

Un premier test semblant accessible directement par I’expérience a été décrit par
Makse et Kurchan [190] sur les bases de résultats numériques. Le systéme étudié
est un modele de spheres elastiques, qui est fréquement utilisé pour décrire les
émulsions denses et les mousses. Ces spheres, dont le comportement dynamique
est simulé par méthode Monte Carlo, sont soumises a un flot de cisaillement lent,
et a des forces exterieures de faible amplitude. Pour des particules sans friction ni
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forces tangentielles, le tracé de la diffusivité dans I’état stationnaire en fonction de
la mobilité induite par les forces externes est constitué de droites de méme pente, ce
qui met en évidence 'existence d'une température effective bien définie. De plus, la
possibilité de mesure 1’énergie élastique totale en fonction de la température d’Ed-
wards a l’aide d’un modele auxilliaire permet de tester directement le lien entre la
température d’Edwards et la température effective. Dans les simulations de Makse
et Kurchan, ces deux températures sont égales (dans la précision numérique). En
présence de forces tangentielles (interactions élastiques et friction), la fagon dont
les grains se bloquent peut dépendre de la dynamique, et ’ensemble d’Edwards
est mal définit. Il semble cependant (la température effective est la méme pour les
deux types de particules) que les concepts issus de la thermodynamique puissent
s’appliquer dans ce cas, a condition de généraliser la mesure d’Edwards de sorte
a tenir compte de la friction. Ce protocole, qui peut raisonnablement étre réalisé
expérimentalement pourrait mettre en évidence 'existence d’un ensemble “thermo-
dynamique” sous-jacent grace a l’existence de températures effectives indépendantes
de I'observable calculée. De plus, le fait que dans les simulations numériques cette
température effective est proche de la température d’Edwards permet de penser que
tel pourrait étre le cas dans les systemes expérimentaux correspondants. Cependant,
la réalisation expérimentale semble difficile, par exemple a cause de la formation pos-
sible de bandes de cisaillement ou d’effets de ségrégation, qui rendraient le systeme
tres hétérogene. De plus, il est difficile d’appliquer une force externe sur certaines des
particules sans agir sur les autres ou perturber le systeme étudié. Remarquons que
des tests similaires ont été proposés par Colizza et al. [170], dans le cas de milieux
granulaires vibrés verticalement. Dans ce cas, la réalisation de tracés FDT (c’est-a-
dire la diffusivité en fonction de la mobilité induite) pour diverses observables non
couplées a la direction de compaction permettrait également de mettre en évidence
de facon indirecte ’existence d’un principe de maximisation d’entropie sous-jacent.
Ceci demeure pour le moment un test purement théorique, étant donné qu’aucune
mesure de fonction de réponse a une force appliquée n’a été effectuée jusqu’a présent
dans des milieux granulaires.

4.2 Mesures statiques

L’une des difficultés majeures pour tester I’ensemble d’Edwards par des mesures
dynamiques est la nécessité d’effectuer des mesures locales, comme celle de la diffu-
sivité des particules, par exemple. Un moyen de s’affranchir de ces difficultés est de
s'intéresser a des grandeurs “statiques” que l'on peut moyenner sur des parties du
systeme, comme les fluctuations de densité par exemple.

a) Dynamique de tapping du modéle SK

Ici, le paradigme des verres de spins soumis a ’algorithme de tapping sera utilisé,
le modele étant cette fois le modele SK [191]. L'intérét de ce modele est que les états
métastables, qui ont une complexité assez élevée (0,1992 pour le modele SK), sont
nombreux méme pour des valeurs faible du nombre de spins. En particulier, des
systemes de taille N = 15 par exemple permettent déja d’avoir un appercu de la
limite thermodynamique. Or, pour des systemes finis de petite taille, I’énergie est
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beaucoup moins piquée autours de sa valeur moyenne que pour des grands systemes,
et il est alors possible de d’etudier la distribution de ses fluctuations sur des gammes
d’énergie assez larges. En effet, dans I’ensemble canonique d’Edwards, la probabilité
d’occurence de I'énergie F est

1 _
pEdw<E757 N) = ENMS(Eu N)e NoE
- (29)
— _eNSEdw(E)—NﬁE‘
Z
Dans I’ensemble d’Edwards, les fluctuations de I’énergie autour de sa valeur moyenne
sont de 'ordre de LN; c’est également le cas dans les mesures dynamiques. Si la
description de I’état stationnaire par la mesure d’Edwards est valide, la distribution
de probabilité Np(E, p, N) de I’énergie dans 1’état stationnaire doit étre de la forme

(29). En particulier, on peut calculer le rapport

ND(E7P7 N))
R(E.p,N)=In| —————= ], 30
(E.p ) = (RPE (30)
et I’hypothese d’Edwards implique :

Pour des systemes de tailles allant jusqu’a trente, il est possible d’échantillonner
tous les états métastables par énumération exacte, et donc d’étudier la facon dont
B(p) varie d’une réalisation du désordre a l'autre. En particulier, il apparait que
B(p) devient auto-moyennant lorsqu’on augmente la taille du systeme.

Pour des tailles plus grandes, ol aucune énumération exacte n’est possible, il
est possible d’utiliser ’expression analytique de l'entropie d’Edwards. Pour des
grands systemes, la quantité R(E, p, N) est auto-moyennante et sa densité r(F, p) =

. R(E,p,N
im0 % est

T<E7p) =E [SD(Eap)] —E [SEdw(E)] ) (32)
ot sp(E,p) = li NpEpN) ot ¢ auto- t. C 1
D , P 1M N 00 N €St suppose auto-1moyennaint. omimme pour les

systemes a connectivité finie, ’expression exacte de la complexité des états métas-
tables n’est pas connue, et ’on peut recourir a I’approximation recuite, qui est ici
exacte [116, 117] des que E > Ergsp = —0,672, et est donnée par

sa(E):mzin{Z;—E2+ln [l—erf<zj_/§E>]}. (33)

De plus, le calcul RS de lentropie d’Edwards s’éloigne peu du calcul recuit [192],
de sorte que ce dernier peut étre considéré comme une bonne approximation aux
énergies considérées. Ainsi, r(F, p) peut étre raisonnablement bien approché par sa
valeur recuite :

ro(E,p) =E[sp(F,p)] — sa(F). (34)
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Enfin, une facon de tester si la distribution d’énergie dans 1’état stationnaire est
de la forme de Boltzmann (29), est de comparer les histogrammes dynamiques pour
deux amplitudes p et p’ différentes, ou I'on doit alors avoir

/ o ND(E7p7N>>
c¢(E,p,p',N)=1In (N—D(E,p’,N)

=—(B(p) = BW))E+ f(p.p',N).

(35)

b) Un test pour la forme canonique de la mesure d’Edwards
I. COMPARAISON ENTRE DISTRIBUTIONS DYNAMIQUE ET D’EDWARDS

La dynamique de tapping du modele SK est longue a simuler du fait que le
systeme est entierement connecté. Cependant, il a été remarqué par Parisi qu'une
dynamique relaxationnelle séquentielle (ou l'ordre de renversement des spins est
toujours le méme) aboutit a la méme énergie qu'une dynamique relaxationnelle
aléatoire. Une dynamique relaxationnelle séquentielle permettant d’accélérer nota-
blement la vitesse de blocage, nous avons vérifié qu’en utilisant une telle dynamique,
les histogrammes obtenus sont les mémes que ceux obtenus par une dynamique
relaxationnelle aléatoire (les déviations sont tres faibles). De ce fait, les courbes
présentées ici sont obtenues avec la dynamique séquentielle, qui permet d’effectuer
beaucoup plus de tapes.

Sur la figure (IV.19), la variation de R(E, p, N') en fonction de F, pour des valeurs
de N = 15 a N = 30 présente une forme affine de mieux en mieux définie au fur
et a mesure que la taille augmente; ce comportement est observé pour toutes les
valeurs de p € |0, %] De plus, le fait que les points forment un nuage de moins en
moins diffus indique que la seule condition pour que les états métastables visités
par la dynamique aient une distribution de Boltzmann est que la taille soit grande.
De plus, cette forme de Boltzmann semble assez robuste, puisqu’elle semble bien
s’appliquer pour des systemes de taille N = 30, pour lesquels le nombre total d’états
métastables est environ 400.

La valeur de r,(E, p) obtenue pour N = 200 est représentée sur la figure (IV.20).
Dans la partie £ > Egrsp, ou 'approximation recuite est exacte, la variation est
clairement linéaire. De plus, dans la partie F < Ergp, ou ’approximation RS corrige
peu Papproximation recuite, la dépendance est presque linéaire?.

Enfin, sur la figure (IV.21), les valeurs de ¢(F,p,p’, N) obtenues pour N = 200
sont représentées. L’accord avec des lignes droites est assez bon. Ici, N = 200 permet
a la fois d’avoir une taille assez grande pour que 1’on puisse calculer r, en utilisant
les résultats N — oo et quand méme assez petite pour que les fluctuations d’énergie
dans le régime stationnaires soient assez larges. En effet, de grandes fluctuations
sont nécessaires pour tenir compte de I'entropie sur une large gamme d’énergie (qui
est une fonction de grandes déviations) et pour que les gammes d’énergie obtenues
avec des amplitudes différentes aient un recouvrement de taille suffisante.

3Remarquons que le calcul recuit sous-estime la valeur réelle de r,, et donc une amélioration
légere du calcul de la complexité aurait pour effet de diminuer la légére concavité apparente & basse
énergie
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Fig. IV.19 — Valeurs de R(E,p, N) pour p = 0,3 et N = 15 (cercles), N = 20
(carrés), N = 25 (losanges) et N = 30 (triangles). Les histogrammes ont été obtenus
en tapant 10° fois, avec une précision d’histogramme de 0, 025N
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F1a. IV.20 — Valeurs de r,(F, p) calculées pour un systeme de N = 200 spins. De
hautenbas:p=0,1,---,0,5, les courbes ayant été décalées verticalement pour une
meilleure lisibilité. Les régressions linéaires sont indiqués dans la région £ > Ergp,
indiquée par la ligne verticale.
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0.06 r 1

0.04 +

c(p.p",E)

0.02 +

F1G. IV.21 — Valeurs de ¢(E,p,p’, N) calculées pour N = 200 spins pendant 5.10°
tapes. De haut en bas (p;p’) : (0,2;0,1),(0,3;0,2),(0,4;0,3), (0,5;0,4).

1. UN TEST GENERAL

Sur le modele SK, plusieurs tests de la version canonique de la mesure d’Edwards
ont été effectués. L'un de ces tests, basé sur 'équation (35), ne fait pas intervenir la
connaissance a priori de 'entropie d’Edwards, et il est raisonnable de penser qu’il
peut donc étre appliqué dans un contexte plus général. En particulier, si 'on revient
a la forme originale de la mesure d’Edwards, la distribution dynamique du volumique
V est de la forme

poya(V,T) o exp (—% T SEdw(V)> , (36)
ou X(I') est la compactivité. Si (36) est correct, le tracé de In(ppyn(V,T)) —
In (ppyn(V,I")) en fonction de V' pour plusieurs valeurs de I' et I'" devrait donner
des droites, dont la mesure des pentes donnerait la compactivité a une constante ad-
ditive pres. Cependant, la réalisation expérimental de ce test peut s’avérer difficile,
car dans les expériences de vibrations, il n’est pas simple de mesurer les fluctuations
de densité. Or le test proposé ici met en jeu I'annihilation des courbures des deux
histogrammes comparés, ce qui nécessite une bonne précision sur les données.

De plus, tout comme le test proposé par Makse et Kurchan, le test de la mesure
d’Edwards est indirect et partiel. En effet, méme si des lignes droites sont obtenues,
rien n’indique que la fonction de grandes déviations est réellement ’entropie d’Ed-
wards. Dans le cas du modele SK, la possibilité de calculer cette entropie apporte
de l'information supplémentaire. Cependant, méme dans ce cas, le test demeure
“faible”, puisque la forme (29) ne donne pas les poids des configurations, mais la
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distribution de probabilité de I’énergie.

Afin de voir quelle information est réellement apportée par ce type de test, il
est instructif de ’appliquer a un modele pour lequel la mesure d’Edwards n’est pas
toujours correcte. Un bon exemple est le SCIC, étudié dans une section précédente.
Sur la figure (IV.22) sont représentées les fonctions ¢(¢, T, T", N) obtenues en tapant
des systémes de N = 10° spins a l'aide du tapping (TU)%. On constate que la
dépendance en ¢ est linéaire, alors que la distribution canonique d’Edwards ne décrit
pas bien la dynamique. Ce qui se passe dans le SCIC pourrait étre le scénario le plus
général. Le fait d’obtenir des droites pour c(¢,T,T’, N) signifie que la distribution
dynamique a tapping de température T" est de la forme

poyn (¢, T, N) o< e~ NI+ Nspyn (@), (37)

25 : , : | , ,

c(p,T,T',N)

05 r

0 n 1 n 1 n 1 n
-0.736 -0.734 -0.732 -0.73 -0.728
¢

F1G. IV.22 — Valeurs de ¢(¢, T, 7", N) obtenues a partir d’un tapping (TU) appliqué
au SCIC, pour N = 10° et mesurées pendant 10° tapes. De haut en bas (T;7") :
(1,9:1,8), (1,9:1,7), (1,9;1,6), (1,9:1,5), (1,9:1,4).

Si l'on pose y(o0) = 0, 'équation (37) est trivialement vérifiée si ’entropie dy-
namique spyn(¢) est I'entropie calculée par De Smedt et al. [175]. Cette entropie
tient compte des bassins d’attraction des états métastables. L’information impor-
tante contenue dans (37) est que le poids de chaque état métastable est indépendant
de la facon dont il est accédé. En d’autres termes, un état métastable sera atteint
avec la méme probabilité (conditionnée par la valeur de la densité moyenne) si I’état
excité duquel le systeme part est completement aléatoire (grand tapping) ou au

4Afin d’éviter la confusion des notations, la densité introduite dans la section sur le SCIC sera
notée ¢.
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contraire proche d’un état métastable (faible tapping). Le fait que pour le SCIC
la mesure d’Edwards devienne de plus en plus correcte au fur et a mesure que la
densité augmente signifie que les courbures des entropies dynamique et d’Edwards
se rapprochent a haute densité. Or, la région de haute densité est précisément celle
ou les états métastables dans lesquels les défauts sont tres séparés dominent.
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Conclusion

Durant cette these, nous nous sommes intéressés au role des états métastables
dans les systemes vitreux. En particulier, dans les milieux granulaires, la notion non
ambigué de configuration bloquée a remplacé celle d’état métastable.

Dans le chapitre II, le lien entre la dynamique des verres de spins et la pro-
lifération exponentielle de vallées séparées par des barrieres infinies a été discuté.
L’accent a été porté sur les configurations stables par renversement de k spins, et
plusieurs méthodes pour calculer la complexité >; ont été exposées. En particulier,
il a été montré comment la méthode de la cavité permet d’écrire simplement les
équations de col permettant d’obtenir cette complexité. Une extension naturelle de
ce calcul est de calculer la complexité ¥, pour tout k fini, en généralisant de fagon
systématique la méthode exposée pour le calcul de Y;; la difficulté réside dans
généralisation systématique de la méthode de la cavité au cas ou l'on n’ajoute pas
un ou deux spins au systéme, mais une portion d’arbre comportant k4 1 spins °. Ce
calcul de ¥j, devrait fournir des éclaircissements sur la structure des états pertinents
a basse température.

Dans le chapitre IV, un algorithme de “tapping” a été introduit, permettant de
manipuler de fagon aisée un systeme soumis a une séquence discrete de tapes. Cette
dynamique a été utilisée durant cette these en vue de modéliser de maniere paradig-
matique les milieux granulaires. Cependant, ses applications possibles ne se limitent
pas a cela. En particulier, cette dynamique permettant de passer d’un état bloqué
a un autre, la combiner avec une méthode d’exploration de 1’espace des configura-
tions du type de celle introduite par Wang et Landau [193, 194] pourrait étre une
méthode efficace pour échantillonner ’entropie microcanonique d’Edwards. En ce
qui concerne la mesure d’Edwards, qui a été soumise a de nombreux tests a ’aide de
I’algorithme de tapping, celle-ci s’est montrée efficace pour décrire 1’état stationnaire
des systemes étudiés sous tapping, et nous avons pu dégager de facon concrete les
raisons de son efficacité a haute densité ; de plus, I’étude d’une classe de modeles sur
des graphes aléatoires a permis de montrer que cette mesure permet de déterminer
des diagrammes de phase, avec une précision proche de celle de la thermodynamique.
Nous avons également décrits des tests a priori réalisables expérimentalement. Ces
tests peuvent étre réalisés dans plusieurs types de matériaux, incluant les empile-
ments granulaires, les émulsions denses ou les mousses. Les expériences impliquant
ces matériaux présentant des difficultés différentes, on peut raisonnablement sup-

5la valeur de k se trouve naturellement limitée par le fait que le nombre de parameétres interve-
nant dans la dynamique de population est 2% — 1
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poser que l'une d’elles au moins permettra bientot de confirmer ou d’infirmer la
validité de ’approche a la Edwards dans des systemes réels. De plus, afin de pouvoir
utiliser cette approche pour déterminer des diagrammes de phase, il est important
d’y incorporer le role de parametres physiques tels la friction ou la masse volumique
des grains. D’un point de vue plus formel, mais non moins essentiel, le lien entre
les états métastables dans les verres de spins en champ moyen et la dynamique a
grands temps reste a étre établit rigoureusement, afin de permettre une description
quasi-thermodynamique de la dynamique lente des systemes vitreux.

Enfin, nous avons vu qu’il existe de nombreuses analogies entre les empilements
granulaires et les verres structuraux. L’étude de propriétés qui semblent fondamen-
tales dans la compréhension de ces derniers pourrait donner des informations impor-
tantes sur la dynamique des milieux granulaires vibrés. En particulier, la dynamique
y est fortement hétérogene, et I’étude temporelle des corrélations spatiales des fluc-
tuations locales de densité au voisinage de I'* et en dessous devrait permettre de
pousser plus loin ’analogie. De plus, le scénario a la Edwards nécessite pour étre
pertinent qu’il existe une certaine universalité. La recherche de classes d’universalité
dans les expériences de manipulations d’empilements granulaires, telles que vibra-
tion verticale, vibration horizontale ou cisaillement semble une étape nécessaire a
mener pour pousser plus en avant des scénarii tel que celui proposé par Edwards.
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Etats métastables dans les systemes vitreux : des verres de spins aux milieux
granulaires

Les matériaux vitreux sont caractérisés par l'existence d’un grand nombre d’états métas-
tables. Parmi ceux-ci, les verres de spins sont les systemes les plus étudiés et les mieux connus.
A I'opposé, I'appartenance des empilements granulaires a la classe des systemes vitreux est
récente, et le role des états métastables n’y est pas encore bien compris. Dans cette these, les
connaissances acquises sur les verres de spins sont mises a profit pour étudier la dynamique
stationnaire des milieux granulaires vibrés.

Dans une premiere partie, les propriétés dynamiques essentielles des modeles de verres
de spins en champ-moyen sont passées en revues. La notion d’état métastable est ensuite
discutée, ainsi que le lien avec la perte d’ergodicité dans la phase vitreuse. Enfin, plusieurs
méthodes numériques et analytiques permettant de calculer ’entropie configurationnelle sont
exposées en détail.

La seconde partie traite des états métastables dans les milieux granulaires. Un algorithme
de “tapping” y est introduit, permettant d’obtenir un modele paradigmatique pour I’étude
des systemes granulaires vibrés, partiellement accessible analytiquement. Le scénario proposé
par Edwards selon lequel dans I’état stationnaire tous les états métastables sont visités avec
la méme probabilité est testée sur plusieurs modeles. L’étude de modeles unidimensionnels
permet de comprendre la validité de cette approche aux grandes densités, alors que I'étude
de modeles sur des graphes aléatoires montre que la mesure d’Edwards permet de décrire de
facon précise des phénomenes non triviaux comme des transitions de phase. Enfin, des tests
permettant de vérifier expérimentalement cette approche sont proposés.

Metastable states in glassy systems : from spin glasses to granular media

Glassy materials are characterised by the existence of a large number of metastable states.
Amongst these systems spin glasses are the most studied and understood. However dense
granular media have recently been shown to be glassy systems, and the role of metastable
states here is not yet well understood. In this thesis results and analogies with spin glasses
are exploited to study the stationary regime of vibrated granular media.

In the first part of the thesis, the principal properties of the dynamics of mean-field
spin glasses are reviewed. The concept of metastable states is discussed along with their
role in ergodicity breaking in the glassy phase. Finally several techniques, both analytic and
numeric, to calculate the entropy of metastable states are presented in detail.

The second part of the thesis treats metastable states in granular systems. A tapping
dynamics is is introduced leading to a, partially analytically tractable, model which serves
as a paradigm for vibrated granular media. The scenario proposed by Edwards, where in
the stationary state all metastable states are visited with the same probability, is tested
on several models. The study of certain one-dimensional models permits one to understand
the validity of this approach at high densities, while the study of models on random graphs
demonstrates that the Edwards measure allows a description of non-trivial phenomena such
as phase transitions. Finally, various tests to verify this approach on experimental systems
are proposed.
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