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D : facteur d’interpolation de la méthode des différences finies

% : facteur de diffusion arrière du modèle 2-flux non standard

E : facteur de diffusion arrière

& : paramètre d’hétérogénéité (W m-2 µm-1)

F : facteur de diffusion latérale

' : facteur de diffusivité

d 9 : élément de volume (m3)

( : émissivité

) : flux hémisphérique (W m-2 µm-1)

I : facteur de diffusion avant

* : irradiance (W m-2 µm-1)

J : paramètre d’asymétrie

, : intensité (W sr-1 µm-1)

- : fonction source (W m-2 sr-1 µm-1)

-̂  : fonction source (W m-3 sr-1 µm-1)

&-̂  : émission de chimiluminescence (W m-3 sr-1 µm-1)

. : coefficient d’absorption du modèle 2-flux non standard (m-1)

Abs.  : coefficient d’absorption (m-1)

Diff.  : coefficient de diffusion (m-1)

Ext.  : coefficient d’extinction (m-1)

N : coefficient de la solution du modèle 2-flux standard (m-1)

0/  : rayonnement du corps noir
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1 : nombre d’ordonnées discrètes

3 : fonction de phase

( )µ
O

S  : polynôme de Legendre

( )µP

O
S  : fonction de Legendre associée

T�: flux sphérique (W m-2 µm-1)

5 : luminance (W m-2 sr-1 µm-1)

U : rayon de particule (µm)

MU  : rayon du masquage par le corps du propulseur (m)

6 : coefficient d’absorption du modèle 2-flux non standard (m-1)

V : position dans l’espace (m)

V : distance dans l’espace (m)

7 : température (K) ou transmittivité

( )φPX  : harmonique sphérique azimutale

Z : poids de quadrature angulaire

( )ΩP

O
<  : harmonique sphérique (sr-1)

 : coefficient de la solution du modèle 2-flux standard

 : coefficient du modèle 2-flux standard (m-1)

P

O
γ  : facteur de normalisation des harmoniques sphériques (sr-1)

Sol∆  : résidu de convergence

 : cosinus directeur azimutal

Θ : angle de diffusion (rad)

 : angle zénithal (rad)

( )µP

O
Λ  : harmoniques sphérique zénithale

λ : longueur d’onde (nm ou µm)
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µ : cosinus directeur zénithal

 : cosinus directeur azimutal

 : épaisseur optique

φ : angle azimutal (rad)

O
χ  : coefficient du développement en série de Legendre de la fonction de phase

Ω : direction de propagation du rayonnement (sr)

 : poids de quadrature zénithal

ϖ : poids de quadrature azimutal

0ω  : albédo de diffusion simple

&KDSLWUH����������	�����

$ : coefficient d’Einstein

% : coefficient d’Einstein

' : taux de prédissociation de OH* (s-1)

) : vitesse de formation de OH* (mol cm-3 s-1)

, : émission de chimiluminescence molaire de CO + O (W sr-1 nm-1 mol-2 cm3)

N : constante réactionnelle (cm3  s-1 molécule- )

1 : population des états électroniques de OH (mol cm-3)

Abs.  : coefficient d’absorption (m-1)

3 : profil de raie

4 : taux de désactivation collisionnelle de OH* (s-1)

( )Ω,Vν5  : luminance (W m-2 sr-1 Hz-1)

= : fonction de partition

λ : longueur d’onde (nm ou µm)

 : fréquence lumineuse (Hz)

 : section efficace de désactivation collisionnelle de OH* (Å2)
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ψ : fonction d’onde

&KDSLWUH����������

Abs.  : coefficient d’absorption (m-1)

Diff.  : coefficient de diffusion (m-1)

Ext.  : coefficient d’extinction (m-1)

N : vecteur d’onde (m-1)

P : partie imaginaire de l’indice complexe de réfraction

Q : partie réelle de l’indice complexe de réfraction

( )UQ  : distribution granulométrique en nombre (µm-1)

Q~  : indice complexe de réfraction

3 : fonction de phase

( )µ
Q

S  : polynôme de Legendre

( )µ1
Q

S  : fonction de Legendre associée d’ordre 1

Abs4  : facteur d’efficacité d’absorption

Diff4  : facteur d’efficacité de diffusion

Ext4  : facteur d’efficacité d’extinction

5 : luminance (W m-2 sr-1 µm-1)

U : rayon des particules (µm)

gU  : rayon géométrique moyen (µm)

QP
U  : rayon moyen

6 : fonction d’amplitude

7 : température (K)

[ : paramètre de taille

Θ : angle de diffusion (rad)
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κ : terme de l’indice imaginaire de l’alumine correspondant à une bande d’absorption

λ : longueur d’onde (nm ou µm)

 : masse volumique ou densité (kg m-3)

Absσ  : section efficace d’absorption (m2)

Diffσ  : section efficace de diffusion (m2)

Extσ  : section efficace d’extinction (m2)

gσ  : déviation standard géométrique

χ  : coefficient du développement en série de Legendre de la fonction de phase

ψ : facteur de propagation des ondes planes

ω : pulsation d’onde (rad s-1)

0ω  : albédo de diffusion simple
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La « signature optique » d’un jet de propulseur caractérise toutes les propriétés du

rayonnement qu’il émet entre l’infrarouge (IR) et l’ultraviolet (UV). Pour certaines

applications militaires, la connaissance de la signature des jets permet d’améliorer la

discrétion des missiles ou, inversement, de concevoir des techniques de détection. Cette

signature dépend de la géométrie du moteur-fusée, de son altitude et de sa vitesse de vol, et de

la composition chimique du mélange propulsif utilisé.

Dans le cas des propulseurs à propergol solide dont l’altitude de vol est limitée à

quelques centaines de mètres, le propergol utilisé se présente généralement sous la forme d’un

chargement solide « composite » constitué d’un mélange compact de combustibles et de

comburants. Cette technologie permet au moteur-fusée de fournir une poussée importante

pendant une dizaine de secondes environ. L’ajout d’une fraction massique de 10% à 20%

d’aluminium à la charge du propergol permet d’augmenter l’énergie motrice du propulseur.

La combustion de ce propergol composite  produit des gaz et des particules d’alumine

(Al 2O3) issues de l’oxydation de l’aluminium. Les concentrations et les températures des

produits de combustion dans le jet résultent de différents processus physico-chimiques se

produisant dans la chambre de combustion, la tuyère et le jet lui-même. Ces processus

peuvent être modélisés par des codes aérothermochimiques faisant encore aujourd’hui l’objet

d’études approfondies [1].

En raison de leur haute température, les gaz et les particules émettent un rayonnement

qui couvre un large domaine spectral : infrarouge, visible et ultraviolet. Cependant, la

luminosité de l’environnement extérieur (soleil, ciel, sol…) est susceptible de perturber la

détection à basse altitude des jets de propulseurs. L’utilisation du domaine ultraviolet permet

de pallier cette difficulté en diminuant cette source de rayonnement parasite. En effet, le

rayonnement émis par le soleil entre 200 nm et 300 nm de longueur d’onde, est absorbé par

l’atmosphère terrestre, notamment par l’ozone (O3) stratosphérique et troposphérique, ce qui

crée un fond de ciel noir [2]. De ce fait, les signatures de jets peuvent apparaître avec un très

bon contraste dans le domaine spectral appelé ³6RODU�%OLQG´, restreint aux longueurs d’onde

comprises entre 240 nm et 280 nm où le rayonnement solaire parasite est particulièrement

faible.
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Les propriétés optiques des constituants des jets dépendent de la longueur d’onde, de

la température, de la nature des espèces gazeuses et des caractéristiques physiques des

particules. Dans le domaine spectral ³6RODU� %OLQG´, les réactions chimiques se produisant

entre les espèces gazeuses sont à l’origine d’une émission de « chimiluminescence ». Dans le

cas des jets de propulseurs à propergols composites aluminisés, cette dernière est produite

d’une part par la recombinaison radiative du monoxyde de carbone (CO) avec l’oxygène

atomique (O) et d’autre part par la désexcitation du radical hydroxyle (OH) [2] [3].

L’absorption et la diffusion du rayonnement par les particules d’alumine présentes

dans les jets dépendent de leur forme, de leur dimension et de leur indice complexe de

réfraction. Ces paramètres sont particulièrement sensibles aux processus de formation des

particules, à leur historique et à leur environnement gazeux [4]. De ce fait, lors du calcul de la

signature d’un jet, il faut avoir présent à l’esprit la connaissance partielle des propriétés

optiques et granulométriques des particules car celle-ci peut être une source d’incertitudes

importantes concernant le rayonnement émis par ce type de milieu.

Pour calculer la signature des jets, différents modèles de transfert radiatif ont été

développés au cours des dernières décennies. Un des principaux problèmes rencontrés dans

les calculs de signature est la prise en compte de la diffusion due aux particules. En effet, ce

phénomène optique induit un couplage entre toutes les directions de propagation du

rayonnement [5] [6] [7]. Cette difficulté peut être levée par l’échantillonnage angulaire du

champ de rayonnement sur 2, 6 ou 1 (1 >> 6) directions comme dans les modèles de transfert

radiatif 2-flux [6], 6-flux [6] [8] [9] ou 1-flux [6]. Cependant, l’utilisation d’un nombre trop

faible de directions peut compromettre la précision du résultat final. Or, les modèles de calcul

de signatures de jets utilisent généralement des méthodes approchées, de type 2-flux [6] ou 6-

flux [1] [6] [8] [9] du fait de leur rapidité. C’est pourquoi on peut s’interroger sur la validité

des résultats obtenus au moyen de ces approches.

Cette étude est consacrée au développement d’un modèle de transfert radiatif 3D

permettant de calculer la signature UV d’un jet en prenant en compte le plus fidèlement

possible les interactions entre la matière et le rayonnement à l’intérieur de ce milieu. A cette

fin, on choisit d’utiliser un modèle de transfert radiatif 3D dont les performances en terme de
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précision et de vitesse des calculs sont connues : la méthode des harmoniques sphériques et

des ordonnées discrètes (6SKHULFDO�+DUPRQLFV�'LVFUHWH�2UGLQDWH�0HWKRG) développée par

Evans [10]. Des adaptations de cette méthode originellement conçue pour des milieux

atmosphériques nuageux, sont réalisées afin de prendre en compte la géométrie des jets et les

propriétés optiques de leurs constituants.

Les résultats fournis par la méthode SHDOM sont comparés, pour des géométries

simples, à des solutions de référence issues de la littérature et à des approches simplifiées, de

type 2-flux notamment, généralement utilisées pour calculer la signature des jets. Ces cas tests

doivent permettre d’étudier la précision de la méthode SHDOM selon différentes conditions

de résolution angulaire et de discrétisation spatiale, et de mettre en évidence l’intérêt du choix

de ce modèle de transfert radiatif. Par ailleurs, le code SHDOM modifié permet d’étudier le

champ de rayonnement émis par un milieu de type jet en prenant en compte les incertitudes

sur les propriétés optiques et granulométriques des particules.

Ces différents points sont étudiés dans les cinq chapitres suivants, dont les contenus

sont exposés succinctement ci-dessous.

Le chapitre 2 présente une étude bibliographique concernant les différents modèles de

transfert radiatif utilisables dans des milieux diffusants. Le modèle SHDOM et son adaptation

aux jets de propulseurs composites aluminisés, sont exposés dans le chapitre 3. Une solution

est proposée pour la prise en compte de l’émission de chimiluminescence des gaz, inexistante

dans les milieux nuageux. L’adaptation de la méthode SHDOM à la géométrie des jets est en

outre discutée.

Les propriétés optiques des gaz et des particules pour le domaine UV sont étudiées

dans le chapitre 4, à l’aide de données issues de la littérature. Des lois permettant de calculer

l’émission de chimiluminescence des gaz sont élaborées. Concernant les particules d’alumine,

l’indice complexe de réfraction de cet oxyde, est estimé au moyen de modèles disponibles

dans la littérature. Une étude sur la distribution en tailles des particules à l’intérieur des jets

est ensuite effectuée. Enfin, l’évolution des paramètres optiques caractérisant les particules est

évaluée par rapport à leur taille et à leur indice de réfraction.

Le chapitre 5 présente une série de cas tests effectués dans des géométries simples.

Tout d’abord, la précision des résultats fournis par la méthode SHDOM est étudiée par
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rapport à des solutions de référence issues de la littérature. Ensuite, ce modèle est comparé à

des approches plus simples, de type 2-flux notamment, dans des géométries 1D ou

cylindriques proches des jets. Enfin, le modèle SHDOM est utilisé pour calculer le

rayonnement émis par un milieu cylindrique représentatif des jets, sous différentes hypothèses

relatives aux propriétés granulométriques et optiques des particules.

Enfin, le chapitre 6 est consacré à la comparaison de la modélisation de la signature

UV d’un jet de propulseur à propergol solide composite aluminisé, avec des résultats

expérimentaux.
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Le jet d’un moteur-fusée dont le chargement est un propergol composite aluminisé, est

constitué de gaz et de particules d’alumine susceptibles d’émettre un rayonnement en raison

de leur haute température (jusqu’à 2 500 K environ). En raison des propriétés de l’alumine,

les particules émettent un rayonnement thermique. Dans le domaine ultraviolet (UV),

l’émission des gaz provient essentiellement de la désexcitation de molécules excitées (CO2*,

OH*…) qui sont produites par des réactions entre certaines espèces chimiques présentes dans

le jet (CO, O, H, OH…). Les phénomènes de ce type sont regroupés sous le nom de

« chimiluminescence » [2] [3]. La diffusion et l’absorption du rayonnement sont provoquées

par les particules qui forment la phase condensée des jets. L’absorption des gaz, et donc leur

émission thermique peuvent être ignorées. Ce point sera justifié au chapitre 4. En raison du

choix du domaine spectral entre 240 nm et 280 nm, aucun rayonnement solaire parasite n’est

présent, qu’il soit sous la forme d’un rayonnement collimaté (éclairement direct) ou d’un fond

de ciel diffus.

L’équation de transfert radiatif (ETR) permet de calculer le champ de rayonnement

émis par un milieu en prenant en compte ses propriétés optiques locales. L’objet de ce

chapitre est de présenter cette équation, de spécifier le modèle de calcul des signatures UV

des jets de propulseurs, de décrire les principales méthodes de résolution de l’ETR présentes

dans la littérature et de déterminer dans quelle mesure ces dernières sont adaptables au calcul

de la signature d’un jet dans l’UV. Le choix d’une telle méthode devra être compatible avec la

géométrie 3D des jets et avec la complexité des phénomènes optiques (notamment la diffusion

par les particules et l’émission de chimiluminescence des gaz) se déroulant à l’intérieur de ces

milieux.

����� 3UpVHQWDWLRQ�GH�O¶pTXDWLRQ�GH�WUDQVIHUW�UDGLDWLI��(75�

L’équation de transfert radiatif (ETR) décrit sous forme mathématique, les échanges

d’énergie lorsqu’un rayonnement à la longueur d’onde λ s’est propagé selon la direction Ω à

travers un élément de volume ( )V9d  de longueur Vd  dans la direction de propagation. La
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définition des principales grandeurs radiométriques est rappelée en annexe (FI. annexe § 9.1).

Cette équation peut s’écrire sous la forme [5] :

( ) ( ) ( ) ( )Ω+Ω−=Ω ,ˆ,,,
d

d
Ext VVVV λλλ λ -5.5

V
(2.1)

avec les notations suivantes :

� ( )∇⋅Ω=⋅
Vd

d
 est l’opérateur de dérivation spatiale selon la direction Ω ;

� ( )Ω,Vλ5  est la luminance monochromatique à la position définie par V se

propageant selon la direction Ω ;

� ( )V,Ext λ.  est le coefficient monochromatique d’extinction du milieu ;

� ( )Ω,ˆ Vλ-  est la fonction source qui représente les gains de rayonnement à la

position définie par V dans la direction Ω.

Le membre de gauche de cette équation désigne la variation de la luminance le long de

la trajectoire du faisceau lumineux considéré. L’origine de cette variation est donnée dans le

second membre qui dépend des propriétés optiques des constituants du milieu étudié et du

domaine spectral. Pour un milieu diffusant composé de particules en suspension dans un gaz

(considéré comme non émissif thermiquement) tel qu’un jet de moteur-fusée, l’équation de

transfert radiatif à la longueur d’onde  dans le domaine ultraviolet peut s’écrire [6] :

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( )∫ Ω′Ω′ΩΩ′+

++Ω+−=Ω

π λ

λλλλ

λ
π
λ

λλλ

4

Diff

0AbsDiffAbs

d,,,,
4

,

ˆ,,,,,
d

d

VV
V

VVVVVVV

53
.

-7/.5..5
V

&

(2.2)

où :

� ( )V,Abs λ.  est le coefficient monochromatique d’absorption des particules

présentes dans le milieu ;

� ( )V,Diff λ.  est le coefficient monochromatique de diffusion des particules ;

� ( )[ ]V7/ λ0  représente l’émission du corps noir à la température 7�  des particules

situées en V�;
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� ( )V&- λ
ˆ  représente le rayonnement provenant des réactions de chimiluminescence

des gaz dans un milieu hors équilibre thermodynamique local. Ce terme est

fonction de la concentration et de la température des gaz en V�;

� ( )ΩΩ′,,,Vλ3  est la fonction de phase de diffusion. Celle-ci représente, à un facteur

de normalisation près, la densité de probabilité de l’angle de diffusion ( )ΩΩ′, ,

c’est-à-dire la densité de probabilité qu’a l’élément de volume ( )d9 V  situé en V de

diffuser dans la direction Ω  le rayonnement se propageant originellement suivant

Ω′ . Le terme 
( ) ( ) ( )∫ Ω′Ω′ΩΩ′

π λλ
π
λ

4

Diff d,,,,
4

,
VV

V
53

.
 appelé « intégrale de

diffusion », représente le gain total de rayonnement dû aux phénomènes de

diffusion.

Dans un jet, il existe des particules de différentes tailles. On peut donc associer à

chaque classe de particules relative à un rayon noté U, une concentration ( )UQ  et une

température ( )U7  distincte. En chaque point, les propriétés optiques de l’ensemble des

particules sont évaluées par les sommations suivantes :

( ) ( ) ( )∫
∞

=
0

Diff Abs, Ext,Diff Abs, Ext, d,,, UUQU. VV λσλ (2.3)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

ΩΩ′=ΩΩ′
0

Diff
Diff

d;;,;;;
,

1
,;; UUQUU3

.
3 VV

V
V λσλ

λ
λ (2.4)

où ( )V,,Diff Abs, Ext, λσ U  représente la section efficace d’extinction, d’absorption ou de diffusion

des particules de rayon U  et ( )ΩΩ′,;;; VλU3  la fonction de phase associée. La température

moyenne équivalente des particules 7  est évaluée par inversion de la fonction de Planck, et

elle est définie par la relation :

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫
∞

=
0

Abs00Abs d,,, UUQUU7/7/. VV λσλ λλ (2.5)

Dans la suite du texte, la notation 7 désigne la température des particules lorsqu’elle

est unique ou, le cas échéant, la température moyenne des particules. En réalité, les sections

efficaces d’absorption et de diffusion ainsi que la fonction de phase dépendent aussi de la

température des particules. Pour alléger les notations, cette dépendance a été omise dans les

relations (2.3) à (2.5). Ce point sera présenté au chapitre 4.
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La Figure 2.1 présente, sous forme schématique, le sens physique de chacun des

termes de l’équation de transfert radiatif.

Vd

Ω

Ω′

Ω″

Gain par diffusion
( ) ( ) ( )∫ Ω′Ω′ΩΩ′

π λλ
π
λ

4

Diff d,,,,
4

,
VV

V
53

.

Gain par émission thermique des particules
et/ou de chimiluminescence des gaz

( ) ( )[ ] ( )VVV &-7/. λλλ ˆ, 0Abs +

Pertes par diffusion
( ) ( )Ω′− ,,Diff VV λλ 5.

Rayonnement
incident

( )Ω,Vλ5

Atténuation par absorption
( ) ( )Ω′− ,,Abs VV λλ 5.

( )
V

5

d

,d ΩVλ

)LJXUH�������3KpQRPqQHV�UDGLDWLIV�LQWHUYHQDQW�GDQV�OD�SURSDJDWLRQ�G¶XQ�UD\RQQHPHQW�89�GDQV�OD�GLUHFWLRQ�Ω��j

WUDYHUV�O¶pOpPHQW�GH�YROXPH� ( )V9d ��G¶pSDLVVHXU� Vd

La fonction de phase ( )ΩΩ′,,,Vλ3  obéit à la relation de normalisation suivante :

( ) 1d,,,
4

1
4

=Ω′ΩΩ′∫ π
λ

π
V3 (2.6)

Dans le cas d’un milieu composé de particules orientées aléatoirement dans l’espace ou de

forme sphérique,  la fonction de phase est symétrique par rotation autour de la direction

d’incidence Ω  et la dépendance par rapport à l’angle polaire de diffusion Θ  entre les

directions Ω′  et Ω  peut s’écrire :

( ) ( )Θ=ΩΩ′ cos,,2,,, VV λπλ 33 (2.7)

Le paramètre d’asymétrie (ou premier moment de diffusion) J  permet de caractériser la

diffusion avant. Il est défini par la relation suivante :

( )∫ ΘΘΘΘ=
π

λ
0

dsincoscos,,
2

1
V3J (2.8)

Si la diffusion est isotrope, la fonction de phase est constante et le paramètre d’asymétrie est

nul. Si la diffusion se fait entièrement vers l’avant, alors 1=J  et en cas de rétrodiffusion

totale, 1−=J . Dans les jets, ce paramètre d’asymétrie est proche de 0.8 dans l’UV.

Cependant, cette seule grandeur ne permet pas de décrire toute la complexité de la structure



27

angulaire des fonctions de phase. En effet, ces dernières comprennent des pics de diffusion

avant et arrière bien marqués et des figures de diffraction lissées du fait de l’existence de

plusieurs tailles de particules.

Le changement de variables et de paramètres suivant permet de simplifier l’écriture de

l’équation (2.2) [6] :

Coefficient d’extinction : ( ) ( ) ( )VVV ,,, DiffAbsExt λλλ ... += (2.9)

Epaisseur optique : ( ) ( ) V. d,,d Ext VV λλτ = (2.10)

Albédo de diffusion simple : ( ) ( )
( )V

V
V

,

,
,

Ext

Diff
0 λ

λλω
.
.

= (2.11)

En utilisant les relations précédentes, l’équation de transfert radiatif peut désormais

s’écrire :

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )
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(2.12)

Pour alléger les notations, les dépendances spatiales et spectrales des propriétés

optiques des particules seront désormais omises ainsi que la dépendance spectrale de la

fonction source et de la luminance. Comme l’ETR peut être résolue indépendamment pour

chaque longueur d’onde, la dépendance spectrale du rayonnement sera ignorée dans la suite.

����� 6SpFLILFDWLRQ�GX�PRGqOH�GH�FDOFXO�GH�VLJQDWXUHV�89

Un modèle de transfert radiatif utilisé pour évaluer la signature des jets dans l’UV doit

prendre en compte l’ensemble des phénomènes optiques qui se déroulent au sein de ce type de

milieu, c’est-à-dire :

� L’émission de chimiluminescence des gaz ;

� L’émission thermique des particules ;

� Les phénomènes d’absorption et de diffusion par les particules.

Les jets sont des milieux 3D, finis, considérés comme axisymétriques [8] [9] [11]. La

grille de propriétés optiques décrivant ces milieux doit être compatible avec ce type de

géométrie. De plus, le modèle de transfert radiatif doit permettre de calculer la luminance

émise selon toutes les directions possibles.
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Les principales étapes préparatoires à la résolution de l’ETR dans le cas des jets sont :

� La détermination des grandeurs aérothermochimiques dans le jet : ce point n’est

pas traité dans cette étude ;

� L’évaluation des propriétés optiques locales des constituants du milieu (gaz et

particules) : ce point fera l’objet du chapitre 4 ;

� Le choix de la discrétisation spatiale utilisée pour décrire la géométrie du milieu ;

� Le choix des hypothèses sur la résolution angulaire permettant d’évaluer

l’intégrale de diffusion.

La résolution de l’équation de transfert radiatif doit permettre d’obtenir une solution

mathématique avec le maximum de précision, basée sur des approximations physiques

raisonnables pour les caractéristiques spatiales et spectrales du milieu. Pour des milieux

tridimensionnels tels que les jets, la résolution de l’ETR se complique notablement en un

problème à 5 dimensions (2 angulaires pour la direction et 3 pour les coordonnées spatiales),

n’admettant généralement pas de solutions analytiques exactes.

Le choix de la résolution spatiale et angulaire est donc lié aux moyens de calculs

numériques disponibles (mémoire de stockage, vitesse du processeur…) ainsi qu’à la

précision des résultats que l’on souhaite obtenir. Le modèle de calcul de signatures UV de jets

devra prendre en compte l’émission de chimiluminescence des espèces gazeuses [2] [3] ainsi

que les fonctions de phase piquées des particules [3]. Une dépendance de la température des

particules par rapport à leur taille devra être envisagée. Ce modèle devra permettre d’évaluer

la dépendance angulaire et spatiale du champ de luminance, notamment pour la vue avant.

Comme le jet n’est en contact direct avec aucune surface hormis la tuyère, les conditions aux

limites du calcul devront être ouvertes.

Une revue des principaux modèles de transfert radiatif, pour les problèmes de

combustion, est proposée par Viskanta et Mengüç [7]. Dans la suite de ce chapitre, les

modèles les plus couramment utilisés dans l’étude des jets seront abordés. Les méthodes de

résolution considérées comme références, les modèles approchés de type 2-flux et 6-flux qui

sont fréquemment utilisés pour calculer la signature des jets [6] [8] [9], et la méthode des

ordonnées discrètes seront décrits. Enfin, des approches mathématiques utilisant une base

d’harmoniques sphériques seront présentées. A la fin de ce chapitre, le choix du modèle de
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transfert radiatif utilisé dans cette étude pour calculer la signature des jets est arrêté. Ce

dernier sera présenté en détail dans le chapitre suivant.

����� 0pWKRGHV�GH�UpVROXWLRQ�GH�UpIpUHQFH

Peu de méthodes permettent de résoudre l’ETR avec une précision telle que les

résultats puissent être utilisés comme référence. En raison de leur utilisation fréquente, on a

retenu deux types d’approches : les méthodes Monte-Carlo et la méthode de zones.

Les méthodes Monte-Carlo [8] [9] [12] permettent de calculer le trajet de pinceaux de

lumière élémentaires appelés « photons », dans des milieux 3D hétérogènes de géométrie

complexe tout en prenant en compte les effets spectraux. Les interactions entre la matière et le

rayonnement dans le milieu diffusant sont simulées directement selon une analyse statistique

des propriétés radiatives [13]. En d’autres termes, les différents événements (diffusion,

absorption, émission…) pouvant avoir lieu au cours des trajets sont définis comme aléatoires,

chacun d’entre eux étant affecté d’une densité de probabilité. De ce fait, ce type de

modélisation de la propagation du rayonnement est compatible avec une gamme très étendue

de propriétés radiatives (y compris les fonctions de phase) [14] et de longueur d’onde [15].

C’est pourquoi les méthodes Monte-Carlo sont fréquemment utilisées pour les milieux

atmosphériques nuageux [13]. L’incertitude numérique de ces méthodes statistiques est, en

valeur relative, inversement proportionnelle à la racine carrée du nombre de photons utilisés.

Mais la précision des résultats dépend aussi fortement des caractéristiques géométriques et

optiques du milieu. En raison de leur coût en temps de calcul [16], ce type de méthode n’est

guère utilisé pour modéliser des jets complets mais plutôt pour des milieux simplifiés,

cylindriques [8] [9] ou coniques [17], notamment pour valider d’autres approches telles que le

modèle 6-flux [8] [9]. Pour le calcul de la signature de jets complets, on préférera des

approches simplifiées qui permettent d’obtenir des résultats aussi précis mais avec un temps

de calcul plus faible. Ces dernières sont présentées dans les paragraphes suivants.

Dans la méthode de zones [18], le milieu est découpé en régions supposées

homogènes. Les échanges d’énergie entre ces zones sont exprimés sous forme matricielle en

terme d’aires d’échanges orientés. Cette approche permet d’obtenir une solution numérique

exacte en terme de flux sphériques et d’irradiance, pouvant servir de résultat de référence

[19]. Ces deux grandeurs sont définies respectivement par les relations [18] :
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Dans un milieu « plans parallèles » composé de 1 couches homogènes de même

épaisseur optique τ∆  avec une fonction de phase linéairement anisotrope (telle que 31<J ),

l’ETR peut être réécrite sous la forme de trois systèmes d’équations définis par [18] :
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*(T τττωτττ −∆−=∆= 41d 01K (2.17)

Les coefficients de type 
1

V ,0  et ( )[ ]N

L
J  qui se rapportent aux intégrales spatiales des

différents termes de l’ETR, sont appelés « aires d’échanges orientés » ('irected (xchange

$reas) et les variables 
VV

- 2,1  et ( )
LE

( τ  sont associées respectivement au rayonnement entrant

dans le milieu (vers le haut et vers le bas) et au rayonnement thermique des particules. La

résolution par inversion matricielle d’un tel système nécessite des moyens de calculs

importants, et le formalisme mathématique de la méthode dépend de la structure du milieu

étudié (géométrie…). En raison de sa difficulté de mise en œuvre, la méthode de zones est

utilisée essentiellement dans les géométries simples (milieux « plans parallèles », enceintes

carrées [19]…). De plus, elle est conçue pour des milieux ayant des fonctions de phase

isotropes ou linéairement anisotropes qui sont beaucoup moins piquées que celles rencontrées

dans les jets dans le domaine visible et ultraviolet [3]. Cette formulation ne peut donc pas être

utilisée pour calculer les signatures de jets. En revanche, elle peut être utilisée pour valider

des modèles de transfert radiatif plus simples.
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������� 0RGqOH���IOX[

Le modèle 2-flux consiste à résoudre l’ETR dans un milieu « plans parallèles » en ne

considérant que les flux hémisphériques associés à une direction de propagation du

rayonnement notée « ] ». Cette variable correspond à l’altitude pour les problèmes

atmosphériques [20]. Le modèle 2-flux peut cependant être étendu aux milieux 3D en

assimilant chaque ligne de visée le long de laquelle on souhaite calculer le rayonnement, à un

milieu « plans parallèles » distinct. Le milieu est donc considéré comme une mosaïque de

colonnes indépendantes les unes des autres. Dans la suite du texte, ce type d’approximation

sera désigné sous le nom « d’approximation des pixels indépendants » (,ndependent 3ixel

$pproximation). Dans ce cas, il faut prendre garde au fait que les interactions entre les lignes

de visée produites par les phénomènes de diffusion latérale sont négligées.

Le schéma de principe du modèle 2-flux est présenté sur la Figure 2.2.

0LOLHX

« Sol » (conditions aux limites basses)

Flux
hémisphérique
supérieur

Directions de
propagation du

rayonnement

)LJXUH�������3ULQFLSH�GX�PRGqOH���IOX[

Les flux hémisphériques dans le sens de propagation et dans celui de la rétrodiffusion

sont définis par les relations [20] :

( ) ( ) ( )∫∫ ∫ ±=±=±
1

0

2

0

1

0

d,d,;d µµµµµφµφ
π

]5]5]) (2.18)

où « + » et « – » représentent les sens de propagation ou de rétrodiffusion et ] l’altitude par

rapport à un « sol » définissant les conditions aux limites basses. µθ arccos=  et φ  désignent
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respectivement les angles zénithaux et azimutaux. ( ) ( )∫=
π

φφµµ
2

0

d,;, ]5]5  correspond à la

luminance intégrée azimutalement.

L’équation du modèle 2-flux s’obtient en intégrant angulairement l’ETR. Celle-ci

n’est donc plus exprimée en terme de luminances mais de flux hémisphériques suivant une

relation de la forme [20] [21] :

( ) ( ) ( ) ( )]-])])
]
]) ±±

±

±

±+−=
(

m

m
γγ

d

d
(2.19)

où ( )]- ±(  est la représentation en termes de flux de la fonction source ( )φµ ,;]-
(

 représentant

la somme de tous les termes d’émission de l’ETR. Dans le cas des jets, la fonction

source ( )φµ ,;]-
(

 est isotrope, elle a donc une forme similaire à l’émission thermique

infrarouge (IR) des nuages dans les scènes atmosphériques.

La solution générale de l’équation (2.19) pour une couche homogène s’écrit [21] :

( ) ( )]$JJ]) ]N]N ±±
±

± +Γ+= ee
m

m (2.20)

où J+  et J−  sont des coefficients déterminés par les conditions aux limites de la couche

homogène étudiée. ( )]$+  et ( )]$−  dépendent de la fonction source du milieu (solutions

particulières de (2.19)). Les conditions de validité de cette solution sont discutées en annexe

(FI. annexe 9.2). N et Γ dépendent des propriétés du milieu suivant les relations [21] :

22
−+ −= γγN (2.21)

−

+

+

− −
=

+
=Γ

γ
γ

γ
γ N

N
(2.22)

Les paramètres +γ  et −γ  sont évalués à partir des propriétés optiques du milieu, en

introduisant des hypothèses sur la dépendance angulaire du champ de luminance et de la

fonction de phase à l’intérieur du milieu. Meador et Weaver [20] présentent une revue des

approches permettant de définir +γ  et −γ . Ces approches peuvent être classées suivant trois

catégories principales :

� L’approximation des « flux hémisphériques moyens » [20] [21] ;

� Une approche utilisant une quadrature avec deux ordonnées discrètes [22] ;
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� La méthode d’Eddington [23] et ses dérivées où la fonction de phase et le champ

de luminance sont posés linéairement anisotropes.

Le tableau suivant présente les valeurs de +γ  et de −γ  associées aux différentes

formulations du modèle 2-flux couramment employées.

)RUPXODWLRQ

Ext.
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
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La suite de ce paragraphe présente plus en détail ces différentes approximations.

��������� )OX[�KpPLVSKpULTXHV�PR\HQV
Dans l’approximation des « flux hémisphériques moyens », le champ de luminance est

considéré comme constant sur chaque hémisphère défini par le signe du cosinus directeur

zénithal µ . La valeur des flux est donc égale à :

( ) ( ) 0,
2

1
>

± ±= µµ]5]) (2.23)

La diffusion est supposée isotrope sur chaque hémisphère associé à la diffusion avant

et arrière selon la relation :
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( )




<Θ−
>Θ+

=Θ
0cossi1

0cossi1
cos

J

J
3 (2.24)

L’intégrale de diffusion peut s’écrire ainsi :

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]µµω

µφµφ
π

ω π

m,1,1
2

d,;cosd
4

0

2

0

1

1

0

]5J]5J

]53

−+±+=

′′′Θ′∫ ∫
− (2.25)

L’ETR peut se réécrire ainsi :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )µµµωµ
µ

µ ±+










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 −+±++±−

±
=±

,,
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1
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1
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1

d
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J
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J
]5.
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(

(
m (2.26)

Soit en terme de flux :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )]-])
J

])
J

]).
]
])

(

±±±
±

+












 −+++−±=

(
m

2

1

2

1
2

d

d
0xt ω (2.27)

puisque [20] :

( ) ( ) ( ) ( )])]5]5]5 ±
> =±=±=± ∫∫ 2,d,d,

1
0

1

0

1

0

µµµµµµµ
µ

(2.28)

Aussi les coefficients spécifiques de cette formulation du modèle 2-flux peuvent-ils

s’écrire :

( )[ ]J. +−=+ 12 0Ext ωγ (2.29)

( )J. −=− 10Extωγ (2.30)

Par construction, cette formulation n’est adaptée que dans le cas des milieux « plans

parallèles » possédant un champ de luminance quasi-isotrope et une fonction de phase peu

piquée. De plus, la pertinence des résultats est limitée au seul calcul des flux.

��������� $SSUR[LPDWLRQ�GH�OD�TXDGUDWXUH
Dans « l’approximation de la quadrature », les flux sont évalués suivant une

quadrature définie avec deux « ordonnées discrètes » opposées et de poids identiques,

données par la relation [22] :

'
1

0 ±=±=± µµ  (2.31)

où ' ≥ 1 est appelé facteur de diffusivité. Les flux sont donc posés égaux à :
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( ) ( )±
± = µ,

1
]5

'
]) (2.32)

Le champ de luminance en fonction des flux est donné par [20] :

Si 0>µ , ( ) ( ) ( )0, µµδµ −=± ± ])']5 (2.33)

La fonction de phase normalisée est isotrope sur deux hémisphères selon la relation

(2.24) [21]. Par conséquent, l’équation de transfert radiatif correspondant au modèle ��IOX[

s’écrit dans ce cas :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )±±±
±

± +










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 −+++−= µµµωµµµ ,,

2

1
,

2

1
,

d

,d
0xt ]-]5

J
]5

J
]5.

]

]5
(

(
m

(2.34)

En terme de flux, cette équation peut se réécrire ainsi :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )]-])
J

])
J

]).'
]
])

(

±±±
±

+












 −+++−±=

(
m

2

1

2

1

d

d
0xt ω (2.35)

Les coefficients spécifiques du modèle 2-flux avec l’approximation de la quadrature

sont donc définis par les relations suivantes [22] :






 +−=+ 2

1
1 0Ext

J
.' ωγ (2.36)

2

1
0Ext

J
.'

−=− ωγ (2.37)

On peut noter qu’on obtient le même résultat avec un champ de luminance quelconque

en supposant que la fonction de phase est constituée de deux pics de diffusion opposés selon

la relation [20] [24] :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Θ+−+−Θ+=Θ cos111cos1cos δδ JJ3 (2.38)

Une étude de Fu HW�DO� [22] sur l’émissivité des nuages dans l’IR suggère que la valeur

du facteur de diffusivité optimal (c’est-à-dire donnant un résultat comparable en terme de flux

à celui issu d’un modèle de transfert radiatif de référence) dépend de la structure angulaire du

champ de luminance du milieu étudié. En effet, dans le modèle 2-flux, le schéma de

quadrature a deux rôles : évaluer l’intégrale de diffusion et calculer les flux hémisphériques.

Le schéma le plus simple, défini avec le facteur de diffusivité ' = 1, est utilisé pour évaluer

la luminance normale à la surface du milieu étudié. Pour déterminer les flux hémisphériques,

il est possible d’utiliser une quadrature de Legendre-Gauss (3=' ) ou encore le schéma

hémisphérique moyen ( 2=' ) [22]. Ce dernier a l’avantage de donner la valeur exacte des
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flux lorsque le champ de luminance est isotrope comme pour les milieux émissifs

optiquement épais. La valeur retenue par Fu HW� DO� [22] est 66.1='  qui permet d’évaluer

avec une bonne précision le rayonnement issu d’un milieu « plans parallèles » non diffusant

proche des scènes atmosphériques. D’après ces auteurs, ce schéma peut induire des erreurs

importantes pour les milieux optiquement fins. D’après une étude de Li [25] sur la

propagation du rayonnement IR (thermique) à travers les différentes couches de l’atmosphère

(jusqu’à 20 km d’altitude), la valeur optimale du facteur de diffusivité serait

K91,6421 == H'  qui est très proche (à 0.68 % près) de celle suggérée par Fu HW� DO. [22]

Cette discrétisation angulaire est caractérisée par un moment P d’ordre infini vérifiant la

relation [25] :

( ) ( ) ( )( ) 




=








+= ∫∫ +

+∞→ '
I[[[IPI PP

P

1
d1limd2

1

0

21
1

0

µµµ (2.39)

où ( )µI  est une fonction de l’angle zénithal telle que la luminance. Cette valeur du facteur de

diffusivité a été utilisée par Li et Fu [26] dans un modèle 2-flux prenant en compte la

diffusion. Dans leurs études, ces différents auteurs ont donc souhaité donner un sens

mathématique au facteur de diffusivité. Dans la suite de ce paragraphe, on va chercher à

donner un sens physique à cette grandeur.

Pour cela, on examine en premier lieu le cas d’un milieu « plans parallèles »

homogène et non diffusant « éclairé » par un « sol » de type lambertien. Le champ de

luminance obéit à la relation suivante (loi de Lambert) :

( ) ( ) ( ) µ
τ

µ
τ

φµπµµτ
−−

== H5H55 ,;02,0, (2.40)

Pour un milieu « plans parallèles » émissif non diffusant, la relation (2.40) devient :

( ) 




 −=

− µ
τ

πµτ e12, 0-5 (2.41)

où 0-  est la fonction source homogène et isotrope du milieu. Les flux hémisphériques

normalisés de ce type de milieu sont donnés, en introduisant (2.40) et (2.41) dans (2.18), par

les relations suivantes :

Milieu transmissif + sol lambertien :( ) ( )
∫

−+

==
1

00

de2 µµπττ µ
τ

5
)

7 (2.42)
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Milieu émissif : ( ) ( )
∫ 





 −==

−+ 1

00

de12 µµπττ µ
τ

-
)

( (2.43)

Comme ces intégrales n’ont pas de solution analytique évidente, elles ont été évaluées

numériquement au moyen d’une quadrature de Legendre-Gauss définie avec 1µ = 74 . Le

facteur de diffusivité idéal '  peut être évalué en résolvant les équations suivantes obtenues

par comparaison des intégrales (2.42) et (2.43) avec la représentation des flux définie par la

relation (2.32) :

Milieu transmissif + sol lambertien : ∫
−−

=
1

0

de µµµ
ττ

'
H '

(2.44)

Milieu émissif : ∫ 




 −=− −− 1

0

de1
1 µµµ

ττ

'
H '

(2.45)

La Figure 2.3 représente l’évolution du facteur de diffusivité idéal en fonction de

l’épaisseur optique de ces différents milieux « plans parallèles » non diffusants.

)LJXUH��������(YROXWLRQ�GX�IDFWHXU�GH�GLIIXVLYLWp�LGpDO�SRXU�GHV�PLOLHX[�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª�QRQ�GLIIXVDQWV�HQ

IRQFWLRQ�GH�O¶pSDLVVHXU�RSWLTXH

Pour un milieu homogène transmissif et non diffusant, le facteur de diffusivité idéal

prend la valeur ' = 2  lorsque l’épaisseur optique est faible. Dans le cas des milieux épais, ce

facteur tend vers 1. Lorsque le milieu est émissif et non diffusant, ces valeurs limites sont de

l’ordre de 4  pour un milieu mince et de l’ordre de 2  pour les milieux épais. La Figure 2.4
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représente la courbe polaire de la dépendance angulaire normalisée du champ de luminance de

différents milieux non diffusants.

)LJXUH�������&RXUEH�SRODLUH�GH�OD�GpSHQGDQFH�DQJXODLUH�QRUPDOLVpH�GX�FKDPS�GH�OXPLQDQFH�GH�GLIIpUHQWV

PLOLHX[�QRQ�GLIIXVDQWV

Le facteur de diffusivité idéal reflète la structure angulaire du champ de luminance.

Ainsi, lorsque le facteur de diffusivité idéal prend la valeur ' = 2 , le champ de luminance est

lambertien. Cette situation se rencontre lorsque le milieu est non-émissif et mince, L�H.

transparent ou qu’il est émissif et épais. Lorsque le milieu est épais et non-émissif, le milieu

atténue beaucoup moins fortement le rayonnement provenant de la direction normale à la

surface du milieu ( 1≈µ ) que celui se propageant suivant les autres directions. Les directions

utiles à l’évaluation de l’intégrale dans le calcul du flux hémisphérique sont, de ce fait,

restreintes au voisinage de la direction normale. Le champ de luminance est donc piqué vers

l’avant et le facteur de diffusivité est proche de 1. Au contraire, quand la courbe polaire de

dépendance angulaire est aplatie, le facteur de diffusivité est supérieur à 2 . Ces valeurs sont

obtenues pour des milieux fins et émissifs puisque l’émissivité croît avec la longueur de

milieu traversée.

Les valeurs du facteur de diffusivité proposées par Fu HW�DO. [22] et de Li [25] pour la

propagation du rayonnement infrarouge dans l’atmosphère, sont proches du cas des milieux

non émissifs éclairés par un sol lambertien puisque, dans ce domaine spectral, l’atmosphère

est illuminée par ses couches basses et par la terre même si le système « terre + atmosphère »

est loin de constituer un ensemble homogène. Le facteur de diffusivité optimal dans les jets ou

les enceintes chaudes telles que les fours, correspondra au cas des milieux émissifs.  Ainsi, le

paramétrage de l’approximation de la quadrature dépend fortement du type de milieu étudié et

le choix du facteur de diffusivité est essentiellement empirique.
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Kubelka et Munk [27] [28] ont proposé une autre formulation du modèle 2-flux qui

s’exprime par les relations :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )]-])6])6.
]
]) +−+

+

+++−=
(

d

d
(2.46)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )]-])6])6.
]
]) −+−

−

−−+=
(

d

d
(2.47)

La constante . représente l’absorption et 6 la diffusion arrière. Par comparaison avec

la relation (2.19), les coefficients des relations (2.46) et (2.47) peuvent s’écrire :

−+ −== γγAbs

~
.'. (2.48)

−== γDiff.%6 (2.49)

où '
~

 représente le facteur d’anisotropie des flux  et %  le facteur de diffusion arrière. Au

cours d’une étude sur la propagation du rayonnement à travers des milieux denses (peintures,

plastiques…) plaqués sur une paroi réfléchissante, Mudgett HW� DO. [27] ont constaté que,

lorsque l’épaisseur optique de diffusion était égale à 50ˆ 0 == τωτ , la valeur du facteur

d’anisotropie était très proche de 2
~ ≈' . Ce cas correspond à la situation où le champ de

luminance est lambertien comme l’a montré notre étude sur le facteur de diffusivité idéal de

l’approximation de la quadrature. La valeur du facteur de rétrodiffusion dépend des propriétés

de la fonction de phase et elle est déterminée empiriquement selon la relation suivante :

( )J% −≈ 1
4

3
0ω (2.50)

Le facteur %  n’est pas compatible avec l’approximation de la quadrature puisque,

selon celle-ci, ce dernier devrait valoir ( )J−10ω . Ces résultats ne peuvent être étendus aux

jets puisque les applications  pour lesquelles cette formulation a été développée, sont très

différentes de ce type de milieu.

��������� /D�PpWKRGH�G¶(GGLQJWRQ
La méthode d’Eddington [23] permet d’obtenir rapidement une estimation du champ

de luminance et des flux hémisphériques des milieux « plans parallèles. » Elle repose sur

l’hypothèse d’anisotropie linéaire de la fonction de phase et du champ de luminance par

rapport à θµ cos=  suivant les relations [20] :

Champ de luminance : ( ) ( ) ( )µµ ]5]5]5 10, += (2.51)
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Fonction de phase : ( ) Θ+=Θ cos31cos J3 (2.52)

Le terme ( )]50  est la composante isotrope du champ de luminance tandis que ( )]51

représente sa dépendance linéairement anisotrope. Si la définition des flux hémisphériques

(relation (2.18)) est appliquée à l’hypothèse (2.51), ceux-ci sont reliés au champ de luminance

par la relation :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]])])]5 −+ −++= µµµ 3232
2

1
, (2.53)

L’avantage de cette formulation est d’utiliser seulement deux grandeurs (flux montants

et descendants) pour caractériser entièrement le champ de luminance. L’angle de diffusion est

donné par la relation :

φθθθθ ∆′+′=Θ cossinsincoscoscos (2.54)

avec φφφ −′=∆ . Par conséquent, l’intégrale de diffusion s’écrit :
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(2.55)

D’après cette dernière relation l’intégrale de diffusion n’est fonction que de la

coordonnée zénithale de la luminance. Cette réduction de la dépendance angulaire est liée à

l’axisymétrie du champ de luminance et de la fonction de phase. C’est pourquoi, il est

possible d’utiliser une fonction de phase zénithale notée :

( ) µµµµ ′+=′ J3 31, (2.56)
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comme ceci est réalisé sur le Tableau 2.1. En terme de flux, l’intégrale de diffusion peut

s’écrire :

( ) ( )[ ]

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]])J])J

]5J]5

]5J]5
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
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10
0

m
ω

ω

µµµφ
π

ω π

(2.57)

L’équation de transfert radiatif se ramène donc à celle d’un modèle 2-flux (2.19) dont

les coefficients spécifiques sont :

( )
4

347 0
Ext

J
.

+−
=+

ωγ (2.58)

( )
4

341 0
Ext

J
.

−−
−=−

ωγ (2.59)

L’intérêt de cette méthode, par rapport à un modèle 2-flux classique, est que

l’approximation au premier ordre faite sur le champ de luminance et la fonction de phase

permet de s’affranchir du problème du choix du schéma de quadrature. Toutefois, lorsque

( ) ( )00 314 ωω −>J  (soit 410 <ω  pour tout 0>J ), ce modèle n’est plus fiable car la

réflectivité des milieux « plans parallèles » devient négative [20]. De plus, la dépendance

angulaire du champ de luminance n’est pas décrite suffisamment finement par la méthode

d’Eddington pour les milieux hétérogènes tels que les jets de moteurs-fusées.

La méthode « Delta-Eddington » [29] permet de reconditionner la fonction de phase

lorsque cette dernière est très piquée. Dans ce cas, la fonction de phase est décrite comme la

somme d’un pic avant et d’une fonction linéairement anisotrope représentant les phénomènes

de diffusion latérale suivant la relation :

( ) ( ) ( )( )Θ+−+−Θ=Θ cos~3111cos4cos JII3 δπ (2.60)

Le facteur I  correspond au terme d’ordre 2 du développement de la fonction de phase

en série de polynômes de Legendre (FI. annexe : la méthode Delta-0 § 9.4). Le paramètre

d’asymétrie est égal à :

( ) ( ) ( )JII3J ~1cosdcoscos
4

1

0

−+=ΘΘΘ= ∫
π

π
(2.61)
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Le paramètre d’asymétrie renormalisé J~  dépend donc des valeurs respectives de J et I

selon la relation :

I
IJ

J
−
−=

1
~ (2.62)

La prise en compte du pic avant dans l’intégrale de diffusion revient à retrancher

Diff.I  au coefficient d’absorption selon la relation :

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )µ
π

ω
ω
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,
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d

d

4
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+Ω−=Ω

∫

∫
(2.63)

Cette nouvelle forme de l’ETR correspond à celle d’une méthode d’Eddington

classique dont les paramètres de diffusion auraient été remplacés par :

Coefficient d’extinction : ( ) Ext0Ext 1
~

.I. ω−= (2.64)

Epaisseur optique : ( ) τωτ d1~d 0I−= (2.65)

Albédo de diffusion simple : 0
0

0 1

1~ ω
ω

ω
I
I

−
−= (2.66)

Les coefficients +γ  et −γ  de la relation (2.19) sont donc donnés par :

( )
4

~34~7~ 0
Ext

J
.

+−
=+

ωγ (2.67)

( )
4

~34~1~ 0
Ext

J
.

−−
−=−

ωγ (2.68)

Une autre approximation de ce type proposée par Meador et Weaver [20], décrit la

dépendance de la luminance comme la somme d’une fonction linéairement anisotrope et d’un

pic avant selon la relation :

Si 0>µ , ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )
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(2.69)
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Cette forme hybride constitue une variante du modèle 4-flux dont la composante 0µ

correspond à un rayonnement incident collimaté. La fonction de phase est celle donnée par la

relation (2.52). Dans ce cas, les coefficients de la relation (2.19) sont donnés par [20] :

( ) ( )[ ]
( )[ ]0

2
0

2
00

2

Ext
114

1323437

µ
µωωγ

−−
−+++−−

=+ J

JJJJ
. (2.70)

( ) ( )[ ]
( )[ ]0

2
0

2
00

2

Ext
114

132341

µ
µωωγ

−−
−−−−−−

−=− J

JJJJ
. (2.71)

D’après les cas test réalisés par ces auteurs [20], cette formulation est la mieux adaptée

au calcul de la réflexion d’un rayonnement solaire collimaté (absent pour les jets dans l’UV).

Cependant, la dépendance angulaire du champ de luminance exprimée par la relation (2.69)

est mal adaptée aux fonctions sources isotropes.

��������� /LPLWDWRQV�GX�PRGqOH���IOX[
Le modèle 2-flux permet d’évaluer l’énergie radiative échangée entre différents

milieux « plans parallèles ». Il faut toutefois prendre garde à la façon dont est évaluée la

dépendance angulaire du champ de luminance et de la fonction de phase. En effet, les

approximations utilisées sont empiriques et les résultats obtenus doivent être compris comme

des estimations. Le tableau suivant en résume les principales limitations.

)RUPXODWLRQ 6RXUFH�GH
UD\RQQHPHQW

/LPLWDWLRQV�SDUWLFXOLqUHV

Quadrature Collimatée et
isotrope

La précision des résultats dépend de la direction choisie
pour résoudre l’ETR ainsi que du type de milieu étudié.

Eddington Collimatée et
isotrope

La description de la dépendance angulaire de la
luminance et de la fonction de phase est trop pauvre
pour pouvoir représenter correctement le rayonnement
émis par un milieu hétérogène comme un jet de moteur-
fusée.
Le paramètre d’asymétrie et l’albédo de diffusion
simple doivent vérifier la condition ( ) ( )00 314 ωω −<J .

Eddington
hybride

Collimatée La description de la dépendance angulaire de la
luminance et de la fonction de phase est mal adaptée
aux sources de rayonnement isotropes (émission de
chimiluminescence des gaz et rayonnement thermique
des particules).

7DEOHDX�����±/LPLWDWLRQV�PDMHXUHV�GHV�SULQFLSDOHV��IRUPXODWLRQV�GX�PRGqOH���IOX[

Pour les calculs de luminance émise normalement à la surface de milieux « plans

parallèles », une étude de l’$LU� )RUFH� 5RFNHW� 3URSXOVLRQ� /DERUDWRU\ (86$)�$)53/) [6]
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indique que, lorsque l’épaisseur optique du milieu est importante, il devient nécessaire de

tenir compte de la diffusion latérale qu’ignore, par construction, le modèle 2-flux. De plus, ce

dernier est mal adapté aux milieux hétérogènes puisqu’il ne peut pas prendre en considération

l’influence de l’environnement extérieur aux lignes de visée selon lesquelles l’ETR est

résolue.

������� 0RGqOH���IOX[

Les phénomènes de diffusion latérale sont à l’origine du couplage de toutes les

directions de propagation du rayonnement entre elles. La façon la plus simple de prendre en

compte ce phénomène dans un milieu 3D est d’échantillonner la propagation du rayonnement

selon les trois axes d’un repère orthonormé. Dans ce cas, la dénomination « modèle 6-flux »

est employée et l’ETR a pour forme [6] :
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Ext

31,13
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KK
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(2.72)

où les 
L

[  représentent les directions de propagation orthogonales deux à deux pour des

valeurs de L  différentes et telles que 
LL

[[ −=− . Dans un repère cartésien, elles sont définies

d’après le tableau suivant :

L 3− 2− 1− 1 2 3

L
[ –] –\ –[ [ \ ]

7DEOHDX�����±�1RWDWLRQV�XWLOLVpHV�SRXU�O¶(75�GX�PRGqOH���IOX[��UHODWLRQ��������

Les coefficients I, E et F représentent respectivement les facteurs de diffusion avant,

arrière et de côté. La relation de normalisation est donnée par :

14 =++ FEI (2.73)

Il est possible d’aboutir à la relation (2.73) en supposant :

� Soit que la fonction de phase puisse être représentée par la somme de six pics de

Dirac donnée par la relation [30] :
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∑
=






 −−ΦΘ+Θ++Θ−=

ΦΘ=ΩΩ′

4

1 2
1coscos1cos1

,cos
4

1
,

4

1

Q

QFEI

33

πδδδδ

ππ
(2.74)

où Φ représente la dépendance azimutale de la fonction de phase. Cette variable

réapparaît afin de permettre la représentation des quatre directions selon lesquelles

le rayonnement est diffusé latéralement. Le paramètre d’asymétrie s’écrit alors :

EIJ −= (2.75)

Comme dans le cas du modèle 2-flux, ces paramètres de diffusion doivent être

ajustés selon la nature du problème. Par exemple, une fonction de phase isotrope

est définie avec les paramètres suivants :

6

1=== FEI (2.76)

Ces facteurs de diffusion peuvent être évalués à partir d’une fonction de phase

réaliste selon les approximations de Chu et Churchill [31], données à un facteur de

normalisation près, par les relations suivantes :

( )∫ ∫ ′′′′±′=


 π

µµφφµφ
π

2

0

1

0

2 d,1;,d
4

1
3

E

I
(2.77)

Une des limitations de cette approximation est que le paramètre d’asymétrie J

n’est pas conservé.

� Soit que le champ de rayonnement est échantillonné selon trois directions suivant

la relation :

 ( ) ( ) ( )∑
=

−ΩΩ=Ω
3

1

,,
~

L

LL
55 [VV δ (2.78)

Dans ce cas, les facteurs I, E et F représentent les valeurs de la fonction de phase

aux différents angles de diffusion selon les relations :

( )
( ) ( ) ( )0cos41cos1cos

1cos

=Θ+−=Θ+=Θ
=Θ=

333
3

I (2.79)

( )
( ) ( ) ( )0cos41cos1cos

1cos

=Θ+−=Θ+=Θ
−=Θ=

333
3

E (2.80)
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( )
( ) ( ) ( )0cos41cos1cos

0cos

=Θ+−=Θ+=Θ
=Θ=

333
3

F (2.81)

Dans le cas de fonctions de phase semblables à celles rencontrées dans les jets,

cette approximation présente toutefois le défaut de surestimer l’influence de la

diffusion avant lorsque la fonction de phase est fortement piquée et de majorer le

paramètre d’asymétrie.

A la différence du modèle 2-flux, la forme des solutions dépend de la géométrie du

milieu étudié. Dans les paragraphes ci-dessous, trois géométries ont été envisagées : le cas

« plans parallèles », les cylindres infinis et les milieux 3D quelconques.

��������� 0LOLHX[�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª
Emslie et Aronson [31] ont mis au point une méthode de résolution explicite pour les

milieux « plans parallèles » non émissifs. Dans ce cas, si ] est la variable décrivant l’altitude,

on peut écrire, du fait de la symétrie du milieu :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )]5]5]5]5]5 04

1==== −− \\[[
(2.82)

En introduisant cette relation dans le système différentiel (2.72), on obtient [31] :

( ) ( ) ( )[ ]]5]5
6.

6
]5

F

F

]] −+
+

=

2

10 (2.83)

Avec le changement de paramètre suivant :

E.6
E 0Ext ω= (2.84)

F.6
F 0Ext4 ω= (2.85)

( )
FE

66I.. −−−= 0Ext 1 ω (2.86)

Et l’ETR pour un milieu non émissif devient [31] :

( ) ( ) ( ) ( )]56]56.
]
]5

]]

]

−+′+′−=
d

d
(2.87)

( ) ( ) ( ) ( )]56]56.
]
]5

]]

] −′+′= −
−

d

d
(2.88)

avec :

F

F

6.

6..
.

24

64 2

+
+

=′ (2.89)
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F

FFEE

6.

6666.
6

24

24 2

+
++

=′ (2.90)

Les équations (2.87) et (2.88) sont semblables à la formulation de Kubelka et Munk

[27] [28] (FI. relations (2.46) et (2.47)) et la résolution de l’ETR est donc réduite à celle d’un

modèle 2-flux. Cependant, cette formulation a tendance à surestimer les phénomènes

d’absorption lorsque la fonction de phase est piquée vers l’avant [30]. Afin d’améliorer la

précision des résultats, Meador et Weaver [30] répartissent les axes du modèle 6-flux selon

une quadrature de Legendre-Gauss et aboutissent à une formulation de type 2-flux.

Cependant, ces auteurs remarquent que sous ce type d’hypothèse, il devient difficile de

satisfaire correctement les conditions aux limites du problème étudié.

Freeman HW�DO� [6] ont développé un modèle 6-flux utilisable pour des milieux « plans

parallèles » et pour les milieux cylindriques proches des jets. Dans les géométries « plans

parallèles », des hypothèses semblables à la relation (2.82) sont utilisées. Le cas d’un milieu

infini horizontalement selon une seule direction est envisagé, à la différence de l’étude

d’Emslie et Aronson [31]. Lorsque le milieu est optiquement mince, la formulation du modèle

6-flux de Freeman HW� DO� [6] surestime les effets de la diffusion latérale. En revanche, la

luminance émise normalement à la surface du milieu est correctement évaluée lorsque le

milieu est optiquement épais.

��������� *pRPpWULHV�F\OLQGULTXHV�HW��'
Viskanta et Mengüç [7] décrivent succinctement une manière de résoudre l’ETR du

modèle 6-flux en coordonnées cylindriques. Après quelques manipulations mathématiques,

cette équation peut être transformée en un système différentiel du second ordre. Toutefois, la

solution de ce système est généralement peu précise.

Pour des milieux cylindriques proches des jets, Freeman HW�DO. [6] supposent que les

gradients de luminance dans la direction de l’axe sont négligeables. En outre, les auteurs font

l’hypothèse que le rayonnement se propageant tangentiellement est directement relié au

rayonnement se propageant radialement. Ces hypothèses permettent d’aboutir à une

formulation de type 2-flux possédant une solution analytique. Cette dernière dépend

exclusivement des coordonnées radiales, ce qui correspond au cas des milieux cylindriques

infinis vus de côté. Cependant, par construction, ces méthodes sont inadaptées aux milieux 3D

fortement hétérogènes.
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Pour ce type de milieu, il est nécessaire de résoudre le système d’équations

différentielles du modèle 6-flux en utilisant une méthode itérative où chaque itération se

compose de deux étapes essentielles [6] :

1. Intégration spatiale de l’ETR selon les axes du repère utilisé en prenant en compte

l’intégrale de diffusion estimée lors de l’itération précédente (FI. étape 2). Pour

cette opération, il est possible d’utiliser le formalisme du modèle 2-flux sur l’axe

considéré afin d’accélérer la convergence des résultats.

2. Evaluation de l’intégrale de diffusion et des conditions aux interfaces entre les

cellules définissant le milieu.

Cette démarche peut être utilisée dans le cas de milieux 3D hétérogènes comme les

jets. Cependant, elle peut nécessiter un nombre important d’itérations afin de faire converger

la solution. Lyons HW� DO. [8] [9] ont mis au point un modèle 6-flux de ce type où seule la

première itération est effectuée. Dans ce cas, on parle d’approximation de la « diffusion

simple ». D’après ces auteurs, les résultats obtenus avec une telle méthode sont compatibles

avec une approche Monte-Carlo lorsque le milieu est optiquement mince.



49

��������� /LPLWDWLRQV�GX�PRGqOH���IOX[
Les principales limitations des formulations du modèle 6-flux sont présentées dans le

tableau ci-dessous.

7\SH $SSUR[LPDWLRQ /LPLWDWLRQ
Chu et
Churchill
[31] π

µµ
φ

φµ
φ

π

4

d
,1

;,
d
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0

1

0

2∫ ∫ ′′




 ′′±
′

=




3

E

I

Adaptée aux fonctions de
phase piquées vers l’avant et
vers l’arrière.
Pas de conservation du facteur
d’asymétrie.

)RQFWLRQ
GH�SKDVH

Valeur
directe

( )1cos =Θ∝ 3I
( )1cos −=Θ∝ 3E
( )0cos =Θ∝ 3F

Si la fonction de phase est trop
piquée, les phénomènes de
diffusion avant et arrière
peuvent être fortement
majorés.
Pas de conservation du facteur
d’asymétrie.

Méthode
exacte [31]

Aucune hormis celle sur la
fonction de phase.

Solution limitée aux seuls
milieux « plans parallèles »
Majoration des phénomènes
d’absorption avec une
fonction de phase réaliste.

0pWKRGHV
GH
UpVROXWLRQ

Freeman HW
DO� [6]

Semblable à la méthode
précédente
Milieu infini selon une seule
direction horizontale

En diffusion isotrope,
l’influence de la diffusion
latérale est majorée.

0pWKRGH�GH�UpVROXWLRQ
SRXU�OHV�PLOLHX[
F\OLQGULTXHV�[6]

Gradient axial nul pour la
luminance
Rayonnement tangentiel relié au
rayonnement radial

Réservée aux milieux
cylindriques infinis

Résolution
itérative [6]

Aucune hormis celle sur la
fonction de phase.

Temps de calcul plus long que
par une méthode « explicite »
(ou analytique)

0pWKRGHV
GH
UpVROXWLRQ
SRXU�OHV
PLOLHX[��'

« Diffusion
simple »
[8] [9]

Même principe que la méthode
itérative sauf que le calcul est
arrêté à la première itération

Limité aux milieux peu
diffusants ou optiquement
minces

7DEOHDX�����±�/LPLWDWLRQV�PDMHXUHV�GHV�SULQFLSDOHV�IRUPXODWLRQV�GX�PRGqOH���IOX[

Chaque formulation du modèle 6-flux correspond à un type de milieu donné et seules

les techniques de résolution itératives apparaissent adaptées aux milieux 3D. Néanmoins, la

limitation majeure du modèle 6-flux demeure la faiblesse de sa résolution angulaire. C’est

pourquoi l’usage du modèle 6-flux est restreint à l’estimation des échanges d’énergie selon

trois directions de propagations orthogonales. Ce modèle ne peut être utilisé qu’avec prudence
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pour évaluer la dépendance angulaire d’un champ de luminance puisque celle-ci nécessite

d’effectuer une rotation du système d’axes { } 31,13 KK−−=LL
[ . Pour ces raisons, un nombre

important d’erreurs peut apparaître surtout lorsque le milieu est épais ou hétérogène. L’étude

de la signature des jets nécessite donc de prendre en compte un nombre de directions plus

important pour améliorer la précision des résultats. Les modèles reposant sur ce type

d’approximations sont regroupés sous le nom de « méthodes des ordonnées discrètes »

('iscrete 2rdinate 0ethod) et sont étudiés au paragraphe suivant.

����� /HV�PpWKRGHV�GHV�RUGRQQpHV�GLVFUqWHV

Pour les méthodes des ordonnées discrètes (DOM), le champ de luminance et par

conséquent, l’intégrale de diffusion sont échantillonnés angulairement suivant le même

schéma de quadrature en tout point du milieu [32] [33] [34] [35]. Si 01  désigne le nombre de

directions réparties sur 4π sr selon lesquelles le rayonnement est calculé, alors l’ETR peut

s’écrire sous la forme du système d’équations différentielles suivant :
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(2.91)

où 
M

Z  est le facteur de poids associé à l’ordonnée discrète ( )
MMM

φµ ,=Ω  de cosinus

directeurs ( )
MMM

µηξ ,,  liés au système d’axes ( )[ \ ], , . Généralement, ce système différentiel

est écrit en coordonnées cartésiennes du fait de son application aux milieux de type

atmosphérique [10]. Mais, grâce à des approximations de type volume fini qui permettent de

calculer les échanges d’énergie entre les différentes cellules constituant le milieu, il est

possible d’utiliser un système de coordonnées curvilinéaires suivant la symétrie du milieu

étudié [36]. Toutefois, si on souhaite évaluer la propagation du rayonnement suivant une ligne

de visée, alors la discrétisation spatiale et la résolution angulaire sont couplées. Il devient

alors très difficile d’évaluer correctement la luminance en prenant en compte l’influence de la

diffusion le long du trajet optique lorsque le milieu est fortement hétérogène. Ce point sera

approfondi au chapitre suivant dans le cas des repères cylindriques. Ainsi, seuls les modèles

de transfert radiatif utilisant un système de coordonnées cartésiennes ont été considérés dans

cette étude.
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Dans la suite de ce paragraphe, le choix des hypothèses sur la résolution angulaire est

discuté et les principales méthodes mathématiques de résolution mises en œuvre dans la

littérature sont présentées.

������� 5pVROXWLRQ�DQJXODLUH���VFKpPDV�GH�TXDGUDWXUH�XWLOLVpV

Les directions angulaires des lignes de propagation du rayonnement (ou ordonnées

discrètes) sont données dans l’ensemble du milieu, par une quadrature dépendant du milieu

(géométrie…) et du type de résultats souhaités (flux ou luminance). La précision des calculs

dépend de la résolution angulaire de ce schéma. En effet, le sous-échantillonnage de la

dépendance angulaire des champs de rayonnement est à l’origine des deux sources d’erreurs

suivantes :

� « L’effet de rayon » [37], apparaît lorsque les interactions entre certaines cellules

d’un milieu ne peuvent pas être prises en compte du fait d’une résolution angulaire

trop faible. L’influence de cette source d’erreur est difficile à évaluer puisqu’elle

est liée à la géométrie et aux propriétés optiques du milieu étudié.

� L’intégrale de diffusion peut être mal évaluée du fait d’une fonction de phase ou

d’un champ de luminance trop anisotrope.

Afin d’évaluer correctement l’intégrale de diffusion, un schéma de quadrature doit

obéir, dans la mesure du possible, à un certain nombre de principes de construction pour le

cas général 3D [33] :

� A chaque ordonnée discrète Ω
L
 est associée une ordonnée discrète opposée − Ω

L

de même poids Z
L
. Cette règle de la symétrie centrale doit nécessairement être

respectée puisqu’elle garantit la conservation de l’énergie radiative entre le

rayonnement incident et sortant en un point quelconque du milieu.

� Dans la mesure du possible, la quadrature doit être invariante par rotation de 90°

des axes principaux du système ( )[ \ ], ,  de façon à ne pas favoriser une direction

de propagation particulière. Dans ce cas, il suffit de construire la quadrature sur un

seul octant pour la définir entièrement. Cette condition, plus restrictive que la règle

de symétrie centrale, n’est pas toujours vérifiée.
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� Pour chaque angle zénithal 
M

µ , la répartition azimutale des ordonnées discrètes ou

nœuds de quadrature est régulière (sauf pour les schémas de quadrature où tous les

poids sont égaux entre eux). Le nombre d’azimuts 
M

1 ,φ  peut dépendre de la valeur

de 
M

µ . Si le poids de quadrature zénithale vaut 
M

ω , alors celui du nœud

( )
NML φµ ,=Ω  est 

M

MNMML 1
Z

,
,

2

φ

πωϖω == .

Les quadratures sont caractérisées par leurs moments d’ordre α où α est un entier

positif. Un schéma est dit « de moment α » s’il obéit à la relation suivante [33] :

1

1
d

1

00 +
== ∫∑

≥ α
µµµω α

µ

α

M

MM
(2.92)

Par construction, la condition de normalisation des poids de quadrature est donnée par

le moment d’ordre 0. Si le moment d’ordre 1 est respecté, les flux hémisphériques sont

correctement estimés par le schéma de quadrature dès lors que le champ de luminance est

isotrope.

Du fait de son application à l’étude des atmosphères planétaires, le schéma de

Legendre-Gauss [5] est construit en privilégiant un axe noté ici ( )]]′  de façon à prendre en

compte les hétérogénéités verticales de ce type de milieu, ce qui implique que le principe

d’invariance par rotation n’est pas parfaitement respecté. Dans ce schéma, les Mµ  sont les

racines du polynôme de Legendre ( )µ
µ1

S  de degré µ1 . Comme ( )µ
µ1

S  est une fonction

paire ou impaire (paire si µ1  est pair, sinon impaire), cette quadrature respecte

nécessairement la règle de la symétrie centrale. Cependant, le principe d’invariance par

rapport à la rotation des axes impose que µ1  doit être pair. Dans le cas contraire, un des Mµ

serait nul et par rotation d’un quart de tour de cette abscisse zénithale, il existerait deux autres

Mµ  valant respectivement 1−  et 1. Or ces valeurs ne sont racines d’aucun polynôme de

Legendre. Les poids de quadrature sont donnés par la relation [5] :

( )
( )

∫−

=

−










=

1

1
d

d

d
1 µ

µµ
µ

µ
µ

ω µ

µ

µµ

M

1

1

M

S

S

M

(2.93)
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Les angles azimutaux 
N

φ  sont répartis de façon équidistante pour chaque valeur de

Mµ . Un tel schéma ne respecte pas le moment de quadrature d’ordre 1. Cependant, plus la

résolution angulaire augmente, meilleure est la précision avec laquelle ce moment est évalué.

Plus précisément, si =µ1  2, 4, 6 ou 8, l’erreur relative sur le moment d’ordre 1 est

respectivement égale à 15.5%, 4.3%, 2.0% et 1.2%.  En revanche, ce schéma se comporte

différemment vis-à-vis du moment d’ordre 2. En effet, ce dernier est défini par la relation :

3

1
d

2

1
d

1

1

2
1

0

2 =≡ ∫∫
−

µµµµ (2.94)

Or, on peut toujours écrire :

( ) ( ) ( )
3

2 20
0

2 µµµµ SS
S

+
= (2.95)

et, par construction :

µ

µ

1Q

1P

<∀

<∀
 : ( ) ( ) ( ) ( )

QP

1

M

MQMPMQP P
SSSS ,

1

1

1 12

2
d δµµωµµµ

µ

+
== ∑∫

=−

(2.96)

On peut déduire de ces trois dernières relations que toutes les quadratures de

Legendre-Gauss respectent le moment d’ordre 2.

Parmi les autres quadratures qui sont le plus couramment utilisées, le schéma 
1
6  [34]

(où µηξ 1111 ===  est pair) génère ( )2+11  ordonnées discrètes sur π4 sr. Ce type de

schéma de quadrature est défini à partir de ses différents moments. Si les poids de quadrature

sont supposés égaux entre eux, les moments de quadrature d’ordres { }
2

0
1

K=αα  sont respectés

et la quadrature 
1
6  est dite « impaire et à poids égaux. » Dans les autres cas, les moments

d’ordres { } 1
2

02 −= 1
Kαα  sont respectés et la quadrature 

1
6  est dite « paire et à poids

symétriques. » Afin d’augmenter la précision des intégrations angulaires, Koch HW�DO� [33] ont

proposé une généralisation de la quadrature 
1
6 , appelée « 'RXEOH� &\FOLF� 7ULDQJOHV » qui

consiste en un ensemble d’arrangements de 1, 3 ou 6 points nodaux par octant obtenus par

permutation des cosinus directeurs ( )
LLL

µηξ ,,  selon que respectivement 3, 2 ou aucun de ces

cosinus directeurs sont égaux entre eux. Chaque schéma de ce type est défini par l’ordre des

moments de quadrature qu’il respecte et par le nombre des arrangements dont il est constitué.
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L’intérêt de cette formulation réside dans sa conformité avec l’ensemble des principes de

construction cités plus haut.

Afin de mettre en évidence l’évolution de la précision des résultats en fonction de la

résolution angulaire, Joumani [38] a calculé à l’aide de différents schémas de quadrature 
1
6 ,

les flux pariétaux émis par une enceinte carrée optiquement mince, émissive, absorbante et

non diffusante de 1 m de côté dont la géométrie est présentée sur la Figure 2.5. Le milieu est

supposé infini selon la direction ( )\\′

[

]

2 /=1 m

/=1 m
1

Ext m1.0 −=.

00 =ω

ParoisMilieu 77 >>\

)LJXUH�����±�*pRPpWULH�G¶XQH�HQFHLQWH�FDUUpH�RSWLTXHPHQW�PLQFH��pPLVVLYH�HW�DEVRUEDQWH�>��@

En raison de l’absence de diffusion, on teste ici la précision du calcul des flux

pariétaux. La DOM définie par cet auteur pour résoudre ce problème est une méthode itérative

de type « différences finies » dont le principe général est présenté dans la suite de ce chapitre

(FI� § 2.5.2). Afin d’évaluer la précision de cette méthode, les résultats obtenus ont été

comparés avec des données de référence issues de la méthode de zones. La Figure 2.6

représente les flux radiatifs calculés sur une demi-paroi avec un maillage de 50 × 50 points.

Le nombre Q se rapporte au schéma de quadrature 
Q1

6 = .

La précision des résultats dépend non seulement de la résolution angulaire mais aussi

de la position du point où le rayonnement est calculé. Selon l’emplacement de ce dernier,

l’erreur peut augmenter avec la résolution angulaire. Cette erreur est due à l’effet de rayon

[37] qui résulte de la combinaison entre la géométrie du milieu étudié (1D, 2D, 3D…) et la

qualité de la résolution angulaire du schéma de quadrature. Cet effet de rayon peut même être

amplifié lorsque la discrétisation spatiale utilisée est plus fine [39]. Ce comportement provient

du couplage entre les erreurs dues à l’effet de rayon et à la fausse diffusion [37] qui provient

elle-même d’une discrétisation spatiale insuffisante.
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)LJXUH�����±�)OX[�UDGLDWLIV�SDULpWDX[�pPLV�SDU�XQH�HQFHLQWH�FDUUpH�pPLVVLYH�HW�DEVRUEDQWH��RSWLTXHPHQW�PLQFH�

FDOFXOpV�VHORQ�GLIIpUHQWHV�UpVROXWLRQV�DQJXODLUHV��VFKpPD�GH�TXDGUDWXUH�
Q1

6 = ��([DFW� �PpWKRGH�GH�]RQHV��>��@

Dans cet exemple, le schéma 
1
6  favorise par construction les directions de

propagation horizontales (selon [). Pour cette raison, les contributions des directions

verticales sont mal prises en compte et ainsi, les flux pariétaux ne sont pas modélisés

correctement au milieu de la paroi. Ce phénomène est amplifié du fait que pour les schémas

8,6,4=16  il n’y a que deux directions zénithales inférieures à 45° en valeur absolue. On peut

donc en conclure qu’il est difficile de déterminer D�SULRUL la quadrature optimale permettant

d’évaluer avec la meilleure précision le champ de rayonnement issu d’un milieu donné.

������� 0pWKRGHV�GH�UpVROXWLRQ

L’ETR de la méthode des ordonnées discrètes (FI� relation (2.91)) peut être résolue de

deux manières différentes : par inversion matricielle algébrique ou par itérations successives

[40]. Chacune de ces approches, dont il existe de nombreuses variantes, a été conçue en

fonction d’un milieu particulier (atmosphères planétaires, fours, chambres de combustion…).

Le but de ce paragraphe est de discuter de l’adaptabilité de ces approches au calcul de la

signature d’un jet de moteur-fusée dans l’UV.
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��������� 5pVROXWLRQ�SDU�LQYHUVLRQ�PDWULFLHOOH�DOJpEULTXH
Dans le cas des milieux « plans parallèles », les nombreuses méthodes de résolution

par inversion matricielle algébrique reviennent à transformer l’ETR en un système matriciel

différentiel [41]. La solution, obtenue numériquement, est une combinaison linéaire d’une

solution particulière et de la solution générale de l’équation matricielle homogène associée

[12]. Parmi les différentes techniques d’inversion matricielle existantes, on peut citer la

méthode « double Gauss » [35] où le champ de luminance est réparti en deux hémisphères

correspondant au rayonnement montant et descendant. Ce découplage partiel de la

dépendance angulaire du rayonnement permet de réduire le nombre d’opérations nécessaires à

la résolution du système différentiel. Liu HW� DO� [19] ont proposé une formulation de la

méthode des ordonnées discrètes basée sur la décomposition de la luminance en une somme

de fonctions respectivement paires et impaires par rapport à la direction Ω. Cette

transformation, appelée (3) ((YHQ�3DULW\�)RUPXODWLRQ), permet de réécrire l’ETR comme un

système différentiel du second ordre. D’après ces auteurs [19], cette formulation ne paraît

cependant pas être aussi robuste que la méthode des ordonnées discrètes conventionnelles,

compte tenu des temps de calcul et de la précision des résultats obtenus.

La résolution de l’ETR par inversion de matrice est économe en temps de calcul

comparée aux autres techniques de résolution telles que la méthode de zones ou la méthode

Monte-Carlo [8] [9] [12] [16].  Cette technique de résolution permet de calculer en une seule

fois le champ de rayonnement en tout point du milieu. De plus, le temps de calcul ne dépend

pas de l’influence de la diffusion dans le milieu. Cependant, les solutions deviennent instables

pour les fonctions de phase fortement piquées vers l’avant [12] même si le reconditionnement

de l’ETR à l’aide de la méthode Delta-0 [42] permet de réduire ces instabilités. Enfin, ces

méthodes sont essentiellement adaptées aux milieux dont la géométrie est simple, tels que les

milieux « plans parallèles » représentant les atmosphères planétaires. Pour ces raisons, dans

les milieux 3D fortement hétérogènes, on utilise plutôt des méthodes reposant sur la

convergence de solutions numériques obtenues par itérations successives.

��������� 0pWKRGHV�QXPpULTXHV�GH�UpVROXWLRQ�SDU�LWpUDWLRQV�VXFFHVVLYHV
Dans les méthodes numériques de résolution par itérations successives, l’ETR est

résolue selon les étapes suivantes [38] [40] [43] [44] [45] :

1. L’ETR est intégrée spatialement suivant chacune des ordonnées discrètes sans

tenir compte de l’intégrale de diffusion, ce qui permet l’initialisation du système.
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2. L’intégrale de diffusion est évaluée à partir du champ de luminance calculé lors de

l’étape précédente.

3. L’ETR est intégrée spatialement suivant toutes les ordonnées discrètes en tenant

compte de l’intégrale de diffusion calculée lors de l’étape précédente.

4. Les étapes 2 et 3 sont poursuivies jusqu’à ce que les résultats convergent suivant

un critère prédéfini.

Chaque itération ajoute un ordre de diffusion dans l’évaluation de la propagation du

rayonnement dans le milieu, puisque la diffusion du rayonnement est évaluée à partir du

champ de luminance calculé lors de l’étape précédente. C’est pourquoi, cette démarche porte

le nom de « solution par ordres de diffusion successifs » (6uccessive 2rder 6cattering

Method) [43]. Le temps de calcul des méthodes de type SOS dépend du nombre d’itérations ;

celui-ci augmente avec le caractère diffusant du milieu étudié [43].

Les méthodes SOS sont caractérisées par les techniques qu’elles utilisent pour

effectuer l’intégration spatiale de l’ETR le long des ordonnées discrètes (étapes (1) et (3)). La

méthode par différences finies permet d’obtenir simultanément une bonne description

angulaire et spatiale du champ de rayonnement, c’est pourquoi elle paraît être bien adaptée au

calcul d’une signature de jet. Dans l’exemple proposé par Sánchez HW�DO� [45] pour les milieux

atmosphériques, la grille de propriétés du milieu est discrétisée en volumes élémentaires (ou

« cellules ») de forme parallélépipédique rectangle, auxquels sont associés un coefficient

d’extinction, un albédo de diffusion simple, une fonction de phase et une fonction source.

Pour une ordonnée discrète, il est possible de définir pour chaque cellule des « faces

d’entrée » d’où provient l’énergie radiative traversant la cellule, et des « faces de sortie » où

parvient le rayonnement. Le champ de luminance est supposé uniforme sur chaque face. La

Figure 2.7 représente ces différentes faces pour une ordonnée discrète arbitraire.
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HQWUpH

sortie

: direction du rayonnement
(ou ordonnée discrète)

: cellules voisines
)LJXUH�������5HSUpVHQWDWLRQ��SRXU�XQH�RUGRQQpH�GLVFUqWH�DUELWUDLUH��GHV�IDFHV�G¶HQWUpH�HW�GH�VRUWLH�GX

UD\RQQHPHQW�WUDYHUVDQW�XQH�FHOOXOH�>��@

On cherche à déterminer le champ de luminance sortant de chaque cellule. Les

grandeurs radiatives disponibles sont le champ de luminance entrant et la fonction source

moyenne de la cellule étudiée.  L’ETR est résolue en utilisant l’approximation, dite « des

différences finies », donnée par la relation :

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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avec les notations suivantes :

� NV s  désigne la face de sortie normale à l’axe N (N = [, \, ]) ;

� NVe  représente la face d’entrée normale à ce même axe ;

� CV  désigne la position de la cellule. Toutes les variables dépendant de cette

grandeur doivent être entendues comme des valeurs moyennes relatives à la cellule

considérée.

Le champ interne moyen de luminance ( )
L

5 Ω,CVλ  est évalué par interpolation linéaire

du champ de luminance de chacune des faces de la cellule suivant la relation :

( ) ( ) ( ) ( )
LLL

5D5D5 Ω−+Ω=Ω ,1,, esC
NN VVV (2.98)
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où D est un coefficient d’interpolation. D’après Fiveland [34] et Sánchez HW�DO� [45], la valeur

généralement choisie est 21=D . Cependant, selon Fiveland [34], plus il y a d’ordonnées

discrètes, plus les mailles de la grille de propriétés doivent être fines. Si le maillage est trop

large, il est possible qu’apparaissent des artefacts numériques (luminances négatives…). Par

exemple, pour le schéma de quadrature 26  (où 1 = 2 représente le nombre d’angles

zénithaux), l’épaisseur optique élémentaire des couches constituant un milieu « plans

parallèles » ne doit pas dépasser la valeur 1=∆τ  [34] tandis que pour le schéma de

quadrature impair de type 86 , cette limite supérieure devient 205.0 =∆τ  [34]. Selon Sánchez

HW�DO� [45], une autre solution consiste à poser 1=D . En effet, cette nouvelle formulation évite

les instabilités numériques rencontrées lorsque 21=D  tout en restant en bon accord avec les

résultats de référence. Ce type d’interpolation est donc assez bien adapté aux géométries 2D et

3D où il est difficile de contrôler l’épaisseur optique de chaque cellule. L’utilisation de la

solution formelle de l’ETR [4] permet cependant d’éviter les artefacts numériques induits par

l’approximation des différences finies. Cette solution est donnée par la relation :

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ′Ω′







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


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
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′

V V

V

V

VV
0

ExtExt

0

Ext d,dexpdexp,0, V.-V.V.55 (2.99)

Les résultats obtenus avec une telle formulation mise au point par Tofsted et O’Brien

[46] (dite des « éléments finis »), sont très proches de ceux issus d’un code Monte-Carlo de

référence pour des milieux atmosphériques « plans parallèles », gris et éclairés par un

rayonnement solaire ou lunaire. Dans cette approche, les cellules sont divisées en plusieurs

zones d’influences selon la direction de propagation du rayonnement considérée. Ceci permet

de décrire plus fidèlement les interactions entre les parois des cellules.

La formulation intégrale de l’ETR (équation (2.99)) peut aussi être utilisée dans la

méthode du « lancer de rayons » où l’on étudie la propagation du rayonnement suivant des

directions discrètes réparties selon le schéma de quadrature prédéfini [47].

Sánchez HW�DO� [45] ont effectué des cas test dans de nombreux milieux en géométrie

1D, 2D et 3D pour des fonctions de phase isotropes, linéairement anisotropes ou des fonctions

de phase de gouttelettes d’eau avec des sources de rayonnement isotropes, « lambertiennes »

ou collimatées. Les résultats tendent à montrer que les méthodes des ordonnées discrètes

résolues par différences finies peuvent être utilisées dans un nombre varié de milieux (1D, 2D

ou 3D) même optiquement épais ou hétérogènes avec une bonne précision. Cependant, ce
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type de méthode est généralement conçu pour calculer les échanges d’énergie radiative en

terme de flux hémisphériques au sein de l’atmosphère ou d’enceintes chaudes tels que les

fours ou les chambres de combustion. En conséquence, il est impossible de calculer la

luminance selon d’autres directions que celles de la quadrature utilisée, ce qui diminue la

souplesse d’utilisation de ces modèles de transfert radiatif pour le calcul de la signature des

jets.

������� &RQFOXVLRQ

Dans une synthèse exhaustive, Vaillon [47] a classé différentes DOM selon le schéma

de quadrature, la géométrie du maillage du milieu et la méthode d’intégration spatiale de

l’ETR. Le tableau suivant présente les différents critères de classification des DOM

présentées dans ce chapitre.

Schéma de quadrature Gauss-Legendre [5]
DCT [33]

1
6  [34]

Géométrie du maillage du milieu Curviligne [36]
Cartésien [45]

Méthode d’intégration spatiale de l’ETR Différences finies [45]
Eléments finis [46]
Lancer de rayons (solution intégrale) [47]

7DEOHDX�����±�&DUDFWpULVWLTXHV�SULQFLSDOHV�GHV�PpWKRGHV�GHV�RUGRQQpHV�GLVFUqWHV

Les avantages ainsi que les limitations majeures des méthodes des ordonnées discrètes

sont récapitulés sur le tableau suivant selon leurs modes de résolution.

$YDQWDJHV /LPLWDWLRQV
0pWKRGHV�SDU
LQYHUVLRQ�PDWULFLHOOH
DOJpEULTXH

Calcul immédiat de la
solution
Bonne précision des
résultats

Limitées aux géométries simples (1D)
Ligne de visée horizontale exclue
Instabilités numériques possibles pour des
fonctions de phase trop piquées vers l’avant
(solution possible : la méthode Delta-0)

0pWKRGHV
QXPpULTXHV�GH
UpVROXWLRQ�SDU
LWpUDWLRQV�VXFFHVVLYHV

Bonne précision des
résultats
Fonctionnent avec
toutes les géométries

Nécessitent parfois de nombreuses itérations
(milieu très diffusant)
Instabilités numériques induites par le
schéma d’interpolation spatiale

7DEOHDX�����±�/LPLWDWLRQV�PDMHXUHV�GHV�GLIIpUHQWHV�'20

A ce tableau, on peut ajouter que les DOM ne permettent pas de calculer directement

la luminance selon d’autres directions que celles définies par le schéma de quadrature. Les

seules DOM permettant de calculer les signatures des jets sont donc les méthodes itératives de
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type différences finies. Cependant, il faudrait trouver un moyen de rendre leur utilisation plus

souple de façon à pouvoir évaluer la luminance selon d’autres directions que des ordonnées

discrètes prédéfinies, en interpolant par exemple la dépendance angulaire du champ de

rayonnement à l’aide de fonctions appropriées. L’intégration spatiale peut être rendue plus

robuste numériquement par l’utilisation de la forme intégrale de l’ETR qui est peu sensible

aux artefacts numériques induits par le schéma d’interpolation spatiale.

����� 0pWKRGHV�XWLOLVDQW�XQH�EDVH�G¶KDUPRQLTXHV�VSKpULTXHV

Les méthodes des harmoniques sphériques remplacent le schéma de quadrature des

DOM par une représentation du champ de luminance en séries d’harmoniques sphériques. Le

champ de luminance peut donc être évalué simultanément selon toutes les directions de

l’espace et les flux hémisphériques peuvent facilement être déduits du développement du

champ de rayonnement selon la base d’harmoniques sphériques. La précision des résultats

dépend cependant de la troncature de la base d’harmoniques sphériques. Il est aussi important

de noter que, par construction, les harmoniques sphériques sont définies par rapport à un axe

vertical privilégié. La méthode des harmoniques sphériques permet, en outre, de simplifier le

calcul de l’intégrale de diffusion. En effet, si ( ){ }
OP

/O
P

O
<

≤
≤Ωˆ  désigne une base d’harmoniques

sphériques tronquée à l’ordre /, on montre que l’intégrale de diffusion est réduite à la forme

suivante [48] :
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où ( )VP

O
5̂  est le moment de luminance en harmoniques sphériques d’ordre ( )PO,  qui est défini

par la relation :

( ) ( ) ( )∑ ∑
= −=

Ω≈Ω
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<55

0

ˆ, VV (2.101)

O
χ  est le coefficient du développement en série de polynômes de Legendre de la fonction de

phase, il est défini par la relation :

( ) ( )∑
=

Θ≈Θ
/

O

OO
S3

0

coscos χ (2.102)

Ou et Liou [48] ont proposé une technique de résolution de cette méthode adaptée aux

milieux 3D de géométries diverses : parallélépipèdes rectangles, éléments de cylindre ou de



62

sphère. Dans cette méthode, le développement de la dépendance angulaire du rayonnement au

premier ordre des harmoniques sphériques (/ = 1) permet de transformer l’ETR en une

équation différentielle du second ordre après des manipulations mathématiques assez lourdes.

En raison de la troncature de la base d’harmoniques sphériques, cette formulation n’est

valable que pour les fonctions de phase linéairement anisotropes. En présence

d’hétérogénéités, la solution pourrait être obtenue par convergence des conditions aux

interfaces entre les différentes cellules constituant le milieu étudié. La complexité de la forme

mathématique des solutions rend toutefois l’utilisation de cette méthode peu aisée pour le

calcul du rayonnement émis par des milieux 3D.

La « méthode des harmoniques sphériques avec une grille spatiale » (6pherical

+armonic 6patial *rid Method : SHSG) [49] est une extension de la méthode des

harmoniques sphériques, aux milieux hétérogènes 2D. Les équations différentielles couplées

issues de l’ETR sont résolues selon une technique itérative. L’ordre de développement de la

luminance en harmoniques sphériques détermine la troncature de la décomposition de la

fonction de phase en séries de polynômes de Legendre. Cette méthode donne des résultats

dont la précision est comparable à celle de codes de Monte-Carlo de référence pour des scènes

atmosphériques dont la source de rayonnement est soit un rayonnement solaire collimaté, soit

une émission thermique [49]. Une généralisation de cette méthode aux milieux 3D est

envisageable [49]. Néanmoins, en raison de la complexité de la forme mathématique de l’ETR

sur la base des harmoniques sphériques, la description de la propagation du rayonnement avec

ce type de méthode n’est pas aussi explicite qu’avec une DOM classique. De plus, le nombre

d’itérations nécessaires pour faire converger la solution peut être très grand [10].

La « méthode des ordonnées discrètes et des harmoniques sphériques » (6pherical

+armonics 'iscrete 2rdinate 0ethod : SHDOM), conçue à l’origine pour modéliser les

scènes atmosphériques [10], est une méthode de résolution itérative (SOS) de l’ETR qui

cumule la rapidité de l’évaluation de l’intégrale de diffusion sur une base d’harmoniques

sphériques avec l’efficacité du calcul de la propagation du rayonnement le long d’ordonnées

discrètes dans les trois dimensions de l’espace. Le nombre d’itérations nécessaires pour faire

converger la solution avec la méthode SHDOM est beaucoup plus faible qu’avec le modèle

SHSG, pour une précision des résultats équivalente. L’intégration spatiale est robuste

numériquement du fait de l’utilisation de la solution intégrale formelle de l’ETR (équation

(2.99)) [5]. L’interpolation des propriétés optiques le long de lignes de visée entre les nœuds
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d’une grille de propriétés optiques 3D permet de calculer la luminance en tout point du milieu

en prenant en compte le caractère diffus de milieux tels que les scènes atmosphériques. De ce

fait, le modèle SHDOM utilise pour l’intégration spatiale, une méthode de lancer de rayons

(FI. Tableau 2.5). Les harmoniques sphériques permettent de calculer le champ de luminance

selon d’autres directions que les ordonnées discrètes utilisées au cours du processus itératif.

D’après des cas tests sur des milieux 1D, 2D et 3D [10], la précision de la méthode SHDOM

est comparable à celle d’un code Monte-Carlo de référence tout en nécessitant des temps de

calcul moindres (quelques minutes pour la méthode SHDOM contre plusieurs heures pour un

code Monte-Carlo pour les milieux 1D testés par Evans [10]). Pour ces raisons, la démarche

proposée par la méthode SHDOM est apparue comme une voie prometteuse pour le calcul de

la signature des jets de moteurs-fusées dans le domaine UV. L’adaptation de cette méthode à

ce type de milieu est présentée au chapitre suivant.
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Le modèle pour calculer les signatures UV de jets est la méthode des ordonnées

discrètes et des harmoniques sphériques (6pherical +armonics 'iscrete 2rdinate 0ethod).

Cette approche a été initialement développée pour évaluer le rayonnement issu de milieux

atmosphériques en prenant en compte les phénomènes de diffusion provoqués, par exemple,

par la présence de gouttelettes d’eau dans les nuages [10]. Ces milieux ont une géométrie très

différente de celle des jets et leurs espèces gazeuses ne produisent pas d’émission de

chimiluminescence. Il a donc été nécessaire d’adapter le code SHDOM originel aux jets de

propulseurs. L’objet de ce chapitre est donc de présenter les principes généraux du modèle

SHDOM tels qu’Evans [10] les a définis et de montrer les améliorations effectuées au cours

de cette étude, pour pouvoir appliquer ce modèle au calcul de la signature des jets. Les

résultats obtenus au moyen du modèle SHDOM amélioré sont présentés dans le chapitre 5.

����� 3ULQFLSHV�JpQpUDX[�GH�OD�PpWKRGH�6+'20

L’approche SHDOM [10] est une méthode itérative où la structure angulaire du champ

de rayonnement est décrite alternativement selon une base d’harmoniques sphériques pour

calculer l’intégrale de diffusion, et selon des ordonnées discrètes le long desquelles la

propagation du rayonnement est évaluée par intégration spatiale de l’équation de transfert

radiatif. Les harmoniques sphériques réelles sont définies par rapport à un axe de référence

noté ( )]]′ , qui correspond à la verticale dans les problèmes atmosphériques. Pour ce type de

milieu, les dépendances spatiales du coefficient d’extinction, de l’albédo de diffusion simple,

de la fonction de phase et de la température sont exprimées dans une « grille de propriétés

optiques » cartésienne.

L’algorithme de la méthode SHDOM est schématisé sur la Figure 3.1.
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Fonction source
+6 → 2'

Intégration de
l’équation de
transfert 2'

+6 : harmoniques sphériques
2' : ordonnées discrètes

Convergence
souhaitée ?

Calcul en +6
de la fonction source

5pVXOWDWV

Luminance
2' → +6

Oui

Non

Initialisation de la
fonction source (+6)

)LJXUH�������6FKpPD�VLPSOLILp�GH�O¶DOJRULWKPH�GH�6+'20�>��@

Les principales étapes de cet algorithme itératif sont :

1. Initialisation du champ de luminance au moyen de la méthode δ-Eddington (FI.

chapitre 2) le long de chaque colonne verticale d’axe ( )]]′ ,  puis décomposition de

ce champ au premier ordre sur une base d’harmoniques sphériques ;

2. Conversion en ordonnées discrètes de la fonction source ( )Ω,V-  décomposée en

harmoniques sphériques pour chaque point de la grille. Cette grandeur radiative est

homogène à une luminance, et est reliée à la fonction source ( )Ω,ˆ V-  de l’équation

(2.1), par :

( ) ( )
Ext

,ˆ
,

.
-

-
Ω=Ω V

V (3.1)

3. Calcul du champ de luminance par intégration de la fonction source le long des

ordonnées discrètes selon la technique de « l’intégration arrière », afin de prendre

en compte l’ensemble des variations du rayonnement lors de sa traversée du

milieu ;
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4. Développement sur la base des harmoniques sphériques du champ de luminance

décrit en ordonnées discrètes ;

5. Calcul d’une nouvelle fonction source sur la base des harmoniques sphériques ;

6. Réitération des étapes 2 à 5 jusqu'à ce que la différence entre les fonctions sources

issues de deux itérations successives soit inférieure à un seuil arbitraire appelé

« critère de convergence » ;

7. Evaluation de la fonction source en harmoniques sphériques selon des directions

de visée arbitraires ;

8. Intégration de l’ETR selon ces directions de visée, de façon à obtenir le champ de

luminance issu de plans de sortie prédéfinis.

La fonction source est la grandeur radiative la plus compliquée à évaluer dans les

problèmes tridimensionnels, du fait de la prise en compte de l’ensemble des radiations

arrivant de toutes les directions de l’espace en un point donné du milieu. Les harmoniques

sphériques réelles permettent d’en optimiser le calcul en réduisant le nombre d’éléments à

sommer dans l’intégrale de diffusion. La taille de la base d’harmoniques sphériques détermine

la troncature du développement de la fonction de phase en polynômes de Legendre. Si les

fonctions de phase sont piquées vers l’avant, cette troncature peut affecter les calculs de

transfert radiatif : la fonction de phase tronquée peut devenir négative pour certains angles de

diffusion. Pour y remédier, le code SHDOM peut reconditionner la fonction de phase grâce à

la méthode Delta-0 [42] où la fonction de phase est posée comme étant la somme d’un pic de

diffusion avant et d’une fonction de phase lissée. Comme une partie de la diffusion avant est

prise en compte sous la forme d’une diminution des valeurs respectives du coefficient

d’extinction et de l’albédo de diffusion simple, la contribution des phénomènes de diffusion

dans l’ETR est moins importante. De ce fait, les calculs peuvent converger plus rapidement.

Cependant, le lissage de la fonction de phase imposée par cette troncature entraîne une perte

d’information. Par exemple, les figures de diffraction sont susceptibles de disparaître.

Toutefois, lorsque l’on considère plusieurs tailles de particules, ces figures sont moyennées et

la fonction de phase renormalisée par la méthode Delta-0 est assez proche de la fonction de

phase originale. Ce point est étudié au chapitre suivant.

Le nombre d’ordonnées discrètes dépend de deux paramètres :
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� µ1  qui représente le nombre d’angles zénithaux par cellule, répartis suivant une

quadrature de Legendre-Gauss ;

� φ1  qui est le nombre maximal d’azimuts. Le nombre de coordonnées azimutales

diminue à mesure que les 
M

µ  s’approchent de 1. Les angles azimutaux sont

répartis de manière équidistante pour chaque valeur de 
M

µ .

La relation entre ces deux paramètres et la taille de la base d’harmoniques sphériques

est présentée au § 3.1.1.

La méthode d’accélération de la convergence implantée dans SHDOM repose sur

l’hypothèse que la fonction source ( )Ω,V-  converge comme une suite géométrique. Pour que

la convergence soit plus rapide, il est possible de remplacer le vecteur ( )Q-  représentant la

fonction source ( )Ω,V-  évaluée dans l’ensemble du milieu après Q itérations successives, par

[10] :

( ) ( ) ( ) ( )( )1−−+=′ QQQQ ---- ε (3.2)

où le paramètre ε  est déterminé à l’aide des propriétés géométriques de la convergence selon

les relations :

2

2
1

cos21

cos1

TT

TT

+Ψ−
+Ψ−=

Ψ
+

π

ε (3.3)

avec :

Rapport de convergence :
( )

( )1−
=

Q

Q

T
X

X
(3.4)

« Angle » de convergence : 
( ) ( )

( ) ( )11

1

cos
−−

− ⋅=Ψ
QQ

QQ

XX

XX
(3.5)

Résidu de convergence : ( ) ( ) ( )1−−= QQQ --X (3.6)

Le processus d’itération s’arrête lorsque la distance normalisée entre les vecteurs

associés respectivement à la fonction source courante et à celle calculée lors de l’itération

précédente, est inférieure à une valeur prédéfinie appelée critère de convergence. Ce résidu

normalisé est défini par la relation :
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( )
( ) ( )

( )Q

QQ

Q

-

-- 1

Sol

−−
=∆ (3.7)

Dans la suite de ce paragraphe, la technique d’évaluation de l’intégrale de diffusion au

moyen des harmoniques sphériques, et la méthode d’intégration spatiale de l’ETR de

SHDOM seront présentées.

������� (YDOXDWLRQ�GH�O¶LQWpJUDOH�GH�GLIIXVLRQ�VXU�OD�EDVH�GHV�KDUPRQLTXHV�VSKpULTXHV

Afin de simplifier le calcul de l’intégrale de diffusion, la luminance et la fonction

source sont représentées sur la base d’harmoniques sphériques réelles ( ){ }
00P

/O
P

O
<

K

K

−=
=Ω 0  selon

les relations :

( ) ( ) ( )∑ ∑
= −=

Ω≈Ω
/

O

0

0P

P

O

P

O
<55

0

, VV (3.8)

( ) ( ) ( )∑ ∑
= −=

Ω≈Ω
/

O

0

0P

P

O

P

O
<--

0

, VV (3.9)

Les harmoniques sphériques réelles sont définies par les relations suivantes [49] [10] :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )φµγφµφµ PXSPX<< P

O

P

O

P

O

P

O

P

O
=Λ==Ω , (3.10)

avec :

Facteur azimutal :  
( ) ( )
( ) ( )




≥=
<=

0sicos

0sisin

PPPX

PPPX

φφ
φφ

(3.11)

Constante de normalisation : ( )
( )
( )!

!

12

12

0 PO

POO

P

P

O +
−

+
+=
δπ

γ (3.12)

où θµ cos=  est la composante zénithale de Ω et φ sa composante azimutale, et où

les ( )µP

O
S  sont les fonctions de Legendre associées définies par :

( ) ( ) ( )µ
µ

µµ
OP

P
PP

O
SS

d

d
1 2−= (3.13)

où ( ) ( )SS
OO

=0  est le polynôme de Legendre de degré O. La relation d’orthonormalité de

cette base d’harmoniques sphériques peut s’écrire sous la forme :

( ) ( ) ’’

1

1

2

0

,,dd
PPOO

P

O

P

O << δδφµφµφµ
π

=∫ ∫
−

′
′ (3.14)
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où ML ,δ  est le symbole de Kronecker. L’intégrale (3.14) peut se réécrire selon les ordonnées

discrètes suivant la relation :

( ) ( ) ( ) PPOO

1

M

1

N

NNMM

P

OM

P

OM

P

O

P

O PXSS ′′
= =

′
′

′
′ =∑ ∑ δδφϖµµωγγ

µ φ

1 1
, (3.15)

où les 
M

ω  sont les poids de quadrature zénithale et les NM ,ϖ  sont les poids de quadrature

azimutale.

Le respect de cette relation nécessite que la troncature de la base d’harmoniques

sphériques soit liée à la résolution angulaire selon les relations (FI. annexe § 9.3) :

 1−= µ1/ (3.16)

1
2

−= φ10 (3.17)

Comme par construction la valeur de 0 ne peut dépasser celle de /, le nombre

d’azimuts est limité par :

 µφ 11 2≤ (3.18)

Durant l’étape (4) du processus itératif, le champ de luminance exprimé selon les

ordonnées discrètes, est décomposé en harmoniques sphériques. En appliquant la relation

d’orthonormalité de ces fonctions, les moments d’harmoniques sphériques de la luminance

sont exprimés par :

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫
−

Λ=ΩΩΩ=
1

1

2

04

d,,dd,
π

π

φφµφµµ VV 5PXV5<5 P

O

P

O

P

O (3.19)

Ces intégrales sont approchées par la relation :

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

Λ=
µ φ

φµφϖµω λ

1

M

1

N

NMNNMM

P

OM

P

O

M

5PX5
1

ˆ

1
,

,

,,VV (3.20)

Comme ces transformations font intervenir des séries de sinus et de cosinus, pour un

nombre important d’azimuts ( 12ˆ
, >
M

1φ ), les transformées de Fourier rapides (FFT)

permettent d’accélérer jusqu’à trois fois la vitesse de ces calculs par rapport à l’application

directe de la relation (3.20).

La fonction de phase est développée en série de polynômes de Legendre ( )Θcos
O
S

suivant la relation :
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( ) ( )∑
=

Θ≈Θ
/

O

OO
S3

0

coscos χ (3.21)

Lors de l’écriture de la grille de propriétés optiques, les coefficients du développement

en série de polynômes de Legendre de la fonction de phase sont calculés à partir de la

dépendance angulaire de ce paramètre en utilisant la relation [10] :

( ) ( ) ( )∫ ΘΘΘ




 +=

π

χ
0

cosdcoscos
2

1
OO
S3O (3.22)

En raison de la relation de normalisation de la fonction de phase, 0χ  prend

nécessairement la valeur 1. Par construction, le paramètre d’asymétrie se déduit de 1χ  selon

la relation :

3
1χ

=J (3.23)

Le théorème d’addition des harmoniques sphériques réelles relie les polynômes de

Legendre avec la base d’harmoniques sphériques réelles par la relation [50] :

( ) ( ) ( )∑
−=

ΩΩ
+

=Θ
O

OP

P

O

P

OO
<<

O
S ’

12

4
cos

π
(3.24)

La fonction de phase s’exprime donc dans la base d’harmoniques sphériques suivant la

relation :

( ) ( ) ( )∑ ∑
= −=

ΩΩ
+

=Θ
/

O

O

OP

P

O

P

O

O <<
O

3
0

’
12

4cos
χπ (3.25)

Aussi l’intégrale de diffusion se réduit-elle à la forme suivante :

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∫
= −=

Ω
+

=Ω′Ω′ΩΩ′
/

O

0

0P

P

O

P

O

OR <5
O

53
0

04 12
d,,

4
VV

χω
π

ω
π

(3.26)

et la fonction source s’écrit sur la base des harmoniques sphériques :

( ) ( ) ( ) ( )VV
V P

O

O

PO

&

P

O
5

O
/

.
-

-
12

41
ˆ

00000
Ext +

+







−+= χωδδπω (3.27)

Le premier terme correspond à l’émission isotrope des gaz (chimiluminescence) et des

particules (rayonnement thermique) tandis que le second représente l’intégrale de diffusion.

L’introduction du terme de chimiluminescence dans le modèle SHDOM sera présentée au

§ 3.2.1. Les ( )VP

O
5  sont les moments d’harmoniques sphériques de la luminance calculée lors

de l’itération précédente par intégration de la fonction source suivant les ordonnées discrètes.
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A la première itération, la luminance ( )VP

O
5  est initialisée par la méthode δ-Eddington [29] où

la fonction de phase est développée sur seulement les deux premiers termes de sa série en

polynômes de Legendre. Il faut noter que le développement de la fonction de phase en

polynômes de Legendre est de fait limité par la troncature de la base d’harmoniques

sphériques, lui-même déterminé par le nombre de coordonnées zénithales µ1 . Comme cela a

été évoqué plus haut, la méthode Delta-0 [42] (FI. annexe § 9.4) permet de corriger les

artefacts numériques induits par cette troncature.

Grâce à la base d’harmoniques sphériques, les itérations nécessitent moins

d’opérations qu’une méthode des ordonnées discrètes classique. Si 01  désigne le nombre

d’ordonnées discrètes, seules 01  opérations doivent être effectuées pour évaluer l’intégrale

de diffusion et 23
091  ( 23

031  avec les FFT) pour les conversions entre les représentations en

ordonnées discrètes et en harmoniques sphériques du champ de rayonnement. Pour une

méthode des ordonnées discrètes classique, chaque itération se déroule en 2
021  opérations

[10]. La mémoire de stockage est aussi réduite par l’usage des harmoniques sphériques. Par

exemple, si la résolution angulaire est définie avec µφ 11 2=  angles azimutaux, une méthode

des ordonnées discrètes classique utilisera 22 µ1  ordonnées discrètes pour stocker la fonction

source. Pour la même résolution angulaire, la méthode SHDOM réduit ce nombre à 2
µ1

moments d’harmoniques sphériques.

De plus, il est possible d’économiser de la mémoire en ne stockant pas les moments

d’harmoniques sphériques ( )VP

O
-  dont la valeur est nulle. Cependant, la dépendance angulaire

du champ de luminance devient de plus en plus complexe à chaque itération en raison du

couplage de l’intégration spatiale de l’ETR avec l’évaluation des phénomènes de diffusion.

De ce fait, la contribution de la diffusion dans la fonction source devient de plus en plus

anisotrope et le nombre d’harmoniques sphériques nécessaire pour décrire correctement cette

grandeur radiative augmente. Si le nombre de moments d’harmoniques sphériques utilisés

dépasse une limite prédéfinie, le développement du champ de la fonction source sur la base

des harmoniques sphériques sera tronqué. Dans ce cas, la dépendance angulaire de cette

grandeur radiative risque d’être insuffisamment décrite. Pratiquement, cette troncature ne

concerne que les moments d’harmoniques sphériques d’ordre élevé et elle n’a qu’une

influence marginale sur le résultat final.
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La grille de propriétés optiques dans laquelle l’ETR est résolue, est constituée d’un

maillage cartésien régulier et de pas constant selon l’horizontale et de pas constant ou variable

selon la verticale. Les caractéristiques du milieu sont définies aux sommets des cellules

parallélépipédiques rectangles ainsi formées et elles sont interpolées entre ces points le long

des trajets optiques. La surface supérieure de la grille, qui correspond au sommet de

l’atmosphère (« le ciel ») dans les problèmes atmosphériques, ne réfléchit ni n’émet aucun

rayonnement. La surface inférieure peut être représentée comme un « sol » lambertien dans le

cadre de cette étude. Les conditions aux limites horizontales du milieu peuvent être soit

« périodiques »,  soit « ouvertes » :

� En conditions « périodiques », le rayonnement émergeant sur une face latérale à la

frontière du milieu est prolongé sur la face opposée en tant que nouveau rayon

incident. Par conséquent, le milieu peut être représenté comme une mosaïque

infinie dont le motif est donné par la grille de propriétés. Cette option permet de

définir des milieux infinis de types « plans parallèles » ou bien des cylindres

infinis représentant une section de jet.

� En conditions « ouvertes », le rayonnement des parois verticales à la frontière du

milieu est supposé se propager parallèlement à ces dernières. Dans ce cas,

l’équation de transfert est résolue en « mode 2D ». Les cellules externes de la grille

de propriétés représentent donc l’environnement extérieur de la scène étudiée.

Les procédures d’entrée des données sont présentées en annexe (FI. annexe § 9.5).

Dans le modèle SHDOM, la méthode d’intégration spatiale de l’ETR le long des

ordonnées discrètes repose sur l’utilisation de la solution intégrale formelle donnée par la

relation (rappel de l’équation (2.99)) :

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ′Ω′







′′−+








′−Ω=Ω

′

V V

V

V

VV
0

ExtExt

0

Ext d,dexpdexp,0, V.-V.V.55 (3.28)

La Figure 3.2 montre un exemple de domaine d’intégration spatiale de l’ETR (en

géométrie 2D pour simplifier la représentation) nécessaire à l’évaluation de la luminance le

long d’une ordonnée discrète donnée.
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Points de la grille de propriétés

Points d’intégration de l’ETR

Domaine d’intégration de l’ETR

Ordonnée discrète

Point où la luminance est calculée

bords du milieu

0�

01

0�

0�

Face de sortie

X

Y

Z

)LJXUH�������&DOFXO�GH�OD�OXPLQDQFH�HQ�XQ�SRLQW�GRQQp� 00 �SRXU�XQH�RUGRQQpH�GLVFUqWH��

UHSUpVHQWDWLRQ�ELGLPHQVLRQQHOOH�GX�GRPDLQH�G¶LQWpJUDWLRQ�GH�O¶pTXDWLRQ�GH�WUDQVIHUW�UDGLDWLI

Le calcul de la luminance ( )Ω,005  au point « d’observation » 00  de la grille de

propriétés dans la direction Ω se déroule de la manière suivante :

1. Au point 00 , on associe une ligne de visée arrière de direction Ω−  dont l’extrémité

inférieure 
1

0  correspond à l’intersection entre cette ligne et les parois du milieu.

2. Cette ligne [ ]0,00
1

 est discrétisée en 1 intervalles [ ]1, −NN
00  dont les bords sont

formés par les intersections entre [ ]0,00  et les faces des cellules traversées à

l’intérieur de la grille de propriétés.

3. Les propriétés optiques et la fonction source ( )Ω′,V-  aux points { }
1NN

0
K0=  sont évaluées

par interpolation bilinéaire sur les faces des cellules considérées.

4. L’ETR est ensuite intégrée segment par segment de 00  à 
1

0  selon la technique de

l’intégration arrière.

Cette technique consiste à sommer les contributions de tous les intervalles de la ligne

de visée arrière considérée en commençant par ceux qui sont les plus proches du point

d’observation. Si on appelle ( )Ω,N5  la luminance résultant de l’intégration de l’ETR sur le
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segment [ ]0,00
N

, ( )ΩΤ ,N  le facteur de transmission entre 
N

0  et 00 , et ( )Ω− ;1,NN-  le

résultat de l’intégration de la fonction source ( )Ω,V-  sur l’intervalle [ ]1, −NN
00 , alors cette

sommation est gouvernée par les relations de récurrence suivantes :

Initialisation : ( ) ( ) ( )∫ ∫ ′Ω′











′′−=Ω=Ω

′

0

1

0

d,dexp;0,1,1 ExtExt

0

0

0

V.-V.-5 V
V

(3.29)

( ) 10 =7 (3.30)

Intégration de la fonction source sur l’intervalle [ ]1, −NN
00  :

( ) ( )∫ ∫
− −

′Ω′











′′−=Ω−

′

1 1

d,dexp;1, ExtExt

N

N

N
0

0

0

V.-V.NN- V
V

(3.31)

Facteur de transmission sur l’intervalle [ ]0,00
N

 :

( ) ( )











−Ω−Τ=ΩΤ ∫

−1

dexp,1, Ext

N

N

0

0

V.NN (3.32)

Le rayonnement émis par le segment [ ]1, −NN
00  a pour valeur au point 1−N0

( )Ω− ;1,NN-  et il est transmis dans l’intervalle [ ]01,00
N−  avec un facteur égal à ( )Ω−Τ ,1N .

Les contributions de tous les intervalles sont sommées par la relation de récurrence suivante :

( ) ( ) ( ) ( )Ω−Ω−Τ+Ω−=Ω ;1,,1,1, NN-NN5N5 (3.33)

Comme la luminance ( )Ω,
1

05  correspondant au rayonnement entrant dans le milieu

est atténuée d’un facteur ( )ΩΤ ,1 , la luminance en 00  est obtenue par la relation :

( ) ( ) ( ) ( )ΩΩ=Τ+Ω==Ω ,,,,0 1
051N1N505 (3.34)

Afin de calculer explicitement les intégrales données dans les équations (3.31) et

(3.32), les évolutions spatiales à l’intérieur des segments [ ]1, −NN
00 , du coefficient

d’extinction Ext.  et de son produit avec la fonction source ( ) Ext, .- Ω′Vλ , seront supposées

linéaires. Le choix de cette hypothèse résulte de la forme mathématique de la relation (3.31)

[10]. Dans ce cas l’épaisseur optique de l’intervalle est égale à :

( ) ( ) ( ) ( )1
1ExtExt ,

2
1, −

−+=−
NN

NN 00'
0.0.

NNτ (3.35)

où ( )1, −NN
00'  représente la distance entre les points 

N
0  et 1−N0 . Lorsque la valeur de

( )1, −NNτ  est inférieure à 2, alors la relation (3.31) s’exprime, au premier ordre, par [10] :
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( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 
























Ω−

Ω
+

Ω+Ω
×

+
−=Ω−

−

−−−

−−

−

−−

NNN

NNNNN

NNNN

NN

NN

0.0-0.

0.0-0.00'

0.0-0.0-

0.0.
H

NN-

Ext1Ext

1Ext1Ext1

1Ext1Ext

1ExtExt

1,

,

,

6

,

,,

1
;1,

τ

(3.36)

Pour les grandes épaisseurs optiques, cette formulation devient [10] :

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) 

















+
−

+
−

−









Ω−

Ω
+

Ω+Ω

×

+
−=Ω−

−

−−

−−

−

−−

−−

−

−−

1ExtExt

1,

1,

Ext1Ext

1Ext1Ext

1Ext1Ext

1ExtExt

1,

1

2

1,

2
1

,

,
2

,,

1
;1,

NN

NN

NN

NNN

NNN

NNNN

NN

NN

0.0.
H
H

NN
0.0-0.

0.0-0.

0.0-0.0-

0.0.
H

NN-

τ

τ

τ

τ

(3.37)

Dans ce cas, afin d’avoir un comportement asymptotique correct lorsque

( ) ∞→−1,NNτ , si ( ) ( )1ExtExt −≠
NN

0.0. , l’extinction de la face d’entrée de la cellule est

réajustée selon la relation [10] :

( ) ( ) ( ) ( )
( )1

1ExtExt
1ExtExt ,

4
−

−
−

−+=′
NN

NN

NN 00
0.0.

0.0.
τ

(3.38)

Si le milieu est optiquement épais, le balayage des points d’intégration

(relation (3.33)) peut être arrêté avec un risque d’erreur minimal lorsque le facteur de

transmission est inférieur à une valeur limite [47]. Evans [10] a suggéré de la fixer à 510− , ce

qui correspond à une épaisseur optique égale à 11.5 le long d’une ligne de visée. Puisque la

méthode SHDOM a été utilisée d’abord pour modéliser les vues satellitales de scènes

atmosphériques, le code original d’Evans [10] ne peut calculer, en fin du processus itératif,

que le champ de luminance émis par des plans horizontaux, c’est-à-dire parallèles au « ciel »

ou au « sol ».

La continuité des lignes de visée permet d’évaluer la propagation du rayonnement

indépendamment de la discrétisation spatiale de la grille de propriétés. La méthode

d’intégration spatiale du code SHDOM permet non seulement l’évaluation de la luminance le

long des ordonnées discrètes, mais aussi de calculer le rayonnement dans d’autres directions

que celles du schéma de quadrature utilisé, en interpolant angulairement la fonction source au

moyen de son développement en harmoniques sphériques.
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La précision des solutions de l’équation de transfert radiatif dépend fortement de la

variation spatiale de l’extinction et de la fonction source à l’intérieur du milieu. Lorsque les

gradients de la fonction source à l’intérieur d’une cellule sont trop importants dans une

direction, il est souhaitable de scinder cette dernière en deux nouvelles cellules. Les propriétés

optiques définies aux sommets de ces dernières sont évaluées par interpolation trilinéaire de la

grille de propriétés initiale. Cette fonctionnalité, appelée « grille adaptative », est activée

lorsque le « paramètre d’hétérogénéité » &, homogène à un flux sphérique, dépasse une valeur

arbitraire, appelée « critère de découpage ». La valeur de & est donnée par la relation [10] :

( )τ−−∆= e1-& (3.39)

où τ représente l’épaisseur optique moyenne de la cellule et -∆  la différence entre les

fonctions sources associées aux deux nœuds délimitant la cellule à découper. -∆  est une

grandeur moyennée angulairement suivant la relation :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ ∑

∫

= −=

−
+

=

ΩΩ−Ω
+

=∆

/

O

0

0P

P

O

P

O
-.-.

..

-.-.
..

-

0

2

22Ext11Ext
2Ext1Ext

4

2
22Ext11Ext

2Ext1Ext

4

12

d,,
4

12

VVVV
VV

VVVV
VV

π

π π (3.40)

où 1V  et 2V  désignent les positions respectives des deux nœuds de la grille délimitant la cellule

mère considérée. D’après Evans [10], le découpage de cellules n’est pas toujours la garantie

d’une précision accrue et la définition du critère de découpage n’est pas nécessairement

optimale. L’usage de cette option est peu aisé quant à la gestion de la mémoire de stockage

supplémentaire surtout dans le cas de milieux fortement hétérogènes comme les jets puisque

le nombre de grandeurs radiatives à évaluer peut augmenter rapidement au cours du processus

itératif.

����� $GDSWDWLRQV�DX�FDV�SDUWLFXOLHU�GHV�MHWV

Le tableau suivant présente, pour comparaison, les principales caractéristiques des

milieux atmosphériques pour lesquels la méthode SHDOM a été conçue par Evans [10] ainsi

que les propriétés correspondantes pour les jets.
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0LOLHX[�DWPRVSKpULTXHV -HWV�GH�PRWHXUV�IXVpHV��j
FRPSRVLWHV�DOXPLQLVpV�

Absorption, émission thermique et
diffusion des particules (gouttes

d’eau des nuages…)

Absorption, émission thermique et
diffusion des particules d’alumine

Température des particules fonction
de leur taille

3URSULpWpV
RSWLTXHV�GHV

FRQVWLWXDQWV�GX
PLOLHX

Emission thermique des gaz Emission thermique des gaz
négligeable dans l’UV

Emission de chimiluminescence des
gaz

Calculs en 1D, 2D ou 3D Calculs en 3D
Milieux infinis Milieux finis

Géométrie quelconque (⇒ grille de
propriétés cartésiennes)

Milieux axisymétriques [6] [11]

– Masquage par la tuyère et le corps
du propulseur

*pRPpWULH�GX
PLOLHX

Vue de type satellitale Vues selon tous les angles d’aspect
possibles

*UDQGHXUV�j
FDOFXOHU

Luminance
Flux hémisphériques

Luminance
Intensité

7DEOHDX�������3ULQFLSDOHV�FDUDFWpULVWLTXHV�GHV�PLOLHX[�DWPRVSKpULTXHV��PRGqOH�6+'20�RULJLQDO�>��@��HW�GHV

MHWV

La prise en compte des particules ainsi que la possibilité d’effectuer des calculs de

transfert radiatif en trois dimensions sont des fonctionnalités prévues par la méthode SHDOM

dès sa conception [10] et leur application aux jets ne pose pas de problème particulier. Il

faudra toutefois prendre garde au fait que la température des particules peut dépendre de leur

taille. En revanche l’émission de chimiluminescence des gaz représente un terme

supplémentaire dans l’ETR, qui devra être introduit dans le modèle. La géométrie des jets est

en outre fort différente de celle de l’atmosphère. A la différence des vues satellitales d’une

portion d’atmosphère planétaire supposée infinie pour lesquelles la méthode SHDOM a été

initialement conçue [10], le jet est un milieu fini dont on souhaite calculer le rayonnement

émis dans toutes les directions tant en luminance qu’en intensité. L’écriture de la grille de

propriétés ainsi que le traitement de la luminance en fin de processus itératif devront donc

prendre en compte la géométrie particulière des jets.

L’objet de ce paragraphe est donc de présenter l’ensemble des extensions permettant

d’adapter le modèle au calcul de la signature UV d’un jet de moteur-fusée. Dans un premier

temps, l’introduction du terme de chimiluminescence est présentée puis la méthode d’écriture
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de la grille de propriétés est établie. Enfin, les adaptations aux jets du calcul de la luminance

en fin du processus itératif sont présentées.

������� ,QWURGXFWLRQ�GH�O¶pPLVVLRQ�GH�FKLPLOXPLQHVFHQFH�GHV�JD]

L’ETR dans les jets a pour forme (rappel de la relation (2.12)) :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ Ω′Ω′ΩΩ′++−+Ω−=Ω
π λλλ π

ωω
4

0

Ext
00

Ext

d,,
4

ˆ
1,,

d
d1

V
V

VV 53
.
-

/55
V.

&

(3.41)

Dans cette relation, ( )V&-̂  représente la puissance volumique angulaire de

chimiluminescence émise par les gaz présents dans le jet. La valeur de ce terme dépend de la

concentration et de la température des gaz (qui peut être différente de celle des particules).

Selon la relation (3.41), le terme ( )V&-̂  est divisé par le coefficient d’extinction afin d’être

introduit dans la fonction source ( )Ω,V-  de façon à être rendu homogène à une luminance

selon la relation :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ Ω′Ω′ΩΩ′++−=Ω
π λπ

ωω
4

0

Ext
00 d,,

4

ˆ
1, V

V
V 53

.
-

/-
&

(3.42)

Dans les zones où le milieu est transparent, cette opération produit des erreurs

numériques du type « division par zéro ». Pour remédier à ce problème, il suffit d’attribuer au

coefficient d’extinction une valeur de seuil suffisamment basse pour que, dans les cellules

concernées, l’absorption et la diffusion puissent être négligées. Pour un jet de propulseur

d’une longueur O = 2 m, celle-ci peut être fixée à 15 m10 −− , ce qui correspond à un facteur de

transmission longitudinal de 510.21Ext −− −≈O.H  soit une perte de rayonnement négligeable. A

titre de comparaison, le coefficient d’extinction dans l’UV au centre de la zone de

recombustion est de l’ordre de 1m10 − .

Une autre solution aurait été d’utiliser dans le modèle la fonction source ( )Ω,ˆ V-

comme une puissance volumique angulaire définie par :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )VVV &-53/.- ˆd,,
4

1,ˆ
4

0
00Ext +



 Ω′Ω′ΩΩ′+−=Ω ∫ π λπ

ωω (3.43)

Cependant, une telle modification de la méthode SHDOM n’augmenterait pas de

manière substantielle la précision des calculs. En effet, l’utilisation d’un coefficient

d’extinction minimal ne modifie pratiquement pas la cartographie du champ de luminance.
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La puissance volumique angulaire de chimiluminescence dans l’UV est calculée selon

un modèle spectral et thermique, et elle est proportionnelle au produit de la concentration des

gaz à l’origine de cette source de rayonnement. Il existe donc deux manières d’introduire

l’émission de chimiluminescence dans la grille de propriétés :

� Introduire directement les valeurs de ( )V&-̂  dans la grille de propriétés. Cette

méthode permet de définir des profils de chimiluminescence dont la dépendance

spatiale est facilement paramétrable. Cette option est systématiquement utilisée

dans cette étude pour définir des milieux à symétrie cylindrique représentant des

sections de jets.

� Introduire dans la grille la température et les concentrations des gaz et calculer la

puissance volumique angulaire de chimiluminescence à l’intérieur du modèle

SHDOM. Cette solution est systématiquement adoptée pour les calculs de

signatures de jets. Cette technique permet de recalculer la chimiluminescence de

manière plus réaliste que la méthode précédente lorsque le découpage de cellules

est activé. Comme cette dernière fonctionnalité nécessite une mémoire de stockage

importante, elle n’a pas été utilisée pour les jets.

Des cas tests réalisés sur des exemples de jets réalistes ont montré l’équivalence de ces

deux techniques.

������� *pRPpWULH�GH�OD�JULOOH�GH�SURSULpWpV

Les codes aérothermochimiques permettent de calculer les concentrations et les

températures des constituants d’un jet de moteur-fusée, le plus souvent sous la forme de

profils axisymétriques. D’un autre côté, la géométrie cartésienne de la grille spatiale du code

SHDOM, conçue pour des milieux atmosphériques infinis, permet de bien distinguer la

discrétisation spatiale et la résolution angulaire, ce qui est un des principes fondamentaux de

la méthode SHDOM. Le but de ce paragraphe est donc de proposer un type de grille de

propriétés compatibles avec le modèle SHDOM, décrivant le plus fidèlement possible la

géométrie des jets.

Une première possibilité consiste à utiliser directement une grille de propriétés 2D de

même discrétisation spatiale que les sorties de codes aérothermochimiques. Dans ce cas, le

code SHDOM doit pouvoir utiliser un système de coordonnées cylindriques où les points sont
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repérés par leur altitude ] et leur distance radiale U par rapport à l’axe du jet. La première

abscisse ] est de type cartésien et ne pose aucun problème particulier. La compatibilité de la

méthode SHDOM avec l’abscisse radiale U doit être testée. Pour simplifier la démonstration,

la discussion sera limitée aux seules géométries circulaires 2D. La Figure 3.3 représente une

ligne de visée quelconque traversant ce milieu.

0�

Ψ 
$�2�

1�

Ω 

U�

U¶�
φ 

φ 

Ω’ 

0¶�
1¶�

Ψ 
Ψ 

U 

U0 

= ligne de visée 

)LJXUH�������/LJQH�GH�YLVpH�GH�GLUHFWLRQ�Ω�WUDYHUVDQW�DX�SRLQW�0�XQ�PLOLHX�j�V\PpWULH�FLUFXODLUH�GH�FHQWUH�2

On souhaite calculer la luminance ( )Ω,05  au point 0 dans la direction [ )00 ′=Ω .

Le point 2 correspond au centre du milieu circulaire. La droite ( )U2  désigne l’axe passant

par le centre 2 coupant perpendiculairement la ligne de visée en $. Le point 1 de la droite

( )U2  et la direction [ )11 ′=Ω′  sont obtenus par la rotation de centre 2 et d’angle Ψ−

respectivement du point 0 et de la direction de visée Ω. La droite ( )U′2  est l’axe passant par

le centre 2 et le point 0. L’angle φ désigne l’angle entre les droites ( )U′2  et ( )$0 . U et 0U

représentent les distances entre le centre 2 et respectivement les points 0 et $. Ceci étant

posé, par construction, on peut écrire :

( ) ( ) ( ) ( )φφφ ,sin,,, 0U5U51505 ==Ω′=Ω (3.44)

Ψ−=
2

πφ (3.45)
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Grâce à ces relations, il devient possible de réduire le nombre de coordonnées spatiales

et angulaires utilisées pour décrire entièrement le champ de luminance de 3 ( )φ;, \[  à 2 ( )φ,U ,

et d’utiliser directement la discrétisation spatiale du profil aérothermochimique tout en

réduisant la mémoire de stockage. Cependant, cette approximation a des conséquences sur

l’intégration spatiale de l’ETR le long de la ligne de visée considérée. L’abscisse V du point 0

sur la ligne de visée ( )$0  de direction Ω dépend de l’angle de rotation Ψ selon la relation :

φφπ
cot

2
tantan 000 UUU$0V =





 −=Ψ== (3.46)

Comme 0U  est constant le long de la ligne de visée considérée, le membre de gauche

de l’ETR devient par conséquent :

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) φφ

φφ
φ

φφφ
dcot1

,sind1

cotd

,sind

d

,d

d

,d
2

0

00

0

+
−≡≡≡Ω U5
UU

U5
V
U5

V
05

(3.47)

Cette relation n’est valable qu’à condition que la dérivation spatiale soit effectuée dans

la direction� ��/D� IRUPH�GH�FHWWH�GHUQLère relation montre qu’en coordonnées circulaires, la

discrétisation spatiale est couplée avec la résolution angulaire. L’intégration spatiale de l’ETR

devient alors très compliquée à effectuer. L’adaptation de la méthode SHDOM aux jets

nécessite donc de transformer les profils axisymétriques issus des codes aérothermochimiques

en une grille cartésienne 3D, au moyen de techniques d’interpolation spatiale telles que celles

utilisées dans cette étude et présentées dans la suite de ce paragraphe.

Pour prendre en compte l’hétérogénéité des jets, une solution serait de définir une

grille cartésienne au pas irrégulier dépendant de l’évolution locale de l’épaisseur optique et de

la fonction source. Cette technique devrait notamment permettre d’optimiser la discrétisation

spatiale dans certaines régions du jet et ainsi d’avoir une représentation plus fidèle du champ

de rayonnement. Une étude a été réalisée en ce sens dans le cas d’un jet réaliste, et cette

fonctionnalité a été ajoutée à la méthode SHDOM. Le champ de luminance en vue avant

obtenu avec ce nouveau type de grille de propriétés, reproduisant les hétérogénéités de la

grille de propriétés, n’était pas conforme à la géométrie du milieu. La solution d’utiliser une

grille régulière a donc été retenue même si celle-ci ne favorise pas les régions du jet où les

gradients du champ de luminance sont importants. Toutefois, ce type de grille évite les

aberrations géométriques dans la cartographie du champ de rayonnement provenant d’une

discrétisation spatiale lacunaire en certains endroits du milieu.
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On appelle ( )=<; ,,  la position d’un nœud quelconque de la grille de propriétés

optiques dont le pas de discrétisation spatiale est arbitraire et où ( )== ′  représente la direction

de l’axe du jet. L’interpolation du profil sur la grille 3D en ce point se déroule selon les étapes

suivantes :

1. On reporte la position des coordonnées du point ( )=<; ,,  sur le profil

axisymétrique à l’aide des relations suivantes :

==] −= 0 (3.48)

( ) ( )2
0

2
0 <<;;U −+−= (3.49)

où ( )000 ,, =<;  représente la position de l’intersection de l’axe du jet ( )00 ,<;

avec le plan de sortie de la tuyère d’équation 0== = .

2. Les concentrations et les températures des constituants du jet sont évaluées au

point ( )U],  par interpolation bilinéaire du profil axisymétrique.

3. Après avoir défini la composition du jet en tout point de la grille 3D du modèle de

transfert radiatif, les propriétés optiques du milieu sont évaluées en tenant compte

des caractéristiques des différents constituants du jet.

L’algorithme utilisé pour réaliser la deuxième opération, est présenté en annexe

(FI� annexe § 9.6).

L’émission de la tuyère (non prise en compte dans les cas tests effectués au cours de

cette étude) et le masquage par le corps du propulseur peuvent être modélisés par un ensemble

de cellules formant deux disques horizontaux, optiquement épais, centrés par rapport à l’axe

du jet et entourés de cellules transparentes. La température de ces deux disques détermine le

rayonnement qu’ils émettent. La tuyère sera donc représentée par un disque chaud et le corps

du propulseur par un disque froid. L’utilisation de cette fonctionnalité peut induire des effets

locaux de « fausse diffusion » [37] provenant des gradients importants de la fonction source et

de l’extinction au voisinage de ces disques. En effet, comme les propriétés optiques du milieu

sont interpolées entre les nœuds de la grille de propriétés, la transition entre une cellule

transparente et une autre associée au masque peut être décrite sous la forme d’une droite dont

la pente est inversement proportionnelle au pas de discrétisation spatiale. Dans ce cas, les

disques de masquages ne représentent plus vraiment un corps de propulseur ou une tuyère

mais plutôt un nuage optiquement épais évanescent sur ses bords. Cependant, ces effets
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essentiellement locaux n’ont qu’une influence marginale sur le champ de rayonnement global

du jet.

������� 7UDLWHPHQW�GH�OD�OXPLQDQFH�HQ�ILQ�GH�SURFHVVXV�LWpUDWLI

La description de la signature d’un jet de moteur-fusée suppose que le rayonnement

qu’il émet puisse être évalué non seulement sur des parois perpendiculaires à l’axe mais aussi

sur les plans parallèles à ce dernier. Dans la suite, le jet sera supposé vertical de façon à ce

que son axe de symétrie coïncide avec la direction privilégiée de la grille de propriétés, de la

quadrature des ordonnées discrètes et de la base des harmoniques sphériques. La Figure 3.4

représente la géométrie de la grille de propriétés définissant le jet.

Propulseur 

Grille de propriétés 

[�

\�

]�

2�

;�

<�

Jet 

=0�

)LJXUH�������*pRPpWULH�GH�OD�JULOOH�GH�SURSULpWpV�RSWLTXHV�GpILQLVVDQW�OH�MHW

Comme le jet est supposé axisymétrique, la connaissance du champ de rayonnement

issu de l’une des parois verticales permet d’en déduire le champ provenant des autres parois

par rotation successive de 90°. La méthode d’intégration spatiale de l’ETR à la fin du

processus itératif a été améliorée afin de pouvoir calculer le champ de luminance issu du plan

d’équation ;[ = . Les cellules situées sur les parois verticales de la grille représentent

l’atmosphère environnant le jet. Leur fonction source et leur coefficient d’extinction seront

supposés nuls dans cette étude. Ainsi, la contribution de ces parois au champ de rayonnement

est négligeable et le risque d’erreurs induit par cette adaptation est faible. Les champs de

luminance tels qu’ils seraient observés selon différents angles d’aspect sont reconstitués par

concaténation des résultats issus des plans de sorties verticaux (d’équation ;[ = ) et
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horizontaux (d’équation 0=] = ) en prenant en compte l’effet de « perspective » comme cela

est présenté sur la Figure 3.5. Dans ce cas, la discrétisation spatiale des plans de sortie, est

modifiée selon les relations :

[[[ ∆=∆=′∆ µθcos (3.50)

21sin µθ −∆=∆=′∆ ]]] (3.51)

L’intensité ( )Ω,  représente la puissance lumineuse par unité d’angle solide émise par

l’ensemble du jet dans la direction Ω. Elle est évaluée par l’intégration surfacique des champs

de luminance concaténés selon le principe présenté ci-dessus d’après la relation :

( ) ( )
( )∫∫

∫∫
′′Ω′′=′+

′′Ω=′′′=Ω

]\]\;[5

\[=]\[5,

dd;,,

dd;,, 0
(3.52)
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)LJXUH�����±�3URMHFWLRQ�GX�FKDPS�GH�UD\RQQHPHQW�VXU�XQ�SODQ�SHUSHQGLFXODLUH�j�OD�GLUHFWLRQ�G¶REVHUYDWLRQ��

FRQFDWpQDWLRQ�GHV�UpVXOWDWV�LVVXV�GH�SODQV�GH�VRUWLH�GLIIpUHQWV

����� &RQFOXVLRQ

Une méthode des ordonnées discrètes itérative 3D, développée initialement pour

l’étude des scènes atmosphériques, a été adaptée aux jets de moteur-fusée. La particularité de

ce modèle de transfert radiatif réside dans l’utilisation des harmoniques sphériques pour

évaluer l’intégrale de diffusion. Conçue pour calculer les champs de luminance plutôt que les

flux radiatifs, la méthode SHDOM paraît donc être en mesure d’évaluer la signature des jets

dans l’UV. En raison de son application première, le code SHDOM a dû être modifié de façon
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à prendre en compte les caractéristiques optiques et géométriques des jets. On a montré la

nécessité de transformer les profils axisymétriques donnant la composition des jets en grilles

cartésiennes 3D régulières. Le champ de luminance obtenu en sortie du code SHDOM fait

l’objet d’un traitement spécifique.
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Ce chapitre est consacré à la caractérisation des propriétés optiques locales des

constituants des jets de propulseurs à propergols solides composites aluminisés (gaz et

particules d’alumine) dans le domaine UV ³6RODU� %OLQG´. Dans ce domaine spectral,

l’émission des jets provient principalement du radical hydroxyle (OH), de la recombinaison

radiative du monoxyde de carbone (CO) avec l’oxygène atomique (O) et de l’émission

thermique des particules d’alumine [2]. Ces particules sont, en outre, à l’origine des

phénomènes d’absorption et de diffusion du rayonnement.

Dans une première partie (§ 4.1 et 4.2), les interactions entre le rayonnement et les gaz

(le radical OH et le système CO + O) sont étudiées pour des concentrations et des

températures représentatives du centre de la zone de post-combustion d’un jet de propulseur à

propergol solide aluminisé. Cette région du jet a été choisie car elle contribue de façon

importante à la signature UV des jets. Les mécanismes réactionnels conduisant à l’émission

dite « de chimiluminescence » de ces espèces gazeuses, sont tout d’abord identifiés. Après

une présentation succincte des propriétés spectroscopiques de OH et de CO + O, une

modélisation des interactions entre ces molécules et le rayonnement dans le domaine UV, est

proposée. Enfin, l’influence de ces dernières sur le rayonnement, est évaluée entre 240 nm et

280 nm. Dans cette étude, les ordres de grandeur des concentrations et des températures des

gaz sont estimées d’après les résultats de calcul du code aérothermochimique SPF (Standard

Plume Flowfield) [1].

Dans une seconde partie (§ 4.3), les propriétés optiques des particules d’alumine

(coefficient d’extinction, albédo de diffusion simple et fonction de phase) sont évaluées. La

théorie de Mie est utilisée pour calculer ces paramètres optiques à partir de l’indice complexe

de réfraction et de la taille des particules en supposant que ces dernières sont sphériques et

homogènes. L’indice complexe de l’alumine et les distributions granulométriques des

particules sont étudiés à l’aide des données disponibles dans la littérature. Enfin, la variabilité

des propriétés optiques des particules est évaluée en fonction des incertitudes sur la valeur de

l’indice complexe et sur la taille des particules.
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����� &KLPLOXPLQHVFHQFH�GH�2+

D’après Kolb HW�DO. [2] et Lyons HW�DO. [3], l’émission de chimiluminescence de OH

contribue au rayonnement émis par les jets dans le proche UV. Cette émission provient de la

désexcitation radiative de ( )+Σ2AOH  vers l’état fondamental ( )Π2XOH . Dans la suite, ces

états moléculaires seront notés respectivement OH* et OH. L’objet de ce paragraphe est

d’évaluer les interactions du système OH-OH* avec le rayonnement UV dans les jets en

prenant en compte la cinétique chimique de formation de OH* et les propriétés

spectroscopiques des états ( )Π2XOH  et ( )+Σ2AOH .

Dans cette partie du chapitre, les réactions chimiques conduisant à l’émission de OH*

sont identifiées. Les propriétés spectroscopiques de OH et de OH* sont utilisées afin de

calculer le coefficient d’absorption du système OH-OH* et la puissance volumique angulaire

d’émission spontanée de OH*. Ensuite, le mécanisme réactionnel de formation de OH* est

utilisé pour évaluer la population de cet état excité. Enfin, une étude des phénomènes

d’émission et d’absorption permet d’évaluer l’influence du radical OH sur la signature des jets

dans le domaine UV.

������� 0pFDQLVPH�UpDFWLRQQHO�FRQWULEXDQW�j�O¶pPLVVLRQ�GH�FKLPLOXPLQHVFHQFH�GH�2+


L’émission de chimiluminescence de OH* dépend des processus de formation et de

désactivation de OH* qui peuvent être regroupés en différentes catégories [51] :

� La formation par voie chimique de OH* ;

� La désactivation collisionnelle par une espèce gazeuse quelconque, notée 
L

M

selon la réaction :

LL
MOHM*OH +→+ (4.1)

� L’émission spontanée :

νK+→ OH*OH (4.2)

� L’absorption du rayonnement par OH :

*OHOH →+ νK (4.3)

� L’émission stimulée :

νν KK 2*OH*OH +→+ (4.4)
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� La prédissociation :

HOOH* +→ (4.5)

� Le changement de niveau rovibrationnel :

( ) ( )
LEELDD

-�-� M*OHM*OH +′′→+′′ (4.6)

L’évolution temporelle de la concentration molaire [OH*] (en mol cm-3) est régie par

l’équation cinétique suivante :

( ) 8%18%1$1'41)
W
1

2121212122
2

d

d −+−+−= (4.7)

où [ ]OH1 =1  et [ ]*OH2 =1 . ) représente la vitesse de formation de OH* par voie chimique

et 4 et '� sont les taux respectifs de désactivation collisionnelle et de prédissociation. La

population globale de l’état OH* n’est pas affectée par les échanges de niveaux

rovibrationnels dus aux collisions. Les coefficients d’Einstein 21$  (en s-1), 12%  et 21%  (en

m3 J-1 s-2) sont respectivement associés aux probabilités d’émission spontanée, d’absorption et

d’émission stimulée et 8 (en J m-3 Hz-1) est la densité de rayonnement traversant le milieu.

Comme 12
2

1
21 %

J
J

% =  où 1J  et 2J  sont les degrés de dégénérescence des états électroniques

de OH, la relation (4.7) peut être réécrite sous la forme suivante :

( ) 8%
J
J

11$'41)
W
1

12
2

1
21212

2

d

d






−+++−= (4.8)

Dans la suite de ce paragraphe, le mécanisme contribuant à la formation de OH* par

voie chimique est étudié ainsi que les processus de désactivation de cet état excité par

collision avec d’autres espèces gazeuses.

Levin HW� DO. [51] ont constaté que la température vibrationnelle de OH* pouvait

s’élever jusqu’à 7000 K et la température rotationnelle jusqu’à 3000 K, voire 4000 K dans des

plasmas hors d’équilibre thermodynamique local et des jets de moteurs-fusées à haute

altitude. L’écart entre ces deux températures peut être expliqué par l’origine chimique de

OH*. De fait, il existe un consensus pour considérer que le rayonnement produit par OH* est

essentiellement de nature chimiluminescente et non pas thermique, sauf dans le cas des

mélanges composés d’hydrogène et d’oxygène [52] [53]. Ce résultat a été confirmé par

Wolfhard et Hinke [54] dans le cas de flammes H2 + O2 + CO pour des pressions de

10 mm Hg à 20 mm Hg environ, et dans des jets de moteurs-fusées sous une pression de



90

20 mm Hg, correspondant à une altitude de 30 km environ. Différentes études ont été menées

depuis une quarantaine d’années afin de mettre en évidence le processus de formation de

OH*, en particulier dans des flammes d’hydrocarbure à basse pression. Les mécanismes

proposés par Porter HW�DO. [55] (dans des flammes d’acétylène et de méthane à basse pression)

et par Becker HW�DO. [56] privilégient la réaction suivante :

(a) *OHCOOCH 2 +→+ (4.9)

dont la constante de réaction pour des températures comprises entre 800 K et 2000 K a pour

valeur approchée [55] :

 moléculescm10.1 -11313
a

−−=N (4.10)

Cette réaction est utilisée par Dandy et Vosen [57] pour modéliser l’émission

chimiluminescente de OH* dans des flammes méthane-air. Cependant, Zeegers et Alkemade

[58] ont établi que dans les flammes d’acétylène à la pression atmosphérique, OH* provenait

plutôt de la réaction :

(b) *OHOHOHOHH 2 +→++ (4.11)

Malgré une dépendance en température constatée expérimentalement, Zeegers et

Alkemade [58] ont attribué à la constante de vitesse de cette réaction la valeur suivante :

 moléculescm10.2 -21632
b

−−=N (4.12)

D’après Wolfhard et Hinke [54], dans les jets riches en combustible, deux autres

réactions interviennent :

*OHHOHHH 2 +→++ (4.13)

*OHOHOHH 222 +→++ (4.14)

Ces auteurs ne donnent aucune constante de vitesse relative à ces réactions. Par

ailleurs, d’autres mécanismes de formation de OH* sont proposés dans la littérature, par

exemple :

� La collision entre H2O et un gaz rare (Ar ou Kr) dans un état triplet métastable

[59] ;

� La collision entre OH et une molécule d’azote dans un état excité ( )+Σ
X

3
2 AN  [60].

Cependant, d’après les données issues des codes aérothermochimiques disponibles, il

est difficile de connaître la concentration exacte de tous ces réactifs. Pour conclure, d’après
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Lyons HW�DO. [3], le mécanisme de formation de OH* le plus probable dans les jets de moteur-

fusée à basse altitude est celui représenté par la réaction (4.11). En effet, les conditions de

pression sont dans ce cas, proches des expériences réalisées par Zeegers et Alkemade [58].

Les constantes 
L
N  (en cm3 mol-1 s-1) de désactivation collisionnelle de OH* (FI.

réaction 4.1) dépendent des sections efficaces 
L

σ  associées aux différentes espèces gazeuses

L
M  et de la température des gaz selon les relations [57], [61] :

[ ]∑=












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+=
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OH

OH

σ

π
σ

(4.15)

où les sections efficaces de désactivation 
L

σ  sont exprimées en Å2. D’après Garland et

Crosley [61], l’évolution de ces grandeurs est telle que les constantes de réactions diminuent

avec la température. En effet, ce mode de désexcitation de OH* nécessite des forces

d’attraction entre les molécules, et plus l’énergie des collisions est basse, plus longtemps les

molécules restent dans le puits de potentiel à l’intérieur duquel OH* cède son énergie

électronique à 
L

M . Les sections efficaces 
L

σ  calculées par Garland et Crosley [61] sont

utilisées comme valeurs de référence dans les milieux chauds [57]. Celles associées aux

principaux gaz présents dans les jets sont présentées sur le tableau suivant :

Température (K) 500. 1000. 1500. 2000. 2500.

NOσ  (Å2) 32. 20. 14. 11. 8.5

COσ  (Å2) 28. 16. 11. 7.7 5.7

2COσ  (Å2) 37. 20. 14. 9.6 7.1

OH2
σ  (Å2) 62. 38. 28. 21. 17.

2Nσ  (Å2) 1.8 0.8 0.5 0.3 0.2

2Oσ  (Å2) 14. 8.9 6.5 4.9 3.8
7DEOHDX�����±�6HFWLRQV�HIILFDFHV�GH�GpVDFWLYDWLRQ�GH�OH*�SDU�GHV�JD]�SUpVHQWV�GDQV�XQ�MHW�GH�PRWHXU�IXVpH�>��@

D’autres auteurs ont évalué les sections efficaces 
L

σ  associées à d’autres espèces

chimiques comme NH3, N2O, des terres rares, des hydrocarbures légers, HWF. Daily [62]

diffuse sur Internet une revue exhaustive de ces grandeurs physiques. Cependant, les données
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présentées dans cette compilation ne sont pas exploitables dans le cas des jets chauds car la

plupart d’entre elles ne sont valables qu’à température ambiante (298 K).

������� 3URSULpWpV�VSHFWURVFRSLTXHV�GH�2+�HW�GH�2+


L’objet de ce paragraphe est de décrire succinctement les propriétés des niveaux

électroniques de OH et de présenter les hypothèses permettant d’évaluer l’intensité de chaque

transition en s’appuyant sur la description par Herzberg [63] des caractéristiques physiques

des molécules diatomiques.

L’état électronique d’une molécule est caractérisé par le moment cinétique orbital du

nuage électronique. Pour ( )+Σ2AOH  et ( )Π2XOH , celui-ci vaut respectivement 0=Λ  et

1=Λ . L’exposant 212 =+6  correspond à la multiplicité du spin 21=6  des électrons.

Lorsque Λ > 0, il existe un champ magnétique interne induit par la rotation des électrons.

Celui-ci est à l’origine d’une précession du spin dans la direction de l’axe internucléaire avec

une composante constante donnée par le nombre quantique Σ qui, pour ( )Π2XOH , prend la

valeur 21+  et 21− . Le nombre quantique du moment angulaire électronique total autour de

l’axe internucléaire Σ+Λ=Ω  permet de décrire la levée de dégénérescence du spin du

doublet ( )Π2XOH . Pour cette molécule, Ω peut prendre les valeurs 21  et 23 , et les deux

états électroniques associés sont notés respectivement ( )21
2XOH Π  et ( )23

2XOH Π .

Pour les vibrations et les rotations d’une molécule dans les différents niveaux

électroniques, on utilise le modèle du rotateur vibrant et on pose :

L+




 +−





 +=

2

2

1

2

1 νωνων HHH
[* (4.16)

( ) ( ) ( )22 11 +−+= --'--%-I ννν (4.17)

où ν désigne les différents niveaux vibrationnels et Ω≥- � le moment cinétique total de

rotation des noyaux. Si 1 désigne le moment de rotation nucléaire, alors on peut écrire pour

les doublets ( )+Σ2AOH , ( )21
2XOH Π  et ( )23

2XOH Π  :

Ω+= 1-  (4.18)

Cette présence du spin électronique dans le moment cinétique total est à l’origine du

dédoublement des niveaux rotationnels. Les valeurs des constantes 
H

ω  et 
HH
[ω  pour
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( )+Σ2AOH  et ( )Π2XOH  sont fournies par Herzberg [63], tandis que les énergies des niveaux

rovibrationnels ont été évaluées par Coxon [64] en ajustant des lois polynomiales du type des

relations (4.16) et (4.17) à des données expérimentales tirées de la littérature.

Les transitions +
=Ω Σ↔Π 2

23,21
2  obéissent aux règles suivantes :

Moment cinétique total : 1,0 ±=′′−′=∆ --- (4.19)

Conservation du spin électronique : 0=∆ 6 (4.20)

avec la restriction que les transitions 00 =′′↔=′ --  sont interdites.

L’intensité des raies est déterminée par les coefficients d’Einstein qui sont évalués à

partir des intégrales de recouvrement des fonctions d’onde de l’état excité et de l’état

fondamental. Ces dernières peuvent être décomposées en produit d’une fonction électronique

et d’une fonction rovibrationnelle selon la relation [63] :

( ) ( ) ( )UUUUU
-HHH νψψψ ,, =  (4.21)

où U et 
H
U  représentent les positions respectives des 2 noyaux (c’est-à-dire la distance

internucléaire) et des 9 électrons. Les transitions électroniques sont caractérisées par un

opérateur moment dipolaire ( )
HH
UU0 , .  A partir de cette grandeur, on peut définir un moment

de transition électronique par la relation [65] :

( ) ( ) ( ) ( )∫ ′′′=
HHHHHHHH
UUUUU0UUU5 d,,, ψψ (4.22)

La probabilité de transition entre deux niveaux rovibrationnels est donnée par la

relation [65] :

( ) ( ) ( )
2

0

d∫
∞

′′′′′′
′′
′′′′ = UUU5US

-H-

-

- νν
ν
ν ψψ (4.23)

Le taux d’émission spontanée (en s-1) de l’état ( )
- ′′

+Σ ν
2  vers l’état ( )

- ′′′′=ΩΠ
ν23,21

2 ,

représenté par le coefficient d’Einstein -
-

$ ′′
′′′′

ν
ν  ( 21$ ), dépend de la probabilité de transition

selon la relation [65] :

( )
123

64 3

3

4

+′
=

′
′′′′

′′′′
′′
′′′′

′′
′′′′ -

6
S
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$

-

--

-

-

-

-

-

ν
ν

ν
ν

ν
ν νπ

(4.24)

où -

-

′′
′′′′′

ν
νν  représente la fréquence du rayonnement émis et -

-
6 ′

′′  l’intensité de la raie

rotationnelle qui est normalisée par la relation [65] :



94

12 +=∑
′′

′
′′ -6

-

-

-
(4.25)

La puissance lumineuse émise par une molécule pour une raie donnée est égale au

produit de l’énergie du photon émis par le taux d’émission selon la relation [63] :

-

-

-

-

--

-

( $KQ3 ′′
′′′′

′′
′′′′

′′′′
′′′′ = ν

ν
ν
ν

νν
ν ν (4.26)

où -Q ′′ν  représente la population du niveau rovibrationnel associé de OH*. En prenant en

compte la concentration de OH*, la puissance volumique angulaire émise par cette espèce, est

donnée par la relation :

[ ] -

-

-

-

-

$

-

-

( $KQ1, ′′
′′′′

′′
′′′′

′′′′
′′′′ = ν

ν
ν
ν

νν
ν ν

π
*OH

4

1
(4.27)

où 
$

1  est le nombre d’Avogadro. Si on considère un profil spectral des raies ( )-

-
3 ′′

′′′′
ν
ννν , ,

l’émission spontanée de OH* est exprimée en puissance volumique angulaire spectrale par la

relation :
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La nature de ce profil spectral est discutée au paragraphe suivant.

L’absorption d’un rayonnement incident est régie par le coefficient d’Einstein -

-
% ′′

′′′′
ν
ν

( 12% ) qui est relié à -

-
$ ′′

′′′′
ν
ν  par la relation [65] :
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Si ( ) ( )∫ ΩΩ= ′′
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-

-

-

5
F

8  représente la densité d’énergie spectrale à la fréquence

de transition -

-

′′
′′′′

ν
νν  et 

-
Q ′′′′ν  la population du niveau rovibrationnel de OH considéré, l’énergie

absorbée par molécule, diminuée de l’émission stimulée a pour valeur [63] :
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La puissance volumique angulaire absorbée localement est exprimée par la relation :
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En prenant en compte le profil des raies, on a :
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Le coefficient d’absorption de OH est donc défini par la relation :

[ ] ( )

[ ] ( )


















−
=

∑

∑

′′′′→′′

′′
′′′′

′′
′′′′

′′
′′′′

′′′′

′′
′′

′′→′′′′

′′
′′′′

′′
′′′′

′′
′′′′′′′′

--

-

-

-

-

-

-

-

-

-

$

--

-

-

-

-

-

--$

$

3K%
J
J

Q1

3K%Q1

F
1

.

νν

ν
ν

ν
ν

ν
ν

ν

ν
ν

νν

ν
ν

ν
ν

ν
νν

ννν

ννν

,*OH

,OH

OH
Abs (4.33)

������� (YDOXDWLRQ�GX�UD\RQQHPHQW�pPLV�HW�DEVRUEp�SDU�2+

L’objet de ce paragraphe est d’évaluer les ordres de grandeur typiques des

concentrations de OH et de OH* dans la zone de postcombustion d’un jet de propulseur à

propergol solide composite en utilisant les données aérothermochimiques issues du code SPF

[1] et d’en déduire l’influence des interactions entre ces espèces gazeuses et le rayonnement

UV du jet. Dans cette région du jet, il règne une température de translation d’environ 2500 K,

la pression est de l’ordre de 1 atm et les valeurs des concentrations des principales espèces

gazeuses sont :

[OH] = 1. 10-7 mol cm-3, [H] = 1. 10-7 mol cm-3, [CO] = 5. 10-7 mol cm-3,

[CO2] = 3.5 10-7 mol cm-3, [O] = 2.5 10-8 mol cm-3, [H2O] = 1. 10-6 mol cm-3,

[NO] = 1. 10-9 mol cm-3, [HCl] = 3.5 10-7 mol cm-3.

Les particules d’alumine sont considérées comme une phase condensée distincte des

espèces gazeuses puisqu’elles sont traitées ainsi dans le code SPF. En raison de l’absence de

données supplémentaires, le reste des molécules gazeuses majoritaires (de concentration

d’environ 2.5 10-6 mol cm-3) sera supposé être constitué de N2. La prise en compte, dans ces

molécules restantes de 20% de O2, ne modifie pas sensiblement les résultats présentés ci-

dessous. Outre ces données, la population de l’état OH* sera supposée très faible devant celle

de OH. Cette hypothèse, qui sera vérifiée plus bas, permet de :

� Considérer que la concentration [OH] est indépendante de la concentration [OH*]
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� Négliger l’influence de l’émission stimulée devant l’absorption dans l’évaluation

de [OH*] (FI�� relation (4.8)) et dans le calcul du coefficient d’absorption (FI�

relation (4.33)).

Les coefficients d’Einstein rovibrationnels utilisés dans cette étude ont été calculés par

Chidsey et Crosley [65] et par Dimpfl et Kinsey [66] pour les bandes vibrationnelles 0-0, 1-0

et 1-1. Les coefficients d’Einstein vibrationnels ν
ν

′
′′$  mesurés par Crosley et Lengel [67] ont

été utilisés pour déterminer l’influence relative de 13 bandes vibrationnelles comprises entre

260 nm et 360 nm, sur l’émission et l’absorption de OH.

D’après la réaction (4.11), la vitesse de formation de OH* par voie chimique est

donnée par la relation :

[ ][ ]2OHH.) = (4.34)

soit  ) = 6 10-6 mol cm-3 s-1 environ au centre de la zone de post-combustion. Pour mettre en

évidence le rôle de l’absorption dans la formation de OH* (FI. réaction (4.3)), il est nécessaire

de comparer la valeur du terme ) avec celle de 121%1  qui représente le taux de formation de

cet état excité par absorption. Pour effectuer cette comparaison, il est intéressant d’évaluer la

quantité de rayonnement nécessaire pour obtenir un taux de formation par absorption

comparable à la valeur de ). Cette énergie radiative sera ensuite comparée aux valeurs des

luminances émises par un jet dans l’UV. D’après Dimpfl et Kinsey [66], la valeur de 12%  est

inférieure à 1018 m3 J-1 s-2. Ainsi, en prenant en compte la concentration de OH, la valeur de 8

devrait donc être supérieure à 6 10-17 J m-3 Hz-1, soit 2 10-1 J m-3 µm-1 ou encore une

luminance de 5 106 W m-2 µm-1 sr-1, ce qui est plus grand de plusieurs ordres de grandeurs que

le rayonnement effectivement émis par les jets. L’absorption de OH n’a donc pratiquement

aucune influence sur la formation de OH*.

A l’aide de la relation (4.15), le taux de désexcitation radiative de OH* (FI. réaction

(4.1)) a été estimé à environ 4 = 4 108 s-1, soit trois ordres de grandeurs de plus que les

coefficients d’Einstein 21$ . Ainsi, la désactivation collisionnelle est prépondérante sur

l’émission spontanée. Par comparaison, on obtient un taux de prédissociation ' (FI. réaction

(4.5)) équivalent à 4 lorsque 5.31’>-  pour 0=′ν , 5.22’>-  pour 1=′ν  et 5.12’>-  pour

2=′ν  [51]. La population relative des niveaux rovibrationnels est représentée sur le tableau

suivant pour une température vibrationnelle de 7000 K et rotationnelle de 3000 K.
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0=′ν 1=′ν 2=′ν
1LYHDX�URWDWLRQQHO 0=′- 5.30=′- 0=′- 5.22=′- 0=′- 5.12=′-
3RSXODWLRQ�UHODWLYH 1 0.001 0.54 0.01 0.30 0.01

7DEOHDX�����±�3RSXODWLRQ�GHV�QLYHDX[�URWDWLRQQHOV�SRXU�XQH�WHPSpUDWXUH�YLEUDWLRQQHOOH�GH�7000 K�HW

URWDWLRQQHOOH�GH�3000 K

Les niveaux rovibrationnels qui ne sont pas concernés par la prédissociation de OH*

sont majoritairement peuplés. C’est pourquoi la valeur de [OH*] sera supposée ne pas

dépendre de cette réaction. Le caractère prédissociatif des autres niveaux peut être pris en

compte dans le calcul des interactions entre OH* et le rayonnement sous la forme d’absence

d’émission des bandes spectrales associées.

D’après ces résultats, la formation par voie chimique et la désactivation collisionnelle

sont les phénomènes prédominants dans la cinétique de OH*. En appliquant le principe

d’évolution quasi-stationnaire (
[ ] [ ] 0*OH

d

*OHd ≡−= 4)
W

) [68], la concentration de OH* a

donc pour valeur [ ] ==
4
)

*OH 1.5 10-14 mol cm-3. L’hypothèse consistant à supposer que

[OH*] est très faible devant [OH] est ainsi vérifiée.

Le temps moyen entre deux échanges de niveaux rovibrationnels (FI. réaction (4.6)) est

de l’ordre de la nanoseconde [51] puisque les sections efficaces associées à ce phénomène

sont comparables à celles associées à la désactivation collisionnelle électronique 
L

σ . Cette

durée est plus faible de trois ordres de grandeurs environ que le temps de vie radiatif de OH*.

Mais les probabilités de transition dépendent de la nature de l’échange de niveaux provoqué

par la collision. D’après les résultats expérimentaux de Levin HW� DO. [51], les niveaux

rovibrationnels se répartissent selon une température vibrationnelle plus élevée (pouvant

atteindre 7000 K) que la température rotationnelle (3000 K environ). Comme la redistribution

rotationnelle est efficace, la température de rotation sera supposée égale à la température de

translation.

Dans la suite de ce paragraphe, le rôle de l’absorption de OH dans l’ETR est estimé et

la puissance volumique angulaire émise par OH* est évaluée pour les concentrations de OH et

de OH* déterminées ci-dessus et dans une gamme de températures représentatives de celles

existant dans les jets.

Le profil spectral des raies ( )-

-
3 ′′

′′′′
ν
ννν ,  provient de deux phénomènes :
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� La durée de vie des états - ′′ντ  (en secondes) qui est à l’origine des profils Lorentz ;

� La vitesse d’agitation des molécules qui se manifeste par l’élargissement Doppler.

Le profil Lorentz est exprimé par une relation du type :
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La largeur à mi-hauteur du profil Lorentz a pour valeur :

-/ ′′=∆ ντπ
ν

2
1

(4.36)

D’après les résultats présentés ci-dessus, la durée de vie des niveaux rovibrationnels

de OH* est de quelques nanosecondes. De ce fait, la largeur Lorentz est légèrement inférieure

à 1 GHz.

Le profil Doppler dépend de la température de translation 7 selon la relation :
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La largeur Doppler à mi-hauteur est égale par conséquent à :

-

-

E-

-'
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F0
75 ′′

′′
−′′

′′′′ ==∆ ν
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ν
ν ννν 7

2
OH

10.737.12ln
2

2 (4.38)

où 
E

5  est la constante des gaz parfaits et OH0  = 0.017 kg mol-1 la masse molaire de OH.

-

-

′′
′′

ν
νν  et ν

'
∆  sont exprimés dans la même unité spectrale et la température translationnelle 7

est en kelvins. Cet élargissement spectral est, dans le domaine UV, proche de 10 GHz, ce qui

est plus grand que la largeur Lorentz. En première approximation, le profil de raie sera donc

supposé être de type Doppler.

La Figure 4.1 représente le coefficient d’absorption molaire de OH évalué pour les

bandes 0-0, 1-0 et 1-1. Les données aérothermochimiques disponibles fournissent la

température de translation des gaz. Aucune information sur les températures vibrationnelles et

rotationnelles n’est explicitement fournie. Comme la molécule OH est un radical très réactif

formé par voie chimique, ces grandeurs sont difficiles à évaluer. C’est pourquoi la gamme de
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températures rotationnelles et vibrationnelles utilisée ici est semblable à celle déterminée par

Levin HW�DO. [51] pour OH*.

)LJXUH������±�&RHIILFLHQW�G¶DEVRUSWLRQ�PRODLUH�GH�OH�HQ�IRQFWLRQ�GH�OD�ORQJXHXU�G¶RQGH�SRXU�GLIIpUHQWHV

WHPSpUDWXUHV�URWDWLRQQHOOHV�HW�YLEUDWLRQQHOOHV

L’absorption molaire diminue avec la température rotationnelle. L’influence de la

bande 1-1 est prépondérante entre 310 nm et 320 nm. Dans ce domaine spectral, l’absorption

est très sensible à la température vibrationnelle car, contrairement aux deux autres, la bande

1-1 dépend de la population du niveau 1=′′ν . Sur les courbes présentés ici, seules trois

bandes en dehors du domaine spectral ³6RODU�%OLQG´ ont été prises en compte. A partir des

données fournies par Crosley et Lengel [67], il est possible de comparer l’absorption des

bandes vibrationnelles comprises entre 240 nm et 280 nm, à celle de la bande 0-0.

)LJXUH��������&RHIILFLHQWV�G¶DEVRUSWLRQ�UHODWLIV�j�OD�EDQGH�0-0�GHV�EDQGHV�GH�OH

D’après les résultats présentés sur la Figure 4.2., le coefficient d’absorption des bandes

2-0, 3-0 et 3-1 ne représente au plus que 7% de celui de la bande 0-0, c’est pourquoi il est

majoré par 105 m-1 (mol cm-3)-1. Comme la concentration de OH est de l’ordre de

10-7 mol cm-3, le coefficient d’absorption de OH est donc inférieur à 0.01 m-1. En raison de la
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faiblesse de cette valeur et comme la longueur d’un jet de propulseur est au plus de quelques

mètres et son diamètre de quelques centimètres, l’absorption de OH est négligeable dans

l’ETR.

La Figure 4.3 représente la puissance volumique molaire spectrale émise par les

bandes 0-0, 1-0 et 1-1 pour une gamme de températures rotationnelles et vibrationnelles de

OH*, représentative des jets de moteurs-fusées [51].

)LJXUH������±�3XLVVDQFH�YROXPLTXH�DQJXODLUH�PRODLUH�VSHFWUDOH�pPLVH�SDU�OH*�SRXU�GLIIpUHQWHV�WHPSpUDWXUHV

URWDWLRQQHOOHV�HW�YLEUDWLRQQHOOHV��EDQGHV����������HW�����

Le rayonnement émis par OH* diminue avec la température rotationnelle.

L’augmentation de l’émission de la bande 1-0 (entre 280 nm et 295 nm de longueur d’onde)

est liée au peuplement du niveau 1=′ν  tandis que la diminution de l’intensité des raies autour

de 305 nm de longueur d’onde (bande 0-0) provient du dépeuplement du niveau 0=′ν .

La Figure 4.4 représente la dépendance en température de la puissance volumique

molaire émise par les bandes 0-0, 1-0 et 1-1 de OH* intégrée entre 275 nm et 340 nm de

longueur d’onde. Cette intégration spectrale est rendue possible par l’hypothèse que OH

n’absorbe pas.
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)LJXUH������±�(YROXWLRQ�HQ�WHPSpUDWXUH�GH�OD�SXLVVDQFH�YROXPLTXH�PRODLUH�pPLVH�SDU�OH*�LQWpJUpH�HQWUH�275 nm

HW 340 nm��EDQGHV����������HW�����

La puissance lumineuse émise par OH* diminue avec la température rotationnelle et

vibrationnelle. Le rapport entre l’émission des principales bandes vibrationnelles avec celle de

la bande 0-0, calculé à l’aide des coefficients d’Einstein ν
ν

′
′′$  vibrationnels de Crosley et

Lengel [67], est présenté sur la Figure 4.5.

)LJXUH������±�,QWHQVLWp�UHODWLYH�j�OD�EDQGH�0-0�GHV�EDQGHV�YLEUDWLRQQHOOHV�G¶pPLVVLRQ�GH�OH*

Les bandes appartenant au domaine spectral situé entre 240 nm et 280 nm sont 2-0,

3-0 et 3-1. Leur intensité ne dépasse pas 4% de celle de la bande 0-0. Or d’après la Figure 4.4,

l’émission des bandes 0-0, 1-0 et 1-1 est de l’ordre de 3.1014 W m-2 sr-1 (mol cm-3)-1. Par

comparaison entre la Figure 4.4 et la Figure 4.5, l’émission est donc inférieure à

1013 W m-3 sr-1 (mol cm-3)-1 dans le domaine ³6RODU�%OLQG´. Dans la zone de postcombustion,

la concentration de OH* est de 1.5 10-14 mol-1 cm-3 environ, ainsi l’émission de

chimiluminescence dans le domaine ³6RODU�%OLQG´ sera majorée par la valeur 0.15 W m-3 sr-1



102

entre 240 nm et 280 nm de longueur d’onde. Si on souhaite prendre en compte la

prédissociation des niveaux 2≥′ν , alors cette limite supérieure doit encore être diminuée.

����� &KLPLOXPLQHVFHQFH�GH�&2�2

D’après Kolb HW�DO. [2] et Lyons HW�DO. [3], l’émission de chimiluminescence provenant

de la recombinaison radiative de CO et de O, appelée « émission de flamme bleue de

CO + O », contribue au rayonnement émis par les jets dans l’ultraviolet moyen selon le bilan

réactionnel :

νK+→+ 2COOCO (4.39)

L’objet de ce paragraphe est de décrire et de quantifier l’émission de rayonnement

provoquée par cette réaction. Dans un premier temps, le mécanisme réactionnel est étudié.

Les caractéristiques du spectre d’émission sont ensuite présentées succinctement. Enfin, les

interactions entre le « système » CO + O et le rayonnement sont évaluées à l’aide d’un

modèle semi-empirique construit à partir de données disponibles dans la littérature.

������� 0pFDQLVPH�UpDFWLRQQHO

L’étude de la réaction (4.39) par Clyne et Trush [69] dans des tubes à décharge à

température ambiante (293 K) ainsi que les expériences de Grillo et Slack [70] dans des ondes

de choc à haute température (3000 K) ont fait apparaître que l’intensité du rayonnement était

proportionnelle au produit entre la concentration de CO et celle de O. Ce résultat confirme

que cette émission est produite par la recombinaison radiative de CO et de O. Connaissant les

états moléculaires de CO2, dont la corrélation [71] est représentée sur la Figure 4.6, il est

possible d’établir le mécanisme conduisant à l’émission de chimiluminescence de CO + O

suivant les réactions [72] [73] :

( ) ( ) ( )2
3

2
31 BCOPOXCO ↔+Σ+ (4.40)

( ) ( )2
1

22
3

2 BCOBCO ↔ (4.41)

( ) ( ) νK
J

+Σ→ +1
22

1
2 XCOBCO (4.42)

( ) ( ) MXCOMBCO 1
22

1
2 +Σ→+ +

J
(4.43)

La règle de conservation des spins impose qu’après la recombinaison de CO + O, CO2

soit dans un état triplet (réaction (4.40)). Après une transition « interdite » triplet-singulet

(réaction (4.41)), ( )2
1

2 BCO  est désexcité par l’émission d’un photon (réaction (4.42)) ou bien
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par collision (réaction (4.43)). La présence dans ce mécanisme réactionnel de l’absorption de

( )+Σ
J

1
2 XCO  (inverse de la réaction (4.42)) n’est pas envisagée dans la littérature car, après

l’émission du photon, le niveau d’énergie rovibrationnelle de ( )+Σ
J

1
2 XCO  est très élevé.

Eremin et Ziborov [73] ont étudié le mécanisme de la recombinaison radiative de CO + O

dans le cas d’ondes de choc (sous 0.4 MPa à 3.5 MPa de pression) à haute température (de

2600 K à 4600 K). Ces auteurs ont mis en évidence l’existence d’un autre canal réactionnel

permettant la recombinaison directe de CO + O dans l’état moléculaire ( )2
1

2 BCO  lorsque la

température des gaz dépasse 3000 K, selon la réaction :

( ) ( ) ( )2
1

2
11 BCODOXCO ↔+Σ+ (4.44)

D’après les expériences réalisées par Pravilov HW DO. [74] dans une sphère de 146 mm

de diamètre, la réaction (4.40) ne dépend ni de la nature ni de la pression d’un troisième corps

(He, Ar ou N2 sous une pression partielle inférieure à 10 torr = 13 hPa et à 293 K) [72].

D’après l’étude effectuée par Slack et Grillo [75] dans des tubes à chocs, la désactivation

collisionnelle de l’intensité émise par CO + O par O2 [72] est négligeable dans des conditions

de température proches de celles rencontrées dans les jets (7 > 1300 K).

( )+Σ
J

1
2 XCO

( )1
1

2 ACO

( )2
3

2 BCO

( )2
1

2 BCO

( )+Σ
X

3
2CO

( )
X

∆1
2CO

( ) ( )+Σ+ 13 XCOPO

( ) ( )+Σ+ 11 XCODO

E

Linéaire Dissociée

νK

Non linéaire

)LJXUH�������&RUUpODWLRQ�GHV�pWDWV�PROpFXODLUHV�GH�CO��O�HW�CO2��OHV�QLYHDX[�G¶pQHUJLH�QH�VRQW�SDV�j�O¶pFKHOOH�

>��@
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������� 3URSULpWpV�VSHFWURVFRSLTXHV�GH�&2�

Dans ce paragraphe, les propriétés spectroscopiques de ( )+Σ
J

1
2 XCO  (molécule

linéaire) et de ( )2
1

2 BCO  (molécule non linéaire), sont décrites succinctement afin de mettre

en évidence les principales caractéristiques spectrales des transitions entre ces deux états

moléculaires dans le domaine UV.

Dans ses différents états moléculaires, CO2 est caractérisé par trois modes de

vibration : symétrique, transverse et antisymétrique [76]. Lorsque la molécule est linéaire, le

deuxième mode de vibration est dégénéré pour des raisons de symétrie et, de ce fait, il est

nécessaire d’adjoindre à ce mode un moment angulaire de vibration noté O. En première

approximation, les niveaux vibrationnels de ( )+Σ
J

1
2 XCO  possèdent la structure rotationnelle

suivante [76] :

( ) ( )1+′′=′′ --%-I (4.45)

avec une constante % ′′  dépendant du niveau vibrationnel et du moment angulaire de vibration.

Comme le spin des atomes O16  est nul, ceux-ci obéissent à la statistique de Bose-Einstein et,

de ce fait, l’existence de certains niveaux rovibrationnels dépend de la parité du nombre

quantique - [76].

Dans son état excité, ( )2
1

2 BCO  est une molécule non linéaire dont l’angle de valence

est égal à (122 ± 2)° [76]. Comme cet angle est supérieur à 110°, la molécule se comporte, en

première approximation, comme une toupie symétrique dont les niveaux rotationnels sont

répartis selon les relations [76] :

( ) ( ) ( ) 21 .%$--%-I ′−′++′=′ (4.46)

2

&%
%

′+′
=′ (4.47)

Le nombre quantique . représente la projection du moment cinétique sur l’axe de

symétrie de ( )2
1

2 BCO . Cette grandeur est similaire au moment angulaire de vibration O de

l’état fondamental [76].

Les transitions avec 1,0 ±=∆-  et 1,0 ±=∆.  sont toutes autorisées, sauf les

transitions parallèles telles que 0==∆=∆ .-.  [76]. Comme les valeurs des coefficients

( )%$ ′−′ = (4.9 ± 0.5) cm-1 [76] et % ′  = 0.426 cm-1 [76] sont petites et que les transitions
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entre les niveaux rovibrationnels sont nombreuses, la densité des raies est très importante. De

ce fait, le calcul direct du spectre d’émission de la transition ( )+Σ
J

1
2 XCO - ( )2

1
2 BCO  est

particulièrement long et fastidieux. Or la signature UV des jets de moteurs-fusées est, dans

cette étude, intégrée entre 240 nm et 280 nm. C’est pourquoi il n’est pas indispensable

d’évaluer les interactions entre la matière et le rayonnement à haute résolution spectrale. Ces

phénomènes physiques seront donc estimés par des lois semi-empiriques construites à partir

de données expérimentales proposées par la littérature.

������� (YDOXDWLRQ�GX�UD\RQQHPHQW�pPLV�HW�DEVRUEp�SDU�&2�

L’objet de ce paragraphe est la construction, à partir de données expérimentales

proposées par la littérature, de lois semi-empiriques permettant d’évaluer les interactions entre

le rayonnement et le système ( )+Σ
J

1
2 XCO - ( )2

1
2 BCO  dans le domaine UV. La contribution de

l’absorption de ( )+Σ
J

1
2 XCO  dans l’ETR a été tout d’abord estimée. Enfin, une loi permettant

de calculer la puissance volumique angulaire émise par CO + O est proposée.

L’absorption de la molécule ( )+Σ
J

1
2 XCO  dans un domaine spectral compris entre l’UV

lointain (140 nm de longueur d’onde) et le proche UV se traduit par l’excitation de cette

espèce dans l’état ( )2
1

2 BCO  [77]. Eremin HW� DO. [78] ont évalué expérimentalement le

coefficient d’absorption pour une longueur d’onde de (285.5 ± 6.6) nm en prenant en compte

la relation suivante :

( )[ ] ( )
=

7N
.

J

1CO
Eff

1
2

CO
Abs

exp
XCO 22

εσ −Σ= + (4.48)

où = est la fonction de partition vibrationnelle définie par la relation :

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]777
=

3
2

21 exp1exp1exp1

1

Θ−−Θ−−Θ−−
= (4.49)

avec 1Θ  = 1997 K, 2Θ  = 960 K et 3Θ  = 3380 K. 2CO
Effσ  est la section efficace effective

d’absorption et 1ε  représente l’énergie du niveau fondamental de la transition. D’après les

mesures d’Eremin HW� DO. [78] dans des ondes de chocs entre 1700 K et 3000 K sous des

pressions de 13 atm à 32 atm, ces deux grandeurs ont pour valeurs respectives

2CO
Effσ  = (5 ± 2) 10-17 cm2 et 1ε = (1.62 ± 0.03) eV. En utilisant les ordres de grandeurs de

température et de concentrations présentés dans l’étude de OH, on obtient un coefficient
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d’absorption de l’ordre de 0.02 m-1. En supposant que ce paramètre optique varie peu entre

240 nm et 280 nm de longueur d’onde, on peut considérer que l’absorption de ( )+Σ
J

1
2 XCO  n’a

pas d’influence sur le rayonnement émis par les jets dans le domaine spectral ³6RODU�%OLQG´.

La Figure 4.7 représente le spectre d’émission de chimiluminescence de CO + O à

différentes températures d’après des mesures réalisées par différents auteurs.

Pravilov HW�DO. [74]

Grillo et Slack [70] Slack et Grillo [75]
)LJXUH�����±�6SHFWUHV�H[SpULPHQWDX[�GH�O¶pPLVVLRQ�GH�FKLPLOXPLQHVFHQFH�GH�CO + O j�GLIIpUHQWHV�WHPSpUDWXUHV

D’après ces données, le spectre d’émission de chimiluminescence de CO + O se

présente, à basse résolution spectrale, comme un « continuum ». On peut remarquer en outre

que lorsque la température augmente, le maximum d’émission de chimiluminescence subit un

« décalage vers le bleu », mais dans une gamme de longueurs d’onde qui reste supérieure à

300 nm. De ce fait, l’émission de chimiluminescence augmente dans le domaine spectral

³6RODU�%OLQG´ avec la température et la longueur d’onde.

7 = 293 K
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Slack et Grillo [75] ont mesuré dans des tubes à chocs entre 1300 K et 2700 K, le taux

d’émission de photons UV et visibles (entre 260 nm et 700 nm) par un mélange de gaz

contenant du monoxyde de carbone et de l’oxygène atomique. Une loi de type « Arrhenius »

permettant de calculer cette grandeur radiative, a été ajustée aux résultats expérimentaux

obtenus par ces auteurs et elle est exprimée en cm3 mol-1 s-1 par la relation :

( ) ( )75& /1960exp106.08.6 5
0 −×±= (4.50)

où 7 est la température des gaz en kelvins. La valeur du numérateur de l’exposant (1960 K)

correspond à l’énergie d’activation de la recombinaison de ( )2
3

2 BCO  (FI. réaction (4.40)). La

dépendance spectrale et thermique de l’émission de chimiluminescence de CO + O, a été

ajustée par une loi de type Arrhenius dont les coefficients dépendent de la longueur d’onde

selon la relation :

( ) ( )




 −=

7
E

D, &
λλλ exp,0 (4.51)

Les paramètres ( )λD  et ( )λE  sont évalués à partir de la synthèse des résultats expérimentaux

disponibles présentée sur la Figure 4.8.

y = -4.6188x + 17.663

y = -4.5821x + 17.853

y = -4.4848x + 18.669

y = -3.0385x + 18.562

14

15

16

17

18

3.0E-01 4.0E-01 5.0E-01 6.0E-01 7.0E-01 8.0E-01

1000/T (K-1)

ln
 (

I 0
, λ

 )

W
 s

r-1
 nm

-1
 m

ol
-2

 cm
3

255 nm
260 nm
280 nm
310 nm

Longueur d’onde

)LJXUH������±�$MXVWHPHQW�SDU�XQH�ORL�GH�W\SH�$UUKHQLXV�GH�OD�GpSHQGDQFH�HQ�WHPSpUDWXUH�GH�O¶pPLVVLRQ�GH

FKLPLOXPLQHVFHQFH�GH�CO + O�SRXU�GLIIpUHQWHV�ORQJXHXUV�G¶RQGH��OHV��V\PEROHV�UHSUpVHQWHQW�OHV�UpVXOWDWV

H[SpULPHQWDX[�GH�*ULOOR�HW�6ODFN�>��@�HW�GH�6ODFN�HW�*ULOOR�>��@�

Les valeurs de ces paramètres sont présentées sur le tableau suivant.
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λ (nm) ( )λD ( )λE  (K)
255. 17.66 4619.
260. 17.85 4582.
280. 18.67 4485.
310. 18.56 3039.

7DEOHDX�����±�3DUDPqWUHV�H[SpULPHQWDX[�GH�O¶pPLVVLRQ�GH�FKLPLOXPLQHVFHQFH�GH�CO + O��VHORQ��OD�ORL

G¶$UUKHQLXV�GRQQpH�SDU��OD�UHODWLRQ���������/H�UpVXOWDW�HVW�H[SULPp�HQ�W nm-1 sr-1 mol-2 cm3.

A partir de ces données, l’émission de CO + O peut être calculée pour une gamme de

températures représentatives des conditions rencontrées dans les jets. D’après les exemples de

spectres présentés sur la Figure 4.9, la puissance lumineuse émise dans le domaine spectral

³6RODU�%OLQG´ par la recombinaison radiative de CO + O, augmente avec la longueur d’onde

et la température.

)LJXUH������±�3XLVVDQFH�YROXPLTXH�DQJXODLUH�VSHFWUDOH�PRODLUH�pPLVH�SDU�CO + O�SRXU�GLIIpUHQWHV�WHPSpUDWXUHV

La Figure 4.10 représente, en fonction de la température, le résultat de l’intégration

spectrale entre 240 nm et 280 nm des courbes présentées sur la Figure 4.9. Un telle opération

est rendue possible par l’hypothèse que CO2 n’absorbe pas. En prenant en compte les

concentrations respectives de CO et de O précédentes (FI. § 4.1.3), la puissance volumique

angulaire émise par la recombinaison radiative de CO + O dans la zone de postcombustion

s’élève, d’après cette courbe, à 1 W m-3 sr-1 environ après intégration dans le domaine UV

³6RODU� %OLQG´. Cette valeur est environ 10 fois plus grande que l’émission de

chimiluminescence de OH. Dans le calcul de la signature des jets, cette dernière source de

rayonnement peut donc être négligée devant « l’émission de flamme bleue de CO + O » avec

un risque d’erreurs limité.
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)LJXUH���������3XLVVDQFH�YROXPLTXH�PRODLUH�pPLVH�SDU�CO + O�LQWpJUpH�HQWUH�240 nm�HW�280 nm�HQ�IRQFWLRQ�GH

OD��WHPSpUDWXUH

����� 3URSULpWpV� RSWLTXHV� GHV� SDUWLFXOHV� G¶DOXPLQH� SUpVHQWHV� GDQV� OHV� MHWV� GH
SURSXOVHXUV

Ce paragraphe est consacré à la description des propriétés optiques permettant de

quantifier l’absorption et la diffusion des particules d’alumine présentes dans les jets de

propulseurs composites aluminisés. Dans un premier temps, le processus de formation des

particules est brièvement présenté. La théorie de Mie est introduite afin de relier les propriétés

optiques des particules à leurs caractéristiques physiques telles que leurs tailles et l’indice de

réfraction du matériau dont elles sont constituées. Ce paramètre optique est estimé d’après des

données issues de la littérature. Une étude sur les distributions en tailles des particules est

effectuée. Enfin, le domaine de variation des propriétés optiques de l’alumine est évalué.

������� )RUPDWLRQ�GHV�SDUWLFXOHV�G¶DOXPLQH

Afin d’augmenter les performances énergétiques des propulseurs, des particules

d’aluminium (métal très réducteur) sont ajoutées à la composition de certains propergols

composites. Leur oxydation dans la chambre de combustion produit des particules d’alumine

(Al 2O3) qui peuvent être de taille micronique. La forme et les dimensions de ces particules

sont liées à la manière dont elles ont été formées. D’après Kuentzmann [79], l’oxydation de

l’aluminium se déroule selon les deux processus suivants :

� Une calotte d’alumine apparaît à la surface des particules d’aluminium, du fait de

l’alumine initiale et de l’oxydation partielle de ce métal en phase condensée. La
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dislocation de cette calotte est à l’origine des particules de forme irrégulière dont le

diamètre est supérieur à 1 µm [4].

� La combustion de l’aluminium en phase vapeur donne lieu à la formation de

particules sphériques dont les dimensions ne dépassent pas 1 µm.

Compte tenu de la température de fusion de l’alumine (2328 ± 7) K [80], les particules

peuvent être sous forme liquide ou solide, suivant leur position dans le jet. Lors du processus

de solidification, l’alumine passe par différentes phases cristallines (γ, θ, δ, α) dont les deux

plus importantes sont la phase γ, cubique et métastable et la phase α, hexagonale et stable

[81], encore appelée « corindon ». En règle générale, le terme « saphir » désigne le corindon

bleu et le mot « rubis » le corindon rouge. Ces deux cristaux correspondent respectivement au

dopage de la phase α par du chrome et du titane [4].

Les transitions de phases de l’alumine résultent de phénomènes de recuit [82]. Or les

particules submicroniques ont une vitesse de refroidissement comparable à celle des gaz

environnants (de l’ordre de 106 K s-1). Pour cette raison, il est généralement impossible que

l’état cristallin des particules submicroniques puisse se stabiliser en corindon. C’est pourquoi,

on observe communément que ces particules appartiennent à la phase γ de l’alumine [83] [84]

[85]. Toutefois, cette détermination de la phase cristalline dans laquelle l’alumine s’est

solidifiée est essentiellement expérimentale et les processus physiques participant à la

cristallisation de cet oxyde font encore l’objet d’études [82].

������� 7KpRULH�GH�OD�GLIIXVLRQ

D’après Emslie et Aronson [31], la rugosité provenant de l’agglomération des

particules entre elles ou de l’abrasion du matériau augmente sensiblement l’absorption.

D’après ces auteurs, ces aspérités, petites devant la longueur d’onde, se comportent comme

des dipôles électriques absorbant directement une partie du rayonnement. Cependant, ces

effets sont difficiles à quantifier en regard des incertitudes sur les propriétés optiques de

l’alumine puisque ces défauts de surface peuvent être assimilés à une couche intermédiaire

dont les propriétés optiques varient entre l’intérieur de la particule et le milieu extérieur. Aussi

la forme des particules d’alumine sera-t-elle approchée par des sphères parfaites et

homogènes de façon à pouvoir utiliser la théorie de Mie [86] [87] [88], tout en sachant que

l’absorption due à la rugosité des particules ne sera pas prise en compte.
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Dans un jet, les particules sont suffisamment éloignées les unes des autres pour

considérer que la diffusion est incohérente. De ce fait, on peut considérer que les particules

interagissent avec le rayonnement indépendamment les unes des autres. Ainsi, les propriétés

optiques des particules peuvent être sommées localement en tout point du jet du moteur-fusée

étudié.

Les caractéristiques d’une particule nécessaires à un calcul de diffusion de Mie dans le

cas d’une particule sphérique isolée éclairée par une onde plane de longueur d’onde λ, sont

[86] :

� Sa taille représentée par le rayon U ou par le paramètre de taille 
λ
π U

[
2=  ;

� Son indice complexe de réfraction PLQQ −=~ . Ce paramètre définit les conditions

selon lesquelles le rayonnement interagit avec la particule en prenant en compte les

caractéristiques de sa composition et du domaine spectral. Dans le cas d’ondes

planes se propageant dans un milieu infini et homogène selon un vecteur d’onde N,

on montre que les champs électromagnétiques sont proportionnels à un facteur ψ

donné par la relation [87] :

)~( WQLH ωψ +⋅= [N (4.52)

Si la propagation du rayonnement est supposée se faire selon l’axe ], le facteur de

propagation ψ devient :

( ) ( ) ]NPW]NQLW]NQL HHH ωωψ ++ ==
~

(4.53)

Le facteur ψ se décompose en produit d’un facteur de propagation ( )W]NQLH ω+  et d’un

facteur d’atténuation ]NPH  dépendant respectivement des parties réelles et

imaginaires de l’indice de réfraction de l’alumine. Ainsi, la partie réelle est associée

à la réfraction du rayonnement et la partie imaginaire, provenant de la conductivité

électrique du matériau, aux phénomènes d’absorption.

Lorsque la polarisation du rayonnement n’est pas prise en compte, les propriétés

optiques de la particule déduites (appelées aussi : « paramètres de diffusion ») sont :

� Le facteur d’efficacité d’extinction 
2

Ext
Ext U

4
π
σ=  où Extσ  est la section efficace

d’extinction ;
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� Le facteur d’efficacité de diffusion 
2

Diff
Diff U

4
π
σ=  où Diffσ  est la section efficace de

diffusion ;

� La fonction de phase ( )Θcos3 .

La théorie de Mie repose sur l’application rigoureuse des équations de Maxwell aux

conditions de transmission et de réflexion des champs électromagnétiques par la paroi d’une

particule sphérique supposée homogène qui est suffisamment éloignée de l’observateur. La

matrice de diffusion 6 du vecteur champ électrique peut s’écrire sous la forme [86] [87] :

( ) ( )
( ) 











Θ

Θ
=




 −

i
g

i
d

2

1
s
g

s
d

0

0e
(

(

(

(

6

6

VNL

V]NL

(4.54)

où i(  et s(  désignent respectivement le champ électrique incident et diffusé, les indices g et

d les deux directions de polarisation du rayonnement, V la distance de l’observateur par

rapport à la particule et Θ l’angle de diffusion. Le facteur ]NLH  représente la phase de l’onde

plane avant qu’elle n’ait été diffusée par la particule. En utilisant la théorie de

l’électromagnétisme de Maxwell, on montre que les éléments de la matrice de diffusion 6,

appelés « fonctions d’amplitude », ont la forme suivante [86] [87] [88] :

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

Θ+Θ
+
+=Θ

1
1 coscos

1

12

Q

QQQQ
ED

QQ
Q

6 τπ (4.55)

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

Θ+Θ
+
+=Θ

1
2 coscos

1

12

Q

QQQQ
DE

QQ
Q

6 τπ (4.56)

où les coefficients de diffusion 
Q

D  et 
Q
E  dépendent de l’indice complexe de réfraction et du

paramètre de taille. Les fonctions ( )Θcos
Q

π  et ( )Θcos
Q

τ  sont définies, à partir des

polynômes de Legendre ( )Θcos
Q

S  et des fonctions associées ( )Θcos1
Q

S , par les relations [86]

[88] :

( ) ( ) ( )
( )Θ

Θ=Θ
Θ

=Θ
cosd

cosd
cos

sin

1
cos 1 Q

QQ

S
Sπ (4.57)

( ) ( ) ( ) ( )
( )Θ

ΘΘ−ΘΘ=Θ
Θ

=Θ
cosd

cosd
sincoscoscos

d

d
cos 21 Q

QQQ
S

ππτ (4.58)

Si le rayonnement n’est pas polarisé, la section efficace de diffusion s’écrit [87] :
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ΘΘΘΘ+ΘΘ=
π

π
λσ

0

*
22

*
112

2

Diff dsin
8

6666 (4.59)

On peut déduire de cette relation la valeur du facteur d’efficacité de diffusion [86] [87]

[88] :

( )[ ]∑
∞

=

++=
1

22

2Diff 12
2

Q

QQ
EDQ

[
4 (4.60)

La fonction de phase est donnée par la relation [86] :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

cos
*

22
*

11

Diff

2 ΘΘ+ΘΘ=Θ 6666
3

σπ
λ

(4.61)

Enfin, le facteur d’efficacité d’extinction s’écrit [86] [87] [88] :

( )[ ] ( ) ( )∑
∞

=

++==
1

22Ext Re12
2

0Re
4

Q

QQ
EDQ

[
6

[
4 (4.62)

Dans le code de diffusion de Mie développé par Evans [10] pour évaluer les données

d’entrée de la méthode SHDOM, le nombre de termes 
6

1  utilisés dans les séries pour évaluer

les fonctions d’amplitudes ( )θ16  et ( )θ26 , est proche de la valeur du paramètre de taille [88].

La fonction de phase est échantillonnée selon une quadrature angulaire de Gauss-Legendre à

12 +
6

1  angles de diffusion. Les 
6

12  coefficients du développement en polynômes de

Legendre de cette grandeur optique sont ensuite évalués à l’aide de la relation suivante :

( ) ( ) ( )

( ) ( )









ΘΘ




 +=

ΘΘΘ




 +=

∑

∫
+

==

12

1

0

21

coscos
2

1

cosdcoscos
2

1

6

6

1

M

MMOM

OO

1O

S3O

S3O

ω

χ
π

K

(4.63)

où les 
M

Θ  représentent les angles de l’échantillonnage. Cette procédure est effectuée pour

chaque rayon des particules. Lorsque plusieurs tailles de particules sont prises en compte, les

résultats du calcul de diffusion de Mie sont alors sommés à l’aide de relations présentées ci-

dessous.

������� 3DUWLH�UpHOOH�GH�O¶LQGLFH

Ce paragraphe est consacré à l’évaluation de la partie réelle de l’indice optique de

l’alumine à l’aide de modèles de dispersion spectrale développés dans la littérature. Une
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comparaison est effectuée entre les résultats fournis par ces modèles et les mesures de

Krishnan HW�DO. [89].

L’indice réel de l’alumine dépend principalement de la longueur d’onde, de la

température et de la phase cristalline de la particule. A partir de mesures réalisées avec un

saphir de synthèse, Malitson [90] propose un modèle de dispersion de la valeur de l’indice

réel de la phase α de l’alumine entre 0.2652 µm et 5.577 µm à 24°C (297 K) selon une

relation à trois termes de « Sellmeier » :

∑
= −

=−
3

1
22

2
2 1

L L

L
$

Q
λλ

λ
(4.64)

Les coefficients 
L

$  de cette relation ainsi que les longueurs d’onde associées 
L

λ , sont

donnés dans le tableau suivant.

L
$

L
λ  (µm)

1.023 798 0.061 448 21
1.058 264 0.110 699 7
5.280 792 17.926 56

7DEOHDX�������,QGLFH�UpHO�GH�O¶DOXPLQH���FRHIILFLHQWV�GH�OD�UHODWLRQ�GH�0DOLWVRQ�>��@��UHODWLRQ��������

Dans ce modèle, Q vaut 1.83 à 0.2625 µm et 1.58 à 5.577 µm et cette dépendance

spectrale est en accord avec les données expérimentales fournies par Bauer et Carlson [91].

Gryvnach et Burch [92] ont mesuré la variation thermique de l’indice de réfraction de

l’alumine entre la température ambiante et 1700 °C (1973 K) dans un domaine spectral

compris entre 0.56 µm et 4 µm. En utilisant leurs résultats et le modèle de dispersion spectrale

de Malitson [90], Plass [93] a évalué la valeur de l’indice réel en supposant que cette dernière

augmentait avec la température selon un coefficient thermique égal à 2.9 10-5 K-1 jusqu’à

2020 °C (2293 K) entre 0.5 µm et 6 µm. Les valeurs proposées par cet auteur ont été utilisées

par Lyons HW�DO. [8] [9] pour effectuer des calculs de signature de jets de propulseurs.

Parry et Brewster [94] ont évalué l’indice réel de l’alumine liquide lQ  à partir de celui

de l’alumine solide sQ  fourni par Plass [93] au voisinage du point de fusion, et du rapport de

densité des phases liquide et solide selon la relation :

s

l

s

l

1

1

ρ
ρ

$
Q
Q =

−
−

(4.65)
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avec : 




 −

−=
2684

101.3 m
l

77ρ (4.66)

et : K2320m =7 , -3
s cmg93.3=ρ  à 2300 K, lρ  en g cm-3 et 1≈$ .

La dépendance spectrale de la partie réelle de l’indice de l’alumine solide au voisinage du

point de fusion est semblable à celle qui a été déterminée par Plass [93].

Krishnan HW� DO. [89] ont montré expérimentalement que l’indice réel de l’alumine

liquide était peu sensible à la nature du milieu environnant (O2, Ar) pour une longueur d’onde

de 0.6328 µm et une température comprise entre 2327 K et 2600 K. Ces auteurs ont en outre

mesuré l’indice de l’alumine solide (sous forme de rubis) sous une atmosphère d’oxygène

entre 298 K et 2300 K. La Figure 4.11 représente les valeurs expérimentales de Krishnan HW

DO. [89], accompagnées des résultats fournis par la modélisation de Malitson [90], de Plass

[93] et de Parry et Brewster [94].

)LJXUH���������,QGLFH�UpHO�GH�O¶DOXPLQH�j�0.6328 µm ��PHVXUHV�GH�.ULVKQDQ�et al.�>��@��� �DOXPLQH�VROLGH�VRXV

DWPRVSKqUH�GH�O2�� �DOXPLQH�OLTXLGH�VRXV�DWPRVSKqUH�GH�O2�� �DOXPLQH�OLTXLGH�VRXV�DWPRVSKqUH�GH�Ar���

�DOXPLQH�VROLGH��0DOLWVRQ�>��@�HW�3ODVV�>��@��� ��DOXPLQH�OLTXLGH��3DUU\�HW�%UHZVWHU�>��@�

Les résultats des modèles numériques de Malitson [90] et de Plass [93] sont proches

des valeurs mesurées par Krishnan HW�DO� [89] pour l’alumine solide. D’après ces dernières,

l’indice de réfraction augmente avec la température d’un coefficient thermique de

(1.5 ± 1.2) 10-5 K-1, dont la valeur est compatible avec celle de Plass [93]. D’après la banque

de données OPTROCK de la 1RUWKURS�*UXPPDQ�&RUSRUDWLRQ (Etats-Unis) [95], l’indice réel

de l’alumine diminue indépendamment de la température de 1.75 à 1.5 environ, lorsque la

longueur d’onde varie de 0.2 µm jusqu’à 7.5 µm. Cette banque OPTROCK contient des

valeurs de référence pour l’indice complexe de l’alumine. La méthode selon laquelle ces
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données ont été obtenues, n’est pas publiée. Les valeurs issues de cette banque sont

conformes à celles de Plass [93] pour la dépendance spectrale. Pour l’alumine liquide, les

valeurs estimées par le modèle proposé par Parry et Brewster [94] sont éloignées de celles de

Krishnan HW�DO� [89] pour lesquelles l’indice réel vaut Q = 1.744 ± 0.016 à 0.6328 µm.

Selon Kim HW�DO. [83], l’indice réel de la phase γ de l’alumine pure vaut 1.665 dans le

domaine visible. Cette valeur unique ne prend pas en compte la dépendance en longueur

d’onde et en température de ce paramètre optique. Pour les particules submicroniques situées

en périphérie d’un jet de propulseur de faible dimension, ces auteurs et Laredo HW�DO. [85] ont

mesuré des indices réels respectivement égaux à Q = 1.63 ± 0.13 [83] et Q = 1.64 ± 0.04 [85],

caractéristiques de cette forme métastable de l’alumine.

������� 3DUWLH�LPDJLQDLUH�GH�O¶LQGLFH

Afin de quantifier l’absorbance des particules d’alumine présentes dans les jets, il est

nécessaire d’évaluer leur indice imaginaire. Dans ce paragraphe, les phénomènes physiques à

l’origine de l’absorption sont tout d’abord identifiés. Des modèles semi-empiriques issus de la

littérature permettant d’évaluer la dispersion spectrale et thermique de l’indice imaginaire sont

ensuite proposés. Enfin, leurs résultats sont comparés à la banque OPTROCK [95] et aux

mesures de Mularz et Yuen [96].

L’absorption d’un cristal semi-conducteur comme l’alumine dépend de l’occupation

par les électrons des deux niveaux d’énergie suivants :

� La « bande de valence » où les électrons sont liés aux liaisons cristallines ;

� La « bande de conduction » dans laquelle les électrons peuvent se déplacer

librement à travers le réseau cristallin en formant un « gaz » qui est à l’origine de

la conductivité électrique de l’alumine.

Ces deux niveaux étant séparés par une bande interdite, l’alumine peut être considérée

comme un matériau semi-conducteur. Dans ce cas, la bande de valence est, en règle générale,

remplie et la bande de conduction est vide. Aussi un cristal pur est-il transparent pour une

gamme de longueur d’onde importante en raison de sa faible conductivité électrique. Les

impuretés telles que les défauts du réseau cristallin, la présence d’ions métalliques autres que

Al 3+ ou les écarts à la stœchiométrie, sont toutefois susceptibles d’accroître cette conductivité

en modifiant le nombre de porteurs libres. Ces phénomènes qui sont à l’origine des
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incertitudes sur la valeur de l’absorbance de l’alumine, dépendent du processus de formation

des particules et de leur environnement gazeux.

Compte tenu des propriétés physiques de l’alumine, on dénombre quatre mécanismes à

l’origine de l’absorption des particules dans les différentes parties du domaine optique [4]

[81] :

� La bande électronique fondamentale correspondant à l’excitation des électrons de

la bande de valence vers la bande de conduction. Ce phénomène est responsable de

la forte absorption dans le domaine UV situé en dessous de 135 nm.

� L’absorption dans le proche UV et le domaine visible résultant du couplage entre

les phonons et la bande électronique fondamentale [97] [98]. Ce phénomène,

appelé « queue d’Urbach », persiste lorsque la particule est liquide.

� L’absorption dans le domaine visible et infrarouge (IR) proche due aux porteurs

libres ;

� L’absorption des phonons du réseau cristallin aux longueurs d’onde situées au-delà

de 5 µm.

L’absorption dans le domaine ultraviolet peut être considérée comme un processus

essentiellement intrinsèque. Les données expérimentales sur la partie imaginaire de l’indice

restent cependant rares et assez peu précises. De plus, les modifications du fait d’impuretés,

de l’énergie de transition entre la bande de valence et la bande de conduction, sont à l’origine

d’incertitudes sur la valeur de l’indice imaginaire dans ce domaine spectral. Dans le domaine

visible et proche infrarouge, l’absorption est liée à la quantité de porteurs libres au sein du

réseau cristallin qui dépend largement de l’historique des particules et de leur environnement

gazeux. Par exemple, Konopka HW�DO. [99] ont remarqué que, dans le proche infrarouge (1 µm

à 5 µm), la présence de traces métalliques multipliait l’indice imaginaire de l’alumine solide

d’un facteur pouvant aller jusqu’à 103 par rapport à un échantillon commercial d’alumine

pure. De plus, Reed et Calia [4] soulignent que l'accroissement de la conductivité de l’alumine

provoquée par de faibles quantités d’aluminium non brûlé augmente significativement

l’absorption. Ceci rend la modélisation des propriétés optiques de ces particules dans

l’infrarouge très délicate. Le caractère extrinsèque de l’absorption infrarouge tend à diminuer

lorsque la particule est liquide, car la densité de porteurs libres dépend alors de façon plus

importante de la température [99]. Cependant, les gaz environnants peuvent aussi modifier la
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valeur de l’indice imaginaire en se dissolvant dans la particule, ce qui provoque alors un écart

à la stœchiométrie [100].

Anfimov HW�DO. [81] ont modélisé l’indice imaginaire de l’alumine sans en distinguer

les phases cristallines selon la relation ci-dessous et le tableau suivant :

3210 κκκκ +++=P (4.67)
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7DEOHDX�������0RGpOLVDWLRQ�GH�O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH�GH�O¶DOXPLQH��λ�HQ�µm�HW�7�HQ�K���$QILPRY�et al��>��@�
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(4.68)

D’après la Figure 4.12 représentant l’évolution spectrale de l’indice imaginaire à

différentes températures, le modèle d’Anfimov HW�DO. [81] est assez proche des valeurs de la

banque OPTROCK [95], surtout dans l’UV et l’IR moyen.

)LJXUH�������±�,QGLFH�LPDJLQDLUH�GH�O¶DOXPLQH���DOXPLQH�OLTXLGH��3000 K���� �$QILPRY�et al��>��@�

�23752&.�>��@���DOXPLQH�VROLGH��2320 K����� �$QILPRY�et al��>��@�� �23752&.�>��@
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Selon la Figure 4.13 représentant les composantes de l’indice imaginaire du modèle

d’Anfimov HW�DO. [81], lorsque l’alumine est liquide, la bande d’absorption vibrationnelle est

absente puisque le réseau cristallin est rompu. Tant pour l’alumine liquide que solide, l’indice

imaginaire ne dépend que des transitions entre la bande fondamentale et la bande de

conductivité, et de la queue d’Urbach. Ces deux composantes de l’indice imaginaire sont

situées sur la même courbe. L’absorption par le gaz d’électrons libres est négligeable et

l’influence de la bande vibrationnelle n’est significative que dans l’infrarouge moyen.

$OXPLQH�OLTXLGH��3000 K� $OXPLQH�VROLGH��2320 K�
)LJXUH��������0RGqOH�G¶$QILPRY�et al��>��@���FRPSRVDQWHV�GH�O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH�� �YLEUDWLRQV�GX�UpVHDX

FULVWDOOLQ�� 0κ ��� �PRXYHPHQWV�GX�JD]�G¶pOHFWURQV�OLEUHV�� 1κ �� �EDQGH�G¶DEVRUSWLRQ�IRQGDPHQWDOH�� 2κ ��

�TXHXH�G¶8UEDFK�� 3κ ��

A partir d’expériences réalisées sur des particules d’alumine de 1.48 mm de diamètre

et pesant 5.5 mg, Plastinin HW�DO� [101] ont proposé très récemment un modèle de dispersion

thermique et spectrale pour évaluer l’indice imaginaire des particules en distinguant les

phases liquides et solides (α et γ) de l’alumine selon les relations et les paramètres présentés

ci-dessous.
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avec pour l’alumine liquide :

7
I

( +−
==

0

gopt

1λλ (4.69)

et pour l’alumine solide :
7I( −

=
0

g

1λ (4.70)

7I(( −+
=

pol0
opt

1λ (4.71)

3DUDPqWUHV $OXPLQH�OLTXLGH 3KDVH�γ 3KDVH�α
D (K-2) 2.1 10-7 2.1 10-7 2.1 10-7

0(   (µm-1) 4.472 6.25 6.82

I 1.784 104 K µm-1 1.3 10-3 K-1 µm-1 8.8 10-4 K-1 µm-1

pol(  (correction de

polarisation) (µm-1)

— 0.53 0.53

E�(µm-1) 2.5 10-2 2.5 10-2 2.5 10-2

F�(µm-1) 6800 6800 6800
F�(µm-1) 2.0 2.0 1.6
H�(µm) 0.95 0.95 0.95
K�(µm-1) — 7.93 10-4 7.93 10-4

0ω (µm-1) — 1333 1333
7DEOHDX�������&RHIILFLHQWV�GHV�UHODWLRQV�GH�3ODVWLQLQ�et al��>���@

L’indice imaginaire calculé à l’aide du modèle de Plastinin HW�DO. [101] a été comparé

aux données de la banque OPTROCK [95]. Les résultats sont représentés sur la Figure 4.14.

)LJXUH���������,QGLFH�LPDJLQDLUH�GH�O¶DOXPLQH���DOXPLQH�OLTXLGH��3000 K���� �3ODVWLQLQ�et al��>���@�

�23752&.�>��@���DOXPLQH�VROLGH��2320 K���� �3ODVWLQLQ�et al��>���@��SKDVH�γ��� �3ODVWLQLQ�et al��>���@

�SKDVH�α��� �23752&.�>��@

Les discontinuités observées sur les courbes issues du modèle de Plastinin HW�DO. [101],

sont des artefacts liés au changement du mode d’absorption entre la bande fondamentale et la
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queue d’Urbach lorsque la longueur d’onde est proche de la valeur de seuil 
J

λ . Pour la phase

métastable de l’alumine à 2320 K, une telle discontinuité apparaît à 266 nm. De ce fait, le

modèle de Plastinin HW�DO. [101] est difficilement utilisable pour évaluer l’indice imaginaire de

la phase γ dans le domaine UV. Dans le domaine visible et infrarouge, les valeurs

« théoriques » de l’indice imaginaire de cette forme d’alumine, sont proches des données

fournies par la banque OPTROCK [95]. Ce résultat peut s’expliquer par le fait que l’alumine

se condense d’abord dans la phase γ. A l’inverse, l’écart entre le modèle de Plastinin HW�DO.

[101] et la banque OPTROCK [95] est très important dans le cas du corindon et de l’alumine

liquide.

La Figure 4.15 représente les composantes de l’indice imaginaire du modèle de

Plastinin HW�DO. [101].

$OXPLQH�OLTXLGH��3000 K�

$OXPLQH�VROLGH��SKDVH�γ�j�2320 K� $OXPLQH�VROLGH��SKDVH�α�j�2320 K�
)LJXUH�������±�0RGqOH�GH�3ODVWLQLQ�et al��>���@���FRPSRVDQWHV�GH�O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH�� �YLEUDWLRQV�GX�UpVHDX

FULVWDOOLQ�� 0κ ��� �PRXYHPHQWV�GX�JD]�G¶pOHFWURQV�OLEUHV�� 1κ �� �EDQGH�G¶DEVRUSWLRQ�IRQGDPHQWDOH�� 2κ ��

�TXHXH�G¶8UEDFK�� 3κ ��

La bande vibrationnelle de l’alumine liquide n’est pas présente du fait de l’absence de

réseau cristallin. Dans le domaine UV et visible, l’absorption provient de la bande

fondamentale tandis que dans l’IR, l’absorption par le gaz de porteurs libres prédomine. Pour

l’alumine solide métastable, la bande fondamentale n’a d’influence qu’aux longueurs d’onde

proches de 0.2 µm. Au-delà, le phénomène le plus important est la queue d’Urbach jusqu’à

0κ

1κ

3κ
0κ

1κ2κ

3κ

1κ

2κ

3κ
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0.7 µm, puis l’absorption par le gaz de porteurs libres jusqu’à 4 µm et enfin, l’absorption par

les phonons. Dans le cas du corindon, la bande fondamentale n’a pas d’influence et la queue

d’Urbach et le gaz d’électrons libres absorbent moins. De ce fait, l’absorption des phonons

devient majoritaire à partir de 2 µm. Par comparaison avec la Figure 4.13, on peut conclure

que, dans l’UV, l’absorption provient principalement de la bande fondamentale et de la queue

d’Urbach.

Les courbes présentées ci-dessus fournissent des valeurs d’indice imaginaire qui

dépendent fortement des lois semi-empiriques utilisées pour estimer les phénomènes

physiques à l’origine de l’absorption de l’alumine. Il est donc nécessaire de comparer ces

modèles entre eux, mais aussi avec d’autres sources de données telles que la banque

OPTROCK [95] et les mesures de Mularz et Yuen [96]. Cette comparaison est présentée en

fonction de la longueur d’onde pour différentes températures sur la Figure 4.16 dans le

domaine UV.

)LJXUH�������±�,QGLFH�LPDJLQDLUH�GH�O¶DOXPLQH�GDQV�O¶XOWUDYLROHW�VHORQ�OD�EDQTXH�GH�GRQQpHV�23752&.�>��@��OHV

PHVXUHV�GH�0XODU]�HW�<XHQ�>��@�HW�OHV�PRGqOHV�QXPpULTXHV��G¶$QILPRY�et al��>��@��A��HW�GH�3ODVWLQLQ�et al��>���@

�P���

�DOXPLQH�OLTXLGH�j�3000 K��� ��PRGqOHV�QXPpULTXHV�� �23752&.�>��@��

DOXPLQH�OLTXLGH�j�2550 K��� ��PRGqOHV�QXPpULTXHV�� �0XODU]�HW�<XHQ�>��@��

DOXPLQH�VROLGH�j�2320 K���� ��PRGqOHV�QXPpULTXHV�� �23752&.�>��@��

DOXPLQH�VROLGH�j�2090 K��� ��PRGqOHV�QXPpULTXHV�� �0XODU]�HW�<XHQ�>��@�

Dans le cas du modèle de Plastinin HW�DO. [101], seul l’indice imaginaire de l’alumine

liquide a été représenté car pour la phase solide, les valeurs fournies par ce modèle ne sont pas

pertinentes (discontinuités « spectrales » pour la phase métastable et valeurs trop faibles pour

le corindon). D’après ces résultats, l’indice imaginaire évalué par le modèle d’Anfimov HW�DO.

[81] pour l’alumine liquide, est peu éloigné des données de la banque OPTROCK [95] à la
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différence de celui de Plastinin HW� DO. [101]. En revanche, ce dernier fournit des résultats

proches des mesures de Mularz et Yuen [96]. Pour l’alumine solide, les valeurs fournies par le

modèle d’Anfimov HW� DO. [81] sont un peu plus faibles que les données de la banque

OPTROCK [95] et les mesures de Mularz et Yuen [96].

La Figure 4.17 représente l’évolution thermique de l’indice imaginaire dans le visible

selon les données expérimentales de Mularz et Yuen [96] et les modèles d’Anfimov HW�DO. [81]

et de Plastinin HW�DO. [101]. Pour les mêmes raisons que précédemment, le modèle de Plastinin

HW� DO. [101] n’a pas été représenté dans le cas de l’alumine solide. D’après ces courbes, la

dépendance thermique de l’indice imaginaire est correctement décrite par la corrélation

d’Anfimov HW� DO. [81] pour l’alumine solide et par celle de Plastinin HW� DO. [101] pour

l’alumine liquide.

)LJXUH��������'pSHQGDQFH�WKHUPLTXH�GH�O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH�GH�O¶DOXPLQH�j�0.546 µm�VHORQ������OHV�GRQQpHV

H[SpULPHQWDOHV�0XODU]�HW�<XHQ�>��@�� �OH�PRGqOH�G¶$QILPRY�et al��>��@�� �OH�PRGqOH�GH�3ODVWLQLQ�et al�

>���@��DOXPLQH�OLTXLGH�

Ces différents résultats montrent qu’il est difficile de définir un modèle numérique

donnant l’évolution de l’indice imaginaire des particules d’alumine dans les jets de

propulseurs, même dans l’ultraviolet où l’indice est plus sensible aux processus intrinsèques

que dans l’infrarouge ou le visible. En conséquence, LO�FRQYLHQW�GH�UHVWHU�WUqV�SUXGHQW�VXU

OD� UHSUpVHQWDWLYLWp� GH� FHV� ORLV� HPSLULTXHV� HQ� UDLVRQ� GH� O¶LPSRUWDQFH� GHV� pFDUWV� VXU� OD

YDOHXU� GH� O¶LQGLFH� LPDJLQDLUH� GDQV� OH� GRPDLQH� 89� HQWUH� OHV� GLIIpUHQWHV� VRXUFHV� GH

GRQQpHV. Toutefois, la corrélation empirique d’Anfimov HW� DO. [81] paraît être la mieux

adaptée aux calculs de l’indice imaginaire de l’alumine car elle fournit des résultats assez

proches des données de la banque OPTROCK [95] et des mesures de Mularz et Yuen [96].

C’est pourquoi elle a été retenue pour estimer la valeur de ce paramètre optique pour
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l’alumine liquide. En ce qui concerne l’alumine solide, l’absorbance des particules dépend

fortement de leur forme (rugosités…), de la phase cristalline et des impuretés. Ces sources

d’incertitudes, qui sont très sensibles à l’historique des particules et à leur environnement

gazeux, peuvent faire augmenter fortement la valeur de l’indice imaginaire. C’est pourquoi ce

paramètre optique est très difficile à évaluer. Aussi ce dernier sera-t-il supposé, en première

approximation, constant pour des températures inférieures au point de fusion de l’alumine

(2320 K environ). Du fait de cette méconnaissance sur l’absorbance des particules, des études

paramétriques sont nécessaires pour évaluer la dépendance du champ de rayonnement émis

par un jet en fonction des hypothèses sur la valeur de l’indice imaginaire.

������� 'LVWULEXWLRQ�JUDQXORPpWULTXH

Ce paragraphe est consacré à l’étude des distributions granulométriques qui

représentent la population des particules des jets de moteurs-fusées en fonction de leurs tailles

respectives. Dans un premier temps, les méthodes de mesures de la taille des particules sont

brièvement présentées afin d’en connaître les principales limitations. Puis, les fonctions

mathématiques usuellement utilisées sont présentées.

Depuis une quarantaine d’années, la détermination de la taille des particules d’alumine

présentes dans les jets de moteurs-fusées a fait l’objet de nombreuses études. Koo [102]

présente une revue des différentes méthodes de mesures granulométriques utilisables pour ces

milieux, qui sont de type mécanique (collecte LQ� VLWX et analyse d’échantillons) ou optique.

Les méthodes mécaniques sont susceptibles de produire des mesures biaisées en raison de la

technique de prélèvement (agglomération des particules lors de la collecte des échantillons…)

ou lors du comptage des particules. Ces techniques, souvent très fastidieuses, sont utilisées

pour vérifier qualitativement (en taille et en morphologie) les granulométries obtenues à l’aide

d’autres méthodes [83].

Parmi les techniques optiques disponibles, la photographie et l’holographie [103]

permettent d’observer les particules dont le diamètre est plus grand que 5 µm. Les autres

méthodes optiques couramment utilisées dans le cas des jets de moteurs-fusées sont globales,

et elles reposent sur la mesure des propriétés optiques telles que l’extinction polychromatique

[83] [85] [104] ou la diffusion monochromatique selon plusieurs directions discrètes [105].

L’inversion des données expérimentales permet d’évaluer la distribution granulométrique

(dont la forme mathématique peut être choisie au préalable [83]) sous certaines hypothèses sur
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les propriétés optiques des particules (indice complexe de réfraction, forme et homogénéité

des particules…) à l’aide de techniques mathématiques d’inversion appropriées [106] [107]

[108]. De ce fait, les distributions obtenues sont des résultats relatifs aux longueurs d’ondes

utilisées et aux hypothèses effectuées sur les propriétés optiques des particules [108].

Les distributions granulométriques en nombres ( )U1  sont normalisées par la relation

[109] :

( ) 1d
0

=∫
+∞

UU1 (4.72)

Elles peuvent être caractérisées par les paramètres suivants : le rayon le plus probable

(position du maximum de la distribution en nombres), les rayons « moyens » et la variance.

Les rayons moyens sont définis par la relation [109] :

pour P et Q entiers :
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(4.73)

Parmi les autres grandeurs caractéristiques des distributions granulométriques, on peut

citer le rayon géométrique moyen défini par [110] :

( ) 







= ∫

+∞

0

g dlnexp UUU1U (4.74)

et la déviation standard géométrique qui s’écrit [110] :

( )





















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∞+

0

2

g
g dlnexp U

U
U

U1σ (4.75)

En supposant que la masse volumique de l’alumine 
32OAlρ  est indépendante de la taille

et de la température des particules, on peut montrer que les coefficients d’extinction,

d’absorption et de diffusion peuvent être calculés par des relations du type :

32OAl

OAl
DiffAbs,Ext,DiffAbs,Ext,

32

32

4

3

U

<
4.

ρ
ρ

= (4.76)

où 
32OAl<  désigne la fraction massique des particules et ρ  la masse volumique moyenne des

constituants du jet. 32U  qui est appelé « rayon moyen de Sauter », correspond au rayon moyen
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de la distribution surfacique des particules. Les facteurs d’efficacité moyens DiffAbs,Ext,4

peuvent être calculés par des relations du type :

( ) ( )

( )∫

∫
∞

∞

=

0

2

0

2
DiffAbs,Ext,

DiffAbs,Ext,

d

d

UUU1

UUU4U1

4

π

π
(4.77)

La fonction de phase moyenne est définie par la relation :

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫
∞

∞

Θ
=Θ

0

2
Diff

0

2
Diff

d

dcos,

cos

UUU4U1

UUU4U3U1

3

π

π
(4.78)

Différentes mesures ont mis en évidence le caractère multimodal des distributions

granulométriques des particules d’alumine présentes dans les jets [84] [105]. Ce résultat se

manifeste par l’observation de plusieurs maximums dans la distribution volumique qui est

proportionnelle à ( ) ( )U1U 334 π . Ce phénomène provient des deux mécanismes de formation

de l’alumine lors de la combustion des particules d’aluminium, mis en évidence par

Kuentzmann [79]. Par ailleurs, ces distributions résultent aussi des ruptures et des

coalescences de particules qui se produisent dans la tuyère [105]. Pour simplifier les calculs

des propriétés optiques de l’alumine, les distributions granulométriques peuvent être

approchées par des sommes de fonctions mathématiques monomodales semblables à celles

présentées sur le Tableau 4.8.

Des corrélations empiriques permettent de relier le rayon moyen en volume (ou en

masse) 43U  avec les conditions régnant dans la chambre de combustion. D’après Hermsen

[113], la relation la mieux appropriée peut s’écrire :

( )[ ]τξ cc
2932.0

t43 0008163.0exp16304.32 3'U −−= (4.79)

où t' représente le diamètre du col de la tuyère en pouce (1 pouce = 2.54 cm), c3  la pression

absolue dans la chambre en livres par pouce carré (PSI) (1 PSI = 6895 Pa), cξ  la

concentration d’alumine en g mol/100 g, τ le temps de résidence moyen des particules dans la

chambre en ms, et 43U  est exprimé en µm. D’après les résultats présentés par Hermsen [113],

cette relation est correcte pour des diamètres de col de tuyère supérieurs à 10 cm, ce qui
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représente des 43U  supérieurs à 3 µm. Cette relation est donc réservée aux propulseurs de

grande dimension, exclus de cette étude.
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Des valeurs typiques de 
QP

U  ont été évaluées par Laredo et Netzer [84] à partir de

mesures effectuées pour des propulseurs de petite taille (5 mm de diamètre de col de tuyère).

Selon leurs résultats, le rayon moyen en volume 43U  est compris entre 0.2 µm et 3 µm et le

rayon moyen de Sauter 32U  entre 0.2 µm et 1.5 µm. Dans le cas des propulseurs d’appoint

d’Ariane 5, Traineau HW� DO. [105] ont mis en évidence à l’intérieur du moteur-fusée, trois

modes de distribution granulométrique centrés respectivement en U = 1 µm, en U = 5 µm et en

U = 15 µm. Ces résultats obtenus par mesure dans le jet après refroidissement de l’alumine en

injectant de l’hélium dans le propulseur, ne sont pas directement applicables à l’étude des

signatures de jets.

La périphérie des jets est une zone où la distribution granulométrique des particules est

assez peu étudiée. Toutefois, d’après les mesures d’extinction multispectrale dans le visible,

effectuées par Kim HW�DO. [83] pour un diamètre de col de tuyère de 0.51 cm, la distribution en

tailles est de type log-normale avec un diamètre moyen de Sauter égal à

322 U  = (0.150 ± 0.006) µm et une déviation standard géométrique de gσ  = 1.50 ± 0.04 pour
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un indice réel égal à Q = 1.63 ± 0.13. D’après les mesures de Laredo HW� DO. [85] effectuées

autour de la même zone de ce jet, on a 322 U  = (0.30 ± 0.02) µm et gσ  = 1.52 ± 0.12 pour un

indice réel de Q = 1.64 ± 0.04. On rappelle que la valeur de l’indice réel déduite de ces

expériences se rapporte à la phase métastable de l’alumine. La différence observée pour la

valeur de 32U  provient de la forte dépendance spatiale de la taille des particules à la périphérie

des jets.

D’après Beiting [115], les distributions multimodales peuvent être approchées par une

fonction monomodale sans erreurs importantes lorsque les paramètres de diffusion sont

évalués dans le domaine IR dans le cas des jets de propulseurs de taille importante (Titan,

Navette Spatiale, Ariane). Pour cet auteur, cette approximation consistant à négliger la forme

réelle de la distribution peut être encore valable dans l’UV. Toutefois, comme dans ce

domaine spectral, le paramètre de taille est plus grand que dans l’infrarouge, les propriétés

optiques des particules sont alors plus sensibles aux incertitudes sur leur taille. De ce fait,

cette approximation qui facilite les calculs de diffusion de Mie, doit être utilisée avec

prudence dans le cas d’un calcul réaliste de la signature d’un jet de moteur-fusée. Cependant,

ce type d’hypothèse permet d’étudier facilement les effets, sur le rayonnement, des

incertitudes relatives au rayon moyen des particules.

Dans la suite, la distribution granulométrique sera supposée indépendante de la

position dans le jet étudié, monomodale et de type log-normal avec une déviation standard

géométrique typique égale à 1.1=
J

σ  et un rayon géométrique moyen 
J
U  compris entre

0.1 µm et 10 µm de façon à prendre en compte de manière réaliste la gamme des tailles de

particules susceptibles d’être rencontrées.

������� (WXGH�SDUDPpWULTXH�GHV�JUDQGHXUV�RSWLTXHV

L’étude bibliographique présentée ci-dessus met en évidence les difficultés inhérentes

à l’évaluation des propriétés optiques et granulométriques des particules. Il est donc

nécessaire d’étudier l’évolution des paramètres de diffusion des particules en fonction de leur

taille et de leur indice optique. Pour cela, deux hypothèses sur la taille des particules ont été

considérées : la monodispersion puis la polydispersion.
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��������� &DOFXO�GHV�SDUDPqWUHV�GH�GLIIXVLRQ�HQ�PRQRGLVSHUVLRQ
Des calculs de diffusion de Mie ont été effectués pour des particules supposées

sphériques ayant un indice typique de celui de l’alumine des jets de moteurs-fusées

( 21075.1~ −−= LQ ) à 280 nm. Les paramètres de diffusion obtenus (facteurs d’efficacité

d’extinction et d’absorption, albédo de diffusion simple et paramètre d’asymétrie de la

fonction de phase) ont été représentés en fonction de la taille des particules sur la Figure 4.18.
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SDUDPqWUH�G¶DV\PpWULH�J�j�280 nm�SRXU�XQH�VSKqUH�GH�WDLOOH�YDULDEOH�HW�G¶LQGLFH� 21075.1~ −−= LQ

D’après ces résultats, la valeur du facteur d’efficacité d’extinction devient presque

nulle dans le cas des très petites particules du fait de leur très faible interaction avec le

rayonnement. Ce paramètre optique augmente brutalement lorsque le rayon des particules

dépasse 0.1 µm environ et oscille ensuite jusqu’à atteindre la valeur asymptotique 2 dans le

cas des grosses particules. La section efficace d’absorption augmente avec le volume de la

particule où pénètre le rayonnement. Aussi le facteur d’efficacité d’absorption croît-il avec la

taille des particules jusqu’à la valeur asymptotique 1. L’albédo de diffusion simple qui est

petit pour les petites particules possède une valeur maximale proche de 1 pour un rayon de

0.1 µm. Au-delà de cette valeur, l’albédo de diffusion simple décroît lentement vers la valeur
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asymptotique de 0.5 correspondant au cas où le rayonnement pénétrant à l’intérieur de la

particule serait entièrement absorbé. Hormis quelques singularités (dont la principale est

associée à un rayon de 0.2 µm environ), le paramètre d’asymétrie augmente avec la taille des

particules.

��������� &DOFXO�GHV�SDUDPqWUHV�GH�GLIIXVLRQ�HQ�SRO\GLVSHUVLRQ
Les calculs des paramètres de diffusion dans les cas tests présentés dans cette étude,

ont été réalisés pour différentes distributions log-normales caractérisées par la variance

géométrique 1.1=
J

σ  et par différents rayons moyens géométriques 
J
U . Dans la suite de cette

étude, les distributions granulométriques seront supposées obéir à une loi log-normale dont le

maximum correspond au rayon défini par :

J

J
U

U
σ

=max (4.80)

Dans ce cas, les rayons à mi-hauteur sont définis par les relations :

( )
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(4.81)

Les 21 rayons utilisés pour le calcul des paramètres de diffusion sont répartis selon

une échelle logarithmique entre 3−HU
J

 et 3HU
J

. L’intégration est effectuée au moyen de la

méthode des trapèzes. Afin de déterminer la précision de cet échantillonnage, on a calculé les

20 premiers moments de la distribution granulométrique définis par la relation :

( ) ( ) 2

0

2

d Q

J

Q

J

Q1

Q U[UU10 σ== ∫
∞

(4.82)

Par comparaison avec les solutions analytiques, l’erreur produite par l’intégration

numérique sur tous les moments est inférieure à 1.5%.

D’après le Tableau 4.8, l’évolution des paramètres de diffusion en fonction de la taille

des particules est semblable à celle observée en monodispersion. On peut déduire de ces

résultats et de la relation (4.77) que les coefficients d’extinction et de diffusion diminuent

avec la taille des particules à concentration massique d’alumine égale.
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J
U  (µm)

Ext4 Abs4 0ω J

0.1 3.82 0.19 0.95 0.59
1.0 2.17 0.67 0.69 0.83

10.0 2.05 0.74 0.64 0.87
7DEOHDX�����±�3DUDPqWUHV�GH�GLIIXVLRQ�PR\HQV�j�280 nm�SRXU�GHV�VSKqUHV�G¶LQGLFH� 21075.1~ −−= LQ �VHORQ

GLIIpUHQWHV�GLVWULEXWLRQV�ORJ�QRUPDOHV�FDUDFWpULVpHV�SDU�OD�YDULDQFH�JpRPpWULTXH� 1.1=
J

σ �HW�SDU�GLIIpUHQWV

UD\RQV�PR\HQV�JpRPpWULTXHV�
J
U

Le modèle SHDOM n’utilise pas les valeurs « exactes » de la fonction de phase mais

un développement en polynômes de Legendre dont la troncature dépend de la résolution

angulaire zénithale (FI�� relations (3.16) et (3.21)). D’après Evans [10], cette dernière est

optimale pour les calculs de luminance lorsque 16=µ1  angles zénithaux sont utilisés. Cette

valeur impose que les fonctions de phases soient tronquées jusqu’au polynôme de Legendre

d’ordre 15=/ . Les effets de cette troncature sur la fonction de phase ont donc été représentés

sur la Figure 4.19 avec les valeurs « exactes » des fonctions, pour les distributions

granulométriques étudiées ici. D’après ces résultats, plus les particules sont grosses, plus la

fonction de phase « exacte » est piquée. Le nombre de maximums secondaires dus à la

diffraction augmente avec la taille des particules. Ils sont cependant beaucoup moins marqués

que dans le cas de la monodispersion en raison d’un lissage de type « effet de moyenne ».

Dans le cas des particules microniques ( µm1≥
J
U ), on peut remarquer que la

troncature du développement de Legendre de la fonction de phase, produit des artefacts

numériques indésirables tels que des valeurs négatives. La méthode Delta-0 [42] remédie à

ces défauts tout en lissant les courbes. Dans le cas des petites particules (µm1.0=
J
U ), aucune

différence n’est observée entre les valeurs « exactes » et celles issues de la troncature du

développement de Legendre, que la méthode Delta-0 soit utilisée ou non. Ceci provient du

fait que lorsque la fonction de phase est peu piquée, peu de polynômes de Legendre suffisent

à la décrire entièrement.
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µm1.0=
J
U

µm0.1=
J
U µm0.10=

J
U

)LJXUH���������)RQFWLRQV�GH�SKDVHV�j�280 nm�SRXU�GHV�VSKqUHV�G¶LQGLFH� 21075.1~ −−= LQ �VHORQ�GLIIpUHQWHV

GLVWULEXWLRQV�ORJ�QRUPDOHV�FDUDFWpULVpHV�SDU�OD�YDULDQFH�JpRPpWULTXH� 1.1=
J

σ �HW�SDU�GLIIpUHQWV�UD\RQV

JpRPpWULTXHV��PR\HQV�
J
U ��

�YDOHXU�©�H[DFWH�ª

�WURQFDWXUH�GX�GpYHORSSHPHQW�HQ�SRO\Q{PHV�GH�/HJHQGUH�j�O¶RUGUH� 15=/

�WURQFDWXUH�GX�GpYHORSSHPHQW�HQ�SRO\Q{PHV�GH�/HJHQGUH�j�O¶RUGUH� 15=/ �UHFRQGLWLRQQpH�SDU�OD�PpWKRGH

'HOWD�0

L’étude bibliographique présentée ci-dessus (FI. § 4.3.3 & § 4.3.4) a montré que la

valeur de l’indice complexe de réfraction des particules dans un jet dépendait de leur

historique, de leur environnement gazeux et de leur température. Il est donc nécessaire de

déterminer dans quelle gamme évoluent les paramètres de diffusion par rapport aux

incertitudes sur les parties réelles et imaginaires de l’indice de l’alumine dans le cas des

distributions granulométriques étudiées ici.
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La Figure 4.20 représente les variations des paramètres optiques moyens en fonction

de l’indice réel pour différents rayons géométriques moyens.
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IRQFWLRQ�GH�O¶LQGLFH�UpHO��O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH�D�pWp�IL[p�j� 210−=P �

D’après ces courbes, le facteur d’efficacité d’extinction est quasiment constant par

rapport à l’indice réel et il reste proche de la valeur 2, sauf dans le cas des petites particules

( µm1.0=
J
U ) où ce paramètre optique est très sensible à la valeur de l’indice réel. Ce dernier

a une influence assez faible sur les valeurs respectives du facteur d’efficacité d’absorption et

de l’albédo de diffusion simple. Enfin, le paramètre d’asymétrie diminue lorsque l’indice réel

augmente.
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La Figure 4.21 représente les variations des paramètres optiques moyens en fonction

de l’indice imaginaire pour différents rayons géométriques moyens.
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IRQFWLRQ�GH�O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH��O¶LQGLFH�UpHO�D�pWp�IL[p�j� 75.1=Q �

Selon ces résultats, le facteur d’efficacité d’extinction est indépendant de l’indice

imaginaire sauf dans le cas des petites particules où Ext4  décroît lorsque 210−>P . Si l’indice

imaginaire est inférieur à 410− , l’albédo de diffusion simple a une valeur proche de 1 et celle

du facteur d’efficacité d’absorption est très faible ; les particules sont alors purement

diffusantes. Au-delà de ce seuil, le facteur d’efficacité d’absorption augmente avec l’indice

imaginaire et l’albédo de diffusion simple diminue. Dans le cas des particules microniques,

ces deux paramètres optiques atteignent des valeurs asymptotiques valant respectivement 1 et

0.5 environ. Ce phénomène est lié à l’augmentation de l’absorbance des particules avec

l’indice imaginaire. Enfin, le paramètre d’asymétrie de la fonction de phase n’est sensible à la

valeur de l’indice imaginaire que lorsque ce dernier est plus grand que 210− .
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����� &RQFOXVLRQ

L’émission de « chimiluminescence » de OH dans le domaine UV provient de la

désexcitation radiative du premier état moléculaire électronique excité, noté « OH* » qui est

produit par une réaction de recombinaison entre H et OH et qui est désactivé principalement

par collision avec les autres espèces gazeuses présentes dans le jet. D’après les résultats

obtenus pour une composition moléculaire représentative de la zone de postcombustion d’un

jet de moteur-fusée à propergol solide en phase de croisière, l’absorption et l’émission

stimulée ne jouent aucun rôle sur les concentrations respectives de OH et de OH* et n’ont

qu’une influence marginale sur le rayonnement.

Le mécanisme réactionnel de la recombinaison radiative de CO + O fait intervenir

différents états électroniques de CO2. L’absorption de CO2 dans son état fondamental n’a

pratiquement aucun effet sur le rayonnement et sur la cinétique des réactions. Si la résolution

spectrale est faible, le spectre d’émission peut être assimilé à un continuum, en raison de la

forte densité de raies. La dépendance en température et en longueur d’onde de ce spectre, est

approchée à l’aide d’une loi de type Arrhenius ajustée à l’aide de résultats expérimentaux

issus de la littérature. Intégrée entre 240 nm et 280 nm, l’émission de chimiluminescence de

CO + O dans la zone de postcombustion d’un jet est au moins 10 fois plus intense que celle de

OH* dans le même domaine spectral. Pour cette raison, cette dernière source de rayonnement

ne sera pas prise en compte pour le calcul de la signature UV des jets.

Les particules d’alumine sont produites à l’intérieur du propulseur, lors de la

combustion de l’aluminium présent dans la composition du propergol solide. L’alumine peut

être présente dans le jet sous au moins trois phases différentes : liquide, solide métastable et

corindon (phase stable de l’alumine). Les propriétés optiques des particules peuvent être

calculées par la théorie de Mie en assimilant ces corps à des sphères homogènes. L’indice réel

dépend des phases cristallines de l’alumine et de la température. L’indice imaginaire est

beaucoup plus difficile à évaluer en raison de sa grande sensibilité à l’environnement gazeux

et aux impuretés produites lors de la combustion de l’aluminium. On a choisi de décrire ce

paramètre optique par le modèle semi-empirique d’Anfimov HW� DO. [81] et de le supposer

constant en dessous du point de fusion de l’alumine (2320 K environ).

Le caractère multimodal des distributions granulométriques reflète les différents

processus de formation des particules présentes dans les jets. Dans le cadre de cette étude, ces

distributions sont supposées monomodales en première approximation, et elles sont
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modélisées par une fonction log-normale dont le rayon géométrique moyen 
J
U  est compris

entre 0.1 µm et 10 µm et dont la déviation standard géométrique 
J

σ  est égale à 1.1. L’étude

paramétrique que l’on a effectuée dans le domaine UV, montre que le facteur d’efficacité

d’extinction dépend surtout de la taille des particules. Le facteur d’efficacité d’absorption

augmente avec la taille et avec l’indice imaginaire. On peut aussi remarquer que plus les

particules sont grosses, plus elles diffusent vers l’avant. Enfin, les variations de l’indice réel

ont peu d’effet sur les propriétés optiques des particules, sauf si celles-ci sont submicroniques.

On a donc mis en évidence deux régimes distincts suivant la taille moyenne des particules.
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Dans ce chapitre, l’intérêt et les limitations du modèle SHDOM pour le calcul du

champ de rayonnement émis par des milieux 1D, 2D et 3D, sont étudiés. Dans un premier

temps, les résultats de calcul fournis par la méthode SHDOM sont comparés à des solutions

de référence issues de la littérature pour des milieux « plans parallèles » et des enceintes

carrées. Ensuite, des comparaisons avec des modèles approchés tels que les formulations 2-

flux utilisées pour l’évaluation du rayonnement émis par les jets [6], sont effectuées pour des

géométries « plans parallèles » et des milieux à symétrie cylindrique représentatifs de la zone

de postcombustion d’un jet de propulseur à propergol aluminisé. Dans ce dernier cas,

l’adaptation du code SHDOM aux jets de moteur-fusée est utilisée. Enfin, pour ce dernier

type de milieu, le champ de rayonnement est calculé en prenant en compte les incertitudes sur

les propriétés optiques des particules d’alumine, qui ont été identifiées au chapitre précédent.

����� &RPSDUDLVRQ�GH� OD�PpWKRGH�6+'20�DYHF�GHV�PRGqOHV�GH� WUDQVIHUW� UDGLDWLI� GH
UpIpUHQFH

Afin de déterminer les sources d’incertitudes des calculs effectués avec la méthode

SHDOM en fonction du type de maillage de la grille de propriétés et du nombre d’ordonnées

discrètes utilisées pour résoudre l’ETR, les résultats de ce code ont été comparés à des

solutions de référence disponibles dans la littérature pour deux géométries : des milieux

« plans parallèles » d’après un problème résolu par van de Hulst [117] et des enceintes carrées

[19].

������� &RPSDUDLVRQ�DYHF�XQH�VROXWLRQ�DQDO\WLTXH�H[DFWH�GH�O¶(75

A l’aide d’une solution analytique exacte de l’ETR, van de Hulst [117] a calculé la

dépendance angulaire de la luminance émise par différents milieux « plans parallèles »

homogènes, absorbants et diffusants possédant une source interne de rayonnement isotrope.

L’épaisseur optique du milieu est supposée être égale à 1 et la fonction de phase de diffusion

est isotrope. La Figure 5.1 présente la géométrie du problème.
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Observateur 

Milieu 

Sol 
[�

]�

\�

θ 

)LJXUH�����±�0LOLHX�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª���JpRPpWULH�XWLOLVpH�SRXU�OH�FDOFXO�GH�OD�GpSHQGDQFH�DQJXODLUH�GH�OD

OXPLQDQFH

Les résultats du code SHDOM ont été comparés à ceux de van de Hulst [117] pour

différentes résolutions angulaires et discrétisations spatiales. Pour les calculs effectués à l’aide

de la méthode SHDOM, les milieux ont été définis dans une grille de propriétés cubique. Les

pas de la grille selon les axes du repère ([, \, ]) sont définis ici en terme d’épaisseur optique et

ils sont notés respectivement
[

τ∆ , 
\

τ∆  et 
]

τ∆ . Les conditions aux limites sur les parois

verticales sont périodiques. Dans le cas purement diffusant (10 =ω ), le rayonnement source

du milieu est fixé à 0/- =
(

, et dans les autres cas à ( ) 001 /- ω−=
(

. La valeur de seuil du

« résidu de convergence » (appelée aussi « critère de convergence », FI. § 3.1) a été fixée à

6
Sol 10−=∆ . La valeur de seuil du « paramètre d’hétérogénéité » (désignée sous le nom de

« critère de découpage », FI. § 3.1.2) est :

� Soit infinie (absence de découpage de cellules) ;

� Soit égale à 
0

0 /
-

&&
(

=  avec 0&  = 1 unité arbitraire (u. a.) (découpage de cellules

activé) de façon à ce que le rapport entre la valeur du critère de découpage et celle

du rayonnement source du milieu ne dépende pas de la valeur de l’albédo de

diffusion simple. Ainsi, si 10 =ω , alors 0&& = , et, dans les autres cas,

( ) 001 && ω−= .

Enfin, la méthode d’accélération de la convergence est activée.

La Figure 5.2 représente la luminance en fonction de l’angle d’aspect θµ cos=

obtenue par van de Hulst [117] pour plusieurs albédos de diffusion simple, et celle calculée
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par le code SHDOM utilisant une résolution angulaire définie par 16=µ1  angles zénithaux

et 32=φ1  angles azimutaux pour différentes résolutions spatiales de la grille de propriétés

optiques. Les luminances présentées ci-dessous sont normalisées en les divisant par le terme

source du milieu -
(

. Les angles zénithaux correspondant aux différents points de calculs ne

sont pas ceux utilisés dans le schéma de quadrature. Leur choix arbitraire (selon un pas égal à

µ∆  = 0.1) est autorisé par l’utilisation de la base d’harmoniques sphériques qui permet

d’interpoler angulairement le champ de luminance à l’issu du processus itératif (FI. § 3.1.2).

]\[
τττ ∆=∆=∆  = 0.2

]\[
τττ ∆=∆=∆  = 0.05

6DQV
GpFRXSDJH
GH�FHOOXOHV

$YHF
GpFRXSDJH
GH�FHOOXOHV

)LJXUH�����±�0LOLHX�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª���GpSHQGDQFH�DQJXODLUH�QRUPDOLVpH�GH�OD�OXPLQDQFH��

BBBB���FDOFXOV�DQDO\WLTXHV�GH�YDQ�GH�+XOVW�>���@

× ��UpVXOWDWV�GX�FRGH�6+'20�� 16=µ1 �� 32=φ1 ��SRXU�GLIIpUHQWHV�GLVFUpWLVDWLRQV�VSDWLDOHV

Le rayonnement augmente en valeur absolue avec l’albédo de diffusion simple en

raison d’une diminution de l’absorption. La luminance du cas sans diffusion (00 =ω ) croît

quand l’angle d’observation µ  diminue car l’épaisseur du milieu augmente (FI. relation

(2.42)). Pour un albédo de diffusion simple donné, le rapport entre la luminance évaluée dans

le cas général et celle évaluée en absence de diffusion (00 =ω ) dépend peu de la valeur de

l’angle zénithal. Ceci signifie que le rapport entre le rayonnement diffusé et celui n’ayant subi

aucune diffusion, varie faiblement avec la direction d’observation. De ce fait, la luminance est

maximale pour un angle d’observation proche de l’horizontale dont la position 0µµ =
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augmente avec l’albédo de diffusion simple d’après les résultats de van de Hulst [117]. Cette

variation ne peut pas être décrite par la Figure 5.2 en raison du nombre insuffisant de points

de calcul. L’augmentation de la luminance avec θµ cos=  dans l’intervalle [ ]0,0 µ  est due

aux pertes radiatives du milieu par diffusion en visée horizontale.

La précision des résultats fournis par la méthode SHDOM dépend de l’albédo de

diffusion simple et de la qualité de la discrétisation spatiale. Lorsque le pas est suffisamment

fin ( 05.0=∆τ ) ou que le découpage de cellules est activé, les luminances calculées par le

modèle SHDOM sont très proches des résultats de van de Hulst [117]. Cependant, en absence

de découpage de cellules, si le maillage initial de la grille est trop large ( 2.0=∆τ ), les

résultats obtenus par la méthode SHDOM peuvent s’éloigner du calcul analytique lorsque le

milieu est très diffusant ( 8.00 >ω ). Toutefois, la forme de la dépendance angulaire est

conservée et l’erreur relative commise est seulement d’environ 5%. Ces résultats montrent

qu’avec une discrétisation spatiale insuffisante, les hétérogénéités de la fonction source

provenant ici des phénomènes de diffusions multiples, ne sont pas décrites correctement. Les

erreurs produites par un maillage insuffisamment fin de la grille de propriétés au départ du

calcul, peuvent cependant être corrigées par l’activation du découpage de cellules. Lorsque

cette option n’est pas activée, les incertitudes des calculs effectués par la méthode SHDOM

sont cependant limitées car les hétérogénéités de la fonction source dues à la diffusion sont

relativement faibles pour ce type de milieu.

Afin de comprendre l’influence de la grille adaptative sur la précision des résultats,

l’évolution du nombre de points de la grille au cours du processus itératif a été représentée sur

la Figure 5.3. Le cas sans diffusion ( 00 =ω ) n’est pas représenté du fait que l’intégrale de

diffusion est nulle et qu’une seule itération est nécessaire pour résoudre l’ETR.
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]\[
τττ ∆=∆=∆  = 0.2

]\[
τττ ∆=∆=∆  = 0.05

)LJXUH�����±�0LOLHX�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª���pYROXWLRQ�GX�QRPEUH�GH�SRLQWV�GH�OD�JULOOH�DGDSWDWLYH�GH�6+'20�SRXU

GHX[�GLVFUpWLVDWLRQV�VSDWLDOHV�LQLWLDOHV

En règle générale, le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la convergence des

résultats augmente avec l’albédo de diffusion simple. L’influence du choix de la discrétisation

spatiale sur ce nombre est assez faible. Lorsque le pas de discrétisation spatiale initial est fin

( 05.0=∆τ ), le nombre de points est élevé en raison des échantillonnages horizontaux et

verticaux de la grille de propriétés. Ce nombre n’évolue pas, sauf dans le cas d’un milieu

purement diffusant ( 10 =ω ) où il croît faiblement. Par contre, pour un milieu n’utilisant pas

une discrétisation spatiale fine comme pour le cas 2.0=∆τ  de la Figure 5.3, le nombre de

points augmente d’autant plus vite que le milieu est diffusant. En raison de la géométrie du

milieu, ce découpage de cellules est vertical et de ce fait, la hauteur moyenne des cellules

résultant d’un remaillage au cours du calcul s’élève à 07.0≈∆
]

τ  environ, si le milieu est

purement diffusant ( 10 =ω ).

Au cours du processus itératif qui est conçu pour obtenir la convergence de l’intégrale

de diffusion, les interpolations trilinéaires effectuées par la méthode SHDOM dans la grille

adaptative, utilisent la fonction source incluant l’intégrale de diffusion évaluée lors de

l’itération précédant le découpage de cellules. Dans le cas d’un milieu « plans parallèles »

homogène, le nombre d’itérations nécessaires dépend principalement du caractère diffusant du

milieu et non du maillage de la grille de propriétés initiale, appelée aussi « grille de base ».

L’augmentation du nombre final de points avec l’albédo de diffusion simple provient de

l’accroissement des gradients de la fonction source, du fait d’une discrétisation spatiale

insuffisante près des parois horizontales du milieu pour décrire correctement les

hétérogénéités de la fonction source produites par la diffusion.
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La Figure 5.4 représente l’évolution du résidu de convergence et du paramètre

d’hétérogénéité au cours du processus itératif, avec et sans découpage de cellules lorsque le

maillage de la grille de propriétés est large. Le paramètre d’hétérogénéité est normalisé par

rapport à sa valeur de seuil &.

5pVLGX�GH�FRQYHUJHQFH 3DUDPqWUH�G¶KpWpURJpQpLWp
6DQV

GpFRXSDJH
GH�FHOOXOHV

$YHF
GpFRXSDJH
GH�FHOOXOHV

)LJXUH�����±�0LOLHX�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª���pYROXWLRQ�GX�UpVLGX�GH�FRQYHUJHQFH�HW�GX�SDUDPqWUH�G¶KpWpURJpQpLWp

�HQ�X��D��

Sur ces courbes, on peut constater qu’en absence de découpage de cellules, le résidu

de convergence diminue suivant une progression quasi-géométrique et le paramètre

d’hétérogénéité atteint très rapidement une valeur de seuil qui augmente avec l’albédo de

diffusion simple. Le nombre d’itérations est légèrement plus important en cas d’activation du

découpage de cellules et l’évolution du résidu de convergence est plus irrégulière que dans le

cas précédent. En particulier, lorsque le milieu est très diffusant, le résidu de convergence

peut légèrement augmenter lors des premiers remaillages. Lorsque la grille adaptative est

activée, le paramètre d’hétérogénéité converge par paliers vers la valeur de référence &

choisie par l’utilisateur. Cependant, dans le cas purement diffusant, ce paramètre passe par un

maximum avant de converger rapidement vers la valeur de seuil &.

L’influence du rayonnement ayant été diffusé vers la direction d’observation diminue

avec l’ordre de diffusion considéré. Comme ce dernier augmente avec le nombre d’itérations,

l’écart résiduel entre deux fonctions sources calculées lors de deux itérations successives, et
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donc le résidu de convergence décroissent au cours du processus itératif. L’augmentation du

paramètre d’hétérogénéité quand la grille adaptative n’est pas activée, provient de

l’accroissement des gradients de la fonction source produits par les phénomènes de diffusions

multiples. Si la grille adaptative est utilisée, l’évolution irrégulière du résidu de convergence

et du paramètre d’hétérogénéité est due à la simultanéité des processus d’optimisation de la

discrétisation spatiale et de convergence de la fonction source. Le nombre final d’itérations

est cependant assez peu sensible à l’activation du remaillage du milieu du fait que les

fonctions sources des nouvelles cellules sont calculées à partir de l’interpolation aux points

nouvellement créés, de celles estimées lors des itérations précédentes. D’après ces résultats,

on peut conclure que l’évolution au cours du calcul de la discrétisation spatiale du milieu, du

résidu de convergence et du paramètre d’hétérogénéité, dépend du type de milieu étudié et

notamment de son caractère diffusant. Par conséquent, il est difficile de dimensionner D�SULRUL

le temps de calcul et la taille nécessaire du calculateur, en fonction de la précision des

résultats souhaitée.

Afin de mettre en évidence les effets de la résolution angulaire sur la précision du

calcul, des cas tests ont été effectués avec différents nombres d’angles zénithaux et d’azimuts.

La Figure 5.5 représente les résultats obtenus avec un pas de discrétisation spatiale défini par

2.0=∆τ  lorsque le découpage de cellules est activé. Lorsque l’albédo de diffusion simple est

supérieur à 0.4, la luminance peut être fortement minorée si l’échantillonnage angulaire est

insuffisant. En effet, pour le calcul de l’intégrale de diffusion, il est nécessaire de prendre en

compte la contribution de la plupart des cellules du milieu. C’est pourquoi, lorsque le nombre

d’ordonnées discrètes prises en compte est trop petit, les interactions entre les différentes

zones du milieu ne sont pas correctement modélisées. Cette source d’erreurs de type « effet de

rayon » [37] explique que pour 2=µ1  et 4=µ1 , la luminance peut être fortement minorée

lorsque le milieu est diffusant. Les résultats du code SHDOM sont toutefois équivalents aux

solutions analytiques, dès que 8=µ1  angles zénithaux et 16=φ1  azimuts sont utilisés. Ces

valeurs sont préconisées par Evans [10] pour le calcul des flux. Pour l’évaluation des

luminances dans des milieux 2D ou 3D, l’auteur suggère d’utiliser 16=µ1  angles zénithaux

et 32=φ1  azimuts. Cette augmentation de la résolution angulaire n’améliore pas

sensiblement la précision des résultats présentés ici, dans le cas d’une géométrie « plans

parallèles ».
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4,2 == φµ 11 8,4 == φµ 11

16,8 == φµ 11 32,16 == φµ 11
)LJXUH�����±�0LOLHX�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª���GpSHQGDQFH�DQJXODLUH�QRUPDOLVpH�GH�OD�OXPLQDQFH��

�FDOFXOV�DQDO\WLTXHV�GH�YDQ�GH�+XOVW�>���@

× UpVXOWDWV�GX�FRGH�6+'20�(
]\[

τττ ∆=∆=∆  = 0.2��GpFRXSDJH�GH�FHOOXOHV�DFWLYp��SRXU�GLIIpUHQWHV

UpVROXWLRQV�DQJXODLUHV

Le rôle spécifique de la résolution azimutale n’a pas été testé ici puisqu’en géométrie

1D, le champ de luminance est axisymétrique en tout point. Il est toutefois important de

souligner que dans les milieux 2D ou 3D hétérogènes, le nombre d’azimuts doit être

suffisamment élevé afin de prendre correctement en compte les interactions entre les

différentes cellules du milieu.

������� (QFHLQWHV�FDUUpHV

Les calculs présentés ci-dessous ont été effectués pour établir la précision de la

méthode SHDOM par rapport à des méthodes exactes dans le cas de milieux 2D homogènes

infinis suivant une direction et de section carrée de 1 m de côté. Les solutions de référence

proposées par Liu HW� DO. [19] ont été calculées au moyen de la méthode de zones. C’est

pourquoi ces données sont exprimées en termes de flux hémisphériques. Leur comparaison

avec les flux obtenus par la méthode SHDOM permet d’évaluer la précision du schéma de

quadrature utilisé par ce code, pour effectuer des intégrations angulaires semblables au calcul
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de l’intégrale de diffusion. Deux cas tests dont la géométrie est représentée sur la Figure 5.6,

ont été étudiés :

� Un milieu 2D thermiquement émissif (à la température 07 ) et non-diffusant ;

� Un milieu 2D purement diffusant (avec une fonction de phase isotrope) illuminé

par la paroi horizontale inférieure à la température 07 .

] (m)

[ (m)
1

1

\ (m)

N

S
(paroi émissive du cas

purement diffusant)

EW

0

Ω

)LJXUH�����±�*pRPpWULH�GHV�HQFHLQWHV�FDUUpHV

Dans ces deux exemples, les bords froids et absorbants parallèles au plan ( )]2\  ont

été représentés par des cellules non-émissives optiquement épaisses. Les conditions aux

limites sont périodiques selon la direction ( )\\′  pour que le milieu puisse être considéré

comme infini selon cet axe. Le pas de discrétisation spatiale est de 0.02 m. Le découpage de

cellules n’est utilisé que dans le cas du milieu diffusant puisqu’en absence de diffusion, la

fonction source du milieu est homogène. Les résultats sont normalisés par rapport au flux

hémisphérique 0/π  émis par un corps noir à la température 07 .

Dans le premier cas test (milieu émissif non-diffusant), le calcul « exact » a été

effectué par l’intégration angulaire du champ de luminance calculé au moyen d’une formule

analytique exacte. Lors de ce calcul, 100 angles zénithaux et 200 azimuts ont été utilisés afin

d’obtenir des résultats d’une grande précision. Ces derniers sont identiques à ceux obtenus par

Liu HW� DO. [19] avec la méthode de zones. Le milieu est supposé optiquement fin

( 1
AbsExt m1.0 −== .. ) de façon à ce que la valeur de la luminance dépende fortement de la

longueur des lignes de visée. La Figure 5.7 représente le flux hémisphérique ( )m1, =+ ][)

déterminé sur la paroi de l’enceinte (appelé aussi « flux hémisphérique pariétal ») à l’aide du
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calcul « exact » et du modèle SHDOM utilisant différentes résolutions angulaires. En raison

de la géométrie du milieu, le rayonnement émis par le milieu est plus important au voisinage

de l’axe du milieu. Tandis que le pseudo-2-flux ( 2=µ1 , 1=φ1 ) et 8-flux ( 2=µ1 , 4=φ1 )

minorent et majorent respectivement la valeur des flux hémisphériques, ces derniers sont

correctement évalués par les autres schémas de quadrature.

)LJXUH�����±�(QFHLQWH�FDUUpH�pPLVVLYH�QRQ�GLIIXVDQWH�� 1
AbsExt m1.0 −== .. ����IOX[�KpPLVSKpULTXH�SDULpWDO

( )m1, =+ ][) ��� �FDOFXO�©�H[DFW�ª���6+'20��� � 2=µ1 � 1=φ1 ��� � 2=µ1 � 4=φ1 ��

� 8=µ1 � 16=φ1 ��� � 16=µ1 � 32=φ1

Dans le second cas (milieu purement diffusant), les résultats exacts ont été obtenus par

la méthode de zones [19] pour un coefficient d’extinction égal à 1
DiffExt m1 −== .. . Les

caractéristiques du milieu ont été choisies de manière à comparer les résultats du modèle à

ceux de la publication de Liu HW�DO. [19]. Pour les calculs effectués au moyen de la méthode

SHDOM, le critère de convergence a été fixé à 2
Sol 10−=∆  et le découpage de cellules a été

activé afin de prendre en compte correctement les hétérogénéités de la fonction source

provenant des diffusions multiples. La Figure 5.8 représente les flux hémisphériques nets au

sol ( )0,0 =− − ][)/π  calculés par les méthodes de zones et SHDOM pour différentes

résolutions angulaires. En raison des diffusions multiples et de la géométrie du milieu, les

pertes de rayonnement sont plus importantes près des parois qu’au centre du milieu. De ce

fait, le rayonnement diffusé vers le « sol » est plus important lorsqu’il parvient au milieu de la

paroi inférieure. Ceci explique que le flux hémisphérique net pariétal est plus important sur

les bords du milieu. Les flux hémisphériques pariétaux sont  respectivement majorés et

minorés par le pseudo-2-flux ( 2=µ1 , 1=φ1 ) et 8-flux ( 2=µ1 , 4=φ1 ). Par contre, avec
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les autres résolutions angulaires, les différences entre les calculs effectués à l’aide du modèle

SHDOM et ceux obtenus par la méthode de zones, sont de 2% environ.

)LJXUH�������(QFHLQWH�FDUUpH�SXUHPHQW�GLIIXVDQWH��IRQFWLRQ�GH�SKDVH�LVRWURSH�� 1
DiffExt m1 −== .. ��pFODLUpH

SDU�XQ�VRO�ODPEHUWLHQ���IOX[�KpPLVSKpULTXH�QHW�DX�VRO�� ( )0,0 =− − ][)/π ���� �PpWKRGH�GH�]RQHV�>��@��

6+'20��� � 2=µ1 � 1=φ1 ��� � 2=µ1 � 4=φ1 ��� � 8=µ1 � 16=φ1 ��

� 16=µ1 � 32=φ1

Dans le cas émissif et non-diffusant, les luminances calculées par la méthode SHDOM

sont exactes car l’intégrale de diffusion est nulle. La précision des calculs dépend par

conséquent de la façon dont le schéma de quadrature utilisé pour évaluer les flux prend en

compte la géométrie du milieu. Dans le cas purement diffusant, cette source d’erreurs de type

« effet de rayon » [37] a aussi une influence sur l’évaluation de l’intégrale de diffusion. A la

différence du schéma 
1

6  [34] [38] (FI. Figure 2.6), l’utilisation par la méthode SHDOM de la

quadrature de Gauss-Legendre, permet de réduire les erreurs de calcul numérique lorsque la

résolution angulaire devient plus fine. Ce phénomène peut être expliqué par les « qualités »

géométriques de cette quadrature. En effet, si dans le schéma 
1

6 , seuls un ou deux angles

zénithaux sont inférieurs à 45° pour 12≤µ1 , avec la quadrature de Gauss-Legendre, il existe

autant d’angles situés de part et d’autre de la direction θ = 45°. Ceci permet à ce schéma de

quadrature d’évaluer avec une assez bonne précision les interactions entre les cellules de

milieux dont la géométrie est relativement complexe comme dans le cas des enceintes carrées

étudiées ici.
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������� &RQFOXVLRQ

Les cas tests relatifs aux milieux « plans parallèles » et aux enceintes carrées présentés

dans ce paragraphe ont montré que les résultats de calcul du code SHDOM peuvent être très

proches de données de référence issues de la littérature, à condition que la résolution angulaire

et la discrétisation spatiale soient suffisamment fines. Pour les calculs de luminance, une

bonne résolution angulaire est nécessaire pour évaluer les gains de rayonnement par diffusion

afin de réduire notamment les erreurs de type « effet de rayon » [37]. D’après les cas tests

présentés ici, la quadrature de Gauss-Legendre est bien adaptée pour restreindre ce type

d’incertitudes en raison de ses « qualités » géométriques dont, par exemple, l’égalité du

nombre d’angles zénithaux situés de part et d’autre de la direction θ = 45°. Le nombre de

directions angulaires recommandé par Evans [10] en fonction du type de résultats désiré a été

vérifié sur ces cas de calcul.

Lorsque la discrétisation spatiale initiale est trop grossière, le remaillage de la grille de

propriétés permet d’améliorer la précision du calcul en réduisant les gradients entre fonctions

sources voisines. Toutefois, les erreurs provoquées par des dimensions de cellules trop

grandes, sont de quelques pour-cent par rapport aux résultats exacts. Cette remarque dépend

fortement du type et de la géométrie du milieu étudié. C’est pourquoi il est difficile de

déterminer le nombre de points qui seront engendrés par le découpage de cellules avant

l’exécution du code SHDOM. De ce fait, les limites imposées par les capacités du calculateur

pour le choix des valeurs respectives des critères de convergence et de découpage ne peuvent

pas être prédites D� SULRUL. Cependant, la comparaison de la valeur finale du paramètre

d’hétérogénéité avec celle des flux issus du milieu étudié peut fournir l’ordre de grandeur des

erreurs dues au sous-échantillonnage spatial.

����� &RPSDUDLVRQ�GH�OD�PpWKRGH�6+'20�DYHF�GHV�DSSURFKHV�VLPSOLILpHV

La signature UV des jets peut être évaluée à l’aide de modèles de transfert radiatif

simplifiés tels que les approches 2-flux [6]. Dans cette étude, le modèle 2-flux utilisé est de

type « approximation de la quadrature » (FI� § 2.4.1.2) définie à l’aide de la relation (2.38) car

cette formulation permet la prise en compte de tous les types de fonctions de phase et de la

dépendance angulaire du champ de rayonnement. Afin de mettre en évidence les principales

limitations de ces modèles simplifiés, les résultats fournis par ces méthodes de résolution de

l’ETR pour des géométries 1D, 2D et 3D ont été comparés aux calculs effectués par la
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méthode SHDOM dont les résultats sont considérés, d’après les cas tests présentés ci-dessus

(FI. § 5.1.1), comme équivalents à ceux issus de modèles de transfert radiatif de référence.

Dans un premier temps, des calculs ont été effectués dans le cas des milieux « plans

parallèles » afin d’évaluer, pour une géométrie simple, les incertitudes propres au calcul de la

luminance par le modèle 2-flux. Enfin, un milieu à symétrie cylindrique représentant une

section de la zone de post-combustion d’un jet de propulseur, a été étudié dans le but de

déterminer le rôle de la diffusion dans ce type de milieu et les erreurs induites par l’utilisation

de ce même modèle 2-flux. Dans ce cas, l’adaptation du code SHDOM aux jets de moteurs-

fusées a été utilisée.

������� &DV�GHV�PLOLHX[�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª

Dans ce paragraphe, le modèle 2-flux est comparé avec la méthode SHDOM ainsi

qu’avec des approches 6- et 1-flux (1 >> 6) définies par Freeman HW�DO. [6] pour l’évaluation

de la luminance émise normalement à surface de milieux « plans parallèles ». Puis, la

dépendance angulaire de la luminance calculée par le modèle 2-flux dans ces géométries est

comparée aux résultats de référence fournis par la méthode SHDOM.

��������� &RPSDUDLVRQ�DYHF�OHV�PRGqOHV���IOX[����IOX[�HW�1�IOX[
A l’aide de modèles 2-flux, 6-flux et 1-flux (1 >> 6), Freeman HW�DO. [6] ont calculé le

rayonnement émis par des milieux « plans parallèles » homogènes, absorbants, diffusants,

dont la fonction de phase de diffusion est isotrope, et possédant une source de rayonnement

interne de type thermique. Ce paragraphe présente la comparaison de leurs résultats avec des

calculs effectués avec la méthode SHDOM. Pour ces derniers, le maillage de la grille de

propriétés est de 5 × 5 × 6 points. La résolution angulaire est fixée à 16=µ1  angles

zénithaux et 32=φ1  azimuts, et le découpage de cellules est activé. Trois valeurs

d’épaisseur optique ont été étudiées : 1.0=τ , 1=τ  et 10=τ . Les conditions aux limites

horizontales sont périodiques.

La Figure 5.9 représente la luminance normale à la surface du milieu évaluée par la

méthode SHDOM ainsi que par les modèles de transfert radiatif développés par Freeman HW�DO.

[6] pour différentes épaisseurs optiques. Les résultats sont normalisés par rapport au cas non

diffusant.
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)LJXUH�������0LOLHX[�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª�GH�GLIIpUHQWHV�pSDLVVHXUV�RSWLTXHV�τ ��OXPLQDQFH�QRUPDOH�HQ�IRQFWLRQ

GH�O¶DOEpGR�GH�GLIIXVLRQ�VLPSOH��� �6+'20����PRGqOH���IOX[�� �PRGqOH���IOX[�>�@��×�PRGqOH�1�IOX[�>�@

Dans le cas optiquement mince ( 1.0=τ ), la luminance est ici proportionnelle à 01 ω−

car la source de rayonnement du milieu est égale à ( ) 001 /- ω−=
(

. Dans les autres cas ( 1≥τ ),

la luminance normalisée est supérieure au facteur 01 ω−  en raison des gains de rayonnement

par diffusion.

Les résultats fournis par les modèles 1-flux et SHDOM sont très proches, sauf dans le

cas d’un milieu optiquement épais ( 10=τ ) où, selon la valeur de l’albédo de diffusion

simple, les phénomènes de diffusion peuvent être très importants. Du fait que la résolution

angulaire du modèle 1-flux n’est pas précisée dans l’étude de Freeman HW� DO. [6], ces

différences peuvent être dues à une résolution angulaire insuffisante pour ce type de

problème. Les modèles 2-flux et 6-flux minorent et majorent respectivement la valeur de la

luminance. Dans le cas général, les modèles SHDOM et 1-flux modélisent de façon similaire

les phénomènes de diffusion car ces deux méthodes utilisent un échantillonnage angulaire de

type « ordonnées discrètes ». Par construction, le modèle 2-flux ne prend pas en compte les

échanges par diffusion latérale et c’est pourquoi le rayonnement estimé par cette méthode est

inférieur à celui qui a été calculé par des méthodes de référence utilisant une résolution



151

angulaire plus importante. A l’inverse, le modèle 6-flux majore l’influence des échanges

d’énergie radiative par diffusion latérale.

��������� &RPSDUDLVRQ�DYHF�OH�PRGqOH���IOX[���GpSHQGDQFH�DQJXODLUH�GH�OD�OXPLQDQFH
L’objet de ce paragraphe est d’étudier les limitations du modèle 2-flux pour le calcul

de la dépendance angulaire de la luminance issue de milieux « plans parallèles ». La méthode

SHDOM est utilisée ici comme modèle de référence avec la même discrétisation spatiale et la

même résolution angulaire que précédemment. Deux cas ont été envisagés :

� Un milieu homogène, non émissif, absorbant et diffusant  qui est éclairé par un sol

lambertien ;

� Un milieu homogène, émissif thermiquement, absorbant et diffusant. Ce cas

correspond au milieu étudié ci-dessus au paragraphe § 5.1.1, pour une fonction de

phase isotrope.

)LJXUH������±�0LOLHX[�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª�QRQ�pPLVVLIV�GH�GLIIpUHQWHV�pSDLVVHXUV�RSWLTXHV�τ���GpSHQGDQFH

DQJXODLUH�GX�FKDPS�GH�OXPLQDQFH��/HV�V\PEROHV�UHSUpVHQWHQW�OHV�UpVXOWDWV�GH�6+'20�HW�OHV�OLJQHV�FHX[�GX

PRGqOH���IOX[�

La Figure 5.10 représente la dépendance angulaire, normalisée par rapport à

l’émission du sol lambertien, dans le cas du milieu non émissif avec une fonction de phase

isotrope et avec une fonction de phase de type Henyey-Greenstein. Celle-ci est définie par son

développement en polynômes de Legendre :

( ) O

O
JO 12 +=χ (5.1)

avec un paramètre d’asymétrie J = 0.8. Dans ce second cas, la méthode Delta-0 est utilisée.

La valeur de l’albédo de diffusion simple est fixée à 8.00 =ω  et elle est typique de celle des
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particules d’alumine des jets dans le domaine UV. Les conventions d’angle sont identiques à

celles du paragraphe § 5.1.1.

La luminance diminue quand le milieu devient optiquement épais, en raison de

l’augmentation des phénomènes d’extinction. Pour les mêmes raisons, la luminance diminue

quand l’angle d’observation se rapproche de l’horizontale. Lorsque le milieu est optiquement

mince, les résultats du modèle 2-flux sont proches de ceux fournis par la méthode SHDOM.

Pour des épaisseurs optiques plus grandes, le modèle 2-flux majore la luminance en vue

perpendiculaire (µ = 1) puisqu’il ne prend pas en compte les pertes de rayonnement dues aux

échanges par diffusion latérale. En revanche, en vue rasante (µ = 0), le modèle 2-flux minore

la valeur de la luminance puisqu’il néglige une partie des gains d’énergie radiative provenant

des échanges par diffusion latérale. Lorsque la fonction de phase est piquée vers l’avant, les

erreurs du modèle 2-flux sont moins importantes, du fait des effets plus faibles de la diffusion

latérale.

La Figure 5.11 représente le même type de calcul que la Figure 5.10 dans le cas du

milieu émissif.

)LJXUH��������0LOLHX[�©�SODQV�SDUDOOqOHV�ª�pPLVVLIV�GH�GLIIpUHQWHV�pSDLVVHXUV�RSWLTXHV�τ���GpSHQGDQFH�DQJXODLUH

GX�FKDPS�GH�OXPLQDQFH��/HV�V\PEROHV�UHSUpVHQWHQW�OHV�UpVXOWDWV�GH�6+'20�HW�OHV�OLJQHV�FHX[�GX�PRGqOH���IOX[�

D’après ces courbes, plus le milieu est optiquement épais, plus le rayonnement émis

par ce dernier est important. A la différence de la Figure 5.2 où la luminance est normalisée

par rapport au rayonnement source interne du milieu, la luminance présentée sur la Figure

5.11 est rapportée à celle qui serait émise normalement à la surface d’un milieu « plans

parallèles » d’épaisseur optique infinie. Lorsque l’épaisseur optique vaut 1 et que la diffusion

est isotrope, la dépendance angulaire du champ de luminance est par conséquent semblable à

celle du milieu « plans parallèles » étudié sur la Figure 5.2. La position du maximum de
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luminance croît avec la valeur de l’épaisseur optique, en raison de l’augmentation des

échanges par diffusion latérale. Cependant, cet effet est moins marqué quand la fonction de

phase est piquée vers l’avant, du fait d’une diffusion latérale plus faible.

Pour un milieu optiquement mince et une direction de visée normale à la surface, les

résultats des modèles 2-flux et SHDOM sont très proches. En revanche, lorsque l’épaisseur

optique augmente, le modèle 2-flux minore la luminance. Les différences observées entre les

modèles 2-flux et SHDOM s’estompent toutefois lorsque la fonction de phase est piquée vers

l’avant, en raison d’une influence plus faible des échanges par diffusion latérale que ne prend

pas en compte le modèle 2-flux. En visée verticale (µ = 1), le modèle 2-flux néglige les gains

de rayonnement par diffusion latérale tandis qu’en visée rasante (µ = 0), les pertes par

diffusion latérale ne sont pas prises en compte. Lorsque le modèle 2-flux est utilisé, la valeur

limite de la luminance en µ = 0 est indépendante de l’épaisseur optique du milieu car les

résultats fournis par cette approche ne dépendent que de l’épaisseur optique effectivement

traversée par la ligne de visée considérée. En comparant la Figure 5.11 avec la Figure 5.5, on

observe une différence entre le modèle 2-flux et le code SHDOM utilisant 2=µ1  angles

zénithaux. Cet écart provient du type d’échantillonnage angulaire utilisé par ces approches.

De fait, si le modèle 2-flux est utilisé, l’ETR est alors résolue suivant la direction selon

laquelle on souhaite obtenir la luminance. En revanche, pour évaluer la fonction source, le

code SHDOM prend en compte des directions fixes définies par une quadrature de Gauss-

Legendre, soit 58.031 ≈=µ  si 2=µ1 .

������� 0LOLHX[�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH

L’adaptation de la méthode SHDOM au calcul de la signature UV des jets de moteurs-

fusées, est utilisée ici pour calculer le rayonnement émis par un milieu à symétrie cylindrique

représentant une section de la zone de postcombustion d’un jet de propulseur à propergol

solide aluminisé, afin de mettre en évidence le rôle de la diffusion des particules d’alumine.

En outre, les résultats obtenus sont comparés à ceux fournis par un calcul 2-flux, afin de

mettre en évidence les limitations de ce modèle approché. La température et les

concentrations des gaz et des particules ont été obtenues à partir des résultats du code

aérothermochimique AJAX-PNS ($nalyse de -et $[isymétrique par Technique de

3arabolisation des Equations de 1avier-6tokes) [116]. Celui-ci considère les particules

comme un « gaz équivalent ». Une telle approximation permet d’effectuer des calculs de
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signature de jet en prenant en compte les incertitudes sur la taille des particules pour une

même concentration massique d’alumine. Le coefficient d’extinction est estimé en supposant

que les particules mesurent 1 µm de rayon. L’étude préliminaire de ce cas test a fait l’objet

d’un article publié dans le -RXUQDO�RI�7KHUPRSK\VLFV�DQG�+HDW�7UDQVIHU [118] et reporté en

annexe (FI. § 9.7). Une étude plus détaillée prenant en compte les incertitudes sur les

dimensions des particules est réalisée dans la dernière partie de ce chapitre. La longueur

d’onde est fixée à 280 nm.

Les profils radiaux de propriétés optiques représentés sur la Figure 5.12,

correspondent à l’ajustement de ces grandeurs par des fonctions mathématiques simples.

)LJXUH������±�0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH���SURILOV�UDGLDX[�GH�FRHIILFLHQW�G¶H[WLQFWLRQ��GH�WHPSpUDWXUH��GH

SXLVVDQFH�YROXPLTXH�DQJXODLUH�GH�FKLPLOXPLQHVFHQFH�HW�G¶pPLVVLRQ�WKHUPLTXH�GHV�SDUWLFXOHV�j�280 nm

Le profil du coefficient d’extinction évolue ici comme une droite affine dont la valeur

sur l’axe est de 7.5 m-1 et de 10-5 m-1 pour un rayon supérieur à 7 cm. Le profil de température

est une gaussienne centrée sur l’axe et dont le maximum s’élève à 2400 K et la largeur à mi-
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hauteur à 3.5 cm. Quant au profil de chimiluminescence, il est décrit par la somme de deux

gaussiennes excentrées par rapport à l’axe, dont le maximum à U = 1 cm est de

340 W m-3 sr-1 µm-1 et dont la valeur axiale s’élève à 280 W m-3 sr-1 µm-1. Cette fonction est

définie par la relation :

( ) ( )
( ) ( )

%U

%UU%UU

&&

H

HH
U-U- 2

0

2
0

2
0

2
0

−

−−+− +== (5.2)

où les paramètres  % et 0U  sont déterminés d’après la valeur et la position du maximum du

profil radial. Dans tout le milieu, l’albédo de diffusion simple des particules est de 0.8 et la

fonction de phase est de type Henyey-Greenstein avec un paramètre d’asymétrie égal à 0.8.

Ces deux valeurs sont typiques des particules d’alumine rencontrées dans les jets (FI. § 4.3.6).

Pour le domaine spectral d’étude, le rayonnement thermique des particules est faible devant

l’émission de chimiluminescence.

Les calculs réalisés avec la méthode SHDOM ont été effectués à l’aide d’une grille de

propriétés dont la largeur totale vaut 20 cm. La longueur de la grille et la discrétisation

spatiale sont précisées dans les paragraphes décrivant les résultats des calculs. Le découpage

de cellules n’est pas activé car cette fonctionnalité nécessite une taille mémoire supérieure à

celle des calculateurs utilisés dans cette étude. La résolution angulaire a été définie par

16=µ1  angles zénithaux et 32=φ1  angles azimutaux.

Deux cas tests ont été envisagés :

� Un milieu infini orienté selon une direction horizontale. Ce cas correspond à

l’étude d’une section de jet isolée.

� Un milieu fini d’axe vertical de 0.8 m de longueur, qui permet d’étudier la

dépendance spatiale et angulaire du champ de rayonnement dans une situation

assez proche d’un cas de jet « réaliste ».
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��������� 0LOLHX�LQILQL
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)LJXUH������±�0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH�LQILQL���JpRPpWULH�GH�OD�JULOOH�GH�SURSULpWpV

Le caractère infini du milieu cylindrique représenté sur la Figure 5.13, est obtenu par

des conditions aux limites périodiques selon l’axe ( )\\′ . De ce fait, le calcul de transfert

radiatif peut être considéré comme bidimensionnel puisque le rayonnement s’échappant d’un

plan ( )][,  est réutilisé comme rayonnement incident sur la face opposée à ce même plan.

Outre ce type de calcul, on utilise l’approximation des pixels indépendants (IPA) où les

colonnes parallèles à ( )]]′  sont traitées comme des milieux « plans parallèles » indépendants

les uns des autres. Le pas radial de la grille de propriétés est de ][ ∆=∆  = 2.5 mm, et le pas

longitudinal est de \∆ = 10 mm. 81 points sont utilisés en [ et en ] pour définir la grille et 2

points en \. La Figure 5.14 représente les profils « radiaux » de luminance en vue de côté,

calculés avec les modèles SHDOM et 2-flux sur le plan tangent à la surface du cylindre.

L’abscisse correspond à l’éloignement par rapport à la projection de l’axe du jet sur ce plan.

)LJXUH��������0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH�LQILQL���SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�SRXU�GLIIpUHQWV�DQJOHV�G¶DVSHFWV��

��6+'20���'����×�6+'20��,3$����²�PRGqOH���IOX[

L’augmentation de la luminance lorsque l’angle d’aspect décroît, provient du fait que

le milieu est optiquement mince et émissif et que, dans ce cas, l’émission du milieu augmente
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avec l’épaisseur optique traversée par la ligne de visée. En raison de l’intégration de la

fonction source le long des lignes de visée, aucun maximum latéral, dû au pic excentré du

profil radial de l’émission de chimiluminescence, n’est observé.

Lorsque la direction d’observation est perpendiculaire à l’axe du cylindre, les modèles

2-flux et SHDOM (2D) sont très proches puisque le milieu est optiquement fin (525.0=τ ).

Sur l’axe du milieu, la méthode SHDOM en mode IPA surestime la valeur de la luminance,

en raison de l’application de conditions aux limites périodiques sur les parois verticales des

colonnes. Au voisinage de l’axe, les modèles 2-flux et SHDOM en mode IPA majorent la

luminance lorsque l’angle d’aspect diminue puisqu’ils ne prennent pas en compte les pertes de

rayonnement par diffusion latérale. En revanche, ces deux modèles minorent la valeur des

pieds du profil radial de luminance. En effet, la méthode SHDOM en mode IPA et le modèle

2-flux considèrent chaque colonne verticale comme plongée dans un milieu « plans

parallèles » indépendant. Par conséquent, ces méthodes de résolution de l’ETR ne peuvent pas

prendre en compte la diffusion par les particules, du rayonnement produit le long de l’axe,

vers les bords du milieu. Ainsi, le rayonnement émis au bord du milieu n’est pas correctement

évalué par ces modèles approchés.

��������� 0LOLHX�ILQL

θ

5

<

θ = angle d’aspect dans le plan (XOZ)

=

;

Masque

)LJXUH��������0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH�ILQL���JpRPpWULH�GH�OD�JULOOH�GH�SURSULpWpV
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L’axe du milieu cylindrique fini représenté sur la Figure 5.15 est vertical pour utiliser

les conditions aux limites ouvertes sur les parois longitudinales à l’axe. Dans ce cas, l’ETR

est résolue en mode 3D par le code SHDOM adapté aux jets, afin de prendre en compte

l’ensemble des interactions entre les différentes cellules du milieu, de façon la plus réaliste

possible. Ainsi, les phénomènes de diffusions multiples seront correctement modélisés. La

longueur du cylindre est de 0.8 m et le pas de discrétisation axiale ]∆  est de 2 cm alors que le

pas radial de la grille de propriétés est de \[ ∆=∆  = 5 mm. 41 points sont utilisés en [, en \,

et en ] pour définir la grille. Afin de mettre en évidence le rôle de la diffusion, les propriétés

des particules ont été considérées de quatre manières différentes :

� Cas de référence évalué par la méthode SHDOM où les particules sont absorbantes

et diffusantes ;

� Cas de référence évalué par le modèle 2-flux ;

� Cas sans diffusion où l’albédo de diffusion simple est supposé nul (dans ce cas,

AbsExt .. ≡ ) ;

� Cas sans particules où le coefficient d’extinction est nul.

La Figure 5.16 décrit les grandeurs les plus représentatives du champ de rayonnement

émis par le milieu cylindrique dans ces quatre cas de calculs, à savoir :

(a) L’intensité en fonction de l’angle d’aspect (les valeurs choisies sont 0, 10°, 20°, 30°,

45°, 60°, 70°, 80° et 90°). Aucun masquage n’est pris en compte.

(b) Le profil radial de luminance en vue de côté ;

(c) Le profil radial de luminance en vue avant ;

(d) L’intensité du jet en vue avant ( )0;,M ==> θ=]UU,  en fonction du rayon MU  d’un

masque placé au centre d’une des bases du cylindre comme le montre la Figure 5.15.

Dans le cas d’un jet réel, ce masque représenterait le corps du propulseur, en vue

avant. La valeur de cette intensité est obtenue en intégrant par la méthode des trapèzes

le champ de luminance en vue avant situé au delà de MU  selon la relation :

( ) ( )∫
∞

=====>
M

d0;,20;,M

U

UU=]U5=]UU, θπθ (5.3)
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où ( )0;, == θ=]U5  représente la luminance émise en vue avant en un point du plan

] = = situé à la distance U de l’axe du cylindre.

(a)

(c)

(b)

(d)
)LJXUH������±�0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH�ILQL����D��LQWHQVLWp�HQ�IRQFWLRQ�GH�O¶DQJOH�G¶DVSHFW����E��SURILO�UDGLDO

GH�OXPLQDQFH�HQ�YXH�GH�F{Wp����F��SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�HQ�YXH�DYDQW����G��LQWHQVLWp�HQ�YXH�DYDQW�HQ�IRQFWLRQ

GX�UD\RQ�GH�PDVTXDJH���²²�6+'20��FDV�GH�UpIpUHQFH���� �6+'20��FDV�VDQV�GLIIXVLRQ���� �6+'20

�FDV�VDQV�SDUWLFXOHV���� �PRGqOH���IOX[

D’après la Figure 5.16 (a), l’intensité croît avec l’angle d’aspect en raison d’une

diminution de l’épaisseur optique selon la direction de visée. Inversement, lorsque les

interactions entre les particules et le rayonnement ne sont pas prises en compte, l’intensité est

constante en raison de l’absence des phénomènes d’extinction. En l’absence de diffusion,

l’intensité calculée est systématiquement plus faible que dans le cas de référence, du fait

d’une valeur du coefficient d’absorption plus importante. Les échanges de rayonnement par

diffusion latérale, de l’axe vers les bords du milieu, n’ont pas été pris en compte par le modèle

2-flux et l’intensité en vue avant est supérieure à celle estimée dans le cas de référence. Pour

des raisons similaires, l’intensité en vue de côté évaluée par le modèle 2-flux est légèrement

plus faible que dans celle du cas de référence.

Selon la Figure 5.16 (b), peu de différences sur la valeur de la luminance émise en vue

de côté au voisinage de l’axe sont observées, tandis que la luminance émise sur les bords
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dépend fortement de la façon dont la diffusion latérale est prise en compte. Pour cette raison,

les pieds du profil radial de luminance évalué par le modèle 2-flux sont semblables à ceux des

cas sans diffusion et sans particules, à la différence du profil de référence qui est plus large.

On peut constater sur la Figure 5.16 (c) que la luminance émise en vue avant au

voisinage de l’axe du jet est la plus importante lorsqu’il n’y a pas de particules. Deux

maximums symétriques provenant de la forme du profil de l’émission de chimiluminescence

sont alors observés. Cette structure est encore mise en évidence dans les autres cas, à

l’exception du calcul effectué sans diffusion en raison de la forte valeur de l’absorption. Dans

ce cas, la luminance émise en vue avant est, au voisinage de l’axe, légèrement inférieure à

celle du calcul de référence, sauf sur l’axe même, où l’on observe un pic central provenant de

l’émission thermique des particules qui est 5 fois plus importante que dans le calcul de

référence. Les pieds des profils sont tous semblables sauf ceux du cas de référence où le

champ de rayonnement est plus étendu du fait de la prise en compte de la diffusion du

rayonnement émis le long de l’axe vers les bords du milieu. Le milieu n’émet plus aucun

rayonnement au delà de 6.5 cm de l’axe, ce qui, d’après la Figure 5.12, correspond au rayon

du profil radial du coefficient d’extinction (7 cm), auquel on aurait retranché la largeur d’une

cellule (0.5 cm).

Du fait de la prise en compte de la diffusion du rayonnement de l’axe vers les bords du

milieu, on observe sur la Figure 5.16 (d) que l’intensité en vue avant en fonction du rayon de

masquage, décroît beaucoup plus lentement dans le calcul de référence que dans les autres

cas. Ces courbes montrent donc clairement que le modèle 2-flux est inadapté au calcul du

champ de luminance en vue avant.

Ces résultats montrent que la dépendance angulaire de l’intensité et la luminance

émise en vue avant au voisinage de l’axe par le milieu cylindrique fini, dépendent des

hypothèses selon lesquelles les particules sont supposées interagir avec le rayonnement. On

peut aussi remarquer que la prise en compte de la diffusion du rayonnement produit le long de

l’axe par chimiluminescence vers les bords du milieu, étend sensiblement les dimensions des

profils radiaux de luminance en vue avant et de côté. C’est pourquoi l’intensité en vue avant

est moins sensible à la taille du masque lorsque le milieu est supposé diffusant que dans les

autres cas.

Les différences entre les résultats des modèles SHDOM et 2-flux, s’accentuent lorsque

l’angle d’aspect diminue, en raison d’une augmentation de la contribution de la diffusion
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latérale. De ce fait, la luminance émise en vue avant au voisinage de l’axe est mal estimée par

ce dernier modèle, car les échanges de rayonnement par diffusion ne sont pas correctement

évalués. De plus, le modèle 2-flux minore la valeur de la luminance émise sur les bords du

milieu, tant en vue de côté qu’en vue avant, du fait de l’absence de prise en compte de la

diffusion du rayonnement produit au voisinage de l’axe vers les couches externes du cylindre.

Ces résultats montrent que le modèle 2-flux ne peut fournir qu’une estimation approximative

du champ de rayonnement et qu’il ne prédit pas correctement les effets de bords dans des

milieux cylindriques proches des jets.

������� &RQFOXVLRQ

En ce qui concerne l’étude de la transmittivité et de l’émissivité de milieux « plans

parallèles » diffusants, le modèle 2-flux fournit des résultats peu précis lorsque la direction

d’observation est horizontale et/ou quand le milieu est optiquement épais. Ce type d’erreurs

provient de l’absence de prise en compte de la diffusion latérale par ce modèle approché.

Dans le cas d’un milieu à symétrie cylindrique représentatif d’un jet de propulseur à propergol

solide aluminisé, la comparaison des calculs effectués par le modèle 2-flux avec ceux issus du

code SHDOM adapté aux jets, a démontré la nécessité d’utiliser un modèle 3D élaboré pour

évaluer correctement le champ de luminance en vue avant ainsi que les effets de bords dus à

la diffusion du rayonnement vers les couches externes du cylindre.

����� 0LOLHX[� F\OLQGULTXHV��� HIIHWV� GHV� LQFHUWLWXGHV� VXU� OHV� SURSULpWpV� RSWLTXHV� GHV
SDUWLFXOHV

Le champ de rayonnement émis par un milieu à symétrie cylindrique représentatif de

la zone de postcombustion d’un jet est étudié ici en prenant en compte les incertitudes sur la

répartition en tailles et sur l’indice complexe de réfraction des particules. La résolution

angulaire et la géométrie de la grille de propriétés sont semblables au cas du milieu

cylindrique étudié ci-dessus (FI. § 5.2.2.2). Les profils radiaux de propriétés sont les mêmes

que ceux du milieu cylindrique étudié précédemment (FI�� § 5.2.2) en ce qui concerne la

température des particules et l’émission de chimiluminescence des gaz. Les calculs sont

effectués à 280 nm.

La concentration massique de l’alumine constituant les particules évolue selon la

position radiale comme une droite affine dont la valeur sur l’axe est de 0.02 kg m-3 et nulle

pour un rayon égal à U = 7 cm. Dans cette étude, l’alumine est supposée posséder une masse
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volumique constante égale à 3.8 10-3 kg m-3. Cette valeur correspond à la densité du corindon

à température ambiante. Expérimentalement, on observe que l’alumine est 25% moins dense

en phase liquide [119]. D’après la relation (4.76), le coefficient d’extinction est donc minoré

dans cette étude de 25% au plus, à distribution granulométrique constante. Cependant,

l’influence sur le coefficient d’extinction des incertitudes dues à cette approximation est

moins importante que celle liée à la taille des particules. A distribution granulométrique

constante, la masse volumique de l’alumine ne joue aucun rôle direct dans l’évaluation de

l’albédo de diffusion simple et de la fonction de phase si on suppose que l’indice complexe de

réfraction de l’alumine est indépendant de la densité de cet oxyde.

Dans cette étude, la taille des particules est définie par une distribution log-normale

identique à celle présentée au chapitre précédent (FI� § 4.3.6.2). L’indice réel de réfraction des

particules est fixé à 1.75 et l’indice imaginaire est estimé d’après les formulations d’Anfimov

HW� DO. [81] (FI��§ 4.3.4) en supposant que cette grandeur optique ne varie pas pour des

températures inférieures au point de fusion de l’alumine (soit environ 2320 K). La valeur de

ce paramètre optique est donc proche de 5 10-3.

������� ,QIOXHQFH�GH�OD�WDLOOH�GHV�SDUWLFXOHV

On a cherché ici à étudier les variations du champ de rayonnement émis par le milieu à

symétrie cylindrique en fonction des incertitudes sur la taille des particules. Le tableau suivant

représente, pour différents rayons géométriques moyens susceptibles d’être rencontrés dans

les jets de propulseurs, l’épaisseur optique radiale du milieu et les valeurs minimales

respectives de l’albédo de diffusion simple et du paramètre d’asymétrie de la fonction de

phase. Ces résultats montrent que, plus les particules sont petites, plus le milieu est

optiquement épais et diffusant. En outre, comme cela a été montré sur le Tableau 4.9 et sur la

Figure 4.19, le caractère de diffusion vers l’avant des fonctions de phase augmente avec la

taille des particules.

J
U  (µm) 2τ 0ω J

0.1 4.19 0.97 0.58
1.0 0.24 0.76 0.71

10.0 0.02 0.70 0.77
7DEOHDX������0LOLHX�F\OLQGULTXH���pSDLVVHXU�RSWLTXH�UDGLDOH� 2τ �HW�YDOHXUV�PLQLPDOHV�GH�O¶DOEpGR�GH�GLIIXVLRQ

VLPSOH�HW�GX�IDFWHXU�G¶DV\PpWULH�GH�OD�IRQFWLRQ�GH�SKDVH�j�280 nm�GH�ORQJXHXU�G¶RQGH�HQ�IRQFWLRQ�GX�UD\RQ

PR\HQ�JpRPpWULTXH�
J
U �GHV�SDUWLFXOHV
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La Figure 5.17 représente, pour ces différents rayons moyens, les mêmes grandeurs

radiatives que sur la Figure 5.16.

(a)

(c)

(b)

(d)
)LJXUH��������0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH�ILQL�SRXU�GHV�GLVWULEXWLRQV�JUDQXORPpWULTXHV�ORJ�QRUPDOHV

� 1.1=
J

σ ��GpILQLHV�j�O¶DLGH�GH�GLIIpUHQWV�UD\RQV�JpRPpWULTXHV�PR\HQV����D��LQWHQVLWp�HQ�IRQFWLRQ�GH�O¶DQJOH

G¶DVSHFW����E��SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�HQ�YXH�GH�F{Wp����F��SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�HQ�YXH�DYDQW��

�G��LQWHQVLWp�HQ�YXH�DYDQW�HQ�IRQFWLRQ�GX�UD\RQ�GH�PDVTXDJH

D’après la Figure 5.17 (a), plus les particules sont petites, plus l’intensité dépend de la

valeur de l’angle d’aspect en raison d’une augmentation des phénomènes d’extinction en vue

avant. A l’inverse, dans l’hypothèse des très grosses particules (
J
U  = 10 µm), l’intensité est

semblable à celle d’un milieu sans particules. En général, la valeur de l’intensité croît avec la

taille des particules. Toutefois, dans le cas des particules submicroniques (
J
U  = 0.1 µm), on

peut remarquer que l’intensité en vue de côté est la plus grande. Dans ce cas, on constate une

diffusion importante, vers les bords du milieu, du rayonnement produit le long de l’axe par

chimiluminescence. Ce comportement provient : d’un coefficient de diffusion plus grand,

d’un albédo de diffusion simple proche de 1, et d’une fonction de phase moins piquée. De ce

fait, le rayonnement produit parallèlement à l’axe est très diffusé vers les directions
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perpendiculaires, ce qui explique que l’intensité émise en vue de côté soit plus importante

sous l’hypothèse des petites particules que dans les autres cas.

Selon la Figure 5.17 (b), la luminance émise en vue de côté au voisinage de l’axe ne

dépend plus des hypothèses sur la taille des particules lorsque leur rayon géométrique moyen

est supérieur à 1 µm. Dans le cas des particules submicroniques (
J
U  = 0.1 µm ), cette

luminance est cependant plus faible en raison d’une absorption plus importante. Les

discontinuités aux bords des profils radiaux de luminance émise en vue de côté, proviennent

des limites du profil de concentration de l’alumine comme dans le calcul de référence de la

Figure 5.16 (c). Du fait de la diminution des phénomènes de diffusion latérale, ces profils de

luminance sont d’autant plus « piqués » que les particules sont supposées grosses et de ce fait,

la luminance émise à plus de 3 cm de l’axe diminue lorsque le rayon géométrique moyen des

particules augmente.

D’après la Figure 5.17 (c), la luminance émise en vue avant au voisinage de l’axe

augmente avec la taille des particules en raison d’une diminution des phénomènes

d’extinction. Dans le cas des particules microniques (≥
J
U  1 µm), les deux maximums

provenant de la forme du profil d’émission de chimiluminescence sont observés. Cependant,

sous l’hypothèse submicronique (
J
U  = 0.1 µm), cette structure disparaît du fait de l’absorption

et de la diffusion. La luminance émise en vue avant sur les bords du milieu est d’autant plus

faible que les particules sont supposées grosses, du fait d’une diminution des phénomènes de

diffusion latérale liée à celle du coefficient de diffusion et à l’augmentation du pic de

diffusion avant de la fonction de phase. De la même façon qu’en vue de côté (FI. Figure 5.17

(b)), le champ de luminance est toutefois limité par les dimensions du profil de concentration

des particules. Les différents profils radiaux de luminance se croisent à environ 2.7 cm de

l’axe où les phénomènes d’extinction sont compensés par la contribution de la diffusion

latérale.

D’après la Figure 5.17 (d), l’intensité en vue avant augmente avec le rayon

géométrique moyen des particules du fait d’une diminution des phénomènes d’extinction.

Cependant, pour des rayons de masquage supérieurs à 2.7 cm, le phénomène contraire est

observé en raison d’une diffusion plus faible du rayonnement vers les bords du milieu. Par un

effet de compensation entre les pertes par extinction et les gains par diffusion, l’intensité en
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vue avant est indépendante de la taille des particules lorsque le rayon de masquage est égal à

2.7 cm.

������� ,QIOXHQFH�GHV�LQFHUWLWXGHV�VXU�O¶LQGLFH�UpHO�GHV�SDUWLFXOHV�G¶DOXPLQH

La partie réelle de l’indice de réfraction de l’alumine est fonction de la température, de

la longueur d’onde et de la phase cristalline de l’alumine qui dépend du processus de

formation des particules (FI� § 4.3.3). D’après la Figure 5.18 représentant les mêmes types de

résultats que la Figure 5.17 pour différentes pondérations de l’indice réel de l’alumine lorsque

le rayon géométrique moyen des particules vaut 1 µm, les incertitudes sur la valeur de l’indice

réel n’ont pratiquement aucune influence sur le rayonnement émis par le milieu cylindrique.

Ce phénomène, observé quelle que soit la taille des particules, provient de la faible sensibilité

de leurs paramètres optiques (facteur d’efficacité d’extinction, albédo de diffusion simple et

fonction de phase) à l’indice réel de l’alumine dans ce domaine spectral (FI�� Figure 4.20).

(a)

(c)

(b)

(d)
)LJXUH��������0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH�ILQL��GLVWULEXWLRQ�JUDQXORPpWULTXH�ORJ�QRUPDOH�GH�SDUWLFXOHV��

1.1=
J

σ ��
J
U �= 1 µm��GpILQL�DYHF�GLIIpUHQWHV�SRQGpUDWLRQV�GH�O¶LQGLFH�UpHO�GH�O¶DOXPLQH����D��LQWHQVLWp�HQ

IRQFWLRQ�GH�O¶DQJOH�G¶DVSHFW����E��SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�HQ�YXH�GH�F{Wp����F��SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�HQ

YXH�DYDQW����G��LQWHQVLWp�HQ�YXH�DYDQW�HQ�IRQFWLRQ�GX�UD\RQ�GH�PDVTXDJH
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������� ,QIOXHQFH�GHV�LQFHUWLWXGHV�VXU�O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH�GHV�SDUWLFXOHV�G¶DOXPLQH

Les incertitudes sur l’absorbance des particules dépendent de la composition du

propergol et de l’historique des particules et elles peuvent atteindre plusieurs ordres de

grandeur (FI� § 4.3.4). Les conséquences de cette méconnaissance de l’indice imaginaire de

l’alumine sur les propriétés optiques du milieu sont d’autant plus importantes que les

particules sont petites (FI��relation (4.76) et Figure 4.21). Il est donc nécessaire de mettre en

évidence l’influence de cette source d’erreurs sur le calcul du rayonnement émis par le milieu

cylindrique étudié. La Figure 5.19 représente les mêmes types de résultats que la Figure 5.18

pour différentes pondérations de l’indice imaginaire de l’alumine lorsque le rayon

géométrique moyen des particules vaut 0.1 µm.

(a)

(c)

(b)

(d)
)LJXUH��������0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH�ILQL��GLVWULEXWLRQ�JUDQXORPpWULTXH�ORJ�QRUPDOH�GH�SDUWLFXOHV��

1.1=
J

σ ��
J
U  = 0.1 µm��GpILQL�DYHF�GLIIpUHQWHV�SRQGpUDWLRQV�GH�O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH�GH�O¶DOXPLQH��

�D��LQWHQVLWp�HQ�IRQFWLRQ�GH�O¶DQJOH�G¶DVSHFW����E��SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�HQ�YXH�GH�F{Wp����F��SURILO�UDGLDO�GH

OXPLQDQFH�HQ�YXH�DYDQW����G��LQWHQVLWp�HQ�YXH�DYDQW�HQ�IRQFWLRQ�GX�UD\RQ�GH�PDVTXDJH

Ces résultats montrent que, plus l’indice imaginaire est important, moins le milieu

émet de rayonnement du fait d’une forte augmentation des phénomènes d’absorption. Cette

observation est cohérente avec le fait que l’émission du milieu provient en premier lieu de la
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réaction de chimiluminescence. Toutefois, sur le profil radial de luminance en vue avant

présenté sur la Figure 5.19 (c), on observe un pic central dont la valeur croît avec celle de

l’indice imaginaire. Ce phénomène peut être expliqué par l’augmentation locale de l’émission

thermique des particules avec leur absorbance et par leur forte concentration sur l’axe du

cylindre.

La Figure 5.20 représente les mêmes résultats que la Figure 5.19 lorsque le rayon

géométrique moyen des particules vaut 1 µm.

(a)

(c)

(b)

(d)
)LJXUH��������0LOLHX�j�V\PpWULH�F\OLQGULTXH�ILQL��GLVWULEXWLRQ�JUDQXORPpWULTXH�ORJ�QRUPDOH�GH�SDUWLFXOHV��

1.1=
J

σ ��
J
U  = 1 µm��GpILQL�DYHF�GLIIpUHQWHV�SRQGpUDWLRQV�GH�O¶LQGLFH�LPDJLQDLUH�GH�O¶DOXPLQH����D��LQWHQVLWp

HQ�IRQFWLRQ�GH�O¶DQJOH�G¶DVSHFW����E��SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�HQ�YXH�GH�F{Wp����F��SURILO�UDGLDO�GH�OXPLQDQFH�HQ

YXH�DYDQW����G��LQWHQVLWp�HQ�YXH�DYDQW�HQ�IRQFWLRQ�GX�UD\RQ�GH�PDVTXDJH

La dépendance du champ de rayonnement à la valeur de l’indice imaginaire est alors

beaucoup plus faible. Ce phénomène, qui est aussi constaté lorsque le rayon géométrique

moyen de la particule vaut 
J
U  = 10 µm (courbes non représentées dans ce chapitre), provient

de la diminution, par rapport au cas précédent, de la valeur du coefficient d’extinction. Cette

faible sensibilité du champ de rayonnement à l’indice imaginaire prend aussi sa source dans la
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variation limitée des facteurs d’efficacité d’absorption et de diffusion lorsque les particules

sont microniques ( ≥
J
U  1 µm).

������� &RQFOXVLRQ

Cette étude paramétrique a permis de mettre en évidence l’évolution du rayonnement

émis par un milieu à symétrie cylindrique représentatif de la zone de postcombustion d’un jet

de propulseur à propergol composite aluminisé, en prenant en compte les incertitudes sur les

propriétés optiques et granulométriques des particules. Les conclusions de cette étude sont

liées au fait que l’émission des gaz par chimiluminescence est plus importante que le

rayonnement thermique des particules. D’après les résultats présentés ici, il ressort que le

champ de rayonnement est très sensible aux hypothèses sur la taille des particules. Lorsque le

rayon géométrique moyen des particules augmente, on constate une diminution simultanée de

l’extinction au voisinage de l’axe et de la diffusion du rayonnement vers les couches externes

du cylindre. Cette grande sensibilité du champ de rayonnement à ces effets de bords est une

importante source d’incertitudes dans l’évaluation de la luminance émise en vue avant. Au

voisinage de l’axe, le champ de luminance en vue de côté dépend cependant peu de la taille

des particules car le milieu peut être considéré comme optiquement mince dans cette direction

d’observation. Le champ de rayonnement n’évolue pratiquement pas lorsque l’indice réel

varie car les paramètres de diffusion sont peu sensibles à la valeur de ce paramètre optique.

Pour des raisons similaires, le même phénomène est observé en fonction des incertitudes sur

l’indice imaginaire dans le cas des particules microniques. En revanche, si les particules

mesurent environ 0.1 µm de rayon, le rayonnement émis par le milieu diminue fortement

quand l’indice imaginaire augmente, du fait de l’absorption.

����� &RQFOXVLRQ

Des comparaisons ont été effectuées entre la méthode SHDOM et des solutions de

référence issues de la littérature dans le cas de milieux « plans parallèles » et d’enceintes

carrées. Les résultats ont mis en évidence que la précision de la méthode SHDOM dépendait

principalement de la qualité de la résolution angulaire. Si cette dernière est insuffisante, des

erreurs de type « effet de rayon » [37] apparaissent. D’après les résultats présentés ici, la

quadrature de Gauss-Legendre utilisée par la méthode SHDOM fournit des résultats très

satisfaisants lorsque le nombre d’angles zénithaux et azimutaux correspond aux valeurs
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suggérées par Evans [10]. Une bonne discrétisation spatiale est en outre nécessaire pour

décrire les hétérogénéités de la fonction source créées par les phénomènes de diffusions

multiples. Cependant, les erreurs provenant d’un maillage trop large de la grille de propriétés

sont assez faibles et peuvent être réduites par l’utilisation du découpage de cellules. Le

nombre de points générés par cette fonctionnalité est toutefois difficile à prévoir, ce qui rend

difficile l’optimisation de la taille du calculateur et du temps de calcul lorsque le remaillage

de la grille de propriétés est activé.

Des comparaisons ont été effectuées entre les modèles 2-flux et SHDOM dont les

résultats ont alors été utilisés comme solutions de référence. Dans le cas des milieux « plans

parallèles » diffusants, le modèle 2-flux ne fournit pas de résultats satisfaisants lorsque le

milieu est optiquement épais et/ou que la direction d’observation est proche de l’horizontale

en raison de son incapacité à prendre en compte les phénomènes de diffusion latérale. Dans le

cas d’un milieu cylindrique représentatif de la zone de postcombustion d’un jet pour lequel

l’adaptation de la méthode SHDOM aux jets a été utilisée, le modèle 2-flux ne peut pas

prédire les effets de bords provenant de la diffusion, vers les couches externes du cylindre, du

rayonnement émis au voisinage de l’axe. En vue avant, il apparaît que le modèle 2-flux

surestime le rayonnement au voisinage de l’axe. Ces résultats soulignent la nécessité d’utiliser

un modèle de transfert radiatif 3D de type « méthode des ordonnées discrètes » pour prendre

en compte correctement les phénomènes de diffusions multiples au sein de milieux tels que

les jets de propulseurs dans le domaine UV.

Pour ce même type de milieu cylindrique, une étude de sensibilité aux incertitudes sur

les propriétés optiques et granulométriques des particules a été effectuée au moyen du code

SHDOM adapté aux jets. Le rayonnement émis en vue avant augmente fortement avec la

taille des particules en raison d’une diminution de la valeur du coefficient d’extinction. Du

fait du masquage par le corps du propulseur, un tel phénomène n’est pas observable

expérimentalement dans le cas d’un jet réel. D’un autre côté, la taille apparente du milieu

diminue en vue avant et de côté lorsque les dimensions des particules croissent car la

diffusion du rayonnement de l’axe vers les bords du milieu est moins importante. Le

rayonnement est peu sensible à la valeur de l’indice complexe de l’alumine, sauf en ce qui

concerne sa partie imaginaire sous l’hypothèse que le rayon des particules soit inférieur à

1 µm. Dans ce cas, la valeur des luminances calculées diminue quand celle de l’indice

imaginaire augmente, en raison d’une absorption plus élevée. Même si ces résultats ne sont
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pas directement généralisables à des exemples de jets réels, ils mettent en évidence certaines

des principales sources d’incertitudes sur le rayonnement émis par ces milieux dans le

domaine UV, à savoir :

� La distribution granulométrique des particules ;

� La valeur de l’indice imaginaire de l’alumine si les particules ont un rayon

inférieur à 1 µm.

Finalement, cette étude du milieu à symétrie cylindrique a permis de définir

différentes grandeurs caractéristiques des jets de moteurs-fusées accessibles à l’expérience,

qui pourront faire l’objet de comparaisons avec les résultats théoriques.
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Au cours de la dernière décennie, des mesures de signatures UV du jet d’un même

propulseur à propergol composite aluminisé, ont été effectuées dans le cadre de plusieurs

campagnes expérimentales. Ce propulseur comporte deux régimes : une phase d’accélération

et une phase de croisière, qui se distinguent par leur poussée et par le rapport de pression dans

le plan de sortie de la tuyère, entre le jet et le milieu externe. En conséquence, les jets

correspondant à ces deux régimes diffèrent par leur taille, et donc par leur signature. On

dispose, par ailleurs, de résultats de calculs aérothermochimiques effectués à l’aide des codes

SPF [1] et AJAX-PNS [116] pour ce propulseur. A partir du champ de composition de jet

fourni par ces modèles, les champs de rayonnement émis par les jets au cours des deux

régimes, ont été évalués à l’aide du modèle SHDOM modifié, en utilisant comme données

d’entrée les propriétés optiques des gaz et des particules décrites au chapitre 4.

Les grandeurs radiatives (comme l’intensité ou la luminance) présentées ici ont été

intégrées spectralement entre 240 nm et 280 nm. Pour les calculs effectués à l’aide du modèle

SHDOM, la méthode des trapèzes a été utilisée pour effectuer cette intégration en prenant en

compte 5 longueurs d’onde. Une telle procédure est justifiée car l’évolution spectrale de

l’émission de chimiluminescence des gaz et des propriétés optiques des particules est continue

dans le domaine UV.

Pour des raisons de protection des résultats, les résultats numériques ne sont pas

présentés dans ce mémoire. Dans une première partie, les incertitudes propres aux calculs de

signature sont étudiées. Dans une seconde partie, les conclusions des comparaisons entre

signatures théoriques et expérimentales sont présentées.

����� &DOFXOV�GH�VLJQDWXUH

Les incertitudes propres aux calculs de signature proviennent :

� Du calcul de transfert radiatif ;

� Des données d’entrée issues de la modélisation aérothermochimique.
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� Des propriétés optiques des constituants du jet, et notamment celles découlant de la

taille et de l’indice imaginaire des particules (FI��§ 4.3 & § 5.3) ;

D’après les cas tests de validation de la méthode SHDOM (FI. § 5.1), ce modèle peut

fournir des résultats très proches de solutions de référence issues de la littérature. Les erreurs

dues au calcul de transfert radiatif sont donc minimisées. Il reste donc à prendre en compte les

incertitudes provenant de la modélisation aérothermochimique et de la caractérisation des

constituants des jets, notamment des particules.

Les codes aérothermochimiques SPF et AJAX-PNS fournissent les concentrations et

les températures des gaz et des particules du jet étudié ici. A partir de ces données, il est

possible de calculer la signature UV au moyen du code de transfert radiatif SHDOM que l’on

a adapté aux jets, en prenant en compte l’émission de chimiluminescence de CO + O et les

propriétés optiques des particules (FI. § 4.2 & § 4.3).

Alors que le code AJAX-PNS est un modèle aérothermochimique français qui a fait

l’objet d’améliorations à l’ONERA [116], le code SPF [1] élaboré aux Etats-Unis est distribué

exclusivement dans ce pays. De ce fait, on ne dispose pour ce code que d’un nombre limité de

résultats de calculs. Les principales caractéristiques des résultats disponibles sont présentées

dans le tableau suivant.

&RGH
DpURWKHUPRFKLPLTXH

*pRPpWULH�GX�PDLOODJH�GX
SURILO��'

7UDLWHPHQW�GHV�SDUWLFXOHV
G¶DOXPLQH

63) Pas irrégulier pour la
discrétisation radiale et la
discrétisation axiale formant un
« maillage trapézoïdal »

Modèle diphasique
Concentration volumique de 5
classes de particules dont le
rayon est compris entre 0.5 µm et
10 µm

$-$;�316 Cartésien à pas irrégulier pour la
discrétisation radiale et axiale

Gaz équivalent
Concentration massique
d’alumine

7DEOHDX�����±�&DUDFWpULVWLTXHV�GHV�SURILOV�D[LV\PpWULTXHV�LVVXV�GHV�FDOFXOV�DpURWKHUPRFKLPLTXHV�$-$;�316�HW

63)

L’étude des effets, sur la signature du jet, des incertitudes relatives aux paramètres de

diffusion des particules (coefficient d’extinction, albédo de diffusion simple et fonction de

phase) dépend de la nature du modèle aérothermochimique utilisé. Dans le cas d’un code

diphasique tel que SPF, les dimensions des particules sont fixées par le calcul

aérothermochimique. Pour cette raison, on ne peut prendre en compte que les incertitudes

relatives à l’indice de l’alumine. De fait, comme le rayonnement UV émis par les jets dépend
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peu des variations de l’indice réel (FI. § 5.3.2), on étudie uniquement l’influence de la

méconnaissance de la valeur de l’indice imaginaire. En revanche, si les particules sont

assimilées à un « gaz équivalent » comme dans le code AJAX-PNS, il est possible de prendre

aussi en compte les hypothèses relatives à la taille des particules. Pour cela, on utilise les

distributions granulométriques log-normales définies au chapitre 4 (FI. § 4.3.6.2) avec une

déviation standard géométrique 
J

σ  valant 1.1 et avec un rayon géométrique moyen 
J
U

paramétrable.

Pour les calculs de transfert radiatif, l’indice réel de l’alumine a été fixé à 1.75 en

sachant qu’une variation de 10% de ce paramètre optique, du fait de la température ou des

transitions de phases de l’alumine, n’a pratiquement aucune influence sur le rayonnement (FI�

§ 5.3.2). L’indice imaginaire de l’alumine, supposé constant en dessous de son point de fusion

(2320 K environ), a été évalué en fonction de la température et de la longueur d’onde par le

modèle semi-empirique d’Anfimov HW� DO. [81]. La résolution angulaire de la méthode

SHDOM est définie à l’aide de 16=µ1  angles zénithaux et 32=φ1  azimuts.

D’après les calculs de signature effectués à l’aide des résultats du code

aérothermochimique SPF, le champ de rayonnement émis par le jet dépend assez peu de

l’indice imaginaire des particules sauf au voisinage de la tuyère en vue de côté et près de l’axe

en vue avant. Ce comportement provient des caractéristiques suivantes :

� L’émission provient essentiellement de la chimiluminescence, sauf dans le cœur du

jet et dans les zones d’adaptation de la pression où elle est due essentiellement aux

particules ;

� Le code SPF conduit à une faible dispersion des particules dans le jet, celles-ci

restant concentrées à proximité de l’axe ;

� Les propriétés optiques des particules dans l’ultraviolet sont assez peu sensibles à

leur valeur d’indice imaginaire lorsqu’elles sont de taille micronique.

De fait, dans la zone de postcombustion, le profil axial de luminance en vue de côté ne

dépend pratiquement pas de la présence de particules. Celles-ci participent donc très peu à

l’émission dans cette région du jet. A l’inverse, les pics à proximité du plan de sortie de la

tuyère doivent être attribués aux particules. En vue avant, seuls les résultats à la périphérie du

jet présentent un intérêt car ils sont observables expérimentalement. On observe alors des

résultats indépendants de la présence de particules, ce qui tendrait à montrer que la dispersion
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des particules est suffisamment faible pour que le rôle de la diffusion soit négligeable dans ce

cas.

Pour les calculs effectués à l’aide des résultats du code AJAX-PNS, la sensibilité du

champ de rayonnement à la présence de particules dépend de l’angle d’aspect considéré et de

la région du jet étudiée. En vue de côté, le profil axial de luminance ne dépend quasiment pas

de la taille ni de l’indice imaginaire des particules, sauf si ces dernières sont supposées

mesurer environ 0.1 µm de rayon car, dans ce cas, le milieu est optiquement épais. Sous

l’hypothèse de particules submicroniques, le champ de rayonnement émis par le jet diminue

fortement avec la valeur de l’indice imaginaire. Dans les autres cas, la signature du jet est

indépendante de ce paramètre optique. En vue avant, les pieds des profils radiaux de

luminance augmentent fortement quand la taille supposée des particules diminue car la

diffusion du rayonnement vers les bords du jet est plus importante. Ces observations résultent

d’une plus grande dispersion des particules que celle prédite par le code SPF. Ce phénomène

provient du traitement des particules comme un « gaz équivalent » dans le code AJAX-PNS

car, dans ce cas, leur comportement dans le jet est semblable à celui des espèces gazeuses.

����� &RPSDUDLVRQ�HQWUH�OHV�UpVXOWDWV�H[SpULPHQWDX[�HW�OD�PRGpOLVDWLRQ

Au vu des résultats de l’étude paramétrique présentée ci-dessous, on ne prend en

compte pour la comparaison entre les résultats théoriques et expérimentaux, que les sources

d’incertitudes relatives aux propriétés optiques et granulométriques des particules les plus

pertinentes, à savoir :

� Pour les résultats issus du code SPF, la méconnaissance de l’indice imaginaire de

l’alumine ;

� Pour les résultats issus du code AJAX-PNS, les hypothèses sur la distribution

granulométrique des particules.

Pour effectuer la comparaison entre calculs et expériences, on a utilisé les grandeurs

radiatives caractéristiques suivantes :

� L’intensité en vue de côté ;

� La dépendance angulaire de l’intensité ;

� Le profil axial de luminance en vue de côté ;
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� Le profil radial de luminance en vue de côté dans la zone de postcombustion ;

� Le profil radial de luminance en vue avant.

L’incertitude sur le champ de luminance expérimental est estimée à 25%. Celle-ci a

été minimisée par de nombreuses précautions prises lors des enregistrements et lors de leur

calibration.

D’après cette comparaison entre expérience et modélisation, la qualité des prédictions

fournies par le calcul numérique dépend du modèle aérothermochimique utilisé et des

hypothèses sur les propriétés granulométriques et optiques des particules. Les calculs de

rayonnement effectués à partir des résultats du code diphasique SPF évaluent assez bien le

champ de luminance en vue de côté, mais ils n’estiment pas correctement sa largeur

apparente. Ces observations montrent que le rayonnement du cœur du jet et des zones

d’adaptation de la pression résulte vraisemblablement de l’émission thermique des particules.

A l’inverse, l’émission de la zone de postcombustion provient essentiellement de la réaction

de chimiluminescence. De plus, les calculs utilisant le code AJAX-PNS, sous l’hypothèse des

particules submicroniques, suggèrent que celles-ci jouent un rôle important quant à la

diffusion du rayonnement vers les couches externes du jet.

����� &RQFOXVLRQ

Les comparaisons avec l’expérience ont permis d’identifier les principales sources

d’incertitudes concernant la modélisation de la signature UV du jet. D’après les comparaisons

effectuées par rapport à des solutions de référence (FI. § 5.1), les erreurs dues au modèle de

transfert radiatif SHDOM peuvent être considérées comme faibles. L’écart entre calcul et

mesure provient donc essentiellement de :

� La modélisation aérothermochimique ;

� L’estimation des propriétés optiques des constituants du jet, notamment de celles

des particules.

Les résultats de deux codes aérothermochimiques ont été utilisés pour évaluer la

signature UV du jet étudié, à l’aide de l’adaptation du modèle de transfert radiatif aux jets de

moteurs-fusées :

� Le code diphasique SPF qui prend en compte 5 classes de particules de rayons

compris entre 0.5 µm et 10 µm ;
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� Le code AJAX-PNS où les particules d’alumine sont traitées comme un « gaz

équivalent ».

L’étude paramétrique présentée ici révèle que les résultats des calculs de signature

effectués à l’aide du code SPF dépendent peu de la valeur de l’indice complexe de l’alumine.

Si le code AJAX-PNS est utilisé, on constate que le diamètre apparent du jet croît lorsque la

taille des particules diminue, du fait d’une diffusion du rayonnement plus importante vers la

périphérie. Lorsque les particules sont supposées submicroniques, le rayonnement diminue

fortement avec la valeur de l’indice imaginaire, en raison d’une augmentation de l’absorption.

Cette dépendance n’apparaît plus dans le cas des particules microniques.

Pour le régime d’accélération, les calculs effectués à l’aide des codes

aérothermochimiques disponibles peuvent s’éloigner des résultats expérimentaux selon les

grandeurs comparées. Les intensités « théoriques » et expérimentales en vue de côté sont du

même ordre de grandeur. Les modélisations ne peuvent toutefois pas prédire correctement le

rayonnement UV émis par le cœur du jet. Pour le régime de croisière, le même accord que

pour le régime d’accélération, est constaté en ce qui concerne l’intensité en vue de côté. Dans

ce cas, la comparaison entre les mesures et les calculs effectués à l’aide du code SPF montre

que ces derniers fournissent des résultats assez satisfaisants. Toutefois, ces calculs n’évaluent

pas correctement la largeur apparente du jet, tant en vue avant qu’en vue de côté. En

revanche, le code AJAX-PNS ne peut pas être utilisé pour estimer l’émission thermique des

particules microniques proches de la tuyère. Cependant, d’après les calculs effectués à l’aide

de ce code, la largeur apparente du jet en vue avant et de côté proviendrait de la diffusion de

particules submicroniques situées sur les couches externes du jet. Ce phénomène qui dépend

des échanges par diffusion latérale, ne peut pas être prédit correctement en utilisant une

approche 2-flux.

Ces résultats montrent que le désaccord entre les calculs et l’expérience provient

principalement de la modélisation aérothermochimique. La comparaison des signatures

théoriques et expérimentales a montré la nécessité de disposer d’un modèle permettant

d’évaluer la répartition spatiale, les concentrations et les températures de classes de particules

aussi bien microniques que submicroniques. En effet, le rayonnement du cœur du jet et des

zones d’adaptation de la pression est vraisemblablement produit par l’émission thermique des

particules microniques. Quant aux particules submicroniques, elles contribuent à la largeur

apparente du jet.
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Dans cette étude, un modèle de transfert radiatif 3D est développé dans le but de

calculer la signature UV de jets de propulseurs à propergols solides composites aluminisés en

prenant en compte l’influence spécifique des constituants de ces milieux sur le rayonnement.

A cette fin, un modèle plus élaboré que les approches 2-flux et 6-flux généralement utilisées a

été mis en œuvre : la méthode des ordonnées discrètes et des harmoniques sphériques

(SHDOM). Cette méthode itérative permet d’intégrer spatialement l’équation de transfert

radiatif (ETR) le long des ordonnées discrètes et l’intégrale de diffusion est évaluée dans une

base d’harmoniques sphériques. Le modèle SHDOM, conçu initialement pour les milieux

nuageux, a été adapté à la composition aérothermochimique et à la géométrie des jets de

moteurs-fusées. Pour cela, l’émission de chimiluminescence des gaz, absente des milieux

atmosphériques, a été prise en compte dans la résolution de l’ETR. De plus, une procédure a

été mise au point afin d’évaluer les propriétés optiques des constituants des jets à partir de

profils axisymétriques issus de calculs aérothermochimiques.

La comparaison des résultats du code SHDOM avec des solutions de référence issues

de la littérature a permis d’étudier la précision de ce modèle en fonction de la résolution

angulaire et de la discrétisation spatiale. Pour cela, deux géométries ont été prises en compte :

des milieux « plans parallèles » et des enceintes carrées. D’après ces calculs, la précision de la

méthode SHDOM est apparue optimale lorsque 16 angles zénithaux et 32 azimuts sont

utilisés. Des erreurs peuvent être constatées lorsque le milieu n’est pas assez discrétisé, en

raison d’une prise en compte insuffisante des hétérogénéités du champ de rayonnement. Le

remaillage de la grille de propriétés permet toutefois d’améliorer la précision des calculs.

Cependant, les calculateurs disponibles dans le cadre de cette étude, ont une capacité en

mémoire de stockage insuffisante pour utiliser cette fonctionnalité de la méthode SHDOM

dans le cas des jets.

Le modèle SHDOM a ensuite été comparé, pour des géométries « plans parallèles » et

cylindriques, à des approches plus simples comme le modèle 2-flux, généralement utilisées

dans les calculs de signature de jets du fait de leur rapidité. D’après ces cas tests, les échanges

par diffusion latérale dus aux particules peuvent modifier la dépendance angulaire et spatiale
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du champ de rayonnement. Plus spécifiquement, ce phénomène optique permet d’expliquer

l’influence des particules sur la largeur « apparente » d’un milieu cylindrique proche des jets.

Pour cette raison, le modèle 2-flux qui, par construction, ne prend pas en compte la diffusion

latérale, ne peut pas être utilisé pour calculer la signature des jets avec une bonne précision.

Les propriétés optiques des constituants des jets (gaz et particules d’alumine) sont

estimées à l’aide de données proposées par la littérature. Dans l’UV, l’émission des gaz est

due principalement à la recombinaison radiative de CO + O. Ce résultat est confirmé par

l’étude des spectres expérimentaux du rayonnement UV émis par les jets. Pour évaluer

quantitativement cette émission de « chimiluminescence » en fonction de la température et de

la longueur d’onde, une loi de type Arrhenius a été ajustée à des données expérimentales

issues de la littérature.

Les propriétés optiques des particules dépendent de leur taille, de l’indice complexe de

réfraction de l’alumine dont elles sont constituées, et de la longueur d’onde. L’indice de

réfraction est fonction de la phase cristalline de l’alumine, de la température et de la longueur

d’onde. Si la valeur de l’indice réel est assez bien connue, peu de données sont disponibles

dans l’UV pour évaluer celle de l’indice imaginaire qui est, de plus, sensible à la présence

d’impuretés. Dans cette étude, les évolutions spectrales et thermiques de ce paramètre optique

ont été estimées à l’aide d’un modèle semi-empirique issu de la littérature. Bien que les

distributions granulométriques observées expérimentalement soient généralement

multimodales, on a supposé que les tailles des particules étaient réparties selon une loi log-

normale monomodale. Cette approximation a pour but de faciliter l’étude des effets des

incertitudes relatives à la taille moyenne des particules sur le rayonnement émis par un milieu

de type jet.

On a étudié le rayonnement émis par un milieu cylindrique représentatif de la zone de

postcombustion d’un jet, en prenant en compte différentes hypothèses sur les propriétés

optiques et granulométriques des particules d’alumine. Le rayonnement émis par le cylindre

ne dépend pratiquement pas de la valeur de l’indice réel. En revanche, lorsque la taille des

particules diminue, à concentration massique d’alumine égale, le champ de rayonnement

s’élargit du fait de l’augmentation des échanges par diffusion latérale. Avec l’hypothèse des
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particules submicroniques, le rayonnement diminue fortement lorsque la valeur de l’indice

imaginaire croît. Par contre, dès lors que les particules sont supposées de taille micronique, le

rayonnement ne varie que faiblement par rapport à ce même indice imaginaire.

On a comparé des calculs effectués à partir de données aérothermochimiques issues

des codes SPF (diphasique) et AJAX-PNS, à des mesures de signature UV d’un jet de

propulseur à propergol composite aluminisé, en utilisant les grandeurs radiatives suivantes :

l’intensité en vue de côté, la dépendance angulaire de l’intensité, et les profils radiaux et

axiaux de luminance en vue avant et de côté. Ces résultats ont permis de vérifier que les

intensités et les luminances calculées étaient du même ordre de grandeur que les valeurs

mesurées. Cependant, les calculs ne permettent pas de prédire fidèlement la forme et les

dimensions expérimentales du jet, notamment sa largeur. Cet écart entre les calculs et

l’expérience peut être attribué en premier lieu, à la modélisation aérothermochimique et en

second lieu, aux incertitudes sur les propriétés optiques et granulométriques des particules.

Le calcul correct de la signature UV d’un jet de propulseur repose donc sur une bonne

connaissance de sa composition aérothermochimique. Il est notamment nécessaire de disposer

de données précises sur la répartition spatiale et granulométrique des particules. Ces

paramètres devront par conséquent, faire l’objet de mesures en divers endroits du jet tels que

le cœur (« noyau potentiel »), les zones d’adaptation à la pression ambiante et de

postcombustion, ainsi que les bords de ce milieu. La prise en compte de ces nouvelles

données permettra en particulier, d’améliorer la modélisation aérothermochimique. Une étude

expérimentale de l’indice complexe de l’alumine sera en outre profitable afin de réduire les

incertitudes sur la valeur de cette grandeur optique dans le domaine UV.

Le modèle de transfert radiatif 3D utilisé ici pourra être amélioré de façon à utiliser

directement le maillage axisymétrique des codes aérothermochimiques pour résoudre l’ETR.

Cette modification permettra, en particulier, de réduire les besoins en mémoire de stockage.

Dans ce nouveau modèle, la discrétisation spatiale utilisée pour résoudre l’ETR serait reliée

directement à la résolution angulaire azimutale. De ce fait, il serait nécessaire d’évaluer

l’influence de « l’effet de rayon » spécifique à cette nouvelle méthode.
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Une étude comparable à celle qui a été réalisée ici, pourra être effectuée pour la

signature infrarouge de jets de propulseurs. Pour cela, on dispose déjà d’un code fiable

(SHDOM) pour effectuer les calculs de transfert radiatif en prenant en compte les propriétés

optiques des constituants du milieu, évaluées à partir des données aérothermochimiques

disponibles. Les interactions entre le rayonnement IR et les espèces gazeuses sont cependant

plus difficiles à déterminer que dans le domaine UV, du fait des corrélations spectrales qui

existent entre les différents termes de l’ETR. En outre, des études paramétriques semblables à

celles effectuées ici pour l’UV devront être effectuées afin d’évaluer les variations du

rayonnement émis par le jet, par rapport aux incertitudes sur les propriétés optiques et

granulométriques des particules.
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/XPLQDQFH : Puissance lumineuse surfacique angulaire, notée ( )Ω,V5 . La luminance

représente la puissance d’un pinceau de lumière confiné dans l’angle solide Ωd  et émis dans

la direction Ω par un élément de surface σd  situé en V, comme indiqué sur la Figure 9.1.

W 

V�

)LJXUH�����±�*pRPpWULH�GH�OD�OXPLQDQFH� ( )Ω,V5

,QWHQVLWp : Puissance lumineuse angulaire, notée ( )Ω, . L’intensité représente la

puissance lumineuse émise par un objet dans la direction Ω. Lorsque cette source n’est pas

ponctuelle, l’intensité est obtenue en intégrant le champ de luminance sur la surface de

l’objet Σ selon la relation :

( ) ( )∫∫
Σ

Ω=Ω σd,V5, (9.1)

)OX[� �KpPLVSKpULTXH� : Puissance lumineuse surfacique, notée ( )V) . Le flux

représente la puissance lumineuse émise perpendiculairement à l’élément de surface σd . Le

flux résulte donc de l’intégration angulaire du champ de luminance sur l’hémisphère dont le

plan de coupe est défini par σd , selon la relation :

( ) ( )( )∫∫ ΩΩΩ=
π

σ
2

d d,
vr

Q5) VV (9.2)

où σdQ
r

 est la normale à l’élément de surface σd , dont la géométrie est représentée la Figure

9.2.

Ωdσd
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V�

W 

)LJXUH�����±�*pRPpWULH�GX�IOX[� ( )V)

,UUDGLDQFH : Puissance lumineuse surfacique, notée ( )V* . L’irradiance représente la

puissance lumineuse totale émise par l’élément de surface σd . L’irradiance résulte donc de

l’intégration angulaire du champ de luminance sur 4 sr selon la relation :

( ) ( )∫∫ ΩΩ=
π4

d,VV 5* (9.3)

σdQ
r

σd
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Le système d’équations homogènes associées du modèle 2-flux (FI. relation (2.19))

peut s’écrire d’une manière générale :

( ) ( )]
]
]

5*
5 rt
r

⋅=
d

d
(9.4)

où les vecteurs et les matrices sont définis comme suit :

( ) ( )
( )








= −

+

]5

]5
]5

r
(9.5)







−
−

=
+−

−+

γγ
γγ

*
t

(9.6)

La solution peut s’écrire sous la forme :

( ) ∑
=

=
2

1

e
L

]

L

L] αX5
rr

(9.7)

où 
L

X
r

 est le vecteur propre de *
t

 associé à la valeur propre 
L

α .

Une telle solution n’est possible que si *
t

 est diagonalisable, c’est-à-dire lorsque son

déterminant est non nul. Ce dernier peut-être écrit sous la forme :

22
−+ +−= γγ*

t
(9.8)

Celui-ci est nul lorsque :

γγγ == −+ (9.9)

Dans la plupart des formulations du modèle 2-flux, ce cas correspond au problème du milieu

purement diffusant ( 10 =ω ). Lorsque la fonction source est définie par la relation :

( ) ]66]6 10 += (9.10)

la solution du système différentiel (2.19) défini avec la relation (9.9) peut être écrite de la

manière suivante :

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) 3
1

21
00

3
1

21
00

3

1

2
00

3

1

2
0

1

]6]
6

6]655

=6=
6

6=65=5
=
]

]5

γγγ

γγγ
γ

γ

−




 −−−−+









+





 ++++

+
=

++

+−+

(9.11)
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( ) ( ) ( )( )

( )( ) 3
1

21
00

3
1

21
00

3

1

2
0

3

1

2
0

1

1

]6]
6

6]65

=6=
6

6=65=5
=
]

]5

γγγ

γγγ
γ
γ

−




 +−−−








 +




 ++++

+
+=

+

+−−

(9.12)

Ce calcul a été réalisé à l’aide de Maple® V Release 5.1.
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Dans le code SHDOM, le passage de l’expression des champs de rayonnement en

fonction d’ordonnées discrètes à leur développement sur une base d’harmoniques sphériques

réelles ( )φµ ,P

O
<  fait appel à la relation d’orthonormalité (3.15). A un facteur de phase près, les

éléments de cette base peuvent être exprimés de manière univoque, pour des valeurs de O  et

de P  constantes, en fonction des harmoniques sphériques complexes ( )φµ,
~
P

O
<  définies par

[50] :

( ) ( ) φµγφµ PLP

O

P

O

P

O
HS< ~,

~ = (9.13)
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De ce fait, la relation (3.14) est équivalente à :
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La relation (3.15) est donc vérifiée si et seulement si :

( ) ( ) ( )
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NMM
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P

OM
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= =
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′
′ =∑ ∑ δδϖµµωγγ

µ φ
φ

1

ˆ

1
,

,

~~ (9.16)

La taille de la base d’harmoniques sphériques est donnée par les entiers /  et 0 ,

représentant respectivement la valeur maximale de O  et P . Dans la suite de ce paragraphe,

on présente le lien entre les résolutions azimutales et zénithales d’une quadrature angulaire de

type Legendre-Gauss et la troncature de la base d’harmoniques sphériques.

������� &RQGLWLRQV�D]LPXWDOHV

Dans le code SHDOM, le nombre d’azimuts diminue à mesure que les ordonnées

discrètes se rapprochent du zénith afin d’économiser du temps de calcul puisque la
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dépendance azimutale est de moins en moins importante. Les résultats obtenus par cette

approximation sont considérés comme étant très proche de ceux obtenus en conservant

constant le nombre d’azimuts. Dans cette dernière hypothèse la relation d’orthonormalité

azimutale s’écrit :

( )
( )

PP

1

N

1

N
PPL

PPL H
1

H ′
=

−′−
′− == ∑∫ δφ

π

φ
φ

π

φ

π
φ

1

1
22

0

1
d

2

1
(9.17)

Lorsque PP =′ , cette relation est toujours vérifiée puisqu’elle correspond à la relation de

normalisation des poids de quadratures azimutaux. Si PP ≠′ , la relation (8.14) peut se

réécrire en utilisant les propriétés des séries géométriques par la relation :

( )
0

1

1
2

2

=

−

−
′−

′−

π

π

φ1

PP
L

PPL

H

H
(9.18)

Cette relation est toujours vraie sauf si le dénominateur 
π

φ1

PP
L

′−

−
2

e1  est nul. Ceci a lieu

lorsque 
φ1
PP ′−

 est entier. Cette condition est vérifiée pour la première fois lorsque

φ1PP =′− . Par conséquent, les moments azimutaux des harmoniques sphériques doivent

obéir à l’inégalité suivante :

1−≤′− φ1PP (9.19)

Comme PP ′−   est compris entre 1 et 02 , les harmoniques sphériques sont

soumises à la relation :

12 −≤ φ10 (9.20)

Vue la parité de φ1 , le développement de la base d’harmoniques sphériques est donc

borné par :

1
2

−= φ1
0 (9.21)
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Après avoir mis en évidence la dépendance azimutale de la taille de la base des

harmoniques sphériques, il faut établir le lien entre /  et µ1  en déterminant dans quelles

conditions la relation suivante est vérifiée :
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où les 
M

µ  sont les racines du polynôme de Legendre de degré µ1 . Le produit des deux

fonctions de Legendre associées de la relation (8.19) peut s’écrire sous la forme suivante :
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(9.23)

( ) ( )µµ P

O

P

O
SS ′  est donc le produit d’un polynôme de degré O′ et de degré O. Il peut être exprimé

sous la forme d’une somme de produits de polynômes de Legendre de degré respectif

inférieur à O et à O’. Or, par construction, la quadrature de Legendre-Gauss vérifie la relation

suivante :

( ) ( ) ( ) ( )
2

0

1

1

d,1,1
O

OO

1

M

MOMOMOO SSZSS1O1O
γ
δµµµµµ

µ

µµ
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=
′

−
′ ==−≤′∀−≤∀ ∑∫ (9.24)

Par conséquent, la base d’harmoniques sphériques est bornée par :

1−= µ1/ (9.25)
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Dans de nombreux problèmes de diffusion, la fonction de phase est fortement piquée

vers l’avant. Par exemple, les particules d’alumine présentes dans un jet de propulseurs ont un

paramètre d’asymétrie compris typiquement entre 0,7 et 0,9 dans le proche UV. Dans ce cas,

6+'20 et de nombreux autres modèles convergent difficilement. La méthode Delta-0 [42]

simplifie le calcul en décomposant la fonction de phase en une combinaison linéaire d’un pic

de diffusion avant, et d’une nouvelle fonction de phase ( )ΩΩ ,’
~
3  lissée suivant la relation :

( ) ( ) ( ) ( )ΩΩ−+Ω−Ω=ΩΩ ,’
~

1’4,’ 3II3 δπ (9.26)

En toute rigueur la fonction de phase s’exprime en série de polynôme de Legendre par la

relation :

( ) ( )∑
∞

=

Θ=Θ
0

coscos
O

OO
S3 χ (9.27)

La fonction de phase lissée est définie par :

( ) ( )∑
=

Θ=Θ
/

O

OO
S3

0

cos~cos
~ χ (9.28)

Le pic de diffusion avant peut s’écrire :

( ) ( ) ( )∑
∞

=

Θ+=−Θ
0

cos121cos4
O

O
SOII δπ (9.29)

Pour que la troncature du développement de la fonction de phase lissée en série de Legendre

soit valable, il est nécessaire de s’assurer de la nullité du coefficient 1
~

+/χ  afin de limiter

l’apparition d’artefacts numériques tels que des valeurs négatives pour la fonction de phase.

Or, si on applique la relation (9.26) à l’ordre / + 1, on peut écrire :

( ) ( )[ ] I/I
//

112~1 11 +++−= ++ χχ (9.30)

Aussi le facteur I dépend-il du développement de la fonction de phase en polynômes de

Legendre selon la relation :

( ) 112
1

++
= +

/
I /1

χ
(9.31)

Lorsque la relation (9.26) est appliquée aux /O ≤ , on peut écrire :

( ) ( ) IOI
OO

12~1 ++−= χχ (9.32)
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Le développement de la fonction de phase lissée en série de polynômes de Legendre, est donc

donnée par :

( )
I
OI

O

O −
+−χ=χ

1

12~ (9.33)

En utilisant la décomposition de la fonction de phase, l’ETR peut donc être réécrite

sous la forme suivante :
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Les paramètres de l’équation de transfert radiatif sont modifiés suivant les relations :

Coefficient d’extinction : ( ) Ext0Ext 1
~

.I. ω−= (9.35)

Epaisseur optique : ( ) τωτ d1~d 0I−= (9.36)

Albédo de diffusion simple : 0
0

0 1

1~ ω
ω

ω
I
I

−
−= (9.37)

L’équation de transfert radiatif devient alors :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ Ω′Ω′ΩΩ′+Ω′+Ω−=Ω
ππ

ω
τ 4

0 d,,
~

4

~
,,,~d

d
VVVV 53-55

(
(1)

La résolution est semblable à l’ETR originale. Comme l’albédo de diffusion simple est plus

petit, la part de l’intégrale de diffusion dans la fonction source ( )Ω,V-  est moins importante,

ce qui accélère la convergence des résultats. On rappelle que la méthode Delta-Eddington

présentée au chapitre 2 est un cas particulier de la méthode Delta-0.
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La Figure 9.3 représente l’algorithme d’entrée des données nécessaire à l’initialisation

du code SHDOM.

Paramètres  
du calcul 

Grille de 
propriétés  

Détermination du nombre 
d’harmoniques sphériques 

Vérification des 
propriètes du milieu 

Lecture de la fonction source 
(HS) et de la grille adaptative 

d’un calcul précédent  

Utilisation d’un 
calcul précédent ? 

Oui 

Non 

Resolution de 
l’équation de 

transfert radiatif 

)LJXUH�������$OJRULWKPH�G¶HQWUpH�GHV�GRQQpHV�

Les paramètres du calcul sont :

� La résolution angulaire ( )φµ 11 ,  ;

� Les conditions aux limites (ouvertes ou périodiques selon X ou Y) ;

� Le mode de calcul (3D, 2D selon les plans (X, Z) ou (Y, Z) ou pixels indépendants

selon Z) ;

� L’utilisation ou non de la méthode Delta-0 ;

� Le critère de convergence Sol∆  ;

� Le nombre d’itérations maximal autorisé ;

� Le critère de découpage &�;
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La forme de la grille de propriétés utilisée dans les calculs de jets de moteur-fusée

comprend :

� Une cartographie de discrétisation spatiale ;

� La liste des fonctions de phase utilisées (développées sur une base de polynômes

de Legendre) ;

� La carte des propriétés en fonction des numéros des abscisses de la cartographie

spatiale comprenant :

– Les puissances volumiques et angulaires de chimiluminescence (ou

concentrations et températures des gaz lorsque le modèle numérique permettant

d’évaluer l’émission de chimiluminescence est implanté dans SHDOM),

– Les températures des particules,

– Les coefficients d’extinction,

– Les albédos de diffusion simple,

– Les numéros de la fonction de phase associée.

A partir de la résolution angulaire, SHDOM détermine la longueur de la base

d’harmoniques sphériques. SHDOM vérifie ensuite la conformité de la grille de propriétés

avec ce qu’autorise la théorie du transfert radiatif. En particulier, SHDOM veille à ce que

l’albédo de diffusion simple et la valeur absolue du paramètre d’asymétrie soient inférieurs à

1. Selon le désir de l’utilisateur, la fonction source, le champ de luminance (développés en

harmoniques sphériques) et la grille adaptative de la dernière itération d’un précédent calcul

peuvent être introduits pour initialiser le calcul courant.
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Les différentes méthodes pour effectuer l’interpolation bilinéaire d’un profil

axisymétrique dans la grille de propriétés optique dépendent de sa géométrie. Dans cette

étude, deux types de maillage de profil ont été retenus :

� Les maillages « cartésiens » où le pas radial (c’est-à-dire en U) est indépendant de

la distance axiale ]�;

� Les maillages « trapézoïdaux » où le pas radial (c’est-à-dire en U) dépend de la

distance axiale ]. Les mailles du profil ont donc une forme de trapèze dont les

côtés parallèles sont perpendiculaires à l’axe du jet [11].

Dans le premier cas, un premier remaillage est effectué par interpolation linéaire de

façon à faire coïncider l’échelle axiale du profil avec celle de la grille de propriétés. Ainsi,

une seconde interpolation linéaire radiale suffit pour obtenir le résultat souhaité. Le second

exemple présente un certain nombre de difficultés supplémentaires comme celle du repérage

de la maille concernée et l’interpolation dans des mailles en forme de trapèze. La suite de ce

paragraphe présente deux approches permettant d’effectuer une telle opération.

Soient un point 0 du profil aérothermochimique et 3421 $$$$  la maille trapézoïdale

associée dont les sommets sont les nœuds du profil axisymétrique original formant le plus

petit trapèze entourant le point 0. La géométrie du problème est représentée sur la Figure 9.4.

L’axe ( )]]′  représente la direction axiale et l’axe ( )UU′ , la direction radiale du profil.

1$ 2$

3$ 4$

x0

]

U

)LJXUH�������*pRPpWULH�GH�OD�PDLOOH�WUDSp]RwGDOH� 3421 $$$$
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] et U sont les abscisses du point 0 dont l’ordonnée I représente la propriété

aérothermochimique que l’on cherche à évaluer. Les { } 41K=LL
] et les { } 41K=LL

U  sont les abscisses

respectives des nœuds du profil { } 41K=LL
$  et les { } 41K=LL

I  sont leurs ordonnées respectives. La

dépendance spatiale de l’ordonnée I obéit à une loi bilinéaire selon la relation :

GUF]EU]DI +++= (9.38)

Les coefficients D, E F et G sont des constantes internes à la maille. Elles peuvent être

déterminées par inversion du système suivant :

{ GUF]EU]DI
LLLLLL
+++== 41K (9.39)

La solution de ce système est donnée par les relations :
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(9.40)

Lorsque le point 0 est situé sur l’axe ] [21$$ , une interpolation linéaire suffit. Cette dernière

est donnée par la relation :

( ) ( )
12

2112

UU
UUIUUI

I
−

−−−= (9.41)

Une autre technique consiste à circonscrire la maille par un rectangle 3421 $$$$ ′′′′  dont

les propriétés des sommets sont extrapolées linéairement à partir de la maille originelle. A

l’intérieur de cette nouvelle maille qui est représentée sur la Figure 9.5, l’ordonnée I est

supposée évoluer avec la position de 0 de la même façon que dans la maille originelle

conformément à la relation (9.38).
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1$ 2$

3$ 4$

0

]

U

3$′
4$′20

10

Maille originelle

)LJXUH�������*pRPpWULH�GH�OD�PDLOOH�UHFWDQJXODLUH�FLUFRQVFULWH

On définit les points 10  et 20  respectivement sur les segments [ ]21$$ ′′  et [ ]43$$ ′′  de

façon à ce qu’ils possèdent la même abscisse radiale U que le point 0 et leurs ordonnées sont

évaluées par interpolation linéaire le long des arrêtes de la maille virtuelle. La valeur de

l’ordonnée I en 0 peut donc être calculée par une interpolation linéaire effectuée le long du

segment [ ]2100 . Les calculs effectués avec la méthode analytique directe donnent

exactement les mêmes résultats que cette dernière approche puisqu’elles reposent sur la même

hypothèse d’évolution bilinéaire des propriétés du milieu. Cependant, la méthode analytique

directe nécessite d’utiliser explicitement des solutions particulières du système linéaire

(équation (9.38)) lorsque certains points de la maille sont confondus. La seconde approche est

donc celle qui a été utilisée pour interpoler les maillages pour la simplicité de sa mise en

œuvre et sa robustesse numérique.
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New Approach for Radiative-Transfer Computations
in Axisymmetric Scattering Hot Media

Pierre-Emmanuel Baudoux,¤ Antoine Roblin,† and Patrick Chervet‡

ONERA, 91761 Palaiseau, France

An atmospheric three-dimensional discrete ordinate method, called the Spherical Harmonics Discrete Ordinate
Method (SHDOM), is extended to nonequilibrium and axisymmetric media such as rocket plumes, which contain
hot reactive gases and metallic oxide particles like alumina. A spherical harmonics base is used to improve the
source function evaluation while solving the radiative-transfer equation. The source function includes the chemilu-
minescence radiation produced by gas reactions, the particles thermal radiation, and the in-scattering term. During
the iteration process, the in-scattering term is evaluated with a spherical harmonics base using the radiance � eld
calculated along discrete ordinates until the source function converges. Test cases in simple geometries, like plane
parallel media or square enclosures, show the accuracy of SHDOM results according to others calculated by ref-
erence models. An extended Arrhenius law is used to model the middle-ultraviolet chemiluminescent radiation
produced by the CO ++ O recombination. Finally, SHDOM is applied to the radiance � eld emitted by realistic rocket
plume sections represented by in� nite cylinders or � nite cylindrical media shadowed by a mask representing the
rocket body.

Nomenclature
A¸ = radial pro� le function for temperature and

chemiluminescence
Amax

¸ = maximum of radial pro� le function A¸

a = chemiluminescence volumetric power parameter
B¸.T / = Planck function, W sr 1 m 2 ¹m 1

b = thermal chemiluminescence volumetric power
parameter, K

FC = upper hemispherical � ux
F = bottom “ground” hemispherical � ux
QFC = net ground hemispherical � ux

g = asymmetry parameter of the phase function
h = Planck constant, 6:626 068 76.52/ £ 10 34 J s
I¸ = radiance, W sr 1 m 2 ¹m 1

I C
¸ = chemiluminescent angular volumetric

power, W sr 1 m 3 ¹m 1

I C
0;¸ = chemiluminescent molar angular volumetric power,

W sr 1 cm3 mol 2 ¹m 1

J¸ = emission source function, W sr 1 m 2 ¹m 1

OJ¸ = total source function, W sr 1 m 2 ¹m 1

J S
¸ = in-scattering source function, W sr 1 m 2 ¹m 1

L ; M = spherical harmonic base truncation numbers
l ; m = spherical harmonic order numbers
M = molecule or atom in the gas phase
N = number of discrete ordinates
N¹ = number of zenith angles
NÁ = maximum number of azimuthal angles
pl = lth-order Legendre polynomial
RC

0 = chemiluminescent photon production
rate, cm3 mol 1 s 1

R¾ = maximum radius of the cylinder
containing particles, mm

s = physical coordinate vector, m
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Chemin de la Hunière; baudoux@onera.fr.
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T = temperature, K
X 0; X = x axis
Y 0; Y = y axis
Y m

l = (l; m) spherical harmonics order
Z 0; Z = z axis
2 = scattering angle
µ = zenithal angle
¸ = wavelength, nm
º = radiation frequency, Hz
¾ = extinction coef� cient, m 1

¿ = optical depth
8 = scattering phase function, sr 1

Á = azimuthal angle
Âl = phase function Legendre coef� cient
Ä = direction vector
!0 = single scattering albedo

Introduction

R ADIATIVE-TRANSFER modeling is needed in order to un-
derstand many physical problems such as heat transfer in fur-

naces or detectability of aircrafts and missiles. Inmost cases the opti-
cal signature of these � ying objects, from infrared (IR) to UV comes
from their motors’ plume radiation.1 3 The middle UV domain is
of practical interest because the sky background seen from the low
Earth atmosphere can be considered completely dark caused by
solar radiation absorption by stratospheric and tropospheric ozone
layers. This darkness allows one to detect a rocket plume with a good
contrast, especially in the so-called solar blind band located approx-
imately between 240 to 290 nm. The study of detection performance
in this band requires data on UV plume signatures for various � ight
conditions and rocket motor types. As experimental results are lim-
ited to a few conditions, signature modeling is highly required to
encompass all situations of practical interest. This modeling is per-
formed in two steps. First the aerothermochemical plume proper-
ties are calculated using a suitable � ow� eld model,4 6 and then
the radiative-transfer equation (RTE) is solved, based on calculated
pressure, temperature, and species concentrations. The plumes are
generally considered as axisymmetric media where emission, ab-
sorption, and scattering from metallic oxide (e.g., alumina) take
place. Whereas molecular vibrational bands and thermal emission
from particles are the principal sources in the IR, chemilumines-
cence reactions may become the dominant radiation mechanism in
the UV.1;3 In a rocket plume, reactions which result from a non-local
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thermodynamic equilibrium coming from the combustion inside the
plume, produce minor unstable species like atomic oxygen or the
hydroxyl radical. Consequently, it is necessary to include the contri-
bution of the chemiluminescent emission produced by these species
in the source function. The purpose of this paper is to present a
new radiative-transfer model adapted to UV plumes signature cal-
culation, where particle scattering and a chemiluminescent gas are
present.

The main dif� culty in solving the RTE is the evaluation of the
in-scattering contribution, which represents the radiation scattered
by particles from all directions into the line of sight. Many methods,
whose differences depend mainly upon the way in which scattering
is considered, have been proposed over the last three decades for
solving the RTE in scattering and participating media.7 The zonal
method8 and the Monte Carlo9 approach give accurate solutions, but
computational time is so large that these techniques are restricted to
simple geometric test cases and monochromatic or gray conditions.
In the two-stream model,10;11 where the radiance � eld is evaluated
in two opposite propagation directions, the RTE is solved analyt-
ically in homogeneous media. However, this model provides only
radiance estimations because of its poor angular resolution, and it is
restricted to one-dimensional geometry. In the six-stream model,12

which is the simplest three-dimensional model, the RTE is evaluated
in three orthogonal directions. Yet the determination of radiance an-
gular dependence requires as many computations as the number of
the lines of sight required. The angular resolution provided by this
model is still limited. In the discrete ordinate method (DOM)angular
dependence is sampled in many directions de� ned by a quadrature
scheme such as SN (Ref. 13) or Gauss–Legendre.14 Many authors
have proposed ways to solve the DOM such as matrix inversion in
plane parallel media15 or iterative methods for three-dimensional
problems.16

Evans17 has developed an original extended iterative DOM for
three-dimensional atmospheric problems called the Spherical Har-
monics Discrete Ordinate Method (SHDOM). This model evalu-
ates the in-scattering contribution using a spherical harmonics base,
whereas the RTE is integrated along discrete ordinates de� ned in a
Gauss–Legendre quadrature scheme. This arti� ce allows an inter-
polation of the radiance angular dependence, accelerates the com-
putational process, and requires less computational time and mem-
ory storage. This code has been � rst applied to thermal problems
in atmospheric media such as cloudy scenes and to scattering of
IR-visible solar radiation. Because of its � exibility, the SHDOM
approach has been found to be easily extended to nonequilibrium
axisymmetric media such as rocket plumes. This paper will present
such an extension in the UV domain. In the next section the main
SHDOM features will be presented with the new developments
needed in order to determine UV signature of rocket plumes. The
reader is referred to Evans’ original work17 for details concerning
SHDOM. Then, SHDOM results of simple validation test cases
(plane parallel media and square enclosure) will be compared with
results from other models published previously.After that the chemi-
luminescent reaction in the UV domain will be described. Finally,
the modi� ed SHDOM code will be applied to cylindrical media
whose properties are similar to a realistic rocket plume.

Radiative Transfer Model
The monochromatic RTE describes the variation of the radiance

� eld in a speci� ed direction Ä through a small differential volume
and can be written as

1
¾ .s; ¸/

.Ä ¢ r/I¸.s; Ä/ D I¸.s; Ä/ C J¸.s; Ä/

C
!0.s; ¸/

4¼

Z

4¼

8.sI ¸I Ä0 ! Ä/I¸.s; Ä0/ dÄ0 (1)

where I¸.s; Ä/ is the radiance at point s propagating in direction
ÄI J¸.s; Ä/ is the emission source function, which includes the par-
ticle thermal emission [1 !0.s; ¸/]B¸.TParticles / and chemilumi-
nescence from gases I C

¸ .s; Ä/ added in the modi� ed model; ¾ .s; ¸/
is the local extinction coef� cient; !0.s; ¸/ is the single scattering

albedo; and 8.sI ¸I Ä0 ! Ä/ is the normalized scattering phase
function. The chemiluminescence I C

¸ .s; Ä/ is introduced in the RTE
as a volumetric angular power. So the emission source function
should be written as

J¸.s; Ä/ D [1 !0.s; ¸/]B¸.TParticles / C
I C
¸ .s; Ä/

¾ .s; ¸/
(2)

The in-scattering source function, which represents the radiation
scattered by the particles from all directions into the direction of the
line of sight, can be written as

J S
¸ .s; Ä/ D

!0.s; ¸/

4¼

Z

4¼

8.sI ¸I Ä0 ! Ä/I¸.s; Ä0/ dÄ0 (3)

The total source function OJ¸.s; Ä/, which includes the emission
term J¸.s; Ä/ and the in-scattering source function J S

¸ .s; Ä/, is de-
� ned according to the following relation:

OJ¸.s; Ä/ D J¸.s; Ä/ C J S
¸ .s; Ä/ (4)

In the SHDOM approach, extended to the UV domain, the RTE
is solved following these steps:

1) Initialization is where the RTE is integrated spatially column
after column using a two-stream model (±-Eddington).18 The hemi-
spherical � uxes are then converted to the � rst two moments of spher-
ical harmonics of the radiance � eld.

2)The in-scattering source function J S
¸ .s; Ä/ is evaluated with the

spherical harmonics base using the radiance � eld calculated during
the preceding step.

3) The total source function OJ¸.s; Ä/, stored in the spherical har-
monics base, is written in a discrete ordinates representation.

4)TheRTE is integrated along each discrete ordinate with the total
source function OJ¸.s; Ä/ obtained during step 3, using a backward-
ray scattering technique according to

I¸.s; Ä/ D I¸.0; Ä/ exp

" Z s

0

¾.s0; ¸/ ds0

#

C
Z s

0

exp

" Z s

s 0
¾ .s00; ¸/ ds 00

#
¾.s0; ¸/ OJ¸.s0; Ä/ ds 0 (5)

5) The radiance � eld in discrete ordinates is converted to a spher-
ical harmonic representation.

6) Steps 2–5 are continued until results converge according to a
user-de� ned “solution criterion” based on an evaluation of the dif-
ferences between current source function OJ .n/

¸ .s; Ä/ and the one cal-
culated during the preceding iteration OJ .n 1/

¸ .s; Ä).
7) The radiance � eld at a user-de� ned plane is extracted from

the � nal source function � eld OJ¸.s; Ä/ using the RTE integral form
[Eq. (5)] as in step 4. The use of the spherical harmonics base allows
the user to get the radiance � eld along other lines of sight than the
SHDOM discrete ordinates.

The use of a real spherical harmonics base in SHDOM diago-
nalizes the phase function so that the in-scattering source function
J S

¸ .s; Ä/ can be written as

J S
¸ .s; Ä/ D !0.s; ¸/

LX

l D 0

Âl .s; ¸/

2l C 1

MX

m D M

I m
¸l .s/Y

m
l .Ä/ (6)

where (L ; M ) de� ne the spherical harmonic base truncation, I m
¸l .s/

is the .l; m/-order spherical harmonic coef� cient of the radiance
� eld, and Âl .s; ¸/ the lth-order Legendre coef� cient of the phase
function de� ned by

8.sI ¸I Ä0 ! Ä/ ¼
LX

l D 0

Âl.s; ¸/pl .cos 2/ (7)

The Gauss–Legendre quadrature scheme for discrete ordinates
is de� ned by N¹ zenith angles with a maximum of NÁ azimuthal
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angles (their number decreases as the zenith angle comes closer
to the vertical direction). This user-de� ned setting determines the
spherical harmonics truncation in accordance with

L D N¹ 1 (8)

M D NÁ=2 1 (9)

This truncation preserves the spherical harmonics orthogonality in
the angular quadrature scheme but may cause a misrepresentation
of the particle scattering phase function leading to negative values.
This situation is removed by applying the Delta-M method,19 which
renormalizes the phase function.

Because of the use of a spherical harmonic base, the iterations
take less operations than a classical DOM. If N is the number of
discrete ordinates, SHDOM takes, at each iteration, approximately
N operations to evaluate the scattering integral and 9N 3=2 others for
conversions between the discrete ordinates and the spherical har-
monic base. A classical DOM needs 2N 2 operations for the same
computation. SHDOM also needs less memory storage than a clas-
sical DOM. For example, with an angular resolution de� ned using
N¹ zenith angles and NÁ D 2N¹ azimuthal angles, a classical DOM
stores the source function along 2N 2

¹ discrete ordinates. For the same
angular resolution SHDOM reduces this number to N 2

¹ moments of
spherical harmonics.

In the general case the medium’s radiative properties are input in
a property grid whose spatial structure is regular (even in X and Y ,
even or not in Z ). During RTE integration [Eq. (5)], the extinction
coef� cient ¾ .s0; ¸/ and its product with the total source function
¾ .s0; ¸/ OJ¸.s0; Ä/ are assumed to be linear across every grid cell. If
the total source function OJ¸.s0; Ä/ is too heterogeneous and if the
grid cell’s optically thickness is higher than a user-de� ned splitting
criterion, an adaptive grid algorithm is used to split the grid. The
upper surface can be represented as a totally absorbing layer, which
usually corresponds to the “sky” in atmospheric problems. In the
same way the lower surface can be represented as a Lambertian
“ground.” The horizontal boundary conditions can be either “peri-
odic” or “open.” If boundary conditions are periodic, a ray exiting
a vertical wall is continued on the opposite side as a new incident
ray. Consequently the scene can be represented as an in� nite mosaic
whose period is given by the property grid size. In open boundary
conditions radiative transfer is computed in two-dimensional mode
on the vertical walls representing the in� nite atmosphere surround-
ing the medium.

Computations on � nite length axisymmetric media (e.g., rocket
plumes) are performed with the vertical symmetric axis, and the
vertical cell walls are transparent so that they do not affect the com-
putational results with open boundary conditions. On the contrary,
the symmetric axes of square enclosures or of in� nite cylindricalme-
dia are horizontal in order to use the periodic boundary conditions.
Because SHDOM has been initially developed in an atmospheric
medium, it gives the radiance � eld only for a horizontal plane. Con-
sequently, the code has been modi� ed to allow radiance calculations
in the vertical plane including the case where the line of sight is hor-
izontal. In this way the radiance � eld cartography of a rocket plume
can be rebuilt for any aspect angle. The plume intensity represents
the whole radiative angular power received by a detector. It is cal-
culated by surface integration of the radiance � eld, taking account
of the perspective effect depending on the viewing angle.

Validation Test Cases
The aim of the validation test cases presented here is to com-

pare the accuracy of SHDOM with other radiative-transfer models
in well-known simple media. Two types of geometry are retained.
Plane parallel media are used for comparison with the two-stream
model, the six-stream model, and a reference DOM. These models
have been used previously for rocket plume signatures.12;20 Then,
square enclosures are used to assess the SHDOM accuracy accord-
ing to results from Liu et al.21 More test cases have been performed
by Evans17 in order to establish the accuracy of SHDOM in vari-

Fig. 1 Normal radiance I¸(z = Z; µ = 0)/B¸(T0) vs single scattering
albedo for a uniform plane parallel medium (¿ = 1, isotropic phase
function) [ ++ ¢ ¢ ¢ ¢ ++ , two stream12; ¤ – – – ¤ , six stream12; ¦——¦,
N stream12; and M– - –M, SHDOM (N¹ = 20; NÁ = 24)].

ous atmospheric problems (one-, two-, and three-dimensional). The
author has concluded that SHDOM can be as accurate as a Monte–

Carlo computation when the number of discrete ordinates is suf� -
ciently large.

Plane Parallel Medium

SHDOM calculations of the normal radiance exiting from ther-
mally emitting plane parallel media have been compared with results
obtained by Freeman et al.,12 using the two- and six-stream mod-
els and a reference DOM, also called the N -stream model (with
N À 6). The medium optical depth is equal to one. The SHDOM
angular resolution is de� ned by N¹ D 20 zenith angles and a max-
imum of NÁ D 24 azimuthal angles. The property grid, de� ned by
5 £ 5 £ 6 points, is a 1-m-per-side homogeneous cube. Because a
plane parallel medium is in� nite and homogeneous along the hor-
izontal directions [(X 0 X ) and (Y 0Y )], the boundary conditions are
periodic in radiance through the vertical walls of the grid. Neither
the ground nor the sky emit or re� ect any radiation by themselves.
The scattering phase function is assumed to be isotropic. The results
are normalized by the radiance emitted by a Lambertian ground at
the same temperature T0 as the studied medium. Figure 1 shows the
normal radiance I¸.z D ZI µ D 0/=B¸.T0/ calculated with the dif-
ferent methods vs the single scattering albedo. Although SHDOM
gives the same results as the N -stream model, the two-stream and
six-stream models respectively underpredict and overpredict radi-
ance values. Freeman et al.12 have shown that two-stream results are
almost exact for a thin medium where lateral in-scattering can be
neglected. Conversely, when the optical depth grows, the six-stream
results are close to those of the N stream. In this situation the six-
stream model evaluates correctly the lateral in-scattering effects.
The test cases presented in Fig. 1 correspond to an intermediate sit-
uation where the two-stream and the six-stream approximations on
the lateral in-scattering are both not adapted to evaluate the radiance
� eld correctly.

Square Enclosure

The calculations presented next have been performed to establish
the accuracy of SHDOM according to exact methods. As a discrete
ordinate method, it can be used to compute hemispherical � uxes
by radiance integration over 2¼sr . Comparing � uxes calculations
with known exact results gives information on the correctness of the
SHDOM radiance � eld angular representation used to evaluate the
in-scattering source function J S

¸ .s; Ä/. Two test cases have been in-
vestigated: a thermally emitting and nonscattering two-dimensional
medium in a square enclosure with 1-m-long sides, and a purely
isotropically scattering medium illuminated by a nonre� ecting ther-
mally emitting Lambertian ground at temperature T0 . In both exam-
ples the cold and absorbing vertical boundaries, which are parallel
to plane (YOZ ), have been de� ned by optically thick and cold cells
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Table 1 Number of discrete ordinates N and spherical
harmonics NSH used in SHDOM computations

for the in� nite square medium

Discrete ordinates Spherical harmonics
N

N¹ NÁ (total number) L M NSH per point

2a 1 2 1 0 2
2a 4 8 1 1 4
8 16 90 7 7 64
16 32 354 15 15 256

a¹ D §
p 1

3 .

Fig. 2 Square enclosures geometry.

Fig. 3 Upper-wall hemispherical � ux F ++ (x; z = Z) from a nonscat-
tering and emissive in� nite square enclosure with 1-m-long sides and
an extinction coef� cient ¾ equal to 0.1 m¡ 1: comparison between
exact calculation and SHDOM computations with angular resolu-
tions presented in Table 1 [——, exact calculation; ++ ¢ ¢ ¢ ¢ ++ , SHDOM
(N¹ = 2; NÁ = 1); ¤ – – – ¤ , (N¹ = 2; NÁ = 4); ¦– - –¦ (N¹ = 8; NÁ = 16);
and M– - - –M, (N¹ = 16; NÁ = 32)].

(cf., Fig. 2). Radiance boundary conditions are periodic along di-
rection (Y 0Y ) so that the medium can be considered to be in� nite in
this direction. The elementary property grid length of the medium
base is 0.02 m. Table 1 presents the angular resolution of SHDOM
computations. The results are normalized by the hemispherical � ux
emitted by a Lambertian ground at the same temperature T0 as the
emitting component of the studied media. The temperature Tcold of
the other items is set so that B¸.Tcold/ ¿ B¸.T0/.

In the � rst test case the exact calculation has been performed
by integrating exact radiance � eld over 100 zenith and 200 az-
imuthal angles. Figure 3 shows the normalized upper-hemispherical
� uxes obtained from different angular resolutions in anoptically thin

Fig. 4 Net ground hemispherical � ux ÄF ++ (x; z = 0) from a purely
scattering in� nite square enclosure with 1-m-long sides and an ex-
tinction coef� cient ¾ equal to 1 m¡ 1: comparison between zone
method and SHDOM computations with angular resolutions presented
in Table 1 [¤, zone method21; ++ ¢ ¢ ¢ ¢ ++ , SHDOM (N¹ = 2; NÁ = 1);
¤ – – – ¤ , (N¹ = 2; NÁ = 4); ¦– - –¦ (N¹ = 8; NÁ = 16); and M– - - –M,
(N¹ = 16; NÁ = 32)].

medium (¾ D 0:1 m 1 ). The normalized upper-hemispherical � uxes
are de� ned by

FC.x; z D Z/

D

Z ¼=2

0

cos µ sinµ dµ

Z 2¼

0

I¸.x; z D Z I µ; Á/ dÁ

¼ B¸.T0/
(10)

Although results with N¹ D 2 are obviously inaccurate, the compu-
tations converge to the exact solution with � ner angular resolution.
The resolution with (N¹ D 8; NÁ D 16) is suggested by Evans17 to
be optimal for � ux calculations and with .N¹ D 16; NÁ D 32/ for
radiance computations. The pseudo two-stream and eight-stream
schemes respectively under- and overpredict the horizontal direc-
tion contributions to the hemispherical � uxes. Because estimating
the in-scattering source function [Eq. (3)] is similar to � ux eval-
uation, these errors emphasize the dif� culty to design an accurate
two-stream model. In the second test case the exact results presented
in Fig. 4 originating from Liu et al.21 have been calculated using the
zone method for ¾ D 1 m 1 . The net ground hemispherical � uxes
are de� ned by

QFC.x; z D 0/ D 1 F .x; z D 0/ D 1

Z ¼

¼=2

cos µ sin µ dµ

Z 2¼

0

I¸.x; z D 0I µ; Á/ dÁ

¼ B¸.T0/
(11)

Although the two-stream and the eight-stream schemes respectively
over- and underevaluate the in-scattering term, results with � ner an-
gular resolution are essentially coincident with the exact solution
and the maximum differences are within 2%. Depending on the an-
gular resolution and on the single scattering albedo, 1 to 10 iterations
have been necessary to reach convergence.

CO ++ O Chemiluminescence
Combustion and afterburning processes in rocket plume produce

molecular species such as CO2 , H2O, CO, and reactive radicals
like O and OH. The chemical reactions occurring between these
molecules are able to produce a nonnegligible UV-visible pho-
tochemical emission, so-called chemiluminescence. In the solar
blind spectral band the chemiluminescence comes mainly from the
CO C O recombination,3 which gives rise to a UV-visible continuum
called CO blue � ame emission:

CO C O ! CO2 C hº (12)
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This reaction has been studied experimentally at low and high tem-
peratures in many situations like � ames,22 shock waves,23;24 or dis-
charge tubes.25 The principal properties of the CO C O radiative re-
combination mechanism are presented next. A semi-empirical law
deduced from experimental reaction rates is then proposed.

The steps of the reactional mechanism depend on the electronic
molecular states correlation26 between these molecules as presented
in Fig. 5. Pravilov and Smirnova27 have proposed the following
chemiluminescent mechanism:

CO.X16C/ C O.3P/ $ CO2

¡
3B2

¢
(13)

CO2

¡
3B2

¢
! CO2

¡
1B2

¢
(14)

CO2

¡
1B2

¢
! CO2

¡
X 16C

g

¢
C hº (15)

CO2

¡
1B2

¢
C M ! CO2

¡
X 16C

g

¢
C M (16)

Spin conservation rules impose the restriction that the recombined
CO2.3B2/ is in a triplet state after reaction (13), which is the reverse
of the CO2.

3B2/ predissociation. After a triplet-singlet transition
[Eq. (14)] the de-excitation can be either radiative [Eq. (15)] or
caused by collisions [Eq. (16)] with other molecules.

Fig. 5 Energy levels diagram of CO, O, and CO2 (Ref. 26) (not to scale).

Fig. 6 Thermal dependence of the CO ++ O molar chemiluminescent volumetric angular power at several wavelengths in a logarithmic scale: exper-
imental data from Grillo and Slack23 (3000 K) and Slack and Grillo28 (2700 and 1300 K).

The experiment of Clyne and Trush25 in discharge tubes at am-
bient temperature (293 K) and the study of Grillo and Slack23 in
hot shock waves (3000 K) show that chemiluminescent angular
volumetric power I C

¸ is proportional to CO and O concentrations
according to the following relation:

I C
¸ D I C

0;¸[CO][O] (17)

Slack and Grillo28 have � t experimental results on chemilumines-
cent thermal dependence using an Arrhenius law, which can be
expressed as photon production rate between 1300 K and 3000 K
according to

Table 2 Experimental Arrhenius law parameters
of CO ++ O chemiluminescence according

to Eq. (17) whose results are given in units
of W nm¡ 1 sr ¡ 1 mol¡ 2 cm3

Wavelength, nm a.¸/ b.¸/, K

255 17.67 4619
260 17.85 4582
280 18.67 4485
310 18.56 3039
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RC
0 D 6:8.§0:6/ £ 105 exp. 1960=T / (18)

in units of cm3 mol 1 s 1. The exponential coef� cient 1960 K corre-
sponds to the CO2.

3B2/ recombination [Eq. (11)] activation energy
(about 0.17 eV). To describe the temperature dependence of the CO
blue � ame chemiluminescent spectrum, an extended Arrhenius law
is used with wavelength-dependent coef� cients:

I C
0;¸ D exp[a.¸/ b.¸/=T ] (19)

where I C
0;¸ is the chemiluminescent monochromatic volumetric an-

gular power in units of W nm 1 sr 1 mol 2 cm3. The parameters
a.¸/ and b.¸/ (cf., Table 2) are deduced from the experimental
Arrhenius diagram presented in Fig. 6.

Table 3 Settings of the cylinder test cases for the four media

Optical properties Medium 1 Medium 2 Medium 3 Medium 4

Extinction coef� cient, m 1 Straight line Straight line Straight line Straight line
¾max D 15:0 ¾max D 12:5 ¾max D 7:5 ¾max D 4:5
R¾ D 40 mm R¾ D 60 mm R¾ D 70 mm R¾ D 100 mm

Temperature, K Double-Gaussian Double-Gaussian Gaussian Gaussian
Tmax D 2300 K Tmax D 2350 K Tmax D 2400 K Tmax D 2100 K
T0 D 2000 K T0 D 2200 K FWHMa D 35 mm FWHMa D 40 mm

Rmax D 15 mm Rmax D 10 mm —— ——
Chemiluminescence , W m 3 sr 1 ¹m 1 Double-Gaussian Double-Gaussian Double-Gaussian Gaussian

Cmax D 435:0 Cmax D 395:0 Cmax D 340:0 Cmax D 65:0
C0 D 1:5 C0 D 20:0 C0 D 280:0 FWHMa D 16 mm

Rmax D 17 mm Rmax D 15 mm Rmax D 10 mm ——
aFull width at half maximum.

Fig. 7 Property radial pro� les of cylindrical medium 3: particle extinction coef� cient, temperature, and angular volumetric power from CO ++ O
chemiluminescence and particle thermal emission.

UV Signature of Cylindrical Media
Radiance � elds have been calculated with UV-extended SHDOM

in simple cylindrical media. Four aerothermochemical pro� les are
deduced from � ow� eld calculations and are assumed to be inde-
pendent of the axial coordinate. To simplify the presentation of the
optical properties, their radial pro� les, deduced from Mie theory and
Eqs. (17) and (19), have been � tted with suitable functions. After a
description of the radial pro� les used, two test cases are presented
corresponding to an in� nite cylinder and a � nite cylinder partially
shaded by a mask.

Property Grid Settings

The extinction coef� cient radial pro� le is assumed to be a straight
line decreasing from the axis where ¾ .0/ D ¾max to the particle
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radial extension R¾ . The minimum value of the extinction coef-
� cient is equal to ¾min D 10 5 m 1 to avoid numerical artifacts
during the source function J¸.s; Ä/ evaluation corresponding to
chemiluminescence. The temperature axisymmetric pro� le and the
chemiluminescence pro� le are de� ned either by a Gaussian curve
or the sum of two Gaussian curves symmetric with the medium axis.
They are parameterized by the axial value of the studied aerothermo-
chemicalproperty A¸.0/, themaximum value Amax

¸ , and its radial po-
sition Rmax . The temperature curves have a lower limit Tmin D 300 K
representing the atmospheric temperature. The RTE is solved in
a rectangular parallelepipedic property grid. The radial extension
(i.e., perpendicular to the medium axis) equals 2Re D 200 mm with
a 1r D 5-mm elementary cell length. The angular resolution is de-
� ned with N¹ D 16 zenith angles and a maximum of NÁ D 32 az-
imuthal angles.

Table 3 summarizes the various parameters needed to describe
the property pro� les at 280 nm. Media 1 and 2 correspond to areas
close to the nozzle, medium 3 corresponds to the afterburning zone
(Fig. 7), and medium 4 represents the rocket plume tail. For a simple
representation of the scattering properties, typical values have been
used.29 The single scattering albedo is uniformly equal to 0.8. To test
our model, the phase function has been approximated as a Henyey–

Greenstein phase function30 with an asymmetry parameter g equal
to 0.8.

In� nite Cylinder

Figure 8 represents the in� nite cylinder geometry, and Fig. 9
shows the radiance pro� le of medium 3 for two aspect angles at
280 nm. Three iterations have been necessary to reach convergence.
When the aspect angle decreases, the radiance values increase in
the same manner as in the case of a thin emissive medium.12 When
integrated over a line of sight, the two peaks of medium 3’s chemi-
luminescence radial pro� le disappear.

Rocket Body Masking

Figure 10 shows the geometry of the � nite cylinder test case used
to model the mask shadow’s effect. The cylinder axis is vertical in

Fig. 8 Property grid geometry of in� nite cylindrical media.

Fig. 9 Radiancepro� les of medium3 at 280nmfor twodifferent aspect
angles.

Fig. 10 Property grid geometry
of the � nite cylinder partially
shaded by a circular mask.

Fig. 11 Spectral intensity plot at 280 nm vs aspect angle for the differ-
ent cylindrical media partially shaded by a circular mask, whose radius
is equal to 40 mm.

order to use open boundary conditions. The cylinder is 1.04 m high
with a spatial discretization equal to 1z D 4 mm. Figure 11 presents
the intensity plot vs the aspect angle calculated with a mask radius
equal to 40 mm. The intensity is deduced from the radiance � eld
by a surface integration over one of the vertical walls and the up-
per horizontal plane. Media 1, 2, and 3 have intensity plots close
to each other. Because medium 4 corresponds to the rocket plume
tail, its intensity is small. The intensity’s angular dependence can
be explained by the extinction caused by the large particle concen-
tration near the axis and, close to the nose-on aspect angle, by the
mask shadow. The nose-on intensity is very small because the mask
shades most of the chemiluminescent emission. Calculations with
two mask radii presented in Table 4 also show that the nose-on in-
tensity is very sensitive to the body masking size. Figure 12 shows
the nose-on isoradiance curves for medium 3. The circular hole
in the radiance � eld center corresponds to the mask, which hides a
great part of the nose-on radiation. In this case the nose-on radiation
depends largely on the mask size because it is on the same order
as the plume radial extension. Other computations show that the
nose-on intensity is lower in nonscattering cylindrical media than
in the scattering cases. These results prove that scattering extends
the apparent radial extension of rocket plumes at nose-on aspect.
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Table 4 Nose-on intensity of the cylindrical media
for several mask radii

Nose-on intensity, mW sr 1 ¹m 1

RMask ,
mm Medium 1 Medium 2 Medium 3 Medium 4

40 0.0 13.3 18.9 1.1
30 9.1 23.8 33.0 1.5

Fig. 12 Spectral nose-on radiance � eld at 280 nm (in W sr ¡ 1 m ¡ 2

¹m¡ 1) of medium 3 partially shaded by a circular mask, whose radius
is equal to 40 mm.

Conclusions
This paper has presented modi� cations of the atmospheric radia-

tive transfer SHDOM applied to nonequilibrium media-like rocket
plumes. The use of a spherical harmonics base in this DOM raises
the in-scattering evaluation ef� ciency. This radiative � eld represen-
tation also allows radiance calculations along each user-de� ned line
of sight. Test cases performed in simple geometries like plane par-
allel media or square enclosures show the accuracy of the SHDOM
radiance and � ux calculations and emphasize the lack of precision of
radiative � elds estimated by two- or six-stream models. UV CO C O
chemiluminescence has been modeled with an extended Arrhenius
law using experimental spectra. Finally, the improved SHDOM has
been applied to cylindrical media de� ned using realistic plume sec-
tion pro� les. The in� nite cylinder test case shows that the radiance
� eld emitted by such media has an angular dependence similar to
that of an optically thin medium for aspect angles close to a side-on
view. The rocket body masking effects and the particle scattering
role have been shown to be important for � nite cylinder nose-on radi-
ance � elds. The results presented in this work attempt to demonstrate
that the extended SHDOM is accurate, � exible, and easily applicable
to a wide set of scattering media, in or out of thermal equilibrium,
such as rocket plumes. As a three-dimensional radiative-transfer
model, SHDOM is applicable to more realistic rocket plume mod-
eling, in which the aerothermochemical properties depend on the
distance from the nozzle. The use of SHDOM would carry out para-
metric studies on the in� uence of the optical properties of rocket
plume’s constituents upon its radiance � eld.
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