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Résumé

Cette these porte sur le recalage de signaux a partir de ’alignement de leurs land-
marks, pour la comparaison d’ensembles de courbes ou d’images. Apres une revue des
techniques de recalage qui existent dans la littérature, une approche nonparamétrique
est proposée pour estimer les landmarks d’une fonction 1D bruitée a partir des lignes de
maxima d’ondelettes et de zero-crossings de sa transformée continue en ondelettes. Un
nouvel outil, I'intensité structurelle, est introduit pour représenter les positions des points
caractéristiques d’une courbe sous forme d’'une densité de probabilité. Cette méthode con-
duit & une nouvelle technique de mise en correspondance automatique des landmarks de
deux fonctions. L’approche envisagée dans le cas 1D est étendue au cas 2D en utilisant
des décompositions en wedgelets/platelets pour détecter les contours d’une image. De
nombreuses simulations et des problemes réels d’analyse de variance fonctionnelle servent
d’illustration des méthodes proposées.

Mots-clés : recalage automatique de signaux, landmarks, transformée continue en on-
delettes, zero-crossings, maxima d’ondelettes, wedgelets, platelets, détection de contours,
représentation temps-échelle, estimation nonparamétrique.

Abstract

This thesis focuses on landmark-based registration of curves and images for the com-
parison of multiple sets of signals. After a detailed review of some important registration
techniques, a nonparametric approach is proposed to estimate the landmarks of a 1D
function observed with noise, from the wavelet maxima and the zero-crossings lines of its
continuous wavelet transform. A new tool, the structural intensity, is introduced to repre-
sent the locations of the typical features of a curve via a probability density function. This
method yields to a new technique to automatically put into correspondence the landmarks
of two functions. The approach developed for 1D signals is extended on a 2D setting by
using wedgelets/platelets decompositions to detect the edges of an image. The usefulness
of these methods is documented by various simulations and applications to real examples
involving functional analysis of variance.

Keywords : automatic landmark-based registration, continuous wavelet transform,
zero-crossings, wavelet maxima, wedgelets, platelets, edge detection, scale-space represen-
tation, nonparametric estimation.
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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de cette these est le développement d’outils nécessaires a la com-
paraison de plusieurs ensembles de signaux. Lorsque que 'on étudie un processus
biologique ou physique chez différents sujets, on remarque généralement que les
types de courbes ou d’images observées présentent des caractéristiques similaires.
Un probleme important consiste alors a déterminer la forme typique du processus
observé, ou bien a tester s’il existe des différences significatives parmi deux sous-
ensembles de sujets. Par exemple, lors de I'observation d’un échantillon de courbes
de croissance chez des garcons et chez des filles, il peut s’agir de savoir quelle courbe
représente le mieux la forme typique du processus de croissance, et si sa forme
caractéristique présente des variations entre les garcons et les filles (voir Gasser
et Kneip [39]). L’estimation des variations au sein d’une population a partir de
données fonctionnelles, peut se résoudre a partir de I’Analyse de Variance Fonc-
tionnelle (FANOVA) qui généralise au cas de fonctions, les techniques d’Analyse de
Variance (ANOVA) qui est I'un des outils les plus utilisés en statistique appliquée,
pour déterminer comment les variations d’une variable observée peuvent étre ex-
pliquées par 'observation d’autres quantités. Toutefois, afin de pouvoir comparer
des objets présentant des caractéristiques similaires, il est nécessaire de trouver un
systeme référentiel commun pour les représenter. En effet, les courbes ou les images
a analyser peuvent ne pas étre observées sur les mémes domaines. De plus, il peut
exister des variations locales ou globales entre ces signaux (dues par exemple au
processus d’acquisition) qu’il peut étre nécessaire de corriger, car ceux-ci peuvent
conduire a des conclusions erronées. Le travail effectué dans cette these vise donc a
construire un ensemble d’outils pour synchroniser un ensemble de signaux afin de
les représenter dans un référentiel bien adapté a la comparaison de ces derniers. Il
s’agit d’une étape de pré-conditionnement de données fonctionnelles généralement
nécessaire avant ’application de toute autre procédure d’inférence statistique. Dans
ce qui suit, la synchronisation d’un ensemble de signaux sera également appelée
alignement ou recalage de fonctions. Les signaux considérés dans cette these seront
des fonctions unidimensionnelles (1D, courbes) ou bidimensionnelles (2D, images).
Afin d’illustrer plus précisément le probleme de la synchronisation de signaux, nous
proposons de présenter deux exemples réels qui seront étudiés plus en détail par la
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suite :

e Exemple 1D : Les fonctions représentées dans la Figure 1.1 correspondent a
une partie de I'ensemble de courbes étudié dans Munoz Maldonado et. al. [71]. Ces
courbes représentent la distribution de la ganglioside dans les tissus cérébraux de
groupes de rats d’ages distincts. Le but de I’étude conduite dans [71] est de comparer
la distribution de la ganglioside, représentée par un profil de densité, selon I'age des
rats, dans 3 zones différentes du cerveau : Medulla (MD), Locus Coeruleus (LC)
et Hippocampus (HY). Une description précise de la méthode d’acquisition de ces
données peut étre trouvée dans [71].

F1G. 1.1: Profil de densité de la ganglioside dans la région Medulla : (a) 5 Vieux
rats (b) 5 Jeunes rats.

e Exemple 2D : La Figure 1.2 montre des images photographiques de deux
especes de poissons (haddock et whiting) que 'on souhaite discriminer. Ces images
font partie d'un ensemble de données plus large qui se compose de 10 images de had-
docks, et 10 images de whitings, analysé dans Glasbey et Mardia [43]. Ces données
peuvent obtenue a 'URL :
http ://www.blackwellpublishers.co.uk/rss/. Le but de la comparaison de cet
ensemble d’images est de déterminer la forme caractéristique de chaque espece, et
de pouvoir quantifier les différences ou les similitudes entre les poissons observés.

On peut remarquer que les courbes de la Figure 1.1 sont observées sur des in-
tervalles différents. Afin de pouvoir les comparer, il est nécessaire de représenter
ces courbes sur un support commun. Supposons que ’on observe un ensemble de
m courbes fi, fo, ..., fm sur m intervalles différents [aq, b1], [as, bol, ... | [am, bm] €t
que 'on souhaite déterminer leur forme moyenne f. L’idée la plus simple, pour
représenter ces courbes sur un méme intervalle (par exemple [0, 1]), consiste & définir
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() (d)

F1G. 1.2: Images photographiques de deux especes de poissons : (a) Haddock 0 (b)
Haddock 1 (c¢) Whiting 0 (d) Whiting 1 (les images sont de taille 300 x 500 pixels).
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les fonctions : f;(t) = fi(a; + t(b; — a;)) pour t € [0,1] et 4 = 1,... ,m. Pour
obtenir la forme caractéristique d’une courbe de cette ensemble, il semble alors na-
turel de définir f(t) = % S fi(t),t € [0,1]. Un exemple de cette approche, que
nous appellerons recalage linéaire, est donné dans la Figure 1.3 avec des données
simulées et m = 5. La courbe moyenne ainsi obtenue (Figure 1.3c) ne donne pas
une représentation satisfaisante de la forme typique d’une courbe de la Figure 1.3a :
toutes ces courbes sont en effet clairement composées de deux sinusoides séparées
par un “saut”, précédé d'un maximum global, ce qui n’est plus le cas de la courbe de
la Figure 1.3c (le saut est moins important et il est précédé d’un maximum local).

De méme, les images de la Figure 1.2 ont déja été alignées globalement mais il ex-
iste encore des petites différences locales entre les positions des poissons qui doivent
étre corrigées. Ces différences sont dues a la facon dont les poissons ont été placés
avant d’étre photographiés. Elles doivent donc étre supprimées si I’on souhaite, par
exemple, comparer la forme des poissons (dans ce cas 1a, il semble essentiel que
les contours extérieurs des poissons soient alignés, ou se trouvent relativement a la
méme position).

1.1 Recalage de signaux

Le probleme de la synchronisation d’un ensemble de signaux se situe dans le con-
texte du recalage de structures 1D ou 2D. Formellement, le probleme de I’alignement
de deux signaux f; et fo (que nous considérerons par la suite comme des fonctions
réelles 1D ou 2D), consiste a déterminer une transformation u telle que :

— f1 = feou : la transformation (ou déformation) u doit étre telle que I’écart
entre les fonctions f; et fy 0w soit le plus petit possible au sens d’une certaine
mesure de dissimilarité entre deux signaux.

— u soit suffisamment réguliere afin que les caractéristiques de la fonction f,
soient conservées avec la déformation. Généralement, il est souhaitable que u
soit inversible et différentiable.

Lorsque 'on souhaite recaler un ensemble de m signaux fi,..., f,, (m > 2), le
but est de trouver m transformations wuy, ... ,u,, suffisamment régulieres, telles que
les fonctions déformées f ouq, ..., f, o u,, soient alignées de maniere optimale par
rapport a une certaine mesure de dissimilarité. Il existe une tres vaste littérature
sur ce sujet. Des revues détaillées et de tres nombreuses références peuvent étre
trouvées dans Younes [95], Glasbey et Mardia [42], Brown [10], et Lester et Arridge
[55]. Parmi différentes applications du recalage de signaux nous pouvons citer : la
reconnaissance de formes ou de visages, la construction d’atlas du cerveau, le re-
calage d’images multi-modales (couplage imagerie fonctionnelle et anatomique) ou
la caractérisation des variations au sein d’une population qui est I'application en-
visagée dans cette these.

Deux grandes classes de méthodes peuvent étre distinguées pour le recalage de
signaux :
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F1G. 1.3: Estimation de la forme moyenne d’un ensemble de courbes : (a) 5 courbes
présentant des caractéristiques similaires, observées sur des intervalles différents.
(b) Recalage linéaire (c) Moyenne des courbes apres recalage linéaire (d) Recalage
non-linéaire (e) Moyenne des courbes apres recalage non-linéaire.
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— Alignement a partir de landmarks : nous désignerons par landmarks un
ensemble de points caractéristiques de la forme d'un signal. Pour une courbe
il peut s’agir de la position de maxima, de minima, de points d’inflexion ou
encore de singularités. Pour une image représentant un visage, les positions
des yeux, des oreilles, du contour de la bouche sont des exemples classiques de
landmarks en 2D. Les méthodes d’alignement a partir de landmarks visent a
calculer des transformations qui mettent en correspondance les landmarks qui
sont communs a un ensemble de signaux devant étre recalés. Les landmarks
des signaux qui caractérisent les mémes structures, se trouvent ainsi a la méme
position apres déformation.

— Alignement global : ces méthodes visent a déterminer des transformations
suffisamment régulieres qui alignent I’ensemble des points d’un signal au sens
d’une certaine distance entre deux courbes ou deux images (par exemple [(f—
faou)?).

Dans cette these, nous avons choisi de développer de nouvelles méthodes d’alignement

a partir de landmarks. Un exemple de recalage de signaux a partir de leurs land-
marks est donné dans la Figure 1.3. Chaque courbe de la Figure 1.3a possede 5
maxima et 5 minima. Pour chacune de ces courbes, une transformation non linéaire
a été calculée pour synchroniser ces 10 extrema sur les méme positions. Le résultat
de la déformation de ces 5 courbes a 'aide de ces transformations est donné dans
la Figure 1.3d. Le calcul de la moyenne des courbes apres un recalage non linéaire
donne une bien meilleure représentation de la forme typique d’une courbe que celle
obtenue avec un recalage linéaire (comparer les Figures 1.3c et 1.3e).

L’alignement de signaux a partir de landmarks comporte plusieurs étapes suc-
cessives :

1. Définition des points caractéristiques d’un signal qui seront utilisés comme
landmarks.

2. Extraction des landmarks d'un signal a partir d’une série d’observations de ce
dernier. L’estimation des landmarks d’un signal est généralement compliquée
par la présence de bruit dont les fluctuations peuvent produire des structures
qui ne correspondent pas a de “vrais” points caractéristiques du signal.

3. Détermination des landmarks qui sont communs a un ensemble de signaux et
des landmarks qui doivent se correspondre.

4. Calcul des transformations qui alignent les landmarks qui doivent étre mis en
correspondance.

5. Déformation des signaux a l'aide des transformations obtenues par alignement
des landmarks.

Les deux points les plus délicats de ces méthodes sont les étapes 2 et 3. Généralement,
elles sont effectuées manuellement ce qui peut étre fastidieux quand le nombre de
signaux a analyser est important. Au cours de cette these, nous avons donc cherché
a construire des méthodes automatiques pour estimer les landmarks communs a un
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ensemble de signaux (éventuellement observés avec du bruit) et les mettre en corre-
spondance.

En pratique, les signaux observés sont généralement bruités. Ainsi, une fois que
les déformations pour synchroniser un ensemble de signaux ont été déterminées, il
est nécessaire d’estimer ces signaux avant de les aligner. Les méthodes a base d’on-
delettes, qui permettent une représentation creuse d’une fonction, se sont révélées
étre des outils puissants pour le débruitage de signaux. Tout au long de cette these,
nous utiliserons donc des estimateurs a base d’ondelettes lorsqu’il sera nécessaire
de débruiter un signal. Toutefois, nous ne donnerons pas une description précise de
ces outils. Une revue détaillée des méthodes existantes, ainsi qu'une comparaison
de leur performances numériques sur de nombreux types de fonctions peuvent étre
trouvées dans Antoniadis, Bigot et Sapatinas [3].

1.2 Approches temps-échelle pour détecter les land-
marks d’un signal

Lorsque 'on regarde la forme d’un signal, on peut généralement distinguer des
structures globales qui nous permettent d’identifier grossierement le type d’objet
qu’il représente. Par exemple, on reconnait immédiatement que les images de la Fig-
ure 1.2 sont des photographies de poissons d’apres la forme du contour extérieur de
ces derniers. Toutefois, il existe des structures plus fines et plus localisées dans un
signal qui permettent de le décrire plus précisément. Ainsi, en inspectant plus atten-
tivement la forme des nageoires et de la queue des poissons de la Figure 1.2, on peut
noter des différences significatives entre les haddocks et les whitings. Cette constata-
tion sous-entend l'idée que l'information dans un signal peut étre hiérarchisée en la
représentant a différents niveaux de détails allant d’une approximation grossiere et
globale, a des représentations plus précises et plus localisées. Le principe d’une telle
représentation hiérarchique est au coeur de 'analyse temps-échelle des signaux :
le probleme de la détermination des structures d'un signal peut se résoudre plus
facilement si celles-ci sont décomposées a différents niveaux d’approximations qui
permettent de distinguer les caractéristiques globales, des caractéristiques plus lo-
cales d’un signal. L’analyse temps-échelle de signaux a été largement utilisée en
vision par ordinateur (voir le livre de Lindeberg [58] pour une revue détaillée). Les
propriétés mathématiques d’approximation et d’estimation des structures d’un sig-
nal par des décompositions multi-échelles ont été étudiées a partir des années 1980
dans les travaux de Meyer [66], Daubechies [28] et Mallat [63] par I'introduction des
ondelettes.

Afin d’expliquer le principe de caractérisation des structures d’un signal par une
approche temps-échelle, nous présentons brievement la transformée en ondelettes
continue (CWT) d’un signal 1D. Une ondelette v est une fonction de moyenne nulle
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(nous supposerons que v est réelle) :

+o0
Y(u)du = 0.

—00

qui est dilatée par un parametre d’échelle s, et translatée par x :

)7

1 u—2x
7§w<

La transformée en ondelettes d’un signal f a ’échelle s et la position = est alors
définie par :

%,S(U) =

S

+o0o

Ws(f)(z) = Fu)ihy s (u)du.

Une transformée en ondelettes représente la “corrélation” entre le signal f et les
atomes 9, s. En appliquant la formule de Parseval, elle peut étre également écrite :

+00 1 +oo

W@ = [ f@besde= o [ [ @),
ol la transformée de Fourier d’un signal est définie par :
A +OO .
flw) = f(t)e ™tdt.

Le coefficient d’ondelette W(f)(z) dépend donc des valeurs de f(t) et f(w) dans
le domaine temps-fréquence ou 1'énergie de 1, 5 et 9, s est concentrée. Les coeffi-
cients d’ondelettes de grandes amplitudes, a différentes échelles et positions, sont
donc reliés a la structure temps-fréquence d’un signal. Etant donné que v est de
moyenne nulle, W(f)(z) mesure la variation de f dans un voisinage du point =
dont la taille est proportionnelle a s. Les transitions brutales dans un signal créent
donc des coefficients d’ondelettes de grandes amplitudes. Mallat et Hwang [64] ont
montré que, pour des fonctions ) bien choisies, la propagation des grands coefficients
d’ondelettes quand 1’échelle s tend vers zéro permet de caractériser la régularité lo-
cale d’'un signal. En particulier, les singularités d’une fonction peuvent étre détectées
en suivant la propagation le long des échelles des maxima locaux d’une transformée
en ondelettes. De méme, la propagation des zero-crossings de x — W,(f)(z) quand
I’échelle s tend vers zéro, permet de détecter les extrema ou les points d’inflexion
de f selon le type d’ondelette choisie. Les landmarks d’un signal 1D peuvent donc
étre caractérisés par la propagation des maxima en module et des zero-crossings de
sa transformée continue en ondelettes. Un exemple de décomposition en ondelette a
différentes échelles d’un signal 1D, comportant une singularité au point x = 0.4 et
différents extrema, est donné dans la Figure 1.4, ou ¥ est la dérivée d’une Gaussienne
ie. =40 avec :

M

1 u
O(u) = e 7,




Les coefficients d’ondelettes de grande amplitude se concentrent effectivement au-
tour de la singularité au point = 0.4 quand s tend vers zéro (voir Figure 1.4b).

La transformée en ondelettes continue peut étre étendue au cas bidimensionnel.
Etant donné que les contours d’une image peuvent étre définis comme les points ol
I'intensité de I'image présente des variations brutales, les coefficients de grandes am-
plitudes d’une transformée en ondelettes 2D, se concentrent autour de ceux-ci quand
le niveau de résolution tend vers zéro (voir Mallat [63]). La propagation des grands
coefficients d’une transformée en ondelettes 2D permet donc une caractérisation
multi-échelles des points de singularité d’une image.

Les contours sont souvent les caractéristiques les plus importantes d’une im-
age. De ce fait, la qualité visuelle du recalage de deux ou plusieurs images dépend
principalement de la qualité de l'alignement de leur contours “communs” apres
déformation. Ceci nous a amené a considérer que les landmarks d’une image doivent
étre localisés le long des contours de celle-ci. Ainsi, comme pour le cas 1D, les land-
marks d’une image peuvent étre localisés en suivant la propagation des maxima
locaux de sa transformée en ondelettes a différentes échelles. Toutefois, de nom-
breux coefficients d’ondelettes sont nécessaires pour représenter les contours d’une
image (voir Figure 5.1 dans le Chapitre 5), ce qui peut conduire & un nombre de
landmarks beaucoup trop important pour étre utilisé dans un probleme de recalage.
Nous avons donc été amené a utiliser de nouvelles représentations multi-échelles
spécialement adaptées a la géométrie des images. Dans ces nouvelles représentations,
les contours d’une image jouent le role des points de singularités d’un signal 1D. Ces
approches visent a améliorer les propriétés de compression et d’estimation des algo-
rithmes basés sur des décompositions en ondelettes. Parmi les différentes méthodes
récemment développées, nous pouvons citer les travaux de Donoho [29], Candes et
Donoho [15], Donoho et Huo [33], Willet et Nowak [94], Le Pennec et Mallat [54],
Cohen et Matei [25]. Afin de détecter automatiquement les contours d’une image,
éventuellement contaminée par un bruit Gaussien, nous nous sommes plus partic-
ulierement intéressés aux Wedgelets, introduites par Donoho [29], qui permettent
une approximation des contours d’une image par des polygones a différents niveaux
de résolution.

1.3 Plan de la these

Dans le chapitre 2, nous présentons de fagon plus formelle le probleme du recalage
de deux signaux 1D ou 2D. Une revue détaillée des principales approches qui existent
dans la littérature est proposée, en distinguant les méthodes d’alignement a partir de
landmarks, des méthodes d’alignement global. Une distinction est également faite
entre les approches paramétriques et nonparamétriques pour la forme de la fonc-
tion de déformation u entre deux signaux. La théorie de I'interpolation Spline est
présentée en détail, et I'intérét ainsi que les limitations de cette technique sont il-
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lustrés par quelques simulations. Nous donnons plusieurs exemples de recalage de
signaux 1D et 2D, et un algorithme de mise en correspondance automatique de deux
ensembles de landmarks (le TPS-RPM, développé par Chui et Rangarajan [22]) est
également détaillé. Enfin, au fur et a mesure de la présentation de ces différents al-
gorithmes de recalage, nous expliquons plus précisément la démarche adoptée dans
cette these en soulignant I'intérét des nouveaux résultats que nous avons cherchés a
obtenir.

Dans le chapitre 3, nous expliquons pourquoi les ondelettes sont un outil puis-
sant pour 'analyse de la structure locale d'un signal 1D. Nous rappelons comment
la régularité Lipschitzienne d’une fonction peut étre déterminée a partir de la propa-
gation des maxima locaux de sa transformée continue en ondelettes. Nous montrons
qu’il est possible de détecter les landmarks d’une fonction en suivant la propagation
des zero-crossings et des maxima d’ondelettes quand le niveau de résolution tend vers
zéro. Les propriétés temps-échelles des lignes de zero-crossings et des maxima d’on-
delettes sont également étudiées en détail en utilisant la notion de causalité d'une
représentation multi-échelles. Afin d’identifier les limites de ces lignes, un nouvel
outil est introduit, I'intensité structurelle, qui calcule “la densité” des positions des
zero-crossings et des maxima d’ondelettes a différentes échelles. Il est montré que
les “modes de cette densité” correspondent a la position des landmarks d’un signal.
Une approche nonparamétrique est ensuite envisagée pour estimer les zero-crossings
et les maxima d’ondelettes, et donc les landmarks, d’un signal 1D observé avec un
bruit Gaussien. Les propriétés asymptotiques des différents estimateurs sont étudiées
et illustrées a 'aide de simulations. Combiné avec une méthode de Bagging, nous
montrons que 'intensité structurelle est un outil efficace pour supprimer les erreurs
d’estimation de landmarks dues aux fluctuations du bruit. Quelques exemples réels
nécessitant la détection de landmarks servent d’illustration des méthodes proposées.

Le chapitre 4 est consacré a ’alignement a partir de landmarks de signaux 1D ob-
servés avec un bruit Gaussien. A partir de ’estimation de I'intensité structurelle, une
nouvelle méthode d’alignement automatique de deux signaux 1D a partir de leurs
landmarks est proposée, et quelques propriétés asymptotiques de cette approche sont
étudiées. L'intéréet de cette méthode est démontré sur quelques exemples réels et a
I’aide de simulations, pour le probleme de I'alignement de signaux observés avec
un bruit Gaussien. Une étude numérique est également proposée pour comparer
notre méthode d’alignement automatique a partir de landmarks avec un algorithme
d’alignement global. Cette approche peut également s’étendre au cas de I’alignement
de plusieurs signaux. Deux exemples réels (provenant du domaine biomédical) d’es-
timation des variations au sein d’une population sont étudiés. La méthodologie s’ap-
puie a la fois sur le recalage de signaux 1D et sur une technique d’analyse de variance
fonctionnelle (FANOVA) par ondelettes récemment développée par Abramovich et.
al. [1].

La détection de contours dans des images est étudiée dans le chapitre 5. Il s’agit
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d’une partie plus algorithmique que les chapitres précédents. Nous précisons com-
ment la transformée en ondelettes 1D peut étre étendue au cas de signaux 2D. Les
contours d’une image peuvent étre caractérisés par la propagation des grands coeffi-
cients d’ondelettes le long des échelles. Toutefois, nous n’avons pas cherché a étendre
les résultats d’estimation des maxima d’ondelettes obtenus pour des signaux 1D au
cas d’images éventuellement observées avec du bruit. Pour détecter les contours
d’une image, nous avons choisi d’utiliser les Wedgelets, introduites par Donoho [29],
qui sont des outils d’analyse multi-échelles adaptés a la géométrie des images. Nous
avons également utilisé les Platelets, introduites par Willet et Nowak [94], qui sont
une généralisation des Wedgelets. Willet et Nowak [94] ont utilisé cet outil pour
estimer des images médicales observées avec un bruit Poissonnien, et nous avons
donc adapté les Platelets au cas d’images contaminées par un bruit Gaussien. Nous
montrons a l’aide de simulations que ces nouveaux outils sont bien adaptés a la
détection de contours pour des images régulieres par morceaux qui est le modele
sous-jacent de ces techniques. Pour le cas d’images réelles, la détection automatique
de contours est plus délicate. Toutefois, nous montrons comment combiner I'approx-
imation d’une image a partir de Platelets/Wedgelets, avec I'algorithme de mise en
correspondance automatique de landmarks en 2D développé par Chui et Rangarajan
[22]. L’intérét de cette nouvelle méthode de mise en correspondance des “contours
communs” de deux images est illustré par des exemples réels.
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Chapitre 2

Alignement de courbes et d’images

Le but de ce chapitre est de présenter le probleme de I'alignement de signaux 1D
ou 2D. Une revue de quelques méthodes existant dans la littérature est proposée et
quelques algorithmes pour calculer la déformation entre deux signaux sont présentés.
Nous distinguerons les approches qui mettent en correspondance deux ensembles de
landmarks, de celles qui recherchent un alignement global entre deux objets. Dans ce
qui suit, nous supposerons qu’'une courbe (signal 1D) ou une image (signal 2D) est
une fonction f: Q2 — R ou (2 désigne soit un sous ensemble de R dans le cas d'une
courbe, soit un sous ensemble de R? dans le cas d'une image. Une définition plus
précise de () sera donnée en fonction des méthodes de recalage présentées. Dans ce
chapitre, nous aborderons uniquement le probleme de I'alignement de deux signaux
fi1 et fo en s’inspirant des notations et de la méthodologie proposées par Younes [95].
L’alignement de plusieurs courbes est discuté dans le chapitre 4 et celui de plusieurs
images dans la chapitre 5. Afin de clarifier les notations, nous désignerons parfois
par I; et I, deux images a mettre en correspondance.

2.1 Définition du recalage de deux signaux

L’ensemble €2 est un espace de départ qui peut étre éventuellement déformé.
Définissons H (€2) comme I’ensemble des homéomorphismes sur €2, ¢’est a dire I’ensem-
ble des applications v : Q — € qui sont continues, inversibles et telles que ™! est
continu. Etant donné deux objets f; et fo, le but du recalage de signaux est de
trouver une transformation u € H(2) telle que :

— u est suffisamment lisse.
— fi(z) = fo(u(x)), pour tout z € Q.

La premiere contrainte a pour but de trouver une transformation u qui ne déforme
pas trop le signal fs, alors que la seconde contrainte vise a synchroniser les signaux
f1 et faowu. Ces deux contraintes sont antagonistes et peuvent conduire a des solu-
tions dans des directions opposées. Il faut donc trouver une procédure qui soit un
compromis entre régularité de la transformation u et synchronisation des signaux.
De nombreux problemes de recalage peuvent donc étre formulé comme un probleme
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variationnel : trouver une transformation u qui minimise la fonctionnelle suivante :
Lf17f2(u) = D(f17f20U> —|—>\S(u), (2.2.1)

ou S est une mesure de la régularité de u, D quantifie la qualité de 1'alignement
des signaux f; et fo o u, et A est un parametre de régularisation qui exprime
I’équilibre entre une transformation suffisamment lisse et une transformation qui
conduit a un bon alignement. D peut étre une mesure entre quelques points car-
actéristiques (landmarks) de fi et fo & mettre en correspondance, une mesure locale
de corrélation entre deux signaux, ou une métrique entre f; et fo o u. De nom-
breux choix pour S sont possibles qui correspondent a des conditions spécifiques de
régularité pour u. Par exemple, dans certains algorithmes, la solution optimale
est recherchée parmi 'ensemble des difféomorphismes de 2, c’est a dire I’ensemble
des homéomorphismes de €2 dont 'inverse est différentiable. Selon la stratégie de
recherche et la méthode utilisée, u peut également appartenir a d’autres espaces
fonctionnels. Afin de présenter différents algorithmes de recalage, nous avons choisi
de distinguer les méthodes d’alignement a partir de landmarks qui reviennent a
un probleme d’interpolation entre deux ensembles de points de €2, des méthodes
d’alignement global lorsque 'on ne sait pas a priori quelle partie d’un signal doit
correspondre a une partie donné de 'autre. Les méthodes de recalage de courbes et
d’images seront présentées séparément et nous expliquerons dans quel contexte se
situe I'approche développée dans cette these.

Notons que distinguer les méthodes qui alignent quelques points caractéristiques
de deux signaux, de celles qui recherchent un alignement global n’est pas la seule
possibilité de classification des méthodes de recalage. Dans Glasbey et Mardia [42],
une revue des algorithmes d’alignement est proposée en distinguant les modeles
paramétriques et nonparamétriques pour la transformation w. Dans Brown [10], les
méthodes de recalage sont classifiées a partir des criteres suivants :

— un espace de caractéristiques, qui correspond a des caractéristiques partic-
ulieres des signaux f; et fy a mettre en correspondance.

— un espace de recherche qui est l'ensemble des transformations susceptibles
d’étre utilisées.

— une métrique de similarité qui mesure I'optimalité de la transformation u pour
I’ensemble de caractéristiques choisi.

— une stratégie de recherche qui controle le calcul de la déformation optimale.

Dans Lester et Arridge [55], les méthodes sont classifiées en trois groupes prin-
cipaux qui correspondent a trois stratégies hiérarchiques différentes :

— augmentation de la complexité des données, a un niveau grossier d’alignement,
seules les structures globales des signaux sont prises en compte et des détails
plus fins sont progressivement incorporés dans le processus de recalage.

— augmentation de la complexité de la transformation, la complexité de la trans-
formation peut étre controlée en développant u dans une base fonctionnelle
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appropriée (e.g. ondelettes) afin d’organiser les déformations locales et globales
de maniere hiérarchique, ou bien en incorporant progressivement les landmarks
a aligner.

— augmentation de la complexité du modele, la stratégie est d'utiliser des trans-
formations dont la complexité augmente avec la progression du processus de
recalage.

2.2 Recalage de courbes

Dans cette partie, nous supposerons que €2 = [0, 1].

2.2.1 Alignement a partir de landmarks

Un ensemble de landmarks est une série ordonnée de points dans [0, 1] qui sont
associées a des points caractéristiques des courbes f; et fo. Extrema, points d’inflex-
ions et singularités sont des exemples possibles de landmarks. Le but des méthodes
de recalage a partir de landmarks est de trouver une transformation qui fait corre-
spondre ces points caractéristiques. La premiere difficulté de cette approche est la
détermination des paires de landmarks qui doivent étre associés. Cette étape peut
étre réalisée manuellement (généralement par un expert ou a partir d’informations
a priori, voir Munoz Maldonado et. al. [71] ou bien les nombreux exemples donnés
dans Ramsay et Silverman [77]). Il n’existe pas a notre connaissance d’approche
automatique pour décider quelles paires de landmarks doivent étre associés lorsque
I’'on souhaite aligner deux signaux 1D. Une technique de mise en correspondance
automatique a donc été développée au cours de cette these. Celle-ci est présentée
dans le chapitre 4. Remarquons toutefois que Gasser et Kneip [39] ont proposé une
méthode pour déterminer les points caractéristiques qui sont communs a un ensem-
ble de m courbes. Leur approche consiste a extraire tout d’abord les landmarks de
chacune des courbes, et calculer ensuite la densité (avec un estimateur a noyau) de
I’ensemble des positions des points caractéristiques de toutes ces fonctions. Etant
donné que les landmarks qui sont communs a toutes les courbes doivent se trouver
relativement a la méme position, les modes de la densité ainsi obtenue refletent donc
les positions des landmarks qui doivent étre mis en correspondance. Toutefois, cette
approche suppose que I'on dispose d’un nombre suffisamment important de courbes
et n’est pas applicable pour m = 2.

Afin de présenter le principe de 'alignement a partir de points caractéristiques,
nous supposerons dans ce chapitre que I'on dispose de deux ensembles de N land-
marks (711,...,71,n) €t (721, .. ,T2,n) Obtenus a partir de la forme des courbes f; et
f2. Le but de I'alignement a partir de landmarks est alors de trouver une application
u, strictement croissante, telle que pour tout i = 1,... , N : 7o, = u(71;) (alignement
ezact) or Ty; ~ u(m ;) (alignement approché). Généralement, il est aussi imposé que
u(0) = 0 et u(1l) = 1. Ainsi, calculer la transformation u revient a un probleme de
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régression sous contrainte monotone. Il existe donc de nombreuses maniere de définir
une application qui aligne deux ensembles de landmarks. De nombreuses références
peuvent étre trouvées dans Younes [95] et le livre de Ramsay et Silverman [77]. Nous
proposons de détailler quelques méthodes pouvant étre utilisées :

e Lissage Spline sous contraintes

Dans de nombreux problemes de régression nonparamétrique, il peut étre im-
posé que la courbe obtenue apres lissage satisfasse certaines contraintes (e.g. mono-
tonie). Une approche générale du probleme de lissage sous contrainte a été proposée
par Mammen et. al. [59] ou de nombreuses références sur ce sujet peuvent étre
trouvées. La plupart des travaux sur des problemes de régression nonparamétrique
sous contraintes, ont été effectués dans le contexte des Splines (remarquons que le
lissage Spline sous contraintes monotone est également discuté dans Mammen et
Thomas-Agnan [60]). Le lissage Spline correspond a la minimisation d’un probleme
de moindres carrés pénalisé, tel que celui donné ci-dessous (2.2.2). Les contraintes
sont facilement introduites en minimisant sur un espace réduit de fonctions. Etant
donné deux ensembles de landmarks (71 1,... ,71 ) et (721,...,7T2n), une approche
possible pour trouver une transformation u qui aligne ces deux ensembles de land-
marks est de chercher le minimum de :

1 N

[P = 5 D2 (i = h(71))* + A /0 (1 (1)t (2.2.2)

=1

parmi toutes les applications h : [0, 1] — [0, 1] strictement monotones et dérivables,
ol A est un parametre de régularisation.

e Une équation différentielle pour des fonctions monotones

Ramsay [75] a proposé de simplifier le probleme de régression nonparamétrique
sous contrainte monotone, en considérant des déformations d’une forme particuliere.
La notation D™h correspond a la dérivée d’ordre m > 0 de la fonction h, alors que
D1 correspond & lopérateur d’intégration partielle D~'h(t) = [J h(z)dx. La classe
des déformations discutée dans Ramsay [75] est l'ensemble des fonctions h pour
lesquelles In Dh est dérivable et D 1In Dh = D?h/Dh est de carré intégrable (au sens
de Lebesgue). Ces conditions assurent que la fonction h est strictement monotone
et que sa dérivée premiere est lisse et bornée presque partout. Ramsay a montré que
chaque fonction h de ce type peut s’écrire h = 31 + 32D~ exp[D~w], olt w est une
fonction de carré intégrable et (3, G5 sont des constantes arbitraires.

Pour h dans cette ensemble particulier de fonctions, la déformation u qui aligne
deux ensembles de landmarks (791,... ,71n) €t (T21,... ,7on) est définie comme la
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fonction qui minimise la fonctionnelle F' suivante :

F(h) = % Z(m — B — Bom(71,))* + A/O {w(t)}2dt, (2.2.3)

i=1

ot A est un parametre de lissage, m(t) = (D' exp D™ w) (¢) et h(t) = B1 + Bam(t),
t € [0,1]. Le principale avantage apporté par cette forme paramétrique pour la
déformation u est le passage d'un probleme de régression nonparamétrique sous
contrainte, du type (2.2.2), a celui du calcul sans contrainte de la fonction w. Les
détails de I'implémentation pratique de cette approche peuvent étre trouvés dans
Ramsay [75], et Ramsay et Li [76]. Les programmes Matlab pour créer ce type de
fonctions sont disponibles a partir du site ftp :

http ://www.psych.mcgill.ca/faculty/ramsay/ramsay.html.

Remarquons que pour les deux problemes (2.2.2) et (2.2.3), A = 0 correspond au
cas de l'alignement exact de landmarks. Un exemple d’alignement de deux fonctions
a partir de leur landmarks est donnée dans la Figure 2.1a. Ces deux fonctions sont
de forme similaires mais décalées dans le temps. Notons qu’elles sont également
d’amplitude différentes mais que la méthode d’alignement que nous avons choisie
ne vise pas a corriger cette différence. Chaque fonction a 5 maxima et 5 minima.
Nous avons choisi d’associer le i-eme maxima de g; avec le i-eme maxima de gs, et
le 2-éme minima de g; avec le i-eme minima de g, pour ¢ = 1,... ;5. Le résultat de
I’alignement, en mettant en correspondance les extrema de chacune des fonctions et
en utilisant la méthode de Ramsay avec A = 0.001, est donné dans la Figure 2.1b
(nous avons également imposé u(0) = 0 et u(1) = 1). Les extrema communs des deux
courbes sont alors correctement alignés. La déformation obtenue est représentée dans
la Figure 2.1c.

Remarque 2.1 En général, nous disposons seulement d’observations discrétisées
des fonctions fi et fa. Dans la suite, la déformation d’un signal (ici fy o u) sera
déterminée a partir d’une interpolation linéaire des observations de celui-ci.

En pratique, les courbes f; et fo sont généralement inconnues et on observe
plutot deux suites d’observations qui sont des versions bruitées de celles-ci. Dans la
suite, nous supposerons donc que deux signaux inconnus f; et fo (avec f; : [0,1] —
R, 7 =1,2) sont observés avec du bruit aux mémes instants ¢; = i¢/n régulierement
espacés sur U'intervalle [0, 1] :

yj,i = f](tl) +Uj€j,i7 .7: 1727 1= 17 , 1,

ol €;; (j = 1,2) sont des variables de loi normale, indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.), de moyenne nulle et de variance 1, et o; sont des niveaux de bruits
inconnus. Le probleme que nous considérons est celui de I'alignement des fonctions
f1 et fa, c’est a dire celui de 'estimation d’une déformation qui aligne les landmarks
des courbes f; et fo. Supposons qu'’il soit possible de trouver une transformation
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F1G. 2.1: (a) Deux fonctions similaires & recaler : g; (trait plein) et go (traits
pointillés) (b) Résultat de I'alignement de go sur g; a partir de leur extrema avec la
méthode de Ramsay (A = 0.001) (c¢) Déformation u obtenue a partir des extrema de
g1 et go. Les paires de landmarks mis en correspondance sont représentées par les
points (*).
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qui aligne les courbes f; et fy a partir de leur landmarks, quand celles-ci sont ob-
servées sans bruit. Une idée naturelle pour estimer la fonction u est de tout d’abord
estimer les landmarks des courbes bruitées f; et f,, et d’utiliser ensuite I'une des
méthodes d’alignement a partir de landmarks décrites précédemment. Ce probleme
a été étudié d'un point de vue statistique par Kneip et Gasser [51] en utilisant des
estimateurs a noyau pour extraire les landmarks d’une fonction observée avec du
bruit. Dans cette these, nous avons développé une approche temps-échelle avec des
ondelettes pour extraire les landmarks d’un signal bruité (voir chapitre 3) qui nous
a conduit a proposer une méthode automatique pour décider quelles paires de land-
marks doivent étre associés lors de la comparaison de deux signaux (voir chapitre 4).

Kneip et Gasser [51] ont proposé un cadre théorique pour étudier les propriétés
asymptotiques des estimateurs des déformations nécessaires a la synchronisation
d’un ensemble de courbes bruitées. Soit Hy 1’ensemble de tous les vecteurs 7 =
(t1,...,7n) €[0,1] avec 7; < 7; pour tout i < j, et C'([0,1]) 'ensemble de toutes
les fonctions contintiment dérivables sur [0, 1]. En s’inspirant des notations dans [51],
nous dirons qu'un opérateur G : H%, — C*([0,1]) est un opérateur de déformation
si les conditions suivantes sont satisfaites :

~ (i) Pour tout (71,72) € Hy, G(r m)(.) est une fonction réelle strictement crois-
sante. De plus, pour tout t € [0,1], G( () est continue.

— (ii) Pour tout 7 = (711,... ,7in) € Hy et tout 7o = (121,... ,72n) € Hy,
soit :

G (ry70)(T1,i) = Ty, foralli=1,... N,
et dans ce cas G est appelé un opérateur de déformation exacte, soit :
Gr)(T13) = Toy, foralli=1,... N,

et dans ce cas G est appelé un opérateur de déformation inexacte.

Soit 1 = (741,...,7in) €t 7o = (T21,...,T2n) deux ensembles de N land-
marks a mettre en correspondance pour les courbes f; et f;. Pour un opérateur
de déformation G, u(.) = G )(.) est appelée une fonction de déformation pour
synchroniser les courbes f; et fy. En pratique, les landmarks et les fonctions de
déformations doivent étre estimés. Supposons que 1’on dispose d’une méthode pour
estimer les landmarks de deux fonctions inconnues (voir chapitre 3) et pour décider
quels points caractéristiques doivent étre associés (voir chapitre 4), alors, pour un
opérateur de déformation donné GG, un estimateur u de la fonction de déformation
u est obtenu par :

ﬂ() - G(ﬁfz)(‘)?

ou 7 = (T11,...,75) €t (72 = T21,...,75 ) dénotent deux ensembles de land-
marks a mettre en correspondance, estimés a partir des courbes bruitées f; et f,
respectivement.
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2.2.2 Alignement global

Soit F' une fonction réelle définie sur |0, 00[xR x R. Une autre approche pour
déterminer une fonction de déformation pour aligner deux courbes f; et fo, est de
chercher le minimum, parmi toutes les fonctions croissantes et continument dérivable
u: [0,1] — [0, 1], de la fonctionnelle :

thfQ(“) = /0 F(Ul(x)7f1($), f2 o u(a:))dx

La fonction F et donc la fonctionnelle Ly, f, doivent satisfaire des conditions
spécifiques afin de garantir que la solution de cette minimisation corresponde a une
solution de notre probleme d’alignement. Nous ne les détaillerons pas ici et ren-
voyons & Trouvé et Younes [85] pour de plus amples références sur I'alignement de
structures 1D par des méthodes variationnelles. Le probleme de la minimisation de
la fonctionnelle Ly, r,(u) par programmation dynamique temporelle (dynamic time
warping, abrégé DTW par la suite) a été étudiée d’'un point de vue statistique par
Wang et Gasser ([91],]92]) en utilisant des estimateurs a noyau lorsque les fonc-
tions fi et fo sont observées avec un bruit Gaussien. Afin de donner une illustration
de ces méthodes variationnelles, nous allons expliquer brievement la méthode pro-
posée dans [91] et [92]. Quelques simulations numériques sont effectuées dans le
chapitre 4 pour comparer la technique d’alignement automatique a partir de land-
marks développée au cours de cette these avec I'algorithme donné dans [92].

L’approche développée par Wang et Gasser ([91],(92]) est la suivante : soit fi, f :
[0, 1] — R deux fonctions qui sont contintiment dérivables. Une fonction de déformation
pour aligner f; et f5 est définie comme le minimum parmi toutes les fonctions stricte-
ment croissantes et contintiment dérivables u : [0, 1] — [0, 1] de la fonctionnelle :

(A BN (A BEE)N
Livgal) = | (ufluoo Hfzuoo>+“ )(Hf{Hoo !!fé!\oo)+2¢(())d’

ou o € [0,1] et ¢ est une fonction qui pénalise les déformations qui ne sont pas
réalistes. Les dérivées f] et f; sont introduites dans cette fonctionnelle afin d’aligner
les extrema communs des courbes f; et fy, ce qui est souvent souhaitable dans
de nombreux problemes d’alignement. La normalisation par la norme sup .|| a
pour but de réduire les différences d’amplitude entre les courbes. Différents choix
pour ¢ sont discutés dans [91],[92]. Dans ’algorithme proposé dans [92], les auteurs
proposent de prendre ¢(u(x)) = 0.001%;::)2 afin de pénaliser les fonctions qui
sont trop irrégulieres. Les variations trop brusques de u sont également pénalisées
en imposant que |u(z) — z| < 1/2. Le parametre a représente le compromis en-
tre alignement des courbes et alignement de leur dérivées. En pratique, les auteurs
suggerent de résoudre le probleme variationnel ci-dessus par programmation dy-
namique (voir chapitre 4 pour plus de détails sur cette technique) pour trois valeurs
de o = 0.3,0.5,0.7 et de choisir celle qui minimise le cotit Ly, ¢, o(u). Cette tech-
nique est également étudiée d’un point de vue statistique lorsque les courbes sont
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observées avec un bruit Gaussien et lissées a 1’aide d’estimateurs a noyau (voir I’étude
numeérique conduite dans le chapitre 4 pour évaluer les performances de cette ap-
proche). Afin d’illustrer I'intérét pratique de cette méthode, nous avons appliqué cet
algorithme aux courbes g; et go que nous avons précédemment alignées a partir de
leurs landmarks (voir Figure 2.1). Le résultat de 1’alignement de g; et g2 par DTW,
ainsi que la fonction de déformation obtenue sont donnés dans la Figure 2.2) . Cette
méthode donne un alignement visuellement tres satisfaisant des courbes g1, g2 (en
particulier de leurs extrema).

F1G. 2.2: (a) Deux fonctions similaires a recaler : g; (trait plein) et g (traits
pointillés) (b) Résultat de lalignement de go sur g3 par DTW (c) Déformation
u obtenue par DTW.

2.3 Recalage d’images

Dans cette partie, nous supposerons que ) est un ouvert de R? et proposons
de présenter quelques techniques pour aligner deux images Iy, I : © — R*. Les
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notations et la démarche adoptées s’inspirent de Younes [95].

2.3.1 Alignement a partir de landmarks

Comme dans le cas 1D, un ensemble de landmarks est une série de points dans
2 qui représente des points caractéristiques d’une image (par exemple positions
des yeux, des oreilles ou de la bouche dans un visage). L’identification des car-
actéristiques importantes d'une image peut étre faite manuellement (généralement
par un expert ou a partir d'information a priori) ou bien de maniére automatique
(voir chapitre 5). De nombreux exemples de landmarks pour le recalage d’images
peuvent étre trouvés dans le livre de Dryden et Mardia [35]. Afin d'illustrer le re-
calage d’images a partir de landmarks, nous avons identifié manuellement 18 land-
marks dans chacun des deux visages de la Figure 2.3 et 16 landmarks pour les deux
poissons de la Figure 2.4. Dans ces deux exemples, nous avons imposé que les coins
des images ne soient pas déplacés lors de la déformation. Les images de la Figure 2.3
correspondent a un probleme de reconnaissance de visages. Ces images sont extraites
de la base de données de visages ORL. Cette base de données a été utilisée dans le
contexte d’un projet de reconnaissance de visages. Pour plusieurs sujets, les images
ont été prises a différents instants en modifiant 1’éclairage, les expressions du visage
(yeux fermés / ouverts, avec sourire / sans sourire) et des détails du visage (lunettes
/ sans lunettes). Cette base de données peut étre obtenue a 'URL :
http ://www.uk.research.att.com/facedatabase.html.

Nous noterons Py(2) I'ensemble QY composé de tous les N —uples (1, ... ,xx)
avec z; € (). Le but de l'alignement de landmarks en 2D est le méme qu’en 1D :
trouver une transformation u qui met en correspondance deux ensembles de points
caractéristiques de deux images. Cependant, la encore, la premiere difficulté de
cette méthode est de définir les paires de landmarks qui doivent se correspondre.
Généralement, il est supposé que 1'on dispose de deux ensembles de N landmarks
ordonnés et “marqués”, dans le sens ou le -eme landmark dans un ensemble doit
étre associé au i-eme landmark de l'autre ensemble (voir Dryden et Mardia [35]).
Le marquage des landmarks peut étre fait manuellement mais cette approche peut
étre fastidieuse et n’est pas reproductible (en particulier si le nombre d’images a
aligner est important). De plus lorsque deux images sont observées avec du bruit,
le probleme du marquage est compliqué par la présence de landmarks dus aux fluc-
tuations du bruit et le fait que de nombreux points dans un ensemble peuvent ne
pas avoir d’homologue dans l'autre. Dans cette partie nous présentons donc un al-
gorithme (TPS-RPM pour Thin Plate Spline - Robust Point Matching) développé
par Chui et Rangarajan [22] pour automatiquement aligner deux ensembles de land-
marks (qui ne sont pas nécessairement de méme taille).

Toutefois, avant d’expliquer cette technique, nous proposons de passer en revue

quelques méthodes pour calculer une fonction de déformation qui aligne deux ensem-
ble de N landmarks ordonnés et marqués (vy, ... ,vy) et (y1,...,yn) appartenant a
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Fic. 2.3: Alignement de visages : (a) Visage 21 (taille : 112 x 92). (b) Visage
22 (taille : 112 x 92). Les landmarks utilisés pour aligner ces deux images sont
représentés par les points (*). (¢) Déformation du visage 22. Différence pixel par
pixel entre les deux visages avant (d) et apres (e) 'alignement.
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Fia. 2.4: Alignement de poissons : (a) Whiting (taille : 300 x 500). (b) Had-
dock (taille : 300 x 500). Les landmarks utilisés pour aligner ces deux images sont
représentés par les points (*). (¢) Déformation du haddock. Différence pixel par pixel
entre les deux poissons avant (d) et apres (e) l'alignement.
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Pn(§2). Soit H(2) 'ensemble des homéomorphismes de €2, ¢’est a dire I’ensemble des
applications u : {2 — R qui sont continues et dont l'inverse est continu. Comme en
1D, le but est de trouver une application u € H () telle que pour touti =1,... , N :
yi = u(v;) (alignement exact) or y; ~ u(v;) (alignement approché).

2.3.1.1 Transformations paramétriques

Dans beaucoup d’applications, la déformation ne doit pas étre une application
plus sophistiquée qu’elle n’a besoin d’étre et u doit donc appartenir a un espace de
déformations particulieres. Deux espaces importants qui sont reliés a ’analyse de
forme sont l'espace de forme de Kendall (voir [50]), qui est ’ensemble des simili-
tudes euclidiennes (translations, rotations et dilatations), et I'espace de forme affine
(i.e. 'ensemble des transformations affines qui est ’espace le plus général des trans-
formations linéaires). Ces deux espaces sont étudiés en détail dans Dryden [34],
dans le but d’aligner deux ensembles de landmarks au moyen d’une régression. Ces
deux espaces caractérisent des transformations dites rigides dans le sens ou les car-
actéristiques géométriques d’un ensemble de landmarks sont conservées lors de la
déformation. Une revue des transformations paramétriques pour associer deux en-
sembles de landmarks peut également étre trouvée dans Glasbey et Mardia [42], ou
de nombreuses références et d’exemples pratiques sur ce théme sont disponibles.

2.3.1.2 Transformations nonparamétriques

Lorsqu’il n’existe pas suffisamment d’informations sur la déformation sous-jacente,
le choix d’une forme paramétrique pour u n’est pas évident et celui-ci donnera
généralement de mauvais résultats en présence de déformations locales et non-rigides.
Dans ce cas, une forme nonparamétrique est plus appropriée pour la fonction u. Nous
présenterons deux méthodes de lissage : la “Thin-Plate Spline” (TPS) introduite
par Bookstein [8] et les Splines d’interpolation géodésiques qui est une technique
développée par Camion et Younes [17] pour garantir que la solution obtenue u est
un difféomorphisme.

e Thin-Plate Spline

Avant de présenter 'interpolation TPS, nous rappelons quelques résultats con-
cernant la théorie des Splines. Soit ¢1,... ,cy € Ret (vy,... ,vx) € Q. Le lissage
Spline correspond a la recherche d’une fonction h : 2 — R qui minimise :

D (h(v) = ci)* + Allh ., (2.2.4)

=1

ou la régularité de h est évaluée au moyen d’une norme du type :

Ihl = / LhPdy,
9]

35



ou L est un opérateur appliqué a h. Le cas de 'alignement exact correspond a A = 0.
Cette norme définit un espace de Hilbert de fonctions Hj, avec le produit scalaire :

< h,g>p.= / LhLgdv.
Q

Si I'application h +— h(v) (pour un v € €2 donné) est continue pour la norme | ||,
alors le théoreme de représentation de Riesz implique que pour tout v; € Q,i =
1,...,N, il existe un élément f, € Hj, tel que pour tout h € Hy, :

h(vi) =< fo.,h >1 .

Ainsi, les contraintes S0 (h(v;) — ¢;)> = 2N (< fo, h >1 —¢;)? dans (2.2.4) ne
sont pas affectées si I'on remplace h par h 4+ g ou g est orthogonal a tous les f,,,
ce qui implique que la solution du probleme (2.2.4) doit s’exprimer comme une
combinaison linéaire des f,,,2 = 1,...,N. Donc tout dépend de l'existence des
fonctions f,,. Pour expliquer comment 1’on peut calculer une expression analytique
des f,,, nous introduisons l'opérateur dual L*, tel que pour tout g et h a support
compact dans €2,

/Q(Lh)gdvz/gh(L*g)dv.

Posons K = L*L, nous avons alors que pour tout z € €2 :

h(z) = /Q Lf,Lhdv = /Q fo K hdv,

ce qui signifie que la fonction (z,y) — f.(y) est, par définition, le noyau de Green
de l'opérateur K. Finalement, tout dépend si le noyau de Green de K est connu ou
non (en supposant qu'’il existe).

Un cas classique pour lequel il existe une formule explicite pour le noyau de
Green est celui ou L est une variante du Laplacien. Soit W5 'espace des fonctions :
R? — R dont la dérivée seconde est de carré intégrable. Soit A I'opérateur Laplacien
i.e. pour f € Wa,

_Rf R
Af =5t g

Soit A? le Laplacien itéré, et posons ¢(r) = r?log(r). La fonction ¢ est telle que,
pour n’importe quelle fonction réguliere f € H :

@)= [ ollle = uIP)a? i,

ou ||| dénote la norme euclidienne sur R?. Afin de retrouver les considérations
précédentes, on doit considérer le produit scalaire :

< f,g>= /]R? AfAgdy. (2.2.5)
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Nous avons alors < f,g >= g(z) ot f,(y) = 6(|& — y|?). L'application directe de
la théorie des Splines impliquerait que la solution du probleme variationnel (2.2.4)
pour L = A est de la forme :

(e) = 3" wislo = ui?).

Cependant, dans notre cas, la situation est légerement différente car le produit
scalaire (2.2.5) est dégénéré : < f,f >= 0 quand f est linéaire. Ainsi, comme
précisé dans Younes [95], il est possible de remplacer ¢; par ¢; —a’v; — b, pour tout
a € R? et b € R, ce qui implique finalement que la solution optimale de (2.2.4) pour
le Laplacien est de la forme :

N
h(v) =a"v+ b+ wid(|v —v?). (2.2.6)
=1

Revenons maintenant au probleme de la mise en correspondance de deux en-
sembles de landmarks provenant de deux images. Rappelons que le probleme est
de trouver une déformation u : 2 — € suffisamment réguliere telle que y; = u(v;)
ou y; ~ u(v;),i = 1,...,N. Pour résoudre ce probleme, Bookstein [8] a proposé
d’appliquer un lissage Spline a chaque composante de y;,7 = 1,... , N quand L est
le Laplacien. Alors, dans ce cas, chaque composante de la solution optimale est de
la forme (2.2.6).

Une autre formulation du lissage Spline pour le cas 2D est donné dans Wahba
[87]. Pour une fonction réelle h :  — R, définissons :

g0 = [ (G207 +(557)

La Thin-Plate Spline est la solution du probleme de lissage suivant : étant donné
deux ensembles de landmarks ordonnés et marqués (v, ... ,vn) et (y1,...,yn) dans
Pn(€2), déterminer I'application v = (ug, u,) qui minimise la fonctionnelle suivante :

L(u) = Z lys = u(wa) I + M (ua) + J (uy)), (2.2.7)

ol A est un parametre qui controle la régularité de u. Alors, pour un parametre de
régularisation donné A et v = (v,,v,) € , il existe une solution unique a (2.2.7)
(voir Wahba [87]) qui peut étre écrite comme :

N
u(v) = divg + dgvy + ds + Y wig([Jo — vil*), (2.2.8)

=1
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ou d;,i = 1,...,3 sont des vecteurs 2 x 1 représentant le déplacement affine et
w;,t =1,..., N sont des vecteurs 2 X 1 représentant la transformation non-linéaire.
Remarquons que c’est exactement la solution proposée par Bookstein [8] comme
expliqué précédemment. En suivant les notations de Chui et Rangarajan [22], nous
allons utiliser des coordonnées dites homogenes pour les deux ensembles de land-
marks (un point y; (reps. v;) est représenté par un vecteur “allongé” (1, Yz, Yiy)
(resp. (1,viz,vsy))), afin d’expliquer comment le probleme de minimisation (2.2.8)
peut étre résolu en utilisant l’algebre linéaire. Pour un vecteur “allongé” v € (1,
I'équation (2.2.8) peut étre écrite,

u(v,d,w) =v.d+ ¢(v).w, (2.2.9)

ou d est une matrice 3 x 3 représentant la transformation affine et w est une matrice
de déformation N x 3 qui représente la déformation non-affine. Si nous remplagons
I'expression de u (2.2.9) dans (2.2.7), la fonctionnelle L(u) devient (voir Wahba
[87]) :

L(d,w) = ||Y — Vd — dwl|]* + Mrace(w” dw), (2.2.10)

ou Y et V sont des versions concaténées des vecteurs “allongés” y; et v;, ¢ =
1,...,N, et ® est une matrice K x K dont les coefficients sont donnés par ®; ; =
o(||lv; — vil|*);4,5 = 1,...,N. Comme expliqué dans [22], trouver directement la
paire d, w qui minimise (2.2.10) est difficile, et Wahba [87] a donc proposé d’utiliser
une décomposition QR pour séparer les espaces affine et non-affine :

voiael(F ).

ol @1 et (Y sont des matrices orthogonales N x 3 et N x (N — 3) respectivement.
La matrice R est triangulaire supérieure. Ensuite, I’équation (2.2.10) devient :

L(y,d) = [|Q2Y — Q39Qx7|1> + Q1Y — Rd — Qf ®Qxv|?
+ MTQIDQy7, (2.2.11)

ol w = @y et y sont des matrices (N — 3) x 3. La fonctionnelle (2.2.11) peut alors
étre tout d’abord minimisée par rapport a  puis par rapport a d. La solution finale
pour w et d est,

Q2 (QFDQy + Ay ) Q1Y
R (Q]V — ).

S
I

SHY
|

Remarquons que d’autres choix pour la fonction ¢ peuvent étre faits a condi-
tion qu’elle puisse étre associé a un opérateur L. Changer ¢ modifie le terme de
pénalisation dans le probleme variationnel (2.2.7), mais 'expression explicite de L
n’est jamais nécessaire. Cependant, ¢ doit vérifier un certain nombre de conditions
suffisantes qui sont spécifiées dans Younes [95]. De nombreux choix pour le noyau ¢
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sont donnés dans Glasbey et Mardia [42].

La Thin-Plate Spline permet d’obtenir une interpolation lisse entre les landmarks
de deux images (i.e. y; =~ u(v;)) mais il n’y a aucune contrainte qui garantisse que
la transformation globale soit bijective : des “plissements” au voisinage desquels la
transformation n’est pas inversible, peuvent apparaitre comme on peut le constater
dans la Figure 2.5 ot une grille discrétisée du carré unité [0, 1] est déformée par
TPS. Dans cet exemple, la déformation n’est pas bijective, puisqu’apres transforma-
tion certaines lignes de la grille dans la Figure 2.5 s’entrecroisent.

Deux exemples d’alignement d’images a partir de landmarks en utilisant 'inter-
polation TPS sont donnés dans les Figures 2.3 et 2.4. Afin de juger de la qualité de
I’alignement, les différences pixel par pixel entre les deux images ont été représentées
avant et apres le recalage (la valeur zéro correspond a du gris). Nous pouvons con-
stater que les images sont globalement bien alignées, mais que certaines déformations
locales n’ont pas été prises en compte (au niveau des contours extérieurs des poissons
par exemple).

Remarque 2.2 Calcul de l'image déformée Iy o u. Dans la suite nous supposerons
que les images sont des applications de [0,1]* dans RT. Si (ki, ks) dénote la posi-
tion d’un pizel sur une grille du carré [0,1]? alors typiquement u(ky, ky) ne corre-
spond pas a la position d’un autre pizel sur cette grille. Dans tous les calculs de
déformations d’images que nous présenterons, Iy(u(ky, ks)) sera alors obtenu par
interpolation bilinéaire de Iy. Si u(ky, k) se trouve en dehors du carré [0,1], nous
posons Io(u(ky, k2)) égal a zéro (ce qui correspond a des pizels noirs dans ['image).

e Splines d’interpolation géodésique

Pour assurer que la solution d’un probleme d’alignement de landmarks en 2D soit
bijective, Camion et Younes [17] ont proposé de combiner la théorie des groupes de
difféomorphismes, générés comme flots (solution d’une équation différentielle ordi-
naire, EDO) sur un ensemble €2, avec des Splines d’interpolation pour garantir que la
déformation qui aligne deux ensembles de landmarks soit un difféomorphisme. Leur
méthode conduit a un algorithme numérique basé sur une minimisation d’énergie
par descente de gradient et sur 'interpolation TPS.

Pour présenter leur approche, nous avons besoin d’expliquer comment le cott
d’une déformation h (c’est a dire son énergie) peut étre définie comme la somme de

cotts infitésimaux et de petites déformations. Soit dy, ... , d,, des petits déplacements
sur §2 et posons v; = id + d;. La déformation totale apres avoir successivement
appliqué les transformations 1y, s, ... est :
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Fic. 2.5: Déformation d’une grille sur le carré unité [0,1]* : (a) Le point vl =
(0.4,0.6) est associé au point yl = (0.6,0.55) et v, = (0.55,0.45) au point y, =
(0.35,0.4), alors que les coins restent inchangés (b) Déformation par TPS : certaines
lignes de la grille s’entrecroisent apres la déformation.

ce qui donne

9k — Gr—1 = dj © G—1,

et nous ajoutons la contrainte g, = h. Supposons qu’un cout ||d|| puisse étre associé
a chaque petit déplacement et définissons 1’énergie du processus de déformation
comme :

D(dy, - ) = [da]? + ..+ | dall®

Faisons tendre n vers l'infini et remplacons l'indice £ par une variable continue
t ~ k/n dans [0,1]. Introduisons v(t,.) et g(¢,.) comme les limites de (d,q)/n et
(gpny)) respectivement, alors 'équation (2.2.12) devient :
dyg
ot
avec les conditions de bords ¢(0,.) = id et g(1,.) = h. Le cott devient :

(t,.) = v(t,g(t,.)), (2.2.13)

D(v) = / (o))t

Cette formule donne une nouvelle facon de définir le cott d’une déformation h : soit
V3, Pensemble de tous les déplacements dépendants du temps t — v(¢,.) dans € telle
que la solution de I'EDO :

9y _

at - U(tv y)a
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avec la condition initiale yo = x, satisfasse y(1) = h(z). Remarquons que connaitre v
permet de calculer g par intégration d'une EDO, ce qui donne un flot de difféomorphismes
si v vérifie certaines conditions appropriées qui sont étudiées en détail dans Trouvé
[84]. Ainsi, I’énergie de h est définie par :

1

. 2
B = inf [ Jo(o)ar

Revenons maintenant a la méthode de Camion et Younes [17]. Supposons que
(vi,...,vn) €t (y1,...,yn) sont deux ensembles de landmarks ordonnés et marqués
dans Py(€2), et soit ¢;(t),i = 1,... , N des courbes dépendant du temps dans 2 (i.e
des trajectoires de landmarks). Pour calculer un difféomorphisme, d’énergie mini-
male, qui aligne ces deux ensembles, Camion et Younes [17] ont suggéré de minimiser
I’énergie suivante :

1 ) N 1 dqi )
IS o A (CRIORE

sur I’ensemble de tous les vélocités dépendantes du temps v sur €2 et de toutes les
courbes ¢1(.), ... ,qn(.) tellesque (¢1(0), ... ,qn(0)) = (v1, ... ,on) et (g1(1),... ,qn(1)) =
(y1, ... ,yn). Quand les trajectoires ¢;(.),i = 1,..., N sont fixées, la solution op-
timale v peut étre calculée explicitement si le noyau de Green de L*L est connu.

Les détails de I'implémentation sont donnés dans Camion et Younes [17], et leur
simulations numériques montrent les Splines d’interpolation géodésique sont bijec-
tives, et sont relativement régulieres par rapport a l'interpolation TPS qui crée des
“plissements”.

2.3.2 Mise en correspondance automatique de deux ensem-
bles de landmarks

Une des difficultés majeures des méthodes d’alignement a partir de landmarks
est la définition des paires de points caractéristiques qui doivent se correspondre. De
nombreux points dans un des ensembles peuvent ne pas avoir d’homologue dans
I’autre ensemble, et le probleme de la correspondance peut étre compliqué par
I'existence de landmarks erronés dus a la présence de bruit. Nous présentons ici
une méthode générale d’alignement de points par une transformation non-rigide
développée par Chui et Rangarajan [22] (une présentation précise et une revue
détaillée des méthodes de recalage de landmarks en 2D sont données dans leur
article). En particulier, Chui et Rangarajan [22] comparent différentes approches
qui résolvent uniquement le probleme de la correspondance, ou déterminent a la fois
le calcul de la déformation et des correspondances entre deux ensembles de land-
marks. Les performances de I'algorithme détaillé dans [22] (appelé TPS-RPM pour
Thin Plate Spline - Robust Point Matching) montrent clairement la supériorité de
leur approche sur d’autres méthodes existant dans la littérature (e.g. I'algorithme
itéré des points les plus proches (ICP) (Besl et McKay [5]) qui n’est pas robuste
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en présence de landmarks erronés; ou Cross et Hancock [27] qui ont développé un
algorithme similaire au TPS-RPM mais qui calcule les correspondances seulement
pour des transformations rigides). De plus, l'intérét du TPS-RPM est démontrée
sur des exemples réels qui nécessitent des taches de recalage a partir de landmarks.
Nous allons donc maintenant expliquer leur approche de maniere un peu plus précise
pour le cas 2D.

Supposons que nous ayons deux ensembles de points V' et X dans R? que nous
noterons {v,,a = 1,... K} et {x;,i = 1,..., N} respectivement. Pour résoudre &
la fois le probleme de la correspondance et celui du calcul de la déformation entre
V et X, approche décrite dans [22] consiste a minimiser 1’énergie suivante :

N K N K
=3 e — w@) P+ M Laf? + Y mgilogma

i=1 a=1 i=1 a=1

— YD M (2.2.14)

i=1 a=1

— mgi € [0,1] peut étre interprété comme la probabilité d’associer v, avec x;.
La matrice de correspondance M = (my;) de taille K x N permet des “as-
sociations partielles”entre les deux ensembles V' et X. C’est I'idée de base du
Softassign qui remplace une correspondance binaire entre deux ensembles de
caractéristiques par une correspondance floue. Afin de prendre en compte les
landmarks erronés (dus au bruit) et ceux qui n’ont pas d’homologue, une N +1-
éme ligne et une K+ 1%-&me colonne supplémentaires sont ajoutées & la matrice
M dont les coefficients doivent satisfaire les contraintes : ZN? mg; = 1 pour

azl,...,Kethﬁlmm—lpourizl,...7N.

- T sz\il fo:l Mma; logmg; est un terme d’entropie qui controle le flou de la
correspondance, ou T est appelé le parametre de température. Lorsque la
température T' tend progressivement vers zéro, M devient une matrice binaire
(i.e. les coefficients valent 0 ou 1, voir [22]). Ce processus, appelé Determin-
istic Annealing, est une heuristique classique dans de nombreux problemes
d’optimisation (voir [22] pour plus de détails).

— X est un parametre de régularisation, L un opérateur et || Lu||?> une mesure de
régularité.

- ZZJ\; Zle Me; est un terme de controle de robustesse qui évite le rejet de
trop de points comme landmarks erronés ou sans homologue. Il peut donc étre
interprété comme une information a priori sur le pourcentage de ce type de
landmarks dans chaque ensemble de points.

L’énergie (2.2.14) peut étre minimisée en estimant alternativement la matrice de
correspondance M et la transformation u en diminuant progressivement la température
T. Etant donné qu’il n’existe pas de maniere claire pour estimer le parametre (,
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Chui et Rangarajan [22] ont proposé de considérer des variables erronées qui agis-
sent comme le centre d'une classe avec une large variance Ty, telle que tous les points
qui n’ont pas d’homologue (i.e. quand vazl Mg; OU Zle Mg; sont trop petits) sont
placés dans cette classe. Par ailleurs le parameétre de lissage \ est fixé & A = AT ou
A"t est une constante, de sorte que les transformations globales et rigides sont fa-
vorisées a de larges températures, et que des déformations plus locales et non-rigides
sont prises en compte quand T tend vers zéro et que la correspondance devient bi-
naire. Pour étre un peu plus précis, leur méthode est donc un schéma d’estimation
dual, avec un processus qui comprend deux étapes :

e Etape 1 : Estimation de la correspondance : Pour les points {v,,a =
I,...,K}et {x;,i =1,... N}, my; est la probabilité que le point x; appartienne a
une classe Gaussienne centrée au point u(v,) et de variance T,

1 _@i—u@a) T (@i—u@wa))
mm' = Te 2T ,
et les coefficients correspondant aux landmarks sans homologue sont donnés par :
1 _(xi_”K+1)T(9”i—UK+1) )
MKr41i = Te To si=1,...,N,
0
1 _(ZN+1*u(va))T(1N+1*u(va))
Mo, N+1 = Te #To a=1,... K,
0

oll vg41 et xyy1 sont les centres de gravité des deux ensembles de points V' et
X respectivement, et sont les centres de deux classes Gaussiennes de variance Ty
ou les landmarks sans homologue sont placés comme expliqué précédemment. La
normalisation suivante des lignes et des colonnes est répétée plusieurs fois afin de
satisfaire les contraintes pour la matrice M :

Ma; .
My = W;Zzl""’]\[’
b=1 "Mbi
M
My — ?,azl,,l{
Zj:l Mqj

Le nombre d’itérations de cet algorithme de normalisation est fixé a 'avance (10 en
pratique), et est indépendant de la température et du nombre de points.

e Etape 2 : Estimation de la transformation : Apres avoir éliminé le terme
indépendant de u dans (2.2.14), un probleme simplifié d’interpolation est implémenté
afin d’éliminer les landmarks sans homologue :

K
min F(u) = minz Ya — w(va)||® + AT|| Lu)?,
a=1

u

ol
N
Ya = § MaiTi.
=1
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Les variables g, sont les nouvelles positions estimées des points de I’ensemble X qui
correspondent au point v,. Remarquons que quelques calculs supplémentaires sont
nécessaires pour prendre en compte les landmarks sans homologue (si Zf\il Mg; est
trop petit) et les éliminer. La solution dépend de la forme de la fonctions u. Dans
[22], elle est calculée pour I'interpolation TPS, mais le terme de régularisation dans
I'énergie TPS (2.2.10) est légerement modifié pour incorporer une pénalisation de la
transformation affine :

E(d,w) = ||Y —Vd — dw|* + Mitrace(w” dw) + Notrace[d — I]*[d — I], (2.2.15)

ou [ est la matrice identité. Pour les raisons données précédemment, les parametres
A1 et Ag sont diminués avec la température T : \; = N"T 4 = 1,2, ou A" est une
constante qui est beaucoup plus petite que A\i" afin de donner plus de liberté a la
transformation affine. En pratique, A" est fixée & 1 et A5 & 0.01.

A chaque température T, le processus de mise a jour alterné de la matrice de
correspondance M et du calcul de la transformation u est répété 5 fois. Ensuite, la
température est diminuée, et le processus entier est répété selon le schéma suivant :

e Annealing : Commencer avec T;,;; = Tp, la température T est ensuite pro-
gressivement réduite selon 7" = T4 (r € [0,1] est le taux de décroissance). A
chaque nouvelle température, le processus de mise a jour alterné est répété, puis
la température est diminuée, et ’ensemble de la procédure est exécuté a nouveau
jusqu’a ce qu’une certaine température T, soit atteinte. Dans [22], il est recom-
mandé de poser r = 0.93. La température Ty est égale a la racine carrée de la
plus grande distance entre toutes les paires de points de V' et X. La température
finale Tinq est égale a la racine carré de la distance moyenne entre les voisins les
plus proches a l'intérieur de I'ensemble V' (i.e 'ensemble qui est déformé). L’in-
terprétation de ce choix est qu’a T¥inql, les classes Gaussiennes pour tous les points
dans V se “chevaucheront” a peine les unes avec les autres.

Une implémentation sous Matlab de leur algorithme est disponible a I’'URL :
http ://www.cise.ufl.edu/ anand/students/chui/research.html et des exem-
ples d’utilisation de cette méthode de recalage seront donnés dans le chapitre 5.

2.3.3 Alignement global

Nous terminons ce chapitre par une courte revue de quelques méthodes d’aligne-
ment global d’images. Lorsque 1’on ne dispose pas de landmarks ou que ceux-ci n’ap-
portent pas suffisamment d’information, une approche d’alignement global des pixels
des images doit étre utilisée. Soit I, Is deux images qui doivent étre recalées. Le but
des méthodes d’alignement global est de trouver une transformation u suffisamment
réguliere telle que I; et Iy ou soient suffisamment proches I'une de I'autre pour une
certaine mesure de dissimilarité entre deux images. La solution u est généralement
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définie comme le minimum d’un probléme variationnel du type (2.2.1). Nous ne don-
nerons pas une revue détaillée des tres nombreuses approches qui existent dans la
littérature mais présenterons quelques grands groupes de méthodes d’alignement en
indiquant quelques références.

¢ Recalage élastique

Le recalage élastique produit une fonction de déformation u qui minimise une
distance entre Iy et Iyou (e.g. D(I, Iyou) = [, ||I1(x) — Ir(u(z))||*dz), en imposant
des contraintes sur ’ensemble possible de transformations (généralement au travers
d’une norme du type S(u) = [, |Lul*dz ot L est un opérateur appliqué a u). La
déformation peut étre développée dans une base fonctionnelle bien choisie qui peut
diagonaliser 'opérateur L et qui représente généralement la déformation u par un
ensemble de coefficients qui sont ordonnés depuis des niveaux de détails grossiers
vers des niveaux plus fins (les coefficients aux basses fréquences sont des descriptions
globales de la transformations, alors que les coefficients a des fréquences plus élevées
sont liés a des détails plus fins et plus locaux de la déformation). Une exemple de
cette approche avec des ondelettes peut étre trouvé dans Amit et. al. [2] et beau-
coup d’autres références sont données dans Lester et Arridge [55]. L’implémentation
numérique de ces techniques est explicitée dans Younes [95].

e Formulation visqueuse

La méthode utilisée dans Trouvé [84] consiste & minimiser pour v :

/ /|Lv\ dazdt+>\/ 111 (x) = Iy 0 g, (1, 2)|[*dx,

ou v est une vélocité dépendante du temps sur Q et pour tout = € 0, g,(t, x) est
la valeur au temps ¢ de la solution de 'EDO : 8t = v(t,y(t)) avec la condition
initiale y(0) = = € . Un exemple de recalage d’image avec minimisation de L(v)

par descente de gradient est proposée dans Younes [95].
e Approche Bayésienne

Dans une formulation Bayésienne, I'image [; est vue comme un modele de
référence a aligner avec une seconde image I, et une distribution a priori p(u) est
attribuée a u qui dépend de notre connaissance a priori de la transformation sous-
jacente. La fonction de déformation u est alors estimée en maximisant la densité a
posteriori :

p(ully, Iy) = p(Lo] 1y, u)p(u),

ce qui est équivalent a minimiser une vraisemblance pénalisée. Ainsi, une approche
Bayésienne peut généralement étre formulée comme un probleme de recalage élastique
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ol la distribution a priori sur u impose des contraintes de régularité pour la déformation,
et la vraisemblance p(I5|[1,u) mesure la qualité de lalignement entre les deux im-
ages. Dans Glasbey et Mardia [42], de nombreuses références sont proposées sur ce
sujet et une courte description d’un algorithme de Metropolis-Hasting pour calculer

u est donnée. Glasbey et Mardia [43] ont également proposé de formuler le recalage
d’image comme un probleme de vraisemblance pénalisée :

P(_[2|[1,U,,€,C, )‘) = L(12|]17ua€> - AS(U, C)a

ou L est la vraisemblance de I, qui dépend de la transformation u et des parametres
&, S est une mesure positive de distorsion de u, égale a zéro si u appartient a
un ensemble “nul” pré-spécifié de transformations C, et A\ est un parametre de
régularisation. Le modele utilisé pour I est un modele d’image de Fourier-von Mises
plutot qu'un modele Gaussien afin de prendre en compte a la fois l'intensité et les
contours dans 'alignement des images. Le critere de mesure de distorsion S dépend
de 'application et reflete donc notre connaissance a priori de la transformation.

D’autres approches statistiques pour le recalage d’image utilisent une mesure
statistique qui compare les valeurs de l'intensité des pixels de [ et Iy ,telle que
la covariance croisée (cross-corrélation) ou sa généralisation l'information mutuelle
(voir Glasbey et Mardia [42] et Lester et Arridge [55] pour une revue de ces tech-
niques).

2.3.4 Active Shape Models - Active Appearance Models

Nous avons décrit précédement des méthodes de recalage qui n’utilisent pas d’in-
formation a prior: sur les ensembles d’images devant étre alignées. Ces approches
visent & identifier dans les signaux des structures locales (e.g. contours, singularités
ou des régions) qu'il s’agit de regrouper uniquement a partir des données observées,
sans s’appuyer sur un modele global indiquant ce que ’on peut espérer trouver dans
les images. Nous voudrions préciser qu’il existe des techniques qui different de fagcon
significative de ces approches que 'on pourrait qualifier de “bas niveau”.

Les méthodes basées sur des modeles d’images utilisent un modele a priori, qui
représente ce qui peut étre observé dans une image, et cherchent a trouver le meilleur
alignement entre le modele et les données dans une nouvelle image. En utilisant ce
type de modeles, 'interprétation d’une image peut donc étre formulé comme un
probleme de recalage : étant donné une nouvelle image a interpréter, des structures
peuvent etre localisées et indentifiées en ajustant les parametres du modele de telle
sorte que ce dernier génere une “image fictive” qui soit aussi proche que possible de
I'image réelle. Deux approches statistiques, pour lesquelles un modele est construit
a partir de I’analyse d’un ensemble d’apprentissage, sont particulierement utilisées :

— les Modeles de Forme Active (Active Shape Models) manipulent un modele de
forme pour décrire la position des landmarks d’une nouvelle image.
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— les Modeles d’Apparence Active (Active Appearance Models) manipulent un
modele capable de synthétiser de nouvelles images du type des objets analysés,
afin de déterminer les parametres du modele qui générent une image de synthese
aussi proche que possible de la nouvelle image.

Les approches décrites ci-dessus nécessitent tout d’abord 'aide d’un expert capa-
ble d’identifier des landmarks pour toutes les images de I’ensemble d’apprentissage,
de telle sorte que chaque landmark représente un point distinct qui soit présent dans
chacune des images. Ces méthodes comportent ensuite deux étapes : la construction
d’un modele statistique de forme ou d’apparence a partir de ’ensemble d’appren-
tissage, puis la construction d’algorithmes permettant d’ajuster les parametres du
modele pour interpréter une nouvelle image. Une revue détaillée de ces techniques
ainsi que de nombreuses références sur leurs applications a des problémes de recalage
peuvent étre trouvées dans Cootes et Taylor [?].

L’inconvénient principal de ces méthodes est que le marquage des landmarks
d’un ensemble d’images est souvent imprécis et peut se révéler étre une étape fas-
tidieuse. De plus il s’agit généralement d'une approche manuelle qui n’est donc pas
reproductible et qui est spécifique au type d’'images analysées (e.g. reconnaissance
de visages).
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Chapitre 3

Une approche par ondelettes pour

détecter les landmarks d’un signal
1D

L’alignement de courbes a partir de landmarks a été étudié d’un point de vue
statistique par Kneip et Gasser [51] en utilisant des estimateurs a noyaux pour es-
timer les positions des points caractéristiques d’une fonction réguliere (c’est a dire
au moins une ou deux fois continument dérivable). Au début du chapitre 4, nous
détaillons la méthodologie employée par Kneip et Gasser [51] et expliquons pourquoi
cette approche, assez théorique, est difficilement utilisable en pratique.

Dans ce chapitre, nous proposons d’utiliser la transformée en ondelettes con-
tinue d’un signal 1D pour déterminer ses landmarks. Les ondelettes ont démontré
avec succes leurs bonnes propriétés de localisation des structures d’un signal, car
elles permettent une procédure de zoom pour ’étude des propriétés locales d'une
fonction en réduisant progressivement un parametre d’échelle (voir e.g. Mallat [63],
Chapitre 6)). Regarder un signal a différents niveaux d’approximation pour car-
actériser sa structure locale, a été largement utilisé dans la littérature temps-échelle
(Lindeberg [58]). Une approche temps-échelle dans le contexte de I’estimation non-
paramétrique de courbes a 'aide d’estimateurs a noyau, a également été proposée
par Chaudhuri et Marron [20] pour 'analyse statistique des caractéristiques d’un
ensemble de données fonctionnelles. Dans le contexte du traitement du signal a base
d’ondelettes, il a été montré par Mallat et Hwang [64], qu'il est possible de car-
actériser la structure locale d’un signal en suivant la propagation le long des échelles
des zero-crossings et des maxima de sa transformée en ondelettes continue, ce qui
nous a donc conduit a choisir cette approche pour détecter les landmarks d’une
fonction.

Dans ce chapitre, une approche nonparamétrique est proposée pour estimer a
différentes échelles, les zero-crossings et les maxima d’ondelettes d’un signal 1D ob-
servé avec du bruit. Cependant, il n’existe pas d’expression analytique des lignes
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de zero-crossings et de maxima d’ondelettes dans le plan temps-échelle, et nous dis-
posons généralement seulement d’une représentation visuelle de celles-ci. Un nouvel
outil, appelé 1'intensité structurelle, est donc introduit pour identifier les limites de
ces lignes lorsqu’elle se propagent aux fines échelles. L’intensité structurelle corre-
spond en quelque sorte a la “densité” des zéros et des maxima (en module) d'une
représentation en ondelette le long de plusieurs échelles. Il est montré que les modes
des intensités structurelles sont localisés au voisinage des landmarks du signal corre-
spondant. De plus, lors de I'estimation des zero-crossings et des maxima d’ondelettes
a différents niveaux de résolution, l'intensité structurelle est également un outil ef-
ficace pour éliminer les erreurs d’estimation dues aux fluctuations du bruit.

Dans la section suivante, nous définissons tout d’abord les types de landmarks
qui seront estimés. Puis, nous rappelons la définition de la transformée en ondelettes
continue d’un signal, et expliquons comment la régularité locale d’une fonction
peut étre caractérisée par la décroissance de ses coefficients d’ondelettes le long des
échelles. Une étude de quelques propriétés des lignes de zero-crossings et de max-
ima d’ondelettes est également proposée en utilisant la notion de causalité d'une
représentation multi-échelles, et les intensités structurelles correspondantes sont in-
troduites. Nous définissons ensuite le probleme de I’estimation des landmarks d’un
signal observé selon un modele de bruit blanc. Puis, deux procédures de seuillage
sont envisagées pour estimer les zero-crossings et les maxima d’ondelettes de la trans-
formée en ondelettes continue d’un signal bruité, et les propriétés asymptotiques des
estimateurs sont étudiées. Nous montrons ensuite comment les landmarks d’un sig-
nal peuvent étre détectés a partir des intensités structurelles des zero-crossings et
des maxima d’ondelettes estimés. Enfin, nous précisons comment utiliser notre ap-
proche en pratique. Les performances de notre méthode sont illustrées a 'aide de
simulations et d’exemples réels.

3.1 Un modele de régression nonparamétrique

Supposons qu’'un signal inconnu f (avec f : [0, 1] — R) est observé avec du bruit
a des instants discrets, régulierement espacés t; = i/n :

yl:f(tz)—{—(fﬁ“ 7;:17"'7717

oue; (i =1,...,n)sont des variables de loi normale indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.) de moyenne nulle et de variance 1, et o un parametre de bruit
inconnu. Le probleme que nous considérons dans ce chapitre est la détection des
landmarks (i.e. les points caractéristiques) du signal inconnu f. Dans notre approche,
deux types de landmarks seront considérés :
— Type I : les points zg ou la dérivée m-eme de f est singuliere i.e. Lipschitz
0 < a <1 (pour un entier m > 0).
— Type II : les points yy ou la fonction f est r fois contintiment dérivable au
voisinage de g, et telle que la dérivée r-eme de f a un zéro au point yg.
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Les landmarks de type I correspondent a la présence d’une singularité dans I'une
des dérivées de la fonction f. Les singularités dans un signal peuvent étre car-
actérisées de nombreuses manieres. Par souci de simplicité, nous avons restreint
notre étude a des singularités Lipschitziennes ponctuelles. Une fonction f: R — R
est dite ponctuellement Lipchitzienne d’ordre a@ > 0 au point z, s’il existe une
constante Cy, et un polynéme P de degré d = |« (|« est la partie entiere de «)
tels que :

Ve e R, |f(x) — P(x — zg)| < Cypylr — 20| (3.3.1)

La régularité Lipschitzienne de f au point g, notée a(zy), est le supremum des «
pour lesquels I’équation (3.3.1) est vérifiée. Une fonction est uniformément Lipchitzi-
enne d’ordre « sur [a, b] si elle vérifie (3.3.1) pour tout zy € [a,b] avec une constante
C qui est indépendante de xg. Les exposants d'uniformité Lipchitzienne donnent
une mesure globale de la régularité d’une fonction. En particulier, si une fonction f
est uniformément Lipschitzienne o > m pour un entier m > 0 au voisinage de x,
alors f est nécessairement m fois continiiment dérivable dans ce voisinage.

Si0 < «a < 1,alors P(x —x9) = f(x) et la condition Lipchitzienne (3.3.1)
devient :

Vz e R, [f(z) = f(zo)] < Coplr — 20|

Une fonction qui est bornée mais discontinue au point zy est ponctuellement Lip-
chitzienne d’ordre 0 au point xq. Si la régularité Lipchitzienne est o < 1 (au point
xg), alors f n’est pas dérivable au point xy et « caractérise le type de singularité.
Plus généralement, nous dirons que la fonction f a une singularité d’ordre a au
point xg si sa régularité Lipschitzienne au point xg est «. Ainsi, les landmarks de
type I sont les points de [0, 1] ou f a une singularité d’ordre .

Nous précisons que notre définition d’une singularité d’ordre « est différente de
la caractérisation d’une singularité proposée par Raimondo [74]. Dans cet article,
Raimondo considere qu'une fonction f a un a-cusp si f vérifie les hypotheses suiv-
antes :

— 11 existe un point zy € [a,b], 0 < a < b < 1 et une constante positive C; > 0
tels que lorsque h tend vers zéro :

| £ (g + h) — f™) (2 — h)| > C1|2R)°, (3.3.2)

— Tl existe une constante positive Cy telle que pour tout z,y € [0,1]* avec zq ¢
[,y] :
[F (@) = F ()] < Col =yl (3.3.3)

ou 0 < § < p <1, mest un entier positif et &« = m + 9. La fonction a donc un
simple saut ou un cusp au point z, et elle est réguliére ailleurs (p caractérise
la régularité de f aux points x # ).
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Un cusp au point zy est un point ou une fonction f est continue mais non
dérivable, et telle que :

f'(z) = +oo0  quand x — 2y d’un coté (gauche ou droit),

f'(x) - —c0 quand z — zy de autre coté.

Par exemple, la fonction g(x) = |z — 0.5|* (avec 0 < o < 1) a un cusp au point
zo = 0.5. Puisque g est dérivable pour tout z € [0, 1],z # 0.5,, elle vérifie la condition
(3.3.3) avec m = 0 et p = 1. Cependant, pour tout h > 0, [¢(0.5+h)—g(0.5—h)| =0
ce qui implique que la condition (3.3.2) ne peut pas étre vérifiée. Ainsi, la définition
d’un point de transition brusque d’ordre «;, donnée par Raimondo, n’est pas satis-
faisante, puisqu’elle ne permet pas de prendre en compte le type de singularité de
la fonction g.

La caractérisation d'un a-cusp donnée by Wang [89] est légerement différente
de celle suggérée par Raimondo. Wang considere qu'une fonction f a un a-cusp au
point zy avec 0 < a < 1, §’il existe une constante K telle que, lorsque h tend vers
zéro a gauche ou a droite :

|[f(xo + h) = f(wo)| = KTh|*. (3.3.4)

Ainsi, dans I'une des preuves de I'appendix (voir Wang [89], p.395), on peut lire
que si f a un a-cusp au point zg, elle ne peut pas étre Lipschitzienne d’ordre a au
point xg ce qui implique des propriétés spécifiques de décroissance des coefficients
d’ondelettes de la fonction f au voisinage de zy. Cependant, cette affirmation n’est
pas juste. La fonction g(z) = | — 0.5|* (avec 0 < a < 1) vérifie I'équation (3.3.4)
avec ro = 0.5 et K = 1/2 bien qu’elle soit Lipschitzienne d’ordre « au point 0.5.
Ainsi, la condition (3.3.4) n’est également pas satisfaisante pour la caractérisation
des singularités d’ordre a.

3.2 Ondelettes et structure d’un signal

3.2.1 La transformée en ondelettes continue

Nous supposerons que nous travaillons avec une ondelette admissible réelle v
avec 7 moments nuls (r € N). Nous supposerons également que I'ondelette 1 est a
décroissance rapide et n’a pas plus de » moments nuls ce qui implique (voir Théoreme
6.2 de Mallat [63]) qu'il existe § & décroissance rapide telle que :

Y(u) = (—1)7“%50, et / h O(u)du # 0. (3.3.5)

De plus, nous supposerons que 1’ondelette 1) est normalisée i.e. :

| wwpan=1,
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Par définition, la transformée en ondelette continue d’une fonction f € L?(R) & une
échelle donnée s > 0 est :

—+o00

W (f)(x) = f(u)hs(u — x)du,

oit () = Lu(2).

3.2.2 Zero-crossings d’une transformée en ondelettes

Supposons qu'une fonction f € L*(R) est r fois continiiment dérivable sur un
intervalle [a, b]. En permutant le produit de convolution et 'opérateur de dérivation,
la transformée en ondelettes de f peut étre écrite :

d" 0,
dtr

T dr
= S§ —
dtr

Wi(f)(@) = [ x¢s(x) = 8" f+ = () (f % 85)(x),
ot ¥y(z) = \/igw (=2) et O,(z) = \%9 (=2).

Puisque 6 est a décroissance rapide, nous avons :

1 e
181_1% 7595(1’) = Kdy, avec K = /_Oo O(u)du # 0,

ou g est la fonction de Dirac en 0. Ainsi, pour tout x €la, b],

1 -

lim % = lim 0 % 7593(93) = Kf"(x). (3.3.6)
Le terme zero-crossings sera utilisé pour décrire les points (2, So) dans le plan temps-
échelle tels que z — |W,, (f)(2)| a exactement un zéro au point z = z; au voisinage de
2. L’équation (3.3.6) prouve que les zero-crossings d’une transformée en ondelettes
convergent vers les zéros de la dérivée r-eme de f qui sont localisés dans [a,d]
quand l’échelle s — 0. Cette propriété montre que 1’on peut détecter la position des
extrema (resp. des points d’inflexion) d’une fonction en suivant la propagation des
zero-crossings de sa transformée en ondelettes quand 1’échelle s diminue, et quand
I'ondelette mere a r = 1 (resp. r = 2) moment(s) nul(s).

3.2.3 Maxima d’ondelettes

Le terme mazima d’ondelettes est utilisé pour décrire les points (mqg, sp) dans
le plan temps-échelle tels que z — |[Wy, (f)(z)| est localement maximum au point
z = mgy. Ce maxima local doit étre un maximum local strict dans un voisinage
a droite ou a gauche de my. Les théoremes suivants (voir Mallat et Hwang [64])
relient la décroissance de I'amplitude de la transformée en ondelettes dans le plan
temps-échelle, a la régularité locale d’une fonction.
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Théoreme 3.1 Soit p un réel tel que 0 < p < r ou r est le nombre de moments
nuls de l'ondelette 1. Soit f € L*(R). Si f est uniformément Lipschitzienne d’ordre
p sur |a,bl], alors il existe une constante A > 0 telle que pour tout x € [a,b] et tout
s>0:

Wa(f)(x)] < As?H2, (3.3.7)

Réciproquement, supposons que f est bornée et que Wy(f)(x) vérifie (3.3.7) pour
un réel p qui n'est pas un entier et tel que 0 < p < r. Alors, f est uniformément
Lipschitzienne d’ordre p sur [a — €,b+ €|, pour tout € > 0.

Théoreme 3.2 Soit o un réel tel que 0 < a < r ou r est le nombre de moments
nuls de l'ondelette 1. Soit f € L*(R). Si f est ponctuellement Lipschitzienne d’ordre
a au point g, alors il existe une constante A > 0 telle que pour tous les points x € R
et toutes les échelles s > 0 :

r — 2o

WL (f)(@)] < As/2 (1 n

a) . (3.3.8)

S

Réciproquement, soit o un réel non-entier tel que 0 < o < r . Sl existe une
constante A > 0 et o/ < « tels que pour tous les points x € R et toutes les échelles

s>0:
—_— ) , (3.3.9)

alors f est ponctuellement Lipschitzienne d’ordre o au point xg.

W,(f)(@)] < As™+/2 (1 +

Les conditions (3.3.8) et (3.3.9) sont légerement différentes et plus facile a in-
terpréter quand l'ondelette 1) est a support compact égal a [—C, C]. Le cone d’in-
fluence de xy dans le plan temps-échelle est I'ensemble des points (z, s) tels que x
est inclus dans le support de v, .(u) = s7/2)((u — x)/s). Puisque le support de
l'ondelette 15, est égal a [x — C's,x + Cs], le cone d’'influence de x est définit par
I’ensemble de points (z, s) tels que :

|Zl’f - xOl < C‘Sa

ce qui est illustré dans la Figure 3.1.

Si x est dans le cone d’influence de zg, alors W(f)(z) dépend de la valeur de f
au voisinage de xy. Puisque |z — x¢|/s < C, les conditions (3.3.8) et (3.3.9) peuvent
etre écrites :

|Ws(f)($)| < A13a+1/2, pour tout |:L‘ — JL’O| < CS,
et pour tout |x — zq| > C's,
Wo(f)(z)] < A'sY?|z — 20|*, pour la condition (3.3.8),
Wi(f)(x)] < A'so‘*o‘/+1/2|x — z0|%, pour la condition (3.3.9),
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|xx0| = Cs

Ix-x0j > Cs [x-%0} = Cs

F1G. 3.1: Le cone d’influence de zyp = 0.5 consiste en 1’ensemble des points (z, s)
pour lesquels le support de u — 1s(u — z) intersecte u = xy.

ou A" > 0 est une constante qui est indépendante de la position de x et de ’échelle s.

Le théoréme suivant (voir Mallat [63] (Chapter 6)) prouve que si |[Ws(f)(x)| n’a
pas de maxima d’ondelettes aux fines échelles, alors f est localement réguliere.

Théoreme 3.3 Supposons que l'ondelette 1 est C" avec un support compact, et =
(=1)70") avec [ O(t)dt # 0. Soit f € L*[a,b]. S’il existe so > 0 telle que |[W(f)(x)|
n'a pas de mazimum local pour x € [a,b] et s < so, alors [ est uniformément
Lipschitzienne d’ordre r sur [a + €,b — €], pour tout € > 0.

Ainsi, une fonction f est singuliere en un point xy seulement s’il existe une suite
de maxima d’ondelettes (xp, sp)pen tels que :

lim z, = xp et lim s, = 0.
p—00 p—00
Donc, ce théoreme suggere que les singularités d'une fonction peuvent étre détectées

en suivant la propagation des maxima d’ondelettes aux fines échelles. Cependant,
il n’est pas garanti que pour toute ondelette 1, toute suite de maxima d’ondelettes
converge lorsque 1'échelle diminue. En particulier, si W(f)(z) a un maxima d’on-
delettes localisé aux points (z1, s1), alors il se peut que |Ws(f)(x)| n’est pas d’autres
maxima d’ondelettes au voisinage de x; quand s tend vers zéro. La méme remar-
que est également vraie pour une suite de zéro-crossings. Etant donné que nous
voulons détecter les landmarks d’un signal en suivant la propagation des maxima
d’ondelettes et des zero-crossings de sa transformée en ondelettes, les propriétés de
convergence de ces derniers doivent étre étudiées plus attentivement.
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3.2.4 Quelques propriétés des lignes de maxima d’ondelettes
et de zero-crossings

Nous appellerons lignes de mazima d’ondelettes (resp. lignes de zero-crossings)
toute courbe connectée m(s) (resp. z(s)) dans le plan temps-échelle (z,s) le long
de laquelle tous les points sont des maxima d’ondelettes (resp. zero-crossings). Nous
proposons d’étudier quelques propriétés de ces courbes. Dans ce but, nous allons
combiner des résultats de la théorie des ondelettes (Mallat et Hwang [64]) avec
des concepts de la littérature temps-échelle (Lindeberg [58]). Les résultats que nous
présentons sont similaires a ceux obtenus par Chaudhuri et Marron [20] dans le
contexte de l'estimation nonparamétrique de courbes a partir de lissage par des
méthodes du noyau.

3.2.4.1 Les bonnes propriétés temps-échelles de la Gaussienne et de ses
dérivées

D’apres ce qui précede, I'on pourrait penser qu’il est suffisant de suivre n’im-
porte quelle ligne de maxima d’ondelettes ou de zero-crossings pour détecter les
landmarks d’une fonction. Cependant, il n’est pas garanti que, pour toute ondelette
Y = (—1)"0") r > 0, un maxima d’ondelette localisé au point (71, s;) appartiennent
a une ligne de maxima d’ondelettes qui se propage vers les fines échelles. Une ligne
de maxima d’ondelettes (resp. zero-crossings) peut étre interrompue quand 1’échelle
diminue. La proposition suivante (voir Proposition 6.1 de Mallat [63]) prouve que
ceci n’est jamais le cas quand 6 est une Gaussienne i.e si :

pour des réels positifs K et (.

Proposition 3.1 Soit ¢ = (=1)"0") . r > 0 ou 0 est une Gaussienne. Pour tout
f € L*(R), les mazima en modules de W' (f)(z) = s"f") % 0,(z) appartiennent d
des lignes connectées qui me sont jamais interrompues quand l’échelle diminue.

Pour r > 1, la méme proposition est également vraie pour la propagation des
zero-crossings, puisque les zéros de W7 (f)(z) correspondent a des extrema locaux
de WI=1(f)(z). Rappelons que notre objectif est I'identification des landmarks d’un
signal en suivant la propagation des maxima et des zero-crossings de sa transformée
en ondelettes depuis les larges échelles vers des niveaux plus fins. Dans ce but, une
condition essentielle est que lorsque 1’'on se déplace depuis une échelle fine vers une
échelle plus grossiere, le nombre de zero-crossings (ou de maxima d’ondelettes) doit
diminuer, de sorte que de nouvelles caractéristiques ne soient pas créées lorsque le
parametre d’échelle augmente. Cette idée a été formulée par la notion de causalité
dans la littérature temps-échelle (voir Lindeberg [58]). Le concept de causalité sig-
nifie que la construction d’une représentation temps-échelle doit étre telle que la
transition depuis une échelle fine vers une échelle plus grossiere puisse réellement
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étre considérée comme une simplification. Lorsque I'on regarde les lignes de zero-
crossings et de maxima d’ondelettes dans le plan temps-échelle, la causalité signifie
que ces lignes forment des courbes fermées le long des échelles qui ne ne sont jamais
fermées lorsque 1’on se déplace depuis une échelle grossiere vers une échelle plus fine.
La Figure 3.2 donne un exemple ou toutes les lignes de zero-crossings et de maxima
d’ondelettes ne sont jamais interrompues quand 1’échelle diminue et ou le principe
de causalité est vérifié. L’expression du signal f; donné dans la Figure 3.2(a) est :

fi(z) = 2sin(67z) + 15|z — 0.4/%°, pour x € [0,1]. (3.3.10)

Une description du comportement des lignes de zero-crossings et de maxima
d’ondelettes de f; est donné dans la section 3.2.4.3.

Remarque 3.1 Dans toutes les figures qui représentent les lignes de zero-crossings
ou de maxima d’ondelettes d’un signal, l'aze vertical représente —logy(s) ot s est
le parametre d’échelle de la transformée en ondelettes.

Si la causalité est vérifiée pour une représentation temps-échelle, alors les zero-
crossings et les maxima d’ondelettes peuvent étre vus comme des fonctions du
parametre d’échelle s. De plus, si 'on peut montrer que ces courbes ne sont ja-
mais interrompues quand 1’échelle diminue, alors on peut les considérer comme des
fonctions continues de s.

Nous allons maintenant étudier le concept de causalité pour la transformée en
ondelettes d’un signal 1D. Par définition, nous dirons qu’une ondelette est
causale, si pour tout f € L?(R) le nombre de zero-crossings N,(s) et le nombre
de maxima d’ondelettes N,,(s) de z — W (f)(z) sont des fonctions décroissantes
et continues a droite du parameétre s. Les points de sauts (discontinuités) de N,,(s)
ou N,(s) sont appelés des échelles critiques. Le théoreme suivant donne quelques
propriétés des lignes de maxima d’ondelettes m(s) et des lignes de zero-crossings
z(s) quand elles sont calculées avec une ondelette qui est causale. En particulier, il
est montré que les courbes z(s) et m(s) ne sont jamais interrompues quand 1’échelle
diminue. Les maxima d’ondelettes (resp. zero-crossings) ou %WS( fim(s)) =0
(resp. LW, (f)(2(s)) = 0) sont appelés des maxima d’ondelettes (resp. zero-crossings)
dégénérés, alors que les maxima d’ondelettes (resp. zero-crossings) ot %WS( f)(m(s)) #
0 (resp. -LW,(f)(2(s)) # 0) sont appelés des maxima d’ondelettes (resp. zero-
crossings) non-dégénérés.

Théoréme 3.4 Soit f € L*(R) et v = (—1)"0"),r > 0 Une ondelette causale.
Alors,

— Les courbes m(s) (maxima d’ondelettes) et z(s) (zero-crossings) ne sont jamais
terrompues quand [’échelle diminue.

— Si (m(s),s) (resp. (2(s),s)) est un maxima d’ondelettes non-dégénéré (resp.
zero-crossings), alors m(.) (resp. z(.)) est continiment dérivable au voisinage
de s.
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— Un mazima d’ondelettes (resp. zero-crossing) correspond a une échelle critique
seulement s’il s’agit d’un mazima d’ondelettes dégénéré (resp. zero-crossing).
De plus, si sy est une échelle critique, elle correspond a un point de bifurcation

de la trajectoire d’une courbe m(s) ou d’une courbe z(s) dans le plan temps-
échelle.

Preuve. Tout d’abord, rappelons que W,(f)(z) = f %, olt x dénote le produit
de convolution. Puisque 9 est a décroissance rapide et que f € L*(R), s — W (f)(x)
est continiment dérivable sur |0, oo| et la propriété de régularisation du produit de
convolution implique que z +— W (f)(x) est C! sur R. Ainsi, (z,s) — W,(f)(x) est
C' sur Rx]0, ool.
Nous allons uniquement prouver le théoreme pour les maxima d’ondelettes, car la
preuve est identique pour les zero-crossings. Soit m(sg) un maxima d’ondelettes non-
dégénéré i.e LW, (f)(m(so)) = 0 et J‘Z—;WSO(f)(m(so)) # 0. Alors, en utilisant les
mémes arguments que Chaudhuri et Marron [20] dans leur preuve du Théoreme 2.2,
nous obtenons par la continuité de W(f)(z) qu’il existe un € > 0 et un 6 > 0 tels

d2

que pour tout x € [m(sg) — d,m(so) — 0] et tout s € [so — €, 50 + €], T=W,(f)(x)
est non nul et de méme signe. Alors, par le théoreme des fonctions implicites, nous
obtenons que € et § peuvent étre choisis de sorte que pour tout s € [sg — €, 59 + €] il
existe un unique m(s) € [m(so) — &, m(sp) — 6] qui satisfasse LW, (f)(m(s)) =0 et
tel que m(.) soit C1 sur sy — €, 59 + €]. Ainsi, la courbe m(s) n’est pas interrompue
au point s quand 1’échelle diminue.
Maintenant, supposons que m(sg) est dégénéré et que la courbe m(s) est interrompue
au point sg i.e il existe un € > 0 et un § > 0 tels que pour tout (z,s) €lm(sg) —
5, m(so) +0[x]so—¢€, so| Ws(f)(x) n’a pas de maxima en module. Cependant, puisque
I'ondelette ¢ est causale, le nombre de maxima locaux dans |m(sg) — §, m(sg) + I]
doit augmenter quand 1’échelle diminue. Puisque pour = €]m(sg) — 6, m(sg) + 0],
z — Wy(f)(x) a un extrema local pour s = sy et pas d’extrema local pour s €
|so — €, 5o, ceci contredit la causalité de ¢ et implique que la courbe s — m(s) n’est
pas interrompue au point sg quand 1’échelle augmente, ce qui prouve la premiere
partie du théoreme.
Maintenant, supposons que sy est une échelle critique, i.e. sq est un point de dis-
continuité de N,,(s). Alors, d’apres la causalité de 1, il existe nécessairement un
maxima d’ondelettes au point (m(sp),sp), un € > 0 et un § > 0 tels que pour
tout s €]sy — €, so[ il existe plus d'un point z dans Jm(sg) — 9, m(sg) + [ tels que
LW, (f)(x) = 0. Donc, m(sg) est nécessairement dégénéré sinon ceci contredirait
I'unicité de la courbe m(s) au voisinage de (m(sg), so) quand (m(so), so) est non-
dégénérée. Puisque les lignes de maxima d’ondelettes ne sont jamais interrompues
quand I’échelle diminue, nous avons immédiatement que (m(sg), So) est un point de
bifurcation de la courbe m(.). O

Le Théoreme 3.4 prouve que si ¢ est causale, alors pour toute courbe m(s) (resp.
z(s)), il existe une échelle s, (resp. s.) telles que m(.) (resp. z(.)) peut étre con-
sidérée comme une fonction continue de |0, s,,,[ (resp. |0, s.[) dans [0, 1] (voir Figure
3.2). Remarquons que dans la Figure 3.2(b) une bifurcation dans la trajectoire d'une
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ligne de zero-crossings a lieu autour du point (0.9, 3.4) et montre I'existence d’une
échelle critique.

Si I'ondelette est la dérivée d’ordre r d’'une Gaussienne, alors la proposition
suivante montre que c’est une ondelette causale :

Proposition 3.2 Soit ¢ = (=1)"0") . r > 0 ot 0 est une Gaussienne. Soit N,(s)
et Np(s) respectivement le nombre de zero-crossings et de mazima d’ondelettes de
Ws(f)(x) pour s > 0. Alors, N,(s) et Ny(s) sont des fonctions décroissantes et
continues a droite de s (i.e. l'ondelette 1 est causale).
2

Preuve. Soit 6,(z) = 16(=%), o 0(z) = Kﬁﬁe_;?. Pour simplifier la preuve,
nous supposerons que K = 1 et f = 1. Soit g(x, s) = % = (f™) % 0,)(z) pour
f € L3(R) (o la dérivée r-eme de f est prise au sens des distributions et * dénote
le produit de convolution). Notons que pour s > 0, les zero-crossings et les maxima
d’ondelettes de g(z,s) et Wi(f)(x) sont aux mémes positions. Tout d’abord, nous
pouvons remarquer que pour tout sy, sq > 0 :

(g(.,51) * 04,)(x) = g(x, 1/ 57+ s3). (3.3.11)

L’équation (3.3.11) signifie qu’une représentation a une échelle grossiére g(x, s5) peut

étre calculée a partir d’une représentation a une échelle plus fine g(x, s;) par une

convolution avec ¢ JI= Maintenant, la positivité totale du noyau Gaussien et la
2 1

propriété de variation-diminishing d’une transformation continue par convolution de
la forme g(z, s2) = g(z, s1) * QW (voir Lindeberg section 3.5) impliquent que le
27 °1

nombre de zero-crossings de g(z, s2) est plus petit que le nombre de zero-crossings
de g(z, s1) pour s3 > s; > 0. Le méme résultat est également vrai pour les maxima
en module de g(x, s) en considérant les zero-crossings de fU*1) x6,(z). Ainsi, N.(s)
et N,,(s) sont nécessairement des fonctions décroissantes de s.

Supposons ensuite que g(z,s) a k > 0 changements de signes pour un sy > 0 fixé.
Dans la preuve du Théoreme 3.4, nous avons montré que (z,s) — Wy(f)(z) est
continue sur Rx]0, 00| ce qui implique que g(z,s) est une fonctions continue de x
et s. Dong, il existe € > 0 tel que pour tout s € [sg, so + €[, g(x,s) aura au moins
k changements de signes. Alors, la décroissance monotone de N, (s) implique que le
nombre de zero-crossings de g(x, s) est exactement égal a k pour tout s € [sq, g+ €]
ce qui prouve la continuité a droite de N,(s). Des arguments similaires peuvent étre
utilisés pour prouver la continuité a droite de N,,(s) ce qui complete la preuve. [J.

Dong, si ¢ est la dérivée d’'une Gaussienne, il s’agit d’une ondelette causale, et
le Théoreme 3.4 montre que pour tout f € L?(R), les lignes de zero-crossings et de

maxima d’ondelettes peuvent étre vues comme des fonctions continues du parametre
d’échelle s.

Ainsi, les ondelettes qui sont les dérivées d’'une Gaussienne ont de tres bonnes
propriétés. Cependant, ces ondelettes ne sont pas a support compact ce qui implique
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que le Théoreme 3.3 ne peut pas étre utilisé pour garantir qu’il existe une suite de
maxima d’ondelettes qui converge vers n’importe quelle singularité d’une fonction,
puisque ce Théoreme suppose que 'ondelette utilisée est a support compact. Puisque
nous souhaitons détecter les singularités d’ordre o d’un signal en suivant la propaga-
tion de ses maxima d’ondelettes, nous devons nous demander s’il est possible de trou-
ver d’autres ondelettes a décroissance rapide dont les lignes z(s) et m(s) associées
se propagent aux fines échelles et peuvent étre considérées comme des fonctions
continues. De nombreux chercheurs ont étudié la propagation de structures dans
une représentation temps-échelles (e.g. extrema locaux ou zero-crossing, voir Linde-
berg [58], Yuille et Poggio [96]). L’idée principale sous-jacente d’une représentation
temps-échelle est que l'information aux fines échelles doit étre successivement sup-
primée quand 1’échelle augmente. Cette condition a été formalisée de différentes
manieres qui ont toujours conduit a 'unicité du noyau Gaussien. Pour illustrer cette
propriété d’unicité, nous pouvons donné un résultat prouvé par Lindeberg pour des
signaux continus 1D. Lindeberg a considéré une représentation temps-échelles de
la forme L(x,s) = f*gs(x) ou f: R — R est continue et g : R x R, — R est
une famille paramétrée de fonctions symétriques. Si I'on requiert que g satisfasse
une propriété de semi-groupe : g, (.) * gs,(.) = s, +5,(-), que la norme L' de g soit
normalisée & un, et que pour sy > s; le nombre d’extrema locaux dans L(z, s9) ne
doit pas excéder le nombre d’extrema locaux dans L(x, s1), alors nécessairement (et

12
suffisamment) g4(z) = \/ﬁeﬁ_ﬁs pour un > 0. Ainsi, il n’est pas certain qu’il soit

possible de trouver une ondelette causale qui ne soit pas la dérivée d'une Gaussienne.

Lorsqu’un signal est observé avec du bruit, la détection des zero-crossings ou des
maxima d’ondelettes, ainsi que I’étude des propriétés de convergence des estimateurs
sont plus faciles avec des ondelettes a support compact du fait de leurs bonnes
propriétés de localisation. Cependant, lors de I'utilisation d’ondelettes qui ne sont
pas les dérivées d'une Gaussienne, nous ne savons pas comment les lignes z(s) et m(s)
se comportent aux fines échelles. Une idée naturelle serait de trouver une ondelette
a support compact qui soit proche de la dérivée d’'une Gaussienne, de sorte que l'on
puisse conjecturer que l’ondelette est causale. Dans ce but, nous proposons d’étudier
maintenant quelques propriétés de convergence des ondelettes B-Spline.

3.2.4.2 Convergence asymptotique des ondelettes B-Spline

Définition 3.1 Soit ¢ un entier positif. Nous appellerons ondelette B-Spline d’ordre
q avec v > 0 moments nuls, une fonction 1, de la forme :

ry(r - Sin(w/z) !
) = Kaal=1850 ), o) = (T2 )
ot éq(u)) dénote la transformée de Fourier de 0, et K,, est une constante de nor-
malisation telle que fj;o{wq(u)}Qdu =1

Une ondelette B-Spline 1), est donc a une ondelette a support compact dont le

support est égal a [—2, 4]. Une propriété tres intéressante de ces ondelettes est leur
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F1a. 3.3: B-Spline d’ordre 4 sans moment nul (trait plein) avec la Gaussienne cor-
respondante (trait pointillé).

convergence vers la dérivée r-eme d’une Gaussienne quand 'ordre ¢ des B-Splines
tend vers 'infini. Pour prouver ce résultat, il suffit de montrer la convergence de
6,(u) vers une Gaussienne quand ¢ tend vers l'infini, ce qui est donné par le théoreme
suivant dont la preuve peut étre trouvée dans Unser et. al. [86] :

~ . q
Théoréme 3.5 Soit q un entier positif et 0,(w) = (%) . Alors, pour tout
ueR:

2
%Gq(\/gu) — % exp(—2u?) quand ¢ — oc.

et cette convergence est également vraie dans LY(R) pour d > 2.

Pour ¢ = 4, lerreur relative d’approximation en norme L? entre 6, et u —

% exp(—2u?) est déja inférieure & 0.2 % (voir Figure 3.3).

De plus, Wang et Lee [90] ont proposé une théorie temps-échelles basée sur des
noyaux B-Spline. Ils ont montré que les représentations temps-échelles obtenues a
partir de B-Splines héritent des bonnes propriétés du noyau Gaussien. En partic-
ulier, ils ont montré que la propriété de causalité (dans le sens discret) est encore
vraie pour un filtrage discret avec des B-Splines. Le nombre d’extrema locaux ou
de zero-crossings d’un signal discret n’augmente pas lorsque 1'on se déplace dune
échelle fine vers une échelle plus grossiere, ce qui justifie 'utilisation des noyaux
B-Splines discrets en pratique.
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Ainsi, pour ¢ suffisamment large, nous conjecturerons qu’une ondelette
B-Spline ), est causale, ce qui implique que les lignes de maxima d’ondelettes
m(s) et de zero-crossings z(s) sont des fonctions continues de s qui ne sont jamais
interrompues quand 1’échelle diminue.

3.2.4.3 Intensité structurelle des maxima d’ondelettes et des zero-crossings

Dans cette section, nous supposerons que l'ondelette ¢ est causale avec r >
1 moments nuls. Nous préciserons selon les différentes Propositions, si 'ondelette
est supposée a support compact. Nous étudions tout d’abord le comportement des
courbes z(s) et m(s) dans le plan temps-échelle lorsqu'une fonction f € L*(R) a
plusieurs landmarks de type I et de type II (voir section 3.1).

Proposition 3.3 Soit f € L*(R) et supposons que v soit a support compact égal
a [—C,C]. Supposons que f a q > 1 singularités d’ordre «; localisées auz points
T1,..., %, avec maxi<i<g{os} < r, que fest O™ sur R\ {zy,... ,z,} et que f a
p > 1 zéros dans sa dérivée r-eme aux points yi,...,Yy, avec FUtD(y;) # 0 pour
i=1,...,p. Alors,

— Il existe p lignes de zero-crossings z;(s) qui convergent respectivement vers y;
pourt=1,...,p quand s — 0.

— Toutes les lignes de zero-crossings convergent soit vers un point x;, Soit vers
un point y; quand [’échelle s tend vers zéro.

— Il existe q lignes de maxima d’ondelettes m;(s) qui convergent respectivement
vers x; pourt=1,...,q quand s — 0.

— Toutes les lignes de maxima d’ondelettes convergent soit vers un point x;, soit
vers un zéro de fUtY) quand Uéchelle s tend vers zéro.

Preuve. Soit f € L*(R) qui vérifie les hypotheses ci-dessus. Comme dans la
preuve de la Proposition 3.2 définissons g(z, s) = VZS,%)/(; ) = f % 0,(x) (la dérivée
r-eme de f est prise au sens des distributions). Remarquons qu’étudier le comporte-
ment des zero-crossings et des maxima en module de Wi(f)(z) ou g(x,s) sont des
procédures équivalentes. Nous avons déja mentionné (voir la preuve du Théoreme
3.4) que (z,s) — g(x,s) est une fonction continue de Rx]0, co[. Rappelons que si f
est r fois contintiment dérivable dans un voisinage de x € R, alors g(z,s) — K f™(x)
quand s — 0 (ou K = f_tf: 0(u)du # 0). Donc, nous pouvons définir g(x, s) = g(z, s)
pour s > 0, §(x,0) = K f")(z) et d%f](x,()) = Kf+)(z) pour x € R\ {x1,... ,1,}.
Observons que g(z, s) est une fonction continue de R x [0, oo[ telle que g(y;,0) =0
et %g(yi, 0) # 0 pour @ = 1,...,p. Le théoréme des fonctions implicites implique
alors qu'il existe p lignes de zero-crossings z;(s),i = 1,...,p qui sont continues et
telles que z;(s) — y; quand s — 0.

Considérons maintenant une ligne de zero-crossings z(s) dans le plan temps-échelle.
Nous avons que z(s) est une fonction continue qui n’est jamais interrompue quand
I'échelle diminue et telle que pour s suffisamment petit §(z(s),s) = 0. Soit zy €
R\ A{z1,... .z, 91,...,yp} et Vi, un voisinage de zp qui ne contient pas les points
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{z1,...,2¢,y1,-.. ,Yp}. Puisque g(z,s) est continue sur V,, x [0,00[ et telle que
g(x,0) # 0 pour = € V,,, nous avons qu'il existe une échelle s; > 0 telle que pour
tout (x,s) € V,, X [0,s0[, g(z,s) # 0. Ainsi, pour s suffisamment petit nous avons
nécessairement que z(s) ¢ V,, ce qui implique que z(s) converge soit vers un point
x; soit vers un point y; quand ’échelle s tend vers zéro.

Soit m(s) une ligne de maxima d’ondelettes dans le plan temps-échelle. Puisqu’un
extrema local de f™) % 0,(z) est un zéro-crossing de fU+Y x ,(x), des arguments
similaires peuvent étre utilisés pour montrer que m(s) converge soit vers un point
;, soit vers un zéro de fUt1) quand 1’échelle tend vers zéro. Finalement, notons que
f € LY(R). Ainsi, puisque I'ondelette v est & support compact, les Théorémes 3.3
et 3.4 impliquent qu’il existe ¢ lignes de maxima d’ondelettes m;(s),i = 1,...,q qui
convergent respectivement vers x; quand s — 0, ce qui termine la preuve. [

La Proposition 3.3 montre que les landmarks d’un signal peuvent étre détectés
en suivant la propagation des lignes z(s) et m(s) de sa transformée en ondelettes.
Notons que différentes lignes de maxima d’ondelettes et de zero-crossings peuvent
converger vers les mémes landmarks. Par exemple, Mallat et Hwang [64] (Théoreme
5) ont montré que si f € L*(R) a une singularité d’ordre o au point xq (o < ) telle
que la dérivée r-eme de f a un signe constant sur un voisinage gauche et droit de g
mais change de signe au point xg, alors il existe une ligne de zero-crossings et deux
lignes de maxima d’ondelettes qui convergent vers zy. Généralement, le nombre de
lignes de maxima d’ondelettes qui convergent vers une singularité dépend du nombre
d’extrema locaux de l'ondelette ¢ i.e. de son nombre d’oscillations. La Figure 3.2
donne un exemple de propagation de maxima d’ondelettes et de zero-crossings d’'un
signal qui vérifie les hypotheses de la Proposition 3.3. Il y a deux lignes de maxima
d’ondelettes et une ligne de zero-crossings qui convergent vers la singularité au point
x = 0.4. Puisque la transformée en ondelettes de f; est calculée avec une ondelette
qui est la dérivée premiere d’une Gaussienne, les autres lignes de zero-crossings con-
vergent vers les extrema locaux de f; ou celle-ci est réguliere, et les autres lignes de
maxima d’ondelettes convergent vers les points d’inflexion de f;. Remarquons que
les courbes qui convergent vers x = 0 et = 1 sont dues a des transitions brutales
(f1(0) et f1(1) sont tres différents) lorsque 1'on rend f; périodique pour calculer sa
transformée en ondelettes.

La Proposition 3.3 montre également que les zero-crossings et les maxima d’on-
delettes peuvent converger vers différents types de landmarks. Ainsi, pour décider
si un landmark est de type I or de type II, nous avons besoin d’étudier a la fois les
lignes z(s) et m(s) qui peuvent converger vers celui-ci. Les Théorémes 3.1 et 3.2,
qui relient la décroissance du module de la transformée en ondelettes a la régularité
d’une fonction, sont donc des outils tres utiles pour faire cette distinction, car ils
permettent de décider si une ligne de maxima d’ondelettes converge vers un point
de régularité r ou vers une singularité d’ordre o < 7, ou r est le nombre de mo-
ments nuls d’'une ondelette 1. Avant de proposer une méthode pour estimer les
zero-crossings et les maxima d’ondelettes d’un signal bruité, nous allons proposer
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un nouvel outil pour automatiquement détecter les limites des courbes z(s) et m(s)
quand s tend vers zéro.

En effet, jusqu’a maintenant, nous avons montré que les landmarks d'une fonction
pouvaient étre détectés en suivant les lignes z(s) et m(s) dans le plan temps-échelle.
Cependant, nous ne connaissons pas d’expressions analytiques pour les fonctions
z(s) et m(s) qui donneraient les landmarks d’un signal sous forme analytique. Nous
disposons seulement d’une représentation visuelle (zero-crossings et maxima d’on-
delettes dans le plan temps-échelle) qui indique “ou” les landmarks sont localisés.
Notons que dans le contexte de ’estimation de densité par des méthodes du noyau,
Minotte et Scott [67] ont introduit le Mode Tree qui est un outil pour visualiser les
caractéristiques d’une densité estimée de facon nonparamétrique, et ont proposé un
algorithme empirique pour lier les zero-crossings d’une représentation temps-échelle
a des niveaux voisins. Cependant, ils n’ont pas montré que leur algorithme garantie
une détection correcte des lignes de zero-crossings. De plus, comme nous le mon-
trerons dans les sections 3.4 et 3.5, l'estimation des zero-crossings ou des maxima
d’ondelettes a différentes échelles peut conduire a des lignes qui ne “sont plus con-
tinues” (certains zéro ou maxima ne sont pas détectés a certaines échelles) et il n’est
alors plus possible de lier ces points a des niveaux de résolution voisins.

Remarquons que si ¢ est a support compact et que si g € R est un landmark
d’'une fonction f € L*(R), alors toutes les courbes my,(s) et z,,(s) qui peuvent con-
verger vers celui-ci sont inclus dans le cone d’influence de xg. Ainsi, si nous pouvons
calculer la “densité” des points my,(s) et z,,(s) le long de différentes échelles, nous
pouvons espérer que l'intensité ainsi obtenue possede exactement un mode localisé
au point . Cette idée est similaire a la méthode proposée par Gasser et Kneip [39]
pour identifier les caractéristiques qui sont communes a un ensemble de courbes.
Par exemple, lorsque 1’on cherche a identifier les maxima locaux communs a un en-
semble de courbes, Gasser et Kneip [39] ont proposé de tout d’abord extraire tous
les maxima locaux dans chaque courbe, de les trier dans un seul vecteur et de les
soumettre ensuite a une procédure d’estimation de densité par noyau. Les maxima
communs donneront alors lieu a des pics dans la densité ainsi estimée. Ici, les fonc-
tions & — W (f)(x) peuvent étre vues comme un ensemble de courbes indexées par
un parametre d’échelle s. Ainsi, nous pouvons essayer d’adapter la méthodologie
suggérée par Kneip et Gasser [39] pour calculer une “densité” dont les maxima
locaux seront localisés au niveau des landmarks de f.

Proposition 3.4 Soit f € L*(R) et ¥(u) = (—1)”"‘12%") une ondelette causale a
support compact égal a [—C;C]. Supposons qu’il existe q lignes de mazima d’on-
delettes m;(s) qui convergent respectivement vers x; € Rji = 1,... ,q et p lignes
de zero-crossings zi(s) qui convergent vers y; € Rt = 1,... ,p quand s tend vers
zéro (notons qu’il peut y avoir x; = x; ou y; = y; pour i # j). De plus, supposons
qu’il existe une constante C' telle que |x; —m;(s)] < C's et |y; — z;(s)| < C's avec
0 < C" < C. Pourx € R, définissons l'intensité structurelle des mazima d’ondelettes
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Gm(x) et Uintensité structurelle des zero-crossings G,(x) comme :

Go(z) = — Z/OS"” L=l g

M,, — S S
1 & (51, x— z(s)
Gz - _8 d )
@ = 3> [ s

=1

ot [0, $pm,;] est le support de la ligne de mazima d’ondelettes m;(.), [0,s,,] est le
support de la ligne de zero-crossings z;(.), M,, et M, sont des constantes de nor-
malisation choisies de sorte que G, et G, soient des densités de probabilités. Soit

{:E*{, . ,x}} I’ensemble des points distincts ;1 =1,... ,q et {yi‘, . ,y;*} l’ensem-
ble des points distincts y;, 1 = 1,... ,p. Alors, G, et G, sont intégrables sur R, con-
tiniment différentiables sur R\ {7, ... x5} et R\ {yf,... ,y5.} respectivement, et
telles que :

- Gp(z) = 400 quand x — xfi=1,... ,q¢".

- G () = 400 quand x — yF,i=1,... ,p*

Preuve. Soit f € L*(R) satisfaisant les hypotheses ci-dessus. Définissons :

Smi 1 _ i )
Gm, (T) = / —Q(x—m(S))ds pour z € Ret 1 <i<gq.
0o S s

Soit 2 € R\ {2;} et définissons s, = =2 Etant donné que |z; —m;(s)| < C's, nous

2C
2=l > ¢ pour tout s < s, ce qui implique que :

o) = [ o=,

avons que

S S

T

sm; |
(o) < 6l [ s

x

) < 10l (108 () e (271 ).

Maintenant, définissons @, = minse[o’smi]{mi(s)—C’s} et Tmaz = ma:cse[o,smi}{mi(s)+
C's} et remarquons que pour & € [Tmin, Tmaz), gm; (z) = 0. Puisque = — log(|x — x;|)
est intégrable sur [Zmin, Tmaz|, les inégalités ci-dessus montrent que g,,, est intégrable
sur R.

Soient a < m; et x €] — oo,al. Remarquons que 0 < s, < s, et que pour tout
5q < 5 < 8y, 9(%’(5)) = 0. Ainsi,

o) = [ o=y

S S

Notons que pour tout s € [s,, S, ], © +— %9(%’(5)) est continiment dérivable sur
| — 00, al. Puisque 0" est bornée sur R et étant donné que s — 8% est intégrable
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sur [Sq, Sm,], le théoreme de dérivation sous le signe somme implique que g,,, est

continiment dérivable sur | — 0o, a] et que :
Smi 1 x—my(s)
m, (T) _/ gel(fz)d&

Nous pouvons montrer de maniére similaire que g,,, est continiiment dérivable sur
la, +oo[ pour a > x;. Maintenant, puisque LT(S)‘ < " avec 0 < ' < C pour
tout s €]0, sp,], il existe une constante M > 0 telle que pour tout s €0, s,,],
9(%7”(8)) > M ce qui implique que s + %9(%’”(5)) n’est pas intégrable sur
[0, $pn,]. Puisque s, — 0 quand x — x;, nous obtenons finalement que g,,, (z) — +o00
quand r — x;.

Puisque G,,(z) = > 7 | gm,;(x), le résultat suit immédiatement et la preuve pour
G, (x) est identique. [J

La Proposition 3.4 montre qu’en pratique, les landmarks d’une fonction peuvent
étre obtenus a partir des positions des maxima locaux de G,,(x) et G,(z) pour
zr € R. Les Figures 3.4-3.5 illustrent la détection des landmarks du signal f; (voir
expression (3.3.10)) via les intensités structurelles de ces lignes de zero-crossings et
de maxima d’ondelettes pour une ondelette B-Spline d’ordre 4 avec r = 2 moments
nuls. Sur ces figures, il peut étre constaté que la hauteur d’'un maxima local de
Gm(z) (resp. G.(z)) est proportionnel au nombre et a la longueur des supports des
lignes de maxima d’ondelettes (resp. zero-crossings lines) qui convergent vers celui-
ci. Lorsque l'on considere I'intensité structurelle des maxima d’ondelettes, il peut
étre intéressant de distinguer les pics qui correspondent a des singularités d’un signal
f, de ceux qui sont dus a la présence d'un zéro dans la dérivée (r + 1)-eme de f.
Notons que dans la Proposition 3.8, nous montrerons que si m(s) est une ligne de
maxima d’ondelettes qui converge vers une singularité d’ordre «, alors il existe une
constante A > 0 telle que w — A quand s tend vers zéro, et remarquons
que si m(s) est une ligne de maxima d’ondelettes qui converge vers un point y; ol
f est localement C”, alors il existe une constante A > 0 telle que W — A.
Maintenant, définissons l'intensité structurelle suivante qui est une version pondérée
de celle suggérée dans la Proposition 3.4 :

G:I(aj) _ % Z/Osmi hzis)e(l' - mi<8))d$7

ou hi(s) = W D’apres les remarques précédentes, il suit que si m;(s) con-

verge vers une singularité de f alors, aux fines échelles, h;(s) se comporte comme
oa—Tr

s et si my(s) converge vers un zéro de f"+1 alors hy(s) est bornée. Dans la Figure
3.6b, les maxima d’ondelettes du signal :

fs(z) = 2sin(6mz) + 15|z — 0.4)*% — 15|z — 0.7]*”° 4 15|z — 0.2|*/%, pour z € [0,1],
(3.3.12)
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sont calculés pour une ondelette B-Spline d’ordre 4 avec r = 2 moments. Le signal
tracé dans la Figure 3.6a a 3 singularités aux points x = 0.2 , z = 0.4 et z = 0.7
d’ordre 4/5, 2/5 et 3/5 respectivement. Alors, pour l'intensité structurelle pondérée
G*,(x), les pics correspondant aux singularités du signal dominent les autres comme
ceci peut étre constaté sur la Figure 3.6d. Comme attendu, les hauteurs des pics sont
inversement proportionnelles a I'ordre des singularités. Les larges pics aux points
r =0 et x =1sont dus a la discontinuité du signal aux bornes de [0, 1] lorsque
celui-ci est rendu périodique pour calculer sa transformée en ondelettes. En pratique,
lorsque f est inconnue, nous estimons les fonctions h;(s) en replagant W(f)(m;(s))
par sa version bruitée (voir section 4.1.3.3 pour plus de détails).

Remarque 3.2 Lorsque l'on regarde les intensités structurelles données dans les
Figures 3.4-3.6, on pourrait se demander si les cusps qui correspondent aux limites
des lignes de zero-crossings ou de mazxima d’ondelettes sont les seuls maxima lo-
cauz de G,(z) et G, (). Le nombre de mazima locauz de ces intensités structurelles
dépend de la forme des lignes m(s) et z(s) dans le plan temps-échelle. Pour cer-
tains signauzx, de petits maxima locauxr de “faibles intensités” des fonctions G,(x)
ou G, () peuvent ne pas correspondre a la présence d’un landmark. Dans la Figure
3.7, les zero-crossings du signal f3 (voir expression (3.3.12)) sont tracés pour une
ondelette B-Spline d’ordre 4 avec r = 2 moments nuls. Dans la Figure 3.7c, il peut
étre alors constaté que [’intensité structurelle correspondante a un petit maxima,
plat, autour de x = 0.18 qui ne correspond pas a la limite de ['une des lignes de
zero-crossings de la Figure 3.7b.

Remarque 3.3 Dans ce chapitre, nous donnons uniquement des exemples de calcul
des intensités structurelles a partir d’ondelettes B-Splines. Toutefois, il est également
possible de calculer les lignes de maxima d’ondelettes et de zero-crossings a partir
d’une ondelette Gaussienne, et d’utiliser un noyau Gaussien pour calculer les inten-
sités structurelles correspondantes. Dans le chapitre 4, une étude numérique permet
de comparer la qualité de l’estimation des landmarks d’un signal a partir d’ondelettes
B-Splines ou Gaussiennes.

3.3 Modele de régression nonparamétrique et modele
de bruit blanc

Supposons que f soit observée selon un modele de bruit blanc :
Y (dx) = f(x)dx + 7B(dz), x € [0, 1], (3.3.13)

ou 7 est un parametre de bruit, f une fonction inconnue qui peut avoir des singu-
larités, et B un mouvement Brownien standard. Le modele de bruit blanc (3.3.13)
peut étre relié au modele de régression nonparamétrique suivant (voir Brown et Low

[11], Donoho et Johnstone ([32], [30]) :
yi = f(wi) + o6, i=1,...,n, (3.3.14)
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o o1 a.2 o3 o4 0.5 0.6 o.7 o8 X 1

Fi1ac. 3.4: (a) Signal f; (voir expression (3.3.10)). (b) Maxima d’ondelettes de la
transformée en ondelettes de f; calculés avec une ondelette B-Spline d’ordre 4 avec
deux moments nuls. (c) Intensité structurelle des maxima d’ondelettes.
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Hog2ls)

o o1 a.z .3 e .5 0.8 o7 o8 o9 1

o o 0.2 0.3 [ 0.5 0.6 [ d 0.8 =3 1

F1a. 3.5: (a) Signal f; (voir expression (3.3.10)). (b) Zeros-crossings de la trans-
formée en ondelettes de f; calculés avec une ondelette B-Spline d’ordre 4 avec deux
moments nuls. (c¢) Intensité structurelle des zero-crossings

70



i
/ ==
\
7
NG
/—\,::
< —
[\

2
ofn
| |
Il
B |i | | f I', |
i IR i1 g 2} fi
alb I| | il . [ [ |
Yool 0 . fl i |
o | [ | Py |
= {1 il PR H Iy |
\ { A / \ I { i, il I Ir
W |
U T A [ L/ o
/ h VA |
o8 v h, Y ! | /A
N ", ! S Y o
. T )
@ r{] o 0.2 o3 [== os 0.6 o7 o8 oo
(c)
20
25 |
b 1
o} i
i |
s} |
\ ,
1 I
b A
N W N AN
3 G ) CE) 5 oE e el oa EX)

Fia. 3.6: (a) Signal f3 (voir expression (3.3.12)). (b) Maxima d’ondelettes de la
transformée en ondelettes de f3 calculés avec une ondelette B-Spline d’ordre 4
avec deux moments nuls. (c¢) Intensité structurelle non pondérée des maxima d’on-
delettes (d) Intensité structurelle des maxima d’ondelettes pondérée avec les fonc-

tions h;(s) = W
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F1c. 3.7: (a) Signal f3 (voir expression (3.3.12)). (b) Zeros-crossings de la trans-
formée en ondelettes de f3 calculés avec une ondelette B-Spline d’ordre 4 avec deux
moments nuls. (c¢) Intensité structurelle des zero-crossings
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ol z; = =, f est une fonctions inconnue, o est le niveau de bruit, et ¢; sont des
variables aléatoires i.i.d. de loi normale, de moyenne nulle et de variance 1. En effet,
définissons la fonction étagée f,, comme :

fn(x) = Z f(xi)]l{xi71§x<lz‘}7 VNS [07 1]7

i=1
le processus de régression {Y,,(x) : x € [0,1]} :
Y, (dz) = f.(z)dz + 7B(dzx), = € [0, 1].

(Y,,0) par (Y,0) o O consiste en un ensemble (qui peut étre large) de choix de
fonctions sur [0, 1]. Pour une classe © de fonctions qui vérifient :

1
sup || f — fall3 = o(>),
e n

Quand 7 = % Brown et Low [11] ont étudié le degré d’approximation des expériences

ils ont montré que les expériences (Y, 0) et (Y,0) sont asymptotiquement indis-
tinguables par n’importe quel test statistique, et que les résultats dans le modele
de bruit blanc (3.3.13) fournissent des résultats dans le modele de régression non-
paramétrique (3.3.14) et vice versa. Par exemple, dans le contexte de 'estimation
nonparamétrique fonctionnelle, nous avons que si [ est une fonction bornée et si f
est un estimateur mesurable, le risque dans le pire des cas, supg EI(||f — f||2) a la
méme limite asymptotique dans les deux expériences. En particulier, les problemes
(3.3.13) et (3.3.14) ont les mémes risques asymptotiques minimax et un estimateur
bon dans un modele est encore bon dans I’autre. Donoho et Johnstone [30] ont établi
des résultats similaires pour le risque non-bornée E(||f — f||2) et plusieurs classes
de fonctions © en utilisant des estimateurs a base d’ondelettes. Cependant, leur ap-
proche pour montrer ces résultats est différente de la méthodologie suivie par Brown
et Low [11]. Elle est basée sur une définition précise d'une transformée en ondelettes
empirique et sur des bornes de 'écart entre les coefficients d’ondelettes empiriques
et les coefficients d’ondelettes théoriques. Nous pensons que pour le probleme de la
détection de landmarks, il serait possible de comparer des résultats de minimalité
asymptotique entre les modeles de bruit blanc et de régression nonparamétrique en
suivant les idées de Donoho et Johnstone [30].

Supposons que nous travaillons avec une ondelette ¢ qui est la dérivée d’ordre r
d’une fonction régulicre i.e. ¢ = (—1)"0") avec fj;o O(u)du # 0 et que f € L*([0,1])
est observée selon un modele de bruit blanc (3.3.13). Si nous modifions une fonction
qui appartient & L?(R) en la multipliant par la fonction indicatrice de [0, 1], nous
ne modifions pas sa régularité et ses landmarks sur |0, 1[. Nous supposerons donc
que f(z) =0 pour = ¢ [0, 1]. La transformée en ondelettes de f a 1’échelle s > 0 est
alors égale a :

+oo

W) = [ f@itu=o)du = [ Flu. (o= a)dn, por € 0,1]

—00
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Notons qu’en prenant f(z) = 0 pour x ¢ [0, 1], nous introduisons généralement
deux discontinuités aux points x = 0 et x = 1 ce qui génere des lignes de maxima
d’ondelettes qui convergent vers 0 et 1. Cependant, ceci n’affecte pas la procédure
d’estimation, puisque nous souhaitons uniquement détecter les landmarks de f qui
sont inclus dans |0, 1[. Dans tout ce chapitre, nous supposerons que nous travaillons
avec un espace probabilisé complet (2, A, P), que B est un mouvement Brownien
standard sur R (i.e. avec B(0) = 0) et que nous avons choisi une version de B avec
des réalisations continues. La transformée en ondelettes du bruit blanc B(du) est
alors définie comme :

“+00

Wy(B)(x) = s(u — z)B(du), pour x € [0, 1].

—00

A une échelle donnée s, {W,(B)(x); z € [0, 1]} est un processus Gaussien stationnaire
de moyenne nulle et de fonction de covariance :

EW.B)@WuB)w) = [  tulu—a)bs(u—y)du,  (3.3.15)

Var (W4(B)(x)) = /_+<>O {g(u— )} du = 1. (3.3.16)

o0

Dans ce qui suit, le parametre de bruit 7 (voir le modele de bruit blanc (3.3.13))
sera remplacé par % Les résultats asymptotiques seront établis pour n — oco. La
transformée continue en ondelettes de Y est alors égale a :

+oo o

Wen(Y)(2) = bs(u = 2)Y (du) = Wi(f)(x) + %WS(B)(@ (3.3.17)

—00

La proposition suivante étudie le comportement des lignes de zero-crossings et de
maxima d’ondelettes du processus W, (Y')(z) quand f est continue par morceaux.

Proposition 3.5 Supposons que f € L*([0,1]) est continue par morceauz sur [0, 1]
et observée selon un modéle de bruit blanc (3.3.13). Supposons de plus que l’'ondelette
Y = (=1)70") est causale. Alors, pour tout n € N, les lignes de mazima d’ondelettes
et de zero-crossings du processus Wy ,(Y)(x) sont presque surement jamais inter-
rompues quand [’échelle diminue et peuvent étre considérées comme des fonctions
continues du parameétre d’échelle s.

Preuve. Tout d’abord, supposons que v, est a support compact, alors une
intégration par partie donne :

“+oo “+o0

Wy(B)(x) = VYs(u —z)B(du) = — / %zbg(u — x)B(u)du, (3.3.18)

—0o0 —0o0

ou ¢Yi(u) = (—1)’”\%6’(”1)(%). Maintenant, si ¢ n’est pas a support compact, nous
pouvons montrer que I’équation (3.3.18) est toujours vraie en tronquant 1'ondelette
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1. Pour étre plus précis, soit p € CH(R) tel que p(x) = 1si |z| < 1, p(z) = 0 si
7] > 2 et 0 < p<1. Pour j €N, solent p; = p(%), 15 = pjibs et :

W (B)(z) = h Vs j(u — x)B(du).

— 00

Notons que pour un u € R fixé, |15 ;(u — ) — ¥s(u — )| — 0 quand j — oo et que
Vs j(u — x) — s(u — x)| < 205(u — x). Ainsi, puisque ¢ € L*(R), le théoreme de
converge dominé de Lebesgue implique que pour j — oo :

E (W,,(B)(x) — Wa(B)())?) = / " (Wt — @) — (1 — ))du — O,

Puisque, 1, ; est a support compact, W ;(B =— eroo (u — x)B(u)du, ou :

ULy(u = 2) = ~pyn = 2l = )+ gl — 2w~ ),

et pi(u) = %p’(%) Puisque p}(u) = 0 pour |u| < j nous avons que pour un u € R
fixé, | ;(u—x)— %¢;(u—x)| — 0 quand j — oo. Notons que d’apres nos hypotheses
surp, il existe une constante M telle que pour tout j € N*, p’ < M et p; < M. Ainsi,
pour tout j € N*, ¢, (u—x) =2, (u—z)| < 2M (1) (u—2z)+1s(u—x)). Parlaloi du

logarithme itéré, nous avons qu’il existe un sous-ensemble Qy C €2 tel que P(y) = 1
|B(w,u)|
2ulogy (u)

rapide, nous obtenons que pour tout w € Qy, u— (¢ (u — z) + Ys(u — z)) B(w, u)

est intégrable sur R. Donc, d’apres le théoreme de convergence dominé de Lebesgue,

il suit que pour tout w € € :

et pour tout w € €, lim, . = 1. Puisque ¢ et ¢/ sont a décroissance

+Ool

W, (B)(w,z) — —/ —@/} (u—z)B(w, u)du.

—00

Finalement, nous avons montré que, E (W, ;(B)(z) — Wy (B)(z))?) — 0 et que
W ;(B)(x) converge presque sﬁrement vers — f+°° LY (u—x)B(u)du quand j — oo,
ce qui implique que W(B =— /0 oo 11p’ — x)B(u)du et prouve que ’équation
(3.3.18) est également vraie quand 1 n’est pas a support compact.

Ainsi, pour tout w € )y nous avons que :
W, 1 "
S(B)(W,ZL’) = _;% * B(wa )(ZE)

avec | (u) = sV (—L). Soit a1,... , x4 €]0,1] les points de discontinuités de f.
Soit F' une primitive de f définie sur les points de ]0,1[ ou f est continue et telle
que F(u) = 0 pour u ¢]0,1[. Notons que F' est également discontinue aux points
T1,... x4 Soit f(u) = FW(u) une dérivée de F prise au sens des distributions.
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Etant donné que f et f sont égales presque partout et que ¥ est a décroissance
rapide :

W) (@) = W(Pa) = [ O () (u — )du = — / " Plup(u — z)du.

e e} S o0
Ainsi pour tout w € Q,

Won ) = = [ (00 + =Bl )i — )i}

S o

Notons que pour presque tout w € Qp, u — F(u) + \/LEB (w,u) est une distribu-
tion tempérée. Puisque 1) = (—1)"0() est causale, ¢’ est également causale. Notons
que la transformée en ondelettes peut étre facilement étendue aux cas des distribu-
tions tempérées (i.e. a des fonctions généralisées). Ainsi, en étendant la notion de
causalité pour f € S(R) et en répétant les preuves du Théoreme 3.4, nous obtenons
que pour tout w € p, les lignes de maxima d’ondelettes et de zero-crossings de
Wen(Y)(w, ) sont des fonctions continues qui ne sont jamais interrompues quand
I’échelle diminue. [J

Dans les sections suivantes, nous supposerons que l'ondelette i est causale et
qu’elle est la dérivée d’ordre r d’une fonction réguliere.

3.4 Estimation des maxima d’ondelettes

Nous considérons le probleme de I'estimation des maxima d’ondelettes dans un
modele de bruit blanc. Nous supposons qu'un signal inconnu régulier, observé avec
du bruit, a une singularité d’ordre v au point xy € R, et nous voulons estimer la po-
sition et 'amplitude des maxima d’ondelettes correspondants a différentes échelles.

Soit m* un entier fixé strictement positif tel que » > m* + 1 ou r est le nombre
de moments nuls de l'ondelette 1. Soit 0 < a <r,0<a <b<1etzy € [a,b]. Nous
supposons que f vérifie les hypotheses suivantes :

Hypotheése 3.1 [ est r fois continiment dérivable pour tout x € [0,1], z # x.
Hypothese 3.2 f a une singularité d’ordre o au point xg.

Dans cette section, nous supposerons que ’ondelette 1) est a support compact
égal a [—C, C]. Soit Vs = [xg — sC,xg + sC] pour une échelle donné s > 0. Alors,
les Hypotheses 3.1 et 3.2 impliquent des propriétés spécifiques de décroissance de
I'amplitude de la transformée en ondelettes a l'extérieur et a l'intérieur du cone
d’influence de xg :

Proposition 3.6 Supposons qu’une fonction f € L*([0,1]) satisfasse les Hypothéses
3.1 et 3.2. Alors, il existe une constante Ay > 0 telle que pour tout s > 0 et tout
¢V

Wa(F)()] < Ars™ 12
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Preuve. Soit € > 0. Puisque f est r fois continiment dérivable sur [0, 1] \ {zo},
elle est uniformément Lipschitzienne d’ordre r sur [0,y — €] avec une constante
Lipschitzienne qui est indépendante de e. Alors, d’apres le Théoreme 3.1 nous
avons qu'il existe une constante A; > 0 (indépendante de €) telle que pour tout
(7,5) € [0,20— €] x RY, [W(f)(z)| < A1s™+1/2. Soit s > 0 et ¢ V,. Supposons que
x < 1. Pour ¢ suffisamment petit, 2 € [0, 9 — €] et alors [W,(f)(x)] < A;s™/2. La
preuve est identique pour x > xq. [J

La proposition suivante est similaire au Corollaire 1 de Jaffard [48].

Proposition 3.7 Supposons qu’une fonction f € L*([0,1]) satisfasse les Hypothéses
3.1 et 3.2. Alors, il existe une constante Ay > 0 et une suite (z,, s,) — (z0,0), telles
que T, € Vs, et :

W, () ()]
Jm e = A
Sp

Nous appellerons une telle suite (x,,s,) une suite minimisante pour f au point x.

Preuve. Puisque la régularité Lipchitzienne de f au point xg est « , il existe une
constante Ay > 0 telle que pour tout s > 0 et tout x € Vi, [Wi(f)(z)| < Agstl/?
(voir Théoreme 3.2). Soit € > 0 et supposons qu’il existe une échelle s, > 0
telle que pour tout s < s, et tout = € Vi, [W,(f)(x)] < Aps®TH1/2. La condi-
tion (3.3.9) du Théoréme 3.2 est donc satisfaite a U'intérieur du coéne d’influence
de xg. D’apres la Proposition 3.6, nous avons qu’il existe une constante A; > 0
telle que pour tout s > 0 et tout = ¢ V, [W,(f)(z)] < A;s™2 ce qui im-
plique qu’il existe une constante A’ > 0 telle que pour tout s > 0 et tout = ¢ V,
(W,(f)(z)] < Alst—amerl/20gate < Algm=a=+1/2|p — gq|oFe. Alors, si e est suffisam-
ment petit, la condition (3.3.9) du Théoreme 3.2 est donc aussi satisfaite a I'extérieur
du cone d’influence de g, ce qui implique que f est ponctuellement Lipschitzienne
d’ordre av+€ > o au point z( (notons que € peut étre choisi de sorte que a+ € ne soit
pas un entier) et contredit le fait que la régularité Lipschitzienne de f au point x
est a. Ainsi, pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe nécessairement une suite
(8p,xp) — (0,20) avec x, € V,, telle que |W, (f)(x,)] > Agso T2 et donc nous

obtenons que Ass), < %ffg”)‘ < A,. Notons que s, peut étre choisie de sorte que
Sp

s, < € et donc en laissant € converger vers zéro, nous obtenons que nous pouvons
construire une suite (z,, s,) — (2o, 0), telle que x, € V; et lim,_., % = A,.
p

O

Proposition 3.8 Supposons qu’une fonction f € L?([0,1]) satisfasse les Hypothéses
3.1 et 3.2. Alors, il existe une constante Ay > 0 et une ligne de maxima d’ondelettes
m(s) qui converge vers xq telle que :

TRLLECRICIC)

s—0 Sa+1/2
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Preuve. Etant donné que f vérifie les Hypotheses 3.1 et 3.2, la Proposition 3.3
implique qu’il existe une ligne de maxima d’ondelettes m(s) qui converge vers x
et appartient a Vi. Soit g(s) = w pour s > 0. Puisque 'ondelette 1 est
causale, le Théoreme 3.4 montre que m(.) est C! pour tout s > 0 suffisamment petit.
Notons que le long d'une ligne de maxima d’ondelettes qui converge vers une singu-
larité isolée, W(f)(m(s)) a un signe constant pour tout s dans le support de m(s).
Dong, si I'on suppose que W(f)(m(s)) > 0, nous obtenons que g(s) = W
est C! pour s > 0 suffisamment petit. Alors, puisque Wy(f)(m(s)) est un maxi-
mum local de = +— W,(f)(z), nous obtenons que ¢'(s) = —(a + 1)% est
négatif pour tout s > 0 suffisamment petit. Ainsi, g est une fonction strictement
décroissante pour s > 0 suffisamment petit. D’apres la Proposition 3.7, nous avons
immédiatement qu’il existe une suite s, — 0 et une constante Ay > 0 telles que
lim,_. g(sp) = Az. Puisque g est une fonction continue et strictement décroissante
pour s > 0 petit, nous avons nécessairement que limg_,o g(s) = As. La preuve est

similaire si nous supposons que Wy(f)(m(s)) < 0.0

La section suivante montre que les Propositions 3.6 et 3.8 peuvent étre utilisées
pour construire une procédure de seuillage pour détecter les maxima d’ondelettes
créés par la singularité au point zy quand la fonction f est observée avec du bruit.

3.4.1 Détection des maxima d’ondelettes

Nous voulons estimer la position et 'amplitude des maxima d’ondelettes qui
correspondent a la singularité d’ordre « de la fonction f au point xy. Dans ce but,
nous allons montrer qu’il existe une échelle grossiere s, et une échelle plus fine s+
telles que :

— pour s, > S > S,+, les maxima d’ondelettes de |W,(f)(z)| créés par la singu-
larité au point zy dominent les maxima d’ondelettes de ﬁ|WS(B)(x)|

= pour § < sar, [Wp(Y)(2)] est dominé par =|W,(B)(z)|

— I’échelle grossiere s, est choisie de sorte que les maxima d’ondelettes qui cor-
respondent a la singularité au point zy dominent les maxima d’ondelettes qui
peuvent étre localisés dans les régions “régulieres” du signal f.

Une fois que les niveaux s, et s,« ont été choisis, la position et I'amplitude
des maxima d’ondelettes dus aux singularités du signal f peuvent étre détectés en
examinant les maxima de {|W; ,(Y)(x)|;z € [0, 1]} qui sont plus grands qu’un seuil
bien choisi pour s, > s > s,+.

3.4.1.1 Choisir un seuil

La premiere étape de notre procédure d’estimation est le choix d'un seuil \ tel
que les maxima d’ondelettes créés par la fonction f puissent étre distingués de ceux
créés par les fluctuations du bruit. Rappelons que 'ondelette ¢ a un support com-
pact égal a [—C,C], et que V; = [z9g — Cs,xg + Cs] pour s > 0 définit le cone
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d’influence de la singularité au point xg.

Notre idée est de sélectionner une échelle grossiere s, ou les amplitudes de
|[Ws(f)(z)| et %|WS(B)(x)| sont équilibrées si x ¢ Vi, et une échelle plus fine
Sq+ telle que pour s, > s > s,+, les maxima d’ondelettes de |W,(f)(x)| qui sont
localisés dans V; dominent %|WS(B)(x)| Puisque {W(B)(z);x € R} est un pro-
cessus Gaussien dont la variance est égale a un, I'ordre d’amplitude du bruit a une
échelle donné s est approximativement égal a \/Lﬁ Rappelons que d’apres la Propo-
sition 3.6, si x ¢ V; alors |[W,(f)(z)] < A;s™/2. Ainsi, une idée naturelle est de
définir s, comme la solution de 1’équation s t2 = on—s pour un n € N* fixé. Dans
cette section, nous supposerons que 'ordre de la singularité au point zy est connu,
de sorte que nous puissions définir s, et s, comme les solutions des équations
set2 = on=3 et s2TY2 = s22¢, \ flog(n) pour n € N* donné, olt ¢, — 0o avec
cn = o((log(n))"?) (i.e. ¢, — oo avec une vitesse arbitrairement petite). De plus,
puisque nous voulons détecter les maxima en module pour s, > s > s,+ nous devons
garantir que s, > So+ ce qui sera supporté par ’hypothese suivante, qui implique
que — log(sa+) + log(s,) — oo quand n — oo :

2a+1

Hypotheése 3.3 2 log(n) = o(n'~ 2+1).

Dans les propositions suivantes, nous allons montrer qu’il est possible de dis-
tinguer les maxima d’ondelettes créés par la singularité au point xy de celles créés
par les fluctuations du bruit pour s, > s > s,+. Cependant, en pratique, « est in-
connu, et une procédure pour estimer 1’échelle s, est donc proposée dans la section
3.4.1.2.

Proposition 3.9 Soit f € L?([0,1]) satisfaisant les hypothéses 3.1 et 3.2, alors :

— il existe une constante Ay > 0 telle que pour tout s < s, et tout x ¢ Vj :

o

(W)@ < Al\/ﬁ

pour n € N*,

— il existe une constante As > 0 et une ligne de mazima d’ondelettes m(s) qui
converge vers T telles que pour s, > s > Sy :

[Ws(f)(m(s))| > A3%Cn log(n) pour tout n € N* suffisamment large.

Vn

Preuve. Pour s < s,, nous avons que s’ /2 < sr/2 Alors, d’apres la Proposi-
tion 3.6 et la définition de s,, nous avons immédiatement qu’il existe une constante
A, telle que la premiere partie de la proposition soit vraie. D’apres la Proposition
3.8, nous avons qu’il existe une constante A, et une ligne de maxima d’ondelettes
m(s) € Vi qui converge vers x, telle que :

TRLLCERICIC)]

s—0 Sa+1/2
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Notons que, pour n — 00, So+ — 0, s, — 0 et sous 'Hypothese 3.3 so+ < s,.
Ainsi, pour tout n suffisamment large, il existe une constante Az > 0 telle que pour
Sp > 5 > Sae, |Wi(f)(m(s))| > Asgset/? > ASSZ;HM, et la seconde partie de la
proposition dérive alors de la définition de s,«. [J

Considérons la relation (3.3.17), ou |[W,(f)(x)| est observée avec du bruit. La
Proposition 3.9 peut étre utilisée pour distinguer les maxima d’ondelettes créés par
la singularité au point xg, de ceux créés par les fluctuations du bruit. Dans ce but,
nous allons avoir besoin du lemme suivant qui donne la distribution asymptotique
des maxima en module de la transformée en ondelettes continue d’un mouvement
Brownien quand 1’échelle s tend vers zéro :

Lemme 3.1 Rappelons que Wy(B)(z) = fj;o Ys(u — z)B(du) ou B est un mouve-
ment Brownien standard. Soit M, = maxX,e(o,1] |Ws(B)(x)|. Alors, quand s — 0 :

[y
27

P 2| log(s)| M, — 2|log(s)| — log <t| — exp(—2e7).

(3.3.19)

Preuve. Ce lemme est basé sur les Théoreme 8.2.7. et Théoreme 1.8.3 du livre
de Leadbetter et. al.. Le lemme suivant est une conséquence immédiate de ces deux
théoremes :

Lemme 3.2 Soit {£(t);t > 0} un processus stationnaire normal standardisé dont
la fonction de covariance r(T) vérifie :
/\27'2

r(r)=1- 5

+ o(7?), quand T — 0,

ol Ay est un réel fini. Soit M(T) = max;co. |£(t)], alors quand T — oo :

1/2
P ( 2log(T)M(T) — 2log(T) — log </\22—7r) < t) — exp(—2e").

Par la propriété d’auto-similarité du mouvement Brownien :

+oo “+oo

Loi (WS(B)(:E) =/ ws(u—m)B(du)> :Loi( » ¢(u—s—1x)3(du)).
(3.3.20)

Soit {Z(y) = fj;o Y(u —y)B(du);y > 0}. L’équation (3.3.20) prouve que :

Loi(My) = Loi( max_|Z(y)]).

y€[0,571]
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Notons que Z est un processus stationnaire normal standardisé dont la fonction de
covariance vérifie :

—+o00

rz(z,y) = E(Z(2)Z(y)) = (u— (z — y))(u)du.

—00

Par un développement de Taylor au voisinage de u et d’apres les hypotheses de
régularité sur 1, nous obtenons que si x et y sont suffisamment proches :

+00 Foo
raey) = [ @Y= @y [ v
LT ) + of @ — )

2

Ensuite, une intégration par parties montre que :

W adu = o,
+oo - 400
| vwsd = [ )
Alinsi,
oo () V2 du
rz(z,y)=1- Jo {1/}2( )} (x —y)?+o((z —y)?).

Alors, I'équation (3.3.19) est une conséquence directe du Lemme 3.2 et I'expression
de rz(z,y) donnée ci-dessus. [

\ = o4/ 2log(nlog(n))
o vn

seuil peut étre utilisé pour controler 'amplitude de |W,,(Y)(x)| & l'extérieur et
I'intérieur du cone d’influence de la singularité au point xg :

Définissons le seuil : . La proposition suivante prouve que ce
Proposition 3.10 Soit V; = [xg — Cs,xo + Cs], alors pour tout s, > s > % :

P(H;E%/XHWSH(Y)(:EN} <)) — 1, quand n — oc.

Soit kg le nombre de maxima d’ondelettes localisés dans Vi qui sont tels que :
(Wo(f)(msi)| > Azs®tV2 i =1,... |k, ot Az est la constante positive définie dans
la Proposition 3.9, et ou les ms,; dénotent les positions des maxima d’ondelettes a
I’échelle s > 0. Alors, pour s, > 8 > Sq+ :

P (|Wsn(Y)(mss)| > X) — 1, quand n — oo, pouri=1,... ks.

Preuve. Par inégalité triangulaire, nous avons |W, ,,(Y)(z)| > X\ = on~Y2|W,(B)(x)| >
A — [Wi(f)(z)|. D’apres la Proposition 3.9, nous avons qu’il existe une constante
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Ay > 0 telle que pour s < s, maxggy, |Ws(f)(z)] < Alﬁ. Ainsi, il suit que pour
s <s,

Pmax |[Won(Y)(@)| 2 3) < P(max|Wi(B)(x)| > v/2log(nlog(n)) - 41)
< P(M, >T,),

ot M,, = \/2[log(s)| max,gv, |W;(B)(z)|—2|log(s)|— K, T, b V2| log(s)|21og(n log(n))—
+o0 (a2 2
2 Tog(s)] - 2/log(s)] — K, et K = log (Umw; 2] )

™

log(lo log(n .
Notons que T, = 2|log(s)] <\/W —1- \/2‘?(;(8)‘ — 21012(5)|)‘ Puisque

1
% < s < s, = (0?/n)7+1, ceci implique que L

1 1 <
log(n) [log(s)] — (2r+1)~!(log(n)—2log(c))"

log(l log(log(n)) +log(n) e+
Dong, 4/ celos(n) Og 1 \/ og(log(n)) Hog(n) — Ensuite, puisque
log(n 1< |lo S)I =\ @r+1)-ra—2iela)- » Pusq

<

log(n)

2r+1)"1(1- 2}22& g) < 1, nous avons \/W > 1 ce qui implique que T,, —

0o. Ainsi, pour n suffisamment large, le lemme 3.1 implique que P (Mn > Tn> =

1 —exp (—2e*T") — 0 ce qui prouve la premiere partie de la proposition.

Maintenant, d’apres la Proposition 3.9, nous avons qu’il existe une constante
A3z > 0 telle que pour s, > s > s,.+ il y a au moins un maxima d’ondelette
m(s) € Vi tel que |[Wi(f)(m(s))| > Azs®t1/2 > Az Z=cay/log(n) pour tout n € N*
suffisamment large. Par inégalités triangulaires, nous avons que |W,(Y)(ms)| <
A= on VW (B)(ms)| > [Wy(f)(ms)| — A. Ainsi, pour s, > s > s,

P ([Wen(Y)(ms)| <A) < P (on™ 2|Wa(B)(ms)| = [Wi(f )(ms)! - )

< P <|WS( )(my)| > Ascn/log(n) — K+/2log(nlog(n ))>

< 2-28(T,), ol

T, = Ascpy/log(n) — K\/2log(nlog(n)) et ® est la fonction de répartition de la loi
N(0,1) (loi normale standard). Puisque T, = y/log(n) <A30n K2 log(log ) 1),

log(n
nous avons 7, — 0o et donc 2 — 2¢ (T,,) — 0. La preuve est similaire pour ms,z,i =

k. O

3.4.1.2 Estimation des maxima d’ondelettes quand a est inconnu

La Proposition 3.9 conduit a une procédure tres simple d’estimation de la position
des maxima d’ondelettes qui correspondent a une singularité aux échelles s, > s >
sq+. Cependant, en pratique, le parametre a est inconnu, et donc le niveau s,« doit
étre estimé. Soit 3.+ le niveau de résolution le plus fin ot max,cp 1) |[Wen(Y) ()]
dépasse le seuil A\. La proposition suivante montre que .+ se trouve entre s,« et s, :
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Proposition 3.11 Quand n — oo,
P(8q+ > 8o > S0) — 1,

1
i.e. P (|§a | < (%cn log(n)) HM) — 1.

Preuve. D’apres la définition de s,+ et la Proposition 3.10, nous avons immédiatement
que P(sq+ > §4+) — 1. Si nous répétons la preuve des Proposition 3.9 et 3.10 pour
« au lieu de r, nous obtenons que :

P( max max |W,,(Y)(z)] <A — 1,

sa>s>— T€Vs
ce qui termine la preuve. []

Une fois que le niveau s+ a été estimé, une procédure tres simple peut étre utilisée
pour estimer la position des maxima en module. Remarquons que I’'Hypothese 3.3
implique que sq+ < ;. Ainsi, pour s, > § > 84+, nous pouvons définir 11, ... , M j
comme les positions des plus grands maxima de |W;,,(Y')(x)| qui dépassent le seuil A
a un niveau de résolution donné s (avec |[Ws,(Y)(Ms1)] > ... = [Wsn(Y) (g 1))

3.4.2 Plusieurs singularités

Rappelons que I'ondelette 1 a r moments nuls avec » > m*+1 ol m* est un entier
fixé. Supposons que la fonction f a ¢ singularités d’ordre o; aux points z; < ... < z,
ou ¢ est un entier fini. En d’autres termes, f est maintenant supposée vérifier les
hypotheses suivantes :

Hypothése 3.4 Il existe ¢ points ©1 < ... < x4 € [a,b], avec 0 < a < b < 1, ou
la régularité Lipschitzienne de f est respectivement o, ... ,o,. Nous supposerons
que Tiv1 —x; > K, 1 = 1,...,g—1 ou k > 0 est une constante inconnue. Nous
imposerons également que Qmax < M* 4+ 1 <7, 0U Qppax = max{ay;i =1,...,q}.

Hypotheése 3.5 f estr fois continiment dérivable auz points x € [0, 1]\{z1,... , x4}

Comme dans la section 3.4.1.1, nous définissons s, et s,, comme les solutions

r+1/2 _1 @i +1/2

des équations sy =on"2 et sq = on"3 pour n € Net:=1,...,q. Nous

définissons également s+ comme la solutlon de I'équation s, oi+1/2 sgﬁﬂ/ ch log(n),

oil ¢, — 00 et ¢, = o((log(n))"/?). Rappelons que londelette 1 est a support com-
pact égal a [—C,C] et soit Vi, = [x; — Cs,x; + Cs],i = 1,...,¢ pour un niveau
de résolution donné s > 0. Nous imposerons également que s,, < s, ce qui sera
supporté par I’hypothese suivante :

Hypothese 3.6 2 log(n) = 0(n1* 2ot

).
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Soit sg ’échelle la moins petite telle que k > 4C'sy. Alors, pour s < sg et tout
(w,y) € Vo, xVy,, 5i=1,...,q, les supports de 1,(.—x) et ¢s(. —y) sont disjoints, ce
qui implique que W ,,(Y)(x) et W,,(Y')(y) sont des variables indépendantes. Notons
que pour n suffisamment large, s, < so. Ainsi, pour s < s, et n suffisamment large,
les maxima d’ondelettes localisés dans V;, et les maxima d’ondelettes localisés dans
Vi, (pour i # i) sont indépendants. Donc, nous pouvons directement utiliser les
résultats de la section 3.4.1 (quand la fonction f a seulement une singularité d’ordre
a) pour estimer les positions des maxima d’ondelettes dus aux ¢ singularité d’ordre
a1 = 1,...,q. En particulier, d’apres les Proposition 3.9 et 3.10, nous pouvons
dériver la proposition suivante :

Proposition 3.12 Soit V;, = [x; — Cs,z; + Cs|, alors pour tout s, > s >

3=

P( ¢Vmax {IWsn(Y)(2)|} < A) — 1, quand n — oo.
x¢Vs,,i=1,... ¢

Soit ks, le nombre de maxima d’ondelettes localisés dans Vi, qui sont tels qu’il existe

une constante positive Ay, telle que |Ws(f)(ms,ji)| > Ays®@ 2 5 =1,... q, ot les
ms ;i dénotent les positions des mazima d’ondelettes dans Vs, a l’échelle s > 0 pour
J=1,... ks Alors, pour s, > s> sar,i=1,...,q :

P ([Wsn(Y)(msji)| > A) — 1, quand n — oo, pourj =1,... k.

En pratique, les ordres des singularités de la fonction f sont inconnus et les

niveaux s+ doivent étre estimés. Soient amim = min{a;;i = 1,...,q}. Alors, de

facon similaire au cas ou f a seulement une singularité, la procédure d’estimation

suivante peut étre utilisée pour estimer les niveaux s, . et les maxima d’ondelettes
quand la fonction f a plusieurs singularités :

— définissons 8.+ comme le niveau de résolution le plus fin ot max,cjo,1) [Wsn(Y)(2)]
dépasse le seuil A

— pour s, > § > éafm-n? nous définissons les estimateurs des maxima d’ondelettes
de f comme les positions des maxima de |W;,,(Y')(x)| qui dépassent le seuil A
a un niveau de résolution donné s.

3.5 Estimation des zero-crossings

Nous proposons d’utiliser les zero-crossings de la transformée en ondelettes d’un
signal f pour localiser ses landmarks de type II (i.e. les points qui correspondent par
exemple a la position des extrema ou des points d’inflexion au voisinage desquels
une fonction est suffisamment réguliére, voir section 3.1). Dans la section 3.2.2, nous
avons expliqué que les zero-crossings de la transformée en ondelettes de f conver-
gent vers les positions des zéros de la dérivée d’ordre r de f, ou r est le nombre
de moments nuls de 'ondelette 1. Les positions des extrema de f peut donc étre
estimés en suivant la propagation le long des échelles des zéros de W,(f)(z) lorsque
I’on utilise une ondelette avec r = 1 moment nul. Dans les sections suivantes, une
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procédure de seuillage est proposée pour détecter les zero-crossings de la transformée
en ondelettes d’un signal observé avec du bruit, et les propriétés de convergence des
estimateurs sont étudiées.

Nous supposerons que nous travaillons avec une ondelette qui est causale, a
support compact avec r moments nuls, et qu’'une fonction inconnue f est observée
selon un modele de bruit blanc (3.3.13). La fonction f est supposée vérifier les
hypotheses suivantes :

Hypotheése 3.7 f est r+ 1 fois continument dérivable sur [0, 1].

Hypothese 3.8 f) a p zéros dans ]0,1] aux points yi, ... ,Yp qui sont tels que
fO(y) #£0,i=1,...,p, ot p>1 est un entier positif.

Alors, d’apres la Proposition 3.3, nous avons qu’il existe p lignes de zero-crossings
zi(s),1 = 1,...,p qui convergent respectivement vers les points yi, ... ,y, quand
I’échelle s — 0.

3.5.1 Détection des zero-crossing

L’approche que nous décrivons ici, pour détecter la présence d'un zéro dans
Wen(Y)(z), est basée sur les idées de Chaudhuri et Marron [20] qui ont développé
un outil tres simple appelé SiZer pour explorer les structures significatives d'un sig-
nal. Soit Hy™ 'hypothese nulle : Wi(f)(z) = 0 pour un z € [0, 1] fixé et une échelle
donnée s. Supposons quun test statistique basé sur les observations Wy, (Y)(z)
puisse étre effectué pour cette hypothese. Alors, si Hy™" est rejetée, nous avons
que W(f)(z) est significativement positif ou négatif selon le signe de W ,(Y)(z).
Chaque zero-crossing significatif de Wi(f)(x) a une échelle donnée s sera alors lo-
calisé entre une paire de points x1,22 € [0,1] tels que Hy™ et HJ™ seront re-
jetées, et Wi(f)(z1) et Wi(f)(z2) auront des signes opposés. Puisque {W, ,,(Y)(x) —
W(f)(z),z € [0,1]} est un processus Gaussien de moyenne nulle de variance o2 /n,
des tests asymptotiques pour la famille d’hypotheses {H;“|,x € [0,1]}, pour une
échelle fixé s > 0, peuvent facilement étre construits. La proposition suivante, qui
se focalise sur les performances de ce type de tests, est inspirée du Théoreme 4.1 de
Chaudhuri et Marron [20] :

Proposition 3.13 Soit ¢, = ﬁ(— log(—3 log(1 — a)) + 2log(n)+
og(n
VIS )y . . . ,
log(F—5——)) pour 0 < a < 1. Considérons le test statistique qui accepte I’hy-

pothese nulle Hy™ - W(f)(x) =0 si |[W,,(Y)(z)] < %q{‘_a et conclue que W,(f)(x)
est significativement positif ou négatif si Wsn(Y)(x) > %q?_a ou Wsn(Y)(x) <
—\/Lﬁq?_a respectivement. Alors :

— Soit s > % une échelle fizée. Alors, le niveau asymptotique simultané de ce test
pour l’ensemble de la famille d’hypothéses {Hy* |,z € [0,1]} est a. En d’autres
termes, si nous supposons que Wi(f)(x) =0 pour tout x € [0, 1], alors toutes
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les hypothéses nulles Hy" seront acceptées par le test avec une distribution
asymptotique d’au moins (1 —a) quand n — oo.

r+1/2
— Définissons s, comme la solution de lequatwn Sx /2 = %

o ((log(n))~/2). Alors, pour s, > s > L P(max,eo 1] [Ws(Y) ()| > \/—q?_a) <
a quand n — 0.
— Soit s une échelle fizé telle que s > s.. Alors, st Wy(f)(z) a ps zero-crossings
(i.e. ps changements de signes) le test détectera la présence de ces ps change-
ments de signes avec probabilité tendant vers 1 quand n — oo.

Preuve. Notons que d’apres le Lemme 3.1, P(max,¢jo,1) [Wn-1(B)(x)| < ¢_,) —
l—a quand n — oo, ou W,-1(B)(z) = fj:j p-1(u—z)B(du) et B est un mouvement
Brownien standard. Supposons que pour une échelle fixée s > % et tout x € [0, 1],
Wi(f)(x) = 0. Notons que dans ce cas P([W;n(Y)(2)] < a0 o) = P(IWs(B)(2)] <
q7_,)- Rappelons que par la propriété d’auto-similarité du mouvement Brownien :

+00 +oo
Loi (WS(B)(x) =/ s(u — x)B(du)) = Loi ( 3 (u— —) (du)) :
(3.3.21)
Donc, puisque % <mn,
PAW:(B)(@)l < gi-a) 2 P(max [W(B)(x)] < i)
> P(ms [Wor (B)(@)] < giy) — 1 - a, quand n — o,

ce qui prouve la premiere assertion de la proposition.
Soit s, > s > %, alors :

o
P W > —qr ) < W,
(s (W) 0)] 2 =) < Pl 7
Puisque f est r fois continument dérivable sur [0, 1], le Théoreme 3.1 implique qu’il
existe une constante A; telle que pour tout = € [0,1] et tout s > 0, |Ws(f)(z)] <
A;s"™/2. Ainsi, pour s, > s > L nous obtenons :

(B)(x)] > %q?a — [W(f)())).

P(mas Won(V)(@)] 2 —=dia) < Pl [Wi(B)(@)] 2 -, = Aib(n)
< P(max [W,1(B)()] > ¢i_, — Aib(n)).

z€(0,1]

IN

D’apres le Lemme 3.1, nous avons que pour n suffisamment large :
1
P(max (W, (B)(@)] 2 g1, — Ab(n)) = 1 exp{~2exp(log(— log(1 — a))
exp(A1y/2log(n)b(n))}
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Puisque b(n) = o ((log(n))'/?), exp(A1+/2log(n)b(n)) — 1, et donc

1 — exp(—2exp(log(—3 log(1 — a))) exp(A11/2log(n)b(n))) — a quand n — oo, ce
qui implique que pour s, > s > % :

P(max |[W,(Y)(x)| > iq?_a) < «, quand n — oo.

z€[0,1] —Vn

Prouvons maintenant la troisieme partie de la proposition. Soit s > s, une
échelle fixée. Supposons que W(f)(x) a ps zero-crossings aux points 0 < z,; <
. < zsp, < 1. Alors, il existe ps + 1 points 0 < 251 < ... < Tgp,41 < 1 tels
que 2z € [Tsi, Tsiv1] et sgn(Wi(f)(zs:)) = —sgn(Ws(f)(2s11)) # 0 pour i =

1,...,ps. Puisque Wy, (Y)(z) — Wi(f)(z)] < K~ [logls)l p.s. (voir Lemme 3.4), on

obtient que sgn(Ws (Y )(zs,)) = sgn(Ws(f)(2s;)) p-s. pour n suffisamment large.
Notons que %q?_a — 0 quand n — 0, ce qui implique pour n suffisamment large,

s3T5,

[Wen(Y)(2s0)| > F501—a p-s. Ainsi, pour n suffisamment large, les hypotheses H,
sont rejetées avec :

sgn(Won(Y)(@es)) = —sgn(Wun(Y)(@011)) p5-

ce qui termine la preuve. [J

Soit Spin 1’échelle la plus grossiere a partir de laquelle on souhaite estimer les
zero-crossings de Wy (f)(x). Une simple procédure de seuillage pour estimer les zero-
crossings de Wi(f)(z) peut maintenant étre dérivée de la Proposition 3.13. Pour
Smin = S > Sk, 801t {(Zs4,, Tsiy); 01,92 € N} la suite de points de |0, 1[x]0, 1] tels
que :

~ HIT et HY'2 sont rejetées.
— Wen(Y)(@s4,) et W, (Y)(Zs4,) ont des signes opposés.
— toutes les hypotheses Hy" pour &y, < & < Iy, sont acceptées.

Définissons Z, 1, ..., 255, comme les zero-crossings de Wi, (Y)(z) qui sont posi-
tionnés dans les intervalles |Z,,, Zs,,[. Dans les sections suivantes, la convergence
en probabilité et les distributions asymptotiques de ces estimateurs sont étudiées.
Cependant, le niveau s, est généralement inconnu et une procédure pour estimer les
zero-crossings en pratique est donc suggérée dans la section 3.7.1.

Remarque 3.4 Comme mentionné dans Chaudhuri et Marron [20], il serait raisonnable
de considérer différentes valeurs pour le seuil q7_,, adaptées a l’échelle s et d’effectuer

des tests séparés pour différents niveauz de lissage. Dans ce cas, [’on doit utiliser les
quantiles d’ordre (1 — o) de max,ejo1] |Ws(B)(x)| pour différents s > 0. Nous pen-
sons que les nombreuz tests statistiques suggérés par Chaudhuri et Marron [19] pour
détecter les zero-crossings significatifs de la dérivée de leur surface temps-échelle,
pourraient étre adaptés a notre probleme.
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3.5.2 Convergence en probabilité

Pour prouver la convergence en probabilité des estimateurs Zg1,... , 255, pour
Smin = S > S4, nous allons montrer que les positions des zéros du processus stochas-
tique W ,,(Y)(x) convergent p.s. vers les positions des zéros de la fonction Wi(f)(x)
quand n — oo et I’échelle s est fixée. Alors, la convergence en probabilité des esti-
mateurs Zg1,... , 2p, se déduit de la Proposition 3.13.

Pour prouver ce résultat, nous allons utiliser quelques propriétés des réalisations
du processus stochastique W ,,(Y)(x). Soit C*(]0,1]) 'ensemble de toutes les fonc-
tions continiment dérivables de [0, 1] dans R. Dans ce qui suit, C*([0, 1]) sera muni
de lanorme ||g||cc1 = Z;:o SUD;e(0,1] |g®)(t)| pour g € C*([0, 1]). Rappelons que nous
travaillons avec un espace probabilisé (€2, A, P) et que les réalisations du processus
B sont des fonctions continues sur R.

Lemme 3.3 Supposons que l'ondelette ) = (—1)7"0(’”) est a décroissance rapide.
Soit s une échelle fizée et n un entier positif fizé. Alors, pour presque tout w € 0,
2= Won(V)(w,2) = [0, (u—2)Y (du) = W,(f)(z)+ F=Wi(B)(w,x) appartient
a C*([0,1]).

Preuve. Dans la preuve de la Proposition 3.5, nous avons montré que si ¢ est
a décroissance rapide, alors il existe un sous-ensemble Qy C Q tel que P(£2) =1 et
tel que pour tout w € Q :

W(B) (w0, 2) = — i, » B(w, ) @),

ott ¥ (u) = s7/2(—Y) et * dénote le produit de convolution. Notons que d’apres
la Proposition 3.5, nous avons également que pour tout w € Qp, B(.,w) est une
distribution tempérée. Etant donné que la fonction ¢, est a décroissance rapide,
la propriété de régularisation du produit de convolution implique que, pour tout
w € Qo, Wy(B)(w,.) est C* sur [0, 1]. De maniére similaire, puisque f € L*(R) est
une distribution tempérée (avec f(z) = 0 pour z ¢ [0,1]), W,(f)(x) = f x1s(x) est
également C'* sur [0, 1], ce qui termine la preuve. [J

Nous allons maintenant utiliser le Lemme suivant pour prouver que le processus
Wsn(Y)(x) converge p.s. vers Wi(f)(z) (ou la norme réfere a ||.|/o0,1) quand n — oo.

Lemme 3.4 Supposons que 'ondelette 1 = (—1)"0") soit a support compact, alors
il existe une constante K telle que pour tout x € [0,1] et les petites échelles s :

el
Vi
Preuve. Ce résultat est similaire au Lemme 1 de Wang [89]. Un résultat prouvé

par P.Levy (Modulus de Continuity, voir Théoréme 2.7, p.31 de Revuz et Yor [79])
montre que pour un mouvement Brownien standard B; sur [0,1] :

(Wen(Y)(z) = We(f)(z)] < K (3.3.22)

P (limsup(25 log(1/6))"Y?  max |B,— B,| = 1) = 1.

§—0 0<v<t<l;t—v<d
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Notons que :
+oo

\W,(B)(z)| = s~ /2 Y(u)dB(x + su)du| .

et rappelons que dans la preuve du Théoreme 3.5, nous avons montré que
+o0o

We(B)(x)| = s1/2 U (u) B(x + su)du

Puisque ' (u) = (—=1)"07*Y est une ondelette admissible, fj;o ' (u)du = 0 ce qui
implique que :
+o0

Wi(B)(2)] = 5712

Y (u)(B(z + su) — B(x))du|, pour z € [0,1].

Soit x €]0, 1[. Rappelons que 'ondelette ¢’ est a support compact égal a [—C, C].
Dong, il existe une échelle sy telle que pour tout s < s¢ et tout u € [—-C,C],
0 < z+4 su < 1. Puisque |z + su — z| < Cs, la propriété de modulus continuity
du mouvement Brownien prouve qu’il existe une constante K telle que pour tout
z € [0,1], pour tout s suffisamment petit et presque tout w € Q :

+oo

|[Ws(B)(w,z)| < Ks 2 Y (u)(2sul log(su)])l/Qdu

“+o0
szkmawm/ wwnwmm+K/ () log(u) |2l

Alors, le résultat suit immédiatement. [

D’apres le Lemme 3.3, nous avons que les réalisations du processus aléatoire
Wn(Y)(z) sont presque sirement dérivables. Notons que :

1 “+o00 —+00

Wi (Y)(x) = — Uil — ) f(u)du — ——= Us(u — ) B(du),

S ) SV J_x

ou Yl(u) = %w’(%) Puisque ¢'(u) = (— 1)Tdd;,119(u) est également une ondelette
dérivable a décroissance rapide, nous avons que Wy, (Y')() est un processus Gaussien
avec :
EW{,,(Y)(z) = Wif)(x), (3.3.23)
2
2 f+oo {;Z:l U)} du
Var(W,,(Y)(x) = : (3.3.24)

ns2

D’apres le Lemme 3.4, nous obtenons également les vitesses de convergence du
processus W, (Y)(z) (notons que I'inégalité suivante est vraie uniformément pour
T)

WL(V)(@) — W) ()] < - Y18

———F), D.S.. 3.3.25
L s S (3:3.25)
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D’apres le Lemme 3.4 et la relation (3.3.25), nous avons que pour s suffisamment
petit et presque tout w € Q, ||Ws,(Y)(w,.) — Ws(f)||ooq — 0 quand n — oo.

Pour étudier la convergence des positions des zéros du processus aléatoire Wy ,,(Y)(z),
nous allons utiliser le concept de fonctionnelles structurelles développé par Kneip et
Gasser [51]. Une fonctionnelle structurelle 7" est une application qui fait correspon-
dre des éléments de 'espace des fonctions de régression avec ’axe temporel. Dans
cette section, nous allons considérer des fonctionnelles structurelles qui identifient
les positions des zéros d'une fonction g € C'(]0,1]). Les fonctionnelles T' doivent
respecter les principes suivants : tout d’abord, si l'identification unique n’est pas
possible pour une fonction g, 'on doit avoir T'(¢g) = p pour une valeur pré-spécifiée
p ¢ [0,1]. Deuxiemement, une fonctionnelle structurelle T doit étre continue dans
le sens ou si deux fonctions f et g sont proches I'une de l'autre, alors T'(f) et T'(g)
doivent également étre proches. Dans la discussion qui suit, nous focaliserons sur
des fonctionnelles T' qui vérifient la définition suivante :

Définition 3.2 Soient uy et po deux réels pré-spécifiés qui ne sont pas dans |0, 1].

Soit [a, b] un sous-intervalle de 0, 1[. Une fonctionnelle T : C*([0,1]) —]0, 1[U{ 1, 2}
sera appelée une fonctionnelle structurelle de premiére espéce associée a [a, b], si pour
g € CY([0,1]) :

T(g) = ¢, sig a exactement un zéro |a,b[ au point ¢ tel que g'(¢) # 0,
T(g) = p1, sig n'a pas de zéro |a,bl,
T(g) = pa, sig a soit plusieurs zéros dans |a,b[ ou exactement un zéro

au point  €)a,b] qui est dégénéré (i.e g'(¢) =0) .

Alors, la proposition suivante peut étre obtenue :

Proposition 3.14 SoitT une fonctionnelle structurelle de premiére espece associée
a [a,b] avec 0 < a < b < 1. Soit f € C*([0,1]). Si f a soit aucun zéro ou exactement
un zéro dans |a, b au point ¢ avec f'(¢) # 0, alors T est continue en f.

Preuve : Supposons tout d’abord que T'(f) = ¢ pour un ¢ €la,b|, ie. f a
exactement un zéro localisé dans Ja,b] avec f'(¢) # 0. Soit € > 0. Puisque f
et f’ sont continues et si € est suffisamment petit, il existe un v > 0 tel que
f(C=al =7, [f(C+ el =7, sgn(f(C =€) = —sgn(f(¢ +€)) et |[f()] = v
pour tout ¢ € [( —€,( + €]. Soit U, = {g € C'([0,1]);||g — flloor < 7} Alors, pour
9 € Ue, supyeoqp{1f(t) —g(t)| <~} implique que sgn(g(¢—e€)) = —sgn(g(C+e)) # 0.
Ainsi, par la continuité de g, il existe un z, € [( —€,( + €| tel que g(z,) = 0.
Puisque sup,¢o 1 [f/(t) — ¢'(t)] < v, sgn(|g'(t)]) > 0 pour tout ¢t € [( — €,( + €
ce qui montre 'unicité de z,. Finalement, nous avons que pour tout g € U,, il
existe exactement un z, € [( — €,( + €| tel que g(z,) = 0 et ¢'(z,) # 0. Soit
gn une suite de fonctions de C*([0,1]) qui converge vers f. Puisque |f(t)] > 0
pour t € [a,T(f) — e[U]T(f) + €b], nous avons que pour n suffisamment large,
lgn(t)] > 0 pour tout t € [a,T(f) — €[U|T(f) + €, b]. Donc, pour n suffisamment
large, g, n’a pas de zéro [a, T(f) — e[U|T(f) + €,b] et g, € U, ce qui implique que
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T(gn) € [T(f) — €,T(f) + €]. Puisque € peut étre arbitrairement petit, nous avons
IT(g) — T(J)| = 0 quand n — oo.

Maintenant, supposons que T'(f) = p i.e. la fonction f n’a pas de zéro dans |a, b|.
Soit ¢, une suite fonctions de C*([0, 1]) qui converge vers f. Etant donné que f est
continue sur |a, b|, il existe une constante y > 0 telle que f(t) > v ou f(t) < —y pour
tout ¢ €]a, b[. Puisque [|g, — flloo1 — 0, nous avons que sup;ejqp19n(t) — f(t)] — 0
et donc que pour n suffisamment large n, g,(t) > 0 ou g,(t) < 0 pour tout t €]a, b|.
Ainsi, quand n — oo, g, n’a pas de zéros dans |a,b[, et donc T(g,) = p1 ce qui
montre que |[T(g,) — T(f)| — 0. O

La convergence en probabilité des estimateurs 2, 1, ... , 2, 5, peut maintenant étre
facilement dérivée des Propositions 3.13 et 3.14 :

Théoréme 3.6 Soit Spip > s > s, €t 251 < ... < zs,, les zero-crossings de Ws(f)
qui sont localisés dans |0, 1[. Supposons que %Ws(f)(zm) £0pouri=1,...,ps i.e
les zero-crossings zs; sont non-dégénérés. Alors, pour s suffisamment petit, ps —, s
et Zs; —p 255 pour vt =1,... ,ps quand n — oo.

Preuve. Puisque W/(f)(z:) # 0, les zéros de W(f)(x) sont distincts. Ainsi,
il existe des réels 0 < as1 < b5y < ... < @Gsp, < bsp, < 1 tels que z,; €
[as,i,bsi] et sgn(Ws(f)(asi)) = —sgn(Ws(f)(bsi)) # 0 pour i = 1,...,ps. Soit
T;,i = 1,...,ps des fonctionnelles structurelles de premiére espéce respectivement
associées & [as;, bsl, et j},i =0,...,ps des fonctionnelles structurelles de premiéere
espéce respectivement associées a [by;, as ;1] (avec bsp = 0 et a5, 41 = 1). Notons
que T;(Wi(f)) = 2es et Ty(Wi(f)) = . Par le Lemme 3.3, W,(f) € C*([0,1]), et
donc, T} et T} sont continues en Ws(f).

Rappelons que pour s suffisamment petit, I'on a ||[W,(Y) — Ws(f)||cca — 0 p.s.
Ainsi, il suit de la Proposition 3.14, que T;(W; ,(Y))—zs; p.s. et que jji(Ws,n(Y))_),ul
p.s. quand n — oo. Puisque sgn(W(f)(as;)) = —sgn(Ws(f)(bsi)) # 0, la Propo-
sition 3.13 implique que, pour une échelle fixée s,,;, > s > s, les estimateurs
Zsds- .-, 2sp, sont localisés dans les intervalles [as ;, bs ;| avec probabilité tendant vers
1 quand n — oo. Ainsi, p; —, ps et pouri = 1,... ,ps, P(Zs; € [as;, bs;]) — 1 quand
n — oo. Ceci complete la preuve, puisque nous avons montré que les zero-crossings
du processus W, (Y) localisés dans [as;, bs;] convergent p.s vers les positions des
zero-crossings de Wy(f). O

3.5.3 Distribution asymptotique des estimateurs

Nous allons maintenant étudier la distribution asymptotique des estimateurs
Zs1,-- ., %sp,- Dans ce but, nous allons combiner la méthodologie utilisée par Miiller
[70] pour étudier les propriétés asymptotiques des estimateurs a noyau des positions
des zéros et des extrema locaux de fonctions de régression, avec un théoreme des
valeurs intermédiaires pour les processus stochastiques (voir Jennrich [49]).

91



Théoréme 3.7 Soit Spin > s > s. €t 251 < ... < zs,, les zero-crossings de Ws(f)
qui sont localisés dans )0, 1], et supposons les conditions du Théoréme 3.6. Alors,
quand n — o0 :

2

g
nési—zsi N 0, ,izl,...,s.
Vil =) ( d <%mJ v

Preuve. Pour prouver ce théoréeme, nous aurons besoin d’utiliser le Lemme
suivant (voir Jennrich [49]) qui conduit & un théoreme des valeurs intermédiaires
pour les processus stochastiques :

Lemme 3.5 Soit f une fonction de Y x © dans R ou Y est un espace mesurable,
et © est un sous-ensemble de R™ convezre et compact, dont l'intérieur est non-vide.
Supposons que pour tout 0 € ©, f(.,0) est mesurable et que pour touty € Y, f(y,.)
est continument dérivable. Soit 01 et 0y deux fonctions mesurables de Y dans ©.
Alors, il existe une fonction mesurable 0* de Y dans © telle que pour touty € Y :

F(3,0:0)) — (0, 0200)) = (0,0° () (0r ) — Do),

et 6*(y) se trouve entre 01(y) et O2(y).

Maintenant, prouvons le résultat pour z; = z,;. D’apres le Lemme 3.3, nous
avons qu'il existe un sous-ensemble 2y C Q tel que P(£2y) = 1 et pour tout w € Q,
x = W, (Y)(w, ) est continiment dérivable. Ainsi, nous pouvons utiliser le Lemme
35avecY =y, O =[0,1] et f(w,.) = W,,(Y)(w,.), pour montrer qu’il existe une
variable aléatoire (] se trouvant entre Z; et z; telle que :

Wsn(Y)(25) = W n(Y)(25) + (25 — Zs>st,n(Y>(<:) p.s.,

Notons que :

IWEn(YUE) = W)zl < W, (Y)(EE) = WO+ IWN)(C) = W) (z4)]-

Par le Lemme 3.4, W/ (Y)(¢¥) — Wi(f)(¢Z)] — 0 p.s, et par la continuité de

W), IWAFIC)=WIU(F)(25)] = 0 (notons que ¢ —, z,). Ainsi, (WI(f)(zs) — Wi (Y)(C)) =5
0, et donc, pour n suffisamment large, W, ,(Y)(¢;) # 0 (en probabilité). De plus,
puisque W, (Y)(25) = 0= W,(f)(25) p.s., nous obtenons :

PR Ws(f)( )—WSH(Y)(zS)
T RO

Puisque Wi(f)(zs) = Wsn(Y)(2s) ~ N(0, %2), I'assertion du théoreme suit. [J

Par conservation du produit scalaire, nous avons :
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E(Wa(B)@WaB)W) = [ (4 — e (u — y)du. (3.3.26)

Les corrélations entre les estimateurs Zg ;, Spin > 8 > 84,0 = 1,... ,ps sont alors
données par le théoreme suivant :

Théoréme 3.8 Soit Sy > s1 > S2 > s,. Supposons que W!(f)(zs4,) # 0 et
W) (#sp,5) # 0, pour 1 < iy < p,, et 1 < iy < ps,. Supposons les conditions du
Théoreme 3.6. Alors, quand n — oo :

+
02 f_oooo 1/131 (u - Zsm)%z (u - 282,i2)du

Ws/1 (f) (ZS17i1)Ws/2 (f) (282,12>

Preuve. De fagon similaire a la preuve du Théoreme 3.7, nous pouvons montrer

92 : * * . . , ~
quil existe deux valeurs moyennes (7 ; et (7 , respectivement situées entre Z;, ;,

et zs 4, et entre Z,, ;, et z,,,, telles que pour k = 1,2 :

E (\/ﬁ(éslﬂd - ZSl,il)\/ﬁ(’éSmZé - zszﬂz)) -

[T — Wsk(f>(25k7ik) — Wsk,n(Y)<ZSk7’ik>'
Wiy (V)G )

Sk Sk ik

Alors, comme dans la preuve du Théoreme 3.7, nous pouvons montrer que
(W2 (V) (G = W2 (F) (26040)))) —p Ot done que WY, ,(Y)(CZ,.,,) # 0 (en prob-

Sie,M Sk, Skylk
abilité) pour n suffisamment large. Puisque W, (f)(25,,) — Weon(Y)(2), k = 1,2
sont deux processus Gaussiens dont les covariances sont données par la relation

(3.3.26), nous avons finalement le résultat. [

3.6 Estimation des landmarks

Dans les sections précédentes, nous avons donné une procédure pour estimer
les lignes de maxima d’ondelettes et de zero-crossings a différentes échelles d'une
fonction observée avec du bruit. Nous proposons maintenant de calculer les intensités
structurelles correspondantes (voir Proposition 3.4) pour déterminer les landmarks
de la fonction inconnue f. La proposition suivante prouve que les maxima locaux de
I'intensité structurelle des lignes de maxima d’ondelettes convergent en probabilité
vers les singularités de f :

Proposition 3.15 Soit f une fonction mcozn;ée)observée selon un modéle de bruit
"0 (u

blanc (8.3.18). Supposons que (u) = (—1)" =5~ est une ondelette causale avec r

moments nuls dont le support est égal a [—C,C| et supposons que :

— il existe q lignes de mazima d’ondelettes m;(s) qui convergent respectivement
vers q points x; €]0,1] dont la régularité Lipchitzienne est 0 < a; < r quand
s — 0.

— f estr fois continiment dérivable pour tout x € [0,1]\ {x1,..., 2.}
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— pour Sqr < 8 < sy, q lignes de mazima d’ondelettes mi(s) ont été estimées

et sont telles que P(m;(s) € Vs,) — 1 quand n — oo pour i = 1,...,q, ou
Vi, = [v; — Cs,z; + Cs] et Sar €t s, sont les échelles définies dans la section
3.4.2. De plus, nous supposerons que pour i = 1,... ,q, les lignes 1m;(.) sont
des fonctions p.s. continues de l’échelle s.
Définissons :
q s A~
A "1 x—my(s)
Gn(z) = —0(———)ds.
ne) =3 [ o=
=1 as
Soit T1,...,2%4 les mazima locauz de @m(x), alors quand n — oo :

§—pqetd; —,x; pouri=1,...,q.

Preuve. D’apres nos hypotheses nous avons qu’il existe un sous-ensemble €2y C
Q2 tel que P(£2y) = 1 et tel que pour tout w € Qy, 1;(w, s) est une fonction continue
de I’échelle s. Alors, pour tout w € €y, définissons :

. 1 —mi(w, s
gi(w, ) 2/ gﬂ%)d&

[e
(3

Par le théoreme de dérivation sous le signe intégral, nous avons que x — §;(w, =) est
continiment dérivable sur [0, 1], puisque € est par définition continiment dérivable
sur [0, 1] et puisque s,+ > 0. Définissons & min(w) = inf{m;(w, s) — Cs; s € [sar, 5,]}
et i mae(w) = sup{m;(w, s) + Cs;s € [s4r,5,|}. Notons que si s, est suffisamment
petit, alors pour & < Z; yin (W) OU T > T ez (w), §i(w, ) = 0. Ainsi, étant donné que
gi(w, ) > 0, le théoreme des valeurs intermédiaires pour les processus stochastiques
(voir Lemme 3.5) implique qu’il existe une variable aléatoire Z; se trouvant entre
Timin € Timax telle que g;(w,Z;(w)) est un maxima local de g;(w,.). D’apres nos
hypotheses, nous avons que pour tout s € [sqr, s,] P(1m(s) € Vi) — 1. Puisque
Sar €t s, tendent vers zéro quand n — oo, nous obtenons que 7;(s) —, ; quand
n — oo, ce qui implique que &; ;min —p Ti €t Timar —p i et finalement que &; —, x;
quand n — oo. Maintenant, notons que G’m(w, z) =1 gi(w,x). Puisque s,, et s,
tendent vers zéro quand n — oo, les supports de g;(w,x) et gj(w,z) (i # j) seront
disjoints pour n suffisamment large ce qui prouve finalement le résultat. [J

La proposition suivante montre que I'intensité structurelle des zero-crossings es-
timés définis dans la section précédente converge en probabilité vers I'intensité struc-
turelle des vraies lignes de zero-crossings du signal f. Ainsi, si nous définissons les
landmarks d’une fonction comme les maxima locaux de l'intensité structurelle des
lignes de zero-crossings et les points ou celle-ci tend vers l'infini, alors la Proposi-
tion 3.16 montre que les maxima locaux de G, (x) convergent en probabilité vers les
landmarks du signal inconnu.

Proposition 3.16 Soit f une fonction inconnue observée selon un modéle de bruit
blanc (3.3.13). Supposons que ¥(u) = (—1)”%@ est une ondelette causale avec r

moments nuls dont le support est égal a [—C,C| et supposons que :
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— [ estr+1 fois continument dérivable sur [0, 1].

— il existe p lignes de zero-crossings z;(s) qui convergent respectivement vers
€l0,1[,i=1,...,p quand s — 0, avec fT)(y;) =0 et O+ (y;) #£ 0.

— POUT Spin = S > S, P lignes de zero-crossings zl(s) ont été estimées et con-
vergent en probabilité vers z;(s),i = 1,...,p quand n — 00, 0U Smin €t S.
sont les échelles définies dans la section 3.5.1. De plus, supposons que pour
i=1,...,p, les z;(.) sont des fonctions presque sirement continues de l’échelle
S.

Définissons :

G.(z) = Z / T g

A Smin 11— Zi(s
Cuz) = Z/ ﬁ(%)d&
i=1 78

Supposons que G, n'est pas constante sur aucun sous-intervalle de [0,1] et que les
extrema locauxr de G, sont non-générés (i.e. G(y) # 0 si y est un extrema local de
G.). De plus supposons les conditions de la Proposition 3.4 pour les lignes de zero-
crossings zi(s),1 = 1,... ,p. Soit yi,... ,yn. les points y; (i.e tels que G.(x) — +oo
quand © — y;, 1 = 1,...,p), ou les positions des mazima de G, ou celle-ci est
dériable. Soit gy, . .. s g les mazima locauz de G.. Alors, quand n — oo :

pr—=pp ety —p i i =1,...,p".

Preuve. Définissons :

Smin 1 — %
g, () = / —Q(M)ds pour z € [0,1] et 1 <7 <p.
0 S s

|$i;ﬂﬁ|

2
|$ zi(s)|

que — = > C pour tout s < s;,. Alors,

sule) = [ o=,

S S

Soit & # yZ et définissons s; , = Etant donné que |x; — z;(s)| < C's, nous avons

i,z

Etant données nos hypotheses sur 6, il s’agit d’une fonction bornée et deux fois con-
tintment dérivable sur [0, 1] avec des dérivées bornées. Puisque s — = est intégrable
SUT [S; .z, Smin), NOUS pouvons montrer en utilisant le théoréme de dérivation sous le
signe somme que g,, est deux fois continiment dérivable sur [0, 1]\ {y;} comme dans
la preuve de la Proposition 3.4. Soit s, > 0 une suite d’échelles qui converge vers
zéro et z; ,(s) une suite de fonctions continues sur [0, 1] telles que |z; ,(s) —zi(s)] — 0

quand n — oo, pour s, < 8 < Spn €t i = 1,... ,p. Définissons :
Smin ] Zin(s
Gz () :/ —Q(A)d&i:l,... P
s, S s
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Alors, le théoréme de dérivation sous le signe intégral implique que g, est deux
fois contintiment dérivable sur [0,1]. Soit [a,b] un sous-intervalle de [0, 1] tel que
i <a<b<y1,i=0,...,p (avec yop =0 et y,41 = 1).

Soit § I’échelle la plus large telle que pour tout s < 5 et tout x € [a, b], 9(%’(8)) =0
et 5, léchelle la plus large telle que pour tout s, < s < §, et tout = € [a,b],
9(%”(8)) = 0. Notons que d’apres la continuité de z;(s) et 2 ,,(s), et le fait que
|2in(s) — zi(s)| — 0 pour s, < s < S, DOUS avons que 5, — § quand n — 0.
Alors, pour z € [a,b], k = 0,1,2 et pour n suffisamment large, nous avons :

Smin ] x — 2i(s) Smin ] T — Zin(s)
)=o) = | [ e as— [ o )ds|

S S

Smin 1 Smin 1
< ||9(k)||oo|/ ﬁd“f—/ s dsl;

ce qui implique que sup, ¢, 4 \ggk)n(x) —g® ()] — 0 quand n — oo. Soit G, ,(x) =

> 7 1 Gz (). D’apres les remarques précédentes, nous avons que pour tout intervalle
: k k

[CL, b] avec y; < a < b < Yit1,? = 07' Sy 2 Zz:oSUPxe[a,b} ‘Ggﬂ)l(x) - G,(z )(I)| — 0
quand n — oo. Soit C?([a, b)) 'espace des fonctions deux fois contintiment dérivables
de [a,b] dans R, muni de la norme ||gljcc2 = Z;:O SUDyel,4] 19 (t)| pour g €
C?([a, b]). Ainsi, nous avons montré que ||G,, — G.|sx2 — 0 quand n — oco. Nous
allons maintenant suivre la méthodologie utilisée dans la section 3.5.2 pour prouver
que les positions des extrema de G, dans [a,b] convergent vers les positions des
extrema de G, dans [a, b]. Définissons les fonctionnelles structurelles suivantes :

Définition 3.3 Soit py et po deux réels pré-spécifiés qui ne sont pas dans 10, 1[. Soit
la,b] un sous-intervalle de ]0,1[. Une fonctionnelle T : C?([0,1]) —]0, 1[U{p1, p2}
sera appelée une fonctionnelle structurelle de seconde espéce associée a |a, b], si pour

g € C*([0,1]) :

T(g9) = =z, sig a ezxactement un extremum local dans |a,b] au point z qui est
non-dégénéré i.e. g"(z) # 0,

T(g) = w1, sig napas d’extremum local dans |a,b],

T(g) = o, sig a soit plusieurs extrema locaux dans |a,b[ ou exactement un extremum

au point z €]a,b] qui est dégénéré (i.e g"(z) =0) .

Alors le Lemme suivant peut étre établi :

Lemme 3.6 Soit T une fonctionnelle structurelle de seconde espéce associée a |a, b].
Soit f € C*([0,1]) et supposons que f est soit strictement monotone sur [a,b] ou a
exactement un extremum local dans |a, b| localisé au point z avec f"(z) # 0, alors T
est continue en f.

Pour prouver ce Lemme, nous avons besoin d’utiliser le lemme suivant qui est
similaire a la Proposition 1 de Kneip et Gasser [51] :
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Lemme 3.7 Soit f € C?([0,1]) et soit z la position d’un extremum de f avec
f"(z) # 0. Alors, pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe un voisinage U C
C?%([0,1]) de f tel que pour tout g € U il existe exactement un m, € [z — €,z + €
avee g'(my) = 0 et sgn(g”(my)) = sgn(f"(2)).

Preuve du Lemme 3.7. Soit € > 0. Puisque f”(2) # 0, f" et f” sont continues,
il existe v > 0 tel que pour e suffisamment petit, |f'(z —€)| > 7, |f'(z +¢€)| > 7,
sgn(f'(z —€)) = —sgn(f'(z + €)) et |f"(t)] > ~ pour tout t € [z — €,z + €.
Soit U = {g € C%([0,1]); lg — fllooz < 7} Alors, pour tout g € U, nous avons
SUDyefsc 244 |9'(8) — f'(t)] < 7 ce qui implique que sgn(g'(z—€)) = —sgn(g'(z+e)) #
0. Puisque ¢’ est continue, il existe un m, € [z — €,z + €| avec ¢g'(my) = 0 et
SUDjelscstq 197 (1) — f7(1)] < v ce qui implique que sgn(g”(mgy)) = sgn(f"(z)).
Alors, I'unicité de m, se déduit de la continuité de ¢”. [

Preuve du Lemme 3.6. Soit f € (C?([0,1]). Supposons tout d’abord que

T(f) = z pour un z €la,b| i.e. f a exactement un extremum local dans ]a,b| avec
f"(z) # 0. Soit g, une suite de fonctions de C?([0,1]) qui converge vers f (par rap-
port & la norme ||.||oo2). Soit U, un voisinage de f défini dans le Lemme 3.7. Puisque
|f'(t)] > 0 pour t € [a,T(f)—€[U|T(f)+e,b], pour n suffisamment large, |g;,(t)| > 0
pour tout ¢t € [a,T(f) — e[J]T(f) + €, b]. Donc, pour n suffisamment large, g, € U,
et g, n'a pas d’extremum local dans [a, T'(f) — €[U]T(f) + €,b], ce qui implique que
T(gn) € [T(f) — €,T(f) + €]. Puisque € peut étre arbitrairement petit, nous avons
|T(gn) —T(f)] — 0 quand n — oo.
Maintenant, supposons que f est strictement monotone sur [a, b] ce qui implique que
T(f) = p1. Soit g, une suite de fonctions de C?([0,1]) qui converge vers f. Puisque
f'(t) # 0 pour tout t €]a,b] et étant donné que f" est continue sur |a,b[, il existe
une constante v > 0 telle que f'(t) > v ou f'(t) < —v pour tout ¢ €la,b]. Puisque
1gn = flloo2 — O,nous avons sup,gjq 195, (t) — f'(¢)| — 0 et donc pour n suffisamment
large, ¢,,(t) > 0 ou ¢,,(t) < 0 pour tout t €|a,b[. Alors, pour n suffisamment large,
gn n'a pas d’extremum local dans |a,b[, et donc T(g,) = p; ce qui implique que
|T(g) —T(f)] — 0 quand n — oco. O

Maintenant, soit mq,... ,my les positions des extrema de G, dans [a,b] (si
G, n'a d’extremum dans [a,b], poser kK = 0). D’apres nos hypotheses, G,(m;) #
0,7 = 1,...,k. Ainsi, ces extrema locaux sont distincts les uns des autres ce
qui implique qu’il existe des réels a < a3 < by < ... < ar < by < b tels que
m; € [aj,b;],7=1,... ket G, est strictement monotone sur [b;, a;+1] (puisque G,
n’est pas constante sur tout sous-intervalle de [0,1]) 7 = 0,... ,k (avec by = a et
a1 = b). Soient 7,5 = 1,... , k des fonctionnelles structurelles de seconde espéce
respectivement associées a [a;, b;], et Tj,j =0,...,k des fonctionnelles structurelles
de seconde espéce respectivement associées a [bj, a;41]. Notons que T;(G,) = m; et
que Tj(Gz) est égale a p1. De plus, d’apres le Lemme 3.6, nous avons que 7T; et T,
sont continues en G,. Puisque |G, — G.|/cx2 — 0, nous obtenons finalement que
argmaz,eapGan(T) — argmazge,pG.(x) (notons que argmar,ecqpG.(r) peut
étre vide).
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Rappelons que d’apres la Proposition 3.4, nous avons que G.(x) — +o0o quand
r — y;,t = 1,...,p. De plus, d’apres la Proposition 3.4, nous avons également
qu’il existe un voisinage V; de y; tel que G, est continiment dérivable sur V; \ {v;},
ce qui implique qu’il existe nécessairement deux suites y;,, — y; et y;, — y;
telles que G.(y;,,) > 0 et G.(y;,) < 0. Puisque G, () — G.(x) pour = # y;,
il existe nécessairement deux suites y;,, — y; et y:“n — y; telles que pour tout
n suffisamment large, G, (y;,,) > 0 et G, ,(yf,) < 0 pour i =1,... ,p. Alors, la
continuité de G, ,, implique que pour n suffisamment large, GG, a un maxima local
Yin € [y;n,y:rn] pour ¢ = 1,...,p, ce qui implique que v;,, — ¥; quand n — oo.
Ainsi, nous avons finalement prouvé que les maxima locaux de G ,, convergent soit
vers y;,t = 1,...,p, soit vers la position d'un maxima G, ou celle-ci est dérivable.
D’apres nos hypotheses, nous avons que les lignes de zero-crossings Z;(s) sont des
fonctions presque strement continues sur [0, 1], et puisque s, — 0 et 2;(s) —, z(s)
pour s, < s < Spn, le résultat de déduit du théoreme de 'application continue
(continuous mapping theorem, voir Billingsley [7], Corollary 2 p.31). O

Remarque 3.5 En pratique, les intensités structurelles des maxima d’ondelettes et
des zero-crossings estimés seront normalisées pour étre des densités de probabilité.

3.7 Simulations

Nous proposons maintenant d’effectuer quelques simulations pour tester les méthodes
proposées dans les sections précédentes. Les données simulées que nous allons utilisées
sont obtenues a partir du modele :

yi=flzi) +e, i=1....n (3.3.27)

ou x; = %, f est une fonction inconnue qui peut avoir plusieurs types de landmarks
sur |0, 1] et ¢; sont des variables i.i.d de loi normale de moyenne nulle et de variance
2
o°.
L’ondelette utilisée est la dérivée d’ordre r d'une B-Spline de degré ¢ = 4 (voir
section 3.2.4.2). La valeur de o est choisie pour correspondre a différentes valeurs
de la racine du rapport signal-sur-bruit (RSNR) :

RSNR(f \/fo de, ol f = / flz

Pour différents niveaux de RSN R et différents signaux f, les zero-crossings ou les
maxima d’ondelettes de Wy(f)(x) sont estimés pour » = 1 ou pour r = 2, selon les
landmarks que 1’on souhaite détecter.

La transformée continue en ondelettes du signal discret y;,2 = 1,... ,n est cal-
culée pour les échelles dyadiques s = 277 avec 20 niveaux par octave pour 1 <
j < (logy(n) —1). Les n coefficients d’ondelettes empiriques a I'échelle s = 2~ U++/)
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seront dénotés par Wiy , ¢ = 1,...,n (ol v est le nombre de niveaux par oc-
tave, et 0 < k < v —1). Si n est une puissance de deux, la Transformée de Fourier
Rapide (FFT) est utilisée pour 'implémentation. Cependant, puisque nous utilisons
des ondelettes B-Splines, nous pouvons remarquer que des algorithmes plus rapides
pourraient étre utilisés comme celui proposé par exemple par Wang et Lee [90], bien
qu’une implémentation plus rapide est principalement nécessaire pour le cas 2D.
Dans cette section, les axes horizontaux et verticaux des figures représentant des
lignes de zero-crossings ou de maxima d’ondelettes, donnent respectivement x et

— log,(s).

Estimation de la variance : Jusqu’a maintenant, nous avons supposé que le
niveau du bruit ¢ était connu, ce qui n’est pas le cas en pratique. Pour estimer le
niveau de bruit o, nous proposons d’utiliser I’estimateur robuste suggéré par Donoho
et Johnstone [31] basé sur la déviation absolue de la médiane (MAD) des coefficients
d’ondelettes empiriques associés a une base d’ondelettes orthonormée de L*([0, 1]).
Soit y = (Y1, .. ,Yn) un vecteur de données bruitées. La transformée en ondelettes
discrete de y est donné par :

~

d=Wy,

ol d est un vecteur de dimension n comprenant a la fois les coefficients discrets
d’échelle et d’ondelettes empiriques, et W est une matrice orthogonale n x n as-
sociée a la base orthonormée choisie. Si n = 27, alors la transformée en ondelettes
discrete peut étre calculée au moyen d'un algorithme rapide développé par Mallat
[61] en seulement O(n) opérations. Au niveau de résolution le plus fin, les coefficients
d’ondelettes empiriques tendent a consister principalement de bruit. Puisque qu’il
existe tout de méme “un peu de signal” présent a ce niveau, Donoho et Johnstone
[31] ont proposé un estimateur robuste pour estimer le niveau de bruit o donné par
la déviation de la médiane absolue aux niveaux de résolution le plus fin :

 —median({|dy_14] : k=0,...,2771 —1})
o=Vn 0.6745 '

Dans nos simulations, nous avons pris la base d’ondelettes Symmlet 8 (comme décrit
page 198 de Daubechies [28]) pour estimer o.

Rappelons que 'estimation des landmarks de f sera effectuée via le calcul de
I'intensité structurelle des zero-crossings et des maxima d’ondelettes estimés. Nous
explorons donc tout d’abord la qualité de ’estimation de cette méthode sur quelques
exemples simulés, et expliquons comment des estimateurs erronés induits par la
présence de bruit peuvent étre éliminés.

3.7.1 Estimation des lignes de zero-crossings

Tout d’abord, nous devons remarquer que la procédure de tests d’hypotheses
décrite dans la section 3.5 pour estimer les zero-crossings de Wi(f)(z) doit étre
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légerement modifiée en pratique. Dans la section 3.5, pour S,;, > s > S, nous
avons défini Zs1, ... , 255, comme les zero-crossings de W ,,(Y')(z) qui sont localisés
dans les intervalles |Z;,, s,[, o0 {(Z54,, Zs4,); 1,2 € N} est la suite de points de
10, 1[x]0, 1] telle que :

Sazs,il

- H, et Hy™™ sont rejetées.
— Wen(Y)(Zs4,) et Wi (Y)(Z54,) ont des signes opposés.
— toutes les hypotheses H" pour &, < x < I, sont acceptées.

Cependant, le niveau s, qui est 1’échelle la plus fine a laquelle les zero-crossings
sont estimés, est inconnu en pratique. Une idée naturelle pour I'estimer serait de
définir 5, comme I'échelle la plus fine olt maxyejo,1){|Ws,n(Y)(2)|} dépasse le seuil
%q}la, puisqu’un zero-crossing significatif a 1’échelle s doit étre localisé entre une
paire de points pour lesquels les hypotheses nulles H;" sont rejetées. Cependant,
le signal f peut avoir des singularités qui vont donner lieu a de grands coefficients
d’ondelettes dont la valeur absolue est plus grande que le seuil ﬁq?_a et entre
lesquels il peut y avoir de nombreux zero-crossings erronés dus aux fluctuations du
bruit. En particulier, I'implémentation pratique de la CW'T donnera généralement
de larges coefficients aux bornes de [0, 1] dus & des transitions brutales (si f(0) et
f(1) sont tres différents) lorsque 'on rend f périodique pour calculer sa transformée
en ondelettes. Par exemple, supposons que 1’on souhaite estimer les zero-crossings de
fi(z) = 2sin(67z) +15|x —0.4|%°, 2 € [0,1] avecr = 1, RSNR = 5 et n = 512 pour
S, < 5 < Spin (dans nos simulations nous avons pris aw = 0.05 pour la procédure de
test, ce qui sera le cas pour toutes les fois ol des zero-crossings seront détectés). Le
résultat, donné dans la Figure 3.8b, est extrémement mauvais car de nombreux zero-
crossings erronés sont estimés aux fines échelles. Ainsi, nous suggérons de modifier
légerement la procédure d’estimation de la facon suivante : pour s < S, SOit
{(Z1,54,%254);1 <@ < ps} deux suites de points de |0, 1[x]0, 1] telles que :

— Hy"™ et HY™" sont rejetées.
— Wen(Y)(Z1,54) et W n(Y)(Z2,5,:) ont des signes opposés.
— toutes les hypotheses Hy" pour & 5; < © < Ip; sont acceptées.

Pour 1 < i < p, si W,,(Y) a seulement un zero-crossings z;, dans
[Z1 543 T2,5,;] DOUS posons Z;(s) = z; 5, sinon les zero-crossings localisés dans [ s ;; o s 4]
ne sont pas pris en compte puisque que la plupart d’entre eux sont probablement
dus aux fluctuations du bruit. Dans ce qui suit, nous appellerons cette méthode
I’estimation empirique des zero-crossings. Le résultat de cette approche empirique
est donné dans la Figure 3.8c. Elle est tres satisfaisante car tous les zero-crossings
erronés détectés dans la Figure 3.8b ont été éliminés, et seules les lignes de zero-
crossings les plus significatives ont été correctement estimées. Dans toutes les simu-
lations suivantes, les zero-crossings sont donc estimés avec cette méthode. De plus,
dans tout le reste de la these, nous utiliserons systématiquement cette approche
pour estimer les zero-crossings d’un signal.
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Fic. 3.8: (a) Signal f1. (b) Zero-crossings estimés (lignes épaisses) et vrais zero-
crossings de f; (lignes fines) pour r = 1 et §, < s < Syin. () Zero-crossings estimés
(lignes épaisses) et vrais zero-crossings de f; (lignes fines) pour r = 1 avec 'approche
empirique.
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F1G. 3.9: (a) Signal Wave fy. (b) Lignes de zero-crossings de fy calculées avec une
ondelette B-Spline d’ordre ¢ = 4 avec r = 1 moment nul. (¢) Time Shifted Sine
fr. (d) Lignes de zero-crossings de fr calculées avec une ondelette B-Spline d’ordre
q = 4 avec r = 2 moments nuls.

Dans cette section, les fonctions tests sont le signal Wave qui est une somme de
deux sinusoides périodiques : fi(x) = 0.5+ 0.2 cos(4mz) + 0.1 cos(24nx), = € [0, 1]
et le Time Shifted Sine fr = 0.3sin37[g(g(9(g9(2)))) + ] +0.5, = € [0,1], ou g(z) =
(1 —cos(mz))/2. Dans les simulations suivantes, les zero-crossings de fi pour r = 1
(i.e. positions des extrema) et des zero-crossings de fr pour r = 2 (i.e. les positions
des points d’inflexion) seront estimés. Ces deux signaux (sans bruit) et leurs lignes
de zero-crossings sont tracés dans la Figure 3.9.

La Figure 3.10 donne un exemple d’estimation des lignes zero-crossings de fy
(avec 7 = 1) et fr (avec r = 2) pour RSNR = 5 et n = 512. Le résultat est tres
satisfaisant puisqu’il peut eétre constaté dans les Figure 3.10c et Figure 3.10d que
toutes les lignes sont correctement estimées. Les maxima locaux des intensités struc-
turelles associées correspondent aux landmarks de chaque fonction, et la forme des
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pics des Figures 3.10ef est reliée a la longueur et la position le long des échelles des
lignes de zero-crossings. Un pic “aigu” correspond a une ligne qui se propage aux
fines échelles, alors qu’un pic “plat” est lié a une ligne qui a été seulement estimée
a des échelles grossieres.

3.7.2 Estimation des lignes de maxima d’ondelettes

Pour illustrer la détection des singularités d’un signal, les fonctions de tests sont
f3(z) = 2sin(6mz) + 15|x — 0.4)>°5 — 15|z — 0.7]3/° + 15|z — 0.2|*°, 2 € [0,1] et la
fonction Heavisine de Donoho et Johnstone [31] fg (remise a ’échelle verticalement
sur [0.2, 0.8]). Le signal f5 a 3 singularités localisées aux points z = 0.2 , x = 0.4
et x = 0.7 d'ordre 4/5, 2/5 et 3/5 respectivement. En dehors de ces 3 points, f3
a de nombreux extrema et points d’inflexion ou celle-ci est infiniment contintiment
dérivable (voir la Figure 3.11d). La fonction HeaviSine a deux points de disconti-
nuités x = 0.3 et = 0.72 et est infiniment contintment dérivable ailleurs (voir
Figure 3.11a). Dans les simulations suivantes, les maxima d’ondelettes de f3 pour
r = 2, et les maxima d’ondelettes de fyg pour r = 1 et r = 2 sont estimés. Ces deux
signaux (sans bruit) et leur lignes de maxima d’ondelettes sont représentés dans la
3.11.

Nous proposons de comparer deux types d’estimateurs des singularités d'un sig-
nal :

— les maxima locaux de l'intensité structurelle des maxima d’ondelettes non-
pondérée (voir Proposition 3.15) :

— les maxima locaux de I'intensité structurelle des maxima d’ondelettes pondérée :

éw’m(x) _ Z /57“ hZES)Q(x — mi(s))ds,

S

min

ou  est le noyau utilisé pour calculer 'ondelette 1, 5,: est le niveau de résolution

oyRlosnlont)) "ot hy(s) =

le plus fin olt max,ep 1) |[Wen(Y)(x)| dépasse le seuil A = NG

w Comme expliqué dans la section 3.2.4.3, les hauteurs des pics de GWm

sont inversement proportionnelles a 'ordre des singularités d’un signal. Calculer
éVV,m est également un moyen de décider si une ligne de maxima d’ondelettes con-
verge vers une singularité de f ou vers un zéro de f("+1). Les résultats de I'estimation
des lignes de maxima d’ondelettes de f3 et de fy (pour RSNR = 5 et n = 512)
sont donnés dans les Figures 3.12 et 3.13. Dans la Figure 3.12b, on peut constater
que la procédure détecte des lignes qui converge vers les trois singularités de f3, la
ligne de maxima d’ondelettes qui converge vers 0.59 qui est un zéro de f©), et les

103



() (f)

F1a. 3.10: (a) Signal bruité fyr avec RSNR = 5,n = 512. (c) Zero-crossings estimés
(lignes épaisses) et vrais zero-crossings de fy pour r = 1. (d) Intensité structurelle
des zero-crossings estimés de fy. (b) Signal bruité fr avec RSNR = 5,n = 512. (d)
Zero-crossings estimés (lignes épaisses) et vrais zero-crossings de fr pour r = 2. (f)
Intensité structurelle des zero-crossings estimés de fr.
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Fia. 3.11: (a) Fonction HeaviSine fg. (c) Lignes de maxima d’ondelettes de fpy
calculées avec une ondelette B-Spline d’ordre ¢ = 4 avec = 1 moment nul. (e)
Lignes de maxima d’ondelettes de fy calculées avec une ondelette B-Spline d’ordre
q = 4 avec r = 2 moments nuls. (b) Signal f3. (d) Lignes de maxima d’ondelettes
de f3 calculées avec une ondelette B-Spline d’ordre ¢ = 4 avec r = 2 moments nuls.
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lignes dues aux discontinuités du signal aux bornes de [0, 1]. L’intensité structurelle
non-pondérée représentée dans la Figure 3.12¢ a 7 maxima localisés aux voisinages
des limites des lignes estimées. Cependant, d’apres cette fonction il n’est pas possi-
ble de décider quels pics correspondent effectivement a une singularité. Ce probleme
peut étre résolu en calculant G’Wm(x) (voir Figure 3.12d) ou les pics principaux sont
exactement localisés aux trois singularités de fs (remarquons que Gy, (z) est seule-
ment tracée sur [0.04; 0.96] car l'intensité des deux pics aux points z = 0 et x = 1 est
tres élevée, et ceux-ci “masquent” les autres pics quand toute la fonction @Wm(:c)
est représentée sur [0,1]). Ainsi, les bons résultats obtenus avec Gy, () pour f
suggerent 'utilisation de l'intensité structurelle pondérée en pratique. Cependant,
I’estimation des singularités de fy n’est pas si satisfaisante. Dans les Figures 3.13e
et 3.13f, les fonctions Gwm(x) ont deux pics principaux localisés au niveau des dis-
continuités de fy (i.e. aux points x = 0.3 et x = 0.72). Cependant, pour r = 1 et
r = 2, il y a de nombreux maxima d’ondelettes erronés qui donnent de petits pics
qui ne correspondent pas a des landmarks de fy. Dans la section suivante, nous
décrivons donc une approche empirique pour supprimer ce genre de pics erronés.

3.7.3 Bagging pour supprimer les estimations erronées

La prédiction par Bagging est une méthode pour générer des versions multiples
d’un estimateur et utiliser celles-ci pour obtenir un estimateur qui en fait ’agrégation
et qui conduit a un gain substantiel en précision. En général, I’agrégation consiste
a moyenner les différentes versions lorsque 'on estime une quantité numérique (par
exemple dans la cas de la régression). Les versions multiples sont formées en constru-
isant par bootstrap des “copies” des données et en utilisant celles-ci comme nouvelles
données. Pour une application du bagging pour des arbres de classification et pour
la régression linéaire, nous renvoyons au papier de Breiman [9]. Généralement, le
bagging réduit la variance sans augmenter de maniere substantielle le biais. Dans
notre probleme, plutot que de faire de la réplication par bootstrap des données
séquence Y = {y;,i = 1,... ,n}, nous proposons de générer M nouvelles séquences
de données Y*) = {ygk),i =1,...,n} en ajoutant un bruit Gaussien aux observa-
tions {y;,i =1,...,n}, ie:

yfk):yl—f—egk), 7/:1, ,n, kj:l? 7M7

(%)

i

sont des variables i.i.d. de loi normale, de moyenne nulle et de variance 2.

ou €
Pour chaque séquence Y®)| nous calculons soit l'intensité structurelle égk)(x) des
lignes de zero-crossings estimées, soit l'intensité structurelle Ggﬁ)(aj) des lignes de

maxima d’ondelettes estimées. Alors, nous définissons nos estimateurs par bagging
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F1a. 3.12: (a) Signal bruité f; avec RSNR = 5,n = 512. (b) Maxima d’ondelettes
estimés (lignes épaisses) et vrais maxima d’ondelettes (lignes fines) pour r = 2. (c)
Intensité structurelle des maxima d’ondelettes estimés non-pondérée (d) Intensité
structurelle des maxima d’ondelettes estimés pondérée.
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F1G. 3.13: (a) Signal bruité fy avec RSNR = 5,n = 512. (¢) Maxima d’ondelettes
estimés (lignes épaisses) et vrais maxima d’ondelettes (lignes fines) pour r = 1. (e)
Intensité structurelle des maxima d’ondelettes estimés non-pondérée pour r = 1
(g) Intensité structurelle des maxima d’ondelettes estimés pondérée pour r = 1.
(b) Signal bruité fy avec RSNR = 5,n = 512. (d) Maxima d’ondelettes estimés
(lignes épaisses) et vrais maxima d’ondelettes (lignes fines) pour r = 2. (f) Intensité
structurelle des maxima d’ondelettes estimés non-pondérée pour » = 2 (h) Intensité
structurelle des maxima d’ondelettes estimés pondérée pour r = 2.
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comme :

M
~ 1 R
(Bag) _ k)
G (x) i 321 G (z), = €]0,1],
| M
B () = L3 GW 1
G, % (x) i 2 G, (z), = €]0,1],

Lorsque I'on perturbe les données Y, nous pensons que les pics des intensités struc-
turelles qui correspondent aux vraies lignes de zero-crossings ou de maxima d’on-
delettes resterons a la méme position alors que celles qui sont dues au bruit seront
instables. Ainsi, moyenner sur les intensités perturbées égk)(x), k=1,...,M va
donner lieu a des pics importants au voisinage des landmarks de f et a des maxima
plats et petits ailleurs. L’injection de bruit dans un ensemble d’apprentissage et le
moyennage d’ensembles a été appliqué avec succes par Raviv et Intrator [78] avec
des réseaux de neurones au probleme des deux spirales. Leur approche est également
utile pour les modeles additifs généralisés. Leurs simulations montrent que cette ap-
proche peut effectivement réduire la variance des estimateurs. Des méthodes de
ré-échantillonnage, basée sur des variations des données originales, ont également
été utilisées par Minotte et. al. [68] pour la détection des modes d’une densité in-
connue. Leur approche est similaire a notre méthode de bagging puisque celle-ci
consiste a regarder simultanément une large collection de Mode Tree, qui sont des
représentations temps-échelles des caractéristiques typiques d’une densité.

Afin d’illustrer les performances des estimateurs GA%B a9) (x), nous avons appliqué
notre procédure de bagging aux exemples d’estimation des maxima d’ondelettes de
fr pour r =1 et r = 2 (voir Figure 3.11) pour lesquels il existe de nombreux max-
ima d’ondelettes erronés. M = 100 nouvelles séquences de données sont générées
en ajoutant un bruit Gaussien de moyenne nulle et de variance o2 égal a la vari-
ance estimée 2. A ce point de notre explication, on peut se demander s’il serait
possible de trouver une procédure pour automatiquement définir ce parametre. Ce
probleme est envisagé a la fin de cette section dans une discussion sur les différents
hyperparametres qui ont été introduits. Notons que les intensités structurelles sont
calculées avec pondération. Le résultat du bagging donné dans la Figure 3.14e mon-
tre qu’il semble s’agir d'une méthode tres prometteuse. Comparée avec l'intensité
structurelle de la Figure 3.14c, les pics erronés aux points z # 0.3 et = # 0.72
sont devenu des maxima plats et petits ou bien ont completement disparus, alors
que les “modes importants” de Gﬁf ag)(a:) correspondent aux deux discontinuités de
fm. Pour I'estimation des maxima d’ondelettes avec r = 1, le résultat n’est pas si
satisfaisant. Les pics autour de x = 0.5 et x = 0.8 dus aux estimations erronés dans
la Figure 3.14d sont petits et plats dans la Figure 3.14f, mais l'intensité structurelle
apres bagging représentée dans la Figure 3.14f a seulement un “mode significatif”
au point z = 0.3 et des “modes mineurs” ailleurs (la procédure a manqué la discon-
tinuité au point z = 0.72).
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Fia. 3.14: (a) Maxima d’ondelettes estimés (lignes épaisses) et vrais maxima d’on-
delettes (lignes fines) de fy pour r =2 (RSNR = 5,n = 512). (c) Intensité struc-
turelle des maxima d’ondelettes estimés pondérée pour r = 2 (e), Intensité struc-
turelle des maxima d’ondelettes estimés pondérée pour r = 2, G\Pe )(x) (apres bag-
ging, M = 100). (b) Maxima d’ondelettes estimés (lignes épaisses) et vrais maxima
d’ondelettes (lignes fines) de fy pour r = 1 (RSNR = 5,n = 512). (d) Intensité
structurelle des maxima d’ondelettes estimés pondérée pour r = 1 (f), Intensité
structurelle des maxima d’ondelettes estimés pondérée pour r = 1, €l ag)(x) (apres
bagging, M = 100).
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Dans la discussion ci-dessus, une distinction a été faite entre les modes impor-
tants de G ag)(m) qui révelent la présence d’un landmark significatif, et d’autres
modes qualifiés de mineurs qui ne contiennent pas d’information, et peuvent donc
étre négligés. Puisque les intensités structurelles ont été normalisées pour étre des
densités de probabilité, une masse peut étre attribuée a chaque maxima local de
CAJFB“Q) (x) pour déterminer son importance. Une telle mesure de modalité a été pro-
posée par Fisher et Marron [38] pour le probleme de 'identification du nombre de
modalités dans échantillon de données. Leur mesure de modalité est illustrée dans la
Figure 3.15 ol la masse assignée a chaque mode est dénotée par chaque aire grisée.
Assigner une masse a chaque maximum local de CAT‘_(B“Q)(.Q:) permet de négliger les
modes mineurs quand leur masse est inférieure a un seuil pré-spécifié myg. Les détails
du calcul des valeurs E; et \; dans la Figure 3.15 peuvent étre trouvés dans I’Ap-
pendix 1 de Fisher et Marron [38].

Si nous mesurons l'importance des modes de GP ag)(:v) dans la Figure 3.14e
(r = 2) et gardons uniquement ceux dont la masse excede mg = 0.1 (i.e. 10% de la
masse totale), les modes mineurs erronés sont éliminés et nous gardons uniquement
les modes qui correspondent a l'existence significative d’'un landmark de fg (i.e.
ceux aux points 0.32 et 0.72). Les positions des modes des intensités structurelles
apres bagging (voir Figure 3.14e-3.14f) avec leur masse associée sont données dans
la Table 3.1.

Pour conclure ces discussions sur l’estimation pratique des landmarks, nous
résumons les propriétés des deux hyperparametres qui ont été introduits pour la
procédure de bagging et expliquons comment ceux-ci pourraient étre choisis a partir
des données :

— Choiz de 02 pour la procédure de bagging : nous pensons qu’il n’est pas évident
de trouver une méthode automatique pour sélectionner le niveau de bruit qui
devrait étre injecté dans les données. Pour étudier de fagon précise les pro-
priétés de la procédure de bagging, il faut tout d’abord définir une mesure de
I'erreur de I'estimation des zero-crossings et des maxima d’ondelettes d’un sig-
nal. Un exemple de distance entre deux fonctions basée sur la position de leurs
zero-crossings peut étre trouvée dans Mallat [62]. Celle-ci pourrait étre utilisée
pour étudier la procédure de bagging d'un point de vue théorique. Notons que
cette approche pourrait également servir pour I’étude de I’équivalence entre
les modeles de régression nonparamétrique et de bruit blanc (voir section 3.3
) pour le probléeme de I'estimation des landmarks d’un signal.

— Le seuil de masse minimum (mg) : le choix de mg est directement relié au
probleme de 'identification des pics des intensités structurelles qui correspon-
dent a des structures significatives dans un signal. Une procédure pour au-
tomatiquement sélectionner mg peut certainement étre dérivée des approches
du type “excess mass” dans le contexte de I'estimation de densité (voir Fisher
et Marron [38] pour plus de références sur ce sujet).
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F1G. 3.15: Intensité structurelle G(z) avec de nombreux modes. Les aires grisées
montrent la quantité de masse E; attribuée a chaque mode. Chaque niveau inférieur
A; est déterminé par les extrema locaux de G(z). Les valeurs de vy, v, ... dénotent
les positions des maxima successifs de G(x) et wy, we, ... dénotent les positions des
minima successifs.
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argmax G (z),7 = 2 | 0.0723 | 0.1367 | 0.2363 | 0.3184 | 0.3770 | 0.6133
0.7266 | 0.8730 | 0.9941
Masse E; 0.0002 | 0.0343 | 0.0018 | 0.1029 | 0.0024 | 0.0567
0.2196 | 0.0628 | 0.0006
argmax G2 (z),r =1 0.0059 | 0.0547 | 0.2246 | 0.2734 | 0.3008 | 0.4180
0.4531 | 0.4727 | 0.5098 | 0.6602 | 0.6992 | 0.7227
0.7520 | 0.7910 | 0.8359 | 0.8770 | 0.9453 | 0.9922
Masse E 0.0001 | 0.0570 | 0.0250 | 0.0002 | 0.3405 | 0.0005
0.0014 | 0.0033 | 0.0178 | 0.0004 | 0.0013 | 0.0285
0.0636 | 0.0178 | 0.0052 | 0.0004 | 0.0292 | 0.0109

TaAB. 3.1: Positions des modes de G ag)(:z:) pour r = 2 et r = 1 avec leurs masses

associées F;.

3.7.4 Résultats des simulations

Pour illustrer les performances de notre méthode, des données (y;, ;) ont été
générées a partir du modele (3.3.27), ot x; sont équidistants sur [0, 1], #; = *. Les
facteurs sont :

— Les tailles de ’échantillon n.
— Les valeurs de o2

Pour chaque combinaisons de ces niveaux de facteurs, la simulation des données
est répétée 100 fois en gardant tous les niveaux des facteurs constants, sauf les {¢;}
qui sont re-simulés a chaque étape. Dans ce chapitre, nous reportons les résultats
pour deux tailles d’échantillon n = 128 (une taille modérée) et n = 512 (une taille
importante) et un RSNR égal a 7 (un niveau de bruit faible), 5 (un niveau de
bruit moyen) et 3 (un niveau de bruit important). Pour chaque séquence de données
simulées, les lignes de zero-crossings de fr ont été estimées pour r» = 2 alors que les
zero-crossings de fy ont été estimés pour r = 1. Les lignes de maxima d’ondelettes
de fy ont été estimées pour r = 1 et r = 2, alors que les lignes de maxima d’on-
delettes de f3 ont été estimées pour r = 2. Les vraies lignes de zero-crossings et de
maxima d’ondelettes des différentes fonctions de test que nous souhaitons estimer
sont représentées dans la Figure 3.9 et la Figure 3.11.

Dans les Figures 3.16-3.17, nous donnons les positions des modes des inten-
sités structurelles des lignes de zero-crossings estimées pour chaque combinaison des
niveaux de facteurs et pour chaque séquence de données simulées Y; = {y;1,... ,yjn},J =
1,...,100. Dans chacune de ces Figures, les axes horizontaux et verticaux donnent
respectivement la position des landmarks sur [0, 1] et j (i.e. I'indice de la simulation),
et de plus :

— les 3 Figures (a),(b),(c) de la premiere ligne donnent les positions des modes
des intensités structurelles sans bagging, pour n = 128 et pour différentes
valeurs de % (& gauche : RNSR = 7, au centre : RSNR = 5, a droite
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RSNR = 3).

— les 3 Figures (d),(e),(f) de la deuxieme ligne donnent les positions des modes
des intensités structurelles sans bagging, pour n = 512 et pour différentes
valeurs de 0% (a gauche : RNSR = 7, au centre : RSNR = 5, a droite
RSNR = 3).

Les résultats de 'estimation pour fr sont tres satisfaisants (voir Figure 3.16)
puisque pour chaque simulation, les modes des intensités structurelles sont localisés
au niveau des 5 points d’inflexion de la fonction Time Shifted Sine fr, sauf pour
n =128 et RNSR = 3 (seul le point d’inflexion en x = 0.5 est correctement détecté
a chaque simulation). Rappelons que I'importance d'une structure dans un signal est
liée aux longueurs des lignes de zero-crossings de maxima d’ondelettes qui conver-
gent vers celle-ci. Ainsi, on s’attend a ce que notre méthode estime plus facilement
les landmarks qui correspondent aux lignes les plus longues dans le plan temps-
échelle. Ceci est le cas pour l'estimation des zero-crossings de la fonction Wave fy,
pour n = 128 (voir Figures 3.17abc), ot notre procédure détecte principalement les
landmarks aux points x = 0.25, x = 0.5 et x = 0.75 qui correspondent aux limites
des trois plus longues lignes du signal fy, (voir Figure 3.17). A partir des Figures
3.17def, on peut constater qu’augmenter la taille de I’échantillon permet I’estimation
de structures qui n’étaient pas détectées avec une taille d’échantillon plus modeste
(par exemple tous les extrema locaux de fy sont détectés dans les Figures 3.17de,
ce qui n’est pas le cas dans la Figure 3.17ab). D’apres ces simulations, il apparait
qu’aucun extremum local ou point d’inflexion erroné n’a été détecté puisqu’a chaque
simulation les modes des intensités structurelles sont localisés autour des landmarks
de fy et fr. Ainsi, la procédure de bagging n’a pas été appliquée a ces exemples
simulés. Ceci suggere que 'approche empirique, introduite dans cette section, pour
estimer les zero-crossings, est un outil efficace pour supprimer les estimations er-
ronées.

Dans les Figures 3.18-3.23, nous donnons les positions des modes des intensités
structurelles pondérées des maxima d’ondelettes estimés de fy et f3 pour chaque
combinaison des niveaux des facteurs et pour chaque séquence de données simulées
Y; ={yj1,--- ,yjn},j =1,...,100. Dans chacune de ces Figures, les axes horizon-
taux et verticaux donnent respectivement la position des landmarks sur [0, 1] et j
(i.e. I'indice de la simulation), et de plus :

— les 3 Figures (a),(b),(c) de la premiere ligne donnent les positions des modes
des intensités structurelles sans bagging, pour différentes valeurs de o2 (a
gauche : RNSR =7, au centre : RSNR =5, a droite RSNR = 3).

— les 3 Figures (d),(e),(f) de la deuxieme ligne donnent les positions des modes
des intensités structurelles sans bagging dont la masse excede mg, pour
différentes valeurs de o* (& gauche : RNSR = 7, au centre : RSNR = 5,
a droite RSNR = 3).

— les 3 Figures (g),(h),(i) de la troisieme ligne donnent les positions des modes
des intensités structurelles apres bagging dont la masse excede mg, pour
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différentes valeurs de o? (& gauche : RNSR = 7, au centre : RSNR = 5, &
droite RSNR = 3).

La fonction fy a deux discontinuités aux points z = 0.3 et * = 0.72. Les
premieres lignes des Figures 3.18-3.21 montrent que de nombreux landmarks er-
ronés sont détectés. Cependant, d’apres les deuxiemes lignes des Figures 3.18-3.21,
on peut constater que la plupart de ces estimations erronées peuvent étre éliminées
en rejetant les modes mineurs des intensités structurelles obtenues sans bagging (avec
mo = 0.06). Ainsi, il serait tres intéressant de trouver une méthode pour automa-
tiquement sélectionner la masse minimum mq afin de décider si un pic d’une intensité
structurelle correspond a la présence d’un landmark significatif. L’estimation de la
discontinuité au point x = 0.3 est tres satisfaisante pour chaque combinaison des
niveaux de facteurs avec r = 1. Le point de discontinuité en x = 0.72 est plus difficile
a détecter particulierement avec une taille d’échantillon modeste (n = 128) ou avec
RSNR = 3. De plus, on peut voir que le point de discontinuité en x = 0.72 est
plus facile a détecter avec r = 2. Ceci suggere que la précision de la détection des
discontinuités dans un signal est meilleure avec r = 2. Cependant, lorsque 'on aug-
mente le nombre de moments nuls, on augmente également le nombre de lignes de
maxima d’ondelettes qui convergent vers une singularité. Ainsi, si r est trop grand,
des lignes de maxima d’ondelettes peuvent avoir de tres faibles amplitudes et seront
donc uniquement détectées a des échelles grossieres ou elles ne sont pas localisées
suffisamment pres de la singularité vers laquelle elles convergent.

La fonction de test f3 a 3 singularités au niveau des points x = 0.2, x = 0.4 et
x = 0.7 d’ordre 4/5, 2/5 et 7/5. Ainsi, I'estimation des maxima d’ondelettes avec
r = 2 devrait révéler la présence de ces 3 singularités et la précision de la détection
devrait étre inversement proportionnelle a l'ordre de ces dernieres. Dans la Figure
3.22, nous observons que la procédure détecte principalement les singularités aux
points x = 0.2 et x = 0.7, et les lignes de maxima d’ondelettes qui convergent vers
x = 0.59 (voir Figure 3.11b). La singularité au point = = 0.4 est difficile a détecter
avec une taille d’échantillon modeste puisque celle-ci a un “petit support”. Si 'on
augmente la taille de I’échantillon, (voir Figure 3.23), la précision de la détection
des 3 singularités est satisfaisante avec RNSR = 7 et RNSR = 5, mais pas avec
RSNR = 3. Nous pouvons également observer qu’avec n = 128, ’élimination des
modes mineurs (deuxiéme ligne de la Figure 3.22) permet 1’élimination de la plupart
des estimations erronées.

D’apres ces simulations, il apparait également que la procédure de bagging peut
réduire la variance des estimateurs de maniere significative, et est aussi un moyen de
supprimer certains landmarks erronés dus aux fluctuations du bruit. Nous pensons
fortement que cette procédure pourrait étre améliorée avec des choix automatiques
pour o2 et la masse minimale mg. En particulier, la quantité de bruit ajoutée dans
les données devrait étre inversement proportionnelle au rapport signal-sur-bruit.
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F1G. 3.16: Positions des modes de I'intensité structurelle des zero-crossings estimés
de fr : Premiere ligne r = 2 et n = 128 : (a) RSNR =7, (b) RSNR = 5, (c)
RSNR = 3. Deuxieme ligne r =2 et n =512 : (d) RSNR =17, (¢) RSNR =5, (f)
RSNR = 3.
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F1G. 3.17: Positions des modes de l'intensité structurelle des zero-crossings estimés
de fi : Premiere ligne r = 1 et n = 128 : (a) RSNR = 7, (b) RSNR = 5, (c)
RSNR = 3. Deuxiéme ligne r =1 et n =512 : (d) RSNR=7, (¢) RSNR =5, (f)
RSNR = 3.
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Fi1G. 3.19: Positions des modes de I'intensité structurelle pondérée des maxima d’on-
delettes estimés de fy pour r = 1 et n = 512 : Premiére ligne (sans bagging et sans
élimination des modes mineurs) : (a) RSNR =7, (b) RSNR =5, (¢c) RSNR = 3.
Deuxieéme ligne (sans bagging mais avec élimination des modes mineurs, my = 0.06) :
(d) RSNR =7, () RSNR =5, (f) RSNR = 3 Troisieme ligne (avec bagging et
élimination des modes mineurs, mg = 0.06) : (g) RSNR =7, (h) RSNR =5, (i)
RSNR =3
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Fi1G. 3.21: Positions des modes de I'intensité structurelle pondérée des maxima d’on-
delettes estimés de fy pour r = 2 et n = 512 : Premiére ligne (sans bagging et sans
élimination des modes mineurs) : (a) RSNR =7, (b) RSNR =5, (¢c) RSNR = 3.
Deuxieéme ligne (sans bagging mais avec élimination des modes mineurs, my = 0.06) :
(d) RSNR =17, (e) RSNR = 5, (f) RSNR = 3 Troisieme ligne (avec bagging et
élimination des modes mineurs, mg = 0.06) : (g) RSNR =7, (h) RSNR =5, (i)
RSNR =3
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Fi1G. 3.22: Positions des modes de I'intensité structurelle pondérée des maxima d’on-
delettes estimés de f3 pour r = 2 et n = 128 : Premiere ligne (sans bagging et sans
élimination des modes mineurs) : (a) RSNR =7, (b) RSNR =5, (¢c) RSNR = 3.
Deuxieéme ligne (sans bagging mais avec élimination des modes mineurs, my = 0.01) :
(d) RSNR =17, (e) RSNR = 5, (f) RSNR = 3 Troisieme ligne (avec bagging et
élimination des modes mineurs, mg = 0.01) : (g) RSNR =7, (h) RSNR =5, (i)
RSNR =3
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Fi1G. 3.23: Positions des modes de I'intensité structurelle pondérée des maxima d’on-
delettes estimés de f3 pour r = 2 et n = 512 : Premiere ligne (sans bagging et sans
élimination des modes mineurs) : (a) RSNR =7, (b) RSNR =5, (¢c) RSNR = 3.
Deuxieéme ligne (sans bagging mais avec élimination des modes mineurs, my = 0.01) :
(d) RSNR =17, (e) RSNR = 5, (f) RSNR = 3 Troisieme ligne (avec bagging et
élimination des modes mineurs, mg = 0.01) : (g) RSNR =7, (h) RSNR =5, (i)
RSNR =3
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3.7.5 Quelques exemples réels

Nous proposons d’illustrer notre méthode sur quelques exemples réels.

3.7.5.1 Détection de transitions brutales

Nous allons montrer que la procédure de détection des maxima d’ondelettes que
nous avons décrite précédemment peut étre utilisée pour détecter des transitions
brutales dans un signal, qui peuvent correspondre a la présence d’un saut ou d’un pic
de tres forte intensité pendant un intervalle de temps tres court. Nous avons appliqué
notre méthode a 3 signaux : RaphaelNMR, HochNMR et ESCA qui sont produits
par la fonction ReadSignal de la boite a outils WaveLab qui permet 1'utilisation
pratique, sous MATLAB, des méthodes de décomposition a base d’ondelettes de
signaux 1D ou 2D (voir Buckheit et. al. [12]). WaveLab peut étre téléchargé a 'URL :
http ://www-stat.stanford.edu/wavelab. Pour chacun de ces signaux, les lignes
de maxima d’ondelettes ont été estimées pour une ondelette B-Spline d’ordre ¢ = 4
avec r = 2 moments nuls, et nous avons calculé les intensités structurelles pondérées
associées. Le résultat de I'estimation pour ces différents signaux est donné dans les
Figures 3.24, 3.25 et 3.26. Dans ces trois Figures, nous pouvons constater que les
modes des intensités structurelles de forte amplitude sont localisés au niveau des
transitions brutales des signaux. De plus, bien que de nombreuses lignes de maxima
d’ondelettes soient détectées, la pondération des intensités structurelles permet de
mettre en évidence les transitions brutales dans un signal.

3.7.5.2 Détection de maxima locaux significatifs

Les deux courbes représentées dans la Figure 4.1a sont des profils de densité
de la ganglioside dans la région du cerveau Medulla pour deux vieux rats (le bruit
de fond a été supprimé). Ces deux courbes sont extraites de I’ensemble des profils
de densité analysés dans le papier de Munoz Maldonado et. al. [71], dans lequel
les auteurs proposent une méthode pour comparer deux ensembles de courbes, et
a titre d’application, comparent la distribution de la ganglioside dans les tissus du
cerveau entre des jeunes et des vieux rats. Une description détaillée de ces données
peut étre trouvée dans le chapitre 4. Notons que les deux courbes g; et go données
dans la Figure 4.1a ne sont pas observées sur [0, 1] mais sur [aj, by] et [ag, by] re-
spectivement, avec a; = 42.08,b; = 85.75,a, = 25.81 et by = 86.55. Cependant,
en définissant gf = g1(a; + t(by — a1)) et g5 = g2(az + t(by — az)) pour t € [0, 1],
le probleme de l'identification des landmarks significatifs de g, et go est équivalent
au probleme de la détermination des landmarks de gf et g5 sur [0, 1]. Les nombres
de points d’échantillonnage pour les courbes g; et go sont respectivement n; = 110
et no = 152. Nous avons décidé d’interpoler ces données avec des Splines cubiques
pour former des suites d’observations de n = 128 points, et de les recaler ensuite
linéairement sur U'intervalle [0, 1] (voir Figure 4.1b). Nous avons pris n égal a une
puissance de deux afin de pouvoir estimer la variance avec MAD. Le nombre de
points est choisi proche de ny et ny afin d’éviter de lisser les fonctions, de sorte que
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F1a. 3.24: (a) Signal RaphaelNMR (b) Maxima d’ondelettes estimés pour une on-
delette B-Spline d’ordre ¢ = 4 et r = 2 . (c) Intensité structurelle pondérée des
maxima d’ondelettes estimés
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F1a. 3.25: (a) Signal HochNMR (b) Maxima d’ondelettes estimés pour une ondelette
B-Spline d’ordre ¢ = 4 et » = 2 . (c) Intensité structurelle pondérée des maxima
d’ondelettes estimés
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Fia. 3.26: (a) Signal ESCA (b) Maxima d’ondelettes estimés pour une ondelette
B-Spline d’ordre ¢ = 4 et » = 2 . (c) Intensité structurelle pondérée des maxima
d’ondelettes estimés
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les courbes interpolantes g; et go correspondent a la forme des données originales
(comparer les Figures 4.1a-4.1b). Dans [71], cinq pics principaux sont identifiés dans
chaque profil de densité afin de les aligner. Nous proposons donc d’utiliser notre
méthode pour déterminer les maxima significatifs de g; et go. Nous avons pris une
ondelette B-Spline d’ordre ¢ = 4 avec r = 1 moment nul. Les lignes de zero-crossings
qui correspondent a des maxima locaux sont données dans la Figure 4.2 avec les in-
tensités structurelles correspondantes. Le résultat est tres satisfaisant puisque la
procédure détecte les cinq pics principaux de g; et go respectivement localisés aux
points x = 0.04,0.28,0.42,0.63,0.86 et x = 0.04,0.35,0.51,0.72,0.89. De plus, elle
détecte également deux pics plus petits de g; aux points x = 0.54,0.73 et le petit pic
de go au point x = 0.26. Les autres maxima locaux dus aux fluctuations du bruit,
ne sont pas pris en compte.
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F1a. 3.27: (a) Profils de densité de deux vieux rats dans la région MD (g; : trait
plein et go : trait pointillé) (b) Profils de densité de deux vieux rats dans la région
MD interpolés avec des Splines cubiques (n = 128) et recalés (linéairement) sur
I'intervalle [0, 1] (g : trait plein et g, : trait pointillé)
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F1a. 3.28: (a) Courbe échantillonnée g;. (c) Estimation des zero-crossings de g qui
correspondent a des maxima locaux avec lintensité structurelle associée (e). (b)
Courbe échantillonnée g,. (d) Estimation des zero-crossings de go qui correspondent
a des maxima locaux avec U'intensité structurelle associée (f).
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Chapitre 4

Recalage automatique de courbes

Une fois que les landmarks de deux ou plusieurs signaux ont été estimés, les
transformations qui alignent ces ensembles de landmarks doivent étre calculées. Pour
mettre en correspondance deux ensembles de landmarks, il suffit de savoir quelles
paires de landmarks doivent étre associés. En effet dans le chapitre 2, nous avons vu
que dans ce cas le calcul de la déformation qui aligne deux ensembles de landmarks
revient a un probleme de régression sous contrainte monotone et que de nombreuses
méthodes sont disponibles pour le résoudre. Ainsi, tout dépend de la détermination
des paires de landmarks qui doivent étre associés. En pratique, cette tache n’est
généralement pas évidente : de nombreux landmarks dans un ensemble peuvent ne
pas avoir d’homologue dans I'autre ensemble, et la présence de landmarks “erronés”
dus aux fluctuations du bruit complique également le probleme. Dans ce chapitre,
nous proposons une méthode automatique pour aligner deux courbes, éventuellement
observées avec du bruit, a partir de leur landmarks. A notre connaissance, il n’existe
pas de méthode automatique dans la littérature pour résoudre ce probleme. Kneip et
Gasser [51] ont proposé un cadre théorique pour I’étude de la consistance des estima-
teurs des déformations nécessaire au recalage d’un ensemble de courbes. Toutefois,
leur approche nécessite en pratique une méthode heuristique qui est difficilement
applicable pour de larges ensembles de données, comme nous allons le préciser par
la suite.

Les performances de la méthode automatique développée dans ce chapitre sont
comparées avec I'algorithme d’alignement global développé par Wang et Gasser ([91],
[92]) pour le probleme basique du recalage de deux fonctions. La méthodologie que
nous proposons peut se généraliser a un ensemble de plusieurs courbes. Deux exem-
ples réels servent d’illustration :

— la comparaison de la distribution de la ganglioside dans les tissus cérébraux
de groupes de rats d’ages distincts (exemple 1D donné dans l'introduction,
cet ensemble de courbes est analysé dans [71]). Cet ensemble de données sera
appelé par la suite : données de la ganglioside.

— un exemple provenant de la physiologie que nous détaillons dans le paragraphe
4.2.2. Ces données ont été enregistrées par les Dr. Amarantini David et Dr.
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Martin Luc (Laboratoire Sport et Performance Motrice, EA 597, UFRAPS,
Université de Grenoble, France). Leur étude est motivée par le besoin de mieux
comprendre le processus générateur de mouvement pour différents niveaux
d’une force extérieure appliquée sur le genou de plusieurs patients. Cet ensem-
ble de données sera appelé par la suite : données d’orthese.

L’analyse de variance (ANOVA) est certainement 'une des techniques d’anal-
yse de données les plus utilisées en statistique appliquée. Cette approche vise a
déterminer comment les variations d’une variable observée peuvent étre expliquées
par 'observation d’autres quantités. Cette technique, tres utile pour ’analyse de
données de faibles dimensions, est insuffisante lorsque les variables aléatoires ob-
servées sont fonctionnelles (par exemple des courbes de croissance chez différents
individus). Bien qu’une fonction ne soit jamais observée dans son ensemble, un nom-
bre suffisamment large d’évaluations de celle-ci en différents points est généralement
disponible. La taille importante des données observées, due aux appareils mod-
ernes d’acquisition, fait que les techniques d’ANOVA multi-dimensionnelle ne sont
plus adaptées. Pour la comparaison d’ensemble multiples de signaux, les méthodes
d’analyse de variance fonctionnelles (FANOVA) sont des alternatives préférables aux
techniques d’ANOVA classiques, qui permettent toujours une interprétation simple
des résultats. Etant donné le nombre important d’applications nécessitant 1’analyse
de données fonctionnelles, les modeles de FANOVA ont récemment gagné en pop-
ularité et il existe une littérature abondante sur ce sujet. Une revue détaillée peut
étre trouvée dans le livre de Ramsay et Silverman [77].

Abramovich et. al. ont proposé récemment une méthode de FANOVA avec on-
delettes qui permet de tester de nombreuses hypotheses pour quantifier les varia-
tions au sein d’une population. A titre d’application, Abramovich et. al. ont analysé
I’ensemble de données d’orthese. Toutefois, cette analyse a été réalisée sans recalage
préalable des données observées. Nous avons donc repris I’étude conduite dans [1]
en recalant au préalable les courbes enregistrées, afin d’illustrer 'intérét de I’aligne-
ment de courbes. La méthode de FANOVA avec ondelettes proposé par Abramovich
et. al. nous a également permis d’analyser les variations au sein des données de
la ganglioside. Les résultats obtenus sont comparés avec les conclusions de 1'étude
conduite dans [71].

4.1 Mise en correspondance automatique de deux
ensembles de landmarks

4.1.1 Approches déja existantes

Généralement, la détermination des landmarks qui doivent se correspondre se
fait manuellement, en essayant de repérer le nombre de landmarks qui sont com-
muns a toutes les courbes. Par exemple, pour certains ensembles de données, il
parait clair que les courbes observées ont le méme nombre de maxima “principaux”
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(voir Munoz Maldonado et. al. [71]). Gasser et Kneip [39] ont proposé une méthode
pour déterminer les points caractéristiques qui sont communs a un ensemble de m
courbes. Supposons que chacune de ces courbes possede exactement un maxima
de taille variable dont la position se trouve au voisinage d’un point xy. Apres avoir
obtenu les positions individuelles de tous ces maxima, Gasser et Kneip [39] proposent
de calculer la densité de toutes ces positions. La densité obtenue possede alors ex-
actement un mode localisé autour du point xy. L’heuristique proposée dans [39]
s’appuie sur le fait que les différences inter-individus entre les positions des points
caractéristiques communs sont relativement petites par rapport aux différences entre
les positions des différents landmarks chez un seul individu (ce qui est souvent ob-
servé en pratique). Soit fi, ..., f,, un ensemble de courbes éventuellement observées
avec du bruit, Gasser et Kneip [39] ont alors suggéré la méthodologie suivante pour
identifier les landmarks communs de méme type (par exemple des maxima) :

— Tout d’abord, les maxima locaux de chacune des courbes f;;i = 1,... ,m sont
estimés. Dans [39], cette étape est réalisée en calculant les zéros appropriés de
la dérivée premiere des estimateurs a noyau de chacune des courbes.

— Toutes les positions de ces maxima locaux sont triées dans un seul tableau. Une
méthode d’estimation de densité par noyau est ensuite appliquée au vecteur
obtenu.

Les maxima communs vont alors donner lieu a des pics dans la densité ainsi
calculée. Cette méthode permet en particulier de définir de petits intervalles, sur
I’axe des abscisses, ol les maxima doivent étre recherchés dans chacune des courbes.
Kneip et Gasser [51] ont proposé un ensemble d’outils statistiques pour étudier
I’alignement de courbes a partir de leurs landmarks. En particulier, ils ont introduit
la notion de fonctionnelle structurelle, que nous avons utilisée dans le chapitre 3,
pour décrire les points structurels d’un signal. Une fonctionnelle structurelle pour
décrire les extrema d’une fonction ¢ : [0,1] — R peut étre définie de la maniere
suivante :

Définition 4.1 Soit a un réel n’appartenant pas a [0, 1], et [a,b] un intervalle inclus
dans |0, 1[. Une fonctionnelle T : C1([0,1]) —]0, 1[U{a} sera appelée une fonction-
nelle structurelle du second ordre associée a |a,b], si pour g € C*([0,1]) :

T(g) = (, sig a exactement un extrema dans |a,b] au point C,

T(g) = «, sinon, i.e. si g a soit plusieurs extrema, soit aucun extremum dans |a, b|.

La donnée de plusieurs fonctionnelles structurelles associées a des intervalles dis-
joints permet de définir les landmarks d’'un ensemble de courbes. T'(g) = « signifie
que le landmark correspondant a la fonctionnelle structurelle T est manquant, c¢’est
a dire qu’il n’existe pas dans la courbe g. Supposons que l'on dispose d'un ensem-
ble de m courbes fi,..., f, (sans bruit). A partir de la donnée d’un ensemble de
fonctionnelles structurelles 17, ... ,T,, il est possible de définir a I'aide d’opérateurs
de déformation (voir chapitre 2), des transformations wuy, ... ,u,, qui synchronisent
les courbes fi,..., fn. En supposant que les “vraies” courbes f1,... , f,, n’ont pas
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de landmarks manquants pour chaque T;,i = 1,...,r (ce qui est une hypothese
tres restrictive), Kneip et Gasser [51] ont étudié les propriétés asymptotiques des
estimateurs des fonctions uy,... ,u,,, f1 0 Ui, ..., fm o u,, et de la forme moyenne
de ces courbes a l'aide d’estimateurs a noyau. En pratique, il est donc nécessaire de
déterminer un ensemble de fonctionnelles structurelles, ¢’est a dire un ensemble de
sous-intervalles de [0, 1] dans lesquels rechercher les landmarks. La méthode heuris-
tique décrite dans Gasser et Kneip [39] peut aider le statisticien & déterminer de
tels intervalles en fonction de 'intensité et de 1’“étalement” des modes de la densité
obtenue. Toutefois, comme souligné dans [51], la définition de fonctionnelles struc-
turelles a 'aide de cette heuristique, est délicate en pratique. Il peut y avoir des
modes dus au bruit et certains landmarks importants des courbes peuvent ne pas
étre pris en compte. Enfin, cette approche est applicable lorsqu’un nombre suffisant
de courbes est observé, et ne peut donc pas étre utilisée pour le recalage de seulement
deux signaux.

4.1.2 Une méthode automatique

Nous allons maintenant expliquer comment les intensités structurelles des lignes
de zero-crossings de deux courbes f; et fo peuvent étre utilisées pour construire une
méthode pour décider automatiquement si un landmark de f; (resp. f3) correspond
a un landmark de fy (resp. f1). Afin de présenter cette méthode, nous proposons d’il-
lustrer sur un exemple réel, le probleme de I'identification des paires de landmarks
qui doivent se correspondre. Cet exemple a déja servi d’illustration des méthodes de
détection de landmarks présentées dans le chapitre 3. Les deux courbes tracées dans
la Figure 4.1a sont des profils de densité dans la région Medulla pour deux vieux rats
(le bruit de fond a été supprimé comme suggéré dans Munoz Maldonado et. al. [71]).
Ces deux échantillons font partie des données de la ganglioside. Remarquons tout
d’abord, que les courbes g; et go de la Figure 4.1a ne sont pas observées sur [0, 1]
mais sur [aq, by et [aq, bo] respectivement, avec a; = 42.08,b; = 85.75, a5 = 25.81 et
by = 86.55. Cependant, en définissant §; = g1 (a1+t(by—a1)) et go = ga(as+t(ba—as))
pour ¢ € [0, 1], le probleme de I’alignement des courbes g; et go est équivalent a celui
du recalage des fonctions g; et go qui sont définies sur [0, 1]. Le nombre de points
pour les courbes g; et go est respectivement ny; = 110 et no = 152. Nous avons choisi
d’interpoler ces données a ’aide de Spline cubique pour former deux suites d’obser-
vations de n = 128 points, et ensuite de les aligner sur I'intervalle [0, 1] a I'aide du
recalage linéaire expliqué précédemment (voir Figure 4.1b). Nous avons pris n égal
a une puissance de deux, afin de pouvoir utiliser facilement 1'une des nombreuses
méthodes de débruitage a base d’ondelettes disponible dans la littérature pour es-
timer les courbes g; et go (voir e.g. Antoniadis et. al. [3] pour une revue détaillée de
ces méthodes dont une implémentation sous Matlab peut étre obtenue a I'URL :
http ://www-lmc.imag.fr/SMS/software/GaussianWaveDen). Le nombre de points
n est choisi proche de n; et ny afin d’éviter de lisser les fonctions g; et go. Ainsi, la
forme des courbes échantillonnées g, et g, correspond a celle des données originales
(voir Figure 4.1b).
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Fia. 4.1: (a) Profils de densité de deux vieux rats dans la région MD (g; : trait
plein et g, : trait pointillé) (b) Profils de densité de deux vieux rats dans la région
MD interpolés avec des Splines cubiques (n = 128) et recalés (linéairement) sur
I'intervalle [0, 1] (g1 : trait plein et g : trait pointillé)

Supposons que pour aligner les deux fonctions §; et gs, on souhaite mettre en cor-
respondance les extrema locaux significatifs de chacune des courbes. Pour déterminer
la position de tels landmarks, nous avons utilisé la procédure décrite dans le chapitre
3 pour estimer les lignes de zero-crossings qui correspondent aux maxima locaux de
g1 et g2 (calculées pour une ondelette B-Spline d’ordre ¢ = 4 et r = 1 moment
nul). Les lignes de zero-crossings estimées sont données dans la Figure 4.2 avec les
intensités structurelles associées. Dans cet exemple, I'intensité structurelle G’jl dans
la Figure 4.2e a sept modes, alors que l'intensité structurelle éjz de la Figure 4.2f
a six modes. A premiere vue, il n’est pas facile de décider si le ieme mode de @jl
doit correspondre au jeme mode de G;’Q pour : = 1,...,7et 7 =1,...,6. Dans
Munoz Maldonado et. al. [71], cing pics principaux sont identifiés dans chaque pro-
fil de densité pour recaler les courbes. On peut effectivement clairement affirmer
que les courbes g; et g, ont cing maxima principaux qui se trouvent aux points
x = 0.04,0.28,0.42,0.63,0.86 et z = 0.04,0.35,0.51,0.72,0.89, et que les formes de
ces pics suggerent que ces cing landmarks doivent étre alignés. Lorsque 'on regarde
les lignes de zero-crossings qui convergent vers ces cing pics, on peut constater que
les formes des lignes qui correspondent au ieme maxima principal de g, et g» sont
similaires pour ¢ = 1, ... ,5. Dans un certain sens, pour identifier les paires de land-
marks qui doivent se correspondre, il serait naturel d’essayer d’associer les lignes
de zero-crossings dont la forme et la longueur dans le plan temps-échelle sont sim-
ilaires. Puisque la largeur et la hauteur des modes des intensités structurelles sont
reliées a la forme des lignes de zero-crossings, nous proposons d’aligner @jl et é;
par programmation dynamique temporelle (DTW) pour mesurer la similarité entre
ces lignes de maniere automatique. Etant donné que le D'TW est une technique qui

135



aligne automatiquement les points structurels de deux fonctions, on peut espérer
que les “modes communs” de G, et G, soient alignés aprés transformation, ce qui
indiquerait donc les paires de landmarks qui doivent se correspondre.

4.1.2.1 Alignement des intensités structurelles par DTW

La programmation dynamique temporelle (DTW), qui a été mise au point pour
I’alignement d’une courbe par rapport a l'autre, est largement documentée dans
la littérature d’ingénierie. L’article de Sakoe et Chiba [82] constitue une bonne
référence pour quelques idées basiques sur ce sujet. En reconnaissance vocale, un
mot ou une phrase peut étre exprimé comme une suite de points caractéristiques
obtenue a partir d’'un enregistrement et d’'une méthode appropriés. Ce vecteur de
caractéristiques, plutot que le signal audio original, est ensuite analysé. Le proces-
sus de reconnaissance consiste a comparer le mot enregistré avec d’autres mots dans
un ensemble de référence. Si les caractéristiques du mot enregistré correspondent
suffisamment a celles d’'un des mots dans I’ensemble de référence, alors le mot (ou
la phrase) est reconnu. Pour cette comparaison, les fluctuations de ’axe temporel
entre le mot enregistré et un mot de référence doivent étre éliminées. Une version
discrete du probleme de recalage de deux vecteurs de caractéristiques correspondant
a des enregistrements audio, est donnée dans Sakoe et Chiba [82], et nous décrivons
leur algorithme dans la section 4.1.3.3.

L’alignement de courbes bruitées par DTW, a été étudié par Wang et Gasser
([91],[92]) en utilisant des estimateurs a noyau. D’un point de vue continu, ’aligne-
ment de deux fonctions 0, et 6, par DTW peut étre formulé comme un probleme
d’alignement global. Pour la fonction de cott quadratique classique, une formula-
tion possible de ce probléeme est la suivante : soit 01,05 : [0,1] — R, aligner les deux
courbes 6 et 65, consiste a chercher le minimum, parmi tous les difféomorphismes
croissants h de : [0, 1] — [0, 1], de la fonctionnelle :

Loyo,(h) = /0 (0(x) — 0z 0 h(z))2ds. (4.4.1)

L’une des difficultés principales de cette approche est de garantir que la solution
du probleme variationnel (4.4.1) est une fonction croissante, et dérivable afin d’avoir
une déformation suffisamment réguliere. Piccioni et. al. [72] ont étudié en détail le
probléme variationnel associé a ce type de fonctionnelle. Pour étudier 'existence du
minimum, les auteurs dans [72] suggerent de reformuler ce probleme variationnel sur
I'ensemble de toutes les mesures de probabilités sur [0, 1]. Nous proposons de suivre
leur méthodologie pour étudier le probleme de l'alignement de deux fonctions par
DTW ou le but est d’aligner les modes communs de deux intensités structurelles.
Pour ce faire, notons par M; ’ensemble de toutes les mesures de probabilités sur
I'ensemble des Boréliens de [0, 1]. C’est un espace compact lorsqu’il est muni de la
topologie de convergence faible. Pour un élément v € M;, nous noterons sa fonction
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F1a. 4.2: (a) Courbe échantillonnée g;. (c) Estimation des zero-crossings de §; qui
correspondent & des maxima locaux avec lintensité structurelle associée (e). (b)
Courbe échantillonnée . (d) Estimation des zero-crossings de §» qui correspondent
a des maxima locaux avec l'intensité structurelle associée (f).
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de répartition par :

Fv)(z) = /Ofc dv, x € [0,1].

Soit 6; et Ay deux fonctions bornées qui sont dans L?([0,1], R, dz), ot dz représente
la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Alors, pour v € M; nous posons :

01 (x) B 0y 0 F(v)(x)
161] oo 102

Si 9 est continue sur [0, 1], il peut étre montré que Ly, g,(.) est continue et a
donc un minimum puisque M; est un compact (voir la preuve de la Proposition
4.2 dans [72]). La normalisation avec la norme-sup ||.|| dans (4.4.2) vise a réduire
les différences en amplitude entre les courbes lors du calcul de la fonction qui min-
imise Lg, 9,(.). Puisque que la transformation de cout minimal tend a aligner les
extrema locaux de 60 et 6y (ceci est expliqué dans Wang et Gasser [91],[92]), nous
proposons d’aligner les intensités structurelles des lignes de zero-crossings de deux
fonctions f; et fy possédant différents landmarks, pour décider quelles paires de
points caractéristiques doivent étre associés. Cette idée est formulée dans la propo-
sition suivante, ou une version légerement modifiée de l'intensité structurelle est
proposée afin d’obtenir des fonctions continues et bornées sur [0, 1] (les raisons de
cette modification sont données dans la remarque 4.1 qui suit cette proposition) :

Proposition 4.1 Soit f1, f» € L*(R) et ¢ = (—=1)"0") r > 1 une ondelette causale.
Supposons qu’il existe py lignes de zero-crossings z,;(s),1 =1,... ,py et py lignes de
zero-crossings za;(s),i = 1,... ,pa associées a fi et fo respectivement. Pour x € R,
définissons lintensité structurelle des zero-crossings G, (x) et G,,(x) comme :

Gulo) = Y [ togtoro =2 s

Lo, 6,(F(v)) :/0 ( )?dz. (4.4.2)

S
p2 8294 5 T — ZQ,Z'(S)
Go(x) = Y i |log(s)] e(f)d&
=1

ot [0, s.,,] est le support de la ligne de zero-crossings z;;(.). Alors, G.,(.) et G,(.)
sont des fonctions continues sur [0, 1].

Soient 71 = (Ty1,... ,Tip:) lensemble des mavima locaus de G, el Ty = (T, ... , Tops)
l’ensemble des mazima locaur de G,. Posons p = argmin,en, La., ., (F(v)) et soit
€ > 0. Alors, une e-correspondance entre les deux ensembles de landmarks T et T
est définie par le procédé suivant :

—pour i = 1,...,p7, soit 5, = (Toj,...,Taj;) l'ensemble de landmarks qui
sont tels que F(pu)(Tox) € [T1i — €, 714 + €|, 7o € T5; €t qui n'ont pas encore
€té associés a un autre landmark 7,k =1,... ;i — 1.

— 5175, n'est pas vide alors le landmark 1o, est associé au landmark T ;.
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Preuve : Nous avons seulement besoin de prouver que G, (.) et G.,(.) sont des
fonctions continues sur [0, 1] ce qui implique que Lg. ¢.,(.) a un minimum. Soit :

o) = [ togo)Po =2 s, o e 0.1
0

Pour presque tout s € [0,s., |, v \log(s)|36(%’i(s)) est continue sur [0, 1] et
pour tout x € [0, 1], \Zog(s)]ge(%”'(s)) < |10]loo|log(s)[3. Puisque s +— |log(s)|? est
intégrable sur [0, s, ], le théoréme de continuité sous le signe intégral implique que
g, est continue sur [0, 1]. Puisque G, (z) = 37!, g., (), cette fonction est donc
continue sur [0,1]. La preuve pour montrer que G,,(.) est continue sur [0, 1] est
identique. [

Remarque 4.1 Dans la Proposition 4.1, la définition des intensités structurelles

est légerement différente de celle donnée dans la chapitre 3. Rappelons que notre
premiére définition était : G, (x) = > 1, [y %9(%’1(5))(& = fjf:fg(sq B 0(%&6%))du
Ainsi, lorsque l’on considére le logarithme du paramétre d’échelle ordinaire s, tous

les noyaux 9(%), u > —log(s.,,) ont la méme amplitude. Cette définition est
motivée par le fait les chercheurs en vision par ordinateur considérent qu’un choizx
naturel de parametre d’échelle, pour un signal continu, est le logarithme du parametre
d’échelle ordinaire (voir e.g. Lindeberg [58]). En particulier, un argument d’échelle
qui requiert que les structures a des échelles différentes soient traitées de maniere
similaire, implique directement qu’une maniere naturelle de définir la durée de vie
des structures dans le plan temps-échelle est de prendre comme niveau de résolution
le logarithme du paramétre d’échelle ordinaire. Ainsi, avec ce choix, la forme des
modes de ['intensité structurelle doit normalement refiéter la forme et la longueur
des lignes de zero-crossings dans le plan temps-échelle. Cependant, s +— % n’est pas
intégrable sur [0,1] et G,, n'est donc pas bornée. Afin de rendre G, (.) continue sur
[0,1], nous avons remplacé la fonction de poids s — + par s — |log(s)|* dans la
Proposition 4.1. Etant donné que les courbes de ces fonctions de poids sont proches
Vune de lautre sur [0,1], la forme des intensités structurelles introduites dans la
Proposition 4.1 est trés proche de celle définie précédemment. Nous avons intro-
duit cette nouvelle définition de l'intensité structurelle afin d’étudier de maniére
théorique les propriétés de l’e-correspondance. Toutefois, en pratique, les intensités
structurelles sont calculées pour des échelles strictement positives et quelque soit la
définition ceci conduit donc toujours a des fonctions continues et bornées. Ainsi,
dans les figures suivantes, les différentes intensités structurelles sont calculées avec
la fonction de poids “naturelle” % (nous avons constaté dans les différentes simula-
tions effectuées, que remplacer% par |log(s)|® ne change pas la forme des intensités
structurelles et ne modifie donc pas le résultat de l’e-correspondance).

Avant d’illustrer cette technique de mise en correspondance automatique sur
quelques exemples réels et par quelques simulations, nous devons essayer de savoir
si ’e-correspondance est une méthode consistante quand les courbes f; et fo sont
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inconnues et observées avec du bruit. Dans le chapitre 3, il a été montré que s’il 'on
définit les landmarks d’un signal comme les modes de l'intensité structurelle des
lignes de zero-crossings, alors les maxima locaux de l'intensité structurelle des zero-
crossings estimés converge en probabilité vers les landmarks du signal. Si ézl et G’Zl
sont les intensités structurelles des lignes de zero-crossings de deux signaux f; et fo
contaminés par du bruit, une idée naturelle pour estimer la fonction de déformation
qui aligne les landmarks de f; et f5 est d’'utiliser 1’e-correspondance entre les maxima
locaux de ézl et ézl afin de déterminer les paires de landmarks a aligner. Afin de
savoir si cette approche peut identifier la vraie fonction de déformation, nous devons
tout d’abord étudier la convergence de argminyem L, ¢, (F(v)).

Proposition 4.2 Assumons les hypotheses de la Proposition 4.1. Supposons que
POUT Spin, = S = Sk, D1 lignes de zero-crossings 21,(s) ont été estimées et convergent
en probabilité vers zy ;(s),i =1,... ,p1, et py lignes de zero-crossings Zs;(s) ont été
estimées et convergent en probabilité vers z9,;(s),i =1,... ,ps quand n — 00, 0U S,
est définie dans la Proposition 3.13. Pour x € [0,1] définissons :

Gt = X [ " og(oypo =21 g

Gule) = X [ " fog(s) o2 g

Gale) = ) / " og(s) o214 g,

S
. P2 Smin T — 22‘(3)
Gt = Y [ ogtoypot =2
i=1 v 5+

Soit fi, = argmz'n,,eMlLéZl’é@(F(V)). Alors :

— pour toute suite z, — x € [0,1], G, (z,) —p G, (z) et G, () —p Gay(2)
quand n — 0.

— il existe une sous-suite {fin, }ren de {fin}nen qui converge vers ji € My tel que
P(i € argmin,en, La., c., (V) — 1 quand n — oo.

Smin

Preuve : Pouri =1,... ,pyet x € [0, 1], définissons g., ,(z) = |, log(s)|39(%’i(s))ds.
Soit z1;,(s) une suite de fonctions telles que pour tout s € [0, Spminl, |21.in(S) —
21i(s)| — 0 quand n — oo. Soit s, une suite d’échelles qui converge vers zéro, et

log(s)|30(Zn=2rin(dy g,

S

Smin

une suite qui converge vers x € [0, 1]. Définissons g, , , (z,) = [

Etant donné que pour tout n € N et presque tout s € [0, Smin), |l0g(s) ]39(%’1(5)) <
10]]00]l0g(s) |3, le théoréme de convergence dominé et la continuité de 6 impliquent
que g, ,.(xn) = g, (x) quand n — oo (puisque s — |log(s)|® est intégrable sur
[0, Smin)). D’apres nos hypotheses, nous avons que pour Sy, > s > Si, |21(s) —
214(s)] —p 0 et que s, — 0 quand n — oo. Donc, par le théoreme de I’application
continue (continuous mapping theorem voir Billingsley [7], Corollary 2 p.31), nous
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obtenons que gz, ,(z,) = [ |log(s)|36(%ai(s))ds —p 9z.(), ce qui implique
finalement que x, — = € [0,1], G, (z,) —, Ga (2) et G, (xn) —p Gay(z) quand

n — oo.

Prouvons maintenant la deuxieme partie du théoreme. Soient 6,60, des fonctions
continues sur [0, 1], et soient 6,602, deux suites de fonctions continues sur [0, 1]
qui sont telles que pour tout x € [0, 1], |6;,(z) —0;(x)] — 0,7 = 1,2 quand n — oo.
Supposons que pour toute suite x,, — x € [0, 1], |02, (x,) —62(x)| — 0. De plus, sup-
posons qu'il existe une constante M > 0 telle que pour tout n € N et tout x € [0, 1],
0;n(x)] < M,j = 1,2. Soit v, — v € M. Alors, pour presque tout z € [0,1],
F(v,)(xz) — F(v)(x). Ainsi, d’apres nos hypotheses sur 6, et 6, nous obtenons
que pour presque tout x € [0, 1], (01.,(2) —02.,(F(v)(x)))* — (01(x)—0o(F(v)(x)))>.
Puisque pour tout n € N et tout z € [0,1], (01..(x) — Oon(F(vy)(2)))* < 4M?

le théoreme de convergence dominé implique que Lg, ,, g, (F(vn)) — Lo, 9,(F(v)).
Comme dans la preuve de la Proposition 4.1, nous pouvons montrer, en utilisant le
théoreme de continuité sous le signe intégral, que GZI et @ZQ sont des fonctions con-
tinues sur [0, 1]. Puisque pour tout z € [0,1],j = 1,2, ézj () < [|0llco [ [log(s)[Pds <
10]|0 J; ™ [log(s)|?ds, et étant donné que pour tout suite z,, — = € [0, 1], Gy () =
G.,(x), le théoréeme de I'application continue implique que pour toute suite v, —
veM,Lg g, (n) —p La.,c.,(v) quand n — oo. Maintenant, posons f, =

argming,e Lézl ,GZQ(I/). Puisque M; est compact, il existe une sous-suite {/i,, }ren
de {fin}nen qui converge vers i € M;. Par définition de f,,, nous avons que pour
tout v € My, L 7G~22(F(/lnk)) < Lézl,é22<F(V))~ Donc, avec probabilité tendant
vers un quand n — 0o, nous obtenons que pour tout v € My, Lg., c.,(F(i1) <
La., a.,(F(v)) ce qui complete la preuve. [.

Prouver des théoremes limites pour des estimateurs de type “argmin” est une
tache difficile, bien que I'approche soit généralement simple conceptuellement. Dans
la preuve de la Proposition 4.2, nous avons utilisé la méthodologie de ’epi-convergence
pour étudier quelques propriétés des estimateurs fi, = argmingens, Lé‘zl,ézz (v). Nous
présentons brievement la notion d’epi-convergence pour des fonctions semi-continues
inférieurement (I-sc) et expliquons pourquoi il s’agit d’un outil tres utile pour étudier
les estimateurs de type “argmin”. Rappelons qu'une fonction f est l-sc si :

Flw) < liminf £(r,),

pour toute séquence x, — x. En particulier, la continuité semi-inférieure implique
que pour tout ensemble compact K, inf.cx f(x) = f(x¢) pour un zo € K. Soit f,
une suite de fonctions l-sc. Une définition possible de ’epi-convergence de f, vers
une fonction l-sc f est la suivante :

Définition 4.2 Soit f,, f des fonctions I-sc. f, epi-converge vers f si pour tout
r € R nous avons :

liminf f,,(x,) > f(x) pour toute suite x,, — x, et

n—oo

limsup f,(x,) < f(x) pour une suite x, — x.

n—oo

141



L’epi-convergence pour l'analyse variationnelle et 'optimisation est étudiée en détail
dans le livre de Rockafellar et Wets [80], et d’autres références sur ’epi-convergence
en loi et la convergence d’estimateurs de type “argmin” peuvent étre trouvées dans
Knight [52]. Dans Rockafellar et Wets [80], il est montré que I’epi-convergence est
un outil bien adapté pour étudier la convergence de inf f,, ou de I’ensemble des
argminf,. Cependant, il est également expliqué qu’a moins que argmin f soit réduit
a un point, il serait irréaliste d’essayer de trouver des conditions qui garantissent que
lim,, .. argminf, = argminf quand f, epi-converge vers f. Ainsi, l'on doit plutot
se contenter de l'inclusion limsup,,_, . argminf, C argminf, qui signifie que pour
toute suite x,, € argminf,, il existe une sous-suite z,, qui converge vers x avec T €
argminf. Donc, puisqu’il n’est pas garanti que le probléeme variationnel (4.4.2) a une
solution unique, il semble tres difficile de trouver des conditions qui garantissent que
argmingenr, Lézl G (v) —p argmingen, Le., g.,(v). Ainsi, Iétude de la consistance
de I'e-correspondance semble étre une tache loin d’étre évidente. Toutefois, plutot
qu’étudier ce probleme d'un point de vue théorique, nous proposons d’appliquer
notre méthode d’alignement automatique a partir de landmarks a quelques exemples
réels, et d’effectuer quelques simulations pour illustrer les tres bonnes propriétés de
cette approche en pratique.

4.1.3 Implémentation pratique et simulations
4.1.3.1 Discrétisation du probleme variationnel

En pratique, le probleme variationnel (4.4.2) peut étre résolu efficacement a 1’aide
de la programmation dynamique. Supposons que deux vecteurs de caractéristiques
de longueur n : ©1 = (O11,...,01,) et Oy = (O21,...,03,) doivent étre alignés.
Une approximation discrete du probleme variationnel (4.4.2) est alors la suivante :
les vecteurs de déformation w de la forme

w=((1,5(10)), ..., (n,5(n)))

qui alignent au mieux les vecteurs ©; et O sont ceux tels que la dissimilarité (ou
cotit)

LS ek sk
L(©1,0,,0) = Z (max(@1) B max(@2)>

k=1
est suffisamment petite. Les vecteurs de déformation @ doivent satisfaire plusieurs
contraintes :

1. Monotonie : j(k) < j(k +1).

2. Bords : j(1) =1 et j(n) = n.

3. Pente : 0 < [j(k+1)—j(k)| < M,

ou M > 0 est une constante. La troisieme condition est une contrainte de pente
qui vise a éliminer les déformations trop brusques car irréalistes. Le recherche d’une
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déformation de colit minimal peut se faire efficacement a partir d’algorithmes qui
trouvent le plus court chemin dans un graphe. Pour I’alignement des intensités struc-
turelles, nous avons pris M = +o00 ce qui autorise n’importe quelle pente positive.

4.1.3.2 Un exemple réel

Revenons maintenant au probleme de l'alignement des profils de densité pour
deux vieux rats dans la région Medulla (voir Figure 4.1a). L’alignement par DTW
des intensités structurelles G, et G, des zero-crossings estimés qui correspon-
dent aux maxima locaux de §; et go est donné dans la Figure 4.3. Dans Munoz
Maldonado et. al. [71], les auteurs expliquent que, pour aligner les profils de den-
sité, les cinq maxima principaux de g; aux points x = 0.04,0.28,0.42,0.63,0.86
ont été mis en correspondance avec les cing maxima principaux de g, aux points
x = 0.04,0.35,0.51,0.72,0.89. Dans la Figure 4.3c, on peut constater que s’il 'on
applique I'e-correspondance avec ¢ = 0.01 entre les modes de Gjl et éjz, alors les
vecteurs de landmarks qui doivent étre associés sont 7 = (0.04, 0.28,0.42,0.63, 0.86)
et 7 = (0.04,0.35,0.51,0.72,0.89). Ainsi, dans cet exemple, 1’e-correspondance
aligne correctement les cing pics principaux de @jl et GjQ et correspond de plus
avec 'alignement que 'on aurait naturellement fait “avec les yeux”.

Dans un probleme d’alignement de courbes, il peut étre souvent souhaitable
d’aligner a la fois les maxima et les minima communs. Dans la Figure 4.4, nous
avons représenté les intensité structurelles @;1 et é;Q des zero-crossings estimés
qui correspondent aux minima significatifs de g; et go ainsi que leur alignement
par DTW. Avec ¢ = 0.01, les vecteurs des minima locaux qui doivent étre alignés
sont 7, = (0.12,0.34,0.52,0.79) et 7, = (0.13,0.41,0.63,0.83). Afin d’aligner les
extrema de g1 et go, il est nécessaire de construire les vecteurs de landmarks 71 et 7
qui contiennent a la fois des minima et des maxima pour calculer la transformation
u = G(7, ) qui aligne les courbes g; et g, olt G est un opérateur de déformation
approprié. Etant donné que 'on peut espérer qu'un maxima significatif soit suivi
d’un minima significatif, il peut étre tentant de définir 7, = 7,f U et 7o = 7,7 U Ty
de telle sorte que les éléments de 7 et 75 soient triés en ordre croissant, i.e :

71 = (0.04,0.12,0.28,0.34,0.42,0.52,0.63,0.79, 0.86)
7, = (0.04,0.13,0.35,0.41,0.51,0.63,0.72,0.83,0.90)

Dans notre exemple, cette méthode fonctionne puisqu’elle préserve la correspon-
dance entre les maxima et minima locaux. Toutefois, si pour ¢ > j donnés, nous
avons 7, (1) < 11 (j) et 7 (i) > 75 (j) cette procédure donne alors deux vecteurs de
landmarks qui ne respectent pas la contrainte de monotonicité pour la transforma-
tion u. Ainsi, pour pouvoir aligner a la fois les maxima et les minima locaux de deux
courbes, I'approche suivante a été utilisée :

N

— soit éil = A;L1 - éz_l et @2‘2 = sz — G
— définissons p* = argminyen, Le- ¢- (F(v)) et w*(z) = F(u*) ().
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Fia. 4.3: (a) Profil de densité pour deux vieux dans la région Medulla, recalés
sur Uintervalle [0, 1] et échantillonnés & n = 128 points (g; : trait plein et gy :
trait pointillé) (b) Intensités structurelles non-alignées G, (trait plein) et G, (trait
pointillé) (c) Alignement des intensités structurelles G, (trait plein) et GF, (trait
pointillé) par DTW
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— soit 7, * et Ty “* les vecteurs obtenus par e-correspondance entre les mazima
locauz de G* zet GZ2, et 7'1 et 7'2 ~ les vecteurs obtenus par e-correspondance
entre minima locauz de Gzl et GZQ, avec le chemin de cott minimal w*

— définissons 77 =7, UTT et o = 7" U7y de telle sorte que les éléments
de 7 et 75 soient triés par ordre croissant. Prendre alors 77" et 75 comme les
vecteurs de landmarks qui doivent se correspondre.

La Figure 4.5 donne une illustration de cette procédure pour les intensité struc-
turelles de g; et go. Avec € = 0.01, la correspondance entre les extrema locaux de
G, et Gy donne :

7 =(0.04,0.10,0.27,0.34,0.42,0.52,0.63,0.79, 0.87)
75 =(0.04,0.12,0.35,0.41,0.51,0.63,0.72,0.83,0.90)

Cette méthode, que nous noterons e-correspondance MinMazx, préserve donc bien
la correspondance entre les maxima et les minima locaux, et ’on peut constater que
les vecteurs 77 et 7; (j = 1,2) sont tres proches I'un de l'autre.

Maintenant que nous avons déterminé les paires de landmarks qui doivent se
correspondre, nous pouvons construire une fonction de déformation pour aligner
les deux profils de densité. Pour calculer cette déformation, nous avons utilisé la
méthode de Ramsay [75] avec A = 0.001 (voir chapitre 2). L’estimateur par on-
delette invariant par translation avec seuillage hard (TI-H) de Coifman et Donoho
[26] a été utilisé pour débruiter §; et g avec l'ondelette Symmlet 8. Nous avons
choisi la procédure TI-H car les simulations effectuées dans Antoniadis et. al. [3]
pour comparer différents estimateurs par ondelettes, montrent que TI-H est signi-
ficativement meilleure que d’autres méthodes pour estimer des fonctions régulieres.
Le résultat, donné dans la Figure 4.6, montre que les extrema significatifs de g; et
Jo sont correctement alignés apres déformation de gs.

4.1.3.3 Simulations

Nous proposons d’effectuer a présent quelques simulations numériques pour évaluer
les performances de notre méthode automatique d’alignement a partir de landmarks,
et les comparer avec celles d'un algorithme d’alignement global par DTW proposé
par Wang et Gasser ([91],[92]). Avant de décrire le modele utilisé pour les simula-
tions, nous présentons brievement 'approche suggérée dans [91] et [92].

Soient f; et fo deux fonctions observées a partir de données bruitées {y;1,... ,yjn}
aux meémes instants ¢;,i = 1,... ,n (Ley;; = f;(t;) +€,i=1,... ,npour j = 1,2).
La méthode du noyau de Gasser et Miiller [41] est utilisée pour estimer f; et fo et
leur dérivé premiere :

t—u
fj(k) bk+1 Z/ ) y‘77 Kk‘ ( b ) du




Fia. 4.4: (a) Profil de densité pour deux vieux dans la région Medulla, recalés
sur Uintervalle [0, 1] et échantillonnés a n = 128 points (g1 : trait plein et g :
trait pointillé) (b) Intensités structurelles non-alignées G, (trait plein) et G, (trait
pointillé) (c) Alignement des intensités structurelles G7, (trait pointillé) et G, (trait
pointillé) par DTW.
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Fia. 4.5: (a) Profil de densité pour deux vieux dans la région Medulla, recalés
sur lintervalle [0,1] et échantillonnés & n = 128 points (g; : trait plein et g :
trait pointillé) (b) Intensités structurelles non-alignées G, (trait plein) et G, (trait
pointillé) (c) Alignement des intensités structurelles G*, (trait plein) et G, (trait
pointillé) par DTW.
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F1a. 4.6: (a) Profil de densité pour deux vieux dans la région Medulla, recalés sur
I'intervalle [0, 1] et échantillonnés a n = 128 points (g; : trait plein et gy : trait
pointillé) (b) Fonction de déformation u avec les paires de landmarks a aligner (*)
(c) Débruitage et alignement de g; (trait plein) et g; (trait pointillé).
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ou k est l'ordre des dérivées, K est un noyau d’ordre k + 2 et bx est une taille
de fenétre globale qui est indépendante de ¢ mais qui dépend de k. La suite s est
définie par s; = (t; + t;41)/2,i =1,... ,;n— 1,59 = 0,5, = 1. La taille de fenétre
optimale by est choisi par la méthode de plug-in : estimer la fenétre optimale qui
minimise 'estimation de l'erreur quadratique (ou L2) asymptotique (voir Gasser,
Kneip et Kohler [40]). Dans nos simulations, nous avons utilisé la routine glkern.f,
qui peut étre téléchargée a 'URL : www.unizh.ch/biostat/, pour calculer les es-
timateurs a noyau. L’estimation d’une fonction de déformation 4 est alors définie
comme le minimum, parmi tous les difféomorphismes croissants u : [0,1] — [0, 1],
de la fonctionnelle :

' 2 ]31(33) JAQ(U(ZE)) i 2 f{(x) JE(U(QT)) ;
L; ; (u)= « ~ e + (11—« = — = + 2¢(u(x))dz,
fhfw( ) /0 <||f1||oo [ f2llso > ( ) <||f{||oo 1f3lloo ) ()

ou a € [0,1] et p(u(x)) = 0.001% pénalise les fonctions de déformation trop
irrégulieres. En suivant les recommandations pratiques discutées dans [92], nous
résolvons le probleme variationnel ci-dessus par DTW pour trois valeurs différentes
de v = 0.3,0.5,0.7 et choisissons ensuite comme meilleur alignement celui qui donne
le plus petit cout L fw(u). Nous imposons également la contrainte de pente suiv-
ante : |u(z) —x| < 1/2 et utilisons la taille de fenétre optimale by (pour I'estimation
de f}) afin d’estimer f] de maniere a ce que les dérivées des courbes soient estimées

avec un “sur-lissage”.

L’évaluation des deux méthodes d’alignement est effectuée pour le probleme
basique du recalage d’une fonction sur une autre. La fonction test s(t) tracée dans
la Figure 4.7 est celle utilisée par Wang et Gasser [91] dans leurs simulations, définie
par :

s(t) = si(t)+ 4tsin(31.4(0.45 — t)),t < 0.45,
s(t) = s1(t) + 10(s1(t) — s2(t))(0.45 — t),0.45 < t < 0.55,
s(t) = so(t) +4(1 —t)sin(31.4(t — 0.55)),t > 0.55,

avec

si(t) = 0.25(t—5)*—8(0.45 —t),
so(t) = —0.25(t +4)* + 8(t — 0.55).

Nous considérons le modele :
filt) = s(t),
fo(t) = axs(h(t)) +d,

ou h est une fonction strictement croissante de [0, 1] dans [0, 1], et a et d sont des
constantes. Les fonctions f; et fy ont 10 extrema que nous noterons 7, = (TLj, 7=
1,...,10) et » = (12 ; = h(11;),j = 1,...,10) respectivement.
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F1G. 4.7: Fonction test

Dans nos simulations, nous avons considéré des fonctions de déformation non-
linéaires :

a; .
hi(t) =t + —sin(27 (Gt + V1)),
2
ou les parametres «;, 3;,y; sont générés aléatoirement :

a; = max{—0.7, min{0.35N(0,1),0.7}},
B; = min{l+ 0.2N(0,1),1.4},
v = 05(U(0,1) - 0.5)),

ou N(0,1) désigne une variable aléatoire de loi normale standard et U(0,1) une
variable aléatoire de loi uniforme sur (0,1). Comme expliqué dans Wang et Gasser
[91], typiquement |3;| < 1.4 et ainsi

h;(t) =1+ ozlﬂ,- COS(QW(ﬁZ‘t + ’}/l)) > 1-— |Oélﬂl| > 0.

Nous avons donc des fonctions strictement croissantes et nous pouvons éventuellement
ré-échelonner h; afin d’avoir h;(0) = 0 et h;(1) = 1. Ensuite, notre modele est a nou-
veau :

frat) =s(t) 5 f2i(t) = ais(hi(t)) + d;,
avec a; = max(1+ N(0,1),0.5) ; d; =4N(0,1).

Pour ¢+ = 1,...,100, deux suites de données bruitées de longueur n sont alors
générées :

Yiik = fii(tr) + 0ji€iin, K=1,...,n,

ou t, = %, €4, sont des variables i.i.d. de loi normale, de moyenne nulle et de vari-
ance 1, et 0;; sont des niveaux de bruits inconnus. Les facteurs dans nos simulations
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sont la taille d’échantillon n et les valeurs de o;;. Nous donnons les résultats pour
deux tailles d’échantillon, n = 128 (une taille modeste) et n = 512 (une taille plus
importante) et un rapport signal sur bruit RSNR égal a 7 (un faible niveau de bruit),
5 (un niveau de bruit moyen) et 3 (un fort niveau de bruit), ou

I Gaala) = Fopda

1
RSNR(iji, Uj,i) = , avec .fj,i = / f],l(‘r)dx
0

O'jJ'
Pour ¢+ = 1,...,100, soit h; la fonction de déformation obtenue par la méthode
de Wang et Gasser [91]. Pour la i-éme simulation et j = 1,2, définissons Gj]

et CA?Z respectivement comme les intensités structurelles des vrais zero-crossings
et des zero-crossings estimés qui correspondent aux maxima locaux, et définissons
GZ_N_, CA?Z_” respectivement comme les intensités structurelles des vrais zero-crossings
et des zero-crossings estimés qui correspondent aux minima locaux. Ensuite, posons

G, = GJr — G, et définissons 77, et 75; comme les vecteurs des vrais landmarks
obtenus par €- Correspondance MinMax (avec € = 4/n) entre les extrema locaux de
GZ,, et GZ, . De facon similaire, soit G*] = GJr -G _, et définissons 77, et 73;

comme les vecteurs des landmarks estimés obterus par e—correspondanee MinMax
(avec € = 4/n) entre les extrema locaux de G* L. et G* . Ensuite, nous posons
ui(t) = Gy (t) et i(t) = G o) (1), € 0,1], on G est un opérateur de
déformation (nous avons pris la méthode de Ramsay [75] avec A = 0.001 pour cal-
culer les fonctions de déformation). Dans le calcul de w; et @;, nous avons également
imposé u;(0) = 0,u;(1) = 1,4,;(0) = 0,%;(1) = 1. Afin de comparer les performances
de différentes ondelettes, nous reportons les résultats pour une ondelette B-Spline
d’ordre ¢ = 4 et pour une ondelette Gaussienne avec 5 = 0.5 (voir chapitre 3). Un
exemple simulé, pour lequel la qualité de ’estimation de h; et u; est trés bonne, est
donné dans la Figure 4.8 (avec n = 512, RSNR = 5 et une ondelette Gaussienne
pour estimer les landmarks).

Pour comparer notre méthode avec celle de Wang et Gasser, nous avons utilisé

deux criteres d’erreur pour la i-eme simulation (i = 1,...,100) :
. 2
! i(wi(t)) — d;
WMSE; = / <f17i(t) _ Faal@l?)) dt,
0 @i
L Qo
P = 1o 2 (i(r1,5) = hi(m,5))"

ou w; correspond soit a iAzZ soit a 1, et fg}i est une estimation de fy; obtenue par un
méthode du noyau ou bien par la procédure TI-H. W M SFE; est une mesure globale
de la qualité de 'alignement, alors que p; une mesure de 'erreur de l'alignement
des extrema. Dans la Figure 4.9, nous avons représenté sous forme d’histogramme
la moyenne et 1’écart-type empirique de WMSE;, i = 1,...,100 pour différentes
valeurs de n et RSN R, et les différentes méthodes d’estimation :
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Fi1a. 4.8: (a) Fonctions fi; (trait plein) et fo; (trait pointillé) observées avec du
bruit (n = 512, RSNR = 5) (b) Vraie fonction de déformation h; (trait plein) et
fonctions de déformation u; (trait pointillé) obtenue a partir des vrais landmarks (*)
associés par e-correspondance MinMax (c) Fonction de déformation estimée h; (trait
plein) par DTW et fonction de déformation 4; (trait pointillé) obtenue & partir de
landmarks estimés (*) associés par e-correspondance MinMax.
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— “WG” : méthode de Wang et Gasser avec fgyi obtenue par un estimateur a
noyau.

— “Auto TI-H B” : notre méthode avec une ondelette B-Spline et fg,i obtenue
par la procédure TI-H.

— “Auto Kernel B” : notre méthode avec une ondelette B-Spline et fA277; obtenue
par un estimateur a noyau.

— “Auto TI-H G” : notre méthode avec une ondelette Gaussienne et fgﬂ- obtenue
par la procédure TI-H.

— “Auto Kernel G” : notre méthode avec une ondelette Gaussienne et f;; obtenue
par un estimateur a noyau.

Dans la Figure 4.10, nous avons représenté sous forme d’histogramme la moyenne et
I’écart-type empirique de p;,2 = 1,...,100 pour différentes valeurs de n et RSNR,
et les différentes méthodes d’estimation :

— “WG” : méthode de Wang et Gasser.
— “B-Spline” : notre méthode avec une ondelette B-Spline.
— “Gaussienne” : notre méthode avec une ondelette Gaussienne.

De maniere évidente, les performances de notre méthode dépendent du nombre
de landmarks estimés qui sont mis en correspondance. Nous avons donc également
indiqué dans les Figures 4.11 et 4.12, les positions (dans [0, 1]) des landmarks estimés
de f; qui sont mis en correspondance avec des landmarks estimés de fy a chaque
simulation et pour différentes combinaisons des valeurs des facteurs.

Nous pouvons constater que les résultats obtenus avec une ondelette Gaussienne
et une ondelette B-Spline sont sensiblement les mémes. La moyenne empirique de
W MSE; obtenue avec “WG” est toujours plus petite que celle obtenue avec “Auto
TI-H B” ou “Auto TI-H G”. Pour n = 128, RSNR = 7,5 la moyenne et 1’écart-
type de WMSE; pour “Auto Kernel G” et pour “WG” ont la méme amplitude,
alors que “Auto Kernel B” donne le meilleur résultat. Pour n = 512, RSNR = 7,
“Auto Kernel B” et “Auto Kernel G” font mieux que “WG” pour le critere WMSE.
Ce cas correspond a la meilleure approximation des landmarks de f; mis en corre-
spondance avec des landmarks estimés de fy;,i = 1,...,100 (voir Figures 4.11b et
4.12b : a chaque simulation, six landmarks (dans ]0, 1[) sont utilisés pour calculer la
déformation). Pour RSN R = 3, la moyenne de WM SE; pour “WG” est beaucoup
plus petite que celle obtenue avec notre méthode,ce qui peut étre expliqué par les
Figures 4.11ef et 4.12ef (a chaque simulation, seulement deux landmarks dans 0, 1]
(autour de 0.4 et 0.7) sont utilisés pour calculer ;).

L’erreur de I'alignement des extrema (p;,7 = 1,100, voir Figure 4.10) est plus
petite pour notre méthode avec n = 128, RSNR =7,5,3etn =512, RSNR=17. La
moyenne et ’écart-type de p; obtenus avec les deux méthodes sont du méme ordre
pour n = 512, RSNR = 5, alors que la méthode de Wang et Gasser est meilleure
pour n = 512, RSNR = 3. Ainsi, les graphes de la Figure 4.10 montrent que la
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fonction de déformation obtenue avec notre méthode donne un meilleur alignement
des landmarks de deux fonctions bruitées. Lorsqu’un nombre suffisant de landmarks
peuvent étre estimés et associés, les deux méthodes donnent des résultats similaires
pour une mesure d’alignement global, quand f; et f5 sont estimées par une méthode
du noyau. L’'un des désavantages de notre méthode est le choix d’une procédure de
débruitage qui donnera généralement des fonctions estimées dont les landmarks ne
sont pas positionnés exactement au niveau des modes des intensités structurelles
des zero-crossings estimés. Ceci peut expliquer la raison pour laquelle “Auto Ker-
nel” est meilleure que “Auto TI-H”. L’estimation des landmarks est peut-étre plus
précise avec des estimateurs a noyau. Remarquons que généralement, les estima-
teurs par ondelettes donnent de mauvais résultats aux bornes de l'intervalle [0, 1],
ce qui peut aussi donner des différences en terme d’erreur quadratique entre “Auto
TI-H” et “Auto Kernel”. Puisque notre méthode semble étre un outil efficace pour
automatiquement associer les landmarks de deux fonctions, il serait intéressant de
définir une fonctionnelle Ly, r,(u) qui combinerait une mesure de l'erreur d’aligne-
ment global entre f; et fyou, avec une mesure de I'erreur d’alignement des landmarks.

Pour finir cette discussion, nous proposons d’évaluer les performances de 1'e-
correspondance. Etant donné que f5 est obtenue par une déformation de fi, ces
deux courbes ont le méme nombre d’extrema. Ainsi, une méthode d’alignement a
partir de landmarks devrait mettre en correspondance les positions des extrema suc-
cessifs de f;,7 = 1,2. Pour ¢ = 1,...,100, définissons 7o; = (hi(71.1), ..., hi(T110)
et soit u; (t) = G(ry,m.)(t),t € [0,1] , ot G est un opérateur de déformation. Alors,
u! est la fonction de déformation obtenue par alignement a partir de landmarks, si
I’on suppose que les positions des extrema de f; et fo qui doivent étre associés sont
connues. Nous avons tout d’abord évalué les performances de 1’e-correspondance
lorsque f1 et fo sont observées sans bruit, afin de savoir si notre méthode automa-
tique peut identifier les paires de landmarks qui doivent étre mis en correspondance.
La déviation absolue maximale M X DV;* = maxycpq) |u; (t) — w;(t)| a été calculée
pour ¢ = 1,...,100, et la moyenne et 'écart-type empiriques de M X DV;* sont
donnés dans le Tableau 4.1. Dans la Figure 4.13, nous avons indiqué les positions
(dans [0,1]) des extrema locaux de G7 = (i.e. landmarks de fi) qui sont mis en
correspondance avec des extrema de G;Q (i.e. landmarks de fy;) a chaque simu-
lation (i = 1,...,100) pour n = 128 et n = 512 (n étant le nombre de points
d’échantillonnage de f; et fo;). Il peut étre constaté dans la Figure 4.13 que pour
chaque déformation h;, notre méthode associe les 10 extrema de f; (dans |0, 1)
avec les 10 extrema de fy;. De plus, la moyenne et I'écart-type de M X DV;* dans
le Tableau 4.1 sont inférieurs a 0.01 pour n = 128,512 ce qui est tres satisfaisant.
Ceci confirme que I'e-correspondance semble étre un outil efficace pour automatique-
ment associer les paires de landmarks qui auraient été marqués manuellement. Pour
évaluer la consistance de I'e-correspondance, nous avons également calculé I'erreur
MXDV; = maxep,1 |4 (t)—wi(t)| pouri =1,...,100, et donnons sa moyenne et son
écart-type empirique dans le Tableau 4.1. Pour n = 512 et RSNR = 7,5 les résultats
sont satisfaisants puisque la moyenne de M X DV est proche de 0.2 et I'écart-type
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est entre 0.1 et 0.15. Ces deux cas correspondent aux meilleures approximations des
landmarks de f; associés avec des landmarks estimés de f (voir Figures 4.11bd et
4.12bd). Dans les autres cas (n = 128, RSNR = 7,5,3 et n = 512, RSNR = 3),
notre méthode utilise principalement deux landmarks (autour de 0.4 et 0.7) pour
effectuer le recalage et les résultats sont moins satisfaisants (la moyenne de M X DV
est plus grande que 0.3).

TAB. 4.1: Moyenne (M) et Ecart-type (STD) empiriques de M XDV;* et MXDV;,i =
1,...,100 pour différentes valeurs de n et RSNR

MXDV*  MXDV MXDV MXDV
RSNR=T7 RSNR=5 RSNR=3

n =128 M  9.52¢73 3.05e 2 3.52¢ 2 5.6e~2
STD 3.63¢3 2.27¢72 2.45¢72 3.3¢72
n=>512 M  8.76e 3 1.82¢72 2.37e¢ 2 2.96¢ 2
STD 5.89¢3 1.01e72 1.42¢72 2.29¢2

4.2 Recalage d’un ensemble de courbes

Supposons que I'on dispose d'un ensemble de m courbes f1, ... , f, éventuellement
observées avec du bruit, qui doivent étre alignées. Afin de simplifier les notations,
nous supposerons que ces courbes ont le méme support e.g [0, 1] (on peut toujours
se ramener a cette situation par un recalage linéaire des données originales). Il s’agit
alors de déterminer un ensemble de fonctions de déformation w; : [0,1] — [0, 1], =
1,...,m telles que les courbes f; o uy,..., fin © u, soient représentées dans un
référentiel commun. Nous avons jusqu’a présent proposé une méthode automatique
d’alignement de deux fonctions a partir de landmarks. Afin de pouvoir synchroniser
un ensemble de fonctions, il est donc nécessaire d’avoir une courbe f, ou un ensem-
ble de landmarks de référence, sur lesquels seront recalées toutes les fonctions. La
courbe de référence doit suffisamment bien refléter la forme typique d’une fonction
de I’échantillon, et doit avoir plus ou moins les méme caractéristiques que la plupart
des courbes. Comme expliqué dans Wang et Gasser [91], le choix d'une courbe de
référence est alors un compromis entre précision et temps de calcul. Afin d’expliquer
les différentes méthodes que nous avons utilisées, nous supposerons que les land-
marks des fonctions fi,..., f,, ont été estimés, et qu'une méthode automatique a
été définie afin de mettre en correspondance les landmarks de deux courbes f; et f;.
Plusieurs possibilités peuvent alors étre envisagées :

1. Si 'on suppose que I'ensemble des courbes ont une forme commune et con-
stituent un groupe homogene, on pourrait en principe choisir une courbe au
hasard comme fonction de référence. Cette méthode est particulierement at-
tractive lorsque m est grand car peu cotiteuse en temps de calcul. Toutefois,
si une courbe atypique est sélectionnée, la qualité de ’analyse statistique peut
étre affectée et I'estimation des fonctions de déformation sera plus difficile.
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FiG. 4.9: Moyenne et écart-type empiriques de WMSE;,;i = 1,...,100 pour
différentes valeurs de n et RSNR : (a) n =128, RSNR =7, (b) n =512, RSNR =
7, (¢c)n =128, RSNR =5, (d) n =512, RSNR =5, () n = 128, RSNR = 3, (f)
n =512, RSNR = 3.
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=1,...,100).
lation, et 'axe
, (b) n =512, RSNR =T,

l

qui sont mis en correspondance avec des landmarks estimés de fy; (
Dans chaque figure, ’axe vertical donne l'indice de la ¢-éme simu

:(a) n =128, RSNR = 7
)

1]

0
(

(¢c) n =128, RSNR =5, (d) n = 512, RSNR =5, (e) n = 128, RSNR = 3, (f)

n =512, RSNR = 3.
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F1aG. 4.12: Ondelette Gaussienne : positions des landmarks estimés (dans [0, 1]) de f;

qui sont mis en correspondance avec des landmarks estimés de fy; (
Dans chaque figure, ’axe vertical donne l'indice de la ¢-éme simu

:(a) n =128, RSNR = 7
)

1]

0
(

(¢c) n =128, RSNR =5, (d) n = 512, RSNR =5, (e) n = 128, RSNR = 3, (f)

n =512, RSNR = 3.
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F1a. 4.13: Positions des landmarks (dans [0, 1]) de f; qui sont mis en correspondance
avec des landmarks de fo,; (i = 1,...,100). Dans chaque figure, I’axe vertical donne
l'indice de la i-eme simulation, et I’axe horizontal est Iintervalle [0,1]. Ondelette
B-Spline : (a) n = 128, (b) n = 512. Ondelette Gaussienne : (a) n = 128, (b)
n =512

160



2. Prendre chaque courbe f;;i = 1,...,m comme courbe de référence. Pour
chaque chaque courbe f;,7 = 1,... ,m,j # 1, calculer le vecteur 7, ; qui con-
tient les landmarks de f; qui doivent étre associés avec des landmarks de f;.

— m 3 1
Calculer ; = N, ., 7; qui est le vecteur contenant les landmarks de f; qui
sont “communs” a toutes les courbes, et notons alors par 77, le vecteur de
landmarks de f; qui sont associés aux points du vecteur 7;. Définissons alors
fi, comme la courbe qui maximise la longueur du vecteur 7;,7 =1,... ,m. Le
vecteur 7;, contient donc le nombre maximal de landmarks communs a toutes
les courbes. Définissons alors le vecteur 7* comme la moyenne par composante,
* N _ N\ * _ . \ .
des vecteurs 77, .7 = 1,...,m (ot 7, = 7). Dans le cas ou plusieurs
vecteurs 7;, de longueur maximale M, peuvent étre choisis, nous prenons celui
: L L em My (o CTLIY2 . N

qui maximise le cotit : 3770 > 77 (77 [k] — 7*[k])? ou T[k] représente la k-eme

composante du vecteur 7.

La synchronisation des fonctions fi,... , f,, peut alors s’effectuer comme suit :

soit G un opérateur de déformation. Les fonctions de déformation uq, ... ,u,

pour recaler les courbes fi, ... , fn, sont alors définies par u;(t) = G+ 7+ )(t), te

750

[0,1]. Le principal désavantage de cette méthode est son cout algorithmique
lorsque m est grand (I’e-correspondance nécessite que le probleme variationnel
(4.4.2) soit résolu m(m — 1) fois).

3. Lorsque m est grand, on peut sélectionner au hasard un sous-ensemble de
courbes de taille 27. Partitionner ensuite ce sous-ensemble en 2/=! paires. Pour
chaque paire de fonctions f1, fo, déterminer les ensembles de landmarks 7, et 7
qui doivent étre mis en correspondance et calculer la moyenne par composante
7" de ces deux vecteurs. Pour un opérateur de déformation donné, calculer
alors les fonctions de déformation u;(t) = G- .+(t),t € [0,1],i = 1,2, puis
déterminer la fonction moyenne (f; o u; + fo o ug)/2. Nous obtenons donc
ainsi 277! fonctions moyennes. Partitionner ensuite ce groupe en 2972 paires
et calculer a nouveau une fonction moyenne pour chaque paire. Répéter cette
procédure jusqu’a obtenir une seule fonction moyenne qui sera prise comme
courbe de référence f.. Calculer ensuite les landmarks de f., puis déterminer
pour i = 1,...,m le vecteur 7;. de landmarks de f; qui doivent étre associés
avec des landmarks de f.. Poser ensuite u;(t) = Gz, , - .)(t) ou 7.; désigne les
landmarks de f, associés a des landmarks de f;.

Notons que si les courbes fi,..., f,, sont inconnues et observées avec du bruit
elles doivent étre estimées avant d’étre recalées. Dans la suite, nous avons choisi
de débruiter les courbes a l'aide de la procédure TI-H (translation invariant and
hard thresholding) de Coifman et Donoho [26] avec 'ondelette Symmlet 8. Comme
expliqué précédemment, Nous avons choisi TI-H car cette procédure est significative-
ment meilleure que d’autres méthodes a base d’ondelettes pour estimer des fonctions
régulieres (voir Antoniadis et. al. [3]).

Maintenant se pose la question de savoir quelle procédure parmi les possibilités
(1)-(3) doit étre choisie en pratique. Il n’est pas judicieux de choisir la premiere
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possibilité car le résultat de I’analyse peut étre completement différent selon le choix
d’une courbe atypique ou au contraire représentative de I’allure des courbes. Si m est
petit, (2) est la procédure qu’il faut choisir. Si m est grand et que I’on ne dispose pas
d’information a priori sur la qualité de I’échantillon de courbes, alors la méthode (3)
est recommandée. Comme suggéré dans Wang et Gasser [91], il est aussi possible de
combiner (2) et (3) : choisir un sous-ensemble de courbes de taille k et appliquer (2)
a cet échantillon pour calculer une courbe de référence. Dans le reste de ce chapitre,
nous allons nous intéresser a deux exemples réels d’analyse de données fonctionnelles
qui nécessitent une étape de recalage qui permettra d’illustrer les procédures (2) et
(3). L’alignement des données de la ganglioside et des données d’orthese est décrit
dans les sections 4.2.1 et 4.2.2. Nous indiquons ensuite, dans la section 4.3, quelles
informations peuvent étre extraites de ces données a ’aide de I'analyse de variance
fonctionnelle.

4.2.1 Alignement des données de la ganglioside

Le but de I’étude conduite dans Munoz Maldonado et. al. [71] est la compréhension
du processus physique du vieillissement dans le cerveau qui pourrait finalement ex-
pliquer les changements de performance. Les biologistes pensent que la distribution
la ganglioside, une molécule présente dans les tissus du cerveau, est susceptible de
changer avec ’age dans certaines parties de ces tissus. La distribution de la ganglio-
side, représentée par un profil de densité, a donc été relevée par chromatographie en
couche mince (TLC) dans trois zones du cerveau : Medulla (MD), Locus Coeruleus
(LC) et Hippocampus (HY), chez cing vieux rats (dgés de 12 mois) et cing jeunes
rats (agés de 2 mois). Pour chaque rats, un échantillon de solvants organiques et de
ganglioside est déposé au bas d’une plaque solide sur laquelle est répartie une fine
couche de gel de silice. Le mélange remonte alors verticalement le long du gel par
capillarité, dans la direction du solvant. L’action de la capillarité déplace les com-
posants de la ganglioside le long de la plaque de gel de silice a différentes vitesses,
selon la taille et la charge de leurs molécules. L’intensité des spots le long d’une
une colonne verticale dans la plaque de gel de silice est alors quantifiée par den-
sitométrie et enregistrée a l’aide d’un scanner. Une description plus précise sur la
méthode d’acquisition de ces données peut étre trouvée dans [71]. Le but de 'anal-
yse statistique proposée dans [71] est alors de savoir si pour une région du cerveau,
le profil de densité de la ganglioside varie selon I’age. Les données originales (sans
bruit de fond) sont représentées dans la Figure 4.14.

Apres avoir supprimé le bruit de fond dans les données, la modélisation suivante
est proposée dans [71] pour les courbes d'une zone donnée du cerveau : les deux
populations, vieux et jeunes rats, sont distribuées de maniere indépendantes. La
réponse de chaque expérience est une courbe Y;;(t),t € [0,7;;] qui correspond a un
profil de densité. L’indice ¢ = 1,2 indique de quel groupe il s’agit (vieux ou jeunes
rats), et j = 1,... ,n; est I'indice de la j-eme expérience dans le groupe ¢. Le modele
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F1G. 4.14: Profil de densité de la ganglioside dans la région : MD (a) 5 Vieux rats

(b) 5 Jeunes rats, LC (b) 5 Vieux rats (c) 5 Jeunes rats, HY (d) 5 Vieux rats (e) 5
Jeunes rats
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suivant est alors suggéré :
d
Yii(t) = az‘jan’j o hij(t) + oeij(t), (4.4.3)

ou

— a;; sont des réalisations i.i.d. d'une variable aléatoire utilisée pour modéliser
la variation dans la quantité de tissu utilisé pour le TLC.

— €;;(t) est un bruit blanc et o un parametre de bruit. Notons que pour le recalage
et le débruitage de ces données, nous avons pris un modele légerement différent
en considérant que le parametre de bruit varie selon les expériences et les
groupes (i.e. 0 = 0;; dans 4.4.3).

— Fy, ..., Fy, sont des variables aléatoires i.i.d. qui sont des fonctions de répartitions
continiment dérivables, de moyenne F; et de support commun [0,7] pour
= 1,2. Il n’y a pas de description plus précise de la loi de ces variables
aléatoires dans [71].

— Les hy; (1 =1,2;j =1,...,n;) sont des fonctions aléatoires i.i.d. strictement
croissantes et contintiment dérivables. Soit h;; = w; ; w;; sont alors appelées
les fonctions de déformation w;; : [0,7] — [0,7};]. Pour l'identifiabilité du
modele, il est supposé que E{w;;(t)} = wo(t), ot wy(t) est une fonction connue.

La variabilité de l'action de la capillarité le long de la plaque de gel de sil-
ice est modélisée a travers les fonctions de déformation aléatoires. Cette variabilité
expérimentale est principalement due a des variations dans les matériaux qui com-
posent la plaque de gel de silice et a des variations dans la composition chimique
des solvants utilisés pour faire le mélange de ganglioside. Ainsi, les fonctions de
déformations contiennent peu d’informations sur les différences entre les popula-
tions, et il est donc essentiel de recaler les profils de densité pour pouvoir les com-
parer. Les différentes fonctions Fj; modélisent les variations dans la composition du
cerveau parmi les individus d’une méme population. Comme expliqué dans [71], les
densités fi(t) = dFl(t et fo(t) = dF2 251 gont les moyennes par population des profils
de densités dans une situation 1deale caractérisée par ’absence de variation dans
la quantité de tissu utilisée pour chaque expérience (a;; = 1), ou dans 'action de
capillarité le long de la plaque de gel de silice (h;;(t) = w;;(t) = t). Le modele 4.4.3
est motivé par le fait que I’aire sous un pic des profils de densité, et non la hauteur
de ce pic, reflete la quantité d’un composant de la ganglioside (voir [71]). Ainsi, l'aire
d’un profil densité entre deux points quelconques doit étre préservée par le proces-
sus de recalage qui synchronise les courbes. Ceci implique que les profils de densités
synchronisés sont donnés par wj;(t )Y, o wi;(t) et non simplement par Y;; o wy(t),

ou }A/ij est une estimation des données bruitées Y;;. Le but de I'étude conduite dans
[71] est alors de quantifier les différences entre fi(t) et fo(t) apres avoir recalé les
courbes de la Figure 4.14.
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4.2.1.1 Pré-traitement des données

Chaque profil de densité de la Figure 4.14 est une suite d’observations, dont
le nombre varie entre 74 et 155 points selon les courbes, collectées sur toute la
longueur de la plaque de gel de silica. Comme dans la section 4.1.2, nous avons
choisi d’interpoler ces données a l'aide de Splines cubiques pour former des suites
d’observations de n = 128 points, que nous avons ensuite alignées sur l'intervalle
[0,1] & l'aide d'un recalage linéaire (voir Figure 4.15). Le nombre de points n est
proche du nombre de données originales pour chaque profil de densité et la forme des
courbes échantillonnées sur [0, 1] correspond a celle des données originales (comparer
les Figures 4.14 et 4.15). Le recalage linéaire sur [0, 1] revient & mettre en correspon-
dance les positions de la premiere et de la derniere observations de chaque profil de
densité avec 0 et 1 respectivement. Le support commun des courbes apres recalage
est donc lintervalle [0, 1]. Afin de supprimer les différences d’amplitude entre les
courbes, les profils de densité sont normalisés apres recalage de sorte que 'aire sous
les courbes soit égale a 1.

4.2.1.2 Recalage a partir des maxima

Les caractéristiques essentielles des profils de densités sont les positions des
pics qui correspondent aux différents composantes de la ganglioside. Nous avons
donc choisi d’aligner les maxima principaux de ces différentes courbes. Pour chaque
groupe, le nombre de fonctions est peu important (seulement 5) et la procédure
de recalage (2) peut donc étre utilisée (voir section 4.2). Les maxima significatifs
de chaque courbe sont estimés a partir des zero-crossings d’une ondelette B-Spline
d’ordre ¢ = 4 et avec r = 1 moment nul. La mise en correspondance des maxima est
ensuite effectuée par e-correspondance avec € = 4/128. Les fonctions de déformations
a partir de landmarks ont été calculées a 1'aide de la méthode de Ramsay [75] avec
A = 1075, Pour chaque fonction de déformation u, nous avons également imposé
u(0) = 0 et u(l) = 1. Le résultat de l'alignement des données de la ganglioside est
donné dans la Figure 4.16. Avant alignement, les courbes ont été débruitées a 1’aide
de la procédure TI-H. Toutefois, comme le bruit est tres faible, le débruitage change
treés peu la forme des courbes originales. On peut constater que les maxima qui sont
communs a toutes les courbes sont correctement alignés apres recalage. La qualité
visuelle de l'alignement dépend des caractéristiques communes des courbes. Ainsi
I’alignement des profils de densités de la région HY est tres satisfaisant car toutes
les courbes ont clairement 5 pics principaux dont les formes sont similaires. L’aligne-
ment pour les courbes de la zone LC n’est pas autant satisfaisant. Ceci est du au fait
que les profils de densités LC n’ont pas tous le méme nombre de maxima significat-
ifs. Afin d’améliorer la qualité de I'alignement, certains points d’inflexions ont été
utilisés comme landmarks dans [71] lorsque certaines caractéristiques des courbes
n’étaient pas préservées lors l'alignement a partir des maxima. Toutefois, les points
d’inflexion qui doivent étre éventuellement utilisés sont déterminés manuellement
dans [71], et nous n’avons donc pas considéré cette possibilité.
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F1G. 4.15: Profil de densité de la ganglioside interpolés avec des Splines cubiques
et alignés sur U'intervalle [0, 1] a 'aide d’un recalage linéaire : MD (a) 5 Vieux rats
(b) 5 Jeunes rats, LC (b) 5 Vieux rats (c) 5 Jeunes rats, HY (d) 5 Vieux rats (e) 5

Jeunes rats
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Remarque 4.2 Pour ['alignement des intensités structurelles, nous avons constaté
que la minimisation du probléme variationnel (4.4.2) pouvait conduire & des trans-
formations qui ne sont pas strictement croissantes et qui possedent des “plateaux” ce
qui peut compléetement “fausser” la mise en correspondance des landmarks. En effet,
si G,, et G,, sont deuz intensités structurelles o aligner et si la déformation F(u)
(ou p = argmin,en, La., q.,(F(v))) posséde des plateauz, le nombre de modes de
G, o F(v) peut étre inférieur au nombre de modes de G,,. Afin d’obtenir des trans-
formations monotones et réqulieres, nous avons alors choisi de calculer la transfor-
mation u qui aligne deuzx densités structurelles a [’aide de la méthode de Wang et
Gasser, dont la description est donnée dans la section 4.1.3.3. L’e-correspondance
s’effectue alors en remplagant F(u) par u dans la Proposition 4.1.

4.2.2 Alignement des données d’orthese

Les données d’orthese ont été enregistrées par les Dr. Amarantini David et Dr.
Martin Luc (Laboratoire Sport et Performance Motrice, EA 597, UFRAPS, Uni-
versité de Grenoble, France). Leur étude est motivée par le besoin de mieux com-
prendre le processus générateur de mouvement pour différents niveaux d’une force
extérieure appliquée sur le genou de plusieurs patients. Dans cette expérience, le
moment résultant (qui est un effort exprimé en Newton.metre) est calculé a Uartic-
ulation du genou droit lors d’un mouvement de “piétinement” qui comprend deux
phases caractéristiques : une phase d’appui du membre inférieur droit (env. 65 %) et
une phase de vol au cours de laquelle le poids du corps est supporté par le membre
inférieur gauche. Le moment résultant correspond a la somme algébrique des mo-
ments des groupes musculaires agonistes et antagonistes de 'articulation du genou.
Un mouvement de “piétinement” est une tache bien adaptée pour étudier com-
ment les groupes musculaires du genou réagissent a une perturbation extérieure qui
peut compliquer le mouvement. Quatre conditions expérimentales ont été testées
chez sept jeunes volontaires de sexe masculin : une condition “Controle” ou les
sujets effectuaient la tache sans contrainte, une condition “Orthese” ou chaque su-
jet portait une orthese faite de telle sorte qu’elle n’affecte pas le mouvement a
priori et deux conditions pour lesquelles des ressorts de différentes longueurs et
raideurs étaient ajoutés (nous noterons ces conditions “Ressort 17 et “Ressort 27).
L’ensemble de I'expérience inclue 10 essais de 20 secondes pour chaque condition
expérimentale et pour chaque sujet. L’échantillonnage des données est commencé 5
secondes apres le début du “piétinement”, et dure 10 secondes pour chaque essai.
Ainsi, les mouvements d’anticipation et de jointure induits par le début du mouve-
ment ne sont pas enregistrés. Pour chacun des sept sujets, dix cycles d’'un mouve-
ment de “piétinement” ont été échantillonnés de cette fagcon pour chaque condition
expérimentale. Le moment résultant a I’articulation du genou est enregistré avec une
fréquence d’échantillonnage de 200 Hz. De plus amples détails sur la méthode d’ac-
quisition de ces données et sur le calcul du moment résultant peuvent étre trouvés
dans Cahourt et. al. [13].
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Fic. 4.16: Alignement des données de la ganglioside a partir de leurs maxima : MD
(a) 5 Vieux rats (b) 5 Jeunes rats, LC (b) 5 Vieux rats (c) 5 Jeunes rats, HY (d) 5
Vieux rats (e) 5 Jeunes rats
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Pour chaque essai, le moment résultant est calculé pour 256 points régulierement
espacés et dilaté de sorte que l'intervalle de temps corresponde a l'intervalle unité
[0,1]. Une observation typique du moment résultant est donc une fonction uni-
dimensionnelle du temps ¢, ou t € [0, 1]. L’ensemble des données d’orthese se compose
donc de 280 courbes qui sont les enregistrements pour les sept sujets sous les qua-
tre conditions expérimentales décrites précédemment, répétés dix fois pour chaque
sujet. La Figure 4.17 montre I’ensemble des données obtenues : moment résultant
en fonction du cycle d’enregistrement. Pour chaque sujet et chaque condition, on
observe que les courbes qui correspondent aux 10 essais répétés présentent des car-
actéristiques similaires. Ceci est plus visible sur la Figure 4.18 ou sont représentées
les estimations (par la procédure TI-H) des moments résultants des essais répétés
pour trois sujets sous la condition “Controle” (premiere ligne de la Figure 4.17). Pour
chaque sujet et chaque condition, les courbes ont la méme forme et en général le
méme nombre d’extrema significatifs. Toutefois, il existe des variations temporelles
entre ces courbes qui s’expliquent par le fait que les sujets n’effectuent pas exacte-
ment le méme mouvement a la meéme vitesse lors de la répétition des essais pour
une condition expérimentale. Afin de pourvoir comparer ces courbes, il est donc
nécessaire de corriger ces variations temporelles. Nous avons donc choisi de recaler
les courbes pour chaque sujet et chaque condition expérimentale a partir de 'aligne-
ment de leur extrema. Les maxima et les minima significatifs des courbes sont estimés
a I'aide des zero-crossings d’une ondelette B-Spline d’ordre ¢ = 4 et » = 1 moment
nul. Etant donnée que 28 ensembles de 10 courbes doivent étre synchronisées, la
procédure de recalage (3) a été utilisée (voir section 4.2) afin de réduire le temps de
calcul. La mise en correspondance des extrema est effectuée par e-correspondance
MinMax avec € = 4/256 (voir section 4.1.3.2). Les fonctions de déformations a partir
de landmarks ont été calculées a I'aide de la méthode de Ramsay [75] avec A = 1072,
Pour chaque fonction de déformation u, nous avons également imposé u(0) = 0 et
u(1) = 1. Le résultat de I'alignement des données d’orthese est donné dans la Figure
4.19. Avant de recaler les courbes, la procédure TI-H a été utilisée pour les débruiter.
Afin de juger de la qualité de ’alignement, nous avons également représenté le re-
calage des courbes débruitées de la Figure 4.18. Nous pouvons constater dans la
Figure 4.18, que les extrema des courbes débruitées sont correctement alignés apres
recalage, ce qui n’est pas le cas pour les courbes débruitées sans recalage.

4.3 Analyse de variance fonctionnelle

Lorsque I'on dispose d’un ensemble données fonctionnelles, il est souvent intéressant
de pouvoir expliquer les variations au sein d’une population ou bien de quantifier
les différences entre deux sous-ensembles de sujets. Dans le cas des données de la
ganglioside, il s’agit de comparer les densités de profils moyens f; et fo selon I'dge
dans chacune des zones du cerveau. Une estimation de f; et fy peut étre obtenue
en effectuant la moyenne des données de la ganglioside apres recalage. Les profils de
densités moyens selon I’age et la zone du cerveau sont représentés dans la Figure 4.20.
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Fi1G. 4.17: Ensemble des données d’orthese : les lignes correspondent aux quatre
conditions expérimentales et les colonnes aux sept sujets
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Fi1G. 4.18: Exemples d’alignement de quelques courbes des données d’orthese a partir
de leurs extrema. (a), (c), (e) : débruitage des moments résultants des essais répétés
pour trois sujets sous la condition “Controle” sans recalage. (b), (d), (f) : débruitage
puis recalage des moments résultants des essais répétés pour trois sujets sous la
condition “Controle”.
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F1G. 4.19: Ensemble des données d’orthese dé
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F1G. 4.20: Profil de densité moyen chez les jeunes rats (traits pointillés) et les vieux
rats (traits pleins) dans différentes régions du cerveau. (a) MD (b) LC (c) HY.

Afin de tester I'absence de différences dans la composition de ganglioside avec
I'age, les auteurs dans [71] ont proposé de considérer les hypotheses suivantes :

H() : fl(t) = fg(t), t e @,
Hy : fi(t) # f2(t), pourty € O,

ou O est grille de points qui est une discrétisation de Iintervalle [0, 1]. Une mesure
de similarité entre deux ensembles de courbes dont le support commun est [0, 1]
est utilisé pour suggérer trois statistiques (basées sur la moyenne et la variance des
corrélations obtenues pour chaque groupe) permettant de tester ’hypothese nulle
d’absence de différence entre les deux groupes. L’indice de similarité choisi est le
coefficient de corrélation empirique de Pearson appliqué aux deux vecteurs obtenus
en évaluant les profils de densité synchronisés sur la grille commune ©. En permu-
tant aléatoirement les courbes entre les deux groupes, les p-values de chacune des
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trois statistiques sous I'hypothese nulle sont calculées. Les trois statistiques utilisées
rejettent 'hypothese nulle d’absence de différence entre les vieux et les jeunes rats
pour les régions MD et LC au seuil 5%, et ne rejettent pas '’hypothese nulle pour
la région HY au seuil 5%. De plus amples détails sur le calcul de ces statistiques et
les résultats obtenus sont disponibles dans [71].

L’approche utilisé dans [71], qui consiste a considérer chaque courbe comme un
long vecteur multivarié, présente deux défauts importants : la continuité des données
a des points voisins est completement ignorée et la dimension des vecteurs (ici autour
de 100) est typiquement beaucoup plus grande que la taille de ’échantillon (ici 10).
Une autre approche naive consiste a considérer un probleme d’analyse de données
fonctionnelles comme un probleme d’ANOVA univarié pour chaque point ¢ € [0, 1]
et d’effectuer une série de tests en chacun de ces points. L'un des désavantages cru-
ciaux de cette approche est qu'un nombre énorme d’hypotheses (le nombre de points
pour chaque courbe peut étre d’un millier) doivent étre testées simultanément ce
qui conduit a un sérieux probleme de multiplicité. Ignorer la multiplicité conduit a
des erreurs de type I incontrolées (voir Fan et Li [36] et Abramovich et. al. pour une
discussion plus détaillée sur les désavantages de ce type d’approches). Une discussion
sur les difficultés de la généralisation des idées des procédures de tests multivariés
dans le contexte de I'analyse de données fonctionnelles peut également étre trouvée
dans Faraway [37].

Lorsque 'on doit analyser un ensemble de données fonctionnelles, les méthodes
d’analyse de variance fonctionnelle (FANOVA) (voir Ramsay et Silverman [77], et
Stone et. al. [83] pour une revue de ces techniques) sont mieux adaptées, car elles
traitent les observations comme des fonctions et non pas de simples vecteurs multi-
variés. Bien que de nombreuses méthodes pour construire des modeles de FANOVA
et estimer leurs composants aient été proposées (voir e.g. Wahba et. al. [88], Stone et.
al. [83], Huang [47], Lin [57], Gu [44]), il existe peu de travail sur le développement
de techniques de tests d’hypotheses dans des modeles de FANOVA. Récemment,
Abramovich et. al. [1] ont considéré le probleme du test d’hypotheses dans un modele
de FANOVA a effets fixés, et obtenu des tests adaptatifs et non-adaptatifs, asympto-
tiquement optimaux (au sens minimax) pour les effets principaux et les interactions.
Les tests développés dans [1] sont basés sur des décompositions en ondelettes des
observations qui conduisent a des représentations creuses d’un signal, et permet-
tent donc une diminution significative de la dimension des données originales. Les
décompositions en ondelettes permettent également de caractériser différentes con-

ditions de régularité d’une fonction dans de nombreux espaces fonctionnels (voir e.g.
Meyer [66]).
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4.3.1 Tests d’hypotheses dans un modele de FANOVA

Nous proposons de décrire brievement le modele utilisé dans [1] et d’expliciter
les tests proposés, puis d’expliquer comment ces techniques peuvent s’appliquer aux
données de la ganglioside et aux données d’orthese. Supposons que 1’on observe une
série de réalisations d’un processus stochastique qui peut s’écrire :

dY;(t) = m(t) dt + e dW;(t), i=1,...,m; t € [0,1], (4.4.4)

ou € est le coefficient de diffusion, r est un entier, m; sont des fonctions inconnues
et W, sont des processus de Wiener standard indépendants. En pratique, on ob-
serve toujours des échantillons discrets de taille n avec un bruit de variance o2, mais
comme mentionné dans le chapitre 3, Brown et Low [10] ont prouvé que, sous cer-
taines conditions générales, le modele discret est asymptotiquement équivalent au
modele de bruit blanc (4.4.4) quand € = o/+/n.

Chacune des r fonctions dans le modele (4.4.4) admet la décomposition unique
suivante :

m;(t) = mo + u(t) +a; +7v(t), i=1,...,r; t €0, 1], (4.4.5)

ol my est une constante (la moyenne totale), u(t) est soit égale a zéro soit une
fonction non-constante du temps ¢ (le principal effet de t), «; est soit égal a zéro
soit une fonction non-constante de ¢ (I’effet principal de i) et v;(t) est soit égale zéro
soit une fonction non-nulle qui ne peut pas étre décomposée comme la somme d’une
fonction de i et d’une fonction de ¢ (la composante d’interaction). Les composants de
la décomposition (4.4.5) vérifient également les conditions d’identifiabilité suivantes :

/ pt) dt =0, > a; =0,

[0,1] i=1

> ) =0, / v(t)dt =0, Yi=1,...,r te0,1].
i=1 [0,1]

Dans ce modele de FANOVA a effets fixés, il est intéressant de pouvoir tester I'im-
portance des effets principaux et des interactions. Dans ce but, Abramovich et. al.
[1] proposent de considérer les tests d’hypotheses fonctionnels suivants :

Hy : u(t) =0, t € [0,1], pas de tendance globale (4.4.6)
Hy : () =0, Vi=1,...,r; t €0,1]. pas de différence de forme. (4.4.7)

Aucune forme paramétrique n’est spécifiée pour p et ; pour les hypotheses alterna-
tives. L’ensemble d’hypotheses alternatives est construit de maniere a ce qu’il soit
suffisamment séparé des hypotheses nulles (4.4.6) et (4.4.7) au sens d'une distance p
dans L?([0,1]). Afin de tester une large classe d’alternatives possibles, il est supposé
que les m; (et donc aussi i et 7;) appartiennent une boule de Besov de rayon C' > 0

175



sur [0,1], B, (C) o s >0 et 1 < p,q < co. Pour certains choix des parametres s, p
et g les espaces de Besov incluent de nombreux espaces fonctionnels (e.g. Holder,
Sobolev, BV). Nous renvoyons a Meyer [66] pour une définition rigoureuse et une
étude détaillée de ces espaces. Les hypotheses alternatives suivantes ont alors été
considérées :

Hl . JIRS F(p),
H : vi(t) € F(p), pour au moins uni = 1,...,r.

ou F(p) ={f € B; (C): || fll2 > p} et ||| est la norme usuelle sur L*([0, 1]).

La moyenne des r réalisations dans le modele de FANOVA (4.4.4)-(4.4.5) conduit
a (étant donné les conditions d’identifiabilité (4.4.6) et (4.4.6) pour les composants
de m;) :

4y (1) :%idm) _ (%imi(@) dt + edV (¢)
o C (ot ()i 4 W) te 0.1, (448)

ot W est la moyenne des r processus de Wiener indépendants sur [0, 1]. L’équation
(4.4.8) implique également que :

dY; = Y)(t) = a; +v(t)dt + edW; = W)(t), i =1,...,r; t € [0,1].  (4.4.9)

Ainsi, le modele (4.4.8) et chacun des r modeles donnés par I’équation (4.4.9) peuvent
étre écrits sous la forme générale :

dZ(t) = f(t)dt + ndW(t), t € [0,1], (4.4.10)

ot Z(t) = Y (), f(t) = mo +mu(t), n = ¢//r et Z(t) = (Yi—Y)(@), f(t) =
a; +7(t), n = ey/(r — 1)/r pour les modeles (4.4.8) et (4.4.9) respectivement. Dans
les deux cas, sous les hypotheses nulles (4.4.6) et (4.4.7), f est une fonction constante.
Les auteurs dans [1] ont donc cherché a développer des procédures pour tester les
hypotheses :

Hy - fz/olf(t)dt contre H, : <f—/01f(t)dt) € F(p),

pour le modele général (4.4.10). Ces tests sont basés sur des décompositions en on-
delettes de la fonction f. Le probleme du test de 'hypothese nulle Hy : f = fol f(t)dt
peut étre transformé en un probleme de test d’'un signal nul dans un modele Gaussien
“signal plus bruit” lorsque l'on s’intéresse aux coefficients d’ondelettes. Nous ne
présentons pas la méthodologie développée dans [1] en détail. En particulier, nous
ne donnons pas les formules explicites des statistiques de test utilisées. Les propriétés
asymptotiques de ces tests sont également étudiées en détail dans Abramovich et. al.
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[1] et nous renvoyons le lecteur a cet article pour une définition précise de I'optimalité
de ces tests. Nous mentionnerons juste que ces tests font intervenir deux entiers j(s)
et j, qui définissent les niveaux de résolution a utiliser dans la décomposition en
ondelettes des données observées pour calculer les statistiques de tests. En pratique,
ces entiers doivent étre estimés. Toutefois, plutot qu’essayer de définir une méthode
automatique pour calculer j(s) et jy, les auteurs ont effectué quelques simulations
numeériques pour étudier les performances de ces tests, et en ont déduit les valeurs
appropriées de j(s) et j, en fonction de la taille de I’échantillon n. Nous finissons
cette courte présentation du modele de FANOVA développé dans [1], en précisant
que dans la plupart des applications, la variance du bruit o2 est inconnue et que
son estimation est cruciale pour le succes des tests d’hypotheses fonctionnels pro-
posés. Rappelons que nous avons expliqué dans le chapitre 3 que dans un probleme
de débruitage par ondelettes, o pouvait étre estimé en divisant la médiane de la
valeur absolue des coefficients d’ondelettes au niveau de résolution de plus fin, par
0.6745 (estimateur robuste MAD, voir Donoho et Johnstone [30]). Dans le modele
(4.4.4), o est donc obtenu en moyennant les r estimation robustes (MAD) du bruit
qui correspondent a chacune des courbes individuelles.

4.3.2 Application a deux exemples réels
4.3.2.1 Données d’ortheses

A titre d'illustration, Abramovich et. al. [1] ont appliqué leur modele de FANOVA
aux donnés d’orthese, mais sans recalage préalable. Etant donné que le but de
cette étude est de comprendre comment un individu se comporte en fonction d’une
perturbation extérieure, il est nécessaire de pouvoir quantifier les différences entre les
moyennes des courbes individuelles selon les conditions expérimentales. Le modele
suivant est proposé dans [1] pour les données d’orthese :

dek:m”(t) dt+€dWZ]k(t), Zzl,,],]:].,,J, ]le,,K, tE[O,].],
avec
m;j(t) =mo+ p(t) + o +v(t) + 6;+0;(t), i=1,...,1; j=1,...,J; t € [0,1],

ou ¢ est 'indice de condition, j est I'indice du sujet, k est I'indice de répétition et ¢
est une variable temporelle. Les sujets dans le modele ci-dessus sont naturellement
considérés comme des effets de blocks. En effet, les sujets ne se comportent pas
de la méme fagon pas, mais les chercheurs qui ont mené cette étude ne sont pas
intéressés par la quantification de ces différences. Traiter les sujets de la méme fagon
permet d’étre plus précis dans 1’évaluation des conditions expérimentales puisque
la variabilité due aux effets de blocks est exclue (dans cet exemple, il y a [ =
4 conditions). Ainsi, si 'on suppose les conditions d’identifiabilité standards (du
type (4.4.6) et (4.4.6)), il est possible d’utiliser les tests d’hypotheses fonctionnels
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développés dans [1] pour le modele “moyenné” (sur les 7 sujets et les 10 essais
répétés) :

dYs. =m(t) dt +ndW;.(t), i=1,....I; t € [0,1],
avec
mi(t) = mo + p(t) + s + u(t), i=1,....1; t € [0,1],

oun=ce/ VJK . Etant donné que le nombre de points d’échantillonnages est de 256
(i.e. 7 niveaux de résolution dans la décomposition en ondelettes de ces signaux),
les auteurs dans [1] recommandent de prendre j(s) = 4 et j, = 6 (voir [1] pour
une définition précise de ces entiers et comment les choisir en pratique). Comme
suggéré dans [1], nous avons pris 'ondelette a support compact Coiflet 18-tap filter
pour 'analyse de ces signaux, et avons utilisé la moyenne des estimations de 1’écart-
type du bruit via MAD pour chaque condition, comme estimateur de €/v/JK. Les
hypotheses nulles suivantes ont été testées dans [1] (contre des alternatives du type
Hy: pe€ F(p) pour un p > 0) :

1. Hy: p=0.
2. Hy: vw=01=1,... 4.

3. Hy : 71 — 72 = 0 : les effets des conditions “Controle” et “Orthese” sont les
meémes.

4. Hy: v3— 74 = 0 : les effets des conditions “Ressort 1”7 et “Ressort 2”7 sont les
memes.

Comme indiqué précédemment, ’analyse des données d’orthese effectuées dans [1] a
été faite sans recalage préalable des courbes. Afin d’illustrer I'intérét de I’alignement
de signaux, nous avons comparé les résultats obtenus dans [1] avec ceux obtenus en
recalant au préalable les courbes. Dans la section précédente, nous avons précisé
comment les extrema des courbes des données d’orthese pouvaient étre alignés pour
chaque sujet et chaque condition. Toutefois, pour pouvoir étre alignés, les signaux ont
été débruités ; donc, afin de pouvoir utiliser un modele de FANOVA sur les données
recalées, il est nécessaire de re-bruiter les courbes apres alignement. En effet, en
I’absence de bruit, toutes les courbes sont différentes et il n'y a pas d’inférence
possible. Pour chaque courbe, le niveau de bruit a été estimé par MAD (en utilisant
I'ondelette Symmlet 8), puis une séquence de bruit Gaussien de méme variance a
été ajoutée a chaque courbe estimée et recalée. Les signaux alignés puis re-bruités
de cette fagon sont donnés dans la Figure 4.21. Les estimateurs empiriques de la
moyenne globale et des effets de chaque traitement sont donnés dans la Figure 4.22
pour les données non-recalées et les données recalées/re-bruitées. On peut constater
que l'alignement des données modifie localement la forme des courbes de la moyenne
générale et des effets de chaque traitement. Pour les données non-recalées et les
données recalées/re-bruitées, les hypotheses nulles Hy : p=0et Hy: 1, =014 =
1,...,4 sont clairement rejetées avec une p-value inférieure a 1073 dans les deux
cas. Pour les données non-recalées, les p-values des tests Hy : 71 — 7% = 0 et
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Hy : ~v3 — v4 = 0 sont respectivement 0.097 et 0.487, alors que pour les données
recalées/re-bruitées, les p-values des tests Hy : 71—y =0et Hy: 73 —74 = 0 sont
respectivement 0.009 et 0.011. Au seuil a = 5% et pour les données non-recalées, on
conclue donc que sous les conditions “Controle” et “Orthese”, ou sous les conditions
“Ressort 17 et “Ressort 27, les sujets se comportent de maniere similaire. Ceci
indiquerait donc que les individus ajustent leur posture de maniere similaire sous
I'effet de perturbations de méme nature. Toutefois, si 'on recale au préalable les
essais pour chaque sujet et pour chaque condition, on conclue au contraire (au seuil
a = 5%), que les sujets se comportent différemment sous les conditions “Controle”
et “Orthese”, ou sous les conditions “Ressort 17 et “Ressort 27.

(I

Fi1c. 4.21: Ensemble des données d’orthese débruitées, recalées a partir de leurs ex-
trema, puis rebruitées avec le méme niveau de bruit que pour les données originales :
les lignes correspondent aux quatre conditions expérimentales et les colonnes aux
sept sujets

4.3.2.2 Données de la ganglioside

Dans I'étude des données de la ganglioside, on souhaite savoir si la forme des
profils de densité varie avec I'age en fonction de la région du cerveau, ce qui peut
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F1G. 4.22: Données d’orthese : (a) Estimation empirique de la moyenne globale
mo—+u(t) et (b) estimateurs empiriques des effets de chaque conditions (i.e a;+;(t))
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s’effectuer en quantifiant les différences entre les moyennes des profils de densité
donnés dans la Figure 4.20. Pour chaque région du cerveau, nous avons utilisé le
méme modele de FANOVA que celui proposé pour les données d’orthése en prenant
I = 2 (jeunes ou vieux rats), J =5 (il y a 5 jeunes rats et 5 vieux rats) et K =1
(pas de répétitions d’expérience par sujet). Une fois alignées, les données ont été
rebruitées a partir des niveaux de bruit originaux comme expliqué précédemment.
Pour chaque région, nous avons estimé la moyenne globale et les effets de ’age (voir
Figure 4.23). Afin de tester si la distribution de la ganglioside varie avec ’age, il est
intéressant de tester les hypotheses nulles Hy : 71 — 72 = 0 pour chaque zone du
cerveau. En prenant j(s) = 4 et j,, = 5, les hypotheses sont largement rejetées (p-
value inférieure & 103) pour les trois régions MD, LC et HY. Ceci était prévisible car
le niveau de bruit dans ces données est extréemement faible. Ainsi, contrairement aux
conclusions de Munoz Maldonado et. al. [71], notre étude indique que la distribution
de la ganglioside varie avec ’age dans les régions MD, LC et HY. Toutefois, notre
modélisation n’est peut étre pas adaptée car en inspectant les profils de densités
moyens de la Figure 4.20, il semble que la distribution de la ganglioside, chez les
jeunes et les vieux rats, soit pratiquement la méme pour la région HY, ce qui était
une des conclusions de l'analyse statistique effectuée dans [71].

4.4 Discussions

Nous terminons ce chapitre en discutant quelques aspects de notre méthode
d’alignement automatique a partir de landmarks que nous n’avons pas abordés
jusqu’a présent :

— Dans le chapitre 3, une méthode de détection des singularités d’un signal a été
proposée. Nous n’avons pas cherché a définir une méthode de mise en corre-
spondance des singularités éventuelles de deux fonctions devant étre alignées,
car nous n’avons pas trouvé d’exemples réels de recalage de signaux présentant
des singularités. Toutefois, nous pensons qu’il est possible de reprendre la
méthodologie développée pour les lignes de zero-crossings, pour adapter |’e-
correspondance a l'alignement automatique des singularités de deux signaux
(en utilisant en particulier 'intensité structurelle pondérée des lignes de max-
ima d’ondelettes, car les amplitudes des modes sont alors caractéristiques de
l'ordre des singularités d'une fonction).

— Nous avons montré a I'aide de simulations que notre méthode de recalage au-
tomatique conduit a un meilleur alignement des landmarks que la méthode
de Wang et Gasser ([91], [92]) quand un nombre suffisant de points car-
actéristiques peut étre estimé. Wang et Gasser ([91], [92]) ont proposé d’incor-
porer les estimations des dérivées des signaux dans la fonction de cotit associée
a un probleme d’alignement global, afin de mettre en correspondance les ex-
trema communs.

Toutefois, le recalage par DTW peut conduire & un alignement des extrema qui
n’est visuellement pas satisfaisant. En effet, dans les Figures 4.24 et 4.25, nous
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donnons un exemple de recalage ot notre méthode d’alignement automatique a
partir de landmarks donne un alignement des extrema qui est plus satisfaisant
que celui obtenu avec la méthode de Wang et Gasser ([91], [92]). Les courbes
des Figures 4.24a et 4.25a sont des enregistrements de sons de poissons que 'on
souhaite utiliser pour un probleme de discrimination entre différentes especes
ou différents individus (nous dénoterons ces fonctions par “courbe 4”7, “courbe
6”7 et “courbe 77). Ces données sont présentées en détail dans Wood [93]. Afin
de pouvoir classifier les sons de poissons, il est nécessaire de déterminer la forme
caractéristique du son émis par un poisson ou une espece. Il s’agit donc d’un
probleme qui peut se résoudre par des méthodes de recalage. Dans les Figures
4.24c et 4.25¢, nous avons représenté la différence entre l'intensité structurelle
des lignes de zero-crossings qui correspondent aux maxima locaux et I'intensité
structurelle des lignes de zero-crossings qui correspondent aux minima locaux

~

de chacune des fonctions (i.e G¥, = Gf, — G7, et G*, = G, — G2, voir section
4.1.3.3). Les “pics positifs’ des Figures 4.24c et 4.25¢ correspondent donc a des
maxima significatifs des fonctions, alors que les “pics négatifs” correspondent
a des mimina significatifs. L’alignement automatique a partir de landmarks
par e-correspondance MinMax des courbes des Figures 4.24a et 4.25a avec
débruitage par TI-H est donné dans les Figures 4.24b et 4.25b, et I’alignement
par DTW (algorithme de Wang et Gasser avec débruitage par une méthode
du noyau) est donné dans les Figures 4.24d et 4.25d. On peut constater que
le recalage a partir de landmarks donne un alignement correct des “extrema
communs” des courbes, qui correspond a celui que 'on ferait manuellement,
alors que le recalage par DTW conduit a un alignement des extrema qui n’est
pas satisfaisant. En effet, il est clair que la courbe 4 a deux maxima significatifs
aux points x = 0.76 et z = 0.95 dont les formes suggerent qu’ils doivent étre
associés avec les deux maxima significatifs de la courbe 6 aux points x = 0.63
et x = 0.8 respectivement. Ces maxima sont correctement alignés par notre
méthode de recalage a partir de landmarks, alors que 'alignement par DTW
associe le maxima de la courbe 4 au point x = 0.76 avec le maxima de la courbe
6 au point z = 0.8. La méme remarque est également vraie pour I’alignement
des courbes 4 et 7. L’alignement par DTW associe le maxima de la courbe 4
au point x = 0.76 avec le maxima de la courbe 7 au point x = 0.69, alors que
manuellement on aurait plutot mis en correspondance le maxima de la courbe
4 au point x = 0.76 avec le maxima de la courbe 7 au point z = 0.55.

Ainsi, lalignement par DTW peut conduire a un “alignement erroné” des ex-
trema communs de deux fonctions. De plus, la méthode de Wang et Gasser
([91], [92]) ne garantie pas un alignement correct des points d’inflexion, et
ne prend pas en compte la possibilité d’aligner des fonctions a partir de
leurs singularités éventuelles. L’intérét de notre méthode est donc de pou-
voir spécifiquement déterminer les points caractéristiques qui doivent se cor-
respondre en utilisant l’alignement automatique des extrema des intensités
structurelles, ce qui peut se résoudre efficacement par DTW car la forme des
pics des intensités structurelles reflete bien la structure des landmarks d’un
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F1a. 4.24: Alignement de sons de poissons, courbe 4 (trait plein) et courbe 6 (trait
pointillé) : (a) Courbes bruitées (b) Alignement automatique a partir des extrema,
débruitage par TI-H (c) Différence entre I'intensité structurelle des lignes de zero-
crossings qui correspondent aux maxima locaux et I'intensité structurelle des lignes
de zero-crossings qui correspondent aux minima locaux de chacune des courbes (i.e
7, = G, — Go, (trait plein) et Gy, = G — G (trait pointillé), voir section
4.1.3.3). (d) Alignement par DTW, débruitage par une méthode du noyau
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F1a. 4.25: Alignement de sons de poissons, courbe 4 (trait plein) et courbe 7 (trait
pointillé) : (a) Courbes bruitées (b) Alignement automatique a partir des extrema,
débruitage par TI-H (c) Différence entre l'intensité structurelle des lignes de zero-
crossings qui correspondent aux maxima locaux et I'intensité structurelle des lignes
de zero-crossings qui correspondent aux minima locaux de chacune des courbes (i.e
7, = G, — G2, (trait plein) et GF. = G+ — G (trait pointillé), voir section
4.1.3.3). (d) Alignement par DTW, débruitage par une méthode du noyau
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Chapitre 5

Détection de contours dans une
image et alignement de signaux 2D

Les contours sont souvent les caractéristiques les plus importantes dans une im-
age. Ainsi, la qualité visuelle de la synchronisation de deux ou plusieurs images
dépend principalement de la qualité de ’alignement de leurs “contours communs”
apres recalage. Dans le contexte de I’alignement global de signaux 2D, des mesures
de similarité qui prennent en compte les contours pour déterminer la qualité du re-
calage d’images, ont été considérées par Bajcsy et Kovacic [4] et Moshfeghi [69] pour
aligner des images médicales, et par Li et. al [56] et Hsieh et. al [46]. Dans ce chapitre,
nous proposons une approche différente pour le probleme basique de 'alignement
de deux images, qui combine la détection de contours et la mise en correspondance
automatique de landmarks en 2D. Notre méthode consiste a extraire tout d’abord
les “contours significatifs” de deux images devant étre recalées, puis a déterminer
des ensembles de landmarks qui sont localisés le long de ces contours. Ensuite, nous
déterminons une transformation qui met en correspondance les landmarks qui se
trouvent sur les “contours communs” des deux images. Cette transformation est fi-
nalement appliquée a ’ensemble des pixels de I'une des images pour les synchroniser.
Il s’agit donc d’une extension de la méthode décrite dans les chapitres précédents,
ou les contours des images jouent le role des extrema ou des singularités dans un
signal 1D.

Avant de présenter cette méthode, il est nécessaire de se demander comment
décrire un contour dans une image? On pourrait définir les contours comme les
points ou lintensité d’une image varie brutalement. Ce type de points peut étre
détecté par l'algorithme de Canny [16] qui calcule le module du gradient d'une

image f :
vi- (520,

8—231’ 8172

Le gradient d’une image V f est parallele a la direction de changement maximum
d’intensité dans la surface définie par f. Un point y € R? appartient donc a un
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contour si Vf est localement maximum au point x = y, pour x = y + AV f et ||
suffisamment petit. Ceci signifie que la dérivée partielle de f au point y possede
un maximum local dans la direction du gradient, et y correspond alors a un point
d’inflexion de f.

Toutefois une telle définition des contours n’est pas satisfaisante. En effet, les
textures d’une image sont souvent des zones ou l'intensité varie brutalement bien
que l'on considere généralement qu’elles ne contiennent pas de contours. Lorsque
I'on regarde un ensemble de textures, on peut décider d’inclure dans la définition
des contours celui de chaque région texturée, ou bien considérer uniquement la forme
globale de ’ensemble des textures comme un contour qui contient une seule zone
texturée. Par exemple, dans I'image de Lenna (voir Figure 5.1), doit-on prendre en
compte le contour de chaque plume ou bien uniquement le contour de ’ensemble des
plumes 7 Ainsi, il est difficile de définir une méthode générale de détection de con-
tours qui donnera des résultats satisfaisants dans beaucoup de contextes différents.
La distinction entre des contours globaux, qui caractérisent par exemple la forme
générale de I'image, et ceux plus locaux qui peuvent étre dus a des textures dépend
en particulier de I’échelle d’analyse. Les techniques de décomposition multi-échelles
d’une image sont donc bien adaptées pour déterminer I'importance de ses contours.

En particulier, la transformée en ondelettes continue, introduite dans le chapitre
3, peut étre étendue au cas bidimensionnel. Soit #(u) un noyau convolution avec
u = (u1,us) € R? (f peut par exemple étre un noyau Gaussien 2D) et définissons
les deux ondelettes suivantes, qui sont les dérivées partielles de 6 :

00 00
1 _ Y 2=
¢ 8u1 ¢ w 8u2
Pour k =1,2 et s > 0, posons :
1 Uy U
k _ g U U2
¢s(u1’u2) - Sw ( s’ s )

Comme décrit dans Mallat ([63], Chapitre 6), la transformée en ondelettes continue
d’un signal f € L?(R?) au point & = (21, x3), dans les deux directions indexées par
k = 1,2 est alors définie par :

WE(F)(x) =< (), iz — ) >,

ol < .,. > est le produit scalaire usuel sur L*(R?). Soit 6,(z) = 10(%) et 0,(z) =
0s(—r). Les composants de la transformée en ondelettes 2D sont alors proportionnels
aux coordonnées du gradient de f lissée par 6, :



Le module du gradient de I'image lissée est alors proportionnel au module de la
transformée en ondelette de f a I’échelle s et au point x :

M (f)(w) = VIWH) (@) + [W2(f) ()]

Soit As(f)(x) 'angle du vecteur de la tranformée en ondelette dans le plan (x4, x2),

AN@) = ale)si W) >0,
— 7 —ale) si WA(f)(x) <0,

avec

a(z) = tan™* (%) .

Le vecteur unitaire ns(z) = (cos As(f)(x),sin As(f)(x)) est colinéaire & V(f %
0,)(x). Un point d’un contour & P'échelle s est donc un point zy tel que M,(f)(zo)
est localement maximum a x = z, quand & = x¢ + Ans(z) pour |A| suffisamment
petit. Ces points sont également appelés maxima d’ondelettes et I'image lissée f 6,
a donc un point d’inflexion au niveau des maxima d’ondelettes. La détection des
maxima d’une transformée en ondelettes 2D est donc équivalente a un détecteur
multi-échelles de Canny.

Les coefficients M(f)(z) de grandes amplitudes et les maxima d’ondelettes se
concentrent autour des contours de I'image quand le niveau de résolution s tend vers
zéro (voir Mallat [63]). La propagation des grands coefficients d'une transformée en
ondelettes 2D permet donc une caractérisation multi-échelles des coins d’une image.
Dans la Figure 5.1, nous avons représenté le module de la transformée continue en
ondelettes de I'image de Lenna a différentes échelles dyadiques (ces figures corre-
spondent aux exemples donnés dans Mallat [63], Chapitre 6, et ont été obtenues a
partir du logiciel libre Last Wave qui peut étre téléchargé a 'URL :
http ://www.cmap.polytechnique.fr/users/www.bacry). On peut constater que
les coefficients M,(f)(z) de grandes amplitudes (en noir dans les figures) correspon-
dent aux contours de Lenna.

Comme pour le cas 1D, les landmarks d’une image peuvent donc étre localisés
en suivant la propagation des maxima locaux de sa transformée en ondelettes a
différentes échelles. Toutefois, de nombreux coefficients d’ondelettes sont nécessaires
pour représenter les contours d’une image (voir Figure 5.1), ce qui peut conduire a un
nombre de landmarks beaucoup trop important pour étre utilisé dans un probleme
de recalage. Ainsi, nous n’avons pas cherché a étendre au cas d’images, les résultats
obtenus dans le chapitre 3 pour la détection de singularité d’un signal 1D.

Afin de mieux décrire les contours d’un signal 2D, nous avons été amené a utiliser

de nouvelles représentations multi-échelles spécialement adaptées a la géométrie des
images. Dans ces nouvelles représentations, les contours d’une image jouent le role
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des points de singularités d'un signal 1D. En particulier, les wedgelets et les platelets,
introduites respectivement par Donoho [29] et Willet et Nowak [94], conduisent a
des approximations constantes ou linéaires par morceaux d’une image a différentes
échelles et niveaux d’orientation. Ces nouveaux outils permettent en particulier une
approximation des contours d’une image par des polygones a différents niveaux de
résolution. Afin de détecter automatiquement les contours d’'une image, nous avons
adapté les Platelets au cas d’'images contaminées par un bruit Gaussien. Nous mon-
trons a 'aide de simulations que ces nouveaux outils sont bien adaptés a la détection
de contours pour des images régulieres par morceaux qui est le modele sous-jacent de
ces techniques. Dans le cas d’images réelles, la détection automatique de contours est
plus délicate. Toutefois, nous montrons comment combiner I'approximation d’une
image a partir de Platelets/Wedgelets, avec I’algorithme de mise en correspondance
automatique de landmarks en 2D développé par Chui et Rangarajan [22]. L’'intérét
de cette nouvelle méthode de mise en correspondance des “contours communs” de
deux images est illustré par des exemples réels.

Fi1a. 5.1: Détection multi-échelles des contours de Lenna : (a) Image de Lenna.
Module de la transformée en ondelette de Lenna M(f)(x) pour (b) s = 273 (c)
s=2"1(d) s=27"(e) s =275 (f) s =27". Le noir correspond aux coefficients de
grandes amplitudes.
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5.1 De nouvelles représentations adaptées aux con-
tours

Les méthodes multi-échelles et en particulier les ondelettes sont des outils bien
connus qui ont été largement utilisés, avec succes, en traitement du signal. Ces
techniques ont montré leur efficacité pour deux classes de problemes tres importantes
en traitement de l'image :

— Compression : le but est de réduire le nombre de bits nécessaire pour coder
une image en trouvant une représentation creuse de celle-ci, qui est le meilleur
compromis entre la taille mémoire de la nouvelle représentation (i.e. le nombre
de bits) et la qualité visuelle de 'image reconstruite a partir de cette approx-
imation.

— Estimation : lorsqu’une image inconnue est observée avec du bruit, il s’agit
de trouver un moyen pour restaurer 'image originale.

Le but de l'analyse harmonique (Computational Harmonic Analysis, CHA), qui
comprend les ondelettes et les paquets de cosine (voir e.g. Mallat [63]) et d’autres
représentations multi-échelles que nous décrirons brievement, est de trouver une
“représentation optimale” d’un objet et d’obtenir un “algorithme rapide” pour con-
struire cette représentation. L’approche générale en CHA est de décomposer un
signal (1D ou 2D) en une collection d’objets organisés de fagon hiérarchique depuis
des échelles grossieres vers des échelles plus fines. Ces représentations permettent une
approximation d’un signal a différentes échelles (fréquences) et positions (temps).
Les objets aux échelles grossieres représentent les structures globales du signal orig-
inal, alors que les objets aux fines échelles correspondent a des détails plus fins et
plus locaux. Le but des méthodes de CHA est alors de sélectionner les objets les plus
significatifs dans cette représentation multi-échelles, c¢’est a dire ceux qui résument
le mieux 'information présente dans le signal original, en fonction de 'application
désirée (e.g. compression ou estimation).

Les représentations les plus efficaces d'une image sont actuellement obtenues avec
des bases d’ondelettes orthonormées. La plupart des algorithmes récents de codage
d’images (e.g. le nouveau standard JPEG-2000) sont basés sur des ondelettes pour
transformer et compresser les images. Comme nous 'avons précisé au début de
ce chapitre, les contours sont les caractéristiques dominantes dans les images. Ils
représentent 'information la plus significative pour notre perception visuelle d'une
image, et sont donc d'une importance fondamentale pour la qualité de ’estimation
et de la compression. Cependant, les ondelettes donnent généralement de mauvais
résultats au voisinage des contours d’une image, car de nombreux coefficients sont
nécessaires pour représenter un contour, et les algorithmes de codages ne prennent
généralement pas en compte la dépendance des coefficients d’ondelettes le long des
contours (voir Candes and Donoho [15]). Puisque les ondelettes sont bien adaptées
pour caractériser les singularités d’un signal 1D, de nouvelles représentations temps-
échelles ont été récemment développées, dans lesquelles les contours d'une image
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jouent le role des singularités dans un signal 1D :

— Wedgelets : cette technique a été développée par Donoho [29]. La décomposition
multi-échelles en wedgelets divise une image en blocks dyadiques a différentes
échelles. Sur chaque block, 'image est projetée sur des wedgelets qui sont
des fonctions constantes par morceauzr avec des discontinuités linéaires. Les
wedgelets sont donc des approximations constantes d’'une image a différentes
échelles et orientations. Une approximation par wedgelets réalise le meilleur
compromis entre I’erreur de projection d’une image sur des régions constantes
et la parcimonie de la représentation (i.e. le nombre de wedgelets et de blocks).
Une présentation détaillée de cette approche est donnée dans la section suiv-
ante.

— Beamlets : cette analyse est basée sur un dictionnaire de segments linéaires
(appelés beamlets) organisés de fagon dyadique a différentes échelles, posi-
tions et orientations, et a été proposé par Donoho et Huo [33]. La transformée
en beamlets est le calcul des intégrales d'une image le long de ces segments
linéaires pour toutes les beamlets du dictionnaire. Arrangé sous forme pyra-
midale et de facon hiérarchique, I'analyse par beamlets permet d’obtenir un
outil performant pour explorer de maniere multi-résolution des données con-
tenant des filaments ou des courbes, et les simulations effectuées par Donoho
et Huo [33] montrent que cette approche est extrémement robuste en présence
de bruit.

— Platelets : introduites par Willet et Nowak [94] pour débruiter des im-
ages médicales (obtenues par photon limited), les platelets généralisent les
wedgelets. Comme les wedgelets, ’analyse en platelets est basée sur une parti-
tion dyadique récursive d’une image en blocks dyadiques, mais produit des ap-
proximations linéaires par morceaur d'une image. Les platelets sont donc bien
adaptées pour des images qui sont composées de régions linéaires séparées par
des contours réguliers, alors que les wedgelets sont mieux adaptées pour des
images constituées de régions constantes. Les approximations par platelets et
wedgelets sont discutées sur de nombreux exemples dans les sections suivantes.

D’autres représentations multi-échelles, que nous ne discuterons pas ici, ont
également été récemment proposées pour incorporer un traitement géométrique
spécifique des contours :

— Ridgelets et Curvelets : ces nouvelles transformées multi-échelles ont été
introduites par Candes et Donoho [14], [15]. Ces nouveaux outils donnent
des bases orthonormées dont les éléments sont indexés par des parametres
d’échelle, de position et de direction, et conduisent a des représentations des
images qui sont meilleures que les ondelettes d'un point de vue théorique. Ces
transformations sont basées sur un principe de représentation anisotropique qui
est assez différent de la représentation isotropique des ondelettes. Cependant,
I'implémentation de ces méthodes est assez difficile et leurs avantages sur des
images naturelles restent a confirmer.
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— Bandelets : introduites par Le Pennec et Mallat [54], ces techniques utilisent
des ondelettes foveal (voir Chang et. al. [18]) pour construire des familles or-
thonormales pour suivre la géométrie des contours réguliers d’une image. Cette
approche donne de meilleurs résultats que les algorithmes a base d’ondelettes
pour 'estimation et la compression d’images réelles.

— ENO-EA (edge-adapted) : Cohen et Matei [25], [65] ont proposé une ap-
proche qui n’utilise pas le produit tensoriel, et qui est adaptée a la géométrie
des contours en utilisant les techniques de multirésolution discretes introduites
par Harten [45]. Leur représentation est bien adaptée pour des images qui sont
constituées de régions polynomiales par morceaux séparées par des contours
réguliers. Dans ce cas, leur approche permet une amélioration significative par
rapport aux méthodes d’ondelettes pour la reconstruction des images le long
des contours.

Rappelons que le but de notre étude est de construire une déformation qui peut
aligner deux objets. Notre idée principale est d’extraire tout d’abord les contours
de deux images devant étre alignées, et d’utiliser ensuite ’algorithme de Chui et
Rangarajan [22] pour trouver automatiquement une transformation qui met ces
contours en correspondance. Les wedgelets et les platelets représentent les contours
d’une image comme des courbes polygonales, dont les sommets peuvent étre alors
utilisés comme des landmarks représentant les caractéristiques importantes d’une
image. Avant d’illustrer cette approche sur quelques exemples réels et simulés, nous
décrivons plus précisément les techniques développées dans [29] et [94].

5.1.1 Détection de contours avec des wedgelets

Considérons une image dyadique qui est un tableau de nombres n x n avec
n = 27 pour un entier J > 0. Nous avons choisi de considérer un pixel comme un
carré de taille 1/n-par-1/n placé sur une grille du carré [0,1] x [0,1] et I comme
une fonction du carré unité [0, 1] x [0, 1] qui est constante par morceaux sur chaque
pixel. Nous introduisons maintenant quelques notations et terminologies en suivant
le développement proposé dans [29] :

~ Un carré dyadique S(ky, ks, j) est la collection de points [k /27, (k; + 1)/27] x
(ko /27, (ka +1)/27] ou 0 < kq, kg < 27 pour un entier j > 0. Pour simplifier les
notations, nous écrirons parfois seulement S pour désigner un carré dyadique
a une échelle donnée.

— Une division par wedgelets est définie par une ligne reliant deux points des
cotés d’un carré dyadique. Les points sont choisis a partir d'un ensemble fini
de sommets régulierement espacés d’une distance o les uns des autres. Dans
[29], & est égal & 27/~K pour un K > 0. Comme § est dyadique, les sommets
sont donc positionnés aux coins des pixels (dans tous nos exemples, nous avons
pris 6 = 1/n) et il y a exactement M; = 4 x 252777 sommets construits de
cette facon sur un carré dyadique S a une échelle donnée j. En partant du
coin supérieur droit d'un carré dyadique, les sommets sont marqués dans le
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F1G. 5.2: Des wedgelets a différentes échelles.

sens des aiguilles d’une montre, et nous notons par V(S) = {v; s;1 < i < M,}
la collection de sommets ainsi obtenue pour un carré dyadique S a l’échelle
j. Notons que si j = J et § = 1/n, les sommets sont simplement les coins du
carré. L’ensembles des edgelets E(S) sur un carré dyadique S est la collection
de toutes les lignes reliant deux sommets dans V' (.5), i.e. E(S) = {v;,5075;1 <
i,7" < M;}. Un edgelet est dit non-dégénéré s’il ne connecte pas deux sommets
appartenant au méme coté. L’ensemble des wedgelets sur un carré dyadique
S est défini comme W(S) = {1} U {w;w € E(S) non-dégénéré } ou 1,
désigne la fonction indicatrice de 'ensemble A dans [0, 1]2. Une wedgelet w €
W(S),w # 1g, divise le carré dyadique S en deux régions appelées wedges
que nous noterons par Sy,4 et S,p. Pour un n donné et pour § = 1/n, W(n)
désigne la collection de toutes les wedgelets appartenant a un carré dyadique
S(ki,ko,7) pour 0 < ki, ky < 27 et 0 < j < J. Un exemple de wedgelets &
différentes échelles est donné dans la Figure 5.2.

~ Soit Ave{I|A} la valeur moyenne de I'image I sur un ensemble A dans [0, 1]2.
La décomposition en wedgelets d’'une image est le vecteur de toutes les pro-
jections :

Ave{llw} = Ave{I|S}1g, siw = Ig
Ave{llw} = Ave{l|Sya}ls,, + Ave{l|S,p}1ls, ,, siw # lg
pour tout w € W(S) = W(S(k1, k2, 7)), 0 < ki, ke < 27 et 0 < j < J. Notons

qu’a Iéchelle J, S(kq, ko, J) correspond & un pixel et que Ave{I|w} est donc
égale a la valeur de I sur le pixel indexé par (ki,k2) si w = Lg(ky ky,1)-

Nous décrivons ensuite quelques terminologies d’héritage pour les carrés dyadiques
de [0,1]* & des échelles voisines. Notons que chaque carré dyadique S(ki, ko, 7)
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(pour 0 < j < J — 1) se divise en quatre carrés dyadiques plus petits de méme
taille. Ces quatre carrés sont appelés les “enfants” de S(kj, ks, j) et seront notés
{ch(S%(ky, ks, 7))}, alors que S(ki, ks, j) est appelé leur “parent”. Nous écrirons
parfois S” € ch(S) pour désigner I'un des enfants S” d’un carré dyadique S. L’opération
qui réunit quatre enfants en un parent commun est appelée une “quad-fusion”, alors
que l'opération de diviser un carré parent en ses quatre enfants est appelé une
“quad-division”, ce qui conduit a la définition suivante :

Définition 5.1 Une partition récursive dyadique (RDP) est toute partition de [0, 1]?
qui peut étre construite en appliquant les regles suivantes :

— La partition triviale P = {[0,1]*} est une RDP.

- Si P={S1,...,Sn} (o0 S;;i =1,... ,m désignent des carrés dyadiques) est
une RDP, alors la partition obtenue en appliquant une “quad-division” a ['un
des carrés dans P est encore une RDP.

L’ensemble de tous les carrés dyadiques depuis les échelles grossieres vers les
échelles les plus fines P* = {S(k1,ko,7),0 < ki, ko < 27;0 < 5 < J} est parfois
appelé une RDP complete, et peut étre associée a un graphe de type “quad-arbre”.
Cette arbre peut étre élagué de maniere adaptative pour construire une RDP in-
complete, dont les sommets terminaux sont des carrés dyadiques de tailles variées, a
différentes positions dans 1’espace. Une partition récursive dyadique décorée par des
wedgelets (WD-RDP) est une RDP dans laquelle chaque sommet terminal S d’une
RDP a été décoré par exactement une wedgelet dans W (). Les régions terminales
d’une WD-RDP sont donc soit un carré dyadique, soit deux wedges. Si P est une
RDP, nous utiliserons la notation S € P pour désigner un carré dyadique S qui
correspond a l'un des sommets terminaux de P.

Notons par I(S5) la restriction de I'image I a un carré dyadique S, et définissons
pour chaque wedgelets w € W(S) la somme quadratique des résidus pénalisée
(PRSS) :

PRSS(S,w) = |I(S) — Ave{I|w}|* + \?, siw = 1g
PRSS(S,w) = |I(S)— Ave{I|w}|* +2)?, si w # 1,

ou A un parametre de pénalisation. Le terme de pénalisation reflete la complexité
du modele : seulement un coefficient est requis pour I'approximation constante de [
sur un carré dyadique, alors que deux coefficients sont nécessaires pour une division
par une wedgelet. Ainsi, pour chaque carré dyadique S, définissons :

PRSS'(S) = minyew(s) (PRSS(S, w)) . (5.5.1)

Pour une WD-RDP P, définissons la complexité de la somme quadratique des résidus
pénalisée :

J(P)=Y_PRSS(S).

SepP
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Soit WD — RDP([0,1]?) la collection de toutes les WD-RDP de [0,1]%. Une ap-
proximation par wedgelets d’'une image est alors obtenue en trouvant la WD-RDP
optimale P :

P = argminPeWD_RDp([oyl]z)J(P).
Dans [29], il est montré que ce probléme d’optimisation peut étre résolu en util-
isant ’algorithme d’élagage d’arbre suivant :

— Construire 'arbre-quad complet P*.

— Initialisation : Marquer chaque carré dyadique S de [0,1]? par wg =
argmingew(s) (PRSS(S,w)) et poser j = J.

— Loop : Pour chaque carré dyadique S a 1’échelle j :

~ Héritage : Sij < J poser ds = Y g5 PRSS'(S') ou poser dg = oo
si j = J (étant donné qu’il n’y a pas d’enfants).

— Minimisation : Calculer cg = min(dg, PRSS'(S)). Si le minimum est
donné par PRSS’(S) marquer le sommet S : Sommet terminal décoré
par wg sinon marquer le sommet S : Interior.

— Elagage : Si S est marqué Terminal, supprimer de I’arbre-quad courant
les quatre enfants de S et les sous-arbres dont les racines se trouvent
éventuellement au niveau des enfants.

— Poser j =35 — 1. Sij > 0 aller a Loop.
Notons que si le terme de régularisation n’est pas ajouté (i.e. A = 0), la WD-RDP
optimale est la RDP complete P*. Cet algorithme peut étre utilisé sur des données
non-bruitées pour une forme de compression (voir [33]). Supposons que 'image I est

contaminée par un bruit Gaussien de variance o2 et que nous observons un tableau
n-par-n de données bruitées Y :

Y (ki, ko) = I(ky, ko) + o€y gy, 1 < kb, ko <,

ou (ki, k2) désigne la position d'un pixel sur la grille unité de [0, 1] et les €, x, sont
des variables de loi normale i.i.d. de moyenne nulle et de variance 1. Pour obtenir une
estimation par wedgelets de I'image I, le parametre de régularisation A dans (5.5.1)
doit étre calibré en fonction du bruit. Dans [33], il est expliqué qu'un choix recom-
mandé pour A est 20+/log(n) (ceci est basé sur des arguments théoriques développés
dans [29]). Un exemple numérique d’approximation d’une image bruitée constituée
de régions constantes par morceaux est donné dans la Figure 5.3. Pour représenter
une WD-RDP, nous avons seulement tracé les sommets terminaux qui forment une
partition de [0, 1]. La qualité de l'estimation est trés bonne et produit des résultats
tres satisfaisants au niveau des frontieres. Notons que les décorations dans la WD-
RDP sont placées le long des contours de I'image. Cependant, les frontieres données
par I'approximation par wedgelets sont des fragments linéaires déconnectés, car au-
cune contrainte directionnelle ou de continuité n’est imposée. Quelques possibilités
pour incorporer des contraintes géométriques dans I'estimation par wedgelets sont
discutées dans la section 5.3.
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F1a. 5.3: Approximation par wedgelets d'une image bruitée : (a) Image originale (b)
Image plus Bruit Gaussien (c¢) Approximation par wedgelets (d) WD-RDP associée
a I'approximation par wedgelets
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5.1.2 Détection de contours avec des platelets

Les platelets généralisent les wedgelets. Elles ont été introduites par Willet et
Nowak [94] pour 'estimation d’images médicales photon-limited contaminées par un
bruit Poissonien. Dans la décomposition en platelets, les approximations constantes
par morceaux de la décomposition en wedgelets sont remplacées par un modele
linéaire par morceaux. Afin d’étre plus précis, la décomposition en platelets d’'une
image n-par-n I(z,y), est le vecteur des projections sur tous les carrés dyadiques
S = S(ky, ko, 5), 0 < ki, kg <2 et 0<j<J:

LG{ﬂw} = (Dgx+ Egy + Fg) 1lg, si w = 1g
Lln{jlw} = (DSwa + ESwAy + FSwA) ﬂSwA +
(DSwa + ESwBy + FSU}B) ﬂSwB7 Sl w # II‘S

pour tout w € W(S), o les coefficients des modeles linéaires sont choisis de fagon a
minimiser 'erreur quadratique de I'approximation linéaire de 1'image restreinte au
carré S ou a une wedge. Les platelets sont donc bien adaptées pour approximer des
images constituées de régions lisses séparées par des contours réguliers, et dans ce
cas I'erreur d’approximation au m-éme terme est meilleure que celle obtenue avec
des bases d’ondelettes, de Fourier ou des wedgelets (voir [94]). L’estimation par
platelets est également basée sur un schéma de partition dyadique récursive et sur
des estimateurs de maximum de vraisemblance pénalisée. Dans [94], la pénalisation
reflete la complexité croissante des modeles linéaires par morceaux par rapport aux
approximations constantes : trois coefficients sont nécessaires pour I'approximation
par platelets sur un carré dyadique et six coefficients sont nécessaire pour une divi-
sion par wedgelets (& comparer avec un coefficient pour une approximation constante
sur un carré dyadique et deux coefficients pour une division par wedgelets). Dans
[94], Panalyse d’images par platelets est proposée pour des données distribuées selon
une loi de Poisson, mais nous pouvons l’adapter a des images contaminées par un
bruit Gaussien. Dans le cas Gaussien, le critere de maximum de vraisemblance utilisé
dans [94] est alors équivalent a un critere des moindres carrés. Rappelons que ()
désigne la restriction de 'image I au carré dyadique S, et définissons pour chaque
wedgelets w € W(S) la somme quadratique des résidus pénalisée (PRSS) suivante :

PRSSo(S,w) = ||I(S)— Ave{I|w}||* 4+ Bo)?, si w = 1g
PRSS,(S,w) = ||I(S) — Ave{I|w}||* + $1)2, si w # 1g,
PRSSy(S,w) = ||I(S) — Lin{I|w}||* + B32)?, si w = 1g
PRSS5(S,w) |1(S) — Lin{T|w}||* + Bs\?, siw # 1g,

ol A est un parametre de pénalisation et (;,i = 0,...,3 sont des constantes qui

refletent la complexité du modele. En suivant les considérations dans [94], nous
avons pris By = 1, 6 = 2, B, = 3 et 53 = 6. Ensuite, pour chaque carré dyadique 5,
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définissons :

PRSS{(S) = min (PRSS(S,w)),
weW (S)
wg = argmingews) (PRSS1(S,w)) ,
PRSS:(S) = min (PRSSs(S,w)),
weW (S)

wps = argmingews) (PRSS3(S,w)) ,
PRSS;in(S) = min[PRSSy(S,1s), PRSS{(S), PRSSy(S, 1g), PRSS5(5)],
Omin(S) = argmin [PRSSy(S, 1s), PRSS}(S), PRSSy(S, 1s), PRSS;(S)],

Ol O1in (S) = i si le minimum est atteint par PRSS;(S),i =0,... , 3. Pour une WD-
RDP P, définissons la complexité de la somme quadratique des résidus pénalisée :

Jo(P) = PRSSn(S).

SepP

Soit WD — RDP([0,1]?) la collection de toutes les WD-RDP de [0, 1]%. Une ap-
proximation par platelets d’une image est alors obtenue en trouvant la WD-RDP
optimale P :

A

P = argminpcwp—rpp(o172)J2(P)-
Ce probleme d’optimisation peut étre résolu en utilisant ’algorithme d’élagage
d’arbre suivant :
— Construire 'arbre-quad complet P*.
— Initialisation : j = J.
— Loop : Pour chaque carré dyadique S a I’échelle j :
~ Héritage : Sij < J poser ds = 3 o) PROISmin(S') ou bien poser
dg = 00 si j = J (puisquil n’y a pas d’enfants).

— Minimisation : Calculer ¢g = min(ds, PRSS,in(5)). Si le minimum
est atteint par PRSS,,;,(S) marquer le sommet S comme suit :

— 81 0ppin(S) = 0, Sommet terminal décoré par lg : approximation
constante sur le carré dyadique S.

— 810,,in(S) = 1, Sommet terminal décoré par wg : approximation
constante sur deux wedges.

— 8100 (S) = 2, Sommet terminal décoré par lg : approximation
linéaire sur le carré dyadique S.

— 81 01in(S) = 3, Sommet terminal décoré par wpg : approximation
linéaire sur deux wedges.

sinon marquer le sommet S : Intérieur.

— Elagage : Si S est marqué Terminal, supprimer de I’arbre-quad courant
les quatre enfants de S et les sous-arbres dont les racines se trouvent
éventuellement au niveau des enfants.
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— Poser j =35 — 1. Si j > 0 aller a Loop.

Si nous observons un tableau n-par-n Y qui consiste en une image I contaminée
par un bruit Gaussien de moyenne nulle et de variance o2, nous proposons de poser
A = 20+/log(n) pour estimer I, comme dans le cas de 'approximation par wedgelets.
Nous pensons qu’il est possible de quantifier les performances théoriques de ’estima-
tion par platelets en suivant le développement proposé dans [29], mais ce probleme
est seulement considéré dans une discussion sur des perspectives de recherche a
la fin de ce chapitre. L’exemple numérique donné dans la Figure 5.4 illustre la
supériorité de l'estimation par platelets sur le débruitage par wedgelets pour des
images constituées de régions lisses séparées par des frontieres régulieres. L’image
de la Figure 5.4a est une “boule quadratique”. Elle est utilisée dans [94] pour mon-
trer la supériorité des platelets sur les wedgelets. La qualité visuelle de ’estimation
par platelets est bien meilleure, et les contours détectés par la WD-RDP associée
a l'estimation par platelets correspondent aux frontieres de la boule. La WD-RDP
obtenue avec 'estimation par wedgelets est beaucoup plus bruitée : les décorations
ne sont pas cohérentes globalement, et de nombreuses wedgelets ne correspondent
pas a un contour de l'image.

5.2 Combiner la détection de contours et 1’aligne-
ment de landmarks

5.2.1 Alignement de wedgelets

Dans le chapitre 2, nous avons présenté une méthode de mise en correspondance
automatique de deux ensembles de landmarks en 2D, qui peuvent éventuellement
contenir des landmarks erronés. Dans la section précédente, nous avons également
décrit une approche multi-échelles pour approximer les contours d’une image ob-
servée avec un bruit Gaussien. Nous proposons de combiner ces deux techniques
pour déterminer une transformation non-rigide entre deux images. Supposons que
les contours de deux images I; et Iy ont été estimés par une approximation par
wedgelets ou platelets. Soit Wi = {wy1,... ,win} et Wo = {waq,... ,wak} les
deux ensembles de wedgelets représentant les contours de I; et I, respectivement.
Pour illustrer notre approche, nous considérons le probleme de recalage “simple”
de la Figure 5.5 ou un losange (Figure 5.5a) a été déformé par une transformation
non-rigide (Figure 5.5b). Les WD-RDP dans les Figures 5.5c¢d ont été obtenues par
une approximation par wedgelets avec le méme parametre de régularisation, et 'on
peut constater que les wedgelets correspondent effectivement aux frontieres dans les
deux images. Pour aligner les deux images I et I, nous proposons de calculer une
déformation qui trouve le “meilleur alignement” entre les segments linéaires dans
W1 et Ws. Evidement, une telle approche nécessite de définir tout d’abord une “dis-
tance” pour mesurer la qualité de l'alignement de deux wedgelets. De plus, si 'on
veut aligner les segments linéaires de la Figure 5.5¢ avec ceux de la Figure 5.5d, 'on
doit étre capable de “diviser une wedgelet” a une échelle grossiere pour I’associer avec
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F1G. 5.4: Estimation par platelets contre estimation par wedgelets : (a) Image orig-
inale (b) Image plus bruit Gaussien (c¢) Estimation par wedgelets (d) WD-RDP
optimale associée a l'estimation par wedgelets (e) Estimation par platelets (f) WD-
RDP optimale associée a 'estimation par platelets.
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différentes wedgelets a une échelle plus fine, ou bien de “réunir” plusieurs wedgelets
a une échelle fine en une seule wedgelets a une échelle plus grossiere. Cependant,
jusqu’a présent, nous n’avons pas réussi a incorporer ces opérations dans un proces-
sus de recalage. Ainsi, plutot que d’effectuer le recalage sur les wedgelets directement,
nous proposons d’aligner les deux ensembles de landmarks définis par les som-
mets des wedgelets dans W et W5 en utilisant 'algorithme TPS-RPM de Chui
and Rangajaran [22]. Evidement, cette approche peut fonctionner si les sommets
des wedgelets forment des ensembles de points qui refletent la forme des contours
dans les deux images. Cependant, en regardant la Figure 5.5, il parait clair que
cette approche ne peut pas fonctionner, puisque nous avons obtenu seulement 8
sommets pour le losange qui ne forment pas une “description satisfaisante” de ses
contours. Pour remédier a ce probleme, nous avons choisi de considérer uniquement
les wedgelets a une échelle donnée suffisamment fine, de sorte que les sommets de
ces wedgelets décrivent de maniere suffisamment précise la forme des contours. Il
ne s’agit pas d’'une solution idéale, mais elle est tres pratique et donne de tres bons
résultats comme nous allons le montrer dans les exemples qui suivent.

Pour étre plus précis, supposons que 'image I, doive étre alignée avec I;. Nous
proposons finalement 1’algorithme suivant :

— Soit jg une échelle suffisamment fine.

— Calculer la décomposition en platelets de I; et Is pour chaque carré dyadique
a ’échelle 7.

— Soit A1 et Ay deux parametres de régularisation associés a I et I respective-
ment. Pour chaque image et pour chaque carré dyadique S a I’échelle jg, cal-
culer 0,,;,(S) = argmin [PRSSy(S, 1g), PRSS;(S), PRS S (S, 1s), PRSS5(S)].
Si 01in(S) = 1 alors S est décoré par wg et si 0,,:,(S) = 3 alors S est décoré
par wpg (pour l'image I;, les sommes quadratiques des résidus pénalisées sont
calculées avec \;, i = 1,2).

— Soit Wfo et szo deux ensembles de wedgelets obtenus de cette facon pour /; et
I, et soit V; et V; les ensembles de landmarks qui correspondent aux sommets
des wedgelets dans W{° et W3° respectivement.

— Calculer la transformation u qui aligne I’ensemble de points V| sur V, avec
I’algorithme TPS-RPM.

— Une version déformée de I est Iyou. Si (k1, ko) désigne la position d’un pixel sur
une grille du carré unité [0, 1]%, alors typiquement u(ky, k2) ne correspond pas a
un pixel de cette grille. Ainsi, comme expliqué dans le chapitre 2, Io(u(kq, k2))
est obtenu par interpolation bilinéaire de I5. Si u(ky, k2) est en dehors de [0, 1]?,
nous posons Io(u(ky, ks)) égal & zéro (ce qui correspond a des pixels noirs dans
les images).

Les images des Figure 5.6 sont de taille 128 x 128 pixels. Pour aligner I'image
de la Figure 5.6b avec le losange de la Figure 5.6a, nous avons choisi jo = 5 et les
wedgelets tracées dans la Figure 5.6cd ont été extraites avec le méme parametre
de régularisation pour les deux images. Notons qu’a cette échelle, les sommets des
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wedgelets donnent une bien meilleure approximation des contours des deux images
par rapport a I’estimation obtenue dans la Figure 5.5¢d. Le résultat de I'alignement
des sommets des wedgelets de la Figure 5.6¢ avec ceux de la Figure 5.6d est donné
dans la Figure 5.5f. Le résultat est tres satisfaisant car la forme de I'image déformée
est tres proche de la forme d'un losange, sauf que les cotés du losange déformé
dans la Figure 5.5e ne sont pas des lignes parfaitement droites. Un exemple plus
sophistiqué de recalage est montré dans la Figure 5.7. Les images de la Figure 5.7cd
sont de taille 128 x 128 pixels et sont observées avec un bruit Gaussien de moyenne
nulle et de variance o2 (les images originales sont dessinées dans la Figure 5.7ab).
Nous avons a nouveau choisi jo = 5, et les wedgelets tracées dans la Figure 5.7ef ont
été estimées avec A = 20/log(n). Notons que la forme de ces wedgelets correspond
précisément a la forme des contours des images des Figures 5.7ab. L’alignement
des sommets des wedgelets de la Figure 5.7e avec ceux de la Figure 5.7f est donné
dans la Figure 5.7h. Pour mesurer la qualité de l'alignement, nous avons déformé
I'image non-bruitée de la Figure 5.7b. L’image recalée est donnée dans la Figure 5.7g.
Le résultat est excellent car nous obtenons bien “quatre cercles” qui sont presque
exactement alignés avec les cercles originaux de la Figure 5.7a.

5.2.2 Application a des images réelles

Nous allons maintenant montrer comment notre approche peut s’appliquer a
deux exemples réels de recalage d’'images que nous avons présentés dans l'introduc-
tion et le chapitre 2 : alignement de visages et de poissons. Les visages des Figures
5.8-5.9 sont de taille 112 x 92 pixels, alors que les images de poissons des Figures 5.10
sont de taille 300 x 500 pixels. Ainsi, ces images ne sont pas dyadiques et I’algorithme
de décomposition en platelets donné précédemment doit étre légerement modifié.
Supposons que nous observons un tableau ni-par-ne qui représente une image I, et
que nous voulons effectuer sa décomposition en platelets & une échelle donnée ou
la longueur d’un coté d'un block dyadique S est shy (quand n; = ny = 27, alors
shg = 2779 & 1'échelle jy). L'image I est alors “étendue” de la maniere suivante :

— soit I,y = I, Iy = |no/shg|shg — ng et Iy = |ny/sho|shg —ny (|x] désigne la
partie entiere de x).

— si [y > 0, alors ajouter Iy colonnes a I.,; qui sont égales a la no-éme colonne

de I.
— if [y > 0, alors ajouter [y lignes a I.,; qui sont égales a la ni-éme ligne de I..;.

Apres ces opérations, [.,; est alors une image qui contient ";Tt)ll X "SQT? carrés
dyadiques dont le coté est de longueur shg. Alors, I'approximation par platelets
de I est obtenue en calculant la PRSS minimale sur tous les carrés dyadiques S
dont le coté est de longueur shg, qui sont dans I..;, et en décorant éventuellement

ces carrés dyadiques avec des wedgelets.

Apres avoir choisi une longueur de coté appropriée shg, le point délicat est le
choix d’un parametre de régularisation qui permette d’extraire les wedgelets “les
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F1G. 5.5: Décomposition en wedgelets d'un losange et sa déformation par une trans-
formation non-rigide : (a) Losange original (b) Transformation non-rigide du losange.
WD-RDP optimale associée a 'approximation par wedgelets du losange (c) et du
losange déformé (d) avec le méme parametre de régularisation.
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F1G. 5.6: Résultat du recalage du losange déformé : (a) Losange original (taille :
128 x 128). (b) Déformation non-rigide du losange (taille : 128 x 128). Wedgelets
optimales associées & 'approximation par platelets du losange (c) et du losange
déformé (d) a I'échelle j, = 5 avec le méme parametre de régularisation. (e) Version
recalée du losange déformé. (f) Alignement des sommets des wedgelets du losange
avec ceux du losange déformé.
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F1G. 5.7: Résultat du recalage de 4 cercles déformés : (a) Cercles originaux (taille :
128 x 128). (d) Déformation non-rigide des cercles (taille : 128 x 128). (b), (e)
Images originales observées avec un bruit Gaussien. Wedgelets optimales associées
a lapproximation par platelets des cercles (c) et des cercles déformés (f) observés
avec du bruit & I'échelle jo = 5 avec A = 20+/(log(n)). (g) Version recalée des
cercles déformés. (h) Alignement des sommets des wedgelets des cercles avec ceux
des cercles déformés.
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plus significatives” a cette échelle. En suivant nos discussions précédentes, nous de-
vrions prendre A = Ko4/log(N) ou o est le niveau de bruit estimé dans 'image I,
K une constante appropriée et N est le nombre de pixels dans 'image I. Cepen-
dant, nous n’avons pas réussi a obtenir de résultats satisfaisants de cette fagon car le
nombre de wedgelets sélectionnées est beaucoup trop important pour pouvoir utiliser
I’algorithme TPS-RPM. Il serait toutefois tres intéressant de pouvoir déterminer au-
tomatiquement ce parametre. Les exemples donnés dans ce chapitre sont basés sur
des choix empiriques pour A, mais illustrent l'efficacité de notre approche en pra-
tique.

Pour aligner le visage de la Figure 5.8b avec celui de la Figure 5.8a, nous avons
pris shg = 4 et A = Var(I)/4 pour extraire les wedgelets les plus significatives dans
les carrés dyadiques de taille shg, ou Var(I) dénote la variance des pixels de I'image
I (il s’agit d’'une mesure de 1'“énergie” d’une image). Pour aligner le visage de la
Figure 5.9b avec celui de la Figure 5.9a, nous avons choisi shg =4 et A = Var([)/8.
Finalement, pour aligner le haddock avec le whiting (voir Figure 5.10) nous avons
pris shg = 16 et A = Var(I)/6. Pour mesurer la qualité de 'alignement, nous avons
également représenté la différence pixel-par-pixel (les valeurs nulles correspondent
au niveau de gris moyen) entre les images avant et apres recalage. Les résultats
pour l'alignement des visages sont tres satisfaisants étant donné que les principales
caractéristiques d’un visage (e.g. yeux, bouche, oreilles) sont correctement alignés
ce qui n’était pas le cas avant le recalage. Ceci peut étre expliqué par le choix
de shy = 4 qui donne une description précise des contours des différents visages.
Pour 'alignement des poissons, le résultat est encore tres bon. Avec shy = 16, nous
avons obtenu une estimation globale de la forme de chaque poisson, mais certains
détails plus fins n'ont pas été pris en compte (e.g. les yeux), et certaines parties
des deux images ne sont pas correctement alignées apres recalage. Ceci pourrait étre
amélioré en diminuant la longueur des carrés dyadiques shg, mais ceci augmente tres
fortement le nombre de landmarks devant étre alignés et 1’algorithme TPS-RPM
devient extrémement lent. Cet exemple illustre le fait que considérer des wedgelets
a des échelles différentes est d’'une importance cruciale pour améliorer la qualité du
recalage.

5.3 Discussions

Nous avons présenté une approche basée sur les contours pour le recalage d’im-
ages qui combine algorithme TPS-RPM développé dans [22] avec I'estimation des
contours d'une image a partir de son approximation en platelets. Cette approche
donne des résultats satisfaisants a la fois sur des exemples simulés et sur des images
réelles cependant tout au long de ce chapitre, nous avons noté quelques problemes
qu’il est nécessaire de discuter :

— L’algorithme TPS-RPM ne garantie pas que la solution obtenue est bijective.
Des plissements sont possibles et comme précisé dans [22], 'algorithme TPS-
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(2) (h)

F1G. 5.8: Résultat du recalage du visage 13 avec le visage 11 : (a) Visage 11 (taille :
112 x 92). (d) Visage 13 (taille : 112 x 92). Wedgelets optimales associées a I'ap-
proximation par platelets du visage 11 (b) et du visage 13 (e) avec shy = 4 et
A = Var(I)/4. (c) Version recalée du visage 13 (f) Alignement des sommets des
wedgelets du visage 11 avec ceux du visage 13. Différences pixel-par-pixel entre les
deux visages avant (h) et apreés (g) le recngage.



F1G. 5.9: Résultat du recalage du visage 22 avec le visage 21 : (a) Visage 21 (taille :
112 x 92). (d) Visage 22 (taille : 112 x 92). Wedgelets optimales associées a I'ap-
proximation par platelets du visage 21 (b) et du visage 22 (e) avec shg = 4 et
A = Var(I)/8. (c) Version recalée du visage 22 (f) Alignement des sommets des
wedgelets du visage 21 avec ceux du visage 22. Différences pixel-par-pixel entre les
deux visages avant (h) et apreés (g) le recggage.
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F1a. 5.10: Résultat du recalage des poissons : (a) Whiting (taille : 300 x 500). (d)

Haddock (taille : 300 x 500). Wedgelets optimales associées a l’approximation par
platelets du whiting (b) et du haddock 13 (e) avec shyg = 16 and A = Var(l)/6. (c)
Version recalée du haddock (f) Alignement des sommets des wedgelets du whiting

avec ceux du haddock. Différences pixel-par-pixel entre les deux poissons avant (h)

et apres (g) le recalage.

210



RPM peut conduire a des transformations irréalistes pour de larges déformations
entre deux objets. Une solution possible pour obtenir des diffeomorphismes
serait d’incorporer la méthodologie de Camion et Younes [17] dans le proces-
sus de Deterministic Annealing proposé dans in [22].

Nous avons choisi d’associer les sommets des wedgelets extraites de deux im-
ages a la méme échelle de sorte que la forme de ces sommets corresponde a celle
des contours des deux images. Evidement, il ne s’agit pas d'une solution idéale.
Tout d’abord, nous ne savons pas comment sélectionner automatiquement une
échelle appropriée jj, et de plus I’échelle choisie peut ne pas étre suffisamment
fine pour correctement représenter certains contours des images (e.g. les yeux
des poissons dans la Figure 5.10). Une meilleure solution serait de considérer
des wedgelets a différentes échelles et de trouver un moyen d’associer directe-
ment plusieurs wedgelets (en “divisant” une wedgelet ou “réunissant” plusieurs
wedgelets en une seule) plutot que d’aligner seulement leurs sommets.

Pour des images constituées de régions lisses séparées par des frontieres régulieres,
la décomposition en platelets est bien adaptée pour détecter les contours, méme
si les images sont bruitées. Cependant pour des images plus sophistiquées
(comme un visage ou un poisson), il n’est pas évident de fixer le parametre de
régularisation A de fagon a extraire les wedgelets les plus significatives, et en
particulier celles qui sont importantes pour le processus de recalage. Il serait
donc intéressant de pouvoir étudier théoriquement les propriétés d’estimation
des platelets.

I1 a été souligné que les wedgelets a différentes échelles et positions ne se com-
portent pas de maniere cohérente car elles forment des segments linéaires dis-
continus pour approximer les contours d’une image. Des contraintes géométriques
devraient donc étre inclues dans la complexité de la somme quadratique des
résidus pénalisée associée a une WD-RDP, pour assurer que les wedgelets es-
timées forment des structures géométriques naturelles. Une tentative pour

incorporer de telles contraintes géométriques a été récemment proposée par
Romberg et. al. [81].

Nous n’avons pas choisi d’étendre les résultats de détection des maxima d’on-
delettes obtenus pour le cas 1D au cas d’images car nous pensons que le nombre
de landmarks alors détectés est trop important (de nombreux coefficients d’on-
delettes sont nécessaires pour représenter un contour) pour étre utilisé dans un
probleme de recalage. Toutefois, il serait intéressant d’essayer d’utiliser I'une
des nombreuses techniques de détection/définition de contours qui existent
dans la littérature (voir Ziou et Tabbone [97] pour une revue de ces tech-
niques) pour sélectionner uniquement, le long des contours, les landmarks qui
sont utiles pour une étape de recalage (par exemple en détectant les jonctions
entre deux contours données par les zero-crossings du Laplacien d’une image
lissée par une Gaussienne, voir [97] pour plus de détails).

Dans ce chapitre, nous n’avons pas discuté I'alignement de plusieurs images.
Nous mentionnerons juste qu’il existe également une méthode automatique
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développée par Chui et. al. [24] pour aligner plusieurs ensembles de landmarks
non-marqués, et nous pensons que leur méthodologie pourrait étre adaptée au
probleme du recalage de plusieurs images a partir de landmarks estimés par
des méthodes multi-échelles.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons choisi d’étudier le probleme du recalage de struc-
tures 1D ou 2D a partir de l'alignement de certains points caractéristiques d’un
ensemble de signaux. Nous avons montré que la synchronisation d’un ensemble de
courbes ou d’images est une étape de pré-traitement des données qui est souvent
nécessaire avant d’appliquer tout autre procédure d’inférence statistique. En parti-
culier, la qualité de I'estimation de la forme caractéristique d’un processus observé
chez différents individus dépend fortement de la qualité de 'alignement des signaux
observés.

Deux étapes principales interviennent dans le recalage de fonctions a partir de
leurs landmarks :

1. La définition et I'estimation des landmarks de chacune des fonctions.

2. Le calcul de transformations qui mettent en correspondance les landmarks
communs a un ensemble de signaux.

Pour des signaux 1D ou 2D, des méthodes temps-échelles ont été utilisées pour
estimer les points caractéristiques d’un signal, éventuellement observé avec un bruit
Gaussien. Les méthodes multi-échelles permettent de caractériser I'importance des
landmarks d’un signal en décomposant celui-ci a des niveaux plus ou moins fins
d’approximation. Nous avons ensuite cherché a développer des méthodes automa-
tiques pour mettre en correspondance les landmarks significatifs d’'un ensemble de
signaux.

6.1 Alignement de courbes

Pour le cas 1D, nous avons proposé une approche nonparamétrique pour es-
timer les lignes de maxima d’ondelettes et de zero-crossings d’une fonction, et avons
introduit l'intensité structurelle qui permet d’associer a un signal une densité de
probabilité dont les modes caractérisent I'importance des landmarks de celui-ci. De
nombreuses simulations et des exemples réels ont permis de montrer que cette ap-
proche est bien adaptée a la détermination des landmarks significatifs d’un signal (en
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particulier de ses extrema, points d’inflexion ou singularités éventuels). Toutefois,
certains aspects de cette procédure restent encore a étudier :

— Propriétés asymptotiques des estimateurs :

— Nous avons étudié le comportement asymptotique des maxima locaux
des intensités structurelles en supposant qu'un nombre fixé (p ou ¢, voir
section 3.6) de lignes de maxima d’ondelettes ou de zero-crossings ont été
estimées. Il serait intéressant d’étudier les propriétés asymptotiques de
ces estimateurs quand p et ¢ dépendent du nombre d’observations n.

— L’estimation des landmarks d’un signal a été envisagée dans le cas d’un
modele de bruit blanc. Nous pensons que pour le probleme de la détection
de landmarks, il serait possible de comparer des résultats de minimalité
asymptotique entre les modeles de bruit blanc et de régression non-
paramétrique en suivant les idées de Donoho et Johnstone [30].

— Masse minimale mg : A I'aide de simulations, nous avons montré que les modes
importants des intensités structurelles correspondent aux landmarks significat-
ifs d'un signal, et qu’il est possible de construire une mesure de modalité pour
caractériser 'importance de ces modes. Le probleme de la détermination du
seuil de masse minimale est directement lié au probleme de l’estimation du
nombre de modes significatifs dans une densité de probabilité. Nous pensons
que les approches du type “Excess mass” (voir Polonik [73], Cheng et Hall
[21], Fisher et Marron [38]) utilisées pour tester 'existence de plusieurs modes
dans une densité, pourraient étre adaptées a la détermination du nombre de
modes significatifs dans une intensité structurelle.

— Procédure de bagging : il n’est a priori pas évident de trouver une méthode
automatique pour sélectionner le niveau de bruit o2 qui devrait étre injecté
dans les données initiales. Pour étudier de facon précise les propriétés de la
procédure de bagging, il faut tout d’abord définir une mesure de l'erreur de
I’estimation des zero-crossings et des maxima d’ondelettes d'un signal. Un
exemple de distance entre deux fonctions basée sur la position de leurs zéro-
crossings peut étre trouvé dans Mallat [62]. Celle-ci pourrait certainement étre
utilisée pour étudier la procédure de bagging d'un point de vue théorique.

Dans de nombreux problemes de recalage, il est souvent souhaitable d’aligner
les extrema ou les points d’inflexion communs a un ensemble de courbes. Afin de
déterminer automatiquement les paires de landmarks qui doivent étre associées pour
I’alignement de deux fonctions, une nouvelle méthode, I’e-correspondance, a été pro-
posée. Cette approche s’appuie a la fois sur le fait que la forme des pics des intensités
structurelles reflete le comportement temps-échelles des landmarks et sur 'aligne-
ment global de fonctions a partir d'un algorithme de DTW. Nous avons montré a
I’aide de simulations et d’exemples réels, qu’il s’agissait d'une technique efficace pour
détecter les landmarks communs a un ensemble de courbes, et pour déterminer les
déformations nécessaires pour 'alignement de ces dernieres. Des exemples provenant
du domaine biomédical nous ont permis de juger des performances de cette méthode
et en particulier de la qualité de 'alignement des landmarks apres recalage. Nous
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avons également illustré l'intérét de ’alignement de signaux a 1’aide de la méthode
de FANOVA par ondelettes récemment développée par Abramovich et. al. [1]. Sans
recalage initial des données, le modele de FANOVA utilisé suggere que les individus
se comportent de maniere similaire pour des conditions expérimentales proches, alors
qu’avec recalage préalable des données on conclue que les individus se comportent
de maniere différente sous des conditions expérimentales similaires.

Toutefois, nous n’avons pas réussi a étudier de maniere théorique la consistance
de T'e-correspondance, et donc I'étude asymptotique des estimateurs des fonctions
de déformation. Il peut paraitre un peu compliqué d’estimer tout d’abord les land-
marks d'un ensemble de fonctions a I'aide des modes des intensités structurelles, de
recaler ensuite ces dernieres par une méthode d’alignement global, de déterminer
les landmarks communs a cet ensemble de fonctions, pour finalement calculer des
déformations qui alignent les données initiales. En effet, I’algorithme de Wang et
Gasser [91], [92] est une méthode efficace d’alignement automatique de signaux, et
pourrait donc étre utilisé directement sur les fonctions originales. Toutefois, nous
avons montré a ’aide de simulations que notre méthode d’alignement automatique
a partir de landmarks conduisait a un meilleur alignement des points caractéristiques
de deux fonctions. De plus, sur quelques exemples réels (recalage de sons de poissons,
voir chapitre 4), notre méthode donne un alignement des signaux qui correspond a
celui que I'on aurait fait naturellement, ce qui n’est pas le cas pour le recalage obtenu
avec l'algorithme de Wang et Gasser [91] qui conduit & un alignement des extrema
communs qui ne semble pas correct.

6.2 Alignement d’images

Dans la seconde partie de cette these, nous avons cherché a étendre la méthodologie
développée pour le recalage de courbes au cas de I'alignement d’images. Etant donné
que les contours sont des caractéristiques essentielles des images, qui permettent en
particulier de juger visuellement la qualité de I'alignement, il nous a paru naturel
d’essayer de calculer une transformation qui mette en correspondance les landmarks
qui se trouvent sur les “contours communs” de deux images.

Plutot que d’étendre au cas 2D les résultats obtenus dans le cas 1D pour la
détection des lignes de zero-crossings ou de maxima d’ondelettes, nous avons cherché
a utiliser de nouvelles représentations multi-échelles adaptées a la géométrie des
images. Nous avons étendu 'approximation par Platelets d’une image, au cas de
données observées avec un bruit Gaussien. La décomposition en Wedgelets/Platelets
est bien adaptée au cas d’images composées de régions lisses séparées par des
frontieres régulieres. Pour le cas d’images réelles, il est plus difficile de détecter au-
tomatiquement les contours significatifs. Afin de pouvoir utiliser I’algorithme TPS-
RPM de mise en correspondance automatique de landmarks en 2D développé par
Chui et Rangarajan [22], nous avons seulement considéré des décompositions en
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Platelets a un niveau de résolution donné suffisamment fin, de sorte que les som-
mets des wedgelets constituent une approximation satisfaisante des contours d’une
image. Il ne s’agit bien stir pas d’une solution optimale, car nous n’avons pas réussi
a incorporer dans un processus de recalage la possibilité d’associer une wedgelet a
un niveau de résolution grossier avec plusieurs wedgelets a des échelles plus fines (ou
I'opération inverse). Toutefois, nous avons montré I'applicabilité de cette méthode
sur des problemes réels nécessitant le recalage d’images.

Lorsque le nombre de landmarks a mettre en correspondance est trop important,
I'algorithme TPS-RPM devient extrémement lent. Ceci est principalement du au
cofit du calcul de la déformation Spline qui peut étre de O(N?) opérations (ot N
est le nombre de paires de landmarks a associer). Comme souligné par Chui et Ran-
garajan [22], 'algorithme TPS-RPM, basé sur la notion de correspondance un-a-un,
est bien adapté aux cas d’ensemble de landmarks parcimonieux (contenant peu de
points). Chui et. al. [23] ont proposé une extension de I'algorithme TPS-RPM qui
permet d’associer deux ensembles denses de landmarks. Nous pensons qu’il pourrait
étre intéressant d’appliquer cet algorithme au cas du recalage d’images lorsque de
nombreux landmarks sont nécessaires pour décrire les contours significatifs de celles-
ci.

Par ailleurs, nous avons choisi de ne pas utiliser la transformée en ondelettes
2D car de nombreux coefficients sont nécessaires pour décrire les contours d’une
image. Toutefois, s’il est possible d’obtenir un algorithme qui permet de mettre en
correspondance deux ensembles denses de landmarks (qui contiennent beaucoup de
points), il pourrait étre judicieux d’étendre au cas 2D la notion d’intensité struc-
turelle et les résultats de détection des lignes de zero-crossings et de maxima d’on-
delettes pour estimer les contours significatifs d'une image.
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