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Résumé

Cette thése étudie 1'utilisation d’algorithmes connexionnistes pour résoudre des problémes
d’apprentissage par renforcement. Les algorithmes connexionnistes sont inspirés de la maniére
dont le cerveau traite I'information : ils impliquent un grand nombre d’unités simples fortement
interconnectées, manipulant des informations numériques de maniére distribuée et massivement
paralléle. L’apprentissage par renforcement est une théorie computationnelle qui permet de dé-
crire 'interaction entre un agent et un environnement : elle permet de formaliser précisément le
probléme consistant & atteindre un certain nombre de buts via ’interaction.

Nous avons considéré trois problémes de complexité croissante et montré qu’ils admettaient
des solutions algorithmiques connexionnistes : 1) L’apprentissage par renforcement dans un petit
espace d’états : nous nous appuyons sur un algorithme de la littérature pour construire un réseau
connexionniste ; les paramétres du probléme sont stockés par les poids des unités et des connexions
et le calcul du plan est le résultat d’une activité distribuée dans le réseau. 2) L’apprentissage d’une
représentation pour approximer un probléme d’apprentissage par renforcement ayant un grand
espace d’états : nous automatisons le procédé consistant & construire une partition de ’espace
d’états pour approximer un probléme de grande taille. 3) L’auto-organisation en modules spéciali-
sés pour approximer plusieurs problémes d’apprentissage par renforcement ayant un grand espace
d’états : nous proposons d’exploiter le principe "diviser pour régner" et montrons comment plu-
sieurs taches peuvent étre réparties efficacement sur un petit nombre de modules fonctionnels
spécialisés.

Mots-clés: intelligence artificielle, apprentissage par renforcement, connexionnisme, processus
décisionnels de Markov

Abstract

This thesis studies the use of connectionist algorithms for solving reinforcement learn-
ing problems. Connectionist algorithms are inspired by the way information is processed by
the brain : they rely on a large network of highly interconnected simple units, which process
numerical information in a distributed and massively parallel way. Reinforcement learning is a
computational theory that describes the interaction between an agent and an environment : it
enables to precisely formalize goal-directed learning from interaction.

We have considered three problems, with increasing complexity, and shown that they can
be solved with connectionist algorithms : 1) Reinforcement learning in a small state space : we
exploit a well-known algorithm in order to build a connectionist network : problem paramaters
are stored into weighted units and connections and planning is the result of a distributed activity
in the network. 2) Learning a representation for approximating a reinforcement learning problem
with a large state space : we provide an algorithm for automatically building a state space
partition in order to approximate a large problem. 3) Self-organization of specialized modules for
approximating various reinforcement problems with a large state space : we exploit a “divide and
conquer” approach and show that various tasks can efficiently be spread over a little number of
specialized functional modules.



Keywords: artificial intelligence, reinforcement learning, connexionism, Markov decision pro-
cesses
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Un cerveau est pour bien des taches largement plus performant qu'un ordinateur. Considérons
par exemple le traitement d’informations visuelles : un bébé d’un an est bien plus rapide et
précis pour reconnaitre des objets, des visages, que le meilleur systéme de reconnaissance visuelle
d’intelligence artificielle tournant sur I’ordinateur paralléle le plus rapide [Hertz et al., 1991]. Ce
constat est aujourd’hui encore d’actualité.

Plus généralement, tout cerveau animal ou humain a des caractéristiques intéressantes. Un
cerveau est :

— autonome : il permet ’adaptation & des situations inconnues par apprentissage. En par-

ticulier il n’a pas besoin d’étre programmé ;

— robuste : il traite des informations floues, probabilistes et bruitées ;

— multi-tache : il peut gérer plusieurs objectifs ; il n’est pas spécifique & un probléme
particulier ;

— anytime : la qualité des réponses augmente avec le temps alloué pour répondre ;

— dynamique : la plupart des traitements n’ont ni début, ni fin. Ils s’inscrivent dans une
interaction continue avec un milieu variable ;

— tolérant aux pannes : des cellules nerveuses meurent tous les jours sans que cela affecte
significativement les performances ;

— massivement paralléle : c’est un réseau d’'unités relativement simples (les neurones)
fonctionnant en paralléle.

Cette thése tente de transposer ces propriétés dans un systéme informatique. Pour ce faire,
le travail présenté dans ce mémoire s’appuie particuliérement sur deux composantes actuelles de
I'intelligence artificielle (IA) :

— L’apprentissage par renforcement (A/R) : il s’agit d’une théorie computationnelle
générique qui intégre les qualités autonomie et robustesse a 'aide d’un formalisme ma-
thématique : les processus décisionnels de Markov (PDM).

— Le connexionnisme : ce domaine propose une solution de remplacement au modéle com-
putationnel traditionnel de Von Neumann en s’inspirant du paradigme de calcul distribué
du cerveau. Entre autres, il s’intéresse & la construction et ’étude d’algorithmes massive-
ment paralléles et tolérants aux pannes.

Contexte scientifique

Avant de rentrer dans les détails de nos travaux, nous proposons aux lecteurs une courte
présentation de I’A/R et du connexionnisme. Nous en profitons au passage pour situer notre
problématique par rapport a celles des équipes CORTEX et MATA du Loria, cadre de travail de
cette these.



L’intelligence artificielle

Le but originel de l'intelligence artificielle (IA), domaine né dans les années 50, était de
construire des systémes informatiques qui égaleraient voire dépasseraient I’homme dans de nom-
breuses activités réputées intelligentes comme raisonner, utiliser le langage ou résoudre des pro-
blémes. Les résultats n’ayant jamais atteint ces espérances, ce domaine a aujourd’hui pour objectif
plus raisonnable de construire des systémes informatiques intelligents dans une acception tres
générale.

Le domaine de I'TA comporte de nombreuses branches que ’on peut grossiérement répartir
en deux catégories : les problémes et les techniques. Les problémes sont plutét des domaines
d’application alors que les techniques se veulent plus des méthodes abstraites et génériques. Les
figures 1 et 2 proposent une liste représentative des problémes et des techniques de I'TA (notre
présentation est ici fortement inspirée de [Crabbe et al., 1997]).

La diversité de ce domaine fait qu’il est difficile de le cerner. On peut combiner des pro-
blémes avec des techniques et ainsi faire la distinction entre le traitement du langage naturel &
I’aide de réseaux de neurones artificiels et le traitement du langage naturel & 1’aide de modéles
stochastiques. On peut combiner des techniques et par exemple utiliser des réseaux de neurones
pour coder des probabilités conditionnelles de modéles stochastiques. Enfin, on peut combiner
les problémes : la reconnaissance de formes peut étre vue comme une forme d’apprentissage
automatique.

Il est également usuel de voir ’ensemble de ces branches sous deux angles : I'TA classique
et 'TA numérique. L'TA classique exploite des informations généralement codées sous forme
symbolique et est réputée pour les raisonnements déductifs (du général vers le particulier). A
contrario, 'TA numérique traite des informations de nature numérique et connait de grands succes
dans les raisonnements inductifs (du particulier vers le général). Il est généralement admis que
pour qu’'un systéme soit vraiment intelligent, il doive disposer & la fois de facultés déductives et
inductives, de capacités symboliques et numériques.

A ses débuts, I'TA était considérée comme entiérement séparée de disciplines de la recherche
opérationnelle telles que la théorie du contrdle ou encore les statistiques. L'TA concernait alors
la logique, les symboles mais pas les nombres. Les travaux reposaient essentiellement sur des
programmes en LISP et il n’y avait ni algébre linéaire, ni équations différentielles, ni statistiques.
Depuis une vingtaine d’année, le domaine a progressivement évolué et s’est ouvert aux méthodes
numériques. Les chercheurs de I'TA moderne acceptent les approches statistiques ou les algo-
rithmes de contréle comme des méthodes alternatives, ou simplement comme des outils utiles &
leurs besoins.

La recherche opérationnelle implique une méthodologie particuliérement rigoureuse : elle es-
saie d’obtenir des résultats précis sur des problémes trés contraints. L'TA des débuts était souvent
plus aventureuse : elle étudiait des problémes plus complexes d’une maniére forcément plus expé-
rimentale. A égale distance entre ces deux domaines se situent aujourd’hui des champs d’études
passionnants : ils abordent des problémes complexes et les étudient de maniére rigoureuse. Les
deux domaines qui concernent cette thése, ’A/R et le connexionnisme, en font partie.

L’apprentissage par renforcement

L’introduction de I’A /R que nous faisons ici est trés fortement inspirée de celle qu’on trouve
dans [Sutton et Barto, 1998]. Nous conseillons au lecteur qui souhaiterait approfondir ce domaine
d’une maniére générale de consulter directement cet ouvrage de présentation a la fois générale
et précise. Une description plus formelle/mathématique des problémes de ce domaine peut étre



Programmation automatique

Réalisation de programmes a partir de la description
des fonctions & remplir. Sorte de "supercompilateurs",
ces systémes doivent automatiquement générer des pro-
grammes a partir d’instructions écrites dans un langage
proche du langage naturel.

Résolution de problémes

Résolution de problémes & base de combinatoire comme
les jeux de réflexion. Le travail consiste & modérer au
maximum 1""explosion combinatoire" & l’aide entre autres
d’heuristiques.

Démonstration automatique de théo-
rémes

Automatisation totale ou partielle de démonstration de
théorémes mathématiques.

Représentation et extraction des

connaissances

Pour étre interprétées par un systéme informatique, les
connaissances générales et diverses doivent étre converties
en données. Deux problémes fondamentaux se posent
quelle forme doivent prendre les données et comment les
extraire 7

Fouille de données

Intimement liée & la représentation et a l’extraction des
connaissances, il s’agit ici de traiter des bases de données
de trés grandes tailles. Ceci implique entre autres de faire
des classifications, des segmentations (ou clusters), des
raisonnements a partir de cas.

Traitement automatique du langage
naturel

Problémes de traduction automatique (cet objectif pose
aujourd’hui encore beaucoup de problémes et on parle
plutét d’assistance a la traduction) et d’interprétation
automatique du langage.

Reconnaissance de formes

Transformation du langage parlé (information auditive)
en texte écrit, reproduction artificielle du processus de
vision humain par une machine.

Robotique autonome

Intersection de I'TA et de la robotique traditionnelle,
cette branche vise & construire des robots (mobiles) qui
se comportent intelligemment.

Apprentissage automatique (Machine
Learning)

Construction de systémes informatiques qui sont capables
d’apprendre & partir d’exemples et/ou d’expériences
propres.

Fia. 1: Quelques grands problémes de l'intelligence artificielle




Systémes & base de connaissances

Encore appelés systémes experts, ils constituent des
systémes de diagnostic de haut niveau qui sont capables
d’égaler I'expert humain d’un domaine précis.

Modéles stochastiques

Ensemble de techniques qui permettent de structurer et
d’exploiter des informations de nature probabiliste.

Réseaux de neurones artificiels

Etude de programmes qui sont structurés et qui fonc-
tionnent & la maniére des cerveaux humain et animal.

Planification

Techniques consistant & dériver une séquence de décisions
afin d’atteindre un but & partir d’une position initiale et

d’un ensemble d’actions élémentaires.

FiG. 2: Quelques grandes techniques de l'intelligence artificielle

consultée dans [Bertsekas et Tsitsiklis, 1996].

Un domaine informatique

L’idée que 'on apprend en interagissant avec notre environnement est probablement la pre-
miére qui vienne & 1’esprit lorsqu’on pense a la nature du phénoméne d’apprentissage. Quand un
enfant joue, remue ses bras, regarde autour de lui, il n’a pas de professeur, mais il est en relation
sensori-motrice directe avec son environnement. Il peut observer, mémoriser les conséquences
de ses actes, et utiliser toutes ces informations pour agir de maniére autonome. Tout au long
de la vie, ce genre d’interactions est une source majeure de connaissances a propos de notre
environnement et de nous-méme. Quand nous apprenons & conduire une voiture ou & mener une
conversation, nous sommes conscients de la fagon avec laquelle notre environnement répond & ce
que nous faisons ; en adaptant notre comportement, nous pouvons avoir plus ou moins d’'influence
Sur ce qui va se passer.

Les chercheurs de ’A /R étudient un modéle computationnel de I'apprentissage via l'interac-
tion : plutét que de modéliser directement la fagon dont les hommes et les animaux apprennent,
ils étudient des situations idéalisées et simplifiées afin de trouver et d’évaluer des méthodes in-
formatiques d’apprentissage. C’est une perspective fondamentalement informatique. Le but est
de construire des architectures informatiques pour résoudre des problémes d’apprentissage d’in-
térét scientifique. L’évaluation de ces constructions se fait & 1’aide d’analyses mathématiques ou
d’expériences computationnelles. Celle-ci permet de répondre aux questions suivantes : quel pro-
bléme résoud-on ? avec quelle précision 7 avec quelle vitesse 7 Par rapport aux autres problémes
abordés par la branche “apprentissage automatique” de 'TA, I’A /R se concentre particuliérement
sur I'apprentissage par linteraction afin d’atteindre des buts.

Caractéristiques fondamentales de ’apprentissage par renforcement

Apprendre par renforcement, c’est apprendre quoi faire (comment réagir face & une situation)

de sorte & maximiser un signal numérique de récompense. En particulier :
— On ne dit pas & I’apprenant quelles actions il doit faire, comme dans la plupart des para-
digmes de ’apprentissage automatique, mais il doit découvrir par lui méme quelles sont les
actions qui lui fournissent le maximum de récompenses en les essayant. Un agent apprenant



par renforcement progresse par essais et erreurs.

— L’interaction entre 'apprenant et l’environnement a un effet sur la récompense immédiate
mais aussi sur les prochaines situations possibles et par conséquent, sur toutes les récom-
penses qui suivent. Le caractére retardé des récompenses pose le probléme de déterminer
le role d’une action particuliére dans la globalité d’un comportement ; on parle souvent du
credit assignment problem.

Le domaine de I’A/R n’est pas caractérisé par la nature des algorithmes qui sont mis en
jeu mais par un probléme d’apprentissage. Tout algorithme qui répond bien & ce probléme est
considéré comme un algorithme de I’A/R. Nous détaillerons formellement ce probléme dans la
premiére partie de ce manuscrit. Nous en donnons seulement ici une idée intuitive : un agent doit
interagir avec un environnement pour atteindre un but. Pour ce faire, ’agent doit étre capable :

— de percevoir l’état de l’environnement, au moins dans une certaine mesure

— d’agir, d’exécuter des actions qui font évoluer 1’état de I’environnement.

L’agent doit également avoir un ou plusieurs buts qui sont liés & I’état de l’environnement. La
formalisation du probléme de I’A /R permet de définir ces trois notions (perception, action, but)
d’une maniére aussi simple que possible sans toutefois les rendre triviales.

L’A /R est tres différent de ’apprentissage supervisé qui est la forme la plus étudiée en appren-
tissage automatique (en particulier en reconnaissance de formes et dans les réseaux de neurones
artificiels). L’apprentissage supervisé suppose quun professeur fournit les bonnes réponses au
probléme posé. C’est une forme fondamentale d’apprentissage, mais elle seule n’est pas adaptée
au probléme de l'apprentissage par interaction. Dans les problémes interactifs, il est souvent
difficile d’avoir des exemples de comportements qui sont & la fois corrects et représentatifs de
toutes les situations que l’agent peut rencontrer. Dans des domaines ol I’homme n’est pas ex-
pert, c’est-a-dire précisément dans les domaines ot 1’on attend des résultats de ’apprentissage
automatique, un agent doit étre capable d’apprendre & partir de sa propre expérience.

L’un des problémes fondamentaux de I’A /R est le compromis entre l’exploration et ’exploita-
tion. Pour obtenir un maximum de récompenses, un agent apprenant par renforcement préférera
des actions qu’il a essayé dans le passé et qui se sont avérées efficaces pour obtenir des récom-
penses. Néanmoins, pour découvrir de telles actions, il aura di accomplir des actions qu’il ne
connaissait pas a priori. L’agent doit exploiter ce qu’il connait déja afin d’obtenir des récom-
penses, mais il doit également explorer de sorte & faire des choix encore meilleurs dans le futur.
Le dilemme exploration/exploitation (ou court-terme/long-terme) fait que si ’agent utilise exclu-
sivement 1'un des deux aspects de 1’alternative, il a de fortes chances d’avoir une faible quantité
de récompenses [Kumar, 1985|. L’agent doit essayer un maximum d’actions et progressivement
favoriser celles qui sont les meilleures. Dans des problémes bruités/stochastiques, chaque action
doit étre essayée plusieurs fois pour évaluer correctement 1’espérance de récompenses associée.
Le dilemme exploration/exploitation est propre a I’A/R. On ne le trouve généralement pas dans
les autres formes d’apprentissage automatique comme 'apprentissage supervisé.

Une caractéristique centrale de I’A /R est que son formalisme aborde le probléme d’atteindre
un but via l'interaction dans un environnement bruité comme un tout. Ceci est & mettre en
contraste avec d’autres approches qui ne s’attaquent qu’a 'un des sous-problémes sans forcé-
ment voir comment il se combine avec les autres. Par exemple, la plus grande part des recherches
actuelles en apprentissage automatique concerne ’apprentissage supervisé sans qu’il soit précisé-
ment explicité pourquoi une telle capacité est finalement utile. Bien que ces approches donnent
lieu & des résultats trés utiles, leur focalisation sur un sous-probléme bien spécifique constitue
une réelle limitation.

L’A/R se veut une réponse a cette limitation. Tout agent apprenant par renforcement a un
but explicite, percoit son environnement et choisit des actions qui influencent cet environnement.



De plus, on suppose souvent qu’un tel agent doit opérer malgré une incertitude significative &
propos de son environnement. Quand I’A/R implique la planification, il doit faire 1’équilibre
entre :

— la planification & proprement parler,

— les prises de décision en temps réel,

— la fagon dont un modéle de ’environnement est acquis ou amélioré.
Quand l'apprentissage par renforcement implique une forme d’apprentissage supervisé, c’est dans
le but précis de déterminer les caractéristiques de ’environnement qui sont utiles et celles qui
ne le sont pas. La démarche de ’A /R n’exclut pas le fait d’isoler des sous-problémes spécifiques
afin de les étudier précisément. Elle insiste néanmoins sur la nécessité de considérer ces sous-
problémes comme partie intégrante d’un tout : un agent ayant des buts, en interaction avec un
environnement potentiellement bruité.

Illustrations

Une bonne maniére de comprendre ’A /R est de décrire quelques exemples et applications

ont guidé son développement :

— Un joueur d’échecs joue un coup. Son choix combine & la fois la planification (anticipation
d’attaques ou de contre-attaques) et un jugement immédiat et intuitif de la valeur de
certaines positions ou de certains coups.

— Un systéme de controle régle automatiquement les paramétres d’une opération de raffine-
rie de pétrole en temps réel. Ce systéme optimise le compromis colt/qualité & partir de
références suggérées par des experts humains, sans toutefois s’y conformer strictement.

— Une gazelle qui vient de naitre se tient sur ses pattes tremblottantes. Une heure plus tard,
elle court & 50 km /h.

— Un robot mobile décide s’il va entrer dans une piéce pour rechercher des détritus ou s’il
va commencer par retourner vers la zone ot il peut se recharger. Il prend cette décision en
tenant compte du temps et de la facilité avec lesquels il a atteint la zone de recharge dans
le passé.

Ces quatre exemples partagent des caractéristiques basiques. Tous impliquent l’interaction

entre un agent qui prend des décisions et un environnement ; ’agent cherche & atteindre un

but particulier malgré des incertitudes concernant son environnement. Les décisions de ’agent
influent sur le prochain état de I’environnement (par exemple la prochaine disposition des piéces
sur I’échiquier, la prochaine position du robot), et donc aussi sur ses opportunités dans le futur.

A tout instant, un choix requiert de tenir compte des conséquences & long terme des actions,

c’est-a-dire met en jeu une certaine forme de planification.

=

qu

En méme temps, dans chacun de ces exemples, l'effet des actions n’est pas complétement
prédictible : l'agent doit fréquemment observer son environnement pour vérifier que tout se
passe comme prévu ; éventuellement il peut corriger le tir. Tous ces exemples impliquent des
objectifs qui sont explicites. L’agent peut déterminer s’il a atteint un but ou s’il se trouve dans
une situation dramatique & partir de la situation courante : le joueur d’échecs peut constater
qu’il a fait mat, le robot voit que sa batterie est vide.

Enfin, dans tous ces exemples, I’agent peut utiliser son expérience pour améliorer ses perfor-
mances. Le joueur d’échecs peut affiner ses intuitions quant & la position actuelle des piéces. Les
connaissances que 1’agent posséde au départ influencent ce qui sera utile ou facile & apprendre ;
néanmoins c¢’est l'interaction avec 'environnement qui lui permettra d’ajuster son comportement
pour étre efficace.



La recherche en A /R aujourd’hui

La théorie computationnelle sur laquelle se fonde I’A /R permet de bien comprendre les tenants
et les aboutissants de ’apprentissage via l'interaction avec un environnement. Des algorithmes
“de base” ont été proposés pour des problémes véritablement idéalisés et simplifiés. Depuis une
vingtaine d’années, les efforts de recherche de cette communauté visent & utiliser ’approche
A /R pour des problémes d’TA de plus en plus complexes et réalistes. Quelques résultats impres-
sionnants et ponctuels ont été atteints, par exemple dans les jeux de réflexion : un programme
utilisant I’A/R a appris, en jouant contre lui-méme, & égaler les meilleurs joueurs humains de
back-gammon [Tesauro, 1995]. Dans la méme idée, une thése de ’équipe Maia qui se terminait &
mon arrivée au Loria visait & appliquer les techniques de I’A /R & la robotique autonome [Laroche,
2000]. L’optique d’aborder des problémes de plus en plus complexes et réalistes 4 I’aide de 'A/R
fait partie des objectifs de ’équipe Maia du Loria. Cette thése a pour ambition de participer a
ce mouvement.

Le connexionnisme

Il est saisissant de remarquer que la structure d’un cerveau est fondamentalement différente
de celle d’un ordinateur. Ce constat motive depuis longtemps un grand nombre de travaux sur
ce qu’on appelle les réseaux de neurones artificiels ou (nous préférerons cette appellation par la
suite) le connexionnisme.

Réseaux de neurones, connexionnisme et neuromimétique

Les termes “réseaux de neurones”, “connexionnisme”, et “neuromimétique”’ sont parfois I'objet

d’amalgames plus ou moins justifiés. Pour commencer, nous reproduisons ci-dessous un extrait de
[Touzet, 1992] qui propose un choix pour les sémantiques respectives des termes connexionnisme
et réseau de neurones.

7 [...] les réseaux de neurones artificiels ne désignent que les modeéles manipulés ; ce
n’est ni un domaine de recherche, ni une discipline scientifique. Connexionnisme et
neuromimétique sont tous deux des domaines de recherche a part entiére, qui mani-
pulent chacun des modéles de réseaux de neurones artificiels, mais avec des objectifs
différents. L’objectif poursuivi par les ingénieurs et chercheurs connexionnistes est
d’améliorer les capacités de l'informatique en utilisant des modéles aux composants
fortement connectés. Pour leur part, les neuromiméticiens manipulent des modéles de
réseaux de neurones artificiels dans 'unique but de vérifier leurs théories biologiques
du fonctionnement du systéme nerveux central.”

Nous proposons au lecteur d’adhérer, tout au moins pendant la lecture de ce mémoire, &
ce point de vue. Ainsi nous choisissons les positions suivantes. Le domaine “connexionnisme”
propose des contraintes structurelles & I'informatique dans le but de réaliser des fonctionnalités
informatiques pointues. Le domaine “neuromimétique” est une approche de modélisation des
sciences du vivant. Finalement les réseaux de neurones sont des instances de modeéles de ces deux
domaines. Certains réseaux de neurones sont purement connexionnistes (ils n’ont pas de lien avec
la réalité biologique). Certains sont simplement neuromimétiques (ils n’ont pas vocation a étre
utiles computationnellement). La figure 3 illustre les interactions entre ces différents domaines.

1On trouve aussi le terme “neuromimétisme”.
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INFORMATIQUE § Réseaux de neurones
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Fic. 3: Réseaux de neurones, connexionnisme et neuromimétique.

Qu’est-ce que le connexionnisme ?

Les chercheurs en informatique s’intéressent, nous venons de le dire, aux algorithmes connexion-
nistes. Méme aprés la clarification que nous venons de donner, c’est un domaine qui est aujour-
d’hui encore assez mal défini. A ce sujet, il est amusant de citer [Bottou, 1991] qui a contribué a
I’étude théorique de ce domaine

? L’intérét pour ce domaine mal défini est tel, ces temps-ci, que le label “connexion-
niste” est plus un moyen d’obtenir des subsides qu’un critére scientifique. Se risquer
& définir le connexionnisme, c’est assurément exclure quelque prétendant, fort hono-
rable au demeurant, et donc s’attirer son ressentiment.”

N 2

Nous nous limiterons donc & présenter quelques éléments de ce domaine. Pour ce faire, nous
nous sommes fortement inspirés de I'introduction de la Foire Aux Questions [Sarle, 1997] sur les
réseaux de neurones artificiels.

Structure des réseaux connexionnistes Il n’existe pas de définition universellement ac-
ceptée d“algorithme connexionniste”. Néanmoins, la plupart des chercheurs de la communauté
s’accorderont probablement sur les propriétés structurelles (tirées de [Haykin, 1994]) suivantes :
— Un algorithme connexionniste est constitué de nombreux petits processeurs (ou unités),
chacun ayant une petite quantité de mémoire locale ;
— ces unités sont connectées par des canaux de communication (connexions) qui transportent
des informations numériques (par opposition a symboliques).
Certains [Nigrin, 1993| vont plus loin et ajoutent
— Chaque unité opére seulement sur I'information locale (les entrées qu’elle regoit via ses
connexions) et le fait de facon asynchrone (il n’y a donc pas d’horloge générale pour le
systéme).
Il est ici intéressant de remarquer que la derniére propriété, ’asynchronisme, est particulié-
rement forte. En pratique, assez peu de réseaux connexionnistes la vérifient. Par exemple, des
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modeéles qui ont fait la renommée du connexionnisme, comme le perceptron multi-couches [Ru-
melhart et al., 1986] ou les cartes auto-organisatrices [Kohonen, 1988] ne sont pas asynchrones :
ils s’appuient sur une horloge générale.

Nous conviendrons qu’un systéme qui vérifie toutes les propriétés que nous venons d’énoncer
(avec I’éventuel bémol sur 1’asynchronisme) est un algorithme connexionniste.

Deux propriétés courantes Jusqu’a présent, nous avons essentiellement insisté sur des ca-
ractéristiques structurelles. Il peut étre immédiatement intéressant de justifier le fait de s’imposer
ce genre de contraintes en énoncant les propriétés que 1’on espére en retirer. Dans le domaine
de I'TA, il existe de nombreux points de comparaison entre les systémes connexionnistes et les
“autres” systémes (voir par exemple [Barnden, 1995] pour une liste plus exhaustive, ou encore
[Hertz et al., 1991] pour des analyses plus formelles). D’une maniére générale, deux d’entre eux
me semblent particuliérement pertinents.

Le premier concerne lefficacité temporelle des systémes informatiques. Lorsqu’on utilise un
algorithme, un facteur essentiel est le temps requis pour que celui-ci fournisse des réponses aux
problémes qui lui sont présentés. Si la théorie de la complexité permet d’étudier le colt temporel
d’un algorithme, les architectures paralléles ont pour objectif de le réduire pratiqguement. Alors
que de nombreux algorithmes sont difficilement parallélisables, les réseaux de neurones, de par
leurs caractéristiques structurelles (distribuées, locales et parfois asynchrones) sont généralement
considérés comme de bons candidats pour l'accélération matérielle. Si notre propos est un peu
simpliste d'un point de vue général (paralléliser efficacement les réseaux connexionnistes consti-
tue un domaine de recherche non trivial), une implantation récente [Boniface, 2000] du paradigme
connexionniste apporte néanmoins de 1’eau & notre moulin. On peut y voir par exemple qu’un
algorithme comme les cartes auto-organisatrices jouit d’une accélération proche de I’accélération
idéale (on la vitesse est divisée par le nombre de processeurs fonctionnant en paralléle). Sur des
intervalles de temps courts, des réseaux connexionnistes parallélisés pourraient traiter une quan-
tité énorme d’information et surpasser ainsi largement les capacités computationnelles d’autres
approches.

Une deuxiéme qualité qui découle souvent des contraintes structurelles du connexionnisme
concerne la qualité des réponses du systéme malgré ’occurrence d’événements imprévus. Ima-
ginons que nous ayons implanté sur une plate-forme matérielle spécifique (par exemple une
plate-forme paralléle embarquée) un réseau connexionniste. Considérons l'incident suivant : des
unités arrétent de fonctionner (par exemple parce que leur support matériel est abimé). Suite a
cette panne, il serait souhaitable que le systéme ne “plante” pas définitivement comme le font en
général la plupart des programmes informatiques. Mieux encore, le systéme pourrait continuer
a fonctionner et progressivement corriger les effets immédiats de I’incident. Nous dirons d’un
systéme qui est capable de raisonnablement maintenir (voire récupérer) ses performances malgré
des pannes internes qu’il est tolérant auz pannes. Les caractéristiques structurelles d’un réseau
connexionniste font qu’il est un bon candidat pour la tolérance aux pannes.

Un enjeu entre connexionnisme et neuromimétique

A T'intersection du connexionnisme et de la neuromimétique se situent des travaux pluridisci-
plinaires passionnants : des chercheurs essaient de construire des réseaux de neurones artificiels
qui se veulent une explication opérationnelle de l'efficacité du fonctionnement cérébral. Ces ré-
seaux sont & la fois des modéles relativement plausibles de ce qui se passe dans le cerveau et
constituent des algorithmes computationnellement puissants. Ils donnent des éclaircissements sur
le fonctionnement cérébral et peuvent devenir des outils informatiques standards.
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On peut dire que ce projet scientifique progresse selon deux mouvements complémentaires

— une démarche ascendante : on s’inspire de données structurelles, de mécanismes trés par-
ticuliers de certaines parties du cerveau pour en construire des artefacts informatiques.
On analyse mathématiquement ou expérimentalement ces architectures pour déduire leurs
propriétés computationnelles ;

— une démarche descendante : on formalise des problémes qui semblent étre résolus efficace-
ment par le cerveau (par exemple “la reconnaissance d’un visage” ou, ce qui nous intéressera
précisément dans cette thése, “l’apprentissage par renforcement”) et on montre qu’ils ad-
mettent des solutions qui sont & la fois connexionnistes et neuromimétiques.

L’équipe Cortex du Loria participe a la recherche dans ce domaine pluridisplinaire en suivant
une démarche essentiellement ascendante. Dans cette thése, nous espérons participer partielle-
ment & ce travail pluridisplinaire en suivant une démarche descendante. L’une de nos contribu-
tions consiste & montrer que le probléme de ’apprentissage par renforcement, qui semble étre
traité efficacement par le cerveau, peut étre résolu sous forme connexionniste. Nous disons de
notre participation qu’elle est partielle pour une raison précise. En tant qu’informaticien, nous ne
pouvons prétendre trancher sur le caractére neuromimétique (c’est-a-dire biologiquement plau-
sible) des architectures proposées. Néanmois, la mise sous forme connexionniste constitue une
premiére étape pour éventuellement tendre vers cet objectif.

Plan de la suite du mémoire

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au probléme général de I’A/R et nous essayons
de fournir des réponses de nature connexionniste. La complexité de résolution des problémes
de A /R dépend intrinséquement de la taille de l'espace des “états” du probléme modélisé. Ce
constat nous a incité & articuler notre présentation en trois étapes :

— Nous commengons par présenter le probléme de I’A/R. Lorsque 'espace d’états est petit,
nous montrons qu’il est possible de lui donner une réponse connexionniste (massivement
paralléle et tolérante aux pannes), multi-tache, anytime et dynamique.

— Nous considérons ensuite le cas ol I’espace d’états est grand. Nous présentons une méthode
itérative et connexionniste pour approximer un probléme de ’A/R ayant un grand espace
d’états par un probléme ayant un petit espace d’états. Ceci nous permet de conserver les
propriétés de la premiére partie pour des problémes d’A /R plus difficiles. Nous interprétons
cette méthode comme un apprentissage de représentation.

— Finalement, nous généralisons le probléme résolu par 1’apprentissage de représentation
nous proposons une méthode itérative et connexionniste pour approximer n problémes de
I’A/R ayant un grand espace d’états par m problémes de petit espace d’états avec m < n.
(Ainsi, la deuxiéme partie concerne le cas ou m = n = 1.) Nous montrons que ce probléme
s’'inscrit dans la problématique générale de la catégorisation par noyaux et nous le traitons
avec la méthode des nuées dynamiques. Nous interprétons ce processus comme une auto-
organisation en modules spécialisés.



Premiére partie

Apprentissage par renforcement et
connexionnisme
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Introduction

« One of the fundamental tasks of this new “neural networks” science
is to demonstrate by mathematical analyses, computer simulations, and
even working artificial sensory and control systems that is is possible
to implement massively parallel information-processing functions using
components the principles of which are not mysterious but already fa-
miliar from computer technology, communication science, and control
engineering. There is nothing in the “neural network” area which were
not known, in principle at least, from constructs already in use or earlier
suggested. »

Self-Organization and Associative Memory, Teuvo Kohonen

Le cerveau biologique emploie des méthodes de résolution de problémes connexionnistes, ¢’est-
a-dire trés différentes des ordinateurs actuels. Parmi les problémes que le cerveau semble résoudre,
un probléme particuliérement motivant est celui formalisé par la théorie computationnelle de
I’A/R. L’objet de cette premiére partie est de montrer que le probléme de ’A/R admet une
réponse qui est naturellement connexionniste.

Nous commencgons par décrire la théorie computationnelle de ’A /R qui est au centre de nos
travaux. Nous présentons ses fondements et son formalisme central : les processus décisionnels
de Markov. Ce dernier permet de modéliser le probléme d’'un agent autonome devant prendre
des décisions de maniére robuste dans un environnement stochastique. Dans le cas ol ’espace
d’états est petit, nous décrivons en détail une réponse algorithmique : I’algorithme Value Iteration.
Nous montrons que cet algorithme est anytime, multi-tache et dynamique.

Dans un deuxiéme temps, nous proposons de construire une architecture de décision connexion-
niste qui permet de répondre au probléme de I’A/R en nous appuyant particuliérement sur les
caractéristiques intrinséques de ’algorithme Value Iteration. Nous argumentons que cette ar-
chitecture a les qualités qu’on peut attendre des algorithmes connexionnistes : elle est tolérante
aux pannes et massivement paralléle.

15
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Chapitre 1

Les fondements de 'apprentissage par
renforcement

La présentation que nous faisons ici de la théorie computationnelle de I’A/R s’inspire forte-
ment de [Sutton et Barto, 1998], introduction générale et trés compléte. Nous ne présentons ici
qu'un ensemble choisi d’éléments de la littérature (ceux que nous considérons comme les plus
pertinents et en particulier ceux qui seront utiles & ’architecture que nous proposons). Nous
renvoyons le lecteur & cet ouvrage pour une présentation plus globale.

Nous commencgons par préciser les éléments essentiels du probléeme de ’apprentissage par
renforcement. Nous détaillons le modéle d’interaction entre 1’agent et 1’environnement et nous
formalisons la notion de récompense qui permet de définir les objectifs de 1’agent.

Dans une deuxiéme section, nous présentons en détail le formalisme central de ’A/R : les
processus décisionnels de Markov. Nous introduisons 1’hypothése essentielle de ce formalisme,
I’hypothése de Markov sur la dynamique d’interaction entre l’agent et l’environnement. Nous
montrons que le probléme que ’on cherche & résoudre se raméne au calcul d’une fonction dite
fonction de valeur optimale.

Nous décrivons alors en détail l'algorithme Value Iteration qui permet de calculer cette fonc-
tion. Nous mettons particuliérement en valeur ses caractéristiques anytime et dynamique.

Finalement, nous faisons la distinction entre les problémes de planification que traitent les
processus décisionnels de Markov et le véritable probléme de I’A/R qui ne présuppose pas que
I’agent dispose d'un modéle de son interaction avec l’environnement. Nous présentons les deux
grandes approches qui permettent de résoudre ce probléme d’A/R. Nous discutons en particulier
du dilemme exploration/exploitation.

1.1 Introduction au probléme de I’A /R

L’A/R est un cadre formel qui propose d’étudier l'interaction entre un agent et un environ-
nement. L’idée est d’exploiter cette interaction pour faire en sorte que 1’agent apprenne & agir.
Dans sa version la plus moderne, agent et environnement interagissent continuellement : ’agent
effectue des actions et I’environnement répond & ces actions en présentant de nouvelles situations
a l'agent. L’environnement envoie un signal numérique appelé récompense ou renforcement, si-
gnal que I'agent essaie de maximiser sur le long-terme. Le fait de spécifier des récompenses pour
toutes les situations d’interaction envisageables permet de définir une tdche ou un probléme &
résoudre.

17
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1.1.1 L’interface agent/environnement

D’une maniére un peu plus précise, on suppose que 'agent et I’environnement interagissent
a des instants discrets. A chaque instant ¢, I’agent est dans une situation s; € S ou S est un
ensemble de situations possibles, et fait une action a; € A od A est un ensemble d’actions
possibles. L’instant d’aprés, ’agent recoit un signal numérique de récompense 11 € IR qui
rend compte de l'action qu’il vient de faire, et se retrouve dans une nouvelle situation s;ii.
Dans la littérature, on utilise fréquemment le vocable état pour désigner la notion de situation.
Nous emploierons indifféremment ces deux termes dans la suite. La figure 1.1 schématise cette
interaction agent-environnement. Il est important ici d’insister sur le caractére générique et

Environneme

Sts1

Action g

Fi1G. 1.1: Interface entre ’agent et ’environnement. A Uinstant ¢, ’agent est dans I’état s; et fait
laction a;. A Vinstant d’aprés, il recoit un signal de récompense ;1 et se retrouve dans un nouvel état

St41-

abstrait de ce cadre ; il peut en effet étre utilisé pour décrire toutes sortes de problémes. Les
états peuvent prendre des formes trés variées : il peut s’agir de sensations de bas niveau (données
recues par des capteurs) ou de descriptions abstraites de haut niveau (description symbolique de
positions d’objets dans une piéce). L’état peut reposer sur une mémoire des sensations passées,
étre complétement subjectif ou mental. Par exemple, un agent peut étre dans ’état o “il n’est
pas vraiment str de la position spatiale d’'un objet”. De méme, les actions peuvent étre de bas
niveau (comme la contraction d’un muscle) ou bien constituer des décisions de haut niveau (aller
acheter un sandwich). Certaines actions peuvent étre intérieures, mentales ou inconscientes (dans
Pacception commune de ces termes) : une action peut consister a concentrer son attention sur
un objet. D’une maniére générale, les actions d’un systéme apprenant par renforcement sont
des décisions que nous voulons lui faire prendre ; les états sont toutes les informations que nous
connaissons qui pourraient étre utiles pour prendre ces décisions.

Ainsi, ce serait une erreur de considérer l'interface de la figure 1.1 entre ’agent et 1’envi-
ronnement comme modélisant précisément la frontiére physique d’un robot ou d’'un animal. La
notion d’agent dans ’A/R a un sens particulier. Du fait de 'utilisation possible d’actions et de
perceptions intérieures, la frontiére suggérée par le formalisme est en général plus étroite que celle
de P’entité modélisée. Par exemple, les moteurs et les capteurs d’un robot doivent étre considérés
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comme partie de ’environnement plutét que comme partie de I'agent. De la méme fagon, des
récompenses “calculées” a l'intérieur d’un corps animal physique (par exemple le plaisir) doivent
étre considérées comme extérieures a l'agent. Si on utilise ce formalisme pour modéliser un ani-
mal, ses muscles, son squelette et les organes sensoriels doivent étre considérés comme faisant
partie de ’environnement. La notion d’agent que ’A/R introduit correspond alors uniquement
au centre de la décision. Si on se sert de cette théorie pour modéliser un animal, ’agent joue le
rble de son cerveau.

1.1.2 Notion de récompense
Les récompenses sur le long-terme

L’objectif d’un agent est formalisé & travers le signal de récompense. A chaque instant, ’inter-
action produit une récompense r;, valeur numérique bornée, qui mesure la justesse de réaction de
I’agent. Le but de ’agent est alors de maximiser le “cumul” de ces récompenses sur le long-terme.
Une maniére naturelle pour prendre en compte le long-terme est de dire qu’a l'instant ¢, I’agent
doit prendre la décision qui lui permet de maximiser la somme des récompenses qu’il recevra
dans le futur :

Ri=rip1+rpo+ .+ 17 (1.1)

ou T est un instant terminal qui met fin & I'interaction. Dans bien des cas cependant, I’interaction
n’a pas de limite (7' = oc). Pour éviter que le critére ci-dessus ne diverge, on pourrait s’intéresser
a la récompense future moyenne. Dans la plupart des paradigmes de ’A /R, on s’intéresse a un
critére qui, s'il parait a priori un peu plus compliqué, a des propriétés intéressantes (nous les
verrons un peu plus loin). Il s’agit de la récompense pondérée a long-terme :

o
Ry =re1+yre2 + 7 s+ = Y ki (1.2)
k=0

ou y € [0 : 1] est appelé facteur de pondération. Du point de vue de I’agent, 1 — 7 peut étre
interprété comme la probabilité, & chaque instant, de mourir (de ne plus avoir de récompenses a
Pavenir). En effet, on peut écrire :

Ry =ri41+ 7Ry +(1—7).0 (1.3)

Ce facteur de pondération détermine la valeur présente d’une récompense future : une récompense
recue dans k pas de temps vaut ¥ fois ce qu’elle vaudrait si elle était recue immeédiatement. Ce
critére présente donc un intérét fonctionnel : il incite & maximiser les récompenses tout en
diminuant le temps pour les obtenir. L’influence du temps sera d’autant plus négligeable que
v sera proche de 1. A contrario, si vy vaut 0 (I’agent agit comme s’il était persuadé de mourir
a linstant d’aprés), on dit que 'agent est glouton : son but revient alors, & chaque instant, a
maximiser sa récompense immeédiate sans se préoccuper de celles qui suivent?.

De la définition d’une récompense instantanée

L’utilisation d'un signal de récompense (local dans le temps) pour définir une téche peut
paraitre a priori limitant. C’est en effet beaucoup moins riche que d’utiliser un critére global (sur
toute la trajectoire des états). De nombreuses applications dans la littérature ont néanmoins mon-
tré que cette approche était pratique et flexible. Pour s’en convaincre, évoquons quelques exemples

2Tel 1’énorme M. Creosote (Le sens de la vie, Monty Python), qui explose de trop manger!
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d’utilisation d’une récompense. Pour faire nager un robot artificiel, on peut donner a chaque ins-
tant une récompense qui est proportionnelle & sa vitesse [Coulom, 2002]. Pour construire un
agent dont le but est de sortir d’un labyrinthe, on peut donner une récompense nulle la plupart
du temps et +1 dés que 'agent sort effectivement du labyrinthe [Kaelbling et al., 1996]. Pour
éviter qu'un tel agent ne se cogne contre les murs, on pourra le sanctionner a chaque fois qu’il
touche un mur en lui donnant une récompense fortement négative (par exemple —1000 [Laroche,
2000]). Pour un systéme qui devrait jouer 4 un jeu de réflexion comme le back-gammon, un choix
judicieux de renforcement consiste a donner une récompense nulle pendant toute la partie, puis
+1, 0 ou —1 aprés le dernier coup de chaque partie selon que le systéme a gagné, fait une partie
nulle ou perdu |[Tesauro, 1995]. Nous voyons dans ce dernier exemple que la récompense permet
de définir un but qui peut étre relativement difficile & atteindre : ce sera au systéme artificiel de
trouver le (long) cheminement qui permet de l'atteindre.

1.2 Les processus décisionnels de Markov finis

Nous allons maintenant présenter un formalisme qui permet d’aborder efficacement une
grande partie du probléme de I’A/R. Avant de le présenter en détail, nous devons introduire
un concept fondamental : I’hypothése de Markov.

1.2.1 L’espace d’états et I’hypothése de Markov

Dans les problémes d’A /R, I'agent prend a chaque instant des décisions en se basant sur la
situation courante, ou encore état courant. En effet, on dit que ’agent suit une politique qui est
de la forme 7 : § — A : a chaque état est associée (de maniére éventuellement stochastique)
une action. La question essentielle que nous abordons maintenant est la suivante : sachant que
I’agent prend ses décisions ainsi, qu’est-ce qui constitue un bon espace d’états? Comme nous
I’avons déja suggéré, la réponse est “toute information qui pourrait étre utile a 1’agent pour
prendre ses décisions”. Cela peut se formaliser encore plus précisément.

Il est naturel de supposer que I’état ne décrit pas exhaustivement la situation de I’environne-
ment, mais qu’il est le fruit d’un pré-traitement. Par exemple, un robot navigateur aurait tout
intérét a utiliser un Global Positionning System (GPS) : l’ensemble des états serait alors les
couples latitude-longitude que le robot peut atteindre. Dans ce cas, un traitement de haut niveau
rend compte de la situation présente. Il n’y a cependant aucune raison de limiter la notion d’état
a celle de perception immédiate : il peut s’agir d’une représentation complexe construite petit a
petit, grace a la séquence des perceptions de ’ensemble des interactions passées.

D’une maniére idéale, il faut qu'un état résume de maniére compléte toutes les informations
nécessaires & la décision percues dans le passé. L’idée qu’un état résume complétement le passé
est une hypothése mathématique bien étudiée qu’on appelle hypothése de Markov. Une maniére
équivalente de l'introduire est de dire que I’état du systéme & l’instant ¢ + 1 ne dépend plus que
de celui a I'état ¢ (et bienstr de I’action effectuée par I’agent). Ainsi, dans tout ce qui suit, nous
ferons I’hypothése suivante :

P(s411 = §'|s0, a0, 81,01, -, 8¢, a1) = P(sg1 = 5|84, a4) (1.4)

pour tout état s’ et tout historique des événements passés : sg,ag, 1,01, .-, St, Qt.

Dans ce chapitre, nous supposerons que l’ensemble des états S est une donnée a priori :
nous éludons temporairement le processus qui consiste & le construire pour nous concentrer sur
le probléme du choix des actions. Dans 1’ensemble de ce mémoire, nous supposerons de plus
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que le mécanisme d’identification de ’é¢tat (le processus qui permet de déterminer a chaque
instant, 1’état de ’agent) est donné a priori. Illustrons ces hypothéses sur 1’exemple du robot
navigateur qui utilise un GPS : nous supposerons ici qu’un ensemble de lieux (latitude-longitude)
caractéristiques est donné a priori et que la fonctionnalité GPS est fournie. Quand nous utiliserons
le vocable “état”, nous supposerons implicitement que ’hypothése de Markov est vérifiée pour le
modele considéré.

1.2.2 Le formalisme PDM

Le formalisme des processus décisionnels de Markov permet de rassembler la plupart des idées
et concepts que nous avons décrits jusqu’ici : états, actions, dynamique d’interaction vérifiant
I’hypothése de Markov et récompense.

Définition 1 (Processus décisionnel markovien)
Un processus de décision markovien (PDM) est un tuple (S, A, T, R)

- S est un ensemble d’états ;

— A est un ensemble d’actions ;

- T:SxAxS —[0:1] est une fonction appelée “fonction de transition” ; & tout instant, la
probabilité de passer de l’état s a l’état s' en faisant Uaction a est T(s,a, s"). Nous supposons
ici implicitement que cette probabilité est stationnaire (elle ne varie pas au cours du temps)?

- R: SX A — IR est la fonction de récompense ; elle associe un signal de renforcement borné
& chaque couple état-action et définit implicitement des objectifs®.

Illustration

Considérons un robot qui se déplace dans un environnement en forme de P et dont ’objectif
est d’atteindre une zone but (voir figure 1.2).

010701
Zone normale (R=0)
0.05| @ | 0.05
Zone but
\ (R=1) | ; E Action avancer droit
01|08
Actions @ o /

T

Action avancer en diagona

Zones inaccesible

Fia. 1.2: Navigation discréte. A gauche : le probléme que nous voulons modéliser & ’aide d’un PDM
est celui d’un agent devant se déplacer dans un environnement simple. Au centre : nous représentons
ce probléme & la maniére d’un damier ; les zones de ’environnement sont des cases ; & tout moment,
I’agent est dans une et une seule de ces cases. A droite : 'agent peut se déplacer sur le damier dans les 8
directions cardinales. Ses mouvements sont légérement bruités ; par exemple, lorsque 'agent se déplace
vers le Nord-Est, la probabilité qu’il atteigne effectivement la case qui est au Nord-Est est 0.8.

3La stationnarité de la fonction de transition ne signifie pas nécessairement que I’environnement est statique,
mais simplement que la fagon dont un couple (état,action) permet de prédire ses successeurs ne varie pas au cours
du temps.

40n trouve d’autres ensembles définitions pour la fonction récompense R. Elle est parfois définie sur S ou
encore sur S X A x S. De méme, R peut étre choisie déterministe ou stochastique.



22 Chapitre 1. Les fondements de l'apprentissage par renforcement

On peut modéliser ce probléme & 1’aide d’'un PDM en définissant 16 x 16 = 256 zones
élémentaires qui découpent l’environnement de maniére réguliére. On identifie alors 1’état de
I’agent-robot avec la zone o1l le robot se trouve (information qu’il peut obtenir & 1’aide d'un GPS
par exemple).

Le robot peut effectuer 9 actions différentes : se déplacer dans les 8 directions cardinales et
ne pas bouger. On suppose que le résultat de chaque action est légérement bruité. L’intégration
d’un tel modeéle de dynamique peut étre résumé par deux types de transitions (on suppose alors
que le déplacement est isotrope), le déplacement “droit” et le déplacement en “diagonale” (voir
figure 1.2).

Afin de pénaliser le robot lorsqu’il se cogne & un mur, nous lui donnons une punition (ré-
compense —1). Pour le motiver & atteindre la zone but, nous assignons a tous les états qui la
constituent une récompense positive +1. Dans tous les autres états, la récompense est nulle.

1.2.3 Fonction de valeur associée a une politique stochastique

L’enjeu d’un tel formalisme est d’évaluer le critére que nous avons introduit pour juger du
comportement de l'agent : la récompense pondérée a long-terme. La plupart des algorithmes
de ’A/R sont basés sur 'estimation d’une fonction de valeur, fonction qui estime la quantité
moyenne de récompenses futures en partant d’un état. Cette fonction dépend bien évidemment
de la fonction politique 7 : S — A (éventuellement stochastique) de 1’agent. La valeur d’un état
s en suivant la politique 7 est :

V7(s) = E; [Ry|st = s] (1.5)

ou E[.] désigne l'espérance mathématique sachant que l’agent suit la politique 7 et R; est la
récompense pondérée définie & I’équation 1.2. Cette définition a bien un sens dans la mesure ol
la fonction de valeur ne dépend pas du temps t : ceci est di au fait que le processus d’évolution
des états lorsqu’on fixe une politique est une chaine de Markov stationnaire.

Une des propriétés fondamentales de cette fonction est le fait qu’elle vérifie une équation
récursive bien particuliére. Précisons la notation utilisée pour la politique 7 : si w(s,a) est la
probabilité d’effectuer ’action a dans I’état s, alors on a :

VT(s) = Z 7(s,a). (récompense immeédiate + ~y.récompense future) (1.6)
acA

= > n(sa). (R(s, a)+v. Y T(s,a, s’)-V”(s’))

acA s'eS

Littéralement, la valeur d’un état est la récompense immédiate R(s,a) plus les récompenses fu-
tures. Les récompenses futures sont les valeurs des états qui seront rencontrés a I'instant d’apres
selon les transitions T'(s,a,s’). Le tout est évidemment pondéré par m(s,a) pour prendre en
compte le caractére stochastique de la décision. Cette propriété, aussi appelée équation de Bell-
man de V™, peut étre vue comme une équation de type point fixe V* = F(V™). Dans la mesure
ol v < 1, on montre que la fonction F' est une contraction, et que la solution de ’équation existe
et est unique [Sutton et Barto, 1998].

Il existe une autre fonction de valeur, appelée @Q)-fonction, qui donne la valeur d’un couple état-
action (s, a) dans le cadre d’une politique. En effet, elle vaut la quantité moyenne de récompenses
recues en partant d’un état, en effectuant une action, puis en suivant une politique .

Q" (s,a) = By [Ry|sy = s,a4 = a] (1.7)
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C’est une fonction particuliérement intéressante car elle permet d’évaluer le choix d’une action
dans le cadre d’une politique, et donc de remettre en question cette politique. D'une maniére
évidente, on a les relations suivantes entre les deux fonctions de valeur que nous venons d’intro-
duire :

Q" (s,a) = R(s,a) + 1. Z T(s,a,s").V™(s") (1.8)
s'eS
Vi(s) = 3 m(s,0).Q7(5,0) (19)
acA

Comment déterminer la fonction de valeur d’une politique 7w donnée 7 L’équation 1.7 est un
systéme de |S| équations & |S| inconnues. On pourrait résoudre ce systéme linéaire en inversant
ce systéme. Il est souvent plus simple de considérer que c’est une équation de type point fixe.
Un algorithme itératif, Iterative Policy Evaluation(voir 'algorithme 1.1) exploite cette idée pour
calculer la fonction de valeur.

Algorithme 1.1 Iterative Policy Evaluation
Données: Un PDM (S, A, T, R) et une politique stochastique 7 : S — A
But: Calculer la fonction de valeur V™
Initialisation quelconque de Vy, t = 0.
répéter
t+—t+1
pour tout s € S faire

Vi(s) = Z (s, a). (R(s,a) +7. Z T(s,a,s').th(s'))

a€A s'es

fin pour
jusqu’a maxgeg |Vi(s) — Vim1(s)| < ¢

Illustration

Nous illustrons cet algorithme sur le probléme de navigation discréte que nous avons introduit
un peu plus t6t en supposant que I’agent suit une politique complétement aléatoire. L’évolution
de la fonction de valeur au cours des itérations est visible figure 1.3. On remarque que d'une
maniére logique, ’espérance de récompense est d’autant plus grande qu’on est loin des murs et
qu’on est proche de la zone-but.

1.2.4 Fonction de valeur optimale

Calculer la valeur d'une politique est un premier pas. Trouver la meilleure (nous allons rapi-
dement préciser la signification de “meilleure”) est le probléme que nous considérons ici. Résoudre
le probléme de I’A /R consiste en effet & trouver une politique qui maximise l’espérance de ré-
compense 3 long-terme quel que soit 1’état de départ : on cherche une politique 7* : S — A qui
est telle que :

Vs € S, V™ (s) = max V" (s) (1.10)

L’un des résultats fondamentaux des PDM est le suivant : parmi toutes les politiques optimales
7, il en existe une qui est déterministe et stationnaire [Bellman, 1957]. L’opérateur maz de
I’équation 1.10 peut donc étre limité aux politiques déterministes.
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F1aG. 1.3: Fonction de valeur d’une politique aléatoire pendant 1’algorithme Policy Evaluation
aux instants ¢t = 0,1,2,3,4,5,10,15, final. Itération aprés itération, la valeur des états augmente prés
de la zone but (ou il y a une récompense positive) et diminue prés des murs (ou il y a une récompense
négative). Aprés convergence, la valeur en chaque point vaut ’espérance de récompenses dans le futur
lorsqu’on suit une politique aléatoire.
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Pour caractériser une solution de ce probléme, il est usuel de s’appuyer sur la @Q-fonction
introduite plus haut. Une politique optimale 7* vérifie nécessairement I’équation suivante :

QT (s, (s) = max Q™ (s,a) (1.11)

Littéralement, si la politique est optimale globalement (dans le temps), elle I’est aussi localement.
Cette équation peut, de maniére équivalente, s’écrire & ’aide de la fonction V :

V™ (s) = max | R(s,a) + 7. Z T(s,a,s').V™ () (1.12)
acA ses
Une solution de cette équation est appelée fonction de valeur optimale. Cette relation, appelée
équation de Bellman de la fonction de valeur optimale, est aussi une équation de type point fixe
V™ = G(V™). On montre que la solution existe et est unique [Bellman, 1957].

La plupart des algorithmes de I’A /R se concentrent sur le calcul de 'une des deux fonctions
de valeur optimales (Q ou V). Si c’est V, on peut déduire son homologue @ & ’aide de 1’équation
1.8. Une fois la fonction de valeur optimale Q™ calculée, on déduit immédiatement une® politique
optimale ainsi :

w*(s) € arg max Q™ (s,a) (1.13)

Dans le calcul d’une politique optimale, 1'essentiel est le calcul de la fonction de valeur
optimale ; la politique s’en déduit alors immédiatement. Nous consacrons les deux sections qui
suivent & la description détaillée d’un algorithme qui permet de calculer ces fonctions de valeur
optimales.

1.3 L’algorithme Value Iteration

Comment calcule-t-on une politique optimale 7* ? Nous détaillons ici un algorithme issu de
la programmation dynamique qui répond & cette question : Value Iteration [Bellman, 1957]. Il se
concentre sur le calcul de la fonction de valeur optimale V™ . L'illustration que nous en faisons
nous permet de mettre en valeur un certain nombre de propriétés intéressantes bien connues.

1.3.1 L’algorithme Value Iteration

L’algorithme Value Iteration exploite le fait que 1’équation 1.12 est une équation de type
point fixe unique (voir algorithme 1.2).

Il est aisé de voir qu’il converge en remarquant que le processus itératif est une contraction.
On remarque en effet que :

max |Vit1(s) — Ve(s)| < 7. max [Vi(s) — Via(s)] (1.14)

Comme ’équation 1.12 n’a qu’une solution, la limite du processus est nécessairement la fonction
de valeur optimale. On déduit successivement la Q-fonction et une politique optimales en utili-
sant les équations 1.8 et 1.13. La condition d’arrét de I’algorithme (différence entre 2 fonctions
successives) est justifiée par le fait que :

- v-maxses |Vi(s) — Vici(s)| e
_ <
max [V™ (s) — Vi(s)| < T <1,

(1.15)

Pour obtenir cette derniére inégalité, il suffit en effet d’itérer I'inégalité 1.14, d’utiliser ’inégalité

triangulaire et le fait que Y 5o, 7* = 11—7 (voir par exemple [Williams et Baird, 1993]).

5Tl peut y en avoir plusieurs qui sont équivalentes (qui ont la méme fonction de valeur).



26 Chapitre 1. Les fondements de l’apprentissage par renforcement

Algorithme 1.2 Value Iteration
Données: Un PDM (S, A, T, R)
But: Calculer la fonction de valeur optimale V7™
Initialisation quelconque de Vg, t = 0.
répéter
t+—1t+1
pour tout s € S faire

Vi(s) = max (R(s, a) + 7. Z T(s,a, s').V}_l(s')>

€A
¢ s'es

fin pour
jusqu’a maxeg |Vi(s) — Vim1(s)| < ¢

1.3.2 Illustration et quelques qualités

Reprenons le probleme de navigation discréte que nous avons décrit un peu plus tét. Les
figures 1.4 & 1.6 illustrent ’évolution de la suite V; qui converge vers la fonction de valeur
optimale et les politiques optimales qu’on peut déduire a chaque itération a 1’aide de I’équation
1.13. Cet exemple va nous permettre de relever trois caractéristiques intéressantes.

Un algorithme anytime

Tout d’abord, on peut dire de cet algorithme qu’il est anytime : la qualité des politiques est
croissante au cours des itérations et si I’on décide d’arréter le processus itératif avant la fin on
dispose d’une solution sous-optimale. En particulier, on connait ’incertitude sur la fonction de
valeur optimale & I’aide de I’équation 1.15. Avec les paramétres v = 0.99 et ¢ = 10~*, ’algorithme
s'arréte au bout de 153 itérations et ’équation 1.15 nous permet de dire que |Vis3 — V™ | < 1072,
En pratique, on remarque souvent qu’on obtient une politique optimale bien avant d’avoir une
trés bonne évaluation de la fonction de valeur optimale. Dans le cas présent, on observe que
la politique optimale est atteinte au bout de 18 itérations. Cette rapidité de planification et
le caractére anytime nous permettent de souligner une propriété fonctionnelle intéressante :
contrairement & bon nombre de systémes de planification qui séparent les phases de planification
et d’exécution, 1'utilisation d’'un PDM avec un algorithme comme Value Iteration permet de les
mélanger. Il est ainsi tout & fait possible d’exécuter le plan en méme temps qu’on le calcule : on
alterne alors itérations de l'algorithme Value Iteration et exécutions d’actions.

Une généralisation de P’algorithme des flots

Ensuite, il est intéressant d’avoir un regard qualitatif sur le processus qui consiste & calculer
la fonction de valeur optimale. Comme le montre ’évolution de la fonction de valeur (figures 1.4
a 1.6), on observe que la source de motivation de ’agent (située dans la zone-but a atteindre)
engendre et entretient un pic de valeur qui est propagé a travers ’espace d’états. L’algorithme
Value Iteration est complétement analogue & l'algorithme des flots de Bellman-Ford [Bellman,
1958] qui calcule un plus court chemin dans un graphe. Pour étre encore plus précis, le formalisme
PDM est une stricte généralisation de la théorie des graphes et on montre que 1’algorithme des
flots est un cas particulier de Value Iteration |Gordon, 1999]. Un graphe peut en effet étre
représenté par un PDM déterministe oil les actions correspondent aux arétes du graphe. Si on
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1.8. L’algorithme Value Iteration

déduit & l’aide de ’équation 1.13. L’action & effectuer en chaque état est représentée par un segment qui

Fi1G. 1.4: Fonction de valeur et plan pendant 1’algorithme Value Iterat
part du centre de I’état et qui va dans la direction cardinale de ’action.

0,1,2,3,4,5. Pour chaque instant
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6,7,8,9,10,11. Voir la figure 1.4 pour la légende.
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FiG. 1.6: Fonction de valeur et plan pendant 1’algorithme Value Iteration aux instants
12,13,18, 23,28, final. Voir la figure 1.4 pour la légende.
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donne une récompense de 1 au nceud but du graphe et une récompense nulle & tous les autres
neeuds, la distance de tout nceud au but (qui est l’objet du calcul de l’algorithme des flots)

se déduit simplement de la fonction de valeur optimale & 1’aide de la relation d = W.

En effet, si un état est a la distance d du but, sa valeur est tout simplement Y .-, S —
(récompenses de valeur 1 & partir de ¢t = d).

Planification indépendante des conditions initiales

Une autre propriété particuliérement intéressante des PDM est la suivante : la politique qui
maximise l'espérance de récompense pondérée & long-terme le fait & partir de n’importe quel
état de départ. Ainsi, une fois une politique calculée, on peut 1'utiliser pour agir & partir de
tous les états. La figure 1.7 illustre ceci en montrant une centaine de trajectoires simulées en
suivant la politique optimale & partir de points tirés au hasard uniformément. Cette figure illustre
également l'influence des paramétres récompenses et du facteur de pondération  sur les plans
effectivement calculés. Par exemple, si on augmente significativement ’ampleur de la punition
lorsque le robot touche un mur, on voit que celui-ci aura tendance, dans son plan, & rendre son
chemin plus str (en gardant une distance de sécurité). Il en va de méme lorsqu’on fait varier ~.
Un ~ petit donne beaucoup plus d’'importance aux récompenses trés proches dans le temps et
moins & celles qui sont lointaines (par exemple la motivation d’atteindre la zone but) : le robot
sera ainsi plus prudent. On peut dire que plus y est proche de 1, plus I’horizon sur lequel ’agent
raisonne pour prendre ses décisions est grand. Le réglage de ces paramétres est en général fait
de maniére empirique.
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FiG. 1.7: Exemple de trajectoires induites par la planification avec différentes valeurs de v
et de punition. De gauche & droite nous avons utilisé les couples de paramétres suivants : (v = 0.99,
punition= —1), (v = 0.5, punition=—1), et (v = 0.99, punition= —1000).

1.3.3 Complexité temporelle

Si on note m le nombre moyen de transitions possibles & partir de chaque état (dans le pire
des cas m = |S|), la complexité moyenne par itération de 'algorithme Value Iteration est en
O(]A|.|S].m). On montre de plus (voir [Littman et al., 1995] [Littman, 1996]) que d’une maniére
générale, le nombre d’itérations nécessaires pour trouver une politique optimale est polynomial
en |S|, |A|, v et B ou B est le nombre de bits total pour représenter les données du probléme.
Le calcul d’une borne plus précise du nombre d’itérations requis pour converger vers la politique
optimale est aujourd’hui encore un probléme ouvert. Dans certains cas particuliers, comme celui
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ot la dynamique exclut tout cycle, le nombre d’itérations est borné par |S| [Bertsekas et Tsitsiklis,
1996].

Si tous les paramétres jouent un role dans la complexité, la taille |S| de I’espace d’états est
généralement considérée comme le parametre le plus crucial. Plus il y a d’états et plus le nombre
moyen de transitions m peut étre grand, plus une itération de Value Iteration prend du temps, et
plus on risque d’avoir besoin de nombreuses itérations pour propager la valeur dans I’espace tout
entier. Il est en pratique possible (avec la puissance de calcul des ordinateurs récents) de résoudre
des PDM ayant jusqu’a 1 million d’états [Sutton et Barto, 1998]. Pour illustration, le calcul de la
fonction de valeur optimale dans le probléme de navigation discréte (|S| = 256, m = 10, |A| =9,
v =0.99 et ¢ = 107%)) a duré moins de 3 secondes sur une machine séquentielle actuelle®. Un
probléme analogue ayant plus de 100000 états a requis sur cette méme machine un peu moins de
10 minutes. Nous verrons un peu plus loin que l'utilisation du parallélisme permet d’améliorer
significativement ces performances.

1.4 Planification dynamique et Value Iteration

Nous avons vu que ’algorithme Value Iteration permet de faire de la planification. Nous
allons montrer que si on supprime sa condition d’arrét, nous pouvons le considérer comme un
algorithme dynamique : il peut alors s’adapter & d’éventuelles fluctuations des parameétres du
modéle. Les propriétés que nous avons décrites jusqu’ici au sujet de ’algorithme Value Iteration
sont bien connues dans la littérature. L’idée selon laquelle il s’agit d’un algorithme dynamique
est & notre connaissance originale.

L’algorithme Value Iteration présente deux caractéristiques intéressantes :

— c’est un processus itératif invariable : toutes les itérations (en début comme en fin de

planification) sont identiques ;

— la convergence vers la fonction de valeur est indépendante des conditions initiales : on peut
utiliser n’importe quelle fonction de valeur initiale, par exemple, on peut partir de celle
calculée pour une téche autre que celle qu’on est en train de résoudre.

Nous proposons de montrer ici que ces deux caractéristiques rendent ce systéme dynamique :
il tend toujours vers la fonction de valeur optimale correspondant & la tiche courante, méme
lorsque celle-ci change en cours de route. Nous allons illustrer cette capacité d’adaptation dans
deux cas :

— Variation discontinue de la récompense : un agent aura & successivement résoudre des
taches qui peuvent étre relativement différentes les unes des autres. Chacune sera définie
par une fonction de récompense. A des instants choisis, on passera d’une tache & une autre
en changeant instantanément et globalement la récompense.

— Variation continue de la récompense : la récompense rendra compte d’un besoin (comme
le niveau des batteries pour un robot). La récompense variera continuellement au cours du
temps.

Nous ne traitons pas le cas (complétement analogue par ses conséquences) ou la fonction de
transition 7" varie.

1.4.1 Changements rapides de la fonction récompense

Reconsidérons le probléme de navigation discréte que nous avons introduit un peu plus tot
(page 21). Supposons cette fois-ci qu’il n’y a pas seulement une zone but mais trois (voir la figure

5Processeur Pentium TT1, 800Mhz, 192Mo de RAM.



32 Chapitre 1. Les fondements de l’apprentissage par renforcement

1.8). Nous définissons trois fonctions récompenses (R1, R2, R3) qui correspondent chacune a I'un

. Zone but 2

: Zone but 3

FiG. 1.8: Navigation discréte multi-tache. Dans ce probléme, on distingue trois zones buts. Une
affectation des valeurs de récompense (R1, Rz, R3) dans chacune des zones buts définit une tache. Par
exemple (R; =0, Ry = 1, R3 = 1) définit la tache “aller soit dans la zone but 2 soit dans la zone but 3.

des buts :
Ri(s,a) =1 si s est dans la zone but 4
R;(s,a) = —1 sile couple (s,a) ameéne I'agent vers un mur (1.16)
R;i(s,a) =0 dans les autres cas

Nous allons voir ce qui se passe si, & des instants particuliers, nous changeons totalement la
fonction récompense. Supposons que ’agent ait planifié (calculé la fonction de valeur) pour aller
a la zone but 1 (associée a la récompense R;). Remplacons soudainement (a U'instant ¢y) Ry par
Rs. Au bout de 10 itérations, remplacons de nouveau Ry par R3. La figure 1.9 illustre I’évolution
de |V; — Vi_1|, qui est proportionnelle & une borne supérieure de l'erreur pour le calcul de la
fonction de valeur courante (cf. équation 1.15 page 25).

Si on observe sur ce graphe des pics d’erreur & chaque fois qu’on présente une nouvelle
récompense, on voit que ceux-ci tendent tout de suite & disparaitre : autrement dit, le calcul de
la fonction de valeur s’adapte continuellement au changement de tache. La figure 1.10 compléte
I'illustration de ce processus d’adaptation en montrant 1’évolution de la fonction de valeur et de
la politique calculée dans les itérations qui suivent ty (le passage de Ry a Rp). La fonction de
valeur et le plan sont mis & jour dés ’apparition d’une nouvelle tache ; on observe de nouveau
la propagation de valeur et du plan a partir de la zone but.

1.4.2 Evolution continue et interactive de la fonction récompense

Considérons a présent, sur le méme exemple, le cas ou la fonction de récompense est conti-
nuellement variable. Pour ce faire, supposons qu’elle est liée & trois besoins évoluant au cours du

temps. Nous noterons ’ampleur numérique & l'instant ¢ des trois besoins respectivement bgt), bgt)
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FiaG. 1.9: Variation de la fonction de valeur au cours du temps lorsqu’on change subitement
de fonction récompense. A des instants particuliers qui sont indiqués sur le graphique, la fonction
récompense du probléme change. En ordonnée, nous avons tracé la variation de la fonction de valeur qui
est un indicateur de l’erreur commise par rapport 4 la fonction de valeur optimale (|V;r1 — V4| o< [V*=V4]).
L’algorithme Value Iteration peut étre vu comme un systéme dynamique qui tend en permanence vers
un attracteur implicitement défini par les paramétres R et T du PDM. Quand on change ces paramétres,
cela change attracteur et le calcul impliqué par Value Iteration s’adapte.

et bgt). La fonction de récompense est alors définie comme suit :

R (s,a) = B si s est dans la zone but i
RW(s,a) = —1 sile couple (s,a) améne Pagent vers un mur (1.17)
R®(s,a) =0 sinon

Supposons de plus que 'interaction de I’agent avec I’environnement joue un roéle dans 1’évolution
des besoins. Chacun des 3 besoins peut étre satisfait si ’agent se rend dans la zone but corres-
pondante : le besoin correspondant diminue alors trés vite jusqu’a étre finalement rassasié. Le
reste du temps, les besoins augmentent lentement. Ainsi la seule fagon de les contenir tous est de
passer réguliérement dans chacune des 3 zones. Par exemple I’évolution des besoins peut suivre
les lois suivantes :

1.18
(t+1) _ bz(-t) + 0.02 sinon ( )

2

{ bgtﬂ) = max(0, bz(t) —.25) sil’agent est dans la zone but ¢
A

Le protocole expérimental consiste a alterner & chaque itération ¢ :

— une demande de déplacement de I'agent déduite de I'action optimale courante ;

— une mise a jour de besoins ;

— une itération de ’algorithme Value Iteration sur tous les états.

Les figures 1.12 et 1.13 illustrent I’évolution de la fonction de valeur pendant les 400 premiéres
itérations (au début il n’y a aucun besoin). La figure 1.11 décrit la sémantique des dessins
employés : la position de l'agent est représentée par une petite boule sur la surface. Les niveaux
des 3 besoins sont donnés par la taille de boules en bas du graphique. La plupart du temps, les
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FiG. 1.10: Adaptation de la fonction de valeur et du plan lors d’un changement de récom-
pense. Les instants présentés sont t = tg, tg + 1, to + 2, to + 3, to + 4, to + 10 ou tg est 'instant ot 'on
a changg la fonction récompense. Voir la figure 1.4 page 27 pour la représentation de la politique.
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besoins augmentent doucement ce qui se traduit par une augmentation de la fonction de valeur
dans les zones correspondantes. Lorsque l'agent atteint une zone but, le besoin correspondant
est rapidement satisfait (le diamétre de la boule correspondante diminue jusqu’a disparaitre)”.

Position de I'agent

Correspondance
besoin/zone

ol
oy

Niveaux des besoins

FiG. 1.11: Légende pour les figures 1.12 et 1.13. Les niveaux des trois besoins sont représentés par
les diamétre des boules qui sont en bas du graphique. La position de I'agent est indiquée par une petite
boule sur la surface.

Sur I’exemple que nous avons décrit, on observe que la fonction de valeur s’adapte vite aux
fluctuations des besoins. La figure 1.14 montre que trés rapidement, le comportement de ’agent
tend & limiter le niveau maximum de I’ensemble des trois besoins. Pour ce faire, nous pouvons
méme remarquer que l’agent semble suivre une stratégie qui consiste & passer toujours dans le
méme ordre d’une zone a la suivante.

1.4.3 Conditions nécessaires 4 une bonne dynamique

Dans 'expérience artificielle que nous avons menée, 'efficacité avec laquelle la fonction de
valeur s’adapte, ou encore “oublie” une tache et passe & la suivante est liée & la combinaison de
plusieurs facteurs. Les deux principaux facteurs® sont la taille de ’espace d’états et le facteur de
pondération 7.

"Une démonstration animée dun probléme analogue peut étre visualisée a I'URL suivante
http ://www.loria.fr/equipes/maia/demos/demos_ bruno/

811 est plus difficile d’analyser dans le cas général Pinfluence de la vitesse d’évolution des paramétres R et
T. L’existence de l'opérateur max dans ’équation caractéristique de la fonction de valeur optimale fait qu’une
variation minime de ces paramétres peut engendrer des grosses différences sur la fonction de valeur.
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F1G. 1.12: Evolution de la fonction de valeur lors de la variation continue et interactive de
la récompense a t = 0,10,20,..,190. L’agent est confronté & trois besoins qui correspondent chacun
4 une zone but. Ces besoins augmentent lentement au cours du temps. Lorsque 'agent atteint une des
zones buts, le besoin correspondant diminue rapidement jusqu’a devenir nul. La dynamique de ce systéme
peut se décrire comme une boucle : besoin, récompense, fonction de valeur, politique, besoin. Les besoins
courants définissent la fonction de récompense. La fonction de récompense fait évoluer le calcul de la
fonction de valeur. De chaque fonction de valeur on peut déduire une politique. L’interaction impliquée
par la politique influence & son tour les besoins.
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F1G. 1.13: Evolution de la fonction de valeur lors de la variation continue et interactive de
la récompense a t = 200, 210, 220, .., 390. Voir la figure précédente.
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Fia. 1.14: Evolution des besoins au cours de 1’expérience sur 1’adaptation & une fonction
récompense continuellement variable. Ce graphique représente le niveau de chaque besoin ainsi que
la moyenne de ces niveaux au cours du temps. On observe que les besoins sont successivement rassasiés.
Leur niveau moyen reste dans un intervable constant.

Taille de ’espace et nouveau plan

Il n’est pas nécessaire de considérer le processus que nous venons de décrire comme une
adaptation. On peut simplement le voir comme une perpétuelle planification. Comme nous I'avons
dit au sujet de la complexité, la taille de ’espace d’états joue un réle crucial dans la planification.
Il joue donc aussi un réle crucial pour 'adaptation. La vitesse avec laquelle un changement des
paramétres pourra étre correctement répercuté dépendra du temps nécessaire pour propager la
valeur et donc de la taille de ’espace d’états.

Facteur de pondération et oubli

Le parameétre vy joue également un role crucial dans ’adaptation du systéme. Plus «y est proche
de 1 et plus 'adaptation prendra du temps. Ceci peut s’expliquer intuitivement en rappelant
I'interprétation de 7y en terme d’horizon de planification développée page 30 : plus -y est proche
de 1, plus ’horizon de planification est lointain et plus le temps nécessaire pour oublier une tache
afin de passer & la suivante sera long.

En pratique il faut corréler la taille de 'espace d’états, la vitesse de variation de la récompense
et ’horizon de planification de ’agent. Dans les expériences que nous avons faites sur ’adaptation,
les valeurs |S| = 256, v = 0.95 se sont avérées bien adaptées.

1.5 L’approche A/R

Dans la présentation des PDM que nous venons de faire, nous avons montré comment calculer
le meilleur comportement (celui qui a la plus grande valeur). Ce calcul nécessite la donnée d’un
modeéle de linteraction agent/environnement (S, A, T, et R). Calculer les actions & faire pour
chaque état qu’on pourrait rencontrer est une forme de plan. En ce sens, le fait d’exploiter un
PDM comme nous ’avons fait jusqu’ici pour trouver une politique optimale reléve plus d’une
problématique de planification que d’apprentissage.

Dans le domaine computationnel de ’A/R, on suppose généralement que les paramétres T
et/ou R sont (au moins partiellement) inconnus. C’est dans ce cadre qu’apparaissent les ca-
ractéristiques que nous avons présentées dans l'introduction de ce mémoire. L’A/R impose a
I’agent d’interagir, de faire des essais-erreurs afin de découvrir les caractéristiques de son interac-
tion avec l'environnement. Lorsque l'interaction entre l’agent et ’environnement se fait en ligne
(c’est-a-dire lorsque ’agent doit “se déplacer” dans son environnement et observer les résultats),
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un dilemme important apparait : celui entre ’exploration du monde (pour améliorer ses connais-
sances et mieux planifier) et ’exploitation de ses connaissances actuelles (pour obtenir plus de
récompenses).

L’objet de cette derniére section est de décrire les problémes et les solutions que 1’approche
A /R rajoute au probléme traité par les PDM : I’évaluation des parameétres et le dilemme explo-
ration/exploitation.

1.5.1 Estimation des paramétres : avec ou sans représentation interne ?

Comment peut-on faire pour calculer une politique si la fonction de récompense R et/ou la
dynamique T sont inconnues 7 Les travaux existants exploitent le principe fondamental suivant :
utiliser des interactions (des échantillons de R et T') pour estimer ces fonctions inconnues.

Selon qu’elles utilisent ou non une représentation interne, on range habituellement les ap-
proches qui abordent ce probléme d’apprentissage (modéle non complétement connu) dans deux
catégories. Par représentation interne, on entend tout objet informatique qui représente une
estimation des données inconnues (R et/ou T').

— L’apprentissage direct propose de calculer directement la politique optimale sans évaluer
explicitement ni la fonction de transition 7" ni la fonction de récompense R. La plupart
des algorithmes consiste & appliquer des techniques dites d’approximation stochastique
[Jaakkola et al., 1994] pour estimer la Q-fonction optimale Q™ directement en utilisant
uniquement des échantillons de R et T'. On en déduit alors une politique optimale & 1’aide
de l’équation 1.13. L’algorithme Q-learning [Watkins, 1989] a rendu célébre cette approche.
On voit dans sa description (algorithme 1.3) qu’on met directement & jour l’estimation de

Q.

Algorithme 1.3 Q-Learning
Données: Un PDM (S, A, T, R)
But: Calculer la fonction de valeur optimale Q™
Initialisation quelconque de ), d’'un état initial s et d’une politique d’exploration .
répéter indéfiniment
Expérimenter : choisir une action a selon une politique quelconque et observer la récompense
r et I’état suivant s'.
Q(s,a) < (1 —a).Q(s,a) + a.(r + 7. maxgea Q(s', d))
s+ s
fin répéter

— L’apprentissage indirect consiste & construire un modeéle du monde (des estimations de R
et T) et a exploiter ce dernier a l’aide d’algorithmes de planification comme Value Ite-
ration. L’algorithme 1.4 montre une maniére naturelle (il s’agit de l'estimateur standard
moyen) pour mettre a jour des estimations R et T & partir d’expériences (s,a,s’). Le
principe de maintenir de telles estimations a été initialement introduit via l'architecture
DYNA [Sutton, 1991]. L’idée était initialement la suivante : avoir un modéle (méme ap-
proché) du monde permet d’effectuer un certain nombre d’expériences “mentalement” et
donc de converger bien plus vite que les algorithmes de ’apprentissage direct (comme le
Q-Learning). L'utilisation pratique d’une telle architecture est par exemple illustrée dans
[Peng et Williams, 1993] [Sutton, 1990].

Si ’apprentissage direct présente ’avantage immédiat de ne pas avoir & stocker en mémoire

des estimations de T et R, il met en général beaucoup plus de temps pour converger vers une
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Algorithme 1.4 Estimation des paramétres R et T a partir d’échantillons (sg, ag, 70, 81, --.)
Z s;,a;)=(s,a Ti
R(s,a) ¢ =gy

#(S,a7sl)
T(S, a, S’) «— W

ol #(z) désigne le nombre de fois qu’on trouve la séquence z dans les échantillons.

politique de qualité. Nous tombons ici sur un compromis bien connu de l'informatique : le
compromis mémoire utilisée/vitesse de calcul. L’approche directe favorise la mémoire tandis que
I’approche indirecte favorise la vitesse.

1.5.2 Le dilemme exploration/exploitation

Généralement, ’approche A /R signifie de plus que I’agent doit apprendre a agir le long d’une
seule trajectoire (on pourrait dire au cours de son unique vie). L’approche A/R est ainsi un peu
plus qu’un probléme de planification. A I’origine, un agent ne sait rien ou presque, et petit a petit,
il doit & la fois récupérer des informations sur son interaction avec I’environnement et les exploiter.
A tout instant, I’agent est confronté & un dilemme . Il peut ezploiter ses connaissances imparfaites
afin d’obtenir tout de suite la plus grande récompense. Ou encore il peut ezplorer d’autres
possibilités, élargir ses connaissances, pour trouver comment avoir encore plus de récompense
plus tard. Le dilemme exploration/exploitation (ou court-terme/long-terme) fait que si ’agent
utilise exclusivement 1'un des deux aspects de l'alternative, il a de fortes chances d’avoir une faible
quantité de récompenses [Kumar, 1985]. Le cas ot les paramétres R et T sont stationnaires est
celui qui a été le plus étudié. Nous présentons les principales réponses qui traitent ce probléme.
Nous discutons ensuite du cas ou les parameétres peuvent varier.

Dans un modéle stationnaire

Nous présentons ici quelques réponses données au dilemme exploration/exploitation dans des
problémes d’A /R stationnaires. On distingue des approches ad hoc et des approches formelles.
Notre courte présentation s’inspire ici fortement de [Fabiani et al., 2001].

Des méthodes particulérement simples et ad hoc sont proposées par [Bertsekas et Tsitsiklis,
1996 [Kaelbling et al., 1996] :

— On alterne réguliérement politique aléatoire (exploration) et politique gourmande (exploi-
tation) : pendant Nj instants consécutifs, on tire uniformément l'action dans A, puis
pendant Ny on choisit la politique donnée par la @-fonction courante.

— On effectue un tirage semi-uniforme : on suit la meilleure action courante avec une proba-
bilité 1 — 7 et on tire uniformément ’action dans A avec la probabilité 7.

— On tire l'action dans A selon une distribution de Boltzmann basée sur les Q-valeurs Qy(s, a)
courantes en introduisant une quantité 6 (souvent appelée température). Dans ce cas, la
probabilité de choisir ’action a & l'instant ¢ est :

e

Py(ay = a) = (1.19)

— Qe

Za’eA e ¢
Une telle approche favorisera les actions qui ont une valeur importante sans pour autant
empécher 'exploration.

Le choix des paramétres ainsi introduits (Ni, Na, 7, ou 8), de méme que leur évolution au

cours du temps, est alors crucial pour obtenir de bons résultats. Pratiquement, il est usuel de
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commencer par une forte exploration (N7 € No , 7 < 1, 8 > 1) et de progressivement tendre
vers l'exploitation (N1 > Ny , 7> 1, § < 1).

Les méthodes formelles, plus sophistiquées, s’inspirent de résultats théoriques concernant
le méme dilemme pour un probléme mathématique : le bandit-manchot? a k bras. L’idée est
qu’on peut voir un PDM comme un ensemble de machines & sous indépendantes ou chaque bras
correspond & un couple état-action (voir [Kaelbling et al., 1996] pour une description précise).
La récompense obtenue en faisant 1’action a dans 1’état s correspond au gain de la machine
correspondante. Le manque de connaissances statistiques sur le gain qu’on peut obtenir sur
chacune des machines est traduit par un bonus (d’exploration) que 'on rajoute & la valeur
R(s,a). Ce bonus peut étre défini localement [Kaelbling, 1993]. Dans [Meuleau et Bourgine,
1999], les auteurs montrent que le fait de propager ce bonus d’états en états (selon la dynamique
du monde) permet d’ameéliorer sensiblement les performances.

Dans un modéle non-stationnaire

L’algorithme Value Iteration est dynamique : nous avons montré qu’il était capable de pla-
nifier méme si les parameétres du modéle sont en train de varier, autrement dit lorsque le modéle
est non-stationnaire. Dans le cas ol les parameétres ne sont pas directement accessibles, leur
non-stationnarité complique significativement le dilemme exploration/exploitation. Lorsque le
modéle est non stationnaire, ’agent apprenant par renforcement doit prendre en compte le ca-
ractére récent ou non de ses expériences. Plus le temps se sera écoulé, plus les paramétres auront
pu évoluer.

Il existe dans la littérature assez peu de travaux qui abordent le probléme de ’A /R avec des
parameétres non stationnaires. La seule architecture de la littérature qui & notre connaissance, pro-
pose une réponse (heuristique) au dilemme exploration/exploitation dans le cas non-stationnaire
est 'architecture Dyna-Q+ [Sutton, 1990]. Dans la méme philosophie que ce que nous avons
présenté un peu plus haut, le désir d’exploration est ici traduit par un bonus de récompense pour
chaque paire état-action. En particulier, si une transition n’a pas été essayée pendant un temps
0t, la récompense qui lui est associée est augmentée de k.V/ 8t avec k petit. Ceci encourage l'agent
& continuer de tester toutes les transitions et méme & planifier de longues séquences d’actions
pour effectuer tous ces tests de maniére optimale.

Résumé du chapitre

Nous avons introduit le probléme de ’A/R. Un agent en interaction avec un environnement
doit maximiser sur le long terme les récompenses qu’il regoit. Le formalisme PDM reprend les
éléments qui sont essentiels pour décrire un tel probléme : les états S, les actions A, les transitions
d’états T vérifiant I’hypothése de Markov et les récompenses R. Ces quatre éléments permettent
une description générique des problémes d’A /R. Lorsqu'un PDM est défini, le probléme consistant
4 trouver un comportement optimal, c’est-a-dire une politique maximisant les récompenses sur
le long terme, se raméne au calcul d’une fonction sur I’espace des états : la fonction de valeur
optimale.

Nous avons présenté en détail ’algorithme Value Iteration qui permet de calculer une telle
fonction. Nous avons montré qu’il avait un certain nombre de qualités appréciables. Il met en jeu
des calculs arithmétiques simples (additions, multiplications, et opérateur mazx). Il est anytime :
plus le temps alloué est grand et plus son calcul de la fonction de valeur optimale est précis. 11

® Bandit Problem en anglais.
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est dynamique et multi-tache : si les paramétres R ou T évoluent au cours du temps, le calcul
effectué par Value Iteration s’adapte & ces variations. Nous avons en particulier souligné que la
taille de ’espace d’états est un parameétre crucial pour contenir la complexité et pour assurer les
caractéristiques dynamique et multi-tache.

Nous avons fait la distinction entre deux déclinaisons du probléme posé par le formalisme
PDM : la planification met en jeu un PDM dont on connait tous les paramétres tandis que
I’apprentissage ne présuppose pas la connaissance de la dynamique d’interaction et de la fonction
récompense. Nous avons distingué les deux grandes approches pour répondre au probléme plus
difficile de 'apprentissage : ’approche directe et 1’ approche indirecte. Le choix entre les deux
reléve du compromis informatique mémoire/rapidité. Nous avons enfin mis en valeur 'une des
difficultés centrales du probléme d’apprentissage : le dilemme exploration/exploitation.



Chapitre 2

Une réponse connexionniste au
probléme de I’A /R

Le chapitre précédent nous a permis de formaliser le probléme de ’A/R. Ce chapitre va le
présenter sous un angle original : celui du connexionnisme. Nous allons en effet montrer que
nous pouvons sans gros effort (il s’agit pour lessentiel d’une réécriture de la partie précédente)
proposer une architecture connexionniste générique qui répond au probléme de ’A/R. Nous le
faisons dans le cas ol l'espace d’états est petit. Nous supprimerons cette hypothése dans la
deuxiéme partie du mémoire.

Nous commencons par présenter et justifier un choix structurel important pour cette archi-
tecture. Nous argumentons 1) qu’un espace d’états petit et 2) I’éventuelle gestion de plusieurs
taches suggérent d’aborder le probléme de ’A /R avec une approche indirecte : le probléme de
I’A/R se découpe alors en 'estimation des paramétres du modeéle et la planification a partir de
ces estimations.

Dans un deuxiéme temps, nous décrivons ’architecture que nous proposons sous une forme
connexionniste, c’est-a-dire en termes d’unités et de connexions. Les estimations des fonctions
T et R (propre a l'approche indirecte) se traduisent respectivement par un apprentissage des
connexions et un apprentissage des unités. L’algorithme Value Iteration s’y intégre sous la forme
d’une loi d’évolution d’activité au sein du réseau.

Finalement, nous justifions I'appellation connexionniste. Nous montrons qu’une telle archi-
tecture est naturellement parallélisable et donc significativement accélérable. Puis nous analysons
et évaluons expérimentalement sa tolérance aux pannes.

2.1 Pour une approche indirecte

Comme nous l'avons vu précédemment (section 1.5.1), le probléme de I’A/R peut étre ré-
solu avec une approche directe ou une approche indirecte. Dans la premiére approche, 'agent
calcule directement la fonction de valeur optimale. Dans 'approche indirecte, ’agent construit
une estimation des paramétres R et T et utilise une technique de planification du PDM alors
implicitement défini. Nous allons ici donner deux arguments en faveur de 'approche indirecte.

2.1.1 Un argument général lié a la taille de 1’espace d’états

Le choix entre ’approche directe et indirecte peut étre vu, nous ’avons dit & la section
1.5.1, comme un compromis mémoire/vitesse de calcul. Dans le cas ou l'espace d’états est fini,

43
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il est généralement plus efficace d’avoir une approche indirecte : en effet, lorsqu’il n’est plus
envisageable (du point de vue temps de convergence) d’utiliser une approche directe, il n’y
a pas de probléme de mémoire avec ’approche indirecte et les ordinateurs d’aujourd’hui. On
peut considérer qu’a partir de 10° états, I’algorithme standard de I’approche directe Q-Learning
devient impratiquable!®. Si on a 10° états et 100 transitions possibles en moyenne, il faut stocker
107 probabilités de transitions par action soit environ 70 Mégaoctets de RAM par action. C’est
donc & la portée des ordinateurs actuels. Sans rien Oter aux mérites des travaux fondateurs sur
I’approche directe _ les avancées théoriques considérables qu’elles ont induites lorsqu’on utilise
par exemple des approximateurs de fonctions [Sutton, 1996] dans le cas infini suffisent & les
justifier mais cela sort de notre propos (nombre fini d’états) _ il est préférable d’utiliser une
approche indirecte lorsqu’on a un espace d’états fini. Ceci est d’ailleurs d’autant plus vrai que
I’espace d’états est petit.

2.1.2 Un argument lié & la multiplicité des taches

La deuxiéme raison que nous invoquons pour le choix de ’approche indirecte découle de la
volonté qu’elle puisse étre multi-tache. Dans le jargon de I’A/R, cette volonté se traduit ainsi :
on envisage la possibilité que les parameétres R et 1" puissent varier. Dans ce cas le modéle sous-
jacent au probléme que nous traitons serait un PDM ayant plusieurs fonctions transitions et
récompenses : (S, A, (T1,..,Ty), (R, .., Ryp))-

Qu’on choisisse une approche directe ou indirecte, l'agent doit apprendre (mémoriser des
régularités du monde) et planifier (exploiter ces régularités). Comme nous ’avons évoqué a la
section 1.5.1 page 39, le maintien d’une représentation interne peut accélérer la convergence vers
la fonction de valeur optimale pour une seule tache (T;, R;). Lorsqu’on en a plusieurs, et par-
ticulierement lorsque celles-ci ne sont pas complétement décorrélées, la représentation interne
apprise pour une tiche peut servir pour les suivantes. Ainsi, tAche aprés tache, cette représen-
tation interne est de plus en plus précise et la résolution (qui se résume & la découverte de ce
qui a changé puis & une adaptation conséquente de la planification), est de plus en plus rapide.
A contrario, ’approche directe ne capitalise pas les expériences mais s’en sert uniquement pour
estimer la ()-fonction optimale de la tiche courante ; lorsqu’on change de fonction récompense,
il faut alors relancer ’algorithme : en particulier il faut réinitialiser le coefficient d’apprentissage
a (voir algorithme 1.3 page 39).

Pour illustration, la figure 2.1, schématise 'avantage en terme de temps de I'approche indi-
recte sur I'approche directe lorsque plusieurs taches partagent la méme fonction de transition :
plus le nombre de tiches augmente et plus cet avantage est décisif. Dans la mesure ol I'estima-
tion de la dynamique 7" d’une tache sert pour les suivantes on peut considérer que le maintien
de sa représentation interne permet un transfert d’apprentissage entre des taches, et donc une
accélération significative sur le long terme.

2.2 Description du réseau

Nous passons maintenant & la description précise de notre architecture sous la forme de ré-
seau connexionniste. Nous définissons les unités et les connexions qui la constituent. Les unités
correspondent aux états d’'un PDM et les connexions aux transitions possibles entre ces états.
Nous définissons ensuite les lois d’apprentissage des connexions et des unités : celles-ci corres-

'0A notre connaissance l’utilisation du Q-Learning dans la littérature n’atteint jamais ce nombre (on trouve
10000 dans [Smart, 2002]).
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R: R> Rs R Rs Rs
Y V y
Estimation T Estimation T Estimation T Estimation T | Estimation T | esimaiont
+ Planification + Planification + Planification + Planification|+ Planification | "eien
v v
M. M- Ms Ma Ms Me
R: R: Rs R
Y A
Apprentissage direct Apprentissage direct | Apprentissage direct Apprentissage direct
v vV
M. M- Ms Ma

|
Temps

FiG. 2.1: Comparaison de ’apprentissage direct (en bas) et de ’apprentissage indirect (en
haut) pour la gestion de plusieurs fonctions récompenses. Avec ’apprentissage indirect, les taches
définies par les fonctions récompenses sont résolues de plus en plus vite : La capitalisation de 'estimation
de la fonction de transition T faite pour la tache 1 sert au calcul de la tache 2 et ainsi de suite...

pondent & 'estimation des paramétres T' et R. Nous présentons enfin la valeur d’un état comme
I'activité d’une unité. L’algorithme Value Iteration nous permet de spécifier la loi d’évolution de
cette activité.

2.2.1 Définition des unités et des connexions

L’architecture que nous proposons s’appuie sur le formalisme PDM. A toute situation ou état
du systéme s € S, nous associons (nous identifions) une unité. Deux unités pourront communiquer
a l'aide de connexions orientées typées : il y a un type pour chaque action a € A. Notons cJ,
la connexion de type a € A qui va de s a s'. Le réseau que nous proposons est complétement
connecté : de toute unité partent des connexions de tous les types vers toutes les unités. Ce réseau
contient donc |S| unités et |A|.|S|? connexions. Il s’agit d'un réseau complétement connecté. Un
exemple est illustré figure 2.2.

Toute unité s posséde 5 variables :
— E :un booléen qui vaut Vrai si et seulement si l'unité correspond a ’état du systéme ;
R[|A]] : un tableau de |A| réels pour stocker la récompense lorsqu’on fait ’action a ;.
Q[|A]] : un tableau de |A| réels pour stocker les Q-valeurs ;

— V :un réel qui correspond & la valeur de I'unité ;

— 7 :un élément de A correspondant a l’action & faire lorsque 'unité correspond a I’état du

systéme..

Toute connexion c?, est caractérisée par son poids :

— T : un réel pour stocker I’estimation de la probabilité de transition T'(s,a, s').
Dans la suite, nous utiliserons la notation 0.z pour désigner (a la maniére des pointeurs infor-
matiques) la variable z de 'objet o & 'instant ¢.
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Unité/état

Fi1aG. 2.2: Un exemple de réseau comportant 3 états et 2 actions. A chacun des 3 états correspond
une unité. De chaque unité partent des connexions de 2 types (un type par action) vers toutes les unités.
Ce réseau comporte donc 3 x 2 x 3 = 18 connexions.

2.2.2 Lois d’apprentissage des connexions

Le vocable “apprentissage” peut avoir des significations diverses. Lorsqu’on parle de réseau
connexionniste, il fait généralement référence aux lois de modification des poids des connexions
(par analogie aux lois de modification des forces synaptiques dans le cerveau). Les connexions
de notre réseau vont servir de support de codage pour I'estimation de la fonction de transition.
Nous allons décrire la facon dont nous pouvons simplement faire cette estimation.

La loi d’apprentissage que nous proposons est décrite par ’algorithme 2.1. Ce genre de loi

Algorithme 2.1 Mise a jour du poids de la connexion c?, a 'instant ¢

si s. B0 = Vryai et altY) = g alors
Ay T+ (1-a)xcd,.T
si 8. E(Y) = Vrai alors
Sy T« cly,T+a
fin si

fin si

est généralement qualifiée de loi hebbienne dans la mesure ol elle est similaire & I’hypothése
faite par Hebb [Hebb, 1949] & propos de la facon dont les poids synaptiques évoluent dans
le cerveau en fonction de l'expérience. Ce dernier suggére que la force d’une synapse change
proportionnellement aux activités des neurones qu’elle relie. En termes connexionnistes, nous
dirions que le poids d’'une connexion augmente lorsque les unités qu’elle relie sont excitées a des
instants proches et diminue sinon. C’est le cas pour la loi qui nous intéresse ici : lorsqu’une
connexion cf, détecte le déclenchement de l'action a, elle augmente le poids de la connexion
(+a.(1—T)) si les états qu’elle relie ont été successivement activés (s.E¢1 = Vrai et /. E®) =
Vrai) ; si seul 'état s était activé, le poids de la connexion diminue légérement (-a.T').

Il est important de noter que la loi d’apprentissage ne remet pas en cause la cohérence des
poids en tant que matrice de transition (la somme des probabilités de transitions doit toujours
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étre égale a 1). En effet :
d et TV = (1-0).) . T 1+ a (2.1)
s! s!

= 1 a condition que Zc?s,.T(t_l) =1 (2.2)

s/

Si at =0, on part de poids cohérents (par exemple tous égaux a \AIIW)’ ces poids le resteront.

Cette loi d’apprentissage met en jeu un paramétre a que nous appelons taux d’apprentissage.
La loi que nous proposons ainsi que 'utilisation d’un coefficient d’apprentissage se retrouvent
dans des algorithmes connexionnistes de classification de la littérature qui impliquent eux aussi
une estimation de variable aléatoire. Une bonne synthése de ces algorithmes peut étre consultée
dans |[Fritzke, 1997]. Nous allons montrer que le caractére stationnaire ou non du probléme
que l'on cherche a résoudre permet de choisir adéquatement ce taux d’apprentissage. L’analyse
computationnelle que nous faisons ci-aprés est naturellement inspirée de celle qu’on trouve dans
[Fritzke, 1997].

Probléme non stationnaire : un taux d’apprentissage constant

Pendant ’apprentissage, c2,,.T" peut étre vu comme la probabilité moyenne de transition
s = ' si on donne une importance variable aux échantillons sur lesquels on se base. Plus un
échantillon sera récent (dans la liste des mises a jour de ¢?,.T), plus il aura d’importance dans
cette moyenne. Pour cette moyenne en effet, le poids de 1’échantillon qui a donné lieu & la derniére
mise & jour est 1, celui de 1’échantillon précédent est (1 — «), celui d’avant (1 — «)?, etc. Celui
qui a donné lieu & la i™€ derniére mise & jour est (1 — «)®. Lorsque le nombre de mises & jour m
est grand, on montre en effet [Fritzke, 1997] que :

o o Livg (1= 0)"60")

%, - 2.3
88 Z:r;—ol(l . a)Z ( )
avec .
64 =1 sile poids a été renforcé a la i®™€ mise & jour
. : (2.4)
64 =0 sinon

Ainsi, le poids d'une connexion refléte ’ensemble des transitions qui la concernent tout en
les oubliant progressivement au cours du temps. Ce processus ne s’arréte jamais : chaque nouvel
échantillon de transition peut provoquer des changements significatifs sur le poids. Ce genre
de systémes peut en théorie suivre une probabilité non stationnaire. Dans le cas ol elle est
stationnaire, les prototypes finissent par devenir quasi-stationnaires autour d’un minimum local
de la distortion. Le choix du taux d’apprentissage reléve d’un compromis : plus il est grand,
plus cette position de quasi-équilibre est atteinte rapidement, mais plus les fluctuations autour
de I'équilibre seront grandes. Ce compromis est illustrée figure 2.3.

Probléme stationnaire : un taux d’apprentissage variable

Si on est sir que les probabilités de transition sont stationnaires, on peut utiliser un taux
d’apprentissage décroissant lentement vers 0. Par exemple, si & la ¢ mise & jour on prend
a= %, il est facile de voir qu’on tombe sur ’estimateur standard de la probabilité de transition

que nous décrivions pour ’approche indirecte (voir algorithme 1.4 page 40) :

#(s,a,s")
#(s,a)

C?S"T = (25)
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Fia. 2.3: Apprentissage du poids d’une probabilité avec différents taux d’apprentissage
constants. Ce graphique montre 1’évolution de plusieurs estimations d’une variable aléatoire. Cette
variable aléatoire a un paramétre cible qui change & deux reprises : il vaut successivement p = 0.5,p =
0.7,p = 0.2. Plus le taux d’apprentissage est grand et plus I'estimation tend rapidement vers la cible. A
contrario, plus ce taux est grand et plus 'estimation variera autour de la valeur cible. On observe des
fluctuations semblables pour chacune des courbes car tous les apprentissages ont été réalisés & partir des
mémes échantillons.

ou #(s,a) et #(s,a,s") sont respectivement le nombre de fois qu’on a effectué l’action a dans
I’état s et le nombre de fois qu’alors, on est arrivé en s’. Cette convergence est illustrée figure
2.4

La figure 2.5 montre les connexions de poids non négligeables aprés apprentissage pour le
probléme de navigation discréte.

2.2.3 Lois d’apprentissage des unités

La technique d’estimation de la fonction de transition se transpose aisément & l’estimation
de la fonction de récompense. Sa description est donnée par ’algorithme 2.2.

Algorithme 2.2 Mise & jour de la variable R de l'unité s a l'instant ¢

si s.E®) = Vrai alors
s$. R+ (1—a)xs.R+axrm
fin si

A chaque fois que le systéme recoit une récompense 1, il met & jour la variable R de
I'unité/état courante. Si la fonction de récompense cible est déterministe, on utilisera un taux
d’apprentissage a = 1. Si elle est stochastique, on fera comme pour I’estimation de 7" : on choisira
un taux d’apprentissage constant si R est non stationnaire ou un taux d’apprentissage variable
a= % pour la ¢ mise & jour si R est stationnaire. Les enjeux concernant le choix de ce taux
d’apprentissage « sont les mémes que pour l'estimation de 7. Nous renvoyons le lecteur & la
discussion que nous avons faite pour ’estimation de T' par les connexions.
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Fi1G. 2.4: Evolution de ’estimation avec un taux d’apprentissage décroissant. Lorsqu’une va-
riable aléatoire a un parameétre cible constant, un taux d’apprentissage décroissant permet de tendre vers
la valeur exacte. Ici le paramétre cible vaut p = 0.5
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FiG. 2.5: Connexions ayant un poids non nul dans le probléme de navigation discréte. De
gauche & droite, nous avons représenté toutes les connexions, les connexions correspondant uniquement &
I’action Nord-Est, et les connexions correspondant uniquement & 'action Sud. Aprés apprentissage de la
matrice de transition, une connexion ¢, du réseau a un poids non nul si la transition s = s’ est possible.
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2.2.4 Lois d’évolution de ’activité des unités

Une fois que l'on dispose des estimations des fonctions 7" et R, la théorie des PDM nous
permet de déduire la mise & jour des variables @) et V' des unités afin de globalement calculer la
fonction de valeur et la politique optimale. L’algorithme Value Iteration devient alors I’algorithme
2.3. Toute connexion du réseau c}, a une entrée qui récupére la variable s’.V et une sortie qui

Algorithme 2.3 Mise & jour des variables d’une unité s & 'instant ¢
pour tout a € A faire
Qla] < Rla] +7.) 4 csg.0ut
fin pour
V = max,ea Q[a]
T = argmaxge 4 Q[a]

peut étre lue par s. Le flux d’information de la connexion ¢Z,, est donc orienté de s’ vers s. A tout
instant, une telle connexion module l'information qu’elle re¢oit par son poids. La sortie (notée
c?,.out) de ¢, est calculée & partir de son entrée c?,.in :

. !
cogout =clgin x cog T =5.V x4y T (2.6)

Cette loi linéaire de modulation se retrouve dans la plupart des réseaux connexionnistes de la
littérature.

L’unité s met & jour chacune de ses Q-valeurs (Q[a] en sommant I’estimation de la récompense
immédiate R[a] et les valeurs des connexions rentrantes modulées par le coefficient . La fonction
de valeur et la politique courante sont déduites comme précédemment. Bien que la formulation
soit légérement différente, le processus itératif que nous donnons ici est strictement équivalent
a celui que nous avons décrit en détail a la section 1.2.4. Nous ne ferons donc pas plus de
commentaires sur le calcul du plan.

2.2.5 Meécanisme de sélection de 1’action

Nous avons déja noté que la convergence vers la politique optimale pouvait étre rapide. Nous
savons également que la qualité des plans calculés augmente progressivement. Enfin, il est plus
que raisonnable de supposer que le temps nécessaire pour exécuter une action du plan (interagir
avec le monde) est largement supérieur a celui nécessaire pour faire une itération de planification
(un cycle de fonctionnement des unités). Pour toutes ces raisons, un agent s’appuyant sur une telle
architecture peut commencer & agir méme si la planification n’a pas convergé vers la politique
optimale courante. Afin d’exécuter le plan calculé par le réseau & un moment donné, 1’action
que 'agent doit effectuer est celle calculée par I'unique unité qui correspond & ’état courant :
I’action & suivre est donc s.m ol s est I'unique unité telle que s.E = Vras.

2.3 Une architecture massivement paralléle et tolérante aux pannes

Tous les éléments et calculs impliqués dans une approche indirecte de I’A/R, l'estimation
des fonctions T' et R et ’application de l'algorithme de résolution Value Iteration, s’intégrent
naturellement dans ’architecture connexionniste que nous avons présentée. Nous allons & présent
montrer que cette architecture “mérite” ’appellation connexionniste, c’est-a-dire qu’elle a les
qualités couramment attendues des algorithmes connexionnistes : le parallélisme et la tolérance
aux pannes.
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2.3.1 Un parallélisme massif

Nous proposons de voir dans quelle mesure le réseau que nous proposons est parallélisable,
c’est-a-dire pourrait s’implanter sur une machine paralléle pour les deux processus centraux :
lapprentissage et la planification/adaptation. Nous nous intéressons particuliérement a la ques-
tion de la synchronisation.

Parallélisation des processus d’apprentissage

L’apprentissage de la matrice de transition et de la fonction récompense impliquent 1’explo-
ration du monde. A moins de supposer que I'agent a le don d’ubiquité, cette exploration est par
nature complétement séquentielle. Ensuite, comme nous ’avons déja fait au sujet de la planifica-
tion, il est pragmatiquement raisonnable de supposer que le temps nécessaire pour interagir avec
I’environnement est bien plus grand que celui requis pour effectivement apprendre (mettre & jour
la connexion concernée par une transition consiste en 3 conditions et 2 opérations arithmétiques).
En conséquence, il semble ici qu’il n’y a aucune raison de vouloir accélérer le processus d’appren-
tissage par parallélisation. Néanmoins, dans I'optique ol ’on souhaiterait intégrer ce processus
d’apprentissage dans une architecture complétement distribuée, la contrainte essentielle qu’il se-
rait judicieux de supprimer est la nécessité de synchronisation (via une horloge globale & temps
discret) qu’implique 'apprentissage des connexions : une connexion doit en effet comparer les
excitations des unités qu’elle relie & deux instants consécutifs t et t+1. Il existe dans la littérature
un certain nombre de propositions pour remédier a cette synchronisation discréte. Par exemple,
on peut utiliser la notion de trace d’activité [Reiss et Taylor, 1991] : une unité qui a été active
(et qui ne doit plus ’étre) présente pendant un certain temps une activité résiduelle, ce qui
permet aux connexions concernées pour ’apprentissage de “tranquillement” faire la corrélation
temporelle. Des mises en ceuvre d’un tel mécanisme peuvent étre consultées dans |Frezza-Buet,
1999] et [Rougier, 2000].

Parallélisation du processus de planification

Sur une machine séquentielle le temps d’une itération de V’algorithme Value Iteration est
en O(|S|%.|A|). Sur une machine paralléle en hypercube ayant |S|2.|A| processeurs, [Bertsekas
et Tsitsiklis, 1989] montrent qu’une itération de ’algorithme Value Iteration peut passer en
O(log(|A]-|S])). On peut méme aller un peu plus loin. On peut montrer [Bertsekas, 1983] que
toutes les équations du type point fixe comme celle qui sous-tend ’algorithme Value Iteration
(équation 1.12 page 25) peuvent étre résolues de maniére complétement distribuée et asynchrone :
les mises & jour des Q-waleurs et de V' peuvent se faire dans n’'importe quel ordre (sur s et a) ; la
convergence vers la solution optimale est assurée & la simple condition que tous les couples (s, a)
continuent de donner lieu & des mises & jour. Ainsi, il est possible d’implémenter 1’algorithme
Value Iteration sur des systémes multi-processeurs ayant des délais de communication entre
processeurs sans néanmoins utiliser d’horloge globale [Bertsekas, 1983]. Dans ’architecture que
nous avons proposée, nous avons réduit le grain de calcul a I’échelle d’un état du PDM. On montre
[Williams et Baird, III, 1990] qu’on peut construire des algorithmes qui sont assurés de converger
vers le point fixe avec un grain encore plus fin : la somme ), T'(s,a,s’).V(s') impliquée dans
la mise & jour itérative peut elleeméme étre découpée en plusieurs étapes qui n’ont pas besoin
d’étre synchronisées. Le processus de planification, local, distribué et complétement asynchrone
est donc un excellent candidat pour une parallélisation massive.
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2.3.2 Tolérance aux pannes

Intéressons-nous enfin & la capacité de 'architecture proposée a continuer de donner des
réponses relativement satisfaisantes si certains de ses constituants deviennent inopérants. Le cas
ot des connexions deviendraient inopérantes n’étant pas significativement différent!!, nous nous
limitons au seul cas ou des unités arrétent de fonctionner.

Mort d’une unité et mécanisme d’identification des états

Avant d’aborder l'effet d’une panne sur les processus d’apprentissage et de planification, nous
devons faire une hypothése sur la fagon dont le mécanisme d’identification de 1’état courant (qui
agit en entrée de notre architecture) réagit a la disparition d'une unité. En particulier, que se
passe-t-il lorsque le systéme se trouve dans 1’état correspondant & 1'unité décédée ? Bien souvent
[Kohonen, 1988] [Fritzke, 1997] [Rougier, 2000] (et ce d’autant plus qu’il s’agit d’une architecture
distribuée et paralléle) on considére que la détermination de ’état courant est un processus de
compétition entre les unités du systéme. A tout moment, chaque unité est candidate pour dire
“je représente 1'état courant”. En pratique, on évalue pour chacune un score de représentativité
de l'état réel du systéme et on choisit celle qui le représente le mieux (celle qui a le meilleur
score). Ainsi, lorsqu'une unité vient & mourir, nous considérerons qu’elle disparait simplement de
la compétition et que ce sont des unités qui lui étaient proches (au sens de la représentativité)
qui se partagent la situation qu’elle codait.

Tolérance aux pannes du processus d’apprentissage

Lorsqu’une unité meurt, les probabilités de transition dans le réseau changent. Par exemple,
la probabilité d’atteindre 'unité décédée & partir de n'importe quelle autre unité devient nulle.
Ainsi, la mort d’une unité est équivalente, du point de vue des unités restantes, a la non-
stationnarité de la fonction de transition. Nous avons montré (section 2.2.2 et figure 2.3 en
particulier) qu’utiliser un taux d’apprentissage constant permettait de suivre une matrice de
transition non-stationnaire. En conséquence, le processus d’apprentissage, s’il utilise un taux
constant, corrige petit & petit les erreurs induites par la disparition d’une unité.

Tolérance aux pannes du processus dynamique de planification

Pour rapidement comprendre pourquoi le processus de planification est lui aussi tolérant aux
pannes, nous donnons ici une explication imagée. Un PDM peut étre vu comme une carte (dans
le probléme de navigation discréte, c’est exactement une carte) : si certaines unités meurent, cela
est intuitivement équivalent au fait que la carte devient plus floue dans les zones ou le décés a
eu lieu. Apreés ré-apprentissage, la planification a lieu comme précédemment, & la différence que
la carte sur laquelle elle se base est un petit peu moins précise.

La figure 2.6 illustre expérimentalement I’évolution des performances au fur et & mesure que
l'on détruit des unités pour le probléme que nous avons détaillé (la navigation discréte).

Nous avons procédé de maniére itérative & :

— la suppression d’une unité ;

— le ré-apprentissage des parameétres (par exploration aléatoire) ;

— la planification ;

— des simulations de 200 trajectoires partant de points tirés uniformément pour évaluer les

performances du réseau.

11,3 mort d’une unité est fonctionnellement identique & la mort de toutes ses connexions.
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FiG. 2.6: Illustration de tolérance aux pannes pour le probléme de navigation discréte. Cette
figure montre 1’évolution des performances (évaluées par simulation) au fur et & mesure que ’on supprime
des unités. L’architecture que nous proposons est tolérante aux pannes dans la mesure ol les performances
se maintiennent longtemps.

On observe que les performances se maintiennent, méme aprés un grand nombre d’unités dé-
truites. Dans ce cas précis, la baisse tardive des performances peut étre expliquée par le fait
qu’avec trés peu d’'unités, I’agent est toujours capable de trouver un chemin vers la zone but.

Résumé du chapitre

A la fin du chapitre précédent, nous avons introduit le probléme de ’A/R et nous avons
montré qu’on pouvait lui apporter une réponse algorithmique selon deux approches :

— L’approche directe : on utilise des échantillons de R et T pour calculer directement la

fonction de valeur optimale ;

— L’approche indirecte : on découpe le probléme de ’A/R en deux. D’un c6té, on fait I’esti-

mation des paramétres R et T et de 'autre, on planifie & ’aide de ces paramétres estimés.
Dans ce chapitre, nous avons commencé par argumenter en faveur de ’approche indirecte, en
particulier lorsque l'espace d’états est petit et lorsqu’on espére un transfert d’apprentissage entre
plusieurs taches.

Nous avons ensuite montré que tous les calculs impliqués par une approche indirecte d’un
petit probléme d’A /R s’intégrent naturellement dans une architecture connezrionniste. Les unités
de cette architecture sont les états du PDM. Les connezions sont le support de la fonction
décrivant la dynamique du probleme 7. La récompense R est estimée de maniére répartie par
I’ensemble des unités. Enfin, la fonction de valeur optimale est une activité distribuée dans le
réseau et ’algorithme Value Iteration est une loi de propagation de cette activité.

Nous avons insisté sur le caractére connexionniste de cette vision des PDM en argumentant
qu’une telle architecture était intrinséquement paralléle et tolérante aux pannes.
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Conclusion

Cette premiére partie nous a permis de poser les bases de la théorie computationnelle de
I’A/R. Nous avons décrit son formalisme central, les PDM, et nous avons considéré une réponse
algorithmique particuliere : Value Iteration. L’utilisation conjointe de ’approche indirecte et de
I'algorithme Value Iteration nous ont permis de construire une architecture connexionniste qui
répond aux problémes de ’A/R ayant un petit espace d’états.

Au final, nous avons une architecture qui présente les qualités que nous annoncions au début
du mémoire. Elle est :

— autonome : elle peut faire une estimation des paramétres T et R caractérisant son in-
teraction avec ’environnement ; elle calcule un plan/comportement optimal & ’aide de
l’algorithme Value Iteration ;

— robuste : les récompenses, les transitions sont des informations de nature stochastique ;

— anytime : plus il y a de temps, plus les estimations de R et T sont bonnes ; plus il y a de
temps et plus le calcul de la fonction de valeur optimale effectué par Value Iteration est
précis.

— multi-tache et dynamique : lorsque les fonctions 7' et R (définissant le probléme & ré-
soudre) évoluent, une perpétuelle exploration permet d’adapter leur estimation ; ces chan-
gements de paramétres sont dynamiquement pris en compte par le calcul de planification
effectué par Value Iteration ;

— massivement paralléle : il s’agit d’un réseau d’unités relativement simples fonctionnant
en paralléle ; ’apprentissage de T' et R se fait a ’aide de régles locales ; les calculs impliqués
par la planification sont complétement distribués et ne requiérent pas de synchronisation
explicite ;

— tolérant aux pannes : on peut supprimer des unités sans que cela affecte de maniére im-
médiatement dramatique les performances ; en particulier la ré-estimation des parameétres
T et R aprés la mort d’une unité permet dans une certaine mesure de compenser les baisses
de performances.

D’une maniére générale, il est important de souligner que le fonctionnement efficace de 1’ar-
chitecture que nous avons présentée est dépendant de la taille du probléme considéré : plus
I’'espace d’états est grand et plus l'estimation précise des fonctions R et T sera longue ; de méme
plus ’espace d’états est grand et plus les caractéristiques dynamique et multi-tdche risquent de
s’estomper. La suite de ce mémoire va proposer des solutions concernant ces limitations : nous
allons proposer des extensions de cette architecture dans le cas ol 'espace d’états est grand.
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Deuxiéme partie

Apprentissage d’une représentation
interne

o7






Introduction

« L’homme n’a jamais pu se passer de grilles. Devant le désordre ap-
parent du monde, il lui fallut chercher les termes signifiants, ceux qui,
associés entre eux, rendaient son action sur le milieu plus efficace, lui
permettaient de survivre. Devant 1’abondance infinie des objets et des
étres, il a recherché entre eux des relations, et devant I’infinie mobilité
des choses, il a cherché des invariances. »

La nouvelle grille, Henri Laborit

Des problémes complexes tels que ceux de la vie réelle peuvent étre décrits dans le formalisme
de ’A/R. Dans l'introduction de ce mémoire, nous donnions quelques pistes pour comprendre
comment I’A /R pourrait permettre de modéliser un joueur d’échec qui progresse par l’expérience,
ou une gazelle qui apprend & marcher. La différence entre ces problémes véritablement motivants
et ceux que nous avons considérés dans la premiére partie est simple : les problémes difficiles
ont un grand espace d’états : la complexité de résolution croit avec le nombre d’états. L’'un des
efforts actuels de recherche en A /R consiste & aborder des problémes de plus en plus difficiles et
donc en particulier des problémes qui ont des espaces d’états tres grands.

Le travail présenté dans ce chapitre part du désir de contribuer a cet effort. Nous y présentons
une démarche générale pour aborder des problémes d’A /R significativement plus difficiles que
ceux que nous avons décrits dans la partie précédente. Par rapport aux nombreuses approches
de la littérature actuelle, il est important de souligner ce que la ndtre a de particulier. Pour cela
nous la mettons en perspective de la premiére partie de ce mémoire. Lorsque l’espace d’états
est petit, nous avons vu que nous pouvions donner une réponse au probléme de I’A/R qui a de
nombreuses qualités, en particulier les qualités courantes du connexionnisme (parallélisation et
tolérance aux pannes). Dans ce chapitre, nous souhaitons résoudre des problémes d’A /R ayant un
grand espace d’états tout en gardant les qualités que nous avions pour les petits espaces d’états.

Voici la démarche que nous proposons : si ’espace d’états est trop grand pour appliquer
I’'approche que nous avons décrite jusqu’ici, ’agent apprenant par renforcement pourrait utiliser
une représentation simplifiée/approchée du probléme. Mieux encore, il pourrait la construire
de maniére autonome, c’est-a-dire inférer un petit ensemble représentatif d’états, qui résument
adéquatement 1’ensemble des vrais états. Le probléme que nous abordons précisément dans cette
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partie est celui de la construction autonome d’une telle représentation. Si cette représentation
est assez compacte, tout ce que nous avons décrit dans la partie précédente pourra étre appliqué.

Précisons ce que nous voulons dire par “construire une représentation simplifiée et compacte
d’un probléme”. Il est important de distinguer deux sortes d’états : les vrais états du probléme
a résoudre (qui sont trés nombreux) et les états une fois le probléme simplifié (qu'on veut en
petit nombre). Pour une raison qui sera rapidement claire, nous appelons les états du probléme
simplifié des “macro-états”. Ce sont eux qui définissent ce que nous appelons la “représentation
simplifiée du probléme”. L’ensemble des macro-états est une partition de ’ensemble des états :
tout macro-état rassemble un ou plusieurs vrais états. Cette approche est également connue sous
le nom d’agrégation d’états : on dit alors que tous les vrais états d’un macro-état sont agrégés.

L’idée de transformer un probléme complexe de type PDM en agrégeant les états de sorte a
retomber sur une formalisation finie et de petite taille n’est pas nouvelle. C’est une approximation
typique pour aborder des problémes d’A /R ayant un grand espace d’états. C’est par exemple une
des approches qu’a suivie [Laroche, 2000] pour la robotique mobile ; dans son cas néanmoins,
I’agrégation est faite & la main et les principes utilisés sont propres au probléme traité : la
navigation robotique. Il existe des propositions de calcul automatique d’une agrégation pour
des PDM pas ou peu spécifiques & une application donnée. Parmi celles-ci, on dénote plusieurs
approches empiriques [McCallum, 1995] [Dutech, 1999] [Finton, 2002]. Les auteurs de [Munos et
Moore, 2000] ont récemment proposé une approche formelle qui pose ce probléme dans le cadre
général de 'approximation de PDM : trouver une agrégation se formalise comme un probléme
de minimisation d’une erreur d’approximation. Le caractére formel de cette approche permet a
notre avis de bien cerner la puissance et les limitations de ’approche. En particulier, cela assure
que nos développements sont génériques, c’est-a-dire qu’ils peuvent s’appliquer & n’importe quel
probléme d’A/R. Pour toutes ces raisons, c’est cette approche formelle que nous considérons et
que nous détaillons dans la suite.

Cette partie est organisée en deux chapitres. Dans le premier chapitre, nous reprenons la mé-
thodologie introduite par [Munos et Moore, 2000] pour étudier I’erreur induite par une approxi-
mation. Nous ’adaptons au cas de 'approximation par agrégation. Dans le deuxiéme chapitre,
nous donnons un exemple de mise en ceuvre de cette analyse et décrivons pratiquement une
technique d’amélioration de ’agrégation. Nous ’appliquons a plusieurs problémes de controle
dont 'espace d’états est infini.



Chapitre 3

Fondements théoriques de
I’approximation d’'un PDM par
agrégation

Lorsqu’on utilise une approximation pour résoudre un probléme d’A /R, cela peut induire des
erreurs sur le calcul de la fonction de valeur optimale. Il est important de maitriser ces erreurs
pour que la politique correspondante soit néanmoins de bonne qualité. Des travaux récents [Mu-
nos et Moore, 2000] proposent une méthodologie générale pour analyser et réduire efficacement
cette erreur. Leur démarche comporte trois étapes que nous reprenons et adaptons au cas d’une
approximation par agrégation d’états.

Cette démarche va successivement nous amener 3 étudier les trois questions suivantes :

— Comment estimer I’erreur commise sur la fonction de valeur optimale lorsqu’on utilise un
modéle agrégé ?

— L’erreur commise dans certaines zones de 1’espace d’états induit une erreur dans d’autres
zones ; comment mesurer ces dépendances 7

— Comment faire évoluer une agrégation de sorte & diminuer ’erreur d’approximation ?

3.1 La mesure d’une approximation

Nous commencons par présenter la méthodologie générale introduite dans [Munos et Moore,
2000] afin de dériver une borne supérieure de ’erreur commise sur le calcul de la fonction de
valeur si on utilise un modéle approché plutot que le vrai modéle. Nous ’appliquons ensuite au
cas particulier qui nous intéresse, c’est-a-dire celui ot 'approximation est une agrégation d’états.
Nous illustrons ces développements théoriques & I’aide de deux problémes de controle.

3.1.1 Cas général

Nous introduisons quelques notations importantes puis nous présentons les principaux résul-
tats de [Munos et Moore, 2000].
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Notations

Considérons un PDM M = (S, A, T, R) que nous appelons le vrai modéle. Considérons un
deuxiéme PDM M = (S, A,f, ﬁ) qui approxime!? le premier PDM M. Nous avons vu dans la
partie précédente que les fonctions de valeurs optimales étaient les points fixes d’un opérateur
qu’on peut appeler “opérateur de Bellman”. Soit B* I'opérateur de Bellman dans le vrai modéle.
Pour toute fonction W : § — IR, B*.W est une nouvelle fonction de § — IR qui est telle que :

[B*.W](s) = max (R(s,a) + 7. ZT(s,a,s').W(s'))

s/

De fagon analogue, soit B* I'opérateur de Bellman dans le modéle approché :
[E*W](s) = max (ﬁ(s,a) + 7. Zf(s,a,s').W(s'))
a
sl

Notons respectivement V™ et V7" les fonctions de valeur optimale du vrai modéle M et du
modéle approché M. Par définition, ces fonctions sont les uniques points fixes des opérateurs que
nous venons de définir : B*.V™ = V™ et B*. VT = V% . Dans I’idéal, la vraie fonction de valeur
V™ est ce que nous voudrions calculer. La fonction de valeur approchée V7 est souvent celle
qu’on a effectivement calculée. L’erreur induite en un point par l'utilisation du modéle approché
peut étre définie précisément et naturellement :

Définition 2 (Erreur d’approximation locale)
L’erreur d’approzimation locale est la différence entre la fonction de wvaleur optimale approchée
et la vraie fonction de valeur optimale :

Eapp(s) = V™ (s) = V7 (s)|

Bien souvent, on s’intéresse surtout & ’erreur d’approximation commise dans certaines zones
de l'espace, par exemple celles correspondant & la distribution des états du systéme a ¢t =0 :

Définition 3 (Erreur d’approximation initiale)
L’erreur d’approrimation initiale est la somme des erreurs d’approzimation locale pondérées par
la distribution des états du systéme at =0 :

Et(l% = ZEGPP(S)-Z)(SO =) (3.3)
s€S

Il apparait (nous allons le voir dans la suite) que 'erreur d’approximation locale est intrin-
séquement liée & une autre quantité qu’il est naturel d’appeler erreur d’interpolation locale :

Définition 4 (Erreur d’interpolation locale)
L’erreur d’interpolation locale est ’erreur induite si on utilise l'opérateur de Bellman approché

g . . P . . *
B* au lieu du vrai opérateur de Bellman B* sur la vraie fonction de valeur V™

Eint(s) = |B*. V™ (s) — B*.V™ (s)] (3.4)

2Dans toute cette partie, nous utilisons la notation “chapeau” 7 pour désigner les objets qui sont des approxi-
mations.
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Lorsqu’on applique le vrai opérateur de Bellman B* sur la wraie fonction de valeur optimale
V™", on obtient (par définition) de nouveau la vraie fonction de valeur optimale V™ . Si par
contre on lui applique l'opérateur de Bellman approché E*, on ne retombe pas forcément sur la
vraie fonction de valeur optimale V™ . L’erreur d’interpolation a pour fonction de mesurer cette
différence.

Propriétés

Nous allons exprimer les relations générales qui existent entre erreur d’interpolation et er-
reurs d’approximation. Comme les résultats que nous présentons ci-aprés ne sont pas originaux
(ils proviennent de [Munos et Moore, 2000]), nous ne détaillons pas les démonstrations. Pour
information, celles-ci sont néanmoins reproduites dans 'annexe A.

Si Eint(s) est une borne supérieure de Ei,(s), alors une borne supérieure Egpy(s) de Egpy(s)
est solution de I’équation de Bellman suivante :

Eapp(s) = max (7. Zf(s,a,s').Eapp(s')) + Eins(s) (3.5)

Cette équation, qui caractérise une borne supérieure de ’erreur d’approximation & partir d’une
borne de l'erreur d’interpolation, est strictement identique & celle qui caractérise la valeur op-
timale d’'un PDM & partir de la fonction de récompense. Au lieu de propager la récompense
& travers ’espace d’états, c’est ici 'erreur d’interpolation qui est propagée selon la dynamique
approchée définie par T.

En pratique, on commence par évaluer une borne supérieure de ’erreur d’interpolation puis
on utilise un algorithme identique & Value Iteration pour déduire une borne supérieure de ’erreur

. . . L - L1 - 0
d’approximation. On peut alors immédiatement déduire une borne supérieure E,(w%, de l'erreur
d’approximation initiale :

Efpp = > Fapp(s)-p(s0 = 5)
SES

Nous aurons 1’occasion d’illustrer ce procédé dans la suite de ce chapitre.

Le lien entre erreur d’interpolation et erreur d’approximation dévoilé par ’équation 3.5 ne
dépend pas du type d’approximation qu’on utilise. En conséquence, les résultats que nous venons
de présenter ont un corollaire général trés intéressant : quelle que soit 'approximation utilisée,
si I’erreur d’interpolation tend vers 0, alors ’erreur d’approximation tendra également vers 0.
Autrement dit, quel que soit le moyen, si les parameétres approchés Ret T tendent respectivement
vers les vrais parameétres R et T, alors la fonction de valeur approchée tend vers la vraie fonction
de valeur.

3.1.2 Application au cas de approximation par agrégation

Nous adaptons a présent ce que nous venons de décrire au cas particulier de ’approxima-
tion par agrégation. Nous commencons par introduire un certain nombre de notations et nous
formalisons précisément ce qui se passe lorsqu’on effectue une agrégation. Nous dérivons le cal-
cul d’'une borne de l'erreur d’interpolation. Nous montrons enfin qu’on peut en déduire ’erreur
d’approximation en résolvant une équation de type Bellman sur l’espace agrégé.
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Notations

Soit un PDM M = (S, A, T, R). Approximer ce PDM par agrégation signifie qu’on va définir
un deuxieme PDM dont I'espace d’états est une partition S du vrai espace d’états S : M =
<S A, T, R). Les éléments de S , qui sont des parties de .S, sont appelés “états agrégés” ou “macro-
états”. Tout vrai état s € S appartient & un et un seul macro-état ; notons s € S le macro-état
qui contient ’état s € S.

L’agrégation des états implique que les parameétres_ T et R sont définis sur 'ensemble des
macro-états 5. Autrement dit, ona R: Sx A > RetT: Sx Ax S — [0;1]. Comme S est une
partition de S, il existe une maniére naturelle de “plonger” ces paramétres'® dans S :

Vs1 € S,Va € A,ﬁ(sl,a) = E(é},a)

et
V(s1,82) € S, Va € A,T(s1,a,s2) = T(51,a,5)

Apres “plongement” dans S, ces fonctions définies a priori dans S sont des fonctions de S
constantes sur tous les macro-états.
Calculs des erreurs

Nous allons dériver ’erreur d’interpolation induite par une agrégation et montrer en parti-
culier qu’une fois une partition S choisie, il y a une maniére naturelle de choisir R et T'.

En utilisant une propriété connue de l'opérateur max'*, I'inégalité triangulaire, puis le fait
que [V™ (s)] < maXS’flI;(s’a)| = I%’j‘:f, on peut développer une borne de I’erreur d’interpolation
en un état s; :

Eint(s1) = max R(s1,a) + 1. Z (s1,a,82).V™ (s2)
$2€S

7.(.*
— max 31, +’Y§ (51,4, 52). (s2)

SoES
< max |R(s1,0) = B(si ) +7- 30 (T(o1,0,90) = T(,0,9)) V7 (52)
$2€S
< max|R(s1,0) - R(51,0)| + 7. max [ 37 |T(s1,0,50) = (51, 0,5)| . [V (52)]
S2€S
< max |R(s1,0) ~ R, @) + 2 max (57 |T(s1,0,52) — T, 0, 9)
a 1—7

$2€S

Alors on peut en déduire une borne supérieure de l'erreur d’interpolation Fj,¢(81) pour I’ensemble
des états appartenant au macro-état §1. On a en effet

Vs1 € S, Eing(s1) < Eine(51)

13Par commodité, nous utilisons la méme notation pour la fonction définie sur S et sa version aprés plongement
dans S.
1v/0ir sa démonstration en annexe A
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avec

~ =YPR R ~ oA
Eint(81) = max |max |R(s,a) — R(51,a)| + V-Lmaz 4 ax Z ‘T(s,a,s') —T(s1,a,83)
SES a 1—7v a ‘=

$HeSs €32
L’erreur d’approximation est déduite par propagation de ’erreur d’interpolation. Plus ’erreur
d’interpolation sera petite et plus I'erreur d’approximation le sera aussi. Des choix naturels pour
R et T sont les suivants!® :

~ 1

R(,a) = I§|-.§:R(s,a) (3.6)

SES

~ 1
T(51,a,8) = . Z T(s,a,s") (3.7)

|1|wwmﬁxﬁ

)

v}

Une fois que ce choix est fait, on peut préciser la valeur de la borne supérieure de 'erreur
d’interpolation :

- .R e~ o~
AR@q)+jffﬂﬁ.§:13T@hsﬂ (3.8)

Vs1 € S, Eint(s1) < Eint(51)
HeS

avec les notations suivantes :

Cette borne supérieure de ’erreur d’interpolatioin et la fonction de transition T sont constantes
sur chaque macro-état. I’équation 3.5 qui permet de caractériser une borne supérieure de l’er-
reur d’approximation est donc équivalente & ’équation ci-dessous (définie uniquement sur les
macro-états) :

Bupp(5) = max | 1.3 751, 0, 8) Bupg(8) | + Bont(51) (3.9)
52

L’équation 3.5 est définie sur le vrai espace d’états S. La borne supérieure de ’erreur d’ap-
proximation est dans le cas général aussi difficile a calculer que la vraie fonction de valeur
optimale. Dans le cas agrégation, ’équation 3.9 montre que ’on peut caractériser une borne su-
périeure de 'erreur d’approximation par une équation définie sur ’espace agrégé S. Cette derniére
est donc beaucoup plus facile & calculer. Plus précisément, cette borne est aussi facile & calcu-
ler que la fonction de valeur optimale approchée. Un algorithme comme Value Iteration permet
de calculer cette borne supérieure de ’erreur d’approximation sur ’espace des macro-états. Par
plongement de S dans S , on peut facilement en déduire une borne de l'erreur d’approximation

sur le vrai espace d’états.

Remarque concernant ’approche A/R

Dans le cadre de I’approche A /R, I’agent doit estimer les fonctions de transition et de récom-
pense en explorant ’environnement. Lorsqu’il utilise un modéle agrégé, nous voyons ici que le

1 . . . . . . L, . .
5Nous voulons avoir une erreur d’interpolation aussi petite que possible et nous devons vérifier des contraintes
comme ) T(51,a,52) = 1.
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calcul de ses paramétres T et R et de lestimation de Uerreur d’interpolation Fj;,; nécessitent de
connaitre des informations sur les variations des vraies fonctions R et T' dans chacun des macro-
états'®. Ceci étant supposé, les quelques résultats que nous venons de présenter lui permettront
de déduire 'erreur Egy, qu’il commet sur la fonction de valeur optimale, c’est-a-dire sur 1'objet
essentiel qu’il cherche & calculer.

3.1.3 Illustration sur deux problémes

Nous illustrons les notions d’erreur d’interpolation et d’erreur d’approximation que nous
venons d’introduire sur deux exemples de PDM infinis qu’on approxime par agrégation réguliére.
Le premier, que nous appellerons “navigation continue” modélise un agent de type robot devant

»17

trouver son chemin dans un environnement. Le deuxiéme, “La voiture sur la colline”*’ est un

probléme de controle fréquemment rencontré dans la littérature A/R.

Exemple 1 : Navigation continue

Le probléme “navigation continue” décrit une tache de navigation analogue & celle que nous
avons détaillée dans la partie précédente : un agent de type robot peut se déplacer dans un envi-
ronnement qui comporte deux piéces et deux couloirs. Le mouvement de cet agent est 1égérement
bruité. Son objectif est d’atteindre une zone but (voir figure 3.1) .

Ce probléme s’inscrit dans un espace continu & deux dimensions. En effet, il est décrit par un
PDM dont l'espace d’états S est 'ensemble des positions dans l’environnement s = (z,y) avec
0<z<10et 0<y <10. Les actions sont des mouvements d’amplitude 0.1 dans 8 directions
cardinales plus I’action “ne pas bouger”. Soit 17(; un vecteur déplacement correspondant a I’action
a. Les fonctions R et T' de ce PDM d’espace d’états infini sont implicitement définies par les
régles suivantes :

— St41 + St + ug; + by ol ay est Paction effectuée au temps ¢ et by est un vecteur bruit de

direction cardinale aléatoire et d’amplitude 0.03.
— Si I’état suivant sg41 se situe dans un mur, alors on revient & la position précédente et on
donne une récompense négative : s¢y1 ¢ S¢ et e = —1

— Si s;4+1 appartient a la zone but, alors on donne une récompense positive : ryp =1

Nous approximons ce PDM infini en faisant une agrégation par découpage régulier en 16 X 16
carrés de méme taille (voir figure 3.2). Afin d’évaluer les fonctions RetT pour cette approxi-
mation, nous simulons les lois que nous avons décrites un peu plus haut sur de nombreuses
trajectoires : ici nous nous arrangeons pour que chaque action soit essayée dans chaque macro-
état au moins 25 fois. Nous en profitons pour estimer les variations AR et AT des vraies fonctions
récompense et transition.

Nous déduisons de AR et AT lerreur d’interpolation en tout macro-état. En utilisant un
algorithme identique & Value Iteration, nous dérivons l'erreur d’approximation. La figure 3.3
représente graphiquement les résultats de ces calculs.

Ce qui nous intéresse dans cette illustration n’est pas tant ’ampleur des erreurs mais la dif-
férence de répartition entre ’erreur d’interpolation et ’erreur d’approximation, c’est-a-dire la
différence avant et aprés la propagation de I'erreur. Avant la propagation, I'erreur se concentre
prés des zones de discontinuité du probléme : les murs et les coins de ’environnement de navi-
gation. Aprés propagation, l'erreur est répartie de maniére & peu prés homogeéne. Si le modéle

6Cette connaissance peut étre liée 4 des hypothéses de régularité (i.e. R et T sont lipschhietziennes) et/ou une
estimation.
17 Car on the hill en anglais.
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F1G. 3.1: Une tache de navigation continue. Un agent de type robot doit se frayer un chemin dans
un environnement contenant deux piéces et deux couloirs afin de rallier une zone but. Chacun de ses
déplacements est bruité : & chaque mouvement se rajoute un bruit aléatoire. Par exemple, nous avons
reproduit une trajectoire possible lorsque ’agent effectue successivement les actions Nord-Est, Est, Sud,
Sud, Sud, Nord-Ouest.
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FiG. 3.2: Approximation par agrégation du probléme “Navigation continue”.. Une approxi-
mation par agrégation permet de calculer une fonction de valeur optimale approximative (3 gauche). A
partir de celle-ci, nous pouvons en déduire un plan et observer des exemples de trajectoires que ’agent
emprunterait en suivant ce plan (& droite).
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FiG. 3.3: Bornes supérieures de ’erreur d’interpolation et de I’erreur d’approximation pour
le probléme “navigation continue”. L’erreur d’interpolation est élevée prés des murs : c’est essen-
tiellement & ces endroits que I’approximation sous forme d’agrégation fait de grosses erreurs sur R et 7.
L’erreur d’approximation sur la fonction de valeur est erreur d’interpolation une fois propagée : une
erreur d’interpolation répartie dans peu d’endroits peut induire une erreur d’approximation relativement
élevée partout.

agrégé implique une erreur sur le calcul de la fonction de valeur en certains points prés des murs,
on voit que celle-ci peut se répercuter sur les zones éloignées des murs.

Exemple 2 : La voiture sur la colline

Considérons une deuxiéme tache qui consiste & amener un véhicule relativement peu puissant
en haut d’une colline comme suggeéré figure 3.4. C’est un probléme typique de la littérature (on
le retrouve par exemple dans [Sutton et Barto, 1998|, [Munos, 1997a|, [Baxter et al., 1999]). La
difficulté principale de ce probléme est que la gravité est plus forte que le moteur de la voiture :
méme si la voiture est & pleine puissance, elle ne peut monter directement la pente. La seule
solution consiste & osciller dans la cuvette (et donc & s’éloigner du but), de sorte & gagner assez
d’énergie cinétique pour atteindre le but. Cette énergie doit cependant rester raisonnable : la
voiture ne doit pas trop accélérer sinon elle tombe dans le ravin.

Ce probléme est décrit & ’aide d’'un PDM de taille infinie. L’espace d’états est I’ensemble des
couples (z,v) correspondant respectivement & la position et la vitesse de la voiture. Ces deux
variables sont bornées : —1.2 < z < 0.6 et —0.07 < v < 0.07. On considére que la voiture ne
peut effectuer que deux actions, accélérer vers la droite (a = +1) ou vers la gauche (a = —1).
La dynamique de ce systéme peut alors étre décrite par les équations de la physique simplifiées
suivantes [Sutton et Barto, 1998] :

i1 = Trt Ut (3.10)
ver1 = v+ 0.001.a; — 0.0025.cos(3.z¢) .

La premiére équation est une version intégrée de la relation entre la position et la vitesse pour dt =
1s ; la deuxiéme correspond & ’équation fondamentale de la dynamique (voir [Sutton et Barto,



3.2. Dépendances non locales : la notion d’influence 69

+o_07‘V|tesse

Réaction de la routg
Accélération

Zone but

avin

Gravité

—-0.07
_12 POSItIOﬂ +‘06 -1.2 0.6

Position

Fi1G. 3.4: La voiture sur la colline. Une voiture peu puissante doit atteindre le haut d’une colline.
Pour ce faire, elle doit osciller dans le bassin et utiliser la gravité afin de gagner assez d’énergie cinétique
pour gravir la colline. Elle doit faire attention & ne pas prendre trop de vitesse sinon elle risque de tomber
dans le ravin. La dynamique de ce probléme peut étre décrite dans l'espace des phases (position,vitesse).
L’objet de ce probléme de controle est de trouver un chemin jusqu’a la zone but dans cet espace des
phases en controlant ’accélération du véhicule.

1998] pour plus de détails). Nous ajoutons une contrainte supplémentaire a cette dynamique :
lorsque la voiture est tombée dans le ravin (si z; se retrouve dans [—1.2, —1.15]), elle ne peut plus
en sortir (z441 y est aussi). Pour motiver la voiture & gravir la colline et & s’arréter en haut, on
donne une récompense positive et linéairement décroissante selon la vitesse lorsque la position
est dans l'intervalle [0.55,0.6] : la récompense vaut en effet 0.07 — |v|. Pour dissuader la voiture
de tomber dans le ravin, on donne une récompense négative (—1) pour tous les z € [-1.2,—1.15].
Pour tous les autres états, on donne une récompense nulle.

Comme précédemment, nous approximons ce probléme & ’aide d’un modéle agrégé M. Les-
pace des macro-états S contient 32 x 32 états qui découpent réguliérement l'espace S continu.
Nous estimons ici encore les parametres R et T & 'aide de nombreux échantillons de trajectoires.

Nous pouvons en déduire ’erreur d’interpolation ainsi que l’erreur d’approximation. Nous
présentons ces erreurs i la figure 3.6. Dans ce deuxiéme exemple, il est intéressant de faire
I'observation suivante : contrairement au probléme de “navigation continue” ol l’erreur d’in-
terpolation se propageait de maniére isotrope, on voit ici que la fagon avec laquelle ’erreur se
propage dépend intrinséquement du probléme considéré. Ici, l'erreur d’interpolation se propage
selon un mouvement en spirale qui correspond aux lois de la dynamique du probléme (équation
3.10).

3.2 Dépendances non locales : la notion d’influence

Nous venons de voir un moyen de calculer 'erreur d’approximation en chaque état d’un
PDM approximatif. Nous avons vu en particulier que ’erreur d’approximation est le résultat
d’une “propagation” de l'erreur d’interpolation & travers 1’espace S tout entier. Ainsi l'erreur
d’approximation en un macro-état dépend de ’erreur d’interpolation dans tous les macro-états.
Comme nous le verrons par la suite, la mesure des dépendances & distance joue un roéle trés
important pour le probléme que nous abordons dans cette partie : le calcul automatique d’une
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Fia. 3.5: Approximation par agrégation du probléme “voiture sur la colline”. Une approxi-
mation par agrégation permet de calculer une fonction de valeur optimale approximative (& gauche).
A partir de celle-ci, nous pouvons en déduire un plan et observer des exemples de trajectoires que la
voiture emprunterait dans ’espace des phases (& droite). Décrivons une trajectoire typique qui permet
d’atteindre le haut de la colline : la voiture commence par s’éloigner du but, puis elle utilise la gravité
pour gagner de la vitesse et gravir la colline. On peut également faire la remarque suivante : un certain
nombre de conditions initiales (vitesse négative d’amplitude trop élevée et départ trop prés du ravin)

ameénent inéluctablement la voiture dans le ravin.
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F1G. 3.6: Bornes supérieures de ’erreur d’interpolation et de ’erreur d’approximation pour
le probléme “voiture sur la colline”. La propagation de lerreur d’interpolation n’est pas toujours

isotrope ; elle dépend de la dynamique du probléme.
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agrégation de ’espace d’états. La mesure des dépendances non-locales impose 'introduction d’un
nouveau concept : I'influence.

3.2.1 Influence sur un état
Définition

La notion d’influence, originellement introduite dans [Munos et Moore, 2000], permet de me-
surer des corrélations non locales entre états pour le calcul d’une quantité vérifiant une équation
de type Bellman. Considérons une chaine de Markov sur un espace S, de probabilité de transition
p(si+1 = §'|st = s) = T(s,s'). Etant donnée une fonction y : S — IR, considérons la fonction
z : S — IR implicitement définie par 1’équation de Bellman suivante :

z(s) = y(s) + 1. Z T(s,s').z(s") (3.11)

Définition 5 (Influence sur un état)
Linfluence de l’état s sur ’état s' est définie comme étant la contribution de y(s) au calcul de
z(s') :

ox(s')
dy(s)

Ir(s|s’) = (3.12)

Trois propriétés

Pour bien comprendre la notion d’influence, nous allons énoncer trois de ses propriétés ca-
ractéristiques.

1. L’influence I7(s|s’) d’un état s sur un état s’ est la somme pondérée des probabilités de
présence dans 1’état s sachant que la chaine de Markov est dans ’état s’ 4 ¢ = 0. Si on note
(st)(te]N) cette chaine de Markov, on a :

o

Ir(s|s") = >~ p(se = s|so = o)
t=0

2. La notation Ir(s|s’) est cohérente car 'influence dépend uniquement de la probabilité de
transition 7' (et non de y). En particulier elle vérifie I’équation récursive suivante :

V(s,s") € 8%, Ip(s|s') = 859 +1. ZT(S”, s).I7(s"|s")
S”
avec
1 sis=4

' 2 _
Vs s) € 5% 68’51_{ 0 sis#s

3. Soit I(®) une fonction quelconque sur S. Alors l'influence sur s’ I(.|s') est I'unique limite
de la suite (I (n))(nE]N) définie par la relation de récurrence suivante :

Vs €S, I (s) = 6,0 +7. Y T(s",5).IM(s") (3.15)

S”

L’annexe A reproduit les démonstrations de ces propriétés (initialement publiées dans [Munos
et Moore, 2002]).



72 Chapitre 8. Fondements théoriques de [’approximation d’un PDM par agrégation

Illustration

Nous illustrons la notion d’influence sur les deux problémes que nous avons introduits un peu
plus tot : la navigation continue et la voiture sur la colline. Pour chacun de ces deux problémes,
nous pouvons calculer la fonction de valeur optimale V™ du modéle approché et en déduire la
politique correspondante 7*. On a alors la relation :

AN~

V™ (3) = R(s,7*(3)) + 7. Z (5,7 (3),s). V™ (5

On peut s’intéresser & 'influence définie & partir de cette équation. D’aprés la définition
que nous avons donnée (équation 3.12), 'influence sur un macro-état s’ permet de calculer la
contribution de la récompense en tout macro-état s sur la fonction de valeur en s’ :

(o
(e = 2V &)
OR(s,7*(3))
De maniére équivalente (cf. propriétés caractéristiques de l'influence), l'influence est aussi la
somme pondérée des probabilités si le systéme suit la politique optimale en partant de ce méme
macro-état s'.

La figure 3.7 montre I'influence sur un macro-état s’. Pour le probléme de navigation, s’ est le
macro-état qui contient le vrai état (z,y) = (2, 3). Pour la voiture sur la colline, s’ est le macro-
état qui contient le vrai état (z,v) = (0,0). Dans les deux cas, on voit que la zone de l’espace
d’états qui a le plus d’influence sur le point de départ s’ correspond a la zone but. C’est assez
logique : dans ces deux problémes, ’exécution du plan optimal va amener le systéme & atteindre
la zone but et & y rester. Si on changeait la valeur du but, cela changerait la valeur le long de
la trajectoire optimale. L’interprétation de 'influence en terme de probabilité de présence dans
le futur lorsque le systéme part de s’ est aussi assez claire : On distingue sous forme de trace la
trajectoire de la politique 7* qui améne le systéme jusqu’a la zone but.

3.2.2 Influence pondérée
Définition

La notion d’influence permet de considérer la dépendance entre un macro-état et tous les
autres (relation 1 ¢+ n). Les auteurs de [Munos et Moore, 2000] proposent d’étendre la no-
tion d’influence sur un état & celle d’influence sur un ensemble d’états. Cette notion permet de
considérer les dépendances entre plusieurs macro-états et tous les autres (relation n <> n) :

Définition 6 (Influence sur un ensemble)
Soit A C S un ensemble d’états. Linfluence de ’état s € S sur A est :

Ir(s|4) = Y %Z((Z')) (3.16)

s'eA

Nous proposons d’aller un peu plus loin en définissant d'une maniére plus générale la notion
d’influence pondérée :

Définition 7 (Influence pondérée)
Soit une fonction de pondération sur lespace d’états w : S — IR telle que Y w(s) < oo. Alors
Uinfluence d’un état s pondérée par w est :

Tr(shw) = 3 88:;((2')) w(s') = 3 Fr(s]s") (s

s'eS s'eS
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Position initiale

Position initiale

Fia. 3.7: Influence sur la position

contribue au calcul de la fonction de valeur en un état donné ; elle mesure également la probabilité de

dans le futur sachant que le syst
au probléme “navigation continue”. Le bas correspond au probléme “voiture sur la colline”. A gauche nous

2

présence

avons tracé influence sur I’état “position initiale”. A droite, nous avons lancé des trajectoires partant de

cet état. On observe le lien entre le faisceau des trajectoires et la répartition de influence.
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Il s’agit bien d’une notion plus générale : I'influence sur un ensemble A C S est 'influence
pondérée oil le poids w : § — IR est la fonction indicatrice de 'ensemble A4 (w(s) =1 s€ A
et w(s) = 0 sinon). Nous utiliserons cette notion dans la prochaine section.

Propriétés
Les propriétés de I'influence sur un état s’étendent ainsi & ’influence selon une pondération :

1. Notons (St)(te]N) la chaine de Markov définie & partir de T'. Alors on a :
o0
Ip(slw) = Z Z’yt.p(st = slsg = s').w(s’) (3.17)
s' t=0
2. L’influence selon une pondération vérifie I’équation récursive suivante :

Vs €S, Ir(slw) = w(s) + 1. ZT(s", 8). I (s"|w)

sl

3. Soit I(®) une fonction quelconque sur S. Alors 'influence selon la pondération w est I'unique
limite de la suite (I (n))(nE]N) définie par la relation de récurrence suivante :

Vs €8, I (s) = w(s) +7. ) T(s",5).I™(s") (3.19)

Preuves : Les deux premiéres propriétés découlent des résultats concernant l’influence sur un
état et le fait que :

Ip(slw) = > Ip(s|s').w(s')

s'esS

1. Pour tout s € S :

Ir(s|lw) = Z Ir(s|s")w(s") = Z Ir(s|s")w(s") = Z (Z (st = s|sg = s')) w(s’) O

s'eS s'eS s'eS
2. Pour tout s € S :

Ip(slw) = ZIT(3|3').w(s') (3.20)

s'eS

= Y (5 + 7. ZT(S",S).IT(S"|S')) aw(s') (3.21)
s'eS s

= Z 8,5 w(s") + 1. ZT(s",s). (Z IT(s"|s').w(s')> (3.22)
s'esS s s'eS

= w(s) +7. Y_T(s",8).Ir(s"|w) O (3.23)

3”
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3. La démonstration de la derniére propriété est analogue & celle concernant l’influence sur
un état (voir annexe A). L’équation 3.19 est une contraction si on utilise la norme ||f||; =

Y ses |f(s)]- En effet :

™D —Ip(w)lls = Y |y D> T(s", ). (I (s") — In(s"|w)) (3.24)
SES s’

— .57 s). ‘I(")(s") . IT(s"|w)‘ (3.25)

= 1™ = Ip () (3.26)

La suite (I(n))(ne]N) a donc une unique solution qui est Ir(.|w). ¢

Illustration

Considérons les deux problémes avec lesquels nous avons illustré la notion d’influence sur
un point : la navigation continue et la voiture sur la colline. Si nous considérons cette fois-ci
que le systéme a une probabilité de présence initiale homogéne sur I’espace d’états S, 'influence
pondérée par cette distribution permet de mesurer :

— La contribution de la récompense en un macro-état a la fonction de valeur toute entiére. En

effet, 'influence pondérée par une distribution homogéne est par définition proportionnelle
L 95 VT ()
dR(3,7*(3))
— La somme pondérée des probabilités de présence en chaque macro-état lorsqu’on a une
probabilité de présence initiale homogéne dans S.

La figure 3.8 illustre le calcul de I'influence pondérée par une distribution homogéne pour les

deux PDM que considérons dans cette partie.

3.3 Réduction de ’erreur d’approximation

Une bonne agrégation est une agrégation qui induit une petite erreur d’approximation. Pour
diminuer ’erreur d’approximation initiale d'un PDM approché, la relation entre erreur d’ap-
proximation et erreur d’interpolation locale (équation 3.9 page 65) suggére de diminuer 'erreur
d’interpolation locale. Diminuer ’erreur d’interpolation locale requiert souvent d’augmenter le
nombre d’états du PDM. Comme le nombre d’états est un facteur crucial (pour conserver en
particulier les propriétés présentées dans la partie précédente), une approche consiste & augmen-
ter la précision de maniére variable, c’est-a-dire seulement 14 ou cela permet de diminuer le plus
I'erreur initiale.

Déterminer les macro-états pour lesquels on a le plus intérét & diminuer ’erreur d’interpo-
lation afin de globalement diminuer I'erreur d’approximation nous pousse & nous intéresser a la
quantité suivante :

0Bjpy _ -~ OBl

OBm(3) 5= OEm(®) (50 € /)

En effet, si on diminue l’erreur d’interpolation en § de la quantité AFE;;,;(5), 'erreur d’approxi-
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Fia. 3.8: Influence pondérée sur une distribution homogéne. L’influence pondérée par une dis-
tribution homogeéne dit combien la récompense en tout état contribue au calcul de la fonction de valeur
pour ’ensemble des états ; elle mesure également la probabilité de présence dans le futur sachant que
le systéme a une position initiale aléatoire. Le haut de cette figure correspond au probléme “navigation
continue”. Le bas correspond au probléme “voiture sur la colline”. A gauche nous avons tracé I'influence.
A droite, nous avons lancé des trajectoires partant de positions initiales aléatoires. On observe le lien
entre le faisceau des trajectoires et la répartition de Pinfluence.
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mation initiale devrait diminuer ainsi :

[ 0
AT, ~ e
OFini(3)

Le concept d’influence pondérée que nous avons présenté dans la section précédente permet de
calculer la dérivée partielle de cette équation. C’est ce que nous détaillons dans ce qui suit.

L’équation 3.9 page 65 montre que le calcul d’une borne supérieure de ’erreur d’approxima-
tion correspond a la propagation maximale de I’erreur d’interpolation. Pour tout macro-état s,
notons e, (3) 'action qui propage cette erreur au maximum :

AE;n(s)

Terr (8) = arg max | . Z T(s,a,s").Eqpp(s')

s
Alors, I’équation 3.9 devient :

Bapp(3) = 7. > T(5, err (3), 5') - Bapp (5') + it ()
S’

Finalement, 1’équation 3.3 et la définition de I'influence pondérée (équation 3.16) nous per-
mettent de conclure :

OE)
g (@)
6Eint(3) err
(3,5") = T'(5, Terr (5), 8') et pO(3) = p(so € 3).
L’intérét de diminuer 'erreur d’interpolation en un macro-état s se mesure donc a ’aide de
I'influence correspondant & 1’équation de Bellman du flux d’erreur pondérée par les conditions

initiales. Plus précisément, le gain escompté sur ’erreur d’approximation initiale lorsqu’on fait
diminuer ’erreur d’interpolation d’un point de AFE;,;(s) est :

avec T,

Terr

ABggp = Iz (Gp®)AFm(3) (3:27)
Cette derniére quantité peut étre utilisée pour décider comment faire évoluer 'agrégation d’un
PDM. Si on décrit plus finement certaines zones de ’espace, ou au contraire si on les rend plus
grossiéres, on peut estimer "impact que cela va avoir sur l'erreur d’interpolation et donc aussi
sur ’erreur d’approximation initiale. Nous aurons donc intérét & découper les zones de 1’espace
qui font le plus diminuer l'erreur d’approximation. De maniére symétrique, nous pourrons nous
permettre de rendre grossiéres des zones qui augmentent le moins ’erreur d’approximation.

Illustration

Considérons de nouveau les deux PDM modélisant les problémes “navigation continue” et
“voiture sur la colline”. Les figures 3.9 et 3.10 illustrent la dérivée de l'erreur d’approximation

par rapport & l'erreur d’interpolation et la diminution de l’erreur d’approximation si 1’erreur
_Eint(g))
5=).

d’interpolation était diminuée de moitié (c’est-a-dire pour AE;;(8) = Les zones de
I'espace d’états pour lesquelles on observe des valeurs élevées de diminution potentielle sont des
zones ot il faudrait réduire en priorité 'erreur d’interpolation. Ceci pourrait par exemple se faire
en discrétisant de maniére plus précise ces zones.
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AR AR

dE/de Critere zpec.

FiG. 3.9: Zones dont ’erreur d’interpolation influence le plus ’erreur d’approximation et
zones a “désagréger en priorité” pour le probléme “navigation continue”. A gauche, les zones
ayant une valeur élevée sont celles ot ’erreur d’interpolation contribue le plus a ’erreur d’approximation.
A droite, les zones ayant une valeur élevée sont celles qui pourraient le plus faire diminuer 'erreur

d’approximation ; ce sont donc des zones pour lesquelles il serait trés intéressant de rendre ’agrégation
plus détaillée.

dE/de

Critere 3Spec.

FiG. 3.10: Zones dont ’erreur d’interpolation influence le plus ’erreur d’approximation et

zones a “désagréger en priorité” pour le probléme “voiture sur la colline”. Voir les commentaires
de la figure 3.9.
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Résumé du chapitre

Ce chapitre nous a permis d’étudier de maniére théorique ’approximation d’'un PDM 4 I'aide
d’une méthode de type agrégation d’états.

Dans un premier temps, nous avons montré comment calculer une borne supérieure de ’erreur
commise sur la fonction de valeur optimale lorsqu’on utilise une approximation par agrégation
d’états. Cette borne est caractérisée par une équation de Bellman analogue a 1’équation qui
caractérise la fonction de valeur optimale dans le PDM agrégé. Ensuite, nous avons introduit
les notions d’influence et d’influence pondérée. Elles permettent de mesurer des relations de
dépendance entre états pour des calculs du type équation de Bellman. Finalement, nous avons
montré comment la notion d’influence pondérée permet de déterminer les zones critiques de
I'espace d’états, c’est-a-dire les zones agrégées qui engendrent le plus d’erreur. Dans ’optique ol
I'on souhaiterait diminuer ’erreur d’approximation, ce sont ces zones qu’il faudrait “désagréger”
en priorité. Cette idée sera illustrée en détail dans le prochain chapitre.

La méthodologie que nous avons présentée est fortement inspirée de celle décrite dans [Munos
et Moore, 2000]. Les contributions nouvelles sont les suivantes :

— Nous avons adapté la démarche générale d’analyse de l'erreur d’approximation au cas
particulier de I'agrégation d’états ; en particulier, nous avons montré que le calcul d'une
borne supérieure de ’erreur d’approximation est du méme ordre de complexité que le calcul
de la fonction de valeur optimale dans le modéle approché.

— Nous avons introduit le concept d’influence pondérée qui est une généralisation de l'in-
fluence sur un ensemble (initialement introduit dans [Munos et Moore, 2002]). L’influence
pondérée donne un peu plus de flexibitilité pour mesurer les relations de dépendance dans
un PDM.
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Chapitre 4

Amélioration itérative d’une
approximation par agrégation :
expériences

Le chapitre précédent nous a montré comment faire le lien entre I’erreur de description locale
d’'un PDM agrégé et U'erreur sur le calcul de la fonction de valeur optimale. Nous avons en
particulier montré comment déterminer les zones critiques d’une agrégation, c’est-a-dire les zones
qui générent le plus d’erreur dans le calcul de la fonction de valeur optimale.

Ce chapitre propose d’exploiter pratiquement ce genre d’informations pour améliorer ité-
rativement l'agrégation d’'un PDM. Nous allons étudier expérimentalement trois cas pratiques
d’amélioration que nous appelons respectivement spécialisation, généralisation et apprentissage.
Ces trois cas correspondent aux modifications suivantes :

— Spécialisation : on complexifie 'agrégation (on augmente le nombre des états) afin que la

qualité augmente le plus vite possible ;

— Généralisation : on simplifie ’agrégation (on diminue le nombre d’états) de sorte & mini-

miser la perte de qualité du modéle ;

— Apprentissage : on modifie 'agrégation en maintenant sa complexité constante ; 'objectif

est ici d’améliorer la qualité de I’approximation tout en gardant constant le nombre d’états.
Le dernier procédé, “apprentissage”, est particuliérement intéressant : il montre comment faire
évoluer une agrégation & ressources et complexité constantes.

Nous commencons par présenter le cadre général dans lequel nous allons expérimenter 1’amé-
lioration de ’agrégation : nous décrivons une technique d’agrégation d’espaces continus et dé-
taillons le protocole expérimental que nous utilisons. Nous étudions expérimentalement la spé-
cialisation, la généralisation et 1’apprentissage sur les deux problémes simples que nous avons
considérés dans le chapitre précédent : la “navigation continue” et la “voiture sur la colline”.
Nous proposons ensuite trois heuristiques qui permettent d’augmenter significativement les per-
formances. Finalement, nous montrons que notre approche et les heuristiques s’appliquent effi-
cacement & des problémes d’A /R complexes : nous l'illustrons sur deux problémes de controle
continu et un probléme d’observabilité partielle.

4.1 Description générale du protocole expérimental

Nous allons introduire le protocole expérimental utilisé pour tester I’amélioration d’une agré-
gation. Nous commencons par présenter la technique pour agréger des espaces d’états de trés
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grande taille. Nous montrons ensuite comment nous effectuons l'apprentissage des paramétres
dans la version agrégée du PDM. Enfin, nous détaillons l'algorithme général suivi ainsi que la
maniére dont nous mesurons les performances.

4.1.1 Une technique d’agrégation

La plupart des illustrations que nous allons faire dans ce chapitre considérent que 1’espace
d’états du vrai PDM s’inscrit dans un pavé de Pespace vectoriel IR%. Autrement dit, nous nous
plagons dans le cas ou tout point du vrai espace d’états S a d coordonnées numeériques (z1, .. , Zq)
avec z; € [A;, B;]. Afin de réaliser une agrégation dans un tel espace, nous proposons d’utiliser
un découpage & ’aide d’un arbre, structure connue sous le nom de kd-tree [Friedman et al., 1977].
L’emploi d’une telle structure est usuel pour agréger des PDM inscrits dans des pavés vectoriels.
On en trouve plusieurs exemples dans la littérature!® : [Moore, 1994] [Munos et Moore, 2002]
[Reynolds, 2001] [Nakamura, 1998]. Le principe de 1’agrégation est alors le suivant : la racine
couvre l'espace-pavé tout entier; elle a deux branches qui coupent I’espace en deux selon une
dimension choisie. De maniére récursive, tout nceud couvre une partie de ’espace et ses deux fils
en couvrent deux moitiés. Les feuilles d’un tel arbre constituent alors une partition & résolution
variable de I'espace S. La figure 4.1 illustre sur un cas simple ce procédé.

FiG. 4.1: Exemple de structure en arbre pour discrétiser un espace a 2 dimensions.

4.1.2 Meéthode d’estimation des paramétres

Avoif\ une agrégation en macro-états ne suffit pas pour décrire complétement le modéle ap-
proché M. Il faut aussi connaitre ses parameétres T et R. Pour faire concrétement I’apprentissage
des paramétres, nous nous appuyons sur ce qu'on appelle un modéle générateur [Kearns et al.,
2000]. Ce dernier est un simulateur du probléme qui nous intéresse : pour tout état s € S et
toute action a € A du vrai PDM, le modéle générateur renvoie un échantillon correspondant &
une récompense immeédiate r € IR et un nouvel état s’ € S.

Comme chaque macro-état du modéle agrégé M est un pavé de IR%, nous proposons d’estimer
TetRa partir de n? points répartis de facon homogeéne dans chacun de ces pavés (n positions

81 intérét essentiel de 'organisation en arbre tient au temps relativement rapide (en log du nombre de feuilles
de 'arbre) pour déterminer dans quelle partie se situe un point quelconque de R
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équiréparties selon chaque dimension). A partir de ces points, nous utilisons le modéle générateur
pour évaluer 'effet de chacune des actions. Pour tenir compte du caractére potentiellement
stochastique du probléme, nous proposons de lancer ces expérimentations k fois. Nous avons
donc, pour chaque état et chaque action, un ensemble de k.n? échantillons donnant chacun un
état suivant, et la récompense regue. Nous utilisons ces informations pour calculer des estimations
de T et R. Nous utilisons le méme nombre d’échantillons pour chaque état afin de “connaitre”
tous les états du PDM avec la méme précision. La figure 4.2 illustre ’estimation des paramétres
pour un état d’'un PDM agrégé.

Ce procédé nous permet également de mesurer les variations de R et de T' dans chacun des
macro-états. Rappelons en effet que cette information est nécessaire pour le calcul de ’erreur
d’interpolation locale (voir section 3.1.2).

R

Action 1
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*é/@ Action 2

0 2 3

FiaG. 4.2: Estimation des paramétres pour un PDM a 2 actions. Il s’agit d’un espace & d = 2
dimensions. Dans chaque état, on prend n x n points (ici n = 2) répartis de maniére homogéne selon
les d dimensions. Pour chacun de ces points, on simule les actions et on obtient des échantillons (état,
action, état suivant, récompense). On utilise ces échantillons pour avoir des estimations de f, ﬁ, AR et
AT (voir section 3.1.2 page 65). Dans ’exemple présenté ici, nous avons numeéroté les états de 0 & 3, et
nous avons les échantillons suivants : (s2,a1, So), (2, a1,50), (82,a1,82), (82,01, 82)... et on en déduit par
exemple f(sz,al,so) =0.5et f(SQ,UQ, s1) = 0.25

4.1.3 Etude de I’évolution de I’agrégation

Nous évaluons expérimentalement la mise & jour de l'agrégation sur plusieurs problémes.
Nous considérons les deux exemples de PDM que nous avons présentés au début de ce chapitre :

— la navigation continue,

— la voiture sur la colline.

Pour chacun de ces deux problémes, nous considérons deux types de conditions initiales :

— départ unique : une position initiale particuliére,

— départ aléatoire : une distribution homogéne de points de départ sur l'espace d’états.
Nous avons donc au total quatre problémes. Pour chacun d’entre eux 1’étude des modifications
d’agrégation sont étudiées & 1'aide de I’algorithme itératif et générique 4.1. A chaque itération
de cet algorithme, nous évaluons les plans optimaux approximatifs & ’aide de 500 trajectoires
de 500 pas de temps simulées & ’aide du modeéle générateur. Sur chacune de ces trajectoires, on

. o . 499
mesure les performances en faisant la somme pondérée des récompenses : Y ,—q Y.
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Algorithme 4.1 Algorithme générique pour la mise & jour d’une agrégation
Initialisation
On définit une agrégation initiale réguliére découpant 1’espace d’états en zones de tailles égales.
Itérations
Estimer f, ﬁ, AR et AT en utilisant le modeéle générateur (paramétres kK = 3 et n = 5).
Calculer la politique optimale & l'aide de l’algorithme Value Iteration. (parameétres S = 0.99
et e = 107%)
Calculer la borne supérieure de ’erreur d’interpolation
Calculer la borne supérieure de 'erreur d’approximation (cf. section 3.1.2)
Calculer la dérivée de l'erreur d’approximation par rapport a l’erreur d’interpolation (cf. section
3.3).
En déduire une nouvelle agrégation (selon le cas “spécialisation” “généralisation” ou “appren-
tissage”, voir section 4.2.1 ou 4.2.2 ou 4.2.3 )

4.2 Premiers résultats empiriques

Nous détaillons & présent les trois processus que nous avons testés. Nous considérons suc-
cessivement la spécialisation (on ajoute des états), la généralisation (on enléve des états) et
lapprentissage (on ajoute et on enléve des états).

4.2.1 Procédé de spécialisation

Pour augmenter la précision du modéle, nous commencons par nous intéresser au cas oll nous
augmentons le nombre d’états. Itération aprés itération, nous choisissons une proportion des
états du modéle courant et les divisons en deux nouveaux états. Si l'on regarde ’arbre qui définit
I’agrégation, diviser un état consiste & lui ajouter deux fils. Nous supposons, pour simplifier,
que la division d’un état permet de diminuer sa borne d’erreur d’interpolation d’une quantité
proportionnelle & la borne courante :

AEin(8) o< —Eimn(3)

Alors I'équation 3.27 nous permet de décider quels états nous avons le plus intérét & diviser :
ce sont ceux pour qui I (s]p).Eini(s) a les plus grandes valeurs. Dans les expériences que

ETT

nous avons menées, nous avons divisé a chaque itération les 10% des états qui ont le plus grand
score.

La figure 4.3 montre les premiéres étapes de la spécialisation dans le PDM navigation conti-
nue. La figure 4.4 montre des agrégations obtenues pour les deux PDM avec départ aléatoire.

Pour juger de l'intérét du procédé de spécialisation, nous avons comparé les performances
avec celles obtenues pour des grilles homogénes réguliéres de plusieurs tailles : 274 pour n > 2. La
figure 4.5 illustre, pour chacun des quatre problémes que nous avons considérés les performances
en fonction du nombre d’états. Dans trois cas sur quatre, les performances que nous obtenons
atteignent nettement plus rapidement ce qui apparalt comme la performance optimale. Le seul
cas pour lequel l'utilisation du critére n’est pas concluante est le PDM navigation continue avec
départ connu.

4.2.2 Procédé de généralisation

La relation entre erreur d’interpolation et erreur d’approximation permet également de s’in-
téresser au probléme de diminuer le nombre d’états d’'un PDM en minimisant la perte des perfor-
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Fi1G. 4.3: Evolution de l’agrégation du PDM navigation continue par spécialisations suc-
cessives. Les trois schémas ci-dessus représentent les agrégations de 'espace d’états aux trois premiéres
itérations du processus de spécialisation. A chaque itérations le nombre d’états augmente de 10%. Le choix
des zones ot ’on rend plus précise I’agrégation est motivé par I’amélioration globale des performances.

S ==

=R

i
-
Il

i
il
IR nT e

P aE
H
i

7
| ‘ }
i mﬁﬁmm&gﬁ

FiG. 4.4: Agrégations obtenues aprés spécialisation pour les problémes “Navigation conti-
nue” et “Voiture sur la colline”. Ces figures représentent les agrégations obtenues aprés un grand
nombre d’itérations du processus de spécialisation. Dans les deux cas, on observe que la répartition des
ressources n’est pas homogéne mais adaptée a la dynamique du probléme. Sur le probléme de “naviga-
tion continue” (& gauche) qui est le plus intuitivement interprétable, on peut voir que les ressources se
concentrent dans les zones ou la dynamique varie le plus (prés des murs).
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F1a. 4.5: Evolution des performances pendant le processus de spécialisation. Ces figures com-
parent, pour les quatre problémes considérés, I’évolution des performances quand on augmente la précision
de 'agrégation aux endroits déterminés par le processus de spécialisation (courbe notée “borne”), et quand
on augmente la précision de maniére homogeéne (dans tous les états a chaque itération, courbe notée “grille
réguliere”). L’ordonnée représente les performances et I’abscisse le nombre d’états. On observe que dans
trois cas sur quatre, les agrégations (non-réguliéres) successives obtenues par le processus de spécialisation
aménent plus rapidement de bonnes performances. L’utilisation d’une agrégation non-réguliére adaptée
est alors profitable.
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FiG. 4.6: Evolution des performances pendant le processus de généralisation. Ces figures

comparent, pour les quatre problémes considérés, I’évolution des performances quand on diminue la
précision de I’agrégation aux endroits déterminés par le processus de généralisation (courbe notée “borne”),
et quand on diminue cette précision de maniére aléatoire (courbe notée “aléatoire”). L’ordonnée représente
les performances et ’abscisse le nombre d’états. Au début du processus le nombre d’états est maximal.
Petit & petit, le nombre d’états diminue et les performances également (I’évolution du processus se fait
de droite & gauche). On observe que dans 'un des cas (“navigation continue” avec départ connu) le choix
des états est pertinent : les performances se maintiennent significativement plus longtemps.

mances alors qu’on supprime des ressources. Ceci a un intérét fonctionnel particulier : diminuer
la complexité de calcul de la politique optimale pour ce modéle.

Avec I'agrégation de ’espace représentée sous forme d’arbre, nous proposons de diminuer le
nombre des états en “coupant deux feuilles” ayant un méme pére, ou encore (cela revient au
méme) en fusionnant des états. Comme pour la spécialisation, nous faisons une hypothése sur
Ueffet que cela va avoir sur l'erreur d’interpolation. Nous supposons que le fait de fusionner
les feuilles 81 et $3 aura pour effet d’augmenter leurs erreurs d’interpolation respectives d'une
quantité qui est proportionnelle & cette erreur

Vi € {1,2}, AEini(si) o Eing(s;)

L’équation 3.27 nous dit alors que l'intérét a priori de fusionner deux feuilles s1 et so est inver-
sement proportionnel a la quantité Iz (s[p(9). Eini ().
Nous avons utilisé cette quantité pour faire progressivement diminuer le nombre d’états (jus-

qu’a un état). Nous comparons ceci & une fusion aléatoire des feuilles. La figure 4.6 illustre
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I’évolution des performances au fur et 4 mesure qu’on enléve des états. On observe que dans trois
cas sur quatre, l'utilisation du critére de choix n’améne pas & une baisse significativement plus
lente des performances qu’une fusion aléatoire.

4.2.3 Procédé d’apprentissage

Augmenter par spécialisation le nombre d’états permet d’avoir une meilleure précision. Dimi-
nuer par généralisation le nombre d’états permet de diminuer la complexité. La derniére forme
d’expérimentation que nous appelons apprentissage propose d’utiliser conjointement les deux
mises & jour de ’agrégation que nous venons de présenter. En alternant une phase de spéciali-
sation avec une phase de généralisation, nous pouvons faire varier I’agrégation sans changer le
nombre d’états du modele. Sous contrainte de la taille du PDM approché et donc de sa com-
plexité, nous faisons varier 'agrégation en vue d’obtenir une meilleure approximation.

La figure 4.7 illustre 1’évolution des performances pour les quatre problémes. Le nombre
d’états ne variant pas, c’est une donnée qu’il faut définir a priori. Les deux PDM de navigation
continue sont testés avec 64 et 256 états. Les deux PDM de voiture sur la colline sont eux testés
avec 256 et 1024 états. A chaque étape de 'apprentissage, nous avons mis a jour 10% des états.
Contrairement aux attentes, on observe que dans la plupart des cas, les performances stagnent
voire méme diminuent.

4.2.4 Discussion

Les résultats expérimentaux que nous venons de présenter ne sont pas complétement satis-

faisants. Il existe plusieurs raisons pour expliquer le manque de performances. En voici deux :

— Discontinuité des fonctions T" et R : L’erreur d’interpolation dans un macro-état dépend de
la variation des parameétres R et T'. Dans les exemples que nous avons illustrés, il y a plu-
sieurs zones de l'espace d’états ou ces fonctions admettent des discontinuités. L’existence de
ces discontinuités fait qu'il est difficile de diminuer ’erreur d’interpolation locale des états
qui les représente. Le processus de diminution de l’erreur fait que ces zones de discontinuité
font perdre beaucoup de ressources sans forcément diminuer 'erreur d’approximation. Une
fagon de remédier a ce probléme serait d’utiliser un cadre d’approximation qui gére mieux
les problémes de discontinuité que celui que nous avons utilisé (arbre).

— Mesure pessimiste de ’erreur d’approximation : nous utilisons des bornes supérieures de
toutes les erreurs que nous considérons, c’est-a-dire des mesures pessimistes. A cause de
cette surestimation de l'erreur, certaines zones du vrai espace d’états recquiérent via nos
processus d’adaptation de l'agrégation beaucoup de ressources, ressources qui ne sont fi-
nalement pas toujours nécessaires pour approcher la vraie fonction de valeur. La section
suivante propose des solutions pour remédier & ce deuxiéme probléme.

4.3 Proposition d’heuristiques générales optimistes

Cette section va introduire des modifications 1égéres pour pallier les problémes liés & 'esti-
mation pessimiste de 'erreur d’approximation. Il est important de noter que ces modifications
sont générales, dans le sens ou elles ne sont spécifiques ni & un probléme particulier, ni & un
procédé d’agrégation. Nous allons voir que ces légéres modifications permettent d’améliorer si-
gnificativement les performances. Ceci validera 1'idée que le caractére pessimiste de ’estimation
jouait un role négatif important dans le procédé d’apprentissage que nous venons de présenter.
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FiG. 4.7: Evolution des performances pendant le processus d’apprentissage. Ces graphiques
représentent, ’évolution des performances quand on utilise successivement les processus de spécialisation
et de généralisation décrits précédemment. A chaque itération, on diminue la précision de certaines zones
de D’espace d’états et on augmente la précision d’autres zones. Itération aprés itération, la forme de
I’agrégation évolue bien que le nombre d’états reste constant. L’évolution des performances que l’on
peut observer globalement est contraire & ce que 1’on pouvait espérer (voir le texte et en particulier le
paragraphe discussion pour une analyse de ce manque de performances).
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En particulier, ceci nous permettra d’obtenir de bonnes performances sans changer de procédé
d’agrégation (agrégation sous forme d’arbre).

Nous proposons d’introduire des heuristiques optimistes originales qui ont pour objectif de
pallier pratiquement le manque de performances relevé précédemment. Nous disons de ces heu-
ristiques qu’elles sont optimistes dans la mesure oil elles exploitent la politique calculée & partir
de I'agrégation courante 7* pour dériver des approximations de bornes plus étroites de ’erreur
d’approximation. Les nombreux résultats expérimentaux que nous présentons plus loin seront
leur principale justification.

Nous allons décrire trois heuristiques. La premiére concerne la mesure de l'erreur d’interpo-
lation. La deuxiéme propose une nouvelle maniére de définir 'erreur d’approximation globale &
partir des erreurs d’approximation locales. La derniére propose une autre mesure de l’erreur d’ap-
proximation locale. Ces heuristiques se fondent toutes sur 1’idée suivante : améliorer la précision
de la politique courante approchée 7* est un premier pas pour s’approcher de la vraie politique
optimale 7*. Nous mesurons expérimentalement l’intérét de ces heuristiques en reprenant les
expériences que nous avons faites précédemment : spécialisation, généralisation et apprentissage
pour les quatre PDM exemples.

4.3.1 Heuristique 1 : Réinjection de ’approximation dans le calcul de ’erreur
d’interpolation pour une agrégation

La borne de ’erreur d’interpolation que nous avons calculée précédemment est relativement

. . . - L . . . . * .

grossiére. En particulier, nous avons utilisé la majoration grossiére suivante |V7T | < %%‘}Y&. Ceci
nous donnait :

—/~\ AP 'Y-Rmaw e~ o~
Emt(sl) = AR(Sl) + 1= ~ . ZAAT(SI’SZ)
55€8
La premiére heuristique propose d’utiliser 1’estimation courante v pour estimer une borne
supérieure de ’erreur d’interpolation. L’erreur d’interpolation devient alors :

Eint(51) = AR(51) +7. Y AT(51,5).V™ (5)

Y

4.3.2 Heuristique 2 : Biais de la zone de diminution de ’erreur

Dans la définition de l'erreur d’approximation initiale & partir de ’erreur d’approximation
locale (voir équation 3.3 page 62), nous utilisons uniquement les conditions initiales pour pondérer
les différentes zones de l’espace d’états. Dans la mesure ol le modéle approché nous permet de
calculer un plan approximatif ?, il nous permet également d’avoir une idée sur la probabilité
de présence en chaque état pour t = 0,1, 2, etc.... L’heuristique que nous proposons ci-dessous
consiste & donner a chaque zone de ’espace d’états un poids proportionnel & la probabilité de
présence sur le long terme et pas uniquement & ¢ = 0. Nous proposons de substituer une erreur
d’approximation que nous qualifions d’erreur a long terme :

Définition 8 (Erreur d’approximation a long terme)
L’erreur d’approzimation a long terme tient compte de la probabilité de présence dans les macro-
états dans le futur si on suit la politique optimale approximative ™

Eipy) =D Eapp(3)07 ()
S
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prE) ==Y 7 pE =5 =7
t=0
est la probabilité moyenne pondérée de présence en chaque macro-état s si on suit la politique 7.

Une autre fagon de présenter cette heuristique est de dire qu’elle consiste a biaiser les zones dans
lesquelles on diminue ’erreur d’approximation en utilisant la politique approchée courante.

La probabilité pondérée p™ de présence en chaque état s dans le futur se calcule a I'aide de
la notion d’influence pondérée introduite section 3.2.2. Si on note Tz« (S, s ) =T(s,7(3), ;’), les
caractéristiques de 'influence pondérée (équation 3.17 page 74) nous permettent de dire

~x%

p"(3) = (1—9)Ir.. G1p')

4.3.3 Heuristique 3 : Biais du flux d’erreur

Au lieu de proposer de diminuer U'erreur entre la vraie fonction de valeur et la fonction de
valeur approchée, la derniére heuristique que nous décrivons propose de commencer par augmen-
ter la précision de la fonction de valeur approchée de la politique optimale approchée courante.
Nous nous intéressons en effet & une autre définition de l'erreur d’approximation locale :

Définition 9 (Erreur d’approximation locale optimiste)

L’erreur d’approximation locale optimiste est l'erreur entre la vraie fonction de wvaleur de la
politiqgue optimale approximative et la fonction de wvaleur approchée de la politique optimale
approximative :

Bup(3) = V7' (3) = V7 (3)|
Dans ce cas, la relation qui lie 'erreur d’approximation & 'erreur d’interpolation est la suivante :

~

app =-. ZT a I) Eapp(sl) + %(3‘\) (4'1)

L’erreur d’approximation se déduit donc de ’erreur d’interpolation comme la fonction de valeur
se déduit a partir de sa politique : par propagation selon la politique. Dans le calcul rigoureux,
nous avions la définition suivante (voir équation 3.3 page 77) :

~
!

app =7- Z T S 7Terr 7 I) Eapp(s ) + Emt(é\)

L’erreur d’approximation se déduisait par propagation pessimiste de ’erreur d’interpolation.
Cette propagation pessimiste est caractérisée par la politique ... L’équation 4.1 consiste pour
sa part & propager ’erreur d’interpolation selon la politique approximative courante ™. Ainsi,
une maniére équivalente de présenter cette troisiéme heuristique est de la voir comme un biais du
flux d’erreur pour le calcul de I’erreur d’approximation : cela revient en effet & prendre mep = ™.

4.3.4 Evaluation expérimentale des heuristiques

Dans les pages qui suivent, nous présentons les résultats expérimentaux obtenus pour ces
trois heuristiques que nous nommons respectivement hl, h2 et h3. Nous présentons également
les résultats que nous avons obtenus avec leur utilisation simultanée : h1h2h3.

La figure 4.8 correspond aux expériences de spécialisation. La figure 4.9 présente les résultats
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F1G. 4.8: Evaluation des heuristiques pour le processus de spécialisation. Voir les commentaires
concernant ces courbes dans le texte.
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F1G. 4.9: Evaluation des heuristiques pour le processus de généralisation. Voir les commentaires

concernant ces courbes dans le texte.
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Fi1aG. 4.10: Evaluation des heuristiques pour le processus d’apprentissage. Voir les commentaires
concernant ces courbes dans le texte.
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des expériences de généralisation. Finalement la figure 4.10 montre 'influence des heuristiques
pour 'apprentissage. D’une maniére générale, les heuristiques aménent une amélioration signifi-
cative des performances. Afin de comparer leurs capacités respectives, nous proposons de résumer
les résultats sous la forme de tableaux.

Spécialisation Le premier tableau correspond aux expériences de spécialisation. Il propose un
palmarés des trois meilleures heuristiques pour la spécialisation. Pour effectivement classer les
heuristiques, nous disons que la qualité d’une heuristique est d’autant plus grande qu’elle permet
d’atteindre 90% des performances optimales rapidement (c’est-a-dire avec le plus petit nombre
d’états).

‘ H Navig. départ al. ‘ Navig. départ connu ‘ Voiture départ al. ‘ Voiture départ connu ‘

1ere h3 h1h2h3 h3 h3
2eme h2 h3 h2 h1h2h3
3eme h1h2h3 h2 h1h2h3 -

Il apparait que c’est 'heuristique h3 qui présente globalement les meilleures performances
pour la spécialisation. Pour les quatre PDM elle permet d’obtenir les performances optimales
significativement plus rapidement que la référence (grille réguliére). L'utilisation simultanée des
3 heuristiques donne également de bons résultats.

La figure 4.11 illustre des agrégations obtenues & ’aide de I'heuristique A3

Généralisation Considérons a présent les résultats obtenus pour les expériences de générali-
sation. Nous proposons de nouveau un palmares des heuristiques : plus une heuristique permet
de maintenir longtemps les performances au-dessus des 50% de ’optimal et plus elle est de bonne
qualité.

‘ H Navig. départ al. ‘ Navig. départ connu ‘ Voiture départ al. ‘ Voiture départ connu ‘

1¢ere h3 h1h2h3 h1h2h3 h3
2eme h1h2h3 h2 h3 h1h2h3
3eme hl h3 hl hl

Il semble ici que les heuristiques h1h2h3 et h3 se valent globalement. Si l'on regarde de plus
prés les graphiques de la figure 4.9, on remarque que ces deux heuristiques sont significativement
meilleures que toutes les autres : elles maintiennent les performances beaucoup plus longtemps.

Apprentissage Pour 'apprentissage enfin, I’analyse est un peu plus complexe. On constate

globalement que selon les problémes et le nombre d’états, il y a deux grandes formes de résultats :

— Pour les problémes { Navigation départ aléatoire 64 états; Navigation départ connu 64

états ; Voiture sur la colline départ aléatoire 256 états; Voiture sur la colline départ connu

256 états; Voiture sur la colline départ connu 1024 états } on observe une ou plusieurs

augmentations des performances. Voici un classement des conditions expérimentales selon
I’ampleur de ’augmentation :

\ | Navig. al. 64 | Navig. c. 64 | Voiture al. 256 | Voiture c. 256 | Voiture c. 1024 |

1ere h1h2h3 h1h2h3 h1h2h3 h1h2h3 h3
2eme h2 h2 - h2 0
geme h3 h3 - - hl
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FiG. 4.11: Exemples d’agrégations obtenues aprés spécialisation pour le probléme “naviga-
tion continue”. Nous avons reproduit les agrégations a résolution variable obtenues & 1’aide du processus
de spécialisation quand on utilise ’heuristique h3. Les dessins de gauche correspondent & un départ unique
(dans le coin bas-gauche), les dessins de droite & un départ aléatoire. Les dessins du haut comporte environ
200 états tandis que ceux du bas en ont un millier. On observe qualitativement que cette spécialisation
détaille les zones de ’environnement qui seront effectivement rencontrées par 1’agent pendant 1’utilisation
de la politique optimale. Il est particuliérement intéressant de voir dans le dessin en bas a droite que les
zones cruciales (prés des murs et des coins) sont trés détaillées.
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Fia. 4.12: Exemples d’agrégations obtenues aprés spécialisation pour le probléme ‘“voiture
sur la colline”. Ces agrégations a résolution variable sont obtenues & ’aide du processus de spécialisation
quand on utilise I’heuristique h3. Les dessins de gauche correspondent & un départ unique (vitesse nulle
et position centrale), les dessins de droite & un départ aléatoire. On observe dans les agrégations a
départ unique que la fonction de valeur optimale est particuliérement bien décrite autour de la trajectoire
optimale.
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— Pour les trois autres problémes { Navigation départ aléatoire 256 états ; Navigation départ
connu 256 états; Voiture sur la colline départ aléatoire 1024 états }, on n’a pas d’augmen-
tation significative des performances. Ceci s’explique par le fait que l'agrégation initiale
est déja de bonne qualité (les performances commencent prés de 'optimal et ne peuvent
par conséquent pas augmenter). Sans les heuristiques, nous avons observé que les perfor-
mances pouvaient chuter. Certaines heuristiques que nous avons introduites permettent
de les maintenir. Voici un tableau qui montre les heuristiques qui assurent au mieux ce

maintien :

\ | Navig. al. 256 | Navig. c. | Voiture al. 1024 |
17¢ h3 h2 h2
2eme h1 h1h2h3 h3
geme h1h2h3 h3 h1h2h3

D’une maniére générale, les heuristiques h2, h3 et h1h2h3 donnent de bonnes performances
pour l'apprentissage. On note néanmoins que c’est 1'utilisation simultanée des trois heuristiques
h1h2h3 qui amene le plus souvent les meilleurs résultats. Les figures 4.13 et 4.14 illustrent des
agrégations typiques obtenues par le procédé d’apprentissage en utilisant la combinaison des
heuristiques h1h2h3.

L’utilisation des heuristiques a permis d’améliorer significativement les performances. La suite
de ce chapitre va appronfondir leur étude en considérant des problémes d’A /R plus complexes.

4.4 Application a des problémes d’A /R complexes

Pour confirmer et départager l'utilité des heuristiques que nous avons introduites pour le
procédé d’apprentissage, nous les avons testées sur deux problémes plus difficiles. L’ensemble des
états du premier des PDM que nous décrivons ci-aprés s’inscrit dans un espace de dimension
4 (contre 2 pour les précédents). Le deuxiéme PDM est un probléme ayant une dynamique
discontinue qui met en jeu un probléme d’adaptation de la mémoire des événements passés.
Finalement, nous présentons une application de notre approche & un probléme de controle réel
(tiré de la littérature “robotique mobile”) concernant la conduite d’une voiture devant atteindre
une zone but en contournant un obstacle.

4.4.1 Un probléme de navigation par accélération

Considérons le probléme de navigation continue que nous avons introduit plus tot et suppo-
sons que les actions ne sont pas des déplacements mais des accélérations. A chaque instant, le
robot a une vitesse. Ses actions ne peuvent que moduler cette vitesse afin de le diriger vers la
zone but. L’ensemble des états de ce systéme s’inscrit dans un espace a 4 dimensions : (z,y,Z, )
tels que (z,y) € [0;10]% et (&,7) € [-0.05;0.05]%2. L’amplitude maximale des accélérations selon
les axes x et y est de 0.001. La dynamique de ce probléme peut donc étre décrite par les équations
suivantes :

T z+x
y<y+y

. . R
( z ) - ( z ) +0.001.%5, + 0.0001. by

ol by est un léger bruit sur la commande. Les récompenses sont définies exactement comme
dans le probléme précédent : on donne au systéme une récompense 1 si on atteint la zone but,
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FiG. 4.13: Exemples d’agrégations obtenues par apprentissage pour le probléme “Navigation
continue”. Ces dessins représentent les agrégations obtenues lorsqu’on contraint le nombre d’états (64
états en haut et 256 en bas). Les dessins de gauche correspondent & un départ unique, ceux de droite a
un départ aléatoire.
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FiG. 4.14: Exemples d’agrégations obtenues aprés apprentissage pour le probléme “Voiture
sur la colline”. Ces dessins représentent les agrégations obtenues lorsqu’on contraint le nombre d’états
(256 états en haut et 1024 en bas). Les dessins de gauche correspondent & un départ unique, ceux de
droite & un départ aléatoire.
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FiG. 4.15: Evolution des performances pour le procédé d’apprentissage dans le probléme
“navigation par accélération”.

une récompense —1 lorsque 'on se heurte & un mur et une récompense nulle dans tous les autres
cas.

La figure 4.15 présente les résultats de l'utilisation des heuristiques introduites précédemment
pour le procédé d’apprentissage :

— pour des approximations ayant 1024 et 4096 états,

— pour un départ aléatoire et pour un départ connu
On remarque ici que 'heuristique qui donne les meilleurs résultats est I’heuristique h3 : c’est
celle qui globalement, donne les meilleurs résultats le plus rapidement et qui les maintient le
mieux.

4.4.2 Un probléme d’observabilité partielle

Considérons a présent un probléme de décision ol I’agent ne voit pas directement 1’état dans
lequel il est. II fait des observations o € O qui peuvent étre ambigués'®. L’agent est dans un
labyrinthe et il ne voit que les murs qui I’entourent. Il doit atteindre une zone but particuliére.
On donne au systéme des récompenses qui dépendent de son véritable état qu’il ne peut pas
observer. Un exemple simple est illustré & la figure 4.16. Bien qu’il différe significativement des
problémes de controle continu que nous avons abordés jusqu’ici, ce probléme peut étre vu comme
un PDM. Soit o; € O 'observation pergue par ’agent a 'instant ¢. Si on définit ’espace d’états

19Ce probléme est généralement appelé PDM partiellement observable (PDMPO).
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FiG. 4.16: Un probléme d’observabilité partielle. Un agent est dans un labyrinthe simple. Il peut se
déplacer dans les 4 directions cardinales. Il ne percgoit que les 8 cases adjacentes. Il doit se rendre jusqu’a
une position but particuliére (case B). Certaines positions ambigués compliquent la tache de ’agent :
selon la vraie position de I’agent, les actions optimales peuvent étre différentes.

comme étant ’ensemble des historiques observations/actions :
S ={(09, ag,.-,0n);n > 0}
alors, pour toute action a, ces états vérifient la propriété de Markov :

P((007a07"70n7a70n+1|(00)7(0070'0;01)7--7(007a01"10n)7a) = P((007a07"70n7a70n+1|(007a07--aon)aa)

Ainsi, le probléme qui consiste & agir en se basant sur un ensemble fini d’observations O est dans le
cas général un PDM sur lensemble (infini et dénombrable) des historiques observations/actions.

Nous proposons d’appliquer au probléme de navigation illustré a la figure 4.16 1’approche
de l'agrégation en considérant que les macro-états sont des mémoires finies des derniéres obser-
vations/actions. Par exemple on note (..,a,0) le macro-état qui rassemble tous les historiques
qui ont donné 'observation o aprés que l'action a a été effectuée. On représente ’ensemble des
macro-états d’une telle approximation sous la forme d’arbre n —aires. En haut de I’arbre se situe
une racine. Sous la racine se situent les derniéres observations faites. Les fils des observations
sont les actions qui ont eu lieu juste avant. De méme, les fils des actions sont les observations
faites précédemment. La figure 4.17 donne des exemples simples d’arbres dans un cas ou il n’y a
que 2 observations et 2 actions. Plus on descend dans 'arbre et plus les informations ont eu lieu
il y a longtemps. On remarque qu’il y a bijection entre les feuilles de cet arbre et les macro-états
du PDM approximatif : si on part d’une feuille et si on remonte jusqu’a la racine, on peut lire
les historiques observations/actions qui servent de base au PDM approximatif. La figure 4.17
illustre également comment se transposent les procédés de spécialisation et de généralisation in-
troduits dans les problémes de controle précédents. Faire une spécialisation consiste & développer
les deux fils d’une feuille de ’arbre. Faire une généralisation consiste & supprimer deux feuilles
de cet arbre.

Le probléme de l'apprentissage est le suivant : étant donné un nombre de ressources fixé
a priori pour décrire les historiques (un nombre de feuilles contraint pour l’arbre), faire varier
I’ensemble des historiques (’arbre) sur lequel se base 1’agent de sorte & améliorer les performances.

Nous avons utilisé les trois heuristiques qui donnaient les meilleurs résultats dans les expé-
riences précédentes (h2, h3, h2h3) et les avons testées pour le probléme d’apprentissage avec
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F1G. 4.17: Représentation d’un ensemble d’historiques observations/actions par des arbres.
L’arbre de gauche décrit les 5 macro-états d’'un PDM approximatif : (...,01,a1,01), (...,02,a1,01),
(-ya2,01), (-,a1,02) €t (...,a2,02). On passe de cet arbre a l'arbre du centre en faisant 1’équivalent
d’une spécialisation : on différencie les deux historiques (..., a1,02,a1,01) €t (...,as,02,a1,01) qui étaient
auparavant assimilés & un seul historique (..., 02,a1,01). On passe de I’arbre de gauche a I’arbre de droite
par généralisation : on identifie alors ces deux historiques (..., a1,02) et (...,a2,02) qui deviennent (..., 02).

Apprentissage 1024 etats, Observabilite partielle, Depart aleatoire Apprentissage 4096 etats, Observabilite partielle, Depart aleatoire
12 12

Performance moyenne
(2]

;
Performance moyenne
(2]

;

4+ 4+
2+ 2+
O L L L e O L L L L
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20 25 30
Iterations Iterations

Fia. 4.18: Evolution des performances pour le procédé d’apprentissage dans le probléme
“observabilité partielle”.
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1024 et 4096 macro-états. La figure 4.18 présente 1’évolution des performances. On observe que
I’heuristique h3 donne ici encore les meilleures performances.

4.4.3 Conduite d’un engin de type voiture

Afin de valider I’efficacité de notre approche, et en particulier celle de I’heuristique hg, nous
présentons une derniére application sur un probléme de controle. Contrairement aux exemples
précédents, que ’on peut considérer comme des problémes “jouets”, ce dernier est tiré de la lit-
térature concernant la robotique mobile autonome. Il s’agit d’'un probléme de planification de
chemins pour un robot mobile de type voiture. Le modéle que nous allons détailler est particu-
liérement étudié dans [Scheuer, 1998].

Nous commencons par décrire les caractéristiques cinématiques du véhicule ainsi modélisé.
Ensuite, nous l'intégrons dans un probléme de navigation nécessitant le contournement d’un
obstacle.

Description des contraintes cinématiques

La présentation que nous faisons ici est pour une grande part tirée de [Scheuer, 1998]. Consi-
dérons un robot mobile de type voiture se déplacant sur un terrain plat horizontal. L’état du
robot est caractérisé les parameétres suivants (z,y, 0, k,v,a) (voir la figure 4.19) :

FI1G. 4.19: Un robot mobile de type voiture. Voir la description de la dynamique dans le texte

— z et y sont les coordonnées d’un point de référence R du véhicule (le milieu de I’axe des
roues arriéres)

0 est Vorientation du véhicule, c’est-a-dire ’angle par rapport a I’axe orienté [Ox)

— K est la courbure instantanée (c’est-a-dire l'inverse de son rayon de braquage instantané)
— v est la vitesse du véhicule ;
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— a est 'accélération du véhicule? ;
Si on suppose que ce véhicule ne dérape pas, on peut dériver les lois de la cinématique suivantes
(voir [Scheuer, 1998]) :

‘9—f = wv.cosf
92— ¢.sinf
_5 . (4.2)
% = v.K
avec les contraintes suivantes
|’$| < Kmaz
9k < o
ot = IYmax
v € [—2;5] (43)
a € [—1;2.5]

Kmaz = 0.2 est une contrainte sur la courbure : elle empéche que les roues de la voiture tournent
d’une maniére irréaliste. oyqy; = 0.2 est une borne supérieure de l'orientation des roues : elle
empéche que la voiture ne braque trop brutalement.

Mise sous forme PDM

Nous utilisons le cadre que nous venons de décrire pour proposer un probléme d’A/R. Consi-
dérons que le véhicule que nous venons de décrire s’inscrit dans un environnement de taille
100 x 100 contenant une zone “but”, quatre murs latéraux et un mur a contourner (voir figure
4.20). Nous définissons ’espace d’états comme étant ’ensemble des valeurs possibles (z,y, 0, k, v)
avec (z,y) € [0;100], § € [0;27], k € [—0.2;0.2] et v € [—2;5]. Le contrdle s’applique sur l'accélé-
ration (a € {—1;0;+2.5}) et sur la rotation des roues (Ax € {—0.2;0;40.2}. Ceci définit 3x3 =9
actions. Nous approximons la dynamique décrite plus haut (équations 4.2) en l'intégrant sur un
instant de temps (dt =1) :

Tyl < Ty + V. COS 0;

Y+l Y+ vp.sinby

Vi1 — vrta (4.4)
0t+1 — UV.Kt

Kir1 — K+ Ak

Finalement, nous définissons la fonction récompense comme suit : R(s,a) vaut +1 si s appartient
a la zone but. R(s,a) vaut —1 si l'action a améne la voiture & se cogner contre I'un des murs.
Pour toutes les autres situations, R(s,a) vaut 0.

Nous avons appliqué la technique d’apprentissage décrite dans ce chapitre en considérant
deux types de conditions initiales :

— une position initiale connue (voir figure 4.20)

— une position initiale aléatoire
Nous avons contraint le nombre d’états de ces deux PDM a 4096 états. Nous sommes partis d’un
découpage régulier de l'espace d’états. A chaque itération, ’apprentissage avec 'utilisation de
I’heuristique h3 nous a permis de faire évoluer 'agrégation. Nous avons mesuré les performances
pour chaque itération comme précédemment : en langant 500 trajectoires. L’évolution des per-
formances est illustrée & la figure 4.21. On y observe que bien que le nombre d’états du PDM
reste constant, la mise & jour de l'agrégation permet d’améliorer les performances. La figure
4.22 montre 1’évolution des trajectoires pour la planification avec position initiale aléatoire. On
observe 'amélioration des courbes suivies par le véhicule & partir de 10 positions initiales.

201 ’accélération ne faisait pas partie du modéle décrit dans [Scheuer, 1998].
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murs

zone but

~_ |

Position initiale

n\‘
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Fi1G. 4.20: Environnement du probléme de conduite d’une voiture. Un engin de type voiture
doit atteindre une zone but en évitant de heurter les murs et en contournant un obstacle.

Performance moyenne

Apprentissage 4096 etats, Robotique mobile (dim 5), Depart aleatoire

‘
.
Performance moyenne

40 60 80 100 120 140
Iterations

FiG. 4.21: Evolution des performances pour le
“conduite d’une voiture”.

Apprentissage 4096 etats, Robotique mobile (dim 5), Depart connu
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procédé d’apprentissage dans le probléme
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Fi1G. 4.22: Evolution de dix trajectoires calculées pendant le procédé d’apprentissage.
avons choisi aléatoirement dix conditions initiales (position, orientations) ayant une vitesse nulle. Pour
chacune de ces positions, et pour des itérations successives du procédé d’apprentissage, nous représentons
une trajectoire induite par le suivi de la politique optimale courante. On observe visuellement que la
planification s’améliore : les trajectoires sont de plus en plus courtes et le véhicule se cogne de moins en
moins dans les murs.

Nous
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La méthode d’approximation itérative que nous avons proposée, et en particulier 'utilisation
de I'heuristique hgz, est par conséquent applicable & un probléme difficile comme le controle
d’un véhicule de type voiture. Notre objectif n’était pas tant ici de proposer une alternative
aux approches propres & la robotique mobile, mais plutét de montrer que notre approche, au
demeurant trés générale, avait un potentiel intéressant pour des problémes pointus comme la
robotique mobile.

Résumé du chapitre

Nous avons mis en ceuvre la démarche introduite dans le chapitre précédent pour des pro-
blémes simulés relativement complexes (4 notre connaissance il n’existe pas de mise en ceuvre de
la méthodologie introduite par [Munos et Moore, 2000] publié¢e dans la littérature).

Les premiers résultats nous ont amené & reconsidérer 1’utilisation d’erreurs pessimistes de
I’approximation. Nous avons alors proposé plusieurs heuristiques optimistes qui améliorent pra-
tiquement les performances. L'une d’entre elles (h3), équivalente & un biais de la propagation
d’erreur d’interpolation pour le calcul de ’erreur d’approximation, a produit de bons résultats
pour 'ensemble des problémes que nous avons considérés.

L’utilisation d’une approche unique pour résoudre les multiples problémes que nous avons
présentés suggere que notre approche est générique. Elle s’applique & des problémes d’A /R variés,
allant de problémes de navigation simplifiée & des problémes plus réalistes comme la planification
de trajectoires pour un véhicule de type voiture, en passant par un probléme d’observabilité
partielle mettant en jeu la gestion d’'une mémoire des événements passés.



Conclusion

Nous avons présenté une méthodologie générale pour mesurer ’erreur liée a 'utilisation d’une
approximation par agrégation pour un probléme d’A/R. Elle implique de différencier deux sortes
d’erreur : l'erreur d’interpolation mesure ’approximation des paramétres du PDM agrégé tandis
que l'erreur d’approximation quantifie 'erreur effectivement commise sur la fonction de valeur
optimale. Dans le cas agrégation, le calcul de l'erreur d’approximation est d’une complexité
équivalente & celle du calcul de la fonction de valeur optimale dans le modéle agrégé. L’erreur
d’approximation se déduit par propagation de l’erreur d’interpolation.

Nous avons introduit le concept d’influence pondérée. Il permet de déterminer I’importance
relative des zones de I'espace d’états pour le calcul de la fonction de valeur optimale. Ceci permet
en théorie de prédire comment il faudrait faire évoluer ’agrégation afin d’améliorer l’approxi-
mation. Nous avons exploité pratiquement ces informations et proposé plusieurs méthodes pour
améliorer 1'agrégation d’'un PDM complexe.

Dans les exemples que nous avons présentés, nous avons utilisé une représentation d’agré-
gation sous forme d’arbre ; les processus qui permettaient de faire évoluer ’agrégation étaient
I’ajout ou le retrait de feuilles dans l'arbre. Il est important de souligner que la méthode utili-
sée pour diminuer ’erreur d’approximation n’est pas spécifique & 1’utilisation d’arbres. Pour la
mettre en pratique, la seule chose dont on ait besoin est un processus de modification progressive
de l'agrégation d’'un modéle. L’étude théorique que nous avons présentée permet de faire le lien
entre la modification de I'agrégation et la variation attendue des performances.

La technique générale consistant a faire évoluer ’agrégation d’un PDM approximatif est ap-
plicable dans de nombreux problémes. Nous 1’avons illustrée sur plusieurs problémes de controle
(en particulier un probléme de conduite d’une voiture inspiré de la robotique mobile) et un pro-
bleme d’observabilité partielle. Les premiers résultats expérimentaux nous ont poussés & proposer
trois heuristiques originales. Si elles ont toutes amené une augmentation des performances, I'une
d’elle, qui consiste en un biais de la propagation de ’erreur d’interpolation pour le calcul de
I'erreur d’approximation, a donné de bons résultats sur I’ensemble des problémes testés.

Pour finir, remettons cette partie en perspective par rapport & la précédente. Quand un
probléme d’A/R s’inscrit dans un espace d’états de trés grande taille, nous pouvons appliquer
la méthode d’agrégation automatique décrite dans cette partie pour en avoir une approximation
de taille et de qualité raisonnables. En particulier, si nous imposons a priori le nombre d’états
(ce qui revient a la fois & contraindre la quantité des ressources et la complexité temporelle du
modeéle), le procédé d’évolution de I’agrégation que nous avons appelé “apprentissage” permet
d’itérativement améliorer les performances.

Dans la partie précédente, nous avons insisté sur la possibilité d’aborder I’A /R de maniére
connexionniste. Les calculs impliqués dans le processus de mise a jour de ’agrégation s’appuient
sur des équations de type Bellman identiques (ou analogues pour l'influence) a celle qui permet
de calculer la fonction de valeur d’un PDM fini. Les calculs pour 'erreur d’approximation et
pour l'influence sont des processus itératifs qui impliquent une contraction. Par conséquent,
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ils sont tout autant parallélisables [Bertsekas et Tsitsiklis, 1989] et tolérants aux fautes que
I’algorithme Value Iteration. La fonctionnalité qui consiste & mettre & jour la représentation
peut donc s’intégrer dans l'architecture que nous avons décrite en détail dans la premiére partie.
Un exemple d’intégration d’un processus de mise & jour de ’agrégation dans une architecture
connexionniste comme celle décrite dans la premiére partie peut étre consulté dans un article
publié récemment [Scherrer, 2002].



Troisiéme partie

Auto-organisation modulaire
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Introduction

« Selon la tache a laquelle 'individu sera confronté, c’est I’hémisphére le
plus compétent qui prendra momentanément le contrdle des opérations
et sera donc temporairement “dominant”, mais que change la nature de
la tache, et la dominance pourra échoir a ’autre hémisphére. »

Deuz hémisphéres, un cerveau, Jean-Louis Juan de Mendoza

Lorsqu’on est confronté a un probléeme d’A/R de grande taille, I'utilisation d’une approxima-
tion par agrégation permet de diminuer significativement la complexité de résolution. La partie
précédente nous a montré comment nous pouvions choisir I’agrégation de sorte & ne pas trop
pénaliser la qualité de I’approximation. Le processus itératif que nous avons introduit nous per-
met de calculer une représentation adaptée au probléme considéré. Il peut étre pratiquement
envisageable de supposer qu’une architecture apprenant par renforcement n’a pas seulement un
probléme d’A /R a résoudre mais plusieurs. Par exemple, considérons un véhicule de type voiture
comme celui que nous avons présenté dans la partie précédente. Selon les circonstances, un tel
véhicule pourrait avoir & accomplir différentes taches : rallier un lieu de rendez-vous, aller & la
pompe & essence, aller au garage, etc...

Nous avons vu dans la partie précédente qu’un bon moyen pour étre efficace dans une tache
consiste & construire une représentation qui lui est adaptée. Une premiére solution pour aborder la
multiplicité des problémes serait de construire autant de représentations qu’il y a de problémes.
Néanmoins une telle approche deviendrait impraticable si le nombre de problémes & résoudre
est grand. Par exemple la mémoire nécessaire pour stocker toutes les représentations pourrait
poser probléme. I.’idée que nous proposons dans cette derniére partie est la suivante. Si plusieurs
problémes d’A/R partagent le méme espace d’états S, une agrégation de cet espace peut étre
candidate & la résolution de plusieurs problémes. Si la pompe & essence et le garage sont dans
des lieux géographiques proches, la voiture pourrait utiliser une seule carte pour se rendre dans
chacun d’eux.

Dans la premiére partie de ce mémoire, nous exploitions déja cette idée en utilisant un méme
espace d’états pour calculer les politiques optimales associées a plusieurs fonctions récompenses.
Nous utilisions une représentation pour répondre & trois taches (voir section 1.4). Nous allons
dans cette partie généraliser cette approche : nous allons décrire une méthode pour approximer
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n problémes d’A/R a l'aide de m < n approximations par agrégation. Ces m approximations
peuvent étre interprétées comme des modules spécialisés et indépendants. Ces m approximations
sont différentes représentations du méme espace d’états S. Lorsque 'un des n problémes est donné
au systéme, tous les modules peuvent essayer de le résoudre en paralléle. L’un d’entre eux aura
la représentation la plus adaptée (comme précédemment, nous supposerons que la représentation
est d’autant plus adaptée qu’elle induit une petite erreur sur le calcul de la fonction de valeur
optimale). C’est ce module qui sera finalement chargé de la tache.

La problématique que nous abordons précisément dans cette partie concerne I’'organisation au-
tomatique des modules, ce que nous appelons encore 1’ auto-organisation modulaire. Si le nombre
n de taches est trés grand par rapport au nombre m de modules, il parait évident que la répar-
tition des n taches sur les m modules sera cruciale. En particulier, il est naturel d’imaginer que
le fonctionnement global du systéme sera d’autant plus efficace que la répartition des taches sur
les modules est adéquate. La répartition automatique des n problémes sur les m modules est le
probléme que nous formalisons et traitons dans cette partie.

11 est assez facile de formaliser le probléme de cette partie, et de montrer comment il généralise
celui abordé dans la partie précédente. Soit un PDM M = (S, A, T, R) ou S est de grande taille.
Dans la partie précédente, nous avons présenté une méthode qui permettait de trouver un PDM
approché par agrégation. Nous nous intéressions alors au probléme de trouver 1’agrégation S*
qui impliquait la plus petite erreur d’approximation :

S* = arg min Eé\:p(A)
S
Soient maintenant n PDM (M = (S, A, T;, R;))(1<i<n) définis sur le méme espace d’états S
de grande taille. Nous cherchons a trouver m agrégations de I’espace d’états S qui minimisent
I’erreur commise sur I’ensemble des n PDM :

n
(§f, - §:n) =arg min ( min Eé\glg(gj))
(S1,-,8m) \j=1 1SIsm
Si on avait m = n, le probléme serait facile, il suffirait d’associer le ™€ PDM approché m au
1¢™¢ PDM M;. Nous considérons donc le cas m < n.

La contribution essentielle est ici de montrer que le probléme de I’auto-organisation modulaire
peut se formaliser dans le cadre de la catégorisation par noyauz. L’auto-organisation modulaire
est alors un processus de classification de PDM qui utilise les techniques d’adaptation de la
représentation introduites dans la partie précédente. Ainsi, cette troisiéme et derniére partie est
une application de la partie précédente & un probléme de catégorisation. N’apportant pas de
développements techniques nouveaux, cette troisiéme partie sera plus courte que les précédentes.
Néanmoins, l’angle original sous lequel elle présente un probléme d’A/R a priori difficile nous a
poussé & en faire une partie indépendante des autres.

Notre propos s’articule en deux chapitres :

— Nous introduisons le théme de la catégorisation, en commencant par son cas le plus simple :
la quantification vectorielle. Nous abordons ensuite le cas plus général de la catégorisation
par noyaux. En analogie avec la quantification vectorielle, nous introduisons une version
adaptative originale de I’algorithme des nuées dynamiques.

— Nous formalisons ensuite le probléme qui nous intéresse, ’auto-organisation modulaire,
dans le cadre de la catégorisation par noyaux. Nous montrons que sa résolution peut se
faire en réutilisant la méthode d’apprentissage de représentation que nous avons introduite
dans la partie précédente. Nous illustrons ’auto-organisation modulaire sur une adaptation
du probléme de navigation continue.



Chapitre 5

Catégorisation par quantificateurs et
noyaux

L’objet de ce chapitre est d’introduire quelques éléments concernant la problématique de la
catégorisation. Le lecteur qui serait déja familier avec la catégorisation par noyaux et ’algorithme
des nuées dynamiques pourra directement se rendre a la section 5.2.3 qui constitue (a4 notre
connaissance) le point essentiel de ce chapitre : nous y introduisons une version adaptative
de l'algorithme des nuées dynamiques qui sera utilisée pour résoudre le probléeme de l'auto-
organisation modulaire.

Pour aborder le probléme de la catégorisation, il est intéressant de commencer par en présenter
un cas particulier simple et intuitif : la catégorisation sous forme de quantification vectorielle.
Nous détaillons une solution algorithmique : ’algorithme des k-means. Nous nous intéressons
ensuite & sa version adaptative et aux avantages particuliers qu’elle procure.

Nous considérons ensuite ’approche par noyaux qui permet d’aborder le probléme de la
catégorisation d’une maniére plus générale. Nous décrivons la méthode des nuées dynamique qui
généralise l'algorithme des k-means. En analogie avec la quantification vectorielle, nous finissons
par dériver une version adaptative des nuées dynamiques. Celle-ci constitue & notre connaissance
une contribution originale.

5.1 Quantification vectorielle

Face a une grande quantité d’informations (bases de données, banques d’images, etc.), il est
souvent indispensable d’ordonner, de ranger, de dresser des catégories. Le procédé de catégorisa-
tion (appelé aussi partitionnement, classification) consiste a répartir un grand nombre d’objets
dans des groupes homogeénes et distincts. La notion d’homogénéité, en particulier sa définition
formelle, ont un roéle central dans les problémes de catégorisation.

5.1.1 Définitions

La quantification vectorielle, cas particulier de la catégorisation, est souvent vue comme une
méthode de compression de données avec pertes. Elle discrétise un espace continu et infini en un
nombre fini de parties. Elle repose sur 1'utilisation d’un objet mathématique, dit quantificateur
vectoriel [Gersho et Gray, 1992] :

Définition 10 (Quantificateur vectoriel)
Un gquantificateur vectoriel Q de dimension k et de taille N est une application de l’espace vec-
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toriel IR¥ vers un ensemble fini C contenant N éléments. L’ensemble C est généralement appelé
dictionnaire®! | ses éléments des mots. Formellement on a :

Q:RF = C={wy,.,wy} (5.1)

La notion de quantificateur vectoriel est souvent décrite comme une cartographie 22 de ’espace
vectoriel IRF en N zones. On parle de “zones” dans la mesure ot les images inverses des N mots
(Q~(w;), © variant de 1 & N) sont souvent des parties connexes de IR*.

Bien que ce ne soit pas toujours le cas, une méthode courante de quantification vectorielle
consiste & identifier les mots du dictionnaire C & des points de IR¥ ; ces points sont alors appelés
prototypes. Dans ce cas, la fonction @ est définie a I’aide d’une distance sur IR¥, par exemple la
distance euclidienne :

Vz € R¥, Q(z) = wy avec i* = argmiinHm —wi|| = [z — Q(z)|| (5.2)

Tout point de IR® est ainsi implicitement projeté sur 'un des prototypes {wz, .., wy }. Lorsque x
est projeté sur w;+, on dit que “le prototype associé & x est w;+” ou encore que “w;+ représente
z”. La cartographie ainsi induite correspond & ce qu’on appelle le diagramme de Voronoi induit
par les prototypes. La figure 5.1 présente plusieurs prototypes dans un espace & 2 dimensions et
montre le diagramme de Voronoi correspondant.

Fi1G. 5.1: Quatre prototypes et le diagramme de Voronoi associé. Quatre points d’un espace
borné définissent implicitement un découpage en quatre parties.

5.1.2 Formalisation du probléme de catégorisation

La notion de quantificateur vectoriel permet de formaliser le probléme de la catégorisation
dans un espace vectoriel. Soit une variable aléatoire X sur IRF, de fonction de répartition fx
quelconque. Le probléme de la quantification vectorielle consiste & chercher un quantificateur

21 Codebook en anglais.
2 mapping en anglais.
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vectoriel () qui représente au mieux la variable X. Formellement, il s’agit de minimiser une
mesure, généralement appelée distortion moyenne, de l'erreur commise en considérant que @
représente X :

D =Exlie,Q) = [ e = QW fx(a).dr (53

Considérons une réalisation z € IR¥ de X. On peut mesurer l’erreur commise en considérant que
le prototype @Q(z) représente le point z ; ici cette erreur vaut ||z — Q(z)|%. Alors, la distortion
moyenne D est la moyenne de ces erreurs selon la distribution X.

En “découpant” I'intégrale a ’aide des N mots du dictionnaire, on obtient une autre écriture
de la distortion moyenne :

N
D= ;/Rl d(z,w;).fx(z).dz (5.4)

ott R; = Q™! (w;) est la “région couverte” par w;.

En pratique, on ne connait pas la fonction de répartition fx de la variable aléatoire qu’on
veut représenter a 1’aide de ). Par contre, on dispose d’un corpus X d’échantillons qu’on suppose
tirés au hasard selon cette distribution. Il est alors naturel de considérer la version discréte de la
distortion par rapport a ce corpus :

D=3 d=Q@)=>_ > dw) (5.5)

en notant (X7i,.., Xn) la partition du corpus & induite par le quantificateur vectoriel (on a pour
tout 4, X; C Q L(w;)).

Le probléme de la quantification vectorielle s’énonce souvent ainsi : étant donnés un corpus
X C IR*, et la distance euclidienne ||.|| dans ’espace IR¥, trouver un ensemble de prototypes
{w1,..,wy} qui induit un quantificateur ) minimisant la distortion au sens de ’équation 5.5.

5.1.3 L’algorithme des k-means

Il existe de nombreux travaux pour répondre au probléme de la catégorisation. Nous présen-
tons ici I'une des approches qui est & la fois la plus connue et I'une des plus simples. L’algorithme
que nous allons décrire ci-aprés porte plusieurs appellations selon le domaine auquel il est ap-
pliqué. On parle de I'algorithme de LLoyd généralisé |Gersho et Gray, 1992] en quantification
vectorielle ; on trouve le nom d’algorithme LBG?? [Linde et al., 1980] dans la littérature concer-
nant la compression de données au sens large; dans le domaine de la classification, on parle de
l'algorithme k-means [Queen, 1967] (algorithme 5.1). Nous utilisons cette derniére dénomination
dans ce chapitre.

Il s’agit d’un algorithme qui diminue la distortion de maniére itérative. Chaque itération
exploite consécutivement les deux constats suivants :

— Si on impose une partition du corpus en IV classes, il existe une facon optimale de choisir les

N prototypes correspondants. On peut montrer que la distortion d'une classe est minimale
si le prototype correspondant est le centre de gravité des éléments de cette classe.

— Si on fixe les N prototypes caractérisant le quantificateur vectoriel @), on peut partitionner

de maniére naturelle le corpus en N classes : deux éléments = et z’' appartiennent & la
méme classe si et seulement si Q(z) = Q(z').

28 Acronyme du nom de ses auteurs Linde- Buzo-Gray.
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Algorithme 5.1 Algorithme des k-means
Données: Un corpus de données X
But: Trouver une catégorisation de X en N classes
1. Initialisation
Soit P = { P, .., Pn} une partition quelconque du corpus X.
pour ¢ variant de 1 & N faire
w; < barycentre de P;
fin pour
2. Itérations
répéter
pour tous les éléments x du corpus X faire
Soit 7 tel que x € ;.
Soit j tel que Q(x) = w; oit @ est le quantificateur induit par (wy, .., wy)-
si ¢ # 7 alors
On transfére z de la partie P; vers la partie P;.
w; < barycentre de F;
wj < barycentre de P;
fin si
fin pour
jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de changements dans la partition

L’algorithme k-means est souvent considéré comme une version adaptative d’un autre algorithme,
appelé centres mobiles [Forgy, 1965] (algorithme 5.2). Ce dernier met & jour le centre de gravité
aprés le passage de tous les éléments du corpus alors que ’algorithme k-means fait cette mise &
jour dés qu'un élément change de classe. S’ils ne donnent pas nécessairement le méme résultat,
il est facile de voir qu’une solution de l'un est solution de l'autre. Ces deux algorithmes sont
assurés de trouver un minimum local de la fonction distortion. Malheureusement, il se peut que
cette fonction en ait plusieurs. Notons de plus que la partition finale n’est pas toujours la méme :
celle-ci dépend des conditions d’initialisation et de I’ordre de présentation des données [Queen,
1967] [Diday, 1979).

Relativement récemment [Bottou et Bengio, 1995], il a été prouvé que 1’algorithme k-means
correspondait exactement & la méthode de Newton-Raphson appliquée a la minimisation de la
distortion. Autrement dit, cet algorithme est équivalent & une descente de gradient déterministe
du critére de distortion. La convergence vers des minima locaux, probléme typique des méthodes
de gradient déterministes, se comprend alors simplement.

5.1.4 Une version adaptative des k-means

En introduisant un peu de hasard & chaque itération d’une descente de gradient, il est possible
de s’évader des minima locaux. C’est I'idée que l'on retrouve dans une famille de techniques
appelées relaxation stochastique, dont les méthodes de gradient stochastiques. L’idée est de
perturber (de faire bouger légérement) 1’état du systéme a chaque itération de maniére plus ou
moins aléatoire. Ce procédé peut faire augmenter le critére de colit lors d’une itération ; c’est en
particulier ce qui permet de s’évader des minima locaux.

On peut aisément vérifier que la distortion (équation 5.5) est une fonction continue et déri-
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Algorithme 5.2 Algorithme des centres mobiles
Données: Un corpus de données X
But: Trouver une catégorisation de X en IV classes
1. Initialisation
Soit P = { P, .., P~} une partition quelconque du corpus X.
2. Ttérations
répéter
pour i variant de 1 & N faire
w; < barycentre de F;
fin pour
pour tous les éléments x du corpus X faire
Soit 7 tel que z € P;.
Soit j tel que Q(z) = w; ol @ est le quantificateur induit par (wy, .., wy).
si ¢ # j alors
On transfére z de la partie P; vers la partie P;.
fin si
fin pour
jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de changements dans la partition

vable. Le gradient local (c’est-a-dire calculé par rapport & un seul individu z du corpus) vaut :

oD :{ 2.(z —w;) siQ(z) = w (5.6)

ow; 0 sinon

L’algorithme en-ligne (c’est-a-dire qu’il met & jour les prototypes a chaque individu présenté)
que 'on peut en déduire est bien souvent lui aussi désigné par le nom k-means [Fritzke, 1997].
Nous I'appellerons k-means adaptatif (voir I’algorithme 5.3 pour le détail).

Algorithme 5.3 Algorithme des k-means adaptatif
Données: Un corpus de données X
But: Trouver une catégorisation de X en IV classes
1. Initialisation
Soient (w1, ..,wy) des prototypes quelconques dans RE.
2. Ttérations
répéter indéfiniment
Tirer aléatoirement un élément x dans le corpus X
i* < arg min; ||z — w;?
wix — wix + (T — wi+)
fin répéter

Les itérations de cet algorithme sont plutét intuitives : & chaque élément x présenté, on
regarde le prototype qui est le plus proche et on le rapproche légérement de z. On parle alors
souvent de compétition entre les prototypes et le prototype le plus proche est alors désigné
comme vaingueur ou gagnant. L’ampleur de ce déplacement est régie par le réel €, qu’on appelle
naturellement taux d’apprentissage. Les choix possibles pour ce taux d’apprentissage sont iden-
tiques & ceux que nous avons décrits dans la premiére partie du mémoire pour ’estimation des
parameétres R et T d’'un PDM (voir section 2.2.2) :
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FiG. 5.2: Illustration de ’algorithme k-means adaptatif. De gauche & droite : un corpus créé a
partir de 3 gaussiennes ; 100 prototypes initiaux (égaux & 100 points du corpus) ; les 100 prototypes aprés
convergence de ’algorithme.

— on peut choisir un taux constant e €]0;1[ : alors on peut montrer |Fritzke, 1997| qu’a
chaque instant ¢, tout prototype i effectue une moyenne exponentiellement décroissante

(0) (t) (0)

des entrées (x; ’,..,x; ) pour lesquelles il a été gagnant et de sa position initiale w;

t
w; = €. Z(l — e)k.xgk) +(1—- e)t"'l.wgo)
k=0

Ainsi, un prototype refléte ’ensemble de points pour lesquels il a été gagnant tout en les
“oubliant” progressivement au cours du temps. Ce processus ne s’arréte jamais : chaque
entrée x peut provoquer des changements significatifs pour le prototype gagnant. Cela
permet en théorie & ce genre de systémes de suivre une distribution fx non stationnaire.
Dans le cas o elle est stationnaire, les prototypes finissent par devenir quasi-stationnaires
autour d’un minimum local de la distortion. Le choix du taux d’apprentissage reléve d’un
compromis : plus il est grand, plus cette position de quasi-équilibre est atteinte rapidement
mais plus on oscille autour de ce minimum.

— Un autre choix consiste & faire décroitre ¢ lentement vers 0. Dans ce cas, les prototypes
finissent par se stabiliser. L’analyse de la convergence et des bons choix de (e;) peuvent étre
consultés dans [Bottou, 1991]. On rentre alors dans le cadre trés général de I’approximation
stochastique.

La figure 5.2 illustre cet algorithme pour un corpus simple et stationnaire (nous avons donc
utilisé un taux d’apprentissage variable).

5.1.5 Discussion

Entre la premiére version de k-means que nous avons présentée et la version adaptative,
laquelle choisir 7 La version adaptative posséde un certain nombre d’avantages. Tout d’abord,
I’aspect stochastique donne de meilleures chances de s’échapper des minima locaux. Ensuite,
on peut remarquer que chaque itération est un calcul extrémement simple. Enfin, le fait de
traiter les données en-ligne donne plus de souplesse pour la gestion du corpus. A contrario,
I'inconvénient essentiel de la version adaptative est la suivante : elle nécessite de gérer un taux
d’apprentissage. Dans le cas ou le taux d’apprentissage décroit, il faut un nombre d’itérations
théoriquement infini pour atteindre le point de convergence. Ceci est & comparer avec le fait que
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Palgorithme des k-means (non adaptatif) converge généralement en un nombre fini (et en pratique
souvent petit) d’itérations. Au final, le choix entre les deux approches reléve d'un compromis
entre qualité/souplesse d’une part et rapidité d’autre part.

5.2 La catégorisation par noyaux

La quantification vectorielle formalise le probléme de la catégorisation dans un espace vecto-
riel. I1 n’est pas bien difficile de ’étendre & des espaces bien plus complexes et génériques. C’est
précisément ce que propose le principe de la catégorisation par noyaux, qui peut étre vue comme
une version abstraite de la quantification vectorielle.

5.2.1 Définitions

L’essence de I'approche par noyaux est le constat suivant : pour formaliser un probléme de

catégorisation, il suffit d’avoir deux éléments :

— Des représentants de classes appelés noyaux et notés {Li,..,L,} pris dans un ensemble
quelconque L dit espace de représentation (potentiellement différent de 1’espace des don-
nées).

— Une mesure de proximité d(z, L) entre un individu z du corpus et tout représentant pos-
sible L € L. Disons arbitrairement que plus cette mesure est petite, mieux l'individu est
représenté.

Lorsqu’on a un ensemble de noyaux, il est naturel de projeter toute donnée z du corpus sur le
noyau Q(z) qui la représente au mieux, ce qui est défini comme suit :

T) = ar min  d(z,L 5.7
Q@) =arg | min  d(@,I) (67
De fagon analogue 4 la section précédente, le probléme de la catégorisation consiste & chercher

les noyaux {L1, .., Ly} qui minimisent I’équivalent de la distortion :

n

D=) dQ@)=) ) z€X, (5.8)

zeX i=1

ou X; = {z € X;Q(z) = L;} est la classe induite par le noyau L; :

I est ici facile de voir que ’approche par noyaux est une généralisation de la quantification
vectorielle. Si on identifie chaque noyau & un prototype et si on prend d(z, L) = ||z — L||* on
retombe exactement sur le probléme posé a la section précédente. La différence fondamentale
entre 'approche par noyaux et la quantification vectorielle est que pour la premiére, les repré-
sentants de classe ne font pas nécessairement partie de ’espace des données. Le fait de relacher
cette contrainte permet d’aborder des problémes de catégorisation d'une grande richesse [Diday,
1971].

5.2.2 L’algorithme des nuées dynamiques

A la maniére des centres mobiles (page 119), I’algorithme des nuées dynamique [Diday, 1971]
[Diday, 1979] (algorithme 5.4) est une méthode itérative qui consiste & faire progressivement
décroitre la quantité D. On est ainsi assuré de converger vers un minimum local du critére.

A linstar des méthodes des k-means et centres mobiles, les nuées dynamiques reposent sur
les deux calculs complémentaires suivants :
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Algorithme 5.4 Algorithme des nuées dynamiques
Données: Un corpus de données X
But: Trouver une catégorisation de X en N classes
1. Initialisation
Soit P = { P, .., Pn} une partition quelconque du corpus X.
2. Ttérations
répéter
pour i variant de 1 & N faire
L; = argmingec ), p d(z, L)
fin pour
pour tous les éléments = du corpus X faire
Soit 4 tel que x € P;.
Soit j tel que Q(x) = L; ou Q est le quantificateur induit par (L1, .., Ly).
si ¢ # j alors
On transfére z de la partie P; vers la partie P;.
fin si
fin pour
jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de changements dans la partition

— Etant donné une partition du corpus en N classes { P, .., Py}, choisir les N noyaux opti-
maux au sens de D.

— Etant donnés N noyaux, partitionner le corpus en N classes.
Si le deuxiéme calcul est immédiat (il suffit d’utiliser la projection @ induite par les noyaux et la
distance d(.,.)), il n’en va pas de méme pour le premier. Afin d’utiliser pratiquement les nuées
dynamiques, il est en effet nécessaire d’avoir une méthode qui permette de déterminer les noyaux
optimaux & partir d’une partition. Dans le cas particulier de la quantification vectorielle, les
prototypes optimaux sont les barycentres des données qu’ils représentent. Dans le cas général, ce
calcul peut étre complexe, et ce d’autant plus que les noyaux et les données sont issus d’espaces
tres différents.

5.2.3 Une version adaptative des nuées dynamiques

Pour rendre plus pratique 1'utilisation des nuées dynamiques dans le cadre de I’approche par
noyaux, et pour tirer parti des avantages de l'approximation stochastique, nous proposons d’en
dériver une version adaptative (algorithme 5.5).

Algorithme 5.5 Algorithme des nuées dynamiques (version adaptative)
Données: Un corpus de données X
But: Trouver une catégorisation de X en N classes
1. Initialisation
Soient (L1, .., Ly) des noyaux quelconques dans L.
2. Ttérations
répéter indéfiniment
Tirer aléatoirement un élément z dans le corpus X
i* « arg min; d(z, L;)
Modifier légérement L;« afin de faire diminuer d(z, L;+)
fin répéter
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Pour chaque individu x présenté, on effectue une compétition pour déterminer le noyau qui
le représente au mieux, puis on effectue une mise a jour légére de ce noyau afin qu’il le représente
encore mieux. En itérant ce processus un grand nombre de fois, nous conjecturons que nous
pouvons obtenir un minimum local de D c’est-a-dire une catégorisation raisonnable. Dans cette
version adaptative, il suffit d’avoir un processus qui permette de légérement modifier un noyau
afin qu’il représente un peu mieux une entrée. C’est une hypothése bien moins contraignante que
celle de pouvoir calculer les noyaux optimaux étant donnée une partition.

La version adaptative des nuées dynamiques que nous venons d’introduire est au centre
du processus d’auto-organisation modulaire que nous décrivons dans le prochain chapitre. Son
illustration est par conséquent reportée au prochain chapitre.

Résumé du chapitre

Ce chapitre a survolé la problématique de la catégorisation. Nous nous sommes tout d’abord
intéressé au probléme de la quantification vectorielle. Nous avons décrit 1'une de ses réponses
algorithmiques, les k-means, sous deux formes : une forme “traditionnelle” et une forme adap-
tative. Nous avons ensuite considéré le cadre plus général de la catégorisation en formalisant
I'approche par noyaux. L’algorithme central de cette approche, les nuées dynamiques, est forte-
ment analogue & la version “traditionnelle” des k-means. C’est donc naturellement que nous en
avons dérivé une version adaptative.

La formulation adaptative de ’algorithme des nuées dynamiques présente un certain nombre
d’avantages pratiques : entre autres elle fait moins d’hypothéses sur les processus computation-
nels nécessaires & son application que l'approche “traditionnelle”. Le prochain chapitre va montrer
qu’elle peut, de plus, jouer un roéle central dans le probléme qui nous motive dans la fin du mé-
moire : I'auto-organisation modulaire. C’est par conséquent dans les pages qui restent que sera
illustré I'algorithme que nous venons d’introduire.
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Chapitre 6

L’auto-organisation modulaire ou la
catégorisation de PDM

La problématique centrale de ce mémoire est I’A/R. Aussi pourrait-on penser que le précé-
dent chapitre, traitant du probléme de la catégorisation, est plutdt hors-sujet. L’un des objectifs
des quelques pages qui suivent est, au contraire, de montrer que ’approche générale de la ca-
tégorisation par noyaux permet d’appréhender simplement et rapidement un probléme a priori
difficile de ’A/R : 'auto-organisation d'un centre de décision en modules spécialisés.

Considérons un agent apprenant, par renforcement, & réaliser un certain nombre de taches.
Par exemple, prenons le cas d'un robot ou d’'un véhicule autonome devant apprendre & naviguer
dans un environnement vaste. Pour aller d’un point = & un point y, il a besoin d'une carte qui
lui permette, étape par étape, de planifier adéquatement chacun de ses mouvements. Cet agent
pourrait utiliser une grande carte qui rassemble toutes les informations nécessaires & 1’ensemble
des déplacements qu’il doit effectuer. Une telle approche présente néanmoins un inconvénient
majeur : la planification s’avérera d’autant plus dure & réaliser que la carte est complexe.

Une solution pratique pour contrer cette complexité consiste a utiliser plusieurs cartes ré-
duites : selon le déplacement & effectuer, I’agent déterminera la carte qui est la mieux adaptée.
Une fois la bonne carte choisie, la planification sera rapide. Si nous avons simplifié une partie
du probléme (la planification), nous venons d’introduire une difficulté : choisir la bonne carte
réduite. Pour limiter le temps potentiellement perdu pour faire ce choix, il pourrait étre judicieux
d’utiliser une approche de type “diviser pour régner”. Des agents spécialisés vont examiner, en
paralléle, chacune des cartes, et donner un avis sur leur adéquation avec la tache courante. Le
robot utilisera ces avis pour choisir la carte a utiliser.

L’idée de concevoir un agent autonome de maniére modulaire reléve exactement de la méme
philosophie. Les modules, parties constituantes de ’agent, peuvent analyser de leurs points de vue
la tache courante et évaluer leur compétence pour s’en charger. L’agent n’aura plus qu’a laisser
s’exprimer le module qui est le plus adapté. Si ’approche modulaire est en théorie séduisante, elle
ameéne dans le cas général de nombreuses questions : comment définir les limites de compétences
de chacun des modules ? Lorsque plusieurs modules proposent des solutions, comment choisir la
meilleure ?

La théorie de ’A /R, apprentissage de représentation auquel nous avons consacré la deuxiéme
partie de ce mémoire, et la catégorisation permettent de proposer une réponse & toutes ces ques-
tions. Ce chapitre est organisé en deux sections : dans la premiére, nous formalisons ’approche
modulaire et les problémes qu’elle pose dans le cadre de ’A/R. La deuxiéme partie en fera une
illustration sur un probléme de navigation continue.

125



126 Chapitre 6. L’auto-organisation modulaire ou la catégorisation de PDM

6.1 Modularité et A/R

Nous commencons par formaliser les notions de “modules” et de “module le plus compétent
pour une tache donnée”. Ensuite nous présentons le probléme de ’auto-organisation modulaire
comme un cas particulier de catégorisation par noyaux. Enfin, nous montrons comment utiliser
la méthode adaptative des nuées dynamiques pour trouver une organisation modulaire adéquate.

6.1.1 Définitions
Plusieurs taches

L’intérét d’avoir une approche modulaire tient a I’hypothése qu’il puisse y avoir plusieurs
taches a résoudre. Cela revient a considérer qu’il y a n PDM (M; = (S, A, T}, R;))(1<i<n)-
Implicitement, nous venons de considérer que ces PDM sont définis sur le méme espace d’états
S et sur le méme ensemble d’actions A. Ceci n’est pas une limitation mais simplement une
commodité de notation. Si les n PDM étaient définis sur des espaces différents (S;, 4;), on
pourrait considérer qu’ils sont alors implicitement définis dans S = S§1x.. xS, et A = A1 X..xX A,,.

Un agent modulaire

Nous avons vu dans la partie précédente le role central que pouvait prendre la représentation
simplifiée d’un probléme d’A /R, c’est-a-dire d’une maniére plus précise sa représentation agrégée.
Nous allons par conséquent considérer qu’un module est une agrégation particuliére de 1’espace
d’états. Les m modules qui constituent ’agent sont donc identifiés a des agrégations :

(1,45 i)

Le module le plus compétent

Considérons I'une des taches a résoudre, c’est-a-dire 'un des PDM M;. On peut construire
les m PDM (M, .., My,) approximatifs déduits & partir des m agrégations. En effet, il suffit
d’estimer leurs m fonctions de récompenses et de transitions. La partie précédente nous a égale-
ment montré que nous pouvions estimer l'erreur d’approximation que chacun d’eux commet en
tant qu’approximation de M;. Le PDM approché M qu1 est meilleur que tous les autres est
tel que :

k(i) = EMi(S:
(i) = arg min 2 (S7)
L’erreur d’approximation que son agrégation implique est en effet la plus petite. Cette loi nous
permet donc de désigner sans ambiguité le module k(i) qui est le plus compétent pour la tache i.

Un critére de cotit pour évaluer 'organisation modulaire

On peut définir m modules, c¢’est-a-dire m agrégations de 1’espace d’états de nombreuses
maniéres. Lorsqu’on a ces m modules, on peut estimer 'erreur E(S1, .., Sy) qu'ils commettent
globalement pour résoudre les n taches :

n

M (G
E(S, Z app Sk(l - lil}lélmEapp(SJ)
=1
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Cette équation permet donc d’évaluer numériquement 1’organisation des modules. Une bonne or-
ganisation en modules spécialisés est donc une organisation qui minimise ce cot. Le probleme de
I'auto-organisation consiste par conséquent & chercher les m agrégations (S’l, Sx %) qui vérifient :

. _ M
(S5, 8, )—arg(sfn,gm)E(Sh -+ Sm )—arg(gf?__{‘;m (Zlg;glmff’app g)) (6.1)

6.1.2 Auto-organisation modulaire et catégorisation

Nous allons & présent montrer que le probléme que nous venons de poser est un probléme
de catégorisation par noyaux. La catégorisation par noyaux requiert de définir 1’espace des don-
nées, l'espace de représentation dans lequel on trouve les noyaux, et une mesure de représentati-
vité/distance entre tout noyau et toute donnée :

— L’espace des données & catégoriser est I’ensemble des PDM définis sur 1’espace d’états S.

Le corpus des données a catégoriser est 'ensemble des PDM (M = (S, A, T;, R;))(1<i<n)
pour lesquels on cherche des politiques optimales.
— L’espace de représentation des noyaux est I’ensemble de toutes les agrégations possibles de
I’espace d’états. Un noyau est donc ici synonyme de module.

— Finalement, la mesure de représentativité/distance entre une donnée et un noyau, c’est-a-
dire entre un PDM M et une agrégation de son espace d’états, est I’erreur d’approximation
induite par I’agrégation :

d(M,S) = EM (3)

app

Le probléme formalisé par 1’équation 6.1 correspond alors exactement & la minimisation de
la distortion (cf. équation 5.8) dans le probléme de catégorisation que nous venons de décrire.

6.1.3 Application des nuées dynamiques adaptatives

Pour répondre pratiquement & ce probléme de catégorisation par noyaux, nous utilisons la
version adaptative de 'algorithme des nuées dynamiques. Afin d’utiliser cet algorithme, nous
avons besoin d'un processus qui permette d’adapter un noyau pour faire diminuer la distance
d(M, S ) qui le sépare d’une donnée. Autrement dit, nous avons besoin d’un procédé pour faire
évoluer une agrégation de ’espace d’états de sorte & diminuer ’erreur d’approximation. Ce pro-
cessus est exactement le processus d’apprentissage de représentation que nous avons présenté
dans la partie précédente.

L’algorithme 6.1 montre concrétement ce que devient ’algorithme des nuées dynamiques
lorsqu’on ’adapte au cadre de notre problématique d’auto-organisation.

Décrivons le processus d’auto-organisation d’une maniére schématique. On présente I'un des n
problémes & résoudre. Appelons-le M. Chaque module estime ses paramétres et en déduit I’erreur
qu’il commet en approximant M. Une compétition entre les modules s’ensuit : le module qui
fait la plus petite erreur d’approximation est désigné comme vainqueur. On adapte ’agrégation
caractéristique du module de sorte qu’il donne la prochaine fois une erreur d’approximation
moindre. Et on recommence avec un autre des n problémes.

Il est important de noter que la boucle centrale pour de cet algorithme est potentiellement
paralléle : I'estimation des paramétres des m approximations peut se faire en paralléle & 1’aide des
mémes échantillons du vrai modéle M et les calculs d’erreur d’approximation sont indépendants
deux & deux.
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Algorithme 6.1 Algorithme d’auto-organisation modulaire
1. Initialisation
Soit (§1, . §m) des agrégations quelconques de S.
2. Ttérations
répéter
Soit M choisi aléatoirement dans {M;,.., M}
pour tout j variant de 1 & m faire
Utiliser des échantillons du PDM M pour estimer les paramétres Ej et fj, A—Rj et ﬁj
du PDM approximatif défini par ’agrégation §j

En déduire U'erreur d’approximation Eé\;[p(Sj) (cf. section 3.1)
fin pour
J* + argmin; E(%‘p(gj)
Mettre & jour l'agrégation §j* de sorte a diminuer ’erreur d’approximation Eé\;’p(gj*) (cf.
section 3.3 et chapitre 4)
jusqu’a condition d’arrét

6.2 Une mise en ceuvre expérimentale

Nous proposons d’illustrer le potentiel de I’algorithme que nous venons de présenter sur un
probléme de contréle simple. Le probléme que nous considérons est une variation du probléme
de navigation continue que nous avons considéré dans la partie précédente (page 67). Nous
considérons cette fois-ci 6 taches et montrons comment nous pouvons calculer 3 modules ou
agrégations de 1’espace d’états qui permettent d’y répondre efficacement.

6.2.1 Description de ’exemple traité

Comme précédemment, un agent de type robot peut se déplacer dans un environnement qui
comporte deux piéces et deux couloirs. Le mouvement de cet agent est légérement bruité. Nous
allons définir 6 PDM pour décrire six taches différentes auxquelles cet agent est confronté. Dans
I’exemple que nous donnons, les 6 problémes & résoudre partagent la méme fonction de transition
T. Seule la fonction de récompense et les conditions initiales varient.

Rappelons quelques caractéristiques de ce probléme de navigation. L’espace d’états S est
Pensemble des positions dans l’environnement s = (z,y) avec 0 < z < 10 et 0 < y < 10. Les
actions sont des mouvements d’amplitude 0.1 dans 8 directions cardinales plus l'action “ne pas
bouger”. Chaque déplacement est légérement bruité (bruit d’amplitude 0.03). La dynamique est
identique a celle que nous avons présentée dans la partie précédente (page 66).

Dans cet espace d’états, on définit 6 zones particuliéres que ’on numérote de 1 & 6 (voir
figure 6.1). Les 6 taches de 1’agent, définies par 6 PDM, sont d’aller d’une zone & une autre. Le
tableau ci-dessous les précise :

| Probléeme | Condition initiale | Objectif \

M1 centre de la zone 2 | atteindre la zone 1
Mo centre de la zone 3 | atteindre la zone 2
M3 centre de la zone 4 | atteindre la zone 3
My centre de la zone 5 | atteindre la zone 4
Ms centre de la zone 6 | atteindre la zone 5
Mg centre de la zone 1 | atteindre la zone 6
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Fi1aG. 6.1: Environnement du probléme de navigation continue multi-objectifs. Dans cet envi-
ronnement, nous avons distingué 6 zones qui correspondent chacune & un objectif et & une position intiale
particuliers.

Pour formaliser les objectifs, nous utilisons comme d’habitude la fonction récompense. La
fonction récompense du 4™ PDM vaut 0 partout sauf dans la zone ¢ ou elle vaut 1. Nous
donnons, comme dans les modéles précédents, une récompense négative —1 lorsque ses actions
l’ameénent & se cogner contre un mur.

Nous avons expérimenté le probleme d’auto-organisation avec les parameétres suivants : nous
allons approximer les 6 problémes définis ci-dessus & l'aide de 3 approximations par agrégations
(Sl, 82, 53) qui discrétisent chacune l'espace d’états S en 64 macro-états. Nous proposons donc
de calculer 3 modules pour résoudre les 6 PDM que nous venons de décrire.

6.2.2 Reésultats de la classification

Nous avons utilisé 1’algorithme d’auto-organisation 6.1. A chaque itération, pour mettre a
jour l’agrégation de ’approximation qui gagne la compétition, nous avons utilisé le procédé
d”’apprentissage” décrit au chapitre 4 conjointement avec I'heuristique qui s’est avérée la plus
performante : hg.

Nous avons mesuré & l’aide de simulations I’évolution des performances du systéme pour
chacune des 6 taches pendant le processus d’auto-organisation. De méme, nous avons enregistré
la répartition des 6 PDM sur les 3 noyaux/modules. Ces résultats sont illustrés a la figure 6.2.
Premiérement, on observe sur le graphique de gauche que les performances pour chacun des n
PDM tend & augmenter au cours du processus. Il en va logiquement de méme pour la performance
moyenne. Le graphique de droite nous montre 1’évolution de la répartition des 6 problémes sur
les 3 noyaux. Cette répartition évolue significativement durant les 30 premiéres itérations puis
elle se stabilise. Au final, le systéme converge vers trois classes rassemblant chacune deux des
PDM a résoudre. Ces classes sont C; = { Mg, M3}, C2 = {My, M5} et C3 = {M1, M}

La figure 6.3 donne une vision duale de cette classification. Elle représente les agrégations
correspondant & chacune des trois classes. Il est facile de faire visuellement le lien entre une
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Evolution des performances pour les 6 PDM lors de la classification Evolution de la classification
350 T T T T T T T T T T
3 |
Q
g
g 8 L ]
£ £
[] [}
(=] kel
g °
£ [} 2 i 3
S / PDM1 —— E
5 100l ¢ PDM2 ——— | = PDM1 ——
o { PDM 3 - PDM 2
i PDM 4 PDM 3 1
50 [/ PDM 5 - q PDM 4
i PDM 6 PDM 5
o L ‘ Moyenne - 1 L i I PDM 6
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Iterations Iterations

FiG. 6.2: Evolution de la classification des 6 taches par 3 noyaux. A gauche nous avons tracé le
niveau des perfomances pour les 6 taches. A droite : nous montrons ’évolution de la classification
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Fi1G. 6.3: Représentations obtenues aprés classification de 6 taches en 3 modules. De gauche
a droite, ces représentations se sont respectivement spécialisées sur les 3 couples de taches {Ma, M3},

{Myg, M5} et {M1, Mg}
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représentation et les problémes auxquels elle répond efficacement : on voit que la représentation
qui est adaptée & une téche représente précisément sa zone but.

6.2.3 Commentaires
Un exemple d’utilisation des modules

Supposons que l'agent veuille suivre le parcours 6 — 5 — 4.... Pour rendre simple l'illustration
qui suit, nous allons supposer que la fonction de transition est apprise une fois pour toutes
par chacun des modules et que la fonction récompense est directement accessible & 1’agent.
Initialement, ’agent se trouve au centre de la zone 6. Son premier objectif est d’atteindre la
zone 5. Il met en compétition ses trois modules et, d’aprés les résultats que nous avons obtenus
pour la classification, c’est le module correspondant a la classe Co = { M4, M5} qui fera la plus
petite erreur d’approximation. C’est par conséquent ce module qui va se charger du déplacement.
L’agent est & présent au centre de la zone 5, il veut rallier la zone 4. Les modules sont remis en
compétition. C’est de nouveau le module correspondant a la classe Cy qui est gagnant et qui se
charge de la tache. La prochaine tache, aller de la zone 4 a la zone 3, sera traitée par le module
correspondant a la classe C7 = { Mz, M3}. Et ainsi de suite.

Traitement de la nouveauté

Supposons maintenant que ce méme agent veuille effectuer une tache sur laquelle il ne s’est
jamais entrainé : par exemple aller de la zone 3 & la zone 5. Chaque module, en tant que
PDM, peut effectuer la planification correspondant a cette nouvelle tache. L'un d’entre eux
fera moins d’erreurs que les autres. Dans la mesure ou c’est celui qui décrit le mieux la zone
but, il est probable que le module correspondant & la classe Co = { M4, M5} fera la meilleure
approximation. Alors un coup d’ceil & son agrégation (figure 6.3) suggére que le plan aménera
I'agent & faire le trajet 3 — 4 — 5. Bien que cela ait peu de chance d’amener & des politiques
optimales, le fait que les modules soient des PDM permet d’envisager ’occurrence de nouvelles
taches.

Pour une auto-organisation perpétuelle

Si une tache nouvelle peut s’appuyer sur I'une des représentations caractérisant les modules,
elle pourra étre traitée par cette architecture modulaire. De plus, si cette tache revient souvent
et si on n’arréte pas le processus d’auto-organisation modulaire, les modules finiront par se
réorganiser pour en tenir compte. Un autre événement pourrait également avoir cet effet de
réorganisation. Imaginons qu’'un des modules arréte de fonctionner. Si les modules qui restent
continuent le processus d’auto-organisation, ils finiront par petit & petit se réorganiser pour
globalement intégrer les taches dont se chargeait le module qui vient de défaillir. Pour eux, c’est
exactement comme si ces tiches étaient nouvelles. Si le processus d’auto-organisation ne s’arréte
jamais, on peut penser que l'architecture gagnera en adaptation et en tolérance aux pannes.

Résumé du chapitre

Ce chapitre a été ’occasion de montrer que I’A /R, 'apprentissage de représentation et la
catégorisation par noyaux permettent de proposer des mécanismes de fonctionnement et d’orga-
nisation modulaire.
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Nous avons argumenté qu’il était naturel d’identifier la notion de module & celle d’agrégation
de l’espace d’états. Pour une téche donnée, la compétence d’'un module se mesure a l'aide de
Ierreur d’approximation que son agrégation implique. Le module le plus compétent est par
conséquent celui qui induit la plus petite erreur. Enfin, I’auto-organisation peut étre vue comme
un processus qui vise a diminuer globalement les erreurs d’approximation des modules les plus
compétents pour ’ensemble des taches a résoudre.

Ce dernier probléme, I’auto-organisation modulaire, s’énonce naturellement dans le cadre de
la catégorisation par noyaux. Nous avons montré que la version adaptative des nuées dynamiques
introduite dans le chapitre précédent permettait d’y répondre en pratique. Nous avons illustré
ce procédé sur un probléme de navigation continue impliquant six tiches & répartir sur trois
modules.



Conclusion

La partie précédente a montré comment déterminer une représentation adéquate pour un
probleme d’A /R, c’est-a-dire une bonne agrégation de I’espace d’états. Ici, nous avons généralisé
ce probléme & celui de construire plusieurs représentations pour plusieurs problémes. Nous avons
en particulier traité le cas ou le nombre de problémes d’A/R & résoudre est strictement plus
grand que le nombre de représentations que I’on peut construire. Ceci implique, entre autres
choses, de répartir adéquatement les taches sur les représentations.

Dans un premier temps, nous avons introduit la problématique de la catégorisation de don-
nées. Nous avons considéré le cas particulier de la quantification vectorielle et nous avons détaillé
I’algorithme k-means, dans sa version traditionnelle puis dans sa version adaptative. Nous avons
ensuite abordé le cas général de la catégorisation par noyaux. A notre connaissance, il n’existe
pas de réponse algorithmique adaptative pour ce probléme. Nous en avons donc dérivé une a
partir de l'algorithme des nuées dynamiques.

Ce détour par la problématique de la catégorisation nous a permis de formaliser rapidement
et simplement le probléme central de cette partie : 'auto-organisation modulaire. Etant donnés
un ensemble de n problémes d’A /R a résoudre et de m modules, l'utilisation conjointe de 1) la
version adaptative des nuées dynamiques et de 2) l'apprentissage de représentation permet de
formaliser ce probléme et d’y répondre algorithmiquement. Nous avons illustré cette approche
sur un probléme simple de navigation : un agent ayant six tiches & accomplir. L’algorithme que
nous avons proposé lui a permis de répartir automatiquement ces six taches sur trois modules,
répartition qui est uniquement guidée par la nécessité pour I'agent d’étre performant.

Un agent, apprenant par renforcement, et constitué du mécanisme d’auto-organisation modu-
laire, présente des qualités intéressantes. Lorqu’on lui propose une téche (connue ou inconnue),
I’ensemble de ses modules peuvent essayer de la résoudre. Ces résolutions sont complétement
indépendantes. Avoir plusieurs petits modules spécialisés permet de répondre plus rapidement
que si on avait un seul gros module. Et pour chaque tache, I’approche que nous proposons fait
que le choix du module est guidé par la qualité des performances : c’est le module qui fait le
moins d’erreur sur la fonction de valeur optimale qui est choisi pour agir. Finalement, 1’idée
de distribuer la résolution de problémes d’A /R sur plusieurs représentations indépendantes et
adaptatives augmente la tolérance aux pannes : si un module meurt, les autres modules peuvent
se réorganiser afin de maintenir les performances de ’agent.

Une fois encore, remettons-nous en perspective de la premiére partie, ol nous montrions
que les problémes d’A/R ayant un petit espace d’états admettent une réponse complétement
connexionniste. Lorsqu’on considére n problémes d’A /R ayant un grand espace d’états, le procédé
d’auto-organisation modulaire permet de les transformer en m < n problémes ayant un petit
espace d’états. Ainsi, on transforme n problémes difficiles en m problémes approchés plus faciles
et par bien des aspects plus pratiques & résoudre. Cette transformation simplificatrice, améne
inéluctablement des approximations, mais il faut souligner le fait que la répartition est guidée
par la minimisation de ’erreur d’approximation sur la fonction de valeur, c’est-a-dire par le désir
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de performances de 'architecture.

Nous disions, dans la conclusion de la partie précédente, que le processus d’apprentissage
d’une représentation peut s’intégrer dans une architecture complétement connexionniste. Les
traitements impliqués pour le calcul d’une erreur d’approximation sont analogues & ceux, com-
plétement connexionnistes, utilisés par I’algorithme Value Iteration pour calculer une fonction de
valeur optimale. Les procédures algorithmiques que nous avons introduites dans cette derniére
partie accentuent le parallélisme obtenu jusqu’ici : les calculs effectués par les modules sont
complétement indépendants, et donc naturellement paralléles. Seul le processus le plus simple,
c’est-a-dire la compétition des modules (pour désigner celui qui prend en charge une tache ou
celui qui se spécialise) nécessite une coordination. La planification, l’estimation de l’erreur d’ap-
proximation effectuée par chaque module peut se faire de maniére indépendante des autres, et
donc en complet parallélisme.



Conclusion générale
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D’une maniére conventionnelle, nous allons conclure ce manuscrit en présentant un synopsis
du travail que nous avons effectué pendant ces trois derniéres années, puis en proposant une liste
des perspectives que nous pourrions envisager.

Synopsis de la thése

Le travail présenté dans ce mémoire tente de transposer un certain nombre de qualités in-
téressantes que ’on observe dans le cerveau des étres vivants, qualités qui constituent & notre
avis des caractéristiques essentielles de ce qu’on appelle ‘I'intelligence”. Nous avons ainsi travaillé
en plagant comme horizon la construction de programmes d’TA qui sont autonomes, robustes,
dynamiques, multi-tdaches, anytimes, tolérants aur pannes et massivement paralléles.

Nous avons considéré le paradigme de I’A /R qui permet de modéliser de maniére générique un
agent devant apprendre par l'interaction a atteindre des objectifs. Nous avons argumenté que cette
approche permettait d’aborder de front les problémes généraux impliqués pour un apprentissage
autonome et robuste. Il constitue & notre avis un condensé théorique puissant et crédible des
enjeux de ’apprentissage automatique.

La littérature de ce domaine montre qu’il admet de nombreux domaines d’application : la
théorie des jeux |Tesauro, 1995], le contrdle d’un bras mécanique |Sutton, 1996, 'optimisation
d’un réseau d’ascenseurs |Crites et Barto, 1996], ou l’allocation dynamique de canaux télépho-
niques [Singh et Bertsekas, 1997]. Le présent manuscrit, en tendant vers des problémes réalistes
comme la conduite automatique d’une voiture, espére contribuer a prouver que I’A/R est un
domaine qui, en plus de ses enjeux théoriques, devrait amener a des applications réelles consé-
quentes.

Le manuscrit s’est articulé en trois parties. Les taches d’A/R qui y sont traitées ont une
complexité croissante au long du manuscrit. Deux caractéristiques jouent un réle dans cette
complexité : la taille de I'espace d’états sur lequel est défini le probléme et, dans une moindre
mesure, le nombre de taches & résoudre. La premiére partie s’est intéressée au cas multi-tache
dans un petit espace d’états. La deuxiéme partie a étudié le cas mono-tdche dans un grand espace
d’états. Finalement, la derniére partie a proposé une réponse pour le cas multi-tdches dans un
grand espace d’états.

Dans la premiére partie, nous avons posé les bases théoriques de I’A/R. Nous avons décrit
en détail le formalisme des PDM qui constitue son coeur et I'algorithme Value Iteration qui a
d’intéressantes qualités ; ce dernier est en effet dynamique et multi-tdche. Lorsque 'espace d’états
est petit, I'utilisation simultanée 1) d’une approche indirecte de ’A/R et 2) de Value Iteration
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peut étre vue comme une architecture connexionniste. Les unités de cette architecture sont les
états du PDM. Les connezions sont le support de la fonction décrivant la dynamique du probléme
T. La récompense R est estimée de maniére répartie par I’ensemble des unités. Enfin, la fonction
de valeur optimale est une activité distribuée dans le réseau et ’algorithme Value Iteration est
une loi de propagation de cette activité.

Dans la deuxiéme partie, nous avons présenté et analysé théoriquement une méthode pour
approximer un probléme d’A /R ayant un grand espace d’états. Cette méthode, en effectuant une
agrégation des états, c’est-a-dire en construisant automatiquement une représentation simplifiée,
permet de transformer un probléme a priori difficile en un probléme approché qu’on peut aborder
avec les techniques connexionnistes décrites dans la premiére partie. En nous appuyant sur des
résultats récents, nous avons analysé théoriquement cette approche approximative et montré que
nous pouvions, tout en maitrisant la complexité du modéle approché, améliorer itérativement
ses performances. Nous avons expérimenté plusieurs voies pour améliorer ce genre d’approxima-
tions, processus que nous avons rassemblés sous l'appellation “apprentissage de représentation”
diminution de la complexité sans faire chuter ses performances (généralisation), augmentation
de la qualité en augmentant au minimum la complexité (spécialisation) voire en la maintenant
constante (apprentissage). Nous avons testé ce mécanisme sur de multiples problémes. D’un point
de vue algorithmique, les calculs impliqués pour cette amélioration des performances sont com-
plétement analogues & ceux impliqués par Value Iteration. Ils pourraient ainsi s’intégrer dans
I’architecture complétement connexionniste décrite dans la premiére partie.

Dans la troisiéme partie, nous avons voulu étendre les résultats obtenus pour ’apprentissage
de représentation & un cadre encore plus complexe : celui ol une architecture doit résoudre non
plus un mais plusieurs problémes d’A/R ayant un grand espace d’états. Nous avons replacé ce
probléme dans le cadre général de la catégorisation automatique. En particulier nous avons mon-
tré que le processus qui consiste a construire un nombre réduit de représentations pour résoudre
un grand nombre de problémes d’A/R peut se formaliser comme un probléme de catégorisation
par noyaux. Pour répondre pratiquement & ce probléme, nous avons dérivé une version adap-
tative de ’algorithme des nuées dynamiques. Nous avons argumenté que ce probléme pouvait
s’interpréter comme celui de ’auto-organisation en modules spécialisés : le processus que nous
avons décrit permet de répartir intelligemment un ensemble de compétences sur un nombre pré-
défini de modules, qui maintiennent chacun une représentation simplifiée de 'espace d’états.
La construction d’une architecture modulaire présente de nombreux avantages. Parmi ceux que
nous avons décrits, soulignons qu’en augmentant la distribution des traitements, on augmente
potentiellement la tolérance au pannes et les possibilités de parallélisation.

Quelques perspectives

Il apparait de nombreuses voies de recherches pour approfondir ce travail. En voici quelques
unes
— Dans cette thése, nous avons fait le choix de nous concentrer sur un point précis : la
construction d’une ou plusieurs représentations du vrai espace d’états. Pour ce faire, nous
avons éludé certaines des caractéristiques de ’A/R comme la nécessité d’acquérir des
connaissances en ligne et le dilemme exploration/exploitation que cela implique. L’incer-
titude liée au manque d’exploration (c’est-a-dire & une trop petite quantité d’échantillons
pour estimer R et T') peut étre vue comme une composante de ce que nous avons appelé
Perreur d’interpolation locale. Cette idée pourrait étre creusée dans deux directions : 1)
on pourrait examiner le lien qui existe entre la vision du manque d’exploration comme
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une composante de ’erreur d’interpolation et les réponses de la littérature au dilemme
exploration /exploitation. 2) Si I’apprentissage de représentation et ’exploration sont alors
deux moyens de faire diminuer 'erreur d’approximation, comment peut-on les combiner
efficacement 7

Lorsqu’on utilise une approximation par agrégation, I’ajout de ressources permet, en théo-
rie, de diminuer ’erreur d’approximation autant qu’on le souhaite. On pourrait fixer un
seuil d’erreur & atteindre. On ajouterait et supprimerait autant de ressources que néces-
saires pour rester sous ce seuil d’erreur. Ainsi, on adapterait la complexité de représentation
a la difficulté du probléme considéré.

Nous avons montré comment construire plusieurs modules spécialisés pour un ensemble de
taches. Ces modules font des calculs de planification indépendants deux a deux. Il pourrait
étre intéressant de creuser 1’'idée de faire une planification qui implique la coopération
de plusieurs modules. Des travaux de la littérature utilisant un réseau CMAC [Sutton,
1996] [Wiering et al., 1998] exploitent déja un peu cette idée : plusieurs grilles découpent
différemment un méme espace d’états et font un calcul commun.

Nous avons mis en valeur le caractére fortement parallélisable des mécanismes que nous
proposons dans cette thése. Il serait intéressant de les implanter sur des machines paralléles.
En particulier, leur intégration dans une unique architecture serait 1’occasion de présenter
notre approche d’une maniére plus unifiée.

En tant qu’informaticiens, nous avons construit des mécanismes connexionnistes pour ré-
soudre un probléme qui nous parait motivant : I’A/R. L’évolution a manifestement fait
la méme chose : les animaux et les hommes sont des réponses connexionnistes au pro-
bléme réel de ’A/R. Il serait donc naturel de creuser les liens entre nos travaux et des
études concernant les sciences du vivant. Nous voyons déja plusieurs pistes. La propaga-
tion d’un signal de récompense pour calculer un plan semble commune & nos travaux et
des travaux directement inspirés du cortex humain |Frezza-Buet, 1999]. Le principe d’agré-
gation d’états semble fortement lié & un mécanisme connu sous le nom de catégorisation
perceptivo-motrice [Munos, 1997b]). Enfin, Iidée d’une organisation modulaire n’est pas
sans rappeler le constat que le cerveau est organisé en aires fonctionnelles relativement
spécialisées...



140



Annexe

141






Annexe A

Erreur d’approximation et influence

Cette annexe donne les détails calculatoires qui permettent de démontrer
— le lien entre ’erreur d’interpolation et ’erreur d’approximation ;
— les propriétés caractéristiques de ’influence.
Les calculs présentés ici sont tirés de [Munos et Moore, 2000] et [Munos et Moore, 2002]

A.1 Relation entre ’erreur d’interpolation et I’erreur d’approxi-
mation

A.1.1 Enoncé

Notations et définitions

Soit un PDM M = (S, A, T, R) que nous appelons le vrai modéle. Soit un deuxiéme PDM
M = (S, A, T, R) qui approxime le PDM M. Soit B* I'opérateur de Bellman dans le vrai modéle.
Pour toute fonction W : S — IR, B*.W est une nouvelle fonction de S — IR qui est telle que :

[B*.W](s) = max (R(s, a)+7v.> T(s,a, s').W(s'))

SI

De facon analogue, soit B* I'opérateur de Bellman dans le modéele approché :

!

[B*.W](s) = max (E(s,a) + 1. Zf(s,a,s').W(s'))

8

Notons respectivement V7™ et V™ les fonctions de valeur optimale du vrai modéle M et du
modeéle approché M. Par définition, ces fonctions sont les uniques points fixes des opérateurs
que nous venons de définir : B*.V™ =V7 et B*VT =V7 .

L’erreur induite en un point par I'utilisation du modéle approché est définie par :

Définition 11 (Erreur d’approximation locale)
L’erreur d’approximation locale est la différence entre la fonction de valeur optimale approchée
et la vraie fonction de valeur optimale :

AN A

Eapp(s) = [V (5) = VT (s)|

L’erreur d’interpolation locale :
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Définition 12 (Erreur d’interpolation locale)
L’erreur d’interpolation locale est ’erreur induite si on utilise l'opérateur de Bellman approché

B* au lieu du vrai opérateur de Bellman B* sur la vraie fonction de valeur V™
Eint(s) = |B*.V™ (s) — B*.V™ (s)|

Enoncé du résultat

Si Eint(s) est une borne supérieure de Ejp(s), alors une borne supérieure Egp,(s) de Eqpp(s)
est solution de ’équation de Bellman suivante :

Eapp(s) = mgx (’Y- Z T(sa a, 31)-Eapp(31)> + %(3)

sl

A.1.2 Démonstration
Un lemme préliminaire sur ’opérateur max

Soient deux fonctions f et g de X dans IR. On a :

Iglgf( T) — I;lea}gg( )| <gg>g|f( ) —g(z)|

En effet, si on note zy = arg maxgex f(z) et r4 = arg maxzcx g(z), on a :

—max|f(z) —g(z)] < —[f(zg) - g(zy)l
< flzg) — g(zy)
< flzy) — g(zg)
< flzy) —g(zy)
< [flzy) — g(zp)|

Corps de la démonstration

La définition des fonctions de valeur optimales et I'inégalité triangulaire nous permettent
d’écrire :

Eapp(s) = [V" () = V" (s)]

< |B VT (s) = B*V™ ()| + |B*.V™ (s) — B*.V™ (s)]
= |B*.V™ (s) — B*.V™ (s)| + Ein(s)

A T’aide du lemme nous développons le terme de gauche :

|B* V™ (s) — B*V™ (s)] < max
a

s/

v. Z T(s, a, s').(f/\'ﬁ* (s') — VT (s) ‘

:max(fyZTsas ‘V’r — V™ (s)

)
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On obtient alors :
Egpp(s) < max( ZT s,a,s') Eopp(s )) + Eint(s)

Soit Egpp une solution de ’équation ci-dessous :

Eopp(s) max( ZT $,a,8"). Eqpp(s )) + Eint(s)

Alors on a clairement :

Vs € S, Eapp(s) < Eapp(s) ¢

A.2 Propriétés de ’'influence

A.2.1 Enoncé

Considérons une chaine de Markov sur un espace S, de probabilité de transition p(siy1 =
s'|sy = s) = T(s,s"). Etant donnée une fonction y : S — IR, considérons la fonction z : S — IR
implicitement définie par ’équation de Bellman suivante :

z(s) = y(s) + 7. Z T(s,s").z(s") (A1)

Définition 13 (Influence sur un état)
Linfluence de l’état s sur l’état s’ est définie comme étant la contribution de y(s) au calcul de
z(s") :
ox(s')
Ir(sls") =
(sls) e

L’influence vérifie les trois propriétés suivantes :

1. L’influence Ir(s|s’) d’un état s sur un état s’ est la somme pondérée des probabilités de
présence dans ’état s sachant que le processus est dans ’état s’ 4 ¢ = 0. Si on note (s¢) (teIN)

le processus, on a :
o

Ir(s|s") = > ~'p(se = s|so = o)
t=0
2. La notation Ir(s|s’) est cohérente car 'influence dépend uniquement de la probabilité de
transition 7' (et non de y). En particulier elle vérifie I’équation récursive suivante :

V(s,s') € 82, Ip(sls') = by +7. S T(s",8).(s"]s")
S”

avec
1 sis=¢s

l 2 —
V(S,S)ES,(SS,SI—{ 0 sis#s

3. Soit I(®) une fonction quelconque sur S. Alors l'influence sur s’ I(.|s') est I'unique limite
de la suite (I ("))(n cIN) définie par la relation de récurrence suivante :

Vs €8, I (s) = 6,0 + .Y T(s",5).10(s") (A.2)

sll
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A.2.2 Démonstrations
Voici les démonstrations des trois propriétés :

1. En développant ’équation A.1, on a pour toute séquence (3(0), s, ..) € sIN .

(@) = y(sO) +4. ZT(S(O), s [ y(sM) + 4. ZT(s(l), s@). [y(s@)) + ]

5(1) 5(2)
Z L. [T(s(o),s(l)).T(s(l),3(2))...T(s(t_1),s(t))] y(sy)
(s),..5)

vip(ss = sOsg = 50).y(sy)

M2 LM

T
[==)

Nous pouvons donc en déduire que :

or(s?) & 0
Ip(s|s©) = = Z’Yt-p(st = s|so = s0) ¢
A(s) &

2. En utilisant cette premiére propriété de 'influence et le caractére stationnaire de la chaine
de Markov, on démontre facilement la deuxiéme propriété :

o0

Ir(sls') = D 'p(se=slso =)

t=0

o0
= p(so = s[so=5") + ZVt-P(St = s|sp = 5')

t=1
o
= o+ 37 Lp(ste1 = slso = )
=0
o
= ds9+7- Zp(5t+1 = s|sy = s"). (Z v p(se = s"|sg = 3'))
=0

sl’
= 6575, +7'ZT(S”,3).IT(S”|3’) o

5”
3. L’équation A.2 est une contraction si on utilise la norme || f||1 = > g |f(s)]- En effet :

7D —Ip(s)l =

SES

= 7. )_T(s",8). 1M (s") — I (s"|s")]

7.y T(s",8)-(IM(s") — IT(S"IS'))‘

S”

= 71" = I (s

La suite (I(”))(ne]N) a donc une unique solution qui est I7(.[s'). ¢
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Résumé

Cette thése étudie 1'utilisation d’algorithmes connexionnistes pour résoudre des problémes
d’apprentissage par renforcement. Les algorithmes connexionnistes sont inspirés de la maniére
dont le cerveau traite I'information : ils impliquent un grand nombre d’unités simples fortement
interconnectées, manipulant des informations numériques de maniére distribuée et massivement
paralléle. L’apprentissage par renforcement est une théorie computationnelle qui permet de dé-
crire 'interaction entre un agent et un environnement : elle permet de formaliser précisément le
probléme consistant & atteindre un certain nombre de buts via ’interaction.

Nous avons considéré trois problémes de complexité croissante et montré qu’ils admettaient
des solutions algorithmiques connexionnistes : 1) L’apprentissage par renforcement dans un petit
espace d’états : nous nous appuyons sur un algorithme de la littérature pour construire un réseau
connexionniste ; les parameétres du probléme sont stockés par les poids des unités et des connexions
et le calcul du plan est le résultat d’une activité distribuée dans le réseau. 2) L’apprentissage d’une
représentation pour approximer un probléme d’apprentissage par renforcement ayant un grand
espace d’états : nous automatisons le procédé consistant & construire une partition de 1’espace
d’états pour approximer un probléme de grande taille. 3) L’auto-organisation en modules spéciali-
sés pour approximer plusieurs problémes d’apprentissage par renforcement ayant un grand espace
d’états : nous proposons d’exploiter le principe "diviser pour régner" et montrons comment plu-
sieurs taches peuvent étre réparties efficacement sur un petit nombre de modules fonctionnels
spécialisés.

Mots-clés: intelligence artificielle, apprentissage par renforcement, connexionnisme, processus
décisionnels de Markov

Abstract

This thesis studies the use of connectionist algorithms for solving reinforcement learn-
ing problems. Connectionist algorithms are inspired by the way information is processed by
the brain : they rely on a large network of highly interconnected simple units, which process
numerical information in a distributed and massively parallel way. Reinforcement learning is a
computational theory that describes the interaction between an agent and an environment : it
enables to precisely formalize goal-directed learning from interaction.

We have considered three problems, with increasing complexity, and shown that they can
be solved with connectionist algorithms : 1) Reinforcement learning in a small state space : we
exploit a well-known algorithm in order to build a connectionist network : problem paramaters
are stored into weighted units and connections and planning is the result of a distributed activity
in the network. 2) Learning a representation for approximating a reinforcement learning problem
with a large state space : we provide an algorithm for automatically building a state space
partition in order to approximate a large problem. 3) Self-organization of specialized modules for
approximating various reinforcement problems with a large state space : we exploit a “divide and
conquer” approach and show that various tasks can efficiently be spread over a little number of
specialized functional modules.
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