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Introduction générale

En raison d’une modernisation incessante des outils de production, les systémes industriels
deviennent de plus en plus complexes et sophistiqués. En paralléle, la fiabilité, disponibilité,
streté de fonctionnement sans oublier la protection de I’environnement sont devenues de vé-
ritables enjeux pour les entreprises actuelles. Le diagnostic des systémes est apparu dans le
but d’améliorer les points précédents. Discipline de I’automatique a part entiére, ce module
de surveillance qu’est le diagnostic fait ’objet d’'un engouement prononcé depuis le début
des années 70. En effet, la recherche dans ce domaine n’a fait que prendre de 'importance

dans le monde entier, aussi bien de maniére théorique que pratique.

Les méthodes de diagnostic que nous considérons reposent sur la connaissance d’un mo-
déle du systéme. Issu d’une phase d’identification, le modéle du systéme a pour objectif
principal de représenter au mieux le comportement réel du systéme en dépit de tout élé-
ment perturbateur extérieur ou de mauvaises connaissances a priori (modéle de type boite
noire ou grise). Les modéles considérés sont issus d’équations différentielles et/ou basés sur

la connaissance des équations physiques.

La majeure partie des systémes réels obéissent a des équations non linéaires. Les modéles
non linéaires des systémes sont alors communément linéarisés autour d’un point de fonction-
nement afin de posséder des propriétés linéaires. Ainsi les nombreuses méthodes développées
depuis une trentaine d’année peuvent étre appliquées. Cependant cette étape de linéarisa-
tion est la cause principale d’erreurs de modélisation. Par conséquent 1'étude des modéles
linéaires de représentation incertains est inévitable.

Depuis les années 80 les approches non linéaires sont développées pour la commande de ces
systémes. Issues de ces derniéres, le découplage d’une partie de I'état de I'effet des pertur-
bations joue un role d’importance pour le diagnostic des systémes non linéaires. De plus
puisque la premiére cause d’incertitude est évincée, il parait moins utopique de considérer
des modeéles parfaits. Dans cette thése nous supposons la modélisation du systéme parfaite-

ment réalisée.

Notons que le point commun & toutes les approches linéaires ou non linéaires pour le diag-

nostic est la synthése d’un signal nommé résidu. Ce signal, s’appuyant sur la redondance
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analytique qu’offre le modéle, est généralement une fonction des sorties mesurées du systéme
et de ses entrées. L’object principal d’un résidu est d’assurer la distinction entre le fonction-
nement normal du systéme et un fonctionnement anormal di & I’apparition d'un défaut d’une
part et de différentier I'effet des différents défauts entre eux d’autre part. Parmi un nombre
toujours croissant d’outils assurant cet objectif, nous distinguons les relations de parités, les
observateurs et les filtres. Ces deux derniers possedent avantage certain d’estimer les états

et les sorties du systéme.

Le travaille présenté dans ce mémoire contribue a enrichir tant les méthodes visant ’analyse
des systémes non linéaires pour aboutir a des conditions d’isolation des défauts que les mé-

thodes de syntheése de filtre pour la génération de résidus.

Ce mémoire comporte 5 chapitres.

Le premier chapitre présente précisément les principes fondamentaux sur lesquels repose
le diagnostic. Puisque toute méthode visant l'isolation de défauts nécessite une phase de
découplage, nous détaillons et comparons les différentes méthodes proposées dans la littéra-
ture. Ces méthodes permettent la structuration des résidus. Pour clore ce chapitre, plusieurs
structures particuliéres de résidus sont détaillées.

Se fondant sur une nouvelle écriture des filtres nous proposons, dans le deuxiéme chapitre,
un calcul novateur du plus petit sous-espace d’état sensible & une perturbation. Cette mo-
dification a pour objectif d’augmenter significativement la dimension du sous-espace d’état
insensible & une perturbation et donc la partie de I’état qui sera correctement estimée malgré
I’apparition de cette perturbation. Suite & I’obtention de I’ensemble de ces sous-espaces d’état
insensibles aux défauts, une analyse approfondie de leurs caractéristiques géométriques nous
permet d’établir de nouvelles conditions pour I’isolation des défauts.

En lien avec les résultats du chapitre précédent, dans le troisiéme chapitre nous proposons
une méthode systématique de synthése des filtres. Différents cas sont présentés. Les deux
principaux sont l’isolation de I’ensemble des défauts & 1’aide d’un unique filtre d’'une part
et d’un banc de filtres d’autre part. Nous complétons la synthése de ces filtres d'une étude
menant a I’assurance de la convergence exponentielle de I'estimation des états vers les états
réels du systéme.

Dans le quatriéme chapitre I'ensemble des méthodes proposées sont illustrées avec 1’étude du
benchmark des trois cuves. Ainsi, des défauts capteur et actionneur sont considérés. Cette
application met en relief les résultats de nos propositions tant au niveau du découplage que
de la génération de résidu.

Le dernier chapitre a pour objectif la présentation de nouveaux outils qui offrent des pers-
pectives intéressantes pour le diagnostic. En effet, trés récemment différentes méthodes de
synthése de lois de commande ayant pour essence la théorie des modules sont apparues (nous

citons a titre d’exemple, la platitude et les P.I.D. généralisés). Ainsi, une étude algébrique
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est menée afin d’établir les conditions nécessaires et suffisantes d’isolation des défauts. Ces
conditions sont intrinséques au modéle du systéme et ne dépendent donc pas de la forme du

générateur de résidus choisi.






Chapitre 1
Diagnostic de systémes non linéaires

Ce chapitre a pour objet la présentation des principaux concepts et outils abordés dans la
suite de ce document.

Notre intérét se portant sur le diagnostic des systémes décrits par des modéles non linéaires,
nous débutons cette présentation par une description des particularités associées a différents
types de modéles. Ensuite, nous détaillons la démarche menant au diagnostic de systémes. En
effet, le diagnostic de systémes (la détection et 'isolation de défauts) nécessite une succession
d’étapes imbriquées. Une étude bibliographique détaillée permet une présentation de chacune

d’entre elles.

1.1 Introduction au diagnostic

Les travaux décrits dans ce manuscrit sont basés sur les possibilités de redondance analy-
tique offertes par un systéme dynamique. La redondance analytique représente la possibilité
de traduire a 'aide d’équations mathématiques le comportement du (ou d’une partie du)
systéme. Ces équations peuvent étre statiques (1.1) ou dynamiques (1.2). A cette derniére
équation, nous associons un modéle plus fin du systéme, traduisant le régime transitoire a

I’aide d’équations différentielles. Nous considérerons, par la suite, ce dernier type de modéle.
y(t) = Ka(t) (1.1)
w(t) = f(2(t), u(t)) (1.2)

Au diagnostic de systémes, nous associons les deux taches suivantes : la détection et 1’isolation
des défauts [36].

Définition 1.1 Détection de défauts : détermination de la présence de défauts sur un sys-

teme et de l'instant d’apparition.

Définition 1.2 Isolation de défaut : détermination du type, de [’emplacement et de l’instant

d’apparition d’un défaut. Suit la détection de défauts.
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Une troisiéme tache peut y étre ajoutée : 'estimation de 'amplitude du défaut. La réalisa-
tion de ces trois taches nécessite de différencier le fonctionnement normal du systéme d’un
fonctionnement anormal ou dégradé.

A cet effet, nous utilisons des modéles qui représentent avec plus ou moins de précision le
comportement réel du systéme. Ces modéles peuvent étre classifiés [25], par ordre de géné-
ralité :

— les modéles non linéaires généraux,

S ECREORIO) s

Y=(t) = h(z(1))

— les modéles non linéaires bilinéaires,

— les modéles non linéaires affines en la commande,

wpﬁmm+;mwmw (1.5)

ENLI

— les modéles linéaires,

2(t) = Ax(t) + Bu(t

o J30 = s + Butt) .
Y. = Cx(t)

ou z(t) € R", u(t) € R™, et y,(t) € RP représentent respectivement les vecteurs d’état,

entrée et sortie observées du systéme.

Pour étre exploitable, au vu des objectifs de diagnostic que nous nous sommes fixés (défini-

tions 1.1 et 1.2), le modéle doit traduire au mieux le comportement du systéme. Cependant,

la précision d'un modéle est généralement obtenue au détriment de sa simplicité. Le choix

entre :

— les modeéles linéaires pour lesquels de nombreuses méthodes de traitement sont connues
mais possédant une plage de fonctionnement limitée,

— les modéles non linéaires d’utilisation complexe mais possédant un domaine de validité
étendu,

est difficile a effectuer. Lors des chapitres suivants, nous contribuons au développement des

méthodes associées aux modéles non linéaires affines en la commande. Cependant, il convient

de signaler une solution relativement récente, qui consiste & multiplier le nombre de modéles

linéaires couvrant au mieux les trajectoires du systéme. Cette stratégie connue sous le nom
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de multi-modéles fait 'objet de nombreuses publications visant la résolution de nombreux
problémes qui lui sont inhérents ([55], [32], [54], [1]) : commutation entre modéles, distinction

entre changement de consigne et apparition d'un défaut, ...

Dans la section suivante, nous précisons l’ensemble des éléments nécessaires pour mener
a bien le diagnostic de systéme. Nous la débutons en précisant le modéle du systéme consi-
déré en y intégrant les défauts. Ensuite, puisque 'objectif d’isoler les défauts, a partir de
résidus, ne peut étre atteint que lorsque ces derniers possédent des propriétés différentes,

nous étudions deux méthodes de découplage intéressantes proposées dans la littérature.

1.2 Du systéme a la génération de résidus

En ce qui nous concerne, nous intégrons les défauts et perturbations dans la modélisation d'un
systéme non linéaire. En effet, modéliser les effets d’autres entrées (défauts et perturbations)
que la commande est primordial pour le diagnostic de systéme. Cette modélisation se justifie
par la nécessité de différencier les défauts et surtout d’assurer I'insensibilité d’une partie de

I'état du modéle (dans la mesure du possible) aux perturbations.

1.2.1 Le systéme et ses entrées

Dans cette section, nous précisons le terme “d’entrées inconnues” (entrées exogénes) qui re-
présentent les grandeurs physiques ayant un effet sur le systéme sans qu’elles soient mesurées.
Nous les détaillons en nous référant a la littérature. Pour débuter, nous définissons différents
types de défauts et de perturbations. Puis, nous éclaircissons certaines considérations usuelles

dans le cadre du diagnostic.

1.2.1.1 Les défauts

Nous distinguons trois classes de défauts qui interviennent a différents niveaux sur le systéme

(figure 1.1) :

— défaut actionneur : défaut w,(t) qui agit au niveau de la partie opérative et détériore ainsi
le signal d’entrée du systéme (perte de puissance d’un moteur, fuite dans un vérin, ...).

— défaut systéme : nous identifions le défaut w,(¢) a la modification des caractéristiques du
systéme proprement dit. Une fuite dans une cuve, le vieillissement des matériaux en sont
des exemples simples,

— défaut capteur : un tel défaut w.(t) est la cause d’'une mauvaise image de I’état physique
du systéme (mauvais étalonnage de capteur ou vieillissement de 1'organe récepteur d’un

capteur, ...).
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y

v

» actionneurs » systeme capteurs

F1G. 1.1: Inventaire des défauts agissant sur un systéme

De maniére a distinguer ces différentes classes de défauts, nous récrivons le modéle non

linéaire affine en la commande :

(1) = folw(t)) + Y fo(w(0)ws, (0) + D fi(w(t)) (us(t) + wa, (1))
S : k=1 i=1
y(t) = h(x(t)) + Z fe,we,(t), avec f.. la j° ligne d'une matrice diagonale

(1.7)
we(t), we(t) et w.(t) représentent respectivement les vecteurs constitués des défauts action-
neur, systéme et capteur. Cependant, nous ajoutons que lorsque la structure méme d’un
actionneur est modifiée suite a 'apparition d’un défaut, ce dernier est nécessairement une

composante du vecteur wy(t).

D’autres entrées peuvent également modifier le comportement du systéme. La section sui-

vante est consacrée & leur étude.

1.2.1.2 Les perturbations

Les utilisations du modéle (1.7) sont diverses (diagnostic, commande, identification pour les
principales), cependant I’adjonction d’un modéle des perturbations, notées d(t), est généra-

lement réalisée :

(1) = folw() + ) Fo(w0)ws, (8) + Y filw())(wi(t) + wa, (1)) + De(a(t))d(t)
ENL . k=1 i=1

alt) = h@(0) + 3 fesee, (1) + Dula(®)d()
- (1.8)

L’origine de ces perturbations est souvent due a une modélisation imparfaite du systéme.
En effet, une perturbation est une grandeur ayant une action, que 1’on ne connait pas, sur
le systéme. Ceci s’explique par le fait que nous avons omis de prendre en compte la pertur-

bation lors de la phase de modélisation.
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Ces perturbations font parfois I’objet de caractéristiques particuliéres. Ainsi, lorsque ces der-
niéres sont d’ordre statistique, le systéme est dit bruité. Cet axe de recherche (stochastique)
est particulier et a fait objet de peu d’études dans le cas des systémes non linéaires ([17],
51).

Dans ce document, nous n’effectuons pas de synthése visant la minimisation de 'effet des

perturbations au sens stochastique. Nos travaux seront donc dits déterministes.

1.2.1.3 Considérations propres au diagnostic

Par souci d’uniformité, dans le cas déterministe grace a une manipulation mathématique
conduisant a une augmentation d’état, il est possible d’écrire toute entrée inconnue au niveau
de 'équation d’état du systéme (|52] et [57]). Nous précisons, que si les entrées inconnues
(perturbation d(t) et/ou défaut capteur w,(t)) font preuves de discontinuités, il n’est alors
possible d’en réaliser qu’une approximation (sans que cela soit génant).

Ainsi, dans la suite de nos travaux, aucune distinction n’est faite entre les différentes écritures

(1.8) et (1.9). Nous considérons alors, le systéme suivant comme base de réflexion :

m m+p+r=q S
N ECESTCOIED SHCOIIORED DI COITORS BEMEOLI0

(1.9)
avec w(t) Pécriture du vecteur défaut constitué par tous les défauts (actionneur, systéme et

capteur), d(t) le vecteur perturbation et P(xz(t)), D,(x(t)) les matrices qui les pondérent.

Contrairement aux objectifs d’une loi de commande, ou l'effet des défauts et des pertur-
bations est minimisé (aucune distinction dans leur traitement) vis a vis des signaux de
sorties a controler, le diagnostic a pour finalité la mise en exergue d’un ou plusieurs défauts
quelles que soient les perturbations. Ainsi, lors de I’écriture du systéme (1.9), nous donnons
un autre sens a :

— w(t) qui correspond aux défauts que nous voulons détecter (et isoler si ¢’est possible),

— d(t) qui correspond aux autres défauts et éventuellement perturbations.

Ainsi la problématique du diagnostic est la génération d’un résidu r(¢) (signal multidimen-

sionnel) vérifiant :

—r(t) # 0 si wi(t) # 0 Vi, quelles que soient les valeurs prises par les autres entrées du
systéme u(t) et d(t),

— r(t) = 0si w(t) =0, quelles que soient les valeurs prises par les autres entrées du systéme
u(t) et d(t).
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L’obtention d’un tel signal r(¢) fait I'objet de plusieurs étapes dont le découplage et la
structuration des résidus, pour ne citer que les principales. L’étape de découplage est a

présent détaillée.

1.2.2 Le découplage

Nous associons le découplage a 'opération consistant a rendre totalement insensible, sous
laction d’un filtre, une partie de ’état (sous-espace d’état) & une entrée préalablement
déterminée (d(t)). Suite & cette remarque nous définissons un sous-espace d’état insensible

(resp. sensible) :

Définition 1.3 Un sous-espace d’état est dit insensible (resp. sensible) a une entrée s’il
existe un (resp. n'existe pas de) filtre assurant une estimation parfaite de ’état associé a ce

sous-espace quelle que soit cette entrée.

Avant d’aborder I’étude des modéles non linéaires, nous développons le cas linéaire. Deux

méthodes non linéaires distinctes sont ensuite détaillées.

1.2.2.1 Etude du cas linéaire

Le modéle du systéme considéré, sous les conditions d’absence de bruit, de défauts et d’ab-

sence totale d’incertitude de modéle, est de la forme suivante :

g . (0 = Aw(t) + Bu(t) + Dod(t) w10

ya(t) = C(t)

ou les matrices A, B, C' et D, sont constantes, D, de rang plein colonne et dim(d(t)) = s.
L’objectif est le découplage d’une partie de 1'état de ’effet de d(t). Nous présentons une
méthode basée sur I'utilisation de deux décompositions en valeurs singuliéres (Singular Value
Decomposition, S.V.D. en anglais) ([10], [18]).

Suite & une premiére S.V.D. de D,, il est possible d’exprimer I’état du modeéle (1.10) de la

maniére suivante :

T1(t) = Ay (t) + AraZa(t) + Bru(t) + Dyyd(t)

. (1.11)
Fa(t) = gy (t) + Apa(t) + Bou(t)

ou z(t) = (2T (t) 2% (t))T = Hx(t) avec H la matrice de passage du changement de coordon-
nées.

Une deuxiéme S.V.D. de C permet 'isolation de #;(t) au sein de I’équation de mesure.

Yz1(t) = C1121(t) + CraZa(t)

1.12
Yaa(t) = CaZa(2) 12
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Ainsi, exprimer 7 (t) en fonction de y,(t) et Zo(t), est possible. Cette étape permet d’extraire

un sous-systéme insensible a d(t) s’écrivant comme suit :

.iz(t) = (A22 — Aglcilcw).f'g(t) + BQU(t) + Aglcilyxl (t)
ZLinsensible : 5 (]-]-3)
Ya2(t) = Colia(t)
Or différentes hypothéses sont nécessaires a cette écriture :
— dim(d(¢)) < dim(y,(¢)) : le nombre de défauts est moins important que le nombre de
sorties,
— dim(span{CD,}) = dim(d(t)) : chaque défaut a un effet différent sur les sorties.

Notons que la dimension du sous-systéme représenté par (1.13) est dim(Z2(t)) =n — s.

L’étude du cas linéaire permet la mise en évidence des trois étapes qui constituent le décou-

plage de d(t) :

— un premier changement de coordonnées pour scinder en deux parties I’état du modeéle (7 (%)
et Zo(t)) qui, respectivement, font et ne font pas intervenir dans ’écriture de I’équation
différentielle le signal d(t),

— un deuxiéme changement de coordonnées qui distingue les sorties dépendant de ()
(yz1(t)) des autres sorties,

— la derniére étape est I'expression de ;(t) a I’aide de Zo(t) et y,1(t). Cette expression notée
L(zT(t) yI'(t))T, peut s’interpréter comme un retour (ou injection) de sortie.

Suite a ce dernier point, I'équation d’état du modeéle (1.13) s’écrit :
To(t) = Agaiia(t) + Boult) + Aat L(T5 () yy ()" (1.14)

avec Z1(t) = L(Z3 (1) y; (1))" = Cy' (Y (1) — Craa (1))

Ainsi le gain L représente un retour de sortie (ou injection de sortie) et constitue I’élément
principal du découplage.

Nous ajoutons que dans le cadre du découplage des systémes linéaires, il existe également
une autre méthode intéressante détaillée plus en avant du manuscrit (paragraphe 1.2.2.4) se
fondant sur I'utilisation de la géométrie différentielle et plus particuliérement les notions de

sous-espaces invariants ([65]).
Nous rappelons maintenant le probléme propre aux modéles non linéaires.

1.2.2.2 Problématique liée aux modéles non linéaires

Le modéle non linéaire du systéme considéré est :

oo i(t) = f(x(t),u(t)) + Dy(x(t), u(t))d(t) (1.15)

y=(t) = h(z(1))
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avec dim(d(t)) = s.
Nous allons suivre le méme schéma que celui énoncé dans le paragraphe précédent. Nous
cherchons un changement de base particulier permettant une écriture équivalente a (1.11)

du systéme non linéaire (1.15) :

21(t) = fi(@1(t), Z2(t), u(t) + Do (F1(2), F2(t), u(t))d(t) (1.16)
:i‘g(t) = ]F2(fi‘1(t)a :Z‘2(t)a u(t))
avec T(t) = ®q(x(t), u(t)).
Oy(x(t), u(t)) est une transformation d’état définie par I’équation suivante :
aq)d(x(t)’u(t))Dz(:c(t),u(t)) -0 (1.17)

0x(t)

dont I'égalité est satisfaite V(z(¢),u(t)). La condition nécessaire et suffisante pour résoudre
(1.17) est donnée par le théoréme de Frobenius (voir annexe A théoréme A.1).

Le probléme propre aux modéles non linéaires réside dans la détermination de l'injection
de sortie visant & exprimer le sous-espace d’état inclus dans celui correspondant a Z;(¢) et
nécessaire a I'expression de Z,(t). L’écriture de cette fonction non linéaire W(7,(t), ®) (ot o
représente des sorties, des commandes et/ou leurs dérivées suivant les méthodes de détermi-
nation employées) est I'analogue a L(Z2(¢) yZ(t))” en linéaire, et nécessite une séparation
des variables d’état au niveau de 1’équation de sortie.

Notons que cette étape, contrairement au cas des modéles linéaires, n’est ni immédiate, ni
toujours possible avec des modéles non linéaires. Il s’agit de déterminer et de faire évoluer les
sous-espaces d’état définis par Z;(f) et Zo(t) de sorte a extraire un sous-systéme insensible a

d(t) a I’aide d’une injection de sortie.

Les méthodes développées dans les sections suivantes expriment le sous-espace d’état Z(t) a
I’aide d’injections de sortie différentes. La premiére est issue d’'une méthode analytique alors

que la deuxiéme est déterminée & partir d'une méthode géométrique.

1.2.2.3 Meéthode analytique

Cette méthode est principalement basée sur le travail de E. Alcorta Garcia et P.M. Frank
amorcée dans [2], finalisée dans [3] et appliquée dans [60]. Elle s’appuie sur la théorie de la
commande des systémes non linéaires ([37], [56] et [63]) et prend en considération le modéle
(1.15) ou d(t) € R® est ’entrée inconnue dont les effets sont indésirables. De plus s est supposé

strictement inférieur & m, et satisfait a 'équation dim(span{D,}) = s, V(z(t), u(t)).

Définition 1.4 [25] L’indice caractéristique d’ordre i d’un modeéle affine en la commande

(1.5), relativement a louvert V, noté p;, (i ={1,---,p}) est l'unique entier défini par

pi=min{k € N|3j e {1l,--- ,m}: Ly L} hi(x(t)) #0, Va(t) € V}
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avec la convention p; — 400 Si ijL’}Ohi =0 pour tout j =1,--- ., m et tout k > 0 et ou L

est 'opérateur de Lie défini en annexe A équation A.2.

D’une maniére simple, nous pouvons dire que p; traduit le nombre de dérivations nécessaires
pour voir apparaitre le signal de commande dans I’écriture de la ¢® sortie.
En référence a la définition 1.4, il nous a semblé plus simple de définir un indice caractéristique

modifié de la maniére suivante.

Définition 1.5 L’indice caractéristique modifié d’ordre i associé au signal d;(t), relative-

ment a [’ouvert V, noté pfril-, 1=1,---,p est l'unique entier défini par
(k)
d; . aym (t>
=min< ke N|I=—"—2 40, Va(t) e V
avec ygf) (t) la dérivée d’ordre k de la i¢ sortie par rapport au temps et la convention identique

N P d; oy
a la définition 1.4 p,), — +00 Si 20T = 0 pour tout k > 0.

A s - d; . e . A

De la méme maniére que précédemment p,.. traduit le nombre de dérivations nécessaires a
. . . : . . . < dj

I'apparition du signal d;(¢) dans I’écriture de la i® sortie. Par la suite nous associons & py, le

plus petit indice caractéristique modifié solution de :

Pl = min, (p,7,) (1.18)
Nous rappelons que lors de la définition du modeéle (1.15) d(t) = (dy(t) - - - dg(t) - - - ds(¢))T tel
que Yk € {1,--- s} dim(dg(t)) = 1.
Le découplage du signal d(t), s’effectue a I’aide d’une récurrence. Nous allons, dans un premier
temps, chercher un sous-systéme insensible & une premiére composante de la perturbation
puis a partir de celui-ci réitérer 'opération pour une seconde composante de la perturbation
et ainsi de suite ...
Cette récurrence s’arréte a I'obtention du s® sous-systéme insensible qui s’avére étre insen-
sible au signal d(t).

Dans ce qui suit, nous décrivons les différentes étapes qui constituent la récurrence.
Premier pas :

La composante de la perturbation notée dy;(t) possédant le plus petit indice caractéris-
tique modifié est sélectionnée (k1 = minj(pfl,i) < 400). A ce coefficient k1 est associée une
sortie du systéme notée y,q4,, (f) parmi le vecteur sortie y,(t).

Le modéle (1.15) se récrit :

Sy : 4 0= F@(0),u(t)) & Doy, (w(0). u(t)dia (1) + Doy (20 OV ()| |

Y=(t) = h(x(1))

~
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_ T
avee dia(t) = (di(t) -+ diaa(t) dira(t) - duft)) et Digy (2(t), u(t)) la matrice de
pondération correspondante.

D’aprés [37], il est toujours possible de trouver une fonction vectorielle non linéaire ¢q,, (2 (%), u(t))
vérifiant les conditions suivantes :
Ywdp (t)

(i) rang | 2 (p%I:l)(t) =n, V(x(t),u(t))

¢dk1 (x(t)v u(t))
(i1) Lo, (z(t),u(t)) indépendant de dy (t)

avec p@1 défini équation (1.18) (ot j = k1).

1l est alors possible de définir une transformation d’état #'(t) = @4, (z(t), u(t)) telle que :

Yo () 3, (1)
: : (1)
P0) = Ba, ) u) = | et (= @m0 | = oo
---------- B, (1)

Guya (1), u()) i, (1)

(1.20)
avec dim(z)(t)) = pir < +o0.
Par définition, cette transformation est une transformation d’état appelée difféomorphisme
(cf. annexe A définition A.2). Le modéle non linéaire s’écrit alors dans ce nouveau systéme

de coordonnées (cf. annexe B équation B.6) de la maniére suivante :

(.

57;1)1 (t) = 55;1;2(’5)
5%;132(75) = 55;1;3(75)
r! dpq (t) = 'i‘l diq (t)
'ppm 1 dl;flpm d L
St () a0 () = L h(e() + Lo, L ha®)da(0) + O@a() (121
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ot O(dy1(t)) est une fonction non linéaire de x(t), u(t) et d(t). Quant & Loy, (x(t), u(t)), il
s'agit d’une fonction non linéaire de Z'(¢), u(t), u(t) et dyi(t).
Ainsi, I'écriture du systéme (1.21) est & comparer a 1’écriture du systéme linéaire (1.11). En

effet, la partie de ’état 3%113(15) est, d'une fagon triviale, sensible a la perturbation dj(t).

Suite & cette transformation, il est possible d’extraire de (1.21) un sous-systéme insensible a

dg1(t). Celui-ci résulte d’une diminution de dimension et s’écrit :

o R 0= a3 (0,000, 50) + D (50,8, (0,00
MR Fad (1) = hayy (3 u(?))
(1.22)
avec Yga,, (t) ensemble des sorties privées de yy,q,, (1) soit :
T
Yzdy, (t) = <ym1(t) ymdm—l(t) ywdkl-i-l(t) yacp(t)) (1'23)

sachant que Z)(t) s’identifie au vecteur défini par les sorties y,q,, (t) et ses pit — 1 dérivées.
Nous pouvons modifier les deux fonctions vectorielles non linéaires f;,, () et D,q,, () de sorte
a obtenir deux nouvelles fonctions fy,, (fé}dkl (t),u(t), u(t)) et Dy, (jé’dm (t),u(t)) synthétisées
a ’aide d’une injection de sortie, c’est-a-dire :

Ja (3 (1), T, (1), u(t), ilt)) =Fa (25, (8),u(t), (1))

= k11 - .
+ Uy Wy, (8), i, (0,85, (1), u(t), (1))

(1.24)
Y
\ijfdkl (.) = fdkl (.) - fdm (.)
Dyay, (jzly (1), 'Ei‘¢dk1 (), u(?)) :Dmdm (Ziédm (), u(?))
SRR U O DI SO RO B

=

\IjDzdkl (‘) = Dqay, (‘) — Daay, (‘)
Par construction, nous savons qu’il est possible de déterminer les injections de sorties vérifiant
ces deux égalités (1.24) et (1.25). Ainsi, le sous-systéme (1.22) et son injection de sortie

s’écrivent comme suit :
i, (0 = {Jaa (@, ©.u),a0)
= dr1_q N .
gy o (), u 00 B, (8 ), u(t))}
1 . ~ - S
E Nt o+ { D (3, (1), ()T (1) (1.26)
dklil R

+®D1dkl (y:vdkl (t)7 T yizzll )(t>7 i‘édkl (t)7 u(t)>dk‘1(t)}

| Trdir (1) = hra, (21(2), u(t))

(
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Il nous parait important de faire le lien entre ’écriture du systéme précédent et celui obtenu
lors de ’analyse d’un systéme linéaire (1.13). En effet, lors du premier pas (découplage d'une
composante du signal perturbateur) nous retrouvons les différentes étapes mises en évidence
dans le paragraphe 1.2.2.1. La premiére est un changement de coordonnées pour représenter
I’équation d’état. Qui, dans cette approche particuliére assure aussi la sélection d’une sortie.
Enfin, Pexpression des états sensibles & la perturbation grace aux sorties et commandes (role
de injection de sortie).

,L'e

pas :
A partir du sous-systéme précédent assurant le découplage d’une partie de I'état de la

(1 — 1) composante de la perturbation d(¢) qui s’écrit :

O G ORI GRYORI0)
il : +Dzdki,1(5€§;1(t),§tgd;71(t),u(t))m(t) (1.27)

NLréduit
Yadpi—1 (t) = hdki—l (i'iil (t)’ u(t))

nous réalisons le i découplage. Nous précisons qu’a ce stade, le vecteur perturbation dy;_,(t)
n’est plus composé que de s — i+ 1 composantes. Parmi ces composantes, celle dont I'indice
caractéristique modifié (ki = minj(pgi) < +00) est le plus petit est sélectionnée et est
associée a la sortie y,q,,(t).

Ainsi, d’'une maniére analogue au premier pas (1.20), nous définissons le diffécomorphisme

suivant :
Yxdy,; (t)

F(t) = B, (o(t),u(®) = |00 (1.28)

¢dki (x(t)v u(t))
Il est alors possible d’extraire un sous-systéme d’une forme similaire & celle obtenue apreés le
(i — 1) pas (1.27) :

B, (8 = fa (0,3, (), u(t),u(t))
D + D, (B(1), &, (1), u(t))dii(1) (1.29)
Yady (t) = hdki(‘%i(t)7 u(t))

Cependant I'intérét principal est la possibilité d’écrire a ’aide d’injections de sortie, comme
nous 'avons défini au premier pas (équations (1.24) et (1.25)), toute expression de I} (t) au

sein du sous-systéme (1.29).
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Pour découpler le signal perturbateur d(¢) dans sa totalité, il nous faut effectuer s itéra-

i=1
dim(span{D,}) (par hypothése dim(span{D,}) = s) insensible & d(t) est représenté par ce

S
tions. Dans le cas ou une solution existe, un sous-systéme de dimension n — E pei >

qui suit :
Foa,(6) = { i (B, (0, U0) + W, (Ya(t), B, (6), U (1))}
Yod. (t) = ha,(Z(1))

ot Y,(t) et U(t) représentent respectivement les (pdi — 1) dérivées des sorties y.q,(t) (i €

(1.30)

NLinsensible '

1,---,s) et les dérivées successives de u(t).

Notons que si dim(d(t)) = 1 alors I'injection de sortie se réduit a :

= d -1 -
Wa(yealt), -l (1), T, (1) u(t)) (1.31)
I’objet de cette remarque est d’insister sur la maniére dont les sorties sont utilisées lors de
la synthése de l'injection. Ceci est un moyen de distinction entre les méthodes exposées et

développées plus tard.

Cette méthode posséde comme nous venons de le voir une mise en oeuvre relativement dif-
ficile de par sa procédure analytique itérative. Sans compter qu’il est nécessaire d’appliquer
un nombre relativement grand (fonction de la dimension du signal d(t)) de diffécomorphismes
pour le découplage. Pour ces raisons, nous présentons, dans la section suivante une autre

méthode sur la base d’outils géométriques.

1.2.2.4 Méthode géométrique

Au début des années 60, 'application d’outils mathématiques en automatique, constitue
certainement 1’origine d’une nouvelle approche qualifiée de géométrique. Nous retenons en
particulier les travaux [65] et [51] qui font de nos jours référence dans ce domaine.

La premiére extension de ces méthodes mathématiques est publiée par A. Isidori (|38]) dans
un article traitant des problémes liés a la commande des systémes non linéaires.

Dans cette section, nous nous attachons a présenter les travaux de C. De Persis et A. Isidori
(|13], [14], [17]) visant principalement & donner des conditions d’existence d’un sous-systéme
insensible & un signal d(t). Ces travaux sont en lien direct avec le diagnostic de systéme et
ces conditions sont liées a I'existence d’une injection de sortie. D’'une maniére analogue, nous

faisons référence aux travaux de H. Hammouri et al ([33], [34] et [35]).

Les modéles considérés sont de la forme suivante :

o(t) = fo(x(t)) + Z Jilaw(8))ui(t) + Da(x(t))d(t)

ZNL : (132)
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avec z(t) € R" w(t) € R™ d(t) € R® et y,(t) € RP et sous I’hypothése
dim(span{D,}) = s < p, Vz(t).

La premiére étape est la détermination de la plus petite distribution invariante pour la
dynamique du systéme ((f;)-invariante Vi € {0,---,m}, cf. annexe B), via une injection de
sortie, contenant span{D,}. Il s’agit des états (ou d’une combinaison de variables d’état)
ne pouvant pas s’écrire a l'aide des sorties sans la connaissance de la perturbation. Cette
combinaison d’états nommeée sous-espace d’état par la suite, est déterminée a 'aide de la

séquence non-décroissante suivante :

SP+ = span{D,}

—Di =y, =D (1.33)
SOy =877+ [, 8" Nker{dh}]
k=0
oil [, ] représente les crochets de Lie (cf. annexe A équation A.6), S la plus petite distribution

involutive contenant la distribution S (annexe A définition A.1) et dh la matrice jacobienne
de h(x(t)) (¢f. annexe A équation A.1).

Une condition d’arrét a la séquence précédente est donnée par :

—Dgx —Dgx
S =501 =8P =73

3 K3

(1.34)

Remarquons que dans le pire des cas (dim(span{S”*}) = n), la distribution SP= représente
Iespace d’état dans sa totalité. Cette propriété est synonyme d’une perturbation se pro-
pageant dans tout l'espace d’état sans qu’il soit possible de la découpler d'un sous-espace
d’état.

A titre indicatif, pour des raisons de commodité, il est parfois plus intéressant d’utiliser les
co-distributions (espace dual des distributions [J noté [0*).

A ce titre, la séquence non-décroissante de co-distributions suivante est développée :
D —@nNsg an{dh}
0 p

Qon=0n <Z Ly Qi+ Span{dh}) (1.35)
k=0

Pour plus de précisions, la démonstration de I’équivalence est donnée dans [14].

Dans la suite de ce document, nous utilisons principalement la premiére séquence non-
décroissante (1.33). Lors de la synthése du sous-espace d’état SP=, il est primordial de lier les
éléments qui composent la séquence non décroissante a l’expression de l'injection de sortie.
En effet, le découplage proposé par C. De Persis et A. Isidori utilise une injection de sortie
du type W(x(t),u(t),y.(t)). Or, le sous-espace d’état reconstruit par une telle injection de
sortie est limité par une “simple” utilisation de “y.(¢)”, ce qui se traduit par l'intersection
?Z-Dac Nker{dh}.
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Les conditions d’existence d’'un sous-systéme découplé s’arrétent a la non nullité du sous-
espace d’état orthogonal & SP= soit (SP=)+ #£ {0}.

En revanche, lors de la génération de résidus pour le diagnostic, les sous-espaces d’états
insensibles & des défauts doivent non seulement étre non nuls mais aussi posséder certaines
propriétés supplémentaires (ceci sera amplement développé dans le chapitre 3).

Ainsi, si (SP=)+ £ {0}, il est possible, par un simple changement de coordonnées Z(t) =

®(x(t)), d’écrire le systéme (1.32) sous la forme suivante :

( m

F1(0) =Foaa(0) 22(0) + D Foa (F2(0), 220))s0) + Dul@s (0, 2200
(6) = { Foalr(0),320) = Bo(@a®),5al) } + 3 {Fra(@1(). 52(8)) = Fil@a(0) (1))} sl

(1.36)
ot Wo(Z5(t), y(t)) —i—Z i (Zo(t), yo ())us(t) = U((Z2(t), u(t), yo(t))) représente I'injection de

sortie précédemment introduite, exprimée dans une nouvelle base de coordonnées (cf. annexe

B équation B.6). Tout I'intérét d’une telle injection est mis en relief par 1’égalité :

ﬁ,Q(j'l(t)’j2(t)) - \iji(f2(t)’yx(t)) = fi,2(:i‘2(t))a Vi € {0’ T ’m} (137)

C’est-a-dire qu’a I'aide de 'injection de sortie, nous exprimons au sein de I’écriture de Zo(t)

toute contribution du sous-espace d’état sensible & la perturbation Z;(t).

Suite aux simplifications d’écriture, le systéme (1.36) devient :

( m

21(t) =fo(@1(8), B2(t)) + Z Fia (@1(8), Z2(1))us(t) + Dy (@1 (t), Z2(1))d(1)

Ea(t) =foo(® Z (1) + Wo(Fo(t), (1)) + Z W, (Za(t), ya (1) Jus(t)
[ 4 (t) =h(E1(1), (1))

(1.38)
Nous ajoutons que lors de nos différentes applications, il a semblé plus judicieux de détermi-
ner l'injection de sortie suite au changement de coordonnées précédemment défini. En effet,
le difféeomorphisme z(t) = ®(x(t)) doit permettre I'écriture du systéme précédent et est di-

rectement lié & la distribution (SP=)+. La distribution aiz;(x(i))) est choisie afin que ®(z(t))
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posseéde les propriétés d’'un difféeomorphisme (c¢f. annexe A définition A.2) :

dota()
%QES)) S (1.39)
((8P)4)"

otl T5(t) évolue dans le sous-espace d’état involutif représenté par la distribution (SP=)+.

Suite & la présentation des deux méthodes de découplage analytique et géométrique, nous

comparons dans la section suivante les particularités de chacune d’elles.

1.2.2.5 Comparaison des méthodes

Nous rappelons les conditions d’existence d’un filtre découplant ’effet d’'une perturbation
d(t) de dimension 1 suite a I’application des méthodes analytiques et géométriques. La di-
mension du sous-espace d’état insensible a une perturbation est ensuite évaluée. Les deux

méthodes sont & distinguer tant du point de vue des résultats que de par les approches.

Approche analytique :
L’injection de sortie employée pour le découplage s’écrit comme suit, :

T~ } 0 4 —1
W (E2(), ult), lt), yiq (0, g™ (8) (1.40)
qui permet 'encadrement suivant :

n — p? < dim(sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t)) <n — 1 (1.41)

Approche géométrique :
Le découplage d’une partie des états de I'effet d’une perturbation est obtenu a 1’aide d’une

injection de sortie de la forme suivante :

\Il(i'Q(t)vu(t)ayx(t)) (142)
qui assure un encadrement du sous-espace d’état insensible & la perturbation suivant :

0 < dim((SP=)*) = dim(sous-espace d’état insensible & la perturbation d(t)) < n —1
(1.43)
oul la borne inférieure de I'inégalité est fortement dépendante du sous-espace d’état repré-
senté par ker{dh}.

Ainsi, si la dimension du sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t) est stricte-

ment supérieure a 0 avec I'une ou l'autre des injections ((1.40) et (1.42)) alors il est possible
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de découpler la perturbation. En revanche, nous ne pouvons pas déterminer d’une maniére
générale quelle est la méthode donnant de meilleurs résultats (en terme de dimension du
sous-espace d’état insensible & une perturbation).

Notons que les bornes supérieures des inégalités (1.41) et (1.43) sont directement liées a la
dimension de la perturbation. Dans le chapitre 2 (sections 2.3.2 et 2.3.3), nous nous atta-

chons a accroitre la dimension du sous-espace d’état insensible a la perturbation.

La détermination de l'injection de sortie a ’aide de I'une des méthodes précédentes ne consti-

tue qu'une premiére étape menant a la génération de résidus.

1.2.3 Génération de résidus

Un résidu est un signal issu des relations de redondance analytique du modele du systéme.
Il a pour objectif de mettre en évidence, dans le cadre du diagnostic, I’apparition d’un ou
plusieurs défauts.

Il existe de nombreux outils pour générer un résidu. Pour les systémes non linéaires, les plus

connus sont les suivants :

— observateurs ou filtres obtenus a l'aide de linéarisations a différents niveaux [53], [67],
observateurs [8], filtres de Kalman [9], [61], [66]. Ces générateurs de résidus se caractérisent
a 'aide d’une linéarisation soit de 1’état soit de I'erreur d’estimation.

— observateurs ou filtres [26, 27|, [33, 35|, [14], [31], [45] et [4], synthétisés & 1'aide de méthodes
totalement non linéaires telles que celles présentées dans ce chapitre (méthode analytique
ou géométrique) et basés sur 1’étude des particularités structurelles du modéle du systéme.

— relations de parité [47|, qui se fondent sur la génération d’équations de redondance indé-
pendantes de 1’état.

— estimation de paramétres [28], [62]. Il s’agit d’identifier en ligne certains parameétres du
systéme et d’utiliser les résultats pour générer des résidus.

Une attention particuliére est portée aux méthodes qui utilisent les filtres (ou observateurs)

en tant qu’estimateurs d’états. A titre d’exemple, I’équation du filtre associé a la méthode

géométrique précédemment développée, est donnée ci-dessous (1.44), avec Z;(t) en relation

directe avec (SP=)L défini en (1.39).

(

A= A) + D0 A

F(A0)0:(0) — 20 (0)

3 100, 1) — ) ) )
0= 1)

Les estimations z(t) de I’état du systéme, nous permettent de générer des résidus dont

(1.44)

YFNL

I'équation générale est une fonction non linéaire des sorties estimées (y,(t)) et des sorties
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mesurées (y,(t)) :
r(t) = x o h(ya(t)) = x o h(y(1)) (1.45)

Dans le cadre de la localisation des défauts, il est nécessaire de synthétiser un nombre suffisant

de résidus (dim(r(t)) > dim(w(t))) pour différencier les défauts. Plusieurs contextes sont

considérés et les contraintes quant a la génération de résidus, diminuent (i) ou augmentent

(17) :

(1) seul un défaut peut apparaitre : les défauts doivent étre la cause de résidus différents
deux a deux,

(17) plusieurs défauts peuvent apparaitre en méme temps : tous les résidus sont différents

quel que soit le nombre de défauts présents.

Ces derniéres considérations font 'objet des travaux exposées dans la section suivante.

1.3 Structuration des résidus

Suivant le nombre de filtres utilisés pour générer le vecteur résidu, deux types de structuration

sont a distinguer :

— en présence d’un unique filtre, la génération d’un vecteur résidu constitué de composantes
aux propriétés différentes (en terme de sensibilités aux défauts) est assurée,

— un banc de filtres est mis en oeuvre, chacun des filtres mis en paralléles posséde des
propriétés différentes de sensibilité aux défauts. Trois structures couramment employées
(structures d’observateurs dédiés, simplifiés [29] et généralisés [12]) sont détaillées section
1.3.2.

Ces distinctions ne sont que trop rarement effectuées lors de ’analyse d’un systéme menant
au diagnostic. Nous montrons dans ce document qu'un filtre unique peut offrir les méme

propriétés qu'un banc de filtres (en terme d’isolation des défauts).

1.3.1 Le probléme fondamental de la génération de résidus

Pouvoir détecter et localiser tous les défauts, quel que soit 'ordre d’apparition, a ’aide d’un
générateur de résidu (un filtre par exemple) est un probléme bien connu portant le nom
de probléme fondamental de la génération de résidus (Fundamental Problem of Residual
Generation, F.P.R.G. en anglais). Ce probléme, a fait 'objet de nombreuses publications
dans le cadre du diagnostic des systémes linéaires (7], [43], [64]) et plus récemment ([52] et
[48]). En revanche, 'extension de ces travaux aux systémes non linéaires est relativement

récente ([35] et [17]). Ceci nécessite de construire un vecteur résidu r(¢) non seulement de
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Défauts sans
wy (¢ wa (L wq (T
Résidus défaut 1) 2(1) oll)
71 (t) insensible | sensible | insensible insensible
7o(t) insensible | insensible | sensible insensible
rq(t) insensible | insensible | insensible sensible
TAB. 1.1: Table de signature du F.P.R.G.
dimension égale au nombre de défauts mais aussi possédant la propriété suivante :
r1(t) A: composante du résidu sensible au seul défaut w(t)
r(t) = | ri(t) 4= composante du résidu sensible au seul défaut w;(t) (1.46)

rq(t) ﬁz composante du résidu sensible au seul défaut w,(t)

avec ¢ = dim(w(t)).

Les conditions d’existence d’un tel filtre sont rappelées au chapitre 3, mais nous pouvons
d’ores et déja préciser qu’elles sont trés restrictives ([13]). En effet, le découplage “parfait”
(1.46) est difficilement réalisable pour un systéme réel. Pour simplifier I’écriture de la sensi-
bilité des résidus aux différents défauts nous utilisons des tables de signatures. La table de
signatures TAB. 1.1 correspond au cas du F.P.R.G. (1.46).

Dans la suite de ce manuscrit, nous supposons le systéme parfaitement décrit par le modéle
non linéaire, ainsi toute modification du résidu ne peut étre due qu’a ’apparition d’un dé-
faut ou d’une perturbation. En toute rigueur, le résidu doit étre soumis & un test visant a
détecter un changement de caractéristiques synonyme de l'apparition des défauts. A titre
d’exemple, citons les techniques a base de calcul de seuils sur la moyenne, la variance, ...
(]6]). Suite & cette étape d’évaluation, nous associons, de maniére équivalente, un résidu non

nul a 'apparition du défaut.

Une alternative aux contraintes liées a la construction d’un filtre résolvant le F.P.R.G.,
consiste a considérer un banc de filtres. Ainsi, les contraintes de construction ne se concentrent

plus sur un unique filtre mais se répartissent sur ’ensemble des filtres.

1.3.2 Structures particuliéres de banc d’observateurs

Ces structures particuliéres sont principalement employées pour le diagnostic de systémes
linéaires (58] et [59]), car elles s’appuient sur des notions trés précises d’observabilité. Cepen-

dant, nous montrons au chapitre 3 que celles-ci peuvent s’étendre au diagnostic des systémes
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non linéaires. Ainsi les méthodes présentées dans ce paragraphe ne distinguent ni le type
de générateur de résidu (filtre ou observateur) ni le domaine d’application (linéaire ou non
linéaire). Elles s’appliquent donc a fortiori avec les filtres suivants :

— filtres linéaires :

g JA0) = A2 + Bul®) + L) - pa (1) (1.47)

y:(t) = C=(1)

— filtres non linéaires :

)= folz(t) + Z fiz())ui(?)
SN - + {:rILIO(Z(t>7 yz(t)) o \IIO(Z(t)a yz(t))} (148)
+ Z {Wi(2(), y= (1) — Wil2(t), ya(8))} wi(?)
LY=(1) = h(2(1))
ou L(e) et W;(e) (i = {0,---,m}) constituent les injections de sortie.

Dans les paragraphes suivants, les structures particuliéres de banc d’observateurs menant
a bien l'isolation de tout défaut (actionneur, systéme, capteur) sont présentées. Nous nous
aidons des résultats propres au découplage des systémes linéaires et non linéaires respective-
ment développés dans [30], [65] et [27], [38]. Pour chacune des structures, nous développons
la méthode de synthése du banc d’observateurs, la logique de décision associée ainsi que les
conditions suffisantes de construction des filtres dans le cadre de défauts capteur pour un
systéme linéaire. Seul le cas des défauts capteur est étudié car I'indice caractéristique associé
a chaque défaut est nul (p¥i = 0) ce qui simplifie les conditions de construction du banc de
filtres. En revanche, une étude approfondie considérant les particularités géométriques du

systéme s’avére nécessaire si d’autres défauts sont considérés.

1.3.2.1 Structure d’observateurs dédiés
Dans la littérature : Dedicated Observer Scheme (D.O.S., figure 1.2).

Synthése du banc : nous synthétisons autant d’observateurs que de défauts, chacun de ces

observateurs permet la génération d’un résidu insensible & tous les défauts sauf un.

Logique de décision : I'occurrence du défaut est indiquée par ’observateur source de mau-
vaises estimations. Cet observateur n’est sensible qu’a un seul défaut et permet donc la

détection et la localisation de ce dernier.
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défauts w(t)

commande u(t) sortie y.(t)

» systéeme

\

filtre 1 résidu 7 (t)

>

A 4

A 4

sensible a wy (t)

filtre q résidu r,(t)

—

Y

A 4

sensible & w,(t)

F1G. 1.2: Structure d’observateurs dédiés

Conditions suffisantes de construction (défauts capteur, cas linéaire) : la condition de construc-

tion est particuliéerement difficile a satisfaire :

A— NI
V(A,4) il faut @ dim (span{ C’)\ }) =n (1.49)

i

avec C = (O --- ¢T ... ¢)".

1.3.2.2 Structure d’observateur simplifié

Dans la littérature : Simplified Observer Scheme (S.0.S., figure 1.3).

défauts w(t)

commande u(t) sortie y, ()

A 4

systéme

\

résidu r(t)
filtre —

Yy

F1G. 1.3: Structure d’observateurs simplifiés

Synthése du banc : seul un observateur constitue le banc. Il est synthétisé de sorte a n’étre

sensible qu’a un groupe de défauts.
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Logique de décision : si I'un des défauts auquel est sensible I'observateur apparait alors

les estimations sont erronées. Dans le cas contraire elles sont exactes.

Conditions suffisantes de construction (défauts capteur, cas linéaire) : celles-ci sont plus

facile & vérifier que les précédentes :

A—-MI
V(A) il existe i tel que : dim (span { o }) =n (1.50)

i

1.3.2.3 Structure d’observateurs généralisés

Dans la littérature : Generalized Observer Scheme (G.O.S., figure 1.4).

défauts w(t)

commande u(t) sortie yy (1)

systéme

\

A 4

> filtre 1 résidu 7 (t)

—

"l insensible & ws (t)

filtre q résidu 7,(t)

—

" insensible & w,(t)

F1G. 1.4: Structure d’observateurs généralisés

Syntheése du banc : q observateurs sont synthétisés, chacun d’eux est insensible & un seul
défaut.

Logique de décision : si un défaut apparait, I’estimation de I’ensemble du sous-espace d’état
sensible & ce défaut est erronée si elle ne provient pas de ’observateur insensible & ce seul
défaut.

Conditions suffisantes de construction (défauts capteur, cas linéaire) : les conditions de

construction sont les plus faciles & vérifier comparativement aux deux précédentes :

V(A, ) il faut : dim (span {A 5)\]}> =n (1.51)

i
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N (T T T ™T
aVQCCZ—(Cl "'Cl'fl CZ+1 "‘Cp) .
Dans ce chapitre, nous avons présenté les travaux de références dans le cadre tant du décou-
plage d’une partie de 1’état aux perturbations que du diagnostic et la génération de résidus.
Dans la section suivante, par rapport a ’ensemble de ces travaux nous positionnons les notres

en nous restreignant a certaines hypothéses de travail.

1.4 Conclusion et hypothéses de travail

1.4.1 Conclusion

Afin de mettre en exergue 'intérét de nos travaux, nous avons fait I'inventaire, dans ce cha-
pitre, des différentes recherches effectuées dans le domaine du diagnostic des systémes non
linéaires. Les différents modéles non linéaires rencontrés dans la littérature ont été présentés.
La modélisation des perturbations ou défauts y est associée car elle est le point de départ
de toute démarche de diagnostic. La premiére approche (paragraphe 1.2.2.3), dont la com-
plexité dépend des non linéarités traduisant le comportement du systéme, est une extension
des méthodes de commande non linéaire. En revanche, 'approche géométrique semble plus
générique, bien que demandant un effort particulier de formalisme.

Ensuite, la détection et la localisation des défauts sont effectuées a 1’aide de résidus structureés.
A ce titre, nous rappelons le F.P.R.G. qui constitue un probléme de référence en diagnostic.
Sans oublier les structures particuliéres d’observateurs (D.O.S., S.0.S. et G.0.S.) qui sont

trés employées pour le diagnostic des systémes linéaires.

Les différents travaux présentés par la suite se positionnent a plusieurs niveaux.

Sur la base de ceux effectués par E. Alcorta Garcia, C. De Persis et A. Isidori, nous nous
intéressons a la synthése de filtres par injection de sortie. Afin de mettre en relief I'inté-
rét du travail réalisé par rapport aux méthodes précédemment citées, considérons ’exemple

académique suivant.
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Exemple académique

Dans cet exemple nous étudions le systéme linéaire représenté par le modéle suivant :

(1.52)

T
ou D, = (10 0 0).
Nous appliquons les méthodes présentées dans ce chapitre afin d’évaluer leurs performances.

Nous débutons par la méthode linéaire se fondant sur deux découplages a partir de S.V.D.

Méthode linéaire :

Bien que la décomposition du vecteur qui pondére la perturbation d(t) soit évidente D, =
100 O)T (équation (1.11)), la matrice Cy; (1.12) est nulle. Il n’est donc pas possible

de découpler la perturbation a I’aide de cette méthode.

Ainsi la dimension du sous-espace d’état insensible & la perturbation est réduite a 0 et la

dimension du sous-espace d’état sensible est égale a 4.

Nous concluons en ajoutant que ceci était prévisible car la matrice CD, = 0.

Dans ce qui suit nous appliquons les deux méthodes non linéaires citées auparavant (analy-

tique paragraphe 1.2.2.3 et géométrique paragraphe 1.2.2.4).

Méthode analytique :

Suite aux dérivations successives des sorties, nous obtenons p, = p | = 3 (défini par I'équa-

tion (1.18)). Ainsi le difféeomorphisme (1.20) est construit a partir de la premiére sortie :

~ 0y _ ) _ T2(t) — m3(t) + @a(t) + ua(?)
T = e u) =1 @ | = | a(e) - 20a(t) - walt) - ualt) + 1)

(
¢(x(t), u(t)) 24 (
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Dans ce systéme de coordonnées le modéle (1.52) s’écrit comme suit :

( -

)

)

) = —3&1(t) — 4@5(t) — 3F5(t) + Fa(t) + ur(t) + ua(t) + 20V (1) + u (£) + d(t)
)

(1.54)

2(t) = Z(t)
Z(t) = Z(t)
v Z5(t) = —32,(t) — 4Z5(t) — 355(t) + Z4(t) + ua(t) + uz(t) + 2u (t) +us (¢)
G

(1.55)

avec l'injection de sortie suivante
T

(@ (1), u(t), w0, 19 0,y 0,57 (0) = (0.0 0 —ya(®)) (of équation (1.40)). Ainsi
seul I'état estimé par Z4(t) est insensible a la perturbation d(t).
Alors la dimension du sous-espace d’état insensible a la perturbation est égale a 1 et la di-

mension du sous-espace d’état sensible est égale a 3.

Méthode géométrique :

Sans développer les calculs, nous montrons que le plus petit sous-espace d’état sensible
a un défaut (SP= (1.34)) est défini par :

1 —1 1
0 1 —2
SP= — gpan , , 1.56
LT =sp 0 0 . (1.56)
0 0 0
Suite a cette définition, le changement de coordonnées (1.39) satisfait :
1 0 00
0P (x(t -1 1 00
9%(x(t) _ (1.57)
oz (t) 1 =210
0 0 01
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Dans cette nouvelle base le modéle du systéme (1.52) s’écrit :

(1.58)

- T
A Taide d’une injection de sortie W(Z4(t),u(t),y.(t)) = <O 0 0 —yzl(t)> (cf. (1.42)),

nous déterminons le filtre suivant :

FL *

Z(t) = —Z1(t) + ui(t)

Z(t) = Z1(t) — Z(t) — wa(t)
%@z—z@+@@—%®+%®+mw+mw (1.59)
Z(t) = —ya(t)

Yo (t) = Z1(t) 4+ 22 (t) + Z3(t)
\yz2(t) = Za(t)

Ainsi, seul ’état estimé par Z,(t) est insensible a la perturbation.

Alors la dimension du sous-espace d’état insensible a la perturbation est égale a 1 et la di-

mension du sous-espace d’état sensible est égale a 3.

Nous ajoutons que dans ce cas les méthodes (analytique et géométrique) ménent a des

résultats équivalents mais ce n’est généralement pas le cas.

Or, a l'aide d’une approche intuitive, nous proposons un filtre possédant des propriétés

qui semblent plus intéressantes.

Proposition intuitive :

Remarquons que :

21(8) = yP (1) + 200 (1) + 241() — ya(t) — ua(t) — ul(2) (1.60)
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alors nous proposons le filtre associ¢ au modéle du systéme (1.42) suivant :

(

Z(t) = —21(t) + uq(t)

) =2 (1) + 207 (1) + 201 (1) — a(t) — ua(t) — us” () — 2a(t)
)

)

I\
w
~
I
N
[\
—~
~
|
N
w
—~
~
~—
+
N
—~
~
~—
+
g
[\
—~
~
~—

(1.61)

ol y?)(t) + 2y§1)(t) + 201 () — ya(t) — ua(t) — ul (t) est Iinjection de sortie.

Ce filtre a I’avantage d’assurer une estimation exacte des états xo(t), x3(t) et x4(t) par za(t),
23(t) et zy(t).

Alors la dimension du sous-espace d’état insensible a la perturbation est égale a 3 et la di-
mension du sous-espace d’état sensible est égale a 1.

Notons que I'injection de sortie emploie tant 1’ensemble des composantes du vecteur de sor-
tie que les dérivées des sorties. Ainsi elle correspond ni a la forme d’une injection de sortie

“analytique” (1.40) ni & la forme d’une injection de sortie “géométrique” (1.42).

Dans ce manuscrit nous nous proposons de formaliser cette approche intuitive a ’aide d'une
méthode géométrique systématique visant la détermination explicite de ce type d’injection

de sortie mixte.

En effet, nous développons une méthode dans laquelle I'injection de sortie est une fonc-
tion non linéaire de tous les signaux connus et de leurs dérivées. L’intérét principal de cette
méthode est d’'imposer des conditions de construction moins sévéres.

Ensuite, nous détaillons de nouvelles techniques d’analyse structurelle pour la génération de
résidus. L’intérét immeédiat est d’accroitre le champ d’application des méthodes de détection
et de localisation de défauts.

Pour finaliser ces recherches, une détermination explicite de I'injection de sortie est donnée
dans le cadre du découplage en respectant les contraintes de convergence exponentielle des

estimations imposées a priori.

Cependant, ces travaux nécessitent un certain nombre d’hypothéses. Dans le paragraphe

suivant nous en dressons une liste exhaustive.

1.4.2 Hypothéses de travail

L’une des premiéres hypothéses de travail consiste & définir les modéles non linéaires aux-
quels s’appliquent les méthodes proposées. Dans les premiéres références ([2]) ([3]) (para-

graphe 1.2.2.3) les modéles considérés sont non linéaires généraux (1.3), en revanche, dans



42 Chapitre 1 : Diagnostic de systémes non linéaires

la paragraphe 1.2.2.4 ils sont affines en la commande (1.5).

Ceci s’explique par leurs sources bibliographiques. Puisque H. Hammouri, A. Isidori et C. De
Persis initiateurs d’une méthode géométrique pour I’étude des modéles non linéaires s’inté-
ressaient dans au premier temps a leur commande, les modéles considérés sont non linéaires
affines en la commande. En effet, la commande des systémes non linéaires généraux (1.3)
reste difficile et peu employée alors que des méthodes systématiques menant a la commande
des modéles affines en la commande existent. Se fondant sur ces travaux, nous étudierons les
modéles non linéaires affines en la commande (1.5).

Dans le cadre de travaux théoriques, nous supposerons les modéles “parfaits”, c¢’est-a-dire
que les incertitudes de modéle sont inexistantes.

De plus, nous considérons les signaux déterministes et les entrées du systéme indépendantes,

nous parlerons alors d’entrées exogenes.

Dans les chapitres suivants, nous proposons d’autres méthodes de découplage des systémes.
Nous cherchons la plus grande partie de I’état pouvant étre rendue insensible & une pertur-
bation.

Ces méthodes permettent ensuite une analyse structurelle pour I'isolation des défauts. Dans
ce cadre, il est courant de ne plus distinguer perturbations et défauts car nous chercherons
a découpler des défauts. Ainsi seule ’écriture des défauts est considérée.

Pour terminer, nous ajoutons que toutes les études, comparaisons, intersections et dimen-
sions d’espaces sont validées V(z(t),t). De la méme maniére, nous considérons les matrices

non-singuliéres. Ceci n’est pas précisé a chaque fois, afin de ne pas alourdir I’exposé.

En remarque, nous ajoutons que ces hypothéses sont courantes dans I’étude des systémes

non linéaires et n’enlévent rien aux difficultés des problémes traités.
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En s’inspirant des travaux de C. De Persis et A. Isidori, nous traitons, dans ce chapitre,
le découplage des systéemes non linéaires. Sous les hypothéses définies dans la section 1.4.2,
nous considérons que 'effet d’une perturbation est découplé s’il existe une partie de I’état du
systéme dont I'estimation z(t) reste exacte malgré 'apparition de la perturbation. La partie
de I'état ainsi définie doit étre la plus grande possible en terme de dimension car elle définit
les capacités de la méthode de découplage. En effet, lors du découplage d’une perturbation,
I’objectif est d’estimer avec exactitude la plus grande partie de I’état. Par commodité de
calcul, nous recherchons par la suite le plus petit sous-espace d’état sensible & la pertur-
bation via une injection de sortie. Sa détermination est le principal objectif de la phase de
découplage.

Dans le cadre du diagnostic, au terme découplage, nous associons également le fait de disso-
cier les effets des défauts entre eux. Nous contraignons ainsi 'effet d’'une partie du défaut a
seulement une partie du sous-espace d’état. Si ces sous-espaces, obtenus pour chaque partie
du défaut, posseédent des propriétés différentes (en terme de géométrie par exemple) alors
la distinction des défauts est possible. A cette fin, une analyse structurelle, s’appuyant sur
des inclusions et intersections de sous-espaces d’état minimaux, est proposée. Enfin, des

conditions nécessaires et suffisantes de localisation des défauts sont données.

2.1 Problématique

Dans cette section, nous rappelons la problématique du découplage des systémes représentés

par un modéle non linéaire (2.1) a aide d’un filtre (écriture (2.2)).

m

S EURSCCOIRS SECOITORR XEOILD o)
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avec x(t) € R" u(t) € R™, d(t) € R® et y,(t) € RP.

(1) = folz(t) + Z Ji(z(@))ui(t) + W(ox(t), 0-(t), (1))

EFNL . (22)

ou z(t) est une estimation de I’état réel du systéme z(t) et W(e,(t),.(t), 8,(t)) est 'injection

de sortie. Les variables la composant sont représentées par e, (), () et o,(t) qui sont liées

respectivement a 1’état du systéme, I’équation du filtre et aux commandes.

Les variables sont soit mesurées (sorties y,(t)), soit calculables (dérivées des sorties), soit

encore connues (commandes).

Le choix de I'injection de sortie fait I’objet de toute notre attention dans ce chapitre car elle

conditionne les performances du filtre a savoir la dimension du sous-espace d’état sensible

a la perturbation qui doit étre minimisée. Ce critére de performance est complété, dans le

prochain chapitre, par ’étude de la convergence des estimations du filtre vers les états réels

du systéme.

Nous rappelons l'intérét de I'injection de sortie en écrivant le filtre dans un nouveau systéme

de coordonnées (défini par Z(t) = ®(z(t))) qui a pour objectif de rendre une partie du

sous-espace d’état (Z3(t)) insensible a d(t) :

( m
2() =for(21(t), () + Y Fir(Bi(1), Z2(8)ui(t) + U1 (0,(2), 0. (1), 0u(t))

S (1) =foz(21(1), (1)) + Z fia(Z1(t), Z2(0))uit) + Ua(e, (1), o.(1), ou(t))

) Zha.50)
(2.3)
sous la contrainte :
foa(Z1(1), (1)) + Z fi2(Z1(1), 22(0))ui(t) + Wa(oa(1), 02(1), @u(t)) = Za(t), V(d(t), u(t), 1)
- (2.4)

ou To(t) est une partie de ’état du systéme dans le nouveau systéme de coordonnées.

En d’autres termes, nous déterminons dans quel cadre I'injection de sortie W (e, (t),e.(t), ®,(t))
peut exprimer toute contribution de la perturbation dans I’écriture d’une partie de ’équa-
tion différentielle. Ces deux sous-espaces d’état engendrés par Z;(t) et Z3(t) sont libres et
générateurs de 1’espace d’état et doivent étre déterminés par calcul. Le sous-espace sensible
a la perturbation est calculé a I’aide d’une séquence non-décroissante ((1.33) par exemple)
et augmente ainsi en dimension, au fur et & mesure de la propagation de d(¢) au sein de
I’espace d’état. Toute la difficulté de I’étude suivante réside dans la minimisation de cette
propagation. Nous précisons que les sous-espaces d’état représentés par Z;(t) et Z3(t) peuvent

étre réduits au sous-espace d’état nul {0}.
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2.2 Rappel d’'une méthode de découplage proposée par
C. De Persis

Se fondant sur les notions de sous-espaces invariants et de géométrie différentielle, nous
rappelons la solution proposée par C. De Persis et A. Isidori [13], [14], [16] et [17] pour

déterminer le plus petit sous-espace sensible a une perturbation.

2.2.1 Définition théorique

Cette méthode considére I'écriture particuliére de I'injection suivante :

Uy(e,(t),e.(t),e,(t) =0
et (2.5)
qj?(.x(t)? .Z(t>7 .u(t>> = @(52(t)7 u(t)a yz(t)) - \i](g2(t>7 U(t), yz(t))

Dans ce cas, nous rappelons I'écriture de la séquence non-décroissante (définie en (1.33)) :

SP+ = span{D,}

_ m _ 2.6
Sh = SZPw + Z[fk, Sli Nker{dh}| (2:6)
k=0
avec les conditions d’arrét :
—Ds —D,
S;" =80 = SPr =5, (2.7)

Deux propriétés importantes résultent de la définition de SP-.

La premiére est la définition précise du plus petit sous-espace d’état sensible a une pertur-
bation d(t), via I'injection de sortie définie en (2.5).

La deuxiéme est 'existence de Z3(t) (2.3) si, et seulement si, le sous-espace d’état engendré
par (SP=)L n’est pas réduit a 'ensemble nul {0}. Par construction, (SP=)* est le plus grand

sous-espace d’état insensible & une perturbation.

La section suivante présente a l'aide d’'un exemple mathématique la maniére de mener a

bien le calcul du sous-espace d’état insensible & une perturbation.
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2.2.2 Exemple académique

Considérons le modéle non linéaire suivant ([25]) :

21 (t)x4(t) 0 0
Ht) x3(t) (1 — x4(t)) 0 0 uy(t) + dy(t)
ENL (2.8)
0 1 0
T (t)
2(t) =
U

ou x(t) € R* u(t) € R? y,(t) € R? et d(t) € R? sont respectivement les états, entrées,
sorties et perturbations.
La propagation de chaque perturbation au sein de I’espace d’état est a présent calculée :

(Dg1 Dyo)d(t) =

_ o O O

Si seule la perturbation d;(t) est considérée, SP=1 se définit comme suit :

Premier pas

0
D 0
Syt = span{D,;} = span 0 (2.10)
1
Puisqu’une distribution de dimension 1 est toujours involutive, alors S2** = Sg’*',
Deuziéeme pas
0 0
=D =D 0 0
Sy ™t Nker{dh} = Sy’** car ker{dh} = span e (2.11)
0 1
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Dy _ GD z3(t)(1 —za(t) | [0 01 |0 0 0
Sy =5+ ; + ; + ;
0 0 0 0 x1(%) 0
0 1/ ] 1 1 0 1
—T1 (t) ( 0 0
G x3(1) 0 0
= SP=1 4 gpan + span + span
0 p 0 P 0 P 0
0 L \0 0
0 —T1 (t)
0 33'3(15)
= span ,
P 0 0
1 0
(2.12)
avec
) = span 2.13
0 0 p 0 (2.13)
1 0 0
donc SP=t = §P=1,
Troisieme pas
SPt N ker{dh} = SP (2.14)
Puisque le calcul est identique au précédent, nous concluons en écrivant :
SzDzl — SlDzl = §DP=1 — 52Dz1
0 —X (t)
0 t 2.15
SP=1 — gpan , z3(t) ( )
0 0
1 0
D’une maniére identique, SP+2 est défini par :
0 0
0 —x1(t)(1 — x4(t
$Per _ spaa | ECEE0) 2.16)
1 (t) 1 (t)4(t)
0 0

[’équation (2.15) (respectivement (2.16)) permet la déduction du sous-espace orthogonal

(2.17) (respectivement (2.18)) qui correspond au sous-espace d’état insensible, via une injec-
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tion de sortie, & la perturbation d;(t) (respectivement dy(t)).

0 l’g(t)
0 t
(SP=1)+ = span : i(l) (2.17)
1 0
0 0
1 0
0 0
SPe2)L — gpan , 2.18
(S772)" =sp ol 1o (2.18)
0 1

En raison de la non nullité du sous-espace (2.17) (respectivement (2.18)), il existe un filtre
permettant la synthése de I'état Z;(¢) au sens de (2.3). Ainsi la combinaison d’états Zo(t) avec
@1 (t) @5 ()T = (O] (z(1)) QDQT(x(t)))T peut étre estimée par Z,(t) sans erreur si dy(t) = 0,
span{d®,"} = SP=1 et span{d®l} = (SP+1)L. De méme, 1'état T(t) peut étre estimé sans
erreur par Z(t) si d;(t) = 0, span{d®,} = SP=2 et span{d®,} = (SP=2)+.

La condition d’existence d’'un filtre avec les propriétés de sensibilité définies en (2.3) est
suffisante mais non nécessaire au découplage des perturbations. En effet, I'injection de sortie

a une structure imposée et la séquence non-décroissante (2.6) est initialisée par span{D, }.
A

Dans la suite de ce chapitre, nous proposons une procédure plus générale de calcul du plus
petit sous-espace sensible & une perturbation via une injection de sortie. Les deux restrictions
précédemment décrites sont levées afin de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes

d’existence d’un filtre découplant les perturbations.

2.3 Proposition d’une méthode de découplage

Dans le premier chapitre de ce document, deux méthodes assurant le découplage d’un sous-
espace d’état a I’apparition d’'une perturbation ont été rappelées. La dimension de ce sous-
espace d’état a été étudiée dans le paragraphe 1.2.2.5 en fonction de la forme de I'injection
de sortie. Dans cette section nous proposons une méthode géométrique visant a augmenter
la dimension du sous-espace d’état insensible & la perturbation par une modification de la
forme de I'injection de sortie. La dimension de ce sous-espace est soit précisément déterminée
soit estimée a l'aide d’un intervalle borné.

Dans un premier temps, nous étudions la borne supérieure de I'inégalité (définie en (1.43)) :

0 < dim((SP*)*) = dim(sous-espace d’état insensible & la perturbation d(t)) < n —1
(2.19)
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afin d’augmenter la dimension du sous-espace insensible & la perturbation et de montrer que
dans certains cas, il est possible de ’étendre & I'espace d’état dans sa totalité. Ensuite, une
étude semblable est menée pour la borne inférieure.

Dans une premiére section, nous nous limitons au découplage mono-perturbation afin d’en
faciliter la compréhension. [.’étude est généralisée au cas multi-perturbations par la suite.
En guise d’introduction, une nouvelle séquence non-décroissante est définie dans I’objectif de
calculer le sous-espace maximal atteint par la perturbation sans contrainte de découplage,

c’est-a-dire sans 'utilisation d’une injection de sortie.

2.3.1 Préliminaires

Afin de mieux cerner le comportement naturel du systéme, il est intéressant de connaitre le
sous-espace d’état entaché de I'effet d’une ou plusieurs perturbations. Ceci permet la mise en
relief des parties de ’état du systéme naturellement découplées lorsqu’elles existent. De plus,
la définition de ces sous-espaces est d’une grande utilité dans la suite de nos développements
et particuliérement lors de I’analyse structurelle pour le diagnostic (section 2.4). A cette fin,

nous introduisons une nouvelle séquence non-décroissante :

CP+ = span{D,}

_ m _ 2.20
Chy =CP+ ) [fr, CP] (2:20)
k=1

qui se distingue de la séquence (2.6) par 'absence de ’élément ker{dh}. Cet élément est en

effet directement lié a la forme de I'injection de sortie du filtre qui est ici inexistante. Les

conditions d’arrét sont les suivantes :

D Dy

C;"=CPy =P =0

3 K3

(2.21)

A la distribution CP= génératrice d’'un sous-espace d’état, nous associons le sous-espace
entaché de Ueffet de la perturbation d(t). Sa distribution orthogonale (CP=)+ est donc in-
dépendante de la perturbation. Suite & un changement de coordonnées (Zy(t) = ®(x(t))),

nous pouvons récrire le systéme (2.1) comme suit :

/ m

Eni(t) = for(Eni(t), Ena(t) + Y Fin(Eni (), Ena(8))ui(t) + Da(@na (1), Ena(t))d(t)

XN Ena(t) = foa(Ena(t)) + Z fia(Ena(t))ui(2)

i=1

(2.22)
Dans ce cas, Tyo(t) est I’état du systéme naturellement découplé. Dans la majorité des cas,

ce sous-espace se réduit a ensemble nul ((CP=)L = {0}).
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L’une des premiéres applications de cette séquence est la détermination des conditions de dé-
tectabilité d’un défaut qui jouent un role, non seulement lors de 1’établissement des conditions

de détection et localisation des défauts (section 2.4.2), mais aussi lors de leur découplage.

Un défaut est dit détectable si, et seulement si, I'effet de ce dernier influence les sorties
du systéme. En nous appuyant sur la définition du sous-espace observable (7,5, annexe B
définition B.1) d’un systéme non linéaire (2.1), nous traduisons mathématiquement la condi-

tion de détectabilité de la maniére suivante :

“Yobs ,,(Z (Cf>l (223)

ou P(z(t)) est la matrice de pondération des défauts.

Bien qu’indépendantes des conditions de découplage du défaut, les conditions de détec-
tabilité sont prises en considération dans ’approche que nous proposons. Dans un premier

temps, nous étudions le cas d’une perturbation unique.

2.3.2 Cas d’une perturbation unique

Nous considérons ici que la perturbation d(t) est scalaire, et donc dim(span{D,}) = 1, Vz(?).
Nous rappelons que l'injection de sortie que nous considérons lors de cette étude s’écrit
U(e,(t),e.(t),®,(t)) et que les variables utilisées seront définies au fil des pages. Cependant,
précisons qu’aucune restriction n’est fixée a priori tant dans les variables utilisées que dans
leur ordre de dérivation. L.’étude du cas mono-perturbation s’effectue en deux étapes qui sont
d’une part le cas ou la perturbation est estimable et, d’autre part, le cas ot la perturbation

n’est pas estimable.

2.3.2.1 Perturbation estimable

Si nous étudions le calcul du sous-espace d’état insensible & une perturbation proposé par C.
De Persis (décrit dans la section 2.2), nous remarquons que I’obtention de la borne supérieure
n —1 (2.19) provient de l'initialisation de la séquence (2.6). En effet, poser S¢** = span{D,}
suppose une impossibilité & rendre insensible a la perturbation le sous-espace d’état repré-
senté par span{D,}.

Ainsi, I’idée principale de notre proposition repose sur I’exploitation des possibilités qu’offrent
certains systémes a exprimer la perturbation a partir des sorties et de leurs dérivées. Nous
ajoutons que la recherche d’une injection de sortie assurant ’obtention d’un sous-espace
insensible a la perturbation égal a ’espace d’état dans sa totalité équivaut a exprimer la

perturbation avec l’injection de sortie.
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Par conséquent, nous déterminons, dans un premier temps les conditions nécessaires et suf-
fisantes a I’expression de la perturbation via une injection de sortie, suivies des conditions
suffisantes plus faciles & énoncer en terme de formalisme.

Cependant, nous sommes conscients des contraintes d’applicabilité que représente la dété-
rioration importante des signaux due a de trop nombreuses dérivations. Nous omettrons ces
contraintes lors des traitements théoriques, tout en proposant une solution a ce probléme
(section 2.3.4).

Nous cherchons, dans cette section, a exprimer la perturbation scalaire d(t) a l'aide de
I'injection de sortie. Nous supposons Yops € (CP=)L ] ce qui constitue une condition nécessaire
a la poursuite de ’étude. En effet, dans le cas contraire, la perturbation ne peut pas étre
estimée & partir d’une injection de sortie, puisqu’elle n’a pas d’effet sur les sorties.

Sous cette hypothése, il existe au moins un indice caractéristique modifié p? ; < oo associé a
la sortie y;(t) tel que :

Fi € {1, p}/ P < 00 & Yobs L (C7) (2.24)

A présent, nous définissons de nouvelles notions dans le cadre des systémes non linéaires [41]

comme une extension de celles associées aux systémes linéaires [46, 23] :

Définition 2.1 Un signal d(t) est dit Il-reconstructible si, et seulement si, il existe une
fonction ¢ non linéaire en 11 telle que d(t) = ((II).

De méme,

Définition 2.2 Une distribution 7(x(t)) est dite Il-reconstructible si, et seulement si, il

existe une fonction ¢ non linéaire en 11 telle que T(x(t)) = %C(H).

Ces notions généralisent 1’observabilité dans le cadre de ’étude des systémes linéaires. En
effet, si nous étudions I'ensemble des signaux qui définissent le vecteur d’état x(t), et que
chaque état est A-reconstructible ot A est I’ensemble des signaux disponibles (connus) du
systéme, alors le systéme est observable.

Lors de I'étude des systémes linéaires, satisfaire les conditions de la définition 2.1 implique
la validation des conditions de la définition 2.2 pour la distribution associée au signal. C’est
pourquoi étudier I’observabilité de systémes linéaires équivaut a étudier le rang de matrices
car chaque distribution représentée par une ligne de ces matrices est intégrable. Or ce n’est
pas le cas lors de I'étude des systémes non linéaires, toutes les distributions ne sont pas

nécessairement intégrables. Cette remarque suscite une nouvelle définition.

Définition 2.3 Un signal d(t) est dit estimable si, et seulement si, il existe une fonction ¢
non linéaire en A telle que d(t) = ((A) ot A rassemble les signaux disponibles (connus) du

systeme.
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Sans perte de généralité, dans la suite de ce manuscrit A représente les signaux suivants :

A= [Yz(t>7 u(t)v U 7u(mazil)(t)a gl(Yx(t% Yxl(t))a e 7€l(Yx(t)7 Yzl@))? fN?(t)] (2'25)

0 d -1 0 (Pip—1) .
avee V() = [l (1), -+ yf 700, u @), uh T (0] et Yar(t), -+, Yaalt) des siv
gnaux constitués de dérivations des sorties d’indices supérieurs aux p¢, — 1. Les fonctions
&1(e), -+, & (o) ne font pas intervenir dans leur écriture la perturbation ou ses dérivations et

max rappelle 'indice de dérivation maximal des sorties de I’ensemble des signaux de A.

A titre d’exemple, nous définissons une partie du sous-espace d’état comme suit :

Définition 2.4 Soit v, le sous-espace d’état y-reconstructible, ainsi pour toutes les distribu-

tions T(x(t)) de v, il est possible de trouver une fonction © telle que T(x(t)) = azi(t)@(y(t))

Ces définitions jouent un role primordial dans I’établissement des conditions nécessaires et
suffisantes d’estimabilité de la perturbation.

Dans un premier temps nous étudions le cas général du signal A (2.25).

Cas général

Comme nous le précisions précédemment, nous focalisons notre étude sur la recherche des
conditions nécessaires et suffisantes d’estimabilité de la perturbation puisqu’elles permettent
de vérifier si la dimension du sous-espace d’état sensible & la perturbation d(t) peut étre ré-
duite a {0}. Sous I’hypothése de synthése d’une injection de sortie du type
U(e,(t),e.(t),e,(t)), le théoréme suivant détermine explicitement les conditions nécessaires

et suffisantes d’estimabilité d’une perturbation.

Théoréme 2.1 Une perturbation d(t) est estimable si, et seulement si, d(t) est
A-reconstructible.
Nous précisons que A représente tous les signauz disponibles (connus) du systéme tout en

étant indépendants, dans U’écriture, de d(t).

Preuve

= Sid(t) est estimable, alors il existe une fonction non linéaire de signauz permettant [’écri-
ture de d(t). Or, les signaux utilisés dans cette expression font obligatoirement partis de

I’ensemble A puisqu’aucune restriction n’est effectuée dans la composition de cet ensemble.

< (e sens d’implication est évident puisque si d(t) est A-reconstructible, il existe par défi-
nition une fonction non linéaire ¢ telle que ((A) = d(t). Ainsi, la perturbation (d(t)) est
estimable.
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Dans le cadre du filtrage, il est donc possible de déterminer une injection de sortie répondant

aux égalités suivantes si la perturbation est estimable :
U(es(1), (1), 0u(t)) = W(A) = d(t) (2.26)

Ceci permet ’écriture suivante du filtre :

YFNL

A(t) = fol2(t)) + ; Filz(0))ui(t) + Da(2(1))¥(A) (2.27)

L’estimation de 1’état z(t) est alors insensible a I'apparition de la perturbation d(¢). En

d’autres termes, nous obtenons dans ce cas :
dim(sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t)) =n (2.28)

Cette égalité assure 'augmentation de la dimension du sous-espace d’état insensible a la

perturbation d(t) puisqu’elle était précédemment limitée a n — 1 (2.19).

Dans certains cas, il parait plus facile d’estimer 'effet de la perturbation D, (x(t))d(t). Cette
affirmation se justifie principalement par le fait que la pondération de la perturbation par
D, (z(t)) est une fonction de I'état. En considérant I’exemple ou D, (x(t)) est une fonction

d’état non A-reconstructible, la difficulté apparait.

Théoréme 2.2 [’effet d’une perturbation d(t) est estimable si, et seulement si, D, (x(t))d(t)
est A-reconstructible.
Nous précisons que A représente tous les signauz disponibles (connus) du systéme tout en

étant indépendants, dans l’écriture, de d(t).

Preuve
La preuve de ce théoréeme est identique & la précédente avec 'expression de D,(x(t))d(t)

comme étant ’effet d’une perturbation.

|
Si nous posons :
U(e,(t), ®.(t), u(t)) = W(A) = Dy(x(t))d(t) (2.29)
alors il est possible d’écrire le filtre de la maniére suivante :
2(t) = fo(z(t) + D fi(z(8))ui(t) + ¥(A)
ZFNL : Zzl (230)
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De méme que lors de I'écriture du filtre (2.27), 'estimation de I’état z(¢) est alors insensible

a 'apparition de la perturbation d(t) et :
dim(sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t)) =n (2.31)

Cette égalité assure 'augmentation de la dimension du sous-espace d’état insensible a la
perturbation d(t) (définie en (2.19)).

Si la synthése de I'un de ces filtres est possible ((2.27) et (2.30)), alors I’estimation de 1’état
du systeme z(t) par z(t) est exacte dans sa totalité V(d(t),t). La condition de construction
du filtre associé a Iécriture (2.30) étant moins restrictive que pour lécriture (2.27), nous
identifions les conditions nécessaires et suffisantes de découplage total (I’espace d’état dans

sa totalité est insensible & la perturbation) comme étant les suivantes :

Théoréme 2.3 Un systeme est totalement découplable si, et seulement si, leffet de la per-

turbation est A-reconstructible.

Preuve

= Si D,(x(t))d(t) est A-reconstructible, alors il existe une fonction non linéaire de signauz
connus égale o D,(x(t))d(t). Ainsi, il est possible d’écrire le systéme sous la forme (2.30).
L’ensemble de ’état estimé par z(t) est alors exact Yd(t) et le systéme est dit totalement

découplable.

< Sile systeme est totalement découplable alors il existe un filtre estimant exactement l’état
dans sa totalité Yd(t). Puisque l’écriture de I’équation différentielle fait intervenir d(t), ceci
nécessite donc la

A-reconstructibilité de ’effet de la perturbation.

Le théoréme précédent nous permet d’établir les propriétés suivantes.

Proposition 2.1 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) D.(x(t))d(t) est A-reconstructible ;
(ii) le sous-espace d’état sensible a la perturbation d(t) se réduit a {0} ;

(1ii) la dimension du sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t) est égale a n.

Preuve

(1)=(ii) Si D,(z(t))d(t) est A-reconstructible, alors le systéme est totalement découplable
(d’apres le théoréme 2.3). Un systéme totalement découplable étant un systéme dont la
totalité de [’état peut étre rendue insensible a la perturbation, il en résulte que le sous-

espace d’état sensible a la perturbation se réduit a {0}.
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(11)=(iii) Cette implication est triviale. En effet, puisque l'espace d’état est de dimension n,
Pespace d’état insensible a la perturbation (sous-espace d’état orthogonal au sous-espace
sensible a la perturbation) est nécessairement de dimension n.

(iii)= (i) Si la dimension du sous-espace d’état insensible est égale a n alors le systéeme
est dit totalement découplable et, d’apres le théoréme 2.3, cette propriété implique la A-
reconstructibilité de Ueffet de la perturbation D, (x(t))d(t).

Comparé a Pinégalité (2.19) le point (i7i) de la proposition 2.1 refléte bien ’augmentation
de la dimension du sous-espace d’état insensible a la perturbation d(¢) grace a la synthése

appropriée de l'injection de sortie générale (e, (t),o.(t),,(t)) = V(A).

La notion de sous-espace A-reconstructible étant relativement abstraite, nous nous propo-
sons d’étudier un cas particulier donnant lieu & une définition plus concréte de A. Cependant,
en raison des hypothéses qui doivent étre satisfaites, seules des conditions suffisantes au pro-
bléeme du découplage des perturbations sur un systéme non linéaire peuvent étre déduites.
L’intérét de I'étude d’un tel cas particulier réside dans la mise en évidence des différentes
étapes nécessaires a ’estimation de la perturbation ou de son effet a ’aide de signaux expli-

cites et possédant un sens physique.

Cas particulier

En premiére hypothése notée H1, nous supposons que I'ensemble des signaux connus est

défini par :

A= [y, yfm 00, g0, g, I @), T (1)
(2.32)

ol Zpno(t) représente le sous-espace d’état naturellement découplé de la perturbation (en

relation avec (CP=)L et 'écriture du systéme (2.22)).

A est ainsi un sous-ensemble de A (2.25) car tous les signaux &;(e),i = {1,--- , [} sont omis.

Cette définition assure le fait que la perturbation d(¢) n’intervient dans aucune écriture en

raison de la définition méme des indices caractéristiques employés (pc,,).

Afin de faciliter 1’étude de la perturbation d(t) et plus précisément son effet sur les sorties,

nous définissons un vecteur de sensibilité comme suit :

Définition 2.5 Nous appelons vecteur de sensibilité des sorties a la perturbation d(t), le
vecteur VP= défini par :
AN S ()
VPe=| | = : (2.33)
VD= y(pfnp)( )

p rp
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d
suite a la convention liée a la définition 1.5 si p%, — oo alors y;(vgmi)(t) =0.

Sous I'hypothése de détectabilité notée H2, il existe toujours au moins une composante

(1 € {1,---,p}) du vecteur de sensibilité des sorties a la perturbation telle que :

VP (a(t), U (), d(t)) =y (@(), U (), d()) = Fou(w(®)+Fralw (), U(8)+Doala(t), U(H)d(t)
(2.34)
avec U = [uO(t), -, u®mi=D(t)], fos fri et Dy, des fonctions non linéaires obtenues par
dérivation de la ¢ sortie. Nous insistons sur la structure particuliére du systéme que nous
considérons (systéme non linéaire affine en la commande) qui assure une équation affine en

d(t).

Par la suite, nous considérons que le vecteur de sensibilité est la source de toutes les expres-
sions de la perturbation ou de son effet. Cette hypothése est en fait une troisiéme restriction
car Pécriture de combinaisons de sorties (y,;(t)) et de leurs dérivées (d’ordre ki > pl. en
l'occurrence) ou seul d(t) interviendrait (sans les dérivées successives de d(t)) est possible

pour une géométrie particuliére :

Aar (1), -y (0, (), g &P (1)) = No(a(8) + M (1), U (1)) + Aol (1), U (1))d(2)

ol A\, Ag, A\1 et Ay sont des fonctions non linéaires analytiques.

Sous les hypothéses H1 et H2 respectivement associées aux équations (2.32) et (2.34), les
conditions suffisantes & I'estimation de la perturbation ou de son effet sont déterminées a

l’aide du théoréme 2.4.

Dy
Théoréme 2.4 Si e couple (ViD”” (x(t),U(t),d(t) = 0), o (zég(’tU)(t)’d(t))> est

Aq-reconstructible alors la perturbation est estimable.

Preuve
Ce théoréme énonce une condition liée a [’estimation de la perturbation d(t). Cette condition
nécessitant la satisfaction des deux hypothéses H1 et H2, il ne peut s’agir que d’une condition

suffisante.

Dy
= Si le couple <VZ-Dz(x(t),U(t),d(t) =0), o (xég(’g(t)’d(t))> est A;-reconstructible alors il

existe deuz fonctions ¢y et Gy telles que VP (x(t),U(t),d(t)) = Ci(A,) + G(A)d(t) avee

VP (x(t),U(t),d(t) = yl-(pg”)(t). Ainsi il est possible d’écrire sous ces conditions : d(t) =

Dz x — . . . . . . .
Vil (t)’U@(?A’i()t)) G Nous insistons sur le fait que nous étudions un signal scalaire jus-

tifiant ainsi inversibilité de (o(Ay).

Dans ces mémes termes, il est possible d’estimer 'effet d’une perturbation.
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Théoréme 2.5 Si leffet de la perturbation D,(x(t))d(t) est Ai-reconstructible alors effet

de la perturbation est estimable.

Preuve
La preuve est identique a celle proposée dans le théoréeme 2.2. Comme précédemment, il ne

peut s’agir que d’une condition suffisante de part la restriction des signauz A a 2.
[ |

Sous I’hypothése d’estimation de la perturbation ou de son effet, nous savons que le sous-
espace d’état sensible a la perturbation se réduit a I'ensemble {0}. Ainsi, en utilisant les
signaux connus A; (2.32) il est possible de réaliser un découplage total de la perturbation,

i.e.

U(A)
I (2.35)

dim(sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t)) = n

En conclusion de I’étude réalisée, nous rappelons que 'augmentation de la dimension du
sous-espace insensible a la perturbation visant un découplage total n’est possible que si
la perturbation d(t) ou son effet D,(x(t))d(t) est estimable. Les conditions nécessaires et
suffisantes a 'estimation de la perturbation d(t) par 'utilisation d’une injection de sortie
générale (W(A)) sont énoncées de méme que les conditions suffisantes si un nombre réduit
de signaux est considéré dans la définition de cette méme injection de sortie W(A;) (A, est
une troncature de A).

Si 'une des hypothéses d’utilisation des théorémes 2.1, 2.2, 2.4 et 2.5 est satisfaite alors la
dimension du sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t) est augmentée de n — 1
(2.19) a n (2.35). Ce résultat constitue directement une amélioration a la méthode proposée

par C. De Persis (section 2.2).

Cependant la perturbation (ou son effet) n’est pas toujours estimable, nous montrons a ’aide
de I'étude suivante qu’il est tout de méme possible d’augmenter la dimension du sous-espace

d’état insensible & la perturbation.

2.3.2.2 Perturbation non estimable

[’étude qui suit n’est réalisée que dans le cas ou la perturbation n’est pas estimable (au sens

des théorémes 2.1 et 2.2) et dans ce cas nous avons :
dim(sous-espace d’état insensible & la perturbation d(t)) < n (2.36)

Au méme titre que C. De Persis, nous proposons une séquence pour le calcul du plus petit
sous-espace sensible a une perturbation via une injection de sortie. Puisque I’'injection de sor-

tie que nous considérons dans ce paragraphe est générale du point de vue des signaux qu’elle
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emploie, nous augmentons nécessairement la dimension du sous-espace d’état insensible a

une perturbation (2.19).

Séquence

Pour déterminer le plus petit sous-espace d’état sensible a d(t), nous étudions la propagation

de la perturbation a travers espace d’état. Considérant que nous avons déja calculé S2= . il

m,k?

est alors possible d’écrire le systéme (2.1) comme suit :

(

() = [ (@) )+ Z FEL@E (1), 25(0)uit) + Dy(a5 (1), 75(1))d(t)

ENL ) () = 7 (3 +Z i (T (1), 75 (1) ui(t)

(2.37)
A partir d’'un changement de coordonnées 7*(t) = ®(x(t)), ot k représente I'indice d’itéra-

_ _ T
tion de la séquence et Mgm(é()t)) = <S£fk (Sﬁf”k)L

L’objectif de cette écriture, est d’étudier s’il est possible de transcrire, a ’aide d’une injection

de sortie, l'effet de la perturbation dans ’expression de i’;(t) A cette fin, nous cherchons
a exprimer toutes les composantes de 7%(t) intervenant dans I’écriture de z5(¢) grace a une
fonction non linéaire des signaux connus.

Lors de la définition des signaux connus A (cf. équation (2.25)) et A; (¢f. équation (2.32)),
Zn2(t) est considéré comme insensible & la perturbation d(¢) et est donc parfaitement connu.
En supposant qu’il est possible de découpler le systéeme tel qu’il est écrit équation (2.37)

alors 75 (t) devient insensible a la perturbation et fait alors partie des signaux connus reflétés
par AF :

AF = Y, Ut (6,6 (Y (6), Vi), -+ &(Y (), Yi()), F5()] (2.33)
d -1 ( mp 1)
avee Y(1) = [y, y™ V@0, 0]
Upaat (t) = [u(t), -, u™==D(@)], Yi(t),- -, Yi(t) des signaux constitués de dérivations des
sorties d’indices supérieurs aux pl, — 1. Les fonctions &;(e), - - , & () ne font pas intervenir

dans leur écriture la perturbation ou ses dérivations et max rappelle 'indice de dérivation
maximal des sorties de 1’ensemble des signaux de AF.

Notons que pour k = 0, Z5(t) = Zno(t).

Ainsi, nous scindons SD » en deux sous-espaces générateurs avec :
- SD = _: la partie du sous-espace S e 101 AF_reconstructible intervenant dans I’écriture de
o
) (t)
— SP= :la partie du sous-espace S”%, C span{(dz¥)"} incluant la partie A¥-reconstructible,
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tels que :
S =Sprar ®SPe (2.39)

Si le sous-espace d’état non AF-reconstructible (SD"E) est différent de {0}, nous savons que la
m

perturbation va continuer a se propager au sein de ’espace d’état. Et d’autres parties de I’es-
pace d’état non engendrées par span{(dz})T} seront sensibles & la perturbation en raison de
I'impossibilité & exprimer toutes les composantes de Z%(t) intervenant dans I'écriture de 25(t)

al'aide de 'injection de sortie. Ainsi nous précisons que span{(dz%)”} C span{(dz5*")"}, Vk.

Nous traduisons la propagation de la perturbation & I’aide d’une séquence non-décroissante :
m
D.  _ GD. Fh(nk(\ sk D,
S = S0+ 3 | FHE W0, 350), 8%, (2.40)
i=0

du fait des inclusions successives : span {D,} C Sﬁfl c...C gﬁfk C - C SPxou SPx est le
sous-espace d’état recherché, cette propagation est obligatoirement limitée par dim(SZz) <
dim(span{dz’}) puisque nous étudions des systémes de dimension finie (dim(span{dz’}) =
Ainsi, il existe k; € N tel que :

She =S = She =50 (2.41)

m,k1 m,k1

Avec cette égalité (2.41), nous assurons ’existence d’une injection de sortie telle que :
#(t) = Je2(F5(0) + ) fra(@0)ui(t) + TF(AL) + Y UH A ui(t) (2.42)
i=1 i
avee fiy = fu + WH(AL) ot = {0, m}.

En rappelant le cas déja évoqué lors de 'écriture de l'inégalité (2.19), nous n’avions pas
pu déterminer, d’'une maniére générale, la borne inférieure. En revanche, nous avions précisé
que cette derniére était fortement liée au sous-espace d’état span{dh’} ou plus particuliére-
ment & ker{dh}. Chaque modéle possédant une géométrie qui lui est propre, nous ne pouvons
pas généraliser la valeur prise par la borne inférieure malgré I'utilisation d’une injection de
sortie plus générale que précédemment. Cependant I'intérét de ’étude que nous menons dans
cette section est mis en relief, en précisant que la borne inférieure ne peut étre qu’améliorée
ou maintenue. En effet, 'injection de sortie de I’équation (2.19) n’étant qu’un cas particu-
lier de W(A), la borne inférieure que nous proposons est au moins égale a celle obtenue a
I’aide des travaux de C. De Persis et A. Isidori. Nous précisons que la borne inférieure est
fortement liée au sous-espace d’état engendré par span{(dAF)T} et insistons sur le fait que
span{dhT} C span{(dA*)T}, Vk.
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Afin de finaliser 'étude, nous supposons que (SP:)L = (S’fn)j‘,ﬂ)l # {0}, et qu'il existe ainsi
un sous-espace d’état insensible & la perturbation d(¢). Sous cette hypothése, il est possible
d’écrire le systéme (2.37) comme suit :

(

(1) = foh (37 (1), 75 (1)) FEt @ (1), 251 (8))ui(t) + Dyt (35 (), 75" (¢))d(2)

ENLE #() = fiyh 0.2 ()

v (1) = h(Z' (1), 35 ()
(2.43)

T
ot la transformation 7% (t) = <(5Ulf1 (t))T (5:’;1 (t))T> = &, (z(t)) est obtenue a l'aide du

diffeomorphisme défini par :

0%, (alt) _ [ (S)"
o0\ ((82)°) 24

En conclusion, nous pouvons ajouter que le sous-espace d’état associé a 5! (¢) est découplé

de la perturbation. De plus, il est bon de rappeler qu’il s’agit du plus grand sous-espace

d’état insensible a la perturbation quelle que soit I'injection de sortie employée.

2.3.2.3 Conclusion

Dans cette section, nous avons cherché a augmenter la dimension du sous-espace d’état
insensible & la perturbation via une injection de sortie. Cette injection de sortie peut étre
qualifiée de généralisée car ’ensemble des signaux qui la constitue sont sans restriction et
tout & fait généraux. L’équation (2.35) et ce qui précéde permettent, a 1'aide de I'injection
de sortie W(A), d’encadrer la dimension du sous-espace d’état insensible a la pertubation

comme suit :

0 < dim(SP*) < dim(S2#) = dim(sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t)) < n

(2.45)
ol les sous-espaces d’état SP= et SD= sont respectivement définis par les séquences (2.40) et
(1.33).

En comparant avec 'inégalité (2.19) nous notons une augmentation des deux bornes at-
teignables. Cependant seul le cas mono-perturbation a été considéré, et c’est pourquoi nous

proposons d’étendre notre étude au cas de perturbations multiples.

2.3.3 Cas de perturbations multiples

Dans cette section, nous supposons dim(d(t)) = s et dim(span{D,(z(t))}) = s, Vx(t) et

notre objectif est de découpler ’ensemble du vecteur perturbation. Comme dans la section
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précédente, nous proposons une étude de découplage en deux étapes.

La premiére étape est de déterminer précisément la dimension du sous-espace insensible au
vecteur perturbation si celui-ci est estimable.

Elle précede une deuxiéme étape visant I’é¢tude de la propagation de la perturbation a travers
I’espace d’état et conduit a la diminution de la dimension du sous-espace d’état sensible aux

perturbations.

2.3.3.1 Perturbations estimables

Deux nouvelles notations sont introduites : d;(t) est la j® composante du vecteur des pertur-

bations d(t) (dim(d;(t) = 1) et d;(t) est constitué de ensemble des perturbations privées de
_ T

d;(t) soit d;(t) = <d1(t) s dig () djga(t) - ds(t)) . Nous précisons 'écriture des

pondérations associées aux signaux précédents :

dl(t) s
Daa()dt) = (Da(e()) - Dala®)) |+ | =3 Desta®)ds)  (2.46)
dy(t) i=1

En liaison avec le déroulement de la section consacrée a 1’étude du cas mono-perturbation,
nous commencons par énoncer les conditions nécessaires et suffisantes basées sur une écriture
générale de I'injection de sortie. Puis une écriture plus restrictive mais moins abstraite de
I'injection de sortie méne a I’établissement de conditions suffisantes a ’estimation de I’en-
semble des perturbations. Dans ces deux cas, nous montrons que la dimension du sous-espace

insensible aux perturbations est supérieure a celle donnée par I'inégalité (2.19).

Cas général

Le cas multi-perturbations ne pose pas de problémes particulier dans le sens ou les théo-
rémes liés & l'estimation d’une perturbation (théoréme 2.1) ou de son effet (théoréme 2.2)
s’appliquent encore. Cependant, il faut préciser la définition de ’ensemble des signaux dispo-
nibles (connus) qui différe de la définition (2.25). En effet, lorsque nous désirons estimer une
perturbation (d;(¢)) ou son effet, nous souhaitons que cette estimation soit parfaitement in-

dépendante des autres perturbations (d;(t)). Nous proposons d’écrire I’ensemble des signaux

connus A comme suit :
A= [Yz(t>7 u(t)v U 7u(mazil)(t)a gl(Yz(t% Y:vl (t))v U 7€l(Yx(t)7 Yzl(t))v iN?(t)] (2'47)

min; 4y min; i{ —
avech(t) = y(O)(t)7 7y;1 (o) 1)(t)7 7y£(1)7)(t>7 73/;? (o) 1)(t> JYzl(t)7"' 7Y:rl(t>

zl

: o e . - - . d;
des signaux constitués de dérivations des sorties d’indices supérieurs aux (min;(p, ;) — 1).
Les fonctions &;(e),---,&(e) ne font pas intervenir dans leur écriture les perturbations ou

leurs dérivations. maz rappelle I'indice de dérivation maximal des sorties de 1’ensemble des
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signaux de A.

[’étude du cas multi-perturbations, bien que similaire en de nombreux points au cas mono-
perturbation, se justifie par la différence importante au niveau de l’ensemble des signaux
sélectionnés au sein de A d’une part et la nécessité d’insister sur “le traitement simultané”
du vecteur d(t) d’autre part. En effet, nous proposons, non pas I'étude des composantes d;(t)

une a une mais plutot, le traitement du vecteur perturbation dans sa totalité. Ceci explique le

choix de l'indice de dérivation (min; (pfril-) — 1) car toute dérivation ygmin"(pfnji)fprk)(t), Vk >0
ferait nécessairement intervenir une composante de la perturbation et/ou une de ses dériva-
tions.

Ainsi la différence avec le cas mono-perturbation apparait au travers des indices de dérivation
de chaque sortie dans 'expression de A. Et ceci ne peut étre que le résultat d’un “traitement

simultané”.

En nous appuyant sur la définition de A (¢f. (2.47)) et la définition 2.25, nous étendons les

deux théorémes (2.1 et 2.2) au cas multi-perturbations.

Théoréme 2.6 Le vecteur perturbation d(t) est estimable dans sa totalité si, et seulement
si, le vecteur d(t) est A-reconstructible.
Nous précisons que A représente tous les signauz disponibles (connus) du systéme tout en

étant indépendants, dans l’écriture, de toute composante de d(t).

Théoréme 2.7 L’effet du vecteur perturbation d(t) est estimable dans sa totalité si, et seule-
ment si, D,(x(t))d(t) est A-reconstructible.
Nous précisons que A représente tous les signauz disponibles (connus) du systéme tout en

étant indépendants, dans [’écriture, de toute composante d(t).

En référence a la proposition 2.1, nous établissons la proposition suivante :

Proposition 2.2 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) D.(x(t))d(t) est A-reconstructible

(i) Spz = {0}

(iti) dim (span{(SZz)*}) =n

Les preuves de cette proposition et des théorémes 2.6 et 2.7 sont semblables en tous points
a celles énoncées dans le cas mono-perturbation (section 2.3.2).

Satisfaire I’'un des théorémes 2.6 ou 2.7 assure le découplage dit total du systéme.
Précisons que la présence d’états dans la signature des perturbations peut poser probléme
dans certains cas.

Dans le paragraphe suivant, nous étudions un cas particulier de troncature de A.
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Cas particulier

En relation avec le vecteur de sensibilité des sorties a une perturbation (2.33), nous définissons

la matrice de sensibilité MP=.

Définition 2.6 Nous appelons matrice de sensibilité des sorties auz perturbations d;(t) avec

j=11,--+,s}, la matrice MP= définie par :

dq ds
yh ) )
(ko) (P

, 4
suite a la convention liée a la définition 1.5 si pf)ii — 00 alors yg(czmi)(t) =0.

Une définition particuliére mais plus concréte de A est donnée par :

odiy . d;
A, = yg(ﬁ) (t),- - y(mm](p,,il) 1)(75)’ .. ’y(O) (), 7y(mmj(pw3p)—1)(t)’

» Jxl Tp xp

o (2.49)
u(t), - ,u(maxz-(minj pnii)—l)(t)y i»N2(t)]

Remarquons la prise en considération de 1’ensemble des perturbations dans le choix des si-

gnaux connus au travers les indices de dérivation des sorties.

De maniére a simplifier I’étude, nous définissons, a partir de I’écriture de I’équation (2.48), la

matrice M+ = {Ms%?fj)} comme suit : Mﬁzj) = 1 si les deux conditions (i) et (i7) ci-dessous

sont vérifiées, sinon Mf()zj) =0.

oM (w(t),U,d; (¢).d; (1))
ad;(t)

(i) le couple (MDZ)(x(t), U,d;(t),d;(t) = 0),

s ) est A;-reconstructible,

d;

. . d;

(i1) p;” = min;(p;”).

La premiére condition (7), s’appuyant sur la forme particuliére des systémes non linéaires
étudiés (affines en la commande), généralise celle énoncée dans le théoréme 2.4. La deuxiéme
condition (iz) refléte les possibles interactions entre plusieurs perturbations sur une méme

sortie.

La matrice binaire MP= (constituée de “0” et de “1”) permet de conclure sur les conditions

d’estimabilité de I’ensemble du vecteur perturbation en se référant au théoréme suivant.

Théoréme 2.8 Si la matrice MP= est de rang s V(x(t),u(t)) alors l'ensemble du vecteur

perturbation d(t) est estimable.

Preuve

Ce théoréeme énonce une condition liée a [estimabilité du vecteur perturbation d(t). Flle
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repose sur les deux hypothéses effectuées auparavant (restriction de A a Ay et seuls les
d.
(ijl)

signauz y;" ™ (t), (i € {1,---,s}) sont disponibles a estimation de d;(t)). En ce sens il ne

peut s’agir que d’une condition suffisante.

- OMP® (x(t),U,d; (t),d; (t))
(z(t), U, d;(t),d;(t) = 0), — 25—

alors il existe deux fonctions (; et (o de Ay telles que M(Z;)(x(t), U,d;(t),d;(t)) = Ci(Ay) +
d

G(A)d(t) avec Mé)’j)(x(t),U, d;(t),d;(t) = ygpm]")(t). Cette égalité est conditionnée par

la vérification de (i). Cependant, celle-ci n’est pas suffisante a ['estimation du vecteur

= Si le couple (M(LZ?’]”.) ) est Ag-reconstructible

perturbation. Chacune des composantes d;(t) ne peut étre estimée indépendamment des
autres que si la condition (ii) est vérifiée. Dans le cas contraire, d’autres perturbations
interviennent dans ’écriture de la sortie concernée et il n’est pas possible d’exprimer d;(t) a
partir des signauz ;. Enfin, l'estimation de [’ensemble du vecteur perturbation est assurée
que si toutes les composantes d;(t) pour j = {1,---,s} sont estimables et dans ce cas le

rang de la matrice MP= est égal a s.
[ |

Remarquons que I’hypothése courante dim(y,(t)) > dim(d(t)) est nécessaire pour la vérifi-
cation de la condition de rang.

En référence au théoréme 2.5, nous exprimons la A;-reconstructibilité de ’effet de la pertur-
bation D, (x(t))d(t).

Théoréme 2.9 Si l’effet de la perturbation D, (x(t))d(t) est Ai-reconstructible alors effet

de la perturbation est estimable.

Preuve

La preuve est identique a celle proposée pour le théoréme 2.5.
[ |

Pour résumer, ce paragraphe décrit des conditions suffisantes mais non nécessaires au dé-
couplage dit total d’un vecteur perturbations (I’ensemble de 'espace d’état est insensible a

la perturbation via une injection de sortie).

En conclusion de cette section, si I’'une des hypothéses d’utilisation des théorémes 2.6, 2.7, 2.8
et 2.9 est satisfaite alors il est possible de réaliser le découplage total du vecteur perturbation,

i.e.
U(A) ou W(A;) suivant les théorémes

I (2.50)

dim(sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t)) = n

A Tissue de ces résultats, nous développons un nouvel algorithme visant a la détermination

du plus petit sous-espace d’état insensible & une perturbation.
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2.3.3.2 Perturbations non estimables

La considération du cas multi-perturbations ne change pas beaucoup la méthodologie décrite
dans la section 2.3.2 (initialisation mise a part). Nous considérons le vecteur perturbation
d(t). Si cette derniére n’est pas totalement estimable (condition du théoréme 2.7) alors le
systéme n’est pas totalement découplable (SD= £ {0}). Cependant, contrairement au cas
mono-perturbation, 'initialisation de la séquence n’est pas égale a span{D,} car dans le cas
multi-perturbations, une partie des perturbations peut étre estimable sans que 1’autre le soit
et nous avons alors :
dim(sous-espace d’état insensible & la perturbation d(t))

(2.51)
< n — dim(partie estimable de la pertubation) < n

Alinsi, si an) o représente les distributions qui pondérent la partie non estimable des pertur-

bations a I’aide de I’ensemble des signaux A (défini en 2.47) noté ici A° et en posant :

S = 975 (2.52)
la récurrence suivante est définie :
D = Shi+ 3 [T, 35(1)), $%% (2.53)
i=0

Rappelons que SD””A—k représente le sous-espace d’état non AF-reconstructible sensible & la
m.

perturbation. [’indexation de A joue un role important car il est nécessaire de considérer

dans 'expression de AF les signaux 5 (¢) qui sont en relation avec I'indice d’itération de la

AF = [Ya(0),ult), -+, ul™ D (8), & (Va(t), Yar (0), -+, &(Valt), Yaul)), F5(0)]  (2.54)

min; 4 - min; i{ -
avech(t) = y;(i)(t)v ayil 1 (Pma) 1)(t)7 aygl)?)(t)v ,y;p s{prip) 1)(t) 7YV$1(t)7"' aY;:l(t)

des signaux constitués de dérivations des sorties d’indices supérieurs aux (minj(pfji) —1).
Les fonctions &;(e),- -, & () ne font pas intervenir dans leur écriture les perturbations ou
leurs dérivations. maz rappelle I'indice de dérivation maximal des sorties de 1’ensemble des
signaux de AF.

Nous insistons sur la présence de 5(¢) qui est liée au sous-espace d’état span{(dz5)’} =
Dq
(Sm,k)J_‘

2.3.3.3 Conclusion

Dans cette section, nous avons cherché & augmenter la dimension du sous-espace d’état Sz
insensible au vecteur perturbation via une injection de sortie. L’équation (2.50) et le raison-

nement qui précéde permettent d’encadrer le sous-espace d’état sensible a la perturbation
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comme suit :

v(A)
U
0 < dim(SP=) < dim(S2=) = dim(sous-espace d’état insensible a la perturbation d(t)) < n
(2.55)
ott SD= est le résultat d’'une étude avec 'injection de sortie W(A).

En comparant avec I'inégalité (2.19) nous notons I'amélioration des deux bornes atteignables.

2.3.4 Contraintes physiques

Lors de I’étude des cas mono et multi-perturbations, les mesures et leurs dérivées successives
sont considérées. Or, nous n’ignorons pas qu’en pratique, le calcul des dérivations temporelles
est difficilement réalisable. Dans cette section, nous ne prétendons pas résoudre tous les
problémes qui y sont liés mais nous proposons d’adapter la méthode présentée afin d’en
améliorer sa mise en oeuvre.

En raison des différents bruits de mesure, il peut s’avérer qu’a partir d'un certain indice
de dérivation (m; associé¢ a la sortie j), les signaux deviennent inacceptables en terme de
qualité.

La qualité d’un signal se juge, dans ce cas, par I'information qu’il porte (au sens large). Cette
information, en général basse fréquence, peut se trouver de plus en plus détériorée par de
multiples dérivations au profit du bruit par exemple, généralement haute fréquence. En effet,
dériver un signal s’apparente a le filtrer a ’aide d’un filtre passe haut.

Ainsi, lors de la recherche du plus petit sous-espace d’état insensible & une perturbation,

nous considérons I’écriture de A* comme suit :

0 m m mazx— ~
AF = Ly (e, g,y 0,y (0, (), u @), 35| (2.56)

avec un déroulement de I’algorithme restant identique. Il est évident que lors de cette écri-
ture, nous considérons m,; < (minj(pfril) —1), V4. Nous ajoutons que la méthode développée

par C. De Persis et A. Isidori, est un cas particulier de celle-ci, en considérant m; = 0, Vj.

Afin de mettre en relief les avantages des méthodes proposées, plusieurs cas sont étudiés.
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2.3.5 Exemples académiques
2.3.5.1 Exemple 1

Nous considérons un systéme décrit par le modéle suivant :

( .

T
avec D, (z(t)) = (1 0 O) :

Il est facile de vérifier en dérivant successivement les sorties qu’il existe une expression de la
perturbation d(t).

En effet, nous montrons que :

alt) = = (4530) = 203 ()ut) — 0 (1) —
) 2 vt (t) (259
+ (00 —00)) BT v (Ot

En nous référant au théoréme 2.3, nous précisons que le systéme présenté est totalement
découplable puisque le défaut est A-reconstructible.

Il en résulte que la dimension du sous-espace d’état découplé est égale a la dimension de 1’état.

En revanche, 'expression du signal d(t) (2.58) fait apparaitre les dérivées premiéres et se-
condes des sorties. Dans un cadre réel, ceci pouvant étre une source de problémes, nous
considérons a présent que seuls les signaux non dérivés des sorties et commandes sont uti-
lisables. En calculant la séquence CP= (2.20) qui traduit le plus grand espace sensible a la
perturbation d(¢), nous pouvons conclure qu’aucun sous-espace d’état n’est naturellement
découplé. Puisque dim(CP=) = dim(z(t)), la distribution A° se réduit a :

A? = [y (1), yaa(t), u(t)] (2.59)

o nous remarquons ’absence de toute dérivée et de I’état naturellement découplé Zno(t).

La perturbation d(t) étant non A°-reconstructible et de dimension 1, la séquence non dé-
croissante est initialisée par span{D,}, i.e. SZ% = span{D,} (en référence a I'équation
(2.52)).

Nous rappelons I’écriture des fonctions et de leurs matrices jacobiennes :
o (t)xs(t) 0
folz(t)) = | —z(t)a2(t) | filz(t) = | 25(F) (2.60)
T2 (t) — w3(t) 0
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U — | —ay(t) —mr() 0 | = L0 0 2 (2.61)
0 1 -1 00 0
1 0
Suite & une premiére itération, nous trouvons Sgﬁ = span 01, | z2(t) . 11 est facile
0 0
de montrer que Sﬁfl est involutive, donc Sﬁfl = Sﬁﬁ. Une nouvelle définition des signaux
utilisables est donnée (cf. 'équation (2.54)) :
A = [ya1(1), Yaa (), u(t), 25(t)] (2.62)

Afin de séparer le sous-espace d’état sensible a la perturbation du sous-espace pouvant
devenir insensible a la perturbation, via une injection de sortie, le systéme de coordonnées

est transformé par diffécomorphisme :

100
) = (z(t) =0 1 0 (2.63)
0 01
avec xo(t) # 0,
0 0
span< [ O], |1 =55 et spanq |0 = (Sh=)* (2.64)
0 0 1
Alinsi le systéme peut se récrire comme suit :
b (BO) [ w00+
\)=1 =
a(t) —a1 (t)2(t) + 25(t)u(t)
() = ds(t) = 2a(t) — 25(t) (2.65)

\

Nous remarquons 'apparition de I'état xo(t) au sein de I’équation régissant la dynamique
de Z3(t). Cependant, ce signal étant Al-reconstructible, il est aisé d’assurer Sz = S0 via

une injection de sortie.

En conclusion de cet exemple, il apparait qu’un découplage total est possible si les dérivées
des sorties sont prises en compte dans l'injection de sortie (le sous-espace d’état insensible

a la perturbation d(t) (découplée) est alors de dimension 3). En revanche, en proscrivant
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I'utilisation des dérivées de sortie, la dimension du sous-espace d’état insensible a la per-
turbation d(t) est, cette fois, réduite a 1. Il parait alors évident, sur cet exemple, que la
troncature des signaux utilisés pour générer l'injection de sortie joue un role d’'importance

dans les performances du découplage.

2.3.5.2 Exemple 2

Dans ce nouvel exemple, nous considérons le modéle du systéme suivant :

(2.66)

1 0
avec (Dm@(t)) ng(x(t))> - 8 —xg(f)x%(t)
0 0

Nous pouvons montrer que dy(¢) =y (£) + 42, (¢) — u1(t) donc SP21 = {0}. En revanche, ni

la perturbation ds(t) ni son effet est estimable en raison I’état xo(t). Ainsi, la séquence non
T

décroissante est initialisée par Snef”f = span { <0 0 —a3(t)zi(t) 0) . De méme que dans

le cas précédent nous définissons le changement de coordonnées avec : Z'(t) = ®1(z(t)) =
0010

span = S et span = (G§D=2) L (2.67)

O = O O

oS O O

o O = O

— O O O
|
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et nous récrivons le systéme comme suit :

21(t) = @5(t) = wa(t) — ws(t)wa(t)*da(t) + us(t)

| iy (t) —23 (t) + uy (t) + di(t)
wy(t) = | an(t) | = | —22(t) + w3t us(t) (2.68)
yxl(t) =z (t

L’apparition de I’état x3(t) sensible a la perturbation dy(¢) au sein des équations régissant

: W
73(t) n’est pas génante puisque x3(t) est Al-reconstructible | z3(t) = y”(t(;)). De ce fait, le

Y2
sous-espace d’état sensible a la perturbation peut étre restreint via une injection de sortie a

span{(dz1)T} = span { <0 01 O)T}. En d’autres termes SP:2 = S,fo = Sfij‘f.
Cet exemple a permis de mettre en relief les propositions de la section 2.3.3.

Dans un premier temps, nous avons cherché les composantes estimables de la perturbation
qui se résument a dy(t) (SE= = {0}). Il en résulte que la dimension du sous-espace d’état
insensible & la perturbation d;(t) est n si Uinjection de sortie est définie en fonction des
signaux A.

Dans un deuxiéme temps, puisque la perturbation dy(t) n’est pas estimable, nous avons
développé la séquence (2.53) dans le but de maximiser la dimension du sous-espace d’état

insensible a da(t). Il en résulte que cette dimension est égale a dim{(Sﬁff

)1} = 3, puisque
Iétat x3(t) est reconstructible en utilisant des dérivées de sortie.

Pour conclure ces commentaires, nous ajoutons que si nous avions utilisé la séquence (1.33),
les performances auraient été réduites a deux niveaux. En effet, le sous-espace d’état sensible
a la perturbation d;(t) aurait été de dimension 1 (au lieu de 0) d’une part et I'espace d’état

sensible a la perturbation dy(t) aurait été de dimension 2 (au lieu de 1) d’autre part.

Dans le cadre du diagnostic, rendre insensible une partie de I’état d’un filtre & un défaut
permet de distinguer dans certains cas les effets de plusieurs défauts et donc de les isoler.

Différents cas de figure sont étudiés dans la section suivante.

2.4 Analyse structurelle pour le diagnostic

Dans cette section, une méthode visant ’établissement de conditions nécessaires et suffisantes
a la détection et l'isolation de défauts est proposée. Dans un premier temps, nous rappe-
lons les conditions d’existence d’une solution au F.P.R.G. proposées dans la littérature. Puis

nous effectuons une analyse structurelle géométrique afin d’affaiblir les conditions d’isolation
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des défauts. Cette analyse consiste en 1’étude géométrique du comportement des défauts a
travers ’espace d’état permettant la détermination de conditions géométriques d’isolation.

Enfin nous illustrons les résultats obtenus a I'aide d’exemples.

2.4.1 Rappel des objectifs

Il est important d’établir dans quel cadre s’inscrit notre étude. A I’aide d’une approche géo-
métrique, nous visons l'établissement de nouvelles conditions d’isolabilité des défauts. Par
abus de langage, lorsque nous qualifions d’isolables des défauts, cela signifie qu’ils possédent
des comportements différents sur 1’espace d’état engendré par les sorties (v, définition 2.4).
Alinsi, nous ne considérons pas la dynamique que peuvent avoir les défauts sur les sorties et
leurs dérivées. Or cette dynamique peut parfois étre un moyen pour les distinguer.

Cette remarque sera le point de départ de la réflexion proposée dans le chapitre d’ouverture

ol une définition plus générique que l'isolabilité géométrique est proposée.

Nous débutons notre étude par le rappel des conditions d’isolation des défauts (résolution
du F.P.R.G.) établies dans [13, 15| et utilisées dans [14, 16, 17| par C. De Persis et A. Isidori.

Nous précisons que les conditions d’isolation énumérées dans la suite sont obtenues avec une
injection de sortie de la forme W(y,(t), u(t), T2(t)) ne reposant sur aucune dérivée des sorties.
Les conditions d’isolation seront donc suffisantes mais non nécessaires.

Nous rappelons qu’il existe une solution au probléme fondamental de génération de résidus

si a chaque défaut w;(t) (j = {1,---,¢}), il est possible d’associer une fonction x%i(e) telle
que :
Q _ -~

O N span{dh} = span {d(xpf 0 h(:c(t)))} (2.69)
(i)

- L

(span{d(x™ o h(a())}) N span{P;} = {0} (2.70)

avec span{P;} = span{Py, -, Py, Pjy1, -+, P} et Q? la séquence de co-distributions

définie en (1.35) initialisée par span{P;}.

En d’autres termes, la condition (i) traduit le fait qu’il est possible de synthétiser des résidus

a partir d'une fonction non linéaire des sorties du systéme. La condition (i7) signifie qu’il

n’existe pas de composantes du défaut w(t) qui pourraient :

— ne pas étre pergues par le résidu. Le résidu est formé par Xﬁf(o); le fait que toute com-
posante de w(t) doit influencer le résidu se traduit par une intersection vide entre le
sous-espace d’état non observable par le résidu et le défaut.

— &tre masquées par un autre défaut. Nous rappelons que Q*Pj est appelée co-distribution
d’observabilité (Observability Co-distribution Algorithm, [13] et [14]) de (SI7)* soit :
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QY = o.c.a.((SF)L) C (S?)l. Q" représente le sous-espace d’état observable insensible
a tous les défauts sauf a w;(t).
La section suivante a pour objectif d’améliorer (en deux points) les conditions d’existence
d’une solution au probléme posé par la détection et I'isolation de défauts. Nous déterminons
dans quelle mesure un ensemble de résidus permet la détection et l'isolation des défauts et
il est proposé une méthode systématique assurant la synthése de ces résidus.
Pour ce deuxiéme point, il est montré qu'un ensemble de défauts peut étre détecté et isolé a
I’aide de résidus sensibles a plusieurs d’entre eux. Cependant cette proposition ne peut étre

appliquée que sous I’hypothése de non apparition simultanée des défauts.

2.4.2 Proposition de nouvelles conditions de détection et d’isolation
de défauts

Pour mettre en valeur nos travaux, nous utilisons la distribution Sy’ ((2.41) et (2.53)) pour
mener & bien "analyse structurelle. Une étude plus restrictive a ’aide de la distribution Sl
(définie par I’équation (1.34)) est cependant tout & fait possible [41].
[’analyse structurelle est basée sur 1’étude des intersections et inclusions des sous-espaces
d’états représentés par les deux distributions Sk et CL7
~ O est le plus grand sous-espace d’état sensible au défaut sans utiliser d’injection de
sortie,
- Sf{; est le plus petit sous-espace d’état sensible au défaut en utilisant une injection de
sortie.
Une interprétation de cette distinction est que 'injection de sortie ne stoppe pas la propaga-
tion du défaut mais permet d’en estimer I'effet. L’objet de la distribution Sh est de définir
quel est le sous-espace d’état, sensible au défaut w;(¢), ne pouvant étre traduit a Iaide de
signaux connus. Il parait alors évident que la plus grande dimension de ce sous-espace d’état
ne peut étre obtenue qu’en ’absence d’injection de sortie. Cependant, lors de I’analyse struc-
turelle que nous développons, O ne peut pas étre considéré comme étant le sous-espace
d’état affecté par le défaut w;(t). En effet, ce dernier peut se trouver réduit (au sens de
sa dimension) par la présence d’une injection de sortie, mais en aucun cas augmenté. Cette
précision justifie la distinction que nous effectuons entre les conditions nécessaires (avec cl )
et les conditions suffisantes (avec Sp’). En nous fondant sur le test d’inclusion (2.23), nous

nous attachons dans un premier temps & définir les conditions de détectabilité des défauts.

2.4.2.1 Conditions d’existence d’un filtre détecteur de défauts

Nous introduisons la distribution = définie par :

P = qpps — (CT)F (2.71)

*
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Un défaut influe sur au moins une sortie si, et seulement si, 2 # {0}. Ainsi, le vecteur des

défauts est détectable si, et seulement si, les inégalités =% # {0} sont vérifiées pour tout j.

Théoréme 2.10 La condition précédente ZF # {0}, équivalente a vors € (CT)L, V5 est :
(i) une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un filtre détecteur, si w(t) € R

(ii) une condition nécessaire d’existence d’un filtre détecteur, si w(t) € R? avec ¢ > 1

Preuve

(i) Le premier point de ce théoréme est trivial :
si w(t) € R alors le défaut w(t) est scalaire. Ainsi, il suffit qu’'une sortie soit sensible
ce défaut. Quant & la nécessité, elle provient du fait que (CT)L représente le plus petit
sous-espace d’état insensible au défaut. Ainsi, s’il y a sensibilité, il existe une distribution
observable qui n’est pas incluse dans (CT)*.

(1i) Le second point est plus délicat a démontrer :
siw(t) € R (avec ¢ > 1) et ZF £ {0}, nous ne savons pas si les ¢ composantes du vecteur
w(t) sont représentées dans =8 # {0}. En effet, il est possible que le sous-espace d’état
sensible a une (ou plusieurs) partie(s) du vecteur défaut soit inobservable. Dans ce cas
cette partie (ou ces parties) n'est pas détectable et cette condition n’est pas suffisante. En

revanche, pour les mémes raisons que précédemment (i), elle reste nécessaire.
[ |

En remarque, nous précisons que dans le cas particulier des systémes observables,
(dim(span{vops}) = 1, Yinobs = {0}), le vecteur des défauts est détectable si cli # {0},
V.

En supposant que chaque défaut w;(t) (Vj € {1,---,¢q}) affecte au moins une sortie, nous
nous proposons d’étudier le probléme de la localisation des défauts. Dans un premier pa-
ragraphe, nous montrons la maniére d’aboutir & des conditions nécessaires a l’isolation des

défauts. Des conditions suffisantes sont, quant a elles, énoncées dans un deuxiéme paragraphe.

2.4.2.2 Conditions nécessaires a ’isolation des défauts

La détectabilité de ’ensemble des défauts constitue une premiére condition nécessaire a leur
isolation. Cependant, I'isolabilité des défauts nécessite des hypothéses supplémentaires. En
effet, il est possible que plusieurs défauts agissent sur une seule et méme sortie, ce qui a pour
effet de ne pas les rendre isolables puisque leurs effets ne sont alors pas distinguables par
la simple évaluation des sorties. Pour approfondir les conditions nécessaires a l’isolation des
défauts, une analyse se fondant sur les travaux de J-P. Cassar et al [11], J-F. Magni [50] et

de J.J. Gertler [31] est menée. Ainsi, si nous étudions le défaut w;(t) et considérons le plus
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grand sous-espace d’état sensible & ce défaut exprimé par la distribution ch L’objectif est
de déterminer, a l'aide de tests d’inclusion (analyse structurelle), la distribution insensible
au plus grand nombre d’autres défauts. A cette fin, nous considérons les distributions S,
qui traduisent, via une injection de sortie, les plus petits sous-espaces d’état sensibles aux
défauts w;(t). Naturellement, s’il existe une distribution incluse dans le sous-espace d’état
insensible & tous les défauts sauf un, nous retrouvons le cas du F.P.R.G. Dans cette sec-
tion, nous ne nous limitons pas a I’étude de ce cas puisque nous cherchons a déterminer une
distribution sensible & un défaut particulier et devant étre insensible au plus grand nombre
d’autres défauts. Plus ce nombre est grand, plus grand est le nombre de défauts simultané-
ment isolables. De plus, cette considération est en accord avec 'augmentation de la distance
de Hamming (11, 31]) qui est une mesure de la différence entre les signatures associées a

chaque défaut.

Dans ce paragraphe, puisque la distribution cls majore en terme de dimension le sous-
espace d’état sensible au défaut, seules des conditions nécessaires mais non suffisantes sont
déterminées pour l'isolation de défauts.

Nous précisons que toute distribution 7(x(t)) telle que 7(x(t)) C ((ij)L est nécessairement
insensible au défaut w;(t) quelle que soit l'injection de sortie. En revanche, si 7(z(t)) ¢
(C’fj)L, nous ne sommes pas capable de dire si cette distribution est sensible ou pas au
défaut w;(t). Cependant, des conditions nécessaires peuvent étre déclinées a ’aide de cette

distribution.

Afin d’étudier les intersections des différents sous-espaces d’état, nous introduisons comme

suit la matrice A" associée au défaut w;(t) :

AP = , , ) o , 2 | e gertonxg (2.72)
(-Apj)éq—lfl (-Apj)gq—lﬂ (-Apj)gq—lfl

ot (00)¥ est 1’élément de la 7° ligne et de la k& colonne de la matrice [J. Dans le cas particulier

d’une distribution (resp. co-distribution), 'indice k (resp. i) n’est pas nécessaire.

La matrice A" qui est composée de 2971 — 1 lignes et ¢ colonnes permet de tester toutes
les combinaisons d’intersection entre les sous-espaces (SFk)L avec k # j. Les résultats
de ces tests sont traduits & l'aide de “0” et de “1” et forment ainsi une matrice binaire
(AF)E € {0,1}, V(i, j, k). Bien sir, certains tests sont obsolétes au vu des résultats déja
obtenus.

Afin de mieux comprendre la méthode de construction de la matrice A7, nous proposons

deux exemples.
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Exemple 1
Le cas “trois défauts” est considéré. Nous nous intéressons a l’élaboration de la matrice
APz associée au défaut wsy(t) pondéré par P,. Dans ce cas particulier, la matrice (2.72) est

composée de 3 colonnes et 22 — 1 = 3 lignes et s’écrit :

wi(t)  wa(t) ws(t

)

0/1 1 LNy, 0

S 2.73

AP = 1 1 0/1 PB rwy gc& (273)

C
0/1 1 |0/1 NSk Ny, | 1

ou le terme “0/1” est égal & “1” si I'inclusion est satisfaite et “0” sinon.
Nous rappelons que le fait d’étudier le défaut wo(t) signifie que nous cherchons une distri-
bution sensible & wy(t). C’est pourquoi seule la non inclusion dans (C2)% est recherchée et

la 2¢ colonne de A™2 est une colonne de “1”.

De plus, comme l'objectif de cette étude est la génération de résidus assurant l’isolation
de I'’ensemble des défauts, une contrainte supplémentaire doit étre ajoutée : une solution
(ligne binaire de la matrice notée (A7);) ne peut étre considérée que s’il existe une distri-

bution associée y-reconstructible. Ceci se traduit par la suite d’intersections avec v, définie
n (2.4).

Exemple 2
Le cas “quatre défauts” est illustré. Nous nous intéressons a ’élaboration de la matrice A"
dédiée au défaut ws(t) pondéré par Ps. Dans ce cas particulier, la matrice (2.72) est composée

de 4 colonnes et 22 — 1 = 7 lignes et s’écrit :

w1 (t) W2 (t) ’UJ3(t) ’UJ4(t>

01 1 [ 1] 14 (Sh)nmy, ‘

1 0/1| 1 1 <= (S2)tna,

1 1 1 | 0/1g= (SP)tnoy, 0
A= | o o1 1| 1A (SRt n(sh) e, Fom):

0/1 1 | 1 |0/1e= (SB)-n(Sk)tnn, T

L0110/ (SE)E (S Ny,

0/1  0/1| 1 |0/1g= (SB)-n(SE)En (SN, |

(2.74)
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A cette fin, nous cherchons les lignes de la matrice (2.72) ayant un nombre maximal d’élé-
ments égaux a “0”. Une fois les matrices A" construites, nous déterminons les distributions
sensibles & w;(t) et insensibles au plus grand nombre d’autres défauts.

Si (35 correspond & la valeur minimale du critére suivant :

3j = min; (Z(Apf)f> (2.75)

=1
alors un nouvel ensemble noté B est défini :

(B7)
BFi
B = ( _ ) e R <9 (2.76)
(5%,

q
ot chaque élément (B%7); correspond & une ligne de A7 et est tel que Z(Bpf)f = (.
k=1
Afin de déterminer les conditions d’isolation de ’ensemble des défauts, nous regroupons

les ¢ matrices B au sein d’une seule et méme matrice A de la facon suivante :

B
A= B‘PQ e R(Z5=rer)))>a (2.77)
5"
en veillant que la j° colonne de A soit bien associée au j¢ défaut w;(t). Cette contrainte

implique que les séquences de test d’inclusion visant la synthése des matrices BY pour

j=A{1,---,q} soient ordonnées.

Suite a la définition de la matrice (2.77), nous proposons le théoréme suivant :

Théoréme 2.11 Sile rang de la matrice binaire A est strictement inférieur a la dimension
q du défaut, c’est-a-dire si rang(A) < dim(w(t)) = ¢ alors tous les défauts ne sont pas

1solables.

Preuve

Nous rappelons que [’étude considere les distributions représentées par Ol Celles-ci ma-
jorent le sous-espace sensible a un défaut w;(t) modulo une injection de sortie. C’est pourquoi
nous avons Spl, C S0 C CL ou encore de maniére équivalente (C2)Y C (S17)L C (Sh3)*.
(C’fj)L est donc le plus petit sous-espace d’état insensible au défaut w;(t).

La matrice A est synthétisée dans le cadre de la recherche du sous-espace d’état sensible a

un défaut w;(t) et insensible au plus grand nombre d’autres défauts pour j = {1,---,q}.
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Dans ce théoréme, nous considérons qu’une distribution est sensible au défaut w;(t) si elle
n’appartient pas a (C’f")L bien que celle-ci minore la réalité. Nous nous plagons donc dans
le meilleur des cas car il est fort probable que le sous-espace d’état insensible au défaut w;(t)
soit plus grand que (C’fj)i.

Cependant, s’il n’existe pas de distributions non incluses dans (C’fj)l alors il n’en existe pas
(cf. jeux d’inclusion). Dans ce sens, il s’agit d’une condition nécessaire a lisolation car si le
rang de la matrice A n’excede pas q — 1, ce ne sera jamais possible. Or le rang de la matrice
A se veut le reflet du nombre de signatures différentes des défauts en terme de sensibilité
sur les résidus. Ainsi s’il n’existe pas plus de q — 1 signatures différentes, ’ensemble des

composantes du vecteur défaut ne pourra pas étre isolé.

La condition de rang définie dans ce paragraphe doit étre testée avant toute autre étude.
Elle constitue en effet une condition nécessaire a la localisation des défauts. Le paragraphe
suivant propose en complément des conditions suffisantes a la résolution d’un tel probléme.
Celles-ci se fondent non plus sur la plus grande distribution sensible & un défaut, mais sur

la plus petite par un choix optimal de I’injection de sortie.

2.4.2.3 Conditions suffisantes a l’isolation des défauts

A TPopposé du paragraphe précédent, nous minorons le sous-espace d’état sensible & un défaut
par Si7.. En effet, toute distribution 7(z(t)) telle que 7(z(t)) ¢ (Skl)* est nécessairement
sensible au défaut w;(t) quelle que soit I'injection de sortie.

Nous précisons que dans le cadre du calcul de S:;’;, il est possible de découpler totalement le
défaut (S’ = {0}). Ainsi nous distinguons deux cas lors de la synthése de la matrice binaire

An? qui exprime les sensibilités de I'état au défaut w;(t) :

premier cas : Sal = {0}

Bien qu'il n’est pas judicieux de découpler totalement le défaut w;(t) dans dans le cadre
de l'isolation, dans un contexte général nous traitons ce cas. Aﬁf est défini identiquement
a AP mais en considérant la distribution Sr’ & la place de (C’fj)i. Dans ce cas la j°
colonne de la matrice AL/ n'est plus une colonne de “1” mais plutot de “0”, car aucune
distribution de I’espace d’état n’est sensible & w;(¢). Nous cherchons donc la distribution
(non nulle) insensible au plus grand nombre de défauts.

deuxiéme cas : Sp’, # {0}

D’une maniére analogue a A%, AL est définie avec (Sij*)L a la place de (ij)l.




78 Chapitre 2 : Découplage : méthode géométrique

A . T . P;
En menant les mémes calculs que précédemment, avec pour base de réflexion la matrice A7,

nous obtenons la matrice de synthése suivante :

BD
Br: q

A= || e R(EIzier)xa (2.78)
Bl

Nous proposons le théoréme suivant :

Théoréme 2.12 Si le rang de la matrice binaire A, est égal a la dimension du défaut,

c’est-a-dire si rang(A,,) = dim(w(t)) = ¢ alors tous les défauts sont isolables.

Preuve

Si le rang de la matrice A, est égal a q, alors il existe q résidus possédant des sensibilités
différentes aux défauts. Il est alors possible de distinguer [’ensemble des défauts.
Contrairement au théoreme 2.11, la synthése de la matrice A, est réalisée a 'aide de la
distribution S,I,?; pour j = {1,--- ,q}. Or comme nous l’avons montré dans la section pré-
cédente, il s’agit du plus petit sous-espace d’état sensible au défaut w;(t). Par conséquent
(Swi)* est le plus grand sous-espace d’état insensible au défaut w;(t).

Ainsi, nous savons que cette distribution minore la réalité car [’objectif est non pas de mini-
miser Ueffet du défaut w;(t) mais plutot celui du plus grand nombre des autres défauts. Nous

nous situons donc dans le pire des cas, ce qui explique le caractére suffisant du théoreme.
[ |

Contrairement au découplage des systémes, lors de ’analyse du défaut particulier w;(t) me-
nant a la détermination de la matrice AL/ puis d’une ligne de A,,, 'estimation du défaut
peut étre préjudiciable pour la localisation. En effet, sous cette hypothése, la colonne j de
la matrice A,, est une colonne de “0”. Nous rappelons qu’un défaut estimable est associé
a un sous-espace d’état dans sa totalité insensible a ce défaut. Dans ces termes comment
pourrait-t-on détecter ce défaut ? C’est pourquoi nous conseillons lors de 1’étude particuliére
du défaut w;(t) et donc menant a la synthése de la matrice A dinhiber I’étape d’esti-
mation du défaut. Par conséquent, tout en utilisant une injection de sortie généralisée avec
(SF: = span{P,} (2.53)), nous assurons une diagonale de “1”. De plus dans tous les cas, en
remarquant que span{P,} C STz C S est toujours vérifié, les conditions d’isolations qui
en sont déduites seront nécessairement moins restrictives que celles énumérées en (2.69) et
(2.70).

Inhiber I’étape d’estimation du défaut lors de I’établissement des conditions suffisantes a
I’isolation des défauts, ne remet évidemment pas en cause les résultats de découplage assurés

par cette étape (paragraphe 2.3.3.1).



2.4 Analyse structurelle pour le diagnostic 79

Suite a I’établissement des théorémes 2.11 et 2.12, il nous semble important de préciser

la démarche a suivre lorsque l’isolation de défauts est 'objet d’une étude.

2.4.2.4 Meéthodologie

Lors de l'analyse de la géométrie d'un systéme non linéaire, dans le but d’en réaliser le

diagnostic, il semble important de valider les différentes étapes suivantes.

Dans un premier temps, rappelons que diagnostiquer un systéme c’est détecter et localiser

I’ensemble des défauts pouvant agir sur ce dernier. Par hypothése de travail, en ce qui nous

concerne, les défauts sont préalablement identifiés.

Nous définissons précisément la démarche, a ’aide d’étapes a valider :

(1) la premiére étape est sans nulle doute la détectabilité de I’ensemble des défauts. C’est-a-
dire que chaque défaut w;(t) doit avoir un effet sur au moins une sortie (Yops € (C’f N V).

(2) la deuxiéme étape est le test des conditions nécessaires a l'isolation des défauts. C’est-
a-dire la vérification du théoreme 2.11.

(3) la troisiéme étape est le test des conditions suffisantes a ’isolation des défauts. C’est-a-

dire la vérification du théoréme 2.12.

Si toutes ces étapes sont validées alors un vecteur de résidus peut étre généré par (en rap-

pelant que chacune des distributions retenue lors de I’étude se veut y-reconstructible) :

r(t) = x(y(1)) = x(y=(t)) = x © h(x(t)) = x o h((1))

et pour conclure cette étude, la matrice A,, peut s’interpréter comme la table de signature
TAB 2.1 (en considérant inhibée I’étape d’estimation des défauts). Il semble alors évident que
certaines configurations (en terme de sensibilité) ne permettent pas 'isolation des défauts
s’ils apparaissent simultanément.

En revanche, si les étapes (1) et (2) sont validées sans que la troisiéme le soit, alors nous ne
pouvons pas conclure. C’est-a-dire que nous ne sommes pas en mesure a 1’aide des conditions
de rang d’affirmer ou d’infirmer si les défauts sont isolables. Nous ajoutons que si ’étape
(3) est validée, (2) l'est aussi. Et si ’étape (2) n’est pas validée (3) ne peut 'étre. Ces deux

.\ .. , . P; P;
derniéres remarques sont triviales en précisant que Spis € Ci”.

Nous proposons I’étude de deux exemples académiques afin de mieux appréhender les 3

étapes que nous venons de décrire.
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Défauts
Résidus w1

w2

Wq

. . N . P . . < . P
insensible a wg si (A, )% =0 insensible & wq si (Ant ){11 =0
sinon sensible sinon sensible
1 sensible a to wq
insensible a wg si (AD] )ipl =0 insensible & wq si (At )EP =0
. . 1
sinon sensible sinon sensible
. X A . P, . . S . P
insensible & wq si (Am2)% =0 insensible a wq si (A7 )(11 =0
sinon sensible sinon sensible
o sensible & wo
- . . - 7 - . . . 7
insensible a wy si (A2 )iPQ =0 insensible a wq si (A,,,?)§P2 =0
sinon sensible sinon sensible
. . N . P . . N . P,
insensible & wy si (Amq)% =0 insensible & we si (Amq )% =0
sinon sensible sinon sensible
Tq sensible a wq
. . N . 7, . . N . P,
insensible a wy si (A, )ip =0 insensible & wg si (A, )EP =0
“Pq
sinon sensible sinon sensible

2.4.3 Exemples académiques

2.4.3.1

TAB. 2.1: Table de signatures

Exemple 1

Le systéme considéré est non linéaire affine en la commande et modélisé comme suit (cf.

[25])

YN

(2.79)

ot z(t) € R u(t) € R?, y,(t) € R? et w(t) € R? sont respectivement les états, commandes,
sorties et défauts du systéme.

Nous calculons les différentes distributions définies au sein de ce chapitre :
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0 —z1(t) 0 0 0 0
P = spand | © z3(t) z1(t) | | z1(t) +22(t) CP2 — span 0 —a1(t)(1 — z4(t))
* - k) k) ) * - k)
0 0 x1(t) x1(t) z1(¢) z1(t)za(t)
1 0 0 0 0 0
1 0
(€t = {0} Pyt =span{ [ 2], ]°
0 0
0 1
0 —z1(t) 0
0 J?g(t) P 0
SPr — gpa , 552 =spa
S N 0 R B PO
1 0 0
Spk = {0} Sy = {0}
0 z3(t) 1 0 0
0 z1(t) P. 0 1 0
Sfl 1 _ S, 2 i — ,
( ) span 1 0 ( ) span 0 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
(St =span g | fEE (S )t =span ¢ | ]
0 0 0 1 0 0 0 1

Les dimensions des distributions S et ST sont diminuées lors du calcul de SE. et S2 car

il est possible d’estimer les défauts wi(t) et wq(t) & partir d’'une combinaison de sorties. En
yet (e (0~ (yey) (1) W
- S = (t) et wa(t) = (Yap (1) —

effet, nous vérifions facilement que w;(t) = 0 2
xl

Conditions nécessaires (théoréme 2.11)

En nous aidant des calculs précédents, nous vérifions les non-inclusions suivantes :

(SN, € (CH)* 10
= A= = A) =2 2.80
(8P4 N9y & () 0 1) 7 e (250
De plus puisque Sp. C Si7, ce qui suit est évident :
(Spe)t Ny L (C)* 10
(S My, € (CP)* 0 1) ~ et (28

En conclusion, nous pouvons affirmer que les conditions nécessaires a I’isolation de défaut
s, ’ . . . . . P
sont vérifiées, tant avec une injection de sortie restreinte (analyse structurelle avec S.”) que
PRI P, . . , .
généralisée (analyse structurelle avec Sy). Il est possible d’isoler I'ensemble des défauts si

les conditions du théoréme 2.12 sont également satisfaites.
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Conditions suffisantes (théoréme 2.12)

Nous testons les inclusions suivantes :

(S2)7 Ny € (S2)

(827 Ny € (S52)7

A, = <(1) ?) = rang(A,) =2 (2.82)

et,
(Sr%k)l MYy SZ S?fll*

(Sh)tny, ¢ Sk 00

0 0
A, = ( ) = rang(A,) =0 (2.83)

Puisque S = {0} et SI2 = {0}, nous nous trouvons dans le premier cas énoncé paragraphe
2.4.2.3 et les conditions du théoréme 2.12 ne sont pas satisfaites. En revanche en inhibant
I’étape d’estimation lors du calcul de STt £ {0} et SI2 £ {0}, nous nous trouvons dans le

deuxiéme cas :

(SP2)E 1y, € (ST 1o
(P C (st T An= g ) T el (284)

En conclusion, nous sommes certains de pouvoir isoler les deux défauts wi(t) et wy(t) en
utilisant une injection de sortie restreinte puisque les conditions suffisantes a l'isolation du
défaut sont vérifiées.

En revanche, concernant 'injection de sortie généralisée, les conditions suffisantes ne sont
pas vérifices. Nous notons la diagonale de “0” de la matrice A,, équation (2.84). Nous ne
sommes donc pas en mesure de conclure.

Cette caractéristique était prévisible car le découplage des défauts wy(t) et wy(t) est total
ce qui implique qu’aucune partie du sous-espace d’état n’y est sensible. En nous interdisant
toute possibilité de découplage total (étape d’estimation inhibée), nous obtenons les mémes

résultats qu’avec une injection de sortie restreinte.

2.4.3.2 Exemple 2

Le systéme considéré est modélisé comme suit, :

xq(t)x4(t) 0 0
Sepy - 0 0 (¢ us(t) + wo(t) (2.85)
0 1 0
X1 (t)
:v(t) =
\y l’g(t)

o x(t) € RY, u(t) € R? y,(t) € R? et w(t) € R? sont respectivement les états, commandes,

sorties et défauts du systéme non linéaire affine en la commande (2.85).



2.4 Analyse structurelle pour le diagnostic

83

Nous insistons sur le changement du vecteur de sortie en comparant avec le systéme (2.79).

Nous illustrons par cet exemple 'influence de v, lors de I'écriture des matrices A et A,,.
Ty

0\ [—z1(t) 0 0 0 0
—_ 1—
P —spand | 0] z3(t) = ) 7 z1(t) + 22(¢) CP? — span 0 z1(t)(1 — 24(t))
0 0 x1(t) x1(t) z1(t) x1(t)z4a(t)
1 0 0 0 0
1 0
0 0
(et = {0} @)k =spang | |
0 1
0\ [-z1(t) 0 0
sP —spand | O] z3(t) SP2 — span 0 —z1(H)(1 — za(t))
0 0 z1(t) z1(t)za(t)
1 0 0 0
0 0
0 P. 0
Spl = Sy =
i = span 0 e = Span 1(0)
1 0
0\ [a3(t) 1\ /o
0 z1(t) P 0 0
551 L shayL —
( ) span 1 0 ( ) span 0 0
0 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 - 0 1 0
SPI* L= 3 s Sy + =spa s
(Smx) span 0 0 1 (Smx) pan 0 0 0
0 0 0 0 0 1

En commentaire de ces calculs, nous précisons que 1’étape d’estimation est inhibée lors du
calcul de SFt et SF2. Les dimensions des sous-espaces d’état associés aux distributions St
et SI2 g’avérent diminuées par rapport a S et STz,

Conditions nécessaires (théoréme 2.11)

(SN, & (C)E 10
* * = A= = rang(A) =2 2.86
(Sfl)J_ N, SZ (Cfg)l 01 r ng( ) ( )
De plus, si nous considérons les distributions nouvellement définies,
(Sp)t Ny € (G 10
(ST 3, € (O 0 1) 7 e (250

Les conditions nécessaires a l'isolation des défauts sont vérifiées quel que soit le type de

'injection de sortie considérée (injection utilisant les signaux connus y(t) ou A).
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Conditions suffisantes (théoréme 2.12)

(SP): Ny € (ST e
(5P Ay, g syt A o

*

) = rang(A,,) =2 (2.88)

et

(SEE Ny, € (St 0 1

Nous insistons sur la ligne de “1” composant les matrices A,,. Celle-ci est due au fait qu’il

P\ L C PryL
(Sp)™ Ny € (Smi)™ Am:(l 1) = rang(A,,) =2 (2.89)

n’existe pas de distribution y-reconstructible sensible & w,(t) et insensible & wy (¢) ((SE2)+N
Yy € (SpL)* alors que (S;2)* € (S7)5).

Les conditions suffisantes a I’isolation des défauts sont tout de méme satisfaites quel que soit
le type de l'injection de sortie considérée. Nous pouvons conclure cette étude en affirmant

que tous les défauts sont isolables.

2.5 Conclusion

En nous fondant sur les travaux de C. De Persis et A. Isidori qui sont rappelés et commen-
tés, nous détaillons dans ce chapitre la problématique associée au calcul de la plus petite
distribution invariante insensible & un défaut.

Il se fonde sur la modification de I'injection de sortie et plus particuliérement sur sa géné-
ralisation en terme de signaux la composant. Cette amélioration se percoit a deux niveaux.
Le premier est la définition du découplage total. Ceci est la conséquence d’une estimation
de la perturbation. Le deuxiéme est la minimisation du sous-espace d’état sensible & un dé-
faut, menant a I’augmentation non chiffrée mais démontrée de la borne inférieure. De plus,
nous proposons une méthode intégrant des contraintes physiques dans le calcul du plus petit
sous-espace insensible a un défaut.

Suite au calcul de ces distributions, une étude qualifiée d’analyse structurelle est présentée
afin de déterminer les conditions nécessaires a I’isolation des défauts d’une part et suffisantes
d’autre part. Cette étude est novatrice dans le sens ou les conditions proposées lors de la
résolution du F.P.R.G. ne sont pas toujours nécessaires. En effet, nous montrons que I’isola-
tion de défauts peut étre réalisée avec des signatures non diagonales.

Enfin, chaque résultat est illustré a ’aide d’exemples académiques permettant une mise en

valeur des différents travaux effectués.



Chapitre 3

Synthése de filtres non linéaires

Plusieurs méthodes de découplage ont été proposées dans le chapitre précédent en considérant
différentes formes d’injection de sortie.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous nous proposons d’étudier, pour chacune d’entre
elles, une méthodologie menant a la détermination explicite de I'injection de sortie pour la
synthése de filtres.

De maniére identique a la synthése d’observateurs, le filtrage visant I’estimation de I’état réel
du systéme nécessite 1’étude de la convergence de ses estimations. Dans la deuxiéme partie
nous proposons une étude novatrice permettant la preuve de la convergence des filtres de

détection et localisation.

3.1 Problématique

Considérons le modéle du systéme suivant :

o(t) = fo(x(t)) + Z Jilaw(®))ui(t) + P(a(t))w(t)

ZNL : (31)

En supposant que 'une des méthodes proposées dans le chapitre précédent permet de res-
treindre D'effet d’une partie du défaut w(t) & une partie du sous-espace d’état z(t), nous

définissons le diffeomorphisme suivant :

i) =)= —— |=|-—~ (32)
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ot span{dz’} = span {((d‘%?)L)T}

Suite a l'application de cette transformation le systéme (3.1) s’écrit :

[y

21(t) = foa(@1(1), &2(1)) + Z fia (@1(8), Z2(1))ui () + Pra(1(8), Z2(8) Jwn (t)

NL -

(3.3)
ou wi(t) est la partie du défaut w(t) & découpler et wy(t) Iautre partie de w(t).
L’écriture (3.3) n’est en rien le reflet d’un découplage mais plutot le résultat d’'un changement,
de base. En effet, si un défaut apparait (wq(t) en 'occurrence) au niveau du sous-espace
d’état associé a (), il semble évident que ce dernier aura un effet sur 'espace d’état Zo(?).
Ceci s’explique par la présence de I’état #(t) porteur du défaut dans ’écriture de I’équation
différentielle régissant To(t). Par conséquent, I’état Z5(t) sera également entaché de 'effet du
défaut wq(t).
L’utilisation d’une injection de sortie a pour objectif I’expression des composantes de 7 ()
intervenant dans la dynamique de Z5(t). Ainsi, a I’écriture du systéme (3.3) nous associons
le filtre suivant :

21(75) = fO,l(gl (t)v 22@)) + Z .fz 1(21 (t)a 22(t))ul(t) + \ijl(.x(t)a .z(t)v .u(t))
Sercd . o
52(75) = 0,2(21 (t)v 22@)) + Z fz 2(21 (t)a 22(t))ul(t) + \iJQ(.x(t)a .z(t)v .u(t))
Ly:(t) = h(Z1(1), 2 (1))

(3.4)
ou W(e,(t),e.(t),e,(t)) représente Pinjection de sortie dont I'expression est introduite en
(2.2).

Nous cherchons une injection de sortie qui satisfait 1’égalité suivante :
foa(Z1(t), (1)) + Z Fia(Z1(8), Z2(8)uit) + Wa ey (1), 0. (1), 0u(1)) = a(t), V(w(t), u(t),?)
. (3.5)

L’expression de I'injection de sortie précédemment définie est générale mais prend différentes
formes en fonction des méthodes de découplage employées. L’étape de synthése du filtre
et, a fortior:, la détermination de I'injection de sortie sont la suite logique du découplage.

Cependant cette synthése n’est que trop rarement développée dans la littérature.



3.2 Calcul de I'injection de sortie pour le découplage 87

3.2 Calcul de l’injection de sortie pour le découplage

Dans un cadre général, Pinjection de sortie sécrit W(Z,(t), A) oit A représente Pensemble des
signaux connus. En revanche, dans le cadre de I’étude menée par C. De Persi et A. Isidori, les
signaux utilisés pour synthétiser 'injection de sortie sont réduits. Dans un premier temps,
nous développons le calcul (i.e. expression explicite) de 'injection de sortie dans ce cas plus

restrictif.

3.2.1 Calcul de l’'injection de sortie dans un cadre particulier

Selon Iécriture du filtre (3.4), ’étude que nous proposons est une restriction du cas général

avec !

et (3.6)
qj?(.x(t)? .Z(t>7 .u(t>> = @(52(t)7 u(t)a yz(t)) - \i](g2(t>7 u(t)a yz(t))

Nous rappelons que ’objet de ce chapitre est la synthése d’un ou plusieurs filtres visant a l'iso-
lation des défauts. L’étape de découplage réalisée, une détermination explicite de I'injection
de sortie en accord avec I’étude de découplage finalise la synthése du filtre. Nous distinguons
les méthodes ot chaque filtre est dédié a I’isolation d’un seul défaut des méthodes ol un seul
filtre est synthétisé dans I'objectif d’isoler tous les défauts. Dans ce paragraphe, nous suppo-
sons que les conditions d’isolation définies par les équations (2.69) et (2.70) sont satisfaites.
Ainsi, il est possible d’isoler tous les défauts et de synthétiser un résidu résolvant le probléme
fondamental de la génération de résidus (cf. équation (1.46)). Dans un premier temps, nous
cherchons & synthétiser ¢ filtres, chacun d’entre eux visant l'isolation d’un seul défaut. A
cette fin, il est nécessaire de déterminer ¢ sous-espaces d’état observables et sensibles a un

défaut particulier et également insensibles a tous les autres défauts.

3.2.1.1 Calcul de l’injection de sortie dans le cas multi-filtres

Puisqu’il est possible d’isoler tous les défauts, d’aprés le calcul des différentes séquences

non-décroissantes Si’ avec j =A{1,--+,q}, nous définissons ¢ difféomorphismes suivant la
relation :
i)\ [ HO . (s7)
F(t) = B (a(t)) = _ avec 222D _ (3.7)
N n . n . ox(t) '
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Chacun de ces diffeomorphismes permet la définition d’un filtre particulier :

A = FaE W0, 20) + Y FLE ), 250)ut)

FNL ~

ol le sous-espace d’état associé a 2{(75) est le plus petit sous-espace d’état sensible au vecteur
de défauts (wy(t) - w;_1(t) w1 (t) - - -wy(t))T (via Pinjection de sortie (3.6)). Au contraire,
le sous-espace d’état associé a ,%% (t) est le plus grand sous-espace d’état insensible au défaut
w;(t). Ainsi, si 'injection de sortie W/ (e,(t),e.(t), e,(t)) est définie de maniére & satisfaire

I’égalité suivante :
2%@) - :Z‘2(t)a sz(t) avec ¢ = {1’ U 7.j - ]-7.] + 1a e 7q} (39)

il en résulte I’expression suivante de 'injection de sortie :

f&z(ij(b‘))ﬂLZﬁz(%j( )uit) = 322 +Zf32 (Z3(0)us(t) + W (35(1), u(t), v (1)) (t)
_ y
\Ilj(,%%(t),u(t),yz(t))( t) = f02 (Z/(t +Zfzj2 (Z(t (f02 _'_Zfz]Q ~' ))

avec .7 ={1,---,q}

(3.10)
Tous les filtres ont donc la représentation d’état décrite par I’équation (3.11) :
( . m ~
A =G0, 50) + ) FE ), 20)ut)
=1
)P i i 2 i — 3.11
DA = BLE0)+ S FE®) ) + WE®,u), @) 3
=1
Ly=(t) = h(Z (), 5(t))

Par la suite, sous respect des conditions (3.10), nous savons que l'injection de sortie satisfait
la propriété d’invariance car toute distribution 7(z(t)) C span{dz]} est invariante a la
dynamique du systéme (cf. annexe B). Ceci peut se traduire mathématiquement comme

suit :
J

[( ‘jl> ,T(:L‘(t))] C span{d?]}, Vi € {0,--- ,m} (3.12)

2,2

Afin d’illustrer cette classe d’injection de sortie, nous reprenons I’exemple traité paragraphe
2.3.5.1.
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Exemple académique

Nous rappelons le modéle du systéme étudié (équation (2.57)) :

2Np (t
Yar (t) = 952(
( (

| Yra(t) = 23(t)

— x3(t) (3.13)

Puisque le défaut est scalaire, nous ne synthétisons qu'un seul filtre.
Suite & I’étude menant au découplage, nous montrons qu’il est possible via une injection de
sortie de rendre insensible au défaut w(t) le sous-espace d’état associé a x3(t).

Nous cherchons donc a synthétiser un filtre de la forme (3.8) :

) )z3(t) + Ua(2(1), 42 (1)) — Wi (2(2), y=(1))
2(t) = —21(t)22(t) + 25 (Hu(t) + Pa(2(t), ya(t)) — Ua(2(t), (1))
) ) = 23(t) + Wa(2(1), 4 (1)) — Wa(2(1), y=(1)) (3.14)

YpNL : § 23(t

En rappelant que la matrice jacobienne du difféomorphisme est une matrice identité définie

lors de I’étude de découplage (2.63), le systéme transformé s’écrit :

s (20 _ (82 (t)
Z(1) —21(t)z2(t) + 25 (t)u(t)
St 4 Galt) = 2at) = 2a(t) — za(t) + D), wa1)) — T ((1), (1) (3.15)
Ya1(t) = 2a(t)
Yaa(t) = 23(t)

Nous remarquons la restriction de I'injection de sortie a la seule équation différentielle ré-
gissant Z5(t) (cf. équation du systéme général (3.8)), car le sous-espace d’état associé a Z; (¢)
est sensible au défaut.

I’objectif est d’exprimer au sein de Zy(t) tout état sensible au défaut a 1’aide de I'injection

de sortie. Puisque z5(t) est sensible au défaut nous écrivons W(2(t),y.(t)) = z(t) = ya(t)
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d’otu le filtre suivant :

50 = 2o(t)23(t)
21 (1) () + ()
S () = —z(0) + U, 1a(0) (3.16)
Ya(t) = 22(t)
| Y=2(t) = 25(t)

avec \I/(g(t)’ yx(t)) - :L‘2(t) = yml(t)'
Suite & cette définition, nous assurons 1’égalité entre x3(t) et 23(t). Cependant, ceci n’est pas
suffisant pour le diagnostic du systéme. En effet, une derniére étape de génération de résidu

est nécessaire.
A

D’apreés les conditions exposées en (2.69) et (2.70), il est possible de déterminer au moins un

résidu r;(t) y-reconstructible, c’est-a-dire qu'il existe r;(t) tel que :

ri(t) = X" o h((t)) — X" o h(x(t))

_ _ (3.17)
= x"7 0 h(#5(t)) — X" o h(Z(1))

La synthése de g résidus de la forme (3.17), (chaque résidu n’étant sensible qu’au seul défaut
w;(t)), permet I'isolation de toutes les composantes du défaut w(t). Cependant la définition
des ¢ filtres peut, dans un cadre industriel, devenir une source de problémes liés par exemple
a la charge de calculs ou a I'espace mémoire requis. C’est pourquoi, dans la section suivante
nous proposons la synthése d’un seul filtre dédié a la localisation de chacune des composantes

du vecteur défaut w(t).

3.2.1.2 Calcul de l’injection de sortie dans le cas mono-filtre

La synthése d’un unique filtre isolateur de défauts, nécessite des hypothéses de construction
plus contraignante ([40]). En effet, pour isoler le vecteur défaut a 1’aide d’un seul filtre, il est
nécessaire de satisfaire a de nouvelles caractéristiques géométriques. Ainsi, nous décomposons
Pensemble des distributions Sy’ (avec j = {1,--- ,¢}) en sommes de distributions mettant en
relief leurs intersections. Nous recherchons au sein du sous-espace d’état S5 1es distributions

FisPi st défini comme étant la partie commune au sens

sensibles a d’autres défauts. Ainsi ¢
strict des distributions S%i, - -+, et S/,

La distribution ¢ Fi vérifie les propriétés suivantes :
(i) ¢PFi €SP S £ {0} avec i # j,

(,”/> ¢Pi’...7Pj N ka — {0} avec k 7§ {7/’ e ,j},
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Fi>Fi n’est défini que dans le cas de non réduction a la distribution nulle

Remarquons que ¢
({0}). Par définition ¢*7 est une distribution du sous-espace d’état S5 ne possédant aucune
intersection avec ST ou k = {1,---,j—1,j+1,--+,q}. Suite & ces définitions, nous récrivons

le sous-espace d’état Si’ :
S =gl @t @t (3.18)

La non réduction a {0} de la distribution ¢*7 est particuliérement importante a prouver pour

la synthése du filtre et du résidu.

Théoréme 3.1 Si tous les défauts constituant le vecteur défaut w(t) sont isolables d’apreés
les conditions de C. De Persis et A. Isidori ((2.69) et (2.70)) alors & chaque défaut w;(t),
g ={1,---,q}, il est possible d’associer une distribution notée ¢p¥s uniquement sensible au
défaut w;(t).

Preuve

Cette démonstration s’appuie sur les conditions d’isolation décrites en (2.69) et (2.70). En
effet, ces derniéres assurent linclusion span{P;} C (Sfj)l et par définition de la séquence
non décroissante S1' nous avons alors span{P;} C 5L

De plus ST C SE aveci = {1,---,7—=1,j4+1,--- ,q}. Nous précisons également que d’aprés

q
la définition de l'involutivité d’une distribution (cf. annexe A définition A.1) ( U Sfi> C

i=1,i#j

i
yon P\ - !
SE . Ceci implique la suite d’inclusions suivante : span{P;} C (Sf’) - ( U Sfi> .
i=1,i#j
Pour conclure cette démonstration, il est facile de comprendre que ¢¥i # {0} car cette

distribution est au minimum réduite & span{P;} # {0}.
|

Il est plus aisé d’appréhender ces différentes notions et inclusions a I’aide d’un schéma tel que
celui représenté a la figure 3.1 ot le cas de quatre défauts est considéré. Afin de simplifier la
représentation, nous ne faisons pas figurer sur le schéma 1’élément {0} commun a chaque sous-
espace. Ce schéma établit un sens graphique aux différentes inclusions telles que : span{P;} C

S ou encore la triple inclusion de ST, S5 et ST+ dans ST,

Par construction, nous savons que 51 est au minimum (au sens des inclusions) égal a
span{P;}. Or d’aprés le théoreme 3.1 span{P;} est aussi une propriété de ¢'7.
Ainsi les ¢ premiers éléments qui définissent le difféomorphisme (z(t) = ®(z(t))) sont non

nuls : 90 7
t
a{(f(i))) _ <¢P1 . ¢Pq ¢Pklka2 e ¢Pk37'“7pk4 7) (3.19)
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F1G. 3.1: Schématisation de I'espace d’état et de ses sous-espaces
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ou la distribution v est choisie de maniére a assurer I'intégration de aq(;:(vz(g)) et est orthogonale

aux autres distributions (i.e. v C (¢®)*, Ve). Chaque distribution ¢* provient de la décom-
position des distributions SE avec j=A{1,---,q} donc k1, k2, k3,---, k4 € {1,--- ,q}.

Posons #(t) = (£1(1) -+ &,(t) Baselt) - Bl &0) = 20,

Dans ce nouveau systéme de coordonnées, afin d’assurer les découplages entre les différentes
variables Z4(t), une hypothése supplémentaire de construction doit étre satisfaite.

Si nous prenons 'exemple des deux distributions ¢% et ¢**Fi, nous cherchons a ’aide d’une
injection de sortie & rendre 1'état z;(t) exclusivement sensible au défaut w;(t). Cependant
ceci n’est possible que si la distribution ¢* est orthogonale & toutes les autres distributions
¢ avee k # i

De la méme facon, pour que I’état Z; ;(¢) ne soit sensible qu’aux défauts w;(t) et w;(t), la
distribution ¢ doit étre orthogonale & toutes les distributions ¢+ avec k # i, j.

En suivant le méme raisonnement avec I’ensemble des distributions nous supposons les dis-

tributions décrivant les sous-espaces d’état S.° orthogonales entre elles (avec j = {1,--- ., ¢}).

Pour résumer, 1’hypothése dite de construction ou de décomposition en somme directe est la

suivante avec j = {1,--- ¢} :
shi — i ptitig...q¢ i (3.20)

ou I’ensemble des distributions ¢*® sont orthogonales entre elles.

Enfin pour terminer nous assurons que span{dz’} est insensible au vecteur défaut w(t) via
une injection de sortie.

Sous cette hypothése, une détermination explicite de I'injection de sortie assurant l'inva-

riance des sous-espaces d’état est possible.

Afin de mieux appréhender les problémes liés & la non satisfaction de I’hypothése d’or-

thogonalité des éléments qui composent la somme (3.20), nous proposons une étude de cas.

Etude de cas
Dans un premier temps, nous étudions un cas ot I’hypothése proposée n’est pas satisfaite et

les difficultés résultantes sont mises en relief. Dans un deuxiéme temps, nous montrons que

I’hypothése de décomposition est satisfaite.

Cas 1
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Considérons les deux distributions suivantes :

SP = span SF2 = span (3.21)

_ o O O
o VR = O
o O O =
O O = O

alors ¢t = ST g2 = SP2 et P12 n’est pas définie car STt N SP2 = {0}. Ainsi I’équation
(3.20) se réduit a :
SP = g™ et SI2 = ¢! (3.22)

Cependant ¢t n’est pas orthogonale & ¢ donc ’hypothése de construction n’est pas satis-
faite. Ainsi nous ne pouvons pas assurer le découplage entre ces deux sous-espaces d’état.
Si nous suivons, tout de méme, la méthodologie précédemment décrite avec une autre dé-
finition de distributions orthogonales ¢ et ¢ (cf. équation (3.23)), le diffeomorphisme
O (x(t)) est défini par :

T 00 01
™)\ (_____
oo®) | x| {1000
el B I 02
o 8

avec 7 C ()" et v C (¢")".

Or ce diffeomorphisme ne résulte pas d’une décomposition en somme directe donc les sensi-
bilités des distributions ne peuvent étre déduites. En effet, v n’est pas insensible au vecteur
défaut w(t) car la distribution (élément générateur de ) (0 10 0>T est incluse ni dans
(SF1)+ ni dans (S72)*. Elle est donc sensible aux défauts wy(t) et ws(t).

Ainsi, il n’est pas possible de garantir que la propagation du défaut w(t) sera restreinte au
sous-espace d’état S72. Ce raisonnement peut étre reproduit pour la distribution (O 01 O)T
. C’est-a-dire qu’il n’est pas possible d’empécher via une injection de sortie la propagation

de Deffet des défauts wq(t) et wo(t) au travers de I'espace d’état au moyen d’un unique filtre.

Cas 2

Nous considérons les deux distributions suivantes :

SP = span SF2 = span (3.24)

_ o O O
o O = O
S O O
o O = O
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T
o™ et @2 sont identiques au cas précédent, en revanche ¢ = span <0 10 0) }

De plus, I’hypothése de décomposition en somme directe est satisfaite :

SP = ¢P & ¢PP> avec ¢t C (¢2)F et 9™ C (pPF2)

3.25
SP = ¢ @ ¢M P2 avec ¢ C (¢7)* et ¢ C (¢MF2)" (3:29)
Le difféeomorphisme décrit en (3.19) s’écrit :
(6™)" 0001
)T 1000
ooy | )
T(t): ————— -1 - — (326)
(pPrP2)" 0100
()" 0010

Nous assurons alors la possibilité d’obtenir via une injection de sortie les caractéristiques

désirées en terme d’invariance et de sensibilité
A

L’hypothése de décomposition en somme directe (3.20) satisfaite, le systéme général (3.1)
suite a 'application de la transformation (3.19) s’écrit comme suit :

( m

B1(1) = (67.0(1)) o (®)(3(0) = J (@) + 3 JH@E)ult) + P ()

(1) = (6™.2(1)) © (@) (2(0)) = F@0) + D FE@)uslt) + Py (1)
o |l = @ Fed0) 0 ()7 0) = BHE0) + 30 T E)u)

B aa(t) = (970 Poo () o (D)1 (F(0)) = Fa (@) + S FEH4(@ () (1)

By (1) = (r.() o (@)1 @(1) = @) + 3 F7 (@ 0)uil?)

| 0a(1) = ho ()71 (3(1)) = h(#(1))

(3.27)

avec (1) = (£1(t) - By(t) Fopelt) o Frepalt) (D) = O(a(t)) et dim(7 (1) =
dim(¢*).

Notons que w;(t) apparait seulement au niveau de I’équation différentielle régissant la j¢ com-

posante d’état 7;(t) avec j = {1,---,q}. Cette remarque est évidemment la conséquence du
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théoréme 3.1.
A partir de cette écriture, nous développons la détermination de I'injection de sortie définis-

sant le filtre suivant :

Zrwa(t) = fo P E() + Z FERE)uat)
S HWHE(E(E), u(t), ya(t) — WHF2(E(R), ult), ya (1)
Zha e pa(t) = fo M (E() + Z N EONTH ()
AW ME (L), u(t), ya (1)) — UES A (Z(), u(t), ya(1))

(3.28)
Sous les hypothéses développées d’une part par C. De Persis et A. Isodori ((2.69) et (2.70))
et d’autre part introduite dans cette section par I’équation (3.20), il est possible de récrire
le filtre comme suit :

( m

A(t) = f3(ZH0) + ; FHEL@) i) + U ELD), ult), ya(t))
Z() = fo(z2(0) + zm; FACLE) uit) + W (1), u(t), (1)
Guasalt) = M (0) + 3 M0 (1) + BN, ult) .(0)
N =
S aalt) = 52 () 4 3 O )
WS M '“4(75),16(:5)?%(15))

(3.29)
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Fa(t). ). B 0. 50)] [50)])

(3.30)

Ainsi chaque composante de I'injection de sortie a pour objectif I’expression des contributions
des autres états ne s’inscrivant pas dans la définition (3.30). En précisant cette idée, nous

donnons les égalités suivantes :

o) + Y Fr2(O)ualt) + 00 (22(0), u(t), ya (1)) = f3 (2(8) + Y frE(0)uilt)

i=0 =0

=

avec o = {[1],---,[q], [k1, k2], -- ,[k3, -, k4], [v]}.
L’équation (3.31) détermine explicitement l'injection de sortie menant a la synthése d’un

filtre isolateur du vecteur des défauts w(t).

L’hypothése de y-reconstructabilité d’une partie de ¢%7, j = {1,--- ¢} géométriquement
traduite par l'intersection non nulle (2.69), assure 'existence d’un résidu & ¢ composantes.

Chaque composante 7;(¢) est alors sensible & un seul défaut w,(t) avec :

Ir;(t) tel que T o h(E(t)) = x7 () (3.32)

*

oll &/ est associé a .
[’équation du filtre définie en (3.29) constitue avec (3.32) I'ensemble des éléments permettant
Iisolation des défauts. Ce filtre isolateur répond au probléme fondamental de la génération
de résidus (F.P.R.G.).

Cependant lors du chapitre précédent, nous avions montré qu’il était possible d’isoler ’en-
semble des défauts sans qu’il soit nécessaire de répondre au probléme fondamental de la
génération de résidus. Dans le paragraphe suivant nous proposons une méthode menant a la

détermination de I'injection de sortie suite a une analyse structurelle.

3.2.1.3 Analyse structurelle pour la synthése d’un filtre d’isolation

Une condition de rang qui doit étre satisfaite pour que l'isolation des défauts soit possible
est énoncée au théoréme 2.12. Cette alternative au F.P.R.G. publiée dans [41] constitue une

premiére étape. Dans cette section, nous proposons une méthode permettant la synthése du
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filtre correspondant.
Cette derniére s’apparente beaucoup a la précédente, mais les différences, que nous mettons
en relief justifient son développement.

Ainsi 'hypothése de départ est identique a ’équation (3.20) :
Fi ¢Pj D ¢P17Pi DD (b"ijw- (3.33)

En revanche, le théoréme 3.1 n’est plus applicable car les conditions d’isolation ne sont plus
celles de C. De Persis et A. Isidori. En effet, la distribution ¢'7, j = {1,--- ¢} peut a présent
étre nulle.

Suite a la transformation z(t) = ®(x(t)), le systéme (3.1) s’écrit comme suit :

(

T (t) = )+ Z fii@ + PP (1)) wn (t)

Tra(t) = )+ Z F ) + PF(E(t))wa(t)
s ) = k3 k4 )+ Z fk3 k4 (#())us(t) + Z plk3,k4(£.(t>)wl(t)
YN 1={k3,k4}
Frse wo(t) = o0 FO@W) + ) SPT@EO w(t) + Y BT @E®) wi(t)
i=0 1={k5, k6}

\

(3.34)
T
avee #(t) = (7a(t) ++ Folt) Taasalt) o Fwselt) B(0)
T
, aqéiazt <¢Pk1 . ¢Pk2 ¢Pk37pk4 . ¢Pk57---7Pk6 7) et k1,--- k6 € {1’ e ,Q}-

Puisque span{P;} n’est plus nécessairement inclus dans ¢'7, le défaut w;(t) apparait dans
I’écriture de chaque composante issue de I'intersection avec sk, Ainsi, w;(t) est a priori pré-
sent sur chaque état (ij(t) z(t) - 5:](1%)> La figure 3.2 donne un sens graphique
a nos développements. Elle se différentie de la figure 3.1 et 3.2 en terme d’intersection entre
span{ P}, SI* et ST

En ce qui concerne la détermination explicite de I'injection de sortie, la méthode employée

est identique a celle de la section précédente et n’est ainsi pas rappelée.

Nous développons a présent un exemple illustrant le calcul proposé de I'injection de sor-
tie.
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F1G. 3.2: Schématisation de I'espace d’état et de ses sous-espaces



100 Chapitre 3 : Synthése de filtres non linéaires

Exemple académique

Le systéme considéré est modélisé comme suit :

+ 24(2) (3.35)

avec z(t) € RY u(t) € R3 y,(t) € R et w(t) € R® qui sont respectivement les états,

commandes, sorties et défauts du systéme non linéaire affine en la commande. D’apreés cette
1 000

T
représentation, nous posons <P1 I P3> =10 1 0 0]. Nous supposons que les états
0 0 01

T
x1(t), z2(t) et x3(t) sont non nuls et donc ker{dh} = span { (0 0 0 1) }

Suite au calcul des distributions :

0 0 0 0 0 0
0 Py 1 0 P3 0 2x3(t) 2x3(t)xg(t)
) | 2a(t) C.? = span ol | zs C.?3 = span ol 0 , 1
0 0 0 1 2 224 (t)
1 0 0 0 0
Sfl = span 8 552 = span é 553 = span 8 s 295?)(” N 2303(?954(”
0 0 1 2 224 (t)
0 0 1 0 0 1
0 Pt =spand | 0F V] o Pt =spand | 0
0 1 0 0 1 0

I’application des méthodes développées dans le chapitre précédent montre que les défauts

0
1
0
0

sont isolables et que la matrice A,, (définie par I’équation (2.78)) s’écrit :

Ay, = (3.36)

=
o = o
G )

La matrice est de rang plein, le théoréme 2.12 est donc vérifié. Les suppositions de décompo-

sition en sommes directes des distributions S17 avec J ={1,2,3} sont également satisfaites :
T
SPt = ¢P1 :span{<1 00 0) }

S — P23 — span { (0 10 o)T} (3.37)

T T
SPs = @3 @ PP2P3 avec ¢p3=span{(0 0 1 0) ,(0 0 0 1) }
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nous définissons le difféomorphisme suivant :

F(t) = ®(x(t)) avec %ﬁ(g)) — (gbpl s qsms)T (3.38)

Dans cet exemple la distribution v n’est pas définie car I’ensemble des distributions ¢!, @3
et @pP2P3 définissent I'espace d’état dans sa totalité.

Dans ces nouvelles coordonnées, le filtre s’écrit, :

(

Z(t) = Z1(8) + ur () + U (EL(), u(t), yu(t)) — WL (L), u(t), (1))
50t = Za1(t) _ = 3(t) 21 (t) + Zsa(t) | +V(2(1), u(t), yu(t))
YENT Z3(t) 25,(t) + us(t) —WA(2 (1), u(t), y-(t))
(

Z3(t) = Z51 (1) 35(1) + Z0(Oua(t) + U3(223(t), u(t), y (1)) — V>3
\yz(t) = [Z(t) Zaa(t)Za1(t) Zaa(t)]"

(3.39)
avec dim(Z3(t)) = dim(¢P?*) = 2 et ou les notations référencées lors de I’écriture du systéme

(3.30) sont définies comme suit :

(200 20 220) = ([a0)] [50] [2@0).2:0]) (3.40)

nous posons alors

22,3 -
. 2.1 (t) 231(t>
} i } 2t Za(t y 5 i
)y =z0) ; 2@)= <v31( )> _ (~31( ;) s 23 = | 2P0 | = | Z(t)
25 (t) Zy3(1)
(3.41)
et chacune des composantes de I'injection de sortie est définie afin de satisfaire aux caracté-

ristiques d’invariance. Ainsi les égalités définies en (3.31) doivent étre satisfaites :

(0) + un () + W E (), u(t), 1 (8)) = 51 (1) + wn (D)

g Zo3(t)Z31(t) + Z32(t)
+ W32 (1), u(t),y.(t)) = ’ (3.42)
(£,)2(0) + us(1) ! 22(1) + uslt)

31() 255 (1) + Z1(t)ua(t)

H
—~
o~
N—
—
N
* DO
N
N—
™o
—
o~
SN—
>
o
—
N2C
* DD
o
—~
~
N—
I
—
o~
SN—
N
n
—
o~
SN—
N—
A

nous en déduisons :

WHZL (), ult), y=(t)) =0
WA (1), u(t),y.(1) = (yzz(t) (3.43)
23 (223(t), ul(t), y:(t) = V/ya1 (t)ua(t)
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et le filtre s’écrit comme suit dans le systéme de coordonnées d’origine :

Z1(t) = z1(t) + ui(?)
Z(t) = 23(t) 25 () + /Y (H)ua(t)
YFNL 23(t) = Yao(t) + 24(t) (3.44)
Z(t) = 2§(t) + us(t)
L v:(0) = (22() 22(t)z(t) 23(1)"

Suite a ces différentes manipulations, nous assurons :

— D'insensibilité du sous-espace d’état associé a z;(t) a tout défaut autre que wi(t). z1(t) est
en effet égal & 1 (t) Vws(t), et ws(t) si, et seulement si, w;(t) = 0.

— D’insensibilité du sous-espace d’état associé a zo(t) a tout défaut autre que ws(t) et ws(t).
25(t) est en effet égal & xo(t) Yw, (t) si, et seulement si, wy(t) = 0 et ws(t) = 0.

— D'insensibilité du sous-espace d’état associé a (23(t) z4(t)) a tout défaut autre que ws(t).
(23(t) z4(t)) est en effet égal & (x3(t) x4(t)) Yws(t), et wo(t) si, et seulement si, ws(t) = 0.

Une fois effectuée la synthése du filtre, ’étape méme de génération de résidus est nécessaire

afin de finaliser 1’étude.
A

Lors de I'analyse structurelle (chapitre 2) menant aux conditions d’isolation du vecteur défaut
w(t), la y-reconstructibilité a été considérée. Bien que le résidu r;(t) vérifie span{dr]} ¢
¢T3, il est important de noter que la localisation est assurée par I'inclusion span{dro} C
(qﬁpf ol @ (b""Pj""). En effet, d’aprés la condition de rang énoncée au théoréme
2.12, il existe ¢ résidus permettant l'isolation des défauts avec la certitude que chacun d’entre

eux est sensible & au moins un défaut différent du résidu précédent.

3.2.2 Calcul de I'injection de sortie dans un cadre général

Il semble particuliérement intéressant de développer le calcul ou le moyen de déterminer I'in-
jection de sortie généralisée dans un cas multi-filtres. Ainsi dans cette section, la localisation
des défauts est réalisée a ’aide d’un banc de ¢ filtres.

Cette présentation se justifie par 'intérét qu’offre la synthése de plusieurs filtres au probléme
du découplage total. En effet, comme nous I’avons déja signalé au chapitre 2, un tel décou-
plage est a proscrire lors de la recherche d’un seul filtre isolateur de défauts. En effet, dans
ce cadre, il n’est pas avantageux de rendre insensible I’état estimé aux défauts. Ces derniers
seraient ni détectables ni isolables. En revanche nous montrons que ce n’est pas le cas lors
de la synthése de plusieurs filtres.

L’énoncé du théoréme 2.12 s’appuie sur ’étude du rang de la matrice A,, et énonce claire-

ment les conditions d’isolation du vecteur défaut. L’analyse des inclusions des sous-espaces
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d’état représentés par les distributions S,i’; est a la base de notre réflexion.

Nous considérons le défaut w;(t) et nous cherchons a synthétiser le filtre dédié a son isolation.
Cependant, nous précisons que 1’étape de découplage total pour le calcul de Sf:’; est inhibée,
i.e. nous ne cherchons pas la nullité de S’ (span{P;} C SkZ). En revanche, plus SF& avec
k={1,---,q} et k # j est “petit” (ou nul), moins D'inclusion de (SF)* dans (Sp%)* est
probable. C’est la raison pour laquelle I’étape de découplage total n’est pas inhibée lors du
calcul de ST . Le résidu résultant de cette étude doit étre insensible au plus grand nombre
de défauts tout en étant sensible au défaut w;(t).

Nous rappelons, ci-dessous, la forme de la matrice d’intersections (2.76) associée au seul

défaut w;(t) :

e R (3.45)
(B")ep,

oil ep; est le nombre de solutions du critére (2.75).

Bien que nous n’ayons pas trouvé de régles permettant de choisir une distribution parmi

les ep, distributions, certaines facilitent I’étude tant au niveau du découplage que lors de la

génération du résidu.

Ainsi, nous notons A7 la distribution choisie (arbitrairement ou non) et associée au défaut

w;(t). Cette derniére vérifie une succession d’intersections :
AP C (SN (S NS NN (S E (St (346)

avec kl,---  k2,k3,--- (k4 €{1,--- q}.
Dans le cadre de I'étude que nous menons et afin de préciser la démarche adoptée, nous
distinguons les défauts faisant l'objet d’un découplage total des autres. C’est-a-dire que

nous considérons les défauts (wkl(t) e wm(t)) non totalement découplables et les défauts

(wk3(t) wk4(t)) totalement découplables. Ainsi les sous-espaces d’état S pour i =
{k3,- -, k4} sont réduits a I’ensemble nul.

En prenant I'exemple du découplage total du défaut wys(t), nous avons Stk = {0}, ceci
implique qu’aucune distribution ¢ ** n’est définie (cf. paragraphe 3.2.1.2).

De méme que dans les paragraphes précédents, nous supposons :
Sie =D @ PP @@ g T (3.47)

ou {7}, {¢,5} et {---,4,---} sont des sous-ensembles de {k1,--- , k2}.

Lors de la synthése du filtre dédié a I'isolation du défaut w;(t), seules les distributions Skt
-+, 8P doivent satisfaire ’hypothése de décomposition en somme directe. En ce sens, il
peut étre avantageux de synthétiser un banc de filtres. Rappelons que dans les deux sections

précédentes, toutes les distributions (Sf 7 7=A1,--- q}) doivent satisfaire cette hypothése.
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Suite a ces définitions, nous considérons le changement de coordonnées suivant nécessaire a

la détermination de l'injection de sortie :

9x(t) _ 0®(x(1)) < P P Pyr, P Pyo,-,P P )T
= = k5 ... k6 K7 Tk8 L. k9, »Fk10 J 3.48
(1) (1) ¢ ¢ ¢ ¢ ATy (3.48)
oit ¢® est le résultat de la décomposition des distributions S, ... SPe2 donc

k5, k10 € {k1,---,k2}. 7 est choisi de maniére & assurer I'intégrabilité de ®(z(t)) et est
orthogonale & toute autre distribution définissant le difféfomorphisme.

Il faut remarquer que A7, d’aprés la contrainte (3.46), est nécessairement orthogonale au
plus petit sous-espace d’état sensible aux défauts (wkl(t) s wea(t) wis(t) - wk4(t)>,
soit ATi C (¢*)*. Remarquons que ce diffsomorphisme ne joue aucun role dans expression
de l'injection de sortie dédiée au découplage total des défauts w;(t), i = {k3,---,k4}. En

effet, cette expression est implicite suite a I’estimation des défauts w;(t).

La distinction de traitement réalisée entre les indices {k1,---,k2} (découplage classique)
et {k3,---,k4} (découplage total) se prolonge donc dans la formulation de I'injection de
sortie. En effet,

— lors d'un découplage total, I'injection de sortie est de la forme suivante :

qj(.m(t)v .z(t)a .u(t)) = \det(Aa:) (349)

A, = [Yalt),ult), - u™ D (1), &4 (Yalt), Yar (8)), - &(Yalt), YD), Fna(8)] (3.50)
— et lors d'un découplage classique :
W o, (1), -(1), 0u(1)) = Warl A,) — WA (3.51)
avec A, défini comme précédemment et
A, = [Vl ult), - a0, & (Va(t), Yar (8), - &(Va(0), Yalt)), Zval0)]  (3.52)

0 min; (p.7)—1 0 min; (pud )—1
3%U=P9@f~w&“%”)®f~w$@w~w&’@“)@ﬂww°=ﬂﬂwmm
Ye1(t), -+, Yy (t) des signaux constitués de dérivations des sorties d’indices supérieurs aux

(min;(p,%) — 1). Les fonctions & (e), -+, &/(e) ne font pas intervenir dans leurs écritures

les défauts ou leurs dérivations et max rappelle I'indice de dérivation maximal des sorties.

Ainsi, dans cette section, nous cherchons I’expression des injections de sortie en fonction des

types de découplage effectués (classique ou total). Dans le nouveau systéme de coordonnées
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défini par le diffeomorphisme (3.48), nous écrivons les filtres suivants (j = {1,--- ,q}) :

(

Zis(t) = foP(Z(1) +Zf’“5 200 + W (e (t), 0. (1), eu(t)

zio(t) = fO(20(0) + Z FEEEES(0))us(t) + U0 (0u(1), 0. (1), @u (1))
Ziras(t) = fo PUETR () + Z JEPE TS Jui(t) + U 0, (1), 0. (1), @4 (1))

FNLj: z Fk9, k10 / ok k - £k9,-- k10 / ~k9.--- k10
Zro, o(t) = fo o EIO (2O RI0()) N I RO RO g (1)

LRI K10 (o (1), 0 (L), 04 (1))

By (6) = 7 (27 (0) + 30T (Y (0)ual) + T (0 (0), 0:(1). 0ul1))

v:(t) = h(E()

(3.53)

avec les notations :

(20) o A9 AT - R 2wy () =

(|28 2 (0,20 -+ [Zro(), 200, (1), 5,0

[1(8), Zes(0), Biras(0), 24, (0 5 (O] -+ [Zr0(0) o+, Zraot). B anolt), By, (0, 54(0)]

En0.50)] 2 ©.50))

(3.54)

Evidemment chaque formulation de I'injection de sortie doit comporter une partie liée au

découplage total et une partie liée au découplage classique :

U2 (0,(1), 0 (1), 0u(t)) = Wiy (0 (t), 0 (1), 0u (1)) + Vi (0a(2), 0. (1), u(t))

! x ! (3.55)
= V5 (D) + V5 (As) — V5 (As)

Les conditions d’invariance ne sont vérifiées que si l'injection de sortie liée au découplage

classique satisfait 1’égalité suivante :

) + Z £ )+ Wa(A) = fo(2(1) + Z fr (Z())ui(t)
Il (3.56)
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avec & = {[kS]a T [k6]7 [k77 kg]a ) [kga o 7k10]7 [APj]a [’7]}
De cette écriture (3.56), U4 (A,) est déduite.
Concernant l'injection de sortie liée au découplage total, puisque son existence implique

Ue(A,) = Z Pyw;(t), son expression est implicite a partir de leffet des défauts w;(t).
i=k3,--- k4

Exemples académiques

Nous proposons la synthése du filtre associé a 1’étude réalisée dans le paragraphe 2.3.5.1.
Dans cette section, nous avions proposé le découplage d’un défaut de dimension deux a 'aide,
d’une injection de sortie généralisée (utilisant les dérivées des sorties). Nous considérons dans
cet exemple la synthése d’un filtre assurant l'isolation d'un hypothétique défaut w;(t). Nous
rappelons ’écriture du systéme défini en (2.66) :

(

i1 () = —22(t) + us(t) +wi(t)
(1) = —wa(t) + w3(t)us(t)
5, 4 880 = 22(t) = 2s(aa(tfwslt) + us(t (3.57)
T4(t) = —w3(t)xa(t)
Ya1(t) = 21(t)
| Ya2(t) = 24(t)

T
Nous avons montré que SIt = {0} et SI2 = {(O 01 O) } Ainsi en appliquant la

procédure développée dans le paragraphe précédent :

— P’ensemble des indices {k1,---,k2} est réduit a {2} et représente I'indice du défaut non
estimable

— Pensemble des indices {k3,--- , k4} est réduit & {1} et représente I'indice du défaut esti-
mable et donc totalement découplable.

Seul le défaut w (t) est estimable donc seule la distribution SZ2 doit étre décomposable en

somme directe. Cette propriété est nécessairement satisfaite puisque dans cet exemple :
S = ¢ (3.58)

Ainsi toute distribution de (S72)% est insensible aux défauts wy (t) et wo(t). Arbitrairement

APj:span{<1 00 o)T} (3.59)

Le difféeomorphisme qui définit le changement de coordonnées s’écrit comme suit, :

nous choisissons :

T 0010
) (¢ ,)T 1000
Bt = o) = | W) | = | ] o (3.60)
) 0001
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Dans ce systéme de coordonnées, nous définissons le filtre suivant :

(

21(1) = 231 (8) + ua(t) + U (04(t), 0. (1), ou (1))

2m (1) = =225 (8) +un (1) + W2 (0, (1), 0. (1), 0,(1))

. 2 (t) —Zyr; (1) + Z1(t)ua(t) .

Y () = | . = + U(e, (1), ®.(1), @, (L 3.61
{50 o (ot).0-(0). (1)) (3:61)
Y (t) = 2/\ P (t)

(Y=2(1) = Z32(1)

Rappelons que chaque injection de sortie est la concaténation d’une injection visant a I’esti-
mation d’une partie du défaut ¥4 (A,) et d’une injection ayant pour objectif le découplage
de l'autre partie du défaut Wy.(A,).

En précisant que le défaut wy(t) est A,-reconstructible (wq(t) = yg(cll) (1) + y2,(t) —uy (1)) et
suite aux notations définies lors de I’étude théorique, nous précisons les différentes compo-

santes de l'injection de sortie :

(
! (3.62)
=y V(1) + Y2 () — wi(t) + T2(A,) — T2 (A,)
(

(20 270 20) = ([20.500.50] [2n0.50] |2n0.50]) 663)

En appliquant la méthode de détermination explicite des injections de sorties, nous obtenons :

( ~
£ () + us(t) + WY (AL) = Z1(1) + us(t)
T2 2
2 )+ () + ) = 5, (1) () 360
_ZAPj (t) _'_ @ZC(AZ) _ _ZAPj (Nt) +f1 t)UQ(t)
|\ o ~5(1)2(t)
et nous en déduisons :
\I]cllc(AZ) = 0
\PQC(AZ) = 0
’ ey (3.65)
Yoo (t)u (t
(A = | w0
de # yig) (t) 3 t
\ yzQ(t) 272(
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Dans la base d’origine, le filtre s’écrit comme suit :

a(t) = —20t) + w(t) + y () + v (1) — wi(t)

W
= —=alt) + ()

(3.66)

Suite a ces différentes manipulations, nous assurons :

— D'insensibilité du sous-espace d’état tout entier a tout défaut autre que wy(t). z(t) est en
effet égal a x(t) Yw,(t) si, et seulement si, wy(t) = 0.

— D’insensibilité du sous-espace d’état associé a (z1(t) zo(t) z4(t)) a tout défaut. (z1(¢) z2(t) z4(%))
est égal & (z1(t) wa(t) m4(t)), Vwi(t) et wy(t).

Une fois la syntheése du filtre effectuée, ’étape méme de génération de résidus est nécessaire

afin de finaliser 1’étude.

En supposant que le théoréme 2.12 est vérifié, il existe toujours une distribution dr; (Vj =

1,--,q) telle que :

— les conditions de sensibilité sont satisfaites span{dr] } C A" = (SF)= .- N (SF2)+ N
(S)t 0N (St & (Sad)*

— la distribution dr; est y-reconstructible et permet la synthése du signal r;(t).

Ces différentes propositions déterminent précisément la forme du filtre assurant l’isolation
du défaut w;(t). L’itération de ces étapes (j = {1,---,¢}) méne a la synthése de ¢ filtres.

Le résidu r;(t) provenant du j° filtre permet d’isoler le défaut w;(¢).

Dans ce paragraphe, nous avons déterminé une injection de sortie assurant l'invariance des
sous-espaces d’état sensibles aux défauts.

Dans les chapitres précédents, nous avons supposé connaitre précisément 1’état initial du
systéme et ainsi posé xz(t = 0) = z(t = 0). Sous cette hypothése, nous assurons en ’ab-
sence de défauts 'égalité x(t) = z(t), Vt (rappelons que le modéle du systéme est parfait).
En revanche, en nous affranchissant de cette hypothése (z(t = 0) # z(t = 0)), il est par-
ticuliérement important, et ceci d’autant plus pour le diagnostic de systéme, de garantir
la convergence z(t) — z(t) lorsque ¢ — +o00. Cette discussion fait 'objet du paragraphe

suivant.
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3.3 Calcul de l’injection de sortie pour la convergence

Lors de I'é¢tude des systémes linéaires, prouver la convergence des estimations joue un role
d’importance lors de la synthése d’observateurs ou de filtres. Cette étude assure la conver-
gence vers zéro des résidus r(t) = y,(t) — y.(t) en Pabsence de défauts malgré une mauvaise
initialisation de 1'observateur ou du filtre : Ve > 0, 3t tel que || ()| < e.

Bien que l'intérét de cette caractéristique ne soit plus a prouver, il reste difficile, dans le
domaine des systémes non linéaires de garantir la convergence. Par conséquent, nous nous
proposons d’appliquer au domaine du diagnostic 'approche intuitive connue sous le nom

d’analyse de contraction ou théorie de la contraction.

3.3.1 Introduction a la théorie de la contraction

L’étude de la convergence est souvent envisagée au travers de l'utilisation de fonctions de
Lyapounov qui, bien que largement utilisées dans la littérature, présentent l’'inconvénient
de requérir la description explicite d’'un mouvement nominal & partir duquel les propriétés
de convergence sont étudiées. En outre, ceci conduit souvent a des expressions de l'erreur
d’estimation parfois difficiles a exprimer de maniére simple. Dans la théorie de la contraction
([49]), 'analyse de convergence des différentes trajectoires s’effectue de maniére différentielle
et sans nécessiter la connaissance du mouvement nominal. Ce type d’approche se révéle re-
lativement simple pour analyser des techniques de commande et d’applications (|49, 44])

faisant intervenir le concept de relation entre trajectoires (tracking, observateurs, filtres).

Dans cette section, nous décrivons les fondements de la théorie de la contraction. Dans
l'article original de W. Lohmiller et J-J. Slotine ([49]), le systéme non linéaire considéré

s’écrit comme suit :

#(t) = f(x(t),t) (3.67)
En supposant f(x(t),t) continiment différentiable, I’équation (3.67) vérifie :
. Of(z(t),t)
ot = a2(1) ox (3.68)

avec 0z un déplacement virtuel infinitésimal défini & un instant donné.
En considérant deux trajectoires voisines vérifiant 1’équation différentielle &(t) = f(xz(t),1),

nous représentons a la figure 3.3 le déplacement virtuel.

Le terme quadratique dz” dz peut étre défini par :

%(&L‘T&L‘) = 262761 = 2(55L‘T%((?7t)51‘ (3.69)

~—
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trajectoire 1

trajectoire % t b

F1G. 3.3: Trajectoires et déplacements virtuels

pour lequel nous remarquons que :

d, oo d, oot o (0f(@(®),)\T
E(M: (595)—%((595 53:) = 20x (T(t)) ox (3.70)

Ainsi si Az (2, t) est la plus grande valeur propre de la partie symétrique de la matrice
jacobienne Of (x(t),t)/0x(t) (0.5((Of (x(t),t)/0x(t))+ (Of (x(t),t)/0x(t))T)) et en supposant
que Aoz (2(t),t) est uniformément négative alors toute longueur infinitésimale ||0x|| converge
exponentiellement vers zéro. Cependant nous précisons que le taux de décroissance est majoré
sans étre maitrisé. En effet, ce dernier varie le long de la trajectoire suivie par le systéme.

Ainsi, nous rappelons la définition d’une région de contraction ([49]) :

Définition 3.1 FEtant donné un systéeme d’équations (t) = f(x(t),t), une région de l’espace
d’état est appelée région de contraction si la matrice jacobienne Of (x(t),t)/0x(t) est définie

uniformément négative dans cette région.

Par 0f(x(t),t)/0xz(t) défini uniformément négatif, nous entendons :

L (of(x(t),t) | Of(x(t),t)
33> 0, Va, Vi 20,5 ( 52) RO

ou I est une matrice identité de dimension appropriée. Cependant pour des raisons calcula-

> < -BI <0. (3.71)

toires, il peut s’avérer judicieux de réaliser un changement de coordonnées :
dz = 0O(z(t),t)0x (3.72)

ou O(z(t),t) est une matrice carrée.

L’évolution temporelle de 0z peut étre déduite :
d . .
—d0z = 0Odx + Ox

dt
- (@ + @Lféz((?)’ t)) O 16z = Féz

(3.73)
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ol la matrice jacobienne généralisée F' :

: Af (x(1),1)\ 41
F = A NS 74
(@ + 6 0 O (3.74)
s’associe & 1’écriture suivante :
i(5zT5z) = 262" Foz (3.75)

dt
D’une maniére similaire a ce que nous avons décrit précédemment, la convergence exponen-
tielle vers zéro de dz (et donc de dz) est assurée dans la région ot F' est définie uniformément

négative. En rappelant la notation :
6270z = 6" Mox (3.76)

ot M(z(t),t) = ©TO représente une métrique symétrique et continiment différentiable.
L’équation (3.73) peut alors se récrire dans les coordonnées dx :
d Of" (z(t), 1) : Of (z(1), 1)
— (62" Mbx) = b2 | =M+ M+ M———= |0 3.77
gp 0 Mox) = o ( or) MM T ) (3.77)

Une autre définition de la contraction peut également étre donnée (cf. [49]) :

Définition 3.2 Soit I’équation du systéme i(t) = f(x(t),t), une région de l’espace d’état
est appelée région de contraction avec une métrique M (x,t) définie uniformément positive si

F (équation (3.74)) ou <%x(gm]\/[—l— M + M%&g”) est définie uniformément négative

dans cette région.

Bien que la définition d’une métrique permette de nombreuses possibilités, pour des raisons
de commodité de calcul, il peut s’avérer plus avantageux d’étudier les connections (ou combi-
naisons) entre des sous-systémes contractants. Nous rappelons a présent les termes originaux
utilisés par W. Lohmiller et J.-J. E. Slotine [49].

3.3.1.1 *“Parallel combination”

Nous considérons deux systémes de mémes dimensions connectés en paralléle :

Jvl(t) = f1($1(t)a t)

. (3.78)
2 (t) = fa(w2(t), )
avec des dynamiques virtuelles définies comme suit :
(5?31 = F152
(3.79)
52"2 = F25Z

Si les deux systémes sont contractants dans la méme métrique alors n’importe quelle super-

position est définie uniformément négative :
(03] (t)52'1 + Oég(t)éZ"z (380)

ou Ja >0, Vt > 0,;(t) > a.
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3.3.1.2 “Feedback combination”

D’une maniére similaire, nous définissons la connection entre deux systémes de dimension

non nécessairement identiques :
T1(t) = fi(z(t), 22(t), 1)
To(t) = fox1(t), 22(t), 1)
avec une combinaison dite en “feedback” :
d 52’1 F1 G 52’1
- — 3.82

Le systéme augmenté est contractant si, et seulement si, les sous-systémes séparés sont

(3.81)

contractants. Ce qui implique que les matrices F; et F5 soient définies uniformément néga-

tives.

3.3.1.3 *“Hierarchical combination”

Considérons la dynamique des déplacements virtuels définie comme suit, :

i 52’1 _ F11 0 52’1 (3 83)
dt \ 6z Fy Fy 029 .

ou les éléments de F5; sont majorés. La premiére équation ne dépendant pas de la seconde,
on peut conclure & la convergence exponentielle de dz; vers zéro si la matrice F; est unifor-
mément, définie négative.

Nous poursuivons le raisonnement en considérant Fy;0z; comme une perturbation. Puisque
F5; est majorée, la convergence exponentielle de dz; vers zéro assure la dégradation de la
perturbation. Ainsi, si Fyy est uniformément définie négative alors dz; converge exponentiel-
lement vers zéro.

La convergence exponentielle du systéme dans sa globalité vers une seule et méme trajectoire

est donc prouvée.

L’étude de la convergence joue un role particuliérement important dans ’étude des systémes
non linéaires. Il s’agit d’un probléme bien connu dans le cadre de la synthése de commandes
et du diagnostic de systéme. En effet, garantir la décroissance exponentielle vers zéro des
résidus en 'absence de défauts est une propriété importante permettant de faciliter la prise
de décision (détection et isolation des défauts). Dans le paragraphe suivant, nous proposons

une méthode permettant d’appliquer la théorie de la contraction au diagnostic.

3.3.2 Etude de la convergence des filtres d’isolation

L’objectif de ce paragraphe est d’exposer une autre solution pour étudier la convergence que

celle utilisant les fonctions de Lyapounov. D’aprés I’écriture du systéme (3.67), il est naturel
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de synthétiser dans un premier temps un filtre de méme dynamique que le systéme :

2(t) = f(z(t),1) (3.84)

Nous cherchons a prouver la convergence exponentielle vers zéro de l'erreur d’estimation
e(t) = z(t) — x(t) qui constitue un résidu particulier. Nous rappelons que dans ce document
les études sont réalisées en 1’absence d’incertitudes de modéles. Evidemment, si I’état initial
est parfaitement connu alors e(t) = 0, V¢. En revanche, dans le cas contraire, il n'y a pas de
raison que e(t) tende vers zéro. Nous proposons, a l'aide de la théorie de la contraction, une
méthode visant & assurer la convergence exponentielle de e(t) quelles que soient les condi-
tions initiales. En d’autres termes, nous cherchons a montrer que les solutions des équations

différentielles (3.67) et (3.84), z(t) et z(t) tendent vers une seule et méme trajectoire.

Dans un premier temps, l'équation différentielle du filtre est identique (en terme de dyna-

mique) a celle du systéme, toute solution de (3.67) est nécessairement solution de 1’équation

of (z(t),t)
9z (t)

définie uniformément négative alors le systéme est contractant. Dans ce cas, x(t) et z(t)

différentielle (3.84). Ainsi si la matrice jacobienne (ou jacobienne généralisée) est

tendent exponentiellement vers une seule et méme trajectoire ce qui implique que e(t) tende
exponentiellement vers zéro.

Dans le cas contraire, ou la convergence ne peut étre prouvée ni par I’é¢tude de la jacobienne
ni a ’aide des propriétés de connection précédemment rappelées, il est nécessaire d’adjoindre

un retour de sortie au filtre.

Soit le systéme non linéaire muni de I’équation de sortie suivant :

#(t) = fz(t),1)
ye(t) = h(z(t))

Nous synthétisons un filtre qui copie la dynamique du systéme précédent tout en y ajoutant

(3.85)

une injection de sortie (ou retour de sortie) :

() = f(2(0), 1) + W (=(1), ult), v (1), y=(t))
y=(t) = h(z(t))

Ce filtre est contractant s’il satisfait a certaines propriétés. En effet, I’équation du systéme

(3.86)

doit toujours vérifier celle du filtre ainsi :

F),0) + W (0. ) 9090 = Fla(t).D) (3.8)

Une solution relativement simple menant a la vérification de cette égalité est d’'imposer :

(2(t), u(t), y=(t), y=(1)) = W (2(1), u(t), (1)) — W (2(t), u(t), y=(t)) (3.88)
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car dans ce cas :

W (z(t), u(t), y=(t)) =W(2(t), u(t), y-(t)) (3.89)
2(t)=a(t) 2(t)=x(t)
et toute trajectoire du systéme est ainsi une trajectoire du filtre. Si nous prouvons que le
filtre et le systéme tend vers une seule et méme trajectoire indépendamment de 1’état initial,
alors toute estimation du filtre tendra vers I’état réel du systéme.
En considérant la matrice jacobienne du filtre azi(t) (f(z(t),t) + W (2(t), u(t), y.(t), y=(1))),
I’injection de sortie permet d’ajouter des degrés de liberté. En effet, grace a la linéarité
de l'opérateur dérivée partielle, la matrice jacobienne du filtre se décompose en la somme
arf (2(0), ) + g P (2(1), w(t), ya (), y=(t)) dont :
— la premiére partie est fixée par la dynamique du systéme,
— la deuxiéme partie, mise a part la contrainte définie par I’équation (3.88), est libre.
Ainsi, a ce stade de I’étude, 'objectif est de prouver qu’a ’aide de I'injection de sortie il est
possible :
— soit de se ramener & une forme bien connue de combinaison (paralléle, “feedback” ou
hiérarchique),

— soit de prouver d’'une maniére générale que la matrice jacobienne généralisée est unifor-

mément définie négative.

et dans ce cas il est possible de prouver la convergence de I’erreur d’estimation vers zéro.

Ce type d’étude peut étre appliqué au cas des systémes découplés ayant pour objectif la

garantie de I'estimation d'une partie des états malgré la présence de défauts.

3.3.3 Application de la théorie de la contraction au découplage

L’objectif de ce paragraphe est d’expliquer dans un premier temps la méthodologie & suivre
dans le cadre d'un découplage mono-défaut (section 3.2.1) ([39]). L’extension au cas mono-
filtre multi-défauts est proposée par la suite.

[’augmentation de I'injection de sortie menant a la convergence exponentielle nécessite des
restrictions supplémentaires a celles dues au découplage.

Nous considérons I’écriture d’un systéme non linéaire dans une base de coordonnées parti-
culiére :

4 m

2 (1) = foa(#1(1), 22(1)) + Z Jia(@1 (1), B2(8))ui(t) + Po(21(2), Z2(t) Jw(t)

\g!
2

NL ' Ea(t) = foa(@1(t), F2(t)) + Zﬂg(fl(t),@(t))ui(t)
(Z1(¢), Z2(2))

>

(Y (t) =
(3.90)
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Nous associons a ce systéme, le filtre non linéaire synthétisé a ’aide d’une injection de sortie

conformément au paragraphe 3.2.1.1 de ce chapitre :

5 H(t) = foa(f(t), 2(1)) +Z fi2(21(1), Za(8))us(1) (3.91)

FNL °

En choisissant 'injection de sortie comme nous I’expliquons dans la section précédente, le
sous-espace d’état associé a Z;(t) est nécessairement invariant a la dynamique du systéme.

Ainsi, I'injection de sortie W(Z,(t), u(t), y.(t)) vérifie I'égalité suivante :

.fi,2(21 (t)a 22@)) - @(22(75)7 u(t)a yz(t)) = fi,2(22(t))

3.92
avec i = {0,--- ,m} (3.92)
D’aprés cette définition, le filtre (3.91) s’écrit :
2(t) = for(Bi(t), Z(t) + Z Fir(Ga(t), Z(t) )us(t)
SENE ) A = () + Y faa®)u® + Va0 O
Ly=(t) = h(Z(t), 2(1))

en y incluant la forme de P'injection de sortie augmentée (3.86) (V(z(t),y.(t),y.(t))), nous

écrivons le filtre comme suit :

FNL

(3.94)
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Lors de l'analyse de la convergence, il s’avére nécessaire de décomposer les sorties de la

maniére suivante :

YENT i=

(3.95)
Nous assurons ’égalité parfaite de y.5(t) et de y,o(t) en I'absence d’erreur d’initialisation.
En revanche, il est évident que toute fonction de y,1(t) — y.1(t) est dépendante du défaut
w(t). Cependant, nous avons déja mis en relief une contrainte particuliére (3.88) due a la
concordance des trajectoires du filtre et du systéme. Dans le but de ne pas détériorer les
caractéristiques liées au découplage du défaut, nous restreignons & nouveau l’injection de
sortie augmentée a l'aide des égalités suivantes :

WS (Z(t), ult), ya(t), y= (1)) = ‘%’i‘(i(t)ﬂ(t), Ya1(t), Yu2(t), Y1, Yo2(t)) (3.96)

W (Z(1), u(t), ya(t), y:(t)) = Ui (Z2(t), ult), ya2(t), y=2(t))
En considérant ces deux restrictions (I'une due aux notions de trajectoire, I'autre liée au

découplage), nous obtenons I'injection de sortie augmentée suivante :

\ijcll(g(t)’ u(t)v ym(t)v yz(t)) = \chll(g(t)’ U(t), yml(t)’ Yz2 (t)) - \Il(ll(g(t)’ U(t), yzl(t)v yz2(t))
\i]g(’g(t)v u(t)a yz(t>7 yz@)) = \i]g(ng (t)a u(t)a y:cQ@)) - \ijg(g2 (t)a u(t)a yz2(t))

(3.97)
La matrice jacobienne du filtre, suite a ces égalités, s’écrit comme suit :
Toe _35(?5) [+ 61 az+ B
e Oz(t) 0 az + B3
9 foa(21(), 2(1) + Y fia(Fu(t), Z(0))ui(t) + U5 (Z(E), ult), ya(t), y=(1))
_ i=1
=5z ) m ) ]
T Foalzal) + 3 Fralaal®)uatt) + Do), ult), (6) + B3O, u(t), 1, (0. 5.(0)
i=1
(3.98)
Ainsi les degrés de liberté, 3;, j = {1,2,3} sont définis par :
ﬁl = 82?(1&) \II‘f(i(t)) u(t)a yx(t)v yz(t))
Bo = gy (W), u(t), ya(t), y=(1)) (3.99)
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Au méme titre que pour I’étude de I’observabilité dans le cadre des modéles linéaires span{dh™ }
joue un role trés important dans le calcul menant a la convergence du filtre. Les coefficients 3;
sont en effet choisis de maniére a rendre, dans la mesure du possible, la matrice /J—ZL/CF p unifor-
mément définie négative. Mais comme nous I'avons précisé dans cette section, il est possible
de montrer differemment la convergence en considérant les propriétés d’inter-connection.
En supposant qu’a 'aide des degrés de liberté, la convergence du filtre et du systéme vers
une seule et méme trajectoire est prouvée, nous assurons la convergence exponentielle de z(t)
vers x(t), seulement si le défaut n’est pas présent sur le systéme (w(t) = 0). En revanche,
si le défaut est présent, nous assurons tout de méme la convergence de la partie découplée
25(t) (i.e. insensible au défaut).

En conclusion, nous insistons sur les contraintes que doit satisfaire I'injection de sortie (dé-
finie par le couple d’égalités (3.97)). Dans le cadre d’'un découplage de plusieurs défauts a
I'aide d’un seul filtre (cas développé dans le paragraphe 3.2.1.2 par exemple), la contrainte

liée a la concordance des trajectoires reste identique a précédemment :

Wa(2(t), ult), ya(t), y=(t)) = Wa(2(t), u(t), y2(t)) — Wa(Z(E), u(t), y=(t)) (3.100)
En revanche, les restrictions liées au découplage sont plus fortes. Nous le montrons par
I'écriture du systéme (3.29) muni cette fois d’une injection de sortie augmentée :

(

A1) = f3EH0) + ) fHEO)ua(t) + U (EL(E), ult), o (1))

Z(t) = f(24( +qu (Z2(8))ua(t) + WI(22(2), u(t), yalt)
+WE(E(t), () =(1),2(t))
Zrpa(t) = Jo (R if’“ PR O)uit) + TREER ), ult), ya (1)
SR WL (E(E), u(t), y:(ot), y=(t))

Zhaalt) = fo M (2B +ka3"" (25 F (1)ui(t)
+‘I”“3""”“4(553"""“4(15),U(t),yz( £)) + WES R E(), u(t), yalt), (1))

500 = f3(2(0) + Z ST @) uilt) + 97 (2 (1), u(t), ya(t))

(3.101)
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) -2 2V e BN 20)) =
( )
([am.20] - [50.50] (50,50, 500, 50)] (3.102)
), Eat), B (), 50] [50)])

En décomposant la sortie comme suit :

() -y g2 e ) ) =
(@) - () BR(E) - RS R) )
(3.103)
la condition qui permet de conserver le découplage se traduit comme suit :
B0, ) 12(1),0:(0) = FREO. ) 9500) — WO, 00 020D

avec o = [[1] -+ [g [KLK2) - (k3. k4] D]

Satisfaire 1’égalité précédente constitue une contrainte relativement forte car toutes les com-

posantes de l'injection de sortie sont concernées.

Pour conclure cette section, nous insistons sur la nécessité d’un compromis entre isoler tous

les défauts a ’aide d’un unique filtre et prouver la convergence.

3.4 Conclusion

Supposant les conditions d’isolation satisfaites, nous nous attachons, dans ce chapitre, a la
synthése de filtres générateurs de résidus assurant I'isolation des défauts. Les filtres que nous
proposons sont synthétisés a 1'aide d’injections de sortie de natures différentes (utilisant les
signaux de sortie exclusivement et/ou leurs dérivées). Ainsi, nous associons la synthése d’un
filtre & la détermination de son injection de sortie. Se fondant sur les contraintes d’invariance
issues de l'analyse structurelle, une méthode de détermination explicite de l'injection de
sortie est proposée. Naturellement, nous montrons que ces contraintes sont moins restrictives
lorsqu’un banc de filtres est synthétisé. Cependant une évolution de ces techniques consiste a
isoler I’ensemble du vecteur défaut a ’aide d’un seul et méme filtre. C’est pourquoi, bien que
des conditions de construction supplémentaires soient nécessaires a ’isolation des défauts a
I’aide d’un seul et méme filtre, nous proposons une méthode menant a ce résultat.

Lors de la synthése de filtres, un probléme supplémentaire consiste a prouver la convergence
des estimations issues d’un ou plusieurs filtres. L’intérét de notre proposition est d’assurer,
malgré des erreurs d’initialisation, la convergence des estimations vers les états réels du

systéme.
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A cette fin, nous appliquons la théorie de la contraction qui permet de prouver la convergence
exponentielle, sous certaines conditions. Nous proposons une extension a cette théorie afin
de conserver les propriétés de découplage tout en assurant la convergence des estimations.

De plus certains états, méme en présence de défauts, sont correctement estimés.






Chapitre 4

Application au systéme des trois cuves

Dans ce chapitre, nous appliquons I’ensemble des méthodes développées dans les chapitres
précédents au systéme des trois cuves (figure 4.1). Nous avons choisi d’étudier ce systéme
car nous en connaissons relativement bien la description mathématique. Ainsi nous illustrons

I'ensemble de nos résultats a I’aide d’un simulateur de ce systéme ([42] et [60]).

pompe 1 pompe 2
¢« 92
cuve 1 cuve 3 ., cuve 2
5T P
e S e .
B S
L ) 7 N B
! q13 ¥ 432 LQ]; 20 .
(S ) (S ) (S pi2)
420
fuite fuite fuite

F1G. 4.1: Schématisation du systéme des 3 cuves

4.1 Description du systéme

Le benchmark considéré se compose de trois cuves cylindriques de section identique S. Les
cuves sont reliées par deux tuyaux cylindriques de section .S, dont le coefficient de viscosité
est 1 = pg. La sortie du systéme est située au niveau de la cuve 2, elle est aussi caractérisée
par une section S, et un coefficient de viscosité ps. Deux pompes commandées par des

moteurs a courant continu alimentent les cuves 1 et 2 avec les débits ¢;(t) et g2(¢). Les trois
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cuves sont équipées de capteurs de pression pour mesurer le niveau de liquide (L (t), La(t)

4.2 Modéle mathématique du systéme

En écrivant les équations de la conservation du volume de liquide, nous obtenons :

S delt(t) =aq(t) — qis(t)
Snrt QS0 — o (1) + gsalt) — gao(t) (4.1)
S — gia(t) — gaalt)

ol ¢;;(t) représente le débit de liquide de la cuve ¢ vers la cuve j (4,7 = 1,2,3 Vi # j) qui
peut étre exprimé en utilisant la loi de Torricelli par :

Gi(t) = pi-Sp-sign(La(t) — Lj(t))-\/ 29| Li(t) = L; ()] (4.2)

et goo(t) représente le débit de sortie, avec :

q20(t) = 112.Sp.\/29Ls (1) (4.3)

Sans restreindre notre étude, nous considérons le systéme tel que les niveaux vérifient les
inégalités suivantes : Li(t) > L3(t) > Lo(t). En d’autres termes, nous considérons un sens
particulier des débits inter-cuves (g;;(t)). Avec ces équations, nous supposons que le systéme
des 3 cuves est parfaitement décrit a ’aide du modéle non linéaire affine en la commande
défini équation (1.5) :

(i1(t) = =200 \/21 () — 23(1) + wi () /S
Cian/73(8) — wa(t) — 2Co\/Ta(t) + us(t)/S
ZL‘3(t = Ol ZL‘l(t) - ng(t) - 203\/1’3(75) - l’g(t)

avec z;(t) le niveau de liquide dans la cuve ¢ et C; = (1/2).(1/5).;.5,.4/2g. Les deux signaux
de commande u(t), uz(t) sont respectivement les deux débits d’entrée ¢, (t) et ga2(t). De plus,

puisque les 3 niveaux sont mesurés, il est trivial que (y,55)* et (7,)* sont réduits a 'ensemble

{0}
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4.3 Diagnostic du systéme

Nous récrivons le systéme en faisant apparaitre les différents défauts que nous étudions dans
ce chapitre :

— 20, xl(t)— 5(t) + (u ()+wa1(t))/5

)

)= \/903 2(t) — 205 ) + (u2(t) + wa2(t))/S

S )= x1(t) — x3(t) — 2C;5 — x5(t) (45)
( 1(t) + wd(t)

Ya2(t) = 22(1) + wea(t)
(

| Ya3(t) = 23(t) + wes(t)

<

8

—
~

~—
I
8

avec wg; (t) le défaut associé a l'actionneur i (i = {1,2}) et w,;(t) le défaut associé au capteur

J (] = {17273})'

Nous considérons exclusivement les défauts de type actionneur ou capteur.

4.3.1 Défauts actionneur

Dans cette section, seuls les défauts actionneur notés Piw,i(t) = (1/S 0 0)Twe () et
Powgs(t) = (0 1/S 0)Twys(t) sont considérés (i.e. wei(t) = we(t) = we(t) = 0, Vt). Nous
calculons les différentes distributions définies dans les chapitres précédents :

1 0 0 1 0 0
Ch=span{ [0],[1],]0 CP=span{ [0],[1],]0
0 0 1 0 0 1
(Cf)* = span{0} (CP2)*+ = span{0}
1
SP =gpan< |0 S —gpan< |1
0
(4.6)
0 0 1 0
(SP)*- =spang | 1], [0 (SF2)- =spang | 0], [0
0 1 0 1
Syt = span{0} Spz = span{0}
1 0 0 1 0 0
(Ski)*==spang |0, [1],]0 (Skz)*t=spang |0, [1],]0
0 0 1 0 0 1

Remarquons la nullité de St (resp. SI2) car il est possible d’exprimer le défaut wg(t)

(resp. we2(t)) & partir d’une combinaison des signaux connus. En effet, si nous considérons
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les dérivées des sorties alors wg; (t) = S (y'ﬂ(t) + 2017/ Y1 (t) — Y3 (t) — ul(t)/S)
<resp. wa2(t) =S (%2(75) - 203\/%3(75) - ny(t) + 20 ny(t) - U2(t)/5>)-

Suite & ces premiers calculs, nous pouvons d’ores et déja ajouter que les deux défauts sont

détectables car :

— le sous-espace insensible au défaut wg, (t) (resp. wqo(t)) sans injection de sortie est réduit
a lespace nul (CF1)+ = {0} (resp. (C2)*+ = {0}),

— D’espace observable est non nul.

Ainsi, la non-inclusion vps € (CF1)* (resp. Yops € (CF2)*) est satisfaite et est synonyme de

détectabilité (cf. (2.23)).

Dans le troisiéme chapitre, plusieurs cas (mono-filtre et multi-filtres) ont été étudiés. Pour la
synthése de chaque filtre, une méthode de détermination de I'injection de sortie est proposée.

Appliquons ces méthodes au cas des défauts d’actionneur.

4.3.1.1 Isolation a I’aide de plusieurs filtres

Dans cette section, nous développons deux méthodes ayant pour point commun la synthése
de ¢ filtres (ici ¢ = 2). Chaque filtre assure l'isolation d’un défaut particulier. Les deux

méthodes exposées se distinguent au travers de la distribution employée S ou Sh..

Méthode se fondant sur S;’

Afin de vérifier que les conditions d’isolation sont satisfaites, une analyse structurelle est
réalisée.
Puisque (SF2)+ ¢ (SP1)+] il existe au moins une distribution sensible & w; (¢) et insensible &
wsy(t). De plus, il existe une distribution y-reconstructible parmi les distributions vérifiant la
non inclusion précédente ((1 0 0)7 par exemple), donc (S2)+N~y, € (SP)*F et A% = (1 0).
Nous reproduisons ce raisonnement pour le défaut ws(t). Avec (SP)* Ny, € (S2)*] nous
obtenons I’expression de A2 = (0 1). Cette non inclusion est par exemple vérifiée par la

distribution (0 1 0)7 qui est y-reconstructible.

Suite & ce raisonnement, la matrice A,, décrivant les différentes sensibilités s’écrit comme

10
e (1) o

et le théoréme 2.12 est donc satisfait. De plus, la matrice A, est diagonale ce qui signifie

suit :

qu’il existe une solution au F.P.R.G.

Les filtres suivants sont synthétisés :
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— filtre isolateur du défaut wys(t) :

2(t) = —201\/Z1(t) — Zpa(t) + uy(t)/S
. 521(75)
Ht) =|.
222(75)
_ Csv/Za2(t) — Zo1(t) — 20/ Zo1 () + ua(t
ZF]ml : 201/ %1 (t) — Zao(t ) — 203/ Za(t) — 221(75) (4.8)

(2 (1), yalt) = P(2(1), y2(1))

Puisque la présence de ’état Z;(t) est nuisible dans ’équation différentielle régissant Z5(t),

nous cherchons une injection de sortie qui neutralise son effet. En posant W(Z,(t), ye(t)) =

T
<O 201/ ye1(t) — z22(t)> , nous déterminons une solution qui conduit & I’écriture sui-

vante du filtre dans sa base d’origine :

t) —201\/ — 23 + Ul
t) \/2'3 — 2'2 202\/22 +U2
(t) =

t ywl - 23 203 — 29 (t)
YFNLwar - (4.9)

(
yz2(
(Yz3(t) = 23(t)

Ainsi les états z5(t) et x3(t) sont parfaitement estimés par zo(t) et 23(t) Ywa (t). En re-

vanche, en présence du défaut w,o(t), 'état z5(t) n’est pas identique & 2z5(t).

— filtre isolateur du défaut we (t) :

Avec un raisonnement similaire, nous déterminons le filtre suivant :

(20(t) = —201/21(0) — 23(t) + i (t)/S
5H(t) = 205\/23(8) — 2a(t) — 205+/Za(t) + us(t)/S
S, 23(t) =201 2(t) — z3(t) — 2054/ 23(t) — Ya2(t) (4.10)

~
~—
I
N
[

( (t)
Ya2(t) = z(t)
(yzs(t) = 23(t)

Ainsi, les états xq(t) et x3(t) sont parfaitement estimés par z1(t) et z3(t) Vwge(t). En re-

vanche, en présence du défaut w, (t), ’état z1(t) n’est pas identique & 2 ().
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Il est alors trivial que 1’étude des résidus formés par :

— la différence y,1(t) — y,1(t) du filtre (4.10) permet d’isoler le défaut w, (t),

— la différence y,5(t) — yzo(t) du filtre (4.9) permet d’isoler le défaut wes(t).

De plus, puisque la matrice A,, est diagonale, les défauts sont isolables méme s’ils appa-

raissent simultanément.

Méthode se fondant sur S,

Nous rappelons que pour isoler le défaut w;(t), 'étape d’estimation du défaut (découplage
total) doit étre inhibée lors du calcul de la distribution Sf{;. Ainsi, dans ce cas concret il
est facile de justifier I'utilisation des distributions S5 au détriment de Si7. Suite au calcul
de S} = {0} avec j = {1,2}, il n’est pas possible d’isoler les défauts. En revanche, si nous
inhibons I'étape d’estimation des défauts alors S = STt et SP2 = S d’ou leur utilisation.
Par la suite, nous considérons les deux distributions suivantes en vis a vis :

— la distribution ST est considérée pour isoler le défaut w,(t). La deuxiéme distribution
est SI2 est également utilisée puisque nous cherchons le plus grand sous-espace d’état
insensible au défaut wys(t),

— les distributions Sz et S sont considérées pour isoler le défaut wqs(t) pour les méme
raisons que précédemment.

La condition d’isolation (théoréeme 2.12) est satisfaite car (S'1)t & (SP2)+ et (SF2)t ¢

(S

D’aprés I’équation wy(t) = S (yzl(t) + 201/ Y1 (t) — yu3(t) — ul(t)/S>

(resp. waa(t) = S (Gu2(t) = 2C5/hs(0) — 42 () + 2C21/aall) — wa(1)/5) )
Iinjection de sortie se déduit facilement car elle estime le défaut

War(As) = S (92(8) + 2003/yaD) = @) —(1)/S)
<resp. Vu(A,) =S (yﬂ(t) — 2C5\/Ya3(t) — Yua (1) + 20\ /Ya(l) — ua(t) /s)).

Les filtres s’écrivent alors comme suit :

— pour l'isolation du défaut wyy(t) :

H4(t) = —201/z1(t) — z(t) +ui(t)/S
+8 (a1 (8) — ur(t)/S + Cr1y/Ya1 (8) — yas(t))
2(t) = 203y/2z3(t) — 22(t) — 2Cor/22(t) + ua(t)/S
YrNLwa ¢ § 2() = 2C01y/21(t) — 23(t) — 2031/ 23(t) — 22(t) (4.11)

;
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Ainsi, les états x1(t), x2(t) et z3(t) sont parfaitement estimés par z(t), z2(t) et 23(t)

Vwe1(t). En revanche, en présence du défaut w,o(t), I'état z4(t) n’est pas identique & zo(t).

— pour l'isolation du défaut w, () :

(5(t) = —2C1/z1(0) — 2(0) +wi(t)/S
L) =205/z3(t) — 2(t) — 202/22(t) + ua(t) /S
+5 (da2(t) = 2C5/5s(0) — (8) + 205/ () — w2(8)/5)
EFNLwes © | 23(1) = 2C1\/21(1) — 23(t) — 2031/ 23(t) — 22(t) (4.12)

Y1 (T = z1 (t)

Ainsi, les états x1(t), x2(t) et z3(t) sont parfaitement estimés par z;(t), z2(t) et 23(t)

Vwez(t). En revanche, en présence du défaut w, (t), 'état 21 (t) n’est pas identique & z(t).

Si nous comparons ces résultats avec ceux obtenus lors de I’étude précédente, la différence

est significative :

— dans le premier cas (méthode se fondant sur S17), le sous-espace d’état insensible & w, (t)
(resp. wae(t)) est de dimension deux pour le filtre (4.9) (resp. (4.10)),

— dans le deuxiéme cas (méthode se fondant sur Sﬁ;), le sous-espace est de dimension trois
pour le filtre (4.11) (resp. (4.12)).

En synthétisant les mémes résidus que précédemment, les deux défauts actionneur sont iso-

lables méme s’ils apparaissent simultanément.

Nous avons également présenté, dans le chapitre précédent, des méthodes permettant l'iso-
lation de plusieurs défauts a I’aide d’un seul et méme filtre (paragraphe 3.2.1.2). Nous nous

proposons de les appliquer a ce systéme particulier.

4.3.1.2 Isolation a I’aide d’un filtre unique

L’hypothése de décomposition en somme directe (3.20) est nécessaire a la synthése d’un
unique filtre. Avec SI* = ¢ (car il n’y a aucune partie commune avec d’autres distributions,
i.e. P2 = {0}) et SP2 = @2 cette hypothése est satisfaite.

A Taide de ces calculs, nous définissons un difféomorphisme z(¢) = ®(xz(t)) de la forme
suivante :

Sy = (" o o) o

oll v est orthogonal & ¢t et @2, et rend le diffécomorphisme intégrable. Nous choisissons
T
v=(0 0 1)
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Dans ce systéme de coordonnées, le filtre s’écrit comme suit :

() = —201Z(t) — () +u(t
+WL(2(1), (1) — WA (2(1), yz( ))
Z(t) —203\/%(15)——202\/7+u2 /S
+W(Z(8), ya(1) — U(2(1), 32 (1))
E i, ) &) :mW —2034/%,(t) — 22(1) (4.14)
HW(Z,(8), ha (1) — W (2,(1), 1:(t))

Nous remarquons la présence des deux états 7, (t) et Z,(t) dans 1'équation Z,(t). Cependant &
Z,(t) nous associons le sous-espace d’état insensible & tous les défauts. A 'aide de Iinjection
de sortie, nous cherchons donc a exprimer les états Z1(t) et Z5(t) respectivement sensibles aux
défauts we (1) et waa(t). Poser WY (2, (1), ys(t)) = 2C1\/ye1 (t) — 2, (t) — 2Cs5+/Z,(t) — Taz(t)
et WH(Z(t), ya(t)) = W2((t), ya(t)) = 0 est une solution et le filtre s’écrit alors :

) = =2C1\/21(t) — z3(t) +ui(t)/S
Z(t) = 2C034/23(t) — 22(t) — 2Co1/22(t) + ua(t)/S
)

S, = 201/ Y1 (t) — 23(t) — 203/ 23(t) — yaa(t) (4.15)

avec I’égalité suivante (21(15) Zo(t) éw(t)>T = (zl(t) 25(t) Z3(t))T.

T
Si nous synthétisons le vecteur résidu <yz1(t) —Yp1(t) Yaa(t) — yzz(t)> , chacune des com-
posantes n’est sensible qu’a un seul défaut. Ainsi leur isolation est possible a4 I'aide d’un

unique filtre.

Dans la section suivante, nous nous intéressons aux défauts capteur, en supposant I’absence

de défauts actionneur.
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4.3.2 Deéfauts capteur

Une augmentation d’état permet d’écrire tous les défauts capteur comme des défauts action-

(31(t) = —201 /21 (1) — @3() + w(t)/S
io(t) = 2Cs+/w3(t) — wa(t) — 205/a(t) + ua(t)/S
t3(t) = 2C1\/x1(t) — x3(t) — 2C5+/x3(t) — 22(t)
24(t) = =T (z4(t) — wer (¢))
Yinp § a5(t) = —Taxs(t) — wea(t)) (4.16)
t6(t) = —I3(x6(t) — wes(t))
Ya1(t) = 21 (t) + xa(t)
Ya2(t) = wa(t) 4 25(t)
| Ya3(t) = w3(t) + 6(1)
En imposant une dynamique aux défauts z; 3(t) = %ﬁwci(t) (qui doit étre plus rapide

que la dynamique du systéme), P'écriture précédente est évidente. Ainsi, les distributions
pondérant les défauts sont définies par Piwe(t) = (0 0 0 — Ty 0 0) 7w, (1), Pawea(t) =
(0000 — Ty 0)Twe(t) et Pswe(t) = (00000 — )l wes(t).

Le calcul des différentes distributions nécessaires a la synthése des filtres conduit aux résultats

suivants :
0 0 0
0 0 0
0 0 0
CP = span ) CFP: = span 0 CFP: = span 0
0 1 0
0 0 1
Ssh = ch Sk = P SPs — CPs
(S = (Ch)* (S2)t = (Cf)* (SFe)t = (Cf)*
st =cp st =or st = on

(Spi) = (C)* (Spa)t = (C2)* (Sp)t = (C)*

Le découplage de I'effet des défauts n’est pas a réaliser car, dans le cadre de défauts capteur,
aucun couplage n’existe. En effet, les défauts capteur ne se propagent pas et ceci est mis

en relief par dim(Cf 7) = 1. Quant au diagnostic et plus particuliérement & 'isolation des
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défauts, 1’étude est particuliérement simple puisque :
O0ya1(t) 4 4 Py\L Pg\L Pi\L
(2a8) = (1 00 10 0) C(SP) NS (8P
ayw(t) T _ T P\ L P3\_L Py L
e ) —\0 100 10) C (SPYE N (Sh)+- & (SI2) (4.17)

(%;—?S’)Tz(o 0100 1)T§(Sfl)Lm(Sf?)igg(sfs)L

Suite a cette analyse, le filtre suivant est synthétisé :

()
Zo(t) = 2054/ 23(t) — 22(t) — 209/ 2(t) + us(t)/S
23(t) = 201/ z1(t) — z3(t) — 2C3+/23(t) — 22(t)
24(t) = —T124(t)
YFNL,,, © § 25(t) = —Taz5(1) (4.18)
Z6(t) = —T'326(t)

ou i = {1,2,3} et les états estimés z4(t), z5(t) et zg(¢) sont constamment nuls.

Aucune injection de sortie n’est nécessaire pour découpler I’état de 'effet des défauts. Ainsi,
ce filtre peut étre considéré comme un filtre isolant chacun des défauts mais aussi comme un
filtre d’isolation de ’ensemble des défauts.

En revanche, cette distinction se justifie lors de I’analyse de la convergence qui est développée

dans la section suivante.

4.4 Analyse de la convergence

A Paide de la théorie de la contraction (section 3.3), nous avons montré que l'étude de la
convergence revient a étudier la matrice jacobienne du systéme. Par ailleurs, nous avons mon-
tré (section 3.3.3) I'intérét d’augmenter l'injection de sortie. Si la convergence est prouvée,
les états estimés convergent exponentiellement vers les états réels du systéme (en 1’absence
de défauts), malgré des erreurs d’initialisation.

Pour les filtres précédents (équations (4.11), (4.12), (4.14) et (4.18)), nous définissons la

forme de chacune des injections de sortie augmentées.
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4.4.1 Etude de la convergence du filtre isolant un défaut actionneur

Nous appliquons la méthode menant aux résultats décrits dans la section 3.3.3 et plus par-
ticuliérement a la définition de I'injection de sortie augmentée. Cette derniére doit satisfaire
des contraintes (cf. équation (3.97)) dues d’une part aux notions de trajectoires et d’autre

part aux découplages.

Meéthode se fondant sur S;’
Le filtre réalisant le découplage de l'effet du défaut w,;(t) muni de I'injection de sortie

augmentée s’écrit, :

21 t):—QC“/zl (t) — z3(t) +ur(t)/S + U(2(t), y=(t), y.(t))
) = \/ z3(t) — 22(t) — 202/ 2a(t) + ua(t) /S + ‘I’G( (t), y2(1), y=(1))
) Yzl (t - ZB(t —2C3 vV 23 - 2'2 "‘ \I]a ay:v(t) ( ))

EFNLwal :

(4.19)
Si nous respectons les contraintes structurelles associée a l'injection de sortie augmentée, les

égalités suivantes doivent étre vérifiées :

We(2(1): 42 (1), y:(1)) = We(2(t), 42 (t)) — Wa(2(2), 4:(1)), avec & = {1,2,3}

R (4.20)

\ij(z(t)a yw(t)vyz(t)) = \I[f(zl(t)vyml(t)vyzl(t))a avec & = {2a 3}
ol pour tout signal ve(t), Te(t) = [v1(t),  ,Ve—1(t),Ver1(t), - ,v,(t)]. Ainsi la matrice
jacobienne du filtre s’écrit comme suit :

—aq + By 0+ B2 a1 + 3
Jac = 0 —(vg + a3) + B4 as + O (4.21)
0 as + Os —(a1+az) + B

avec la matrice § = 5= (t) (U g ¥4 constituée des différents éléments ;.
Dans un premier temps, nous montrons que choisir g = —as3 permet d’écrire la matrice

jacobienne sous forme de blocs qui n’est pas sans rappeler I’écriture d’une combinaison

hiérarchique :
—Q 0 631
B, | B
Jac = ( 01 B2 ) = 0 —(az+a3) a3 (4.22)
> 0 0 —(0[1 + 0[3)
avec 3; = 0,i={1,---,5,7}. Dans le domaine de fonctionnement choisi, o; > 0, Vi puisque

= Cte/+/l;(t), Vi ou Cte > 0 et [;(t) la mesure d’un niveau ou la différence entre
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deux niveaux. Avec 0 < [;(t) < oo, Vi, il semble évident que 0 < «; < oo. Ainsi, les
éléments qui composent le bloc matriciel By sont majorés. De plus, les deux blocs By et B3
sont uniformément définis négatifs car il s’agit de blocs diagonaux dont les éléments sont
strictements négatifs.

Suite & cette discussion, la solution que nous proposons est la suivante :
WS (2(t), Y (t), y:(t)) =0
U5(Z1(t), Yar (1), 71 (2)) = 0

WS (Z1(1), Ui (1), U (t)) = W3(23(t), yaa(t)) — W5(23(1), yz2( )

= QCgm 205 — Yao(t)

(4.23)

Ceci permet, de récrire le filtre :

—201\/21 t —23 t —|—u1

3\/23(t)—22(t —202\/22 —f-UQ(t)/S

S, 23(t) = 201/ Yar (t) — 23(t) — 2C3+/23(t) — Yaa(t) (4.24)
Ya2(t) = 22(1)

| Y=3(t) = 23(t)

Ce filtre assure la convergence exponentielle des estimations de 1’état vers ’état réel du sys-

téme malgré une mauvaise initialisation. En d’autres termes, z(t) — z(t) avec wy(t) =
Wea(t) = 0 pour tout z(t = 0) et (29(t), 23(t)) — (x2(t), x3(t)) Ywa (t), avec wqe(t) = 0 pour
tout z(t = 0) sont les deux points forts de I’étude de la convergence.

Pour la synthése du filtre menant a l'isolation du défaut w,;(¢), une étude similaire a la

précédente est menée et le filtre muni d’une injection de sortie augmentée s’écrit alors comme

" Z(t) = —201m+ uq (t
(t) = 2034/ 2z3(t) — 22(1) —202\/T+u2(t)/s
S 23(t) = 2C1\/ Y1 (t) — 23(1) — 2031/ 23(t) — yaa(t) (4.25)
ya(t) = z1()
Ya2(t) = 2a(t)
(yz3(t) = 23(t)

Ainsi, ce filtre permet d’assurer la convergence exponentielle des estimations malgré une
mauvaise initialisation, i.e. z(t) — x(t) avec wq(t) = wqa(t) = 0 pour tout z(t = 0) et
(22(t), 23(t)) — (22(t), x3(t)) Ywa (t), avec wya(t) = 0 pour tout z(t = 0).

En remarque, nous ajoutons que ce filtre est exactement identique au précédent en raison
de la symétrie du systéme physique étudié. En effet, la cuve 3 joue le role de cuve tampon

tant pour la cuve 1 que pour la cuve 2, ce role médian constituant la symétrie.
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Méthode se fondant sur S..
Dans le paragraphe 4.3.1.1, nous avons synthétisé un filtre découplant totalement le défaut
wa1(t) (4.12). Sur cette base, nous cherchons la forme d’une injection de sortie augmentée

qui assure la convergence des estimations des états du filtre vers les états réels du systéme :

Zl(t) = —201\/ Zl(t) — Zg(t) + ul(t)/S

+8 (g1 (t) = ua () /S + 2C1/yr (t) — yaa(t)) + T3 (2(1), y2(1), y: (1))

e

L(t) =205/ z(t) — 22(t —202\/2’27“@ /5+‘112( (1), ya(t), y=(1))
SrNLwa ¢ 23(1) = 2C13/21(t) — 23(t) — 2031/ 23(t) — 22(t) + W3(2 +(t),y:(t))
yaa(t) ==(t)
y=2(t) = 2(t)
y=3(t) = z(t)
(4.26)
La matrice jacobienne associée a ce filtre s’écrit comme suit :
—oq + B 0+ B oy + B3
0+6 —(ao+asz)+5s as + e (4.27)
ar + Br as + [s —(a1+ az) + By

Pour le filtre précédent, nous proposons la solution suivante (ségmentation de la matrice
jacobienne (4.22)) :

Ui (2(1), yu(t), y:(t) =
U3 (2(1), ¥ (1), y:(1) =
5(2(1), yu(t), y:(1) = (23(t)> Ya1(t)) — W5(25(t), y21(1)) + W5(23(E), yaa(t)) — W5(23(1), y22(t))
=201V yx1 (1) — 23(t) — 2051/ 23(t) — Yan ()
(201 Yo (t) — 23(t) — 205/ 23(¢) — yz2(t)>
(4.28)

Nous récrivons le filtre comme suit :

21 t) = —201\/21 t — 2’3 t —|—U1/S+ S yml(t) — ul(t)/S—i— 201\/1%;1(15) — yzg(t))
) \/Zg(t —Zg(t 202\/22 +U2(t)/S
)=

Ys1(t) — 23(t) —2C5 — Ya2(2)

EFNLwal :

(4.29)
Ce filtre assure la convergence exponentielle des estimations de 1’état vers ’état réel du sys-

téme malgré une mauvaise initialisation du filtre, c¢’est-a-dire z(t) — x(t) Yw,(t), avec
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We2(t) = 0 pour tout z(t = 0).

Une étude analogue permet, & ’aide d’une injection de sortie judicieusement choisie, de

prouver la convergence du filtre (4.11).

4.4.2 Etude de la convergence du filtre isolant tous les défauts ac-

tionneur

Nous rappelons ’écriture du filtre assurant I'isolation des défauts actionneur (4.15) dans sa

base d’origine :

S(t) = 205/23(1) — 22(t) — 2Car/22(1) + us(t)/S
) =2C1Vyn(t) — 23(1) — 2031/ 23(t) — yaa(t)

YFNLw, . (4.30)
t) ==l

Or ce filtre posséde la méme matrice jacobienne que celle du filtre précédent (4.29). Il n’est

donc pas nécessaire d’augmenter l'injection de sortie pour prouver la convergence du filtre.

Ce filtre assure la convergence exponentielle des estimations de 1’état vers I’état réel du
systéme malgré une mauvaise initialisation. En d’autres termes, le filtre posséde les pro-
priétés suivantes : z1(t) — x1(f) Ywaa(t) avec wqi(t) = 0, pour tout z(t = 0), de méme

29(t) — 22(t) Ywa (1), avec wee(t) = 0 pour tout z(t = 0).

Nous nous sommes intéressés a I'analyse de la convergence des filtres dédiés a l’isolation
des défauts actionneur. Dans les sections suivantes, nous cherchons une expression explicite
des injections de sortie augmentées assurant la convergence des estimations des filtres dédiés

aux défauts capteur.

4.4.3 Etude de la convergence du filtre isolant un défaut capteur

Nous supposons que la dynamique du filtre est identique a celle du systéme car les dé-

fauts capteur sont naturellement découplés. Ainsi, ce filtre, muni d’une injection de sortie
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augmentée, s’écrit comme suit :

EFNLwcl :

\ (4.31)

Remarquons les restrictions en terme de signaux utilisables (Z;(t), ¥z1(t),7,1(t)) dans les
écritures des injections de sorties augmentées. Celles-ci s’expliquent par le fait que le filtre
est synthétisé dans le but de restreindre l'effet du défaut capteur w.i(t) a la seule sortie

y-1(t). Ces restrictions s’observent au niveau de ’écriture de la matrice jacobienne :

—ay + B B2 ay + B3 0 B Bs
Bs —(ag +az) + 37 az + (s 0 Bo Bio
ar + B as + Fra —(o + a3) + Bis 0 B4 Bis
Bz Bis Big —I'1 + Bao Fa1 B2z
B3 P24 Bas 0 =Ly + B Bz
g B9 B30 0 B31 —I'3 + (32
(4.32)
Pour assurer la convergence, nous proposons la solution suivante :
S (Z2(t), Tar (1), Ta (1) = —2C1V/ 21(t) — yus(t) +2C1/ 21 (1) — y2a(t)
W5(Z2(t), a1 (1), U1(t)) = 2030/ yaa(t) — —2031/y3(t) — 22(t)
V(A (8) T (). (1) =0 )
i(2(1), y=(t),y-(1)) = 0
U (z4(t), Yar (), U=1(2)) = 0
W§(za(t), Yar (), U1(2)) = 0



136 Chapitre 4 : Application au systéme des trois cuves

Le filtre isolant le défaut capteur 1 s’écrit alors :

(1)
Z(t) = Yau3(t) — z2(t 202 V22 (t) + ua(t
Z3(t) = 21 (t) — z3(t) — 2C5 — zQ(t)
Z4(t) = —P124(t)
YFNLuw,, 4 25(t) = —Taz5(t) (4.34)
%6 (1)

et assure la convergence exponentielle des estimations de 1’état vers 1’état réel du systéme
malgré une mauvaise initialisation du filtre. En d’autres termes, le filtre posséde les proprié-
tés suivantes : z4(t) — x4(t) Ywea(t), wes(t) avec we(t) = 0, pour tout z(t = 0), de méme
(520) 220) 25(t) 2() 2(t) — (00) o) w5(t) w5() w6(0)) Vwal), avec
Wea(t) = wes(t) = 0 pour tout z(t = 0).

A Taide d’études similaires, nous proposons deux filtres isolant les deux autres défauts cap-
teur.
Le filtre assurant l'isolation du défaut capteur 2 s’écrit comme suit :

(21(75) —201m+u1
2o(t) = 2C3+/yus(t) — 2a(t) — 202\/?+ us (t
23(t) = 201/ 21 (t) — 23(t) — 205 — zQ(t)
24(t) = —Ty24(t)
YFNLu, * 4 25(t) = —Taz;5(t) (4.35)
(t)

Z6(t) = —T'324(t)

Yya(t) = z1(t) + 2(t)

Ya2(t) = 2(t) + 25(t)
(

| Y3 t) = 23(t) + 26(t)
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et le filtre suivant isole le défaut capteur 3 :

Zl (t) = —201\/ Zl — 2'3 —|— Ul

ZQ (t) \/ 23 — ZQ 202\/ 2'2 —|— UQ

23(t) = 2C1\/Yar (t) — 23(t) — 2C3

Z4(t) = —F12’4(t

(t) (4.36)
(1)

)
YFNLu, ¢ g 25(t) = —Taz5(t)
)

En remarque, nous ajoutons que les 3 filtres synthétisés dans cette section s’inscrivent tout

a fait dans une démarche visant la synthése d’un banc d’observateurs G.O.S. (définie au

paragraphe 1.3.2.3).

Lors de I'analyse structurelle, nous insistons sur la forme du filtre unique (4.18) qui permet

Iisolation de ’ensemble des défauts. Dans la section suivante, nous étudions la convergence

d’un tel filtre.

4.4.4 Etude de la convergence du filtre isolant tous les défauts cap-

teur

Le filtre (4.18) muni d’une injection de sortie augmentée s’écrit :

(
YFNLy, & 4 25(t) = —Ta(z5(t)
(

+ Ug(
+ \I[CQL(ZS(t)v ym2(t)7 Y22 (t))
+ Ug(

Z6(t) = —T'3(z6(t 26(t), Yas(t), y=3(t))
Yo (t) = 21(t) + 2(t)
Yoo (t) = 22(t) + 25(t)
Y=3(t) = 23(t) + 26(t)

(4.37)
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La matrice jacobienne associée a ce filtre posséde la forme suivante :

- 0 +ay 0 0
0 —(ag+as) as 0 0 0
o o —(a1 + as) 0 0 0 (1.38)
0 0 0 I+ /51 0 0
0 0 0 0 Ty + B 0
0 0 0 0 0 Ty 4 By

Il en résulte que la matrice jacobienne n’est pas uniformément définie négative quelles que
soient les injections de sorties choisies. La convergence ne peut donc pas étre prouvée.

Une solution & ce probléme consiste & diminuer le nombre de défauts a isoler avec un filtre
unique de maniére & gagner des degrés de libertés dans I'écriture de l'injection de sortie
augmentée. Ceci est le principe méme des structures de banc d’observateurs (dédiée et gé-

néralisée définies & la section 1.3.2).

Dans la section suivante, nous illustrons ces différents résultats théoriques a l’aide de si-

mulations.

4.5 Simulations

Les figures 4.2(a) et 4.2(b) représentent I’ensemble des signaux connus et mesurés du systéme.

25 1 03l

_____

151 g 02

1
1
! .
] R !
[ ]
/ !
" 1

05F |'I b 01f === !
'

o S~ I . | . . I I . . . . . . . . . .
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(a) Commandes (b) Sorties du systéme

F1G. 4.2: Signaux connus du systéme dans le cas sans défaut

La figure 4.2(a) présente le signal de commande ou plus précisément les deux débits des deux
pompes (actionneurs) tandis que la deuxiéme 4.2(b) fait apparaitre les sorties du systéme. Le
systéme est en boucle ouverte, i.e. la commande n’est pas fonction des sorties du systéme.

Toutefois, grace a la connaissance du modéle du systéme, il est possible de déterminer les
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commandes u1(t) et uq(t) de fagon a faire coincider les sorties y; (¢) et y2(t) aux deux fonctions

de références définies comme suit :

0<t <50 Lie(t)=02m | 0<t<50 Lowes(t) =0.1m
niveau cuve 2

t>50 Lier(t) =0.3m t > 150  Loyes(t) = 0.15m
(4.39)
D’aprés la figure 4.2(b), nous remarquons que ces trajectoires sont suivies avec un temps de

niveau cuve 1

réponse relativement faible.

Ensuite, afin d’évaluer I'influence d’une mauvaise connaissance des conditions initiales, nous
initialisons différemment le systéme du filtre :

2(t =0) — 2(t = 0) = (0.1.10—6 0.2.10°6 0.3.10—6>T.

Nous ajoutons que I’ensemble des défauts actionneur (resp. capteur) considérés lors de ces
simulations sont de type biais et ont une amplitude égale a 10% de la commande (resp. de

la sortie).

4.5.1 Défauts actionneur

Nous montrons a la figure 4.3 I'effet du défaut actionneur wy (t) sur les sorties du systéme.

[ 160 2&0 3(;0 4(‘10 5(‘]0 6(‘70 7‘00 El‘)ﬂ 9&0 1000
F1G. 4.3: Sortie du systéme dans le cas d'un défaut actionneur w,; (%)

Une dérive sur les trois niveaux est a noter. Puisqu’il s’agit d’un défaut agissant directement
sur le débit d’entrée dans la cuve 1, la dérive est plus franche sur ce niveau (i.e. L; ou
z1(t)). Mais puisque toutes les cuves sont connectées entre elles, le défaut influence, dans
une moindre mesure, les niveaux des cuves 2 et 3.

Les effets du défaut actionneur wgys(t) étant identiques, ils ne sont pas représentés.

Les erreurs d’estimation des filtres (4.11) et (4.26) sont représentés aux figures 4.4(a) et
4.4(b) en présence du défaut we; ().

La figure 4.4(a) refléte le probléme lié & la convergence qui se traduit par une erreur d’es-
timation tendant trés lentement, si tentée qu’elle le fasse, vers zéro. En revanche, 'erreur
d’estimation figure 4.4(b) tend trés rapidement vers zéro malgré 1'occurrence du défaut ac-

tionneur wg (t) et illustre 'intérét de I’étude de la convergence. Quant a la figure 4.4(c), elle
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wq1(t) et avec l'injection de sortie aug-
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(c) En présence du défaut actionneur w,a(t) et
avec l'injection de sortie augmentée

F1G. 4.4: Erreur d’estimation du filtre insensible au défaut actionneur w, ()

met en exergue la sensibilité du filtre au défaut actionneur wgs(t).
Puisque nous montrons qu'’il est possible de synthétiser un filtre assurant I’isolation des deux

défauts actionneur (4.30), nous présentons a la figure 4.5 les sorties du systéme 4.5(a) d’une

part et I'erreur d’estimation de ce filtre d’autre part 4.5(b).

Notons que les défauts actionneur se traduisent par une déviation des trajectoires du systéme
de leurs références. Mais ce qui constitue sans doute I'un des résultats majeurs est illustré par
la simulation 4.5(b). En effet, a I’aide de ce seul filtre nous détectons aisément 1'occurrence
du défaut actionneur w, (t) & I'instant 100 et du défaut actionneur wys(t) a 'instant 200.

Lors de I’étude théorique, nous avons étudié un deuxiéme groupe de défauts (les défauts

capteur). La section suivante présente plusieurs simulations illustrant l'isolation de ces dé-

fauts.
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(a) Sorties du systéme (b) Erreur d’estimation du filtre d’isolation

F1G. 4.5: Simulation de 'apparition de deux défauts consécutifs

4.5.2 Défauts capteur

Nous présentons les simulations du filtre qui permettent l'isolation du défaut capteur w.(t)
(défini par I’équation (4.34)). La figure 4.6 met en relief, identiquement aux filtres précé-
dents, I’analyse de convergence. Les résultats sont particuliérement probants en 1’absence de

défauts.

L L L L L L L L L R L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 100 ) 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

( a ) Sans prouver la convergence ( b ) En ayant prouvé la convergence

F1G. 4.6: Erreur d’estimation dans le cas sans défaut

Nous choisissons de présenter a la figure 4.7 les sorties du systéme en présence du défaut
capteur wg (t). 1l est alors trivial de reproduire 'effet des 2 autres défauts capteur.

Par la suite nous présentons plus particuliérement le comportement du filtre assurant l'iso-
lation du défaut capteur w.(t) (figure 4.8) lors de 'occurrence de ’ensemble des défauts :
— we (t) figure 4.8(a),

— wea(t) figure 4.8(b),

— we3(t) figure 4.8(c).

Une étude théorique de I’erreur d’estimation (identique au résidu pour les simulations) r(t) =
Y.(t) — y.(t) = 2(t) — x(t) méne a différents résultats. Suite a la définition du filtre (4.31)



142 Chapitre 4 : Application au systéme des trois cuves

L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

( a ) Sorties du systéme

F1G. 4.7: Cas du défaut capteur we (t)

intégrant les contraintes dues au découplage, nous sommes en mesure de déterminer les
sensibilités du résidu aux défauts. En effet, une étude de 'invariance des sous-espaces d’état
permet d’établir le tableau 4.1 ou les éléments qui le constituent sont a interpréter comme
suit :

— “17 équivaut a une sensibilité certaine,

— “0” équivaut a une insensibilité certaine,

— “1/0” équivaut a une indétermination.

Reésidus Defames wer(t) wea(t) wes(t)
z1(t) — z1(t) 1 1/0 1/0

TAB. 4.1: Sensibilité des résidus

Les indéterminations sont dues a la forme générale de I'injection de sortie augmentée dans
’écriture du systéme d’équation (4.31). En revanche, si nous précisions 1’écriture du filtre a
aide des égalités définies par les équations (4.33), alors nous sommes en mesure de lever les

indéterminations et de récrire le tableau 4.1 en 4.2. Notons la colonne de “1” du tableau qui

Résidus Defomes we (¢) wez(?) wea(?)

TAB. 4.2: Sensibilité des résidus

s’explique par 'utilisation de la sortie y,3(¢) au sein de 'injection de sortie (sortie sensible au



4.5 Simulations 143

0.035 T T T T T T T T 0.035 T T
—r
-r3
- -7
003 003 ’
1
1
0025 b 00251 1 b
!
!
002 g 0.02f 1 g
!
1
00151 g 00151 ' g
!
!
001 b 001 ! b
!
1
0.0051 1 0.005 ! 1
1
!
—_ ] 1
~0.005 . I . . . . . I . ~0.005 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(a) Dans le cas du défaut capteur we;(t)  (b) Dans le cas du défaut capteur wo(t)

0.03 T T T T T T T T

-0.01

-0.02

~0.03 L L L L T L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(c) Dans le cas du défaut capteur wes(t)

F1G. 4.8: Erreur d’estimation du filtre
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défaut capteur w3(t)). En revanche, puisque la sortie y,2(t) n’est pas utilisée, nous assurons
la seule sensibilité de 2o(t) — x2(t) & wea(t).

Le tableau 4.2 est illustré par les courbes représentées a la figure 4.8. En effet, la figure 4.8(a)
présente les trois résidus et seul le premier est sensible & 'occurrence du défaut we(¢). La
figure 4.8(b) présente les trois résidus et seul le deuxiéme est sensible a 'occurrence du défaut

Wea(t). Quant a la figure 4.8(c) la sensibilité des trois résidus au défaut w.s(t) est évidente.

4.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre 'application a un cas concret des différentes méthodes
théoriques proposées dans les chapitres précédents. Nous avons choisi le systéme physique
des 3 cuves qui posséde I'avantage de présenter un couplage fort entre les différents niveaux
de liquide et permet ainsi la mise en relief des résultats propres au découplage. Quatre mé-
thodes de découplages sont présentées.

Une premiére méthode refléte la synthése de filtres assurant l’isolation des défauts action-
neur a l'aide des distributions introduites par C. De Persis et A. Isidori (Sfj). L’isolation
des défauts n’est assurée que si 2 filtres sont synthétisés.

Une deuxiéme méthode consiste a découpler totalement chaque défaut actionneur. Cet objec-
tif est réalisé grace au calcul des distributions S, (introduites au chapitre 2). Ces derniéres
permettent d’augmenter (en terme d’inclusion) le sous-espace insensible a un défaut. Comme
précédemment, 1'utilisation de 2 filtres est nécessaire a I’isolation des défauts.

En troisiéme méthode, nous proposons l'isolation des deux défauts actionneur a 1’aide d’un
seul et méme filtre. Ceci nécessite la prise en compte de contraintes additionnelles (définies
dans le chapitre 3) qui sont satisfaites pour cet exemple.

Enfin, une quatriéme méthode visant I’isolation des défauts capteur est mise en oeuvre. Suite
a I’énoncé des structures particuliéres de banc de filtres (chapitre 1), nous présentons et si-
mulons un banc d’observateurs de type G.O.S.

Afin d’assurer la convergence exponentielle des estimations provenant de chaque filtre mal-
gré la présence d’erreurs d’initialisation, nous appliquons la théorie de la contraction. Cette
derniére montre, et c’est tout son intérét, une facilité de mise en oeuvre intéressante. Les

résultats obtenus en simulation sont particuliérement probants.



Chapitre 5

Ouverture : vers un formalisme

algébrique du diagnostic

5.1 Introduction

Ce chapitre est une ouverture tant d’un point de vue des résultats que par les notions mises
en oeuvres. En effet, suite a ’école d’été de Grenoble 2001 (s'intitulant : Geometric modelling
and control of physical systems) et plus précisément a exposé de M. Fliess, nous avons été
intéressés par les outils mathématiques mis en oeuvre dans de nombreux articles ([23], [20],
[22] et [19]). Ces articles traitent principalement des problémes de commande des systémes.
Basée sur des notions algébriques avancées, la théorie des modules permet un formalisme
particuliérement intéressant. Comme nous le mettons en évidence dans les chapitres 2 et
3, de nombreuses notions sont difficiles & traduire (en terme de formalisme) a I’aide d’une
approche différentielle du type espace d’état. Il serait facile d’imputer ces difficultés au fait
que les systémes traités sont non linéaires mais il n’en est rien. En effet, les mémes difficultés
sont rencontrées lors de I'étude des systémes linéaires.

Ces difficultés sont grandement réduites grace a 1'utilisation de notions algébriques telles
que la théorie des modules. En effet, les propriétés qui définissent un module (¢f. annexe C)
semblent particulierement appropriées a la caractérisation des systémes.

Nous insistons sur le fait que ce chapitre d’ouverture n’est certainement pas exhaustif mais
constitue en soit une perspective intéressante tant pour les systémes linéaires que les exten-
sions envisageables pour les systémes non linéaires. En d’autres termes, plutot que d’évoquer
lors de la conclusion générale les possibilités intéressantes de formalisme qu’offre ’algébre,
nous les mettons en relief & I'aide de ce chapitre. Evidemment, ces caractéristiques seraient
bien plus explicites dans le cadre de I’étude des systémes non linéaires, mais ceci pourrait
faire 'objet d’une future thése. C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous ne ferons qu’en exhi-
ber les intéréts en considérant les systémes linéaires.

En tant que chapitre d’ouverture, nous présentons dans un premier temps la caractérisation
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d’un systéme linéaire a l'aide des modules. Puis I’établissement des notions “habituelles”
en automatique (commandabilité, observabilité et sorties plates) qui caractérisent un sys-
teme est effectué a l'aide de la théorie des modules. Nous proposons ensuite les définitions
de la détectabilité et de I'isolabilité de défauts. Enfin, nous illustrons nos résultats a l'aide

d’exemples académiques.

5.2 Représentation des systémes linéaires a Paide de la

théorie des modules

Dans le cadre de automatique, nous définissons des opérateurs particuliers qui satisfont
les propriétés d’un module. Nous pouvons alors décrire les systémes linéaires a l'aide d’un
formalisme algébrique. Pour faciliter la lecture, de nombreuses définitions sont rappelées en

annexe C.

5.2.1 Définition d’un module approprié aux systémes linéaires

Dans ce qui suit, nous posons les opérations définissant les modules (cf. [19]).

En considérant un champ £ muni d’une simple dérivation d/dt comme opération, nous avons :

d .
Vabek, — —(at+b)=a+b
dt (5.1)

d .

il s’agit en 'occurrence d’'un champ commutatif.

L’anneau (cf. annexe C) des opérateurs différentiels linéaires noté k[d/dt] est de la forme
suivante :
dOé

Z aa%, aq € k (52)

finie
Nous ajoutons que 'anneau k[d/dt] est commutatif si, et seulement si, k£ est un champ de
constantes (i.e. a, =0).
Suite & cette remarque, nous distinguons un R[d/dt]-module (ou k est le champ de constantes

R) d’un k[d/dt]-module .

5.2.2 Définition d’un systéme linéaire a I’aide de la théorie des mo-

dules

Comme nous venons de le définir, il est possible de considérer aussi bien des coefficients

variables dans le temps (k[d/dt]-module) menant & la définition des systémes Linéaires Va-
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riant dans le Temps (L.T.V.) que des coefficients constants pour la définition des systémes
Linéaires Invariant dans le Temps (L.T.I.).
Si chacun d’eux est perturbé par un défaut w, la représentation kalmanienne d’'un systéme

L.T.V. perturbé est donnée par :

5 L0 = A0 + By + Pw() 653
y(t) = C)z(t)

tandis que celle d’un systéme L.T.I. perturbé refléte un cas particulier :
ELTI : (54)
(t)

ou z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € RP et w(t) € R? représentent respectivement l’état, la
commande, la sortie et 'entrée inconnue perturbatrice nommeée défaut. Quant aux matrices
A, B, C et P nous les considérons constantes dans le cadre d’un systéme L.T.I. ou fonction

du temps pour un systéeme L.T.V.

Afin de simplifier les écritures, nous considérons par la suite uniquement des systémes L.T.I.,

tout en insistant sur la possibilité d’étendre tous les résultats aux systémes L.T.V.

Soit le R[d/dt]-module libre engendré par z, 4, w noté N. Tout élément n de N s’écrit :

n=>Y a2 +> au” +> a0 (5.5)

finie finie finie

Soit F' un sous-module de N engendré par les composantes du vecteur :

&I

I~}

(ajat1—A - —p) (5.6)

g

Nous définissons A comme étant le R[d/dt]-module associé a la dynamique linéaire du sys-
téme. Alors A doit vérifier les propriétés suivantes :

(i) 0 N F A 0 est une suite exacte,

(ii)) A= N/F, i.e. A est le sous-module quotient de N par F.

n remarque, nous ajoutons que (z w w n résidu T U w -a-dire leur
En remarque, nous ajoutons que sont les résidus de , ¢’est-a-dire leurs

images (ou projections) canoniques dans A.

Néanmoins, il ne faut pas considérer que la définition du R[d/dt]-module A est exclusivement
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liée a la représentation utilisée (kalmanienne par exemple) pour décrire le systéme. En effet,
T

il est toujours possible de définir des états généralisés n = (771 77n> comme des élé-
ments de A dont I'image canonique dans A/spang,,.(u) est une base. Les états généralisés

permettent une représentation d’état généralisée :

Tl =r]: +ZGad— : (5.7)

Suite & la définition du R[d/dt]-module A décrivant le systéme linéaire (5.4), nous définissons
a 'aide de propriétés algébriques les caractéristiques couramment rencontrées en automa-

tique.

5.3 Caractérisation d’un systéme linéaire

Introduisons le sous-module A™™ de A tel que A" = A/spangy 4 (w). En d’autres termes,

ce sous-module est le reflet d'une dynamique (5.4) non perturbée (w = 0, Vt).

Par hypothése de travail, nous considérons une commande en boucle ouverte. Ainsi il semble
trivial d’ajouter : spangy g (w) N spangy/q(w) = {0} donc spangy 4 (u) est isomorphe a sa

projection canonique spang,q(u"") dans A",
De plus, afin d’étre en accord avec ’étude de la convergence réalisée dans le chapitre 3,
nous supposons que les conditions initiales liées & chacune des équations différentielles sont :

— soit nulles,

— soit modélisées comme une perturbation.

Suite & cette remarque, nous savons que A"™ /spang, 4 (u"™) est de torsion. En effet, tout

élément, non influencé par la commande, I’est au moins par la perturbation.

Nous représentons un systéme linéaire a ’aide d’'un diagramme mettant en oeuvre une suc-
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cession de suites exactes comme suit :

0
SPallR[q/qr) (u) —= SPallR|q/qr) (umem)
0 —— spangqg(w) —— A — Arom — 0

A" pangy (4™

avec A" = A /spangy 4 (w).

La perturbation ne joue aucun role dans la définition tant de la commandabilité que de
I'observabilité. Ainsi, nous dirons qu’un systéme (5.4) est commandable ou observable si, et

seulement si, A" = A/spang; 4 (w) est commandable ou observable.

Définition 5.1 Le systéme (5.4) est commandable si, et seulement si, A"™ (qui lui est

associé) est libre.

Suite & cette définition, nous remarquons que si le systéme (5.4) est commandable, le module
nominal A" qui lui est associé ne posséde pas d’éléments de torsion.
Avec une écriture de systéme kalmanienne, s’il est possible d’écrire ce qui suit aprés un

changement de coordonnées :

il est trivial de constater que cette partie de ’état n’est pas commandable.
En algébre ceci s’exprime ainsi (avec Z;(t) # 0) : il existe un élément a de 'anneau k[d/dt] tel
que aZ; = 0. Dans ce cas a = d/dt—q; et il existe alors au moins un élément de torsion. Ainsi,

A™™ n’est pas libre ce qui signifie d’apreés la définition que le systéme n’est pas commandable.

Définition 5.2 Tout m-uplet d’é¢léments de A, dont l'image canonique dans A™™ est une

base, est appelé sortie plate.

Les sorties plates jouent un role d’importance dans la commande des systémes et plus par-

ticuliérement dans la commande des systémes non linéaires en boucle ouverte ([21]).
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Nous accordons un intérét particulier & la définition qui suit car elle est trés proche des
définitions analytiques proposées dans les chapitres précédents (cf. y—reconstructabilité dé-
finition 2.4).

Définition 5.3 Le systéme (5.4) est observable si, et seulement si, A™™ et

spangg/q (U, y"™") coincident.

Nous notons avec quelle facilité I’ensemble des signaux dits connus sont représentés a l'aide
de la théorie des modules (spangy 4 (u"™, y"*™)). Nous ne manquons pas de faire le paral-
lele avec ce que nous développons dans le chapitre 2 et les difficultés rencontrées en terme

de formalisme.

Dans la section suivante, nous proposons un formalisme algébrique de notions bien connues
en diagnostic de systémes. Ainsi nous nous proposons de revenir sur les définitions des cha-
pitres précédents : détectabilité, isolabilité et découplage total a l'aide de la théorie des

modules.

5.4 Diagnostic des systémes linéaires : une approche al-
gébrique

Lors de I'étude d'un systéme menant a son diagnostic, la premiére étape est sans doute de
vérifier si I’ensemble des défauts considérés sont détectables. Il s’agit de 'objet du paragraphe

suivant.

5.4.1 Deétectabilité des défauts

Afin d’appréhender au mieux la notion de détectabilité en terme algébrique, nous étudions
dans un premier temps un cas particulier. Puis nous étendons la définition qui en découle

au cas général.

5.4.1.1 Etude du cas mono-défaut

Nous supposons que seul un défaut peut apparaitre sur le systéme (dim(w) = 1).

Un défaut est dit détectable si, et seulement si, il a un effet sur I'une au moins des sorties.
En d’autres termes, lors de I’écriture des sorties et/ou de leurs dérivées, il doit apparaitre
I'expression du défaut w et/ou de ses dérivées.

A laide des modules cette propriété peut se formaliser comme suit, avec I'y,, € A le

R[d/dt]-module engendré par spangq(u, w,y) :
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Définition 5.4 Si Iy, /spangg q(u) -
— est de torsion < le défaut est dit non détectable,

— n’est pas de torsion < le défaut est dit détectable.

Nous insistons sur le dernier point, car toutes les sorties ne sont pas nécessairement sensibles
au défaut. En effet, en ajoutant que si le module n’est pas de torsion, cela ne signifie pas qu’il
est libre, il suffit que la partie libre de Iy, ,/spangy 4 (u) ne soit pas réduite a I'ensemble
{0}.

De plus cette définition est basée sur l'indépendance de la commande et du défaut

(SpanR[d/dt] (u) N SPallR(q/qr) (w) = {0}).

Puisqu’il s’agit de I’étude d’un cas particulier (mono-défaut), nous étendons cette étude

au cas plus général (multi-défauts).

5.4.1.2 Etude du cas multi-défauts

Plusieurs défauts peuvent apparaitre sur le systéme (dim(w) > 1).

Les défauts sont détectables seulement si chaque signal scalaire w; l'est. En effet, si
Ly wy/spangy 4 (u) n’est pas de torsion, alors une partie du défaut affecte les sorties mais
rien ne prouve que tous les défauts agissent sur au moins 'une des sorties. Rappelons le
cas ol une partie du défaut est naturellement découplée et appartient au sous-espace d’état
inobservable.

Définition 5.5 Tous les défauts sont dits détectables si, et seulement  si,
Lo wy/sPangg an (u, wi) nlest pas de torsion avec w; = [Wi, ..., Wi 1, Wit1,..., Wy| €t

Nous proposons le théoréme suivant qui lie les définitions 5.4 et 5.5.

Théoréme 5.1 Avec dim(w) > 1, si Iy, y/Spangy 4 (u) n'est pas de torsion alors l'une au

moins des composantes du vecteur défaut est détectable.

Preuve

St Duwy/spanga(u) n'est pas de torsion alors il existe un sous-module de
Lo y/sPang g (w) libre non réduit a {0}. Or seule lapparition de w au sein de ce sous-
module assure la non réduction a {0} de sa partie libre car Ty 4, /Spangq 4 (u, w) est toujours
un module de torsion. Alors il existe i tel que Iy /Spangy 4 (u, w;) ne soit pas de torsion.

D’apres la définition 5.5 ceci signifie qu’au moins la composante w; du défaut est détectable.
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Lors de I’étude d’un systéme pour le diagnostic, suite a I’établissement de la détectabilité de
I’ensemble des défauts, 'automaticien souhaite les distinguer. Le paragraphe suivant propose

une définition de cette propriété.

5.4.2 Isolabilité des défauts

Pour débuter I’étude de I'isolabilité des défauts, nous exprimons cette notion a l’aide de la
phrase suivante :

un ensemble de défauts est isolable si & partir des signaux connus (sorties y et commandes
u) il est possible de les distinguer.

Dans ce qui suit, nous considérons un cas d’isolabilité beaucoup plus large que ce que nous
énongons dans le chapitre 2 en début de section 2.4 (c¢f. géométriquement isolable), car dans
ce qui suit la dynamique des défauts sur les sorties est considérée et peut étre un moyen de

distinction.

L’hypothese générale spangyq(wi), Vi = {1,---,q} est sans torsion, implique que le
nombre de sorties doit nécessairement étre supérieur ou égal au nombre de défauts a isoler

(dim(y) > dim(w) = g).

Nous présentons dans un premier temps le cas général, puis a 1’aide de ’é¢tude du cas parti-

culier 2_sorties-2 défauts, nous illustrons la méthode algébrique proposée.

5.4.2.1 Etude du cas général

Nous considérons un systéme possédant p sorties et g défauts (p > ¢). A chaque défaut w;

est associé le calcul d’un sous-module de A :

Vi = SPalRq/qt) (w;) N SPallgq/qt) (y,u) (5.9)

Définition 5.6 L’ensemble des défauts sont dit isolables si, et seulement si :

Vi= SpanR[d/dt](wz) M spangq/qy) (y, u) # {0}, Vi (5.10)

En remarque, nous ajoutons que I’hypothése de détectabilité n’est pas nécessaire. En effet,
I’énoncé de la définition précédente inclut cette hypothése car il y a intersection entre les
deux sous-modules uniquement lorsque le défaut posséde un effet sur I'une au moins des
sorties (il s’agit de la définition de la détectabilité).

D’aprés cette remarque, le théoréme suivant semble trivial :

Théoréme 5.2 Si [’ensemble des défauts sont isolables alors ils sont détectables.
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Preuve

En considérant la définition de Uisolabilité d’un défaut w; qui est V; = spangyqq(w;) N
spangq/q (Y, u) # {0}, celle-ci permet de qualifier le module spang g, 4 (Y, u, w;) /spang g, (w)
comme n’étant pas un module de torsion. Il  semble alors évident que
SPang(q/qdr) (yauaw)/SpanR[d/dt] (u,w;) en rappelant que w; = (wl o Wi Wigr c wq)

n’est pas un module de torsion (définition de la détectabilité).
[

Afin de réaliser un lien entre les notions introduites dans ce chapitre et celles réguliérement

employées dans la littérature, nous proposons le théoréme suivant :

Théoréme 5.3 Si l’ensemble des q défauts sont isolables < la matrice de transfert des

défauts sur les sorties est de rang q.

Preuve

(<) si la matrice de transfert des défauts sur les sorties est de rang q (en rappelant que

q < p) alors il est possible de I’écrire comme suit (via un changement de coordonnées) :

&(s) 0 0
0
: .o 0
Tw=U(s)| 0 o 0 éfs) (5.11)
0
0 0

ou s est lopérateur de Laplace.

Ceci implique une transformation des sorties de la maniére suivante :

( ai(s)yr = bi(s)u+ci(s)wy + -+ - + di(s)wy ( ai(s)y — bi(s)u = é1(s)w
aq(8)yq = bg(s)u+ cq(s)wr + - - + dy(s)wy — aq(s)y — Bq(_s)u = Cq(5)wq
Aq41(8)Yg+1 = bgt1(s)u + cqr1(s)wi + - -+ + dgr1(s)wy ag+1(8)y — bg41(s)u =10

\ ap(8)yp = bp(s)u + cp(s)wi + - -+ + dp(s)wy \ ap(s)y — l;p(s)u =0

(5.12)
1l est alors trivial que V; = spangq) g (w;) Nspangjq/qy (¥, u) # {0} avec i = {1,--- , q}, les défauts

sont donc isolables par définition.
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(=) siles défauts sont isolables alors chaque sous-module V; = spang(q) g (w;) N spang(qqs (Y, u) #

{0} ainsi a chaque défaut, il est possible d’associer ’équation suivante :
pi1(s)wr = q(s)yr + - +71(8)yp + s1(s)u
: (5.13)
re(s)wg = qq(s)yr + -+ +rq(s)yp + sq(s)u

A Daide d’une transformation équivalente o la précédente nous assurons l’écriture suivante :

q1(5)y1 = 51(s)u — (Pr(s)wy + - - + q1(s)wy)
: (5.14)
Qq(8)Yq = 34(s)u — (Pg(s)w1 + -+ + Gg(s)wy)

Le probléeme lié o cette équation est 'apparition de combinaison de sorties dans le membre de

gauche. Mais ajouter que y = H(s)y avec H(s) inversible (de rang q) permet de conclure.
|

Dans le cadre ou les défauts ne sont pas isolables, il semble particuliérement intéressant
d’étudier 'intersection spangy g (wi) N spangg e (Y, u, w;) avec i # j. Cette étude permet

I’isolation d’un groupe de défauts. Par exemple,
spangg/q (w1) N spang g4 (v, u) = {0}
spang|y/q (Wa) N spangy/qn (¥, u, w1) # {0} (5.15)
SPalRq/qt) (w3) N SPangq/qt) (y, u,wy) # {0}

dans cet exemple, les défauts w, et ws sont isolables de par leurs effets sur les sorties.

Le paragraphe suivant présente les résultats dans le cadre de I’étude d’un systéme possé-

dant 2 sorties et 2 défauts.

5.4.2.2 Etude du cas particulier 2 sorties-2 défauts

Considérons que dim(w) = dim(y) = p = g = 2, c’est-a-dire :

i':A$+BU+P1w1+P2w2
= Az + Bu + Pw
X — X Y = 011' (516)
y=Cr
Yo = Chx
D’apreés la définition précédente du systéme, il est toujours possible d’écrire les sorties de la
maniére suivante :
ai1(s)yr = bi(s)u + ci(s)wy + di(s)wy (5.17)

as(8)ys = ba(s)u + ca(s)wy + do(s)ws (5.18)
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avec a;(s), bi(s), c¢i(s), di(s), des polynomes en s (ce sont donc des éléments de 'anneau
R[d/dt]).
Nous proposons une étude de cas qui permettra une meilleure appréhension du probléme. A

cette fin, nous définissons la matrice de transfert des défauts sur les sorties comme suit :

~fe(s) di(s)
T, = (CZ(S) d2(5)> (5.19)

Nous ajoutons (sous I'hypothése de détectabilité de tous les défauts) que I'un au moins des

polynomes c¢;(s) (resp. di(s)) et ca(s) (resp. da(s)) est non nul, c’est-a-dire qu’il ne peut y

avoir plus de deux zéros dans la matrice T},,. Pour débuter I’étude, nous énumérons les cas

triviaux :

— dans le cas ol seule une composante de la matrice T, est nulle alors les défauts sont
isolables,

— dans le cas ou deux composantes de la matrice T}, sont nulles alors les défauts sont
isolables (resp. non isolables) si les zéros ne sont pas sur la méme ligne (resp. sont sur la
méme ligne).

Par conséquent seul le cas ot les quatre polyndomes sont non nulles est a étudier.

Il faut alors se poser la question suivante :
“Est-il possible d’éliminer, par substitution, I’effet d’un défaut sur I'une des deux sorties ?”

La réponse est “oui”, si les équations ne sont pas équivalentes a un polynoéme multiplica-
teur prét, c’est-a-dire py(s)(c1(s)wr + di(s)ws)) # pa(s)(ca(s)wy + da(s)ws)), pour tous les
couples de polynomes (p;(s),p2(s)) # (0,0). Dans le cas contraire (égalité), il existe un
transfert liant les deux équations de sorties (py(s)py'(s)), ce qui interdit toutes possibilités
de substitutions.

Sous 'hypothése d’inégalité, les deux équations ((5.17) et (5.18)) peuvent s’écrire :

ca(8)ar(s)yr = c2(8)by(s)u + ca(s)c1(s)wy + ca(s)dy(s)we (5.20)
c1(s)az(s)y2 = c1(s)ba(s)u + c1(s)ca(s)wr + c1(s)da(s)ws

et permettent :

ca(s)ar(s)yr — ci(s)az(s)ya — (c2(8)bi(s) — c1(s)ba(s))u = (ca(s)di(s) — c1(s)da(s))wy
(5.21)

Il existe alors une dynamique de wy (resp. wp) exprimable a l'aide des sorties et de la

commande. Dans ce cas, en considérant le corps rationnel, nous écrivons :

(ca(s)di(s) — c1(s)da(s)) " ea(s)ar (s)yn
— (ca(s)d1(s) — c1(s)da(s)) " er(s)as(s)ys (5.22)
— (ca(s)di(s) — c1(s)da(s)) ™ (cals)bi(s) — c1(s)ba(s))u = wy
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Il semble alors trivial d’exprimer une combinaison de sorties et de commande seulement

affectées par le défaut w, :

ai(s)yr =
di(s)(ca(s)d(s) — c1(s)da(s)) " ea(s)ar (s)y
— dy(s)(ca(s)di(s) = er(s)da(s)) " er(s)az(s)ys (5.23)
— di(s)(ca(s)di(s) = er(s)da(s)) 7 (ca(s)ba(s) — c1(s)ba(s))u
+ by (s)u + c1(s)wy

En conclusion des calculs précédents, nous savons que 'équation (5.23) (resp. (5.22)) permet
I'isolation du défaut w; (resp. wsy) puisqu’elle ne fait intervenir que son écriture et non celle
de wy (resp. wy).

Ainsi une maniére subjective d’appréhender les conditions d’isolation de défauts est de consi-
dérer que s’il existe une combinaison de sorties et commandes permettant d’écrire chacun

des défauts indépendamment les uns des autres alors ils sont isolables.

Dans ce qui suit, nous proposons, dans les mémes conditions particuliéres (p = ¢ = 2),
I’énoncé des conditions d’isolation au moyen de la théorie des modules. Cependant comme
nous venons de l'illustrer 4 ’aide d’une pré-étude, les fonctions de transfert sont nécessaires.
Nous introduisons R(d/dt) le corps de fraction de R[d/dt]. Soit le R(d/dt)-espace vectoriel

appelé espace de transfert du systéme A défini comme suit :
A = R(d/dt) @ppajang A (5.24)

ot R(d/dt) @ra/ay ® est le foncteur de localisation (cf. annexe C). Il semble important de
rappeler que le foncteur de Laplace n’est pas fidéle. Cependant, par définition nous consi-
dérons que tout état est, soit influencé par un défaut, soit influencé par la commande. Ceci
assure ’absence de tout élément de torsion dans A et donc la réduction a {0} de Ayorsion-
Evidemment, I’égalité Asprsion = {0} n’est en rien synonyme de commandabilité, notion éta-
blie & partir de I'étude de A™™ = A /spangy 4 (w).
Posons :
Vi = spangq, g (w1) N spangq,q (Y1, Y2, v) (5.25)
Vo= SPallgq/qt) (wz) N SPallg|q/qt) (Y1, Y2, u) (5.26)
Nous rappelons que par définition, w est une entrée exogene ce qui assure spangy g (u) N
spangyq(w) = {0}. Ainsi, nous interprétons I'existence (non réduction a {0}) du sous-
module V; (resp. V5) par I'existence d’une équation du type (5.23) (resp. (5.22)) c’est-a-dire

p1(8)yr + p2(8)y2 + p3(s)u = pa(s)wy (resp. p1(s)y1 + p2(8)ys + p3(s)u = pa(s)ws). Ceci est
une conséquence directe de la R(s)-linéaire indépendance de y; et ys.

En conclusion, les défauts sont isolables si, et seulement si, chaque sous-module associé
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a chaque défaut est non nul (V; # {0}, Vi).

Notons que la définition de l'isolation des défauts proposée est directement liée & leur esti-
mabilité (chapitre 2). Il parait naturel suite & ces définitions de définir le découplage total

en terme algébrique.

5.4.3 Systéme totalement découplable

En considérant les signaux connus u et y, & spangyq4;(u, y) nous associons l'ensemble des
signaux A-reconstructibles.

Ainsi la définition du découplage total est la suivante :

Définition 5.7 Un systéme linéaire A de commande u et sortie y perturbé est dit totalement

découplable si, et seulement si, spangy 4 (w) C spangy/q (4, y)

Cette définition est justifice quelle que soit la dimension de w (cas mono et multi-défauts).

Nous ajoutons en remarque que dans le cadre des systémes observables ceci signifie que A et

spanpy 4 (U, y) coincident.

5.5 Exemples illustratifs et synthése de filtres

Dans ce paragraphe, nous proposons 1’étude de plusieurs modéles académiques fictifs afin

d’appliquer et d’illustrer les différentes notions précédemment introduites.

5.5.1 Exemple 1

.’i’l = —x1 +wy
Y Tog = —Tg + Wy (527)
Y=

Nous débutons I’étude de cet exemple par ’évaluation de la détection de chacun des dé-
fauts. Ainsi d’aprés la définition 5.5, les modules spangyqy(y, u, w)/spangy (v, w2) et
spang(q 4 (Y, U, W) /spangy 4 (u, wr) sont & étudier afin de déterminer s’il s’agit de modules
de torsion.

Or avec § = &1 = —x1 + wy, Yy = (—1)ixy + wgi_l) — wf‘” s (=),

spang(y 4 (Y, U, W) /Spangy 4 (U, we) n'est pas de torsion et donc w; est détectable.
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En revanche, spangyq (Y, u, w)/spangg 4 (u, w1) est un sous-module de torsion car :

avec y # 0, il existe P(s) # 0 tel que P(s)y = 0, par exemple P(s) = (s + 1) et tous les
polynomes R(s)-linéaires dépendants. Alors le défaut wo n’est pas détectable.

De part I’établissement de la non détectabilité du défaut wo, I’isolabilité ne peut étre prouvée.

5.5.2 Exemple 2

(

.’i’l = —x1 +w;
.’i’z = —X9 + Woy
ZL : i‘g = —T1 + Ty — T3 (528)

Y1 =T1 + T2

(Y2 = T3
avec la seule écriture 3 = —x1 — x5 + wy + wy, nous prouvons que les défauts w; et wy sont
détectables.

Afin d’établir I'isolabilité des défauts, nous nous référons a la définition 5.6. C’est-a-dire que
nous recherchons d’éventuelles intersections spang g, (w1)Nspang g (v, 1) et spang g (w2)N

spanpy /4 (Y, u) non réduites a I'espace nul.

Or, sans détailler les calculs, il est possible de déterminer les équations suivantes :
(s + Dy = wy + wy (5.29)

(82 + 254 1)yp = —wy + wy (5.30)
ainsi, nous obtenons 2xw; = (s+1)y; — (82 +2s+ 1)yz et 2xwy = (s+ 1)y; + (s* +2s+ 1)y,

ce qui permet d’assurer respectivement que Vi = spangy 4 (w1) N spangyq(y, u) # {0} et
Vy = spangy g (w2) N spangyq(y, u) # {0}. Puisque V; et V5 sont non réduits a I'espace

nul alors les deux défauts w; et wq sont isolables.

De méme, en référence a la méthode proposée dans la section 3.2.2 nous synthétisons les
filtres suivant :

( (

21 =—2z1+W 2= —2
Zop = —2 Zo = —29 + WUy
YFD1: | 23 = 21 + 29 + 23 Yrp2 iR 23 =21 + 29 + 23 (5.31)
Yo1 = 21+ 22 Yz1 = 21+ 22
(Yz2 = 23 (Y2 = 23
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avec les  égalités suivantes : Uy = 1/2((s+ 1)y — (82 +2s+ 1)ya) et
Uy, = 1/2((s+ 1)y; + (s* + 2s + 1)y2). En remarque, nous insistons sur le fait que dans
ce cas W, C spangyq(y), mais il faut préciser que d’'une maniére générale, W, C A avec
Uy = Ure(y u).

Nous assurons l'insensibilité du résidu r; = y, — y, (resp. 70 = y, — y,) au défaut wq (resp.

wy) c’est-a-dire que r; = 0, Vw; (resp. ro = 0, Yws) et 11 # 0, wy # 0 (resp. ro # 0, w; # 0).

5.5.3 Exemple 3

(

T = —T1 +wy
Tg = —T1 — Ty + Wo
YL &y =—29 — 15 (5.32)
Y1 = T2
(Y2 = T3

Il semble évident que les défauts sont détectables.

A I’aide d’une approche similaire a celle proposée dans I’exemple précédent, nous recherchons
d’éventuelles intersections spangy 4 (w1) NSpangy 4 (Y, u) et spangy gy (we)Nspangg 4 (v, u)

étant non réduites a ’espace nul.

Or, il s’avére que :
(s + 25+ Dyy = —w; + (s + 1w, (5.33)

(s° + 35 + 35+ 1)ya = wy — (s + Dwy (5.34)

et ces deux équations ne sont pas R(s)-linéaires indépendantes. Ainsi nous concluons I’étude
en ajoutant qu’il n’est pas possible d’exprimer les défauts indépendamment a 1’aide des

sorties et commandes (V) = Vo = {0}). Les défauts ne sont donc pas isolables.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, sont proposées des définitions algébriques de propriétés qualifiant des
systémes L.T.I. (ou L.T.V.). Ces définitions générales sont indépendantes du type de repré-
sentation d’état utilisée (kalmanienne ou généralisée). De plus, il semble également (|24])
que 'approche algébrique soit bien appropriée pour représenter les systémes a retard.

Ce chapitre d’ouverture offre des perspectives qui nous paraissent intéressantes dans I'étude
des systémes non linéaires. En effet, & premiére vue, la seule définition de nouveaux opé-
rateurs sur 'anneau permettrait la modélisation des systémes non linéaires. Les définitions

précédentes de la détectabilité et I'isolabilité, objets des chapitres 1 et 2 de ce manuscrit,
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seraient encore valides.
Cependant, cette formulation est & relativiser car il ne faut en aucun cas sous-évaluer la

difficulté que représente I'étude des systémes non linéaires.
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Le travail présenté dans ce mémoire porte sur le diagnostic des systémes non linéaires qui
ne peut pas s’établir a ’aide des différentes méthodes classiques développées dans un cadre
linéaire. Nous établissons avec précision les différentes étapes nécessaires a l'isolation des

défauts en contribuant a leurs améliorations.

Dans un premier temps, les méthodes récentes de découplage de I'état aux perturbations sont
rappelées. Nous comparons ces méthodes afin d’en faire ressortir les différents avantages et
inconvénients. Grace au découplage, nous attribuons aux résidus différentes caractéristiques
de sensibilité qui nous permettent de différencier les défauts. Ainsi plusieurs schémas corres-

pondant a différentes sensibilités sont présentés.

Dans un deuxiéme temps, nous évaluons une méthode de découplage en étudiant la di-
mension du sous-espace d’état rendu insensible a la perturbation via une injection de sortie.
En nous fondant sur I’écriture d’une injection de sortie générale, nous améliorons les mé-
thodes de découplage en augmentant la dimension du sous-espace d’état insensible & une
perturbation.

Sous I’hypothése de non apparition simultanée des défauts, les conditions suffisantes & leur
détection et isolation sont déclinées. Suite & une analyse des propriétés géométriques du sous-
espace d’état associé a chaque défaut, des conditions moins restrictives que celles résolvant
le probléme fondamental de la génération de résidus sont obtenues. En effet, dans le cadre

de notre approche, un résidu n’est plus exclusivement sensible & un unique défaut.

Sous I’hypothése que les conditions d’isolation des défauts sont satisfaites, nous dévelop-
pons une méthode systématique de synthése de filtres en accord avec ’analyse théorique
du modéle du systéme. Puisque les conditions d’invariance a la dynamique du systéme ne
peuvent pas toujours étre satisfaites a 'aide d’un unique filtre, différentes structures de filtres
sont exposées.

De plus, I’étude de la convergence est importante dans tout probléme d’estimation d’état ou
de génération de résidus. En nous appuyant sur les résultats novateurs obtenus par analyse
de la contraction, la synthése de I'injection de sortie est modifiée. L’application de la théorie

de la contraction assure la convergence exponentielle du résidu vers zéro lorsque les états
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initiaux du filtre et du systéme s’avérent différents.

L’ensemble de ces propositions est appliqué au Benchmark des trois cuves. Les résultats
obtenus avec des méthodes antérieures sont tout d’abord comparés d’'un point de vue théo-
rique avec nos propositions avant d’étre illustrés a I’aide de simulations.

Enfin, nous détaillons avec précision une premiére perspective que nous envisageons a ces
travaux. En effet, les travaux réalisés dans ce mémoire et particuliérement ceux portant sur
I’établissement de conditions suffisantes & l'isolation des défauts mettent en relief les diffi-
cultés rencontrées en terme d’analyse et de formalisme.

Sur 'exemple des systémes linéairement modélisés, un formalisme algébrique menant a la
définition intrinséque de l'isolabilité des défauts est présenté. Cependant ceci ne constitue
que les prémisses de recherche qui pourraient mener a des définitions comparables pour les

modéles non linéaires.

En tant que perspective a court terme, il serait également intéressant d’intégrer 1’algorithme
(o.c.a.) proposé par C. De Persis au sein de nos propositions afin d’augmenter le sous-espace
d’état considéré lors de la génération des résidus.

Naturellement, supposer le systéme parfaitement modéliser constitue I'une des hypothéses
dont nous souhaiterions nous affranchir dans ’avenir. Cependant, I’étude de modéles incer-
tains est généralement synonyme de minimisation de critére ou encore d’étude de sensibilité.
Ce probléme est particuliérement complexe a résoudre lorsque les modéles sont non linéaires.
Ensuite, nous voudrions intégrer la procédure de diagnostic a la commande des systémes en
boucle fermée. Ceci nécessite la synthese conjointe des modules de diagnostic et de com-
mande et donc I’étude des interactions commande-diagnostic. Nous ajoutons que de prime
abord, dans le cadre de systémes parfaitement modélisés ceci semble trivial. En revanche,

les difficultés apparaissent dans le cadre de I’étude des modéles incertains.



Annexe A

Algeébre

Matrice jacobienne

Notons dh la matrice jacobienne de la fonction vectorielle de h(z(t)) égale a :

Fohi(x(t)) . Oh(e(t) . Ohi(z(t)]
0x1(t) Oz (t) Oxn(t)

gn = Ola(®) _ Dha(t) | o) | Ohi(a()
- (%U(t) - 8m%(t) Bxf-(t) 890,.1(t)
Ohp(x(t)) . Ohp(z(t)) .. Ohp(z(?))

L Oz1(¢) Oz (t) Oxn(t)

Dérivée de Lie

La dérivée de Lie du vecteur 7(z(t)) le long du champ f(z(t)) est :

Lyr(a(t) = 52 ftale)

avec les opérations suivantes :

LyLyra(t) = 5 g(att)

OLE 11 (z
irtetoy = 255 o)

Dérivée du co-vecteur w(z(t)) le long du champ f(x(t)) :

Lyotelt) = (25 o)) +wtan 25

Crochet de Lie

(a0}, oo(t)] = Lyafa(t) ~ Lol = 570 f(a(0) - “ 5 gtato)
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Définition A.1 Une distribution A = span{m,---,7,} sur une variété M de dimension m
est involutive si : Vi,7 €n
k
(7, 7] = Z ()T (A7)
ken

k(z) représentent des fonctions C*° définies sur le voisinage considéré.

ou f;;

Théoréme A.1 (Théoreme de Frobenius) Une distribution A sur une variété M de dimen-

ston m est complétement integrable <= elle est involutive.

Définition A.2 Un changement de coordonnés (z(t) = ®(x(t))) est appelé difféeomorphisme

global sur R"™ ou ®(x(t)) s’écrit de la maniére suivante :

Oy (z(t)) Dy (z1(t), -+, wa(t))
B(a(t)) = %(f(t) A nlt) (A.8)
D, (z(t)) Dy (w1 (t), - -+, zp(t))

et posséde les propri€tés suivantes :

(1) ®(x(t)) est inversible, c’est-a-dire qu’il existe une fonction @ (z(t)) telle que
O (D(x(t))) = 2(t).

(ii) ®(x(t)) et D~ 1(2(t)) sont deur métriques lisses (smooth mappings en Anglais), c’est-a-

dire toutes leurs dérivées partielles sont continues.



Annexe B
(Géométrie

Pour faciliter la lecture nous rappelons ici les modéles des systémes utilisés dans cette annexe.
— les systémes linéaires (B.1),

5, - x(t) = Az(t) + Bu(t) (B.1)

y(t) = Cu(t)

— les systémes non linéaires affines en la commande (B.2),

i(t) = fo(z(t) + ; fila(t))ui(t) (B.2)

ENLI

A est dit invariant pour la dynamique du systéme (B.1) si, et seulement si, AA C A. Nous
parlerons de sous-espace vectoriel A-invariant.

Nous étendons cette notion aux modéles non linéaires. A est dit invariant pour la dynamique
du systéme (B.2) si, et seulement si, [f;, A] € A Vi € {0,---,m}. Nous parlerons de sous-

espace vectoriel (f;)-invariant.

Définition B.1 (Définition de [’espace observable) Considérons le systéme non linéaire
(B.2). L’espace observable vops est l'espace linéaire (sur R) des fonctions contenant hy, - - | hy,

et toutes les répétitions des dérivées de Lie
LX1LX2”'Lth/j’ je{]-v 7p}ak:{1a27} (B?))
avec X;, i € k, dans Uensemble {fo, -, fim}

Cette définition est donnée dans [56] page 94. D’autres définitions de I’espace d’observabilité
peuvent étre déclinées a partir de cette derniére.
Nous ajoutons que l'espace d’observbilité est un sous-espace d’état généré par les distribu-

tions notées dy,ps-
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Théoréme B.1 (Observabilité théoréeme du rang) Considérons le systéme (B.2) avec

dim(z(t) = n). Supposons que

dim(dyops(zo(t))) =n (B.4)
alors le systéme est localement observable en xo(t).

Dans ce mémoire, nous utilisons réguliérement les notions de sous-espace d’état et de base
originelle. Ainsi, pour Iécriture d’un systéme tel que celui défini équation (B.2), la base

originelle de ’espace d’état est :
_(_» 8 8
Baseoriginelle - <8x1(t)’ Ba) axn(t)> (B5)

Ainsi, par exemple, la fonction z;(f) est représentée par le vecteur <1 0 0 0) dans cet

espace.

Suite & la définition de la base d’origine il convient de définir les changements de base (ou
de coordonnées) que nous appelons difféeomorphisme pour les raisons expliquées en Annexe

A. Ainsi, soit Z(t) = ®(z(t)), le nouveau systéme de coordonnées est alors :

_ %) 9 o)
Basetransformée = (ma EEN O m) (B6)

Exemple :
T

Soit ®(z(t)) = (xl(t) + ao(t) x1(t) — :p2(t)> , en considérant la fonction z4(t), nous ob-
tenons aprés transformation 1/2(%1(¢) + Z2(t)) ce qui a pour représentation dans la base
transformée : <0.5 0.5 0 O).



Annexe C

Algébre commutative

C.1 Relation d’équivalence

Soit R une relation et E un ensemble.

Relation d’équivalence :

R est une relation d’équivalence si, et seulement si, les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) R est transitive : pour tous z, y, z de F si Ry et yRz alors 2Rz
(ii) R est réflexive : pour tous = de E si 2Rz

(iii) R est symétrique : pour tous z, y de E si Ry alors yRz

Classe d’équivalence :

La classe d’équivalence de z relativement a une relation d’équivalence R est I’ensemble des

¢léments en relation avec z : C(z) = {y € E,2Ry}.
Partition :
[’ensemble des classes d’équivalence d’'un ensemble X pour une relation d’équivalence R

définie une partition de X.

Quotient d’un ensemble :

Nous appelons ensemble quotient de ’ensemble X pour la relation d’équivalence R 1’en-
semble des classes d’équivalence de la relation R. Nous notons cet ensemble X/R. A tout

élément de X nous pouvons associer la classe d’équivalence correspondante.

C.2 Groupe

Groupe :
Un groupe G est un ensemble muni d’une loi de composition interne associative (notée x),
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ayant un élément neutre 0 et telle que tout élément ait un symétrique d.
si (a,b,c) € G alors :

(i) (axb)xc=ax(bxc)

(ii) axb=0bxa

(iii) Oxa=ax0=a

(iv) ax(4) = (4) xa=0

avec (ii) nous définissons un groupe abélien ou commutatif.

C.3 Anneau

Anneau :

Un anneau A est un ensemble muni de deux lois de compositions internes notées x (addition)
et o (multiplication) telles que :

(i) (A,*) est un groupe abélien

(ii) © est associative, i.e. (z,y,2) € A (zoy)oz=x0(yo2)

(iii) © est distributive par rapport a %, i.e. o (yxz) =xoyxrozet (yxz)or =yor*zoxw

Diviseur de zéro :

Soit (A, *,¢) un anneau. Un élément = de A est un diviseur de zéro si :

JyeAy#0 zoy=0

Anneau commutatif :

L’anneau est dit commutatif si la loi ¢ est commutative.

Anneau unitaire :

L’anneau est dit unitaire si la loi ¢ admet un élément neutre.

Anneau nul :

Si ’anneau est réduit a 1’élément neutre de la loi *, on dit que ’anneau est nul.

Anneau intégre :

On appelle anneau intégre un anneau non nul sans diviseur de zéro autre que 0.

Idéal :
On appelle idéal une partie I de A qui est un sous groupe additif de A, stable pour le produit
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par un élément de A.

L’idéal I est dit principal si il existe un élément « tel que I soit I’ensemble des multiple de
a, i.€e.

I={zcAlJacAetr=aca}

dans ce cas on dira que I'idéal I est engendré par a.

C.4 Corps

Corps :

Un corps K un ensemble muni de deux lois de compositions internes notées x et ¢ telles que :
(i) (K, *,©) est un anneau

(ii) I’élément neutre de * est différent de I’élément neutre de ©

(iii) tout élément de (K — {0}, ) est inversible

C.5 Module

Module :

Soit un anneau commutatif A(%,¢), un A-module M est un ensemble muni de deux opéra-
tions, la premiére M x M — M notée + est appelée 'addition. La seconde A x M — M
notée . est appelée la multiplication externe (& droite), telle que avec a,b € Aet z,y,z2 € M :
(1) M muni de Paddition (z,y) — x 4 y est un groupe abélien, i.e. :

(i) 24+ (y+2)=(@+y)+=

(i) z+y=y+uz

(iii) * +0 =04 2 = z ou I'élément 0 est I’élément neutre pour I'addition

(iv) 24+ (—x) = (=) +2 =0

(2) M muni de la multiplication externe (a,z) — a.x

(i) (a©b).x = a.(b.x) (associativité mixte)

(ii) l.x = x ou I'élément 1 est 1'élément neutre pour la multiplication

(3) La multiplication externe . est doublement distributive sur I’addition, i.e. :

(i) (a*b).r =a.x+bx

(i) a.(z+vy) =ax+ay

En remarque, nous ajoutons que si A est un corps commutatif alors le A-module est un

A-espace vectoriel.
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Soit M un A-module, un sous-groupe N de M tel que ax € N pour a € A et x € N est un

sous-module de M.

L’ensemble des éléments (e;) forme une base de M si, seulement si, tout élément de M s’écrit

de facon unique comme combinaison linéaire des e;.

Module libre :

Un A-module admettant une base est libre.

Elément de torsion :

Etant donné un anneau commutatif et unitaire A et un A-module M, un élément x de M

est dit de torsion s’il existe un élément a non nul de A tel que a.z = 0.

Sous-module de torsion :

Etant donné un anneau commutatif et unitaire A et un A-module M, on appelle sous-module

de torsion de M l’ensemble des éléments de torsion de M.

Module sans torsion :

Etant donné un anneau commutatif unitaire et intégre A, un A-module M est dit sans tor-

sion si son sous-module de torsion est nul.
Module fini :

Si M est engendré par un nombre fini d’éléments, nous disons que M est un module de type
fini.

C.6 Morphisme

Morphisme de groupe :

Soient (G, +) et (H,t) deux groupes, une application f de G dans H est un morphisme (nous

rencontrons aussi homomorphisme) de groupe si, et seulement si, pour tout x € G, y € G
nous avons f(x +y) = f(x)tf(y).

Morphisme d’anneau :

Soient (A, +,.) et (B, *,¢) deux anneaux, une application f de A dans B est un morphisme
(nous rencontrons aussi homomorphisme) d’anneau si, et seulement si, les propriétés sui-
vantes sont vérifiées :

(i) f(1)=1 o 1 est 'élément neutre de 'opération

(ii) pour tout z € A, y € B nous avons f(x +y) = f(x) x f(y)
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(iii) pour tout x € A, y € B nous avons f(z.y) = f(x) o f(y)

Morphisme de A-module :

Soient M et N deux A-modules, une application f de M dans N est un morphisme de A-

modules si, et seulement si, la propriété suivante est vérifiée : f(zx.a+y.b) = f(x).a+ f(y).b.

Isomorphisme :

Un morphisme f de S dans S’ est appelé isomorphisme s’il admet un morphisme inverse,

c’est-a-dire §’il existe g de S’ dans S telle que go f = Iget fog=Ig.

Endomorphisme :

Un morphisme f de S dans S est un endomorphisme.

Automorphisme :

Si 'endomorphisme f est un isomorphisme alors f est un automorphisme.

C.7 Diagramme commutatif

Suites exactes :

Nous appellons suite exacte de A-modules une collection d’applications A-linéaires du type :

U—2 U—1
— M s —— M,

ug ul u2
M() M1 M2 —_—

telle que ker{u,,1} = im{u,} pour tout n € Z.

Notons par abus 0 le A-module.

Suite exacte courte :

Une suite exacte courte est une suite exacte du type :

0 — M —L o M 2 M7 — 0

on dit que M est une extension de M” par M’.

En remarque nous ajoutons que :
— considérer 0 — M’ —— M exacte signifie que f est injective.

12 g . . . .
— considérer M —— M"” — 0 exacte signifie que g est surjective.

C.8 Foncteur

Catégories :

Une catégorie V consiste en une classe d’objets, une classe de morphismes et une loi de
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composition de morphismes.

Foncteur :

Soient deux catégories )V et WW. Un foncteur covariant 7" de V vers W, noté T : V — W,

consiste en deux applications ensemblistes (notées également T') :

(i) une application qui associe a tout objet V' € V un objet T(V) € W

(ii) une application qui associe & tout morphisme f € V, f : ¥V — W un morphisme
T(f) € Wdelaforme T(f) : T(V) = T(W)
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Résumé
Le travail présenté dans ce mémoire porte sur le diagnostic de systémes non linéaires en temps
continu. Dans le but de déterminer le type et ’apparition de défauts, des résidus structurés sont
générés & partir de filtres, en respectant les étapes suivantes :
- la premiére étape est une phase de découplage d’une partie de I’état du systéme de l'effet des
perturbations. Nous proposons une méthode qui permet de diminuer la dimension de ce sous-espace
d’état de maniére a limiter au maximum la propagation de ces perturbations dans I’espace d’état ;
- la deuxiéme étape est I’étude de ’ensemble des sous-espaces d’état sensibles aux défauts considérés
dans le but de déterminer s’il est possible de les détecter et isoler. En supposant la non-apparition
simultanée de plusieurs défauts, une analyse structurelle des caractéristiques géométriques du sys-
téme est menée. Ainsi, des conditions nécessaires et suffisantes a ’isolation des défauts moins sévéres
que celles associées a la résolution du F.P.R.G. sont proposées;
- la troisiéme et derniére étape est la synthése d’un filtre d’isolation des défauts considérés. Une
méthode systématique assurant une expression explicite de I’injection de sortie est proposée. Une
étude de la convergence des estimations de I’état du filtre vers I’état réel du systéme est également
effectuée & partir de la théorie de la contraction.
L’ensemble de la méthode est appliquée sur le systéme des “3 cuves”. Des simulations mettent en
relief les résultats obtenus et 'apport des méthodes proposées.
Le dernier chapitre porte sur les prémices d’un formalisme algébrique du diagnostic pour les systémes

linéaires qui semble étre une perspective intéressante pour les systémes non linéaires.

Mots clés : systémes non linéaires, diagnostic, filtre, découplage, analyse de convergence, approche

géométrique.

Summary
The main work presented in this document deals with the diagnosis of nonlinear systems in conti-
nuous time. The residual generation for fault isolation are considered with respect to the following
steps:
- the first step consists of decoupling the disturbance effect from a part of the system state. We
propose a method which aims at reducing the dimension of this state subspace in order to limit the
propagation of disturbances in the subspace to a maximum ;
- the second step is the study of the state subspaces sensitive to the considered faults with the aim
of determining if it is possible to detect and isolate all faults. Assuming that faults do not occur
simultaneously, isolation conditions less restrictive than those solving the F.P.R.G. are proposed ;
- the third step corresponds to the filter synthesis. A systematic method ensuring an explicit ex-
pression of the output injection is proposed. Moreover, a convergence study of the estimated state
and the real state is included within the filter design.
These techniques are applied to the “three tank” system in simulation which highlight the obtained
results.
Finally new results leading to one intrinsic definition of fault isolation in linear case have been

presented and should be extended to nonlinear systems.

Keywords: nonlinear system, diagnosis, filter, decoupling method, convergence analysis, geometric

approach.



