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Introduction

Ce qu’il y a dans cette these

Systémes hamiltoniens completement intégrables réguliers

En dépit et/ou du fait de leurs caractéristiques trés particuliéres, les systemes complete-
ment intégrables (abrégés C.1.) ont fait et font toujours I'objet d’un nombre incalculable d’é-
tudes. La plupart du temps, ces systemes sont censés modéliser des situations physiques
mais suffisamment exceptionnelles ou particulieres pour que I'on soit en mesure de résoudre
les équations qui les décrivent. L'adjectif “intégrable” signifie en quelque sorte "que I'on sait
résoudre”, et le choix de "intégrable” plutdt que “soluble” provient probablement du fait que la
majeure partie des systémes physiques se modélise a I'aide d’équations différentielles dont
la résolution fait forcément intervenir quelque part des intégrations.

En ce qui nous concerne, nous allons nous concentrer sur deux types de systemes com-
plétement intégrables : les hamiltoniens C.I. et les opérateurs pseudo-différentiels C.I, corre-
spondant respectivement aux théories de la Mécanique Classique et de la Mécanique Quan-
tique (ou plus exactement semi-classique). La mécanique classique fait référence a la théorie
qui prétend expliquer le comportement des objets matériels de taille raisonnablement ”-
pas trop petite”, i.e non-quantique, et de vitesse et de masse raisonnablement “pas trop
grandes”, i.e non-relativistes . La formulation des lois de cette mécanique en terme d’équa-
tions différentielles remonte a Newton et s’est développée jusqu’a nos jours en passant
par les habiles mains de Lagrange, Hamilton, Poisson, Poincaré, Moser, Weinstein, Duis-
termaat..., pour ne citer qu’eux17.

. Dans cette these, on se place dans la formulation moderne de la mécanique du point
matériel, a savoir en terme de fonctions (nommés hamiltoniens) sur une variété sym-
plectique M (nommée espace de phase), et on s’attardera tout le premier chapitre sur les
hamiltoniens dit completement intégrables. Ces hamiltoniens tres particuliers et/ mais
tres intéressants font appel aux deux notions d’application moment et de fibration en tores
lagrangiens. La notion d’application moment fut la premiere historiquement!® et con-
siste en une collection d’intégrales premieres du mouvement, i.e de fonctions décrivant
des grandeurs qui sont conservées par la dynamique induite par I’hamiltonien H con-
sidéré. Le fameux théoréme d’Arnol’d-Liouville!® prédit que lorsqu’un hamiltonien H

'7Je me suis permis de citer parmi les contemporains ceux dont les travaux m’ont marqué d’une maniére ou
d’une autre.

80n peut au moins la faire remonter a Liouville, méme si elle ne portait pas encore ce nom.

YQu’on devrait plutdt appeler Mineur-Liouville en référence a l'article [46] bien antérieur a celui d’Arnol’d
([4]), comme I'a fait remarquer S. VuNgoc dans sa these [66].

13
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admet une application moment, alors il existe “localement?*” un systéme de coordon-
nées particulieres dite angles-actions ce qui nous montre notamment que “localement”
'espace de phase est fibré par des tores lagrangiens et que sur ces tores, la dynamique
est linéaire par rapport aux coordonnées angles sur chaque tore. Bien que ces coor-
données soient “locales”, on imagine intuitivement que si 'on applique ce théoreme
plusieurs fois, on peut récupérer un objet global : une fibration lagrangienne en tores
M 5 B, ce qui fut I'objet géométrique d’étude de Duistermaat dans son article [28]. Cet
objet recele et induit de nombreuses et élégantes structures géométriques naturelles. I
y a par exemple I'existence naturelle d’une structure affine sans holonomie sur cha-
cun des tores (remarqué par Weinstein [69, 70]), d"une structure affine sur 'espace de
base B qui peut présenter de 1'holonomie que I’on appelle monodromie (remarqué par
Duistermaat dans [28]). Il y a aussi divers fibrés vectoriels et fibrés en réseau au dessus
de B, ainsi qu’un fibré en groupe21 G, tous munis d"une connexion plate naturelle.

. Apres avoir présenté ces différents objets, on discutera un moment du fibré en groupe
G précédemment cité et de son action naturelle sur la fibration M B qui permet de
définir 'opération de moyennisation d’un champ de tenseurs quelconque et de par-
ler de tenseurs constants ou invariants sous cette action. On donnera notamment un
théoréme dit de “décomposition des champs de vecteurs symplectiques” qui assure
que tout champ de vecteurs symplectique X se décompose en X = X; + X», ou X3 est
invariant sous 'action de G et X est globalement hamiltonien. Le flot de X préserve
globalement la fibration?? et constitue en quelque sorte la partie triviale de X. Cette
décomposition sera tres utile lors de 1’étude des déformations des systemes complete-
ment intégrables comme on le verra.

. Pour finir ce premier chapitre, on discutera de la propriété, ou plutot des différentes
propriétés de non-dégénérescence pour un hamiltonien complétement intégrable H.
Ces propriétés de non-dégénérescence (dont la plus célebre est certainement celle de
Kolmogorov) ont toutes pour conséquence que le champ de vecteurs X g associé a
I'hamiltonien H “varie” suffisament d"un tore a I'autre, induisant ainsi une dynamique
alternativement périodique, partiellement résonante, ergodique... d'un tore a l'autre.
Le trés célebre théoreme KAM?® contient une telle condition parmi ses hypotheses et
assure que sous une petite perturbation d’un hamiltonien C.I, un grand nombre de
tores de la fibration initiale sont simplement déformés et continuent d’exister dans le
systeme perturbé comme des tores invariants par la dynamique. Dans ce théoreme, la
condition de non-dégénérescence n’est pas vraiment la pour assurer que ces tores sont
préservés par la perturbation, mais plutot qu’il sont en grande quantité?4.

Pour ce qui nous intéressera dans le deuxiéme chapitre, la propriété de non-dégénérescence
nous permettra d’exhiber les conditions nécessaires et suffisantes & imposer a une per-
turbation €V pour que I'hamiltonien perturbé H. = Hy + €V soit une déformation®

de H 0-

11 s’agirait en fait plutdt de “semi-globalement”, notion qu’on énoncera précisément plus tard.

?1Qui n’est pas un fibré principal, mais qui a une structure de groupoide.

11 envoie chaque tore sur un autre tore.

BKAM vaut pour pour Kolmogorov ([41]), Arnol’d ([2]) et Moser ([47]). Ces travaux initiateurs ont donné lieu
a tout un tas de "théorémes de type KAM”. On peut consulter par exemple les livres [43] et [15], et I'article [54].

1 s’agit des tores sur lesquels X vérifie une condition diophantienne.

PVoir plus loin.
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Toutes ces conditions de non-dégénérescence s’expriment de maniere géométrique a
I'aide de la connexion affine V sur I'espace de base B de la fibration en tores lagrang-
iens M B. Dans un premier temps, on explicitera plusieurs de ces conditions?® en
donnant pour chacune d’elles une formulation géométrique faisant intervenir la con-
nexion V et une formulation standard en coordonnées actions. Ensuite, on montrera les
relations d’implication qui lient ces différentes conditions. Enfin, on donnera quelques
unes de leurs conséquences sur la structure des systémes C.I, notamment 1'unicité de
la fibration lagrangienne en tores ou le fait que toute application moment est un tiré-
arriere de fonctions sur la base B.

Déformations de systémes hamiltoniens completement intégrables

Ceci nous amenera au deuxieme chapitre dans lequel on considérera un hamiltonien
perturbé H. dépendant de maniere C'* du parametre réel de perturbation ¢, avec Hjy un
hamiltonien completement intégrable régulier associé a une fibration lagrangienne en tores
M5 B.

Les hamiltoniens completement intégrables sont tres particuliers et mais aussi tres in-
stables en ce sens qu'un hamiltonien perturbé H. d’un hamiltonien C.I Hj n’est en général
pas C.I des que ¢ # 0, ce que 'on sait depuis probablement Poincaré qui considérait que
cette question était 1'un des problemes fondamentaux de la dynamique. La dynamique de
H, peut étre radicalement différente de celle de Hy, des trajectoires proches peuvent se sé-
parer de maniere exponentielle et elle peuvent méme remplir de maniere dense certaines
couches d’énergie. Bref, c’est le chaos!

L’ajout d'une perturbation & un hamiltonien C.I ne détruit cependant pas entierement le
“caractére C.I”. Le théoréme KAM précédemment cité a justement pour objet les structures
du systéeme non perturbé qui seront préservées par la perturbation.

Dans ce deuxiéme chapitre, on se posera la question de savoir quelles sont les perturba-
tions €V pour lesquelles I'hamiltonien perturbé H. = Hy + €V est en fait une déformation
de H, i.e reste C.I. Cette question comporte deux facettes puisquun hamiltonien C.I peut
étre soit régulier soit singulier.

. Dans un premier temps, on cherchera a exhiber les conditions a imposer a la perturba-
tion eV pour que H. = Hy + €V soit C.I régulier, i.e constant le long d’une fibration
en tores lagrangiens, pour tout €. On dira dans ce cas que H,. est une déformation
réguliere de Hy. On remarquera alors qu’il n’est pas évident que la fibration dépen-
dent de maniere C*° de ¢, méme lorsque c’est le cas pour H.. On fait cependant la
conjecture que si Hy vérifie une condition de non-dégénérescence alors les déforma-
tions régulieres de Hy sont forcément de la forme

Ha :Iao¢€7

ol ¢° est une famille de symplectomorphismes et I, est famille de fonctions constantes
le long de la fibration initiale M 5 B, tout le monde dépendant gentillement de «.

On donnera alors un théoreme, basé sur le théoreme de décomposition des champs de
vecteurs symplectiques précédemment cité, qui nous assure que I'on peut toujours se
ramener au cas ol ¢¢ est le flot d'un champ de vecteurs? globalement hamiltonien, ce

2%Dont celles de Kolmogorov, d’Arnol’d, de Riissmann...
?’En fait, c’est un champ de vecteurs dépendant du “temps” ¢, ou champ de vecteurs non-autonome.
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qui simplifie nettement ’analyse ultérieure.

On donnera ensuite les conditions formelles en € nécessaires et suffisantes pour que H.
soit une déformation (formelle) réguliere de H. Cette condition s’exprime en terme de
conditions de non-résonance que 1’on expliquera.

. Ceci nous amenera au deuxiéme point de ce chapitre, a savoir les déformations sin-

guliéres. En relaxant quelque peu les conditions imposées a la perturbation V, en au-
torisant certaines résonances, on peut quand méme assurer que I’hamiltonien restera
C.I, mais il apparaitra des singularités, donnant ainsi lieu a une fibration singuliere
dans laquelle presque toutes les fibres sont des tores.
Une telle fibration ne peut certainement pas s’obtenir par application d"une famille de
symplectomorphismes ¢° a la fibration initiale M = B, comme c’est le cas pour les dé-
formations réguliéres. On doit alors travailler en terme de déformations d’applications
moments. On expliquera de quelle maniere on doit choisir une application moment
singuliere de 'hamiltonien régulier H, pour pouvoir la déformer en une application
moment de H., et on donnera des conditions suffisantes?® & imposer a la perturbation
pour que H. soit une déformation (éventuellement) singuliere de Hy.

Outils semi-classiques

Apres ce léger détour dans le monde classique, on va durant le reste de la thése sim-
merger dans le monde des ondes et de l'indéterminisme incontournable, j'ai nommé le
déroutant monde quantique.

On souhaite avoir une théorie quantique faisant intervenir un ”petit” parametre, que 'on
nomme / pour faire honneur a Planck?®, qui contrdle la “quanticité” du systeme : "plus h
est petit, plus le systéme se comporte de maniere classique®”, et dans la limite dite semi-
classique 7 — 0, on doit retrouver un systéme hamiltonien classique. De plus, on souhaite
avoir une notion de microlocalisation qui nous permette de préciser quantitativement 1'idée
qu’une particule quantique (décrite par une onde) se comporte comme une particule clas-
sique (décrite par un point dans 'espace de phase) dans la limite semi-classique. Outre la
mécanique quantique “académique” des ouvrages de second cycle, de nombreux candidats
se bousculent au portillon : analyse semi-classique et opérateurs pseudo-différentiels, quan-
tification géométrique, quantification par déformation... Cette derniere a deux défauts a mon
gotit. Premierement, elle s’intéresse uniquement aux observables (les opérateurs) et lais-
sent de coté les “états de la particule” (les fonctions sur lesquels agissent ces opérateurs)>!.
Mais surtout, c’est une théorie formelle par rapport au parametre /. Dans cette théorie, un
opérateur “d’ordre A"V ” ne signifie pas qu'il est O (h"Y) en norme, mais simplement formelle-
ment par rapport a i, ce qui n’est pas suffisant pour faire de l’analyse32. La quantification

®La partie nécessaire reste a faire.

#Planck, qui le premier a émis I’hypothése que 1’énergie pourrait étre quantifiée, ce dont il s’est servi pour
expliquer le rayonnement du corps noir, un des derniers “petits détails techniques” a régler, disait-on a I'époque,
avant de pouvoir proclamer que la physique était une science aboutie et achevée.

¥ Cette phrase ne veut évidement rien dire et il serait préférable de dire “plus £ est petit, plus le systeme se
comporte de maniére classique pendant longtemps”. Le probleme de la double limite 7 — 0 et “grand temps”
est tres actuel et fait apparaitre dans bon nombre de problemes des temps caractéristiques comme par exemple
le fameux “temps d’Ehrenfest”. On peut citer quelques articles récents dans des domaines différents mais ot
apparait ce temps : [13], [7], [32], [37].

il y a cependant certains travaux qui vont dans cette direction : [10], [68].

%La aussi, il y a des travaux concernant les x-produits non formels, c’est ce qu’on appelle la “quantification
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géométrique m’a beaucoup éclairé sur le contenu géométrique de la mécanique quantique,
mais je n’ai cependant pas réussi personnellement a en tirer un outil efficace pour faire de
I'analyse.

L’outil efficace pour faire de I’analyse semi-classique est le concept d’opérateur pseudo-
différentiel (abrégé en OPD). Ces opérateurs furent introduits par Hormander ([38, 29]) et
par la suite étudiés par de nombreuses personnes. Initialement développée pour étudier la
régularité des solutions d’EDP en faisant intervenir la limite “grandes longueurs d’onde”,
cette théorie peut étre adaptée pour étudier la limite semi-classique 2 — 0. La encore, on
trouve pas mal d’ouvrages et d’articles plus ou moins introductifs au sujet. Personnellement,
jai appris (une partie de) la technique dans le livre [45] et je me suis forgé un soupgon
d’intuition géométrique a 1'aide de [23]. On peut aussi consulter les ouvrages [57] et [26]
ainsi que le “survey” [58]. Ces ouvrages sont cependant principalement dédiés aux OPD
sur R? et 'extension aux variétés quelconques se fait en principe par recollement d’OPD
définis localement dans des cartes. Ceci ne permet pas par exemple de définir un symbole
global. D’aucuns penseront peut-étre que c’est un faux probléme, mais il est néanmoins trés
confortable dans certaines situations d’avoir un symbole défini globalement sur la variété.

. On propose un calcul pseudo-différentiel adapté a la situation classique complete-
ment intégrable que 1'on veut étre sous-jacente a notre systéme quantique, qui est la
fibration en tores lagrangiens, dans le but d’obtenir des opérateurs qui sont complete-
ment intégrables au niveau classique mais pas au niveau quantique. Comme on 1'a dit
précédemment, cette situation classique particuliere implique I'existence d"une struc-
ture affine naturelle sur chaque tore. La théorie des OPD étant nécessairement définie
sur des cotangents®, on va considérer des variétés symplectiques M = T*T ou 7
est un tore muni d’une structure affine V qui induit une fibration naturelle “horizon-
tale” en tores lagrangiens, les fibres étant les sections constantes de 77, et 1'espace
de base B est ici un espace vectoriel. Cette donnée nous permet de définir de maniere
géométrique des OPD agissant sur L? (7) et ayant la propriété d’avoir un symbole total
globalement défini. Il faut noter que les OPD “globaux” sur le tore (appelés en général
OPD périodiques) ont été étudiés dans divers articles ([22],[31], [64], [65]) qui ont mon-
tré notamment que ces OPD sont aussi des OPD au sens de Hormander. Cependant,
ces articles traitent tous des OPD sans petit parametre.

. Enfin, pour des raisons que 'on expliquera plus loin, on souhaite pouvoir considérer
des OPD dont le symbole voit sa régularité se dégrader lorsque i — 0. Précisément, on
abesoin de symboles Py, (z,§) € C* (T*T) vérifiant 8;“8?Ph (z,€) ~ K18l ot1 § est une
constante positive. Ces symboles, similaires a ceux introduits par Sjostrand ([61, 26])
pour étudier les états semi-excités, ont encore de bonnes propriétés si I'on impose
d < 1. Apres avoir défini cette classe de symboles, on montrera les propriétés de calcul
symbolique (produit de Moyal) et la continuité L? pour ces OPD. On définira ensuite
un calcul fonctionnel “approché” (a O (k) pres) et enfin, on discutera la notion de 72%-

par déformation stricte”. Voir par exemple [56].

311 ne faut tout de méme pas oublier les opérateurs de Toeplitz qui permettent en principe de faire de 'analyse
avec des variétés symplectiques compactes. On peut consulter les travaux initiateurs [12], et les articles plus
récents [11], [19, 20].

*Dans la théorie de Sjostrand, on doit imposer § < 1 du fait que les dérivées par rapport a z apportent aussi
les désagréables facteurs 1 ~°. Par contre, sa théorie est invariante par changement de ”quantification” (gauche,
droite, Weyl) ce qui n’est pas notre cas ot1 I’'on considére exclusivement des symboles gauches.
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microlocalisation qui permet de manier des sortes d’états semi-excités non pas pres
d’un point, mais pres d’un tore.

Résonances, quasi-résonances et formes normales

Fort de ces outils semi-classiques, on se trouvera en condition pour étudier des opéra-
teurs pseudo-différentiels dont la limite classique est completement intégrable. Pour cela, on
se donnera un hamiltonien H (§) complétement intégrable au sens classique et on considér-
era le quantifié i de ce symbole qui a un spectre trés simple donné par les valeurs H (hk)
ot k parcourt un réseau de dimension® d, et les vecteurs propres associés sont simplement
les exponentielles ek On souhaite ensuite perturber cet opérateur en H+ MK, ot K est
un OPD et ou k£ > 0 est une constante permettant de controler I'intensité de la perturbation.
Le spectre de l'opérateur perturbé ne s’exprimera pas en général de maniere aussi simple
que celui de H et c’est le but des deux derniers chapitres que de dire des choses a propos du
spectre de cet opérateur perturbé. Cette question est a rapprocher des articles [33, 34] dans
lesquels les auteurs considérent I'opérateur de Schrodinger (sans petit parametre) — A +V
sur 'espace euclidien R avec un potentiel V' périodique, agissant sur les fonctions véri-
fiant une condition de périodicité. Leur cadre de travail est différent du notre sur deux
points. Tout d’abord, les théories sur le tore et sur I'espace euclidien avec potentiel péri-
odique ne sont pas strictement équivalentes, cette derniere faisant intervenir la théorie de
Floquet. D’autre part, ils travaillent avec une théorie sans petit parametre et la limite asymp-
totique considérée est la limite “grandes valeurs propres”. Néanmoins, en définissant le petit
parametre comme étant I'inverse de la valeur propre, on se ramene a étudier les valeurs pro-
pres bornées de l'opérateur —h% A +h?V. En appliquant la recette ”“limite semi-classique
<= limite grandes valeurs propres”, et en considérant #*V comme une perturbation, on
peut comparer les résultats de ces deux types de théories. Dans l'article [33], les auteurs
montrent que la “majorité” des grandes valeurs propres de 1'opérateur "perturbé” — A +V/
sont seulement légérement modifiées par rapport aux valeurs propres de —A. Au premier
ordre, la modification est donnée par la moyenne (V') du potentiel et les vecteurs propres
associés sont proches de ceux de —A.

Notre étude permet d’étendre ou de compléter les résultats de l'article [33] puisque tout
d’abord on peut considérer des perturbations quelconques et non pas seulement des poten-
tiels (symboles ne dépendant que de z). D’autre part, on controle 'intensité de la perturba-
tion a I'aide du parametre . Il faut noter que notre méthode ne permet pas d’atteindre la
limite k = 0 ce qui laisse supposer que lorsque « est inférieur ou égal a 0, l'intensité de la
perturbation commence en quelque sorte a se faire ressentir au niveau classique que I'on ne
peut plus considérer comme completement intégrable. Concernant ces perturbations d’ordre
h', dans [23] 'auteur suggere d’appliquer d’abord la théorie KAM pour le symbole H + hK
en considérant 7 comme un parametre classique.

On se propose d’étudier I'opérateur H + h'**K a l'aide de deux outils, les formes nor-
males et les quasimodes, la stratégie générale consistant a d’abord chercher une "bonne”
forme normale, puis a chercher des quasimodes de cette forme normale, ce qui fournira des
quasimodes de 1'opérateur perturbé.

Le quatrieme chapitre est dédié a 1’élaboration de formes normales pour I'hamiltonien

perturbé. On cherche donc a le conjuguer a U (ﬁ + hHRE ) U* = H + h'"M, ot U est un

%i.e la dimension du tore 7.
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OPD unitaire® et ot I'opérateur M doit avoir des propriétés sympathiques, ou en tout cas
plus sympathiques que celles de K. Dans une premiere approche, on donnera une forme
normale au voisinage d’un tore sur lequel la dynamique vérifie une condition partiellement
diophantienne® . Cette propriété particuliere permettra d’assurer que pres du tore considéré,
M est la moyenne de K, i.e est constante dans certaines directions® et par 1a-méme mérite
son nom de forme normale. Par contre cette propriété ne sera vraie que localement pres du
tore considéré.

Dans le but d’avoir une vue plus globale du probleme, on introduit ensuite un découpage
de l’espace des tores B en zones et blocs dit de quasi-résonance. C’est le type de construction
qui est utilisée dans les théorémes de type Nekhoroshev®, oti 'on considere des ensembles
de tores ayant des propriétés voisines. On cherchera alors a construire une forme normale
ayant une forme simple dans chacune de ces régions. On verra que pour assurer, dans la
limite semi-classique, la petitesse des termes de reste dans la forme normale, on est obligé
de considérer un nombre de blocs de quasi-résonance qui tend vers l'infini lorsque 2 — 0
et de faire tendre en méme temps la taille de ces blocs vers 0. Ceci aura pour conséquence
que les symboles des différents opérateurs impliqués dans la forme normale, et notamment
M, auront une régularité qui se dégrade dans la limite 7 — 0. Ils seront cependant dans la
classe de symboles justement définie et étudiée dans le troisieme chapitre, ce qui permettra
de donner un sens précis a cette forme normale.

Dans le dernier chapitre, on va utiliser la forme normale quasi-résonante précédemment
citée dans le but de construire des quasimodes pour l'opérateur perturbé H + h'**K. Dans
un premier temps, on s’intéressera a la zone dite non-résonante, pour laquelle ’analyse est
la plus facile, et dans un deuxiéme temps a la zone dite mono-résonante. En dimension
2, ce sont les seules zones a considérer et I'analyse permet de recouvrir tous les types de
quasimodes. D’autre part, concernant les deux parametres*’ caractérisant la décomposition
en blocs de quasi-résonance, on peut les choisir de telle sorte que la zone non-résonante
devient prédominante*! dans la limite semi-classique, ce qui fait que dans cette limite la
plupart des quasimodes sont de type non-résonant. On montre que ces quasimodes sont
égaux a une exponentielle e’** plus quelque chose qui tend vers 0 avec & et que les quasi-
valeurs propres associées sont égales aux valeurs propres non-perturbées plus la moyenne
de la perturbation sur tout le tore plus quelque chose de plus petit. Ces résultats complétent
et étendent ceux de 'article [33] précédemment mentionné.

3En fait, U sera unitaire” a O (h°°)pres”.

¥ partiellement diophantienne” signifie que les trajectoires sont confinées dans des sous-variétés (des sous-
tores) mais a l'intérieur de ces sous-variétés la dynamique est diophantienne.

3Les directions tangentes aux sous-tores mentionnés dans le \ footnote précédent.

¥Voir 1'article “initiateur” de Nekhoroshev [50]. Voir aussi les articles [9, 35, 55], le livre [43] ainsi que le
"review” introductif [53].

“Le paramétre qui controle la taille des blocs et le parametre qui controle le nombre de ces blocs.

#1Son volume relatif tend vers 1 lorsque /i — 0.
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Chapitre A

Systemes hamiltoniens completement
intégrables

1 Rappels de géométries symplectique et affine

1.1 Conventions en géométrie différentielle

Toutes les variétés considérées dans cette these seront de classe C'* et de dimension finie.
On peut référer le lecteur a de nombreuses références traitant de géométrie différentielle,
plus ou moins bonnes, plus ou moins claires, plus ou moins completes. Pour ma part, j’ai vu
pour la premiere fois la définition d'un atlas et d'un systeme de coordonnées dans le livre
[6]. Jai ensuite utilisé (chronologiquement) principalement les livres [49], [67] puis [40]. J'ai
aussi apprécié les livres [39] (pour le chapitre sur les espaces fibrés), [62] (pour le chapitre
sur le calcul des variations), [71] (pour différents aspects), et j’en oublie.

Pour tous les objets considérés (variétés, champs de vecteurs, applications,...) on utilisera
le terme différentiable pour dire de classe C'™°.

Fibrés tensoriels

Ceci étant dit, si M est une variété de dimension d, on notera 7'M son espace tangent et
T* M son espace cotangent. On notera aussi T7,? (M) 'espace des tenseurs au point m € M
de type (p,q) et TP (M) = J,, Tin? (M) le fibré tensoriel de type (p, ¢). En particulier, on a
TM=TY (M)etT*M =T (M).

Si F' est un fibré, on notera I' (F') I'espace des sections de F. Bien que jamais précisé, il
s’agira toujours de sections C'*°. Pour les sections du fibré tensoriel (i.e 'espace des champs
de tenseurs de type (p, ¢)), on simplifiera la notation en I'"? (M) = T" (TP (M)).

On utilisera surtout V (M) = I''"* (M) I'espace des champs de vecteurs et on notera
Q4 (M) C T%9 (M) I'espace des champs de g-formes différentielles antisymétriques. Dans
la suite, on dira simplement “g-forme” au lieu de “champ de g-formes antisymétriques”.

Fibrés, sections locales et globales, connexions

Si F 5 B est une fibration localement triviale!, on notera F, = 7! (b), b € B, les fi-
bres. On notera I' (F) 1’'espace des sections globales de la fibration. Si O C B est une sous-

'On considérera toujours uniquement des fibrations localement triviales.
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variété de B, on notera I' (O, F) 1'espace des sections locales au dessus de O, i.e I'espace
des applications différentiables s : O — 7~ (0), vérifiant 7 o s = I sur O. On notera aussi
Flo =71 (O) le fibré restreint a O. En particulier, on I' (B, F) = I (F).

Si 7 5 B est un fibré vectoriel muni d’une connexion de dérivée covariante V plate (i.e

sans courbure), on notera I'y (O, F) I'espace des sections constantes locales au dessus de
0.

Fonctions C*° uniformément par rapport a un parametre

Dans diverses situations, on aura besoin de travailler avec une variété M et un ensemble
de parametres P, et de considérer des fonctions f : M x P — R dontla régularité par rapport
a M est uniforme par rapport a P.

Définition A.1. On définit C¥ (M) C C*° (M), 'espace des fonctions C*> uniformément
par rapport a P, comme étant 'ensemble des fonctions f : P — C° (M) bornées pour
la famille de semi-normes || ||« (k) pour tout compact K C M. Précisément, ce sont les
fonctions f : M x P — R telles que :

. Pour tout p € P alors f, € C (M).

. Dans tout systeme de coordonnées locales {x;}, pour tout compact K contenu dans le
domaine de définition des coordonnées locales, pour tout point m € K et pour tout
p € P,ona|d;,...0; fp (m)| < C (i1,...,1, K), ott]a constante C (i1, ..., 4;, K) est positive
et indépendante de p.

De la méme maniére, on parlera de I'espace des champs de vecteurs C*° uniformément par
rapport a P et de I'espace des difféomorphismes de M dans M uniformes par rapport a
P.

Pull-backs et push-forwards

Si ¢ est une application différentiable d’une variété M dans une seconde variété N,
et sia € Q7(N) est une g-forme, on notera p*« le tiré-arriere (“pull-back”) de « qui est
une g-forme sur M. Lorsque ¢ est un difféomorphisme, on définit le poussé-avant ("push-
forward”), ou encore l'application dérivée, ¢, : V(M) — V(N). Cette application s’é-
tend naturellement en une application ¢, : I'?? (M) — I'"?(N) qui préserve le type des
tenseurs et commute avec les contractions. Notamment, pour toute g-forme a € Q4 (./\/ ), on

A Yo = (gp_l)* Q.

Flots, dérivée Lie et crochets de Lie

Tout champ de vecteurs X € V (M) induit un groupe local a 1 parametre de transforma-
tions locales que I'on appelle le flot de X et que 1’on note ¢%.. Pour tout ¢, son inverse vérifie

(gbfx)_l = ¢y = ¢' . On définit la dérivée de Lie d'un champ de tenseurs 7' € I'?¢ (M) le
long d'un champ de vecteurs X € V (M) par

d _
exT =2 (6. 7)),
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Cette opération préserve le type des tenseurs, commute avec les contractions et obéit a la
régle de Leibniz pour les produits tensoriels. Dans le cas d'une ¢g-forme o € Q9 (N), on a

d %
Lxa= " ((64)" o),y

Si X et Y sont deux champs de vecteurs, on définit leur crochet de Lie par [X,Y] = LxY".

Produits intérieur et extérieur, dérivée extérieure

Dans la littérature, on trouve différentes définitions de la dérivée extérieure d et des pro-
duits extérieur A et intérieur _, et il convient de se choisir des définitions cohérentes pour
pouvoir retrouver la fameuse formule de Elie Cartan qui assure que si X € V(M) est un
champ de vecteurs et o € Q7 (M) une ¢-forme, alors on a

Lxa=d(Xia)+ Xdo.

Pour toutes formes différentielles o € 27 (M) et 8 € Q¢ (M), on définit le produit extérieur
aApeQpti(M) par

(p+q)

alf= H
pq:

Aaw ),

ou A est I'antisymétriseur. Il s’agit de la convention utilisée par exemple dans les livres
[1, 6, 44, 21, 49, 67]. De cette définition suit celle de la dérivée extérieure d : QP (M) —
QP (M) alaquelle on impose de vérifier la relation d (o A 3) = da A B+ (—=1)? a A df3, pour
tous a € QP (M) et 8 € Q7 (M). Avec notre convention pour le produit extérieur, on a en
particulier, si o € Q! (M),

do(X,Y) = X (a(Y)) =V (a(X)) - a([X,Y]).

Pour retrouver la formule de Cartan, on définit le produit intérieur X .a € Q97! (M) d’une
g-forme o € Q9 (M) par un champ de vecteurs X € V(M) comme étant la contraction
tensorielle

(XJO[) (Xl, ceey Xp—l) =« (X, Xl, ceey Xp—l) .

On notera parfois simplement X .o = « (X, .).

Calcul différentiel en coordonnées
Lorsquel’on effectuera des calculs dans un systeme de coordonnées locales, disons {x ; } i1
on notera 9; = % la dérivée partielle par rapport a la variable x ;. On utilisera aussi la no-
J
tation suivante

H Haa
oo = ,
Nayor O(zy)oa

xT

ol @ € N4 est un multi-indice. Pour ces multi-indices, on utilise aussi plusieurs conventions
tres pratiques :

. Lanorme:ja| = a1 + ... + a4

. Le factoriel : o! = aq!...ay!
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. Le coefficient binomial C’g = Wlﬂ)‘

. B < asignifie que §; < a; pour tout j = 1..d.

. La formule de Leibniz : si F' et G sont deux fonctions C'*°, alors on a

o (FG) = Y 3 (afp) (agf*ﬁa) .
BeEN
BLa

1.2 Conventions en géométrie symplectique

En géométrie symplectique, et en mécanique hamiltonienne en particulier, il existe dif-
férentes conventions de signe indépendantes possibles. On donne ici les conventions util-
isées par la suite.

Une variété symplectique est la donnée d’une variété M munie d'une 2-forme w €
0? (M), nommée forme symplectique, fermée et non-dégénérée dans le sens suivant. En
tout point m € M, la forme symplectique induit une application w,, : T, M — T M
définie par wy, (X) = wy, (X,.), et on demande que cette application soit un isomorphisme.
On notera aussi w : V (M) — Q! (M). Dans toute la suite, on considérera une variété sym-
plectique donnée M et on notera 2d sa dimension.

Le théoreme de Darboux assure l’existence locale de coordonnées dites canoniques (z1, .., x4, &1, .., £4)
dans lesquelles la forme symplectique s’écrit

d
w=Y_d& A d;.
i=1
On a pris pour habitude d’appeler hamiltoniens les fonctions C'*° (M). Pour tout hamil-
tonien H € C* (M) on définit son champ de vecteurs hamiltonien associé par Xy =
—w™! (dH). En coordonnées canoniques, il est donc donné par

d
OH OH
X :E — 0, — —0..
" i=1 9 O axia&

Le crochet de Poisson de deux fonctions F' et G est défini par {F,G} = w (X, X¢) et s’écrit
en coordonnées canoniques

d
OF 0G  0G OF
Fay=Y (-2 2207 )
156} = (3& Oz; 0§ 596i>

On a donc aussi {F, G} = X (G) et on notera parfois Xy = {H,.} en tant qu'opérateur de
dérivation sur C*° (M).

On rappelle qu'un champs de vecteurs X € V (M) est dit symplectique ou localement
hamiltonien si sa 1-forme associée @ = w (X) est fermée. Il est dit (globalement) hamil-
tonien « est exacte. On considérera aussi des champs de vecteurs ayant ces propriétés seule-
ment sur un sous-ensemble O C M. Par exemple, on dira que X € V (M) est dit symplec-
tique sur un sous-ensemble O C M si sa 1-forme associée o = w (X) vérifie (da),, = 0 en
tout point m € O.
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1.3 Feuilletages lagrangiens et connexions affines
Variétés affines

On appelle variété affine une variété N de dimension d munie d'une dérivée covariante
V:VWN)xVWN) — V(N) plate et sans torsion, c’est a dire que pour tous champs de
vecteurs X, Y, Z € V(N),ona:

. Vestsans torsion: VxY — Vy X = [X,|Y].
. Vestsans courbure: VxVyZ — VyVxZ = VxyZ.

Cette dérivée covariante s’étend en un unique opérateur V : I'?4 (N) — I'P9t1 (N) en de-
mandant les propriétés suivantes :

. Pour toute fonction F' € C*> (N) ona
VxF =X (F).
. V commute avec les contractions de tenseurs, i.e notamment
Vx (Yia) = (VxY)ia+Y.iVxa,
pour tous X € V (N) et € Q7 (N).

. V observe la regle de Leibniz pour les produits tensoriels, i.e

Vx(A®B) = (VxA) @B+ A® (VxB).

Champs de tenseurs constants et holonomie

La donnée d'une telle structure géométrique permet de faire du transport parallele avec
des tenseurs de tout type. Pour nos besoins, on définit I'espace des champs de vecteurs
constants ou paralléles

Vg N)={X eVN);VX =0}

ainsi que l'espace des g-formes constantes ou paralléles
QL (N) ={a e QL (N);Va=0}.

En particulier, on a I'espace des formes volumes constantes Q¢ (\).

Pour tout ouvert O C N simplement connexe, 'espace Vy (O) est un espace vectoriel
de dimension d naturellement isomorphe a chacun des espaces tangents 7', N/, pour m € O,
mais ce n’est en général pas le cas pour N tout entier a cause de la présence d'un groupe
d’holonomie non-trivial. Localement, on peut toujours trouver des systemes de coordon-
nées plates, i.e des coordonnées {y;},_, ; définies dans un ouvert simplement connexe
O C N telles que V (dy;) = 0. Dans un tel systeme de coordonnées, un champ de vecteurs
X=5%,X '9,, est constant si et seulement si ses composantes X7 le sont.

Les structures affines sont des structures géométriques relativement “restrictives” et 1'é-
tude du groupe d’holonomie permet d’avoir des informations assez fortes sur la topologie
de la variété. On rappelle quelques résultats concernant cette question dans le théoreme
suivant?.

2Voir par exemple le chapitre V.4 du le livre [40].
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Théoreme A.2. Soit (N, V) une variété affine.

. Le groupe d’holonomie est discret.
. Si la connexion est complete’, alors N est recouvert par le cylindre affine TP x R4,
. N est recouvert par le tore affine T si et seulement si N est compact.

. Sil'holonomie est triviale, alors N est isomorphe au cylindre affine TP x RI~P.

Feuilletages lagrangiens et connexions affines

Un feuilletage L = |J Ly, est une distribution intégrable (au sens de Frobénius) de sous-
espaces L, C T;, M, m € M. On utilisera la notation X € I' (L) pour dire qu'un champ de
vecteurs X € V (M) est tangent a L,, en tout point m € M.

On considere un feuilletage lagrangien, i.e une distribution L = J L,,, de sous-espaces
lagrangiens L,, C T,,M, m € M. Dans les ouvrages de quantification géométrique, on
utilise traditionnellement le terme polarisation au lieu de feuilletage lagrangien. On pourra
consulter par exemple le livre [71] pour une présentation détaillée des polarisations réelles
et complexes.

Alan Weinstein, dans ses articles [69] et [70], a donné plusieurs résultats importants et
tres jolis concernant les sous-variétés lagrangiennes de variétés symplectiques. Notamment,
il a montré que toute feuille d"une feuilletage lagrangien est munie d’une structure affine
naturelle. On trouve dans [71] une reformulation de ce résultat qui est plus “concrete” dans
le sens o1 'on a une expression explicite de la dérivée covariante de la connexion affine.
C’est cette formulation que nous allons présenter maintenant et utiliser par la suite.

Définition A.3. Soit AV une feuille d'un feuilletage lagrangien L. On définit 'opérateur de
dérivation V : V (N) xV (N) — V (N) de la maniere suivante. Pour tous champs de vecteurs
X,Y € V(N), on pose

VxY = wt ()Z'_:d <1~/_:w>> ,

ot X € T'(L) et Y e I'(L) sont des extensions a V (M) de X et Y, partout tangentes au
feuilletage L.

Théoréeme A.4. L'opérateur V définit une connexion affine plate et sans torsion sur N.

La définition de V, qu’on appellera dérivée covariante ou connexion affine, dépend de
la feuille N mais aussi du germe a l'ordre de 1 du feuilletage L prés de N. D’autre part,
si on a une variété lagrangienne N, il n’est pas toujours possible de trouver un feuilletage
lagrangien L tel que N soit une de ses feuilles. Par exemple, si I'on choisit N' C T*5? la
section nulle du cotangent de la sphére S?, alors il n’existe pas de polarisation L telle que
N soit une de ses feuilles car sinon le théoreme précédent impliquerait 1’existence d’une
connexion affine plate et sans torsion sur la sphere, ce qui est impossible.

La connexion affine plate et sans torsion est une structure géométrique intrinsequement
liée aux systemes completement intégrables définis par des fibrations lagrangiennes en tores
puisqu’elle apparait a la fois sur les fibres et sur I'espace de base.

%i.e les geodésiques de V sont définies pour tout temps.
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Proposition A.5. Soit N une feuille d'un feuilletage lagrangien L. Si X € T' (L) est un champ de
vecteurs partout tangent a L et localement hamiltonien sur N, alors sa restriction a N est un champ
de vecteurs constant, i.e X |\, € Vy (N).

Démonstration. En effet, si X estlocalement hamiltonien sur N cela signifie que (d (X .w)),, =
0 en tout point m € N. D’apres la définition de V, pour tout Y € V (N) pour tout point
m € N, on a alors

(Vy (X)) = @' (Yimad (w(X)),,)
= 0,
ce qui prouve que X|,, € Vy (N). |

I faut noter que la réciproque est en générale fausse. Lorsque le feuilletage ne définit
pas une fibration pres de la feuille A/, un champ de vecteurs X € Vy (N) n’est pas forcé-
ment la restriction a A" d'un X € V (M) localement hamiltonien sur A/. C’est par contre le
cas lorsque le feuilletage définit une fibration, comme l'implique la proposition A.20 de la
section suivante.

2 Systémes hamiltoniens complétement intégrables

2.1 Applications moments

On se donne une variété symplectique (M, w) de dimension 2d.

Définition A.6. Une application moment A = (Ay,..., A4) : M — R? d’un hamiltonien
H € C* (M) estla donnée de d fonctions A; € C*° (M) vérifiant

- {A;, A} =0, pour tous j, k : 1..d. On dit que les A; sont en involution.
. {A;,H} =0, pour tout j : 1..d. On dit que les A; sont des constantes du mouvement.

. Les différentielles dA; sont linéairement indépendantes presque partout.

Pour une application moment donnée A, on définit son lieu singulier S (A) C M
comme l’ensemble des points singuliers, i.e les points m € M ot les différentielles dA;
sont linéairement dépendantes. En tout point m € S (A), on définit corang (m), le corang de
la différentielle en m

dA, = (dAy,...,dAy),, : TmM — R%

On voit facilement que le corang est aussi donné par
d
corang (m) = dim ﬂ ker (dA;),, — d.
j=1

Une valeur réguliere de I'application moment est un a € R? tel que tous les points m €
A~!(a) sont régulier, i.e tel que S (A) N A1 (a) = @.

Définition A.7. Un hamiltonien H € C'*° (M) est dit complétement intégrable (CI) lorsqu’il
admet une application moment.
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En général, un hamiltonien CI admet plusieurs applications moments et un point m peut
étre singulier (corang (m) > 0) pour une application moment et régulier (corang (m) = 0)
pour une autre. Les singularités de 'application moment proviennent parfois de la topolo-
gie de M (ou des surfaces de niveau Sg = {m; H (m) = E'}) qui impose aux applications
moments d’avoir au moins un certain nombre de points singuliers, mais sans imposer quels
points doivent étre singuliers. Il se peut aussi que la relation de commutation {A;, H} = 0
impose a un point précis d’étre singulier.

Exemple A.8. Soit la variété M = R* munie de la forme symplectique w = d¢ A dz + dn A dy
et soit le hamiltonien H (z,y,£,n) = 2§ + yn. Si A € C* (M) est une fonction commutant
avec H, cela veut dire que

0A 0A 0A 0A
HA}=2— —-¢(—+y——n—=0
(H, A}y =2 =& TV ",
Notamment, siz = { = y = 0, pour toutnona n% = 0. Cela implique que % (0,0,0,7) =0
pour tout n # 0 et donc aussi pour = 0 par continuité. En faisant le méme raisonnement
pour les autres variables, on en déduit que la différentielle dA est nulle au point (0,0, 0,0).
Cela montre que toute application moment de H sera forcément singuliére en (0,0, 0,0).

Définition. On dira que m € M est un point singulier du hamiltonien s’il est singulier
pour toutes les applications moments. Un hamiltonien H est dit complétement intégrable
régulier (Clreg) s’il ne possede aucun point singulier, autrement dit si pour tout point m il
existe une application moment de H réguliere en m.

On sait depuis déja longtemps que 1'image réciproque d'une valeur réguliére de 1’appli-
cation moment a un aspect bien sympathique que 'on rappelle dans la proposition suivante.

Théoréme A.9. Supposons que A est une application moment propre de H. Si a € RY est une
valeur réguliere de A, alors :

. Les composantes connexes de A~ (a) sont des tores lagrangiens isomorphes au tore T? affine*.
On les appelle tores de Liouville.

« Dans un voisinage O d’un de ces tores, il existe un systeme de ”coordonnées” canoniques dit
“angles-actions” (x1,...,24,&1,...,&q) : O — T¢ x R dans lesquelles I’hamiltonien H est
indépendant des x;.

Ce théoréme de coordonnées angles-actions, est connu sous le nom de théoreme d’Arnold-
Liouville, en références aux articles [42] et [4]. Ce théoreme était cependant déja contenu
dans un article de Henri Mineur ([46]), comme remarqué par [66].

Malgré un avantage pratique incontestable de ces coordonnées angles-actions, il est aussi
pertinent de les oublier un moment et de se concentrer sur les structures géométriques in-
duites par une application moment. D’apres le théoreme précédent, une application mo-
ment A définit au voisinage d’une composante connexe d’une fibre réguliere A~!(a) une
fibration localement triviale en tores lagrangiens. D’autre part, lorsque le hamiltonien est
non-dégénéré, on montrera dans la proposition A.80 que cette fibration est unique (indépen-
dante de I'application moment). On a alors en notre possession un objet global : une fibration

*11 s’agit ici de la structure affine standard sur le tore T¢ = R*/Z". 1l existe d’autres structures affines sur
le tore, comme par exemple celle de Nagano-Yagi ([48]) en dimension deux, qui présente de ’holonomie. Des
auteurs (par exemple [24, 25]) ont montré que de telles structures affines peuvent apparaitre sur les feuilles de
certains feuilletages lagrangiens. Il s’agit alors forcément de feuilletages non réductibles.



2. SYSTEMES HAMILTONIENS COMPLETEMENT INTEGRABLES 29

M L Bdontles fibres M, = 71 (b), b € B, sont des tores lagrangiens, et ot1 3 est une variété
différentiable. L'espace de base B est 'espace des tores® et une application moment donne
un systeme de coordonnées locales sur B.

2.2 Fibrations en tores lagrangiens

A partir de maintenant, on adoptera la définition suivante pour un systéme complete-
ment intégrable régulier, qui est celle de Duistermaat dans [28].

Définition A.10. Un systéme complétement intégrable régulier (CIreg) <H M5 B) estla

donnée d’une fibration lagrangienne M -~ B dont les fibres sont des tores, et d’'un hamil-
tonien H € C* (M) constant sur les fibres. Un hamiltonien H est dit CIreg lorsqu’il existe
une telle fibration lagrangienne le long des fibres de laquelle H est constant.

L’existence d'une telle fibration lagrangienne en tores implique la présence naturelle de
structures affines plates et sans torsion a la fois sur chacun des tores M, = 7! (b) (remarqué
par Weinstein [69]) et sur I'espace de base B (remarqué par Duistermaat [28]). Ces structures
géométriques permettent d’'introduire, entre autre, les séries de Fourier sur les fibres, les
invariants topologiques que sont la monodromie et la classe de Chern, une action torique
locale et I'opération de moyennisation associée.

On commence par donner quelques propriétés satisfaites par les fibrations lagrangien-
nes.

2.2.1 Quelques propriétés élémentaires des fibrations lagrangiennes

On considere une fibration M -~ B localement triviale® a fibres connexes et on note L =
U,,, Lm le feuilletage, dit vertical, défini par les espaces tangents aux fibres M, = 7~ (b),
ie Ly = Tin Mgy C TnM.

Définition A.11. On utilisera le terme semi-globalement pour dire “localement dans un
ouvert O C M dela forme O = 7! (0), avec O C B”.

Définition A.12. On dit d'un champ de vecteurs X € V (M) qu'il est vertical s'il est tangent
aux fibres My, = 771 (b),i.e X € T'(L).

Définition A.13. Soit X € V (B) un champ de vecteurs sur l'espace de base. On dit que
X € V(M) estun relevé de X si pour tout b € B et pour tout m € M;, ona

Tk <)?m) = Xb-

Proposition A.14. Un champ de vecteurs Y € V(M) est un relevé d'un champ Y € V (B) si et
seulement si pour tout X € I' (L) vertical on a

LxY €T (L).

°1l peut étre éventuellement compact.
®On considérera toujours uniquement des fibrations localement triviales
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Démonstration. En effet, si on note ¢’ le flot de X on a, en tout point m, par définition de la
dérivée de Lie :

Tk (ﬁxy)m = 77*% (gb*_t (iﬁt(m))) ‘tzo
J e
= - (m(b*t (Y¢t(m))) ‘tZO.

Du fait que X est vertical, son flot ¢ * reste inclus a l'intérieur des fibres 7~

si bien que
. (ex), = (v (Foom))l -

La dérivée de Lie <E XEN/) est verticale si et seulement si 7, (L XEN/) estnul, i.e si et seule-
./ m m

1 —t _
,iemop ™t =,

ment si 77*}7¢t(m) = .Yy, et ce pour tout X € I' (L). Cela est vrai si et seulement si pour tous
m et m’ tels que m (m) = 7 (m’) ona .Y,y = m.Y,,, cesta dire si et seulementsi Y € V (M)
est un relevé d'un champ de vecteurs Y € V (B). [ |

D’autre part, on peut montrer facilement que 1'on a la propriété suivante.

Proposition A.15. Soit a € QP (M) une p-forme. Elle s’écrit o = 7*(3 avec f € QP (B) si et
seulement si pour tout X € I' (L) ona X soo = 0 et X sdae = 0.

On consideére a partir de maintenant un feuilletage lagrangien. Parmi les champs de
vecteurs symplectiques, ceux qui sont verticaux sont caractérisés de la maniére suivante.

Proposition A.16. Soit X € V (M) un champ de vecteurs symplectique. X est vertical si et seule-
ment si sa 1-forme associée w (X) est un pull-back, i.e

X el (L)<= w(X) e (Q'(B)).

Démonstration. Notons o = w (X) la 1-forme associée a X. La proposition A.15 nous ap-
prend que a est dans 7* (Q' (B)) si et seulement si les restrictions «f, et dal; sont nulles.
Comme le feuilletage vertical est lagrangien, a|; est nulle si et seulement si X est vertical.
D’autre part, da = 0 puisque X est symplectique, ce qui prouve 1’assertion. |

On en tire immédiatement les deux corollaires suivants.

Proposition A.17. Soit Xy € V(M) un champ de vecteurs hamiltonien. X g est vertical si et
seulement si son hamiltonien H est un pull back, i.e

Xp el (L)< Hern*(C*(B)).

Démonstration. La 1-forme associée a Xy est par définition w (X ) = —dH. La proposition
précédente nous assure que X est vertical si et seulement dH est un pull-back,i.e dH = 7*3
avec 3 € Q! (B). De plus, ceci est vrai si et seulement si H est lui-méme un pull-back. En effet,
M 5 B étant une fibration a fibres connexes, tout cycle ~ : [0, 1] — B sur la base est I'image
par 7 d'un cycle 7 : [0,1] — M. On a alors

Lg;/ym:o

puisque dH est exacte. Ceci étant vrai pour tout cycle v, cela prouve que 3 est une forme
exacte, i.e 3 = df, et donc que H = 7* f. |
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Proposition A.18. Pour tout couple de fonctions F,G € 7* (C* (B)), on a
{F,G} =0.

Démonstration. Par définition, on a {F, G} = w (XF, X¢). Cela est nul puisque d’apres la
proposition précédente X et X sont tangents aux fibres qui sont lagrangiennes. u

2.2.2 Structure affine sur les fibres

Le feuilletage lagrangien associé a une fibration lagrangienne M = B implique 1’exis-
tence d’une connexion affine naturelle V sur chacune des fibres M, = 7! (b), pour b € B,
donnée par la définition A.3.

Lemme A.19. Pour tout b, I'holonomie sur le tore My, est nulle. De plus, le fibré | J, g Vv (M) est
.

Démonstration. Pour tout point b € B, dans un voisinage O C B de ce point, on peut trouver
d fonctions &; € C*° (0), dj = 1.., dont les différentielles d¢; sont linéairement indépendantes
dans O. Les tirés-arriéres {; o m, sont linéairement indépendants dans O =7 10), et il
en est de méme pour les champs de vecteurs hamiltoniens associés X; = X¢ on. D'autre
part, d’apreés la proposition A.17 les X; sont verticaux et donc, d’apres la proposition A.5,
constants sur chaque fibre M,. On a donc d champs de vecteurs formant, pour tout b € O,
une base des champs de vecteurs constants sur My, ce qui montre que 1’holonomie sur le
tore M, est nulle. De plus, cette base dépend de maniere C'> de b ce qui implique que le
fibré Uycp Vv (My) est C. |

L’holonomie étant nulle, les fibres M} sont donc isomorphes (en tant qu’espaces affines)
au tore affine plat standard T¢ = R?/Z<. De plus, 'espace Vy (M}) des champs de vecteurs
constants, 'espace 2%, (M,) des 1-formes constantes, et 'espace Q5 (M,) des formes vol-
umes constantes, sont des espaces vectoriels de dimensions respectives d, d et 1.

On a ensuite la caractérisation suivante des champs de vecteurs verticaux constants.

Proposition A.20. Un champ de vecteurs X €V (M) est vertical et constant sur chaque fibre si et
seulement si sa 1-forme associée w (X) est un pull-back, i.e

XeTl (U Vv (Mb)> = w(X) e (Q(B)).

beB

Démonstration. Notons o« = w (X) la 1-forme associée & X et L = J,,, L., le feuilletage
vertical défini par les espaces tangents aux fibres M, = 7! (b). La proposition A.15 nous
apprend que « est dans 7* (Q! (B)) si et seulement si les restrictions a, et da|; sont nulles.
Comme le feuilletage est lagrangien, «|; est nulle si et seulement si X est vertical. D’autre
part, on voit d’apres la définition A.3 de la connexion affine associée au feuilletage lagrang-
ien, que X est constant si et seulement si da|; est nulle. [ |
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2.2.3 Le fibré des périodes

Sur chaque fibre My, on va considérer parmi les champs de vecteurs constants sur M,
ceux qui sont 1-périodiques.

Définition A.21. On définit le réseau des périodes A, C Vy (M,) par
Ay ={X € Vg (My) ;0% =1},
ol ¢ est le flot au temps 1 du champ de vecteurs X.

On montre facilement que A est effectivement un réseau de Vy (M), i.e un module sur
Z de dimension d.

Définition A.22. On définit ensuite le réseau A} C Q% (M,), dual’ du précédent, par
Ay ={a €9y (My);VX € Ay = a(X) € 21Z} .
Définition A.23. On définit le fibré des périodes
A:UAb
et son dual (contenant le facteur 27)
A= A
beB

On va maintenant montrer que les réseaux A, dépendent de b de maniere C'*° et forment
donc une fibration C*° au dessus de B. Pour le prouver, on montre d’abord un lemme qui
est ’essence du théoreme de coordonnées angles-actions.

Lemme A.24. Soit O C B un ouvert et soit § un potentiel symplectique dans © = == (O). Soit
b — v (b) une famille de cycles dépendant de maniere C>° de b et telle que v (b) C My, pour tout
b € O. Soit la fonction action { € C> (B) définie par

§<b):L<b>0'

Alors, le champ de vecteurs X¢or associé au hamiltonien £ o m est vertical, constant et 1-périodique.
De plus, pour tout b € O, ses trajectoires sur M, sont homotopes au cycle ~y (b).

Démonstration. Le fait que X¢., est vertical et constant sur chaque fibre découle directement
de la proposition A.16. On va montrer ensuite que, pour tout by € O, il existe un cycle ¥ (bg)
homotope a 7 (by) qui est une trajectoire de X¢o,. En utilisant I'invariance de la fonction
action par changement homotope de cycle, on pourra conclure.

. Si 4 (b) C M, est une autre famille de cycles dépendant de maniere C> de b et telle
que 7 (b) est homotope dans M, a v (b) pour tout b € O, alors

“MZL@HZL@Q

7 Attention a I'introduction du facteur 27 dans la définition méme de l’espace A;.
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En effet, si 4 (b) est homotope a v (b), alors 7 (b) — v (b) = 05, ot S est un 2-cycle dans

Mb. O]l a dOI 1C
’y~(b) ’y(b) oS S

ce qui est nul puisque S est inclu dans une variété lagrangienne.

. Il existe une famille de cycles 7 (b) C M, dépendant de maniére C* de b et telle que
7 (b) est homotope a y (b) pour tout b € O, et telle que ¥ (by) est une géodésique pour la
connexion affine de la fibre My, . Il suffit de choisir une géodésique ¥ (by) homotope a
7 (bo) et de choisir une famille 7 (b) coincidant avec ¥ (bg) en by, en utilisant le fait que
la fibration est localement triviale.

. Il existe un champ de vecteurs X5 vertical, hamiltonien et tangent au cycle 7 (bg) C
My, . En effet, le cycle 74 (by) étant une géodésique sur le tore M,,, il existe un unique
champ de vecteurs X € Vg (My,) coincidant avec le vecteur tangent 7 (by) en tout
point de ¥ (bg). Grace a la proposition A.19, on peut étendre X en un champ de vecteurs

X' € V(M) vertical et constant sur chaque fibre. Soit o = w <X '> sa 1-forme associée.

Sa restriction «; au feuilletage vertical L = | J,,, Ly, défini par les espace tangents aux
fibres M, est nulle puisque que X est vertical et que L est lagrangien. De plus, le fait
que X " est constant sur chaque feuille implique, d’apres la définition A.3, que da/|; est
nulle aussi. Ceci permet d’appliquer la proposition A.15 et d’en déduire que v est de la
forme a = %3, avec 8 € Q! (B). On peut ensuite choisir une fonction f € C> (B) telle
que (df),, = Br,- On définit alors X5 comme étant le champ de vecteurs hamiltonien
associé a la fonction f o, soit vecteurs X5 = X ... Le champ de vecteurs ainsi construit
X5 est donc bien hamiltonien et, grace a la proposition A.16, il est aussi vertical. Par
construction, il coincide avec X en tout point de My, et coincide donc avec 7 (by) en
tout point de 7 (bo).

Pour tout point m € My,, on veut montrer que (X5),, = (X¢or),,- On va montrer que

pour tout Y,, € T,,M, onaw <f/m, X;,) =w <f/m, X{on—)- On choisit pour cela un champ de

vecteurs Y € V (B) dont le relevé Y € V (M) coincide avec Y;, au point m. On a alors

w(?m,chm) — (o)) (Y)

m

d
- Seenesiio,

d
= Egogbg/ow(m)h:o,

ot ’on a utilisé la proposition ?? dans la derniére ligne. Par définition de £, on a

) d
w | Y, Xeor = _/ 0
( ) dt J5(s4 (00))

t=0

On se rappelle que 1’on peut remplacer la famille de cycle 4 (b) par une famille homotope,
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par exemple par la famille 5 (¢4 (b)) = ¢% (7 (bo)), ce qui fait que

o(Fmer) = g [ ()0
_ L0
(bo)

La formule de Cartan nous donne L0 = d <w <}7>> +Y _w. Le premier terme est une forme
exacte, son intégrale sur le cycle 4 (by) donne donc 0. Il reste

w(ffm,X@ﬂ) (m) = g{(bo)fﬁw

B /o1 (w <Y/’X’Y> o dly. (m)) dt,

puisque X5 coincide avec 7 (by) en tout point de 7 (by). Il reste & montrer que I'intégrand est
constant par rapport a t. En effet, on a

G (7,55 ) 0 0, m)] =[x, (V.5)] 0 0k, (m).
avec Lx,w <5~/,X§) = (ﬁX&w) <§7,X§) +w <£Xa?vXﬁ> +w <5~/,£X&X§> _

Le premier terme est nul car X5 est hamiltonien. D’autre part, £ X;/f/ est vertical comme

l'assure la propriété A.14, ce qui fait que w <£ Xaifv X@> = 0. Enfin, le troisieme terme est nul

du fait que L, X5 = 0. Cela prouve donc que w <}7, X&) o qb’fXﬁ (m) est constant par rapport
at, etdonc que

w <}>m7X§o7r) = w <ffm,X:y) .

Ceci étant vrai pour tout Yy, € T;, M, cela prouve que (X5),, = (X¢on),,, pour tout point
m € My,. De plus, par construction le champ de vecteurs X5 engendre le cycle 7 (by) qui
est homotope a v (by), ce qui implique que X¢.. est 1-périodique et que ses trajectoires sont
homotopes a v (by). Enfin, on peut refaire tout ce raisonnement avec les autres points by € O,
ce qui achéve la preuve. |

Ce lemme nous permet de prouver que les réseaux A, dépendent de maniere C'*° de b.

Proposition A.25. Le fibré des périodes A est un sous-fibré C* du fibré | J,cg Vv (My). Le fibré
dual A* est un sous-fibré C°° du fibré | J,c g Q% (My).

Démonstration. Tout d’abord, la fibration étant localement triviale on peut trouver, dans
un ouvert O C B suffisament petit, N familles de cycles v; (b), j = 1..N, dépendant de
maniere C* de b et formant pour tout b une base de I'homologie du tore M. D’autre part,
un théoreme bien connu de Weinstein ([69]) implique entre autre 'existence d'un potentiel
symplectique 6 dans un voisinage d’une fibre M. Quitte a réduire I'ouvert O, cela nous
assure de I'existence d’un potentiel symplectique # dans O = 7~ (O). Pour tout j = 1..N,
on construit la fonction action §; € C* (B) du lemme A.24. Il résulte de ce lemme que les
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champs de vecteurs hamiltoniens X; = X¢ o, associés aux hamiltoniens {; o 7 sont dans le
réseau A\, pour tout b € O. De plus, ce sont des éléments primitifs du réseau du fait que leurs
trajectoires sont homotope aux cycles ~; (b) qui forment une base de 'homologie des tores
My, Enfin, ils sont linéairement indépendants pour la méme raison. Les champs de vecteurs
X, forment donc une famille de bases du réseau A, dépendant de maniere C'*™° de b, ce qui
acheve la preuve. [

2.24 Structure affine et monodromie sur l’espace de base

On sait que la forme symplectique, du fait de son caractere non-dégénéré, fournit un
isomorphisme naturel entre 7}, M et T};, M, en tout point m. Cela induit un isomorphisme
w: V(M) — QF (M) entre les champs de vecteurs et les champs de 1-formes. On va voir
que cela induit aussi un isomorphisme entre les champs de vecteurs constants sur une fibre
et les 1-formes sur 1’espace de base B.

Proposition A.26. Pour tout point b € B, l'application suivante
w: B — le (My)
X — w ()Z')‘ ,
My,

oit X € V (M) est un relevé de X e T8, est bien définie et est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration.

. Tout d’abord, l'application ¢, : T,B8 — Q! (M) ne dépend pas du choix du relevé
puisque si X; et X, sont deux relevés de X, alors X; — X, est vertical. La fibre M,
étant lagrangienne, cela implique que w <)~( — )A(;) ‘M =0.

b

. On montre ensuite que ¢, (X) € QF (My), i.e V (15 (X)) = 0. En effet, pour tout Y €
Vv (M,), on peut étendre Y en un champ de vecteurs Y’ € V (M) vertical et constant
sur chaque fibre,i.e V' € T ({J, Vv (M)). D’apres la proposition A.20, cela signifie que

w (Y’) = 13, avec 8 € Q! (B). Pour tout point m € My, on a donc

(1p (X)) (Y) w <)~(Y>m
=~ (X)
= _/8 (X)b7

m

puisque que X est un relevé de X. Cette quantité est constante par rapporta m € M,,
ce qui prouve que ¢ (X) est une 1-forme constante sur M.

. Enfin, I'application ¢, est injective dans le (Mp). En effet, si X1 € TpyB et Xo € TpB
sont tels que w <)? 1) ‘M = w <)?2) ‘M , cela signifie que pour tout m € M, et tout
b b

vecteur Y € T}, M vertical, on a w <)? | — X, Y> = 0, ce qui implique que X, — X,
m
est vertical et donc que X; = X». On a donc une injection entre deux espaces vectoriels

de méme dimension, c’est donc un isomorphisme.
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Proposition A.27. L'application transposée 1j : Vv (My) — T} B vérifie
W) B = Vo (My)
g - —wl (w*ﬁ)|Mb .

Démonstration. En effet, par définition de ¢, pour tout X € T,BettoutY € Vy (M;), ona

(p (V) (X) = (w(X))(Y)
= —w(rX),

ott X € V(M) est un relevé de X. D’autre part, la proposition A.20 implique que w (Y) =
73, avec 3 € Q! (B). En utilisant le fait que X est un relevé de X, on obtient (i} (Y)) (X) =
—B(X). u
On étend ensuite de maniere naturelle ces deux applications en deux applications
t:TB— Ule(./\/lb)
beB

et
A U Vv (My) — T*B,
beB
que 'on montre étre des difféfomorphismes d’espaces fibrés au dessus de B.

Proposition A.28. Les applications ¢ et v* sont des difféomorphismes d’espaces fibrés au dessus de
B.

Démonstration. On va montrer que localement, ¢ envoie des sections C'> sur des sections
C*°. En effet, si X € V (B) alors pour toutb € B on a

X))y = w(Xp)

= < (%),

qui est bien la restriction a M; d'une 1-forme w <A~’ ) € QY (M), ce qui prouve que b —

(1 (X)), est une section C* de | J, Q% (M,), et donc que ¢ est un difféomorphisme. On montre
ensuite de maniere tout a fait similaire que +* est un difféomorphisme. |

Définition A.29. On définit E* C T B le fibré des actions sur B par
E* =/ (7).

Grace a la proposition A.25, cest un sous-fibré C*> de T*B, E* = J,c5 E}, dont la fibre
Ey =1 (Ap) est appelée réseau des 1-formes entieres en b.

Définition A.30. On définit £ C T'B, le fibré 2r-dual du précédent
E=.1(AY).

C’est un sous-fibré C> de TB, E = |J,.5 Ey, dont la fibre E, = ¢; ' (A}) est appelée réseau
des vecteurs entiers en b.



2. SYSTEMES HAMILTONIENS COMPLETEMENT INTEGRABLES 37

L’existence de ce fibré en réseaux permet d’identifier les espaces tangents 733 pour des b
voisins, ce qui donne une structure de connexion affine sur B3.

Proposition A.31. Le fibré T'B est muni d’une connexion affine naturelle.

L’holonomie de cette connexion est appelée monodromie, terme introduit par Duister-
maat dans [28].

2.2.5 Séries de Fourier

Les fibres M), étant compactes, on peut choisir une mesure constante particuliere |d;|,
dup € Q% (M,) : celle définie de maniere unique par [ M, [die| = 1. Sur chaque tore affine
My, on définit I'espace des fonctions de carré sommable a ’aide du produit scalaire suivant

(flg) = /M Foldu)

pour tout couple (f,g) de fonctions de M, a valeurs complexes. On définit alors la norme
L2 associée par | f[|32 = (f] f) et lespace L? (M) par L? (My) = {f: | fll 2 < o0}

Soit un point de référence x( € M, fixé. Pour tout point z € M,, il existe un champ de
vecteurs constant X € Vg (M,) tel que z = ¢ (2¢). On a en fait une classe d’équivalence,
puisque deux vecteurs X,Y € Vy (M,;) ayant cette propriété vérifient que X —Y € A;. On
notera X = x — xo un représentant de cette classe.

Pour tout k € A}, on définit 'onde plane ¢), € L? (M,) par

ex (1’) _ eik(mfxo)

et on définit la série de Fourier f (k) de la fonction f : M, — C par

Fk) = (exl £) = / e~ HE0) £ (1) |dpy|

b

On peut ensuite reconstituer la fonction par la formule inverse

f@) = Y e,

kEA;

Cette série de Fourier a toutes les propriétés bien connues. Notamment, on voit facilement
que pour tout champ de vecteurs constant X € Vg (M,) et toute fonction f € C! (M,), on a

X(f) (k) =ik (X) (k).

Moyennant le choix d"un point origine xoy € M; on peut donc définir, pour toute fonction
fo : Mp — C, sa série de Fourier fb : Aj — C. Naturellement, pour toute fonction f :
M — C, on souhaiterait définir globalement sa série de Fourier f : A* — C, ou encore
f : E — C, en utilisant I'identification ¢ (E) = A*. Pour cela, il faut choisir un point origine
xq (b) pour tout b, i.e une section du fibré M L B. Ainsi définie, la série de Fourier d’une
fonction f € C° (M) aura des coefficients de Fourier dans C'* (B) si et seulement si la
section zg : B — M est C°, ce qui n’est en général possible que localement, comme on I'a
dit précédemment.

D’autre part, les sections du fibré E sont, par construction, constantes par rapport a la
connexion sur B, ce qui permet d’identifier localement chaque espace E;, C T3 avec l’espace
des sections I' (E).
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Définition A.32. On notera
r=Tr(F)

I'espace des sections du fibré E. On l’appelle espace de Fourier.

Comme on I'a dit, on ne pourra faire les identifications I' = E}, que localement a cause de
la présence de monodromie. Cependant, a I'intérieur de toute boule O C B, la monodromie
est nulle et il existe une section origine globale z (b). Pour tout k € Ej, on notera k € A}
son image k = 1, (k) et on utilisera implicitement l'identification entre E} et 'espace T' des
sections du fibré E.

Définition A.33. Soit O C B une boule. Pour toute fonction f : 7~ (O) — C, on définit sa
série de Fourier f : O x I' — C par

Fb.k) = o (k)
ou :fvb est la série de Fourier de la fonction restreinte a la fibre M.

Dans la suite, lorsque que l'on parlera de série de Fourier f:BxT — C, il sera sous-
entendu que l'on travaille dans une boule O C B, et on notera abusivement I' au lieu de
I' (O, E). On utilisera toujours implicitement I'égalité f (b, k) = f, <l~€> et on notera simple-
ment la série de Fourier f (b, k).

Proposition A.34. Une fonction f de M dans C est C™ si et seulement si, dans un systeme de
coordonnées locales {£;} sur B, pour toute boule compacte K C B, pour tout multi-indice « € N d

pour tout b € K, pour tout k € I' et pour tout entier a > 0, il existe une constante C' (o, a, K) telle

que
0T Cla,a, K
0 F (b, 1) < A22E)

(1+ 1)

)

oit I'on s’est donné une norme | | sur I.

La série de Fourier hérite naturellement des propriétés des séries de Fourier sur chaque
fibre, comme par exemple la suivante.

Proposition A.35. Soit une fonction f € C'* (M). Soit H € C* (M) un hamiltonien de la forme
H=Fomet Xy €V (M) son champ de vecteurs associé. La série de Fourier f vérifie alors

—_~— —~

X (f) (b, k) = idF (k) f (b, k).

e~

Démonstration. D’apres les définitions précédentes, on a X (f), (l%) = ik (Xpor) fo (k).

D’autre part, la relation entre k et k donne

k(XFow) = U (k) (XFOT()
= ()" (Xpor) (k).

Enfin, en utilisant w (X por) = —7* (dF), la proposition A.27 donne k (Xpor) = dF (k). W
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2.3 Action torique semi-globale

On voit facilement, a 1'aide d'un systéme de coordonnées angles-actions (x;,&;), que
semi—globalement8 on a une action de T sur M. En effet, si 'on consideére les champs de
vecteurs X; = 0, associés aux coordonnées actions §; et si I'on fait agir leurs flots gb%
pendant un temps ¢; € [0, 1], on obtient 1’action

0,17 % (z;,&) — (x;,)
((t1, s ta) s (5,85)) — (5 +15,&).

On va tout d’abord donner une version géométrique de cette action, en remarquant que
I'on a un fibré en tores naturel, qui ne dépend pas du choix d'un systeme de coordonnées
angles-actions. De plus, ce fibré est muni d’une connexion naturelle qui permet de parler de
sections locales constantes et de définir 1’action torique semi-globale. D’autre part, bien que
cette action ne soit pas globale, on peut définir globalement 1'opération de moyennisation.
Apres avoir donné quelques propriétés élémentaires de 1'opération de moyennisation, on
donnera le théoréme A.52 de "décomposition des champs de vecteurs symplectiques” en
deux parties : une partie constante par rapport a I'action torique et une partie globalement
hamiltonienne.

2.3.1 Fibré torique

Définition A.36. Pour tout point b € B, on définit G, le groupe torique en b par le quotient
Gp = Vv (M) /As.

Les éléments de G;, seront notés [X], avec X € Vy (M}), puisque ce sont des classes d’équiv-
alence. On définit ensuite le fibré torique G — B par

g:Ugb-

En tout point b, le groupe torique mérite bien son nom du fait que G, est isomorphe
au tore T en tant que groupe, moyennant le choix d'une base de A;. D’autre part, le fibré
torique G est un fibré C*> au dessus de B du fait que A est un sous-fibré C*° de |J Vy (M,),
comme l'indique la proposition A.25. On serait tenté de croire que c’est un fibré principal,
avec T? comme groupe structural. Ce n’est malheureusement pas vrai en général, a cause
de la monodromie qui nous empéche de pouvoir choisir une base globale de A. Par contre,
lorsque la monodromie est nulle, G est un fibré principal qui, de plus, posséde une section
globale particuliere (la section nulle).

On aurait pu aussi définir G de la maniere équivalente suivante.

Proposition A.37. Lefibré G — B est naturellement isomorphe, par I'application * de la proposition
A.27, au fibré

U (@B/E;).

beB

®0n rappelle que semi-globalement signifie localement dans un ouvert de la forme 7' (0), avec O C B un
ouvert.
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Il existe une maniere naturelle de parler de sections locales constantes du fibré torique G,
induite par la connexion sur le fibré vectoriel | J Vv (My).

Définition A.38. Pour tout sous-ensemble O C B, on définit I'espace I'y (O, G) des sections
locales constantes du fibré G comme 1'espace des sections locales de la forme b — [X}], out
b — X} est une section locale constante de | J, Vv (My).

Cet espace est bien défini car si b — Y} est une section (a priori non constante) de
Up Vv (M) telle que [X;] = [Y3] pour tout b € O, cela signifie que X, — Y, € Ay pour
tout b. Cela implique que b — X}, — Y}, est une section du fibré des périodes A. Etant donné
que, par définition de la connexion affine sur 5, les sections de A sont des sections constantes
de U, Vv (My), cela implique que Y est aussi une section constante de | J, Vv (My).

On pourrait en fait parler de la connexion plate naturelle de ce fibré G mais on ne peut pas
utiliser la théorie standard des connexions sur les fibrés principaux, puisque G n’en est pas
un a proprement parler. On se contentera d’utiliser les sections locales constantes I'yy (O, G)
que l'on vient de définir et la notation avec le signe V évocateur.

Proposition A.39. Pour toute boule O C B, 'espace I'y (O, G) est un groupe de Lie abélien compact
naturellement isomorphe a chacune des fibres Gy, b € O, et donc isomorphe au tore T? = R4 /7.

Démonstration. Si O est une boule, alors la monodromie est nulle et il existe donc des sec-
tions locales X1,..., Xy € I' (O, A) formant pour tout b € O une base du réseau A;. A tout
élément (t1,...t7) € T? on associe [X] = [t1 X1 + ... + t4X4] € T'v (O, G). |

2.3.2 Action torique

Définition A.40. Pour tout b € B, on définit I’action de G, sur My, de la maniere suivante.
Gp X Mp — My
([X],m) — [X](m)= ¢k (m),

o X € Vy (M,) est un représentant de la classe [X].

Proposition A.41. L'action de Gy, sur M, est bien définie, commutative, libre, effective et transitive.

Démonstration. Cette action est clairement commutative puisque si X,Y € Vy (M,;) sont
deux champs de vecteurs constants, alors ils commutent, et donc leurs flots aussi. L'action
est bien définie puisque si X et Y sont deux représentants de la méme classe [ X]| = [Y],
cela signifie que X — Y € Ay, si bien que ¢ (¢4) ' = ¢%_, = L D'autre part, I'action
est libre car si [X] n’est pas identiquement nul, cela signifie que X n’est pas dans le réseau
Ay, ce qui fait que le difféomorphisme ¢}, n’a pas de point fixe. Enfin, I'action est transitive
car tous points m1, mo € My, peuvent étre joints par une trajectoire d'un champ de vecteurs
X € Vy (M,). Si on note ¢ le temps de cette trajectoire, i.e ¢% (m1) = my, alors le champ de
vecteurs Y = %X permet de joindre m a mg en un temps 1. |

Définition A.42. L'espace des sections de G — B agit verticalement sur le fibré M — B de
la maniere suivante.
rgxm — M
([X],m) — [X](m)= ¢k (m),
ou X € I' (U, Vv (My)) est un représentant de la classe [X].
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Proposition A.43. Pour tout sous-ensemble O C B, I'espace I'y (O, G) des sections constantes de
G — Bagit sur M — B de maniere symplectique. On appelle cette action : action torique de G sur

M.

Démonstration. Soit [X] € I'y (O, G) une section locale constante de G et soit X € V (M) un
représentant de [X|, qui est donc une section constante de | J, Vv (M}). Par construction, cela
signifie que § = ¢* (X) est une section constante de 753, i.e une 1-forme constante; elle est
donc fermée, d3 = 0. Le champ de vecteurs X est donc symplectique puisque d (w (X)) =
d(—7m*3) =0. [ |

2.3.3 Moyennisation par l’action torique

Muni d"une action de groupe, on ne peut s’empécher de considérer les objets qui sont
invariants par rapport a cette action et d’introduire 1’opération de moyennisation qui est
définie globalement. Dans notre cas, on n’a qu'une action semi-globale. Cependant, il est
possible de définir globalement 1’action de moyennisation.

Définition A.44. On dit qu'un tenseur 7' € I'"? (M) est invariant sous 'action torique
de G, ou simplement G-invariant, si pour toute boule O C B et toute section constante
[X] eIy (0,G)ona
1
(px), (T) =T
ou, de maniere équivalente, si

LxT =0.

On rappelle que pour toute boule O, I'espace I'y (O, G) est naturellement un groupe de
Lie compact, et donc est muni de sa mesure de Haar. Cela permet d’effectuer 1’opération
standard de moyennisation suivante.

Définition A.45. On définit (T") la moyenne d'un tenseur 7" par rapport l’action torique de
G, oula G-moyenne de 7', comme suit. Pour tout m € M, on pose

(T),, = /F N CONCE

ot O C B est une boule voisinage de b = 7 (m) et dug est la mesure de Haar du groupe
I'v (0,6).

Proposition A.46. La définition de la moyenne d’un tenseur ne dépend pas du choix de la boule O.
Si X, ..., Xg est une base de I' (O, A), la moyenne est donnée par

(T), = /01 dtl.../ol dty <¢§1)*o...o (¢§gd)*(T).

Proposition A.47. On a les propriétés élémentaires suivantes.
1. T est invariant sous l'action de G si et seulement si (T') = T.
2. (1)) = (1),
3. Sia € QP (M) est une p-forme, alors (do) = d {(c).

4. Un tiré-arriere est G-invariant, i.e (7*[3) = ©* (3, pour tout 3 € QP (B).
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5. 8i f € C® (M) est une fonction, alors (f) (m) = f(m(m),0), oit f (b, k) est la série de
Fourier de f.

Démonstration. Les deux premiers points sont évidents. Le troisieme découle du fait que la
dérivée extérieure commutent avec les difféomorphismes. Le quatriéme point se montre en
remarquant que pour tout [X] € I'y (0,G), ona (¢%)" (7*8) = (70 ¢%)" 8 = 7*3 puisque
X est vertical. Le dernier point se voit directement d’apres la définition de la série de Fourier.
|

Proposition A.48. On a les propriétés a peine moins élémentaires suivantes.

1. Si T et S sont deux tenseurs, et si T est G-invariant, alors la contraction T 1S par rapport a
deux indices quelconques vérifie (T 1S) = T 1 (S).

2. En particulier, si X € V (M) est le champ de vecteurs associé a une 1-forme o = w (X), alors
omaw ((a)) = (w(a)).

3. Si X4 € V(M) est un champ de vecteurs hamiltonien, alors sa G-moyenne (X 4) est verticale
et constante sur chaque fibre, i.e est une section de U Vv (My).

b
4. Si f € C*° (M) une fonction et g o € ©* (C* (B)) est un tiré-arriere, alors

{f,gom}) =0.

Démonstration.

1. Le premier point vient du fait que si 7" est G-invariant, alors pour tout [X] € I'y (O, G)
ona

2. Le deuxieme point découle du premier, en utilisant de plus le fait que 1’action de G est
symplectique, i.e (¢%), w = w.
3. En conséquence du deuxiéme point, la 1-forme associée au champ de vecteurs moyenné
(X 4) est donnée par
W (X)) = (—dA) = d(~A).

La fonction (—A) est G-invariante, ce qui fait qu’elle est constante le long des fibres
et donc dans 7* (C*° (B)). D’apres la proposition A.20, son champ de vecteurs associé
(X a) est vertical et constant sur chaque fibre.

4. Tout d’abord on a {f,gon} = (n*dg) (Xs). D’apres le quatrieme point de la proposi-
tion précédente,ona ({ f,g o 7}) = (7*dg) (X). En utilisant ensuite le point précédent,
on obtient (7*dg) (Xy) = 0.

|

2.3.4 Théoreme de décomposition des champs de vecteurs symplectiques

On va maintenant étudier les propriétés des champs de vecteurs G-invariants d une part
et de moyenne nulle d’autre part. On considérera en particulier les champs de vecteurs
hamiltoniens et on donnera le théoreme A.52 de décomposition qui assure que tout champ
de vecteurs symplectique se décompose en une somme d’un champ de vecteurs globalement
hamiltonien et d"un relevé symplectique d'un champ de vecteurs sur B.
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Proposition A.49. Si X € V(M) est un champ de vecteurs G-invariant, alors il est le relevé d'un
champ de vecteurs Y € V (B), X =Y.

Démonstration. En effet, soit O C B une boule voisinage d'un point b € B. L’action de G
étant transitive, pour tous points m et m’ appartenant a une méme fibre M,, il existe un
élément [Z] € T'y (G, O) du groupe torique tel que m’ = ¢, (m). Comme par ailleurs X est
G-invariant, on a X,y = (¢} ), Xy, En utilisant ensuite le fait que 7 o ¢}, = 7, on voit que

T Xy = Ty (qblz)*Xm

= WX,
ce qui prouve que X est un relevé. n

On donne maintenant un lemme qui assure qu’une 1-forme fermée de moyenne nulle
est forcément exacte. Ce lemme est a rapprocher du résultat similaire dans le domaine des
actions de groupes connexes compacts qui affirme que la cohomologie et la cohomologie
invariante sont isomorphes’.

Lemme A.50. Si o est une 1-forme fermée et de G-moyenne nulle, alors elle est exacte et
a =df,avec (f) =0.

Démonstration. Supposons que « est une 1-forme fermée de G-moyenne nulle.

. Pour toute boule O C B, il existe une base (X1,---,Xy) deI' (O, A). En choisissant un
“point initial” m (b) pour tout b € O, i.e une section du fibré restreint 7~ (0) = O, on
construit une famille de cycles v, (b), comme étant les orbites des champs de vecteurs
X, partant du point m (b). Cette famille dépend de maniére C'*° du point b et les classes
d’homologie [, (b)] forment, pour tout b, une base de ’homologie du tore M,;,. D’autre
part, du fait que la fibration M L B est localement triviale et que O est une boule, les
classes [v; (b)] forment une base de 'homologie de O = 7~ (0).

. On montre tout d’abord que pour tout j et tout b, on a f% ®) (o) = f% (b) En effet, on
a

1
L (a) = /O dt () (X;) 0 &y, (m (8))

_ /OlthjJ (¢x!) (o).

Ensuite, d’apres la proposition A.46, pour tout j et tout b on a

—

[y(b) (a) :/01 dtl.../ol dtd/oldt <¢§1)*o...o<¢§j>*o...o< E?d)* <XjJ< gj(:t)a)

J

ol le signe ™~ signifie que le terme est omis. On vérifie ensuite facilement, par un change-
ment de variable trivial, que

/Oldtj /01 dt (Xp (¢t§;;t)*a> = /7.(1)) a,

ce qui fait que f,yj(b) (a) = fw(b) a

Voir par exemple le livre [36] page 151.
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. En utilisant ensuite I'hypothese que (a) = 0, on en déduit que

/ a =0,
75 (b)

J

ot les classes [, (b)] forment une base de I’homologie de O = 7~ (O). Comme « est
par hypothése fermée, cela implique que o est une forme exacte. Il existe donc une

fonction f € C*° (@) telle que a = df. Cette fonction est unique a une constante pres.
D’autre part, en utilisant le fait que (df) = d(f) et 'hypothese (o) = 0, on en déduit
que (f) est une constante, ce qui permet de choisir de maniére unique la primitive f en
demandant que (f) = 0. Ce critere étant indépendant du choix de la base (X7, ..., Xg4),
il permet de choisir globalement sur B une fonction f telle que a = df.

On en tire immeédiatement le corollaire suivant.

Lemme A.51. Si X est un champ de vecteurs symplectique de G-moyenne nulle, i.e (X) = 0, alors
X est globalement hamiltonien et

X = Xy avec (H) = 0.

Démonstration. En effet, soit o« = w (X, .) la 1-forme fermée associée a X. D’apres la proposi-
tion A.47, (X) = 0 si et seulement si (o) = 0. D’apres le lemme précédent, cela est équivalent
au fait que « est une forme exacte a = dF, avec (F') = 0, i.e X est globalement hamiltonien
X =Xpy,avec H = —F. [ |

Théoreme A.52. Tout champ de vecteurs X € V (M) symplectique se décompose de maniere unique
en
X =X+ Xy,

oil
« X1 ={A,.} est globalement hamiltonien et (A) = 0,

« X est un relevé symplectique.

De plus, X5 est simplement donné par Xo = (X).

Démonstration. Soit & = w (X,.) la 1-forme associée a X, qui est fermée puisque X est
symplectique. Soit as = («) la moyenne de a par rapport a l'action de G et soit a; = o — aa.
Les formes a; et ap sont fermées puisque d (o) = (do). Les champs de vecteurs X; et Xo
associés a a; et ap sont donc symplectiques. D’autre part, on a (o;) = 0 et donc (X;) =0, ce
qui implique, d’apres le lemme A.51, que X est globalement hamiltonien X; = {A,.} avec
(A) = 0. Enfin, (a2) = ay ce qui implique que (X3) = X, et donc que X, est G-invariant.
C’est donc un relevé, d’apres la proposition A.49.

De plus, ces champs de vecteurs X et X, forment 'unique décomposition du type décrit.
En effet, supposons que I’on a une deuxiéme décomposition X = X, + X, avec les mémes
propriétés. En prenant la moyenne de (X) pour les deux expressions, on a (X; + X3) =

<X1 + Xé> et donc (Xo) = <Xé> puisque (X;) = (X3) = 0. D’autre part, la G-invariance de
X et X implique que X; = X et donc aussi que Xy = X. [
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24 Dynamique complétement intégrable

Par définition, un hamiltonien completement intégrable associé a une fibration en tores
lagrangiens M > B est une fonction H € C™ (M) constante le long des fibres. Les fibres
étant connexes, cette fonction est un pull-back, i.e H € 7* (C* (B)), et d"apres la proposition
A.20 le champ de vecteurs hamiltonien associé Xy est vertical et constant sur chaque fibre
My, b € B. La dynamique induite par de tels champs de vecteurs constants sur le tore est
assez simple.

Dans cette section, on considérera un tore M, et on étudiera les propriétés des différentes
dynamiques possibles engendrées par les champs de vecteurs constants sur M. Ces pro-
priétés sont en fait indépendantes du fait que I'on a une fibration lagrangienne d’une variété
symplectique, elles s’appliquent pour tout tore affine standard. D’autre part, on définira
l'opération de moyennisation d’une fonction le long d’un sous-tore affine de M, et on
étudiera les propriétés des séries de Fourier des fonctions moyennées.

2.4.1 Modules de résonance et feuilletages entiers

Définition A.53. Pour tout champ de vecteurs constant X € Vy (M;), onnote Rx C A; le
module de résonance du champ de vecteurs X défini par

Rx = {k € Al k(X) =0}.

Définition A.54. Un feuilletage constant entier P de dimension p est un sous-espace vecto-
riel de dimension p de l’espace Vy (My) tel que PN A, est un sous-réseau de Ay, de dimension
p. Autrement dit, c’est un feuilletage de M}, qui admet une base globale { X1, ..., X,,} consti-
tuée de champs de vecteurs entiers X; € Ay.

Définition A.55. Pour tout champ de vecteurs constant X € Vy (M,), on définit Px son
feuilletage minimal, comme étant le feuilletage constant entier de dimension minimale con-
tenant X.

Proposition A.56. Soit X € Vy (M) un champ de vecteurs constant. Alors le feuilletage minimal
Px et le module de résonance R x sont reliés par

Rx =P°NA",
oit PS, C QL (My) désigne 'annulateur de Px.

Démonstration. Considérons le feuilletage entier P défini par P = (R x ® R)°. Ce feuilletage
contient bien X, il reste 8 montrer qu’il est minimal. Supposons qu’il ne l'est pas et donc qu’il
existe un feuilletage entier O C P de dimension ¢ < dim (P) et contenant X. Construisons
alors une 1-forme 8 € A} entiere vérifiant Q C ker S et P ¢ ker 3; il suffit pour cela de choisir
une base (ey, ...,eq) de Ay, avec (ey, ..., e4) formant une base de Q et (ey, ..., ;) formant une
base de P, et de définir 3 a partir de 3 (e,) = 1 et 3 (e;) = 0 pour j # p. Comme X € Q, on
a f(X) = 0, mais la propriété P ¢ ker § implique alors que P # (Rx ® R)°, ce qui contredit
I'hypothése de départ. n

Proposition A.57. Soit X € Vy (M) un champ de vecteurs constant et Px son feuilletage minimal
de dimension p. Toute feuille F' du feuilletage Px est isomorphe au tore affine standard TP et le flot
de X est ergodique dans F'.
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Démonstration. Le feuilletage minimal Px admet une base globale { X7, ..., X},} de champs
de vecteurs entiers X; € A;. On peut alors paramétrer toute feuille F' par

TP =RP/ZP — M,
(1, tp) — %, 0. 06% (mo),

ol my € M, est un point “origine”. La structure affine naturelle sur F’ est donnée en deman-
dant que les champs de vecteurs X; soit constant sur F'. A I'intérieur de Vy (F), le champ de
vecteurs X n’a plus de relation de résonance puisque Px est justement le feuilletage mini-
mal. On sait alors'® que ses trajectoires sont ergodiques dans F. [

Enrésumé, on a les différentes dynamiques possibles suivantes engendrées par un champ
de vecteurs constant X € Vy (M,).

Définition A.58. Soit X € Vy (M;) un champ de vecteurs constant, soit Px son feuilletage
minimal et R x son module de résonance. On distingue les différents cas suivants.

. dimPx = d, dimRx = 0:on dit que X est non-résonant ou ergodique.

. dimPx < d,dimRx > 0:ondit que X est résonant ou partiellement ergodique. On
précisera aussi parfois que X est R x-résonant ou seulement que X est r-résonant, ot1
r = dim R x. En particulier, on dira :

- dimPx =1,dimRx = d — 1:ondit que X est rationnel ou périodique.

Définition A.59. Si P est un feuilletage entier, on définit Rp C A; le module de résonance
associé par
Rp={keA;VX eP=FkL(X)=0}.

D’apres les définitions et propositions précédentes, on a la relation suivante.

Proposition A.60. Soit X € Vy (M) un champ de vecteurs constant, soit Px son feuilletage
minimal et R x son module de résonance. Alors on a

Rx = Rp, .

2.4.2 Moyennisations

Définition A.61. Soit f une fonction de M, dans C et P un feuilletage constant entier. On
appelle moyenne de f le long de P, la fonction moy (f, P) : M;, — C définie par

1 1
moy (f,P) (x) = / dtl.../ dtp fodh 0.0 ¢g§p (z),
0 0
ot (X1,...,X,) est une base entiere de P. On notera parfois f = moy (f,P) la fonction
moyennée. On notera (f) la moyenne sur tout le tore, i.e lorsque P = Vy (Mp).

On montre facilement que cette définition ne dépend pas de la base (X1, ..., X},) choisie.
La proposition suivante relie la série de Fourier d"une fonction a celle de sa moyenne.

"Voir par exemple [6], page 284.
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Proposition A.62. Soit P C Vy (M) un feuilletage entier et R C A} son module de résonance
associé. Soit f : My — C une fonction et f = moy (f,P) sa moyenne le long de P. Si on note f la

série de Fourier de f et f la série de Fourier de f, alors on a la propriété suivante

= [ fk)sikeRrR
f(k)_{ Osik ¢ R.

En particulier, la série de Fourier de (f) est

o [ fk)sik=0
<f>(k)_{ 0sik # 0.

Démonstration. En effet, la série de Fourier de la fonction moyennée est par définition

~ 1 1
7(k) _ / dluefik(:vfmo) / dtl / dtp f o ¢t)é1 0...0 qbg?p (ac) .
My 0 0

En intervertissant ensuite les intégrales et en utilisant le fait que du et M, sont invariants
par l'action des flots d)t)?j, on a

7(k) = / dtl / dtp/ dlue—lki(l‘—$())e’5k‘(zj t]XJ) f
0 0 M,

1 1
= f(k;)/ dtleitlk(Xl)‘“/ dtpeitpk(xp)‘

0 0

Chaque intégrale fol dt1€5*X5) donne 1 si k (X;) = 0 et 0 sinon. De plus k (X;) = 0 pour
tout j est équivalent a k € R, si bien que

= . [ fk)sikeR
f(k)_{ Osik ¢ R.

Définition A.63. Si X € Vy (M,) est un champ de vecteurs constant T-périodique et si
f: My — C est une fonction, on définit f, sa moyenne le long du flot de X, par

T
7<m>=%/0 fodly (@) dt.

Proposition A.64. Cette définition coincide avec celle de la moyenne de f le long du feuilletage
minimal de X qui est simplement la droite Px = X ® R.

Démonstration. En effet, par définition si X est T-périodique, il s’écrit X = 1 X, ot Xo € A
est primitif et génere le feuilletage minimal Px = R ® X, de X. |
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3 Hamiltoniens non-dégénérés

Considérons un systéeme completement intégrable régulier <H M5 B). Par définition,

le hamiltonien est constant sur les fibres et s’écrit donc H = F o7, avec F' € C'*° (BB). Comme
on l’a vu, le champ de vecteurs X est vertical et constant sur chaque tore M, engendrant
ainsi une dynamique périodique, partiellement ergodique ou ergodique. Toutes les condi-
tions de non-dégénérescence utilisées dans la littérature reviennent & demander que X g
“change” suffisamment d’un tore a I'autre.

Le prototype de I'’hamiltonien dégénéré est donné en coordonnées angles-actions par
H = )" ¢;p;, ot les 3; sont des constantes. Les composantes du champ de vecteurs hamil-
tonien associé Xy = > y B;0x; sont indépendantes de , ce qui veut dire que la dynamique
sera la méme sur tous les tores. On dit parfois que ce hamiltonien est isochrone.

Les conditions de non-dégénérescence sont demandées pour assurer que Xy “tourne”
suffisamment d'un tore a 'autre, induisant une dynamique alternativement périodique, er-
godique, etc... C’est ce type de condition qui est nécessaire pour le théoreme K.A.M, de méme
que pour les résultats de type Nekhoroshev.

Les conditions de non-dégénérescence pour un hamiltonien compleétement intégrable
H = F o sont toutes des conditions ne faisant intervenir que la structure affine sur B
notée V, et la fonction F' € C* (B).

Définition A.65. Les conditions de non-dégénérescence s’expriment a l'aide de F* = VVF ¢
29 (B), le champ de tenseurs de type (2, 0) appelé hessienne de F, qui est représenté en co-

ordonnées plates!! {¢;} par la matrice <%) . Ce tenseur est symétrique, grace au fait que
J

V est sans torsion. En tout point b € B, F, peut étre vu comme une application linéaire de
TyB dans Ty B.

Les conditions de non-dégénérescence sont des conditions locales, en un point b € B.
On dira que la fonction F' est non-dégénérée si elle est non-dégénérée en tout point b € B.
En chaque point b, ces conditions font usage de 1'espace Vy (O) des champs de vecteurs
constants, ot O C B est une boule voisinage du point b considéré. On utilisera cependant
un léger abus de notation, pour ne pas avoir a introduire la boule O a chaque fois. Quand
on écrira “F est non-dégénérée si pour tout X € Vv (B)...” il faudra comprendre " F' est non-
dégénérée si pour tout b € B, pour toute boule voisinage O de b, et pour tout X € Vy (0)...”.
Définition A.66. Pour tout champ de vecteurs constant X € Vy (B), on définit la fonction
Qx € C* (B) par

Qx =dF (X)

et la surface de résonance X x C B par
Yx=1{beB;Qx (b) =0}.

On utilisera le terme surface de résonance bien qu’il ne soit approprié que lorsque X est
dans le réseau I' C Vy (B) des champs de vecteurs entiers!2,
On va tout d’abord donner une liste de conditions possibles, incluant les conditions his-

toriques de Kolmogorov ([41]) et d’Arnold ([6]), de méme que les conditions plus récentes de

""Par exemple, les coordonnées actions dun systéme de coordonnées angles-actions.
"*Voir définition A.30.
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Bryuno ([14]) et de Russmann ([59]), avec pour chacune une formulation intrinseque et une
formulation en coordonnées plates. En second lieu, on donnera les relations d’implication
entre ces différentes conditions. Ensuite, on étudiera certaines propriétés qu’ont les hamil-
toniens completement intégrables, notamment en ce qui concerne les applications moments
de ces hamiltoniens. Enfin, on donnera quelques exemples d’hamiltoniens vérifiant 1'une ou
I'autre des conditions de non-dégénérescence.

3.1 Différentes conditions possibles

On notera K = |J, Ky la distribution d’hyperplans IC, C T},B tangents aux surfaces F' =
cst, i.e.
Ky = ker dF|, .

On utilisera aussi la notation X ~ Y pour dire que les vecteurs X et Y sont colinéaires.

Condition de Kolmogorov : il s’agit simplement de demander qu’en tout point b, la hessi-
enne F)’ : T, 3 — T,/ B, vue comme application linéaire de 7,8 dans 73, soit inversible.

X eTyBtqVxVF =0— X =0,

ou la 1-forme V x VF est la contraction de la hessienne VV F' par le champ de vecteurs X.
En coordonnées plates, cette condition s’écrit :

0’F
det (W) #0

Cela signifie aussi que l'application ”fréquence”

RY — R
OF
g] a—fk

est un difféomorphisme local.

Condition iso-énergétique : on demande qu’en tout point b, la hessienne |, : K, — K,
restreinte a ICp, (pour les deux entrées), soit inversible, i.e

XekyetVxVF ~dF = X =0.

En coordonnées plates, cela s’écrit :

0%F ﬁ
det 98596k ' a‘gj £ 0.
06 ] 0

Condition de Bryuno : On demande qu’en tout point b, I'ensemble des vecteurs X € T,
vérifiant Vx VF ~ dF soit de dimension 1 :

XY ehBtqVxVF ~dF etVyVF ~dF —= X ~Y.
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Cela est équivalent a demander que 'application U, définie par

U:TBoR — T;B
(X,a) — VxVF +aVF,

soit de rang d (ait un noyau de dimension 1). En coordonnées plates, cela s’écrit :

9*F oF _
rang m 9¢; =d.

Condition ”N” : on demande qu’en tout point b, la hessienne F”| K, Ky — Ty B, restreinte a
Ky (pour la premiere entrée), soit injective :

X ek, VxVF=0= X =0.
Cela est équivalent a demander que 'application V, définie par

V.T,B — T/B&R
X — (VxVEVxF),

soit de rang d (ait un noyau de dimension 0). En coordonnées plates, cela s’écrit :

9*F

rang 08,98k ‘ =d.

3

Condition de fréquences tournantes : On définit I’application fréquence

0:B — TyB=Qy (B)
b — dIy
et on note 7 : Q% (B) — P (Q% (B)) la projection dans le projectif P (Qg, (8)). On demande

alors que l'application 7w o ¢ : B — P (% (B)) soit une submersion. Dans un systéme de
coordonnées plates {;}, cela revient a demander que I'application

rogp:RY P(Rd)
¢ - |55

soit une submersion.

Condition de fréquences tournantes iso-énergétique : On considere l'application fréquence
¢ : B — QL (B) de la définition précédente. On demande que l'application ¢ restreinte
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a toute couche d’énergie Sp = {b; F'(b) = E} soit un difféomorphisme local de Sg dans
P (9% (B)).

Condition d’hypersurface réguliére : on demande que pour tout champ de vecteurs con-
stant non nul X € Vy (B) et tout point b € ¥y, on ait

d(Qx), #0.
Cela implique notamment que le sous-ensemble ¥ x est une sous-variété de codimension 1.
Condition de Riissmann : On demande que pour tout champ de vecteurs constant non nul
X € Vy (B), le sous-ensemble X x soit d’intérieur nul. En coordonnées plates, on considere

l'application ¢ définie dans la condition ”fréquence tournante”. On demande que pour tout
point &y, 'image de ¢ ne soit pas inclus dans un hyperplan passant par ¢ (o).

3.2 Conditions plus fortes et plus faibles...

On va démontrer d’abord que I'on a les équivalences suivantes.

<= | Fréquences tournantes | <= | N | <= | Hypersurface réguliére |

Définition. En conséquence, on regroupera les quatre conditions équivalentes “Bryuno”,
“Fréquences tournantes”, "N” et "Hypersurface réguliére”, sous le nom de condition de
non-dégénérescence au sens faible.

On va montrer ensuite que

| Iso-énergétique | <= | Fréquences tournantes iso-énergétique |

Enfin, on montrera que 'on a le diagramme suivant, pour les implications entre les dif-
férentes conditions.

Kolmogorov

<= | ND Faible = ou

Iso-énergétique

Lemme A.67. La condition "Bryuno” est équivalente a la condition "N”.
Démonstration. Soient les applications U : T,B® R — TyBet V : T,B — Ty B @ R définies
dans les conditions “Bryuno” et "N”. Soit le tenseur 7;; = V,;V,F (on utilise la notation
en “indices abstraits” de Penrose [52]). On va montrer que U’ = V. En effet, la transposée
U’ : T,B — Ty B @ R vérifie, pour tout X € T,B et tout (Y,a) € LB @ R:
U'(X)(Y,a) = U(Y,a)(X)
= XIY'T; + aXIV;F
YIX'T;j + aX?V;F,
ot 'on a utilisé la propriété de symétrie de la hessienne. On a alors
U (X)(Y,a) = (X'T;;, XV,;F) (Y,a)
— V(X)(Y,a).
Cela implique que rang (V) = rang (U") = rang (U) et donc que les deux conditions "N” et
“Bryuno” sont équivalentes. [
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Lemme A.68. La condition "Bryuno” est équivalente a la condition “Fréquences tournantes”.

Démonstration. Notons alFbV = ¢ (b). Par définition, c’est une forme constante qui coincide
avec dF au point b. La condition FT (”fréquence tournante”) signifie que la dérivée (7o ¢),
de I'application w0y : B — P (Q% (B)) est surjective. Etant donné que B est de dimension N
et P (Q% (B)) de dimension N —1, la condition signifie que (7 o ¢), a unnoyau de dimension
1. Or le noyau de (7 o ¢), est1’espace des vecteurs X tels que ¢, (X) soit dans le noyau de
T, C'est a dire tangent aux fibres 7~ 1. En utilisant implicitement I'isomorphisme naturel
entre l'espace vectoriel Q% (B) et son tangent T (% (B)), on voit que le noyau de (7o ¢),
est 'espace des X tels que pour tout point b, on ait ¢, X, ~ ¢ (b). La condition FT est donc
équivalente a demander que si X, et Y;, sont deux vecteurs tels que ¢, X ~ ¢ (b) et .Y} ~
¢ (b), alors Xj, ~ V3.

D’autre part, on va montrer que ¢, X, = Vx, VF. Soit une géodésique ¢t — b (t), passant
par bal'instant ¢ = 0, et de vecteur tangent X, en b. Dans un voisinage de b, on peut étendre
X}, de maniére unique en un champ de vecteurs constant X, et on a notamment ¢’ (b) = b (¢).
Il nous faut calculer ¢, X}, = % (@ (b(t)));—p- Par définition, pour tout ¢, ¢ (b(t)) est une 1-
forme constante coincidant en b (t) avec dH, ;). Elle est invariante par le flot de tout champ
de vecteurs constant, notamment par celui de X, i.e (¢ (b (t))), = ((¢%)" dH),. Enutilisant la
définition de la dérivée de Lie, on voit que I'on a v, X}, = (Lx (dH)),. En utilisant la formule
de Cartan, on obtient ¢, X;, = d(dH (X)),. En utilisant enfin le fait que X est constant, on
trouve finalement ¢, X, = (VxVH),. En reprenant le résultat du paragraphe précédent, on
a donc prouvé que si Xj et X} sont deux vecteurs tels que (Vx,VH), ~ dHy et (Vy,VH), ~
dHy, alors ils doivent étre colinéaires, ce qui est la condition de non-dégénérescence de
Bryuno. n

Lemme A.69. La condition "N" est équivalente a la condition "Hypersurface réguliere”.

Démonstration. En effet, pour tout champ X € Vy (B),ona Qx = VxF etdoncd(Qx) =
VVxF = VxVF.Lacondition "hypersurface réguliere” se réécrit donc

VX € Vy (B),Vbtq X € Ky = (VxVF), # 0,

ce qui est équivalent a
Vb, VX € Ky = (VXVF)I) 75 0,

ce qui est justement la condition "N”. n

Lemme A.70. La condition "Iso-énergétique” implique la condition "Faible”.

Démonstration. La condition “iso-énergétique” signifie que pour tout X € K, la 1-forme
VxVF|i, estnon nulle. Cette propriété reste vraie lorsque 1’on retire la restriction a Ky, i.e

X eky= VxVF #0,

ce qui est la condition "N”. [

Lemme A.71. La condition "Kolmogorov” implique la condition "Faible”.

Démonstration. La condition "Kolmogorov” signifie que pour tout X € T8, ona VxVF #
0. Par restriction, cela est aussi vrai pour tout X € K, ce qui est la condition "N”. [ |
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Lemme A.72. La condition "Faible” implique ”Kolmogorov ou Iso-énergétique”.

Démonstration. On va montrer la contraposée, a savoir que si la condition “faible” est satis-
faite mais pas la condition “Kolmogorov”, alors la condition “Iso-énergétique” est satisfaite.
Supposons donc qu'il existe un X € TpB tel que VxVF = 0 en b. On étend X autour de
b en un champ de vecteurs constant et par symétrie de la hessienne, ona VV xF = 0 en b,
c’est a dire (d€2x), = 0. Si par ailleurs la condition "hypersurface réguliere” est satisfaite,
cela signifie que b ne peut pas étre sur la surface X x, i.e X ¢ K;. D’autre part, la condition
“Bryuno” nous assure que tout Y vérifiant VxVF ~ dF en b est forcément colinéaire a X,
ieY ~ X.Enrésumé, pour toutY € K, vérifiant VyVF ~ dF,onaY ~ X etdonc Y ¢ K,
ce qui fait que Y = 0. C’est exactement la condition "Iso-énergétique”.
De méme, avec un peu de logique booléenne, on trouve
Faible et non-Iso-E == Faible et (non-Faible ou Kolmogorov)

= Kolmogorov .

Lemme A.73. La condition "Iso-énergétique” est équivalente a la condition “Fréquences tournantes
iso-énergétique”.

Démonstration. La condition "Fréquence tournante iso-énergétique” revient a demander
qu’en tout point b, I'application (7 o ¢), restreinte a une surface d’énergie Sk soit bijective
de TSk dans Tr(,4)) P (Qy (B)), i.e que le noyau de (w o ¢), soit transverse a Sg. D’apres
ce qu’on a vu dans la démonstration du lemme A.68, cela revient a demander que si X, est
tel que (Vx,VH), ~ dH,, alors X, doit étre transverse a Sg, i.e dH (X;) # 0, ce qui est la
condition iso-énergétique. n

Lemme A.74. La condition "Faible” implique la condition "Riissmann”.

Démonstration. En effet, la formulation “hypersurface réguliere” de la condition "“faible”
implique que pour tout champ de vecteurs constant non nul X € Vy (B), le sous-ensemble
Y x est une sous-variété de codimension 1, ce qui est bien d’intérieur nul. [ |

3.3 Applications moments des hamiltoniens non-dégénérés

Proposition A.75. Soit F' € C* (B) un hamiltonien non-dégénéré au sens faible. Si X1, ..., X,, €
Vv (B) sont des champs de vecteurs constants linéairement indépendants, alors dans un voisinage de
Uintersection (), Xx, les différentielles dS)x, sont linéairement indépendantes. Cela implique notam-
ment que les sous-variétés Y. x; sont transverses.

Démonstration. Tout d’abord, la formulation “hypersurface réguliere” de la condition de
non-dégénérescence faible implique que les sous-ensembles ¥ x; = {b € B;Qx; (b) = 0} sont
des sous-variétés de codimension 1. D’autre part, pour tout point b € (), X, et pour tout
j = l.n,onadF (Xj), = 0. Pour tout n-uplet & € R", on a donc dF <Zj anj>b =0etla
formulation "N” de la condition de non-dégénérescence implique que

(vzj o XjVF)b £0

soit
n

> (ejVx,VF), #0.

j=1
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En utilisant la propriété de symétrie de la hessienne VV F et le fait que les X ; sont constants,
on a donc en tout point b € (), Xy, :

n

Z(O‘JVVXJF)b 7 0

j=1
Zaﬁ (dQXj)b 7 0,
j=1

ce qui implique que les différentielles des fonctions {2y, sont indépendantes en tout point
b € [); Xx, et donc que les surfaces ¥ x; sont transverses. De plus, 'indépendance linéaire
des dQ) x ; étant une condition ouverte, cela reste vrai dans tout un voisinage de (), Xx,. W

Lemme A.76. Si ' € C™ (B) est non-dégénéré au sens de ”Riissmann”, alors I'ensemble des tores,
sur lesquels la dynamique est ergodique, est dense dans B.

Démonstration. Si b est un tore ergodique, cela signifie que dF}; n’a aucune relation de ré-
sonance, i.e b n‘appartient a aucun des sous-ensembles ¥;, = {b;dF} (k) = 0}, et donc que
b appartient a B\ U, Lx- On va montrer que B\ |, Xk est dense dans BB, en montrant
que (J,cp Xk est un ensemble d’intérieur vide. En effet, lorsque la fonction F' € C*° (B) est
non-dégénérée au sens de Riissmann, alors pour tout k£ # 0, le sous-ensemble ¥ est d’in-
térieur nul. C’est de plus un ensemble fermé puisque que c’est I'image réciproque de 0 € R
par l'application continue dF (k) : B — R. On peut donc appliquer le théoreme de Baire
(voir par exemple [27]) qui nous assure que | J, . £x est un ensemble d’intérieur vide. W

Lemme A.77. Si F' € C*° (B) est non-dégénéré au sens faible, alors :
1. L'ensemble des tores, sur lesquels la dynamique est périodique, est dense dans B.

2. Pour tout k € T, I'ensemble des tores appartenant a Xy, et sur lesquels la dynamique est péri-
odique, est dense dans Y.

Démonstration.

1. Utilisons la formulation “fréquences tournantes” de la condition faible. Si on définit
I'application “fréquence”

0:B — TyB=QL (B)
b — de

etsil’onnote 7 : Q% (B) — P (Q% (B)) la projection dans le projectif P (Q% (B)), alors
la condition de “fréquence tournante” signifie que l'application mop : B — P (le (B ))
est une submersion. Une submersion étant toujours une application ouverte, 'image
de BB par mop est un ouvert de P (Q3, (B)). Notons O = woyp (B) cet ouvert. D’autre part,
I'ensemble P., C B des tores périodiques est par définition P, = {b € B; ¢ (b) € RE*},
ou E* C QL (B) est le réseau des 1-formes constantes entieres. Considérons 7 (E*) C
P (Q%4 (B)) l'image par 7 du réseau E*. Dans un systéme de coordonnées plates en-
tieres, ona P (Q%, (B)) 2 RP¥! et m (E*) = ZP?!. On voit que les tores périodiques
sont donnés par P., = ¢! (77! (7 (E*))). Par ailleurs, on vérifie facilement (par ex-
emple en coordonnées plates entieres) que  (E*) est dense dans P (g, (B)). Cela reste
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vrai par restriction a I'ouvert O, i.e 7 (E*) N O est dense dans P (Q% (B)) N O. Enfin,
I'application 7 o ¢ : B — O étant une submersion, on peut montrer que cela implique
que l'image réciproque d'un sous-ensemble dense dans O est dense dans 5. On a donc
que (10 @)~ (7 (E*) N O) estdense dans (1o )" (P (2% (B)) N 0), i.e P, est dense
dans B.

2. Notons comme précédemment O = 7 o ¢ (B) et P., C B l'ensemble des tores péri-
odiques. Par définition, pour tout k € E, ¥ est donné par &, = ¢! (k- N0O), ou
kt C QL (B) est I'hyperplan formé par les a € Q% (B) tels que a (k) = 0. De plus, k ap-
partient au réseau E ce qui implique que kN E* est un sous-réseau de dimension d — 1
de QL (B), c’est a dire que k* N E* est un réseau de k*. Si on note 7' : k+ — P (k*)
la projection dans le projectif, on a que T (k:L N E*) est dense dans P (kzL) D’autre
part, P (k') est naturellement isomorphe a « (k) C P (Q%, (B)), out 7 est la projec-
tion dans le projectif P (2% (B)). De méme 7 (k- N E*) est naturellement isomorphe
ar (k‘l N E*), ce qui fait que (k:L N E*) est dense dans 7 (k‘l) Cela reste vrai par re-
strictional'ouvert O = mop (B), i.er (k' N E*)NO est dense dans 7 (k*)NO. Enfin, par
définition ’ensemble des tores périodiques appartenant a >, est donné par P, N3, =
e L (1t (m () N (kN 0)), cCestadire P, NE), = (mo )" (7 (kX N E*) N O).On
voit de méme que X = (wo 90)71 (77 (k‘l) N (9). Le fait que 7 o ¢ est une submersion
implique alors que P, N X, est dense dans Xy

Proposition A.78. Soit H € C* (M) un hamiltonien C.I réqulier non-dégénéré au sens de ”Riiss-
mann”. Alors l'espace des fonctions C'*° (M) constantes le long des fibres est égal a I'espace des
fonctions C*° (M) qui Poisson-commutent avec H.

Démonstration. En effet, si A est une fonction telle que {H, A} = 0, alors elle est constante
le long des trajectoires de X . Pour chaque tore M; sur lequel la dynamique de Xy est
ergodique, cela implique que A est constante sur ce tore. De plus, la proposition A.76 nous
assure que lorsque H est non-dégénéré au sens de “Riissmann”, alors 1’ensemble des tores
ergodiques est un sous-ensemble dense de B. Par continuité par rapport a b, cela prouve que
F est constant le long de toutes les fibres M,,. Réciproquement, si F' est constant le long des
fibres, il est trivial de voir que {H, F'} = 0 puisque X j est vertical. |

Proposition A.79. Soit H € C* (M) un hamiltonien C.I réqulier non-dégénéré au sens de ”Riiss-
mann”. Alors si A et B sont deux fonctions, on a

{A,H} = {B,H} =0= {A,B} =0.

Démonstration. En effet, si A et B commutent avec H, la proposition A.78 implique que A
et B sont constantes le long des fibres, et elle commutent donc. [ |

Proposition A.80. Si (H M5 B) est un systeme C.I régulier non-dégénéré au sens de "Riiss-

mann” alors M = B est I'unique fibration lagrangienne le long des fibres de laquelle H est constant.

Démonstration. En effet, si M L B est une deuxieme fibration telle que (H , M L B ) est
CI régulier alors, en appliquant deux fois la proposition A.78, on voit que toute fonction F'
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N
constante sur les fibres 7! est aussi constante sur les fibres (71 ) , et vice versa, ce qui
prouve que les deux fibrations sont les mémes.

Si H est un hamiltonien CI non-dégénéré au sens de "Riissmann”, la proposition A.78
nous apprend que toute fonction C'*° (M) qui Poisson-commute avec H est constante le long

des fibres, ce qui a pour conséquence que les applications moments ont la forme spéciale
indiquée dans le lemme suivant.

Lemme A.81. Si (H M B) est un systeme CI régulier non-dégénéré au sens de "Riissmann”
et A = (Ay, ..., Ag) est une application moment de H, alors les A; ont les propriétés suivantes :
. Les fonctions Aj sont de la forme A; = a; o 7, avec aj € C*° (B).

. Les différentielles da; sont linéairement indépendantes presque partout sur B.

. Pour tout b € Bet toutm € Myona

d
corang (m) = dim ﬂ ker (day), -
j=1

On peut aussi remarquer que dans la définition A.6 d'une application moment, la pre-
miere condition (les fonctions A; en involution) est automatiquement satisfaite si la deuxiéme
(les fonctions A; sont des constantes du mouvement) 1'est, lorsque H est non-dégénéré au sens
de “Riissmann”.

3.4 Exemples

Exemple A.82. Kolmogorov et iso-énergétique. Sur B = R? \ 0, considérons la fonction
F() =3 €], o1 'on a noté [¢]* = 2?21 (£;)°. La différentielle est dF = Z;l:l &;d¢; etla
hessienne F;; (£) = ¢;; est la matrice identité en tout point . On a alors det (F3;) = 1 ce qui
signifie que F satisfait a la condition de "Kolmogorov”.

Par ailleurs, on peut montrer que

0*F OF

T T O
det agjagk ‘ .gJ — ‘5’2 ,
oF
o 0

ce qui est non nul en lorsque que £ # 0, ce qui signifie que F satisfait a la condition ”iso-
énergétique”.

Exemple A.83. Iso-énergétique mais pas Kolmogorov. Sur B = R?\ 0, considérons la fonc-
d ¢ oge. g ey

tion F' (§) = [¢|. La différentielle est dF' = W et la hessienne est Fj; () = % - fjg .

On va voir que la condition "Kolmogorov” n’est pas satisfaite puisque, en tout point &, le

vecteur X; = ; vérifie VxVF = 0. En effet, en coordonnées on a pour tout ¢

& &lE)
F.X; =2 -0
2B, [k

J
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Par contre, la condition “iso-énergétique” est satisfaite puisque si un vecteur X vérifie Vx VF ~
VF et VxF =0, cela signifie que 'on a

X
{ Xi—zjgfézj = A&

Zj Xj& =0
En insérant la deuxiéme équation dans la premiere, on doit avoir
{ Xi = A&
> X =0"

ce qui n’est possible qu’en £ = 0, qui n"appartient pas a 5.

Exemple A.84. Kolmogorov mais pas iso-énergétique. Sur B = R* x R, considérons la
3 2 "
fonction F' (§) = %1 + %2 La différentielle est dF = £2d¢; + £ad€s et la hessienne est F (€) =

251 (1) ) Le déterminant est donc simplement det <F"> = 2¢; ce qui non-nul sur B. La
condition de Kolmogorov est donc satisfaite. Par contre, on vérifie facilement que l'on a
266 0 &
det | 0 1 & | =-&-2& =& (& +28).
& & 0

En dehors de &; = 0, ce déterminant est nul en tout point de la courbe d’équation £ i’—l—?{% =0,
ce qui fait que la condition iso-énergétique n’est pas satisfaite sur cette courbe.

Exemple A.85. Riissmann mais pas faible. Sur B = R? \ 0, considérons la fonction F (¢£) =

&l + &5, La différentielle est dF = 4&3d¢) + 4€5d¢s, ce qui fait que pour tout X, ona Qy =

dF (X) = 463X, + 4€3 X5. Le sous-ensemble Y x = {(&1,&) ;65 X1 + €3 X2 = 0} est simple-
1

ment une droite passant par l'origine et de pente — (%) °, privée de l'origine. C’est un
ensemble d’intérieur nul, ce qui fait que la condition de Riissmann est satisfaite. Par ailleurs,
la différentielle de Qx est d2x = 12 ((1X1d& + £3X2dEs). On va voir que pour certains
X, cette fonction est nulle en des points de la surface ¥ x, ce qui fait que la condition ”-
faible” n’est pas satisfaite. Par exemple, pour X = (X,0), la surface ¥ x est I'axe verticale

{(0,&2) ; &2 # 0} privé de 'origine. Or, en tout point de cette surface, ona dQ2x = 0.

3.5 Remarques finales : Liouville vs Duistermaat

Lorsqu’on que I'on parle de systémes hamiltoniens complétement intégrables réguliers,
on a a sa disposition en gros deux formulations : celle en terme d’application moment,
appelons-la formulation Liouville, et celle en terme de fibration lagrangienne en tores, appelons-
la formulation Duistermaat. Chacune a ses points forts et ses points faibles, et bien qu’il y ait
de nombreuses relations entre elles, elles ne sont pas équivalente au sens strict du terme.

La formulation Liouville, historiquement la premiere, est souvent la plus maniable du
point de vue pratique dans des cas concrets. La plupart du temps, le systéme est donné en
coordonnées canoniques, le hamiltonien est une fonction raisonnable de ces coordonnées et la
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recherche d’intégrales premieres est un jeu assez algébrique, certes parfois fastidieux, mais
au terme duquel on tombe parfois sur des constantes du mouvement s’écrivant de maniere
relativement raisonnable en fonction des coordonnées canoniques.

Les applications moments ont par contre le désagréable inconvénient de ne pas étre
uniques. La non-unicité des applications moments ne doit cependant pas nous déprimer, les
images réciproques des valeurs régulieres de 1'application moment sont des sous-variétés
lagrangiennes, et sont méme des tores lorsque 1’application moment est propre. L'ensemble
formé par ces tores définit une fibration lagrangienne en tores, c’est a dire 1’objet géométrique
de formulation Duistermaat.

Cette derniere formulation parait plus adaptée pour ce qui est de comprendre les struc-
tures géométriques sous-jacentes que sont les connexions affines sur les fibres et sur l'espace
de base de la fibration, la classe de Chern et la monodromie, ainsi que le fibré en groupe
torique.

Le passage de la premiere a la seconde de ces formulations n’est cependant clair que
dans le cas ot ’'hamiltonien est non-dégénéré, puisque cette propriété implique’® que la
fibration est unique. Pour tout point m, on peut trouver une application moment A telle
que m appartient & une image réciproque F' = A~! (a) d’une valeur réguliere a € R¢ de A.
Cette application moment sera réguliere dans tout un voisinage de la fibre F' et les images
réciproques des valeurs voisines de a forment une fibration lagrangienne en tores, autour de
F'. Le recollement peut se faire alors grace a la condition de non-dégénérescence.

Cependant, lorsque 1'on n’a pas de condition de dégénérescence, il se peut que locale-
ment, il existe plusieurs applications moments dont les images réciproques ne définissent
pas la méme fibration. Dans ces conditions, il n’est alors pas clair que 1'on ait I’existence
globale d’une fibration en tores lagrangiens. On ne peut donc a priori pas considérer que la
formulation Duistermaat soit plus générale que la formulation Liouville. Je dis a priori car, a
ma connaissance, cette question n’est pas abordée dans la littérature, mais mériterait qu’on
s’y attarde.

D’autre part, la condition de non-dégénérescence, qui joue un role central dans beaucoup
de probléme, s’exprime en terme de la hessienne VV H, o1 V est la connexion affine sur l'es-
pace de base de la fibration en tores. Pour déterminer si un hamiltonien est non-dégénéré
ou non, on doit auparavant construire la fibration en tores ou, de maniére équivalente, trou-
ver un systeme de coordonnées angles-actions. Malheureusement, ceci est en général plus
difficile que de trouver des applications moments, les tores étant définis par les équations
implicites {m; A (m) = a € R?}. De plus, bien que la connexion affine de Weinstein sur cha-
cune des fibres soit facile a exprimer sans avoir la fibration en tores, cela n’est pas le cas pour
la connexion de Duistermaat sur la base. En effet, la premiére est définie localement, sans
aucune référence au fait que les fibres sont des tores, et une base des champs de vecteurs
constants est donné localement par les champs de vecteurs X 4; associés aux constantes du
mouvements A;. Par contre, la connexion de Duistermaat est basée sur le fait que les fibres
sont des tores. Il ne suffit donc pas d’avoir 1'espace tangent aux fibres, i.e le feuilletage la-
grangien engendré par les X 4, il faut avoir les fibres globalement.

Il ne semble pas y avoir a ma connaissance de moyen simple d’exprimer la connexion sur
la base a partir de I'application moment. Ce serait pourtant bien pratique de pouvoir décider
si un hamiltonien est dégénéré ou non'#, ou de calculer la monodromie, uniquement a partir

BProposition A.80.
11 faut noter que dans les systémes singuliers, la présence d’une singularité a une influence sur la propriété
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d’une application moment.

de non-dégénérescence dans la région réguliére proche de la singularité ([30, 51]).
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Chapitre B

Déformations de systemes
hamiltoniens completement
intégrables

Dans ce chapitre, on considére un systeme complétement intégrable régulier comme
défini dans le chapitre précédent, c’est a dire la donnée d"une fibration lagrangienne M LB
en tores et d'un hamiltonien Hy € C* (M) constant sur ses fibres. On considere ensuite
des hamiltoniens perturbés H,, c’est a dire des familles d’hamiltoniens ¢ — H. € C*° (M)
dépendant de maniere C'> du parameétre de perturbation ¢ et telles que H. — Hj lorsque
e — 0. On sait, depuis Poincaré, qu’en général le hamiltonien H. perd son caractére complete-
ment intégrable dés que € # 0. Beaucoup de travaux, reliés au fameux théoreme KAM!, sont
consacrés cependant a 1’étude des structures du systeme completement intégrable qui sont
conservées apres l'ajout de la perturbation; ce sont les tores sur lesquelles la dynamique de
X H, vérifie une certaine condition diophantienne. Le théoreme prédit que lorsque ¢ est assez
petit, ces tores sont seulement déformés alors que les autres sont détruits, laissant place petit
a petit (a mesure que € augmente) au non moins fameux chaos.

Les hamiltoniens completement intégrables ne forment qu'un tout petit sous-ensemble
de I’ensemble des hamiltoniens, mais on peut néanmoins se demander quelles sont les per-
turbations qui laissent le systeme completement intégrable. On parlera alors de déformation
pour désigner une perturbation qui reste complétement intégrable.

C’est en fait une question a deux volets puisque un systeme CI est soit régulier, soit
singulier. Il est alors naturel, lorsque 1’on se donne un systeme CI régulier, de se poser les
deux questions suivantes :

. Quelles sont les perturbations qui laissent le systeme completement intégrable régulier ?

. Quelles sont les perturbations qui laissent le systéme completement intégrable, mais
en le rendant singulier ?

Ce sont ces deux questions qui font 1'objet des deux sections principales de ce chapitre :
les déformations régulieres et les déformations singulieres d"un systéme completement in-
tégrable régulier.

'KAM vaut pour pour Kolmogorov ([41]), Arnol’d ([2]) et Moser ([47]). Ces travaux initiateurs ont donné lieu
a tout un tas de "théorémes de type KAM”. On peut consulter par exemple les livres [43] et [15], et I'article [54].
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1 Déformations régulieres

Considérons une variété symplectique M de dimension 2d et un systeme complétement
intégrable défini par une fibration lagrangienne M ™ B en tores et un hamiltonien H, €
7 (O (B)) constant sur ses fibres. Comment peut-on déformer? ce hamiltonien, i.e quelles
familles H. € C*° (M) dépendant de maniere C*° de ¢ auront la propriété que pour tout ¢,
H, est completement intégrable régulier ?

1. On voit par exemple qu'une famille quelconque de fonctions constantes le long des
fibres H, € m* (C* (B)), avec H. — H, est une déformation de H( puisque pour tout
¢ le hamiltonien H. est completement intégrable régulier avec pour fibration lagrangi-
enne, la fibration initiale M =2 B.

2. On peut aussi choisir une famille de symplectomorphismes ¢* de M dépendant de
maniere C* de ¢ et définir H, par H. = Hj o ¢°. C’est encore une déformation mais
cette fois-ci, H. est constant le long d"une fibration lagrangienne en tores M ™5 B qui
bouge avec ¢. Elle est donnée par 7. = 7 o ¢°, i.e les fibres de 7. sont les images par
(¢°) " des fibres de .

3. On peut combiner ces deux exemples en définissant H. par H. = I. o ¢, ou ¢° est
une famille de symplectomorphismes et I, € 7* (C* (B)) est une famille de fonctions
constantes le long de la fibration initiale.

Dans les trois exemples ci-dessus, on a une famille de fibration M 5 B au dessus d'un
espace de base B fixé et qui dépend de maniere C*° de €. De plus, la fibration déformée est
obtenue par application d"une famille de symplectomorphismes a la fibration initiale. Il n’est
pas a priori évident que ce soit toujours le cas. En effet, par définition H. est une déformation
réguliere de Hy si pour tout ¢ il existe une variété B. et une fibration M ™5 B. telles que H.
est constant le long des fibres.

. Tout d’abord, il n’est pas clair que les variétés B, soient toutes difféomorphes a une
méme variété B.

. D’autre part, quand bien méme ce serait le cas, il n’est pas str que la famille de fibra-
tions M 75 B dépende de maniere C* de ¢ (dans le sens oi1 'application 7 : R x M —
R x B définie par 7 (¢,m) = (e, 7. (m)) est C*°), notamment par exemple dans cer-
tains cas d’hamiltoniens dégénérés (e.g super-intégrables) ot la fibration lagrangienne
n’est pas unique. On pourrait dans ce cas choisir artificiellement la famille de fibrations
M 5 B de telle sorte qu’elle ne soit méme pas continue par rapport a e.

. Inversement, méme en supposant que I'on a une famille M ™ B. dépendant de
maniere C'*° de ¢ (dans le sens ot la famille des feuilletages lagrangiens définis par
les espaces tangents aux fibres de 7. est C° par rapport a ¢), il n’est pas assuré que
I'on puisse identifier les différentes B. “de maniere C*°”, i.e trouver une famille de
difféomorphismes ¢, : B. — B, C* par rapport a ¢ et telles que 7. o . = 7 pour
tout £. On connait en effet des exemples® de familles de feuilletages qui dépendent de
maniere C* de ¢ et qui définissent une fibration pour tout ¢, mais dont la famille de
tibration n’est pas C* par rapport a ¢.

?Dans toute cette section 1, déformation signifie déformation réguliere.
3Voir par exemple l'article [63].
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. Enfin, a supposer que I'on ait une famille de fibrations M "5 B, avec le méme espace
de base B et C™° par rapport a ¢, cela n'implique pas qu’il existe une famille de sym-
plectomorphismes qui envoie la fibration initiale sur la fibration déformée.

Ceci étant dit, nous faisons la conjecture que lorsque le hamiltonien H est non-dégénéré,
alors les "pathologies” sus-citées n’apparaissent pas et les déformations possibles sont don-
nées par le troisiéme exemple décrit plus haut. En tout cas, nous allons prendre cet exemple
comme définition des déformations. Si la conjecture est vraie, alors on n’a rien oublié. Si elle
est fausse, il faudra étudier des déformations plus “exotiques” ot la fibration déformée ne
dépend pas de maniére C*° du parametre de déformation ¢, alors que la famille de hamil-
toniens H, est C*° par rapportac.

Définition B.1. Pour éviter de répéter la phrase "une famille de [...] dépendant de maniéere C'>°
de €”, on dira "une e-famille de [...]".

Définition B.2. Soit (H A B) un systeme completement intégrable régulier non-dégénéré
au sens “faible” et soite — H. € C'*° (M) une e-famille d’hamiltoniens telles que H.—o = Hy.
On dira que H, est une déformation réguliere de H, s'il existe une e-famille de fonctions
I. € ™ (C*° (B)) et une e-famille de symplectomorphismes ¢° de M telles que

H.=1.0¢°

pour tout €.

1.1 Déformations globalement hamiltoniennes

Le but de cette section est de montrer* que si H. est une déformation réguliére, au sens
de la définition B.2, d'un hamiltonien Hy Clreg non-dégénéré alors on peut choisir la e-
famille de symplectomorphismes ¢° telle que son champ de vecteurs associé soit globale-
ment hamiltonien. Avant d’énoncer ce résultat, on doit rappeler quelques faits concernant
les champs de vecteurs dépendant du temps, qu’on appelle aussi parfois champs de vecteurs
non-autonomes. On a affaire a ces objets des que 1'on compose deux flots ¢5 et ¢5,, puisque
% o 95 n'est en général pas le flot d'un champ de vecteurs. Par contre, c’est le flot d'un
champ de vecteurs dépendant du temps.

1.1.1 Champs de vecteurs dépendant du temps

On rappelle ici quelques résultats concernant les champs de vecteurs dépendant du
temps. On peut aussi se référer au livre [44] qui contient quelques informations a ce sujet.

Définition B.3. Pour toute e-famille de difféomorphismes ¢° : M — M, avec ¢* =1, on
définit son champ de vecteurs associé X, par

vi e oo )= WP _ ()04 (m).

Ce champ de vecteurs est dit non-autonome ou dépendant du temps.

Réciproquement, si X, est un champ de vecteurs non-autonome, on note ¢%_ son flot
au temps ¢, i.e la solution de I'équation différentielle précédente. On dira que X. est un
e-champ de vecteurs et ¢5;_ un e-flot.

4Théoreme B.14
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Le fait que X. est non-autonome empéche ¢5;_ d’étre un groupe a un parametre de dif-
féomorphismes. On a notamment (gbfxg)* (X:) # X. en général.

Les regles de calcul différentiel sont légerement différentes lorsqu’on manipule des champs
de vecteurs non-autonomes. On donne dans les propositions suivantes les quelques pro-
priétés qu’on utilisera ensuite.

Proposition B.4. Soit Y, et Z. deux e-champs de vecteurs et soit ¢° la famille de difféomorphismes
définie par
¢° = ¢y, © 97,
Alors, le e-champ de vecteurs X, associé a ¢. est donné par
Xo =Yo+(¢7.), (Z2).

Démonstration. En effet, pour toute fonction f € C'> (M) et tout point m, le e-champ de
vecteurs X, est défini par

X (f)ods(m) = L (fod5, 065 (m))
= Yo(f) 065 (6% (m) + 2. (f 065,) 0 65 (m)
= Yo (f) o e (m)+ ((¢5.), Z) (f) © é= (m).

Proposition B.5. Si ¢° est une e-famille de difféomorphismes dont le e-champ de vecteurs associé
—1

est X., alors le e-champ de vecteurs associé a la famille de difféomorphismes inverses (¢=)~ " est
—(0°) 1 (Xo).
Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition précédente pour I = ¢° o (¢°) . |

Proposition B.6. Soit ¢° le e-flot d’un e-champ de vecteurs X.. Pour tout champ de vecteurs Y &
V(M)ona

d .
d€ ((b* ) [(b* Y 6] I
ol [, ] est le crochet de Lie standard, a e fixé.

Démonstration. En effet, pour toute fonction f € C*° (M) ona

d & _ d G
SV = @)

= L esnow))

= (Y (Xe(N) o) o (@) = (@), (X) (Y (foo)) o (),

ot I'on a utilisé la proposition B.5 dans la derniére ligne. En continuant sagement le calcul,
on trouve que

d% (V) () = (65Y) (X (F) o g0 (69) " = (6" Xe) (65Y) (f) 0 6) o (67) "
= (62Y) (X (£) = X= ((62Y) ()
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Proposition B.7. Soit ¢° le e-flot d'un e-champ de vecteurs X .. Pour toute p-forme o € QP (M) on
a

d £\ * o £ *
() ) = () (£x.0),

ot Lx_ est la dérivée de Lie standard, a  fixé.

Démonstration. En effet, pour tous champs de vecteurs Y7,---,Y, € V (M), on a tout
d’abord
[Lx. (a(@iY1, -, 0Yp))] 09" = [(Lx.a) (¢5Y1,- -+, ¢5Y))] 0 ¢°

P
+ > [a(¢iVn, -, Lx. (65Y5), -+, ¢5Yp)] o 6.
j=1
D’autre part, par définition de X, on a aussi
(1 & & d (1 (1 (1
|:£Xg (Oé ((b*Ylv 7¢*Y;7))] O¢ = %(a ((b*Yl? 7¢*Yp)o¢ )
P d
_Z |:Oé <¢iyl7 7%( *}/})7 7¢iy;2>:| O¢8'

7j=1

D’apres la proposition B.6, on a

d e o £ _ €

si bien qu’en identifiant les deux expressions et en simplifiant ce qui doit se simplifier, on
trouve que

(@ (6 ) 08) = [(Lxa) (61¥1, 6%, 0 67
d
(d_s (¢€)* a> (Y17 e 7YP) = ((‘be)* (ﬁXsO‘)) (Ylv T 7}/}7) )
ce qui prouve la proposition. |

Proposition B.8. Soit M une variété symplectique. Soit ¢%_ le e-flot d'un e-champ de vecteurs
X sur une variété symplectique. X. est symplectique pour tout ¢ si et seulement si ¢S est un
symplectomorphisme pour tout e.

Démonstration. Notons ¢° = ¢%_ le e-flot de X.. Tout d’abord, ¢° est symplectique pour
tout ¢, i.e (¢°)"w = w, si et seulement si % ((¢°)*w) = 0, puisque ¢*=° = L. D’autre part,
d’apres la proposition B.7, cela est équivalent & demander que (¢°)" (Lx.w) = 0 pour tout ¢,
c’est a dire que Lx.w = 0 pour tout ¢, et donc que X, est symplectique pour tout €. n

1.1.2 Théoreme de déformation globalement hamiltonienne

Définition B.9. Une e-famille de symplectomorphismes ¢° est dite (globalement) hamil-
tonienne si son champ de vecteurs associé X, est globalement hamiltonien pour tout ¢, i.e
sil existe une e-famille de fonctions A. € C*° (M) telle que

X ={A.,.}

pour tout e.
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Définition B.10. On dit qu'une e-famille de difféomorphismes ¢ : M — M préserve la
fibration s’il existe une e-famille de difféomorphismes de la base ¢° : B — B tel que

mo¢® = ¢ om.
On dit que ¢° est vertical lorsque ¢ = L.

Proposition B.11. Soit ¢° une e-flot d'une e-famille de champs de vecteurs X.. Alors ¢° préserve
la fibration si et seulement si X, est un relevé d'un e-champ de vecteurs sur B, i.e X, = Y. avec
Y. € V(B). Dans ce cas, on a

Todt =g om,

ot ©° est le e-flot de Y.

Démonstration.

. Supposons que X. = Y est un relevé de Y. On montre d’abord que ¢¢ transforme
les vecteurs verticaux en des vecteurs verticaux. En effet, pour tout champ de vecteurs

Z eV (M), ona % (5 (2)) = [gbi (2) ,175} . D’autre part, Y. étant un relevé, si ¢ (Z) est
vertical, alors {qﬁ (Z) ,}7;] est vertical d’aprés la proposition A.14, et donc 4 (¢% (Z))

aussi. Cela fait que 1’on peut restreindre 1’équation a I'espace des champs de vecteurs
verticaux. Ainsi, si Z est vertical, alors ¢5 (Z) restera vertical pour tout e. Cela signifie
que ¢° préserve la fibration et qu'il existe donc une e-famille de difféomorphismes
¢°:B— Btelque mo ¢* = ¢° o .

On montre ensuite que le champ de vecteurs associé a ¢° est justement Y. En effet,
pour toute fonction f € C> (M), pour tout point b € B, et tout point m € 71 (b), on a

d = _ d £
EUCSO) = Lfemosm)
— V. (fom)o ¢t (m).
Le fait que Y. soit le relevé de Y. , implique que Yz (f o 7) = Y- (f) o 7. On a donc

d
L(ogm) = Ye(f)omod (m)
= Ye(f)oy(b),
ce qui montre bien que Y; est le champ de vecteurs associé a ¢°.

. Réciproquement, supposons que ¢° préserve la fibration, i.e qu’il vérifie 7 o ¢* = ¢° o
m, ol ¢ : B — B est une e-famille de difféomorphismes. Notons Y; le e-champ de
vecteurs associé a ¢° et montrons que X, est un relevé de Y. Pour toute fonction f €
C* (B) et tout point m € M, on a

X.(fom)od(m) = - (Fomod (m)

d 3
= Z(fowtom(m)

= Yo(f)omog®(m).

Cela signifie que pour tout m' € M, ona X, (fon) » = Y (f)w(m/), ce qui montre
bien que X, est un relevé de Y..
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Proposition B.12. Si Y. € V (M) est une e-famille de champs de vecteurs symplectiques relevés
d'une e-famille Y, € V (B), alors ¢%, commute pour tout e avec I'action torique de G et pour tout

champ de tenseurs T € T'P9 (M) on a

((95.).7) = (95.). 0
Démonstration. Notons ¢° = ¢ le e-flot de Y.. D’aprés la proposition précédente, ¢°

préserve la fibration et vérifie 7 o ¢° = ¢° o7, ol ¢° est une e-famille de difféomorphismes
de B.

. Tout d’abord, pour tout champ de vecteurs vertical et constant X € T' ({yc5 Vv (My)),
ona ¢;X € I' (Upes Vv (My)). En effet, d’apres la proposition A.16, ¢5X est vertical
et constant si et seulement si la 1-forme associée w (¢5X) est un pull-back. Or, on a

w(PiX) = ((q&a)*l)* (w (X)) puisque ¢° est symplectique. D’autre part, w (X) = 7%
avec 3 € Q! (B), puisque X est par hypotheése vertical et constant, ce qui fait que

w(@iX) = ((¢7") =9
= = () 8
Ceci prouve que w (¢;X) est un pull-back et donc que ¢ X est une section de | J,cz Vv (My).

. Si X est de plus 1-périodique dans 71 (0), i.e X € I'(O,A), alors ¢5X aussi dans
¢¢ (71 (0)). Etant donné que A est un fibré & fibres discrétes et que ¢ X dépend con-
tinuement de ¢, cela implique que pour tout €, ¢S X = ¢57°X, soit 5 X = X. Clest
donc aussi vrai pour tout X € T' (Uyep Vo (My)).

. Pour tout X € T (Uyep Vv (My)) et tout €, ¢° commute donc avec le flot ¢, ce qui
implique notamment qu’il commute avec l'action torique de G. D’apres la définition
A.45 de la G-moyenne, on voit facilement que I'on a

((5.).1) = (¢5.), @

pour tout champ de tenseurs 7.
|

Lemme B.13. Soit X. une e-famille de champs de vecteurs symplectiques et ¢%_ son e-flot. Alors
%, se décompose de maniere unique en

Y. = 097,
avec
. O° est une e-famille de symplectomorphismes préservant la fibration.

« Z. ={G.,.} est une e-famille de champs de vecteurs globalement hamiltoniens avec (G.) = 0.

De plus, le e-champ de vecteurs associé a ¢ est (X.).
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Démonstration. En effet, d’apres le théoreme A.52, pour chaque ¢ le champ de vecteurs X,
se décompose en X, = Y. + W., ou Y. est le relevé d’un champs de vecteurs Y. € V (B)
et W. est globalement hamiltonien. De plus, en regardant de pres dans la démonstration
du théoréme A.52, on voit que les champs de vecteurs Y. et W. sont C* par rapport au

parameétre ¢, puisque Y. n’est rien d’autre que la G-moyenne de X..
Soit ensuite la e-famille de symplectomorphismes ¢ définie par ¢S, Voow, = 95 o UF et
501t Z. son e-champ de vecteurs associé. D'une part, d’apres la proposition B.11 la famille
= ¢5, préserve la fibration puisque Y est le relevé d"un champ de vecteurs sur B. D’autre

part, d’ apres la proposition B4, ona Y. + W. = Y. + gbe (Z.) et donc

z.= ( YE)_l(WS)-

D’apres le théoreme A.52 de décomposition, pour tout ¢, le champ de vecteurs W, est glob-
alement hamiltonien et vérifie (W.) = 0. Cela prouve d’une part que le champ Z. est glob-
alement hamiltonien. D’autre part, la proposition B.12 nous assure que

2= (43 w2 =0

puisque Y. est un relevé symplectique.

Pour finir, on montre que c’est 'unique décomposition du type décrit. En effet, sup-
posons que I'on a une deuxiéme décomposition ¢ = gb%, o ¢SZ; avec les mémes propriétés.
D’apreés la proposition B.11, Y, est forcément un relevé puisque ¢§78’ préserve la fibration.
D’autre part la proposition B.4 nous assure que les champs de vecteurs sont reliés par
X, = Y + gz55 ( > En raisonnant comme précédemment, on montre que QS (Z;) est

globalement hamiltonien et de moyenne nulle. De plus, le théoréme de decomposmon A.52,
nous assure que la décomposition X, = Y. + W. est unique et donc que Y, = Y. et Z. = Z..
|

Théoréeme B.14 (Déformation globalement hamiltonienne). Soit <H0, M5 B) un systéme

compleétement intégrable régulier non-dégénéré au sens “faible”. Si H. est une déformation réguliere
de Hy, alors il existe une unique e-famille de fonctions I, € = (C* (B)) et une unique e-famille de
symplectomorphismes globalement hamiltonienne ¢5; . , avec (G¢) = 0, telles que

H.=1I.o0 ¢§(Gs
pour tout €.

Démonstration. Par définition, H. est une déformation réguliere de H s’il existe une e-
famille de fonctions J. € 7* (C* (B)) et une e-famille de symplectomorphismes ¢ de M
telles que H. = J. o ¢°. D’autre part, le lemme B.13 nous assure que ¢° se décompose en
¢° = ®° o g%, , ot ° préserve la fibration et X¢. = {G.,.}, avec (G:) = 0. On a donc
H. = I. o ¢%_ , avec la fonction I. = J. o ®° qui est bien dans 7* (C*° (B)) puisque ®°
préserve la flbratlon

Montrons ensuite 1'unicité. Supposons que 1’on a une deuxiéme famille de fonctions I €

7 (C* (B)) et une deuxieme famille de symplectomorphismes gb‘}c/ ,avec <G/€> = (O et telles

S
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-1
que H, = I, ;oqbg(d . Cela implique que I€O¢§(GE = IéongXG/ . Ennotant ®¢ = d)i(cs o <¢§(G/ > ,

€ €

cela donne I, 0 ®° = I_.

. Tout d’abord, on remarque que ®¢ transforme la fibration lagrangienne en tores initiale
M T B en une autre fibration en tores lagrangiens ”déformée” M 5 B donnée par
T =mo ()7}, puisque ®° est une famille de symplectomorphisme.

. On voit ensuite que la fonction I, est constante le long des fibres de la fibration défor-
mée puisque pour tout b € B et pour tout m € 7= (b), ona I. (m) = I. o (®°) "' (m).
En utilisant alors le fait que I. s’écrit I. = f. o w avec f. € C*(B), il vient I. (m) =
feome (m) = f- (b). La fonction I, est donc constante le long de deux fibrations lagrang-
iennes en tores.

. De plus, la fonction I, tend, lorsque ¢ tend vers zéro, vers Hy qui est non-dégénérée au
sens faible . Cela prouve que I, est aussi non-dégénérée puisque les conditions de non-
dégénérescence sont des conditions ouvertes. La proposition A.80 assure alors qu’il
existe une unique fibration lagrangienne le long des fibres de laquelle I. est constante.
Les deux fibrations sont donc égales, ce qui prouve que ®° préserve la fibration initiale

M5 B.

- Onadonc ¢, = @0 gbg(d avec ®° préservant la fibration. Cependant, le lemme B.13
nous assure que la décomposition décrite précédemment est unique, ce qui fait que
G.=G.etdoncque . = I_.

|

1.2 Fonctions non-résonantes et équation homologique

On se fixe un systeme completement intégrable régulier <H 0, M 5 B) non-dégénéré au
sens faible, comme décrit dans la définition 3.2. Le but de cette section est de donner la
condition nécessaire et suffisante pour pouvoir résoudre I'équation homologique du lemme
B.20 qui est I’étape principale du théoréme B.24 de déformations réguliéres. Pour ¢a, on
introduit d’abord la notion de fonctions résonantes.

1.2.1 Fonctions résonantes et non-résonantes

L’hamiltonien s’écrit Hy = Fyom avec Fy € C* (B) et on notera Xy = X, son champ de
vecteurs associé. On utilisera la fonction Qx = dFj (X) et la surface de résonance ¥x C B
définies® par Yy = {b € B;Qx (b) = 0} pour tout X € Vy (B). On va utiliser les séries de
Fourier définies dans la section 2.2.5. On rappelle6 que les variables de Fourier, notées k,
vivent dans l'espace I' = I' (E) des sections du fibré E des vecteurs entiers sur B, et que la
série de Fourier d’une fonction f est notée f.

Définition B.15. Soit V' € C'*° (M) une fonction. On définit le vocabulaire suivant.

SDéfinition A.66.
*Voir section 2.2.4.
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. Soit k € I' un vecteur non nul. On dit que V' est k-résonante en b, ou sur le tore M, si
beXyetV (bk)#D0.
. Soit £ € I' un vecteur non nul et &/ C Xj; un sous-ensemble. On dit que V est k-
résonante dans U si elle est k-résonante en tout point b € U.

. On dit que V' est k-résonante s’il existe au moins un tore M, sur lequel V est k-
résonante.

. On dit que V' est résonante en b s’il existe au moins un vecteur k£ € I' non nul tel que
V est k-résonante en b.

Définition B.16. On dit qu'une fonction V' € C'> (M) est non-résonante si elle n’est réso-
nante en aucun point b € B.

Proposition B.17. Une fonction V. € C* (M) est non-résonante si et seulement si, pour tout tore
périodique My, la moyenne de V' le long des trajectoires de X sur My,

T
Vi) =7 [ Voo, @

est une fonction constante sur le tore My,

Démonstration. Tout d’abord, d’apres la définitions B.15 et B.16, la condition de non-résonance
pour V signifie que
Vk €T\ 0,¥b e Sy = V (b k) = 0.

En utilisant le fait (proposition A.77) que I'ensemble des b périodiques appartenant a l’hyper-
surface X, est dense dans X, on en déduit que la condition de non-résonance est équivalente
a

Vb périodique, Vk € T'\ 0, dFy (k), = 0 =V (b, k) = 0.

Par ailleurs, on sait d"apres la proposition A.62 que la série de Fourier v (b, k) de la moyenne
de V est donnée, pour tout k € I, par

= [ V(bk) sidFy (k) =0
V(b’k)_{ OSidFo(kO)#O ’

ce qui fait que la condition de non-résonance revient bien a demander que la fonction moyen-
née V soit constante sur le tore Mj,. [ |

1.2.2 Lemme de division

Dans le lemme B.20, on cherchera a résoudre I'équation homologique dans I'espace de
Fourier. On devra alors résoudre une équation de la forme

Qp ) fo(§) =gp(E),
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impliquant des fonctions de la variable £ € B et d’'un parametre p € P variant dans un
espace de parametres”. La fonction f est inconnue, la fonction ) est donnée® et on cherche les
conditions nécessaires et suffisantes sur g pour qu’il y ait des solutions f, sachant qu’il faut
controler la régularité de la fonction solution f uniformément par rapport au parametre p.
On utilisera 'espace C'%’ des fonctions C'*° uniformément par rapporta p € P dela définition
Al

On donne le résultat dans le lemme suivant, appelé lemme de division, et on donne
ensuite une proposition qui assure que les hamiltoniens non-dégénérés rentrent dans les
hypotheses du lemme.

Lemme B.18 (Lemme de division). Soit N une variété de dimension d munie d'une métrique et
soit P un espace de “parametres”. Soit 0, € C¥ (N) une famille de fonctions vérifiant I'hypothese
suivante :

& Pour tout compact K C N, il existe deux constantes T > 0 et C > 0 telles que pour tout
p€E Pona
vm € K, |, (m)| < T = |(dy),,| > C.

Soit g, (m) € C¥ (N) une fonction. L'équation
Qpfp=9p
admet une solution f, (m) € C% (N) si et seulement si la fonction g, satisfait a
Vp e P,Ym e N tqQ,(m)=0= g,(m) = 0.

Dans ce cas, la solution f est unique et vérifie 'estimation suivante. Pour tout compact K C N, pour
tout multi-indice o € 7.2, pour tout p € P et pour tout m € K, ona

102 fp (m)| < Ca (K) Y |87, (m)

Bezs
181<]a

)

oit la constante C,, (K) dépend de Sy, mais pas de G,.

Démonstration. Pour résoudre 'équation €2, f, = gp, il est clairement nécessaire que, pour
tout p, la fonction g, soit nulle la ou €2, I'est. On va montrer que cette condition sur g,
est aussi suffisante lorsque (2, satisfait aux hypothéses du lemme. Pour cela, on sépare le
probleme en deux parties en considérant successivement ce qui se passe prés puis loin de
Y, = {m e N;Q, (m) = 0}. Pour la démonstration, on munit la variété ' d’une métrique,
mais le résultat ne dépend pas de cette métrique.

Pour tout compact K C N, soit T > 0 et C > 0 les deux constantes intervenant dans
I'hypothese satisfaite par €2,

. Pour tout p € P, considérons I'ouvert O = {m € K;|Q, (m)| < T} ainsi que 'ouvert
(5;{ = {m € K;|Q, (m)| > £}. Dans ce dernier, la minoration de |, (m)| > £ permet

d’effectuer la division f, = g—’; et d’obtenir une fonction f, € C% ((55 )

7En l'occurrence 1’espace des variables de Fourier I' qui est isomorphe a Z“.
®11 s’agira de la fonction Qx = dF (X) de la définition A.66.
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. Considérons ensuite la situation a l'intérieur de OL. On va montrer qu’il existe X, €
P p

1% ((’)g ) un champ de vecteurs C* uniformément par rapport au parametre p, non nul
dans Og , transverse a 3, et vérifiant

Vm e Ol \Vpe P = dQ,(X,),, =1

En effet, soit V), le gradient de (2, défini a partir de la métrique. L'hypothése & sat-
isfaite par 2, implique que pour tout m € (’)Z ,ona |dQ,| > C sibien que le champ
de vecteurs X, = % est C°° uniformément par rapport au parametre p et non nul
dans (’)g . Il est aussi orthogonal et donc transverse aux lignes de niveau de €2, donc
en particulier a ¥, = {m € N;Q, (m) = 0}, et vérifie
_dy (VQ,)
Vey/*

A2y (Xp)

. Soit ¢!, le flot de X, au temps ¢. La relation df2, (X,,) = 1 implique que

Qp 0 ¢, (m) =t + Qp (m)

et donc que ¢}, (m) est bien défini pour tout t € [T — Q, (m),+T — Q, (m)]. On ef-
fectue alors un développement de Taylor au premier ordre avec reste intégral de la
fonction g, (m) :

—Q.(m Qp(m) —Q.(m
gp (m) = gp 0 ¢y " ><m>+/0 dt X, (g,) 0 ¢y "™ (m).

Par hypothese, on a g, o ¢, p(m) (m) = 0. De plus, dans l'intégrale, le changement de
variable t = u€), (m) donne

1
gy (m) = 2, (m) /0 du X, (gp) 0 68 V™ (1m)

On résout alors 1'équation €, f,, = g, en posant

1
fy (m) = /O du X, (gp) 0 6%V (1)

. Par construction, le champs X, est C* uniformément par rapport au parametre p,

ce qui fait que la fonction X, (f) o ¢ V(™ (m) est O3 (OF x[0,1]), our [0,1] est
l'intervalle de la variable d’intégration u. On a donc f, € C (OF).

9p

. On peut donc résoudre Q, f,, = g, globalement dans \ et la solution f, = o, estdans

C% (N). On voit alors que dans tout compact K C M, dans un systéme de coordon-
nées locales {7}, pour tout multi-indice o € N%, pour tout p € P et pour tout m € K,
ona
08 f (m)] < Ca () 37
BeNd
1BI<l

afgp (m)‘ )

ot la constante C,, (K') dépend de €2, mais pas de g,,.
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Dans la suite, on considérera un hamiltonien completement intégrable H = F o, F €
C* (B), et on utilisera le lemme précédent avec la fonction Q2x = dF (X). La proposition
suivante montre que lorsque H est non-dégénéré au sens “faible” , la fonction ) x satisfait
aux hypothéses du lemme.

Proposition B.19. Soit |.| la norme associée a une métrique constante sur B. Soit I'espace de ”-
parametres” P = {X € Vy (B);|X| > 1} et soit la famille de fonctions Qx € C (B) définies
précédemment. Si H est non-dégénérée au sens faible, alors Q2 x vérifie la condition suivante. Pour
tout compact K C N, il existe deux constantes T > 0 et C' > 0 telles que pour tout X € P ona

Vb € K, [Qx (b)| < T|X| = [(d2x),| > C[X].

Donc notamment, on a
Vbe K, |Qx (b)] < T = [(dQx),| > C.

Démonstration. Tout d’abord, a I'aide de la métrique on consideére la décomposition polaire
de P en P = O x [1,00], i.e en sa partie angulaire et sa partie radiale, et tout X € P sera
noté X = <6 = %, | X \) La partie angulaire © est difféomorphe a la sphere S9! qui est
compacte. La famille de fonctions définies par €y = %(—X‘ pour un X quelconque vérifiant

0= %, appartient clairement a Cg° (B) et définit la méme surface
Sy = {beB;?zg(b) :o} —{be B;Qx (b) =0},

pour tout X tel que 0 = %

D’autre part, si H est non-dégénéré au sens faible, cela implique que pour tout X € P et
toutb € X x,onad(Qx), # 0etdonc|d (2x),| # 0. Cela implique que pour tout | X| € [1, oo},
pour tout 6 € © et pour tout b € S, 0n a

1

4 (%) | = 7 14001 £ 0.

Pour tout compact K C B, il existe une constante C' > 0 telle que ‘d (ﬁg) b‘ > 2C pour tout

9 € © et tout b € K N Xy. Si on considere ensuite les ensembles U = {b € K; ‘@g (b)‘ < t},

la minoration précédente de ‘d <(~29> b‘ permet d’affirmer que pour tout € ©, il existe une
constante Ty > 0 telle que

el — |a(%) | >C.
L'espace © étant compact, le minimum 7" = ming Ty est positif. Cela fait que pour tout X € P
et tout b tel que |2x (b)| < T'|X|,onab € U] ce qui implique que ‘d <§9) ‘ > (' et donc que

d(Qx)| > |X|C.

En utilisant le fait que | X| > 1, la majoration |Q2x (b)| < T implique |Q2x (b)| < T'|X|, ce
qui implique que
d(Qx)| > |X|C > C.
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1.2.3 Equation homologique

Lemme B.20 (Equation homologique). Soit <H0, M5 B) un systeme Clreg non-dégénéré au

sens faible et soit V € C'*° (M) une fonction. La condition de non-résonance pour V est la condition
nécessaire et suffisante pour qu'il existe deux fonctions I € m*C> (B) et G € C*° (M) telles de

{Ho,G} +V =1.

Dans ce cas, I est unique et est donnée par la G-moyenne de la perturbation, i.e I = (V). De plus, on
peut choisir G telle que (G) = 0.

Démonstration. Pour toute boule O C B, on résout cette équation dans 7! (O) en Fourier,
en utilisant Hy = Fy o 7 et la propriété A.35. Cela donne

idFy (k), G (b, k) = I (b, k) =V (b, k).

. Pour k = 0 et pour tout b € O, on voit que I’on doit choisir I (b,0) = ‘Z(b, 0). Comme [
est un pull-back, cela implique que ses autres coefficients de Fourier [ (b, k) sont nuls.
D’apres la proposition A.47, cela signifie que I = (V). Par contre, le coefficient G (b, 0)

peut étre choisi librement.
. Pour tout £ # 0 et tout point b € O, on doit donc résoudre
dFy (k), G (b, k) = iV (b, k) .

On se trouve dans la situation d’application du lemme B.18 de division, avec I'espace
de parametres P = I' \ 0. Les hypotheses du lemme sont satisfaites grace au fait que
I'hamiltonien H\ est non-dégénéré et possede donc la propriété décrite dans la propo-
sition B.19. Le lemme B.18 nous assure alors que l'on peut diviser par dFy (k) si et
seulement si V (b, k) est nul pour tout k # 0 et tout b tels que dFy (k), = 0, i.e ex-
actement si V' est non-résonant. En utilisant ensuite le fait que V' est dans C*° (M), le
lemme B.18 nous permet de montrer que la solution G est C* (M), puisque la série de

Fourier V est C™ (B) a décroissance rapide en k.

. Enfin, le coefficient G (b,0) étant libre, on peut le choisit G (b,0) = 0, ce qui assure que
(G) =0.

1.3 Déformations réguliéres formelles

1.3.1 Complete intégrabilité formelle en ¢

Soit (Ho, M5 B) un systeme completement intégrable régulier non-dégénéré au sens
"faible” et dont on cherche les déformations régulieres possibles H.. On va s’intéresser a
partir de maintenant aux déformations formelles dans le parametre e.

Définition B.21. Soit H. € C'*° (M) une e-famille d’hamiltoniens, avec H. — Hy, et soit n un
entier positif. On dit que H, est une déformation de Hp a O (¢™), ou qu’il est completement
intégrable a O (¢™), s'il existe une déformation H_ de Hy, telle que

H.=H.+0(").
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On notera cela
H.eCI(E").

Proposition B.22. Si H. est une déformation de Hy a O (™), alors il existe une unique série de fonc-
tions Iy, ..., In—1 € ©* (C*° (B)) et une unique série de champs de vecteurs globalement hamiltoniens
XaGyy - Xa,_,, avec (Gj) = 0, telles que

HE = (I(] + -+ 5n71]n71) © ¢§(G1+"'+5n_2XGn,1 + RE?

avec
R.=0(e").
Définition B.23. On définit R,, € C*° (M) le terme de reste de H, par
R, = lim %
e—0 g

Démonstration. Si H. € CI (¢") alors il s’écrit H. = H_ 4 O (¢"), ot H. est une déformation
réguliere de Hy et s’écrit donc, d’apres le théoreme B.14, H. = I.0¢%, avec . € m (C* (B))
et (G.) = 0. On définit les fonctions I; comme étant les n premiers termes du développement
de I. par rapportac,i.e

I.=1Iy+--+ 8Tl_l[n—l + Je,

avec J. € 7 (C*(B)) vérifiant J. = O (). De méme, on définit les champs de vecteurs
Xa; par
Xa. = Xy +-+e"*Xe, ., + Ze,

avec Z, = O (e"~!) vérifiant (Z.) = 0. En comptant bien les puissances de ¢, on voit que
¢§(Gg = i’;;(Ch +"'+5n72XGn—1 © (]I + O (En)) )

et un petit calcul montre alors que H. a la forme annoncée.

On montre 1'unicité par récurrence. Supposons que l'on ait deux familles de fonctions
I; et IJ/-, et deux familles de champs de vecteurs X¢; ayant les propriétés énoncées. Elles
vérifient donc

(Tot o+ Ly a)odey oponrng . = (Tt e"lfgl)oqbf;(dl b, +O(E").
Avec un peu d’effort, on voit que le terme d’ordre €™ de cette équation est

Lnt{Gons To b+ (T, s n 1, G o Gonr) = Lyt { Gl o o (T oo a1 Gy Gl )
ol fm : R?™~! — R est une certaine fonction. Si I’on suppose que jusqu’a l'ordre m — 1 on
al; = I]'» etG; = G;, alors il reste I,,, — I,/n = {G;n — Gm,HO}, ot 'on a utilisé Iy = Hy. La

G-moyenne du crochet de Poisson est nulle puisque

(et Gmm}) = (i)

= diy(Xg, q,)
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ot I'on a utilisé le fait que dH est G-invariant et que (Xg,,) = <X P > = 0. Cela implique

que (I,) = <I;n> et donc que I,,, = I, puisque les fonctions I,, et I, sont G-invariantes
du fait qu’elle sont dans 7* (C* (B)). 1l reste alors {G;n - Gm,HO} = 0. On a vu dans

la proposition A.78, il y a quelques dizaines de pages de cela, que la condition de non-
dégénérescence satisfaite par Hp implique que toute fonction Poisson-commutant avec Hy
est dans 7* (C*° (B)) et est donc G-invariante. Cela montre que G|, — G, est G-invariante et

donc nulle puisque la moyenne vérifie <G;n - Gm> = <G/m> —(Gy,) = 0. Enfin, on vérifie de
la méme facon que 'hypotheése de récurrence est satisfaite a m = 1, ce qui permet d’achever
la preuve par récurrence. u

1.3.2 Déformations régulieres formelles

Théoreme B.24 (Déformations réguliéres formelles). Soit (Ho, M5 B) un systeme Clreg

non-dégénéré au sens faible, soit H. une déformation de Ho a O (¢") et soit R,, € C*° (M) son terme
de reste.
Alors, H est une déformation de Ho a O (¢"*1) si et seulement R,, est non-résonant.

Démonstration. Par hypotheése et d’apres la proposition B.22, H, s’écrit de maniére unique
-1 1
He=(Io++e" 1) 0 b, yogenax, | T Rat+0 ("),
avec I; € 7 (C* (B)) et (G;) =0.On a H. € CI (") si et seulement il sécrit

H. = (I(/) +oot 5”—7;) © ¢§(G/ +oten=1X +0 (EnH) :
1 n

Par unicité des fonctions I; et G, on doit avoir I; = I]/. etG; = G;- pour tout j = 0.n — 1.
D’autre part, on voit facilement que 1'on a

€ e c -
¢XGI +.“+€n71X - ¢XG1+“.+€R72XG7L—1 © ¢€n71XGn © ZE’

!
1 Gn

avec qbgs =I+0 (5"“), ce qui fait que (I() + ...+ 5"1;) o % s 4osen—1x , st égal a
e Gn

(IO + ot 5"_1In_1) o ¢§(G1+---+5”72XG7L_1 +e" I, +e"{Gp, Ip} + O (8"“) .
En identifiant les deux expressions de H., on voit qu’il reste le terme d’ordre ¢ donné par
I, +{Gn, Ho} = Ry,
ot l'on a utilisé Iy = Hy. D’apres le lemme B.20, cette équation homologique se résout si et

seulement si R,, est non-résonant. Dans ce cas, ona I,, = (R,,). |

Exemple B.25. Soit <H0, M5 B) un systéme Clreg non-dégénéré au sens faible, soit V' €

C* (M) une fonction. D’apres le théoreme précédent, la famille H. = Hy+¢<V est compléete-
ment intégrable a O (£2), i.e il existe une fonction I; € 7* (C* (B)) et un champ de vecteurs
hamiltonien X tels que

Ho+€V:(Ho+€Il)O¢§(+O(62),
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si et seulement si la perturbation V' est non-résonant.

En particulier, considérons M = T*T? le cotangent du tore muni des coordonnées canon-
iques (z;,¢;) : M — T¢ x R% La fibration lagrangienne est la fibration “horizontale”. Toute
fonction Hj (£) indépendante des z; et dont la hessienne vérifie det (%%%j) # 0 est un
hamiltonien CI non-dégénéré.

. Pour toute fonction V' (£) indépendante des z ;, le hamiltonien H. (§) = Ho (§) +eV (§)
est évidement encore CI et la perturbation V' est bien non-résonant puisque sa série de
Fourier V (¢, k) par rapport a la variable x est nulle des que k # 0.

. Considérons maintenant ’hamiltonien ”énergie cinétique” Hp = > (§ j)2 et une pertur-
bation de la forme H. (§) = Hy (§)+€eV (x),ou V (z) est un “potentiel” indépendant des

. . s, . OH, e £
&j. Hy est bien non-dégénéré puisque det ( R a%j) = 1. La condition de non-résonance

pour V' s’écrit

Yk € 27\ 0, tq Y &k =0 =V (k) =0.
J

La condition } _; &;k; = 0 définit un hyperplan dans I'espace des &, ce qui implique que
pour tout k # 0,ona V (k) = 0, ce qui signifie que V (z) est une fonction constante.

Les deux exemples suivants illustrent la relation entre résonances et singularités, et nous
permettent d’introduire la section suivante.

Exemple B.26. Sur M = T*T? muni des coordonnées canoniques (1, 79,&1,&) @ M —
T? x R?, on considére I'hamiltonien Hy = % (¢ +£3) qui est non-dégénéré (au sens de
Kolmogorov). On s’intéresse a la perturbation eV (z) = €&; cos (z1). La série de Fourier de
cette fonction est simplement V (k) = &0 (k= (1,0)) et est non-nulle seulement lorsque
k = (1,0). La surface de résonance associée est simplement ¥ (; 5y = {(0,&2)}. La fonction

V (1,0) = & s’annule justement sur 2(170) ; elle est donc non-résonante. La perturbation V'
étant non-résonante, le théoreme B.24 nous assure qu’il existe une fonction I (§) et un champ
de vecteurs hamiltonien X¢ tels que

H0+5V:(H0+6I)O¢§(G+O(52).

L’équation homologique dont G et I sont solutions est en fait tres simple dans ce cas et donne
I = 0et G = cos(z1). Le champ de vecteurs associé est donc simplement X = sin (z1) O,
et induit le flot

P

(z1,72,&1,&) —3 (71, 22,&1 +esin (21),&2) .

Dans la figure ci-dessous, on a tracé a £, = cst les tores initiaux a gauche et les tores déformés
£
par le flot ¢5_.
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fibration initiale ¢ = 0 fibration déformée ¢ # 0
| \
5
X Xy
&1 (tgl
Exemple B.27. Pour le méme hamiltonien Hy = 1 (¢ + &%), on s’intéresse maintenant a

la perturbation suivantes eW () = ecos (). La séries de Fourier de W est simplement
W (k) = 6 (k = (1,0)), ce qui signifie que W est (1,0)-résonante en tout point de la surface
¥(1,0)- La condition de non-résonance n’étant pas satisfaite, il n’existe pas de flot ¢% , qui
nous permette de déformer la fibration initiale en une fibration le long de laquelle I'hamil-
tonien Hy+ W soit constant. Par contre, pour comparer avec le cas précédent, on peut tracer
les surfaces de niveau de Hy + ¢W. Dans le schéma ci-dessous, on a fixé £, = 0 et on a tracé
les intersections des surfaces de niveaux Hy + ¢W = E avec & = 0, qui sont simplement
données par {; = +/E — e cos (x7).

£ =

=0 e#£0
—
x, X
& &

Lorsque ¢ # 0, il apparait une fibre singuliere (une pour chaque valeur de &) en &; proche
de 0, ce qui correspond exactement a la surface de résonance X o). En général, la présence
de résonances dans la perturbation détruit le caractere completement intégrable. Dans cet

X, X
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exemple le hamiltonien perturbé reste completement intégrable (mais singulier) car il n’y a
qu’une seule résonance, comme on va le voir dans la section suivante.

2 Déformations singuliéres

On considére dorénavant un systeme completement intégrable non-dégénéré au sens
faible <H0, M5 B) et un hamiltonien perturbé de la forme H. = Hy + eV, ouV € C* (M)

est une fonction appelée la perturbation. On a vu dans la section précédente que la condi-
tion de non-résonance pour une perturbation V' € C*° (M) est la condition nécessaire et
suffisante pour que 'hamiltonien perturbé Hj + ¢V soit une déformation a O (¢?) de H, i.e
pour qu’il existe une fonction I € 7*C (B) et un champ de vecteurs hamiltonien X tels que

(Hy+¢eV)=(Ho+el)ogpx +0 (52) .
Les images des fibres M; = 7~ (b) par la famille de symplectomorphismes (¢%) " sont
elles-mémes des tores lagrangiens et forment une fibration déformée en tores lagrangiens
M 5 B, ot 1. = m o ¢°. Clest la raison pour laquelle on a appelé H. une déformation
réguliéere de Hy.

On souhaite maintenant s’intéresser a des déformations singulieres de H, c’est a dire
des familles d’hamiltoniens H. qui sont completement intégrables pour tout ¢, mais sin-
guliers. L'obtention d"une fibration singuliére & partir de la fibration initiale réguliére ne
peut évidement pas se faire a I'aide d"une famille de difféomorphismes ¢ . En conséquence,
on doit travailler non pas en terme de déformations de la fibration, mais en terme de défor-
mations d’applications moments.

Par définition, une famille d’hamiltoniens ¢ — H. € C*° (M) dépendant de maniere
C* du parametre de perturbation ¢ et telle que H. — Hj lorsque ¢ — 0, est une dé-
formation (éventuellement singuliere) de Hy si pour tout ¢ il existe une application moment’
Af = (A, ..., AY) de H.. La famille A® n’a en général aucune raison de dépendre de maniere
C* de ¢ puisque la non-unicité!? des applications moments implique que 1'on puisse choisir
artificiellement une famille A° de telle sorte qu’elle ne soit méme pas continue par rapport a
e. Il n’est alors pas clair qu'il en existe une qui soit continue par rapport a €. On va éluder ce
probleme en partant de la définition suivante.

Définition B.28. Soit <H0, M5 B) un systeme completement intégrable régulier non-dégénéré
au sens “faible” et soit H, € C'° (M) une e-famille d’hamiltoniens telle que H.—o = Hy.

On dira que H. est une déformation (éventuellement) singuliere de H s’il existe une e-
famille!! d’applications moments A° de H..

Le fait qu’il existe une telle e-famille A® d’applications moments de H. implique bien
stir des conditions sur V, comme dans le cas régulier décrit dans la section 1, mais aussi
des conditions sur A. En effet, si A est une application moment de H, réguliére en un
certain point m € M, alors toute e-famille A° sera aussi réguliere pres de m pour € assez
petit, puisque la propriété d’eétre réguliere signifie que les différentielles d A5 sont linéairement

°Définition A.6.
"Méme si Hy est non-dégénéré.
"on rappelle que e-famille signifie famille dépendant de & de maniere C*°.
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indépendantes, ce qui est une condition ouverte. Cela veut dire que si H. est CI singulier,
on ne pourra obtenir de e-famille d’applications moments A° de H. qu’en déformant une
application moment A° singuliére de ’hamiltonien régulier Hy.

2.1 Déformations d’applications moments a O (£?)
2.1.1 Applications moments V-déformables

On considere a partir de maintenant un hamiltonien perturbé de la forme H. = Hy +
eV,avec V € C* (M), et on va chercher une application moment A = (A, ..., 44) et une
déformation A + ¢C = (A; +C1, ..., Aq + eCy) qui soit une “application moment a O (¢?)
pres”.

Définition B.29. Soit A® = (A1, ..., A7) une e-famille de d-uplets de fonctions A5 € C*° (M).

On dit que A° est une application moment de H. a O (¢?) si

. {A?Ai} = 0, pour tous j, k = 1..d.

. {A?Ha} — O (£2), pour tout j = 1..d.
. Les différentielles dA§ sont linéairement indépendantes presque partout.

Définition B.30. Soient (Ho, M5 B) un systeme Clreg non-dégénéréet V. € C* (M) une
perturbation. Une application moment A de H est dite V-déformable s’il existe des fonc-
tions C; € C* (M) telles que pour tout 7, j = 1..d on ait

{Aj+¢eCj,Hy+eV}=0 ()

et
{A; +eCi, A; +£Cj} = 0 (7).

Le lemme suivant donne la condition qui lie A et V' pour que A soit V-déformable. Elle
fait intervenir la condition de non-résonance de la définition B.16.

Lemme B.31. Soient (Ho, M5 B) un systeme Clreg non-dégénéré et Ve C*° (M) une pertur-

bation. Une application moment A de H est V-déformable si et seulement si pour tout j = 1..d le
crochet de Poisson {A;,V'} est non-résonant.

Démonstration. Le hamiltonien Hy € 7* (C* (B)) étant non-dégénéré, la proposition A.81
nous apprend que les A; sont forcément des tirés-arrieres, i.e A; € 7* (C* (B)). On va ré-
soudre d’abord la premiere équation {A; +eCj, Hy+ eV} = O (¢?) et voir ensuite que la
seconde {4; +£C;, A; +C;} = O (¢?) sera automatiquement satisfaite.

1. La premiere équation s’écrit
{4j, Ho} +e{4;,V}+e{Cj, Ho} = O ().

Le premier terme est nul puisque A est une application moment de Hy, si bien que 'on
doit simplement résoudre
{A;,V}={Hy,C;}, (B.1)
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pour tout j = 1..d et tout m € M. C’est 'équation homologique du lemme B.20
qui nous assure que la condition nécessaire et suffisante pour que 1'on ait {Hy, C;} +
{V,A;} = 1I;, avec I; € * (C* (B)), est la condition de non-résonance sur la fonction
{V, A;}.Si elle est remplie, on a de plus I; = ({V, A;}) = 0 d’apres la proposition A.47,
et on peut choisir (C;) = 0.

2. La deuxieme équation s’écrit
{Ai, A} +e{A;,Cj} +e{Ci, A} = O (7).

Le premier terme est nul puisque les A; sont en involution du fait que A est une ap-
plication moment. 1l faut alors simplement demander que le terme d’ordre ¢! soit nul,
ie

{A;,C;} +{Ci, A;} = 0. (B.2)
On va montrer que cette équation est automatiquement satisfaite des que I'équation
(B.1) I'est. En effet, si on applique {4;,.} a 'équation (B.1), il sort

{Ai, {A;,V}} = {Ai, {Ho, C;}} = {Ho, {4, Cj}} (B.3)

ol 'on a utilisé I'identité de Jacobi, ainsi que le fait que H Poisson-commute avec A;.
De méme, on remarque, grace a I'identité de Jacobi et au fait que les A; commutent,
que {A;,{A4;,V}} est symétrique par rapport aux indices i et j. En antisymétrisant
I'équation (B.3) par rapport a i et j, on trouve

{Ho, {A;,C;} +{Ci, Aj}} = 0.

On sait, d’apres la proposition A.78, que la condition de non-dégénérescence sur 1’hamil-
tonien Hj implique que seules les fonctions dans 7* (C*° (BB)) commutent avec lui, si
bien que l'on a {4;,C;} + {C;, A;} € 7" (C* (B)). On va montrer que cette fonction
est forcément nulle. En effet, tout d’abord le quatrieme point de la proposition A.47
implique que cette fonction est G-invariante, et donc que

({Ai, Cj} +{Ci, Aj 1) = {Ai, O} +{Ci, Az}
De plus, le quatrieme point de la proposition A.48 nous assure que ({A;,C;}) = 0 du

fait que A; € 7 (C* (B)), ce qui prouve bien que I'équation (B.2) est satisfaite.
|

2.1.2 Petit retour sur le cas régulier

Le cas (éventuellement) singulier contient le cas régulier que 1'on a étudié précédem-
ment. On revient un instant sur ce cas régulier, mais sous l'angle des applications moments.
Tout d’abord, en corollaire du lemme B.31, on a les propriétés suivantes.

Proposition B.32. Soit V' € C'*° (M) une perturbation.
1. Si'V est non-résonante, alors toute application moment A de H est V-déformable.

2. Soit A une application moment de Hy réguliere dans 7= (O), oit O C B est une boule. L'ap-
plication moment A est V-déformable si et seulement si la perturbation V' est non-résonante.
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Démonstration. D’apres le lemme B.31, ’application moment A est V-déformable si et seule-
ment si pour tout j = 1..N le crochet de Poisson {4, V'} est non-résonant. la définition B.16
de la condition de non-résonance, cela signifie que pour tout j = 1..d

Vk €T\ 0,Vb € Sy = {A4;,V} (b, k) =0.

De plus, en utilisant le fait que A; = a; o w, avec a; € C* (B), la série de Fourier du crochet

de Poisson est donnée par {A;,V} (b,k) = ida; (k),V (b, k), d’apres la proposition A.35.
L’application moment A est donc V-déformable si et seulement si

Vk €T\ 0,Vb € X = da; (k), V (b, k) =0,

pour tout j = 1..d.

1. D’une part, si V' est non-résonante, cela veut dire que pour tout & € I' \ 0 et tout
be Y, onaV(bk) =0etdonc da; (k), V (b, k) = 0, ce qui implique bien que A est
V-déformable.

2. D’autre part, si A est une application moment réguliere dans 7! (0), cela signifie
que les différentielles da; sont linéairement indépendantes dans O. Cela implique qu’il
existe au moins un indice j tel que da; (k) # 0, ce qui nous force a fixer V (b, k) = 0 pour
assurer que da;j (k), V (b, k) = 0. Cela montre que A est V-déformable si et seulement
si V est non-résonante.

Si V' est une perturbation non-résonante, le premier point de cette proposition nous ap-
prend que l'on peut choisir une application A de Hj réguliere et qu’elle est V-déformable
en une application moment A® a O (¢2) de Hy + ¢V, qui est elle aussi réguliere, puisque la
condition d’étre réguliere est une condition ouverte.

D’autre part, on sait d’apres le théoreme B.24 de déformation réguliére que si V' est une
perturbation non-résonante, alors il existe une fonction I € 7* (C* (B)) et un champ de
vecteurs hamiltonien X tels que Ho + eV = (Hp + 1) 0 ¢5 + O (£?). Le flot ¢5 permet alors
de construire une déformation A° comme le montre la proposition suivante.

Proposition B.33. Soit H. = Hy + €V une déformation réguliere a O (¢2), i.e
H. = (Ho+el)o¢.+ 0 (?)
avec I €  (C° (B)). Pour toute application moment A = (Ay, ..., Aq) de Hy, le tiré-arriere
A= Ao = (A10¢e, ... Ag 0 Pe)

est une application moment de H. a O (£2). De plus, si on note S (A) (resp. S (A®)) le lieu singulier
de A (resp. A®), ona
S(A) =0 (S(A)).

Démonstration. En effet, pour tout j = 1..d, on a

{450} = {Ajo¢ (Ho+el)og}+0 (%)
= {4, (Hy+eD}o .+ O (&)
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puisque ¢, est une famille de symplectomorphismes. D’autre part, A; et Hy + </ commutent
car ils sont des tirés arriéres de fonctions de BB, on a donc {Aj , H, 5} =0 (62). De méme, on a
{Aio¢e, Ajo .} ={A;, Aj} o ¢. = 0. Enfin, un point m est dans le lieu singulier S (A) si et
seulement si (dA; A ... A dAg),, = 0, ce qui est équivalent a

((61)" (@AD A (01) (@AD) = 0
(¢g1)*<(dA§A.../\dA3)¢E_1(m)> = 0,

c’est a dire si et seulement si ¢! (m) € S (A%). [ |

2.2 Déformations singulieres avec 1 résonance

On a vu précédemment que la condition de non-résonance pour une perturbation V' est
nécessaire et suffisante pour que Hy + ¢V soit une déformation réguliere de Hy a O (¢2). On
peut se demander si en imposant une condition moins forte on peut rester completement
intégrable mais avec I'apparition de singularités. On doit pour cela choisir une application
moment A singuliére appropriée de I’hamiltonien régulier Hy. La base du raisonnement
est le lemme B.31 qui donne la condition nécessaire et suffisante, liant A et V, pour que A
puisse étre V-déformable. De maniere “heuristique” on pourrait dire que moins forte est la
condition imposée a V, plus grand sera le degré de singularité des applications moments
V-déformables.

Si la perturbation V' ne satisfait pas la condition de non-résonance, cela signifie qu’elle
est k-résonante!'? pour au moins 1 vecteur k € I' sur au moins un tore M. Si c’est le cas, elle
est en fait aussi k-résonante sur toute une famille de tores voisins, comme cela est précisé
dans le lemme suivant.

Lemme B.34. Soit un vecteur ky € I' et un point by € B. Si V€ C> (M) est une fonction
k1-résonante en by, alors on a les propriétés suivantes.
. Il existe un voisinage O C B de by tel que V' est kq-résonante dans O N Xy, .
. Si A est une application moment V-déformable, alors elle est forcément singuliére et son lieu
singulier S (A) vérifie
71 OND,) CS(A).

De plus, en tout point b€ O N3y, ona

d
ki € ﬂ ker (day),
j=1
oit les fonctions a; € C*° (B) sont définies par A; = aj o .
Démonstration.

. Par définition, si V' est ki-résonante en by, cela signifie que sa série de Fourier vérifie
V (bo, k1) # 0. Par continuité, on a V (b, k1) # 0 pour b variant dans tout un voisinage
ouvert O C B de by, donc notamment pour tous les points b € O N X, . Ceci implique
bien que V' est aussi ki-résonante dans O N Xy, .

2y/6ir définition B.15.
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. Si A estune application moment V' -déformable, le lemme B.31 implique que le crochet
de Poisson {4, V'} est non-résonant, pour tout j = 1..d. De plus, en utilisant le fait que
Aj = aj om, avec a; € C*(B), la série de Fourier du crochet de Poisson est donnée

par {A;,V} (b, k) = ida; (k), V (b, k), d’apres la proposition A.35. Pour tout j = 1..d, la
condition de non-résonance pour {A;, V'} s’écrit donc

VkeI'\0,Vbe X, = daj (k),V (b,k) = 0.

En utilisant ensuite le fait que V (b, k1) # 0 pour tout b € O N X}, on voit que 'on doit
avoir
Vbe ONYy, = da; (kl)b =0,

pour tout j = 1..d. Cela veut dire que les da; ont un noyau commun qui contient la
droite R.k1. Les da; sont donc linéairement dépendantes en tout point de O N Xy, et
donc que les dA; sont linéairement dépendantes en tout point de 71 (O N Xy, ).

2.2.1 Forme normale résonante

On se rappelle que le théoréme B.24 de déformation réguliére nous assure que lorsque la
perturbation V' est non-résonante, on peut mettre ’hamiltonien H, = Hy + €V sous forme
normale H. = (Hy +¢el) o ¢. + O (52), ol I est une fonction constante le long des tores, i.e
I e (C>™(B)).

Si la perturbation V est ki-résonante pour un certain k1, alors elle ne satisfait pas la con-
dition de non-résonance et il n’existe donc pas de famille de difféomorphismes ¢* qui nous
permettrait de déformer simplement une application moment A en A° = A o ¢. comme
dans la proposition B.33. Cependant, lorsque £; est la seule résonance, on va pouvoir trou-
ver un difféomorphisme qui nous permettra de déformer les d — 1 premieres constantes du
mouvement A;, j = 1..d — 1. Pour cela, on va mettre H. = Hy + ¢V sous forme normale
H. = (Hoy+¢l) o ¢. + O (£?), avec une fonction I € C* (M) la plus simple possible compte
tenu de la propriété de résonance de V. Dans le théoréme B.24, la fonction I étant constante
le long des fibres, elle était G-invariante, i.e égale a sa G-moyenne. Dans le cas résonant,
on ne peut pas espérer une telle propriété, mais on pourra néanmoins s’assurer que I sera
invariant le long d"un feuilletage constant entier K; de dimension d — 1.

On rappelle que k; € T (E) étant un champ de vecteurs entiers sur B, son image k; =
¢ (k1) est une section constante de A*. On notera K; le feuilletage entier défini par 1 =

ker <l~€1). Pour toute fonction f € C°° (M) on notera f = moy (f, K1) sa moyenne le long du

feuilletage Ky, comme dans la définition A.61. La propriété importante que 1’on utilisera est
celle de la série de Fourier de la fonction moyennée, donnée dans la proposition A.62.
On définit maintenant la condition de non-résonance affaiblie que 1’on va utiliser.

Définition B.35. Soit k; € T' un vecteur minimal. On dit qu'une fonction V' € C* (M)
satisfait la condition (NR, k) si elle n’est résonante en aucun point b e B\ Xy, . Cela revient
a dire que pour tout k € I' \ Z.k; et toutb € ¥y ona V (b, k) = 0.

Exemple B.36. Considérons sur

M = T*T = {(x,g);x e T ¢ eRd}
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le hamiltonien “énergie cinétique” Hy = 3 (£;)? et le hamiltonien perturbé de la forme

d
Ho (&)= (&) +eV (n1),

j=1

avec V € C* (S'). On vérifie facilement que la série de Fourier V (k) est nulle pour tout
k ¢ {(k,0,...,0);k € Z} et non nulle pour k € {(k,0,...,0) ; k € Z}, et cela indépendamment
de &. Si on note k; = (1,0,...,0), cela implique que V est ki-résonant en tout point de la
surface ¥y, = {(0,&,...,&4) ;& € R}, mais qu'il satisfait la condition (NR,k;).

Le lemme de forme normale suivant permet de se ramener a un cas proche de I’'exemple
précédent.

Lemme B.37. Soit <H0, M5 B) un systeme CIrég non-dégénéré et soit V-.e C'>° (M) une per-
turbation. La condition (NR,k1) pour V est la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un
champ de vecteurs hamiltonien X¢ et une fonction I € C* (M) tels que

Ho+¢eV = (Hy+el)o ¢, +0 (%),
avec
I =moy(I,K;).
Dans ce cas, on peut choisir I = moy (V, K1) et G tel que moy (G, K1) = 0.

Démonstration. En développant par rapporta ¢, on a
Hy+eV = H0+€I+6{G,H0}—|—O(€2) )

11 suffit donc d’annuler le terme d’ordre ¢, i.e résoudre V. = I + {G, Hy}. Pour toute boule
O C B, on résout cette équation dans 7! (0) en Fourier, en utilisant Hy = Fp o 7 et la
propriété A.35. Cela donne

idFy (k), G (b, k) = I (b, k) — V (b, k).

. Pourtoutk € I'\ Z.k1, le fait que I = moy (I, K1) et la proposition A.62 impliquent que
I (b,k) = 0. On doit donc résoudre

dFy (k), G (b k) =iV (b, k) .

On va utiliser le lemme B.18 de division avec comme espace de parametre P = I'\ Z.k;.
Les hypotheses du lemme sont satisfaites grace au fait que 1’hamiltonien F est non-
dégénéré et posseéde donc la propriété décrite dans la proposition B.19. Le lemme B.18
nous assure alors que I'on peut diviser par dF (k) pour tout k € I'\Z.k; si et seulement
siV(bk)=0 pour tout k € '\ Z.k; et tout b € X, i.e si et seulement si V' satisfait la
condition (NR,%1).

. Lorsque k € Z.k1, on peut choisir librement G (b, k) et on doit fixer I (b, k) = idFy (k) G (b, k)+
V (b, k). Par exemple, si on choisit G (b, k) = 0 pour tout k € Z.ky, cela fixe I (b, k) =
V (b, k). Comme par ailleurs I (b,k) = 0 pour k € I'\ Z.kj, cela implique que I =
moy (V,Ky).
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Exemple B.38 (suite). Considérons, comme dans I'exemple B.36,’hamiltonien perturbé H. (§) =
S (¢5) + eV (z1) sur M = T*T9. 11 satisfait la condition (NR,k1) avec k1 = (1,0,...,0). La
1-forme k1 = ¢ (k1) € T'y (A*) est simplement k) = dx; sur chaque fibre. Le feuilletage entier
associé K1 = ker <l;:1) est alors simplement Ky = Vect (0y,, ..., 9z, ). Notons V = moy (V, K1)
la moyenne de V' le long du feuilletage ;. D’apres la proposition A.62, la série de Fourier

de V est -
V (k) sik = (m,0,...,0);m € Z
0 sinon

ﬁ(k,b):{

D’autre part, le fait que V ne dépende que de z; fait que de toute facon V (k) = 0'si k #
(m, 0, ...,0), ce qui fait que V = V. Cela montre que H. (£) est déja sous la forme normale du
lemme B.37,ie I =V et¢. =1.

Proposition B.39. Soit V € C°° (M) une perturbation satisfaisant la condition (NR,k1) et soit
P = ¢, la famille de symplectomorphismes de la forme normale du lemme précédent. Alors toute
fonction A = aom, a € C>®(B),telle que da (k1) = 0, vérifie

{Ao¢., H.} =0 (e2).
Démonstration. En effet, d"apres le lemme précédent, le crochet de Poisson estégala {A o ¢, H.} =
{A,Ho+¢el} o ¢ + O (%). Tout d’abord, on a {4, Hy} = 0. D'autre part, la série de Fourier
de {A, I} estida (k) I (k,b) qui est nulle car :
. Pour tout k € Z.k1, on a da (k) = 0 par hypothese.

. Pour tout k € '\ Z.ky, ona I <l~€, b) = 0 puisque, d’apres le lemme précédent, on a
I =moy (I,Ky).
|

2.2.2 Déformation singuliére avec 1 résonance

La proposition précédente nous permet de construire une application moment A V-
déformable optimale, au regard du lemme B.34, dans le sens ou le lieu singulier de A est
exactement XJ;, et le corang est 1.

Théoreme B.40. Soit (Ho, M5 B) un systeme CIrég non-dégénéré et soit V-.e C*° (M) une
perturbation satisfaisant la condition (NR,k1). Pour toutes fonctions ag, ...,aq € C* (B) dont les
différentielles sont linéairement indépendantes et vérifient da; (ki) = 0 dans un ouvert O C B, alors
A = (Hy, As, ..., Ag), avec Aj = aj o, est une application moment de H dont le lieu singulier
S (A) vérifie
ONS(A)=7"1(%)
et de corang égal a 1.
De plus, A est V-déformable et une possible déformation donnée par

AE = ((HO +€I) o ¢67A2 o ¢€7 "'7Ad o ¢€)7

ot la famille de symplectomorphismes ¢. et la fonction I sont données dans le lemme B.37.
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Démonstration. Tout d’abord, les fonctions A ; commutent bien entre-elles et avec Hy puisque
que ce sont des tirés-arrieres, ce qui fait que A = (Hy, As, ..., Ag) est une application moment
de Hy. D’autre part, étant donné que les différentielles da; sont linéairement indépendantes
dans O, les points singuliers m € 7! (O) de A sont ceux tels que dFy est linéairement dépen-
dant des da; en b = 7 (m). Par hypothese, les da; forment dans O une base de I'orthogonal
(dual) de la droite R.k, ce qui fait que dFj est linéairement dépendant des da; en b € O si et
seulement si dFy (k1), = 0, i.e si et seulement si b € O N Xy,. En ces points la, le corang est
égal a 1 puisque le noyau commun de dFj et des da; est simplement la droite R.%.

De plus, d’apres la proposition B.39, les fonctions A vérifient {Ao ¢., H.} = O (52). On
a aussi évidement {(Hy + €I) o ¢, H.} = O (£?), ce qui montre que A® est une application
moment de H. a O (£2). [ |

Exemple B.41 (suite de la suite). Considérons toujours 'hamiltonien H. (&) = 3 (¢;)* +
eV (z1).Sionchoisit A; = &; pour j = 2..d, alors A = <Z (&), &2, ., fd) est une application

moment de Hy. Les points singuliers sont les (z, &) tels que d <Z (§j)2> ANdéa N ... NdEg =0,
i.e tels que £1d&; A déa A ... AN dEg = 0. Le lieu singulier S (A) est donc exactement

S(A) =771 (Bk) = {(x,6):& =0}
Le théoreme B.40 nous apprend que S (A) est V-déformable en

A= (Y@ Vit ).

Sil’on veut une application moment A de Hy qui soit V-déformable, le lemme B.34 nous
oblige donc a la choisir tres singuliere puisque le lieu singulier contient 71 (O N £y, ) qui est
une sous-variété de M de codimension 1. Cependant, on voudrait construire une applica-
tion moment déformée A° la moins singuliere possible. La proposition suivante explicite les
propriétés du lieu singulier de ’application moment déformée A° du théoreéme précédent.

Proposition B.42. Soit A® I'application moment du théoreme B.40. Il existe une sous-variété . de
M, e-proche de 71 (Xy,), telle que le lieu singulier de A< est donné par

S (A7) =o' (),
oit N' C M est le sous-ensemble de X, défini par

N={mez, (dI|Mﬂ(m)>m =0}

Démonstration. Par définition, un point m est dans le lieu singulier de A® si
(pzd (Ho +€l) NpzdAS N ... N\ ¢LdAG),, =0

c’est a dire si

(d(Ho+el) NdAG A ... NdAG) (1) = 0.

On introduit tout d’abord un premier systéme de coordonnées angles-actions (z;,§; o )
telles que a; = &; pour j = 2..d et d&; (k1) = 1. Un point ¢! (m) est donc dans le lieu
singulier de A° si

(d(Ho+el) NdAS A ... NdAY),, = 0.

Cela est possible seulement si 8%1 (Ho+¢I),, =0et s> (Hy +el), = 0pourtoutj = 1..d.

Ox;
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. Pour résoudre la premiere équation, on remarque que d’abord que %—Igf = Q. On

introduit ensuite un systéme de coordonnées 71, ...,n4 sur B telles que n; = €y, et
72, ...ng donnent un systeme de coordonnées sur X, . On doit résoudre 7; + 55)_511 = 0.
En considérant (z1,...24,72, ...,4) comme des parametres, le théoreme des fonctions
implicites nous assure qu'il existe un unique 7; (&, z1, ...24, M2, ..., Na) tel que I’équation
soit satisfaite pour ¢ assez petit. Cela définit une hypersurface X, proche de Xy,.

. La deuxieme équation est équivalente a % (I),, = 0 puisque Hy ne dépend que des

&;. Cela signifie que la différentielle dI restreinte a I'espace vertical doit étre nulle.
|

Exemple B.43 (fin). Considérons toujours I'hamiltonien H, () = > (£j)2 + eV (z1) et son
application moment A® = <Z &) +eV, &,y €d>. Les points singuliers de A sont ceux

pour lesquels on a <§1 + a?—Z) déiNdéag N ... Ndég =0et (Z] %;) dry Ndéas N ... NdEg = 0.
La premiere condition est simplement &; = 0 puisque V est indépendant des ;, ce qui est
'équation de la surface X,. On a donc exactement 3. = 7! (3, ). La deuxiéme équation

sélectionne les x; tels que V' (1) = 0, puisque V ne dépend que de ;.

2.3 Déformations singuliéres avec n résonances

On peut affaiblir la condition (NR,k;) en considérant des perturbations V' € C*> (M)
ayant plusieurs résonances. Tout d’abord, si V' est k;-résonant dans une région O; et k-
résonant dans une deuxiéme région O, ayant une intersection vide avec Oy, alors on se
ramene localement au cas précédent. Dans chaque région O; on n’a que la résonance k; a
considérer et les résultats de la section précédente s’appliquent. Le cas intéressant est celui
dans lequel V' a plusieurs résonances, i.e V est k;-résonant pour j = 1..n, en des points de
l'intersection (; ;.

On donne maintenant 1’équivalent du lemme B.34 pour le cas ot 'on a plusieurs réso-
nances.

Lemme B.44. Soit des vecteurs ki, ..., ky, € I' et un point by € B. Si Ve C*> (M) est une fonction
kj-résonante, pour tout j = 1..n, en un point méme point by € (; Xy;, alors on a les propriétés
suivantes.

. 1l existe un voisinage O C B de by tel que V est kj-résonante dans O N (); Ly, pour tout
7j=1l.n.

. Si A est une application moment V-déformable, alors elle est forcément singuliére et son lieu
singulier S (A) vérifie
7 (o N Uz,%) CcS(A).
De plus, en tout point b € O N[, Xy, on a
d
Vect (ky, ..., kn) C [ ) ker (day), ,
j=1

oit les fonctions a; € C*° (B) sont définies par Aj = a; o w et ot Vect (ki ..., ky). En partic-
ulier, les points de 7= (O N, T, ) sont de corang égal a la dimension de Vect (ki ..., ky).
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Démonstration. Application directe du lemme B.34. n

2.3.1 Forme normale résonante

Tout d’abord, on peut généraliser le lemme B.37 de forme normale dans le cas ot11'on a
plusieurs résonances.

Définition B.45. Soit k1,...,k, € I' des vecteurs minimaux. On dit qu'une fonction V' €
C*° (M) satisfait la condition (NR,k1, ..., kp) si elle n’est résonante en aucun point b € 5\
U; i, Cela revient a dire que pour tout k € I' \ |J; Z.k; et tout b € ¥y ona V (b, k) = 0.

Exemple B.46. Considérons sur
M = T*T = {(x,g) reTd ¢ c Rd}

le hamiltonien “énergie cinétique” Hy = ) (§ j)2 et le hamiltonien perturbé de la forme

d
Ho (&) =) (§)* +ef (z1) + g (22),

J=1

avec f,g € C* (S'). On vérifie facilement que la série de Fourier de la perturbation V' =
f(@1) 4 g (32) est

V (k)
V (k) =

f(m) +9g(n) pourk = (m,n,0,..,0),avecm,n € Z
0 pour k # (m,n,0,...,0),

cela indépendamment de £. Si l'on note k1 = (1,0, ...,0) et k2 = (0,1,0,...,0), on voit que
cela signifie que V' est ki-résonant en tout point de la surface ¥, = {(0,&,...,&n) ;& € R}
et kp-résonant en tout point de la surface ¥y, = {(£1,0,£3,...,&n) ;& € R}. Notamment, V'
est résonant en tout point de I'intersection X5, N X, = {(0,0,&3,...,&n) ;& € R}. Par contre,
on voit facilement que V' € C*° (M) satisfait la condition (x, k1, ..., k,), puisque pour tout
kel \U,;ZkjonaV (bk)=0.

Le lemme de forme normale suivant permet de se ramener a un cas proche de 'exemple
précédent. Pour chaque vecteur de résonance kj, j = 1..n, on note k; = ¢ (k;) la section

constante de A* associée et on définit le feuilletage entier ; = ker <l;:j).

Lemme B.47. Soit (Ho, M5 B) un systeme CIrég non-dégénéré et soit Ve C* (M) une pertur-

bation. La condition (NR,k1, ..., kp) pour V est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
un champ de vecteurs hamiltonien X et des fonctions I, ..., I, € C* (M) tels que

Ho+¢eV = (Ho+e(I1+... + 1)) o ¢, + O (7),

avec
Ij = moy (Ij,le) .

Dans ce cas, on peut choisir I; = moy (V, K;) et G tel que moy (G, K;) = 0 pour tout j = 1..n.
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Démonstration. On procede comme dans le lemme B.37. On doit annuler le terme d’ordre ¢
dans I'équation , i.e résoudre V = I + ... + I, + {G, Hy }. Pour toute boule O C B, on résout
cette équation dans 7! (0) en Fourier, en utilisant Hy = Fp o 7 et la propriété A.35. Cela
donne
idFy (k), G (b,k) = I, (b, k) + ... + I, (b, k) — V (b, k).
. Pour toutk € I'\ |J; Z.k;, le fait que I; = moy (I, K;) et la proposition A.62 impliquent
que I; (b, k) = 0, pour tout j = 1..n. On doit donc résoudre

dFy (k), G (b k) =iV (b, k) .

On va utiliser le lemme B.18 de division avec comme espace de parametre P = I"\
U, Z.k;. Les hypotheses du lemme sont satisfaites grace au fait que 'hamiltonien Fj est
non-dégénéré et possede donc la propriété décrite dans la proposition B.19. Le lemme
B.18 nous assure alors que l'on peut diviser par dFy (k) pour tout k € I'\ |J; Z.k; si et
seulement si V (b, k) = 0 pour tout k € I'\ {J; Z.k; et tout b € ¥, i.e si et seulement si
V satisfait la condition (NR k1, ..., k).

. Pour tout j = 1..n, lorsque k € Z.k; \ 0, on doit avoir I; (b,k) = 0sii # j puisque
I; = moy (I;, K;). Il reste donc

idFy (k), G (b,k) = I; (b,k) — V (b, k).

On peut choisir librement~C~¥ (b, k) et on doit fixer I; (b k) = idFy (k), G (b,k)+V (b, k).
Pour k = 0, on doit fixer I; (b, k) = V (b, k).

. Par exemple, si on choisit G(b,k) =0 pour tout k € |JZ.kj, cela fixe I; = moy (V,K;)
et la fonction G vérifie bien moy (G, ;) = 0 pour tout j = 1..n.

Exemple B.48 (suite). Considérons I'hamiltonien perturbé H. (€) = 3 (¢;)*+¢f (x1)+eg (x2)
sur M = T*T? de I'exemple B.46. Il satisfait la condition (NR, k1, k2) avec k1 = (1,0,...,0)
et ko = (0,1,0,...,0). Les 1-formes k; = ¢(k;) € I'y (A*) sont simplement k; = dz; sur
chaque fibre. Les feuilletages entiers associés K; = ker <l;:j> sont alors simplement Ky =
Vect (Ogys ..., Ozy ) €t Ko = Vect (Ogy, O, -, Oz ). On voit facilement que moy (V, K1) = f et
moy (V,K2) = g, ce qui fait que H. (§) est déja sous la forme normale du lemme B.47, avec
Il :f,[g :get@ =1L

Proposition B.49. Soit V. € C* (M) une perturbation satisfaisant la condition (NR k1, ..., ky) et
soit ¢ = @%, la famille de symplectomorphismes de la forme normale du lemme B.47. Alors toute
fonction A = aom,a€ C>®(B),telle que da (k;) = 0 pour tout j = 1..n, vérifie

{Aog¢., H.} =0 (e?).

Démonstration. En effet, d’apres le théoreme précédent, le crochet de Poisson est égal a
{Ao¢., H} = {AHy+e(li + ...+ 1)} o ¢ + O (£%). Tout d’abord, on a {4, Hy} = 0.
D’autre part, pour tout j = 1..n, la série de Fourier de {4, I,} est ida (k) I; (k,b) qui est nulle
car:
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. Pour tout k € Z.k;, on a da (k) = 0 par hypothese.

. Pour tout k € '\ Z.k;j, ona I (l;:, b) = 0 puisque, d’apres le lemme B.47, on a I; =
moy (1;,K;).
|

2.3.2 Déformation singuliére avec n résonances

On va se servir de la proposition précédente pour construire une application moment V-
déformable lorsque V' a plusieurs résonances. La construction proposée est cependant moins
satisfaisante que celle du théoreme B.40 pour deux raisons. Premiérement, on demande une
condition plus forte que la condition (NR,1, ..., k,). Deuxiémement, I’application moment
ne semble pas optimale, au regard du lemme B.44, puisque le corang est égal a n sur 'union
des surfaces | J; £y, alors que le lemme B.44 impose a priori seulement que le corang soit égal
a n sur l'intersection (), Xy, et égal a 1 sur les surfaces 3, en dehors de l'intersection.

Condition 2.1. Soit k1,...,k, € I' des vecteurs minimaux. On dit qu'une fonction V' €
C>° (M) satisfait la condition (&, k1, ..., k,) si on a les conditions suivantes :
. V satisfait la condition (NR, k1, ..., k).

. Les vecteurs k; sont linéairement indépendants.

. En tout point de (), £y,, la hessienne VV F restreinte a I'espace Vect (k1, ..., k) est non-
dégénérée.

Théoreme B.50. Soit (Ho, M5 B) un systeme CIrég non-dégénéré et soit Ve C*° (M) une

perturbation satisfaisant la condition (&, k1, ..., ky). Soit any1,...,aq € C° (B) des fonctions dont
les différentielles sont linéairement indépendantes et forment une base de (Vect (k1, ..., ky))° dans un
ouvert O C B. Soit ensuite les fonctions ay, ..., a, € C* (B) définies par

_ 02 2
a; =02 .QF Q.

Sion note Aj = aj o, pour tout j = 1..d, alors A = (Ay, ..., Aq) est une application moment
V-déformable de Hy dont le lieu singulier S (A) vérifie

ONS(A)=n"1 (UE,%) no

et de corang égal a n en tout point de O NS (A).

Démonstration. D’apres le lemme B.31, A est une application moment V-déformable si et
seulement si le crochet de Poisson {4, V'} est non-résonant pour tout j = 1..d, ce qui s’écrit

Vk € T\ 0,Vb € X = da; (k), V (b, k) =0,

ou A; = ajom aveca; € C™ (B).

Notons 3; = da; pour j = n + 1..d et a; = Q3..02.Q; pour j = 1..n, ot I'on a noté
Q; = Qy, pour simplifier les notations. Cette construction permet effectivement de satisfaire
la condition de non-résonance pour {A;, V'} puisque :
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. La condition (NR,1, ..., k,) étant satisfaite pour V, cela implique que pour tout k£ €
I'\U, Z.k;ettoutb € X, onaV (b, k) = 0. Il en résulte alors que pour tout j = 1..d, on
a

da; (k), V (b, k) = 0.

. Pour tout ¢ = 1..n, la différentielle de da; possede au moins 02...Q2 en facteur, qui est
nul en tout point de | J; X, ce qui fait que pour tout £ € | J, Z.k; et pour tout b € £,N0O,
on a da; = 0 et donc

da; (k), V (b, k) = 0.
D’autre part, pour tout j = n + 1..d, pour tout k € |J; Z.k; et en tout point b € O, on a
da; (k), = 0 et donc

da; (k), V (b, k) = 0.

Considérons maintenant I'indépendance linéaire des différentielles day, ..., dag en dehors du
lieu |, Xk, Tout d’abord, les 3;, pour j = n + 1..d sont linéairement indépendants par déf-
inition. On va montrer ensuite que les da;, pour j = 1..n, sont linéairement indépendants
entre eux, et qu'ils sont linéairement indépendants des 3; en dehors de | J; £,. Pour alléger
les notations, on va noter ) = Q;...Q,,. Les fonctions a; s’écrivent a; = QQQj et on a donc
daj = QQdeQ + QQde.
. Les différentielles daj, pour j = 1..n, sontlinéairement indépendantes dans O. En effet,
ona
n
day Ao Adan, = > (%) A A (Q2dQ 1) A (200;dQ) A (Q%dQ;11) A (Q7dQy)
j=1
+ (Q2d) A A (%),

puisque le terme d2 peut apparaitre au plus une fois dans le produit extérieur. D’autre
part,ona

dQ = 011 Q1 QL d .,
k=1

et par antisymétrie du produit extérieur
dQl/\.../\defl/\dQ/\deJ’»l/\dQn = dQl/\.../\defl/\(Ql...ijlngrl...Qnde)/\de+l/\dQn,

ce qui fait que dans la double somme sur j et k, seuls les termes pour lesquels j = k
sont non nuls. Cela donne alors

day Ao Nda, = 23 (%) A .. A (Q2Q_1) A (Q2dQ;) A (Q%dQ 1) A (Q%dDy)
j=1
+ (Q%dQ1) A A (Q2dD)
= (2n+1)Q%dQ A ... AdQ,,
ce qui est effectivement non-nul en dehors de |, X, puisque que les k; étant linéaire-

ment indépendants, le lemme A.75 nous assure que les différentielles df); le sont aussi
dans tout un voisinage de [, X, .
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. Les différentielles da;, pour j : 1..n, sont linéairement indépendants des 3;. Pour mon-
trer cela, on va montrer que (daj A ... Aday) (k1 A ... A ky,) est non nul en dehors de
\U; Xk, En effet, on a

(da1 N A dan) (kl VANAN kn) = (da1 NN dan) (k)l, ey kn)
= 20+ 1) Q¥ (dU A ... AdDQy) (K1, oy k)
= @n+ D Y (1) dQqq) (k1) Ay (kn)

TEperm

= 20+ 1)) (-1)" (vkﬂ(l)v,ﬂ@ (vkﬂ(n) van> ,

ot I'on anoté (—1)" le signe de la permutation 7. Si on note H;; = Vy, V. H la matrice
de la hessienne de VV H restreinte a 1’espace Vect (k1, ..., k), on a simplement

(day A ... Ndayp) (k1 Ao NKp) = (204 1) Q* det (Hyy) .

Par hypothese, V satisfaisant la condition (&, k1, ..., ky,), ce qui fait que le déterminant
de H;; est non nul en tout point de (), X, et donc dans tout un voisinage que l'on
suppose contenir O (sinon, on restreint O a un ouvert plus petit). Cela assure qu’en
dehors de | J,; Xy, (dai A ... Aday) (k1 A ... A ky) estnon nul.
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Chapitre C

Outils semi-classiques

1 Introduction

1.1 Comment lire ce chapitre

Dans ce chapitre, on donne les outils semi-classiques qui sont a la base de la construc-
tion des formes normales du chapitre D et des quasimodes du chapitre E. L’outil principal
est la notion d’opérateur pseudodifférentiel (OPD) introduite initialement par Hormander
([38, 29]) pour étudier les EDP sur R? et développée ensuite dans diverses directions comme
les opérateurs pseudo-différentiels dépendant d’un petit parametre et/ou définis sur une
variété autre que R9. Comme on 'a annoncé dans l'introduction, on va utiliser des opéra-
teurs pseudodifférentiels dépendant d'un petit parametre % et définis sur un tore affine 7.
Cette structure géométrique particuliere permet de parler de symbole globalement défini sur
T . Ces opérateurs pseudodifférentiels sur le tore, dits “OPD périodiques”, ont été étudiés par
différents auteurs ([22, 31, 64, 65]) mais ceux-ci ne considerent que le cas sans petit parametre.
D’autre part on aura besoin, pour construire les formes normales dites quasi-résonantes du
chapitre D, de considérer des symboles dont la régularité se dégrade lorsque 7 — 0, de
maniere similaire (mais non identique) aux symboles introduits par Sjostrand ([26, 61]) pour
étudier les états semi-excités.

Les opérateurs que nous utiliserons ne sont donc pas, a proprement parler, présentés
dans les ouvrages. C’est la raison pour laquelle nous avons préférés donner les résultats
principaux de ce calcul pseudodifférentiel dans ce chapitre, bien qu’ils ne surprendront
probablement pas le lecteur familiarisé avec le calcul semi-classique. A savoir, le calcul sym-
bolique et les regles de composition (théoreme C.19 pour le produit de Moyal) fonctionne
de maniere attendue, la continuité L? (théoréme C.22 de Calderén-Vaillancourt) est valable
pour les symboles “bornés”. Le calcul symbolique présenté dans la section 2.5 est un calcul
symbolique “approché” (a h°>°) pour des raisons expliquées dans cette section.

Le lecteur familiarisé avec le calcul h-pseudo-différentiel ordinaire pourra donc passer
assez vite sur la section 2 de ce chapitre. Il est invité néanmoins a consulter la section 3 qui
traite de la microlocalisation prées d’un tore lagrangien.

1.2 Fibration lagrangienne naturelle associée a un tore affine

Comme on l’a vu dans les chapitres précédents, toute fibre N' = 7! (b) d"une fibration
en tores lagrangiens M > B est naturellement munie d’une connexion affine V plate, sans

95
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torsion! et sans holonomie?. I'absence d’holonomie permet de définir globalement 1’espace
QL (V) C Q! (V) des 1-formes constantes. D’autre part, on sait depuis Weinstein ([69]) que
si I’on se donne un feuilletage lagrangien P transverse a NV, alors il existe un symplectomor-
phisme ¢ d’un voisinage de ' C M dans un voisinage de la section nulle de 7* qui envoie
N sur la section nulle et qui envoie les feuilles de P sur les feuilles verticales de T*A. L'im-
age par cette application d'une fibre de la fibration M = B est une section a : N' — T*N,
c’est a dire une 1-forme sur N, a € Q! (V). De plus, 'application ¢ étant symplectique, cette
section est lagrangienne ce qui est équivalent a dire que la 1-forme «a est fermée. On peut
montrer que si 'on choisit astucieusement? le feuilletage P alors ¢ envoie les fibres 7! (b)
sur les sections constantes relativement a la connexion V, i.e o € le (N).

Inversement, si ’on se donne (N, V) un tore affine standard, 1’absence d’holonomie per-
met de définir globalement l'espace %, (AV) dont les éléments définissent une fibration “hor-
izontale” dans T*N . Les fibres sont lagrangiennes puisque Va = 0 implique da = 0. De plus,
ce sont des tores puisque ce sont des sections de T*N. Il s’agit donc d"une fibration en tores
lagrangiens M > QL (N) ot I'espace de base B = Q% () est ici un espace vectoriel de
dimension N qui est donc trivial du point de vue topologique (la monodromie et la classe
de Chern sont nulle).

2 Opérateur pseudo-différentiels sur le tore

2.1 Quelques rappels et quelques notations

Soit (7, V) un tore affine standard (sans holonomie). Comme on vient de le voir, I’absence
d’holonomie permet de définir globalement l'espace 2%, (T) des 1-formes constantes dont les
éléments définissent dans le cotangent 77 une fibration “horizontale” en tores lagrangiens
T*T 5 B, avec B = QL (N). Le cotangent T*7 est alors naturellement isomorphe a 7 x B
et dorénavant tout élément m € T*7 seranoté m = (z,£), otz € T et £ € B, étant entendu
que l'on utilise implicitement l'isomorphisme 7*7 = 7 x B. Pour tout point m = (z,¢),
on dira que z est la position et £ I'impulsion. Pour tout £ € B, on notera 7; = 7! (§) =
{(z,€) ;x € T} la fibre "horizontale” qui est un tore affine et par construction naturellement
isomorphe a (7, V). On considérera dans la suite un hamiltonien H (§) indépendant de la
variable z et donc completement intégrable pour cette fibration horizontale.

2.1.1 Séries de Fourier

Systeme de coordonnées affine. Un systeme de coordonnées adapté a la structure affine de
7 sera de la forme (z;,§;) € (R/ 277)% x R?, ot 'on utilisera les lettres z et ¢ pour les points
et les mémes lettres munies d’indices pour les coordonnées. Un tel systéme de coordonnées
sera dit “affine” et forme un systéme de coordonnées angles-actions.

Réseau des périodes. On rappelle que parmi les champs de vecteurs constants Vy (7), il y
a ceux dont le flot est 1-périodique. On note A C Vy (7') le réseau* formé par ces champs de

IDéfinition A.3 et théoreme A 4.

2Proposi’cion A9.

3 A savoir, si on choisit P invariant sous 1’action du fibré torique G associée a la fibration M 5 B, ce qui est
toujours possible localement pres d’une fibre.

*Définition A.21.
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vecteurs. On définit ensuite le réseau 2r-dual A* C Q4 (T) par
AN ={aeQy(T) VX e A= a(X) € 2rZ}.

On définit de méme Q¢ (7) 'espace des formes volumes constantes. C’est un espace vecto-
riel de dimension 1 qui contient un unique® élément dy tel que

/d,uzl.
T

Dans un systeme de coordonnées affine, cette forme volume s’écrit du = (271) —dz' A A dad.

On notera aussi dz = du pour rappeler quelle est la variable que 'on integre.

Absence de monodromie. Dans le premier chapitre (sections 2.2.3 et 2.2.4), on a vu que le
réseau des périodes A¢ C Vy (7¢) dépend de maniere C*° de £. De plus, 'absence de mon-
odromie dans notre cas permet d’identifier naturellement chaque réseau A¢ avec A, ce qu'on
fera toujours implicitement. D’autre part, on a vu l'espace de base B est muni d"une structure
affine entiére naturelle, sans monodromie comme on vient de le dire. La forme symplectique
permet de construire un isomorphisme naturel ¢ entre 1'espace de Fourier A* et 'espace £
des champs de vecteurs constants entiers sur B. Dans ce chapitre et les suivants, on identi-
fiera implicitement ces deux espaces. Par exemple, si H (£) est un hamiltonien indépendant
de la variable z et si X7 est son champ de vecteurs associé, on écrira® k (X ) = dH (k), ot k
est considéré alternativement comme un élément de A* puis de E.

Espace L2 (7). A l'aide de la forme volume dp, on définit le produit scalaire suivant

(flg) = [[dufg

pour tout couple (f,g) de fonctions de 7 a valeur complexe. On définit alors la norme L2
associée par | ]| > = (f] ) et Vespace L? (T) = {f: ||fl| > < oo}

Moyennant le choix d"un point origine z( € 7, on définit aussi la série de Fourier f A C
par

f k) = <6ik(x—mo) f)= /dee—z‘k(m—xo)f

Pour des fonctions assez réguliere, on aura la formule inverse

Fa)= 3 ke,

keA*

Métrique constante. Pour définir les normes et les espaces de Sobolev, on a besoin d'une
norme sur Vy (7) ou sur Q% (7). Sil’on se donne une métrique g définie positive et constante
sur 7, onnotera (| ) le produit scalaire correspondant sur Vy (7') et | | la norme associée. On
notera de maniere identique (| ) et | | le produit scalaire et la norme sur le dual Q4 (7).

Espace de Sobolev. Pour toute fonction f € L2 (7) et pour tout entier positif s, on définit,
lorsqu’elle existe, sa norme de Sobolev || f|| ;. par

A R CENEV

°On aura au préalable fixé une orientation sur .
SProposition A.35.
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On voit facilement que la norme de Sobolev || f|| ;. s’exprime en fonction de la série de

Fourier de f par ,
1 = 3 (1 1k1) | F o) -

keA*
On définit ensuite I'espace de Sobolev H* (7') par

H? (T) = {f; If | gs < +o0}-

On a notamment H® (7)) = L? (7). De plus, pour toute fonction f € H* (7) on a I'estimation

Il

fk) < -
‘ ‘ <1+|k|2)2

2.1.2 Quelques trucs et astuces...

Proposition C.1. Pour tout multi-indice c € N 4 ona
ko] < k]
Réciproquement, pour tout entier N positif, il existe un multi-indice o € N9, avec |a| = N et tel que
kN < d? k2.

Démonstration. Le premier point est trivial, puisque [k®| = |k{...k5¢|. En utilisant ‘k:;x’ <

|k|%, on trouve bien [k®| < || ... |k|*¢ = |k[!*! . Pour prouver le deuxiéme point, on choisit
l'indice J tel que |k;| > |k;| pour tout j = 1..d et on définit le multi-indice o € Z* par
ay = N eta; =0pour j # J. Tout d’abord, on a bien |a| = N et de plus,

N
2
N 1 1 N
k% = kg |V = k3|7 = ¢ |3+ + K| > |+ K37,
d2 —/—’d d>2
N
ce qui implique bien que |k®| > ﬁ k2|2 . [ |
Proposition C.2. Pour tout N on a
N N e
(k.0y) _|Z — ke,
a|=N

Démonstration. Tout d’abord, on a

d
kOp = kja, = Y k"02,
j=1

laf=1

ce qui fait que
N

ko)¥ =T > kemogt = > Z—;kaagf.

n=1a(n)|=1 lal=N
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On définit I'opérateur différentiel L et son transposé Lt par

1 —l—ik.(zy vt Lo ik.@zy
1+ |k| 1+ |k

Proposition C.3. On a la propriété évidente suivante
I <€ik(r*y)> — ik(z—y)

Il en découle que si ¢ € C*° (T), alors pour tout entier s on a

/dye Moo (y) = Y Clys k”/ dye™ "V (y)
T <1+]k\) o

Iv[<s

oit les C' (v, s) sont des constantes.

Démonstration. En effet, en insérant I'opérateur L a la puissance s, on obtient

/Tdyeik(x_y)SD(y) — /dyLs< ik(z— y)>gp(y)

1 _ . s
/ dye*@=v) (1 — ik.0y)" ¢ (y) .

D’autre part, on voit facilement qu’il existe des constantes C (v, s) telle que

(1 —ik.0y) Z C(v,5) k70 ¢,
~eNd
IvI<s

ce qui prouve l'assertion. n

2.2 Espaces de symboles
2.2.1 Symboles ordinaires

Un opérateur pseudo-différentiel, abrégé OPD, est un opérateur A qui & une fonction
¢ : T — C associe la fonction A (¢) : 7 — C définie par

(Aen) @ = X Anal) [ dyeevp (),

keA*

o Ay, (x,€) : T*T — C est une fonction que 'on appelle le symbole (gauche) de 1'opérateur
A. C’est pour l'instant une écriture formelle et tout l’art consiste a chercher dans quels es-
paces de fonctions doivent vivre Ay, (z,&) et ¢ (z) pour que 1'expression précédente ait tout
d’abord un sens et ensuite de bonnes propriétés.
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Pour commencer, si on choisit ¢ dans C* (7) et Ay, telle que pour tout % et tout (z,§) €
T
‘Aﬁ (x7€)‘ < Ca
ot la constante C' est indépendante de £, de x et de &, alors 1’expression de (fhp) (z) est bien
définie. En effet, par définition on a

(dg) (@) = D= e™e0) Ay (2, k) & (k)

keA*

D’autre part, on voit que pour tout k£ € A*, on a la majoration | Ay (x, hk) ¢ (k)| < C+—5= (1+|k\ (TR

pour tout s, du fait que ¢ est C*° et donc que sa série de Fourier ¢ (k) est a décroissance
rapide. Ceci montre que la série est absolument convergente pour tout .

On pourrait méme autoriser une croissance modérée en £ du symbole Ay, i.e demander
qu’il existe un entier n tel que pour tout A et tout (z,§) € T*7, on ait

An(@ ol <C (1+¢P)"

avec une constante C indépendante de 7, de = et de £. En effet, dans ce cas le symbole vérifie
|Ap, (z, hk)] < C <1 + ]hk!2> <C (1 + \k:]2> et la décroissance rapide de ¢ permet encore
de faire converger la série.

Une premiere propriété raisonnable qu’on pourrait espérer de la part de I'opérateur A
serait d’étre continue de C*>° (7) dans C*° (7).

Proposition C.4. Si les dérivées par rapport a x du symbole Ay, (x, &) sont a croissance modérée en
& e
054 (,€)| < Ca (1+[¢)

pour tout h et tout (x, &) € T*T, alors U'opérateur A est continue de C°° (T) dans C™ (T).

Démonstration. Tout d’abord, on voit facilement que les dérivées de Ay sont majorées de la
maniere suivante.

o2 (4g) ()

8°‘Ahxﬁk”/dy 80‘ of gil(a— y)) (y)‘

> > G

kEA* o/ <

= 2.0 2
a/ga

)

02 Ap (. )| ‘ [ v gy o)
T

keA*

N e . o ik(r— a—a' o) ik(r— . A .
ott I'on a utilisé 92~ e*(==v) = (—1)‘ ‘ oy e*(==Y) et fait ‘a -« ‘ intégrations par par-
1+ik.0y
1+[k([?
intégrations par partie comme dans la proposition C.3, on obtient

) Z C(y,s /Tdy‘(?;“‘“lﬂso(y)

MSS

tie. D’autre part, en insérant I'opérateur L = a la puissance s et en effectuant des

)

‘/ dye'F(T=v) 9o so(y)‘ <
T <1+ yky
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ot I'on a utilisé [k7| < |k|"!. Si les dérivées du symboles Ay, (z, ) soit a croissance modérée
n

ag/Ah(x,hk)‘ <C. (1 + |hk|2) P < (1 + |k|2>§ et les semi-

normes de Ay sont alors majorées par une somme finie de semi-normes de ¢ puisque

2\ 2
o (A) @] < T 0o 3 ClnaCysm oo m)| Y ()"
o' <a yeNd ’ keA* (1 + |k’2> ’

[v1<s

en &, alors pour tout 2 on a

sup
X

En choisissant s = n 4 d + 1, la série converge et on a bien

)

o (de) @< Clama) Y. 3 swlorT o)

o <al<lal+2ntd+1 F

sup
x

ce qui implique que A est continue de C* (7) dans C* (7). |

La continuité dans C* (7') n’est en général pas suffisante pour les applications ot I'on
considere plutdt les espaces L? (7') ou encore les espaces de Sobolev. Les opérateurs pseudo-
différentiels ne sont en général pas bornés dans ces espaces, a moins de choisir des classes
de symboles adaptées. On verra dans le théoreme C.22, dit de “Calderon-Vaillancourt” en
référence aux articles [17, 18], que les opérateurs quantifiés de symboles bornés dans C'*> (T7)
sont bornés dans L? (7), ce qui motive la définition suivante.

Définition C.5. Soit m € R une constante. La classe de symboles " (7) est 'ensemble
des familles de fonctions

he0,1] — Py (x,§) € C® (T*T,C)

telles que pour tous multi-indices a, 8 € Z¢, il existe une constante C,, 5 > 0 telle que pour
tout point (z,£) € T*7 et tout & € ]0, 1], on ait la majoration

0207 (Pn (x,€))| < Cagh™.

A l'évidence, on a
™ (T) = Wm0 (T).

2.2.2 Symboles a la Sjostrand

Sans trop rentrer dans les détails avant qu’il ne soit le moment de le faire’, il convient
tout de méme de justifier quelque peu les raisons qui nous poussent a considérer les classes
de symboles de la définition C.6 qui va suivre. Dans le chapitre sur les formes normales, on
sera amené a considérer des symboles Py, (z, ) dont la série de Fourier par rapport a = sera
de la forme

P = x (25 (6)

7i.e le chapitre D.
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ol x : R — R* est une fonction de troncature a support dans [0, 1], fx (§) et gx (£) sont &
décroissance rapide en k£ uniformément par rapport a &, et § est un réel vérifiant 0 < § < 1.
On voit aisément que chaque dérivée par rapport a £ va faire apparaitre un désagréable
facteur 7~°. Si on resomme la série de Fourier, on obtient pour 4 fixé un symbole C> (T*7T)
mais dont les dérivées par rapport a { explosent lorsque % tend vers 0.

On va néanmoins pouvoir développer un calcul symbolique avec de tels symboles qui
sont essentiellement ceux utilisés par Sjostrand® pour décrire les états semi-excités. Cepen-
dant, cet auteur utilisait des symboles pour lesquels des facteurs 4 ~° apparaissent lorsqu’on
dérive par rapport a { mais aussi par rapport a x. Pour pouvoir définir un calcul symbol-
ique (régle de composition d’OPD), il est alors obligé de limiter § 4 § < 1. Dans la classe
que nous utiliserons, on pourra prendre § < 1 pour peu que l'on travaille avec la quantifi-
cation a gauche, ce qui a été le choix depuis le début dans la mesure o1 la quantification de
Weyln’a pas un sens tres clair sur le tore. Par contre, la classe de Sjostrand est invariante par
changement de quantification (gauche, droite, Weyl ou autre...)

Définition C.6. Soit m et § > 0 deux constantes réelles. La classe de symboles ¥§* (7°) est
I'ensemble des familles de fonctions

he[0,1] — Py (z,§) € C*(T*T,C)

telles que pour tous multi-indices «, 3 € Z¢, il existe une constante C,, 5 > 0 telle que pour
tout point (z,£) € T*7 et tout i € ]0, 1], on ait I'estimation suivante

020 (P (2,8))| < Cogh™ 1P,

Dans le cas 6 = 0 on retrouve les symboles ordinaires ¥{' (7) = V™ (7). De plus, on a

évidement
U (T) = hmUY(T).

Définition C.7. Un symbole P, est dit négligeable dans ¥ (7) si
Pre U (T)= ) ¥3(T).
m>0
On définit ensuite la classe d’opérateurs pseudo-différentiels associée.

Définition C.8. La classe d’opérateurs pseudo-différentiels W7 (7') est I'ensemble des
familles d’opérateurs P qui a toute fonction ¢ € C* (7) associe

(Pcp) (2) = ) Pu(a,hk) / dye™ "V (y),
keA* 7
ott le symbole P, (z, &) appartient a la classe ¥} (7).
Définition C.9. Un opérateur pseudo-différentiel P est dit négligeable dans ¥ (7) si
Pe¥(T)= () ¥ (7).
m>0

On notera aussi

P=0n>).

$Voir par exemple larticle [61] ou le livre [26].



2. OPERATEUR PSEUDO-DIFFERENTIELS SUR LE TORE 103

Proposition C.10. Soit § > 0. Si P est un OPD de la classe W (T) alors il est continue de C> (T)
dans C* (7).

Démonstration. Pour m = 0, on reprend la preuve de la proposition C.4 et on remarque
qu’il n"apparait a aucun moment de dérivée par rapport a &, ce qui nous permet d’avoir
exactement les mémes estimations et de montrer que les semi-normes de Ay sont majorées
par une somme finie de semi-normes de . Pour m # 0 c’est aussi vrai du fait que l'on a
simplement V" (7) = A WY (7). [ |

On peut retrouver le symbole d’un OPD en l'appliquant aux exponentielles e?*(z=70),

Proposition C.11. Soit P € \i’%” (T') un OPD de symbole Py, (z,§). Pour tout k € A* ona
P <eik(x*m°)> = Py (x, hk) eth(@=20)
Démonstration. Notons ¢, = e**(*=20)_Par définition, on a
(Per) (@) = lezm Py (a, 1) /T dyeiE—9) gih—w0) _ ik(a—z0) ZEZA* Py (a, ) /T dyett=F)E),

ott I'on a inséré e*(*=20)=ik(@=20) [/intégrale sur y est égale a Ir dye’=Re=y) — 5 (k =1),
ce qui donne la formule annoncée. |

On travaille parfois avec la série de Fourier des symboles par rapport a la variable z. On
donne un critere équivalent a la définition C.6 qui s’exprime a 1’aide de la série de Fourier.

Proposition C.12. Une fonction Py, (x,§) est un symbole de la classe W5* (T) si et seulement si sa
série de Fourier Py, (k, &) par rapport a la variable x vérifie I'estimation suivante. Pour tout multi-
indice 3 € Z.% et tout entier positif s, il existe une constante C (s, 3) telle que pour tout k € A*, tout
¢ € Bet tout h €)0,1], on ait I'estimation

pm—91Bl
(14+1K2)*

Démonstration. En effet, si Py, (x,&) € V5" (T), alors la série de Fourier vérifie

025 (k)| < C (5.9)

0 Pr (k. &) = [, dx e~ K== 90 Py (2,€).

En insérant 1'opérateur L = % a la puissance s et en effectuant des intégrations par
partie comme dans la proposition C.3, on obtient
~ C (s
029 < —L S ) [arforolpeg)|.
(1+16P)* e T

[v|<s

Le fait que Py, (z,£) € V§* (T) implique que 828?135 (x, 5)‘ < C, sh™~8l, sibien que

‘8?1% (k:,{)‘ < :_:Tillﬁ))%hm_éﬂ’ (C.1)
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ou C (s, 3) est une constante.
Réciproquement, on a

020, Py (2,6)| =

Z ez’k(xfmo)ﬂa\]{;aagpﬁ (k, &) ‘
keA*

S 1l |07 P ()

keA*

IN

Si 8? Py, (k, €) vérifie 'estimation (C.1), alors en choisissant s = |a| + d + 1, la série converge

et on montre que 8§G?Ph (z, 5)‘ < Ca’ﬁhm—é\ﬂ\. n

2.2.3 Développements asymptotiques

Les objets que I'on considére en analyse semi-classique, en I’occurrence les OPD et leurs
symboles, dépendent de 7 et on s’intéresse a des propriétés asymptotiques de ces objets
lorsque 7 tend vers 0. On considérera notamment des symboles Ay, (z, ) ayant un développe-
ment de la forme Ap (z,§) ~ >, W Aj (x,€). Si on veut donner un sens plus que formel a
cette expression, il faut dire ce qu’on entend par le signe ~, qui signifie “asymptotiquement

N
équivalenta”, c’est a dire que I'on doit controler la petitesse du reste Ay, (x, &) — Z WA (2,8).
j=0

Cette petitesse se mesure en fonction de la classe a laquelle appartient le symbole A, et des
semi-normes associées.

On peut en fait considérer des développements asymptotiques plus généraux a deux
égards. Tout d’abord, on peut laisser chaque terme A; dépendre de £, i.e considérer des
développements de la forme Ay (z,€) ~ >, W Aj (x,&, h). D'autre part, on peut aussi con-
sidérer des développements de la forme Ay, (z,£) ~ >_; W™ A; (2,&, h), ot m; est une suite
croissante de réels positifs tendant vers 1'infini avec j.

Définition C.13. Soit 6 > 0 une constante réelle. Soit m ; une suite croissante de réels positifs
tels que m; — +oo et soit P; € W57 (7) une suite de symboles. On dit qu'un symbole
Py € ¥ (T) admet un développement asymptotique dans ¥5* (7') de la forme

Pﬁ(x7€) ~ ZP] (x7£7h>
j=0

si pour tout entier J, on a

J-1

Ph(x’g) - ZP] (l‘,f,h) € \I’g” (T)
j=0

Cette définition est assez générale et on va en fait souvent utiliser le cas particulier suiv-
ant.

Définition C.14. Soit § une constante réelle telle que 0 < § < 1. Un symbole Py, € U9 (T)
admettant un développement asymptotique Py, ~ > P; avec

Py e i (T)
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est appelé symbole d-classique. Si en plus § = 0 et si les P; ne dépendent pas de £, on dit
que Py, est un symbole classique.

Il faut noter qu’en général, les développements asymptotiques a notre disposition n’ont
aucune raison d’étre convergents dans la topologie donnée par les semi-normes

020¢ (P (x,))

|1Phll 6 = sup  sup
5 h<ho (m ﬁ)GT* hm—fm\

Cependant, il existe un procédé da a Emile Borel qu'on appelle parfois “resommation de
séries divergentes” et qui permet, étant donnée une suite de symboles P; € ¥ (7), de
construire un symbole Py, € U (7) ayant pour développement asymptotique P, ~ Y P;,ala
condition que la suite m; tende vers l'infini suffisament vite. On rappelle, dans la proposition
suivante, cette construction dans un cadre a peine plus abstrait.

Lemme C.15 (Borel). Soit E un espace de Fréchet muni d'une famille dénombrable de semi-normes
I, » € N. Soit m; une suite croissante de réels positifs telle que mg = 0 et m; > cln j. Pour toute
suite de vecteurs P; (h) € E dépendant d’un parametre h et vérifiant

155 (Wl,, < C (4,n) K™,

il existe une famille de vecteurs P (h) telle que pour tout J € N, tout n € N et tout h assez petit, on
ait
P(h)=>_Pi(h)| <C(n,J)R".

Démonstration. Tout d’abord, on consideére une fonction de troncature x (t) € C* (R,R™)
qui vaut 1 pour [t| < 1 et 0 pour dés que [t| > 1.

Si €; est une suite décroissante de réels tendant %
vers 0 lorsque j tend vers l'infini, alors a £ fixé la fonc-
tion (1 — x (77 )) est non nulle pour un nombre fini
de j, mais ce nombre grandit si & se rapproche de 0.
En conséquence, on définit

e}

P =3 (1-x(%)) P (w).

J=0

Pour tout & la série converge puisqu’elle ne contient qu'un nombre fini de termes.

On va d’abord monter qu’il existe un choix astucieux de la suite ¢;. Ensuite, on mon-
trera que les semi-normes || P (h)||,, sont bornées uniformément par rapport a 4. Enfin, on
montrera que > P; est un développement asymptotique de Pp.

. Il existe une suite décroissante ¢; de réels positifs et tendant vers 0 telle que pour tout
jettoutn < jona

1=x (52) |15 @, < s (C2)

En effet, la fonction (1 — x (¢)) étant nulle des que ¢ < 3,ona(1—x(t))+ < 2pour tout
t, ce qui fait que |1 — (Ff—) ‘ <2 hml pour tout j et tout /. En utilisant les majorations
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I, ()], < € (3in") 17, on voit que pour tout n < j ona

1= () 1 0, < 22,y
ot la constante positive D; est définie par

Dj=supC <j, n/)
n'<j
Il reste a choisir la suite €; décroissante, tendant vers 0 et telle que ¢; < 5 l pour tout

2
convient puisque d'une part 547 < 7,

j. 11 est facile de voir que ¢; = min
9 J k<j Dk +k
d’autre part 2 qui tend vers 0, et enfin le min permet d’assurer la décroissance

dee;.

D+k

. Pour tout n, on sépare la série dans 1’expression de P (h) en deux morceaux j < n +

N —1letj>n+ N,ou N estun certain entier que I'on déterminera plus tard. On voit
que les semi-normes || P (h)||,, sont majorées par

Pol < S - ()10 S [1-x ()15 @, €
j=0 j=n+N

Dans le premier terme, on utilise || P; (h)||,, < C (j,n) h™ et|1 — x| < 1, ce qui donne

n+N 1 . n+N-—1
> > =x ()| ml, < JZ; C (j.n) b (C4)

qui est borné pour tout 7, pour peu que I'on choisisse N indépendant de 5.
Dans la deuxiéme somme, on utilise I'inéquation C.2, ce qui donne

x () iEm, s S e

Cette deuxiéme somme sera aussi utilisée plus tard, pour montrer que Py ~ > P;. Si
on choisissait N = 0, on trouverait que cette somme est majorée par 2" ~"™! et non pas
par 7. Aprés un changement d’indice et en utilisant

MmN > cln(j+n+N),

on obtient

o o)
§ BTG T — N E :hcln(j+n+N)fmn+N‘
j=n+N j=0

On montre d’abord que pour tout n, il existe un entier N (¢, n) tel que
cln(n+ Ny (¢,n)) > mq +my

et donc my, Ny (c,n) — M1 = My En effet, on voit facilement qu’il suffit de choisir

mi+mn

Nl(c,n):[e c —n]+1.
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D’autre part, on montre que pour tout n, il existe un entier N5 (¢, n) tel que pour tout
7 > 0on ait

cln(j+n+ Na(e,n)) —mpin > gln(j-|-n-|-N2 (c,n)),

soit
2111( j+n+ Na(e,n)) > mpsn.

11 suffit en effet de choisir

N (e;n) = [elEmmevin) —p — 1] 41,

ce qui implique que §1In (n + N3 (¢,n)) > my, 4N et donc la propriété voulue pour tout
J=0.
Si on définit N (¢, n) = max (N} (¢,n) , N2 (¢, n)), on obtient la majoration suivante

S T <y pEh, (C.5)
j=n+N(c,n) j=0

ot 'on a simplement minoré (j +n + N (¢,n)) > j. Le terme A"+ est a la puissance
voulue, 11 reste & vérifier que la somme converge. On a 2™/ = j2" Gj on choisit
ho = e~ ¢, alors pour tout i < hgona §lnh < —2 ce qui fait que > 72, palnd < S0
qui converge.

En cumulant les estimations des équation (C.4) et (C.5), on voit que pour tout n, les
semi-normes || P (h)||,, sont bornées uniformément par rapporta i < hg (c).

]OJ

. On va maintenant on montrer que ) P; est un développement asymptotique de Pj.
Pour tout J € Nettoutn € N,on a

Pw-3nm)| sfj (22) 1 ) +Z\1— () |1e o)

On regle le sort du premier terme en remarquant que pour touta > 0 et toutt, t%y (¢) <

olias
&j

1 du fait que x (t) est nul dés que ¢ > 1. On a donc x (747) < < )a pour tout / et

tout j. La premiére somme est donc majorée par

J-1 J-1

am 1 - m, am
Zox(hml) I ()l < A7 3 € Gim) ™ < D o) K™
J= J=

ot D (n, a) est une constante positive. Il reste a choisir a pour avoir 1’estimation voulue.
Il suffit de prendre a = 72* et la somme est majoré par D (n,a) h™/.

On traite la seconde somme comme précédemment, en la coupant en deux parties
j<J+ N —1letj>J+ N.Lapremiere donne

J+N-1 . J+N-1

J . . m; ! m
> [r-x(EE)lim e 3 chm <0l (i,
]: ]:
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pour peu que l'on choisit NV indépendant de A.
Comme précédemment, si on choisit N (¢, n) convenablement (en s’assurant aussi qu'il
est tel que J + N (c,n) > n) et si & est suffisament petit, la deuxiéme partie donne

> Ej " m
> x5 18w, < D" (en) .
j=J+N

ce qui prouve que

n

Il convient de noter’ que sans la restriction m; >
cln j, la preuve précédente ne marche pas forcément,
notamment pour la majoration de > 7 7. En effet, si
on choisit par exemple m; = In(Inj), on se convainc
rapidement que la somme diverge.
On peut appliquer ce lemme directement pour resommer des suites de symboles P; €
U5 (T),avec m; = j (1 — &), en des symboles J-classiques.

Proposition C.16. Soit 0 une constante réelle telle que 0 < 6 < 1. Si P; € \I]gu—a) (T) est une
suite de symboles, alors il existe un symbole Py, € W9 (T) ayant pour développement asymptotique
Py~ Y P

11 convient de noter que lorsque § # 0, les développements asymptotiques dans ¥{ (7'
ne sont pas uniques puisque les termes P; dépendent nécessairement de %, du fait que des
termes en h~° apparaissent lorsque l'on les dérive. Ceci est a comparer avec les symboles
classique dans ¥ (7) pour lesquels le développement est unique. Pour les symboles U9 (7),
il n’y a d’ailleurs pas forcément de notion de symbole principal bien définie.

2.3 Composition

Le théoreme de composition d’opérateurs pseudo-différentiels (théoréme C.19) est I'outil
principal de tout calcul pseudo-différentiel qui se respecte. Ce théoréme nous assure que, si
on choisit correctement le parametre §, alors le produit de deux OPD de la classe ¥ (7)
est encore un OPD de la méme classe, et nous donne I'expression du symbole du produit
qui est égal a ce qu’on appelle le produit de Moyal (gauche) des symboles, ainsi que le
développement asymptotique de ce produit de Moyal.

2.3.1 Lemme de phase stationnaire

On donne tout d’abord un lemme de “phase stationnaire” qui nous permettra de trouver
le développement asymptotique de toutes les expressions intégrales que I’on obtiendra plus
tard, comme le symbole du produit de deux OPD, le symbole de 1’adjoint, I'action d'un OPD
sur une fonction BKW1, etc...

?Ce qui n’est en général pas mentionné dans les ouvrages.
"Dont on parlera dans le chapitre sur les quasimodes.
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Lemme C.17 (Phase stationnaire). Soit Uy, (,y, &, n) une famille de fonctions qui pour tout h > 0
est dans C™ (T x T x B x B). Alors pour tout entier J > 0, tous multi-indices o, € 72, tous
xe€Tettousé € B,ona

. h ] 1
/Z—dy Z BZk(x y)Uh (mayagvhk) = Z <;> Ja;]ag Uh (‘T7y7€’n)|y:x777:0 =+ RJ

keA* ly|<J-1

aovec

3;‘3?31 (x,&,¢, h)‘ <K/ C(J,a) sup sup ‘3;/35‘ g afagUh ,
THEN =
|5
a/ga

ot C (J, a, s) est une constante positive.

Démonstration. Notons V, (z, §) la fonction donnée par

Vilw§) = [ dy 3 MU g ).

keA*

Pour tout entier J > 0, on effectue tout d’abord un développement de Taylor avec reste
intégral de la fonction Uy, (¢) = Up, (z, y, €, ek) par rapport a la variable ¢, i.e

J—-1 ; 1
AP

——— T K)._o+e’ [ d

]' dei h(mayaé—ve )|5_(]_|_6 A T

1-n"a

Un(e) = T—1) de

Uh (‘T,y,g,’ﬂ?k‘) .

1]

.

D’autre part, on remarque que 1’on a la relation

d
%Uﬁ (%Z/,fa&“k) = (]{?877) Uﬁ (x7y7€a n)’nzak .

De plus, on la propriété (proposition C.2) que (k:.an)N =D |al=N %ko‘@‘;‘. Le développement

de Taylor, o1 l'on pose € = h, se réécrit donc

jal
Uﬁ, (%Z/vfahk) = Z _'k"/ag Uﬁ (%3/75777)‘77:0
<g-1

Lo1-n)/t
‘|‘hJ/O dTW Z TJk’Ya;{ Uh (x,y7€an)‘n:7'hk .
IvI=J

En réinsérant cette égalité dans 1’expression de V}, on obtient
sl k(o)
Vh(mag) = Z 7 Z /Z’dye Y kj’Ya;?Y Uh(mayagvn)‘n:O+RJ (magah)a
<J-1 ' keAx

ou Ry (x,&, h) est le terme de reste que I'on estimera plus tard. Concernant le premier terme,
on remarque que eFE=v gy = (i0y)" e#(#=Y) et en faisant des intégrations par partie, I'inté-
grale sur y donne

/Tdyeik(my)kﬁag Un (mayagvn)‘nzo = /Tdyeik(xy) (_Z'ay)“/ 6;77 Uy (m,y,g,nﬂn:o.
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A partir de maintenant, on va noter Uy, pour Uy, (z,y, £, n). La somme sur k fournit alors

Z /Tdyeik(ry)kva;/ Unlyeo = Z /Tdyeik(xy) (—i0y)" 0 Unl,—g

keA* keA*

ce qui montre que pour tout J, V}, vérifie

h ef] 1
Vi) = 3 (—) L0 Ul + R (2,6,1).
NETER 7 7
Il reste a estimer les dérivées 8;‘3? R; du terme de reste Ry donné par

)~

ih(z— ! 1—7)7 !
Role.6.h) = /Tdy > y)hJ/o dT((Jﬁ > KO Unlyopus

keA* [v|=J

soit

1 1)/t o .
Ry (z,&,h) = hJ/O dTﬁT‘] Z Z /Tdye k=) (—i0,)? 0] Unlyer it »

|y|=J keA*

ou l'on a effectué la méme manipulation que précédemment avec le terme k7. Pour tous
multi-indices «, 5 € Z%, on a donc

a(mla?RJ (CL‘, 67 h)

! 1—7 /- a ik(x— . a/ afal
W [T S e S [ iy oy o2 000 Uil
0 ’ =J o' <a ke T

’
(0%

9y ¢'*(z=Y) et fait des intégrations par partie pour la
1+ik.0y
1+|k[?
par partie comme dans la proposition C.3, on obtient

/ dye® @) (—ig, )1 6;‘/ 6?‘0‘/ 9 Unlyper
T

o1 'on a utilisé 9% e*(=—¥) = (—1)

variable y. En insérant ensuite L =

a la puissance s et en effectuant des intégrations

C <7,7/,5) k”/ B
W (1)

En utilisant prenant ensuite le sup sur 7, v, ’y/, ainsi que sur z, y, et ) dans 'expression de
8%6? Ry (x,&, k), et en utilisant ‘k” ‘ < |k|*on obtient I’estimation

/T dye™=D) (=i8,)7 62 02~ 07 Unl, _ .

) o 4 oo C(J,a,s
8?3?]{] (x,f’,h)‘ <h’ sup sup ((—zay)V o oy 8?3:{Uﬁ‘ Z (72)3,
17%5»77 "Y|:J keA* <1 + |k| )
e
alga

ot C (J, o, 5) est une constante positive. En choisissant s = d + 1 la somme converge ce qui
prouve finalement que le reste R ; vérifie les estimations annoncées. n
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2.3.2 Produit de Moyal et composition d’"OPD

Définition C.18. Soit Ay, By, € ¥ (7) deux symboles. On définit leur produit de Moyal
Ap# Bj, par

At B (,6) = [ dy 3 A, 1) B (0. ).

keA*

"l:héoréme C.19 (compositior} d’OPD). Soit § une constante réelle telle queAO < 6 < 1. Soit A et
B sont deux OPD de la classe W9 (T') de symboles Ay, et By, alors le produit C = AB est un OPD
de la méme classe et son symbole C'y, est égal au produit de Moyal

Ch = An# B
De plus, le symbole C}, admet le développement asymptotique 6-classique suivant
Ap#Br~ > Cj(h),
=0
oit les C; € \Ilg(l_a) (T') sont donnés par

J
C; (2,6, 1) = @) S 0 A (r,€) OB (1,6)

laf=j

Démonstration. On va tout d’abord montrer que le produit est un OPD de symbole Aj# Bj.
Ensuite, on va montrer que le produit de Moyal admet le développement asymptotique
annoncé et qu'il est dans la classe 9 (7).

. Tout d’abord, par définition de Aet B, pour toute fonction ¢ € C*° (7), ona

C@) @) = 3 An(whl) / d2¢"@) 5™ By (2, hk) / dye ) (y)

leA T keA* T
= Z / dyeik(x_y)gp(y)Z/dzei(l_k)($_Z)Ah(x,ﬁl) By, (z, k) ,
kea= T e’ 7T

ot 'on a inséré ¢ik(@—¥)e—ik(z—y) En effectuant le changement d’indice | — K =1—k,
on obtient

C (o) (z) = Z /Tdyeik(x_y)ap (y) Z /szeik/(x_z)Aﬁ (x, hk + hkl) By (z,hk),

kEA* k’ EA*

ce qui prouve que C' est un OPD de symbole

Ch(z,6)= > x[ dze (@9 A, (2.6 + 1K) Bu(2,6),

E eAx

c’est a dire exactement Cy, = Ap# By,
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. Ensuite, en appliquant directement le lemme C.17 pour les fonctions Uy, (z,y,&,7n) =
Ap (x, €+ n) Br(y,§), avec Vi, = Ap#DBp, on trouve que pour tout entier J > 0, le
produit de Moyal vérifie

17l
a9 = X (3) 500 (n (o6 +0) B9

lv[<J-1

y=a,n=0 + RJ (‘T’ 57 h)

_ <§>M%<ag,4h(x,g)) (01 B (2,€)) + Ry (x,&,h)

lv[<J-1

. Enfin, d’apres le lemme C.17 le reste R ; vérifie I'estimation

a(mla?RJ (maga h)‘
<

J g : 8 go—a’ g1 98-8 +o' 44 5f
Vo w300 (o2 030" an o 40 7 0 B9 ) | € ().
195 ,-\/:

B'<p
7 <4t
ozl <«
En utilisant le fait que 838?_5/1% (x,&+n) = 6g+ﬁ_ﬁlAﬁ (z, 5)‘ et les estimations

£=&+n
caractéristiques sur les symboles Ay, By, € ¥ (7), on trouve que

/

B

BB (.6 M| <We(@fd) s sup (Ca—a’,ﬁ—ﬁ’h_6<J+‘ﬁ_ﬁl‘)C’/

—0
Yo' +v,8 h

).
=]  o'<a

! /
v <4t B<p

ou ¢ (a, 3, J) est une constante positive, si bien que

ROR, (w6 m)| < WD (0, 5,.7),

ou C («, 3, J) est une constante positive, ce qui prouve que 1’'on a bien un développe-
ment §-classique.

On peut prendre § aussi proche de 1 que I'on veut et toutes les estimations que l'on a
utilisées (pour la proposition C.16 concernant les développement asymptotiques aussi bien
que pour le théoréme C.19 de composition) sont uniformes pour & suffisament petit. Mais il
est entendu que toutes ces estimations dépendent de ¢ et qu’elle cesseraient d’étre valides si
on laissait tendre  vers 1. A chaque fois que 1'on utilisera cette classe de OPD, on choisira
une valeur pour § qu’on ne fera pas varier.

2.3.3 Commutateurs

On peut obtenir a 'aide du théoreme précédent le symbole Ax# By, — Bp# Ap du com-
mutateur [fl, E’] de deux OPD. Dans le cas o1 'un des deux opérateurs est dans la classe ¥

et ne dépend pas de x, on a un développement légerement plus sympathique. Ceci sera utile
lors de la construction des formes normales dans le chapitre suivant.
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Proposition C.20. Soit & une constante réelle telle que 0 < § < 1. Soit Ay (&) € W) (T) un
symbole qui ne dépend pas de la variable x et By, (z,£) € VY (T) un symbole quelconque. Alors,
le commutateur Cy, = Ap#Bp — Br#Ap est dans la classe \Il% (T) et admet un développement
asymptotique de la forme

Cn(0.€) ~ (A BY + 30C; (a6 1).

j=2
oit les C; € \Ilg (T) sont donnés par

G = (1) 30 Zoan© s .0

Iv1=J
et oit I'équivalence asymptotique ~ est entendue dans le sens ot pour entier J, on a

J—1
Ch(l',f) - ZC] (x,ﬁ’,h) € \IjéJ (T) :

J=0

Démonstration. En effet, en procédant comme dans la preuve du théoreme C.19 de compo-
sition, on voit que pour tout J > 0 le produit de Moyal Ap# By, vérifie

1l
M@= X (7)) SO0 6+ Ry (.60,

[v|1<J—1
Du fait que Ay € U3 (7) et By € W) (T), on voit aisément que chaque terme 9 (Ap, (€) 92 B (x,€))

est dans \Ill;" (T), car la dérivée par rapport a ¢ de Ay, ne fait pas apparaitre de facteur 7 ~°.
De plus, le reste R vérifie I'estimation

D20 Ry (w,f,m( <n’ sup - aup > Cy (ag”ﬂ/Ah oyt o] Bh<y,f>) C(J,a).
PYS L hi=d o |g'<s

o d+1
v <5

En utilisant ensuite les majorations

h0P

‘@?Bw (Ah(f))‘ < Cop et

+aty 5
3;’ o ({“)5 B (y’f)‘ < Cﬂ/-i—a—i—v'ﬂ

cela donne

D20 Ry (x,€, h)‘ <wc (J, oz,ﬂ) sup c’ ool < sl (J, a,ﬂ),

ouC (J, Q, ,6’/> et C' <J, Q, ,6’/> sont des constantes positives.

D’autre part, le fait que A ne dépende pas de x implique que le produit de Moyal Byp#Aj
est simplement
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Bt An (.6) = An(©) Y- Bn (o +1k) [ dye =0 = 4(€) B (0,6).

keA* T

Pour tout J > 1, le commutateur Cy, = Ap# By — Br# Ay vérifie donc

J-1
Cﬁ(x7€) = Cl + ZC] + RJ (.’IJ,{,FL)
j=2
et d’apres ce qui précede, on a
=" > 0 AR(€) 0B (z,8) = E{A Bp} € UL (T)
1= e An w Dn (T, 7 1A Bh 5 .
Iv|=1
Deplus,onaC’jE\I/f;(T)etRJG\I/;{(T). |

2.4 Continuité L?
2.4.1 Continuité L2 des OPD

Pour commencer on donne un lemme de Schur ([60]) discret, dans 1’espace de Fourier.

Lemme C.21 (Lemme de Schur). Soit V un opérateur de la forme

Pk) = V(@) (K) =D Viag (D).
leAx

Si Vi1 vérifie les propriétés suivantes

sup Z [Via| = C1 < +o0et sup Z [Via| = Ca < 400,
REAT s LA penx

alors V est borné dans L2 et

Z ‘v(@ (k)‘2 < 010, Z 1B (k)|*.
keA*

keA*

Démonstration. En effet, tout d’abord on a

S@m) =3 X e

keA* keA* [leA*

2 <> (Z Vil !@(l)>2-

keA* \leA*

1 1
On fait ensuite 1’astucieuse remarque que |Vy,||¢ (I)| = [Vi,|? (|Vk71|5 |® (l)|>, ce qui nous
permet d’utiliser une inégalité de Cauchy-Schwarz et de voir que

M ACICIEEDYS (Z (v,ﬁlw) (Z |vk,l||¢<w|2>.

keA* keA* \['eA* leA™
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D’apreés les hypotheses sur V}, ;, cela implique que

. 2
Slrem) < o S malleo
keA~ kEA* lEA
< GG Y eI,
leA*
ou 'on a interverti les sommes pour passer a la seconde ligne. [

Théoréme C.22 (Calder(’)n-YaillAancourt). Soit § une constante réelle telle que 0 < § < 1. Tout
opérateur pseudo-différentiel P € W (T) est continue de L? (T) dans L* (T). De plus, sa norme est
majorée par

< C sup supl|9d]Px(x,§)].
H HE(L2(T)) |7|<d+1 z,€ ‘ ( 5)‘

Démonstration. En effet, pour tout ¢ € £2(7) ona

(Pe) @) =D Pl i) =) 1),

leAx

ce qui fait que la série de Fourier de Py est égale a

e~ —

(Pe) (k) = / doe™ ™20 N7 Py (2, 7) S5 (1) = 3 Vi (1
lEA* leA*
ou 'on a noté Vi,; = [, dae'l=F)(@=20) py (2, hl). On va voir que ce Vj; satisfait aux hy-

potheses du lemme de Schur C.21. En effet, a 'aide du changement d’indice | — ' = k — [,

ona
D Wil =

leA* leA*

1+ik.0x
1+
comme dans la proposition C.3, on obtient

Z’Vk,l‘SZ% Z C(v,s)

/ dze " @=20) py (1 hk — hl)' .

En insérant ensuite L = a la puissance s et en effectuant des intégrations par partie

/ dze " @=m) 9 Py (2, ik — hl)‘ .
i

En utilisant ensuite l'estimation caractéristique pour P, € ¥ (7) et en choisissant s > d + 1
pour que la somme converge, on obtient

Z |Vial < C sup sup|0] Pyl < +o0,
lEA* RIS

ot C est une constante positive. En procédant de la méme maniere, en faisant le changement
d’indice k — k' = k — [, on trouve la méme estimation

Z [Via| < C sup sup|9]Pyl.
keA* <t @8
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Ceci nous permet d’appliquer le lemme de Schur qui nous assure que I'opérateur P estborné
dans L? (T) et que sa norme est majorée par

HPHL L2(7) < C sup sup|9]Pyl.

RS

242 Adjoints d’OPD

Lemme C.23 (Adjoint d"un OPD). Si P € W) (7)) est un OPD, alors son adjoint P* est aussi un
OPD de la classe \ng (T) et son symbole, noté Py, est donné par

Py (z,6) = Z/dye TPy (y,€ + hk)
keA*

et admet comme développement asymptotique le développement d-classique suivant
Py (x,€) ~ Z Py (z,&,h),
oitles PF € \Ilfs'(l*é) (T) sont donnés par
¥ AN L ver p
Ivl=i

On dira que P; est I'adjoint du symbole Py,

Démonstration. ['opérateur P étant dans la classe \i/g (T), il est borné dans L? (7) d’apres
le théoréme C.22 de Calderén-Vaillancourt. Son adjoint P* est donc aussi borné dans L. Par

définition, pour tous ¢, ¢ € L? (T) I'adjoint vérifie (4| P*gp> = (¢ P¢>, ie

@) = [ dp@) 3 Putehi) [ dpetoo)

keA*

= [ awo(@) [ dye ) 3 Puly. i) e,

keA*

ce qui montre que

(B Z/dyph y, k) 5@ (y)

keA*
Si on applique P* & I'exponentielle g; () = ¢"(*=%0), on trouve

p* <eil(m—xo)> — Z / dyPh v, hk‘) i(k=1)(z—y) zl(a: xo)
keA*

= Mool - / dy Py, (y, hk + hl) ¢*@=Y)
keA*
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ot1 I'on a effectué le changement d’indice k — k +1 = k. Cela prouve que P* est un OPD de
symbole

Py (2,6) = Z/dye@ =) Py (y,€ + hk) .
keA*

D’apres le lemme C.17 de phase stationnaire appliqué pour Uy, (z,y,£, 1) = Py (y,€ +n), on
a pour tout J le développement

\ ~

[v|<T-1

ol le terme de reste vérifie I'estimation

661%] (z,&, h)‘ <h’sup sup ‘8;’+°‘+7l85+7155 (z,)|C (J, ).
7£ p—
IvI=J

' od+1
v <4

En utilisant le fait que P* est dans la classe V5" (7), i.e

‘av+oc+«/ aﬁJr’YPh (z, 5)‘ RO+

'y+a+7 By

on obtient

020 Ry (2,6, )| < B -9C (0,9,

ou C (J, , B) est une constante positive. En utilisant cette estimation pour J = 0, cela prouve
que P* est dans la classe ¥§" (7). Pour J > 0, cela prouve que I'on a bien le développement
d-classique annoncé. n

Il arrive souvent que 1’on ait un OPD dont le symbole est réel et qu’on souhaiterait mod-
ifier légerement pour en faire un OPD auto-adjoint. Ceci est possible, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition C.24. Si P ¢ \i'g (T) est un OPD dont le symbole Py, est réel, alors il existe un OPD
Q € U9 (T) auto-adjoint et tel que Q — P € @(175) (7).
Démonstration. Tout d’abord, loperateur R défini par R = P* — P vérifie a I'évidence
R* = —R. Si on définit ensuite Q = P + 1 R on abien Q* = Q puisque
N N 1. A 1. P A
*=P"+-R*=P*"—--R=P+ =R.
Q + 2R 2R + 2R

D’autre part, d’apres le lemme C.23 précédent, le symbole de I'adjoint est de la forme P; (z,&) =
Pr(z,6) + Ap(x,€), o Ay, € \Ilé_‘S (T), ce qui fait que le symbole de Ry vérifie Ry = P, —
Py + By, ot By, € W% (T). Si le symbole P, est réel cela implique donc que Ry, € W1~ (7).

|

Proposition C.25. Soit P, € V) (T) un symbole et P € W (T) son adjoint comme défini dans le
lemme C.23. Alors, leurs séries de Fourier par rapport a la variable x sont reliées comme suit :

P*(k:g) ( k,& + k).
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Démonstration. La série de Fourier de P} est

P (k&) = /dee”f(f %o) Z/dyez 2=Y) Py (y, € + hl)

leA*

= / dx e~ (z—x0) Z eil(mxo)/ dy etl(v=0) Py, (y, € + hl),
T T

leAx

ot I'on a inséré eil(z—zo0) c—il(

—[ et on obtient

z=20), L’intégrale sur y donne la série de Fourier de Py au point

Py (k) = 3 Pr(—1,€ + hi) / i i) a—a0)

leA*

L'intégrale sur = donne simplement ¢ (k = [), ce qui donne 1’expression annoncée

Py (k,€) = Py (—k, & + k).

2.5 Calcul fonctionnel

Le théoréme C.22 de Calder6n-Vaillancourt nous assure que les opérateurs pseudo-différentiels
de la classe W7 (T) sont bornés dans L? (T), ce qui facilite leur calcul fonctionnel. En effet,
si f est une fonction et A un OPD, on peut définir f <A> directement a 'aide du développe-
ment de Taylor de f pres de 0, sile rayon de convergence de ce développement est supérieur

a HAHL(B)' On peut aussi définir f (fl) par la formule
f@)=L%f%%,

ot1 C est un cycle entourant le spectre de A. Le probleme est de montrer que I'opérateur

f <fl) obtenu par un de ces procédés est encore un OPD de la classe ¥ (7). 1l faut donc

notamment montrer que la résolvante (z - fl) est un OPD de cette classe.

Cette question, dans le cadre des OPD sur R? (au lieu du tore 7)) a été résolue par Beals
([8]) qui a utilisé pour cela une caractérisation des OPD en termes des commutateurs entre
l'opérateur P considéré et les opérateurs de multiplication par z; et de dérivation 5Z-. Les

propriétés de ces commutateurs semblent cependant avoir déja été étudiées dix ans plus tot

e (Pn(2,8))|,

par Calderén ([16]). La méthode de Beals permet de majorer les quantités

ot Py (z,€) est donné par Py, (z,£) = e *% P (e w > par des normes de la forme

H [81, [ [81 e [ml,pmm

Ceci permet de montrer que P, est (ou non) dans une bonne classe de symbole et donc que
P est (ou non) un OPD.

L(L?) .
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En ce qui concerne les OPD sur le tore sans petit parameétre h, il existe un certain nombre
de travaux ([31, 22, 64, 65]) qui exhibent leurs propriétés. On y trouve notamment un critere
a la Beals qui met en jeu les commutateurs avec les opérateurs de multiplication par e**i et de
dérivation %. De maniere tout a fait analogue au cas de R?, on peut majorer les quantités

O2AY (P (x,k))| par les normes £ (L?) de ces commutateurs. Mais cette fois-ci, le symbole

est une fonction de la variable continue z € R¢ / 7% et de la variable discrete k € Z, et Af est
la dérivée discrete.

Dans notre contexte d’OPD sur le tore avec petit paramétre, les opérateurs sont définis
a partir d’un symbole Py, (z,¢) qui dépend de deux variables continues, mais la définition

de 'opérateur quantifié P n’utilise les valeurs de P, (z,§) que pour { = hk, ol k est une
variable discrete. En suivant la méthode de Beals, on peut aussi obtenir des estimations

similaires pour les quantités ‘aﬁAf (P (x,hk))|. Les dérivées discretes sont ici de la forme

Py, (z,h(k+w)) — Pp(z,h(k)), ot u est un vecteur du réseau de taille 1. Il n’est alors pas
évident de pouvoir en déduire des estimations sur les vraies dérivées 8? (Pp, (z,€)). Lorsque
le symbole Pj, ne dépend pas de £, on peut retrouver la dérivée a partir de la dérivée discrete
en faisant tendre & vers 0 et k vers l'infini avec hk — £. Mais lorsque le symbole dépend de
h, il n’est pas clair comment retrouver les estimations de 85 (Py, (z,§)), pour tous z, { et i, a
partir des estimations des dérivées discretes.

En résumé, pour ce qui concerne le calcul fonctionnel des OPD sur le tore avec petit
parametre, partant d’une fonction f et d'un OPD P de symbole P (z,¢), on peut définir
Q=f (P) qui sera un OPD a symbole discret, i.e un symbole @ (z, k, i), mais on n’est pas
str que ce symbole soit de la forme Q (x,k, h) = Q/h (x, hk), ot Q/h (z,&) est un symbole du
type de ceux qu’on a étudiés jusqu’a maintenant, i.e dans la classe ¥§* (7).

Pour éviter cette difficulté, on va se contenter dans certains cas d’un calcul fonctionnel
approché, en montrant qu’il existe un OPD Qe \ifg” (7') de notre classe tel que Q=1f (P) +R,

ot R € U$° (T) est un OPD négligeable.

2.5.1 Symboles elliptiques et paramétrixes

Définition C.26. On dit qu’un symbole Ay, € V] (7) est elliptique s'il existe une constante
C > 0 telle que [Ap (z,£)| > C pour tout (z,£) € T*7. Un opérateur pseudo-différentiel
A € WY (T) est dit elliptique si son symbole I'est.

Lemme C.27 (Paramétrixe pour OPD elliptique). Si A € \ifg (7) est un OPD elliptique alors il
existe un OPD B € W9 (T) tel que

AB 1€ ¥ (T)
BA-Te€ ¥ (7T)

Démonstration. Notons A € ¥ (7) le symbole de A et procédons par récurrence. Pour
simplifier I'écriture, on omet temporairement de noter la dépendance en i des symboles,
bien que tous dépendent de /. Supposons qu’a 1'étape N on ait des OPD By, .., By, avec
B; € WU (T), tels que A# (By + ...+ By_1) = 1 + Ry, ot Ry € U} U9 (T). Le fait que
A soit elliptique nous permet de définir By = % qui est bien dans la classe \Iffgv(l_é) (7).
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D’apres le théoreme C.19 de composition, on a

-R —R
A#(B0+...+BN—1 —|—BN) =1+ Ry + A# (TN> =1+Ry+ A <TN> +RN+1,
ouRy € \I/((;NH)O_(S) (7). Par récurrence, on montre donc qu’il existe une série B; € \Ilg(l_a) (7)

telle que pour tout N on ait A# (Bo + ... + By—1) =1+ Ry, avec Ry € \I/((SNH)O_(S) (7).

Par le procédé de resommation de Borel (lemme C.15), il existe un symbole B € ¥{ (7))
ayant pour développement asymptotique ) Bj, ce qui montre que A#B =1+ Ry, 0ou Ry €
¥ (7). De laméme maniére, on montre qu'il existe un symbole B" € W) (7) tel que B'#A =
1+ Ry avec Ry € ¥§° (7). On adonc

B'#A#B = B'#(1+ Ry) = (1 + Ry) #B,

ce qui fait que B — B' = B'#R, — Ro#B € Uee (T) et donc que B#A = 1 + R3, avec
Rs € U (T). m

2.5.2 Symboles dépendant uniformément d’un parametre

On est parfois amené, notamment pour définir la résolvante approché d'un OPD (voir
section suivante), a considérer des symboles Py, (z, &, ) dépendant d'un parametre z variant
dans un certain espace D. Il est alors intéressant de considérer les symboles qui satisfont les
estimations caractéristiques de la classe ¥5* (7') uniformément par rapport au parametre z,
ie

020 (Pr (2,€,2))| < Co gh™ VP!
pour tout (z,§) € T*7T et tout z € D. On dira dans ce cas que P} est un symbole dans

W1 (7)) uniformément par rapport z. Les lemmes et théorémes établis pour la classe V5" (7')
s’étendent facilement & ces symboles dépendant uniformément d’un parametre, a savoir :

. La resommation a la Borel (proposition C.16) d"une suite de symbole P; (z,¢, z) en un
symbole Py (z,&, z) dépendant uniformément de z.

. Le théoreme C.19 de composition d’OPD.
. Le théoreme C.22 sur la continuité L2 des OPD.
. Le lemme C.23 sur l'adjoint d’'un OPD.

. Lelemme C.27 sur l'existence de paramétrixe pour un OPD dont le symbole P (z, &, z)
est elliptique uniformément par rapport a z, i.e tel que e | Py (z,&, z)| > C pour tout
(z,§) € T*T ettout z € D.

I1 suffit pour cela reprendre soigneusement chacune des démonstrations et vérifier que toutes
les estimations sont uniformes par rapport a z € D, mais il n'y a pas de difficultés supplé-
mentaires.
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2.5.3 Résolvante approchée

Partant d'un OPD A ¢ \ifg (7), on souhaite faire du calcul fonctionnel a 1’aide de la
formule (o) d
. z)dz
(4= [ Lo
)
-1

et récupérer un OPD f <A) Cependant, on n’est pas assuré que <z - A) soit un OPD,
comme on l'a dit précédemment. Par contre, le lemme C.27 nous assure l'existence d'une
paramétrixe, i.e un OPD R, € W) (7) tel que R, <z — fl) =1+ Bavec B € ¥¥ (7). On
appelle 'opérateur R, la résolvante approchée de A.

Si f : C — C est une fonction, on définit f (A) par

F(4) = [16) R

avec C un cercle de rayon 2Cy o, ott C est la constante de I'estimation |A (x,&)| < Cop.
Cela assure que le symbole z — A, (z,€) est elliptique uniformément pour z variant dans
un domaine compact D contenant le cercle C. Cette définition nous permet effectivement de
construire un opérateur pseudo-différentiel et qui coincide, a un OPD négligeable pres, avec

la définition habituelle de f <fl) En effet, d’apreés les remarques de la section précédente, il

existe une résolvante approchée R, € W9 (7) dépendant uniformément de 2 € D, ce qui fait
que

7 (4) —/cf(z) (:-4) " dz e U (D).

2.5.4 Exponentielles et conjugaison

On va principalement utiliser le calcul fonctionnel pour définir les exponentielles d’OPD.

Proposition C.28. Soit P € W9 (7)) un OPD auto-adjoint. On définit I'exponentielle eif o I'aide
de la résolvante approchée. Cette définition coincide avec la véritable exponentielle exp (215) aun
OPD négligeable pres. Notamment, on a les propriétés suivantes :

. <eip>* —eiP e \ifgo (T)

. <eip>*e*ip —Ie \ngo (7) et e=iP <e“f))* —Ie \ilgo (7)
Démonstration. En effet, on a e/ = exp (zP) + B,avec B € \ilgo (7). Cela fait que (eip > =
exp (—iP) + B* et d’apres le lemme C.23, on a B* ¢ \ngo (7). D’autre part, on a

A

(e’ﬁ)* P = 1 + exp (—215) B+ B*exp (—HP) + B*
LA * ~ ~ N . A A~ A
= 1+ ((¢") =B ) B+ B (¢ - B) + BB

— I+ (ezf’)* B+ B*f — B*B,
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ol les trois derniers termes du membre de droite appartiennent bien a \ngo (7), grace au
théoreme C.19 et au lemme C.23. [

Proposition C.29. Soit 0 < § < 1 un réel. Soit A € W (T) et B € W) (T) deux OPD et soit
C=cp(ed)

la conjugaison. Alors C admet le développement asymptotique suivant,
o0
cye.
n=0

oitles C,, € \Ilgmﬂfé)" (T) sont donnés par

Le développement asymptotique signifie que pour tout entier N > 0, le reste de la série tronquée a
I'ordre N vérifie

ot Ry € §mH-ON (7,
Démonstration. On considere R R
C (E) _ ezaAB (625A>
la famille d’OPD définie pour ¢ € [0,1], pour étudier C = C (1). Tout d’abord, on sait
que ¢4 est dans WY (7)uniformément par rapport a ¢ € [0,1], ce qui fait que C () est

aussi dans la classe ¥ (7) uniformément par rapport a ¢ € [0,1]. De plus, eicA et ¢ ()
dépendent de maniere C'*™° de €. D’autre part, d’apreés la proposition précédente, I'exponen-

tielle ¢4 définie a 'aide de la résolvante approchée est égale a eied = exp (ieA) + R, ot
exp (z’e/l) est 'exponentielle habituelle et P, € ¥ (7)) est un OPD négligeable. I'opérateur
C (e) s’écrit donc C' (g) = exp <z’5/i> Bexp (—z’s/l) + Py, ot Py € U$° (7)) est un OPD nég-
ligeable uniformément par rapport a € € [0,1] et dépendant de maniére C'*° de . Notons
¢’ (e) = exp (zefl) Bexp (—z’sfl) la conjugaison avec la vraie exponentielle.

Le développement de Taylor de 'opérateur ' () avec reste intégrale a I'ordre £V, autour

dee =0, est

N Al

-1 ~r
At e dnC EN 1 N—1 dNC
C(&)—Zmdgn (0)+m/g dT(]_—T) de’;‘N (67’).

n=0

En posant ¢ = 1, on obtient

N—-1 Ly 1 N
., 1 ¢ 1 oy dY
n=y — - 1— i .
¢ ) . n! den (0) + (N—l)!/o dr (1 -7) dTNC (7)
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On vérifie facilement que la dérivée n-eme de C’ () est donnée par

dnc’
de™

() = exp (za/l) i A, .., [121, B} ] | exp <—i5/1) )

n

oti le reste Ry est défini par

R N

Ry = m /01 dr (1 — T)Nfl exp <z’7’A) [4,.., [fl, B} ..] | exp <—i7’A) .

Par ailleurs, A et B étant dans les classes \ifg” (7T) et \ifg (7), le théoreme C.19 de composition
nous assure que

Sy=1[4,.., [A, é} L] e Wi tEION ()

———
N
ce qui fait que les termes C, = % [ /1, - [fl, B} ...] du développement C ~ > C,, sont dans
—_———

n

la classe \i'((;mﬂféw (7). Considérons maintenant le reste

. N

1
Ry = m/o dr (1 —7)N"exp <i7’A> SN exp <—i7’A> .

En réutilisant de nouveau exp (iTA) — ™A 4+ Py avec P dans \ngo (7) uniformément pour
tout 7 € [0, 1], on obtient que

R N

1 T A . n A
RN = 7(]\[ — 1)' /0 dr (1 — T)N_l GZTASNeilTA + P4,

avec Py € W$° (7). Le théoreme C.19 nous assure alors que Ry (¢) est dans @gmﬂ_é)N (7)
uniformément par rapporta 7 € [0, 1]. |

Lorsque l'opérateur B est dans W) (7) (i.e pour § = 0) et que son symbole ne dépend
pas de la variable x, alors on peut avoir une estimation légerement meilleure (on gagne un
facteur 7°), qui nous sera utile par la suite.

Proposition C.30. Soit 0 < & < 1 un réel. Soit B € W3 (T) un OPD dont le symbole By, (€) ne
dépend pas de la variable z et A € W (T) un OPD quelconque. Alors l'opérateur C = ¢'AB (eiA>
admet le développement asymptotique suivant,

O~
n=0
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(m+1—-8)n+6

oitles Cp, € W 5 (T) sont donnés par
Co==14,.., [A, B} e

————

n

Le développement asymptotique signifie que pour tout entier N > 0, le reste de la série tronquée a
U'ordre N vérifie

[y

é_ Cn :]A%Nv
n=0

oil RN c \i]((sm+175)N+6 (7).
Démonstration. La preuve se fait de maniere identique a la précédente, excepté le fait que
I'on utilise la proposition C.20 qui nous assure que le premier commutateur [fl, E’] est dans

\i’g”“ (7) au lieu de \ifg”l*‘; (7). Les autres commutateurs vérifient alors

A~

(A, .., [A, B} L] e plm=amtd oy
——

et la preuve se termine de la méme maniére que précédemment. [ |

3 h“-Microlocalisation dans l’espace des tores

Soit (7, V) un tore affine standard. On a vu au début de ce chapitre que la variété sym-
plectique T*7 est naturellement isomorphe a 7 x B, out B = Q4 (T) représente 'espace des
tores “horizontaux” 7¢ = 7! (£), ¢ € B. Dans le chapitre suivant, on présente une méthode
de forme normale dans le but d’étudier certains opérateurs “prés” dun tore 7¢, donné. La
forme normale met en jeu des termes de “reste” dont le symbole R (x,&) ainsi qu'un cer-
tain nombre de ses dérivées par rapport a £ s’annulent en £ = &y. Pour pouvoir profiter des
résultats de ces formes normales, il nous faut deux outils : tout d’abord, il faut étudier les
propriétés des OPD dont le symbole est O <\§ - 50\‘]) dans un certain sens, et qu’on appelle

les opérateurs J-plat. D’autre part, il faut décrire 1’opération de microlocalisation dans une
boule de rayon 2% autour d"un tore 7¢,, qu’on appelle h“-microlocalisation.
3.1 Opérateurs J-plat sur un tore

Définition C.31. Soit § une constante réelle telle que 0 < § < 1 et soit P, € V) (7) un
symbole. Soit §; € B et soit J € N. On dit que P} est un symbole J-plat sur le tore Ty, si Py
admet un développement asymptotique é-classique

Py~ Pi(h),
=0

ou les termes P; € @g(l_é) vérifient pour tout j = 0..N, pour tout multi-indice @ € N tel
que |a| < J —j—letpourtoutz € 7 :

(ang) (.%',&)) = 0.
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On notera cela
Pp=0¢ (J).
Cela signifie que formellement (a % fixé) ona P; = O <|§ — £0|J7j >

De méme, on dira que P € \i/g (7') est un opérateur J-plat sur le tore T, si son symbole
est J-plat sur ce tore. On notera aussi

P =0 (J).

La notion d’opérateur J-plat se comporte bien vis a vis des sommes et des produits
d’opérateurs, comme le montrent les deux propositions suivantes.

Proposition C.32. Soit P, Q € W9 (T) deux OPD et soit & € B. Si P = Og, (J) et O = O, <J>
alors o

P+0Q=0, <min<J,J>> .
Démonstration. Triviale. |
Proposition C.33. Soit P, Q € U9 (T) deux OPD et soit & € B. Si P = Og, (J) et O = O, <J>

alors
PQ=0g (J+7).

Démonstration. Le théoreme C.19 de composition nous apprend que le symbole P#Qp, du
produit PQ a le développement asymptotique suivant

Ph#Qh ~ ZC] (h)7

J=0

oules C; € \Ilg(l_é) (7') sont donnés par

h || 1 o o
Gt = X (1) 2P &N BN,
m,neN
aeNd
mn+|al=j
Pour tout multi-indice 5 € N¢, on a donc
h|a| o - / / o
O @&y = D o D OO B (0,61 0 98Qu (x.6,h).
m,neN B'<p
aeNd
mtn+|al=j

On suppose maintenant que |3| < J +J — j — 1 et on va montrer que Q?Cj (x,&0,h) =0.11

. /
faut pour cela découper la somme sur 3 en deux morceaux :

. Lorsque ‘B/‘ <J —-n—-1,0na 8? Qn (2, &0, k) = 0 puisque Qp, est J/-plat sur le tore
7

0°
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. Lorsque ‘ﬁ/‘ >J - n,0Nn a

ol + 18] -

< Jal+J +J—j—1—-J +n
J—m—1,

ce qui fait que J; B P (2, 60,h) = 0, puisque P, est J-plat sur le tore 7¢,.
On a ainsi montré que pour tout 5 € N% tel que || < J+J —j—1,0na 8?63 (x,&0,h) =0,
ce qui signifie que C}, est (J +J '>-plat sur le tore 7. [

Proposition C.34. Soit P € i’g’l (T') un opérateur J-plat sur un tore T¢,. Alors son adjoint P e
i’g’l (T) est aussi J-plat sur Tg,.

Démonstration. La preuve est tout a fait similaire a celle de la proposition précédente. On
utilise cette fois le développement asymptotique d-classique du symbole P; € ¥ (T) de
I'adjoint P*, donnée dans le lemme C.23, soit

Py (x,8) ~ Y Cj(x,8,h),
7=0

oules C; € \Ilg(l_é) (7') sont donnés par

A 1
meN,aeN?

m+|al=j

Pour tout multi-indice 5 € N¢, on a donc

NCE
00 e = Y (;> LR P (2,61

meN,aeN?
m+|al=j

Pour tout |3| < J— j— 1, on va montrer que 8 C; (x o, ) = 0. En effet, en rajoutant + |a| on
voit que | 5| < J—j—1estéquivalent a cette derniere condition
implique que 65 +6 Py, (z,&, k) = 0 puisque Ph est J—plat sur le tore 7¢,. Cela montre que
Pj € W) (T) est J-plat sur le tore Tg,. [

On donne maintenant un lemme technique que 'on utilisera pour prouver le lemme
C.38. L'idée est simple et intuitive. Intuitivement, un symbole J-plat £ admet un développe-

ment asymptotique F, ~ > F; (k) ol les termes F; € ﬁ!g(l_é) vérifient sont O <\§ — &7 )
Cette estimation est cependant valable a 7 fixé puisque les dérivées de F); par rapport a
amene des facteurs 4 ~0. L'estimation est donc plutét O <h (J=3) & — go| ) D’autre part,

les fonctions Fj (z,£, h) sont C par rapport a x uniformément par rapport a &, ce qui fait
que leurs séries de Fourier Fj (k, &, h) par rapport a = sont a décroissance rapide. Le lemme
suivant résume ces deux propriétés ensembles.
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Lemme C.35. Si Fy, € V) (T) est un symbole J-plat sur un tore T¢,, alors sa série de Fourier
Fy, (k, &) par rapport a la variable x vérifie I'estimation suivante. Pour tout entier n € N, il existe une
constante positive Cy, telle que pour tout h < hg, tout k € A* et tout r > h,ona

€&l <r = |Fn)] < o ()

Démonstration. Par hypothese, F;, admet un développement asymptotique Fj, ~ > F}j, olt
les fonctions F; (z,&,h) € \Ilf;(l_(s) vérifient <8g F]> (x,&,h) = 0, pour tout multi-indice 5 €

N¢, avec |8| < J — j — 1. De méme, pour tout o € N%, on a <8§‘8?Fj> (x,&,h) = 0. On veut
effectuer un développement de Taylor de la fonction 03 F; prés du point § = &. Pour cela on
a besoin de controler la taille des dérivées par rapport a £ qui peuvent étre grande puisque
Fy, est dans la classe V9 (7). On a cependant la majoration

|(9202F5) (.6, 1)| < Gy s 11708,
ou C, g j est une constante positive. En effectuant alors un développement de Taylor dans la

variable ¢ avec reste a ’ordre J — j, on voit que pour tout § tel que | — &o| < r,ona

, , , J J
(O Fy) (2,6, 1)] < C (a, ] ) B0 =D 20 = C (a, ], ) <§> ()

ot la constante C' («, J, j) contient le maximum des constantes C, g ; pour [ tel que |5] =

J — j. Cela nous permet d’avoir une majoration pour les dérivées du symbole (0% F},). Pour
cela, on sépare les termes F); pour j < J et pour j > J,i.e

J
(09 Fp) (2,8) = > (09F}) (z,&,h) + Ry1 (B, z,8),
7=0

ott |Ryi1 (B, z,8)| < C' (o, J) RI=DU+D) du fait que Fj, € ¥ (7) admet un développement
asymptotique J-classique. Pour tout ¢ tel que |{ — &o| < r, on a donc la majoration

(2 Fp) (w,8)| < ( ) Z C (a, J.j) (h) +C' (o, J) ROIHD,
D’autre part, en utilisant 1’astuce de la proposition C.3 on a, pour tout entier n,
Fah&) = [ doe MR (@)
T

_ C fik(xfm)aa
ok I o o

Ia\Sn

ott les C (o, s) sont des constantes. D’apres ce qui précede, on a I’estimation

[k 6)] < ——— (L>Ji0"(n,J,j) WYy o gy -G |
(14 ) L r
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pour tout ¢ tel que | — &o| < r. En utilisant enfin le fait que § < 1 et que pour tout r > A, on
al <1eth1-9U+) « p1-9)) < (%)J, on obtient

70,9 < gy ()

3.2 h“-Microlocalisation autour d’un tore

On considere l'espace de Hilbert H = L*(7) et la base formée par les ondes planes
etk@=w0) | € A*. On voit dans la définition des opérateurs pseudo-différentiels que les sym-
boles P (x,&) sont évalués en & = hk, avec k € A*, ce qui montre 1'intérét de considérer le

réseau hA* C B de taille 7. Notons H}, le sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré par
eik(xfmo) )

Définition C.36. Soit 7¢, un tore et 7 > 0 un réel. Pour tout /, on définit le sous-espace Hy, ,
engendré par les fonctions e?*(*=%0)  avec k € A* tel que /ik est inclus dans la boule de rayon
r centrée en &, i.e
Hgoﬂn = 2] H,
keA*
|[hk—&o|<r

On notera p&o,r : H — Hg, » le projecteur sur ce sous-espace.

Dans la suite, on va utiliser ce sous-espace Hg, , pour un rayon r = ch®, ot c > 0 et
0 < a < 1 sont des constantes. Le but est d’évaluer la norme de I'opérateur Rpgo,cha, ott R
est un OPD et Pgo,cha est le projecteur défini juste au dessus. Lorsque 1'opérateur R est .J-plat
sur le tore 7¢, autour duquel on microlocalise, alors la norme de Rﬁgmch@ est petite, comme
l'indique le lemme C.38 qui suit. C’est ce lemme qui permettra de négliger les termes de
reste dans les formes normales décrites dans le chapitre suivant.

Auparavant, on rappelle le lemme de Cotlar-Stein dont on peut trouver une preuve en
divers endroits, notamment dans le livre [26] & la page 83 ou encore [45] & la page 49.

Lemme C.37 (Cotlar-Stein). Soit H un espace de Hilbert et {Ap} _,, une famille d’opérateurs
bornés, oit P est un espace dénombrable. S'il existe une constante C telle que

1
YgEP,) HA;AqHZ(H) <C

peEP
et )
YpEP,) HA;A‘IHZ(H) <G,
qEP
alors on a

>4, <2C.

pEP L(H)
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Lemme C.38. Soit R € W) (T) un opérateur OPD J-plat sur un tore Tg,. Pour tout et tout r > I,

ona o\
LT 0 ((ﬁ) > '

Démonstration. Pour simplifier les notations, dans toute la preuve on notera ||.|| pour la
norme ||.|[ ;27 et pour la norme opérateur ||.|| £ 2 (7)), qui seront les seules utilisées. L'opéra-

b,

teur P, , est le projecteur sur le sous-espace Hy, » qui se décompose en

Hﬁo,r - ©  Hg,
|ﬁk‘—§0‘§7’

ott Hy, est I'espace de dimension 1 engendré par la fonction **(*=%0), On note P le projecteur
sur Hy. L'opérateur restreint RF , : H — H se décompose alors de la maniére suivante.

RP&O,T - © Ry,
|hk—Eo|<r

oul’on a noté R;, = RP;. On va maintenant montrer que 1’on a une majoration des sommes

1 1
> HR,’;EHQ ety HR,’;R;HQ, avec|hl — &| < r et |kl —&y| < r, ce qui va nous permettre
d’appliquer le lemme C.37 de Cotlar-Stein et de conclure. Tout d’abord, on a

1
> |EE|T =Y Ao

[Rl—&ol<r [Rl—&o|<r

1
2

ot I'on a noté Q = R*R. Pour toute fonction ¢ € ALQ (7), on note la décomposition ¢ (z) =
>, @ (p) e?@=20) Onaalors QP () = ¢ (1) P,Qe’(*~*0), Par ailleurs, d’aprés le théoréme
C.19 de composition et le lemme C.23, I'opérateur Q) = R*R est un OPD de la classe ¥9 (7).
Son symbole Q (x, ) vérifie donc Q (eil(x_”ﬁo)) = Qp (z, i) eM#=20) i bien que

P.R*RP, (p) = 3 (1) P, (Qh (x,hl) eil(x_m)) .
L'opérateur P, agit en sélectionnant simplement la composante k de Fourier et donc
PR*RP (9) = & (1) Qn (k — 1, i) o720,

ce qui est une fonction avec un seul coefficient de Fourier non nul. Donc, pour tout ¢ €
L2(T),ona || QP (o) | = 1211 [@n (k — 1, 7)

, ce qui fait que

|BQB| = sup ||BCP (o)
lll=1
= |Qutk— 80| sup |
loll=1
= |onte—1.m0)|.

On a donc .
3

| < (@ s~
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D’apres les propositions C.33 et C.34, 'opérateur () = R* R est 2.J-plat sur le tore 7¢,-On
peut donc appliquer le lemme C.35 qui nous assure que pour tout entier 2n € 2N, on a

~ 2J
Vh € A" VI € A" tq B~ &l < 7 = | @k — L) < 2 (1Y
(1+(k—l)2)
ce qui implique que
~ 1 C’ J
kL (L= o] < 7 = |@n(k— LD < v (5
<1 + (k- 1) )
On peut alors estimer la somme
P L / r\J 1
Z Rif|" < G, (ﬁ 2\"
leA” [h—gol<r <1+ (k—1) )

|l —&o|<r

IN

() X o

JeEA*

ot l'on a étendu la somme a tout A* et fait le changement d’indice j = k—I. Sil’on choisit n tel
que 2n > d, la somme converge et on obtient finalement pour tout £ € A*, donc notamment
pour tout k tel que |hk — &l <,

o (i)

> |

|Al—E&o|<r

ou D est une constante positive.
Par une démarche tout a fait analogue, pour ne pas dire identique, on peut montrer que
pour tout [ € A*, et donc notamment pour tout [ tel que |l — §y| < r, on a aussi I'estimation

L J
HR*R op(L),
2 A <0 )

ce qui nous permet d’appliquer le lemme de Cotlar-Stein et de prouver enfin que

<o (1)

HRP o R

3.3 Fonctions i7%-microlocalisées sur un tore

D’apres le lemme C.38, on comprend intuitivement qu'un opérateur J-plat sur un tore
T, est un opérateur qui est petit dans un voisinage de 7¢,, pour peu que l'on choisisse un
voisinage de taille r < h°. Cette propriété n’est cependant intéressante que si on applique
I'opérateur a des fonctions qui vivent essentiellement pres du tore 7¢,.
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Définition C.39. Soit & > 0 un réel. On dit qu’une famille de fonctions ¢ € L?(7) est
h*-microlocalisée sur un tore 7, sion a

poiry = O 0.

I P )

Proposition C.40. Soit R € W) (T) un opérateur J-plat sur un tore Tz, et soit gy, € L? (T) une
fonction h®-microlocalisée sur le tore T¢,,, avec o > 0. Alors on a

=0 (ne=97).

R (1)

L2(T)

Démonstration. En effet, en insérant I = (H - P&o, hcx) + P&o, he, On trouve

L2(T) = HR‘ L2(T) H (H B PgOﬁ&) (%)‘

+
LX(T)

}?P&J,h@ (‘Ph)‘

R (905)‘

I2(T)
Le premier terme est O (h*) du fait que R est borné et que ¢ est h%microlocalisée pres de

T¢,- Le deuxiéme est O <(2—?) J) grace au lemme C.38. [
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Chapitre D

Résonances, quasi-résonances et
formes normales

1 Introduction

1.1 Principe général des formes normales
1.1.1 Petite réflexion sur les formes normales

Le principe général qui sous-tend toute méthode dite de forme normale est toujours le
méme. On part d'un premier objet (opérateur sur un espace de Hilbert, fonction sur une
variété, hamiltonien classique sur une variété symplectique, ...) qui nous est donnée mais
qui a une forme moyennement sympathique. On a par ailleurs a notre disposition des opéra-
tions (conjugaison par un opérateur unitaire, composition par un difféomorphisme ou par un
symplectomorphisme, ...) qui agissent comme des relations d’équivalence en préservant les
structures présentes (normes de 1’'espace de Hilbert, structure symplectique, ...). La méthode
de forme normale consiste a chercher une telle opération qui ait la propriété de transformer
notre premier objet en un second objet ayant une forme plus sympathique.

I1 convient de noter que bien souvent la transformation (conjugaison, composition, ...)
est construite a I'aide du redoutable mais quasi-incontournable ”“3”. L'objet transformé a
certes des caractéristiques plus agréables, mais sa forme “explicite” est en général inaccessi-
ble puisqu’elle dépend de ce qui se trouve derriere le ”3”.

1.1.2 Formes normales et équations homologiques

Dans le cas qui nous occupe en ce moment, on consideére un OPD H , dit non-perturbé,
dont le symbole H (£) ne dépend pas de la variable z. C’est un opérateur on ne peut plus
sympathique puisque ses vecteurs propres sont les exponentielles e’*(*=0) pour tout k € A*,
et les valeurs propres sont H (hk). D’autre part, son symbole H (£) définit un hamiltonien
complétement intégrable! associé a la fibration horizontale en tores lagrangiens 7¢, £ € B.

On souhaite modifier cet opérateur en H+ h'™*K ot la perturbation RItr K ,avec K un
OPD et s > 0, contient un facteur '** de maniere a s’assurer que 'opérateur perturbé H +
h'*tF K ala méme limite classique que H, i.e est associé au méme hamiltonien completement

"Voir les deux premiers chapitres.
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intégrable classique H (). Pour étudier cet opérateur perturbé, on se propose d’utiliser une
méthode de forme normale qu’on décrit qualitativement dans la suite de cette section.

On cherche un OPD unitaire U tel que la conjugaison U (fl +RUREK ) U* soit de la forme

H+h""M, ot M est un OPD plus sympathique que K. Que peut-on espérer pour M ? On sait
que dans le régime asymptotique 7 — 0 la dynamique classique de X 7, le champ de vecteurs
associé au hamiltonien H, va jouer un grand role dans le comportement des opérateurs
quantiques. On sait aussi® que cette dynamique classique complétement intégrable est assez
simple, puisque c’est une dynamique affine sur chacun des tores 7;, mais aussi assez variée :
sur certains tores la dynamique est périodique, sur d’autres elle est partiellement résonante
voire non-résonante (ergodique), et elle peut méme étre diophantienne.

L’équation a laquelle M doit satisfaire serait U/ (ﬁ + hRE ) U* = H+h'*" M. De maniere

(pour l'instant) formelle, si on note U = et cette équation implique une équation sur les
symboles de la forme

{(P.H}+K—M=0/h),

qu’on appelle équation homologique.

1.2 Formes normales partiellement diophantienne et quasi-résonante
1.2.1 Forme normale locale partiellement diophantienne

Les possibles formes pour le symbole M solution de I'équation homologique précitée
dépendent du type de dynamique et on serait tenté de demander que le symbole M soit égal,
sur chaque tore 7¢, a la moyenne de K le long des trajectoires de X iy sur 7¢. Cependant, on
ne peut pas résoudre cette équation homologique pour toutes les dynamiques, mais seule-
ment pour les trajectoires périodiques, diophantiennes ou encore partiellement-diophantiennes®,
i.e les trajectoires résonantes (donc confinées dans un sous-tore) mais diophantiennes dans
le sous-tore. (Mal)heureusement, en général la dynamique de X iy change d"un tore a 'autre.
Par exemple, lorsque H est non-dégénéré?, dans tout voisinage d’un tore T, on visite les dif-
férents types de dynamique : non-résonant, partiellement résonant, périodique. La moyenne
du symbole de K sur chaque tore serait donc une fonction trés peu réguliére (pas méme con-
tinue par rapport a &) et donc loin d’étre un symbole acceptable pour un OPD.

Pour remédier a cela, on peut faire une analyse locale en &. Dans un voisinage d"un tore
T¢,, on peut définir le symbole de M comme étant égal, pour tout £, a la moyenne du symbole
de K correspondant a la dynamique de Xy sur le tore T¢,- Ceci permet de fabriquer un
symbole C* par rapport a &, mais qui n’est pas égal a la moyenne du symbole de K sur
chaque tore. La forme normale ne sera donc pas H + A% M mais plutot H+ RN+ h1+“R,
ol R est un OPD dont le symbole est nul en ¢ = &j. Cette forme normale, donnée dans le
théoreme D.7, contient donc un terme plus simple, R1*% N, mais aussi un terme de reste qui
n’est “petit” que pres de &.

%Voir chapitre 1.
3Voir dans la section 2 pour une définition précise.
*Voir section 3.
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1.2.2 Forme normale globale quasi-résonante

Dans la section 3, on présentera une construction, qui étend celle décrite précédemment,
dans le but d’obtenir des résultats plus globaux sur I'ensemble des tores. L'idée la plus sim-
ple consisterait essayer de recouvrir 'espace des £ par des formes normales du type précé-
dent, en prenant tout un ensemble de tores partiellement diophantiens. On verra cependant
que ceci nous permettra d’englober beaucoup de tores que si on autorise le parametre dio-
phantien a s’approcher de 0 lorsque & — 0. Mais pour faire cela, il faut contrdler la dépen-
dance par rapport a ce parametre dans toutes les estimations de la forme normale partielle-
ment diophantienne, ce qui nous amenera a considérer la classe de symbole W§* (7') étudiée
dans le chapitre précédent.

D’autre part, on sera amené a considérer des quasi-résonances, plutdt que des réso-
nances, et on partitionnera l'espace des impulsions en (petites) zones dans lesquelles X i
vérifie une certaine relation de quasi-résonance, une technique similaire a celle qui est util-
isée dans les théorémes de type Nekhoroshev®. On introduira ensuite la notion de moyenne
quasi-résonante d"une fonction K, qui est une fonction égale a la moyenne de K dans cha-
cune des zones de quasi-résonance réduites, et qui sera a la base du théoréme D.22 de forme
normale dite quasi-résonante.

2 Forme normale locale partiellement diophantienne

21 Dynamique classique diophantienne

On consideére un hamiltonien H (§) complétement intégrable et on note X y son champ
de vecteurs hamiltonien associé. Pour tout élément du réseau k € A*, on définit® la fonction
QO (&) = dH (k) = k(Xp) et onnote R¢ = {k € A*;Q, (§) = 0} le module de résonance de
X sur le tore 7¢. On va utiliser les notations et les résultats de la section 2.4 concernant les
modules de résonance et les opérations de moyennisation le long de feuilletages entiers.

Définition D.1. Soit 7¢ un tore sur lequel X est non-résonant, i.e R¢ = {0}. On dit que X est
diophantien sur ce tore, ou que 7; est un tore diophantien, s’il existe deux constantes C' > 0

et v telle que
C
Cette propriété a pour but d’assurer que lorsque k # 0, | ()| est supérieur a quelque
chose que I'on controle, ce qui est utile lorsque qu’on cherche a resommer (comme ce sera le
cas dans les forme normales) une quantité qui dépend de k et qui contient un terme Qy, (£) au
dénominateur. On peut en fait considérer une définition moins restrictive dans laquelle on
autorise 2, (£) a étre nul pour certains k (ce qui signifie que le tore 7¢ est résonant), mais on
demande lorsque 2, (£) estnon-nul, |2, (§)] soit supérieur a quelque chose que I'on controle.
C’est l'objet de la définition suivante.

Définition D.2. Soit 7; un tore résonant de module de résonance R¢. On dit que X est par-
tiellement diophantien sur ce tore, ou que 7; est un tore partiellement diophantien, s’il

5Voir l'article “initiateur” de Nekhoroshev [50]. Voir aussi les articles [9, 35, 55], le livre [43] ainsi que le
"review” introductif trés bien fait [53].
SVoir définition A.66.
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existe deux constantes C' > 0 et  telle que

Vi € A% () £ 0 = 1% ()] >
Si le module de résonance d'un tel tore 7¢ est non nul, cela signifie que sur 7; la dy-
namique est confinée a l'intérieur de sous-tores, mais que restreinte a ces sous-tores la dy-
namique est diophantienne. De plus, cette définition englobe a la fois les tores totalement
diophantiens (pour lesquels R¢ = {0}) et les tores périodiques comme le montre la proposi-
tion suivante.

Proposition D.3. Un champ de vecteurs X € Vy (T¢) T-périodique est forcément partiellement
diophantien de parametres C = & et y = 0.

Démonstration. En effet, si X est T-périodique, il s’écrit X = %X 1, avec X1 € A minimal.
On peut alors trouver des vecteurs (X, ..., X4) € A tels que (X1, ..., X4) forment une base
de A. Si on note (a1, ...,aq4) € A* la base duale, on a la décomposition k = > k;ja; pour tout
k € A*, sibien que

k
VkeA*:Hg(X):?l,
ce qui fait que k (X) # 0 < k1 # 0= |k1| > 1 etdonc
1
Vk € A% k(X) # 0= [k (X)| = =

On rappelle qu’a un tore résonant 7¢ est associé le feuilletage minimal de X sur ce tore
qu’on note P et qui vérifie’ R¢ = P¢NA*. Pour toute fonction f : 7¢ — C on peut considérer
moy (f, Pe¢) sa moyenne le long de P¢ ainsi que sa moyenne le long des trajectoires de X.
Lorsque 7¢ est partiellement diophantien, ces deux moyennes sont égales comme le montre
la proposition suivante.

Proposition D.4. Soit 7¢ un tore diophantien de parametres C, -y et soit P¢ le feuilletage minimal
de X sur T¢ . Alors pour toute fonction f € C> (T) la moyenne de f le long de X est égale a la
moyenne de f le long de P et la vitesse de convergence de la limite est donnée par

T
mou(5.P9 ~ 7 [ ats o

2
< = 1l s
s CT !

ou || || ;s est la norme de Sobolev.

Démonstration. On va calculer les séries de Fourier de chaque terme. Pour le deuxieme, on
a

T T
[asere ot [Carpos @) = 4 [ de [ dvetepexg
T 0 0 T
T

_ 1 —itk(X)
= Flno) g [ e,

"Voir proposition A.56.
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ot 'on a fait le changement de variable x — z + tX. Un deuxiéme changement de variable
t = sT donne

/ dmeite—a0) L /Tdtfosbt (2,€) = [ (k) g (T, k)
- T 0 X 9 - ) g ) )

ou l'intégrale fol ds e~*THX) est simplement

T 1 sik(X)=0,iesik e R
9(Tk) = e sik(X) A0 iesik¢ R

out R¢ est le module de résonance de X sur le tore 7¢. Le fait que X est diophantien de
parametres C, v nous permet alors d’avoir I'estimation

1 SikGRg
ML sik ¢ Re

MU%)S{

Par ailleurs, notons R = R (T,C,~) = moy (f,P¢) — + fOT dt f o ¢% la différence entre les
deux moyennes. En utilisant I’expression de la série de Fourier de moy (f, P¢) donnée par la
proposition A.62, on obtient

- 0sik € Re
R(k)| <! -
‘(w—{fw%%ﬂk¢&’

ce qui permet de calculer les normes Sobolev de R. En majorant d’abord la somme sur les
k ¢ P° par la somme sur tous les k € A*, on obtient

17, < S (e ) [Fmf (%)\k\
k

.
En utilisant ensuite |k|*? < (1 + |k]2> , on trouve finalement

2
IRl < (G ) 1

2.2 Equation homologique classique

Définition D.5. Dans la construction des solutions de I'équation homologique, on aura be-
soin d’une fonction de troncature x € C§° (R) a valeur dans [0, 1] et ayant les propriétés
suivantes :

> 1= x()=0
3= x@) =1
. ses dérivées successives x (™ () sont C* a support compact dans [—1, 1].

On utilisera aussi la fonction 1 — x € C* (R) qui a les propriétés suivantes :
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1= 1-y() =1
<5 =1-x({t)=0

. x est paire et ses dérivées successives (1 — x) () (t) sont C* a support compact dans
[—1,1].

1| X 1=x

-1 -1/2 172 1 -1 -1/2 172 1

On utilisera enfin la fonction t — 1%X(t) € C*° (R) qui a les propriétés suivantes :

.\t]ZI:‘l%M‘gl

§|t|§1:(1‘§(”‘§2

N[

== =0

. . . . - (n
. X est impaire et ses dérivées successives (1 iC(t)) sont C'*° a support compact dans
[—1,1].

Lemme D.6 (Equation homologique partiellement diophantienne). Soit H (¢) € ¥°(7)
un hamiltonien complétement intégrable et soit K € W™ (T) un symbole réel, avec oit m > 0.
Pour tout tore T, partiellement diophantien, on note Py le feuilletage minimal de X pr sur ce tore et
M = moy (K, P¢) la moyenne de K le long de P¢. Alors, il existe des symboles réels P,R € W™ (T)
vérifiant

[PH}+ K —M=R=0/(¢ &)

et

moy (P, P¢) = 0.

Démonstration. On écrit d’abord la série de Fourier pour la variable x de I'équation ho-
mologique avec reste qui est

iQ (€) P (k, €) + K (k,€) — M (k,€) = R (k,£),

o1 Q, (§) = dH¢ (k). On note R¢ = (735)0 N I' le module de résonance de X sur le tore 7.

. Pour tout £ € R¢, on a M(k,ﬁ) = K (k,&) en vertu de la proposition A.62, du fait
que M = moy (K, P¢). De méme, pour assurer que moy (P,P¢) = 0, on doit poser
P (k,&) = 0. L’équation est donc satisfaite avec R (k,&) = 0.

. Pour tout £ ¢ R¢, ona M (k,€) = 0. On souhaiterait poser P (k&) = zggzg)), mais ce

n’est malheureusement pas possible car on est assuré que le dénominateur ne s’annule
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pas seulement sur le tore 7¢,, mais aucunement sur les tores voisins. On considére alors
la fonction 1 — x € C* (R) de la définition D.5 et on pose

K (k,€) (1-x) (542
Q (&) ’

ou C' et y sont les parametres diophantiens du tore 7¢,. Cette fonction est bien définie
puisque 1 — x = 0 lorsque Qy, (§). Le reste R de I’équation homologique est alors donné

par

R(k,€) = i (&) P (k&) + K (k&) = M (k,€)
= Q (€)
= K .
On vérifie ensuite que les fonctions P et R sont des symboles dans U™ (7). Tout d’abord, les

séries de Fourier se resomment en des fonctions P (z,§) et R (x,&) qui sont C* par rapport

a x puisque K (k, &) est a décroissance rapide en k. D’autre part, pour tous multi-indices
a,3€Nlona

RPR (@) = 3 dolpeeh- :ro)aﬁ< (5.6 x (IK;T”({EC)»

kgRe
: k(o 5 = ' Qk (£)
o al.a ik(x—x B8 B—0 3 k
_ Y ielgacien Y ¢ (a§ K(k,f))(?g <X<|wc>)'
k¢Re B'<p

On se convaincra relativement facilement que la dérivée de la fonction x est de la forme

!

«( () - St (369).

ot les constantes ¢ (n) ne dépendent que de H et de ses dérivées. Etant donné que toutes les

dérivées (™ sont bornées (du fait que x™ e C§° (R)) et que toutes les dérivées 8? K (k, &)
sont d’ordre "™ et a décroissance rapide en k uniformément par rapport a £ (puisque K €
U™ (7)), on en déduit que

D20 R (x,)| = C (o, B) B

pour tout (x,£) € T*7T, ce qui prouve que R est un symbole de la classe ¥™ (7). Par un
raisonnement similaire, en considérant la fonction ¢ (t) = il_TX(t), on montre que P est un
symbole de la classe V™ (7).

De plus, la fonction () est plate en t = 1. Etant donné que pour £ = £y on a D) > 1

|k|"/c - 4y

cela implique que les dérivées 8? <X (T}C’Ty(g)) sont toutes nulles en { = ¢, et donc que
83?8?}% (x,&) = 0 quelque soit 3.

Enfin, on vérifie facilement que les symboles P et R sont réels. Il suffit pour cela de re-
marquer que Q_g (§) = —Q (£), ce qui implique d’une part que x (‘Q k\'(VC) =X ( )

3 () () —
autre partque i—q— 75— = —i—oE Onadonc Py (—k, &) = Py (k,§) etRh( 5)

~ Q&)
Rh (kj’é)
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2.3 Forme normale quantique

On donne maintenant le théoreme de forme normale pour un opérateur quantique per-
turbé H + h1+“KO, ou Ko c yo (7) avec k > 0 un réel qui permet de controler I'intensité de
la perturbation. C’est donc une perturbation d’ordre h!**.

C’est un théoréme local associé a un tore 7¢, partiellement diophantien. Comme précédem-
ment, on note P, le feuilletage minimal de X i et moy (f, P¢,) la moyenne d"une fonction f le
long de P¢,. Le point clé de ce théoreme est le lemme D.6 concernant 1’équation homologique
classique qui intervient a chaque étape de la récurrence dans la preuve du théoréme quan-
tique.

Pour simplifier les écritures, on notera O (h) un OPD (resp. symbole) de la classe U™ (7'
(resp. ™ (T)). Notamment, O (h>°) désignera un opérateur négligeable, i.e dans ¥ (7).

Théoreme D.7 (Forme normale partiellement diophantienne). Soit H € U0 (T) le quantifié
d'un hamiltonien complétement intégrable H (€) € WO (7)) et soit K"Ky € WTr (T) une pertur-
bation auto-adjointe, avec k > 0. Soit T¢, un tore partiellement diophantien. Alors il existe

. un OPD U € ¥° (T) vérifiant U =1+ O (h¥), U*U =1+ O (h®°) et UU* =1+ O (h™),
. un OPD K € V° (T) auto-adjoint vérifiant K = Ko + O (h')
. et un OPD R € WO (T) auto-adjoint dont le symbole vérifie Ry, (x,€) = O (|€ — &|™),

tels que
U (H + h1+“f(0> U* = H + KM + B R + 0 (5, (D.1)

oit M € WO (T) est 'OPD dont le symbole est égal i la moyenne du symbole de K le long de Py,
Mp = moy (K, Pe,) -

Démonstration. On commence par montrer qu’on peut trouver des OPD auto-adjoints Py, Ry €
VO (T)et Ky € U (T) tels que

eih’ipo (ﬁ + hlJrlif{O) (eih“ﬁ'o> — fl 4+ hlJrliMO + h1+RRO + h1+nK1’ (DZ)
ot M est égal a la moyenne My = moy (Ko, Pg,) et Ry vérifie Ry (z,&) = O (|{ — &|™). En
effet, les propositions C.29 et C.30 nous apprennent que

kD A e B\ K ~ A~
elﬁ, P()H (ezﬁ P()> — H +Zh/€ |:P0,H:| + O (h2+2/€) ,
et . LN *
P fe (emnpo) — Ko+ 0 () |

D’autre part, on peut appliquer le lemme C.20 qui nous assure que le symbole du commu-

tateur [PO, H ] estégala 2 {Py, H} + O (h?). En utilisant le fait que h?* < A*, en prenant le

(2

symbole de I'équation D.2 et en simplifiant par A", on voit que ’on doit résoudre
{Po,H} + Ko — Mo = Ro + O (h), (D.3)

avec Ry (z,€) = O (€ — &|™). En fait, le lemme D.6 nous assure que 1’on peut trouver des
symboles Py et Ry dans WO (T) et tels que l'on ait exactement { Py, H} + Ky — My = Ry. De
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plus, les symboles Py et Ry sont réels. D’apres la proposition C.24, on peut trouver des sym-
boles auto-adjoints et qui coincident avec P et Ry a O (h), et donc qui satisfont a 1’équation
(D.3). On dénote par les mémes lettres P et Ry ces symboles auto-adjoints. Les quantifiés de
ces symboles satisfont donc a I'équation (D.2) avec un K; € ¥! (7) auto-adjoint. Si on pose

Up = e e $0(T), ona Uil =1+ O (h°), UgUs =1+ O (h™®) et
Uo <H + h1+“k0) Op = H + BN + B Ry + BIFRER. (D.4)

Cette équation constitue I'étape initiale du raisonnement t par récurrence suivant. Supposons
qu ‘a l’etape n > 0, on ait trouvé des OPD auto-adjoints K [ Kn+1, avec K c i ,des OPD
R, ... Rn, avec R; € U7 et dont les symboles vérifient R; (z,£) = O (|§ — £0| ), ainsi que
des OPD U, ..., U, € W0 vérifiant U*U =14 O (h™) et U, U* =1+ O (h*), tels que

e (B4 BR) 030 = 0005 (0 4+ By) + W R, (D)
j=0

avec M; = moy (K;,Pg,) € {7, On cherche alors des OPD R,1 € U™t K, o € U2 et
Upi1 € \IIO ayant les propriétés que I'on imagine et vérifiant 'équation

n+1
O U Oy (B4 WK ) O3 0307y = B+ 0037 (N Ry) + W Eoa, (D6)
7=0

avec M, 11 = moy (K,11,Pg) € U™ En cherchant U, sous la forme U1 = e Pt
avec P, € V"1 un OPD auto-adjoint et réinsérant 1’équation (D.5) dans I"équation (D.6),
on voit que 1’on doit résoudre

n n+1

P B S (N o+ By ) + B R | (77000} = Bt 57 (00 Ry )4 Koo

J=0 J=0
(D.7)
On va maintenant appliquer les propositions C.29 et C.30a chacun des termes a l'intérieur
du crochet [].

. Tout d’abord, la proposition C.30 nous apprend que
Ui [H} U, = H+ih" [ i1 H} ) (h2+2<"+1+“>)
= H+i" [ n+1,H} + 0O (R
ol 'on a utilisé rt2nt+2r < p3tnts

. D’autre part, on peut appliquer la proposition C.20 qui nous assure que le symbole
du commutateur [ﬁnﬂ, fI] est égal a ’%{Pnﬂ, H} + O (h”("“)), ce qui fait que le

n

symbole de U, {1 [Iﬂ (7*+1 est

H+ W5 Py, HY + O (R¥H9)
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. Ensuite, la proposition C.29 nous donne, pour tout j = 0..n,
ﬁn-i-l |:h1+li <M] + }%)} A;Jrl — h1+n <Mj + R]) +0 (h1+j+lihn+1+lih)
— plts <Mj i f%j) 10 (h3+n+n) ’

ot l'on a utilisé A3 tntit+2e < pa3tnts

. Enfin, la proposition C.29 donne

0n+1 {hH“IA(nH} 0;+1 _ h1+nf(n+1 L0 (h1+n+1+nhn+l+nh)
= WK+ O (R

ol 'on a utilisé pAt2nt+2r < p3tnts

En tenant compte de ces différentes estimations, en prenant le symbole de I'équation (D.7)
et en simplifiant par A", on voit que ’on doit résoudre

{Pros1, HY + Kpi1 — Mpyy = Ryyr + O (R*T7) (D.8)

avec Ryt (2,€) = O(|€ —&|™). On utilise alors le lemme D.6 qui nous assure que 1'on
peut trouver des symboles réels P, et R, dans yrtl (7), tels que l'on ait exactement
{Py+1,H} + Kpy1 — My4q = 0. D’apres la proposition C.24, on peut trouver des symboles
auto-adjoints dans U"! (7)) et qui coincident avec P,y1 et Ryi1 a O (R*™™), et donc qui
satisfont a I’équation (D.8). On dénote par les mémes lettres P, et R, ces symboles auto-
adjoints. Les quantifiés de ces symboles satisfont donc a ’équation (D.7) avec un K, 5 €
U"+2 (T) auto-adjoint, ce qui conclut la récurrence.

Si on définit ensuite la suite V,, par Vo =UetV,, =U,...Uy—U,_1...Uy, on voit facilement
quelona Vy € WO (T), V,, € U5 (T) et U,..Uy = Vp + ... + V,,. Gréce au procédé de Borel
(proposition C.16), on peut construire un OPD U € ¥°(7) qui admet le développement
asymptotique U ~ 3" V;,. Par construction, il vérifie U*U = 1+ 0 (i) et UU* = [+0O (h™).
De méme, on peut construire des OPD auto-adjoints K et R dans ¥ (7) vérifiant K ~
S, Knet R~ R,.Enregardant d’un peu plus prés le procédé de Borel, on voit qu’il est
possible d’assurer que le symbole de R vérifie Ry, (z,&) = O (|¢ — &]|™). De plus, si on définit
M}, comme la moyenne My, = moy (Kp, Pe,), on voit que I'on a M ~ don M,,. Tout ceci fait
que I'équation (D.1) est satisfaite. n

Avant de conclure cette section, il convient de faire une petite remarque concernant la
forme normale juste énoncée. Comme bien souvent dans les formes normales, on manipule
des ob]ets dont certains ne nous sont pas donnés explicitement. Notamment, de 'opéra-
teur K on sait simplement qu'il est égal & K (qui nous est donné) plus quelque chose de
plus petit mais qui n’est pas vraiment explicite. Néanmoins, le fait que 1’opérateur M soit
la moyenne de K nous donne quand méme une information utilisable. A savoir, le symbole
M, est constant le long du feuilletage P¢,.

24 Remarque sur l'uniformité par rapport a I’ensemble des tores

La forme normale quantique du théoréeme D.7 nous permet d’étudier 1'opérateur per-
turbé H + hK microlocalement prés d'un tore 7¢, donné sur lequel la dynamique classique
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induite par ’hamiltonien H () est partiellement diophantienne. Cette forme normale donne
des propriétés locales, pour £ proche de £, dans la mesure ot elle fait intervenir un terme de
reste de la forme Ry, (x,&) = O (|€ — &|™). Pour tirer partie de cette forme, il faut appliquer
I'opérateur a des fonctions microlocalisés pres du tore 7¢,. Autrement dit, il faut considérer
que la forme normale n’est intéressante que dans un voisinage de  taille A%, avec « stricte-
ment positif.

Pour étudier I'opérateur de maniere “globale” on pourrait essayer de recouvrir 1’'espace
des & par des formes normales de ce type, en prenant tout un ensemble de tores partiellement
diophantiens. Cependant, si on se fixe des constantes C et v, et si on considere I'ensemble
des tores partiellement diophantiens avec les parametres C et v, on va de cette maniere
“manquer” beaucoup de tores. En effet, on peut montrer facilement® par exemple que méme
si v est assez grand (en l'occurrence supérieur a la dimension d), la proportion des tores
diophantiens (pas partiellement) pour les parametres C et v dans 'ensemble de tous les
tores est d’ordre 1 — C'. Si on espére, dans la limite semi-classique 2 — 0, pouvoir recouvrir
tous les tores a ’aide de boules de taille 2* autour des tores partiellement diophantiens, on
comprend qu’il faut autoriser le parametre C' a s’approcher de 0, par exemple en demandant
C ~ R, avec § > 0. Mais pour faire cela, il faut controler la dépendance par rapport a C
dans toutes les estimations du lemme D.6 et du théoreme D.7. On voit facilement dans les
preuves que les symboles construits ont une régularité qui se dégrade si C s’approche de

0, puisqu’ils sont construits a I'aide de la fonction® y évaluée en (W)’ ce qui implique

que le dérivées 8? de ces symboles sont d’ordre C~14l. Ceci semble montrer que la classe de
symboles V" (7') est bien adaptée pour ce probléme.

D’autre part, en reprenant la preuve du lemme D.6, on peut se convaincre que 1’on pour-
rait utiliser une condition un peu plus faible que la condition “partiellement diophantienne”
. On peut en effet montrer, et c’est ce que I'on fera pour construire les formes normales quasi-
résonantes de la section suivante, que si l’'on demande une condition du type

Vi € A < DL (6) £ 0 — 19 (6)] >
ou D est une (grande) constante réelle, il est possible de résoudre 1'équation homologique
avec cette fois-ci un reste de la forme R = R; + Ry, avec Ry (z,£) = O (|€ — &|™°) comme
précédemment et un deuxieme reste vérifiant Ry = O (5% ). On comprend que ce type de
forme normale sera intéressant si on laisse tendre D vers 'infini lorsque A tend vers 0.

L'utilisation de la classe ¥5* (7') ainsi que d"une condition affaiblie avec un parametre D
sont les deux ingrédients de base de la construction d'une forme normale quasi-résonante
présentée dans la section qui suit.

3 Forme normale globale quasi-résonante

Compte tenu des remarques faites dans la section précédente, on va considérer des rela-
tions de résonance approchée (quasi-résonance) et les conditions diophantiennes approchées
qui leur sont associées. On va ensuite partitionner I'espace B des impulsions en (petites)

SPar exemple le livre [43] page 289, ou tout autre ouvrage sur la théorie classique des approximations dio-
phantiennes.
’Définition D.5.
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zones dans lesquelles X i vérifie une certaine relation de quasi-résonance, pour des "petits”
(de norme inférieure a D) coefficients de résonance. C’est en fait une stratégie similaire a
celle qui est utilisée dans les théorémes de type Nekhoroshev!?, et 'idée d’introduire une
borne D pour la taille des résonances!! est une technique assez standard dans la théorie
KAM 12,

Dans toute cette section, on considéere une hamiltonien H (§) completement intégrable et
non-dégénéré au sens faible'.

3.1 Résonances et quasi-résonances des hamiltoniens non-dégénérés

Dans toute cette section, on se donne un (grand) réel D qui servira a borner la “taille”
des résonances considérées et un (petit) réel € > 0 qui controlera la taille des zones de quasi-
résonance.

On va définir les régions de quasi-résonance a 1’aide de la fonction €2, (§), définie comme
définie précédemment, pour tout k € A*, par Q. (¢) = dH (k) = k (Xy). On rappelle!* que
pour tout k € A*, onnote 3j, C Blasurface de résonance définie par ¥;, = {¢ € B; Q () =0} .
La condition de non-dégénérescence faible implique notamment que les ensembles ¥, sont
bien des hypersurfaces, i.e des sous-variétés de BB de codimension 1.

Définition D.8. Un module de résonance R C A* (sans référence au champ de vecteurs X f)
un sous-réseau R du réseau A*.

Définition D.9. Pour tout module de résonance R C A*, on définit son feuilletage entier
associé
Pr = R°®R.

Définition D.10. Pour tout module de résonance R C A*, on définit la variété de résonance
Yr C Bpar
YSr={eB;Vke R = Q (£ =0}.

Tout £ € Y est dit R-résonant.

La variété de résonance X est donc I'ensemble des & tels que R est égal au module de
résonance!® de X sur le tore 7¢. D’autre part, on a évidemment

ER:ﬂEk

kER

et la notation reste cohérente lorsque R est de dimension 1, i.e de la forme R = Z.k, si on
note ¥z, = X, Le caractére non-dégénéré de H nous assure ¢ que les variétés ¥y, ..., O,
sont transverses pour tous ki, ..., k, linéairement indépendants, ce qui implique que pour
tout module R de dimension n, Y5 est une sous-variété de B de codimension n.

OVoir I'article “initiateur” de Nekhoroshev [50]. Voir aussi les articles [9, 35, 55], le livre [43] ainsi que le
"review” introductif trés bien fait [53].

""Qu’on appelle parfois pompeusement un cut-off ultraviolet.

2Voir par exemple l'article [3].

BVoir section 3 du premier chapitre sur les conditions de non-dégénérescence.

"“Définition A.66.

Définition A.53.

“Propriété A.75.
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Définition D.11. Soit D > 0 un (grand) réel. On dit que R C A* est un D-module de
résonance s'il existe une base e; de R, avec |e;| < D pour tout j = 1..dimR.

On définit maintenant les régions proches des variétés de résonances.

Définition D.12. Soit D > 0 un (grand) réel et ¢ > 0 un (petit) réel. Pour tout D-module de
résonance R non trivial, on définit Zr la zone de quasi-résonance, ou simplement zone de
résonance, par

)
Zr = {§€B;VkeR,\k\ <D= | l‘ck(‘f)\ <€}.

Pour le module de résonance trivial R = {0}, on définit Z;y, = B.

Le dessin suivant illustre la cas de dimension 2 ot les variétés Y., sont de dimension 1 et
se croisent en un point critique de H.

En dimension 3, les variétés ¥;, sont de dimension 2 et se croisent le long des 2-résonances
qui sont des variétés de dimension 1. Pour se représenter cela, il est agréable de faire une
coupe transversale, comme sur la partie droite du dessin ci-dessous.

A

—_—
\A

La zone Zr contient donc des £ qui ont la propriété commune d’étre proches de R-
résonances, mais aussi des £ qui sont proches d’autres résonances (i.e R'-résonant, avec R #*
R). On veut soustraire cette deuxieme catégorie de ¢ afin de construire un ensemble (le bloc
de résonance) de £ qui sont proches de R-résonances, mais “loin” des autres résonances.

Définition D.13. Soit D > 0 un (grand) réel et ¢ > 0 un (petit) réel. Pour tout D-module de
résonance R non trivial, on définit Bz le bloc de quasi-résonance, ou simplement bloc de
résonance, par

Br=2r\ |J (&nZzg).

k¢R
k<D



146 CHAPITRE D. RESONANCES, QUASI-RESONANCES ET FORMES NORMALES

Dans le cas du module de résonance trivial R = {0}, on appelle By, le bloc de non-
résonance. ~
On définit ensuite, pour tout R non trivial, le bloc réduit Bz C Br par

Br = {g €Br:;Vk € R, |k| <D= ’Q”fk(f)‘ < %}

Pour le module de résonance trivial R = {0}, on définit B{O} = Bjoy-

Le schéma ci-dessous représente le cas de la dimension 2. On a représenté en gris foncé
les blocs de résonances pour les modules de résonances de dimension 1 et au centre en gris
clair le bloc de résonances de dimension 2.

O

On résume dans la proposition suivante la propriété satisfaite par les points a l'intérieur
des blocs de résonance, que 1'on utilisera des la section suivante pour construire une forme
normale quasi-résonante.

Proposition D.14. Pour tout D-module de résonance R, on a

vk e R, k| < D= Bl <«

Wk ¢ R, |k < D= 28> .

§€B7z=>{

et

vk € R, [k| < D = 2E)

Vk ¢ R,|k| <D = ol

£
2
€
K]

feéni{

<
=
On considere aussi la réunion des zones (ou blocs) de résonance pour une dimension

donnée.

Définition D.15. Pour tout n = 0..d, on définit la zone des n-résonances

Z¥ = U Zr
R,dim R=n

ainsi que le bloc des n-résonances

En particulier, on a Bf = Byg.
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Définition D.16. On dit que
ByUBiU..UBj

forme une (D, £)-décomposition de B en blocs de résonance.

Il faut tout de suite noter que cette construction des blocs de résonance est différente de
celle proposée dans 1'article [55] de J. Poschel, notamment par le fait que les blocs de notre
construction ne permettent pas de recouvrir B, il reste des “trous”. Notre construction a par
contre ’avantage technique que dans chacun des blocs, la propriété D.14 est satisfaite avec le
méme ¢ pour tous les blocs. La construction de Poschel permet de recouvrir B, mais avec des
blocs de taille (¢) croissante avec 'ordre de la résonance. On peut illustrer cette différence a
l'aide du schéma suivant en dimension 2.

L’ensemble formé par "I'étoile” en gris foncé est le bloc des 1-résonances B7 et le poly-
gone en gris clair est le bloc des 2-résonances B;. Le cercle noir représente le bloc B3 dans la
construction de Pdschel. Ce bloc a un volume supérieur a notre B3, mais il a 'avantage de
recouvrir les trous laissés par notre construction. On utilisera cependant notre définition, car
elle permet de construire plus simplement des formes normales!” avec un seul parametre .
L’amélioration de notre méthode fait 1’objet d'un travail en cours et permettra de “remplir
les trous”.

Les “trous” non couverts par la (D, €)-décomposition en blocs de quasi-résonance sont
cependant petits lorsque 1’on choisit convenablement les parametres D et . On montrera
ceci dans le chapitre suivant sur les quasimodes, dans lequel on laissera ¢ tendre vers 0 et D
vers l'infini, lorsque 7 — 0, d"'un maniere telle que le bloc de non-résonance B occupe un
volume tendant vers celui de 5.

3.2 Moyennisation quasi-résonante

Dans la section 2, on a construit des formes normales qui contenaient la moyenne moy (K, P, )
de la perturbation le long du feuilletage minimal de X ;7 sur un tore 7, fixé. Le terme d’er-
reur était de la forme O (€ — £y|™), i.e d’autant plus grand que 1'on s’éloigne de &;. Dans
le but d’obtenir une analyse plus globale, on va construire une fonction qui est égale a
la moyenne de K a l'intérieur de tous les blocs de quasi-résonance réduits et qui varie de
maniere C'*° d"un bloc a I’autre. Le terme d’erreur ne sera non-nul qu’entre ces blocs.

Soit un (grand) réel D > 0 et un (petit) réel ¢ > 0, et soitla (D, €)-décomposition en blocs
de quasi-résonance de la définition D.16. On donne une définition temporaire de la moyenne
quasi-résonante.

7Voir sections suivantes.
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Définition (temporaire). Soit K € C> (I*7T) et M € C*> (T*T) deux fonctions. On dit que
M est une moyenne (D, e)-quasi-résonante de K, ou simplement une (D, €)-moyenne de
K, si elle a les propriétés suivantes. Pour tout D-module de résonance R, si on note l’;’R le
bloc de quasi-résonance réduit associé et Pr, le feuilletage entier associé, alors on a

M = moy (K, Pr) + R1 + Ra,
ou les fonctions R; et Ry sont dans C*° (1T*7) et vérifient
« Ry =0 (Dioo)
. Pour tout ¢ € Br ettoutz € T,ona Ry (z,&) = 0.

Contrairement a Iz moyenne d’une fonction le long d’un feuilletage entier donné, les
moyennes quasi-résonantes ne sont pas uniques. Néanmoins, on peut en construire explicite-
ment a I'aide d"une fonction de troncature comme celle de la définition D.5.

Proposition D.17. Soit K € C (T*T) une fonction et soit x la fonction de troncature de la
définition D.5. Soit M : T*T — C la fonction définie par sa série de Fourier de la maniere suivante.
Pour tout § € B, on pose

M (k&) = x (?Zf?) K (k,€) pour tout k € A*\ 0

et
M (0,8) = K (0,8).
Alors, M est dans C*° (T*T) et est une (D, €)-moyenne de K.

Démonstration. On donnera une preuve pour la définition D.18 ”définitive” de la moyenne
quasi-résonante. u

Le théoreme de forme normale D.22 de la section suivante permet de conjuguer l'opéra-
teur perturbé H + h!'*t% Ky a un opérateur H + A% M, onn l'opérateur M se comporte, prés
de chaque résonance, comme la moyenne d’un opérateur K = Kg + O (R94eh), i.e dont le
symbole est une moyenne (D, ¢)-quasi-résonante d'un symbole K. Pour tirer partie des
propriétés de la moyenne quasi-résonante précédemment définie, il faut que le parametre D
tende vers l'infini lorsque #/ tend vers 0, ce qui assurera que le reste d’ordre O (D ~°) soit
d’ordre O (h*°).

D’autre part, si on laisse tendre D vers I'infini en laissant le deuxiéme parametre ¢ fixé, les
zones!® de résonance vont étre de plus en plus nombreuses et, étant de taille ¢ fixée, elle vont
remplir tout 'espace B3, si bien que seul le bloc!” de résonance trivial Byoy va "survivre”. Or,
ce bloc correspond au module de résonance trivial R = {0}, i.e au feuilletage entier maximal
Pr = Vv (T), pour lequel I'opération de moyenne n’apporte rien, puisque moy (K, P) = K.
Cela donnerait une forme normale identique a la forme de départ. On doit donc faire tendre
e vers 0 avec h. Ceci nous oblige par ailleurs a utiliser les classes de symboles W§* (7).

En conséquence, on se fixe deux réels v > 0 et 0 < § < 1, et on découpe l'espace B des
impulsions, de la maniére décrite dans la section 3.1, en blocs de quasi-résonance B de taille
e=ho, pour tous les D-modules de résonance avec D = h™".

BDéfinitions D.12.
YDéfinitions D.13.
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Ayant besoin de travailler avec la classe ¥ (7), on donne tout d’abord une définition
de moyenne quasi-résonante adaptée a ces symboles, puis on donne une version affinée de
la proposition D.17.

Définition D.18. Soit K, € VJ" (7T) et My € V5 (7) deux symboles. On dit que M}, est une
moyenne (h~7, h%)-quasi-résonante de K ou simplement une (A~7, i%)-moyenne de K,
si elle a les propriétés suivantes. Pour tout /i ~7-module de résonance R, si on note B le bloc
de quasi-résonance réduit associé et Pr le feuilletage entier associé , alors on a

My, = moy (Kn, Pr) + R,
ott le reste R, € U (7) vérifiant que pour tous multi-indices o, 3 € N4, on a
8‘;8th (z,€) = O (™) pour tout £ € Br ettoutz € 7T .

La proposition suivante donne une construction d’une (77, #°)-moyenne a 'aide de la
fonction de troncature y de la définition D.5.

Proposition D.19. Soit K, € W5 (T') un symbole et soit x la fonction de troncature de la définition
D.5. Soit My, : T*T — C la fonction définie par sa série de Fourier de la maniere suivante. Pour tout
§ € B, on pose

My (k&) = x (?l; ;?) K (k,€) pour tout k € A*\ 0

et . .
My (0,€) = K5 (0,€) .

Alors, My, est un symbole de la classe U (T) et est une (h=7, h?)-moyenne de Kp,.

Démonstration. Tout d’abord, pour tout multi-indice § € N d 1a dérivée de la série de Fourier
de M}, est donnée par

¢ My, (k. &) = Bgﬁ Cg, (a?‘ﬁlffﬁ (k,£)> 85/ (x (?]Z g))

pour k # 0 et simplement B?Mﬁ 0,¢) = aff(h (0,€) pour k = 0. D’autre part, d’apres la
proposition C.12, le fait que Kj € V5" (7) implique pour tout s la majoration

0|85
(1+ W)%

~ / . . . .
ou C (s, 68— ) est une constante. Par ailleurs, on se convaincra relativement facilement

)

‘af‘ﬁ' K (k. 5)' <C(s.8-4

que la dérivée de la fonction x est de la forme

/

ot (x(2219))| < S et (4449,

=1
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oll les constantes ¢ (n) ne dépendent que de H et de ses dérivées. On remarque ensuite que

hoon < 107 et que toutes les dérivées x (™) sont bornées (du fait que x(™ € Cg° (R)), ce qui
fait que I'on a la majoration

o (x (i) )| =7 e ()

pour tout k, tout & et tout £. Ceci montre que

. , pm=o|8=4'| —o|# ) el
0200 (k,6)| < €' (5, 9) ) C(s,ﬁ)7<1+|k|2)§,

o1 C' (s, B) est une constante. En réutilisant la proposition C.12 dans I'autre sens, on en déduit
que M}, est un symbole de la classe W5 (7).
Vérifions maintenant que M est une (2~7, h%)-moyenne de Kp. Pour tout A~?-module de

résonance R, on note Bx, le bloc de quasi-résonance réduit associé et Ky = moy (Kp, Pr) la
moyenne de K, le long du feuilletage entier Pr associé a R. On définit ensuite le reste R,
par My, = Kp + Rp. Cest un symbole de la classe V§" (7T), puisque Mj, et Kp, le sont, et sa
série de Fourier Ry, (k,£) est donnée par

Eh (ka 6) =

et simplement Ry, (0,€) = 0 pour k = 0. Pour tout 8 € N¢ on va estimer agﬁh (k, &) en tout
point ¢ € Bg.

Q4 (£)
|k [R
la fonction x (t) — 1 et ses dérivées en un point ¢, avec |t| < %, qui sont toutes nulles
du fait que x — 1 est C™ et identiquement nulle pour tout ¢ tel que [t| < 3. On a donc

8?]%(/@{) = 0 pour tout k € R avec |k| < i~ 7 et tout £ € By.

. Pour toutk € Ravec|k| <h 7, ona

< % et la dérivée 6? Ry (k, &) fait intervenir

. Pour toutk ¢ R avec |k| <h 7, ona %%ﬂ) > 1 etla dérivée 8? Ry, (k, €) fait intervenir

la fonction x (t) et ses dérivées en un point ¢, avec |t| > 1, qui sont toutes nulles du fait

que x est C*° et identiquement nulle pour touNt t tel que [t| > 1.Ona donc 8? Ry (k,€) =
0 pour tout k£ ¢ R avec |k| < h™7 et tout { € Bg.

. Pour tout k avec |k| > h™7, on utilise simplement le fait que Ry € V' (7), ce qui
implique d’apres la proposition C.12 que

pm—o1B

— (D.9)
(1+]k!2>§ >

90 Rn (k)| < C (5,)

ou C (s, 3) est une constante.
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. i I pour tout £

Compte tenu de ces trois cas, on a montré que ‘8?Rh (kz,f)‘ < C(s,0) ()
+

ettout¢ € 5R. Pour tout multi-indice o € N%, on a
BN Rn(2,0) = 3 HEmilologi Ry (k).
|k|>h=

ce qui implique, en utilisant I’équation (D.9) avec s = |a| + d+ 1+ N,
8?8?}2}1 (z, 6)‘ < C(a, 8, N) R OlBI+NY pour tout NN,

ou C («, 8, N) est une constante. |

La moyenne quasi-résonante de la proposition précédente a le défaut qu’elle n’est pas
auto-adjointe, méme lorsque K 1'est. On remédie a cela de la maniére suivante.

Proposition D.20. Soit K, € W (T) un symbole auto-adjoint et soit My, € W7 (T) la (=7, h°)-
moyenne de Kr, de la proposition précédente. Alors son adjoint M;: € W (T ) est aussi une (h~7, h%)-
moyenne de Kp, ainsi que sa partie auto-adjointe 5 (M, + Mj,).

Démonstration. D’apres la proposition C.25, la série de Fourier de M} est donnée par

My (k&) = My (~k,&+ hk)

—< |_k|;5hk> n(—k, €+ hk),

pour tout k£ # 0 et simplement ]\A/I% (0,¢) = f(_h (0,&). En utilisant ensuite le fait que K, est
auto-adjoint, le fait que Q_ () = —Q () et le fait que la fonction x est réelle et paire, on

obtient O (€ )
k(& +

pour tout & # 0 et simplement Mé (0,6) = Kp(0,€). Pour tout h~7-module de résonance
R, on note Bx le bloc de quasi-résonance réduit associé et Ky, = moy (K, Pr) la moyenne
de K} le long du feuilletage entier Pr associé a R. On définit ensuite le reste Ry, par M} =
K}, + Rp,. Sa série de Fourier Ry, (k, &) est donnée par

P 5){ O (B85) ~1) K () sik e R Ao

v () K (k€ sik ¢ R

|
=

M; (k,€) =

et simplement Rp, (0,€) = 0 pour k = 0. Pour tout § € N¢ on va estimer a?ﬁzh (k, &) en tout
point ¢ € Br.
. Considérons d’abord le cas k ¢ R pour lequel on a bien str

el (M)

‘8?Rh(k’5)‘ = ZCS’ || B

Bg'<s

ZC(sﬁ ,6)

g'<p <1+!k\)

IN

, (D.10)

g (§+ hk)
a“‘( ZLG >
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pour tout s grace a la proposition C.12 et au fait que K5 € ¥§* (7). On note ensuite
f(e) = Leleteh) o qui fait que

k[

Qi (€ + hk)

RS TV = 1
et on va faire un développement de Taylor avec reste intégrale de la fonction x o f (¢),
ie

N—-1 " (v o

1 ! v-1 d¥ (xo f(e)

(N —1)! deN

e=1 E=T

(D.11)
Par ailleurs, on voit facilement que les dérivées de la fonction x o f (¢) sont données

par

n=1

T (8))=;x(j)0f(6) > Clmpemy ST G ADTE)

de™ de™i
mi+...+mj=n

dm f(e)

Tom est

ou C (my,...,m;) est une constante numérique. D’autre part, chaque terme
donné par

dn:lgw(f) - |;Zn;5 (k-0¢)™ (s ()l gper

la|=m

ol ¢ (a) est une constante numérique. On a donc

d e} A
(Xi ZX ofl(e Z C (mi,...,mj ) OEGE

m1+...+mj:n

S @ (1), e a () kOO AaDgrO 0 €))|

la(1)|=m1

la(s)|=m;

oti ¢ (a) est une constante numérique etles a (1), ..., a (j) € N sont des multi-indices.
C’est a dire que 'on a

ot la fonction g; ,, (k, &, €, h) vérifie que pour tout multi-indice o € N9, tout k € A*, tout
£ € Bettout h,on a
|08 gjn (K, & e,h)| < C (j,n,a) [K]", (D.12)
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ou C (j,n, a) est une constante qui ne dépend que de H () et de ses dérivées.
Q (E+7k)
[k|R?

x o f (1) sont nuls puisque la fonction y (t) est plate en tout  tel que [t| > 1, de méme

En tout point £ € Bg, avec k ¢ R,ona ‘ > 1, ce qui fait que tous les termes

que toutes les dérivées 65 (x9) o f(1)). Pour tout £ € Bg, on a donc d’apres I'équation
(D.11)

N
/ AV ' '
4 ) 3 ) roon N
() | < i Yo X OO WY [
=1 g'<p ’

9

90 XV o f(7)

ou 'on a utilisé la majoration (D.12). Le terme '6? XD o f (7-)' s’estime de la méme

maniere sordide et on se convaincra plus ou moins facilement que I'on a la majoration

16//
” ) n . 0o 1
CRCRVICIED SINGRFICILIE A
j'=1
En utilisant hé% < ﬁ < 5|15’| et % < ﬁ, et le fait que toutes les dérivées de
3 3

sont bornées, on trouve que

P R

avec C <N , ,6/) une constante, pour tout point £ € By et tout k ¢ R. Compte tenu des

ces différentes estimations, la majoration (D.10) devient

fm—0|8l+(1—86)N
(1+1kP)*

fm—6181+(1-8)N

2R (k6)] < C(s,5,N) [k

IN

C(s,,N)

s=N
(1+161)
ou C (s, 3, N) est une constante.

. Dans le cas k € R, al'aide d"un calcul tout aussi sordide qu’on ne souhaite pas infliger
au lecteur déja probablement fatigué, on montrerait que l'on a la méme estimation

pour ‘8? Rp (k& )‘ que dans le cas k£ ¢ R. Il faut majorer cette fois-ci les dérivées de la

fonction 1 — x (¢) qui est plate en tout ¢, tel que |¢| < 1, et utiliser le fait que pour tout

ke Rettouté € Bg,ona S\)l:|§§5) < %

En conséquence, on a montré que pour tout N > 0 et tout n > 0, il existe une constante
C (n, N) telle que pour tout { € Br et tout k € A* ona

pm—0|Bl+(1-0)N

‘B?Rﬁ(k,f)‘ < C(n,N,pB) (1+ \k!2>%
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ce qui permet de monter que pour tout multi-indice o € N¢, on a
1

8?35631‘1 (m,ﬁ)‘ < C (n, N, a, ) im—1BH+1-6)N Z _1
kEA* <1 + ’k‘Q) 2

En choisissant n = d + 1, on s’assure que la somme converge, ce qui montre que

0207 By (2.€)| < C (N, a0, B) =019 0-0N

pour tout N, tout ¢ € Bg et tout 2 € T. On a donc bien montré que 'adjoint M;: est une
(A=, h%)-moyenne de K. Cela implique aussi que la partie auto-adjointe & (M, + M}) est
une (h~7, h%)-moyenne de Kp,. u

Définition. Les (h~7,h°)-moyennes ne sont pas uniques, mais :

. “la (h=7, h%)-moyenne auto-adjointe de...” signifiera celle construite dans la proposition
D.20.

. “la (™7, h®)-moyenne de...” signifiera celle construite dans la proposition D.19.

3.3 Forme normale quasi-résonante

On montre d’abord un lemme concernant 1’équation homologique qui apparait a chaque
étape de la récurrence de la démonstration du théoreme D.22 de forme normale qu’on prou-
vera ensuite. Ce lemme est a comparer au lemme D.6 qui donnait 'existence de solutions
de I’équation homologique partiellement diophantienne, une équation associée a un tore 7,
donné et faisant intervenir la moyenne de la perturbation le long du feuilletage minimal de
Xpg sur ce tore. Le lemme suivant ne fait pas référence a un tore particulier et fait intervenir
la moyenne quasi-résonante définie juste avant.

Lemme D.21 (Equation homologique quasi-résonante). Soit H (¢) € VO (7)) un hamiltonien
complétement intégrable et soit K, € W (T) un symbole et soit M € Wy (T) sa (=7, h°%)-
moyenne. Alors il existe un symbole Py, € \I/?Hs (T) vérifiant

{Pr,H} + K, — Mj, = 0.

Démonstration. On écrit d’abord la série de Fourier pour la variable x de I'équation ho-
mologique, soit

iQ% (€) Pr (k&) + Kn (k. €) — My (k,€) =0, (D.13)
ott Q, (€) = dH¢ (k). Pour k = 0, 'équation est satisfaite puisque Qg (£) = 0 et My (0,£) =
K7 (0,€). On peut choisir Py, (k,€) = 0. Pour tout k # 0, la série de Fourier de la (R, h‘s)—
moyenne de la proposition D.19 est donnée par

W (.6) = x (G5 ) R0

ou x est la fonction de troncature de la définition D.5. En se rappelant du fait que la fonction
o(t) = 1%X(t) est C*°, on voit que la fonction

~ iKp (k, Q
Pt = Sl (379




3. FORME NORMALE GLOBALE QUASI-RESONANTE 155

est bien définie et satisfait a I’équation D.13. Pour tous multi-indices a, 3 € N, on a

030, Pu(w,6) =) iha—zo) LR S8 (07 Ruthg) ) o 2 (¢)
xT 5 h .%',5 - € ’k‘ﬁ(g 6/ § h 75 5 ¢ ‘]{?’FL(S .
k#0 p'<p

En procédant alors comme dans les preuves des propositions D.19 et D.20, on montre que
I'on a la majoration

0207 Py (@,)| = C (., B 0717,

ce qui prouve que Py, € \I!g”_‘S (7). |

On considére comme précédemment un opérateur quantique perturbé H + k't K, ou
Ky € U9 (T) avec k > 0 et on donne le théoreme D.22 de forme normale quasi-résonante
pour cet opérateur. En fait, la preuve marche de maniére identique si I'on autorise Ky a
étre dans la classe plus large WY (7), bien qu’en pratique on n’utilisera pas cette possibilité,
puisque le parametre § ne provient pas de K mais du découpage de 1'espace B en blocs de
quasi-résonance.

La preuve se déroule selon le méme schéma que celle du théoréme D.7 de forme nor-
male partiellement diophantienne. On construit par récurence un unitaire U qui met I’opéra-
teur perturbé sous forme normale. A chaque étape de la récurence, on a une équation ho-
mologique que 1’on résout a ’aide du lemme D.21. Une difficulté supplémentaire intervient
dans la preuve du théoréme D.22 du fait de I'utilisation de la classe de symboles s (T). L’ap-
parition de termes 7% a différents endroits complique un peu le comptage des puissances
de h. Pour simplifier la vie du lecteur, nous avons préféré remettre la preuve complete, avec
le détail des contributions aux puissances de £, bien que le fil conducteur “algébrique” soit
le méme que dans le théoreme D.7. On notera O (A™) un OPD (resp. symbole ) de la classe
\?3” (T) (resp. ¥5* (7)). Notamment, O (h*°) désignera un opérateur négligeable, i.e dans
wee (7).

Théoréme D.22 (Forme normale quasi-résonante). Soit 0 < § < 1,~v > O et k > 26. Soit H €
VO (T) le quantifié d'un hamiltonien completement intégrable H (&) € WO (T) et soit W' TF K, €
U5t (T') une perturbation auto-adjointe. Alors il existe

. un OPD U € WY (T) vérifiant U =1+ O (*=°), U*U =1+ O (h°) et UU* =1+ O (k)

. et un OPD K € VY (T) auto-adjoint vérifiant K = Ko + O (h1~7),
tels que
0 <H n h1+“K0) U* = H + B N + 0 (h), (D.14)

oit M € W9 (T) I'OPD dont le symbole My, est la (1=, ) -moyenne auto-adjointe du symbole K.

Démonstration. On commence par montrer qu’on peut trouver des OPD auto-adjoints Py €
U0 (T)et Ky € W% (T) tels que

oM P (I-]H— h”"“f{o> (emf@f?o)* — B+ BN + BYRR, (D.15)

ot My (h) € U9 (T) estla (h~7, h?)-moyenne auto-adjointe de K (h).
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. En effet, la proposition C.30 nous apprend que
P (eihnp())* — i [poJﬂ 10 <h2(1175+176)+6> ’
— H+ib" [150, H] 0 (712““—35) .

D’autre part, on peut appliquer le lemme C.20 qui nous assure que le symbole du

commutateur {PO, H ] estégala 2 {Py, H} + O (h*79), ce qui donne

G Po <emﬂﬁo)* — ainr <7g{ﬂ}> L0 (h2+1175> L0 <h2+2n736>

i (R ) +0 (127).

ol l'on a utilisé le fait que x > 26 et donc que B26—30 < pr—0,

. De méme, la proposition C.29 nous apprend que
M POl (emﬁﬁo>* — WK+ 0 (h1+lihnf5+175) ‘

ot I'on a utilisé le fait que x > 26 > § et donc que K22 < A*9.

En prenant alors le symbole de ’équation D.2 et en simplifiant par 21**, on voit que I'on doit
résoudre
(P, HY + Ko — My =0 (h”) . (D.16)

En fait, le lemme D.21 nous assure que I’on peut trouver un symbole P, € \I/g‘s (7) tel que
l'on ait exactement {P(;, H} + Ko — My = 0, ott My (h) € U9 (T) estla (b7, h°)-moyenne

de Ky (h). L'adjoint de cette équation est {PO', H } + Ko — <Mé> = 0 puisque K est auto-
adjoint. De plus, en utilisant la proposition C.20, on voit facilement que

{romy ={(r) pro ().
ce qui implique que la partie auto-adjointe Py = 3 (P(; + <Pé> *> vérifie I'équation (D.16)

avec My = 1 <Mé 1 (Mé) *) qui est une moyenne (27, i%)-moyenne auto-adjointe de K (h),
d’apres la proposition D.20. Le quantifié de P satisfait donc a 1'équation (D.15) avec un
K € @;‘5 (T) auto-adjoint. Si on pose Uy = e P ¢ VY(T), ona Usly = 1+ O (h™),
UoUs =1+ O () et

UO <I;[ + h1+RK0) Ug = f[ + hlJrHMO + hlJrRKl. (D17)

Cette equatlon constitue 'étape initiale du raisonnement par récurrence suivant. Sup—
posons qu’a I'étape n > 0, on ait trouvé des OPD auto-adjoints K7, ..., K, 11, avec K; €
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ﬁlg(l_é) et des OPD U, ..., U,, € WY vérifiant (A];»‘Uj =14 O (h™)et Ujf];‘ =1+ O (h™), tels
que
U,...0o (H n h““‘f() U505 = H+ B0 N+ B PR, (D.18)
j=0
ou M; (k) € \Iffs'(l*é) (T) est la (A7, h%)-moyenne de Kj (h). On cherche alors des OPD
Knio € \TJ((;"JFQ)(P‘” etUpy1 € \ng ayant les propriétés que 'on imagine et vérifiant I'équation

n+1
O OOy (B4 BR300 = B 03 N 4 B4Ry, (D9)
7=0

ot My, 1 (h) € \Ilf;n+1)(1_5) (T)estla (™, h%)-moyenne de K,,11 (h). En cherchant U, 1 sous

la forme U, .1 = e Frt1 avec P, q € \ifgﬂ("ﬂ)(l*é) un OPD auto-adjoint et réinsérant

I'équation (D.18) dans 1’équation (D.19), on voit que I'on doit résoudre

R n . " A n+1 ) )
eih”Pn+1 H+ hl—i—m Z Mj + hl—’_KKn—f—l <ezh“Pn+1> = H+ hl—i—n Z Mj + hl—l—mKn_’_Q.
j=0 7=0

(D.20)
On va maintenant appliquer les propositions C.29 et C.30 a chacun des termes a l'intérieur
du crochet [].

. Tout d’abord, la proposition C.30 nous apprend que
Uit [Iﬂ ff;ﬂ — Hainr [Pml’fﬂ L0 (h2(fi—5+(n+1)(1—5)+1—6)+6)
= 4R [Py, ] + O (AU 020-0))

ot 'on a utilisé h1126—20 < pltr et p(2nt3)(1-0) « p(n+2)(1-9)

. D’autre part, on peut appliquer la proposition C.20 qui nous assure que le symbole du
commutateur [Pnﬂ, ﬁ] est égal a ? {P,i1,HY+ 0O (h2_5+(”+1)(1_5)), soit

E{Pn—l—laH} L0 (h1+(n+2)(176)) _
1
Cela fait que le symbole de Un+1 [fl } U;; 41 est

H + plts {Poi1, HY +O (h1+n+(n+2)(175)) )

. Ensuite, la proposition C.29 nous donne, pour tout j = 0..n,
Un+1 {h”“]\%] A;H _ h1+nMj L0 <hl+lfuhj(lf5)hli*(ﬂ*(”‘l’l)(l*&)‘l’l*&)
_ hl—i—nMj 10 <hl+2n—5+(n+2+j)(1—5))
_ hH“Mj L0 <h1+n+(n+2)(176)> ’

ot l'on a utilisé B! +26—0 <« plt#r et p(n+24+0)(1-0)  p(n+2)(1-0)
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. Enfin, la proposition C.29 donne
Un+1 [h1+f@f(n+1] U;;H _ h1+n[gn+1 L0 (h1+n+(n+1)(1—6)hn—6+(n+1)(1—6)+1—5>
_ hH”f(nH L0 (h1+2nf5+(2n+3)(175)>
WA R, + O (h1+n+(n+2)(1—5)) ,

oti 'on a utilisé Al 1260 « pltr et (20 +3)(1-0)  {(n+2)(1-0)

En tenant compte de ces différentes estimations, en prenant le symbole de 1’équation (D.20)
et en simplifiant par /, on voit que 1'on doit résoudre

(Pt HY + Kyt = Mgy = O (R0H2070) (D.21)

ou M, (h) est la (h_7 R )—moyenne auto-adjointe de Kn+1 (k). On utilise alors le lemme

D.21 qui nous assure que 'on peut trouver un symbole P, , € \IJ_6+(n+1)(1 )

I'on ait exactement {Pn+1’ H} + Kpy1 — M, 41 = 0,00 ]\4nJrl (h) estla (b7, h‘s)—moyenne

, tel que

n

de Ky+1 (k). En raisonnant comme précédemment, on montre que la partie auto-adjointe
P, = % <PTIL+1 + (PT;_H)*) vérifie 'équation (D.21) avec M, = % <MT/LJrl + <MTIL+1>*>
qui est une moyenne (A7, h‘s)-moyenne auto-adjointe de K, (h), d’apres la proposition
D.20. Le quantifié de P, ; satisfait donc a 1’équation (D.20) avec Kn+2 € \i/gn+2)(1_5) auto-
adjoint, ce qui conclut la récurrence. R ) o ) R

Si on définit ensuite la suite V,, par Vo = Uy et V;, = U,,...Uy — Up—1...Uy, on voit facile-
ment que l'on a Vy € ¥(7), V,, € ¥~ =0 (7 et U,..0y = Vi + ... + V,,. Gréce au
procédé de Borel (proposition C.16), on peut construire un OPD Ue W (’T ) qui admet le
développement asymptotique U ~ dYon V. Par construction, il vérifie U*U = I+ O (h™) et
UU* =1+ O (h*®). De méme, on peut construire un OPD auto-adjoint K dans \i/g (T) véri-
fiant K ~ 3 K,. De plus, si on définit My, comme la (h, 1°)-moyenne auto-adjointe du

symbole K}, on voit quel’on a M ~ Yon Mn Tout ceci fait que 1’équation (D.14) est satisfaite.
[ |

Pour finir, remarquons que comme dans le théoreme D.7 de forme normale partiellement
diophantienne, la forme normale quasi-résonante contient des objets qui ne nous sont pas
donnés explicitement, par exemple 'opérateur K dont on sait simplement qu’il est égal a
KO (qui nous est donné) plus quelque chose de plus petit. Néanmoins, le fait que 'opérateur
M soit la (A=, h%)-moyenne de K nous apprend quand méme que dans chaque bloc de
résonance, le symbole M}, est constant le long du feuilletage associée a la résonance.



Chapitre E

Quasimodes et résonances

1 Introduction

1.1 Quasimodes

Définition E.1. Soit { un espace de Hilbert et P un opérateur. Un e-quasimode est la donnée
d’une fonction ¢ € ‘H de norme 1 et d"une quasi-valeur propre E telles que

[(P-2) ] <=
ol ¢ > 0 est un (petit) réel.

Par exemple, un vecteur propre de valeur propre E est un 0-quasimode. Lorsque ¢ est
petit, on imaginerait volontiers que ¢ est une bonne approximation d’une fonction propre
avec une valeur propre proche de E. Ceci est malheureusement faux en général. Par contre,
lorsque l'opérateur P est auto-adjoint, la quasi-valeur propre E est effectivement proche du
spectre de P, comme indiqué dans la proposition suivante qui fait partie du folklore, mais
dont je serais bien ennuyé de devoir en citer 'auteur premier.

Proposition E.2. Si (o, E) est un e-quasimode d'un opérateur auto-adjoint P, alors l'intervalle
[E — ¢, E + €] C R rencontre le spectre de P.

Démonstration. Tout d’abord, on a (15 — E> v = ¢, avec ||¢|| < e.Si E est dans le spectre de

P, C’est fini. Sinon, cela signifie que la résolvante Rp = <]5 — E) est bien définie et qu’elle

a pour norme l'inverse de la distance d <E , Sp (]5)) entre I et le spectre de P ie

On a alors ¢ = Ry (]5 - E) (¢) = RE (¢), ce qui fait que

1= HRE(¢)H < ! E.
d

159
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cela implique effectivement que d <E, sp (]5)) <e. |

I tout d’abord remarquer que cette proposition ne prédit pas l'existence de valeurs pro-
pres proches de F, mais seulement la présence de spectre proche de E, sans rien dire de la
nature de ce spectre.

Par exemple, si on consideére 'opérateur 2 de multiplica-
tion par z sur L? ([0, 1]) et les fonctions ¢, . définies par

1
—= ourx € |rg —&,Tg + €
Paoe (T) = \65 P | ]
pour z ¢ [xg — €, 20 + €]

on)—

et représentées sur le schéma de droite, alors on voit facile-
ment qu’elles sont de norme 1 et qu’elles vérifient

H§790x076 - xOSOJ:oﬁ?H =&

Cela signifie que les fonctions ¢, . sont des e-quasimodes
de & avec la quasi-valeur propre z. Pourtant, on sait que le
spectre de Z est continu (c’est justement I'intervalle [0, 1]) et
n’a pas de valeurs propres.

D’autre part, la proposition E.2 ne permet pas non plus de conclure que cﬁ) est proche
d’un vecteur propre (méme quand E est proche d’une valeur propre), comme 1’a remarqué
Arnol’'d dans l'article [5] qui semble avoir introduit pour la premiere fois le terme quasi-
mode.

Dans le contexte semi-classique, ot1 tous les résultats sont valables dans le régime asymp-
totique i — 0, il est tout a fait naturel de considérer des e-quasimodes avec € tendant vers
0 avec h, par exemple avec ¢ = hY, ott N est un réel positif. Cela signifie que 1'on a une
fonction ¢y, et une quasi-valeur propre E, dépendantes de / et qui vérifient

(P ) ] < .

I1 faut noter que I'on ne demande aucune régularité sur la dépendance en i de ¢y et Ep,.
Notamment, Ej peut ne pas avoir de limite lorsque 7 — 0. Pourtant, on a dans 1'idée que
si I'on considére un OPD P dont le symbole dépend de maniére réguliere de £, il en sera de
méme pour ses valeurs propres. Pour comprendre ce phénomene il est utile de considérer
I'exemple trivial suivant. Soit 'opérateur P = 29, agissant sur L? (S*). Pour chaque valeur
de 7, ses vecteurs propres sont les exponentlelles ¢on = €, avec n € 7, et ses valeurs
propres sont A, (1) = hn. Dans le plan (h,\) € R?, les valeurs propres décrivent des lignes
de pente n passant par l'origine, comme on le voit sur le dessin de gauche ci-dessous.

E E

Y,
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Pour i = 0, seule 0 est valeur propre, mais pour / # 0, il y a des valeurs propres aussi
grandes que 'on veut. Si 'on choisit une famille quelconque d’entiers n (k) € N, alors la
fonction 5 = @,n) = e™Mz est 3 I'évidence un 0-quasimode avec la (quasi-)valeur propre
Ep, = hn(h). Sur le dessin de droite ci-dessus, le Ej choisi tend vers une valeur lorsque
h — 0, ce qui n’est pas toujours le cas.

Pour connaitre tout le spectre de P, on a besoin de toutes les lignes \,, (k) = hn dans le
plan (A, E) € R?. Un 0-quasimode ¢y, comme celui du paragraphe précédent, nous donne
acces a une petite portion de I'information, a savoir le “chemin” décrit par Ej. Supposons
maintenant que ’'on a un 2" -quasimode (pp, Ep). La quasi-valeur propre Ej, décrit un cer-
tain chemin dans le plan (A, E) € R?, entouré d’un voisinage de taille 2" dans lequel, d’apres
la proposition E.2, il y a au moins une valeur propre pour tout / (schéma de gauche ci-
dessous). C’est la donnée de beaucoup de tels quasi-modes qui permettra de retirer des
informations sur le spectre asymptotique de P (schéma de droite ci-dessous).

On voit donc que I'on peut avoir des quasimodes trés peu réguliers par rapport a 7, mais
que cela ne change en rien I'information que 1’on en tire, concernant la proximité du spectre.
On pourrait arguer que cette non-régularité est quelque peu “artificielle” et qu’il suffit de
choisir n (h) constant dans I'exemple précédent pour se débarrasser de ce probleme. Ce n’est
en fait pas possible dans beaucoup de cas ot I'on est amené a faire une étude locale en E
(par exemple avec des formes normales). On a des propriétés qui ne sont valables que dans
une fenétre [E~, E*] et on doit considérer des quasimodes dont la quasi-valeur propre est
confinée pour tout 2 dans cette fenétre.

1.2 Quasimodes et formes normales

Lorsqu’on parle de formes normales, on se réfere souvent a la conjugaison d’un OPD P
parun OPD U,

UPU* = FN,
ot FN est un OPD ayant des propriétés plus agréables que l'opérateur initial Petou U
est “presque” unitaire. Par exemple, dans les formes normales partiellement diophantienne

(thé:oAréme D.7) et quasi-résonantes (théoréme D.22), 'opérateur U szriﬁe UU=1+0 (h™)
et UU* = 1+ O (h™), ot1 le O (k™) signifie un OPD de la classe ¥§° (7), donc de norme
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O (k) d’apres le théoréme C.22 de Calderén-Vaillancourt. En multipliant a gauche par U*
I’équation de la forme normale, on voit que

PU* = U*FN + 0 (™).

Si (on, Ep) est un AN -quasimode de f]\V, alors on a f]\\fgoh = Enon + ¢n, avec ||on|| < RN La
fonction vy = U*py, vérifie alors

p?/)h: U*ﬁ\[gﬁh—i—O(hw) :Ehi/)h—FO(hN) .

Autrement dit, ¢y, est un A" -quasimode de 1'opérateur initial P avec la quasi-valeur propre
Ep.

La stratégie est toujours la méme. On cherche d’abord a mettre 1’opérateur initial sous
une forme normale la plus sympathique possible. Ensuite, on cherche des quasimodes de la
forme normale qui nous fournissent des quasimodes de 'opérateur initial.

1.3 Forme normale quasi-résonante et quasimodes

Dans tout le reste du chapitre, on considere un OPD H e 99(7), dont le symbole
H (&) € ¥°(7) est un hamiltonien complétement intégrable satisfaisant a la condition de
non-dégénérescence faible!. On consideére ensuite une perturbation 1'% Ky, ot K € \i'g (7T)
est un OPD auto-adjoint. C’est donc une perturbation d’ordre BitE avec k > 0.

On se donne ensuite v > 0 et § > 0 deux réels et on consideére la (A7, h?)-décomposition
en blocs de quasi-résonance construite dans la section 3.1. Le théoreme E.6 nous assure que
l'opérateur perturbé H + h'** K, peut se mettre sous forme normale

0 <H + h”"‘f(o) 0 = FN = H + RN + O (),

ot le symbole M de M € W9 (T) est la (A7, h%)-moyenne? auto-adjointe du symbole K,
de K € ¥{(7), un OPD vérifiant K = Ko + O (h'~?). La forme normale a donc une forme
sympathique dans chaque bloc de résonance réduit Br, avec R un /i~7-module de résonance,
puisque (a h*>° pres) le symbole My, est égal a moy (K, Pr), la moyenne de Kp, le long du
feuilletage entier Pr associé a R. En conséquence, M}, est constante le long de Pr. Si on
considere une résonance d’ordre n, My ne dépend que de n variables. Notamment, dans le
bloc non-résonant By, Mj, est égal a la moyenne de K}, sur tout tore, c’est donc une fonction
indépendante de z. C’est dans cette zone qu’il sera le plus facile de trouver des quasimodes,
comme on le verra dans la section suivante.

Tout d’abord, il est intéressant d’étudier les volumes respectifs occupés par les différents
blocs de quasi-résonance. Si '’hamiltonien classique complétement intégrable H (&) était
quelconque (i.e dégénéré) on ne pourrait rien dire. En effet, on peut imaginer par exem-
ple que H est a fréquence constante, i.e la différentielle dH est constante, ce qui implique
que la fonction €2 (£) est constante par rapport a . Il n’existe donc qu’une seule zone de
résonance qui occupe tout I'espace B.

Par contre, comme le montre la proposition suivante, lorsque H est non-dégénéré au sens
faible et en choisissant convenablement les exposants et §, on voit que le bloc non-résonant

"Voir section 3 sur les conditions de non-dégénérescence.
2Voir définition D.18 et proposition D.20.
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devient prépondérant lorsque 2 — 0 et que les blocs de résonance occupent un volume
d’autant plus petit que la résonance est d’ordre élevé. Pour décrire cela, on se donne une
mesure sur B et on note vol (O) le volume d’un sous-ensemble O C B.

Proposition E.3. Soit y et § tels que § > dv et soit ln (R, h®)-décomposition en blocs de quasi-
résonance. Soit O C B un compact de volume fini. Alors pour tout n = 1..d, le volume occupé par le
bloc des n-résonances B}, est majoré par

vol (BX N O) < C(O,n) M0~
ot C' (O, n) est une constante positive.

Démonstration. En effet, la condition de non-dégénérescence faible implique la proposition
B.19 qui nous assure qu'il existe deux constantes positives (dépendant du compact O) T et

C telles que pour tout k£ # 0 et pour tout & vérifiant Qlkk(lg) <T,ona ‘deT(lg)‘ > C. Pour h

assez petit (W < T)et pour tout k # 0, les points £ de la zone de résonance Z;, N O vérifient

Qi (6)
‘d 7]

C" est une constante positive indépendante de k. Le volume du bloc B N O est majoré par
la méme quantité puisque By, C Zj. Le bloc Bf N O des 1-résonances est 'union des 5, N O
pour tous les k # 0 tels que |k| < h™7, ce qui fait que I'on a la majoration

‘ > (C ce qui fait que le volume de cette zone est majoré par vol (Z, N Q) < C'h°, on

vol (BfnO)<C'h Y~ <C'h.
k| <h=

De méme, pour tout module de résonance R, la variété de résonance X% est une sous-variété
de codimension n grace a la propriété de non-dégénérescence de H. On se convainc alors
facilement que la zone de résonance Zz N O a un volume majoré par vol (Zr N O) < C'K"™,
tout comme le bloc de résonance Bz N O. D’autre part, le bloc B}, N O des n-résonances est
l"'union des Br N O pour tous les h~7-modules de résonance, i.e les modules de résonance
admettant une base (ey, ..., e,) composée de vecteurs de normes |e;| < A™?. On voit alors
facilement que le volume de B}, N O est majoré par

vol (B nO)<C'w Y~ <",

le1| <R~
len|<R™Y

La majoration est quelque peu grossiere (notamment dans le cas n = d, oi1 'on aurait
plutdt vol (B3N O) < Ch%®), mais elle nous donne une information qualitative suffisante
moyennant le choix des exposants § > d~y
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2 Fonctions de BKW-Liouville

2.1 Fonctions de BKW-Liouville

Une fonction BKW? est une fonction ¢y, € L? (7) qui “habite*” prés d'une sous variété
lagrangienne de 7*7 . Dans notre contexte, les variétés lagrangiennes d’intérét sont les tores
T¢, qui définissent notre systeme complétement intégrable classique, i.e les tores de Liou-

ville. Si on travaillait sur R? (au lieu du tore 7'), on considérerait les fonctions de la forme

o =¢€" = ap(x), ol ay est par exemple C*> uniformément par rapport a /. C’est le car-

actere d’oscillations rapides lorsque 7 — 0 de I'exponentielle qui fait que 5 habite prés de
¢ = &. La fonction ¢ n’est donc pas C'* uniformément par rapport a , mais 1'écriture BKW
permet de distinguer sa partie rapidement oscillante de sa partie réguliere a . Par ailleurs,
on pourrait tres bien autoriser £y a dépendre de £, et on aurait alors envie de dire que ¢y, est
microlocalisé prés d'un tore 7¢ () qui bouge avec h.

Une légere complication technique apparait lorsque 1’on travaille sur le tore du fait que
I'exponentielle se doit d’étre bien définie, i.e %0 doit étre dans le réseau A* pour tout £, ce qui
nous oblige dans ce cas a considérer des £y dépendant de . On va donc plutdt considérer
des fonctions de la forme ¢p = en(@=20)g, (x), out ky, joue le role de %0 Certaines de ces
fonctions peuvent étre des fonctions BKW au sens habituel, par exemple sil existe un &, € B
indépendant de £ et tel que hkp — & lorsque i — 0. En particulier, si hkp, tend vers 0, cela
signifie que ¢y microlocalisé pres de la section nulle du cotangent 7*7. Si par contre hkp,
n’a pas de limite lorsque A — 0, cela signifie que 5 n’est pas microlocalisé pres d'un tore
particulier. Mais si kj, reste toujours d’ordre 4!, on peut quand méme dire que ¢y, reste
microlocalisé dans une région de taille finie.

On définit maintenant précisément la classe de fonctions que 'on va utiliser.

Définition E.4. Soit kj, € A* et m un réel. On définit la classe de fonctions de BKW-Liouville
L™ (kp) comme I'ensemble des fonctions ¢y, € L? (7)) s’écrivant

pn (z) = gy (2),

ot la fonction ¢ € C* (7)) vérifie 'estimation suivante. Pour tout pour tout multi-indice
B € 74, il existe une constante Cz > 0 telle que pour tout point = € 7 et tout & € 0, 1], on ait

|05 (¢n (z))] < Cgh™.
De plus, on voit facilement que ¢, € L™ (0).

Cette écriture permet de considérer les variables de Fourier £ € A* en prenant pour
origine le point k. Pour les séries de Fourier, cela correspond simplement a une translation,
puisque pour tout k € A* ona

on (k) = @n (k4 kp) .

2.2 Action des OPD sur les fonctions de BKW-Liouville

On va décrire 'action des OPD de la classe \i/g” (7) sur les fonctions de BKW-Liouville
de la classe £™ (kp,). Il est intéressant de remarquer que si P est un OPD et ¢, une fonction,

3Pour Brillouin, Kramers et Wentzel.
*On va donner une définition précise juste apres.
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alors par définition(s) on a

(Pen) (@) = /QdyE:em@wBﬂxJ%)wh@)

keA*
= (Pn#en) (2,0),

ol Pr#pp est le produit de Moyal5 entre P, et la fonction ¢, que 'on a considérée comme
un symbole ne dépendant pas de &. Cette écriture n’est cependant pas tres utile du fait que
les dérivées de ¢, ne satisfont pas aux majorations caractéristiques des classes de symboles
Ui (T), ce qui fait que I’on ne peut pas utiliser la formule du développement asymptotique
du produit de Moyal6. Par contre, si la fonction ¢y, est dans la classe L™ (ky), alors elle s’écrit
on (r) = etkn@=0) gy (1) avec ¢p, une fonction C*° uniformément par rapport a 4. Toute la
"non-régularité” ou la “non-uniformité de la régularité” de ¢, se trouve dans la phase. Donc,
lorsque ¢, est dans la classe L™ (ky), 'action de P sur wp s'écrit

(Pgoh> (r) = /Tdy Z eth@—y) p. (z, hk) eikh(y-x")th (y)

keA*

= eikn(rxo)/ dy Z ei(kfkn)(:v*y)ph(x,hk) on(y),
T keA*

ot l'on inséré etkn(@—z0)g=ikn(z—20) En effectuant le changement d’indice & — k + kp, on
trouve

(Pon) (@) = =) [y 37 Mo Py b+ ) . (1)
keA*

= ehn@=z0) (P ) (z, kn) .

Ceci est déja nettement plus intéressant car ¢, satisfait a des majorations de type symbole, ce
qui va nous permettre d’utiliser directement la formule asymptotique du produit de Moyal
donnée dans le théoreme C.19. En effet, la fonction ¢y, est dans la classe £™ (0) qui n’est
autre que I'ensemble des symboles dans la classe V(' (7') et indépendants de £. On a donc le
résultat suivant.

Théoreme E.5 (Action d’un OPD sur une fonction BKW-Liouville). Soit § > 0 un réel et P
un OPD de la classe W9 (T) de symbole Pp,. Soit m un réel et py, (x) = e*n(@=20) ¢, (1) une fonction

BKW-Liouville dans la classe L™ (kp,), avec ky, € A*. Alors la fonction Pcph est aussi dans la classe
L™ (kp), ie

<15<Ph) () = e™rE=m0)yyy (),

avec Yy, (x) € L™ (0). De plus, la fonction 1y, admet le développement asymptotique suivant

bn o~ Y 1y (h),
j=0

°Définition C.18.
Théoréme C.19 de composition.
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oit les 1p; € L™+(1=9) (0) sont donnés par

J
by @)=Y = (?> 8] Pa (z, k) 061 ()

. 1
Iv|=J

et oit I"équivalence asymptotique ~ signifie que pour tout entier J > 0, on a

J—1
vn— Y ¥ (h) € Lm0 (0).
=0

3 Quasimodes non-résonants et valeurs propres stables

3.1 Quasimodes non-résonants

On considére un hamiltonien H € WO (7) completement intégrable et une perturbation
TR, € \if%*”” (T), avec k > 0. On se fixe des exposants v > 0, 0 < § < 1 vérifiant
26 < k. On considere la (h~7, h°)-décomposition en blocs de quasi-résonance et la forme
normale quasi-résonante du théoreme D.22. Le théoréme suivant donne la construction de
h>°-quasimodes associés au bloc non-résonant Bj.

Théoreme E.6 (Quasimodes non-résonants). Soit H € W (T) le quantifié d'un hamiltonien
completement intégrable H (€) € WO (T)) non-dégénéré et soit h'*+* Ky € W™ (T)) une perturbation
auto-adjointe de symbole K. Alors, pour toute famille kp, € A* telle que hkp, est inclus dans le bloc
non-résonant By, la fonction oy, = ™ (@=0) est yn h*°-quasimode de la forme normale FN

(7 = ) o] < =
avec la quasi-valeur propre
Ej = H (hkp) + B5 ((Kp)) (hkp) .

Le symbole ((Kp)) (§) indépendant de x est la moyenne sur tout le tore du symbole K, apparaissant
dans la forme normale du théoréme D.22 et qui vérifie K, — Ko € \Il%"S (7).

Démonstration. En effet, d’apres le théoreme D.22, la forme normale est FN = H4+h'"*en +
O (h°), ot Mp estla (h‘”, h‘s)—moyenne7 auto-adjointe du symbole K. Cela signifie notam-
ment qu’en tout point £ du bloc non-résonant By, on a My, = ((Kp)) + O (h*°). D’autre part,
on sait d’apres la proposition C.11 que I'action de H+h!*" M sur une exponentielle e (*—%0)
donne simplement

(f{ + h1+I€M) (eikﬁ(mf:vo)) _ (H (ﬁkﬁ) + h1+I€Mh (1‘, hkﬁ)) eikﬁ(fl’*ﬂ?o).
Si hkp, est inclus dans le bloc B, pour tout £, alors on a

My, (x, hkp) = ((Kp)) (z, hkp) + O (h) .

"Voir définition D.18 et proposition D.20.
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Ce théoreme prend tout son intérét lorsqu’on choisit les parametres § et y vérifiant dy < 0
puisque dans ce cas, la proposition E.3 nous assure que le bloc B occupe majoritairement le
volume de B lorsque i — 0. En effet, par définition, le bloc B est donné par By = B\ Z} out
Z{ estla zone des 1-résonances dont le volume vérifie

vol (Zf NO) 5—d
v L 2
vol (O) — CO) R,

avec O C B un compact.

Le théoréme précédent nous donne donc acces a un grand nombre de quasi-valeurs pro-
pres, dans la limite 7~ — 0. De plus, elles proviennent de 72°°-quasimodes ce qui implique
d’apres la proposition E.2 la présence de spectre a une distance 7°° de ces quasi-valeurs
propres.

3.2 Valeurs propres stables

On rappelle que I'opérateur non perturbé H a un spectre relativement simple donné par
I'ensemble des valeurs de H (k) avec k variant dans A*. D’autre part, si I’on choisit § et
v vérifiant dy < 9§, le théoréme précédent nous prédit 1'existence d'un grand nombre de
valeurs propres de l'opérateur perturbé H + W'+ K, situées a une distance 5> des quasi-
valeurs propres

Ep = H (hkp) + h'™" ((Kp)) (hkn)

pour tout kp, tel que hky € By.

L'expression de ces quasi-valeurs propres motive l'idée d’associer a chacune d’elle une
valeur propre non perturbée, autrement dit de suivre I’évolution des valeurs propres lorsqu’on
“allume” la perturbation. Pour cela, il est agréable de considérer la perturbation de la forme
eh't* K et de suivre ’évolution des valeurs propres de

ﬁ[ + Ehl—HQKO

lorsqu’on fait varier € depuis 0 jusqu’a 1. On se convaincra facilement que “tout” ce qu’on a
fait jusqu’ici fonctionne aussi bien uniformément par rapport a ¢ € [0, 1]. A savoir, les regles
de calcul symbolique, les formes normales... On se convaincra aussi que la forme normale
du théoréme D.22 est

FN = H + eh"*t" M + 0 (h™),

ott My, est la (h~7, h%)-moyenne® auto-adjointe du symbole K, et ol toutes les estimations
sont uniformes par rapport a . Notamment, concernant la partie non-résonante, le théoreme
E.6 nous assure que oy = €(#=20) est un h*®-quasimode de la forme normale FN avec la

quasi—valeur propre
Ep = H (hkp) 4+ eh'™™ ((K3)) (hkp) .

On peut donc suivre 1'évolution de ces quasi-valeurs propres lorsque ¢ varie de 0 a 1. La
précision 2> n’est cependant intéressante que si elle permet de "résoudre le spectre”, i.e
de distinguer les valeurs propres proches. En général, il peut y avoir des dégénérescences
qui rendent impossible cette résolution, néanmoins on peut le faire pour les valeurs propres
associées au bloc non-résonant B, grace a la remarque suivante.

$Voir définition D.18 et proposition D.20.
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Proposition E.7. Supposons que § et  vérifient 0 < dy < § < ﬁ‘ll et § < k. Soit kp, et k,, vérifiant
que hkp € By et hk;i € By, et a une distance | = k:(/) — ko telle que |I| < h™7. Alors,

(H <hk}i) “H (hkh)( > el |
et
(Eh (kh) —Ep (kh)( > e,
oit c est une constante positive
Démonstration. En effectuant un développement de Taylor de la fonction H, on obtient
H (hk%) — H (hkp) = hdHp, (1) + O (h2 W) .

D’autre part, le fait que hkp € By signifie que pour tout [ € A* vérifiant |I| < A7, on a
\dHpg, (1)| > B2 |l|, ce qui fait que

Y

(H <hk}i) ~H (hkh)( K+ 0 (712 |5|2>

i (1 410 <h1—5 yzy)) .

v

Par ailleurs, I'hypothese sur || fait que 4! 7°|I| < A=°~7. De plus, compte tenu des hy-
pothésessur~, det|l|,onay+d < (5% < 1, ce qui fait que 1—y—4 > Oetdonc que !~ |I| <
1. En conséquence, il existe une constante ¢ < 1 positive telle que |1+ O (A0 |I])| > ¢, ce
qui prouve l'assertion.

D’autre part, 'écart entre les quasi-valeurs propres est donné par

Bn(Kp) = En(kn) = H (hhy) — H (k) + ent ((K)) (Bh3) — () (kb))
- H <hk:'h) — H (hkp) + el tF0 (hH m) ,

ot 'on a fait un développement de Taylor de la fonction ((K})) et utilisé le fait que K}, €
WY (7). Ceci montre que 'on a

‘Eh (kh> o (k:h)‘ > el (1 +O (h”””*%)) .

De plus, I'hypothese x > §, implique que 1 +xk —26 > 1—6 > 1 —6 — v > 0, ce qui fait que
R1+r=20 < 1 et donc que

‘E;i(k;i)—Eh(kh)‘ > (R,

ot ¢ < c est une constante positive. [

Cette proposition signifie que les quasi-valeurs propres non-résonantes £, associées a
des kp, proches sont séparées d’au moins h'*?, ce qui est beaucoup plus grand que la réso-
lution 2. D’autre part, les valeurs propres non-perturbées associées a ce bloc B sont aussi
séparées de h'*? et sont donc peu modifiées et restent bien séparées lorsque 1'on ajoute la
perturbation, comme on I’a représenté schématiquement sur la figure ci-dessous.
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1+0
h

»8

I faut noter que cela ne signifie pas que les valeurs propres sont non-dégénérées. En
effet, cela ne s’applique d'une part que pour les quasi-valeurs propres associées au bloc
non-résonant et d’autre part que pour les quasimodes associés a des ko “proches”. Le bloc
non-résonant est justement I'ensemble des points £ qui vérifient une sorte de condition dio-
phantienne (pour les “petits” coefficients de Fourier). C’est cette propriété qui fait que le
noyau de la différentielle dH ne contient pas de "petits” sous-réseaux de A* (ce qui don-
nerait des dégénérescences). Pour illustrer cet effet, on a représenté ci-dessous le graphe
d’une fonction H en dimension d = 2, le réseau de taille £, ainsi que 1'image par H de ce
réseau sur l'axe vertical. A gauche, on s’est placé pres d'un point résonant (dH = (1,1)) et

a droite pres d'un point non résonant (dH = <§, %)) Sur chacun des dessins, on a tracé

100 valeurs propres qui sont réparties de maniére nettement plus uniforme dans le cas non
résonant.

Ce résultat est tout a fait comparable a celui de 'article [33] dans lequel les auteurs étu-
dient le spectre de I'opérateur de Schrodinger — A +V () sur R¢, avec un potentiel V ()
périodique. Le contexte est quelque peu différent puisque d’une part la théorie sur R¢ avec
potentiel périodique fait intervenir la théorie de Floquet, ce qui n’est pas le cas dans notre
contexte. D’autre part, il n'y a pas de petit parametre, mais on peut néanmoins faire 1’analo-
gie en utilisant le “dictionnaire habituel”, limite grandes énergies—limite h — 0. Ces auteurs
montrent qu'une grande partie des valeurs propres de I'opérateur "non-perturbé” —A sont
stables sous la perturbation V' (x), dans la mesure ot elles sont peu modifiées apres 1’ajout de
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la perturbation et ot elles continuent d’étre bien séparées. De plus, ces valeurs propres sont
modifiées a 1’ordre principal par la moyenne du potentiel.

Notre résultat est plus général® en ce qu’il s’applique a des OPD complétement inté-
grables quelconques et pour une perturbation quelconque (pas seulement un potentiel). De
plus, on controdle I'influence de l'intensité de la perturbation grace au parametre .

4 Quasimodes résonants

On souhaite maintenant construire des quasimodes associés a la région complémentaire
de By. Pour tirer partie de la forme normale du théoreme D.22, il faut construire des quasi-
modes qui habitent dans un bloc de quasi-résonance Bz, puisque dans ces blocs le symbole
M}, a une forme simple : il est constant le long du feuilletage Pz associé au module de ré-
sonance R. Si R est de dimension r > 1, cela signifie que la variété de résonance X est de
codimension r dans B et contient des tores qui ont r relations de résonance, i.e sur lesquels
la dynamique est confinée a des sous-tores de dimension d — r. Le feuilletage Px étant de di-
mension d — r, le symbole M}, ne dépend en fait que de r variables transverses. La recherche
de quasimodes se ramene en quelque sorte a un probléeme en dimension r.

On considere donc la forme normale H 4 A% M du théoreme D.22. Pour tout module de
résonance R donné, notons (Kp) = moy (K, Pr) la moyenne de K}, le long du feuilletage
entier P associé a R. On sait que le symbole M, est égal a (Kp) en tout point du bloc Br.

On va construire des quasimodes de H + 1'% (K}) ayant la propriété d’étre dans la classe
L0 (ky) des fonctions BKW-Liouville, avec k € A* vérifiant hk;, € Br pour tout A, ce qui va
nous fournir des quasimodes de H + AT M, comme le montre la proposition suivante.

Proposition E.8. Soient 6 > 0 une constante réelle et soit kr € A* tel que hkp, se trouve dans le

bloc B pour tout h. Si oy, € L0 (kp) est un hN-quasimode de H + h”“@, alors c’est aussi un
AN -quasimode de H + AT~ M.

Démonstration. D’apres le théoreme D.22 de forme normale, on a M = (Kj) + Ry, olt Ry, €
WY (7T) vérifie que 6;‘8? Ry, (w,hky) = O (h™) pour tout z et tous multi-indices a, 3 € N9,
puisque par hypothése ik, € B pour tout /i. D’autre part, si I'on note oy, () = e*n(@=0) gy (2),
avec ¢p, € L£°(0), le théoréme E.5 nous assure que pour tout .J, on a

. _— 1 /r\" _
(M— <Kﬁ>> (ion) — erl@=mo) 3~ S <;> 0f Ry (x, hkep) 01 on () € L7070 (k) .
lyl<J—1 7

La propriété satisfaite par R, fait que 9 Ry (x, hkj) € L (0) comme fonction de la vari-
able z. La multiplication par 97 ¢p, (z) € £° (0) fait simplement que 9] Ry, (x, hikp) 97 ¢ (z) €
L (0) pour tout v et tout J. Cela prouve que

(M— @) on € L2 (k) .

En conséquence, si ¢y, € L0 (kp) estun AV -quasimode de H+ h“”‘“@ avec la quasi-valeur

“Moyennant ce qu’on a dit sur le fait que les deux situations ne sont pas tout a fait équivalentes.
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propre \j, alors on a

[t ) ] <070 )] s (3~ ) o
< O(WN)+0(h>),

ce qui montre bien que @5, € £ (kp) est aussi un 1N -quasimode de H + 1'% M avec la méme
quasi-valeur propre \p. |

Pour chaque bloc de quasi-résonance Br, on voudrait chercher des quasimodes ¢y, de

l'opérateur H + h'*"(K}) en utilisant I’expression asymptotique de I'action des OPD sur
les fonctions BKW. Cette expression est donnée, pour 1’opérateur qui nous intéresse, dans la
proposition suivante, ott un reste de la forme O (h®) signifie un élément de la classe £ (kp).

Proposition E.9. Pour tout module de résonance R, on note Pr le feuilletage entier associé et
(Kn) = moy (K, Pr) la moyenne de Ky, le long de Pr. Pour toute fonction BKW-Liouville oy, (z) =
etkn(@=20) g () € L (kp), on a

<ﬁf + hlﬂ@) (in) = eMmole=r0lyy,

ot la fonction 1y, € L™ (0) est donnée par

2
Una) = (hhn) o (a) + T - 00n(0) + - Hi, () ()

—_,—
(3 (3

RS (K (2, hlen) én () + O (K) + O (h““) .

Démonstration. D’apres le théoreme E.5, le développement a I'ordre 3 de Hyy, est

~

H(on) (2) = ) (1 () o () + FH, -0 (2)

=y i,afH(ﬁkh) P o (m)> +0 (hm+3),

lyl=2 "

ott O (K™ *3) signifie un élément de L™ (hky,). De méme, le développement a 'ordre 1 de

(Kp)en est simplement
(Kn) (on) (2) = ¥ =) (K3) (o Bhn) o (@) + O (A7)
Le théoreme E.5 nous assure donc que l'on a
<g n hlJm@) (on) = eikno(@=20) .

ott la fonction ¢, € L™ (0) est donnée par

2
Una) = (bhy) o (5) + FdH 000 (0) + 5 Hi, () ()

—_, =
(3 (3

+h1+li <Kh> (.%', hkﬁ) ¢h (1_) +0 (hm+3) +0 <hm+2+nf5) ]
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Il convient de s’arréter quelques instants sur 1’expression du développement asympto-
tique de la proposition précédente, afin de considérer 1'ordre de grandeur de chacun des
termes, en supposant!'? que ¢, est dans la classe £ (0).

. Tout d’abord, le premier terme H (hkp) est simplement la multiplication par une con-
stante.

. Le troisieme terme fait intervenir la hessienne de H (§) au point hkp. Il faut remarquer
que H ;;kh (%, %) ne définit pas forcément un laplacien pour deux raisons. D’abord,
la condition de non-dégénérescence faible n’assure pas que H " soit non-dégénérée en
tant que forme bilinéaire symétrique, ce qu1 veut dire que H" ne définit pas forcément
une métrique. D’autre part, méme si H' est une métrique, i.e si H satisfait a la condi-
tion de non-dégénérescence de Kolmogorov, elle n’est pas forcément définie positive.

Cela dit, le terme %QH ;{kh (V ) ¢n, est d’ordre h2.

107

. Le deuxiéme terme fait intervenir la fonction dHpy, - 0z¢5 (x). Si on cherche une fonc-
tion ¢, constante le long du feuilletage Pr, sa série de Fourier qf;h sera non-nulle seule-
ment pour les £ € R, ce qui fait que 1'on devra considérer la fonction Qy (hkp) =
dHpy, (k) pour tout £ € R. Si la fonction ¢y, vit trés pres de la variété de résonance
YR, i.e si hkp est a distance h! de Y, cela signifie que Q (hkp) est d’ordre A' pour tout
k € R, ce qui fait que le terme ?dH hky, - Oz0n (x) est d’ordre h2. C’est dans ce cas un
terme du méme ordre que le terme avec la hessienne.

. Le quatriéme terme est d’ordre A" et son influence varie évidement avec k.

Pour construire des quasimodes de H + 1'% (K}) avec des fonctions ¢, dans la classe £™ (0)
et constante le long du feuilletage P, on aimerait pouvoir utiliser un procédé récursif
basé sur la formule asymptotique de la proposition E.9. Pour cela, il serait souhaitable que

le terme %dH hky, - Oz®r () soit dominant par rapport au terme %QH gkn (Y, ; ) on, dans la
mesure ot il donnerait une équation de type transport (dérivée premiere), plutdt que lapla-
cien (dérivée seconde). On vient justement d’expliquer que I'on doit pour cela demander
que, pour tout k € R, Qy, (hkp) soit d’ordre R'~*, avec p > 0. Une condition nécessaire pour
avoir cette propriété est que hky, soit a distance h!™# de Y%, mais ce n’est pas la condition

suffisante, sauf lorsque R est de dimension 1.

4.1 Quasimodes mono-résonants

On considere un module de résonance R de dimension 1 et on s’intéresse au bloc de
résonance associé Br. La variété de résonance Y% est de codimension 1 dans B et contient
les tores qui n’ont qu'une relation de résonance, i.e sur lesquels la dynamique est confinée
a des sous-tores de dimension d — 1. La perturbation moyennée (Kp) = moy (Kn, Pr) ne
dépend en fait que d'une variable transverse et la recherche de quasimodes se ramene en
quelque sorte a un probleme en dimension 1 que 1’on pourra résoudre.

Compte tenu de la discussion du paragraphe précédent, il va s’agir de quasimodes qui
habitent dans le bloc de quasi-résonance B, mais qui restent quand méme ”éloignés” de
la surface de résonance £z. On controle cette propriété en cherchant les quasimodes dans

"L’analyse pour le cas oli ¢, € L™ (0) est strictement la méme.
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la classe £° (kp) des fonctions de BKW-Liouville avec hky, qui vérifie ‘%‘ ~ h'=H pour tout

k € R.Enimposant que iz > 0, on s’assure que 1'on reste ”"éloigné” de ¥, et en imposant que
1—p > 4, ons’assure que l'on reste dans la zone Zx. En résumé, on cherche des quasimodes
qui sont microlocalisés a une distance de la surface Y vérifiant h! < dist < h°. De plus,
afin de s’assurer que le terme A"~ (K}) (z, hkp) ¢n (z) dans la proposition E.9 soit plus petit
que le terme de transport 2dHyy, -9, ¢ (x) qui est d’ordre h2~#, on demandera que pu+# > 1.

Théoréme E.10 (Quasimodes mono-résonants). Soit H € W0 (T) le quantifié d'un hamiltonien
completement intégrable H (€) € WO (T)) non-dégénéré et soit h* " Ko € Wit (T') une perturbation
auto-adjointe de symbole K. Soit ~ et & tels que § > dvy et soit la (=7, h?)-décomposition en blocs
de quasi-résonance.

Pour tout module de résonance R, on note P le feuilletage entier associé et B le bloc de quasi-
résonance réduit associé. Pour tout réel j vérifiant

u<l—20
w>0
u>1—k

et tout ky € A* inclus dans le bloc Br, pour tout h et vérifiant ‘W

~ WM pour tout k € R, il
existe une fonction BKW-Liouville @, € L° (kr) constante le long de P et qui est un h°°-quasimode

de la forme normale FN

(7 - )] <,

avec les propriétés suivantes :

. Le quasimode admet un développement asymptotique de la forme suivante

et (1 5)
n=1

avec gb%") e L™ (0).
. La quasi-valeur propre Ey, admet un développement asymptotique de la forme suivante
Ep = H (lkn) + B (KR (kn) + > B,
n=2
avec E,(in) = O (pitrtn=br),

- Le symbole Ky, est celui qui apparait dans la forme normale du théoréme D.22 et qui vérifie
Kp— Ko € W70 (T).

- La double moyenne ((Kp)) est la moyenne sur tout le tore.

- Le parametre v > 0 est donné par

v=min(p+r—1,u).
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Démonstration. On cherche le quasimode ¢, parmi les fonctions de la classe £° (k). Par
hypothese, k;, € A* reste dans le bloc Br et la proposition E.8 nous assure alors que 'on

A~ —_—
peut chercher ¢ comme un quasimode de l'opérateur H + A'™*(K}y). On va construire ce
quasimode par récurrence en commengant par remarquer que, d’apres la proposition C.11,

l'action de H + h”””@ sur I’exponentielle ¢?#(*=20) est simplement
<I:I + hl-’-ﬁ@) <eikh(x—aro)> _ eikh(x—xo) <E}£10) + plte <Kh> (l’, hkh)) ’

ol E;LO) = H (hkp). La fonction e?*»(*=%0) est une fonction gp%o) de la classe £° (k) avec sim-

plement gb%o) = 1 qui est évidement constante le long de Pg. La fonction @%0) = eikh(m_m)gﬁg))
est donc un h*"!-quasimode avec la quasi-valeur propre E;LO). On cherche maintenant une

fonction gog) = etkn (m—xo)(b%l) € L™ (kp), avec un certain m > 0, telle que la fonction 90%0) —|—cp%1)

soit un quasimode d’ordre supérieur. D’apres la proposition E.9, I'action de H + h”””@

sur ap(hl) est

N — . h
(-4 104m50) (611) = e (B k) o ) + et - 004 () +

o+ O (™) 4 0 (147 )

ot le reste en O (h™*2) provient du terme avec la hessienne %QH gkﬁ (X, Y) (¢n) et le reste

en O (K" T11%) provient du terme h'** (Kp) (z, hikp) (hl) (). L'action de H + hH“@ sur

QD%O) + 90%1) est donc

A~ —_— . h
(=) (64 ) = ) (i, - o070 et
+E;) (@%0) () + o) (m)) +0 (") +0 (hm+1+*(1ﬁ.>)

On veut trouver gpg) et E,(il) tels que

(B + 1) (6 +0) = (B + BD) (6 (@) + i) (@) + RE,

ou le reste R%l) est d’ordre plus petit que 2'T*. Pour cela, on essaie de résoudre 1'équation

h
~dHy, -0, (W () + B (K (2, hkey) = B, (E.2)

En Fourier, cela donne
hdH e, (k) 3 (k) + R (Kp) (, hkp) = 0 (E.3)

pour tout £ € R non-nul, et simplement h1+“</l_(\h/> (0, hkp) = E;Ll) pour k = 0. Pour les
k ¢ R,'équation est automatiquement satisfaite, du fait que a la fois gbg) (z) et (Kp) (z, hkp)
sont des fonctions constante le long de P, et donc leurs séries de Fourier sont nulles pour



4. QUASIMODES RESONANTS 175

tout £ ¢ R. On a donc ES) = hY* ((K})) (hkp), ou la double moyenne ((Kp)) signifie
la moyenne sur tout le tore. Ensuite, on peut résoudre 1'équation E.3 grace au fait que
Q (hkr) = dHpg, (k) est d’ordre h'~* et donc différent de 0 pour tout i. On peut effectuer la
division qui donne

—~—

(1) o o \FKn) (K, Rkg)
no (k) =T O (k)

et l'estimation sur Qj (hks) ainsi que le fait que (/I_(\ﬁ/> (k, hkp) est a décroissance rapide en

k, font que 1'on a 1’estimation Sobolev Hgbg) HH < =L pour tout s. Cela signifie que

toutes les dérivées de qﬁ(hl) sont O (h*+~1) et donc que (ﬁ(hl) est dans la classe £*T+~1(0).
Ceci permet donc de résoudre 'équation E.2 avec m = x 4 p — 1. L’équation E.1 donne alors

<ﬁ+h1+n<7(;>> (@%0) 4_90§i1)> _ E}(io) < (0) +80(1))+E;(;)90%0)+0 (1) 4O (BEtpiren)

puisque ¢%0) = 1. Si on utilise le fait que les restes vérifient

thr/Hrl < h1+n+u et hli+ﬂ*1+1+l€ < h1+li+l/
et le fait que E,(il)gbg) est O (R'#pstr=1l) < O (R'*717), alors on a
(8 + 14Tk (o) +ol)) = (B + B (o + 1) + B

avec o) € £ (kn), Ef = B ((Kp)) (kw) = O (1) et Ry = O (mt+=+).
On peut continuer ce raisonnement par récurrence de la maniere suivante. Supposons

qu’al’étape N on a des fonctions gog), - <p(hN), avec go% " e g (kr) etdes valeurs E(l) E;LN),

avec B\ = O (Rt+r+n=1v) telles que
(A -+ n (KR (o) + o+ o) = (B + o+ BYY) (010 + 4 00) + B,

avec R;LN) € L1V (k). On cherche gp% T e LONFDY (&), E;LNH) = O (M) et

R;LNH) e LUHFHINFDY (1) telle que I'équation précédente soit satisfaite a 'ordre N + 1. On
voit facilement que I'on est amené a résoudre I'équation

h
;dHhkh x%NH ( )+R%N) _ E}%NJrl)‘

On la résout de la méme maniere que précédemment en fixant

B = (REY) (hkn) = O (n0),

ol R;LN)> est la moyenne sur tout le tore, avec ¢(N+1) € LUHRHNY=241 () = Lrtu—1+Nv (),

Cela fait que I'on a

(8 + 0 TE0) (A0 4o+ ) = (B0 4ot B (60 4+ ) + EO G

+E(N+1) (0) +0 (hl—i—n—l—;ﬁ-NV) +0 (hn—i-u 1+NV+1+H,) )



176 CHAPITRE E. QUASIMODES ET RESONANCES

On remarque ensuite que prtutl+Ny < h1+li+(N+1)l/ et prEth—1+Nv+its < h1+n+(N+1)u’ ainsi

que ¢;LN+1) e LIN+DY (0). De plus, pour toutn = 1..N + 1 on a

E’(in)@%NH) —0 <h1+ﬁ+(n—1)yh(N+1)y) <0 <h1+,@+(1v+1)y> '
De méme, pour toutn =1..N +1ona
E}gN-l-l)SO;Ln) = O (RN EY) < 0 <h1+m+(N+1)V> ’
si bien que 'on a

(f -+ n 5 Tkm ) (0 + o+ o) = (B + o+ BYD) (0 4 o) R,

avec R;LNH) € LUHRHWINHDY (. [ |

5 Conclusion

5.1 Comment choisir tous les exposants : v, 1, 9, k?

Tout au long de la méthode présentée, on a vu apparaitre divers exposants v, , d, &,
... et chacun des résultats est valide moyennant certaines restrictions ou relations entre ces
exposants. Il est temps de faire ici le point sur cette question.

Tout d’abord, la parametre « est fixé des le début et sert a controler la taille de la pertur-
bation A'** K, € Wy (7). Un choix de x = 1 signifie une perturbation d’ordre 52, ce qui
contient notamment le cas correspondant au probleme (étudié dans les articles [33] et [34])
de la limite aux grandes énergies de I'opérateur de Schrodinger périodique — A+V (), “une
fois remis les 7 aux bons endroits”

—R2 N HRV (z).

Dans ce cas, le symbole de I'opérateur —h?A est £2 et la perturbation A2V est d’ordre h2.
Prendre un « plus petit signifie prendre une perturbation plus forte. La méthode continue de
fonctionner mais 1’erreur des quasimodes résonants est augmentée. On ne peut cependant
pas diminuer x indéfiniment puisque la forme normale quasi-résonante du théoréeme D.22
exige que x > 2. Comme on le verra dans le paragraphe suivant, § doit étre strictement
positif, ce qui nous oblige a nous restreindre a

0< K.

Comme on I'a déja discuté, la forme normale quasi-résonante fait apparaitre des termes
O (h*>) qui sont en fait des termes O (") pour tout N. La condition v > 0 est donc une
condition essentielle pour faire marcher la machine. Cette condition signifie que I’on consid-
ere de plus en plus de zones de résonances lorsque i — 0, puisque la décomposition en bloc
de quasi-résonance se fait en considérant tous les modules de résonances R admettant une
base dont les éléments e; sont de normes inférieures a 2~7. Pour ne pas recouvrir totalement
B avec les zones de résonances, il faut que leur largeur 4% tende vers 0 avec h, i.e il faut que
0 soit positif. De plus, on a vu dans la proposition E.3 qu’il est méme intéressant d’avoir
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0 > dr, puisque dans ce cas, le bloc non résonant B devient prépondérant lorsque 2 — 0, or
c’est dans ce bloc qu’il est le plus facile de construire des quasimodes. Le premier choix qui
s'impose est donc

0 <dy<d.

On doit prendre ces parametres «y et § positifs, par contre il n’y a aucun intérét a les pren-
dre grands. Au contraire, diverses bornes supérieures sont apparues au fur et a mesure des
lemmes et théoremes. Tout d’abord, le fait que ¢ soit positif nous oblige a travailler avec les
classes de symboles U (7') pour lesquelles la condition ¢ < 1 est nécessaire pour avoir aussi
bien le lemme de resommation de Borel (proposition C.16) que les régles de calcul sym-
bolique (théoreme C.19 de composition) ou la continuité L? (théoremeC.22 de Calderén-
Vaillancourt). Par ailleurs, le terme d’erreur des quasimodes résonants est d’autant plus
grand que J est grand. D’autre part, la propriété de “non-dégénérescence locale” des valeurs
propres non-résonantes (proposition E.7) nécessite § < #‘ll. Enfin, comme on I'a rappelé, la
forme normale quasi-résonante 20 < x. En conséquence, on choisira

o< 1.

Treés petit devant 1 signifie par exemple 1072 ou 1073, en s’assurant par ailleurs que 1’'on
satisfait bien 20 < . Il faut cependant noter que d’un point de vue pratique, si on devait faire
des calculs numériques il faudrait éviter de prendre ¢ trop petit dans la mesure ot1 une erreur
d’ordre h0-91> est tout de méme préférable d’un certain point de vue a une erreur d’ordre
770-000100

Enfin, pour construire des quasimodes associés aux blocs mono-résonants, on a consid-
érer des fonctions ¢y, qui restent a une distance “grande” devant / de la surface de résonance.
Pour cela, on a cherché les quasimodes dans la classe des fonctions BKW-Liouvile £° (hkp),
en demandant que hiky, soit d’ordre ' 7* avec p > 0. D’autre part, on a besoin que ces fonc-
tions habitent dans le bloc, de maniere a appliquer la proposition E.8, ce qui nous force a
imposer 1 < 1 — 0.

En résumé, on a

0<k
D0<dy<dikl
O<p<l=9

5.2 Le cas de la dimension 2

Lorsque l'on travaille sur un tore 7 de dimension 2, la décomposition en blocs de ré-
sonance est simplifiée pour plusieurs raisons. Tout d’abord, on n’a que trois types de réso-
nances :

. Les tores non-résonants.
. Les tores mono-résonants qui sont les tores périodiques.

. Les tores totalement résonants, i.e ceux sur lesquels il n'y a pas de dynamique.

On peut se débarrasser du dernier cas en demandant que H (£) n’ait pas de point fixe, ce qui
laisse seulement les tores ergodiques et les tores périodiques. De plus, la décomposition en
bloc de quasi-résonance permet de couvrir tout I'espace 5.
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On va collecter les résultats du théoréme E.6 sur les quasimodes non-résonants et du
théoréme E.10 sur les quasimodes mono-résonants, et on va essayer de comprendre intu-
itivement dans quelle mesure ils se retrouvent lorsqu’ils habitent pres de la frontiere entre le
bloc non-résonant et les blocs mono-résonants. On rappelle que ces deux théorémes donnent
des quasimodes pour 'opérateur sous forme normale FN. Les quasimodes pour l'opérateur
de départ H+ h1+"“f(0 sont obtenus!! a partir de ceux de FN en leur appliquant I'opérateur
U* du théoréme D.22 de forme normale quasi-résonante.

. D’une part, d’aprés le théoreme E.6, les quasimodes non-résonants ¢ sont des expo-
nentielles ¢p, = e**n(*=%0) Les quasimodes de I'opérateur de départ H + h!'*" K, sont
donc ¢y, = U* (¢n), ce qui fait d’apres le théoreme D.22 que ¢y, = etkn(z=20) 4 O (h"‘_‘s).
La série de Fourier de ces quasimodes contient principalement un seul coefficient, celui
pour k = k. Les autres coefficients sont d’ordre h*~% qui tend vers 0 lorsque i — 0.
Dans I'histogramme ci-dessous, on a représenté la série de Fourier de 1p.

I

-

ag,
gy Yy
":."::"n
NN

Ep = H (hkp) + 1" ((Kn)) (kn)

ot ((Kp)) (§) estla moyenne sur tout le tore du symbole K, apparaissant dans la forme
normale du théoréme D.22 et qui vérifie K, — Ko € W% (7). Cela signifie que I'on a

B = H (Tkn) + B (o)) (Rkn) + O (R1FH170)
oud < 1.

. D’autre part, d’apres le théoréme E.10, les quasimodes ¢}, associés aux tores mono-
résonants (donc périodiques en dimension 2) sont de la forme

pn = eFr @m0 (1 4 O (BY)).

1yoir la discussion de la section 1.2.
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Les quasimodes de H + h'** K vérifient donc
vn=U"(pn) = ™) (140 (1) + 0 (R0)).

D’apreés les hypotheses du théoréme E.10, on a v < k — §, ce qui fait que O (h“*‘s) <
O (h”). Cependant, il est intéressant de se rappeler que par construction ¢y, est une
fonction constante le long d’une direction et n’a donc de coefficients de Fourier que
pour k appartenant au module de résonance associé, qui est un sous-réseau de dimen-
sion 1. Le quasimode 15, a donc principalement un seul coefficient de Fourier, celui
pour k = k. Ensuite, il a des coefficients de Fourier dans le sous-réseau, qui sont d’or-
dre h¥ < 1. Enfin, le reste de ses coefficients de Fourier sont d’ordre 7%~ < K.

Par ailleurs, les quasi-valeurs propres sont de la forme
By = H (hkg) + B ((Kp)) (hkp) 4+ O (R*HH)

avec v = min (u + k — 1, ). En utilisant K — Ky € \I/(%*‘S (T)etr < p<1—90,cela
implique que
Ep = H (hkp) + W' ((Ko)) (hks) + O (R .

Pour ces quasimodes résonants, une valeur v qui tendrait vers zéro signifierait que les
autres coefficients de Fourier £ # kj commencent a prendre de I'importance. Or, on
peut rendre v petit de deux manieres.

- Si k > 1, ce qui signifie que I'on a appliqué une perturbation plus petite que /2,
alors v = p et cela impose de rendre p petit. Il s’agit dans ce cas de quasimodes
tres proches des surfaces de résonances.

- Si Kk < 1, ce qui signifie que ’on a appliqué une perturbation plus grande que /2,
alors v = pu + k — 1 et il suffit alors de prendre p proche de 1 — « pour rendre v
petit. Dans ce cas, le quasimode habite moins pres de la résonance que dans le cas
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précédent, mais l'intensité de la perturbation est plus forte, et accentue I'influence
de la résonance.

Dans les deux cas, plus le quasimode subit I'influence de la résonance (par les effets
cumulés de sa proximité a la surface de résonance et de l'intensité de la perturbation),
plus sa série de Fourier tend a ”s’étaler” autour du coefficient k = k.

A l'inverse, lorsqu’on laisse 1 se rapprocher de 1 — §, on visite les régions, a l'intérieur
des blocs mono-résonants, qui sont proches de la frontiere avec le bloc non-résonant.
Dans ce cas, la série de Fourier du quasimode se concentre autour de £ = kj et la
quasi-valeur propre prend une forme qui se rapproche de celle des quasimodes non-
résonants.
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