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Notations

NOTATIONS

Tyt Projection sur I’ensemble articulaire ;

Ty ! Projection sur I’espace de travail ;

A Matrice jacobienne parall¢le ;

A Aspect ;

B: Matrice jacobienne sérielle ;

EA Espace articulaire 1i¢ aux articulations motorisées ;

E,.: Espace libre ;

EO Espace opérationnel 1i¢ aux déplacements de la plate-forme mobile ;
Mf. Mode de fonctionnement ;

q: Vecteur de coordonnées articulaires associées aux articulaires motorisées,
Q: Ensemble articulaire,

QA\b.:  Région de base ;

Ql: Espace des configurations libres ;

RA\ . Régions associces ;

S: Surface des configurations singulicres ;

S.: Surface caractéristique, ou pseudo singularités,

V ..(X,q) : Volume des collisions externes (X, q) ;

V.(X,q) : Volume des collisions internes (X, q) ;

V_(X,q) : Volume occupe par le manipulateur dans la configuration (X, q) ;
W : Espace de travalil,

WA : Aspect d’un manipulateur paralléle ;

WA :  Frontiére des aspects ;

WA\, :  Composante de base ;

WI : Espace de travail libre ;

Wu, : Domaine d’unicité ;

X: Vecteur des coordonnées opérationnelles permettant de définir la configuration de

la plate-forme mobile du manipulateur,
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Schématique et moyens informatiques

SCHEMATIQUE

Pour permettre la compréhension des différents mécanismes, nous allons utiliser les

conventions de représentation suivantes :

Nom Schéma de ’articulation

non motorisée R

@ motorisée R

Pivot ou rotoide

non motorisée P

Prismatique
o [ motorisée P
‘@j non motorisée S
Sphérique
j motorisée S
MOYENS INFORMATIQUES

Les applications informatiques présentées dans ce mémoire ont été programmeées en
C++ et pascal objets. La programmation C++ a été réalisée sur station de travail Silicon
Graphique R4400 a 200Mz possédant 170Mo de mémoire vive. Dans le pire des cas et pour
une précision en profondeur 7 des modeles octrees, les temps de calcul n’excédent pas I’heure.
La complexité des algorithmes étant polynomiale, ces temps peuvent étre multipliés par 8
lorsque 1’on augmente de un la précision d’un octree. L’utilisation de librairies standards
(OpenGl, Glut), nous permet d’utiliser ses programmes sur d’autres ordinateurs tels que des

DEC Alpha et des compatibles PC sous Windows 95.
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Un des objectifs de base en robotique est de pouvoir déplacer des objets selon des
trajectoires prescrites. La plupart des manipulateurs développés dans ce but sont de type sériel,
c’est-a-dire qu’ils sont formés par la disposition en série d’articulations et de segments
(chaines cinématiques simples). A 1’origine, leur conception s’inspire du bras humain, les
manipulateurs anthropomorphes. Par la suite, une nouvelle architecture de manipulateur est
apparue pour tester les pneumatiques. Ce manipulateur connu sous le nom de plate-forme de
Gough [Gough 57] est un manipulateur paralléle (Figure 1). Il est constitué d’un ensemble de
chaines cinématiques simples, lui donnant une plus grande rigidité. Pourtant, ce n’est que vers
la fin des années 70 et au début des années 80, que les manipulateurs paralléles ont commencé
a attirer D’attention des mécaniciens et des roboticiens en tant qu’alternative possible aux
structures sérielles. Pour augmenter encore les performances de ces manipulateurs, des
architectures hybrides se sont développées qui allient les atouts des manipulateurs sériels et

paralléles tout en minimisant leurs défauts.

Figure I : Plate-forme de Gough (1947)
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Le but de ce travail est I’étude de la parcourabilité pour les manipulateurs pleinement
parall¢les. Nous suivrons la démarche déja utilisée pour I’étude des manipulateurs sériels.
Ainsi, nous chercherons a définir la notion d’aspect [Borrel 86], a trouver les domaines
d’unicité [El Omri 96] et a étudier I’influence des obstacles sur la parcourabilité de I’espace

de travail [Wenger 89].

Les principaux problémes des manipulateurs pleinement paralléles abordés dans ce
mémoire sont la multiplicité des solutions du modéele géométrique direct et inverse et la
présence de configurations singulieres a I’intérieur de 1’espace de travail. Longtemps, on a
pensé que trouver les singularités permettaient de séparer les solutions du modele géométrique
direct [Hunt 93]. Ainsi, tout domaine de 1’espace de travail non singulier serait associé¢ a un
seul mode d’assemblage, c’est-a-dire a une solution du modéle géométrique direct.
Malheureusement, Innocenti a montré qu’un changement de mode d’assemblage non singulier
pouvait exister au méme titre qu’un changement de posture non singulier pour les

manipulateurs sériels cuspidaux [Innocenti 92].

L’interprétation de ce probléme et la gestion des solutions des modeles géométriques
direct et inverse sont les objectifs principaux de ce mémoire. Nous souhaitons disposer
d’outils permettant d’analyser la parcourabilit¢ des manipulateurs pleinement paralleles dans

leur espace de travail.
Le plan de ce mémoire est le suivant :

Dans le 1 chapitre, nous rappellerons quelques définitions liées a la cinématique et a la
conception des manipulateurs pleinement paralléles. Ainsi, aprés avoir situé¢ ce type de
manipulateur par rapport a toutes les morphologies de manipulateurs, nous étudierons leurs
cinématiques et leurs singularités. Le probléeme de la gestion des solutions des modé¢les

géométriques direct et inverse sera énonce.

Dans le 2™ chapitre, nous étudierons le cas particulier des manipulateurs parall¢les
possédant une seule solution a leur modele géométrique inverse. Nous chercherons a

caractériser les plus grands domaines de 1’espace de travail exempts de toute singularité : les
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aspects. Puis, nous déterminerons les plus grands domaines d’unicité liés aux modeles
géométriques direct et inverse. Ainsi, nous définirons précisément les opérateurs géométriques
liés aux modeles géométriques direct et inverse. Nous proposerons un algorithme hiérarchique

pour I’analyse de trajectoires dans 1’espace de travail.

Dans le 3° chapitre, nous étendrons les définitions énoncées dans le chapitre 2 aux
manipulateurs pleinement paralléles, pouvant avoir plusieurs solutions au modele géométrique
inverse. Celles-ci seront séparées en introduisant la notion de modes de fonctionnement.
Ainsi, nous définirons les aspects généralisés et leurs projections dans I’espace de travail et
I’ensemble articulaire. Nous présenterons les avantages que 1’on peut obtenir en utilisant tous

les modes de fonctionnement d’un manipulateur pleinement parallele.

Dans le 4° chapitre, nous étudierons I’influence des collisions internes et externes sur les
manipulateurs pleinement parall¢les. Leur espace de travail et leur ensemble articulaire seront
alors renommés espace de travail libre et ensemble articulaire libre. Par la suite, nous
définirons les aspects libres ainsi que leur projection dans 1’espace de travail et I’ensemble

articulaire.

Dans le 5° chapitre, nous énoncerons les conditions nécessaires et suffisantes pour la
définition de la parcourabilité dans I’espace de travail. Nous étudierons deux types de
trajectoires, les trajectoires discretes et les trajectoires continues. Nous caractérisons alors les

domaines N - parcourables et T - parcourables.

Dans le 6° chapitre, nous résumerons notre contribution pour I’analyse des
manipulateurs pleinement paralléles. Puis, nous exposerons, dans le 7° chapitre, les

perspectives de recherches ouvertes par ce travail.

Ce mémoire sera illustré par des exemples de manipulateurs pleinement paralleles a
deux ou trois degrés de liberté. Nous n’utiliserons pas de manipulateurs a 6 degrés de liberté
car I’exploitation de leur espace de travail et de leur ensemble articulaire est plus difficile a

montrer sur papier.
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Cinématique et conception des manipulateurs paralleles

1. CINEMATIQUE ET CONCEPTION DES MANIPULATEURS
PARALLELES

1.1. INTRODUCTION

Nous nous intéresserons dans ce travail aux mécanismes articulés, que nous nommerons
« manipulateurs » par abus de langage, méme si les applications visées ne se limitent pas a la

manipulation d’objets.

Pour analyser la parcourabilité des manipulateurs, il est nécessaire de connaitre leurs
propriétés géométriques et cinématiques, leur espace de travail et leurs configurations

singulieres [Chedmail 98].

Dans ce chapitre, nous allons rappeler et introduire quelques définitions permettant de
comprendre les manipulateurs dans le cas général avec leurs applications et le vocabulaire que
nous utiliserons. Puis, nous présenterons les deux classes de manipulateurs que nous allons

étudier dans ce mémoire.

1.2. LES MANIPULATEURS PLEINEMENT PARALLELES

Pour permettre une meilleure compréhension des manipulateurs étudiés dans ce
mémoire, nous allons rappeler ici quelques définitions couramment rencontrées dans la
littérature. Nous porterons notre attention sur des manipulateurs ayant leurs applications
principales dans les domaines suivants: applications médicales, spatiales, industrielles,

simulateurs, machines outils, etc. [Merlet 97].

Définition 1 : Les chaines cinématiques simples

C’est une chaine cinématique dont chaque membre posséde un degré de connexion
(nombre de liaisons mécaniques) inférieur ou égal a deux [Gosselin 88]. Un manipulateur
sériel est formé d’une chaine cinématique simple dont la base et 1’organe effecteur
possedent un degré de connexion de un (c’est-a-dire qu’il n’est relié qu’a un seul corps) et

les autres ¢léments un degré de connexion de deux.
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Ainsi, chaque corps ¢ est reli€ par ses deux « extrémités » a un seul corps, et la base B

et effecteur P ne sont liés qu’a un seul corps ¢ (Figure 2).

Figure 2 : Manipulateur sériel

Ces manipulateurs sont actuellement les plus utilisés. Pour les robots manufacturiers, on
rencontre, par exemple, les morphologies suivantes: les robots anthropomorphes,

cylindriques, sphériques, cartésiens, etc.

De trés nombreuses études ont été réalisées sur ces manipulateurs. Dans les domaines liés a
I’analyse de la parcourabilité de manipulateurs sériels, nous pouvons citer [Denavit 55] pour
la modélisation cinématique, [Borrel 86] pour les aspects, [Wenger 89] pour les aspects

libres et [E1 Omri 96] pour les domaines d’unicité.

Définition 2 : Les chaines cinématiques fermées

C’est une chaine cinématique dont I’un des membres, différent de la base, posséde un

degré de connexion supérieur ou égal a trois [Merlet 97].

|

N

Figure 3 : Manipulateur possédant une chaine cinématique fermée

Dans notre exemple (Figure 3), les corps ¢, ¢,, ¢, et ¢, forment une chaine cinématique

1°

fermée. Ces manipulateurs sont intrinséquement plus rigides que les manipulateurs sériels.
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Définition 3 : Les manipulateurs paralléles

Ce sont des manipulateurs, en chaine cinématique fermée, constitués d’un organe
terminal a n degrés de liberté et d’une base fixe, reliés entre eux par des chaines

cinématiques indépendantes [Merlet 97].

Cette définition restreint considérablement les possibilités de conception des manipulateurs
possédant des chaines cinématiques fermées. Nous pouvons par exemple remarquer que ce
type de manipulateur ne posséde qu'un seul organe terminal. En faisant varier le nombre et la
topologie des chaines du manipulateur, nous obtenons un grand nombre de manipulateurs
paralléles. De plus, nous pouvons trouver des manipulateurs paralleles redondants pour
lesquels le nombre d’actionneurs est supérieur au nombre de degrés de libert¢ commandés de
la plate-forme mobile, ce qui permet de supprimer des configurations singuliéres [Leguay-

Durand 98], [Kock 98].

Définition 4 : Une chaine cinématique élémentaire, la jambe

En parlant d’un manipulateur paralléle, une chaine cinématique élémentaire est une
chalne cinématique reliant la base fixe a I’effecteur du manipulateur. On appelle aussi

celle-ci, jambe d’un manipulateur [Angeles 97].

Contrairement aux manipulateurs sériels, toutes les articulations ne sont pas forcément
motorisées. Leur placement est un probléme important lors de la conception car les
configurations singulieéres du manipulateur sont dépendantes du choix des articulations

motorisées.

Un manipulateur parall¢le est donc constitué de jambes, d’une plate-forme mobile et
d’une base fixe. Ces jambes peuvent posséder plusieurs degrés de liberté. Ainsi, dans
[Hunt 83], on trouve les différentes combinaisons d’articulations permettant d’obtenir une
jambe possédant le nombre de degré de liberté souhaité. Aussi, Merlet propose toutes les
jambes possibles d’un manipulateur plan a trois degrés de liberté [Merlet 96]. Et Leguay-

Durand optimise le choix de chaine cinématique pour obtenir un manipulateur a 3 degrés de
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liberté [Leguay-Durand 98].

Définition 5 : Les manipulateurs pleinement paralléles

Ce sont des manipulateurs comportant autant de jambes que I’effecteur présente de
degrés de liberté. Chaque jambe comporte au plus un actionneur. De plus, aucun segment
d’une jambe ne doit étre reli¢ a plus de deux corps (chaine cinématique série) [Pierrot 91].

Ces manipulateurs sont donc non redondants.

Figure 4 : Manipulateur pleinement parallele simple a 3 degrés de liberté de type 3-RPR

La figure 4 présente un manipulateur pleinement parall¢le possédant 3 degrés de liberté,

3 jambes et 3 articulations prismatiques motorisées (p |, P ,, P 5)-

Plusieurs formules ont été proposées pour reconnaitre un manipulateur pleinement

parallele. Ainsi, Gosselin les caractérise en utilisant la relation suivante [Gosselin 88] :
p(-6)=-6
ou
] p est le nombre de jambes ;

I n est le nombre de solides constituant une jambe (les jambes étant supposées

identiques).
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On peut aussi utiliser la formule donnée par [Earl 83] qui définit un indice de

parallélisme d :

ou
] k est le nombre de boucles indépendantes ;
] T est le nombre de degrés de liberté de la plate-forme mobile.

L’indice de parallélisme est égal a 1 pour un manipulateur parall¢le et 0 pour un manipulateur
série. Malheureusement, il existe des exemples mettant en défaut cette formule ou 1’on trouve

un indice de parallélisme égal a 1 pour un manipulateur non pleinement parall¢le [Bajpai 86].

Dans la suite de ce mémoire, nous découplerons 1’ensemble des manipulateurs

pleinement parall¢les en deux classes :

'] les manipulateurs pleinement paralléles possédant une seule solution au modéele
géométrique inverse et plusieurs au modele géométrique direct que nous appellerons

manipulateurs pleinement paralléles simples ;

'] les manipulateurs pleinement paralleles possédant plusieurs solutions au modéele
géométrique direct et inverse que nous appellerons manipulateurs pleinement

paralleles.

Définition 6 : Les manipulateurs a boucles fermées pleinement paralléles 1égers

Ce sont des mécanismes paralleles dont les actionneurs sont solidaires du bati du

manipulateur [Pierrot 91].

Ainsi, P'inertie des piéces en mouvement est moindre car les actionneurs sont fixes. Le
manipulateur est donc capable d’engendrer des vitesses et des accélérations importantes.
Parmi les manipulateurs pleinement paralléles 1égers, on peut citer le Delta [Clavel 88],

I’Hexa [Pierrot 91], etc..
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Dans la figure 5, les articulations motorisées sont les pivots A |, A,, A placés sur la

base du manipulateur.

o
;ﬁ/ A, A, ;:/‘:'7
/ /

Figure 5 : Manipulateur pleinement parallele léger a 3 degrés de liberté de type 3-RRR

Définition 7 : Les manipulateurs hybrides

Ce sont des manipulateurs possédant une structure sérielle dans laquelle on a inséré une

ou plusieurs boucles fermées (Figure 6).

Figure 6 : Manipulateur hybride a trois degrés de liberté

L’insertion de ces boucles permet d’augmenter la rigidit¢ du manipulateur et d’en diminuer le
poids. Ainsi, dans le manipulateur Hitachi-HPR [Dombre 88], la présence d’un
parallélogramme permet de déplacer la motorisation du deuxiéme axe tout en augmentant sa

rigidité. Pour les manipulateurs paralléles, il est possible de leur ajouter en série, par exemple,
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un poignet sphérique ou de les assembler sur une chaine sérielle [Chablat 98¢]. Ce type de
manipulateur a ¢ét¢ étudié en particulier par [Bajpai 86], [Lallemand 97] et [Leguay-
Durand 97].

Conclusion

Le tableau 1 regroupe les propriétés des manipulateurs sériels et des manipulateurs

paralleles.
Manipulateur sériel Robot parallele
= Succession de segments en série de la base | = Tout segment au contact de la base et de
vers I’effecteur I’effecteur
= Chaine cinématique ouverte = Chaine cinématique fermée
+ Important espace de travail - Espace de travail restreint
- Faible précision + Grande précision
- Faible charge transportable + Lourde charge transportable
- Faible rigidité + Trés rigide

Tableau 1 : Comparatif entre manipulateur sériel et manipulateur parallele

Dans la suite de notre étude, nous étudierons uniquement les manipulateurs pleinement
paralléles. Les applications de ces manipulateurs sont multiples. Bien que leurs applications
initiales soient les simulateurs de vol et les testeurs de pneumatiques [Gough 57], ils ont fait
leur apparition dans les domaines ou vitesse, accélération et précision sont essentielles. On
trouve par exemple ces manipulateurs dans le domaine de la télé-opération avec des

manipulateurs a retour d’efforts [Long 92].

Une autre application, plus récente encore, est I’utilisation pour les machines outils de
manipulateurs paralléles. En effet, pour accroitre la production des centres d’usinage, les
vitesses d’avance et les vitesses de rotation de broche ont augmenté considérablement. Cette
nouvelle technologie est « 1’'usinage grande vitesse » [Neugebauer 98]. Parmi ces nouvelles

machines d’usinage, 1I’Hexapode est 1'une des plus connue. D’importants problémes
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subsistent, au niveau de la planification de trajectoires et de ’implantation des logiciels de
simulation et de CFAO. Cependant, les qualités intrinséques des manipulateurs paralléles
doivent permettre d’atteindre les objectifs de I'usinage grande vitesse (grandes vitesses et
accélérations). De plus, la structure paralléle de ces nouvelles machines peut sensiblement
faire baisser les cofits de maintenance (toutes les jambes et tous les moteurs sont identiques) et

surtout la masse des machines outils qui n’ont fait que s’accroitre ces derni¢res années.

1.3. CONFIGURATIONS ET POSTURES

Dans ce paragraphe, nous allons présenter quelques définitions liées aux manipulateurs
paralléles. En effet, certains termes utilisés pour les manipulateurs sériels peuvent étre

incomplets lorsqu’on les utilise pour les manipulateurs parall¢les.

Ainsi, le terme de configuration peut posséder des significations différentes.

Définition 8 : Configuration articulaire

Nous appellerons configuration articulaire q d’un manipulateur I’ensemble des n
coordonnées géneralisees, lices aux articulations motorisees, notées q, ..., q, tel que
q=I[q, ... q,]". Cependant, une configuration articulaire ne permet pas de définir de
manicre unique la position et I’orientation c’est-a-dire la configuration de la plate-forme
mobile si le manipulateur posséde plusieurs solutions au modele géométrique direct ou

plusieurs modes d’assemblage.

Définition 9 : Configuration de la plate-forme mobile

Nous appellerons configuration de la plate-forme mobile X d’un manipulateur,
I’ensemble des m coordonnées généralisées, notées X |, ..., X, permettant de définir la
position et I’orientation de la plate-forme mobile, tel que X =[X |, ..., X ]". Cependant, la
configuration de la plate-forme mobile X ne permet pas de définir la posture, c’est-a-dire la
position et 1’orientation de tous les solides constituant les jambes si le manipulateur

possede plusieurs solutions au modele géométrique inverse.
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Définition 10 : Changement de mode d’assemblage

Les différents modes d’assemblage d’un manipulateur paralléle sont dus a I’existence de
plusieurs solutions au modele géométrique direct. Il est ainsi possible d’associer plusieurs

modes d’assemblage pour les mémes configurations articulaires. Un changement de mode

d’assemblage revient a changer de solution du modele géométrique direct (Figure 7).

Figure 7 : Changement de mode d’assemblage d’un manipulateur 3-RRR

Définition 11 : Changement de posture

Les différentes postures des jambes d’un manipulateur paralleéle sont dues a I’existence
de plusieurs solutions au modele géométrique inverse. Nous associons ainsi plusieurs
postures pour la méme configuration de la plate-forme mobile du manipulateur. Un

changement de posture revient a changer de solution du modéle géométrique inverse

(Figure 8).

Figure 8 : Changement de posture d’un manipulateur 3-RRR
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Définition 12 : Configuration d’un manipulateur

Nous appellerons configuration (X, q) d’un manipulateur, 1’ensemble des n+m
coordonnées généralisées, notees (q , ..., q, X, ..., X ). Ainsi, pour les manipulateurs
pleinement paralléles et en-dehors de toute configuration singuliére, une configuration
(X, q) permet de définir la situation de tous les solides le constituant, c’est-a-dire les

jambes et la plate-forme mobile.

Pour simplifier 1’écriture, nous parlerons simplement de configuration pour désigner la

configuration d’un manipulateur.

1.4. ESPACE ARTICULAIRE ET ESPACE OPERATIONNEL

On peut définir une relation entre les entrées (q), c¢’est-a-dire les variables articulaires
motorisées et les sorties (X), c’est-a-dire les configurations de la plate-forme mobile d'un

manipulateur de la manicre suivante :

FX, q)=0 (1)
Cette définition peut étre appliquée a tout type de manipulateur, qu’il soit sériel ou

parall¢le. On note :

] EA  Despace articulaire li€¢ aux articulations motoris€ées q (n désigne le nombre

d’articulations motorisées) ;

] EAP _ T’espace articulaire li€ aux articulations passives ¢ (r désigne le nombre

d’articulations passives) ;

] EO _ I’espace opérationnel li¢ aux configurations de la plate-forme mobile (m designe le

nombre de degré de liberté de la plate-forme mobile).

1 EC_, . Tespace des configurations du manipulateur defini sur le produit cartésien de

EA_etEO de dimension n + m.

On pourrait faire une distinction supplémentaire en ce qui concerne 1’espace articulaire

li¢ aux articulations motorisées EA_ car les articulations motorisées ne sont pas forcément les
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articulations sur lesquelles sont placées les capteurs de positions [Baron 98].

A partir de la relation (1), on peut calculer le modéle géométrique direct et inverse du
manipulateur et ses configurations singuliéres. Lors de la résolution de ces modeles, les
articulations passives q, sont €liminées. Cependant, il peut étre intéressant de les faire
apparaitre si 1’on doit tenir compte des limites articulaires propres a chaque type d’articulation

ou lorsque des singularités particulieres apparaissent [Zlatanov 98], [Leguay-Durand 98].

1.5. LES MODELES GEOMETRIQUES INVERSE ET DIRECT

La résolution des modéles géométriques direct et inverse est un probléme important de
la robotique et plus généralement de 1’é¢tude des manipulateurs. Le modele géométrique
inverse d’un manipulateur paralléle doit permettre de trouver 1’ensemble des configurations
articulaires permettant de placer la plate-forme du manipulateur dans la configuration voulue.
Alors que le modele géométrique direct doit permettre de trouver I’ensemble des
configurations de la plate-forme mobile du manipulateur en fonction d’une configuration

articulaire donnée.

1.5.1. LE MODELE GEOMETRIQUE INVERSE

La résolution du modele géométrique inverse ne pose généralement pas de probléme.
Dans le cas de certains manipulateurs possédant des articulations prismatiques motorisées
(Figure 9 a), nous obtenons unicité de solutions pour le modele géométrique inverse. Sinon, il

peut exister plusieurs solutions a ce modele (Figure 9 b).

Figure 9 : Calcul du modele géométrique inverse
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Pour calculer le modele géométrique inverse, on écrit un systéeme d’équations non-

linéaires dont chaque €équation est associée a une jambe du manipulateur.

Chaque jambe est caractéris€e par une origine A et une extrémité B.. La configuration
X de la plate-forme mobile permet de définir la position des points extrémes de chaque jambe.
On peut ainsi €crire le modele géometrique inverse pour chaque jambe A B = H(X). Ce
modele peut devenir ardu dans le cas de manipulateurs spatiaux si la structure des jambes est
complexe. Cependant, la résolution de ce probléme est simplifiée par le fait que généralement,

toutes les jambes d’un manipulateur pleinement paralléle sont identiques.

1.5.2. LE MODELE GEOMETRIQUE DIRECT

La résolution du modele géométrique direct des manipulateurs pleinement paralléles est
un probléeme complexe. Sa difficulté est comparable a celle du modele géométrique inverse
pour les manipulateurs sériels. Ainsi, de nombreuses recherches ont été réalisées pour

résoudre les problémes suivants :
[0 la recherche du nombre maximal de solutions réelles ;
"] la recherche rapide d’une solution a partir d’une configuration connue ;

] la simplification du mod¢le par I’ajout de capteurs additionnels.

Recherche du nombre maximal de solutions réelles

Dans un premier temps, on a cherché le nombre de solutions du modele géométrique
direct pour un manipulateur paralléle général. Ainsi, Ronga a démontré que le nombre
maximum de solutions est de 40 [Ronga 92] et Dietmaier a récemment trouvé pour une plate-

forme de Gough 40 modes d’assemblage [Dietmaier 98].

Pour des manipulateurs particuliers, et a partir du polyndme caractéristique issu du
systéme d’équations obtenu pour la résolution du modéle géométrique inverse, il est possible
de connaitre le nombre de solution du modele géométrique direct. Ainsi, pour le manipulateur
3-RPR, Gosselin propose d’utiliser le théoréme de Bezout et Sturm [Gosselin 94]. De ce

nombre de solutions dépend le nombre maximum de mode d’assemblage de la plate-forme
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mobile que 1’on se propose de gérer.

Recherche rapide d’une solution a partir d’une confisuration connue

Pour améliorer la résolution du modele géométrique direct, des méthodes numériques
ont été étudiées pour permettre de trouver, a partir d’une configuration donnée et compte tenu
d’une modification des coordonnées articulaires, la configuration de la plate-forme mobile
[Gosselin 96]. Cependant, des problémes de continuité se posent lorsque la configuration du
manipulateur est proche d’une configuration singulieére. Dans ce cas, il est possible que
I’algorithme de résolution change le manipulateur de mode d’assemblage. Ainsi, Chételat

décrit un algorithme numérique permettant d’éviter ce probleme [Chételat 97].

Simplification du modéle par ajout de capteurs additionnels

Pour simplifier la résolution du modele géométrique inverse, Merlet propose d’ajouter
des capteurs additionnels sur les articulations passives [Merlet 93]. Pour résoudre ce
probléme, il est nécessaire de savoir ou positionner les capteurs additionnels, d’en connaitre le
nombre. Ces ¢tudes doivent permettre, dans certains cas, d’avoir une solution explicite du
modele géométrique direct et ainsi en permettre une résolution en temps réel [Tancredi 95]
[Baron 94]. Il devient alors possible de connaitre le mode d’assemblage courant et donc la
configuration du manipulateur. Cependant, 1’ajout de capteurs augmente le colt du
manipulateur. C’est pourquoi, il est indispensable de connaitre la précision a donner a chaque
capteur pour obtenir la précision demandée sur la position et 1’orientation de la plate-forme

mobile.

Notes

a) Lors de la résolution du modéle géométrique inverse d’un manipulateur sériel, il est
possible de découpler la position et 1’orientation lorsque le manipulateur est pourvu
d’un poignet sphérique. Pour tenter de simplifier la résolution du modéele
géométrique direct des manipulateurs paralléles, des recherches ont été conduites afin

de découpler I’orientation et la position de la plate-forme mobile [Innocenti 91].
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Ainsi, Khalil étudie un manipulateur parallele spatial (Figure 10) ou la position est
donné¢e par les trois articulations prismatiques (p,, p,, p,) et l'orientation par
Py Ps P [Khalil 96]. On peut ¢galement citer le 2-delta qui n’est pas un
manipulateur pleinement paralléle mais hybride qui permet de découpler la position
et ’orientation de la plate-forme mobile en utilisant deux manipulateurs delta

[Lallemand 97].

b) Dans la suite de notre étude, nous utiliserons les modeles géométriques directs de
manipulateurs connus. Lorsqu’il n’existe pas de solutions analytiques, nous
utiliserons 1’algorithme de Laguerre pour trouver les racines réelles de ce polyndme

[Press 90].

Figure 10 : Manipulateur pleinement paralléle a 6 degrés de liberté avec position et

orientation de la plate-forme mobile découplée d’apres [Khalil 96]

1.6. L’ENSEMBLE ARTICULAIRE ET L’ESPACE DE TRAVAIL

1.6.1. L’ENSEMBLE ARTICULAIRE

L’ensemble articulaire Q est I’ensemble des positions articulaires motorisées permettant

d’assembler le manipulateur.

1 QcEA,

Vi<n qimingqisqimax
_{ q€e EA /q,€ EAP, ]
- Q ! VJSI' qu minSquSqumax
3X e EO_ / F(X,q)=0

Le calcul de I’ensemble articulaire est, a notre connaissance, peu abordé¢ dans la
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littérature. Dans notre étude, nous serons amenés a le calculer pour définir les domaines
d’unicité ainsi que les aspects généralisés. Contrairement aux manipulateurs sériels,
I’ensemble articulaire des manipulateurs pleinement paralleles n’est pas un hyper-
parallélogramme rectangle engendré par les variations des différentes articulations motorisées.
De plus, cet ensemble n’est pas toujours connexe. C’est pourquoi nous parlons d’ensemble

articulaire et non de domaine articulaire.

Ainsi, le manipulateur pleinement paralléle 2-RPR (Figure 11) a deux degrés de libert¢,
peut avoir un ensemble articulaire non connexe pour certaines dimensions [Alexandre 96]
(Figure 12 et 13). Dans cet exemple, les articulations motorisées sont les pivots A et B, dont
les valeurs articulaires o, et o, peuvent varier de 0 a 27. Les articulations prismatiques (p | et

p ,) constituent alors les seules but€es de ce manipulateur.

A Y

A L B

Figure 11 : Manipulateur pleinement paralléle plan a 2-RPR

y o A
a,
>
0 T 2n
Figure 12 : Espace de travail d’'un Figure 13 : Ensemble articulaire d’un
manipulateur pleinement parallele 2-RPR manipulateur pleinement parallele 2-RPR
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1.6.2. L’ESPACE DE TRAVAIL

L’espace de travail W définit ’ensemble des configurations accessibles de la plate-
forme mobile. 1l se caractérise par I’ensemble des positions et orientations accessibles par un

repére li¢ a la plate-forme mobile :
TW cCEO,
1 VXeW,3qe Q,FX,q)=0

On remarque que le terme « espace de travail » bien que couramment employé n’est pas
complétement adapté car il ne s’agit pas d’un espace mais d’un ensemble. Nous aurions pu
nommer l’espace de travail « ensemble opérationnel », cependant dans ce mémoire nous

conserverons le terme courant d’espace de travail.
II existe plusieurs projections de 1’espace de travail :

1 I’espace de travail maximal, qui correspond a I’ensemble des positions accessibles par la

plate-forme mobile pour au moins une orientation de celle-ci ;

"1 I’espace de travail dextre, qui correspond a I’ensemble des positions accessibles par la

plate-forme mobile pour toutes les orientations de celle-ci ;

" I’espace de travail a orientation constante, qui correspond a I’ensemble des positions

accessibles par la plate-forme mobile pour orientation de celle-ci donnée ;

Dans notre étude, nous utiliserons I’espace de travail et non ses projections. Cependant, nous
pourrions nous intéresser a 1’espace de travail dextre. Ainsi, il pourrait étre intéressant de
caractériser les domaines de 1’espace de travail ou la plate-forme mobile puisse réaliser toutes

les trajectoires pour n’importe quelle orientation.

Pour calculer ces différents types d’espaces de travail, on peut utiliser les trois méthodes

suivantes :
"1 méthode géométrique [Merlet 97] ;

") méthode algébrique [Jo 89] [Haugh 95] ;
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'] méthode algébrique par discrétisation [Chablat 97].

Les méthodes géométriques permettent de calculer rapidement la frontiere de 1’espace
de travail. Elles peuvent intégrer les contraintes liées aux limites articulaires et des collisions
entre segments. Dans le cas des manipulateurs plans ou spatiaux, il est possible de trouver la
fronticre de I’espace de travail, pour une orientation et une hauteur données [Merlet 97].
Cependant, la reconstruction de I’espace de travail totale est difficile. Cette méthode est le
plus souvent utilisée pour calculer des espaces de travail de manipulateurs dont les
articulations motorisées sont des articulations prismatiques. Nous utilisons cette méthode pour

le calcul de I’espace de travail du manipulateur pleinement paralléle RR-RRR.

Les méthodes algébriques sont plus difficiles a appliquer car elles augmentent la
dimension du probléme en introduisant des variables supplémentaires. Elles consistent a
résoudre un probléme d’optimisation en introduisant des pénalités aux fronticres [Jo 89].

Nous ne les utiliserons pas dans ce mémoire.

La troisiéme méthode, que nous employons, utilise le modéle géométrique direct et
inverse pour calculer I’ensemble des configurations que le manipulateur peut atteindre. Ces
données sont enregistrées dans une structure hiérarchique (quadtree pour deux dimensions et
octree pour trois dimensions). Cette méthode bien que coliteuse numériquement et en place
mémoire est trés facile a programmer. De plus, en utilisant 1’algorithme présenté en annexe
9.5, on peut connaitre une borne maximale du temps de calcul car on connait le nombre de
calcul du modele géométrique inverse effectués pour calculer par exemple I’espace de travail.
Cependant la méthode de calcul de ces ensembles n’est pas le théme central de ce travail.
Nous aurions pu, par exemple, appliquer la méthode introduite par Merlet qui utilise des
boites pour calculer 1’espace de travail ou les singularités [Merlet 98]. Notre but premier est
de disposer d’outils simples permettant d’effectuer des analyses de connexité et des tests
d’appartenance rapides sur ces ensembles. C’est pour ces raisons que nous utilisons des

quadtrees et des octrees.
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1.7. SINGULARITES

Pour tous les manipulateurs, de type sériel ou paralléle, on trouve des configurations
dites singulieres ou le nombre de degrés de liberté de la plate-forme mobile est différent de la
dimension de 1’espace opérationnel dans lequel il évolue. Ainsi, un manipulateur pleinement

paralléle peut gagner ou perdre un ou plusieurs degré(s) de liberté.

De plus, ces configurations peuvent se situer sur la frontiére de 1’espace de travail, comme
2

pour les manipulateurs sériels ainsi qu’a I’intérieur. Ce sont ces singularités qui seront les plus

perturbantes pour la génération de trajectoires. Ainsi, au voisinage de ces singularités, on

rencontre les problémes suivants :

"1 Une augmentation importante des efforts dans les articulations pouvant endommager la

structure du manipulateur ;

1 Une perte de rigidité du manipulateur qui peut se traduire par une instabilité de la plate-
forme mobile, c’est-a-dire des mouvements incontrolés de celle-ci alors que les

articulations motorisées sont bloquées.

Pour rechercher ces configurations singuliéres, il existe deux approches. La premic¢re méthode
est une méthode analytique fondée sur 1’é¢tude des matrices jacobiennes du manipulateur. La

seconde méthode est une méthode géométrique utilisant la géométrie de Grassmann.

1.7.1. METHODE ANALYTIQUE

La méthode analytique repose sur I’étude de I’équation (1) et nous utiliserons I’approche
retenue par [Gosselin 90] pour les identifier. Ainsi, par une dérivation au premier ordre de

I’équation (1), nous obtenons 1’équation suivante :

At+Bq=0 2)

Avec :

©
ot E|: :| dans le cas des manipulateurs plans, ou @ représente la vitesse de rotation plane
c

et ¢ la vitesse de déplacement dans le plan ;
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'] t=[®] dans le cas des manipulateurs sphériques, ou ® représente le vecteur rotation ;

(0]
ot E|: :| dans le cas des manipulateurs spatiaux, ou @ représente le vecteur rotation et ¢
c

la vitesse de déplacement dans 1’espace ;

q= [q, 59, .. 3q,]" représente le vecteur des vitesses articulaires liées aux
articulations motorisées ;

"1 A et B sont deux matrices jacobiennes et 0 le vecteur nul de dimension m. Dans la suite
de ce mémoire, nous nommerons la matrice A, matrice jacobienne parallele et la

matrice B, matrice jacobienne sérielle. A partir de 1’étude de ces deux matrices,

Gosselin propose de définir trois types de configurations singuli¢res [Gosselin 90].

Notes :

a) Pour les manipulateurs pleinement paralleles simples, la matrice jacobienne sérielle
est une matrice diagonale ou chaque terme est associé a la longueur des articulations
prismatiques ;

b) Dans la plupart des études réalisées sur les manipulateurs pleinement paralleles, on
écrit souvent I’équation (2) : t=J q avec J = A "' B.

Ce formalisme, emprunté aux manipulateurs sériels, ne permet pas de distinguer les
différents types de configurations singuliéres. De plus, cette notation utilise
implicitement 1’inversion de la matrice jacobienne parallele qui n’est pas toujours

inversible.

Pour permettre une meilleure compréhension de notre travail, nous avons introduit le

vocabulaire suivant pour appeler les singularités des manipulateurs paralleles.

Définition 13 : Les singularités paralléles

Les singularités paralléles sont dues a la perte de rang de la matrice jacobienne paralléle

A, c’est-a-dire lorsque Det(A) = 0. Dans ce cas, il est possible de déplacer la plate-forme
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mobile alors que les articulations motorisées sont bloquées. Dans ces configurations, le
manipulateur gagne un ou plusieurs degré(s) de liberté. Ces singularités sont propres aux

manipulateurs paralléles.

Des singularités paralleles existent a D'intérieur de 1’espace de travail ce qui est
particuliérement génant lorsque 1’on souhaite planifier des trajectoires. Cependant, nous

verrons dans le chapitre 3.4.1 que dans certains cas, nous pouvons éviter ces singularités .

Pour le manipulateur a 5 barres de la figure 14, lorsque les pivots C, D et P sont alignés, on
peut provoquer un déplacement infinitésimal du point P suivant une direction perpendiculaire

a (C, D) alors que les articulations motorisées A et B sont bloquées.

y D
L,
B
L,
P
Lo - (P (Xa Y)
L,
C
L,
A O/O X o

Figure 14 : Exemple de singularité parallele

Définition 14 : Les singularités sérielles

Les singularités sérielles sont dues a la perte de rang de matrice jacobienne sérielle B,
c’est-a-dire lorsque Det(B) = 0. Dans ce cas, il n’est pas possible d’engendrer certaines
vitesses de la plate-forme mobile. Les singularités sérielles représentent les limites de
I’espace de travail [Merlet 97]. Dans ces configurations, le manipulateur perd un ou

plusieurs degré(s) de liberté.

Pour le manipulateur a 5 barres de la figure 15, lorsque les pivots A, C et P ou B, D et P sont
alignés, il n’est pas possible de produire une vitesse suivant I’axe (A, P). Nous nommons ce

type de singularité, singularité sérielle, car le méme phénoméne existe pour les manipulateurs
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sériels.

Figure 15 : Exemple de singularité sérielle

Définition 15 : Les singularités paralléles / sérielles

Les singularités paralléles / sérielles sont dues a la perte de rang simultanée des matrices
jacobiennes A et B. Dans ce cas, il est possible de déplacer de maniére infinitésimale la

plate-forme mobile alors que les articulations motorisées sont bloquées et inversement.

Note

Il existe un autre type de singularités, les singularités structurelles, qui apparaissent
pour des dimensions particulieres des manipulateurs. Dans ce cas, pour des configurations
articulaires particuliéres, le modele géométrique direct admet une infinité de solutions c’est-a-

dire une infinité de configurations pour la plate-forme mobile.

Pour le manipulateur a 5 barres de la figure 16, lorsque les points C et D coincident, il existe

une infinité de positions pour le point P alors que les pivots A et B sont bloqués.
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Y

10

Figure 16 : Exemple de singularité structurelle
De nombreuses ¢études utilisent les matrices jacobiennes pour déterminer les
configurations singuli¢res des manipulateurs paralléles. Parmi celles-ci, on peut citer
[Gosselin 90], [Gosselin 95], [Sefrioui 93], [Mohammadi 95] pour les manipulateurs plans

et [Ma 91], [Dheeman 97] et [Khalil 96] pour les manipulateurs spatiaux.

Ainsi, Sefrioui représente les singularités d’un manipulateur plan RPR simplifi¢ pour
des orientations données [Sefrioui 93]. Khalil représente les singularités paralleles d’une
plate-forme de Gouth pour une position donnée (Figure 17) ou pour une orientation donnée
(Figure 18) de la plate-forme mobile [Khalil 96]. Cependant, il est difficile de calculer toutes

les configurations singuli¢res de ce manipulateur et surtout de les représenter.
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Figure 17 : Singularité d’une plate-forme de  Figure 18 : Singularité d’une plate-forme de
Gouth pour une position donnée d’apres Gouth pour une orientation donnée d’apres
[Khalil 96] [Khalil 96]
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Limites de la méthode

Nous venons d’inventorier les différentes singularités des manipulateurs que 1’on peut
trouver en étudiant les matrices jacobiennes issues de 1’équation (1). Ainsi, si I’on prend en
compte toutes les articulations, c’est-a-dire I’espace, les articulations motorisées, les
articulations passives, on trouve des singularités particuliéres qui se traduisent par une
mobilité d’une partie du manipulateur, les jambes [Zlatanov 98]. De plus, si ’on n’étudie que
les déplacements dans 1’espace de la tache, il peut exister des singularités non définissables a
partir des matrices jacobiennes. Ainsi, pour le syntaxeur développé par Reboulet (Figure 19),
manipulateur a trois degrés de liberté en translation, Leguay-Durand montre qu’il existe des
singularités pour lesquelles des rotations de la plate-forme apparaissent [Leguay-Durand 98].
La nature des mouvements induits par ces singularités n’est pas définie car 1’écriture des
dérivés partielles ne se fait que par rapport aux variables de son espace opérationnel, c’est-a-

dire X, Y et Z.

Figure 19 : Géométrie et parametres du syntaxeur développé par Reboulet extrait de
[Leguay-Durand 98]
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1.7.2. METHODE GEOMETRIQUE
Les limites de la méthode analytique sont dues a la complexité de la matrice jacobienne
parallele lorsque I’on étudie des mécanismes spatiaux a 6 degrés de liberté. Pour résoudre ce

probléme, Merlet a utilis¢ la géométrie de Grassmann qui repose sur ’utilisation des vecteurs

de Pliicker [Merlet 89].

Vecteurs de Pliicker

Pour construire un vecteur de Pliicker [Pliicker 1865], on considére deux points M | et
M, placés sur une droite, ainsi qu’une origine O placée dans un repére orthonormé (X, Y, Z)

(Figure 20). Un vecteur de Pliicker de dimension 6 est défini tel que :

po| i 3
oM, A0M, ()

\4

X M,

Figure 20 : Définition d 'une droite de Pliicker

En étudiant la matrice jacobienne paralléle A, on retrouve I’expression des vecteurs de
Pliicker associée a la géométrie du manipulateur. Aussi, la géométrie de Grassmann nous
permet-elle de trouver les configurations singuliéres du manipulateur. En effet, Grassmann a
montré que la dépendance linéaire des vecteurs de Pliicker induit des relations géométriques
sur les droites associées. Ainsi, la dégénérescence de la matrice jacobienne paralléle implique
donc une dépendance linéaire de ces vecteurs. Pour un manipulateur a 6 degrés de liberté
possédant une matrice jacobienne paralléle de dimension 6, on peut étudier les variétés de

dimension inférieure.

25/01/01 D. Chablat 40



Cinématique et conception des manipulateurs paralleles

Application

Pour un manipulateur pleinement paralléle a 6 degrés de liberté, Murareci interpréte
toutes les singularités issues de 1’é¢tude des différentes variétés de Grassmann [Murareci 97].
La variété de Grassmann de dimension 5 (Figure 21), nommée complexe, est engendrée

lorsque toutes les lignes sont concourantes avec une ligne de 1’espace.

X

Figure 21 : Variété de Grassmann de dimension 5

Pour un manipulateur spatial a 6 degrés de liberté, Collins représente les deux variétés

de Grassmann de dimension 5 (Figures 22 et 23) [Collins 95].

Figure 22 : Singularité de type 5a Figure 23 : Singularité de type 5b

1.7.3. CONCLUSION

Dans ce paragraphe, nous venons de présenter deux méthodes permettant de caractériser
les configurations singuliéres des manipulateurs paralleles. Dans la suite de notre étude, nous
¢tudierons les singularités en utilisant la méthode algébrique. Cependant, il est possible
d’utiliser la méthode géométrique pour trouver les configurations singuliéres si la complexité

des matrices jacobiennes ne permet pas un calcul rapide de celles-ci.
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1.8. OBJECTIFS DES DOMAINES D’UNICITE

Nous venons de voir dans les paragraphes précédents que les manipulateurs pleinement
paralléles pouvaient admettre plusieurs solutions a leurs modeles géométriques direct et
inverse. L’un des objectifs de ce mémoire est la définition d’un opérateur géométrique c’est-a-
dire une fonction entre 1’ensemble articulaire Q appartenant a 1’espace articulaire 1i¢ aux
articulations motorisées EA_ et I’espace de travail W appartenant a I’espace opérationnel £O
(Figure 24). Nous allons rappeler les différents types de relations que nous pouvons établir

entre ces deux ensembles.

EA EO

m

Figure 24 : Relations entre [’ensemble articulaire et [’espace opérationnel

Définition 16 : Produit cartésien de deux ensembles

On appelle produit cartésien d’un ensemble E par un ensemble F [’ensemble des

couples (x, y) dont le premier élément appartient a E et le second ¢lément a F. On a donc :
E><F={(x,y)|xe E,ye F}

Dans notre étude, nous poserons le produit cartésien W x Q entre 1’espace de travail W et

I’ensemble articulaire Q. On a donc :
W><Q={(X,q)|Xe W, qe Q}

Définition 17 : Relation binaire

On appelle relation binaire R d’un ensemble E vers un ensemble F une proposition

vraie pour certains couples de I’ensemble produit E X F , fausse pour les autres.

L’ensemble des couples vérifiant la relation est le graphe de la relation :
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GZ{(x,y)e ExF |ny}

Les modeles géométriques direct et inverse définissent une relation binaire entre les éléments
de I’espace de travail W et I’espace articulaire Q. L’ensemble des couples (X, q) est
I’ensemble des configurations du manipulateur telles que F(X, q) =0. On rappelle qu’une
configuration du manipulateur, définie par (X, q) est donnée par une configuration articulaire

a laquelle est associée un mode d’assemblage (voir paragraphe 1.3, définition 12).

Définition 18 : Application

Soient deux ensembles E et F. On appelle application de E vers F toute relation
fonctionnelle f qui a tout ¢lément x de E fait correspondre un élément unique y de F. On

note :

f
x —>y=1x)

Pour les manipulateurs pleinement paralleles simples, on peut écrire la relation suivante :
q = g(X) ou g est ’opérateur géométrique inverse.

Cependant, dans le cas général, il n’est pas possible de définir une telle notation. Aussi,
nous allons définir les modes de fonctionnement (Paragraphe 3.2) des manipulateurs
pleinement paralléles pour gérer les postures de chaque jambe et pour pouvoir établir une telle

relation.

Définition 19 : Application bijective

L’application f est bijective si tout ¢lément de F est I’image par f d’un élément unique
de E. On dit alors que f établit une bijection entre les ensembles E et F. Si f est une
application bijective de E sur F, il existe une application bijective de F sur E, noté f-!,

appelée application inverse de f (Figure 25).
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xR

Figure 25 : Application bijective

Pour les manipulateurs parall¢les, on ne peut établir une telle relation que si les modeles
géométriques direct et inverse admettent une seule et unique solution. Or, les manipulateurs
pleinement parall¢les admettent plusieurs solutions a leur modéle géométrique direct et
inverse. Nous allons donc, dans les chapitres 2 et 3, caractériser les domaines d’unicité
permettant de définir une application bijective entre 1’espace de travail W et 1’ensemble

articulaire Q.

1.9. CONCLUSION

Nous venons de rappeler dans ce chapitre quelques définitions que nous allons utiliser
dans notre étude des manipulateurs pleinement parall¢les. Pour caractériser les domaines de
I’espace de travail exempts de configurations singulieres, le calcul des modéles géométriques

direct et inverse sera abondamment utilisé.
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2. LES MANIPULATEURS PLEINEMENT PARALLELES SIMPLES

2.1. INTRODUCTION

Nous avons vu dans le paragraphe 1.2 qu’il existait deux types de manipulateurs
pleinement parall¢les. Nous allons, pour commencer, étudier les manipulateurs pleinement
paralléles simples. Le but de ce chapitre est de définir les domaines d’unicité pour ce type de

manipulateurs paralléles.

Pour définir ces domaines, Borrel a introduit la notion d’aspect pour les manipulateurs
sériels [Borrel 86]. A I’intérieur de ces domaines, il est possible de réaliser des trajectoires
continues sans rencontrer de configurations singulieres. La résolution de ce probléme permet

de faciliter considérablement la planification des trajectoires.

Nous allons écrire la définition des aspects pour les manipulateurs pleinement paralléles
simples et en donner ses limites. Cette définition ne s’applique que pour ce type de
manipulateur mais elle permet de mieux comprendre le probléme, car elle est duale de celle

qui s’applique aux manipulateurs sériels.

Depuis [Innocenti 92], nous savons que les aspects ainsi obtenus ne permettent pas
d’obtenir les plus grands domaines d’unicité de I’espace de travail. Ainsi, nous verrons qu’il
est possible de changer de mode d’assemblage sans rencontrer de configuration singuliére.
Pour résoudre ce probléme, nous définissons les surfaces caractéristiques pour découper les
aspects précédemment trouvés et obtenir les plus grands domaines d’unicité de ces

manipulateurs.

Nous terminerons ce chapitre par un inventaire des différents types de trajectoires

pouvant €tre exécutées dans 1’espace de travail.

Ce chapitre synthétise les résultats que nous avons présentés dans [Wenger 97a],

[Wenger 97b] et [Wenger 98].
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2.2. RAPPEL : LES ASPECTS POUR LES MANIPULATEURS SERIELS

Avant de rappeler la définition de la notion d’aspect, nous allons reposer le probléme.
La multiplicité des solutions au modéle géométrique inverse d’un robot sériel s’illustre
facilement par I’exemple du robot anthropomorphe. En effet, celui-ci admet deux postures
« coude haut » et « coude bas » (Figure 26). Il est nécessaire de choisir, avant d’effectuer une
trajectoire continue, dans quelle posture le manipulateur doit se trouver. Ainsi, si I’on ne
prend pas en compte cette contrainte, il peut-étre nécessaire que le manipulateur change de

posture et par conséquent quitte sa trajectoire initiale.

Coude haut Coude bas

Figure 26 : Postures coude haut, coude bas

Pour un manipulateur sériel a n degrés de liberté, Borrel définit les aspects de la maniere

suivante [Borrel 86] :

Définition 20 : Les aspects [Borrel 86].

Soit D le domaine articulaire accessible :

D={q|qiminﬁqiﬁqimax, Vie [i,n] } 4)

On appelle aspect, pour un choix donné¢ de coordonnées opérationnelles X =[x |, .., x ],

les domaines Aj de R "tels que :
O Aj c D;
0 Aj est connexe ;

1<i<

<i<m | .
n’est nul, sauf si ce

ofj
1 Vqe Aj, aucun des mineurs m extrait de J = I:a—qi(q )] I<j<n
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mineur est nul partout sur D.

Pour les manipulateurs sériels non redondants, les aspects ainsi définis sont les plus grands
domaines de D exempts de toute singularité. A D’intérieur de ces domaines, il est donc

possible d’effectuer des trajectoires continues.

Figure 27 : Les aspects dans l’espace de travail d’'un manipulateur plan a deux articulations

rotoides

Pour le manipulateur plan a deux articulations rotoides de la figure 27, nous avons deux
aspects A, et A,. La trajectoire BC est réalisable dans n’importe quel aspect, alors que la

trajectoire EF ne peut €tre réalisée de manicre continue que dans I’aspect A .

Cas des manipulateurs sériels cuspidaux :

On rappelle qu’un manipulateur sériel est dit cuspidal lorsqu’il peut changer de posture
sans franchir une singularité. Dans le cas des manipulateurs sériels non cuspidaux
[Wenger 96], les aspects permettent la définition des fonctions f et f~! associées aux modéles

géométriques direct et inverse respectivement. Les domaines d’unicité de ces manipulateurs
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sont équivalents aux aspects. En revanche, pour les manipulateurs cuspidaux, les domaines

d’unicité doivent étre redéfinis (voir paragraphe 2.4).

2.3. LES ASPECTS POUR LES MANIPULATEURS PLEINEMENT PARALLELES

SIMPLES

2.3.1. DEFINITION

Contrairement aux manipulateurs sériels, les manipulateurs parall¢les peuvent admettre
plusieurs solutions au modele géométrique direct. Ainsi, nous cherchons a définir un
opérateur géométrique permettant d’associer a un vecteur articulaire g, une seule

configuration de I’organe effecteur X dans I’espace de travail.

La résolution de ce probléme doit permettre de connaitre la position de 1’organe
effecteur. Pour des architectures particuliéres, Tancredi et Baron ont montré qu’il est possible
d’avoir unicité de solution en utilisant des capteurs additionnels [Tancredi 95], [Baron 98],

pour différencier les positions des différentes solutions du modele géométrique direct.

Jusqu’a présent, aucune définition des aspects n’existait pour les manipulateurs
parall¢les. Cependant, une définition équivalente a été utilisée dans [Khalil 96] pour un cas

particulier de manipulateur paralléle.

Définition 21 : Les aspects [Wenger 97]

On appelle aspects WA\, d’un manipulateur pleinement parallele simple, les plus

grands domaines de W tel que :
WA e W,

[ WA\, est connexe ;

1V Xe WA, Det(A) #0.

En d’autres termes, les aspects sont les plus grands domaines de 1’espace de travail exempt de
toute singularité. L’ensemble des aspects WA\, peut €tre obtenu en soustrayant de ’espace de

travail les configurations singuliéres S et effectuons une analyse de connexité.
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{WAi }: CcC {W ~-S } ou CC= composantes connexes et ou — désigne la différence

entre ensembles.

Nous présenterons pour le manipulateur 3-RPR, une méthode utilisant les modéles
octrees, pour construire les aspects des manipulateurs paralleéles. La représentation octree est
obtenue en divisant récursivement 1’espace, occupé par un objet, en huit cellules de tailles
égales appelées octant [Meagher 81]. Il existe trois catégories d’octants : noir qui indique que
I’octant est a I’intérieur de 1’objet, blanc qui précise qu’il est a I’extérieur de I’objet et gris
quand il y a occupation partielle de I’octant par 1’objet. Ainsi, la modélisation d’un volume est
réalisée par un ensemble de cubes de tailles différentes. Les plus petits cubes étant proches de
la frontiére de 1’objet, leur taille définit la précision de I'octree. Cette modélisation est
particuliérement adaptée pour la représentation de volumes complexes et pour réaliser des
opérations booléennes ou topologiques. Leur structure possédant un graphe, il est possible de
réaliser des études de connexité. Les octrees ont été¢ utilisés avec succes dans plusieurs
applications en robotique [Faverjon 84], [Garcia 86], [El Omri 96]. Pour mémoire, quelques

définitions et algorithmes sont rappelés en annexe 9.3.

2.3.2. APPLICATION AU MANIPULATEUR PLAN 2-RPR

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser un manipulateur plan 2-RPR (figure 28) pour
illustrer la notion d’aspect. Ce manipulateur a été étudié par [Alexandre 96]. Une synthese
dimensionnelle a ainsi été formulée pour classifier ce type de manipulateur en fonction de ses

dimensions et des aspects qui en découlent.

A

A L B

Figure 28 : Manipulateur paralléle plan a 2-RPR
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Ce manipulateur plan posséde deux degrés de liberté, ses variables d’entrée sont les

longueurs des articulations prismatiques p , et p ,,et ses variables de sortie sont la position du

point P, X et Y.
2 2 2
pr=X"+Y
{z (5)
p2=(X-1)2+Y?

ou L désigne la distance entre les deux pivots A et B.

Les butées articulaires donnent les inéquations p, . <p.<p,,, aveci=(l,2).

La résolution du modele géométrique direct est simple ; il admet deux solutions placées
symétriquement par rapport a I’axe AB. Alors que le modele géométrique inverse ne possede

qu’une seule solution.

Les configurations singuliéres

A partir de 1’équation (5), on peut écrire le modéle cinématique pour en extraire ses

singularités.

AX+Bq=0 (6)

avee |

2x 2y]
2x-2L 2y

-2p, 0
DB_|: 0 ‘292]

a]

L’¢tude des configurations singuliéres du manipulateur 2-RPR peut se faire a partir de
I’étude des matrices jacobiennes A et B. Les singularités sérielles apparaissent lorsque les
longueurs des articulations prismatiques p , ou p , sont €gales a 0. Les singularités paralleles
de ce manipulateur sont les configurations pour lesquelles les articulations A, B et P sont

alignées (Figure 29).
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Figure 29 : Singularité paralléle d 'un manipulateur 2-RPR

Les aspects

En connaissant la position des configurations singuliéres de ce manipulateur, on peut en
déduire que, pour les dimensions choisies, il existe seulement deux aspects WA | et WA |

(Figure 30).

On vérifie que dans ’espace de travail, les deux aspects WA\ | et WA\, sont bien distincts et
que leur frontiere commune est un ensemble de configurations singuliéres paralléles. La
trajectoire AB est réalisable dans I’aspect WA\ | alors que la trajectoire CD est entre les deux
aspects WA\ | et WA\, ; elle ne peut pas €tre réalisée de manicre continue sans rencontrer de

configuration singulicre.

Singularité parallele

Y

Figure 30 : Aspects d’un manipulateur 2-RPR

2.3.3. APPLICATION AU MANIPULATEUR PLAN 3-RPR

Notre deuxieme exemple est un manipulateur plan pleinement paralléle possédant 3

chaines RPR (Figure 4). Les articulations motorisées sont les trois articulations prismatiques.
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La position et I’orientation de la plate-forme mobile sont les sorties de ce manipulateur. Ce
manipulateur a ¢ét¢ fréquemment étudié en particulier par [Merlet 97], [Gosselin 92] et
[Innocenti 92]. Avec cet exemple, nous étudierons les 6 solutions du modele géométrique
direct. Nous pourrons ainsi constater que les aspects sont bien les plus grands domaines
exempts de singularités parallele et sérielle mais qu’ils ne définissent pas des domaines
d’unicité.
La mise en équation de ce manipulateur est donnée par exemple dans [Gosselin 92] :
2
pr=x’+y?
2 .
p2=(x+1,c0s(9)-c,)*+(y+1,sin(¢))? (7)
2 .
p3=(x+1,cos(0+0)-c,)?+(y+1,sin(¢p+6)-d,)?
Pour notre étude, nous ¢étudierons ce manipulateur en utilisant les mémes dimensions

que dans [Innocenti 92] et [Merlet 97], ceci afin de retrouver les mémes résultats (Tableau 2)

A;=(0.0, 0.0) Ay,=(15.9,0.0) A3=(0.0, 10.0)

1,=B,B,=16,5 1,=B B,= 17,0 I,=B,B =208

Tableau 2 : Dimensions du manipulateur pleinement parallele plan 3-RPR étudié
Les limites des articulations prismatiques sont celles choisies par [Innocenti 92] :
10.0 <p . <32.0 pour i=(1, 2, 3)

Les unités n’ont pas d’importance dans cet exemple.

La modélisation de I’espace de travail et de ’espace articulaire est obtenue en utilisant
une technique d’enrichissement [Chablat 96] (voir en annexe, paragraphe 9.3.3). Nous
parcourons 1’espace opérationnel (fonction de X, Y et ¢), en utilisant le modele géométrique
inverse de ce manipulateur puis nous vérifions 1’appartenance a 1’ensemble articulaire. Ce
calcul nous permet d’enrichir deux octrees représentant I'un 1’espace de travail, 1’autre
I’ensemble articulaire. Nous constatons que I’ensemble articulaire n’est pas complet. C’est-a-
dire que pour tout vecteur (p |, p,, P ;) T, il n’existe pas de vecteur (X, Y, ¢) " associé a cette

configuration du manipulateur. Ceci traduit le fait que pour certaines valeurs de p |, p,, p 5, il
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n’est pas possible de relier la plate-forme mobile avec la plate-forme fixe.

Les figures 31 et 32 montrent I’ensemble articulaire et 1’espace de travail de ce

manipulateur, respectivement.

Figure 31 : Ensemble articulaire du Figure 32 : Espace de travail du manipulateur
manipulateur 3-RPR 3-RPR

Configurations singuliéres

a) Les singularités paralleles : de telles configurations sont atteintes lorsque 1’axe
passant par les trois articulations prismatiques se croisent en un seul point

(Figure 33) ;

b) Les singularités sérielles : elles correspondent aux configurations pour lesquelles la
condition suivante est satisfaite: p, =0 ou p,=0 ou p,=0. En pratique, on
considére que ces singularités sont atteintes lorsque 1’'une des articulations

prismatiques est en butée [Gosselin 90].
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Figure 33 : Singularité parallele du manipulateur paralléle plan de type 3 - RPR

On peut modéliser la surface définie par les singularités paralléles en utilisant un modele
octree (Figure 34). Cette modélisation est bien siir approximative, car, nous modélisons ainsi

une surface par un volume ; elle est trés dépendante de la précision de calcul choisie.

Figure 34 : Modélisation octree des singularités paralléles d'un manipulateur 3-RPR

Les aspects

Pour le manipulateur €tudi€, nous obtenons deux aspects (WA, et WA ), ou

Det(A) > 0 et Det(A) <0, respectivement (Figure 35). La surface définie par les singularités
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paralleles est la frontiere commune aux deux aspects. Pour des valeurs de butées des
articulations prismatiques différentes, nous aurions pu trouver plus de deux aspects pour ce
manipulateur, car les régions correspondant a Det(A) >0 et Det(A) <0 peuvent ne pas étre

connexes.

Figure 35 : Modélisation octree des aspects d 'un manipulateur 3-RPR

2.4. RAPPEL : LES DOMAINES D’UNICITE POUR LES MANIPULATEURS

SERIELS

Pour les manipulateurs sériels, les aspects et les aspects libres permettent de définir des
domaines de I’ensemble articulaire exempts de singularité. Longtemps, on a cru qu’il
n’existait qu’une seule solution au modele géométrique inverse dans chaque aspect. En
d’autres termes, on pensait que les singularités séparaient les solutions du modele géométrique
inverse. Les travaux de [Parenti 88] puis de [Burdick 91] ont permis de mettre en évidence
ce probléme. Wenger a alors introduit la notion de surfaces caractéristiques pour définir les
domaines d’unicit¢ de ces manipulateurs et ainsi expliquer comment et pourquoi il est

possible de changer de solution du modéle géométrique inverse sans rencontrer de
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configuration singuliere [Wenger 92]. Ces manipulateurs ont ét¢ appelés manipulateurs

cuspidaux a cause de ’existence de points « cusps » dans I’espace de travail [El Omri 96].

Cas du robot manipulateur RRR

Pour les manipulateurs a 3 degrés de liberté, le déterminant de la matrice jacobienne J
ne deépend que de la deuxiéme et de la troisiéme articulation (q,,q ). Il est donc possible de

représenter les singularités dans un plan.

Soit I’étude d’un manipulateur RRR, sans butée articulaire dont les parametres
géométriques de Denavit et Hartenberg modifiés sont: (d,=0, d,;=2, d,=1.5, r,=1,
r;=0, a,=-90° et o, =90°). Il est possible de factoriser le déterminant de la matrice

jacobienne [El Omri 96].

Singularité 1

_~ B %

Singularité 2

Figure 36 : Représentation des singularités dans [’espace articulaire d’'un manipulateur RRR

Les configurations singulieéres associées a det(J) = 0 sont quatre droites dépendants de

q, et q, respectivement (Figure 36).

La trajectoire AB est singuli¢re car elle rencontre obligatoirement des configurations

singulieres.

En modifiant les parameétres géométriques de Denavit et Hartenberg modifiés, en posant

d, #0, nous obtenons une morphologie possedant des configurations singulieres différentes
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(d,=0.1,d,=2,d,=1.5r,=1,r;=0, o, =-90° et o., = 90°). On obtient alors une seule

singularité composée de deux branches (Figure 37).

- N

Figure 37 : Une singularité a deux branches dans le domaine articulaire

Ainsi, la trajectoire AB relie deux solutions du modéle géométrique inverse mais ne
rencontre pas de configuration singuliere. Une telle trajectoire non singuliere permet au
manipulateur de changer de posture, c’est-a-dire de changer de solution du modéle

géométrique inverse.

Les surfaces caractéristiques permettent de diviser le domaine articulaire en régions de
base et I’espace de travail en composantes de base. En réunissant certaines régions de base, on

peut définir les plus grands domaines d’unicité [Wenger 96].

2.5. LES DOMAINES D’UNICITE POUR LES MANIPULATEURS PLEINEMENT

PARALLELES SIMPLES

2.5.1. PROBLEMATIQUE

Pour un manipulateur plan de type 3 - RPR, Innocenti a montré qu’il était possible pour
un robot parallele de changer de mode d’assemblage sans passer par une singularité
[Innocenti 92]. Ce résultat a été obtenu par simulation numérique et aucune interprétation
n’est donnée. Il est donc nécessaire d’étudier ce probléme pour comprendre ce qui se passe

lorsque I’on change de mode d’assemblage.

Pour les variables articulaires suivantes, p, = 15.0, p, = 15.4 et p; = 12.0, le manipulateur
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admet 6 solutions au modéele géométrique direct (Tableau 3 et figure 38) .

2.y D

Solution 1 Solution 2 Solution 3
Solution 4 Solution 5 Solution 6

Figure 38 : Les 6 modes d’assemblage du manipulateur plan 3-RPR

X y ¢
1 -8.715 12.183 -0.987
2 -5.495 -13.935 -0.047
3 -14.894 1.596 0.244
4 -13.417 -6.660 0.585
5 14.920 -1.337 1.001
6 14.673 -3.013 2.133

Tableau 3 : 6 solutions du modele géométrique direct du manipulateur 3-RPR

La trajectoire de changement de mode d’assemblage proposée par [Innocenti 92]
(Figure 39) est définie numériquement. Elle permet effectivement au manipulateur de changer
de mode d’assemblage sans franchir de singularité. Mais, on a pu vérifier que certaines

configurations intermédiaires étaient proches d’une singularité.
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Figure 39 : Cycle de changement de posture du manipulateur 3-RPR

En calculant les aspects pour ce manipulateur, nous avons constaté que les solutions -2-,
-3-, -6- ¢taient dans le méme aspect (WA ) (Figure 40). Par suite, il est possible de relier
non seulement deux solutions du modele géométrique direct mais trois. De méme, il existe
une trajectoire dans WA\ ) permettant de relier les solutions -1-, -4- et -5-. En effet, en
utilisant les propriétés de 1’octree, on peut facilement trouver une trajectoire entre n’importe

quelle solution appartenant a un aspect.

Solution 6

Solution 3 Solution 2

1

Figure 40 : 3 solutions du modele géométrique direct dans [’aspect WA\ ,
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2.5.2. LES SURFACES CARACTERISTIQUES

Nous avons vu précédemment que les singularités paralléles ne permettaient pas de
séparer les solutions du modele géométrique direct dans 1’espace de travail. Cependant, les
configurations singuliéres d’un mécanisme correspondent a des racines doubles du modele
géométrique direct et d’autres racines réelles qui possedent des propriétés intéressantes que

nous allons exploiter dans ce paragraphe.

Nous nous proposons de définir une notion équivalente des surfaces caractéristiques
définies par [Wenger 92] pour les robots sériels et de l’appliquer aux manipulateurs
pleinement paralléles. Ces surfaces doivent séparer les solutions du modele géométrique

direct a I’intérieur des aspects (Figure 41).

Définition 22 :

Soit WA un aspect de 1’espace de travail W. On définit les surfaces caractéristiques de

I’aspect WA\, notées S (WA\) de la manicre suivante :
S~ g'{g(WA) )m WA (8)

ou :
1 g désigne I’opérateur géométrique inverse défini par q = g(X) ;
1 g! est une notation. SoitBc Q :

g‘l(B)={X eW /gX)e B }

Les frontieres WA\ qui limitent 1’aspect WA sont :
"1 les fronticres engendrées par les butées articulaires ;
"1 les singularités parall¢les.

La figure 41 montre le principe d’obtention des surfaces caractéristiques. Pour chaque
aspect, on considere leurs frontiéres qui correspondent aux configurations singuliéres et aux

butées articulaires. Pour ce faire, nous avons développé un algorithme permettant d’extraire la
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frontiecre d’un modéle octree. Celle-ci est constituée de cubes dont les dimensions
correspondent a la précision maximale obtenue lors du calcul de ’octree. En calculant sur
cette frontiere le modele géométrique inverse, on obtient une configuration articulaire . Puis,
a partir de cette configuration articulaire ¢, on résout le mod¢ele géométrique direct. On obtient
naturellement la configuration de la plate-forme mobile initiale (configuration singuliére) mais

aussi un ensemble d’autres configurations régulieres.

Configuration singuliere X, Y, ¢ Configuration singuliere X, Y, ¢
P
Pis P2 Ps \ caractéristique

\
\
\

Figure 41 : Construction des surfaces caractéristiques

Configuration non singuliere
appartenant a une surface

Pour former une surface caractéristique, nous réunissons I’ensemble de ces

configurations appartenant a 1’aspect initial.

En résumé, en partant de la fronticre WA\ d’un aspect WA\ et en résolvant successivement
le modele géométrique inverse et direct, nous obtenons la frontiére initiale WA\ plus un

ensemble de surfaces, les surfaces caractéristiques, permettant de subdiviser I’aspect WA\.

2.5.3. LES REGIONS DE BASE ET LES COMPOSANTES DE BASE

Le but des surfaces caractéristiques est de subdiviser les aspects pour séparer les
solutions du mod¢ele géométrique direct. Les domaines ainsi obtenus seront appelés régions de

base dans 1’espace de travail et leur image dans 1’ensemble articulaire, les composantes de
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base.

Définition 23 : Les régions de base

Soit WA\ un aspect. On définit les régions de base, notées {WAb L1€ I} comme les
composantes connexes de WA\, = S((WA\). Les régions de base réalisent une partition

de I’espace de travail WA :
WA = (ui g WAD, US (WA) ) 9)

L’espace de travail est donc découpé par les singularités paralléles en aspects, et eux-

mémes subdivisés en régions de base a 1’aide des surfaces caractéristiques (Figure 42).

Surfaces caractéristiques

Singularités

Régions de base

Espace de travail 77~

Figure 42 : Décomposition de [’espace de travail en régions de base

Définition 24 : Les composantes de base

Les composantes de base QA\D . sont les images par le modéle géométrique inverse des
régions de base, telles que QAbL. = g(WAD ). Soit WA\ un aspect et QA\ son image par

I’opérateur g, on a :
QA= (ui <1 QAWD, U g(S(WA) )) (10)

Théoréme 1 :

En d’autres termes, les régions de base sont les domaines d’unicité pour le modele

géométrique direct.

25/01/01 D. Chablat 62



Les manipulateurs pleinement parall¢les simples

Démonstration :

La démonstration est analogue a celle qui a été €laborée pour les manipulateurs sériels
cuspidaux [Wenger 92]. Elle s’inspire d’une démonstration proposé dans [Chilov 75] sur

I’extension du théoréme des fonctions implicites.
On définit la fonction F de WA x QA dans QA de la fagon suivante :
V(X,q) e WA XQA/FX,q=gX)-q (11)
ou F est une fonction continue et différentiable sur WA x QA\.

Soit QADb. une composante de base quelconque et soit WD, une région de base telle
que QAD, = g(WAD,). On considére un point arbitraire (X, q,) défini sur le produit
cartésien de WA, et QAD, tel que F(X,,q,)=0. On a donc nécessairement

oF
Det(a—X(XO, qo))i 0, c’est-a-dire que le manipulateur n’est pas en singularité paralléle.

D’aprés le theoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage de U de X, dans
WA\D, et un voisinage de V de q , dans QAD, tels que, pour tout q de V, I’équation F(X, q)

admet une seule solution X = f(q) dans U.

Soit une autre fonction f, solution de I’¢équation F(f (q),q)=0 et telle que

f,(q,) = f(q,). Comme q , n’est 'image ni d’une butée, ni d’une singularité, f, est définie en
oF

q, et Det(a—X(fl(q o)d 0)) # 0. Si ’on montre que f,(q ) = f(q,) pour tout q de QAD,, le

théoréme 1 sera prouve.

Soit C un domaine de I’ensemble articulaire défini tel que
C= {q € QAWD./f (q)=1(q) } Nous allons montrer que C = QA\b.. Le domaine C est non
vide car il contient q ,. C’est une partie fermée de QA\b, car c’est ’ensemble des racines de

I’équation f (q ) - f(q) = 0.

JF
Or Det(a—X(fl(q),q));t 0 en tout point q de C, puisque QAD. (et donc C) ne contient pas
de point image d’une singularité parallele. Donc, d’apres le théoréme des fonctions implicites,
C possede un voisinage de chacun de ses points ; il est alors une partie ouverte de QAD..

Comme QA\b, est un domaine connexe, il ne peut pas contenir de parties ouvertes ou fermées
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autres que I’ensemble vide et lui-méme. Comme C est non vide, on en déduit que C = QAD..

En résumé, tout point d’une composante de base quelconque, QAD. a un seul

antécédent dans la région de base WAD. dont il est I’image, ce qui démontre le théoréme 1.

Conséquence du théoréeme 1 :

Les composantes de base, images des régions de base d’'un méme aspect, sont soit
disjointes soit confondues. Les fronticres des composantes de base correspondent a des
configurations articulaires qui ont pour particularit¢ d’engendrer les configurations
singulieres de la plate-forme mobile et les configurations associées aux surfaces

caractéristiques.

Le nombre de composantes de base confondues est fonction du nombre de solutions du

modele géométrique direct (Figure 43).

oo Tl

Figure 43 : Décomposition de I’ensemble articulaire Q en composantes de base

Conclusion

Nous venons de caractériser des domaines de 1’espace de travail et de I’ensemble
articulaire pour lesquels on peut établir une bijection entre ces deux espaces. Ceci permet de

répondre aux objectifs des domaines d’unicité donnés dans le paragraphe 1.8.
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2.5.4. LES REGIONS ASSOCIEES

Pour permettre une meilleure compréhension des domaines d’unicité, nous introduisons
les régions associées qui correspondent a ’ensemble des régions de base obtenu par le modéle

géométrique direct a partir des composantes de base confondues.

Définition 25 :

Soit QAD, une composante de base. D’aprés la proposition 1, ces domaines sont soit
disjoints soit confondus. Il existe donc des empilements de composantes de base dans
I’ensemble articulaire. Les régions de base qui correspondent a des composantes de base

associées seront appel€es régions associ¢es RA\ | (Figure 44).

RA = { WAD ., WAD =g (QAD )/ les QAD soient confondues } (12)

Ensemble articulaire Espace de travail

Régions
> S
associées

DAL, /s
Figure 44 : Les régions associées dans [’espace de travail
2.5.5. LES PLUS GRANDS DOMAINES D’UNICITE

Le théoréme 1 permet de caractériser les domaines de 1’espace de travail possédant une
seule solution au modele géométrique direct mais se ne sont pas les plus grands. Le théoréme
2 suivant a pour but de définir les plus grands domaines d’unicité de I’opérateur géométrique :
tout autre domaine d’unicité est alors inclus dans 1’un d’eux. Pour plus de 1égereté, les plus

grands domaines d’unicité seront appelés simplement les domaines d’unicité.

Théoréme 2 :

Les domaines d’unicite Wuk sont les domaines obtenus comme la réunion de
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iel

[’ensemble ( v, WAD l.),des régions de base adjacentes d’'un méme aspect dont les

images respectives par g sont disjointes, et du sous-ensemble S (I') des surfaces

caractéristiques qui séparent ces composantes de base :

WUkZ(UiE I,WAbi)u S(I) (13)
avec I’ cItel que Vi, i, e I', gWAD. ) ngWAD. )=

1)

Démonstration :

Les ensembles Wu, sont bien des domaines d’unicité. En effet, les régions de base
constitutives sont des domaines d’unicité et leurs images sont disjointes, et il en est de
méme des fronti¢res séparant les domaines de base. D’autre part, les images des frontieres
entre régions de base adjacentes ne peuvent étre incluses dans 1’image d’une région de base
constitutive, car on sait que les composantes de base sont soit confondues, soit disjointes,
mais ne peuvent se recouvrir partiellement. Par ailleurs, les ensembles Wu, sont bien les
plus grandes parties connexes des aspects ou le nombre de solutions est unique. En effet,
par construction, et puisque les composantes de base sont soient disjointes, soient
confondues, et qu’il en est ainsi de leurs frontieres communes, toute autre partie de 1’aspect
qui contient Wu, est soit une partie disjointe de Wu,, soit telle que I’image est incluse

dans g(Wu,).

2.5.6. APPLICATION AU MANIPULATEUR PLAN 3-RPR

La figure 45 illustre pour I’aspect WA\ |, le modele octree de la surface caractéristique
associee. De la méme maniére, nous calculons la surface caractéristique associce a WA\ ,. La

méthode utilisée est donnée en annexe dans le paragraphe 9.4.
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Surface de singularités.””

Surfaces
caractéristiques
o

Figure 45 : Modélisation octree des singularités paralléles et de la surface caractéristique

S ., d’'un manipulateur 3-RPR

Pour obtenir les régions de base (Figure 46), nous devons effectuer une opération
bool¢enne de type différence entre les surfaces caractéristiques S . et les aspects WA\ . La
décomposition de chaque WA\ est réalisée par une analyse de connexité. Nous obtenons

ainsi 28 régions de base pour cet exemple.

Figure 46 : Modélisation octree des régions de base

A partir de ces régions de base, nous obtenons les composantes de base (Figure 47) en
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calculant le modele géométrique inverse sur les modeles octrees WAb .. Ce calcul ne pose
pas de probléme car le manipulateur ne posséde qu’une seule solution au modele géométrique
inverse. Ainsi, nous calculons, I’image du centre de chaque cube constituant 1’octree, pour une

profondeur maximum, c¢’est-a-dire la précision de calcul de I’octree.

Nous trouvons ainsi les composantes de base qui sont des domaines ou le manipulateur
admet 2 solutions au modele géométrique direct (2 composantes de base superposées), 4
solutions au modele géométrique direct (5 X 4 composantes de base superposées) et 6

solutions au mod¢ele géométrique direct (6 composantes de base superposées).

P

T

—_
A

—

0;;,&

Régions de base
a 4 solutions

Régions de base
a 2 solution

Régions de base
a 6 solutions

Figure 47 : Modélisation octree des composantes de base

Pour créer les domaines d’unicité, nous devons regrouper les régions de base adjacentes

25/01/01 D. Chablat 68



Les manipulateurs pleinement parall¢les simples

ayant des composantes de base disjointes et adjacentes. Cette opération doit étre vérifiée par
visualisation des modeles octrees car la précision de notre modélisation ne nous permet pas

toujours d’obtenir des composantes de base parfaitement disjointes.

Figure 48 : Modélisation octree des 6 domaines d unicité

Nous trouvons 6 domaines d’unicité (Figure 48), c’est-a-dire autant que le nombre de

solutions au modele géométrique direct. Ceci résulte du fait que nous avons seulement 2
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aspects et qu’il existe au moins une configuration articulaire q pour laquelle il existe 6
solutions au modele géométrique direct. Ces 6 solutions sont réparties dans les deux aspects
WA\ et WA\, 3 dans I'un et 3 dans I"autre. Nous avons un probléme symétrique qui

s’explique par I’absence de limites sur les articulations passives.

On remarque que les 6 composantes de base coincidentes (Figure 49), c’est a dire le
domaine de I’ensemble articulaire possédant 6 solutions au modele géométrique direct, ont
pour image, dans I’espace de travail, 6 régions de base réparties aux frontiéres de ses aspects
WA\ | et WA\, (Figure 50). De plus, les régions de base associées sont séparées par des
singularités parall¢les. Nous verrons que cette propriété est importante pour 1’analyse des

changements de mode d’assemblage non singuliers (Voir paragraphe 2.6).

S

Figure 49 : 6 composantes de base Figure 50 : Les 6 régions de base dans

coincidentes dans ’ensemble articulaire [’espace de travail

2.6. CHANGEMENT DE MODE D’ASSEMBLAGE : INTERPRETATION

La notion de mode d’assemblage est couramment associée aux solutions du modele
géométrique direct. Ainsi, nous avons I’habitude de dire qu’il est nécessaire d’effectuer un
changement de mode d’assemblage pour changer de solution du modéle géométrique direct.
En pratique, un changement de mode d’assemblage peut se produire pendant I'exécution d'une
trajectoire entre deux configurations qui ne sont pas forcément associées a la méme

configuration articulaire.

Des trajectoires singulieres ou non singuliéres de changement de mode d'assemblage
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sont possibles. Pour illustrer nos résultats, nous utiliserons le manipulateur plan 3-RPR
précédemment ¢étudié. Nous commencons I'analyse avec les trajectoires non singulieres de
changement de mode d’assemblage. Puis, nous étudierons les trajectoires singulieéres de
changement de mode d’assemblage en nous appuyant sur les travaux de [Nenchev 97] qui a
montré récemment que les manipulateurs paralléles pouvaient, sous certaines conditions,

franchir des singularités parall¢les.

2.6.1. TRAJECTOIRE NON SINGULIERE DE CHANGEMENT DE MODE

D’ASSEMBLAGE

Le but de ce paragraphe est d’expliquer comment un manipulateur paralléle change de
mode d'assemblage sans rencontrer de singularités. Pour commencer, nous allons examiner la
structure topologique de l'espace de travail. Nous avons vu que les singularités divisent
I'espace de travail en aspects et les surfaces caractéristiques créent une partition de chaque
aspect pour former les régions de base. Les singularités divisent aussi I’ensemble articulaire
en composantes de base dont plusieurs sont empilées les unes sur les autres (revoir la
figure 43). Chaque empilement de p composantes de base coincidentes correspond a un
domaine de I’ensemble articulaire ou le modele géométrique direct admet p solutions. Ces p
solutions représentent les modes d’assemblages admissibles et sont réparties dans p régions de

base associées qui sont disjointes et non adjacentes.

Dans la figure 51, ’ensemble articulaire est composé d’un domaine avec 6 composantes
de base coincidentes, quatre domaines avec 4 composantes de base coincidentes et un

domaine avec 2 composantes de base coincidentes.
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2 composantes coincidentes=
domaine a 2 solutions au MGD

4 composantes coincidentes=
domaine a 4 solutions au MGD

6 composantes coincidentes=
domaine a 6 solutions au MGD

1 P

Ps
Figure 51 : Les 6 composantes de base dans l’espace articulaire du manipulateur 3-RPR

Dans l'espace de travail, les régions de base, images de ces composantes de base, sont
séparées et distribuées dans les deux aspects. Si I’on choisit une configuration dans le
domaine comportant 6 composantes de base coincidentes, on va trouver 6 solutions au mod¢le
géométrique direct. Ces 6 solutions sont réparties dans 6 régions de base distinctes,

correspondant a 3 régions associées dans chaque aspect.

Figure 52 : Configuration articulaire admettant 6 solutions au modele géométrique direct

Les domaines d’unicité sont composés de composantes de base qui ne sont pas associées
(Paragraphe 2.5.5, théoréme 2). Par définition, il y a une correspondance unique entre un
domaine d’unicité et les composantes de base de I’ensemble articulaire. La figure 48
représente les différents domaines d’unicité obtenus pour le manipulateur étudié : nous avons,

3 domaines d’unicité pour chaque aspect (WA | et WA\,). La propriété importante d'un
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domaine d’unicité est que tout déplacement de la plate-forme mobile peut étre exécuté
entie¢rement dans un domaine d’unicité¢ sans jamais changer de mode d'assemblage. Puisque
les domaines d’unicité sont, par définition, les ensembles maximaux associés a un mode
d’assemblage, nous pouvons dire que, par conséquent, les domaines d’unicité sont les plus
grands domaines de l'espace de travail ou tous les déplacements de la plate-forme mobile du

manipulateur peuvent étre réalisés en ne changeant jamais de mode d’assemblage.

Les régions associées sont les régions qui ne peuvent pas étre reliées sans changer de
mode d’assemblage. Cela veut dire que si la plate-forme mobile doit effectuer une trajectoire
entre deux régions associées, la seule fagon d'exécuter cette tiche est d’exécuter une

trajectoire de changement de mode d’assemblage.

La question qui se pose est de savoir s'il est toujours possible de définir une trajectoire
entre deux régions associées. La réponse est oui si et seulement si ces deux régions
appartiennent a une méme composante connexe de 'espace de travail. On peut donc résumer

le résultat suivant [Wenger 98].

Théoréme 3 :

Chaque aspect de l'espace de travail est composé de plusieurs domaines d’unicité qui
sont associés a un unique mode d’assemblage. Soit deux points dans un aspect ; il est
toujours possible de définir une trajectoire entre ces points s'ils appartiennent a une
méme composante connexe. Ces deux points peuvent toujours étre reliés sans changer
de mode d’assemblage s'ils appartiennent a un méme domaine d’unicité. Une
trajectoire non singuliere de changement de mode d’assemblage doit étre exécutée si les
deux points sont dans deux régions associées appartenant a deux domaines d’unicité

distincts.

Ce résultat est trés important, car suivant ’emplacement des configurations a atteindre
dans l'espace de travail, ces trajectoires ne devront pas étre planifiées de la méme manicre.
Dans le cas ou les deux configurations sont dans un méme domaine d’unicité, toutes les

trajectoires continues sont faisables dans ce domaine puisque, par définition, il y a une
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bijection entre un domaine d’unicité et les composantes de base de I’ensemble articulaire.
Alors que le probléme est différent si les deux configurations appartiennent a deux domaines
d’unicité distincts d’un méme aspect (c'est-a-dire dans deux régions associées). En effet, dans

ce cas, le manipulateur doit effectuer un changement de mode d’assemblage.

Maintenant, nous allons expliquer comment une trajectoire non singuliére de
changement de mode d’assemblage peut étre réalisée. Quand une trajectoire doit étre exécutée
entre deux régions associées, une trajectoire spécifique doit étre exécutée dans 1’espace
articulaire. Cette trajectoire doit pouvoir relier les deux composantes de base coincidentes de

I’espace articulaire qui correspond aux deux régions associées dans I'espace de travail.

On peut observer que, comme pour les régions de base des manipulateurs cuspidaux
[Wenger 96], les composantes de base coincidentes ne sont pas reliées directement par leur
frontiere. Ainsi, pour relier deux composantes de base coincidentes, il est nécessaire de
traverser des composantes adjacentes ou le nombre de solutions du modele géométrique direct
est inférieur. Donc, une trajectoire non singuliere de changement de mode d’assemblage n'est
pas une simple trajectoire a l'intérieur de I’ensemble articulaire. Cette trajectoire part d’une
composante de base, traverse une composante de base adjacente intermédiaire et finalement
rentre dans une autre composante de base (laquelle est en fait coincidente a la premiére). Dans
l'espace de travail, une trajectoire non singuliere de changement de mode d’assemblage
traverse au moins deux surfaces caractéristiques (lesquelles sont associées aux frontieres des
composantes de base de I’ensemble articulaire) et une région de base qui n'est pas associée a
une autre région de base. Une telle trajectoire est illustrée par une courbe en trait fort dans la
figure 53. Dans la méme figure, la courbe en pointillés montre la trajectoire dans I'espace de
travail qui résulterait d'une trajectoire directement planifiée dans 1’espace articulaire. Cette
trajectoire part de la configuration initiale mais ne peut atteindre sa cible puisque le mode
d’assemblage n’a pas changé. D'un point de vue pratique, cela veut dire que les trajectoires

devront étre planifiées dans I'espace de travail plutét que I’ensemble articulaire.
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1 solution au MGD

2 solutions au MGD

MGD: Modele géométrique direct

Ensemble articulaire Espace de travail

Figure 53 : Trajectoires de changement de mode d’assemblage

2.6.2. TRAJECTOIRE SINGULIERE DE CHANGEMENT DE MODE

D’ASSEMBLAGE

Une trajectoire singuliére de changement de mode d’assemblage implique de traverser
une singularité paralléle ou le manipulateur gagne un degré de liberté. Longtemps, on a admis
qu'une telle trajectoire n'était pas possible, car dans une configuration singuli¢re, on perd le
controle de la plate-forme mobile. Cependant, Nenchev a montré récemment qu’il était
possible de controler le mouvement d'un manipulateur paralléle au passage de ces singularités.
Dans ce cas, si la trajectoire a effectuer peut étre parameétrée, alors il est possible de réécrire le
modele cinématique du manipulateur [Nenchev 97a). La dimension de ce modéle est
inférieure a celle du mode¢le utilisé couramment. Ce modele permet d’assurer la continuité du
modele géométrique inverse. Ainsi, une trajectoire de changement de mode d’assemblage sera
possible si les vitesses des articulations passives ne s’annulent pas ou si 1’on utilise une
commande dynamique [Nenchev 97b]. Une trajectoire singuliere de changement de mode
d’assemblage sera nécessaire quand les deux configurations a relier sont localisées dans deux

aspects distincts de I'espace de travail.

Lorsque la plate-forme mobile du manipulateur rencontre une configuration singuliere,
il peut étre montré que la trajectoire correspondante « rebondie » contre une frontiere de

I’ensemble articulaire qui est I'image de la surface de singularité de 1'espace de travail (Figure
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54). En effet, pour une configuration donnée du manipulateur proche d’une configuration
singuliere, Innocenti a montré qu’il existait deux modes d’assemblage dans l'espace de travail
qui sont localisés symétriquement de part et d’autre de la singularité et ces deux
configurations se confondent sur la singularit¢ (pour le modele géométrique direct, une
singularité est une racine double du polyndome caractéristique) [Innocenti 92]. Donc, une
trajectoire singuliere de changement de mode d’assemblage engendre une trajectoire qui lie,
dans I’espace articulaire, deux composantes de base coincidentes directement par leur
frontiere (Figure 55). Cette trajectoire articulaire est analogue a une trajectoire cartésienne
singuliere d'un manipulateur série « Puma » quand il change de posture « coude haut» a

« coude bas ».

Singularités
Figure 54 : Rebond sur une singularité Figure 55 : Deux configurations dans deux
parallele de [’ensemble articulaire aspects différents de l’espace de travail

2.6.3. APPLICATION A LA PLANIFICATION DE TRAJECTOIRES

A partir des résultats précédents, nous proposons dans la figure 56, un algorithme

regroupant les étapes a analyser pour la planification de trajectoires.
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X, X,

X1, X2 Non

Etape 1 dans une méme Fin , pas de trajectoire possible
CC*de W
* avec CC composante connexe
Effectuer une trajectoire
Etape 2 d X1, XZA Non de changement de mode
ans un rr}[eme d'assemblage singulicre,
aspec voir travaux de Nenchev
X1, X2~ Non Effectuer un changement
Etape 3 dans un méme de mode d'assemblage

domaine

4 non singulier
, .
d'unicité

Trajectoire quelconque
dans le domaine d'unicité

Figure 56 : Planification de trajectoires

Etape 1: on doit vérifier si les configurations initiale et finale du mécanisme
appartiennent a un méme domaine connexe de I’espace de travail. Cette condition peut
facilement étre vérifiée avec le modele de l'octree de l'espace de travail en utilisant une
analyse de connexité¢ [Samet 82]. Si la réponse est non, alors aucune trajectoire ne peut étre

trouvée. Dans le cas contraire la trajectoire est possible.

Etape 2: on doit vérifier si les configurations initiale et finale du mécanisme
appartiennent a un méme aspect. Si la réponse est non, alors le manipulateur doit effectuer une
trajectoire singuliere de changement de mode d’assemblage; dans ce cas, l'analyse de

[Nenchev 97b] doit étre utilisée pour vérifier si une telle trajectoire est possible.

Etape 3: on doit vérifier si les configurations initiale et finale du mécanisme
appartiennent a un méme domaine d’unicité. Si la réponse est non, alors une trajectoire non

singuliere de changement de mode d’assemblage doit étre exécutée. Cette trajectoire doit étre
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construite dans l'espace de travail. Pour le calcul de la trajectoire correspondante dans I’espace
articulaire, la méthode la plus simple est de calculer le modele géométrique inverse pour une
série de configurations en découpant la trajectoire dans l'espace de travail. Dans le cas
contraire, la trajectoire est plus simple puisque le manipulateur ne change pas de domaine
d’unicité. Dans ce cas, il est possible de calculer la trajectoire dans I’ensemble articulaire.
Celle-ci pourra étre optimisée afin de minimiser le temps de cycle ou les vitesses instantanées

sur les articulations motorisées.

Dans tous les cas, la recherche d’une trajectoire faisable peut étre accomplie a partir
d’outils classiques utilisant les modé¢les octrees [Faverjon 84]. L’algorithme A" peut par

exemple étre utilisé en choisissant un critére pertinent pour optimiser la trajectoire.

2.7. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons étudié¢ les manipulateurs pleinement paralléles simples.
Nous avons défini la notion d’aspect pour ces manipulateurs comme étant les plus grands
domaines de I’espace de travail exempts de toute configuration singuliére [Wenger 97]. A
partir des résultats d’Innocenti [Imnocenti 92], nous avons pu expliquer comment une
trajectoire non singuliere de changement de mode d’assemblage était possible. Puis a 1’aide
des surfaces caractéristiques, nous avons subdivisé I’espace de travail en composantes de base

pour former les domaines d’unicité.

La premicre application possible des aspects est I’analyse de parcourabilité de 1’espace
de travail (Voir chapitre 5). Nous avons présenté un algorithme permettant de définir les
différentes ¢tapes a étudier pour planifier une trajectoire (singuliere et non singuliére) dans
I’espace de travail [Wenger 98]. Cet algorithme permet de décomposer le probléme en 3
¢tapes qui caractérisent la complexité de la trajectoire. Nous avons vu qu’il peut étre
nécessaire de connaitre la structure de I’ensemble articulaire si les deux configurations de la
plate-forme mobile sont situées dans deux domaines d’unicité différents. Cet algorithme peut-
étre facilement programmé et intégré dans un logiciel de planification de trajectoires grace a

une modé¢lisation octree de 1’espace de travail et de I’ensemble articulaire.
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3. LES MANIPULATEURS PLEINEMENT PARALLELES : CAS
GENERAL

3.1. INTRODUCTION

Dans le chapitre 2, nous avons défini les aspects et les plus grands domaines d’unicité
des manipulateurs pleinement paralleéles simples. Le but de ce chapitre est d’étendre ces
définitions pour les manipulateurs paralléles possédant plusieurs solutions aux modéeles
géométriques direct et inverse. Pour simplifier notre modéle, nous allons définir les modes de

fonctionnement pour séparer les solutions du modele géométrique inverse.

A notre connaissance, aucune recherche n’a été faite pour définir les aspects pour ces
manipulateurs. Pour introduire notre définition, nous allons étudier, pour un cas simple de
manipulateur parall¢le, 1’utilisation de la notion d’aspect telle que nous venons de 1’écrire
dans le chapitre 2, puis la définition des aspects définie par [Borrel 86]. Ainsi, nous pourrons
expliquer les problémes rencontrés pour la caractérisation des plus grands domaines exempts
de singularités paralléle et sérielle. A partir de cet exemple, nous conclurons que 1’on ne peut

pas définir les aspects uniquement dans 1’ensemble articulaire ou dans 1’espace de travail.

En utilisant les modes de fonctionnement, nous définirons les aspects généralisés
comme ¢étant les plus grands domaines du produit cartésien de I’ensemble articulaire et de
I’espace de travail sans singularité parall¢le ni sérielle. Les domaines ainsi trouvés ne pouvant
étre utilisés directement, nous définirons leurs projections dans I’ensemble articulaire et dans

I’espace de travail.

Puis, nous verrons qu’il est possible de changer de mode d’assemblage sans passer par
une configuration singuli¢re (singularité sérielle ou paralléle), c’est-a-dire qu’il peut exister
plusieurs solutions du mod¢ele géométrique direct, pour un méme mode de fonctionnement
dans un méme aspect. Nous serons donc amenés a rechercher les plus grands domaines
d’unicité pour ces manipulateurs parall¢les. Ce chapitre synthétise les résultats que nous avons

présentés dans [Chablat 98a] et [Chablat 98b].
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3.2. LES MODES DE FONCTIONNEMENT

3.2.1. DEFINITION

Pour simplifier I’étude des manipulateurs pleinement paralleles et pour étendre la notion
d’aspect, nous allons définir la notion de mode de fonctionnement. Nous avons vu que les
manipulateurs pleinement paralléles possedent des jambes indépendantes. Nous pouvons en
déduire la forme de la matrice jacobienne sérielle B, pour un manipulateur a n degrés de
liberté (Equation 14) ou chaque terme B, est associ¢ a une jambe du manipulateur. Son

annulation provoque 1’apparition d’une singularité sérielle.

(B, 0 ... .. 0
o . . .
B=| - Bjj . (14)
.0
| 0 . 0B |

Définition 26 : Les modes de fonctionnement

Un mode de fonctionnement, noté Mf; est I’ensemble des configurations du mécanisme

(X, q) pour lesquelles Bjj (G=1an) ne change pas de signe et ne s’annule pas

[Chablat 98b].
Soit :
Mf. = { X, q9)e WxQ \ signe(Bjj) = constante pour j= 1 a n et det(B) # 0} (15)

L’ensemble des modes de fonctionnement Mf= {Mf.}, i € I est donc obtenu en utilisant
toutes les permutations de signe de chaque terme Bjj. S’il existe des contraintes sur les
articulations (limites articulaires ou collisions internes) alors les modes de fonctionnement ne

sont pas toujours tous accessibles.

Dans le théoréme 4, nous montrons que les modes de fonctionnement permettent de séparer
les solutions du modéle géométrique inverse dans le cas ou les jambes ne sont pas cuspidales.
C’est-a-dire que les solutions sont bien séparées par les singularités sérielles. On peut trouver

dans [Wenger 93] la liste des chaines sérielles non cuspidales les plus courantes. Changer de
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mode de fonctionnement revient a effectuer un changement de posture pour I’une des jambes.

Théoréme 4 :

Les modes de fonctionnement séparent les solutions du modele géométrique inverse si et

seulement si les jambes du manipulateur sont non cuspidales.

Démonstration :

Si une jambe du manipulateur est cuspidale alors le manipulateur peut exécuter une
trajectoire de changement de posture sans rencontrer de configuration singuliére. Dans ce
cas, aucun terme de la matrice jacobienne sérielle B ne s’annule. Réciproquement, si
aucune jambe n’est cuspidale alors une trajectoire de changement de postures, implique
obligatoirement de passer par une ou plusieurs configurations singulieéres ou le déterminant

de la matrice jacobienne sérielle B s’annule.

Pour un mode de fonctionnement Af,, le manipulateur n’admet qu’une seule solution au
modele géométrique inverse. On peut donc définir une application permettant d’associer une

coordonnée opérationnelle X a une coordonnée articulaire (.
g&(X)=q (16)

La notation suivante permet de définir ’ensemble des images dans W d’une posture
donnée de Q, équation 17, ou I’indice i représente I’indice associé au mode de fonctionnement
Mf::

1

gi@= X\ (X, q) e Mf, 17)

3.2.2. EXEMPLES

Le robot Delta (Figure 57), manipulateur a 3 degrés de liberté, admet 2 postures pour
chaque jambe, soit au total 23 = 8 modes de fonctionnement et le robot Hexa (Figure 58),
manipulateur a 6 degrés de liberté, posséde 64 = 2 modes de fonctionnement (2 postures

pour chaque jambe).
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La multiplicit¢ des modes de fonctionnement des manipulateurs paralleles complique leur
commande. Cependant, certaines contraintes peuvent interdire un changement de mode de
fonctionnement. Pour le manipulateur Delta par exemple, si le plan de travail est placé tel
qu’aucune jambe ne puisse étre en singularité sérielle, tous les mouvements de la plate-forme

mobile se feront dans un seul mode de fonctionnement.

Figure 57 : Manipulateur Delta Figure 58 : Manipulateur Hexa

3.3. PROBLEMATIQUE

Nous avons défini la notion d’aspect pour les manipulateurs paralléles simples dans le
chapitre 2. Le but de ce paragraphe est de présenter par un exemple simple, les problémes
rencontrés pour étendre cette définition aux manipulateurs paralleles possédant plusieurs

solutions a leurs modeles géométriques direct et inverse.

Pour illustrer notre propos, nous utiliserons un manipulateur plan a deux degrés de liberté de
type RR-RRR (Figure 59). Ce mécanisme comporte seulement une boucle fermée et la plate-
forme mobile est placée en C. Les pivots A et B sont des articulations motorisées (associés
aux variables articulaires 0, et 6, respectivement) alors que les pivots C, D et P sont des
articulations passives. Dans notre étude, nous ne placerons pas de limites sur les articulations

motorisées et passives (variation sur [-Tt ;7t]).
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ry P (x,y)

Figure 59 : Manipulateur a boucle fermée plan de type RR-RRR

Pour notre étude, nous avons choisi d’étudier le mécanisme possédant les dimensions du

tableau 4.

Tableau 4 : Dimensions du manipulateur RR-RRR étudié

L’¢étude de la cinématique de ce manipulateur nous amene a la résolution des modeles
géométriques direct et inverse. On peut facilement écrire le systéme (18) pour décrire son

fonctionnement.

(x-L,cos(8,) 2+ (y-L,sin®,)>=L}3
(x-L,cos(0,)-Ly2+(y-L,sin(0,)2=L12 (18)

Ce manipulateur possede 2 solutions au modele géométrique direct et 4 solutions au modele
géométrique inverse. Le développement complet de ce calcul est donné dans [Chablat 98b].

Pour trouver les matrices jacobiennes A et B, on écrit la vitesse du point P :
p=é+63E(p-c)
p=d+6,E(p-d)
ou
. . s 0-1
'] E est la matrice de rotation définie dans le plan, E= 103
'] ¢ et d représentent le vecteur position des points C et D respectivement.

Ainsi, I’expression des matrices jacobiennes A et B est la suivante :
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| (p-¢)
- A‘[ (- d)]
L, L,sin(0,-6,)) 0
- B= 0 L, L,sin(6, - 0,)

3.3.1. UTILISATION DE LA NOTION D’ASPECTS AU SENS DE LA

DEFINITION 21

Pour commencer, nous allons tenter d’appliquer la définition des aspects pour les
manipulateurs paralleles simples (Définition 21). Dans le cas du manipulateur RR-RRR, pour
une configuration articulaire q donnée, il est possible d’associer deux modes d’assemblage,

les deux solutions du mod¢le géométrique direct.

On obtient deux ensembles, I’un ou le déterminant de la matrice jacobienne A est positif
et lautre ou il est négatif. On remarque que les ensembles sont identiques tant dans
I’ensemble articulaire que dans l’espace de travail (Figures 60 et 61). Les singularités
paralle¢les sont les limites de I’ensemble articulaire. Pour ces configurations articulaires, il
n’existe qu’une solution au modéle géométrique direct. La position de I’image de ces
configurations dans I’espace de travail est identique. Cependant, pour une position donnée du
point P, il peut exister des configurations du manipulateur qui soient en configurations
singuliéres et d’autres en configurations réguliéres. En effet, pour chaque configuration du
point P, il existe 4 solutions pour le modele géométrique inverse qui sont situées a 1’intérieur
de I’ensemble articulaire. Ainsi, on peut dire que les singularités parall¢les ne constituent pas

des frontieres permettant de diviser I’espace de travail en aspects.
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Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 60 : Etude du manipulateur RR-RRR possédant un déterminant de la matrice

jacobienne sérielle positif

Les singularités sérielles, dans I’ensemble articulaire, sont placées symétriquement par
rapport a I’axe des pivots A | et A, lorsque le determinant de la matrice jacobienne parallele

A est positif ou négatif.

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 61 : Etude du manipulateur RR-RRR possédant un déterminant de la matrice

jacobienne sérielle négatif

En conclusion, I'utilisation du signe du déterminant de la matrice jacobienne paralléle A
ne permet pas de décomposer 1’espace de travail en aspects, car, on ne peut pas distinguer les
4 solutions du modéle géométrique inverse. Nous devons donc rechercher une autre

formulation de la notion d’aspect pour résoudre ce probléme.
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3.3.2. UTILISATION DE LA NOTION D’ASPECTS AU SENS DE BORREL

Nous allons tester la définition de la notion d’aspect définie au sens de [Borrel 86]
(Définition 20). La valeur du déterminant de la matrice jacobienne sérielle B est fonction,
comme pour la matrice jacobienne parallele A, de la configuration articulaire q et de la
configuration de la plate-forme mobile X. Pour une position du point P, il est possible
d’associer 4 solutions du modele géométrique inverse. On calcule la valeur du déterminant de
la matrice jacobienne sérielle B pour toutes ces solutions, c’est-a-dire tous les modes de

fonctionnement de ce manipulateur.

Exemple

Le manipulateur RR-RRR posséde deux jambes indépendantes, on peut donc associer
deux modes de fonctionnement pour chaque jambe (Figure 62) pour une méme position du
point P. Ainsi, il existe 4 modes de fonctionnement (Mf,, Mf,, Mf,, Mf,) définis dans le

tableau 5.

B. Mf, My, My, Mf,

1

B, =L sin(6 ) (x - L cos(0 ) - N . iy o
L cos(8 ) (y- L sin(8 ) positif négatif positif négatif

B ,,=L ,sin(0 ,)(x - L ,c08(8 ,)- ¢ ,) - i ot s oatif g
L ZCOS(e 2)(}’ -L ZSin(e 2) pOSltl negatl negatl positi

Tableau 5 : Les 4 modes de fonctionnement d’un manipulateur RR-RRR

Pour chaque mode de fonctionnement, on calcule les «aspects» de I’ensemble

articulaire dont le découpage est donné par le signe de la matrice jacobienne sérielle B.

Les singularités sérielles associées a un mode de fonctionnement sont situées sur la
frontiere de I’ensemble articulaire, comme les singularités parall¢les, mais aussi sont présentes
a I’intérieur. De plus, ces domaines ne sont pas disjoints, c’est-a-dire qu’ils se recouvrent
partiellement. On peut aussi avoir deux solutions du modele géométrique inverse, associées a

une position du point P, appartenant a un mode de fonctionnement.
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A A
P(x, y) P(x, y)
D
C C
D
X X
C @, > O @), >
A B A B
A7 A7
P(x, y) P(x, y)
C » |C
D
X X
O @, > O @, >
A B A B

Figure 62 : Les 4 modes de fonctionnement d’'un manipulateur RR-RRR

Dans I’espace de travail, les «aspects » ainsi calculés sont divisés par les singularités
paralléles. On ne peut donc pas utiliser cette formulation pour planifier des trajectoires car il
existe, a I’intérieur de ces domaines, des configurations pour lesquelles il est difficile de
controler les déplacement de la plate-forme mobile. Aussi, on remarque la symétrie des

figures 63 - 64 et des figures 65 - 66.

On remarque que, dans I’ensemble articulaire, les modes de fonctionnement ne sont pas

disjoints. En effet, la région A par exemple se retrouve partiellement sur les 4 figures.
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Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 63 : Mode de fonctionnement n°l du manipulateur RR-RRR

Espace de travail Ensemble articulaire
Figure 64 : Mode de fonctionnement n°2 du manipulateur RR-RRR

0

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 65 : Mode de fonctionnement n°3 du manipulateur RR-RRR
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Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 66 : Mode de fonctionnement n°4 du manipulateur RR-RRR

On en déduit que les aspects définis par Borrel (Définition 20) ne peuvent pas diviser
I’ensemble articulaire en domaines disjoints car, pour le manipulateur paralléle RR-RRR, les
domaines ainsi définis se recouvrent partiellement, ils ne sont donc pas des plus grands

domaines sans singularité.

3.3.3. CONCLUSION

Nous avons vu que les définitions des aspects définis pour les manipulateurs paralléles
simples et les aspects au sens de Borrel sur un manipulateur paralléle possédant plusieurs
solutions aux mode¢les géométriques direct et inverse ne peuvent pas s’appliquer dans le cas
général, car aucune définition n’est capable de définir des domaines exempts de singularités

sérielle et parallele, ni dans I’ensemble articulaire, ni dans I’espace de travail.

Nous allons donc définir les aspects de ces manipulateurs dans le produit cartésien de
I’espace de travail et de I’ensemble articulaire pour trouver des domaines exempts de toute

configuration singulicre.

3.4. LA NOTION D’ASPECT GENERALISE

Nous avons défini dans le paragraphe 2.3.1, les aspects pour les manipulateurs paralléles
possédant une seule solution au modele géométrique inverse. Dans le paragraphe 3.3.1 et

3.3.2, nous avons vu qu’il n’était pas possible de définir les aspects uniquement dans I’espace
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de travail ou dans I’ensemble articulaire pour les manipulateurs possédant plusieurs solutions
aux modeles géométriques direct et inverse. A 1’aide des modes de fonctionnement, nous

allons définir les aspects pour ces manipulateurs que nous nommerons aspects généralisés.
3.4.1. LES ASPECTS GENERALISES

Définition 27 : Les aspects généralisés

On appelle aspects généralisés Aij d’un manipulateur pleinement parallele, les plus

grands domaines de W x Q tels que :

W Aij cWxQ;

O Aij est connexe ;

0 Aij = {(X, q)e WxQ /det(A)=0etdet(B) # O}

= {(X, q) € Mfi tel que det(A) # O}
En d’autres termes, les aspects généralisés sont les plus grands domaines définis sur le

produit cartésien de I’ensemble articulaire et de 1’espace de travail exempts de tout type de
singularité. Cependant, les aspects généralis€s ne peuvent pas €tre représentés graphiquement

a cause de leurs dimensions. Pour notre étude, nous utilisons une extension de la modélisation

octree, généralisée aux espaces de dimension n, pour calculer les aspects généralisés.

Note :

Les aspects généralisés ainsi définis peuvent s’appliquer aux manipulateurs paralleles
simples, dans ce cas, il n’existe qu'un seul mode de fonctionnement. Ils peuvent aussi
s’appliquer aux manipulateurs sériels non cuspidaux, dans ce cas le déterminant de la matrice
jacobienne parallele ne s’annule jamais. Dans chacun des cas, on s’intéressera a leur

projection dans I’espace de travail et dans I’ensemble articulaire respectivement.

3.4.2. W - ASPECT

Pour utiliser les aspects généralisés, nous allons les projeter sur ’espace de travail pour

former les W - aspects.
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Définition 28 : Les WV - aspects

La projection 7, des aspects genéralisés sur I’espace de travail donne les domaines

WAij tels que :
O WAij cW;
0 WAij est connexe.

Les domaines WAij sont appelés les W - aspects, ils sont les plus grands domaines
connexes de I’espace de travail, pour un mode de fonctionnement donné Mf , exempts de

singularités sérielle et parallcle.

3.4.3. Q - ASPECT

De méme, nous allons projeter les aspects généralisés sur I’ensemble articulaire pour

former les Q - aspects.

Définition 29 : Les O - aspects

La projection T des aspects généralisés sur I’ensemble articulaire donne les domaines

QAij tels que :
O QAij cQ ;
O QAij est connexe.

Ces domaines sont appelés les Q - aspects, ils sont les plus grands domaines connexes de
I’ensemble articulaire, pour un mode de fonctionnement donné Mf,, exempts de singularites

sérielle et paralléle.

3.4.4. APPLICATION AU MANIPULATEUR RR-RRR

Nous allons appliquer la définition des aspects généralisés au manipulateur RR-RRR
étudié dans le paragraphe 3.3. Nous verrons a la fin de ce paragraphe 'intérét d’exploiter les
différents aspects généralisés pour éviter les singularités parall¢les. Il n’est naturellement pas
possible de représenter ces aspects généralisés puisqu’ils sont définis dans un hyperespace de

dimension 4. On représentera séparément leurs projections respectives, c’est-a-dire les W-
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Aspects et les Q-Aspects.

Les aspects généralisés

Nous représenterons donc leurs projections dans ’espace de travail et I’ensemble
articulaire pour chaque mode de fonctionnement Mf.. L’ensemble des resultats est synthetise
dans le tableau 6. Puis nous représenterons, pour chaque mode de fonctionnement, les aspects
généralisés associ¢s. Pour les dimensions du manipulateur étudié, il peut exister un ou deux

aspects généralisé(s) pour chaque mode de fonctionnement (Figures 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73,

74).
Figure 67 68 69 70 71 72 73 74
det(A) P P P P N N N N
B, P P N N P P N N
B, P N N P N P P N
Nombre
d’aspects 1 1 1 2 1 2 1 1
généralisés

Tableau 6 : Nombre d’aspects généralisés en fonction du mode de fonctionnement

Comme dans le paragraphe 3.3.2, on remarque la symétrie des aspects par rapport a
I’axe Y. Nous regroupons ainsi les aspects généralisés suivant les paires suivantes : 67-73, 68-
74,69-71, 70-72. Si leurs projections dans I’espace de travail et dans I’ensemble articulaire se
recouvrent partiellement, leur définition dans W X Q permet de définir des domaines

distincts.
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Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 67 : Aspect 1 du manipulateur RR-RRR

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 68 : Aspect 2 du manipulateur RR-RRR

Yl\ ﬂz 7T

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 69 : Aspect 3 du manipulateur RR-RRR
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Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 70 : Aspects 4 et 5 du manipulateur RR-RRR
0, .7

J

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 71 : Aspect 6 du manipulateur RR-RRR

Y ............ _‘:\‘;
N
7
X" Z
Espace de travail Ensemble articulaire
Figure 72 : Aspects 7 et 8 du manipulateur RR-RRR
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Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 73 : Aspect 9 du manipulateur RR-RRR

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 74 : Aspect 10 du manipulateur RR-RRR

3.4.5. APPLICATION DES MODES DE FONCTIONNEMENT ET DES

ASPECTS GENERALISES

Il existe deux fagons de s’affranchir des singularités paralleles. La plus courante est
d’¢liminer ces singularités par conception. La seconde est d’éviter ces singularités en
exploitant tous les aspects généralisés. On montre ci-aprés que la deuxiéme solution peut-étre

préférable.

° Elimination des singularités paralléles de ’espace de travail

Pour ce manipulateur, deux types de singularités paralléles doivent €tre éliminés :

lorsque C et D coincident ou lorsque les points C, D et P sont alignés.
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Pour éviter que les points C, D coincident (Figure 75), il faut et il suffit que L, #L, ou

bien que si L, =L, alors L, +L, <L, Ce type de configuration est du a la symétrie du

manipulateur.

Y a — P(x,y)

A
Figure 75 : Singularité parallele du manipulateur RR-RRR

De la méme manicre, pour éviter les autres configurations singuliéres, c’est a dire
lorsque les points C, D et P sont alignés, nous posons la condition suivante,
L,+L,-L,-L,>L, et L,=L,. Ainsi, nous obtenons un espace de travail sans aucune

singularité paralléle (Figures 76) et son ensemble articulaire associé (Figures 77).

Y T4 02

\4
S
e

Figure 76 : Espace de travail sans singularité Figure 77 : Ensemble articulaire sans
parallele du manipulateur RR-RRR singularité parallele du manipulateur RR-
RRR

De telles contraintes sur les dimensions du manipulateur entrainent une diminution
importante de son espace de travail. L’utilisation de tous les modes de fonctionnement du

manipulateur doit permettre d’éviter les singularités paralleles.
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° Changement de mode de fonctionnement pour éviter les singularités

paralléles

En fonction du mode de fonctionnement choisi, la position des singularités parall¢les
change dans ’espace de travail. Dans la figure 78, nous avons représenté deux modes de
fonctionnement associés a un point P de 1’espace opérationnel. La configuration de gauche est
une configuration singuliére parallele, alors que la configuration de droite est une
configuration réguliére pour le manipulateur. Par ailleurs, pour exécuter une tache dans un
environnement fortement contraint, il peut-&tre nécessaire de changer de mode de
fonctionnement. Le manipulateur peut ainsi atteindre des points situés dans les deux aspects

associés a deux modes de fonctionnement différents.

y 4

»
[
»

<

C P(x, y) D P(X, y) D

O
A A

Figure 78 : Modes de fonctionnement et singularité parallele du manipulateur RR-RRR

° Le conditionnement des matrices jacobiennes

Si la position des singularités parall¢les est fonction des modes de fonctionnement, il est
possible de choisir un mode fonctionnement en fonction des valeurs du conditionnement des
matrices jacobiennes. Dans ce paragraphe, nous introduisons pour le manipulateur RR-RRR
un critere local basé sur I’étude du conditionnement des matrices jacobiennes paralléle ou
sérielle. Ainsi, en fonction de la tiche a exécuter, nous choisirons le mode de fonctionnement

le plus appropri€.

Définition :

Nous ¢étudions le conditionnement KK(M) d’une matrice M de dimension m X n, avec

25/01/01 D. Chablat 97



Les manipulateurs pleinement paralleles : Cas général

m < n, comme ¢tant le rapport entre la plus grande valeur propre o] et la plus petite valeur
propre o, de la matrice M.
5
K (M) =—

S

1 . / . r :
Les valeurs propres {0, }, de la matrice M sont definies comme €tant les racines de la

matrice non négative semi-définie positive M MT de dimension m X m.

Pour le manipulateur plan RR-RRR, nous définissons le conditionnement de la matrice
jacobienne parallele et sérielle [Chablat 98b]. L’utilisation d’un manipulateur symétrique
(L,=L,etL,=L,) nous a permis de trouver une expression sans dimension pour ces deux

matrices.

Conditionnement de la matrice jacobienne paralléle

Pour calculer le conditionnement de la matrice jacobienne paralléle, nous avons besoin
du produit A AT,

1 cos(6; - 6,) ]

T_ 2
AA L3[cos(93-94)1

Les valeurs propres o et o, de ce produit sont les suivantes

o,=1-cos(0,-0,)eta,=1+cos(6,-6,
Nous définissons le conditionnement de la matrice jacobienne paralléle A comme :

max

KA =\ [

min
oua . =1-|cos(6,-0) etoa =1+]cos(0;-6,). Aprés simplification, nous

obtenons 1’expression suivante :

1
tan((0, -6 ,) / 2)|

K(A) =

Ainsi, le conditionnement de la matrice jacobienne parallele est minimum, c’est-a-dire
¢gal a 1, lorsque [0, - 6,/ = ©/ 2 modulo 7. Inversement, le conditionnement de la matrice

jacobienne parallele tend vers I'infini lorsque [0 , - 6,] = © modulo 7. Les configurations pour
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lesquelles KK(A) =1 sont appelées configurations isotropes alors que les configurations pour
lesquelles KK(A) =+o< sont les singularités paralléles du manipulateur (Figure 79).

4 4

K(A)=1 K(A) =t
Figure 79 : Configurations singuliere et isotrope de la matrice jacobienne parallele d’un
manipulateur RR-RRR
La position des courbes d’iso-conditionnement est fonction du mode de fonctionnement
choisi, le conditionnement associ¢ au point P est différent. Dans la figure 80 a), le
conditionnement est moyen alors que dans la figure 80 b), le manipulateur est en

configuration isotrope.

5.5
3.1
2.0

1.4
1.0

Y 4

a) b)

Figure 80 : Courbes d’iso-conditionnement de la matrice jacobienne paralléle d’un

manipulateur RR-RRR pour deux modes de fonctionnement différents
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Conditionnement de la matrice jacobienne sérielle

La matrice jacobienne sérielle B étant diagonale, les valeurs propres de cette matrice [3

et 3, sont simplement les valeurs absolues de la diagonale :

B,=Isin(®,-6 )letP,=[sin(0,-6,)

Le conditionnement de la matrice jacobienne sérielle B est défini tel que :

B max

K®)="\ |5

ou la valeur de B __ et B _. est fonction de [I’inégalité suivante. Si
sin(6, - 6 )| <[sin(0, - 6,)| alors
B~ Isin(6,-0 )letP  =Isin(®,-06))

sinon

B, .=Isin(0,-0 ) et =[sin®;-0,)

Le conditionnement de la matrice jacobienne sérielle est minimum lorsque
sin(6, - 6) = [sin(®, - 6,) # 0. Inversement, il tend vers Iinfini lorsque
sin(6, - 8 )] = [sin(0, - 6,)] = kn. Les configurations pour lesquelles KK(B) = 1 sont les
configurations isotropes et les configurations pour lesquelles K(B) = +e< sont les singularités

sérielles du manipulateur. Ces configurations sont représentées dans les figures 81 a) et b).

A A
y

0,
40
A

K(B)=1 a) K(B) = +o< b)

Figure 81 : Configurations isotrope et singuliere de la matrice jacobienne sérielle d 'un
manipulateur RR-RRR
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Note :

'] Pour les manipulateurs pleinement paralleles, il est possible d’utiliser Ie
conditionnement de la matrice jacobienne paralléle, sérielle ABT [Kock 98] selon la

tache a exécuter.

'] Pour les manipulateurs possédant a la fois des degrés de mobilité de translation et de
rotation, il est nécessaire de normaliser les dimensions des matrices jacobiennes pour les
valeurs propres des matrices jacobiennes puissent étre comparées. Pour un manipulateur
a 6 degrés de liberté, les dimensions des valeurs propres sont soit en meétres soit en

radians.

° Conclusion

On peut conclure que I'utilisation des différents modes de fonctionnement permet de
s’affranchir des problémes des singularités paralléles présentes a 1’intérieur de I’espace de
travail. Il est donc intéressant d’utiliser tous les modes de fonctionnement d’un manipulateur
paralléle en effectuant des trajectoires de changement de postures entre les aspects généralisés.
La gestion des modes de fonctionnement permet d’augmenter les performances d’un
manipulateur pleinement paralléle en lui donnant la possibilit¢ d’exploiter au mieux son

espace de travail (Voir la N - parcourabilité, chapitre 5.2.2).

3.4.6. APPLICATION AU MANIPULATEUR PLAN 3-RRR

Nous allons introduire un nouvel exemple possédant 3 degrés de liberté. Nous avons
choisi le manipulateur 3-RRR (Figure 82) qui a été étudié en particulier par [Gosselin 88] et
[Merlet 97]. 1l posséde plusieurs solutions aux modeles géométriques inverse et direct. Sa
morphologie est proche de celle du manipulateur de type 3-RPR étudi¢ par [Wenger 97a]
pour lequel il est montré qu’il est possible de changer de mode d’assemblage sans passer par

une singularité.

L’équation 19 permet la résolution du modele géométrique inverse de ce manipulateur.
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(x + C;, cos(9) - C; sin(9) - 4;, - L; cos(a))* +

= A2 L
(v +Cy, sin(0) + C; cos(@) - 4, - Lsin(ep)p 7 pouri=1.2.3 (19)

Les trois articulations motorisées sont les trois pivots 4 |, 4, et 4 ,.

Figure 82 : Manipulateur plan 3-RRR

La résolution de ce probléme est abordée par [Gosselin 88]. On peut résoudre le
probléme du modele géométrique direct de ce manipulateur, en utilisant les résultats obtenus
pour le manipulateur pleinement parall¢le 3 - RPR (Figure 4). On calcule les coordonnées des
points C. a partir de la méthode de résolution du manipulateur 3 - RPR, en fixant les
longueurs des articulations prismatiques €gales aux longueurs des segments M;. On a donc le

méme nombre de solutions que pour le manipulateur 3 - RPR, c’est-a-dire 6.

Dimensions

Nous avons choisi des dimensions (Tableau 7), pour le manipulateur étudié, permettant

d’avoir 8 modes de fonctionnement et 6 solutions au modele géométrique direct (Figure 85).
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4, =-10,0 4, =100 4,.=00
4,,=-100 4,,=-100 45,2100
C,,= 00 C,, =100 C,, =100
C,,= 00 C,,=00 C,,=100
L,=10,0 L,=10,0 L,=10,0
M,=10,0 M,=10,0 M=10,0

Tableau 7 : Dimensions du manipulateur pleinement parallele plan 3-RRR étudié

Nous avons modé¢lisé 1’espace de travail (Figure 83) et I’ensemble articulaire (Figure 84)
en utilisant une représentation octree. Ce manipulateur admet jusqu’a 6 solutions réelles pour
son modele géométrique direct (Figure 85). Cependant toutes les configurations articulaires
n’admettent pas 6 solutions. Nous avons étudié¢ I’ensemble articulaire de ce manipulateur pour

o=[-1;m].

Figure 84 : Ensemble articulaire du

Figure 83 : Espace de travail du

manipulateur plan 3-RRR manipulateur plan 3-RRR
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_)'—u

D 4\

Figure 85 : 6 solutions du modele géométrique direct d’un manipulateur pleinement parallele
plan 3-RRR

Les aspects

En utilisant la définition des aspects généralisés, nous avons calculé, pour tous les
modes de fonctionnement, les W-aspects du manipulateur pleinement paralléle plan 3-RRR
étudié. Nous avons ainsi trouvé 16 aspects généralisés dont nous avons représenté, dans la
figure 86, leurs projections dans I’espace de travail. Les domaines ainsi obtenus se recouvrent
partiellement, cependant pour un mode de fonctionnement donné, tous les W-aspects sont

exempts de singularités parall¢le et sérielle.
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9%
XS
39S
%Y

Figure 86 : Les 16 W-aspects du manipulateur 3-RRR

s

]>< \ 'I
', ‘ '\ LY ’\
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3.4.7. APPLICATION AU MANIPULATEUR SPATIAL DELTA

Notre dernier exemple d’application des aspects généralisés est un manipulateur spatial.
Nous avons choisi le manipulateur Delta concu par Clavel [Clavel 88]. Le but de cet exemple
est de montrer que la notion d’aspect généralisé ne s’applique pas uniquement aux

manipulateurs pleinement parall¢les plans.
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Figure 87 : Manipulateur spatial Delta

Ce mécanisme a trois degrés de liberté (X, Y, Z) possede 3 articulations motorisées (0 ,,
0,, 6,) placées en A, A, et A (Figure 87). Il est constitu¢ de 3 jambes comportant un
parallélogramme qui permet a la plate-forme mobile de rester horizontale. De nombreuses
variantes de ce mécanisme ont €té étudiées pour former des manipulateurs a 6 degrés de

liberté [Pierrot 91] et [Mianowski 98].

Nous utilisons un manipulateur symétrique, c’est-a-dire possédant des dimensions identiques
pour chacune des jambes et les trois articulations rotoides de la base et de la plate-forme
mobile placées sur un cercle de rayon R | et R, respectivement, réparties a 120° . Ainsi, nous

obtenons les propriétés suivantes :
] 2 solutions au mod¢le géométrique direct ;
] 8 solutions au mod¢le géométrique inverse.

Les singularités parall¢les de ce mécanisme sont les configurations pour lesquelles les
points B, B,, B et P sont coplanaires. Dans ces configurations, le manipulateur gagne un

degreé de liberté suivant un axe perpendiculaire au plan (B |, B ,, B ,).
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Les dimensions du manipulateur utilisées dans ce paragraphe sont regroupées dans le

tableau 8.

R R L

1 2 1

1.8 0.3 24 2.8

Tableau 8 : Dimensions du manipulateur Delta étudié

Nous utilisons les octrees pour modéliser 1’espace de travail et I’ensemble articulaire de

ce manipulateur (Figures 88 et 89).

V4

Y
Figure 88 : Espace de travail du manipulateur Figure 89 : Ensemble articulaire du
Delta manipulateur Delta

Puis, nous cherchons les singularités paralléles que nous représentons dans 1’espace
opérationnel et dans ’espace articulaire (Figure 90). 1l est difficile de calculer précisément la
totalité de la surface. C’est pourquoi, il peut arriver que le modele octree soit incomplet

(Présence de petit cube isolés).
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-
res4

Figure 90 : Configurations singulieres du manipulateur Delta dans [’espace articulaire

Nous remarquons que la position de ces configurations singuliéres est fonction du mode
de fonctionnement. Nous pouvons généraliser les remarques que nous avons faites pour le
manipulateur plan 3-RPR a propos de son ensemble articulaire. Les singularités paralleles
constituent, avec les limites articulaires, les frontiéres de 1’ensemble articulaire. Il existe donc
des configurations articulaires pour lesquelles il n’est pas possible d’assembler le
manipulateur. Comme pour le manipulateur 4 barres plan (contraintes de Grashof), il existe
des conditions sur les dimensions permettant d’associer, pour toutes configurations
articulaires, un mode d’assemblage pour le manipulateur [Clavel 88]. Si ’on pose
R, + L,= R, + L,, alors le manipulateur est en configuration singulicre lorsque
6.=6

=0,=m (Figure 91) ce qui sépare les solutions du modéle geométrique direct

1 2

symétriquement par rapport au plan forme par les points A |, A, et A .
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Figure 91 : Configuration singuliere du manipulateur Delta

Dans cette configuration (Figure 91), les jambes et la plate-forme mobile sont
coplanaires avec la base du manipulateur ; celui-ci ne peut résister a aucune force exercée

suivant ’axe Z.

S’il n’existe pas de limites sur les articulations motorisées ou passives, les domaines
accessibles par le manipulateur dans chacun de ses 8 modes de fonctionnement sont
identiques. Cependant, pour un manipulateur réel, nous devons introduire des limites sur ces
articulations a cause de contraintes technologiques. De plus, la position des configurations
singulieres présentes a l’intérieur de I’espace de travail est fonction du mode de

fonctionnement.

3.5. LES DOMAINES D’UNICITE

Nous venons de définir les aspects généralisés comme étant les plus grands domaines
définis sur le produit cartésien de I’espace de travail et de I’ensemble articulaire sans
singularité parall¢le ni sérielle. Le but de ce paragraphe est de définir les domaines d’unicité
des manipulateurs pleinement paralléles. A partir du manipulateur 3-RRR, nous verrons que

les aspects ne sont pas les domaines d’unicité.

3.5.1. CHANGEMENT DE MODE D’ASSEMBLAGE

Dans ce paragraphe, nous allons montrer qu’il est possible de réaliser une trajectoire
permettant de changer de mode d’assemblage sans passer par une singularité parall¢le ou une

singularité sérielle. Le manipulateur pleinement parallele 3-RRR étudié est identique a celui
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du paragraphe 3.4.6. Nous définissons cette trajectoire a partir de la modélisation d’un aspect

paralleéle généralis¢e WA ..

La trajectoire réalisée est une interpolation lin€aire dans I1’espace de travail entre

configurations de la plate-forme mobile données dans le tableau 9.

X Y ¢ (rad)
Point 1 -15,468 0,781 0,073
Point 2 -15,468 -7,091 0,500
Point 3 -9,902 -7,091 1,081

Tableau 9 : Trajectoire de changement de mode d’assemblage

La configuration de départ et la configuration d’arrivée de cette trajectoire, ainsi qu’une

configuration intermédiaire sont représentées dans la figure 92.

E _® '
3 ] y ]
/ /
/ ] L
/ yy 4
3 o @ 0 C
Configuration de départ -1-  Configuration intermédiaire Configuration d’arrivée -2-

Figure 92 : Changement de mode d’assemblage pour un manipulateur paralléle 3-RRR

Nous avons calculé la valeur des différents déterminants (A et B) durant cette
trajectoire. Nous pouvons ainsi vérifier qu’aucun d’entre eux ne s’annule (Figure 93 : En

ordonnée, nous avons norm¢ les valeurs de Det(A), B |,, B ,, et B ;). Nous rappelons aussi

11°

que les singularités parall¢les sont les configurations pour lesquelles les droites B.C, ont un

point commun.
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Valeurs
de Det(A), B11, B22, B33 normées
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—BIl11 —B22 B33 Det(A)

Figure 93 : Variation de la valeur des déterminants le long de la trajectoire

La trajectoire de changement de mode d’assemblage ainsi définie est donc non

singuliere. Ceci signifie que les singularités paralleles, comme pour les manipulateurs

pleinement paralléles simples, ne séparent pas les solutions du modele géométrique direct.

Nous allons donc définir leurs domaines d’unicité.

3.5.2. LES SURFACES CARACTERISTIQUES

Nous avons défini les surfaces caractéristiques pour diviser les aspects et ainsi former

les domaines d’unicit¢ des manipulateurs paralléles simples. En utilisant les modes de
fonctionnement et les aspects généralisés, nous allons étendre cette définition aux

manipulateurs pleinement paralléles possédant plusieurs solutions au modele géométrique

inverse.

Définition 30 : Les surfaces caractéristiques

aspect WA

Soit WA\ ;; un Wh-aspect de travail W. On définit les surfaces caractéristiques du W-

notées S (WA ), comme I"image réciproque dans WA\, de I"image

ij°

des fronticres WA\;; qui délimitent WA ;.
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SUWA =g (g ( vv_Aij))m WA (20)

| -1 L . , .
oug. etg; sontdéfinies respectivement avec les équations (16) et (17).

Remarque :

Cette définition suppose que les jambes ne sont pas cuspidales. Dans le cas contraire, il
serait nécessaire de définir des surfaces caractéristiques dans I’ensemble articulaire pour

séparer les solutions du modéle géométrique inverse.
3.5.3. LES REGIONS DE BASE ET DOMAINES DE BASE

Définition 31 : Régions de base

Soit WA\ ;; un W-aspect d’un mode de fonctionnement Mf; appartenant a I’espace de

travail W. On définit les régions de base, notées WAD, .,

(k € K ensemble des régions
de base), comme étant les composantes connexes de WAij =S C(WAij) (~ désigne la

différence entre ensembles). Les composantes de base réalisent une partition de WA\ :

WA = (U x WAD )US (WA ) 21

ke K

Définition 32 : Composantes de base

Soit QAbijk= gi(WAbijk), QAbijk est un domaine de ’ensemble articulaire Q
qu’on appelle composante de base. Soit WA\, un W-aspect et QA ;; son image par g;, on

a:

QA= (Y ¢ QAD, ) L g(S(WA,) (22)

Théoréme 5 :

En d’autres termes, les régions de base sont les domaines d’unicité pour le modeéle

géométrique direct.

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle donnée dans le chapitre 2.5.5 pour le cas

des manipulateurs paralleles possédant une seule solution au modele géométrique inverse.
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Conséquence :

Les composantes de base, images des régions de base d’'un méme aspect généralisé,

pour un mode de fonctionnement donné, sont soit disjointes soit confondues.

3.5.4. LES DOMAINES D’UNICITE LES PLUS GRANDS

Le théoréme 5 permet de caractériser les domaines de 1’espace de travail possédant une
seule solution au modele géométrique direct. Le théoréme 6 suivant a pour but de définir les
domaines d’unicité les plus grands de I’opérateur géométrique : tout autre domaine d’unicité

est alors inclus dans I’un d’eux.

Théoréme 6 :

Les domaines d’unicit¢é \Wu, , sont les domaines obtenus comme la réunion de

[’ensemble (U._,. WA, }) des régions de base adjacentes, d’un méme \W-aspect
jedJ i

WAl.j dont les images respectives par g. sont disjointes, et du sous-ensemble S (J)

des surfaces caractéristiques qui séparent ces composantes de base :
Wu,, =y WAbij)uSC( WAbij) (23)
avec I’ c Jtel que Vj,j, € I, g (WAD. i) Ng.(WAD. i2) = %)

3.5.5. CONCLUSION

Nous avons défini les domaines d’unicité pour les manipulateurs pleinement paralléles
possédant plusieurs solutions aux modéles géométriques direct et inverse. Ces domaines
permettent de séparer les solutions du modele géométrique direct pour les manipulateurs
pleinement paralleles qui peuvent changer de mode d’assemblage sans rencontrer de

configuration singulicre.

3.6. CONCLUSION

Nous venons de définir les aspects généralisés comme étant les plus grands domaines

définis sur le produit cartésien de I’espace de travail et de I’ensemble articulaire. Puis, nous
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avons défini les aspects libres. Enfin, nous avons caractérisé les domaines d’unicité des
manipulateurs parall¢les dans le cas général. Ces définitions sont particulierement adaptées
pour I’optimisation de la conception des manipulateurs parall¢les et vont nous permettre de

définir la mobilité de ces manipulateurs.
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4. PRISE EN COMPTE DES COLLISIONS : LES ASPECTS LIBRES

4.1. INTRODUCTION

Nous venons de définir les aspects généralisés pour les manipulateurs pleinement
paralléles. Cependant cette définition ne prend pas en compte les collisions pouvant se
produire entre le manipulateur et son environnement (collisions externes) ou entre les corps du
manipulateur (collisions internes). L’objectif de ce chapitre est de définir les aspects libres et

leurs projections dans I’ensemble articulaire et dans 1’espace de travail.

Nous avons vu que le principal défaut des manipulateurs paralléles est la taille réduite
de leur espace de travail. Ce défaut est di principalement a la présence de singularités a
I’intérieur de I’espace de travail, qui oblige le concepteur a poser des limites articulaires

séveres sur les articulations motorisées.

La deuxiéme contrainte est d’éviter les collisions. Dans ce cas, contrairement aux
manipulateurs sériels, la commande des manipulateurs parall¢les doit garantir, pour la
planification de trajectoires, I’absence de deux types de collisions. Nous devons donc
connaitre la situation de chaque corps du manipulateur associ¢ a un mode de fonctionnement
pour pouvoir définir son volume occupé dans une configuration donnée. A partir de cela, nous
définissons deux types de collisions : les collisions internes qui ne dépendent que du

manipulateur et les collisions externes qui sont fonction de I’environnement.

Pour la modélisation de I’espace de travail, de nombreuses études intégrent le probleme
des collisions entre segments et les limites des articulations actives et passives. Cependant, il
est nécessaire d’effectuer une modélisation volumique du manipulateur pour connaitre tous les
problémes dus aux collisions internes. La méthode que nous présentons permet aussi de

prendre en compte les collisions avec I’environnement.

Ce chapitre synthétise les résultats que nous avons présentés dans [Chablat 98d].
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4.2. RAPPEL : INFLUENCE DES OBSTACLES POUR LES MANIPULATEURS

SERIELS

Pour définir les aspects des manipulateurs sériels, Borrel a défini les plus grands
domaines de I’espace de travail exempt de toute configuration singulicre [Borrel 86].
Malheureusement cette définition ne tient pas compte des obstacles présents dans le champ
d’action du manipulateur. L’influence de ces objets sur 1’espace de travail est difficile a
prévoir. Pour définir I’espace de travail libre d’un manipulateur, il est nécessaire d’étudier
toutes les configurations des différents corps du manipulateur pouvant entrer en collision avec

I’environnement.

Nous allons rappeler les définitions de I’espace des configurations libres et de 1’espace

de travail libre permettant de formuler les aspects libres des manipulateurs sériels.

4.2.1. ESPACE DE TRAVAIL LIBRE ET ESPACE DES CONFIGURATIONS

LIBRES

Pour définir 1’espace des configurations libres et 1’espace de travail libre des
manipulateurs sériels, il est nécessaire de définir le volume occupé par tous les solides le

constituant.
On désigne par MI(q) le volume représenté par le manipulateur sériel dans la configuration

q=1[q,..q,]" (Figure 94).

|V|(<1)=bu(ui=1,nci(q1, wq59,) ) (24)
ou:

® b est le corps de base du manipulateur ; ¢, designe le corps li€ a I’articulation numéro i

pour 1 <i<netc estl’organe terminal du manipulateur.
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Figure 94 : Description d’'un manipulateur sériel

Espace des configurations libres

On appelle espace des configurations libres, I’ensemble des configurations d’un

manipulateur sériel tel que :

QI={qu/M(q)mO=®} (25)
ou:

JO0=uv Obst(k) I’ensemble de tous les obstacles de I’environnement ;

k=1, No

'] Q le domaine articulaire accessible.

Espace de travail libre

On appelle espace de travail libre, I’image par le modele géométrique direct f de
I’espace des configurations libres. On note WI :
WI =f(Ql) (26)

L’espace de travail libre est I’ensemble des configurations accessibles par 1’organe terminal
du manipulateur, tel qu’aucune partie du manipulateur ne soit en collision avec les objets de

I’environnement.

4.2.2. LES ASPECTS LIBRES

Pour prendre en compte les obstacles présents dans I’environnement du manipulateur,

[Wenger 89] a introduit la notion d’aspect libre.
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Définition 33 : Les aspects libres

La définition des aspects libres utilise la définition des aspects [Borrel 86]. Les aspects

libres Aj  [Wenger 89] sont définis par :
AijCC{ A N Ql }

ou CC signifie composantes connexes.

Pour chaque composante connexe Ajk, leur image dans 1’espace de travail est défini

par :
Vie I, Vke I(), WA =f(A )

ou chaque domaine WAj . €st connexe.

4.3. INFLUENCE DES OBSTACLES POUR LES MANIPULATEURS PARALLELES

4.3.1. VOLUME DU MANIPULATEUR

Pour définir I’espace de travail libre de toute collision, nous devons connaitre le volume

occupé par I’ensemble des corps du manipulateur pour chacune de ses configurations.

Définition 34 : Volume du manipulateur

Soit V_(X, q), le volume du manipulateur pleinement parallele dans la configuration

(X, q) (Figure 95) :
VoXs@)=bu (U X, @) L pl(X) (27)
ou,
" b est le volume de la base du manipulateur pleinement paralléle ;

7 pI(X) est le volume de la plate-forme mobile du manipulateur pleinement parall¢le dans

la configuration (X) ;

¢ (X, q) avec k= m X i + j est le volume du corps j de la jambe i ou 7 est le nombre de
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jambes et m le nombre de corps de la jambe i du manipulateur pleinement parall¢le
étudié.

La position de chaque corps est donnée par le modele géométrique inverse.

Figure 95 : Description d’'un manipulateur paralléle

4.3.2. COLLISIONS INTERNES

A partir de la modélisation du manipulateur, nous cherchons a connaitre si pour une
configuration donnée, aucun des corps le constituant est en collision avec un autre corps du
manipulateur. Nous définissons ainsi le volume des collisions internes. Dans un
fonctionnement normal, ce volume sera évidemment nul. De plus, a partir de la modélisation
du manipulateur, un volume de sécurité peut étre prévu en décalant les frontieres des volumes

de chaque corps d’une distance de sécurité.

Pour illustrer notre propos, nous utilisons le manipulateur plan RR-RRR dont les
différents corps sont disposés sur deux niveaux (Figure 96). Les collisions internes se
produisant entre les corps d’'un méme niveau. Le principal probléme posé¢ par cette
mod¢lisation est la représentation des articulations ou les corps sont tangents. Ainsi, entre les

deux niveaux, il y a tangence mais pas collision.
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g P(x,y)
AY L,
L, Niveau 1
Niveau 0
6,
Ln 02 X
@ I G >

Figure 96 : Modélisation volumique du manipulateur plan RR-RRR

Définition 35 : Les collisions internes

Soit VX, q), le volume des collisions internes, ¢’est-a-dire I’ensemble de tous les
volumes en collisions entre les corps du manipulateur dans la configuration (X, q)

(Figure 97).

(28)
ou

0V X @)= Vi xm-1(€; N b), volume des collisions corps / base ;
Vv, p(X, D= Yo, nxm-1 (¢ N PIX)), volume des collisions corps / plate-forme ;

DV X @)=Y em Ui nxm 4N cj)), volume des collisions corps / corps.

[ TN 0,
T 1

Figure 97 : Exemple de collision interne

4.3.3. COLLISIONS EXTERNES

Pour établir une étude exhaustive des différentes collisions possibles, nous allons
prendre en compte les objets présents dans 1’environnement. Nous définissons le volume des

collisions externes a partir de la modélisation du manipulateur et de son environnement.
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Définition 36 : Les collisions externes

Soit V_(X, q), le volume des collisions externes, ¢’est a dire I’ensemble des volumes en

collision entre le manipulateur et les obstacles de son environnement Obst (Figure 98).

V_(X, = V_(X, q) N Obst (29)

Figure 98 : Exemple de collision externe

Les collisions internes et externes des manipulateurs paralléles pourraient étre calculées
en utilisant les fonctions de test de collision des logiciels de CAO-Robotique du commerce.
Cependant, il est encore parfois difficile de modéliser, dans ces logiciels, des manipulateurs
paralléles possédant plusieurs solutions au modele géométrique direct et inverse. En effet, leur
structure est particulierement adaptée pour des manipulateurs sériels possédant une seule

solution au modele géométrique direct.

4.3.4. LES ESPACES LIBRES

A partir des différentes modélisations que nous venons d’introduire, nous allons intégrer
les contraintes de collisions dans la modélisation de I’espace de travail et de 1’ensemble
articulaire. Cependant, étant donné que les configurations du manipulateur sont définies dans
le produit cartésien de I’espace de travail W et de I’ensemble articulaire Q, nous définirons un

espace libre dans ce produit cartésien avant de les projeter sur W et Q.

Définition 37 : Espace libre

On définit I’espace libre E; d’un manipulateur pleinement parallele comme I’ensemble

des configurations (X, q) accessibles sans collision interne ni externe :
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E={X,q) e WxQ\ V=D etV =32} (30)

Une configuration libre (X, q) est une configuration (X, q) pour laquelle le

manipulateur est libre de toute collision interne ou externe.

L’espace libre étant définis sur W X Q, il n’est pas applicable directement. Nous
définissons I’espace de travail libre W, comme la projection de I’espace libre sur I’espace de
travail puis I’ensemble articulaire libre Q, comme la projection de I’espace libre sur

I’ensemble articulaire.

Définition 38 : L’espace de travail libre

La projection 7, de I’espace libre E | sur I’espace de travail donne I’espace de travail

libre W, :

W =m,(E ) 31)

Définition 39 : I.’ensemble articulaire libre

La projection T de I’espace libre E | donne I’ensemble articulaire libre Q | :
Q,=m,(E,) (32)

4.3.5. APPLICATION AU MANIPULATEUR RR-RRR

Pour illustrer les précédentes définitions, nous utilisons le manipulateur plan 5 barres
RR-RRR que nous avons modélis¢ dans la figure 96. Les dimensions du manipulateur

utilisées pour ce calcul sont regroupées dans le tableau 10.

Tableau 10 : Dimensions du manipulateur RR-RRR étudié pour les espaces libres

Pour cet exemple, nous avons calculé son espace de travail et son espace de travail libre,
son ensemble articulaire (Figure 100) et son ensemble articulaire libre (Figure 101). Ce

dernier est bien sir plus petit que I’ensemble articulaire puisqu’il est limité par les collisions

25/01/01 D. Chablat 122



Prise en compte des collisions : les aspects libres

internes (pour 6, = 0 et 6, = m). On remarque cependant que son espace de travail libre

associ¢ est identique a celui de 1’espace de travail (Figure 99).

Y

i UL O O O
o

Figure 99 : Espace de travail et espace de travail libre

0, i
0, 0,
Figure 100 : Ensemble articulaire du Figure 101 : Ensemble articulaire libre du
manipulateur RR-RRR manipulateur RR-RRR

Or, malgré cela, n’importe quelle trajectoire n’est pas faisable dans 1’espace de travail.
Par exemple, la trajectoire AB, pour la conception retenue, est impossible a cause d’une
collision entre I'une des barres et la base fixe (Figure 102). Ce qui signifie qu’aucune
trajectoire ne peut relier des configurations de la plate-forme mobile situées symétriquement

par rapport a I’axe X.
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T

P(x,y)

P(x,y)
Figure 102 : Configurations du manipulateur RR-RRR proches d’une collision interne

La connexité¢ de 1’espace de travail libre peut facilement s’expliquer en regardant la
figure 103. Dans ce cas, on projette un solide sur deux plans. En partant de deux volumes
distincts, on obtient une surface sur chaque face projetée ; il en est de méme pour la projection

de I’espace libre sur I’espace de travail et ’ensemble articulaire.

i /

Figure 103 : Exemple de projection d’un volume sur un plan

En réalité, I’espace libre W X Q du manipulateur n’est pas connexe.

4.4. LES ASPECTS LIBRES

Les projections de I’espace libre (espace de travail libre et ensemble articulaire libre) ne
permettent pas de conclure sur la parcourabilité de ces espaces. En effet, ils ne prennent pas en
compte les problémes liés aux singularités parall¢les. La notion d’aspect définie dans les
paragraphes 2.3 et 3.4 ne prend pas en compte les problémes liés aux collisions. Nous allons
donc introduire une contrainte supplémentaire dans chaque définition pour ainsi définir la

notion d’aspect libre.
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4.4.1. DEFINITION

Pour définir les aspects libres, nous allons utilisons les définitions des aspects données
dans les paragraphes 2.3 et 3.4. Cette définition peut s’appliquer aussi bien aux manipulateurs
possédant une ou plusieurs solutions au modele géométrique inverse, car les premiers ne sont
qu'un cas particulier de manipulateurs paralléles ne possédant qu’un seul mode de

fonctionnement.

Définition 40 : Les aspects libres

Les aspects libres A | ;; sont définis comme étant les plus grands ensembles de W x Q

tels que :
O ALichxQ;

OA

; est connexe;

DA =X g e Mf\det(A) £ 0 etV =D etV =D}

Les aspects libres A\ sont les plus grands domaines connexes de W x Q exempts de

singularité (parallele et sérielle) et de collision (interne et externe).

4.4.2. LES\W - ASPECTS LIBRES

Nous allons projeter les aspects libres sur I’espace de travail pour former les W -

aspects libres.

Définition 41 : Les W - aspects libres

La projection T, de ’aspect libre A | jj sur I’espace de travail W donne les W - aspects
libres WALij :

0 WALij= nWALij;
[ WALij est connexe.

Les W - aspects libres WALij sont donc les plus grands domaines connexes de I’espace de

travail sans singularité ni collision.
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4.4.3. LES Q - ASPECTS LIBRES

Nous allons projeter les aspects libres sur I’ensemble articulaire pour former les Q -

aspects libres.

Définition 42 : Les O - aspects libres

La projection 7, de I’aspect libre A sur I’ensemble articulaire Q donne les Q -

aspects libres QALij :

JQA L FTA

O QALiJ. est connexe.

Les Q - aspects libres QALij sont donc les plus grands domaines connexes de I’ensemble
articulaire sans singularité ni collision.
4.4.4. EXEMPLE : APPLICATION AU MANIPULATEUR RR-RRR

Nous allons dans ce paragraphe calculer les aspects libres du manipulateur défini dans le

paragraphe 4.2.2.
Figure 104 105 106 107 108 109 110 111
det(A) P P P P N N N N
B, P P N N P P N N
B, P N N P N P P N
Nombre
d'aspects 2 2 2 2 2 2 2 2
libres

Tableau 11 : Nombre d’aspects libres en fonction du mode de fonctionnement

Nous obtenons 16 aspects généralisés (Tableau 11) dont nous calculons leur projection
dans I’espace de travail et l’ensemble articulaire. Nous les regroupons par mode de

fonctionnement dans les figures suivantes.
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0,
0 , "X
EEFTAT Eﬁ
Ensemble articulaire Espace de travail
Figure 104 : Aspects libres 1 et 2 du manipulateur RR-RRR
0, Y.
0, 0 ’X
B gty
Ensemble articulaire Espace de travail
Figure 105 : Aspects libres 3 et 4 du manipulateur RR-RRR
62 Y/\
0, 0 ¢

Ensemble articulaire Espace de travail

Figure 106 : Aspects libres 5 et 6 du manipulateur RR-RRR
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Bt

Ensemble articulaire Espace de travail

Figure 107 : Aspects libres 7 et 8 du manipulateur RR-RRR

0, Y,

Ensemble articulaire Espace de travail

Figure 108 : Aspects libres 9 et 10 du manipulateur RR-RRR

0, Yo cs
0 0, 0
Ensemble articulaire Espace de travail

Figure 109 : Aspects libres 11 et 12 du manipulateur RR-RRR
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0 6, "X
Ensemble articulaire Espace de travail
Figure 110 : Aspects libres 13 et 14 du manipulateur RR-RRR
0, Y.
|
0 0, 0 ’X
Ensemble articulaire Espace de travail

Figure 111 : Aspects libres 15 et 16 du manipulateur RR-RRR

4.5. CONCLUSION

Dans ce paragraphe, nous avons étendu les définitions des aspects et des aspects
généralisés définis dans les paragraphes 2.3 et 3.4. Ainsi, nous pouvons connaitre I’influence
des collisions internes et externes sur 1’espace de travail et I’ensemble articulaire. Nous avons
défini les aspects libres comme étant les plus grands domaines définis sur le produit cartésien
de I’espace de travail et de I’ensemble articulaire sans singularité paralléle ni sérielle et sans

collision interne ni externe [Chablat 98d].

Nous utiliserons ces domaines pour définir les domaines T - parcourables (5.2.3).
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5. LA PARCOURABILITE POUR LES MANIPULATEURS PLEINEMENT
PARALLELES

5.1. INTRODUCTION

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons caractéris¢ les domaines d’unicité des
manipulateurs pleinement paralléles. Ainsi, il est possible de définir une application bijective
associée aux modeles géométriques direct et inverse. Nous allons utiliser ces résultats pour
analyser, de manicre rigoureuse, les problémes de parcourabilit¢ dans 1’espace de travail.
Nous pouvons exprimer la notion de parcourabilité de deux manicres différentes selon la

complexité de la tache a exécuter.

Cette approche est générale, car elle permet d’analyser la parcourabilité¢ de ’espace de
travail et non de garantir ou de planifier une trajectoire particuliere dans 1’espace de travail
[Dasgupta 98]. Le calcul initial est certes plus complexe, mais il n’est réalisé qu’une seule

fois.

La tache la plus simple qu’un manipulateur peut étre amené a réaliser, est définie par un
nombre quelconque de configurations de 1’espace opérationnel a relier. Nous définirons ainsi

une trajectoire discrete.

Une tache plus complexe que I’on peut demander a un manipulateur, est la réalisation de
trajectoires ou 1’on souhaite une continuité en position et en orientation. Nous définirons ainsi

une trajectoire continue.

Pour ces deux types de trajectoires, nous allons définir, comme cela avait été fait pour les
manipulateurs sériels [Wenger 91], des conditions de parcourabilit¢ dans 1’espace de travail.
La «N - parcourabilité » sera associée a la réalisation de trajectoires discrétes et la « T -

parcourabilité » a la réalisation de trajectoires continues.

Pour illustrer ces définitions, nous les appliquerons a un manipulateur 5 barres et nous
utiliserons des méthodes classiques de planification de trajectoires. Nous poserons les

problémes a résoudre pour réaliser et optimiser des trajectoires dans 1’espace de travail pour
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les manipulateurs pleinement parall¢les.

5.2. LA PARCOURABILITE POUR LES MANIPULATEURS PLEINEMENT

PARALLELES

5.2.1. DEFINITIONS

L’analyse de la parcourabilit¢ de I’espace de travail nous conduit a étudier les
différentes trajectoires possibles dans I’espace opérationnel. Nous allons, dans les paragraphes
suivants, définir géométriquement deux types de trajectoires et poser quelques hypothéses

concernant leurs réalisations.

Définition 43 : Les trajectoires discretes

Une trajectoire discrete T, est une trajectoire définie par p configurations de I’espace
opérationnel. Elle est définie a partir des €léments suivants :
1 Une origine X  ;
] Une extrémité X . ;
'] Un ensemble de configurations de la plate-forme mobile a atteindre,
TdZ{XO,..., X, . XE} avecie [1,p], X=X, etXEZXp
X,
o . ¢
X, A N E
e
+

Figure 112 : Trajectoire discréte T,

X,

Entre chaque configuration X, a atteindre, aucune trajectoire n’est définie.

Hypothése 1 :

Lors d’une trajectoire discrete, le manipulateur ne peut pas franchir de singularité

parallele.

En effet, la réalisation d’une trajectoire franchissant une singularité paralléle suppose
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I’emploi d’une commande dynamique car le manipulateur gagne un ou plusieurs degré(s) de
liberté. Pour ce faire, I'utilisation d’une telle commande suppose que le paramétrage utilisé
assure la continuité du modele géométrique direct, ce qui n’est pas toujours possible
[Nenchev 97a]. Notre ¢étude étant purement cinématique, nous appliquerons donc

I’hypothése 1.

On dira donc qu’une trajectoire discréte T, est realisable s’il existe un chemin continu
de I’ensemble des configurations W X Q qui ne rencontre pas de singularité parallele tel que
sa projection sur I’espace de travail passe par toutes les configurations de la plate-forme

mobile définies par T, .

Remarque :

Pour les manipulateurs possédant plusieurs solutions a leur modéle géométrique inverse,
nous pouvons effectuer une trajectoire de changement de mode de fonctionnement entre
chaque configuration. Ces trajectoires auront pour but d’éviter les configurations singuli¢res
présentes a D’intérieur de ’espace de travail. Pendant I’exécution de ces trajectoires de
changement de mode de fonctionnement, le manipulateur rencontre une singularité¢ sérielle

mais le contrdle de la plate-forme mobile n’est pas perdu.

Définition 44 : Les trajectoires continues

Une trajectoire continue T, est un arc paramétre de I’espace opérationnel EO_ . Elle est

définie a partir des ¢léments suivants :
1 Une origine X  ;
] Une extrémité X . ;

[J Un arc paramétré, continu et dérivable par morceaux 3 A : [0, 1] =EO_, T =A([0, 1])

ou A est une fonction continue sur [0,1] et dérivable par morceaux sur cet intervalle.
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X

—K

X,

Figure 113 : Trajectoire continue T,

En d’autres termes, nous définissons une frajectoire continue, par une origine X et une
extrémité X, et un arc paramétré T, de longueur finie (I’origine et ’extrémité peuvent étre

confondues auquel cas la trajectoire est fermée).

Hypothése 2 :

Lors d’une trajectoire continue, le manipulateur ne peut franchir ni une singularité

parallele ni singularité sérielle.

En effet, nous souhaitons une continuité en position et orientation lors de la réalisation
de trajectoires continues. Cette propriété ne peut pas €tre garantie pour n’importe quelle

trajectoire franchissant une singularité parallele ou sérielle.

Une trajectoire continue T sera dite réalisable s’il existe un chemin continu de
I’ensemble des configurations W X Q qui ne rencontre ni singularité parall¢le et ni singularité

sérielle et dont la projection sur I’espace de travail est la trajectoire continue T .

5.2.2. CARACTERISATION DE LA N - PARCOURABILITE

Le but de ce paragraphe est de garantir la faisabilité de toute trajectoire discréte dans
I’espace de travail. Nous allons définir pour cela la N - parcourabilité pour les manipulateurs

pleinement paralléles.

Définition 45 : La N - parcourabilité

Un domaine de I’espace de travail sera dit N - parcourable si toute trajectoire discrete de

ce domaine est réalisable [Wenger 91].

A cause de la dépendance entre 1’espace de travail et 1’espace articulaire, nous
définissons des domaines intermédiaires que nous nommons domaines de configurations

accessibles. Dans une trajectoire discréte, seules les configurations de la plate-forme mobile
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sont données. S’il existe plusieurs modes de fonctionnement pour chacune de ces

configurations, nous serons amengés a trouver un critére pour en choisir un.

Définition 46 : Domaines de configurations accessibles

Nous définissons les domaines de configurations accessibles D comme étant les

CAj
plus grandes parties connexes de W X Q (espace de travail et domaine articulaire) exempts

de singularité parall¢le et de collision interne ou externe.
1 D A € W xQ

0D Aj est connexe

C

0D CAj= {(X, q) tel que det(A) #0 etV _ = D et V.= @}

En effet, nous avons posé comme hypothése qu’un manipulateur ne pouvait pas franchir
une singularit¢ parallele. Ainsi, a partir d’une configuration appartenant a un mode
d’assemblage donné, un domaine de configurations accessibles représente 1’ensemble des
configurations que le manipulateur peut atteindre sans rencontrer de configuration singuliére

ni provoquer une collision interne ou externe.

Notes :

'] Les domaines de configurations accessibles ne sont pas exempts de singularité sérielle.
Le manipulateur peut donc effectuer une trajectoire de changement de mode de
fonctionnement a I’intérieur de ces ensembles. Le cas échéant, il peut méme effectuer un

changement de mode d’assemblage non singulier ;

'] Pour un manipulateur pleinement parall¢le simple, la projection d’un domaine de
configurations accessibles est un aspect libre car ces manipulateurs ne peuvent pas

changer de mode de fonctionnement.

Proposition 1 :

Pour qu’une trajectoire discrete T = {Xl, e Xp} de I’espace de travail libre W soit

réalisable, il faut et il suffit que :
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VX. e {Xl,..., Xp},EI q,€Q,d DCAj tel que (X, q ) € DCAj (33)

En d’autres termes, il faut et il suffit que pour chaque configuration de la plate-forme
mobile X, de la trajectoire discréte T ,, il existe une configuration (X,, q) appartenant a un

méme domaine de configurations accessibles D . Aj

Démonstration :

En effet, si pour toutes les configurations de la plate-forme mobile X, appartenant a
I’espace de travail W, il existe une configuration articulaire q; telle que (X, q;) € D Aj
alors la trajectoire est réalisable, car, par définition, un domaine de configurations

accessibles est un domaine connexe et exempt de singularité parallele.

Si pour une configuration de la plate-forme mobile X . appartenant a ’espace de travail

alors le

W , il n’existait pas de configuration articulaire q; telle que (X, q,) € D Aj

manipulateur doit franchir une singularit¢ paralléle pour changer de domaine de

configurations accessibles. Ce qui est contraire a notre hypothése 1.

Notes :

] Pour une méme configuration de la plate-forme mobile X, il peut exister plusieurs
configurations articulaires q telles que chaque configuration (X, q) appartient a un

méme domaine de configurations accessibles D Aj

'] Le choix de la configuration articulaire associée a une configuration de la plate-forme
mobile X, peut-€tre réalis¢ en utilisant un des critéres suivants : temps de cycle,
précision du manipulateur, rigidité, etc. . En effet, les trajectoires de changement de
mode de fonctionnement peuvent €tre pénalisantes pour le temps de cycle. Cependant,
certaines postures du manipulateur permettent de garantir un meilleur positionnement de

la plate-forme mobile.

Théoréme 7 :

La projection m,, des domaines de configurations accessibles D sur 1’espace de

CAj
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travail W donne les domaines N - parcourables Wij :
U Wpm TywDeygs
O WNPJ. est connexe.
Les domaines N - parcourables sont donc les plus grands domaines connexes de 1’espace

de travail sans singularité parall¢le ni collision.

Démonstration :

La projection d’'un domaine connexe donne un domaine connexe. En vertu de la

proposition 1, les domaines de configurations accessibles D A Sont bien les domaines ou

¢
n’importe quelle trajectoire discréte est réalisable. Leur projection sur un espace de

dimension inférieure donne donc les domaines N - parcourables.

Remarque :

Les domaines N - parcourables ne sont pas directement exploitables pour planifier des
trajectoires discrétes puisqu’il est nécessaire de choisir une configuration articulaire pour
chaque configuration de la plate-forme mobile garantissant I’appartenance a un meéme

domaine de configurations accessibles D Aj

En revanche, les domaines N - parcourables offrent des informations globales
intéressantes sur les performances d’un manipulateur puisqu’ils définissent les plus grands

domaines exploitables pour définir des trajectoires discrétes.

Conséquence :

L’espace de travail libre W | est N - parcourable si et seulement si :

HWI\H,J.te:lqueWI\“,j=WL (34)

Exemple : Calcul des domaines N - parcourables de I’espace de travail

Pour illustrer les domaines de configurations accessibles, nous allons étudier le

manipulateur RR-RRR (Figure 59) utilis¢ dans le chapitre 3 en modifiant ses dimensions et
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ses débattements articulaires (Tableau 12) et nous supposerons qu’il n’existe pas de collisions
entre les segments. L’introduction de butées réduit considérablement I’ensemble articulaire

(Figure 115). Nous allons étudier I’espace de travail (Figure 114), pour savoir s’il est N -

parcourable.
LO Ll L2 elmin elmax e2min e2max
8.0 5.0 7.0 0.0 i 0.0 T

Tableau 12 : Dimensions du manipulateur RR-RRR étudié pour la N - parcourabilité

Y 4 93 A~
X LY
A B i’ .
0 6,”
Figure 114 : Espace de travail Figure 115 : Ensemble articulaire

Nous obtenons deux domaines de configurations accessibles (Figures 116 et 117). Leur
projection sur I’ensemble articulaire est identique alors que leur projection sur I’espace de
travail est différente et surtout plus petite que 1’espace de travail du manipulateur. Ce qui
revient a dire que I’espace de travail n’est pas N - parcourable. Par exemple, il n’est pas
possible de relier les points A et B. En effet, toutes les configurations de la plate-forme mobile
ne possedent pas 4 solutions au modele géométrique inverse a cause de I’introduction de
butées sur les articulations motorisées. Pour les configurations de la plate-forme mobile A et

B, il n’existe qu’une configuration articulaire A* et B* dans I’ensemble articulaire.
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+ N
A B 0 el,

Figure 116 : Premier domaine de configurations accessibles lorsque 0 <6 ,, 6, <7

Y 0, & B*

A 4

+A B

0 0,”

Figure 117 : Second domaine de configurations accessibles lorsque 0 <0 ,, 6,<1

Remarque :

Contrairement aux manipulateurs sériels, on remarque que I’espace de travail peut ne

pas étre N - parcourable en 1’absence d’obstacle.

=-metH = -7,

o . , L
Si I’on modifie les valeurs des butées articulaires, en posant 6 | . > min

nous obtenons un espace de travail connexe (Figure 118). Pour chaque configuration de la
plate-forme mobile, il existe 4 configurations articulaires qui définissent deux domaines de
configurations admissibles. Ces domaines étant égaux a 1’espace de travail, par définition,

nous pouvons dire que I’espace est N - parcourable.
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Figure 118 : Espace de travail N - parcourable d’un manipulateur RR-RRR lorsque
-n<6,,0,<rm

Exemple : Calcul des domaines N - parcourables de I’espace de travail libre

Nous reprenons 1’étude du manipulateur RR-RRR défini dans le tableau 12 en utilisant
le modele décrit dans la figure 96 et vérifiant 1’absence de collisions entre segments. Son
espace de travail libre (Figure 119) est plus petit que I’espace de travail (Figure 114). Ainsi,
aucun des points définis dans I’exemple précedent ne sont accessibles (Figure 120) bien que

I’ensemble articulaire libre soit €gal a I’ensemble articulaire.

Y Lan)
0 X S 6.
r
Figure 119 : Espace de travail libre du Figure 120 : Ensemble articulaire libre du
manipulateur RR-RRR manipulateur RR-RRR

Nous avons deux domaines de configurations accessibles (Figure 121).
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Y P

0 X 0,
Y o,

0 X 00

Figure 121 : Les 2 domaines de configurations accessibles lorsque 0 <0 ,, 0, < 1t et avec test

de collision

Ces domaines sont bien plus petits que leur projection dans I’espace de travail libre et
I’ensemble articulaire libre. De plus, il existe des configurations articulaires pour lesquelles le
manipulateur posséde qu’un seul mode d’assemblage. Si la taille des domaines N -
parcourable sont trés proches, on remarque qu’il n’est pas possible de poser des limites
articulaires fixes pour atteindre 1’ensemble des configurations des domaines de configurations

accessibles.

5.2.3. CARACTERISATION DE LA T - PARCOURABILITE

Le but de ce paragraphe est de garantir la faisabilité¢ de toute trajectoire continue dans
I’espace de travail. Nous allons définir la T - parcourabilité pour les manipulateurs pleinement

paralléles, dans le cas général.

Définition 47 : La T - parcourabilité

Un domaine de ’espace de travail sera dit T - parcourable si toute trajectoire continue

de ce domaine est réalisable [Wenger 91].

Nous avons émis comme hypothése qu’une trajectoire continue ne pouvait pas passer
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par une singularité sérielle ou paralléle. Nous utilisons donc la définition des aspects libres
A\ | .. et plus particuliérement leurs projections dans ’espace de travail pour définir la T -
J

parcourabilité.

Proposition 2 :

Pour qu’une trajectoire continue T = {X » te [0, 1]} de I’espace de travail libre W |

soit réalisable, il faut et il suffit que :
Vte[0;1],dq€ Q telque (X, q) € ALij (35)

En d’autres termes, il faut et il suffit que pour chaque configuration X de la plate-forme

mobile, il existe une configuration (X, q) appartenant a un méme aspect généralisé A\ | i

Démonstration :

En effet, si pour toutes les configurations de la plate-forme mobile X, appartenant a
Pespace de travail W , il existe une configuration articulaire q tel que (X, q) € ALij
alors la trajectoire est réalisable car, par définition, un aspect libre est un domaine connexe
sans singularité parallele ni sérielle et libre de toute collision. Ce qui est conforme a

I’hypothese 2.

Si pour une configuration de la plate-forme mobile X, appartenant a I’espace de travail
W , il n’existait pas de configuration articulaire q tel que (X, q) € ALij alors le
manipulateur devrait franchir une ou plusieurs singularités paralléles ou sérielles pour

changer d’aspect libre. Ce qui est contraire a notre hypothése 2.

Note :

Pour une configuration de la plate-forme X, il n’existe qu’une configuration articulaire
associ¢e a la configuration (X, q) appartenant a un méme aspect libre ALij. Cependant, il
peut exister plusieurs aspects généralisés dans lesquels il est possible de planifier la méme

trajectoire T ..
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Théoréme 8 :

La projection T, des aspects libres A\ | ;; sur I’espace de travail W donne les domaines

T - parcourables W Pj qui sont aussi les W - aspects libres WA Lij

Ce résultat découle de la définition des W - aspects libres.

Conséquence :

L’espace de travail libre W | est T - parcourable si et seulement si :

VWA WA =W, (36)

C’est a dire, si et seulement si, il existe un aspect libre AL tel que sa projection sur

I’espace de travail soit égale a I’espace de travail.

Note :

Pour le manipulateur RR-RRR étudi¢, la recherche des domaines T - parcourables

revient donc a étudier les aspects généralisés définis dans le paragraphe 3.4.4.

Exemple : Détermination des domaines T - parcourables a partir des aspects généralisés

On calcule les espaces T - parcourables en projetant les aspects généralisés sur 1’espace
de travail. Les aspects généralisés sont regroupés dans le tableau 13 en fonction de leur mode

de fonctionnement et du signe du déterminant de la matrice jacobienne parallcle A.

Figure 122 123 124 125 126 127 128 129
Mf, 1 2 3 4 1 2 3 4
Det(A) positif | positif | positif | positif | négatif | négatif | négatif | négatif
Nombre d’aspects 1 1 1 1 1 1 1 2

Tableau 13 : Domaines T - parcourables du manipulateur RR-RRR a partir des aspects

généralisés
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N

0,
4

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 122 : Aspect généralisé 1 du manipulateur RR-RRR

Y/\ ™ ,
0 X’
9'\
Espace de travail Ensemble articulaire
Figure 123 : Aspect généralisé 2 du manipulateur RR-RRR
Y/\ ™o,
0 x’
9'\
Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 124 : Aspect généralisé 3 du manipulateur RR-RRR

A~ /
Y

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 125 : Aspect généralisé 4 du manipulateur RR-RRR
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Y/\ 61
0 X?
N
Espace de travail Ensemble articulaire
Figure 126 : Aspect généralisé 5 du manipulateur RR-RRR
y4 T 0.
B
0 X
9'\
Espace de travail Ensemble articulaire
Figure 127 : Aspect généralisé 6 du manipulateur RR-RRR
Y7 Mo,
0 X7
e‘\
Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 128 : Aspect généralisé 7 du manipulateur RR-RRR

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 129 : Aspects généralisés 8 et 9 du manipulateur RR-RRR
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La projection des aspects généralisés dans I’espace de travail permet de déterminer les
domaines T - parcourables de I’espace de travail. Aussi, le W - aspect représenté dans la

figure 123 est le plus grand domaine T - parcourable de 1’espace de travail.

Exemple : Détermination des domaines T - parcourables a partir des aspects libres

Maintenant, on calcule les espaces T - parcourables du manipulateur RR-RRR en
projetant les aspects libres sur I’espace de travail. Les aspects libres sont regroupés dans le
tableau 14 en fonction de leur mode de fonctionnement et du signe du déterminant de la

matrice jacobienne parall¢le A.

Figure 130 131 132 133 134
Mf, 2 3 1 3 4
Det(A) positif | positif | négatif | négatif | négatif
Nombre d’aspects libres 1 1 1 1 1

Tableau 14 : Domaines T - parcourables du manipulateur RR-RRR a partir des aspects libres

Y

Espace de travail

b

A,

0,

LY
L

Ensemble articulaire

Figure 130 : Aspect libre 1 du manipulateur RR-RRR

Y#\

Espace de travail

L

N0,

Ensemble articulaire

Figure 131 : Aspect libre 2 du manipulateur RR-RRR
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Y o

0 X N
4 L4

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 132 : Aspect libre 3 du manipulateur RR-RRR

Y /

N

Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 133 : Aspect libre 4 du manipulateur RR-RRR

0 X N N
Espace de travail Ensemble articulaire

Figure 134 : Aspect libre 5 du manipulateur RR-RRR

Le W -aspect libre représent¢ dans la figure 130 est le plus grand domaine T -
parcourable de I’espace de travail en I’absence de collision. Il existe des modes de
fonctionnement auxquels ne sont associés aucun W - aspect libre, toutes les configurations

étant en collision permanente.

5.3. CONCLUSION

Nous venons d’étudier la parcourabilité des manipulateurs pleinement paralléles

permettant la réalisation de trajectoires continues et discrétes. L’étude des singularités
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parall¢les et sérielles nous a permis de définir les domaines nécessaires a 1’étude de la
parcourabilité. Nous avons ainsi défini les domaines de configurations accessibles pour
caractériser les domaines N - parcourables et nous avons utilisé les aspects généralisés pour
caractériser la T - parcourabilité. Ainsi, nous pouvons savoir si, dans I’espace de travail,
n’importe quelle trajectoire discréte ou continue est faisable. Cependant, pour la planification
de trajectoires pour les manipulateurs pleinement paralleles, il est nécessaire d’associer un
mode de fonctionnement. Ce probléme existe aussi pour les manipulateurs sériels lorsque I’on

doit choisir une posture.

Nous présentons en annexe 9.7, les problémes liés a la planification de trajectoires dans

le produit cartésien de 1’espace de travail et de I’ensemble articulaire.
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6. CONCLUSION GENERALE

L’objectif final du travail que nous venons de présenter était 1’étude de la parcourabilité
dans I’espace de travail pour les manipulateurs pleinement parall¢les. Nous avons décomposé
I’é¢tude de ces manipulateurs en deux groupes selon le nombre de solutions au modéle
géométrique inverse : les manipulateurs pleinement paralleles simples, c’est-a-dire ayant une
seule solution au modéle géométrique inverse, puis les manipulateurs pleinement paralléles

qui ont plusieurs solutions au modele géométrique inverse dans le cas général.

Pour ces deux types de manipulateurs, nous avons défini les plus grands domaines sans
singularité parallele ni sérielle, c’est-a-dire les aspects [Wenger 97] et les aspects généralisés
[Chablat 98a] respectivement. Ces définitions n’avaient jamais ¢été établies pour les
manipulateurs pleinement parall¢les. Elles sont utiles pour analyser la T - parcourabilité de

I’espace de travail.

Pour séparer les solutions du modéle géométrique inverse, nous avons introduit les
modes de fonctionnement [Chablat 98a] pour les manipulateurs pleinement paralleles
possédant des jambes non cuspidales. Cette approche permet de définir une fonction entre
I’espace opérationnel et I’espace articulaire. Nous avons montré qu’une gestion approprié¢e des
modes de fonctionnement permettait au manipulateur d’éviter les singularités paralleles

présentes dans 1’espace de travail.

Nous avons montré que les aspects ne permettaient pas de séparer les solutions du
modele géométrique direct, car il est possible de réaliser des trajectoires de changement de
mode d’assemblage non singuliéres. Ainsi, nous avons caractéris¢ les domaines d’unicité de
ces manipulateurs en définissant la notion de surfaces caractéristiques pour subdiviser les
aspects. Les surfaces caractéristiques permettent de définir les composantes de base et les
régions de base qui, a leur tour, permettent de caractériser les domaines d’unicité. A partir de
cette ¢tude, nous avons proposé¢ un algorithme [Wenger 98] permettant d’analyser la

faisabilité d’une trajectoire dans 1’espace de travail.
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Pour permettre d’appliquer la définition des aspects généralisés a des manipulateurs
réels, nous avons introduit les contraintes liées aux collisions. Nous avons défini deux types
de collisions (internes et externes) [Chablat 98d]. Nous avons défini I’espace de travail libre
et I’ensemble articulaire libre. Puis, nous avons caractérisé¢ les plus grands domaines sans
singularité ni collision que nous nommons aspects libres. Ainsi, il est possible de mieux

comprendre les limites de I’espace de travail d’un manipulateur réel.

A partir de toutes ces définitions, nous avons étudié la faisabilité de trajectoires
continues et discretes. Pour caractériser la N - parcourabilité, nous avons défini les domaines
de configurations accessibles en posant comme hypothése qu’une trajectoire discrete ne
pouvait pas franchir de singularité parallele. Par la suite, nous définissons les domaines N -
parcourables de 1’espace de travail et il est ainsi possible de savoir si I’espace de travail d’un
manipulateur pleinement paralléle est N - parcourable. Pour caractériser la T - parcourabilité,
nous avons utilis¢ la définition des aspects libres en posant comme hypothése qu’une
trajectoire continue ne pouvait pas franchir de singularité. La projection des aspects libres sur

I’espace de travail permet de définir les domaines T - parcourables.

Cette étude pourra étre utilisée dans les logiciels de CAO-robotique pour permettre une
meilleure utilisation des manipulateurs paralléles. En effet, la détermination des domaines
d’unicité permet d’analyser les trajectoires dans 1’espace de travail et ’analyse de la

parcourabilité permet de garantir la faisabilité des trajectoires discrétes et continues.
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7. PERSPECTIVES

Les perspectives de ce travail peuvent se décomposer en trois grandes voies.

Nous avons défini les domaines d’unicité pour les manipulateurs pleinement paralléles
pour permettre de séparer les solutions du modele géométrique direct. Cependant, nous ne
savons pas reconnaitre si un manipulateur est capable de changer de mode d’assemblage sans
passer par une configuration singuliére. En des termes plus abusifs, par analogie avec les
manipulateurs sériels, nous ne connaissons pas de condition nécessaire permettant de dire si le
manipulateur étudié est un manipulateur pleinement parallele « cuspidal » ou non. Nous avons
cependant remarqué, dans 1I’ensemble articulaire, des surfaces comparables a celles présentes

dans I’espace de travail des manipulateurs sériels.

Nous avons défini les domaines N - parcourables et T - parcourables de 1’espace de
travail. La suite de ce travail est I’exploitation de ces domaines en vue de la planification de
trajectoires. Le probléme est difficile, car la dimension de I’espace a étudier est importante.
De plus, ces domaines étant définis sur le produit cartésien de 1’espace opérationnel et de

I’espace articulaire, les dimensions ne sont pas homogenes.

La derniere voie de recherche est I’application des aspects, pour la syntheése de
mécanisme. En effet, les aspects libres présentent des propriétés plus riches que le simple
calcul de I’espace de travail. 1l est possible de les utiliser pour le placement adapté et la

conception optimale de tels manipulateurs.
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9. ANNEXES

9.1. MODELES GEOMETRIQUES DU MANIPULATEUR 5 BARRES PLANS

9.1.1. REPRESENTATION

Nous avons utilis¢é un manipulateur plan a deux degrés de liberté de type RR-RRR. Ce
mécanisme comporte seulement une boucle fermée et la plate-forme mobile est placée en C.
Les pivots A, et A, sont des articulations motorisées alors que les pivots B, et B, et C sont

des articulations passives.

L’¢tude de la cinématique de ce mécanisme nous ameéne a la résolution du modele
géométrique direct et du modele géométrique inverse. Nous pouvons facilement écrire le

systéme (37) pour décrire le fonctionnement de ce mécanisme.

{ (x - L, cos(6))) ? + (y - L *sin(6)))* = L3 (37)

(x - Lycos(6,) - Lo)2 +(y-L, sin(@z))2 = Lﬁ

9.1.2. MODELE GEOMETRIQUE INVERSE

Nous pouvons découpler les deux équations du systéme (37) pour obtenir les solutions

en o et o
x? - 2xLicos(6,) +* - 2yL,sin(6,) + L3 -13=0 (38a)
x? - 2x(Lycos(6y) + L) + y? - 2yLosin(6) + L3 - L3 =0 (38b)

Nous obtenons ainsi deux équations du second degré. Le nombre maximum de solutions
est donc de quatre. Ces deux équations étant indépendantes, nous aurons au maximum 2

racines doubles.

9.1.3. MODELE GEOMETRIQUE DIRECT

Le modele géométrique direct possede 2 solutions placées symétriquement par rapport a
’axe B,B,. Nous pouvons écrire le polynome caractéristique de ce manipulateur (Equation

39).

4(a*+b2) Y2-2bcY-4a> LI+ =0 (39)
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Avec :
X=x-L;cos(6),Y=y-L,sin(H)

a=L,cos(0)) - L,cos(6,) - Ly, b=Lsin(6)) - L,sin(6,), ¢ =L3-L3-b*-a>

9.1.4. SINGULARITES

A partir de D’équation (1), nous pouvons définir les matrices jacobiennes du

manipulateur.

x-Lcos(8) y-L;sin(6)

A= X-Lcos(8) - ¢, y- Lsin(6) ] (402)

[ L;sin(6)) (x - L,cos(6,)) 0
- Lycos(6;) (y - Lysin(6,)) (40b)
0 L,sin(6,)(x - L,cos(6,)- L)

- - L,cos(6,)(y - L,sin(6,))

Les singularités paralléles

Les singularités parall¢les représentent les limites du domaine articulaire.
det(A) = (x - L, cos(6))) (y - L, sin(6,)) - (x - L, cos(6,)) (y - L, sin(6),))
Soit les vecteurs suivants :

— (x - L, cos(6,) — (x -L,cos(6,)-L, )

BiCi=l yoLsing) | BT yoLysingoy

det(A) = 0 si B,C, ~ C,Bs = 0,

c’est-a-dire lorsque les points B,C,B, sont alignés

(Figure 135 et figure 136).
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‘“v,,,

r

Figure 136 : Représentation des singularités paralleles dans ’espace de travail

Les singularités sérielles

Pour connaitre les singularités sérielles, nous utilisons une approche géométrique pour

expliquer leurs positions.

Soit les vecteurs suivants :

i~ s M1Vl

— (L cos(6)) )\ —— (x-L,cos(6)) — (x-L, cos(6,) - L,
AiBi =\ L sin(6) y-Lisin@,) | BTy Lsin6)

L, sin(6,)(x - L, cos(6,)) - L, cos(8))(y - L, sin(6,))
det(B)=0si | ou (41)
L, sin(0,)(x - L, cos(6,) - Ly) - L, cos(8,)(y - L, sin(6,))
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Soitsi A,B; A B,C, = 6), c’est-a-dire lorsque les points 4,B,C; sont alignés (Figure 137).

Figure 137 : Exemple de singularité sérielle

Calcul des singularités sérielles

A partir du résultat précédent, nous pouvons déterminer les conditions géométriques
nécessaires a la détermination des différentes configurations singuliéres. Nous pouvons

dénombrer 4 types de singularités :

. _—
a) Alignement de 4,B,C, avec ||4,C,|= L, + L,

|

b) Alignement de 4,B,C, avec ||4,C,|=L, - L4

|

¢) Alignement de 4,B,C, avec ||4,C,|FL, + L,

|

d) Alignement de 4,B,C, avec ||4,C,|= L, - L,
Dans ces configurations, nous pouvons exprimer 8, en fonction de 8, ou 6, en fonction

de 0,.

9.2. MODELES GEOMETRIQUES DU MANIPULATEUR 3-RRR PLAN

9.2.1. REPRESENTATION

Le manipulateur 3-RRR posséde plusieurs solutions au modele géométrique inverse et
au modele géométrique direct. Sa morphologie est proche de celle du manipulateur de type 3-
RPR étudié par [Innocenti 92] pour lequel il est montré qu’il est possible de changer de mode

d’assemblage sans passer par une singularité.
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9.2.2. MODELE GEOMETRIQUE INVERSE

L’équation 42 permet la résolution du modele géométrique inverse de ce manipulateur.

(x + Cx cos(9) - C;y sin(9) - 4; x - Licos(oy))* +
(y + Cix sin(§) + C;y cos(9) - 4; y - L;sin(cy))?

)=M12 pouri=1,2,3 (42)

9.2.3. MODELE GEOMETRIQUE DIRECT

La résolution de ce probléme est abordée par [Gosselin 92]. Nous pouvons résoudre le
probléme du modele géométrique direct de ce manipulateur, en utilisant les résultats obtenus
pour le manipulateur a boucle fermée de type 3 - RPR [Chablat 96]. Nous calculons les
coordonnées des points C; a partir de la méthode de résolution du manipulateur 3 - RPR, en
fixant les longueurs des articulations prismatiques €gales aux longueurs des segments M;.
Nous avons donc le méme nombre de solutions que pour le manipulateur 3 - RPR, c’est-a-dire

6 solutions.
9.2.4. SINGULARITES

Etude des singularités paralléles

Les singularités parall¢les se produisent lorsque det(A) = 0.

(x + Ci, cos(9) - G sin(9) - 4, - L; cos(oy))* +
(y + G, sin(¢) + C;, cos(9) - 4;, - L; sin(ov,))? _p

L pouri=1,2, 3. (43a)
0x
((X + C;, cos(9) - C;, sin(9) - 4, - L; cos(ev,))? +)
+ C., si +C. -A; - L. sin(o))?
(v Cou (@) + Cry cos(®) - Ay - Lisinto) ) oy w3b)
dy
( (x + G cos(9) - G sin(9) - 4; - L; cos(av,))’ +)
+C. _ si + C. - A - L. sin(o))?
(v Gy sin@) + Gy c0s(®) - iy - Lisin()l ], o o
a0
En utilisant les équations 43, nous pouvons ainsi écrire det(A) :
Py Py Pps
det(A)=| P2y Pyy Pyj (44)
Py Py, Py
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Le déterminant de la matrice jacobienne parall¢le A est fonction des variables d’entrée 0 c’est-

T
a-dire de [0(1,052,053] .

Etude des singularités sérielles

Les singularités sérielles se produisent lorsque det(B) = 0.

a( (x + Ci cos(9) - C;, sin(9) - 4; - L; cos(ay))? +)
(y + Ci sin(0) + C;, cos(9) - 4;, - L; sin(0y))
do,

1

sin(0y) (X + C; cos(9) - C;y sin(9) - 4;,) + '
cos@) v+ G sin@) + C;, cos(@) - 4;,) |~ Gir POUTT=1 23

Nous pouvons ainsi écrire det(B) :

o, 0 0
detB)=| 0 Op O (45)
0 0 Qs

L’expression du déterminant est la suivante :

det(B) = (sm(OC) (x + G cos(9) - G, sin(9) - 4;,) + )

H2 f\cos(oy) (v + C; sin(¢) + C;, cos(0) - 4;,)

Pour interpréter les configurations singuliéres de ce type, nous posons les expressions

suivantes :

i~i

— x + C;, cos(9) - C;, sin() - 4; , N sin(ay )
4GS [ y+ Cisin(9) + Ci}}// cos(9) -Aiy) ot A4iB; = cos(oci))

. — = > <o
Chaque facteur du déterminant s’annule lorsque A4;C; A A4,8,= 0, c’est-a-dire lorsque les

points 4; B, et C, sont alignés, pour 1 =1, 2, 3 (Figure 138).
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C (x,y)

Figure 138 : Singularité sérielle pour un manipulateur

pleinement paralléle 3 - RRR

9.3. LES2X ARBRES

Nous avons utilis¢é une structure de données particuliere pour modéliser tous les
ensembles que nous avons caractérisés dans cette thése. Dans ce chapitre, nous allons
présenter les algorithmes que nous avons utilisés. La bibliographie nous montre généralement
des applications utilisant des quadtrees ou des octrees. Ces arbres sont adaptés pour
représenter des ensembles en dimension 2 et 3. Nous avons généralisé¢ ces structures de

données pour représenter des ensembles de dimensions K que nous appellerons 2 ¥ arbres.

9.3.1. STRUCTURES DE DONNEES

Les quadtrees, les octrees et les 2% arbres utilisent le méme principe de découpage de
I’espace pour modéliser des ensembles de dimensions différentes. Pour illustrer notre propos,
nous allons montrer la structure de données des quadtrees et sa généralisation aux octrees et

aux 2 X arbres.

° Les quadtrees

Les quadtrees sont une structure de données hiérarchisées qui permet en subdivisant

I’espace en ¢léments de tailles différentes, de représenter toutes formes planes comprises dans
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une surface rectangulaire. Les informations permettant de caractériser un quadtree sont les

suivantes :
a) Un centre ;

b) Une largeur et une hauteur permettant de former la surface rectangulaire englobant

I’objet a modéliser ;
¢) Une profondeur qui caractérise la précision de 1’arbre.

Pour permettre de comprendre cette représentation, il est nécessaire de représenter en mémoire
des données ainsi que son interprétation physique. La représentation mémoire des quadtrees
est une généralisation des arbres binaires. Ils comprennent des noeuds comportant chacun
quatre fils. La modélisation de la surface repose sur I’utilisation d’un code de couleur attaché
a chaque noeud. Les structures de données traditionnelles utilisent généralement 3 couleurs. Il

existe ainsi des noeuds blancs, gris et noirs.

L] B IEN IR

Figure 139 : Représentation en mémoire d’un quadtree

Figure 140 : Image quadtree d’un C en profondeur 3

° Les octrees

Les octrees permettent de représenter des ensembles dans un espace de dimension 3. La

codification des couleurs est identique a celle d’un quadtree (Figure 141).
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Gris Noir

/ / ,/ Blanc

Figure 141 : Coloration des noeuds

° Les 2 K arbres

La structure informatique d’un 2X permet de s’adapter a n’importe quelle dimension.

Nous utilisons la structure suivante :

Structure Noeud N : Short couleur, dim n
Noeud N fils[dim_n]

Pour notre compilateur, la présence dans chaque noeud de sa dimension ne prend de
place supplémentaire. En effet, toutes les structures mémoires sont codées sur des multiples de
4 octets. La valeur d’un short nécessaire a coder la couleur d’un noeud, permet de stocker sa
dimension sur les 2 octets adjacents. Le tableau fils est un pointeur sur une adresse dont la
taille est définie dynamiquement. De plus, les coordonnées des centres de chaque noeud sont
recalculés pour chaque nouveau point mais ne sont pas mémorisés. Leur taille est enregistrée

dans un tableau commun, en fonction du niveau dans 1’arbre.

9.3.2. NUMEROTATION DES NOEUDS

Nous devons utiliser une numérotation des noeuds pour faciliter la création et la
relecture de 1’arbre. Cette numérotation doit aussi simplifier la recherche de voisin et étre
généralisable entre les quadtrees, les octrees et les 2 ¥ arbres. Sur chaque axe, nous affectons
une valeur égale a zéro ou a 2¥ avec K le numéro de I’axe. Ainsi, pour un quadtree, la

numérotation varie de 0 a 3 (Figure 142).
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Y 4
2=0+2 | 3=1+2
X
0=0+0 | I=1+0

Figure 142 : Numérotation des noeuds d’un 2% arbre

La fonction Numero_fils permet de trouver le numéro d’un point (/_poinf) en fonction
de la position centre du cube courant (m_point). 1l est seulement nécessaire de connaitre la

dimension de ’arbre.

Fonction Numero_fils(point_n &I point, point n &m_point)
Pouri=0,num=0ai<dim n,;it++
Si | _point[i] > m_point[i]
num+=tab 2[i];
Fin si
Fin pour
Retourne la valeur du noeud : num
Fin Numero_fils

9.3.3. CONSTRUCTION DE L’ARBRE

La méthode optimale de construction d’un 2 ¥ arbre est définie a partir de la forme sous
laquelle se mémorise ’arbre. L’approche la plus intéressante consiste a tester successivement
I’ensemble des noeuds présents a la profondeur maximale selon un ordre de numérotation ceci
afin de permettre au plus tot un regroupement de noeuds et donc une simplification du 2 ¥

arbre. Cet algorithme se base sur I’ordre de balayage de Morton [Morton 66] (Figure 143).

L’utilisation de cet algorithme pour le calcul de I’espace de travail et de I’ensemble
articulaire permet, en utilisant le modele géométrique inverse et direct respectivement,
d’obtenir des simplifications rapides et de garantir la qualité¢ du résultat. Cependant, si 1’on
souhaite par exemple calculer 1’espace de travail et de I’ensemble articulaire en une seule
opération avec le modele géométrique inverse, alors la précision a donner a I’ensemble
articulaire devra étre inférieure a celle de 1’espace de travail. En effet, les pas de calcul a

utiliser dans ces deux espaces sont différents. Ce probléme est important lorsque 1’on souhaite
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calculer les composantes de base a partir des régions de base en utilisant le modele

géométrique inverse.

<N <
NN NENTENY NI
\> ~_
< <
NN i
<\ SN S
- l\ - AN
\> ~_
< <

| N\ AN

Figure 143 : Ordre de balayage de Morton

Si I’on souhaite utiliser un algorithme parcourant I’espace non récursif, il est possible de
construire point a point 1’arbre. Nous utilisons alors la fonction Nouveau point. Cette
procédure est récursive et permet d’insérer un noeud noir n’importe ou dans 1’arbre. Il est
cependant nécessaire d’ajouter une procédure permettant de simplifier automatiquement cette
structure. En effet, dés que tous les fils d’un noeud deviennent NOIRS, alors on change sa
couleur, GRIS vers NOIR et 1’on supprime tous les fils en libérant ainsi la mémoire de la

station.

25/01/01 D. Chablat 169



Annexes

Procédure Nouveau Noeud(L Point : Point ; L _Noeud : Noeud)
Initialisation
Stop =0
Niveau = 1
Courant= L _Noeud
Fin Initialisation
Tant que (Niveau < Profondeur) et (Stop = 0)
Numéro_Fils= Numéro_ Fils Noeud(Courant, L _Point)
{ Détermine le numéro du fils du noeud courant }
Selon Courant->Couleur
NOIR :
Stop =1  { Fin de la procédure }
BLANC :
Si Niveau = Profondeur Alors
Courant->Couleur = NOIR
Si non
Niveau = Niveau + 1
Initialise Fils
Courant = Courant->Fils[Numéro_Fils]
Fin Si
GRIS :
Courant = Courant->Fils[Numéro_Fils]
Niveau = Niveau + 1
Fin_Selon
Fin Tant Que
Fin Nouveau Noeud

9.3.4. SIMPLIFICATION DE LA REPRESENTATION DES OCTREES

Un Octree est composé de cubes de différentes tailles. Pour accélérer son affichage,
nous utilisons des entités élémentaires différentes, des parallélépipedes rectangles. Nous
allons réunir les cubes coplanaires par ilots de quatre. Pour reconnaitre les noeuds noirs des

autres, nous allons introduire lors de la lecture un codage binaire (Tableau 15).

Numéro du noeud Codage Numéro du noeud Codage
0 1 4 16
1 2 5 32
2 4 6 64
3 8 7 128

Tableau 15 : Numérotation des cubes
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2 0
3 1
2 0
C
I
6 4
2 0
3 A4 |
F 6 E ]
7 5
6 4
7 5
3 1
D
H
7 5
Figure 144 : Simplification de l’octree
Facette Codage
0-1-2-3-4-5-6-7 1+2+4+8+16+32+64+128= 255
0-1-2-3 1+2+4+8=13=C
4-5-6-7 16+324+64+127=240=D
0-1-4-5 1+2+32+64=51 =E
2-3-6-7 4+8+64+128=204 =F
1-3-5-7 2+8+32+128= 170 =H
0-2-4-6 1+4+16+64= 85 =1
Tableau 16 : Définition des couleurs supplémentaires de [’octree
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Procédure Simplifie Noeud(L Noeud : Noeud)

Simplifie = 0
Pour I allant de 0 a 7 faire

Si L_Noeud->Fils[I]->Couleur = GRIS alors
Simplifie Noeud(L Noeud->Fils[l])

Fin Si

Si L_Noeud->Fils[I]->Vouleur = NOIR alors

Simplifie = simplifie + 2'

Fin Si
Si Simplifie = 255 Alors

L Noeud->Couleur = Noir

Pour I allant de 0 a 7 faire

Done Noeud(L Noeud->Fils[I])

Fin Pour
Sinon Si (Simplifie & 13) = 13 Alors

L Noeud->Fils[0]->Couleur= C

L Noeud->Fils[1]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[2]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[3]->Couleur= Blanc
Sinon Si (Simplifie & 240) = 240 Alors

L Noeud->Fils[4]->Couleur= D

L Noeud->Fils[5]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[6]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[7]->Couleur= Blanc
Sinon Si (Simplifie & 51) = 51 Alors

L Noeud->Fils[0]->Couleur= E

L Noeud->Fils[1]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[4]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[5]->Couleur= Blanc
Sinon Si (Simplifie & 204) = 204 Alors

L Noeud->Fils[2]->Couleur=F

L Noeud->Fils[3]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[6]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[7]->Couleur= Blanc
Sinon Si (Simplifie & 170) = 170 Alors

L Noeud->Fils[1]->Couleur= H

L Noeud->Fils[3]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[5]->Couleur= Blanc
L Noeud->Fils[7]->Couleur= Blanc
Sinon Si (Simplifie & 85) = 85 Alors

L Noeud->Fils[0]->Couleur= 1

L Noeud->Fils[2]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[4]->Couleur= Blanc

L Noeud->Fils[6]->Couleur= Blanc
Fin Si

Fin Simplifie Noeud

Avec pour constantes :
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C=13 D= 240 E=51 F=204 H=170 I= 85

Remarque

Cette simplification nous a permis d’obtenir une compression de données d’environ
30 %. Elle n’augmente pas la taille des fichiers de données. Nous I’utilisions uniquement pour
l'affichage, car, nous n’avons pas modifi¢ les autres algorithmes (connexité, surface) pour
tenir compte de cette modification. De plus, elle ne peut s’appliquer qu’aux octrees et par

extrapolation aux quadtrees.

9.3.5. RECHERCHE DE VOISINS ET CALCUL DE LA FRONTIERE

Pour définir les surfaces caractéristiques permettant de calculer les composantes de base
et les régions de base, il est nécessaire de calculer la frontiére d’un 2 arbre. S’il est aisé de
réaliser des opérations topologiques (union, intersection, différence, etc.) sur ces modeles la
recherche des noeuds voisins est un probléme difficile. Nous allons dans le paragraphe suivant

expliquer notre démarche.

° Notations

A partir d’'un modéle quadtree, il est possible de généraliser notre démarche aux 2%
arbres. Nous définissons les notations utilisées pour les quadrants d’un carré ainsi que les

notations des différentes directions de recherches possibles.

AY

Y

Figure 145 : Directions principales d 'un quadtree

Les directions « X » et « Y » sont dites directions cardinales et « 0 », « 1 », «2» et «3 »
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sont les directions diagonales. Dans le cadre de notre étude, nous nous sommes intéressés
uniquement aux directions cardinales. En effet, les directions diagonales n’ont pas de sens si
les dimensions associées aux axes sont différentes (distance et angle). Nous avons donc, pour
un 2X arbre, 2 x K directions a étudier. L’utilisation de la numérotation binaire permet
d’écrire un programme généralisable a n’importe quelle dimension. Deux problémes se posent
alors, le noeud voisin est issu de la subdivision du méme cube (ils ont un c6té commun), ou
d’un autre cube. Les directions de recherche (par exemple X ™ ou X ) seront cependant traitées
différemment. Dans la figure 146, nous représentons un quadtree en profondeur 3.

A .
Y

222 223| 232 233| 322 323| 3321 333

220| 221 230| 231 320 321 330 331

202 203 212 213 302 303 312 313

X 200| 201 210 211| 300| 301| 310 311

A
Y

022 023| 032| 033 122 123 132 133

020 021 030 031 120 121 130 131

002| 003 012| 013 102 103 112 113

000 001 010 011 100 101 110 111

v

Y

Figure 146 : Recherche de voisin dans un quadtree

° Direction X * :

Nous allons donner deux exemples. Soit le noeud numéro 100, en recherchant dans la
direction X*, nous devons trouver le noeud numéro 101. Nous effectuons une opération
binaire sur le bit le plus faible, c’est-a-dire 0 pour tester s’il existe un voisin issu du méme
noeud parent: 0 & 2°=02° Le code du noeud voisin est donné par 100 +2°=101. Dans

ce cas la recherche est finie. Maintenant, nous prenons un exemple plus complexe, le noeud
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033. Nous effectuons le méme calcul, 3 & 2°9=1=29° Dans ce cas, il est nécessaire de
trouver un noeud parent commun, c’est-a-dire 0. Pour obtenir le code du voisin, nous
effectuons les opérations suivantes : 0 +2°9=1,3-29=2¢t 3 - 29=2, soit le code 122. Pour
le code du noeud en commun, nous effectuons une addition et pour les autres une soustraction.

Ces opérations peuvent étre généralisées a toutes les directions cardinales.

° Direction X :

Comme pour la direction X *, nous allons donner deux exemples. Soit le noeud numéro
101, en recherchant dans la direction X -, nous devons trouver le noeud numéro 100. Le test
estle suivant: 1 & 2°9=1=29 Le code du noeud voisin est donné par 101 - 2°=100. Dans
ce cas la recherche est finie. Pour le noeud 300, la recherche est différente. Nous effectuons le
méme calcul, 0 & 2°=0=2° Dans ce cas, il est nécessaire de trouver un noeud parent
commun, c’est-a-dire 3. Pour obtenir le code du voisin, nous effectuons les opérations
suivantes: 3 -29=20+2%=1¢et 0+ 2%=1, soit le code 211. Pour le code du noeud en

commun, nous effectuons une soustraction et pour les autres une addition.

Note :

L’utilisation, d’un code binaire permet de généraliser la recherche de voisin pour un 2 ¥
arbre. Cependant, dans 1’exemple que nous avons étudié, tous les noeuds noirs étaient au
méme niveau. Ainsi, nous pouvons avoir, avec les simplifications, un noeud noir possédant
plusieurs voisins ou un noeud noir possédant un voisin d’un niveau supérieur (Figure 147). Le
noeud 3 posséde dans la direction X, les noeuds 233, 213 et 211. Alors que dans la direction

X7, le noeud 213 posséde comme voisin, le noeud numéro 3.
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222 223 232 233

220| 221 230| 231

202 203 212 213

X 200 201 210 211

A
Y

022 023| 032| 033 122 123 132 133

020 021 030 031 120 121 130 131

002| 003 012| 013 102 103 112 113

000 001 010 011 100 101 110 111

vy ¥

Figure 147 : Différents voisins possibles dans un quadtree

° Calcul de la frontiére

Nous calculons la frontiére d’un 2% arbre lorsque, nous souhaitons calculer les
singularités et les surfaces caractéristiques. Dans ces deux cas, nous souhaitons obtenir le
modele le plus proche d’une surface. Nous recherchons donc les noeuds les plus petits
possibles. Pour ce faire, nous utilisons notre algorithme de recherche de voisins. Un cube est
sur la fronticre s’il existe, parmi les directions cardinales, une direction pour laquelle le noeud
ne possede pas de voisin. Cette procédure est longue et nécessite beaucoup de mémoire car

aucune simplification n’est possible.

9.3.6. CALCUL DES COMPOSANTES CONNEXES

Le calcul des composantes connexes d’un 2% arbre doit permettre de trouver les
composantes de base apres soustraction des surfaces caractéristiques d’un aspect donné. Pour
ce faire, nous rajoutons a notre structure de données, un code permettant de numéroter, pour

chaque noeud, la composante connexe auquel il appartient.
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Structure Noeud NP :

La présence de I’information Code augmente la taille mémoire de 1’arbre.

Short
Noeud NP fils[dim n]

Int

Code

couleur, dim_n

Le parcours de I’arbre se fait en utilisant le balayage de Morton ce qui permet de ne

regarder les voisins d’un noeud que dans les directions négatives. En effet, les autres noeuds

ne sont pas encore numérotés a cause de 1’ordre de balayage. Cependant, avec ce balayage, il

est possible de donner, pour une méme composante connexe, plusieurs codes différents. Ce

probléme n’étant pas détecté deés que I’on trouve une nouvelle composante connexe. Dans la

figure 148, nous montrons qu’une méme composante connexe peut avoir, a cause du balayage,

deux numéros différents.

v
P 2| X 3| 3 3 §_>333
AN
20p~221| 230] 23\ 320p~321| 330] 331
[~ T~
| 2 E>213\3 3 §>313
CERR LS NN
X 200 2ort—210] 211 300] 301| 310 311 %
< = >
ox| o] 0 33| 1 D] s 133
0201—021| 030 l03 1200~121| 130 ¥131
[~ T~
o] o K>013 | E>113
_| N N
000{ o0o1| o1o[ ot1| 100 1o1| 110] 111
v

Figure 148 : Recherche des composantes connexes
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9.3.7. PROJECTION DANS DES ESPACES DE DIMENSIONS INFERIEURES

Pour permettre la représentation des 2 * arbres avec K supérieur a 3, nous projetons ces
arbres dans des espaces de dimension inférieure. Ainsi, un aspect généralisé du manipulateur
Delta est de dimension 6 (0,,6,, 0, X, Y, Z). Les W - aspects et Q - aspects sont obtenus en

projetant sur les axes (X, Y et Z) et (0, 0, 0 ,). Pour ce faire, nous utilisons deux fonctions.

La fonction Projection_point permet de transformer un vecteur de dimension N en un
vecteur de dimension M, en ne conservant que les données appartenant a [’espace de
projection. Cette transformation est construite a partir du vecteur base qui contient des 1 pour

les axes a garder et des 0 pour les autres.

Fonction Projection_point( point_n &base, point n &I point, point n &m_point)
Pouri=0etj=0ai<lI point.dim n;i++
Si base[i] = 1 alors
m_point[j++]= 1 point[i];
Fin Si
Fin Pour
Fin Projection_point

La fonction Projection_arbre est une fonction récursive qui parcourt 1’arbre a projeter.

Le résultat est stocké dans 1’arbre cible.

Fonction Projection_arbre( noeud n *courant, point n &base, int dim_p, point n actuel,
tree_n& cible, int niveau)
Selon (courant->couleur)
BLANC:
Fin
GRIS:
Pouri=0ai<tab 2[dim n] ;i++)
calcul fils(i, actuel, tmp, niveau),
Projection_arbre(&courant->fils[i] ,base,dim_p,tmp,cible, niveau+1);
Fin pour
Fin
NOIR:
Projection_point(base, tmp, projection),
cible.nouveau_point(projection);
Fin
Fin Selon
Fin Projection_ arbre

9.4. CALCUL DES SURFACES CARACTERISTIQUES

Le calcul des surfaces est un probléme difficile, si ’on applique la définition, il est
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nécessaire de calculer le modele géométrique inverse puis le modéle géométrique direct. Les

¢étapes de la création des surfaces caractéristiques sont regroupées dans la figure 149.

Lecture du type de robot
et de ses dimensions

Y

Lecture d'un aspect

Y

Calcul de sa fronticre

Y

Calcul du modéle géométrique inverse

Y

Calcul du modele géométrique direct

Y

Vérification de l'appartenace a
l'aspect initial

Figure 149 : Les étapes de la création des surfaces caractéristiques

9.5. CALCUL DE L’ESPACE DE TRAVAIL ET DU DOMAINE ARTICULAIRE

L’utilisation des 2K arbres, nous a conduit a utiliser des méthodes particuliéres pour
calculer ’espace de travail et I’ensemble articulaire des manipulateurs paralleles. Dans un
premier temps, nous parcourions 1’espace sur chaque variable afin de former soit une
configuration articulaire, soit une configuration de la plate-forme mobile. Puis, nous
calculions le modele géométrique direct et inverse respectivement. Le calcul du modele
géométrique inverse et beaucoup plus rapide que le modele géométrique direct dans lequel

nous devons résoudre une équation polynomiale.

Lorsque I’on augmente la dimension des ensembles a calculer, il est nécessaire d’utiliser
des stratégies de calcul plus évoluées. Nous avons retenu 1’algorithme de Morton qui permet

de simplifier rapidement 1’arbre calculé.
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9.6. LES ETAPES DE LA CREATION DES DOMAINES D’UNICITE

Pour calculer les domaines d’un robot paralléle, nous pouvons décomposer notre

démarche en étapes élémentaires (Figure 150).

Calcul de I'espace de travail

Parcours de 'espace opérationnel
\ 4 et calcul du modele géométrique
inverse

Calcul du domaine articulaire
| - Partage de l'espace de travail

* suivant le signe du déterminant
Calcul des aspects du modele de la matrice jacobienne B
géométrique direct - Soustraction de l'octree représentant
i la modélisation des singularités
de type 2

P Image réciproque dans un aspect WA de

Calcul des surfaces caractéristiques ” .
I'image de ses fronticres

v

Décomposition des aspects ¢ Soustraction des surfaces caractéristiques
en régions de base aux aspects
|

Image des régions de base dans
Calcul des Composantes de base <:I l'espace articulaire.

!

Y Regroupement des régions de base dont les

Création des domaines d'unicité <—=————= composantes de bases associc¢es sont adjacentes
et non confondues

Figure 150 : Les étapes de la création des domaines d unicité

9.7. PROBLEMES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRES POUR LES
MANIPULATEURS PLEINEMENT PARALLELES : APPLICATION AU

MANIPULATEUR PLAN 5 BARRES

Nous avons défini la N - parcourabilité et la T - parcourabilité pour les manipulateurs
pleinement paralléles dans le paragraphe 5.2. Nous allons dans ce paragraphe présenter
I’algorithme de planification de trajectoires que nous avons utilisé et les problémes a résoudre
pour la réalisation optimale de trajectoires, pour définir des trajectoires discrétes ou continues

dans I’espace de travail.

Nous illustrons notre propos a I’aide du manipulateur a 5 barres (Figure 59) utilisé dans
le chapitre 3. La connaissance de son espace de travail libre et de son ensemble articulaire

libre, nous permet d’utiliser des algorithmes utilisant une approche globale. L’utilisation
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d’une méthode globale permet de garantir I’existence ou la non existence d’une solution

[Lallemand 94].

Pour résoudre ce probléme, nous utiliserons des contraintes géométriques et
cinématiques et nous présenterons un algorithme exhaustif. Puis nous énoncerons les
problémes a résoudre pour utiliser un algorithme heuristique (type A" [Minoux 83]). Pour
choisir un mode de fonctionnement, nous utiliserons, comme critére local, la valeur du

conditionnement de la matrice jacobienne parall¢le.

9.7.1. LES ALGORITHMES EXHAUSTIFS

Pour trouver un chemin, a I’intérieur du modele octree d’un domaine de configurations
accessibles ou d’un aspect libre, on utilise un algorithme exhaustif de recherche. Cet
algorithme nous permet de trouver une trajectoire non optimisée et n’utilisant que la connexité

du mode¢le octree (Figure 151).

D

0 1 2 3 4 5 6 7

1 4 5 6 7 8

2 3 6 7 8 9
Obstacles

3 4 8 9 10

A

4 5 10 9 10

5 6 10

6 7 8 9 10

7 8 9| 10

Figure 151 : Recherche d’une trajectoire par une méthode exhaustive

Dans un 2" arbre, on part du noeud associ¢ a la configuration origine, puis on numérote
les noeuds voisins en explorant les directions cardinales. Ainsi, dans le plan, un noeud
possede 4 voisins, dans I’espace, un noeud posseéde 6 voisins et dans un arbre de dimension n,

2 X n voisins. L’algorithme s’arréte lorsqu’un des noeuds exploré est le noeud extrémité de la
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trajectoire. Des lors, il suffit de revenir en arriére dans 1’exploration, pour trouver un chemin

dans le 2" arbre.

Pour le manipulateur 5 barres étudié, les axes de I’ensemble des configurations libres
sont (X, Y) pour les déplacements dans I’espace opérationnel et (6, ©,) pour les
déplacements dans 1’espace articulaire. Les dimensions de ces deux espaces n’étant pas
homogenes, il n’est donc pas possible de calculer une distance euclidienne entre deux centres
appartenant a deux noeuds d’un 2" arbre. Le nombre de noeuds a numéroter est fonction non
seulement de la « distance » entre le noeud origine et le noeud extrémité de la trajectoire mais
aussi de la précision utilisée pour le calcul du domaine de configurations accessibles. Cet
algorithme nous a permis de faire de la planification de trajectoire dans un espace possédant
des dimensions non homogenes et sans établir de fonction associée au cotit du déplacement

dans cet espace.

Nous avons calculé une trajectoire de changement de mode d’assemblage dans W x Q,
puis nous [’avons représentée dans I’ensemble articulaire et dans 1’espace de travail
(Figure 152). Cette trajectoire de I’espace de travail permet de relier les points P, et P, (notes

P, dans I’espace de travail) qui sont associ€s a deux configurations articulaires différentes.

O
T | %qi
b B g 4R q#ljj
E ﬁE'J E =
= \
- RNt T
] mEs ]
e ! g R
H -
T mm3
L=
Ensemble articulaire Espace de travail

Figure 152 : Trajectoire de changement de mode d’assemblage d’un manipulateur RR-RRR

9.7.2. LES ALGORITHMES HEURISTIQUES

L’utilisation d’un algorithme exhaustif entraine un nombre d’exploration trés important

et la recherche du chemin s’effectue de maniére aveugle. Les algorithmes heuristiques

25/01/01 D. Chablat 182



Annexes

permettent de limiter le nombre d’explorations en utilisant les connaissances attribuées a
chaque noeud. L’algorithme le plus connu est 1’algorithme A" que nous allons rappeler

briévement.

La recherche d’une trajectoire par 1’algorithme A" explore de maniere discrete 1’espace.
Pour chaque noeud, ’exploration permet de trouver, dans chaque direction de 1’espace, des
noeuds voisins. Pour chacun d’entre eux, il est nécessaire de calculer une fonction colt
permettant d’atteindre ’extrémité de la trajectoire. Seul, le noeud possédant le colt le plus
faible sera conservé pour la prochaine exploration. Si I’algorithme atteint un minimum local,

alors il remonte sur un noeud antérieur et explore un noeud possédant un cofit plus important.

L’utilisation de cet algorithme diminue considérablement le nombre d’explorations. La
comparaison entre la figure 151 et 153 nous montre facilement la différence. Avec le premier
algorithme, nous avons exploré 42 noeuds alors que dans le second seulement 20. La
différence revient dans le calcul d’une fonction coflit associée au déplacement du
manipulateur. Dans notre cas, 1’espace défini par 1’arbre 2 4 est compos¢ de deux longueurs
appartenant a I’espace opérationnel et de deux angles appartenant a 1’espace articulaire liés

aux articulations motorisées.

D

* * * * * *
* * * * *
* * *

Obstacles
£ *
A

* * *

Figure 153 : Recherche d’une trajectoire par une méthode heuristique

Habituellement, le critére utilis€¢ est la distance entre la configuration courante et
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Annexes

I’extrémité de la trajectoire. Dans le cas d’une trajectoire discréte de changement de mode de
fonctionnement, ce critére ne peut pas tre utilisé car la trajectoire ainsi décrite s’¢loigne de la
configuration courante (I’origine) pour y revenir (I’extrémité). Une solution intermédiaire
serait de placer une configuration intermédiaire qui serait placée sur une configuration
singuliere. Cependant, il n’est pas facile de trouver facilement cette configuration sachant que

la méthode optimale consisterait a minimiser la longueur de la trajectoire.
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