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Chapitre 1

Introduction

C’est en s’intéressant a 1’évolution de constructions graphiques engendrées a partir de régles
simples que le mathématicien Stanislas Ulam donna naissance aux automates cellulaires.
Son point de départ était un quadrillage, soit un espace & deux dimensions définissant un
nombre fini de cellules. Chacune des cellules pouvait avoir deux états : allumé ou éteint.
Ulam, a commencé par, "allumait" certaines cellules de facon arbitraire et constituait
ainsi une configuration de départ. Partant de cette configuration donnée & un temps tg,
la configuration ou génération de cellule suivante & t + 1 était déterminée en fonction des
régles de voisinage entre cellules. Par exemple, si une cellule donnée était en contact avec
deux cellules allumées elle s’allumait, sinon elle s’éteignait. Ulam constata rapidement que
ces mécanismes simples permettaient de générer des figures complexes et esthétiques qui,
dans certains cas, pouvaient se répliquer. Des régles extrémement simples permettaient de
construire des structures trés complexes.

L’idée des automates cellulaires est attribuée & Jon von Neumann et Stanislas Ulam [72].
J.V. Neumann a introduit les automates cellulaires dans le but de construire un systéme
simple capable de se reproduire & la maniére d’un organisme vivant. C’était un automate
bidimensionnel & 29 états, on pouvait observer le phénoméne d’autoreproduction, autre-
ment dit certaines configurations initiales se trouvaient multipliées par deux ou plus apreés
un temps fini d’évolution. Les détails de cet automate cellulaire sont exposés dans [72].
Un autre exemple célébre d’automate cellulaire est celui de J. Conway [31] qui porte le
nom de jeu de la vie. C’est un automate cellulaire bidimensionnel, dans lequel ’état d’une
cellule peut étre 0 ou 1, pour un voisinage constitué de huit cellules. Les états 1 ou 0 d’une
cellule représentent respectivement la présence ou 'absence d’un organisme dans le site
occupé par la cellule. Au cours de I’évolution, le passage d’un site de I’état 0 & 1’état 1
est interprété comme la naissance de cet organisme, le contraire est interprété comme sa
mort. La naissance et la mort de cet organisme sont régies par des régles de transition.
Les détails sont exposés dans [31]. Au début des années 80 Stephen Wolfram utilise des
automates cellulaires mettant en jeu des régles simples afin d’étudier la complexité dans
la nature. Il a systématisé cette approche de la complexité dans son dernier livre A New
Kind of Science (2002) [96] et a contribué au domaine des automates cellulaires en en
automatisant ’exploration.

Actuellement les travaux sur les automates cellulaires ont pris une orientation différente.
On les utilise comme outil de modélisation des systémes physiques [96, 27, 86] biologiques
[40, 36, 37, 44] et informatiques [64] . Notre choix des automates cellulaire est motivé par
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le fait qu’ils peuvent représenter un point de vue fondamentalement différent de celui des
équations aux dérivées partielles (E.D.P) pour la modélisation des phénomeénes naturels
[91, 46, 27]. Lorsqu’ils font apparaitre des variables d’entrée-sortie, ces systémes sont dits
distribués. Dans le domaine d’analyse et de contréle des systémes distribués, beaucoup de
travaux ont été développés, particuliérement sur les notions d’observabilité, de controéla-
bilité, de détectabilité, de stabilisabilité, etc. Les E.D.P. fournissent des relations entre les
variations spatiales et temporelles de certaines grandeurs caractérisant ’état du systéme,
ces grandeurs ainsi que l’espace et le temps sont supposées continues, I’objectif est donc
la prédiction des valeurs numériques de ces grandeurs. En revanche dans les automates
cellulaires ’espace et le temps sont discrets, les cellules ne peuvent prendre qu’un nombre
fini d’états et Pobjectif est de reproduire un comportement analogue & celui du systéme
observé.

Les automates cellulaires peuvent fournir beaucoup de renseignements sur les systémes,
par exemple un fluide au niveau microscopique est un ensemble de particules, qui & grande
échelle, peut étre considéré comme continu et donc peut étre décrit par les équations de
I’hydrodynamique. La forme de ces équations est insensible aux détails microscopiques,
les changements des lois d’interactions moléculaires peuvent affecter certains paramétres
comme la viscosité mais non la forme des équations macroscopiques, donc les équations
hydrodynamiques peuvent décrire le comportement global sans reproduire exactement les
détails de la dynamique moléculaire. Des travaux récents montrent que le comportement
global de certains automates cellulaires (AC) peut étre décrit par des équations analogues
a celles de Naviers-Stokes [27, 21, 52, 76, 86]. A partir de 14 on peut constater que les
automates cellulaires présentent un grand intérét pour la physique car ils constituent des
systémes dynamiques & espace/temps discret. Rappelons qu’un systéme dynamique est
un systéme dans lequel les variables changent au cours du temps en fonction de leur état
actuel. Souvent le comportement des systémes dynamiques est régi par un systéme d’équa-
tions différentielles non linéaires, ce qui complique leur analyse ainsi que leur traitement
numérique. Un des grands avantages des AC réside dans leur facilité de mise en oeuvre.

Notre étude s’inscrit dans une activité de recherche concernant la description du com-
portement de certains problémes de mécanique des milieux déformables. Les thémes de
recherche de notre équipe se subdivisent en trois axes : Modélisation, Analyse et Contrdle
des Systémes.

Notre accent est mis sur la modélisation de systémes spatio-temporels tels que des sys-
témes mécaniques. En effet, notre travail consiste & modéliser et & simuler numériquement
des systémes complexes tels que la déformation d’un solide élastique, le contact sans frot-
tement avec une base rigide et la déformation d’un solide thermoélastique.

La mécanique des milieux déformables a fait I’objet de plusieurs applications industrielles,
on peut citer & titre d’exemple la déformation thermomécanique avec contact d’un pneu-
matique en mouvement (voir figure (1.1)). Etudier ce genre de probléme nous permet
d’accélérer le cycle de conception d’un pneu, celui-ci devant répondre & un certain cahier
des charges en terme de performances, mais aussi de mieux appréhender les phénoménes
thermo-mécaniques se produisant au sein du pneu, et donc d’améliorer ses performances.

Les difficultés rencontrées par les physiciens sont donc de deux types, des difficultés calcula-
toires et mathématiques, mais aussi des difficultés de modélisation, c’est-a-dire transformer
un probléme réel en un probléme mathématique. Si le probléme mathématique est bien
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Fi1G. 1.1 — Ezemple de déformation-contact d’un pneumatique

posé, il sera alors possible de le résoudre et de comparer les résultats obtenus avec ’expé-
rience.

Pour élaborer un modéle valable d’automates cellulaires permettant de décrire des phé-
nomeénes de déformation et de contact, nous devons posséder des connaissances variées
allant des propriétés sur les équations aux dérivées partielles non linéaires & ’analyse nu-
mérique, en passant par la mécanique des milieux continus et la thermodynamique. Parmi
les références importantes dans le domaine de la mécaniques des milieux continus nous
citons [16, 25, 45]. Pour I’analyse appliquée a la mécanique de contact on pourra lire
[77, 80, 81, 84].

Le probléme du solide a été fructueusement abordé par les automates cellulaires. Les
premiers travaux sur la déformation et la fracture d’un solide ont été traités par Cho-
pard [27, 28]. Pour notre part les nouveautés qu’apportent les résulats développés dans
cette thése sont la modélisation et la simulation par automates cellulaires d’'un couplage
déformation-contact sans frottement avec une base rigide [6, 3]. Ce résultat a été étendu
au cas d’une déformation thermoélastique [4].

La thése est composée de cinq principaux chapitres.

Le deuxiéme chapitre consiste en une présentation générale de ’approche utilisée. Une
application des modéles d’automates cellulaires pour représenter un systéme bidimension-
nel de type diffusion et réaction diffusion en considérant différents cas de figures, a été
évoquée. La description du probléme de déformation par le biais des automates cellulaires
est présentée a la fin du chapitre.

Le troisiéme chapitre est consacré & la définition de toutes les lois de conservation de la
physique. Nous avons donnée une forme aux lois de conservation de la masse, de la quantité
de mouvement et de l’énergie mécanique en utilisant les modéles d’automates cellulaires.
Pour tous les modéles d’automates cellulaires considérés dans les chapitres suivants, nous
avons essayé, pour chaque cas, de vérifier les lois de conservations liées aux problémes
physiques étudiés.
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Dans le quatriéme chapitre nous proposons un modéle simple d’automates cellulaires per-
mettant de décrire & ’échelle microscopique le comportement élastique du solide étudié y
compris le tenseur de déformation et le tenseur de contrainte. Les simulations numériques
sont réalisées grace & des codes écrits sous Matlab, afin de visualiser le déplacement et
I’énergie potentielle des particules constituant le solide élastique au cours de sa déforma-
tion. Un modéle simple de déformation en 3D a été évoqué a la fin du chapitre.

Le cinquiéme chapitre est consacré & un probléme dynamique de contact sans frottement
d’un solide élastique avec une base rigide. Le modéle d’automates cellulaires proposé re-
produit un comportement analogue & celui du contact sans frottement. Ce modéle a été
validé numériquement et les résultats de simulation sont exposés.

Dans le sixiéme chapitre nous avons étendu les résultats des chapitres précédents au cas
d’une déformation thermoélastique. Dans ce cas la déformation est due principalement &
une source de chaleur de température 6. Le modéle d’automates cellulaires élaboré tient
compte du phénoméne de diffusion de la chaleur. Les simulations sont présentées & la fin
du chapitre.



Chapitre 2

Modélisation des systémes
spatio-temporels par automates
cellulaires

2.1 Introduction

Vers le début des années 70, le développement de I'informatique a été a 'origine d’un fort
engouement pour les modéles d’automates cellulaires, introduits auparavant par Stanislas
Ulam et Von Neumann [72]. Le plus célébre d’entre eux est sans aucun doute le Jeu de la
Vie de Conway [31], qui semble avoir initialisé I’ére des simulations informatiques.

Vers les années quatre vingts avec les travaux de Stephen Wolfram [96, 97], les automates
cellulaires sont devenus un outil & vocation générale. Ils interviennent actuellement dans
plusieurs disciplines allant des mathématiques & 'informatique en passant par la physique.
Par ailleurs les recherches sur les automates cellulaires concernent de nombreuses applica-
tions parmi lesquelles les systémes biologiques et écologiques constituent les domaines ol
Pon compte un grand nombre de publications [32, 46].

Les sciences physiques et chimiques furent naturellement les plus prédisposées & exploiter
les possibilités d’utilisation des automates cellulaires comme outil de modélisation. Les ap-
plications concernent une gamme de domaines divers (écoulement de fluide et granulaire,
percolation, modéle d’Ising, modéle cellulaire de gaz, etc.). Citons encore pour exemples
les travaux de Hardy et al, 1976 [55] ou I’équation de Navier-stokes a été approchée par un
modéle simple d’automates cellulaires. Toffoli [86] en 1984 a utilisé cette approche pour
élaborer un modéle reproduisant 1’équation des ondes. Une autre étude a été réalisée par
Chen et ses collaborateurs en 1990 [23], dont le but est de résoudre 1’équation de Poisson,
a aide des automates cellulaires, avec des conditions aux limites de type Dirichlet. Hers-
bach [57] a proposé une solution de I’équation de Boltzmann dans le cas monodimensionnel
basée sur une régle probabiliste d’automate cellulaire.

Dans cette évolution, les premiers modéles de fluides "volumiques" sont ainsi apparus sous

la forme d’automates cellaires. L’espace est donné sous la forme d’un réseau régulier : on se
donne un ensemble de sites reliés entre eux par un graphe de voisinage de portée unitaire.

13
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Les premiers automates cellulaires bidimensionnels ont naturellement été construits sur
des grilles carrées avec un graphe de 4 ou de 8 voisins. Chaque site est constitué de cellules
binaires. Chaque cellule correspond & un emplacement possible pour un élément consti-
tutif du systéme simulé. La valeur (ou contenu) d’une cellule vaut ainsi 1 lorsqu’elle est
occupée, et 0 lorsqu’elle est libre. Le contenu des cellules est libre de représenter les indivi-
dus d’une population biologique, les particules élémentaires d’un fluide, des molécules en
cours de réaction, ou encore plus simplement les grains d’une texture binaire synthétisée
par 'automate [96]. L’ état d’un site est caractérisé par les nombres d’occupation de ses
cellules; il existe donc un nombre fini de configurations pour tout site. La valeur d’un site
consiste en un nombre entier formé par concaténation des contenus binaires des cellules
du site. Ce nombre compris entre 0 et 1 n’a en général comme seule signification que le
codage d’une configuration donnée, avec unicité. Cependant, par extension, des automates
cellulaires fondés directement sur la valeur des sites ont été congus : des concentrations ou
des pressions locales peuvent par exemple étre représentées sous forme de nombres entiers,
avec quelques normalisations. Dans ce dernier cas, c’est la notion de cellule binaire qui
n’a plus de signification. Pour une approche plus détaillée des automates cellulaires, on
consultera par exemple la référence [98].

Remarquons une différence importante par rapport aux systémes de particules déja abor-
dés : dans un automate cellulaire, le volume du systéme peut étre rempli de particules avec
une densité ou concentration donnée. Alors qu’un systéme de particules usuel se fonde sur
une liste illimitée de particules associées & leur position dans un espace continu, la taille
d’un automate cellulaire correspond & son nombre de cellules, qui dépend directement
des dimensions du champ de simulation. On passe ainsi de la notion de particules & celle
d’emplacements en nombre finis. En contrepartie, la structure d’'un automate cellulaire
permet d’accéder directement aux particules présentes dans une région donnée de l’es-
pace. Ce point constitue le principal avantage des automates cellulaires. N’oublions pas
qu’il s’agit de modéles qui ont avant tout été congus en réponse i de sévéres contraintes
informatiques. L’objectif premier résidait dans la mise au point de modéles effectivement
opérationnels, dont le niveau de complexité était compatible avec les moyens de calcul alors
a disposition. La notion de calculabilité s’avére ainsi primordiale ; c’est elle qui influence
souvent la mise au point d’un modéle. L’évolution d’un automate cellulaire est fondée
sur Iapplication de transformations locales, & partir d’un état initial. Ces transformations
sont appelées les opérateurs de automate ; elles sont appliquées séquentiellement, dans
un processus itératif. Tous les sites du réseau sont traités simultanément en appliquant
le méme ensemble de régles d’évolution. Une transformation quelconque peut étre basée
sur une table pré-calculée, qui & partir de la configuration d’un site, donne directement sa
nouvelle configuration aprés 'application de la transformation. Ces structures de données
sont appelées des look-up tables; les automates cellulaires leur doivent en grande partie
leur rapidité d’exécution. Par ailleurs, I'accés direct aux sites voisins permet d’appliquer
efficacement les régles locales.

Les automates cellulaires forment une catégorie de modéles entiérement discrets :

Les éléments dont on simule 1’évolution sont représentés sous la forme d’ensembles dé-
nombrables : individus, particules, ou nombres entiers;

L’espace y est couvert par un réseau reliant un ensemble fini de positions;

Le temps est mesuré comme dans tout processus itératif, en nombre d’évolutions élémen-
taires.
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Il en résulte qu'un automate cellulaire peut évoluer indéfiniment, en évitant totalement
les erreurs d’arrondis qui caractérisent habituellement les modéles & base de nombres dé-
cimaux.

Pour la simulation d’un fluide par exemple, 'automate fonctionne & partir d’un unique
opérateur de diffusion. Si le modéle fait intervenir des concentrations locales, la diffusion
peut étre réalisée de maniére simple en remplacant la concentration en un site par la
moyenne des concentrations de son voisinage [91]. Dans le cas d’un modéle & base de par-
ticules, celles-ci peuvent & présent interagir puisqu’elles se trouvent toutes simultanément
dans le systéme, contrairement aux marcheurs aléatoires déja décrits dans [27]. Dans le
cas le plus simple, chaque particule se déplace aléatoirement entre sites voisins, avec par
exemple la condition qu’il reste une cellule libre dans le site destination. Ce point nous
ameéne 3 introduire les gaz sur réseau, qui constituent une classe particuliére d’automates
cellulaires de conception plus récente. Grace & leur structure, ils représentent bien plus
qu’un modéle de diffusion, comme nous allons I’évoquer au cours de ce chapitre.

Pour mieux comprendre ce qu’est un automate cellulaire, prenons un exemple :

Soit un réseau cellulaire monodimensionnel ot chaque élément appelé cellule et notée
¢; peut prendre une valeur dans un ensemble d’état £ = {0,1} et ayant comme voisi-
nage v(c;) = {¢i—1, ¢, ¢i+1}. On considére la fonction de transition d’état donnée par la

formule :

err1(ci) = flee(cim1), er(ci), er(civ1)) = er(cim1) + er(ci) + er(ciyr)

Une représentation de cette régle peut étre mise sous forme de table de transition d’état :

e(Cit1) er1(6)

o
Bh
~

er(ciz1) | e

0
0
0
0

=

=[=]e o[=]=]e =

=]o[=]=o[=]=o[=]e
[~]o o[=]eo[=]-]e

[=[=]~]

1

Un automate cellulaire est un systéme dynamique discret, de conception simple basé sur
la donnée d’un réseau uniforme qui définit I’espace cellulaire. Chaque élément de cet es-
pace, appelé cellule, peut prendre plusieurs états possibles dans un ensemble discret donné.
L’état d’une cellule est susceptible de changer & des moments fixes, au moyen d’une régle
de transition fondée sur la configuration de ’espace d’échange entre cette cellule et ses
voisins, appelé voisinage.

Le fonctionnement d’un automate cellulaire peut étre déterministe ou probabiliste.

On peut donc résumer les caractéristiques principales d’un automate cellulaire comme
étant un ensemble des états, un concept de voisinage et un ensemble de régles de transi-
tion.
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L’état d’un automate cellulaire est ’ensemble des valeurs que peuvent prendre les cellules
4 un instant donné, et qui peut étre décrit par un nombre, une propriété, une couleur...
Toute cellule ¢ posséde un voisinage v qui constitue ’ensemble des cellules qui échangent
des informations avec la cellule c.

L’état de la cellule ¢ au temps t+1 est déterminé par une régle de transition qui dépend
de I’état de c et de celui des cellules du voisinage, au temps t.

2.2 Définition d’automates cellulaires

Un automate cellulaire peut étre défini par la donnée d’un quadruplet A = (7,&,v, f)
dont les différents éléments sont décrits ci-dessous :

2.2.1 L’espace cellulaire

L’espace cellulaire 7 est un réseau de dimension d formé par des cellules ¢ disposées selon
un arrangement qui dépendra de la dimension de I’espace et de la forme choisie pour les
cellules. C’est 7 qui définit ’espace cellulaire. L’approche habituelle pour définir le réseau
cellulaire est de le présenter comme une grille rectangulaire mono ou bidimensionnelle.
En outre cette approche est trés simple & implémenter sur ordinateur puisque ce type de
réseau est naturellement traduit en vecteurs ou tableaux.

Dans le cas monodimensionnel, 7 se limite & une corde linéaire ou les éléments peuvent
étre disposés en ligne droite ou autour d’un tore. Le cas bidimensionnel est le plus intéres-

sant, le réseau peut étre triangulaire, carré ou hexagonal (voir figure(2.1)). En dimension
trois, les réseaux en général ont une géométrie cubique.

N

Réseau rectangulaire 1D

Réseau rectangulaire 2D Réseau triangulaire Disposition des cellules dans un réseau hexagonal

Fi1G. 2.1 — Formes typiques de réseau cellulaire
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Une transformation géométrique d’un réseau triangulaire & un réseau rectangulaire est
couramment utilisée (figure(2.2)).

F1G. 2.2 — Un moyen de convertir un réseau triangulaire ¢ un réseau rectan-
qulaire

2.2.2 Voisinage

v est un ensemble de cellules avec lesquelles une cellule donnée ¢ peut interagir, appelé
voisinage. Le passage d’un état & ’autre peut étre régi a la fois par des régles et par le
voisinage. Ces deux points sont les facteurs principaux du changement de la configuration
du treillis de l'instant ¢ & Uinstant ¢ + 1.

Dans le cas monodimensionnel le voisinage peut étre représenté par la figure(2.3). En deux
dimensions quelques voisinages sont proposés (figure(2.4)) et (figure(2.5)). Cependant les
voisinages les plus utilisés dont ceux de type von Neumann et Moore pour des raisons de
simulation.

La taille et la forme du voisinage sont fixées suivant le type d’application. On définit sur
le treillis 7, une distance équivalente & la norme L., par :

L(c,d) = Min{l(c,c),c € T}

ot I(c, ') est une ligne polygonale reliant les cellules c et ¢’. Le voisinage d’une cellule c,
de rayon R peut étre donné par :

v(e)={c € T/L(c,d) < R}

Dans le cas d’un treillis carré bidimensionnel, les différents voisinages décrits précédem-
ment peuvent étre donnés & partir des ensembles v(c;;) associés & la cellule ¢;; par :

v(eiy) ={exa\ | k—i|+|1—j|< R}
C’est le cas von Neumann
et
v(cij) ={eri\ | k—i[<1et|l—j|< R}

C’est le cas Moore
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ou R définit le rayon du voisinage.

Le voisinage de type von Neumann modifié (figure (2.4)) correspond & un voisinage de
Moore auquel on ajoute les 4 voisins les plus proches des voisins de Von Neuman qui ne
sont pas déja inclus dans le voisinage de Moore. Ce voisinage revient & construire des
sous-structures d’interaction établissant des liens directs avec tous les voisins séparés de
I’automate par au plus un automate sur le réseau carré.

D’autres types de voisinages peuvent étre définis de fagon arbitraire et le choix de ceux-
ci peut affecter I’évolution de I'automate cellulaire. On peut citer & titre d’exemple les
voisinages de type Cole [30] ou Smith [83] (figure(2.5)).

Voisinages von Neumann et Moore dans le cas 1D

F1G. 2.3 — Voisinage dans le cas de 1D

von Neumann Moore von Neumann modifié

F1G. 2.4 — Formes de voisinage les plus fréquents

Smith Deux types de voisinages de Cole

F1G. 2.5 — Voisinages de Smith et de Cole



Section 2.2. Définition d’automates cellulaires 19

Custom

F1G. 2.6 — Voisinage de Custom

Des types arbitraires de voisinage peuvent également étre construits (figure(2.6)).

2.2.3 Ensemble des états

L’ensemble supposé fini d’état £ contient des valeurs susceptibles d’étre prises par 1’état
d’une cellule. C’est en général un anneau cyclique avec card £ = k.

On parle également de configuration d’un automate cellulaire donnée par 1’application
e : 7 — & qui fait correspondre & chaque cellule ¢ de 7 une valeur prise dans £ qui
constituera ’état de la cellule ¢ & linstant .

La liste des états peut étre désignée par des lettres, ou par une combinaison de valeurs
entiéres ou encore définie par une condition, une couleur, etc...

Exemple :
E=10,1,2..... kg — 1} avec kg € IN
ou
& = {blanc, noir...}
ou encore

& = {vrai, fauzx}

L’ensemble des états peut contenir autant d’éléments qu’il est nécessaire pour simuler le
phénoméne étudié. Ainsi, ce choix est fortement lié aux modéles considérés.

2.2.4 Reégles de transition

Le choix des régles de transition est un point important pour la construction d’un auto-
mate cellulaire. C’est ce qui définit la dynamique locale ou globale de I’automate cellulaire.
Ces régles dépendent de la géométrie du réseau, du voisinage, de ’ensemble des états, et
peuvent étre déterministes ou probabilistes.

Régles déterministes
Soit 7 un réseau régulier et v un type quelconque de voisinage. Une fonction g définit une
régle déterministe si elle est définie par

Vte I, 3le; €& tel que gler(v)) =e;
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ou & = {ey, eq, ....e; } est ’ensemble d’état et I un intervalle de temps discret.

Si v est de taille n, e;(v) est un élément de £, Vt € I. Donc g est définie dans £" et est
a valeurs dans €.

Il existe des formes particuliéres de régles déterministes. Considérons la fonction g : E" — &
définie par

gle(v(c))) = ¢ <Z aiet(cz')> = et+1(c)

ol «; sont des entiers constants et ¢ est une application & valeurs dans £. Ainsi on obtient
-une classe de régles d’automates cellulaires dites additives dans le cas ot ¢ est une ap-
plication linéaire.

-une classe de régles d’automates cellulaires dites totalistes dans le cas ot a; = 1, Vi.

Reégles probabilistes

Les régles probabilistes forment une classe trés importante de régles de transition. Dans ce
cas la fonction g n’a pas exactement un seul résultat pour chaque type de voisinage mais
fournit une ou plusieurs valeurs possibles avec des probabilités associées. On peut décrire
cette régle par une fonction de transition F' définie par

E"x &€ —10,1]
(et(v),ei) — pi

ol p; est la probabilité d’obtenir ’état e; partant d’une configuration de voisinage v de
taille n donnée par e;(v) € E™ avec

étant le nombre de tous les états envisagés.
Des exemples seront donnés dans la suite de ce chapitre.

2.2.5 Conditions aux limites

Pour une caractérisation spatiale compléte d’un automate cellulaire, on a besoin de définir
des conditions aux limites du réseau. En théorie, 'espace cellulaire peut étre infini au-
trement dit non borné. Comme pour tout systéme d’évolution, les conditions aux limites
doivent étre précisées pour la simulation des modéles dans le cas ou le domaine spatial est
borné. Celles-ci peuvent étre périodiques, réflexives, ou fixes (voir figure (2.7)).

Les conditions aux limites périodiques. Elle sont devenues, dans la littérature, les
conditions aux limites par défaut. Le treillis est vu comme un tore ou les cellules les plus
& gauche jouent le role de voisines des cellules les plus & droites et vice-versa, les cellules
du haut jouent le role de voisines des cellules du bas et vice-versa.

Les conditions aux limites réflexives. Dans cette solution, le réseau est également
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augmenté d’un ensemble convenable de cellules virtuelles rangés sur ses bords. Les cellules
situées sur les bords du réseau ont comme voisines les images d’elles mémes.

Les conditions aux limites fixes. Elles correspondent aux conditions de Dirichlet ren-
contrées dans la résolution des équations aux dérivées partielles. La solution est basée sur
le fait de rajouter sur les bords du réseau un ensemble de cellules virtuelles. On impose
alors une valeur d’état constante & ces cellules ajoutées.

PEEIODIOTTE

EEFLEXIVE

F1G. 2.7 — Représentation de quelques conditions aux limites

2.2.6 Configuration initiale

Le point de départ d’une simulation est une configuration initiale définissant, pour toute
cellule ¢, un état eg(c). Cette configuration peut étre considérée de facon aléatoire, ou
donnée par une fonction connue ou & estimer, définie par

T — €&

RN, eo(c)

oll eg(c) est I’état de la cellule ¢ & 'instant t=0.

2.3 D’autres classes d’automates cellulaires

2.3.1 Automates cellulaires non-stationnaires

Les cellules d’un automate cellulaire non-stationnaire mettent & jour leurs états suivant
une régle de la forme

err1(c) = ge(e(ve(c)))

ou g; et v; dépendent du temps
g: exT —e¢
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vp: TxXxT—=T"

T un intervalle de temps donné. Les détails sont exposés dans [2, 63].

2.3.2 Automates cellulaires asynchrones

Un automate cellulaire est dit asynchrone lorsque la mise & jour des états de ses cellules
n’est pas simultanée. Ce type d’AC est souvent utilisé dans les machines cellulaires [20, 79].

2.3.3 Automates cellulaires & mémoires
Leur fonction de transition d’état est du type
et+1(c) = fler(v(c)), et—1(v(c)), .o, et—m(v(c)))

ol m est appelée capacité de mémoire de la cellule ¢ [43, 90].

2.3.4 Automates cellulaires flous

C’est une version continue des automates cellulaires introduite par investigation des com-
portements complexes [43] et ’étude de I'impact des perturbations (sources de bruit, er-
reurs de calcul,...) sur I’évolution de ’automate cellulaire discret [41].

Un automate cellulaire flou est noté

A= (T,[0,1],v, f) ou :

T est un réseau de dimension d.

L’état de chaque cellule est dans l'intervalle [0,1].

v: T — T™ est un type de voisinage de taille n.

f: [0,1]™ — [0, 1] est la fonction de transition.

f est une fonction & valeurs réelles représentant la fonction discréte sur £ en se basant sur
des principes de logique flou. Les automates cellulaires flous sont appliqués a la théorie
d’automates depuis longtemps [62, 63, 79, 90].

2.3.5 Automates cellulaires hiérarchiques

Soient Ay, A1, ..., Apune suite finie d’automates cellulaires monodimensionnels avec :
Ai = (Ti,& v, fi), 0<i<p, pelN.

e 7; : un treillis de p; cellules,
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e & : un ensemble d’état de cardinal k,
e v; : un voisinage de taille n;
e f; : une fonction de transition.

& Il y a k™ configurations possibles du voisinage pour A; qui peuvent &tre classées dans
un ordre lexicographique par :

gm o {1,2,..,k™)

w —
v associe a chaque configuration possible du voisinage un entier j.

& La fonction

g — £
J = v

fi:

(o1 j réfere a la j'™¢ configuration du voisinage)
est identifiée par le vecteur V; = (v j)1<j<kni .

Ainsi une cellule passe & ’état v; ; au temps ¢t+1 si son voisinage est & ’ordre j & 'instant ¢.

La construction d’un automate cellulaire hiérarchique A = (Ao, A1, ..., A;,) est obtenue
par le couplage de A; avec A;;; comme suit :

Le vecteur V; est identifié & une configuration global de A;;1. Chaque cellule ¢; de A;
calcule son état & I'instant ¢ + 1 selon la formule :

ervi(ci) = fler(vi(e)), €541 (7))

o i=0,.,p—1,et el ,(7T) désigne la configuration de A;;1 & Pinstant ¢. Les détails
sont exposés dans [2].

2.3.6 Gaz sur réseau et automates cellulaires

Le modéle de Gaz sur réseau (Lattice Gaz Automata) est connu plus sous le nom de HPP
[55]. C’est un modéle entiérement discret basé sur un réseau & symétrie carrée ot les noeuds
sont les seules positions accessibles aux particules du gaz. Les particules sont supposées
avoir la méme masse et un champ de vitesse unitaire. Le principe d’exclusion est imposé
dans un site donné et une direction donnée, il ne peut y avoir qu’une seule particule.
Dans ce modéle, les lois de conservation sont réspectées, & savoir la conservation du mo-
ment cinétique et du nombre total de particules. L’évolution du systéme d’un pas de temps
a lautre se fait en deux étapes :

Propagation : chaque particule se déplace dans la direction de son vecteur vitesse vers
le noeud immédiatemment voisin.
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Collision : elle traduit le changement éventuel de la vitesse de particule si la configuration
du noeud le permet.

Le modéle HPP, vu son isotropie limitée ne peut simuler efficacement des phénoménes
dont les particules ont des degrés de libertés plus grands. Une solution réside dans le modéle
FHP[42, 98] qui repose sur les mémes bases que le modéle HPP mais dont la symétrie
hexagonale offre une large adaptation et réalisme dans la simulation des phénomeénes réels.

2.4 Quelques propriétés d’AC

La dynamique des automates cellulaires révéle plusieurs propriétés fondamentales dans le
monde réel. Certaines propriétés sont présentées ci-dessous.

2.4.1 Auto-organisation

L’évolution des automates cellulaires accuse une tendance & l’organisation qui s’illustre
par ’émergence de structures.

2.4.2 Auto-reproduction

C’est la propriété essentielle de la vie dont le mécanisme, les conditions de réalisation
et autres aspects sont & élucider. Elle a trouvé dans ’approche par automates cellulaires
un moyen d’investigation naturel simple. Cette propriété d’auto-reproduction permet de
classer les automates cellulaires en deux grandes catégories :

- Les automates cellulaires actifs, c¢’est & dire auto-reproducteurs.

Les automates cellulaires actifs sont auto-reproducteurs dans le sens oil ils contiennent
une sous-configuration qui se comporte en copieur universel dirigeant activement la ré-
plication assurée par une fonction de transition appropriée.

- Les automates cellulaires passifs.

Les automates cellulaires passifs sont ainsi nommés car leur reproduction est provoquée

par la régle de transition et non pas par les caractéristiques de la configuration initiale. Le
jeu de la vie est un exemple d’automate cellulaire passif.

2.4.3 Auto-similarité

Un modéle d’automate cellulaire est dit auto-similaire lorsque ses portions aggrandies sont
indifférentiables de la totalité.

2.4.4 Irréversibilité

Un automate cellulaire est dit irréversible si il posséde au moins une configuration qui n’a
pas d’antécédent ou n’en a plus qu’un seul.
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2.4.5 Inversibilité

On appelle automate cellulaire inversible, celui qui permet de revenir aux états précédents.
Un exemple simple d’automate inversible est celui de ’automate déplacement Est. Chaque
case peut avoir deux états, 0 et 1 (vide ou plein). L’automate cellulaire regarde I’état de
la case voisine Ouest, s’en souvient et agit en le prenant pour nouvel état de la case. Un
réseau d’automates déplacement Est sur un plan a pour effet, d’une génération & lautre,
de déplacer d’une case vers 'Est la configuration initiale. Son inverse est automate cel-
lulaire déplacement Ouest.

2.4.6 Indécidabilité

L’une des caractéristiques importantes des automates cellulaires est le caractére d’indéci-
dabilité qui touche beaucoup de leurs propriétés.

Ainsi, déterminer si un automates cellulaire posséde un inverse et indécidable : il ne sera
jamais possible d’écrire un programme prenant en paramétres un automate quelconque et
pouvant décider si oui ou non cet automate posséde un inverse.

De la méme facon, I’avenir d’un automate cellulaire est indécidable. On n’a pas de méthode
générale permettant de déterminer si un automate ne va pas s’éteindre au bout d’un certain
nombre de générations ou s’il va se stabiliser. Les détails sont exposés dans [2, 20, 96].

2.4.7 Les jardins d’Eden

Un Jardin d’Eden est I’ensemble des configurations qui ne posséde pas d’antécédent. Cela
ne se produit bien entendu pas avec les automates cellulaires inversibles. De méme, par
exemple, une configuration Jardin d’Eden ne peut étre un attracteur car elle ne peut
apparaitre que comme premiére configuration d’une suite de configurations. L’aspect re-
marquable de ce concept est que la question de ’existence de Jardin d’Eden est indécidable.
Cela a été démontré par J. Kari en 1990.

2.4.8 Les attracteurs

Les attracteurs des automates cellulaires [2, 20] sont des configurations qui reviennent
indéfiniment. Etant des cas particuliers d’automates cellulaires, ils permettent des études
intéressantes sur les automates et la, démonstration de certaines de leurs propriétés.

Ainsi, J. Kari a démontré que toute propriété de ’ensemble limite (ensemble des attrac-
teurs) est vraie pour certains automates et fausses pour d’autres est indécidable. Ce résul-
tat est finalement le plus extraordinaire de tous, car il nous montre que nous ne saurons
jamais rien & l'infini des réseaux d’automates cellulaires.
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2.5 Application du modéle d’AC a un probléme
de diffusion

Généralement on peut distinguer dans les modéles d’automates cellulaires pour le phéno-
méne de diffusion deux types d’approches :

1. La premiére est une approche microscopique du systéme, inspirée par le mécanisme
réel de la diffusion qui n’est que le résultat de leffet global des mouvements aléatoires
des molécules. Cette réalité est idéalisée dans le cadre d’un systéme ot les molécules sont
percues comme des particules simples évoluant dans un environnement basé sur :

& Un treillis discret régulier,

& Des déplacements aléatoires de longueurs fixées que peuvent éxécuter les particules dans
un ensemble de directions possibles & chaque pas de temps.

& Un principe d’exclusion assurant qu’il ne peut y avoir plus d’une particule dans un site
et une direction donnés.

Une régle de transition régissant 1’évolution d’un phénoméne de diffusion est divisée en
deux phases :

Phase de propagation : chaque particule se déplace avec une vitesse bien définie vers
une cellule voisine.

Phase de redistribution : les collisions dans le systéme réel qui conduisent & une ré-
orientation des particules sont traduites dans les modéles d’automates cellulaires par une
affectation d’une vitesse aléatoire & chaque particule et ceci en tenant compte du principe
d’exclusion.

L’application répétée des phases de propagation et redistribution génére un déplacement
aléatoire de chaque particule (voir figure (2.8)).
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o 0 ?
s Instant (t)
[ i
Propagation
- ¢
0 s @
Redistributi
s  redsiriuton s Instant (t+1)
[ & [ &

F1G. 2.8 — Exemple de succession d’une phase de propagation et d’une phase
de redistribution au cours d’une itération pour un phénomeéne de diffusion.

Les régles de propagation et de redistribution sont définies suivant la nature du systéme
étudié de maniére & relever ses aspects essentiels.

2. La deuxiéme consiste en une approche macroscopique du phénoméne, ou la diffusion est
implémentée grace & un schéma aux différences finies appliqué & ’équation aux dérivées
partielles gouvernant le systéme. C’est une technique considérant les déplacements d’une
moyenne de particules.

L’équation de diffusion est discrétisée en temps et en espace ce qui donne ’état d’un site
en fonction de ’état d’un certain nombre de sites voisins.

2.5.1 Probléme de diffusion

Pour cet exemple, nous allons élaborer un modéle d’automates cellulaires basé sur une
approche purement macroscopique du phénoméne.

Probléme considéré

La modélisation des processus thermiques nécessite 1’utilisation des lois de conservation
de certaines quantités physiques telles que le nombre de particules, le moment de densité
etc. La plupart des modéles sont décrits par I'intermédiaire d’une fonction de distribution
c(r,t) qui représente la concentration molaire & 'instant ¢ > 0, & la position r € Q C IR
Le probléme que nous nous sommes posés concerne la recherche d’un modéle d’automate

cellulaire simple & mettre en oeuvre permettant de représenter un systéme thermique
dans le cas bidimensionnel. Le systéme étudié est de type diffusion, habituellement décrit
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par un systéme d’équations aux dérivées partielles, défini sur un domaine géométrique
bidimensionnel borné €2, de la forme

dc(r,t) 0?%c(r,t) 9?%c(r,t) oc(r,t)  de(r,t)
o P e TP i T

) + Ke(r, t)

avec r = (ry,ry) €EQCR? t>0

ez, t)=0 avec x €0 t>0

e(r,0)=cy 1€
ou

c(r,t) est la concentration molaire,

D;  est le coefficient de diffusion, suivant x
Dy est le coefficient de diffusion, suivant y
v est un champ de vitesse donné,

K est une constante.

Mathématiquement ce probléme ne présente pas de difficulté mais sa mise en oeuvre nu-
mérique peut étre laborieuse.

Réseau cellulaire

Dans un modéle d’automates cellulaires, on considére un réseau de connexion ou chaque
particule, représentée par une cellule, prend place dans un treillis régulier bidimensionnel
T. On considére un treillis formé de cellules carrées notées c;; et on désigne par AT le pas
d’espace, qui n’est autre que la longueur du co6té de la cellule.

Le voisinage

On choisit un voisinage v de rayon R, de type von Neumann. Chaque particule qui occupe
une cellule peut se déplacer dans I'une des directions suivantes, qui sont représentées par
les vecteurs impulsions v; avec 1 < i < 4.

vy = (1,0),v2 = (0,1),v3 = (0,—1),v4 = (—1,0)

L’ensemble d’état

£ =1{0,1,2,3,4} est un ensemble d’état déterminé & partir d’un principe d’exclusion qui
n’autorise pas la présence de plus d’une particule par cellule ayant une des directions
Vi, 1 S ) S 4.

ou

(0) correspond & une cellule vacante,
(1
S
(

L]
. correspond 3 une cellule possédant une particule qui se déplace dans la direction vy,

— — —

(est
e (2) correspond & une cellule possédant une particule qui se déplace dans la direction vo,
(nord)

~—
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e (3) correspond & une cellule possédant une particule qui se déplace dans la direction vs,
(sud)

e (4) correspond & une cellule possédant une particule qui se déplace dans la direction vy,
(ouest).

La régle de transition

Il s’agit de trouver un ensemble de régles d’automate cellulaire bidimensionnel qui nous
permette d’approcher (2.1) d’un point de vue macroscopique. Chaque cellule du réseau,
notée c(r,t), se trouve & la position r = (ry,r,) & l'instant ¢ (r, et r, représentent les
composantes de r suivant vy et v9). L’équation (2.1) est habituellement discrétisée de la
facon suivante

c(rit +At) —c(r,t) D c(ry — Arg,mys t) — 2¢(r,t) + c(ry + Arg, 1y t)
At - Ar2
c(ry,my — Ary;t) — 2¢(r,t) + c(rg, my + Aryst)
+ Dy
Arf/
. {c(rm + Arg,ry;t) — c(r, t) N (g, ry + Aryst) — c(r, t)}
Ary Ary
+  ke(r,t)
(2.2)
En prenant Ar,=Ar, = AT, I’équation (2.2) devient
DAt Do At
e(ryit+ At) = AT c(rm—AT,ry;t)—l—Wc(rw,ry—AT;t)
+ 1— 2D1At . 2D2At . 2UAL + ( t)
ATZ AT AT F)AD
DlAt VAt . DQAt vAt .
+ ( AT + E) c(ry + AT, 1y t) + ( AT + A’T) c(rg,my + AT 1)
(2.3)
On pose

On obtient
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DAt -1 Do At
c(r,t+ At) = ﬁc(r—&- ( 0 )AT,t)—i—ﬁc(r—i— ( 21 )AT;t)
1— 2D1At . 2D1At . AVIAN + ( t)
AT2  AT2 AT )4l
(2.4)
DlAf VAt 1
— AT
+ (ATQ+AT) c(r—i—(o) ,1)
DQAt VAt 0 .
+ (AT2 +E> c(r+< 1 >AT,t)

A partir de ce qui précéde, on peut définir la régle de transition ¢ comme une régle additive
donnée par

v c(v,t) € EERADT __, c(rit+ At) e £

ou c(v,t) désigne 'état du voisinage v de la cellule située & la position 7, au temps t.
(2R + 1) désigne la taille du voisinage. (ici R = 1).

11 .
i .
c(r,t+ At) = Z Z a;je(r + < j >AT,t) avec —1<1i,57<1 (2.5)

i=—1j=—1

ol a;; sont déterminés dans le cas particulier choisi, en identifiant (2.4) avec (2.5). On
obtient.
G_1-1 =011 =a-11 =a1—1 =0

_ DyAt
04710 - ATQ
_ DyAt
LT AT
W0 = A7 T AT
NEREN,
W= A2 TAT
DlAt DQAt vAt
a00:1—2AT2 72AT2 *2E+I€

Remarques

e La régle de transition ci-dessus, n’est pas une régle unique, on peut obtenir d’autres
régles, en utilisant par exemple I’approche microscopique.

e En général le rayon du voisinage R peut étre différent de 1. Le choix de R=1 étant
fait dans le but de rendre I’application de la régle plus facile en simulation, et donner des
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relations simples entre les coeflicients a;; et les coeflicients de diffusion D; et D».

e Le choix des coefficients a;; donnés par (2.6) constitue un cas particulier. On peut
généraliser cette approche et utiliser d’autres coefficients a;;, qui interviennent dans la
régle de transition suivante :

clryt + At) = ZZ% r+( )ATt) (2.7)

i=—1j5=-1

Cette méthode permet d’approcher 'équation (2.1) si les coefficients a;; satisfont les condi-
tions suivantes :

11
Z Zaij=1+/<c

z;U;la” ( ' ) B ( Zii ) (2.8)

Z Z aij(i2 + j2)AT? = 2D At + 2Dy At + 20AtAT

1=—1j=—1

Ces conditions sont obtenues en identifiant (2.6) avec (2.7).

e D’autres types de voisinages peuvent étre considérés.

Conditions aux limites

Comme le modéle étudié est de type distribué, il faut préciser les conditions aux limites.

L’état initial

L’état initial qui permet le démarrage de 1’évolution de 'automate cellulaire, doit étre
précisé pour chaque cas.

Cas particulier 1 : Dy =Dy =D

On cherche une approche d’automate cellulaire, qui modélise le systéme traité auparavant
dans le cas ot D; = Dy = D (cas homogéne en x et en y). L’équation aux dérivées
partielles qui gouverne ce systéme dans ce cas est donnée par

dc(r,t) 0%c(r,t) = 0%c(rt) c(r,t)  de(r,t)
o P T T T,

) + ke(r, t)

avec 1= (ry,1ry) €EQCIR?, t>0 (2.9)

clx,t)=0 avec x €0 t>0

e(r,0)=cy 1€
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ou les divers parameétres ont été précisés précédemment.

Un modéle convenable d’automate cellulaire pour ce systéme peut
étre donné par

Le réseau, le voisinage et ’ensemble d’état sont les mémes que pour le cas précédent. La
seule différence sera au niveau de la régle de transition. En utilisant la méme approche
que le cas oit D; # Do, on obtient une régle de transition additive décrivant la dynamique
locale de ’automate cellulaire donnée par

p c(vt) € EFRHDT — c(rt+ At €€

avec
1 1

c(r,t+ At) = Z Z aijc(r—i—(j )AT,t) avec—1<i,5<1 (2.10)

i=—1j=—1

Pour des coefficients a;; donnés par :
a_i1—1=aj1 =a_11 =a1-1 =0

DAt
aG-10 = Ap-1 = ﬁ

DAt vAt (2.11)

alO:am:ﬁﬁ-E

DAt vAt
a00—174ﬁ72ﬁ+1€

Des coeflicients arbitraires peuvent étre considérés dans (2.10) & condition qu’ils satis-
fassent I’ensemble des équations :

1 1
Z Zaij=1+/<c

i=—1j=—1
1 1
) vAt
Z _Zaij<j>AT<VAt> (2.12)
1=—1j=—-1

1 1
3 3 ay(® + j))AT? = ADAt + 20AtAT

i=—1j=—1

Cas particulier 2 : Dy =Dy =Ds et k=0

Nous voulons chercher une approche d’automates cellulaires dans le cas ot k = 0. On garde
les mémes paramétres de I’automate cellulaire qui modélise les deux cas traités auparavant,
sauf la régle de transition qui sera changée.
La régle de transition devient dans ce cas :
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e(r,t+ At) = Z Zau (;)AT,t) avec —1<4,j<1

avec les coefficients a;; qui satisfont les conditions suivantes :

a_1—1=a11 =0a_11 =a1-1 =0

DAt
a-10 = Ap-1 = AT2
DAL vt (2.13)
o= A= N2 TAT
DAt vAt
‘o =143 “2A7

Cas particulier 3 : cas avec une source

On considére le systéme de diffusion dans le cas ou D; = Dy = D, avec un terme source
£. Ce systéme peut étre décrit par 1’équation aux dérivées partielles suivante :

oc(r,t) 9%c(r,t) n 0?%c(r,t) oc(r,t) n Oc(r, t)

e a2 ) T A G

_ 2
avec 1 = (rg,1y) €EQC R, t>0 (2.14)

clz,t)=0 avec z€IN t>0

e(r,0)=co ren

Le terme source £ représente le controle pour les modéles distribués.

Le modéle de 'automate cellulaire dans ce cas est basé sur :

e Un réseau bidimensionnel formé par des cellules carrées.
e Un voisinage de type von Neumann.

e Un ensemble d’état £ ={0, 1, 2, 3, 4}.

e Une régle de transition additive définie par

1 1

c(rt+At) =Y Zawcr+< )AT t)+bavec —1<i,j<1 (2.15)

1=—1j5=—1
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oil les coefficients a;; peuvent étre donnés par les relations suivantes :
(1) acici=an=a-11=a1-1=0

DAt
a-10 = Ap—-1 = ﬁ

DAt  vAt

a10 = o1 = 5 T (2.16)
(i) AT2 AT
_q 4DAt 2VAt n
@00 = ATz AT "

Remarques

1- La relation (i) est cohérente avec le type de voisinage choisi. Dans le cas d’un voisinage
de type Moore, cette condition n’est plus nécessaire.

2- Le terme b joue le role d’un controle et donc doit appartenir & un ensemble approprié
pour que la relation (2.15) ait un sens.

Tableau récapitulatif

A partir de ce qui précéde, on peut résumer les résultats obtenus sous forme d’un tableau.
Pour un réseau carré, un voisinage de type von Neumann, les régles de transition et
les coefficients a;; correspondant aux différentes situations étudiées, sont données par le
tableau suivant, ol ¢ = ¢pmn €t ¢ = CmiAT ntj AT
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Type d’équation

Régle de transition
er+1(c) =

Choix particulier des coefficients
aij

Oc(r, t) d?c(r,t) d%c(r,t) el a_j—1=ap1 =a-11=a1-1 =0
= 1 2 + D2 2 Z gt (C ) DlAt DQAt
ot ox dy c'eu(e) a =17, e
—10 — ATQ? 0—-1 — ATQ
e Oc(r,t) n Oc(r,t) _ DiAt VAt
Oz Ay MWOTATE T AT
DyAt vAL
Frelr. 1) W= 377 T AT
DAt Dy At
a0 =1 =270 — 287
72V_At +
AT "
de(r,t) _D 0?c(r,t) n 02c(r,t) Z aijes(c) a_1_1=a11 =a_11 =a1—1 =0
ot Ox? ay2 c’ev(c) a_10 = Gg_1 = D—Aﬁ
- B AT?
. Oc(r,t) n Oc(r,t) DAt vAt
O Ay aip = ap1 = AT T AT
+ke(r,t) app =1 — 4DAt - 2V—At + K
AT? AT
8C(T, t) -D 82C(T7 t) + 82C(T7 t) Z aijet(cl) A_1—-1=0a11 = 04_11 = Q1—-1 = 0
ot 0x? 8y2 c’ev(c) a = q, = D—At
a ( t) a ( t) —10 0—1 ATQ
c(r, c(r, DAt vAt
—H/( ox * Jy ) @0 = a0 = AT TAT
_1 4DAt VAt
400 = AT?~ “AT
80(7“, t) -D 826(7“7 t) 4 826(7“7 t) Z aijet(cl) +b a_1-1 =011 = a4-11 = a1—-1 = 0
ot ox2 ayQ c’'ev(c) a = q = D—At
delr, ) elr.1) AT
c(r, c(r, DAt vAt
+V( Ox * Oy ) @0 =0 = N2 T AT
DAt VAL
+nc(r7t)+§ (1()0:174@72@4’%

b=¢
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2.5.2 Simulations

Dans les simulations qui suivent, on considére un réseau rectangulaire de dimensions (400 x
500) cellules. Le voisinage est de type von Neumann. L’ensemble des états comporte 5
éléments représentés avec des couleurs noir et blanc. Ainsi & chaque pas de temps, il
s’effectue environ 500000 opérations. Dans tous les exemples, on prend des conditions aux
limites fixes, e;(c) = e pour toutes les cellules du bord du réseau cellulaire. Quant a 'état
initial, il est choisi de fagon & montrer une évolution & partir d’un des cotés du réseau.
Tous les sites du réseau sont initialement vides, les cellules sont & 1’état 0, excepté pour les
sites de la ligne inférieure, qui sont occupés par des particules orientées vers des directions
choisies au hasard. Les simulations qu’on présente sont réalisées sous un code compilé en
langage C* 7.

Enfin, on prend les valeurs suivantes :

Dy =0.1; Dy=0.05; D=0.1;
v=20.5; k=1 ; At=AT =1
Cas Dy # Doy, k #0

Avec les valeurs précisées pour les paramétres, on obtient les coefficients suivants

a-1,0=0.1 ap-1 =005 a1,0=0.6
ap,1 = 0.55 ag,0 =0.7 a1 =0
a_1,1=0 a;,_1=0 a_11=0
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distribution initiale Aprés 50 itérations

Aprés 200 itérations

Les figures ci-dessus illustrent la configuration de 'automate cellulaire pour différents pas
de temps. Le passage de I’état initial jusqu’a l'instant ¢ = 300 montre que la progression de
I’automate cellulaire se fait avec une vitesse significative. Les particules gardent la méme
densité au cours de cette évolution.
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Cas D1 =Dy =D, k#0
Avec les valeurs précisées plus haut pour les paramétres, on obtient les valeurs suivantes

a_i10 = 0.1 ap,—1 = 0.1 aio = 0.6
ap,1 = 0.6 ap,0 = 0.6 a1l = 0
a_1,1=0 a;,1=0 a_11=0

distribution initiale Apres 25 itérations

Aprés 50 itérations
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Apres 125 itérations Apres 150 itérations

Les figures ci-dessus montrent 1’évolution de I’automate cellulaire suivant des pas de temps
allant de 0 & 150. Nous constatons que le phénoméne évolue de facon plus rapide que le cas
ou D; # Do, ce qui explique que la dépendance du coefficient de diffusion de la direction
influence sur la vitesse de progression du phénomeéne.

Cas D1=Dy =D, k=0

Dans ce dernier cas, on va simuler le modéle bidimensionnel avec k = 0 et v = 0.2. On
obtient les valeurs

a—1,0 = 0.1 ap,—1 = 0.1 a1,0 = 0.4
ap,1 = 0.4 ap,0 = 0.2 ail = 0
a-1,-1=0 a;,-1=0 a-11=0
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distribution initiale Aprés 25 itérations

g 4
& I-'Tl' 3 o L [ Pl P i
Aprés 50 itérations Aprés 100 itérations

it




Section 2.5. Application du modéle d’AC a un probléme de diffusion 41

Les figures ci-dessus montrent le comportement de I’automate cellulaire pour différents pas
de temps dans le cas ou x = 0. Nous remarquons que 1’évolution de ’automate cellulaire se
fait de la méme maniére que dans le cas ot k # 0. Cette configuration d’automate conduit
A une organisation spatiale beaucoup plus affirmée que les cas précédents. Donc "absence
du terme ~ influence sur la distribution des particules au cours de cette évolution.

2.5.3 Probléme de réaction diffusion

Le modéle d’automate cellulaire qu’on va présenter sera basé sur une approche microsco-
pique du phénoméne.

Le modéle d’automates cellulaires

La dynamique des milieux excitables est caractérisée par [46, 51] :
- Un état d’équilibre globale et stable.

- Un état excité temporairement en réponse & un stimulus appliqué et qui dépasse un
certain seuil.

- Une période réfractaire durant laquelle le milieu ne répond pas aux stimuli ultérieurs et
regagne 1’équilibre.

Ces milieux sont généralement modélisés par une équation de réaction-diffusion de la
forme : 5 o2
C C
Ay b
ot Ox?
C(z,t) est Pétat du systéme a un point donné x et & un instant ¢. La fonction non linéaire
F décrit la cinétique du milieu. A est le coefficient de diffusion.

+ F(C)

Un des phénomeénes observés dans le comportement des milieux excitables est que, dans
certains cas, des états de non équilibre s’établissent et persistent dans le temps.

Sur le réseau carré, le voisinage d’une cellule ¢; ; est constitué des cellules ¢; 11,5, ¢i—1,5, Ci,j+1,Ci,j—1,
alors c’est un voisnage de type von Neumann.

Les états possibles sont (0,1,2,...,e;e+1,...,e+ ).

Si une cellule est & un état parmi (1,2, ...,e), elle est excitée.
Si son état appartient & (e + 1,...,e + 1), elle est réfractaire.
Si la cellule posséde I’état 0, alors elle est & ’équilibre.

Si ef ; est la configuration & I'instant ¢, alors la configuration & Iinstant ¢ + 1 est donnée
par :

e cij) = Fe'(ciy)) + Ge'(ciz) €' (cirrs), € (cimnj), €' (ciyjgn ), €' (cij—1))
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Avec F(k)=kpour 1<k<e+r—1let Fle+r)=F(0)=0
et

1 st x=0¢et 1<a; <e pour un certain i =1,...,4

G($,$1,$2,$3,$4) = { 0 sinon

Autrement dit si & un instant une cellule n’est pas a1’état d’équilibre, elle réagira selon la loi
locale F', alors que si elle est & 1’état d’équilibre, elle sera excitée & condition qu’une cellule
voisine, au moins, soit excitée. Les termes F' et G sont, par conséquent, respectivement les
termes de réaction et de diffusion.

Simulation

On considére un réseau de dimensions (500 x 600) cellules, le voisinage et de type von
Neumann et I’ensemble des états comporte des substances représentées par des couleurs
différentes. Les simulations présentées ci-dessous sont réalisées sous le code Matlab.
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La simulation illustre un phénoméne de réacation-diffusion entre plusieurs substances chi-
miques. A T=15 le processus de réaction commence & s’activer, puis il est suivi par une
diffusion de la substance noire qui apparait & T=12.

Ce modéle malgré sa simplicité permet de comprendre dans certaines situations, que des
solutions de non-équilibre persistent dans le temps. En effet il existe des configurations
initiales qui générent des solutions persistantes pour chaque cellule non bornée.

2.6 Probléme de déformation a travers les au-
tomates cellulaires

En mécanique des milieux continus il existe, pour une température donnée, une configu-
ration Cy qui caractérise le milieu continu, c’est & dire une disposition des particules qui
constituent ce milieu, en ’absence d’efforts extérieurs agissant sur ce milieu.

Sous Veffet des forces extérieures, la configuration peut changer en une autre configuration
Ct, considérée & chaque instant ¢, t > ty ot I’'on commence & appliquer ces forces.

On est dans le domaine de 1’élasticité si la suppression de ces efforts raméne le solide
dans sa configuration initiale, et dans celui de la plasticité si elle la laisse dans une autre
configuration.

On passe de la configuration Cj a la configuration C; en définissant un vecteur déplacement
U= 170}?1 ou P; représente la position occupée & l'instant ¢t par le point Py de Cp (voir
figure(2.9)).

N\
\\

F1G. 2.9 — Déplacement des particules constituant le solide élastique

Cette analyse physique du probléme va nous permettre de déterminer un modéle d’au-
tomates cellulaires qui reproduit le phénoméne de déformation. Ce modéle d’automates
cellulaires va illustrer les différents déplacements possibles de l’ensemble des particules
constituant le milieu continu, sous ’effet des efforts extérieurs. Pour simplifier ce modéle,
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on considére les hypothéses suivantes :
- le milieu continu est parfait, il n’y a aucune lacune entre les particules.
- le phénoméne de la chaleur est négligeable.

2.7 Conclusion

Les automates cellulaires sont des modéles mathématiques considérés comme une simpli-
fication des systémes différentiels. Ils constituent une méthode extrémement utile dans
plusieurs situations pour lesquelles les équations différentielles originales ne peuvent pas
étre résolues.

Ce chapitre met l'accent sur lefficacité des AC comme outil de modélisation adéquat qui
prend en compte les interactions spatiales dans I’évolution d’un systéme. On a ainsi montré
qu’ils peuvent offrir des modéles simples et réalistes pour des classes de systémes usuels
avec les exemples de la diffusion et de la réaction-diffusion. A travers les simulations, on
a montré comment cette approche se préte 4 une mise en oeuvre beaucoup plus aisée que
par utilisation des équations aux dérivées partielles.



Chapitre 3

Lois de conservation et modéles
d’automates cellulaires

3.1 Introduction

Quelles sont les lois qui régissent un systéme de particules ? Est-il possible de comprendre
pourquoi telle particule ou telle autre se désintégre d’une certaine fagon, ou de prédire les
résultats d’une collision entre deux particules ? La mécanique quantique nous a montré la
voie : fonctions d’onde, équations d’onde et ainsi de suite. Mais la théorie est incompléte
car nous n’avons aucune connaissance a priori des interactions interparticulaires. De plus,
méme quand ces interactions sont connues, nous trouvons les calculs trop compliqués &
effectuer.

Un certain nombre de lois simples, connues sous le nom de lois de conservation, nous
aident & répondre aux deux questions posées précédemment. Chaque loi de ce type établit
qu’une quantité physique donnée ne peut se modifier lors des réactions entre particules. La
quantité restante, aprés la réaction, doit étre identique & la quantité existante au départ.
Nous pouvons illustrer ce fait par des exemples empruntés au domaine économique. Dans
un pays ou la monnaie n’est imprimée qu’en fonction de la quantité de monnaie retirée
de la circulation, la quantité globale de monnaie en circulation reste la méme. Une société
industrielle dont le montant des revenus est exactement identique & ses dépenses garde un
capital constant.

En physique classique, on connaissait plusieurs lois simples de conservation, résultant de
décennies d’expérimentation. Certaines d’entre elles, par exemple la loi de conservation de
la charge s’imposérent presque d’elles-mémes. A partir du moment ou la charge électrique
a été définie, il était évident qu’elle ne peut ni étre créée ni disparaitre ; en d’autres termes,
sa quantité dans 'univers est conservée. La mise en place des autres lois de conservation fut
plus difficile, chacune reposant en fait sur une définition correcte de la quantité conservée.
La loi de conservation de I’énergie, par exemple, a subi de nombreuses modifications car
elle repose sur une définition exacte de toutes les formes d’énergie, dont certaines d’entre
elles, comme la chaleur ou la masse, ne sont pas clairement rattachées & I’énergie méca-
nique.

En physique classique, les principes de conservation permettent de simplifier les calculs
complexes. Dans le cas d’un processus compliqué avec plusieurs étapes, il est bon de sa-
voir que certaines quantités restent constantes durant tout le processus. Mais les lois de
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conservation n’étaient pas d’une importance primordiale en physique classique. Les lois
physiques fondamentales comme les lois de Newton en mécanique et les équations élec-
tromagnétiques de Maxwell traitent des quantités dynamiques ou variables plutét que des
constantes.

Plusieurs lois de conservation furent ajoutées en physique moderne et leur importance
relative s’accrut. Ce n’est pas surprenant : dans un monde régi par la probabilité, ou les
lois comme celles de Newton sont inaptes & prédire ce qui va se produire, des lois déter-
minant ce qui ne peut pas se produire deviennent primordiales. Si nous savons qu’aucun
processus en contradiction avec n’importe quelle loi de conservation ne peut se produire,
nous pouvons en conclure que pour tout processus qui n’est pas en contradiction avec une
loi de conservation, il existe une certaine probabilité pour qu’il se produise. Les lois de
conservation font partie des lois fondamentales de la nature. Connaitre toutes les lois de
conservation qui régissent un processus donné équivaut a pouvoir déterminer la probabilité
de n’importe quel résultat spécifique de la réaction ou de la diffusion. De plus, certaines
quantités conservées comme la charge électrique, jouent un roéle dynamique : elle sont &
l’origine d’une interaction. L’identification des lois de conservation est donc la clé de la
dynamique.

Les lois de conservation connues en physique classique sont les suivantes :

- Conservation de I’énergie et de la masse;

- Conservation de la quatité de mouvement ;
- Conservation du moment angulaire;

- Conservation de la charge électrique;

D’aprés ce qui’ est développé dans [47, 48], essayons de voir comment Feynman définit le
principe de conservation. Pour lui, une loi de conservation signifie qu’il existe un nombre
que 'on peut calculer en un moment donné, puis, bien que la nature subisse de multiples
variations, si on calcule cette quantité en un instant ultérieur, elle sera toujours la méme,
le nombre n’aura pas varié. Autrement dit, le principe de conservation peut étre défini
comme suit, il existe une grandeur que l'on peut calculer & un moment donné et qui est
conservée, d’ot l'intérét d’évoquer ces lois de conservation et de voir comment les vérifier
& travers les modéles d’automates cellulaires.

3.2 Lois de conservation

Nous allons maintenant examiner les lois de conservation principales d’un point de vue
physique puis nous essayerons de les transcrire pour des modéles d’AC.

3.2.1 Conservation de I’énergie et la masse

Le principe de la conservation de la masse signifie que la quantité de matiére caractérisant
un systéme physique, ne change pas dans les multiples modifications que peut subir ce
systéme, et si on calcule cette quantité en un instant ultérieur, elle sera toujours la méme.
Nous allons maintenant examiner ’'une des lois les plus fondamentales de la physique, la
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conservation de 1’énergie.

C’est un fait, ou si vous voulez une loi, qui gouverne tous les phénoménes naturels connus
a ce jour. Il n’y a pas d’exception connue & cette loi, elle est exacte pour autant que nous
le sachions. La loi est appelée conservation de I’énergie. Elle affirme qu’il y a une certaine
quantité que nous appelons énergie, qui ne change pas dans les multiples modifications que
peut subir la nature. C’est une idée trés abstraite, car ¢’est un principe mathématique, ce
principe dit qu’il existe une quantité numérique, qui ne change pas, lorsque quelque chose
se passe. Ce n’est pas la description d’un mécanisme, ou de quoi que ce soit de concret ;
c’est simplement ce fait étrange que nous puissions calculer un certain nombre que, lorsque
nous avons terminé d’observer 1’évolution de la nature et que nous recalculons ce nombre,
il soit le méme.

Energie cinétique et potentielle

Tout corps en mouvement posséde une énergie cinétique qui est donnée & des vitesses
beaucoup plus faibles que celles de la lumiére par

E=-mv

ol m est la masse, v la vitesse du corps. L’énergie potentielle d’un corps dépend des forces
extérieures qui s’exercent sur lui. Par exemple, un corps en équilibre, & une distance h en
métres au-dessus du sol, posséde une énergie potentielle mgh par rapport au sol, en raison
de la gravité, ou g représente ’accélération lors de la chute (voir figure (3.1)). Un proton ou
un électron qui pénétre dans un accélérateur linéaire avec une énergie cinétique négligeable
et une énergie potentielle égale & eV ou V est la différence de potentiel accélérante, et e
la charge d’un électron, qui sort & ’autre bout avec une énergie cinétique substantielle,
est un exemple moderne de la conservation de ’énergie mécanique. Dans une situation
relativiste, I’équation suivante donne :

15 v
2mv =e

la vitesse finale de la particule est donc donnée par
v=(2eV/ m)%

Dans la plupart des systémes actuels, I’énergie mécanique n’est pas conservée, en raison
des forces de frottement. Toutefois, lorsque la chaleur fut envisagée comme étant une forme
d’énergie, une loi de conservation plus générale a été formulée qui garantit que dans ce cas
I’énergie mécanique provoque ’élévation de la température du systéme. Au siécle dernier,
on découvrit que I’énergie thermique n’est autre que ’énergie cinétique des molécules
a Pintérieur de la substance (voir figure (3.2)). Ainsi, quand on s’occupe de molécules,
d’atomes ou de particules subatomiques, on doit considérer leur énergie comme n’étant
que 1’énergie mécanique, ce qui ne nécessite pas de parler de la chaleur.

Autres formes de I’énergie

Nous pouvons ainsi continuer d’illustrer ’existence de I’énergie sous d’autres formes. Consi-
dérons d’abord !’énergie élastique. Si nous tirons un ressort vers le bas, nous devons ef-
fectuer du travail, car lorsque cela est réalisé, nous pouvons soulever des poids avec le
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E=mgh
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F1G. 3.1 — Une masse m située a une hauteur h au dessus du sol a une énergie
potentielle de mgh par rapport au sol. Toute l’énergie d’un corps en chute
libre est I’énergie potentielle au début de la chute et de l’énergie cinétique
lorsque le corps se rapproche du sol. Quand il touche le sol, son énergie est
transformée en chaleur.
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F1G. 3.2 — La chaleur est l’énergie cinétique des atomes et des molécules.
L’énergie cinétique moyenne et la vitesse moyenne des molécules est plus
élevée dans un gaz chaud que dans un gaz froid. Les fleches représentent les
vecteurs de vitesse des molécules de gaz a deuzr températures différentes.
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ressort. Ainsi lorsqu’il est allongé, il a la possibilité de faire un certain travail. Si nous
voulions évaluer les sommes des poids que multiplient les hauteurs, nous ne vérifierons
pas la loi, nous devons ajouter quelque chose d’autre pour tenir compte du fait que le
ressort est sous tension. L’énergie élastique est cette formule pour un ressort lorsqu’il est
tendu. Quelle quantité d’énergie cela fait-il? Si nous laissons partir le ressort, I’énergie
élastique est convertie en énergie cinétique, lorsque celui-ci passe & son point d’équilibre
et on assiste & un va et vient entre la compression et I’extension du ressort et I’énergie ci-
nétique du mouvement. Ol se trouve 1’énergie lorsque le ressort a terminé son mouvement
de va et vient vertical ? Cela introduit une nouvelle forme de 1’énergie :’énergie thermique.

A Tintérieur d’un ressort ou d’un levier, il y a des cristaux qui sont constitués d’un trés
grand nombre d’atomes, et avec un grand soin et une grande délicatesse dans ’arragement
des différentes parties, on peut essayer d’ajuster les objets de telle sorte que lorsque quelque
chose roule sur quelque chose d’autre, aucun des atomes ne réagit. Mais on doit prendre
grand soin. Habituellement, lorsque les objets roulent, c’est chaotique et agité & cause des
irrégularités du matériau et les atomes & l'intérieur se mettent a& remuer. Nous perdons
ainsi la trace de cette énergie; nous trouvons que les atomes s’agitent & l'intérieur d’une
maniére aléatoire et confuse aprés que le mouvement se soit ralenti. Comment savons-nous
que c’est encore de I’énergie cinétique ? Il apparait qu’avec un thermométre vous pouvez
trouver, en fait, que le ressort ou le levier est plus chaud, et qu’il y a réellement augmen-
tation de I’énergie cinétique d’une certaine quantité. C’est une énergie thermique, mais
nous savons que ce n’est pas vraiment une nouvelle forme, c’est simplement de ’énergie
cinétique d’un mouvement interne.

Il y a beaucoup d’autres formes d’énergie, & titre d’exemple 1’énergie électrique qui est
en relation avec l'attraction et la répulsion entre les charges électrique. Il y a ’énergie de
rayonnement, I’énergie de la lumiére, que nous savons étre une forme de I’énergie électrique,
car la lumiére peut étre représentée comme des oscillations du champ électromagnétique.
Il y a I’énergie chimique, I’énergie libérée dans les réactions chimiques, etc...

3.2.2 Conservation de la quantité de mouvement

La quantité de mouvement ) (ou 'impulsion) d’une masse se déplacant & une vitesse
faible par rapport a celle de la lumiére se définit comme étant le produit de la masse par
la vitesse :

Q =mv

Cette équation est également correcte & des vitesses relativistes, ¢’est-a-dire a des vitesses
proches de ¢, la vitesse de la lumiére, mais alors m n’est pas la masse au repos de la
particule, mais plutdt sa masse relativiste :

m(v) =mo/(1 —v%/c?)z

La quantité de mouvement d’une particule sans masse, comme le photon, se définit comme
suit :
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E représente ’énergie de la particule. Une définition générale donne :

ol F représente I’énergie totale relativiste de la particule (énergie cinétique et énergie
résultant de la masse), et mg est la masse au repos. Cette équation est valable pour les
particules sans masse my = 0 et également pour les particules ayant une masse, indépen-
damment de leur vitesse. En fait, quand la vitesse d’une particule est faible, cette formule
se simplifie en

Q = mou

11 faut rappeler que la quantité de mouvement est un vecteur, ce qui signifie que sa direction
est tout aussi importante que sa grandeur (une quantité physique qui n’a pas de direction,
comme la température est considérée comme une quantité scalaire). La direction de la
quantité de mouvement d’une seule particule correspond 3 la direction de son mouvement
respectif, selon un mode géométrique. En vertu de la loi de conservation de la quantité de
mouvement, I’impulsion totale d’un systéme est conservée aussi longtemps que des forces
extérieures n’agissent pas sur le systéme. Lorsque des forces extérieures s’exercent sur
un systéme, en plus des forces intérieures entre des différents composants, sa quantité de
mouvement n’est pas conservée, sauf si

Fext+Fint:0

Dans notre cas, la conservation de la quantité de mouvement au cours du déplacement des
particules est vérifiée par la condition suivante

fitfot+tfa+fa=0

ou

avec C' est une constante de proportionnalité qui est fonction de 1’énergie de liaison.

Le recul du canon, aprés avoir tiré un obus, est un exemple de conservation de la quantité
de mouvement. Avant de tirer I’obus, les quantités de mouvement du canon et de ’obus
sont nulles. L’obus acquiert une quantité de mouvement dans une direction donnée, le
canon doit donc acquérir une quantité de mouvement égale dans la direction opposée, de
fagon & ce que la somme reste égale 3 zéro. En physique des particules, la conservation de la
quantité de mouvement nécessite que la quantité de mouvement totale d’un groupe de par-
ticules, avant une réaction, soit égale en quantité de direction & la quantité de mouvement
totale aprés la réaction (& condition qu’aucune force extérieure n’agisse sur le systéme).

L’application de la loi de conservation de la quantité de mouvement simplifie ’analyse des
réactions entre les particules. Par exemple, quand une particule au repos se fractionne en
deux particules, ces derniéres partiront dans deux directions opposées (voir figure(3.3)).
Le rapport de leurs vitesses sera égal & I'inverse du rapport de leurs masses (la particule
la plus légére se déplacera plus rapidement). Quand une particule immobile se casse en
trois particules, elles doivent, en raison de la conservation de la quantité de mouvement,
se déplacer dans un méme plan (voir figure (3.4)). Ce principe a un vaste champ d’appli-
cation, car toute particule peut étre considérée comme une particule au repos, & condition
que les calculs soient effectués dans un systéme de coordonnées qui se déplace en méme
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F1G. 3.3 — Quand une particule au repos se désintégre en deux particules, elles
partiront dans des directions opposées. La particule la plus légére se déplacera
plus vite.

F1G. 3.4 — Quand une particule au repos de désintégre en trois particules,
elles sont contraintes de se séplacer dans le méme plan.

temps que la particule. Mais la loi la plus importante et la plus fondamentale, découlant
de la conservation de la quantité de mouvement, est la suivante : aucune particule ne peut
se désintégrer spontanément en particules dont la masse excéde la sienne. A premiére vue,
il semble possible qu’une partie de 1’énergie cinétique d’une particule en mouvement ra-
pide se convertisse en masse, permettant ainsi la désintégration spontanée en particules de
masse supérieure. En fait ce n’est pas possible, car on peut démontrer que, dans ce cas, soit
la loi de conservation de la quantité de mouvement, soit la loi de 1’énergie, serait violée.
Pour cette raison, un photon ne peut pas se transformer en une paire positron-électron,
excepté au voisinage immeédiat d’un noyau qui peut absorber la quantité de mouvement
en exces.

3.2.3 Conservation du moment angulaire

Le moment angulaire joue le méme role dans le mouvement de rotation, que 'impulsion
dans le mouvement en ligne droite. Le moment angulaire d’une particule en orbite sur
cercle est un vecteur L dont 'intensité est le produit de la masse m par la vitesse v et le
rayon du cercle 7 :

L =mvr

La direction du vecteur est perpendiculaire au plan de rotation comme le montre la figure
(3.5)

Le moment angulaire d’un systéme de particules est le vecteur somme du moment angu-
laire des différentes particules. Le moment angulaire d’un corps rigide en rotation peut se
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m

F1G. 3.5 — Le vecteur L est perpendiculaire au plan de rotation et est lié¢ au
sens de la rotation comme le sens de la progression d’une vis vissée a droite
l’est a la direction de sa révolution

calculer en considérant ce corps comme un ensemble de grains, chacun ayant une masse
minuscule et se déplagant selon une orbite circulaire.

L’importance du moment angulaire réside dans le fait que, comme "impulsion, il est stric-
tement conservé lorsque aucune force extérieure n’agit sur le systéme.

Cette loi de conservation permet d’expliquer quelques phénoménes physiques intéressants.
Par exemple, & la fin de XV II¢ siécle Johannes Kepler découvrit que les planétes en or-
bite autour du soleil décrivaient des trajectoires elliptiques et que chacune d’entre elles
accélérait a ’approche du soleil et ralentissait en s’en éloignant. Ce phénoméne s’explique
facilement par la loi de conservation du moment angulaire : le moment angulaire d’une
planéte est proportionnel & sa vitesse et sa distance par rapport au soleil. Il doit rester
constant donc quand la distance décroit, la vitesse doit croitre et vice versa.

3.2.4 Conservation de la charge électrique

Selon cette loi de conservation, la charge électrique n’est ni créée, ni détruite, sauf en quan-
tités égales de charge positive et négative. Dans une équation décrivant une réaction entre
particules, la somme de la partie droite, si dans le calcul de la somme nous additionnons
les charges positives et soustrayons les charges négatives. Par exemple, dans la réaction

P+P - P4+n+0OV 4007 +11"

la somme des charges, dans chaque membre de I’équation, est +2. Si une équation n’est
pas équilibrée, en ce qui concerne la charge, c’est-a-dire si la charge totale de la partie
droite n’est pas égale a la charge totale de la partie gauche, ’équation décrit un processus
impossible.

Comme toute charge électrique est un multiple entier de I'unité de charge de base, la
charge totale d’un systéme doit toujours étre exprimée sous forme d’un entier, positif,
négatif ou nul. La loi de conservation de la charge est un exemple de loi de conservation
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appelée régle de comptage ou régle additive. La stabilité de 1’électron est directement liée
a la conservation de la charge. Toutes les particules plus légéres que 1’électron ne sont
pas chargées et donc I’électron ne peut se désintégrer spontanément sans violer la loi de
conservation de la charge.

3.2.5 Les nouvelles lois de conservation

Nous avons évoqué les trois lois de conservation de la physique classique : la conservation
de la masse, de I’énergie et de la quantité de mouvement. Ces lois prévalent également en
physique des particules. Cependant, comme il existe de nombreux processus qui n’entrent
en contradiction avec aucune des lois de conservation classiques et qui n’ont jamais été ob-
servés, les physiciens en vinrent & conclure que les interactions entre les particules obéissent
& des lois de conservation supplémentaires non révélées par le comportement des objets
magcroscopiques. Il peut s’agir de régles approximatives ou bien de régles fondamentales
(les plus fondamentales joueraient un role dynamique, comme la charge électrique). Dans
tous les cas, afin de formuler ces nouvelles lois, il fallait définir de nouvelles charges ou
nombres quantiques.

Par la suite, les lois de conservation qui vont nous intéresser sont la conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie.

3.2.6 Les lois de conservation pour un systéme de par-
ticules

Pour bien comprendre, considérons dans IR? et sans perte de généralité, le cas d’un sys-

téme de quatre particules, chaque particule a une masse m; avec i = 1,2, 3, 4.

Le déplacement wu;, i = 1,2, 3,4, des particules se fait dans 4 directions (est - ouest - nord
- sud).

La masse totale du systéme est

M=> m (3.2)
i=1
La quantité de mouvement sera
Q=7 miu (3.3)
i=1

et 'énergie cinétique sera

1 n
E= 5ZWHWH2 (3.4)
=1
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3.3 Lois de conservation a travers les AC

On considére un automate cellulaire défini par le quadruplet A = (£,7,v,F), comme
cela a été présenté dans le chapitre précédent. Les lois de conservation précédentes vont
s’exprimer de la fagon suivante. On suppose que le voisinage v(c) de chaque cellule est

défini par la donnée de n particules.

3.3.1 Conservation de la masse
On considére 'application M définie par :
M: wv(c)e L — M(vi(c)) € RT
La loi de conservation de la masse s’exprime par :
M (vit1(c)) = M(ve(c))

ou
M (ve(c)) = Z m;

3.3.2 Conservation de quantité de mouvement

On considére 'application ) définie par :

Q: vi(c) — Quvi(c)) € R?
La loi de conservation de la quantité de mouvement est donnée par
Q(vi41(c)) = Q(ui(c))

ou

Q(vi(c)) = Zmiui

3.3.3 Conservation de 1’énergie

On considére 'application E définie par :
E: wv(c) — E(vi(c)) € RT
La loi de conservation de I’énergie s’exprime par
E(viy1(c)) = E(vi(c))

ou

E(vi(c)) = % Zml\ml\2

(3.6)

La loi de conservation de I’énergie est considérée comme étant 'une des plus importantes
lois de la nature. Dans la mesure ot ’énergie peut se présenter sous différentes formes, cette
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loi de conservation a été modifiée chaque fois qu’un nouveau type d’énergie était découvert.
Une seule loi générale de conservation de la masse et de ’énergie a donc remplacé les deux
lois de conservation jusqu’alors distinctes. En vertu de cette loi, la somme de 1’énergie et
de la masse dans un systéme clos (quand la masse est exprimée en unités d’énergie, selon
I’équation d’Einstein E = mc?), est constante et ne change pas avec le temps. Nous avons
insisté sur le terme systéme Clos (fermé). On peut bien sir, accroitre le contenu masse-
énergie d’un systéme en y ajoutant de la masse ou en exercant des forces extérieures sur
ces composantes et en augmentant ainsi son énergie (provoquant la diminution du contenu
masse-énergie d’un autre systéme).

En effet, si on fait une analogie avec les automates cellulaires, on peut constater qu’un
AC peut étre considéré comme étant un systéme clos, limité par la frontiére de 'espace
cellulaire.

Il est plutot surprenant d’apprendre que des lois de la physique fondamentale, comme
la conservation de I’énergie et de la quantité de mouvement sont fondées sur des vérités
simples qui semblent presque évidentes d’elles méme. L’une découle de I’homogénéité de
I’espace, c’est-a-dire du fait que l’espace est partout uniforme, et I’autre de I’homogénéité
du temps. Cette découverte correspond & I’un des objectifs principaux de la physique :
fonder des lois essentielles sur des principes aussi simples et généraux que possible.

3.3.4 Exemple de loi de conservation : Systéme de par-
ticules constituant un gaz en mouvement

Supposons le cas d’un gaz trés dilué dans un systéme bidimensionnel, les chocs entre les
particules sont trés rares et ce sont les seules interactions qui existent entre les particules, ce
qui peut étre assimilé au cas de déformation des particules constituant un solide élastique.
Le mouvement de chaque particule est indépendant.

Le modéle d’automates cellulaires considéré est donné par le quadruplet A = (£,7,v,F)
tel que :

ug sila particule est immobile.
uy sila particule se déplace dans la direction ouest-est.
e; = { w9 sila particule se déplace dans la direction sud-nord.

ug si la particule se déplace dans la direction nord-sud.

uy sila particule se déplace dans la direction est-ouest.

Le déplacement des particules se fait dans quatre directions alors le voisinage utilisé sera
le voisinage de type von Neumann.

Régle de transition

On considére que u; est le déplacement des particules avec i =1, ..., 4.
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Sud-Nord

Est-Ouest . Ouest-Est

Nord-Sud

F1G. 3.6 — Voisinage type von Neumann

Soit ¢ une grandeur mécanique qui ne dépend que du déplacement. Notons ¢(u;) = ¢; et
¢ est le vecteur de IR* de composantes @1, 2, 03, ¢4 (ensemble des grandeurs mécaniques
est donc un espace vectoriel de dimension 4).

On appelle grandeur macroscopique associée & ¢ la quantité (moyenne) notée @(x,t) dé-
pendant de la position et du temps, donnée par

P, t) = —F— (3.8)

N, est une quantité qui représente le nombre des particules occupant un site donné et qui
se déplacent selon une direction u;. Physiquement cette quantité désigne la quantité de
matiére. La quantité p définie par

pla.t) =D Ni(, 1) (3.9)

représente la densité du gaz.
La variation de IV;, en fonction du temps, s’écrit :

Ni(x—i—ui,t—i—l) :Ni(x,t)—&-wi(Nj) (310)

ot ¥;(N;) est un terme de collision d’aprés 'hypothése de Boltzmann et est donné en
fonction de N.

L’équation d’évolution des particules (d’aprés ’hypothése de Boltzmann concernant la
cinétique des gaz parfaits) s’obtient en multipliant [’équation (3.10) par ¢; et en sommant
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sur 7, on obtient :

4 4

Do @iNi(@ +uit+1) =Y @i[Ni(w,t) +1i(N;)] (3.11)

=1 =1

Cette équation d’évolution va représenter I’évolution de ’automate cellulaire.

Conservation de la masse
D’apés ’équation (3.10) on a :
Ni(z+ u;, t+ 1) = Ni(z,t) + ¥ (N;) (3.12)
On a supposé que le déplacement des particules se fait sans collision entre elles alors
Pi(N;) =0

donc (3.12) devient
Ni(z + Az, t + 1) = Ni(z,t)
Pour un systéme de quatre particules

4 4

> Ni(w+uit+1)=>_ Ni(z,1) (3.13)

=1 i=1

d’otu la conservation de la quantité de matiére.

Conservation de la quantité de mouvement
On a
4 4
Zapi[Ni(ac—i—ui,t—i— 1) = Z(piNi(l‘,ﬁ) +1/}1(NJ)] (314)
1=1 =1
avec
Pi(N;) =0

alors I’équation (3.14) devient

4 4
d_@ilNi(w+uir,t+1) =Y 9iNi(x, 1) (3.15)
i=1 i=1

d’on la conservation de la quantité de mouvement.

Conservation de 1’énergie cinétique

La conservation de 1’énergie cinétique s’obtient en multipliant I’équation (3.15) par %gpf
et en sommant sur i, on obtient

4 4

1 1

§ZNi(x+ui,t+1)gaf = 52Ni(x,t)<p3 (3.16)
1=1

i=1
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d’oti la conservation de I’énergie cinétique.

3.3.5 Application des lois de conservation pour un sys-
téme de diffusion

Le modéle d’AC élaboré pour le systéme de diffusion est le suivant :

L’ensemble des états £ est donné par

Le voisinage est de type von Neumann.

La régle de transition : la régle de transition est représentée par :

1 1

c(r,t+ At) = ai-cr+<i.)AT,t 3.17
( ) ZE 1]271 il j ) ( )
Hypothéses

On suppose que :

-Le milieu de la diffusion est un milieu homogéne, alors le coefficient de diffusion D reste
toujours le méme au cours de I’évolution de ’automate cellulaire.

-Le milieu n’est pas réactionnel, autrement dit, la masse reste constante.

Physiquement a; ; est un coeflicient qui dépend du phénoméne de diffusion, par contre
ce méme coeflicient représente l’interaction entre la cellule centrale et ses voisines.
Supposons que a; ; = 3, par conséquent, 3 n’aura aucun impact sur la masse de la cellule

Ci,j-

Conservation de la quantité de matiére

Supposons que N; est le nombre de particules occupant un site ¢;. Alors & partir de (3.17)
la conservation de la masse s’écrit

N;(t+1) = BN, (t) (3.18)
Pouri=4et § =1, (3.18) devient
DSONit+1) =) Ni(t) (3.19)

i=1 =1

d’otu la conservation de la quantité de matiére.
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Conservation de la quantité de mouvement

On suppose que v; est le déplacement des cellules. La conservation de la quantité de
mouvement s’obtient en multipliant I’équation (3.19) par v; et en sommant sur ¢, on
obtient

D uiNi(t+1) =Y vilNi(t) (3.20)

i=1 i=1

d’otu la conservation de la quantité de mouvement.

3.4 Conclusion

Evoquer les lois de conservation a pour but de comprendre pourquoi telle particule ou
telle autre se désintégre d’une certaine fagon, ou de prédire les résultats d’une collision
entre deux particules. Dans ce chapitre, nous avons présenté toutes les lois de conservation
connues en physique classique, puis nous avons vérifié¢ la conservation de la masse, la
conservation de la quantité de mouvement et la conservation de l’énergie & travers des
modeéles d’automates cellulaires reproduisant un phénoméne de propagation d’un gaz et
une diffusion.

Il s’avére que l'utilisation des automates cellulaires comme outil de modélisation est trés
interesante, du fait que les quantités physiques dans la plupart des cas sont conservées.
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Chapitre 4

Modélisation par automates
cellulaires d’un probléme de
déformation

Pour bien comprendre le comportement des solides et interpréter les résultats des essais de
caractérisation, il est nécessaire de posséder quelques notions sur 1’origine microscopique
de ces comportements. C’est I’objet de la premiére partie de ce chapitre ot ’on explique
succinctement ’origine de la cohésion dans les solides.

4.1 Description microscopique

Tous les matériaux sont constitués d’atomes. Un atome est lui-méme constitué des entités
élémentaires qui obéissent aux lois de la mécanique quantique. Le classement des éléments
chimiques (atomes) du tableau périodique se fait par remplissage successif des orbitales.
Les propriétés chimiques des éléments ne sont fonction que de leurs électrons périphériques
(électrons de valence appartenant & la plus grande orbitale).

Les liaisons chimiques entre atomes sont essentiellement électrostatiques. C’est la nature
des liaisons qui détermine en grande partie les propriétés des phases liquides ou solides.
On distingue principalement quatre types de liaisons : covalente, ionique et métallique en
ce qui concerne les liaisons fortes, la liaison de Van des Walls en ce qui concerne les liaisons
faibles. La classification des matériaux peut se faire d’aprés leur type de liaisons.

L’état physique d’une substance (solide, liquide ou gaz) est déterminé par la balance entre
son énergie de cohésion qui rapproche les atomes et son énergie thermique qui tend & les
séparer. L’énergie thermique est proportionnelle & la température, tandis que 1’énergie de
cohésion est en premiére approximation indépendante de celle-ci. Cette situation explique
la transition des états de la matiére avec la température. Dans un solide, 'arrangement
des atomes peut prendre un caractére ordonné ou désordonné et conduire & deux types de
structures :

La structure amorphe : Les atomes sont peu ordonnés et c’est une structure analogue &

celle des liquides. On y rencontre, & courte distance (quelques diamétres atomiques), une
certaine périodicité de la distribution des atomes. Cette structure amorphe se rencontre
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dans certaines céramiques (verres minéraux) et dans un grand nombre de polyméres orga-
niques (verres organiques, caoutchoucs).

La structure cristalline : caractérisée par une distribution périodique d’atomes or-
donnés & grande distance. L’ensemble des matériaux métalliques, une partie importante
des céramiques et un certain nombre de polyméres organiques, se présentent sous forme
d’un assemblage de microcristaux (grains).

4.2 Déformation élastique des solides

La théorie de I’élasticité étudie la relation entre les déformations subies par un objet et le
systéme de forces qui lui est appliqué. En pratique, si on se limite aux petites déforma-
tions, 'analyse du comportement élastique d’un matériau se raméne & 1’étude d’un certain
nombre de types de déformations simples et & la détermination des constantes élastiques
correspondantes. Ces déformations simples sont I’extension uniaxiale, le cisaillement simple
et la compression uniforme.

L’extension uniaxiale : lorsqu’on soumet un corps élastique & une extension uniaxiale
en appliquant une force externe F', il subit un allongement qui est proportionnel & sa lon-
gueur initial .

Le cisaillement simple : les forces de cisaillement jouent un role trés important dans le
comportement des matériaux. Ce sont des forces de cisaillement qui interviennent quand
on applique les patins d’un frein sur la jante d’une roue de vélo ou les méchoires d’un frein
& disque de voiture.

La compression uniforme : elle constitue le troisiéme type de déformation simple.
Celle-ci apparait lorsqu’un solide est soumis & une pression hydrostatique.

4.2.1 Le champ des déplacements

Soit un point matériel initialement en € Q & (¢ = 0). Dans le nouvel équilibre & ¢t > 0
le point P se trouve en position = + u(x), u nous permet donc de déterminer la configu-
ration finale Q; du corps considéré. L’application u : Q — IRY est appelée champ des
déplacements (voir figure(4.1)).

4.2.2 Le champ des contraintes

La définition du champ de contraintes réside dans certaines hypothéses physiques qui
permettent de modéliser les efforts internes engendrés au sein du corps matériel en tout x €
0. Le tenseur o(z) est appelé tenseur des contraintes en . Une contrainte est homogéne
4 une force par unité de surface donc & une pression. L’unité de la pression dans le S.I.,
est le pascal noté (Pa) avec (1Pa = 1N/m?). En mécanique on travaille dans les bases
orthonormeées (e1, €2, e3). Le tenseur de contrainte o est donc représenté par une matrice :

g = (O'ij) (’L,j = 1,273)
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Qs

F1G. 4.1 — Représentation du passage de [’état initial a I’état final : champ
des déplacements.

Laloi fondamentale de la mécanique de milieux continus exprimant ’équivalence du torseur
des efforts extérieurs et du torseur des accélérations pour un systéme matériel quelconque,
aprés avoir négligé le terme d’inertie conduit & ’équation d’équilibre suivante :

Divo+ f =0 dans Q (4.1)

ot f:Q — IRY représente la densité de forces volumiques sur €.

4.2.3 Le champ des déformations

On suppose que le solide s’écarte peu sous ’effet des forces mécaniques. Le champ des
déformations se définit comme suit :

e:Q— RN ; e=(gy) tel que &5 = 2(dju; + d;u;) dans (4.2)

4.2.4 La loi de comportement

On considére un corps matériel occupant I’ouvert borné connexe 2 € IRV .

Si le corps matériel est soumis & un champ de contraintes o, il va subir un champ de
déformation £. On peut alors toujours envisager des relations entre o et ¢ partout dans
Q. La loi de comportement est déterminée expérimentalement & partir d’essais. L’essai le
plus souvent mis en oeuvre pour déterminer le comportement d’un matériau est ’essai de

traction.
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Milieux élastiques

Les milieux élastiques sont définis par les deux propriétés suivantes :

& Il existe pour chaque particule un état particulier appelé état naturel, dans lequel le
tenseur des contraintes o est nul a la température 6y. En général, on suppose qu’il existe
une configuration initiale du milieu continu dans laquelle toutes les particules sont & I’état
naturel.

& Le tenseur des contraintes & linstant ¢ ne dépend que de la déformation mesurée a
partir de la configuration initiale.

1- Milieu élastique linéaire
La loi de comportement élastique linéaire est donnée par la relation suivante :

o=~FEe tel que (0ij = Eijknern)

E est le module d’élasticité ou module de Young qui caractérise la résistance du solide &
la déformation uniaxiale.

On a rassemblé les valeurs du module d’élasticité d’un certain nombre de matériaux, dans
le tableau ci-dessous.

Matériau E [GPa]
Diamant 1000
Carbure de silicium (SiC) 450
Tungsténe 400
Alumine (Al2O3) 400
Fibre de carbone 300
Magnésie (MgO) 250
Acier 210
Cuivre 125
Laiton, bronze 110
Silice vitreuse (Si03) 95
Or 80
Verre & vitre 70
Aluminium 70
Béton 50
Magnésium 40-45
Bois aggloméré 7
Résines époxydes 2,8-42
Polystyréne 2
Polypropyléne 2
Caoutchoucs 0,001
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2- Milieu élastique classique

Le milieu est dit élastique classique s’il a les propriétés suivantes :
- Le milieu est élastique linéaire,

- Le milieu est isotrope,

- Les déformations sont petites.

On admettra sans démonstration que la loi de comportement la plus générale répondant
& ces trois conditions est

o =2ue+ A\T'r(e)l (4.3)

Les coefficients A et p sont appelés coefficients de Lamé. Ils ont la dimension d’une
contrainte (’unité SI est le Pascal).

Milieu thermoélastique classique

En thermoélasticité classique, on étudie les milieux élastiques classiques dilatables sous
Peffet d’une variation de température. Si on note 6y le champ de température uniforme
dans la configuration initiale, et 8(M,t) le champ de température non uniforme dans la
configuration actuelle, on appelle champ de variation de température le champ 0(M, t)—6,.

On suppose que I’élévation de température provoque une dilatation isotrope et linéaire
en fonction de la variation de température. Le tenseur des petites déformations dies a
O(M,t) — By est donc un tenseur sphérique.

co = a(0(M,t) — 00)] (4.4)

ou « est le coefficient de dilatation thermique linéaire.

Les deux effets de déformation, ’'un di aux contraintes, ’autres di 4 la dilatation, s’ajoutent.
On a donc
Ju

U:(2u+)\)8X

(BA+2u)a(0 — 6y) (4.5)
Remarque :

Les quelques lois de comportement qui précédent sont les plus simples qu’on puisse trou-
ver. Elles modélisent assez correctement le comportement d’un certain nombre de milieux
continus. Il ne faut pas cependant oublier les hypothéses qui ont permis de les établir.
Avant de commencer & utiliser une de ces lois, il faut toujours se demander si elle est
réaliste, c’est-a-dire si elle refléte correctement le comportement réel du matériau.
Certains milieux fluides ont un comportement de solide déformable (tels les milieux pa-
teux), certains solides déformables ont un comportement & la fois élastique et visqueux.
D’autre part, beaucoup de milieux continus ont un comportement 3 seuil, c’est & dire que
la forme de la loi change au dela de certaines limites. Enfin, beaucoup de matériaux mo-
dernes ne sont pas isotropes (matiéres plastiques armées, fibres de carbone noyées dans un
liant, etc).
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4.3 Probléme de déformation élastique

4.3.1 Introduction

Modéliser un probléme de mécanique des milieux déformables, notamment la déformation
d’un solide élastique [16] [25] [45], c’est déterminer une maquette virtuelle qui permet
d’illustrer son comportement. L’objet du probléme considéré est d’étudier 1’évolution dy-
namique d’un solide élastique déformable qui, & 'instant ¢ = 0 occupe le domaine borné
Q C IR?, et subit Peffet d’actions mécaniques exercées. L’utilisation des modéles basés sur
des équations aux dérivées partielles [84] est trés répandue pour le probléme de mécanique
considéré. Une alternative consiste & utiliser des automates cellulaires [96] qui peuvent
simuler de nombreux phénoménes physiques [9] [27] et qui sont d’une plus grande simpli-
cité sur le plan mathématique et sur le plan de leur mise en oeuvre numérique. Dans ce
chapitre, on propose un modéle simple et généralisé d’automates cellulaires, permettant
de décrire & I’échelle microscopique le comportement d’un corps élastique dans le cas d’une
déformation. Finalement, on va utiliser les modéles d’automates cellulaires, pour simuler
numériquement quelques propriétés génériques du phénoméne de déformation ainsi que le
déplacement des particules constituant le solide élastique et I’énergie potentielle fournie.

4.3.2 Préliminaires

On considére un corps qui occupe un domaine borné 2 dans IR?, avec une surface frontiére
réguliére I" partitionnée en deux parties mesurables I'; et I'a, telle que I' = I'; U T's. Soit
T > 0 et ]0,T[ Vintervalle de temps considéré.

On va étudier, dans un intervalle de temps ]0, T'[, ’évolution du corps matériel due a ’ap-
plication de forces de volume et de surface. A ¢ = 0, la structure est fixée et ne subit

aucune force (voir figure(4.2)).

T~
\
X,

F1G. 4.2 — Le solide €lastique soumis a deux types de forces.

Le corps est soumis & deux types de forces.

N
1- Des forces de volume, définies par un champ de vecteurs f tel que :

7= (f1, f2) avec f; = fi(z,t): Qx]0,T[— IR
avec i =1,2 et = (x1,22).
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2- Des forces de surface ou de traction, correspondant & un champ de vecteurs g tel que :

7 = (91,92); avec g; = gi(z,t) : T2x]0, T[— IR
avec i =1,2 et = = (x1,x2).

(4.7)

On suppose que le corps est fixé en I'y, alors qu’ en I's il subit des forces surfaciques de
traction.

Sous Paction des forces volumiques (4.6) et des forces de traction (4.7) le corps élastique
se déforme, ce qui conduit & une évolution de ce corps (voir figure(4.3)). Le comportement

Q

al'état final

alétat
initial

Xy

F1G. 4.3 — Exemple de déformation de ) au cours du temps.

de 2 est caractérisé par :

Le champs des déplacements

Le déplacement provoqué par ’application des forces surfaciques et volumiques est donné
par w : Q — IR? tel que

U = (u1,uz) avec u; = u;(w,t) : Qx]0,T[— R

avec i =1,2 et = (v1,22). (4.8)

Le tenseur de déformations

2 . — . .
Le tenseur de déformation ¢,;(%) s’exprime comme suit :

= 71 8uz 8uj
Ez](u> B 2 (6% + &ni
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En utilisant (4.8), on obtient le résultat suivant

Ou 1(% %)

—\ o0z 2 \ Ozo 0z,

TOZ Tiow  on) ow (49
2 81'1 (91’2 (91’2

On note

Le tenseur de contraintes

Le tenseur de contraintes est représenté par o = (o;;). Dans le cas élastique, la loi de
comportement est de la forme
o =2ue + Ar(e)l (4.10)

ou les scalaires p et A sont les coefficients de Lamé.

o se présente comme une matrice (2 X 2), notée

o= < o o2 > (4.11)

021 022
La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus conduit & ’équation d’équilibre
suivante
0%u
Por
A partir de (4.6) et (4.11), l’équation (4.12) devient

= Divo + f (4.12)

9911, 0921 4 p iy dans ©
81'1 (91'2

(4.13)
0021 0022
61‘1 61‘2

Afin de compléter le modéle mathématique qui décrit I’équilibre de notre systéme défor-
mable, il faut encore préciser les conditions aux limites.

+ fo = pua dans €

En I'y le solide est supposé fixé, donc
u=0 sur I'y (4.14)
Le vecteur normal unitaire est représenté par
V= (v1,12) avec v; = vi(z1,22) : T — R, i=1,2. (4.15)
En utilisant (4.11) et (4.15), on déduit le vecteur contrainte de Cauchy qui est donné par

0’—1)/ = (0‘121/1,0'21V2) (416)
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on a supposé que I's est soumis aux forces surfaciques de traction.

Donc on a
ov=yg sur I'y (4.17)

Les conditions initiales sont données par

w(z,0) =wuo , u(z,0)=1uy (4.18)

4.3.3 Résumé

A partir des équations et des conditions aux limites et initiales établies ci-dessus, on ob-
tient un modéle mathématique décrit par :

Div 0,5 + f; = pt; dans Qx]0,T[ avec i =1,2.
o = 2ue + Mr(e)l
avec
u=0 sur I'1x]0,T[
(4.19)
ov=g sur I'yx]0,T]|

et

u(z,0) =up , u(z,0)=wu; dans Q

ou f,g,ug,ur,p, et Asont donnés

4.4 Le modéle d’automate cellulaire pour un
solide élastique

Dans le probléme considéré, la déformation provient de l'effet global de plusieurs forces
exercées sur un corps matériel.

L’approche par automate cellulaire qu’on va utiliser est étroitement liée au mécanisme
par lequel la déformation apparait dans le systéme étudié. On étudie le mouvement des
particules, provoqué par I’action des sollicitations mécaniques. Donc c’est une approche
d’un point de vue purement microscopique.

Le solide étudié sera représenté par un réseau de particules dans un systéme de deux
dimensions. La structure de ce solide se rencontre dans certaines céramiques (verres miné-
raux) et dans un grand nombre de polymeéres organiques (verres organiques, caoutchouc).
Les arrangements se trouvent a 1’équilibre lorsque les particules sont distantes d’une cer-
taine valeur dy (voir figure(4.4)).
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Y C\f\/\f\/\f\/\o

TP F

N /] (]
T

VAN q
0

(/UUUUUU\)
0 X

F1G. 4.4 — Différentes particules constituant le solide.

4.4.1 La force exercée

Lorsqu’on déforme élastiquement un solide, la force appliquée induit le déplacement des
particules en dehors de leur positions d’équilibre. On se limite au cas de petites défor-
mations. La force fi est proportionnelle & la variation de la distance interatomique dy
parallélement & la direction de déformation.

fie(i,5,8) = C Axy(i, j,t) (4.20)

C est une constante de proportionnalité qui est fonction de ’énergie de liaison.

Ainsi les forces appliquées sur les quatres voisines blanches sont comme suit (figure(4.5)).

f1(6,5,t) =C Axq(i,4,t) = C (x(i — 1,4,t) — (i, 4,t))
fa(i 4, t) = C Axa(i,j,t) =C (x(i,j — 1,t) — (i, 4,t))
f3(i7jat) =C AI3(iaj7t) =C (I(Z + 17jat) - I(Zm]?t))
fa(iy g, t) = C Awxy(i,j,t) =C (x(i, 5+ 1,t) — (i, 4,t))

La distribution de la force fi est donnée par

(4.21)
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4
D"

F1G. 4.5 — La position des forces appliquées sur les quatres particules voisines.

4.4.2 Puissance et énergie potentielle

Soit une action mécanique de résultante f appliquée sur une particule en mouvement. On
appelle puissance développée par f la quantité :

P=fuo

Avec
_ Az
YT A

D’autre part, on peut écrire la puissance P en fonction de I’énergie potentielle £,.

AE,
At

Alors
AE, =—-P. At

AE, = —f. v. At
AE, = —f. %. At
AE,=—f Ax

Finalement, ’énergie potentielle F, entre deux positions occupées par la méme particule

est donnée par :
E,=f Az (4.22)



72 Chapitre 4. Modélisation par automates cellulaires d’un probléme de déformation

pour un systéme de n particules, ’énergie potentielle totale est la suivante :
1=n
Eptot = Z fl Awi (423)
i=1

4.4.3 Le déplacement des particules

Toute force appliquée & un matériau se traduit par une déformation qui entraine un chan-
gement de la position des particules. Sous l'effet des forces extérieures les particules se
rapprochent ou s’éloignent engendrant ainsi une réaction sous forme d’une force d’attrac-
tion ou de répulsion des particules. Supposons que la particule centrale a une couleur
noire, et ses quatre voisines subissant des efforts extérieurs le long de 'axe OX. Alors le
mouvement de la particule centrale résulte des forces f1, fa, f3, f4 appliquées sur les quatre
voisines blanches, engendrant leur déplacements w1, us, us, uq le long de I’axe des abscisses
0X.

4
-

F1G. 4.6 — Le déplacement des particules sous l’effet des forces extérieures.

Le signe + indique lemplacement du centre de masse des particules blanches (voir fi-
gure(4.6)). Le mouvement de la particule centrale (ou noire) va dépendre des déplacements
de I'une ou des quatre voisines blanches.

Notons r; ; la position de la particule noire avec

ri = (% Yij)
les particules blanches environnantes seront aux positions :
Ti=1,5>Ti41,55 74,515 T4, 541

On peut définir les déplacements des particules blanches selon ’axe OX par

ui (i, 4, t) = 21,5 (t) — 24,5(t)
uz (i, j,t) = 45-1(t) — 2i,5(2)
uz(i, 4,t) = 2it1,5(t) — @i 5(t)
uq(i, 3, 1) = 24541 (1) — @i 5(t)
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Remarque :
De la méme maniére, on peut définir les déplacements vy, vo, v3, v4 des particules blanches
selon 'axe OY'.

Si I'origine des quatre particules blanches est la particule noire (c-a-d r; ;(t) = 0), le centre
de masse sert & la description du mouvement d’un systéme de particules. La position du
centre de masse se calcule avec

miuy + Moy + M3usz + Myly
my + mo +m3 + my

Xem =

miv1 + Mav2 + M3v3 + Myly
my + mo +m3 +my

You =

ol m; est la masse de la particule 7.
Supposons que la masse m; de chaque particule est égale a 1. Alors le centre de masse au
repos des quatre particules est

1
Xey = Z[ul + ug + uz +ug]  selon axe OX

1
You = Z[Ul +vo 4+ vz +v4  selon axe OY

Par raison de symétrie, la nouvelle abscisse de la particule centrale est

:Ciyj(t + 1) =2Xcm
= %[ul + u2 + uz + u4)

En effet le déplacement de la particule centrale est le suivant. Par exemple ui(i+1, j,t+1)
sera le déplacement de la particule noire vue par la particule située & ;41 ;.

ur(i+1,7,t+1) =2Xom — Tiy1,j
= glur + ug + uz + ua] — u3
= 5[u1 +uz — uz + u4]

De la méme fagon, on calcule ua(t+1), us(t+1), us(t+1), ainsi on va obtenir la loi suivante
d’évolution de déplacement des particules noires.

ur(i+1,75,t+1) uy (i, 4,t)
’U,Q(’L,]+1,t+1) UQ(?:,j,t)
. . =W i 4.24
U3(Z*1,j7t+1) ’U,g(’l,,j,t) ( )
U4('L,‘]*1,t+1) ’U,4(’l:,j,t)
ol W est une matrice de propagation donnée par
1 1 -1 1
1 1 1 1 -1
=31 1 1 1 1
1 -1 1 1
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4.4.4 La déformation

Si on déforme un matériau de telle sorte que 1’on reste au voisinage de la distance inter-
atomique rg, la liaison entre particules peut étre visualisée comme un ressort de raideur
K (figure(4.7)).

On peut estimer le module d’élasticité E en fonction de K et de ry par un calcul élémen-

taire : K
E=—
To
La force f est pratiquement proportionnelle 4 la distance ”r —ry” pour tous les matériaux,
tant en traction qu’en compression. La raideur K de la liaison est constante aux petites
déformations et se trouve & 'origine de la définition du module d’élasticité E. C’est le

cadre de 1’élasticité linéaire.

FiG. 4.7 — Ressort de raideur K
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/ Raideur au voisinage de I'équilibre

r e r D
/ \ Rayon de décohésion

Rayon d’équilibre

F1G. 4.8 — Le comportement élastique d’un solide

L’expérience (figure(4.8)) montre que pour tout matériau élastique lors d’une compression,
la force est pratiquement proportionnelle aux déplacements. Pour une traction, la force est
proportionnelle aux déplacements jusqu’a un certain rayon de décohésion, car au dela de
ce niveau, la théorie et I’expérience aboutissent dans un grand nombre de cas & un divorce,
qui est lié & Dexistence de défauts et en particulier de dislocations dans la structure des
matériaux.

On considére un arrangement atomique régulier soumis & une force positive suivant ’axe
OX, cette force est appelée Traction (dans le cas ou la force f est négative, il s’agit de
Compression). Un polymere initialement de longueur [ (voir figure(4.9)) se trouve allongé
d’une valeur Al, son allongement relatif vaut donc :

Al

T

e est la déformation longitudinale (sans unité).

l
Puisque le rapport T représente le déplacement des particules au cours d’une déformation
alors, on peut écrire ¢; en fonction du déplacements u;. Par exemple

Au

€1 = t avec Aui =2Xcopm — Tit1,5 = ul(i +1,5,t+ 1)
Uy
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f%i | § !%f

A o

F1G. 4.9 — L’allongement du polymere sous [’effet de la force de traction

Alors €1 devient

 +1,7,t+1 1
51:U1(2+ » J + ) :_[U1+UQ—U3+U4]
U1 2’(,L1

De la méme maniére, on peut calculer 5,3, ¢4.
La loi d’évolution de la déformation est la suivante

(’L+1 jat+ ) ul(iajvt)
ea(i,j+1,t+1) | oua(i, g,1)

= e 4.2
eali -1t n) | = st (425)
(7’5] 1 t+1) ’U,4(7:,j,t)

ot W’ est donnée par :
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1 1 1 1
(731 (731 ul ul
1 1 1
W/ 1 U U U us
2 1
us us us us
1 1
Uq Uq Uq Uq

4.4.5 La contrainte

Notons S la section du réseau de particules perpendiculairement & ’axe de la traction
(voir figure(4.10)).

F1Ga. 4.10 — La section S.

Si le comportement du réseau de particules constituant le solide élastique est dans sa phase
élastique, on observe que la déformation est proportionnelle au rapport :

g = —=

S

o est la contrainte longitudinale & laquelle est soumis le réseau de particules. Elle s’exprime
en N/m?.
La relation de proportionnalité est appelée la loi de Hooke. Elle s’écrit :

c=Fc¢
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E est le module d’élasticité longitudinal (module d’Young).
Si on exprime par exemple o; en fonction des u;, alors on obtient :
i+1,5,t+1) 1

0’12E51:EU1( " :ﬁE[ul +’U,2—U3+U4]
1 1

Le calcul des 03, 03,04 se fait de la méme maniére que o;.
La loi d’évolution de la contrainte est :

O—l(l+17]7t+1) ul(iajvt)
oo(i,j+1,t+1) % us(i, 3, 1)

. . =W e 4.26
03(2_17Jat+1) UB(%J?t) ( )
0—4(17]717t+1) ’[,L4(’l:,j,t)

ot W est donnée par :

1 1

(731 ul (731 ul

1 1
. U us us U

W' =ZE

1 1

us us us us

1 1 1

Uyg Ug Ug Ug

Remarque :
Sur la frontiére I'y le déplacement sera nul.

4.5 Traitement numérique et simulation

4.5.1 Traitement numérique

Ensemble des états

Pour la mise en oeuvre de ’AC modélisant le déplacement des particules, on va choisir
cing états que peuvent prendre ces particules. L’ensemble des états est défini comme suit

E ={e;, 0<i<4}
0 si la particule est immobile.
1 si la particule se déplace dans la direction ouest-est.
e; = ¢ 2 sila particule se déplace dans la direction sud-nord.

3 si la particule se déplace dans la direction nord-sud.

4 si la particule se déplace dans la direction est-ouest.
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Régle de transition

La loi d’évolution de déplacement des particules s’écrit

ur(i+1,5,t+1)

{ 1 st up=1ups=2,u3=4,u4 =3

sinon

o

2 st up=1ug=2,u3=4,u4 =3

up(i,j +1,¢+1) 0 sinon

4 st up=1luy=2us=4,u4=3

us(i =1t +1) = {0 sinon

3 st up=1us=2,u3=4,u4 =3

ua(i,j — 1Lt +1) 0 sinon

Les valeurs choisies sont déduites de

%[U1+U2_U3+U4]:1 pour wui(i+1,5,t+1)
%[u1+u2+u3—u4]:2 pour ug(i,j+1,t+1)

L—ur+us+us+ug) =4 pour wus(i—1,5t+1)

%[ul—u2+U3+U4]:3 pour ug(i,j—1,t+1)

Voisinage

Le voisinage considéré est de type von Neumann (figure(4.11)).

Sud-Nord

Est-Ouest . Ouest-Est

Nord-Sud

F1G. 4.11 — Voisinage de type von Neumann
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4.5.2 Vérification des lois de conservation

Cette partie consiste & vérifier deux lois de conservation pour le modéle d’automates cel-
lulaires concernant la déformation élastique d’un solide.

Conservation de la masse

La loi d’évolution de déplacement est donnée par :

ul(z+1 g t+1) uy (i, j, t)
(’L +1 t+1> Ug(i,j,t)
— o 4.2
uz(i—1,5,t+1) W u3(i,j,t) (4.27)
ug(i,j—1,t+1) uq (i, 4,t)

ou W est une matrice de propagation qui représente les interactions entre la particule
centrale et ses voisines.

Supposons que N; est le nombre des particules qui occupent un site donné, et qui se
déplacent en fonction du déplacement ;.

D’aprés les hypothéses de la physique moléculaire, le déplacement de la quantité de matiére
N; est régie par la loi d’évolution des particules (4.27). On a

Nl(H‘l Jit+1) Ni(i, j, t)
NQ(Z +1 t+1) _ NQ(Zajvt)
Ny =Lt +1) | T NaGidn (4.28)
N4(’La.7 1 t+1> N4(’La.77t)

Le développement de (4.28) donne

—_

N1(2+ 1).77t+ 1) = [Nl(lvjat) +N2(’La.77t) - N3(Zvjat) +N4(Zvjat)]

DO |

N2(27j +1L,t+ 1) = §[N1(15.77t) + NQ(Zvjat) + N3(Zvjat) - N4(’La.77t)]
(4.29)

—_

N3(Z - 1).77t+ 1) = [_Nl(iaj7 t) + NQ(Zvjat) + N3(Zvjat) + N4(iaj7 t)]

DO |

N4(Zvj_1at+1):§[N1(’La.77t)_NQ(Zvjat)+N3(Z7jat)+N4(’La.77t)]
En sommant membres & membres, on obtient

Ni(i4+1,5,t+1)+ No(i,j+ 1,6+ 1)+ N3(i — 1,5,t + 1)+ Nao(i,j — 1,t + 1) =
1
(4.30)
(4.30) peut avoir la forme suivante

4 4

> Niw+ui,t+1)=>_ Ni(z,1) (4.31)

i=1 =1
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d’ou la conservation de la quantité de matiére.

Conservation de la quantité de mouvement

La loi d’évolution des particules est la suivante

Z+17j7t+1) Ui 7:5 j
i,j+1,t+1) W j

u ( (4,5,t)
ua( (4,5,t)
us(i—1,7,t+1) us (i, 4,t)
( (4,7, 1)

(4.32)

ug(i,j—1,t+1) Uy

le développement de (4.32) donne

u1(1+1,j7t+1):§[U1(Z,j,t)+UQ(Z,j,t)7’U,3(’L,],t)+’U,4(’L,],t)]

u?(lv.] + 17t+ 1) = §[U1(’L,],t) + u?(lajvt) +U3(Z,j,t) - U4(Z,],t)]
(4.33)

—_

u3(l - 1).77t+ 1) = _[_ul(ivjat) + u2(¢aj7 ﬁ) + Ug(l’,j, ﬁ) + U4(’L,],t>]

[\]

gty j = 1Lt 4+1) = Sl (i, 5, t) = u2(i, ji £) + ua (i ;) + ualis j, 1))
En sommant membres & membres, on obtient

1 . o . .. 4.34
5[21“(2,], t) + 2us(i, j,t) + 2us (4, j, t) + 2uq (4, J, 1)) (4:34)

(4.34) peut avoir la forme suivante

4

Z wi(z+ Az, t+1) = Z w;(z,t) (4.35)

i=1

On suppose que chaque particule posséde une masse m;. En multipliant I’équation (4.35)

par m;, on obtient
4

4
Z miui(z + Az, t+1) = Z myui(z,t) (4.36)
i=1 i=1

d’on la conservation de la quantité de mouvement.

4.5.3 Simulation de la déformation d’un corps élastique

L’exemple de simulation qu’on a considéré concerne le déplacement des particules consti-
tuant un corps élastique de dimension 15x15. Ce déplacement est engendré par 'application
des forces extérieures f.

Au cours de cette simulation, on observe une variation du déplacement du centre de masse
ainsi que 1’énergie potentielle du systéme en fonction du temps. On considére pour les
simulations, les valeurs numériques
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ng =15, ny, =15
dozc:l.O
m=1

On désigne par

n, : le nombre de particules selon 'axe OX.

ny : le nombre de particules selon I’axe OY'.

dp : la distance entre les particules & ’état d’équilibre.
C : une constante qui dépend de I’énergie de liaison.

m : la masse de la particule.
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4.5.4 Représentation du déplacement du centre de masse

Déplacement du centre de masse

Temps

F1G. 4.12 — Déplacement du centre de masse a T=1/

-0.5

|
I
4l
T
!

U
N
T
I

Déplacement du centre de masse

(
N
o
T
I

Temps

F1G. 4.13 — Déplacement du centre de masse a T=40
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Déplacemnt du centre de masse

—251 4

Temps

F1G. 4.14 — Déplacement du centre de masse a T=150

-0.5

-1.51 B

Déplacemnt du centre de masse

.
o 50 100 150
Temps

F1G. 4.15 — Déplacement du centre de masse a T=180

Aprés plusieurs déformations et répulsions, la courbe illustrant le déplacement du centre
de masse aura une forme sinusoidale, ce qu’on peut l’assimiler & une propagation d’onde.
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4.5.5 Représentation de I’énergie potentielle.

Energie potentielle
o
T
L

Temps

Fi1G. 4.16 — L’énergie potentielle a T=0

1800

1600 —

1400 4

1200 —

1000 —

800 [ —

Energie potentielle

Temps

F1G. 4.17 — L’énergie potentielle a T=14
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2000 T T T T T T T

1000 - —

—1000 [~ -

—2000 - —

Energie potentielle

—3000 [~ -

—4000 - —

_5000 . . . . . . .
o 5 10 15 20 25 30 35 a0
Temps

F1G. 4.18 — L’énergie potentielle a T=40

2000 T T

1000

—1000

—2000

Energie potentielle

—3000

—4000

—~5000 . .
o 50 100 150
Temps

F1G. 4.19 — L’énergie potentielle a T=150
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2000

1000

—1000

Energie potentielle

—2000

—3000

—4000

—5000 L L L L L L L
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180

F1G. 4.20 — L’énergie potentielle a T=180

On constate que la variation de I’énergie potentielle est identique aux variations du dépla-
cement du centre de masse.

Le fait d’avoir étudié la déformation et la répulsion du corps élastique, a pour but d’appro-
cher le comportement de ce corps au cas réel. Des simulations identiques seront trés utiles
dans I'industrie pneumatique, surtout dans la conception d’un lit de percolation pour un
composé de pneu.

4.6 Modélisation par automates cellulaires d’une
déformation en 3D
Le solide étudié sera représenté par un réseau de particules dans un systéme de trois

dimensions (voir figure(4.21)).

4.6.1 La force exercée

Lorsqu’on déforme élastiquement un solide, la force appliquée induit le déplacement des
particules en dehors de leurs positions d’équilibre. On se limite aux petites déformations,
la force f; est proportionnelle & la variation de la distance interatomique dy parallélement
4 la direction de déformation.

C est une constante de proportionnalité qui est en fonction de ’énergie de liaison.

4.6.2 Puissance et énergie potentielle

Pour un systéme de n particules ’énergie potentielle totale est la suivante :

Eptot - Z fz Azz (438)
i=1
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F1G. 4.21 — Différentes particules constituant le solide.

4.6.3 Le déplacement des particules

Dans un systéme de trois dimensions, supposons une particule centrale entourée de six
voisines subissant des efforts extérieurs. Alors le mouvement de la particule centrale résulte
des forces f1, f2, f3, f4, f5, fo appliquées sur les six voisines , engendrant leur déplacements
u1, Uz, U3, Ug, Us, g le long de ’axe des abscisses OX. Le signe + indique ’emplacement
du centre de masse des particules blanches.

Le mouvement de la particule centrale va dépendre des déplacements de 1'une ou des
quatres voisines blanches (figure(4.22)).

Notons 7; ;1 la position de la particule noire avec

Tigk = (Tijks Yigik» Zijk)
les particules blanches environnantes seront aux positions :
Ti—1,5,ksTi+1,5,ks Ti,5—1,k> Ti,54+1,k> Ti,5,k—15T4,5,k+1

On peut définir les déplacements des particules voisines selon ’axe OX par

ur (i, j, ko) = xic1,j.(t) — i 5k (t)
UQ(Z j, k,t) = Iiﬁjflyk(t) Iz,] k(t)
ug (i, j, b, t) = ig1,,5(t) — i 5k ()
U4(’L j, k,t) = xi,j+1,k(t) 3?1,]7 (t)
us (i, ko) = @i g1 (t) — i gk ()
ug(i, j, ko 1) = @i jr—1(t) — i 5k (t)

Si lorigine des quatres particules voisines est la particule centrale (c-a-d r; ;x(t) = 0),
le centre de masse sert & la description du mouvement d’un systéme de particules. La
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F1G. 4.22 — Le déplacement des particules sous l’effet des forces extérieures.

position du centre de masse se calcule avec

miu1 + Moz + M3uz + My + Msus + MeUe

m1+m2+m3+m4+m5+m6

Xem =

Supposons que la masse m; de chaque particule est égale & 1, alors le centre de masse au
repos des quatres particules est

1
Xow = 6[u1 + ug + us + ug + us + ug] selon 'axe OX

Pour une raison de symétrie, la nouvelle abscisse de la particule centrale est

xi,j,k(t + 1) =2Xcm
= %[U1+U2+U3+U4+U5+u6]
En effet le déplacement de la particule centrale est le suivant. Par exemple u(i+1,7,t+1)
sera le déplacement de la particules noire vu par la particule située & r; 11 ;.

u(i+ 1,5,k t+1)=3Xcm — Tig1,j
= L{uy 4 ug + uz + ug + us + ug) — us
= g[u1 + ug — uz + ug + us + ug)

De la méme facon, on calcule us(t+ 1), uz(t 4+ 1), ua(t + 1), us(t + 1), ug(t + 1), ainsi on va
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obtenir la loi suivante d’évolution de déplacement des particules noires.
U1(2+1,j7k/’,t+1) Ul(’i,j,k/’,t)
us(i,j+ 1,k t+ 1) us(i, j, k, t)
Ug(l*l,j,k,t+1) _ U3(’l:,j,l€,t)
wilij— Lk i+1) | = wali,j k) (4.39)
U5(Z,j,k+1,t+1) U5(’L',j,k/’,t)
ue(i,j, k—1,t+1) ug(i, j, k, t)
ol « est une matrice de propagation donnée par :
1 1 -1 1 1 1
1 1 1 -1 1 1
11 -1 1 1 1 1 1
a=-
1 -1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1 1
1 1 1 1 1 -1

4.7 Traitement numérique

4.7.1 L’ensemble des états

L’ensemble des états est défini comme suit

0 si la particule est immobile.

1 si la particule se déplace dans la direction ouest-est.
2 si la particule se déplace dans la direction sud-nord.
e; = { 3 si la particule se déplace dans la direction nord-sud.
4 si la particule se déplace dans la direction est-ouest.

5 si la particule effectue une rotation autour de ’axe OZ+.

6 si la particule effectue un rotation autour de 'axe OZ-.

4.7.2 Reégle de transition

La loi d’évolution de déplacement des particules est donnée par (4.39).

4.7.3 Voisinage

Le voisinage de la cellule ¢; ; est donné comme suit

Ci—1,j—1,Ci—1,j4+1,Ci j—1, Cit+1,j+1, Ci+1,j—1, Ci,j+1
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Remarque :

Les simulations en 3D font partie des perspectives de ce travail.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modéle d’automates cellulaires permettant de
décrire le comportement élastique d’un solide au cous de sa déformation. Malgré la sim-
plicité de ce modeéle, les résultats de simulation confirment et valident le bon choix du
modéle. Le modéle présenté sera utilisé comme modéle de référence afin d’établir les deux
modéles d’AC pour le contact sans frottement et la déformation thermoélastique.



Chapitre 5

Probléme de contact sans
frottement

5.1 Introduction-Motivation

Depuis toujours, on s’est intéressé aux problémes de contact entre deux corps. Les pro-
blémes de contact avec ou sans frottement, entre corps déformables ou entre un corps avec
une fondation rigide, abondent en industrie et dans la vie de tous les jours. Le contact
du sabot de frein avec la roue, du train d’atterrissage avec le sol, le piston avec la che-
mise, les frottements entre plaques tectoniques, ne sont que quelques exemples, parmi
bien d’autres. Les contacts entre solides constituent une source importante de dégrada-
tions telles que 'usure et la fatigue. Ces derniéres peuvent revétir plusieurs aspects (usure
douce ou sévére, fatigue a faible ou & grand nombre de cycles : écaillage, pitting, fretting,
...). Elles sont responsables de dysfonctionnements et de mises hors service de nombreux
mécanismes et systémes. Il est donc important de comprendre afin de prévenir les consé-
quences de ces contacts.

Dans ce chapitre, on propose un modéle simple d’automates cellulaires, permettant de
décrire & ’échelle microscopique le comportement d’un corps élastique en contact sans
frottement avec une base rigide.

5.2 Rappel sur les conditions aux limites de
contact

Dans ce paragraphe, nous décrivons quelques conditions aux limites de contact considérées
dans la littérature et utilisées dans ce mémoire.

Avant de définir les conditions aux limites de contact, nous tenons & présenter quelques
repéres bibliographiques concernant les problémes de contact. Des résulats d’analyse ma-
thématique des problémes de contact sans frottement entre un corps déformable et une
base rigide ont été établis dans [84, 77, 80, 53]. D’autres résultats numériques concernant
l’étude des problémes de contact dans le cas dynamique sont exposés dans [61].
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5.2.1 Contact avec compliance normale

Dans ce cas, la fondation de contact est supposée déformable et la zone de contact n’est pas
connue a priori. La contrainte normale o, satisfait la condition dite compliance normale.

—Pv :p(uu 79(1) (51)

ol u, est le déplacement normal, g, représente 'interstice entre le corps et la fondation et p
est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette condition
indique que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de sa pénétration
(uy — gq). Dans le cas ou linterpénétration est permise mais pénalisée ou l’interstice est

nul, la condition devient
1
—py = 7 p(w) (5.2)

h étant un paramétre positif petit, qui peut étre interprété comme le coefficient de dé-
formation de la fondation. Des conditions de contact avec compliance normale ont été
proposées dans [65].

Comme exemple de fonction de compliance normale p nous pouvons considérer

p(r) =cry (5.3)

oll ¢ est une constante positive et r1 = max{0,7}. Nous pouvons aussi considérer la

fonction
_Joery sir<a
p(r) = { cao  sir>a (5.4)

ou « est un coefficient positif relatif & la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition de
contact (5.1) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, quand elle dépasse «,
la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.

5.2.2 Condition de contact de Signorini

Cette condition modélise le contact avec une fondation rigide. Puisque la fondation est
considérée rigide, elle ne subira donc pas de déformations. Le corps ne pourra donc pas y
pénétrer. Cette propriété se traduit mathématiquement par l'inégalité

u, <0 (5.5)

En supposant que l'interstice entre le corps et la fondation est nul. Aux points de la
frontiére de contact tel que u,, < 0 le corps déformable quitte la base rigide. Les contraintes
normales y sont alors nulles. Par conséquent, on a

u, <0 = p,=0 (5.6)

Aux points de la frontiére de contact tels que u,, = 0, le contact est maintenu et la base
rigide exerce une réaction normale orientée vers le corps déformable. Nous avons donc

u, <0 = p, <0 (5.7)

Pour résumer, les conditions de contact (5.5) et (5.7) s’écrivent d’une maniére combinée
de la facon suivante
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Uy S O; Pv S O; PrUy = 0 (58)

Les conditions (5.8) s’appellent les conditions de contact de Signorini.

5.2.3 Contact avec réponse normale instantanée

La condition avec réponse normale instantanée sur la surface potentielle de contact s’écrit

—pyv = p(t) (5.9)

ou 1, désigne la vitesse normale et p est une fonction donnée. Cette égalité traduit une
dépendance générale de la contrainte normale par rapport & la vitesse normale. Elle peut
modéliser le comportement d’une couche de lubrifiant sur la surface de contact. On peut
aussi utiliser la condition de contact avec réponse normale instantanée pour une fonction
p particuliére, :

—pv = B(tw)+ + po (5.10)

ou (B et pg sont des fonctions données & valeurs positives. Cette condition de contact a
été considérée dans [77] ou la frontiére de contact a été supposée couverte d’un liquide
lubrifiant. La condition de contact (5.10) modélise le fait que la couche du liquide présente
une résistance seulement lorsqu’il y a compression. Du point de vue physique, la fonction
po représente la pression du liquide, alors que (3 est le coefficient de réponse normale.

5.2.4 Contact sans frottement

Dans le cas d’un contact ot on suppose que le frottement est négligeable, ceci ce traduit
par légalité
pr =0

Autrement dit, la contrainte tangentielle s’annule 4 la surface du contact, tout au long du
processus. Cette condition représente une premiére approche dans ’étude des phénomeénes
plus réalistes, avec frottement.

5.3 Probléme physique

On envisage un corps matériel élastique qui occupe un domaine borné ) dans IR2, avec
une surface frontiére réguliére I" partitionnée en trois parties mesurables I'1, 'y, I's, tel que
' =T, Ul UTs. Soit T > 0 et ]0, T[ 'intervalle de temps en question (voir figure(5.1)).
On va étudier, pendant un intervalle de temps |0, T, I’évolution du corps matériel due a
I’application de forces de volume f et de surface g. A t = 0, la structure est fixée et ne
subit aucune force.

Le comportement du corps matériel est engendré par la loi de comportement des matériaux
élastiques, qui est comme suit :

o =2ue + Atr(e)l (5.11)

ou les scalaires i et A sont les coefficients de Lamé, et ¢ est le tenseur de déformation.
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Base Rigide

F1G. 5.1 — Contact avec une base rigide

Sur la portion I'y, le corps matériel est fixé, le champ des déplacements u est par conséquent
nul
u=0 sur I';

Sur I'y, on impose les conditions aux limites en déplacement-traction qui sont données
par :
ov=g sur I'y (5.12)

Sur la frontiére I'3, on suppose que le corps élastique est susceptible d’entrer en contact
avec une base rigide S. Par conséquent, le mouvement des particules matérielles de I'5 est
restreint par la présence du solide rigide S de telle sorte que, avant ’application des forces
externes, la distance s(z) de chaque point z € I'3 & S dans la direction de la normale v(x)
est connue.
On note d’autre part que u, = u.v est la composante normale du déplacement w.
Supposons que le contact entre le corps élastique et la base rigide se produit si et seulement
si u, = s(x). Ce contact se fait sans aucun frottement, ce qui implique des mouvements
tangentiels libres.
Puisque S représente une base rigide, alors le corps déformable ne peut pas pénétrer
dedans. Mathématiquement, ce concept se traduit par 1’inégalité suivante, dite condition
de non-pénétration.

uy =u.v < s(x) sur I's (5.13)

Pour les points matériels de I's dans le cas ou u, < s(z), il n’y a aucun contact entre la
structure mécanique et S, donc le vecteur de contrainte de Cauchy s’annule. Si on note
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respectivement o, et o, les composantes normale et tangentielle du vecteur ¢ dans le
repére orthonormé(v, 7) donc on a :

u, < s = o0,=0,0,=0 sur I's (5.14)

Pour les points matériels de I's ot u,, = s, on est dans le cas de contact entre €2 et S.
On va supposer pour ces points que la base rigide exerce une pression inconnue suivant la
direction de la normale et orientée vers 2. Ce qui donne les conditions suivantes.

u, =5 = o0, <0 ,0,=0 sur I's (5.15)
Enfin les conditions de contact (6.6) et (5.15) se résument ainsi :

u, <8, 0, <0,0,=0, 0,(upy—8)=0 sur I's (5.16)

5.3.1 Résumé

D’aprés ce qui précéde, le modeéle mathématique pour ce probléme peut étre formulé sous
la forme :

Div 0,5 + fi = pt; dans Qx]0,T[ avec ¢ =1,2.

o = 2ue + Mr(e)l

avec

u, <8, 0, <0,0,=0, 0,(uy,—8)=0 sur I'sx]0, T

ov =g sur I'yx]0, T (5.17)
u=0 sur I'lx]0, T

et

w(z,0) =wuo , u(x,0)=wu; dans Q

o f,g,ug,ut,p, i, et X sont donnés

5.4 Le modéle d’automate cellulaire

L’approche par automate cellulaire que ’on va utiliser, est étroitement liée au mécanisme
par lequel le contact apparait dans le systéme étudié. On étudie le mouvement des parti-
cules, provoqué par ’action des sollicitations mécaniques, que ce soit la force de traction
f ou la force engendrée par le contact F, (voir figure(5.2)).

5.4.1 Le contact

Le contact considéré est un contact sans frottement.
Dans le cas ot le déplacement u; des particules constituant le corps élastique est inférieur



98 Chapitre 5. Probléme de contact sans frottement

a la distance s, alors il n’y a aucun contact entre le corps élastique et la base rigide. En
effet les particules se déplacent selon la régle (3-19).
Dans le cas ot u; = s, le contact entre le corps élastique et la base rigide est réalisé.

F1G. 5.2 — Contact avec une base rigide

Au cours du contact, la base rigide exerce une force F, inconnue suivant la direction de la
normale, en effet les particules qui sont en contact direct avec la base vont subir cette force
F.. Par conséquent le déplacement des particules va étre modifié, car cela va engendrer un
déplacement u. provoqué par la froce F, qui se rajoute au déplacement u; provoqué par
la force de traction f.

Alors la loi d’évolution de déplacement des particules sera comme suit

ul(l+17j7t+1) ul(ivjat)
Ug(l,j+1,t+1) _ / u2(i7jat)
ws(i =1t 1) | =W e | T (5.18)
U4(i,j - 1at + 1) U4(i,j,t)
ot W’ est une matrice de propagation donnée par :
1 1 -1 1
1 1 1 1 -1
——
Wi=gl 211 1 1
1 -1 1 1
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Tableau récapitulatif

Déformation

Déformation avec contact

ul(l+17j7t+1) ul(iajvt) ul(l+17j7t+1) ul(lajvt)
u2(27¢7+17t+1) Ug(i,j,f) Ug(l,]+1,t+1) / UQ(’L')J?t)

. . =W Y . . =W Y c
us(i—1,7,t+1) us(i, j,t) us(i—1,7,t+1) us(i, j,t) tu
U4(’L,j—1,t—‘r1) U4(’L',_j,f) U4(’L,j—1,t+1) U4(’L',j,f)

1 1 -1 1 1 1 -1 1

11 11 a1 , 1l 11
=35l 1 1 1 1 =gl 11 1 1
1 -1 1 1 1 —1 1 1

5.5 Traitement numérique et simulation

5.5.1 Traitement numérique

Ensemble des états

L’ensemble des états est défini comme suit

P’obstacle.

0 si la particule se déplace sous ’action de la force exercée par

€; =

Voisinage

si la particule se déplace dans la direction ouest-est.
si la particule se déplace dans la direction sud-nord.
si la particule se déplace dans la direction nord-sud.
si la particule se déplace dans la direction est-ouest.

si la particule est immobile.

Le voisinage considéré est de type von Neumann.
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Régle de transition

1 st uy=1uy=2,u3=4,u4=3,u.=0

w(+1j,t+1) = 5 sinon

2 siup=lus=2,u3 =4,u4=3,u.=0

up(i,j +1,t+1) = {5 st non

4 st up=1lus=2,us=4,u4=3,u.=0

us(i =1t +1) = 5 sinon

walij—1,t4+1) = {3 st uy =1,us =2,u3 =4,u4 = 3,u. =0

5 st non

Les valeurs choisies sont déduites de
%[u1+u2—U3+u4]+uC:1 pour ui(i+1,5,t+1)
%[u1+u2+U3—u4]+uC:2 pour ug(i,j+1,t+1)

tl-ur +ug+uz+ugl Fue =4 pour wug(i—1,5t+1)

%[Ul—U2+U3+U4]+UC:3 pour ug(i,j—1,t+1)

Remarque :
Quand il n’y a pas de contact, ’évolution de déplacement des particules est engendré par
la regle (4.25).

5.5.2 Vérification des lois de conservation

Conservation de la masse

La loi d’évolution de déplacement avec contact sans frottement est donnée par :

(Z+1 j7t+1) ul(lv.]at)
(’Lv]+1 t+1) / u2(17]5t)
= 1
us(i—1,j,t+1) W sl | T (5-19)
’U/4(’L7j 1at+ ) U4(l,j,t>

ot W' est une matrice de propagation qui représente les interactions moléculaires.
Supposons que N; est le nombre des particules occupant un site donné, et qui se déplacent
en fonction de u;. On suppose également que les N;. représente la densité des particules
qui se déplacent sous effet de la force exercée par la base rigide.
La loi d’évolution des particules en terme de quantité de matiére est donnée & partir de
(5.19). On a

Ni(i+1,5,t+1) (i,4,t)

2(2, 5+ 1,t+ , 7.t

EZ I )) =W N3Ei,j,t; + Nie (5.20)

Na(i,j—1,t4+1) (i,7,%)
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Le développement de (5.20) donne

1

N1(2+ Ljt+ 1) = [Nl(lvjat) +N2(’La.77t) _N3(’La.77t) +N4(Zvjat)] + Nic

[\)

N2(27j + 1at+ 1) = §[N1(15.77t) +N2(’La.77t) + N3(Zvjat) - N4(’La.77t)] +N20
(5.21)

—_

N3(Z - 17]7t+ 1) = [7N1(Zaj7t) +N2(Zaj7t) +N3(Zv.]at) +N4(7’a]7t)] +]\[36

2

N4(17]715t+1):§[N1(7’5.77t)7N2(7’5‘77t)+N3(Zv.]at)+N4(Zaj7t)]+N4C
En sommant membres & membres, on obtient

Ni(i+1,5,t+1)+ No(i, 5+ 1, ¢+ 1)+ N3(i — 1,5, + 1) + Ny(4,7 — 1, t +1) =
5[2N1(Zaj7t)+2N2(7’5.77t)+2N3(7’5‘77t)+2N4(Zv.]at)]+N1C+NQC+N3C+N4C

(5.22)
(5.22) peut avoir la forme suivante
4 4 4
D Nilwtuit+1)=3 Ni(z,t)+ ) Nie (5-23)
i=1 i=1 i=1
(5.23) devient
4 4
ZNi(-r+Ui;t+ 1) = Z(Ni(l‘,t) +Nic) (524)
i=1 i=1
d’ou la conservation de la quantité de matiére.
Conservation de la quantité de mouvement
La loi d’évolution des déplacements avec contact est
U1(1+17j,t+1) ’U/1(’L,j,t)
u2(7’5.7+17t+1) _ ! Ug(i,j,t)
U4(Z,j717t+1) U4(i,],t)
Le développement de (5.25) donne
1
ul(l + 1aj7t + 1) = §[Ul(i,j, t) + u2(¢aj7 t) - U3(i,j, t) + U’4(i7ja t)] + U1c
U’Q(Zvj + 1at + 1) = 5[’“’1(2735 t) + U’Q(’La.jvt) + UB(’LaJvt) - U4(’L,], t)] + Uz
(5.26)
1

u3(l - 1).77t+ 1) = _[_ul(ivjat) + Ug(’i,j, t) + ’Ue,(’i,j, t) + U4(’L,j,t)] + U3

[\)

’U,4('L,] - 17t+ 1) = §[U1(’L,],t) 7“2(7’5]7t) +U3(Z,j,t) +U4(Z,],t)] + Uge



102 Chapitre 5. Probleme de contact sans frottement

En sommant membres & membres, on obtient

i+ 1,56+ 1) +ua(d,j+ 1,6 +1)+us(@—1,5,t+1) +ua(éyj— 1,6+ 1) =

1 . . . . 5.27
5[2U1(Z,j,t)+2’u?(l,],t)+2U3(Z,j,t)+2ﬂ4(l,],t)] + Uie + Uge + UZe + Uge ( )
(5.27) peut avoir la forme suivante
4 4 4
Zui(x+Aa:,t+ 1) = Zui(z,t)JanLuic (5.28)
i=1 i=1 i=1
(5.28)devient
4 4
Z wi(z+ Az, t+1) = Z(ui(m, t) + wic) (5.29)
i=1 i=1

On suppose que chaque particule posséde une masse m,;. Alors, en multipliant (5.29) par
m;, on obtient

Zmiui(fﬂ +ui,t+1) = Zmi(ui(xvt) + i) (5.30)

i=1 i=1

d’ou la conservation de la quantité de mouvement.

5.5.3 Simulation d’un contact sans frottement avec une
base rigide

Les simulations présentées ci-dessous illustrent un solide élastique déformable rentrant en
contact avec une base rigide. Une telle simulation a pour but d’étudier le comportement
du solide dans le cas de contact sans frottement. La distance entre le solide et 1'obstacle
est S = 3mm. On considére pour les simulations, les valeurs numériques suivantes

ng =15, ny =15

dO:c:l.O
m=1
S =3mm

On désigne par

ng : le nombre de particules selon 'axe OX.

ny : le nombre de particules selon ’axe OY'.

dy : la distance entre les particules & 1’état d’équilibre.
C' : une constante qui dépend de 1’énergie de liaison.
m : la masse de la particule.

S : la distance entre le solide et ’obstacle.
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5.5.4 Représentation du déplacement du centre de masse
dans le cas de contact
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Déplacement du centre de masse

Déplacement du centre de masse

Déplacement du centre de masse
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Fi1G. 5.3 — Déplacement du centre de masse a
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T=11

Fi1G. 5.4 — Déplacement du centre de masse a

20

T=20

Temps

Fi1G. 5.5 — Déplacement du

20 25

30

centre de masse ¢ T=25



Section 5.5. Traitement numérique et simulation 105

La simulation montre une déformation d’un corps élastique provoquée par les différentes
actions mécaniques. Ce corps est susceptible de rentrer en contact avec une base rigide.
A travers cette simulation, on observe la variation du centre de masse en fonction du temps.
Cela permet d’étudier le comportement du solide élastique au cours d’une déformation et
d’un contact sans frottement.

5.5.5 Représentation de I’énergie potentielle dans le cas
de contact

0.8

0.6 B

0.4

0.2 B

Energie potentielle
o
T

-0.2 B

—o0.al

—0.6 B

—osl

Temps

F1G. 5.6 — L’énergie potentielle a T=0

1400

1200

1000 - B

Energie potentielle

F1G. 5.7 — L’énergie potentielle a T—11
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F1G. 5.8 — L’énergie potentielle a T=20

2000

1000 B

—1000 B

—2000 B

Energie potentielle

—3000 [~ B

—4000 B

—5000

. . . . .
o 5 10 15 20 25 30
Temps

F1G. 5.9 — L’énergie potentielle a T—=25

On constate que 1’énergie potentielle et le déplacement du centre de masse varie d’une
maniére proportionelle aux déplacements des particules jusqu’aux zones de contact. Une
fois que la particule rentre en contact avec 'obstacle rigide le déplacement du centre de
masse change de direction puis I’énergie potentielle chute d’une maniére considérable (-450
KJ).

5.6 Conclusion

Les modéles que ’on a proposés représentent une évolution par automates cellulaires ana-
logue & celui des modéles d’EDP. On a validé nos modéles numériquement avec un corps
élastique en déformation et en contact.

La simplicité des modéles tient compte de beaucoup de paramétres que I'on a négligés et
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qui peuvent toujours étre considérés. Finalement, on tient & souligner que cette simplicité
des modéles implique leur mise en oeuvre facile sur n’importe quelle sorte d’ordinateur, et
qui semble manquer dans beaucoup de modéles d’équations aux dérivées partielles.
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Chapitre 6

Probléme Thermoélastique

6.1 Introduction-Motivation

La modélisation de la déformation thermoélastique a fait ’objet de plusieurs applications
industrielles, notamment dans ’industrie pneumatique. A cause de I'importance du phéno-
meéne, les études consacrées 4 ce vaste sujet sont considérables. L’étendue de la littérature
concerne aussi bien ’analyse mathématique que ’approximation numérique des problémes.

Le comportement thermoélastique des matériaux nous est révélé par des expériences quo-
tidiennes : dilatations ou contractions linéiques et volumiques sous 'effet de variations de
température, utilisation des propriétés élastiques des métaux, mais aussi de polymeéres,
pour la fabrication de ressorts, clavettes et clips en tous genres,.. Ainsi, du point de vue
phénomeénologique, le concept de thermoélasticité est-il associé & une notion de réversibi-
lité 7 la réponse du matériau & la sollicitaion thermique et mécanique qui lui est imposée
est instantanée et 'annulation de la sollicitation entraine le retour du matériau & son état
initial sans aucun effet rémanent.

La construction des modéles thermoélastiques s’appuie sur les principes généraux qui s’im-
posent & toute loi de comportement, parmi lesquels les principes de la thermodynamique
des milieux continus exprimés par : l’équation de ’énergie et la loi fondamentale de la
mécanique des milieux continus.

L’objet de ce chapitre est d’élaborer un modéle simple d’automates cellulaires pour un
probléme de déformation thermoélastique due aux forces mécaniques et & une source de
chaleur.

6.2 Préliminaires

On considére un corps matériel qui occupe un domaine borné €2 dans IR?, avec une surface
frontiére réguliére I' partitionnée en deux parties mesurables I'1, 'y, telle que I' = Ty UT's.
Soit X = (z,y) € Q, T > 0 et |0, T[ intervalle de temps en question.

On va étudier, pendant un intervalle de temps |0, T], I’évolution du corps matériel due
a Papplication de forces de volume f et une source de chaleur de température 6 (voir
figure(6.1)). A t = 0, la structure est fixée et ne subit aucune force.
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Iy

F1G. 6.1 — Le corps matériel.

Le comportement du corps matériel est engendré par la loi de comportement thermoélas-
tique. 5
u
o= 2u+ M) 5X
ou les scalaires p et A sont les coefficients de Lamé, « est le coefficient de diffusion de la
chaleur, et 0y est la température initiale. 6 représente la variation de la température au
cours du temps.

3\ + 21) (6 — Bo) (6.1)

Soit I la frontiére de Q et I'y NI's = @ une partition de I'.
Sur la portion I'y, le corps matériel est fixé, le champ des déplacements u est par conséquent

nul
u=0 sur I'y (6.2)

Sur I'; on impose les conditions aux limites thermiques
0(t) = h(X) sur I'y (6.3)
L’équation de mouvement est donnée par la loi de Newton.

82
pa—t;‘ = Divo + f (6.4)
L’évolution de la température est gouvernée par ’équation de I’énergie.

2000 ou?

ot oxz T “%ox (6.5)

avec c est la capacité calorifique du matériau et k est le coefficient de transfert conductif.

Les conditions initiales sont données par

U(X,O)Z’U,Q 5 ’L'L(X,O)Zul s 9(X,0)290 (66)
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A partir des équations et des conditions limites et initiales établies ci-dessus, on obtient
un modéle mathématique décrit par :

Div o + f = pii dans Qx]0,T[

@ L 062 . ou?
Pt ~Foxz T T M%tax

dans Qx]0, T

O':(2,LL+/\)8

a_;( — 3\ + 2w)a (6 — Bo)

avec
(6.7)

u=0 sur I';x]0,T]

0(t) = h(X) sur T'yx]0, T

et

U(X,O)ZU() y u(X,O):ul y G(X,O):oo dans 2

ou f,0y,up,u1,,c k,p, et X sont donnés.

6.3 Modélisation du Probléme Thermoélastique

Le solide étudié sera représenté par un réseau de particules dans un systéme de deux
dimensions (figure(6.2)). Les arrangements se trouvent & ’équilibre lorsque les particules

do

F1G. 6.2 — Différentes particules constituant le solide.

sont distantes d’une certaine valeur d.
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6.3.1 La force exercée

Lorsqu’on déforme thermoélastiquement un solide, la force appliquée induit le déplacement
des particules en dehors de leur positions d’équilibre. On se limite aux petites déformations,
la force fi est proportionnelle & la variation de la distance interatomique dy parallélement
a la direction de déformation (voir figure(6.3)).

(i, g, t) = C Axg(i,4,t) + a« Ab (6.8)
C est une constante de proportionnalité qui est fonction de ’énergie de liaison et « est le

coeflicient de diffusion de la chaleur.
Alors les forces appliquées sur les quatres voisines blanches sont comme suit.

f1(i,5,t) = C Ax1(i,4,t) = C (x(i—1,4,t) —x(i,4,t)) + « (0 — )

f2(i,5,t) = C Axy(i,j,t) = C (x(i,j — 1,t) — x(,7,t)) + a (6 — o)
fg(i,j, t) = C Al’g(i,j, t) = C (I’(Z + 1,j, t) — I(i,j, t)) —+ « (0 — 90)

f4(iaj7t) =C AI4(i7jat) =C (I(Za] + Lt) - I(Zm%t)) + o (0 - 00)

4
P=—T

F1G. 6.3 — La position des forces appliquées sur les quatres particules voisines.

6.3.2 Deéformation thermoélastique

Formation des lacunes

Lorsque la température dépasse un certain seuil ; (0, est la température de fusion du
solide), les mouvements des particules deviennent importants en raison de I’augmentation
du nombre des lacunes avec la température 6 et la vitesse de diffusion des particules v(6).

AHt + AHf

70 ) (6.9)

v(0) =vo exp (
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AH, est 'enthalpie d’activation de migration de la lacune.
AHy¢ est I’enthalpie de formation des lacunes.
R est la constante des gaz parfaits.

Dans ces conditions de température, on observe que lorsqu’on applique une contrainte
constante, il se produit une déformation en fonction du temps, méme dans le cas ou la
contrainte est trés faible. Cette déformation se produit plutot par un réarrangement ato-
mique suivant le champ de contrainte, c’est la déformation par diffusion.

Les lacunes constituent un type de défaut ponctuel trés important, provoquées par 1’ap-
plication d’un flux de chaleur & haute température. Ce phénoméne est appelé déplacement
par diffusion dans un corps solide et qui contréle dans une large mesure le comportement
des matériaux & haute température.

Pour qu’une particule située au voisinage d’une lacune se déplace, il faut qu’elle ait 1’éner-

Lacune

F1G. 6.4 — Le déplacement aléatoire et réversible d’une particule au voisinage
d’une lacune.

gie suffisante pour écarter légérement les particules adjacentes de leur position d’équilibre
(figure(6.4)). C’est un processus qui est activé par une élévation de température et par
une faible énergie de liaison.

Dans un solide élastique, le nombre de particules qui possédent I’énergie suffisante pour
franchir une barriére de potentiel AG; est donné par une distribution du type exponen-
tielle (Maxwell-Boltzmann), ot 0 la température absolue est exprimée en degré Kelvin(K).

Le déplacement des particules qui dépend fortement de la température et de la force
mécanique appliquée, varie proportionnellement par rapport au coefficient de diffusion «.

w=Aaol (6.10)
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A est une constante et n est un exposant dont la valeur pour la déformation par diffusion
est 1.
Puisque la déformation dans ce cas est provoquée par une source de chaleur, alors

n=1 et anﬁ

s

S est la surface sur laquelle la force f; est appliquée.

Alors u; devient

fi
. !
u; = A S (6.11)

Ce qui donne le déplacement des particules

Uy = A/%
Ug = A/%
(6.12)
3
— A3
us S
Ugqg = A/%
Avec
fe(iyj,t) = C Axp(i,j,t) + a(0 —0y) avec k=1,2,34 (6.13)
Alors, le déplacement des particules devient
. 1 , . .
ui (i, j,t) = E(D(I(Z —1,5,t) —x(i,4,t)) + D' (6 — 6p))
. 1 . .
us (i, j,t) = E(D(I(Z’j —1,t) —x(i,4,t)) + D'(0 — 0p))
(6.14)
o 1 ) . .
us(i, j,t) = E(D(x(z +1,5,t) — z(i,7,t)) + D' (6 — 6y))
1
uq(i, j,t) = E(D(x(l,j +1,t) —z(i,5,t)) + D'(0 — 6y))

D et D’ sont des constantes.

Déplacement des particules

Supposons que la particule centrale a une couleur noire, et ses quatres voisines subissant
des efforts extérieurs le long de 'axe OX. Alors le mouvement de la particule centrale
résulte des forces f1, f2, f3, f4 appliquées sur les quatre voisines blanches, engendrant leur
déplacements uq, ug, us, us le long de ’axe des abscisses OX (voir figure(6.5)).

Le mouvement de la particule centrale (ou noire) va dépendre des déplacements de 'une
ou des quatre voisines blanches.



Section 6.4. Traitement numérique et simulation 115

F1G. 6.5 — Le déplacement des particules sous l’effet des forces extérieures.

On peut définir les déplacements des particules blanches selon ’axe OX par les déplace-
ments (6.14).

La loi d’évolution de déplacement des particules noires est obtenue en utilisant la méme
démarche représentée dans le cas de la déformation élastique.

wy(i+1,5,t+1) u1 (i, j, )
u2(17]+17t+1) UQ(ivjat)

. . A i 1
Ug(l*l,j,t‘i’l) ’U,g(’L,],t) (6 5)
U4(i,j_ 17t+1) U4(i,j,t)

ou A est une matrice de propagation donnée par :

1 1 -1 1

11 1 1 -1
A=51 1 1 1 1
1 -1 1 1

6.4 Traitement numérique et simulation

6.4.1 Traitement numérique

L’automate cellulaire est défini comme suit :

Ensemble des états

Afin d’assurer I’évolution de ’ensemble des régles de transition concernant le déplacement
des particules, on va choisir cing états que peuvent prendre ces particules.

E = {e;, 0<i<4}
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0 si la particule est immobile
1 si la particule se déplace dans la direction ouest-est.
e; =< 2 si laparticule se déplace dans la direction sud-nord

3 si la particule se déplace dans la direction nord-sud

4 si la particule se déplace dans la direction est-ouest

Reégle de transition

La loi d’évolution de déplacement est générée par la régle suivante
. ) . 1 st up=1u=2,uz=4,u4 =3
w(i+1lgt+1) = { 0 sinon

2 st up=1lus=2,u3=4,u4 =3

up(i,j +1,t+1) = 0 sinon

W~

st up = 1,us =2,u3 =4,u4 =3

{
{

us(i —1,7,t+1)

w

st up =1,up =2,us =4,u4 =3

ua(i,j — Lt +1) = 0 sinon

Les valeurs choisies sont déduites de
%[u1+u2—u3+u4]:1 pour wui(i+1,5,t+1)
%[u1+u2+u3—u4]:2 pour u2(i,j+1,t+1)

—ur+us+uz+us) =4 pour wus(i—1,j,t+1)

lug —ug +uz+ug) =3 pour wy(i,j—1,t+1)

Voisinage

On considére un voisinage de type von Neumann présenté dans la figure (6.6). Ce type de
voisinage est complétement adapté a la configuration considérée du treillis bidimensionnel.
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Sud-Nord

Est-Ouest + Ouest-Est

Nord-Sud

F1G. 6.6 — Voisinage de type von Neumann

6.4.2 Vérification des lois de conservation

Conservation de la masse

La loi d’évolution de déplacement est donnée par :

(Z+1 j7t+1) ul(iajvt)
us(i,j+1,t+1) uz(i, j, 1)
= CC 1
(2_1 j7t+1> W ’u,3(l,j,f) (6 6)
’U/4(’L7j 1at+ ) u4(iaj7t)

ol W est une matrice de propagation qui représente les interactions entre la particule
centrale et ses voisines.

Supposons que N; est le nombre des particules qui occupent un site donné, et qui se
déplacent en fonction de u;.

D’aprés les hypothéses de la physique moléculaire, le déplacement de la quantité de matiére
N; est régie par la loi d’évolution des particules (6.16). On a

Ni(i+1,5,t+1) (i,7,%)

(’L,]+1t+1) . (,j,t)

NaGi =14t +1) | =W Nai g (6.17)
Ny(i,j —1,t+1) (4,7,1)
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Le développement de (6.17) donne

1

N1(2+ 1).77t+ 1) = [Nl(lvjat) +N2(’La.77t) - N3(Zvjat) +N4(Zvjat)]

[\]

N2(27j +1L,t+ 1) = §[N1(15.77t) + NQ(Zvjat) + N3(Zvjat) - N4(’La.77t)]
(6.18)

—_

N3(Z - 17]7t+ 1) = [7N1(Zaj7t) +N2(Zv.]at) +N3(Zv.]at) +N4(7’a]7t)]

2

1
N4(i7j - 17t+ 1) =

§[N1(7’5.77t) - NQ(Zv.]at) +N3(Zv.]at) +N4(7’a]7t)]

En sommant membres & membres, on obtient

Ni(i+1,5,t+1)+ No(i,j+ 1,6+ 1)+ N3(i — 1,5, ¢t + 1) + Ny(4,5 — 1,t +1) =
5[2N1(17]5t)+2N2(17]5t)+2N3(17]5t)+2N4(17]5t)]

(6.19)
(6.19) peut avoir la forme suivante

4 4

ZNi($+Uiat+1) = ZNi(l‘,ﬁ) (620)

i=1 i=1

d’ou1 la conservation de la quantité de matiére.

Conservation de la quantité de mouvement

La loi d’évolution des particules est la suivante
ul(z:—iij,t—&—l) (jt)
o) e
ug(i, 7 —1,t+1) (i,4,t)

le développement de (6.21) donne

ul(l + 17jat+ 1) = E[ul(lvjat) +U2(’L,j,f) - ’UIB(%J?t) +U4(l,j,t)]

UQ(’L')j +1L,i+ 1) = —[Ul(i,j,t) +U2(i,j,t> +U3(’L',j,t) - ’U;4(’L,j,f)]

N[ —

(6.22)

US(’L - 17jat + 1) = [_ul(imjat) + U’Q(ivjat) + U3(’L',j, t) + U4(’L',j7 t)]

N | =

U4(Z,j*17t+1):i[ul(l,],t)*’U,Q(’L,],t)ﬁ”ll,g(l,j,t)+U4(Z,j,t)]



Section 6.4. Traitement numérique et simulation 119

En sommant membres & membres, on obtient

ur(i+1,5,t+1) +ua(t,j+ 1,6+ 1) +us(i —1,5,t+ 1) +uqg(é,j— 1,6+ 1) =

1 . . . . 6.23
5[2’&1(1,],15)+21L2(Z,j,t)+2U3(’L,],t)+2’M4(Z,j,t)] ( )
(6.23) peut avoir la forme suivante
4 4
Zui(quAz,tJrl) = Zui(z,t) (6.24)
i=1 i=1

On suppose que chaque particule posséde une masse m;. On multipliant I’équation (6.24)

par m;, on obtient
4

4
Z mui(x + Az, t +1) = Z mu(x,t) (6.25)
i=1 i=1

d’otu la conservation de la quantité de mouvement.

6.4.3 Simulation d’une déformation thermoélastique

L’exemple de simulation que 1’on a considéré, concerne le déplacement des particules consti-
tuant le solide élastique de dimension 15x15. Ce déplacement est engendré par 'application
des forces extérieures f et la source de chaleur de température 6. Au cours de cette simu-
lation, on observe aussi la variation du déplacement du centre de masse ainsi que 1’énérgie
potentielle du systéme en fonction du temps. On considére pour les simulations, les valeurs

suivantes :
ng =15, ny =15

dO:c:l.O
m=1
0=0.1

On désigne par

ng : le nombre de particules selon 'axe OX.

n, : le nombre de particules selon I’axe OY'.

dp : la distance entre les particules & I’état d’équilibre.
C' : une constante qui dépend de I’énergie de liaison.
m : la masse de la particule.

0 : la température de la source de chaleur.
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Forces
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6.4.4 Représentation du déplacement du centre de masse
d’un solide thermoélastique

—0.5 —

15| 4

-2.5

Fi1G. 6.7 — Déplacement du centre de masse a T=15

-0.5

151 4

25| 4

F1G. 6.8 — Déplacement du centre de masse a T=40
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-0.5

-1.5

-2.5

L L L L
10 20 30 40

F1G. 6.9 — Déplacement du

L L L
50 60 70 80

centre de masse a T=70

F1G. 6.10 — Déplacement du

centre de masse a T—180
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F1G. 6.11 — Déplacement du centre de masse a T=250

Les simulations obtenues montrent la déformation thermoélastique d’un solide représenté
par un ensemble de particule. On constate que la chaleur a un effet considérable sur la
déformation en comparant avec les résultats de simulation du travail [6]. Le centre de
masse varie d’une maniére importante sous l'effet de la chaleur.

6.4.5 Représentation de I’énergie potentielle d’un solide
thermoélastique

Energie potentielle
o
T
L

F1G. 6.12 — L’énergie potentielle a T=0
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2000

1800 -

1600 - ,

1400 - -

1200 -

1000 -

F1G. 6.13 — L’énergie potentielle a T=15

2000

1000 -

—1000

—2000

—3000

—4000

L L L L L L L
o 5 10 15 20 25 30 35 40

F1G. 6.14 — L’énergie potentielle a T=40
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3000 T T T T T T T

2000 —

1000 -

—1000 [~ |

—2000 (- —

—3000 (- —

—4000 L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80

F1G. 6.15 — L’énergie potentielle a T="70

3000 T T T T T T T T

2000

1000

—1000

—2000

—3000

—4000

F1G. 6.16 — L’énergie potentielle a T=180
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8000

6000

4000

2000

—2000

—4000

—6000

—8000

—10000

—12000 L L L
50 100 150 200 250

F1G. 6.17 — L’énergie potentielle a T=250

L’énergie potentielle varie d’'une maniére sinusoidale en fonction du temps. Cette variation
peut étre assimilée & une propagation d’onde.

6.5 Conclusion

L’objectif de cette partie consistait & utiliser les automates cellulaires pour ’étude d’un
probléme de déformation thermoélastique. Notre choix pour ce type de modéles est motivé
par les nombreux avantages qu’ils offrent tant sur le plan théorique que sur le plan pratique.
D’une part, ils constituent un outil de modélisation efficace pour plusieurs phénoménes
difficiles & représenter ou & mettre en oeuvre par des approches classiques tels que les
problémes de déformation et de contact. D’autre part, ils permettent la simulation d’une
large variété de systémes complexes incluant les processus physiques ou environnementaux.
L’usage des modéles d’automates cellulaires pour représenter et simuler la déformation
thermoélastique est trés satisfaisant. Grace aux simulations, nous avons pu visualiser le
comportement thermoélastique et le comparer avec le comportement élastique étudié dans

[6].
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Conclusion

Les automates cellulaires sont des modéles mathématiques qui peuvent se substituer aux
modéles classiques donnés par des systémes différentiels. Ils constituent une approche de
modélisation extrémement utile dans plusieurs situations pour lesquelles les approches
classiques conduisent & des équations trop complexes.

Notre choix pour ce type de modéles est motivé par les nombreux avantages qu'’ils offrent
tant sur le plan théorique que sur le plan pratique. D’une part, ils constituent un outil
de modélisation efficace pour plusieurs phénoménes difficiles & représenter ou & mettre
en oeuvre par des approches classiques. D’autre part, ils permettent la simulation d’une

large variété de systémes complexes incluant les processus chimiques ou environnementaux.

Dans ce travail, nous avons montré que ’utilisation des automates cellulaires comme un
outil mathématique de modélisation est satisfaisante car, on a pu vérifier & travers les
modeéles d’AC proposés la conservation de la masse, la conservation de la quantité de
mouvement.

Nous avons ensuite proposé un modéle d’automates cellulaires pour un solide élastique.
Des résultats de simulations sont obtenus, illustrant le déplacement des particules sous
Peffet des contraintes mécaniques, ainsi que ’énergie potentielle. Par ailleurs, ’avantage
de ce modéle réside dans sa facilité de mise en oeuvre numérique. Nous avons étendues le
modeéle précédent pour un probléme de contact sans frottement. En effet, les simulations
réalisées montrent le processus de contact sans frottement ainsi que la variation de ’éner-
gie potentielle.

Enfin, nous avons considéré les résultats obtenus dans le cas d’une déformation thermoélas-
tique. Nous avons proposé un modéle d’automates cellulaires reproduisant le phénoméne
de déformation thermoélastique afin de comparer les résultats de simulation avec le cas
élastique.

Certes, les modéles d’AC que 'on a proposés paraissent trés simples & cause de beau-
coup de paramétres qui ont été négligés et qui peuvent toujours étre pris en compte, mais
I'usage des modéles d’AC pour représenter et simuler des systémes mécaniques reste trés
satisfaisante.

127
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Enfin, & ces quelques pistes précédemment entrevues, il parait intéressant d’élargir 'uti-
lisation des automates cellulaires & d’autres classes de systémes plus généraux tels que la
déformation viscoélastique, thermoviscoélastique, plastique et le probléme de contact avec
une base déformable. Ensuite, il peut étre aussi enrichissant de mettre en place toute 'im-
plémentation et les simulations numériques en 3D, puis comparer les modéles d’AC avec
les modéles classiques (éléments finis). Finalement, il peut étre aussi intéressant, pour un
réel ancrage en théorie des systémes de considérer des termes d’observation et de controle.
Cela constitue un travail en cours de développement au laboratoire.
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Résumé

Modéliser un systéme c’est lui trouver une représentation mathématique aussi fidéle que
possible. Lorsque ce systéme est distribué (spatio-temporel), son modéle mathématique
usuel est, depuis les années 60, un ensemble d’équations aux dérivées partielles. Depuis
une décennie, les automates cellulaires (AC) se présentent comme de bons candidats pour
décrire les systémes distribués. De plus, leur mise en oeuvre est plus aisée. Dans ce travail,
on montre que les automates cellulaires peuvent étre utilisés pour décrire des systémes
dans le domaine des milieux déformables, tels que les déformations élastiques et thermoé-
lastiques et le contact sans frottement.

Les modéles d’automates cellulaires proposés permettent de simuler numériquement quelques
propriétés génériques des phénomeénes de déformation élastique-thermoélastique et le contact
sans frottement tels que le déplacement des particules constituant le solide et ’énergie po-
tentielle fournie. Ces modéles d’AC sont élaborés de telle sorte que la conservation de la
masse et de la quantité de mouvement soit vérifiée. La mise en oeuvre de ces modéles est
réalisée 4 ’aide d’un code Matlab.

Mots clés : Automate cellulaire, Modélisation, Solide élastique, Contact sans frottement,
Solide thermoélastique, Lois de conservation.

Abstract

Modelling a distributed parameter system is usually made by means of partial differen-
tial equations. Since the beginning of the 90’s, cellular automata models represent a good
candidate to describe spatio-temporal systems mainly for modellers who are not familiar
with PDE’s jargon. In this work, we show that cellular automata can be used to describe
systems in the domain of solid deformation, such as deformation of elastic, thermoelastic
and frictionless contact problems.

The proposed cellular automata models are issued from generic properties of the defor-
mation phenomena. They take into account conservation laws properties of the considered
systems. Various applications and illustrative simulations have been developed with Mat-
lab.

Keywords : Cellular Automata, Modelling, Elastic body, Frictionless contact, Thermoe-
lastic body, Conservation laws.



