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á①ê Ð★Ò➱Ú✲Ð⑥ß❢Ò♦ê Þ❣ß❘Ú✹Û♦❐✹Ð⑥Ò✹Ò❰Ö✥ß⑧ÚîÔ✂Õ❱ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß❢Ü✿Ð✾Ù❁❮⑧ß✧Ò➱Ú✹❐❰Ó✙Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß✙Ò✎í✥❐❦Ö✸ç✚✑✧Þ✹✜❘Ó❸Ð★Ò❊Ð♦ß❸í⑧Ð♦ß✧Ü✿❐✹Û♦Ð★Ò✎Ô✂ç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×❐✲Ü✿Ð✶❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð★ÒÒtÞ×ðØç❸Õ❣Ð★Ò✥✜❘Ó❸Ð✕Õ×Ð✡ð☎Ö✸Ú✙✑❸Û⑥ðØÖ✸Ú❰ÞãÙ❁Þ×Ð♦ß♣Ý❘Ú❦Ö✸ß❸ÞãÒ❰Õ×Ö⑧Ò➺ë❺ÕãÖ✸ð Ü✿❮⑧ß❸ß✧Ö☎ß✧Ö✥Þ×Ò✹Ò✹Ö✸ß✧Ù♦Ð✕Ö✸Ó✿ï✼Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥Ò❺Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥Ò⑥➴Ýú❮✥ß❅ç✙❮⑧Þ❣ß❘Ú❺Ü✿Ð❢Ü✿Û⑥ç✧Ö✸❐❰Ú✟Û♦Ú✹Ö✥ÞöÚàÓ❸ß ✜❘Ó✧Ö✥Ü✿❐✹Þ×Õ❣ÕãÖ✸í⑧Ð✥ä✿Òt❮⑧ÞöÚ✂Ó❸ß❅Ð⑥Ò❰ç✧Ö✥Ù♦ÐóÔØÜ✿Ð⑥Ó✿ï●Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ×❮✥ß✧Ò✂Ü✿Û✱✮✧ß❸ÞãÒ❰Ò✹Ö✸ß❘ÚàÓ❸ßß❸❮✥ð✚â❸❐❰Ð✺✮✧ß❸Þ✶Ü✿Ð✚Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð★Ò♦➴îá ✑✧Ö✥Ù♦Ó❸ß❸Ð❴Ü✿Ð⑥ÒóÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð⑥Ò❺ç✪❮✥Ó✧ì✯Ö✥ÞöÚ❢Ö✯ì✥❮⑧Þ❣❐①Ü✿Ð♦Ó✿ï✼Û♦Ú✹Ö✷Ú❦Ò ✡❊Ö✸Õ×Õ×Ó❸ðØÛ✡❮✥Ó♣Û❁Ú❰Ð⑥Þ❣ß❘Ú★➴ë❺ÕãÖ✸ð✒ä❑Ö➁Ù♦❮✥ðØðØÐ♦ß✧Ù♦Û❩ç✧Ö✸❐★ä✎✍♦Ö✸Õ×Õ❣Ó❸ð☎Ö✥ÞöÚ✏✍●Ù♦Ð♦❐❰Ú✹Ö✥Þ❣ß❸Ð★Ò✖Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð⑥Ò✖Ü❸Ð✼Ï Ö✒✑♦❮✥ß✳Ö✸❐✹â❸Þ❣Ú❰❐❦Ö✸Þ×❐❰Ð✒Ð❁Ú❅Ù❁❮✥ß✙Ò➱Ú✹ÞöÚ✹Ó✧Ö✸Þ❣ÚÖ✸Þ×ß✧ÒtÞ✶Ó✧ß❸Ð☎Ù❁❮✥ß✚✮✧í✥Ó❸❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✺Ü✿Ð☎Ü✿Û⑥ç✧Ö✸❐❰Ú⑥➴✎✃✶Ö✥❐tÚ❦Ö✸ß❘Ú✗Ü❸ÐØÙ♦Ð❁Ú❰Ú❰Ð✖Ù❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß♣Ü❸❮✥ß❸ß❸Û⑥Ð☎Ô●Ó✧ß♣Ú✹Ð♦ðØç✧Ò
t0
äÕ×ÖØÙ❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß●❮✥Ó❅í✥Û♦ß✧Û♦❐❦Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß❅Ü✿Ð✕Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð❢ÒtÓ❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð✕Ô

t+ 1
Û❁Ú❦Ö✸Þ❣Ú➺Ü✿Û❁Ú✹Ð♦❐✹ðØÞ❣ß❸Û⑥Ð✗Ð♦ß❅ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð⑥Ò❐✙✘⑥í✥Õ×Ð⑥Ò✂Ü✿Ð✗ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð①Ð♦ß❘Ú❰❐✹Ð❢Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴✿✃❍Ö✥❐àÐ❁ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð✥ä❸Ò❰Þ✎Ó❸ß❸Ð❢Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð❢Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð✗Û❁Ú❦Ö✸Þ❣Ú❺Ð♦ß✒Ù❁❮⑧ß⑧Ú❦Ö✥Ù❁Ú✂Ö✯ì⑧Ð⑥ÙÜ✿Ð♦Ó✿ï☎Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð⑥Ò✾Ö✥Õ❣Õ×Ó❸ðØÛ♦Ð★Ò✶Ð♦Õ×Õ×Ð➺Ò♦ê Ö✸Õ×Õ×Ó❸ð☎Ö✸Þ❣Ú⑥ä✥Ò❰Þ❣ß✧❮✥ßØÐ♦Õ×Õ❣Ð①Ò♦ê Û❁Ú✹Ð♦Þ×í✥ß✧Ö✥ÞöÚ★➴✥ë❺ÕãÖ✸ð➻Ù❁❮⑧ß✧Ò➱Ú❦Ö✷Ú❦Ö①❐❦Ö✸ç✧Þ×Ü✿Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú ✜❘Ó❸ÐÙ❁Ð⑥Ò✂ðØÛ★Ù♦Ö✸ß✧Þ×Ò❰ðØÐ⑥ÒàÒ❰Þ❣ðØç❸Õ×Ð⑥Òàç✪Ð♦❐✹ðØÐ❁Ú❰Ú✹Ö✸Þ×Ð♦ß❘Ú➺Ü✿Ð❢í⑧Û♦ß❸Û⑥❐❰Ð⑥❐àÜ✿Ð⑥Ò✕✮✙í✥Ó❸❐✹Ð⑥Ò✂Ù❁❮⑧ðØç❸Õ❣Ð♦ï✿Ð⑥Ò✂Ð❁Ú❺Ð★Ò➱Ú✤✑❸Û❁Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð★Ò ✜❘Ó❸Þ❱äÜ❸Ö✸ß✧Ò❑Ù❁Ð⑥❐tÚ❦Ö✸Þ×ß✧Ò✾Ù♦Ö⑧Ò♦ä⑧ç✙❮⑧Ó❸ì✷Ö✸Þ×Ð♦ß❘Ú❑Ò❰Ð❺❐✹Û♦ç❸Õ×Þ✹✜❘Ó❸Ð⑥❐⑥➴ ✁➺Ð★Ò✾❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð★Ò✶Ð❁ïúÚ❰❐✤✯♦ðØÐ⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú❑ÒtÞ×ðØç❸Õ×Ð⑥Ò✾ç✪Ð♦❐✹ðØÐ❁Ú❰Ú✹Ö✸Þ×Ð♦ß❘Ú✂Ü✿ÐÙ❁❮✥ß✙Ò➱Ú✹❐❰Ó❸Þ×❐✹ÐóÜ✿Ð★Ò❺ÒtÚ❰❐✹Ó✧Ù✫Ú✹Ó❸❐❰Ð★Ò❑Ú❰❐✤✘⑥Ò❺Ù♦❮✥ðØç❸Õ×Ð❁ï✿Ð⑥Ò⑥➴➘✾ê Þ×Ü✿Û⑥Ð✕Ü✿Ð⑥ÒàÖ✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð★ÒàÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★Ò❑Ð★Ò➱Ú➺Ö✸ÚtÚ✹❐❰Þ×â❸Ó❸Û⑥Ð✗ÔØé⑧❮✥ß❅ì✥❮⑧ß❅û➺Ð♦Ó❸ð☎Ö✸ß✧ß●Ð♦Ú①Ý❘Ú✹Ö✥ß❸Þ×Ò❰ÕãÖ✥Òàë❺ÕãÖ✸ð✔✓✸✳ ✬✖✕ ➴é✧➴ ✲ ➴✪û❺Ð♦Ó✧ðØÖ✥ß❸ß♣ÖØÞ×ß❘Ú❰❐✹❮úÜ❸Ó❸ÞöÚóÕ❣Ð★Ò➺Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð★Ò❺Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★Ò❺Ü❸Ö✸ß✙Ò❺Õ×Ð✕â❸Ó✿Ú✗Ü✿Ð✡Ù❁❮⑧ß✧ÒtÚ❰❐✹Ó❸Þ❣❐✹Ð❢Ó❸ß❩Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐÒtÞ×ðØç❸Õ❣Ð✕Ù⑥Ö✸ç✧Ö✥â❸Õ×ÐóÜ✿Ð✕Ò❰Ð✗❐❰Ð⑥ç❸❐✹❮úÜ❸Ó❸Þ❣❐✹Ð✗Ô✚ÕãÖ❴ð☎Ö✸ß❸Þ✹✘♦❐✹Ð❢Ü✎ê Ó✧ß❅❮⑧❐❰í❘Ö✸ß❸ÞãÒ❰ð❴Ð①ìúÞ❣ì✷Ö✸ß❘Ú★➴✙á①ê Û♦Ú✹Ö✸Þ❣Ú❺Ó❸ß✼Ö✸Ó❸Ú❰❮✥ð☎Ö✸Ú❰Ðâ❸Þ×Ü❸Þ❣ðØÐ♦ß✙ÒtÞ×❮✥ß❸ß✧Ð♦Õ✶Ô ✬ ✵☞Û♦Ú✹Ö✸Ú✹Ò⑥ä✪❮⑧ß♣ç✪❮✥Ó❸ì✷Ö✥ÞöÚ✗❮✥â✧Ò❰Ð♦❐✹ì✥Ð⑥❐➺Õ×ÐØç✚✑❸Û♦ß✧❮✥ð ✘♦ß❸ÐØÜ✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥❐✹Ð♦ç❸❐✹❮✿Ü✿Ó✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ßîä❊Ö✸Ó✿Ú✹❐❰Ð♦ýð❴Ð⑥ß❘Ú✟Ü✿Þ❣Ú✟Ù♦Ð♦❐❰Ú✹Ö✸Þ×ß❸Ð★Ò❒Ù❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò✾Þ❣ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð⑥Ò❑ÒtÐ➺Ú❰❐✹❮✥Ó❸ì✷Ö✥Þ❣Ð⑥ß⑧Ú❑ð✡Ó❸Õ❣Ú❰Þ×ç❸Õ×Þ❣Û⑥Ð⑥Ò❑ç✧Ö✸❐✟Ü✿Ð♦Ó✿ï☎❮⑧Ó☎ç❸Õ❣Ó✙Ò❑Ö✥ç❸❐✙✘★ÒÓ❸ß❅Ú❰Ð♦ðØç✧Ò✦✮✧ß❸Þ✲Ü✎ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß✲➴❸➘îÐ⑥ÒàÜ❸Û❁Ú✹Ö✥Þ❣ÕãÒàÜ✿Ð✕Ù♦Ð❁Ú❺Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð❢Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð❢Òt❮⑧ß❘Ú✂Ð♦ï✿ç✙❮❘ÒtÛ★ÒàÜ❸Ö✸ß✧Ò✗✓❀✳ ✬✘✕ ➴ë❺ß➸Ö✸Ó❸Ú❰❐✹Ð☎Ð❁ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð✖Ù❁Û⑥Õ✛✘⑥â❸❐❰Ð✖Üîê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð☎Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð☎Ð★Ò➱Ú✡Ù♦Ð♦Õ×Ó❸Þ❑Ü❸Ð✖é✧➴✝á❑❮⑧ß✚✙✟Ö ✖✛✓ ✰ ✭ ✕ ✜❘Ó❸Þ❒ç✪❮✥❐❰Ú❰Ð☎Õ×Ðß❸❮✥ð➥Ü✿Ð ✫➱Ð⑥Ó●Ü✿Ð➺Õ×Ö✡ì❘Þ×Ð✥➴✿á①ê Ð★Ò➱Ú✟Ó❸ß☞Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð➺Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð❺â❸ÞãÜ✿Þ×ð❴Ð⑥ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð♦Õ❱äúÜ❸Ö✸ß✧Ò❒Õ❣Ð✴✜❘Ó❸Ð♦Õ✪Õ❚ê Û❁Ú❦Ö✷Ú✂Ü✎ê Ó✧ß❸ÐÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ðàç✪Ð♦Ó❸Ú ✯❁Ú✹❐❰Ð ✹ ❮⑧Ó ✭✥ä✸ç✪❮✥Ó❸❐❒Ó❸ß☎ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð✂Ù❁❮⑧ß✧ÒtÚ❰Þ❣Ú❰Ó❸Û➺Ü❸Ð✦✑❘Ó✧ÞöÚ❑Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð★Ò♦➴✥➘✲Ð⑥Ò✶Û♦Ú✹Ö✸Ú✹Ò ✭à❮⑧Ó ✹ Ü✎ê Ó✧ß❸ÐÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð☞❐❰Ð⑥ç❸❐❰Û★ÒtÐ⑥ß❘Ú❰Ð♦ß❘Ú❢❐✹Ð⑥Ò❰ç✙Ð★Ù✫Ú❰Þ×ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✕Õ×Ö✒ç✧❐❰Û★ÒtÐ⑥ß✧Ù❁Ð☎❮⑧Ó✱Õ❱ê Ö✸â✧Ò❰Ð♦ß✧Ù♦Ð✖Ü✎ê Ó❸ß➁❮✥❐✹í⑧Ö✥ß❸Þ×Ò❰ðØÐ❴Ü✧Ö✸ß✧Ò❢Õ×Ð☞Ò❰ÞöÚ✹Ð❮úÙ⑥Ù❁Ó❸ç✪Û☎ç✧Ö✥❐✕Õ×Ö✼Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð⑧➴✲➷❺Ó➸Ù♦❮✥Ó❸❐❦Ò❢Ü✿Ð✖Õ❱ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ßîä✎Õ×Ð✖ç✧Ö✥Ò✹Ò✹Ö✸í✥ÐØÜ✎ê Ó❸ß➸Ò❰ÞöÚ✹Ð✖Ü✿Ð✖Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✷Ú ✹ Ô✒Õ❱ê Û❁Ú✹Ö✸Ú ✭Ð⑥ÒtÚ①Þ×ß⑧Ú✹Ð♦❐✹ç❸❐✹Û❁Ú❰Û✚Ù❁❮✥ðØðØÐ✕ÕãÖ☎ß✧Ö✥Þ×Ò✹Ò❰Ö✥ß✧Ù❁Ð✕Ü❸Ð✚Ù❁Ð♦Ú①❮⑧❐❰í❘Ö✸ß❸ÞãÒtðØÐ⑧ä❸Õ❣Ð✚Ù❁❮✥ß❘Ú✹❐✹Ö✥Þ❣❐✹Ð❢Ð⑥ÒtÚ➺Þ×ß⑧Ú✹Ð♦❐✹ç❸❐✹Û❁Ú❰Û✚Ù❁❮✥ðØðØÐ✚Ò✹Öð❴❮⑧❐tÚ★➴✲➘✲Ö❅ß✧Ö✥Þ×Ò✹Ò✹Ö✸ß✧Ù♦Ð✚Ð♦Ú✡Õ×Ö❅ðØ❮✥❐❰Ú✡Ü✿Ð☎Ù❁Ð♦Ú✡❮✥❐✹í⑧Ö✥ß❸ÞãÒtðØÐ✚Ò❰❮✥ß❘Ú✕❐✹Û♦í⑧Þ❣Ð★Ò①ç✙Ö✸❐✕Ü✿Ð★Ò❢❐✙✘⑥í✥Õ×Ð⑥Ò❢Ü✿ÐØÚ✹❐✹Ö✥ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ßî➴➘îÐ⑥Ò❢Ü❸Û❁Ú✹Ö✥Þ❣ÕãÒ✗Òt❮⑧ß❘Ú✗Ð♦ï✿ç✙❮❘ÒtÛ★ÒóÜ✧Ö✸ß✧Ò✜✓ ✰ ✭ ✕ ➴✲➷❺Ó➐Ü✿Û⑥â❸Ó✿Ú✡Ü✿Ð★ÒóÖ✥ß❸ß❸Û⑥Ð⑥Ò ❁ ✹ Ý❘Ú✹Ð♦ç✚✑❸Ð⑥ß✣✢✱❮✥Õ❣ÏÑ❐❦Ö✸ð✔Ó✿Ú✹Þ❣Õ×ÞãÒtÐ☎Ü✿Ð★ÒÖ✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥ÒóÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥Ò➺ðØÐ❁ÚtÚ❦Ö✸ß❘Ú✗Ð♦ß ✫➱Ð⑥Ó✺Ü✿Ð★Ò➺❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð★Ò➺Ò❰Þ❣ðØç❸Õ×Ð⑥Ò✗Ö ✮✧ß♣Ü✎ê Û❁Ú✹Ó✧Ü✿Þ×Ð♦❐✗Õ×Ö●Ù❁❮⑧ð❴ç✧Õ❣Ð♦ïúÞ❣Ú❰Û❴Ü❸Ö✸ß✙ÒÕ×Ö☎ß✙Ö✷Ú❰Ó✧❐❰Ð⑧➴✧➮✭Õ❍Ö✖Ò ✖✿ÒtÚ❰Û⑥ðØÖ✸Ú❰ÞãÒtÛ✚Ù❁Ð❁Ú❰Ú❰Ð❴Ö✸ç❸ç❸❐✹❮✿Ù✒✑❸Ð✕Ü✿Ð✚Õ×Ö✖Ù♦❮✥ðØç❸Õ×Ð❁ï✿Þ❣Ú❰Û✡Ü❸Ö✥ß✧Ò➺Ò❰❮✥ß❩Ü❸Ð♦❐✹ß❸Þ❣Ð⑥❐➺Õ×Þ❣ìú❐✹Ð✡➷➢û➺Ð✤✙
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æ❺Ð♦ð☎Ö✸❐✒✜❘Ó❸❮✥ß✧Ò❑Ó❸ß❸Ð❢Ü✿Þ✛✓❊Û♦❐✹Ð♦ß✧Ù♦Ð①Þ×ðØç✙❮⑧❐tÚ❦Ö✸ß❘Ú❰Ðóç✧Ö✸❐✂❐❦Ö✸ç❸ç✪❮✥❐❰Ú✟Ö✥Ó✿ï☞Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐ⑥Ò✂Ü✿Ð✗ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò❑Ü✿Û ✫tÔØÖ✸â✪❮✥❐❰ýÜ❸Û⑥Ò ✡✸Ü❸Ö✥ß✧Ò❍Ó❸ß☎Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹ÐàÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✥ä✯Õ×Ð✂ì✥❮✥Õ×Ó❸ðØÐàÜ✿Ó☎Ò ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ð✂ç✪Ð♦Ó✿Ú ✯♦Ú❰❐✹Ð✂❐❰Ð⑥ð❴ç✧Õ❣Þ❸Ü✿Ðàç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò❍Ö✯ì✥Ð★ÙÓ✧ß❸Ð①Ü✿Ð⑥ß✧Ò❰ÞöÚ✹Û❺❮✥Ó☞Ù♦❮✥ß✧Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☎Ü✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð✥➴❘➷❺Õ×❮✥❐❦Ò ✜❘Óîê Ó❸ß☞Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ➺Ü✿Ð①ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò❒Ó✧Ò❰Ó❸Ð♦Õ✪ÒtÐ➺ÏÑ❮✥ß✧Ü✿Ð①ÒtÓ❸❐Ó✧ß❸Ð✡Õ×Þ×ÒtÚ❰Ð❴Þ×Õ❣Õ×Þ❣ðØÞ❣Ú❰Û⑥Ð❴Ü✿Ð✚ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò➺Ö✥Ò✹Ò❰❮úÙ♦Þ❣Û⑥Ð⑥Ò①Ô✖Õ×Ð♦Ó❸❐óç✙❮❘ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß✺Ü❸Ö✸ß✧Ò①Ó❸ß❩Ð★Òtç✙Ö✥Ù❁Ð❴Ù❁❮⑧ß⑧Ú✹Þ❣ßúÓîä✪ÕãÖ☎Ú✹Ö✥Þ❣Õ×Õ×ÐÜîê Ó❸ß✳Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð❩Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð✒Ù♦❮✥❐✹❐❰Ð★Òtç✪❮✥ß✙Ü➇Ô➁Ò❰❮✥ß➅ß❸❮✥ð✚â❸❐✹Ð✒Ü❸Ð❩Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð★Ò♦ä ✜⑧Ó✧Þ➺Ü✿Û♦ç✪Ð♦ß✙Ü✳Ü✿Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚÜ❸Ð⑥Ò❺Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ×❮✥ß✧Ò①Ü✿Ó❩Ù✒✑✧Ö✸ðØç❩Ü✿Ð✚ÒtÞ×ð✡Ó❸ÕãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ßî➴✪ò①ß✼ç✧Ö⑧Ò❰Ò❰Ð✕Ö✸Þ×ß✧Ò❰Þ✲Ü✿Ð✕ÕãÖ☎ß❸❮✥Ú❰Þ×❮✥ß✼Ü✿Ð✕ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò❺Ô☞Ù❁Ð♦Õ×Õ×ÐÜîê Ð⑥ð❴ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú❦Ò✡Ð⑥ß➇ß❸❮⑧ð✡â❸❐✹Ð ✮✙ß❸Þ×Ò⑥➴❍è✾ß➟Ù♦❮✥ß❘Ú❰❐✹Ð♦ç✙Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð✥ä✝Õ×Ö✺Ò➱Ú✹❐❰Ó✧Ù❁Ú❰Ó❸❐✹Ð●Üîê Ó❸ß❃Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð❅Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ðç✪Ð♦❐✹ðØÐ❁Ú✖Ü✎ê Ö✥Ù⑥Ù❁Û⑥Ü❸Ð♦❐☎Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú❰Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✖Ö✸Ó✿ï➸ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò❴ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ð★Ò❴Ü✧Ö✸ß✧ÒØÓ❸ß✧Ð❅❐✹Û♦í⑧Þ❣❮⑧ß➇Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û♦Ð✼Ü✿Ð✒Õ❱ê Ð★Ò➱ýç✙Ö✥Ù❁Ð⑧➴✝á❑Ð☎ç✪❮✥Þ×ß⑧Ú❴Ù❁❮✥ß✙Ò➱Ú✹ÞöÚ✹Ó❸Ð✖Õ×Ð✖ç❸❐✹Þ❣ß✧Ù♦Þ❣ç✙Ö✸Õ❒Ö✯ì✷Ö✸ß❘Ú❦Ö✸í✥ÐØÜ✿Ð★Ò✡Ö✸Ó❸Ú❰❮✥ð☎Ö✸Ú❰Ð⑥Ò❢Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥Ò⑥➴✲û✕ê ❮✥Ó✧â❸Õ❣Þ×❮✥ß✙Ò❢ç✧Ö✥Ò
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✜⑧Ó✲ê Ó❸ß✒ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð❢Ü✿Ð✕Ü✿Þ✛✓✪Ó✙ÒtÞ×❮✥ßîä✙Ù❁❮✥ðØðØÐ✗ß❸❮✥Ó✙ÒàÖ✸Õ×Õ❣❮⑧ß✧Ò✂Õ❚ê Û♦ì⑧❮✣✜⑧Ó✧Ð♦❐àÖ✸Ó✼Ù❁❮⑧Ó❸❐❦Ò✟Ü❸Ð✕Ù❁Ð❢Ù✒✑✧Ö✸ç✧ÞöÚ✹❐❰Ð⑧➴
✃✝❮⑧Ó❸❐àðØÞ❣Ð⑥Ó✿ï❅Ù♦❮✥ðØç❸❐✹Ð♦ß✧Ü❸❐❰Ð✗Ù❁Ð✬✜❘Óîê Ð⑥ÒtÚ❺Ó❸ß✼Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð✗Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✥ä✿ç❸❐✹Ð♦ß✧❮✥ß✧Ò✟Ó❸ß✒Ð❁ï✿Ð⑥ð❴ç✧Õ❣Ð ✡

Ýú❮✥Þ❣Ú●Ó❸ß➦❐❰Û★ÒtÐ★Ö✸Ó➫Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð❩ðØ❮✥ß❸❮✿Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð⑥Õ①❮ ✤ Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð✺Û♦Õ×Û♦ðØÐ♦ß❘Ú✒Ö✸ç❸ç✪Ð♦Õ×Û✺Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð✱Ð❁Ú●ß✧❮✸Ú❰Û⑥Ð
ci

ç✙Ð⑥Ó✿Ú☎ç❸❐✹Ð♦ß✧Ü✿❐✹Ð✒Ó❸ß❸Ð✒ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó❸❐☎Ü❸Ö✥ß✧ÒØÓ❸ß❃Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ×Ð✒Üîê Û♦Ú✹Ö✷Ú
E = {0, 1}

Ð♦Ú☎Ö ✖❘Ö✸ß❘Ú☎Ù❁❮✥ðØðØÐ❅ì✥❮✥ÞãÒ❰Þöýß✧Ö✸í⑧Ð
v(ci) = {ci−1, ci, ci+1}

➴✌ò①ß✺Ù♦❮✥ß✧Ò❰Þ×Ü✚✘♦❐✹Ð✚ÕãÖ✖ÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✱Ü❸Ð✚Ú✹❐✹Ö✥ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✺Ü✎ê Û❁Ú❦Ö✷Ú✕Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð❴ç✧Ö✸❐✗ÕãÖÏÑ❮✥❐✹ð✡Ó❸Õ×Ð ✡

et+1(ci) = f(et(ci−1), et(ci), et(ci+1)) = et(ci−1) + et(ci) + et(ci+1)

ë❺ß❸Ð①❐❰Ð⑥ç❸❐❰Û★ÒtÐ⑥ß❘Ú✹Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☎Ü✿Ð➺Ù❁Ð♦ÚtÚ✹Ð➺❐✤✘♦í✥Õ×Ðàç✪Ð♦Ó✿Ú✕✯❁Ú✹❐❰Ð❺ðØÞãÒtÐ①Òt❮⑧Ó✧Ò✶ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ➺Ü✿Ð➺Ú✹Ö✥â❸Õ❣Ð①Ü✿Ð❺Ú✹❐✹Ö✥ß✧ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß✖Üîê Û♦Ú✹Ö✷Ú ✡

et(ci−1) et(ci) et(ci+1) et+1(ci)

0 0 0 0

0 0
✭ ✭

0
✭

0
✭

0
✭ ✭

0✭
0 0

✭
✭

0
✭

0✭ ✭
0 0✭ ✭ ✭ ✭

ë❺ß♣Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð✡Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✕Ð⑥ÒtÚ➺Ó❸ß✺Ò ✖✿ÒtÚ✙✘♦ðØÐ❴Ü✣✖úß✧Ö✸ðØÞ✧✜⑧Ó✧Ð✡Ü✿ÞãÒ❰Ù♦❐❰Ð♦Ú⑥ä✙Ü❸Ð✚Ù❁❮⑧ß✧Ù❁Ð⑥ç✿Ú❰Þ×❮✥ß❩Ò❰Þ×ð❴ç✧Õ❣Ð✚â✧Ö✥Ò❰Û✡Ò❰Ó❸❐Õ×Ö❅Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð❴Ü✎ê Ó✧ß✺❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✥Ó❩Ó❸ß❸Þ❣ÏÑ❮✥❐✹ðØÐ✶✜❘Ó❸Þ✶Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ❣ÚóÕ❱ê Ð★Òtç✙Ö✥Ù❁ÐØÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð⑧➴✎á ✑✙Ö✢✜❘Ó❸Ð✡Û⑥Õ❣Û⑥ðØÐ♦ß❘Ú✗Ü❸Ð❴Ù♦Ð❁Ú❢Ð⑥Òtýç✧Ö✥Ù♦Ð✥ä✷Ö✸ç❸ç✪Ð♦Õ×Û✂Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð⑧ä✯ç✙Ð⑥Ó✿Ú✶ç❸❐❰Ð⑥ß✧Ü✿❐✹Ð❒ç❸Õ×Ó✧Ò❰Þ❣Ð⑥Ó❸❐❦Ò✲Û♦Ú✹Ö✷Ú❦Ò✝ç✙❮❘Ò❰Ò❰Þ❣â✧Õ❣Ð★Ò✝Ü✧Ö✸ß✧Ò✌Ó❸ß❴Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ❣Ð✟Ü✿ÞãÒ❰Ù♦❐❰Ð♦Ú❍Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û⑧➴➘✾ê Û❁Ú✹Ö✸Ú❺Ü✎ê Ó✧ß❸Ð✕Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×ÐóÐ★Ò➱Ú➺Ò❰Ó✧Ò✹Ù❁Ð⑥ç✿Ú❰Þ×â❸Õ×Ð✗Ü❸Ð✗Ù✒✑✙Ö✸ß❸í⑧Ð♦❐àÔØÜ✿Ð⑥Ò✂ðØ❮✥ðØÐ⑥ß⑧Ú❦Ò ✮❸ï✿Ð⑥Ò⑥ä❸Ö✸Ó❅ðØ❮✭✖✥Ð♦ß❅Ü✎ê Ó❸ß❸Ð❢❐✤✘♦í✥Õ×ÐÜ✿Ð✖Ú✹❐✹Ö✥ß✧ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß➐ÏÑ❮⑧ß✧Ü✿Û⑥Ð☞ÒtÓ✧❐✡ÕãÖ♣Ù❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß➁Ü✿Ð✖Õ❱ê Ð⑥Ò❰ç✧Ö✥Ù♦Ð☞Ü✎ê Û⑥Ù✒✑✧Ö✥ß❸í✥Ð✖Ð⑥ß❘Ú❰❐✹Ð☞Ù❁Ð♦ÚtÚ❰Ð❅Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð☞Ð❁ÚØÒtÐ★Òì✥❮✥ÞãÒ❰Þ❣ß✧Ò⑥ä✿Ö✸ç❸ç✪Ð♦Õ×Û❢ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß✧Ö✸í⑧Ð✥➴➘îÐóÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß❸ß✧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú➺Ü✎ê Ó❸ß✼Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð❢Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✗ç✙Ð⑥Ó✿Ú ✯❁Ú✹❐❰Ð❢Ü✿Û♦Ú❰Ð⑥❐❰ðØÞ×ß❸Þ×ÒtÚ❰Ð❢❮⑧Ó●ç✧❐❰❮⑧â✧Ö✸â❸Þ×Õ×Þ×ÒtÚ❰Ð⑧➴ò①ß❃ç✪Ð♦Ó❸Ú●Ü✿❮✥ß✙Ù✒❐❰Û★ÒtÓ❸ðØÐ⑥❐✖Õ❣Ð★Ò✖Ù♦Ö✥❐✹Ö⑧Ù✫Ú✹Û♦❐✹Þ×ÒtÚ❰Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò❴ç❸❐✹Þ❣ß✙Ù❁Þ×ç✧Ö✸Õ×Ð⑥Ò☎Ü✎ê Ó❸ß➫Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð❩Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð✒Ù♦❮✥ðØðØÐÛ❁Ú✹Ö✥ß❘Ú①Ó❸ß❩Ð⑥ß✧Ò❰Ð♦ð✡â✧Õ❣Ð✡Ü❸Ð⑥Ò❺Û♦Ú✹Ö✸Ú✹Ò⑥ä✙Ó❸ß✺Ù❁❮✥ß✙Ù❁Ð♦ç❸Ú①Ü✿Ð✡ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✥í✥Ð❢Ð❁ÚóÓ❸ß❩Ð⑥ß✧ÒtÐ⑥ð✡â❸Õ×Ð✡Ü✿Ð✚❐✙✘⑥í✥Õ×Ð⑥Ò❺Ü❸Ð✕Ú❰❐❦Ö✸ß✙ÒtÞ❣ýÚ❰Þ×❮✥ßî➴



�✠� á ✑✧Ö✸ç✧ÞöÚ✹❐❰Ð ✬ ➴✄✂ ✡ ☞✆☎✞✝ ✑✠✟✞✡✓✞✠✑✒✡✓✆ ☞✆☛☞✟✌✟✎✍✏✟ ✞✒✑✞✓✔☛☞✟✌✟✖✕✗✡✓✞✠✑✒✡✙✘ ✞✒☛✞✓✚✕☎✡✓✟✛☛✞✝✜✟✢✕✗✡✓✟✣✡✎✍ ✞ ✡✤✓✔✡✎✞✥☛☞✟ ✏✦☛✞✝✧✝ ✍★✝✩✡✎✑ ✟✛☛✎✟

➘❒ê Û♦Ú✹Ö✸Ú✂Ü✎ê Ó❸ß❅Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð①Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð①Ð⑥ÒtÚ✟Õ❱ê Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ❣Ð✗Ü✿Ð★Ò❒ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó✧❐✹Ò ✜❘Ó❸Ð①ç✪Ð♦Ó✧ì✥Ð♦ß❘Ú✂ç❸❐✹Ð♦ß✧Ü✿❐✹Ð➺Õ×Ð⑥Ò✂Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð⑥ÒÔ❴Ó❸ß✒Þ×ß✧ÒtÚ✹Ö✸ß❘Ú❺Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û✥ä✧Ð❁Ú ✜❘Ó❸Þîç✪Ð♦Ó✿Ú✥✯♦Ú❰❐✹Ð❢Ü✿Û⑥Ù♦❐❰Þ❣Úàç✧Ö✸❐àÓ❸ß✒ß❸❮⑧ð✡â❸❐✹Ð✥ä✿Ó✧ß❸Ð✗ç❸❐❰❮⑧ç❸❐✹Þ❣Û♦Ú❰Û✥ä✿Ó✧ß❸Ð✕Ù❁❮⑧Ó❸Õ❣Ð⑥Ó❸❐★➴❣➴×➴ü✌❮✥Ó❸Ú❰Ð❢Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð
c
ç✪❮⑧Ò✹Ò✙✘⑥Ü✿Ð❢Ó❸ß✒ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✸í⑧Ð

υ
✜❘Ó❸Þ✌Ù❁❮✥ß✙Ò➱Ú✹ÞöÚ✹Ó❸Ð❢Õ❚ê Ð♦ß✙ÒtÐ⑥ð✡â❸Õ×Ð✕Ü✿Ð⑥ÒàÙ♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð★Ò ✜❘Ó❸ÞîÛ⑥Ù✒✑✙Ö✸ß❸í⑧Ð♦ß❘ÚÜ❸Ð⑥Ò✂Þ×ß✿ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß✙ÒàÖ✯ì✥Ð⑥Ù①ÕãÖ❴Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð

c
➴

➘❒ê Û♦Ú✹Ö✸Ú①Ü✿Ð✡ÕãÖ☞Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð
c
Ö✸Ó✼Ú✹Ð♦ðØç✧Ò➺Ú✁� ✭✕Ð★Ò➱Ú✗Ü✿Û❁Ú✹Ð♦❐✹ð❴Þ×ß❸Û✚ç✧Ö✸❐①Ó❸ß❸Ð✡❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð✕Ü❸Ð✕Ú❰❐❦Ö✸ß✙ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß ✜❘Ó❸Þ❍Ü✿Û♦ç✪Ð♦ß✙ÜÜ❸ÐóÕ❱ê Û❁Ú✹Ö✸Ú➺Ü✿Ð

c
Ð❁Ú➺Ü✿Ð✕Ù♦Ð♦Õ×Ó❸Þ✲Ü✿Ð★ÒàÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð★ÒàÜ✿Ó✒ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð⑧ä✿Ö✸Ó●Ú❰Ð♦ðØç✧ÒàÚ⑥➴

✞☎✟ ✞ ✂☎✄✝✆ ✌ ✛ ✎✜✛ ✓ ✌ ✕✟✞✡✠ ✗ ✎✜✓☞☛ ✠ ✎✍✌✏✎ ✙✑✌✓✒✔✒☛✗✕✒✖✠ ✛ ✑✗✌✏✎
ë➺ß➇Ö✸Ó❸Ú❰❮✥ð☎Ö✸Ú❰Ð☞Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð✖ç✙Ð⑥Ó✿Ú ✯❁Ú❰❐✹Ð☞Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ✟ç✧Ö✸❐✚Õ×Ö✺Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð☞Üîê Ó❸ß ✜⑧Ó✙Ö✥Ü✿❐✹Ó❸ç❸Õ×Ð❁Ú

A = (T , E , v, f)Ü❸❮✥ß❘ÚàÕ❣Ð★ÒàÜ✿Þ ✓❊Û♦❐✹Ð♦ß❘Ú❦ÒàÛ♦Õ×Û♦ðØÐ♦ß❘Ú❦ÒàÒt❮⑧ß⑧Ú❺Ü✿Û★Ù❁❐✹ÞöÚ❦ÒàÙ❁Þ❣ý Ü❸Ð⑥Ò✹Òt❮⑧Ó✧Ò ✡
✘✓✙✚✘✝✙✜✛ ✢✤✣✦✥★✧✪✩✬✫✮✭✯✥✰✭✯✥★✱✡✱✡✲✳✱✡✫✮✴✁✵✶✥
➘❒ê Ð★Òtç✙Ö✥Ù❁Ð①Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð

T
Ð⑥ÒtÚ❑Ó❸ß●❐❰Û★ÒtÐ★Ö✸Ó✖Ü✿Ð✗Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß

d
ÏÑ❮✥❐✹ð❴Û①ç✧Ö✸❐✂Ü✿Ð★Ò❑Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð⑥Ò

c
Ü❸Þ×Ò❰ç✙❮❘ÒtÛ⑥Ð⑥Ò❑ÒtÐ⑥Õ❣❮⑧ßÓ✧ß♣Ö✸❐✹❐✹Ö✥ß❸í✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✥✜❘Ó❸Þ✝Ü❸Û♦ç✪Ð♦ß✧Ü✿❐❦Ö✖Ü✿Ð✚Õ×Ö●Ü✿Þ×ð❴Ð⑥ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß❩Ü✿Ð✡Õ❱ê Ð★Òtç✙Ö✥Ù❁Ð✡Ð❁Ú❢Ü✿Ð✡ÕãÖØÏÑ❮✥❐✹ðØÐ✡Ù✒✑❸❮⑧Þ×Ò❰Þ❣Ð✡ç✙❮⑧Ó❸❐①Õ×Ð⑥ÒÙ♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð★Ò♦➴✿á①ê Ð★Ò➱Ú

T
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ç✧Ö✸❐ ✡

L(c, c′) = Min{l(c, c′), c′ ∈ T }❮✢✤
l(c, c′)

Ð★Ò➱Ú①Ó❸ß❸Ð✕Õ×Þ❣í⑧ß❸Ð✕ç✪❮✥Õ✹✖úí✥❮✥ß✙Ö✸Õ×Ð❢❐❰Ð⑥Õ❣ÞãÖ✸ß❘Ú❺Õ×Ð⑥Ò➺Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð★Ò
c
Ð❁Ú
c′
➴✪➘îÐ✕ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✥í✥Ð❢Ü✎ê Ó❸ß❸Ð✚Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð
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v(c) = {c′ ∈ T /L(c, c′) ≤ R}
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υ(cij)

Ö✥Ò✹Òt❮✿Ù❁Þ×Û⑥Ò✂ÔØÕãÖØÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð
cij

ç✧Ö✸❐ ✡

υ(ci,j) = {ck,l\ | k − i | + | l − j |≤ R}á①ê Ð⑥ÒtÚ❺Õ❣Ð❢Ù♦Ö⑧Ò✂ì✥❮⑧ß❅û➺Ð♦Ó❸ð☎Ö✸ß✧ß
Ð❁Ú

υ(ci,j) = {ck,l\ | k − i |≤ 1 et | l − j |≤ R}á①ê Ð⑥ÒtÚ❺Õ×Ð✗Ù⑥Ö✥Òàå✼❮ú❮⑧❐❰Ð
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E = k
➴

ò①ß❃ç✙Ö✸❐✹Õ❣Ð✒Û♦í❘Ö✸Õ×Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✖Ü✿Ð❩Ù♦❮✥ß✣✮✧í⑧Ó❸❐❦Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß❃Ü✎ê Ó❸ß✳Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð❩Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✼Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð✒ç✧Ö✥❐✖Õ❚ê Ö✸ç✧ç❸Õ❣ÞãÙ♦Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß
e : T −→ E

✜⑧Ó✧Þ❒Ï Ö✥ÞöÚØÙ❁❮✥❐✹❐✹Ð⑥Ò❰ç✙❮⑧ß✧Ü✿❐✹Ð✖Ô♣Ù✒✑✧Ö ✜⑧Ó✧Ð☞Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð
c
Ü❸Ð

T
Ó✧ß❸Ð☞ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó✧❐✚ç❸❐✹ÞãÒtÐ❅Ü❸Ö✸ß✧Ò

E
✜❘Ó❸ÞÙ❁❮✥ß✙Ò➱Ú✹ÞöÚ✹Ó❸Ð♦❐❦Ö❴Õ❚ê Û❁Ú❦Ö✷Ú❺Ü✿Ð❢ÕãÖ❴Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð

c
ÔØÕ❚ê Þ×ß✧Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú

t
➴➘✲Ö✒Õ×Þ×ÒtÚ❰Ð✖Ü✿Ð★Ò❢Û❁Ú❦Ö✷Ú❦Ò❢ç✙Ð⑥Ó✿Ú✲✯♦Ú❰❐✹Ð✖Ü✿Û⑥Ò❰Þ❣í⑧ß❸Û♦Ð☎ç✙Ö✸❐✕Ü✿Ð★Ò❢Õ❣Ð♦ÚtÚ✹❐❰Ð★Ò♦äî❮⑧Ó➐ç✧Ö✸❐❢Ó❸ß✧Ð☞Ù❁❮⑧ð✡â❸Þ×ß✧Ö✸ÞãÒ❰❮✥ß➐Ü✿Ð☎ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó❸❐❦ÒÐ♦ß❘Ú❰Þ✹✘♦❐✹Ð⑥Ò✂❮⑧Ó●Ð⑥ß✧Ù❁❮⑧❐❰Ð✗Ü✿Û✔✮✙ß❸Þ❣Ð❢ç✙Ö✸❐àÓ❸ß❸Ð✕Ù♦❮✥ß✧Ü❸ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ßîä✿Ó❸ß❸Ð✕Ù♦❮✥Ó❸Õ×Ð♦Ó❸❐★ä✿Ð❁Ú❦Ù✸➴×➴❣➴

è✶ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð ✡

E = {0, 1, 2...., kE − 1}
Ö✯ì✥Ð★Ù

kE ∈ IN❮✥Ó
E = {blanc, noir...}❮✥Ó❅Ð♦ß✧Ù♦❮✥❐✹Ð
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∀t ∈ I , ∃ ! ei ∈ E
Ú❰Ð⑥Õ ✜❘Ó❸Ð

g(et(υ)) = ei
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❮ ✤
E = {e1, e2, ....ek}

Ð★Ò➱Ú❺Õ❱ê Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ❣Ð❢Ü✎ê Û❁Ú❦Ö✷Ú❺Ð♦Ú✂➮✟Ó❸ß✒Þ×ß⑧Ú✹Ð♦❐✹ì✷Ö✸Õ×Õ❣Ð❢Ü✿Ð✗Ú✹Ð♦ðØç✧ÒàÜ✿ÞãÒ❰Ù♦❐❰Ð♦Ú⑥➴Ý✿Þ
υ
Ð★Ò➱Ú➺Ü❸Ð❢Ú✹Ö✥Þ❣Õ×Õ❣Ð

n
ä
et(υ)

Ð⑥ÒtÚ➺Ó❸ß✼Û⑥Õ❣Û⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú①Ü✿Ð
En

ä
∀t ∈ I

➴ ✁①❮✥ß✧Ù
g
Ð⑥ÒtÚ①Ü✿Û✔✮✙ß❸Þ❣Ð✚Ü❸Ö✸ß✧Ò

En Ð❁Ú①Ð⑥ÒtÚÔ❴ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó✧❐✹ÒàÜ❸Ö✥ß✧Ò
E
➴➮✭Õ⑧Ð❁ï✿ÞãÒ➱Ú✹Ð❒Ü✿Ð⑥ÒîÏÑ❮✥❐✹ðØÐ⑥Òîç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Þ✛✘⑥❐❰Ð★ÒîÜ✿Ð✾❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð★ÒîÜ✿Û♦Ú❰Ð♦❐✹ðØÞ❣ß✧Þ×ÒtÚ❰Ð★Ò♦➴✸á❑❮✥ß✧Ò❰ÞãÜ✿Û♦❐✹❮✥ß✧Ò❊ÕãÖ✂ÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß

g
✡
En → EÜ❸Û✔✮✧ß❸Þ×Ð❢ç✧Ö✥❐

g(et(υ(c))) = ϕ

(

n
∑

i=1

αiet(ci)

)

= et+1(c)

❮ ✤
αi

Òt❮⑧ß⑧Ú❒Ü❸Ð⑥Ò✶Ð⑥ß⑧Ú✹Þ❣Ð⑥❐✹Ò❒Ù❁❮✥ß✙Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú✹Ò✶Ð♦Ú
ϕ
Ð⑥ÒtÚ❒Ó❸ß❸Ð➺Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ×Ù⑥Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ßØÔ✗ì✷Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐✹Ò❒Ü❸Ö✸ß✧Ò

E
➴⑧➷❺Þ×ß✧Ò❰Þ✧❮⑧ß☎❮✥â✿Ú✹Þ❣Ð⑥ß⑧Úý Ó❸ß❸Ð✕Ù♦Õ×Ö⑧Ò❰Ò❰Ð❢Ü✿Ð❢❐✤✘♦í✥Õ×Ð⑥ÒàÜîê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð★ÒàÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥ÒàÜ❸ÞöÚ✹Ð⑥Ò ✑✔✠☞✠☞✓✕✞✦✓✜✌✝☛ ✤ Ü❸Ö✥ß✧ÒàÕ×Ð✕Ù♦Ö⑧Ò✂❮✢✤

ϕ
Ð★Ò➱Ú❺Ó✧ß❸Ð✕Ö✸ç✿ýç✧Õ❣ÞãÙ♦Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❅Õ❣Þ×ß❸Û⑥Ö✥Þ❣❐✹Ð✥➴ý Ó❸ß❸Ð❢Ù♦Õ×Ö⑧Ò❰Ò❰Ð❢Ü✿Ð✗❐✙✘⑥í✥Õ×Ð⑥ÒàÜ✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥Ò✂Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★ÒàÜ✿Þ❣Ú❰Ð⑥Ò ✞✦✄✝✞✦✑✔✫✶✓✜✤✦✞✦☛ ✤ Ü❸Ö✸ß✧Ò✂Õ×Ð✕Ù♦Ö⑧Ò✟❮✢✤

αi = 1, ∀i
➴

✖ ✥✞✌✝✫✶☛✍✤✸✩☞✎ ✄✝✱✬✑ ✱☞✓✶✫✜✓✶✤✘✞✥☛✍✤➘✲Ð⑥Ò✶❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð★Ò✝ç❸❐❰❮⑧â✧Ö✸â✧Þ❣Õ×Þ×ÒtÚ❰Ð★Ò❍ÏÑ❮✥❐✹ðØÐ♦ß❘Ú✶Ó❸ß❸Ð➺Ù♦Õ×Ö⑧Ò❰Ò❰Ð✟Ú❰❐✤✘⑥Ò✶Þ×ðØç✙❮⑧❐tÚ❦Ö✸ß❘Ú❰ÐàÜ✿Ð➺❐✙✘⑥í✥Õ×Ð⑥Ò✶Ü✿Ð✂Ú✹❐✹Ö✥ß✧ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß✲➴ ✁①Ö✥ß✧Ò✾Ù♦ÐÙ⑥Ö✥Ò✂ÕãÖ❴ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß
g
ßîê Ö❴ç✧Ö✥Ò❺Ð❁ï❸Ö✥Ù❁Ú❰Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú❺Ó✧ß✒Ò❰Ð♦Ó✧Õî❐❰Û★ÒtÓ✧ÕöÚ❦Ö✷Ú❺ç✪❮✥Ó❸❐❺Ù✒✑✧Ö ✜❘Ó❸Ð✗Ú ✖úç✙Ð✕Ü✿Ð❢ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✥í✥ÐóðØÖ✥Þ×ÒÏÑ❮⑧Ó❸❐✹ß❸ÞöÚàÓ❸ß✧Ð❢❮✥Ó❅ç❸Õ❣Ó✙ÒtÞ×Ð♦Ó❸❐❦Ò✂ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó❸❐❦Ò✂ç✪❮⑧Ò✹ÒtÞ×â❸Õ×Ð⑥Ò✂Ö✯ì✥Ð★Ù①Ü✿Ð★Òàç❸❐✹❮✥â✧Ö✥â❸Þ×Õ❣Þ❣Ú❰Û★Ò✟Ö⑧Ò❰Ò❰❮✿Ù❁Þ×Û♦Ð★Ò♦➴✧ò①ß❅ç✙Ð⑥Ó✿Ú①Ü✿Û★Ù❁❐✹Þ❣❐✹ÐÙ♦Ð❁Ú❰Ú❰Ð❢❐✤✘♦í✥Õ×Ðóç✧Ö✸❐àÓ❸ß✧Ð✗ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð✗Ú❰❐❦Ö✸ß✧Ò❰Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß

F
Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ×Ð❢ç✧Ö✸❐

F :
En × E → [0, 1]
(et(υ), ei) → pi❮ ✤

pi

Ð⑥ÒtÚ❺Õ×ÖØç✧❐❰❮⑧â✧Ö✸â❸Þ×Õ×ÞöÚ✹Û✕Ü✎ê ❮⑧â✿Ú❰Ð⑥ß❸Þ×❐❺Õ❚ê Û❁Ú❦Ö✷Ú
ei

ç✧Ö✸❐❰Ú✹Ö✥ß❘Ú➺Ü✎ê Ó✧ß❸Ð✕Ù❁❮⑧ß✣✮✧í✥Ó✧❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð❢ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð
υ
Ü❸ÐÚ❦Ö✸Þ×Õ❣Õ×Ð

n
Ü❸❮✥ß❸ß❸Û⑥Ð✗ç✧Ö✸❐

et(υ) ∈ En
Ö✯ì✥Ð★Ù

k
′

∑

i=1

F (et(υ), ei) = 1

Û♦Ú✹Ö✥ß⑧ÚàÕ×Ð❢ß❸❮✥ð✚â❸❐✹ÐóÜ✿Ð✗Ú✹❮✥Ó✧Ò✂Õ×Ð⑥Ò❺Û❁Ú✹Ö✸Ú✹Ò✂Ð⑥ß❘ìúÞãÒ❰Ö✥í✥Û★Ò♦➴
✁①Ð⑥Ò✂Ð♦ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð⑥Ò❺Ò❰Ð♦❐✹❮✥ß❘ÚàÜ✿❮✥ß❸ß✧Û⑥ÒàÜ❸Ö✥ß✧Ò✂Õ×Ö☎Ò❰Ó❸Þ❣Ú❰Ð❢Ü✿Ð✕Ù♦Ð✗Ù✒✑✙Ö✸ç❸Þ❣Ú❰❐✹Ð✥➴
✘✓✙✚✘✝✙✁� ✟ ☞✑✍ ✡✳✴ ✌ ✴✎☞✑✍ ✧ ✫✮✲✄✂ ✱✡✴ ✝ ✴ ✌ ✥★✧
✃❍❮⑧Ó❸❐✾Ó❸ß❸Ð❺Ù⑥Ö✸❐❦Ö✥Ù❁Ú❰Û♦❐✹ÞãÒ❰Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✚Ò❰ç✧Ö✸Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð❺Ù❁❮✥ðØç❸Õ✹✘❁Ú✹Ð❺Ü✎ê Ó❸ß✖Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð❺Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð⑧ä✸❮✥ß☎Ö✗â✪Ð⑥Ò❰❮✥Þ×ßØÜ❸Ð➺Ü✿Û✔✮✙ß❸Þ❣❐Ü❸Ð⑥Ò❴Ù❁❮✥ß✙Ü✿ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✧Ò❴Ö✸Ó✿ï➁Õ×Þ❣ðØÞ❣Ú❰Ð⑥ÒØÜ✿Ó➇❐❰Û★ÒtÐ★Ö✸Óî➴✝è✾ß➸Ú✤✑❸Û♦❮⑧❐❰Þ×Ð✥ä✝Õ❱ê Ð★Òtç✧Ö⑧Ù❁Ð☞Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð☞ç✪Ð♦Ó✿Ú ✯❁Ú✹❐❰Ð●Þ❣ß✚✮✧ß❸ÞàÖ✸Ó✿ýÚ✹❐❰Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú①Ü✿Þ❣Ú➺ß❸❮⑧ß✼â✙❮⑧❐❰ß❸Û⑧➴❊á❑❮⑧ð❴ðØÐ✕ç✪❮✥Ó✧❐❺Ú❰❮⑧Ó✿Ú①Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ✡Ü✎ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ßîä✧Õ❣Ð★Ò➺Ù❁❮⑧ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò①Ö✸Ó✿ï❅Õ❣Þ×ðØÞöÚ✹Ð⑥ÒÜ❸❮✥Þ×ì✥Ð♦ß❘Ú ✯♦Ú❰❐✹Ð❺ç❸❐✹Û⑥Ù♦Þ×Ò❰Û♦Ð★Ò✾ç✪❮✥Ó❸❐❑Õ×Ö✚ÒtÞ×ð✡Ó❸ÕãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✖Ü✿Ð⑥Ò❑ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð⑥Ò❑Ü❸Ö✸ß✧Ò❑Õ×Ð①Ù♦Ö⑧Ò✾❮ ✤☎Õ❣ÐóÜ✿❮✥ð☎Ö✸Þ×ß❸Ð➺Ò❰ç✧Ö✸Ú❰ÞãÖ✸Õ✪Ð⑥ÒtÚâ✪❮✥❐✹ß❸Û⑧➴✙á❑Ð♦Õ×Õ❣Ð★Ò➱ý✭Ù❁Þ✎ç✪Ð♦Ó❸ì⑧Ð♦ß❘Ú✦✯❁Ú✹❐❰Ð❢ç✪Û♦❐✹Þ❣❮✿Ü✿Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò⑥ä✿❐✹Û ✼✧Ð♦ïúÞ×ì✥Ð★Ò♦äú❮⑧Ó ✮❸ï✿Ð★Ò✬★Ñì✥❮⑧Þ❣❐✕✮✙í✥Ó❸❐✹Ð ★ ✬ ➴❀✳ ✪ ✪✫➴
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✄ ☛ ✤ ✖ ✄✳✷✟✠☞✓✕✞✥✓✜✄✳✷✟✤✡✑✔✆ ☎ ✫✶✓✜★✵✓✜✞✦☛ ✤ ✁ ☎ ☛✍✤ ➴✿è✾Õ×Õ❣Ð★ÒàÙ❁❮⑧❐❰❐✹Ð⑥Ò❰ç✙❮⑧ß✧Ü✿Ð⑥ß⑧ÚàÖ✸Ó❸ï☞Ù❁❮✥ß✙Ü✿ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✧ÒàÜ✿Ð ✁①Þ❣❐✹Þ×Ù✒✑✧Õ❣Ð♦Ú❺❐❰Ð⑥ß✿ýÙ❁❮✥ß❘Ú✹❐❰Û⑥Ð⑥Ò✟Ü❸Ö✸ß✧Ò✟ÕãÖ✕❐✹Û⑥Ò❰❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß●Ü✿Ð⑥Ò✟Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò✂Ö✥Ó✿ï✖Ü✿Û♦❐✹Þ❣ì⑧Û♦Ð★Ò❒ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ❣Ð⑥Õ❣Õ×Ð⑥Ò⑥➴✿➘✲Ö✚Òt❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß☞Ð★Ò➱Ú✂â✧Ö✥Ò❰Û♦Ð✗Ò❰Ó❸❐Õ❣Ð❴Ï Ö✸Þ❣Ú✕Ü✿ÐØ❐✹Ö ✫➱❮✥Ó✿Ú✹Ð♦❐✗ÒtÓ✧❐❢Õ❣Ð★Ò①â✪❮✥❐❦Ü❸Ò❢Ü✿Ó✱❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✸Ó✺Ó❸ß✱Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ❣ÐØÜ✿Ð☎Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð⑥Ò✗ìúÞ×❐tÚ✹Ó❸Ð♦Õ×Õ❣Ð★Ò♦➴✲ò①ß✱Þ❣ðØç✪❮⑧Ò❰ÐÖ✸Õ×❮✥❐❦Ò❑Ó✧ß❸Ð❢ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó❸❐❺Ü✎ê Û❁Ú❦Ö✷Ú❺Ù❁❮⑧ß✧ÒtÚ✹Ö✸ß❘Ú✹Ð✗ÔØÙ♦Ð⑥Ò❺Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÖ ✫➱❮✥Ó✿Ú✹Û♦Ð★Ò♦➴

✁✖✂✆☎✞✝✟❇✲➚✄✂✺☛ ✠✖✮✫r❒✦✷✵✷✻✿✮✥❄✶✩✹✢✪✩t✬✹✤✧❄❾✰✲✮ ✹❘④✾✮✥✉ ✹❘④✶✮✷✻➐s✷✤✧❄❒✰✪✬✭✩t✬✹✤✧❄✝✻✺✢✪④✆☎❃✉✈✬✭❂➁✬✭✩❁✮✷✻

✘✝✙✚✘✝✙✞✝ ✟ ☞✑✍✠✟ ✏ ✲ ✵✶✫✎✌ ✴ ☞ ✍ ✴ ✍✳✴ ✌ ✴✡✫ ✱✡✥
➘îÐ✕ç✪❮✥Þ×ß❘Ú①Ü✿Ð✡Ü✿Û⑥ç✧Ö✸❐❰Ú①Ü✎ê Ó❸ß❸Ð✚ÒtÞ×ð✡Ó❸ÕãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✼Ð⑥ÒtÚ➺Ó❸ß❸Ð✚Ù❁❮✥ß✚✮✧í✥Ó❸❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß●Þ×ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð✚Ü✿Û✱✮✧ß❸ÞãÒ❰Ò✹Ö✸ß❘Ú★ä❸ç✙❮⑧Ó❸❐❺Ú✹❮✥Ó✿Ú✹ÐÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð

c
ä✶Ó✧ß➟Û♦Ú✹Ö✷Ú

e0(c)
➴✟á❑Ð♦ÚtÚ❰Ð✼Ù♦❮✥ß✣✮✧í⑧Ó❸❐❦Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß➇ç✙Ð⑥Ó✿Ú ✯❁Ú❰❐✹Ð✼Ù❁❮⑧ß✧ÒtÞãÜ✿Û⑥❐❰Û⑥Ð●Ü✿Ð❅Ï Ö✒✑♦❮✥ß❃Ö✸Õ×Û⑥Ö✷Ú✹❮✥Þ×❐❰Ð⑧ä✌❮⑧ÓÜ✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð✗ç✧Ö✸❐àÓ✧ß❸Ð✗ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ù❁❮⑧ß❸ßúÓ❸Ð✗❮✥Ó✼Ô❴Ð⑥ÒtÚ❰Þ×ð❴Ð⑥❐⑥ä❸Ü❸Û✔✮✧ß❸Þ×Ð❢ç✧Ö✥❐

e0 :
T → E
c→ e0(c)

❮✢✤
e0(c)

Ð★Ò➱Ú❺Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✸Ú➺Ü✿Ð✗Õ×Ö☎Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð
c
Ô✚Õ❱ê Þ❣ß✧ÒtÚ✹Ö✥ß❘Ú✟Ú☛✡ ✹ ➴

✞✠✟✌☞ ✂ ✞✡✠ ✗ ✎✒✑✗✌✏✎ ✙✑✒✖✠☞✎✍✎★✌✏✎ ✕✟✞✡✠ ✗ ✎✜✓ ☛ ✠ ✎✍✌✏✎ ✙✑✌✓✒✔✒ ✗ ✒✖✠ ✛✢✑ ✌✏✎
✘✝✙✑☎✏✙✜✛ ✍ ✲ ✌ ☞ ✝ ✫✎✌ ✥★✧ ✭✯✥★✱✡✱✡✲✳✱✡✫✮✴✁✵✶✥★✧ ✍ ☞✑✍✏✎ ✧ ✌ ✫ ✌ ✴ ☞✑✍ ✍ ✫ ✴✁✵ ✥★✧
➘îÐ⑥Ò✡Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð★Ò✕Ü✎ê Ó❸ß➁Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð✖Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰ÐØß❸❮⑧ß✿ý ÒtÚ✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❸ß✙Ö✸Þ×❐❰Ð❴ðØÐ❁ÚtÚ✹Ð♦ß❘Ú✚Ô ✫➱❮✥Ó✧❐✕Õ❣Ð⑥Ó❸❐❦Ò✗Û❁Ú✹Ö✸Ú✹Ò✕Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘ÚÓ❸ß❸Ð❢❐✤✘♦í✥Õ×Ð✗Ü✿Ð❢Õ×Ö✚ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ

et+1(c) = gt(et(vt(c)))❮✢✤
gt

Ð❁Ú
vt

Ü✿Û♦ç✪Ð♦ß✙Ü✿Ð♦ß❘Ú➺Ü✿Ó❅Ú❰Ð⑥ðØç✧Ò
gt : ε× T → ε



� � á ✑✧Ö✸ç✧ÞöÚ✹❐❰Ð ✬ ➴✄✂ ✡ ☞✆☎✞✝ ✑✠✟✞✡✓✞✠✑✒✡✓✆ ☞✆☛☞✟✌✟✎✍✏✟ ✞✒✑✞✓✔☛☞✟✌✟✖✕✗✡✓✞✠✑✒✡✙✘ ✞✒☛✞✓✚✕☎✡✓✟✛☛✞✝✜✟✢✕✗✡✓✟✣✡✎✍ ✞ ✡✤✓✔✡✎✞✥☛☞✟ ✏✦☛✞✝✧✝ ✍★✝✩✡✎✑ ✟✛☛✎✟

vt : T × T → T nü Ó❸ß✒Þ❣ß❘Ú✹Ð♦❐✹ì✯Ö✥Õ❣Õ×Ð❢Ü✿Ð✗Ú❰Ð⑥ðØç✧Ò❺Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û✥➴❸➘✲Ð⑥ÒàÜ✿Û♦Ú✹Ö✥Þ❣ÕãÒ❺Ò❰❮✥ß❘ÚàÐ❁ï✿ç✙❮❘ÒtÛ★Ò✂Ü❸Ö✸ß✧Ò✗✓ ✬ ä ✱✻✰ ✕ ➴
✘✓✙✑☎✏✙ ✘ ✍ ✲ ✌ ☞ ✝ ✫ ✌ ✥★✧ ✭✯✥★✱✡✱✡✲✳✱✡✫✮✴✁✵✶✥★✧ ✫✮✧✁� ✍ ✭✄✂ ✵ ☞✑✍✳✥★✧
ë➺ß♣Ö✸Ó❸Ú❰❮✥ð☎Ö✸Ú❰Ð✚Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✕Ð⑥ÒtÚóÜ❸ÞöÚ❢Ö✥Ò✙✖úß✧Ù✒✑❸❐✹❮✥ß❸Ð❢Õ×❮✥❐❦Ò✙✜❘Ó❸Ð✡Õ×Ö☞ð❴ÞãÒ❰Ð✚Ô✬✫➱❮⑧Ó❸❐✗Ü✿Ð⑥Ò①Û❁Ú❦Ö✷Ú✹ÒóÜ✿Ð❴ÒtÐ★Ò①Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð⑥Òß✲ê Ð★Ò➱Ú❍ç✧Ö✥Ò✝Ò❰Þ❣ð✚Ó❸ÕöÚ❦Ö✸ß❸Û⑥Ð✥➴✥á❑Ð❑Ú ✖❘ç✪Ð✂Ü✎ê ➷➺á➐Ð⑥ÒtÚ❍Ò❰❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ß❘Ú✌Ó❸Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒtÛàÜ❸Ö✥ß✧Ò✌Õ❣Ð★Ò✌ð☎Ö⑧Ù✒✑❸Þ❣ß✧Ð⑥Ò✝Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥Ò ✓ ✬✺✹ ä✻✳ ✵ ✕ ➴
✘✓✙✑☎✏✙✆☎ ✍ ✲ ✌ ☞ ✝ ✫ ✌ ✥★✧ ✭✯✥★✱✡✱✡✲✳✱✡✫✮✴✁✵✶✥★✧✆☎ ✝ ☛✞✝ ☞✮✴✡✵ ✥★✧
➘✲Ð♦Ó❸❐✂ÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü❸Ð✗Ú❰❐❦Ö✸ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß❅Üîê Û♦Ú✹Ö✷Ú❺Ð★Ò➱Ú❺Ü✿Ó❅Ú ✖úç✪Ð

et+1(c) = f(et(v(c)), et−1(v(c)), ..., et−m(v(c)))❮ ✤●ð Ð⑥ÒtÚ❺Ö✸ç❸ç✪Ð♦Õ×Û♦Ð✕Ù⑥Ö✸ç✧Ö⑧Ù❁Þ❣Ú❰Û❢Ü✿Ð✗ðØÛ♦ðØ❮✥Þ×❐❰Ð❢Ü✿Ð❢ÕãÖØÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð
c
✓ ✶❄✰✿ä ✵ ✹✘✕ ➴

✘✓✙✑☎✏✙✑✏ ✍ ✲ ✌ ☞ ✝ ✫ ✌ ✥★✧ ✭✯✥★✱✡✱✡✲✳✱✡✫✮✴✁✵✶✥★✧✞✝ ☞✮✲✳✧
á①ê Ð⑥ÒtÚ✶Ó❸ß❸Ð✂ì✥Ð⑥❐✹Ò❰Þ×❮✥ß✡Ù♦❮✥ß❘Ú❰Þ×ßúÓ❸ÐàÜ✿Ð⑥Ò✶Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð★Ò✝Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥Ò✝Þ×ß⑧Ú✹❐❰❮✿Ü✿Ó✧ÞöÚ✹Ð✟ç✙Ö✸❐❍Õ❚ê Þ×ß❘ì⑧Ð⑥ÒtÚ❰Þ×í⑧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✡Ü✿Ð★Ò✶Ù❁❮⑧ð✚ýç✪❮✥❐❰Ú❰Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✹Ò①Ù❁❮✥ðØç❸Õ×Ð❁ï✿Ð★Ò ✓ ✶❄✰ ✕ Ð❁ÚóÕ❚ê Û❁Ú✹Ó✧Ü✿Ð❴Ü✿Ð✡Õ❱ê Þ×ðØç✧Ö✥Ù❁Ú✗Ü❸Ð⑥Ò❺ç✪Ð♦❐❰Ú❰Ó✧❐❰â✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò ★ Ò❰❮✥Ó❸❐❦Ù❁Ð★Ò➺Ü✿Ð✚â❸❐✹Ó❸ÞöÚ★ä❊Ð♦❐❰ý❐✹Ð♦Ó✧❐✹Ò✂Ü✿Ð✕Ù⑥Ö✸ÕãÙ❁Ó❸Õ❱ä❣➴×➴×➴ ✪✟Ò❰Ó❸❐❺Õ❱ê Û⑥ì✥❮✥Õ×Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß●Ü✿Ð❢Õ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð❢Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð✗Ü❸Þ×Ò✹Ù❁❐✹Ð❁Ú ✓ ✶★✭ ✕ ➴ë➺ß✼Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð✗Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð ✼✙❮✥Ó✒Ð⑥ÒtÚàß❸❮✸Ú✹Û
A = (T , [0, 1], v, f)

❮✢✤ ✡

T
Ð★Ò➱ÚàÓ❸ß✒❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✸Ó❅Ü✿Ð✕Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß✼Ü✎➴

➘❒ê Û♦Ú✹Ö✸ÚàÜ❸Ð✕Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð❢Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð✗Ð⑥ÒtÚ➺Ü❸Ö✸ß✧Ò✂Õ❱ê Þ❣ß❘Ú❰Ð⑥❐❰ì✷Ö✥Õ❣Õ×Ð ✓ ✹ ä ✭ ✕ ➴
v : T → T n

Ð⑥ÒtÚàÓ❸ß❅Ú ✖úç✙Ð✕Ü✿Ð❢ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✥í✥Ð①Ü❸Ð✗Ú✹Ö✸Þ×Õ×Õ❣Ð✗ßî➴
f : [0, 1]n → [0, 1]

Ð⑥ÒtÚàÕ×Ö✚ÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✒Ü❸Ð✗Ú❰❐❦Ö✸ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ßî➴
f
Ð★Ò➱Ú✟Ó❸ß❸Ð①ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✖Ô✕ì✷Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐✹Ò❒❐❰Û⑥Ð♦Õ×Õ❣Ð★Ò✾❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❦Ö✸ß❘Ú❒ÕãÖ✗ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß☞Ü❸Þ×Ò✹Ù❁❐✤✘❁Ú✹Ð①Ò❰Ó❸❐

E
Ð⑥ß☞ÒtÐ①â✧Ö✥Ò✹Ö✸ß❘Ú❑Ò❰Ó❸❐Ü❸Ð⑥Ò❢ç❸❐✹Þ×ß✧Ù❁Þ×ç✙Ð★Ò✡Ü✿Ð☎Õ×❮✥í⑧Þ✹✜❘Ó❸Ð ✼✙❮✥Óî➴✲➘✲Ð⑥Ò✚Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥Ò❢Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★Ò ✼✧❮⑧Ó✧Ò✕Ò❰❮✥ß❘Ú✡Ö✸ç❸ç✧Õ❣Þ✧✜❘Ó❸Û⑥Ò✕Ô✒ÕãÖ❅Ú✙✑✧Û♦❮✥❐✹Þ×ÐÜîê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð★ÒàÜ✿Ð♦ç❸Ó✧Þ×Ò✂Õ×❮✥ß❸í✥Ú❰Ð⑥ð❴ç✙Ò✗✓ ✱ ✬ ä★✱✻✰❸ä ✳ ✵✿ä ✵ ✹✘✕ ➴

✘✓✙✑☎✏✙✁� ✍ ✲ ✌ ☞ ✝ ✫ ✌ ✥★✧ ✭✯✥★✱✡✱✡✲✳✱✡✫✮✴✁✵✶✥★✧✆✂✳✴ ☛ ✵✶✫ ✵ ✭✄✂✳✴✠✟✝✲ ✥★✧
Ý✿❮✥Þ×Ð♦ß❘Ú

A0,A1, ...,Ap

Ó❸ß❸Ð❢Ò❰Ó❸Þ❣Ú❰Ð ✮✧ß❸Þ×Ð✕Ü✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥ÒàÙ♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð⑥Ò✟ðØ❮✥ß❸❮✿Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð⑥Õ×ÒàÖ✯ì⑧Ð⑥Ù ✡

Ai = (Ti, E , vi, fi), 0 ≤ i ≤ p, p ∈ IN.

• Ti

✡❸Ó❸ß●Ú❰❐✹Ð♦Þ×Õ×Õ❣ÞãÒ❺Ü✿Ð
pi

Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð★Ò♦ä
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• E
✡✿Ó❸ß✒Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ×Ð✗Üîê Û♦Ú✹Ö✷Ú➺Ü❸Ð✕Ù♦Ö✸❐❦Ü✿Þ×ß✧Ö✸Õ

k
ä

• vi

✡❸Ó✧ß❅ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✥í✥Ð①Ü❸Ð✗Ú✹Ö✸Þ×Õ×Õ❣Ð
ni

• fi

✡✿Ó✧ß❸Ð✗ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✼Ü✿ÐóÚ❰❐❦Ö✸ß✙ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ßî➴
♣

➮✭Õ ✖❅Ö
kni

Ù♦❮✥ß✣✮✙í✥Ó❸❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✂ç✙❮❘Ò❰Ò❰Þ×â❸Õ❣Ð★Ò❺Ü✿Ó✼ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✸í⑧Ð✗ç✙❮⑧Ó❸❐
Ai

✜⑧Ó✧Þ✲ç✪Ð♦Ó❸ì⑧Ð♦ß❘Ú✥✯❁Ú✹❐❰Ð✕Ù♦Õ×Ö⑧Ò❰Ò❰Û♦Ð★ÒàÜ❸Ö✸ß✙ÒÓ❸ß✒❮✥❐❦Ü✿❐❰ÐóÕ×Ð❁ï✿Þ×Ù♦❮✥í⑧❐✹Ö✥ç✚✑❸Þ✧✜⑧Ó✧Ð①ç✧Ö✥❐ ✡

v :
Eni → {1, 2, ..., kni}
w → j

v
Ö✥Ò✹Òt❮✿Ù♦Þ❣Ð✗ÔØÙ✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð❢Ù❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß●ç✙❮❘Ò❰Ò❰Þ❣â✧Õ❣Ð❢Ü✿Ó✒ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß✧Ö✸í⑧Ð➺Ó❸ß✒Ð♦ß❘Ú✹Þ❣Ð⑥❐

j
➴

♣
➘✲Ö✚ÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß

fi :
Eni → E
j → vi,j

★Ñ❮✢✤
j
❐✹Û❁Ï ✘⑥❐❰Ð❢Ô❴ÕãÖ

jime
Ù♦❮✥ß✣✮✙í✥Ó❸❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß●Ü✿Ó✒ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß✧Ö✸í⑧Ð✴✪Ð⑥ÒtÚ❺Þ×Ü✿Ð⑥ß❘Ú❰Þ✛✮✧Û♦Ð✗ç✧Ö✥❐àÕ❣Ð❢ì⑧Ð⑥Ù✫Ú✹Ð♦Ó❸❐

Vi = (vi,j)1≤j≤kni

➴➷❺Þ×ß✧ÒtÞúÓ❸ß✧Ð✟Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð❒ç✙Ö✥Ò✹ÒtÐ✟Ô❺Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✷Ú
vi,j

Ö✸Ó❢Ú✹Ð♦ðØç✧Ò
t+1

Ò❰Þ❘Ò❰❮✥ß✕ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✥í✥Ð✾Ð★Ò➱Ú❍Ô❺Õ❱ê ❮⑧❐✹Ü✿❐✹Ð
j
Ô➺Õ❚ê Þ❣ß✙Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú

t
➴

➘✲Ö♣Ù♦❮✥ß✧ÒtÚ❰❐✹Ó✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß➸Ü✎ê Ó❸ß➟Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð❅Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð ✑✧Þ❣Û⑥❐✹Ö✥❐✹Ù✒✑❸Þ✧✜❘Ó❸Ð
A = (A0,A1, ...,Ap)

Ð⑥ÒtÚ✚❮⑧â✿Ú❰Ð⑥ßúÓ❸Ðç✧Ö✸❐àÕ×Ð❢Ù❁❮✥Ó✧ç❸Õ×Ö✥í✥Ð❢Ü✿Ð
Ai

Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
Ai+1

Ù❁❮⑧ðØð❴Ð❢Ò❰Ó❸Þ❣Ú ✡➘îÐ☞ì⑧Ð⑥Ù❁Ú❰Ð♦Ó✧❐
Vi

Ð★Ò➱ÚØÞãÜ✿Ð♦ß❘Ú❰Þ✛✮✧Û✒Ô✼Ó❸ß❸Ð✒Ù❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß➁í⑧Õ❣❮⑧â✧Ö✸Õ✟Ü✿Ð
Ai+1

➴❒á ✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð❅Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð
ci

Ü✿Ð
AiÙ♦Ö✸ÕãÙ❁Ó✧Õ❣Ð❢Ò❰❮✥ß❅Û❁Ú✹Ö✸Ú➺Ô❴Õ❚ê Þ❣ß✙Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú

t+ 1
ÒtÐ⑥Õ❣❮⑧ß●ÕãÖ✚ÏÑ❮✥❐✹ð✡Ó❸Õ×Ð ✡

et+1(ci) = f(et(vi(ci)), e
t
i+1(T ))❮✢✤

i = 0, ..., p − 1
ä✎Ð❁Ú

et
i+1(T )

Ü✿Û★ÒtÞ×í✥ß❸ÐØÕãÖ✼Ù❁❮⑧ß✣✮✧í✥Ó✧❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✺Ü❸Ð
Ai+1

Ô✒Õ❚ê Þ×ß✧Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú
t
➴✲➘✲Ð⑥Ò❢Ü✿Û♦Ú✹Ö✸Þ×ÕãÒÒt❮⑧ß⑧ÚàÐ♦ïúç✪❮⑧Ò❰Û⑥ÒàÜ✧Ö✸ß✧Ò✗✓ ✬✖✕ ➴

✘✝✙✑☎✏✙✞✝ � ✫✂✁ ✧ ✲ ✵ ✵ ☛★✧ ✥★✫✮✲ ✥✍✌ ✫✮✲ ✌ ☞ ✝ ✫✎✌ ✥★✧ ✭ ✥★✱✡✱ ✲ ✱✡✫ ✴✁✵ ✥★✧
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♠
ë❺ß☞ç✧❐❰Þ×ß✧Ù❁Þ×ç✪ÐóÜ✎ê Ð❁ï❸Ù♦Õ❣Ó✧Ò❰Þ×❮✥ß●Ö⑧Ò❰Ò❰Ó❸❐❦Ö✸ß❘Ú ✜❘Óîê Þ❣Õ✎ß✧Ð①ç✪Ð♦Ó✿Ú✦✖✖Ö✯ì⑧❮✥Þ×❐❒ç❸Õ×Ó✧Ò✂Ü✎ê Ó❸ß❸Ð✗ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð①Ü✧Ö✸ß✧Ò✟Ó❸ß✒ÒtÞ❣Ú❰ÐÐ♦Ú❺Ó❸ß❸Ð❢Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û★Ò♦➴ë➺ß❸Ð✖❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð✖Ü✿Ð✖Ú❰❐❦Ö✸ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß➐❐❰Û⑥í✥ÞãÒ❰Ò✹Ö✸ß❘Ú❢Õ❚ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß➁Ü✎ê Ó❸ß➁ç✚✑✧Û♦ß❸❮⑧ð✶✘⑥ß❸Ð☞Ü✿Ð●Ü✿Þ ✓❊Ó✧Ò❰Þ❣❮⑧ß➁Ð⑥ÒtÚ✚Ü✿Þ×ìúÞ×Ò❰Û♦Ð✖Ð⑥ßÜ❸Ð♦Ó✿ï☞ç✻✑✧Ö✥Ò❰Ð⑥Ò ✡

✁ ☎☞✑✔✤✥☛✪✠✟☛ ✩☞✎✒✄✣✩✬✑ ✌✳✑ ✞✦✓✶✄✝✷ ✡✎Ù✒✑✧Ö ✜⑧Ó✧Ð✚ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð✚Ò❰Ð❴Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁ÐØÖ✯ì✥Ð★Ù✕Ó❸ß✧Ð✚ìúÞ❣Ú❰Ð⑥Ò✹Ò❰Ð✚â❸Þ×Ð♦ß✱Ü✿Û✔✮✙ß❸Þ❣ÐØì⑧Ð♦❐❦ÒÓ✧ß❸Ð❢Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð❢ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß❸Ð⑧➴
✁ ☎☞✑✔✤✥☛ ✠☞☛✵✎✒☛ ✠✟✓✶✤✘✞✦✎✒✓✕✱✬✆✴✞✥✓✜✄✳✷ ✡îÕ❣Ð★Ò✕Ù❁❮⑧Õ❣Õ×ÞãÒtÞ×❮✥ß✧Ò❢Ü✧Ö✸ß✧Ò❢Õ×Ð✖Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐ☎❐❰Û⑥Ð♦Õ ✜❘Ó❸Þ❑Ù♦❮✥ß✧Ü❸Ó❸Þ×Ò❰Ð♦ß❘Ú✕Ô✒Ó❸ß❸Ð☞❐❰Û♦ý❮⑧❐❰Þ×Ð♦ß❘Ú❦Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß❅Ü✿Ð⑥Ò❺ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÒ❰❮✥ß❘Ú✂Ú❰❐❦Ö✥Ü❸Ó❸ÞöÚ✹Ð⑥ÒàÜ❸Ö✥ß✧ÒàÕ×Ð⑥Ò✂ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð⑥Ò➺Ü✎ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð★ÒàÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★Ò❑ç✙Ö✸❐àÓ❸ß❸ÐÖ ✓✪Ð★Ù✫Ú❦Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß●Ü✎ê Ó✧ß❸Ð①ìúÞ❣Ú❰Ð★Ò❰Ò❰Ð①Ö✥Õ❣Û★Ö✷Ú❰❮⑧Þ❣❐✹Ð➺Ô❴Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð➺ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×ÐóÐ❁ÚàÙ❁Ð⑥Ù♦Þ✙Ð⑥ß✖Ú✹Ð♦ß✧Ö✥ß⑧ÚàÙ❁❮⑧ðØç✿Ú❰ÐóÜ✿Ó●ç✧❐❰Þ×ß✧Ù❁Þ×ç✪ÐÜîê Ð♦ï✿Ù♦Õ❣Ó✙ÒtÞ×❮✥ßî➴➘❒ê Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ×Ù⑥Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß❅❐✹Û♦ç✪Û❁Ú✹Û♦Ð❴Ü✿Ð⑥Ò➺ç✚✑✧Ö✥Ò❰Ð⑥Ò①Ü✿Ð✡ç✧❐❰❮⑧ç✧Ö✸í❘Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß❅Ð❁Úó❐❰Ð★Ü✿ÞãÒ➱Ú✹❐❰Þ×â❸Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß✼í✥Û♦ß✻✘♦❐✹Ð❢Ó❸ß♣Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚÖ✥Õ❣Û★Ö✷Ú✹❮✥Þ×❐❰Ð✗Ü✿Ð❢Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð✗ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð ★ ì✥❮⑧Þ❣❐ ✮✧í⑧Ó❸❐❰Ð ★ ✬ ➴ ❁ ✪ ✪❁➴



ÝúÐ⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß ✬ ➴✸✷✿➴ ☎ ✕ ✕✁✝ ✑✒✏✦✡✎✞ ✑✒✡✎✆ ☞✎✍ ✓ ✡ ☞✆✑✞✝✩☛ ☞ ☎ ☎✝✆✁� ✍ ✆✔✕ ✟☛✡✄✂☞✝ ✑☞✓ ☛ ☞✆☛ ☞✓✑ ☎ ✍ ✟ ✑✒✡✓✆ � �

Propagation

Instant (t)

Instant (t+1)
Redistribution

✁✄✂✆☎✞✝❒❇✲➚✝✆✺☛➫✞ ☎✌✮✥❂❅r❒✉❱✮✼✰✲✮❅✻✥④✶s✷s✷✮✷✻✷✻✥✬✹✤✧❄ ✰➺② ④✲❄✟✮❴r✶✴✝✢✧✻✿✮✼✰✲✮Ør❒✦✯✤✷r✝✢✿③✎✢✪✩❰✬✹✤✧❄ ✮✥✩✚✰➺② ④✌❄✟✮✚r✶✴✝✢✧✻✿✮✰✲✮♣✦✯✮★✰✪✬❱✻✥✩t✦✸✬t✣❘④✌✩t✬✹✤✧❄❾✢✪④ s✷✤✧④✌✦✯✻✱✰➺② ④✲❄✟✮❩✬✭✩❁✵✥✦⑥✢✪✩t✬✹✤✧❄❃r✶✤✧④✌✦❩④✲❄❃r✶✴✶✵✥❄✟✤✧❂❃❀✥❄✟✮♣✰✲✮✺✰✪✬ ✞✖④✎✻✥✬✹✤✧❄✠✟

➘îÐ⑥Ò①❐✤✘♦í✥Õ×Ð⑥Ò①Ü✿Ð✡ç✧❐❰❮⑧ç✧Ö✸í❘Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß✼Ð♦ÚóÜ✿Ð❴❐✹Ð⑥Ü✿ÞãÒ➱Ú✹❐❰Þ×â❸Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß♣Ò❰❮✥ß❘Ú①Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ×Ð⑥Ò✗ÒtÓ✧Þ❣ì✷Ö✸ß❘ÚóÕ×Ö☞ß✧Ö✷Ú✹Ó❸❐❰Ð❴Ü✿Ó♣Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐÛ❁Ú❰Ó✙Ü✿Þ❣Û✕Ü❸Ð❢ðØÖ✥ß❸Þ✹✘♦❐✹ÐóÔØ❐✹Ð♦Õ×Ð♦ì⑧Ð♦❐àÒtÐ★ÒàÖ✥Ò❰ç✙Ð★Ù✫Ú❦Ò✂Ð⑥Ò✹ÒtÐ⑥ß⑧Ú✹Þ❣Ð⑥Õ×Ò⑥➴
✙ ✡ ➘✲Ö❢Ü❸Ð♦Ó✿ï✿Þ✹✘♦ðØÐàÙ❁❮✥ß✙ÒtÞãÒ➱Ú✹ÐàÐ♦ßØÓ❸ß❸Ð❺Ö✥ç❸ç❸❐✹❮✿Ù✒✑❸Ð❑ð☎Ö⑧Ù❁❐✹❮⑧Ò✹Ù❁❮✥ç✧Þ✹✜❘Ó❸Ð✂Ü✿ÓØç✚✑❸Û⑥ß❸❮✥ð ✘♦ß✧Ð✥ä✸❮ ✤✚ÕãÖ❢Ü✿Þ✛✓✪Ó✧Ò❰Þ×❮✥ßØÐ⑥ÒtÚÞ❣ðØç❸Õ×Û♦ðØÐ♦ß❘Ú✹Û♦ÐØí✥❐✄✂✥Ù♦Ð✚Ô❅Ó❸ß➐Ò❰Ù✒✑❸Û⑥ð☎Ö●Ö✥Ó✿ï♣Ü✿Þ✛✓✪Û⑥❐❰Ð⑥ß✧Ù❁Ð★Ò✳✮✧ß❸Þ×Ð⑥Ò❢Ö✸ç✧ç❸Õ❣Þ✧✜❘Ó❸ÛØÔ●Õ❱ê Û ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✺Ö✥Ó✿ï♣Ü✿Û♦❐✹Þ×ì✥Û♦Ð★Òç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ❣Ð★Òàí✥❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥❐❰ß✙Ö✸ß❘ÚàÕ❣Ð✡Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ✥➴✎á①ê Ð★Ò➱Ú①Ó❸ß❸Ð✕Ú✹Ð⑥Ù✒✑❸ß✧Þ✹✜❘Ó❸Ð✡Ù♦❮✥ß✧Ò❰ÞãÜ✿Û♦❐❦Ö✸ß❘ÚàÕ❣Ð★Ò➺Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✹Ò①Ü✎ê Ó✧ß❸Ðð❴❮✭✖⑧Ð♦ß❸ß✧Ð✗Ü❸Ðóç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴➘✾ê Û ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✼Ü✿Ð✕Ü✿Þ✛✓✪Ó✧Ò❰Þ×❮✥ß✼Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿ÞãÒ❰Ù♦❐❰Û♦Ú❰ÞãÒtÛ⑥Ð❢Ð♦ß❅Ú❰Ð⑥ðØç✧Ò❺Ð♦Ú➺Ð♦ß✒Ð⑥Ò❰ç✧Ö⑧Ù❁Ð✕Ù❁Ð✺✜❘Ó❸Þ✌Ü✿❮✥ß❸ß✧Ð❢Õ❚ê Û❁Ú❦Ö✷Ú①Ü✎ê Ó❸ß❩Ò❰ÞöÚ✹ÐÐ♦ß❅ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð❢Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✷Ú➺Üîê Ó❸ß✼Ù♦Ð♦❐❰Ú✹Ö✸Þ×ß❅ß❸❮✥ð✚â❸❐❰Ð✗Ü✿Ð✕Ò❰ÞöÚ✹Ð⑥Ò✂ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ò⑥➴
✘✝✙ �✝✙✜✛ ✡ ✵ ☞ ✟✳✱ ✒ ✝ ✥ ✡✳✥✠✡ ✴☞☛ ✲ ✧ ✴ ☞✑✍
✃✝❮⑧Ó❸❐ØÙ❁Ð❁ÚØÐ❁ï✿Ð⑥ð❴ç✧Õ❣Ð⑧ä✝ß✧❮✥Ó✧Ò❴Ö✸Õ×Õ❣❮⑧ß✧Ò✚Û♦ÕãÖ✸â✪❮✥❐✹Ð♦❐✡Ó✧ß➇ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð●Ü✎ê Ö✸Ó❸Ú❰❮✥ð☎Ö✸Ú❰Ð⑥Ò❴Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★Ò✡â✙Ö✥Ò❰Û●Ò❰Ó❸❐✚Ó✧ß❸ÐÖ✸ç❸ç❸❐✹❮✿Ù✒✑❸Ðóç❸Ó❸❐✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❺ð☎Ö✥Ù♦❐❰❮❘Ò❰Ù♦❮✥ç❸Þ✧✜❘Ó❸Ð①Ü✿Ó✒ç✚✑✧Û♦ß❸❮⑧ð✶✘⑥ß❸Ð✥➴
✁ ✎ ✄✝✱✬✫ ✥ ★✵☛ ✖ ✄✳✷✟✤✥✓✜✠✢✜✍✎ ✜
➘✲Ö✒ðØ❮✿Ü✿Û♦Õ×Þ×Ò✹Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß➁Ü✿Ð⑥Ò❢ç✧❐❰❮✿Ù❁Ð★Ò❰Ò❰Ó✧ÒóÚ✤✑❸Ð♦❐✹ðØÞ✹✜❘Ó❸Ð★Ò❢ß❸Û⑥Ù♦Ð⑥Ò✹ÒtÞ❣Ú❰Ð☎Õ❱ê Ó✿Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒ✹Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß➁Ü✿Ð★Ò❢Õ×❮✥ÞãÒ✕Ü✿Ð☞Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ßÜ✿Ð✕Ù❁Ð⑥❐tÚ❦Ö✸Þ×ß❸Ð⑥Ò✦✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û⑥Òàç✻✑ ✖✿Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð★Ò✟Ú❰Ð⑥Õ❣Õ×Ð⑥Ò ✜❘Ó❸Ð❢Õ×Ð❢ß❸❮⑧ð✡â❸❐✹Ð❢Ü✿Ð❢ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò♦ä❸Õ×Ð❢ðØ❮✥ðØÐ♦ß❘Ú➺Ü✿Ð✕Ü❸Ð♦ß✧Ò❰ÞöÚ✹ÛÐ❁Ú✹Ù✥➴✿➘✲Ö✕ç✧Õ❣Ó❸ç✙Ö✸❐❰Ú✂Ü✿Ð★Ò❒ðØ❮✿Ü✣✘⑥Õ❣Ð★Ò✟Ò❰❮✥ß❘Ú✂Ü✿Û⑥Ù♦❐❰Þ❣Ú✹Ò❑ç✧Ö✸❐✟Õ❱ê Þ×ß❘Ú❰Ð♦❐✹ðØÛ⑥Ü✿ÞãÖ✸Þ×❐✹Ð➺Ü✎ê Ó❸ß❸ÐóÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß☞Ü❸ÐóÜ✿ÞãÒtÚ❰❐✹Þ❣â❸Ó❸Ú❰Þ×❮✥ß
c(r, t)

✜❘Ó❸Þ✲❐❰Ð⑥ç❸❐❰Û★ÒtÐ⑥ß❘Ú❰ÐóÕ×ÖØÙ❁❮⑧ß✧Ù❁Ð⑥ß❘Ú❰❐❦Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß●ðØ❮✥ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð❢Ô❴Õ❚ê Þ×ß✧Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú
t > 0

ä❸Ô❴ÕãÖØç✙❮❘ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß
r ∈ Ω ⊂ IRd

➴➘îÐ❢ç❸❐✹❮✥â❸Õ✹✘♦ðØÐ✺✜❘Ó❸Ð❢ß❸❮⑧Ó✧Ò✂ß❸❮⑧Ó✧Ò❺Ò❰❮✥ðØðØÐ⑥Òàç✪❮⑧Ò❰Û⑥ÒàÙ♦❮✥ß✧Ù♦Ð♦❐✹ß❸Ð✗Õ×ÖØ❐✹Ð⑥Ù✒✑❸Ð⑥❐✹Ù✒✑✧Ð✗Üîê Ó❸ß✒ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð✕Ü✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹ÐÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✺Ò❰Þ×ð❴ç✧Õ❣Ð✱Ô➸ðØÐ❁Ú❰Ú❰❐✹Ð✺Ð⑥ß ❮úÐ♦Ó❸ìú❐✹Ð❩ç✪Ð♦❐✹ð❴Ð♦ÚtÚ❦Ö✸ß❘Ú✒Ü❸Ð♣❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ð⑥❐☞Ó❸ßþÒ ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ð♣Ú✙✑❸Ð⑥❐❰ðØÞ✧✜❘Ó❸ÐÜ❸Ö✸ß✧Ò✟Õ×Ð❢Ù♦Ö✥Ò✟â❸ÞãÜ✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð⑥Õ❚➴❸➘✲Ð✗Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ✗Û❁Ú✹Ó✧Ü✿Þ×ÛóÐ★Ò➱Ú❺Ü✿ÐóÚ ✖úç✪Ð✗Ü❸Þ ✓❊Ó✧Ò❰Þ❣❮⑧ßîä✣✑✧Ö✸â✧ÞöÚ✹Ó❸Ð♦Õ×Õ❣Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Û⑥Ù♦❐❰Þ❣Ú



� � á ✑✧Ö✸ç✧ÞöÚ✹❐❰Ð ✬ ➴✄✂ ✡ ☞✆☎✞✝ ✑✠✟✞✡✓✞✠✑✒✡✓✆ ☞✆☛☞✟✌✟✎✍✏✟ ✞✒✑✞✓✔☛☞✟✌✟✖✕✗✡✓✞✠✑✒✡✙✘ ✞✒☛✞✓✚✕☎✡✓✟✛☛✞✝✜✟✢✕✗✡✓✟✣✡✎✍ ✞ ✡✤✓✔✡✎✞✥☛☞✟ ✏✦☛✞✝✧✝ ✍★✝✩✡✎✑ ✟✛☛✎✟

ç✙Ö✸❐ØÓ❸ß✳Ò ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ð✼Ü✎ê Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò☎Ö✥Ó✿ï➇Ü✿Û⑥❐❰Þ×ì✥Û⑥Ð⑥Ò❴ç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ×Ð⑥Ò⑥ä✾Ü✿Û✔✮✧ß✧Þ➺ÒtÓ✧❐☎Ó❸ß❃Ü❸❮✥ð☎Ö✸Þ×ß❸Ð✒í✥Û⑥❮✥ðØÛ❁Ú✹❐❰Þ✧✜❘Ó❸Ðâ✧Þ×Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ×❮✥ß❸ß❸Ð⑥Õ✎â✙❮⑧❐❰ß✧Û
Ω
ä✙Ü✿Ð❢Õ×Ö✚ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ















































∂c(r, t)

∂t
= D1

∂2c(r, t)

∂x2
+D2

∂2c(r, t)

∂y2
+ ν(

∂c(r, t)

∂x
+
∂c(r, t)

∂y
) + κc(r, t)

Ö✯ì✥Ð★Ù
r = (rx, ry) ∈ Ω ⊂ IR2, t > 0

c(x, t) = 0
Ö✯ì⑧Ð⑥Ù

x ∈ ∂Ω t > 0

c(r, 0) = c0 r ∈ Ω

★ ✬ ➴ ✭ ✪

❮ ✤
c(r, t)

Ð⑥ÒtÚ❺ÕãÖ❴Ù♦❮✥ß✧Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☞ðØ❮✥ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð✥ä
D1

Ð★Ò➱Ú❺Õ×Ð❢Ù❁❮úÐ✝✘✖Ù♦Þ❣Ð⑥ß⑧Ú➺Ü❸Ð✗Ü❸Þ ✓❊Ó✧Ò❰Þ❣❮⑧ßîä✧Ò❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Úàï
D2

Ð★Ò➱Ú❺Õ×Ð❢Ù❁❮úÐ✝✘✖Ù♦Þ❣Ð⑥ß⑧Ú➺Ü❸Ð✗Ü❸Þ ✓❊Ó✧Ò❰Þ❣❮⑧ßîä✧Ò❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú ✖
ν

Ð⑥ÒtÚàÓ❸ß✼Ù✒✑✧Ö✸ðØç✒Ü✿Ð❢ìúÞöÚ✹Ð⑥Ò✹ÒtÐ❢Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û✥ä
κ

Ð⑥ÒtÚ❺Ó❸ß❸Ð✕Ù♦❮✥ß✧ÒtÚ✹Ö✥ß❘Ú❰Ð✥➴
å♣Ö✷Ú✙✑✧Û♦ð☎Ö✷Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú①Ù❁Ð✕ç✧❐❰❮⑧â❸Õ✛✘⑥ðØÐ✕ß❸Ð✕ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Ð✕ç✧Ö✥Ò①Ü✿Ð✡Ü✿Þ✚✘✖Ù❁Ó❸Õ❣Ú❰Û✚ð☎Ö✸ÞãÒ➺Ò✹Ö☎ðØÞ×Ò❰Ð✕Ð♦ß♣❮❘Ð⑥Ó❸ìú❐❰Ð❢ßúÓ✿ýðØÛ⑥❐❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✗ç✙Ð⑥Ó✿Ú ✯❁Ú✹❐❰Ð✗ÕãÖ✸â✪❮✥❐✹Þ❣Ð⑥Ó✧ÒtÐ⑧➴
�✂✁☎✄❘❼î⑩✶❹✝✆❊❼☎✞✟✞t❹✠✞➱⑩☛✡➱❶❸❼
✁óÖ✸ß✙Ò➺Ó❸ß♣ð❴❮✿Ü✣✘⑥Õ❣Ð❴Ü✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥ÒóÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥Ò⑥ä✧❮⑧ß♣Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✣✘⑥❐❰Ð✡Ó❸ß❩❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✸Ó❩Ü❸Ð✚Ù❁❮⑧ß❸ß❸Ð♦ïúÞ×❮✥ß♣❮✢✤♣Ù✒✑✧Ö ✜❘Ó❸Ðç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð✥ä✿❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Û♦Ðóç✧Ö✸❐àÓ❸ß✧Ð✗Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð⑧ä❸ç❸❐✹Ð♦ß✧Ü●ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂Ó❸ß❅Ú❰❐✹Ð♦Þ×Õ×Õ❣ÞãÒ✂❐❰Û⑥í✥Ó❸Õ×Þ×Ð♦❐àâ❸ÞãÜ✿Þ×ð❴Ð⑥ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð♦Õ
T
➴úò①ß✖Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✣✘⑥❐❰ÐàÓ✧ß☎Ú❰❐✹Ð♦Þ×Õ❣Õ×ÞãÒ✶ÏÑ❮✥❐✹ðØÛ❺Ü✿Ð①Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð★Ò❒Ù♦Ö✥❐❰❐✹Û♦Ð★Ò❍ß❸❮✸Ú✹Û♦Ð★Ò

cij
Ð❁Ú❒❮⑧ß✖Ü✿Û⑥Ò❰Þ❣í⑧ß❸Ð❺ç✧Ö✥❐

∆T
Õ×Ð❺ç✧Ö✥ÒÜîê Ð★Òtç✧Ö⑧Ù❁Ð⑧ä✚✜⑧Ó✧Þ✎ßîê Ð★Ò➱Ú➺Ö✥Ó✿Ú❰❐✹Ð✬✜❘Ó❸Ð✗Õ×ÖØÕ×❮✥ß❸í⑧Ó❸Ð♦Ó✧❐✂Ü❸Ó✒Ù ✔✸Ú✹Û✗Ü❸Ð❢Õ×ÖØÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð✥➴

➃✡❼✌☞❒❷✍✡✎✄✏✡❰❻❺⑩✒✑✾❼
ò①ß☎Ù✒✑❸❮⑧Þ×Ò❰Þ❣Ú❒Ó❸ß☎ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß✧Ö✸í⑧Ð

υ
Ü✿Ð❺❐❦Ö ✖✥❮⑧ß❴æ❢ä❘Ü✿ÐàÚ ✖úç✪Ð❺ì✥❮⑧ßØû➺Ð♦Ó❸ð☎Ö✥ß❸ßî➴❸á ✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ðàç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð✥✜❘Ó❸Þ✧❮✿Ù♦Ù♦Ó❸ç✪ÐÓ✧ß❸Ð✕Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð✕ç✙Ð⑥Ó✿Ú①Ò❰Ð✕Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦❐❺Ü✧Ö✸ß✧ÒàÕ❱ê Ó❸ß❸Ð✕Ü✿Ð★Ò➺Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✧ÒàÒtÓ✧Þ❣ì✷Ö✸ß❘Ú✹Ð⑥Ò⑥ä✻✜❘Ó❸Þ✲Ò❰❮✥ß❘Ú❺❐❰Ð⑥ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Û⑥Ð⑥Ò✟ç✧Ö✸❐Õ×Ð⑥Ò✂ì⑧Ð⑥Ù❁Ú❰Ð♦Ó✧❐✹Ò✂Þ×ðØç❸Ó❸ÕãÒtÞ×❮✥ß✧Ò

vi

Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
1 ≤ i ≤ 4

➴
v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (0,−1), v4 = (−1, 0)

➃✔✓Ñ❼✲❻✠✄⑧❼✖✕✘✗✠✞t❼✌✙✚✓✛✁✢✜✿⑩✣✜
E = {0, 1, 2, 3, 4}

Ð⑥ÒtÚ①Ó❸ß❩Ð⑥ß✧Ò❰Ð♦ð✡â✧Õ❣Ð✡Üîê Û♦Ú✹Ö✷Ú❢Ü✿Û♦Ú❰Ð♦❐✹ðØÞ❣ß✧Û✡Ô✖ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ❣❐óÜ✎ê Ó❸ß❩ç❸❐✹Þ❣ß✙Ù❁Þ×ç✙Ð❴Ü✎ê Ð♦ï❸Ù❁Õ×Ó✧ÒtÞ×❮✥ß✷✜⑧Ó✧Þß✲ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧❐❰ÞãÒtÐ✒ç✧Ö⑧Ò☎ÕãÖ➁ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß✧Ù♦Ð❩Ü✿Ð✼ç❸Õ×Ó✧Ò☞Ü✎ê Ó❸ß❸Ð♣ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð✼ç✧Ö✥❐☞Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð♣Ö ✖⑧Ö✥ß⑧Ú☎Ó❸ß✧Ð♣Ü✿Ð⑥Ò☞Ü✿Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò
vi, 1 ≤ i ≤ 4

➴❮ ✤
•
★ ✹ ✪✂Ù❁❮⑧❐❰❐✹Ð⑥Ò❰ç✪❮✥ß✧Ü✖ÔØÓ✧ß❸Ð❢Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð❢ì✷Ö⑧Ù♦Ö✸ß❘Ú✹Ð✥ä

•
★ ✭ ✪❒Ù♦❮✥❐✹❐❰Ð★Òtç✪❮✥ß✙Ü☎Ô✡Ó❸ß✧Ð✗Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ðóç✙❮❘Ò❰Ò❰Û⑥Ü✧Ö✸ß❘Ú❑Ó❸ß✧Ðóç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð✳✜❘Ó❸Þ✎Ò❰ÐóÜ❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦ÐóÜ❸Ö✥ß✧Ò❑Õ×Ö❴Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß

v1
ä

★ Ð⑥ÒtÚ✒✪
•
★ ✬ ✪❒Ù♦❮✥❐✹❐❰Ð★Òtç✪❮✥ß✙Ü☎Ô✡Ó❸ß✧Ð✗Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ðóç✙❮❘Ò❰Ò❰Û⑥Ü✧Ö✸ß❘Ú❑Ó❸ß✧Ðóç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð✳✜❘Ó❸Þ✎Ò❰ÐóÜ❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦ÐóÜ❸Ö✥ß✧Ò❑Õ×Ö❴Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß

v2
ä

★ ß❸❮✥❐❦Ü✻✪



ÝúÐ⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß ✬ ➴✸✷✿➴ ☎ ✕ ✕✁✝ ✑✒✏✦✡✎✞ ✑✒✡✎✆ ☞✎✍ ✓ ✡ ☞✆✑✞✝✩☛ ☞ ☎ ☎✝✆✁� ✍ ✆✔✕ ✟☛✡✄✂☞✝ ✑☞✓ ☛ ☞✆☛ ☞✓✑ ☎ ✍ ✟ ✑✒✡✓✆ � �

•
★ ✰ ✪❑Ù❁❮✥❐✹❐✹Ð⑥Ò❰ç✙❮⑧ß✧Ü✖Ô✚Ó❸ß❸Ð✗Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ðóç✪❮⑧Ò✹ÒtÛ★Ü❸Ö✸ß❘Ú✂Ó❸ß❸Ðóç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð ✜⑧Ó✧Þ❊Ò❰Ð✗Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦ÐóÜ✧Ö✸ß✧Ò✟ÕãÖ✚Ü✿Þ×❐✹Ð⑥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß

v3
ä

★ Ò❰Ó✧Ü✻✪
•
★ ✶ ✪❑Ù❁❮✥❐✹❐✹Ð⑥Ò❰ç✙❮⑧ß✧Ü✖Ô✚Ó❸ß❸Ð✗Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ðóç✪❮⑧Ò✹ÒtÛ★Ü❸Ö✸ß❘Ú✂Ó❸ß❸Ðóç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð ✜⑧Ó✧Þ❊Ò❰Ð✗Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦ÐóÜ✧Ö✸ß✧Ò✟ÕãÖ✚Ü✿Þ×❐✹Ð⑥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß

v4
ä

★Ñ❮✥Ó✧Ð⑥ÒtÚ✒✪✫➴

➃✕⑩➢❶✁� ✑✍✞➱❼ ✙❺❼ ✜✿❶❸⑩✶❻ ✄✏✡ ✜ ✡t❷❒❻
➮✭Õ✾Ò♦ê Ö✸í⑧ÞöÚ✕Ü✿Ð❴Ú❰❐✹❮✥Ó✧ì✥Ð♦❐✗Ó❸ß✱Ð♦ß✙ÒtÐ⑥ð✡â❸Õ×Ð☎Ü✿ÐØ❐✙✘⑥í✥Õ×Ð⑥Ò✗Ü✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹ÐØÙ♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✚â✧Þ×Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ×❮✥ß❸ß❸Ð⑥Õ ✜❘Ó❸Þ✶ß❸❮✥Ó✙Òç✙Ð⑥❐❰ðØÐ❁Ú❰Ú❰Ð✖Ü✎ê Ö✸ç✧ç❸❐❰❮✿Ù✒✑❸Ð⑥❐ ★ ✬ ➴✮✭✴✪óÜ✎ê Ó❸ß➐ç✪❮✥Þ×ß⑧Ú✡Ü❸Ð❴ìúÓ❸Ð☎ð☎Ö⑧Ù❁❐✹❮⑧Ò✹Ù❁❮✥ç✧Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧➴✎á ✑✧Ö ✜❘Ó❸Ð☎Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð☎Ü✿Ó➐❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✥Óîäß❸❮✸Ú✹Û♦Ð

c(r, t)
ä✝Ò❰Ð✖Ú✹❐❰❮⑧Ó❸ì✥Ð☞Ô♣Õ×Ö❩ç✙❮❘ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß

r = (rx, ry)
Ô❩Õ❚ê Þ❣ß✙Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú

t
★
rx

Ð❁Ú
ry

❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ð⑥ß❘Ú✕Õ❣Ð★ÒÙ❁❮✥ðØç✪❮⑧Ò✹Ö✸ß❘Ú❰Ð★Ò①Ü❸Ð
r
Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú

v1
Ð♦Ú
v2

✪✫➴î➘✾ê Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß ★ ✬ ➴✮✭✴✪➺Ð⑥ÒtÚ✳✑✙Ö✸â❸Þ❣Ú❰Ó❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✕Ü✿ÞãÒ✹Ù❁❐✹Û❁Ú❰ÞãÒ❰Û♦Ð✚Ü❸Ð✚ÕãÖÏ Ö✒✑❁❮⑧ß❅Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð
c(r, t+ ∆t) − c(r, t)

∆t
= D1

[

c(rx − ∆rx, ry ; t) − 2c(r, t) + c(rx + ∆rx, ry; t)

∆r2x

]

+ D2

[

c(rx, ry − ∆ry ; t) − 2c(r, t) + c(rx, ry + ∆ry ; t)

∆r2y

]

+ ν

[

c(rx + ∆rx, ry; t) − c(r, t)

∆rx
+
c(rx, ry + ∆ry; t) − c(r, t)

∆ry

]

+ κc(r, t) ★ ✬ ➴ ✬ ✪
è✾ß✒ç❸❐❰Ð⑥ß✧Ö✸ß❘Ú

∆rx
✡

∆ry = ∆T
ä❸Õ❱ê Û✴✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß ★ ✬ ➴ ✬ ✪✟Ü✿Ð♦ìúÞ×Ð♦ß❘Ú

c(r, t+ ∆t) =
D1∆t

∆T 2
c(rx − ∆T , ry; t) +

D2∆t

∆T 2
c(rx, ry − ∆T ; t)

+

(

1 −
2D1∆t

∆T 2
−

2D2∆t

∆T 2
−

2ν∆t

∆T
+ κ

)

c(r, t)

+

(

D1∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

)

c(rx + ∆T , ry; t) +

(

D2∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

)

c(rx, ry + ∆T ; t)
★ ✬ ➴ ✰ ✪

ò①ß●ç✪❮⑧Ò❰Ð
r +

(

i
j

)

=

(

rx + i∆T
ry + j∆T

)

ò①ß●❮⑧â✿Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú
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c(r, t+ ∆t) =
D1∆t

∆T 2
c(r +

(

−1
0

)

∆T , t) +
D2∆t

∆T 2
c(r +

(

0
−1

)

∆T ; t)

+

(

1 −
2D1∆t

∆T 2
−

2D1∆t

∆T 2
−

2ν∆t

∆T
+ κ

)

c(r, t)

+

(

D1∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

)

c(r +

(

1
0

)

∆T , t)

+

(

D2∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

)

c(r +

(

0
1

)

∆T ; t)

★ ✬ ➴ ✶✗✪

➷➟ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ❣❐✝Ü✿Ð✟Ù♦Ð ✜❘Ó❸Þ❘ç❸❐✹Û⑥Ù✱✘⑥Ü✿Ð⑧ä⑥❮⑧ß✡ç✪Ð♦Ó✿Ú✶Ü✿Û✔✮✙ß❸Þ❣❐❍ÕãÖ❺❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð✟Ü✿Ð✾Ú✹❐✹Ö✥ß✧ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß
ϕ
Ù❁❮✥ðØðØÐ✟Ó❸ß❸Ð❒❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð✟Ö✥Ü❸Ü❸ÞöÚ✹Þ❣ì⑧ÐÜ❸❮✥ß❸ß❸Û⑥Ð✗ç✧Ö✸❐

ϕ : c(υ, t) ∈ E(2R+1)2 −→ c(r, t+ ∆t) ∈ E❮ ✤
c(υ, t)

Ü✿Û★ÒtÞ×í✥ß✧Ð☞Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✷Ú✖Ü✿Ó➟ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð
υ

Ü❸Ð❅ÕãÖ♣Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð✒ÒtÞ❣Ú❰Ó✧Û♦Ð✼Ô❩ÕãÖ♣ç✪❮⑧Ò❰Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß
r
ä✾Ö✥Ó➸Ú❰Ð⑥ðØç✧Ò✚Ú⑥➴

(2R+ 1)
Ü✿Û★ÒtÞ×í✥ß❸Ð✗ÕãÖ✚Ú✹Ö✸Þ×Õ×Õ❣Ð✕Ü✿Ó✒ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✸í⑧Ð✥➴ ★ÑÞãÙ❁Þ

R = 1
✪❁➴

c(r, t+ ∆t) =

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aijc(r +

(

i
j

)

∆T , t)
Ö✯ì⑧Ð⑥Ù

− 1 ≤ i, j ≤ 1
★ ✬ ➴✸✷✢✪

❮ ✤
aij

Ò❰❮✥ß❘Ú❴Ü❸Û❁Ú❰Ð⑥❐❰ðØÞ×ß❸Û⑥Ò✚Ü❸Ö✸ß✙Ò✕Õ×Ð●Ù♦Ö⑧Ò✕ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Þ❣Ð⑥❐✚Ù✒✑❸❮⑧Þ×Ò❰Þ❚ä✌Ð♦ß➸ÞãÜ✿Ð⑥ß⑧Ú✹Þ ✮✪Ö✸ß❘Ú ★ ✬ ➴ ✶ ✪❢Ö✯ì⑧Ð⑥Ù✩★ ✬ ➴ ✷ ✪✫➴✾ò①ß❮⑧â✿Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú★➴
a−1−1 = a11 = a−11 = a1−1 = 0

a−10 =
D1∆t

∆T 2

a0−1 =
D2∆t

∆T 2

a10 =
D1∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a01 =
D2∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a00 = 1 − 2
D1∆t

∆T 2
− 2

D2∆t

∆T 2
− 2

ν∆t

∆T
+ κ

★ ✬ ➴ ✱ ✪
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❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò✂Ò❰Þ❣ðØç❸Õ×Ð⑥ÒàÐ⑥ß❘Ú❰❐✹ÐóÕ×Ð⑥ÒàÙ♦❮úÐ✝✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú✹Ò
aij

Ð♦Ú❺Õ❣Ð★ÒàÙ❁❮úÐ✝✘✖Ù♦Þ❣Ð⑥ß⑧Ú❦Ò❺Ü✿Ð❢Ü✿Þ✛✓✪Ó✙ÒtÞ×❮✥ß
D1

Ð❁Ú
D2

➴
•

➘îÐ✱Ù✒✑❸❮✥Þ❣ï✳Ü✿Ð⑥Ò✒Ù❁❮úÐ ✘☎Ù♦Þ❣Ð⑥ß❘Ú✹Ò
aij
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aij

ä ✜❘Ó❸Þ✂Þ❣ß❘Ú✹Ð♦❐✹ì❘Þ×Ð♦ß✧ß❸Ð♦ß❘Ú☎Ü❸Ö✸ß✧Ò❴ÕãÖ❐✙✘⑥í✥Õ×Ð✗Ü❸Ð①Ú✹❐✹Ö✥ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß❅Ò❰Ó❸Þ×ì✯Ö✥ß❘Ú❰Ð ✡

c(r, t+ ∆t) =

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aijc(r +

(

i
j

)

∆T , t)
★ ✬ ➴✸✳✢✪
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aij

Ò✹Ö✷Ú❰ÞãÒtÏÑ❮✥ß❘Ú✌Õ×Ð⑥Ò❍Ù❁❮⑧ß✧Ü✿Þ❣ýÚ❰Þ×❮✥ß✧ÒàÒ❰Ó❸Þ×ì✯Ö✥ß❘Ú❰Ð⑥Ò ✡































































1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aij = 1 + κ

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aij

(

i
j

)

∆T =

(

ν∆t
ν∆t

)

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aij(i
2 + j2)∆T 2 = 2D1∆t+ 2D2∆t+ 2ν∆t∆T

★ ✬ ➴ ❁ ✪

á❑Ð⑥ÒàÙ❁❮⑧ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✧ÒàÒ❰❮✥ß❘Úà❮✥â❸Ú❰Ð♦ßúÓ❸Ð★Ò✂Ð♦ß✒ÞãÜ✿Ð♦ß❘Ú❰Þ✛✮✙Ö✥ß⑧Ú✲★ ✬ ➴ ✱ ✪✟Ö✯ì✥Ð★Ù ★ ✬ ➴❀✳ ✪❁➴
•

✁✚ê Ö✸Ó✿Ú✹❐❰Ð★Ò✟Ú ✖❘ç✪Ð⑥Ò➺Ü✿Ð❢ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð★Ò❒ç✪Ð♦Ó✧ì✥Ð♦ß❘Ú✦✯❁Ú✹❐❰Ð✕Ù♦❮✥ß✧Ò❰ÞãÜ✿Û♦❐✹Û⑥Ò⑥➴
� ❷❒❻ ✙✠✡ ✜ ✡➱❷❑❻ ✄➐⑩✶❹✂✁ ✞✎✡✎✕ ✡ ✜ú❼✖✄
á❑❮✥ðØðØÐóÕ×Ð❢ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð❢Û❁Ú✹Ó✧Ü✿Þ×Û❢Ð⑥ÒtÚàÜ❸Ð✗Ú ✖❘ç✪Ð✕Ü✿ÞãÒ➱Ú✹❐❰Þ×â❸Ó❸Û⑧ä✿Þ❣ÕîÏ Ö✸Ó✿Ú❺ç❸❐✹Û⑥Ù♦Þ×Ò❰Ð♦❐✂Õ×Ð⑥ÒàÙ♦❮✥ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✙ÒàÖ✸Ó✿ï❅Õ❣Þ×ðØÞöÚ✹Ð⑥Ò⑥➴
➃ ✓✛✁✢✜✿⑩✣✜ ✡❰❻ ✡ ✜ ✡t⑩☛✞
➘✾ê Û❁Ú✹Ö✸Ú☎Þ❣ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ ✜❘Ó❸Þ✂ç✪Ð♦❐✹ðØÐ❁Ú☎Õ❣Ð✼Ü✿Û⑥ð☎Ö✸❐✹❐✹Ö✥í✥Ð☞Ü✿Ð✒Õ❱ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß➟Ü✿Ð✒Õ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð✒Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð⑧ä✶Ü✿❮✥Þ❣Ú✶✯♦Ú❰❐✹Ðç❸❐❰Û★Ù❁ÞãÒtÛ✗ç✪❮✥Ó❸❐❺Ù✒✑✙Ö✢✜❘Ó❸Ð❢Ù♦Ö⑧Ò♦➴
� ⑩☛✄☎✄➺⑩❍❶ ✜ ✡✟✆✎❹ ✞✎✡t❼î❶✝✆✟✞

D1 = D2 = Dò①ß☞Ù✒✑❸Ð♦❐❦Ù✒✑❸ÐàÓ❸ß✧Ð①Ö✸ç✧ç❸❐❰❮✿Ù✒✑❸Ð①Ü✎ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð①Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✥ä✗✜❘Ó❸Þ✪ð❴❮✿Ü✿Û⑥Õ❣ÞãÒ❰Ð❺Õ❣ÐóÒ ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ð➺Ú❰❐❦Ö✸Þ❣Ú❰Û➺Ö✥Ó❸ç✧Ö✥❐✹Ö✯ì✷Ö✸ß❘ÚÜ❸Ö✸ß✧Ò✖Õ❣Ð♣Ù⑥Ö✥Ò☎❮ ✤
D1 = D2 = D

★❚Ù♦Ö✥Ò ✑❸❮✥ðØ❮✥í ✘♦ß❸Ð✼Ð⑥ß
x

Ð❁Ú●Ð♦ß
y
✪✫➴✟➘✾ê Û ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✳Ö✸Ó✿ï➅Ü✿Û♦❐✹Þ❣ì⑧Û♦Ð★Òç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ❣Ð★Ò✦✜❘Ó❸Þ✎í✥❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥❐❰ß❸Ð✗Ù❁Ð✕Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ❢Ü❸Ö✸ß✙ÒàÙ❁Ð❢Ù♦Ö⑧Ò✂Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð✗ç✧Ö✸❐
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∂c(r, t)

∂t
= D(

∂2c(r, t)

∂x2
+
∂2c(r, t)

∂y2
) + ν(

∂c(r, t)

∂x
+
∂c(r, t)

∂y
) + κc(r, t)

Ö✯ì✥Ð★Ù
r = (rx, ry) ∈ Ω ⊂ IR2, t > 0

c(x, t) = 0
Ö✯ì⑧Ð⑥Ù

x ∈ ∂Ω t > 0

c(r, 0) = c0 r ∈ Ω

★ ✬ ➴ ✵ ✪
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✂ ✜ú❶✧❼✌✙➺❷❒❻➺❻ ✁ ✄①⑩❍❶
➘✲Ð✕❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✸Ó✲ä❸Õ❣Ð✡ì✥❮✥ÞãÒ❰Þ❣ß✧Ö✥í✥Ð✗Ð❁ÚóÕ❚ê Ð♦ß✙ÒtÐ⑥ð✡â❸Õ×Ð✡Ü✎ê Û❁Ú❦Ö✷Ú①Ò❰❮✥ß❘Ú➺Õ×Ð⑥Ò➺ð✶✯⑥ðØÐ⑥Ò✥✜❘Ó❸Ð✡ç✙❮⑧Ó❸❐➺Õ×Ð✡Ù♦Ö⑧Òàç❸❐✹Û⑥Ù♦Û⑥Ü✿Ð⑥ß⑧Ú★➴✙➘✌ÖÒ❰Ð♦Ó✧Õ❣Ð✖Ü✿Þ✛✓❊Û♦❐✹Ð♦ß✧Ù♦Ð☞ÒtÐ⑥❐✹Ö✒Ö✥Ó✱ß✧Þ❣ì⑧Ð⑥Ö✸Ó➁Ü✿Ð☞Õ×Ö✒❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð☎Ü✿Ð☎Ú✹❐✹Ö✥ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ßî➴îè✾ß➁Ó✿Ú✹Þ❣Õ×ÞãÒ❰Ö✥ß⑧Ú✚Õ×Ö✒ð ✯♦ðØÐ☞Ö✥ç❸ç❸❐✹❮✿Ù✒✑❸Ð
✜❘Ó❸Ð➺Õ❣ÐóÙ♦Ö✥Ò❒❮✢✤

D1 6= D2
ä⑧❮⑧ß☎❮✥â✿Ú✹Þ❣Ð⑥ß⑧Ú✟Ó❸ß❸Ð①❐✙✘⑥í✥Õ×Ð❺Ü✿Ð❺Ú✹❐✹Ö✥ß✧ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß✖Ö⑧Ü❸Ü✿Þ❣Ú❰Þ×ì✥Ð➺Ü❸Û⑥Ù❁❐✹Þ×ì✯Ö✥ß❘Ú❒Õ×Ö✡Ü✣✖úß✧Ö✸ðØÞ✧✜⑧Ó✧ÐÕ×❮✿Ù♦Ö✥Õ❣Ð❢Ü✿Ð✗Õ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð❢Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð❢Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û⑥Ðóç✙Ö✸❐
ϕ : c(υ, t) ∈ E(2R+1)2 −→ c(r, t+ ∆t) ∈ EÖ✯ì⑧Ð⑥Ù

c(r, t+ ∆t) =

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aijc(r +

(

i
j

)

∆T , t)
Ö✯ì⑧Ð⑥Ù

− 1 ≤ i, j ≤ 1
★ ✬ ➴ ✭ ✹ ✪

✃❍❮⑧Ó❸❐❺Ü✿Ð⑥ÒàÙ♦❮úÐ✝✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú✹Ò
aij

Ü❸❮✥ß❸ß❸Û★Ò✂ç✧Ö✸❐ ✡

a−1−1 = a11 = a−11 = a1−1 = 0

a−10 = a0−1 =
D∆t

∆T 2

a10 = a01 =
D∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a00 = 1 − 4
D∆t

∆T 2
− 2

ν∆t

∆T
+ κ

★ ✬ ➴✮✭✻✭ ✪
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1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aij = 1 + κ

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aij

(

i
j

)

∆T =

(

ν∆t
ν∆t

)

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aij(i
2 + j2)∆T 2 = 4D∆t+ 2ν∆t∆T

★ ✬ ➴✮✭ ✬ ✪
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D1 = D2 = D3 et κ = 0û➺❮✥Ó✧Ò✌ì✥❮⑧Ó❸Õ×❮✥ß✧Ò✌Ù✒✑❸Ð♦❐❦Ù✒✑❸Ð♦❐✌Ó❸ß❸Ð✂Ö✸ç❸ç✧❐❰❮✿Ù✒✑❸Ð❒Üîê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð★Ò✌Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð⑥Ò✝Ü❸Ö✸ß✧Ò✌Õ×Ð✟Ù⑥Ö✥Òî❮ ✤

κ = 0
➴✥ò①ß✕í⑧Ö✥❐✹Ü❸ÐÕ×Ð⑥Ò✌ð ✯♦ðØÐ⑥Ò✌ç✧Ö✥❐✹Ö✥ð✶✘♦Ú❰❐✹Ð⑥Ò✌Ü✿Ð❒Õ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð✟Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð ✜❘Ó❸ÞúðØ❮✿Ü✿Û♦Õ×ÞãÒtÐ❑Õ❣Ð★Ò✌Ü✿Ð⑥Ó✿ï✡Ù♦Ö⑧Ò✎Ú✹❐✹Ö✥ÞöÚ✹Û⑥Ò✝Ö✸Ó❸ç✧Ö✥❐✹Ö✯ì✷Ö✥ß⑧Ú★äÒ✹Ö✸Ó❸Ï✌ÕãÖ✚❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð❢Ü✿Ð✗Ú✹❐✹Ö✥ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß ✜❘Ó❸Þ✲Ò❰Ð♦❐❦Ö✚Ù✒✑✙Ö✸ß❸í⑧Û♦Ð✥➴➘✌Ö❴❐✙✘⑥í✥Õ×ÐóÜ✿Ð✗Ú✹❐✹Ö✥ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß❅Ü✿Ð⑥ìúÞ❣Ð⑥ß⑧Ú❺Ü❸Ö✥ß✧ÒàÙ❁Ð✕Ù⑥Ö✥Ò ✡
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c(r, t+ ∆t) =
1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aijc(r +

(

i
j

)

∆T , t)
Ö✯ì⑧Ð⑥Ù

− 1 ≤ i, j ≤ 1

Ö✯ì✥Ð⑥Ù①Õ×Ð⑥Ò❺Ù♦❮❘Ð ✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú✹Ò
aij

✜❘Ó❸ÞîÒ✹Ö✷Ú✹Þ×ÒtÏÑ❮✥ß❘ÚàÕ❣Ð★Ò❺Ù❁❮⑧ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✧ÒàÒ❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð★Ò ✡

a−1−1 = a11 = a−11 = a1−1 = 0

a−10 = a0−1 =
D∆t

∆T 2

a10 = a01 =
D∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a00 = 1 − 4
D∆t

∆T 2
− 2

ν∆t

∆T

★ ✬ ➴ ✭✦✰ ✪
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D1 = D2 = D
ä✙Ö✯ì✥Ð★Ù✗Ó❸ß✼Ú✹Ð♦❐✹ð❴Ð✚Òt❮⑧Ó❸❐✹Ù♦Ð
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∂c(r, t)

∂t
= D(

∂2c(r, t)

∂x2
+
∂2c(r, t)

∂y2
) + ν(

∂c(r, t)

∂x
+
∂c(r, t)

∂y
) + κ c(r, t) + ξ

Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
r = (rx, ry) ∈ Ω ⊂ IR2, t > 0

c(x, t) = 0
Ö✯ì✥Ð★Ù

x ∈ ∂Ω t > 0

c(r, 0) = c0 r ∈ Ω

★ ✬ ➴ ✭✤✶ ✪
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•
ë➺ß✒❐❰Û★ÒtÐ★Ö✸Ó❅â❸Þ×Ü❸Þ❣ðØÐ♦ß✙ÒtÞ×❮✥ß❸ß✧Ð♦Õ❊ÏÑ❮✥❐✹ðØÛ✗ç✧Ö✸❐❺Ü✿Ð★ÒàÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ð⑥Ò❺Ù⑥Ö✸❐✹❐❰Û⑥Ð⑥Ò⑥➴

•
ë➺ß✒ì✥❮✥ÞãÒ❰Þ❣ß✧Ö✥í✥Ð✗Ü✿ÐóÚ ✖úç✙Ð❢ì⑧❮✥ß✒û❺Ð♦Ó✧ðØÖ✥ß❸ßî➴

•
ë➺ß✒Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ❣Ð❢Ü✎ê Û❁Ú❦Ö✷Ú

E
✡✄✂ ✹ ä ✭⑧ä ✬ ä ✰✧ä✫✶✆☎❘➴

•
ë➺ß❸Ð❢❐✤✘♦í✥Õ×Ð❢Ü✿ÐóÚ❰❐❦Ö✸ß✧Ò❰Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✒Ö✥Ü❸Ü✿Þ❣Ú❰Þ×ì✥Ð❢Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ×Ð❢ç✧Ö✸❐

c(r, t+ ∆t) =

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aijc(r +

(

i
j

)

∆T , t) + b
Ö✯ì⑧Ð⑥Ù

− 1 ≤ i, j ≤ 1
★ ✬ ➴ ✭✴✷✢✪
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❮ ✤●Õ×Ð⑥ÒàÙ♦❮úÐ✝✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú✹Ò
aij

ç✪Ð♦Ó✧ì✥Ð♦ß❘Ú ✯♦Ú❰❐✹Ð✗Ü❸❮✥ß❸ß❸Û★Ò✂ç✧Ö✸❐àÕ×Ð⑥Ò❺❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò✂Ò❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú✹Ð⑥Ò ✡

(i) a−1−1 = a11 = a−11 = a1−1 = 0

(ii)























































a−10 = a0−1 =
D∆t

∆T 2

a10 = a01 =
D∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a00 = 1 − 4
D∆t

∆T 2
− 2

ν∆t

∆T
+ κ

b = ξ

★ ✬ ➴✮✭✤✱ ✪

�➅❼☎✕ ⑩❍❶✁�✂❹❺❼✖✄
✭♦ý❍➘✌Ö✕❐✹Ð♦ÕãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✰★ÑÞ ✪✾Ð★Ò➱ÚàÙ❁❮ ✑❸Û♦❐✹Ð♦ß❘Ú✹Ð➺Ö✯ì✥Ð★ÙàÕ❣Ð①Ú ✖úç✙Ð✗Ü✿Ðóì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð❺Ù✒✑✧❮✥ÞãÒtÞ❱➴ ✁óÖ✸ß✙Ò❑Õ×Ð✗Ù♦Ö✥Ò✟Ü✎ê Ó❸ß☞ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✥í✥ÐÜ❸Ð①Ú ✖úç✪Ð✕å✼❮ú❮✥❐✹Ð✥ä❸Ù♦Ð❁ÚtÚ✹Ð✕Ù❁❮⑧ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß❅ßîê Ð★Ò➱Ú❺ç✧Õ❣Ó✧Ò✂ß✧Û⑥Ù❁Ð★Ò❰Ò✹Ö✸Þ×❐✹Ð✥➴
✬ ý✟➘✲Ð❢Ú❰Ð⑥❐❰ðØÐ

b
✫➱❮⑧Ó❸Ð✡Õ×Ð✕❐✕✔✥Õ×Ð✡Ü✎ê Ó❸ß♣Ù♦❮✥ß❘Ú❰❐✕✔✥Õ×Ð❢Ð❁Ú✗Ü✿❮✥ß✧Ù✚Ü✿❮✥Þ❣Ú①Ö✥ç❸ç✧Ö✸❐❰Ú❰Ð⑥ß❸Þ×❐①Ô☎Ó❸ß♣Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ❣Ð✚Ö✸ç❸ç❸❐✹❮✥ç✧❐❰Þ×Ûç✪❮✥Ó✧❐ ✜⑧Ó✧ÐóÕãÖØ❐✹Ð♦ÕãÖ✷Ú❰Þ×❮✥ß ★ ✬ ➴ ✭✴✷✢✪✟Ö✸Þ❣ÚàÓ❸ß✼ÒtÐ⑥ß✧Ò♦➴

� ⑩✒✗✠✞t❼î⑩✶❹➳❶ ✁☎✆❊⑩ ✄✠✡ ✜✿❹✠✞➱⑩✣✜ ✡✂✁
➷ ç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×❐❒Ü✿ÐóÙ❁Ð✳✜⑧Ó✧Þ✙ç❸❐✹Û⑥Ù✱✘⑥Ü✿Ð⑧ä✥❮⑧ß☎ç✙Ð⑥Ó✿Ú✟❐✹Û⑥Ò❰Ó❸ðØÐ♦❐❒Õ❣Ð★Ò❒❐✹Û⑥Ò❰Ó❸Õ❣Ú✹Ö✷Ú❦Ò✾❮⑧â✿Ú❰Ð⑥ß❘Ó✙Ò❒Ò❰❮✥Ó✧Ò✾ÏÑ❮✥❐✹ð❴Ð①Ü✎ê Ó✧ß☎Ú✹Ö✥â❸Õ❣Ð★Ö✸Óî➴✃❍❮⑧Ó❸❐●Ó✧ß➦❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✥Ó Ù♦Ö✥❐❰❐✹Û✥ä✟Ó❸ß ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✥í✥Ð✺Ü❸Ð♣Ú ✖úç✪Ð✺ì⑧❮✥ß➦û➺Ð♦Ó❸ð☎Ö✥ß❸ßîä✂Õ❣Ð★Ò✒❐✙✘⑥í✥Õ×Ð⑥Ò❅Ü✿Ð✺Ú❰❐❦Ö✸ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß➫Ð❁ÚÕ×Ð⑥Ò❢Ù♦❮úÐ✝✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú✹Ò

aij

Ù♦❮✥❐✹❐❰Ð★Òtç✪❮✥ß✧Ü✧Ö✸ß❘ÚóÖ✥Ó✿ï♣Ü✿Þ✛✓✪Û⑥❐❰Ð⑥ß⑧Ú✹Ð⑥Ò❢Ò❰ÞöÚ✹Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✗Û❁Ú✹Ó✧Ü✿Þ×Û♦Ð★Ò♦äîÒ❰❮✥ß❘Ú✕Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð★Ò①ç✙Ö✸❐❢Õ×ÐÚ❦Ö✸â❸Õ×Ð⑥Ö✥Ó❅Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú⑥ä✿❮ ✤
c = cm,n

Ð♦Ú
c′ = cm+i∆T ,n+j∆T

➴
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ü ✖úç✪Ð❢Ü✎ê Û✴✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß æ✦✘♦í⑧Õ❣Ð✕Ü✿ÐóÚ✹❐✹Ö✥ß✧ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß
et+1(c) =

á ✑❸❮✥Þ❣ï☞ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Þ❣Ð⑥❐❺Ü✿Ð⑥ÒàÙ♦❮❘Ð ✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú✹Ò
aij

∂c(r, t)

∂t
= D1

∂2c(r, t)

∂x2
+D2

∂2c(r, t)

∂y2

+ν

(

∂c(r, t)

∂x
+
∂c(r, t)

∂y

)

+κc(r, t)

∑

c′∈υ(c)

aijet(c
′) a−1−1 = a11 = a−11 = a1−1 = 0

a−10 =
D1∆t

∆T 2
; a0−1 =

D2∆t

∆T 2

a10 =
D1∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a01 =
D2∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a00 = 1 − 2
D1∆t

∆T 2
− 2

D2∆t

∆T 2

−2
ν∆t

∆T
+ κ

∂c(r, t)

∂t
= D

(

∂2c(r, t)

∂x2
+
∂2c(r, t)

∂y2

)

+ν

(

∂c(r, t)

∂x
+
∂c(r, t)

∂y

)

+κc(r, t)

∑

c′∈υ(c)

aijet(c
′) a−1−1 = a11 = a−11 = a1−1 = 0

a−10 = a0−1 =
D∆t

∆T 2

a10 = a01 =
D∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a00 = 1 − 4
D∆t

∆T 2
− 2

ν∆t

∆T
+ κ

∂c(r, t)

∂t
= D

(

∂2c(r, t)

∂x2
+
∂2c(r, t)

∂y2

)

+ν

(

∂c(r, t)

∂x
+
∂c(r, t)

∂y

)

∑

c′∈υ(c)

aijet(c
′) a−1−1 = a11 = a−11 = a1−1 = 0

a−10 = a0−1 =
D∆t

∆T 2

a10 = a01 =
D∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a00 = 1 − 4
D∆t

∆T 2
− 2

ν∆t

∆T

∂c(r, t)

∂t
= D

(

∂2c(r, t)

∂x2
+
∂2c(r, t)

∂y2

)

+ν

(

∂c(r, t)

∂x
+
∂c(r, t)

∂y

)

+κc(r, t) + ξ

∑

c′∈υ(c)

aijet(c
′) + b a−1−1 = a11 = a−11 = a1−1 = 0

a−10 = a0−1 =
D∆t

∆T 2

a10 = a01 =
D∆t

∆T 2
+
ν∆t

∆T

a00 = 1 − 4
D∆t

∆T 2
− 2

ν∆t

∆T
+ κ

b = ξ
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(400×
500)

Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð★Ò♦➴✶➘îÐ❅ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß✧Ö✸í⑧Ð☎Ð⑥ÒtÚØÜ✿Ð●Ú ✖úç✙Ð❅ì✥❮⑧ß➇û❺Ð⑥Ó❸ð☎Ö✸ß❸ß✲➴❍➘❒ê Ð⑥ß✧Ò❰Ð♦ð✡â✧Õ❣Ð❅Ü✿Ð⑥Ò❴Û❁Ú❦Ö✷Ú❦Ò✚Ù♦❮✥ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð ✷Û⑥Õ❣Û⑥ðØÐ♦ß❘Ú✹Ò●❐❰Ð⑥ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Û★Ò✖Ö✯ì✥Ð★Ù❩Ü✿Ð⑥Ò❅Ù❁❮⑧Ó❸Õ×Ð♦Ó❸❐❦Ò✖ß❸❮⑧Þ❣❐●Ð❁Ú✒â❸ÕãÖ✸ß✧Ù✥➴✟➷➺Þ❣ß✧Ò❰Þ✗Ô➇Ù✒✑✧Ö ✜⑧Ó✧Ð❩ç✧Ö✥Ò❅Ü✿Ð♣Ú❰Ð♦ðØç✧Ò⑥ä✟Þ❣ÕÒ⑥ê Ð✔✓❊Ð⑥Ù✫Ú✹Ó❸Ð➺Ð⑥ßúì❘Þ×❐✹❮✥ß
500000

❮⑧ç✙Û⑥❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò⑥➴ ✁óÖ✸ß✧Ò❒Ú❰❮⑧Ó✧Ò✾Õ×Ð⑥Ò❑Ð❁ï✿Ð⑥ð❴ç✧Õ❣Ð★Ò♦ä❘❮✥ß✖ç✧❐❰Ð⑥ß✧Ü✖Ü✿Ð★Ò❑Ù♦❮✥ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✙Ò❒Ö✸Ó❸ïÕ×Þ×ð❴Þ❣Ú❰Ð★Ò ✮❸ï✿Ð⑥Ò⑥ä
et(c) = e

ç✪❮✥Ó❸❐✟Ú❰❮⑧Ó✿Ú❰Ð★Ò✟Õ❣Ð★Ò✟Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð★ÒàÜ✿Ó☞â✪❮✥❐❦Ü☞Ü✿Ó❅❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✸Ó●Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✥➴ ✝①Ó✧Ö✥ß❘Ú✂Ô✚Õ❚ê Û❁Ú❦Ö✷ÚÞ×ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ❱ä✲Þ×Õ✾Ð⑥ÒtÚ✚Ù✒✑❸❮⑧Þ×Ò❰Þ❒Ü✿ÐØÏ Ö ✑❁❮⑧ß➸Ô✒ð❴❮⑧ß❘Ú❰❐✹Ð♦❐❢Ó❸ß❸Ð☞Û♦ì✥❮⑧Õ❣Ó❸Ú❰Þ×❮✥ß➁Ô✒ç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×❐✕Ü✎ê Ó❸ß➇Ü✿Ð★Ò✕Ù✝✔✥Ú❰Û★Ò✕Ü✿Ó➁❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✸Ó✲➴ü✌❮✥Ó✙Ò✶Õ❣Ð★Ò✾Ò❰ÞöÚ✹Ð⑥Ò❒Ü❸Ó☎❐❰Û★ÒtÐ★Ö✸ÓØÒt❮⑧ß⑧Ú✾Þ×ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❒ìúÞãÜ✿Ð⑥Ò⑥ä✥Õ×Ð⑥Ò❒Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð★Ò❒Ò❰❮✥ß❘Ú❒Ô✗Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✷Ú ✹ ä✸Ð♦ï✿Ù♦Ð♦ç✿Ú✹Û❺ç✪❮✥Ó❸❐✾Õ×Ð⑥ÒÒ❰Þ❣Ú❰Ð⑥Ò❑Ü✿Ð❺ÕãÖ❢Õ×Þ❣í⑧ß❸Ð❺Þ×ß✿ÏÑÛ♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐✹Ð✥ä ✜❘Ó❸Þ✪Òt❮⑧ß❘Ú❒❮✿Ù♦Ù❁Ó✧ç✙Û★Ò✾ç✧Ö✥❐❒Ü✿Ð⑥Ò❒ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò✾❮✥❐✹Þ×Ð♦ß❘Ú❰Û⑥Ð⑥Ò❍ì✥Ð⑥❐✹Ò❒Ü✿Ð⑥Ò❑Ü✿Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✧ÒÙ✒✑✧❮✥ÞãÒtÞ×Ð⑥ÒàÖ✥Ó ✑✙Ö✥Ò✹Ö✸❐❦Ü✎➴❸➘îÐ★Ò❺ÒtÞ×ð✡Ó✧Õ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò ✜❘Óîê ❮✥ß✒ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Ð✕Òt❮⑧ß⑧Ú❺❐✹Û⑥Ö✥Õ❣ÞãÒ❰Û♦Ð⑥ÒàÒ❰❮✥Ó✙Ò✂Ó❸ß❩Ù❁❮✿Ü✿Ð✕Ù♦❮✥ðØç❸Þ×Õ❣Û✕Ð⑥ßÕãÖ✸ß✧í⑧Ö✸í⑧Ð
C++ ➴è❒ß✣✮✧ßîä❸❮⑧ß✒ç❸❐❰Ð⑥ß✧Ü●Õ❣Ð★Ò✂ì✯Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐❦ÒàÒtÓ❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð★Ò ✡

D1 = 0.1 ; D2 = 0.05 ; D = 0.1 ;
ν = 0.5 ; κ = 1 ; ∆t = ∆T = 1

� ⑩✒✄
D1 6= D2 � κ 6= 0➷✌ì✥Ð★ÙóÕ❣Ð★Ò✂ì✯Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐❦Ò✂ç❸❐❰Û★Ù❁ÞãÒtÛ⑥Ð⑥Ò✟ç✪❮✥Ó❸❐àÕ×Ð⑥Òàç✙Ö✸❐❦Ö✸ð ✘❁Ú✹❐❰Ð★Ò♦ä❘❮✥ß✒❮✥â❸Ú❰Þ×Ð♦ß❘ÚàÕ❣Ð★Ò❺Ù❁❮úÐ✝✘✖Ù♦Þ❣Ð⑥ß⑧Ú❦ÒàÒtÓ✧Þ❣ì✷Ö✸ß❘Ú❦Ò

a−1,0 = 0.1 a0,−1 = 0.05 a1,0 = 0.6
a0,1 = 0.55 a0,0 = 0.7 a1,1 = 0
a−1,−1 = 0 a1,−1 = 0 a−1,1 = 0
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✕✗✖☛✞✙✘✚✄✪✩✫✢✣✢✤✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄ ✕✜✖☛✞✙✘✚✄✬✩✫✛✣✢✤✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄

✕✗✖☛✞✙✘✚✄✜✭✣✢✣✢✤✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄ ✕✜✖☛✞✙✘✚✄✗✮✣✢✣✢✤✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄

➘îÐ⑥Ò ✮✧í⑧Ó❸❐❰Ð★Ò❑Ù♦Þöý✭Ü✿Ð★Ò❰Ò❰Ó✧Ò❑Þ❣Õ×Õ❣Ó✙Ò➱Ú✹❐❰Ð⑥ß⑧Ú✂ÕãÖ✡Ù❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✖Ü✿ÐóÕ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð✗Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð❺ç✪❮✥Ó✧❐✂Ü❸Þ ✓❊Û♦❐✹Ð♦ß❘Ú✹Ò✟ç✧Ö⑧ÒÜ✿Ð✟Ú❰Ð♦ðØç✧Ò⑥➴✸➘îÐ✂ç✧Ö⑧Ò❰Ò✹Ö✸í⑧Ð❑Ü✿Ð✂Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✸Ú✾Þ❣ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ ✫➱Ó✙Ò✙✜❘Óîê ÔóÕ❚ê Þ❣ß✙Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú
t = 300

ð❴❮⑧ß❘Ú❰❐✹Ð ✜❘Ó❸Ð✂ÕãÖ①ç✧❐❰❮⑧í✥❐✹Ð⑥Ò✹ÒtÞ×❮✥ß✕Ü✿ÐÕ❚ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð✕Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð❢Ò❰Ð❢Ï Ö✸Þ❣Ú➺Ö✯ì✥Ð★Ù①Ó✧ß❸Ð✕ìúÞöÚ✹Ð⑥Ò✹ÒtÐ✕Ò❰Þ×í✥ß❸Þ✛✮✙Ù♦Ö✸Ú❰Þ×ì✥Ð⑧➴❸➘îÐ⑥Ò❺ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò❺í⑧Ö✸❐❦Ü✿Ð⑥ß⑧ÚàÕãÖØð ✯♦ðØÐÜ✿Ð♦ß✧Ò❰Þ❣Ú❰Û✕Ö✸Ó✒Ù❁❮⑧Ó❸❐❦Ò✟Ü❸Ð✕Ù❁Ð❁Ú❰Ú❰Ð❢Û⑥ì✥❮✥Õ×Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ßî➴



� � á ✑✧Ö✸ç✧ÞöÚ✹❐❰Ð ✬ ➴✄✂ ✡ ☞✆☎✞✝ ✑✠✟✞✡✓✞✠✑✒✡✓✆ ☞✆☛☞✟✌✟✎✍✏✟ ✞✒✑✞✓✔☛☞✟✌✟✖✕✗✡✓✞✠✑✒✡✙✘ ✞✒☛✞✓✚✕☎✡✓✟✛☛✞✝✜✟✢✕✗✡✓✟✣✡✎✍ ✞ ✡✤✓✔✡✎✞✥☛☞✟ ✏✦☛✞✝✧✝ ✍★✝✩✡✎✑ ✟✛☛✎✟

� ⑩✒✄
D1 = D2 = D � κ 6= 0➷✌ì✥Ð★ÙóÕ❣Ð★Ò✂ì✯Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐❦Ò✂ç❸❐❰Û★Ù❁ÞãÒtÛ⑥Ð⑥Ò✟ç❸Õ×Ó✧Ò✦✑✧Ö✥Ó✿Úàç✙❮⑧Ó❸❐❺Õ×Ð⑥Ò✂ç✧Ö✥❐✹Ö✥ð ✘❁Ú❰❐✹Ð⑥Ò⑥äú❮✥ß❅❮✥â✿Ú✹Þ❣Ð⑥ß❘Ú❺Õ❣Ð★Ò✂ì✯Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐❦ÒàÒtÓ❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð★Ò

a−1,0 = 0.1 a0,−1 = 0.1 a1,0 = 0.6
a0,1 = 0.6 a0,0 = 0.6 a1,1 = 0
a−1,−1 = 0 a1,−1 = 0 a−1,1 = 0

�✂✁☎✄✙✆✝✞✝✁✠✟☛✡☛✆✝✁☎☞✍✌ ✁✠✌☛✁✠✆✝✁✑✏✓✒☎✔ ✕✗✖☛✞✙✘✚✄✜✭✣✛✤✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄

✕✜✖☛✞✙✘✚✄ ✛✣✢ ✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄ ✕✗✖☛✞✙✘✚✄✬✩✫✢✣✢ ✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄
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✕✗✖☛✞✙✘✚✄✪✩✫✭✣✛✤✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄ ✕✜✖☛✞✙✘✚✄✬✩✫✛✣✢✤✁✠✆✙✥✦✞✧✏✓✆✝✁☎☞✍✌★✄

➘îÐ⑥Ò✵✮✙í✥Ó❸❐✹Ð⑥Ò❍Ù❁Þ❣ý✭Ü✿Ð⑥Ò✹ÒtÓ✙Ò✌ðØ❮⑧ß⑧Ú✹❐❰Ð⑥ß❘Ú❍Õ❱ê Û♦ì✥❮⑧Õ❣Ó❸Ú❰Þ×❮✥ß✚Ü❸Ð✟Õ❱ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð✂Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✟Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú✾Ü✿Ð⑥Ò❍ç✧Ö⑧Ò❍Ü✿Ð✂Ú❰Ð⑥ð❴ç✙ÒÖ✸Õ×Õ×Ö✥ß⑧Ú✾Ü✿Ð
0
Ô

150
➴✸û❺❮⑧Ó✧Ò✶Ù❁❮⑧ß✧Ò➱Ú❦Ö✷Ú✹❮✥ß✧Ò ✜❘Ó❸Ð✂Õ×Ðàç✚✑❸Û♦ß✧❮✥ð ✘♦ß❸ÐàÛ⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó❸ÐàÜ✿Ð✟Ï Ö ✑❁❮✥ßØç❸Õ×Ó✧Ò❍❐❦Ö✸ç❸ÞãÜ✿Ð✦✜❘Ó❸ÐàÕ×Ð❺Ù♦Ö✥Ò❮✢✤

D1 6= D2
ä✙Ù❁Ð✺✜❘Ó❸Þ✲Ð❁ï✿ç❸Õ×Þ✹✜❘Ó❸Ð✺✜❘Ó❸Ð❢ÕãÖØÜ✿Û♦ç✪Ð♦ß✧Ü✧Ö✸ß✧Ù♦Ð✡Ü✿Ó✼Ù❁❮úÐ✝✘✖Ù♦Þ❣Ð⑥ß⑧Ú➺Ü❸Ð✕Ü✿Þ ✓❊Ó✧Ò❰Þ❣❮⑧ß✼Ü✿Ð✕ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ßÞ❣ß✫✼✙Ó❸Ð♦ß✧Ù♦Ð✕ÒtÓ✧❐àÕ×Ö❴ìúÞöÚ✹Ð⑥Ò✹ÒtÐ❢Ü✿Ð❢ç✧❐❰❮⑧í✥❐✹Ð⑥Ò✹ÒtÞ×❮✥ß☞Ü❸Ó❅ç✻✑❸Û♦ß❸❮⑧ð ✘♦ß❸Ð⑧➴

� ⑩☛✄
D1 = D2 = D � κ = 0

✁①Ö✥ß✧Ò❢Ù❁Ð☎Ü✿Ð⑥❐❰ß❸Þ×Ð♦❐✕Ù⑥Ö✥Ò⑥ä✎❮✥ß✱ì✷Ö❅Ò❰Þ×ð✡Ó❸Õ×Ð♦❐❢Õ×ÐØð❴❮✿Ü✣✘⑥Õ❣ÐØâ❸ÞãÜ✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð⑥Õ❒Ö✯ì✥Ð★Ù
κ = 0

Ð❁Ú
ν = 0.2

➴îò①ß❮✥â✿Ú✹Þ❣Ð⑥ß⑧Ú❺Õ×Ð⑥Ò✂ì✷Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐✹Ò
a−1,0 = 0.1 a0,−1 = 0.1 a1,0 = 0.4
a0,1 = 0.4 a0,0 = 0.2 a1,1 = 0
a−1,−1 = 0 a1,−1 = 0 a−1,1 = 0
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➘îÐ⑥Ò ✮✧í⑧Ó❸❐✹Ð⑥Ò❍Ù❁Þ❣ý Ü❸Ð⑥Ò✹ÒtÓ✧Ò✌ðØ❮✥ß❘Ú❰❐✹Ð♦ß❘Ú❍Õ❣Ð✂Ù❁❮⑧ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✶Ü✿Ð✂Õ❚ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð✟Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð❒ç✪❮✥Ó❸❐✶Ü✿Þ✛✓❊Û♦❐✹Ð♦ß❘Ú✹Ò❍ç✧Ö⑧ÒÜ✿Ð✂Ú❰Ð⑥ð❴ç✙Ò✶Ü❸Ö✸ß✧Ò❍Õ×Ð❺Ù♦Ö⑧Ò❍❮✢✤
κ = 0

➴✥û❺❮⑧Ó✧Ò❍❐❰Ð⑥ð☎Ö✸❐✒✜⑧Ó✧❮✥ß✧Ò✵✜❘Ó❸Ð✂Õ❚ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ßØÜ✿ÐàÕ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰ÐàÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð✂Ò❰ÐÏ Ö✸Þ❣Ú❑Ü✿Ð➺ÕãÖ✗ð ✯♦ðØÐ➺ð☎Ö✥ß❸Þ✛✘⑥❐❰Ð ✜❘Ó❸Ð①Ü❸Ö✸ß✧Ò❒Õ❣Ð①Ù♦Ö✥Ò✾❮✢✤
κ 6= 0

➴❘á❑Ð♦ÚtÚ❰ÐóÙ❁❮⑧ß✣✮✧í✥Ó✧❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßØÜ✎ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð①Ù❁❮✥ß✙Ü✿Ó❸Þ❣ÚÔ✡Ó❸ß✧Ðó❮⑧❐❰í❘Ö✸ß❸ÞãÒ✹Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß●Òtç✧Ö✸Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð①â✪Ð⑥Ö✥Ó✧Ù❁❮⑧Ó❸ç☞ç✧Õ❣Ó✧ÒàÖ✎✘☎❐❰ðØÛ♦Ð ✜❘Ó❸Ð✗Õ❣Ð★ÒàÙ♦Ö⑧Ò❑ç✧❐❰Û★Ù❁Û⑥Ü❸Ð♦ß❘Ú✹Ò⑥➴ ✁➺❮⑧ß✧ÙóÕ❚ê Ö✸â✧Ò❰Ð♦ß✙Ù❁ÐÜ✿Ó❅Ú❰Ð♦❐✹ðØÐ
κ
Þ❣ß ✼✧Ó❸Ð♦ß✙Ù❁Ð✕Ò❰Ó❸❐àÕ×ÖØÜ✿ÞãÒtÚ❰❐✹Þ❣â❸Ó❸Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð⑥Òàç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÖ✥Ó❅Ù♦❮✥Ó❸❐❦Ò✂Ü✿Ð✕Ù❁Ð♦ÚtÚ❰Ð❢Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ßî➴
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➘îÐ❢ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð✕Ü✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð✗Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✬✜⑧Ó✲ê ❮⑧ß❅ì✷ÖØç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Ð♦❐❺Ò❰Ð♦❐❦Ö✡â✧Ö⑧ÒtÛ✕Ò❰Ó❸❐àÓ❸ß✧Ð✕Ö✸ç❸ç❸❐✹❮✿Ù✒✑❸Ð✗ðØÞ×Ù♦❐❰❮❘Ò❰Ù♦❮✸ýç❸Þ✹✜❘Ó❸Ð✕Ü❸Ó❅ç✻✑❸Û♦ß❸❮⑧ð ✘♦ß❸Ð⑧➴
➃✕❼✘✕ ❷ ✙ �☎✞➱❼✌✙ ✓Ñ⑩✶❹ ✜ú❷ ✕➤⑩✣✜✿❼☎✄ ✆❊❼☎✞✎✞❰❹ ✞➱⑩☛✡t❶❸❼☎✄
➘✲ÖØÜ✣✖úß✧Ö✸ðØÞ✧✜❘Ó❸Ð❢Ü✿Ð⑥ÒàðØÞ×Õ❣Þ×Ð♦Ó❸ï●Ð❁ï❸Ù♦ÞöÚ❦Ö✸â❸Õ×Ð⑥Ò✟Ð⑥ÒtÚ➺Ù♦Ö✥❐✹Ö⑧Ù✫Ú✹Û♦❐✹Þ×Ò❰Û♦Ð①ç✧Ö✸❐ ✓ ✶❄✱✿ä ✷✫✭ ✕ ✡

ý❒ë❺ß✒Û❁Ú❦Ö✷Ú➺Ü✎ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✗í✥Õ×❮✥â✧Ö✥Õ❣Ð✗Ð❁Ú❺ÒtÚ✹Ö✥â❸Õ❣Ð⑧➴
ý✡ë❺ß➅Û❁Ú❦Ö✷Ú☎Ð❁ï❸Ù❁Þ❣Ú❰Û❅Ú✹Ð♦ðØç✙❮⑧❐✹Ö✥Þ❣❐✹Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú☎Ð⑥ß➟❐✹Û♦ç✪❮✥ß✧Ò❰Ð✒Ô✺Ó✧ß➅ÒtÚ❰Þ×ð✡Ó✧Õ❣Ó✧Ò☎Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ✹✜❘Ó❸Û✒Ð♦Ú ✜⑧Ó✧Þ❺Ü✿Û♦ç✧Ö⑧Ò❰Ò❰Ð✒Ó❸ßÙ❁Ð♦❐❰Ú✹Ö✥Þ❣ß✒Ò❰Ð♦Ó❸Þ×Õ❚➴
ý❒ë❺ß❸Ð❢ç✪Û♦❐✹Þ❣❮✿Ü✿Ð✗❐✹Û❁ÏÑ❐❦Ö✥Ù❁Ú✹Ö✸Þ×❐✹Ð①Ü✿Ó❸❐❦Ö✸ß❘Ú✂Õ×Ö ✜❘Ó❸Ð♦Õ×Õ❣Ð✗Õ×Ð✗ð❴Þ×Õ×Þ❣Ð⑥Ó❅ß✧Ðó❐✹Û♦ç✪❮✥ß✙Ü☞ç✧Ö⑧ÒàÖ✸Ó✿ï❅Ò➱Ú✹Þ❣ð✚Ó❸Õ❣Þ✎Ó✧ÕöÚ✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐✹Ò✂Ð♦Ú❐❰Ð⑥í⑧Ö✸í⑧ß❸ÐóÕ❚ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✥➴
á❑Ð⑥Ò❅ðØÞ❣Õ×Þ❣Ð⑥Ó✿ï Ò❰❮✥ß❘Ú❅í⑧Û♦ß❸Û⑥❐✹Ö✥Õ❣Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú●ðØ❮✿Ü✿Û♦Õ×ÞãÒtÛ★Ò●ç✙Ö✸❐❅Ó❸ß❸Ð✱Û ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß➦Ü✿Ð✱❐✹Û⑥Ö✥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✿ý✭Ü✿Þ✛✓✪Ó✙ÒtÞ×❮✥ß Ü❸Ð✺ÕãÖÏÑ❮✥❐✹ð❴Ð ✡

∂C

∂t
= A

∂2C

∂x2
+ F (C)

C(x, t)
Ð★Ò➱Ú✟Õ❚ê Û❁Ú❦Ö✷Ú✟Ü❸Ó☞Ò ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ð①Ô✕Ó❸ß✖ç✪❮✥Þ×ß❘Ú✟Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û

x
Ð❁Ú✂Ô❢Ó❸ß●Þ❣ß✧ÒtÚ✹Ö✥ß❘Ú

t
➴❘➘✌Ö✗ÏÑ❮✥ß✙Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß☞ß❸❮✥ß✖Õ×Þ×ß❸Û⑥Ö✥Þ❣❐✹Ð

F
Ü✿Û★Ù❁❐✹ÞöÚàÕãÖØÙ❁Þ×ß❸Û❁Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð✕Ü✿Ó✒ðØÞ×Õ❣Þ×Ð♦Óî➴

A
Ð★Ò➱ÚàÕ×Ð✕Ù❁❮úÐ✝✘✖Ù♦Þ❣Ð⑥ß⑧Ú❺Ü✿Ð✕Ü❸Þ ✓❊Ó✧Ò❰Þ❣❮⑧ßî➴

ë❺ß➐Ü✿Ð⑥Òóç✚✑❸Û⑥ß❸❮✥ð ✘⑥ß❸Ð⑥Ò①❮✥â✧Ò❰Ð♦❐✹ì✥Û★Ò➺Ü❸Ö✥ß✧ÒóÕ❣ÐØÙ❁❮⑧ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❢Ü✿Ð⑥ÒóðØÞ❣Õ×Þ×Ð♦Ó✿ï❩Ð♦ï✿Ù♦ÞöÚ❦Ö✸â❸Õ×Ð⑥Ò①Ð⑥ÒtÚ✬✜⑧Ó✧Ð✥ä✎Ü❸Ö✸ß✙ÒÙ❁Ð♦❐❰Ú✹Ö✥Þ❣ß✙ÒàÙ♦Ö✥Ò⑥ä❸Ü✿Ð★Ò✂Û❁Ú✹Ö✸Ú✹ÒàÜ✿Ð❢ß✧❮✥ß❅Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✗Ò⑥ê Û❁Ú✹Ö✥â❸Õ×Þ×Ò✹ÒtÐ⑥ß❘Ú✂Ð♦Ú❺ç✙Ð⑥❐✹Ò❰ÞãÒ➱Ú✹Ð♦ß❘Ú❺Ü❸Ö✸ß✧Ò❺Õ❣ÐóÚ❰Ð⑥ðØç✧Ò♦➴
ÝúÓ❸❐îÕ×Ð✾❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✸Ó✗Ù♦Ö✥❐❰❐✹Û✥ä❦Õ×Ð✾ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß✧Ö✸í⑧Ð✝Ü✎ê Ó❸ß❸Ð❑Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð

ci,j
Ð⑥ÒtÚ✲Ù❁❮⑧ß✧ÒtÚ❰Þ❣Ú❰Ó❸Û❒Ü❸Ð⑥ÒîÙ♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð⑥Ò

ci+1,j , ci−1,j , ci,j+1, ci,j−1
äÖ✸Õ×❮✥❐❦Ò✟Ù✥ê Ð★Ò➱Ú❺Ó✧ß●ì⑧❮✥ÞãÒtß✧Ö✥í✥Ð✗Ü✿Ð✗Ú ✖úç✙Ð✗ì⑧❮✥ß✒û❺Ð♦Ó✧ðØÖ✥ß❸ßî➴

➘îÐ⑥Ò✂Û♦Ú✹Ö✸Ú✹Òàç✪❮⑧Ò✹ÒtÞ×â❸Õ×Ð⑥Ò✂Ò❰❮✥ß❘Ú
(0, 1, 2, ..., e, e+ 1, ..., e+ r)

➴
ÝúÞîÓ❸ß❸Ð✕Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð✗Ð⑥ÒtÚ➺Ô❴Ó❸ß✒Û❁Ú❦Ö✷Ú❺ç✧Ö✥❐❰ðØÞ

(1, 2, ..., e)
äúÐ♦Õ×Õ❣Ð❢Ð★Ò➱Ú❺Ð♦ï❸Ù❁Þ❣Ú❰Û♦Ð⑧➴

ÝúÞ✲Ò❰❮✥ß❅Û❁Ú✹Ö✸Ú❺Ö✸ç❸ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ❣Ð⑥ß❘ÚàÔ
(e+ 1, ..., e+ r)

ä✙Ð♦Õ×Õ❣Ð❢Ð★Ò➱Úà❐✹Û❁ÏÑ❐❦Ö✥Ù✫Ú❦Ö✸Þ×❐❰Ð⑧➴
ÝúÞîÕãÖ❴Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ❣Ð❢ç✪❮⑧Ò✹Ò ✘★Ü✿Ð✗Õ❚ê Û❁Ú❦Ö✷Ú ✹ ä✙Ö✸Õ×❮✥❐❦Ò❑Ð⑥Õ❣Õ×Ð✗Ð⑥ÒtÚ➺Ô❴Õ❚ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✥➴
ÝúÞ
et

i,j

Ð★Ò➱Ú①Õ×Ö✖Ù♦❮✥ß✣✮✙í✥Ó❸❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ô☎Õ❱ê Þ❣ß✧ÒtÚ✹Ö✥ß❘Ú
t
ä✙Ö✥Õ❣❮⑧❐✹ÒàÕãÖ☎Ù❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✼ÔØÕ❱ê Þ×ß✧ÒtÚ✹Ö✸ß❘Ú

t + 1
Ð⑥ÒtÚ①Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û⑥Ðç✧Ö✸❐ ✡

et+1(ci,j) = F (et(ci,j)) +G(et(ci,j), e
t(ci+1,j), e

t(ci−1,j), e
t(ci,j+1), e

t(ci,j−1))
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➷✌ì✥Ð★Ù
F (k) = k

ç✪❮✥Ó❸❐
1 ≤ k ≤ e+ r − 1

Ð♦Ú
F (e+ r) = F (0) = 0Ð♦Ú

G(x, x1, x2, x3, x4) =

{

1 si x = 0 et 1 ≤ xi ≤ e pour un certain i = 1, ..., 4
0 sinon➷➺Ó✿Ú❰❐✹Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✝Ü✿ÞöÚ✝ÒtÞ❘Ô✂Ó❸ß❢Þ❣ß✙Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú✲Ó❸ß❸Ð❑Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð✶ß✲ê Ð★Ò➱Ú✲ç✙Ö✥Ò✲Ô✂Õ❱ê Û❁Ú✹Ö✸Ú✌Ü✎ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✥ä❁Ð⑥Õ❣Õ×Ð✾❐✹Û⑥Ö✥í✥Þ×❐✹Ö✟ÒtÐ⑥Õ❣❮⑧ß❢Õ×Ö✂Õ×❮✥ÞÕ×❮✿Ù♦Ö✥Õ❣Ð

F
ä✥Ö✥Õ❣❮⑧❐✹Ò ✜❘Ó❸Ð①ÒtÞ❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð❺Ð★Ò➱Ú❒Ô✗Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✸Ú❑Ü✎ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✥ä✸Ð⑥Õ❣Õ×Ð➺Ò❰Ð♦❐❦Ö①Ð♦ï❸Ù❁Þ❣Ú❰Û♦Ð❺Ô✡Ù❁❮✥ß✙Ü✿ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß ✜⑧Ó✲ê Ó❸ß✧Ð➺Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸Õ×Ðì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß❸Ð⑧ä✥Ö✸Ó☎ðØ❮✥Þ×ß✧Ò⑥ä⑧Ò❰❮✥Þ❣Ú✾Ð❁ï❸Ù❁Þ❣Ú❰Û⑥Ð✥➴❘➘îÐ⑥Ò✾Ú❰Ð⑥❐❰ðØÐ⑥Ò

F
Ð❁Ú
G

Ò❰❮✥ß❘Ú⑥ä⑧ç✧Ö✸❐❒Ù♦❮✥ß✧Ò❰Û ✜❘Ó❸Ð⑥ß❘Ú⑥ä✸❐✹Ð⑥Ò❰ç✙Ð★Ù✫Ú✹Þ❣ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❒Õ×Ð⑥ÒÚ✹Ð♦❐✹ðØÐ⑥ÒàÜ✿Ð❢❐✹Û⑥Ö⑧Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß●Ð❁Ú➺Ü✿Ð❢Ü✿Þ✛✓❊Ó✧ÒtÞ×❮✥ß✲➴
� ✡✎✕❾❹✠✞➱⑩✣✜ ✡➱❷❒❻
ò①ß➟Ù❁❮✥ß✙ÒtÞãÜ✣✘♦❐✹Ð✖Ó❸ß➇❐❰Û★ÒtÐ★Ö✸Ó➸Ü✿Ð✒Ü✿Þ×ð❴Ð⑥ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß✧Ò

(500 × 600)
Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð★Ò♦ä❍Õ×Ð☞ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✸í⑧Ð☎Ð❁Ú☎Ü✿Ð✖Ú ✖úç✪Ð☞ì⑧❮✥ßû➺Ð♦Ó❸ð☎Ö✥ß❸ß✺Ð♦Ú❢Õ❚ê Ð♦ß✧Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ×Ð❴Ü✿Ð★Ò✗Û❁Ú❦Ö✷Ú✹Ò✗Ù♦❮✥ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð❴Ü❸Ð⑥Ò❢Ò❰Ó❸â✧ÒtÚ✹Ö✸ß✙Ù❁Ð⑥Ò①❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Û⑥Ð⑥Ò①ç✧Ö✸❐❢Ü✿Ð★Ò❢Ù❁❮⑧Ó❸Õ❣Ð⑥Ó❸❐❦ÒÜ❸Þ ✓❊Û♦❐✹Ð♦ß❘Ú❰Ð★Ò♦➴❸➘✲Ð⑥ÒàÒ❰Þ❣ð✚Ó❸ÕãÖ✷Ú❰Þ×❮✥ß✙Ò✂ç❸❐❰Û★ÒtÐ⑥ß❘Ú❰Û♦Ð★Ò✂Ù❁Þ❣ý Ü✿Ð★Ò❰Ò❰❮✥Ó✙Ò✟Ò❰❮✥ß❘Úà❐✹Û⑥Ö✸Õ×ÞãÒtÛ⑥Ð⑥Ò✂Òt❮⑧Ó✧Ò✂Õ×Ð✕Ù❁❮✿Ü✿Ð❢å❩Ö✷Ú✹Õ×Ö✥âî➴
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➂✒❻➺❼î❶ ✑✍✡t❼ ✆✢✡❰❻ ✁✢✜ ✡ �✂❹➺❼ ❼✢✜ ✄❢❷ ✜ú❼✌❻✍✜ ✡t❼☎✞✎✞t❼
ü✲❮⑧Ó✿Ú☞Ù❁❮⑧❐❰ç✧ÒØÐ⑥ß➅ð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú☎ç✙❮❘Ò❰Ò✙✘⑥Ü✿Ð✼Ó✧ß❸Ð✼Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✼Ù♦Þ❣ß❸Û♦Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð ✜❘Ó❸Þ❺Ð⑥ÒtÚ☞Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û♦Ð✼Ô➁Ü✿Ð★Ò☎ìúÞöÚ✹Ð⑥Ò✹ÒtÐ★Òâ✙Ð★Ö✸Ó✧Ù♦❮✥Ó❸ç❅ç❸Õ×Ó✧Ò✂Ï Ö✸Þ×â❸Õ×Ð⑥Ò✦✜❘Ó❸Ð✕Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ð★ÒàÜ✿Ð❢Õ×Ö❴Õ×Ó❸ðØÞ✛✘⑥❐❰Ð✗ç✧Ö✥❐
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1

2
mv2

❮✢✤
m

Ð★Ò➱Ú❒ÕãÖ❢ð☎Ö✥Ò✹Ò❰Ð✥ä
v
ÕãÖ❢ìúÞ❣Ú❰Ð⑥Ò✹Ò❰Ð❺Ü✿Ó✖Ù❁❮⑧❐❰ç✧Ò⑥➴✥➘❒ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ðàç✙❮✥Ú❰Ð⑥ß⑧Ú✹Þ❣Ð⑥Õ❣Õ×Ð➺Ü✎ê Ó❸ß✖Ù♦❮✥❐✹ç✧Ò✾Ü✿Û⑥ç✙Ð⑥ß✧Ü☎Ü✿Ð⑥Ò✾ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★ÒÐ❁ïúÚ❰Û⑥❐❰Þ×Ð♦Ó❸❐✹Ð⑥Ò✕✜❘Ó❸ÞîÒ⑥ê Ð♦ï✿Ð♦❐❦Ù❁Ð♦ß❘Ú❺Ò❰Ó❸❐✂Õ❣Ó❸Þ❱➴❸✃✶Ö✸❐àÐ♦ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð✥ä✿Ó❸ß✼Ù❁❮⑧❐❰ç✙Ò❑Ð⑥ß●Û✴✜❘Ó❸Þ❣Õ×Þ×â❸❐❰Ð⑧ä❸Ô❴Ó❸ß❸Ð✕Ü✿ÞãÒ➱Ú❦Ö✸ß✧Ù♦Ð

h
Ð♦ßð✶✘♦Ú❰❐✹Ð⑥Ò❑Ö✸Ó✿ý✭Ü✿Ð⑥Ò✹Ò❰Ó✧Ò✾Ü✿Ó✖Ò❰❮✥Õ❱ä✥ç✪❮⑧Ò✹Ò ✘★Ü✿ÐàÓ❸ß❸Ð➺Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð❺ç✪❮✸Ú✹Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ×Ð

mgh
ç✧Ö✥❐❒❐❦Ö✸ç❸ç✪❮✥❐❰Ú❒Ö✸Ó✖Ò❰❮✥Õ❱ä✸Ð♦ß☎❐❦Ö✸ÞãÒ❰❮✥ßÜ✿Ð❑ÕãÖ①í✥❐❦Ö✯ì❘Þ❣Ú❰Û⑧ä♦❮ ✤

g
❐❰Ð⑥ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ð✾Õ❱ê Ö✥Ù♦Ù♦Û♦Õ×Û♦❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✕Õ❣❮⑧❐✹Ò✝Ü✿Ð✟Õ×Ö①Ù✒✑úÓ✿Ú❰Ð ★Ñì⑧❮✥Þ×❐ ✮✧í⑧Ó❸❐✹Ð✳★ ✰❸➴✮✭✴✪ ✪❁➴✸ë❺ß✡ç✧❐❰❮✥Ú❰❮✥ß✡❮✥ÓÓ❸ß✚Û⑥Õ❣Ð★Ù✫Ú✹❐❰❮⑧ß ✜❘Ó❸Þ✿ç✪Û♦ß✚✘♦Ú❰❐✹Ð✂Ü✧Ö✸ß✧Ò✝Ó❸ßØÖ✥Ù⑥Ù❁Û♦Õ×Û♦❐❦Ö✷Ú✹Ð♦Ó❸❐✝Õ×Þ❣ß❸Û★Ö✸Þ×❐❰Ð✂Ö✯ì✥Ð★Ù✾Ó❸ß✧Ð✟Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð❑Ù♦Þ❣ß✧Û❁Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✂ß❸Û♦í⑧Õ❣Þ×í✥Ð★Ö✸â❸Õ×ÐÐ❁Ú①Ó✧ß❸Ð✚Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✕ç✪❮✸Ú✹Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ❣Ð✚Û♦í❘Ö✸Õ×Ð✚Ô

eV
❮ ✤

V
Ð★Ò➱Ú✗Õ×Ö☞Ü✿Þ ✓❊Û♦❐✹Ð♦ß✙Ù❁ÐØÜ✿Ð✡ç✪❮✸Ú✹Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ❍Ö✥Ù⑥Ù❁Û♦Õ×Û♦❐❦Ö✸ß❘Ú✹Ð✥ä✧Ð♦Ú

eÕ×Ö✼Ù✒✑✧Ö✥❐❰í⑧Ð☎Ü✎ê Ó✧ß➁Û♦Õ×Ð⑥Ù✫Ú✹❐❰❮⑧ßîä ✜❘Ó❸Þ❒Ò❰❮✥❐❰Ú✡Ô✒Õ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❐✹Ð☎â✙❮⑧Ó✿Ú✚Ö✯ì⑧Ð⑥Ù❴Ó❸ß❸Ð☎Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✖Ù❁Þ×ß❸Û❁Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð✖Ò❰Ó❸â✧ÒtÚ✹Ö✥ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ❣Ð⑧äÐ⑥ÒtÚ✚Ó❸ß➟Ð❁ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð☞ðØ❮✿Ü✿Ð♦❐✹ß❸Ð❅Ü✿Ð☞ÕãÖ♣Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß➁Ü✿Ð❅Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✖ðØÛ⑥Ù⑥Ö✸ß❸Þ✧✜❘Ó❸Ð✥➴ ✁①Ö✥ß✧Ò✚Ó❸ß❸Ð●Ò❰Þ❣Ú❰Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×ì❘ÞãÒtÚ❰Ð✥ä✿Õ❱ê Û ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð❢Ü✿❮⑧ß❸ß❸Ð ✡

1

2
mv2 = eV

Õ×Ö❴ìúÞöÚ✹Ð⑥Ò✹ÒtÐ✳✮✧ß✙Ö✸Õ×Ð✕Ü✿Ð✗Õ×ÖØç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×ÐóÐ★Ò➱Ú❺Ü✿❮⑧ß✧Ù✗Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð❢ç✧Ö✥❐
v = (2eV/m)

1

2

✁①Ö✥ß✧ÒóÕ×Ö❅ç❸Õ×Ó❸ç✧Ö✥❐tÚ❢Ü✿Ð⑥Ò✗Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ⑥Ò✗Ö✥Ù❁Ú❰Ó❸Ð⑥Õ×Ò⑥ä❊Õ❚ê Û♦ß✧Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✚ðØÛ⑥Ù⑥Ö✸ß❸Þ✧✜❘Ó❸Ð❴ßîê Ð★Ò➱Ú✗ç✧Ö⑧ÒóÙ♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✥Û⑥Ð✥ä✪Ð♦ß✺❐✹Ö✥Þ×Ò❰❮✥ßÜ✿Ð⑥Ò✌ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★Ò✌Ü❸Ð❒ÏÑ❐✹❮✸Ú❰Ú❰Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú★➴✷ü✲❮⑧Ó✿Ú❰Ð♦ÏÑ❮✥ÞãÒ♦ä✯Õ×❮✥❐❦Ò✙✜❘Ó❸Ð✾ÕãÖóÙ✒✑✧Ö✸Õ×Ð♦Ó❸❐✌ÏÑÓ✿Ú✶Ð♦ßúìúÞãÒ❰Ö✥í✥Û♦Ð❑Ù❁❮✥ðØðØÐ❒Û♦Ú✹Ö✥ß⑧Ú❍Ó❸ß❸Ð❑ÏÑ❮✥❐✹ðØÐÜ✎ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✥ä✥Ó❸ß❸Ð❺Õ×❮✥Þ✪Ü✿Ð➺Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✯Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßØç❸Õ×Ó✧Ò✾í⑧Û♦ß❸Û⑥❐✹Ö✥Õ❣ÐàÖ❢Û♦Ú❰ÛàÏÑ❮⑧❐❰ð✚Ó❸Õ×Û♦Ð✥✜❘Ó❸Þ✙í⑧Ö✸❐❦Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ ✜❘Ó❸Ð➺Ü❸Ö✥ß✧Ò❒Ù♦Ð➺Ù♦Ö⑧ÒÕ❚ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣ÐóðØÛ⑥Ù⑥Ö✸ß❸Þ✧✜❘Ó❸Ð①ç✧❐❰❮✷ì⑧❮✗✜❘Ó❸Ð➺Õ❚ê Û♦Õ×Û♦ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü❸Ð①ÕãÖ✕Ú✹Ð♦ðØç✪Û♦❐❦Ö✷Ú❰Ó✧❐❰Ð✗Ü✿Ó✒Ò ✖✿ÒtÚ✙✘♦ðØÐ⑧➴❸➷❺Ó✒ÒtÞ✹✘⑥Ù♦Õ❣Ð✗Ü✿Ð♦❐✹ß❸Þ×Ð♦❐★ä❮✥ß Ü✿Û★Ù❁❮⑧Ó❸ìú❐❰Þ❣Ú ✜❘Ó❸Ð♣Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð♣Ú✙✑❸Ð⑥❐❰ðØÞ✧✜⑧Ó✧Ð♣ßîê Ð⑥ÒtÚ❅Ö✥Ó✿Ú❰❐✹Ð✷✜❘Ó❸Ð✺Õ❚ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✺Ù❁Þ×ß❸Û❁Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð➐Ü✿Ð⑥Ò●ðØ❮✥Õ×Û⑥Ù♦Ó❸Õ❣Ð★ÒÔ❩Õ❱ê Þ×ß❘Ú❰Û♦❐✹Þ×Ð♦Ó❸❐ØÜ✿Ð❅Õ×Ö✱ÒtÓ✧â✧Ò➱Ú❦Ö✸ß✧Ù♦Ð✷★ ì✥❮✥Þ×❐✺✮✙í✥Ó❸❐✹Ð✷★ ✰❸➴ ✬ ✪ ✪❁➴✶➷❺Þ×ß✧ÒtÞ❱ä ✜❘Ó✧Ö✸ß✧Ü➇❮✥ß➇Ò⑥ê ❮úÙ⑥Ù❁Ó❸ç✪Ð✒Ü✿Ð●ðØ❮⑧Õ❣Û★Ù❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥äÜ✎ê Ö✸Ú❰❮⑧ð❴Ð★Ò✕❮⑧Ó➸Ü✿Ð☞ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò✕Ò❰Ó❸â✧Ö✸Ú❰❮✥ðØÞ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò⑥ä✲❮⑧ß➸Ü✿❮✥Þ❣Ú❴Ù♦❮✥ß✧Ò❰Þ×Ü❸Û♦❐✹Ð♦❐❢Õ×Ð♦Ó❸❐✚Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð☞Ù♦❮✥ðØðØÐ✖ßîê Û❁Ú❦Ö✸ß❘Ú
✜⑧Ó✧ÐóÕ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✗ðØÛ⑥Ù⑥Ö✸ß❸Þ✧✜❘Ó❸Ð✥ä❸Ù♦Ð✺✜⑧Ó✧Þ✎ß❸Ð❢ß❸Û⑥Ù♦Ð⑥Ò✹ÒtÞ❣Ú❰Ð✗ç✧Ö⑧ÒàÜ✿Ð❢ç✧Ö✥❐❰Õ×Ð♦❐àÜ✿Ð❢ÕãÖØÙ✒✑✧Ö✸Õ×Ð♦Ó❸❐★➴
❽✳❹ ✜✿❶❸❼☎✄ ✁❦❷✾❶ ✕➤❼✖✄ ✙❺❼✘✞ ✓ ✁✲❻❺❼î❶ ✑✍✡➱❼
û❺❮✥Ó✙Òîç✪❮✥Ó❸ì⑧❮✥ß✧ÒîÖ✥Þ❣ß✙ÒtÞ❘Ù❁❮✥ß❘Ú✹Þ❣ßúÓ❸Ð⑥❐✲Ü✎ê Þ❣Õ×Õ❣Ó✙Ò➱Ú✹❐❰Ð⑥❐îÕ❚ê Ð❁ï✿ÞãÒ➱Ú✹Ð♦ß✧Ù♦Ð❒Ü✿Ð✾Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð❒Ò❰❮✥Ó✙ÒîÜ✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❐❰Ð★Ò❊ÏÑ❮✥❐✹ðØÐ⑥Ò⑥➴✯á❑❮✥ß✙ÒtÞ❣ýÜ✿Û♦❐✹❮✥ß✧Ò❢Üîê Ö✥â✙❮⑧❐✹Ü✺Õ❚ê Û♦ß✧Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✚Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧➴✲ÝúÞ✾ß❸❮⑧Ó✧ÒóÚ❰Þ×❐❰❮⑧ß✧Ò✗Ó❸ß➐❐✹Ð⑥Ò✹Òt❮⑧❐tÚ✗ì✥Ð⑥❐✹ÒóÕ×Ð☎â✧Ö✥Ò⑥ä✎ß❸❮✥Ó✙Ò❢Ü✿Ð♦ì⑧❮✥ß✧Ò✗Ð♦Ï✈ýÏÑÐ⑥Ù✫Ú✹Ó❸Ð♦❐☎Ü✿Ó➟Ú❰❐❦Ö✯ì✷Ö✸Þ×Õ❚ä❍Ù♦Ö✥❐ØÕ❣❮⑧❐✹Ò✤✜❘Ó❸Ð●Ù♦Ð♦ÕãÖ❩Ð⑥ÒtÚ☎❐❰Û★Ö✸Õ×Þ×Ò❰Û✥ä✝ß❸❮⑧Ó✧Ò❴ç✙❮⑧Ó❸ì✥❮⑧ß✧Ò✚Ò❰❮✥Ó✧Õ❣Ð⑥ì✥Ð♦❐ØÜ✿Ð★Ò✚ç✪❮✥ÞãÜ❸ÒØÖ✯ì✥Ð★Ù✖Õ×Ð
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E=mgh

E=mgh+1/2 mv

E=0

2

E=1/2 mv

✁✖✂✆☎✞✝✪❉✝➚✡✟ ☛❾�➺❄✟✮❴❂➇✢✧✻✷✻✿✮
m

✻✥✬✭✩t④✾✵✷✮ ✟❩④✲❄✟✮✡✴✝✢✪④✌✩✫✮✥④✌✦
h

✢✪④➸✰✲✮✷✻✷✻✥④✎✻✖✰✪④♣✻✿✤✧✉✝✢✼④✲❄✟✮❅✵✥❄✟✮✥✦❰③✪✬✹✮r✶✤✧✩❁✮✥❄✶✩t✬✹✮✥✉✭✉❱✮➅✰✲✮
mgh

r✝✢✪✦➟✦⑥✢✥r✎r✶✤✧✦✸✩❩✢✪④➤✻✿✤✧✉ ✟➐✍❑✤✧④✲✩❁✮❃✉★② ✵✥❄✟✮✥✦❰③✪✬✹✮➅✰➺② ④✌❄ s✷✤✧✦❦r✶✻➦✮✥❄ s✷✴✲④✲✩❁✮✉✈✬t✣❘✦✷✮➦✮✷✻✥✩❩✉★② ✵✥❄✟✮✥✦✹③✪✬✹✮✺r✶✤✧✩❁✮✥❄✶✩t✬✹✮✥✉✭✉❱✮ ✢✪④ ✰✲✵❘✣❘④✲✩✺✰✲✮➫✉ ✢ s✷✴✲④✲✩❁✮ ✮✥✩✺✰✲✮➅✉★② ✵✥❄✟✮✥✦✹③✪✬✹✮➦s✥✬✭❄✟✵✥✩❰✬✦✹❘④✶✮✉❱✤✧✦✷✻ ✹❘④✶✮✱✉❱✮➟s✷✤✧✦❦r✶✻♣✻✿✮➁✦⑥✢✥r✎r❒✦✯✤✿s✷✴✶✮➁✰✪④þ✻✿✤✧✉ ✟ � ④✝✢✪❄❒✰➫✬✭✉①✩❁✤✧④✶s✷✴✶✮➐✉❱✮✺✻✿✤✧✉✂✁✚✻✿✤✧❄➥✵✥❄✟✮✥✦❰③✪✬✹✮➟✮✷✻✥✩✩❰✦⑥✢✪❄✝✻ ☎ú✤✧✦✸❂❃✵✷✮➐✮✥❄➤s✷✴✝✢✪✉❱✮✥④✲✦✄✟

ChaudFroid
✁✖✂✆☎✞✝✚❉✝➚×❇ ☛➳✜✂✢ s✷✴✝✢✪✉❱✮✥④✲✦þ✮✷✻✥✩✺✉★② ✵✥❄✟✮✥✦❰③✪✬✹✮ s✥✬✭❄✟✵✥✩t✬✦✹❘④✾✮ ✰✲✮✷✻➦✢✪✩❁✤✧❂❃✮✷✻þ✮✥✩➁✰✲✮✷✻➫❂❃✤✧✉❱✵✷s✥④✲✉❱✮✷✻ ✟✜♣② ✵✥❄✟✮✥✦❰③✪✬✹✮❾s✥✬✭❄✟✵✥✩t✬✦✹❘④✾✮➦❂❃✤✧✽✎✮✥❄✶❄✟✮➢✮✥✩✱✉ ✢ ✝✿✬✭✩✫✮✷✻✷✻✿✮➦❂❃✤✧✽î✮✥❄✶❄✟✮ ✰✲✮✷✻➦❂❃✤✧✉❱✵✷s✥④✌✉❱✮✷✻❾✮✷✻✥✩●r❒✉✈④✎✻✵✥✉❱✮ ✝✪✵✷✮✱✰✎✢✪❄✝✻♣④✌❄➦③✎✢☎✄➇s✷✴✝✢✪④✝✰✕✹❘④✾✮➐✰✎✢✪❄✝✻♣④✲❄þ③✎✢☎✄ ☎✸✦✯✤✧✬t✰ ✟➺✜❺✮✷✻✝✆☞❀✷s✷✴✶✮✷✻✺✦✯✮✫r❒✦✯✵✷✻✿✮✥❄✶✩❁✮✥❄✶✩✡✉❱✮✷✻
✝✪✮✷s✥✩❁✮✥④✲✦✯✻✺✰✲✮✠✝✿✬✭✩❁✮✷✻✷✻✿✮♣✰✲✮✷✻♣❂❃✤✧✉❱✵✷s✥④✌✉❱✮✷✻❩✰✲✮❅③✎✢☎✄ ✟✳✰✲✮✥④ ☎➟✩❁✮✥❂❅r✶✵✥✦⑥✢✪✩t④✌✦✯✮✷✻✱✰✪✬ ✞✒✵✥✦✯✮✥❄✶✩❁✮✷✻ ✟
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➷➢Õ❱ê Þ×ß❘Ú❰Û⑥❐❰Þ×Ð♦Ó❸❐✗Ü✎ê Ó❸ß✱❐❰Ð★Ò❰Ò❰❮✥❐❰Ú➺❮✥Ó✱Ü✎ê Ó❸ß♣Õ×Ð♦ìúÞ×Ð♦❐★ä✙Þ×Õ ✖❩Ö●Ü✿Ð★Ò①Ù♦❐❰ÞãÒtÚ✹Ö✸Ó❸ï✩✜❘Ó❸Þ✶Ò❰❮✥ß❘ÚóÙ♦❮✥ß✧ÒtÚ❰Þ❣Ú❰Ó✧Û⑥Ò✗Ü✎ê Ó❸ß❩Ú✹❐✙✘★Òí✥❐❦Ö✸ß✧Ü✚ß❸❮✥ð✚â❸❐✹Ð✂Üîê Ö✸Ú❰❮✥ðØÐ★Ò♦ä✸Ð♦Ú❑Ö✯ì✥Ð★Ù✟Ó❸ßØí✥❐❦Ö✸ß✧Ü❴Òt❮⑧Þ❣ßØÐ♦Ú❒Ó❸ß❸Ðàí⑧❐✹Ö✥ß✧Ü✿ÐàÜ✿Û♦Õ×ÞãÙ♦Ö✷Ú✹Ð⑥Ò✹ÒtÐàÜ❸Ö✥ß✧Ò✶Õ❱ê Ö✥❐❰❐❦Ö✸í⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚÜ✿Ð⑥Ò✌Ü✿Þ ✓❊Û♦❐✹Ð♦ß❘Ú✹Ð⑥Ò✌ç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð⑥Ò⑥ä♦❮⑧ß❢ç✙Ð⑥Ó✿Ú✌Ð★Ò❰Ò✹Ö ✖✥Ð⑥❐✲Ü✎ê Ö✭✫➱Ó✧ÒtÚ❰Ð⑥❐îÕ❣Ð★Ò✲❮⑧â✣✫➱Ð❁Ú❦Ò✲Ü✿Ð❒Ú❰Ð⑥Õ❣Õ×Ð❑Ò❰❮✥❐❰Ú❰Ð ✜❘Ó❸Ð❑Õ❣❮⑧❐✹Ò✤✜❘Ó❸Ð ✜❘Ó❸Ð♦Õ✧✜❘Ó❸ÐÙ✒✑❸❮⑧Ò❰Ð✕❐✹❮✥Ó❸Õ×Ð✡Ò❰Ó❸❐✳✜❘Ó❸Ð⑥Õ✹✜❘Ó❸Ð❴Ù✒✑❸❮⑧Ò❰Ð✡Ü✎ê Ö✸Ó❸Ú❰❐✹Ð✥ä❊Ö✸Ó✧Ù♦Ó❸ß♣Ü✿Ð★Ò①Ö✸Ú❰❮✥ðØÐ★Ò❺ß❸Ð✚❐❰Û★Ö✸í✥Þ❣Ú⑥➴✪å❩Ö✸ÞãÒ①❮✥ß♣Ü✿❮⑧ÞöÚóç❸❐✹Ð♦ß✧Ü✿❐✹Ðí✥❐❦Ö✸ß✧Ü✖Ò❰❮✥Þ×ßî➴ú÷➺Ö✥â❸ÞöÚ✹Ó❸Ð♦Õ×Õ×Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú⑥äúÕ×❮✥❐❦Ò✙✜❘Ó❸Ð①Õ❣Ð★Ò❒❮⑧â✣✫➱Ð❁Ú❦Ò❒❐✹❮✥Ó✧Õ❣Ð⑥ß⑧Ú★ä❘Ù✥ê Ð★Ò➱ÚàÙ✒✑✧Ö✥❮✸Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð➺Ð♦Ú✂Ö✥í✥Þ❣Ú❰ÛóÔ✡Ù♦Ö✥Ó✧Ò❰Ð①Ü✿Ð★ÒÞ❣❐✹❐❰Û⑥í✥Ó❸ÕãÖ✸❐✹Þ❣Ú❰Û⑥Ò❢Ü❸Ó➁ðØÖ✸Ú❰Û⑥❐❰ÞãÖ✸Ó➐Ð❁Ú✚Õ❣Ð★Ò✕Ö✷Ú✹❮✥ðØÐ⑥Ò✕Ô❩Õ❚ê Þ❣ß❘Ú✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐✡Ò❰Ð☎ð❴Ð♦ÚtÚ✹Ð♦ß❘Ú❴Ô✒❐✹Ð♦ð✚Ó❸Ð♦❐★➴✲û❺❮⑧Ó✧Ò✕ç✪Ð♦❐❦Ü✿❮⑧ß✧ÒÖ✸Þ×ß✧ÒtÞ✝ÕãÖ☎Ú❰❐❦Ö✥Ù♦Ð✡Ü✿Ð❴Ù❁Ð❁Ú❰Ú❰Ð❴Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✬✪✧ß❸❮⑧Ó✧ÒàÚ✹❐❰❮⑧Ó❸ì✥❮⑧ß✧Ò✥✜❘Ó❸Ð✚Õ❣Ð★Ò①Ö✸Ú❰❮✥ðØÐ★Ò➺Ò⑥ê Ö✥í✥Þ❣Ú❰Ð♦ß❘Ú①Ô☞Õ❚ê Þ×ß⑧Ú✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐✗Ü✎ê Ó✧ß❸ÐðØÖ✥ß❸Þ✹✘♦❐✹Ð✂Ö✥Õ❣Û★Ö✷Ú✹❮✥Þ×❐❰Ð✂Ð❁Ú❒Ù♦❮✥ß✿ÏÑÓ✙ÒtÐ❺Ö✥ç❸❐✙✘★Ò ✜❘Ó❸ÐàÕ❣ÐàðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✶Ò❰Ð❺Ò❰❮✥Þ❣Ú✾❐✹Ö✥Õ❣Ð⑥ß⑧Ú✹Þ❚➴⑧á❑❮⑧ðØð❴Ð⑥ß❘Ú❒Ò❰Ö✯ì⑧❮✥ß✧Òtý❱ß✧❮✥Ó✧Ò
✜⑧Ó✧Ð✚Ù✸ê Ð⑥ÒtÚ①Ð⑥ß✧Ù❁❮⑧❐❰Ð✚Ü✿Ð✡Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✡Ù♦Þ❣ß❸Û♦Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð ✆✚➮✭Õ✝Ö✥ç❸ç✧Ö✥❐✹Ö✷õ×Ú✸✜❘Óîê Ö✯ì✥Ð★Ù✗Ó❸ß✼Ú✤✑❸Ð♦❐✹ðØ❮✥ð ✘❁Ú✹❐❰Ð✚ì✥❮✥Ó✙Ò❺ç✪❮✥Ó❸ì⑧Ð ✿Ú❰❐✹❮✥Ó❸ì⑧Ð♦❐★ä❘Ð⑥ß❅Ï Ö✸Þ❣Ú⑥ä✻✜❘Ó❸Ð✗Õ×Ð❢❐❰Ð★Ò❰Ò❰❮✥❐❰Ú✟❮⑧Ó●Õ×Ð✗Õ❣Ð⑥ìúÞ❣Ð⑥❐àÐ⑥ÒtÚ❺ç❸Õ❣Ó✙Ò❺Ù✒✑✧Ö✸Ó✙Ü✎ä✿Ð❁Ú ✜❘Óîê Þ❣Õ ✖❅Ö❴❐❰Û⑥Ð♦Õ×Õ❣Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚàÖ✥Ó❸í✥ðØÐ⑥ß✿ýÚ✹Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß➸Ü✿Ð☞Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð☞Ù♦Þ❣ß✧Û❁Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð●Üîê Ó❸ß✧Ð●Ù❁Ð⑥❐tÚ❦Ö✸Þ×ß❸Ð ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û✥➴✾á①ê Ð★Ò➱Ú✡Ó✧ß❸Ð☞Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð☎Ú✙✑✧Ð♦❐✹ð❴Þ✧✜❘Ó❸Ð✥ä✌ð☎Ö✸ÞãÒß❸❮✥Ó✧Ò✗Ò✹Ö✯ì✥❮⑧ß✧Ò✸✜❘Ó❸ÐØÙ❁ÐØßîê Ð⑥ÒtÚ✗ç✧Ö✥Òóìú❐✹Ö✥Þ❣ðØÐ⑥ß⑧Ú✗Ó❸ß❸ÐØß❸❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥Õ❣Õ×Ð✚ÏÑ❮✥❐✹ð❴Ð⑧ä✎Ù✸ê Ð⑥ÒtÚ✗Ò❰Þ❣ðØç❸Õ×Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✕Ü✿ÐØÕ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×ÐÙ❁Þ×ß❸Û❁Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð✕Ü✎ê Ó❸ß✒ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚàÞ×ß⑧Ú✹Ð♦❐✹ß❸Ð✥➴
➮✭Õ ✖➁Ö❩â✪Ð⑥Ö✥Ó✧Ù❁❮⑧Ó❸ç➸Ü✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❐❰Ð★Ò✕ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ★Ò✡Ü✎ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð⑧ä✌Ô❩Ú❰Þ❣Ú❰❐✹Ð●Ü✎ê Ð❁ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð☞Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✖Û⑥Õ❣Ð★Ù✫Ú✹❐❰Þ✧✜❘Ó❸Ð ✜❘Ó❸Þ✟Ð⑥ÒtÚÐ♦ß✒❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✒Ö✯ì✥Ð★Ù①Õ❱ê Ö✷ÚtÚ✹❐✹Ö⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß●Ð♦Ú❺Õ×ÖØ❐✹Û♦ç❸Ó✧Õ×Ò❰Þ❣❮⑧ß●Ð⑥ß❘Ú❰❐✹Ð❢Õ❣Ð★Ò❺Ù✒✑✧Ö✸❐✹í✥Ð★Ò❒Û⑥Õ❣Ð★Ù✫Ú✹❐❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✥➴❸➮✭Õ ✖●ÖØÕ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð❢Ü✿Ð❐✹Ö ✖⑧❮✥ß❸ß❸Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú⑥ä❁Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✾Ü✿Ð❑Õ×Ö❺Õ❣Ó❸ðØÞ✹✘♦❐✹Ð✥ä ✜❘Ó❸Ð✾ß❸❮⑧Ó✧Ò✲Ò✹Ö✯ì✥❮⑧ß✧Ò ✯❁Ú✹❐❰Ð❒Ó❸ß❸Ð✾ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ❒Ü❸Ð❒Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✶Û♦Õ×Ð⑥Ù❁Ú❰❐✹Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧äÙ♦Ö✸❐àÕãÖØÕ×Ó❸ðØÞ✛✘⑥❐❰Ð❢ç✪Ð♦Ó✿Ú✸✯❁Ú❰❐✹Ð❢❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Û⑥Ð❢Ù❁❮✥ðØðØÐ❢Ü✿Ð⑥Ò❺❮⑧Ò✹Ù❁Þ×Õ❣ÕãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧ÒàÜ✿Ó❩Ù✒✑✧Ö✥ð❴ç❅Û♦Õ×Ð⑥Ù❁Ú❰❐✹❮✥ð☎Ö✸í⑧ß❸Û❁Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧➴➮✭Õ ✖☞Ö❴Õ❚ê Û♦ß✧Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✗Ù✒✑✧Þ❣ðØÞ✧✜⑧Ó✧Ð✥ä✿Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✗Õ❣Þ×â✙Û⑥❐❰Û⑥Ð❢Ü❸Ö✸ß✧Ò❺Õ❣Ð★Ò✂❐❰Û★Ö✥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✂Ù✒✑❸Þ×ð❴Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò⑥ä✿Ð❁Ú❦Ù✸➴×➴❣➴
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➘✲Ö ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û❩Ü❸Ð✼ð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú
Q
★ ❮✥Ó➅Õ❚ê Þ❣ðØç❸Ó✧Õ×Ò❰Þ❣❮⑧ß ✪ØÜ✎ê Ó❸ß❸Ð✼ð☎Ö✥Ò✹Ò❰Ð✒Ò❰Ð✼Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö ✑♦Ö✸ß❘Ú✖Ô➐Ó❸ß❸Ð✒ìúÞ❣Ú❰Ð⑥Ò✹Ò❰ÐÏ Ö✸Þ×â❸Õ❣Ð❢ç✙Ö✸❐❺❐❦Ö✸ç❸ç✪❮✥❐❰Ú❺Ô☎Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ð✕Ü✿Ð❢ÕãÖØÕ❣Ó❸ðØÞ✹✘♦❐✹Ð✕ÒtÐ✕Ü❸Û✔✮✧ß❸Þ❣Ú①Ù♦❮✥ðØðØÐ❢Û❁Ú✹Ö✥ß❘Ú❺Õ❣Ð✕ç✧❐❰❮✿Ü✿Ó❸Þ❣Ú➺Ü✿Ð❢ÕãÖØð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ❢ç✧Ö✥❐Õ×Ö❴ìúÞöÚ✹Ð⑥Ò✹ÒtÐ ✡

Q = mvá❑Ð❁ÚtÚ✹Ð①Û✴✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✖Ð⑥ÒtÚ✟Û⑥í⑧Ö✥Õ❣Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✟Ù❁❮⑧❐❰❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Ð➺Ô✚Ü✿Ð⑥Ò✟ìúÞ❣Ú❰Ð⑥Ò✹Ò❰Ð⑥Ò❑❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×ì❘ÞãÒtÚ❰Ð⑥Ò⑥äúÙ✸ê Ð⑥ÒtÚtý✭Ô✷ý✭Ü✿Þ❣❐✹Ð➺Ô✚Ü✿Ð⑥Ò✟ìúÞöÚ✹Ð⑥Ò✹ÒtÐ★Òç❸❐❰❮✿Ù✒✑❸Ð★ÒØÜ✿Ð
c
ä✶ÕãÖ✺ìúÞ❣Ú❰Ð★Ò❰Ò❰Ð✼Ü✿Ð✼Õ×Ö✱Õ×Ó❸ðØÞ✛✘⑥❐❰Ð⑧ä✶ð☎Ö✸ÞãÒ☎Ö✸Õ×❮✥❐❦Ò

m
ß✲ê Ð★Ò➱Ú✖ç✧Ö⑧ÒØÕ×Ö✱ð☎Ö✥Ò✹Ò❰Ð❅Ö✥Ó➟❐✹Ð♦ç✪❮⑧Ò☎Ü✿Ð✒ÕãÖç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð✥ä✿ð☎Ö✥Þ×Ò✂ç❸Õ×Ó✿Ú✕✔✸Ú➺Ò✹Ö✚ð☎Ö⑧Ò❰Ò❰Ð✗❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×ì❘ÞãÒtÚ❰Ð ✡

m(v) = m0/(1 − v2/c2)
1

2

➘✲Ö ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰ÛàÜ✿ÐàðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✶Üîê Ó❸ß✧Ðàç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×ÐàÒ❰Ö✥ß✧Ò❍ð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ⑧ä✸Ù❁❮⑧ð❴ðØÐ✂Õ×Ð✟ç✻✑❸❮✸Ú✹❮✥ßîä✥Ò❰ÐàÜ✿Û✔✮✙ß❸ÞöÚ❒Ù♦❮✥ðØðØÐÒtÓ❸Þ❣Ú ✡

Q =
E

c
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E
❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ð✗Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✗Ü✿Ð❢Õ×Ö❴ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð✥➴❸ë❺ß✧Ð✕Ü✿Û✔✮✧ß✧ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß❅í⑧Û♦ß❸Û⑥❐✹Ö✥Õ❣Ð✗Ü✿❮⑧ß❸ß❸Ð ✡

Q = (
E2

c2
−m2

0c
2)

1

2

❮ ✤
E

❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Ð●Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð●Ú❰❮✸Ú❦Ö✸Õ×Ð✒❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×ì❘ÞãÒtÚ❰Ð✼Ü✿Ð✒Õ×Ö➐ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð ★ÑÛ♦ß✧Ð♦❐✹í✥Þ×Ð❅Ù♦Þ❣ß❸Û♦Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✼Ð❁Ú✖Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð❐✹Û⑥Ò❰Ó❸Õ❣Ú✹Ö✥ß⑧Ú❢Ü✿ÐØÕãÖ●ð☎Ö⑧Ò❰Ò❰Ð✴✪❁ä✎Ð❁Ú
m0

Ð★Ò➱Ú❢ÕãÖ●ð☎Ö⑧Ò❰Ò❰Ð❴Ö✥Ó✺❐✹Ð♦ç✪❮⑧Ò⑥➴✌á❑Ð❁Ú❰Ú❰ÐØÛ ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✱Ð⑥ÒtÚ❢ì✯Ö✥Õ×Ö✥â❸Õ×Ð✚ç✪❮✥Ó❸❐❢Õ×Ð⑥Òç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÒ✹Ö✸ß✧Ò✂ð☎Ö⑧Ò❰Ò❰Ð
m0 = 0

Ð❁Ú❺Û⑥í⑧Ö✥Õ❣Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✂ç✪❮✥Ó✧❐❺Õ❣Ð★Òàç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★ÒàÖ ✖⑧Ö✥ß⑧ÚàÓ❸ß✧Ð❢ðØÖ⑧Ò❰Ò❰Ð✥ä✿Þ×ß✧Ü✿Û⑥ç✙Ð⑥ß✿ýÜ✧Ö✸ðØðØÐ♦ß❘Ú✟Ü✿ÐóÕ×Ð♦Ó❸❐✟ìúÞöÚ✹Ð⑥Ò✹ÒtÐ⑧➴✥è✾ß●Ï Ö✸Þ❣Ú⑥ä✗✜❘Ó✧Ö✸ß✧Ü✖Õ×Ö✡ì❘Þ❣Ú❰Ð★Ò❰Ò❰Ð①Üîê Ó❸ß✧Ð①ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð➺Ð⑥ÒtÚ❒Ï Ö✥Þ❣â✧Õ❣Ð⑧äúÙ♦Ð❁Ú❰Ú❰Ð❺ÏÑ❮⑧❐❰ð✚Ó❸Õ×ÐÒ❰Ð❢ÒtÞ×ðØç❸Õ×Þ ✮✧Ð❢Ð⑥ß
Q = m0v➮✭Õ✥Ï Ö✸Ó✿Ú✝❐✹Ö✥ç❸ç✪Ð♦Õ×Ð♦❐ ✜❘Ó❸Ð❒Õ×Ö ✜❘Ó✧Ö✥ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û❑Ü❸Ð❒ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚîÐ★Ò➱Ú✝Ó❸ß✕ì✥Ð★Ù✫Ú✹Ð♦Ó❸❐★ä⑥Ù♦Ð ✜❘Ó❸Þ❘Ò❰Þ×í✥ß❸Þ✛✮✧Ð ✜❘Ó❸Ð❒Ò✹Ö❺Ü✿Þ×❐✹Ð⑥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ßÐ★Ò➱Ú❒Ú❰❮✥Ó❸Ú❑Ö✸Ó✧Ò✹Ò❰Þ❸Þ❣ðØç✪❮✥❐❰Ú✹Ö✥ß⑧Ú✹Ð ✜❘Ó❸Ð➺Ò✹Ö✗í✥❐❦Ö✸ß✧Ü✿Ð⑥Ó❸❐✥★ Ó❸ß❸Ð✥✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û❺ç✚✑✗✖✿ÒtÞ✧✜❘Ó❸Ð ✜❘Ó❸Þ✧ß✲ê Ö❢ç✙Ö✥Ò✾Ü✿Ð①Ü✿Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ßîäÙ♦❮✥ðØðØÐ●ÕãÖ♣Ú❰Ð♦ðØç✪Û♦❐❦Ö✷Ú✹Ó❸❐❰Ð❅Ð⑥ÒtÚ☎Ù❁❮✥ß✙ÒtÞãÜ✿Û♦❐✹Û♦Ð❅Ù❁❮⑧ð❴ðØÐ❅Ó❸ß❸Ð✩✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û❅Ò✹Ù♦Ö✥Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✴✪❁➴✝➘✌Ö✺Ü✿Þ×❐✹Ð⑥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß➟Ü✿Ð❅ÕãÖ

✜❘Ó✧Ö✥ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û①Ü❸Ð➺ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✂Ü✎ê Ó✧ß❸ÐóÒ❰Ð♦Ó✧Õ❣Ð①ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð①Ù♦❮✥❐✹❐❰Ð★Òtç✪❮✥ß✙Ü❴Ô✡Õ×Ö✚Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß●Ü✿Ð①Ò❰❮✥ß✖ðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú❐✹Ð⑥Ò❰ç✪Ð⑥Ù✫Ú✹ÞöÏ➱ä✿Ò❰Ð♦Õ×❮✥ß✖Ó✧ß☞ðØ❮✿Ü✿Ð➺í⑧Û♦❮✥ðØÛ♦Ú❰❐✹Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧➴⑧è✾ß●ì✥Ð⑥❐tÚ✹Ó☞Ü✿ÐóÕ×Ö✚Õ❣❮⑧Þ✪Ü❸ÐóÙ♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß✖Ü❸Ð①ÕãÖ✲✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹ÛóÜ❸ÐðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú⑥ä✿Õ❱ê Þ×ðØç❸Ó❸ÕãÒtÞ×❮✥ß❅Ú❰❮✥Ú✹Ö✥Õ❣Ð✕Ü✎ê Ó❸ß✼Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐ❢Ð⑥ÒtÚ➺Ù❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì⑧Û♦Ð✗Ö✸Ó✧Ò✹ÒtÞ✎Õ×❮✥ß✧í✸Ú❰Ð⑥ðØç✧Ò ✜❘Ó❸Ð✕Ü✿Ð★Ò✂ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★ÒÐ♦ïúÚ❰Û♦❐✹Þ×Ð♦Ó❸❐✹Ð⑥ÒØßîê Ö✸í⑧Þ×Ò✹Ò❰Ð♦ß❘Ú✖ç✧Ö✥Ò☞ÒtÓ❸❐●Õ❣Ð✺Ò ✖✿ÒtÚ✙✘♦ðØÐ⑧➴❑➘î❮⑧❐✹Ò✤✜❘Ó❸Ð✼Ü✿Ð⑥Ò✖ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★Ò☎Ð❁ïúÚ❰Û⑥❐❰Þ×Ð♦Ó✧❐❰Ð★Ò☎Ò♦ê Ð❁ï✿Ð♦❐❦Ù❁Ð⑥ß❘Ú☞ÒtÓ❸❐Ó✧ß❩Ò ✖✿ÒtÚ✙✘♦ðØÐ⑧ä✧Ð♦ß✼ç✧Õ❣Ó✧Ò①Ü✿Ð⑥ÒàÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð⑥Ò❺Þ❣ß❘Ú❰Û⑥❐❰Þ×Ð♦Ó✧❐❰Ð★ÒàÐ♦ß❘Ú❰❐✹Ð✕Ü✿Ð★Ò➺Ü✿Þ✛✓✪Û⑥❐❰Ð⑥ß❘Ú✹Ò➺Ù♦❮✥ðØç✪❮⑧Ò✹Ö✸ß❘Ú✹Ò⑥ä✧Ò✹Ö ✜⑧Ó✙Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û✡Ü❸ÐðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✂ß✲ê Ð★Ò➱Úàç✧Ö⑧ÒàÙ❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì⑧Û♦Ð✥ä✿Ò✹Ö✸Ó✿Ï❍ÒtÞ
Fext + Fint = 0

✁óÖ✸ß✙Ò✶ß❸❮✸Ú✹❐❰Ð❺Ù⑥Ö✥Ò⑥ä✸ÕãÖ✕Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßØÜ✿Ð❺ÕãÖ✬✜⑧Ó✙Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û➺Ü❸Ðàð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❒Ö✸Ó✖Ù♦❮✥Ó❸❐❦Ò✶Ü✿Ó✖Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú❑Ü✿Ð⑥Òç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂Ð★Ò➱Úàì✥Û⑥❐❰Þ✛✮✧Û⑥Ðóç✙Ö✸❐✂Õ×Ö☎Ù♦❮✥ß✧Ü❸ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß❅Ò❰Ó❸Þ×ì✯Ö✥ß❘Ú❰Ð
f1 + f2 + f3 + f4 = 0❮ ✤

fk(i, j, t) = C ∆xk(i, j, t) ; k = 1, · · · , 4
★ ✰❸➴✮✭✴✪

Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
C

Ð★Ò➱ÚàÓ❸ß✧Ð✕Ù❁❮✥ß✙Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú❰Ð❢Ü✿Ð✗ç❸❐✹❮✥ç✪❮✥❐❰Ú❰Þ×❮✥ß❸ß✙Ö✸Õ×ÞöÚ✹Û ✜❘Ó❸Þ✎Ð★Ò➱ÚàÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü❸Ð❢Õ❚ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð❢Ü✿Ð✗Õ×Þ×Ö✥Þ×Ò❰❮✥ß✲➴
➘✲Ð➺❐✹Ð⑥Ù♦Ó❸Õ✪Ü❸Ó☞Ù♦Ö✥ß❸❮✥ßîäúÖ✸ç✧❐✙✘★Ò❒Ö✯ì✥❮⑧Þ❣❐✾Ú❰Þ×❐❰Û①Ó❸ß✖❮✥â✧Ó✧Ò♦ä❘Ð⑥ÒtÚ❑Ó✧ß☞Ð❁ï✿Ð⑥ð❴ç✧Õ❣ÐóÜ✿Ð①Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß✖Ü❸Ð➺ÕãÖ✲✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹ÛÜ❸Ð✚ðØ❮✥Ó✧ì✥Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú★➴✪➷✌ì✷Ö✸ß❘Ú❢Ü✿Ð✡Ú✹Þ❣❐✹Ð♦❐óÕ❱ê ❮⑧â❸Ó✧Ò⑥ä✪Õ×Ð⑥Ò ✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û⑥ÒóÜ✿Ð❴ð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘ÚóÜ✿Ó➐Ù♦Ö✥ß❸❮✥ß♣Ð❁Ú❢Ü✿Ð✚Õ❱ê ❮✥â❸Ó✧ÒÒ❰❮✥ß❘ÚØßúÓ❸Õ❣Õ×Ð⑥Ò⑥➴✾➘✾ê ❮✥â✧Ó✧ÒØÖ✥Ù✱✜❘Ó❸Þ×Ð♦❐❰ÚØÓ❸ß❸Ð ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û❅Ü✿Ð✒ðØ❮✥Ó✧ì✥Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✖Ü❸Ö✥ß✧Ò❴Ó❸ß❸Ð✼Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß❃Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û⑥Ð✥ä✶Õ×ÐÙ⑥Ö✸ß❸❮⑧ß❅Ü❸❮✥Þ❣Ú①Ü✿❮✥ß✙Ù❢Ö✥Ù✱✜❘Ó❸Û⑥❐❰Þ×❐àÓ❸ß❸Ð✺✜❘Ó✧Ö✥ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û✕Ü✿Ð✕ðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú❺Û♦í⑧Ö✥Õ❣Ð❢Ü❸Ö✥ß✧ÒàÕãÖ☎Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß✒❮⑧ç❸ç✙❮❘ÒtÛ⑥Ð✥ä✧Ü❸ÐÏ Ö ✑❁❮⑧ß✡Ô➺Ù♦Ð ✜❘Ó❸Ð✟Õ×Ö①Òt❮⑧ðØð❴Ð✟❐✹Ð⑥ÒtÚ❰Ð❒Û⑥í⑧Ö✥Õ❣Ð✟Ô ✿♦Û⑥❐❰❮✙➴⑥è❒ß✡ç✚✑✗✖✿ÒtÞ✧✜❘Ó❸Ð✂Ü✿Ð⑥Ò✌ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò♦ä★Õ×ÖóÙ❁❮⑧ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✯Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✕Ü✿Ð✟ÕãÖ
✜❘Ó✧Ö✥ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û✂Ü✿Ð✂ð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✶ß❸Û⑥Ù♦Ð⑥Ò✹ÒtÞ❣Ú❰Ð✕✜❘Ó❸Ð✂Õ×Ö✳✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰ÛàÜ✿Ð✂ðØ❮✥Ó✧ì✥Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✝Ú❰❮✥Ú✹Ö✥Õ❣ÐàÜ✎ê Ó❸ß❴í✥❐✹❮✥Ó❸ç✪Ð✟Ü❸Ð✟ç✙Ö✸❐❰ýÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥ä⑧Ö✯ì✷Ö✸ß❘Ú❒Ó❸ß✧Ð➺❐✹Û⑥Ö✥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ßîä⑧Òt❮⑧ÞöÚ✟Û♦í⑧Ö✥Õ❣ÐàÐ⑥ß ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û➺Ü✿Ð①Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✖Ô❢ÕãÖ✺✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û①Ü✿Ð❺ðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚÚ✹❮✸Ú❦Ö✸Õ×Ð✗Ö✥ç❸❐✤✘⑥Ò✟Õ×ÖØ❐✹Û⑥Ö⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✷★ ÔØÙ♦❮✥ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✩✜❘Óîê Ö✸Ó✧Ù♦Ó❸ß❸ÐóÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð✗Ð♦ï❘Ú✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐✹Ð①ßîê Ö✸í⑧Þ×Ò✹Ò❰ÐóÒ❰Ó❸❐❺Õ×Ð❢Ò ✖✿ÒtÚ✙✘♦ðØÐ ✪✫➴➘❒ê Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ×Ù⑥Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ßØÜ❸Ð➺ÕãÖ❢Õ❣❮⑧Þ✙Ü✿Ð①Ù❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☎Ü✿Ð➺ÕãÖ✺✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û➺Ü✿Ð❺ðØ❮✥Ó✧ì✥Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✟ÒtÞ×ðØç❸Õ❣Þ✛✮✧Ð①Õ❚ê Ö✸ß✧Ö✥Õ✛✖✿Ò❰Ð❺Ü✿Ð⑥Ò❐✹Û⑥Ö⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✟Ð♦ß❘Ú❰❐✹Ð①Õ×Ð⑥Ò✂ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴✿✃✶Ö✸❐✂Ð❁ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð✥ä ✜⑧Ó✙Ö✸ß✧Ü●Ó❸ß❸Ð✗ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ö✥Ó●❐✹Ð♦ç✪❮⑧Ò✂Ò❰Ð①ÏÑ❐❦Ö✥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß❸ß✧ÐóÐ⑥ßÜ❸Ð♦Ó✿ï♣ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥äîÙ❁Ð★Ò✕Ü✿Ð♦❐✹ß❸Þ✹✘♦❐✹Ð⑥Òóç✧Ö✥❐tÚ✹Þ❣❐✹❮✥ß❘Ú❢Ü❸Ö✸ß✧Ò✡Ü✿Ð♦Ó✿ï✱Ü✿Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò✗❮⑧ç❸ç✪❮⑧Ò❰Û♦Ð⑥Ò ★ ì✥❮⑧Þ❣❐✳✮✧í⑧Ó❸❐❰Ð ★ ✰✧➴ ✰ ✪ ✪✫➴➘✲Ð✕❐❦Ö✸ç❸ç✪❮✥❐❰Ú①Ü✿Ð✕Õ×Ð♦Ó✧❐✹Ò➺ì❘Þ❣Ú❰Ð★Ò❰Ò❰Ð⑥Ò①ÒtÐ⑥❐✹ÖØÛ⑥í⑧Ö✥Õ✌Ô☎Õ❱ê Þ×ßúì✥Ð⑥❐✹Ò❰Ð✕Ü✿Ó❩❐❦Ö✸ç❸ç✪❮✥❐❰Ú①Ü✿Ð✡Õ❣Ð⑥Ó❸❐✹Ò➺ð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ★Ò✲★ÑÕãÖ☎ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×ÐÕãÖ✒ç❸Õ×Ó✧Ò✕Õ×Û♦í ✘♦❐✹Ð☎ÒtÐ✖Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð⑥❐✹Ö❅ç❸Õ×Ó✧Ò✡❐✹Ö✥ç❸Þ×Ü❸Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✒✪❁➴ ✝①Ó✧Ö✥ß✧Ü✱Ó❸ß❸Ð✖ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð☎Þ❣ðØðØ❮✥â❸Þ×Õ×Ð☞ÒtÐ✖Ù⑥Ö✥Ò✹ÒtÐ☎Ð⑥ßÚ✹❐❰❮⑧Þ×Ò➺ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò♦ä✙Ð♦Õ×Õ❣Ð★Ò①Ü✿❮⑧Þ❣ì⑧Ð♦ß❘Ú⑥ä✙Ð♦ß✺❐✹Ö✥Þ×Ò❰❮✥ß✼Ü✿Ð✚Õ×Ö●Ù❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✼Ü✿Ð✡ÕãÖ ✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û✚Ü✿Ð✚ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú⑥äÒ❰Ð❢Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦❐❺Ü✧Ö✸ß✧ÒàÓ✧ß❅ð ✯⑥ð❴Ð❢ç✧Õ×Ö✥ß ★ ì✥❮⑧Þ❣❐✕✮✧í⑧Ó❸❐✹Ð ★ ✰❸➴ ✶ ✪✙✪✫➴✪á❑Ð❢ç❸❐✹Þ×ß✧Ù❁Þ×ç✙Ð✕ÖØÓ✧ß❅ì✷Ö⑧Ò➱Ú✹Ð✗Ù✒✑✙Ö✸ðØç✼Ü✎ê Ö✥ç❸ç❸Õ×ÞöýÙ⑥Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ßîä⑧Ù⑥Ö✸❐✶Ú✹❮✥Ó✿Ú✹Ð➺ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð➺ç✙Ð⑥Ó✿Ú ✯♦Ú❰❐✹Ð➺Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✿Û⑥❐❰Û⑥Ð❺Ù❁❮⑧ð❴ðØÐ①Ó❸ß❸Ð❺ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð①Ö✸Ó☎❐✹Ð♦ç✪❮⑧Ò⑥ä⑧Ô✡Ù❁❮✥ß✙Ü✿ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß
✜❘Ó❸ÐØÕ×Ð⑥Ò✗Ù♦Ö✥Õ×Ù♦Ó❸ÕãÒ❢Òt❮⑧Þ❣Ð⑥ß⑧Ú✗Ð✔✓❊Ð⑥Ù❁Ú❰Ó❸Û★Ò❢Ü❸Ö✸ß✙Ò①Ó✧ß➐Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐØÜ✿Ð☎Ù❁❮ú❮✥❐❦Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð★Ò✸✜❘Ó❸Þ✾Ò❰Ð☎Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð✚Ð⑥ß✺ð ✯⑥ð❴Ð
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XV IIe
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☎ ✙✚✘✝✙✑✏ ✟ ☞✑✍ ✧ ✥ ✵ ✍✗✫✎✌ ✴ ☞ ✍ ✡✳✥ ✱ ✫ ✭ ✂✳✫ ✵ ✏✮✥✠☛★✱✡✥★✭ ✌ ✵ ✴ ✟✑✲✳✥
Ý✿Ð♦Õ×❮✥ß✚Ù♦Ð❁Ú❰Ú❰Ð✂Õ❣❮⑧Þ✿Ü✿Ð✟Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ßîä⑥ÕãÖóÙ✒✑✧Ö✸❐✹í✥Ð❑Û♦Õ×Ð⑥Ù✫Ú✹❐❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✟ßîê Ð★Ò➱Ú✶ß❸Þ✿Ù♦❐❰Û⑥Û♦Ð✥ä✯ß❸Þ❸Ü❸Û❁Ú❰❐✹Ó❸Þ❣Ú❰Ð⑧ä✸Ò❰Ö✥Ó✿Ï✧Ð♦ß✶✜❘Ó✧Ö✸ß✿ýÚ✹ÞöÚ✹Û⑥Ò❑Û♦í❘Ö✸Õ×Ð⑥Ò✾Ü✿ÐóÙ✒✑✧Ö✸❐✹í✥Ðàç✪❮⑧Ò❰Þ❣Ú❰Þ×ì✥Ð❺Ð♦Ú❑ß❸Û⑥í⑧Ö✷Ú✹Þ❣ì⑧Ð✥➴ ✁óÖ✸ß✙Ò❒Ó❸ß✧Ð➺Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✖Ü✿Û★Ù❁❐✹Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú❑Ó❸ß❸Ð➺❐✹Û⑥Ö⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß❴Ð⑥ß❘Ú❰❐✹Ðç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥ä❸ÕãÖ☎Òt❮⑧ð❴ðØÐ✡Ü❸Ð✕Õ×ÖØç✙Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð✡Ü✿❐✹❮✥Þ❣Ú❰Ð✥ä✙ÒtÞ✝Ü❸Ö✸ß✧Ò❺Õ❣Ð✡Ù⑥Ö✸ÕãÙ❁Ó❸Õ✝Ü✿Ð✕ÕãÖ☎Òt❮⑧ðØð❴Ð✡ß❸❮✥Ó✧Ò➺Ö✥Ü❸Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✧ß❸❮✥ß✧ÒÕ×Ð⑥ÒàÙ✒✑✙Ö✸❐✹í✥Ð⑥Ò✟ç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣ì⑧Ð⑥Ò✟Ð❁Ú➺Ò❰❮✥Ó✙Ò➱Ú✹❐✹Ö ✖⑧❮✥ß✧Ò❑Õ❣Ð★ÒàÙ✒✑✧Ö✸❐✹í✥Ð★Ò✟ß❸Û♦í❘Ö✷Ú❰Þ×ì✥Ð★Ò♦➴ú✃✶Ö✸❐àÐ♦ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð✥ä❸Ü❸Ö✥ß✧Ò✂Õ×ÖØ❐✹Û⑥Ö⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß

P + P → P + n+ Π+ + Π+ + Π−

ÕãÖ❅Òt❮⑧ð❴ðØÐØÜ✿Ð⑥Ò✗Ù✒✑✧Ö✥❐❰í⑧Ð⑥Ò⑥ä✙Ü❸Ö✥ß✧Ò✗Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð❴ðØÐ♦ð✚â❸❐❰Ð❴Ü✿ÐØÕ❚ê Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßîä❊Ð★Ò➱Ú � ✬ ➴îÝúÞ❍Ó❸ß❸ÐØÛ✴✜⑧Ó✙Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß♣ßîê Ð★Ò➱Úç✙Ö✥Ò✕Û✴✜❘Ó❸Þ❣Õ×Þ×â❸❐❰Û⑥Ð✥ä✌Ð♦ß➇Ù♦Ð ✜❘Ó❸Þ✂Ù❁❮✥ß✙Ù❁Ð♦❐✹ß❸Ð✖ÕãÖ❩Ù✒✑✧Ö✥❐❰í⑧Ð✥ä✲Ù✥ê Ð★Ò➱Ú❰ý Ô✸ý Ü❸Þ❣❐✹Ð✖ÒtÞ✟ÕãÖ❩Ù✒✑✧Ö✸❐✹í✥ÐØÚ✹❮✸Ú❦Ö✸Õ×Ð●Ü✿Ð●Õ×Ö✼ç✙Ö✸❐❰Ú❰Þ×ÐÜ❸❐❰❮⑧ÞöÚ✹Ð❺ßîê Ð⑥ÒtÚ✟ç✧Ö⑧Ò❒Û⑥í⑧Ö✥Õ❣Ð➺Ô✡Õ×Ö✡Ù✒✑✧Ö✸❐✹í✥ÐàÚ✹❮✸Ú❦Ö✸Õ×Ð①Ü✿Ð①Õ×Ö✡ç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð➺í❘Ö✸Ó✧Ù✒✑❸Ð⑧ä✥Õ❱ê Û✴✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✖Ü✿Û⑥Ù♦❐❰Þ❣Ú❑Ó❸ß●ç❸❐✹❮úÙ♦Ð⑥Ò✹ÒtÓ✙ÒÞ×ðØç✙❮❘Ò❰Ò❰Þ×â❸Õ❣Ð⑧➴á❑❮⑧ðØð❴Ð✒Ú✹❮✥Ó✿Ú✹Ð❩Ù✒✑✧Ö✸❐✹í✥Ð❅Û♦Õ×Ð⑥Ù❁Ú❰❐✹Þ✹✜❘Ó❸Ð✼Ð★Ò➱Ú✖Ó✧ß✳ð✡Ó❸Õ❣Ú❰Þ×ç❸Õ×Ð❩Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦❐✖Ü❸Ð❩Õ❚ê Ó❸ß❸Þ❣Ú❰Û❩Ü❸Ð♣Ù✒✑✧Ö✸❐✹í✥Ð✒Ü✿Ð✼â✧Ö⑧ÒtÐ⑧ä✾ÕãÖÙ✒✑✙Ö✸❐✹í✥Ð✖Ú✹❮✸Ú❦Ö✸Õ×Ð✒Üîê Ó❸ß✳Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ✼Ü✿❮✥Þ❣ÚØÚ❰❮✥Ó ✫➱❮✥Ó❸❐❦Ò ✯❁Ú✹❐❰Ð❅Ð❁ï✿ç❸❐✹Þ❣ðØÛ⑥Ð✒Ò❰❮✥Ó✙Ò❴ÏÑ❮✥❐✹ð❴Ð✒Ü✎ê Ó❸ß➅Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦❐★ä✶ç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹ÞöÏ➱äß✧Û♦í⑧Ö✸Ú❰Þ❣Ï✾❮✥Ó✼ßúÓ❸Õ❱➴✪➘✌Ö✖Õ×❮✥Þ❍Ü✿Ð✚Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✒Ü❸Ð✡ÕãÖ☞Ù✒✑✧Ö✥❐❰í⑧Ð❢Ð⑥ÒtÚ①Ó❸ß❩Ð♦ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð✚Ü✿Ð✚Õ❣❮⑧Þ✝Ü✿Ð❴Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß
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û❺❮✥Ó✙ÒàÖ✯ì✥❮✥ß✙Ò❒Û⑥ì✥❮✣✜❘Ó❸Û①Õ×Ð⑥Ò❑Ú✹❐❰❮⑧Þ×Ò✂Õ×❮✥ÞãÒ✂Ü✿Ð❢Ù❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☞Ü✿Ð✗ÕãÖ✚ç✻✑ ✖✿Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð✗Ù❁ÕãÖ✥Ò✹Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð ✡✿Õ×ÖØÙ♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ßÜ✿Ð✗Õ×Ö✚ð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ⑧ä❸Ü✿Ð①Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣ÐóÐ❁Ú➺Ü✿ÐóÕãÖ✶✜❘Ó✧Ö✥ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û❢Ü✿Ð✗ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú⑥➴✧á❑Ð★Ò❑Õ×❮✥ÞãÒ✂ç❸❐✹Û♦ì✷Ö✸Õ×Ð♦ß❘Ú✂Û♦í❘Ö✸Õ×Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✂Ð♦ßç✚✑✗✖úÒ❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð①Ü✿Ð★Ò❑ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴✧á❑Ð♦ç✪Ð♦ß✧Ü❸Ö✥ß❘Ú⑥ä✿Ù❁❮⑧ð❴ðØÐ①Þ❣Õ✎Ð♦ïúÞãÒtÚ❰Ð①Ü❸Ðóß✧❮✥ð✡â✧❐❰Ð⑥Ó✿ï☎ç❸❐❰❮✿Ù♦Ð⑥Ò✹ÒtÓ✧Ò ✜❘Ó❸Þ❊ßîê Ð⑥ß❘Ú❰❐✹Ð♦ß❘ÚÐ♦ß☎Ù❁❮⑧ß⑧Ú✹❐✹Ö⑧Ü✿ÞãÙ✫Ú❰Þ×❮✥ßØÖ✯ì✥Ð★Ù✂Ö✸Ó✧Ù♦Ó❸ß❸Ð❺Ü✿Ð★Ò✶Õ❣❮⑧Þ×Ò❒Ü✿Ð❺Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßØÙ❁ÕãÖ✥Ò✹ÒtÞ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò❍Ð♦Ú ✜⑧Ó✧Þ❸ßîê ❮✥ß❘Ú ✫tÖ✸ð☎Ö✥Þ×Ò❍Û♦Ú❰Û❺❮⑧â✿ýÒtÐ⑥❐❰ì⑧Û⑥Ò⑥ä♦Õ×Ð⑥Ò✌ç✚✑✗✖úÒ❰ÞãÙ❁Þ×Ð♦ß✧Ò✲Ð♦ß✡ìúÞ×ß❸❐✹Ð♦ß❘Ú✌Ô➺Ù♦❮✥ß✧Ù♦Õ❣Ó✧❐❰Ð ✜❘Ó❸Ð❑Õ❣Ð★Ò✲Þ×ß❘Ú❰Ð⑥❐✹Ö⑧Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß✙ÒîÐ♦ß❘Ú✹❐❰Ð❑Õ❣Ð★Ò✲ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò✌❮✥â✪Û♦ÞãÒ❰Ò❰Ð♦ß❘ÚÔ✼Ü✿Ð⑥Ò❢Õ×❮✥ÞãÒ❢Ü✿Ð☞Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✺Ò❰Ó❸ç❸ç❸Õ×Û♦ðØÐ♦ß❘Ú❦Ö✸Þ×❐❰Ð★Ò✗ß❸❮✥ß➐❐✹Û♦ì✥Û⑥Õ❣Û⑥Ð⑥Ò✗ç✧Ö✥❐✕Õ×Ð✖Ù❁❮✥ðØç✪❮✥❐❰Ú❰Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú❢Ü❸Ð⑥Ò❢❮⑧â✣✫➱Ð❁Ú❦ÒðØÖ⑧Ù❁❐✹❮⑧Ò✹Ù❁❮⑧ç❸Þ✹✜❘Ó❸Ð★Ò♦➴❊➮✭Õ✾ç✪Ð♦Ó❸Ú✡Ò♦ê Ö✸í⑧Þ❣❐✕Ü✿Ð☎❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð★Ò✗Ö✸ç❸ç❸❐✹❮✯ï✿Þ❣ð☎Ö✸Ú❰Þ×ì✥Ð⑥Òó❮⑧Ó✺â❸Þ×Ð♦ß➁Ü✿Ð☎❐✤✘♦í⑧Õ❣Ð★ÒóÏÑ❮✥ß✧Ü✧Ö✸ðØÐ♦ß❘Ú✹Ö✥Õ❣Ð★Ò
★ÑÕ×Ð⑥Òàç❸Õ×Ó✧Ò✟ÏÑ❮⑧ß✧Ü❸Ö✸ðØÐ⑥ß⑧Ú❦Ö✸Õ×Ð⑥Ò✵✫➱❮⑧Ó❸Ð♦❐❦Ö✸Þ×Ð♦ß❘Ú✂Ó❸ß✒❐☛✔⑧Õ❣Ð❢Ü✣✖úß✧Ö✥ð❴Þ✧✜❘Ó❸Ð✥ä❸Ù♦❮✥ðØðØÐ✗Õ×ÖØÙ✒✑✧Ö✥❐❰í⑧Ð①Û⑥Õ❣Ð★Ù✫Ú❰❐✹Þ✧✜⑧Ó✧Ð✴✪✫➴ ✁óÖ✸ß✙ÒÚ❰❮✥Ó✙Ò①Õ×Ð⑥Ò✗Ù⑥Ö✥Ò⑥ä✪Ö ✮✧ß✺Ü✿Ð✚ÏÑ❮✥❐✹ð✡Ó✧Õ❣Ð⑥❐óÙ♦Ð⑥Ò①ß❸❮✥Ó❸ì⑧Ð♦Õ×Õ❣Ð★Ò➺Õ×❮✥ÞãÒ⑥ä✪Þ×Õ✝Ï Ö✸Õ×Õ×Ö✥ÞöÚ❢Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ×❐✗Ü❸Ð✚ß❸❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥Õ❣Õ×Ð⑥Ò ✖ ☎✟✑✔✎ ✌✳☛ ✤ ❮✥Óß❸❮✥ð✚â❸❐❰Ð★Ò✕✜⑧Ó✙Ö✸ß❘Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò⑥➴
✃❍Ö✥❐✕ÕãÖ❩ÒtÓ✧ÞöÚ✹Ð✥ä✝Õ❣Ð★Ò❢Õ❣❮⑧Þ×Ò✚Ü✿Ð☞Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß ✜❘Ó❸Þ❑ì✥❮✥ß❘Ú✕ß❸❮⑧Ó✧Ò✕Þ×ß❘Ú❰Û⑥❐❰Ð★Ò❰Ò❰Ð♦❐✕Ò❰❮✥ß❘Ú✡ÕãÖ❩Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✯Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß➐Ü✿Ð✖ÕãÖðØÖ⑧Ò❰Ò❰Ð✥ä❸Ü❸ÐóÕãÖ ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û✗Ü❸Ð❢ð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘ÚàÐ❁Ú➺Ü✿Ð✗Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✥➴

☎✏✙✚✘✝✙✞✝ ✢ ✥★✧ ✱ ☞ ✴✡✧ ✡ ✥ ✭ ☞✑✍✳✧ ✥ ✵ ✍ ✫✎✌ ✴ ☞✑✍ ✩ ☞ ✲ ✵ ✲ ✍ ✧✁�✓✧ ✌ ✒ ✝ ✥ ✡✳✥ ✩✬✫ ✵ ✎
✌ ✴✡✭✯✲✳✱✡✥★✧

✃✝❮⑧Ó❸❐óâ❸Þ❣Ð⑥ß✺Ù♦❮✥ðØç❸❐✹Ð♦ß✧Ü✿❐✹Ð✥ä✪Ù❁❮⑧ß✧ÒtÞãÜ✿Û⑥❐❰❮⑧ß✧Ò➺Ü❸Ö✥ß✧Ò
IR2 Ð❁Ú❢Ò✹Ö✸ß✧Ò①ç✙Ð⑥❐tÚ✹Ð✚Ü✿Ð❴í✥Û⑥ß❸Û♦❐❦Ö✸Õ×Þ❣Ú❰Û✥ä✙Õ❣ÐØÙ♦Ö⑧Ò①Üîê Ó❸ß✱Ò ✖✿ÒtýÚ✙✘♦ðØÐ✕Ü✿Ð✺✜❘Ó✧Ö✸Ú❰❐✹Ð①ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥ä❸Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð✗ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð✗Ö❴Ó❸ß✧Ð❢ðØÖ⑧Ò❰Ò❰Ð

mi

Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
i = 1, 2, 3, 4

➴➘îÐ✗Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú
ui

ä
i = 1, 2, 3, 4

ä❘Ü✿Ð⑥Ò✟ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò✂ÒtÐ①Ï Ö✸Þ❣Ú❺Ü❸Ö✸ß✧Ò✽✶ØÜ✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß✙Ò✳★ Ð⑥ÒtÚ✂ý❍❮⑧Ó❸Ð⑥ÒtÚ✟ý✾ß❸❮✥❐❦Üý❒ÒtÓ✧Ü ✪✫➴
➘✲Ö❴ð☎Ö✥Ò✹ÒtÐóÚ❰❮✥Ú✹Ö✥Õ❣Ð❢Ü✿Ó✼Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐóÐ★Ò➱Ú

M =
n
∑

i=1

mi

★ ✰✧➴ ✬ ✪
➘✲Ö ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û❢Ü✿Ð❢ðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚàÒ❰Ð♦❐❦Ö

Q =
n
∑

i=1

miui

★ ✰✧➴ ✰ ✪
Ð❁Ú❺Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×ÐóÙ♦Þ❣ß✧Û❁Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✕Ò❰Ð♦❐❦Ö

E =
1

2

n
∑

i=1

mi‖ui‖
2 ★ ✰✧➴ ✶✗✪



�✫� á ✑✙Ö✸ç❸Þ❣Ú❰❐✹Ð ✰❸➴✁� ✡✓✑✠✟ ☞✆☛ ✏ ✡✓✆✗✟☞☛ ✟ ☎✙✡✓✞✠✑✒✡✓✆ ☛✝✞ ✓ ✡ ☞✆✑✞✝✩☛☞✟ ☞ ☎ ✡✓✍ ✞ ✡✙✓ ✡✓✞✒☛☞✟ ✏✦☛✞✝✧✝ ✍★✝✩✡✎✑ ✟✛☛✎✟

☞ ✟ ☞ ✂ ✓ ✛✖✎ ✕✕✌ ✙✚✓✣✌ ✎★✌ ✑ ☛✬✠ ✎✜✛✢✓ ✌ ☎ ✎✒✑ ✠ ☛ ✌ ✑✗✎ ✒✔✌✏✎ ✡✌☞

ò①ß➅Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✣✘⑥❐❰Ð●Ó❸ß✳Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð❅Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð❅Ü❸Û✔✮✧ß❸Þ➺ç✧Ö✸❐ØÕ×Ð ✜❘Ó✧Ö⑧Ü✿❐✹Ó❸ç❸Õ×Ð❁Ú
A = (E , T , υ,F)

ä✾Ù❁❮⑧ð❴ðØÐÙ♦Ð♦ÕãÖ●Ö●Û❁Ú✹Û✚ç✧❐❰Û★ÒtÐ⑥ß⑧Ú✹Û❴Ü✧Ö✸ß✧ÒóÕ×ÐØÙ✒✑✙Ö✸ç❸Þ❣Ú❰❐✹Ð✡ç❸❐✹Û⑥Ù♦Û⑥Ü✿Ð⑥ß❘Ú⑥➴✎➘îÐ★Ò①Õ×❮✥ÞãÒ✗Ü✿Ð☎Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❩ç❸❐✹Û⑥Ù♦Û⑥Ü✿Ð⑥ß❘Ú❰Ð⑥Ò①ì✥❮⑧ß❘ÚÒ⑥ê Ð❁ï✿ç❸❐✹Þ❣ðØÐ♦❐✚Ü✿Ð☞ÕãÖ✒Ï Ö✒✑♦❮✥ß➸Ò❰Ó❸Þ×ì✯Ö✥ß❘Ú❰Ð✥➴✶ò①ß➇Ò❰Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰Ð ✜❘Ó❸Ð✖Õ×Ð☞ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß✧Ö✸í⑧Ð
υ(c)

Ü✿Ð☞Ù✒✑✙Ö✢✜❘Ó❸Ð☞Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸Õ×Ð☞Ð★Ò➱ÚÜ❸Û✔✮✧ß❸Þ✲ç✧Ö✸❐✂ÕãÖ☎Ü✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð❢Ü✿Ð
n
ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴

☎ ✙✑☎✏✙✜✛ ✟ ☞✑✍ ✧ ✥ ✵ ✍✗✫✎✌ ✴ ☞ ✍ ✡✳✥ ✱ ✫ ✝ ✫✮✧ ✧ ✥
ò①ß✒Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✣✘⑥❐❰ÐóÕ❱ê Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ×Ù⑥Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß

M
Ü✿Û✔✮✧ß✧Þ❣Ð✗ç✧Ö✥❐ ✡

M : υt(c) ∈ Ln −→ M(υt(c)) ∈ IR+➘✌Ö❴Õ❣❮⑧ÞîÜ✿Ð✕Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß●Ü❸ÐóÕãÖØð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ✗Ò⑥ê Ð♦ïúç✧❐❰Þ×ðØÐóç✙Ö✸❐ ✡

M(υt+1(c)) = M(υt(c))
★ ✰❸➴✸✷✢✪

❮ ✤
M(υt(c)) =

n
∑

i=1

mi

☎ ✙✑☎✏✙ ✘ ✟ ☞✑✍ ✧ ✥ ✵ ✍✗✫✎✌ ✴ ☞ ✍ ✡✳✥ ✟✝✲✳✫✑✍ ✌ ✴ ✌ ☛ ✡✳✥✠✝ ☞✮✲ ✍✮✥✞✝ ✥ ✍ ✌
ò①ß✒Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✣✘⑥❐❰ÐóÕ❱ê Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ×Ù⑥Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß

Q
Ü✿Û✔✮✙ß❸Þ❣Ð❢ç✧Ö✥❐ ✡

Q : υt(c) −→ Q(υt(c)) ∈ IR2➘✌Ö❴Õ❣❮⑧ÞîÜ✿Ð✕Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß●Ü❸ÐóÕãÖ ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û✗Ü❸Ð❢ð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘ÚàÐ⑥ÒtÚàÜ❸❮✥ß❸ß❸Û⑥Ð✗ç✧Ö✸❐
Q(υt+1(c)) = Q(υt(c))

★ ✰❸➴ ✱ ✪
❮ ✤

Q(υt(c)) =

n
∑

i=1

miui

☎ ✙✑☎✏✙✆☎ ✟ ☞✑✍ ✧ ✥ ✵ ✍✗✫✎✌ ✴ ☞ ✍ ✡✳✥ ✱✖✣ ☛ ✍✳✥ ✵ ✏✮✴ ✥
ò①ß✒Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✣✘⑥❐❰ÐóÕ❱ê Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ×Ù⑥Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß

E
Ü✿Û✔✮✙ß❸Þ❣Ð❢ç✙Ö✸❐ ✡

E : υt(c) −→ E(υt(c)) ∈ IR+➘✌Ö❴Õ❣❮⑧ÞîÜ✿Ð✕Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß●Ü❸ÐóÕ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð❢Ò⑥ê Ð♦ïúç✧❐❰Þ×ðØÐóç✙Ö✸❐
E(υt+1(c)) = E(υt(c))

★ ✰❸➴❀✳ ✪
❮ ✤

E(υt(c)) =
1

2

n
∑

i=1

mi‖ui‖
2

➘✌Ö✡Õ×❮✥ÞîÜ❸Ð✕Ù❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☞Ü✿Ð❢Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×ÐóÐ⑥ÒtÚàÙ♦❮✥ß✧Ò❰ÞãÜ✿Û♦❐✹Û♦Ð✗Ù❁❮⑧ð❴ðØÐ✗Û❁Ú❦Ö✸ß❘ÚàÕ❚ê Ó❸ß❸Ð✕Ü❸Ð⑥Ò✂ç❸Õ×Ó✧Ò✂Þ×ð❴ç✪❮✥❐❰Ú✹Ö✥ß❘Ú❰Ð⑥ÒÕ×❮✥ÞãÒ✲Ü❸Ð❒ÕãÖàß✧Ö✷Ú✹Ó❸❐✹Ð✥➴ ✁①Ö✥ß✧ÒîÕãÖ❺ðØÐ⑥Ò❰Ó❸❐✹Ð✾❮✢✤❢Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✾ç✪Ð♦Ó❸Ú❍Ò❰Ð✾ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ð⑥❐✌Ò❰❮✥Ó✧Ò✌Ü✿Þ✛✓✪Û⑥❐❰Ð⑥ß⑧Ú✹Ð⑥ÒîÏÑ❮✥❐✹ð❴Ð★Ò♦ä★Ù❁Ð♦ÚtÚ❰Ð
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Õ❣❮⑧Þ❘Ü✿Ð✂Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✯Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✕Ö➺Û❁Ú❰Û✟ðØ❮✿Ü✿Þ ✮✙Û♦Ð✂Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ð✶ÏÑ❮⑧Þ×Ò ✜❘Óîê Ó❸ß✡ß✧❮✥Ó❸ì⑧Ð⑥Ö✸Ó✗Ú ✖úç✪Ð✟Üîê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✾Û❁Ú❦Ö✸Þ❣Ú❍Ü❸Û⑥Ù❁❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥❐tÚ★➴ë❺ß❸Ð➺Ò❰Ð♦Ó✧Õ❣Ð❺Õ×❮✥Þ✙í✥Û⑥ß❸Û♦❐❦Ö✸Õ×Ð❺Ü✿Ð➺Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ßØÜ✿Ð①Õ×Ö✗ð☎Ö✥Ò✹Ò❰Ð❺Ð❁Ú❑Ü❸Ð❺Õ❚ê Û♦ß✧Ð♦❐✹í✥Þ×Ð❺Ö✕Ü✿❮✥ß✙Ùà❐❰Ð⑥ðØç❸Õ×Ö⑧Ù❁ÛàÕ×Ð⑥Ò❑Ü✿Ð♦Ó✿ïÕ❣❮⑧Þ×Ò❺Ü❸Ð✡Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß ✫➱Ó✧Ò✙✜❘Óîê Ö✸Õ×❮✥❐❦ÒàÜ✿ÞãÒ➱Ú✹Þ❣ß✙Ù✫Ú❰Ð★Ò♦➴✪è✾ß✼ì⑧Ð♦❐❰Ú❰Ó✼Ü✿Ð✡Ù♦Ð❁ÚtÚ✹Ð✕Õ×❮✥Þ❱ä❸Õ×Ö☞Òt❮⑧ð❴ðØÐ✕Ü✿Ð✡Õ❚ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð❢Ð♦ÚÜ✿Ð❢Õ×Ö❴ð☎Ö✥Ò✹Ò❰ÐóÜ❸Ö✥ß✧Ò✂Ó❸ß✼Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐ✗Ù♦Õ❣❮❘Ò✬★ ✜❘Ó✧Ö✥ß✧Ü☞ÕãÖ❴ð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ✗Ð⑥ÒtÚàÐ❁ï✿ç❸❐✹Þ❣ðØÛ⑥ÐóÐ⑥ß●Ó✧ß❸ÞöÚ✹Û⑥Ò❺Üîê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✥ä❸Ò❰Ð♦Õ×❮✥ßÕ❚ê Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß☞Ü✎ê è✾Þ×ß✧ÒtÚ❰Ð♦Þ×ß
E = mc2

✪✫äúÐ★Ò➱ÚàÙ❁❮⑧ß✧Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú❰Ð➺Ð❁Ú✂ß❸ÐóÙ✒✑✙Ö✸ß❸í⑧Ð❺ç✧Ö✥Ò✟Ö✯ì✥Ð★ÙàÕ×Ð➺Ú✹Ð♦ðØç✧Ò⑥➴úû➺❮✥Ó✧Ò✟Ö✯ì✥❮⑧ß✧ÒÞ❣ß✧Ò❰ÞãÒ➱Ú✹ÛØÒ❰Ó❸❐✗Õ×Ð✚Ú✹Ð♦❐✹ðØÐ❴Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ☎á❑Õ×❮⑧Ò ★ÑÏÑÐ♦❐✹ð❴Û ✪✫➴✝ò①ß✺ç✙Ð⑥Ó✿Ú❢â❸Þ×Ð♦ß➐Ò✁�❸❐★äîÖ✥Ù⑥Ù❁❐✹❮✷õãÚ❰❐✹Ð✕Õ×ÐØÙ♦❮✥ß❘Ú❰Ð⑥ßúÓ♣ð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ♦ýÛ♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✕Ü✎ê Ó❸ß♣Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ✕Ð⑥ß ✖❅Ö ✫➱❮✥Ó✿Ú❦Ö✸ß❘Ú①Ü✿Ð✡Õ×Ö☎ð☎Ö⑧Ò❰Ò❰Ð✕❮✥Ó✼Ð⑥ß❩Ð❁ï✿Ð⑥❐ ✑⑥Ö✸ß❘Ú➺Ü✿Ð⑥Ò❺ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★ÒàÐ❁ïúÚ❰Û⑥❐❰Þ×Ð♦Ó✧❐❰Ð★Ò➺Ò❰Ó❸❐Ù❁Ð⑥Ò❒Ù❁❮✥ðØç✪❮⑧Ò✹Ö✸ß❘Ú❰Ð★Ò✝Ð❁Ú✾Ð♦ß☎Ö✥Ó❸í✥ðØÐ♦ß❘Ú❦Ö✸ß❘Ú✾Ö✸Þ×ß✧ÒtÞ✙Òt❮⑧ß✚Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✬★Ñç❸❐✹❮✷ì✥❮✣✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú❍Õ×Ö❢Ü❸Þ❣ðØÞ×ß❘Ó❸Ú❰Þ×❮✥ß☎Ü✿Ó✖Ù❁❮⑧ß❘Ú❰Ð♦ßúÓðØÖ⑧Ò❰Ò❰Ð❁ý Û♦ß✧Ð♦❐✹í✥Þ×Ð①Ü✎ê Ó❸ß✼Ö✸Ó✿Ú✹❐❰Ð❢Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ✴✪❁➴è✾ß➸Ð✔✓❊Ð❁Ú★ä✝Ò❰Þ❒❮⑧ß✱Ï Ö✸Þ❣Ú✚Ó❸ß❸Ð●Ö✸ß✧Ö✥Õ❣❮⑧í✥Þ×ÐØÖ✯ì⑧Ð⑥ÙØÕ×Ð⑥Ò✚Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥Ò✕Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð⑥Ò⑥äî❮✥ß➁ç✪Ð♦Ó✿ÚØÙ❁❮⑧ß✧Ò➱Ú❦Ö✷Ú✹Ð♦❐✲✜❘Óîê Ó❸ß➷➺á ç✪Ð♦Ó✿Ú✺✯♦Ú❰❐✹ÐØÙ♦❮✥ß✧Ò❰ÞãÜ✿Û♦❐✹Û❴Ù♦❮✥ðØðØÐØÛ❁Ú✹Ö✥ß❘Ú✗Ó✧ß✱Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ☎Ù❁Õ×❮⑧Ò⑥ä✪Õ×Þ×ð❴Þ❣Ú❰Û☎ç✙Ö✸❐❢ÕãÖ✖ÏÑ❐✹❮✥ß❘Ú❰Þ✹✘♦❐✹ÐØÜ✿Ð☎Õ❚ê Ð⑥Ò❰ç✧Ö⑧Ù❁ÐÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð✥➴➮✭Õ❺Ð⑥ÒtÚ☎ç❸Õ❣Ó❸Ú☛✔✸Ú☞Ò❰Ó❸❐✹ç❸❐✹Ð♦ß✧Ö✥ß⑧Ú☎Ü✎ê Ö✸ç❸ç✧❐❰Ð⑥ß✧Ü✿❐✹Ð ✜❘Ó❸Ð✼Ü✿Ð★Ò☎Õ❣❮⑧Þ×ÒØÜ✿Ð✼ÕãÖ✱ç✚✑✗✖✿ÒtÞ✧✜❘Ó❸Ð❅ÏÑ❮✥ß✧Ü❸Ö✥ðØÐ♦ß❘Ú✹Ö✥Õ❣Ð⑧ä❍Ù♦❮✥ðØðØÐÕ×Ö❅Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß♣Ü✿ÐØÕ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð❴Ð❁Ú✕Ü✿Ð❴Õ×Ö ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û❴Ü✿ÐØðØ❮✥Ó✧ì✥Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú❢Ò❰❮✥ß❘Ú①ÏÑ❮⑧ß✧Ü✿Û⑥Ð⑥Ò✗ÒtÓ✧❐✕Ü✿Ð⑥Òóì✥Û⑥❐❰Þ❣Ú❰Û★ÒÒtÞ×ðØç❸Õ❣Ð★Ò ✜⑧Ó✧Þ❍Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ×Ð♦ß❘Úóç✧❐❰Ð★Ò✙✜❘Ó❸Ð✚Û♦ìúÞ×Ü❸Ð♦ß❘Ú❰Ð★ÒóÜîê Ð⑥Õ❣Õ×Ð⑥Òóð ✯♦ðØÐ✥➴✎➘❒ê Ó❸ß✧Ð❴Ü✿Û★Ù❁❮⑧Ó❸Õ❣ÐØÜ✿Ð❴Õ❚ê ✑❸❮⑧ð❴❮⑧í✥Û⑥ß❸Û♦Þ❣Ú❰Û❴Ü✿ÐÕ❚ê Ð⑥Ò❰ç✧Ö✥Ù♦Ð✥ä✿Ù✸ê Ð⑥ÒtÚtý✭Ô✷ý✭Ü✿Þ×❐❰ÐóÜ✿Ó✖Ï Ö✥ÞöÚ ✜❘Ó❸ÐóÕ❚ê Ð⑥Ò❰ç✧Ö⑧Ù❁ÐóÐ⑥ÒtÚ✂ç✙Ö✸❐❰Ú❰❮✥Ó❸Ú❑Ó❸ß❸Þ❣ÏÑ❮✥❐✹ðØÐ✥ä✿Ð♦Ú✟Õ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❐✹Ð✗Ü✿Ð✗Õ❚ê ✑❸❮✥ðØ❮⑧í✥Û♦ß✧Û♦Þ❣Ú❰ÛÜ✿Ó➁Ú❰Ð⑥ðØç✧Ò♦➴✾á❑Ð❁Ú❰Ú❰Ð❅Ü✿Û⑥Ù♦❮✥Ó❸ì⑧Ð♦❐❰Ú❰Ð✖Ù❁❮⑧❐❰❐✹Ð⑥Ò❰ç✪❮✥ß✧Ü➐Ô❩Õ❱ê Ó❸ß➇Ü✿Ð★Ò✕❮✥â✚✫➱Ð⑥Ù✫Ú✹ÞöÏ Ò✚ç❸❐✹Þ❣ß✙Ù❁Þ×ç✧Ö✸Ó✿ï➁Ü✿Ð✖ÕãÖ❩ç✻✑ ✖✿Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð ✡ÏÑ❮✥ß✧Ü✿Ð⑥❐❺Ü✿Ð⑥Ò❺Õ❣❮⑧Þ×Ò✂Ð★Ò❰Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ×Ð⑥Ò✂ÒtÓ✧❐❺Ü✿Ð⑥Òàç✧❐❰Þ×ß✧Ù❁Þ×ç✪Ð⑥ÒàÖ✸Ó✙Ò❰Ò❰ÞîÒtÞ×ðØç❸Õ×Ð⑥Ò✂Ð❁Ú❺í⑧Û♦ß❸Û⑥❐✹Ö✥Ó✿ï ✜❘Ó❸Ð❢ç✪❮⑧Ò✹ÒtÞ×â❸Õ×Ð✥➴
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ÝúÓ❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰❮✥ß✧Ò①Õ×Ð✚Ù♦Ö⑧Ò①Üîê Ó❸ß✺í⑧Ö✻✿❢Ú❰❐✤✘⑥ÒóÜ✿Þ×Õ❣Ó❸ÛØÜ❸Ö✥ß✧Ò❺Ó❸ß✱Ò ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ð✚â❸ÞãÜ✿Þ❣ðØÐ⑥ß✧ÒtÞ×❮✥ß✧ß❸Ð♦Õ❱ä❊Õ❣Ð★Ò①Ù✒✑❸❮✿Ù⑥Ò❺Ð♦ß❘Ú✹❐❰Ð✚Õ❣Ð★Òç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✌Òt❮⑧ß❘Ú✎Ú❰❐✤✘⑥Òî❐❦Ö✸❐✹Ð⑥ÒîÐ❁Ú✌Ù♦Ð❒Òt❮⑧ß❘Ú✲Õ❣Ð★Ò✲Ò❰Ð♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò✲Þ❣ß❘Ú✹Ð♦❐❦Ö✥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò ✜❘Ó❸Þ⑧Ð❁ï✿Þ×ÒtÚ❰Ð⑥ß❘Ú✌Ð♦ß❘Ú✹❐❰Ð✶Õ×Ð⑥Ò✲ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥ä⑥Ù♦Ð
✜⑧Ó✧Þ✧ç✪Ð♦Ó✿Ú ✯❁Ú❰❐✹Ð❺Ö✥Ò✹Ò❰Þ❣ðØÞ×Õ❣Û➺Ö✥Ó☎Ù♦Ö✥Ò❒Ü✿Ð➺Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ðØÖ✸Ú❰Þ×❮✥ß☎Ü✿Ð★Ò✾ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò✾Ù❁❮⑧ß✧ÒtÚ❰Þ❣Ú❰Ó✧Ö✥ß⑧Ú❑Ó❸ß✖Òt❮⑧Õ❣ÞãÜ✿ÐàÛ⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧➴➘îÐ✗ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð✕Ù✒✑✧Ö ✜⑧Ó✧Ðóç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð✗Ð⑥ÒtÚ✂Þ×ß✧Ü✿Û⑥ç✙Ð⑥ß✧Ü❸Ö✥ß⑧Ú★➴➘îÐ❢ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð✕Ü✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥ÒàÙ❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★ÒàÙ❁❮⑧ß✧ÒtÞãÜ✿Û⑥❐❰Û✗Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û❢ç✧Ö✥❐àÕ❣Ð✺✜❘Ó✧Ö⑧Ü✿❐❰Ó✧ç❸Õ❣Ð♦Ú

A = (E , T , υ,F)Ú❰Ð♦Õ ✜⑧Ó✧Ð ✡

E = {ei, 0 ≤ i ≤ 4}

ei =
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u0
Ò❰Þ✎ÕãÖØç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð✗Ð⑥ÒtÚàÞ❣ðØðØ❮✥â❸Þ×Õ×Ð

.

u1
Ò❰Þ✎ÕãÖØç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢ÒtÐ❢Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒❮✥Ó❸Ð★Ò➱Ú❰ý❱Ð★Ò➱Ú

.

u2
Ò❰Þ✎ÕãÖØç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢ÒtÐ❢Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✼ÒtÓ✙Üúý❱ß✧❮✥❐❦Ü

.

u3
Ò❰Þ✎ÕãÖØç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢ÒtÐ❢Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒ß❸❮✥❐❦Üúý✭ÒtÓ✙Ü

.

u4
Ò❰Þ✎ÕãÖØç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢ÒtÐ❢Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ð⑥ÒtÚtý ❮✥Ó❸Ð★Ò➱Ú

.➘îÐ✕Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú➺Ü✿Ð⑥Ò➺ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÒ❰Ð✗Ï Ö✸Þ❣Ú①Ü❸Ö✥ß✧Ò ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰❐✹Ð✗Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò❺Ö✥Õ❣❮⑧❐✹Ò✂Õ×Ð❢ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß✧Ö✸í⑧ÐóÓ❸Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒtÛ✕Ò❰Ð♦❐❦ÖÕ❣Ð❢ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß✧Ö✸í⑧Ð①Ü✿Ð✗Ú ✖úç✪Ð ✌✝✄✳✷✆☎✚☛ ✆☞★✵✑✔✷☞✷ ➴
� �☎✑✍✞➱❼✌✙❺❼✌✜✿❶❸⑩✶❻ ✄✏✡ ✜ ✡➱❷❑❻
ò①ß❅Ù♦❮✥ß✧Ò❰Þ×Ü✚✘♦❐✹Ð ✜❘Ó❸Ð

ui

Ð⑥ÒtÚ❺Õ❣Ð❢Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð⑥Òàç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÖ✯ì⑧Ð⑥Ù
i = 1, ..., 4

➴
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Nord-Sud

Est-Ouest Ouest-Est

Sud-Nord

✁✄✂✆☎✞✝❑❉✝➚ ✂ ☛✔✆❒✤✧✬❱✻✥✬✭❄❒✢✿③✲✮✒✩❰✽✷r✶✮ ✝✪✤✧❄➦✁♣✮✥④✌❂➇✢✪❄✶❄

Ý✿❮✥Þ❣Ú
ϕ
Ó✧ß❸Ð✗í✥❐❦Ö✸ß✧Ü✿Ð⑥Ó❸❐✟ð❴Û★Ù♦Ö✥ß❸Þ✹✜❘Ó❸Ð ✜❘Ó❸Þ✎ß❸Ð❢Ü✿Û⑥ç✙Ð⑥ß✧Ü ✜❘Ó❸Ð❢Ü✿Ó✒Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú⑥➴✿û❺❮✥Ú❰❮✥ß✙Ò

ϕ(ui) = ϕi

Ð❁Ú
ϕ
Ð★Ò➱Ú❍Õ×Ð❑ì⑧Ð⑥Ù✫Ú✹Ð♦Ó❸❐❍Ü✿Ð

IR4 Ü❸Ð✟Ù♦❮✥ðØç✙❮❘Ò❰Ö✥ß❘Ú❰Ð⑥Ò
ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4

★ Õ❚ê Ð♦ß✙ÒtÐ⑥ð✡â❸Õ×Ð✟Ü❸Ð⑥Ò✝í✥❐❦Ö✸ß✧Ü❸Ð♦Ó❸❐❦ÒîðØÛ⑥Ù⑥Ö✸ß❸Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥ÒÐ★Ò➱Ú❺Ü✿❮⑧ß✧Ù✗Ó❸ß❅Ð⑥Ò❰ç✧Ö✥Ù♦Ð✗ì✥Ð⑥Ù❁Ú❰❮⑧❐❰Þ×Ð♦Õ✎Ü✿Ð✕Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ×❮✥ß ✶ ✪✫➴ò①ß❩Ö✥ç❸ç✪Ð♦Õ×Õ❣Ð✚í✥❐❦Ö✸ß✧Ü✿Ð⑥Ó❸❐❺ð☎Ö✥Ù♦❐❰❮❘Ò❰Ù♦❮✥ç❸Þ✧✜❘Ó❸Ð❢Ö✥Ò✹Òt❮✿Ù♦Þ❣Û⑥Ð✕Ô
ϕ

Õ×Ö ✜⑧Ó✙Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û ★ ðØ❮✭✖✥Ð♦ß✧ß❸Ð✴✪❺ß❸❮✸Ú✹Û♦Ð
ϕ̄(x, t)

Ü❸Û❁ýç✪Ð♦ß✙Ü❸Ö✸ß❘Ú❺Ü✿Ð❢ÕãÖ✚ç✪❮⑧Ò❰Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✒Ð❁Ú➺Ü✿Ó●Ú❰Ð⑥ðØç✧Ò♦ä✙Ü✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð❢ç✧Ö✥❐

ϕ̄(x, t) =

4
∑

i=1

Ni(x, t)ϕi

4
∑

i=1

Ni(x, t)

★ ✰✧➴ ❁ ✪

Ni

Ð★Ò➱Ú✂Ó❸ß❸Ð ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û✳✜❘Ó❸Þ❊❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ð①Õ❣Ðóß❸❮⑧ð✡â❸❐✹Ð①Ü✿Ð★Ò✟ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò❑❮✿Ù♦Ù♦Ó❸ç✧Ö✸ß❘Ú✂Ó❸ß●Ò❰Þ❣Ú❰Ð✗Ü✿❮✥ß❸ß✧Û①Ð♦Ú✦✜❘Ó❸ÞÒ❰Ð✖Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ß⑧Ú✡Ò❰Ð♦Õ×❮✥ß➐Ó❸ß✧Ð☞Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß
ui

➴✌✃ ✑✗✖úÒ❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✚Ù♦Ð❁ÚtÚ✹Ð ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú✹ÞöÚ✹Û✖Ü✿Û⑥Ò❰Þ❣í⑧ß❸Ð☎ÕãÖ✩✜⑧Ó✙Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û☞Ü❸Ðð☎Ö✸Ú❰Þ✹✘♦❐✹Ð✥➴❸➘✲Ö ✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û
ρ
Ü✿Û✔✮✙ß❸Þ❣Ð❢ç✙Ö✸❐

ρ(x, t) =

4
∑

i=1

Ni(x, t)
★ ✰❸➴ ✵ ✪

❐✹Ð♦ç✧❐❰Û★ÒtÐ⑥ß⑧Ú✹Ð①ÕãÖØÜ✿Ð♦ß✙ÒtÞ❣Ú❰Û✕Ü✿Ó✒í❘Ö✺✿✥➴➘✌Ö❴ì✯Ö✥❐❰ÞãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ß●Ü✿Ð
Ni

ä❸Ð⑥ß❅ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ó❅Ú❰Ð♦ðØç✧Ò⑥ä✧Ò⑥ê Û★Ù❁❐✹ÞöÚ ✡

Ni(x+ ui, t+ 1) = Ni(x, t) + ψi(Nj)
★ ✰❸➴✮✭ ✹ ✪

❮ ✤
ψi(Nj)

Ð⑥ÒtÚØÓ❸ß➇Ú✹Ð♦❐✹ðØÐ❅Ü✿Ð✼Ù♦❮✥Õ×Õ❣ÞãÒtÞ×❮✥ß➟Ü✎ê Ö✥ç❸❐✤✘⑥Ò✚Õ❚ê ✑✗✖❘ç✪❮✸Ú✤✑✚✘⑥Ò❰Ð✒Ü✿Ð✼ô❑❮⑧ÕöÚ ✿♦ð☎Ö✸ß✧ß➇Ð❁ÚØÐ⑥ÒtÚ☎Ü✿❮✥ß❸ß✧Û❅Ð⑥ßÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü❸Ð
N
➴➘❒ê Û✴✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß❃Ü✎ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß✳Ü✿Ð★Ò☎ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò ★ Üîê Ö✥ç❸❐✙✘★Ò☎Õ❱ê ✑✗✖úç✙❮✥Ú✙✑✚✘★ÒtÐ❩Ü❸Ð❩ô❑❮⑧ÕöÚ ✿♦ð☎Ö✸ß✧ß➅Ù♦❮✥ß✧Ù♦Ð♦❐✹ß✧Ö✸ß❘Ú☎ÕãÖÙ♦Þ❣ß✧Û❁Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð➺Ü✿Ð★Ò❒í❘Ö✺✿àç✧Ö✥❐tÏ Ö✥ÞöÚ❦Ò✤✪✾Ò♦ê ❮✥â✿Ú✹Þ❣Ð⑥ß❘Ú❑Ð♦ß☎ð✚Ó❸Õ❣Ú❰Þ×ç❸Õ❣ÞãÖ✸ß❘Ú✟Õ❚ê Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß ★ ✰✧➴ ✭ ✹ ✪❍ç✙Ö✸❐

ϕi

Ð❁Ú❑Ð⑥ß✖Òt❮⑧ðØðØÖ✥ß❘Ú
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ÒtÓ❸❐
i
ä✿❮⑧ß❅❮⑧â✿Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú ✡

4
∑

i=1

ϕiNi(x+ ui, t+ 1) =
4
∑

i=1

ϕi[Ni(x, t) + ψi(Nj)]
★ ✰✧➴ ✭❄✭✴✪

á❑Ð❁ÚtÚ✹Ð❢Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✎ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß●ì✷Ö❴❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ð⑥❐✂Õ❚ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð✗Õ❚ê Ö✸Ó❸Ú❰❮✥ð☎Ö✸Ú❰Ð❢Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð⑧➴
� ❷❒❻ ✄❘❼î❶ ☞✝⑩✣✜ ✡➱❷❒❻ ✙➺❼ ✞t⑩ ✕ ⑩☛✄ ✄❘❼

✁✡ê Ö✸ç☛✘⑥ÒàÕ❱ê Û ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß ★ ✰❸➴✮✭ ✹ ✪❒❮⑧ß❅Ö ✡

Ni(x+ ui, t+ 1) = Ni(x, t) + ψi(Nj)
★ ✰✧➴ ✭ ✬ ✪

ò①ß❅Ö☎Ò❰Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰Û✬✜⑧Ó✧ÐóÕ×Ð✕Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚàÜ❸Ð⑥Ò✂ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★ÒàÒtÐ✗Ï Ö✥ÞöÚ❺Ò✹Ö✸ß✧ÒàÙ♦❮✥Õ×Õ❣ÞãÒ❰Þ❣❮⑧ß●Ð⑥ß⑧Ú✹❐❰Ð✗Ð⑥Õ❣Õ×Ð⑥ÒàÖ✥Õ❣❮⑧❐✹Ò
ψi(Nj) = 0Ü✿❮✥ß✧Ù ★ ✰❸➴✮✭ ✬ ✪✟Ü✿Ð⑥ìúÞ❣Ð⑥ß⑧Ú

Ni(x+ ∆x, t+ 1) = Ni(x, t)✃✝❮⑧Ó❸❐àÓ❸ß✼Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐ✗Ü❸Ð✺✜⑧Ó✙Ö✷Ú❰❐✹Ðóç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò
4
∑

i=1

Ni(x+ ui, t+ 1) =

4
∑

i=1

Ni(x, t)
★ ✰❸➴✮✭✤✰ ✪

Ü✎ê ❮ ✤●ÕãÖ☎Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✯Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❅Ü✿Ð✗Õ×Ö ✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û❢Ü✿Ð❢ð☎Ö✷Ú❰Þ✹✘♦❐✹Ð✥➴
� ❷❒❻ ✄❘❼î❶ ☞✝⑩✣✜ ✡➱❷❒❻ ✙➺❼ ✞t⑩ �✂❹❺⑩✶❻ ✜ ✡ ✜ ✁ ✙➺❼ ✕ ❷❒❹ ☞❒❼☎✕ ❼✲❻ ✜
ò①ß❅Ö

4
∑

i=1

ϕi[Ni(x+ ui, t+ 1) =

4
∑

i=1

ϕiNi(x, t) + ψi(Nj)]
★ ✰✧➴ ✭✤✶ ✪

Ö✯ì✥Ð⑥Ù
ψi(Nj) = 0Ö✸Õ×❮✥❐❦Ò❑Õ❱ê Û ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß ★ ✰❸➴✮✭ ✶✗✪❑Ü❸Ð♦ìúÞ❣Ð⑥ß❘Ú

4
∑

i=1

ϕiNi(x+ uix, t+ 1) =
4
∑

i=1

ϕiNi(x, t)
★ ✰❸➴✮✭✦✷ ✪

Ü✎ê ❮ ✤●ÕãÖ☎Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✯Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❅Ü✿Ð✗Õ×Ö ✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û❢Ü✿Ð❢ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú⑥➴
� ❷❒❻ ✄❘❼î❶ ☞✝⑩✣✜ ✡➱❷❒❻ ✙➺❼ ✞ ✓✛✁✲❻➺❼î❶ ✑✍✡t❼ ✆✢✡t❻ ✁✢✜ ✡ �✂❹❺❼
➘✲Ö✒Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß♣Ü✿Ð☎Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣ÐØÙ❁Þ×ß❸Û❁Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð✖Ò⑥ê ❮✥â✿Ú✹Þ❣Ð⑥ß⑧Ú❢Ð⑥ß✺ð✚Ó❸ÕöÚ✹Þ❣ç✧Õ❣ÞãÖ✸ß❘Ú✕Õ❱ê Û✴✜⑧Ó✙Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß ★ ✰✧➴ ✭✴✷✢✪①ç✧Ö✸❐ 1

2ϕ
2
iÐ❁Ú❺Ð♦ß✼Ò❰❮✥ðØð☎Ö✸ß❘ÚàÒtÓ❸❐àÞ❱ä❸❮⑧ß●❮⑧â✿Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú

1

2

4
∑

i=1

Ni(x + ui, t+ 1)ϕ2
i =

1

2

4
∑

i=1

Ni(x, t)ϕ
2
i

★ ✰✧➴ ✭✦✱ ✪
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✌ ✒ ✝ ✥✠✡ ✥ ✡ ✴ ☛☞✲✳✧ ✴ ☞✑✍
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✄ ✆ ☛ ✷☞✤✦☛ ★ ✱☞✫✶☛✮✠☞☛ ✤✩✜✍✞✥✑ ✞✦✤
E
Ð⑥ÒtÚ❺Ü✿❮✥ß✧ß❸Û❢ç✧Ö✸❐

E = {ei, 0 ≤ i ≤ 4}

✄ ☛✚✌✝✄✳✓✜✤✥✓✜✷☞✑ ✌✳☛ Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿Ð✗Ú ✖úç✙Ð✗ì⑧❮✥ß✒û❺Ð♦Ó✧ðØÖ✥ß❸ßî➴
✄ ✑ ✎ ✥✞✌✳✫✜☛✚✠☞☛✚✞✘✎✒✑✔✷☞✤✦✓✜✞✦✓✶✄✝✷ ✡❸ÕãÖ❴❐✙✘⑥í✥Õ×ÐóÜ❸Ð✗Ú❰❐❦Ö✸ß✧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß●Ð★Ò➱Úà❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Û♦Ðóç✧Ö✸❐ ✡

c(r, t+ ∆t) =

1
∑

i=−1

1
∑

j=−1

aijc(r +

(

i
j

)

∆T , t)
★ ✰❸➴✮✭✴✳✢✪

� ✁ ✄❢❷☛✜✂✁ �☎✄❘❼☎✄
ò①ß✒Ò❰Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰Ð ✜❘Ó❸Ð ✡
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❐❰Ð★Ò➱Ú✹ÐÚ✹❮✥Ó✭✫➱❮⑧Ó❸❐❦Ò❑Õ×Ð❢ð ✯♦ðØÐ✕Ö✸Ó✒Ù❁❮⑧Ó❸❐❦ÒàÜ✿Ð✗Õ❚ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð❢Õ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð❢Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð⑧➴
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✃ ✑ ✖✿Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú

ai,j
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ai,j = β

ä✿ç✧Ö✥❐✟Ù♦❮✥ß✧Ò❰Û ✜❘Ó❸Ð⑥ß❘Ú⑥ä
β
ß✲ê Ö✥Ó❸❐✹Ö✚Ö✸Ó✧Ù♦Ó❸ß❅Þ❣ðØç✧Ö⑧Ù✫ÚàÒtÓ❸❐✂ÕãÖ✡ð☎Ö⑧Ò❰Ò❰ÐóÜ❸Ð①ÕãÖØÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð

ci,j
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Ý✿Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰❮✥ß✧Ò ✜⑧Ó✧Ð

Ni

Ð⑥ÒtÚ✟Õ×Ð➺ß✧❮✥ð✡â✧❐❰Ð➺Ü❸Ð➺ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò✾❮✿Ù♦Ù♦Ó❸ç✧Ö✥ß⑧Ú❑Ó❸ß●Ò❰ÞöÚ✹Ð
ci
➴✿➷❺Õ×❮✥❐❦Ò❒Ô❢ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ❣❐✟Ü✿Ð ★ ✰❸➴✮✭✴✳✢✪ÕãÖØÙ❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß●Ü❸Ð❢Õ×Ö❴ð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ✗Ò⑥ê Û★Ù❁❐✹ÞöÚ

Ni(t+ 1) = βNi(t)
★ ✰❸➴✮✭✤❁ ✪

✃❍❮⑧Ó❸❐
i = 4

Ð♦Ú
β = 1

ä ★ ✰❸➴✮✭✤❁ ✪✟Ü✿Ð⑥ìúÞ❣Ð⑥ß⑧Ú
4
∑

i=1

Ni(t+ 1) =

4
∑

i=1

Ni(t)
★ ✰❸➴✮✭✤✵ ✪
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ò①ß ÒtÓ✧ç❸ç✙❮❘ÒtÐ ✜❘Ó❸Ð

vi

Ð⑥ÒtÚ❅Õ×Ð✺Ü❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❅Ü❸Ð⑥Ò❅Ù❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð★Ò♦➴✂➘✲Ö➟Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß➫Ü✿Ð✺Õ×Ö ✜⑧Ó✙Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û✱Ü✿Ðð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❅Ò⑥ê ❮⑧â✿Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú✒Ð♦ß➦ð✡Ó❸Õ❣Ú❰Þ×ç❸Õ×Þ×Ö✥ß⑧Ú✼Õ❱ê Û✴✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß ★ ✰✧➴ ✭✦✵ ✪☎ç✙Ö✸❐
vi

Ð♦Ú✼Ð♦ß➦Ò❰❮✥ðØð☎Ö✸ß❘Ú✒ÒtÓ❸❐
i
ä✟❮✥ß❮✥â✿Ú✹Þ❣Ð⑥ß⑧Ú

4
∑

i=1

viNi(t+ 1) =

4
∑

i=1

viNi(t)
★ ✰❸➴ ✬✺✹ ✪

Ü✎ê ❮ ✤●ÕãÖ☎Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✯Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❅Ü✿Ð✗Õ×Ö ✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û❢Ü✿Ð❢ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú⑥➴
☞✖✟ ✂ ☞ ✓ ✌✘✙✑✒ ✗✸✎✒✛✢✓✣✌
è✾ì✥❮✣✜❘Ó❸Ð♦❐❴Õ×Ð⑥Ò❴Õ❣❮⑧Þ×Ò❴Ü✿Ð✒Ù❁❮⑧ß✧ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß➸Ö❩ç✪❮✥Ó✧❐❴â✧Ó✿ÚØÜ❸Ð❅Ù♦❮✥ðØç❸❐✹Ð♦ß✧Ü✿❐✹Ð☞ç✪❮✥Ó✧❐✤✜❘Ó❸❮⑧Þ❒Ú✹Ð♦Õ×Õ❣Ð❅ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð●❮✥ÓÚ❰Ð♦Õ×Õ×Ð●Ö✸Ó❸Ú❰❐✹Ð✖ÒtÐ❅Ü✿Û⑥Ò❰Þ❣ß❘Ú✤✘♦í✥❐✹Ð✖Ü✎ê Ó❸ß❸Ð❅Ù❁Ð♦❐❰Ú✹Ö✥Þ❣ß✧ÐØÏ Ö✒✑❁❮⑧ßîä✲❮⑧Ó➸Ü✿Ð☞ç✧❐❰Û★Ü✿Þ❣❐✹Ð☎Õ×Ð⑥Ò✚❐❰Û★ÒtÓ❸Õ❣Ú✹Ö✸Ú✹Ò✕Üîê Ó❸ß✧Ð●Ù❁❮⑧Õ❣Õ×ÞãÒtÞ×❮✥ßÐ♦ß❘Ú❰❐✹Ð❺Ü✿Ð♦Ó❸ï✚ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò♦➴ ✁óÖ✸ß✙Ò✾Ù❁Ð❺Ù✒✑✧Ö✥ç❸Þ❣Ú❰❐✹Ð✥ä✷ß❸❮⑧Ó✧Ò✾Ö✯ì✥❮⑧ß✧Ò✝ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Û✟Ú❰❮⑧Ó✿Ú❰Ð★Ò✶Õ×Ð⑥Ò✶Õ×❮✥ÞãÒ✶Ü✿Ð➺Ù♦❮✥ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ßÙ❁❮✥ß✧ß❘Ó✧Ð⑥Ò✖Ð⑥ß➫ç✚✑✗✖✿ÒtÞ✧✜❘Ó❸Ð♣Ù♦Õ×Ö⑧Ò❰Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧ä❒ç❸Ó✧Þ×Ò●ß❸❮✥Ó✙Ò☞Ö✯ì✥❮⑧ß✧Ò☎ì⑧Û♦❐✹Þ ✮✧Û♣Õ×Ö➟Ù❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✳Ü✿Ð♣ÕãÖ➁ð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ⑧ä❒ÕãÖÙ❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß➸Ü✿Ð❅Õ×Ö ✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û✒Ü✿Ð❅ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✚Ð♦Ú❴ÕãÖ✱Ù❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß➸Ü✿Ð❅Õ❚ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð❅Ô❩Ú✹❐✹Ö✯ì⑧Ð♦❐❦Ò✕Ü✿Ð★Òð❴❮✿Ü✣✘⑥Õ❣Ð★Ò❢Ü✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥Ò❢Ù❁Ð⑥Õ❣Õ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★Ò✗❐❰Ð⑥ç❸❐✹❮úÜ❸Ó❸Þ×Ò✹Ö✸ß❘Ú✗Ó❸ß➐ç✚✑❸Û⑥ß❸❮✥ð ✘♦ß✧Ð✖Ü✿ÐØç❸❐❰❮⑧ç✧Ö✸í❘Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✺Ü✎ê Ó❸ß➐í⑧Ö✻✿❴Ð♦ÚÓ❸ß❸Ð✕Ü✿Þ✛✓✪Ó✙ÒtÞ×❮✥ßî➴➮✭Õ✝Ò⑥ê Ö✯ì ✘♦❐✹Ð✺✜❘Ó❸Ð✡Õ❱ê Ó❸Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒ❰Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß♣Ü❸Ð⑥ÒóÖ✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥Ò➺Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥Ò❺Ù♦❮✥ðØðØÐ✡❮⑧Ó✿Ú❰Þ×Õ✝Ü❸Ð✡ðØ❮✿Ü✿Û♦Õ×Þ×Ò✹Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✼Ð⑥ÒtÚ➺Ú✹❐✙✘★ÒÞ❣ß❘Ú❰Ð⑥❐❰Ð★Ò❰Ö✥ß❘Ú❰Ð✥ä✿Ü✿Ó❅Ï Ö✥ÞöÚ✥✜❘Ó❸Ð❢Õ×Ð⑥Ò✦✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û⑥Ò✂ç✚✑✗✖✿Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð★ÒàÜ❸Ö✸ß✧Ò✂ÕãÖ❴ç❸Õ×Ó❸ç✧Ö✸❐❰Ú➺Ü✿Ð★ÒàÙ♦Ö✥ÒàÒ❰❮✥ß❘Ú❺Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Ð♦❐✹ì✥Û♦Ð★Ò♦➴
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✂✘✟ ✞ ✂☎✄✡✠ ✓ ✑ ☛ ✠ ✎✜✛ ✓ ✌ ✄✓✒✖✠☞✎ ✎✜✛ ✆✖✗✕✌ ✕✕✌✏✎ ✎✒✓ ✒ ✛ ✕✕✌✏✎
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F
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x0
➴
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✏ ✙✚✘✝✙✜✛ ✢ ✥ ✭✄✂✳✫ ✝ ✩ ✡✳✥★✧ ✡ ☛ ✩✳✱✡✫ ✭ ✥✞✝ ✥ ✍ ✌ ✧
Ý✿❮✥Þ❣ÚóÓ❸ß✺ç✙❮⑧Þ❣ß❘Ú✗ð☎Ö✷Ú❰Û⑥❐❰Þ×Ð♦Õ❍Þ×ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✗Ð♦ß

x ∈ Ω
Ô

(t = 0)
➴ ✁óÖ✸ß✙Ò➺Õ×Ð✚ß✧❮✥Ó❸ì⑧Ð♦Õ❍Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✚Ô

t > 0Õ×Ð✡ç✪❮✥Þ×ß❘Ú
P

Ò❰Ð❢Ú❰❐✹❮✥Ó✧ì✥Ð✕Ð⑥ß❩ç✙❮❘ÒtÞ❣Ú❰Þ×❮✥ß
x + u(x)

ä
u
ß❸❮✥Ó✙Ò➺ç✪Ð♦❐✹ðØÐ❁ÚóÜ❸❮✥ß✧Ù✚Ü✿Ð✚Ü✿Û♦Ú❰Ð⑥❐❰ðØÞ×ß❸Ð♦❐①Õ×Ö●Ù❁❮✥ß✚✮✧í✥Ó✿ý❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß ✮✧ß✧Ö✥Õ❣Ð

Ωf

Ü✿Ó➟Ù❁❮✥❐✹ç✧Ò✚Ù❁❮✥ß✙ÒtÞãÜ✿Û♦❐✹Û✥➴✝➘✾ê Ö✸ç❸ç✧Õ❣ÞãÙ♦Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß
u : Ω → IRN

Ð⑥ÒtÚ❴Ö✥ç❸ç✙Ð⑥Õ❣Û⑥Ð●Ù✒✑✧Ö✥ðØç➇Ü✿Ð⑥ÒÜ❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✹Ò✬★ ì✥❮⑧Þ❣❐ ✮✧í⑧Ó❸❐❰Ð ★ ✶✙➴ ✭ ✪ ✪✫➴
✏ ✙✚✘✝✙ ✘ ✢ ✥ ✭✄✂✳✫ ✝ ✩ ✡✳✥★✧ ✭ ☞✑✍ ✌ ✵ ✫ ✴ ✍ ✌ ✥★✧
➘✌Ö➸Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß➦Ü❸Ó Ù✒✑✧Ö✸ðØç Ü❸Ð✺Ù❁❮⑧ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß⑧Ú✹Ð⑥Ò☞❐❰Û★ÒtÞãÜ✿Ð♣Ü❸Ö✥ß✧Ò❅Ù❁Ð♦❐❰Ú✹Ö✥Þ❣ß✧Ð⑥Ò ✑✗✖úç✪❮✸Ú✙✑✻✘⑥Ò❰Ð⑥Ò✖ç✻✑ ✖✿Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð★Ò ✜❘Ó❸Þç✪Ð♦❐✹ðØÐ❁Ú❰Ú❰Ð♦ß❘Ú✶Ü✿Ð❒ðØ❮✿Ü✿Û⑥Õ❣ÞãÒtÐ⑥❐✌Õ×Ð⑥Ò✌Ð✔✓❊❮✥❐❰Ú✹Ò✌Þ×ß⑧Ú✹Ð♦❐✹ß❸Ð⑥Ò✌Ð♦ß✧í✥Ð♦ß✙Ü✿❐❰Û★Ò✲Ö✥Ó✡ÒtÐ⑥Þ❣ß❴Ü✿Ó✡Ù♦❮✥❐✹ç✧Ò✲ð☎Ö✸Ú❰Û♦❐✹Þ×Ð♦Õ✥Ð⑥ß✕Ú✹❮✥Ó✿Ú

x ∈
Ω
➴✪➘îÐ✗Ú✹Ð♦ß✧Ò❰Ð♦Ó❸❐

σ(x)
Ð⑥ÒtÚ①Ö✸ç✧ç✙Ð⑥Õ❣Û✗Ú✹Ð♦ß✧Ò❰Ð♦Ó❸❐óÜ✿Ð⑥Ò➺Ù❁❮✥ß❘Ú✹❐✹Ö✥Þ❣ß❘Ú❰Ð★Ò✂Ð♦ß

x
➴✪ë➺ß❸Ð✡Ù❁❮⑧ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß⑧Ú✹Ð✗Ð⑥ÒtÚ✥✑❸❮✥ðØ❮⑧í✢✘♦ß✧ÐÔ☞Ó❸ß❸Ð✚ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð❴ç✧Ö✸❐óÓ❸ß❸Þ❣Ú❰ÛØÜ✿Ð☎Ò❰Ó❸❐tÏ Ö⑧Ù❁Ð❴Ü✿❮✥ß✧Ù✚Ô☞Ó✧ß❸Ð✚ç✧❐❰Ð★Ò❰Ò❰Þ❣❮⑧ßî➴❊➘✾ê Ó❸ß❸Þ❣Ú❰ÛØÜ✿Ð✚ÕãÖ●ç❸❐❰Ð★Ò❰Ò❰Þ×❮✥ß♣Ü❸Ö✥ß✧Ò①Õ❣Ð☎Ý❊➴ ➮✫➴❣äÐ★Ò➱Ú✕Õ×Ð☎ç✧Ö⑧Ò❰Ù⑥Ö✸Õ✶ß❸❮✥Ú❰Û ★

Pa
✪✗Ö✯ì✥Ð★Ù

(1Pa = 1N/m2)
➴îè✾ß➁ðØÛ⑥Ù⑥Ö✸ß❸Þ✧✜❘Ó❸Ð☎❮✥ß✺Ú❰❐❦Ö✯ì✷Ö✸Þ×Õ❣Õ×Ð☎Ü❸Ö✸ß✙Ò❢Õ❣Ð★Ò❢â✧Ö⑧ÒtÐ★Ò❮⑧❐tÚ✤✑❸❮✥ß✧❮✥❐✹ð❴Û⑥Ð⑥Ò

(e1, e2, e3)
➴ú➘îÐ➺Ú❰Ð⑥ß✧ÒtÐ⑥Ó❸❐✂Ü✿Ð①Ù♦❮✥ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß❘Ú❰Ð

σ
Ð⑥ÒtÚ✟Ü❸❮✥ß✧Ù➺❐❰Ð⑥ç❸❐❰Û★ÒtÐ⑥ß❘Ú❰Ûàç✧Ö✥❐❒Ó❸ß❸Ð①ð☎Ö✷Ú❰❐✹ÞãÙ❁Ð ✡

σ = (σij) (i, j = 1, 2, 3)
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P
x

x+u(x)

f

P
Z

Y

X

Ω

Ω
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➘✲Ö✂Õ×❮✥Þ✷ÏÑ❮⑧ß✧Ü❸Ö✸ðØÐ⑥ß⑧Ú❦Ö✸Õ×Ð✾Ü✿Ð✾ÕãÖ✂ðØÛ⑥Ù♦Ö✥ß❸Þ✧✜⑧Ó✧Ð✾Ü✿Ð✾ðØÞ❣Õ×Þ×Ð♦Ó✿ï❢Ù❁❮⑧ß⑧Ú✹Þ❣ßúÓ✧Ò❊Ð♦ï✿ç❸❐❰Þ×ð☎Ö✸ß❘ÚîÕ❱ê Û✴✜⑧Ó✧Þ❣ì✷Ö✸Õ×Ð♦ß✙Ù❁Ð✾Ü✿Ó✗Ú✹❮✥❐❦ÒtÐ⑥Ó❸❐Ü✿Ð⑥Ò❒Ð✔✓❊❮✥❐❰Ú✹Ò✶Ð♦ï❘Ú✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐❦Ò❍Ð❁Ú❑Ü✿ÓØÚ✹❮✥❐❦ÒtÐ⑥Ó❸❐❒Ü✿Ð★Ò✾Ö✥Ù⑥Ù❁Û⑥Õ❣Û⑥❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò❍ç✪❮✥Ó❸❐❒Ó❸ß✖Ò ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ðàð☎Ö✸Ú❰Û♦❐✹Þ×Ð♦Õ ✜❘Ó❸Ð⑥Õ×Ù♦❮✥ß✻✜❘Ó❸Ð⑧äÖ✸ç❸❐✤✘⑥Ò✂Ö✯ì✥❮⑧Þ❣❐✂ß❸Û⑥í✥Õ×Þ❣í⑧Û✗Õ❣ÐóÚ❰Ð⑥❐❰ðØÐ✕Ü✎ê Þ×ß❸Ð♦❐❰Ú❰Þ×Ð❢Ù❁❮✥ß✙Ü✿Ó❸Þ❣Ú➺Ô✚Õ❱ê Û ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Üîê Û✴✜⑧Ó✧Þ❣Õ×Þ❣â✧❐❰Ð❢Ò❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú✹Ð ✡

Divσ + f = 0
Ü❸Ö✸ß✧Ò

Ω
★ ✶✙➴ ✭ ✪

❮✢✤
f : Ω → IRN

❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Ð①ÕãÖØÜ✿Ð♦ß✧Ò❰Þ❣Ú❰Û✕Ü✿Ð✗ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð⑥Ò✟ì✥❮⑧Õ❣Ó❸ðØÞ✧✜❘Ó❸Ð⑥ÒàÒ❰Ó❸❐
Ω
➴

✏ ✙✚✘✝✙✆☎ ✢ ✥✰✭✄✂✳✫ ✝ ✩ ✡✳✥★✧ ✡ ☛✄✂ ☞ ✵ ✝ ✫✎✌ ✴ ☞✑✍✳✧
ò①ß➇ÒtÓ✧ç❸ç✙❮❘ÒtÐ ✜❘Ó❸Ð☞Õ×Ð●Ò❰❮✥Õ×Þ×Ü❸Ð●Ò⑥ê Û★Ù♦Ö✸❐❰Ú❰Ð☞ç✙Ð⑥Ó➟Ò❰❮✥Ó✧Ò✡Õ❚ê Ð✔✓❊Ð❁Ú☎Ü✿Ð⑥Ò✡ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★Ò✡ðØÛ★Ù♦Ö✸ß✧Þ✹✜❘Ó❸Ð★Ò♦➴✝➘îÐ●Ù✒✑✙Ö✸ðØç➇Ü✿Ð★ÒÜ✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✂ÒtÐ✕Ü❸Û✔✮✧ß❸Þ❣Ú➺Ù❁❮⑧ðØð❴Ð❢Ò❰Ó❸Þ❣Ú ✡

ε : Ω → IRN ; ε = (εij)
Ú❰Ð⑥Õ ✜⑧Ó✧Ð

εij = 1
2 (∂jui + ∂iuj)

Ü✧Ö✸ß✧Ò
Ω

★ ✶✙➴ ✬ ✪

✏ ✙✚✘✝✙✑✏ ✢ ✫ ✱ ☞✮✴ ✡✳✥ ✭ ☞ ✝ ✩ ☞ ✵ ✌ ✥✞✝ ✥ ✍ ✌
ò①ß❅Ù♦❮✥ß✧Ò❰Þ×Ü✚✘♦❐✹ÐóÓ✧ß✒Ù♦❮✥❐✹ç✧Ò✟ð☎Ö✷Ú❰Û⑥❐❰Þ×Ð♦Õ✎❮✿Ù⑥Ù❁Ó❸ç✧Ö✥ß❘Ú✂Õ❱ê ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦❐❰Ú✂â✪❮✥❐✹ß❸Û❢Ù❁❮⑧ß❸ß❸Ð♦ïúÐ

Ω ∈ IRN
➴ÝúÞàÕ❣Ð✼Ù♦❮✥❐✹ç✧Ò❴ðØÖ✸Ú❰Û⑥❐❰Þ×Ð♦ÕàÐ★Ò➱Ú✖Ò❰❮✥Ó❸ðØÞãÒ❴Ô✱Ó❸ß➅Ù✒✑✧Ö✥ð❴ç➅Ü✿Ð✼Ù❁❮⑧ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß⑧Ú✹Ð⑥Ò

σ
ä✾Þ×Õàì✯Ö➐Ò❰Ó❸â❸Þ×❐☎Ó❸ß➅Ù✒✑✧Ö✸ðØç➅Ü✿ÐÜ✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß

ε
➴✌ò①ß➐ç✪Ð♦Ó✿Ú✡Ö✥Õ❣❮⑧❐✹Ò①Ú❰❮⑧Ó✭✫➱❮✥Ó✧❐✹Ò✗Ð⑥ß❘ìúÞãÒ❰Ö✥í✥Ð⑥❐✗Ü❸Ð⑥Ò✗❐✹Ð♦ÕãÖ✷Ú❰Þ×❮✥ß✙Ò✗Ð♦ß❘Ú❰❐✹Ð

σ
Ð♦Ú
ε
ç✧Ö✸❐❰Ú❰❮⑧Ó✿Ú✕Ü❸Ö✸ß✧Ò

Ω
➴✧➘✲ÖØÕ×❮✥Þ✲Ü❸Ð✕Ù❁❮✥ðØç✪❮✥❐❰Ú❰Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú❺Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿Û❁Ú✹Ð♦❐✹ð❴Þ×ß❸Û⑥Ð✕Ð❁ï✿ç✪Û♦❐✹Þ❣ðØÐ♦ß❘Ú❦Ö✸Õ×Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❺ÔØç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×❐❺Ü✎ê Ð⑥Ò✹Ò❰Ö✥Þ×Ò⑥➴✧➘❒ê Ð★Ò❰Ò✹Ö✸Þ✎Õ×Ðç❸Õ❣Ó✙Ò✟Ò❰❮✥Ó✧ì✥Ð♦ß❘Ú✂ðØÞ×Ò✟Ð♦ß●❮úÐ♦Ó❸ìú❐✹Ð①ç✪❮✥Ó❸❐✂Ü✿Û♦Ú❰Ð♦❐✹ðØÞ❣ß✧Ð♦❐✂Õ❣Ð❢Ù♦❮✥ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✂Ü✎ê Ó✧ß●ð☎Ö✷Ú✹Û♦❐✹Þ×Ö✥Ó✖Ð⑥ÒtÚ✂Õ❚ê Ð⑥Ò✹Ò❰Ö✥Þ✎Ü✿ÐÚ❰❐❦Ö✥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ßî➴



� � á ✑✧Ö✥ç❸Þ❣Ú❰❐✹Ð ✶✙➴✄✂ ✡✌☞ ☎☞✝ ✑✠✟✞✡✎✞ ✑✒✡✎✆ ✕✗✡✓✟ ✡✓✍ ✞ ✡✙✓ ✡✓✞✒☛✎✟ ✏✦☛☞✝✧✝ ✍★✝ ✡✓✑ ✟✛☛☞✟ ☞ ☎ ✍ ✆ ✕ ✟☛✡✄✂☞✝✩✑✞✓ ☛ ☞ ☛ ☞ ☎ ✂✝✡✎✟✎✓✔✡✎✞ ✑✒✡✎✆

⑨ ✡✎✞✎✡t❼✲❹✂✁ ✁☎✞t⑩☛✄ ✜ ✡ �✟❹➺❼☎✄
➘✲Ð⑥Ò✂ðØÞ×Õ❣Þ×Ð♦Ó✿ï❅Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò✂Ò❰❮✥ß❘Ú❺Ü✿Û✔✮✧ß✧Þ×Òàç✙Ö✸❐àÕ×Ð⑥ÒàÜ✿Ð⑥Ó✿ï●ç❸❐✹❮✥ç✧❐❰Þ×Û❁Ú✹Û⑥Ò✂ÒtÓ✧Þ❣ì✷Ö✸ß❘Ú✹Ð⑥Ò ✡

♣
➮✭Õ❒Ð♦ï✿Þ×ÒtÚ❰Ð✖ç✪❮✥Ó✧❐✚Ù✒✑✧Ö ✜⑧Ó✧Ð☎ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð☎Ó❸ß➁Û♦Ú✹Ö✷Ú✚ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Þ×Ð♦❐✡Ö✥ç❸ç✙Ð⑥Õ❣Û☞Û❁Ú✹Ö✸Ú✡ß✧Ö✷Ú✹Ó❸❐✹Ð♦Õ❱ä✲Ü❸Ö✸ß✙Ò✕Õ×Ð ✜❘Ó❸Ð♦Õ❑Õ❣ÐÚ✹Ð♦ß✧Ò❰Ð♦Ó✧❐➺Ü✿Ð⑥Ò➺Ù❁❮✥ß❘Ú✹❐✹Ö✥Þ❣ß❘Ú❰Ð★Ò

σ
Ð★Ò➱Ú❺ßúÓ❸Õ✌ÔØÕ×Ö❴Ú✹Ð♦ðØç✙Û⑥❐✹Ö✸Ú❰Ó❸❐✹Ð

θ0
➴❸è❒ß✼í✥Û♦ß✧Û♦❐❦Ö✸Õ❱ä✿❮✥ß✼ÒtÓ✧ç❸ç✙❮❘ÒtÐ✺✜❘Óîê Þ×ÕîÐ❁ï✿ÞãÒ➱Ú✹ÐÓ✧ß❸Ð➺Ù❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßØÞ×ß❸ÞöÚ✹Þ×Ö✥Õ❣Ð①Ü✿Ó✖ðØÞ❣Õ×Þ×Ð♦Ó✖Ù❁❮⑧ß❘Ú❰Þ×ß❘Ó✖Ü✧Ö✸ß✧Ò❒Õ×Ö ✜⑧Ó✧Ð♦Õ×Õ❣Ð✂Ú✹❮✥Ó✿Ú✹Ð⑥Ò❑Õ❣Ð★Ò✾ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò✾Ò❰❮✥ß❘Ú❑Ô❢Õ❱ê Û♦Ú✹Ö✸Úß✙Ö✷Ú❰Ó✧❐❰Ð⑥Õ❚➴

♣
➘îÐ❅Ú❰Ð⑥ß✧ÒtÐ⑥Ó❸❐☎Ü✿Ð⑥Ò☎Ù♦❮✥ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß❘Ú❰Ð★Ò✚Ô✺Õ❚ê Þ×ß✧Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú

t
ß❸Ð✼Ü✿Û♦ç✪Ð♦ß✙Ü ✜❘Ó❸Ð✒Ü✿Ð✒ÕãÖ✺Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß➟ðØÐ⑥Ò❰Ó❸❐❰Û⑥Ð❅Ôç✙Ö✸❐❰Ú❰Þ×❐✂Ü❸Ð❢Õ×ÖØÙ❁❮⑧ß✣✮✧í⑧Ó❸❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß●Þ❣ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð✥➴

✔ ✧ ✚ ✓✜✫✶✓✜☛ ✆ ✜ ✫✶✑✔✤✘✞✥✓✜✭✏✆☞☛✚✫✜✓✶✷✗✜ ✑✔✓✜✎ ☛➘✌Ö❴Õ❣❮⑧ÞîÜ✿Ð✕Ù❁❮⑧ð❴ç✪❮✥❐❰Ú❰Ð⑥ðØÐ♦ß❘ÚàÛ♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜⑧Ó✧ÐóÕ×Þ×ß❸Û⑥Ö✥Þ❣❐✹Ð①Ð★Ò➱Ú➺Ü❸❮✥ß❸ß❸Û⑥Ð✗ç✧Ö✸❐àÕãÖ❴❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✒ÒtÓ❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð ✡

σ = E.ε
Ú❰Ð♦Õ ✜⑧Ó✧Ð

(σij = Eijkhεkh)

E
Ð★Ò➱Ú①Õ❣Ð✚ð❴❮✿Ü✿Ó✧Õ❣Ð✡Üîê Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ×Ù♦ÞöÚ✹Û✡❮✥Ó✼ðØ❮✿Ü✿Ó❸Õ×Ð✡Ü✿Ð✕ñ✾❮✥Ó❸ß❸í ✜⑧Ó✧Þ✝Ù⑥Ö✸❐❦Ö✥Ù✫Ú✹Û♦❐✹Þ×Ò❰Ð✗Õ×Ö✖❐❰Û★ÒtÞãÒ➱Ú❦Ö✸ß✧Ù♦Ð✕Ü✿Ó❩Ò❰❮✥Õ×Þ×Ü✿Ð✚ÔÕãÖØÜ✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❅Ó❸ß❸ÞãÖ✷ï✿Þ×Ö✥Õ❣Ð⑧➴ò①ß●Ö❢❐✹Ö⑧Ò❰Ò❰Ð♦ð✚â❸Õ×Û❺Õ❣Ð★Ò✾ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó✧❐✹Ò❑Ü✿Ó☞ðØ❮✿Ü✿Ó❸Õ×Ð①Ü✎ê Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰ÞãÙ❁Þ❣Ú❰ÛóÜ✎ê Ó❸ß●Ù♦Ð♦❐❰Ú✹Ö✸Þ×ß☎ß❸❮⑧ð✡â❸❐✹Ð➺Ü✿Ð①ðØÖ✸Ú❰Û⑥❐❰ÞãÖ✸Ó✿ï✎ä❘Ü❸Ö✸ß✧ÒÕ×ÐóÚ✹Ö✥â❸Õ❣Ð★Ö✸Ó✒Ù❁Þ❣ý Ü❸Ð⑥Ò✹Òt❮⑧Ó✧Ò♦➴

å❩Ö✸Ú❰Û⑥❐❰ÞãÖ✸Ó è ✓✸✾ó✃✶Ö ✕
✁①ÞãÖ✸ð☎Ö✸ß❘Ú ✭ ✹✻✹✻✹á✟Ö✥❐❰â✧Ó❸❐❰Ð✗Ü✿Ð❢Ò❰Þ❣Õ×Þ×Ù♦Þ❣Ó✧ð ★❚Ý✿Þ✈á✕✪ ✶ ✷ ✹ü✌Ó❸ß❸í❘Ò➱Ú✤✘♦ß❸Ð ✶ ✹✻✹➷➺Õ❣Ó✧ð❴Þ×ß❸Ð

(Al2O3)
✶ ✹✻✹➬✝Þ×â❸❐✹Ð✗Ü❸Ð✕Ù♦Ö✸❐✹â✪❮✥ß❸Ð ✰ ✹✻✹å♣Ö✸í✥ß✧Û⑥Ò❰Þ❣Ð ★ å✼í✿ò ✪ ✬ ✷ ✹➷àÙ♦Þ❣Ð⑥❐ ✬ ✭ ✹á❑Ó✧Þ❣ìú❐✹Ð ✭ ✬ ✷➘✌Ö✸Þ❣Ú❰❮⑧ßîä✿â❸❐✹❮✥ß ✿⑥Ð ✭❄✭ ✹Ý✿Þ❣Õ×Þ×Ù♦Ð✗ì❘Þ❣Ú❰❐✹Ð♦Ó✙ÒtÐ ★

SiO2)
✵ ✷ò①❐ ❁ ✹

✲ Ð⑥❐❰❐✹Ð✗Ô✚ìúÞ❣Ú❰❐✹Ð ✳ ✹➷➺Õ❣Ó✧ð❴Þ×ß❸Þ×Ó❸ð ✳ ✹ô✟Û♦Ú❰❮✥ß ✷ ✹å♣Ö✸í✥ß✧Û⑥Ò❰Þ❣Ó❸ð ✶ ✹ ý ✶ ✷ô✟❮⑧Þ×Ò✂Ö✸í⑧í✥Õ×❮✥ðØÛ♦❐✹Û ✳æ❺Û⑥Ò❰Þ❣ß❸Ð★Ò✂Û♦ç✪❮✯ï✣✖úÜ❸Ð⑥Ò ✬ ä ❁✸ý ✶✙ä ✬✃❍❮⑧Õ✛✖✿ÒtÚ ✖❘❐✤✘♦ß✧Ð ✬✃❍❮⑧Õ✛✖úç❸❐✹❮✥ç✗✖úÕ✛✘⑥ß❸Ð ✬á✟Ö✥❮✥Ó✿Ú❦Ù✒✑❸❮✥Ó✙Ù♦Ò ✹ ä ✹❄✹ ✭



ÝúÐ⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß ✶✧➴ ✬ ➴✁� ☎ ✂✝✡✎✟✎✓✔✡✎✞ ✑✒✡✎✆ ☎✞✝✩✡✏✟ ✞✠✑ ✂✝✍✗☛ ☞ ☛✎✟✌✟ ✡✙✝ ✑✒☞ ☛✎✟ � �

✙ ✧ ✚ ✓✜✫✶✓✜☛ ✆ ✜✍✫✶✑✔✤✦✞✦✓✜✭✏✆☞☛ ✖ ✫✶✑✔✤✥✤✦✓✶✭✏✆✟☛
➘îÐ✗ðØÞ❣Õ×Þ❣Ð⑥Ó✒Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿ÞöÚ❺Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð❢Ù♦Õ×Ö⑧Ò❰Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð❢Ò⑥ê Þ×ÕîÖ❴Õ❣Ð★Òàç❸❐✹❮✥ç❸❐✹Þ×Û❁Ú❰Û★Ò✂ÒtÓ❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð★Ò ✡

ý❒➘îÐ❢ðØÞ❣Õ×Þ×Ð♦Ó✒Ð⑥ÒtÚàÛ♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜⑧Ó✧ÐóÕ×Þ×ß❸Û⑥Ö✥Þ❣❐✹Ð✥ä
ý❒➘îÐ❢ðØÞ❣Õ×Þ×Ð♦Ó✒Ð⑥ÒtÚàÞ×Ò❰❮✸Ú✹❐❰❮⑧ç✙Ð⑧ä
ý❒➘îÐ⑥Ò➺Ü✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✂Òt❮⑧ß❘Ú✂ç✪Ð❁Ú✹ÞöÚ✹Ð⑥Ò⑥➴
ò①ß♣Ö✥Ü✿ðØÐ♦ÚtÚ❰❐❦Ö✖Ò✹Ö✸ß✧Ò①Ü✿Û♦ðØ❮⑧ß✧Ò➱Ú✹❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß ✜❘Ó❸Ð✕ÕãÖ✖Õ×❮✥Þ❍Ü✿Ð❴Ù❁❮✥ðØç✪❮✥❐❰Ú❰Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú➺Õ×Ö✖ç❸Õ❣Ó✙Ò➺í⑧Û♦ß❸Û⑥❐✹Ö✥Õ❣Ð✕❐✹Û♦ç✪❮✥ß✙Ü❸Ö✸ß❘ÚÔ❴Ù♦Ð⑥Ò✟Ú✹❐❰❮⑧Þ×ÒàÙ♦❮✥ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✙Ò✂Ð⑥ÒtÚ

σ = 2µε+ λTr(ε)I
★ ✶✙➴ ✰ ✪

➘îÐ⑥Ò♣Ù❁❮úÐ✝✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú❦Ò
λ

Ð♦Ú
µ

Òt❮⑧ß⑧Ú♣Ö✥ç❸ç✪Ð♦Õ×Û⑥Ò❩Ù♦❮❘Ð ✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú✹Ò❩Ü❸Ð➇➘✲Ö✥ð❴Û⑧➴❺➮✭ÕãÒ❩❮✥ß❘Ú❩ÕãÖ✳Ü✿Þ×ð❴Ð⑥ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß❾Ü✎ê Ó✧ß❸ÐÙ❁❮✥ß❘Ú✹❐✹Ö✥Þ❣ß❘Ú❰Ð ★ÑÕ❱ê Ó❸ß❸Þ❣Ú❰Û✚Ýú➮❑Ð⑥ÒtÚ❺Õ❣Ð❢✃✶Ö⑧Ò❰Ù⑥Ö✸Õ ✪✫➴
⑨ ✡✎✞✟✡➱❼✲❹ ✜ ✁➺❼î❶ ✕ ❷ ✁☎✞➱⑩☛✄ ✜ ✡ �✂❹❺❼✌✆✢✞➱⑩☛✄✏✄✏✡ �✂❹❺❼
è✾ß➸Ú✤✑❸Ð♦❐✹ðØ❮❘Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ×Ù♦ÞöÚ✹Û☞Ù❁ÕãÖ✥Ò✹Ò❰Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧ä✲❮✥ß➇Û❁Ú❰Ó✙Ü✿Þ❣Ð●Õ❣Ð★Ò✡ðØÞ×Õ❣Þ×Ð♦Ó❸ï➸Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð⑥Ò✡Ù♦Õ×Ö⑧Ò❰Ò❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð⑥Ò✕Ü✿Þ×ÕãÖ✷Ú✹Ö✥â❸Õ×Ð⑥Ò❴Òt❮⑧Ó✧ÒÕ❚ê Ð✔✓❊Ð❁Ú✚Üîê Ó❸ß✧Ð☎ì✯Ö✥❐❰ÞãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✱Ü❸ÐØÚ❰Ð♦ðØç✪Û♦❐❦Ö✷Ú✹Ó❸❐❰Ð⑧➴✌ÝúÞ✾❮⑧ß➐ß❸❮✸Ú✹Ð

θ0
Õ×Ð✖Ù✒✑✧Ö✥ð❴ç➁Ü✿ÐØÚ✹Ð♦ðØç✪Û♦❐❦Ö✷Ú❰Ó✧❐❰ÐØÓ❸ß❸Þ❣ÏÑ❮✥❐✹ðØÐÜ❸Ö✸ß✧Ò✗ÕãÖ✒Ù❁❮⑧ß✣✮✧í✥Ó✧❐✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❩Þ×ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð✥äîÐ♦Ú

θ(M, t)
Õ×Ð☎Ù✒✑✧Ö✸ðØç➐Ü✿Ð❴Ú❰Ð⑥ð❴ç✪Û♦❐❦Ö✷Ú✹Ó❸❐✹Ð❴ß✧❮✥ß✱Ó❸ß❸Þ❣ÏÑ❮✥❐✹ð❴Ð☎Ü❸Ö✥ß✧Ò✗ÕãÖÙ❁❮✥ß✚✮✧í✥Ó❸❐❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✕Ö✥Ù❁Ú❰Ó❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð✥ä★❮✥ß✕Ö✥ç❸ç✙Ð⑥Õ❣Õ×Ð✂Ù✒✑✧Ö✸ðØç✕Ü✿Ð✟ì✷Ö✸❐✹Þ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✕Ü✿Ð❒Ú❰Ð♦ðØç✪Û♦❐❦Ö✷Ú✹Ó❸❐❰Ð❑Õ❣Ð✟Ù✒✑✧Ö✸ðØç

θ(M, t)−θ0
➴

ò①ß➇ÒtÓ✧ç❸ç✙❮❘ÒtÐ ✜❘Ó❸Ð☞Õ❱ê Û⑥Õ❣Û⑥ì✷Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß➟Ü✿Ð☞Ú✹Ð♦ðØç✪Û♦❐❦Ö✷Ú❰Ó✧❐❰Ð●ç❸❐❰❮✷ì⑧❮✣✜⑧Ó✧Ð☎Ó❸ß❸Ð✒Ü✿Þ❣ÕãÖ✷Ú❦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß➸Þ×Ò❰❮✸Ú✹❐❰❮⑧ç✙Ð☞Ð❁ÚØÕ❣Þ×ß❸Û⑥Ö✥Þ❣❐✹ÐÐ♦ß➁ÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß➟Ü✿Ð●Õ×Ö♣ì✯Ö✥❐❰ÞãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ß➸Ü✿Ð✖Ú✹Ð♦ðØç✪Û♦❐❦Ö✷Ú❰Ó✧❐❰Ð⑧➴✝➘✲Ð✖Ú❰Ð⑥ß✧Ò❰Ð♦Ó❸❐ØÜ✿Ð⑥Ò✚ç✪Ð❁Ú❰Þ❣Ú❰Ð★ÒØÜ✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✡Ü �❸Ð⑥Ò❴Ô
θ(M, t) − θ0

Ð★Ò➱Ú➺Ü✿❮⑧ß✧ÙóÓ❸ß❅Ú❰Ð⑥ß✧ÒtÐ⑥Ó❸❐❺Ò❰ç✚✑❸Û♦❐✹Þ✧✜⑧Ó✧Ð✥➴
εθ = α(θ(M, t) − θ0)I

★ ✶✙➴ ✶✗✪
❮✢✤

α
Ð⑥ÒtÚ❺Õ❣Ð✕Ù♦❮úÐ✝✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú❺Ü✿Ð✕Ü✿Þ×Õ×Ö✸Ú✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß●Ú✙✑❸Ð⑥❐❰ðØÞ✧✜⑧Ó✧ÐóÕ×Þ×ß❸Û⑥Ö✥Þ❣❐✹Ð✥➴

➘îÐ⑥Ò✲Ü✿Ð♦Ó✿ïóÐ✔✓❊Ð❁Ú❦Ò✲Ü✿Ð✾Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß✲ä❁Õ❚ê Ó❸ß✕Ü �❢Ö✥Ó✿ïóÙ♦❮✥ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß❘Ú❰Ð⑥Ò⑥ä✫Õ❱ê Ö✥Ó✿Ú❰❐✹Ð⑥ÒîÜ �✗Ô✂ÕãÖàÜ✿Þ×Õ×Ö✸Ú✹Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßîä♦Ò⑥ê Ö✭✫➱❮✥Ó❸Ú❰Ð♦ß❘Ú★➴ò①ß❅Ö☎Ü✿❮⑧ß✧Ù
σ = (2µ+ λ)

∂u

∂X
− (3λ+ 2µ)α(θ − θ0)

★ ✶✙➴ ✷ ✪
✖ ☛ ★✵✑ ✎✒✭✏✆☞☛✁�➘îÐ⑥Ò✥✜⑧Ó✧Ð♦Õ✧✜⑧Ó✧Ð⑥ÒàÕ×❮✥ÞãÒàÜ✿Ð✕Ù❁❮⑧ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✥✜❘Ó❸Þîç❸❐✹Û⑥Ù✱✘⑥Ü✿Ð⑥ß❘Ú➺Òt❮⑧ß⑧Ú❺Õ×Ð⑥Ò❺ç❸Õ❣Ó✙Ò❺ÒtÞ×ðØç❸Õ×Ð⑥Ò ✜❘Óîê ❮✥ß✒ç❸Ó❸ÞãÒ✹ÒtÐ✗Ú✹❐❰❮⑧Ó✿ýì✥Ð♦❐★➴❘è✾Õ❣Õ×Ð⑥Ò✟ðØ❮✿Ü✿Û♦Õ×ÞãÒtÐ⑥ß⑧ÚàÖ✥Ò✹Ò❰Ð ✿➺Ù♦❮✥❐✹❐❰Ð★Ù✫Ú❰Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❑Õ×Ð①Ù♦❮✥ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚàÜ✎ê Ó❸ß●Ù♦Ð♦❐❰Ú✹Ö✸Þ×ß✖ß❸❮⑧ð✡â❸❐✹Ð①Ü❸Ð①ðØÞ×Õ❣Þ×Ð♦Ó✿ïÙ❁❮✥ß❘Ú✹Þ❣ßúÓ✧Ò⑥➴✿➮✭Õîß❸ÐóÏ Ö✸Ó❸Ú❺ç✧Ö✥ÒàÙ♦Ð♦ç✪Ð♦ß✧Ü❸Ö✥ß❘Ú❺❮✥Ó❸â❸Õ×Þ×Ð♦❐àÕ×Ð⑥Ò✕✑✗✖úç✙❮✥Ú✙✑✚✘★ÒtÐ★Ò✦✜⑧Ó✧Þî❮✥ß❘Úàç✙Ð⑥❐❰ðØÞãÒàÜ✿Ð❢Õ×Ð⑥Ò✂Û❁Ú❦Ö✸â❸Õ×Þ×❐⑥➴➷✲ì✷Ö✸ß❘Ú✖Ü✿Ð✼Ù❁❮⑧ðØð❴Ð⑥ß✧Ù❁Ð⑥❐☎Ô✺Ó❸Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒtÐ⑥❐☎Ó❸ß❸Ð✼Ü✿Ð✼Ù❁Ð★ÒØÕ❣❮⑧Þ×Ò⑥ä❍Þ❣Õ✂Ï Ö✥Ó✿Ú☎Ú❰❮⑧Ó✭✫➱❮✥Ó✧❐✹ÒØÒ❰Ð✒Ü❸Ð♦ð☎Ö✸ß✧Ü❸Ð♦❐☎ÒtÞàÐ⑥Õ❣Õ×Ð✒Ð⑥ÒtÚ❐❰Û★Ö✸Õ×Þ×ÒtÚ❰Ð⑧ä❸Ù✸ê Ð⑥ÒtÚtý✭Ô✷ý✭Ü✿Þ❣❐✹Ð✗ÒtÞ✎Ð⑥Õ❣Õ×Ð❢❐❰Ð ✼✻✘❁Ú✹Ð❢Ù❁❮✥❐✹❐✹Ð⑥Ù✫Ú✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✂Õ❣Ð✕Ù♦❮✥ðØç✪❮✥❐❰Ú❰Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Úà❐✹Û♦Ð⑥ÕîÜ✿Ó●ð☎Ö✸Ú❰Û♦❐✹ÞãÖ✸Óî➴á❑Ð♦❐❰Ú✹Ö✸Þ×ß✧Ò✗ðØÞ×Õ❣Þ×Ð♦Ó✿ï ✼✧Ó❸ÞãÜ✿Ð⑥Ò❢❮⑧ß❘Ú✗Ó✧ß✱Ù♦❮✥ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✕Ü✿Ð✖Ò❰❮✥Õ×Þ×Ü❸ÐØÜ❸Û❁ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✸â❸Õ×Ð ★✈Ú❰Ð⑥Õ×Ò✕Õ❣Ð★Ò✗ð❴Þ×Õ×Þ❣Ð⑥Ó✿ï✺ç ✂✸ýÚ❰Ð♦Ó❸ï✚✪❁ä✲Ù❁Ð⑥❐tÚ❦Ö✸Þ×ß✧Ò✗Òt❮⑧Õ❣ÞãÜ✿Ð★Ò❢Ü✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✸â✧Õ❣Ð★Ò①❮⑧ß❘Ú✗Ó✧ß➐Ù♦❮✥ðØç✪❮✥❐❰Ú❰Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú❢Ô❅Õ×Ö●ÏÑ❮⑧Þ×Ò✗Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ✹✜❘Ó❸ÐØÐ❁Ú❢ìúÞãÒ✙✜❘Ó❸Ð⑥Ó✿ï✎➴
✁✡ê Ö✸Ó✿Ú✹❐❰Ðóç✧Ö✥❐tÚ★ä❘â✪Ð⑥Ö✥Ó✧Ù❁❮⑧Ó❸ç●Ü❸Ð①ðØÞ×Õ❣Þ×Ð♦Ó✿ï❅Ù❁❮✥ß❘Ú✹Þ❣ßúÓ✧Ò❑❮✥ß❘Ú✂Ó❸ß●Ù♦❮✥ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚàÔ✚Ò❰Ð♦Ó✧Þ❣Õ❱ä✿Ù✸ê Ð⑥ÒtÚ✂Ô❴Ü✿Þ×❐❰Ð ✜❘Ó❸ÐÕ×ÖØÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ✕Ü✿Ð✡Õ×Ö☎Õ×❮✥Þ✝Ù✒✑✧Ö✸ß✧í✥Ð❢Ö✸Ó❩Ü✿Ð⑥Õ×Ô☞Ü✿Ð✡Ù❁Ð⑥❐tÚ❦Ö✸Þ×ß❸Ð⑥Ò❺Õ❣Þ×ðØÞöÚ✹Ð⑥Ò⑥➴✧è✾ß✣✮✙ßîä✙â✪Ð⑥Ö✥Ó✧Ù❁❮⑧Ó❸ç❩Ü✿Ð✕ð☎Ö✸Ú❰Û♦❐✹ÞãÖ✸Ó✿ï❅ð❴❮✥ýÜ✿Ð♦❐✹ß❸Ð⑥Ò✾ß❸Ð➺Ò❰❮✥ß❘Ú✾ç✧Ö✥Ò✾Þ×Ò❰❮✸Ú✹❐❰❮⑧ç✙Ð★Ò ★Ñð☎Ö✷Ú✹Þ✛✘⑥❐❰Ð★Ò✶ç❸ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò✾Ö✥❐❰ðØÛ⑥Ð⑥Ò⑥ä✭✮✧â❸❐✹Ð⑥Ò✾Ü❸Ð➺Ù♦Ö✥❐❰â✪❮✥ß❸Ð✂ß❸❮✭✖⑧Û♦Ð★Ò✶Ü❸Ö✸ß✧Ò❒Ó❸ßÕ❣ÞãÖ✸ß❘Ú⑥ä✿Ð♦Ú✹Ù✴✪✫➴
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✂✘✟ ☞ ✟✝✑✔✓ ✆ ✒ ✂✏☛ ✌ ✕✕✌ ✕ ✄✡✠ ✓ ✑ ☛ ✠ ✎✜✛ ✓ ✌ ✄✓✒✖✠☞✎ ✎✜✛ ✆✖✗✕✌

✏ ✙✑☎✏✙✜✛ ✠ ✍ ✌ ✵ ☞ ✡ ✲✳✭ ✌ ✴ ☞✑✍
å❩❮úÜ❸Û♦Õ×Þ×Ò❰Ð♦❐❑Ó❸ß✖ç❸❐✹❮✥â❸Õ✹✘♦ðØÐ➺Ü❸Ð➺ðØÛ⑥Ù⑥Ö✸ß❸Þ✧✜❘Ó❸Ð①Ü✿Ð★Ò✾ðØÞ×Õ❣Þ×Ð♦Ó✿ï✖Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✸â❸Õ×Ð⑥Ò⑥ä✥ß❸❮✥Ú✹Ö✥ð❴ðØÐ⑥ß⑧Ú✟Õ×Ö✚Ü✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßÜîê Ó❸ß✳Ò❰❮✥Õ×Þ×Ü❸Ð✼Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð ✓✮✭✤✱ ✕ ✓ ✬ ✷ ✕ ✓ ✶ ✷ ✕ ä❒Ù✥ê Ð★Ò➱Ú☞Ü❸Û❁Ú❰Ð⑥❐❰ðØÞ×ß❸Ð♦❐☎Ó✧ß❸Ð❩ð☎Ö✢✜❘Ó❸Ð♦ÚtÚ❰Ð✼ìúÞ×❐tÚ✹Ó❸Ð♦Õ×Õ×Ð ✜❘Ó❸Þ➺ç✙Ð⑥❐❰ðØÐ❁ÚÜîê Þ×Õ❣Õ×Ó✧ÒtÚ❰❐✹Ð♦❐❺Ò❰❮✥ß✼Ù❁❮⑧ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú⑥➴❸➘❒ê ❮⑧â✣✫➱Ð❁Ú➺Ü❸Ó✼ç❸❐❰❮⑧â❸Õ✹✘♦ðØÐ❢Ù❁❮✥ß✙ÒtÞãÜ✿Û♦❐✹Û✗Ð⑥ÒtÚ➺Ü✎ê Û❁Ú❰Ó✙Ü✿Þ❣Ð⑥❐➺Õ❱ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü✚✖⑧ýß✙Ö✸ðØÞ✹✜❘Ó❸Ð❴Ü✎ê Ó❸ß✺Ò❰❮✥Õ×Þ×Ü❸Ð✕Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✚Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✸â❸Õ×Ð ✜❘Ó❸Þ❱ä✪Ô☞Õ❚ê Þ×ß✧Ò➱Ú❦Ö✸ß❘Ú

t = 0
❮úÙ⑥Ù❁Ó❸ç✪Ð❴Õ❣Ð❴Ü✿❮✥ð☎Ö✸Þ×ß❸Ð✚â✙❮⑧❐❰ß❸Û

Ω ⊂ IR2 ä⑧Ð♦Ú✂Ò❰Ó❸â❸Þ❣Ú❑Õ❱ê Ð✔✓❊Ð❁ÚàÜ✎ê Ö⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò❒ðØÛ★Ù♦Ö✸ß✧Þ✹✜❘Ó❸Ð★Ò❒Ð♦ïúÐ⑥❐✹Ù♦Û♦Ð★Ò♦➴❘➘✾ê Ó✿Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒ✹Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß●Ü✿Ð⑥Ò❑ðØ❮úÜ✚✘♦Õ×Ð⑥Ò❑â✧Ö✥Ò❰Û⑥Ò❑ÒtÓ❸❐Ü❸Ð⑥Ò✶Û✴✜⑧Ó✙Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß✙Ò✾Ö✸Ó✿ïØÜ✿Û♦❐✹Þ×ì✥Û♦Ð★Ò✶ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ❣Ð⑥Õ❣Õ×Ð⑥Ò ✓ ❁✺✶ ✕ Ð⑥ÒtÚ✾Ú✹❐✙✘★Ò✶❐❰Û⑥ç✧Ö✸ß✙Ü✿Ó❸Ðàç✪❮✥Ó❸❐✾Õ×Ð❺ç❸❐✹❮✥â✧Õ✛✘⑥ð❴Ð❺Ü❸Ð❺ðØÛ⑥Ù♦Ö✥ß❸Þ✧✜⑧Ó✧ÐÙ♦❮✥ß✧Ò❰ÞãÜ✿Û♦❐✹Û✥➴❍ë❺ß❸Ð✼Ö✥ÕöÚ✹Ð♦❐✹ß✧Ö✷Ú✹Þ❣ì⑧Ð●Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×ÒtÚ❰Ð✒Ô♣Ó❸Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒtÐ⑥❐☎Ü✿Ð⑥Ò☎Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ðØÖ✸Ú❰Ð★Ò✚Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð⑥Ò ✓ ✵❄✱ ✕ ✜❘Ó❸Þàç✙Ð⑥Ó❸ì✥Ð⑥ß❘ÚÒ❰Þ×ð✡Ó❸Õ×Ð♦❐❺Ü✿Ð❢ß✧❮✥ð✡â✧❐❰Ð⑥Ó✿ï✖ç✚✑❸Û⑥ß❸❮✥ð ✘♦ß✧Ð⑥Ò✂ç✚✑✗✖✿ÒtÞ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò✗✓ ✵ ✕ ✓ ✬ ✳ ✕ Ð❁Ú✥✜❘Ó❸ÞîÒ❰❮✥ß❘Ú❺Ü✎ê Ó❸ß❸Ð✕ç✧Õ❣Ó✧Ò✂í⑧❐✹Ö✥ß✧Ü✿Ð❢Ò❰Þ❣ðØç❸Õ×ÞöýÙ♦ÞöÚ✹Û❴Ò❰Ó❸❐✗Õ×Ð✚ç❸ÕãÖ✸ß✺ð☎Ö✷Ú✙✑✧Û♦ð☎Ö✷Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð❴Ð❁Ú❢ÒtÓ✧❐óÕ×Ð❴ç❸Õ×Ö✥ß✺Ü✿Ð❴Õ×Ð♦Ó❸❐✗ðØÞ×Ò❰Ð❴Ð♦ß♣❮úÐ⑥Ó❸ìú❐❰Ð✚ß❘Ó✧ð❴Û⑥❐❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✥➴ ✁óÖ✸ß✧Ò✗Ù♦ÐÙ✒✑✙Ö✸ç❸Þ❣Ú❰❐✹Ð✥ä✎❮⑧ß✺ç❸❐✹❮✥ç✪❮⑧Ò❰Ð❴Ó❸ß➐ð❴❮✿Ü✣✘⑥Õ❣Ð✖Ò❰Þ×ð❴ç✧Õ❣ÐØÐ❁Ú✕í⑧Û♦ß❸Û⑥❐✹Ö✥Õ❣ÞãÒ❰Û❴Ü✎ê Ö✸Ó❸Ú❰❮✥ð☎Ö✸Ú❰Ð⑥Ò❢Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó✧Õ×Ö✥Þ❣❐✹Ð⑥Ò⑥ä✎ç✙Ð⑥❐❰ðØÐ♦ÚtÚ✹Ö✥ß❘ÚÜ❸Ð✂Ü❸Û⑥Ù❁❐✹Þ×❐❰Ð✂ÔóÕ❚ê Û⑥Ù✒✑❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð✂ðØÞ×Ù♦❐❰❮❘Ò❰Ù♦❮✥ç❸Þ✧✜❘Ó❸Ð❒Õ×Ð❺Ù❁❮⑧ð❴ç✪❮✥❐❰Ú❰Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❍Üîê Ó❸ß☎Ù♦❮✥❐✹ç✧Ò✝Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð✂Ü✧Ö✸ß✧Ò❍Õ×ÐàÙ♦Ö✥Ò❍Ü✎ê Ó❸ß❸ÐÜ❸Û❁ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ßî➴✙➬✝Þ×ß✧Ö✸Õ×Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú★ä✧❮✥ß♣ì✯Ö✖Ó✿Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒ❰Ð♦❐óÕ❣Ð★Ò❺ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð⑥ÒóÜ✎ê Ö✸Ó✿Ú✹❮✥ð☎Ö✷Ú✹Ð⑥Ò❺Ù♦Ð♦Õ×Õ❣Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð⑥Ò⑥ä✧ç✪❮✥Ó❸❐óÒtÞ×ð✡Ó❸Õ×Ð♦❐ßúÓ❸ðØÛ⑥❐❰Þ✧✜❘Ó❸Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✕✜⑧Ó✧Ð♦Õ✧✜⑧Ó✧Ð⑥Ò✟ç❸❐✹❮✥ç❸❐✹Þ❣Û♦Ú❰Û★Ò✾í✥Û⑥ß❸Û♦❐✹Þ✧✜⑧Ó✧Ð⑥Ò✟Ü✿Ó☞ç✚✑✧Û♦ß❸❮⑧ð✶✘⑥ß❸Ð✗Ü✿ÐóÜ❸Û❁ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☞Ö✸Þ×ß✧Ò❰Þ ✜❘Ó❸ÐóÕ×ÐÜ❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð⑥Ò✂ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÙ♦❮✥ß✧ÒtÚ❰Þ❣Ú❰Ó✧Ö✥ß❘Ú✂Õ×Ð✕Ò❰❮✥Õ×Þ×Ü✿Ð✗Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð✗Ð❁Ú❺Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð✗ç✪❮✸Ú❰Ð⑥ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ❣ÐóÏÑ❮✥Ó✧❐❰ß❸Þ×Ð✥➴
✏ ✙✑☎✏✙ ✘ ✡ ✵ ☛★✱✡✴ ✝ ✴ ✍ ✫ ✴✁✵ ✥★✧
ò①ßØÙ❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✣✘⑥❐❰Ð✂Ó❸ß☎Ù♦❮✥❐✹ç✧Ò ✜⑧Ó✧Þ❸❮✿Ù♦Ù❁Ó✧ç✙ÐàÓ❸ß☎Ü✿❮⑧ð☎Ö✸Þ×ß❸Ð✂â✙❮⑧❐❰ß❸Û

Ω
Ü❸Ö✸ß✙Ò

IR2 ä✥Ö✯ì⑧Ð⑥Ù❑Ó❸ß❸Ð❺Ò❰Ó❸❐tÏ Ö⑧Ù❁Ð✟ÏÑ❐✹❮✥ß❘Ú❰Þ✹✘♦❐✹Ð❐✹Û♦í⑧Ó❸Õ×Þ✛✘⑥❐❰Ð
Γ
ç✙Ö✸❐❰Ú❰Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß❸ß❸Û⑥Ð✕Ð♦ß❩Ü❸Ð♦Ó✿ï✒ç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð⑥Ò➺ðØÐ⑥Ò❰Ó❸❐✹Ö✥â❸Õ×Ð⑥Ò

Γ1
Ð❁Ú

Γ2
ä✙Ú❰Ð⑥Õ❣Õ×Ð ✜❘Ó❸Ð

Γ = Γ1 ∪ Γ2
➴❊Ý✿❮✥Þ❣Ú

T > 0
Ð♦Ú

]0, T [
Õ❚ê Þ×ß⑧Ú✹Ð♦❐✹ì✷Ö✸Õ×Õ❣Ð❢Ü✿ÐóÚ❰Ð⑥ðØç✧Ò❺Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✿Û⑥❐❰Û⑧➴ò①ß☞ì✯Ö✡Û❁Ú✹Ó✧Ü✿Þ×Ð♦❐★äúÜ✧Ö✸ß✧Ò❑Ó❸ß✖Þ×ß❘Ú❰Ð♦❐✹ì✷Ö✸Õ×Õ❣ÐóÜ✿Ð①Ú❰Ð♦ðØç✧Ò

]0, T [
ä⑧Õ❚ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß✖Ü✿Ó❅Ù❁❮⑧❐❰ç✧Ò❑ð☎Ö✷Ú✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Õ✙Ü✿Ó❸Ð✗Ô✕Õ❱ê Ö✸ç✿ýç✧Õ❣ÞãÙ♦Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß➟Ü❸Ð☞ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð⑥Ò❴Ü✿Ð●ì⑧❮✥Õ×Ó❸ðØÐ●Ð♦ÚØÜ❸Ð❅Ò❰Ó❸❐❰Ï Ö✥Ù❁Ð⑧➴✶➷
t = 0

ä❍ÕãÖ✺ÒtÚ❰❐✹Ó✧Ù✫Ú✹Ó❸❐✹Ð●Ð★Ò➱Ú✶✮❸ï✿Û♦Ð❅Ð❁ÚØß❸Ð✒ÒtÓ❸â✧ÞöÚÖ✥Ó✧Ù❁Ó✧ß❸ÐóÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð ★Ñì⑧❮✥Þ×❐ ✮✙í✥Ó❸❐✹Ð ★ ✶✧➴ ✬ ✪ ✪❁➴

Ω

g

f

X2

X1 Γ

Γ   

2

1

✁✖✂✆☎✞✝ ✂❍➚×❇✺☛þ✜❺✮✒✻✿✤✧✉✈✬t✰✲✮➐✵✥✉ ✢✧✻✥✩t✬✦✹❘④✶✮✼✻✿✤✧④✌❂➁✬❱✻ ✟❃✰✲✮✥④ ☎➅✩t✽✸r✶✮✷✻✱✰✲✮ ☎ú✤✧✦✯s✷✮✷✻ ✟

➘✲Ð❢Ù❁❮✥❐✹ç✧Ò✂Ð★Ò➱Ú❺Ò❰❮✥Ó❸ðØÞãÒàÔ❴Ü❸Ð♦Ó✿ï●Ú ✖❘ç✪Ð⑥ÒàÜ❸Ð✗ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð⑥Ò⑥➴
✭♦ý✂✁➺Ð★Ò✟ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★ÒàÜ✿Ð✗ì✥❮✥Õ×Ó❸ðØÐ✥ä❸Ü❸Û✔✮✧ß❸Þ×Ð⑥Ò❺ç✧Ö✸❐àÓ❸ß✼Ù✒✑✧Ö✥ðØç❅Ü✿Ð❢ì⑧Ð⑥Ù❁Ú❰Ð♦Ó✧❐✹Ò −→

f
Ú✹Ð♦Õ ✜❘Ó❸Ð ✡

−→
f = (f1, f2)

Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
fi = fi(x, t) : Ω×]0, T [−→ IRÖ✯ì✥Ð★Ù

i = 1, 2
Ð❁Ú

x = (x1, x2).

★ ✶✙➴ ✱ ✪



ÝúÐ⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß ✶✧➴ ✰❸➴✁� ✟☛✡✄✂☞✝ ✑☞✓ ☛ ☞✆☛ ☞✆☎✄✂✝✡✓✟✎✓ ✡✓✞✠✑✒✡✓✆ ☎☞✝ ✡✏✟ ✞ ✑ ✂ ✍✗☛ � �

✬ ý ✁①Ð⑥Ò❒ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★Ò❒Ü✿Ð✗Ò❰Ó❸❐tÏ Ö⑧Ù❁Ð❺❮⑧Ó✖Ü✿Ð①Ú❰❐❦Ö✥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ßîä⑧Ù♦❮✥❐✹❐❰Ð★Òtç✪❮✥ß✙Ü❸Ö✸ß❘Ú❒Ô❢Ó❸ß❅Ù✒✑✧Ö✸ðØç✖Ü✿Ð①ì✥Ð★Ù✫Ú❰Ð⑥Ó❸❐❦Ò −→g Ú❰Ð⑥Õ☛✜❘Ó❸Ð ✡

−→g = (g1, g2);
Ö✯ì⑧Ð⑥Ù

gi = gi(x, t) : Γ2×]0, T [−→ IRÖ✯ì⑧Ð⑥Ù
i = 1, 2

Ð❁Ú
x = (x1, x2).

★ ✶✙➴✸✳✢✪
ò①ß✺Ò❰Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰Ð ✜❘Ó❸Ð❴Õ❣ÐØÙ❁❮⑧❐❰ç✧Ò➺Ð⑥ÒtÚ✸✮✧ïúÛ❴Ð♦ß

Γ1
ä❊Ö✥Õ❣❮⑧❐✹Ò✸✜❘Óîê❊Ð♦ß

Γ2
Þ×Õ✶ÒtÓ✧â❸ÞöÚ✕Ü✿Ð★Ò❺ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð⑥ÒóÒtÓ✧❐tÏ Ö⑧Ù❁Þ✧✜⑧Ó✧Ð⑥ÒóÜ✿ÐÚ❰❐❦Ö✥Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ßî➴Ýú❮✥Ó✧Ò➺Õ❚ê Ö✥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß❩Ü✿Ð★ÒàÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð⑥Òàì⑧❮✥Õ×Ó❸ðØÞ✹✜❘Ó❸Ð★Ò✺★ ✶✙➴ ✱ ✪✂Ð❁Ú✗Ü✿Ð⑥Ò❺ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð⑥Ò➺Ü✿Ð✕Ú✹❐✹Ö⑧Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß ★ ✶✧➴❀✳ ✪✂Õ×Ð✡Ù❁❮⑧❐❰ç✙Ò❺Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜❘Ó❸ÐÒtÐ➺Ü❸Û❁ÏÑ❮✥❐✹ðØÐ✥ä❘Ù❁Ð✥✜❘Ó❸Þ✪Ù❁❮✥ß✙Ü✿Ó❸Þ❣Ú❑Ô❢Ó❸ß❸Ð➺Û♦ì✥❮⑧Õ❣Ó❸Ú❰Þ×❮✥ß☎Ü✿Ð➺Ù♦Ð➺Ù❁❮⑧❐❰ç✧Ò✥★Ñì✥❮⑧Þ❣❐ ✮✧í✥Ó❸❐✹Ð ★ ✶✧➴ ✰ ✪ ✪❁➴❘➘✲Ð➺Ù❁❮⑧ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú

2

t

initial

à l’état final

à l’état

Ω

Ω

1X

X

✁✖✂✆☎✞✝ ✂❍➚×❉ ☛ ✞ ☎✌✮✥❂❅r❒✉❱✮✺✰✲✮✺✰✲✵ ☎ú✤✧✦✸❂➇✢✪✩t✬✹✤✧❄❾✰✲✮
Ω

✢✪④❾s✷✤✧④✲✦✯✻✺✰✪④ ✩❁✮✥❂❅r✶✻ ✟

Ü✿Ð
Ω

Ð★Ò➱Ú➺Ù⑥Ö✸❐❦Ö✥Ù✫Ú✹Û♦❐✹Þ×Ò❰Û➺ç✙Ö✸❐ ✡

✄ ☛ ✖ ☎☞✑✔★✪✩✬✤✡✠☞☛ ✤✢✠✗✜✍✩✬✫✜✑ ✖✂☛✍★ ☛✍✷ ✞✥✤

➘îÐ✗Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✂ç❸❐✹❮✷ì✥❮✣✜❘Ó❸Û➺ç✧Ö✥❐❑Õ❱ê Ö✸ç❸ç❸Õ×ÞãÙ♦Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß●Ü✿Ð★Ò❑ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð⑥Ò✂Ò❰Ó❸❐❰Ï Ö✥Ù❁Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò❑Ð❁Ú✂ì✥❮⑧Õ❣Ó✧ð❴Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò✟Ð★Ò➱ÚàÜ✿❮✥ß✧ß❸Ûç✧Ö✸❐ −→u : Ω −→ IR2 Ú✹Ð♦Õ ✜❘Ó❸Ð
−→u = (u1, u2)

Ö✯ì✥Ð★Ù
ui = ui(x, t) : Ω×]0, T [−→ IRÖ✯ì✥Ð⑥Ù

i = 1, 2
Ð♦Ú

x = (x1, x2).

★ ✶✙➴ ❁ ✪
✄ ☛✚✞✥☛✍✷☞✤✥☛✍✆✟✎✗✠☞☛✯✠✗✜ ✙✛✄✝✎ ★ ✑ ✞✦✓✶✄✝✷☞✤

➘îÐóÚ❰Ð⑥ß✧ÒtÐ⑥Ó❸❐➺Ü✿Ð❢Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß
εij(

−→u )
Ò⑥ê Ð❁ï✿ç❸❐✹Þ❣ðØÐ❢Ù❁❮⑧ð❴ðØÐ✕Ò❰Ó❸Þ❣Ú ✡

εij(
−→u ) =

1

2

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
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è❒ß❅Ó❸Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒ❰Ö✥ß❘Ú✲★ ✶✧➴ ❁ ✪✫ä❸❮✥ß❅❮✥â✿Ú✹Þ❣Ð⑥ß❘Ú❺Õ❣Ð✗❐✹Û⑥Ò❰Ó❸ÕöÚ❦Ö✷Ú❺Ò❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú

ε(−→u ) =









∂u1

∂x1

1

2

(

∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)

1

2

(

∂u2

∂x1
+
∂u1

∂x2

)

∂u2

∂x2









★ ✶✙➴ ✵ ✪
ò①ß❅ß❸❮✥Ú❰Ð

ε(−→u ) = (εij(
−→u ))1≤i,j≤2

✄ ☛✚✞✦☛ ✷☞✤✦☛ ✆✟✎✗✠✟☛ ✖ ✄✳✷ ✞✘✎✒✑✔✓✜✷ ✞✥☛ ✤
➘✲Ð✖Ú✹Ð♦ß✧Ò❰Ð♦Ó❸❐☎Ü✿Ð✒Ù❁❮⑧ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß⑧Ú✹Ð⑥Ò✡Ð⑥ÒtÚ❴❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Û☞ç✧Ö✥❐

σ = (σij)
➴ ✁①Ö✥ß✧Ò❴Õ❣Ð✒Ù♦Ö⑧Ò✡Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð⑧ä✌ÕãÖ✺Õ❣❮⑧Þ✂Ü❸ÐÙ♦❮✥ðØç✪❮✥❐❰Ú❰Ð♦ðØÐ⑥ß⑧ÚàÐ★Ò➱Ú❺Ü✿Ð❢ÕãÖ✚ÏÑ❮✥❐✹ð❴Ð

σ = 2µε+ λtr(ε)I
★ ✶✧➴✮✭ ✹ ✪

❮✢✤✒Õ×Ð⑥ÒàÒ✹Ù♦Ö✸ÕãÖ✸Þ×❐✹Ð⑥Ò
µ
Ð♦Ú
λ
Òt❮⑧ß❘Ú✂Õ×Ð⑥Ò➺Ù❁❮úÐ✝✘✖Ù❁Þ×Ð♦ß❘Ú❦ÒàÜ✿Ð❢➘✲Ö✸ðØÛ⑧➴

σ
Ò❰Ðóç✧❐❰Û★ÒtÐ⑥ß⑧Ú✹Ð❢Ù❁❮✥ðØðØÐ✗Ó❸ß❸Ð❢ð☎Ö✷Ú✹❐❰ÞãÙ❁Ð

(2 × 2)
ä❸ß❸❮✸Ú✹Û♦Ð

σ =

(

σ11 σ12

σ21 σ22

)

★ ✶✧➴✮✭✻✭ ✪
➘✌Ö✕Õ×❮✥Þ✪ÏÑ❮✥ß✙Ü❸Ö✸ðØÐ♦ß❘Ú❦Ö✸Õ×Ð①Ü✿ÐóÕ×Ö✡ðØÛ⑥Ù♦Ö✥ß❸Þ✧✜⑧Ó✧ÐóÜ✿Ð★Ò✟ð❴Þ×Õ×Þ❣Ð⑥Ó✿ï☞Ù❁❮⑧ß⑧Ú✹Þ❣ßúÓ✧Ò✟Ù❁❮⑧ß✧Ü✿Ó❸Þ❣ÚàÔ✡Õ❱ê Û✴✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☞Ü✎ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹ÐÒ❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð

ρ
∂2u

∂t2
= Divσ + f

★ ✶✙➴ ✭ ✬ ✪
➷ ç✙Ö✸❐❰Ú❰Þ×❐✂Ü❸Ð ★ ✶✧➴ ✱ ✪❑Ð♦Ú✲★ ✶✧➴✮✭✻✭ ✪❦ä❸Õ❱ê Û✴✜❘Ó✧Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß ★ ✶✧➴✮✭ ✬ ✪✟Ü✿Ð⑥ìúÞ❣Ð⑥ß⑧Ú

∂σ11

∂x1
+
∂σ21

∂x2
+ f1 = ρü1

Ü✧Ö✸ß✧Ò
Ω

∂σ21

∂x1
+
∂σ22

∂x2
+ f2 = ρü2

Ü✧Ö✸ß✧Ò
Ω

★ ✶✧➴✮✭✤✰ ✪
➷ ✮✧ß✺Ü❸Ð✚Ù❁❮⑧ðØç❸Õ❣Û♦Ú❰Ð⑥❐①Õ×Ð✡ðØ❮✿Ü✣✘♦Õ×Ð❴ðØÖ✸Ú✙✑❸Û⑥ð☎Ö✷Ú❰Þ✧✜❘Ó❸Ð ✜❘Ó❸Þ❍Ü✿Û★Ù❁❐✹ÞöÚóÕ❚ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✚Ü✿Ð❴ß❸❮✥Ú❰❐✹Ð✚Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐ✚Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐❰ýð☎Ö✥â❸Õ❣Ð⑧ä✿Þ❣ÕîÏ Ö✸Ó✿Ú❺Ð⑥ß✧Ù❁❮⑧❐❰Ðóç❸❐✹Û⑥Ù❁ÞãÒ❰Ð♦❐àÕ×Ð⑥ÒàÙ❁❮⑧ß✧Ü✿Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✧ÒàÖ✥Ó✿ï☞Õ×Þ❣ðØÞ❣Ú❰Ð★Ò♦➴
è❒ß

Γ1
Õ❣Ð❢Ò❰❮✥Õ×Þ×Ü❸ÐóÐ★Ò➱Ú➺Ò❰Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰Û✳✮❸ï✿Û✥ä✧Ü❸❮✥ß✧Ù

u = 0
Ò❰Ó❸❐

Γ1
★ ✶✧➴✮✭ ✶✗✪

➘✲Ð✗ì✥Ð⑥Ù❁Ú❰Ð⑥Ó❸❐àß❸❮✥❐✹ð☎Ö✸Õ❊Ó❸ß❸Þ❣Ú✹Ö✥Þ❣❐✹Ð❢Ð⑥ÒtÚà❐❰Ð⑥ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú❰Ûóç✧Ö✸❐
−→ν = (ν1, ν2)

Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
νi = νi(x1, x2) : Γ → IR, i = 1, 2.

★ ✶✙➴ ✭✴✷✢✪
è❒ß❅Ó❸Ú❰Þ×Õ❣ÞãÒ❰Ö✥ß❘Ú✬★ ✶✧➴✮✭✻✭ ✪✾Ð♦Ú✲★ ✶✧➴✮✭✦✷ ✪❦ä❸❮⑧ß❅Ü✿Û★Ü✿Ó❸Þ❣ÚàÕ❣Ð❢ì⑧Ð⑥Ù✫Ú✹Ð♦Ó❸❐àÙ♦❮✥ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß❘Ú❰Ð✗Ü✿Ð✚á✟Ö✸Ó✧Ù✒✑✗✖ ✜❘Ó❸Þ✎Ð★Ò➱Ú❺Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û✗ç✧Ö✸❐

−→σν = (σ12ν1, σ21ν2)
★ ✶✧➴✮✭✤✱ ✪
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❮✥ß✒Ö❴Ò❰Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰Û✺✜❘Ó❸Ð
Γ2

Ð★Ò➱Ú➺Ò❰❮✥Ó❸ðØÞãÒ✂Ö✸Ó✿ï●ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð⑥Ò✂Ò❰Ó❸❐❰Ï Ö✥Ù❁Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥ÒàÜ❸Ð①Ú✹❐✹Ö⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ßî➴
✁➺❮⑧ß✧Ù✗❮✥ß✒Ö

σν = g
ÒtÓ✧❐

Γ2
★ ✶✙➴ ✭ ✳ ✪

➘îÐ⑥ÒàÙ♦❮✥ß✧Ü❸ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✂Þ❣ß✧ÞöÚ✹Þ×Ö✥Õ❣Ð★Ò❺Òt❮⑧ß❘ÚàÜ❸❮✥ß❸ß❸Û⑥Ð⑥Ò✂ç✧Ö✥❐
u(x, 0) = u0 , u̇(x, 0) = u1

★ ✶✙➴ ✭✦❁ ✪

✏ ✙✑☎✏✙✆☎ ✁ ☛★✧ ✲ ✝ ☛
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





































































































Div σij + fi = ρüi

Ü❸Ö✥ß✧Ò
Ω×]0, T [

Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
i = 1, 2.

σ = 2µε+ λtr(ε)I

Ö✯ì✥Ð★Ù
u = 0

Ò❰Ó❸❐
Γ1×]0, T [

σν = g
Ò❰Ó❸❐

Γ2×]0, T [

Ð❁Ú
u(x, 0) = u0 , u̇(x, 0) = u1

Ü✧Ö✸ß✧Ò
Ω

❮✢✤
f, g, u0, u1, ρ, µ

Ð♦Ú
λ
Ò❰❮✥ß❘Ú❺Ü✿❮✥ß✧ß❸Û⑥Ò

★ ✶✙➴ ✭✦✵ ✪
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fk

Ð⑥ÒtÚØç❸❐❰❮⑧ç✙❮⑧❐tÚ✹Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð●Ô✺Õ×Ö✺ì✷Ö✸❐✹Þ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß➇Ü❸Ð❅ÕãÖ✱Ü✿Þ×ÒtÚ✹Ö✥ß✧Ù❁Ð❅Þ×ß⑧Ú✹Ð♦❐❦Ö✷Ú✹❮✥ðØÞ✹✜❘Ó❸Ð
d0ç✙Ö✸❐❦Ö✸Õ×Õ✛✘⑥Õ❣Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✂Ô❴ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✼Ü✿Ð❢Ü✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßî➴

fk(i, j, t) = C ∆xk(i, j, t)
★ ✶✧➴ ✬✺✹ ✪

C
Ð⑥ÒtÚàÓ❸ß❸Ð✕Ù♦❮✥ß✧ÒtÚ✹Ö✥ß⑧Ú✹Ð❢Ü✿Ð✗ç❸❐❰❮⑧ç✙❮⑧❐tÚ✹Þ❣❮⑧ß❸ß✧Ö✥Õ❣Þ❣Ú❰Û ✜❘Ó❸ÞîÐ⑥ÒtÚàÏÑ❮✥ß✙Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð❢Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✗Ü✿Ð❢Õ❣ÞãÖ✸ÞãÒ❰❮✥ßî➴

➷➺Þ❣ß✙ÒtÞ✎Õ×Ð⑥Ò❑ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★Ò✂Ö✸ç❸ç❸Õ×Þ✧✜⑧Ó✧Û♦Ð⑥Ò✂Ò❰Ó❸❐✂Õ❣Ð★Ò✦✜❘Ó✧Ö✷Ú✹❐❰Ð★Ò❒ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß❸Ð⑥Ò✟â❸ÕãÖ✸ß✙Ù✒✑❸Ð⑥Ò✂Ò❰❮✥ß❘Ú✂Ù♦❮✥ðØðØÐóÒ❰Ó❸Þ❣Ú✺★ ✮✧í⑧Ó❸❐❰Ð ★ ✶✙➴ ✷ ✪ ✪✫➴
f1(i, j, t) = C ∆x1(i, j, t) = C (x(i− 1, j, t) − x(i, j, t))

f2(i, j, t) = C ∆x2(i, j, t) = C (x(i, j − 1, t) − x(i, j, t))

f3(i, j, t) = C ∆x3(i, j, t) = C (x(i+ 1, j, t) − x(i, j, t))

f4(i, j, t) = C ∆x4(i, j, t) = C (x(i, j + 1, t) − x(i, j, t))

➘✌ÖØÜ✿Þ×ÒtÚ❰❐✹Þ×â❸Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð❢ÕãÖ✚ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð
fk

Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð✗ç✧Ö✸❐








f1(i, j, t)
f2(i, j, t)
f3(i, j, t)
f4(i, j, t)









= C









∆x1(i, j, t)
∆x2(i, j, t)
∆x3(i, j, t)
∆x4(i, j, t)









★ ✶✧➴ ✬ ✭ ✪
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Ýú❮✥Þ❣Ú✟Ó✧ß❸ÐóÖ⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✖ðØÛ⑥Ù♦Ö✥ß❸Þ✧✜⑧Ó✧ÐóÜ✿Ð①❐❰Û★ÒtÓ✧ÕöÚ❦Ö✸ß❘Ú❰Ð
f
Ö✸ç❸ç✧Õ❣Þ✧✜❘Ó❸Û♦ÐóÒtÓ❸❐✂Ó❸ß✧Ð①ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð➺Ð♦ß●ðØ❮✥Ó❸ì⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú⑥➴❸ò①ßÖ✸ç❸ç✪Ð♦Õ×Õ❣Ð❢ç✧Ó❸Þ×Ò✹Ò✹Ö✸ß✧Ù♦ÐóÜ✿Û⑥ì✥Ð⑥Õ❣❮⑧ç❸ç✙Û⑥Ð✗ç✧Ö✸❐

f
Õ×Ö ✜❘Ó✧Ö✥ß⑧Ú✹ÞöÚ✹Û ✡

P = f.v➷✲ì⑧Ð⑥Ù
v =

∆x

∆t
✁✡ê Ö✸Ó✿Ú✹❐❰Ð✗ç✧Ö✥❐tÚ★ä❸❮✥ß❅ç✪Ð♦Ó✿Ú❺Û★Ù❁❐✹Þ❣❐✹Ð✗Õ×Ö❴ç❸Ó❸ÞãÒ✹Ò❰Ö✥ß✧Ù❁Ð

P
Ð⑥ß❅ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð❢Õ❚ê Û♦ß✧Ð♦❐✹í✥Þ×Ðóç✪❮✸Ú✹Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ×Ð

Ep

➴
P = −

∆Ep

∆t➷❺Õ×❮✥❐❦Ò
∆Ep = −P. ∆t

∆Ep = −f. v. ∆t

∆Ep = −f.
∆x

∆t
. ∆t

∆Ep = −f. ∆x➬✌Þ×ß✧Ö✥Õ❣Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú⑥ä✧Õ❱ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ð❢ç✪❮✸Ú✹Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ❣Ð
Ep

Ð⑥ß❘Ú❰❐✹Ð✕Ü✿Ð♦Ó✿ï✒ç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✧Ò❺❮✿Ù♦Ù♦Ó❸ç✪Û♦Ð⑥Ò➺ç✧Ö✸❐➺Õ×ÖØð ✯♦ðØÐ✕ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×ÐÐ⑥ÒtÚ➺Ü✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð✗ç✧Ö✸❐ ✡

Ep = f. ∆x
★ ✶✧➴ ✬✻✬ ✪
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n
ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥ä✿Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð✗ç✙❮✥Ú❰Ð♦ß❘Ú✹Þ❣Ð⑥Õ❣Õ×ÐóÚ❰❮✸Ú❦Ö✸Õ×Ð❢Ð⑥ÒtÚàÕ×ÖØÒ❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú✹Ð ✡

Eptot =
i=n
∑

i=1

fi ∆xi

★ ✶✧➴ ✬ ✰ ✪
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ü✌❮✥Ó❸Ú❰Ð❺ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð➺Ö✸ç✧ç❸Õ❣Þ✧✜❘Ó❸Û♦ÐóÔ❢Ó❸ß●ðØÖ✸Ú❰Û⑥❐❰ÞãÖ✸Ó✖Ò❰ÐàÚ❰❐❦Ö✥Ü❸Ó❸ÞöÚ✟ç✧Ö✸❐✟Ó❸ß❸ÐóÜ✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß ✜❘Ó❸Þ✪Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✯õ✈ß❸Ð❺Ó❸ß❅Ù✒✑✧Ö✸ß❸ýí⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚØÜ✿Ð☞ÕãÖ❩ç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß➇Ü✿Ð★Ò✡ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴✝Ýú❮⑧Ó✧Ò✡Õ❱ê Ð✔✓❊Ð❁Ú☎Ü✿Ð⑥Ò✡ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★Ò✕Ð❁ïúÚ✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐❰Ð★Ò✕Õ×Ð⑥Ò✚ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò✡Ò❰Ð❐❦Ö✸ç✧ç❸❐❰❮✿Ù✒✑❸Ð⑥ß❘Ú❑❮✥Ó✒Ò⑥ê Û⑥Õ❣❮⑧Þ❣í⑧ß❸Ð♦ß❘Ú✂Ð♦ß❸í⑧Ð♦ß✧Ü✿❐❦Ö✸ß❘ÚàÖ✸Þ×ß✧Ò❰Þ✎Ó❸ß❸Ð✗❐❰Û★Ö✥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß●Ò❰❮✥Ó✙Ò❒ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ❢Ü✎ê Ó❸ß❸ÐóÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð❢Ü✎ê Ö✷Ú❰Ú❰❐❦Ö✥Ù❁ýÚ✹Þ❣❮⑧ß➅❮✥Ó✳Ü✿Ð✼❐✹Û♦ç❸Ó❸ÕãÒ❰Þ❣❮⑧ß❃Ü✿Ð★Ò☎ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò♦➴✟ÝúÓ❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰❮✥ß✧Ò ✜⑧Ó✧Ð✼Õ×Ö➐ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð✒Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×Ð✼Ö➐Ó❸ß❸Ð♣Ù♦❮✥Ó❸Õ×Ð♦Ó✧❐ß✧❮✥Þ×❐❰Ð⑧ä✧Ð❁Ú✗ÒtÐ★Ò✥✜❘Ó✧Ö✸Ú❰❐✹Ð✕ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✧Ð⑥Ò❺Ò❰Ó❸â❸ÞãÒ❰Ò✹Ö✸ß❘Ú①Ü❸Ð⑥Ò①Ð✔✓❊❮✥❐❰Ú✹Ò❺Ð♦ïúÚ❰Û♦❐✹Þ×Ð♦Ó❸❐❦Ò❺Õ×Ð✡Õ×❮✥ß❸í●Ü✿Ð✡Õ❱ê Ö✸ï✿Ð

OX
➴✪➷➺Õ❣❮⑧❐✹Ò➺Õ❣ÐðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✶Ü❸ÐàÕ×Öóç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣ÐàÙ♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×Ð✂❐❰Û★ÒtÓ❸Õ❣Ú❰ÐàÜ✿Ð★Ò✝ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð★Ò

f1, f2, f3, f4
Ö✸ç❸ç❸Õ×Þ✧✜⑧Ó✧Û♦Ð⑥Ò✶Ò❰Ó❸❐✶Õ×Ð⑥Ò ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰❐✹Ðì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß❸Ð★Ò❍â❸Õ×Ö✥ß✧Ù✒✑❸Ð★Ò♦ä✸Ð⑥ß❸í✥Ð⑥ß✧Ü✿❐❦Ö✸ß❘Ú✶Õ❣Ð⑥Ó❸❐❑Ü❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✹Ò

u1, u2, u3, u4
Õ×Ð❺Õ×❮✥ß❸í✕Ü✿Ð➺Õ❚ê Ö✷ï✿Ð❺Ü✿Ð★Ò✾Ö✸â✧Ò✹Ù❁ÞãÒ✹ÒtÐ★Ò

OX
➴

3

f

f

+

+

u

u

u

1

2

3

4

2

4

1

2

3

u4

f1 f
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➘✲Ð✼ÒtÞ×í✥ß❸Ð☞�✑Þ❣ß✙Ü✿Þ✹✜❘Ó❸Ð♣Õ❚ê Ð♦ðØç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✖Ü✿Ó➫Ù❁Ð⑥ß❘Ú❰❐✹Ð✒Ü❸Ð✼ðØÖ⑧Ò❰Ò❰Ð✼Ü✿Ð⑥Ò✖ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥ÒØâ✧Õ×Ö✥ß✧Ù✒✑❸Ð⑥Ò✩★ ì✥❮⑧Þ❣❐ ✮❸ýí⑧Ó❸❐✹Ð ★ ✶✙➴ ✱ ✪ ✪✫➴✸➘✲Ð❑ðØ❮✥Ó✧ì✥Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✶Ü✿Ð✂ÕãÖ➺ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð✟Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×Ð✸★ ❮✥Ó❴ß❸❮✥Þ×❐❰Ð ✪✎ì✷Ö✗Ü✿Û♦ç✪Ð♦ß✙Ü✿❐❰Ð✂Ü✿Ð★Ò✝Ü❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✹ÒÜ❸ÐóÕ❱ê Ó❸ß❸Ð❢❮✥Ó✼Ü✿Ð★Ò✦✜❘Ó✧Ö✷Ú✹❐❰Ð✗ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß❸Ð⑥Ò✟â❸ÕãÖ✸ß✧Ù✒✑✧Ð⑥Ò⑥➴û➺❮✸Ú✹❮✥ß✧Ò

ri,j
Õ×Ö❴ç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✼Ü✿Ð✗Õ×ÖØç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ðóß✧❮✥Þ×❐❰Ð✗Ö✯ì✥Ð★Ù

ri,j = (xi,j , yi,j)Õ×Ð⑥Ò✂ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂â❸ÕãÖ✸ß✙Ù✒✑❸Ð⑥Ò✂Ð⑥ß❘ìúÞ×❐❰❮⑧ß❸ß✧Ö✥ß⑧Ú✹Ð⑥Ò✟ÒtÐ⑥❐❰❮⑧ß❘ÚàÖ✥Ó✿ï☞ç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✧Ò ✡

ri−1,j , ri+1,j , ri,j−1, ri,j+1ò①ß❅ç✪Ð♦Ó✿Ú➺Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ×❐❺Õ×Ð⑥ÒàÜ✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✹ÒàÜ✿Ð★Òàç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò❑â✧Õ×Ö✥ß✧Ù✒✑❸Ð⑥ÒàÒ❰Ð♦Õ×❮✥ß❅Õ❱ê Ö✸ïúÐ
OX

ç✧Ö✸❐
u1(i, j, t) = xi−1,j(t) − xi,j(t)
u2(i, j, t) = xi,j−1(t) − xi,j(t)
u3(i, j, t) = xi+1,j(t) − xi,j(t)
u4(i, j, t) = xi,j+1(t) − xi,j(t)
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v1, v2, v3, v4
Ü❸Ð⑥Ò❑ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò❒â❸ÕãÖ✸ß✧Ù✒✑❸Ð★ÒÒtÐ⑥Õ❣❮⑧ß●Õ❱ê Ö✸ï✿Ð

OY
➴

ÝúÞ❸Õ❱ê ❮⑧❐❰Þ×í✥Þ×ß❸ÐàÜ✿Ð⑥Ò ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰❐✹Ð✂ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò❍â✧Õ×Ö✥ß✧Ù✒✑❸Ð⑥Ò❍Ð★Ò➱Ú✾ÕãÖóç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð✂ß❸❮⑧Þ❣❐✹Ð✬★ Ù✫ý✭Ô✷ý✭Ü
ri,j(t) = 0

✪✫ä✸Õ×Ð❺Ù❁Ð⑥ß❘Ú❰❐✹ÐÜ✿Ð✡ð☎Ö✥Ò✹Ò❰Ð✡ÒtÐ⑥❐tÚóÔ☎Õ×Ö●Ü✿Ð⑥Ò✹Ù❁❐✹Þ×ç✿Ú❰Þ×❮✥ß❩Ü✿Ó♣ð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú①Ü✎ê Ó❸ß♣Ò✙✖✿Ò➱Ú✤✘♦ðØÐ✡Ü✿Ð✚ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴✙➘✌Ö☎ç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß♣Ü✿ÓÙ❁Ð♦ß❘Ú✹❐❰Ð❢Ü✿Ð❢ð☎Ö✥Ò✹Ò❰ÐóÒ❰Ð✕Ù♦Ö✥Õ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
XCM =

m1u1 +m2u2 +m3u3 +m4u4

m1 +m2 +m3 +m4

YCM =
m1v1 +m2v2 +m3v3 +m4v4

m1 +m2 +m3 +m4❮✢✤
mi

Ð★Ò➱ÚàÕãÖ❴ðØÖ⑧Ò❰Ò❰Ð❢Ü✿Ð❢ÕãÖ✚ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð
i
➴ÝúÓ❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰❮✥ß✧Ò✕✜❘Ó❸Ð✗ÕãÖ✚ð☎Ö⑧Ò❰Ò❰Ð

mi

Ü✿Ð❢Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ðóç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣ÐóÐ⑥ÒtÚàÛ♦í❘Ö✸Õ×ÐóÔ ✭✥➴✿➷➺Õ❣❮⑧❐✹Ò✟Õ×Ð✗Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐✹Ð✗Ü✿Ð✗ðØÖ⑧Ò❰Ò❰Ð✗Ö✸Ó❐❰Ð⑥ç✙❮❘ÒàÜ✿Ð⑥Ò✦✜❘Ó✧Ö✸Ú❰❐✹Ðóç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂Ð★Ò➱Ú
XCM =

1

4
[u1 + u2 + u3 + u4]

Ò❰Ð♦Õ×❮✥ß❅Õ❱ê Ö✸ïúÐ
OX

YCM =
1

4
[v1 + v2 + v3 + v4]

Ò❰Ð♦Õ×❮✥ß❅Õ❱ê Ö✸ïúÐ
OY

✃❍Ö✥❐à❐✹Ö✥Þ×Ò❰❮✥ß❅Ü✿Ð✕Ò✙✖❘ðØÛ♦Ú❰❐✹Þ❣Ð⑧ä✿Õ×Ö❴ß❸❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥Õ❣Õ×Ð❢Ö✸â✧Ò✹Ù❁ÞãÒ❰Ò❰Ð✗Ü✿Ð❢Õ×Ö❴ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð✗Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×ÐóÐ⑥ÒtÚ
xi,j(t+ 1) = 2XCM

= 1
2 [u1 + u2 + u3 + u4]è✾ßØÐ✔✓❊Ð❁Ú✾Õ×Ð❺Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✾Ü✿ÐàÕãÖóç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×ÐàÙ❁Ð⑥ß⑧Ú✹❐✹Ö✥Õ❣Ð✂Ð★Ò➱Ú✶Õ×Ð❺ÒtÓ❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú⑥➴✷✃✶Ö✥❐✶Ð❁ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð

u1(i+1, j, t+1)ÒtÐ⑥❐✹Ö✚Õ❣Ð✕Ü❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð❢ÕãÖ✚ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð✗ß❸❮✥Þ×❐❰Ð✗ìúÓ❸Ð✗ç✧Ö✥❐àÕ×Ö❴ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ò❰ÞöÚ✹Ó❸Û♦Ð✕Ô
ri+1,j

➴
u1(i+ 1, j, t+ 1) = 2XCM − xi+1,j

= 1
2 [u1 + u2 + u3 + u4] − u3

= 1
2 [u1 + u2 − u3 + u4]

✁➺Ð✂ÕãÖ➺ð ✯♦ðØÐ✟Ï Ö✒✑♦❮✥ßîä✯❮⑧ß✚Ù♦Ö✥Õ×Ù♦Ó❸Õ×Ð
u2(t+1), u3(t+1), u4(t+1)

ä✸Ö✸Þ×ß✧ÒtÞú❮⑧ß✡ì✷Öó❮✥â✿Ú✹Ð♦ß❸Þ×❐❍Õ×Ö①Õ❣❮⑧Þ✿ÒtÓ❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰ÐÜ✎ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü❸Ð✕Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð★Ò✂ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂ß✧❮✥Þ×❐❰Ð★Ò♦➴








u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









★ ✶✙➴ ✬ ✶ ✪

❮✢✤ ✢➹Ð★Ò➱Ú❺Ó❸ß✧Ð❢ðØÖ✸Ú❰❐✹Þ×Ù♦Ð❢Ü✿Ð✗ç❸❐❰❮⑧ç✧Ö✸í❘Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß●Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û♦Ð✗ç✧Ö✥❐

W =
1

2









1 1 −1 1
1 1 1 −1
−1 1 1 1
1 −1 1 1








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r0
ä❊ÕãÖ☞Õ×ÞãÖ✸ÞãÒt❮⑧ß❩Ð♦ß❘Ú❰❐✹Ð❴ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò①ç✪Ð♦Ó✿Ú✬✯❁Ú✹❐❰Ð❴ìúÞ×Ò❰Ó✧Ö✥Õ❣ÞãÒtÛ⑥Ð✚Ù♦❮✥ðØðØÐ✚Ó❸ß✺❐❰Ð★Ò❰Ò❰❮✥❐❰ÚóÜ❸Ð✚❐❦Ö✸ÞãÜ✿Ð♦Ó✧❐

K
★ ✮✧í✥Ó❸❐✹Ð ★ ✶✧➴❀✳ ✪ ✪❁➴ò①ß❅ç✪Ð♦Ó✿ÚàÐ⑥ÒtÚ❰Þ×ðØÐ♦❐àÕ×Ð✗ð❴❮✿Ü✿Ó✧Õ❣Ð✕Ü✎ê Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰ÞãÙ❁Þ❣Ú❰Û

E
Ð♦ß●ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð

K
Ð♦Ú❺Ü✿Ð

r0
ç✧Ö✥❐àÓ❸ß✒Ù♦Ö✸ÕãÙ❁Ó✧Õ✎Û♦Õ×Û♦ðØÐ♦ß✿ýÚ❦Ö✸Þ×❐❰Ð ✡

E =
K

r0➘✌Ö①ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð
f
Ð★Ò➱Ú✾ç✧❐✹Ö✸Ú❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✶ç❸❐✹❮✥ç✪❮✥❐❰Ú❰Þ×❮✥ß❸ß❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð✂Ô✗Õ×Ö✗Ü✿ÞãÒ➱Ú❦Ö✸ß✧Ù♦Ð

”r−r0”
ç✪❮✥Ó✧❐❍Ú❰❮✥Ó✙Ò✶Õ❣Ð★Ò✶ð☎Ö✷Ú✹Û♦❐✹Þ×Ö✥Ó✿ï✎äÚ❦Ö✸ß❘Ú✗Ð♦ß❩Ú✹❐✹Ö⑧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✰✜❘Óîê Ð⑥ß✺Ù♦❮✥ðØç❸❐✹Ð⑥Ò✹ÒtÞ×❮✥ßî➴✪➘✲Ö☞❐✹Ö✥Þ×Ü✿Ð⑥Ó❸❐

K
Ü✿Ð❴Õ×Ö●Õ×Þ×Ö✥Þ×Ò❰❮✥ß❩Ð★Ò➱Ú❢Ù❁❮⑧ß✧ÒtÚ✹Ö✸ß❘Ú✹Ð✚Ö✸Ó❸ï✒ç✪Ð❁Ú✹ÞöÚ✹Ð⑥ÒÜ❸Û❁ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò✕Ð♦ÚØÒ❰Ð✖Ú✹❐❰❮⑧Ó❸ì✥Ð❅Ô❩Õ❱ê ❮⑧❐❰Þ×í✥Þ×ß❸Ð☞Ü✿Ð❅ÕãÖ♣Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß➟Ü❸Ó➇ðØ❮✿Ü✿Ó❸Õ×Ð❅Ü✎ê Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰ÞãÙ❁Þ❣Ú❰Û

E
➴❒á①ê Ð★Ò➱ÚØÕ×ÐÙ⑥Ö✥Ü✿❐✹Ð✗Ü✿Ð❢Õ❚ê Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰ÞãÙ❁Þ❣Ú❰Û✗Õ×Þ❣ß✧Û⑥Ö✸Þ×❐✹Ð✥➴

✁✖✂✆☎✞✝ ✂❍➚ ✂ ☛➦✠✖✮✷✻✷✻✿✤✧✦✸✩❴✰✲✮♣✦⑥✢✪✬t✰✲✮✥④✲✦
K
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0

Rayon d’équilibre

r r D

F maxi

Traction

Compression

f

e

Raideur au voisinage de l’équilibre

Rayon de décohésion

✁✄✂✆☎✞✝ ✂❍➚ ✆ ☛þ✜❺✮➐s✷✤✧❂❅r✶✤✧✦✸✩✫✮✥❂❃✮✥❄✶✩Ø✵✥✉ ✢✧✻✥✩❰✬✦✹❘④✶✮✱✰➺② ④✌❄ ✻✿✤✧✉✈✬t✰✲✮

➘✾ê Ð❁ï✿ç✙Û⑥❐❰Þ×Ð♦ß✙Ù❁Ð ★ ✮✧í⑧Ó❸❐❰Ð ★ ✶✙➴ ❁ ✪ ✪îðØ❮⑧ß⑧Ú✹❐❰Ð✕✜❘Ó❸Ð✟ç✙❮⑧Ó❸❐✝Ú❰❮✥Ó❸Ú✝ð☎Ö✷Ú✹Û♦❐✹Þ×Ö✥Ó✕Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜❘Ó❸Ð✟Õ❣❮⑧❐✹Ò✝Ü✎ê Ó❸ß❸ÐàÙ❁❮⑧ð❴ç✧❐❰Ð★Ò❰Ò❰Þ❣❮⑧ßîäÕ×Ö①ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð✂Ð★Ò➱Ú✾ç❸❐❦Ö✷Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✶ç❸❐❰❮⑧ç✙❮⑧❐tÚ✹Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð✟Ö✥Ó✿ï❴Ü❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✹Ò⑥➴✷✃❍❮✥Ó❸❐✶Ó✧ß❸Ð✂Ú❰❐❦Ö✥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ßîä✷ÕãÖ①ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð✂Ð⑥ÒtÚç❸❐❰❮⑧ç✙❮⑧❐tÚ✹Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð✕Ö✸Ó✿ï✒Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú❦Ò ✫➱Ó✧Ò✤✜❘Óîê Ô✖Ó❸ß❩Ù❁Ð⑥❐tÚ❦Ö✸Þ×ß✼❐✹Ö ✖⑧❮✥ß✒Ü✿Ð✡Ü✿Û★Ù❁❮✢✑✧Û⑥Ò❰Þ❣❮⑧ßîä✧Ù♦Ö✥❐➺Ö✸Ó✼Ü✿Ð⑥Õ×Ô☞Ü✿ÐÙ❁Ðàß❸Þ×ì✥Ð★Ö✸Óîä✷ÕãÖ①Ú✙✑❸Û⑥❮✥❐✹Þ❣Ð✂Ð❁Ú✾Õ❱ê Ð❁ï✿ç✙Û⑥❐❰Þ×Ð♦ß✙Ù❁ÐàÖ✸â✪❮✥Ó✿Ú✹Þ×Ò✹Ò❰Ð♦ß❘Ú✾Ü❸Ö✸ß✧Ò❍Ó✧ß❴í⑧❐✹Ö✥ß✧Ü✚ß❸❮✥ð✚â❸❐❰Ð✂Ü✿Ð❺Ù⑥Ö✥Ò✶ÔóÓ❸ß☎Ü✿Þ×ì✥❮✥❐❦Ù❁Ð⑧ä
✜⑧Ó✧Þ✶Ð⑥ÒtÚóÕ×Þ❣Û☎Ô●Õ❚ê Ð❁ï✿ÞãÒ➱Ú✹Ð♦ß✧Ù♦Ð☎Ü✿Ð❴Ü❸Û❁Ï Ö✸Ó❸Ú✹Ò✗Ð❁Ú❢Ð⑥ß✺ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Þ❣Ð⑥❐óÜ✿Ð☎Ü✿ÞãÒ❰Õ❣❮✿Ù♦Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò✗Ü❸Ö✥ß✧ÒóÕ×Ö❅ÒtÚ❰❐✹Ó✧Ù✫Ú✹Ó❸❐❰ÐØÜ✿Ð★ÒðØÖ✸Ú❰Û⑥❐❰ÞãÖ✸Ó✿ï✎➴
ò①ß✒Ù♦❮✥ß✧Ò❰ÞãÜ✣✘♦❐✹Ð❢Ó❸ß❩Ö✸❐✹❐❦Ö✸ß❸í⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚàÖ✷Ú❰❮⑧ðØÞ✹✜❘Ó❸Ð❢❐✹Û♦í⑧Ó❸Õ❣Þ×Ð♦❐①Òt❮⑧Ó❸ðØÞ×Ò❺ÔØÓ✧ß❸Ð❢ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð❢ç✪❮⑧Ò❰Þ❣Ú❰Þ×ì✥Ð✕Ò❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú①Õ❚ê Ö✷ï✿Ð
OX

ä✲Ù❁Ð♦ÚtÚ✹Ð✚ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦ÐØÐ⑥ÒtÚ✡Ö✸ç❸ç✪Ð♦Õ×Û♦Ð☎ü✌❐✹Ö⑧Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß ★ Ü✧Ö✸ß✧Ò✗Õ×Ð☎Ù♦Ö✥Ò✗❮ ✤✺ÕãÖ❅ÏÑ❮✥❐❦Ù❁Ð
f

Ð★Ò➱Ú❢ß❸Û⑥í⑧Ö✸Ú❰Þ×ì✥Ð✥ä❊Þ×Õ❒Ò⑥ê Ö✥í✥Þ❣Ú❢Ü❸Ðá❑❮✥ðØç❸❐✹Ð⑥Ò✹ÒtÞ×❮✥ß ✪❁➴❘ë➺ß✒ç✙❮⑧Õ✛✖úðØÐ♦❐✹Ð①Þ×ß❸Þ❣Ú❰ÞãÖ✸Õ×Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚàÜ✿Ð✗Õ❣❮⑧ß❸í✥Ó✧Ð♦Ó❸❐
l
★Ñì✥❮⑧Þ❣❐ ✮✧í⑧Ó❸❐✹Ð ★ ✶✙➴ ✵ ✪ ✪✟ÒtÐóÚ❰❐✹❮✥Ó✧ì✥Ð①Ö✥Õ❣Õ×❮✥ß✧í✥ÛÜ✎ê Ó✧ß❸Ð❢ì✷Ö✸Õ×Ð♦Ó❸❐

∆l
ä❸Ò❰❮✥ß✒Ö✸Õ×Õ×❮✥ß❸í⑧Ð♦ðØÐ♦ß❘Úà❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ❣Ï✌ì✷Ö✸Ó❸Ú➺Ü✿❮✥ß✧Ù ✡

ε =
∆l

l

ε
Ð⑥ÒtÚ❺Õ×ÖØÜ✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ð☎Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß❅Õ×❮✥ß❸í⑧ÞöÚ✹Ó✧Ü✿Þ×ß✧Ö✸Õ×Ð ★ Ò✹Ö✸ß✧Ò✂Ó❸ß✧ÞöÚ✹Û✴✪✫➴

✃✾Ó❸ÞãÒ✙✜❘Ó❸Ð✟Õ❣Ð❑❐✹Ö✥ç❸ç✪❮✥❐❰Ú ∆l

l

❐✹Ð♦ç❸❐✹Û⑥Ò❰Ð♦ß❘Ú✹Ð✾Õ❣Ð✟Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✶Ü✿Ð★Ò✲ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò✝Ö✸Ó✡Ù♦❮✥Ó❸❐❦Ò✲Ü✎ê Ó❸ß❸Ð✂Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ðØÖ✸Ú❰Þ×❮✥ßÖ✸Õ×❮✥❐❦Ò♦äú❮✥ß❅ç✪Ð♦Ó✿Ú➺Û★Ù❁❐✹Þ❣❐✹Ð
εi

Ð⑥ß❅ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ó✼Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❦Ò
ui

➴❸✃✶Ö✸❐àÐ❁ï✿Ð⑥ð❴ç✧Õ❣Ð
ε1 =

∆u1

u1

Ö✯ì✥Ð⑥Ù
∆u1 = 2XCM − xi+1,j = u1(i+ 1, j, t+ 1)
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f

l

l

∆

f

✁✖✂✆☎✞✝ ✂❍➚ ★ ☛ ✜♣② ✢✪✉✭✉❱✤✧❄✲③✲✮✥❂❃✮✥❄✶✩✡✰✪④➁r✶✤✧✉✈✽✧❂❃✮✥✦✷✮❅✻✿✤✧④î✻♣✉★② ✮ ✞✒✮✥✩✚✰✲✮♣✉ ✢ ☎ú✤✧✦✯s✷✮✱✰✲✮❩✩t✦⑥✢✲s✥✩❰✬✹✤✧❄

➷➺Õ❣❮⑧❐✹Ò
ε1

Ü✿Ð⑥ì❘Þ×Ð♦ß❘Ú
ε1 =

u1(i+ 1, j, t+ 1)

u1
=

1

2u1
[u1 + u2 − u3 + u4]

✁①Ð❢ÕãÖ✚ð ✯⑥ð❴Ð❢ð☎Ö✥ß❸Þ✛✘⑥❐❰Ð⑧ä✿❮✥ß❅ç✙Ð⑥Ó✿Ú➺Ù♦Ö✥Õ×Ù♦Ó❸Õ×Ð♦❐
ε2, ε3, ε4

➴➘✌Ö❴Õ❣❮⑧ÞîÜ✎ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü❸Ð❢Õ×ÖØÜ✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ðØÖ✸Ú❰Þ×❮✥ß●Ð⑥ÒtÚ❺Õ×ÖØÒ❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú✹Ð








ε1(i+ 1, j, t+ 1)
ε2(i, j + 1, t+ 1)
ε3(i− 1, j, t+ 1)
ε4(i, j − 1, t+ 1)









= W ′









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









★ ✶✧➴ ✬ ✷ ✪

❮ ✤ ✢ ê✧Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð✗ç✧Ö✸❐ ✡
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W ′ =
1

2

































1

u1

1

u1
−

1

u1

1

u1

1

u2

1

u2

1

u2
−

1

u2

−
1

u3

1

u3

1

u3

1

u3

1

u4
−

1

u4

1

u4

1

u4

































✏ ✙ ✏ ✙✁� ✢ ✫ ✭ ☞✑✍ ✌ ✵✶✫✮✴ ✍ ✌ ✥
û❺❮✸Ú✹❮✥ß✧Ò

S
Õ×Ö✱ÒtÐ★Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß➟Ü✿Ó❃❐❰Û★ÒtÐ★Ö✸Ó➇Ü❸Ð❅ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✚ç✙Ð⑥❐❰ç✪Ð♦ß✙Ü✿Þ×Ù♦Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚØÔ✺Õ❚ê Ö✷ï✿Ð✒Ü✿Ð✒Õ×Ö♣Ú❰❐❦Ö✥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß

★Ñì✥❮⑧Þ❣❐✕✮✙í✥Ó❸❐✹Ð ★ ✶✧➴✮✭ ✹ ✪ ✪❁➴

f

S

✁✖✂✆☎✞✝ ✂❍➚✡✟✿❈ ☛ ✜à✢➇✻✿✮✷s✥✩t✬✹✤✧❄
S

✟

ÝúÞ✿Õ❣Ð✂Ù❁❮⑧ðØç✙❮⑧❐tÚ✹Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✶Ü✿Ó✡❐✹Û⑥Ò❰Ð⑥Ö✥Ó✚Ü✿Ð✟ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò✝Ù♦❮✥ß✧ÒtÚ❰Þ❣Ú❰Ó✙Ö✸ß❘Ú✝Õ×Ð✂Òt❮⑧Õ❣ÞãÜ✿Ð✟Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð❑Ð★Ò➱Ú✶Ü❸Ö✸ß✙Ò✝Ò✹Ö①ç✚✑✧Ö✥Ò❰ÐÛ♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð✥ä✿❮✥ß❅❮✥â✙ÒtÐ⑥❐❰ì⑧Ð✳✜❘Ó❸Ð❢ÕãÖØÜ✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß●Ð★Ò➱Úàç❸❐✹❮✥ç✪❮✥❐❰Ú❰Þ×❮✥ß✧ß❸Ð♦Õ×Õ❣Ð✗Ö✸Ó✒❐❦Ö✸ç❸ç✪❮✥❐❰Ú ✡

σ =
f

S

σ
Ð⑥ÒtÚ❍Õ×Ö①Ù❁❮✥ß❘Ú✹❐✹Ö✥Þ❣ß❘Ú❰Ð❑Õ❣❮⑧ß❸í✥Þ❣Ú❰Ó✙Ü✿Þ❣ß✙Ö✸Õ×Ð❑Ô①Õ×Ö ✜⑧Ó✧Ð♦Õ×Õ❣Ð❑Ð⑥ÒtÚ❍Ò❰❮✥Ó❸ðØÞãÒ✝Õ❣Ð✟❐❰Û★ÒtÐ★Ö✸Ó✡Ü❸Ð❑ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴⑥è✾Õ×Õ×Ð✂Ò⑥ê Ð❁ï✿ç❸❐✹Þ❣ðØÐÐ♦ß
N/m2 ➴➘✲Ö❴❐❰Ð⑥Õ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð✗ç❸❐✹❮✥ç✪❮✥❐❰Ú❰Þ×❮✥ß❸ß✧Ö✥Õ❣Þ❣Ú❰ÛóÐ⑥ÒtÚ➺Ö✸ç✧ç✙Ð⑥Õ❣Û⑥ÐóÕãÖØÕ×❮✥ÞîÜ✿Ð✕÷➺❮❘❮⑧ù✥Ð⑧➴❘è❒Õ❣Õ×Ð✕Ò♦ê Û⑥Ù♦❐❰Þ❣Ú ✡

σ = E ε
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E
Ð⑥ÒtÚ❺Õ×Ð❢ð❴❮✿Ü✿Ó✧Õ❣Ð❢Ü✎ê Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰ÞãÙ❁Þ❣Ú❰Û❢Õ×❮✥ß❸í⑧ÞöÚ✹Ó✧Ü✿Þ×ß✧Ö✸Õ ★ ðØ❮úÜ❸Ó❸Õ❣Ð✕Üîê ñ✾❮⑧Ó❸ß❸í ✪❁➴Ý✿Þî❮✥ß❅Ð❁ï✿ç❸❐✹Þ❣ðØÐ✗ç✧Ö✥❐àÐ❁ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð

σ1
Ð⑥ß☞ÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß✒Ü❸Ð⑥Ò

ui

ä✧Ö✥Õ❣❮⑧❐✹Ò✟❮✥ß❅❮✥â❸Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú ✡

σ1 = Eε1 = E
u1(i+ 1, j, t+ 1)

u1
=

1

2u1
E[u1 + u2 − u3 + u4]

➘✲Ð❢Ù♦Ö✸ÕãÙ❁Ó✧ÕîÜ✿Ð⑥Ò
σ2, σ3, σ4

Ò❰Ð✗Ï Ö✸Þ❣Ú❺Ü✿Ð❢ÕãÖ✚ð ✯⑥ð❴Ð❢ð☎Ö✥ß❸Þ✛✘⑥❐❰Ð✬✜❘Ó❸Ð
σ1

➴➘✌Ö❴Õ❣❮⑧ÞîÜ✎ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü❸Ð❢Õ×ÖØÙ❁❮⑧ß❘Ú❰❐❦Ö✸Þ×ß⑧Ú✹Ð①Ð★Ò➱Ú ✡









σ1(i+ 1, j, t+ 1)
σ2(i, j + 1, t+ 1)
σ3(i− 1, j, t+ 1)
σ4(i, j − 1, t+ 1)









= W
′′









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









★ ✶✧➴ ✬ ✱ ✪

❮ ✤
W

′′ Ð⑥ÒtÚ❺Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð✗ç✧Ö✥❐ ✡

W
′′

=
1

2
E

































1

u1

1

u1
−

1

u1

1

u1

1

u2

1

u2

1

u2
−

1

u2

−
1

u3

1

u3

1

u3

1

u3

1

u4
−

1

u4

1

u4

1

u4

































✖ ☛ ★✵✑ ✎✒✭✏✆✟☛ ✡Ý✿Ó❸❐àÕ×Ö✚ÏÑ❐✹❮✥ß❘Ú❰Þ✹✘♦❐✹Ð
Γ1

Õ×Ð❢Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❺Ò❰Ð♦❐❦Ö✚ßúÓ❸Õ❱➴
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✏ ✙ �✝✙✜✛ ✌ ✵ ✫✮✴✕✌ ✥✞✝ ✥ ✍ ✌ ✍✝✲ ✝ ☛ ✵✶✴✠✟✝✲ ✥
➂✼❻✠✄⑧❼✖✕✘✗✠✞t❼ ✙❺❼✖✄ ✁✢✜✿⑩✣✜ ✄
✃❍❮⑧Ó❸❐✕ÕãÖ✒ð❴ÞãÒ❰Ð☎Ð♦ß➁❮úÐ♦Ó❸ìú❐✹Ð✖Ü✿Ð☎Õ❱ê ➷➺á➢ðØ❮✿Ü✿Û♦Õ×Þ×Ò✹Ö✸ß❘Ú✕Õ×Ð☞Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✡Ü✿Ð⑥Ò❢ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥äî❮✥ß➁ì✷Ö✼Ù✒✑❸❮⑧Þ×Ò❰Þ×❐Ù♦Þ❣ß ✜☎Û❁Ú❦Ö✷Ú✹Ò✥✜⑧Ó✧Ðóç✪Ð♦Ó✧ì✥Ð♦ß❘Ú❺ç❸❐✹Ð♦ß✙Ü✿❐❰Ð✗Ù❁Ð★Òàç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò♦➴✿➘❒ê Ð⑥ß✧ÒtÐ⑥ð✡â❸Õ×Ð✕Ü✿Ð★Ò✂Û❁Ú✹Ö✸Ú✹Ò✂Ð★Ò➱Ú➺Ü✿Û✱✮✧ß❸Þ✲Ù♦❮✥ðØðØÐ❢ÒtÓ❸Þ❣Ú

E = {ei, 0 ≤ i ≤ 4}

ei =























































0
ÒtÞ✎ÕãÖØç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð✗Ð★Ò➱ÚàÞ×ð❴ðØ❮⑧â❸Þ❣Õ×Ð

.

1
ÒtÞ✎ÕãÖØç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ò❰Ð❢Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð❢Ü❸Ö✸ß✧Ò✂ÕãÖ☎Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß●❮⑧Ó❸Ð⑥ÒtÚtý Ð⑥ÒtÚ

.

2
ÒtÞ✎ÕãÖØç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ò❰Ð❢Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð❢Ü❸Ö✸ß✧Ò✂ÕãÖ☎Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ò❰Ó✧Üúý ß❸❮✥❐❦Ü

.

3
ÒtÞ✎ÕãÖØç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ò❰Ð❢Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð❢Ü❸Ö✸ß✧Ò✂ÕãÖ☎Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß●ß❸❮⑧❐✹Ü✿ý Ò❰Ó✧Ü

.

4
ÒtÞ✎ÕãÖØç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ò❰Ð❢Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð❢Ü❸Ö✸ß✧Ò✂ÕãÖ☎Ü✿Þ×❐❰Ð★Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß●Ð★Ò➱Ú❰ý❱❮⑧Ó❸Ð⑥ÒtÚ

.
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u1(i+ 1, j, t+ 1) =

{

1 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3
0 sinon

u2(i, j + 1, t+ 1) =

{

2 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3
0 sinon

u3(i− 1, j, t+ 1) =

{

4 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3
0 sinon

u4(i, j − 1, t+ 1) =

{

3 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3
0 sinon➘îÐ⑥Ò✂ì✷Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐✹ÒàÙ✒✑✧❮✥ÞãÒtÞ×Ð⑥Ò✂Ò❰❮✥ß❘Ú❺Ü✿Û⑥Ü✿Ó✧ÞöÚ✹Ð⑥Ò❺Ü✿Ð







































1
2 [u1 + u2 − u3 + u4] = 1 pour u1(i+ 1, j, t+ 1)

1
2 [u1 + u2 + u3 − u4] = 2 pour u2(i, j + 1, t+ 1)

1
2 [−u1 + u2 + u3 + u4] = 4 pour u3(i− 1, j, t+ 1)

1
2 [u1 − u2 + u3 + u4] = 3 pour u4(i, j − 1, t+ 1)

✂♣❷✍✡✎✄✏✡❰❻❺⑩✒✑✾❼
➘îÐ✗ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð✗Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×Ü✿Û⑥❐❰ÛóÐ⑥ÒtÚ➺Ü✿Ð✗Ú ✖úç✪Ðóì⑧❮✥ß✒û❺Ð⑥Ó❸ð☎Ö✸ß❸ß ★ ✮✙í✥Ó❸❐✹Ð ★ ✶✧➴✮✭✻✭✴✪ ✪❁➴

Nord-Sud

Est-Ouest Ouest-Est

Sud-Nord
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á❑Ð♦ÚtÚ✹Ð✕ç✧Ö✸❐❰Ú❰Þ×Ð✕Ù❁❮⑧ß✧Ò❰Þ×ÒtÚ❰Ð✕Ô☎ì⑧Û♦❐✹Þ ✮✙Ð♦❐❺Ü✿Ð⑥Ó✿ï❅Õ×❮✥ÞãÒ❺Ü✿Ð✚Ù❁❮✥ß✙ÒtÐ⑥❐❰ì✷Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß●ç✪❮✥Ó✧❐❺Õ❣Ð✡ð❴❮✿Ü✣✘⑥Õ❣Ð✚Ü✎ê Ö✥Ó✿Ú❰❮⑧ð☎Ö✷Ú❰Ð★Ò❺Ù❁Ð⑥ÕöýÕ×Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð★Ò✂Ù❁❮✥ß✙Ù❁Ð♦❐✹ß✧Ö✥ß⑧Ú✂ÕãÖ☎Ü✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß☞Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð❢Ü✎ê Ó❸ß✼Òt❮⑧Õ❣ÞãÜ✿Ð⑧➴

� ❷❒❻ ✄❘❼î❶ ☞❍⑩✣✜ ✡➱❷❒❻ ✙❺❼ ✞➱⑩ ✕➤⑩☛✄✏✄❘❼
➘✌Ö❴Õ❣❮⑧ÞîÜ✎ê Û⑥ì✥❮⑧Õ❣Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü❸Ð✕Ü✿Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘ÚàÐ⑥ÒtÚ❺Ü✿❮✥ß✧ß❸Û♦Ð❢ç✧Ö✥❐ ✡









u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









★ ✶✧➴ ✬ ✳✢✪

❮ ✤
W

Ð⑥ÒtÚØÓ✧ß❸Ð✒ðØÖ✸Ú❰❐✹Þ×Ù♦Ð❅Ü❸Ð❅ç✧❐❰❮⑧ç✧Ö✸í❘Ö✷Ú❰Þ×❮✥ß ✜❘Ó❸Þà❐✹Ð♦ç✧❐❰Û★ÒtÐ⑥ß⑧Ú✹Ð☞Õ×Ð⑥ÒØÞ×ß❘Ú❰Ð♦❐❦Ö✥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò❴Ð⑥ß⑧Ú✹❐❰Ð❅ÕãÖ♣ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×ÐÙ♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×ÐóÐ❁Ú➺Ò❰Ð⑥Ò✂ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ×ß❸Ð⑥Ò⑥➴
Ý✿Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰❮✥ß✧Ò ✜❘Ó❸Ð

Ni

Ð★Ò➱Ú●Õ❣Ð✺ß❸❮✥ð✚â❸❐❰Ð❩Ü❸Ð⑥Ò✖ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò ✜⑧Ó✧Þ➺❮✿Ù♦Ù♦Ó❸ç✙Ð⑥ß❘Ú☞Ó❸ß Ò❰ÞöÚ✹Ð♣Ü✿❮⑧ß❸ß❸Û✥ä❑Ð❁Ú ✜⑧Ó✧Þ①Ò❰ÐÜ❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ß❘ÚàÐ♦ß❅ÏÑ❮✥ß✧Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ó✼Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú
ui

➴
✁✚ê Ö✸ç❸❐✤✘⑥Ò✲Õ❣Ð★Ò ✑✗✖úç✙❮✥Ú✙✑✚✘★ÒtÐ★Ò✌Ü❸Ð❒ÕãÖ❺ç✚✑✗✖✿ÒtÞ✧✜❘Ó❸Ð❒ðØ❮⑧Õ❣Û★Ù❁Ó❸ÕãÖ✸Þ×❐❰Ð⑧ä♦Õ×Ð❑Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✝Ü✿Ð❑Õ×Ö✸✜❘Ó✧Ö✸ß❘Ú❰Þ❣Ú❰Û✟Ü✿Ð❒ð☎Ö✸Ú❰Þ✹✘♦❐✹Ð
Ni

Ð⑥ÒtÚà❐❰Û⑥í✥Þ×Ðóç✙Ö✸❐àÕãÖ✚Õ×❮✥ÞîÜîê Û⑥ì✥❮✥Õ×Ó✿Ú✹Þ❣❮⑧ß❅Ü✿Ð★Ò✂ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò✬★ ✶✧➴ ✬ ✳✢✪❦➴✪ò①ß✒Ö








N1(i+ 1, j, t+ 1)
N2(i, j + 1, t+ 1)
N3(i− 1, j, t+ 1)
N4(i, j − 1, t+ 1)









= W









N1(i, j, t)
N2(i, j, t)
N3(i, j, t)
N4(i, j, t)









★ ✶✧➴ ✬ ❁ ✪

➘✲Ð❢Ü✿Û♦ì⑧Ð♦Õ×❮✥ç❸ç✪Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð ★ ✶✧➴ ✬ ❁ ✪✟Ü✿❮⑧ß❸ß❸Ð
N1(i+ 1, j, t+ 1) =

1

2
[N1(i, j, t) +N2(i, j, t) −N3(i, j, t) +N4(i, j, t)]

N2(i, j + 1, t+ 1) =
1

2
[N1(i, j, t) +N2(i, j, t) +N3(i, j, t) −N4(i, j, t)]

N3(i− 1, j, t+ 1) =
1

2
[−N1(i, j, t) +N2(i, j, t) +N3(i, j, t) +N4(i, j, t)]

N4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[N1(i, j, t) −N2(i, j, t) +N3(i, j, t) +N4(i, j, t)]

★ ✶✧➴ ✬ ✵ ✪

è❒ß✒Ò❰❮✥ðØð☎Ö✸ß❘ÚàðØÐ♦ð✚â❸❐❰Ð★ÒàÔ❴ð❴Ð⑥ð✡â❸❐✹Ð⑥Ò⑥ä✿❮✥ß❅❮✥â❸Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú
N1(i+ 1, j, t+ 1) +N2(i, j + 1, t+ 1) +N3(i− 1, j, t+ 1) +N4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[2N1(i, j, t) + 2N2(i, j, t) + 2N3(i, j, t) + 2N4(i, j, t)]

★ ✶✧➴ ✰ ✹ ✪
★ ✶✧➴ ✰ ✹ ✪✾ç✪Ð♦Ó✿ÚóÖ✯ì✥❮✥Þ×❐✟Õ×Ö❴ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ❢ÒtÓ✧Þ❣ì✷Ö✸ß❘Ú✹Ð

4
∑

i=1

Ni(x+ ui, t+ 1) =
4
∑

i=1

Ni(x, t)
★ ✶✧➴ ✰ ✭✴✪
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➘✲Ö❴Õ❣❮⑧ÞîÜ✎ê Û♦ì✥❮⑧Õ❣Ó❸Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð⑥Òàç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✟Ð⑥ÒtÚ❺ÕãÖ❴Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð









u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









★ ✶✙➴ ✰ ✬ ✪
Õ❣Ð✕Ü✿Û⑥ì✥Ð⑥Õ❣❮⑧ç❸ç✙Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð ★ ✶✧➴ ✰ ✬ ✪✟Ü✿❮✥ß❸ß✧Ð

u1(i+ 1, j, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) + u2(i, j, t) − u3(i, j, t) + u4(i, j, t)]

u2(i, j + 1, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) + u2(i, j, t) + u3(i, j, t) − u4(i, j, t)]

u3(i− 1, j, t+ 1) =
1

2
[−u1(i, j, t) + u2(i, j, t) + u3(i, j, t) + u4(i, j, t)]

u4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) − u2(i, j, t) + u3(i, j, t) + u4(i, j, t)]

★ ✶✙➴ ✰❄✰ ✪

è✾ß✼Òt❮⑧ð❴ð☎Ö✥ß⑧ÚàðØÐ♦ð✚â❸❐✹Ð⑥ÒàÔ❴ðØÐ♦ð✡â✧❐❰Ð★Ò♦ä✿❮⑧ß●❮⑧â✿Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú
u1(i+ 1, j, t+ 1) + u2(i, j + 1, t+ 1) + u3(i− 1, j, t+ 1) + u4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[2u1(i, j, t) + 2u2(i, j, t) + 2u3(i, j, t) + 2u4(i, j, t)]

★ ✶✙➴ ✰✻✶ ✪
★ ✶✧➴ ✰✺✶✗✪❑ç✙Ð⑥Ó✿Ú➺Ö✯ì✥❮⑧Þ❣❐✂ÕãÖ✡ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ❢Ò❰Ó❸Þ❣ì✷Ö✥ß⑧Ú✹Ð

4
∑

i=1

ui(x+ ∆x, t+ 1) =

4
∑

i=1

ui(x, t)
★ ✶✧➴ ✰❄✷ ✪

ò①ß✒Ò❰Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰Ð✬✜❘Ó❸Ð✕Ù✒✑✧Ö✢✜❘Ó❸Ðóç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢ç✪❮⑧Ò✹Ò✙✘⑥Ü✿Ð✗Ó❸ß❸Ð❢ð☎Ö⑧Ò❰Ò❰Ð
mi

➴❸è✾ß✼ð✡Ó✧ÕöÚ✹Þ❣ç❸Õ×ÞãÖ✸ß❘Ú❺Õ❚ê Û ✜❘Ó✧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß ★ ✶✙➴ ✰ ✷✢✪ç✧Ö✸❐
mi

ä❸❮⑧ß●❮⑧â✿Ú❰Þ×Ð♦ß❘Ú
4
∑

i=1

miui(x+ ∆x, t+ 1) =

4
∑

i=1

miui(x, t)
★ ✶✧➴ ✰✻✱ ✪
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➘✾ê Ð❁ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð✕Ü✿Ð❢ÒtÞ×ð✡Ó✧Õ×Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß ✜⑧Ó✲ê ❮⑧ß✒ÖØÙ♦❮✥ß✧Ò❰Þ×Ü❸Û♦❐✹Û✗Ù♦❮✥ß✧Ù♦Ð♦❐✹ß❸ÐóÕ❣Ð✕Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð⑥Òàç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÙ♦❮✥ß✧ÒtÚ❰Þ❣ýÚ❰Ó✧Ö✥ß⑧Ú✌Ó❸ß✕Ù❁❮⑧❐❰ç✧Ò❊Û⑥Õ×Ö⑧Ò➱Ú✹Þ✹✜❘Ó❸Ð✾Ü❸Ð❒Ü✿Þ×ð❴Ð⑥ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß✩✭✴✷✯ï ✭✦✷❸➴⑥á❑Ð✾Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú✌Ð⑥ÒtÚîÐ♦ß❸í⑧Ð♦ß✧Ü✿❐✹Û✶ç✧Ö✥❐îÕ❚ê Ö✸ç✧ç❸Õ❣ÞãÙ♦Ö✸Ú❰Þ×❮✥ßÜ✿Ð⑥Ò✟ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð⑥Ò✂Ð❁ïúÚ✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐❰Ð★Ò

fk

➴➷❺Ó✖Ù❁❮⑧Ó❸❐❦Ò✶Ü✿Ð❺Ù❁Ð♦ÚtÚ❰Ð①ÒtÞ×ð✡Ó❸ÕãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ßîä✸❮⑧ß❴❮⑧â✧Ò❰Ð♦❐✹ì✥Ð✟Ó❸ß❸Ð❺ì✷Ö✸❐✹ÞãÖ✷Ú❰Þ×❮✥ßØÜ✿Ó☎Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú❒Ü✿Ó✖Ù❁Ð⑥ß⑧Ú✹❐❰ÐàÜ✿Ð➺ðØÖ⑧Ò❰Ò❰ÐÖ✸Þ×ß✧ÒtÞ✦✜❘Ó❸Ð✒Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð☞ç✪❮✸Ú✹Ð♦ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ❣Ð✼Ü✿Ó➅Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐ●Ð⑥ß➇ÏÑ❮⑧ß✧Ù✫Ú✹Þ❣❮⑧ß➟Ü✿Ó➟Ú❰Ð⑥ð❴ç✙Ò♦➴❑ò①ß➅Ù❁❮⑧ß✧ÒtÞãÜ✣✘⑥❐❰Ð●ç✙❮⑧Ó❸❐ØÕ❣Ð★ÒÒtÞ×ð✡Ó❸ÕãÖ✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò⑥ä✿Õ❣Ð★Ò✂ì✯Ö✥Õ❣Ð⑥Ó❸❐❦Ò✂ß❘Ó✧ð❴Û⑥❐❰Þ✧✜❘Ó❸Ð⑥Ò
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





nx = 15, ny = 15
d0 = c = 1.0
m = 1ò①ß✒Ü✿Û★ÒtÞ×í✥ß❸Ð✗ç✧Ö✥❐

nx

✡❸Õ×Ð✗ß❸❮✥ð✚â❸❐✹Ð✗Ü❸Ð❢ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂Ò❰Ð♦Õ×❮✥ß❅Õ❚ê Ö✷ï✿Ð
OX

➴
ny

✡❸Õ×Ðóß✧❮✥ð✡â✧❐❰Ð❢Ü✿Ð❢ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÒ❰Ð♦Õ×❮✥ß❅Õ❚ê Ö✷ï✿Ð
OY

➴
d0

✡❸ÕãÖØÜ✿Þ×ÒtÚ✹Ö✥ß✧Ù❁Ð✗Ð⑥ß⑧Ú✹❐❰Ð✗Õ×Ð⑥Ò✂ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥ÒàÔ❴Õ❚ê Û❁Ú❦Ö✷Ú➺Ü✎ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ×Þ❣â❸❐✹Ð✥➴
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➘✲❮✥❐❦Ò✙✜❘Óîê ❮✥ß✺Ü✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ðØÐ❴Û♦ÕãÖ✥ÒtÚ❰Þ✧✜⑧Ó✧Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✗Ó❸ß✱Ò❰❮✥Õ×ÞãÜ✿Ð✥ä❊ÕãÖ☞ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð❴Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ✹✜❘Ó❸Û⑥Ð✚Þ×ß✧Ü✿Ó✧ÞöÚ✕Õ×Ð❴Ü❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✕Ü✿Ð⑥Òç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂Ð⑥ß✒Ü❸Ð✱✑❸❮⑧❐✹Ò✂Ü✿Ð❢Õ×Ð♦Ó❸❐❦Òàç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✧ÒàÜ✎ê Û ✜❘Ó❸Þ×Õ❣Þ×â❸❐✹Ð✥➴✙ò①ß✼Ò❰Ð❢Õ❣Þ×ðØÞöÚ✹Ð✕Ö✸Ó✿ï☞ç✪Ð❁Ú✹ÞöÚ✹Ð⑥Ò①Ü✿Û❁ÏÑ❮⑧❐❰ð☎Ö✷Ú✹Þ❣❮⑧ß✧Ò⑥äÕãÖ✗ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð

fk

Ð★Ò➱Ú✟ç❸❐❰❮⑧ç✙❮⑧❐tÚ✹Þ❣❮⑧ß❸ß❸Ð⑥Õ❣Õ×Ð❺Ô✕ÕãÖ✕ì✷Ö✸❐✹ÞãÖ✷Ú❰Þ×❮✥ß☎Ü✿Ð①Õ×Ö✚Ü✿ÞãÒ➱Ú❦Ö✸ß✧Ù♦Ð➺Þ×ß⑧Ú✹Ð♦❐❦Ö✷Ú✹❮✥ðØÞ✹✜❘Ó❸Ð
d0

ç✧Ö✸❐❦Ö✸Õ×Õ✛✘⑥Õ❣Ð⑥ðØÐ♦ß❘ÚÔ❴ÕãÖØÜ✿Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð✕Ü✿Û♦ÏÑ❮✥❐✹ðØÖ✸Ú❰Þ×❮✥ßî➴
fk(i, j, k, t) = C ∆xk(i, j, k, t)

★ ✶✙➴ ✰ ✳ ✪
C

Ð⑥ÒtÚàÓ❸ß❸Ð✕Ù♦❮✥ß✧ÒtÚ✹Ö✥ß⑧Ú✹Ð❢Ü✿Ð✗ç❸❐❰❮⑧ç✙❮⑧❐tÚ✹Þ❣❮⑧ß❸ß✧Ö✥Õ❣Þ❣Ú❰Û ✜❘Ó❸ÞîÐ⑥ÒtÚ❺Ð♦ß●ÏÑ❮✥ß✙Ù✫Ú❰Þ×❮✥ß✼Ü✿Ð✗Õ❱ê Û⑥ß❸Ð♦❐✹í✥Þ×Ð❢Ü✿Ð❢Õ×Þ×Ö✥Þ×Ò❰❮✥ßî➴
✏ ✙ ✝✏✙ ✘ ✡ ✲ ✴✡✧ ✧ ✫✑✍✳✭✯✥ ✥✍✌ ☛ ✍✳✥ ✵ ✏✮✴✡✥ ✩ ☞✎✌ ✥ ✍ ✌ ✴✡✥★✱✡✱✡✥
✃❍❮⑧Ó❸❐àÓ❸ß✼Ò ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ð❢Ü✿Ð

n
ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð★Ò✂Õ❚ê Û♦ß❸Ð⑥❐❰í⑧Þ❣Ðóç✪❮✸Ú❰Ð⑥ß❘Ú❰Þ×Ð♦Õ×Õ❣Ð✗Ú✹❮✸Ú✹Ö✥Õ❣Ð✗Ð★Ò➱Ú❺ÕãÖØÒtÓ❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð ✡

Eptot =
i=n
∑

i=1

fi ∆xi

★ ✶✧➴ ✰✻❁ ✪



ÝúÐ⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß ✶✧➴ ✱❸➴✁✂ ✡✌☞ ☎☞✝✙✑✠✟☞✡✎✞ ✑✒✡✎✆ ✕ ✡✎✟ ✡✓✍ ✞ ✡✙✓ ✡✓✞✒☛✎✟ ✏✦☛☞✝✧✝✙✍★✝✩✡✓✑ ✟✛☛☞✟ ☞ ☎ ✍ ✆✄☛ ☞ ☎ ✂✝✡✎✟✎✓✔✡✎✞ ✑✒✡✎✆ ☛✝✆✁� � � �

✁✖✂✆☎✞✝ ✂❍➚✄✂✘✟✛☛✆☎✞✝ ✞✠✟☛✡✌☞☛✍✏✎✑☞✌✒✔✓✖✕✗✡✘✎✙✝✛✚☛✜✣✢✤☞✌✒✥✚✌✦✧✍✖✒☛✎✙✝★✎✙✜✩✕✗✍✏✎✪✢✤☞✞✒✫✦✧✢✬✝✙✭✮☞ ✟

✏ ✙ ✝✏✙✆☎ ✢ ✥ ✡ ☛ ✩✬✱✡✫✮✭✯✥✞✝ ✥ ✍ ✌ ✡✳✥★✧ ✩✬✫ ✵ ✌ ✴✡✭✯✲ ✱✡✥★✧

✁①Ö✥ß✧Ò✡Ó✧ß➇Ò ✖✿ÒtÚ✙✘⑥ð❴Ð❅Ü✿Ð✖Ú✹❐❰❮⑧Þ×Ò❴Ü✿Þ×ðØÐ♦ß✧Ò❰Þ❣❮⑧ß✧Ò⑥ä✝Ò❰Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰❮✥ß✧Ò✡Ó❸ß❸Ð●ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð●Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×Ð✖Ð⑥ß⑧Ú✹❮✥Ó❸❐✹Û♦Ð●Ü✿Ð●Ò❰Þöïì✥❮✥ÞãÒ❰Þ❣ß❸Ð★Ò✌Ò❰Ó❸â❸ÞãÒ✹Ò❰Ö✥ß⑧Ú❍Ü✿Ð⑥Ò✝Ð✱✓✪❮⑧❐tÚ❦Ò✲Ð♦ï❘Ú✹Û♦❐✹Þ❣Ð⑥Ó❸❐❦Ò♦➴✯➷❺Õ×❮✥❐❦Ò✲Õ×Ð✟ð❴❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú✝Ü✿Ð✟ÕãÖ➺ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð✟Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×Ð✾❐✹Û⑥Ò❰Ó❸ÕöÚ✹ÐÜ✿Ð⑥Ò❍ÏÑ❮⑧❐✹Ù♦Ð⑥Ò
f1, f2, f3, f4, f5, f6

Ö✥ç❸ç❸Õ×Þ✹✜❘Ó❸Û⑥Ð⑥Ò✾Ò❰Ó❸❐✾Õ×Ð⑥Ò❒ÒtÞ❣ï✚ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß❸Ð⑥Ò❺ä✸Ð♦ß❸í⑧Ð♦ß✧Ü❸❐✹Ö✥ß⑧Ú✶Õ×Ð♦Ó❸❐✟Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú❦Ò
u1, u2, u3, u4, u5, u6

Õ×Ð❴Õ❣❮⑧ß❸í☞Ü✿Ð❴Õ❚ê Ö✷ï✿Ð❴Ü✿Ð⑥Ò✗Ö✸â✙Ò❰Ù♦Þ×Ò✹ÒtÐ★Ò
OX

➴❊➘îÐØÒ❰Þ❣í⑧ß❸Ð✝�➤Þ×ß✧Ü✿Þ✧✜⑧Ó✧Ð✚Õ❱ê Ð⑥ðØç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚÜ✿Ó✼Ù❁Ð♦ß❘Ú✹❐❰Ð❢Ü✿Ð❢ð☎Ö✥Ò✹Ò❰ÐóÜ✿Ð★Òàç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò✟â❸Õ×Ö✥ß✧Ù✒✑❸Ð★Ò♦➴➘îÐ❩ðØ❮✥Ó✧ì✥Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú❅Ü✿Ð❩ÕãÖ➁ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð♣Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×Ð✼ì✷Ö➸Ü✿Û⑥ç✙Ð⑥ß✧Ü✿❐✹Ð♣Ü✿Ð⑥Ò❅Ü✿Û⑥ç❸Õ×Ö⑧Ù❁Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘Ú✹Ò✖Ü✿Ð✺Õ❚ê Ó❸ß❸Ð♣❮✥Ó➫Ü✿Ð★Ò
✜⑧Ó✙Ö✷Ú❰❐✹Ð⑥Ò✂ì⑧❮✥ÞãÒtÞ×ß❸Ð★Ò❑â✧Õ×Ö✥ß✧Ù✒✑❸Ð⑥Ò✬★ ✮✧í✥Ó✧❐❰Ð ★ ✶✧➴ ✬✻✬ ✪ ✪✫➴û❺❮✸Ú✹❮✥ß✧Ò

ri,j,k
Õ×Ö❴ç✪❮⑧Ò❰ÞöÚ✹Þ❣❮⑧ß✒Ü❸ÐóÕãÖØç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð✗ß❸❮⑧Þ❣❐✹Ð✗Ö✯ì✥Ð⑥Ù

ri,j,k = (xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k)Õ❣Ð★Ò✂ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂â✧Õ×Ö✥ß✧Ù✒✑❸Ð⑥Ò✂Ð⑥ßúì❘Þ×❐✹❮✥ß❸ß✧Ö✥ß❘Ú❰Ð⑥Ò✂Ò❰Ð♦❐✹❮✥ß❘ÚàÖ✸Ó✿ï☞ç✪❮⑧Ò❰Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✧Ò ✡

ri−1,j,k , ri+1,j,k, ri,j−1,k , ri,j+1,k, ri,j,k−1, ri,j,k+1ò①ß●ç✪Ð♦Ó✿ÚóÜ✿Û✔✮✧ß✧Þ❣❐àÕ×Ð⑥Ò❺Ü❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✹ÒàÜ❸Ð⑥Ò✂ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò✂ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✧Ð⑥Ò✂ÒtÐ⑥Õ❣❮⑧ß●Õ❱ê Ö✷ï✿Ð
OX

ç✧Ö✥❐
u1(i, j, k, t) = xi−1,j,k(t) − xi,j,k(t)
u2(i, j, k, t) = xi,j−1,k(t) − xi,j,k(t)
u3(i, j, k, t) = xi+1,j,k(t) − xi,j,k(t)
u4(i, j, k, t) = xi,j+1,k(t) − xi,j,k(t)
u5(i, j, k, t) = xi,j,k+1(t) − xi,j,k(t)
u6(i, j, k, t) = xi,j,k−1(t) − xi,j,k(t)

ÝúÞ✂Õ❚ê ❮✥❐✹Þ❣í⑧Þ❣ß✧Ð☞Ü✿Ð⑥Ò✶✜❘Ó✧Ö✷Ú✹❐❰Ð★Ò✕ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò✚ì✥❮✥ÞãÒ❰Þ❣ß❸Ð★Ò✕Ð★Ò➱Ú❴Õ×Ö✺ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó✧Õ❣Ð☞Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐❦Ö✸Õ×Ð✷★❚Ù✫ý✭Ô✷ý✭Ü
ri,j,k(t) = 0

✪✫äÕ❣Ð✼Ù❁Ð⑥ß❘Ú❰❐✹Ð❅Ü✿Ð✒ð☎Ö✥Ò✹Ò❰Ð❅Ò❰Ð♦❐❰Ú✖Ô✺ÕãÖ✱Ü✿Ð⑥Ò✹Ù❁❐✹Þ❣ç❸Ú❰Þ×❮✥ß➟Ü❸Ó❃ðØ❮⑧Ó❸ì✥Ð⑥ð❴Ð⑥ß❘ÚØÜ✎ê Ó❸ß✳Ò✙✖úÒtÚ✙✘⑥ðØÐ❅Ü✿Ð✒ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò⑥➴✾➘✲Ö
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f 6

+

✁✖✂✆☎✞✝ ✂❍➚✄✂ ✂✺☛✂✁ ☞ ✭✮✟✑✓ ✢ ✕✮✚✌☞☎✄ ☞☛✍✏✎✪✭✮☞✌✒✔✓✖✕✗✡✘✎ ✝✛✚☛✜✮✢✤☞✌✒✞✒✫✦✧✜ ✒✁✢✝✆ ☞ ✞✠☞☛✎ ✭✮☞✌✒✆☎ ✦✧✡ ✚✌☞✌✒✥☞✌☎ ✎✑✟☛✡✘✝✛☞☛✜✣✡ ☞✌✒ ✟

ç✪❮⑧Ò❰Þ❣Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ó✼Ù❁Ð♦ß❘Ú✹❐❰Ð❢Ü✿Ð❢ð☎Ö✥Ò✹Ò❰ÐóÒ❰Ð✕Ù♦Ö✥Õ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ö✯ì⑧Ð⑥Ù
XCM =

m1u1 +m2u2 +m3u3 +m4u4 +m5u5 +m6u6

m1 +m2 +m3 +m4 +m5 +m6

Ý✿Ó❸ç❸ç✪❮⑧Ò❰❮✥ß✧Ò✦✜❘Ó❸Ð❢ÕãÖØð☎Ö✥Ò✹ÒtÐ
mi

Ü✿Ð✕Ù✒✑✧Ö ✜⑧Ó✧Ðóç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢Ð⑥ÒtÚ❺Û♦í❘Ö✸Õ×Ð✗Ô ✭⑧ä❸Ö✸Õ×❮✥❐❦Ò✂Õ❣Ð✕Ù♦Ð♦ß❘Ú❰❐✹Ð✕Ü✿Ð❢ð☎Ö✥Ò✹Ò❰Ð✗Ö✥Ó❐✹Ð♦ç✪❮⑧Ò✂Ü✿Ð★Ò ✜❘Ó✧Ö✷Ú✹❐❰Ð★Ò✟ç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂Ð★Ò➱Ú

XCM =
1

6
[u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6]

Ò❰Ð♦Õ×❮✥ß❅Õ❚ê Ö✷ï✿Ð
OX

✃❍❮⑧Ó❸❐àÓ❸ß❸Ð✗❐❦Ö✸ÞãÒt❮⑧ß❅Ü✿Ð❢Ò✙✖úð❴Û♦Ú❰❐✹Þ❣Ð⑧ä✿Õ×ÖØß✧❮✥Ó❸ì⑧Ð♦Õ×Õ❣Ð✗Ö✸â✧Ò✹Ù❁ÞãÒ✹ÒtÐ❢Ü✿Ð✗ÕãÖØç✧Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢Ù❁Ð⑥ß⑧Ú✹❐✹Ö✥Õ❣ÐóÐ⑥ÒtÚ
xi,j,k(t+ 1) = 2XCM

= 1
3 [u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6]è❒ß❴Ð✱✓✪Ð♦Ú✾Õ❣Ð❺Ü❸Û♦ç❸ÕãÖ✥Ù♦Ð♦ðØÐ♦ß❘Ú✾Ü✿ÐàÕãÖ①ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×ÐàÙ❁Ð♦ß❘Ú✹❐✹Ö✥Õ❣Ð✂Ð⑥ÒtÚ✶Õ❣Ð❺Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú⑥➴✷✃✶Ö✸❐✶Ð♦ï✿Ð♦ðØç❸Õ×Ð

u1(i+1, j, t+1)Ò❰Ð♦❐❦Ö✚Õ❣Ð✕Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð⑥ðØÐ♦ß❘Ú❺Ü✿Ð❢Õ×Ö❴ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ×Ð⑥Ò✂ß❸❮⑧Þ❣❐✹Ð①ìúÓ✒ç✧Ö✥❐àÕ×Ö❴ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð❢Ò❰ÞöÚ✹Ó❸Û♦Ð✕Ô
ri+1,j

➴
u1(i+ 1, j, k, t+ 1) = 3XCM − xi+1,j

= 1
3 [u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6] − u3

= 1
3 [u1 + u2 − u3 + u4 + u5 + u6]

✁①ÐóÕ×Ö✡ð✶✯⑥ðØÐ➺Ï Ö ✑❁❮✥ß✲ä❘❮⑧ß☞Ù♦Ö✥Õ×Ù♦Ó❸Õ×Ð
u2(t+ 1), u3(t+ 1), u4(t+ 1), u5(t+ 1), u6(t+ 1)

ä✿Ö✥Þ❣ß✧Ò❰Þ✪❮✥ß☞ì✷Ö
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❮✥â✿Ú✹Ð♦ß❸Þ×❐àÕ×Ö❴Õ×❮✥Þ✲Ò❰Ó❸Þ×ì✷Ö✸ß❘Ú❰Ð❢Ü✎ê Û♦ì⑧❮✥Õ×Ó✿Ú❰Þ×❮✥ß✒Ü✿Ð❢Ü✿Û♦ç✧Õ×Ö⑧Ù❁Ð♦ðØÐ⑥ß⑧Ú➺Ü❸Ð⑥Ò✂ç✧Ö✥❐tÚ✹Þ×Ù♦Ó❸Õ❣Ð★Ò✂ß❸❮✥Þ×❐✹Ð⑥Ò⑥➴
















u1(i+ 1, j, k, t+ 1)
u2(i, j + 1, k, t+ 1)
u3(i− 1, j, k, t+ 1)
u4(i, j − 1, k, t+ 1)
u5(i, j, k + 1, t+ 1)
u6(i, j, k − 1, t+ 1)

















= α

















u1(i, j, k, t)
u2(i, j, k, t)
u3(i, j, k, t)
u4(i, j, k, t)
u5(i, j, k, t)
u6(i, j, k, t)

















★ ✶✙➴ ✰❄✵ ✪

❮✢✤
α
Ð⑥ÒtÚ❺Ó❸ß❸Ð❢ð☎Ö✷Ú✹❐❰ÞãÙ❁Ð❢Ü✿Ð✗ç❸❐✹❮✥ç✙Ö✸í⑧Ö✸Ú❰Þ×❮✥ß❅Ü✿❮✥ß❸ß✧Û♦Ð✗ç✧Ö✸❐ ✡

α =
1

3

















1 1 −1 1 1 1
1 1 1 −1 1 1
−1 1 1 1 1 1
1 −1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 1
1 1 1 1 1 −1
















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✏ ✙ ✞✑✙✜✛ ✢✕✣ ✥ ✍✳✧ ✥✞✝✠✟✬✱✡✥ ✡ ✥★✧☞☛✍✌ ✫✎✌ ✧
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E = {ei, 0 ≤ i ≤ 6}

ei =






















































































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.

1
Ò❰Þ✎ÕãÖ✚ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢ÒtÐ✕Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß❅❮✥Ó❸Ð★Ò➱Ú❰ý❱Ð★Ò➱Ú

.

2
Ò❰Þ✎ÕãÖ✚ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢ÒtÐ✕Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß✒ÒtÓ✧Ü✿ý❱ß❸❮⑧❐✹Ü

.

3
Ò❰Þ✎ÕãÖ✚ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢ÒtÐ✕Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß❅ß❸❮✥❐❦Üúý✭ÒtÓ✧Ü

.

4
Ò❰Þ✎ÕãÖ✚ç✙Ö✸❐❰Ú❰ÞãÙ❁Ó❸Õ×Ð❢ÒtÐ✕Ü✿Û⑥ç❸ÕãÖ✥Ù❁Ð❢Ü❸Ö✥ß✧Ò✂ÕãÖ❴Ü❸Þ❣❐✹Ð⑥Ù❁Ú❰Þ×❮✥ß❅Ð⑥ÒtÚtý ❮✥Ó❸Ð★Ò➱Ú

.

5
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6
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➘îÐ✗ì✥❮⑧Þ×Ò❰Þ❣ß✙Ö✸í✥Ð✗Ü✿Ð❢ÕãÖØÙ❁Ð♦Õ×Õ×Ó❸Õ❣Ð

ci,j
Ð⑥ÒtÚ➺Ü✿❮✥ß❸ß✧Û✗Ù♦❮✥ðØðØÐ✕ÒtÓ✧ÞöÚ

ci−1,j−1, ci−1,j+1, ci,j−1, ci+1,j+1, ci+1,j−1, ci,j+1
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➁➎➡❉✐❜➧q➈
❏■❍
uν

❄❇❋✈❍⑧❵❳❄✬❞❉❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍ ❚P❏✸❖◗❝❭❬✸❵➎❘
ga

❖◗❄❩❆❉❖◗❨❇❋❑❄❩❚✩❍❑❄♠❵➎❯ ❊❜❚✩❍◗❄❩❖♦❋◆❍◗❊❳❡❩❄♠❄❩❚✩❍◗❖❑❄✬❵❜❄✡❡♥❏❁❖❑❆P❋④❄♥❍t❵❳❬✷s✉❏✸❚P❞P❬▼❍❑❊❳❏✸❚⑥❄♥❍
p❄❱❋◆❍✇❈P❚❉❄✰s✉❏✸❚r❡❣❍❑❊❳❏✸❚①❆⑤❏❁❋❑❊❜❍❑❊❳♣✸❄✷❞❫❏❁❚❉❚❉❨❩❄❁❘❁❬✸❆❉❆r❄❇❵❜❨❇❄✰s✉❏✸❚r❡❣❍❑❊❳❏✸❚①❞❫❄✲❡♥❏✸❝❭❆❉❵❳❊●❬✾❚P❡❩❄✰❚❉❏✸❖◗❝①❬✾❵❳❄✸✐✩❿✬❄❩❍✈❍❑❄✲❡♥❏✸❚r❞❫❊➇❍◗❊❜❏❁❚❊❳❚P❞❫❊●❸✩❈❉❄❹❸✩❈❉❄✼❵●❬⑨s✉❏❁❚P❞❉❬▼❍◗❊❜❏❁❚✙❄♥❪❫❄❩❖♦❡♥❄❹❈❉❚❉❄❹❬❁❡❣❍❑❊❳❏✸❚✤❋❑❈❉❖➂❵❜❄❹❡❩❏✸❖◗❆P❋①❄❇❚✙s✉❏✸❚P❡♥❍❑❊❳❏✸❚✤❞❫❄❂❋❑❬✮❆⑤❨❩❚P❨♥❍❑❖♦❬▼❍◗❊❜❏❁❚

(uν − ga)
✐❙❃✲❬✸❚P❋❅❵❳❄✵❡❇❬✸❋❅❏✡❍✼❵❶❯ ❊❳❚✩❍❑❄❇❖❑❆⑤❨❩❚❉❨❩❍❑❖♦❬▼❍◗❊❜❏❁❚✼❄❇❋✈❍✲❆⑤❄❩❖◗❝❭❊❳❋❑❄⑥❝①❬✾❊●❋✷❆⑤❨❩❚r❬✾❵❳❊❳❋❑❨❩❄✵❏✡❍✼❵❶❯ ❊❳❚✩❍❑❄❇❖◗❋✈❍❑❊●❡♥❄✵❄❇❋✈❍❚❺❈❉❵❶❘❫❵●❬①❡♥❏✸❚r❞❫❊➇❍◗❊❜❏❁❚❻❞❉❄❩♣❺❊❜❄❇❚✩❍

−ρν =
1

h
p(uν)

➁➎➡❉✐ ❏❁➈
h
❨♥❍♦❬✾❚✩❍⑥❈❉❚✧❆r❬✾❖♦❬✾❝❭❛♥❍◗❖❑❄①❆⑤❏❁❋❑❊➇❍◗❊➇s✷❆⑤❄♥❍◗❊➇❍❱❘②❸❁❈P❊♠❆⑤❄❩❈❫❍⑩➀♥❍❑❖◗❄❢❊❳❚✩❍❑❄❇❖❑❆❉❖◗❨♥❍◗❨❤❡♥❏❁❝⑩❝❭❄➂❵❜❄❢❡❩❏❺❄✏❑❤❡♥❊❳❄❩❚✩❍✵❞❫❄❻❞❫❨♥❧s✉❏❁❖❑❝①❬✾❍❑❊❳❏✸❚ ❞❉❄❀❵❳❬❂s✉❏✸❚r❞❉❬▼❍◗❊❜❏❁❚❦✐✇❃❅❄❱❋①❡♥❏❁❚P❞❫❊❜❍❑❊❳❏✸❚P❋①❞❫❄✼❡❩❏✸❚✩❍◗❬❁❡❣❍❤❬q♣✸❄❱❡❢❡❩❏✸❝❭❆❉❵❳❊❳❬✸❚P❡♥❄⑦❚❉❏❁❖❑❝①❬✾❵❳❄❻❏✸❚✩❍❤❨♥❍◗❨❆P❖❑❏❁❆r❏✩❋✈❨❇❄❇❋✡❞❉❬✾❚r❋❽➜ ➦✩➡❱➤❶✐❿✬❏❁❝❭❝⑩❄❽❄❩❪❺❄❇❝❭❆❉❵❜❄❲❞❉❄✲s✉❏❁❚P❡❣❍◗❊❜❏❁❚❀❞❫❄■❡♥❏✸❝❭❆❉❵❳❊●❬✾❚P❡❩❄➄❚P❏✸❖◗❝❭❬✸❵❜❄

p
❚❉❏❁❈P❋✡❆r❏❁❈❉♣✸❏❁❚P❋✰❡♥❏❁❚P❋❑❊❳❞❫❨❇❖❑❄❇❖

p(r) = cr+
➁➎➡❉✐ ➢✩➈

❏■❍
c
❄❇❋✈❍❢❈❉❚❉❄✹❡♥❏❁❚P❋◆❍♦❬✾❚✩❍❑❄❀❆⑤❏❁❋❑❊❜❍❑❊❳♣✸❄✼❄❩❍

r+ = max{0, r}
✐✤▲❅❏✸❈P❋❢❆r❏❁❈❉♣✸❏❁❚P❋❢❬✸❈P❋◗❋✈❊❅❡❩❏✸❚P❋❑❊●❞❫❨❩❖◗❄❩❖❤❵●❬s✉❏❁❚P❡❣❍◗❊❜❏❁❚

p(r) =

{

cr+
❋✈❊
r ≤ α

cα
❋❑❊
r > α

➁➎➡❉✐ ➞❺➈
❏■❍

α
❄❇❋✈❍✬❈P❚❻❡❩❏✩❄☞❑❤❡♥❊❳❄❩❚✩❍✬❆⑤❏❁❋❑❊➇❍◗❊➇s ❖❑❄❇❵❳❬✾❍❑❊❜s ➃❲❵●❬✵❞❉❈❉❖❑❄❩❍❑❨❽❞❫❄➄❵❳❬✵❋✈❈❉❖❑s❾❬✸❡❩❄✸✐❺❃✲❬✸❚P❋✡❡♥❄➄❡❩❬✸❋❇❘❺❵❳❬✵❡♥❏❁❚P❞❫❊❜❍❑❊❳❏✸❚➂❞❉❄❡❩❏✸❚✩❍◗❬❁❡❣❍❭➁➎➡❫✐❳➧❱➈❅❋✈❊❳③✸❚P❊➇➌P❄⑩❸✩❈❉❄✵❵❳❏✸❖♦❋◗❸❁❈P❄❲❵❳❬➂❆⑤❨❩❚❉❨❩❍❑❖♦❬▼❍❑❊❳❏✸❚❹❄❇❋✈❍✲❍◗❖❑❏❁❆✼❆❉❖◗❏✾s✉❏✸❚r❞❫❄✸❘ ❸✩❈P❬✾❚P❞❹❄❩❵❳❵❜❄⑩❞❫❨❩❆r❬✸❋◗❋✈❄

α
❘❵●❬✵s✉❏✸❚P❞P❬▼❍❑❊❳❏✸❚⑦❋❑❄❽❞❉❨❇❋❑❊❜❚✩❍❑❛❇③✸❖◗❄❽❄♥❍✷❚❦❯ ❏✥▼ ❖❑❄❽❆❉❵❳❈P❋✰❞❫❄■❖◗❨❇❋❑❊●❋◆❍♦❬✾❚P❡❩❄➄➃❭❵●❬⑩❆r❨❇❚❉❨♥❍◗❖◗❬✾❍❑❊❳❏✸❚❦✐

✫✒✬✟✭✔✬✗✭ ✰✲✱✴✳❇◆❅❆✗✵✸❆☞✱✴✳❖◆❅✾❈✹✤✱P✳P✵◗✷✴✹❘✵❙◆❅✾❯❚✔❆☞❱✴✳❇✱✴❉◗❆✏✳❅❆

❿✬❄❩❍✈❍◗❄➂❡♥❏❁❚P❞❫❊❜❍❑❊❳❏✸❚✮❝❭❏❫❞❫❨❩❵❳❊●❋✈❄➂❵❜❄❢❡❩❏✸❚✩❍◗❬❁❡❣❍✵❬q♣❁❄❇❡①❈P❚❉❄❤s✉❏❁❚P❞❉❬▼❍◗❊❜❏❁❚✮❖❑❊❳③✸❊●❞❫❄❁✐✂❲✇❈❉❊●❋◗❸❁❈P❄❢❵●❬⑦s✉❏✸❚P❞P❬▼❍❑❊❳❏✸❚➍❄❇❋✈❍❡❩❏✸❚P❋❑❊●❞❫❨❩❖◗❨❩❄➄❖❑❊❳③✸❊●❞❫❄❁❘✩❄❇❵❜❵❳❄■❚❉❄■❋❑❈❉❴❉❊❳❖◗❬❭❞❫❏❁❚P❡➄❆P❬✸❋✰❞❫❄■❞❫❨❩s✉❏✸❖◗❝①❬▼❍❑❊❳❏✸❚r❋❩✐❉❥④❄❽❡❩❏✸❖◗❆P❋❼❚❉❄■❆⑤❏✸❈❉❖◗❖◗❬⑩❞❫❏❁❚P❡➄❆P❬✸❋✡➅❆⑤❨❩❚P❨♥❍❑❖◗❄❩❖❱✐r❿✬❄♥❍❑❍❑❄■❆❉❖◗❏✸❆P❖❑❊❳❨♥❍◗❨➄❋❑❄❽❍❑❖♦❬✸❞❫❈P❊➇❍✰❝①❬▼❍◗❷❉❨❩❝①❬▼❍◗❊❳❸✩❈❉❄❇❝❭❄❩❚✩❍✷❆P❬✾❖✰❵❶❯ ❊❜❚❉❨❇③❁❬✸❵❜❊❜❍❑❨
uν ≤ 0

➁➎➡❫✐ ➡✸➈
➉♠❚✜❋✈❈P❆❉❆r❏✩❋❑❬✸❚✩❍➂❸✩❈❉❄❹❵❶❯ ❊❳❚✩❍❑❄❇❖◗❋✈❍❑❊●❡♥❄✼❄❇❚✩❍❑❖◗❄✼❵❜❄✹❡♥❏❁❖❑❆P❋❢❄♥❍❻❵❳❬⑨s✉❏❁❚P❞❉❬✾❍❑❊❳❏✸❚✤❄❱❋◆❍❻❚✩❈P❵➎✐ ➛ ❈❫❪✙❆⑤❏✸❊❳❚❁❍♦❋➂❞❉❄❹❵●❬s✉❖◗❏✸❚✩❍◗❊❜❛❇❖❑❄❼❞❫❄❼❡❩❏✸❚✩❍◗❬❁❡❣❍ ❍❑❄❩❵❫❸✩❈❉❄

uν ≤ 0
❵❳❄❼❡❩❏✸❖◗❆P❋ ❞❉❨♥s✉❏✸❖◗❝①❬✾❴❉❵❳❄✬❸✩❈❉❊❜❍✈❍◗❄✡❵❳❬❅❴P❬✸❋❑❄♠❖◗❊❜③❁❊❳❞❉❄✸✐▼❥❦❄❱❋ ❡❩❏✸❚✩❍❑❖♦❬✾❊❳❚✩❍❑❄❇❋❚P❏✸❖◗❝❭❬✸❵❜❄❱❋❼➅❢❋✈❏❁❚✩❍✰❬✸❵❜❏❁❖◗❋❼❚❺❈❉❵❳❵❜❄❱❋❩✐✛❲t❬✸❖✷❡♥❏❁❚P❋✈❨❱❸✩❈❉❄❩❚✩❍❇❘❺❏❁❚⑦❬
uν ≤ 0 ⇒ ρν = 0

➁➎➡❫✐ ➦❁➈
➛ ❈❫❪❀❆r❏❁❊❜❚✩❍♦❋✲❞❫❄✵❵❳❬❤s✉❖❑❏❁❚✩❍❑❊❳❛❩❖◗❄⑥❞❫❄❭❡♥❏✸❚✩❍♦❬✸❡❣❍❅❍❑❄❩❵●❋➄❸❁❈P❄

uν = 0
❘P❵❳❄❭❡♥❏✸❚✩❍♦❬✸❡❣❍✲❄❇❋✈❍✲❝①❬✾❊❳❚✩❍❑❄❩❚❺❈✼❄❩❍➄❵●❬①❴P❬❁❋✈❄❖◗❊❳③✸❊●❞❫❄❽❄♥❪❫❄❩❖♦❡♥❄➄❈❉❚❉❄■❖◗❨❇❬❁❡❣❍❑❊❳❏✸❚➂❚❉❏✸❖◗❝①❬✾❵❳❄❽❏✸❖◗❊❜❄❇❚❁❍◗❨❩❄➄♣✸❄❇❖◗❋❼❵❳❄❲❡♥❏✸❖◗❆P❋✡❞❫❨❩s✉❏✸❖◗❝❭❬✸❴❉❵❳❄✸✐✦▲✷❏❁❈P❋✷❬q♣❁❏✸❚P❋❼❞❫❏✸❚r❡

uν ≤ 0 ⇒ ρν ≤ 0
➁➎➡❫✐ ➟✾➈
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uν ≤ 0, ρν ≤ 0, ρνuν = 0
➁➎➡❉✐ ➝✩➈
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−ρν = p(u̇ν)
➁➎➡❉✐ ✖✩➈
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u̇ν

❞❫❨❇❋❑❊❜③❁❚❉❄⑩❵❳❬➂♣❺❊➇❍◗❄❇❋◗❋✈❄❭❚❉❏❁❖❑❝①❬✾❵❳❄⑥❄❩❍
p
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−ρν = β(u̇ν)+ + p0
➁➎➡❉✐❜➧❱➠❁➈

❏✡❍
β
❄❩❍
p0
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Γ
❆r❬✾❖❑❍❑❊❜❍❑❊❳❏✸❚❉❚❉❨❇❄✰❄❩❚❭❍◗❖❑❏❁❊❳❋t❆P❬✸❖✈❍◗❊❜❄❱❋②❝❭❄❇❋❑❈❉❖♦❬✾❴❉❵❳❄❇❋

Γ1,Γ2,Γ3
❘✾❍❑❄❩❵⑤❸✩❈❉❄

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3
✐ � ❏✸❊❜❍

T > 0
❄♥❍

]0, T [
❵❶❯ ❊❳❚✩❍❑❄❇❖❑♣▼❬✾❵❳❵❳❄❽❞❉❄❽❍❑❄❩❝❭❆P❋✡❄❇❚❀❸❁❈P❄❇❋✈❍❑❊❳❏✸❚⑨➁✉♣✸❏❁❊❜❖✡➌r③✸❈❉❖◗❄❁➁❶➡❫✐❳➧❱➈➋➈❣✐

✗✲❚❀♣q❬❢❨♥❍◗❈P❞❫❊❳❄❩❖❱❘P❆⑤❄❩❚P❞❉❬✸❚✩❍✲❈❉❚✼❊❳❚✩❍❑❄❇❖❑♣▼❬✾❵❳❵❳❄⑥❞❫❄❲❍◗❄❩❝❭❆P❋
]0, T [

❘❉❵❶❯ ❨❇♣✸❏✸❵❳❈❫❍◗❊❜❏❁❚✼❞❫❈❹❡♥❏❁❖❑❆r❋✰❝①❬▼❍❑❨❇❖❑❊❳❄❩❵t❞❫❈❉❄✵➃❵➎❯ ❬✾❆❉❆P❵❜❊●❡❩❬✾❍❑❊❳❏✸❚⑨❞❫❄⑩s✉❏✸❖♦❡♥❄❇❋❽❞❫❄❭♣❁❏✸❵❳❈❉❝❭❄
f
❄♥❍⑥❞❫❄①❋❑❈❉❖✈s❾❬❁❡♥❄

g
✐ ➛

t = 0
❘❙❵●❬⑦❋◆❍◗❖❑❈r❡❣❍❑❈P❖❑❄⑩❄❇❋✈❍■➌❉❪❫❨❩❄⑩❄♥❍❲❚❉❄❋✈❈❉❴P❊➇❍❅❬✸❈P❡♥❈❉❚P❄✲s✉❏❁❖◗❡❩❄✸✐❥❦❄✬❡❩❏✸❝❭❆⑤❏✸❖❑❍❑❄❩❝❭❄❇❚❁❍t❞❫❈✵❡❩❏✸❖◗❆P❋❦❝①❬✾❍❑❨❩❖◗❊❳❄❩❵✩❄❇❋✈❍ ❄❩❚P③✸❄❩❚r❞❫❖❑❨✬❆P❬✾❖ ❵❳❬❅❵❜❏❁❊❫❞❫❄✬❡❩❏✸❝❭❆r❏❁❖✈❍◗❄❩❝❭❄❩❚✩❍t❞❫❄❇❋ ❝①❬▼❍❑❨❇❖❑❊●❬✾❈❉❪❨❩❵●❬✸❋✈❍❑❊●❸❁❈P❄❇❋❇❘❉❸❁❈P❊❙❄❇❋✈❍❅❡♥❏✸❝❭❝❭❄■❋✈❈P❊➇❍❲➆

σ = 2µε+ λtr(ε)I
➁➎➡❉✐❜➧❁➧❱➈

❏✡❍❻❵❜❄❱❋✷❋❑❡❇❬✾❵●❬✾❊❳❖❑❄❱❋
µ
❄♥❍
λ
❋✈❏❁❚❁❍✰❵❳❄❇❋✰❡❩❏✩❄☞❑❤❡♥❊❳❄❩❚✩❍◗❋✰❞❫❄❲❥ ❬✾❝❭❨✸❘❫❄❩❍

ε
❄❇❋✈❍✷❵❜❄➄❍◗❄❩❚P❋❑❄❩❈❉❖✲❞❫❄■❞❫❨♥s✉❏❁❖❑❝①❬▼❍◗❊❜❏❁❚❦✐
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u
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u = 0
❋✈❈P❖

Γ1

� ❈❉❖
Γ2
❘t❏❁❚✧❊❜❝❭❆⑤❏❁❋❑❄➂❵❳❄❇❋❭❡❩❏✸❚P❞❫❊❜❍❑❊❳❏✸❚r❋✵❬✸❈❫❪✮❵❜❊❳❝❭❊➇❍◗❄❇❋❭❄❩❚✻❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄❩❝❭❄❇❚❁❍❑❧➎❍◗❖◗❬❁❡❣❍◗❊❜❏❁❚✧❸❁❈P❊✡❋❑❏✸❚✩❍❭❞❫❏✸❚❉❚P❨❩❄❇❋❆r❬✾❖■➆

σν = g
❋❑❈❉❖

Γ2
➁❶➡❫✐❳➧ ❏❁➈
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Γ3
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Γ3
❄❇❋✈❍❖◗❄❇❋✈❍❑❖◗❄❩❊❳❚✩❍✇❆P❬✾❖♠❵❳❬■❆P❖❑❨❱❋✈❄❇❚P❡♥❄❅❞❉❈❤❋✈❏❁❵❜❊●❞❫❄✷❖◗❊❜③❁❊❳❞❉❄

S
❞❫❄✷❍◗❄❩❵❳❵❜❄❅❋❑❏✸❖❑❍❑❄✷❸✩❈❉❄❁❘✩❬q♣▼❬✸❚❁❍✇❵❶❯ ❬✾❆❉❆❉❵❳❊●❡❩❬▼❍◗❊❜❏❁❚❤❞❫❄❇❋✇s✉❏✸❖♦❡♥❄❱❋❄❩❪❺❍❑❄❩❖◗❚❉❄❱❋❩❘❁❵❳❬✵❞❫❊❳❋✈❍◗❬✸❚P❡♥❄

s(x)
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x ∈ Γ3
➃
S
❞P❬✾❚P❋✬❵❳❬✵❞❫❊❳❖❑❄❱❡❣❍❑❊❳❏✸❚❤❞❉❄✲❵●❬■❚❉❏❁❖❑❝①❬✾❵❳❄

ν(x)❄❱❋◆❍✷❡❩❏✸❚❉❚❺❈❉❄❁✐
✗✲❚❻❚❉❏✸❍❑❄■❞❙❯ ❬✾❈❫❍◗❖❑❄■❆P❬✸❖✈❍✷❸✩❈❉❄

uν = u.ν
❄❇❋✈❍✷❵❳❬❭❡♥❏❁❝❭❆r❏✩❋❑❬✸❚❁❍◗❄✲❚P❏✸❖◗❝❭❬✸❵❜❄■❞❫❈❀❞❫❨❇❆❉❵●❬✸❡♥❄❇❝❭❄❩❚✩❍

u
✐

� ❈❉❆❉❆⑤❏❁❋❑❏✸❚P❋⑧❸✩❈❉❄✬❵❳❄✰❡♥❏❁❚❁❍♦❬✸❡♥❍ ❄❩❚✩❍◗❖❑❄✬❵❜❄✰❡♥❏❁❖❑❆r❋④❨❇❵❳❬❁❋◆❍◗❊❳❸✩❈❉❄✬❄♥❍②❵❳❬❅❴P❬✸❋❑❄❼❖❑❊❳③✸❊●❞❫❄✬❋❑❄❼❆❉❖❑❏❫❞❫❈P❊➇❍②❋✈❊❺❄❩❍②❋❑❄❩❈P❵❜❄❇❝⑩❄❇❚✩❍❋❑❊
uν = s(x)
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uν = u.ν ≤ s(x)
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❞P❬✾❚P❋❅❵❜❄⑩❡❩❬✸❋✲❏✡❍
uν < s(x)

❘ ❊❜❵t❚❦❯ ➅❀❬❤❬✾❈P❡❩❈❉❚❹❡❩❏✸❚✩❍◗❬❁❡❣❍❅❄❇❚❁❍◗❖❑❄✵❵❳❬❋✈❍❑❖◗❈P❡♥❍❑❈❉❖◗❄❭❝⑩❨❱❡❩❬✸❚❉❊❳❸✩❈❉❄❭❄❩❍
S
❘❦❞❫❏✸❚r❡✵❵❳❄①♣✸❄❱❡❣❍◗❄❩❈❉❖❲❞❫❄①❡❩❏✸❚✩❍❑❖♦❬✾❊❳❚✩❍❑❄①❞❫❄❢❿❼❬✾❈P❡♦❷❺➅❹❋❇❯ ❬✾❚❉❚❺❈❉❵❳❄✸✐ � ❊♠❏✸❚✹❚❉❏✾❍◗❄
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❖❑❄❱❋✈❆⑤❄❇❡♥❍❑❊❳♣✸❄❩❝❭❄❇❚❁❍
σν

❄♥❍
στ

❵❳❄❇❋❤❡❩❏✸❝❭❆⑤❏❁❋◗❬✾❚✩❍❑❄❱❋✵❚P❏✸❖◗❝❭❬✸❵❜❄❻❄♥❍①❍♦❬✾❚❉③❁❄❩❚✩❍❑❊❳❄❩❵❳❵❳❄✼❞❫❈✣♣✸❄❇❡♥❍❑❄❇❈❉❖
σ
❞P❬✾❚P❋❭❵❳❄❖❑❄❇❆r❛❇❖❑❄❽❏✸❖❑❍❑❷P❏✸❚❉❏❁❖❑❝❭❨

(ν, τ)
❞❫❏❁❚P❡❽❏✸❚⑦❬❻➆
uν < s =⇒ σν = 0 , στ = 0

❋❑❈❉❖
Γ3

➁➎➡❉✐❜➧❇➞✩➈
❲⑧❏❁❈❉❖❲❵❳❄❇❋⑥❆r❏❁❊❜❚✩❍◗❋⑥❝①❬▼❍❑❨❇❖❑❊❳❄❩❵●❋❲❞❫❄

Γ3
❏■❍

uν = s
❘ ❏✸❚✮❄❱❋◆❍✵❞P❬✾❚P❋■❵❳❄❢❡❇❬✸❋❲❞❫❄➂❡♥❏✸❚✩❍♦❬✸❡❣❍❲❄❇❚✩❍❑❖◗❄

Ω
❄♥❍
S
✐

✗✲❚❢♣▼❬✵❋❑❈❉❆❉❆⑤❏❁❋❑❄❩❖❼❆⑤❏✸❈❉❖✰❡♥❄❱❋♠❆⑤❏✸❊❳❚✩❍◗❋✡❸✩❈❉❄➄❵❳❬✵❴P❬✸❋❑❄❅❖◗❊❳③✸❊●❞❫❄✲❄❩❪❫❄❩❖♦❡♥❄❅❈P❚❉❄✲❆P❖❑❄❱❋❑❋❑❊❜❏❁❚❤❊❳❚P❡♥❏❁❚❉❚❺❈❉❄✲❋❑❈❉❊❳♣q❬✸❚✩❍❼❵●❬❞❫❊❜❖◗❄❇❡♥❍❑❊❳❏✸❚⑦❞❫❄■❵●❬✵❚P❏✸❖◗❝❭❬✸❵❜❄➄❄♥❍✷❏❁❖❑❊❳❄❩❚✩❍◗❨❩❄❽♣✸❄❇❖◗❋
Ω
✐⑤❿✬❄■❸✩❈❉❊④❞❫❏❁❚❉❚❉❄❽❵❳❄❇❋✷❡❩❏✸❚P❞❫❊❜❍❑❊❳❏✸❚r❋✰❋✈❈❉❊❳♣▼❬✾❚✩❍❑❄❱❋❩✐

uν = s =⇒ σν ≤ 0 , στ = 0
❋❑❈❉❖

Γ3
➁➎➡❉✐❜➧q➡✸➈

➉✇❚❫➌P❚❀❵❳❄❇❋✰❡❩❏✸❚P❞❫❊❜❍❑❊❳❏✸❚r❋✰❞❫❄❲❡♥❏❁❚❁❍♦❬✸❡♥❍❽➁➎➦❉✐ ➦❁➈❼❄♥❍❲➁❶➡❫✐❳➧❱➡✸➈❼❋❑❄■❖❑❨❱❋✈❈P❝⑩❄❇❚✩❍✰❬✸❊❜❚r❋✈❊②➆
uν ≤ s, σν ≤ 0 , στ = 0 , σν(uν − s) = 0

❋✈❈❉❖
Γ3

➁➎➡❉✐❜➧❱➦❁➈
✫✔✬✚✎ ✬✯✮ ✝ ✑ ✓✄✞ ❁ ✑
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Div σij + fi = ρüi

❞P❬✾❚P❋
Ω×]0, T [

❬q♣✸❄❱❡
i = 1, 2.

σ = 2µε+ λtr(ε)I

❬q♣❁❄❇❡
uν ≤ s, σν ≤ 0 , στ = 0 , σν(uν − s) = 0

❋✈❈P❖
Γ3×]0, T [

σν = g
❋✈❈P❖

Γ2×]0, T [

u = 0
❋❑❈❉❖

Γ1×]0, T [

❄❩❍
u(x, 0) = u0 , u̇(x, 0) = u1

❞❉❬✾❚r❋
Ω

❏■❍
f, g, u0, u1, ρ, µ,

❄❩❍
λ
❋❑❏✸❚✩❍✷❞❫❏✸❚❉❚P❨❇❋

➁➎➡❉✐❜➧▼➟✾➈

✥✧✦✠✟ ✡✗➓ ➙ ✱☎✕✄✂①→❁➓ ✕☞☛❣✿❂✳✣✭✷✱❂➙ ✿✼✭✷➓ ✴⑩➓①→✸→✩✳✙→❁✿❹✶✾✯✲➓
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f
❏✸❈⑦❵●❬✵s✉❏✸❖♦❡♥❄❽❄❩❚❉③❁❄❩❚P❞❉❖❑❨❇❄✲❆P❬✸❖✰❵❜❄❲❡❩❏✸❚✩❍◗❬❁❡❣❍

Fc

➁✉♣❁❏✸❊❳❖✡➌P③✸❈❉❖◗❄❁➁❶➡❫✐ ❏✸➈◆➈♥✐
✫✔✬ ✙ ✬✯✮ ✎ ✾ ✹✝✱✴✳✶✵✸✷✴✹✺✵
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➃❢❵❳❬➂❞❫❊●❋◆❍♦❬✾❚P❡❩❄
s
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ui = s
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✂☎✄✝✆✟✞✡✠✁☛✄✂ ✍✑✏☎✒✔✓✖✕✘✗✚✙✛✕☎✗✢✜✢✣✤✙✦✥✁✓✧✣✩★✤✗✔✪✫✣✭✬✛✮✌✯✢✮✱✰✚✣

➛ ❈➂❡❩❏✸❈❉❖♦❋♠❞❫❈❻❡♥❏❁❚❁❍♦❬✸❡♥❍❇❘✩❵❳❬⑥❴P❬✸❋❑❄❅❖◗❊❜③❁❊❳❞❉❄❅❄♥❪❫❄❇❖◗❡❩❄❅❈❉❚❉❄✲s✉❏✸❖♦❡♥❄
Fc

❊❳❚P❡♥❏❁❚❉❚❺❈❉❄❽❋✈❈❉❊❳♣▼❬✾❚✩❍✬❵●❬⑥❞❉❊❜❖◗❄❇❡♥❍❑❊❳❏✸❚❢❞❫❄➄❵●❬❚P❏✸❖◗❝❭❬✸❵❜❄❁❘q❄❩❚⑩❄✏▼ ❄♥❍✇❵❳❄❇❋②❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❳❄❇❋t❸✩❈❉❊P❋❑❏✸❚✩❍⑧❄❇❚①❡♥❏✸❚✩❍♦❬✸❡❣❍②❞❫❊❳❖❑❄❱❡❣❍♠❬q♣❁❄❇❡✇❵●❬❽❴P❬❁❋✈❄❼♣✸❏❁❚❁❍✇❋❑❈❉❴❉❊❳❖✇❡♥❄❩❍✈❍❑❄❼s✉❏❁❖◗❡❩❄
Fc

✐✡❲②❬✾❖❼❡♥❏❁❚P❋✈❨❱❸✩❈❉❄❩❚✩❍✇❵❳❄✲❞❫❨❇❆❉❵❳❬❁❡♥❄❇❝⑩❄❇❚✩❍♠❞❫❄❇❋✬❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈P❵❜❄❱❋②♣▼❬■➀♥❍◗❖❑❄✷❝❭❏❫❞❫❊❜➌P❨✸❘❺❡❩❬✸❖♠❡♥❄❇❵❳❬❽♣▼❬■❄❇❚❉③✸❄❇❚P❞❫❖◗❄❩❖✇❈P❚❞❉❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍
uc

❆❉❖❑❏▼♣❁❏❫❸❁❈P❨■❆P❬✾❖➄❵❳❬❤s✉❖❑❏❫❡❩❄
Fc

❸✩❈❉❊t❋❑❄⑥❖♦❬▼▲◆❏✸❈❉❍❑❄⑥❬✸❈❹❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄❩❝❭❄❇❚❁❍
ui

❆❉❖◗❏▼♣✸❏❫❸✩❈❉❨■❆P❬✾❖❵●❬✵s✉❏✸❖♦❡♥❄■❞❫❄➄❍❑❖♦❬✸❡♥❍❑❊❳❏✸❚
f
✐➛ ❵❜❏❁❖◗❋❼❵●❬❭❵❜❏❁❊❦❞❙❯ ❨❩♣✸❏❁❵❜❈❉❍❑❊❳❏✸❚⑦❞❫❄■❞❫❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍❅❞❫❄❱❋✡❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈P❵❜❄❱❋✰❋✈❄❇❖◗❬⑩❡♥❏❁❝⑩❝❭❄❲❋❑❈❉❊❜❍








u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W ′









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









+ uc

➁❶➡❫✐❳➧❇➝✩➈

❏■❍
W ′

❄❇❋✈❍✡❈P❚❉❄■❝①❬▼❍❑❖◗❊●❡♥❄■❞❫❄■❆❉❖◗❏✸❆P❬✸③❁❬✾❍❑❊❳❏✸❚❢❞❫❏❁❚❉❚❉❨❇❄■❆P❬✾❖❽➆

W ′ =
1

2









1 1 −1 1
1 1 1 −1
−1 1 1 1
1 −1 1 1








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☎✝✆✟✞✡✠☞☛✌✆✎✍✑✏✓✒✌✔✕✆✎✖✘✗☞✙✚✍✘✠☞✆✟✙✛✗☞✜

❃❅❨❩s✉❏✸❖◗❝❭❬✾❍❑❊❳❏✸❚ ❃✲❨♥s✉❏❁❖❑❝①❬▼❍◗❊❜❏❁❚❻❬q♣❁❄❇❡➄❡♥❏❁❚❁❍♦❬✸❡♥❍









u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









W =
1

2









1 1 −1 1
1 1 1 −1
−1 1 1 1
1 −1 1 1

















u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W ′









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









+ uc

W ′ =
1

2









1 1 −1 1
1 1 1 −1
−1 1 1 1
1 −1 1 1









✥✧✦q✥ ✢ ✯❽✿✼✶✾✭✷➓❤➙ ➓❤✫✧✭ ✫ ✳✤➙ ✣❭✯✲✶✭✬➍✳✙➓ ➓❭✭ ➣✰✶✩➙ ✳✙→❁✿✼✭✷✶✸✱✹✫
✫✔✬✟✫✔✬✯✮ ✤ ❉❊✷✴❆✗✵✸✾✽❁❋✾✿✳✶✵❙✳ ✞❅❁ ✑ ❉❊❆✦✥ ✞❅✾

✧✩★✫✪✭✬✯✮✱✰✫✲✳✬✵✴✶✬✯✪✸✷✺✹✟✻✘✹✎✪

❥✇❯ ❄❩❚P❋❑❄❩❝✵❴❉❵❜❄■❞❫❄❱❋✰❨♥❍♦❬▼❍♦❋✡❄❇❋✈❍❅❞❫❨♥➌P❚P❊❦❡♥❏✸❝❭❝❭❄❲❋❑❈❉❊➇❍
E = {ei, 0 ≤ i ≤ 5}

ei =















































































0
❋❑❊❙❵❳❬⑩❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❜❄■❋❑❄❲❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄■❋✈❏❁❈P❋✡❵❶❯ ❬❁❡❣❍❑❊❳❏✸❚⑦❞❫❄❽❵●❬⑩s✉❏✸❖♦❡♥❄➄❄♥❪❫❄❩❖♦❡♥❨❇❄➄❆r❬✾❖❵❶❯ ❏❁❴P❋✈❍◗❬✸❡❩❵❜❄

.

1
❋❑❊❙❵❳❬⑩❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❜❄■❋❑❄❲❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄■❞❉❬✾❚r❋✡❵❳❬❭❞❫❊❳❖❑❄❱❡❣❍◗❊❜❏❁❚➂❏❁❈❉❄❇❋✈❍✈❧➥❄❇❋✈❍

.

2
❋❑❊❙❵❳❬⑩❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❜❄■❋❑❄❲❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄■❞❉❬✾❚r❋✡❵❳❬❭❞❫❊❳❖❑❄❱❡❣❍◗❊❜❏❁❚❻❋❑❈P❞❺❧➥❚❉❏✸❖♦❞

.

3
❋❑❊❙❵❳❬⑩❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❜❄■❋❑❄❲❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄■❞❉❬✾❚r❋✡❵❳❬❭❞❫❊❳❖❑❄❱❡❣❍◗❊❜❏❁❚➂❚❉❏❁❖◗❞❫❧➥❋❑❈P❞

.

4
❋❑❊❙❵❳❬⑩❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❜❄■❋❑❄❲❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄■❞❉❬✾❚r❋✡❵❳❬❭❞❫❊❳❖❑❄❱❡❣❍◗❊❜❏❁❚➂❄❱❋◆❍❑❧❶❏❁❈❉❄❇❋✈❍

.

5
❋❑❊❙❵❳❬⑩❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❜❄❽❄❱❋◆❍✷❊❳❝❭❝⑩❏❁❴❉❊❳❵❜❄❁✐

✼✾✽✁✿✳✪✌✿❀★❁✻✡❂❃✬

❥❦❄❽♣✸❏❁❊❳❋❑❊❜❚r❬✾③✸❄❽❡♥❏❁❚P❋❑❊❳❞❫❨❇❖❑❨➄❄❇❋✈❍❅❞❫❄❽❍◆➅❺❆⑤❄➄♣❁❏✸❚ ▲✷❄❇❈❉❝①❬✾❚❉❚❦✐
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☎✝✆ ❂✝✲ ✬✵✴✶✬ ✹✟✞ ✻✡★✫✪✌✿ ✹✎✿ ✽✁★

u1(i+ 1, j, t+ 1) =

{

1 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3, uc = 0
5 si non

u2(i, j + 1, t+ 1) =

{

2 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3, uc = 0
5 si non

u3(i− 1, j, t+ 1) =

{

4 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3, uc = 0
5 si non

u4(i, j − 1, t+ 1) =

{

3 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3, uc = 0
5 si non❥④❄❇❋✡♣▼❬✾❵❳❄❩❈P❖◗❋✰❡♦❷❉❏❁❊❳❋❑❊❳❄❇❋✡❋✈❏❁❚✩❍✰❞❉❨❇❞❫❈❉❊❜❍❑❄❱❋✷❞❫❄







































1
2 [u1 + u2 − u3 + u4] + uc = 1 pour u1(i+ 1, j, t+ 1)

1
2 [u1 + u2 + u3 − u4] + uc = 2 pour u2(i, j + 1, t+ 1)

1
2 [−u1 + u2 + u3 + u4] + uc = 4 pour u3(i− 1, j, t+ 1)

1
2 [u1 − u2 + u3 + u4] + uc = 3 pour u4(i, j − 1, t+ 1)

✠ ☛✟✡✸✆✟✏☞☛✺✍ ☛✍✌
✎ ❈r❬✾❚P❞❢❊❜❵❙❚❦❯ ➅❢❬⑩❆P❬❁❋❼❞❉❄❽❡❩❏✸❚✩❍◗❬❁❡❣❍❱❘❫❵➎❯ ❨❩♣❁❏✸❵❳❈❫❍❑❊❳❏✸❚❻❞❫❄■❞❫❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍✰❞❫❄❇❋✡❆r❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❇❋❼❄❇❋✈❍✰❄❩❚❉③❁❄❩❚P❞❉❖❑❨➄❆P❬✾❖❵●❬⑩❖❑❛❇③✸❵❳❄⑩➁❾➞P✐ ❏✸➡❁➈❣✐

✫✒✬✟✫✔✬✗✭ ✏ ✑ ❉❊❆✒✑ ✹✤✷ ✵✸❆✏✱✴✳ ◆❅✾ ✓ ❄✏✱✴❆ ✓✻◆❇✾❀✹✤✱P✳✕✓✸✾ ❉✸✼ ✷ ✵✸❆✏✱✴✳

✓ ✽✁★✶✪✭✬✔✞✖✕✡✻✘✹✎✿ ✽✁★ ✴❁✬ ✲ ✻ ✮ ✻ ✪✌✪✭✬

❥ ❬⑩❵❜❏❁❊❦❞❙❯ ❨❇♣✸❏❁❵❜❈❫❍◗❊❜❏❁❚❻❞❉❄❲❞❫❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍✷❬q♣✸❄❱❡✲❡❩❏✸❚✩❍◗❬❁❡❣❍✷❋◗❬✾❚P❋❼s✉❖◗❏✾❍❑❍❑❄❩❝❭❄❇❚❁❍✰❄❱❋◆❍❅❞❫❏❁❚❉❚❉❨❇❄➄❆r❬✾❖■➆








u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W ′









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









+ uc

➁❶➡❫✐❳➧✤✖✩➈

❏■❍
W ′

❄❇❋✈❍✡❈P❚❉❄■❝①❬▼❍❑❖◗❊●❡♥❄■❞❫❄■❆❉❖◗❏✸❆P❬✸③❁❬✾❍❑❊❳❏✸❚❢❸✩❈❉❊❦❖◗❄❩❆P❖❑❨❱❋✈❄❇❚❁❍◗❄✲❵❳❄❇❋✡❊❳❚✩❍❑❄❇❖◗❬❁❡❣❍❑❊❳❏✸❚r❋✡❝⑩❏❁❵❜❨❱❡♥❈❉❵●❬✾❊❳❖◗❄❇❋❇✐
� ❈❉❆❉❆⑤❏❁❋❑❏✸❚P❋✇❸✩❈❉❄

Ni

❄❱❋◆❍✇❵❳❄✷❚❉❏❁❝⑥❴❉❖◗❄✷❞❫❄❇❋✇❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❇❋✇❏❺❡❇❡♥❈❉❆r❬✾❚✩❍♠❈❉❚❤❋❑❊➇❍◗❄✷❞❫❏✸❚P❚❉❨✸❘❁❄♥❍✬❸✩❈❉❊⑤❋✈❄✷❞❫❨❇❆❉❵●❬✸❡♥❄❇❚✩❍❄❇❚❀s✉❏✸❚r❡❣❍❑❊❳❏✸❚✹❞❫❄
ui

✐ ✗✲❚❹❋❑❈❉❆❉❆⑤❏❁❋❑❄⑥❨❇③❁❬✸❵❜❄❇❝⑩❄❇❚✩❍✲❸✩❈❉❄✵❵❳❄❇❋
Nic

❖◗❄❩❆❉❖◗❨❇❋❑❄❩❚✩❍❑❄⑥❵❳❬➂❞❫❄❩❚P❋❑❊❜❍❑❨✵❞❉❄❇❋✲❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❇❋❸✩❈❉❊❦❋❑❄❲❞❫❨❇❆❉❵❳❬❁❡♥❄❇❚❁❍✷❋❑❏✸❈P❋✡❵❶❯ ❄✏▼ ❄♥❍❅❞❫❄■❵●❬✵s✉❏✸❖♦❡♥❄❽❄♥❪❫❄❩❖♦❡♥❨❇❄✲❆r❬✾❖✰❵●❬✵❴r❬✸❋❑❄➄❖◗❊❳③✸❊●❞❫❄✸✐❥ ❬❢❵❳❏✸❊②❞❙❯ ❨❩♣❁❏✸❵❳❈❫❍❑❊❳❏✸❚❂❞❫❄❇❋❽❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❳❄❇❋✲❄❩❚❂❍❑❄❩❖◗❝❭❄⑩❞❉❄⑩❸✩❈P❬✸❚❁❍◗❊➇❍◗❨⑩❞❉❄⑩❝①❬✾❍❑❊❳❛❩❖◗❄✵❄❱❋◆❍■❞❫❏✸❚P❚❉❨❩❄❭➃❢❆r❬✾❖❑❍❑❊❳❖❽❞❉❄➁❶➡❫✐❳➧✤✖✩➈♦✐✘✗✲❚⑦❬








N1(i+ 1, j, t+ 1)
N2(i, j + 1, t+ 1)
N3(i− 1, j, t+ 1)
N4(i, j − 1, t+ 1)









= W ′









N1(i, j, t)
N2(i, j, t)
N3(i, j, t)
N4(i, j, t)









+Nic

➁❶➡❫✐ ❏✾➠✩➈



� ❄❇❡♥❍❑❊❳❏✸❚✼➡❫✐ ➡❫✐✁�✦✆✩✜ ✞ ✚✢✑✏✎✒✑☞✘✛✚✝✘ ☛ ✎✄✂✏✆✟✞✡✠☞☛✛✑P✑☞✚❘✣✟✞ ✎ ☛ ☛✍✜✙✚ ✞ ✞✙✘ � ✁ �

❥❦❄■❞❫❨❩♣❁❄❩❵❳❏✸❆❉❆⑤❄❩❝❭❄❇❚❁❍❅❞❉❄❭➁❶➡❫✐ ❏✾➠✩➈✬❞❉❏✸❚❉❚❉❄

N1(i+ 1, j, t+ 1) =
1

2
[N1(i, j, t) +N2(i, j, t) −N3(i, j, t) +N4(i, j, t)] +N1c

N2(i, j + 1, t+ 1) =
1

2
[N1(i, j, t) +N2(i, j, t) +N3(i, j, t) −N4(i, j, t)] +N2c

N3(i− 1, j, t+ 1) =
1

2
[−N1(i, j, t) +N2(i, j, t) +N3(i, j, t) +N4(i, j, t)] +N3c

N4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[N1(i, j, t) −N2(i, j, t) +N3(i, j, t) +N4(i, j, t)] +N4c

➁➎➡❉✐ ❏❉➧❱➈

➉✇❚❀❋✈❏❁❝⑩❝①❬✸❚❁❍✰❝❭❄❩❝✵❴❉❖◗❄❇❋✰➃⑩❝❭❄❩❝⑥❴P❖❑❄❱❋❩❘❫❏❁❚➂❏❁❴❫❍❑❊❳❄❩❚✩❍
N1(i+ 1, j, t+ 1) +N2(i, j + 1, t+ 1) +N3(i− 1, j, t+ 1) +N4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[2N1(i, j, t) + 2N2(i, j, t) + 2N3(i, j, t) + 2N4(i, j, t)] +N1c +N2c +N3c +N4c ➁➎➡❉✐ ❏■❏✸➈➁➎➡❫✐ ❏✡❏❁➈✬❆r❄❇❈❫❍❅❬q♣✸❏❁❊❜❖✡❵●❬⑥s✉❏❁❖❑❝❭❄■❋❑❈❉❊❜♣▼❬✸❚❁❍◗❄

4
∑

i=1

Ni(x+ ui, t+ 1) =

4
∑

i=1

Ni(x, t) +

4
∑

i=1

Nic

➁➎➡❉✐ ❏✸➢❁➈
➁➎➡❫✐ ❏✾➢✩➈❼❞❫❄❩♣❺❊❳❄❩❚✩❍

4
∑

i=1

Ni(x+ ui, t+ 1) =
4
∑

i=1

(Ni(x, t) +Nic)
➁➎➡❉✐ ❏✾➞✩➈

❞❙❯ ❏■❍➂❵●❬①❡♥❏❁❚P❋❑❄❩❖◗♣q❬✾❍❑❊❳❏✸❚❻❞❫❄❽❵❳❬①❸✩❈P❬✸❚❁❍◗❊➇❍◗❨■❞❫❄■❝①❬▼❍❑❊❳❛❩❖◗❄✸✐
✓ ✽✁★✶✪✭✬✔✞ ✕✘✻✘✹✎✿ ✽✁★ ✴✶✬ ✲✳✻ ✁✄✂ ✻ ★✝✹✎✿ ✹✟✷✵✴✶✬ ✮ ✽ ✂ ✕✁✬✯✮ ✬✯★✝✹

❥④❬⑩❵❜❏❁❊❦❞❙❯ ❨❩♣✸❏❁❵❜❈❉❍❑❊❳❏✸❚⑦❞❫❄❇❋✷❞❉❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍◗❋✰❬q♣❁❄❇❡➄❡♥❏❁❚❁❍♦❬✸❡♥❍✡❄❱❋◆❍








u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W ′









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









+ uc

➁➎➡❉✐ ❏❁➡✸➈

❥❦❄■❞❫❨❩♣❁❄❩❵❳❏✸❆❉❆⑤❄❩❝❭❄❇❚❁❍❅❞❉❄❭➁❶➡❫✐ ❏✸➡❁➈✬❞❉❏✸❚❉❚❉❄

u1(i+ 1, j, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) + u2(i, j, t) − u3(i, j, t) + u4(i, j, t)] + u1c

u2(i, j + 1, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) + u2(i, j, t) + u3(i, j, t) − u4(i, j, t)] + u2c

u3(i− 1, j, t+ 1) =
1

2
[−u1(i, j, t) + u2(i, j, t) + u3(i, j, t) + u4(i, j, t)] + u3c

u4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) − u2(i, j, t) + u3(i, j, t) + u4(i, j, t)] + u4c

➁➎➡❉✐ ❏✸➦❁➈



�✂✁✁� ❿✬❷P❬✾❆❉❊❜❍❑❖◗❄❲➡❫✐☎✄✝✆✟✞✡✠☞☛✍✌✏✎✒✑✔✓✡✑✖✕✗✞✙✘✛✚✢✜✡✕☞✚✤✣✏✜✥✘✦✣★✧✗✆✩✞✙✚✪✚✢✑✏✎✒✑✏✘☎✚

➉♠❚⑦❋❑❏✸❝❭❝①❬✾❚✩❍✰❝❭❄❩❝✵❴❉❖❑❄❱❋✰➃⑩❝⑩❄❇❝⑥❴❉❖◗❄❇❋❇❘❫❏✸❚❻❏✸❴❉❍❑❊❳❄❩❚✩❍
u1(i+ 1, j, t+ 1) + u2(i, j + 1, t+ 1) + u3(i− 1, j, t+ 1) + u4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[2u1(i, j, t) + 2u2(i, j, t) + 2u3(i, j, t) + 2u4(i, j, t)] + u1c + u2c + u3c + u4c

➁❶➡❫✐ ❏❁➟✸➈
➁❶➡❫✐ ❏❁➟✸➈✇❆⑤❄❩❈❫❍➄❬q♣✸❏✸❊❳❖❼❵❳❬⑩s✉❏❁❖❑❝❭❄■❋✈❈P❊❜♣▼❬✾❚✩❍◗❄

4
∑

i=1

ui(x+ ∆x, t+ 1) =
4
∑

i=1

ui(x, t) +
4
∑

i=1

+uic

➁❶➡❫✐ ❏✾➝✩➈
➁❶➡❫✐ ❏✾➝✩➈➋❞❫❄❩♣❺❊❳❄❩❚✩❍

4
∑

i=1

ui(x + ∆x, t+ 1) =

4
∑

i=1

(ui(x, t) + uic)
➁❶➡❫✐ ❏ ✖✩➈

✗✲❚❀❋❑❈❉❆❉❆⑤❏❁❋❑❄⑥❸✩❈❉❄❲❡♦❷P❬❁❸❁❈P❄■❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❲❆⑤❏❁❋◗❋✈❛❱❞❫❄■❈❉❚❉❄⑥❝❭❬❁❋❑❋❑❄
mi

✐ ➛ ❵❜❏❁❖◗❋❇❘❉❄❇❚❀❝⑥❈❉❵❜❍❑❊❳❆❉❵❳❊❳❬✸❚❁❍⑩➁➎➡❫✐ ❏ ✖✩➈❼❆P❬✾❖
mi

❘P❏✸❚❻❏✸❴❫❍◗❊❜❄❇❚❁❍
4
∑

i=1

miui(x+ ui, t+ 1) =

4
∑

i=1

mi(ui(x, t) + uic)
➁❶➡❫✐ ➢✸➠✩➈

❞❦❯ ❏■❍➂❵●❬❭❡♥❏✸❚r❋✈❄❇❖❑♣▼❬▼❍◗❊❜❏❁❚➂❞❫❄■❵●❬❭❸✩❈P❬✾❚✩❍❑❊❜❍❑❨❲❞❉❄➄❝❭❏❁❈❉♣✸❄❇❝⑩❄❇❚✩❍❇✐
✫✒✬✟✫✔✬✏✎ ❚✔❆☞❁ ✞❇❄✏✷ ✵✸❆✏✱✴✳ ◆✄✂ ✞❅✳ ✹✝✱✴✳✶✵✸✷✴✹✺✵ ✓✂✷P✳✕✓ ✜ ❉❊✱ ✵ ✵◗✾✽❁❋✾✿✳P✵ ✷✽✼✴✾✿✹ ✞❇✳❅✾

☎ ✷ ✓✸✾❀❉◗❆✏❱P❆✏◆❇✾
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Γ = Γ1 ∪Γ2
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Γ1 ∩ Γ2 = ∅
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u = 0
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Γ1
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Γ2
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θ(t) = h(X)

❋✈❈P❖
Γ2
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ρ
∂2u

∂t2
= Divσ + f

➁➎➦❉✐ ➞✩➈
❥♠❯ ❨❇♣✸❏❁❵❜❈❫❍◗❊❜❏❁❚➂❞❫❄■❵●❬✵❍❑❄❇❝⑩❆⑤❨❩❖♦❬▼❍◗❈❉❖◗❄➄❄❱❋◆❍✷③❁❏✸❈❉♣❁❄❩❖◗❚❉❨❩❄✲❆P❬✾❖✰❵❶❯ ❨❇❸✩❈P❬▼❍◗❊❜❏❁❚❻❞❉❄■❵➎❯ ❨❩❚❉❄❇❖❑③❁❊❜❄❁✐

ρc
∂θ

∂t
− k

∂θ2

∂X2
= −αθ0

∂u2

∂t∂X
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❬q♣❁❄❇❡

c
❄❱❋◆❍✰❵●❬❭❡❩❬✾❆r❬✸❡♥❊❜❍❑❨❽❡❩❬✸❵❜❏❁❖❑❊❜➌r❸✩❈❉❄❽❞❫❈⑦❝①❬▼❍❑❨❇❖❑❊●❬✾❈➂❄♥❍

k
❄❇❋✈❍✡❵❳❄■❡♥❏❺❄✏❑❤❡❩❊❜❄❇❚❁❍✷❞❫❄❽❍◗❖◗❬✸❚P❋✈s✉❄❩❖❑❍✡❡❩❏✸❚P❞❫❈r❡❣❍❑❊❜s◆✐

❥④❄❇❋✰❡❩❏✸❚P❞❫❊❜❍❑❊❳❏✸❚r❋✡❊❜❚❉❊❜❍❑❊●❬✾❵❳❄❇❋✰❋❑❏✸❚✩❍✷❞❫❏❁❚❉❚❉❨❩❄❱❋✡❆P❬✾❖
u(X, 0) = u0 , u̇(X, 0) = u1 , θ(X, 0) = θ0
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Div σ + f = ρü
❞P❬✾❚P❋

Ω×]0, T [

ρc
∂θ

∂t
− k

∂θ2

∂X2
= −αθ0

∂u2

∂t∂X

❞❉❬✸❚P❋
Ω×]0, T [

σ = (2µ+ λ)
∂u

∂X
− (3λ+ 2µ)α(θ − θ0)

❬q♣✸❄❱❡
u = 0

❋✈❈❉❖
Γ1×]0, T [

θ(t) = h(X)
❋❑❈❉❖

Γ2×]0, T [

❄♥❍
u(X, 0) = u0 , u̇(X, 0) = u1 , θ(X, 0) = θ0

❞P❬✾❚P❋
Ω

❏✡❍
f, θ0, u0, u1, α, c, k, ρ, µ

❄❩❍
λ
❋❑❏✸❚✩❍✷❞❫❏✸❚P❚❉❨❇❋

.
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fk(i, j, t) = C ∆xk(i, j, t) + α ∆θ
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C
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f1(i, j, t) = C ∆x1(i, j, t) = C (x(i− 1, j, t) − x(i, j, t)) + α (θ − θ0)

f2(i, j, t) = C ∆x2(i, j, t) = C (x(i, j − 1, t) − x(i, j, t)) + α (θ − θ0)

f3(i, j, t) = C ∆x3(i, j, t) = C (x(i+ 1, j, t) − x(i, j, t)) + α (θ − θ0)

f4(i, j, t) = C ∆x4(i, j, t) = C (x(i, j + 1, t) − x(i, j, t)) + α (θ − θ0)
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v(θ)
✐

v(θ) = v0
❄♥❪❫❆

(
∆Ht + ∆Hf

R.θ
)
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α
✐

ui = A α σn
i

➁❾➦P✐❜➧❱➠❁➈
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A
❄❇❋✈❍✰❈❉❚❉❄❽❡♥❏❁❚P❋◆❍♦❬✾❚✩❍❑❄➄❄♥❍

n
❄❱❋◆❍✡❈❉❚❢❄❩❪❫❆r❏✩❋❑❬✸❚❁❍✰❞❫❏❁❚❁❍✡❵●❬⑥♣▼❬✾❵❳❄❩❈P❖❼❆⑤❏✸❈P❖❼❵●❬⑩❞❫❨♥s✉❏❁❖❑❝①❬▼❍◗❊❜❏❁❚❤❆P❬✸❖❼❞❫❊✍▼ ❈P❋✈❊❳❏✸❚❄❱❋◆❍■➧❁✐

❲♠❈❉❊❳❋◗❸✩❈❉❄■❵●❬⑩❞❉❨♥s✉❏✸❖◗❝①❬▼❍◗❊❜❏❁❚➂❞❉❬✸❚P❋✷❡♥❄■❡❇❬✸❋✡❄❇❋✈❍✰❆❉❖◗❏▼♣✸❏❫❸✩❈❉❨❩❄➄❆P❬✾❖✰❈P❚❉❄■❋✈❏❁❈❉❖◗❡❩❄■❞❫❄■❡♦❷P❬✾❵❳❄❩❈❉❖❱❘❉❬✾❵❳❏✸❖♦❋

n = 1
❄♥❍

σn
i =

fi

S

S
❄❇❋✈❍✷❵●❬⑩❋❑❈❉❖❑s❾❬✸❡❩❄❽❋❑❈❉❖✰❵●❬✸❸✩❈❉❄❇❵❜❵❳❄❽❵❳❬✵s✉❏✸❖♦❡♥❄

fi

❄❱❋◆❍✷❬✸❆❉❆❉❵❳❊❳❸✩❈❉❨❇❄✸✐
➛ ❵❜❏❁❖◗❋

ui

❞❫❄❩♣❺❊❳❄❩❚✩❍
ui = A′ fi

S

➁➎➦❉✐❳➧✸➧q➈
❿✬❄■❸✩❈❉❊④❞❉❏✸❚❉❚❉❄❽❵❳❄❲❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄❩❝❭❄❇❚❁❍✷❞❫❄❱❋✰❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❜❄❱❋

u1 = A′ f1
S

u2 = A′ f2
S

u3 = A′ f3
S

u4 = A′ f4
S

➁➎➦❉✐❳➧ ❏❁➈

➛ ♣✸❄❱❡
fk(i, j, t) = C ∆xk(i, j, t) + α(θ − θ0)

❬q♣✸❄❇❡
k = 1, 2, 3, 4

➁❾➦P✐❜➧❱➢❁➈
➛ ❵❜❏❁❖◗❋❇❘❺❵❜❄❲❞❉❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍✷❞❫❄❇❋✷❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❇❋✰❞❉❄❩♣❺❊❜❄❇❚✩❍

u1(i, j, t) =
1

S
(D(x(i − 1, j, t) − x(i, j, t)) +D′(θ − θ0))

u2(i, j, t) =
1

S
(D(x(i, j − 1, t) − x(i, j, t)) +D′(θ − θ0))

u3(i, j, t) =
1

S
(D(x(i + 1, j, t) − x(i, j, t)) +D′(θ − θ0))

u4(i, j, t) =
1

S
(D(x(i, j + 1, t) − x(i, j, t)) +D′(θ − θ0))

➁➎➦❉✐❳➧❩➞❺➈

D
❄♥❍
D′

❋✈❏❁❚✩❍✰❞❉❄❇❋✷❡❩❏✸❚P❋✈❍◗❬✸❚❁❍◗❄❇❋❇✐
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OX

✐ ➛ ❵❜❏❁❖◗❋✵❵❜❄➂❝❭❏✸❈❉♣❁❄❩❝❭❄❩❚✩❍⑩❞❉❄➂❵●❬✼❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❳❄➂❡♥❄❇❚✩❍❑❖♦❬✾❵❳❄❖◗❨❇❋❑❈❉❵❜❍❑❄❽❞❫❄❇❋✬s✉❏❁❖◗❡❩❄❇❋
f1, f2, f3, f4

❬✸❆❉❆❉❵❳❊❳❸✩❈❉❨❇❄❇❋❼❋✈❈P❖❼❵❳❄❇❋✡❸✩❈P❬✾❍❑❖◗❄❅♣✸❏❁❊❳❋❑❊❳❚❉❄❇❋✬❴❉❵●❬✾❚P❡♦❷❉❄❱❋❩❘❺❄❇❚❉③✸❄❇❚P❞❫❖♦❬✾❚✩❍✬❵❳❄❩❈❉❖❞❉❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍◗❋
u1, u2, u3, u4

❵❜❄■❵❳❏✸❚P③❭❞❉❄➄❵❶❯ ❬▼❪❫❄■❞❫❄❇❋✷❬✸❴P❋◗❡♥❊●❋❑❋❑❄❇❋
OX
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f

f

+

+

u

u

u

1

2

3

4

2

4

1

2

3

u4

f1 f
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✗✲❚❀❆r❄❇❈❫❍❽❞❉❨♥➌P❚❉❊❳❖❅❵❳❄❇❋➄❞❫❨❇❆❉❵❳❬❁❡♥❄❇❝⑩❄❇❚✩❍◗❋❅❞❉❄❇❋✷❆r❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❇❋❅❴❉❵❳❬✸❚P❡♦❷❉❄❱❋❅❋❑❄❩❵❳❏✸❚❀❵❶❯ ❬✾❪❺❄
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❆P❬✾❖✷❵❳❄❇❋➄❞❫❨❇❆❉❵❳❬❁❡♥❄❩❧❝⑩❄❇❚✩❍◗❋❲➁➎➦❉✐❳➧❩➞✩➈❣✐❥④❬❤❵❳❏✸❊②❞❙❯ ❨❩♣❁❏✸❵❳❈❫❍❑❊❳❏✸❚❂❞❫❄✵❞❫❨❇❆❉❵●❬✸❡♥❄❇❝❭❄❩❚✩❍❽❞❉❄❇❋✲❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❇❋✲❚❉❏❁❊❜❖◗❄❇❋✲❄❇❋✈❍➄❏❁❴❫❍❑❄❇❚❺❈❉❄⑥❄❇❚❹❈❫❍◗❊❜❵❳❊❳❋◗❬✾❚✩❍➄❵❳❬➂❝❭➀❩❝❭❄❞❫❨❩❝①❬✾❖♦❡♦❷❉❄➄❖❑❄❇❆❉❖◗❨❇❋❑❄❩❚✩❍❑❨❇❄❽❞P❬✾❚P❋✡❵❳❄■❡❩❬✸❋✰❞❉❄■❵❳❬❭❞❫❨❩s✉❏✸❖◗❝❭❬✾❍❑❊❳❏✸❚❻❨❩❵●❬✸❋✈❍❑❊●❸✩❈❉❄✸✐








u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= A









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









➁❾➦P✐❜➧q➡✸➈

❏✡❍ ➛ ❄❇❋✈❍✷❈❉❚❉❄■❝①❬▼❍◗❖❑❊●❡♥❄■❞❫❄❽❆❉❖◗❏✸❆P❬✸③❁❬✾❍❑❊❳❏✸❚➂❞❉❏✸❚❉❚❉❨❇❄❽❆P❬✾❖■➆

A =
1

2









1 1 −1 1
1 1 1 −1
−1 1 1 1
1 −1 1 1









✆ ✦✠✟ ✢ ✯❽✿✼✶✾✭✷➓❤➙ ➓❤✫✧✭ ✫ ✳✤➙ ✣❭✯✲✶✭✬➍✳✙➓ ➓❭✭ ➣✰✶✩➙ ✳✙→❁✿✼✭✷✶✸✱✹✫
� ✬ ✙ ✬✯✮ ✤ ❉❊✷✴❆✗✵✸✾✽❁❋✾✿✳✶✵❙✳ ✞❅❁ ✑ ❉❊❆✦✥ ✞❅✾
❥✇❯ ❬✾❈❫❍◗❏✸❝①❬▼❍◗❄❽❡❩❄❩❵❳❵❜❈P❵❳❬✸❊❜❖◗❄❽❄❇❋✈❍✰❞❉❨♥➌P❚❉❊ ❡♥❏✸❝❭❝❭❄■❋✈❈P❊➇❍❲➆
✧✩★✫✪✭✬✯✮✱✰✫✲✳✬✵✴✶✬✯✪✸✷✺✹✟✻✘✹✎✪

➛ ➌P❚❢❞❦❯ ❬❁❋❑❋❑❈❉❖◗❄❩❖✇❵❶❯ ❨❇♣✸❏❁❵❜❈❫❍◗❊❜❏❁❚①❞❫❄❅❵❶❯ ❄❇❚P❋❑❄❩❝⑥❴P❵❜❄❅❞❉❄❇❋✇❖◗❛❩③❁❵❜❄❱❋✇❞❫❄✰❍◗❖◗❬✸❚P❋❑❊➇❍◗❊❜❏❁❚❤❡♥❏✸❚r❡♥❄❩❖◗❚P❬✸❚❁❍✇❵❳❄❅❞❫❨❇❆❉❵●❬✸❡♥❄❇❝❭❄❩❚✩❍❞❫❄❇❋✡❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❳❄❇❋❇❘❫❏✸❚⑦♣▼❬⑩❡♦❷P❏✸❊●❋✈❊❳❖✰❡♥❊❳❚P❸❤❨❩❍◗❬▼❍♦❋✰❸✩❈❉❄■❆r❄❇❈❉♣✸❄❇❚✩❍✡❆P❖❑❄❇❚P❞❫❖◗❄❽❡❩❄❇❋✡❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❳❄❇❋❇✐
E = {ei, 0 ≤ i ≤ 4}
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ei =























































0 si
❵●❬✵❆r❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❽❄❇❋✈❍✷❊❜❝❭❝❭❏✸❴❉❊❳❵❳❄

1 si
❵●❬✵❆r❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄■❋✈❄❲❞❫❨❇❆❉❵●❬✸❡♥❄■❞❉❬✸❚P❋✡❵●❬⑩❞❉❊❜❖◗❄❇❡♥❍❑❊❳❏✸❚❻❏✸❈❉❄❱❋◆❍❑❧❶❄❱❋◆❍❱✐

2 si
❵●❬✵❆r❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄■❋✈❄❲❞❫❨❇❆❉❵●❬✸❡♥❄■❞❉❬✸❚P❋✡❵●❬⑩❞❉❊❜❖◗❄❇❡♥❍❑❊❳❏✸❚⑦❋✈❈P❞❫❧❶❚❉❏❁❖◗❞

3 si
❵●❬✵❆r❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄■❋✈❄❲❞❫❨❇❆❉❵●❬✸❡♥❄■❞❉❬✸❚P❋✡❵●❬⑩❞❉❊❜❖◗❄❇❡♥❍❑❊❳❏✸❚❻❚❉❏✸❖♦❞❺❧➋❋✈❈P❞

4 si
❵●❬✵❆r❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄■❋✈❄❲❞❫❨❇❆❉❵●❬✸❡♥❄■❞❉❬✸❚P❋✡❵●❬⑩❞❉❊❜❖◗❄❇❡♥❍❑❊❳❏✸❚❻❄❇❋✈❍✈❧➥❏✸❈❉❄❱❋◆❍

☎✝✆ ❂✝✲ ✬✵✴✶✬ ✹✟✞ ✻✡★✫✪✌✿ ✹✎✿ ✽✁★

❥ ❬⑩❵❜❏❁❊❦❞❙❯ ❨❇♣✸❏❁❵❜❈❫❍◗❊❜❏❁❚❻❞❉❄❲❞❫❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍✰❄❇❋✈❍✰③✸❨❇❚❉❨❩❖◗❨❩❄❽❆P❬✸❖✰❵❳❬⑩❖◗❛❩③✸❵❳❄❽❋✈❈❉❊❳♣▼❬✾❚✩❍❑❄

u1(i+ 1, j, t+ 1) =

{

1 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3
0 sinon

u2(i, j + 1, t+ 1) =

{

2 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3
0 sinon

u3(i− 1, j, t+ 1) =

{

4 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3
0 sinon

u4(i, j − 1, t+ 1) =

{

3 si u1 = 1, u2 = 2, u3 = 4, u4 = 3
0 sinon

❥④❄❇❋✡♣▼❬✾❵❳❄❩❈P❖◗❋✰❡♦❷❉❏❁❊❳❋❑❊❳❄❇❋✡❋✈❏❁❚✩❍✰❞❉❨❇❞❫❈❉❊❜❍❑❄❱❋✷❞❫❄






































1
2 [u1 + u2 − u3 + u4] = 1 pour u1(i+ 1, j, t+ 1)

1
2 [u1 + u2 + u3 − u4] = 2 pour u2(i, j + 1, t+ 1)

1
2 [−u1 + u2 + u3 + u4] = 4 pour u3(i− 1, j, t+ 1)

1
2 [u1 − u2 + u3 + u4] = 3 pour u4(i, j − 1, t+ 1)

✼ ✽✁✿✳✪✌✿✳★✶✻✡❂❃✬

✗✲❚➂❡♥❏✸❚r❋✈❊●❞❫❛❩❖◗❄❅❈P❚❢♣✸❏❁❊❳❋❑❊❳❚P❬✾③❁❄❅❞❫❄✲❍◆➅✩❆⑤❄➄♣✸❏✸❚❇▲✷❄❩❈P❝❭❬✸❚❉❚❻❆❉❖❑❨❱❋✈❄❇❚✩❍❑❨✲❞P❬✾❚P❋✬❵❳❬⑥➌P③❁❈❉❖❑❄⑩➁❾➦P✐ ➦✩➈❣✐P❿✬❄✷❍◆➅❺❆⑤❄❽❞❉❄♣❁❏✸❊●❋✈❊❳❚P❬✸③✸❄♠❄❱❋◆❍♠❡❩❏✸❝❭❆❉❵❳❛♥❍◗❄❩❝❭❄❩❚✩❍✇❬✸❞❉❬✸❆❫❍❑❨✰➃➄❵●❬➄❡❩❏✸❚❫➌r③✸❈❉❖♦❬▼❍◗❊❜❏❁❚✵❡♥❏❁❚P❋❑❊❳❞❫❨❇❖❑❨❇❄❼❞❉❈✵❍◗❖❑❄❇❊❜❵❳❵❳❊❳❋②❴P❊❳❞❫❊❳❝❭❄❩❚P❋❑❊❳❏✸❚❉❚❉❄❇❵➎✐
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Nord-Sud

Est-Ouest Ouest-Est

Sud-Nord

✂☎✄✝✆✟✞ �✁☛✞� ✍✁�✄✂✆☎✞✝✟☎✞✠☛✡✌☞✆✍✏✎✑✍✓✒✕✔✗✖✘✍✚✙✆✂✛✠✢✜✣✍✥✤✑✦✁✡✛✠✑✠

� ✬ ✙ ✬✗✭ ✏ ✑ ❉◗❆ ✑❅✹✝✷ ✵✸❆✏✱P✳❖◆❅✾ ✓ ❄✏✱✴❆☞✓ ◆❇✾❈✹✝✱✴✳✔✓✂✾ ❉◗✼ ✷ ✵✸❆☞✱✴✳
✓ ✽✁★✶✪✭✬✔✞ ✕✘✻✘✹✎✿ ✽✁★ ✴✶✬ ✲✳✻ ✮ ✻ ✪✭✪✭✬

❥④❬⑩❵❜❏❁❊❦❞❙❯ ❨❩♣✸❏❁❵❜❈❉❍❑❊❳❏✸❚⑦❞❫❄❲❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄❩❝❭❄❇❚❁❍✰❄❱❋◆❍❅❞❫❏❁❚❉❚❉❨❇❄➄❆r❬✾❖■➆








u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









➁❾➦P✐❜➧❱➦❁➈

❏✡❍
W

❄❇❋✈❍①❈❉❚❉❄⑦❝①❬▼❍❑❖◗❊●❡♥❄⑦❞❫❄⑦❆❉❖❑❏❁❆P❬✾③✩❬▼❍◗❊❜❏❁❚➍❸✩❈❉❊✡❖❑❄❇❆❉❖❑❨❱❋✈❄❇❚✩❍❑❄❻❵❜❄❱❋✵❊❳❚✩❍❑❄❇❖◗❬❁❡❣❍❑❊❳❏✸❚r❋✵❄❇❚✩❍❑❖◗❄➂❵●❬❹❆r❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❡♥❄❩❚✩❍◗❖◗❬✸❵❜❄❽❄♥❍✷❋❑❄❇❋✡♣❁❏✸❊●❋✈❊❳❚❉❄❇❋❇✐
� ❈❉❆❉❆⑤❏❁❋❑❏✸❚P❋➂❸✩❈❉❄

Ni

❄❇❋✈❍➂❵❳❄✼❚❉❏✸❝✵❴❉❖◗❄✼❞❫❄❇❋❢❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄❇❋➂❸✩❈❉❊❅❏❫❡❩❡❩❈❉❆⑤❄❩❚✩❍➂❈❉❚✤❋❑❊❜❍❑❄❹❞❫❏❁❚❉❚❉❨❁❘♠❄♥❍⑦❸✩❈❉❊✲❋❑❄❞❫❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❚✩❍✰❄❩❚❻s✉❏✸❚r❡❣❍❑❊❳❏✸❚⑦❞❫❄
ui

✐❃⑥❯ ❬✾❆❉❖◗❛❇❋ ❵❳❄❇❋ ❷✩➅❺❆⑤❏✾❍◗❷❉❛❇❋❑❄❇❋ ❞❫❄♠❵●❬✷❆❉❷❺➅❫❋❑❊❳❸✩❈❉❄✬❝⑩❏❁❵❜❨❱❡♥❈❉❵●❬✾❊❳❖◗❄✸❘❩❵❳❄✬❞❉❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍⑧❞❉❄♠❵●❬❅❸✩❈P❬✾❚✩❍◗❊➇❍◗❨✬❞❫❄❼❝①❬▼❍❑❊❳❛❩❖◗❄
Ni

❄❇❋✈❍✷❖◗❨❩③✸❊❳❄➄❆P❬✾❖✰❵●❬⑩❵❜❏❁❊❦❞❙❯ ❨❇♣✸❏❁❵❜❈❫❍◗❊❜❏❁❚❻❞❉❄❇❋✰❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❳❄❇❋❽➁❾➦P✐❜➧❱➦❁➈❣✐ ✗✲❚❀❬








N1(i+ 1, j, t+ 1)
N2(i, j + 1, t+ 1)
N3(i− 1, j, t+ 1)
N4(i, j − 1, t+ 1)









= W









N1(i, j, t)
N2(i, j, t)
N3(i, j, t)
N4(i, j, t)









➁❾➦P✐❜➧▼➟✾➈



� � � ❿✬❷P❬✸❆❉❊❜❍❑❖◗❄❲➦❉✐☎✄✝✆✩✞■✠✏☛ ✌✏✎✒✑ �✘✄✛✑✏✆ ✎✒✞✛✂✏☛✍✜✙✣ ✚ ✞✡✠☞☛✛✑

❥④❄■❞❫❨❩♣❁❄❩❵❳❏✸❆❉❆⑤❄❩❝❭❄❩❚✩❍✷❞❫❄❤➁➎➦❉✐❳➧q➟✾➈❼❞❫❏❁❚❉❚❉❄

N1(i+ 1, j, t+ 1) =
1

2
[N1(i, j, t) +N2(i, j, t) −N3(i, j, t) +N4(i, j, t)]

N2(i, j + 1, t+ 1) =
1

2
[N1(i, j, t) +N2(i, j, t) +N3(i, j, t) −N4(i, j, t)]

N3(i− 1, j, t+ 1) =
1

2
[−N1(i, j, t) +N2(i, j, t) +N3(i, j, t) +N4(i, j, t)]

N4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[N1(i, j, t) −N2(i, j, t) +N3(i, j, t) +N4(i, j, t)]

➁➎➦❉✐❳➧❇➝✩➈

➉♠❚⑦❋❑❏✸❝❭❝①❬✾❚✩❍✰❝❭❄❩❝✵❴❉❖❑❄❱❋✰➃⑩❝⑩❄❇❝⑥❴❉❖◗❄❇❋❇❘❫❏✸❚❻❏✸❴❉❍❑❊❳❄❩❚✩❍
N1(i+ 1, j, t+ 1) +N2(i, j + 1, t+ 1) +N3(i− 1, j, t+ 1) +N4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[2N1(i, j, t) + 2N2(i, j, t) + 2N3(i, j, t) + 2N4(i, j, t)] ➁➎➦❉✐❳➧✤✖✩➈➁➎➦❉✐❳➧✤✖✩➈✇❆⑤❄❩❈❫❍➄❬q♣✸❏✸❊❳❖❼❵❳❬⑩s✉❏❁❖❑❝❭❄■❋✈❈P❊❜♣▼❬✾❚✩❍◗❄

4
∑

i=1

Ni(x+ ui, t+ 1) =

4
∑

i=1

Ni(x, t)
➁➎➦❉✐ ❏✾➠❁➈

❞❦❯ ❏■❍➂❵●❬❭❡♥❏✸❚r❋✈❄❇❖❑♣▼❬▼❍◗❊❜❏❁❚➂❞❫❄■❵●❬❭❸✩❈P❬✾❚✩❍❑❊❜❍❑❨❲❞❉❄➄❝①❬✾❍❑❊❳❛❩❖◗❄✸✐

✓ ✽✁★✶✪✭✬✔✞✖✕✡✻✘✹✎✿ ✽✁★ ✴❁✬ ✲ ✻ ✁ ✂ ✻ ★✁✹✎✿ ✹✌✷ ✴❁✬✱✮ ✽ ✂ ✕✁✬✯✮ ✬✯★✝✹

❥ ❬⑩❵❜❏❁❊❦❞❙❯ ❨❇♣✸❏❁❵❜❈❫❍◗❊❜❏❁❚❻❞❉❄❇❋✡❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❜❄❱❋✡❄❇❋✈❍✷❵❳❬❭❋❑❈❉❊❳♣q❬✸❚✩❍❑❄








u1(i+ 1, j, t+ 1)
u2(i, j + 1, t+ 1)
u3(i− 1, j, t+ 1)
u4(i, j − 1, t+ 1)









= W









u1(i, j, t)
u2(i, j, t)
u3(i, j, t)
u4(i, j, t)









➁➎➦❉✐ ❏❫➧q➈

❵❳❄■❞❫❨❩♣❁❄❩❵❳❏✸❆❉❆⑤❄❩❝❭❄❇❚❁❍❅❞❉❄❭➁➎➦❉✐ ❏❫➧q➈✬❞❉❏✸❚❉❚❉❄

u1(i+ 1, j, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) + u2(i, j, t) − u3(i, j, t) + u4(i, j, t)]

u2(i, j + 1, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) + u2(i, j, t) + u3(i, j, t) − u4(i, j, t)]

u3(i− 1, j, t+ 1) =
1

2
[−u1(i, j, t) + u2(i, j, t) + u3(i, j, t) + u4(i, j, t)]

u4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[u1(i, j, t) − u2(i, j, t) + u3(i, j, t) + u4(i, j, t)]

➁➎➦❉✐ ❏✡❏❁➈



� ❄❇❡♥❍❑❊❳❏✸❚❀➦❉✐ ➞P✐✁�✦✆✩✜ ✞ ✚✢✑✏✎✒✑☞✘✛✚✝✘ ☛ ✎✄✂✏✆✟✞✡✠☞☛✛✑P✑☞✚❘✣✟✞ ✎ ☛ ☛✍✜✙✚ ✞ ✞✙✘ �✄� �

➉✇❚❀❋✈❏❁❝⑩❝①❬✸❚❁❍✰❝❭❄❩❝✵❴❉❖◗❄❇❋✰➃⑩❝❭❄❩❝⑥❴P❖❑❄❱❋❩❘❫❏❁❚➂❏❁❴❫❍❑❊❳❄❩❚✩❍
u1(i+ 1, j, t+ 1) + u2(i, j + 1, t+ 1) + u3(i− 1, j, t+ 1) + u4(i, j − 1, t+ 1) =
1

2
[2u1(i, j, t) + 2u2(i, j, t) + 2u3(i, j, t) + 2u4(i, j, t)]

➁❾➦P✐ ❏✸➢❁➈
➁❾➦❉✐ ❏✾➢✩➈✬❆r❄❇❈❫❍❅❬q♣✸❏❁❊❜❖✡❵●❬⑥s✉❏❁❖❑❝❭❄■❋❑❈❉❊❜♣▼❬✸❚❁❍◗❄

4
∑

i=1

ui(x+ ∆x, t+ 1) =
4
∑

i=1

ui(x, t)
➁❾➦❉✐ ❏▼➞❺➈

✗✲❚❻❋❑❈❉❆❉❆⑤❏❁❋❑❄■❸❁❈P❄❽❡♦❷r❬✸❸✩❈❉❄➄❆P❬✾❖❑❍❑❊●❡♥❈❉❵❳❄➄❆r❏✩❋❑❋❑❛❇❞❫❄❽❈❉❚P❄➄❝①❬❁❋❑❋❑❄
mi

✐ ✗✲❚➂❝✵❈❉❵➇❍◗❊❜❆P❵❜❊●❬✾❚✩❍✰❵➎❯ ❨❇❸✩❈P❬✾❍❑❊❳❏✸❚⑨➁❾➦P✐ ❏✾➞✩➈❆P❬✾❖
mi

❘❉❏❁❚➂❏❁❴❫❍❑❊❳❄❩❚✩❍
4
∑

i=1

miui(x+ ∆x, t+ 1) =

4
∑

i=1

miui(x, t)
➁❾➦❉✐ ❏✸➡❁➈

❞❙❯ ❏■❍➂❵●❬①❡♥❏❁❚P❋❑❄❩❖◗♣q❬✾❍❑❊❳❏✸❚❻❞❫❄❽❵❳❬①❸✩❈P❬✸❚❁❍◗❊➇❍◗❨■❞❫❄■❝❭❏✸❈❉♣❁❄❩❝❭❄❩❚✩❍❇✐
� ✬ ✙ ✬✏✎ ❚✒❆☞❁ ✞❅❄✏✷ ✵✸❆✏✱P✳❖◆✄✂ ✞❅✳❇✾❀◆✔✑ ✜✙✱ ❉❊❁❋✷ ✵✸❆✏✱✴✳ ✵✡✠❇✾ ❉★❁❋✱ ✑✿❄✏✷ ✓ ✵✸❆✦✥ ✞❅✾
❥✇❯ ❄♥❪❫❄❩❝❭❆❉❵❳❄✇❞❫❄♠❋❑❊❜❝✵❈❉❵●❬▼❍❑❊❳❏✸❚■❸✩❈❉❄②❵❶❯ ❏❁❚■❬✰❡♥❏✸❚r❋✈❊●❞❫❨❩❖◗❨✸❘❇❡♥❏✸❚r❡♥❄❩❖◗❚❉❄t❵❳❄♠❞❫❨❩❆P❵❳❬❁❡♥❄❩❝❭❄❇❚❁❍④❞❉❄❇❋❙❆P❬✸❖✈❍◗❊❳❡❩❈❉❵❳❄❇❋❦❡❩❏✸❚P❋✈❍❑❊❜❧❍❑❈P❬✸❚❁❍⑧❵❜❄❼❋✈❏❁❵❜❊●❞❫❄✬❨❩❵●❬✸❋✈❍❑❊●❸❁❈P❄✬❞❫❄❼❞❫❊❜❝❭❄❇❚P❋✈❊❳❏✸❚❢➧❱➡q❪❙➧q➡❫✐❱❿✬❄❼❞❫❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍⑧❄❇❋✈❍ ❄❩❚P③✸❄❩❚r❞❫❖❑❨♠❆P❬✾❖⑧❵➎❯ ❬✾❆P❆❉❵❜❊●❡❩❬✾❍❑❊❳❏✸❚❞❫❄❇❋✬s✉❏✸❖♦❡♥❄❱❋❼❄♥❪❺❍❑❨❇❖❑❊❳❄❩❈❉❖◗❄❇❋

f
❄❩❍✡❵●❬⑩❋✈❏❁❈❉❖◗❡❩❄➄❞❉❄➄❡♦❷P❬✸❵❜❄❇❈❉❖✰❞❫❄✲❍❑❄❩❝❭❆⑤❨❩❖♦❬▼❍◗❈❉❖❑❄

θ
✐ ➛ ❈❻❡❩❏✸❈❉❖♦❋✬❞❉❄❽❡❩❄♥❍❑❍❑❄❽❋✈❊❳❝⑥❈❫❧❵❳❬✾❍❑❊❳❏✸❚❦❘❁❏✸❚❤❏❁❴P❋✈❄❇❖❑♣❁❄✷❬✾❈P❋◗❋❑❊P❵●❬■♣▼❬✾❖◗❊❳❬✾❍❑❊❳❏✸❚❤❞❫❈❢❞❉❨❩❆❉❵●❬✸❡❩❄❩❝❭❄❩❚✩❍✬❞❫❈➂❡♥❄❩❚✩❍◗❖❑❄❅❞❉❄❅❝①❬✸❋◗❋✈❄✲❬✾❊❳❚P❋✈❊⑤❸✩❈❉❄❅❵❶❯ ❨❇❚❉❨❩❖◗③✸❊❳❄❆r❏✸❍❑❄❩❚✩❍◗❊❜❄❇❵❜❵❳❄✷❞❫❈❭❋✈➅❫❋✈❍❑❛❩❝❭❄✰❄❇❚⑥s✉❏❁❚P❡❣❍◗❊❜❏❁❚❭❞❉❈⑥❍◗❄❩❝❭❆P❋❇✐✭✗✲❚⑩❡❩❏✸❚P❋❑❊●❞❫❛❩❖◗❄✡❆r❏❁❈❉❖②❵❜❄❱❋②❋✈❊❳❝⑥❈P❵❳❬✾❍❑❊❳❏✸❚P❋❇❘▼❵❜❄❱❋t♣▼❬✾❵❳❄❩❈❉❖♦❋❋✈❈❉❊❳♣▼❬✾❚✩❍❑❄❱❋❽➆
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