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Introduction générale

Pour les applications pratiques telles que les calculs de fatigue, d’endommagement ou de contrdle,
les ingénieurs ont modélisé pendant longtemps les phénomenes géophysiques (vent, houle, séismes,
etc...) par des processus stochastiques gaussiens. Et cela pour plusieurs raisons, la principale étant
qu’un processus gaussien est caractérisé€ par la donnée de deux grandeurs déterministes : sa fonction
moyenne et sa fonction d’autocorrélation, grandeurs qui sont aisées a estimer expérimentalement.
Une deuxieme raison est que, dans le cadre d’hypotheses linéaires, la réponse d’un systeme li-
néaire a une excitation modélisée par un processus gaussien est encore un processus gaussien dont
les caractéristiques sont immédiatement obtenues par les résultats de la théorie du filtrage linéaire.
Enfin, il existe des méthodes simples et peu gourmandes en puissance de calcul pour simuler les
trajectoires de processus gaussiens.

Depuis quelques temps, la nécessité de réduire les colits de conception des systemes (avions,
véhicules...), I’'introduction de modeles plus réalistes de systemes non linéaires ainsi que la volonté
d’appliquer des reglements relatifs a la sécurité plus séveres, parallélement aux progres techniques
effectués dans le domaine des ordinateurs, ont amenés les industriels a intégrer de plus en plus dans
leurs codes des méthodes de simulation de Monte-Carlo. Dans ce contexte est apparu le besoin de
modéliser des chargements aléatoires en accord avec les chargements réels qui ont souvent, comme
de nombreuses mesures 1’ont montré (voir par exemple [41]), des caractéristiques typiquement non
gaussiennes.

Quelques méthodes ont été proposées pour générer des trajectoires de processus non gaussiens
([20, 25, 51, 55, 60, 61, 75]). La principale difficulté réside dans la caractérisation des processus :
alors que dans le cas particulier des processus gaussiens seule la donnée des fonctions moyenne et
autocorrélation suffit a déterminer completement le processus, dans le cas général I’ensemble (infini)
des systemes de loi finies-dimensionnelles {£( Xy, , ..., Xy, ), n > 1, t; € R} doit étre connu pour
caractériser le processus (X;, ¢ € R). Evidemment, une telle donnée n’est jamais accessible en
pratique pour les excitations réelles évoquées plus haut et on doit se contenter d’une description
partielle des processus non gaussiens. La quantit€ minimum raisonnable d’information utilisée pour
«approcher» le comportement réel du processus non gaussien doit inclure la loi marginale d’ordre

un et la fonction d’autocorrélation. Mais souvent méme la loi marginale d’ordre un n’est pas connue
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et I’on doit traiter le probleme de simulation avec la seule donnée d’un nombre fini de ses moments.

Le but de cette these est justement, afin de répondre notamment a I’ attente des industriels, de pro-
poser un modele de processus (champ) non gaussien, stationnaire, a valeur dans R et une méthode
de simulation de ses trajectoires dans un cadre plus général et/ou mieux justifié mathématiquement
que les méthodes déja existantes.

Si le but central de la these est celui-ci, notre contribution se trouve cependant diss€éminée dans
plusieurs parties du mémoire. En effet, outre les parties III et IV qui répondent directement au sujet,
une réflexion originale est apportée sur les méthodes de simulation des processus gaussiens dans la
premiere partie, le probleme classique des moments étendu au cas des processus est examiné dans
la partie V et deux démonstrations relatives a la premiere partie figurent en annexes D et E.

Le mémoire s’organise de la maniere suivante. Dans la premiere partie, nous donnons une for-
mule de représentation générale via le bruit blanc gaussien permettant de trouver ou retrouver les
méthodes de simulation des processus gaussiens. Deux de ces méthodes de simulation , la méthode
spectrale et de réalisation markovienne, sont utilisées ensuite dans les techniques de simulation non
gaussienne. La deuxieme partie est consacrée a I’étude bibliographique des méthodes de simulation
non gaussienne relevées dans la littérature relative a 1’ingénierie mécanique. Dans la troisieme par-
tie est proposé€e une méthode de simulation de processus non gaussien strictement stationnaire sous
la donnée de la loi marginale d’ordre un, ou des premiers moments de cette loi, et de la fonction
d’autocorrélation. Les méthodes de simulation des processus gaussiens étant connues et efficaces,
I’idée est donc de considérer une transformation non linéaire de processus gaussien pour obtenir un
procesus non gaussien. Ainsi dans cette partie, sont d’abord décrites la transformation non linéaire
considérée, sa projection sur la base des polynomes d’Hermite ainsi que la détermination de la fonc-
tion d’autocorrélation du processus gaussien sous-jacent. Puis des expériences numériques mettent
en oeuvre et illustrent ces méthodes de simulation. Les convergences du modele sont étudiées dans
la quatrieme partie. La cinquieéme partie traite du probleéme classique des moments et de son ex-
tension au cas des processus, le principe du maximum d’entropie est par ailleurs exposé, ceci étant
directement lié aux données du probleme. Enfin, en annexe, figurent quelques rappels élémentaires
(annexes A, B et C) ainsi que deux points (annexes D et E) relatifs a la connexion entre les notions
de bruit blanc et mouvement brownien a laquelle nous nous sommes intéressés lors de 1’étude de la

simulation gaussienne.
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Abréviations

v.a.: variable aléatoire,

m.q.: moyenne quadratique,

i.i.d.: indépendantes identiquement distribuées,

p.s.: presque siirement.
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I SIMULATION DE PROCESSUS ET
CHAMPS GAUSSIENS

De nombreuses méthodes de simulation de processus et champs stochastiques gaussiens existent.
Elles sont décrites de manieres indépendantes dans la littérature ([4, 11, 18, 25, 30, 31, 36, 37, 53,
64, 69, 70, 71]). L’ originalité de cette partie est de donner une présentation unifiée de toutes ces mé-
thodes de simulation. Pour cela, afin de dégager des points communs, nous avons utilis€ la théorie
des processus généralisés et spécialement celle du bruit blanc.

Dans les années 1950, Guelfand et Itd ont introduit indépendamment la notion de processus
stochastique généralisé. Car la notion de processus stochastique ordinaire ne suffit pas toujours
pour décrire certains phénomenes physiques. On peut par exemple évoquer (cf Guelfand et Vilenkin
[19]) le fait qu’un appareil de mesure ne fournit pas la valeur exacte de la grandeur aléatoire X; a
I’instant ¢ mais une certaine grandeur moyenne :

X, = / (1) X,dt

ou ¢ caractérise 1’appareil de mesure. Imaginons que 1’on fasse la mesure avec plusieurs appareils
différents. X4 définit alors une fonction aléatoire linéaire en ¢, i.e un processus généralisé. Plus
généralement, les processus généralis€s sont des processus pour lesquels les trajectoires ne sont pas
données par des fonctions mais plutot par des fonctions généralisées. Le bruit blanc gaussien en est
I’exemple le plus classique. La loi d’un tel processus est une mesure de probabilité sur un espace de
fonctions généralisées et cet espace doit étre spécifié€ pour chaque processus généralisé.

Rappelons que la loi d’un processus (champ) stochastique ordinaire (X;,t € R?), sous des hy-
potheses de compatibilité, est totalement caractéris€ par la donnée des lois finies-dimensionnelles
{L(Xy,.... Xi,), k €N, (ty, ..., 1) € R} (théoréme d’extension de Kolmogorov). En ce qui
concerne les processus généralisé€s, on peut donc se demander si la connaissance des lois finies-
dimensionnelles £(X,, ..., Xy, ), ot k € N* et ol les ¢; appartiennent & un espace vectoriel topo-
logique E, permet de caractériser la loi du processus (X, ¢ € E). Le théoréeme de Minlos donne la
réponse, il est exposé en détail dans le chapitre suivant.

Puis nous nous attacherons a la description du bruit blanc gaussien. Ce processus généralisé
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nous sera en effet tres utile pour exposer ensuite de maniere générale les techniques de simulation

de processus (champs) stochastiques gaussiens ordinaires.

1 Processus généralisés

Nous rappelons ici le contexte mathématique nécessaire a la définition des processus généralisés
et en particulier le théoreme de Minlos.

1.1 Espaces nucléaires

Le théoréme de Minlos est souvent énoncé sur 1’espace S’ (R?) (espace des distributions tempé-
rées). En toute généralité, il nécessite la notion d’espace localement convexe nucléaire, dont S(R?)

est un exemple classique.

Définition 1.1.1 (Espace dénombrablement hilbertien)
Soit £ un espace vectoriel topologique muni d’une famille de normes (||.||,,)nen- dérivant des pro-

duits scalaires ((.,.),) E' est dit dénombrablement hilbertien si les assertions suivantes sont

neN* -
vérifiées :

i. Les normes (||.||,,)nen sont compatibles, c’est a dire telles que si une suite tend vers O pour la

norme ||.||,, et si cette suite est de Cauchy pour la norme ||.||, alors elle converge vers O pour

la norme ||.],,,.

ii. Les normes vérifient les inégalités

I.Il,, < II-ll,, pour n < m (on peut aisément se ramener

a ce cas) de sorte que E,, C E,, ou E; désigne le complété de E pour la norme ||.||, (E; est
donc un espace de Hilbert).

iii. F est complet pour la topologie définie par le systeme fondamental de voisinage de I’origine :
Unle) ={z € E, |z]|, <€}, (¢e>0).

Remarques 1.1.2
— Pour cette topologie E est un espace de Fréchet et E = (.2, E;.

16



— Examinons le dual E' de E. Soit E), dual de E,,. On a:

E = D E..
n=1

Définition 1.1.3 (Espace nucléaire)

(On garde les notations de la définition précédente)

E espace dénombrablement hilbertien est dit nucléaire si pour tout m il existe n > m tel que
I’injection canonique

n .
. E,— E,
est nucléaire.

Remarques 1.1.4
— Dans cette définition on peut se contenter de supposer que I est un opérateur de Hilbert-
Schmidt (car la composition de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt est un opérateur nu-
cléaire).
— A cette définition correspond une définition géométrique équivalente (voir par exemple [38]) :
un espace dénombrablement hilbertien est dit nucléaire si I'ellipsoide &, = {||¢||,,, =1}
est compacte pour la norme ||.||, et si la somme (ou la somme des carrés) des demi-axes

principaux forme une série convergente.

Nous donnerons des exemples d’espaces nucléaires plus loin (voir aussi [9], [21] et [46]).

1.2 Théoreme de Minlos

La définition d’espace nucléaire acquise, on peut alors énoncer le théoreme fondamental pour
la construction des processus généralisé€s. Le théoréme de Minlos proprement dit est un théoreme
d’extension de mesure (voir 1’article de Minlos [38] pour 1’énoncé et la démonstration). En effet,
on construit tout d’abord les processus généralisés sur des ensembles cylindriques de E’ ce qui fait
apparaitre des mesures simplement additives. Le résultat démontré par Minlos est que toute mesure
de probabilité simplement additive définie sur la tribu cylindrique de F’, espace dual de F nucléaire,
est prolongeable a une mesure de probabilité o-additive définie sur la tribu borélienne de E’. On peut
interpréter ce résultat comme une «extension» du théoreme de Kolmogorov.

Nous nous intéressons plutot a une autre formulation ([21], [23], [24]), qui elle peut étre vue
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comme une extension du théoreme de Bochner. Aussi le théoreme suivant est souvent appelé théo-

reme de Bochner-Minlos.

Théoreme 1.2.1 (Minlos)
Soit C' une fonction définie sur F espace nucléaire telle que

— il existe p tel que C' est continue pour la norme ||. | ,,

— C est de type positif,

- C(0)=1.

Alors il existe une unique mesure de probabilité ;v sur (E', B(E")) telle que pour tout ¢ € E

[ ewli <w.6>)dulw) =€), (1.1)

ou < .,. > désigne le crochet de dualité.
(C est une fonction caractéristique sur F)

On rappelle ici la notion de processus généralisé :

Définition 1.2.2
Un processus généralis€ est un systeme de v.a. indexé par 1’espace des paramétres I/ (espace nu-
cléaire)
(X(b ) ¢ € E))
défini sur un espace probabilisé (€2, A, P) et tel que I’application ¢ — X, est linéaire et continue,

i.e. (cf [19]) quel que soit (Pyy, ..., Py, tendant vers (P, ..., D,,), la loi jointe de (Xo,,, ..., Xo,, )
tend vers celle de (Xg,, ..., Xo,).

On peut alors introduire la définition suivante :

Définition 1.2.3
(avec les notations du théoréme)
Soit

C0) = [ expliX.)ap

la fonction caractéristique du processus généralisé (X, ¢ € E). La mesure de probabilité ;1 corres-
pondante (dont I’existence est donnée par le théoréme de Minlos) est appelée distribution ou loi de
(Xy) et C(¢) est la fonction caractéristique de fu.
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2 Bruit blanc scalaire

Le bruit blanc gaussien est I’exemple le plus simple de processus généralisé. On s’intéresse ici
au bruit blanc a valeurs scalaires (i.e. dans R). Pour le définir, précisons d’abord les espaces qui
entrent en jeu.

Soit A un espace de Hilbert. On identifie /1 et son dual. Soit X espace vectoriel topologique

réel localement convexe tel que :
— X est le dual d’un espace nucléaire ),
— ) est un sous-espace dense de H et I’injection )Y — H est continue.

On a donc le triplet Y C H C X (ou les inclusions désignent des injections continues), appelé
triplet hilbertien ou triade hilbertienne dans [19] .
On note (.,.)x et ||.||; le produit scalaire et la norme associés a I’espace de Hilbert H.

D’apres le théoréme de Minlos, il existe une mesure de probabilité uy sur (X, B(X)) telle que

‘ [E3F:
Vo € ), / <> dpyy (w) = e*¥ ) 2.1
X
On définit alors le processus généralisé «bruit blanc» W :
W:YxXx — R (2.2)
(p,w) — <w,p>. (2.3)
(2.4)
D’autre part, on note a ¢ fixé:
Wy: X — R (2.5)
w — <w,p>. (2.6)
2.7)

W, est une v.a. de loi N(0, ||¢]|%).

Remarque 2.1

Trés souvent le bruit blanc est défini pour Y = S(R?), H = L*(R¢) et ¥ = S'(R?).

Dans ce cadre précis, il existe des connections entre le bruit blanc gaussien (processus généralis¢€)
et le mouvement brownien standard (processus stochastique ordinaire). En effet, prenons dans un
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premier temps ) = S(R'), H = L*(R") et X = S'(R"). Le mouvement brownien (B;,t € R")
peut étre défini sur (X, B(X), ) par:

Bt(u.)) =< w, ]I[O,t] > .

Bien que la fonction indicatrice I 5 n’appartienne pas a)) = S(R"), 1o 4 peut étre approchée par
une suite (¢y,), de fonctions de ) (par densité) et

déf .
<w, Moy >= nll_{go < W, Qp >

existe et est indépendant du choix de la suite (¢,,),. On peut par ailleurs définir le mouvement
brownien sur tout R en remplagant 1y ; par sign(t) x T4 r0,0v0)- Enfin on peut aussi ais€ément définir
le mouvement (ou drap) brownien sur ]Ri par

.....

A T'aide de cette définition du mouvement brownien, il est naturel de définir I’intégrale de
Wiener-1t6 de L*(R?) par (cf [24] et annexe E)

d(2)dB(z,w) E< w, ¢ >, we S'(RY).
Rd
Par intégration par parties pour les intégrales de Wiener-Ito, on a

¢ (2)B(z)dz.

X Tr) = (— d — X
Rd Qb( )dB( ) ( 1) Rd 8x1...8md

On s’intéresse a cette derniere égalité dans I’annexe E.
Donc

_ a_ 0%
We = <(_1) 8x1...8xd’B)

2B
B <¢’ 8x1...8xd) ’

ot (.,.) désigne le produit scalaire standard de L*(R?).

En d’autres termes, au sens des distributions, on a

0B

W= Oxy..0xy
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3 Bruit blanc et processus stochastiques or-
dinaires scalaires

On garde les notations du paragraphe précédent.
En utilisant la notion de bruit blanc, on peut construire des processus (champs) stochastiques
ordinaires gaussiens, comme on le montre ci-apres.

Soit (¢, z € R?) une famille de fonctions de ). On considere le champ stochastique ordinaire

X, = Wy, 3.1
Proposition 3.1
(X,, x € RY) est un champ stochastique gaussien centré de fonction d’autocorrélation
Rx(z,y) = (¢a, ¢y) - (3.3)
Preuve
Par linéarité de W, on a
E(exp (i(t X, +12X,))) = E(exp (iW (t¢s + t20y))) (3.4)
tigy + tady |7
_ eXp(—H 1¢ —; 2¢?JHH) (3.5)
1
= eXp(—é(tl tQ)F(tl tQ)T) (36)
ou ,
= 2 .
(¢za ¢y)H ”¢yHH
Donc
a

Supposons maintenant H séparable. Il existe donc une base orthonormée dénombrable (¢;);en C
Y de H. Ce qui permet d’obtenir une formule explicite pour la simulation du bruit blanc. On peut
en effet écrire :

VoeY, Wo=) aW., (3.8)
=0
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ol a; = (¢, €i)m,
la série convergeant dans L*(X, juy) et ot I'on remarque que (TV,,), est une suite de v.a. i.i.d.
N(0,1).

Enfin, toujours sous I’hypotheése H séparable, on peut de méme écrire une formule générale de
représentation des champs gaussiens (X, = W,z € R?).

Proposition 3.2
Soit de nouveau (e;);eny C ) base orthonormée de H (séparable). On a
Vo e RY etVo, € Y,

la série convergeant dans L*(X | juyy).

Cette représentation permet de séparer le temps et 1’aléa. On comprend aisément I’intérét d’une
telle représentation pour la simulation : en effet, la formule de simulation numérique consiste donc
en une combinaison linéaire de v.a. gaussiennes indépendantes, les coefficients étant des fonctions
déterministes.

Dans la suite nous présentons diverses méthodes de simulation de processus stochastiques gaus-
siens sous cet angle. Les espaces ), H et X seront donc précisés ainsi que les fonctions ¢, et,
selon le cas, la base (¢;);. Le but est de montrer que toutes les méthodes classiques de simulation de
champs gaussiens, rencontrées de maniere indépendante dans la littérature, découlent directement
de la représentation générale des champs.

Remarque 3.0.4 (importante)
Par densité de Y dans H, on peut étendre tous ces résultats a (¢, z € R?) famille de fonctions de

H. De méme on peut prendre la base (e;); C H. Cela sera souvent utilisé dans la suite.
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4 Markovianisation approchée

Cette méthode de simulation est fondée sur le principe de réalisation markovienne des processus
gaussiens centrés a spectre rationnel. En mécanique aléatoire, les densités spectrales des processus
modélisant des phénomenes physiques tels que la houle ou le vent ne sont en général pas ration-
nelles. Cependant ces processus sont souvent physiquement réalisables (i.e sont le résultat du filtrage
causal et stable d’un bruit blanc) et donc leur spectre est «approchable» par des spectres rationnels.

Dans un premier temps nous décrivons les espaces sur lesquels on se place. Ensuite la notion
de réalisation markovienne sera explicitée. Enfin, le principe de markovianisation approchée et la

simulation numérique qui en découle seront exposés.

4.1 Définition des espaces

S(R*), ensemble des fonctions C*° a décroissance rapide sur R, est un espace nucléaire (cf
[9]). De plus S(R™) est dense dans ’espace de Hilbert L?(R"). On peut donc se placer dans le

contexte du paragraphe sur le bruit blanc en posant :

Yy = SR,
H = IR,
X = S(RY).

Il existe donc une unique mesure de probabilité uy, sur B(S'(RT)) telle que pour tout ¢ €
S(RT)

E(ez‘<.,¢>) d;’f/ ei<w’¢>duw(w) 4.1)
S'(RT)

_leli3
2

4.2)

= €

(ot |.||, désigne la norme canonique de L?(R™)).

Tout étant maintenant précisé, il n’y a plus aucune ambiguité sur le bruit blanc W considéré.
D’autre part, comme remarqué plus haut, si on consideére le mouvement brownien B, = W (1 ),
W est le processus dérivé de B (au sens des distributions). On notera donc W = DB (D désignant
la dérivation au sens processus généralisés). Il est d’ailleurs important de remarquer que, dans le cas
précis ol nous nous trouvons, les notions d’équation différentielle stochastique d’Itd et d’équation
différentielle au sens processus généralisé€s coincident (voir [31] et annexe D).
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4.2 Reéalisation markovienne
Définition 4.2.1

On dit qu’un processus (X,,z € R") admet une réalisation markovienne de dimension finie en
observant un processus (€,,r € R") a valeurs dans R" s’il existe une matrice A asymptotiquement
stable, Q € R" et B € R" tels que :

i. D& — A& = QW, ou W est un bruit blanc,

ii. (X,,2 € R") est équivalent au processus (B¢, x € R*).

Le processus (X, z € R") ainsi défini est donc le résulat d’un filtrage causal de bruit blanc (cf
[31]). En effet, soit ¢(t) = exp(tA)Q, filtre causal défini pour ¢ > 0. Le processus (X,,z € RT)
s’obtient 4 1’aide du filtre causal ¢ = BT, C’est a dire

Xo(w) = (W(,w)*9)(z)
= <w, P>

ol d,(y) = ¢z —vy).

Le processus (X, z € R") admet alors une densité spectrale :

2

! /R+ e T p(z)dx| .

"o

S)((w)

D’autre part (cf [31]),0on a:

/R e () de = R)Q (i),

ou () est le polyndme caractéristique de A et R est un polyndome dont les coefficients sont donnés
par les vecteurs B et Q. On a en particulier le théoréme suivant :

Théoreme 4.2.2 (Réalisabilité)
(X.,z € RY) est a réalisation markovienne (de dimension finie) ssi (X,,x € R") admet une

densité spectrale de type rationnel

avec
— @ polyndme a coefficients réels a racines dans {p € C/Rép < 0},

— R polynéme a coefficients réels, de degré strictement inférieur a celui de Q).
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4.3 Principe de markovianisation approchée

La classe de Hardy H? (C) estI’ensemble des transformées de Laplace des éléments de L*(R", C).
Une fraction rationnelle de L*(R,C) appartient 2 H? (C) ssi ses poles sont dans le demi-plan
Re(z) < 0, ce qui est bien le cas dans le théoréme précédent. D’autre part une fonction f quel-
conque appartient & /72 (C) ssi elle vérifie la condition de Paley-Wiener :

1
JECCIr—
g (1+w?)
Le principe de markovianisation approchée se fonde sur le résultat de densité suivant :
Théoreme 4.3.1
L’ensemble des fonctions rationnelles w —— R(iw)/Q(iw) qui sont dans H?(C) est dense dans
H2(C).
+

On peut se reporter a [31] pour la démonstration.
Soit (Y., z € R") processus gaussien stationnaire centré du second ordre admettant pour densité
spectrale
Sy(w) = |G(iw)[*,
avec G € H?(C). Le principe de markovianisation approchée est donc, grace au résultat de densité
du théoréme, d’approcher G par une fraction rationnelle de H?(C). On cherche ainsi a approcher
(Y., x € R") «au sens de 1’énergie», c’est a dire :

on cherche (X, z € R") processus gaussien de densité spectrale Sy telle que
2
1Sy = Sxlli <€

(proximité de 1’énergie a € pres).

Pour ce qui concerne la simulation numérique, on ne va donc pas simuler le processus (Y, z €
R*) qui modélise le phénomene physique mais un processus (X,,z € R") de densité spectrale
rationnelle aussi proche que ’on veut de (Y,,z € R") au sens de I’énergie. Un algorithme pour
déterminer ce spectre rationnel est proposé dans I’article de Bernard et Bonnemoy [2].

4.4 Construction et simulation d’un processus a réalisation mar-

kovienne de dimension finie

On souhaite donc simuler le processus (X,,x € Rt) décrit ci-dessus. Sa densité spectrale est

2 -
S% ol R(iw)/Q(iw) € H?(C). Pour cela, soit (§,, z € R) processus

de la forme Sx (w) = 5=
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tel que Sz(w) = m . Le processus (&, € RY) est solution de 1’équation (ot T bruit blanc

gaussien)

QD)E =W . (4.3)

Considérons

X = R(D)¢ .
~ ~ ~\T
Ennotant §, = (f‘z, D&, ..., Dq_lfx) , A la matrice compagnon du polyndme () et

Q=(0,..0, 1)T € RY, I’équation (4.3) se reformule de la maniere suivante
DE - AL =QW. (4.4)

On a alors
X:): == BTgm )

ou B" = (Ry, Ry, ..., R,_1) (coefficients du polyndme R) et le processus (X, z € RY) ainsi défini
a bien la densité spectrale requise.

Méthode de simulation

On simule les accroissements du mouvement brownien a I’aide de lois normales indépendantes.
Puis, soit en discrétisant la solution exacte, soit en écrivant le schéma d’Euler pour I’équation (4.4),
on simule (£, € R"). Enfin, en multipliant par le vecteur B on obtient la simulation de (X, x €
R").

Remarque 4.4.1

Cette méthode de simulation permet de faire du «recollement» de trajectoire en jouant sur la condi-

tion initiale de I’équation différentielle considérée. Ce qui n’est pas le cas des autres méthodes.

4.5 Cas champ

Evidemment, on peut se demander comment ceci peut se généraliser a un processus multipara-
métré, c’est a dire un champ. On donne ici quelques éléments de réponse. En ce qui concerne la mise
en pratique, on se heurte a la taille du probleme car elle fait intervenir la discrétisation d’équations

aux dérivées partielles sur R?. Considérons donc les espaces

Yy = SRL),
H = AR,
X = S'(RL),
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et la mesure bruit blanc py associée.

Comme on I’a déja évoqué, on peut définir le mouvement brownien a d parametres par

B$17~~~71d(w) =< w, H[O,IﬂX...X[O,zd] >

et aux sens des distributions on a ([24])

0B

W=_——
8:1:1...8xd

Pour (¢, = € ]Ri) processus du second ordre continu en moyenne quadratique tel que
JIAPIMe(dN) < oo, (¢ € N*, M mesure spectrale de (&,,x € R?)), la dérivation partielle peut
s’exprimer simplement. En effet, écrivons la représentation spectrale de (&, z € Ri) :

&= [ o0 Ze(a)
R4
+

ou (., .) est le produit scalaire standard de L*(R? ) et Z; le processus spectral associé a (¢, z € R%).

On peut alors définir la dérivation partielle par (voir par exemple [5])

0

a—xjgl, = / i\, €A Ze(dN),

avec un généralisation simple pour les dérivées d’ordre supérieur.
On est donc amené a considérer des polyndmes a plusieurs variables : soit () un polyndme défini
sur R? A coefficients réels de degré ¢ et R un polyndme défini sur R? i coefficients réels de degré r.

Si on écrit le systeme d’équations

0 0 _ o1B
Qogrr 3308 = 3o om0
0 0

alors on a les relations suivantes entre les densités spectrales :

|Q(iw1, ceey iwd)‘QS§(w1, ceey wd) = ﬁ

|R(iw1, ceey iwd)\QSg(wl, ceey wd) = SX(wl, ceey wd).

Lorsque I’on discrétise les équations aux dérivées partielles ci-dessus, cela fait intervenir des ma-
trices, bien que creuses, de taille tres importante (dans le cas d’un schéma aux différences finies, on
obtient une matrice de dimension (nombres de points de discrétisation)?). D’autre part, il est néces-
saire de définir des conditions aux bords. Ainsi nous n’avons pas trouvé de schéma de discrétisation

raisonnable pour mettre la méthode de markovianisation en pratique dans le cas champ.
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5 Simulation utilisant les polynomes
d’Hermite

Nous nous sommes inspirés de la décomposition sur le premier chaos de Wiener pour écrire cette
méthode de simulation de champ stochastique gaussien stationnaire de densité spectrale donnée.
Pour décrire cette méthode, on définit, comme précédemment, dans un premier temps les espaces,

puis une famille de fonctions (¢, ),cra €t enfin une base de L*(R?) sur laquelle on projette ¢,.

5.1 Définition des espaces

Toujours selon la méme démarche et les mémes notations, on pose ici

y = SR,
H = L*®RY),
X = S'@®RY.

et uy la mesure bruit blanc associée i.e telle que pour tout ¢ € S(R?)

_lleN3

/ ei<r.u,<;5> dMW(W) —e 2
S'(RY)

(ou ||.||, désigne la norme canonique de L*(R?%)).

5.2 Construction de ¢

Soit ¢ € S(R?) et ¢, la translatée de ¢ :
¢a(y) = Oy — ). (5.1)

On définit le champ stochastique gaussien centré unidimensionnel a d paraméetres (X, z € R?)

par
X, = W,,. (5.2)

(X, z € R?) est completement caractérisé par la fonction ¢ et on a les formules explicites de

sa fonction d’autocorrélation et de sa densité spectrale en fonction de ¢.

Proposition 5.2.1
— (X, = Wy,,x € R?) est un champ stochastique gaussien centré stationnaire,
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~ Wz e RY, L(X,) =N, ||9]2),
- Rx(l') = (¢7 ¢x)2

Preuve
En effet,
Rx(z,y) = (¢u dy)2 (5.3)
= /. P(z — x)p(2 — y)d= (5.4)
= [0~ @ =)o) 55)

La fonction d’autocorrélation Rx (z,y) ne dépend donc que de la différence (z — y). Et on a

Rx(z—y) € Rx(zy) (5.6)
= [ o~ @ - y)ol2)dz 57)

(eﬂj, Dla—y))2- (5.8)

O

Remarque 5.2.2

Réciproquement, tout champ gaussien ordinaire (X,,x € R?) du second ordre centré stationnaire
de fonction d’autocorrélation Ry € L?(R?) peut s’écrire X, = W, ot ¢ est solution de I’équation
Rx(z) = (¢, ¢, )o. Ainsi la fonction ¢ caractérise le champ (X,,z € R?).

Proposition 5.2.3

(X,,r € R?Y) admet une densité spectrale Sx donnée par la relation

Vw € RY, Sx(w) = (2m) 7@ g o(t) e~ dt 2. (5.9)
Preuve
Cela résulte d’une application directe du théoreme de Bochner. O
Soit
Y(w) = (2m) "2/ Sx (w), (5.10)
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1 est une fonction positive paire.

Supposons de plus que ¢ € S(R?) alors
Rx(t) = x4 (t),
ot P(t) = [ (W) et dw.

On remarque donc que sil’on note ¢ o Q/AJ, le champ stochastique (X, r € R?) défini par X,

est le champ gaussien stationnaire centré de densité spectrale Sx.

5.2.1 Une base de L*(R?)

On choisit la base de L?*(R?) construite a partir des polyndmes d’Hermite.

Définition 5.2.4 (Fonctions d’Hermite)
Les fonctions d’Hermite sont les fonctions

En(z) =7 A ((n— 1))V 2 H, \(V2z), ne N, z eR,
ou H,,_; désigne le (n — 1)-iéme polynéme d’Hermite.

Propriétés 5.2.5
- VneN, ¢ €SR).

— (&,)n>1 est une base orthonormée de L*(R).
Définition 5.2.6

Considérant un ordre sur N¢ tel que

d d
v eN i<j= Y o) <> oY),
k=1 k=1

on définit
. def
VjieN, n; = 55@ ®"'®55(;j)-

Propriété 5.2.7

).~ forme une base orthonormée de L*(R%).
Nj)5>
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5.2.2 Projection

On projette donc ¢, sur (7;);>1:

Or = Z&j(x)nj, (5.14)
k=1
la série convergeant en m.q.
Par linéarité et prolongement on a
Xy = Wy, (5.15)
= Y a;(@m)W,, (5.16)
k=1

(la série convergeant dans LQ( tw))-

Remarque 5.2.8

On retrouve ici la décomposition du champ (X, z € R?) sur le premier chaos de Wiener.

Méthode de simulation
On simule donc les W, qui sont des v.a. i.i.d. (0, 1) et on calcule les coefficients () en chaque
x par la formule:

aj(x) = /R ) G2 (y)n;(y)dy. (5.17)

Cette intégrale est calculée numériquement par quadrature de Gauss.

Remarque 5.2.9

Le calcul de ces intégrales peut rendre la méthode inutilisable pour des valeurs du parametre d €le-
vées. En effet, ces intégrales doivent étre calculées en chaque point z;, € R? o I’on souhaite simuler
le processus. 1l est clair que les méthodes d’intégration numérique par trapézes sont a proscrire, les
points de Gauss €tant tout a fait recommandés vu la présence de la fonction d’Hermite 7); dans
I’intégrale. Pour des grandes valeurs de d, des méthodes de Monte-Carlo peuvent étre envisagées.

6 Mcéthode spectrale

La méthode spectrale est une méthode de simulation qui s’applique aux processus gaussiens sta-
tionnaires centrés admettant une densité spectrale a support compact. Elle est en particulier décrite
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dans I’article de Poirion et Soize [53] qui traite du cas général des champs aléatoires définis sur
R? a valeurs vectorielles. On peut aussi consulter [11], [25], [71]. Nous nous plagons ici du point
de vue des processus généralisés. On se limite au cas processus pour des commodités d’écriture.
La généralisation au cas champ ne pose pas de probleme. Suivant toujours la méme procédure, on
définit dans un premier temps les espaces, puis la famille de fonctions (¢, ), et une base de H sur

laquelle on projette ¢,..

6.1 Définition des espaces

Soit 7" > 0 et soit I le cercle de centre 0 et de longueur 7". On note D(I") ’espace des fonctions
C* sur I 2 valeurs complexes. D(I") est un espace nucléaire (cf [21]) et D(T") est dense dans L?(T')
espace des fonctions définies sur R a valeurs dans C de période T et de carré intégrable sur [0, 7).
L?(T) est bien siir un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f,9) = F(t)g(t)dt.

[0,7]

Le triplet hilbertien considéré ici est formé par les espaces

y = DF))
H = L*T),
X = D).

En vertu du théoreme de Minlos, on définit donc py la mesure bruit blanc associée i.e telle que
pour tout ¢ € D(T")

i3

/ ei<w,¢>> d,uW(w) —e 2
D/(I)

5 = (6, 9)).

(ol

6.2 Construction de ¢

Soit Sx une fonction densité spectrale a support compact inclus dans [—wg, ws| ol wg est tel

qu’il existe un entier N pour lequel on a I’égalité

w
N

n

=
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(On se place ainsi dans la suite dans les conditions du théoreme d’échantillonnage de Shannon.)

Soit de plus les points répartis de maniere symétrique par rapport a 0

wp, = —wg+(n+3)A, ne
ou A, = 2“75

On considere la fonction ¢ € D(I") suivante

N—-1 iw
000 = X VB 6.1
La fonction translatée
¢x(y) = ¢y — ), (6.2)
appartient bien a D(I") et on définit le processus gaussien (Xm, x € R) par
X, =W,,. (6.3)

De maniere analogue a la méthode de simulation précédente, on a la proposition suivante :

Proposition 6.2.1
(X,, = € R) ainsi défini est un processus gaussien stationnaire de fonction d’autocorrélation R c(z) =

(¢, ¢a)-

6.3 Une base de L*(T)

A I’aide des points (w,), on note

eiwnt
en(t) = ) 6.4
=" 64
La famille (e, (t)),cz est une base orthonormale de L*(T).
On projette ¢, sur la base (e,,),e7 :
be = Y n()en, (6.5)
ne”Z
ou
cn(x) = oz (t)e,(t)dt (6.6)
[0,7]
- \/E Sx (wn) e T (6.7)
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On peut noter que ¢, (z) = 0désque n > N oun < 0.

Ce qui permet d’écrire

i

X, =Y cu(x)W,,, (6.8)

i
o

oll (W, )nez est une famille de v.ai.i.d N(0,1).

On peut alors calculer aisément la fonction d’autocorrélation de (X 2 T €R)

Rg(x) = (¢2,9) (6.9)
= ¢(t — x)p(t)dt (6.10)
[0.7]
N-1
= A, Sx(wn)e ™ (6.11)
N
= A, ) Sx(w,)e™” par parité de Sy. (6.12)

I
o

n

Si on modélise le phénomene physique par un processus gaussien centré stationnaire (X, z €
R) de densité spectrale a support compact S suffisament réguliere, on va simuler non pas (X, z €
R) proprement dit mais le processus stationnaire (Xm, x € R) ci-dessus. En effet, la fonction d’au-
tocorrélation Ry de (X,,z € R) et celle de (X,,z € R) sont «proches». Typiquement, si Sy est
de classe O, alors il existe une constante C' telle que pour tout x € R

N-1

/ Sx(w) e dw — A, Z Sx (wy,) e“n*
[~wsws]

n=0

|Bx(x) — Rx(x)| =

< CA,.

6.4 Simulation numérique

On peut maintenant donner les formules de simulation numérique de ()N(x, x € R). On rappelle

qu’une v.a de loi A/(0, 1) se simule a ’aide de deux v.a U et V' indépendantes de loi uniforme sur

V/—2In(U)Re(e”™).
On considere (U,),, et (V},) suites de v.a. i.i.d. U(0, 1).
On discrétise le domaine spectral 2 = [—wy, +w;| comme précédemment :

0, 1] par la formule

— soit N € N* le nombre de subdivisions,
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— soit A, = 2w,N ! le pas de discrétisation fréquentiel,
— soitenfin wy = —w, + (k + )A (k=0,..,N — 1) les points de discrétisation (la symétrie
par rapport a 0 permet d’exploiter la parité de Sy).

On a supposé€ de plus que I’on a, entre le domaine temporel et le domaine spectral, la relation

2T
T =""_ 1
Aw’ (6 3)

et la discrétisation du domaine temporel est donnée par
— Ay = - le pas d’échantillonnage dans le domaine temporel,
-z = kA (k=0,.., N — 1) les points d’échantillonnage.

On simule donc (Xx, x € R) aux points de discrétisation du domaine temporel par la formule

2

Z VA, e /S (wn)y/—21n(U, ) Re (™). (6.14)

n=0

On retrouve ainsi une formule de simulation de processus (champ) gaussien homogene similaire

a celles données dans [53], [11], [25], [71]. Cependant, il faut noter que dans [11], [25], [71],
—21n(U,) est remplacé par 1: les formules de simulation obtenues sont alors seulement asymp-

totiquement gaussiennnes.

Remarque 6.4.1
Cette derniere méthode de simulation est I’une des plus utilisée dans le domaine industriel et des
bureaux d’études.

7 Cas non stationnaire

On présente ici deux méthodes de simulation de processus stochastique gaussien du second ordre
centré non stationnaire dont on se donne la fonction d’autocorrélation. Pour ces deux méthodes, on
définit les espaces du triplet hilbertien, la famille de fonctions (¢, ), et la base de ’espace de Hilbert
H choisie. Dans la premiere méthode on utilise la base de Karhunen-Loeve, dans la deuxieme la
base d’ondelettes de Daubechies. On retrouve ainsi les méthodes de simulation exposées dans [68],
[71] pour Karhunen-Loeve et dans [25], [69] pour les ondelettes.
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7.1 Représentation de Karhunen-Loeve

7.1.1 Définition des espaces

Soit ' > 0 et £([0, T], R) I’ensemble des fonctions définies et indéfiniment dérivables sur [0, 7]
a valeurs réelles. £(]0, 7], R) est un espace nucléaire ([46], [21]) dense dans I’espace de Hilbert
L*([0,T],R). On pose

Y = 5([07 T]? R),
H = L*([0,T],R),
X = &(0,T],R).
Sur H, on considere le produit scalaire canonique (f, g) f[o 11 t)dt et on note ||.||, la

norme associée.

Il existe une unique mesure de probabilité py sur B(E'([0,T],R)) telle que pour tout ¢ €
£([0,T],R)

2
lI¢ll3
2

'(I0,71)

7.1.2 Une base de L?([0, 7], R)

Soit Rx une fonction d”autocorrélation (i.e. de type positif) définie et continue sur [0, T'] x [0, T'].

Proposition 7.1.1
Soit () défini par

(Qf)(z) = /[ R NEOHOIS 1)

Q est un opérateur linéaire continu de L*([0, T], R) autoadjoint positif de Hilbert-Schmidt. () pos-
séde donc un spectre dénombrable, ses valeurs propres (A, )nen+ forment une suite décroissante qui

tend vers 0 a I’infini et les fonctions propres associées (1, )nen= constituent une base orthonormée
de L*([0,T], R).

On peut écrire

Rx(w,t) = Y Anth(2)m (t) (7.2)

meN*

(ot la série est absolument et uniformément convergente dans [0, 7'] x [0, T'] d’apres le théoréme de
Mercer).
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7.1.3 Construction de ¢, et simulation

On considere, pour tout x € [0, T, la fonction

$2(t) = Y VAt ()0 (2), (7.3)

meN*

ou la série converge dans L?([0, T']) (car Z o Am = / Rx(x,x)dr < 00).
mer 0.7]
En fait, ¢, () ainsi définie est noyau de 1’opérateur /Q.

On définit alors le processus stochastique (X, z € [0,7T]) par
X, =Wy, (7.4)
On a bien E(X, X;) = (¢x, 1) = Rx(z,t), et

X, = W, (7.5)

x

= > V()W (7.6)
n=1

ot les W, sont des v.a. i.i.d. V(0,1), la série convergeant en m.q. L’algorithme de simulation est
alors trivial, il consiste a effectuer des tirages de lois normales indépendantes, puis a construire
(7.6).

7.2 Ondelettes

7.2.1 Définition des espaces

On utilise ici le triplet hilbertien déja évoqué :

Yy = SM®),
X = S(R).

On considere sur H le produit scalaire canonique et la mesure bruit blanc associée.
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7.2.2 Base d’ondelettes

Soit M € N*. On considere les ondelettes de Daubechies

Gin(t) =272(279t —n+1)  (j,n) € Z2,

ou ¢ est une fonction d’ondelette a support inclus dans [0,2) — 1] et définie a partir de la fonction

d’échelle ¢ par I’équation
2M—1

U(x) = V2 Y grnd(2e — k),

avec
2M—1

o) = V2 Y (e —k) et [ oyt =1.

La famille (¢;); )<z forme une base hilbertienne de L*(R).

]7”

7.2.3 Construction de ¢, et simulation

On considére Rx fonction d’autocorrélation définie et continue sur R? telle que

/Rx(x,x)dx < 00,
R

et
/ Ry (z,t)*dvdt < co.
R2

Comme dans le cas précédent, on définit I’opérateur de Hilbert-Schmidt

Qf@) = [ Rx(n.0)fat
R
et on décompose Rx dans L?(R?) sous la forme

RX(xat) = Z Am¢m($)¢m(t)

meN*

(A, et 1, désignant respectivement les valeurs propres et fonctions propres de ().
On construit de méme la fonction ¢, :

62(t) = 3V Anton(2)n(t) dans L(R).

meN*
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A ce stade, on peut faire une méthode de simulation similaire a celle évoquée dans le paragraphe

précédent. Cependant, si on projette 1, sur la base d’ondelettes (v; ;)i jyez2
Ym =Y @mijii;dans L*(R), (7.12)
(i,5)€Z?
alors on peut écrire

6e(t) = D NV Antm(@)am i (0) (7.13)

meN* (i,5)€Z2
= Z bz ] ¢1] (7.14)

(i,5)€22

De plus dans les articles [25], [69], on fait I’hypothése que Ry est bien approchée (dans L?(R?))

par

Ry(x,t) = Z ci i (2)Yi (1), (7.15)
(i,)€Z2
ou
Ci,j _/ RX(QJ,t)w%](l’)wuj(t)dl'dt (716)
R2

Les coefficients (c; ;) sont positifs car Rx est de type positif. Dans ce cas, on peut remplacer les

coefficients b; j(x) dans ¢, par b; j(x) = /G ;v ;(x).
En effet, si on définit le processus (X, z € R) par

Xe = W, (7.17)
= > ()W, (7.18)

(i) €L

(les v.a. Wy, . sonti.id. A'(0,1)),ona

E(XeXi) = (¢, b1)2 (7.19)
= ) i)t (7.20)

(4,4)€22
= Rx(z,1). (7.21)
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11 SIMULATION DE PROCESSUS ET
CHAMPS STOCHASTIQUES NON
GAUSSIENS : ETAT DES LIEUX

Nous exposons ici les différentes méthodes de modélisation et simulation de processus (champs)
stochastiques non gaussiens du second ordre strictement stationnaires, de moments ou de loi mar-
ginale et de fonction d’autocorrélation (ou densité spectrale) fixés, rencontrées dans divers articles
émanant souvent de revues a caractere ingénieur. Aussi, le souci de rigueur mathématique dans ces
publications n’est pas toujours prééminent. Il nous a cependant semblé€ important de citer ces mé-
thodes pour leur pertinence, leurs idées (qui ont pu nous inspirer) et par le fait qu’elles sont parfois

utilisées en pratique.

1 Modélisation d’un processus non gaussien
strictement stationnaire par un processus
de Poisson filtré

La classe des processus de Poisson filtrés fournit des modeles de phénomenes aléatoires ayant
des caractéristiques non gaussiennes. Dans 1’article [50], Poirion propose d’utiliser ce type de mo-
dele pour simuler des champs stochastiques a valeurs vectorielles strictement stationnaires de mo-
ments fixés et de densité spectrale donnée. Par ailleurs, dans cet article, cette méthode de simulation
est illustrée par une application a I’étude de la réponse d’un avion soumis a la turbulence atmo-

sphérique verticale. Pour plus de clarté, on décrit ci-apres la méthode dans le cas d’un processus a
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valeurs scalaires. On pourra trouver les propriétés des processus de Poisson filtrés dans le livre de
Parzen [45].

Le processus (X;,t € RT) que ’on cherche a simuler est du second ordre, centré, strictement
stationnaire, admettant une densité spectrale Sx a support compact et des moments Mx , (o =
1., K, K >0).

1.1 Principe

En réalité, un cas particulier de processus de Poisson filtré est utilisé:

Définition 1.1.1

Soit (Ny,t € R™) un processus de Poisson et (T;);en+ ses temps de saut. Soit une fonction F' : R —
R. Soit (Y;);en+ une suite de v.a. i.i.d. et indépendantes de (N;,t € R"). On définit ()?t,t € RM)
processus de Poisson filtré par

N(t)

X, =Y F(t—m)Y,. (1.1)

n=1
Remarque 1.1.2

()N(t, t € R") ainsi défini est asymptotiquement stationnaire (convergence en loi).

Soit 7 le parametre du processus de Poisson (Ny, ¢t € R"). On impose a la suite (Y;);en- la
condition E(Y;?) = 27” Le but est de déterminer (N;,t € R"), F' et Y] tels que le processus

(Xt4u, t € RT) converge en loi lorsque u — o0 vers le processus (X;,t € RT).

Remarque 1.1.3
Dans toute la suite la fonction F' considérée sera supposée a support R" .
Le résultat précédent implique la relation

2

Sx(w) =

/ e ™ F(t)dt
R

1.2 Simulation

1.2.1 Détermination de (N;,t € R"), F et Y}

i. Soit H fonction telle que
Sx(w) = [Hw)I".
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1l.

iil.

On pose donc

Pty = = / ¢ H (w)dow

27 Jr

En ajoutant ’hypotheése que Sx est a support compact, la fonction F' ainsi obtenue est a
décroissance rapide sur R (cf [50]). Il est d’autre part nécessaire que la fonction £ définie par
h(iw) = H(w) vérifie la condition de Paley-Wiener (voir p.25) de maniére a ce que F' soit a
support R .
En notant w; .y = 7,41 — 7;,0na T, = » . w; ol (w;);en+ est une suite de v.a. i.i.d. de loi
exponentielle de parametre . 7,, se simule donc aisément.
En ce qui concerne Y7, remarquons tout d’abord que les cumulants de X et les moments de

Y1 sont liés par 1I’équation (avec des notations évidentes)

Kxo=7 {/ F(s)o‘ds} My, o (1.2)
R

On obtient donc les valeurs My, , pour a = 1, ..., K (les cumulants K'x , se calculent a I’aide
des moments Mx ,). Sous certaines conditions, il est possible de générer Y; possédant ces

moments (cf [12], voir le probleme des moments).

Remarque 1.2.1

L’equation (1.2) implique que les cumulants d’ordre pair K x 5., doivent nécessairement étre stricte-

ment positifs. Ce qui limite singulierement le domaine d’application de cette méthode.

1.2.2 Simulation numérique

De maniere pragmatique, on est donc amené a discrétiser les domaines spectral et temporel et a

tronquer la série définissant X,. De facon a vérifier les hypotheses du théoreme d’échantillonage de

Shannon, on discrétise les domaines spectral et temporel de la maniere suivante :

soit = [—wy, w;]| le domaine spectral (la densité spectrale Sy est supposée bornée a support

inclus dans ),
soit A; = - le pas de discrétisation temporel,
soit t, = a/\; les points d’échantillonnage,

soit M € N* et T = MA, ou [0, T] est le domaine temporel.

On choisit v = A% pour paramétre du processus de Poisson (Ny, t € RT). Ce choix est justifié

dans [50] par le fait que si v # A% alors la suite de v.a. (X21),, (définie par 1’égalité ci-dessous)

tend p.s. vers 0 lorsque M — +o0.
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Concretement on calcule donc
XM= "F(t—7,)Y, (1.3)

aux points ¢, pour o« =0, ..., M — 1.
XM défini par (1.3) constitue une suite approchante du processus de Poisson filtré X,. En effet
(cf [50]),

vt, XM ML> X, (1.4)

2 Méthode d’inversion pour les processus
non gaussiens strictement stationnaires

Cette méthode est décrite dans [20], [55], [75]. Une variante de cette méthode a par exemple
été implémentée dans [41] pour simuler des turbulences non gaussiennes (ddes a la complexité du
terrain) en vue de simuler les forces aérodynamiques sur un rotor d’€olienne.

Le processus (X;,t € R) considéré est un processus centré, du second ordre, strictement station-
naire, admettant une densité spectrale Sy a support compact. (X;, € R) est supposé non gaussien.
Il est supposé de plus que 1’on connait F'5 la fonction de répartition de X; (Fz ne dépend pas de ¢

par stationnarité).

2.1 Principe

Dans un premier temps un processus gaussien est simulé par la méthode spectrale. Ce processus
ainsi obtenu est ensuite transformé (transformation non linéaire) en un processus non gaussien.

Appliquant la méthode spectrale, soit (X7 (¢),t € R) processus tel que

N-1
XA () = \/2A,.RE (Z H (wg) exp(it)y, + itwk)> )

k=0
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ol |H(w)|* = Sx(w), (% )x est une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 27] et A, est le pas
de discrétisation du domaine spectral (méme discrétisation que celle vue p.35: en particulier A, est
choisi de la forme A, = 2w /N).

Soit X¢(t) = NEIEW X2 (t) (limite en m.q.) et soit Fg; la fonction de répartition de X¢(t).

XY (t) est transformé de la maniére suivante : soit
Xp (1) = F'[Fa(Xe ()] . 2.1)

oul’on a noté Fy ! 1a fonction inverse (ou inverse généralisée si 1’inverse n’est pas définie) de Fi.

11 faut remarquer que I’évaluation de Fiz' peut poser probleme.

Remarques 2.1.1
— Xp(t) a Fg pour fonction de répartition.
— Soit Xp(t) = Nlirfoo X7 (t) et Sp sa densité spectrale. La transformation dans (2.1) étant non
linéaire, S ne coincide pas avec Sx. Aussi des itérations sont effectuées de maniére a avoir

Sp « proche » de Sx.

2.2 Schéma itératif

En vue d’approcher la densité spectrale voulue, Yamazaki et Shinozuka (dans [75], puis repris
ensuite dans [55] et [20]) proposent le schéma itératif suivant.
On pose
S (w) = Sx(w) .

On utilise la méthode spectrale
i (@)
¢~ (X)),
On pose (Xg)(l) (t) = Fg' [FG((Xg) v (t)>] :
On « estime » Sg) (w).

Si Sg) ~ Sy (pour la distance L? par exemple), on s’ arréte.

Sinon on pose

n

x(W) |
HE

SE (w) = SP(w)

)

et on recommence (¢ := ¢ + 1).

Remarque 2.2.1

Aucun résultat de convergence n’est donné. Seuls des exemples numériques illustrent cette méthode.
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3 Simulation de processus non gaussiens non
stationnaires

S’inspirant de la décomposition en chaos de Wiener, Sakamoto et Ghanem proposent dans [61]
d’utiliser une projection sur la base des polyndmes d’Hermite, et la représentation de Karhunen-
Loeve d’un processus gaussien non stationnaire sous-jacent, pour simuler un processus non gaussien
non stationnaire dont on connait la fonction d’autocorrélation et la loi marginale d’ordre 1 a chaque
instant ¢.

3.1 Projection sur la base des polynomes d’Hermite

Soit (X¢,t € R) processus du second ordre non gaussien centré de fonction d’autocorrélation
Rx(t,t') dont on connait les lois £(X;), ¢ € R. Dans un premier temps, la méthode consiste a
calculer les coefficients («;(t));en de la projection de X; sur les polyndmes d’Hermite (base de

o—t2/2
L2(R <2 i)

Xi =Y ai(t)Hi(Gy), (3.1)
=0

ou

i. H; estle i-eme polyndme d’Hermite,

ii. pour chaque t, G, est une v.a. N'(0, 1),
E(X; H;(Gy))

la série convergeant en m.q.

iii. a;(t) =

Remarque 3.1.1

Sakamoto et Ghanem ne font pas d’hypothéses supplémentaires pour justifier la 1égitimité de ce
développement. D’autre part, ces auteurs calculent (4t fixés) les coefficients «;(t) par une méthode
de Monte-Carlo, en utilisant le méme générateur de loi uniforme pour simuler (par inversion) la loi

de X, et la loi de G; ce qui impose une corrélation arbitraire entre ces deux v.a.
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3.2 Calcul de la fonction d’autocorrélation du processus gaus-

sien sous-jacent

Un processus gaussien (G, t € R) aparaissant dans ce modele, il faut déterminer sa fonction
d’autocorrélation R¢. L’equation (3.1) implique (2 I’aide de la formule de Mehler et de 1’ orthogo-

nalité des polyndmes d’Hermite) la relation suivante entre les fonctions d’autocorrélation
o0
Rx(t,t') =) ou(t)ay(t')il Ra(t,t')'. (3.2)
i=0
En tronquant la série et discrétisant le domaine temporel, Sakamoto et Ghanem obtiennent un sys-

teme d’équations non linéaires a résoudre.

Remarque 3.2.1
Outre la difficulté de résolution, il faut s’assurer que I’on obtient une fonction R¢ semi-définie

positive (i.e une fonction d’autocorrélation). L’article [61] n’est pas explicite sur ces points.

3.3 Simulation du processus non gaussien via la représentation

de Karhunen-Loeve

Une fois la fonction R déterminée, on écrit le développement de Karhunen-Loeve pour le
processus gaussien (G, ¢ € R) : notant (;), (f;) les valeurs propres et fonctions propres associées
de I’opérateur R et (&;) v.a. i.i.d. N(0,1),

G =Y VAfit)s. (3.3)
=1

Substituant a G cette série dans (3.1), Sakamoto et Ghanem obtiennent un nouveau développement
pour X,

&zg@wm (3.4)

ou

i. 1); désigne un polyndme en les v.a. (;) ("chaos polynomial"),
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ii. notant p I’ordre de 1);, les coefficients (/3;) sont de la forme
p! .
Bi(t) = Ewg)ai(t) LT/ e fen (),
(3 j=1

les indices k() désignent ceux qui apparaissent dans la liste d’indices des (¢;) dans le chaos poly-

nomial ;.

48



II SIMULATION DE PROCESSUS ET
CHAMPS STOCHASTIQUES NON
GAUSSIENS A L’AIDE DES POLY-
NOMES D’HERMITE

Le probleme de simulation des processus gaussiens est un probléme bien posé, les processus
gaussiens €tant totalement caractérisés par la donnée de leur moyenne et de leur fonction d’autocor-
rélation. D’autre part, comme nous 1’avons vu dans la premiere partie, les méthodes sont multiples
et efficaces. Dans le cas général, le probleme de simulation des processus est mal posé. Nous ne
disposons forcément que d’une caractérisation partielle du processus a simuler. Les données ici
sont la loi marginale d’ordre 1 (ou les premiers moments) et la fonction d’autocorrélation sous une
hypothese de stationnarité. Dans la partie précédente, nous avons vu que les méthodes de simula-
tion existantes sont soit limitées par des hypotheses fortes sur les moments (c’est le cas du modele
de Poisson filtré) soit mal justifiées sur le plan mathématique. Notre but est donc de construire un
modele assez général pour répondre aux caractéristiques souhaitées (tout en restant conscient de la
multiplicité des processus solutions du probleme).

Nous exposons dans un premier temps les données du probleme et la méthode de simulation envi-
sagée. Dans le chapitre 2 sont décrites les techniques de simulation effectives des trajectoires. Enfin
des exemples illustrent la méthode, les estimateurs utilis€s afin de vérifier la qualité de la simulation

étant décrits au chapitre 3.

1 Description de la méthode

Soit (€2, A, P) espace probabilisé. Pour tout = € R, les polyndmes de Hermite sont définis par
(voir annexe C pour plus de détails):

e T, neN. (1.1)



1.1 Données

Le but est de simuler les trajectoires d’un processus non gaussien strictement stationnaire dont
les données statistiques sont les suivantes :
Cas 1 (/N premiers moments de la loi marginale d’ordre 1 et fonction d’autocorrélation)

on se donne

— M1, M2, .-, iy (N > 1) des réels qui sont les N premiers moments d’une v.a.
On supposera dans la suite 3 = 0, ps = 1.
— R : R — R une fonction de L*(R, dz) telle que
i. R(0)=1,

ii. R est semi-définie positive (cf. définition A.2.1).

Cas 2 (loi marginale d’ordre 1 et fonction d’autocorrélation)

on se donne

— une fonction de répartition Fy d’une v.a. Y, avec E(Y?) < +o00. On supposera dans la suite
E(Y)=0etE(Y?) =1.
— R : R — R une fonction de L*(R, dz) telle que
i. R(0)=1,

ii. R est semi-définie positive.

Les méthodes de simulation de processus gaussiens étant connues, 1’idée est de considérer une

transformation non linéaire d’un processus gaussien pour simuler un processus non gaussien. De
5

plus la famille <(\/ﬁ )_1Hn) constitue une base orthonormale de L? (R, e—\/Q—dx) . Il est donc
neN s

naturel de construire un processus strictement stationnaire (Y;,¢ € R") défini par la relation

o
Y=Y fuHa(Gy) (12)
n=1
ou
— H, est le n-ieme polyndme d’Hermite,
— (Gy,t € RT) est un processus gaussien stationnaire standard (i.e. pour tout ¢ fixé, G, suit une
loi normale centrée réduite),
tel que

— soit E(Y,") = u,, Vn € {1,..., N} (cas 1)
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— ou pour tout ¢ fixé, les v.a. Y; et Y ont méme loi, (cas 2)
et tel que

— la fonction d’autocorrélation Ry de (Y;, ¢ € R') est proche de R dans 1’espace de Hilbert
L*(R, dz).

1.2 LoideY;

Dans le cas 2, la loi de Y; est donnée par la loi de Y. Pour le cas 1, seul un nombre fini de
moments est impos€. L’idée est alors de choisir une v.a. Y possédant ces moments. D’autre part,
comme on le verra par la suite, notre but est de déterminer la fonction de répartition «inverse», notée
Fy'', de cette v.a. Y. Dans la partie V, nous exposons un critére de choix fondé sur le principe de
maximum d’entropie. Cette méthode fait appel a des techniques d’optimisation sous contraintes.
Elle permet de déterminer une densité de loi de probabilité possédant les moments requis. Le calcul

de la fonction de répartition inverse se fait alors numériquement.

1.3 Utilisation des polynomes d’Hermite

Dans ce qui suit, la fonction Fy désigne soit la fonction de répartition de la v.a. Y décrite
précédemment pour le cas 1, soit la donnée elle-méme dans le cas 2.

L’inverse (généralisé€) de la fonction de répartition £y est définie par

Fyl(y) = inf{z € R/Fy (z) > y} (1.3)

(ot inf()) = +o00). La fonction de répartition de la v.a. F}-'(U), ot U est une v.a. uniforme sur
[0,1], est Fy. Si G est une v.a. de loi N'(0,1) et Fg; sa fonction de répartition, Fi(G) suit la loi
uniforme sur [0, 1]. Donc la fonction de répartition de la v.a. F}.' o Fo(G) est Fy. Considérons donc
I’hypothese suivante :

$2
FiloFse 2[R “Zdr). (1.4)
V2T

Si cette hypothése est vraie, alors la fonction Fy, ' o Fy; peut étre projetée sur la base

()

neN
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il existe une suite de réels (f,,), tels que

FyloFg =Y fuH,
n=0

ou

g

fo=(n)? /RF);1 o Fg(z)Hy(x) dx,

V2r

z2
L, . . 2 e 2
la série étant convergente dans L <]R, Tom dx) .

Remarque 1.3.1

Lav.a. Y est de carré intégrable donc

FloF.eI?(R eféd:c
Y G 9 \/ﬂ .

En effet, comme la v.a. Fy;' o Fg(G) a méme loi que la v.a. Y,

2
2

A@yoggmvgm——m@yo%@w)

= E(Y?).

Proposition 1.3.2
Soit (G, t € R") un processus stationnaire gaussien standard.
Alors le processus (Y;,t € R") défini par

Y, = Fy o Fa(Gy),
est strictement stationnaire, et
Vn e {l,..,N}, EY,") = up,.

Preuve

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9

(1.10)

Comme il a été remarqué plus haut, Y; = F,! o F(G,) a Fy pour fonction de répartition et a donc

(i1, ..., o) pour N premiers moments.
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2 Techniques de simulation

On expose ici deux méthodes effectives de simulation de trajectoires non gaussiennes. L'ingré-
dient commun de ces deux méthodes est la simulation d’un processus stationnaire gaussien, laquelle
est effectuée par deux méthodes différentes :
la méthode spectrale ([53]) et la méthode de markovianisation ([31], [4]).

La premiere étape est de générer un processus stationnaire gaussien (G, t € Rt) de loi margi-
nale A/(0, 1) et de fonction d’autocorrélation Rg. Elle se concentre donc en particulier sur la déter-
mination de la fonction R¢. La seconde étape est de générer le processus aléatoire (Yt € RY)
donné par Y = "M, H,(G}) (M est fixé a priori), ot les coefficients (f,) sont obtenus soit

par intégration numérique (1.6) soit par Monte-Carlo (1.2).

2.1 Détermination de R

A I’aide de la formule de Mehler (cf. annexe), on obtient une relation entre Ry et Rg.

Ry(t) = E(Yi:.Y) @.1)
= E(anHn<Gt+s>anHn<Gs>> (22)
= D FIE(Ho(Gris) Ha(Gy)) (2.3)
= Y [ [Ra(1)]" (2.4)

Considérons donc la série entiere
$(2)=>_ fr(n))Z".
n=0

Remarquons en particulier que ¢(0) = 0 car Yest centré, et que le rayon de convergence de cette
o0

série est non nul puisque Z(n') f? =1 < oo. Ainsi ¢ admet une fonction réciproque développable
n=1
en série entiere au voisinage de 0 sous la seule condition que ¢’ (0) soit non nul, ce qui est équivalent

a fi # 0. Les coefficients de la série entiere réciproque se calculent de maniere analytique, par
récurrence, en fonction des coefficients f2(n!) (cf. [7] par exemple).
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Dans ces conditions et si Ry () appartient au domaine de convergence de la série entiere réci-

proque, on a
Ra(t) = ¢~ (Ry ().

Ainsi, si on connait les f,,, on est capable sous certaines conditions de déterminer R (t). Cependant,
ceci n’est pas utilisable en pratique. En effet, d’une part il s’agit d’inversion locale et d’autre part
rien ne garantit la semi-définie positivité de la fonction Rg.

Aussi, pour contourner ces difficultés, nous nous contentons de trouver une fonction semi-définie
positive R qui minimise la quantité

M

IR = Bal oy = 1R =D (DB (2.5)

n=1 L2(R,dt)
La contrainte semi-définie positive pour la fonction d’autocorrélation rend le probleme de minimi-
sation difficile. Aussi elle peut étre remplacée par une contrainte plus simple via le théoreme de
Bochner et la densité spectrale. En effet, notant S la fonction densité spectrale de (Gy,t € R™) (en
supposant que cette densité spectrale existe), le probleme devient :

minimiser la quantité

M

IR~ Rasllpogmay = B~ S ()2 ( / Sa<w>ew.dw) . 2.6)

n=1 L2(R,dt)

sous les contraintes suivantes :
— S¢ positive,
— Sg paire,
— [z Se(w)dw = 1.

2.2 Détermination de la fonction d’autocorrélation pour la mé-

thode spectrale

La minimisation est effectuée apres discrétisation des intégrales a 1’aide d’un algorithme sto-

chastique d’optimisation globale (voir [14]):

M ny 2
(Iyrkuzr(l) : (R(tl) - z::(n')fs <Aw zk:akew’“tl> ) (2.7)

n=1
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La solution (o}); est obtenue en utilisant par exemple un algorithme de recuit simulé. La com-
plexité du probleme et le caractere global de 1’optimisation justifient I’emploi d’un tel algorithme

d’optimisation stochastique. La densité spectrale est alors approchée par la fonction :

Sg(w) = Z Jkﬂ[wmwwrl](w)
k

La méthode spectrale est utilisée pour simuler le processus gaussien stationnaire (G4, ¢ € R").
Enfin le processus (Y, = ZQ/; foH,(Gy), t € RT) est simulé.

2.3 Détermination de la fonction d’autocorrélation pour la mé-

thode de markovianisation

L’avantage d’utiliser la méthode de markovianisation réside dans le fait que le probleme de
minimisation est de dimension beaucoup plus petite que le précédent (voir cependant la comparaison
entre les deux méthodes dans le chapitre 4 sur les expériences numériques). L’ hypothese suivante

est nécessaire : supposons que

dw > —00.

/ In(Sg(w))

1+ w?
Alors cela implique qu’il existe H € H*(C) (espace de Hardy) tel que ([31], [4])

Se(w) = |H(iw)|*. (2.8)

La fonction H (iw) ( [31], [4], [47]) est soit une fonction rationnelle soit peut &tre approchée par une
fonction rationnelle de la forme :

D (iw
ou
— &, U sont des polyndmes a coefficients réels (¥ unitaire),
— deg ® < degV,
— les racines de W sont dans {Ré(z) < 0}.
Le but est de minimiser la quantité
. 2 P (iw) ’ iw. '
IR — ;(n!)fn </R ’ Tiw)| © dw) ||L2(R7dt), (2.10)
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par rapport aux coefficients (gbk)ie:goq) et (\Pk)ze:goql des polyndmes ¢ et ¥ (respectivement), sous les

contraintes que ¢ et W soient comme ci-dessus.

Remarque 2.3.1

La dimension de ce nouveau probléme de minimisation est égal au nombre de coefficients de ® et
U (par exemple dans les applications numériques, on a choisi deg(®) = 2 et deg(V) = 4, ce qui
donne 8 coefficients a déterminer, voir p.68) tandis que la dimension du probleme de minimisation

précédent est égal aux nombre de points utilis€s pour calculer les intégrales dans (2.7).

Une fois que les polyndomes @ et W sont déterminés, il ne reste plus qu’a simuler le processus
gaussien sous-jacent par la méthode décrite ci-apres. Soit (§;,¢ € RT) un processus aléatoire a

valeurs dans R3¢ ¥ qui est solution de 1’equation différentielle de It6

— A est la matrice compagnon du polynéme W,
— dZ; = (0,...,0,dW;)T, et W, est un processus de Wiener standard.

Plusieurs schémas existent pour construire une solution (£(0) = &y; &, t € RT) ([72, 3]).

Soit (G, t € R™) un processus scalaire défini par

Gy = B&, (2.12)
ou
B = (¢0a¢17~~a¢deg¢>0“-70) ERdeg\Il~ (213)
Alors (Gy,t € R) est un processus gaussien dont la mesure spectrale a une densité donnée par
o(iw) |2
U (iw)

Comme dans la méthode précédente, la simulation du processus non gaussien Y; est obtenue en
construisant la somme

M
VM =" fHa(Gy). (2.14)
n=1
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DONNEES DONNEES

N moments | \&Y F v : fonction de répartition

R : fonction d’autocorrélation R : fonction d’autocorrélation

DETERMINER F Y
fonction de répartition d’une loi ayant les
N moments requis (maximum d’entropie
par exemple)

CALCUL DES COEFFICIENTS

22
2

fo=(n)7? / Flo FG(.’[)H,L(.’I,‘)Q_QF()]JI;

R

(a ce stade on peut évaluer les moments du modele )

Méthode spectrale >~~~ 77 QUmmmmmmmees Représentation markovienne

MINIMISATION MINIMISATION de
. M R " 2 M 2 B(iw) | .. ; !
}yl:lﬁl(]}; (R(f'l) - ;(W!>.f,, (AW- ; oper ‘) > &= ;m!)]‘” (/5 W (iw) ¢ dw) HL:(E’,dt

@ 1T 1) ()

(a ce stade on peut évaluer la fonction d’autocorrélation du modele)

SIMULER les trajectoires de G SIMULER les trajectoires de G
processus centré gaussien stationnaire processus centré gaussien stationnaire
de densité spectrale SG de densité spectrale SG

CONSN;FRUIRE

VM =3 fuHa(Gy)
n=1

(on peut maintenant reéstimer les moments ou la loi marginale et la fonction d’autocorrélation pour vérifier la qualité de la simulation)

FI1G. 2.1 — diagramme résumant les principales étapes de la méthode de simulation du processus

non gaussien
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3 Estimation

Dans les applications numériques, il est utile d’estimer les moments et la densité spectrale du
processus simul€ afin de rendre compte de la qualité de la simulation. Nous exposons ici les mé-
thodes d’estimation (dans le cadre des processus) que nous avons utilisées dans les exemples. Nous

nous sommes en grande partie inspiré de [68] pour ce chapitre.

3.1 Ergodicité

Soit (X¢,t € R) processus du second ordre strictement stationnaire.
Soit 0 S tl S t2 S tn et K = (Xt7Xt+t17 ---7Xt+tn)-

Soit f fonction mesurable telle que le processus (f(Y;),t € R) soit du second ordre.

Définition 3.1.1

Le processus (X;,t € R) est dit ergodique si pour tous (1, ..., t,,) et f comme ci-dessus,

2
) = 0. (3.1)

Si (X;,t € R) est un processus gaussien centré stationnaire dont la fonction d’autocorrélation Rx
vérifie Rx € L'(R) () L*(R) alors (X;,t € R) est un processus ergodique.

lim E('% / L pvde — E(f(%)

T—o00

Proposition 3.1.2 (Cas d’un processus gaussien, [68])

3.2 Estimation

3.2.1 Ergodicité du modele

Dans le cas qui nous intéresse, le processus simulé est obtenu par transformation d’un processus

gaussien centré stationnaire :
Y; = Fy' o Fo(Gy).

Si on suppose que le processus (G, t € R) a une fonction d’autocorrélation Rg € L'(R) () L*(R),
c’est-a-dire, d’apres le paragraphe précédent, si (G, t € R) est ergodique alors le processus (Y}, ¢ €
R) est ergodique.
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3.2.2 Estimation des moments

Soit [(Yt(i),t € R))¥im, Ny, versions indépendantes du processus (V;,¢ € R). La formule
d’estimation choisie pour les moments de (Y;,t € R) est

On note « E(Y,*). D’apres ce qui précéde et si le processus (Y%, € R) est du second ordre,
grice a la propriété d’ergodicité du modele, on a

Tlim ﬂ,(cT) = iy, (limite en m.q.). (3.3)

Cependant, le temps «d’acquisition» 71" est en général fixé dans les applications numériques et c’est
plutdt la convergence lorsque Ng;,, — oo (loi des grands nombres) qui est prise en compte.

D’autre part, ces estimateurs sont sans biais :

Nsim T
N 1 1 i

B - m) = > g | B G

simeo g 0

N.
1 Slml

= —xT — 3.5
Now 2= T XX g — (3.5)
= 0. (3.6)

Enfin, précisons que, en pratique, les formules numériques d’estimation des moments sont de la
forme (ou a désigne 1’aléa)

1 Nsim 1 NPt
> (TaNsim) — - Y(Z)
oy (a) N ; N, ; < j Zt

N,

k
(a)) , pour k € {1,..., N}, (3.7)

et qu’une relation de récurrence numériquement stable peut étre écrite :

Npt k
(T\Nm), L 1 (Nsim) Noim — 1 (1, Ny —1)
iy (a) = Now Nox ; (Y]NT (a)) L (@) (3.8)

3.2.3 Estimation de la densité spectrale

On considere la fenétre temporelle naturelle ¢ — ﬁ Ijo,71(t). L’estimateur de densité spectrale
choisi (méthode du périodogramme) s’écrit
2

. (3.9)

A 1 1 1
SNsimaT(w) = 5_ . T

T .
Y;(l) e—zwt dt

o~




Cet estimateur est biais€, en effet

E(SNym,r(W)) = (Sy * G1)(w), (3.10)
ou
1 2
_ —iwt
Gr(w) = 27r/ —e dt (3.11)
B T (sin(wT/2)
= %(T/z) ) (3.12)

mais cet estimateur est asymptotiquement sans biais :

lim E(Sy,, r(w)) = Sy(w), (3.13)

T—o0

(voir [68] pour les démonstrations).

En pratique le calcul de I’estimateur de densité spectrale fait intervenir, comme dans le paragraphe
précédent, la discrétisation de I’intégrale avec 1’atout ici de pouvoir utiliser un algorithme de trans-
formation de Fourier rapide.

4 Expériences numériques

Pour illustrer les techniques de simulation énoncées précédemment, nous avons testé la méthode

proposée sur quelques exemples de lois marginales, moments et densités spectrales.

4.1 Simulation via la méthode spectrale

4.1.1 Premier exemple de densité spectrale

On se donne pour densité spectrale

() = 1100 1+ 0.6558w°
27270 (1 + 0.2459w2)11/6°

Il s’agit d’un spectre de Von Karman, couramment utilisé dans les modeles de turbulence atmosphé-

rique et figurant en particulier dans [47].
On note R la fonction d’autocorrélation associée.
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4.1.2 Cas 1: seuls les moments sont fixés

On impose 4 moments

,LLlZO, ,LLQZ]-) N3:27 NJ4:9

Ce choix de moments garantit évidemment le caracteére non gaussien du processus a simuler.

I1 s’agit donc dans un premier temps de déterminer par le principe de maximum d’entropie (cf partie
V) une loi possédant ces moments. Pour cela, on peut se référer a [43] pour un algorithme (ainsi
qu’un programme). De plus, a ’adresse

http : //wwwbrauver.in formatik.tu — muenchen.de/ ormoneit/lambda_table.txt sont dispo-

nibles de nombreux résultats numériques. La densité de la loi obtenue s’écrit

4
ply) = e exp(— > M),
k=1

avec les valeurs

/\0 /\1 )\2 )\3 )\4
—0.3179 | 0.840332 | 0.915891 | —0.393295 | 0.0424441 |

Le calcul de Fy ' o Fy; se fait numériquement et les coefficients f, = LE(Fy ' o Fo(G)H,(G)) (ou
G v.a. N(0,1)) sont obtenus par Monte-Carlo (200000 tirages). Si 1’on décide de tronquer la série
aI’ordre 4, ce qui revient a considérer le modele Y, = 3", fi Hy.(G,), les moments obtenus par

intégration numérique (quadrature de Gauss) sont les suivants

moments | ordre 1 | ordre 2 | ordre 3 | ordre 4
0.00 0.99 1.97 10.26

Ce qui n’est pas tres satisfaisant, tandis qu’en tronquant a I’ordre 5, on obtient les moments

moments | ordre 1 | ordre 2 | ordre 3 | ordre 4
0.00 1.00 1.95 9.08

On considére donc le modele Y, = S0 fi Hi(G,).
Le domaine spectral choisi est 2 = [—50, 50]rad/s, discrétisé en 1024 points. Le domaine tempo-
rel est choisi et discrétisé de maniere a vérifier les hypotheses du théoreme d’échantillonnage de

Shannon (voir annexe B).
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La densité spectrale Sg du processus gaussien sous-jacent (G, ¢ € R) est déterminée par le

probléme de minimisation

n\ 2

M
i R(t;) — N2 A, wrty . 4.1
) (t) ;(n)fn Zk:crke (4.1)

La solution (o) est obtenue en utilisant un algorithme de recuit simulé (Boltzmann) initialisé en
o, = S(wg). 'y a donc ici 1024 parametres a déterminer (en fait 1024/2=512 en utilisant la parité

de la densité spectrale). D’autre part, un algorithme de transformation de Fourier rapide est utilisé.

La densité spectrale considérée pour le processus gaussien sous-jacent est alors
Sa(w) = Z T Mooy wop 4] (w)
k

et la méthode spectrale est utilisée pour simuler les trajectoires de (Gy,t € R). Avec 1000 simu-
lations, nous avons réestimé la densité spectrale du processus simulé (Y, ¢ € R) ainsi que ses

moments pour les comparer aux données initiales et vérifier ainsi la qualité de la simulation:

0.08

FI1G. 4.1 — comparaison de la densité spectrale cible et simulée
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Moment | théorique | simulé
ordre 1 0.00 0.00
ordre 2 1.00 1.00
ordre 3 2.00 1.94
ordre 4 9.00 9.04

TAB. 4.1 — Moments théoriques et moments du processus simulé

Les valeurs estimées des moments du processus simulé sont données a 1072 pres. Ceci est per-
tinent car les intervalles de confiance approchés a 95% (calculés numériquement) sont de diamétres

strictement inférieurs a 1072,

Comme I’illustrent la figure et le tableau, les comparaisons sont tres bonnes.
A titre de remarque, se trouve ci-aprés une illustration de la convergence des estimateurs des mo-
ments d’ordre 2, 3 et 4 en fonction du nombre de tirages :

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

0 500 1000 1500

FI1G. 4.2 — convergence des estimateurs des moments d’ordre 2, 3 et 4
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4.1.3 Cas 2: loi marginale imposée

Loi exponentielle

On choisit d’imposer pour la loi marginale la loi exponentielle de parametre 1 recentrée. On peut

facilement calculer la fonction de répartition inverse :

Fyly) = —1-In(1-y).

Lav.a.

Filo Fg(G) = —1 — In(1 — Fa(@))

a Fy pour fonction de répartition (par symétrie, la v.a. —1 — In(F(G)) a aussi Fy pour fonction de
répartition). Ceci posé, on peut calculer les coefficients f,, par intégration numérique :

Comme précédemment on tronque la série a I’ordre 5. Le méme domaine spectral, ainsi que les
mémes nombre de points de discrétisation et nombre de tirages que dans le paragraphe précédent
ont étés utilisés. Nous avons réestimé la densité spectrale du processus simulé (Y} ¢ € R) ainsi
que sa loi marginale d’ordre 1 pour les comparer aux données initiales et vérifier ainsi la qualité
de la simulation. Nous avons ainsi tracé sur le méme schéma 1’histogramme de la loi exponentielle
recentrée (simulée par la méthode d’inversion) et celui de la loi marginale du processus simulé pour
le méme nombre de tirages. La encore les comparaisons entre les différentes quantités sont tres
satisfaisantes.
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FI1G. 4.3 — comparaison de la densité spec-

FIG. 4.4 — comparaison de la loi cible et si-

trale cible et simulée mulée

Loi de Pareto

Si ’on considere la loi de Pareto de parametres (1,4), c’est a dire la loi de densité f(z) =

% I3 +oo[(x) que I’on recentre et renormalise, on obtient la fonction de répartition inverse :

4.2)

En imposant ceci pour loi marginale, les résultats obtenus ne sont plus tres satisfaisants :
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FIG. 4.5 — comparaison de la densité spec- FIG. 4.6 — comparaison de la loi cible et si-

trale cible et simulée mulée

La comparaison des spectres n’étant pas bonne, on en déduit que le probleme de minimisation
n’a pas donné une réponse satisfaisante. Nous verrons plus loin que par le biais de la markovianisa-

tion (et donc un probleme de minimisation différent) nous obtenons de bien meilleurs résultats.

4.1.4 Deuxieme exemple de densité spectrale

Afin de tester notre algorithme, nous 1’avons mis en oeuvre sur un autre exemple de densité
spectrale ainsi que d’autres valeurs de moments et une autre loi marginale. On peut voir dans ce qui
suit que les résultats sont de nouveau satisfaisants.

On se donne pour densité spectrale

eb/4 5

Cette forme de spectre est souvent utilisée dans les modeles de houle (spectre de Pierson-Moskowitz)

et ce spectre est notamment utilisé dans [70] .

4.1.5 Casl

On impose 4 moments

=0, pp=1 ps=1 ps =4
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Les valeurs des coefficients )\ intervenant dans la loi du maximum d’entropie sont

En tronquant a I’ordre 4, le modele Y; = 22:1 f1xHy(Gy) a pour moments (calculés par intégra-

tion numérique)

Ao

At

A

As

A

—0.1081

0.744447

0.519957

—0.32643

0.058711 |

moments

ordre 1

ordre 2

ordre 3

ordre 4

0.00

1.00

0.98

4.01

Enfin, on obtient les résultats suivants :

0.8

0.7

0.6

0.5~

0.4

0.3

0.2

0.1~

0

-10

FIG. 4.7 — comparaison de la densité spectrale cible et simulée

TAB. 4.2 — Moments théoriques et moments du processus simulé

I
-8

.
-6 -4

1
8 10

Moment | théorique | simulé
ordre 1 0.00 0.00
ordre 2 1.00 0.99
ordre 3 1.00 0.97
ordre 4 4.00 3.92
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4.1.6 Cas?2

On prend pour loi marginale une loi de Rayleigh de parametre 1 recentrée et renormalisée. La

fonction de répartition inverse est

_ \/—21n(1 —y) — \/7'('/2.

Fy'(y) 7

On tronque le développement d’Hermite a ’ordre 5. On obtient les résultats suivants :

x10°

0.8 T T T T T T T T T 35

0.7+

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

FIG. 4.8 — comparaison de la densité spec- FI1G. 4.9 — comparaison de la loi cible et si-
trale cible et simulée mulée

4.2 Simulation via la markovianisation

Sur les mémes exemples, nous avons aussi utilisé la méthode de réalisation markovienne pour
simuler le processus gaussien sous-jacent. Les seules différences avec ce qui précede, en ce qui
concerne la technique de simulation du processus non gaussien, se situent au niveau du probleme
de minimisation et de technique de simulation gaussienne. Afin de se placer sous les hypotheses

relatives a la réalisation markovienne de dimension finie, soient ® et ¥ de la forme suivante :
P(x) = (a1 + frx) (g + fox),

U(z) = (2% + 21z + 67) (2 + 29200 + 03),

ou (ay, £1), (az, F2) € R~ {(0,0)} et 1, 72, 01, 02 sont des réels strictement positifs. On cherche
alors a déterminer les 8 coefficients (o, s, B1, B2, 01, 02, Y1, Y2) qui minimisent la quantité
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M

n\ 2
Y |r () 2 A, 2’7’ it . (4.3)

l n=1

Bien que ce probleme de minimisation soit de taille nettement plus petite que le précédent (8 pa-
rametres a déterminer contre 512 précédemmment) et contre ce qui €tait attendu, la minimisation
n’en est pas pour autant plus rapide. Ceci est sans doute dii a deux points : premierement, il n’est
pas possible d’utiliser un algorithme de transformation de Fourier rapide, et en second lieu nous
n’avons aucune idée de la valeur des coefficients des polyndmes ® et ¥ tandis que dans la méthode

spectrale en partant de o}, = S(wy,) I’expérience montre que 1’on est déja pres de la solution...

Voici les résultats obtenus sur les mémes données de densités spectrales, moments et lois mar-
ginales que précédemment. La qualité de ces résultats est globalement comparable a celle obtenue
dans le paragraphe précédent.

4.2.1 Densité spectrale de type Von Karman, Cas 1

0.09

FI1G. 4.10 — comparaison de la densité spectrale cible et simulée
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Moment | théorique | simulé
ordre 1 0.00 0.00
ordre 2 1.00 1.01
ordre 3 2.00 1.95
ordre 4 9.00 8.98

TAB. 4.3 — Moments théoriques et moments du processus simulé

4.2.2 Densité spectrale de type Von Karman, Cas 2

Loi exponentielle

0.08

0.07f " 4

0.06 1 4

0.02 T

0.011 i

0 T I L L L L L ! T
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

FIG. 4.11 — comparaison de la densité spec-

trale cible et simulée

Loi de Pareto

Alors que I'utilisation de la méthode spectrale ne donnait pas de résultats satisfaisants dans ce

cas, les résultats obtenus via la réalisation markovienne sont nettement meilleurs :

FI1G. 4.12 — comparaison de la loi cible et si-

mulée
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10 20 30 40 50 60

FIG. 4.13 — comparaison de la densité spec- FIG. 4.14 — comparaison de la loi cible et si-

trale cible et simulée mulée

4.2.3 Densité spectrale de type Pierson-Moskowitz, Cas 1

0.8

0.7

0.5

0.3

0.2

FIG. 4.15 — comparaison de la densité spectrale cible et simulée
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Moment | théorique | simulé
ordre 1 0.00 0.00
ordre 2 1.00 0.99
ordre 3 1.00 0.96
ordre 4 4.00 3.89

TAB. 4.4 — Moments théoriques et moments du processus simulé

4.2.4 Densité spectrale de type Pierson-Moskowitz, Cas 2

x10
08 35

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

FIG. 4.16 — comparaison de la densité spec- FI1G. 4.17 — comparaison de la loi cible et si-
trale cible et simulée mulée

4.3 Cas d’un champ scalaire

Sur les exemples qui suivent, nous avons étendu la méthode au cas des champs stochastiques
indexés par R? a valeurs dans R. On reprend les mémes moments et lois marginales ci-avant. Les
coefficients f,, sont donc déja calculés et seul I’aspect détermination de la densité spectrale du champ
gaussien sous-jacent a été examiné. Pour la simulation du champ gaussien, on ne peut utiliser que la
méthode spectrale, la technique de réalisation markovienne n’étant pas adaptée, comme cela a déja

z

été évoqué, au cas des champs.
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4.3.1 Premier exemple de densité spectrale

On se donne pour densité spectrale le produit

5 ) 1100 1+406558wf 1100 1+ 065583
Wi, Ws) = — == — .
DT 9w 270 (14 0.2459w2)11/6 7 27 270 (1 4 0.2459.2)11/6

Précisons que ce n’est évidemment pas en simulant deux processus indépendants que I’on obtient

la simulation d’un champ possédant cette densité spectrale. Le domaine spectral considéré est {2 =
[—50; 50] x [—50; 50], discrétisé en 128 x 128 points (on ne peut pas faire plus pour des raisons de

taille de calcul) et 1000 simulations sont réalisées pour les estimations.

4.3.2 Cas 1: moments fixés

-50 50 -50 -50

F1G. 4.18 — densité spectrale cible F1G. 4.19 — densité spectrale simulée

Moment | théorique | simulé
ordre 1 0.00 0.00
ordre 2 1.00 1.00
ordre 3 2.00 1.95
ordre 4 9.00 9.11

TAB. 4.5 — Moments théoriques et moments du champ simulé

4.3.3 Cas 2: loi marginale imposée

La loi marginale choisie est la loi exponentielle recentrée et normalisée.
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03l
50

"~ 50

FIG. 4.20 — densité spectrale cible FIG. 4.21 — densité spectrale simulée

FI1G. 4.22 — comparaison de la loi cible et simulée

4.3.4 Deuxieme exemple de densité spectrale

Voici un autre spectre relevé dans [48] utilis€ pour un modele de turbulence.

S(wnwn) (wi +w3) wi 1) 1o (wr, w2)

wi,Ws) = — — w1, Ws).

1, W2 54(1 +92 /W1 +w2)17/6 /w% +—w% Q\W1, W2

Le domaine spectral considéré dans [48] est 2 = [—.5;.5] x [—.5;.5]. Les nombres de points de

discrétisation et de simulations sont les mémes que précédemment.

74



4.3.5 Cas 1: moments fixés

18
16
14
1.2

0.8
0.6
04
0.2

0.5

05

-05 -05

F1G. 4.23 — densité spectrale cible F1G. 4.24 — densité spectrale simulée

Moment | théorique | simulé
ordre 1 0.00 0.00
ordre 2 1.00 1.02
ordre 3 1.00 1.02
ordre 4 4.00 4.18

TAB. 4.6 — Moments théoriques et moments du champ simulé

4.3.6 Cas 2: loi marginale imposée

La loi marginale utilisée ici est la loi de Rayleigh recentrée et normalisée.
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1.8

16

14

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.5

0.5

F1G. 4.25 — densité spectrale cible F1G. 4.26 — densité spectrale simulée

FI1G. 4.27 — comparaison de la loi cible et simulée

4.4 Commentaires

La partie optimisation est le point délicat de la méthode et la réestimation du spectre permet
de vérifier la validité de la solution du probleme de minimisation. Pour cette minimisation, nous
avons utilisé un algorithme de recuit simulé de type Boltzmann. Nous aurions pu aussi envisager un
algorithme génétique. L’inconvénient majeur de ces algorithmes stochastiques est qu’ils sont assez
difficiles a «régler» (pour le recuit simulé : température initiale, définition du refroidissement et du
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voisinage...). D’autre part, le temps de convergence peut étre assez long et I’on est parfois amené
a stopper ’algorithme avant d’avoir obtenu un résultat optimal. Cependant, il n’est pas possible
d’utiliser ici un algorithme d’optimisation déterministe vu la complexité des problemes posés et le
souhait d’obtenir un minimum global.

On peut remarquer dans les exemples que la loi marginale est toujours treés bien réestimée. Cela
est tout a fait normal puisque, par construction, nous approchons Fy,' o Fi(Gy) (v.a. qui a la loi
requise) en moyenne quadratique.

Les temps de calculs sont en général courts car nous avons fait le choix de fixer le temps de
calcul pour le recuit simulé. Enfin, nous nous sommes heurtés au probleme du volume des calculs :
dans le cas des champs nous n’avons pas pu aller au dela de 128 x 128 points de discrétisation pour

le domaine spectral.
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IV ETUDE DE LA SERIE

Le modele construit fait donc intervenir une somme finie de polyndmes d’Hermite appliqués a
un processus gaussien. Nous étudions dans cette partie les convergences a t fixé du modele. Des
hypotheses supplémentaires sont nécessaires pour la convergence presque slire et pour obtenir une
évaluation de I’erreur commise sur la fonction d’autocorrélation. C’est pourquoi une classe de pro-
cessus vérifiant ces hypotheses est mise en exergue. On vérifie par ailleurs que les exemples traités
dans la partie précédente appartiennent a cette classe. Dans le dernier chapitre est évoqué le cas des
processus non stationnaires. En effet, une extension du modele dans ce cadre peut étre envisagée,
le probleme étant de savoir quelles données on peut s’imposer en pratique en ce qui concerne les

moments ou les lois marginales.

1 Résultats de convergence

Gardant les notations de la partie précédente, soit (Y, ), la suite définie par
M
VM=) fal(Gy). (L.1)
n=1

Notre but est d’étudier la convergence de la suite (Y, ), vers Y; quand M — oc.

1.1 Convergence en moyenne quadratique

Proposition 1.1.1
La suite (YM)sen+ converge uniformément en t vers Y; dans L? (2, A, P).

Preuve
Par le théoreme de transfert, les coefficients ( f;,), sont donnés par
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fo = ()R H,u(GY)) (1.2)
= (”!)_IE(FEI o Fo(Gy).H,(Gy)). (1.3)

(fo=0)

Comme G, est stationnaire, f,, ne dépend pas de ¢ . Donc pour tout ¢ fixé, on a

Y, = FyloFg(Gy)

= > faHa(Gy)

dans L*(Q, A, P). O
Nous allons prouver maintenant que la fonction d’autocorrélation de la série tronquée converge vers
la fonction d’autocorrélation cible.

Proposition 1.1.2
Soit Ry Ia fonction d’autocorrélation de (YM,t € R*) et Ry la fonction d’autocorrélation de
(Y;,t € R).

Vt € R, Ry(t) —— Ry (t). (1.4)

M—o0

Preuve
A partir de la proposition précédente, le résultat est immédiat. On peut d’autre part faire une preuve
directe :

Lemme 1.1.3 (Formule de Mehler, [10])
Soit (Gy,t € R") un processus gaussien centré tel que E[G?] = 1 pour toutt € R" et soit Rg(t, s)
sa fonction d’autocorrélation. Alors

E[H,(Gy)Hp(G)] = nl(Ra(t, )" dnm, (L.5)

(ou 0 symbole de Kronecker).
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La formule de Mehler permet d’écrire

Ry(t—s) = E(Y;Ys)
= E(Fy' o Fo(Gy).Fy' o Fg(Gy))
= Z S [nEB(Hy, (Gy) Hi (Gy))

= S () f2Ra(t — 5)"

n
M

= A}ignoog(n!)fif?c(t —s)"

— lim E(%,Y)
= lim Ry(t—s).

— 00

1.2 Majoration de I’erreur

Proposition 1.2.1

Soitry = ZZO:M-H nlf? le reste de la série convergente > -, n!f? = 1. Alors pour tout t fixé,
[Ry () = Ry ()] < rur-

Preuve

Les fonctions d’autocorrélation sont données respectivement par

Ry(t) =) _(n)) f2Ra()" (1.6)
n=1
et
M
Rur(t) =Y (n)) f2Ra ()" (1.7)
n=1
D’autre part, en utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant le fait que pour tout ¢,
[Ba(t)] = E(GoGh)
< E(Gj)'?E(G])"?
< 1,
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on a

(e 9]

> () fiRa(t)"

> ()2 Ra(t) "

n=M+1
M

|Ry (t) = Ru(t)] =

IN

IN

L’avant-derniere inégalité est bien sir plus fine que la derniére, mais la quantité | R (¢)| n’est pas

connue.
Exemple 1
Soit
G _ 1/2
e e
Y;‘, = 5 s
e —e

processus stationnaire centré tel que Ry (0) = 1.

2
Y; est de la forme Y; = f(G), avec [ et ses dérivées dans L*(R, *— /2 dz).
2 2
At -5
™ Y

N

8

Par intégrations par parties, utilisant la relation H,(x) = (—1)"

™
N

calculer aisément les coefficients f, :

n!
E( th )
N nlve? —e
ol/2

nlveZ—e¢

(&
Notant C' =

on a
e2 —¢’

O

(1.8)

n € N*, on peut

(1.9)
(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)



Donc
1

M.M!

|Ry (1) — Ru ()] < C

Remarque 1.2.2

Sous les notations de la proposition précédente, pour tout t,

E(Y; — YM)?) = ry. (1.15)

1.3 Convergence presque siire

En supposant une condition forte sur la suite ( f,,),, la convergence presque siire peut étre obte-

nue.

Proposition 1.3.1
Si
> (In(n))* £(n!) < oo, (1.16)

n=1

alors pour tout t fixé, la suite (Y M) ;e converge p.s. vers Y.

Preuve
Lemme 1.3.2 ([34])
Soit (Z,,),, une suite de v.a. du second ordre orthogonales.
Si
> (In(n))’E(Z}) < oo, (1.17)
neN*

alors la série ) . Z, converge p.s..

(H,,(G¢))nen- est une suite de v.a. orthogonales dans L?((2, A, P), donc la proposition est dé-
montrée en appliquant le lemme a la suite (H,,(G}) )nen- O
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1.4 Cas particulier

Proposition 1.4.1

Pour toute fonction f € C*(R)(k > 1) telle que f et ses dérivées verifient f©) ¢ L*(R, 872_7:2

E>1 dx)
pour 0 < i < k, les coefficients (c,(f)), de son développement d’Hermite sont tels que

> ni(In(n))?e, (f)*nl < oco.

De plus et avec des notations évidentes, si on considére le processus défini par Y, = f(Gy), on a

2 1
1Y =Y lli2@ap) =, 0, (377) (1.18)
uniformément ent.
D’autre part, on a
1Y = Y | 2ap) < (W)Hf ||L2(R,e7;/2dx)- (1.19)
Preuve
Projetons f sur la base des polyndmes d’Hermite.
f=Y el)H, (1.20)
n=0
ou
! S 121
cn(f)=— x)H,(z x, .
()= | S @) (1.21)
L, . e712/2
la série convergeant dans L?(R, de)
Lemme 1.4.2
Sous les hypothéses taites sur f, on a la relation
cn(f) = —Cn—i([*), 0<i <k (1.22)
n!
Preuve du lemme 1.4.2
On montre tout d’abord que dés que f et f’ sont dans L*(R, 3727:2 dz),on a
vn €N, lim f(z)Hn-1(2) e = lim f(z)H,_i(z)e "/ (1.23)
= 0. (1.24)
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Soit A > 0, en utilisant la définition des polyndmes d’Hermite, puis en intégrant par parties on

obtient :

A e—x2/2 A a2 dm e e—m2/2
/Of(x)Hn(x)mda: = | f@)re dxn(e )\/%dx (1.25)
A Ldr a2y 1
= [ s (e )—%daz (1.26)

" dn—l g2 1 A
= {f(x)(— ) (e Q)EL
A ) . dqn—1 ) 1
| @y s () e 1.2)
e_xQ/Q A A ) e—a:2/2
= —f(x)Hn,l(x)\/E 0+/0 f(x)Hn,l(x)\/%da(.IQS)

e—x2/2

2
Comme f et f’ sont dans L*(R, T

finie. Si [ # 0 alors on a I’équivalent

dzx), on en déduit que lim 4. ;oo f(A)H,_1(A) e 4*/2 = [ est

) 12 e’
f (x)iliin,l(x)?'

(1.29)

712 , A
Or cet équivalent n’est pas intégrable par rapport a © \/2—7:2 dx. Donc [ = 0. On démontre de méme

que lim,_, o f(x)H,_1(x) e~%"/2 = (. Ceci permet d’écrire
= —1 H © 2/2d 1.30
cn(f x)H, (x x .
(f) ol [Rf( VH, () o ( )

1 , e_q”Q/Zd
- = /R F@) s () d (131)
(n—1)!

= — Caa(f)). (1.32)
En itérant, on obtient donc la relation :
Y 4
en(f) = 0 'Z)’cm(f@), 0<i<k (1.33)
n!
Lemme 1.4.3
Toujours sous les mémes hypothéses, on a
i cn(f)’nl= o (i) (1.34)
" M = 4oo MF )

n=M+1
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et

o0

(M +1—k)' o2
en(f)?n! < (————2)|1F W 22 (1.35)
n%—i—l (M +1)! L2(R, &—=dx)

Preuve du lemme 1.4.3
Utilisant les relations entre les coefficients du développement d’Hermite, on peut écrire pour M >
k—1:

d eyl = )] (A — B (1)) (1.36)
n=M+1 n=M+1 n
= > ((n _,k)!)(n — k)len_i(f*)) (1.37)
n=M+1 n
(n —k)! - (k)\2
< le, 1.38
< ngﬁll( - )(HZA;M” e (f)7) (1.38)
(M +1—k)! 2
Grace a (1.39), on obtient (1.34) et (1.18), et de (1.40), on déduit (1.35) et (1.19).
Lemme 1.4.4
Avec les mémes hypothéses sur f, on a
Z(lnn)an(f)Qn! < 00. (1.41)
n=1
Preuve du lemme 1.4.4
On a, pour M > k
al al (n —k)!
Z(ln n)’c,(f)*n! = Z(ln n)*( oy cni(f#))2n! (1.42)
n=~k n=~k ’
M
S (Tt AT L))
n=~k ’
< sup((Inn)? (n— k) )(i nle, (f*)?) (1.44)
B nzk TL' n=0



De (1.44), on déduit (1.41).

On peut alors conclure que pour tout ¢ fixé, la suite (V;),, converge p.s. vers Y;. O
Exemple 2
Dans un exemple numeérique choisi dans la partie précédente, on a
f(&) = Fy'oFo() (1.45)
= (=1 —1In(1 — Fg(x))). (1.46)

On vérifie que cette fonction appartient bien a la classe de fonctions considérée ci-avant. Pour cela,
calculons la dérivée a I’ordre k de f.

On a
d* (k —1)!
d—yk(_l —In(1-y)) = 1=y pour k > 1. (1.47)
et
T eft2/2
Fo(r) = dt 1.48
a(z) 7 (1.48)
dF k:—1e_m2/2

@Fg(l’) = (-1 Nor Hy_1(x), pourk > 1. (1.49)

On peut a présent calculer la dérivée a I’ordre k de f (pour la formule de dérivation a I’ordre k d’une

fonction composée, on peut se reporter a [73]). Pour k > 1,

—|a o 13_"2/2 led
L @) y, o B ey (0 Iy s () (150)
gk €)= _l _ | o Na '
dx ofort2omr kot & (1 — Fg(z))lel (1o x ..ox (kl)ow
D’autre part, on a I’équivalent
00 e—t2/2
1—Fa(z) = dt 1.51
o = [ ash
_et?2]7 0o ,—t2/2
= _— — —dt 1.52
21 N +  V2mt? ( )
—x2/2
c (1.53)

+oo 121

—x2/2
2 ver

en déduit que les dérivées de f vérifient f©) € L*(R, 672_7:2 dx) pour touti € N.

Donc tous les termes intervenant dans (1.50) sont dans L?*(R, &

dx). La somme étant finie, on
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Exemple 3
Si la loi marginale est obtenue a I’aide du principe de maximum d’entropie (voir la partie V), alors

cette loi a une densité de la forme

p(y) = e exp(—P(y)), (1.54)
ou
N
Ply) =) My (1.55)
k=1

avec N > 4 pair et Ay > 0.
La fonction de répartition relative a cette densité s’écrit par définition

Fy(z) = / m p(y)dy. (1.56)

Nous allons montrer que la fonction f = Fy' o F appartient 4 la classe de fonctions considérée.
Pour cela on doit examiner le comportement de f et de ses dérivées en +00.
On a

(Fy)'(y) = W (1.57)
—1\n _F”( (y))

(Fy )" () —( ) (1.58)

oy — BP0 - RO R ) 50

Fy(Fy ' (y))?
Et on peut montrer par récurrence que la dérivée k-ieme de Fy' (k > 1) peut s’écrire sous la forme

Pu(F, o F7', .., F® o F;Y)

(F;l)(k:) - (o F TP , (1.60)
ou Py, désigne un polynéme a k variables de degré k — 1.
D’autre part
Fy(z) = p(=) (1.61)
= e lexp(—P(z)) (1.62)
Fl(z) = —e ' P(2)exp(—P(z)) (1.63)
FY(z) = e7((P'(z))* — P"(x)) exp(—P(x)) (1.64)
(1.65)

88



et de maniere générale

RY(x) = Qu(x) exp(~P(x)).
ol Q. est un polynéme de degré (k — 1) x deg(P’') = (k — 1)(N —1).

(1.66)

On examine donc dans un premier temps le comportement en 1~ (le comportement en 0" se traite

de maniére similaire) des fonctions

(B o Fy)(y) = Qu(Fy ' () exp(—P(Fy (y))).

On a, via une intégration par parties et pour x assez grand,

1—Fy(z) = / +Oop(y)dy

[T =PY) s
= /x T’(y)e exp(—P(y))dy

e :oo [ <‘Piy>)/p(y>d‘”

p(x) a1 XP(=P(2))
= 1— Fy(x) ~ P(a) =e P

Donc

o~ A1 exp(—P(Ffl(y)))
1~ P’(Fﬁl(y )
=I(l—y) ~ —P(F(y) - n(P'(F(y)))

Ainsi

(FP o FyY(y) ~ Qul(( -~

1/N
) ) exp(—P(Fy'(4))) (cf(1.76))

AN AN

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)
(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

1/N
) YN~ ) P ) (eF(1T2)  (1T8)

B 1/N n(l —
~ Qk( _hfl(l y)) )e)\o-',-l(l _y)N)\N<(—l (1 y)

1N\ N1
) ) (1.79)

(1.80)



o A, etay, € R, A 7&0

Donc
(Fy o Fy )™ ()~ (A1 — ) (= In(1 — y))*)*" (1.81)
et
1
(F;1)<k>(y) = Q ((1 mmTE y))ﬁk) (cf (1.60)) (1.82)
ou b, € R
Comime
hIJP Fao(x) =17,
on a
—1y\ (k) B 1
) EE) = O (T rercnime) (183
1
_ IQOO((BZQ/Q)k(_ln(ef/z))ﬁJ (1.84)
- 0 ((612/2)kxw), (1.85)
ol Yk € R.
On obtient de la méme maniére
() (Fe(@) = O (). (1.86)

Or (cf [73] p.44 pour la dérivation a I’ordre k d’une fonction composée)

L)) % (k) 7))
i 7)oty PR ™

(Fy'o )M (2) = 3

a/ar+2a2+...+kag=k

—22/2\ @
B e (=) T () (5
= Z J(Fy )(‘ D(FG(l’)) (1!)a1 X .. X (k!)ai = )

a/ar+2a2+...+kap=k

(1.88)

2 /2 —z2/2

On voit bien que, en +00, les termes en e vus dans (1.85) s’équilibrent avec les termes en e
et donc que tous les termes intervenant dans cette somme (finie) sont, d’apres ce qui précede, dans

712 . . _ , 5 . 1 - 712
L? <R, “ \/27:2 dm) JAinsi f = Fy Lo F,; et toutes ses dérivées sont des éléments de L? <R, = \/27:2 dx) .
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Remarque 1.4.5

Nous venons de montrer que, dans le cas ou les données expérimentales se limitent 4 un nombre
fini de moments, la sé€rie tronquée intervenant dans notre modele converge p.s. et uniformément en
m.q.. Lorsque les données comprennent la loi marginale d’ordre 1, c’est donc la régularité de cette

loi qui conditionne la convergence du modéle.

2 Remarques sur le cas non stationnaire

Plagons-nous dans un cadre non stationnaire et étudions la convergence de la série. Soit X

processus aléatoire centré défini par

X, = f(t,Gy) 2.1)

ol G est un processus gaussien admettant une loi marginale indépendante du temps N (0, 1) et f
une fonction.
Onnote Ry (t,t') = E(X; Xy ).

. 6712/2
Si f(t,.) € L? (R, -

dx) , on peut écrire

[e.9]

6712/2
ft.) = > fa(t)H,(.) dans L? (R, ﬁdm> (2.2)

n=1

—z2/2
. _ N1 e
ou f,(t) /(n) f(t,x)H,(z) N dzx. (2.3)
Considérant
N
XN =" fut)Ha(Gy), (2.4)
n=1
on a
, N
X 20,y = D () fulD)*. (2.5)
n=1

Proposition 2.1
Si

t — ”XtN”i?(QA]P) -
%) sont continues sur T compact de R,

t —  Rx(tt)
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alors
2 (QvAv[P)
SR

XN L X,

N—oo

uniformément ent sur 1.

Preuve
Pour tout ¢ fixé, la suite (HXtN Hig @ AP)) tend en croissant vers || X; |7 (.4 p)- Donc (théoréme
) ) N ) )

.. . 2 . ¢
de Dini) la suite (HXtN 172(0,4 P)) tend uniformément en ¢ vers || X, Hig(ﬂ ap) Sur T’ compact.
k) ) N ) )
Or

2 2 2
1Xe = X eapy = 1Xelzz@ar) = I1X0 220 (2.6)

Donc

uniformément sur 7T’

N—oo

uniformément sur 7' 0

2 2 2
”XtNHm(Q,A,P) [ Xell 20,0y = 1Xe — XtNHLQ(Q,A,P)

N—oo

Corollaire 2.2
(Avec les notations de la proposition précédente.)

La fonction d’autocorrélation Ry, (t,t') de XN converge uniformément en t, ' vers la fonction
d’autocorrélation Rx (t,t") de X; surT.

Preuve
Ce résultat est une conséquence de la proposition précédente.

En effet,

(X: — X)Xy + (Xo — XHXN 2.7)

= (X Xy) — (XN Xy) + (Xe X)) — (X X]) (2.8)

= (X Xy) — (XN X)) (2.9)

D’ou

[Rx(t,t') — Rx, (t.1)] < [E{(Xi— X")Xp}| + [E{(Xy — X) )X} (2.10)
< 1% = X 2@ m 1 Xe 2 apy + 1 X0 = X0 2o, am) 1 Xl 20, a0y
(2.11)

O
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V PROBLEME DES MOMENTS

Lors de ce travail de theése, nous nous sommes tout naturellement intéressé€s au probleme clas-
sique des moments : sous quelles hypotheses une suite de nombres réels est la suite des moments
d’une loi de probabilité et dans quelles conditions cette loi est unique. Ce probleme a largement été
traité depuis la fin du 19¢me siecle. L’ouvrage de référence utilisé€ pour la description de ceci dans

le chapitre suivant est [66].

Dans le chapitre 2, nous avons apporté des éléments de généralisation au cas des processus
stochastiques, les moments dépendant alors du parametre indigant le processus. Cecl vise une éven-

tuelle application au cas des processus non stationnaires.

Dans le chapitre 3 est présenté une méthode de choix de loi de probabilité dont les moments
sont fixés.

1 Probleme classique des moments

(cf [56], [65], [66], [12], [52])

L’énoncé du probleme des moments est le suivant: connaissant une suite (/i )qene de nombres

réels, existe-t-il une mesure positive bornée 1/ définie sur R" telle que
e —/ 22 di(z) (1.1)

. . def
ol I’on note classiquement x® = 1% ...z,*" lorsque x = (z1, ..., z,) et a = (aq, ..., ay)?

Si de plus on impose la condition ji9 o = 1, une mesure solution de (1.1) est une mesure de

probabilité. On prend donc i .. o = 1 dans la suite.
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1.1 Existence

Le théoreme suivant donne une conditon nécessaire et suffisante d’existence d’une solution
de I’équation (1.1). Ce théoréme s’inscrit en fait dans un cadre plus général que celui imposé
ici. Définissons tout d’abord, pour tout polyndéme de R[X1, ..., X,] (on note X = (X,..., X},))
P(X)= Y aX“(Oblal = o+ +ay),

|la|<deg(P)
pPYE D7 aapta. (1.2)
Théoreme 1.1.1 ([66])
Le probleme des moments (1.1) a une solution ssi
w(P) > 0 pour tout polynéme P > 0 .

Ceci permet d’obtenir des criteres pratiques dans le corollaire ci-apres (ou I’on ordonne N* de

maniére naturelle).

Corollaire 1.1.2 ([66], [52])
— Une condition nécessaire pour que le probleme des moments (1.1) admette une solution est

que
vr € N, dét (o) s § 20

— Une condition nécessaire et suffisante pour que le probleme des moments (1.1) admette une

solution est que

i. dans le cas de I’existence d’une solution a support non réduit a un nombre fini de points,

vr €N, dét{(#a+,8)\a|gr,\mgr} >0.

ii. dans le cas de I’existence d’une solution & support réduit a (k + 1) points,

Vr<k+1, dét{(ﬂa+6)|alén\/3\9} -0

Ve 2 k1, 46 () ajpypr | =0
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1.2 Unicité

Nous présentons ici trois criteres d unicité de la solution du probleme des moments (1.1).

Théoreme 1.2.1 ([65], condition d’analyticité de la fonction caractéristique)
Notons Ay, = pig0,...0 + fok,..0 + -+ Ho,..0,k
Si le probléme des moments (1.1) admet une solution et si

A, ) L/2F
lim sup %

< 400, (1.3)
k—+00 k

alors cette solution est unique.

Corollaire 1.2.2 ([65])
Si le probleme des moments (1.1) admet une solution dont le support est born€ alors cette solution

est unique.

Remarques 1.2.3
— Le corollaire du paragraphe précédent donne ainsi une condition suffisante d’existence et

d’unicité dans le cas de I’existence d’une solution a support réduit a un nombre fini de points.

— La condition (1.3) équivaut a I’analyticité de la fonction caractéristique de la solution du

probléme des moments.

Théoreme 1.2.4 (test de Carleman [66], [56])
(Avec les notations du théoréme précédent)

Si le probleme des moments (1.1) admet une solution et si

Z (AQn)—l/Qn _ +OO,

neN*
alors cette solution est unique.
Enfin, il existe une condition nécessaire d’unicité de la solution :

Théoreme 1.2.5 (condition de Krein, [56], [12])
Si Ie probleme des moments (1.1) admet une unique solution absolument continue - notons f sa

LG

1+ 22

densité -, alors
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2 Cas des processus

2.1 Théoreme d’extension de Kolmogorov

Rappelons les résultats de base pour la construction des processus stochastiques.

Soit 7' un ensemble. Notons RT & {9, g : T — R} (on peut prendre R? a la place de R).

Définissons les boréliens de R”'.
Soitn € N*, ty,....t, € T'et By, ..., B,, boréliens de R. On définit le cylindre

C(tryeostn; Bry ooy By) =49, 9: T =R /g(t;) € Bj, j=1,...,n}.

Soit enfin C I’ensemble des cylindres. La tribu 3 « o(C) engendrée par C est appelée tribu des
boréliens de R” .

Pour des facilités de compréhension, notons €2, = R pour toutt € 7.

Définition 2.1.1 (condition de compatibilité)
Soit

4, N € N ty,....t, € T deux a deux distincts}

.....

une famille de mesures de probabilité sur les boréliens de R". On dit que F satistait la condition de

compatibilité si

Vti,...;tn, thne1 € T deux a deux distincts, VB borélien de €, X ... x €,

]Ptl ..... tnytnt1 (B X Qtn+1) - ]Ptl ..... tn (B) .

Théoreme 2.1.2 (Kolmogorov)
F satistait la condition de compatibilité ssi il existe une unique mesure de probabilité P sur B telle
que
P(C(tl, ceey tn7 Bl, PN Bn)) = Ptl _____
pourtousn € N*, ty,....t, € T, Bj boreliende (Y., j=1,..,n.
Bien évidemment ce théoréeme n’a d’intérét que lorsque 7' est infini (nous prendrons par exemple

T = R" dans le cas oli I’on considére un processus indexé par le temps).
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2.2 Probleme des moments pour les processus

Nous pouvons maintenant exposer un résultat, relatif a 1’extension du probleme classique des
moments au cas des processus, que nous avons obtenu dans la perspective d’appliquer les méthodes
de simulation a des processus non stationnaires.

Soit la famille de nombres réels
M = {Mfl‘tn, n € N, t1,...,t, € T deux a deux distincts, o € N”} ,

avec M,?l’,'j_'_’gn = 1 pour tous n € N*, ty,...,t, € T deux a deux distincts. A n fixé et ¢, ..., t,, deux

a deux distincts fixés, notons
«
Mg = {M ., aeN'}.

Soit (CE),,
pour la suite p, = My}, , o € N*, qui s’énonce :

; la condition nécessaire et suffisante d’existence du probleme des moments (1.1)

i. dans le cas de I’existence d’une solution a support non réduit a un nombre fini de points,

Vr € N, dét{ (M;;ff?tn> } >0
) Jal<rgl<r

ii. dans le cas de I’existence d’une solution & support réduit a (k + 1) points,

Vr < k41, de’t{ (Mgf?tn) } >0,
) Jal<rlBl<r

Vr > k41, dét{ (M;jf?t ) } ~0
T ol < |B1<r

Soit (CU),, .., la condition suffisante d’unicit€ du probleéme des moments (1.1) pour la suite

fo = M 4, a € N quis’énonce

n

notant Af, = My g+ My i) + o My,
( A2k )1/ 2k
lim sup ~—dete < 400
k—+o00 2k
Remarque 2.2.1
La condition (CU), , esttoujours vérifiée par une solution dont le support est réduit a un nombre

fini de points.
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Dans le cas ou I’on travaille non plus avec la famille des lois marginales mais avec la famille des

moments, I’analogue du théoreme de Kolmogorov peut s’écrire :

Proposition 2.2.2

Si, pour tousn € N*, 1, ..., t,, € T deux a deux distincts, la famille M, vérifie les conditions
(CE)tl,...,tn et (CU)t
et si pour tousn € N*, t1,....t,,t,11 € T deux a deux distincts, 3 € N* on a

1yeenstn’

B?O

Mt(la---),tn,tn+1 = Mfl,...,tn ) (21)
alors il existe un unique (a équivalence prés) processus (X;,t € T) dont la famille des moments
coincide avec M.

Preuve

Soient n € N* et ty,...,t, € T deux a deux distincts fixés. Si la famille M, ., vérifie les condi-
tions (C’E)tl’._.’tn et (CU )tl,...,tn’ alors M, . détermine une unique mesure de probabilit€ P, ;.
(cf probléme des moments pour un vecteur aléatoire).

Montrons que (2.1) exprime la condition de compatibilité pour la famille de mesures de probabilité
F =APy,. +., n € N, t;,....t, € T deux a deux distincts} .

Soient (th, oy X,y X, +1) et (Y4, ..., Y}, ) vecteurs aléatoires de loi (respectivement) Py, ;4 .

et P, . +,. Notons ¢ Xy Xtn Xt 4, €L gzﬁytl,_“,ytn les fonctions caractéristiques correspondantes. Pour

prouver la compatibilité, il suffit de montrer 1’égalité

¢Xt1,---,th,th+1 (217 ooy Zmy O) = ¢Yt1,---,Ytn (217 ceey ZTL) )

pour tous 21, ..., z,. Sous les hypotheses (CU), et (CU),, ., ,ces fonctions caractéristiques

17---7tn+

sont analytiques et on a explicitement

n

By (21 20) = Biy o fexp [i) 0 2Y, 22)
k=1
_ Z tl,, DL (2.3)
BeNr
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De méme,

My, )
¢Xt1 ----- Xthtle(Zla"'>Zn>Zn+1) = Z ﬁ( )|a‘za (24)
aENn+1 )
[0
S Mistntnss ol o (2.5)
|
a=(3,0),8€N" “
MO[
N Z M(i)la\za. (2.6)
Q€N Jan 4170 «
Donc
My, )
O X (10 0) = 3 ata (el o 2.7)
a=(8,0), ﬂGN” '
S tl, o (1161 51 B (2.8)
BeNn
— QZSY, ..... Yi, (217 vy Zn) . (29)
1

Ainsi F vérifie la condition de compatibilité€ et on peut lui appliquer le théoreme d’extension de
Kolmogorov. Il existe donc un unique (a équivalence pres) processus X de loi P tel que, pour tous
thy ety €T, (Xpy,y oo, Xy, ) apourloi Py, 4.

En conclusion, il existe un unique (a équivalence pres) processus X dont la famille des moments
coincide avec M. O

3 Maximum d’entropie

3.1 Introduction

En se donnant une suite infinie de moments, sous des hypotheéses d’analyticité de la fonction
caractéristique ou plus généralement sous les hypotheses données dans le probleme des moments, on
peut déterminer de maniere unique la loi qui possede ces moments. Aussi le probléme de simulation
d’une v.a. de fonction caractéristique donnée est traité dans [12]. Cependant, dans la pratique, on
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n’impose qu’un nombre fini de moments. Dans le cas présent, on se donne les N premiers moments
de la loi marginale d’ordre 1 du processus (ou champ) strictement stationnaire a simuler.

Il y a une infinité de lois qui possedent les mémes /N premiers moments. Comme nous n’avons
pas d’autre information sur la loi marginale d’ordre 1 du processus a simuler, on utilise un critere

de choix de modele du type maximum d’entropie. Critere qui est bien adapté a notre cas.

3.2 Principe de maximum d’entropie

On décrit ici le principe du maximum d’entropie tel qu’il a €t€ utilisé pour notre probleme. Pour
plus de details, on peut se reporter au livre de Kapur et Kesavan [28] ainsi qu’a I’article [67]. Soit
donc un vecteur aléatoire Y = (Y7, ..., Yy) de loi & déterminer dont on impose N moments de la
forme :

My kg = E(Ylkl "'ded)'

On impose deux a priori dans le critere de choix de modele : le support de la loi cherchée et le
fait que cette loi est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous prenons ici
pour support tout R?. Pour ne pas charger les écritures, on prend d = 1 dans la suite.

Le principe du maximum d’entropie consiste en un probleme d’optimisation sous contraintes.

On cherche en effet la fonction densité p a support R qui maximise la fonction entropie

Hip| = - / p(y) In(p(y))dy

sous les contraintes
(o = [pp)dy =1,

o= Jayp(y)dy,

L v = [yVply)dy.

On note alors
N

Hp) = H[p] - > /\k(/R y*p(y)dy — ),

k=0

ot les (\;)¥, sont les multiplicateurs de Lagrange.
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Une condition d’existence d’extremum est

N

—Inp(y) —1=> Mg =0
k=0

et la distribution du maximum d’entropie est de la forme

N
ply) = e exp(— > Myb).
k=1
Ainsi les multiplicateurs de Lagrange sont solutions du systéme

o N
(1 = e ' eexp(— >, Aey®)dy,

p = et [Lyexp(— S Ay dy,

L un = e [LyNexp(— o AyF)dy.

Si ce systeéme a une solution (A, ..., \y) et si cette solution est unique, alors la distribution du

maximum d’entropie existe.

Remarque 3.2.1
Ce dernier systeme d’équations est non linéaire et sa résolution peut s’avérer délicate, surtout si
N est grand. Généralement le caractere non gaussien est représenté par la donnée des 4 premiers

moments qui reflete I’asymeétrie de la loi et I’aplatissement par rapport a la loi gaussienne.
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ANNEXES

A Processus stochastiques du second ordre

(cf [8], [32], [68])
Soit (X;,t € R) processus stochastique du second ordre (i.e. V¢, X; € L*(R)).

A.1 Stationnarité

Définition A.1.1 (stationnarité stricte)
Le processus (X, t € R) est dit strictement stationnaire si pour tout entier k, pour tous (t1, ..., ty,) €
R* et tout h € R, les lois de (X, ..., Xy, ) et (X4, 1n, -, Xy, +n) coincident.

Définition A.1.2 (stationnarité en m.q.)
Le processus (X;,t € R) est dit stationnaire en moyenne quadratique (m.q.), ou stationnaire du
second ordre, si pour tout entier k et pour tous (1, s,t) € R?

— E(X;) = m (constante),
- E(XtXS) — E(Xt+TXS+T)'

Remarque A.1.3
La stationnarité stricte implique la stationnarité en m.q.. La réciproque est fausse sauf dans le cas

des processus gaussiens.

A.2 Représentation intégrale
Définition A.2.1
Une fonction continue R est dite semi-définie positive si
Vn € N, V(t;)}—; CR, ¥(z)}-, CC, > R(t; — )z > 0.

=1
jk=1
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Théoréme A.2.2 (BOCHNER)

R est semi-définie positive ssi on peut écrire

R(t) = / e AE(N)
R
ou F est réelle, croissante et bornée.

Définition A.2.3 (continuité en m.q.)
Le processus (X;,t € R) est dit continu en moyenne quadratique si

Vte R, E(|X;, — Xu|) — 0.

t'—t

Remarques A.2.4
Dans le cas otl (X, t € R) est centré, stationnaire en m.q. et continu en m.q., sa fonction d’autocor-

rélation Rx (t) = E(X;,sX;) est continue semi-définie positive et :

— La fonction dF' du théoréme est alors appelée mesure spectrale du processus (X;,t € R).

— F' est définie a une constante additive pres. D’autre part, F' étant croissante, I’ensemble de
ses points de discontinuités est de mesure de LEBESGUE nulle. On posera donc, sans perte de
généralité, que F est continue a droite et F(—oc0) = 0, F(+00) = Rx(0).

— Si la mesure spectrale dF' est absolument continue (par rapport a la mesure de LEBESGUE),

sa densité est appelée densité spectrale du processus (X;,t € R).

Théoréme A.2.5 (CRAMER)
Pour tout (X;,t € R) processus centré, stationnaire du second ordre et continu en m.q., il existe
(Z;,t € R) processus a accroissements orthogonaux tel que, a t fixé,

X, = / ez, .
R

Remarque A.2.6
Sionpose Z_, =0,0na

E(Z,) =0, IE(|Z,\|2) = F(\) (mesure spectrale), E(|dZ()\)|2) =dF()\) .
On dit que (Z;,t € R) est le processus spectral associé a (X;,t € R).
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B Echantillonnage

(cf [68])

Théoreme B.1 (SHANNON)
Soit (X;,t € R) processus stochastique du second ordre, centré, stationnaire en m.q., continu en

m.q. admettant une densité spectrale Sx bornée a support compact [—ws, ws]. On a

n (ws(t —ta))
ws(t —ty)

ViER X, =Y X,

aeN

ou t, = a’- (la série convergeant en m.q.).

C Polynomes d’Hermite

C.1 Définition et premieres propriétés

Définition C.1.1
Pour tout x € R, on définit les polynémes d’Hermite par

Ho(x) =1,

H,(x) = (—1)”67dxne*7 ,neN.

Remarque C.1.2
Les fonctions H,, ainsi définies sont des polynémes de degré n, dont le coefficient du terme de plus

haut degré est 1. Les 4 premiers polynémes d’Hermite ont pour expressions:

Hi(x) = =

Hy(z) = 2*-1

Hi(z) = 2° -3z
Hy(z) = a*—62"+3.
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Proposition C.1.3 )
La famille ((\/ﬁ )_1Hn> est une base orthonormale de L? (R, S da:) .
neN i

Aussi, les polyndmes d’Hermite interviennent dans les coefficients du développement en série
entiere de la fonction de ¢, F'(x,t) = exp <tx — %) . En effet, on a:

Proposition C.1.4

2\ <X H,
exp (tx— 5) = Zﬂt” ,Vr € R.

!
e~ nl
A T’aide de ce développement, on peut démontrer facilement les propriétés suivantes:
H/(x) = nH, 1(x),neN",

Hy, 1(x)— (n—1)H, () ,n > 2,
H,(—z) = (=1)"H,(z),n e N".

s
8
~—
I
8

C.2 Polynomes d’Hermite appliqués a un vecteur aléatoire gaus-

sien standard

Proposition C.2.1 ([35])
Soit (G, ..., G,) (p > 2) un vecteur aléatoire gaussien tel que

EG; =0, E[G?] = 1, E[G;Gi] = Ry, (4, k) € {1,2,...p}".
Alors

k1++/€p:2q,
0 S kla"'vkp S q

0 sinon

kil kp! / .
: q - Rh '1"'Riq iq S1
E[Hkl(Gl)Hkp(Gp)] — 24q! Z j j {

ol Z' est la somme sur les indices i1, j1, ..., 14, Jq tels que
i il,jla ...,iq,jq € {]_, ...,p},
il 91 7 J1, e lg 7 oo
iii. ily a ky indices 1, ks indices 2, ..., k,, indices p.
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Exemple 4 (formule de MEHLER)
(Application de la proposition précédente dans le cas p = 2.)
Soit G = {G,t € R} processus gaussien centré tel que E[G?] = 1 pour toutt € R et soit Rg(t, s)

sa fonction d’autocorrélation. On a
E[H,(Gy)H,,(Gs)] = n!(Rea(t, s))”&nm,

(ol1 d,,.,, est le symbole de Kronecker).

D Relation entre équation différentielle d’Ito
et équation différentielle au sens des dis-
tributions

La méthode de simulation par markovianisation approchée nous a amené a jongler entre la no-
tion d’équation différentielle au sens d’Itd (pour les processus stochastiques ordinaires) et la no-
tion d’équation différentielle au sens des distributions (pour les processus généralis€s). La question
d’établir un lien entre ces deux notions s’est naturellement posée. Nous exposons ci-apres un résul-

tat que nous avons obtenu a I’issue de cette réflexion (en collaboration avec J-L. Akian).

Soit (€2, F,P) espace probabilisé. On considere les hypotheses suivantes :

— Soit b fonction mesurable sur R telle qu’il existe C'; et Cy constantes positives pour lesquelles

on a les inégalités

D.1)

b(z)] < Cy(1+]z|), Yz €R
‘b(l’g) — b(l’l)‘ < 02|l‘2 — 1’1‘, Vl’l,l‘g € R,

ou I’on note que la seconde condition d’inégalité sur b implique la premiére.

— Soit o fonction mesurable sur R* telle qu’il existe une constante C' pour laquelle

lo(t)| < C.
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On suppose de plus que o est absolument continue et qu’il existe p > 0 tel que

112
[ 0 < s
R+

(1+t)r

— Soit & v.a. indépendante de la tribu engendrée par (B;,0 < ¢t < +00), ot (B, t € R")
mouvement brownien standard, telle que E(|&|*) < +oo.

Considérons d’autre part I’ensemble de fonctions

E(| f(t)[
A = {f mesurables telles que f : R — L*(Q2, F,P) et Ip > 0 / Mdt < +oo}.
gt (1+1)P

Théoreme D.1

Soit (§,t € R") processus continu du second ordre tel que £ € A. On a I’équivalence

V>0, & =& + / o(s)dB(s) + / b(&s)ds (D.2)
0 0

0

V¢ € S(RT), /R+ &' (t)dt = —op(0) +/

R+

B(t)(00) (1)t — / RO

Preuve

On montre dans un premier temps I’implication (D.2) = (D.3).

Lemme D.2
Soita € A,

i. I’application

¢ > Jpra(t)o(t)dt
S(RY) — ILXQ,F,P),

est bien définie et linéaire continue.
ii. Yo € S(R+),

E(( /0 ta(s)ds)ggb(t)g) e
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Preuve du lemme

1.Ona
{[ @lawony)) Zah = { [ 1ot o4
< /R ) I?faffp) dt. /R RORCE (D.5)
E(a(t)2) 1 p/24+1[\2
< /R+ (1+t)pdt'/R+(1+t) dt.( stl>1£>’¢ )(L+t)P/2H)
(D.6)
< . (D.7)

Ceci démontre (cf [73] p.221) que I’application ¢ — [., a(t)(t)dt est bien définie sur S(RT) et

I’inégalité supplémentaire

5(([_awotar?) < { [ @atioy >)“2dt} (D.8)

permet de conclure grice a (D.6) que la fonction ¢ — [, a(t)¢(t)dt est a valeur dans L*(Q, F, P)
et linéaire continue sur S(R*).

i1. On démontre ce résultat par la simple série d’inégalités suivante :

o[ aasron?) < B [ atsrasonr? 0.9)

< /t E(a(s)?)ds.té(t)? (D.10)

< /0 (1(4532?)( + 5)Pds.to(t)? (D.11)
E(a(s)?) 2

< /O (1+S)pd st(14+t)Po(t)?, (D.12)

ceci tendant vers 0 quand t — oo cara € Aet ¢ € S(RT).
Retour a la preuve du théoreme

En multipliant 1’équation (D.2) par ¢’ puis intégrant entre 0 et 7', on obtient
(D.2) =

/OT&sb’(t)dt: /0 T§o¢'(t)dt+ /OT ( /Otg(s)dB(S))gzﬁ’(t)dt (D.13)
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- ) ( / t b(@)ds) S (1),

ou I’on doit vérifier que toutes les intégrales sont bien définies. En effet :
t — & est continue du second ordre par hypothese,

t— fg o(s)dB(s) est aussi continue du second ordre car (ou ¢ > t)

E(( /t ' cr(s)dB(s))2> - /t ' o(s)2ds

< C{' -1

— 0,
t'—t

de méme t — fot b(&,)ds est continue du second ordre car (ou ¢’ > t)

B ( / ! b(@)ds) E( / ) b(@)?ds) (' — 1)

< (/t 2071+ E(é?))d8> (' =1)

— 0,
t'—t

2

IN

et on démontre aussi aisément que ces trois applications sont des éléments de A.

Comme o est absolument continue (par hypothese), on peut intégrer par parties pour obtenir :
(D.2) =

T
/0 & (£)dt = E6(T) — £0(0) (D.14)

+/OT (a(t)B(t) — /Ot a’(s)B(s)ds)qs’(t)dtJr/oT (/Ot b(gs)ds) ¢'(t)dt.

Pour pouvoir de nouveau intégrer par parties, montrons 1I’absolue continuité des quantités qui entrent

en jeu.
t — ¢(t) est absolument continue,

t— fg o’(s) B(s)ds est absolument continue car o’ B € L'(]0,t]), Vt € RT,
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t— fg b(&,)ds est absolument continue pour presque tout w car s — b(&;) € L'(]0,¢[)(p.s.), Vt €
R*, comme on le montre ci-apres :

( / t |b<55>|ds)2 < / o) s x 1
< 2c2( [ iepas)e
:»E{ ( /0t|b<55>|ds)2} < 20t x [ (1+E(e )i

< o0

t
d’oﬁ/ 1b(&s)|ds < oo p.s.
0

o
/ a0 = &(T) - 6(0) + / "o B e (D.152)
| Ota%s)B(s)ds)qb(t)]oT (D.15b)
v [ wpwoa (D.150)
H ([ o) as(t)]: (D.154)
- [ wepotnar (D.15¢)

On peut montrer que toutes ces intégrales sont bien définies (en vérifiant les hypotheéses du lemme).
La deuxieme partie du lemme, nous permet d’écrire que les quantités (D.15b) et (D.15d) tendent

vers 0 en moyenne quadratique quand 7’ tend vers +-00.

Donc
(D.2) =
Vo e S®Y). [ &0t = ~600)+ [ Beo/at— [ weond .16
Démontrons maintenant la réciproque (D.3) = (D.2).
Lemme D.3

{¢/6 € SRT)} = SR
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Preuve du lemme

L’implication ¢ € S(R") = ¢’ € S(R") est triviale.

On s’intéresse donc a la réciproque.

Soit ¢ € S(R™). On veut trouver ¢ € S(R") telle que ¢’ = 7). Pour cela on pose

o) =~ [ st (x> 0).

Montrons donc que ¢ € S(R™).
Pour 5 > 1, on a bien

2% (2)||, < Cap, ot Cy 5 constante positive,

car ¢(/6) e 1/}(/6_1).

Pour 3 =0,0n a

V3 >0,

(t)‘ < Oy

donc |y (t)] < |Ctj|3' (pour t # 0).

Donc pour 3/ > 2:
xiﬂl+1

/¢ dt’<x0ﬁ/| st

Si on prend de plus (3’ tel que « — 3’ + 1 < 0, on a bien

z® /:Ozb(t)dt' < C,,

et le lemme est démontré.

Retour a la preuve du théoreme

Par ce lemme, on a donc (apres avoir vu que toutes les intégrales sont bien définies)
(D.3) =

voe @), [ o0)(6—6 - [ o()ane) - [ sends)ar o

Notons

AW =&~ [ osanis) — [ e
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On obtient
(D.3) =

VT > 0,¥6 € C2°(10, T), / L sADdE = 0 (D.23)
0

VT > 0,V¢ € C3(]0,T)), /T p(t)A(t)dt = 0, (D.24)
0

par densité de C5°(]0, T'[) dans C(]0, T'[) pour la norme |||, et donc pour la norme ||.| ;2o 7p> €t
d’autre part

t— A(t) € C°([0,T), L*(Q, F,P)) = t — A(t) € L*(J0, T[, L*(, F, P)).

Donc pour tous T > 0, ¢ € CJ(|0, T[) ety € L*(Q, F,P), on a

/ ' o(t)y - A(t)dt =0, (D.25)
0

ol

t— o(t)y € L*(0,T[, L*(Q, F,P)).
Le sous-espace vectoriel des fonctions étagées £(]0, T, L*(2, F,P)) est dense dans
L*(]0, T[, L*(2, F,P)) (cf [73]). D’ autre part, on sait que pour tout A € F ettout ¢ > 0, il existe une
fonction ¢ € CJ(]0, T) telle que ||T4 — ¢|| r2qorp < € Ainsi, Pespace vectoriel engendré par les
fonctions ¢t — ¢(t)y (ot ¢ € CJ(]0,T[) et yp € L*(Q, F,P)) est dense dans £(]0, T'[, L*(Q, F,P))
et donc dans L?(]0, T'[, L*(Q, F,P)). On en déduit donc que

vt € [0,T], A(t) =0, (D.26)

1.e.

N
Il
o

(D.27)

ce qui conclut la preuve de la réciproque.
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E Mouvement brownien a plusieurs para-
metres et Intégrale de Wiener-Ito

Dans cette annexe , nous nous sommes intéressés a redémontrer une formule d’intégration par
parties, évoquée dans la premiere partie, qui permet d’€tablir le lien entre bruit blanc et mouvement

brownien. La démonstration ci-apres fait suite a une communication privée de J-L. Akian.

On considere le triplet hilbertien S(R?) C L?(R?) C S'(R?) et la mesure bruit blanc puyy
associée. Le mouvement brownien est défini par

d
By,...a(w) =< w, [ [ sign(t:) L, notv0) >, (E.1)
i=1
et I’'intégrale de Wiener-1t0 par
d(2)dB(z,w) E< w, ¢ >, w e S'(RY). (E.2)
Rd

Le résultat suivant se trouve dans [24]. L’objet de cette annexe est d’en proposer une démons-
tration.

Proposition E.1

0%

e (x)B(x)dz. (E.3)

voe SR, [ olw)abla) = (-1 /

Preuve
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. P 9%
Dans un premier temps, montrons que 1’écriture fRd o100,

55> (2)B(x)dxr a bien un sens :

d 2 d 2
E( /R 7&3%%(33)3(3;) dr ) < E{/Rd 7ax?.%xd(x)(1+|x|)” du
X/Rd\(1+|x|)—n3(x)}2dx} (EA)
94 |2
< / e (@)1 + e da
X/Rd(1+|a:|)2”E(B(x)2)d:U (E.5)

< cste x/ (14 |2])~2"|z|dz (car € S(RY)) (E.6)
Rd
< +oo pour n choisi assez grand, (E.7)

(E.8)

donc

%

— — p-s. E.
8x1...8xd(I)B(I) dr < 400 pw —p-s (E.9)

I

Soit maintenant ay, ..., aq réels strictement positifs et soit A = []°_,] — a;, a;[. On considere

alors I’intégrale

e d
I =(-1)¢ [ ———(a). 1gn(2:) Lz a0 2 dz. E.10
@) = 0 [ T8, <o [T signe)basoan > de. (E10)

i=1

Remarquant que la fonction = = (z1,..., 74) —< w, [[, sign(a;) Lz, n0,2,v0) > est continue sur

R? pour yuyy-presque tout w, on peut exprimer I 4(w) comme la limite de sommes de Riemann :
pour iy -presq p p

[3X0)
— i (—1)¢ n ny
Ta(w) _J\}lféo( 1) Z o ..(%d(xl ey Thy?)
N yeeeyNg=
- 4 /2
X < WaHSign(JI?i)]I[m?i/\o,mjivo} > 11 ( Nl>, (E.11)
ou I’on a choisi 2% pour pas de subdivision dans la direction 7 et o (z]"),, sont les points de la

subdivision dans la direction 7.
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D’autre part, la fonction x — Hle sign(xi)]I[xi A0,z;v0] €St continue sur R? et a valeurs dans
. d
L2(R%) donc la fonction z +— 22

Or1...0Tg
leurs dans L?(R?) (complet). Ceci implique I’intégrabilité de cette fonction et I’intégrale

d . . . d
() [ Ti—y sign(2;) Mz, 00.2;,v0) et aussi continue sur R* a va-

9% :
— d ;
Iy=(-1) /Am(ﬂ?) ¢|=|1 s1g1(2i) Lz, n0,2,v01d (E.12)
peut s’écrire comme la limite dans L?(R%) de sommes de Riemann :
N d
¢ , 2a;
Iy = lim (—=1)% E e || ' DN PR e E.13
A N1—>H;o( ) W dz1...02, (@, 1 Ly )il <SZgn(xz ) [2; " A0z, VO] N) ( )
Notons
N d
‘ 04 , 2a;
v o —1)? E —(a, ..l ) A0)| PRSI I
A (=1 = a$1...a$d(x1 3o Ly ) gszgn(% ) [z A0z VO] T

Rappelons que par densité de S(R?) dans L?(R?), on peut définir < ., f > pour f € L*(R?) et que
I'onalégalit€ E(< ., f >?) = ||f||ig(Rd). Donc

B(< . Ia— I >2) = [|Ls — IY |2 mey —0. (E.14)

On peut ainsi extraire une sous-suite (/ i}v ") telle que

<. I >——< L4 > pw —ps, (E.15)

1.e.
< w, [1]4\”“ >E>< w, 4 > pour py — presque tout w. (E.16)

Or
Ia(w) = lim < w, I > (E.17)
= ]}erolo < w,]ﬁlv’“ > (E.18)
= <w,ly>. (E.19)

Donc

Iy(w) =< w, 4> pour uy — presque tout w. (E.20)
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Ce qui donne

d

%
I = - — || N1 ng o d > . E.21
A(w) <w, ( ) N 8x1...8xd (ZL’) 11 SZgTL(J,’Z) [2:A0,2; V0] AT > ( )

Soity = (y1,...,44) € R On considere 1’intégrale définie au point y :

o o
14 = (U | @) T sionted s ) ©22)
Faisant des calculs simples sur les intégrales, on écrit
9% d
a(y) /a1 - /a2 alo|—agiay] OT1- 8xd( ). Hszgn(x) [:i70,2:v0) (Y)d

= [ _70_,)
a1/\y1 a1 az;az[X...xX]—ag;aq] aIl axd

X HSZQH Ii)][[xi/\o,mVO} (y2> ey yd)d% siy; >0
i=2

[90)
- v / Ty )
J—ari(=a1)Vvyi [ J]-asas[x..x]—agaq] OT1---O%d
d
x | [ sign(z:) Lz, powvo) V2, - ya)da, siys <0
=2

En faisant tendre a; vers +oc et en utilisant le fait que ¢ € S(R?), on a

R Jaly) =
(—1)%! / ﬂ(yl, T,y Tg)- ﬁ sign(2;) iz, 00,.2:v0) (Y25 - Ya)dx. (E.23)
|—asian[%..x] —agsag| OT2.--0T4 paley R

Ce qui donne, en itérant d fois ce procédé,

wopedm Jaly) = 6(y), (E.24)
1.e.
(—1)° ﬂ(f) f[ s191(2:) Uz p0.2,v0) () dz = D(y). (E.25)
rd 021...074 Pl VT
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Donc

B(< ,Ja—¢>") = |[Ia—¢l72e (E.26)
T :
_ _ 9P T sign(z) T, xomvordzl2s E.27
[, 5oy Lot bemasontel oy ®2D
d 2
< / ||ad7¢ [[ sign(an1 r2aydz | (E.28)
- R4\ A 833'1...8375[ . =1 g P 0Ol R .
et
E(< ., 14— ¢ >?) — 0 (E.29)
at,...,ag—+00
On peut donc extraire une sous-suite ™ = (a7, ..., a) telle que, si A" =] — af, a[x...x]| —al}, a}],
<w, Iygn >—+>< w, @ > pour Ly — presque tout w. (E.30)
at,...,ay;—+00
De (E.20) et (E.30), on déduit 1’égalité (E.3). a
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Résumé :

L'objet de ce travail de recherche est de construire un modéle approché en vue de
simuler les trajectoires d’un processus stochastique non gaussien strictement stationnaire
sous la seule donnée (incomplete) de sa loi marginale d’ordre un, oLy ggemiers
moments de cette loi, et de sa fonction d’autocorrélation.

La méthode de simulation développée au cours de cette thése s’appuie sur deux mé-
thodes bien connues de simulation de processus gaussiens : la méthode spectrale et la
markovianisation. D’autre part, si seuls I¥spremiers moments de la loi marginale sont
donnés, le principe de maximum d’entropie est utilisé pour choisir cette loi.

A partir de la loi marginale est construite une transformation non linéaire qui est
ensuite projetée sur la base des polyndmes d’Hermite. Le modéle construit consiste donc
en une transformation polynomiale d’'un processus gaussien stationnaire standard dont la
fonction d’autocorrélation est déterminée a I'aide d’un probléme de minimisation.

Cette méthode de simulation est mise en oeuvre dans des exemples numériques inspirés
de l'ingénierie mécanique. Enfin, les convergences en moyenne quadratique et presque-
slre du modele ont été étudiées.
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