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REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES ET ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES

Laurent Berger

Résuḿe. — Dans cet article, on montre comment associer à toute repr´esentationp-adiqueV ,
via la th´eorie des(ϕ, ŴK )-modules de Fontaine, une ´equation diff´erentiellep-adiqueD†rig(V),
c’est-à-dire un module à connexion sur l’anneau de Robba.

Cette construction permet de faire le lien entre la th´eoriedes(ϕ, ŴK )-modules et la th´eorie de
Hodgep-adique. On montre par exemple comment construireDcris(V) etDst(V) directement à
partir deD†

rig(V), ce qui permet de reconnaı̂tre les repr´esentations semi-stables ou cristallines ;
la connexion est alors unipotente ou triviale. Alli´ee à destechniques de la th´eorie des ´equations
diff´erentiellesp-adiques, l’´etude du moduleD†rig(V) permet en outre de donner une nouvelle
d´emonstration d’un th´eorème de Sen caract´erisant les repr´esentationsCp-admissibles.

Finalement on peut utiliser les r´esultats pr´ec´edents pour ´etendre au cas d’un corps r´esiduel
parfait quelconque des r´esultats de Hyodo (H1

g = H1
st), de Perrin-Riou (sur la semi-stabilit´e

des repr´esentations ordinaires), de Colmez (les repr´esentations absolument cristallines sont de
hauteur finie), et de Bloch et Kato (sir ≫ 0, alors l’exponentielle de Bloch-Kato expV(r ) est un
isomorphisme) dont les d´emonstrations (dans le cas d’un corps r´esiduel fini) reposaient sur des
consid´erations de dimensions de groupes de cohomologie galoisienne.

Abstract(p-adic representations and differential equations). —In this paper, we associate
to everyp-adic representationV a p-adic differential equationD†

rig(V), that is to say a module
with a connection over the Robba ring. We do this via the theoryof Fontaine’s(ϕ, ŴK )-modules.

This construction enables us to relate the theory of(ϕ, ŴK )-modules top-adic Hodge theory.
We explain how to constructDcris(V) and Dst(V) from D†

rig(V), which allows us to recog-
nize semi-stable or crystalline representations; the connection is then either unipotent or trivial.
Along with techniques from the theory ofp-adic differential equations, the study ofD†

rig(V)
allows us to give a new proof of Sen’s theorem characterizingCp-admissible representations.

Finally we can use the previous results to extend to the case ofarbitrary perfect residue fields
some results of Hyodo (H1

g = H1
st), of Perrin-Riou (the semi-stability of ordinary representa-

tions), of Colmez (absolutely crystalline representations are of finite height), and of Bloch and
Kato (if r ≫ 0, then Bloch-Kato’s exponential expV(r ) is an isomorphism), whose proofs (for a
finite residue field) relied on the study of dimensions of Galois cohomology groups.
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INTRODUCTION

0.1. Généralit és et notations

Dans tout cet articlek est un corps parfait de caract´eristiquep, et F est le corps des fractions

de l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansk. Soit K une extension finie totalement

ramifi´ee deF , ce qui fait que le corps r´esiduel de
�
K s’identifie àk et que le corpsK est

complet pour la valuationvp qui ´etend celle deF . SoitCp le compl´et´e d’une clôture alg´ebrique

K de K . On s’int´eressera aux repr´esentationsp-adiquesV du groupe de Galois absoluGK =

Gal(K/K ) c’est-à-dire auxQp-espaces vectoriels de dimension finied munis d’une action

lin´eaire et continue deGK .

J-M. Fontaine a construit dans [20] une ´equivalence de cat´egoriesV 7→ D(V) entre la cat´egorie

de toutes les repr´esentations deGK et la cat´egorie des(ϕ, ŴK )-modules ´etales (le foncteur

inverse est not´eD 7→ V(D)). Un (ϕ, ŴK )-module est un espace vectoriel de dimension finie

sur un corps localBK de dimension 2 muni d’une action semi-lin´eaire d’un Frobenius ϕ et

d’une action semi-lin´eaire deŴK commutant à celle deϕ. Un tel module est ´etale siϕ est

de pente 0 (✁ unit root ✂ ). Le corpsBK est isomorphe (non canoniquement) à l’anneau des

s´eries
∑

k∈Z akTk en l’ind´etermin´eeT où la suiteak est une suite born´ee d’´el´ements deF et

limk→+∞ a−k = 0. L’action deϕ et deŴK est assez compliqu´ee en g´en´eral mais siK est

non-ramifi´e (K = F), alors on peut choisirT de telle sorte queϕ(T) = (1 + T)p − 1 et

γ (T) = (1+ T)χ(γ ) − 1 (dans le corps du texte,T est ´egal à un ´el´ementπK construit via la

th´eorie du corps des normes et l’action deϕ et deŴK provient d’une action naturelle ; siK = F ,

on aπK = π = [ε] − 1).

L’anneauBK est assez d´esagr´eable mais il contient l’anneauB†K des s´eries surconvergentes,

c’est-à-dire l’anneau des s´eriesA(T) =
∑

k∈Z akTk où la suiteak est une suite born´ee d’´el´e-

ments deF et il exister < 1 tel que la s´erieA(T) converge sur une couronne non-vide du type

{z ∈ Cp, r < |z| < 1}. Le th´eorème principal de [6] est que tout(ϕ, ŴK )-module ´etale provient
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par extension des scalaires d’un✁ module surconvergent✂ ; plus pr´ecis´ement on a le r´esultat

suivant

Théor̀eme 0.1. — Si D est un(ϕ, ŴK )-moduleétale, alors l’ensemble des sous-B†
K -modules

libres de type fini stables parϕ etŴK admet un plus grand́elément D† et on a D= BK⊗B†
K

D†.

Le fait que l’ensemble des sous-B†
K -modules libres de type fini stables parϕ etŴK admet un

plus grand ´el´ement est un r´esultat de Cherbonnier [5], et moyennant ce r´esultat, le th´eorème

est ´enonc´e dans [6] de manière duale (via le foncteurD 7→ V(D)) sous la forme✁ toute

repr´esentation deGK est surconvergente✂ . Grâce à ce r´esultat, on va pouvoir tensoriser au-

dessus deB†
K avec l’anneau de RobbaB†

rig,K (apparaissant dans les th´eorie des ´equations

diff´erentiellesp-adiques), constitu´e des s´eriesA(T) =
∑

k∈Z akTk telles queak ∈ F et qu’il

exister < 1 tel que la s´erieA(T) converge sur une couronne non-vide du type{z ∈ Cp, r <

|z| < 1} (sans condition de croissance au voisinage de{z ∈ Cp, |z| = 1}). Ceci va nous

permettre, siV est une repr´esentationp-adique deGK , d’une part de retrouver les invariants

Dcris(V) et Dst(V) associ´es àV par la th´eorie de Hodgep-adique et, d’autre part, en utilisant

l’action infinit´esimale deŴK , d’associer àV un module à connexionD†
rig(V) sur l’anneau de

RobbaB†
rig,K . Cet article rassemble un certain nombre de r´esultats que l’on peut obtenir via

l’´etude de ce module à connexion : caract´erisation des repr´esentations absolument cristallines,

semi-stables, de de Rham etCp-admissibles et applications à la conjecture de✁ monodromie

p-adique✂ .

0.2. Théorie de Hodgep-adique et(ϕ, ŴK )-modules

SoientB†
log,K = B†

rig,K [log(T)] (anneau muni des actions ´evidentes deϕ et deŴK ), D†
rig(V) =

B†
rig,K ⊗B†

K
D†(V) et D†

log(V) = B†
log,K ⊗B†

K
D†(V). Si V est une repr´esentationp-adique

de GK , soientDcris(V), Dst(V) et DdR(V) les modules associ´es àV par la th´eorie de Hodge

p-adique. Le premier r´esultat est que l’on peut retrouver ces modules

Théor̀eme 0.2. — Si V est une repŕesentation p-adique de GK , alors

Dst(V) = (D
†
log(V)[1/t ])

ŴK et Dcris(V) = (D
†
rig(V)[1/t ])

ŴK .

De plus :

(1) si V est une repŕesentation semi-stable, alors

D†(V)⊗B†
K

B†
log,K [1/t ] = Dst(V)⊗F B†

log,K [1/t ]
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(2) si V est une repŕesentation cristalline, alors

D†(V)⊗B†
K

B†
rig,K [1/t ] = Dcris(V)⊗F B†

rig,K [1/t ]

Dans l’´enonc´e ci-dessus let qui apparaı̂t est un ´el´ement deB†
rig,K sur lequelŴK agit viaγ (t) =

χ(γ )t et tel queϕ(t) = pt ; si K = F , on at = log(1+ T).

Les modulesDcris(V) et Dst(V) sont naturellement munis d’un Frobeniusϕ, d’un op´erateur de

monodromieN et d’une filtration. Le th´eorème pr´ec´edent permet de retrouver les actions deϕ

et N, mais la recette permettant de retrouver la filtration est suffisament peu ragoûtante pour ne

pas être explicit´ee dans cet article.

Un corollaire de ce th´eorème est le r´esultat suivant :

Corollaire 0.3. — Si V est une repŕesentation cristalline de GF , alors V est de hauteur finie.

Ce r´esultat avait ´et´e conjectur´e par Fontaine (voir [20, 40]) et d´emontr´e par Colmez de manière

très d´etourn´ee (la d´emonstration utilisait deux versions [11, 7] de la d´emonstration de la loi de

r´eciprocit´e conjectur´ee par Perrin-Riou [29]) dans le cas d’un corps r´esiduel fini. La d´emonstra-

tion donn´ee dans cet article utilise à la place le th´eorème ci-dessus et un r´esultat d’analyse

p-adique d´emontr´e par Kedlaya [25]. Signalons que Benois [2] a par ailleurs d´emontr´e la loi

de r´eciprocit´e de Perrin-Riou pour les repr´esentationscristallines de hauteur finie ce qui, com-

bin´e avec le r´esultat ci-dessus, fournit une d´emonstration de cette loi de r´eciprocit´e dans le

cas g´en´eral, n’utilisant que la th´eorie des(ϕ, ŴK )-modules, r´ealisant ainsi un programme de

Fontaine.

0.3. Structures différentielles sur les(ϕ, ŴK )-modules

Soit γ un ´el´ement deŴK assez proche de 1. La s´erie qui d´efinit log(γ )/ log(χ(γ )) converge

vers un op´erateur diff´erentiel∇ ; si K = F on a∇ = log(1 + T)(1 + T)ddT . Si B†,rn
rig,K est

l’anneau des s´eries convergeant sur la couronne{p−1/eK rn � |z| < 1} (où eK = [K∞ : F∞]

et rn = (p − 1)pn−1), alors∇ stabiliseB†,rn
rig,K pour n assez grand et on dispose de plus de

morphismes injectifsιn : B†,rn
rig,K → Kn[[ t ]] qui v´erifient ιn ◦ ∇ = t d

dt ◦ ιn.

Ce qui pr´ecède correspond au cas de la repr´esentation triviale et, plus g´en´eralement, siV est

une repr´esentationp-adique deGK et siγ est un ´el´ement deŴK assez proche de 1, la s´erie qui

d´efinit log(γ )/ log(χ(γ )) converge vers un op´erateur diff´erentiel∇V deD†
rig(V) au-dessus de

B†
rig,K muni de∇. Plus pr´ecis´ement, sin est assez grand,∇V stabilise le sous-moduleD†,rn

rig (V)
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ce qui permet d’associer à toute repr´esentationp-adique deGK un module diff´erentiel sur une

couronne.

En localisant enζ − 1 (où ζ est un racine primitive d’ordrepn de l’unit´e), ce qui revient à

consid´erer l’applicationιn : D†,rn
rig (V)→ (B+

dR⊗Qp V)HK , on retombe sur le module diff´erentiel

consid´er´e par Fontaine dans [21, chap. 3], ce qui permet en particulier de retrouver le module

DdR(V) à partir du noyau de cette connexion. En utilisant l’application θ : B+
dR → Cp, on

retombe sur le module de Sen ; la connexion devenant un op´erateurKn-lin´eaire dont les valeurs

propres sont les✁ poids de Hodge-Tate g´en´eralis´es✂ . En particulier,V estCp-admissible (ce

qui ´equivaut àV de Hodge-Tate et tous ses poids de Hodge-Tate sont nuls) si et seulement si cet

op´erateur est nul. Utilisant ce fait et des techniques d’´equations diff´erentiellesp-adiques (plus

pr´ecis´ement un th´eorème de Tsuzuki [8, 39]) on obtient une d´emonstration du r´esultat suivant,

dû à Sen [33], qui caract´erise les repr´esentationsCp-admissibles :

Théor̀eme 0.4. — Si V une repŕesentation p-adique de GK , alors les deux conditions sui-

vantes sont́equivalentes :

(1) V estCp-admissible ;

(2) le sous-groupe d’inertie de GK agit sur V à travers un quotient fini.

Finalement, il sort essentiellement du th´eorème 0.2 que

Théor̀eme 0.5. — Soit V une repŕesentation p-adique, alors il existe n tel que la restriction de

V à GK (µpn) est semi-stable (respectivement cristalline) si et seulementsi∇V est une connexion

unipotente (respectivement triviale) surD†
rig(V)[1/t ].

0.4. Extensions de repŕesentations semi-stables

Si l’on combine les diff´erentes techniques ´evoqu´ees ci-dessus et le calcul de la cohomologie

galoisienne des repr´esentationsp-adiques [22, 7] on peut d´emontrer les deux r´esultats suivants :

Théor̀eme 0.6. — (1) Toute repŕesentation ordinaire de GK est semi-stable ;

(2) une extension de deux représentations semi-stables qui est de de Rham est elle-même

semi-stable (� H1
g = H1

st
✁ ).

Ces deux r´esultats ´etaient connus dans le cas d’un corps r´esiduel fini, où on peut les d´eduire de

calculs de dimension de groupes de cohomologie galoisienne(ce qui n’est plus possible si le

corps r´esiduel n’est pas fini).
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Le premier avait ´et´e d´emontr´e dans ce cas là par Perrin-Riou [28, 29, 30] comme corollaire des

calculs de Bloch et Kato [4] et le deuxième par Hyodo [23, 27]. Le même genre de m´ethodes

permet de montrer que siV est une repr´esentation semi-stable deGK , alors quandr ≫ 0,

l’exponentielle de Bloch-Kato expV(r ) : DdR(V(r )) → H1(K , V(r )) est un isomorphisme,

r´esultat d´emontr´e par Bloch et Kato dans le cas d’un corps r´esiduel fini via des arguments de

dimension.

Mentionnons que l’on conjecture que toute repr´esentationde de Rham est potentiellement semi-

stable (conjecture de✁ monodromiep-adique✂ [19]) ce qui a ´et´e d´emontr´e par Fontaine (non

publi´e) en dimension 2. Le (2) du th´eorème 0.6 permet de ramener cette conjecture au cas

irr´eductible. On peut esp´erer que les techniques d´evelopp´ees dans ce texte permettront de ra-

mener cette conjecture aux conjectures du même nom de la th´eorie des ´equations diff´erentielles

p-adiques [16, 25, 38, 1].

0.5. Plan de l’article

Cet article comporte six chapitres (§) subdivis´es en no . Le premier § est consacr´e à des rappels

sur les repr´esentationsp-adiques et les anneaux de Fontaine. Dans le deuxième on donne la

construction des anneaux̃B†
rig et B̃†

log, qui sont fondamentaux pour ce qui suit. On donne dans

le troisième § une application de ces constructions : comment retrouverDcris(V) et Dst(V) à

partir du(ϕ, ŴK )-moduleD(V). Le quatrième § est consacr´e à l’´etude de la connexion∇ sur

l’anneauB†
rig,K , ce qui permet de d´efinir dans le cinquième § l’´equation diff´erentielle associ´ee

à une repr´esentationp-adique ; on donne des applications à la th´eorie de Fontaine et à la th´eorie

de Sen. Enfin dans le sixième § on montre que les constructions pr´ec´edentes permettent de

d´emontrer que certaines repr´esentations sont semi-stables.

Le th´eorème 0.2 est la r´eunion du th´eorème III.6 et de la proposition III.7. Le corollaire 0.3 est

l’objet du th´eorème III.9, le th´eorème 0.4 correspond à la proposition V.11 et le th´eorème 0.5

à la proposition V.6. Le premier point de 0.6 est d´emontr´e dans le no VI.3 et le deuxième point

dans le no VI.4. Cet article comporte deux appendices pour le rendre pluslisible : un diagramme

des anneaux de p´eriodes, et un index des notations.





CHAPITRE I

RAPPELS ET NOTATIONS

Ce § est entièrement constitu´e de rappels sur la th´eorie des repr´esentationsp-adiques. On se

reportera à [6, 7, 11, 18, 19, 20] ou aussi [14] pour la d´emonstration des faits qui sont rap-

pel´es ici. Pour ce qui est de la th´eorie des ´equations diff´erentiellesp-adiques et des isocristaux

surconvergents, le lecteur pourra se reporter à [9, 10, 16, 25, 38, 39].

La principale strat´egie pour ´etudier les repr´esentations p-adiques d’un groupeG est de cons-

truire desQp-algèbres topologiquesB munies d’une action du groupeG et de structures suppl´e-

mentaires de telle manière que siV est une repr´esentationp-adique, alorsDB(V) = (B ⊗Qp

V)G est unBG-module qui h´erite de ces structures, et que le foncteur quià V associeDB(V)

fournisse des invariants int´eressants deV . On dit qu’une repr´esentationp-adiqueV de G est

B-admissiblesi on aB⊗Qp V ≃ Bd en tant queG-modules.

I.1. Le corps Ẽ et ses sous-anneaux

Soit k un corps parfait de caract´eristiquep, F le corps des fractions de l’anneau des vecteurs

de Witt surk et K une extension finie totalement ramifi´ee deF . Soit F une clôture alg´ebrique

de F et Cp = F̂ sa compl´etionp-adique. On poseGK = Gal(K/K ), c’est aussi le groupe des

automorphismes continusK -lin´eaires deCp. Le corpsCp est un corps complet alg´ebriquement

clos de corps r´esiduel
�
Cp/ � Cp = k. On pose aussiKn = K (µpn) et K∞ est d´efini comme

´etant la r´eunion desKn. Soit HK le noyau du caractère cyclotomiqueχ : GK → Z∗
p etŴK =

GK /HK le groupe de Galois deK∞/K qui s’identifie via le caractère cyclotomique à un sous

groupe ouvert deZ∗
p.

Soient

Ẽ = lim
←−

x 7→xp

Cp = {(x
(0), x(1), · · · ) | (x(i+1))p = x(i )}
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et Ẽ+ l’ensemble desx ∈ Ẽ tels quex(0) ∈
�

Cp. Si x = (x(i )) et y = (y(i )) sont deux ´el´ements

deẼ, alors on d´efinit leur sommex + y et leur produitxy par :

(x + y)(i ) = lim
j →∞

(x(i+ j ) + y(i+ j ))p j
et (xy)(i ) = x(i )y(i )

ce qui fait dẽE un corps de caract´eristiquep dont on peut montrer qu’il est alg´ebriquement clos.

Si x = (x(n))n � 0 ∈ Ẽ soit vE(x) = vp(x(0)). C’est une valuation sur̃E pour laquelle celui-ci

est complet ; l’anneau des entiers deẼ estẼ+ et l’id´eal maximal est� Ẽ = {x ∈ Ẽ, vE(x) > 0}.

Soit Ã+ l’anneauW(Ẽ+) des vecteurs de Witt à coefficients dansẼ+ et B̃+ = Ã+[1/p] =

{
∑

k≫−∞ pk[xk], xk ∈ Ẽ+} où [x] ∈ Ã+ est le relèvement de Teichmüller dex ∈ Ẽ+. Cet

anneau est muni d’une applicationθ : B̃+→ Cp d´efinie de la manière suivante :

θ

(∑

k � 0

pk[xk]

)
=
∑

k � 0

pkx(0)k

Soientε = (ε(i )) ∈ Ẽ+ avecε(0) = 1 etε(1) 6= 1, π = [ε] − 1, πn = [εp−n
] − 1, ω = π/π1

et q = ϕ(ω) = ϕ(π)/π . Alors ker(θ) est l’id´eal principal engendr´e parω. De même soit

p̃ = (p(n)) ∈ Ẽ+ avecp(0) = p, alors ker(θ) est aussi engendr´e par [p̃] − p.

Remarquons queε est un ´el´ement deẼ+ tel quevE(ε−1) = p/(p−1). On poseEF = k((ε−1))

et on d´efinitE comme ´etant la clôture s´eparable deEF dansẼ ainsi queE+ = E ∩ Ẽ+ et

� E = E ∩ � Ẽ l’anneau des entiers et l’id´eal maximal deE. On renvoie à [7, p. 243] pour

une application de la th´eorie du corps de normes [42] à la construction d’une applicationιK :

lim
←−

�
Kn → Ẽ+ de la limite projective des

�
Kn relativement aux applications normes dansẼ+

dont la principale propri´et´e est la suivante :

Proposition I.1. — L’application ιK induit une bijection delim
←−

�
Kn sur l’anneau des entiers

E+
K deEK = EHK .

On remarquera que la proposition ci-dessus est ´enonc´ee dans [7, I.1.1] avec la restriction suppl´e-

mentaire queK/Qp est finie mais ceci n’est pas n´ecessaire (en revanche il est important que

K/F soit finie).

De plus on peut montrer de la même manière queEK est une extension finie s´eparable de

EF de degr´eeK = [K∞ : F∞] et de groupe de GaloisHF/HK et que le groupe de Galois

Gal(E/EK ) s’identifie àHK . EnfinE+
K est un anneau de valuation discrète de la formek[[π K ]]

où π K = ιK (̟K ) est l’image d’une suite̟ K d’uniformisantes compatibles pour les normes

des
�

Kn.
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I.2. L’anneau BdR et ses sous-anneaux

L’anneauB+
dR est d´efini comme ´etant le compl´et´e pour la topologie ker(θ)-adique deB̃+ (on

remarquera quẽA+ est complet pour cette topologie) :

B+
dR = lim

←−
n � 0

B̃+/(ker(θ)n)

c’est un anneau de valuation discrète, d’id´eal maximal ker(θ) ; la s´erie qui d´efinit log([ε])

converge dansB+
dR vers un ´el´ementt , qui est un g´en´erateur de l’id´eal maximal, ce qui fait

que BdR = B+
dR[1/t ] est un corps, muni d’une action deGF et d’une filtration d´efinie par

Fili (BdR) = t i B+
dR pouri ∈ Z.

On dit qu’une repr´esentationV deGK est de de Rham si elle estBdR-admissible ce qui ´equivaut

à ce que leK -espace vectorielDdR(V) = (BdR⊗Qp V)GK est de dimensiond = dimQp(V).

L’anneauB+
max est d´efini comme ´etant

B+
max= {

∑

n � 0

an
ωn

pn
où an ∈ B̃+ est une suite qui tend vers 0}

et Bmax= B+
max[1/t ]. On peut d’ailleurs remplacerω par n’importe quel g´en´erateur de ker(θ),

par exemple [̃p] − p. Cet anneau se plonge canoniquement dansBdR (les s´eries d´efinissant ses

´el´ements convergent dansBdR) et en particulier il est muni de l’action de Galois et de la filtration

induites par celles deBdR, ainsi que d’un Frobeniusϕ, qui ´etend l’applicationϕ :Ã+ → Ã+

d´eduite dex 7→ xp dansẼ+. On remarquera queϕ ne se prolonge pas par continuit´e àBdR.

On posẽB+
rig = ∩

+∞
n=0ϕ

n(B+
max) (on remarquera que l’anneaũB+

rig est l’anneauB+
cont de [11]). La

notation s’explique par le fait que l’on a un isomorphisme [3] B̃+
rig = H0

rig(
�

K ,W(k)).

On dit qu’une repr´esentationV de GK est cristalline si elle estBmax-admissible ou, ce qui

revient au même,̃B+
rig[1/t ]-admissible ; ceci ´equivaut à ce que leF-espace vectoriel

Dcris(V) = (Bmax⊗Qp V)GK = (B̃+
rig[1/t ] ⊗Qp V)GK

est de dimensiond = dimQp(V). Alors Dcris(V) est muni d’un Frobenius et d’une filtration

induits par ceux deBmax, et (BdR⊗Qp V)GK = DdR(V) = K ⊗F Dcris(V) ce qui fait qu’une

repr´esentation cristalline est aussi de de Rham.

La s´erie qui d´efinit log(π(0)) + log([π ]/π (0)) (après avoir choisi log(p) et oùπ = ε − 1)

converge dansB+
dR vers un ´el´ement log[π ] qui est transcendant sur FracB+max et on poseBst =

Bmax[log[π ]] et B̃+
log = B̃+

rig[log[π ]]. On dit qu’une repr´esentationV est semi-stable si elle

estBst-admissible ou, ce qui revient au même,B̃+
log[1/t ]-admissible ; ceci ´equivaut à ce que le
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F-espace vectoriel

Dst(V) = (Bst⊗Qp V)GK = (B̃+
log[1/t ] ⊗Qp V)GK

est de dimensiond = dimQp(V). Alors Dst(V) est muni d’un Frobenius, d’une filtration et

d’un op´erateur de monodromieN = −d/d log[π ] qui v´erifie Nϕ = pϕN (voir [37] pour une

justification du signe✁ − ✂ ), et (BdR⊗Qp V)GK = DdR(V) = K ⊗F Dst(V). De plusV est

cristalline si et seulement si elle est semi-stable etN = 0 sur Dst(V). On utilisera aussi le

F-espace vectorielD+
st(V) = (B̃

+
log⊗Qp V)GK .

I.3. L’anneau B̃ et ses sous-anneaux

Soit Ã l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansẼ et B̃ = Ã[1/p]. Soit AF le compl´et´e

de
�

F [π, π−1] dans Ã+ pour la topologie de celui-ci, c’est aussi le compl´et´ep-adique de
�

F [[π ]][π−1]. C’est un anneau de valuation discrète complet dont le corps r´esiduel estEF .

SoitB le compl´et´e de l’extension maximale non ramifi´ee deBF = AF [1/p] dansB̃. On d´efinit

alorsA = B ∩ Ã et A+ = A ∩ Ã+. Ces anneaux sont munis d’une action de Galois et d’un

Frobenius d´eduits de ceux deẼ. On poseAK = AHK et BK = AK [1/p]. QuandK = F les

deux d´efinitions coı̈ncident.

Si V est une repr´esentationp-adique deGK soitD(V) = (B⊗Qp V)HK . On sait [20] queD(V)

est unBK -espace vectoriel de dimensiond = dim(V) muni d’un Frobenius et d’une action

r´esiduelle deŴK qui commutent (c’est un(ϕ, ŴK ) module) et que l’on peut r´ecup´ererV grâce

à la formuleV = (D(V)⊗BK B)ϕ=1.

Le corpsB est une extension totalement ins´eparable (✁ radicielle ✂ ) de degr´ep de ϕ(B). Le

Frobeniusϕ : B → B est injectif, mais n’est donc pas surjectif, et il est utile d’en d´efinir un

inverse à gauche par la formule :ψ(x) = ϕ−1(p−1 TrB/ϕ(B)(x)).

Tout ´el´ement deB̃ peut s’´ecrire de manière unique sous la forme
∑

k≫−∞ pk[xk] où lesxk sont

des ´el´ements deẼ. On d´efinit̃B†,0 = B̃+ et, sir > 0, on pose

B̃†,r = {x ∈ B̃, lim
k→+∞

vE(xk)+
pr

p− 1
k = +∞}

Si r ∈ R on d´efinitn(r ) comme ´etant le plus petit entiern tel quer � rn = pn−1(p − 1).

La s´erie
∑

k≫−∞ pk[xk] converge dansBdR si et seulement si la s´erie
∑

k≫−∞ pkx(0)k converge

dansCp. On en d´eduit notamment pourn entier tel quepn−1(p − 1) � r une application

injective ιn = ϕ−n : B̃†,r → B+
dR qui envoie

∑
k≫−∞ pk[xk] sur la somme de la s´erie

∑
k≫−∞ pk[x p−n

k ] dansB+
dR. SoientB†,r = B ∩ B̃†,r , B̃† = ∪r � 0B̃†,r et B† = ∪r � 0B†,r .
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Enfin Ã†,r est l’ensemble desx ∈ B̃†,r tels qu’en plus,vE(xk)+
pr

p−1k � 0, A†,r = Ã†,r ∩A, et

A† = Ã† ∩ A où Ã† = B̃† ∩ Ã.

Remarque I.2. — La notation adopt´ee ici diffère un peu de celle de [6, 7]. Ce que nous appe-

lonsB̃†,r (repectivement̃B†,rn) y est not´ẽB†
r − (respectivement̃B†,n).

On dit qu’une repr´esentationp-adiqueV est surconvergente siD(V) possède une base surBK

constitu´ee d’´el´ements deD†(V) = (B† ⊗Qp V)HK . Rappelons le r´esultat principal [6, 7] à ce

sujet :

Théor̀eme I.3. — Toute repŕesentation V de GK est surconvergente, c’est-à-dire qu’il existe

r (V) tel queD(V) = BK ⊗B†,r (V)

K
D†,r (V)(V). De plus il existe s(V) tel queD(V)ψ=1 ⊂

D†,s(V)(V).

Si on applique le deuxième point à la repr´esentation triviale, on en d´eduit par exemple qu’il

existes(Qp) tel queBψ=1
K ⊂ B

†,s(Qp)

K . On a d’autre part une description assez pr´ecise des

anneauxB†,r
K , comme le montre la proposition suivante :

Proposition I.4. — Il existe n(K ) ∈ N etπK ∈ A
†,rn(K )

K dont l’image modulo p est une unifor-

misanteπK de EK . Si r � rn(K ), alors toutélément x∈ B†,r
K peut s’́ecrire x =

∑
k∈Z akπ

k
K

où ak ∈ F et òu la śerie
∑

k∈Z akTk est holomorphe et bornée sur la couronne ouverte

{p−1/eK r < |T | < 1} et converge sur le bord intérieur.

Afin de montrer le th´eorème I.3 un ingr´edient important est la construction d’applications de

✁ d´ecompl´etion✂ Rm que nous allons d´ecrire plus en d´etail. On a des inclusionsB†,rK ⊂ B̃†,r
K et

pourm � 1 ϕ−m(B†,r
K ) ⊂ B̃†,r

K , qui v´erifient [6, III.2] :

Proposition I.5. — Ces inclusions admettent des sections continues R0 : B̃†,r
K → B†,r

K et pour

m � 1 Rm : B̃†,r
K → ϕ−m(B†,r

K ). Soit R∗
m = Rm − Rm−1. Alors il existe n0(K ) tel que si

n � n0(K ), a ∈ Z, x ∈ πaÃ†,rn
K , alors :

R0(x) ∈ π
aA†,rn

K et R∗
m(x) ∈ π

aϕ−m((A†,rn+m
K )ψ=0)

On a de plus les propriét́es suivantes :

(1) R0 ◦ ϕ
m = ϕm ◦ Rm ;

(2) Rm et les R∗k pour k � m+ 1 sontϕ−m(B†
K )-linéaires ;

(3) si x ∈ Ã†
K , alors x= limm→+∞ Rm(x) dansÃK .





CHAPITRE II

LES ANNEAUX B̃†
rig ET B̃†

log

Soitα < 1 et � αF (X) l’ensemble des s´eries
∑

k∈Z ak Xk avecak ∈ F une suite born´ee telle que

toutρ ∈ [α; 1[ on ait limk→±∞ |ak|ρ
k = 0. Les rappels du § pr´ec´edent montrent que, sir ∈ R

etα(K , r ) = p−1/eK r , l’application f 7→ f (πK ) de � α(K ,r )F dansB†,r
K est un isomorphisme.

Soit ✁ α
F (X) l’ensemble des s´eries

∑
k∈Z akXk avecak ∈ F et telles que toutρ ∈ [α; 1[,

limk→±∞ |ak|ρ
k = 0. Alors∪α<1 ✁ α

F est l’anneau de Robba à coefficients dansF dont il a ´et´e

question dans l’introduction. Afin de faire le lien entre repr´esentationsp-adiques et ´equations

diff´erentielles, on va d´efinir un anneauB̃†,r
rig ⊃ B̃†,r tel que(B̃†,r

rig )
HK contienne✁ α(K ,r )

F (πK ). Si

f (X) ∈ ✁ α
F (X) et I est un intervalle compact⊂ [α; 1[, on poseVI ( f ) = inf vp( f (z)), |z| ∈ I .

Alors � αF (X) est muni de la topologie de Fr´echet d´efinie par l’ensemble desVI et son compl´et´e

pour cette topologie s’identifie à✁ α
F (X). Il est donc naturel de chercherB̃†,r

rig sous la forme d’un

sous-anneau du compl´et´e deB̃†,r pour une topologie ressemblant à celle qui est d´efinie par les

VI : c’est l’objet de ce §.

II.1. Les anneauxÃ I

Dans toute ce §,r et s sont deux ´el´ements deN[1/p] ∪ {+∞} tels quer � s. Rappelons que

pourn � 0 on a pos´ern = (p− 1)pn−1. Dans toute la suite, on notera [x]r pour [xr ], même si

r n’est pas entier. On convient quep/[π ]+∞ = 1/[π ] et que [π ]+∞/p = 0. Soient

Ã[r ;s] = Ã+{
p

[π ]r
,

[π ]s

p
} := Ã+{X,Y}/([π ]r X − p, pY− [π ]s, XY− [π ]s−r )

B̃[r ;s] = Ã[r ;s] [1/p] où, si A est un anneau complet pour la topologiep-adique,A{X,Y} d´enote

la compl´etionp-adique deA[X,Y] c’est-à dire queA{X,Y} = {
∑

i, j � 0 ai j Xi Y j } où ai j est

une suite qui tend vers 0 selon le filtre des compl´ementairesdes parties finies.

Lemme II.1. — Soit A= Ã+{X,Y} et I = ([π ]r X − p, pY− [π ]s, XY− [π ]s−r ). Alors
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(1) I ∩ pn A = pn I ;

(2) I est ferḿe dans A pour la topologie p-adique.

Démonstration. — Le (2) suit du (1) puisqueI est complet pour la topologiep-adique et que

le (1) montre qu’une suite d’´el´ements deI qui tend vers 0 dansA tend vers 0 dansI . Montrons

donc le (1). Soitf (X,Y) =
∑

i, j � 0 ai j Xi Y j ∈ pn A ce qui revient à dire quepn|ai j . Quitte

à modifier f par des ´el´ements depn(XY− [π ]s−r ) ⊂ pn I on peut supposer quef (X,Y) =∑
i ai Xi +

∑
j b j Y j où pn diviseai etb j . Si f (X,Y) ∈ I c’est que l’on peut ´ecriref (X,Y) =

a(X,Y)([π ]r X− p)+b(X,Y)(pY− [π ]s)+c(X,Y)(XY− [π ]s−r ) et les relationsY([π ]r X−

p) = [π ]r (XY−[π ]s−r )−(pY−[π ]s) et X(pY−[π ]s) = p(XY−[π ]s−r )−([π ]r X−p)[π ]s−r

montrent que quitte à modifierc(X,Y) on peut supposer quea(X,Y) = a(X, 0) et b(X,Y) =

b(0,Y). On voit alors quec(X,Y) = 0 et donc finalement quef (X,Y) = a(X)([π ]r X− p)+

b(Y)(pY−[π ]s). Montrons quea(X) ∈ pn A (la preuve pourb(Y) est la même). Posonsa(X) =∑
i ci Xi . On a alorsa0 = −pc0 et ai = [π ]r ci−1 − pci ce qui fait sii � 0 et 0 � j � n− 1,

alorspn diviseci+ j [π ]r − pci+ j +1 et donc aussi
∑n−1

j =0[π ]r (n−1− j )p j (ci+ j [π ]r − pci+ j +1) =

[π ]rnci − pnci+n et doncpn diviseci dans̃A+.

Corollaire II.2. — L’anneauÃ[r ;s] est śepaŕe pour la topologie p-adique (il est clairement

complet). De plus on a une application naturelle surjectiveÃ[r ;s] dans le compĺet́e p-adique de

Ã+[ p/[π ]r , [π ]s/p] dont le noyau est l’image de l’adhérence de I dans̃A[r ;s] et donc nul, ce

qui fait queÃ[r ;s] s’identifie aussi au complét́e p-adique dẽA+[ p/[π ]r , [π ]s/p].

Lemme II.3. — Toutélément dẽA[r ;s] peut s’́ecrire de la manìere suivante :

∑

k � 0

(
p

[π ]r

)k

ak +
∑

k>0

(
[π ]s

p

)k

bk

avec(ak), (bk) deux suites dẽA+ qui convergent vers0 (cetteécriture est bien ŝur non-unique).

Démonstration. — C’est une cons´equence imm´ediate de la d´efinition. On se contentera de

remarquer que

(
p

[π ]r

)k

·

(
[π ]s

p

)ℓ
=





[π ]k(s−r )
(

[π ]s

p

)ℓ−k
si k � ℓ

[π ]ℓ(s−r )
(

p
[π ]r

)k−ℓ

si k � ℓ

Lemme II.4. — Si ρ et σ sont deuxéléments dẽE+ qui vérifient vE(ρ) = pr/(p − 1) et

vE(σ ) = ps/(p− 1), alors Ã[r ;s] = Ã+{p/[ρ], [σ ]/p}.

Démonstration. — C’est ´evident.
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Remarquons que si on ar1 � r2 � s2 � s1, alors il y a une inclusion (les deux anneaux en

pr´esence sont intègres et ont même corps des fractions) :

Ã+[
p

[π ]r1
,

[π ]s1

p
] →֒ Ã+[

p

[π ]r2
,

[π ]s2

p
]

Lemme II.5. — Cette inclusion se prolonge en un morphismeÃ[r1;s1] → Ã[r2;s2] qui est tou-

jours injectif.

Démonstration. — Le morphisme du haut se factorise enÃ[r1;s1] → Ã[r1;s2] → Ã[r2;s2] et on

peut donc supposerr1 = r2 ous1 = s2. Supposons par exempler1 = r2 = r (l’autre cas se traite

de la même manière). Alors il suffit de montrer que le morphisme compos´ẽA[r ;s1] → Ã[r ;s2] →

Ã[r ;r ] est injectif (tout ceci pour simplifier la notation). On va donc montrer que sis � r , alors

Ã[r ;s] → Ã[r ;r ] est injectif. Soientα = [α] et β = [β] avecα, β ∈ Ẽ tels quevE(α) = r et

vE(β) = s− r de telle sorte quẽA[r ;s] = Ã{X,Y}/(αX − p, pY− αβ, XY− β) et Ã[r ;r ] =

Ã{X,Y}/(αX− p, pY−α, XY−1). Le fait que l’application naturellef (X,Y) 7→ f (X, βY)

du premier anneau dans le second est injective est ´equivalent au fait que sif (X, βY) ∈ (αX −

p, pY − α, XY − 1), alors f (X, βY) appartient à l’id´eal dẽA{X, βY} engendr´e par(αX −

p, pYβ − αβ, XYβ − β), ce que nous allons maintenant d´emontrer.

Commeņcons par remarquer que quitte à modifierf (X,Y) par des ´el´ements de l’id´eal(αX −

p, pY−α, XY−1) on peut supposer (en remplaçantXY par 1) quef (X, βY) =
∑+∞

i=0 γi Xi +∑+∞
j =1 δ jβ

j Y j . Supposons que l’on aitf (X, βY) = a(X,Y)(αX − p) + b(X,Y)(pY− α) +

c(X,Y)(XY−1). Les relationsY(αX− p) = α(XY−1)− (pY−α) et X(pY−α) = p(XY−

1) − (αX − p) montrent que l’on peut supposer, quitte à modifierc(X,Y), quea(X,Y) =

a(X, 0) := a(X) et b(X,Y) = b(0,Y) := b(Y). Comme f (X, βY) ne contient pas de terme

en XY c’est alors quec(X,Y) = 0. On a donc montr´e quef (X, βY) = a(X)(αX − p) +

b(Y)(pY− α). Posonsb(Y) =
∑+∞

j =0 b j Y j . Pour terminer la d´emonstration il faut montrer que

b j est un multiple deβ j +1. Un calcul facile montre que sij � 1, alorsδ jβ
j = (pbj −1− αb j )

ce qui fait queβ j divise pbj −1−αb j dans̃A+ et donc queβ j +1 divise
∑n

k=0 pn−kαk(pbj +k−

αb j +k+1) = pn+1b j − α
n+1b j +n+1. Reste à choisirn assez grand pour queβ j +1 diviseαn+1

ce qui montre alors queβ j +1 diviseb j .

On utilise ces injections pour d´efinir, siI est un intervalle deR∪{+∞} :̃BI = ∩[r ;s]⊂I ∩RB̃[r ;s] .

Soient I ⊂ J deux intervalles ferm´es, ce qui fait queB̃J ⊂ B̃I , on d´efinit une valuationp-

adiqueVI surB̃J en d´ecidant queVI (x) = 0 si et seulement six ∈ Ã I − pÃ I et que l’image de

VI estZ. Par d´efinitioñBI muni deVI est un espace de Banachp-adique. De plus le compl´et´e

deB̃J pourVI s’identifie aB̃I .
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Remarque II.6. — CommẽA I est un anneau on a notammentVI (xy) � VI (x)+ VI (y).

Le but de cette partie est de d´egager quelques propri´et´esde ces anneaux. Commençons par

remarquer que le groupe de GaloisGF agit sur Ã+ et que cette action s’´etend à l’anneau

Ã+[ p/[π ]r , [π ]s/p] et le stabilise, ce qui fait que l’action deGF s’´etend par continuit´e à une

action par isom´etries sur son compl´et´ep-adique et par suite à tous lesÃ I et B̃I .

De même le Frobeniusϕ s’´etend en un morphisme

ϕ : Ã+[
p

[π ]r
,

[π ]s

p
] → Ã+[

p

[π ] pr
,

[π ] ps

p
]

et se prolonge donc en une application deÃ I dans̃A pI pour toutI .

Lemme II.7. — Si I ⊂ [r ; +∞], alors B̃†,r ⊂ B̃I et si x ∈ B̃†,r s’écrit x =
∑

k≫0 pk[xk],

alors la valuation

WI (x) = inf
α∈I

inf
k∈Z

k+
p− 1

pα
vE(xk)

vérifie VI (x) = ⌊WI (x)⌋ où ⌊a⌋ est le plus grand entier� a.

Démonstration. — Le premier point suit de la d´efinition et de plus six ∈̃B†,r v´erifieWI (x) �
0, alors la somme qui le d´efinit converge dansÃ I ce qui fait queVI (x) � 0. Reste à montrer

que six ∈ Ã I , alorsWI (x) � 0. CommẽA I est le compl´et´ep-adique dẽA+[ p/[π ]r , [π ]s/p]

il suffit de montrer queWI (x) � 0 si x ∈ Ã+, si x = p/[π ]r et six = [π ]s/p ce qui est clair.

CommeWI (p) = 1 on en d´eduit que⌊WI (·)⌋ est une valuationp-adique dont l’image estZ et

telle queWI (x) � 0 si et seulement six ∈ Ã I ce qui fait queVI (x) = ⌊WI (x)⌋.

Exemple II.8. — Beaucoup de ces anneaux sont d´ejà connus :

(1) Ã[0;r0] = A+
max et B̃[0;r0] = B+

max ;

(2) B̃+
rig = B̃[0;+∞[ ;

(3) Ã+ = Ã[0;+∞] et B̃+ = B̃[0;+∞] ;

(4) Ã = Ã[+∞;+∞] et B̃ = B̃[+∞;+∞] ;

(5) Ã†,r = Ã[r ;+∞] et B̃†,r = B̃[r ;+∞] .

Démonstration. — Le (2) est une cons´equence du(1) et du fait quẽB+
rig = ∩

+∞
n=0ϕ

n(B+
max).

Les (3) et (4) sont ´evidents, et le(5) est contenu dans [6, remarque II.1.3]. Reste à montrer

le (1) qui suit du fait que par d´efinitionA+max = Ã+{[ p̃]/p − 1} et Ã[0;r0] = Ã+{[ p̃]/p} (et

A{X} = A{X − 1} puisqueA[X] = A[X − 1]).

Lemme II.9. — On a Ã[r ;s]/(p) = Ẽ+[X, πs−r X−1]/(πs, π r X). Notamment si r= s, alors

Ã[r ;r ]/(p) = Ẽ+/(π r )[X, X−1].
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Démonstration. — Soit A = Ã+{X,Y} et I = (XY− [π ]s−r , p− X[π ]r , [π ]s− pY) de telle

sorte quẽA[r ;s] s’identifie àA/I et donc quẽA[r ;s]/(p) = (A/I )/(p). On a une suite exacte

0→ I → A→ A/I → 0 et la multiplication parp induit un diagramme :

0 −−−→ I −−−→ A −−−→ A/I −−−→ 0

p
y p

y p
y

0 −−−→ I −−−→ A −−−→ A/I −−−→ 0y
y

y
I /p −−−→ A/p −−−→ (A/I )/p −−−→ 0

et commeA/I est sansp-torsion, le lemme du serpent montre que(A/I )/p s’identifie au

quotient duA/p par l’image deI dans ce dernier. Dans notre situation on aA/p = Ẽ+[X,Y]

et l’image deI s’identifie à(XY− π s−r ,−Xπr , πs) d’où le lemme.

II.2. Plongement des̃A I dans B+
dR

On va maintenant d´efinir des morphismes deÃ[r ;s] dansB+
dR. On va montrer que sirn ∈ I , alors

l’applicationϕ−n r´ealise une injection dẽBI dansB+
dR. Pour cela, soitJn = [rn; rn] avecn � 0.

Si x ∈ Ã J0, alors on peut ´ecrire

x =
∑

k � 0

ak

(
p

[ p̃]

)k

+
∑

j � 0

b j

(
[ p̃]

p

) j

=
∑

k � 0

ak

[(
p

[ p̃]
− 1

)
+ 1

]k

+
∑

j � 0

b j

[(
[ p̃]

p
− 1

)
+ 1

] j

=
∑

ℓ � 0

(
p

[ p̃]
− 1

)ℓ∑

k � ℓ

(
k

ℓ

)
ak +

∑

m � 0

(
[ p̃]

p
− 1

)m ∑

j � m

(
j

m

)
b j

et comme lesa j etbk tendent vers 0, les s´eries
∑

k � ℓ
(k
ℓ

)
ak et

∑
j � m

( j
m

)
b j convergent dans̃A+

et la s´erie du haut est donc convergente pour la topologie ker(θ)-adique et converge dansB+dR

vers un ´el´ementι0(x) ∈ B+
dR.

Proposition II.10. — Si x ∈ Ã Jn on poseιn(x) = ι0(ϕ
−n(x)). L’application x 7→ ιn(x) est

un morphisme injectif dẽA Jn dansB+
dR et si Jn ⊂ I , alors le noyau du morphisme composé

θ ◦ ιn : Ã I → Cp estker(θ ◦ ιn : Ã I → Cp) = ([ p̃pn
]/p− 1)Ã I .

Démonstration. — Montrons tout d’abord que ker(θ ◦ ιn : Ã I → Cp) ⊂ ([ p̃pn
]/p − 1)Ã I

(l’autre inclusion est imm´ediate) ; il suffit de le faire pour n = 0 carϕ−n est une bijection de
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Ã I sur Ã p−n I et donc dẽA Jn sur Ã J0. Soit doncI = [r ; s] avecr � 1 � s et x ∈ Ã I tel que

θ ◦ ι0(x) = 0. On peut ´ecrire

x =
∑

k � 0

ak

(
p

[ p̃]r

)k

+
∑

j � 0

b j

(
[ p̃]s

p

) j

=
∑

ℓ � 0

(
p

[ p̃]r
− [ p̃1−r ]

)ℓ∑

k � ℓ

(
k

ℓ

)
[ p̃1−r ]k−ℓak

+
∑

m � 0

(
[ p̃]s

p
− [ p̃s−1]

)m ∑

j � m

(
j

m

)
[ p̃s−1] j −mb j

=
∑

ℓ � 1

(
p

[ p̃]r
− [ p̃1−r ]

)ℓ∑

k � ℓ

(
k

ℓ

)
[ p̃1−r ]k−ℓak

+
∑

m � 1

(
[ p̃]s

p
− [ p̃s−1]

)m ∑

j � m

(
j

m

)
[ p̃s−1] j −mb j +

∑

k � 0

(ak[ p̃1−r ]k + bk[ p̃s−1]k).

les deux premiers termes ´etant des s´eries convergeant dans B+dR (ne pas oublier queak → 0 et

b j → 0) et dont la somme est dans le noyau deθ ◦ ι0, et le troisième terme ´etant un ´el´ement de

Ã+ (même argument pour la convergence) qui est annul´e parθ et qui s’´ecrit donc([̃p] − p)y

avecy ∈ Ã+. Montrons quex −
∑

k � 0(ak[ p̃1−r ]k + bk[ p̃s−1]k) = ([ p̃]/p− 1)z avecz ∈ Ã I .

On a

x −
∑

ℓ � 0

(aℓ[ p̃1−r ]ℓ + bℓ[ p̃s−1]ℓ) =

∑

ℓ � 1

aℓ

((
p

[ p̃]r

)ℓ
− [ p̃1−r ]ℓ

)
+
∑

ℓ � 1

bℓ

((
[ p̃]s

p

)ℓ
− [ p̃s−1]ℓ

)
=

(
[ p̃] − p

p

)(
−
∑

k � 1

(
p

[ p̃]r

)k∑

ℓ � k

aℓ[ p̃1−r ]ℓ−k + [ p̃s−1]
∑

j � 0

(
[ p̃s]

p

) j ∑

ℓ � j +1

bℓ[ p̃s−1]ℓ− j −1

)

comme le montre un petit calcul, ce qui montre l’assertion quant au noyau deθ ◦ ι0 surÃ I .

Enfin montrons queιn est injectif. On se ramène imm´ediatement au cas oùn = 0. Si ι0(x) = 0

avecx ∈ Ã J0, alorsθ ◦ ι0(x) = 0 et doncx est divisible par [̃p]/p − 1. Commeι0 est un

morphisme d’anneau et queB+
dR est intègre, c’est quex = ([ p̃]/p − 1)x1 avecι0(x1) = 0 et

x1 ∈ Ã J0. En it´erant ce proc´ed´e on en d´eduit quex ∈ ∩+∞
n=0([ p̃]/p − 1)nÃ J0. Reste donc à

montrer que∩+∞
n=0([ p̃]/p− 1)nÃ J0 = 0. L’image de cette intersection dansÃ J0/(p) s’identifie

à∩+∞
n=0(X − 1)nẼ+/( p̃)[X, X−1] qui est nulle. On en d´eduit qu’un ´el´ement de∩+∞

n=0([ p̃]/p−

1)nÃ J0 est infiniment divisible parp et donc nul.

Corollaire II.11. — Si rn ∈ I , alors ιn réalise une injection dẽA I et B̃I dansB+
dR.
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Remarque II.12. — Le noyau deθ ◦ ιn : B̃I → Cp est ker(θ ◦ ιn) = ϕn−1(q)B̃I . En effet,

([ p̃pn
] − p) = ϕn([ p̃] − p), ϕn−1(q) = ϕn(ω) et on sait que [̃p] − p etω engendrent le même

id´eal dẽA+.

Lemme II.13. — Les inclusions naturelles deA+
maxetÃ†,r0 dans̃A J0 induisent une suite exacte

0→ Ã+→ A+
max⊕ Ã†,r0 → Ã J0 → 0.

Démonstration. — La flèche estA+
max⊕ Ã†,r0 → Ã J0 est surjective car il suffit de d´ecomposer

une ´ecriture d’un ´el´ement deÃ J0 en deux. EnsuitẽA+ est contenu dans l’intersection deA+
max

et deÃ†,r0 et il reste donc à montrer que l’inclusion

Ã+→ Ã†,r0 ∩ A+
max

est aussi une surjection. On va d’abord montrer que c’est vraimodulopÃ J0 (on remarquera que

modulo p la flèche n’est plus injective). Rappelons que les anneauxA+
max et Ã†,r0 s’identifient

à Ã+{X}/(pX − [ p̃]) et àÃ+{Y}/([ p̃]Y − p) et queÃ J0/(p) = Ẽ+/( p̃)[X, X−1]. L’image

de Ã†,r0 dans cet anneau s’identifie ã̀E+/( p̃)[X] et celle deA+
max à Ẽ+/( p̃)[1/X] ce qui fait

que l’image de leur intersection (qui est un sous-ensemble de l’intersection de leurs images) est

un sous-anneau dẽE+/( p̃) et donc que la flèchẽA+ → Ã†,r0 ∩ A+
max est surjective modulo

pÃ J0. Si l’on prendx dansÃ†,r0 ∩ A+
max il existe doncy ∈ Ã+ tel quex − y ∈ pÃ J0. Cela

veut dire quex − y ∈ pA+
max d’une part et∈ pÃ†,r0 + [ p̃]Ã+ d’autre part (il suffit d’appliquer

le lemme II.9 à tous ces anneaux). Commep divise [̃p] dansA+
max il existez ∈ [ p̃]Ã+ tel que

x− y− z ∈ p(Ã†,r0 ∩A+
max). On conclut en it´erant ce proc´ed´e (commeÃ+ est complet pour la

topologiep-adique).

II.3. Les anneauxB̃†
rig

Dans ce no on introduit les anneaux̃B†
rig.

Définition II.14. — Les anneaux̃B†
rig sont d´efinis par

B̃†,r
rig = B̃[r ;+∞[ et B̃†

rig = ∪r � 0B̃†,r
rig

On munit̃B†,r
rig de la topologie de Fr´echet d´efinie par l’ensemble desVI où I parcourt l’ensemble

des intervalles ferm´es de [r ; +∞[. On d´efinit aussiÃ†,r
rig comme ´etant l’anneau des entiers de

B̃†,r
rig pour la valuationV[r ;r ] .

Proposition II.15. — On aker(θ ◦ ιn : B̃†,rn
rig → Cp) = ϕ

n−1(q)B̃†,rn
rig .
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Démonstration. — Étant donn´ee la remarque II.12 il suffit de montrer que ker(θ ◦ ιn : B̃I →

Cp) = ([ p̃pn
]/p− 1)B̃I pour toutI ⊂ [rn; +∞[ ce qui suit de II.10.

Lemme II.16. — On a une suite exacte

0→ B̃+→ B̃†,r ⊕ B̃+
rig → B̃†,r

rig → 0

Démonstration. — On va d’abord montrer que sirn � r , alors on a

0→ B̃+→ B̃[r ;+∞] ⊕ B̃[0;rn] → B̃[r ;rn] → 0

il est clair que tout ´el´ement deB̃[r ;rn] s’´ecrit comme somme d’´el´ements des deux autres et il faut

v´erifier que deux ´ecritures diff´erentes diffèrent par un ´el´ement deB̃+ ce qui revient à montrer

queB̃[r ;+∞] ∩ B̃[0;rn] = B̃+, ou encore en appliquantϕ−n queB̃[rp−n;+∞] ∩ B̃[0;r0] = B̃+
rig ce

qui suit du lemme II.13.

Montrons maintenant le lemme. Six ∈ B̃†,r
rig , alors pour toutn on peut ´ecrire (puisquẽB†,r

rig ⊂

B̃[r ;rn]) : x = an + bn avecan ∈ B̃[r ;+∞] et bn ∈ B̃[0;rn]. Remarquons quex = an+1 + bn+1

est une autre ´ecriture de ce type (puisquean+1 ∈ B̃[r ;+∞] et bn+1 ∈ B̃[0;rn]) et donc que

bn+1 − bn ∈ B̃+ ce qui fait que quitte à modifieran+1 et bn+1 par des ´el´ements deB̃+ on

peut supposer quean = an+1 et bn = bn+1 ce qui fait quex = a + b aveca ∈ B̃†,r et

b ∈ ∩+∞
n=0B̃[0;rn] = B̃+

rig.

Proposition II.17. — L’anneauB̃†,r
rig est complet pour sa topologie de Fréchet et contient̃B†,r

comme sous-anneau dense.

Démonstration. — Le fait queB̃†,r
rig est complet suit du fait que chacun desB̃[r ;s] est complet

pour V[r ;s] . Ensuite montrons quẽB†,r est dense. Soitx ∈ B̃†,r
rig et r < s < t trois r´eels. Alors

commex ∈ B̃[r ;t ] , on peut l’´ecrire comme

xn +
∑

k>n

bk

(
[π ]t

p

)k

avecxn ∈ B̃†,r si n≫ 0. On a alors

x − xn ∈

(
[π ]t

p

)n

Ã[r ;t ] ⊂

(
[π ]t

p

)n

Ã[r ;s]

et un petit calcul montre qu’alorsV[r ;s](x − xn) � n(t/s− 1). Un argument d’extraction dia-

gonale permet de trouver une suite qui converge versx pour la topologie de Fr´echet.

Corollaire II.18 (Principe du maximum). — Pour x ∈ B̃†,r
rig et I = [s; t ] ∋ r , on a VI (x) =

inf{V[s;s](x); V[t;t ](x)}.
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Démonstration. — Un petit argument montre que c’est vrai avecWI à la place deVI pour

x ∈ B̃†,r ; on conclut par densit´e et continuit´e.

Lemme II.19. — Si a est uńelement dẽE+ qui vérifie λ = vE(a) > 0, alors la topologie

définie par VI sur Ã†,r
rig est plus fine que la topologie[a]-adique c’est-̀a-dire que si VI (yi ) →

+∞, alors yi → 0 pour la topologie[a]-adique. De plus les topologies[a]-adiques et V[r ;r ]-

adiques sont́equivalentes.

Démonstration. — Soit (yi ) une suite telle queVI (yi ) � n pour i � i0 et soitm � nrp
λ(p−1) .

Alors un petit calcul montre queVI (yi [a]−m) � 0 pouri � i0 et doncV[r ;r ](yi [a]−m) � 0 pour

i � i0 ce qui revient à dire queyi ∈ [a]mÃ†,r
rig pour i � i0 et donc queyi tend vers 0 pour la

topologie [a]-adique.

De même siy ∈ [a]mÃ†,r
rig , alors V[r ; r ](y) � (p−1)mλ

pr et donc les deux topologies sont

´equivalentes. On prendra garde au fait que cela n’est plus vrai si I n’est plus r´eduit à [r ; r ].

Corollaire II.20. — L’anneauÃ†,r est complet pour la valuation V[r ;r ].

Démonstration. — Dans [6, II.1.2] on montre quẽA†,r est s´epar´e complet pour la topologie

[a]-adique sivE(a) > 0.

II.4. Les anneauxB̃†,r
log et leurs plongements dans B+dR

Ce no est consacr´e à la construction d’un anneauB̃†
log qui est à̃B†

rig ce queBst est àBmax. On

commence par construire une application logarithme.

Proposition II.21. — Il existe une et une seule application x7→ log[x] de Ẽ dansB̃+
rig[X] qui

vérifie log[xy] = log[x] + log[y], log[x] = 0 si x ∈ k, log[π ] = X et

log[x] =
∑

n>0

(−1)n−1([x] − 1)n

n
si vp(x

(0) − 1) � 1

Démonstration. — SoitU1 l’ensemble desx ∈ Ẽ tels quevp(x(0) − 1) � 1. Pourx ∈ U1 la

s´erie log[x] =
∑

n>0(−1)n−1([x]−1)n/n converge dansB+
max et log[xy] = log[x]+ log[y] par

un argument de s´eries formelles. On en d´eduit notamment quelog[x] = ϕ(log[x]/p) ce qui fait

que l’image deU1 par log est en fait incluse dans̃B+
rig. Si x ∈ Ẽ est tel quevp(x(0)−1) > 0, alors

il existen tel quex pn
∈ U1 et le log s’´etend donc à l’ensemble desx tels quevp(x(0) − 1) > 0.

Ensuite soitx ∈ (Ẽ+)∗. On peut ´ecrirex = x0(1+ y) avecx0 ∈ k et y ∈ � Ẽ+ de manière

unique ce qui montre que log s’´etend à(̃E+)∗. Enfin Ẽ+ est un anneau de valuation et le choix

de log[π ] achève de d´eterminer le log.
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Proposition II.22. — Il existe une et une seule applicationlog : Ã+ → B̃†
rig[X] telle que

log([x]) = log[x], log(p) = 0 et log(xy) = log(x)+ log(y).

Démonstration. — Si x ∈ Ã+ est exactement divisible parpa, alors il exister tel que l’on peut

´ecrirex = pa[x/pa](1− pz) avecz ∈ Ã†,r et la s´erie

log(1− pz) = −
∑

n � 1

(pz)n

n

converge dans̃A†,r qui est complet pour la topologiep-adique ce qui permet d’´etendre log par

multiplicativit´e à̃A+ (et aussi à̃B+).

On posẽB†,r
log = B̃†,r

rig [X] muni de l’action deGF et du Frobenius donn´es parϕ(X) = pX et

g(X) = X + log([g(π)/π ]) ce qui fait que l’on peut prolonger l’applicationιn : B̃†,r
rig → B+

dR

pourn assez grand parιn(X) = p−n log[π ]. La proposition suivante montre queιn est injectif

et commute aux actions deGF et de Frobenius (là où ce-dernier est d´efini), et dès lorson ´ecrira

B̃†,r
log = B̃†,r

rig [log[π ]]. Soit aussĩB†
log = ∪r � 0B̃†,r

log.

Proposition II.23. — L’application ιn : B̃†,rn
rig [X] → B+

dR qui étendιn par ιn(X) = p−n log[π ]

est injective, commutèa l’action de Galois et sa restrictioǹa B̃+
log estϕ−n.

Démonstration. — Les deux derniers points sont triviaux. Pour montrer le premier, il suffit de

montrer que l’´el´ement log[π ] est transcendant sur le corps des fractions deιn(B̃
†,rn
rig ) et cela

revient au même de montrer queu = log([ p̃]) est transcendant surιn(Frac̃B†,rn
rig ). Montrons

tout d’abord queu /∈ ιn(Frac̃B†,rn
rig ). Soit β = 1− [ p̃]/p et S l’anneau des ´el´ements deB+dR

qui appartiennent àF ⊗ � F Ã+[[β]]. Rappelons que Fontaine a montr´e queu /∈ FracS (cf

[18, 4.3.2]). La d´emonstration de la proposition II.10 montre quesi x ∈B̃†,r0
rig , alorsι0(x) ∈

S et donc siu ∈ ιn(FracB̃†,rn
rig ), alors on ax, y ∈ B̃†,r0

rig tels queι0(y) = ι0(x)u (puisque

ϕ−n(B̃†,rn
rig ) = B̃†,r0

rig ) et le r´esultat de Fontaine montre que cela n’est pas possible et donc que

u /∈ ιn(Frac̃B†,rn
rig ).

Montrons maintenant queu est transcendant surιn(Frac̃B†,rn
rig ) pour toutn. Un petit calcul

montre qu’il existeη : GF → Qp tel queg(u) = u+η(g)t . Soitud+ xd−1ud−1+· · ·+ x0 = 0

le polynôme minimal deu. Alors en appliquantg et en comparant les coefficients il vient

g(xd−1) = xd−1 + dη(g)t ce qui fait quexd−1 − du s’identifie à un ´el´ement deBdR stable

par GF et donc queu = d−1(xd−1 − c) ∈ ιn(Frac̃B†,rn
rig ) et on vient de voir que cela est

impossible.

Par la proposition II.22 il existe un ´el´ement log(π) ∈̃B†
log (remarquons que l’on ãB†

log =

B̃†
rig[log(π)] puisque la s´erie qui d´efinit log([π ]/π) converge dansÃ†,r0). On munitB̃†

log de
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l’op´erateur de monodromieN d´efini par

N

(
d∑

k=0

ak log(π)k
)
= −

d∑

k=0

kak log(π)k−1

c’est-à-dire queN = −d/d log(π). Un calcul facile montre queN commute à l’action deGF .

Remarque II.24. — L’´el´ement log(π) est plus agr´eable que log[π ], par exempleιn(log(π)) ∈

Fn[[ t ]] si n � 1. Notamment ResX(log(π)) = log(π) où ResX est l’application construite dans

[11, V.4] et X est un ouvert compact deQp tel queX + p−1Z p = X.

II.5. Action de HK sur B̃†
rig

Dans ce no on d´ecrit les invariants dẽB†
rig sous l’action deHK . Soit B̃†

rig,K = (B̃
†
rig)

HK .

Lemme II.25. — Soit I un intervalle qui contient[0; r ] et J = I ∩ [r ; +∞]. On a une suite

exacte0→ B̃+
K → B̃†,r

K ⊕ B̃HK
I → B̃HK

J → 0.

Démonstration. — On a vu que l’on a une suite exacte 0→ B̃+ → B̃†,r ⊕ B̃I → B̃J → 0 et

en prenant les invariants parHK on trouve

0→ B̃+
K → B̃†,r

K ⊕ B̃HK
I → B̃HK

J
δ
→ H1(HK , B̃+)

et pour montrer le lemme il suffit de montrer queδ = 0. Soit x ∈ B̃HK
J , alors il existen tel

queδ(x) ∈ H1(HK , p−nÃ+) et doncδ(pnx[π ]) ∈ H1(HK ,W( � Ẽ+)). Or ce dernier espace

de cohomologie est nul ([11, IV.2.4] appliqu´e à la repr´esentation triviale) et on en d´eduit que

δ(x) = p−n[π ]−1δ(pnx[π ]) = 0.

Corollaire II.26. — Dans le cas òu I = [0; +∞[, on obtient la suite exacte :

0→ B̃+
K → B̃†,r

K ⊕ (B̃
+
rig)

HK → B̃†,r
rig,K → 0

Lemme II.27. — Si x ∈ (B+
max)

HK , alors il existe une suite bornée ai d’éléments dẽB+
K , telle

que x=
∑

i � 0 ai (ω/p)i (la série convergeant dans̃B[0;s] avec s assez petit).

Démonstration. — On se ramène imm´ediatement à montrer que six ∈ (A+max)
HK , alors il

existe une suiteai d’´el´ements dẽA+
K , telle quex =

∑
i � 0 ai (ω/p)i . On va d’abord montrer

queθ : Ã+
K →

�
K̂∞

est surjective. SiK = F , c’est bien connu (on se ramène à montrer que

c’est vrai modulop, et cela r´esulte alors du fait que les{εi , i ∈ Z[1/p] ∩ [0; 1[} forment une

base dẽE+
F/(ε − 1)Ẽ+

F (voir [6, III.2.1])) ; ensuite soientιK (̟K ) l’´el´ement construit dans la

proposition I.1,̟ n = ιK (̟K )
(n), et � = {x ∈

�
K̂∞
, vp(x) � 1/p}. Rappelons [7, p. 243] que

si n≫ 0 etx ∈
�

Kn+1, alorsNKn+1/Kn(x)− x p ∈ � . CommevE(ιK (̟K )) =
p

(p−1)eK
on a, pour
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n ≫ 0, vp(̟n) =
1

pn−1(p−1)eK
et donc, sin ≫ 0, alors̟n est ´egal modulo� à une uniformi-

sante de
�

Kn. Ceci implique que l’application
�

Fn[̟n] →
�

Kn/ � est surjective, et donc que
�

F̂∞
[̟n]n � 0→

�
K̂∞

est surjective (puisqu’elle l’est modulo� et que les deux
�

F̂∞
-modules

en pr´esence sont complets pour la topologie� -adique). Comme̟n = θ ◦ ϕ
−n(ιK (̟K )), ceci

montre queθ : Ã+
K →

�
K̂∞

est surjective. Soit maintenantx ∈ (A+
max)

HK . On d´efinit deux

suitesxi et ai de (A+
max)

HK et Ã+
K de la manière suivante :x0 = x, et si i � 0, alors comme

θ(xi ) ∈
�

K̂∞
, il existeai ∈ Ã+

K tel queθ(xi ) = θ(ai ). Ceci montre quexi − ai est dans le

noyau deθ et est donc divisible parω/p dansA+
max. On posexi+1 = (p/ω)(xi −ai ). Il est clair

qu’alors,x =
∑

i � 0 ai (ω/p)i .

On peut d’ailleurs montrer queai → 0, en effet six ∈ A+
max alors il existe une suiteαi = o(i ),

telle quex ∈ p−αi Ã+ + (ω/p)i A+
max. Un petit calcul montre que cela forceai → 0.

Proposition II.28. — L’anneauB̃†,r
K est dense dans̃B†,r

rig,K pour la topologie de Fŕechet de ce

dernier.

Démonstration. — Cela revient à montrer que si l’on se fixe un intervalleI = [0; rn] avec

n ≫ 0, alors pour toutx ∈ B̃†,r
rig,K il existe une suitex j ∈ B̃†,r

K telle queVI (x − x j ) → +∞.

Étant donn´ee la d´ecomposition du corollaire II.26 il suffitde le faire pourx ∈̃BHK
[0;rn+m] avec

m ≫ 0. On se fixem tel queVI (ϕ
n+m−1(q/p) − 1) > 0 (c’est possible car pour toutI

compact,ϕn+m−1(q/p) → 1 pourVI ). Le lemme II.27 auquel on appliqueϕn+m montre que

tout ´el´ementx ∈̃BHK
[0;rn+m] s’´ecrit x =

∑
i � 0 xi (ϕ

n+m−1(q/p))i où xi est une suite born´ee de

B̃+
K et donc quex =

∑
i � 0 yi (ϕ

n+m−1(q/p) − 1)i où yi est une suite born´ee deB̃+
K . Comme

VI (ϕ
n+m−1(q/p) − 1) > 0, la suite(ϕn+m−1(q/p) − 1)i tend vers 0 pourVI et donc, pour

montrer la proposition, il suffit de prendrex j =
∑ j

i=0 xi (ϕ
n+m−1(q/p)− 1)i .

II.6. L’anneau B†
rig,K

Soit B†,r
rig,K le compl´et´e deB†,rK pour la topologie de Fr´echet. On va donner une description

nettement plus agr´eable desB†,rrig,K . On a d´ejà vu qu’il existen(K ) ∈ N et πK ∈ A
†,rn(K )

K dont

l’image modulop est une uniformisante deEK et que sir � rn(K ), alors tout ´el´ementx ∈ B†,rK

peut s’´ecrirex =
∑

k∈Z akπ
k
K où ak ∈ F et où la s´erie

∑
k∈Z akTk est holomorphe et born´ee

sur la couronne ouverte{p−1/eK r < |T | < 1} et converge sur le bord int´erieur.

L’anneauB†,r
K est alors muni de la topologie induite par celle deB̃†,r

rig qui devient la topologie

de la convergence sur les couronnes d´efinies par un intervalle compact ce qui fait queB†,rrig,K est

le compl´et´e deB†,rK pour cette topologie et donc que
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Proposition II.29. — Soit ✁ α
F (X) l’ensemble des séries

∑
k∈Z akXk avec ak ∈ F et telles

que toutρ ∈ [α; 1[, limk→±∞ |ak|ρ
k = 0 et soitα(K , r ) = p−1/eK r . Alors l’application

✁ α(K ,r )
F → B†,r

rig,K qui à f associe f(πK ) est un isomorphisme.

On d´efinit aussiB†log,K = B†
rig,K [log(π)], cet anneau est stable par les actions deϕ et deŴK

´etant donn´e queϕ(log(π)) = log(ϕ(π)) = p log(π)+ log(ϕ(π)/πp) etγ (log(π)) = log(π)+

log(γ (π)/π) et que les s´eries qui d´efinissent log(ϕ(π)/πp) et log(γ (π)/π) convergent dans

B†
rig,K .

Rappelons que dans [6, III.2] (voir aussi la première section, proposition I.4) ilest d´efini une

sectionR0 de l’inclusion B†
K ⊂ B̃†

K qui a la propri´et´e que sir � rn(K ), alors R0 est une

applicationA†,r
K -lin´eaire dẽA†,r

K dansA†,r
K , ainsi que des applicationsRm et R∗

m qui ont des

propri´et´es similaires.

Lemme II.30. — Pour tous a∈ Z[1/p] et r > rn(K ), r ∈ N[1/p] on a Rm([π ]aÃ†,r
K ) ⊂

[π ]aÃ†,r
K .

Démonstration. — Quanda ∈ Z et r = rn c’est le contenu de I.5 car c’est vrai avecπ à

la place de [π ] et π/[π ] est une unit´e dẽA†,r pour r � 1 [6, II.1.5]. CommeR0 ◦ ϕ
m =

ϕm ◦ Rm et queϕ(π) = π p on passe dea ∈ Z à a ∈ Z[1/p]. Enfin Ã†,r
K est l’intersection des

[π ]−kr Ã
†,rn(K )

K + pk+1Ã†,+∞
K et chacun des termes est stable parRm.

Lemme II.31. — Si r � rn(K ), alors pour I ∋ r , Rm : B̃†,r
K → B̃†,r

K vérifie l’inégalit́e

VI (Rm(x)) � VI (x).

Démonstration. — Nous allons donc montrer que six ∈ B̃†,r
K v´erifie V[r ;s](x) � 0, alors on a

V[r ;s](Rm(x)) � 0. Par le lemme II.18 on se ramène au cas oùr = s et doncI = [r ; r ]. Le

lemme II.7 montre que l’intersection dẽB†,r
K avecÃ I est la r´eunion des [π ]rk p−kÃ†,r

K ce qui

implique par le lemme II.30 queRm(B̃
†,r
K ∩ Ã I ) ⊂ B̃†,r

K ∩ Ã I . On a doncVI (Rm(x)) � 0 si

VI (x) � 0 ce qui montre le lemme.

Le lemme pr´ec´edent montre en particulier queR0 s’´etend en une section continue de l’inclusion

de B†,r
rig,K dansB̃†,r

rig,K . On prolonge lesRm en une section de l’inclusion deB†
log,K [1/t ] dans

B̃†
log,K [1/t ] en posantRm(t−i ) = t−i d’une part etRm(log(π)) = log(π) d’autre part (voir la

remarque II.24).

Remarque II.32. — QuandK∞ = F∞ la restriction deR0 à (B̃+
rig)

HF ⊂ B̃†
rig,F n’est autre que

l’application ResZ p de [11, V.7.1]. De mêmeRm = Resp−mZ p.
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Démonstration. — Pour le cas deR0, il suffit de voir que les deux applications sont continues,
�

F [[π ]]-lin´eaires et que sii ∈ Z[1/p], alorsR0([εi ]) = ResZ p([ε
i ]). Ensuite la formuleRm =

ϕ−m ◦ R0 ◦ ϕ
m permet de conclure.

Lemme II.33. — Soit x ∈ Ã†,r
K . Alors pour tous a, b ∈ N il existe m tel que Rm(x) − x ∈

πaA+
K + pbÃ†,r

K .

Démonstration. — On a vu dans la proposition I.5 que six ∈ Ã†
K , alors x = limm Rm(x)

dans̃AK . La topologie dẽAK est d´efinie par le fait que{πaA+
K + pbÃK } forment une base de

voisinages de z´ero. On en d´eduit que sim est assez grand, alorsRm(x) − x = πar + + pbr −

avecr + ∈ Ã+
K et r − ∈ ÃK ce qui fait queRm(x) − x − par + ∈ pbÃK ∩ Ã†,r

K = pbÃ†,r
K d’où

le lemme.

Proposition II.34. — Si x ∈ B̃†,r
rig,K , alors limm→+∞ Rm(x) = x.

Démonstration. — Soit N ∈ N et I ⊂ [r ; +∞[. Il existe y ∈ B̃†,r
K tel queVI (x − y) � N. Il

existec tel quey ∈ p−cÃ†,r
K et par le lemme pr´ec´edent il existe alorsm tel queVI (Rm(y)−y) �

N. Enfin VI (Rm(x − y)) � VI (x − y) par II.31 ce qui fait queVI (Rm(x) − x) � inf{VI (x −

y); VI (y− Rm(y)); VI (Rm(y)− Rm(x))} = N.



CHAPITRE III

APPLICATION AUX REPR ÉSENTATIONS p-ADIQUES

Ce § est consacr´e à l’application des constructions de la section pr´ec´edente à la caract´erisation

des repr´esentationsp-adiques semi-stables (et cristallines) en termes du(ϕ, ŴK )-module qui

leur est associ´e.

III.1. R égularisation par le Frobenius

Le Frobeniusϕ est une bijection dẽBI sur B̃pI et induit donc une bijection dẽB†,r
rig sur B̃†,pr

rig

ainsi que dẽB†,r
log surB̃†,pr

log puisqueϕ(log[π ]) = p · log[π ].

Lemme III.1. — Soit h un entier positif. Alors

∩+∞
s=0 p−hsÃ†,p−sr = Ã+ et ∩+∞

s=0 p−hsÃ†,p−sr
rig ⊂ B̃+

rig

Démonstration. — Montrons le premier point : commex ∈ Ã†,r il s’´ecrit de manière unique

sous la forme
∑

k � 0 pk[xk] et de mêmephsx =
∑

pk+hs[xk]. Commephsx ∈ Ã†,p−sr c’est

que

vE(xk)+
rp1−s

p− 1
(k+ hs) � 0

ce qui implique que

vE(xk) � − (k+ hs)r

ps−1(p− 1)

et donc (en laissant tendres vers+∞) quevE(xk) � 0 ce qui fait quex ∈ Ã+.

Passons au deuxième point. Pour touts on peut ´ecrirex = as + bs avecas ∈ p−hsÃ†,p−sr et

bs ∈ B̃+
rig. Par le lemme II.13 on aas− as+1 ∈ B̃+ et d’autre partas− as+1 ∈ p−h(s+1)Ã†,p−sr

ce qui fait queas − as+1 ∈ p−h(s+1)Ã+ et que quitte à modifieras+1 on peut supposer que

as = as+1 = a. On a alorsa ∈ ∩+∞
s=0 p−hsÃ†,p−sr = Ã+ et doncx ∈ B̃+

rig.
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Proposition III.2 (Régularisation par le Frobenius). — Soit r et u deux entiers positifs et

A ∈ Mu×r (B̃
†
log). On suppose qu’il existe P∈ GLu(F) telle que A= Pϕ−1(A). Alors

A ∈ Mu×r (B̃
+
log).

Démonstration. — Soit A = (ai j ) et ai j =
∑d

n=0 ai j ,n log[π ]n. Soit h0 ∈ Z tel queph0 P ∈

Mu(
�

F ) et h = h0+ d. L’hypothèse reliantA et P peut s’´ecrire :

pi 1ϕ
−1(a1 j )+ · · · + piuϕ

−1(au j ) = ai j ∀i � u, j � r

et commeϕ−1(log[π ]n) = p−n log[π ]n, on en d´eduit que siai j ,n ∈ p−cÃ†,r
rig , alors comme

ph0 pik ∈
�

F etϕ−1(aik,n) ∈ p−cÃ†,r/p
rig , on aai j ,n ∈ p−h−cÃ†,r/p

rig . On itère ce proc´ed´e et il en

sort queai j ,n ∈ ∩
+∞
s=0 p−hs−cÃ†,rp−s

rig . On est en mesure d’appliquer le lemme III.1 àpcai j ,n et

la proposition suit.

III.2. Repr ésentations semi-stables

SoientB†,r
log,K = B†,r

rig,K [log(π)] et

D†
rig(V) = B†

rig,K ⊗B†
K

D†(V) et D†
log(V) = B†

log,K ⊗B†
K

D†(V)

Le th´eorème I.3 montre queD†
rig(V) et D†

log(V) sont desB†
rig,K - et B†

log,K - modules libres de

rangd = dimQp(V). Si M est unGF -module soitM(i ) le tordu deM parχ i (twist de Tate).

Proposition III.3. — On a

{x ∈ B̃†
log, g(x) = χ i (g)x, ∀g ∈ GK } =

{
Ft i si i � 0 ;

0 si i < 0.

Démonstration. — Soit Vn
i = (B̃†,rn

log (i ))
GK . C’est unF-espace vectoriel de dimension finie

(puisqueιn r´ealise une injection deVn
i dans(B+

dR)
GK = K ) stable par Frobenius et la proposi-

tion III.2 implique queVn
i = (B̃

+
log(i ))

GK ce qui fait que [18] Vn
i = F . CommeVi = ∪

+∞
n=0V i

n

cela d´emontre le r´esultat.

Soit D+
st(V) = (B

+
st ⊗Qp V)GK , rappelons queD+

st(V) = (B̃
+
log⊗Qp V)GK . Si V a ses poids de

Hodge-Tate n´egatifs, alorsD+st(V) = Dst(V) et en g´eneralDst(V) = t−dD+
st(V(−d))(d) pour

d assez grand.

Proposition III.4. — Si V est une repŕesentation p-adique, alors(B̃†
log ⊗Qp V)GK est un F-

espace vectoriel de dimension finie, et le morphisme induit par l’inclusion deB̃+
log dansB̃†

log

D+
st(V)→ (B̃†

log⊗Qp V)GK
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est un isomorphisme de(ϕ, N)-modules.

Démonstration. — Si n ∈ N, alors Dn = (B̃†,rn
log ⊗Qp V)GK est unF-espace vectoriel de

dimension finie� [K : F ]d, car ιn r´ealise une injection deDn dansDdR(V), qui est unK -

espace vectoriel de dimension finie� d. Ceci montre qu’entre [K : F ]d + 1 ´el´ements de

(B̃†
log ⊗Qp V)GK , il y a toujours une relation de d´ependanceF-lin´eaire, et donc que(̃B†

log ⊗Qp

V)GK est unF-espace vectoriel de dimension� [K : F ]d.

Passons maintenant au deuxième point. Soientv1, · · · , vr etd1, · · · , du desQp- et F- bases de

V et (B̃†
log⊗Qp V)GK . Il existe une matriceA ∈ Mr ×u(B̃

†
log) telle que(di ) = A(vi ) (les(di ) et

(vi ) sont des vecteurs colonnes). SoitP la matrice deϕ dans la base(di ) (qui est inversible car

ϕ : B̃†
log → B̃†

log est une bijection). On a alorsϕ(A) = P A et doncA = ϕ−1(P)ϕ−1(A) ; la

proposition III.2 montre queA ∈ Mr ×u(B̃
+
log) et donc que(B̃†

log⊗Qp V)GK ⊂ (B̃+
log⊗Qp V)GK =

D+
st(V), ce qui permet de conclure.

Une repr´esentationV à poids n´egatifs est donc semi-stable si et seulement si elle est̃B†
log-

admissible et elle est cristalline si et seulement si elle est B̃†
rig-admissible, c’est-à-dire si elle est

B̃†
log-admissible et que ses p´eriodes sont tu´ees parN.

De plus, si les poids de Hodge-Tate deV ne sont pas n´egatifs, alors en tordantV on en d´eduit

queV est semi-stable si et seulement si elle estB̃†
log[1/t ]-admissible et elle est cristalline si et

seulement si elle est̃B†
rig[1/t ]-admissible.

Proposition III.5. — Si V est semi-stable on a un isomorphisme de comparaison :

B̃†
log[1/t ] ⊗F Dst(V) = B̃†

log[1/t ] ⊗Qp V

Démonstration. — Ceci r´esulte du fait que dans ce cas on a d´ejà :

B̃+
log[1/t ] ⊗F Dst(V) = B̃+

log[1/t ] ⊗Qp V

il suffit alors de tensoriser les deux membres parB̃†
log[1/t ] au-dessus dẽB+

log[1/t ].

Théor̀eme III.6. — Si V est une repŕesentation p-adique, alors

Dst(V) = (D
†
log(V)[1/t ])

ŴK et Dcris(V) = (D
†
rig(V)[1/t ])

ŴK

Notamment V est semi-stable (respectivement cristalline) si etseulement si(D†
log(V)[1/t ])

ŴK

(respectivement(D†
rig(V)[1/t ])

ŴK ) est un F-espace vectoriel de dimension d= dimQp(V).

Démonstration. — Le deuxième point est une cons´equence imm´ediate du premier. Ensuite

commeD†
log(V)[1/t ] ⊂ (B̃†

log[1/t ] ⊗Qp V) (et queD†
rig(V)[1/t ] ⊂ (B̃†

rig[1/t ] ⊗Qp V)) les
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r´esultats pr´ec´edents montrent que(D†
log(V)[1/t ])

ŴK (respectivement(D†
rig(V)[1/t ])

ŴK ) est in-

clus dansDst(V) (respectivement dansDcris(V)).

Montrons donc queDst(V) ⊂ (D†
log(V)[1/t ])

ŴK et Dcris(V) ⊂ (D†
rig(V)[1/t ])

ŴK . Il suffit

de s’occuper du cas semi-stable car le cas cristallin en suiten faisantN = 0. Soit r =

dimF (Dst(V)).On peut supposer (quitte à tordre) les poids de Hodge-Tate deV n´egatifs puisque

l’on a invers´et partout. On sait qu’alorsDst(V) = (B̃
†
log⊗Qp V)GK et de plus(B̃†

log⊗Qp V)HK =

B̃†
log,K ⊗B̃†

K
D†(V) puisqueD†(V) a ✁ la bonne dimension✂ . On en d´eduit que si l’on choisit

une base{ei } deD†(V) et {di } une base deDst(V), alors la matriceM ∈ Mr ×d(B̃
†
log,K ) d´efinie

par(di ) = M(ei ) est de rangr et v´erifieγK (M)G− M = 0 oùG ∈ GLd(B
†
K ) est la matrice de

γK dans la base{ei }.

Les op´erateursRm introduits pr´ec´edemment sontB†log,K -lin´eaires et commutent àŴK (puisque

c’est vrai surB†
K [log(π)] et qu’on ´etendRm par continuit´e) ce qui fait queγK (Rm(M))G −

Rm(M) = 0. De plus,Rm(M)→ M et si M ∈ Mr ×d(B̃
†,rn
log,K ), alorsRm(M) ∈ Mr ×d(B̃

†,rn
log,K ).

Soit N = ϕm(Rm(M)). On a alorsγK (N)ϕm(G) = N et comme les actions deϕ et ŴK

commutent surD†
rig(V) on aϕ(G) = γK (P)G P−1 (P est la matrice deϕ et est inversible

carϕ est surconvergent etB†
K est un corps) ce qui fait que siQ = ϕm−1(P) · · ·ϕ(P)P, alors

ϕm(G) = γK (Q)GQ−1 et doncγK (N Q)G = (N Q). La matriceN Q d´eterminer ´el´ements

de D†
rig(V) qui sont fix´es parγK . Il reste à montrer que ces ´el´ements sont libres surF quand

m est assez grand. Mais commeRm(M)→ M, la matriceN Q va être de rangr pourm assez

grand (puisqueM est de rangr ) et donc d´eterminer un sous-module libre deD†
rig(V). A fortiori

le F-espace vectoriel engendr´e par les ´el´ements d´etermin´es parN Q va être de dimensionr et

donc ´egal àDst(V).

Proposition III.7. — On a les isomorphismes de comparaison suivants :

(1) si V est une repŕesentation semi-stable, alors

D†(V)⊗B†
K

B†
log,K [1/t ] = Dst(V)⊗F B†

log,K [1/t ]

(2) si V est une repŕesentation cristalline, alors

D†(V)⊗B†
K

B†
rig,K [1/t ] = Dcris(V)⊗F B†

rig,K [1/t ]

Si de plus V a ses poids de Hodge-Tate négatifs, alorsDst(V) ⊂ B†
log,K ⊗B†

K
D†(V).

Démonstration. — Encore une fois on ne s’occupe que du cas semi-stable, le cas cristallin

s’obtenant en faisantN = 0. On peut supposer queV a ses poids de Hodge-Tate n´egatifs car

cela revient à multiplier par une puissance det le terme de gauche. On sait qu’alorsDst(V) ⊂
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B̃†
log,K ⊗B†

K
D†(V) et que

B̃†
log,K [1/t ] ⊗B†

K
D†(V) = B̃†

log,K [1/t ] ⊗F Dst(V)

ce qui montre que si l’on choisit des bases{di } deDst(V) et {ei } deD†(V), alors(ei ) = B(di )

avecB ∈ Md(B̃
†
log,K [1/t ]) ; la proposition III.6 implique d’autre part que(di ) = A(ei ) avec

A ∈ Md(B
†
log,K [1/t ]). CommeDst(V) ⊂ B̃†

log,K ⊗B†
K

D†(V) on a A ∈ Md(B̃
†
log,K ) et donc

finalementA ∈ Md(B
†
log,K ) et de plusAB= Id. On peut alors appliquer l’op´erateurR0 qui est

B†
log,K [1/t ]-lin´eaire pour trouverAR0(B) = Id ce qui fait queB = R0(B) et queB a donc ses

coefficients dansB†
log,K [1/t ].

Le fait que A ∈ Md(B
†
log,K ) implique queDst(V) ⊂ B†

log,K ⊗B†
K

D†(V) et le fait queB ∈

GLd(B
†
log,K [1/t ]) implique queD†(V)⊗B†

K
B†

log,K [1/t ] = Dst(V)⊗F B†
log,K [1/t ].

Proposition III.8. — Soit V une repŕesentation semi-stable et soit M la matrice de passage

d’une base deDst(V) à une base deD†(V). Alors il existe r∈ Z etλ ∈ B†
K tels quedet(M) =

λtr .

Démonstration. — Le d´eterminant de la matrice de passage est ´egal au coefficient de la matrice

de passage pour le d´eterminant deV et il suffit donc de montrer l’assertion en dimension 1. Une

repr´esentation semi-stable de dimension 1 est cristalline et est donc de la formeωχr oùω est un

caractère non-ramifi´e etχ est le caractère cyclotomique. La p´eriode deω est alors un ´el´ement

β ∈ W(k), ce qui fait queDst(V) = F · βt−r et D†(V) = B†
K · β d’où le r´esultat.

III.3. Repr ésentations cristallines et repŕesentations de hauteur finie

Dans ce no , on se place dans le casK = F et V est une repr´esentation cristalline deGF . On dit

qu’une repr´esentationp-adiqueV deGF est de hauteur finie siD(V) possède une base surBF

form´ee d’´el´ements deD+(V) = (B+ ⊗Qp V)HF . Un r´esultat de Fontaine [20] (voir aussi [12,

III.2]) montre queV est de hauteur finie si et seulement siD(V) possède un sous-B+
F -module

libre de type fini stable parϕ de rang ´egal àd = dimQp(V). L’objet de ce no est de d´emontrer

le r´esultat suivant :

Théor̀eme III.9. — Si V est une repŕesentation cristalline de GF , alors V est de hauteur finie.

Démonstration. — Fixons une base{ei } deD†(V) ainsi qu’une base{di } deDcris(V), et soit

U la matrice de passage de l’une à l’autre c’est-à-dire que(ei ) = U(di ). La matriceU est à

coefficients dansB†
rig,F [1/t ]. De plus si l’on remplaceV par V(1), alors on peut remplacerdi

par t−1di (1) et doncU par tU ce qui fait que quitte à tordre suffisammentV on peut supposer
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queU est à coefficients dansB†
rig,F , ce que l’on fait maintenant. SoitB+

rig,F l’anneau des s´eries

formelles
∑

k � 0 akπ
k où ak ∈ F et

∑
k � 0 ak Xk est de rayon de convergence 1. Nous aurons

besoin d’un r´esultat de Kedlaya [25, 4.3] (la formulation originale de Kedlaya estU = V W

mais on s’y ramène en transposant) :

Proposition III.10. — Si U est une matricèa coefficients dansB†
rig,F , alors il existe V dans

Id+π Md(B+
rig,F ) et W dansMd(B

†
F ) telles que U= W V .

Remarquons qu’on a n´ecessairement det(W) 6= 0 et commeB†F est un corps cela implique que

W est inversible. SoitP la matrice deϕ dans la base{ei } (qui a ses coefficients surconvergents),

D la matrice deϕ dans la base{di } (qui est donc à coefficients dansF) et G la matrice deγF

(un g´en´erateur deŴF ) dans la base{ei } (elle est aussi surconvergente). Un petit calcul montre

que, si{ fi } est la base deddag(V) d´eduite de{ei } par( fi ) = W−1(ei ), alors :

Mat{ fi }(ϕ) = ϕ(V)DV−1 = ϕ(W−1)PW

Mat{ fi }(γF ) = γF (V)V
−1 = γF (W

−1)GW

Les coefficients de la matriceϕ(V)DV−1 sont dans FracB+
rig,F . D’autre part les coefficients de

ϕ(W−1)PW sont dansB†
F . On en d´eduit que dans la base{ fi }, la matrice deϕ a ses coefficients

dans FracB+
rig,F d’une part et dansB†

F d’autre part. C’est donc [12, II.12] que Mat{ fi }(ϕ) ∈

Md(FracB+
F ). De plus siv = det(V), alors det(Mat{ fi }(ϕ)) = ϕ(v) det(D)v−1 et commeV ∈

Id+π Md(B
+
rig,F ) on av ∈ 1+ πB+

rig,F . Les coefficients de Mat{ fi }(ϕ) n’ont donc pas de pôles

en z´ero ce qui fait qu’il existeλ ∈ B+F non-divisible parπ tel queλMat{ fi }(ϕ) ∈ Md(B
+
F ). Pour

les même raisons, Mat{ fi }(γF ) ∈ Md(FracB+
F ).

Soit D le B+
F -module engendr´e par lesfi . On vient de voir queλϕ(D) ⊂ D où λ ∈ B+

F n’est

pas divisible parπ et que le Frac(B+
F )-module engendr´e parD est stable parŴF .

Lemme III.11. — Si D est unB+
F -module libre de type fini tel que leFrac(B+

F )-module en-

gendŕe par D est stable parŴF et λ ∈ B+
F − πB+

F est tel queλϕ(D) ⊂ D, alors il existe

D′ ⊂ D un sous-module libre de type fini stable parϕ etŴF qui est de rang maximal.

Pour montrer que la repr´esentationV est de hauteur finie il suffit donc, grâce au r´esultat de

Fontaine, de montrer le lemme ce que nous faisons maintenant. Le lemme est d´emontr´e dans

[12] (c’est la r´eunion des ´enonc´es III.8 à III.15) mais l’une des ´etapes utilise de manière cruciale

quek est fini et il nous faut la contourner(1).

(1)Il s’agit du lemme III.9. On remarquera d’ailleurs que ce lemme aurait plutˆot dˆu ˆetre ´enonc´e de la mani`ere
suivante :� Soit M unB+

K -module libre de rang fi ni muni d’une action deŴ tel que leFracB+

K -module M⊗B+

K

FracB+

K soit muni d’une action deϕ commutant̀a celle deŴ et telle qu’il existe a∈ N tel que l’on aitϕ(M) ⊂

π−aM. Alorsϕ(M) ⊂ M. ✁ C’est cet ´enonc´e qui est d´emontr´e et utilis´e dans la suite de [12].
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On va d’abord montrer que l’on peut supposer queŴF (D) ⊂ D. SoitG = 〈γF〉 ; on renvoie à la

cons´equence du corollaire III.15 de [12] pour la construction, sous l’hypothèse que le Frac(B+F )-

module engendr´e parD est stable parŴF , de α, β ∈ B+
F tels que pour toutγ ∈ G on ait

γ (αD) ⊂ βD. Commeγ (π)/π est inversible dansB+
F , on peut supposer queπ ne divise pas

α ; en effet, l’inclusionαD ⊂ βD implique que siπ divise α, alorsπ divise β. Soit alors

G · αD le sous-B+
F -module deβD engendr´e par lesγ (αd) où γ ∈ G, d ∈ D. CommeB+F est

noetherien (car principal), commeβD est de type fini, et commeG · αD est r´eunion croissante

de sous-modules de type fini deβD, c’est queG · αD est en fait r´eunion d’un nombre fini de

γ (αD). Il existe doncn ∈ N etγ1, · · · , γn ∈ G tels queG · αD =
∑
γi (αD). De plusG · αD

est stable parG et donc par continuit´e il est stable parŴF . Ensuite commeλϕ(D) ⊂ D on a

λα · ϕ(αD) ⊂ αD. Soitµ =
∏n

i=1 γi (λα), on voit queµϕ(γi (αD)) ⊂ γi (αD) pour touti et

donc queµϕ(G ·αD) ⊂ G ·αD et queπ ne divise pasµ. Ceci montre que l’on peut se ramener

au cas oùD est stable parŴF .

On suppose donc maintenant queD est unB+
F -module libre de type fini stable parŴF et que

λ ∈ B+
F − πB+

F est tel queλϕ(D) ⊂ D. L’id´eal I desδ ∈ B+F tels queδϕ(D) ⊂ D est stable

parŴF et par [12, III.8] il est de la forme(πa∏n
i=0ϕ

i (q)βi ). De plus commeλ ∈ I et queπ ne

divise pasλ c’est quea = 0. Soit alorsα = πβ0+···+βnqβ1+···+βn · · ·ϕn−1(q)βn . Un petit calcul

montre queϕ(αD) ⊂ αD et queαD est stable parŴF . On peut donc prendreD′ = αD et ceci

achève la d´emonstration du lemme et donc du th´eorème III.9.





CHAPITRE IV

PROPRIÉTÉS DE B†,r
rig,K

L’anneauB†
rig,K est isomorphe (canoniquement siK = F) à l’anneau de Robba utilis´e dans la

th´eorie des ´equations diff´erentiellesp-adiques. Ce § est consacr´e à la d´emonstration de quelques

unes de ses propri´et´es relatives à l’action deŴK : on d´efinit aussi des op´erateurs diff´erentiels

qui seront utiles pour la suite.

IV.1. L’op érateur ∇

Dans ce no , γ est un ´el´ement deŴK etn(γ ) = vp(1−χ(γ )). On suppose quen(γ ) � 1 et que

r � rn(K ).

Lemme IV.1. — Si I = [r ; s] est un intervalle ferḿe de[r ; +∞[, alors il existe n(I ) ∈ N, tel

que pour x∈ B†,r
rig,K , on ait VI ((1− γ )x) � VI (x)+ 1 dès que n(γ ) � n(I ).

Démonstration. — Par densit´e et lin´earit´e on se ramène au cas oùx = πk
K aveck ∈ Z. Alors

si k � 0

γ (πk
K )− π

k
K = π

k
K

(
γ (πk

K )

πk
K

− 1

)
= πk

K

(
γ (πK )

πK
− 1

)(
γ (πk−1

K )

πk−1
K

+ · · · + 1

)

et sinon

γ (π−k
K )− π−k

K = π
−k
K

(
πk

K

γ (πk
K )
− 1

)
= π−k

K

(
πK

γ (πK )
− 1

)(
πk−1

K

γ (πk−1
K )
+ · · · + 1

)

Comme on aVI (xy) � VI (x) + VI (y) (voir la remarque II.6), le lemme r´esulte du fait que

VI (γ (πK )/πK − 1) � 1 si n(γ ) est assez grand ; en effet,γ (πK )/πK − 1 tend vers 0 quandγ

tend vers 1.

Si I = [r ; s], soit BI
K l’anneau des s´eries formelles enπK qui convergent sur la couronne de

rayons int´erieurs et ext´erieursα(K , r ) etα(K , s). Le lemme pr´ec´edent montre que siγ est assez
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proche de 1, la s´erie d’op´erateurs

log(γ )

log(χ(γ ))
= −

1

log(χ(γ ))

∑

n � 1

(1− γ )n

n

converge vers un op´erateur continu∇I : B†,r
rig,K → BI

K , et un petit argument de s´eries formelles

montre que log(γ )/ log(χ(γ )) ne d´epend pas du choix deγ . Notamment∇I1(x) = ∇I2(x)

si Ik = [r ; sk]. On en d´eduit que la valeur commune des∇I (x) appartient àB†,r
rig,K , et que

l’op´erateurx 7→ ∇(x), où∇(x) est la valeur commune des∇I (x), est continu pour la topologie

de Fr´echet.

De même, siγ est assez proche de 1, alors la s´erie d’op´erateurs

log(γ )

log(χ(γ ))(1− γ )
= −

1

log(χ(γ ))

∑

n � 1

(1− γ )n−1

n

converge vers un op´erateur continu∇/(1− γ ) : B†,rrig,K → BI
K , et un petit argument de s´eries

formelles montre que
∇

1− γK
=

1− γ

1− γK
·
∇

1− γ

ne d´epend pas du choix deγ et d´efinit aussi un op´erateur deB†,r
rig,K dans lui-même, continu pour

la topologie de Fr´echet. Il est clair que

(1− γK )
∇

1− γK
= ∇.

Lemme IV.2. — La restriction de∇ à B†,r
rig,K vérifie∇ = t · ∂ où ∂(x) = (1+ π)dx/dπ .

Remarque IV.3. — Attention au fait que ces notations ne sont pas compatiblesavec [7]. Ce

qui est not´e∂ chez nous est not´e∇ dans [7].

Démonstration. — Dans [7] il est d´emontr´e que l’image deB†,rn
K par ιn = ϕ−n dansB+

dR

est contenue dansKn[[ t ]] si n � n(K ). L’image parϕ−n de B†,rn
rig,K a la même propri´et´e par

continuit´e. Commeϕ−n est injectif et que∇, t∂ commutent àϕ il suffit de montrer que∇ − t∂

est nul surKn[[ t ]] ce qui est ´evident.

Montrons que∂ est ✁ presque✂ surjective :

Proposition IV.4. — La connexion∂ réalise une surjection

(1) deB†
rig,K + F · log(πK ) dansB†

rig,K ;

(2) deB†
log,K dans lui-m̂eme.



IV.2. INVERSION DE 1− γK 47

Démonstration. — Tout d’abord sieK est l’indice de ramification deK∞/F∞, log(π/πeK
K ) est

une s´erie surconvergente ce qui fait queB†log,K = B†
rig,K [log(πK )]. Rappelons queB†

K est un

corps, et on peut donc se fixerr � rn(K ) tel que∂(πK ) et 1/∂(πK ) appartiennent àB†,r
K .

Soit F(πK ) ∈ B†,r
rig,K . PosonsF(πK )/∂(πK ) =

∑
anπ

n
K , alors

F(πK ) =
∑

n6=−1

an

n+ 1
(n+ 1)πn

K ∂πK + a−1
∂πK

πK
= ∂

(∑

n6=−1

an

n+ 1
πn+1

K + a−1 log(πK )

)

ce qui montre queF(πK ) = ∂G(πK ) avecG(πK ) ∈ B†,s
rig,K + F · log(πK ) pours> r .

Ensuite la formule

∂(G j (πK ) log j (πK )) = (∂G j )(πK )∂πK log j (πK )+ G j (πK ) j log j −1(πK )∂πK/πK

montre que si on sait faire (1), alors une r´ecurrence permetde faire (2) ce qui montre la propo-

sition.

Remarque IV.5. — Si ∂(y) = x et x ∈ B†,r
log,K , alors on ne peut pas dire quey ∈ B†,r

log,K mais

en revanchey ∈ B†,s
log,K pour touts> r .

IV.2. Inversion de 1− γK

En utilisant les r´esultats du no pr´ec´edent on d´etermine l’image de 1− γK : B†
rig,K [1/t ] →

B†
rig,K [1/t ].

Proposition IV.6. — Soit x∈ B†
rig,K [1/t ]. Alors il existe a∈ B†

rig,K et b∈ B†
rig,K [1/t ] tels que

x = a+ (1− γK )b.

Démonstration. — Soit j ∈ N tel que x = t− j x j avec x j ∈ B†
rig,K Un petit calcul qui

repose sur le fait que∇B†
rig,K ⊂ tB†

rig,K montre qu’il existex j −1 ∈ B†
rig,K tel que x =

− j −1∇(x j t− j )+ x j −1t−( j −1) ce qui montre (par r´ecurrence) que l’on peut ´ecrirex = ∇z+ y

avecz ∈ t− j B†
rig,K et y ∈ B†

rig,K . La proposition suit alors du fait que∇z= (1− γK )
∇

1−γK
(z).

Lemme IV.7. — Soit x ∈ B†,r
rig,K tel que pour tout n≫ 0 on ait x ∈ ϕn−1(q)B†,rn

rig,K . Alors

x ∈ tB†
rig,K .

Démonstration. — Soit s = rn0 tel quex ∈ ϕn−1(q)B†,rn
rig,K pour toutn � n0. Rappelons que

B†,s
rig,K s’identifie (non canoniquement) à un anneau de s´eries formelles enπK . Soit Qn(πK ) =

ϕn−1(q). On aB†,s
rig,K ∩ ϕ

n−1(q)B†,rn
rig,K = ϕn−1(q)B†,s

rig,K car une s´erie est divisibleQn(πK )

si et seulement si les z´eros de la première ont un ordre� à ceux de la seconde, ce que l’on
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peut v´erifier localement. De même, comme lesϕn−1(q) sont premiers entre eux, l’hypothèse

du lemme est ´equivalente au fait que, pour toutn ≫ 0, on aitx ∈ ϕn(π)/ϕn0−1(π)B†,s
rig,K =

ϕn(π)B†,s
rig,K commeϕn0−1(π) est inversible dansB†,s

rig,K . On peut donc ´ecrirex = ϕn(π)p−nxn

et on va montrer que la suite{xn} converge dansB†,s
rig,K . Lesxn ∈ B†,s

rig,K v´erifient la relation :

ϕn(π)

pn
xn −

ϕn+1(π)

pn+1
xn+1 = 0 et donc(xn − xn+1)+ xn+1

(
1−

ϕn(q)

p

)
= 0

On en d´eduit que siI est un intervalle contenu dans [s; +∞[, alors

(1) VI (xn − xn+1) = VI

(
xn+1

(
1−

ϕn(q)

p

))
� VI (xn+1)+ VI

(
1−

ϕn(q)

p

)

On se fixeI un intervalle compact et comme limn→+∞ VI (1 − ϕn(q)/p) = +∞ sur toute

couronne du type{|z| ∈ I }, on peut supposer queVI (1− ϕn(q)/p) > 0 pourn assez grand.

Alors l’in´egalit´e (1) montre queVI (xn − xn+1) > VI (xn+1) et donc queVI (xn) = VI (xn+1).

Les xn ont donc tous la même valuation pourn assez grand. Enfin l’in´egalit´e 1 et le fait que

limn→+∞ VI (1− ϕn(q)/p) = +∞ impliquent que limn→+∞ VI (xn − xn+1) = +∞ et donc

que la suitexn converge.

Ceci ´etant vrai pour toutI , la suitexn converge pour la topologie de Fr´echet vers une limite

y ∈ B†,s
rig,K et un calcul imm´ediat montre quex = ty.

Remarque IV.8. — On peut aussi dire quext−1 est une fonction m´eromorphe sans pôles, et

cela la force à être holomorphe, c’est-à-dire quext−1 ∈ B†
rig,K . Cela suit de r´esultats g´en´eraux

de Lazard [26] sur les fonctions analytiques.

Proposition IV.9. — Soit r > 0 et n � n(r ). Alors

ker(θ ◦ ιn : B̃†,r
rig,K → Cp) = ϕ

n−1(q)B̃†,r
rig,K

ker(θ ◦ ιn : B†,r
rig,K → Cp) = ϕ

n−1(q)B†,r
rig,K

Démonstration. — Le premier point est une cons´equence imm´ediate de II.15.Pour le deuxième

si x ∈ B†,r
rig,K est tel queθ ◦ ιn(x) = 0, alors x = ϕn−1(q)y avec y ∈ B̃†,r

rig,K et alors

x = ϕn−1(q)R0(y) ce qui fait quey = R0(y) et donc quey ∈ B†,r
rig,K .

Lemme IV.10. — Soit x∈ B†,r
rig,K etγ ∈ ŴK avec n= n(γ ) � n(r ). SiTrKn/K (θ ◦ ιn(x)) = 0,

alors

y =
1− γ

1− γK
x ∈ ϕn−1(q)B†,r

rig,K

Démonstration. — Ceci r´esulte de la proposition pr´ec´edente et du fait que1−γ
1−γK

= TrKn/K .
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Proposition IV.11. — Soit x ∈ B†,r
rig,K et n0 � n(r ). On suppose que pour tout n� n0 on a

TrKn/K (θ ◦ ιn(x)) = 0. Alors x∈ (1− γK )B
†
log,K .

Démonstration. — Le lemme pr´ec´edent montre que∇
1−γK

x ∈ ϕn−1(q)B†,rn
rig,K pour toutn � n0

et donc que ∇
1−γK

x ∈ tB†
rig,K . Posons ∇

1−γK
x = ty. Par la proposition IV.4 il existez ∈ B†

log,K

tel quey = ∂z et alorsx = (1− γK )z : en effet∇(x − (1− γK )z) = 0 et cela montre que

x− (1− γK )z ∈ F . Comme ∇
1−γK

agit par un multiple de l’identit´e surF et que ∇
1−γK

x et∇(z)

sont danstB†
rig,K on a bienx − (1− γK )z= 0.

IV.3. Dualit é dans B†
rig,K

On montre que l’accouplement de dualit´e classique sur les anneaux de Robba est compatible

aux extensionsB†
rig,K2

/B†
rig,K1

.

Proposition IV.12. — Soit x= X(πK ) =
∑

x jπ
j
K ∈ B†

rig,K . Par la proposition IV.4 on peut

écrire x= ∂(y+ a log(πK )). On poseres0(x) = aeK .

Alors res0(x) ne d́epend pas des choix faits (de K , deπK ) et l’application x, y 7→ 〈x, y〉 =

res0(xy) est bilińeaire et induit une dualit́e parfaite entreB†
rig,K et lui-même (c’est-̀a-dire que

toute f ∈ B†
rig,K détermine une forme lińeaire g 7→ 〈g, f 〉 dont la restrictionà chaqueB†,r

rig,K

est continue, et ŕeciproquement si on se donne une telle forme linéaire, alors elle provient d’une

f ∈ B†
rig,K ).

Démonstration. — Si πK et πL sont deux uniformisantes associ´ees aux corpsK et L, alors

log(πeK
K ) − log(πeL

L ) ∈ B†
rig,K L ce qui montre que que res0(x) ne d´epend pas des choix faits.

Ensuite les formules explicites de IV.4 montrent que

res0(H(πK )) = eK a−1

(
H(πK )

∂(πK )

)

et donc que si res0(xπ
j
K ) = 0 pour tout j ∈ Z, alorsx = 0. Reste à voir que siλ est une

forme lin´eaire continue sur chaqueB†,rrig,K à valeurs dansF , alors il existey dansB†
rig,K tel que

λ(x) = 〈x, y〉 pour toutx. Soit

y j = λ

(
π

− j −1
K

∂πK

eK

)

et y =
∑

y jπ
j
K . Un petit calcul qui utilise encore la formule de IV.4 rappel´ee ci-dessus montre

que siy ∈ B†
rig,K , alors on a bienλ(x) = 〈x, y〉. Il suffit donc de montrer quey ∈ B†

rig,K . Soit

α � r et I = [α; α]. La forme lin´eaireλ est continue pour la topologie de Fr´echet sur chaque
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B†,r
rig,K c’est-à-dire qu’elle est continue pour chacune des semi-normes et il existe doncC(I )

telle quevp(λx) � VI (x)− C(I ) ce qui fait que

vp(y j ) � VI

(
π

− j −1
K

∂πK

eK

)
− C(I ) � − j

eKα
− C′(I )

ce qui montre quey ∈ B†
rig,K .

On pourra d’ailleurs rapprocher la proposition pr´ec´edente de [16, 5.1] ou encore de [10].



CHAPITRE V

STRUCTURES DIFFÉRENTIELLES SUR LES
(ϕ, ŴK )-MODULES

Dans le § pr´ec´edent on a fait l’´etude de(B†
rig,K ,∇). Ce § est consacr´e à la construction de

l’´equation diff´erentielle associ´ee à une repr´esentation V , qui est un module à connexion au-

dessus de(B†
rig,K ,∇). On donne ensuite des applications aux repr´esentations semi-stables et à

la th´eorie de Sen.

V.1. L’opérateur ∇V

Dans tout ce no , V est une repr´esentationp-adique deGK . Rappelons que l’on a pos´eD†
rig(V) =

B†
rig,K⊗B†

K
D†(V) et notamment queD†

rig(V) ⊂ (B̃
†
rig⊗Qp V)HK = B̃†

rig,K⊗B†
K

D†(V). Le lemme

de r´egularisation par le Frobenius montre qu’on a(̃B†
rig)

ϕ=1 ⊂ (B̃+
rig)

ϕ=1 = Qp et donc que l’on

r´ecupèreV par la formuleV = (̃B†
rig ⊗B†

rig,K
D†

rig(V))
ϕ=1. On choisit une base{ei } deD†(V)

et on prolonge les op´erateursRm à B̃†
rig,K ⊗B†

K
D†(V) par Rm(

∑
λi ⊗ ei ) =

∑
Rm(λi ) ⊗ ei .

CommeRm est B†
K -lin´eaire, le prolongement ne d´epend pas du choix de la base {ei }. Nous

aurons besoin du r´esultat suivant qui est un corollaire imm´ediat de la proposition II.15 :

Lemme V.1. — Soit r > 0 et n � n(r ). Alors

ker(θ ◦ ιn : D†,r
rig (V)→ Cp⊗Qp V) = ϕn−1(q)D†,r

rig (V)

ker(θ ◦ ιn : D†,r (V)→ Cp⊗Qp V) = ϕn−1(q)D†,r (V)

Démonstration. — La proposition II.15 montre que siθ ◦ ιn(x) = 0, alorsx = ϕn−1(q)y avec

y ∈ B̃†
rig,K ⊗B†

rig,K
D†

rig(V). On a alorsx = ϕn−1(q)R0(y) et doncy = R0(y) ∈ D†
rig(V). Enfin

pour le deuxième point il suffit d’utiliser le fait qu’un ´el´ement deB†,rn
K divisible parϕn−1(q)

dansB†,rn
rig,K l’est dansB†,rn

K .
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On va munirD†
rig(V) d’une connexion∇V (au-dessus de(B†

rig,K ,∇)) c’est-à-dire d’un op´erateur

∇V tel que∇V (λ · x) = ∇(λ) · x + λ · ∇V (x).

On se fixe une base{ei } deD†(V) et six ∈ D†,r
rig (V) s’´ecritx =

∑
xi⊗ei avecxi ∈ B†,r

rig,K , alors

on pose (siI est tel quer ∈ I ) : VI (x) = infi VI (xi ). La d´efinition d´epend de la base mais pas la

topologie d´efinie par lesVI qui est ´equivalente à la topologie induite surD†
rig(V) parB̃†

rig⊗Qp V ,

ce qui montre d’ailleurs queD†,r
rig (V) est complet puisqu’il est ferm´e dansB̃†,r

rig ⊗Qp V . Dans

cette partieγ est un ´el´ement deŴK et n(γ ) = vp(1− χ(γ )). On suppose quen(γ ) � 1 et que

r � rn(K ).

Lemme V.2. — Si I = [r ; s] est un intervalle ferḿe de[r ; +∞[, alors il existe n(I , V) ∈ N,

tel que pour x∈ D†,r
rig (V), on ait VI ((1− γ )x) � VI (x)+ 1 dès que n(γ ) � n(I , V).

Démonstration. — Si y ∈ D†,r (V), alorsVI ((1− γ )y) � VI (y) + 1, quandn(γ ) est assez

grand, puisque l’action deGK est continue. On se fixen(γ ) tel queVI ((1− γ )ei ) � VI (ei )+1

pour touti et le lemme r´esulte alors du lemme IV.1 (le cas de la repr´esentation triviale) puisque

(1− γ )(xi ⊗ ei ) = (1− γ )xi ⊗ γ (ei )+ xi ⊗ (1− γ )ei

Si I = [r ; s], soit BI
K l’anneau des s´eries formelles enπK qui convergent sur la couronne de

rayons int´erieurs et ext´erieursα(K , r ) etα(K , s). Le lemme pr´ec´edent montre que siγ est assez

proche de 1, la s´erie d’op´erateurs

log(γ )

log(χ(γ ))
= −

1

log(χ(γ ))

∑

n � 1

(1− γ )n

n

converge vers un op´erateur continu∇I ,V : D†,r
rig (V)→ D†,r

rig (V)⊗B†,r
rig,K

BI
K , et un petit argument

de s´eries formelles montre que log(γ )/ log(χ(γ )) ne d´epend pas du choix deγ . Notamment

∇I1,V (x) = ∇I2,V (x) si Ik = [r ; sk]. On en d´eduit que la valeur commune des∇I ,V (x) appar-

tient àD†,r
rig (V), et que l’op´erateurx 7→ ∇V (x), où∇V (x) est la valeur commune des∇ I ,V (x),

est continu pour la topologie de Fr´echet.

Exemple V.3. — Un calcul facile montre par exemple que∇Qp(r ) = t∂ + r surD†
rig(Qp(r )).

Lemme V.4. — Soit x∈ D†,r
rig (V) tel que pour tout n≫ 0 on ait x ∈ ϕn−1(q)D†,rn

rig (V). Alors

x ∈ tD†
rig(V).

Démonstration. — Après le choix d’une base deD†
rig(V) cela suit imm´ediatement de IV.7.
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V.2. Application aux repr ésentations semi-stables

Un cristal surB†
rig,K est unB†

rig,K -module libre muni d’un Frobenius et d’une connexion qui

commutent, la connexion ´etant au-dessus de∇. Commençons par d´efinir ce qu’est un cristal

unipotent. On remarquera que cela ne d´epend pas de l’´eventuelle structure de Frobenius. Soit

doncM unB†
rig,K -module libre de rang finid muni d’une connexion∇M au-dessus de∇.

Proposition V.5. — Les propríet́es suivantes sontéquivalentes :

(1) ∇M est triviale sur M⊗B†
rig,K

B†
log,K , c’est-̀a-dire qu’il existe e0, · · · , ed−1 ∈ M ⊗B†

rig,K

B†
log,K tels que∇Mei = 0 et⊕ei B

†
log,K [1/t ] = M ⊗B†

rig,K
B†

log,K [1/t ] ;

(2) il existe déléments f0, · · · , fd−1 de M qui forment une base de M⊗B†
rig,K

B†
rig,K [1/t ]

surB†
rig,K [1/t ] et tels que∇M( fi ) ∈ t · 〈 fi−1, · · · , f0〉 où 〈·〉 dénote leB†

rig,K -module engendré.

Démonstration. — Commençons par montrer que (1) implique (2). L’op´erateur de monodro-

mie N = 1⊗ N laisse stable leF-espace vectoriel engendr´e par lesei , car le (1) implique que

lesei engendrent le noyau de∇M agissant surM ⊗B†
rig,K

B†
log,K , et un calcul direct montre que

N commute à∇M (car N commute à l’action deGF ) et donc stabilise son noyau : on peut alors

supposer queN(ei ) ∈ 〈ei−1, · · · , e0〉 car N est nilpotent. On peut ´ecrire de manière unique

ei =
∑d−1

j =0 log j (π)d j i . Montrons quefi = d0,i est une famille qui satisfait la condition de (2).

Le fait que∇M(ei ) = 0 et N(ei ) ∈ 〈ei−1, · · · , e0〉 implique respectivement que

∇M(d0,i ) = d1,i
t (1+ π)

π
et d1,i ∈ 〈d0,i−1, · · · , d0,0〉

ce qui fait que∇M(d0,i ) ∈ t〈d0,i−1, · · · , d0,0〉. Montrons enfin que lesfi engendrentM ⊗B†
rig,K

B†
rig,K [1/t ] sur B†

rig,K [1/t ]. Soit m ∈ M ⊗B†
rig,K

B†
rig,K [1/t ], par hypothèse on peut ´ecrirem =

∑
µi ei et doncm =

∑
λi fi + n · log(π) où λi est le terme constant deµi et commem ∈

M ⊗B†
rig,K

B†
rig,K [1/t ] on a n´ec´essairementn = 0.

Montrons maintenant l’implication r´eciproque. On va montrer par r´ecurrence que l’on peut

prendreei =
∑i

j =0 f j a j i aveca j i ∈ B†
log,K etai i = 1. En rang 1 il n’y a rien à montrer. En rang

d, ∇M induit une connexion sur(⊕ fi B
†
rig,K )/ f0B†

rig,K qui satisfait les mêmes conditions et il

existe donce′
1, · · · , e

′
d−1 tels que∇M(e′

i ) = αi f0. Un calcul imm´ediat montre queαi ∈ tB†
log,K

et donc qu’il existeβi ∈ B†
log,K tel que∇(βi ) = αi . On pose alorse0 = f0 etei = e′

i − βi f0, ce

qui achève la r´ecurrence. La matrice de passage desfi auxei est triangulaire avec des 1 sur la

diagonale et on en d´eduit que lesei engendrent bienM ⊗B†
rig,K

B†
log,K [1/t ] surB†

log,K [1/t ].

Un cristal qui satisfait les conditions de la proposition pr´ec´edente est dit unipotent.
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Proposition V.6. — Soit V une repŕesentation p-adique etD†
rig(V) le cristal qu’on lui a as-

socíe. Alors il existe n tel que la restriction de V̀a GKn est semi-stable (respectivement cristal-

line) à poids ńegatifs si et seulement siD†
rig(V) est unipotent (respectivement trivial).

Démonstration. — On a vu queV est une repr´esentation semi-stable deGKn si et seulement si

D†
log(V) = D†

rig(V)⊗B†
rig,K

B†
log,K [1/t ]

a une base d’´el´ements stables parγKn. Si V est semi-stable, alors∇V est donc triviale, c’est-

à-dire que sie0, · · · , ed−1 est une base deDst(V), alors ils satisfont le (1) de la proposition

pr´ec´edente en raison du th´eorème de comparaison :

Dst(V)⊗F B†
log,K [1/t ] = D†

rig(V)⊗B†
rig,K

B†
log,K [1/t ]

R´eciproquement siD†
rig(V) est unipotent, alors lese0, · · · , ed−1 engendrent unF-espace vec-

toriel sur lequel log(γ ) agit trivialement ce qui fait queŴK agit à travers un quotient fini et donc

que lesei sont stables parγ pn

K pourn assez grand et forment alors une base deDst(Vn) si Vn est

la restriction deV à GKn.

On dit aussi dans ce cas que la connexion est unipotente. De plusV est cristalline si et seulement

si on peut choisir lesfi tels que∇M( fi ) = 0 et la connexion est alors triviale.

V.3. Les modules DSen(V) et Ddif(V)

Rappelons que Sen a montr´e [33] que siV est une repr´esentationp-adique, alors l’ensemble

des sous-K∞-espaces vectoriels de dimension finie de(Cp⊗Qp V)HK stables parŴK admet un

plus grand ´el´ementDSen(V) et queCp ⊗K∞
DSen(V) = Cp ⊗Qp V . De plus siγ ∈ ŴK est

suffisament proche de 1, alors la s´erie qui d´efinit log(γ ) converge en tant que s´erie d’op´erateurs

Qp-lin´eaires deDSen(V) et l’op´erateur2V = log(γ )/ log(χ(γ )) est un op´erateurK∞-lin´eaire

qui ne d´epend pas deγ . SoitDn
Sen(V) = DSen(V)GKn ; alors sin est assez grandDn

Sen(V) est un

Kn-espace vectoriel stable par2V tel queDn
Sen(V)⊗Kn K∞ = DSen(V).

D’autre part Fontaine a montr´e dans [21] que l’ensemble des sous-K∞[[ t ]]-modules libres de

type fini de(B+
dR⊗Qp V)HK stables parŴK contient un plus grand ´el´ement ; nous le noterons

D+
dif(V) dans cet article et on aB+

dR⊗K∞[[ t ]] D+
dif(V) = B+

dR⊗Qp V . De plus siγ ∈ ŴK est

suffisament proche de 1, alors la s´erie qui d´efinit log(γ ) converge en tant que s´erie d’op´erateurs

Qp-lin´eaires deD+dif(V) et l’op´erateur∇V = log(γ )/ log(χ(γ )) est un op´erateur qui ne d´epend

pas deγ et qui v´erifie∇V (ax) = a∇V (x) + ∇(a)x ce qui montre que∇V est une connexion

surD+
dif(V) ; on l’´etend àDdif(V) = K∞((t))⊗K∞[[ t ]] D+

dif(V).
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On peut retrouver(DSen(V),2V ) à partir de(D+
dif(V),∇V ) via l’applicationθ : B+

dR → Cp

comme nous le verrons ci-dessous. Rappelons [7] que l’applicationιn = ϕ−n envoieB†,rn
K dans

Kn[[ t ]] ⊂ B+
dR et envoie doncD†,rn(V) dans un sousKn[[ t ]]-module deD+

dif(V).

Proposition V.7. — L’application de K∞((t)) ⊗B†,r n
K

D†,rn(V) dansDdif(V) déduite deιn est

un isomorphisme de K∞((t))-modules avec connexion, si n est assez grand.

Démonstration. — On prendn � n0 tel queιn(B
†,rn
K ) ⊂ Kn[[ t ]]. Il est clair qu’alors

K∞[[ t ]] ⊗
ιn(B

†,r n
K )

ιn(D†,rn(V))

est un sousK∞[[ t ]]-module libre de type fini de(B+
dR⊗Qp V)HK stable parŴK .

Montrons que c’estD+
dif(V) pour n ≫ 0. On a une applicationθ : D+

dif(V) → DSen(V) et

DSen(V) est unK∞-espace vectoriel de dimensiond = dimQp(V). On en d´eduit une application

θ ◦ ιn : D†,rn(V)→ DSen(V)

dont le noyau estϕn−1(q)D†,rn(V) par le lemme V.1 ce qui fait queθ ◦ ιn r´ealise une injection

d’un B†,rn
K /ϕn−1(q) module de rangd dansDSen(V) et son image est unKn-espace vectoriel

Vn de dimensiond stable parŴK . Un petit calcul montre que des ´elements deK∞ ⊗Kn Vn li´es

surK∞ le sont d´ejà surKn et donc queK∞⊗Kn Vn est de dimension maximale et donc est ´egal

àDSen(V). Cela implique que le d´eterminant de l’injection

K∞[[ t ]] ⊗
ιn(B

†,r n
K )

ιn(D†,rn(V)) →֒ D+
dif(V)

n’est pas divisible part et donc (commeK∞[[ t ]] est un anneau local d’id´eal maximal(t)) par

le lemme de Nakayama que l’injection ci-dessus est en fait un isomorphisme.

Corollaire V.8. — Par extension des scalaires on en déduit que l’application

K∞((t))⊗B†,r n
rig,K

D†,rn
rig (V)→ Ddif(V)

déduite deιn est aussi un isomorphisme de K∞((t))-modules avec connexion, si n est assez

grand.

Grâce à ces calculs on peut retrouverDdR(V) à partir deD†(V), la proposition suivante se

trouve dans [21, prop. 3.25].

Proposition V.9. — Si V est une repŕesentation p-adique de GK , alors K∞⊗K DdR(V) est le

noyau de la connexion∇V opérant surDdif(V). En particulier, V est de de Rham si et seulement

si∇V est la connexion triviale.
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Démonstration. — L’action de∇V sur K∞ ⊗K DdR(V) est triviale et de plus sir ≫ 0, alors

tr K∞[[ t ]] ⊗K DdR(V) est un sous-K∞[[ t ]]-module de(B+
dR ⊗Qp V)HK libre de type fini et

stable parŴK ce qui montre queK∞ ⊗K DdR(V) est bien inclus dans le noyau de∇V agissant

surDdif(V).

La th´eorie g´en´erale des modules à connexion montre que le noyau de∇V sur Ddif(V) est un

K∞-espace vectoriel de dimension finie� dimK∞((t))(Ddif(V)) ; il est aussi stable parŴK et

provient donc par extension des scalaires d’unKn-espace vectoriel stable parŴK pourn ≫ 0.

L’action deŴK sur ceKn-espace vectoriel est discrète car∇V = 0 (cf [35, chap. V]) et donc

quitte à augmentern l’action deŴKn est triviale et cet espace est donc inclus dansDdR(Vn) =

Kn ⊗ DdR(V) où Vn est la restriction àGKn de V , ce qui fait que le noyau de la connexion

agissant surDdif(V) est inclus dansK∞ ⊗K DdR(V). On a donc bien queK∞ ⊗K DdR(V) est

le noyau de∇V surDdif(V).

V.4. Représentations Cp-admissibles

La th´eorie de Sen permet de caract´eriser facilement les repr´esentationsCp-admissibles :

Proposition V.10. — Si V est une repŕesentation p-adique, alors V estCp-admissible si et

seulement si2V = 0.

Démonstration. — Si V estCp-admissible, alors on a(Cp⊗Qp V)HK = K̂∞⊗K (Cp⊗Qp V)GK

et DSen(V) = K∞ ⊗K (Cp⊗Qp V)GK est muni de la connexion triviale.

R´eciproquement, siDSen(V) est muni de la connexion triviale, alors l’action deŴK est discrète

sur(Cp⊗Qp V)HK et V est doncCp-admissible.

La proposition suivante est due à Sen [33] et est un cas particulier de r´esultats assez g´en´eraux

sur la caract´erisation de l’algèbre de Lie de l’image deIK pour une repr´esentationp-adique en

terme de l’op´erateur2V :

Proposition V.11. — Soit V une repŕesentation p-adiqueCp-admissible. Alors la restriction

de V à IK est potentiellement triviale.

Le but de ce no est de donner une d´emonstration de cette proposition qui repose sur la th´eorie

des ´equations diff´erentiellesp-adiques. Comme on ne s’int´eresse qu’à la restriction deV à IK ,

on suppose dans tout ce no quek est alg´ebriquement clos. SiL est une extension finie deK ,



V.4. REPŔESENTATIONSCp-ADMISSIBLES 57

soient

δπL =
πL

∂πL
∂ et µ = pϕ

(
∂πL

πL

)
πL

∂πL
,

ce qui fait queδπL ( f (πL)) = g(πL) où g(X) = X · dg/d X. Nous aurons besoin du r´esultat

suivant de Tsuzuki [39, 5.1.1] :

Théor̀eme V.12. — Soient L une extension finie de K , A∈ GLd(BL) tel que |A − Id | <

|ε(1) − 1| et C′ ∈ Md(B
†
L) tel queδπL A+ AC′ = µϕ(C′)A, alors il existe Y∈ GLd(B

†
L) tel

queδπL Y + YC′ = 0 et Y= ϕ(Y)A.

Corollaire V.13. — Soit L une extension finie de K , A∈ GLd(BL) tel que|A−Id | < |ε(1)−1|

et C ∈ Md(B
†
L ) tel que∂A+AC = pϕ(C)A, alors il existe Y∈ GLd(B

†
L) tel que∂Y+YC= 0

et Y= ϕ(Y)A.

Le corollaire suit imm´ediatement du th´eorème en posantC′ = πL
∂πL

C. Ce th´eorème va nous

permettre de montrer que siV est une repr´esentation telle queD†(V) est munie d’une connexion

surconvergente∂V , alorsV et ∂V sont triviales.

Lemme V.14. — Soit∂ : B†
K → B†

K défini par∂(x) = (1+ π) dx
dπ . Si V est une représentation

p-adique de GK et∂V : D†(V)→ D†(V) est un oṕerateur diff́erentiel au-dessus de(B†
K , ∂) tel

que∂V ◦ ϕ = pϕ ◦ ∂V . Alors le sous-groupe d’inertie de HK agit à travers un quotient fini sur

V .

Démonstration. — Consid´eronsV en tant que repr´esentation deGL ; le moduleD†(V) est

un B†
L module libre de rang fini muni d’un Frobenius ´etale et de la connexion∂V ; de plus

quitte à remplacerL par une extension finie on peut trouver une base deD†(V) dans laquelle la

matrice de Frobenius est aussi proche de Id que l’on veut (en effet soit r > 0 ; la repr´esentation

V a un r´eseauT stable parGK dont on fixe une base et comme le morphisme qui d´efinit la

repr´esentation est continu on peut supposer quitte à augmenterL que son image dans GL(T)

est comprise dans 1+ pr Md(Z p) auquel casT/pr T est la repr´esentation triviale deHL ce qui

fait que le(ϕ, ŴL)-module qui lui est associ´e est trivial et donc que le Frobenius surD†(T) est

trivial modulo pr ).

Le corollaire au th´eorème de Tsuzuki (V.13) appliqu´e àA = Mat(ϕ) et C = Mat(∂V ) nous

donne alors une matriceY qui d´efinit une basey1, · · · , yd de D†(V) telle queϕ(yi ) = yi

ce qui fait que la restriction deV à HL est triviale et donc que la restriction deV (comme

repr´esentation deGK ) à l’inertie deHK est potentiellement triviale.

Lemme V.15. — Si la connexion∇V deD†
rig(V) vérifie∇V (D

†
rig(V)) ⊂ tD†

rig(V), alors l’opé-

rateur∂V = t−1∇V vérifie∂V (D†(V)) ⊂ D†(V).
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Démonstration. — Soite1, . . . , ed une base deD†(V) surB†
K , telle que la matrice deϕ v´erifie

Q = Mat(ϕ) ∈ GLd(A
†
K ). C’est aussi une base deD†

rig(V) sur B†
rig,K . Soit D = Mat(∂V ) ∈

Md(B
†
rig,K ). On remarquera que∂Q ∈ Md(B

†
K ) puisque∂ pr´eserveB†K . Le fait que∇V et ϕ

commutent montre quepϕ(D)Q = ∂Q+ QD. Soit H = D+ Q−1∂Q. L’´equation pr´ecedente

s’´ecrit alors

H − pQ−1ϕ(H)Q = −pQ−1ϕ(Q−1∂(Q))Q

et−pQ−1ϕ(Q−1∂(Q))Q ∈ Md(B
†
rig,K ). Le r´esultat que l’on cherche à ´etablir est queH et

doncD a ses coefficients dansB†
K . Il suffit donc de montrer le fait suivant : siH ∈ Md(B

†
rig,K )

v´erifie H − pQ−1ϕ(H)Q = R ∈ Md(B
†
K ), alors en faitH ∈ Md(B

†
K ), ce que nous faisons

maintenant. Soient| · |I les normes correspondant aux valuationsVI ; on les ´etend à Md(B
†
K )

en d´ecidant que|M|I = sup|mi j |I . Un ´el´ementx deB†,rrig,K est dansB†,r
K si et seulement si la

suite des|x|I (avec I ⊂ [r ; +∞[) est born´ee, et il en est donc de même pour les matrices à

coefficients dans ces anneaux. CommeQ ∈ GLd(A
†
K ), on a|QM|I = |M Q|I = |M|I et donc

aussi|Q−1M|I = |M Q−1|I = |M|I . Fixonsr tel queQ, Q−1, et D aient leurs coefficients

dansB†,r/p
rig,K . Dans notre casH − pQ−1ϕ(H)Q = R et il existe une constanteC telle que

pour tout I , on ait : |R|I � C. On a alorsH = R+ pQ−1ϕ(H)Q et doncH ∈ Md(B
†,r/p
rig,K )

d’une part, et|H |I � C + p−1|H |p−1 I d’autre part, ce qui fait que siδ = |H |[ p−1r,pr ], alors

|H |[r ;s] � C + p−1(δ + |H |[r ;p−1s]) et donc sir � p−hs � pr , alors

|H |[r ;s] � (C + p−1δ)(1+ p−1 + · · · + p−h)|H |[r ;p−hs]
� C + δ

1− 1/p
+ δ

ce qui fait queH est à coefficients surconvergents.

Lemme V.16. — La connexion2V sur DSen(V) est triviale si et seulement si∇V (D†(V)) ⊂

t · D†
rig(V).

Démonstration. — Si∇V (D†(V)) ⊂ t · D†
rig(V), alors comme(DSen(V),2V ) est l’image par

θ ◦ ιn de(D†,rn
rig (V),∇V ), c’est que2V = 0.

R´eciproquement si2V = 0, alors pour toutn≫ 0 on a

∇V (D†,rn(V)) ⊂ ker(θ ◦ ιn : D†,rn
rig (V)→ Cp ⊗Qp V) = ϕn−1(q)D†,rn

rig (V)

par le lemme V.1, et le lemme V.4 permet de conclure.

Démonstration de la proposition V.11. — Comme on s’int´eresse à la restriction deV à l’iner-

tie, on peut supposer que le corps r´esiduelk de K est alg´ebriquement clos, ce que l’on fait

maintenant. On a vu qu’une repr´esentationV estCp-admissible si et seulement si le module

DSen(V) qui lui est associ´e par la th´eorie de Sen est muni de la connexion triviale et on a montr´e
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que cette connexion est l’image parθ de celle qui existe surD+
dif(V). Le lemme V.16 montre

que dans ce cas∇V (D†(V)) ⊂ t ·D†
rig(V).

Le lemme V.15 montre alors quet−1∇V est une connexion surconvergente surD†(V). Le lemme

V.14 montre ensuite que la restriction deV à (l’inertie de)HK est potentiellement triviale. Enfin

commeV estCp-admissible,Dn
Sen(V) s’identifie (quitte à restreindre, et comme on a suppos´e

k alg´ebriquement clos) àKn⊗Qp V muni de la connexion triviale ce qui fait que l’action deŴK

est discrète. En recollant les morceaux on voit que la restriction deV à I K est potentiellement

triviale.





CHAPITRE VI

EXTENSIONS DE REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES

Dans ce §, on utilise les r´esultats qui relient les(ϕ, ŴK )-modules et la th´eorie de Hodgep-

adique pour d´emontrer que certaines repr´esentations sont semi-stables. On d´emontre deux tels

r´esultats. Soient

H1
e (K , V) = ker(H1(K , V)→ H1(K ,Bϕ=1

max ⊗Qp V))

H1
f (K , V) = ker(H1(K , V)→ H1(K ,Bmax⊗Qp V))

H1
st(K , V) = ker(H1(K , V)→ H1(K ,Bst⊗Qp V))

H1
g (K , V) = ker(H1(K , V)→ H1(K ,BdR⊗Qp V))

Le premier r´esultat est un r´esultat de Perrin-Riou (dans le cas oùk est un corps fini ; cf [28,

29, 30]) qui suit des calculs de Bloch et Kato sur la dimension des espacesH 1
f (K ,Qp(r )) pour

r � 1 :

Théor̀eme VI.1. — Si V est une repŕesentation ordinaire, alors V est semi-stable.

Le deuxième est un corollaire du fait dû à Hyodo (toujours dans le cas oùk est un corps fini ; cf

[18, 17]) que siV est semi-stable, alorsH1
g (K , V) = H1

st(K , V) :

Théor̀eme VI.2. — Soient X et Y deux représentations p-adiques semi-stables et V une ex-

tension de X par Y . Si V est de de Rham, alors V est elle-même semi-stable.

C’est une cons´equence de la conjecture de✁ monodromiep-adique✂ (et permet d’ailleurs de

r´eduire la d´emonstration de cette dernière au cas irr´eductible). D’autre part, il n’est pas dur

de montrer qu’une repr´esentation ordinaire est de de Rham,et le th´eorème VI.1 est donc une

cons´equence du th´eorème VI.2.

Le reste de ce § est consacr´e à la d´emonstration de ces th´eorèmes, le premier ´etant d´emontr´e

en VI.3 et le second en VI.4. La bijectivit´e de l’exponentielle de Bloch-Kato expV(r ) fait enfin

l’objet de VI.5.
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VI.1. Cohomologie galoisienne et(ϕ, ŴK )-modules

La première ´etape est de disposer de constructions explicites des extensions deV . Ces exten-

sions sont d´ecrites par le groupe de cohomologie galoisienne H1(K , V). Celui-ci admet une

description explicite en termes de(ϕ, ŴK )-modules : c’est un r´esultat de Herr, voir [7, 22], dont

nous rappelons les r´esulats qui nous serons utiles.

Soit1K le sous groupe de torsion deŴK ; commeŴK s’injecte dansZ∗
p on a que1K est un

groupe fini dont le cardinal divisep− 1 et on pose

p1 =
1

|1K |

∑

δ∈1K

δ

ce qui fait que siM est unZ p[[ŴK ]]-module, alorsp1 est un projecteur deM dansM1K . Soit

γ un g´en´erateur deŴK/1K (par exemple l’image deγK ).

Soit D′(V) = D(V)1K . Si α est une applicationD′(V) → D′(V) qui commute àŴK , soit

Cα,γ (K , V) le complexe suivant :

0→ D′(V)
f
→ D′(V)⊕ D′(V)

g
→ D′(V)→ 0

où f (x) = ((α − 1)x, (γ − 1)x) et g(x, y) = (γ − 1)x − (α − 1)y.

La proposition suivante rassemble les r´esultats de [7] dont nous aurons besoin :

Proposition VI.3. — La cohomologie du complexe Cϕ,γ (K , V) s’identifie à la cohomologie

galoisienne de V . De plus :

(1) soient(x, y) ∈ Z1(Cϕ,γ (K , V)) et b∈ B⊗Qp V une solution de l’́equation(ϕ−1)b= x,

alors

σ 7→ c(σ ) =
σ − 1

γ − 1
y− (σ − 1)b

est un cocycle sur GK à valeurs dans V ;

(2) l’application de Z1(Cϕ,γ (K , V)) dans H1(K , V) que l’on en d́eduit induit un isomor-

phisme H1(Cϕ,γ (K , V))→ H1(K , V) ;

(3) l’application (x, y) 7→ (−ϕ(x) + (1− γ )−1(ϕψ(y) − y), y) de H1(Cψ,γ (K , V)) dans

H1(Cϕ,γ (K , V)) est un isomorphisme ;

(4) l’application qui à (x, y) ∈ Z1(Cψ,γ (K , V)) associe l’image de x dansD′(V)/(ψ − 1)

induit la suite exacte

0→
D′(V)ψ=1

1− γ
→ H1(K , V)→

(
D′(V)

ψ − 1

)Ŵ
→ 0
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On en d´eduit notamment une applicationh1 : D′(V)ψ=1→ H1(K , V) qui peut être d´ecrite de

la manière suivante. Soity ∈ D′(V)ψ=1, etb ∈ B⊗Qp V tel que(1− γ )(1− ϕ)b = (1− ϕ)y.

Alors siσ est l’image deσ ∈ GK dans(GK /HK )/1K on a

h1(y) =

[
σ 7→

σ − 1

γ − 1
y+ (1− σ)b

]

Proposition VI.4. — Soient E une extension de V et y∈ D(V)ψ=1 tel que h1(y) est un cocyle

qui correspond̀a la classe de E dans H1(K , V). S’il existe r∈ R et

z ∈ B†,r
log,K [1/t ] ⊗B†,r

K
D†(V)

tel que y= (1− γK )z, alors E est semi-stable. De plus E est cristalline si on peut prendre

z ∈ B†,r
rig,K [1/t ] ⊗B†

K
D†(V).

Démonstration. — Rappelons que

h1(y) =

[
σ 7→

σ − 1

γK − 1
y+ (1− σ)b

]

de plus on sait queD(V)ψ=1 ⊂ D†(V) [7] et 1− ϕ : B† → B† est surjectif ce qui fait que

b ∈ B† ⊗Qp V . On en d´eduit que siz = (1− γK )y comme dans l’´enonc´e de la proposition

alorsh1(y)(g) = (g − 1)(z− b) et donc le coycle est trivial dansD†(V) ⊗B†
K

B†
log,K [1/t ] ce

qui fait queE estB†
log[1/t ]-admissible et donc semi-stable. L’argument est similaire dans le cas

cristallin (ou alors il suffit de voir que dans ce casE est semi-stable et de plusN = 0).

VI.2. Réduction au cas òu k est alǵebriquement clos

Soit IK le sous-groupe d’inertie deGK . Les r´esultats principaux de ce no sont qu’on ne perd

pas d’information en faisant la restriction deV à I K d’une part et que l’on a interêt à le faire

d’autre part.

Lemme VI.5. — Soit W une repŕesentation p-adique de GK ; alors W est cristalline (res-

pectivement semi-stable) si et seulement si sa restrictionà IK est cristalline (respectivement

semi-stable).

Démonstration. — Si W est une repr´esentation cristalline (respectivement semi-stable) deGK ,

sa restriction àIK l’est aussi.

Montrons l’autre implication. SoitP = W(k)[1/p] et D(W) = (Bst ⊗F W)IK , c’est unP-

espace vectoriel de dimensiond. Il suffit de v´erifier queD(W)GK /IK est unF-espace vectoriel

de dimensiond puisque cela implique que(Bst ⊗F W)GK est de dimension maximale (et de

même avecBmax).
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Lemme VI.6. — Le groupe de cohomologie H1(GK /IK ,GLd(P)) est nul.

Montrons d’abord que le lemme implique le r´esultat :D(W) d´etermine de la manière sui-

vante un ´el´ement duH1 : si l’on choisit une basee1, · · · , ed, alors [s 7→ Mat(s)] est dans

H1(GK /IK ,GLd(P)). Comme ce dernier groupe est trivial, il existeA ∈ GLd(P) tel que

Mat(s) = s(A)A−1. Soitai = A−1ei . Alors a1, · · · , ad forme une base deD(W) qui est stable

parGK /IK , ce qui montre le r´esultat voulu.

Reste à montrer le lemme ce que nous faisons maintenant : soit c ∈ H 1(GK /IK ,GLd(P))

un cocycle. Commec est continu il existeH un sous-groupe ouvert deG = GK /IK tel que

c(h) ∈ 1+ p Md(
�

P) pour touth ∈ H . Il suffit de montrer quec|H est trivial, en effet dans la

suite d’inflation restriction

1→ H1(G/H,GLd(P)
H )

inf
−→ H1(G,GLd(P))

res
−→ H1(H,GLd(P))

le premier groupe est trivial par✁ Hilbert 90 ✂ , et donc si la restriction dec à H est triviale,

c’est quec l’est d´ejà surG. Ensuite on a pour chaquei � 1, on a une suite exacte

0→ 1+ pi+1 Md(
�

P)→ 1+ pi Md(
�

P)→ Md(k)→ 0

d’où

H1(H, 1+ pi+1 Md(
�

P))→ H1(H, 1+ pi Md(
�

P))→ H1(H,Md(k))

et le dernier terme est nul par✁ Hilbert 90 ✂ . On en d´eduit pour chaquei l’existence deAi ∈

1+ pi Md(
�

P) et deci+1 ∈ H1(H, 1+ pi+1 Md(
�

P)) tel queci (s) = Ai ci+1(s)s(A
−1
i ). Soit

A =
∏

Ai : il est clair quec(s) = As(A−1).

Ceci montre qu’on ne perd rien à se restreindre àI K . Montrons maintenant que l’on y gagne :

Lemme VI.7. — Si k est alǵebriquement clos, l’application h1 est surjective.

Démonstration. — Étant donn´ee la suite exacte

0→
D′(V)ψ=1

1− γ
→ H1(K , V)→

(
D′(V)

ψ − 1

)Ŵ
→ 0

il suffit de montrer queD′(V)/(ψ−1) = 0 ou encore queD(V)/(ψ−1) = 0 car sia ∈ D′(V) =

(ψ−1)b avecb ∈ D(V), alorsa = (ψ−1)p1(b) et p1(b) ∈ D′(V). Quitte à tensoriser parQp

il suffit de montrer que siT est unZ p-r´eseau deV stable parGK , alorsD(T) = (ψ−1)D(T) et

le lemme de Nakayama implique qu’il suffit de montrer queD(T/pT) = (ψ−1)D(T/pT). On

se fixe doncU uneFp-repr´esentation. SoitM = ( � E⊗Fp U)HK , c’est un r´eseau deD(U) stable

parϕ. Si x ∈ M, alors la s´erie
∑

n � 1ϕ
n(x) converge vers un ´elementy qui v´erifie(ψ−1)y = x

ce qui fait queM ⊂ (ψ − 1)M ⊂ (ψ − 1)D(U).
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De plus (cf [7, d´emonstration de I.7.3]) il existeb > 0 tel queπ−bM est stable parψ et tel

queD(U)/(ψ − 1) est un quotient deπ−bM. Soit E = π−bM/(ψ − 1)π−bM, c’est unk-

espace vectoriel de dimension finie (c’est un quotient deπ−bM/M puisqueM ⊂ (ψ − 1)M ⊂

(ψ − 1)π−bM) stable parψ dontD(U)/(ψ − 1) est un quotient. Pour finir la preuve il suffit

donc de montrer que siE est unk-espace vectoriel de dimension finie muni d’un op´erateurψ

qui estϕ−1 = σ−1-semi-lin´eaire, alorsψ − 1 : E → E est surjective, ce que nous faisons

maintenant.

Soit e1, · · · , ed une base deE, et x ∈ E. Il existe f � d, que l’on peut supposer mini-

mal, tel quex, ψ(x), · · · , ψ f (x) sont li´es. Commeσ est bijectif (k est parfait), on peut ´ecrire∑ f
i=0ψ

i (µi x) = 0 oùµ0 6= 0 et pour toutα ∈ k on aura donc
∑ f

i=0 αψ
i (µi x) = 0 ce qui fait

que
f∑

i=0

ψ i (σ i (α)µi x)−
f∑

i=0

(σ i (α)µi )x = −
f∑

i=0

(σ i (α)µi )x

et donc, en utilisant le fait queψ i − 1= (ψ − 1)(ψ i−1 + · · · + 1)

(ψ − 1)
f∑

i=1

i−1∑

j =0

ψ j (µi σ
i (α)x) =

(
−

f∑

i=0

σ i (α)µi

)
x

ce qui fait que pour montrer qu’il existez tel que(ψ − 1)z= x il suffit de montrer qu’il existe

α tel que
(
−
∑ f

i=0 σ
i (α)µi

)
= 1 ce qui revient à 1+ αµ0 + α

pµ1 + · · · + α
p f
µ f = 0 et

l’existence deα est ´equivalente à l’existence d’une racine du polynôme ci-dessus, existence qui

r´esulte de l’hypothèse quek est alg´ebriquement clos.

VI.3. Semi-stabilité des repŕesentations ordinaires

Commençons par appliquer les r´esultats pr´ec´edents auxextensions deQp parQp( j ) avec j � 1

car ce cas est particulièrement simple.

Théor̀eme VI.8. — Si j � 1, alors toutes les extensions deQp par Qp( j ) sont semi-stables.

De plus si j � 2, elles sont cristallines.

Démonstration. — Soit E une extension deQp par Qp( j ). L’extensionE est semi-stable si

et seulement si sa restriction àIK l’est, et on suppose donc quek = k. Soit ej une base de

Qp( j ). Il existe alorsy = f (πK ) ⊗ ej ∈ Bψ=1
K ( j ) tel queh1(y) est un cocyle correspondant

à la classe deE. On sait queBψ=1
K ⊂ B†,r

K pour un certainr [7, III.3.2] et le corollaire IV.11

montre qu’il existeg(πK ) ∈ B†,s
log,K tel quet j f (πK ) = (1− γK )g(πK ) ce qui fait quey =

(1−γK )(g(πK )t− j ⊗ej ) et la proposition VI.4 montre qu’alorsE est semi-stable ce qui ´etablit

le premier point.



66 CHAPITRE VI. EXTENSIONS DE REPŔESENTATIONS SEMI-STABLES

Montrons maintenant que siV est une repr´esentation cristalline qui a une extension semi-stable

non cristalline, alorsDcris(V)ϕ=1/p 6= 0 ce qui dans notre cas forcej = 1.

Soit doncV cristalline etE une extension semi-stable deQp parV . On a une suite exacte

0→ Dcris(V)→ Dst(E)→ Dcris(Qp)→ 0

soitα ∈ Dst(E) tel que son image dansDcris(Qp) est 1, une base fix´ee deDcris(Qp). Alorsβ =

N(α) ∈ Dcris(V) ne d´epend pas du choix d’un telα et β 6= 0 si et seulement siα /∈ Dcris(E).

Ensuiteϕ(α) − α ∈ Dcris(V) carϕ = 1 surDcris(Qp) et doncN(α) = Nϕ(α) = pϕN(α) ce

qui fait queβ est un ´element non-nul deDcris(V) tel queϕ(β) = p−1β.

Dans [28] il est d´emontr´e que la semi-stabilit´e des repr´esentations p-adiques ordinaires est une

cons´equence de la proposition suivante :

Proposition VI.9. — Soient V1 et V2 deux repŕesentations p-adiques non-ramifiées. Soit V une

représentation p-adique de GK extension de V1( j ) par V2(i ). Si i � j + 2, la représentation

p-adique V est cristalline. Si i= j + 1, la représentation p-adique V est semi-stable.

Démonstration de la proposition. — Par le lemme VI.5, il suffit de montrer queV est cristal-

line (ou semi-stable) en tant que repr´esentation deIK . Comme on a suppos´eV1 et V2 non

ramifi´ees, leurs restrictions àIK sont triviales et elles sont donc isomorphes àQd1
p et Qd2

p .

Ensuite il y a une bijection entre Ext1(W1,W2) et H1(K ,W∗
1 ⊗Qp W2), etV1( j )∗⊗Qp V2(i ) =

Qp(i − j )d1+d2 dans ce cas. On peut donc appliquer le th´eorème VI.8 puisque ona suppos´e

i − j � 2, ou= 1 respectivement ce qui permet de conclure commeH 1(K , V ⊕ W) =

H1(K , V)⊕ H1(K ,W).

VI.4. Extensions de repŕesentations semi-stables

SoientV et W deux repr´esentations semi-stables. Il est classique que l’on a des isomorphismes

Ext1(Hom(V,W),Qp) = H1(K ,Hom(V,W)) = Ext1(V,W)

ce qui fait que pour montrer le th´eorème VI.2 on peut se restreindre au casW = Qp ce que

nous faisons maintenant.

Soit doncV semi-stable etE une extension deQp parV . Par le lemme VI.5 on peut supposer

quek = k et il existe alorsy ∈ D(V)ψ=1 tel quec = h1(y) est un cocycle ´egal à la classe deE

dansH1(K , V).
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On a doncy ∈ D†(V) etb ∈ B†⊗Qp V tels que

c(g) =
g− 1

γK − 1
y− (g− 1)b

Rappelons que dans [7] est d´efinie une applicationT0 : BHK
dR → K ((t)) qui est une section

continue,K ((t))-lin´eaire et commutant àŴK de l’inclusion canonique et une application∂V :

K ((t))⊗K DdR(V)→ DdR(V) qui à
∑

ai t i ⊗ di associea0 ⊗ d0. Si m est assez grand on en

d´eduit une application deD(V)ψ=1 dansDdR(V)

D(V)ψ=1 ⊂ (B†,r ⊗Qp V)HK
ϕ−m

−→ BHK
dR ⊗K DdR(V)

∂V◦T0
−→ DdR(V)

qui est ind´ependante dem≫ 0 [7, IV.2.1] et que nous noterons res.

Proposition VI.10. — La représentation E est de de Rham si et seulement sires(y) = 0.

Commençons par montrer un lemme qui est essentiellement lecas de la repr´esentation triviale :

Lemme VI.11. — L’application BHK
dR → K qui à x ∈ BHK

dR associe le coefficient constant de

T0(x) induit la suite exacte :

0→ K → BHK
dR

1−γK
−→ BHK

dR → K → 0

Démonstration. — On sait queBGK
dR = K ce qui montre que le noyau de 1− γK est bienK .

Soit K̂∞ le compl´et´ep-adique deK∞. Rappelons [36] que si j 6= 0, alors 1− χ− j (γK )γK est

inversible sur̂K∞. Dans le casj = 0, on peut ´ecrirêK∞ = K ⊕ X où X est un sous-K -espace

vectoriel sur lequel 1− γK est inversible.

Nous allons tout d’abord montrer que sij � 1, alors

1− γK : t− j (B+
dR)

HK /t− j +1(B+
dR)

HK → t− j (B+
dR)

HK /t− j +1(B+
dR)

HK

est surjectif ce qui revient à montrer que

1− χ− j (γK )γK : (B+
dR)

HK /t (B+
dR)

HK → (B+
dR)

HK /t (B+
dR)

HK

est surjective. Cela suit du fait que l’applicationθ r´ealise une bijectionŴK -´equivariante entre

(B+
dR)

HK /t (B+
dR)

HK et K̂∞ et que 1− χ− j (γK )γK est inversible sur̂K∞.

On en d´eduit par r´ecurrence que six ∈ BHK
dR , alors on peut ´ecrirex = x0 + (1− γK )y0 avec

y0 ∈ BHK
dR et x0 ∈ (B+

dR)
HK . L’hypothèse que le coefficient constant deT0(x) est nul revient

au fait que si l’on d´ecomposeθ(x0) ∈ K̂∞ selon K̂∞ = K ⊕ X, alors la composante selon

K est nulle. On va montrer que sous cette hypothèsex ∈ (1− γK )B
HK
dR , ce qui d´emontre le

lemme. Soitj � 0, on va montrer par r´ecurrence qu’il existexj ∈ t j (B+
dR)

HK et pour j � 1,

y j ∈ t j (B+
dR)

HK tels quex = x j + (1− γK )(y0 + · · · + y j ) ce qui implique que
∑+∞

j =0 y j est
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une s´erie qui converge pour la topologiet-adique (pour laquelle(B+dR)
HK est complet) vers un

y tel quex = (1− γK )y. Le cas j = 0 a d´ejà ´et´e fait. Le fait que la composante selonK de

θ(x0) est nulle implique quex0 est dans l’image de

1− γK : (B+
dR)

HK /t (B+
dR)

HK → (B+
dR)

HK /t (B+
dR)

HK

ce qui s’occupe du casj = 1 et la r´ecurrence est une cons´equence du fait que sij � 1, alors

1− χ j (γK )γK : (B+
dR)

HK /t (B+
dR)

HK → (B+
dR)

HK /t (B+
dR)

HK

est surjectif et donc aussi :

1− γK : t j (B+
dR)

HK /t j +1(B+
dR)

HK → t j (B+
dR)

HK /t j +1(B+
dR)

HK

Démonstration de la proposition VI.10. — Comme on a choisim assez grand on aϕ−m(b) ∈

BdR. Étant donn´ee la suite exacte

0→ K → BHK
dR

1−γK
−→ BHK

dR → K → 0

on a res(y) = 0 si et seulement siϕ−m(y) appartient à(1− γK )B
HK
dR ⊗K DdR(V) ce qui fait que

si res(y) = 0, alorsE est de de Rham car

c(g) = (g− 1)((1− γK )
−1ϕ−m(y)− ϕ−m(b))

Montrons maintenant la r´eciproque ; on peut ´ecrire

ϕ−m(y) = ϕ−m(y)− res(y)+ res(y) = (1− γK )z+ res(y)

et un petit calcul montre qu’alorsc(g) = (g−1)z+log(χ(g))·res(y) et l’implication r´eciproque

r´esulte du fait que siα ∈ DdR(V) le cocyleg 7→ log(χ(g))α n’est pas trivial dansBdR⊗Qp V

(on peut d’ailleurs montrer que l’applicationα 7→ [g 7→ log(χ(g))α] est un isomorphisme de

DdR(V) dansH1(K ,BdR⊗Qp V) voir [11, III.5.2] pour ce r´esultat dû à Kato [24]).

Lemme VI.12. — Soit y∈ D(V)ψ=1, y =
∑

yi ⊗ di où {di } est une base deDst(V) et yi ∈

B†
log,K [1/t ], tel queres(y) = 0. On suppose qu’il existe i tel que l’on peutécrire yi sous la

forme yi = vi + (1− γK )wi avecvi ∈ B†
rig,K . Alors pour n≫ 0 on aTrKn/K (θ ◦ ιn(vi )) = 0.

Démonstration. — Soit Q la matrice deϕ−1 dans la base{di } et Q(m) = (q(m)i j ) celle deϕ−m.

Alors

ιn(y) =
d∑

j =1

d∑

i=1

ιn(yi )q
(n)
i j ⊗ d j

et donc

T0(ιn(y)) =
d∑

j =1

d∑

i=1

TrKn/K (ιn(yi ))q
(n)
i j ⊗ d j
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et commeQ(n) est inversible le fait que res(y) = 0 implique que le coefficient constant (∂0(·)) de

ιn(yi ) ∈ Kn[[ t ]] (ce que l’on est en droit de consid´erer sin≫ 0) v´erifie :∂0◦TrKn/K (ιn(yi )) = 0

et comme on a de toute façon TrKn/K (ιn((1−γK )wi )) = 0 c’est donc que∂0◦TrKn/K (ιn(vi )) =

0 et on a alors∂0 ◦ TrKn/K (ιn(vi )) = TrKn/K (θ ◦ ιn(vi )) = 0.

Démonstration du th́eor̀eme VI.2. — Par III.6 on a un isomorphisme

D†(V)⊗B†
K

B†
log,K [1/t ] → Dst(V)⊗F B†

log,K [1/t ]

et si E est l’extension deV correspondant ày ∈ D(V)ψ=1, alorsE est semi-stable si on peut

´ecrirey = (1− γK )z avecz ∈ Dst(V)⊗F B†
log,K [1/t ].

Le F-espace vectorielDst(V) est muni d’un op´erateur de monodromie nilpotentN et on se fixe

une base{di } deDst(V) adapt´ee àN c’est-à-dire qu’il existe 0= r1, · · · , rk tels que pour touti

N(dr i +1) = 0, N(dr i +2) = −dr i +1, · · · , N(dr i+1) = −dr i+1−1

Commey ∈ D†(V) on aNy= 0 ce qui implique que si on ´ecrity =
∑

di⊗yi avecdi ∈ Dst(V)

et yi ∈ B†
log,K [1/t ], alors lesyi vont satisfaire

N(yr i +1) = 0, N(yr i +2) = yr i +1, · · · , N(yr i+1) = yr i+1−1

On cherche à montrer queyi = (1− γK )zi aveczi ∈ B†
log,K [1/t ]. Pour simplifier les notations

montrons cela pouryr1+1, · · · , yr2 c’est-à-dire poury1, · · · , yr où r = r2.

Tout d’abordN(y1) = 0 ce qui fait quey1 ∈ B†
rig,K [1/t ] et par la proposition IV.6 on peut ´ecrire

y1 = v1+ (1− γK )w1 avecv1 ∈ B†
rig,K . Ensuite comme res(y) = 0, le lemme VI.4 montre que

TrKn/K (θ ◦ ιn(v1)) = 0 pour toutn≫ 0, et doncv1 ∈ (1− γK )B
†
log,K par la proposition IV.11

ce qui fait qu’il existez1 ∈ B†
log,K [1/t ] tel quey1 = (1− γK )z1.

Ensuite supposons queyi−1 = (1− γK )zi−1 aveczi =
∑

j ai j log j (π). Alors un petit calcul

montre que

N

(
yi + (1− γK )

∑

j

ai j

j + 1
log j +1(π)

)
= 0

et donc que

yi = xi − (1− γK )
∑

j

ai j

j + 1
log j +1(π) = xi − (1− γK )ui

avec N(xi ) = 0 ce qui fait quexi ∈ B†
rig,K [1/t ] et par la proposition IV.6 on peut ´ecrire

xi = vi + (1 − γK )wi avecvi ∈ B†
rig,K et doncyi = vi + (1 − γK )(wi − ui ). Ensuite

comme pr´ec´edemment si res(y) = 0, alors TrKn/K (θ ◦ ιn(vi )) = 0 pour toutn ≫ 0 et donc

vi ∈ (1− γK )B
†
log,K par la proposition IV.11 ce qui fait qu’il existezi ∈ B†

log,K [1/t ] tel que

yi = (1− γK )zi .
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Il est alors imm´ediat quey = (1− γK )
∑

di ⊗ zi et donc queE est semi-stable.

VI.5. L’exponentielle de Bloch-Kato

Dans ce no V est une repr´esentation semi-stable. Rappelons que les anneauxBmax et BdR sont

reli´es par la suite exacte fondamentale (cf [11, III.5] et [18]) :

0→ Qp→ Bϕ=1
max→ BdR/B

+
dR→ 0

En tensorisant avecV et en prenant les invariants parGK on obtient un d´ebut de suite exacte

longue :

0→ VGK → Dcris(V)
ϕ=1→ ((BdR/B

+
dR)⊗Qp V)GK → H1(K , V)→ H1(K ,Bϕ=1

max ⊗Qp V)

Soit H1
e (K , V) = ker(H1(K , V) → H1(K ,Bϕ=1

max ⊗Qp V)). On d´eduit de la suite exacte ci-

dessus une application deDdR(V) dansH1
e (K , V) appel´ee exponentielle de Bloch-Kato, et

not´ee expV . D’autre part commeV est de de Rham on a

((BdR/B
+
dR)⊗Qp V)GK = DdR(V)/Fil0 DdR(V)

et [4, lemma 3.8.1] l’image de expV est H1
e (K , V) tout entier. Dans le cas oùk est fini des

calculs de dimension montrent que sir ≫ 0, alorsH 1
e (K , V(r )) = H1(K , V(r )) et donc que

expV(r ) : DdR(V(r ))→ H1(K , V(r )) est un isomorphisme (on remarquera que sir ≫ 0, alors

Fil0 DdR(V) = {0}). Le but de ce no est de montrer, sans condition surk, que sir ≫ 0, alors

expV(r ) : DdR(V(r ))→ H1(K , V(r )) est un isomorphisme.

Lemme VI.13. — Si V est une repŕesentation semi-stable telle que1− ϕ : Dst(V)→ Dst(V)

est surjectif etDst(V)ϕ=1/p = 0, alors H1
g (K , V) = H1

e (K , V).

Démonstration. — Soit c ∈ H1
g (K , V) et E l’extension deQp par V qui correspond àc. Le

th´eorème VI.2 montre qu’il existex ∈ Bst⊗Qp V tel quec(g) = (g− 1)x. Commec(g) ∈ V

on a(ϕ − 1)c(g) = 0 et doncϕ(x) − x ∈ (Bst⊗Qp V)GK . Il existe doncy ∈ Dst(V) tel que

ϕ(y) − y = ϕ(x) − x ce qui revient àϕ(x − y) = x − y et quitte à remplacerx par x − y

on peut donc supposer quex ∈ Bϕ=1
st ⊗Qp V . CommeN commute àGK on a N(c(g)) =

0 = (g − 1)(N(x)) et doncN(x) ∈ Dst(V). De plus commex ∈ Bϕ=1
st ⊗Qp V on doit avoir

N(x) ∈ Dst(V)ϕ=1/p = 0 et doncx ∈ Bϕ=1
max ⊗Qp V ce qui montre quec(g) ∈ H1

e (K , V).

Lemme VI.14. — Si r est assez grand, alors V(r ) satisfait les conditions du lemme préćedent.

Démonstration. — Rappelons que le Frobeniusϕ surDst(V) est bijectif. SoitM unZ p-r´eseau

de Dst(V) et Mr = M(r ). CommeDst(V(r )) = t−r Dst(V) on aura, pourr est assez grand
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ϕ−1(Mr ) ⊂ p2Mr . Il est alors ´evident que 1− ϕ = −ϕ(1− ϕ−1) est surjectif. Enfin sir ≫ 0,

alorsDst(V(r ))ϕ=1/p = 0 car les pentes deϕ augmentent de 1 à chaque fois que l’on tord.

Lemme VI.15. — Si r est assez grand, alors H1(K , V(r )) = H1
g (K , V(r )).

Démonstration. — Soit c ∈ H1(K , V(r )) et E l’extension associ´ee àc. On sait queE est de

de Rham si et seulement si sa restriction àIK l’est et on suppose donc quek = k. Il existe donc

y ∈ D(V(r ))ψ=1 tel quec = h1(y) et il suffit donc de montrer que sir est assez grand l’image

deD(V(r ))ψ=1 par res= resV(r ) est nulle. Or

T0 ◦ ιm(D(V)ψ=1) ⊂ K ((t))⊗K DdR(V)

et donc sir est assez grand

T0 ◦ ιm(D(V(r ))ψ=1) ⊂ t K [[ t ]] ⊗K DdR(V(r ))

(puisque l’image deD(V)ψ=1 engendre unK [[ t ]]-module de rang fini, ´etant contenue dans

l’image deD†,s(V)(V)) et l’image de resV(r ) est donc nulle.

Théor̀eme VI.16. — Si V est une repŕesentation semi-stable de GK , alors quand r≫ 0, l’ex-

ponentielle de Bloch-KatoexpV(r ) : DdR(V(r ))→ H1(K , V(r )) est un isomorphisme.

Démonstration. — Les lemmes pr´ec´edents montrent que quitte à prendrer ≫ 0, on a

H1(K , V(r )) = H1
g (K , V(r )) = H1

e (K , V(r ))

et expV(r ) est donc surjective. D’autre part sir ≫ 0, alors Fil0 DdR(V) = {0}, ce qui montre

que expV(r ) est injective. C’est donc un isomorphisme.





DIAGRAMME DES ANNEAUX DE P ÉRIODES

Le diagramme ci-dessous r´ecapitule les relations entre les diff´erents anneaux de p´eriodes. Les

flèches qui se terminent par // // sont surjectives, la flèche en pointill´es // est

une limite inductive de morphismes d´efinis sur des sous-anneaux (ιn : B̃†,rn
log → B+

dR), et toutes

les autres sont injectives.

B+
dR

θ

ssss

B̃†
log

44

B̃+
log

//oo B+
st

OO

B̃†
rig

OO

B̃+
rig

OO

oo // B+
max

OO

B̃ B̃†oo

OO

B̃+oo

OO

θ // // Cp

Ã

OO

����

Ã†oo

OO

Ã+oo

OO

����

θ // //
�

Cp

OO

����

Ẽ Ẽ+oo θ // // k

Les trois anneaux de la colonne de gauche sont reli´es à la th´eorie des(ϕ, ŴK )-modules. Les

trois anneaux de la colonne de droite sont reli´es à la th´eorie de Hodgep-adique. Pour faire le

lien entre ces deux th´eories, on passe d’un côt´e à un autre via tous les anneaux interm´ediaires.

La situation id´eale est quand on peut se placer dans la colonne du milieu (par exemple : les

repr´esentations de hauteur finie).
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