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REPRI'ESENTATIONS, p-ADIQUES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Laurent Berger

Résurme. — Dans cet article, on montre comment associer a toute regtasonp-adiqueV,
via la th"eorie desy, Ix)-modules de Fontaine, une “equation diff'erentielJadique%(V),
c’est-a-dire un module a connexion sur I'anneau de Robba.

Cette construction permet de faire le lien entre la th”ese®& ¢, Ix )-modules et la th eorie de
Hodgep-adique. On montre par exemple comment constiDgg(V) etDsi(V) directement a
partir deDEg(V), ce qui permet de reconnaitre les repr esentations gabies ou cristallines;;
la connexion est alors unipotente ou triviale. Alli"ee a tehniques de la th eorie des “equations
diff’erentiellesp-adiques, I'"etude du modu%(V) permet en outre de donner une nouvelle
d"emonstration d’'un th"eoreme de Sen caract”erisanefgSasentatiga@dmissibles.

Finalement on peut utiliser les r esultats pr'ec’edents petendre au cas d’un corps r esiduel
parfait quelconque des r’esultats de Hyoeb‘) S Hslt), de Perrin-Riou (sur la semi-stabilit’e
des repr’esentations ordinaires), de Colmez (les reprtasens absolument cristallines sont de
hauteur finie), et de Bloch et Kato ¢st> 0, alors I'exponentielle de Bloch-Kato exp, est un
isomorphisme) dont les d”emonstrations (dans le cas d’'tpsaéesiduel fini) reposaient sur des
consid”erations de dimensions de groupes de cohomololgisigane.

Abstract(p-adic representations and differential equations). —In this paper, we associate
to everyp-adic representatiox a p-adic differential equatioﬁ)ﬁg(V), that is to say a module
with a connection over the Robba ring. We do this via the thebRpntaine’s ¢, I'k )-modules.

This construction enables us to relate the theoryol k )-modules top-adic Hodge theory.
We explain how to construdD¢is(V) and Dgi(V) from D;rig(V), which allows us to recog-
nize semi-stable or crystalline representations; the ection is then either unipotent or trivial.
Along with techniques from the theory gf-adic differential equations, the study Dﬁg(V)
allows us to give a new proof of Sen’s theorem characterigipgadmissible representations.

Finally we can use the previous results to extend to the casbidfary perfect residue fields
some results of Hyodd—(!jlL = HZ), of Perrin-Riou (the semi-stability of ordinary repretaen
tions), of Colmez (absolutely crystalline representagiare of finite height), and of Bloch and
Kato (ifr > 0, then Bloch-Kato's exponential e, is an isomorphism), whose proofs (for a
finite residue field) relied on the study of dimensions of Gatmhomology groups.
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INTRODUCTION

0.1. Genéralités et notations

Dans tout cet articlé& est un corps parfait de caracteristigoieet F est le corps des fractions
de I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients darSoit K une extension finie totalement
ramifi’ee deF, ce qui fait que le corps r'esiduel @ s’identifie ak et que le corpK est
complet pour la valuationy qui “etend celle d&. SoitG, le compl”et’e d’'une cldture alg”ebrique
K de K. On s'int’eressera aux repr’esentatigaadiquesV du groupe de Galois absofd =
Gal(K/K) c'est-a-dire auxQ p-espaces vectoriels de dimension fidienunis d’'une action
lin“eaire et continue déx .

J-M. Fontaine a construit dan&(] une “equivalence de cat’egoriés— D(V) entre la cat’egorie
de toutes les repr’esentations @e et la cat’egorie degp, Ix)-modules “etales (le foncteur
inverse est not’'® — V(D)). Un (g, Ix)-module est un espace vectoriel de dimension finie
sur un corps locaBk de dimension 2 muni d’une action semi-lin"eaire d’'un Frobsip et
d’'une action semi-lin"eaire dgx commutant a celle de. Un tel module est “etale g est
de pente 0« unit root»). Le corpsBk est isomorphe (non canoniquement) a I'anneau des
s’eried .7 a Tk en I'ind"etermin’e€Tl ou la suitgaest une suite born’ee d’“el’ements et
limk_ 100 @k = 0. Laction deg et del'k est assez compliqu’ee en g en’eral mai& sest
non-ramifi‘'e K = F), alors on peut choisil de telle sorte que(T) = (1 + TP — 1 et
y(T) = A+ T)x») — 1 (dans le corps du textd, est “egal a un “el’emgntonstruit via la
th”eorie du corps des normes et I'actiongdet delg provient d’une action naturelle ; Ki = F,
onang = = [¢] —1).

L'anneauByk est assez d’esagr'eable mais il contient I’an@aiﬂes s eries surconvergentes,
c'est-a-dire 'anneau des s’eriégT) =) |, a Tk ol la suiteay est une suite born"ee d'"el e-
ments deF et il exister < 1 tel que la s eriéd(T) converge sur une couronne non-vide du type
{ze Cp,r <|z| < 1}. Le th’eoreme principal d&] est que touty, Ik )-module “etale provient
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par extension des scalaires d’'aimodule surconvergest; plus precis’ement on a le r esultat
suivant

Théoreme 0.1 — Si D est un(g, I'k)-moduleétale, alors 'ensemble des soBg—-modules
libres de type fini stables paret'x admet un plus granélement D eton a D= Bk gt DT
K

Le fait que I'ensemble des sonﬁﬂ;--modules libres de type fini stables paet 'k admet un

plus grand “el’ement est un r esultat de Cherboniret moyennant ce r’esultat, le th eoreme
est “enonc’e dan®] de maniére duale (via le foncte® — V(D)) sous la forme« toute
repr’esentation d€ est surconvergente Grace a ce r’esultat, on va pouvoir tensoriser au-
dessus deBL avec l'anneau de RobbB:Lig,K (apparaissant dans les th eorie des “equations
diff’erentiellesp-adiques), constitu’e des s’eridéT) ., a TX telles queay € F et qu'il
exister < 1 tel que la s eriA(T) converge sur une couronne non-vide du type G,,r <

|z] < 1} (sans condition de croissance au voisinaggze Cp, |z| = 1}). Ceci va nous
permettre, sV est une repr’esentatignadique deG, d’'une part de retrouver les invariants
D¢ris(V) et Dgi(V) associ’es & par la th”eorie de Hodgp-adique et, d’autre part, en utilisant
I'action infinit"esimale ddk, d’associer &/ un module a connexioﬁg(V) sur 'anneau de
RobbaBEg’K. Cet article rassemble un certain nombre de r’esultats’qoepeut obtenir via
I'"etude de ce module a connexion : caract”erisation des@sentations absolument cristallines,
semi-stables, de de Rham@}p-admissibles et applications a la conjecture<d@onodromie

p-adigue».

0.2. Theorie de Hodgep-adique et (¢, 'k )-modules

SoientB,‘:)g,K = B:ig’K[Iog(T)] (anneau muni des actions “evidentesydet delk ), DEQ(V) =
B:ig’K ®g! DT(V) et D,‘:)g(V) = B,Lg,K ®g! DT(V). Si V est une repr’esentatiop-adique
de Gk, soientDgis(V), Dsi(V) et Dgr(V) les modules associ’es\a par la th”eorie de Hodge

p-adique. Le premier r’esultat est que I'on peut retrouvenmsedules

Théoreme 0.2 — Si V est une ref@sentation p-adique de g alors
Ds(V) = (Djpg(V)[1/t)™ et Deris(V) = (D (V)[1/th'*.

De plus:

(1) siV estune reg@sentation semi-stable, alors

D'(V) ®g1 Bjog k [1/t] = Dst(V) ®F Biog i [1/1]
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(2) siV estune regsentation cristalline, alors

DT(V) ®BTK B:-ig,K[l/t] = Deris(V) ®F B:}Q’K[l/t]

Dans I'"enonc’e ci-dessusti@ui apparait est un ’el’emelﬁ&ﬁesur lequell'k agitviay (t) =
x(y)tettel quep(t) = pt;siK = F,onat =log(1+ T).

Les module®is(V) et Dgi(V) sont naturellement munis d'un Frobenipsd’'un op”erateur de
monodromieN et d’une filtration. Le th"eoreme pr'ec’edent permet deuefer les actions de
et N, mais la recette permettant de retrouver la filtration effissument peu ragodtante pour ne
pas étre explicit’ee dans cet article.

Un corollaire de ce th eoréme est le r esultat suivant :

Corollaire 0.3 — Si V est une ref@sentation cristalline de &, alors V est de hauteur finie.

Ce r’esultat avait “et”e conjectur’e par Fontaine (\&x, Q) et d"emontr’e par Colmez de maniere
tres d"etourn”ee (la d"emonstration utilisait deux wersi[L1, 7] de la d"emonstration de la loi de
r’eciprocit”e conjectur”ee par Perrin-Rid@9]) dans le cas d’'un corps r esiduel fini. La d"emonstra-
tion donn’ee dans cet article utilise a la place le th'mer&i-dessus et un r’esultat d’analyse
p-adique d”’emontr’e par Kedlayag. Signalons que BenoiL] a par ailleurs d’emontr’e la loi
de r’eciprocit’e de Perrin-Riou pour les repr esentatiissallines de hauteur finie ce qui, com-
bin“e avec le r’esultat ci-dessus, fournit une d”’emonetrate cette loi de r’eciprocit’e dans le
cas g en’eral, n'utilisant que la th eorie dexD-modules, r’ealisant ainsi un programme de
Fontaine.

0.3. Structures differentielles sur les(¢, I'k )-modules

Soit y un “el’ement d& assez proche de 1. La s erie qui d”efinit(loly log(x (y)) converge

vers un op’erateur diff'erentidf; siK = FonaV = logl1+ T)(1+ Tﬁf. Si BE&”K est

I'anneau des s”eries convergeant sur la courdqrié®< < |z| < 1} (olek = [Koo : Fool

etrn, = (p — 1p" 1), alorsv stabiliseBE’ng"’K pourn assez grand et on dispose de plus de
morphismes injectifs, : B:i’gr’”K — Ky[[t]] qui v erifienty o V = t% o tn.

Ce qui pr'ecede correspond au cas de la repr’esentatitaldret, plus g“en’eralement, i est
une repr’esentatiop-adique dex et siy est un “el’ement dE assez proche de 1, la s”erie qui

;o , sees t
d efinit log(y)/ log(x (y)) converge vers un op erateur diff erenfiée Drig(V) au-dessus de

B;rig x Muni deV. Plus pr ecis’ement, siest assez grany,stabilise le sous-modul@ﬁ’é”(V)
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ce qui permet d’associer a toute repr’ esentapieadique dex un module diff erentiel sur une
couronne.

En localisant ert — 1 (ou ¢ est un racine primitive d’ordr@” de l'unit’e), ce qui revient a
consid’erer I'applicatiop : Dﬁ’gr”(V) — (Ba’R®QpV)HK, on retombe sur le module diff"erentiel
consid’er’e par Fontaine darsl] chap. 3], ce qui permet en particulier de retrouver le madul
Dgr(V) a partir du noyau de cette connexion. En utilisant I'apilan 6 : B(J;R — Cp, On
retombe sur le module de Sen ; la connexion devenant un @euekg-lin"eaire dont les valeurs
propres sont les poids de Hodge-Tate g”en’eralis>esEn particulier,V espcadmissible (ce

qui “equivaut & de Hodge-Tate et tous ses poids de Hodge-Tate sont nuls) sietrsant si cet

op erateur est nul. Utilisant ce fait et des techniques diatigns diff erentiellep-adiques (plus

pr ecis’ement un th’eoreme de Tsuzwki39) on obtient une d”emonstration du r esultat suivant,

dt a Sen33], qui caract’erise les repr”esentatighadmissibles :

Théoreme 0.4 — Si V une repesentation p-adigue de (g alors les deux conditions sui-
vantes sonéquivalentes :

(1) V estCp-admissible;
(2) le sous-groupe d’inertie de g agit sur V a travers un quotient fini.

Finalement, il sort essentiellement du th"eoreme 0.2 que

Théoreme 0.5 — Soit V une repesentation p-adique, alors il existe n tel que la restrictie
V a Gk (i) €st semi-stable (respectivement cristalline) si et seulesi&it est une connexion
unipotente (respectivement triviale) s!Dﬁg(V)[l/t].

0.4. Extensions de repesentations semi-stables

Si I'on combine les diff"erentes techniques “evoqu’eedesisus et le calcul de la cohomologie
galoisienne des repr’esentatigradiques 22, 7 on peut d"emontrer les deux r esultats suivants :

Théoreme 0.6 — (1) Toute repésentation ordinaire de (5 est semi-stable;
(2) une extension de deux régmentations semi-stables qui est de de Rham est élheem
semi-stable¢ H! = HE »).

Ces deux r’esultats “etaient connus dans le cas d’un cagisluel fini, ou on peut les d eduire de
calculs de dimension de groupes de cohomologie galoisi@@qui n’est plus possible si le
corps r esiduel n’est pas fini).
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Le premier avait “et’e d’emontr’e dans ce cas la par PRidn{28, 29, 3Q) comme corollaire des
calculs de Bloch et Katod] et le deuxieme par Hyod@®B, 27. Le méme genre de m”ethodes
permet de montrer que § est une repr’esentation semi-stableGle alors quand > 0,
I'exponentielle de Bloch-Kato exg,, : Dar(V(r)) — HL(K, V(r)) est un isomorphisme,
r’esultat d"emontr’e par Bloch et Kato dans le cas d’'un cogsduel fini via des arguments de
dimension.

Mentionnons que I'on conjecture que toute repr’esentaldotie Rham est potentiellement semi-
stable (conjecture de monodromiep-adiques [19]) ce qui a “et’e d"emontr’e par Fontaine (non
publi‘e) en dimension 2. Le (2) du th"eoreme 0.6 permet deen@mcette conjecture au cas
irr"eductible. On peut esp’erer que les techniques d epéb@s dans ce texte permettront de ra-
mener cette conjecture aux conjectures du méme nom declarte des “equations diff erentielles
p-adiques 16, 25, 38, 1

0.5. Plan de I'article

Cet article comporte six chapitres (8) subdivis”’eSeh@ premier § est consacr’e a des rappels
sur les repr’esentatioradiques et les anneaux de Fontaine. Dans le deuxieme o dimnn
construction des anneal ig etféﬂ)g, qui sont fondamentaux pour ce qui suit. On donne dans
le troisieme 8 une application de ces constructions : comimerouverDis(V) et Dsi(V) a
partir du (¢, 'k )-moduleD(V). Le quatrieme § est consacr’e a I'’etude de la conneXiur
I’anneauB:ig,K, ce qui permet de d’efinir dans le cinquieme § I'"equatidfietientielle associ’ee
a une repr’ esentatignadique ; on donne des applications a la th”eorie de Fantdia la th eorie
de Sen. Enfin dans le sixieme § on montre que les constrgcfipec edentes permettent de

d"emontrer que certaines repr esentations sont seniestab

Le th"eoreme 0.2 est la r'eunion du th"eoreme 111.6 et dedagsition 111.7. Le corollaire 0.3 est
I'objet du th"eoreme 111.9, le th"eoreme 0.4 correspond aroposition V.11 et le th"eoreme 0.5
a la proposition V.6. Le premier point de 0.6 est d"emontrresdéiVI.3 et le deuxieme point
dans le A VI1.4. Cet article comporte deux appendices pour le rendreligib$e : un diagramme
des anneaux de p’eriodes, et un index des notations.






CHAPITRE |

RAPPELS ET NOTATIONS

Ce 8§ est entierement constitu’e de rappels sur la th"eesaapr esentationg-adiques. On se
reportera a, 7, 11, 18, 19, Z0ou aussi 4] pour la d"emonstration des faits qui sont rap-
pel“es ici. Pour ce qui est de la th”eorie des “equationsedéhtiellesp-adiques et des isocristaux
surconvergents, le lecteur pourra se reporté, 40, 16, 25, 38, 39

La principale strat”egie pour “etudier les repr’esentatipadiques d’'un group& est de cons-
truire desQ p-algebres topologiqueB munies d’une action du grougiget de structures suppl”e-
mentaires de telle maniere que\siest une repr’esentatiqmadique, alordy (V) = (B ®q,
V)€ est unBG-module qui h”erite de ces structures, et que le foncteuauassocielx (V)
fournisse des invariants int”eressants\eOn dit qu’une repr’esentatiopradiqueV de G est
B-admissiblesi on aB ®q, V =~ BY en tant ques-modules.

I.1. Le corpsE et ses sous-anneaux

Soitk un corps parfait de caract eristiqpe F le corps des fractions de I'anneau des vecteurs
de Witt surk et K une extension finie totalement ramifi’ee BeSoit F une cldture alg”ebrique
deF etCp = % sa completiorp-adique. On pos€ = Gal(K /K), c’est aussi le groupe des
automorphismes continué-lin"eaires de,. Le corpsCy est un corps complet alg”ebriquement
clos de corps r'esidu€l /mc, = k. On pose aus¥,, = K(upn) et Ky est d’efini comme
“etant la r’eunion defs Soit Hk le noyau du caractere cyclotomigye: Gk — Zj etI'k =

Gk /Hk le groupe de Galois dK /K qui s’identifie via le caractere cyclotomique a un sous
groupe ouvert d&7,

Soient

E= lim Cp={(x@,x®,...) | (xI+D)P = x)

X—>XxP
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etE* I'ensemble des € E tels quex© e Oc,. Six = (x®) ety = (y") sont deux “el’ements
deE, alors on d’efinit leur somme+ y et leur produitxy par :

x+ 9O = lim xTD £ y+D)P gt (xy) O = xHyO
] —o0

ce qui fait deE un corps de caract eristigyedont on peut montrer qu'il est alg ebriguement clos.
Six = (xX™)n50 € E soitve(x) = vp(x©). C'est une valuation sUE pour laquelle celui-ci

est complet; I'anneau des entiersilestE™ et I'id"eal maximal estg = {X € E, ve(X) > 0j.
Soit AT I'anneauW(E*) des vecteurs de Witt & coefficients dd&s et BY = A+[1/p] =

(D ks oo PIX], % € E*} ol [x] € A* est le relevement de Teichmiller dec E*. Cet
anneau est muni d’une applicatién BT — Cp d’efinie de la maniere suivante :

0 <Z p"[xk]> =Y px
k>0 k>0
Soiente = (¢M) € E* avece©@® =1ete® £ 1,7 =[] = Lmn =[P | -1, 0 = 7/m1
etqg = ¢(w) = ¢(m)/m. Alors kerd) est I'id"eal principal engendr’e par. De méme soit
B = (p™M) € ET avecp© = p, alors ke(d) est aussi engendr’e pRf £ p.

Remarquons queest un “el’ementHetel queve(e—1) = p/(p—1). Onposé&r = k((e—1))
et on d efinitE comme “etant la cléture s'eparable:lﬂiansE ainsi queE™ = EnN E* et
mg = E N mg 'anneau des entiers et I'id"eal maximal & On renvoie a7, p. 243] pour
une application de la th eorie du corps de norn#} & la construction d’'une applicatigq :
I(im Ok, — E* de la limite projective de€y,, relativement aux applications normes dé&its
dont la principale propri“et e est la suivante :

Proposition I.1. — L’application (k induit une bijection ddx('m Ok, sur 'anneau des entiers
E; deEx = Ek.

Onremarqguera que la proposition ci-dessus est “enonc’e¢&lai.1] avec la restriction suppl e-
mentaire queK /Q est finie mais ceci n'est pas n’ecessaire (en revanche ingstriant que
K /F soit finie).

De plus on peut montrer de la méme maniere fyeest une extension finie s’eparable de
Er de degr'eg = [K« : Fx] €t de groupe de Galoiblg/Hgk et que le groupe de Galois
Gal(E/Ek) s’identifie aHk . Enfin Efg est un anneau de valuation discrete de la fokife  ]]
ouTk = itk (wk) estl'image d’'une suiteox d’uniformisantes compatibles pour les normes
desOk,,.
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[.2. Lanneau Bgr et ses sous-anneaux

L’anneauB g est d’efini comme “etant le compl“et’e pour la topologle{ageadlqudBde(on
remarquera quAJr est complet pour cette topologie) :

c’est un anneau de valuation discrete, d’id eal maxima{éke la s erie qui d efinit lode])
converge danBJr vers un “el’ement, qui est un g'en’erateur de I'id"eal maximal, ce qui fait
queBgr = B r[1/t] est un corps, muni d’'une action der et d’une filtration d”efinie par

Fil' (Bgr) = t! BjR pouri € Z.

On dit qu’une repr’esentation de  est de de Rham si elle eBfr-admissible ce qui “equivaut
a ce que lK -espace vectoriddgr(V) = (Bar ®q, V)G« est de dimensiod = dimg, (V).

L'anneauB,, est d"efini comme “etant

Bhax= (D anw—: olia, € B* est une suite qui tend ver$ 0
n>0 P
etBmax = B, [1/t]. On peut d’ailleurs remplaces par n'importe quel g“en’erateur de ke,
par exemplep] — p. Cet anneau se plonge canoniquement dapg(les s eries d efinissant ses
“el’ements convergent daig et en particulier il est muni de I'action de Galois et de ladiion
induites par celles dBgyR, ainsi que d’'un Frobeniug, qui “etend I'applicatiorp At > AT
d’eduite dex — »® dansE*. On remarguera que ne se prolonge pas par continuit” &a.

On poseBng N 289" (Bihay (0N remarquera que I’anne&ig est 'anneaB,,;de [L1]). La
notation s’explique par le fait que 'on a un isomorphisrﬁ]eﬁ;fg = Hr?g((??, W(k)).

On dit qu’une repr’esentatiod de G est cristalline si elle edBnax-admissible ou, ce qui

revient au memd3:g[1/t]-admissible; ceci “equivaut a ce queHeespace vectoriel

Deris(V) = (Bmax@Qp V)GK = (B [1/t] ®Qp V)GK

rig

est de dimensiod = dime(V). Alors Dgis(V) est muni d’'un Frobenius et d’une filtration
induits par ceux d8max et (Bdr ®q, V)Ck = Dgr(V) = K ®f Dgris(V) ce qui fait qu'une
repr esentation cristalline est aussi de de Rham.

La s”erie qui d efinit 1og?) + log([7]/7©@) (aprés avoir choisi lag) et ouT = ¢ — 1)
converge danB r Vers un “el’ement [ogf] qui est transcendant sur Fiag et on poseBs; =
Bmaxlog[7]] et Blog = rlg[Iog[yr]] On dit qu’'une repr’esentatio est semi-stable si elle
estBgsr-admissible ou, ce qui revient au menﬁi?gg[l/t]-admlssmle, ceci “equivaut a ce que le
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F-espace vectoriel

Dst(V) = (Bst®q, V) = (B [1/t] ®q, V)°K

est de dimensiod = dimg,(V). Alors Dsi(V) est muni d'un Frobenius, d'une filtration et
d’'un op”erateur de monodromié = —d/d log[z] qui v erifie No = peN (voir [37] pour une
justification du signex — »), et (Bgr ®Q, V)CK = Dgr(V) = K ®f Dg(V). De plusV est
cristalline si et seulement si elle est semi-stablé&et= 0 surDg(V). On utilisera aussi le
F-espace vectoridf (V) = (§r;g ®q, V).

[.3. Lanneau B et ses sous-anneaux

SoitA I'anneau des vecteurs de Witt & coefficients daret B = K[l/ p]. SoitAr le complet’e
de O[r, 771 dansA+ pour la topologie de celui-ci, c’est aussi le compl” ep-adique de
Of[[x][=~1]. C’est un anneau de valuation discréte complet dont lesoresiduel esk:.
SoitB le compl”et’e de I'extension maximale non ramifi eeBdeAr[1/p] dansB. On d’efinit
alorsA = BN A etAt = A nA*. Ces anneaux sont munis d'une action de Galois et d'un
Frobenius d”eduits de ceuxEleOn poseAx = APk etBkx = Ak[1/p]. QuandK = F les
deux d”efinitions coincident.

SiV est une repr’esentatignadique dex soitD(V) = (B®q, V)Hk. On sait p0] queD(V)
est unBk -espace vectoriel de dimensidn= dim(V) muni d’un Frobenius et d’'une action
r'esiduelle ddg qui commutent (c’est up, ') module) et que I'on peut r"ecup’erdrgrace
alaformuleV = (D(V) ®g, B)¢=1.

Le corpsB est une extension totalement ins”eparakleagicielle») de degr'ep de ¢(B). Le
Frobeniusp : B — B est injectif, mais n’est donc pas surjectif, et il est utilerdd efinir un
inverse & gauche par la formulg/ (x) = ¢~1(p~1 Trg (@) (X)).

Tout “el’ement Eepeut s’"ecrire de maniere unique sous la foyme, _ pK[xi] ol lesxy sont
des “el’ementsileOn d efinB-0 = B+ et, sir > 0, on pose

~ ~ r

BT = {xeB, Ilim vg(xk)+ p—k = 400}

k—+oo pP— 1

Sir € R on d’efinitn(r) comme “etant le plus petit entiartel quer >r= p"1(p — 1).
Las’eré s o p¥[x«] converge danBgr si et seulement si la S €8s oo p"xlﬁo) converge
dansCp. On en d’eduit notamment pouarentier tel quep~1i(p — 1) > r une application
injective ;y, = ¢ " : BM — By qui envoie Y, . pX[xd] sur la somme de la s’erie
> ks oo p"[x,ffn] dansB.. SoientB™" = BN B™, BT = Ur50B™" et BT = Ur50B™.
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EnfinAT" est I'ensemble des € BT tels quen pluspe (xq) + p—lk > 0,ANT = AT A, et
At =ATnAouAT =BT nA.

Remarque 1.2 — La notation adopt”ee ici differe un peu de celle @g7. Ce que nous appe-
lonsB™" (repectivemenB )y est not'ﬁrT_ (respectivemer™").

On dit qu’une repr’esentatigoradiqueV est surconvergente Bi(V) possede une base dr
constitu”ee d’’el’ements &) = (BT ®q, V)Hk . Rappelons le r esultat principd,[7] & ce
sujet :

Théoreme 1.3 — Toute repésentation V de @ est surconvergente, c’eatdire qu’il existe

r(V) tel queD(V) = Bk ®gtrvy DTYV)(V). De plus il existe &) tel queD(V)¥=!
K

DTSV (v).

Si on applique le deuxieme point a la repr’esentationatgy on en d eduit par exemple gu'il
existes(Qp) tel que BI/’ =1 c BT 5Q0) on a d'autre part une description assez pr'ecise des
anneau>BTKr , comme le montre la proposition suivante :

Proposition 1.4 — Il existe NK) € N etng € AL’r”(K) dont I'image modulo p est une unifor-
misanterk deEk. Sir > rpk), alors toutélement xe B}Qr peut sécrire X = )\, akn}'é
ou & € F et au la strie Y, ., aTK est holomorphe et bo&e sur la couronne ouverte
{p~Ye&" < |T| < 1} et converge sur le bord iatieur.

Afin de montrer le th"eoreme 1.3 un ingr edient important astdnstruction d’applications de
« d"ecompl”etion> Rque nous allons d”ecrire plus en d”etail. On a des inclu@)ms BTJ et
pourm > 1o ™BL") c BL', qui v’erifient B, 111.2] :

Proposition 1.5 — Ces inclusions admettent des sections continu)estvF;fgr — BL‘ et pour
m>1Ry: ’I§L’r — w_m(BEr). Soit R, = Rm — Rm_1. Alors il existe p(K) tel que si
n>noK),aeZ xe naﬂkr“, alors:

Ro(x) € m2AL™ et R5(x) € n8p M(AL™™Y=0)
On a de plus les propeites suivantes :

(1) Roo¢™ = ¢™o Rn;
(2) Ry etles Fg pour k> m+ 1sont<p—m(B )-linéaires;;
(3) sixe Al , alors X = limm_ 400 Rm(X) dansAK.
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Soita < 1 etBE(X) 'ensemble des s’erigs, ., ax XK avecay € F une suite born”ee telle que
toutp € [o; 1[ on ait lime_ 100 |ak| 0¥ = 0. Les rappels du § prec’edent montrent que,siR
eta(K,r) = p~ Y&’ lapplication f — f (k) deB‘,’é(K’” dansBL’r est un isomorphisme.

Soit HE (X) I'ensemble des s’eri@s, ., aXK avecay € F et telles que toup € [o: 1],
liMk_ 400 |ak| 0% = 0. Alors Uy<1HE est'anneau de Robba a coefficients d&ndont il a “et’e
guestion dans l'introduction. Afin de faire le lien entre fegsentationg-adiques et “equations
diff erentielles, on va d”efinir un anrﬁégh > BT tel que(’lﬂg)HK contienneH‘,’é(K’”(nK). Si
f(X) e HE(X) etl estun intervalle compact [«; 1[, on poseV, (f) = infvp(f(2)), 12| € I.
Alors B¢ (X) est muni de la topologie de Fr’echet d”efinie par 'enseméd/elt son compl’et’e
pour cette topologie s’identified ¢ (X). Il est donc naturel de cherchﬁ’gr sous la forme d’'un
sous-anneau du compl'et'ﬁ*depour une topologie ressemblant a celle qui est d”efiniegzar |

V, : c’'est I'objet de ce 8§.

[.1. Les anneauxA|

Dans toute ce §, ets sont deux “el’ements dé{1/p] U {+oc} tels quer < s. Rappelons que
pourn > 0onapos’'g = (p — 1)p" L. Dans toute la suite, on notere]| pour [x'], méme si

r n'est pas entier. On convient qug[7] "> = 1/[7] et que [r]7>°/p = 0. Soient

p [7I°

A = At (=, =} := AT{X, Y}/([7] X — p, pY — [7]%, XY — [7]°)
7] p

§[r;s] = K[r;s][l/ p] ou, si A est un anneau complet pour la topologiadique,A{ X, Y} d enote
la compl”etionp-adique deA[X, Y] c'est-a dire queA{X, Y} = B ;50aj X' Y]} ol & est
une suite qui tend vers 0 selon le filtre des compl’ementdesgparties finies.

Lemme Il.L — Soit A= AT{X,Y}etl = ([7]' X — p, pY — [7]5, XY — [7]5). Alors
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=1
rig ET BIog

(1) Inp"A=p"l;
(2) | estferngé dans A pour la topologie p-adique.

Démonstration — Le (2) suit du (1) puisqué est complet pour la topologip-adique et que
le (1) montre qu’une suite d’"el’ements beui tend vers 0 dané tend vers 0 dank. Montrons
donc le (1). Soitf (X, Y) = Y ;50a; XY € p"A ce qui revient a dire que"|a;;. Quitte
a modifier f par des “el’ements d&XY — [7]°5") c p"l on peut supposer que(X, Y) =
3 a X +); b; Y1 o p" divisea etbj. Si f(X,Y) € | c’estque I'on peut “ecriré (X, Y) =
aX, )([7]" X = p)+b(X, Y)(pY —[7]5) +c(X, Y)(XY—[7]5") et les relation¥ ([7]" X —
p) = [T]"(XY=[7]5)—(pY~[7]®) et X(pY—[7]®) = p(XY—-[7]>")— (7] X—p)[7]>"
montrent que quitte a modifie( X, Y) on peut supposer quE X, Y) = a(X, 0) eth(X,Y) =
b(0, Y). On voit alors que(X, Y) = 0 et donc finalement qué(X, Y) = a(X)([7]" X — p) +
b(Y)(pY—[7]®). Montrons que(X) € p"A(la preuve poub(Y) estlaméme). Posoas$X) =
Y. G X'.Onaalorsg = —pg eta; = [T]'G_1 — pG ce quifaitsi >0et0< j <n-—1,
alors p" diviseq; 4 [7]" — pGj+1 et donc aussZ?;(l)[ﬁ]r("‘l‘“pj (Ci1j[7]) — pGyjr1) =
[7]"ci — p"ciyn et doncp" divisec dansA™. O

Corollaire 11.2. — L’anneauﬂ[r;s] est €pae pour la topologie p-adique (il est clairement
complet). De plus on a une application naturelle surjecﬁ\(gs] dans le comdte p-adique de
Kﬁ[p/[ﬁ]r, []°/p] dont le noyau est I'image de I'aénence de | dang[r;s] et donc nul, ce
qui fait queﬂ[r;s] s’identifie aussi au comgte p-adique déiﬂp/[ﬁ]r, [7]%/p].

Lemme 1.3, — Toutélement deK[r;s] peut sécrire de la margre suivante :

()~ 2 ()

k>0 k>0

avec(ay), (by) deux suites dA* qui convergent ver8 (cetteécriture est bien& non-unique).

Démonstration — C’est une cons’equence imm’ediate de la d efinition. Onoséentera de
remarquer que

N
Eal P o [ﬁ]ﬁ(s—r) <_ir>k_e sik > ¢

T

—|
—

O

Lemme Il.4. — Si p et o sont deuxelements deE+ qui verifientve(p) = pr/(p — 1) et
ve(0) = ps/(p — 1), alorsArr.q = A% {p/[p]. [0]/p}.

Déemonstration — C’est “evident. O
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Remarquons que sionra < rp < $ < s, alors il y a une inclusion (les deux anneaux en
presence sont integres et ont méme corps des fractions) :
~ =151 ~ =12
7]t p [7]"2’
Lemme I1.5. — Cette inclusion se prolonge en un morphisﬁm;sﬂ — Afrpis,] QUi est tou-
jours injectif.

Démonstration — Le morphisme du haut se factorise &f,:s,] — Afr:s] — Afrpis,] €L 0N
peut donc supposef = ro ous; = Sp. Supposons par exemple=r, = r (I'autre cas se traite
de la méme maniere). Alors il suffit de montrer que le morrpuieisompos;lie[r 5] = K[r 5] =
A[r .r] est injectif (tout ceci pour simplifier la notation). On va danontrer que s$ > r, alors
A[r 5 — A[r .r] est injectif. Soientr = [a] et g = [B] aveca, B € E tels quevE(a) =r et
ve(B) = s —r de telle sorte qué\[r;s] = A{X, Y}/ (X = p, pY —aff, XY — ) etA[r;r] =
K{X, Y}/(@X—p, pY —a, XY —1). Le fait que I'application naturellé (X, Y) — f (X, BY)
du premier anneau dans le second est injective est “equivaldait que sif (X, BY) € (e X —
p, pY — a, XY — 1), alors f (X, BY) appartient a I'id"eal d@{x, BY} engendr’e pafa X —
p, pYB —aB, XYB — B), ce que nous allons maintenant d”emontrer.

Commencons par remarquer que quitte a modifieX, Y) par des “el’ements de I'id"e&t X —
p, pY —a, XY —1) on peut supposer (en remplacafl par 1) quef (X, gY) = ﬁ;g y X+
120 8;81Y1. Supposons que I'on ait(X, BY) = a(X, Y)(@X — p) + b(X, Y)(pY — ) +
c(X,Y)(XY—1). Lesrelationsy (@ X —p) = a(XY—-1)— (pY—a) et X(pY —a) = p(XY —
1) — (X — p) montrent que I'on peut supposer, quitte a modifiex, Y), quea(X,Y) =
a(X,0) ;= a(X) etb(X,Y) = b(0,Y) := b(Y). Commef (X, BY) ne contient pas de terme
en XY c’est alors quee(X, Y) = 0. On a donc montr'e qué(X, BY) = a(X)(aX — p) +
b(Y)(pY — «). Posond(Y) = +°° b-Yj Pour terminer la d"emonstration il faut montrer que
bj est un multiple degg’**. Un caIcuI facile montre que §i > 1, alorss; 8/ = (pbj_1 — ab))
ce qui fait ques! divise pbj_1 —abj dansA+ et donc quesi+1 divise Y p_o p" Kok (pbj 4k —
abjik+1) = p"bj — «"bjny 1. Reste & choisin assez grand pour gy +1 divisea"*!
ce qui montre alors qugi+1 diviseb;. O

On utilise ces injections pour d”efinir, Isest un intervalle d& U {+oc0} B| = N[r:s]cl ng[r;s]-

Soientl < J deux intervalles ferm’es, ce qui fait cﬁlﬁ C By, on d’efinit une valuatiorp-
adiqueV, sur§J en d’ecidant qu¥(x) = 0 si et seulement si € /Zq — pK. et que I'image de

V, estZ. Par d’efinitioB, muni deV, est un espace de Banapkadique. De plus le compl’et’e
deB; pourV, s'identifie aB; .
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Remarque Il.6 — CommeA| est un anneau on a notamma&htxy) > V| (X) + V, (y).

Le but de cette partie est de d"egager quelques propri'd€ ees anneaux. Commencgons par
remarquer que le groupe de Galdx: agit surA+ et que cette action s’"etend a I'anneau
zﬁ[p/[ﬁ]r, [7]°/ p] et le stabilise, ce qui fait que I'action d&r s’ etend par continuit’e a une
action par isom”etries sur son compl ep-@dique et par suite a tous let B, .

De méme le Frobenius s’"etend en un morphisme
i P [T p[="
A=, ] > AT =,
[7]" p [Z]P" p
et se prolonge donc en une applicationzdedansz\m pour toutl .

]

Lemme I1.7. — Si | C [r; +oc], alors BM < By etsix e BT s'ecrit x = Yo PX[Xu],
alors la valuation

_1
Wi () = inf inf k + 2~ Z0g(x0)
ael keZ o

verifie Vi (X) = [W, (X)] ou |a] est le plus grand entiex a.

Démonstration — Le premier point suit de la d”efinition et de plusxsza't_’é’r " verifie W(x) >

0, alors la somme qui le d”efinit converge d@nse qui fait queV, (x) > 0. Reste a montrer
que six € Ar, alorsW, (x) > 0. CommeA, est le compl”et’g-adique M[p/[n]r, [7]°/p]

il suffit de montrer quéV, (x) > 0 six € AT, six = p/[7]" etsix = [7]®/p ce qui est clair.
CommeW, (p) = 1 on en d eduit quéWw(-) ] est une valuatiop-adique dont I'image e< et
telle queW, (x) > 0 si et seulement s € A| ce qui fait queV, (x) = |[W, (X)]. O

Exemple I1.8. — Beaucoup de ces anneaux sont d"eja connus :

1) "E‘[O;ro] = A:ﬁax etg[o;ro] = B:ﬁax;

2) §r.g - §[o ool ;

3) At = A[o oo €LBT = B[o ool ;

(4) A= A[+oo 400 etB = B[+oo +oo] 5

(5) AT = A o0 1B = By o).
Démonstration — Le (2) est une cons’equence (i) et du fait tu;,Lg = ﬂ*ogcp”(B;;ax)
Les (3) et (4) sont “evidents, et 1€5) est contenu dan$] remarque 11.1.3]. Reste a montrer
le (1) qui suit du fait que par d”efinitiof,, = AT{Pl/p — 1} etf&[o;ro] = AT{[P]/p} (et
A{X} = A{X — 1} puisqueA[ X] = A[X — 1]). O

Lemme 11.9. — On aﬂ[r;s]/(p) = ET[X, 75" XY /&@S, 7 X). Notamment si r= s, alors
Arr:r1/(p) = ET/@)[X, X_l].
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Démonstration — Soit A= At{X, Y} etl = (XY —[7]5, p— X[Z]", [F]S — pY) de telle
sorte que’&[r;sl s’identifie aA/l et donc queﬁ[r;s]/(p) = (A/1)/(p). On a une suite exacte
00— 1 > A— A/l — 0 etlamultiplication pamp induit un diagramme :

Oo—s ! — A — A/l — 0
| o|

Oo—s ! — A — A/l — 0
|

| |
! ! !
l/p — A/p — (A/h)/p — O
et commeA/| est sansp-torsion, le lemme du serpent montre gu&/1)/p s’identifie au
guotient duA/p par 'image del dans ce dernier. Dans notre situation oA/ = E+[X, Y]
et 'image del s’identifie a(XY — 75", —X7", 7°) d’ou le lemme. O

11.2. Plongement desA dans B,

On va maintenant d”efinir des morphisme&geg dansB,. On va montrer que sj, € I, alors
I'applicationg " r"ealise une injection & dansBjR. Pour cela, soifl, = [rn; rn] avecn > 0.
Six € Ay,, alors on peut “ecrire

_éa“<m> +20 ( )
SN[t

k>0

| =

) oo [(1F )+

S PN sl

et comme les; ethy tendent vers 0, les s"erfEg., (¥)ax ety ism (1)bj convergent dan&*
et la s"erie du haut est donc convergente pour la topologi@ kadique et converge dav@R
vers un “el’emegiix) € B

Il
\VM =

Proposition 11.10. — Si x € K\Jn on posen(X) = 1o(¢ "(x)). L'application x — n(X) est
un morphisme injectif dgjn dansBjR et si Jy C I, alors le noyau du morphisme comjgos
6oun: ;Eq — Cpestker(f ot : /Zq — Cp) = ([5pn]/p — 1)5\|.

Démonstration — Montrons tout d'abord que k& o iy : Aj — Cp) C ([PP]/p — DA,
(autre inclusion est imm’ediate) ; il suffit de le faire pau= 0 carg " est une bijection de
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A surAp-n et donc deA s, surAy,. Soitdoncl = [r;s]avecr < 1 < setx € A, tel que
0 o 1p(x) = 0. On peut “ecrire

X‘ga“(m) 2.0 (
-;([% 1) £ (1) 1a
2 (B ) 5 ()

m=0

) e
+X:([A] I ) Z<m>[ 1 M+ 3 (ad B ¢ b 5519,

m>1 j=m k=0

les deux premiers termes “etant des s eries convergeas@pléne pas oublier quex — 0 et

bj — 0) et dont la somme est dans le noyawde.o, et le troisieme terme “etant un “el’ement de
At (méme argument pour la convergence) qui est annul’ @ paqui s’ ecrit dondi] — p)y
avecy € AT. Montrons quex — > k0@ P 1K + b[ P11 = ([P]/p — Dzavecz € Al

Ona

X =Y (@[] +b[p* 1Y) =

N ;6113(( )—[p“]‘>+;be(( )Z—[ﬁs‘ﬂ@):

([b]p—p) (—Z(%)kzae[ﬁl‘rl“” 112(“”) 5 bz[,ps_l]g_H)

k>1 >k i>0 >j+1

comme le montre un petit calcul, ce qui montre I'assertioang@au noyau dé o (g SUrA|.

Enfin montrons que, est injectif. On se rameéne imm“ediatement au cas eu0. Sig(X) = 0
avecx e IKJO, alorsé o 1p(x) = 0 et doncx est divisible par p]/p — 1. Commeg est un
morphisme d’anneau et QLB%"R est intégre, c'est que = ([p]/p — 1)x1 avecio(x1) = O et
X1 € KJO. En it"erant ce proc’ed’e on en d”eduit quq%j@([f)]/p — 1)”;5\30. Reste donc a
montrer queNS([P]/p — 1)”5\30 = 0. L'image de cette intersection dafiso/(p) s’identifie
am+°<5(x DHME*/(BIX, X~ qui est nulle. On en d”eduit qu'un “el’ement&[p]/p —
1)”AJ0 est infiniment divisible pap et donc nul. 0J

Corollaire 11.11. — Sir, € |, alors, réalise une injection d& | etB, dansBjR.
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Remarque 11.12 — Le noyau d&) o (p, : §| — Cpestke(d oin) = ¢”—1(q)§|. En effet,
(B”"1 = p) = ¢"([B] — P), ¥"" (@) = ¢"(w) et on sait quef] — p etw engendrent le méme
id eal dA ™.

Lemme I11.13 — Les inclusions naturelles d&t etAfro dansKJO induisent une suite exacte
0— At — At @At 5 A5 - 0.

Démonstration — La fleche esAt_ @ AT'o — A est surjective car il suffit de d"ecomposer
une “ecriture d’un “el’emerft geen deux. Ensuitd ™ est contenu dans l'intersection 8¢,
et deAT'0 et il reste donc & montrer que l'inclusion

A+ AT +
AT — AVON AL

est aussi une surjection. On va d’abord montrer que c’estnvodulo pKJO (on remarguera que
modulo p la fleche n’est plus injective). Rappelons que les annégfi etATro s'identifient
aAT{X}/(pX — [P]) et AAT{Y}/([P]Y — p) et queAy,/(p) = E*/(P)[X. X~1. Limage
de A''o dans cet anneau s'identifieE /(P)[X] et celle deA+_ AE*/(B)[1/X] ce qui fait
gue I'image de leur intersection (qui est un sous-ensenléntersection de leurs images) est
un sous-anneau de*/(p) et donc que la flech&™ — Affon A, est surjective modulo
pA 3, Si I'on prendx dansAro N At _ il existe doncy € At tel quex —y € pAy,. Cela
veut dire quex — y € pA . d'une part ek pAtro 4 [B]A* d'autre part (il suffit d’appliquer
le lemme 11.9 a tous ces anneaux). Commdivise [p] dansA; . il existez € [f)'];évﬁr tel que
X—y—2z¢€ p(z\“o NA ). On conclut enit’erant ce proc’ed’e (c&ﬁmet complet pour la
topologiep-adique). O

I1.3. Les anneauxfl_szjig

Dans ce Aon introduit les anneauﬁﬁg.
T
rig
gtr _§ Bt _ BT
Brig = Biritoof €t Brig = UrZOBrig

Définition I11.14. — Les anneauB’  sont d”efinis par

On munitﬁﬁg de latopologie de Fr’echet d efinie par 'ensemblg\bés parcourt 'ensemble

des intervalles ferm”es de;[+oo[. On d”efinit ausfé;fi’gr comme “etant I'anneau des entiers de

str :
By pour la valuatiorV 1.

Proposition .15, — On aker( o tp : 5%“ — Cp) = (p”—l(q)ﬁﬁ’g;”.
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Démonstration — Etant donn’ee la remarque 11.12 il suffit de montrer quedkery : B —
Cp) = ([pP"]/p — 1B, pour toutl C [rn; +oo[ ce qui suit de 11.10. 0

Lemme I1.16 — On a une suite exacte

B+ . BN Bt _ B
0—B —>Br®Brig—>Brig—>O

Démonstration — On va d’abord montrer que si > r, alors on a
0—B" - §[V;+0<>] ® §[0;|’n] - §[r;rn] -0

il est clair que tout “el’emenBge;,) s’ ecrit comme somme d’"el’ements des deux autres et il faut
v erifier que deux “ecritures diff'erentes different par'&l'emeﬁﬁdee qui revient a montrer
que§[r;+oo] N §[0;rn] — B*, ou encore en appliqguapt™ que§[rp—n;+oo] N §[0;ro] = 5;{9 ce

qui suit du lemme 11.13.

. . NT’r -, . . ~ T
Montrons maintenant le lemme. $ie Brig, alors pour tounh on peut “ecrire (pwsqﬁx%g C

Bprr,]) 0 X = an + by aveca, € By, 1o €thy € Bpor,. Remarquons que = an;1 + bni1
est une autre “ecriture de ce type (puisque € §[r;+oo] etbhy1 € §[0;rn]) et donc que
bny1 — bn € B ce qui fait que quitte & modifiea,,1 et by,1 par des “el’ementsBie on
peut supposer qua, = an+1 etby = bp1 ce qui fait quex = a + b aveca € BT et
b e ﬂ:i%g[o;rn] = §:g |

Proposition 11.17. — L’anneau’BVEg

comme sous-anneau dense.

est complet pour sa topologie dedahet et contierd '

Démonstration — Le fait que’BV;g est complet suit du fait que chacun dg&s. est complet
pour Vr.g). Ensuite montrons quT’r est dense. Soki < ’I§:i’gr
commex € §[r;t], on peut I'"ecrire comme

NG

k>n

etr < s < t trois r'eels. Alors

avecxy € B sin> 0. Onaalors
7]N\" ~ 71N\ " ~
X—=Xn € (Q> Alrt) C (Q> Alr:s]
p p

et un petit calcul montre qu’aloig;.sj(X — Xn) > n(t/s — 1). Un argument d’extraction dia-
gonale permet de trouver une suite qui converge xgrsur la topologie de Fr echet. O

Corollaire 11.18 (Principe du maximum). — Pour X € §E’gr

inf{Vs,5)(X); Vit:1(¥)}.

etl =[s;t]ar,onaVi(x) =
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Démonstration — Un petit argument montre que c’est vrai av&g a la place dev, pour
x € B™"; on conclut par densit’e et continuit’e. O

Lemme 11.19 — Si a est urélement de&E+ qui verifie . = vg(a) > 0, alors la topologie
définie par surA:Ig; est plus fine que la topolog[e]-adique c’esta-dire que si Y(y;) —
+o0, alors ¥ — 0 pour la topologiefa]-adique. De plus les topologi¢a]-adiques et ¥.}-

adiques sonéquivalentes.

Démonstration — Soit (y;) une suite telle qu&, (y;) > n pouri > ig et soitm < %

Alors un petit calcul montre qué (yi[a]™™) > 0 pouri > ig etdoncV.j(yi[a]™™) > 0 pour
I > ip ce quirevient a dire qug € [a]mArlg pouri > ig et donc quey; tend vers O pour la
topologie g]-adique.

\\/ WV

De méme siy e [a]mAr,g, alorsVir; rl(y) > 4(P—p1r)ml

“equivalentes. On prendra garde au fait que cela n’est pausMr n’est plus r eduit arf; r]. O

et donc les deux topologies sont

Corollaire 11.20. — L'anneauA ™" est complet pour la valuationpVi.

Démonstration — Dans B, 11.1.2] on montre que&tr est s’epar’e complet pour la topologie
[a]-adique sive(a) > 0. O

Il.4. Les anneauxBIog et leurs plongements dans

Ce rf est consacr’e a la construction d’un aanﬁggqu est aBrlg ce queBg; est aBmax. ON
commence par construire une application logarithme.

Proposition I1.21 — Il existe une et une seule applicationx log[x] de E danang[X] qui
verifie log[xy] = log[x] + log[y], log[x] = 0six € k log[7] = X et
log[x] = Z( 1) 1= ] sivp(x(o) ~1>1

n>0

Démonstration — SoitU; 'ensemble dex e E tels quevp(x@ — 1) > 1. Pourx € U; la
s”erie logk] =", o(—=D""1([x] — 1)"/n converge danB, et log[xy] = log[x] +log[y] par

un argument de s”eries formelles. On en d”eduit notammenbgxd = ¢(log[x]/p) ce qui fait
gue I'image ddJ1 par log est en faitincluse daéﬁg. Six € E est tel que)p(x(o)—l) > 0, alors

il existen tel quex P" c Ujetle log s’ etend donc a I'ensemble detels que:,b(x(o) -1 > 0.
Ensuite soitx € (E+)*. On peut “ecrirex = ¥(1 + y) avecxp € kety e mg, de maniere
unique ce qui montre que log s eten@®#)*. EnfinE* est un anneau de valuation et le choix
de logfr] acheve de d”eterminer le log. O
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Proposition 11.22 — |l existe une et une seule applicatitoy : At — B;rlg[X] telle que
log([x]) = log[X], log(p) = 0 etlog(xy) = log(x) + log(y).

Démonstration — Six € A+ est exactement divisible paf, alors il exista tel que I'on peut
“ecrirex = B[X/p?](1 — p2) avecz € A™" etla s erie

log(1—p2=—>)" (P2

n>1 n

converge dana ™t gui est complet pour la topologig-adique ce qui permet d’“etendre log par
multiplicativit'e A" (et aussi B1). O

On poseBIog B:,gr[X] muni de I'action deGg et du Frobenius donn’es patX) = pX et

g(X) = X + log([g(™)/7]) ce qui fait que I'on peut prolonger I'applicatiop : B;ﬂé — BJr
pourn assez grand pax(X) = p~"log[x7]. La proposition suivante montre qugest injectif
et commute aux actions d&r et de Frobenius (la ou ce-dernier est d”efini), et desdorsecrira

Bl = B/ [log[7]]. Soit aussiBl,, = Ur»oB/y.

Proposition 11.23. — L’'application:, : ng“[X] — B R Qui étend:, par in(X) = p~" log[7]
est injective, commute'action de Galois et sa restrictioa Blog estp".

Démonstration — Les deux derniers points sont triviaux. Pour montrer Emjer il suffit de
montrer que I'’el’ement [og{] est transcendant sur le corps des fractlonﬁBir% ) et cela
revient au méme de montrer que= log([p]) est transcendant su{(FracB;gr”) Montrons
tout d’abord queu ¢ Ln(FracB;r,gr”) SoitB = 1 —[P]/p et Sl'anneau des “el’ements @
qui appartiennent & Qo A+[[ﬁ]]. Rappelons que Fontaine a montr'e que#z FracS (cf

[18, 4.3.2]). La d"emonstration de la proposition [1.10 montre gle eBEéO, alorsip(x) €

S et donc siu € Ln(FracBEgr”) alors on ax,y € BIgro tels quew(y) = p(X)u (puisque
—”(BEJ”) = BIJO) et le r'esultat de Fontaine montre que cela n’est pas desstilllonc que
u ¢ in(FracBh'm).

rng

Montrons maintenant que est transcendant su,n(FracBﬁé”) pour toutn. Un petit calcul
montre qu'il existe; : Gg — Qp tel queg(u) = u-+n(g)t. Soitud +xg_1ud=t+...4+x9 =0
le polyndme minimal deu. Alors en appliquang et en comparant les coefficients il vient
0(Xg—1) = Xg—1 + dn(g)t ce qui fait quexq_1 — du s’identifie a un “el’ement dg stable
par Gg et donc queu = d 1(xg_1 —C) € Ln(FracBIIE;”) et on vient de voir que cela est
impossible. O

Par la proposition 11.22 il existe un “el’ement (@g €B|og (remarquons que l'on Blog =

rlg[Iog(n)] puisque la s erie qui d’efinit IGfr]/m7) converge daA%rO) On munltBIog de
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I'op”“erateur de monodromil d”efini par

d d
N <k2_(:)ak Iog(n)") =— kZ(:)ka( log()*~*

c’est-a-dire queN = —d/d log(r). Un calcul facile montre quBl commute a I'action d& .

Remarque 11.24 — L "el’ement logr) est plus agr eable quélog], par exempl@og(w)) €
Fn[[t]] si n > 1. Notamment Reg(log(;r)) = log(;r) ou Rex est I'application construite dans
[11, V.4] et X est un ouvert compact dgy tel queX + p_lzp = X.

I1.5. Action de Hg sur B!

rig
Dans ce Aon d’ecrit les invariants ﬁég sous I'action deH . Soitgﬁg’K = (’I§:ig)HK.
Lemme I1.25 — Soit | un intervalle qui contien0;r] et J = | N[r; +00]. On a une suite

exacted - Bf — BL' @#B™ — B/ 0.

Démonstration — On a vu que I'on a une suite exacte-d BT — B ¢ B, — B; — 0O et
en prenant les invariants pbii on trouve

0— ’Ev’ﬁ}z — vaiLr EBE%I'—'K — §S‘K N Hl(HK,§+)
et pour montrer le lemme il suffit de montrer giie= 0. Soitx € B, alors il existen tel
ques(x) € HX(Hk, p~"A") et doncs(p"x[7]) € H(Hk, W(mg.)). Or ce dernier espace
de cohomologie est nulX[L, 1V.2.4] appliqu’e a la repr esentation triviale) et on eediiit que
5(x) = p~"[7] s (p"x[7]) = 0. O

Corollaire 11.26. — Dans le cas a | = [0; 4+-oc[, on obtient la suite exacte :

0— B;z — BL’r @ (B;iLg)HK — B;ri’gr,K -0
Lemme I1.27. — Si x € (B, ', alors il existe une suite boé&e a d’élements défg, telle

que X= Zi>0 a (w/p) (la série convergeant darﬁ[o;s] avec s assez petit).

Démonstration — On se raméne imm’ediatement & montrer que & (A, "%, alors il
existe une suite; d’"el’ements &32 telle quex = ), sodi(w/ p)'. On va d’abord montrer
queo : /K; — O, estsurjective. SK = F, c’est bien connu (on se ramene a montrer que
c’est vrai modulop, et cela r"esulte alors du fait que lgsi € Z[1/p] N [0; 1[} forment une
base deEJFF/(s — 1)EJFr (voir [6, 111.2.1])) ; ensuite soientk (k) I el’ement construit dans la
proposition 1.1, = ik (wk)™, eta = {x € Og_, vp(X) > 1/p}. RappelonsT, p. 243] que
sin>»> 0etx € Ok,,,, alorsNk,.,/k,(X) —xP € a. Commevg (i (k) = (p_ﬁ on a, pour
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n> 0, vp(wn) = Wl—l)eK et donc, sh > 0, alorswy, est “egal modula & une uniformi-
sante d&)y . Ceci implique que l'applicatio®r [@n] — Ok,/a est surjective, et donc que
Og_[@nlnz0 — Og _ est surjective (puisqu’elle I'est modutoet que les deuX)e_-modules
en pr'esence sont complets pour la topolagadique). Commes = 6 o ¢ " (1 (wk)), CECI
montre qued : ng — Og_ est surjective. Soit maintenarte (A+ ). On d’efinit deux
suitesx; eta de (A%ax)HK etf&fg de la maniére suivantexg = X, et sii > 0, alors comme
0(xi) € Og_, il existeg € f&f{ tel qued(x;) = 6(g). Ceci montre que; — a est dans le
noyau de et est donc divisible pav/p dansA ... On posexi11 = (p/w)(Xi —&). |l est clair
qu'alors,x = Y"i50ai (w/p)'. O

On peut d'ailleurs montrer qug — 0, en effet sx € A, alors il existe une suite; = o(i),
telle quex e p“"izﬁr + (w/ p)iA$aX. Un petit calcul montre que cela foreg — 0.

tr

Proposition I1.28. — L'anneauBy" est dense darB;;

dernier.

pour la topologie de Fechet de ce

Démonstration — Cela revient a montrer que si I'on se fixe un intervdlle= [0; r,] avec
n > 0, alors pour touk € B;Y
Etant donn’ee la d”ecomposition du corollaire 11.26 il suféitle faire pourx é[%lfrnm] avec

m > 0. On se fixem tel queV, (¢"*™1(q/p) — 1) > 0 (c’est possible car pour tout
compactgp"t™1(q/p) — 1 pourV,). Le lemme 11.27 auquel on appliqye€t™ montre que
tout “el”’ementx é[%ﬁmm] secritx =) 50X (@"™1(g/p))' oux estune suite born ee de
B, et donc quex = > isoYi (@™ 1(a/p) — 1) oliy; est une suite born’eeg. Comme

V) ("™ 1(q/p) — 1) > 0, la suite(¢™t™1(q/p) — 1)' tend vers 0 pouV, et donc, pour
montrer la proposition, il suffit de prendrg = Zij=o X (@"t™1(q/p) — D). O

k Il existe une suite; §L’r telle queV, (x — Xj) — +oo.

+

II.6. Lanneau B, «

Soit By «
nettement plus agr'eable dﬁé,K. Onadejavu qu'il existe(K) € Netx € AE”(K) dont
I'image modulop est une uniformisante dex et que st > rn), alors tout “el’ement B
peut s ecrirex =Y, _; &7k ol € F et ol las’eri®, ., aTX est holomorphe et born”ee
sur la couronne ouverf@~Y/e" < |T| < 1} et converge sur le bord int”erieur.

le complet’e d@' pour la topologie de Fr'echet. On va donner une description

L’anneauBL’r est alors muni de la topologie induite par celleﬁf%r qui devient la topologie
de la convergence sur les couronnes d”efinies par un ineoahpact ce qui fait qué’gr’K est
le compl’et’e d@’ pour cette topologie et donc que
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Proposition 11.29. — Soit H% (X) I'ensemble des&ies Y, ., aX avec & € F et telles
que toutp € [a: 1, liMks oo [akpK = 0 et soita(K,r) = p~ Y&’ Alors I'application
%ﬁ(K’” — B:i’gr’K quia f associe {rk) estunisomorphisme.

On d’efinit auss%g,K = B;ﬁg,K[Iog(n)], cet anneau est stable par les actiongdst del'k
“etant donn’e que(log()) = log(p(r)) = plog(r) +log(e(w)/R) ety (log(w)) = log(w) +
log(y (r)/m) et que les s eries qui d efinissent (pgr)/?) et log(y (x)/m) convergent dans

1.
Brig,K'

Rappelons que dan§,[l11.2] (voir aussi la premiére section, proposition |.4e#t d”efini une
sectionRy de l'inclusion BL C §TK qui a la propri‘et’e que Si > nfk), alors Ry est une
applicationA " -lin"eaire dé&\" dansA", ainsi que des applicatiorRy, et R, qui ont des
propri‘et’es similaires.

Lemme 11.30 — Pour tous a€ Z[1/p] etr > rp), r € N[1/p] on a Rn([ﬁ]aﬂ{r) C
[F]2AL".

Démonstration— Quanda € Z etr = r, c’'est le contenu de I.5 car c’est vrai aveca
la place de F] et = /[7] est une unit’e aetr pourr > 1[6, I1.1.5]. CommeRgy o ¢M =
Mo Ry etquep(m) = 7P onpasseda € Zaa € Z[1/p]. Enfin KL‘ est l'intersection des
[ﬁ]_"rf&y”“) + pktIAL T et chacun des termes est stable Rar O

Lemme 1.3 — Sir > rpk), alors pour | 5 r, Ry : §T<’r — §}2r verifie l'inégalite
Vi (Rm(X)) = Vi (X).

Démonstration — Nous allons donc montrer quessie §J}Qr verifie ,1(x) > 0, alors on a
VIr:s)(Rm(X)) = 0. Par le lemme 11.18 on se ramene au cas e& s et doncl = [r;r]. Le
lemme 11.7 montre que l'intersection d?a&r avecA, est la r’eunion desK p_kﬂ};’r ce qui
implique par le lemme 11.30 unm('éT(’r NA)) C §L’r NA,.On adoncV, (Rn(x)) > O si
V| (x) > 0 ce qui montre le lemme. O

Le lemme pr’ec”edent montre en particulier g8&€ etend en une section continue de I'inclusion

de BE’&K dansgﬁ’gr’K. On prolonge leky, en une section de l'inclusion c@Tog’K[l/t] dans

'I§|‘:)g’K[1/t] en posantRy(t~') =t~ d'une part etRyn(log()) = log(r) d’autre part (voir la
remarque 11.24).

Remarque 11.32 — QuandK «, = F la restriction deRy a(’égg)HF C §Eg’F n’est autre que
I'application Reg, de [11, V.7.1]. De mémeRy = Reg,-mz,,.
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Démonstration — Pour le cas d®y, il suffit de voir que les deux applications sont continues,
Ok [[7]]-lin"eaires et que si € Z[1/p], alorsB([¢']) = Reszp([si]). Ensuite la formuldry, =

¢ Mo Ryo @™ permet de conclure. O

Lemme 11.33 — Soit X € E\L’r. Alors pour tous ab € N il existe m tel que R(X) — x €
+ baT.r
mqAL + pPAL .

Démonstration— On a vu dans la proposition 1.5 quessie Al , alorsx = limp Rn(X)
dansAk. La topologie deAk est d’efinie par le fait qu{a?A; + pbf&K} forment une base de
voisinages de z ero. On en d”eduit quensést assez grand, algix) — x = 78+ 4+ p°r—
avecr+ e A} etr~ e A ce qui fait queRm(x) — x — par+ e pPAx NAL" = pPAL" dou
le lemme. O
Proposition 11.34. — Six e ’I§E’gr’K, alorslimpy_ 100 Rm(X) = X.

Démonstration — SoitN € N etl C [r; 4+o0o[. Il existey € §Lr tel queV,(x —y) > N. I
existec tel quey € p_CZ\L’r et par le lemme prec’edent il existe alorsel queRn(Yy)—Y) >
N. EnfinV| (Rn(X —y)) > V, (X — y) par 11.31 ce qui fait qu&/; (Rn(X) — X) > inf{V| (X —
Y); Vi(y = Rm(¥)); Vi(Rm(y) — Rm(X))} = N. O
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APPLICATION AUX REPR ESENTATIONS p-ADIQUES

Ce § est consacr’e a I'application des constructions deddos pr'ec’edente a la caract”erisation
des repr’esentationg-adiques semi-stables (et cristallines) en termesg¢duik )-module qui
leur est associ’e.

l1l.1. R égularisation par le Frobenius

t.r
rig

T, pr

Le Frobeniusy est une bijection d8, sur§p| et induit donc une bijection dB surfl_szrig

ainsi que deBl;} surBi;P" puisquep(log[]) = p - log[].

Lemme IIl.1. — Soit h un entier positif. Alors

+00 —hsAT,p~Sr _ X+ 400 ~—hsxT.P75r _ 5+
Ne_oP A =ATetN_Hp Arig C Brig
Démonstration — Montrons le premier point : comme e A™' il s ecrit de maniére unique
sous la forme)", 5o PX[x] et de memepSx = 3~ pk*+NS[x,]. Commep"sx € ATP™ cest
que

P K+h 0
>
vE(Xk) + - 1( + hs) >
ce qui implique que
(k + hsyr
> 7
UE(Xk) = ps_l(p — 1)

et donc (en laissant tendsevers+oo) queve(Xk) > 0 ce qui fait quex € AT

Passons au deuxieme point. Pour t8ain peut “ecrirex = @ + bs avecas € p—hsﬂt P et
bs € B . Parle lemme I.13 on as — asy1 € BT et d’autre parBs — agy1 € p "StDAT P

rig* =
ce qui fait queas — asy1 € p "S*DAT et que quitte & modifieas,1 on peut supposer que
as = as11 = a. Onaalorsa € N5 p"SATP™" = A+ et doncx € ’I§ﬁi“g. O
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Proposition Il1.2 (Régularisation par le Frobenius) — Soit r et u deux entiers positifs et
A € Muxr(ﬁﬂ)g). On suppose qu'il existe B2 GLy(F) telle que A= Py 1(A). Alors
Ae MUXF(B[I(;g)'

Démonstration — Soit A = (ajj) etajj = Zﬂzoa”,n log[7]". Soithg € Z tel quepMP e
Mu(Of) eth = hg + d. Lhypothese relianfA et P peut s’"ecrire :
pilQD_l(alj)—l—"'—Fpiu‘ﬂ_l(auj):aij Vi<u, j<r

et commeyp~1(log[7]") = p~"log[7]", on en d’eduit que sk n € p—CA:IE;, alors comme

p"pik € OF etpY(aik.n) € p_CAEg/IO onaagjnep " CAIgr/p On itére ce proc’ed’e et il en
sort queaij n € N Op‘hs—CAIgrID . On est en mesure d'appliquer le lemme I11.p%; n et
la proposition suit. O

[1l.2. Repr ésentations semi-stables

SoientBl;\ = B;ﬂé K[Iog(n)] et

tv)=8 . ®gt DT(V) et Dlog(V) = IogK g1 DT(V)

I’Ig I’Ig

Le th"eoreme 1.3 montre qué (V) et Dlog(v) sont desBrlg K- et Blog « - modules libres de
rangd = dimgq, (V). Si M est unGg-module soitM (i) le tordu deM parx' (twist de Tate).

Proposition Il1.3. — On a
Fti sii > 0;

xeB, X) = x' X, Vg € Gk} =

Démonstration — Soit V" = (BLE,”

(puisquer, r ealise une injection dg dans(B )GK = K) stable par Frobenius et la proposi-
tion 111.2 implique queV," = (Blog(l))GK ce qui fait que 18] V" = F. CommeV, = u;jgv,;
cela d”emontre le r’esultat. O

(1))Cx. C’est unF-espace vectoriel de dimension finie

SoitD&(V) = (B& ®q, V)C¥, rappelons qud& (V) = (BIog ®q, V)®*. SiV a ses poids de
Hodge-Tate n”egatifs, aloZ (V) = Ds(V) et en g eneraRy(V) =t~ dD {(V(—d))(d) pour
d assez grand.

Proposition lll.4. — Si V est une ref@sentation p-adique, anr(£|og ®q, V V)CK est un F-

espace vectoriel de dimension finie, et le morphisme induit'ipatdsion dergg dansBLg

D&(V) = (Blog ®0, VI
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est un isomorphisme de, N)-modules.

Démonstration— Sin € N, alorsD, = (BLB” ®Q, V)CK est unF-espace vectoriel de

dimension finie< [K : F]d, cart, r'ealise une injection d& dansDgr(V), qui est unK-
espace vectoriel de dimension finie d. Ceci montre qu’entre : F]d + 1 "el’ements de
(Blog ®q, V)®, ily a toujours une relation de d”ependarfedin”eaire, et donc ql@og ®Q,
V)Ck est unF-espace vectoriel de dimensien[K : F]d.

Passons maintenant au deuxieme point. Saignt: - , vy etdy, - - - , dy desQp- et F- bases de
\Y et(Blog ®Q, V)G« || existe une matrice e eru('é;[)g) telle que(di) = A(vi) (les(d;) et
(vi) sont des vecteurs colonnes). SBita matrice dep dans la baseéd;) (qui est inversible car
o : Blog — B,‘:)g est une bijection). On a alots(A) = P Aet doncA = ¢ Y(P)p~1(A); la
proposition I11.2 montre qUA < MrXU(Blog) etdonc unBlog@)Qp V)Cx (B,og@)QpV)GK =
DZ&(V), ce qui permet de conclure. O

Une repr’esentatio¥ a poids n’egatifs est donc semi-stable si et seulementaseﬂIog
adm|SS|bIe et elle est cristalline si et seulement si eliésﬁgradmlssmle, c'est-a-dire si elle est
,Og -admissible et que ses p“eriodes sont tu eedNpar

De plus, si les poids de Hodge-Tate \dene sont pas n”egatifs, alors en tordgnon en d eduit
gueV est semi-stable si et seulement si eIIeE%é[l/t]-admissible et elle est cristalline si et

seulement si elle eﬁzg[l/t]-admissible.

Proposition Ill.5. — Si V est semi-stable on a un isomorphisme de comparaison :

|og[1/t] ®F DSt(V) |og[1/t] ®Qp

Démonstration — Ceci r esulte du fait que dans ce casonad’eja:
B|og[1/t] ®F DSt(V) - B|og[1/t] ®Qp \%
il suffit alors de tensoriser les deux membresB%ﬁ[l/t] au-dessus dBlog[l/t]. O

Théoreme Il1.6. — Si V est une ref@sentation p-adique, alors
Dsi(V) = (D, (V)[1/t)h™ et Ders(V) = (D}, (V)[1/t)"*

Notamment V est semi-stable (respectivement cristalline)ssidement sudD,og(V)[l/t])FK

(respectlvemer(ID (V)[1/t])T%) est un F-espace vectoriel de dimensioa-dlimg, (V).

rig

Démonstration — Le deuxieme point est une cons'equence imm”ediate dui@reEnsuite

commeDlog(V)[l/t] C (Blog[l/t] ®q, V) (et queD M)[1/t] C (B [1/t] ®q, V)) les

rig rig
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r’esultats pr'ec’edents montrent qﬂl'él;V)[l/t])rK (respectlvemen@D (V)[1/tDHT) est in-

clus dandg(V) (respectivement dardgis(V)).

rig

Montrons donc qués(V) C (Dlog(V)[l/t])FK et Dgris(V) C (Dng(V)[l/t])FK. Il suffit
de s’occuper du cas semi-stable car le cas cristallin enesuflaisantN = 0. Soitr =
dimg (Dsi(V)). On peut supposer (quitte a tordre) les poids de Hodge-Tatedegatifs puisque
I'on ainvers”e partout. On sait qu’alor@y(V) = (Blog<§§>QpV)GK etde pIus(Blog@)QpV)HK =
'I§|J[)g’K ®§TK DT(V) puisqueDT(V) a« la bonne dimension. On en d"eduit que si I'on choisit
une basde } deDT(V) et{di} une base d®s(V), alors la matriceM e erd(’éﬂ;g,K) d’efinie
par(di) = M(g) estde rang et v'erifiex (M)G— M =00uG € GLd(BL) est la matrice de
yk dans la baség }.

Les op erateur®, introduits pr'ec’edemment scﬁg(K-lin'eaires et commutent& (puisque
c’est vrai surBT [log(w)] et qu'on “etendR, par continuit’e) ce qui fait qug (Rn(M))G —
Rn(M) = 0. De plusRn(M) — M etsiM € M;.a(Bli), alorsRn(M) € Mr.a(Bi ).
Soit N = ¢™(Rn(M)). On a alorsyk (N)¢™(G) = N et comme les actions dg et I'k
commutent sunD;rlg(V) on ag(G) = yk (P)GP~1 (P est la matrice de et est inversible
car ¢ est surconvergent EL est un corps) ce qui fait que § = ™ 1(P)---¢(P)P, alors
¢™(G) = Yk (Q)GQ 1 et doncyk (NQ)G = (NQ). La matriceN Q d’eterminer “el’ements
de DEQ(V) qui sont fix“ es pak . Il reste a montrer que ces “el’ements sont libresFsquand
m est assez grand. Mais comrRg, (M) — M, la matriceN Q va étre de rang pourm assez
grand (puisquéM est de rang) et donc d”eterminer un sous-module Iibrel:ﬁjge(V). A fortiori
le F-espace vectoriel engendr’e par les “el’ements d eteemparN Q va étre de dimension et

donc “egal &y(V). O
Proposition I11.7. — On a les isomorphismes de comparaison suivants :
(1) siV estune re@sentation semi-stable, alors
D'(V) ®g1 Byog k [1/t] = Dst(V) ®F Biog i [1/1]
(2) siV estune regsentation cristalline, alors

D'(V) ®gf Bfg «[1/t] = Ders(V) ®F Bfg ¢ [1/1]

Si de plus V a ses poids de Hodge-Tatgatifs, alorDgi(V) C Bl-t)g,K ®Bf< Dt (V).

Démonstration — Encore une fois on ne s’occupe que du cas semi-stableslertsallin
s’obtenant en faisaftl = 0. On peut supposer gué a ses poids de Hodge-Tate n”egatifs car
cela revient a multiplier par une puissancetde terme de gauche. On sait qu'al@sg(V) C
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BT

T
log.k @81 D'(V) etque

Blog,[L/t] ®g; D'(V) = Biog «[1/t] ®F Dx(V)

ce qui montre que si I'on choisit des bagds deDs(V) et{g} deD'(V), alors(g) = B(d)
avecB e Md(’BVLg’K[l/t]); la proposition 1.6 implique d’autre part quei) = A(g) avec
A € Ma(Bjyg ¢ [1/t]). CommeDs(V) C Bjpg ¢ ®g; D'(V) onaA € Ma(Bjg ) et donc
finalementA € Md(BLg ) etde plusAB = Id. On peut alors appliquer 'op”erateirqui est

,Og « [1/t]-lin"eaire pour trouvelAR(B) = Id ce qui fait queB = Ry(B) et queB a donc ses
coefficients dansIog K [1/1].

Le fait que A < Md(B|og k) implique queDsy(V) C Blog « ®gt DT(V) et le fait queB e
K
GLa(Bf, «[1/1]) implique queDT(V) ®g] By k[1/t] = Dsi(V) ®F Bl ([1/1]. O

Proposition I11.8. — Soit V une repesentation semi-stable et soit M la matrice de passage
d’'une base d®g(V) & une base dBT(V). Alors il existere Z et € BL tels quedet(M) =
Ath.

Démonstration — Le d”eterminant de la matrice de passage est “egal audgesffile la matrice
de passage pour le d"eterminantdet il suffit donc de montrer I'assertion en dimension 1. Une
repr esentation semi-stable de dimension 1 est cristaliest donc de la formey} olw estun
caractere non-ramifi’e et est le caractere cyclotomique. La p eriodexdest alors un “el’ement
B € W(k), ce qui fait queDs(V) = F - Bt etDT(V) = BL - B d’ou le resultat. O

l11.3. Repr ésentations cristallines et repesentations de hauteur finie

Dans ce fi, on se place dans le cs= F etV est une repr’esentation cristalline@e On dit
gu’une repr’esentatiop-adiqueV de G- est de hauteur finie §1(V) possede une base e
form“ee d'"el’ements dBV) = (B ®Qp V)HF . Un r’esultat de Fontain@()] (voir aussi [L2,
[11.2]) montre queV est de hauteur finie si et seulemenbDgV) possede un SOLBfFF-module
libre de type fini stable pap de rang "egal @ = ding, (V). L'objet de ce f est de d"emontrer
le r'esultat suivant :

Théoreme I11.9. — Si V est une ref@sentation cristalline de &, alors V est de hauteur finie.

Démonstration — Fixons une baség } deDT(V) ainsi gu’'une baséd;} de Dgis(V), et soit
U la matrice de passage de I'une a l'autre c’est-a-dire @Jye= U (d;). La matriceU est a
coefficients danﬁaflg r[1/t]. De plus si I'on remplacé/ parV (1), alors on peut remplacek

part—1d; (1) et doncU partU ce qui fait que quitte & tordre suffisammahbn peut supposer
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queU est a coefficients darB;;g’F, ce que I'on fait maintenant. ScﬁirTg’F I'anneau des s’eries
formelles) "y~ ark ollag € F et Zkzoakx" est de rayon de convergence 1. Nous aurons
besoin d’'un r esultat de Kedlaya4, 4.3] (la formulation originale de Kedlaya ddt = VW

mais on s’y ramene en transposant) :

+

rig.» @lors il existe V dans

Proposition I11.10. — Si U est une matrica coefficients danB
Id 47 Md(B;{g’F) et W danst\/ld(BL) telles que U= W V.
Remarguons qu’on a n"ecessairement\igt+ 0 et commdi est un corps cela implique que
W est inversible. SoiP la matrice dep dans la baség } (qui a ses coefficients surconvergents),
D la matrice dep dans la baséd;} (qui est donc a coefficients daR9 et G la matrice deyg

(un g’en’erateur dE) dans la bas¢g } (elle est aussi surconvergente). Un petit calcul montre
que, si{ fi} est la base dddag(V) d”eduite dgg} par(fi) = W—1(g), alors :

Mat;,)(¢) = ¢(V)DV ! = oW HPW
Mat; 1) (ye) = ye(V)V ! = yr (W HGW

Les coefficients de la matrige(V)DV 1 sont dans FraBﬁi“g,F. D’autre part les coefficients de
o(W~1)PW sont dansB‘;. On en d”eduit que dans la bdg, la matrice dep a ses coefficients
dans FratBﬁi“g’F d’'une part et danETF d’autre part. C'est donclp, 11.12] que Mais,(¢) €
Md(FracBE). De plus siv = det(V), alors detMat;t,,(¢)) = ¢(v) detD)v—1 et commeV e
Id +7 Md(B;iLg,F) onavel+ nB;{g,F. Les coefficients de Mg, (¢) n'ont donc pas de poles
en z ero ce qui fait qu’il existe € E{ non-divisible parr tel quex Mat; 1,y (¢) € Md(BJF“). Pour

les méme raisons, Mat; (vr) € Md(FracBJF“).

SoitD le BJFr-moduIe engendr’e par lgfs On vient de voir que.p(D) € Doui € BJFr n’'est
pas divisible parr et que le FraCBJFF)-moduIe engendr’e pd est stable palt.

Lemme lll.11. — Si D est unBJF“-moduIe libre de type fini tel que Iéra(IBJF’)-module en-
gendé par D est stable paf'r etA € BJFr — JTBJFr est tel querp(D) C D, alors il existe
D’ ¢ D un sous-module libre de type fini stable gaetI'r qui est de rang maximal.

Pour montrer que la repr esentativhest de hauteur finie il suffit donc, grace au r'esultat de
Fontaine, de montrer le lemme ce que nous faisons maintdmatemme est d’emontr’e dans
[12] (c’est lar eunion des “enonc’es I11.8 a I11.15) mais I'uresdetapes utilise de maniéere cruciale
quek est fini et il nous faut la contournéb.

D]l s’agit du lemme 111.9. On remarquera d’ailleurs que ce leenaurait plut™ot d"u “etre “enonc’e de la mani'ere
suivante « Soit M unBi;-module libre de rang fi ni muni d’une action detel que leFracB} -module M®g:

FracB;, soit muni d’une action d¢ commutant celle del et telle qu'il existe ac N tel que I'on aitp(M) C
7 @M. Alorsp(M) C M. » C'est cet “enonc’e qui est d"emontr’e et utilis’e dans ke sigi [L2].



11.3. REPRESENTATIONS CRISTALLINES ET REPRSENTATIONS DE HAUTEUR FINIE 43

On va d’abord montrer que I'on peut supposer fg€D) C D. SoitG = (yg) ; onrenvoie a la
cons’equence du corollaire 111.15 de?] pour la construction, sous I'’hypothese que le IF%):-
module engendr’e pdD est stable pafg, dew, 8 € BJFr tels que pour touy € G on ait
y(@D) c BD. Commey (r)/x est inversible danBt, on peut supposer que ne divise pas

a ; en effet, l'inclusionaD c BD implique que sir divise «, alorsn divise 8. Soit alors
G-aDle sousBJFf-moduIe des D engendr’e par leg(ad) ouy € G,d € D. Comme$ est
noetherien (car principal), comngkD est de type fini, et comm® - « D est r’eunion croissante
de sous-modules de type fini @, c’est queG - oD est en fait r'eunion d’un nombre fini de
y(aD). ll existe donm € Netys, ---,yy € GtelsqueG - oD = ) yi(aD). De plusG - « D
est stable paG et donc par continuit’e il est stable gar. Ensuite comme.p(D) c D on a
rx - @(@D) C aD. Soitu = ]_[i”:ly. (M), on voit queu(yi (D)) C yi (e D) pour touti et
donc queup(G-aD) C G-aD et quer ne divise pag.. Ceci montre que I'on peut se ramener
au cas olD est stable paFg.

On suppose donc maintenant gDeest unBJF’-moduIe libre de type fini stable p&ir et que
A € Bf — 7B esttel quewp(D) C D. Lid"eal | dess € B tels quesp(D) C D est stable
par['r et par L2, 111.8] il est de la forme(m 2 [, ¢' (@)%). De plus commé. € | et quer ne
divise pas\ c’'est quea = 0. Soit alorsy = ot +hghrt+bn ... p"—1(q)hr. Un petit calcul
montre quep(aeD) C aD et quea D est stable paFg. On peut donc prend®’ = oD et ceci
acheve la d"emonstration du lemme et donc du th”eorenge Il O






CHAPITRE IV

PROPRIETES DE B

L’anneauB:ig k €stisomorphe (canoniquementsi= F) a 'anneau de Robba utilis’e dans la

th”eorie des “equations diff erentiellpsadiques. Ce § est consacr’e a la d"emonstration de gselque
unes de ses propri‘et’es relatives a I'actiorffdeon d”efinit aussi des op”erateurs diff erentiels
qui seront utiles pour la suite.

IV.1. L'op érateur V

Dans ce i, y estun "el’'ement deetn(y) = vp(1— x(¥)). On suppose que(y) > 1 et que
I = I'nk)-

Lemme IV.1 — Si | = [r; s] est un intervalle ferfade[r; +o0o[, alors il existe 1tl) € N, tel

gue pour xe B:i’gr’K, onait Vi (1 — y)x) > V,(xX) + 1des que 1ty) > n(l).

Démonstration — Par densit’e et lin"earit’e on se raméne au cas efiraveck € Z. Alors
sik>0

K k—1
V(JT}IE) —JT}IQ =Tt'||2 (Y(jiK) — 1) :JT||2 (y(jTK) —1) (% _|_..._|_1)

TR TTK Tk

et sinon

k k—1
—k —k —k [ Tk —k{ TK T
— = —-1) = 1= 4. .41
y(ﬂK ) jTK JTK <y(ﬂ}|2) ) 7TK (y(j‘[K) ><y(ﬂ}|2_l) + + )

Comme on &V, (xy) > V| (X) + V| (y) (voir la remarque 11.6), le lemme r esulte du fait que
V| (y(k)/mx — 1) > 1sin(y) est assez grand ; en effet(rk ) /7 — 1 tend vers 0 quand
tend vers 1. N

Sil = [r; 9], soit B'K 'anneau des s eries formelles gnqui convergent sur la couronne de
rayons interieurs et ext erieuzsK, r) eta (K, s). Le lemme pr’ec’edent montre que/siést assez
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proche de 1, la s“erie d’'op”erateurs

logy) 1 Z(l—y)”
log(x (¥)) logx(¥) &1 n

converge vers un op”erateur contiju B:ig’K — Bl , et un petit argument de s”eries formelles
montre que logy)/log(x(y)) ne d’epend pas du choix ge Notammenty,(X) = V|,(X)
si lx = [r; s]. On en d eduit que la valeur commune de&x) appartient éB:i’g;,K, et que
I'op erateurx — V(X), ouV(x) est la valeur commune d&§x), est continu pour la topologie

de Fr echet.

De méme, sy est assez proche de 1, alors la s erie d’op”erateurs

ogy) 1 s a- yyn-1
log(x(y)A—y)  loglx(¥) =1 n

converge vers un op erateur contimy(l — y) : %,K — B, et un petit argument de s eries
formelles montre que
v  1l-y \Y
-y 1—yk 1—y
ne d”epend pas du choix gleet d”efinit aussi un op’erateuﬂ@g dans lui-méme, continu pour
la topologie de Fr echet. Il est clair que

(1—yk) =V.

1—yk

Lemme IV.2 — Larestriction deV a B:i’gr’K verifieV=t-9doud(x) = (1+ m)dx/dr.

Remarque 1V.3 — Attention au fait que ces notations ne sont pas compat#les [7]. Ce
qui est not’e chez nous est not™é dans [1].

Démonstration — Dans [7] il est d"emontr’e que l'image dB” pariy, = ¢ " dansBjR
est contenue dans,[[t]] si n > n(K). Limage pare™" de B;ri’g;,”K a la méme propri‘et’e par
continuit’e. Comme " est injectif et quev, td commutent & il suffit de montrer quéy — ta

est nul surKy[[t]] ce qui est “evident. O

Montrons que est« presques surjective :
Proposition IV.4 — La connexiorb réalise une surjection

(1) deB/,  + F - log(rk) dansB]  ;

(2) de Bﬂ;g’ k dans lui-néme.
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Démonstration — Tout d’abord sk est I'indice de ramification d& ./ Fso, Iog(n/n ) est
une s’erie surconvergente ce qui fait cﬁdgK = Brlg k [log(k)]. Rappelons tuL est un
corps, et on peut donc se fixee> rn) tel qued (k) et 1/9 (k) appartiennent B}Qr.

Soit F (k) € B

fig.ic - PosoNnsF (k) /d (k) = Y anmy, alors

an n dTrK an n+1
F = N+ Lo a;— =20 ailo
(k) n;1n+1( + DrRomc +aa (;1 —77K +asloglmi)

ce qui montre qué (k) = G (it ) avecG (k) € BS k + F -log(mk) pours > r.

rig,
Ensuite la formule
3(Gj (k) log! (k) = (8Gj) (7K )dk log! (mk) + G| (k) j log! LK)k /7k

montre que si on sait faire (1), alors une r’ecurrence pedeédire (2) ce qui montre la propo-
sition. O

Remarque IV.5 — Sid(y) = x etx € Blog k. alors on ne peut pas dire qyes Blog k Mais
en revanchg e Blog K our touts > r.

IV.2. Inversion de 1 — yk

En utilisant les r'esultats dépr’ec’edent on d etermine I'image de-dy: Brlg k[1/t] —
rlg K[l/t]

Proposition IV.6 — Soit x e Brlg k[1/1]. Alors il existe ac Brlg x ethe B
x=a+ (1—yk)b.

T

rig. k[1/1] tels que

Démonstration— Soit j € N tel quex = t7Ix; avecx; € B:Ig k Un petit calcul qui
repose sur le fait qu@Brlg k C tBrlg x Mmontre qu’il existexj_; < Brlg k tel quex =

— 7V (xjt71) 4 xj_1t~U =D ce qui montre (par r ecurrence) que I'on peut “ecxire Vz +y

avecz e t™! BIg k ety € Brlg k- La proposition suit alors du fait quéz = (1 — VK)l—VyK (2).

O
Lemme IV.7.. — Soit X € BEJ k tel que pour tout n>> 0 on ait x € "~ 1(q)B:|€;“K Alors
X € tB;rIg K -

Démonstration — Soits = rp, tel quex e go”—l(q)B;rlgr”K pour toutn > ng. Rappelons que

B;rlgSK s'identifie (non canoniqguement) a un anneau de s’ eriesditemenk . Soit Qn (k) =

¢"1(q@). On aBrlg K N go”—l(q)B;ﬂg;”K = "~ 1(q)Brlg  car une s’erie est divisiblQ (k)

si et seulement si les z"eros de la premiere ont un ordéeceux de la seconde, ce que I'on
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peut v erifier localement. De méme, comme ¢&3-(q) sont premiers entre eux, 'hypothése
du lemme est “equivalente au fait que, pour toys> 0, on aitx € gb‘(n)/<p”0—1(n)Bng K =

) (JT)Bng x commepno () estinversible danBS . . On peut donc “ecrirg = @ () p~"xn

et on va montrer que la suif&,} converge danB’S

Lesx, € B;gSK
n n+1 n
() () @
wpn Xn_(ppTX”“:O etdonc(xn—xn+1)+xn+l< % CI>:O

p
On en d”eduit que di est un intervalle contenu dars f+ool, alors

(1) Vi (0 = Xnt1) = V) (Xn+1( Y F()q))) z Vi (Xn41) + Vi ( ? F(Dq)>

On se fixel un intervalle compact et comme ljm . Vi (1 — ¢"(q)/p) = +oo sur toute
couronne du typ¢|z| € |}, on peut supposer qué (1 — ¢"(q)/p) > 0 pourn assez grand.
Alors I'in“egalit’e (1) montre quiXn — Xn+1) > V| (Xh+1) €t donc queV| (Xn) = V) (Xna1)-

Les x, ont donc tous la méme valuation pauassez grand. Enfin I'in"egalit’e 1 et le fait que
limn_ 100 VI (1 — ¢"(q)/p) = +o0 impliquent que lim_ 100 V| (Xn — Xnt1) = +oo et donc
gue la suitex, converge.

rlg K-

rig K - v’erifient la relation :

Ceci “etant vrai pour touk, la suitex converge pour la topologie de Fr echet vers une limite

y e B;rlgSK et un calcul imm’ediat montre que= ty. O

Remarque 1V.8 — On peut aussi dire quet—1 est une fonction m” eromorphe sans poles, et
cela la force & étre holomorphe, c’est-a-dire guel € B;rlg « - Cela suit de r'esultats g"en”eraux
de Lazard 26] sur les fonctions analytiques.

Proposition IV.9 — Soitr > 0etn> n(r). Alors

ker@ o iy : 'BVE’Q;,K — Cp) = go”_l(q)B:Ig; <

ker(® oty : BIY  — Cp) = " L(q)BH!

rig, rig, K

Démonstration — Le premier point est une cons”equence imm’ediate de Pdi:. le deuxieme

SiX € BIng est tel qued o in(X) = 0, alorsx = "~ 1(q)y avecy € Brlg x et alors
x = ") Ro(y) ce qui fait quey = Ry(y) et donc quey Brlg K- O

Lemme IV.10 — Soitx e Brlg k ety e 'k avec n=n(y) = n(r). SiTrk,/k (@ oin(X)) =0
alors

X € n 1 )B
K (q rig, K

Démonstration — Cecir esulte de la proposition pr'ec’edente et du ffjc_ig’gu: Tre, k. O
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rig, K

Proposition IV.11 — Soit x € BE’&K et np > n(r). On suppose que pour toutxm ng on a

Trio/k (0 © 1n(x)) = 0. Alors x € (1— yk)Blh .

Démonstration — Le lemme pr’ec’edent montreﬁv:):/?x € <p”—1(q)B;ri’£;f‘K pour toutn > ng

et donc que~—x € tBEg’K. Posons~_—x = ty. Par la proposition IV.4 il existe Bng,K

tel quey = 9z et alorsx = (1 — yk)z: en effetV(x — (1 — yk)z) = 0 et cela montre que
v . . 5 ", v

X—(Q—-yk)ze F. Commem agit par un multiple de l'identit”e su¥ et qug=,-X etV (z)

sont dangB!

rig.k ON @ bienx — (1 —yk)z=0. O

IV.3. Dualité dans SEQ’K

On montre que I'accouplement de dualit’e classique sur leearx de Robba est compatible

iong ! T
aux extensionBj, ., /Byig k,-

T

Proposition IV.12 — Soit x = X(nk) = ijnﬂ% € Brig k-

ecrire x = 9(y + alog(k)). On posaes(X) = ae.

Par la proposition V.4 on peut

Alors re(x) ne cepend pas des choix faits (de K, @dg) et I'application x y — (X,y) =

res(xy) est bilintaire et induit une dualé parfaite entreBEg’K et lui-méme (c’esta-dire que

toute f e B:ig’K détermine une forme l&rire g (g, f) dont la restrictiona chaqueBE’gr,K

est continue, etéciproquement si on se donne une telle formedire, alors elle provient d’'une
1.

f e Brig’K).

Démonstration — Si g etz sont deux uniformisantes associ’ees aux catpst L, alors

Iog(nﬁK) — Iog(nfL) € B;rig,KL ce qui montre que que 1gx) ne d epend pas des choix faits.

Ensuite les formules explicites de IV.4 montrent que

H (JTK))

(k)

et donc que si r@'sx:r}j() = 0 pour toutj € Z, alorsx = 0. Reste a voir que si est une
forme lin”eaire continue sur chaqEﬁfﬁiK a valeurs dan§, alors il existey dansB;rig’K tel que
A(X) = (X, y) pour toutx. Soit
_'_187TK
n=n ()

rep(H(mk)) = eKa—l(

5774

ety =>" ijT|j<. Un petit calcul qui utilise encore la formule de 1V.4 rappeladessus montre

gue siy € B;rig’K, alors on a bier.(x) = (X, y). Il suffit donc de montrer qug < B;rig,K. Soit

a >r etl = [a; «]. La forme lin"eaireix est continue pour la topologie de Fr echet sur chaque



50 CHAPITRE IV. PROPRETES DE B:ﬁ; K

B;rig x cest-a-dire qu’elle est continue pour chacune des semias et il existe donC(l)

telle quevp(Ax) > Vi (x) — C(l) ce qui fait que
_i_107K —]j
N>V HZE ) _cay > —L —c
vp(Yj) | <7TK - ) () > (M

ce qui montre que € B;g,K. O

On pourra d’ailleurs rapprocher la proposition prec’edela [L6, 5.1] ou encore delf].



CHAPITRE V

STRUCTURES DIFFERENTIELLES SUR LES
(9, T'x)-MODULES

Dans le § prec’edent on a fait I'"etude }@K V). Ce § est consacr’e a la construction de
I'"equation diff erentielle associ’ee a une repr’es@miaV, qui est un module a connexion au-
dessus deBng k> V). On donne ensuite des applications aux repr’esentatiorisssanfes et a

la th”eorie de Sen.

V.1. Lopérateur Vy

Danstoutce®, V estune repr’esentaticmadique d€x . Rappelons quel'ona posE}g(V) =
Brlg K®BT Df (V) et notammentqu@r,g(V) - (Bngczi)QpV)HK = 'I§:ig K®BT DT(V). Le lemme
de r egularisation par le Frobenius montre qu (B}g)‘/’ 1c (B”g)¢’— = Qp etdonc que I'on

r'ecupereV par la formuleV = B gt rlg(V))w—l On choisit une basgg } deD'(V)
rig,K

rig
et on prolonge les op eratedﬁ;aBrig’K ®BTK DT (V) par RnO A ®e) =Y Rn(hi) ® 8.
CommeRy, estBTK-Iin'eaire, le prolongement ne d"epend pas du choix de la gasNous

aurons besoin du r esultat suivant qui est un corollaire ‘iethiat de la proposition 11.15 :

Lemme V.1 — Soitr > 0etn> n(r). Alors

ker@ o i : “g "(V) = Cp®q, V) = ¢"~ 1(q)D:|€;( )
ker(@ o tn : D™ (V) — Cp®q, V) = ¢" (@)D" (V)

Démonstration — La proposition I1.15 montre que 8io (X)) = 0, alorsx = n_1(q)y avec
y € Brlg K ®B‘r rlg(V) On a alorx = ¢"1(q)Ro(y) et doncy = Ro(y) € Dng(V). Enfin

pour le deUX|eme point il suffit d’utiliser le fait qu’'un “@ment d%” divisible pare"~1(q)

t,r tr
danang“K I'estdansB,". O
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Onva muner;g(V) d’'une connexiorVy (au-dessus d@

Vy tel queVy (, - X) = V() - X + A - Vy(X).

rig.k » V) c'est-a-dire d’un op”erateur

On se fixe une bade } deDT(V) et six € Drlg (V) s’ ecritx =) _ X; ®§ avecx; € BIgr «» alors

on pose (sl esttelque € 1):V,(x) = inf; V| (x). Lad efinition d"epend de la base mais pas la
topologie d”efinie par le¥ qui est “equivalente a la topologie induite E}rg(V) parBrlg ®q, V.,
ce qui montre d’ailleurs qulT (V) est complet puisqu'il est ferm’e deB}é ®q, V. Dans

rig
cette partiey est un “el’ement dE etn(y) = vp(1 — x(y)). On suppose que(y) > 1 et que

I 2 re)-
Lemme V.2 — Si | = [r; s] est un intervalle feri@a de[r; +oc[, alors il existe ril, V) € N,
tel que pour xe Dl T(V), onait i (1 — y)x) > V| (X) + 1 des que ity) > n(l, V).

rng

Démonstration — Siy € D™ (V), alorsV, (1 — y)y) > Vi (y) + 1, quandn(y) est assez
grand, puisque I'action d&k est continue. On se fixa(y) tel queV, (1—y)g) > V|(g)+1
pour touti et le lemme r’esulte alors du lemme IV.1 (le cas de la reprtasen triviale) puisque

Ql-»xi®a)=A-yx®r@)+x & 1A-yea
0]
Sil = [r; 9], soit B'K 'anneau des s eries formelles gnqui convergent sur la couronne de

rayons int erieurs et ext erieursK, r) eta (K, s). Le lemme pr’ec’edent montre que/sest assez
proche de 1, la s”erie d’'op”erateurs

log) 1 Z(l—y)”
log(x (v))  log(x(v) 55 n

converge vers un op”erateur contiviwy : Drlg V) — Drlg V) ®Bn B|, et un petit argument
de s’eries formelles montre que (¢g/log(x (y)) ne d"epend pas du choix ge Notamment
Vi, v(X) = Vi, v(X) silk = [r; s]. On en d”eduit que la valeur commune dgg (x) appar-
tient aDIgr (V), et que I'op”erateux — ¥ (X), ou Vy (x) est la valeur commune d&3 v (x),
est continu pour la topologie de Fr echet.

Exemple V.3 — Un calcul facile montre par exemple qug ) =td +r suang(Qp(r)).

Lemme V.4 — Soit x e D' (V) tel que pour tout s> 0 on ait X € ¢"~L(q)D " (V). Alors

; rig rig
X € tDrlg V).

Démonstration — Apres le choix d’une base cﬂlﬂg(V) cela suitimm”ediatement de V. 7]
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V.2. Application aux représentations semi-stables

Un cristal surBrlg K est uang  -module libre muni d’'un Frobenius et d’'une connexion qui
commutent, la connexion “etant au-dessusvd€€ommencons par d’efinir ce qu’est un cristal
unipotent. On remarquera que cela ne d epend pas de I'" @lenstructure de Frobenius. Soit
doncM un Brlg x -module libre de rang find muni d’une connexioVy, au-dessus d¥.

Proposition V.5 — Les propreétés suivantes somiquivalentes :

(1) Vv est triviale sur M@+ B,T K c'esta-dire qu’iI existe @, -+ ,€e4-1 € M Q®t
Brig,K 0g. Bng K

B, « tels quevme = OetagBl ([1/t] = M g1 By k[1/1];
(2) il existe délements {, - - -, fy_1 de M qui forment une base de MBEQ.K B;g,K[l/t]

surBT

rig. k[1/t] ettelsquevi (fi) e t-(fi_1,---, fo) ou(-) dénote leB! k “module engend.

rng,

Démonstration — Commencons par montrer que (1) implique (2). Lop aratge monodro-
mie N = 1 ® N laisse stable I&-espace vectoriel engendr’e par ¢esar le (1) implique que
lesg engendrent le noyau déy, agissant suM ®B;g . Bl-t)g,K’ et un calcul direct montre que
N commute &y (carN commute a I'action d&¢) et donc stabilise son noyau : on peut alors
supposer qudN(g) € (g-1,---,€p) car N est nilpotent. On peut “ecrire de maniére unique
g = Z‘j’;é Iogj (7r)dji . Montrons quef; = dg; est une famille qui satisfait la condition de (2).
Le faitqueVu(g) =0etN(g) € (g_1, - - - , &) implique respectivement que

tA+m
Vm(doi) = d1,i% etdyj € (doi—1,---, do,0)

ce qui fait queVi (do,i) € t(do,i-1, - - , do,0). Montrons enfin que le§ engendrenM ®+
rig, K

ng k[1/1] surBrlg k[1/t]. Soitm € M ®ng. ng « [1/t], par hypothese on peut “ecrine =

> uig et doncm = > Ai fi + n-log(x) ou A; est le terme constant dg et commem €

M ®Bﬁg, ng k[1/t] on an’ec’essairement= 0.

Montrons maintenant I'implication r"eciproque. On va mentpar r’ecurrence que I'on peut

prendreg = Z'] _o fjaji avecaji € BLg k etaj = 1.Enrang 1iln’y arien a montrer. En rang

d, Vi induit une connexion surd fi B ng K)/fang k qui satisfait les mémes conditions et il

existe don@y, - - - , €_, tels queVy (€)) = «j fo. Un calcul imm’ediat montre quee tBIog K

et donc qu’il existes; e Blog’K tel queV(Bi) = «j. On pose alorsy = foetg = € — g; fo, ce

qui acheve la recurrence. La matrice de passagd dagg est triangulaire avec des 1 sur la

diagonale et on en d eduit que keengendrent bieil ®B;g’ B|Og K [1/t] sur Blog «[1/t]. O

Un cristal qui satisfait les conditions de la propositiorggf'edente est dit unipotent.
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Proposition V.6 — Soit V une repgsentation p-adique @EQ(V) le cristal qu’on lui a as-

sock. Alors il existe n tel que la restriction de & Gk,, est semi-stable (respectivement cristal-
line) a poids regatifs si et seulement i:ig(V) est unipotent (respectivement trivial).

Démonstration — On a vu quéeV est une repr’esentation semi-stabléxlesi et seulement si

Dipg(V) = Dl (V) D Bl k [1/1]
a une base d'"el’ements stablesalSi V est semi-stable, alof@y est donc triviale, c’est-
a-dire que skip, - - - , €4_1 est une base dBg(V), alors ils satisfont le (1) de la proposition

pr'ec’edente en raison du th’eoreme de comparaison :

Dst(V) ®F Blog  [1/] = Dig(V) ®g1 By [1/1]

R”eciproquement ﬂﬁg(V) est unipotent, alors lesy, - - - , e5_1 engendrent ur--espace vec-
toriel sur lequel logy) agit trivialement ce qui fait qUEk agit a travers un quotient fini et donc
gue lesg sont stables pamfn pourn assez grand et forment alors une basBgéV,) si V, est
la restriction dev aGg,,.

On dit aussi dans ce cas que la connexion est unipotente. D¥ @siscristalline si et seulement
si on peut choisir led; tels queVy (i) = 0 et la connexion est alors triviale. O

V.3. Les modules Ze(V) et Dgif (V)

Rappelons que Sen a montr38] que siV est une repr esentatignadique, alors I'ensemble
des sousk -espaces vectoriels de dimension finig(@g ®q, V)Hk stables paFk admet un

plus grand “el’emer@«V) et queCp ®k,, DsedV) = Cp ®q, V. De plus siy € I'k est
suffisament proche de 1, alors la s”erie qui d”efinitjogconverge en tant que s erie d’op”erateurs
Qp-lin"eaires ddge(V) et 'op erateur®d, = log(y)/log(x (y)) est un op”erateuk.-lin"eaire

qui ne d"epend pas de Soitl_ (V) = DgerV)Ckn ; alors sin est assez grardl_ (V) est un
Kn-espace vectoriel stable pax, tel queDgen(V) ®k, Koo = Dser(V).

D’autre part Fontaine a montr’e dar&l] que I'ensemble des soug;s[[t]]-modules libres de

type fini de(BaLR ®Q, V)Hk stables pai'k contient un plus grand “el’ement; nous le noterons
Di(V) dans cet article et on Bjz ®«. it Dis(V) = Bdr ®q, V. De plus siy € I'k est
suffisament proche de 1, alors la s”erie qui d”efinitjogconverge en tant que s erie d’op”erateurs
Qp-lin"eaires de[%(V) et 'op“erateurN; = log(y)/log(x (y)) est un op erateur qui ne d"epend
pas dey et qui v'erifie Y (ax) = aVy(X) + V(a)x ce qui montre qué/y est une connexion
surDL:(V); on I"etend 3t (V) = Koo (1)) @k [t Dagif (V)-
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On peut retrouverDsed V), ®v) & partir de(DZ(V), V) via I'applicationd : Bjz — Cp
comme nous le verrons ci-dessous. Rappeldhgde I'application, = ¢ ™" envoieBErn dans
Knl[t]] C B et envoie don®™ (V) dans un sou&,[[t]]-module deD (V).

Proposition V.7 — L'application de Ky ((t)) ®gtra D'n(V) dansDgit (V) déduite de, est
K
un isomorphisme de X((t))-modules avec connexion, si n est assez grand.

Démonstration — On prendh > ng tel queLn(BJ{{r”) C Knl[t]]. Il est clair qu'alors
Koolltll ®, girn, tn(D™"(V))
est un souK o [[t]]-module libre de type fini d€Bj; ®q, V)" stable pal'.

Montrons que c’esD(V) pourn > 0. On a une applicatio : D} (V) — DsedV) et
Dser(V) estunK -espace vectoriel de dimensidr= dimg, (V). On en d”eduit une application

0oy :DMM(V) > DgedV)

dont le noyau esp"1(q)DT" (V) par le lemme V.1 ce qui fait qu&o ¢, r'ealise une injection
d'un B}Qr”/go”—l(q) module de rangl dansDse{V) et son image est uk,-espace vectoriel

Vh de dimensiord stable pail"k . Un petit calcul montre que des “elementsge®k,, Vi li'es
surK« le sont d”eja sulg et donc queK, ®k,, Vih est de dimension maximale et donc est “egal
aDsed V). Celaimpligue que le d”eterminant de l'injection

Koolltll ®, g1rn) (DT (V) < D (V)

n'est pas divisible patr et donc (commeéK ,.[[t]] est un anneau local d’'id"eal maximd)) par
le lemme de Nakayama que I'injection ci-dessus est en fasamorphisme. O

Corollaire V.8. — Par extension des scalaires on eddiiit que I'application

Koo((1)) @girn Drig" (V) — Dait(V)

k rig
déduite der, est aussi un isomorphisme deJ(t))-modules avec connexion, si n est assez
grand.

Grace a ces calculs on peut retroulByr(V) a partir deDT(V), la proposition suivante se
trouve dans?1, prop. 3.25].

Proposition V.9 — Si V est une ref@sentation p-adique de g alors K, ® Dgr(V) est le
noyau de la connexio¥y opérant surDgj; (V). En particulier, V est de de Rham si et seulement
Si Vy est la connexion triviale.
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Démonstration — L'action deVy surKy ®k Dgr(V) est triviale et de plus si > 0, alors
t"' Koo[[t]] ®k Dgr(V) est un sousk[[t]-module de(Bj; ®q, V)"« libre de type fini et
stable pal"k ce qui montre qu& ., ®k Dgr(V) est bien inclus dans le noyau ¥g agissant
surDygit (V).

La th eorie g"en’erale des modules a connexion montregueyau dgvsur Dgj (V) est un
Ks-espace vectoriel de dimension finie dimg () (Dqif(V)) ; il est aussi stable pdrk et
provient donc par extension des scalaires diyrespace vectoriel stable pBk pourn > 0.
L'action deTl'k sur ceKp-espace vectoriel est discrete day = 0 (cf [35, chap. V]) et donc
quitte & augmentar 'action deT'k, est triviale et cet espace est donc inclus daps(Vn) =

Kn ® Dgr(V) ou V,, est la restriction &k, de V, ce qui fait que le noyau de la connexion
agissant subDgif (V) est inclus dan¥ ., ®k Dgr(V). On a donc bien quE ., ®k Dgr(V) est

le noyau deVy surDyii (V). O

V.4. Représentations G-admissibles

Lath’eorie de Sen permet de caract’eriser facilement peSasentationsadmissibles :

Proposition V.10 — Si V est une ref@sentation p-adique, alors V eSty-admissible si et
seulement sby = 0.

Démonstration — SiV estCp-admissible, alors on(a:p@QpV)HK = I?oo®K(Cp®QpV)GK
etDsen(V) = Ko ®k (Cp ®q, V)CK est muni de la connexion triviale.

R’eciproquement, $ke{V) est muni de la connexion triviale, alors I'action Og est discrete
sur(Cp ®q, V)" etV est doncC-admissible. O

La proposition suivante est due a S&3][et est un cas patrticulier de r’esultats assez g en”eraux
sur la caract”erisation de I'algebre de Lie de I'imagecdgour une repr’esentatignadique en
terme de 'op”erateusy :

Proposition V.11 — Soit V une repesentation p-adiqu€ p-admissible. Alors la restriction
de Va Ik est potentiellement triviale.

Le but de ce fiest de donner une d"emonstration de cette proposition gaseesur la th”eorie
des “equations diff erentiellgsadiques. Comme on ne s'int eresse qu’a la restrictiov @g
on suppose dans tout c€ quek est alg”ebriquement clos. &i est une extension finie d€,
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soient

5 — TL 9 et y— oL\ 7L

ce qui fait ques,, (f (L)) = g(rL) oug(X) = X - dg/d X. Nous aurons besoin du r’esultat
suivant de Tsuzukid9, 5.1.1] :

Théoreme V.12 — Soient L une extension finie de K, & GLq(B.) tel que|A —Id| <
e —1jetC e Md(BI) tel ques,, A+ AC' = up(C)A, alors il existe Ye GLd(B[) tel
ques, Y +YC =0etY=¢(Y)A.

Corollaire V.13 — Soit L une extension finie de K,&AGLq4(B\) tel que|A—Id | < | —1]
etCe Md(BI) tel qued A+ AC = pp(C)A, alorsil existe Ye GLd(BI) telquedY+YC=0
etY = g(Y)A.

Le corollaire suit imm”ediatement du th"eoreme en poﬁaﬁta”TLLC. Ce th’eoreme va nous
permettre de montrer que\giest une repr esentation telle qiiéV) est munie d’'une connexion
surconvergenteéy, alorsV etdy sont triviales.

Lemme V.14 — Soitd : BL — BL défini paro(x) = (1+n)g—;‘. Si V est une re@sentation
p-adique de G etdy : DT(V) — DT(V) est un oprateur diferentiel au-dessus d8, , 9) tel
guedy o ¢ = py o dy. Alors le sous-groupe d’inertie deHagit a travers un quotient fini sur
V.

Démonstration — Consid erond/ en tant que repr esentation ¢ le moduleDT(V) est

un BI module libre de rang fini muni d’un Frobenius “etale et de lanexiong ; de plus
quitte & remplacek. par une extension finie on peut trouver une basB ti&/) dans laquelle la
matrice de Frobenius est aussi proche de Id que I'on veutffeiseitr > 0; la repr’esentation

V a un r'esead stable parx dont on fixe une base et comme le morphisme qui d efinit la
repr’esentation est continu on peut supposer quitte a ewnigml. que son image dans GL)

est comprise dans-& p' Mq(Zp) auquel cad /p" T est la repr’esentation triviale dg¢ ce qui

fait que le(p, I'| )-module qui lui est associ’e est trivial et donc que le FramesurD (T) est
trivial modulo p").

Le corollaire au th"eoreme de Tsuzuki (V.13) appliqgu & & Mat(p) et C = Mat(d) nous

donne alors une matricé qui d”efinit une basg, - - - , yg de DT(V) telle que(y;) = ;i
ce qui fait que la restriction d¥ a H_ est triviale et donc que la restriction d& (comme
repr'esentation dé ) a I'inertie deHg est potentiellement triviale. O

Lemme V.15 — Si la connexiorVy de D:ig(V) verifie VV(DEQ(V)) C tDEg(V), alors I'opé-
rateur dy = t—1vy verifie sy (DT(V)) c DT (V).
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Démonstration — Soitel, ..., €4 une base d®T(V) surB? , telle que la matrice de v erifie
Q= Mat(<p) € GLd(A ). C’est aussi une base Gﬁ V) suang k- SoitD = Mat(dy) e
Md(Bng k)- On remarquera queQ < Md(B ) puisqued pr eservﬁ Le fait queVy etg
commutent montre qupg(D)Q = dQ + QD. SoitH = D + Q19 Q. L"equation pr’ecedente
s’"ecrit alors

H - pQ p(H)Q = —pQ 'p(Q*3(Q)HQ
et—pQlp(Q19(Q)Q € Md(BIg «)- Le r’esultat que I'on cherche a “etablir est ddeet
doncD a ses coefficients datﬁ< Il suffit donc de montrer le fait suivant : 8l € Md(Bng K)
v'erifie H — pQlp(H)Q = R e Md(B ), alors en faitH € Md(B ), ce que nous faisons
maintenant. Soient- || les normes correspondant aux valuatidfs on les “etend ad‘(/BTK)
en d ecidant quéM| = sup|mij|;. Un “el’emenix de%’K est dansBEr si et seulement si la
suite degx|; (avecl C [r; +oc]) est born’ee, et il en est donc de méme pour les matrices a
coefficients dans ces anneaux. Com@e GLd(A ),onalQM|, = |MQJ|, = |M], etdonc
aussilQ M|, = IMQ~1|; = |M|,. Fixonsr tel queQ, Q~1, et D aient leurs coefficients
dansB"'/P. Dans notre cas — pQ1p(H)Q = R et il existe une constanté telle que

rig,K -

pour toutl, on ait :|R|; < C.OnaalorsH = R+ pQ1¢(H)Q et doncH ¢ Md(B;ri’gr,/}f)
d'une part, efH|;, < C + p_1|H|p_1| d’autre part, ce qui fait que 8i = [H|[p-1, . alors

IHlir:s < C+ p~1(8 + [Hp, p-1g) €t donc st < p~"s < pr, alors

B 3 B C+3d
IHlfr.g <(C+p 18)(1+p Ty +p h)|H|[r;p—hs] < 1—1/p+8

ce qui fait queH est a coefficients surconvergents. O

Lemme V.16 — La connexion®y sur Dse(V) est triviale si et seulement Siy (DT (V)) ¢
t- D}, (V).
Démonstration — Si Vy(DT(V)) c t - Drlg

0 o 1n de(Df;"(V), Vy), Cest quedy = 0.

(V), alors comméDseqV), ®vy) est I'image par

R’eciproquement s = 0, alors pour touh >> 0 on a

Vv (DT (V) C ker(® ot : D" (V) — Cp ®q, V) = ¢" @)D" (V)

par le lemme V.1, et le lemme V.4 permet de conclure. O

Démonstration de la proposition V.13~ Comme on s’int’eresse a la restriction\dex 'iner-

tie, on peut supposer que le corps r'esiduele K est alg ebriguement clos, ce que 'on fait
maintenant. On a vu qu’une repr’ esentatiorest G,-admissible si et seulement si le module
Dsed V) qui lui est associ’e par la th”eorie de Sen est muni de la stoméiviale et on a montr’e
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gue cette connexion est I'image pade celle qui existe sdDjif(V). Le lemme V.16 montre

que dans ce cagy (DT(V)) c t- DEQ(V).

Le lemme V.15 montre alors quelVy est une connexion surconvergenteBiifV). Le lemme

V.14 montre ensuite que la restrictiondex (I'inertie de)Hk est potentiellement triviale. Enfin
commeV estCp-admissibleDg, (V) s’identifie (quitte & restreindre, et comme on a suppos’e
k alg”ebriquement clos) & ®q, V muni de la connexion triviale ce qui fait que I'action Og

est discrete. En recollant les morceaux on voit que laiotisin deV a | est potentiellement
triviale. O






CHAPITRE VI

EXTENSIONS DE REPRESENTATIONS SEMI-STABLES

Dans ce §, on utilise les resultats qui relient {esIk)-modules et la th"eorie de Hodge
adique pour d’emontrer que certaines repr esentatioisson-stables. On d”emontre deux tels
r’esultats. Soient

Ha(K, V) = ker(HY (K, V) — HX(K, B¢Zx ®q, V)
HE(K, V) = ker(HY(K, V) - HY(K, Bmax®q, V))
Hgi(K, V) = ker(HY(K, V) - HY(K, Bst®q, V))
Hg(K, V) = kerH (K, V) — HY(K, Bgr ®q, V))
Le premier r esultat est un r’esultat de Perrin-Riou (darsab otk est un corps fini; cf28,

29, 3Q) qui suit des calculs de Bloch et Kato sur la dimension deaeesgiH fl(K, Qp(r)) pour
r>1:

Théoreme VI.1 — Si V est une ref@sentation ordinaire, alors V est semi-stable.

Le deuxieme est un corollaire du fait dii 2 Hyodo (toujowasslle cas ol est un corps fini ; cf
[18, 17) que siV est semi-stable, alotd (K, V) = Hg(K, V) :

Théoreme VI.2 — Soient X et Y deux repsentations p-adiques semi-stables et V une ex-
tension de X par Y. SiV est de de Rham, alors V est édlearsemi-stable.

C’est une cons’equence de la conjectureaeonodromiep-adique» (et permet d'ailleurs de
r'eduire la d’emonstration de cette derniére au cas ictdale). D’autre part, il n’est pas dur
de montrer qu’une repr esentation ordinaire est de de Raata,th’eoreme VI.1 est donc une
cons’equence du th’eoreme VI.2.

Le reste de ce § est consacr’e a la d’emonstration de cesdines, le premier “etant d"emontr’e
en V1.3 et le second en VI.4. La bijectivit’e de I'exponentieleeRloch-Kato exp;, fait enfin
I'objet de VI.5.
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VI.1. Cohomologie galoisienne efy, I'k )-modules

La premiere “etape est de disposer de constructions @gplites extensions dé. Ces exten-
sions sont d’ecrites par le groupe de cohomologie galaisieh(K, V). Celui-ci admet une
description explicite en termes @, I'k )-modules : c’est un r esultat de Herr, vorr, R4, dont

nous rappelons les r’esulats qui nous serons utiles.

Soit Ak le sous groupe de torsion d& ; commel'k s'injecte dansZj, on a queAk est un
groupe fini dont le cardinal divisp — 1 et on pose

P L 8
A =
| Akl s&x7
ce qui fait que sM est unZ p[[ 'k ]]-module, alorspa est un projecteur dbl dansM 2. Soit

y un g en’erateur dg/ Ak (par exemple I'image deg).

Soit D'(V) = D(V)2X. Si« est une applicatio®’(V) — D’(V) qui commute &'k, Soit
Co.y (K, V) le complexe suivant

0 D'(V) 5> D'(Vy@a D' (V) 2 D'(V) = 0

ol f(X) = ((@ — DX, (y — Dx) etg(x,y) = (¥ — Dx — (@ — 1)y,

La proposition suivante rassemble les r”esultats/fldgnt nous aurons besoin :

Proposition VI.3 — La cohomologie du complexe,G (K, V) s’identifiea la cohomologie
galoisienne de V. De plus :

(1) soient(x, y) € ZX(C,,, (K, V)) etbe B®q,V une solution de &quation(y —1)b = x,
alors

o co) = Lty (0 — Db
y—1

est un cocycle sur g a valeurs dans V ;

(2) l'application de Z(C, , (K, V)) dans H(K, V) que I'on en @&duit induit un isomor-
phisme H(C,, (K, V)) - HL(K, V);

(3) I'application (x, y) = (=¢(x) + (1 = y) ey (y) — ¥), y) de H'(Cy, , (K, V)) dans
HY(C,., (K, V)) estunisomorphisme;

(4) l'application quia (x, y) € Zl(C]/,,y(K, V)) associe I'image de x dai¥'(V)/(y» — 1)
induit la suite exacte
D'(v)v=t
1y

0—

/ r
D(V)> —-0

— Hl(K,V)—><
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On en d”eduit notamment une applicatton D’(V)¥=1 — HL(K, V) qui peut &tre d ecrite de
la maniere suivante. Sojte D'(V)¥=1, eth € B®q, V tel que(l — y)(1 — p)b = (1 — ¢)y.
Alors sic est'image der € Gk dans(Gk /Hk)/Ak ona

hicy) = |:o > E—_1y+ (1— a)b]
y —1

Proposition VI.4 — Soient E une extension de V e€yD(V)¥=1 tel que H(y) est un cocyle
qui correspond la classe de E dans HK, V). S'il existe re R et

ze Bl ([1/1] gl D'(V)

tel que y= (1 — yk)z, alors E est semi-stable. De plus E est cristalline si on peandre

ze Bl [1/1] gl Dt(V).

Démonstration — Rappelons que
hi(y) = {a» o2
vk —1
de plus on sait qu&(vV)¥=1 c DT(V) [7] et 1— ¢ : BT — BT est surjectif ce qui fait que
b e BT ®q, V. On en d’eduit que st = (1 — x)y comme dans I"enonc’e de la proposition
alorshl(y)(g) = (g — 1)(z — b) et donc le coycle est trivial dar3' (V) ®BT< BLQ,K[l/t] ce

y+ 1 - o)b]

qui fait queE estB,‘:)g[l/t]-admissible et donc semi-stable. L'argument est singldans le cas
cristallin (ou alors il suffit de voir que dans ce dagst semi-stable et de plié = 0). O

VI.2. Réduction au cas o k est alggebriquement clos

Soit Ik le sous-groupe d’inertie dE€k . Les r esultats principaux de &sant qu'on ne perd
pas d’'information en faisant la restriction #ea Ik d’une part et que I'on a interét a le faire
d’autre part.

Lemme VI.5 — Soit W une repgsentation p-adique de 5; alors W est cristalline (res-
pectivement semi-stable) si et seulement si sa restriétity est cristalline (respectivement
semi-stable).

Démonstration — SiW est une repr esentation cristalline (respectivement-séabie) dex
sa restriction dk I'est aussi.

Montrons l'autre implication. SoiP = W(k)[1/p] et D(W) = (Bst ® W)'K, c’est unP-
espace vectoriel de dimensidnll suffit de v”erifier queD (W& /'K est unF-espace vectoriel
de dimensiord puisque cela implique qués; ®  W)CK est de dimension maximale (et de
méme ave®may).
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Lemme V1.6 — Le groupe de cohomologie MGk /I« , GLq(P)) est nul.

Montrons d’abord que le lemme implique le r'esultadd (W) d etermine de la maniere sui-
vante un “el’ement diti: si I'on choisit une basey, - - - , eq, alors  — Mat(s)] est dans
H1(Gk/Ik, GLq(P)). Comme ce dernier groupe est trivial, il existe e GLq(P) tel que
Mat(s) = s(A)A~L. Soitay = A~1g. Alorsay, - - - , a4 forme une base dB (W) qui est stable
parGg /lk, ce qui montre le r"esultat voulu.

Reste & montrer le lemme ce que nous faisons maintenartt ¢ s0iH(Gk /1k, GL4(P))
un cocycle. Comme est continu il existeH un sous-groupe ouvert d@ = Gg /Il tel que
c(h) € 14+ pMy(Op) pour touth € H. Il suffit de montrer quey est trivial, en effet dans la
suite d'inflation restriction

res

1 HYG/H, GLg(P)M) 2™ HY(G, GLy(P)) =5 H(H, GL4(P))

le premier groupe est trivial pas Hilbert 90», et donc si la restriction de a H est triviale,
c’est quec I'est d"eja suiG. Ensuite on a pour chaquie> 1, on a une suite exacte

0— 14 p' 1 Mg(Op) - 1+ p' Mg(Op) = My(k) — 0
d’'ou
HY(H, 1+ P My(0p)) - H(H, 14 p' Ma(Op)) — H'(H, My (k)
et le dernier terme est nul parHilbert 90». On en d”eduit pour chaqud’existence deA ¢

1+ p' Ma(Op) etdeciy1 € HY(H, 1+ p+1Mg(Op)) tel queci () = AiGi+1(S)S(AY). Soit
A =T]A :ilestclair quec(s) = As(A™1). O

Ceci montre qu’on ne perd rien a se restreindtg aMontrons maintenant que I'on 'y gagne :

Lemme VI.7 — Si k est al@briqguement clos, I'application’rest surjective.

Démonstration — Etant donn’ee la suite exacte

D'(v)V=" D'V)\"
1oy 1) o
il suffit de montrer qu®’(V)/(¥—1) = 0 ou encore quB(V)/(¥—1) = 0carsia € D'(V) =
(Y —D)bavecb € D(V), alorsa = (y — 1) pa(b) et pa(b) € D’(V). Quitte a tensoriser p&
il suffit de montrer que sT est unZ -r'eseau d&/ stable pax, alorsD(T) = (y —1)D(T) et
le lemme de Nakayama implique gu’il suffit de montrer u@ /pT) = (v —1)D(T/pT). On
se fixe dondJ uneF p-representation. SoM = (ne ®FpU)HK, c'estunr’eseau de(U) stable
parg. Six € M, alors la s’erE@l(p”(x) converge vers un “elemeypqui v’erifie (Y — 1)y = x
ce qui faitqueM C (v — )M C (¢ — 1)D(U).

0—

— Hl(K,V)—><
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De plus (cf [7, d"emonstration de 1.7.3]) il existe > O tel quesr °M est stable pat et tel
queD(U)/(y — 1) est un quotient de °M. Soit E = 7 °M /(¥ — 1)z "M, c’est unk-
espace vectoriel de dimension finie (c’est un quotient d&@M /M puisqueM C (¢ — )M C

(¥ — 1) ~PM) stable pany dontD(U)/(y — 1) est un quotient. Pour finir la preuve il suffit
donc de montrer que & est unk-espace vectoriel de dimension finie muni d’un op”erateur
qui estp~! = o~l-semi-lin"eaire, alorgy — 1 : E — E est surjective, ce que nous faisons
maintenant.

Soitep, ---, €4 une base d&, et x € E. Il existe f < d, que I'on peut supposer mini-
mal, tel quex, ¥ (x), --- , ¥ ' (x) sont li'es. Comme est bijectif k est parfait), on peut “ecrire
Zifzo Wi (nix) = 0 oliug # O et pour toutx € k on aura donCZ:if:Oomﬁi (i x) = 0 ce qui fait
que

f f f
Y Y @uix) =Y (0 (@pix ==Y (0" @pi)x
i=0 i=0 i=0

et donc, en utilisant le faitqug' —1= (v — DY 14+ -+ 1)

fi-1 _ f
W=D > v o @x = <—ZUI(W)M) X
i=1 j=0 i=0

ce qui fait que pour montrer qu’il existetel que(y¥» — 1)z = x il suffit de montrer qu’il existe
o tel que(— Zifzoai(a)m> — 1 ce qui revient & & apo + aPus + -+ P s = 0 et
I'existence dex est “equivalente a I'existence d’une racine du polyndirtessus, existence qui
r’esulte de I'nypothese qukeest alg”ebriquement clos. O

VI.3. Semi-stabilité des repesentations ordinaires

Commencons par appliquer les r’esultats pr'ec”edentsxdersions garQp(j) avecj > 1
car ce cas est particulierement simple.

Théoreme VI.8 — Si j > 1, alors toutes les extensions @g, par Qp(j) sont semi-stables.
De plus si j> 2, elles sont cristallines.

Démonstration — Soit E une extension dQ, par Qp(j). L'extensionE est semi-stable si
et seulement si sa restrictionla I'est, et on suppose donc qke= k. Soite; une base de
Qp(j). Il existe alorsy = f(nk) ® € € B'é’:l(j) tel quehl(y) est un cocyle correspondant
a la classe d&. On sait queB',/('=1 C BL‘ pour un certainm [7, 111.3.2] et le corollaire 1V.11
montre qu’il existeg(rk) € BL’S’K tel quet! f (mx) = (1 — yk)g(k) ce qui fait quey =
(1—-yx) (9@t~ ®€j) etla proposition VI.4 montre qu’alois est semi-stable ce qui “etablit

le premier point.
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Montrons maintenant que ¥i est une repr’esentation cristalline qui a une extensioirstnle
non cristalline, alor®c¢is(V)¥=YP = 0 ce qui dans notre cas forge= 1.

Soit doncV cristalline etE une extension semi-stable @g parV. On a une suite exacte
0 — Decris(V) — Dst(E) — Deris(Q p) = 0

soita € Dgi(E) tel que son image darBis(Qp) est 1, une base fix"ee @gis(Qp). Alors g =
N(x) € D¢is(V) ne d epend pas du choix d’'un telet 8 # 0 si et seulement si ¢ Ryis(E).
Ensuitep(a) — @ € Deris(V) carg = 1 surDeis(Qp) et doncN(«) = Ne(a) = ppN(a) ce
qui fait ques est un “element non-nul das(V) tel quep(B) = p~—15. O

Dans R§] il est d"emontr’e que la semi-stabilit”e des repr’es@amafp-adiques ordinaires est une
cons’equence de la proposition suivante :

Proposition V1.9 — Soient Y et \b deux repésentations p-adigues non-rara#s. Soit V une
représentation p-adique de gsextension de M) par Vo(i). Sii > | + 2, la représentation
p-adique V est cristalline. Si& j + 1, la représentation p-adique V est semi-stable.

Démonstration de la proposition— Par le lemme VL1.5, il suffit de montrer qué est cristal-
line (ou semi-stable) en tant que repr’esentatiorkd€€omme on a suppos’¢ et Vo non
ramifi"ees, leurs restrictionsjasont triviales et elles sont donc isomorph@% et Q%Z.

Ensuite il y a une bijection entre ExwV;, W») et H1(K, WI ®q, Wo), etVi(j)* ®q, Val(i) =
Qpli — j)%t% dans ce cas. On peut donc appliquer le th’eoréme V1.8 puisqaesoppos’e
i —j > 2, ou= 1 respectivement ce qui permet de conclure contileK,V @& W) =
H(K, V)@ HY(K, W). O

VI.4. Extensions de repesentations semi-stables

SoientV etW deux repr’esentations semi-stables. Il est classique@uea des isomorphismes
Ext'(Hom(V, W), Qp) = HY(K, Hom(V, W)) = Ext}(V, W)

ce qui fait que pour montrer le th"eoreme VI.2 on peut se riesltre au casV = Q, ce que
nous faisons maintenant.

Soit doncV semi-stable eE une extension d®p parV. Par le lemme VI.5 on peut supposer
quek = k et il existe alorsy € D(V)¥=1 tel quec = hl(y) est un cocycle “egal & la classeBe
dansH1(K, V).
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Onadoncy € DT(V) etb € B ®q, V tels que
g _11y
Rappelons que dang][est d efinie une applicatio® : B(';F*g — K ((t)) qui est une section
continue,K ((t))-lin"eaire et commutant ik de l'inclusion canonique et une applicatiég :
K((t)) ®k Dgr(V) — Dgr(V) quia)_ ait' ® di associeag ® do. Si m est assez grand on en
d”eduit une application dB(Vy=}! danstR(V)

c(g) = —(@—-D1b

D(V)"=! ¢ (BT @g, V)M L5 BEE @k Dar(v) 222 Dyr(V)
qui est ind"ependante de > 0 [7, IV.2.1] et que nous noterons res.

Proposition VI.10 — La représentation E est de de Rham si et seulemartsy) = 0.

Commencons par montrer un lemme qui est essentiellemeaslde la repr esentation triviale :

Lemme VI.11 — L'application B — K quia x € B associe le coefficient constant de
To(X) induit la suite exacte :

1-yk

O—>K—>BHK BHK—>K—>O

Démonstration — On sait queBdR = K ce qui montre que le noyau de-1yk est bienk.

Soit K« le compl”et”ep-adique deg. Rappelons36] que sij # 0, alors 1— x ~1 (yk )yk est
inversible surK ... Dans le cag = 0, on peut “ecrifés = K @ X ol X est un soudk -espace
vectoriel sur lequel - yk estinversible.

Nous allons tout d’abord montrer quejsi 1, alors
1—pg:it™ j(B )HK/t H—l(B—{—)HK_)t ‘(B+ HK/t 1+1(B+)HK
est surjectif ce qui revient a montrer que
1— X7 ok : Bl ™ /tBiR™ > (B ™/t (Bl

est surjective. Cela suit du fait que I'applicatién”ealise une bijectiofii -“equivariante entre
Bip) K /t(Bi) MK etKw et que 1— x ~1 (yk)yx estinversible suK

On en d’eduit par r"ecurrence quexse ﬂ alors on peut “ecrirg = ¥ + (1 — yk)Yo avec

Yo € Bd,§ etXp € (B )HK L'hypothése que le coefficient constant Bgx) est nul revient
au fait que si I'on d’ecomposi(x) € KOo selon Koo = K & X, alors la composante selon

K est nulle. On va montrer que sous cette hypothese (1 — J/K)B('ﬂ'é. ce qui d’emontre le

lemme. Soitj > 0, on va montrer par r’ecurrence qu’il existes tl (Bjp) ¥ et pOUI‘j

yj € t (B )HK tels quex = Xj + (1 — yk)(Yo + - - - + Yyj) ce qui implique qu j=0 yj est
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une s’erie qui converge pour la topologiadique (pour IaqueIIeE{R)HK est complet) vers un
y tel quex = (1 — yk)y. Le casj = 0 a d'eja “et’e fait. Le fait que la composante sefode
0 (Xp) est nulle implique queg est dans I'image de

1-yk : (B ™/t(BR™ — (Bjp) ™ /t(Bjp) ™
ce qui s’occupe du cas= 1 et lar’ecurrence est une cons”equence du fait guessi, alors
1— X (rovk : Bip) ™ /tBiR) ™ — Bip) ™ /t(BiR)
est surjectif et donc aussi :
1—yi (B MK/t FBI) K — th (B M /tI T (B L) M«
0]

Démonstration de la proposition VI.16— Comme on a choish assez grand on@ ™(b) €
Bgr. Etant donn’ee la suite exacte

1-yk

O—>K—>BHK BHK—>K—>O

on aresy) = 0 si et seulement gi—™(y) appartient 1 — yK)Bg','g ®k Dgr(V) ce qui fait que
sireqy) = 0, alorsk est de de Rham car

c(@) = (g — V(L — y) o ™™(y) — o ™))

Montrons maintenant la r eciproque ; on peut “ecrire

o~ ™(y) = ¢ "(y) — reqy) +resly) = (1 — yk)z+ regy)
et un petit calcul montre qu'alogg) = (g—1)z+log(x (7)) -reqy) et I'implication r"eciproque
r'esulte du fait que st € QRr(V) le cocyleg — log(x (9))« n'est pas trivial danBgyr ®q, V
(on peut d’ailleurs montrer que l'application— [g — log(x (7))«] est un isomorphisme de
Dgr(V) dansH1(K, Bgr ®q, V) voir [11, 111.5.2] pour ce r'esultat di a Kat@4]). O

Lemme VI.12 — Soitye D(V)¥=1, y = 3y ® d; ol {d;} est une base dB(V) et y €
,Og k[1/t], tel queregy) = 0. On suppose gu'il existe i tel que I'on peétrire y sous la
formey = vi + (1 — yk)wj avecy; € Brlg K- Alors pour n>>> 0on aTrk,/k (6 o tn(vi)) =
, . . . . -1 . (my _ (m) —m
Démonstration — Soit Q la matrice dep™ " dans la baséd; } et Q'™ = Cy ) celle dep™™.
Alors

in(y) = Zztn(y.)q. ® d;

j=li=

et donc
d

To(tn(y)) = Z ZTrKn/Kan(y.»q., '®d,
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et commeQ™ estinversible le fait que rég) = 0 implique que le coefficient constaap(-)) de
in(Yi) € Kqnl[[t]] (ce que I'on est en droit de consid erensi> 0) v”erifie gd Trk,, /k (tn(Yi)) =0
et comme on a de toute fagonk] ik (tn((1—yk)wj)) = 0 c’estdonc qudgo Trk,/k (tn(vi)) =
0 etonaalorgg o Tri,/k (tn(vi)) = Trk,/k (6 o tn(vi)) = 0. O

Démonstration du tboreme V1.2 — Par 1.6 on a un isomorphisme

D'(V) ®g;, Biog k[1/t] = Dst(V) ®F Bjg ¢ [L/1]

et siE est I'extension d&/ correspondant & € D(V)¥=1, alorsE est semi-stable si on peut
“ecrirey = (1 — x)zavecz € Dg(V) ®F B,‘:)g’K[l/t].

Le F-espace vectoridDs(V) est muni d’'un op”erateur de monodromie nilpotEingt on se fixe
une bas€d; } deDg(V) adapt’ee & c’est-a-dire qu'il existe =, - - - , rg tels que pour tout
N(dri+1) = O, N(dri+2) = _dri—l—l» T, N(dri+1) = _drH_l—l

Commey € DT(V) onaNy = 0 ce quiimplique que sion “ecjt=)_ d; ®y; avecd; € Dg(V)
ety e B;[)g’K[l/t], alors lesy; vont satisfaire

N(Yri+1) =0, N(Yri+2) = ¥ri+1, - » N(Wri1) = Yria-1
On cherche a montrer que = (1 — yk)z avecz € B,‘:)g,K[l/t]. Pour simplifier les notations
montrons cela pow;,+1, - - - , Yr, C'est-a-dire pous, - - -, yy our =ro.

Tout d’abordN(y1) = O ce qui fait quey; € B:ig,K[l/t] et par la proposition IV.6 on peut “ecrire
y1 =v1+ (1 — yk)wy avecv; € BEQ,K. Ensuite comme rég) = 0, le lemme VI.4 montre que
Trk,/k (6 o tn(v1)) = 0 pour toutn > 0, etdonc; € (1 — yK)B;[)g’K par la proposition V.11

ce qui fait qu’il existez; € BLQ,K[l/t] telqueyr = (1 — yk)z1.

Ensuite supposons qye_1 = (1 — yk)z_1 avecz; = Zj ajj log! (r). Alors un petit calcul
montre que

aij j+1
N { Vi 1- — log'* =
<y.+( w)ijjHog (n)) 0
et donc que
ajj '
Yi =% —(1-— J/K)Zj—qtjllogjﬂ(ﬂ) =X — (1 — kUi
i

avecN(xj) = 0 ce qui fait quex; € B:ig’K[l/t] et par la proposition IV.6 on peut “ecrire
Xi = v + (1 — yk)wj avecvj € BEQ’K et doncy; = v + (1 — yk)(wi — u;j). Ensuite
comme pr'ec’edemment si (g3 = 0, alors dJ/k (& o tn(vi)) = 0 pour toutn > 0 et donc
vi € (1— VK)BLg,K par la proposition 1V.11 ce qui fait qu’il existg € B [1/t] tel que

log,K
Yi = (1 —yk)z.
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Il est alors imm’ediat qug = (1 — x) >_di ® z et donc queE est semi-stable. O

VI.5. L'exponentielle de Bloch-Kato

Dans ce AV est une repr’esentation semi-stable. Rappelons que lesuaxB,ax et Bgr sont
reli"es par la suite exacte fondamentale (cf [111.5] et [19]) :

0— Qp — Bf=x — Bur/Bjr — O

En tensorisant ave¥ et en prenant les invariants p@rc on obtient un d”ebut de suite exacte
longue :

0— V& — Deris(V)¥~" — (Bar/Bgr) ®0, V) — H(K, V) > H(K, Bix ®q, V)

Soit HA(K, V) = ker(HY(K, V) - H(K, Bfiax ®q, V)). On d’eduit de la suite exacte ci-
dessus une application d&r(V) dansHZ(K, V) appel ee exponentielle de Bloch-Kato, et
not”ee exp D’autre part commé& est de de Rham on a

((Bar/B{r) ®q, V)¢ = Dgr(V)/ Fil® Dgr(V)

et [4, lemma 3.8.1] I'image de expest Hel(K, V) tout entier. Dans le cas dkiest fini des
calculs de dimension montrent quersi» 0, alorsH(K, V(r)) = H(K, V(r)) et donc que
expy ) : Dar(V (1)) — HL(K, V(r)) est un isomorphisme (on remarquera que:si 0, alors
Fil° Dgr(V) = {0}). Le but de ce fest de montrer, sans condition $yrque sir > 0, alors
expy ) : Dar(V (r)) — HL(K, V(r)) est un isomorphisme.

Lemme VI.13 — Si V est une ref@sentation semi-stable telle glie- ¢ : Dsi(V) — Dsi(V)
est surjectif eDgy(V)#=P = 0, alors Hj (K, V) = HJ(K, V).

Démonstration — Soitc € H&(K, V) et E I'extension deQp parV qui correspond &. Le
th’eoreme V1.2 montre qu'il existe € Bt ®q, V tel quec(g) = (g — 1)x. Commec(g) € V
on a(y — 1e(g) = 0 etdoncy(x) — x € (Bst ®q, V)CK . |l existe doncy € Dg(V) tel que
p(y) — Yy = ¢(X) — X ce qui revient ap(x — y) = X — y et quitte a remplacex parx — y
on peut donc supposer gxee Bﬁfl ®q, V. CommeN commute aGk on aN(c(g)) =
0= (g—1)(N(x)) etdoncN(x) € Ds(V). De plus comme e Bzfl ®q, V on doit avoir
N(x) € Dgi(V)#=%P = 0 et doncx € B ®q, V ce qui montre que(g) € HX(K, V). O

Lemme VI.14 — Sir est assez grand, alors(¥) satisfait les conditions du lemmegzédent.

Démonstration — Rappelons que le FrobeniyssurDs(V) est bijectif. SoitM unZ ,-r"eseau
de Dg(V) et My = M(r). CommeDg(V(r)) = t"Ds(V) on aura, pour est assez grand



VI.5. LEXPONENTIELLE DE BLOCH-KATO 71

¢ 1(My) C p?M,. Il est alors “evident que & ¢ = —p(1 — @1) est surjectif. Enfin si > 0,
alorsDg(V (r))?=YP = 0 car les pentes de augmentent de 1 & chaque fois que 'on tordl

Lemme VI.15 — Sir est assez grand, alors K, V(r)) = H3(K, V().

Démonstration — Soitc € H1(K, V(r)) et E I'extension associ’ee @ On sait queE est de
de Rham si et seulement si sa restrictidixd’est et on suppose donc gie= k. Il existe donc
y € D(V(r))¥=1 tel quec = hl(y) et il suffit donc de montrer que siest assez grand I'image
deD(V (r))¥=1 par res= resy est nulle. Or

To o tm(D(V)Y=Y) € K((1)) ®K Dgr(V)
et donc sr est assez grand
To o tm(DV (1))=Y c tK[[t]] ®K Dar(V (r))

(puisque I'image dd(V)¥=1 engendre urK [[t]]-module de rang fini, “etant contenue dans
limage deD"-5V)(V)) et l'image de reg, est donc nulle. O

Théoreme VI.16 — Si V est une refasentation semi-stable dexGalors quand r>> 0, I'ex-
ponentielle de Bloch-Katexpy ) : Dgr(V (1)) — HL(K, V(r)) est un isomorphisme.

Démonstration — Les lemmes pr’ec’edents montrent que quitte a prengsed, on a
HY(K, V() = Hy(K, V() = Hg (K, V(1))

et exp, est donc surjective. D'autre partrsi> 0, alors Fi? Dgr(V) = {0}, ce qui montre
que exg, estinjective. C’est donc un isomorphisme. O






DIAGRAMME DES ANNEAUX DE P ERIODES

Le diagramme ci-dessous r’ecapitule les relations ergrdif€ erents anneaux de p’eriodes. Les
fleches qui se terminent par —— sont surjectives, la fleche en pointill’'es - > est
une limite inductive de morphismes d’efinis sur des sougaunf : BL’&” — Bjg), et toutes

les autres sont injectives.

Bl <—§$g
Bl 3
| = 5+ 0
T
z\ A A+ 0
i
E |

Les trois anneaux de la colonne de gauche sont reli’es ddarth des(¢, k)-modules. Les
trois anneaux de la colonne de droite sont reli’es a la ti€ @@ Hodgep-adique. Pour faire le
lien entre ces deux th”eories, on passe d’'un cbt’e a ua gigtous les anneaux interm”ediaires.
La situation id"eale est quand on peut se placer dans lamelda milieu (par exemple : les
repr’esentations de hauteur finie).
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