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Avant-Propos

Notre travail porte sur le développement de simulateurs dynamiques interactifs
d’objets rigides.

Dans de tels simulateurs, les deux principaux problèmes à résoudre, à savoir la
détection de collisions entre les objets virtuels et le calcul de leur mouvement, prennent
une coloration nouvelle en raison de l’intégration de l’homme dans la boucle de simula-
tion : d’une part, les algorithmes permettant de résoudre ces deux principaux problèmes
doivent être suffisamment efficaces pour permettre une réponse rapide lorsque l’utili-
sateur intervient dans la simulation et, d’autre part, les phénomènes simulés (ici les
mouvements d’objets rigides) doivent être réalistes.

L’objet de ce mémoire est de proposer des algorithmes pour résoudre chacun
des deux problèmes posés par le développement d’un simulateur dynamique interactif
d’objets rigides.

La majeure partie des méthodes de détection de collisions sont discrètes : elles
détectent seulement des interpénétrations entre les objets à des instants successifs. Ceci
peut présenter un certain nombre d’inconvénients, dont le manque de réalisme, que les
méthodes continues, plus rares, qui calculent l’instant de premier contact entre les
objets, parviennent à résoudre au prix toutefois d’un temps de calcul plus important.

Nous proposons des algorithmes de détection de collisions continue efficaces, per-
mettant d’interagir avec des objets virtuels complexes. Nous proposons également une
méthode permettant d’exploiter le mouvement des objets pour accélérer la détection
de collisions.

La plupart des méthodes classiques de calcul de mouvement contraint sans frot-
tement sont formulées dans l’espace des contacts. Nous les comparons à une méthode
formulée dans l’espace des mouvements, dérivée du principe des moindres contraintes
de Gauss, et montrons que, bien que les deux formulations soient mathématiquement
équivalentes, la formulation établie dans l’espace des mouvements est plus avantageuse
sur le plan algorithmique. Ceci nous incite à proposer un modèle de frottements dans
l’espace des mouvements.

Enfin, nous présentons à la fin de ce mémoire plusieurs applications des algo-
rithmes proposés, notamment à des cas industriels fournis par Renault et Airbus-EADS,
ainsi que leur utilisation dans la simulation avec retour d’efforts.
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Chapitre 1

Problématique de la simulation
dynamique interactive

Dans ce chapitre d’introduction, nous présentons les principes généraux d’un si-
mulateur dynamique interactif d’objets rigides. Nous recensons les principales méthodes
apportant des solutions aux deux problèmes posés par un simulateur dynamique : la dé-
tection de collisions entre objets virtuels, et le calcul du mouvement des objets. Nous
résumons également, à la fin de ce chapitre, les principales contributions de cette thèse.

1.1 Introduction

La simulation dynamique interactive s’inscrit dans une longue lignée de dévelop-
pement majeurs en informatique. Aux progrès spectaculaires de l’infographie, capables
de représenter toujours plus de phénomènes physiques et d’afficher des images toujours
plus réalistes, ont succédé des avancées fondamentales en simulation dynamique hors
ligne, dans un premier temps, puis interactive.

Au sens large, la simulation dynamique consiste à synthétiser les phénomènes
physiques dépendant du temps. Les phénomènes simulés peuvent concerner, par exemple,
les mouvements des objets rigides ou déformables, la formation et le mouvement des
nuages, de l’eau, de la neige ou, à une autre échelle, l’interaction entre des atomes dans
une molécule.

En infographie, il s’agit essentiellement de simuler l’aspect visuel des phénomènes
physiques dans des animations. Dans un environnement virtuel, cependant, pouvant
inclure d’autres canaux sensoriels que la vision, il peut être également souhaitable de
simuler les aspects sonores, olfactifs et tactiles des phénomènes physiques que l’on
cherche à représenter. Lorsqu’un utilisateur peut intervenir sur les phénomènes phy-
siques simulés dans l’environnement virtuel, la simulation dynamique devient interac-
tive, ce qui impose, bien sûr, que les algorithmes de simulation soient suffisamment
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efficaces pour permettre une réaction rapide de l’environnement virtuel dès que l’utili-
sateur y intervient.

Dans ce mémoire, nous allons nous concentrer uniquement sur la simulation in-
teractive d’objets rigides. Comme nous le verrons un peu plus loin, ce domaine à déjà
fait l’objet de nombreuses publications. L’intérêt porté aux simulations interactives
d’objets rigides s’explique par leurs nombreuses applications, par exemple en infogra-
phie (pour obtenir des animations réalistes), en robotique (pour la planification de
mouvements, la télé-opération, la simulation de chaînes d’assemblage, la simulation du
retour d’efforts), dans l’industrie (pour le prototypage virtuel, les simulations de mon-
tage/démontage), et plus récemment les jeux vidéo. Certains simulateurs dynamiques
sont ainsi distribués, soit en combinaison avec d’autres produits (par exemple lorsqu’ils
sont intégrés dans un logiciel de modélisation et d’animation), soit sous la forme de
librairies indépendantes (parfois gratuites), intégrables dans d’autres applications.

Les simulations d’objets rigides interactives constituent toutefois un sujet de
recherche encore actif, essentiellement à cause du compromis nécessaire entre le réalisme
de la simulation et l’efficacité des algorithmes permettant une interactivité satisfaisante.

La suite du chapitre est organisée de la manière suivante. La section 1.2 présente
brièvement le schéma général d’un simulateur dynamique interactif d’objets rigides.
Nous verrons dans cette section qu’un simulateur dynamique comporte deux modules
principaux : le premier pour détecter les collisions entre objets virtuels, et le second
pour calculer le mouvement des objets. Les sections 1.3 et 1.4 présentent respective-
ment les principales méthodes connues de détection de collisions et celles de calcul du
mouvement des objets. Enfin, la section 1.5 résume les principales contributions de
cette thèse.

1.2 Schéma général d’un simulateur dynamique

Afin d’expliquer brièvement le fonctionnement d’un simulateur dynamique inter-
actif d’objets rigides par contraintes, décrit dans la figure 1.1, nous allons considérer le
cas d’un seul objet rigide mobile manipulé par un utilisateur dans un environnement
virtuel statique. Cet objet est soumis à des forces extérieures, telles la gravité, le vent,
la résistance de l’air, les actions de l’utilisateur, et à des forces de réaction, créées par
les contraintes géométriques exercées sur l’objet. Ces contraintes peuvent être unilaté-
rales, lorsqu’elles représentent des contacts provisoires entre objets, ou bilatérales, et
donc permanentes, lorsqu’elles traduisent des articulations entre objets. Aussi les forces
extérieures sont-elles, à chaque instant, les seules informations fournies par l’utilisateur
d’un simulateur dynamique.

Les équations d’Euler-Newton décrivant le mouvement d’un solide sont données
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Fig. 1.1 – Schéma d’un simulateur dynamique d’objets rigides par contraintes.

par [WB97, BHB99] :

d

dt


x(t)
R(t)
P(t)
L(t)

 =


v(t)

ω(t)R(t)
F(t)
τ(t)

 (1.1)

avec  v(t) = P(t)
M

ω(t) = I(t)L(t)
I(t) = R(t)IoR(t)T

(1.2)

où x est la position du centre de gravité du solide, R est la matrice 3 × 3 décrivant
son orientation, P sa quantité de mouvement, L son moment angulaire, v sa vitesse
translationnelle, ω sa vitesse rotationnelle, F la somme des forces qui lui sont appliquées
et τ le couple total qui lui est appliqué. La masse M est constante et le tenseur d’inertie
dans le repère global I est obtenu à partir du tenseur d’inertie du solide dans le repère
local du solide Io.

Ces équations différentielles sont continues. Dans un simulateur, cependant, l’on
ne souhaite connaître l’état de l’environnement virtuel qu’à certains instants discrets,
par exemple les instants auxquels une nouvelle image est affichée. Plus précisément,
nous souhaitons connaître les positions, vitesses et accélérations des objets pour une
succession d’instants discrets tn, pour n > 0. Notons d’ailleurs que, dans le cas d’un
mouvement contraint général il est impossible, la plupart du temps, de donner une
expression analytique de la solution des équations (1.1) et (1.2).
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Supposons par exemple que l’instant courant dans la simulation est tn = t. A
cet instant, la position et la vitesse de l’objet sont connues, ainsi que les forces exté-
rieures qui lui sont appliquées. De plus, le simulateur connaît toutes les contraintes,
unilatérales ou bilatérales, exercées sur l’objet. En fonction des forces extérieures et
des contraintes, le calculateur dynamique du simulateur peut déterminer les forces de
réaction engendrées par les liaisons, et en déduire l’accélération contrainte de l’objet à
l’instant t. Il s’agit du premier des deux problèmes dynamiques que doit être capable
de résoudre un simulateur : le problème du calcul du mouvement contraint. Dans la
figure 1.2.a, les forces extérieures appliquées sur le cube en son centre de gravité sont le
poids p et la force exercée par l’utilisateur fu. En supposant que la masse du cube est
égale à 1, l’accélération non contrainte du cube, c’est-à-dire l’accélération que le cube
aurait si le sol n’était pas là, est au. Le calculateur dynamique détermine qu’à cause
du sol, l’accélération contrainte du cube est a.

A partir de cette accélération contrainte, le simulateur peut maintenant déter-
miner la position et la vitesse de l’objet au prochain instant tn+1 = tn + h, où h est la
durée du pas de temps de la simulation, en discrétisant les équations de la dynamique
(1.1) et (1.2) et en utilisant un schéma d’intégration particulier [WB97]. Cette posi-
tion et cette vitesse sont toutefois seulement prévues, puisqu’elles correspondent à la
position et à la vitesse de l’objet à l’instant tn+1 si aucune collision n’intervient entre
tn et tn+1.

Le module de détection de collisions, deuxième module principal d’un simulateur
dynamique avec le calculateur dynamique, détermine donc en fonction du mouvement
intentionnel de l’objet si une collision intervient entre tn et tn+1.

Si ce n’est pas le cas, alors les position et vitesse intentionnelles de l’objet sont
validées et deviennent les position et vitesse réelles de l’objet à l’instant tn+1 = t + h.
Le nouvel instant courant de la simulation est alors t + h, et le simulateur met à jour
les contraintes géométriques exercées sur l’objet (les points de contact ou les liaisons
avec les autres objets) et peut boucler, c’est-à-dire effectuer les calculs pour ce nouvel
instant.

Si, par contre, une collision est détectée à un instant tc compris dans l’intervalle
de temps [tn, tn+1], alors le simulateur détermine les position et vitesse de l’objet à cet
instant tc, et met à jour l’ensemble des contraintes géométriques. En particulier, une
contrainte unilatérale est ajoutée à l’ensemble des contraintes agissant sur l’objet pour
représenter le nouveau contact.

A l’instant de collision tc, cependant, la vitesse locale de l’objet au point de
contact est incompatible avec la contrainte nouvellement créée. Si cette vitesse n’est
pas modifiée, en effet, l’objet pénètrera l’environnement virtuel à l’instant suivant.
Autrement dit, l’objet doit rebondir sur l’environnement virtuel (au sens large, la vitesse
de rebond pouvant être nulle). Le calculateur dynamique doit donc, en fonction des
propriétés physiques des objets et de la vitesse d’impact (i.e. en t−c ), calculer la vitesse
de l’objet immédiatement après l’impact (i.e. en t+c ). Ceci est le second problème
dynamique qu’un simulateur doit être capable de résoudre : le problème du calcul de
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Fig. 1.2 – Les deux problèmes dynamiques que doit pouvoir résoudre un simulateur. a :
Le calcul du mouvement contraint. b : Le calcul de la réponse à la collision. Dans le pro-
blème du calcul du mouvement contraint, le simulateur doit déterminer l’accélération
contrainte a de l’objet en fonction de son accélération non contrainte au, dépendant
de son poids p et de la force exercée par l’utilisateur fu. Dans le problème du calcul
de la réponse à la collision, le simulateur doit déterminer la vitesse post-impact v+ de
l’objet en fonction de sa vitesse pre-impact v− et des propriétés des objets en contact.

la réponse à la collision. Ainsi, alors que les accélérations des objets sont continues à
chaque instant, les vitesses des objets peuvent être discontinues lors de collisions. Dans
la figure 1.2.b, la vitesse v−(I) du point du cube I qui vient d’entrer en collision avec
l’obstacle à l’instant t−c doit être modifiée pour que le cube ne pénètre pas dans le sol
à l’instant suivant. Une vitesse post-impact valide serait par exemple v+(I).

Une fois la vitesse post-impact de l’objet calculée, le nouvel instant courant de la
simulation devient tn+1 = tc, et non l’instant initialement prévu tn + h. Le simulateur
met à jour les contraintes géométriques pour ce nouvel instant et peut boucler.

Ainsi, un simulateur dynamique contient essentiellement deux modules. Le pre-
mier détecte les collisions entre les objets virtuels, alors que le second calcule les ré-
actions aux collisions, en déterminant soit les accélérations contraintes des objets, soit
leurs vitesses post-impact. Dans la section suivante, nous allons nous intéresser plus en
détail aux principales méthodes existantes de détection de collisions.
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1.3 Méthodes de détection de collisions

Il est possible de répartir les méthodes de détection de collisions en trois grandes
catégories :

– les méthodes discrètes : il s’agit de la grande majorité des méthodes. Elles
échantillonnent la trajectoire des objets et ne détectent que des interpénétra-
tions entre objets à certains instants.

– les méthodes pseudo-continues : elles détectent des recouvrements entre les
volumes balayés par les objets au cours d’intervalles de temps. Cependant, la
projection des trajectoires dans l’espace 3d entraîne la perte de l’information
temporelle, et ces méthodes ne peuvent pas directement déterminer l’instant
de premier contact. De plus, la projection des trajectoires est souvent difficile
à déterminer efficacement.

– les méthodes continues : elles calculent l’instant de premier contact entre ob-
jets pendant la détection de collisions. Ce calcul est partie intégrante de l’al-
gorithme.

Ce mémoire concerne essentiellement les objets polyédriques rigides (hormis l’ex-
tension aux surfaces paramétrées ou implicites rigides proposée au chapitre 3). Pour de
tels objets, la détection de collisions discrète revient à détecter les paires de triangles
qui s’interpénètrent.

Fig. 1.3 – Les deux triangles s’interpénètrent si et seulement si les intervalles LA et
LB se recouvrent.

Plusieurs méthodes existent pour détecter de telles paires [Hel97, Mol97]. Celle
présentée par Möller, par exemple, et visible dans la figure 1.3, consiste à examiner les
positions relatives des intervalles LA et LB déterminés par l’intersection des triangles
A et B avec la droite caractérisant l’intersection des plans contenant les triangles (le
cas particulier des triangles parallèles est résolu séparément).

La détection de collisions continue entre objets polyédriques est conceptuellement
assez simple, bien que plus coûteuse que la détection de collisions discrète. En effet,
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les méthodes continues ne doivent détecter que trois types de contact non dégénérés :
tous les contacts (et non pas les interpénétrations) entre deux objets polyédriques A
et B font ainsi intervenir au moins l’un des trois types de contact élémentaires non
dégénérés :

– une arête de A entre en contact avec une arête de B.
– un point de A entre en contact avec une face de B.
– une face de A entre en contact avec un point de B.

Fig. 1.4 – détection de collisions entre deux arêtes.

Ces types de contact sont simples à exprimer géométriquement. Ainsi, pour le cas
arête/arête, il suffit de détecter une collision entre les droites contenant les arêtes. Si
a(t)b(t) est la première arête et c(t)d(t) est la seconde arête, alors les droites entrent
en contact lorsque :

a(t)c(t) · (a(t)b(t) ∧ c(t)d(t)) = 0 (1.3)

c’est-à-dire lorsque le vecteur a(t)c(t) est dans le plan vectoriel défini par les deux
arêtes (cf figure 1.4). Une fois qu’un point d’intersection à été détecté à un instant
donné, il suffit de déterminer s’il appartient aux arêtes.

Pour les cas point/face et face/point, une collision est d’abord détectée entre le
point et le plan support de la face. Si a(t) est le point b(t)c(t)d(t) le triangle, une
collision intervient lorsque :

a(t)b(t) · (b(t)c(t) ∧ b(t)d(t)) = 0 (1.4)

c’est-à-dire lorsque le vecteur a(t)b(t) est dans le plan vectoriel défini par la normale
à la face b(t)c(t) ∧ b(t)d(t) (cf figure 1.5). Lorsqu’une telle collision est détectée, il
suffit ensuite de déterminer si le point appartient à la face.

Outre le plus grand coût des méthodes de détection de collisions continues, il
est facile d’expliquer, au vu du fonctionnement général d’un simulateur dynamique,
pourquoi les méthodes discrètes sont utilisées dans la très grande majorité des cas.
Dans la plupart des cas, en effet, les positions des objets ne sont connues qu’à des
instants discrets, les instants tn, et ce pour deux raisons :
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Fig. 1.5 – détection de collisions entre un point et une face.

– un des objets est manipulé par un utilisateur. Comme le périphérique employé
n’envoie les actions de l’utilisateur qu’à des instants discrets, il est impossible de
savoir ce que fait l’utilisateur entre ces instants. Il est par conséquent impossible
de connaître le mouvement de l’objet manipulé.

– les équations de la dynamique sont discrétisées pour être résolues. Dans la
plupart des cas où les objets peuvent être contraints par d’autres objets, il n’est
pas possible d’obtenir une formulation analytique de leur mouvement, qui n’est
représentable qu’implicitement, comme solution des équations différentielles
(1.1) et (1.2). Le simulateur, par conséquent, doit discrétiser les équations de
la dynamique pour estimer les positions successives des objets. Il est alors
impossible de connaître exactement le mouvement des objets entre les instants
discrets utilisés par le simulateur.

Dans d’autres cas, le mouvement de l’objet est disponible mais est trop complexe,
et conduit à des équations de détection de collisions difficiles à résoudre efficacement.
Si l’on suppose par exemple que le mouvement de l’objet est connu mais qu’il est
représenté par un polynôme de degré très élevé, alors l’évaluation de ce polynôme lors
de la résolution des équations de détection de collisions continues (1.3) et (1.4), par
exemple par une méthode de dichotomie, peut être très coûteuse et ralentir par trop
la résolution.

Dans le chapitre 2, ces points seront utilisés pour justifier l’introduction et l’uti-
lisation de mouvements intermédiaires arbitraires, destinés à interpoler les positions
successives des objets tout en permettant une résolution efficace des équations de dé-
tection de collisions continue.

1.3.1 détection de collisions discrète

Il existe de très nombreuses méthodes de détection de collisions discrètes, tant
il s’agit d’un problème fondamental dans de nombreux domaines. Aussi, nous ne don-
nons ici que les plus connues d’entre elles, qui vont nous permettre de dégager les
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Fig. 1.6 – Le sommet SA est l’élément de A le plus proche de l’objet B, et l’arête AB

est l’élément de B le plus proche de l’objet A.

principes généraux, et renvoyons le lecteur à d’autres états de l’art plus détaillés
[Lin97, LG98, JTT01]. Par ailleurs, ce mémoire ne traitant pour l’essentiel que des ob-
jets polyédriques rigides, nous allons principalement nous intéresser à ce type d’objet,
et renvoyer le lecteur aux mêmes états de l’art pour d’autres représentations d’objets.
Souvent, cependant, les principes sont transposables (par exemple, les hiérarchies de
volumes englobants sont utilisables quelle que soit la représentation de l’objet).

Notons tout d’abord que plusieurs approches ont été proposées par la commu-
nauté de géométrie algorithmique. Par exemple, Dobkin et Kirkpatrick ont proposé un
algorithme permettent de déterminer en temps linéaire la séparation de deux polyèdres
convexes [DK85a]. D’une autre façon, il est possible de démontrer que la séparation de
deux polyèdres convexes peut être déterminée en temps linéaire en réduisant le pro-
blème à un problème de programmation linéaire [SK92], qui peut alors être résolu en
temps linéaire [Meg83, Dye84].

Le but recherché en géométrie algorithmique, cependant, est généralement d’abou-
tir à un algorithme dont la complexité théorique est la plus faible possible. Ces al-
gorithmes sont parfois difficilement implantables, ou bien présentent des constantes
multiplicatives très élevées. L’optique est donc différente en infographie ou en réalité
virtuelle, où les algorithmes doivent être utilisables en pratique. Il est alors fréquent
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d’accorder beaucoup d’attention à l’implantation des algorithmes, et en particulier
au nombre d’opérations élémentaires (additions, soustractions, multiplications et divi-
sions) impliquées [GLM96, KHMSZ98].

De nombreux algorithmes, cependant, ont leurs racines dans la géométrie algo-
rithmique. Une approche traditionnelle, par exemple, consiste à restreindre la généralité
des modèles géométriques. Il apparaît ainsi qu’il est plus simple de détecter des colli-
sions entre objets polyédriques convexes qu’entre objets polyédriques quelconques.

Appelons éléments les primitives polyédriques composant les objets, c’est-à-dire
leurs sommets, arêtes et faces. Lorsque deux objets convexes A et B sont disjoints,
il est possible de déterminer de façon unique les deux plus proches éléments qui les
séparent. Plus précisément, il existe un seul élément de A qui soit le plus proche de B,
et réciproquement. Dans la figure 1.6, par exemple, le sommet SA est l’élément de A
le plus proche de l’objet B, et l’arête AB est l’élément de B le plus proche de l’objet
A. Plusieurs algorithmes utilisent cette propriété pour détecter des interpénétrations
entre objets polyédriques convexes ou même calculer la distance qui les sépare. Ainsi,
Gilbert et al. [GJK88] présentent une méthode fondée sur les différences de Minkovski et
l’optimisation convexe pour calculer la distance entre objets convexes en déterminant
les éléments les plus proches. Aussi, l’algorithme de Lin et Canny [LC91] utilise la
cohérence spatiale et temporelle de la scène en remarquant que, d’un instant à l’autre,
les objets ne se déplacent pas beaucoup, et que les plus proches éléments pour un
instant donné tn peuvent être cherchés, en temps espéré constant, dans le voisinage des
plus proches éléments pour l’instant d’avant tn−1. La revendication du temps constant
n’est cependant justifiable que lorsque la quantité de rotation de l’objet d’un instant à
l’autre est faible. Il a ainsi été montré expérimentalement que le temps passé à chercher
les nouveaux plus proches éléments dépend à peu près linéairement de cette quantité
de rotation [Zac00]. Afin d’éviter que la recherche des nouveaux plus proches éléments
ne prenne trop de temps lorsque les objets se sont beaucoup déplacés entre tn−1 et tn,
et que les nouveaux plus proches éléments sont très éloignés des anciens, l’algorithme
de Lin et Canny [LC91] a été étendu aux représentations hiérarchiques d’un polyèdre,
introduites par Dobkin et Kirkpatrick [DK85b], par Guibas et al. [GHZ99]. La méthode
consiste à passer par les représentations moins détaillées du polyèdre pour accélérer le
déplacement à la surface du polyèdre, lors de la recherche des nouveaux plus proches
éléments.

L’idée d’utiliser la cohérence temporelle s’avère ainsi extrêmement puissante et
permet fréquemment d’accélérer la détection de collisions de façon très significative
[Bar90, LC91, Lin93, LC94, PML97, LC98].

Cette idée se retrouve également dans une méthode efficace permettant de ré-
soudre le problème des n objets. Lorsque n objets peuvent se déplacer en même temps,
il est a priori nécessaire d’effectuer O(n2) détections de collisions. Afin d’éviter ce
problème, Cohen et al. [CLMP95] utilisent une technique de réduction qui consiste à
englober chaque objet dans une boîte parallèle aux axes et à remarquer que lorsque
deux boîtes englobantes se recouvrent, leurs projections suivant les trois axes se re-
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Fig. 1.7 – Les deux sphères englobantes ne se recouvrent pas. Les deux objets ne
peuvent donc pas s’interpénétrer.

couvrent également. La méthode consiste donc à maintenir une liste triée des inter-
valles représentant les projections des boîtes et à parcourir ces listes pour détecter des
recouvrements entre intervalles. La clé du succès de cette méthode repose ici aussi sur
la cohérence temporelle et spatiale de l’environnement virtuel : en un pas de temps, les
objets se déplacent peu, et les listes d’intervalles pour un instant donné tn sont presque
les mêmes à l’instant suivant tn+1. Par conséquent, le tri (et le parcours) de ces listes
prend un temps espéré linéaire.

Notons que, depuis peu, plusieurs méthodes utilisent les cartes graphiques pour
détecter des interpénétrations entre objets. Brièvement, le principe est de projeter les
objets suivant plusieurs directions (ce qui revient à les observer sous plusieurs points de
vue) et à déterminer les intersections entre les projections [SF91, BWS99] (ce principe
de projection, ou de réduction de dimension, est le même que celui employé dans
les algorithmes résolvant le problème à n objets [CLMP95]). Dans d’autres cas, la
carte graphique est utilisée dans certaines parties de l’algorithme seulement. C’est le
cas par exemple de la méthode proposée par Kim et al. pour déterminer la quantité
d’interpénétration entre deux objets polyédriques quelconques [KOLM02]. Dans cet
algorithme, la carte graphique est utilisée pour déterminer le point le plus proche
de l’origine dans une différence de Minkowski de deux polyèdres, qui est aussi un
polyèdre, en la visualisant depuis l’origine. Le z-buffer de la carte graphique est alors
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Fig. 1.8 – a : les deux sphères englobantes se recouvrent. b : des sphères englobantes
plus petites permettent de mieux localiser l’éventuelle zone de contact.

utilisé pour déterminer, à la précision de la carte graphique, le point le plus proche
de l’origine. Lombardo et al. [LCN99], également, utilisent la carte graphique pour
détecter des collisions entre un outil chirurgical et un foie virtuels. La méthode consiste
à considérer l’outil chirurgical, ou une approximation de sa trajectoire (ce qui en fait
une méthode pseudo-continue), comme la zone de visualisation du foie virtuel : une
collision intervient entre l’outil et le foie si et seulement si ce dernier apparaît dans
cette zone de visualisation.

Une stratégie extrêmement répandue en détection de collisions (ainsi que dans
d’autres domaines, par exemple en lancer de rayons) consiste à utiliser des hiérarchies
de volumes englobants pour accélérer la détection. En quelques mots, des tests de recou-
vrement entre volumes englobants sont utilisés pour éliminer simplement de nombreux
tests élémentaires non pertinents. Considérons en effet deux objets polyédriques A et
B composés chacun de nA et nB triangles, respectivement. Il faudrait en théorie ef-
fectuer un test d’interpénétration pour chacune des paires de triangles possibles, soit
nAnB tests. Ceci rendrait la détection d’interpénétrations impraticable pour des objets
complexes. Afin d’éviter ce problème (qui n’est bien sûr pas sans rapport avec le pro-
blème des n objets), chaque objet est associé à une structure englobante, organisée en
arbre, qui permet de localiser rapidement les zones de contact éventuelles et d’éliminer
rapidement les parties des objets éloignées les unes des autres.

Supposons par exemple que chacun des deux objets A et B en train d’être exa-
minés par les fonctions de détection de collisions soient englobés dans une sphère, S0

A

et S0
B respectivement. Si les deux sphères ne se recouvrent pas, alors il ne peut pas y

avoir d’interpénétrations entre les objets (figure 1.7). Si, par contre, les sphères se re-
couvrent (figure 1.8.a), alors il peut y avoir une interpénétration entre les objets (mais
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Fig. 1.9 – Les hiérarchies englobantes des deux objets A et B.

ce n’est pas obligatoire puisque les sphères ne correspondent pas exactement aux objets
englobés). Chaque sphère est alors remplacée par plusieurs sphères plus petites, dont la
réunion recouvre l’objet. Les tests de recouvrement sont alors effectués entre les paires
de sphères plus petites. Dans l’exemple de la figure 1.8.b, ces sphères sont S1

A et S2
A

pour l’objet A, et S1
B et S2

B pour l’objet B. Le recouvrement entre les sphères S2
A et

S2
B permet ainsi de mieux localiser l’éventuelle collision.

Ce processus est effectué récursivement jusqu’à ce que les sphères soient plus
petites qu’un seuil prédéterminé. Les tests d’interpénétration sont alors effectués sur
les morceaux d’objet eux-mêmes (par exemple des tests d’interpénétration entre tri-
angles, pour des objets polyédriques). De manière générale, les volumes englobants
sont ainsi naturellement organisés en hiérarchies. Les hiérarchies de l’exemple précé-
dent sont données dans la figure 1.9. Les noeuds internes de la hiérarchies sont les
volumes englobants. Les noeuds S0

A et S0
B sont les noeuds racines de la hiérarchies, et

les noeuds S1
A et S2

A (respectivement S1
B et S2

B) sont les fils de S0
A (respectivement S0

B).
Les noeuds feuilles, c’est-à-dire les noeuds qui n’ont pas de descendance, sont aussi des
volumes englobants, mais qui sont associés à la partie de la géométrie de l’objet qu’ils
contiennent.

Les volumes englobants typiquement utilisés en détection de collisions sont les
sphères [Qui94, Hub95, RKK97, BS02], les boîtes englobantes isothétiques (i.e. dont les
axes sont parallèles aux axes du repère global) [VDB98], les boîtes englobantes orientées
[Got99, GLM96], et les k-dops [KHMSZ98]. D’autres types de volumes englobants, plus
exotiques, sont les coquilles sphériques [KPLM98] et les arbres QuOSPO [He99].

Les quatre premiers types de volumes englobants sont visibles dans la figure 1.10.
Les k-dops sont des polytopes à orientation discrète. Essentiellement, les orientations
des faces du polytope englobant sont choisies parmi un petit nombre d’orientations
fixées. Il est possible de conclure à une séparation de deux k-dops dont les orienta-
tions appartiennent au même ensemble lorsque les projections des deux k-dops sont
disjointes suivant chaque orientation. Ceci n’est cependant nécessaire que lorsque l’en-
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Fig. 1.10 – Quatre types fréquents de volumes englobants. a : sphère. b : boîte englo-
bante isothétique. c : boîte englobante orientée. d : 4-dop (en deux dimensions).

semble d’orientations est fermé [Klo98]. Dans le cas contraire, les deux k-dops peuvent
être disjoints même lorsque leurs projections se recouvrent suivant chacune des orien-
tations1.

Nous verrons cependant au chapitre 3 qu’employer de tels tests conservatifs, qui
assurent qu’un recouvrement est toujours détecté, mais déclarent parfois à tort que des
volumes englobants se recouvrent, peut être toutefois suffisament efficace pour accélérer
la détection de collisions de façon significative.

Notons que, pour des objets rigides, il est souvent possible de calculer ces hiérar-
chies avant le début de la simulation. C’est le cas lorsque les volumes englobants utilisés
sont des sphères ou des boîtes englobantes orientées. Lorsque des boîtes isothétiques
ou des k-dops sont employés, il est nécessaire de mettre à jour les volumes englobants

1Dans [Klo98], la fermeture d’un ensemble de vecteurs est l’ensemble des produits vectoriels des
arêtes du k-dop défini à partir de cet ensemble de vecteurs. Un ensemble de vecteurs est alors dit
fermé lorsqu’il est égal à sa fermeture. Il est possible de montrer que le test de séparation de deux
k-dops est exact si et seulement si l’ensemble des vecteurs définissant les orientations des faces des
k-dops est fermé.
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quand les objets subissent une rotation [VDB98, Zac00].

Généralement, il est d’autant plus difficile de faire un test de recouvrement entre
deux volumes englobants de même type que ceux ci sont mieux adaptés à la géométrie
de l’objet. Par exemple, il est très simple de savoir si deux sphères se recouvrent, en
comparant la distance séparant leurs centres à la somme de leurs rayons. Cependant,
il est plus difficile de déterminer si deux boîtes englobantes orientées se recouvrent,
et la version la plus efficace requiert en moyenne deux cents opérations élémentaires
(additions et autres) [GLM96].

Grâce à leur organisation en hiérarchies, il est possible d’écrire simplement l’algo-
rithme de parcours récursif des volumes englobants. En supposant par exemple que les
objets A et B sont des ensembles de triangles, et que les noeuds feuilles de la hiérarchie
ne contiennent chacun qu’un seul triangle, l’algorithme peut être décrit de la manière
suivante :
DétecterRecouvrement(noeud NA, noeud NB)

1. Si les noeuds NA et NB ne se recouvrent pas, FIN.

2. Si NA et NB ne sont pas des feuilles, exécuter DétecterRecouvrement(FA, FB)
pour tous les fils FA de NA et tous les fils FB de NB.

3. Si NA est une feuille et NB n’est pas une feuille, exécuter DétecterRecouvrement(NA,
FB) pour tous les fils FB de NB.

4. Si NA n’est pas une feuille et NB est une feuille, exécuter DétecterRecouvrement(FA,
NB) pour tous les fils FA de NA.

5. Si NA et NB sont des feuilles, détecter une interpénétration entre les triangles
contenus dans les feuilles. Le cas échéant, ajouter la paire de triangles à la liste de
triangles en collision et retourner cette nouvelle liste. Si les triangles ne s’interpé-
nétrent pas, retourner la liste inchangée.

Cet algorithme peut être sujet à des variantes, notamment lorsque les deux noeuds
sont internes (étape 2). Ainsi, il peut par exemple être choisi de parcourir d’abord la
descendance du noeud de plus grand volume [Got99]. Il peut être aussi choisi d’arrêter
la détection de collisions dès que deux triangles qui s’interpénètrent ont été trouvés,
au lieu de recenser toutes les paires de triangles en collision (étape 5).

Notons enfin que d’autres types de structures hiérarchiques peuvent être utilisées.
Ces structures ne sont pas fondées sur des hiérarchies de volumes englobants mais sur
des subdivisions récursives de l’espace de l’objet. Les méthodes les plus connues sont les
arbres BSP (binary space partitioning) [NAT90], qui utilisent des plans d’orientation
quelconque, les kd-trees et les octrees [Sam89]. Ces structures, cependant, sont efficaces
lorsqu’il s’agit d’éliminer un grand nombre de tests d’un seul coup, mais perdent en
efficacité à mesure que les objets se rapprochent les uns des autres et qu’un grand
nombre de tests de recouvrement doit être effectué. Ils sont ainsi souvent délaissés
pour des hiérarchies de volumes englobants [Lin97].

Dans ce mémoire, nous allons proposer des algorithmes de détection de collisions
continue accélérés grâce à des hiérarchies de volumes englobants. Pour les algorithmes
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discrets, l’équation traditionnelle du coût d’une détection de collisions discrète entre
deux objets est [GLM96] :

TD = CBV ×NBV + CT ×NT (1.5)

où T est le temps total pour effectuer une détection de collisions, CBV (respectivement
CT ) est le temps requis pour effectuer un test de recouvrement entre volumes englobants
(respectivement entre triangles), et où NBV (respectivement NT ) est le nombre de tests
de recouvrements entre volumes englobants (respectivement entre triangles).

Dans le cas de la détection de collisions continue entre objets polyédriques, cette
équation peut être détaillée pour faire intervenir les tests arête/arête, point/face et
face/point. Cependant, en supposant que les objets ne comportent pas de faces dé-
générées, le coût de la détection de collisions entre deux triangles, qui comporte un
nombre constant de tests AA, PF et FP, est bien représenté par une équation du type
(1.5).

1.3.2 détection de collisions continue

Il existe relativement peu de méthodes de détection de collisions continues. Canny
[Can86] utilise une paramétrisation des trajectoires d’objets polyédriques basée sur
des quaternions afin de calculer les instants de collisions en résolvant des polynômes
de faible degré. Dans le cas d’un seul objet mobile dans un environnement statique,
la méthode conduit à un polynôme de troisième degré. Cependant, l’absence de pré-
traitement permettant d’éliminer rapidement les tests élémentaires non pertinents rend
la méthode trop complexe pour pouvoir interagir avec des objets en temps réel.

Cameron [Cam90] présente une méthode d’extrusion spatio-temporelle pour dé-
terminer des contacts entre des objets CSG (Constructive Solid Geometry, géométrie
solide constructive) mobiles. En raison du coût important de l’opération d’extrusion,
cependant, les mouvements des objets sont restreints à des translations par morceaux.
Un autre travail portant sur les objets CSG est celui de Fedrowitz [FD98], qui étend
la méthode des bornes spatiales (S-bounds) introduite par Cameron [Cam89] pour
détecter des recouvrements de trajectoires d’objets plus efficacement que l’extension
proposée dans [Cam90]. La méthode consiste à utiliser non plus des boîtes englobantes
alignées sur les axes, mais des groupes de telles boîtes englobantes, intérieures ou ex-
térieures aux objets, pour mieux approcher la géométrie des objets et pouvoir utiliser
l’algèbre sur ces structures englobantes introduite par Sanna et Montuschi [SM95].

Von Herzen et al. [VHBZ90] utilisent des bornes de Lipschitz et une méthode de
dichotomie pour trouver l’instant de premier contact entre des surfaces paramétrées
dépendant du temps. Des hiérarchies de sphères englobantes et de boîtes englobantes
isothétiques sont calculées pendant la détection de collision pour accélérer la méthode.

Duff [Duf92] emploie l’arithmétique d’intervalles et une méthode de dichotomie
pour détecter des collisions entre des combinaisons booléennes de surfaces implicites.
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Snyder et al. [SWFCB93] utilisent l’arithmétique d’intervalles et des méthodes de New-
ton par intervalles pour accélérer significativement ces approches, et emploient un test
simple d’élimination par sphères englobantes (une seule sphère par objet) pour résoudre
le problème de la détection de collisions entre plus de deux objets (le problème des n
objets). Bien que l’algorithme présente de nombreuses caractéristiques intéressantes et
soit utilisable pour des animations, il n’est pas assez efficace pour permettre l’inter-
action en temps réel, même pour des objets rigides [Sny95]. Des objets polyédriques
quelconques peuvent être considérés comme des unions de surfaces paramétrées simples
(sommets, arêtes et faces). Cependant, aucune des méthodes fondées sur l’arithmétique
d’intervalles pour détecter des collisions entre surfaces paramétrées n’utilisent des vo-
lumes englobants pour accélérer la détection entre des unions d’objets. Par conséquent,
détecter une collision entre deux objets polyédriques quelconques est transformé arti-
ficiellement en un problème à n objets (voir par exemple l’algorithme pour éléments
multiples de Snyder et al. [SWFCB93]).

Mirtich [Mir96] n’utilise que des mouvements ballistiques et peut borner infé-
rieurement les instants d’impact, ce qui permet de réduire la fréquence des tests de
collision. Cependant, les bornes sont difficiles à obtenir pour des corps articulés ou
pour des mouvements plus complexes (notamment lorsque le simulateur autorise les
contacts transitoires non instantanés, lorsque les objets peuvent glisser les uns sur les
autres2), et le pas de temps variable peut ne pas être adapté aux applications interac-
tives.

Notons que certaines méthodes effectuent de la détection de collisions discrète
sur les hiérarchies de volumes englobants, et de la détection de collisions continue sur
les primitives polyédriques (i.e. les sommets, les arêtes et les faces) [LSW99]. D’autres
méthodes englobent dans un même volume l’objet (ou ses volumes englobants) aux
instants initiaux et finaux [ES99]. Cependant, ces méthodes ne garantissent pas que la
trajectoire complète de l’objet est englobée, et peuvent ainsi manquer des collisions.
Le seul cas où englober la position initiale et finale peut être considéré comme valide
est celui, beaucoup plus simple, ou l’un des objets est un simple point mobile. Dans ce
cas, certaines méthodes parviennent à détecter des collisions en continu à des taux de
rafraîchissement suffisamment élevés pour l’haptique [GLGT00].

Enfin, insistons sur le fait que les hiérarchies de volumes englobants sont encore
utilisables en détection de collisions continue. Le problème est cependant maintenant
de détecter des recouvrements entre volumes englobants au cours d’un intervalle de
temps (le calcul de l’instant de premier contact entre les volumes englobants n’est
pas nécessaire) pour, le cas échéant, détecter des collisions (i.e. l’instant de premier
contact) entre les primitives contenues entre les feuilles de la hiérarchie englobante.

2Ceci n’arrive pas dans un simulateur par impulsions, où les objets rigides non articulés n’ont
toujours que des trajectoires ballistiques [MC95]. Un tel simulateur, cependant, peut difficilement
prendre en compte les empilements d’objets [Mir96].
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1.3.3 Discussion

Les méthodes de détection de collisions discrètes, bien que plus simples à mettre
en oeuvre et très fréquemment utilisées dans les simulateurs dynamiques, présentent de
sérieux inconvénients. Outre le manque de réalisme physique résultant de la pénétra-
tion, ces méthodes peuvent manquer des collisions lorsque les objets sont trop fins ou
trop rapides. Bien qu’un pas de temps adaptatif et des méthodes prédictives puissent
être utilisés pour corriger ce problème dans des applications offline, ceci peut parfois ne
pas être adapté dans des applications interactives lorsqu’un taux de rafraîchissement
d’image relativement élevé et constant est requis.

Un second problème lié à la discrétisation des trajectoires est que des mé-
thodes de backtracking doivent être employées pour calculer l’instant de premier
contact, souvent nécessaire dans les méthodes de simulation dynamique par contraintes
[FMM77, MW88, Bar90]. Ces méthodes consistent à rechercher l’instant de premier
contact par récursion. Supposons que l’intervalle de temps courant soit [tn, tn+1]. Essen-
tiellement, un instant de premier contact te est estimé dans cet intervalle (par exemple
en prenant l’instant intermédiaire tn+tn+1

2
, ou par une méthode d’interpolation linéaire

ou quadratique dépendant des vitesses et accélérations des objets). Les positions des
objets sont alors calculées à cet instant et une détection d’interpénétration est de nou-
veau effectuée. Selon que les objets s’interpénètrent ou pas, l’algorithme en déduit que
le premier instant de collision est dans [tn, te] ou [te, tn+1], respectivement, et boucle
sur ce nouvel intervalle. Le processus s’arrête lorsque la quantité d’interpénétration est
inférieure à un certain seuil.

De telles méthodes de backtracking peuvent avoir un coût élevé (et difficilement
prévisible) lorsque les objets sont complexes ou qu’ils se sont fortement interpénétrés.
De plus, le backtracking n’étant enclenché que quand une interpénétration a été détec-
tée, des objets non connexes, ou même simplement non convexes, peuvent se retrouver
dans une configuration dont ils ne pourraient sortir (c’est le cas par exemple de deux
cerceaux qui à un instant seraient entremêlés alors qu’ils ne l’étaient pas à l’instant
d’avant). De tels problèmes sont rencontrés par exemple dans la technique d’interaction
décrite dans Snyder [Sny95]. Notons que certaines méthodes effectuent un backtracking
approché [FW99] : elles estiment la position et l’instant du premier contact en consi-
dérant que la trajectoire de chaque sommet de l’objet polyédrique est un segment de
droite. Ceci n’est bien sûr qu’une approximation lorsque l’objet à un mouvement de
rotation, puisque cela conduit à une déformation de l’objet au cours de l’intervalle de
temps.

Un moyen d’éviter d’avoir recours à des méthodes de backtracking est d’autoriser
les interpénétrations entre objets, ce qui peut être difficile à justifier physiquement, et
à déterminer la quantité d’interpénétration. Ce problème est cependant extrêmement
difficile pour des objets généraux (non convexes), et les meilleurs résultats actuels ne
prennent pas en compte la trajectoire de l’objet pour déterminer cette quantité d’in-
terpénétration [KOLM02]. Ainsi, dans le cas représenté dans la figure 1.11, le point
mobile est à l’intérieur de l’obstacle à l’instant t2, mais à cet instant la plus petite
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Fig. 1.11 – Autoriser l’interpénétration des objets peut conduire à des incohérences
dans la simulation. Dans cet exemple, l’objet qui a pénétré à l’instant t2 ressort du
mauvais côté de l’obstacle.

Fig. 1.12 – Les interpénétrations entre objets peuvent rendre la simulation instable.

interpénétration est représentée par le vecteur t, ce qui amène à sortir le point mobile
par le haut de l’obstacle en l’instant t3. Notons toutefois que la quantité d’interpéné-
tration peut être utilisée pour accélérer les méthodes de backtracking, en conduisant à
une meilleure estimation de l’instant de premier contact te.

Enfin, l’interpénétration des objets peut être une cause majeure d’instabilité
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des simulations dynamiques. Ce qui ne prête pas à conséquence dans une simulation
purement virtuelle (sans intervention de l’utilisateur) a beaucoup plus d’importance
lorsque un périphérique haptique est utilisé pour interagir avec l’environnement virtuel.
Si l’on se réfère par exemple à la configuration classique représentée dans la figure 1.12,
destinée à tester des méthodes d’interaction, de deux objets imbriqués (peg-in-a-hole),
il est clair qu’une première interpénétration de l’objet d’un côté de l’orifice à un instant
t (position Pt) entraîne une force importante pour supprimer l’interpénétration. Cette
force conduit souvent à une pénétration plus importante du côté opposé de l’orifice à
l’instant suivant t + 1 (position Pt+1), qui crée elle-même une force de réaction plus
importante que la précédente. Cette oscillation, en s’amplifiant, entraîne l’instabilité
de la simulation [GMELM00].

1.4 Méthodes de simulation dynamique

Il existe également une littérature abondante sur les méthodes de simulation dy-
namique. Cependant, de même qu’en détection de collisions il est possible d’établir
une distinction entre les approches plutôt théoriques provenant de la géométrie al-
gorithmique, et les approches plutôt pratiques destinées à l’infographie et la réalité
virtuelle, de même en simulation dynamique il est possible de grossièrement répartir
(historiquement au moins) les approches de simulation dynamique en deux grandes ca-
tégories, selon qu’elles proviennent des mathématiques appliquées ou de l’infographie.
Une excellente introduction aux méthodes provenant des mathématiques appliquées est
donnée dans le mémoire de thèse de Franck Génot [Gen98]. Les méthodes provenant
de l’infographie sont exposées par exemple dans [Bar93] et [Zac00].

Essentiellement, les méthodes mathématiques s’attachent à définir des schémas
d’intégration et des modèles physiques rigoureux. Nous avons ainsi remarqué précé-
demment que les lois physiques doivent être discrétisées pour être résolues. Le schéma
d’intégration choisi pour résoudre ces équations discrétisées, et même la façon de dis-
crétiser les équations, a une grande importance dans la qualité de la solution obtenue
[WB97]. Aussi, une partie des travaux s’attache à formuler des schémas d’intégration
précis et efficaces [Lot81, Lot84, MP88]. Il est possible de préciser ces deux derniers
termes en quelques mots :

– la précision concerne la différence entre l’approximation de la solution, obtenue
en discrétisant l’équation différentielle, et la solution exacte ;

– l’efficacité concerne à la fois le coût du passage d’un instant discret à l’instant
discret suivant, et le pas de temps utilisé par le schéma d’intégration. Certaines
méthodes d’intégration, le schéma d’Euler explicite par exemple, sont peu coû-
teuses par pas de temps, mais sont parfois obligées d’utiliser un très petit pas
de temps lorsque les équations sont raides, afin d’éviter une divergence de la
solution [WB97].

Pour plus de détails sur les schémas d’intégration des équations différentielles ordi-
naires, nous renvoyons le lecteur à [WB97] ou [PTVF92], par exemple.
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La plupart de ces méthodes formulent les problèmes dynamiques comme un
problème de complémentarité linéaire (LCP), qui relie les forces et les accélérations
[Lot84, Bar94, ST96, AP97, APS99]. Par exemple, dans le problème du mouvement
contraint sans friction, le LCP exprime la relation entre les forces de contact et les
accélérations normales relatives aux points de contact. Si f et acp sont deux vecteurs
dans IRm décrivant les composantes normales des forces de contact3 et les composantes
normales des accélérations relatives aux m points de contact, alors il existe une matrice
A de taille m×m et un vecteur b de IRm tels que :

acp = Af + b, acp > 0, f > 0, aT
cpf = 0 (1.6)

La relation de complémentarité aT
cpf = 0 exprime le fait que, pour chaque point de

contact, soit l’accélération normale relative est non nulle (le point de contact disparait)
et alors la force de contact est nulle, soit la force de contact est non nulle (les objets
restent en contact) et donc l’accélération normale relative est nulle.

La difficulté de choisir un schéma d’intégration possédant de bonnes propriétés
est étroitement reliée à la difficulté de définir un modèle physique réaliste, et possédant
de bonnes propriétés mathématiques. Ainsi, alors que les lois physiques des systèmes
sans frottements sont parfaitement connues, et possèdent de bonnes propriétés ma-
thématiques, les problèmes dynamiques sont beaucoup plus complexes dès lors que la
friction est incluse dans les modèles, et sont parfois inconsistants (i.e. ont plus d’une
solution) ou indéterminés (i.e. n’ont pas de solutions). Il en est ainsi lorsque le mo-
dèle de frottements de Coulomb est utilisé, comme illustré par le célèbre exemple de
Painlevé, qui considère une barre rigide en contact avec le sol [Pai1895, Bar91, Gen98].
Des travaux récents, cependant, montrent que lorsque le système présenté par Painlevé
est convenablement initialisé (c’est-à-dire dans un état consistant), les problèmes dy-
namiques ont toujours une solution (au prix d’une solution impulsive) [Gen98, GB98].
Notons, toutefois, que le réalisme même des formulations LCP est discuté par certains
auteurs [Cha99].

A l’opposé, les premières méthodes apparues en infographie ont privilégié la vi-
tesse des algorithmes plutôt que leur rigueur physique, et de nombreuses approches ont
utilisé la méthode des pénalités [Moo87, MW88, Cun88, KZ90, Wil87]. Brièvement,
la méthode des pénalités consiste à appliquer à l’objet une force proportionnelle à la
quantité d’interpénétration (comme si un ressort empêchait les objets de s’interpénétrer
localement). Les méthodes de pénalité sont extrêmement simples à implanter (lorsque
la quantité d’interpénétration est connue), mais difficiles à justifier physiquement. No-
tamment, un problème des méthodes de pénalité vient de ce qu’elles sont seulement
locales. Ainsi, dans le cas d’une table posée sur le sol, la force totale exercée par le
sol, pour une pénétration donnée, dépend du nombre de pieds de la table, ce qui n’est
évidemment pas réaliste, et rend le choix des constantes de raideur des ressorts difficile.
Par ailleurs, il est souvent nécessaire d’utiliser des constantes de raideur élevées pour
que les objets ne s’interpénètrent pas trop, ce qui conduit à des équations différentielles

3Dans un système sans frottements, les composantes tangentielles des forces de contact sont nulles.
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raides qui peuvent conduire à des instabilités dans la simulation [Bar89, WB97]. No-
tons que Barzel et al. [BB88] présentent une méthode de dynamique inverse appliquée
à la modélisation : pour une accélération donnée, déterminée en fonction de contraintes
bilatérales à respecter, les forces exercées sur l’objet sont calculées en résolvant un sys-
tème linéaire. Cette méthode s’apparente à celle des pénalités, mais n’est pas locale
puisque toutes les forces sont calculées simultanément. Notons aussi que des travaux
récents ont proposé des méthodes pour réduire les problèmes principaux des méthodes
par pénalité, à savoir le choix des constantes de raideur et le choix du pas de temps
[JDL98].

Sans doute en raisons des faiblesses des méthodes de pénalité, et grâce à l’amé-
lioration des performances du matériel, des techniques de plus en plus rigoureuses sont
apparues en infographie, réduisant la distinction originelle entre les approches mathé-
matiques et infographiques. Ce phénomène peut être notamment illustré par les travaux
de David Baraff. Ainsi, Baraff [Bar89] présente une méthode analytique pour prendre
en compte les contraintes unilatérales de non-pénétration dans la simulation d’objets
rigides. Les problèmes dynamiques sans friction sont formulés comme un problème
quadratique mais une heuristique est utilisée pour éviter de le résoudre. L’heuristique
consiste à essayer de déterminer à l’ensemble des points de contact qui vont disparaître
à l’instant suivant. La méthode est étendue aux surfaces courbes rigides dans [Bar90],
mais le problème quadratique est cette fois résolu par l’algorithme de Lemke [Tom76].
Le problème du frottement est étudié dans [Bar91]. Les problèmes dynamiques sont
formulés comme un problème de complémentarité linéaire (LCP) dans [Bar94]. Dans le
cas sans frottements, l’algorithme résolvant les problèmes dynamiques est équivalent à
l’algorithme de Dantzig résolvant les LCPs [CD68]. L’algorithme résolvant le LCP est
ensuite adapté pour prendre les frottements de Coulomb en compte dans le problème
du mouvement contraint. Ruspini et al. ont étendu cette approche aux formulations
employant les coordonnées généralisées dans [RK97]. Kawachi [Kaw98] étend la formu-
lation de Baraff [Bar94] pour inclure les frottements dans le problème de la réponse à
la collision.

Notons que quelques méthodes, appliquées à l’infographie ou la réalité virtuelle,
formulent les problèmes dynamiques comme des problèmes de complémentarité non-
linéaire (NCP) [BS98, SS98a]. Ces problèmes sont ensuite résolus par une méthode du
point fixe, en linéarisant les problèmes NCP.

Notons aussi que les contraintes bilatérales sont plus faciles à prendre en compte
que les contraintes unilatérales. Ainsi, un problème dynamique ne comportant que
des contraintes bilatérales peut être résolu en calculant la solution d’un système li-
néaire. Lorsqu’un système comporte des contraintes unilatérales, il est nécessaire de
déterminer celles qui vont persister. Ce problème est un problème combinatoire, ce qui
accroît considérablement la difficulté de la résolution. Ainsi, Baraff [Bar96] présente
une méthode en temps linéaire pour calculer la dynamique d’un système articulé ne
comportant pas de boucles. La méthode repose sur la factorisation de la jacobienne
décrivant le système. Cette jacobienne est creuse et posséde un ordre d’élimination
parfait lorsque le système est acyclique (i.e. ne comporte pas de boucles), et peut être
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factorisée en temps linéaire. Pour gérer les boucles et les contraintes unilatérales, ce-
pendant, l’auteur relie cette méthode à ses travaux précédents [Bar94], ce qui conduit à
une complexité polynomiale (en O(l3), où l est le nombre de boucles et de contraintes
unilatérales). La méthode à été améliorée par Faure pour mieux prendre en compte
les boucles [Fau99]. Le principe consiste à résoudre d’abord les contraintes acycliques,
puis à utiliser une méthode d’optimisation contrainte pour les boucles. Cette méthode
permet d’obtenir un temps quadratique en le nombre de boucles.

Une autre approche a été proposée par Mirtich et Canny [MC95, Mir96], qui
suggèrent de résoudre tous les types de contraintes par des impulsions. Par exemple,
les contraintes de non-pénétration sont résolues par des successions de micro-collisions
entre objets en contact. Les auteurs, cependant, reconnaissent que cette approche peut
être mal adaptée lorsque de nombreux objets sont empilés, et suggèrent d’utiliser une
méthode hybride, par impulsions et par contraintes.

Récemment, Milenkovic [MS01] a proposé une méthode pour résoudre, dans la
pratique, les problèmes posés par les empilements d’objets. Lorsque de nombreux ob-
jets sont empilés les uns sur les autres, de nombreuses collisions interviennent et le
simulateur doit fréquemment résoudre des problèmes de réponse à la collision et ne
peut pas utiliser un grand pas de temps pour faire progresser la simulation. La mé-
thode proposée consiste à stabiliser les empilements d’objets en synchronisant, pour
un pas de temps donné, toutes les collisions qui pourraient intervenir durant le pas de
temps. Ainsi, chaque pas de temps comporte une phase de mise à jour des positions des
objets (pour synchroniser les impacts), puis des vitesses (pour résoudre les impacts),
puis des accélérations (pour calculer les mouvements contraints). Essentiellement, c’est
la phase de mise à jour des positions de l’algorithme représenté dans la figure 1.1 qui est
adaptée. Bien que cette méthode perde en rigueur physique, elle permet de conserver
un réalisme suffisant pour l’infographie et, surtout, résoud convenablement le problème
des empilements d’objets.

1.5 Contributions

Nous avons pu constater, dans la section 1.3, qu’il existe un besoin important
de méthodes de détection de collisions continues. Les méthodes discrètes, en effet,
présentent plusieurs inconvénients importants, notamment lorsque le simulateur doit
être utilisé dans une application interactive, éventuellement avec retour d’efforts, en
raison des risques d’instabilité. Par ailleurs, nous pensons avoir montré que les méthodes
continues actuelles ne sont pas assez efficaces pour la détection de collisions entre objet
polyédriques [Can86, Cam90, SWFCB93], et que certaines d’entre elles, utilisées dans
des simulateurs interactifs, ne sont pas exactement continues puisqu’elles n’englobent
pas complètement la trajectoire de l’objet au cours du mouvement [LSW99, ES99].

La première partie de ce mémoire va s’attacher à proposer une méthodologie pour
détecter des collisions entre objets polyédriques en continu. Essentiellement, dans la
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première partie du chapitre 2, nous allons introduire et justifier l’utilisation de mou-
vements intermédiaires arbitraires pour interpoler les positions successives des objets
rigides et détecter des collisions en continu efficacement. Dans une première approche,
décrite dans la suite du chapitre 2, nous allons chercher à définir un mouvement in-
termédiaire particulier, permettant de résoudre efficacement les équations de détection
de collisions (1.3) et (1.4). Nous allons ainsi montrer que ces équations peuvent être
réduites à des polynômes de degré trois, dont les racines peuvent être calculées effica-
cement. Nous allons également montrer que ce même mouvement intermédiaire peut
être utilisé pour détecter des recouvrements en continu entre sphères englobantes aussi
efficacement (c’est-à-dire en résolvant aussi des équations polynomiales de troisième
degré), qui seront exploitées pour accélérer la détection de collisions. Ces résultats ont
été exposés dans [RKC00] et [RKC01].

Dans le chapitre 3, nous allons explorer une deuxième approche, fondée elle aussi
sur l’utilisation de mouvements intermédiaires arbitraires, qui va consister non plus
à réduire le coût des équations de détection de collisions, mais leur nombre. Pour
cela, nous allons abandonner les sphères englobantes et montrer que la combinaison de
l’arithmétique d’intervalles et des boîtes englobantes orientées permet de détecter des
collisions en continu de façon suffisamment efficace pour pouvoir interagir en temps réel
avec certains modèles industriels, donnés en exemple. Nous montrerons également que
cette combinaison peut être exploitée pour accélérer les méthodes continues existantes
qui détectent des collisions entre surfaces paramétrées ou implicites rigides [RKC02b].

Les hiérarchies de volumes englobants perdent en efficacité à mesure que les ob-
jets se rapprochent les uns des autres, et que de plus en plus de volumes englobants se
recouvrent. Ceci est du au fait que les volumes englobants ne permettent de discriminer
les parties des objets qu’en fonction de leur position. Nous allons présenter au chapitre
4 une méthode permettant d’exploiter le mouvement des objets pour accélérer la dé-
tection de collisions. Cette méthode est une généralisation d’une technique de Vanecek
[Van94], qui remarque que deux triangles qui s’éloignent l’un de l’autre ne peuvent
entrer en contact. La méthode de Vanecek, cependant, effectue les tests de recul au
niveau du triangle, et dépend donc linéairement du nombre de triangles composant
l’objet. Ceci rend la méthode de Vanecek impraticable pour les objets complexes. La
généralisation présentée au chapitre 4 effectue les tests de recul au niveau du volume
englobant et en temps constant par volume englobant, pour accélérer significativement
la détection de collisions, même pour des objets complexes, en particulier lorsque les
objets sont très proches les uns des autres. Cette généralisation est applicable pour
n’importe quel type de volume englobant, et pour les méthodes discrètes et continues
[RKC02c].

Le chapitre 5 concerne la résolution des problèmes dynamiques. La plupart des
méthodes de simulation dynamique par contraintes (cf [APS99, Bar94, RK97, SS98a,
TPSL95]) formulent les problèmes dynamiques dans l’espace des contacts. Ainsi, comme
dans l’équation (1.6), les grandeurs physiques explicites sont exprimées aux points de
contact. Cependant, ces grandeurs sont redondantes lorsque, par exemple, le nombre
de points de contact dans le système dépasse le nombre de degrés de liberté du système.
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Aussi, les algorithmes résolvant les problèmes dynamiques formulés dans l’espace des
contacts peuvent effectuer des calculs redondants, et perdre en efficacité. Nous mon-
trerons dans ce chapitre que la formulation des problèmes dynamiques dans l’espace
des mouvements, obtenue à partir du principe des moindres contraintes de Gauss, est
équivalente à celle décrite dans l’espace des contacts, mais plus avantageuse sur le plan
algorithmique [RKC02a]. Ceci nous amènera à proposer un modèle de friction dans
l’espace des mouvements qui, s’il est différent du modèle de Coulomb, semble convenir
aux applications d’infographie et de réalité virtuelle.

Les algorithmes de détection de collisions continue et ceux de dynamique ont
été implantés et couplés pour former une librairie C++ de simulation dynamique in-
teractive, CONTACT Toolkit. Le chapitre 6 décrit la méthode utilisée pour coupler
les algorithmes, ainsi que les principales applications de CONTACT Toolkit, notam-
ment pour la simulation interactive avec retour d’efforts. Plusieurs bases de données
industrielles, fournies par Renault et Airbus-EADS, ont ainsi été testées avec succès,
sur plusieurs configurations matérielles. Nous verrons dans ce chapitre que, de manière
générale, les tests nous ont permis de démontrer le confort apporté par la détection
de collisions continue interactive, notamment grâce au réalisme et à la cohérence de la
simulation, en particulier en présence de retour d’efforts.

Enfin, le chapitre 7 résumera les principaux points de ce mémoire et présentera
quelques directions que nous pensons importantes, pour les développements futurs.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principes généraux d’un simulateur
dynamique interactif, et rappelé les principales méthodes existantes pour détecter des
collisions et résoudre les problèmes dynamiques. Nous avons également montré que les
méthodes de détection de collisions discrètes, très majoritaires dans les simulateurs,
présentent des inconvénients importants.

Nous allons maintenant proposer, au chapitre suivant, la notion de mouvement
intermédiaire arbitraire pour interpoler les positions successives des objets et détecter
des collisions en continu efficacement.
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Chapitre 2

Mouvements intermédiaires arbitraires

Afin de détecter efficacement des collisions entre objets polyédriques rigides en
continu, nous proposons d’utiliser un mouvement intermédiaire arbitraire pour inter-
poler les positions successives des objets. Dans une première approche, un premier type
de mouvement arbitraire est choisi pour réduire le coût des équations de détection de
collisions continues, permettant ainsi de détecter des collisions en continu en temps
réel entre objets polyédriques.

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons pu constater qu’il existe un réel besoin
de méthodes de détection de collisions continues efficaces. Les méthodes discrètes, en
effet, peuvent conduire à un manque de réalisme, ainsi qu’à des incohérences et des
instabilités dans la simulation.

Nous avons vu, cependant, que le choix d’une méthode de détection de collisions
discrète s’explique en quelque sorte naturellement par la difficulté d’utiliser le mouve-
ment réel de l’objet, hormis en certains instant discrets, soit parce qu’il est inconnu
(lorsque le calculateur dynamique discrétise les équations de la dynamique, ou bien
lorsque l’objet est manipulé par un utilisateur au moyen d’une interface qui n’envoie
les actions de l’utilisateur qu’à certains instants), ou parce qu’il conduit à des équations
de détection de collisions trop complexes pour pouvoir être résolues efficacement.

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons utiliser des mouvements intermédiaires
arbitraires pour interpoler les positions successives des objets en ces instants discrets et
remplacer leur mouvement réel, inconnu ou inexploitable, afin de résoudre efficacement
les équations de détection de collisions.

En particulier, nous allons montrer, dans une première approche qui s’attachera
à réduire les coûts des détections de collisions, qu’un premier type de mouvement
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arbitraire, dérivé d’un vissage, permet de réduire les équations de détection de collisions
élémentaires, ainsi que les tests de recouvrement continus entre sphères englobantes, à
des polynômes de degré inférieur ou égal à trois, qui peuvent être résolus simplement
et efficacement grâce aux formules de Cardan.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Dans la section 2.2, le principe de
l’utilisation d’un mouvement intermédiaire arbitraire est introduit et discuté. La section
2.3 va décrire une première classe de mouvements intermédiaires arbitraires, dérivés de
vissages, qui vérifient les contraintes exposées dans la section 2.2. Dans la section 2.4,
nous montrons comment un certain mouvement de cette classe permet de réduire les
équations de détection de collisions élémentaires (i.e. entre primitives polyédriques) à
des polynômes de degré inférieur ou égal à trois. La section 2.5 montre ensuite que
des tests de recouvrements continus entre sphères peuvent également être réduits à des
calculs de racines de polynômes de degré trois, en utilisant le même mouvement qu’à
la section 2.4. La section 2.6 présente plusieurs optimisations des algorithmes de dé-
tection de collisions. Les tests élémentaires et les tests de recouvrement permettent de
construire une librairie de détection de collisions complète. Cette librairie est évaluée
dans la section 2.7, par des tests qui montrent la validité de l’utilisation d’un mouve-
ment intermédiaire arbitraire en détection de collisions continue. Enfin, la section 2.8
conclut le chapitre.

2.2 Mouvement intermédiaire arbitraire

Nous avons vu dans le premier chapitre que, dans la plupart des cas, les posi-
tions des objets ne sont connues qu’à des instants discrets. Dans la plupart des cas
en effet, ces positions sont calculées par le simulateur dynamique ou bien imposées
par l’interface utilisateur. Dans d’autres cas, le mouvement de l’objet est connu, peut
même s’exprimer analytiquement en fonction du temps, mais est trop complexe pour
pouvoir résoudre facilement les équations de détection de collisions, et ne peut servir
qu’à afficher les objets à des instants discrets. Pour ces raisons, nous ne pouvons pas
exploiter le mouvement réel de l’objet entre ces instants discrets.

En quelques mots, l’idée centrale de ce chapitre et du chapitre suivant est de
remplacer le mouvement de l’objet entre deux instants discrets successifs quelconques,
indisponible ou trop complexe, par un mouvement arbitrairement fixé, qui permette de
résoudre efficacement les équations de détection de collisions.

Bien sûr, ce mouvement intermédiaire arbitraire doit respecter plusieurs contraintes.
Notons tn et tn+1 deux instants discrets successifs quelconques, auxquels les positions
des objets sont connues, et In = [tn, tn+1] l’intervalle de temps intermédiaire correspon-
dant, pendant lequel le mouvement réel de l’objet n’est pas utilisable. Le mouvement
intermédiaire arbitraire doit être :

– rigide : l’objet doit rester rigide au cours du mouvement1,
1Nous nous autorisons cet abus de langage afin de simplifier le discours. Un terme de substitu-
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– interpolant : les positions de l’objet aux deux instants discrets doivent être les
mêmes pour le mouvement réel et le mouvement arbitraire,

– continu : comme le mouvement réel de l’objet, le mouvement arbitraire doit
passer continûment de la position réelle de l’objet à l’instant tn à la position
réelle de l’objet à l’instant tn+1.

Bien entendu, une quatrième contrainte est implicite : le mouvement arbitraire
doit être proche du mouvement réel. Il serait ainsi souhaitable de définir une mesure
permettant d’évaluer la différence entre le mouvement réel de l’objet et le mouvement
intermédiaire, utilisé pour détecter des collisions entre les instants discrets successifs.
Cependant, nous avons vu que ce mouvement réel est rarement disponible. Pour cette
raison, nous proposons d’utiliser pour référence le mouvement de l’objet défini à partir
de la position et de la vitesse déterminées par le calculateur dynamique. Ainsi, nous
avons vu qu’à tous les instants discrets successifs le calculateur dynamique déduit les
positions et vitesses des objets à partir de celles de l’instant précédent et éventuelle-
ment, pour les schémas d’intégration d’ordre supérieur (comme celui de Runge-Kutta à
l’ordre 4), de celles établies à certains instants intermédiaires. Il est possible, comme le
fait en quelque sorte le calculateur dynamique, de supposer que les vitesses translation-
nelle et rotationnelle de l’objet sont constantes durant le pas de temps. Un mouvement
arbitraire naturel est alors un mouvement dont les vitesses ne s’éloignent pas trop de
ces vitesses de références. Une autre possibilité consisterait à calculer les positions de
l’objet en plusieurs instants intermédiaires au moyen des équations de la dynamique
et à comparer ces positions aux positions de l’objet aux mêmes instants lorsque le
mouvement arbitraire est employé.

Une fois ces conditions (bien naturelles) remplies, cependant, le mouvement in-
termédiaire peut être arbitrairement choisi de façon que les équations de détection de
collisions puissent être résolues le plus efficacement possible.

Pour mieux nous représenter la façon dont le mouvement arbitraire est employé,
considérons par exemple le cas d’un simulateur dynamique interactif qui calcule la
position d’une théière et affiche une nouvelle image tous les trentièmes de seconde.
Entre deux images, le mouvement de la théière n’est pas visible par l’utilisateur et
peut être remplacé par un mouvement arbitraire. Puisque les positions réelles sont
respectées aux instants discrets successifs, seul le mouvement local de la théière est
modifié, et son mouvement global est conservé, comme le montre la figure 2.1. Dans
cet exemple, la position de la théière est connue à sept instants discrets t0, . . . , t6.
Dans la partie gauche ((a), agrandie en (c)), le mouvement réel de la théière entre
ces instants est représenté en transparence. Dans la partie droite ((b), agrandie en
(d)), les positions connues sont conservées, mais le mouvement réel de l’objet entre
deux positions connues successives a été remplacé par un mouvement intermédiaire
arbitraire, représenté en transparence. L’allure générale de la trajectoire de la théière
est conservée.

Il devrait être clair, maintenant, qu’utiliser un mouvement intermédiaire arbi-

tion, un peu plus général, pourrait être conservatif, pour exprimer la nécessité de conserver certaines
propriétés de l’objet au cours du mouvement, notamment sa rigidité.
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Fig. 2.1 – Utilisation d’un mouvement intermédiaire arbitraire pour interpoler les
positions successives connues de la théière. Dans la partie gauche de l’image (a, agrandie
en c), sept positions de la théière ont été déterminées par le calculateur dynamique.
Entre ces positions, la trajectoire réelle de la théière est représentée. Dans la partie
droite de l’image (b, agrandie en d), les sept positions déterminées par le calculateur
sont conservées, mais entre ces positions, le mouvement réel de l’objet est remplacé
par un mouvement intermédiaire arbitraire. La trajectoire globale de la théière est
inchangée.

traire est à peu près équivalent au principe sous-jacent de tout schéma d’intégration
des équations différentielles de la dynamique : discrétiser les équations différentielles
de la dynamique revient à supposer que les vitesses et accélérations sont constantes en
dehors de certains instants discrets.
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Nous allons maintenant formaliser les contraintes imposées sur le mouvement
intermédiaire arbitraire. Pour cela, notons PR(t) la matrice 4× 4 décrivant la position
réelle de l’objet au cours de l’intervalle de temps [tn, tn+1]. Rappelons que cette matrice
permet de calculer les coordonnées réelles (homogènes) xR(t) d’un point de l’objet dans
le repère global à partir de ses coordonnées (homogènes) xo dans le repère local de
l’objet :

xR(t) = PR(t)xo (2.1)

Les vecteurs xR(t) et xo sont des vecteurs homogènes de IR4, dont la dernière coordon-
née est le réel 1.

Notons maintenant PA(t) la matrice de position de l’objet donnée par le mouve-
ment arbitraire, au cours du même intervalle de temps [tn, tn+1]. De la même facon, les
coordonnées arbitraires xA(t) d’un point de l’objet dans le repère global sont obtenues
à partir de ses coordonnées dans le repère local de l’objet :

xA(t) = PA(t)xo (2.2)

Les trois contraintes se formalisent simplement :
– la contrainte de rigidité impose que la matrice PA(t) soit bien une matrice

de position à chaque instant t compris entre tn et tn+1. Autrement dit, elle
ne doit pas comporter de termes de déformation (changement d’échelle par
exemple), et doit être la combinaison d’une matrice de rotation et d’un vecteur
de translation, suivant la forme classique d’une matrice homogène de position :

PA(t) =

(
RA(t) TA(t)

0 1

)
(2.3)

– la contrainte d’interpolation impose simplement que PA(tn) = PR(tn), ainsi
que PA(tn+1) = PR(tn+1),

– la contrainte de continuité impose que la fonction t 7→ PA(t) soit continue sur
l’intervalle [tn, tn+1], autrement dit que les coefficients de RA(t) et TA(t) soient
des fonctions continues du temps sur cet intervalle.

Il est possible de définir rigoureusement la quatrième contrainte que nous avons
évoquée précédemment, et qui consiste à choisir un mouvement arbitraire proche du
mouvement réel. Il suffirait par exemple de définir l’erreur maximale sur la position des
points de l’objet résultant de l’emploi d’un mouvement arbitraire. Nous avons cepen-
dant constaté empiriquement que les mouvements arbitraires décrits dans ce mémoire
sont toujours suffisamment naturels, pour que l’utilisateur ne soit pas surpris par la po-
sition de l’objet qu’il manipule au moment de la collision (comme l’on peut s’y attendre
en examinant la figure 2.1).

Pour la même raison, nous n’avons pas ressenti la nécessité de définir des
contraintes de continuité et d’interpolation d’ordre supérieur. Pour certaines appli-
cations cependant, il est possible qu’il soit souhaitable de contraindre le mouvement
intermédiaire à interpoler non seulement les positions de l’objet aux instants discrets
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successifs, mais aussi les vitesses en ces mêmes instants, ou même les dérivées d’ordre
supérieur.

Notons que, d’après le schéma général d’un simulateur donné au chapitre pré-
cédent (figure 1.1), le fait de remplacer le mouvement des objets par un mouvement
arbitraire entre deux instants discrets successifs tn et tn+1 n’a de conséquence sur la
simulation que si une collision intervient entre ces deux instants, pour une paire quel-
conque d’objets. Si aucune collision n’est détectée sur l’intervalle de temps intermé-
diaire, les objets sont placés aux positions souhaitées par le calculateur dynamique. En
revanche, si une collision est détectée à l’instant tc entre deux objets, il est nécessaire
d’utiliser les mouvements arbitraires pour calculer les positions de tous les objets à
l’instant tc, puisque ce sont ces mouvements qui ont été employés pour la détection de
collisions.

Sans cela, en effet, des interpénétrations pourraient intervenir, comme le montre
la figure 2.2. En (a), une collision a été détectée à l’instant tc en utilisant le mouvement
intermédiaire arbitraire. En (b), le calculateur dynamique a été utilisé pour calculer la
position réelle de l’objet à l’instant tc, ce qui résulte en une interpénétration. Pour la
même raison, lorsqu’une collision est détectée, le mouvement arbitraire doit être aussi
utilisé pour les objets qui ne sont pas entrés en contact avec un autre objet. Evaluer
leurs positions réelles à l’instant tc grâce au calculateur dynamique pourrait engendrer
des interpénétrations, puisque ces positions réelles n’ont pas été employées pour la
détection de collisions.

Ainsi, l’utilisation d’un mouvement arbitraire intermédiaire pour détecter des
collisions perturbe le cours de la simulation. Il est en effet très peu probable que le
mouvement réel des objets et le mouvement intermédiaire arbitraire conduisent à dé-
tecter des collisions aux mêmes instants et aux mêmes endroits. Il n’est même pas ga-
ranti qu’une collision intervenant entre deux objets lorsque l’un des deux mouvements
(réel ou arbitraire) est utilisé intervienne aussi lorsque l’autre mouvement est employé.
Cependant, cette méthode permet, comme nous le verrons, de détecter des collisions
en continu très efficacement, en conservant les bénéfices d’une méthode continue qui
utiliserait le mouvement réel de l’objet (qui, de toutes façons, n’est pas disponible dans
la plupart des cas). Avec cette méthode, en effet, les objets sont en permanence dans un
état consistant : aucune interpénétration n’est possible et aucune collision ne peut être
manquée. Comme nous l’avons remarqué précédemment, nous avons pu constater au
cours de nos expériences qu’employer un mouvement arbitraire ne nuit pas au réalisme
de la simulation, au moins du point de vue d’un observateur humain.

Par ailleurs, pour certaines applications physiques plus rigoureuses, il devrait
suffire de réduire le pas de temps, grâce aux contraintes de continuité et d’interpolation
imposées sur le mouvement arbitraire. En effet, les instants entre lesquels le mouvement
de l’objet est remplacé ne sont pas nécessairement les instants auxquels les objets sont
affichés. Supposons par exemple que l’objet soit très rapide sur l’intervalle de temps
[tn, tn+1]. Afin de réduire l’erreur entre le mouvement réel de l’objet et le mouvement
arbitraire utilisé pour la détection de collisions, il peut être jugé préférable de subdiviser
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Fig. 2.2 – Afin d’éviter toute interpénétration, il est nécessaire de calculer les positions
des objets à l’instant de la collision en employant le mouvement intermédiaire utilisé
pour la détection de collisions, et non pas le mouvement réel de l’objet.

l’intervalle de temps en deux sous-intervalles [tn, ti] et [ti, tn+1], où ti = tn+tn+1

2
. Au

temps intermédiaire ti, la position de l’objet est évaluée, par exemple par le simulateur
dynamique, puis est utilisée pour remplacer le mouvement réel de l’objet par deux
mouvements arbitraires successifs, sur [tn, ti] puis [ti, tn+1]. Ceci permet de s’assurer
que la position intermédiaire au temps ti, au moins, est celle souhaitée par le simulateur
dynamique.

Ainsi, le défaut de précision entraîné par l’utilisation d’un mouvement intermé-
diaire arbitraire repose au fond sur le même principe d’approximation qui prévaut lors
de la discrétisation des équations de la dynamique. Ce défaut, tout relatif, puisque nous
avons pu constater le réalisme des simulations effectuées, est largement compensé par
les bénéfices que fournit une méthode de détection de collisions continue.

Pour conclure ce paragraphe, il est souhaitable de résumer en quelques mots le
principe de l’utilisation d’un mouvement intermédiaire arbitraire : puisque le mouve-
ment réel de l’objet entre deux instants discrets successifs quelconques n’est pas ex-
ploitable pour détecter des collisions en continu, il est remplacé par un mouvement
intermédiaire arbitrairement fixé, qui doit respecter trois contraintes : ce mouvement
arbitraire doit interpoler de façon rigide et continue les positions de l’objet aux deux
instants discrets. Parmi les mouvements arbitraires qui respectent ces contraintes, il
faut ensuite en choisir un, proche du mouvement réel de l’objet, qui permette de ré-
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soudre les équations de détection de collisions très efficacement.

2.3 Un mouvement arbitraire dérivé d’un vissage

Dans une première approche, que nous décrivons dans la suite du chapitre, nous
allons nous attacher à réduire le coût des équations de détections de collisions, en
utilisant un premier type de mouvement intermédiaire arbitraire qui nous permette de
résoudre très efficacement les équations de détection de collisions. Nous allons en effet
montrer qu’un certain type de mouvement intermédiaire permet de réduire à la fois les
équations de détection de collisions élémentaires et les tests de recouvrement entre des
sphères englobantes à des polynômes de degré trois.

Pour cela, nous allons dériver le mouvement intermédiaire arbitraire d’un vissage,
afin d’interpoler les positions successives des objets.

Un vissage V(ω, s,O,u) est la composée commutative d’une rotation et d’une
translation de mêmes axes. Les réels ω et s sont respectivement la quantité de rotation
et de translation de la transformation, O est un point de l’axe du vissage, et u est
un vecteur directeur de l’axe. Un exemple de vissage est représenté dans la figure
2.3. Dans cet exemple, le vissage transforme le point A en le point A′. Selon que la
rotation ou la translation est appliquée en premier au point A, le point intermédiaire
est respectivement A1 ou A2.

L’intérêt des vissages est qu’ils permettent d’interpoler deux positions rigides
quelconques d’un objet. En effet, quelles que soient les positions d’un objet aux instants
tn et tn+1, il existe un vissage unique qui transforme la position initiale (i.e. à l’instant
tn) en la position finale (i.e. à l’instant tn+1) (au choix de O sur l’axe près, et en
imposant à ω d’être positif [Cha1831]). Dans notre implantation, le vissage équivalent
au mouvement de l’objet est obtenu directement à partir des vitesses translationnelle
et rotationnelle de l’objet (cf annexe A).

En théorie, utiliser un vissage pour interpoler deux positions successives pourrait
conduire à un mouvement intermédiaire non naturel. Dans la figure 2.4, le mouvement
réel de l’objet (à gauche) a été remplacé par le vissage à angle positif équivalent (à
droite). Nous verrons cependant dans le chapitre 6 que, dans la pratique, les pas de
temps employés dans la simulation sont très petits, et l’utilisateur ne perçoit pas la
différence. Pour la même raison, le fait que le vissage n’interpole que les positions des
objets et non leurs vitesses, ou même les dérivées d’ordre supérieur du mouvement,
n’entrave pas le réalisme de la simulation interactive.

Supposons, sans perte de généralité, que l’intervalle de temps courant est l’in-
tervalle [0, 1]. Pour obtenir un mouvement rigide et continu qui interpole les positions
initiale et finale, il suffit de faire varier continûment les paramêtres ω et s. Ceci peut
être réalisé en choisissant deux fonctions a : IR2 × [0, 1] → IR et b : IR2 × [0, 1] → IR
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Fig. 2.3 – Un vissage est la composée commutative d’une rotation et d’une translation
de mêmes axes.

telles que, pour toute paire (ω, s) dans IR2, les fonctions

aω,s :

{
[0, 1] → R

t 7→ ω(t) = a(ω, s, t)

bω,s :

{
[0, 1] → R

t 7→ s(t) = b(ω, s, t)

(2.4)

soient C1, monotones, et respectent la condition d’interpolation, c’est-à-dire que
aω,s(0) = bω,s(0) = 0, et que aω,s(1) = ω et bω,s(1) = s.

La classe de mouvements intermédiaires arbitraires est alors de la forme :

M :

{
[0, 1]× R3 → R3

(t, A) 7→ A(t) = V(aω,s(t), bω,s(t), O, ~u)(A0)
(2.5)

où A0 est un point de l’objet à l’instant 0 et A(t) le même point au cours du mouvement
intermédiaire arbitraire. Il est important de remarquer que les deux fonctions a et b
dépendent seulement des paramètres du vissage, et non de la forme de l’objet. Ceci
garantit que tous les points de l’objet ont le même mouvement rigide. De plus, grâce
aux conditions imposées sur les fonctions aω,s et bω,s, les mouvements arbitraires de la
forme (2.5) sont bien rigides, continus et interpolants.
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Fig. 2.4 – Utilisation d’un vissage pour remplacer le mouvement le mouvement réel
de l’objet. a : le mouvement réel de l’objet est une translation à vitesse constante
(de haut en bas) combinée à une rotation à vitesse constante autour du centre de
gravité de l’objet. b : le mouvement réel de l’objet a été remplacé par le vissage à angle
positif équivalent (et unique). En théorie, l’utilisation d’un vissage comme mouvement
intermédiaire arbitraire pourrait conduire à des mouvements non naturels. Dans la
pratique, les pas de temps employés dans la simulation sont très faibles et l’utilisateur
ne perçoit pas la différence.

Cette description des mouvements intermédiaires est encore un peu formelle. Afin
de calculer, dans la pratique, les positions des points de l’objet au cours du temps, il est
préférable d’exprimer matriciellement les mouvements (2.5). Définissons tout d’abord
un repère du vissage comme un repère dont l’axe Oz est l’axe du vissage. Par symétrie
axiale, il existe une infinité de tels repères, et il suffit d’en choisir un. Dans l’un de ces
repères, le vissage peut être exprimé simplement :

V(t) =


cos(aω,s(t)) − sin(aω,s(t)) 0 0
sin(aω,s(t)) cos(aω,s(t)) 0 0

0 0 1 bω,s(t)
0 0 0 1

 (2.6)

pour t ∈ [0, 1]. Dans le repère global, le vissage est alors :

S(t) = P−1V(t)P (2.7)

où V(t) est le vissage d’axe Oz, P est la matrice de passage du repère global au repère
local du vissage, et P−1 est l’inverse de P. Notons que le vissage exprimé dans le repère
global est encore une matrice 4× 4 homogène.
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Grâce à l’expression du vissage dans le repère global (2.7), il est possible d’obte-
nir les coordonnées des points de l’objet xA(t) au cours du mouvement intermédiaire
arbitraire :

xA(t) = PA(t)xo = P−1V(t)PPoxo (2.8)

où xo représente les coordonnées du point dans le repère de l’objet, et P0 est la matrice
de position de l’objet à l’instant 0. La matrice de position de l’objet au cours du
mouvement arbitraire est PA(t).

Nous allons maintenant montrer comment le choix de deux fonctions a et b par-
ticulières va permettre de réduire les équations de détection de collisions élémentaires
à des polynômes de degré inférieur ou égal à trois.

2.4 détection de collisions élémentaires

Afin de simplifier le problème de la recherche des fonctions a et b, considérons à
partir de maintenant que l’un des deux objets est immobile. Lorsque deux objets sont
mobiles, il est possible de considérer leur mouvement relatif. Nous verrons cependant
que ceci peut entraîner des problèmes lorsque l’on veut détecter des collisions entre
plus de deux objets mobiles, et nous amènera à proposer une deuxième approche dans
le chapitre suivant.

Supposons de plus, pour simplifier les calculs, que les coordonnées des sommets
sont données dans un repère local du vissage. L’intervalle de temps considéré est, comme
précédemment, l’intervalle [0, 1]. D’après l’expression du vissage dans le repère local
(2.6), les coordonnées homogènes d’un point a au cours du mouvement sont (dans le
repère du vissage) :

a(t) =


ax(t)
ay(t)
az(t)

1

 = V(t)


ax

ay

az

1

 =


ax cos(aω,s(t))− ay sin(aω,s(t))

ax sin(aω,s(t)) + ay cos(aω,s(t))

az + bω,s(t)

1

 (2.9)

où ax(t), ay(t) et az(t) sont les coordonnées de a(t) au cours du mouvement, et ax, ay

et az sont les coordonnées de a au début du mouvement.

Nous avons vu au chapitre précédent qu’en détection de collisions continue, tous
les contacts entre deux objets polyédriques A et B font intervenir au moins l’un des
trois types de contact élémentaires non dégénérés :

– une arête de A entre en contact avec une arête de B.
– un point de A entre en contact avec une face de B.
– une face de A entre en contact avec un point de B.

Le troisième type de contact peut être ramené au deuxième en considérant le mou-
vement opposé des objets, et nous devons donc résoudre deux types d’équations :
arête/arête et point/face.
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Chapitre 2. Mouvements intermédiaires arbitraires

Commençons par le cas arête/arête. En reprenant l’équation (1.3) donnée au
chapitre précédent, et en supposant que la deuxième arête est immobile, il faut résoudre
l’équation suivante :

a(t)c · (a(t)b(t) ∧ cd) = 0 (2.10)

puisque les points c et d sont immobiles. En notant e(t) l’arête mobile a(t)b(t) (e pour
la position initiale ab), et f l’arête statique cd, l’équation (2.10) devient :

a(t)c · (e(t) ∧ f) = 0 (2.11)

Il faut maintenant exprimer chacun des termes de cette équation.

D’après (2.9), les coordonnées du vecteur a(t)c sont :

a(t)c =


cx − ax cos(aω,s(t)) + ay sin(aω,s(t))
cy − ax sin(aω,s(t))− ay cos(aω,s(t))

cz − az − bω,s(t)
0

 (2.12)

De même, les coordonnées du vecteur e(t) = a(t)b(t) sont :

e(t) =


ex cos(aω,s(t))− ey sin(aω,s(t))
ex sin(aω,s(t)) + ey cos(aω,s(t))

ez

0

 (2.13)

et les coordonnées du produit vectoriel e(t) ∧ f sont donc :

e(t) ∧ f =


fz(ex sin(aω,s(t)) + ey cos(aω,s(t)))− fyez

fxez − fz(ex cos(aω,s(t))− ey sin(aω,s(t)))
(fyex − fxex) cos(aω,s(t))− (fyey + fxex) sin(aω,s(t))

0

 (2.14)

En substituant ces dernières expressions dans l’équation initiale (2.11), en réor-
donnant les termes, et en utilisant l’identité trigonométrique bien connue cos2(x) +
sin2(x) = 1, on obtient la forme générale de l’équation de détection de collisions entre
une arête mobile et une arête statique, lorsque le mouvement de l’arête mobile est
dérivé d’un vissage :

A0 cos(aω,s(t))+A1 sin(aω,s(t))+(A2 cos(aω,s(t))+A3 sin(aω,s(t)))bω,s(t)+A4 = 0 (2.15)

où A0, A1, A2, A3 et A4 sont des coefficients constants qui dépendent des coordonnées
des arêtes au début du mouvement :

A0 =(az − cz)(fxey − fyex) + ez(axfy − ayfx) + fz(cxey − cyex)

A1 =(az − cz)(fxex + fyey)− ez(axfx + ayfy) + fz(cxex + cyey)

A2 =fxey − fyex

A3 =fxex + fyey

A4 =ez(fxcy − fycx) + fz(exay − eyax)

(2.16)
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2.4. détection de collisions élémentaires

Il est possible de constater dès maintenant que, si l’on prend les fonctions a
et b les plus simples possibles, qui donnent une vitesse de rotation et de translation
constantes : {

a(ω, s, t) = ωt

b(ω, s, t) = st
(2.17)

l’équation (2.15) est transcendante, car elle contient à la fois des fonctions trigonomé-
triques et des fonctions polynômiales de t. Cette équation ne peut donc être résolue
analytiquement avec de telles fonctions a et b.

Considérons maintenant le cas point/face. Le choix des fonctions a et b sera
effectué un peu plus loin. D’après l’équation (1.4) donnée au chapitre précédent, et en
considérant que la face bcd est immobile, l’équation de détection est :

a(t)b · n = 0 (2.18)

où n = bc ∧ bd est un vecteur normal à la face (non nécessairement unitaire). Cette
équation est légèrement plus simple que la précédente puisque seul le point a est mobile.

Les coordonnées du vecteur a(t)b sont :

a(t)b =


bx − ax cos(aω,s(t)) + ay sin(aω,s(t))
by − ax sin(aω,s(t))− ay cos(aω,s(t))

bz − az − bω,s(t)
0

 (2.19)

et les coordonnées du vecteur n sont :

n =


nx

ny

nz

0

 =


(cy − by)(dz − bz)− (cz − bz)(dy − by)
(cz − bz)(dx − bx)− (cx − bx)(dz − bz)
(cx − bx)(dy − by)− (cy − by)(dx − bx)

0

 (2.20)

En substituant ces expressions dans l’équation (2.18), et en réordonnant les
termes, on obtient la forme générale de l’équation de détection de collisions entre un
point mobile et une face immobile, lorsque le mouvement du point est dérivé d’un
vissage :

B0 cos(aω,s(t)) + B1 sin(aω,s(t)) + B2bω,s(t) + B3 = 0 (2.21)

où B0, B1, B2 et B3 sont des coefficients constants qui dépendent des coordonnées du
point et des sommets de la face :

B0 =− axnx − ayny

B1 =aynx − axny

B2 =− nz

B3 =bxnx + byny + (bz − az)nz

(2.22)
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Chapitre 2. Mouvements intermédiaires arbitraires

Remarquons qu’ici aussi l’équation de détection est transcendante lorsque les
vitesses de rotation et de translation sont constantes, et ne peut alors être résolue
analytiquement.

Il est temps de décrire des fonctions a et b qui permettent de réduire les équa-
tions de détection de collisions (2.15) et (2.21). Essentiellement, il suffit de transformer
les fonctions trigonométriques en des fonctions rationnelles d’un autre paramètre, en
faisant un changement de variables classique.

Ainsi, en posant : {
a(ω, s, t) = ωt

b(ω, s, t) = sf(t)
(2.23)

où f à la forme suivante :

f(t) =

{
t

tan(ωt/2)
tan(ω/2)

si ω = 0
sinon (2.24)

les équations (2.15) et (2.21) sont polynomiales en la variable t, lorsque le mouve-
ment est une translation pure (ce qui est facile à vérifier), ou bien en la variable
τ = tan(ωt/2), lorsque le mouvement comprend une quantité de rotation non nulle.

En effet, lorsque ω est non nul, les fonctions trigonométriques peuvent être pa-
ramétrées de façon classique : 

τ = tan(ωt/2)

cos(ωt) =
1− τ 2

1 + τ 2

sin(ωt) =
2τ

1 + τ 2

(2.25)

L’équation générale de détection de collisions entre une arête statique et une
arête mobile (2.15) devient alors :

A0
1− τ 2

1 + τ 2
+ A1

2τ

1 + τ 2
+

(
A2

1− τ 2

1 + τ 2
+ A3

2τ

1 + τ 2

)
s

tan(ω/2)
τ + A4 = 0 (2.26)

En réduisant au même dénominateur, et en réordonnant les termes, on obtient
une équation polynomiale en τ de degré inférieur ou égal à trois :

− sA2

tan(ω/2)
τ 3+

(
2sA3

tan(ω/2)
+ A4 − A0

)
τ 2+

(
2A1 +

sA2

tan(ω/2)

)
τ+A0+A4 = 0 (2.27)

De la même façon, il est possible de réduire l’équation de détection de collisions
entre un point et une face (2.21) à une équation polynomiale en τ , grâce aux paramé-
trisations (2.25). On obtient alors :

B0
1− τ 2

1 + τ 2
+ B1

2τ

1 + τ 2
+ B2

s

tan(ω/2)
τ + B3 = 0 (2.28)
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2.5. Tests de recouvrement entre hiérarchies de sphères

En réduisant au même dénominateur et en ordonnant les termes, on obtient bien
une équation polynomiale de degré inférieur ou égal à trois :

sB2

tan(ω/2)
τ 3 + (B3 −B0)τ

2 +

(
2B1 +

sB2

tan(ω/2)

)
τ + B3 + B0 = 0 (2.29)

Ainsi, les fonctions a et b particulières données dans les équations (2.23) et (2.24)
permettent de réduire les équations de détection de collisions élémentaires à des po-
lynômes de degré inférieur ou égal à trois. Les racines de ces polynômes peuvent être
calculées très efficacement par les formules de Cardan, par exemple.

2.5 Tests de recouvrement entre hiérarchies de sphères

Bien sûr, il n’est pas suffisant de résoudre efficacement les équations de détection
de collisions élémentaires, puisque tester toutes les paires possibles serait extrêmement
inefficace. Nous avons vu au chapitre précédent qu’une méthode très répandue en dé-
tection de collisions pour éviter de nombreux tests élémentaires non pertinents consiste
à utiliser des hiérarchies de volumes englobants.

Afin de conserver l’esprit du début de ce chapitre, nous souhaitons maintenant
choisir un type de volume englobant qui nous permette d’effectuer des tests de re-
couvrement très efficaces. Bien entendu, les hiérarchies de volumes englobants doivent
avoir le même mouvement que l’objet. Autrement dit, nous devons utiliser les mêmes
fonctions a et b que celles données dans la section précédente.

Il apparaît qu’il est très facile de détecter des recouvrements en continu entre
sphères, et que l’on peut, dans ce cas aussi, en utilisant les mêmes fonctions a et b,
réduire le test de recouvrement au calcul des racines d’un polynôme de degré inférieur
ou égal à trois.

Rappelons que, dans le cas discret, les sphères ont par exemple été utilisées par
Quinlan [Qui94] et Hubbard [Hub95].

Deux sphères A et B se recouvrent si et seulement si la distance entre leurs
centres a(t) et b(t) devient inférieure ou égale à la somme de leurs rayons rA and rB,
ce qui s’écrit formellement :

||b(t)− a(t)|| 6 rA + rB, (2.30)

ou bien, de façon équivalente :

||b(t)− a(t)||2 6 (rA + rB)2 (2.31)

plus facile à manipuler, puisque ||b(t)− a(t)||2 = a(t).a(t) + b(t).b(t)− 2a(t).b(t).
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Chapitre 2. Mouvements intermédiaires arbitraires

Le cas où le mouvement est une translation pure est extrêmement simple, et se
réduit à une équation du second degré. Lorsque ω est non nul, on procède comme précé-
demment. En considérant que seule la première sphère est mobile, que les coordonnées
des centres sont données dans un repère local du vissage, et que les mêmes fonctions
a et b sont utilisées, l’inéquation (2.31) est réduite à une inéquation polynomiale de
degré inférieur ou égal à quatre :

C4τ
4 + C3τ

3 + C2τ
2 + C1τ + C0 6 0 (2.32)

où les coefficients C0, C1, C2, C3 et C4 sont calculés en fonction des positions des points
au début du mouvement et des paramètres du vissage :

C4 =

(
s

tan(ω/2)

)2

C3 = 2
s(az − bz)

tan(ω/2)

C2 = ||ab||2 − (rA + rB)2 + 4(bxax + byay) +

(
s

tan(ω/2)

)2

C1 = 2

(
s(az − bz)

tan(ω/2)
+ 2(bxay − byax)

)
C0 = ||ab||2 − (rA + rB)2

(2.33)

Il est bien sûr possible de résoudre exactement les équations polynomiales de
degré quatre, mais, dans notre cas, ce n’est pas nécessaire. En effet, nous avons seule-
ment besoin de détecter les recouvrements entre les sphères, et non pas de calculer les
instants de premier contact entre elles. Pour cela, il suffit de dériver le polynôme de
l’inéquation (2.32) et de calculer les racines du polynôme de troisième degré obtenu.
Ces racines permettent d’évaluer les minima et maxima locaux de la fonction (2.32)
sur l’intervalle de temps [0, 1], et donc de savoir si les sphères se recouvrent ou non
durant cet intervalle.

Il est donc possible, en utilisant les deux fonctions particulières a et b décrites
dans ce chapitre, de réduire à la fois les tests de détection de collisions élémentaires
et les tests de recouvrement entre sphères englobantes à des polynômes de degré trois,
qui peuvent être résolus très efficacement. Nous disposons donc maintenant des outils
de base pour détecter des collisions en continu entre objets polyédriques.

Avant de présenter quelques optimisations possibles de la détection de collisions,
attardons nous un instant sur les hiérarchies de sphères.

Il existe plusieurs méthodes pour construire des hiérarchies de sphères englo-
bantes [Qui94, Hub95, RKK97, BS02]. Nous avons choisi une méthode semblable à
celle proposée par Quinlan [Qui94] et détaillée dans Ruspini et al. [RKK97]. Dans
cette approche bottom-up, un objet est recouvert dans un premier temps de petites
sphères, qui seront les feuilles de la future hiérarchie. Toutes ces petites sphères ont le
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Fig. 2.5 – La disposition des sphères feuilles varie avec leur rayon rf .

même rayon rf , définie par l’utilisateur, et qui est a priori indépendante de la taille
des primitives polyédriques (arêtes ou faces). Ainsi, une sphère feuille peut contenir
plusieurs sommets, plusieurs (morceaux d’) arêtes, et plusieurs (morceaux de) faces.
Inversement, une arête ou une face peut être recouverte par un nombre arbitraire de
sphères feuilles. Une règle traditionnelle, cependant, veut que les sphères feuilles ne
contiennent qu’un faible nombre de (morceaux de) primitives. Une fois que les sphères
feuilles sont créées, une méthode de type divide-and-conquer crée les noeuds internes de
la hiérarchie (qui sont des sphères, aussi), pour construire un arbre complet [RKK97].
La figure 2.5 montre comment la disposition des sphères feuilles de la hiérarchie varie
lorsque l’utilisateur modifie leur rayon rf .

2.6 Optimisations

Les algorithmes de détection de collisions que nous venons de décrire ont été
implantés en C++ pour former une librairie de détection de collisions. Nous présentons
maintenant plusieurs optimisations permettant d’accélérer la détection de collisions.
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2.6.1 Mise en cache des coordonnées des sommets

A chaque fois qu’une détection de collisions élémentaire est effectuée, les coor-
données des points caractérisant les primitives (c’est-à-dire les points, les extrémités
des arêtes ou les sommets des faces) doivent être exprimées dans le repère du vissage
correspondant au mouvement de l’objet. Rappelons en effet que, même lorsque les deux
objets sont mobiles en même temps, on considère leur mouvement relatif. C’est alors
ce mouvement relatif qui est remplacé par un mouvement intermédiaire dérivé d’un
vissage.

Malheureusement, ces points peuvent appartenir à plusieurs primitives, et cer-
taines primitives peuvent être situées dans plusieurs sphères feuilles englobantes. De
plus, une sphère appartenant à l’objet A peut recouvrir plusieurs sphères appartenant
à l’objet B. Afin de ne pas avoir à recalculer les coordonnées des points dans le repère
du vissage à chaque fois qu’elles sont nécessaires, ces coordonnées sont stockées dans
un tableau.

Comme les fonctions de détection de collisions ne traitent qu’une paire d’objets
à la fois, il est possible de stocker ces coordonnées temporaires dans deux tableaux sta-
tiques (un pour chaque objet), de taille bornée nmax et supérieure au nombre maximal
de points dans un objet :

cVertex cacheA[nmax]; // coordonnées des points de A dans le repère du vissage
cVertex cacheB[nmax]; // coordonnées des points de B dans le repère du vissage

Afin de savoir si, au cours du traitement d’une paire d’objets, un sommet à déjà
été transféré dans le repère du vissage, nous employons une méthode classique : un
entier cdstamp est incrémenté à chaque fois qu’une nouvelle paire d’objets est traitée,
et deux tableaux d’entiers (un pour chaque objet), également de tailles nmax, sont
utilisés :

unsigned int stampA[nmax]; // pour l’objet A
unsigned int stampB[nmax]; // pour l’objet B

Dès qu’un point d’indice i, appartenant à l’objet A, doit être transféré dans le
repère du vissage, on commence par examiner la valeur de stampA[i]. Si cette valeur
est égale à cdstamp, alors le point à déjà été transféré et ses coordonnées sont lues
dans cacheA[i]. Dans le cas contraire, ses coordonnées dans le repère du vissage sont
calculées et stockées dans cacheA[i], et l’entier stampA[i] devient égal à cdstamp.
Cette méthode permet de ne pas avoir à réinitialiser entièrement les tableaux stampA
et stampB à chaque fois qu’une nouvelle paire d’objets est traitée. Nous utiliserons dans
le chapitre 4 une méthode semblable, et employant de nouveau l’entier cdstamp.
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2.6.2 Délimitation de la trajectoire de la sphère

Dans le cas général d’un test de recouvrement entre sphères (lorsque ω et s sont
non nuls), où le degré du polynôme à résoudre est trois, il est possible de détecter, tout
d’abord, un recouvrement entre un volume englobant la trajectoire de la sphère mobile
et la deuxième sphère. Ce volume englobant est le cylindre d’axe Oz dans le repère du
vissage. La plupart du temps, ceci permet d’éviter la résolution de l’équation générale.

Enfin, dans les cas particuliers (rotation pure ou translation pure), il est pos-
sible d’effectuer les tests de recouvrement sans avoir à effectuer de divisions entre des
flottants.

De plus, avant de calculer les racines du polynôme de degré trois, il est aussi très
facile de déterminer si les sphères se recouvrent à l’instant initial ou final, en évaluant le
polynôme de degré quatre en τ = 0 (position initiale) et τ = tan(ω/2) (position finale).
Comme l’on cherche seulement à savoir si les sphères se recouvrent dans l’intervalle
de temps [0, 1], il n’est pas nécessaire de poursuivre les calculs lorsque les sphères se
recouvrent aux positions initiale ou finale.

2.6.3 Passage de l’instant courant de collision

En détection de collisions continue, seul le premier instant de collision dans [0, 1]
est intéressant (ainsi que les primitives qui entrent en contact à cet instant). Ainsi,
durant le parcours récursif des hiérarchies englobantes, il est nécessaire de maintenir
un instant de première collision courant tc. Au début de la détection de collisions
entre les deux objets, cet instant courant a une valeur signifiant qu’aucune collision n’a
pour l’instant été trouvée (par exemple −1, puisque qu’un instant de collision valide se
trouve nécessairement dans l’intervalle [0, 1]). Ensuite, à chaque fois qu’une collision est
détectée entre deux primitives (i.e. entre deux arêtes, ou entre un point et une face),
tc est mis à jour si la nouvelle collision intervient dans l’intervalle [0, tc] (si tc vaut −1,
alors tc devient égal au nouvel instant de collision).

Il est possible d’accélérer la détection de collisions en passant la valeur courante
de tc aux fonctions de tests élémentaires et aux fonctions de tests de recouvrement,
afin de ne détecter des collisions ou des recouvrements que dans l’intervalle [0, tc]. Ceci
est particulièrement utile dans le cas des tests de recouvrements, puisque de nombreux
tests élémentaires peuvent être évités.

Ainsi, dans le cas, par exemple, d’un objet très rapide qui tente de passer com-
plètement au travers d’un obstacle fin, il faudrait en effet, en théorie, tester toutes les
sphères de la hiérarchie de l’objet mobile (et probablement plusieurs fois). Avec cette
méthode, une fois qu’une première collision a été détectée entre deux primitives à l’ins-
tant tc, les fonctions de détection de collisions ne testent plus que l’intervalle de temps
[0, tc]. Sur cet intervalle de temps, l’objet à un mouvement réduit, et une grande partie
des sphères qui l’englobent n’entrent plus en contact avec des sphères englobantes de

61



Chapitre 2. Mouvements intermédiaires arbitraires

Fig. 2.6 – La théière est à moitié entrée dans la grande sphère feuille du cube (situé
sous la théière), ce qui conduit à de nombreux tests élémentaires. Pour éviter cette
situation, toutes les sphères feuilles de la scène doivent avoir a peu près la même taille.

l’obstacle. De nombreux autres tests, élémentaires ou de recouvrement, peuvent alors
être évités.

2.6.4 La méthode des étiquettes

Finalement, une optimisation s’est révélée particulièrement efficace dans certaines
situations. Elle est fondée sur la cohérence spatiale des hiérarchies de volumes englo-
bants.

Dans un environnement virtuel composé d’objet mobiles et immobiles, en effet,
une règle simple gouverne le choix des sphères feuilles pour chaque objet : elles doivent
être à peu près de même taille, pour tous les objets. Il n’est pas suffisant qu’elles ne
contiennent qu’un faible nombre de primitives, puisqu’une sphère feuille d’un objet A
peut contenir de nombreuses sphères feuilles d’un objet B, comme le montre la figure
2.6.
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Dans cet exemple, A est un simple cube, dont la hiérarchie englobante ne contient
qu’une sphère feuille, qui englobe la totalité du cube, et B est une théière, dont la
hiérarchie englobante est de profondeur 5 (seules les sphères feuilles sont dessinées).
Puisque la théière est à moitié entrée dans la sphère feuille du cube, une grande partie
de ses sphères feuilles doit être testée, faisant ainsi perdre l’intérêt d’utiliser un arbre
de profondeur 5 pour englober la théière et accélérer la détection de collisions.

Fig. 2.7 – Une situation problématique sans les étiquettes. De nombreuses paires de
sphères feuilles en contact conduisent à tester plusieurs fois la même paire de faces.

Cependant, cette règle peut conduire à ce que de nombreuses sphères feuilles
recouvrent une seule face. Si deux faces de ce type, recouvertes par un grand nombre
de sphères feuilles, et appartenant chacune à un objet, se rapprochent l’une de l’autre
comme dans la figure 2.7, alors l’algorithme de parcours des hiérarchies englobantes va
tester la paire de faces autant de fois que de paires de sphères feuilles se recouvrant.

Un moyen d’éviter ceci est d’ajouter une étiquette aux noeuds de la hiérarchies.
Deux noeuds feuilles qui contiennent le même ensemble de primitives ont la même
étiquette (un entier par exemple). Pour les noeuds internes, une règle simple est utilisée
pour étiquetter récursivement la hiérarchie. Si tous les fils d’un noeud ont la même
étiquette, alors la même étiquette est donnée à ce noeud. Dans le cas contraire, une
nouvelle étiquette, différente de toutes celles utilisées jusqu’a présent pour étiquetter
l’arbre, est utilisée (il suffit de transmettre à la fonction récursive le numéro de la
dernière étiquette employée).
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Fig. 2.8 – Deux objets A et B identiques à celui représenté ici ont été utilisés pour
tester la méthode des étiquettes. Dans le mouvement employé pour le test, l’objet A
se rapproche de l’objet B puis s’en éloigne.

Lorsque deux noeuds doivent subir un test de recouvrement, l’algorithme de
parcours des hiérarchies détermine si la paire formée par leurs étiquettes a déjà été
testée. Si c’est le cas, la fonction se termine. Il n’est pas nécessaire de parcourir la
descendance des noeuds, même s’ils se recouvrent. Sinon (si leur paire n’a pas déjà été
testée), le test de recouvrement est effectué, et le parcours des hiérarchies se poursuit
de façon habituelle.

Lorsque deux noeud feuilles ont été complètement testés (i.e. lorsque tous les
tests élémentaires faisant intervenir les primitives qu’ils contiennent ont été effectués),
la paire formée par leurs étiquettes est marquée, pour signifier qu’elle a été testée.

Une table de hachage est utilisée pour stocker (et retrouver) les paires d’étiquettes
testées. Pour compléter cette technique, trois tables de hachage supplémentaires sont
employées pour stocker les paires de primitives testées (une pour les tests arête/arête,
une pour les tests point/face, et une pour les tests face/point).

Cette optimisation a permis de réduire significativement le temps total de calcul
dans les cas semblables à celui de la figure 2.7. Un test simple a consisté à utiliser deux
objets indentiques à celui de la figure 2.8. L’objet B est immobile, tandis que l’objet
A, mobile, suit un chemin enregistré. Au début du mouvement, l’objet A est éloigné
de l’objet B. Il s’en rapproche au milieu du mouvement pour s’en éloigner de nouveau,
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comme décrit dans la figure 2.8.

Le tableau 2.1 donne le nombre total de tests sphère/sphère (S/S), arête/arête
(A/A), point/face (P/F) et face/point (F/P) sur l’ensemble de la trajectoire enregis-
trée, selon les tables de hachage utilisées. Il apparaît que, dans cet exemple, la table de
hachage S/S seule permet d’éliminer 17% des tests de détection de collisions, et que les
quatre tables de hachage employées ensemble permettent d’éliminer plus de 20% des
tests.

Pas de tables S/S A/A-P/F-F/P S/S-A/A-P/F-F/P
Tests S/S 1.213.596 1.017.112 1.213.596 1.017.112
Tests A/A 87.284 61.916 20.717 20.717
Tests P/F 3.963 3.155 2.367 2.367
Tests F/P 3.858 3.098 2.317 2.317

Total 1.308.701 1.085.281 1.238.997 1.042.513

Tab. 2.1 – La méthode des étiquettes permet de réduire le nombre de tests de collisions
et de tests de recouvrements.

Notons qu’un autre avantage de la méthode des étiquettes est qu’elle permet de
factoriser la hiérarchie englobante de l’objet et ainsi de réduire la quantité totale de
mémoire nécessaire pour stocker la hiérarchie. Par exemple, lorsque deux noeuds feuilles
ont la même étiquette, il est possible de stocker une seule fois la liste des primitives
contenues dans la feuille. L’étiquette de la feuille sert alors de pointeur vers la liste des
primitives.

Remarquons enfin que cette méthode exploite seulement le fait que la structure
d’accélération, la hiérarchie englobante, est un arbre, et ne dépend pas de la nature des
volumes englobants.

2.7 Discussion

2.7.1 Evaluation des algorithmes

Afin d’évaluer d’une part, l’utilisation d’un mouvement intermédiaire arbitre en
détection de collisions continue et, d’autre part, le mouvement arbitraire spécifique que
nous venons de décrire, nous avons procédé à plusieurs tests de la librairie de détection
de collisions. Essentiellement, nous avons pu constater les avantages d’une méthode
de détection de collisions continue dans le cadre de la simulation dynamique en temps
réel, et dans celui de la manipulation d’objets.
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2.7.2 Simulation dynamique temps réel

Une première série de tests a été conçue pour valider l’utilisation d’un mouvement
intermédiaire arbitraire en détection de collisions, en particulier lorsque le réalisme de
la simulation doit être respecté. Pour cela, nous avons dans cette première série de tests
implanté les lois simples du rebond d’objets rigides. Ces lois sont bien connues [Mac60],
et très faciles à implanter lorsque l’instant de collision et la position du contact sont
connus, comme c’est le cas lorsque une méthode de détection de collisions continue est
utilisée. Nous avons donc pu faire rebondir des objets (un à la fois) sur un sol virtuel.

Les algorithmes de détection de collision se sont révélés assez efficaces pour faire
rebondir des objets comportant plusieurs milliers de faces en temps réel, c’est-à-dire
avec un taux de rafraîchissement supérieur au taux de rafraîchissement de la carte gra-
phique. Le pas de temps était fixé à un trentième de seconde, et permettait d’obtenir un
mouvement physiquement réaliste. De plus, le fait qu’aucune méthode de backtracking
n’ait due être employée pour replacer les objets dans une position réaliste à chaque
rebond (et localiser le contact) aidait à maintenir un taux de rafraîchissement élevé.

Notons par ailleurs que les simulations se sont révélées être extrêmement robustes
(pas de comportement incohérent, ni d’instabilités, et ce même avec des vitesses ini-
tiales aléatoires), ce qui est de première importance dans une simulation dynamique
interactive. Nous avons pu constater que certains produits commerciaux, même pour de
telles simulations, doivent être configurés attentivement pour produire des simulations
réalistes. Ces produits utilisent en effet une méthode détection de collision discrète et
leur module de réponse à la collision ne semble pas capable de gérer les arêtes non
partagées, ou les surfaces pures qui ne sont pas des volumes, comme la théière de la
figure 2.9.

Les tests de nos algorithmes effectués avec cette théière, qui pose des problèmes
dans les produits commerciaux évoqués, nous ont ainsi permis de constater la robustesse
de la simulation utilisant les algorithmes de détection de collisions continue.

2.7.3 Manipulation d’objets

Une deuxième série de tests a été conçue pour montrer le confort et le réalisme
obtenus en utilisant une méthode de détection de collisions continue interactive. Pour
cela, une application simple à été programmée, permettant de manipuler un objet
et de le faire entrer en contact avec un objet immobile. La manipulation de l’objet
était effectuée au clavier sur un PC et grâce à un périphérique à six degrés de liberté
(une SpaceBallTM) sur une SGI. Puisque, dans cette série de tests, le but était d’évaluer
l’efficacité de la détection de collisions continue avec le mouvement arbitraire spécifique
présenté dans les sections précédentes, et non pas la réponse à la collision, l’objet mobile
était stoppé à chaque fois qu’il entrait en contact avec l’objet statique. L’utilisateur
avait alors la possibilité de se déplacer dans la scène, afin de vérifier l’exactitude de
la détection de collisions, et de constater que les objets étaient bien en contact, et ne

66



2.7. Discussion

Fig. 2.9 – Manipulation d’objet. La détection de collisions continue permet bien
d’éviter toute interpénétration lors de la manipulation. Une option de l’application
permettait de visualiser la position qu’aurait eue l’objet si une méthode de détection
de collisions discrète avait été employée (en b).

s’interpénétraient pas. L’utilisateur avait aussi la possibilité d’afficher la position finale
intentionnelle de l’objet, c’est-à-dire la position que l’objet aurait eue si une méthode
de détection de collisions discrète avait été employée.

La figure 2.9 montre une théière mobile, manipulée par l’utilisateur, qui vient
d’entrer en contact avec un lapin statique. La partie (c) de l’image est un gros plan de
la scène vue en (a), obtenu en se déplaçant dans la scène après le contact. La partie
(b) montre la position finale intentionnelle de la théière. Les deux objets sont affichés
en transparence, afin de mieux voir l’interpénétration qu’aurait entrainé une méthode
de détection de collisions discrète.

La figure 2.10 montre une situation problématique pour une méthode de détection
de collisions discrète, résolue par une méthode continue. En (a) et (b), le lapin a
un mouvement général, comportant une translation de gauche à droite et une légère
rotation. Les lapins transparents correspondent aux positions initiales et finales du
lapin opaque. Puisque le mouvement ne dure qu’un seul pas de temps, une méthode
discrète détecterait une collision dans le cas (a) seulement, et échouerait dans le cas (b).
Dans les deux cas cependant, la méthode continue introduite dans ce chapitre parvient
à stopper l’objet.
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Fig. 2.10 – En b, une méthode discrète ne parvient pas à arrêter le lapin. La méthode
continue introduite dans ce chapitre permet de détecter une collision dans les deux cas.

2.7.4 Inconvénients de cette première approche

Les tests effectués ont permis de valider l’utilisation d’un mouvement intermé-
diaire arbitraire pour détecter des collisions en continu efficacement sans perturber le
réalisme des simulations dynamiques. En particulier, nous avons montré qu’un mou-
vement arbitraire spécifique, dérivé d’un vissage, permet de réduire les équations de
détection de collisions élémentaires et les tests de recouvrement entre sphères englo-
bantes à des polynômes de degré inférieur ou égal à trois. Ces polynômes, que l’on
peut résoudre de façon simple et robuste, sont la clé de l’efficacité de cette première
approche.

Cependant, nous avons pris pour hypothèse dans cette première approche que l’un
des deux objets est immobile. Bien qu’il soit possible de détecter des collisions entre
deux objets mobiles en considérant le mouvement relatif des objets, il est impossible de
généraliser cette approche lorsque plus de deux objets sont mobiles. La raison essentielle
de ce problème vient de ce qu’en composant deux mouvements arbitraires obtenus à
partir des fonctions a et b spécifiques décrites par les équations 2.23 et 2.24, on n’obtient
pas un mouvement arbitraire de même type. Il n’est donc pas possible de considérer
les mouvements relatifs lorsque plus de deux objets sont mobiles.

Considérons en effet trois objets A, B et C. Pour détecter une collision entre
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A et B, il faut calculer le mouvement relatif de A par rapport à B, et remplacer ce
mouvement relatif par un vissage. De même, pour calculer une collision entre A et C, il
faut calculer le mouvement relatif de A par rapport à C, et remplacer ce mouvement par
un vissage. Cependant, si une collision intervient dans l’intervalle de temps considéré (et
même si elle intervient entre d’autres objets que les objets A, B ou C), il est nécessaire
de positionner les objets à l’instant de collision. Pour cela, puisque l’on a considéré le
mouvement de A par rapport à B, il faut d’abord positionner B par le mouvement
de vissage, puis positionner A en se servant du mouvement de vissage relativement au
mouvement de B. Cependant, il faudrait de la même façon positionner A par rapport
au mouvement de C. Il n’existe cependant aucune raison pour que les deux positions,
celle obtenue à partir de A et celle obtenue à partir de B, correspondent.

Il existe bien sûr plusieurs applications qui ne nécessitent de déplacer qu’un seul
objet à la fois, notamment certaines applications de prototypage virtuel. Cependant,
nous souhaitons maintenant proposer une approche qui permette de détecter des col-
lisions en continu lorsque plusieurs objets sont mobiles en même temps, en particulier
lorsque certains objets sont des chaînes poly-articulées.

Un deuxième inconvénient réside dans le fait de prendre des sphères pour volumes
englobants. Nous avons été incités à faire ce choix en raison de notre souhait, dans
cette première approche, de réduire le coût des équations de détection de collisions
élémentaires et des tests de recouvrement. Nous avons vu en effet qu’il était possible,
en choisissant des sphères englobantes, de réduire également les tests de recouvrement
continus à des polynômes de degré trois.

Les sphères cependant, sont une mauvaise approximation des objets peu sphé-
riques ! Nous avons en effet pu constater que, dans certains cas, il est nécessaire de
recouvrir une seule face d’un grand nombre de petites sphères (cf figure 2.6). Ceci
peut réduire l’efficacité de la détection de collisions.

2.8 Conclusion

Dans ce deuxième chapitre, nous avons proposé d’utiliser un mouvement inter-
médiaire arbitraire (bien qu’obligatoirement rigide et continu), pour interpoler les po-
sitions successives des objets et résoudre efficacement les équations de détection de
collisions continues. Nous avons ainsi montré que, loin d’être une restriction de la gé-
néralité de l’approche, un mouvement intermédiaire arbitraire permet de remplacer
le mouvement de l’objet, généralement inconnu, sur des intervalles de temps succes-
sifs, dans le même esprit que celui qui sous-tend la discrétisation des équations de la
dynamique.

L’aspect le plus important de la notion de mouvement arbitraire est donc sans
doute la justification de son applicabilité, et non la proposition de tel ou tel mouvement
particulier. Les méthodes continues préalables, en effet, proposaient déjà des mouve-
ments intermédiaires spécifiques. Outre leur manque d’efficacité, pour les raisons que
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nous avons exposées au chapitre précédent, leur recours à un mouvement particulier,
généralement pour remplacer la trajectoire globale de l’objet et non sa trajectoire lo-
cale sur de petits intervalles de temps successifs, conduisait à les écarter au profit des
méthodes discrètes [Bar93].

Nous avons également, dans une première approche, concentré nos efforts sur la
réduction du coût des équations de détection de collisions, et avons pour cela proposé
un premier type de mouvement arbitraire, dérivé d’un vissage, qui permet de réduire
à la fois les tests élémentaires et les tests de recouvrement continus entre sphères
englobantes à des polynômes de degré inférieur ou égal à trois, qui peuvent être résolus
simplement et efficacement par les méthodes de Cardan.

Nous avons présenté plusieurs optimisations de la détection de collisions et mon-
tré, en particulier, que les inconvénients liés à l’utilisation de sphères comme volumes
englobants pouvaient être diminués par une méthode d’étiquetage.

Plusieurs tests ont permis de valider l’utilisation d’un mouvement intermédiaire
arbitraire pour détecter des collisions en continu efficacement sans perturber le réalisme
des simulations dynamiques.

Nous avons cependant remarqué qu’en nous concentrant sur le coût des équations
de détection de collisions, nous avions en quelque sorte été incités à utiliser des sphères,
peu efficaces lorsque les objets sont fins ou étroits.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter une deuxième approche, toujours
fondée sur l’utilisation de mouvements intermédiaires arbitraires, dans laquelle nous
allons nous attacher à réduire le nombre d’équations de détection de collisions, en choi-
sissant des volumes englobants plus adaptés et en utilisant des méthodes de résolution
adaptées à ces volumes englobants. En ne cherchant plus à obtenir des équations de dé-
tection de collisions polynômiales, nous allons également pouvoir détecter des collisions
entre plusieurs objets mobiles.
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Chapitre 3

Arithmétique d’intervalles et boîtes
englobantes orientées

Ce chapitre présente une deuxième approche envisagée pour détecter des collisions
en continu entre objets polyédriques rigides. Contrairement à la première approche,
la méthode proposée dans ce chapitre permet de gérer le cas d’objets simultanément
mobiles, et celui des chaînes polyarticulées rigides. Nous montrons aussi comment la
méthode introduite ici peut accélérer les méthodes connues de détection de collisions
continues entre surfaces paramétriques ou implicites rigides.

3.1 Introduction

Le chapitre précédent s’est concentré sur la définition de la notion de mouve-
ment intermédiaire arbitraire rigide, et sur son application à la détection de collisions
continue entre objets polyédriques rigides. Dans une première approche, nous nous
sommes attachés à définir une classe de mouvements particuliers, dérivés d’un vissage,
qui permet de réduire à la fois les équations de détection de collisions élémentaires
(arête/arête, point/face et face/point), et les tests continus de recouvrement entre
sphères, à des polynômes de degré trois. Ces polynômes, dont les coefficients peuvent
être calculés à l’aide des coordonnées des primitives et des paramètres du mouvement
de l’objet, peuvent être résolus simplement à l’aide des formules de Cardan. Ces po-
lynômes, ainsi que le principe sous-jacent de l’utilisation d’un mouvement arbitraire,
sont la clé de l’efficacité de cette première approche.

Une hypothèse importante de la première approche, cependant, est que l’un des
deux objets est immobile. Bien qu’il soit possible de considérer le mouvement relatif de
deux objets pour effectuer une détection de collisions entre deux objets mobiles, il n’est
pas possible d’utiliser la classe de mouvements choisis dès que plus de deux objets sont
simultanément en contact, ou s’apprêtent à l’être. La loi de composition, en effet, n’est
pas stable sur la classe de mouvements intermédiaires choisis. Par ailleurs, la contrainte
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Fig. 3.1 – Positionnement précis d’une portière de voiture. La méthode de détection de
collisions continue décrite dans ce chapitre permet de positionner la portière précisément
(sans interpénétrations) et interactivement. Le squelette de la voiture comporte environ 29000
triangles. La portière en contient environ 16000 (modèles 3d c©Renault).

que nous nous sommes imposés en souhaitant obtenir des équations de détection de
collisions que l’on peut résoudre exactement (comme c’est le cas des polynômes de degré
trois), nous a conduit à utiliser des hierarchies de sphères pour accélérer la détection de
collisions. Nous avons remarqué cependant que, dans le cas d’objets fins ou plats, il est
parfois nécessaire d’utiliser de nombreuses petites sphères pour recouvrir l’objet. Afin
d’éviter un ralentissement important de la détection de collisions, nous avons été amenés
à développer une optimisation spécifique, la méthode des étiquettes. Bien qu’efficace
lorsque l’objet présente une importante cohérence spatiale, cette optimisation peut
s’avérer inutile dès lors que l’objet comporte, par exemple, des surfaces rugueuses, ou
même simplement triangulées.

Dans une deuxième approche, décrite dans ce chapitre, nous souhaitons concen-
trer nos efforts sur l’étude de volumes englobants plus appropriés aux objets poly-
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édriques. Les tests de recouvrement entre volumes englobants représentent en effet une
part non négligeable du temps total de détection de collisions entre deux objets, comme
indiqué par la traditionnelle équation de coût (équation (1.5)). Aussi, nous avons sup-
primé la contrainte qui consiste à chercher à obtenir des équations simples (i.e. que
l’on peut résoudre analytiquement), qui entravait trop le choix du volume englobant,
et avons cherché à obtenir un test continu de recouvrement entre volumes englobants
le plus efficace possible.

Nous avons choisi d’avoir recours à des hiérarchies de boîtes englobantes orien-
tées (OBBs) en raison de leurs performances dans un grand nombre d’applications,
en particulier dans celles ou les objets peuvent être très proches les uns des autres.
Les hiérarchies sont des arbres binaires construit classiquement [Got99, GLM96]. Nous
avons pu constater, avec les auteurs précédents, que les hiérarchies construites à partir
d’une approche top-down les mieux ajustées sont généralement obtenues grâce à la
règle de répartition min-max [Got99]. Dans une approche top-down, la hiérarchie est
construite de haut en bas : pour un ensemble de triangles donnés, une boîte englobante
est construite, puis les triangles sont répartis dans deux sous-ensembles et le proces-
sus est itéré tant qu’un sous-ensmelbe contient plus d’un triangle. Essentiellement, la
règle de répartition min-max consiste à choisir les sous-ensembles de triangles de façon
à minimiser la taille de la plus grande des deux boîtes englobant les sous-ensembles.
La figure 3.2 montre plusieurs niveaux de la hiérarchie de boîtes englobantes orientées
associée à une théière.

Le test discret de recouvrement entre deux OBBs statiques le plus efficace est
probablement celui décrit par Gottschalk et al. [GLM96], qui repose sur le théorème de
l’axe séparateur.

Supposons que le premier OBB soit décrit par trois axes e1, e2 et e3, un centre
TA, et ses demi-tailles suivant ses axes a1, a2 et a3. De la même façon, le second OBB
est décrit par ses axes f1, f2 et f3, son centre TB, et ses demi-tailles suivant ses axes b1,
b2 et b3. D’après le théorème de l’axe séparateur, deux OBBs statiques se recouvrent
si et seulement si quinze tests d’axe séparateur échouent. Un test d’axe séparateur est
simple : l’axe a sépare les OBBs si et seulement si

|a ·TATB| >
3∑

i=1

ai|a · ei|+
3∑

i=1

bi|a · fi| (3.1)

Les quinzes axes suffisants sont déduits des axes des OBBs :

a ∈ {ei, fj, ei ∧ fj, 1 6 i 6 3, 1 6 j 6 3} (3.2)

Les termes de l’inégalité (3.1) ont une interprétation géométrique simple : le
membre de gauche correspond à la distance entre les centres, suivant la direction de a,
et le membre de gauche correspond à la somme des demi-rayons des boîtes, suivant la
même direction. La figure 3.3 montre un exemple d’application dans le plan. Dans cet
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Fig. 3.2 – Niveaux 1, 2, 3, 5, 7 et 10 de la hiérarchie de boîtes englobantes associée à
la théière.

Fig. 3.3 – L’axe e1 sépare les deux boîtes orientées car, dans la direction de l’axe, la
distance entre les centres des boîtes |e1 ·TATB| est plus grande que la somme de leurs
rayons, égale à (a1|e1 · e1|+ a2|e1 · e2|) + (b1|e1 · f1|+ b2|e1 · f2|).
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exemple, l’axe e1 est séparateur, car la distance entre les centres dans cette direction,
égale à |e1 ·TATB|, est supérieure à la somme des deux rayons apparents (i.e. dans la
direction de e1), égale à (a1|e1 · e1|+ a2|e1 · e2|) + (b1|e1 · f1|+ b2|e1 · f2|).

Il est formellement simple de transformer ce test discret en un test continu. En
effet, lorsque les boîtes englobantes se déplacent au cours d’un intervalle de temps, les
deux membres de l’inégalité (3.1) sont des fonctions continues du temps. Cependant,
en raison notamment des valeurs absolues intervenant dans les tests d’axe séparateur
(3.1), le mouvement intermédiaire décrit dans les chapitres précédents entraîne que les
deux membres de l’inégalité sont des fonctions polynomiales par morceaux. Calculer les
racines de chacun de ces morceaux de polynômes, même exactement, conduirait à un
test de recouvrement très inefficace. C’est la raison pour laquelle nous avons préféré
abandonner la recherche d’équations polynômiales simples.

Notons que nous ne perdons pas de vue l’esprit de la première approche. Le(s)
mouvement(s) intermédiaire(s) que nous proposons d’utiliser dans ce chapitre sont en-
core simples, en ce sens qu’ils favorisent une implantation efficace de la détection de
collisions. Cependant, nous ne cherchons plus à obtenir des solutions algébriques aux
équations de détection de collisions. De plus, nous évitons ainsi le problème dû à la
composition des mouvements, et pouvons donc détecter des collisions entre plusieurs
objets mobiles et des chaînes poly-articulées acycliques rigides. Nous avons vu précé-
demment qu’un mouvement de vissage rigide, de paramètres ω et s, peut être décrit
de la manière suivante :

V(t) =


cos(ω.t) − sin(ω.t) 0 0
sin(ω.t) cos(ω.t) 0 0

0 0 1 s.t
0 0 0 1

 (3.3)

Dans ce cas, la rotation et la translation au cours du vissage sont constantes. Alors
que ce mouvement entraîne un système transcendant inacceptable dans l’approche
précédente car impossible à résoudre exactement, nous pouvons maintenant l’utiliser.
De même, nous pouvons tout aussi bien remplacer les fonctions cosinus et sinus par
toute paire de fonctions C : [0, 1] → IR et S : [0, 1] → IR satisfaisant :

C2(t) + S2(t) = 1 t ∈ [0, 1] (3.4)

et les conditions initiales et finales :
C(0) = 1
C(1) = cos(ω)
S(0) = 1
S(1) = sin(ω)

(3.5)

afin d’optimiser au mieux l’implantation des fonctions de détection de collisions.

S’il s’avère par exemple que l’évaluation d’une racine carrée est moins coûteuse
que celle de fonctions trigonométriques, nous pouvons contraindre ω à appartenir à
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l’intervalle [0, π
2
] et prendre :

{
C(t) = cos(ω).t

S(t) =
√

1− C2(t)
(3.6)

Le point important est que nous pouvons maintenant composer des mouvements
du type (2.7) et donc détecter des collisions entre plusieurs objets mobiles et/ou des
chaines poly-articulées acycliques1 rigides.

Aussi, afin de résoudre les équations élémentaires d’une part, et de détecter conti-
nûment des recouvrements entre volumes englobants d’autre part, nous nous reposons
maintenant sur l’arithmétique d’intervalles. Plus précisément, les algorithmes décrits
dans ce chapitre reposent sur l’intégration efficiente de l’arithmétique des intervalles
(AI) et des hiérarchies de boîtes englobantes orientées (OBBs). Les deux approches
bénéficient l’une de l’autre. L’arithmétique des intervalles est utilisée pour calculer de
façon robuste les instants auxquels les primitives (points, arêtes et faces) entrent en
contact, et pour dériver un test de recouvrement conservatif et continu entre deux
OBBs mobiles à partir du test de recouvrement discret.

Inversement, les boîtes englobantes permettent, à l’instar des sphères du chapitre
précédent, d’éliminer de nombreux tests élémentaires (arête/arête, point/face ou face/
point) non pertinents, qui rendaient les précédentes méthodes fondées sur l’arithmé-
tique des intervalles impraticables pour des objets polyédriques complexes.

Rappelons en effet, comme cela a été vu dans le premier chapitre, que l’arith-
métique d’intervalles a déjà été utilisée en détection de collisions continue [VHBZ90,
Duf92, SWFCB93]. Cependant, ces méthodes n’utilisent pas de tests de recouvrements
continus entre boîtes englobantes orientées pour accélérer la détection de collisions, et
ne sont pas utilisables ou facilement adaptables pour détecter des collisions entre objets
polyédriques complexes [Sny95].

La prochaine section présente les principes de base de l’arithmétique d’intervalles.
La section 3.3 introduit le test de recouvrement continu entre deux OBBs et présente
les tests de détection de collisions élémentaires (arête/arête, point/face ou face/point).
La section 3.4 explique brièvement comment la méthode introduite dans ce chapitre
peut être utilisée pour accélerer les techniques de détection de collisions entre surfaces
paramétriques ou implicites rigides. La section 3.5 présente plusieurs optimisations de
la méthode, permettant d’accélérer significativement la détection de collisions. Enfin,
la section 3.6 conclut le chapitre.

1Acycliques, car une boucle créerait une incohérence dans les mouvements des objets de la chaîne,
comme dans l’approche précédente. Ce qui n’est pas génant pour un groupe d’objet en contact, en
raison de la distance de sécurité entre les objets (cf chapitre 6), devient un problème pour des objets
dont les mouvements sont continûment dépendant les uns des autres au cours de l’intervalle de temps.
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3.2 Arithmétique d’intervalles

En quelques mots, l’arithmétique d’intervalles consiste à calculer avec des in-
tervalles réels plutôt qu’avec des nombres réels. Sous sa forme moderne, elle a été
introduite par le travail de thèse de R.E. Moore [Moo62] et est désormais un sujet de
recherche à part entière. Une introduction générale à l’arithmétique d’intervalles est
donnée par exemple par Kearfott [Kea96]. Snyder [Sny92] a présenté quelques applica-
tions de l’aritmétique d’intervalles à l’informatique graphique, notamment pour obtenir
des approximations de courbes implicites.

Nous utiliserons seulement des intervalles fermés. Pour mémoire, la définition
d’un intervalle réel fermé [a, b] est :

I = [a, b] = {x ∈ IR, a 6 x 6 b}

Cette définition peut être généralisée aux vecteurs d’éléments de IR :

In = [a1, b1]× ...× [an, bn]

= {x = (x1,...,xn) ∈ IRn, ai 6 xi 6 bi ∀i, 1 6 i 6 n}

L’ensemble des intervalles de nombres réels est noté IIR, tandis que l’ensemble
des intervalles vectoriels est noté IIRn.

Les opérations élémentaires sur les nombres réels peuvent être transposées aux
intervalles :

[a, b] + [c, d] = [a + c, b + d]

[a, b]− [c, d] = [a− d, b− c]

[a, b]× [c, d] = [min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)]

1/ [a, b] = [1/b, 1/a] si a > 0 ou b < 0

[a, b] / [c, d] = [a, b]× (1/ [c, d]) si c > 0 ou d < 0

[a, b] 6 [c, d] si b 6 c

(3.7)

Pour les opérations dans IIRn, les calculs sont effectuées coordonnée par coordonnée.

L’arithmétique des intervalles permet de borner naturellement des fonctions de
la variable réelle sur des intervalles. Précisément, à toute fonction réelle donnée f :
IR → IR, on associe une fonction d’inclusion f̃ : IIR → IIR telle que

x ∈ I ⇒ f(x) ∈ f̃(I) (3.8)

pour tout intervalle I de IR.

Les fonctions d’inclusion idéales sont celles qui bornent exactement l’intervalle
image f(I), quel que soit l’intervalle I. S’il est parfois difficile de calculerdes fonctions
d’inclusions idéales, il est beaucoup plus facile de calculer des fonctions d’inclusion
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pratiques, i.e. qui suffisent à résoudre notre problème, en utilisant l’arithmétique d’in-
tervalles.

Ainsi, d’après les équations (2.7) et (3.3), les deux fonctions d’inclusion dont
nous avons besoin sont celles des fonctions sinus et cosinus. Une seule autre fonction
d’inclusion est requise dans le test continu de recouvrement entre boîtes englobantes
introduit dans la section 3.3, la fonction valeur absolue. Pour ces fonctions, des fonctions
d’inclusion peuvent être obtenues facilement, comme expliqué dans Snyder [Sny92].
Ensuite, les opérations élémentaires (equation (3.7)) sont récursivement appliquées
pour calculer les fonctions d’inclusion des coordonnées d’un point ou d’un vecteur.

Considérons par exemple le cas d’un point mobile dans le repère global R0. Nous
avons vu au chapitre précédent que ses coordonnées sont :

xG(t) = P−1V(t)PPoxo (3.9)

où xo représente les coordonées du point dans le repère de l’objet, et Po est la matrice
de passage du repère de l’objet au repère global R0.

Par conséquent, les fonctions d’inclusion des coordonnées sont :

x̃G(t) = P−1Ṽ(t)PPoxo (3.10)

où les opérations sont effectuées sur les intervalles, comme indiqué dans l’équation
(3.7).

L’intérêt des fonctions d’inclusions est qu’elles fournissent un moyen simple de
calculer de façon robuste les racines d’une fonction f : I → IR. La plus simple de ces
méthodes est celle de la subdivision binaire récursive.

Supposons qu’une fonction d’inclusion f̃ soit disponible. Alors f̃(I) = [a, b] est
calculé. Si a > 0 ou b < 0, il ne peut y avoir de racine dans l’intervalle I. Dans le cas
contraire, il peut y avoir une racine (mais pas nécessairement, puisque f̃(I) peut ne pas
borner exactement l’image de f sur I, et/ou que f peut ne pas être continue). Dans ce
cas, l’intervalle I est divisé en deux intervalles égaux [a, m] et [m, b], où m = 1/2(a+b),
et les calculs sont maintenant effectués sur les deux intervalles plus petits. Ce processus
se poursuit récursivement jusqu’à ce que la taille d’un intervalle I soit plus petite qu’un
seuil pré-déterminé. Dans ce cas, l’algorithme déclare qu’une racine a été trouvée. Il
peut être montré que si f est continue sur l’intervalle I, l’algorithme ne peut manquer
aucune racine. C’est le cas dans le problème qui nous intéresse puisque les mouvements
des objets sont continus.

Dans le cas de la détection de collision, nous verrons que le seuil imposé sur I
permet d’imposer une précision à la fois sur l’instant de premier contact, et sur la
distance parcourue par les primitives durant l’intervalle de temps I (cf section 3.3).

Remarquons cependant que si la fonction f est nulle sur un intervalle non vide
I0, cette méthode de calcul de racines ne renvoie qu’un nombre fini d’intervalles, dont
l’union contient I0, et dont le nombre dépend du seuil pré-déterminé.
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Notons enfin que l’arithmétique d’intervalles permet de gérer naturellement le
problème de la précision finie d’un ordinateur. Les opérations (3.7) supposent en effet
une précision infinie. Sur un ordinateur conforme aux normes IEEE de calcul flottant
cependant, il est possible d’effectuer les calculs en arrondissant par défaut pour les
bornes inférieures, et par excès pour les bornes supérieures. Dans notre implantation,
les valeurs de tolérance sont supérieures à la précision du processeur, et il est possible
de ne pas se soucier de ce niveau de précision sans entraver la robustesse de la détection
de collisions.

3.3 Arithmétique d’intervalles et détection de colli-
sions continue

Nous pouvons maintenant décrire l’intégration des algorithmes de détection de
collisions. Nous dérivons le test continu de recouvrement entre OBBs à partir du test
discret proposé par Gottschalk et al. [GLM96], et nous détaillons les méthodes de
détection de collisions élémentaires entre les primitives polyédriques (sommets, arêtes
et faces). Enfin, nous nous intéressons au problème de la précision de la détection de
collision, naturellement pris en compte par l’arithmétique d’intervalles.

3.3.1 détection de collisions entre OBBs

Puisque nous souhaitons détecter des collisions en continu, il nous faut un moyen
de déterminer si deux OBBs mobiles se recouvrent durant un intervalle de temps [t0, t1],
et pas seulement aux positions initiales et finales.

Un point important est que nous n’avons besoin que d’un test conservatif. En
effet, bien qu’un recouvrement entre deux OBBs doive être détecté, ce n’est pas fonda-
mentalement un problème de déclarer à tort qu’il y en a eu un. Lorsque l’algorithme
de traversée des hiérarchies englobantes se termine, aucune collision ne peut avoir été
manquée. Notons que des tests conservatifs sont utilisés dans d’autres méthodes de
détection de collision, notamment celles faisant intervenir les k-dops [KHMSZ98].

Le test continu de recouvrement est constitué de deux étapes :
1. Effectuer d’une version continue des quinze tests d’axe séparateur.
2. Si la première étape conclut que les OBBs se recouvrent pour l’intervalle de

temps courant, effectuer un test de subdivision, afin de déterminer s’il est utile
de subdiviser l’intervalle de temps.

3.3.1.1 Tests d’axes séparateurs continus

La première étape est obtenue facilement à partir du test discret de recouvrement
et de l’arithmétique d’intervalles. Les deux membres de l’inégalité (3.1) sont des fonc-
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Fig. 3.4 – Aucun axe ne permet de séparer les boîtes durant tout l’intervalle de temps.

tions continues du temps dépendant des positions (changeantes) des OBBs au cours de
l’intervalle de temps. Les deux fonctions peuvent être bornées en utilisant l’arithmé-
tique d’intervalles, comme décrit dans la section 3.2.

Notons [l1, l2] un encadrement du membre de gauche de l’inégalité (3.1), et [r1, r2]
un encadrement du membre de droite de la même inégalité. Si l1 > r2, l’axe a sépare les
deux OBBs sur tout l’intervalle de temps. La première étape consiste ainsi à effectuer
quinze tests d’axes séparateurs similaires.

Cette première étape, cependant, peut seulement détecter un axe qui sépare les
deux OBBs durant l’intervalle de temps tout entier. Pourtant, les deux OBBs peuvent
ne pas s’interpénétrer pendant l’intervalle de temps et être séparés par des axes diffé-
rents au cours du mouvement. Ceci ne peut pas être détecté par la première étape du
test continu : les quinze tests d’axe séparateurs continus échouent, et la première étape
de l’algorithme déclare que les OBBs se recouvrent au cours de l’intervalle de temps.
Ce phénomène est représenté dans la figure 3.4. Aucun des axes (quatre dans le cas de
boîtes planes) n’est séparateur durant tout l’intervalle de temps.

Dans les méthodes de recherche de racines utilisant l’arithmétique d’intervalles,
ce problème est résolu en subdivisant l’intervalle, ou en recourant à des méthodes plus
sophistiquées pour réduire la taille de l’intervalle, comme les méthodes de Newton
par intervalles [Sny92, SWFCB93]. Afin d’éviter des subdivisions automatiques ou des
méthodes gourmandes en temps de calcul, nous proposons d’utiliser comme seconde
étape un simple test de subdivision. Ce test est une heuristique, dans le même esprit
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que les méthodes de Newton par intervalles, puisqu’il dépend des vitesses des OBBs,
mais est beaucoup moins coûteux en calculs.

3.3.1.2 Test de subdivision

Généralement, un axe séparant les OBBs à un instant donné ne les séparera pas
durant l’intervalle de temps entier si les objets bougent trop vite relativement à leur
taille. Ceci est précisément ce que le test de subdivision vérifie : brièvement, les OBBs
sont projetés sur la direction de leur vitesse relative. En premier lieu, la vitesse relative
des centres des OBBs au début de l’intervalle de temps est calculée (ceci revient à
considérer que le deuxième OBB est immobile).

En supposant que TA est exprimée dans le repère global R0, alors sa vitesse peut
être déduite de l’équation (3.9) :

v(TA) = P−1
A V′

A(t0)PATA (3.11)

où t0 est la borne inférieure de l’intervalle de temps courant, et où PA et VA(t0)
décrivent le vissage associé au premier objet. La matrice V′

A(t0) est calculée simplement
à partir de l’équation (3.3) en différentiant les éléments de la matrice par rapport au
temps.

V′
A(t0) =


−ωA sin(ωA.t0) −ωA cos(ωA.t0) 0 0
ωA cos(ωA.t0) −ωA sin(ωA.t0) 0 0

0 0 0 sA

0 0 0 1

 (3.12)

Des expressions semblables peuvent être déduites pour le second OBB. Notons
maintenant vr = v(TA)− v(TB) la vitesse relative des centres des OBBs. Alors (t1 −
t0)|vr| est approximativement la taille du chemin relatif parcouru par les centres des
OBBs durant l’intervalle de temps. Ainsi, l’intervalle de temps [t0, t1] est subdivisé si
et seulement si :

3∑
i=1

ai|vr · ei(t0)|+ (t1 − t0)|vr| > k.

3∑
i=1

bi|vr · fi(t0)| (3.13)

où k est une constante pré-déterminée. Si l’intervalle n’est pas subdivisé, l’algorithme
déclare que les OBBs se sont interpénétrés durant l’intervalle de temps. C’est ici que
le test continu de recouvrement n’est que conservatif. L’algorithme peut déclarer à
tort que deux OBBs se recouvrent durant un intervalle de temps. Cependant, il ne
manque aucun recouvrement réel. De plus, nos expériences ont montré que la plupart
des fausses déclarations peuvent être éliminées en prenant k = 0.15 (cf section 3.5.2).

3.3.2 détection de collisions entre primitives polyédriques

Comme nous l’avons rappelé dans la première approche, la détection de collisions
continue entre objets polyédriques est en quelque sorte plus simple, bien que plus

81



Chapitre 3. Arithmétique d’intervalles et boîtes englobantes orientées

coûteuse, que la détection de collisions discrète, puisque toutes les configurations de
contact impliquent l’un au moins des trois types de contacts non dégénérés : arête/arête,
point/face et face/point. De plus, ainsi que nous l’avons vu au chapitre précédent,
chaque test peut être formulé de façon que le premier instant de contact soit une racine
d’une fonction du temps.

Dans le cas arête/arête, une collision est d’abord détectée entre les droites conte-
nant les arêtes en résolvant l’équation (1.3) grâce à la méthode de recherche de racines
par intervalles décrite dans la section 3.2. Une solution dans [0, 1] est conservée si et
seulement si le point d’intersection des droites appartient aux arêtes.

Dans les cas point/face et face/point, une collision est d’abord détectée entre le
point et le plan contenant la face en résolvant l’équation (1.4) grâce à la même méthode
de résolution par intervalles. Les solutions tr dans [0, 1] sont conservées si et seulement
si a(tr) est à l’intérieur du triangle b(tr)c(tr)d(tr).

Remarquons que dans la méthode de résolution récursive décrite dans la section
3.2, lorsqu’un intervalle de temps [tl, tr] est divisé en deux intervalles [tl, tm] et [tm, tr],
les solutions sont d’abord récursivement cherchées dans [tl, tm]. Si et seulement si au-
cune solution valide n’est trouvée dans cet intervalle, alors le second intervalle [tm, tr]
est récursivement examiné. Ceci permet de faire en sorte que la première racine valide
obtenue est celle correspondant au premier contact entre les objets. De plus, puisque
la méthode de résolution de la section 3.2 renvoie des intervalles, la valeur utilisée pour
estimer l’instant de première collision est la borne inférieure de l’intervalle, offrant ainsi
une sécurité supplémentaire contre les erreurs d’arrondi.

3.3.3 Précision de la détection de collisions

La méthode de résolution utilisée dans les tests entre primitives dépend d’un
seuil sur la taille maximale d’un intervalle Ic qui peut être renvoyé par une fonction
de détection de collisions entre primitives. Cette taille maximale définit clairement la
précision sur l’instant de premier contact, puisque c’est un intervalle de temps. Il est
ainsi possible de définir naturellement une première borne sur l’intervalle renvoyé Ic :

Ic < ε0 (3.14)

Il est en fait aussi possible d’imposer une précision sur les positions des primitives
à l’instant de premier contact renvoyé par la fonction de détection de collisions en
définissant une autre taille maximale ε1 pour le dernier intervalle Ic renvoyé. La taille
maximale effectivement autorisée est ensuite définie comme étant la plus petite des
deux bornes ε0 et ε1.

La borne imposée par la tolérance sur la position des primitives s’obtient sim-
plement en utilisant le mouvement des objets. Utilisons par exemple le mouvement de
vissage simple, à vitesses de rotation et de translation constantes, donné par l’équation
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(3.3). Si dt est un petit intervalle de temps, alors la taille dl du chemin hélicoïdal suivi
par un point p d’un objet suivant ce vissage est :

dl = |p′(t)|dt

=
√

s2 + ω2(x2 + y2)dt
(3.15)

où s et ω sont les paramètres du vissage associé à l’objet, et où x et y sont les deux
premières coordonnées de p dans le repère local du vissage. Notons εp l’erreur maximale
autorisée sur la position du point p lorsque la méthode de subdivision se termine.
Nécessairement :

dl < εp (3.16)

pour le dernier intervalle de temps renvoyé. Afin d’imposer ceci, un intervalle de temps
valide (i.e. qui contient une racine) doit être subdivisé jusqu’à ce que

dt < ε1 =
εp√

s2 + ω2(x2 + y2)
(3.17)

Puisque les positions des points de contact ne peuvent être connues à l’avance,
une borne semblable est calculée pour chacun des quatre points a, b, c et d définissant
les primitives polyédriques du test élémentaire courant (cf les équations pour le test
arête/arête (1.3) et le test point/face (1.4)). La taille maximale de l’intervalle est ensuite
définie comme le plus petit de ces quatre majorants. Puisque les primitives polyédriques
(c’est-à-dire les sommets, les arêtes et les faces) sont convexes, ceci permet d’assurer
que l’erreur maximale autorisée sur la position du point de contact est respectée.

Pour un autre mouvement intermédiaire, tel celui donné en introduction de ce
chapitre (équation (3.6)), les bornes s’obtiennent de façon similaire.

3.4 Extension aux surfaces paramétrées ou implicites

Utiliser l’arithmétique d’intervalles pour détecter des collisions entre surfaces
paramétrées ou implicites, comme le font Snyder et al. [SWFCB93] revient à calculer
au moment de la détection des boîtes englobantes alignées sur les axes du repère global.

Considérons par exemple la surface paramétrée mobile (et éventuellement défor-
mable) suivante :

P :

{
IR4 → IR3

(x, t) 7→ y = P(x, t)
(3.18)

et notons X × I un intervalle dans IIR3 × IIR. D’après la définition d’une fonction
d’inclusion, Y := P̃(X) est un intervalle dans IIR3. Géométriquement, Y est donc une
boîte englobante alignée sur les axes du repère global. Plus précisément, cette boîte
englobe la partie de l’objet paramétrée par X au cours de l’intervalle de temps I. Pour
détecter une interpénétration ou un premier contact entre deux surfaces paramétrées,
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il suffit donc d’évaluer Y sur des intervalles X × I de plus en plus petits pour chaque
surface, comme lors de l’utilisation de hiérarchies de volumes englobants.

Cependant, Snyder et al. remarquent qu’évaluer Y peut être extrêmement coû-
teux pour des objets complexes, puisque la structure décrivant l’objet (ou sa fonction
d’inclusion) doit être traversée.

Pour des surfaces paramétrées ou implicites rigides, une hiérarchie de boîtes orien-
tées englobantes peut être précalculée et le test continu de recouvrement d’OBBs in-
troduit dans cette section peut être utilisé pour éliminer rapidement des tests non
pertinents. En effet, quelle que soit la complexité sous-jacente de la partie de l’objet
englobée, le test de recouvrement entre OBBs prend un temps constant (contrairement
à l’évaluation de Y = P̃(X)). C’est lorsque des feuilles de la hiérarchie englobante
se recouvrent, seulement, que les tests entre les parties des objets contenues dans ces
feuilles peuvent être effectués grâce à la méthode de Snyder et al.

3.5 Optimisations

Comme dans l’approche précédente, il est possible de développer des optimisa-
tions spécifiques à l’utilisation de boîtes englobantes en continu. Afin de tester ces
optimisations, nous avons de nouveau couplé les algorithmes de détection de collisions
aux algorithmes de dynamique présentés dans le chapitre 5. La méthode de couplage
est la même (recours à une distance de sécurité entre les objets, cf chapitre 6).

La base de données choisie est celle du moteur du lève-vitre fournie par Renault
(décrite au chapitre 6). Une trajectoire complexe unique a été enregistrée, faisant inter-
venir des configurations variées (objet mobile proche ou éloigné des objets statiques)
et des cohérences temporelles plus ou moins importantes (objet mobile plus ou moins
rapide). Certaines étapes de cette trajectoire sont visibles dans la figure 3.5. Cette tra-
jectoire unique a ensuite été rejouée pour chaque optimisation et pour leurs variantes
en enregistrant les différentes statistiques de la détection de collisions. Selon les cas,
ces statistiques peuvent être :

Les temps sont exprimés en secondes. Le temps T représente le temps total passé
à rejouer les actions de l’utilisateur, mais n’inclut pas le temps passé à afficher les
images. Plus précisément, T est le temps total passé dans la fonction NextStep de la
classe cScene (cf annexe A). Notons enfin que tous les tests ont été effectués sur un
Pentium PC 1GHz. Selon les optimisations, le temps total T varie entre une trentaine
de secondes et une minute, reflétant ainsi la variété et la complexité des situations
testées au cours de la trajectoire.
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Fig. 3.5 – Extraits de la trajectoire de test utilisée. Les situations d’interaction typiques
ont toutes été incluses. a : objet mobile éloigné de la portière. b : moteur en contact
intérieur. c : près du rail du lève-vitre. d : mouvement rapide près de l’ajour.

3.5.1 Tests discrets

Afin de ne pas effectuer de trop nombreux tests OBB/OBB continus, un test
discret de recouvrement est effectué aux positions initiales et finales avant chaque test
continu. Si ces tests discrets montrent que les OBBs statiques se recouvrent à l’instant
initial ou final, alors il n’est pas nécessaire d’effectuer le test recouvrement continu,
puisque nous cherchons simplement à savoir si les volumes englobants se recouvrent
au cours de l’intervalle de temps. Dans le cas contraire, c’est-à-dire lorsque les boîtes
englobantes ne se recouvrent ni à l’instant initial, ni à l’instant final, il est bien sûr
absolument nécessaire d’effectuer le test de recouvrement continu complet, afin de
garantir que toutes les collisions seront détectées.

Puisque notre implantation du test continu est approximativement cinq fois plus
lente que celle du test discret, ceci conduit à une accélération significative de la dé-
tection de collisions dans des situations à forte cohérence temporelle. Bien sûr, cette
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NBV Nombre de tests BV/BV au cours de la simulation
NAA Nombre de tests A/A au cours de la simulation
NPF Nombre de tests P/F au cours de la simulation
NFP Nombre de tests F/P au cours de la simulation
NFP Nombre de tests F/P au cours de la simulation
TBV Temps total pour les tests BV/BV
TAA Temps total pour les tests A/A
TPF Temps total pour les tests P/F
TFP Temps total pour les tests F/P
T Temps total pour la simulation

Tab. 3.1 – Notations utilisées lors des tests de la librairie.

optimisation est inutile dans des configurations générales.

Dans notre implantation, le test discret aux positions finales est exécuté, puis
vient le test discret aux positions initiales, puis vient enfin le test continu. Il est bien
entendu tout à fait possible d’intervertir les deux tests discrets, mais, d’une part, il est
nécessaire de faire un choix et, d’autre part, ceci nous a semblé légèrement plus général,
en ce sens qu’il permet davantage d’accélérer les situations ou un objet initialement
éloigné de l’environnement vient en contact avec celui-ci. Bien sûr, il est possible de
trouver des environnements pour lesquels les objets sont en permanence très proches
du décor, ou très proches les uns des autres. Dans ce cas, il est sans doute préférable
d’intervertir les deux tests discrets.

Notons qu’il est bien nécessaire d’effectuer les deux tests discrets. Le test discret
final du pas de temps courant [tn, tn+1] ne peut en effet pas servir de test discret initial
pour le pas de temps suivant lorsqu’une collision a été détectée, puisque le pas de temps
suivant commence alors avant tn+1. Dans le cas où aucune collision n’a été détectée au
pas de temps précédent, le test discret initial n’est bien sûr pas nécessaire.

Le tableau 3.2 récapitule les résultats des tests (dans le tableau, test discret final
indique bien le test discret à l’instant final, et non pas le test discret réalisé en second).
Il apparait que l’utilisation de tests discrets permet d’accélérer significativement la
détection de collisions, et donc la simulation tout entière.

Remarquons que par sa nature même, cette optimisation permet seulement de
réduire le nombre de tests de recouvrement continus entre volumes englobants, et n’a
aucune influence sur le nombre de détection de collisions élémentaires effectuées. Ceci
est d’ailleurs visible dans le tableau 3.2 : le gain de temps obtenu grâce aux tests
discrets (44, 73− 27, 99 = 16, 74s) se retrouve approximativement sur le gain de temps
total pour la simulation T (55, 99− 39, 10 = 16, 89s).

Notons aussi que TBV représente le temps total requis par les fonctions de recou-
vrement entre volumes englobants, qu’elles soient continues ou discrètes. Il est possible
de détailler les résultats du tableau 3.2 en recensant le nombre total de tests discrets
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TBV (secondes) T (secondes)
Sans tests discrets 44,73 55,99
Test discret final seul 30,75 41,83
Test discret initial seul 30,11 41,21
Tests discrets initial et final 27,99 39,10

Tab. 3.2 – L’utilisation de tests OBB/OBB discrets aux positions initiales et finales
des objets avant le test de recouvrement continu permet d’accélérer significativement
la détection de collisions.

initiaux N i
BV , finaux N f

BV , et continus N c
BV , ainsi que les temps totaux respectifs T i

BV ,
T f

BV et T c
BV . Il est alors possible de décomposer TBV :

TBV = T i
BV + T f

BV + T c
BV = (N i

BV + N f
BV )× Cd

BV + N c
BV × Cc

BV (3.19)

où Cd
BV et Cc

BV sont respectivement le coût moyen d’un test BV/BV discret et le coût
moyen d’un test BV/BV continu. Cette équation de coût montre clairement que l’accé-
lération résultant de cette optimisation dépend fortement de la nature du mouvement
de l’objet et de sa position par rapport à l’environnement. Ainsi, dans le cas d’une
forte cohérence temporelle, comme c’est le cas par exemple lors du positionnement
précis d’un objet, ou bien lors de manipulation d’un objet en contact, l’accélération
de la détection de collisions peut être beaucoup plus importante que celle donnée dans
le tableau 3.2, qui représente une trajectoire mixte. Plus la cohérence temporelle est
importante, et plus cette optimisation permet d’éviter un nombre important de tests
continus.

Notons cependant que, même dans le cas d’une forte cohérence temporelle (et
même dans le cas limite d’un objet immobile), les volumes englobants qui ne pénètrent
pas un autre volume englobant à l’instant initial ou final doivent impérativement faire
l’objet d’un test continu. Pour tirer parti de la cohérence temporelle en elle-même, et
éviter certains tests continus, il faudrait par exemple utiliser le mouvement des boîtes
englobantes, à la manière de Mirtich [Mir96], pour estimer une borne inférieure sur
l’instant de premier recouvrement entre boîtes englobantes. Ceci nous a cependant
semblé a priori trop coûteux, en raison notamment de la nécessité de calculer avant
l’estimation de la borne inférieure les points les plus proches appartenant aux deux
boîtes englobantes.

Si l’on considère de nouveau la trajectoire utilisée dans le tableau 3.2, et que l’on
décompose TBV , on obtient les résultats suivants :

Ce tableau appelle deux remarques. Tout d’abord, il est possible de constater
que, bien que les deux tests discrets utilisés séparément sont à peu près aussi efficaces
l’un que l’autre, il est encore plus efficace de les utiliser ensemble, et ce malgré le
surcoût engendré. La dernière ligne du tableau 3.3 montre en effet que, même après le
test discret final, le test discret initial permet d’éliminer encore plus de 6% des tests
continus.
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T f
BV N f

BV T i
BV N i

BV T c
BV N c

BV

Sans tests discrets - - - - 44,73 5.050.305
Test discret final seul 7.37 5.050.305 - - 23,39 2.577.968
Test discret initial seul - - 4,51 5.050.305 25,60 2.653.086
Tests discrets initial et final 7,48 5.075.137 0,74 2.600.063 19,77 2.430.508

Tab. 3.3 – Décomposition du temps total TBV passé dans les fonctions de tests de
recouvrement entre volumes englobants.

Une deuxième remarque est que le test discret final seul est plus coûteux qu’un
test discret initial seul (la comparaison est pertinente puisque les deux tests utilisés seuls
permettent d’éliminer approximativement le même nombre de tests continus). Ceci est
dû au surcoût engendré par le repositionnement temporaire des boîtes englobantes à
l’instant final.

Notons enfin que si l’on utilise les deux dernières ligne du tableau 3.3 pour évaluer
le coût moyen d’un test discret initial, on trouve deux résultats fortement différents :
0, 89µs lorsque le test est utilisé seul, et 0, 28µs lorsque les deux tests discrets sont
utilisés. Ceci est dû à deux raisons. La première est que les deux tests discrets sont
factorisables : il est possible de réutiliser des calculs effectués dans le test discret final
afin d’accélérer le test discret initial, ce dont nous avons tiré parti lors de l’implantation.
La deuxième raison est que lorsque le test discret à l’instant final est utilisé, la plupart
des tests discrets initiaux concluent à une séparation des boîtes englobantes, et peuvent
être terminés avant de tester l’ensemble des quinze axes séparateurs.

3.5.2 Evaluation du test de subdivision

Nous avons cherché à évaluer l’importance du test de subdivision, afin en parti-
culier d’évaluer la constante k qu’il fait intervenir (cf section 3.3.1). Afin de créer un
environnement de test le plus réaliste possible, nous avons utilisé la même trajectoire
que pour le test précédent, en conservant les tests discrets.

Les résultats sont rapportés dans la figure 3.6, qui montre l’évolution de TBV

et T (respectivement le temps total pris par les tests de recouvrement entre volumes
englobants et le temps total pris pour rejouer la simulation) en fonction de la constante
k. Ces évolutions s’expliquent simplement par la nature du test de subdivision. Rap-
pelons que ce test est une heuristique dont le but est de déterminer les cas où les
tests d’axes séparateurs continus annoncent à tort un recouvrement des OBBs durant
un intervalle de temps donné. Plus la constante k est grande, et moins l’intervalle de
temps a de chances d’être subdivisé. Deux effets contraires entrent alors en jeu. D’un
côté, la réduction du nombre de subdivisions tend à diminuer le coût moyen d’un test
de recouvrement. De l’autre côté, cependant, elle tend aussi à augmenter le nombre de
tests de recouvrement.
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Fig. 3.6 – Evolution de TBV et T en fonction de la constante k.

3.5.3 Passage du temps courant de collision

Dans la première approche, nous avons proposé de passer l’instant de premier
contact courant tc aux fonctions de détection de recouvrement entre volumes englo-
bants. Cette optimisation est bien sûr encore valable et s’incrit naturellement dans
l’utilisation de l’arithmétique d’intervalles. Bien que les boîtes orientées constituent
une meilleure approximation des objets, cette optimisation permet encore d’accélérer
significativement la simulation, comme le montre le tableau 3.4.

NBV NAA NPF NFP T
Sans passage de tc 6.685.889 7.226.139 2.335.435 2.363.427 79.59s
Avec passage de tc 5.075.137 3.191.041 1.036.723 1.050.031 38.93s

Tab. 3.4 – Influence du passage de l’instant courant de première collision à la fonction
de détection de recouvrement entre volumes englobants.

Il apparait que, comme dans le chapitre précédent, cette optimisation permet de
réduire significativement le nombre de tests élémentaires, ainsi que le nombre de tests
de recouvrement, et entraîne un diminution du temps total T d’un facteur deux.
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3.5.4 Tests partiels

Van den Bergen [VDB98] remarque qu’un axe séparant deux OBBs est générale-
ment un axe de l’un des OBBs, et supprime les neuf autres tests. Ceci conduit en fait
à un ralentissement de la détection de collisions dans notre cas. Nous avons en effet
observé que ces neuf axes sont souvent utiles pour séparer des objets en rotation au
cours de l’intervalle de temps, et ainsi réduire le nombre de subdivisions de l’intervalle
de temps.

Nous avons évalué l’apport des tests partiels dans le cas où les tests discrets
initiaux et finaux sont utilisés conjointement avec le test continu. Quatre situations
différentes ont été testées, selon que les tests complets étaient effectués pour les tests
discrets ou continus. Le tableau 3.5 donne les temps TBV et T dans chacune des quatre
situations : Les neuf tests d’axes séparateurs supplémentaires, malgré leur coût propre,

TBV NBV T
Discrets et Continu partiels 29,03 6.629.533 46,15
Discrets complet seul 214,61 6.602.937 231,65
Continu complet seul 26,93 6.499.411 43,56
Discrets et Continu complets 27,82 5.075.137 38,63

Tab. 3.5 – Evaluation de l’utilisation de tests partiels.

permettent de réduire le nombre de tests de recouvrement entre volumes englobants et
donc d’accélérer la détection de collisions.

Notons que le cas le pire est celui pour lequel le test discret est complet alors que
le test continu n’est que partiel. Ceci s’explique par les finalités différentes des tests
discrets et continus. Les tests discrets, en effet, ne sont utiles que lorsque les boîtes se
recouvrent, en permettant alors d’éviter des tests continus. Lorsque ces tests discrets
sont complets, ils concluent plus souvent à une séparation des boîtes, et entraînent
donc plus souvent des tests continus. Cependant, puisque ces tests continus sont par-
tiels, leur première étape (la version continue des tests d’axe séparateurs) conclut moins
souvent à une séparation des boîtes, et entraîne donc beaucoup plus souvent une sub-
division de l’intervalle de temps en deuxième étape, augmentant ainsi le coût du test
de recouvrement.

Notons en effet qu’en conservant cette situation (test discret complet et test
continu partiel), et en supprimant l’étape de subdivision, on obtient des statistiques de
simulation plus acceptables : TBV = 32, 23, NBV = 7.725.989 et T = 57, 08. Cependant,
cette configuration reste moins efficace que celle où les tests discrets et continus sont
complets, et où l’étape de subdivision est autorisée.

Comme précédemment, il est possible d’affiner l’analyse de cette optimisation
en décomposant TBV en fonction des statistiques des tests discrets et continus. Les
résultats sont donnés dans le tableau 3.6.
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T f
BV N f

BV T i
BV N i

BV T c
BV N c

BV

Discrets et Continu partiels 9,35 6.629.533 0,80 3.198.136 18,88 2.967062
Discrets complet seul 9,40 6.602.937 1,17 4.028.541 204,05 2.845.285
Continu complet seul 9,12 6.499.411 0,77 3.082.978 17,05 2.856.755
Discrets et Continu complets 7,41 5.075.137 0,76 2.600.063 19,71 2.430.508

Tab. 3.6 – Evaluation de l’utilisation de tests partiels. Décomposition de TBV .

Le phénomène précédent apparaît encore un peu plus clairement dans la deuxième
ligne du tableau 3.6 : lorsque les tests discrets sont complets, le test discret final (i.e.
aux positions finales), exécuté en premier, conclut plus souvent à une séparation des
boîtes, et conduit à une augmentation des tests discrets initiaux.

3.5.5 Tables de cohérence

Nous avons implanté la méthode des tables de cohérence introduite dans la thèse
de Gottschalk [Got99]. En bref, la méthode consiste à stocker les noeuds terminaux de
l’arbre des tests de volumes englobants. Ainsi, afin de détecter une collision entre deux
objets, il suffit de commencer par les noeuds terminaux de la détection précédente.
Cette méthode peut requérir une très grande quantité de mémoire, en particulier pour
les objets complexes. De plus, à cause de l’utilisation des tests discrets préliminaires,
cette optimisation ne conduit qu’à une faible accélération. Pour ces deux raisons, nous
avons abandonné cette méthode.

3.5.6 Autres optimisations

De façon surprenante, une technique d’optimisation bien connue n’a pas permis
d’accélérer la détection de collisions. Des valeurs précalculées des fonctions trigono-
métriques requises par le calcul des fonctions d’inclusions (cf équation (3.3)) étaient
stockées dans des tables, sans toutefois donner un résultat significatif. Nous conjectu-
rons que le compilateur (ou le processeur) utilise déjà une telle stratégie. Une autre
explication possible est la lenteur de l’accès à la mémoire, comparée à la vitesse de
l’évaluation des fonctions trigonométriques.

Certaines optimisations de bas niveau restent à essayer. Par exemple, de nom-
breux processeurs récents offrent des possibilités de parallélisme local au moyen d’ins-
tructions SIMD (single instruction, multiple data : une seule instruction, plusieurs don-
nées). Lin et al. rapportent qu’une version SIMD du test OBB/OBB discret permet de
l’accélérer d’un facteur compris entre deux et trois [LGEGT99]. Notre test continu de-
vrait bénéficier également d’une version SIMD. Comme le profilage des fonctions révèle
qu’à peu près la moitié du temps total passé à détecter une collision est prise par les
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tests de recouvrement entre OBBs, ceci pourrait accélérer l’ensemble de la simulation
dynamique de façon significative.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une deuxième approche permettant de
détecter des collisions entre objets polyédriques quelconques de manière continue et
efficace. Dans cette deuxième approche, nous avons relâché la contrainte que nous nous
étions imposés dans le chapitre précédent, qui consistait à rechercher des mouvements
intermédiaires arbitraires permettant de résoudre algébriquement les équations de dé-
tection de collisions. Nous avons vu en effet que cette contrainte nous avait conduit à
deux problèmes. D’une part, il n’était pas possible en théorie de détecter des collisions
entre plusieurs objets mobiles, en raison de l’impossibilité de composer les mouvements
de vissage (du moins pour obtenir des solutions algébriques aux équations de détection
de collisions). D’autre part, nous avions été incités à utiliser des sphères, afin d’ob-
tenir des équations de détection de recouvrement à solutions algébriques. Les sphères
étant de piètres volumes englobants lorsque les objets sont plats ou fins, nous avions
dû développer une optimisation spécifique, la méthode des étiquettes, pour accélérer
la détection de collisions.

A la place, nous avons cherché dans cette deuxième approche à utiliser des vo-
lumes englobants plus efficaces que les sphères. Cette démarche nous a amené à consi-
dérer les boîtes englobantes orientées en raison des très bonnes performances qu’elles
offrent en détection de collisions discrète. Afin de dériver un test de recouvrement
continu entre boîtes englobantes orientées du test bien connu de recouvrement discret,
nous avons proposé d’utiliser l’arithmétique d’intervalles. Plus précisément, nous avons
proposé un test de recouvrement continu en deux étapes : dans une première étape,
l’arithmétique d’intervalles est utilisée pour effectuer une version continue des quinze
tests d’axe séparateur et déterminer si l’un au moins de ces axes est séparateur durant
l’intervalle de temps considére puis, dans une deuxième étape, une heuristique fondée
sur la vitesse des boîtes englobantes est employée afin de déterminer si la première
étape a conclu à tort que les boîtes se recouvrent et si l’intervalle de temps devrait être
subdivisé.

Outre la possibilité de dériver un test de recouvrement continu entre boîtes en-
globantes, l’arithmétique d’intervalles nous permet de résoudre les équations de dé-
tections de collisions entre primitives polyédriques de façon robuste, tout en résolvant
naturellement le problème de la précision de la détection de collisions. Puisque nous
ne cherchons plus, dans cette deuxième approche, à résoudre algébriquement les équa-
tions de détection de collisions, nous pouvons maintenant prendre en compte le cas où
plusieurs objets sont mobiles en même temps, et les chaînes poly-articulées acycliques :
la figure 3.7 montre le cas de six cubes mobiles, dont l’un est manipulé par l’utilisateur
et peut être utilisé pour déplacer les autres. Dans la partie droite de l’image, les cubes

92



3.6. Conclusion

Fig. 3.7 – Six cubes mobiles. L’un des cubes est manipulé par l’utilisateur pour déplacer
les autres. Dans la partie droite de l’image, les cubes sont affichés en transparence, à
l’exception de celui manipulé par l’utilisateur, afin de mieux visualiser les points de
contact (matérialisés par les sphères jaunes).

sont affichés en transparence, à l’exception de celui manipulé par l’utilisateur, afin de
mieux visualiser les points de contact (matérialisés par les sphères jaunes).

Par ailleurs, nous avons remarqué que le test de recouvrement continu que nous
proposons peut être utilisé pour accélérer les techniques antérieures de détection de
collisions entre surfaces paramétrées ou implicites.

Enfin, nous avons étudié plusieurs optimisations et avons montré que deux d’entre
elles permettent d’accélérer très significativement la détection de collisions : l’utilisation
de tests discrets préalables d’une part, et le passage de l’instant de premier contact
courant d’autre part. Notons que nous pouvons déjà déduire de ces tests que la méthode
proposée dans ce chapitre, combinée aux optimisations, permet une interaction en
temps réel sur un PC doté d’un processeur pentium 1GHz, et ce malgré la diversité et
la complexité des configurations incluses dans la trajectoire de test. Sachant en effet
que cette trajectoire comporte 2604 actions (et donc images), et que le temps total de la
simulation est T = 39, 1s (cf dernière ligne du tableau 3.2), le taux de rafraîchissement
moyen de la simulation est approximativement de 66 images par seconde.

Dans le chapitre suivant, nous allons décrire une autre méthode permettant d’ac-
célérer la détection de collisions. Cette méthode, beaucoup plus générale puisqu’elle
peut être appliquée à n’importe quelle méthode de détection de collisions fondée sur
des hiérarchies de volumes englobants, qu’elle soit discrète ou continue, repose sur
l’exploitation du mouvement des objets. Essentiellement, cette méthode d’accélération
est motivée par le fait que les hiérarchies de volumes englobants perdent en efficacité
lorsque les objets se rapprochent les uns des autres. Dans bien des cas cependant, et
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plus encore lorsqu’un algorithme de calcul de mouvement contraint est utilisé et que
les objets glissent les uns sur les autres, les parties des objets en contact ne se rap-
prochent pas les unes des autres, ou même s’éloignent les unes des autres. Aussi, nous
allons maintenant décrire une méthode permettant de tirer parti des mouvements de
recul des triangles associés aux volumes englobants, pour accélérer significativement la
détection de collisions.
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Chapitre 4

Tests de recul hiérarchiques et
détection de collisions

Il y a quelques années, Vanecek [Van94] a proposé d’utiliser une variante d’une
méthode d’élimination des parties cachées, fondée sur l’exploitation des normales aux
faces, pour accélérer la détection de collisions entre objets polyédriques. Cependant, la
méthode de Vanecek dépend linéairement du nombre de triangles composant les objets,
ce qui la rend inutilisable pour des modèles complexes. Dans ce chapitre, nous propo-
sons d’ajouter des informations géométriques aux hiérarchies de volumes englobants,
typiquement utilisées dans les méthodes de détection de collisions, pour effectuer un
test de recul hiérarchique au niveau du volume englobant, et ce en temps constant. La
méthode que nous décrivons peut être utilisée pour compléter n’importe quel type de
hiérarchie de volumes englobants, et autorise un compromis entre la mémoire requise
et l’accélération résultante. Des résultats expérimentaux montrent que cette méthode
permet d’obtenir une accélération significative, en particulier dans les situations où les
objets sont très proches les uns des autres.

4.1 Introduction

Nous venons de montrer que la notion de mouvement intermédiaire arbitraire,
alliée à la combinaison de l’arithmétique d’intervalles et des hiérarchies de boîtes englo-
bantes, permet de détecter des collisions en continu assez efficacement pour interagir
en temps réel avec des objets polyédriques (comme par exemple le modèle du moteur
du lève-vitre, provenant d’un cas industriel).

Pourtant, bien que les hiérarchies de volumes englobants constituent un atout
fondamental des méthodes de détection de collisions et soient essentielles dans notre
approche, elles se révèlent de moins en moins efficaces à mesure que les objets se rap-
prochent les uns des autres, et que de plus en plus de volumes englobants se recouvrent.
La cause principale de ce problème est que les volumes englobants ne permettent de
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discriminer les objets qu’en fonction de leur position. Ce sont en effet leurs positions,
et leurs positions seules, qui permettent de déterminer si les volumes englobants se
recouvrent à un instant donné ou non. Que les tests de recouvrement soient effectués
en continu au cours d’un intervalle de temps ne change pas la nature du problème : la
notion de recouvrement est une notion spatiale, qui ne tient pas compte du mouvement
des objets.

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode permettant de tirer parti de la
vitesse des objets et non plus seulement de leur position, comme le font les volumes en-
globants. Cette méthode est une généralisation d’une technique présentée par Vanecek
en 1994 qui consiste à remarquer qu’un triangle qui recule relativement à un autre objet
ne peut entrer en collision avec cet objet, et peut être éliminé de la liste de triangles
à tester [Van94]. Puisqu’elle ne dépend que des vitesses relatives des triangles, et non
de leur position ou orientation, la détection de collisions est particulièrement accélérée
quand les objets sont proches les uns des autres, et qu’un grand nombre de paires de
triangles doit être traité. Dans bien des cas en effet, en particulier lorsqu’un algorithme
de calcul de mouvement contraint est utilisé et que les objets peuvent glisser les uns
sur les autres, les parties proches des parties en contact ne se rapprochent pas les unes
des autres, et parfois même s’éloignent les unes des autres. Aussi, dans d’autres cas,
la nature même de l’interaction fait qu’une partie de l’objet manipulé est toujours en
train de reculer. C’est le cas par exemple du classique peg-in-a-hole. Lorsque le bâ-
ton est dans l’orifice, à peu près la moitié des faces du bâton recule à chaque instant,
relativement à l’orifice.

A notre connaissance, la méthode de Vanecek est la seule qui permet de discri-
miner des objets polyédriques quelconques, c’est-à-dire ne présentant pas de structure
particulière, en fonction de leur vitesse seulement. Pour des objets convexes cepen-
dant, les algorithmes assimilés à la méthode du plan séparateur (cf Chung [Chu96])
sont à peu près insensibles aux positions et orientations des objets, et ce même lorsque
les objets sont proches. Par ailleurs, pour des surfaces paramétriques ou implicites,
la contrainte de rapprochement (incoming constraint) dans Snyder et al. [SWFCB93]
peut être comprise comme une exploitation du mouvement de recul pour la détection
de collisions. Remarquons toutefois que, même si certaines méthodes de détection de
collisions utilisent le mouvement des objets pour borner inférieurement les instants de
premiers contacts entre objets, comme celle de Mirtich [Mir96], elles n’utilisent pas la
direction du mouvement, comme le fait Vanecek.

En quelques mots, l’idée de Vanecek consiste à effectuer un test de recul élémen-
taire, au niveau de la face, en comparant la normale à la face aux vitesses relatives des
sommets de la face. Si la normale est dirigée vers l’extérieur de l’objet, et que les vi-
tesses relatives sont dirigées vers l’intérieur de l’objet, alors la face recule relativement
à l’autre objet, et ne peut entrer en contact avec lui.

Malheureusement, cette méthode dépend linéairement du nombre de faces de l’ob-
jet, ce qui la rend rapidement impraticable lorsque la complexité des objets augmente.
Une combinaison naturelle des hiérarchies de volumes englobants et de la méthode de
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Vanecek est bien sûr envisageable. Il suffirait en effet de n’effectuer les tests de recul que
lorsque des volumes englobants se recouvrent. Cependant, cette méthode nécessiterait
de descendre jusqu’aux feuilles des hiérarchies de volumes englobants avant d’exploiter
le recul local de l’objet. Sans descendre jusqu’au feuilles, elle ne permettrait pas de
détecter les situations où tous les triangles associés à un volume englobant, c’est-à-dire
tous les triangles contenus dans les feuilles de sa descendance, reculent en même temps.
Dans de telles situations pourtant, il n’est pas nécessaire de parcourir la descendance
du volume englobant, et ce même lorsqu’il recouvre un volume englobant d’un autre
objet.

Le but de ce chapitre est de développer un test de recul hiérarchique, au niveau du
volume englobant, permettant de détecter ces situations où tous les triangles associés
reculent, sans parcourir la descendance du volume englobant. Afin de réaliser ces tests
de recul hiérarchiques, nous proposons d’ajouter des informations géométriques dans
les volumes englobants : un nombre borné de points caractéristiques d’une part, qui ap-
prochent la géométrie des triangles associés et permettent d’estimer leurs vitesses, et un
nombre borné de vecteurs de recul d’autre part, formant un cône de recul, pour appro-
cher les normales des triangles associés. Ces informations géométriques, précalculées et
en nombre borné, permettront de faire un test de recul hiérarchique en temps constant,
c’est-à-dire indépendant du nombre de triangles associés au volume englobant.

La suite de ce chapitre est essentiellement une formalisation de cette idée. Dans
la section 4.2, nous rappelons la méthode de Vanecek permettant de faire des tests
de recul au niveau du triangle. Cette méthode est ensuite généralisée dans la section
4.3 en introduisant les cône de reculs ajoutés aux volumes englobants. Les deux sec-
tions suivantes détaillent la façon d’ajouter et de construire les cônes de recul. La
section 4.4 explique l’intégration des tests de recul hiérarchiques dans l’algorithme ré-
cursif de parcours des hiérarchies de volumes englobants, et présente les différentes
façons d’ajouter les cônes de recul, tandis que la section 4.5 propose un algorithme de
construction des cônes de recul eux-mêmes. La section 4.6 montre comment les tests
de recul hiérarchiques s’intègre dans une approche de détection de collisions continue,
et en particulier dans les algorithmes décrits au chapitre précédent. L’apport des tests
de recul hiérarchiques est évalué dans la section 4.7. Enfin, la section 4.8 conclut le
chapitre.

Notons que la méthode décrite dans ce chapitre permet de compléter tout type
de volume englobant, et ne requiert pas de hiérarchie séparée. Nous verrons qu’elle
autorise un compromis entre le surcoût de mémoire, entraîné par l’ajout des cônes de
recul dans les volumes englobants, et l’accélération résultante.

4.2 Tests de recul élémentaires

Commençons par rappeler brièvement les résultats de Vanecek [Van94]. Nous
renvoyons le lecteur à l’article initial pour plus de détails (nous employons les mêmes
notations).
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Nous avons vu que l’idée de Vanecek consiste à éliminer les faces qui reculent,
c’est-à-dire celles dont les vitesses relatives aux sommets ne sont pas orientées dans le
même sens que leur normale extérieure.

Cette idée se formalise simplement. Considérons un point p d’un objet rigide.
Notons r le centre de gravité de l’objet, et notons respectivement ṙ et ω sa vitesse en
translation et sa vitesse en rotation, à un instant donné. Alors la vitesse instantanée
du point p de l’objet est :

ṗ = ṙ + ω ∧ (p− r) (4.1)

Considérons maintenant deux objets i et j. La vitesse relative du point p de
l’objet i, par rapport à l’objet j, est :

ṗij = ṗi − ṗj = aij + p ∧ (ωj − ωi) (4.2)

où aij = ṙi − ṙj − ωi ∧ ri + ωj ∧ rj.

Il est important de constater que les vitesses relatives des points d’un objet sont
linéairement reliées entre elles. Plus précisément, si p1, . . . , pt sont des points de l’objet
i, alors

p =
t∑

s=1

αsp
s ⇒ ṗij =

t∑
s=1

αsṗ
s
ij (4.3)

pour tout (α1, ..., αt) dans IRt.

Si l’on suppose maintenant que le point p appartient à une face m de l’objet i,
et que nm est la normale extérieure à cette face m, alors p recule relativement à l’objet
j si et seulement si

ṗij.nm < 0 (4.4)

La relation (4.3) et la linéarité du produit scalaire conduisent à la propriété de
convexité suivante :

(ṗs
ij.nm < 0, 1 6 s 6 t) ⇒ (ṗij.nm < 0) (4.5)

pour tout point p dans l’enveloppe convexe de p1, . . . , pt.

Cette propriété est au coeur de l’algorithme de Vanecek, qui élimine les faces en
deux étapes :
1. Calcul des vitesses relatives des points extrémaux

Un polygone convexe englobant est associé à chaque face (si la face est un triangle,
ce polygone englobant est le triangle lui-même). Les vitesses relatives des som-
mets p1, . . . , pt du polygone englobant (i.e. les points extrémaux ) sont calculées
grâce à l’équation (4.2).

2. Tests de recul des points extrémaux
Pour chaque sommet ps du polygone englobant, un test de recul est effectué
comme dans l’équation (4.4). Si tous les sommets ps reculent, alors la face est
éliminée.
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L’utilisation d’un polygone convexe englobant permet essentiellement d’accélérer les
tests pour les faces non convexes ou trop complexes. Par exemple, une face comportant
trop de sommets est englobée dans un polygone comportant un nombre de sommets
réduit. La propriété de convexité (4.5) assure alors que la face recule lorsque le polygone
qui l’englobe recule.

Fig. 4.1 – Détermination du recul d’un triangle. Le triangle recule relativement à
l’autre objet lorsque les vitesses relatives de ses trois sommets sont dans le sens opposé
à celui de la normale au triangle dirigée vers l’extérieur de l’objet.

La figure 4.1 montre un triangle de sommets p1, p2 et p3, et de normale n. Les
vitesses des sommets, relativement à un autre objet, sont ṗ1, ṗ2 et ṗ3. Notons que ces
vitesses ne sont pas nécessairement parallèles lorsque la vitesse rotationnelle de l’objet
est non nulle (cf équation (4.1)). Les trois produits scalaires ṗ1.n, ṗ2.n et ṗ3.n étant
négatifs, le triangle recule relativement à l’autre objet.

L’algorithme de Vanecek appelle trois remarques :
– le recul relatif d’un triangle est une propriété intrinsèque. Une fois calculée la

vitesse relative du triangle qui, elle, dépend bien évidemment de la vitesse de
l’autre objet, le test de recul peut être effectué indépendamment des tests de
recul des autres triangles composant l’objet, et même de ceux des triangles
composant l’autre objet. Ce caractère intrinsèque se retrouvera dans les tests
de recul hiérarchiques, et sera exploité lors de l’intégration des tests dans l’al-
gorithme de parcours des hiérarchies englobantes, dans la section 4.4.

– le test proposé par Vanecek est seulement conservatif lorsqu’une face n’est pas
convexe. En effet, une face non convexe peut reculer sans que son enveloppe
convexe recule (la propriété de convexité (4.5) est nécessaire mais n’est évidem-
ment pas suffisante). Dans ce cas, le test de Vanecek ne permet pas d’éliminer la
face. Nous verrons que les tests de recul hiérarchiques proposés sont eux-aussi
conservatifs, et ce même lorsque toutes les faces sont des triangles.
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Chapitre 4. Tests de recul hiérarchiques et détection de collisions

Fig. 4.2 – Les huit points caractéristiques associés à la boîte englobante orientée sont
les sommets de la boîte.

– les calculs de vitesses relatives et les tests de recul (4.4) peuvent être interca-
lés afin de terminer le test d’une face plus vite lorsque l’un des sommets du
polygone englobant ne recule pas. Bien sûr, intercaler les tests ne permet pas
de réduire le nombre de triangles à tester.

4.3 Tests de recul hiérarchiques

Nous pouvons maintenant généraliser l’approche de Vanecek, essentiellement en
approchant la géométrie des triangles associés au volume englobant, pour estimer leurs
vitesses, et en approchant leurs normales. Pour cela, il faut adapter les deux étapes
de l’algorithme de Vanecek. Quel que soit le nombre k de triangles associés au volume
englobant, l’algorithme devient :
1. Calcul des vitesses relatives des points caractéristiques

Au lieu de calculer les vitesses relatives des 3k sommets définissant les k triangles
associés, nous calculons les vitesses relatives d’un nombre fixe de points caracté-
ristiques c1, . . . , ct dont l’enveloppe convexe contient le volume englobant. Pour
une AABB ou une OBB, par exemple, les coins peuvent être utilisés (t = 8).
Pour une sphère, les points caractéristiques doivent être situés à l’extérieur de la
sphère. D’après la linéarité des vitesses relatives (propriété (4.3)), les vitesses des
points caractéristiques sont une approximation des vitesses des triangles, puisque
les triangles associés au volume englobant y sont contenus. Puisque le nombre
de points caractéristiques ne dépend que du type du volume englobant (AABB,
OBB...), cette première étape s’effectue en temps constant, et ce quel que soit le
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Fig. 4.3 – Les vecteurs de recul ñ1,ñ2,ñ3, ñ4 et ñ5 sont une approximation des normales
aux triangles contenus dans le volume englobant.

nombre de triangles k qui lui sont associés. Les points caractéristiques associés à
une boîte englobante orientée sont visibles en figure 4.2.

2. Tests de recul des points caractéristiques
D’après la propriété de convexité (4.5), les vitesses relatives des points caracté-
ristiques sont une approximation des vitesses des sommets des triangles associés
au volume englobant, et peuvent être utilisées pour éliminer les triangles qui re-
culent (plus précisément, les vitesses relatives des sommets des triangles sont des
combinaisons linéaires positives de celles des points caractéristiques). Cependant,
faire les tests pour chaque triangle serait encore en O(k). Aussi utilisons-nous un
nombre borné de vecteurs de recul précalculés ñ1, . . . , ñr pour approcher l’en-
semble des normales aux triangles (nous préciserons un peu plus loin la façon
dont l’approximation doit être réalisée). Pour un point caractéristique cs donné,
on effectue avec chaque vecteur de recul précalculé ñm un test de recul comme
dans l’équation (4.4). Le volume englobant est éliminé si chacun des t points
caractéristiques reculent par rapport à chacune des r directions définies par les
les vecteurs de recul. Un exemple de vecteurs de recul approchant l’ensemble des
normales aux triangles est représenté dans la figure 4.3.

Afin de clarifier la suite du raisonnement et de simplifier les notations, il est
pratique d’utiliser une représentation duale, plus visuelle.

Remarquons tout d’abord que le test de culling élémentaire (4.4) peut être inter-
prété géométriquement. Notons

H(nm) = {x ∈ IR3, x.nm < 0} (4.6)
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le demi-espace vectoriel ouvert défini par nm. Avec cette notation, le point p de l’objet
i recule relativement à l’objet j si et seulement si

ṗij ∈ H(nm) (4.7)

L’interprétation géométrique de cette relation est visible dans la figure 4.4.

Fig. 4.4 – Le point p de l’objet i recule relativement à l’objet j si et seulement si sa
vitesse relative ṗij est dans le demi-espace ouvert H(nm).

Les vecteurs de recul précalculés doivent être choisis de façon à fournir un test
de recul hiérarchique conservatif : il faut que lorsque le test de recul affirme que l’on
peut éliminer le volume englobant, tous les triangles qui lui sont associés reculent
effectivement. Cette contrainte peut également s’exprimer simplement : il suffit de
choisir les vecteurs ñ1, . . . , ñr de façon que

CRv :=
r⋂

m=1

H(ñm) ⊂
k⋂

m=1

H(nm) (4.8)

où CRv est le cône de recul polyédrique, défini par les r vecteurs de recul, et ajouté au
volume englobant v. L’entier r, la taille du cône de recul, est inférieur à une constante
rmax définie par l’utilisateur.

En éliminant le volume englobant v quand

ċs
ij ∈ CRv, 1 6 s 6 t (4.9)

nous sommes assurés que le test de recul hiérarchique est conservatif, comme le montre
le lemme suivant :

Lemme 1 (Conservativité des tests de recul hiérarchiques). Si les vecteurs
ñ1, . . . , ñr vérifient la propriété d’inclusion (4.8), tout test de recul hiérarchique est
conservatif. Autrement dit, tous les triangles associés au volume englobant reculent
nécessairement lorsque le volume englobant est éliminé.
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Démonstration. Considérons un point p, sommet de l’un des k triangles associés. Ce
sommet est dans l’enveloppe convexe des points caractéristiques c1, . . . , ct associés au
volume englobant.

Supposons maintenant que le test de recul hiérarchique (4.9) élimine le volume
englobant, autrement dit que les vitesses relatives des points caractéristiques soient
toutes dans le cône de recul. D’après la relation d’inclusion (4.8), ces vitesses relatives
sont aussi dans

⋂k
m=1 H(nm). Or, par linéarité des vitesses relatives, la vitesse relative

du point p est dans l’enveloppe convexe des vitesses relatives des points caractéristiques.
Comme l’ensemble

⋂k
m=1 H(nm) est lui-même convexe, il contient la vitesse relative du

point p. Autrement dit, le point p recule, puisque la normale à la face dont p fait
partie se trouve parmi les m normales n1, . . . , nm définissant

⋂k
m=1 H(nm).

Notons que, puisque t et rmax sont fixés, le test de recul hiérarchique est bien
effectué en temps constant. Ici aussi, d’ailleurs, les calculs de vitesses et les tests de recul
des points caractéristiques peuvent être intercalés, afin éventuellement de terminer le
test de recul hiérarchique plus tôt lorsqu’un point caractéristique ne recule pas, sans
avoir à effectuer l’ensemble des t× r tests.

Remarquons cependant que ce test n’est bien que conservatif : il peut déclarer à
tort qu’un volume englobant ne recule pas, même si chaque triangle associé recule. Les
raisons devraient maintenant en être claires : d’une part, les vitesses des triangles sont
approchées par celles de quelques points caractéristiques et, d’autre part, les normales
aux triangles sont approchées par le cône de recul. Cependant, les volumes englobants
constituent une approximation de plus en plus précise de la géométrie de l’objet à
mesure que l’on descend dans la hiérarchie, et les cônes de recul permettent d’éliminer
une proportion de plus en plus importante des triangles qui reculent.

La figure 4.5 montre ce phénomène. Dans cet exemple, la portière s’éloigne de
la caméra et presque toutes les faces reculent. Les images a, b, c et d représentent
les résultats des tests de recul hiérarchiques pour les niveaux 7, 9, 11 et 14 de la
hiérarchie englobant la portière, au même instant. Dans chacun de ces quatre cas, tous
les volumes englobants du niveau correspondant ont subi un test de recul hiérarchique.
Lorsque le test a conclu que les triangles associés reculent, ces triangles ont été affichés
en transparence. Il apparaît clairement que les cônes de recul permettent d’éliminer de
plus en plus de volumes englobants, et donc de plus en plus de groupes de triangles
associés, à mesure que l’on descend dans la hiérarchie englobante. Il apparaît aussi que
les cônes de recul permettent bien de ne pas avoir à descendre jusqu’aux feuilles de
la hiérarchie englobante pour exploiter le recul de l’objet et accélérer la détection de
collisions, en n’ayant pas à parcourir la descendance d’un volume englobant éliminé.
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Fig. 4.5 – Dans cet exemple, la portière s’éloigne de la caméra et presque toutes les
faces reculent. Les images a, b, c et d représentent les résultats des tests de recul
hiérarchiques pour les niveaux 7, 9, 11 et 14 de la hiérarchie englobant la portière, au
même instant. Dans chacun de ces quatre cas, tous les volumes englobants du niveau
correspondant ont subi un test de recul hiérarchique. Lorsque le test a conclu que les
triangles associés reculent, ces triangles ont été affichés en transparence. Les cônes de
recul permettent d’éliminer de plus en plus de volumes englobants, et donc de plus
en plus de groupes de triangles associés, à mesure que l’on descend dans la hiérarchie
englobante.

4.4 Extension des hiérarchies de volumes englobants

4.4.1 Intégration des tests de recul hiérarchiques

Pour exploiter les cônes de recul, il suffit de modifier l’algorithme récursif de
parcours des hiérarchies englobantes donné dans le chapitre 1. Plus précisément, le
test de recouvrement de deux volumes englobants, première étape de l’algorithme, est
remplacé par les étapes suivantes :
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1. Si le noeud A a déjà été éliminé par un test de recul hiérarchique (se
A = cdstamp), FIN.

2. Si le noeud B a déjà été éliminé par un test de recul hiérarchique (se
B = cdstamp), FIN.

3. Si les noeuds A et B ne se recouvrent pas, FIN.

4. Si le noeud A n’a pas encore subi le test de recul (st
A 6= cdstamp) :

(a) Marquer A (st
A = cdstamp).

(b) Faire passer le test de recul hiérarchique à A.

(c) Si A recule, le marquer (se
A = cdstamp), FIN.

5. Si le noeud B n’a pas encore subi le test de recul (st
B 6= cdstamp) :

(a) Marquer B (st
B = cdstamp).

(b) Faire passer le test de recul hiérarchique à B.

(c) Si B recule, le marquer (se
B = cdstamp), FIN.

Rappelons, comme nous l’avons vu au chapitre 2, que l’entier cdstamp est incré-
menté à chaque fois que l’algorithme récursif de parcours des hiérarchies englobantes
traite une nouvelle paire d’objets. Ici, l’entier st

A (respectivement st
B) représente le

moment ou le volume englobant A (respectivement B) à subi un test de volume hié-
rarchique pour la dernière fois. De même, l’entier se

A (respectivement se
B) représente

le moment ou le volume englobant A (respectivement B) à été éliminé par un test de
volume hiérarchique pour la dernière fois. Bien qu’un volume englobant puisse inter-
venir dans plusieurs tests de recouvrement, pour une même paire d’objets, ces entiers
permettent d’éviter de lui faire passer plusieurs fois le test de recul hiérarchique. En
effet, de même que le recul relatif d’un triangle est une propriété intrinsèque, qui ne
dépend pas du recul des autres triangles de l’objet, ou même de ceux de l’autre objet
(ainsi que nous l’avons vu dans la section 4.2), le recul relatif de l’ensemble des triangles
associés à un volume englobant est lui aussi une propriété intrinsèque.

4.4.2 Construction des hiérarchies englobantes

Afin de tirer le meilleur parti des tests de recul hiérarchiques, une idée naturelle
consiste à trier les triangles en fonction de leurs normales, lors de la construction des
hiérarchies englobantes.

Ainsi, si l’on note n1, ... nk les normales aux triangles associés au volume englo-
bant courant, la moyenne des normales est

µ =
1

k

k∑
i=1

ni (4.10)

et les composantes de leur matrice de covariance sont

Clm =
1

k

k∑
i=1

(ni[l]− µ[l])(ni[m]− µ[m]) (4.11)
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où 1 6 l,m 6 3, ni[l] et µ[l] sont les coordonnées des vecteurs.

Cette matrice de covariance est ensuite diagonalisée et les triangles sont répartis
en deux sous-liste selon la projection de leur normale le long de la direction de plus
grande variance. Cette idée est semblable à celle utilisée pour construire des boîtes
orientées englobant un ensemble de triangles.

Cependant, cette méthode fait l’impasse sur un point fondamental de la détection
de collisions. En ne tenant pas compte de la position des triangles, elle a tendance à
produire des volumes englobants trop grands.

Bien qu’une règle semblable à celle proposée par Kumar et al. [KMGL99], répar-
tissant les triangles en fonction de leurs positions et orientations, pourrait être conçue,
il apparaît en fait qu’une règle de répartition traditionnelle fondée uniquement sur la
position des triangles, la règle min-max mentionnée au chapitre précédent par exemple,
est suffisante. En effet, pour des objets réguliers du type de ceux que l’on rencontre
par exemple dans l’industrie (surfaces au moins C1 par morceaux), la courbure locale
est de plus en plus faible à mesure que l’on descend dans la hiérarchie englobante, et
les normales varient de moins en moins, rendant le test de recul hiérarchique de plus
en plus efficace, comme le montrent la figure 4.5 et l’évaluation de la section 4.7.

4.4.3 Ajout des cônes de recul

Les cônes de recul peuvent être ajoutés à chaque volume englobant indépendam-
ment du type de méthode utilisée pour construire les hiérarchies. En particulier, il est
possible d’opter pour une stratégie top-down ou bottom-up.

Dans le cas top-down, les cônes de recul sont calculés directement à partir des
normales n1, . . . , nk aux triangles associés au volume englobant, alors que dans le cas
bottom-up, les cônes de recul sont calculés récursivement à partir des cônes de recul des
volumes englobants fils, selon les règles suivantes :

1. Le cône de recul d’une feuille de la hiérarchie est calculé à partir de la (des) nor-
male(s) au(x) triangle(s) associé(s) à cette feuille.

2. Le cône de recul d’un noeud interne est calculé à partir des vecteurs de recul
contenus dans les fils de ce noeud, à la condition que chaque noeud fils ait au
moins de vecteur de recul1.

Il est facile de se convaincre que la stratégie bottom-up produit bien des tests de
recul hiérarchiques conservatifs : les volumes englobants ne peuvent pas être éliminés
à tort. Si CRv1 , . . . , CRvc sont les cônes de recul associés aux noeuds fils du volume
englobant, alors

CRv ⊂
c⋂

i=1

CRvi
(4.12)

1L’absence de vecteurs de recul signifiant en effet que le cône de recul est vide.
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par associativité de l’intersection dans la relation (4.8).

Nous présentons à la section 4.7 les résultats de tests visant à comparer l’efficacité
des deux stratégies, en termes de coûts de construction, d’encombrement mémoire et
d’accélération de la détection de collisions.

4.5 Construction du cône de recul

Il est temps de décrire un algorithme permettant de construire le cône de recul
d’un volume englobant. D’après la section précédente, le cône de recul est construit à
partir de vecteurs qui sont soit les normales aux triangles associés, soit tous les vecteurs
de recul des volumes englobants fils, lorsque tous ces volumes englobants fils ont un
cône de recul.

4.5.1 Détermination des vecteurs de recul appropriés

Nous allons tout d’abord préciser la façon de choisir les vecteurs composant les
cônes de recul. Pour cela, les définitions suivantes seront utiles :

Définition (Cône positif). Le cône positif P(v1, . . . ,vk) engendré par k vecteurs v1,
. . . , vk de IR3 est l’ensemble des combinaisons linéaires positives de ces k vecteurs :

P(v1, . . . ,vk) =

{
k∑

m=1

λmvm, λm ∈ IR+, 1 6 m 6 k

}

Définition (Sous-ensemble minimal). Soient v1, . . . , vk, k vecteurs de IR3. Dans
ce chapitre, un sous-ensemble minimal de ces vecteurs est un plus petit sous-ensemble
de t vecteurs vi1, . . . , vit de ces k vecteurs tel que

P(vi1 , . . . ,vit) = P(v1, . . . ,vk)

En d’autres termes, un sous-ensemble minimal est un plus petit sous-ensemble
de vecteurs qui engendrent le même cône positif. Il est clair que les vecteurs d’un sous-
ensemble minimal sont sur l’enveloppe convexe du cône positif initial. Il est clair aussi
qu’il n’y a pas unicité du sous-ensemble minimal.

La figure 4.6 montre, dans le plan, le cône positif engendré par trois vecteurs v1,
v2 et v3 du plan. Le vecteur v2 est redondant et le sous-ensemble minimal (unique dans
ce cas), est composé des vecteurs v1 et v3. Il est clair que P(v1,v3) = P(v1,v2,v3).

La contrainte imposée sur le cône de recul est la propriété d’inclusion (4.8). Aussi,
l’algorithme de construction utilise le lemme suivant pour déterminer des vecteurs ñ1,
. . . , ñr satisfaisant cette condition :
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Fig. 4.6 – Cône positif engendré par trois vecteurs du plan. Le sous-ensemble minimal
correspondant (unique dans ce cas), est composé des vecteurs v1 et v3.

Lemme 2. Si nm ∈ P(ñ1, . . . , ñr) pour tout m, 1 6 m 6 k, alors CRv ⊂
⋂k

m=1 H(nm).

Démonstration. Soit x un point dans CRv. Alors x.ñm < 0 pour tout m, 1 6 m 6 r.
Pour tout m, 1 6 m 6 k, puisque nm est une combinaison linéaire positive de ñ1, . . . ,
ñr, et puisque le produit scalaire est bilinéaire, x.nm < 0.

L’hypothèse du lemme 2 peut être réinterprétée géométriquement. En effet :

(nm ∈ P(ñ1, . . . , ñr), 1 6 m 6 k) ⇔ (P(n1, . . . ,nr) ⊂ P(ñ1, . . . , ñr))

Par conséquent, le lemme 2 indique qu’un moyen de calculer un cône de recul est
de trouver un cône positif englobant P(n1, . . . ,nr). Afin qu’un test de recul permette
d’éliminer un volume englobant aussi souvent que possible, les r vecteurs de recul ñ1,
. . . , ñr sont choisis de façon à minimiser la différence entre le cône de recul CRv et⋂k

m=1 H(nm). Ainsi, le cône positif P(ñ1, . . . , ñr) doit approcher au mieux (en l’englo-
bant), le cône positif P(n1, . . . ,nk). La figure 4.7 montre un raisonnement semblable
dans IR2.

Remarquons maintenant que, de par la propriété d’inclusion (4.8), il n’est inté-
ressant de chercher à construire le cône que lorsque

⋂k
m=1 H(nm) est non vide2. Le

2Lorsque
⋂k

m=1 H(nm) est vide, le test de recul hiérarchique conclut toujours a un mouvement de
recul. Dans une stratégie top-down d’ajout des cônes de recul, qui construit les vecteurs de recul à partir
des normales aux triangles, le fait que

⋂k
m=1 H(nm) soit vide signifie qu’il existe effectivement toujours

au moins un triangle associé qui recule, quel que soit le mouvement de l’objet. Dans une stratégie
bottom-up, cependant,

⋂k
m=1 H(nm) peut être vide alors que certains triangles associés reculent parfois,

à cause de la perte d’informations caractérisée par la relation d’inclusion (4.12).
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Fig. 4.7 – Détermination de vecteurs de recul satisfaisant la relation d’inclusion (4.8).
En choisissant ñ1 et ñ2 de sorte que le cône positif P(ñ1, ñ2) englobe le cône positif
P(n1,n2), le cône de recul CRv est bien inclus dans H(n1) ∩H(n2).

lemme suivant permet de savoir si le calcul d’un cône de recul peut être évité :

Lemme 3. Supposons que P(n1, . . . ,nk) = IR3, alors
⋂k

m=1 H(nm) est vide.

Démonstration. Supposons qu’il existe un vecteur x dans IR3 tel que x.nm < 0, pour
tout m, 1 6 m 6 k. Nécessairement, x 6= 0. Puisque x ∈ P(n1, . . . ,nk), il existe
k valeurs positives λ1, . . . , λk telles que x =

∑k
m=1 λmnm. Comme x est non nul,

l’une au moins de ces valeurs est strictement positive. Cependant, ||x||2 = x.x =∑k
m=1 λmx.nm < 0. C’est impossible.

Notons que ce lemme permet seulement d’éviter la construction de la plupart des
cônes inutiles (vides). Parfois, les vecteurs n1, . . . , nk n’engendrent pas IR3 alors que⋂k

m=1 H(nm) est vide, par exemple lorsque P(n1, . . . ,nk) contient une droite ou un plan
mais ne contient pas IR3. En de telles (rares) occasions, l’algorithme de construction
détermine quand même un ensemble de r vecteurs ñ1, . . . , ñr. Cependant, le cône de
recul résultant est vide.

Afin de déterminer en pratique quand P(n1, . . . ,nk) est égal à IR3, l’algorithme
de construction utilise un dernier lemme :

Lemme 4. P(n1, . . . ,nk) = IR3 si et seulement si (±1, 0, 0), (0,±1, 0) et (0, 0,±1)
sont dans P(n1, . . . ,nk).
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Démonstration. Notons i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) et k = (0, 0, 1). Supposons que ±i, ±j
et ±k sont dans P(n1, . . . ,nk), et notons x = xii + xjj + xkk. Supposons par exemple
que xi > 0, xj < 0 et xk > 0. Alors x = xii + |xj|(−j) + xkk. Puisque i, −j et k sont
dans P(n1, . . . ,nk), x est aussi une combinaison linéaire positive de n1, . . . , nk. Le
raisonnement est le même pour les sept autres combinaisons de signes.

4.5.2 Un algorithme de construction de cônes de recul

Interpréter les ensembles de vecteurs en termes de cônes positifs permet de me-
surer la différence entre CRv et

⋂k
m=1 H(nm) : dans l’algorithme de construction,

cette différence est mesurée en calculant la distance des vecteurs de recul au cône
P(n1, . . . ,nk).

Plus précisément, nous utilisons l’algorithme de Wilhelmsen [Wil76] pour cal-
culer les projections ñ∗

1 = W(ñ1), . . . , ñ∗
r = W(ñr) des vecteurs de recul sur le

cône P(n1, . . . ,nk). Les distances requises sont alors simplement d1 = ||ñ1 − ñ∗
1||,

. . . , dr = ||ñr − ñ∗
r||. Notons que l’algorithme de Wilhelmsen permet de savoir qu’un

point appartient à un cône positif lorsque la distance entre ce point et son projeté est
nulle.

Nous pouvons maintenant décrire un algorithme de construction de cônes de
recul :

1. Test préliminaire
Calculer W(±i), W(±j) et W(±k). Si chaque point se projette sur lui-même, fin
de l’algorithme. Aucun cône de recul ne peut être construit. Sinon, aller à l’étape
2.

2. Calcul du sous-ensemble minimal
Utiliser l’algorithme de Wilhelmsen en boucle pour supprimer des vecteurs linéai-
rement dépendants des autres et obtenir un sous-ensemble minimal vi1 , . . . , vit

3.
Cette étape correspond à la figure 4.8.b. Si t est inférieur à rmax, alors les vecteurs
de recul sont les vecteurs du sous-ensemble minimal. Sinon, aller a l’étape 3.

3. Initialisation du cône de recul
Calculer la moyenne des vecteurs du sous-ensemble minimaux m = 1

t

∑t
j=1 vij .

Sélectionner aléatoirement rmax vecteurs ñ1, . . . , ñrmax parmi ceux du sous-
ensemble minimal jusqu’à ce que m soit dans P(ñ1, . . . , ñrmax) (rmax doit être
supérieur à 3 afin que cela ne soit pas quasi impossible). Pousser les rmax vec-
teurs ainsi sélectionnés à l’extérieur du cône P(vi1 , . . . ,vit) (i.e. dans les direc-
tions ñi −m). Cette étape est représentée dans la figure 4.8.c.

4. Raffinement du cône de recul
Raffiner progressivement le cône de recul par une méthode de recuit simulé

3Nous proposons d’utiliser l’algorithme de Wilhelmsen à cette étape afin de minimiser le temps de
développement global de l’algorithme. Pour une implantation à plus grande échelle, nous suggérons
d’adapter un algorithme de calcul d’enveloppe convexe.
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Fig. 4.8 – Etapes principales pour construire des vecteurs de recul à partir d’un
ensemble de vecteurs. a : l’ensemble de vecteurs n1, . . . ,nk. b : détermination d’un
sous-ensemble minimal vi1 , . . . , vit . c : initialisation des vecteurs de recul ñ1, . . . ,
ñrmax . d : raffinement du cône de recul.

[PTVF92]. Brièvement, les vecteurs de recul sont légèrement modifiés étape par
étape. Les modifications sont valides si la contrainte d’inclusion (4.8) est res-
pectée et si le taux d’accroissement des distances d1, . . . , drmax est inférieur à
une valeur prédéterminée. L’algorithme de Wilhelmsen est utilisé pour vérifier la
contrainte d’inclusion (grâce au lemme 2) et pour calculer les distances. Cette
étape correspond à la figure 4.8.d.

Nous verrons à la section 4.7 que cet algorithme permet d’ajouter les cônes de
recul aux volumes englobants en un temps raisonnablement court, en particulier lorsque
la stratégie bottom-up est utilisée.
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4.6 Tests de recul hiérarchiques continus

Pour l’instant, la méthode présentée ne dépend que des vitesses relatives à un
instant donné. Bien que ceci soit valide pour des techniques de détection de collisions
discrètes, il est nécessaire d’étendre la méthode aux techniques continues. Un triangle
peut en effet reculer au début du mouvement et ne pas reculer sur l’ensemble de l’in-
tervalle de temps considéré.

Cette extension est simple en utilisant l’arithmétique d’intervalles (cf chapitre
3). Il suffit en effet de borner les produits scalaires dans les tests d’éliminations (4.9) :

ċs
ij.ñm ∈ [ls,m, us,m] (4.13)

Le test de recul hiérarchique est alors semblable à celui de la section 4.3 : un volume
englobant est éliminé si us,m < 0, pour tout s, 1 6 s 6 t, et pour tout m, 1 6 m 6 r.

Notons qu’ici aussi les tests continus bénéficient de l’utilisation d’un mouvement
intermédiaire arbitrairement fixé, qui permet d’implanter en dur les calculs d’intervalles
et, ainsi, de les optimiser.

Bien sûr, utiliser l’arithmétique d’intervalles pour borner les produits scalaires
diminue légèrement l’efficacité des tests, qui deviennent un peu plus conservatifs encore.
En effet, les bornes obtenues se sont pas nécessairement les meilleures. Ceci pourrait
être amélioré en subdivisant l’intervalle de temps considéré, comme nous l’avons fait au
chapitre précédent pour le test de recouvrement continu entre boîtes englobantes. Nous
avons cependant jugé que cette amélioration n’aurait été qu’assez faible, au regard de
l’accélération déjà très significative permise par l’utilisation des cônes de recul, comme
le montre la section suivante.

4.7 Evaluation des tests de recul hiérarchiques

4.7.1 Accélération de la détection de collisions

Afin de tester la méthode des cônes de recul, nous l’avons intégrée aux algo-
rithmes de détection de collisions continue présentés au chapitre précédent, qui com-
binent l’arithmétique d’intervalles et les boîtes englobantes orientées, et aux algorithmes
de simulation dynamique présentés dans le chapitre suivant.

Le test a consisté à effectuer un mouvement qui constitue un cas difficile pour
toute méthode de détection de collisions utilisant des hiérarchies de volumes englobants
(c’est-à-dire la plupart des méthodes permettant de détecter des collisions entre des
objets aux topologies quelconques). Dans ce test, deux portières identiques à celle de
la figure 4.5 ont été utilisées. L’une d’elle, mobile, était manipulée par un utilisateur
qui l’amenait en contact avec la deuxième, statique. Une fois en contact, plusieurs
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Fig. 4.9 – Extrait de la trajectoire de test : la porte mobile, manipulée par l’utilisateur,
glisse sur la porte statique et entraîne de nombreux tests de détection de collisions.

mouvements de glissement, incorporant des translations et des rotations étaient réalisés.
La figure 4.9 montre une image extraite de la simulation.

Les mouvements de l’utilisateur, enregistrés, étaient ensuite rejoués dans trois
configurations différentes :

1. sans les tests de recul,
2. avec les tests de recul élémentaires lorsque des volumes englobants feuilles se

recouvrent (i.e. l’extension directe de la méthode de Vanecek),
3. avec les tests de recul hiérarchiques.

Pour les tests de recul hiérarchiques, le nombre maximal de vecteurs de recul par cône
(rmax) était fixé à 6, et les cônes ajoutés grâce à la méthode top-down.

Le tableau 4.1 présente les statistiques de la simulation dans chaque cas. NTR et
TTR sont respectivement le nombre de tests de recul (élémentaires ou hiérarchiques)
et le temps total passé dans les fonctions de test de recul. L’entier f est le taux de
rafraîchissement moyen de la simulation (en images par seconde), et α est l’accélération
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Sans tests de recul Tests de recul élémentaires Tests de recul hiérarchiques
NBV 7.483.916 6.197.548 4.860.450
NAA 6.290.371 2.968.201 2.945.669
NPF 2.068.579 971.035 966.109
NFP 2.062.241 968.633 965.067
NTR - 219.935 521.290
TBV 32,42s 26,58s 20,82s
TAA 4,99s 3,22s 2,70s
TPF 2,67s 1,45s 1,48s
TFP 2,68s 1,50s 1,43s
TTR - 0.78s 1,52s
T 49,81s 39,31s 32,69s
f 48 61 73
α - +27% +52%

Tab. 4.1 – Evaluation des tests de recul hiérarchiques. Les tests de recul hiérarchiques
permettent de réduire le nombre de tests de recouvrement entre volumes englobants et
le nombre de détection de collisions élémentaires, ce qui conduit à une amélioration du
taux de rafraichissement de plus de 50%.

moyenne de la simulation, représentée par le taux d’accroissement du taux de rafraî-
chissement. Ces statistiques montrent que si l’extension naturelle de Vanecek permet
déjà une accélération moyenne de 27% environ, les tests de recul hiérarchiques réalisent
une accélération de la détection de collisions de plus de 50%, grâce à une réduction
importante du nombre de tests de recouvrement entre volumes englobants et de tests
de détection de collisions entre primitives polyédriques.

Il faut noter l’importance des entiers st
A et st

B , utilisés dans l’algorithme adapté
de parcours des hiérarchies englobantes (cf section 4.4.1), et permettant de savoir si
les volumes englobants A ou B ont déjà subi un test de recul hiérarchique. Il apparaît
en effet que, sans cet entier, le nombre de tests de recul effectué est près de quatre fois
plus important (dans l’exemple choisi, NTR passe de 521.290 à 2.136.234, et TTR passe
de 1,52s à 5,85s).

4.7.2 Influence de rmax et de la stratégie d’ajout des cônes

Afin de détailler les résultats précédents, nous avons testé l’influence de la
constante rmax et de la stratégie utilisée pour ajouter les cônes (top-down ou bottom-up)
sur l’accélération de la détection de collisions. Pour cela, nous avons utilisé le même
mouvement que précédemment et mesuré à chaque fois le temps total passé dans les
fonctions de simulations. Le tableau 4.2 donne les résultats en fonction de la constante
rmax pour chacune des deux stratégies. Selon la stratégie de construction employée,
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rmax 3 4 5 6 7 8 9
Tbottom−up (secondes) 35,03 35,54 34,20 34,22 34,06 33,92 33,69

αbottom−up(%) +42,2 +40,2 +45,6 +45,6 +46,2 +46,8 +47,8
Ttop−down (secondes) 33,83 33,31 33,12 32,69 32,63 32,17 31,88

αtop−down (%) +47,2 +49,5 +50,4 +52,4 +52,7 +54,8 +56,2

Tab. 4.2 – Influence de rmax et de la stratégie d’ajout des cônes sur l’accélération.
Quelle que soit la stratégie choisie pour ajouter les cônes dans les volumes englobants,
l’accélération de la détection de collisions est d’autant plus importante que la constante
rmax est grande, car les cônes de recul approchent de mieux en mieux les normales aux
triangles contenus dans les volumes englobants, et permettent d’éliminer des volumes
englobants qui reculent de plus en plus précisément (le test devient de moins en moins
conservatif et de plus en plus exact).

ce temps total, équivalent au temps T de la section précédente, est noté Tbottom−up ou
Ttop−down. Les accélérations correspondantes αbottom−up et αtop−down sont aussi données.

Il apparaît clairement qu’augmenter la précision des cônes de recul (en augmen-
tant rmax) permet d’améliorer l’efficacité des tests hiérarchiques, et ce malgré l’accrois-
sement de leur coût propre. Aussi, pour une taille maximale rmax donnée, la stratégie
top-down conduit à une accélération plus importante que la stratégie bottom-up. Pour
les deux stratégies, cependant, l’accélération résultante est bien supérieure à celle per-
mise par l’extension directe de la méthode de Vanecek.

4.7.3 Encombrement mémoire

Il est difficile, voire impossible, de prédire l’encombrement mémoire pour un objet
spécifique, puisque les cônes de recul dépendent fortement de la géométrie de l’objet,
de la façon de construire les hiérarchies englobantes, et de la façon d’ajouter les cônes
aux volumes englobants.

Il est cependant facile de mesurer a posteriori le coût des cônes de recul, en
parcourant la hiérarchie englobante d’un objet. Les figures 4.10 et 4.11 montrent la
répartition des tailles des cônes de recul dans les hiérarchies englobantes, en fonction
de la taille maximale autorisée rmax, pour la portière utilisée dans le test. Le tableau
4.10 donne les répartitions lorsque la stratégie top-down est utilisée, alors que le tableau
4.11 donne les répartitions pour la stratégie bottom-up.

De manière générale, il semble que la taille moyenne des cônes produits par la
stratégie top-down soit plus élevée. Ceci est essentiellement dû à la deuxième étape
de l’algorithme de construction d’un cône, qui calcule un sous-ensemble minimal des
vecteurs à partir desquels le cône doit être construit. Si le nombre de vecteurs du sous-
ensemble minimal est inférieur à la constante rmax, il n’est pas nécessaire d’aller à la
troisième étape : les vecteurs de recul sont les vecteurs du sous-ensemble minimal. Ceci
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Fig. 4.10 – Méthode top-down. Dénombrement des cônes de recul dans la hiérarchie
englobante en fonction de leur taille (en nombre de vecteurs de recul) et de la taille
maximale rmax autorisée pour un cône.

se produit beaucoup plus souvent dans une stratégie de construction bottom-up, qui
construit les cônes des noeuds internes à partir des cônes des descendants directs :
dans une hiérarchie englobante binaire (i.e. pour laquelle chaque noeud a au plus deux
fils), le nombre de vecteurs servant à construire le cône de recul est en permanence
inférieur ou égal à 2×rmax, et les chances qu’un sous-ensemble minimal de ces vecteurs
contienne peu de vecteurs sont plus grandes.

C’est d’ailleurs cette deuxième étape de l’algorithme de construction qui explique
que les deux stratégies produisent plus de cônes de taille rmax que de cônes de taille
rmax − 1 : parmi les cônes de taille rmax, certains ont été obtenus en éliminant des
vecteurs d’un sous-ensemble minimal qui contenait trop de vecteurs. Ce phénomène est
très visible dans la stratégie top-down, qui construit naturellement des sous-ensembles
minimaux de grande taille.

Dans notre implantation, les cônes de recul sont ajoutés aux volumes englobants
sous la forme de pointeurs vers des structures (afin d’économiser de la place lorsque le
cône de recul est vide), et la structure d’un cône de recul est :

struct Cone {
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Fig. 4.11 – Méthode bottom-up. Dénombrement des cônes de recul dans la hiérarchie
englobante en fonction de leur taille (en nombre de vecteurs de recul) et de la taille
maximale rmax autorisée pour un cône.

int taille; // taille du cone
double *cone; // tableau des 3*taille coordonnees des vecteurs de recul
int st; // pour savoir si le BV a deja subi un test de recul
int se; // pour savoir si le volume englobant a deja ete elimine

}

Notons que, dans notre implantation fondée sur les boîtes englobantes orientées,
il n’est pas nécessaire de stocker les points caractéristiques, qui peuvent être calculés
pendant le test de recul. Pour d’autres volumes englobants, il peut être nécessaire de
précalculer les points caractéristiques qui sont alors stockés dans la structure du cône
de recul (puisqu’il est inutile de les mémoriser lorsque le cône est vide).

De manière générale, l’encombrement mémoire total dû à l’utilisation des tests
hiérarchiques est donc :

M = CV R ×
rmax∑
i=1

(i×Ni) + (Cs + Cc)×
rmax∑
i=1

Ni + Nv × Cp (4.14)

où Ni est le nombre de cônes de taille i, CV R l’encombrement d’un vecteur de recul, Cs

l’encombrement des trois entiers contenus dans la structure du cône, Cc l’encombrement
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dû à l’ajout des points caractéristiques dans le cône de recul, Nv le nombre de volumes
englobants dans la hiérarchie englobante, et Cp l’encombrement d’un pointeur vers une
structure de cône.

4.7.4 Temps de construction des cônes de recul

En raison de la complexité de l’algorithme de Wilhelmsen, polynomiale dans le
cas le pire, la stratégie top-down est beaucoup plus longue que la stratégie bottom-up.
Le tableau 4.3 donne le temps total d’ajout des cônes en fonction de la constante rmax

et de la stratégie employée.

rmax 3 4 5 6 7 8 9
T c

bottom−up (secondes) 6,31 13,86 12,05 13,10 14,71 10,43 9,73
T c

top−down (secondes) 137,2 175,3 192,6 212,8 219,8 233,2 231,3

Tab. 4.3 – Evolution du temps total pour ajouter les cônes en fonction de rmax.

Il semble ainsi préférable d’utiliser une stratégie bottom-up lorsque la complexité
des objets augmente. Nous avons vu que si l’accélération de la détection de collisions
est moins importante pour une stratégie bottom-up que pour une stratégie top-down
pour une valeur de rmax donnée, elle reste néanmoins très significative.

De plus, les objets étant rigides, les cônes de calcul précalculés peuvent être
stockés dans les fichiers décrivant les objets et les hiérarchies englobantes.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une technique d’accélération de la détection
de collisions, la méthode des tests de recul hiérarchiques, fondée sur l’exploitation du
mouvement des objets et non plus seulement de leur position, comme le font les volumes
englobants. Cette technique, généralisation d’une méthode de Vanecek [Van94], consiste
à ajouter des cônes de recul dans les volumes englobants afin d’approcher les normales
des triangles qui leur sont associés. De par leur taille bornée, ces cônes permettent
de détecter en temps constant la plupart des situations où tous les triangles associés
à un volume englobant reculent, autrement dit les situations dans lesquelles il n’est
pas nécessaire de parcourir la descendance du volume englobant, et ce même lorsqu’il
recouvre un volume englobant d’un autre objet.

Nous avons proposé un algorithme de construction de cônes de recul, ainsi que
deux stratégies pour ajouter les cônes de recul aux hiérarchies englobantes. Des tests
ont permis de montrer que de ces deux stratégies, la stratégie top-down, qui construit le
cônes de recul d’un volume englobant directement à partir des normales aux triangles
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qui lui sont associés, est à la fois la plus longue à calculer, la plus encombrante en
mémoire, mais aussi celle qui permet d’accélérer le plus la détection de collisions.

Ainsi, des tests ont montré que les tests de recul hiérarchiques accélèrent la
détection de collisions très significativement lorsque les objets sont proches les uns des
autres, puisqu’elle permet d’éviter de nombreux de tests de recouvrement entre volumes
englobants, ainsi que de nombreux tests de détection de collisions entre primitives
polyédriques. Dans l’exemple des portières en contact, représentant un cas difficile
pour toute méthode de détection de collisions fondée sur des hiérarchies englobantes,
choisir une stratégie top-down et fixer la taille maximale rmax à 6 permet d’augmenter
le taux de rafraîchissement de la simulation de plus de 50%.

La stratégie bottom-up, cependant, n’est pas à négliger. Bien qu’elle permette une
accélération un peu moins importante que la stratégie top-down, elle requiert légèrement
moins de mémoire et, surtout, calcule les cônes de recul beaucoup plus rapidement.
Aussi la préférons-nous lorsque la complexité des objets augmente.

La méthode proposée autorise également un compromis entre la mémoire requise
par les cônes de recul et l’accélération résultant de leur utilisation. Ici aussi des tests
ont permis d’évaluer cet encombrement mémoire en fonction de la stratégie d’ajout des
cônes de recul d’une part, et de la constante rmax, qui définit la taille maximale d’un
cône de recul au sein d’une hiérarchie, d’autre part.

Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser au deuxième problème fon-
damental de la simulation interactive d’objets rigides, le calcul du mouvement des
objets. Nous avons vu au chapitre 1 que ce problème est lui-même divisé en deux sous-
problèmes selon que l’on doive calculer les vitesses des objets, après qu’un choc les ait
rendues incompatibles avec les contraintes géométriques, ou les accélérations des objets
qui, en l’absence de chocs, doivent respecter continûment les contraintes géométriques.

Essentiellement, nous allons montrer que si les méthodes analytiques tradition-
nelles, qui résolvent les problèmes dynamiques dans l’espace des contacts, permettent à
l’heure actuelle de simuler interactivement des objets rigides, elles ne sont pas aussi ef-
ficaces qu’elles pourraient l’être. Nous allons en effet montrer que le principe de Gauss,
qui permet de résoudre les problèmes dynamiques dans l’espace des mouvements, per-
met d’obtenir une formulation mathématiquement équivalente à celle de l’approche
traditionnelle, mais algorithmiquement avantageuse.
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Chapitre 5

Simulation dynamique dans l’espace
des mouvements

La plupart des méthodes classiques de simulation dynamique d’objets rigides par
contraintes sont formulées dans l’espace des contacts. Grâce au principe des moindres
contraintes de Gauss, les problèmes dynamiques sans friction sont formulés dans l’es-
pace des mouvements. Bien que les deux formulations soient mathématiquement équi-
valentes, elles ne le sont pas d’un point de vue algorithmique. La formulation établie
dans l’espace des mouvements est mieux conditionnée, toujours creuse, nécessite moins
de mémoire et permet d’éviter certains calculs redondants. Une comparaison expéri-
mentale montre qu’un algorithme opérant dans l’espace des mouvements tire parti de
la formulation creuse pour résoudre les problèmes dynamiques de plus en plus efficace-
ment (par rapport à la formulation dans l’espace des contacts) à mesure que le nombre
moyen de contacts par objet augmente.

5.1 Introduction

Les chapitres précédents se sont concentrés sur le développement de méthodes de
détections de collisions continues suffisament efficaces pour interagir avec un environne-
ment virtuel en temps réel. Ainsi, contrairement à la plupart des méthodes de détection
de collisions, qui détectent des interpénetrations entre les objets, les méthodes présen-
tées dans les chapitres 2 et 3 permettent de calculer efficacement les instants auxquels
les objets entrent en contact. Par ailleurs, le chapitre précédent nous a permis de mon-
trer que le mouvement des objets lui-même pouvait être exploité afin d’accélérer la
détection de collisions, grâce à la méthode des tests de recul hiérarchiques.

Nous avons vu au chapitre 1 qu’une fois l’instant de premier contact entre deux
objets connu, il faut calculer la réponse à la collision (lorsque les objets doivent rebondir
l’un sur l’autre), ou, de façon semblable, calculer le mouvement contraint des objets
(lorsque les objets glissent l’un sur l’autre).
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Si les premières méthodes de simulation dynamique, les méthodes par pénalité,
calculaient simplement les forces exercées sur les objets en fonction des quantités d’in-
terpénétration locales [MW88, TPB87, PB88], il s’est avéré que de telles méthodes
conduisent généralement à des problèmes de stabilité numérique, et sont de plus diffi-
cilement justifiables d’un point de vue mécanique, notamment lorsque plusieurs points
de contact coexistent [Bar89]. Ainsi, dans le cas d’une table posée sur le sol, la force
totale exercée par le sol dépend du nombre de pieds de la table, ce qui est bien sûr
physiquement incorrect.

Aussi la plupart des méthodes de simulation sont-elles maintenant analytiques, et
calculent les forces exercées sur les objets en prenant en compte simultanément toutes
les contraintes exercées sur les objets, qu’elles soient unilatérales ou bilatérales. A ce
titre, les méthodes analytiques peuvent être qualifiées de globales. Dans l’exemple de
la table, elles calculent le mouvement correct quel que soit le nombre de pieds de la
table. Nous avons décrit le fonctionnement général d’un tel simulateur dynamique par
contrainte dans le premier chapitre.

Bien que des objets modérément complexes puissent être gérés en temps réel
par les processeurs et les méthodes de simulation actuels [Bar94], les objets complexes
peuvent nécessiter de nombreux calculs lorsque le nombre de points de contact aug-
mente, et une stratégie consiste souvent à afficher des objets complexes tout en effec-
tuant la simulation dynamique sur des versions simplifiées des objets [FTBAB00].

Nous pensons qu’une des raisons de ce problème est que ces méthodes de simu-
lation analytiques n’utilisent pas explicitement le nombre de degrés de liberté dans
la simulation1. Aussi, lorsque le nombre moyen de contacts par objet augmente, les
simulateurs ne sont pas aussi efficaces qu’ils pourraient l’être.

Notons que le nombre moyen de contacts par objet peut augmenter rapidement
lorsque la complexité des objets augmente. Considérons deux cubes en contact. Si
les cubes sont presque alignés et que l’un d’entre eux est légèrement tourné, alors
huit points de contact coexistent (cf figure 5.1). Si maintenant les deux cubes sont
remplacés par des cylindres polyédriques à n côtés dans une configuration semblable,
alors 2n contacts coexistent.

D’autres exemples sont faciles a trouver : insertion de vis, objets empilés... Aussi,
le fait que des valeurs de tolérance soient utilisées en détection de collisions tend à
augmenter le nombre moyen de points de contacts par objet.

Enfin, notons qu’il n’est possible de réduire la zone de contact à un nombre fini de
points caractéristiques (comme dans l’exemple de la figure 5.1) que lorsque les objets
sont polyédriques [Pal87]. Dans le cas d’objets plus généraux, comportant des parties
courbes, il arrive parfois qu’une infinité de points soit nécessaire pour décrire la zone
de contact. C’est le cas par exemple lorsqu’un cylindre de section circulaire est polsé
sur le sol. Dans ce cas, il est nécessaire de recourir à un grand nombre de points de
contact pour approcher la surface de contact.

1Bien sûr, la détection de collisions est aussi un important facteur de ralentissement.
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Fig. 5.1 – Selon le modèle de contact typiquement utilisé pour des objets polyédriques
[Pal87], deux cubes en contact créent huit points de contact.

La plupart des méthodes de simulation dynamique analytiques permettant de gé-
rer les contraintes unilatérales formulent les problèmes dynamiques (i.e. le problème du
calcul du mouvement contraint et le problème de la réponse à la collision) comme des
problèmes de complémentarité linéaire (Linear Complementarity Problem, LCP) (voir
par exemple [APS99, Bar94, RK97, SS98a, TPSL95], et les méthodes citées dans le pre-
mier chapitre). Nous avons vu dans le premier chapitre que le LCP exprime la relation
entre les forces de contact (respectivement les impulsions) et les accélérations normales
relatives (respectivement les vitesses normales relatives) aux points de contact. Par
exemple, dans un système sans frottements, si f et acp sont deux vecteurs dans IRm

décrivant les composantes normales des forces de contact2 et les composantes normales
des accélérations relatives aux m points de contact, alors il existe une matrice A de
taille m×m et un vecteur b de IRm tels que :

acp = Af + b, acp > 0, f > 0, aT
cpf = 0 (5.1)

Dans cette formulation, cependant, le nombre de degrés de liberté du système
non contraint n’est pas explicite. En d’autres termes, le problème (5.1) est formulé dans
l’espace des contacts [RK97].

Dans ce chapitre, nous présentons une formulation des deux problèmes dyna-
miques dans l’espace des mouvements, obtenue à partir du principe des moindres

2Dans un système sans frottements, les composantes tangentielles des forces de contact sont nulles.
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contraintes de Gauss. Nous allons pouvoir observer que, dans cet espace, un algorithme
résolvant les problèmes dynamiques est capable d’utiliser explicitement le nombre de
degrés de liberté dans la simulation et d’éviter ainsi des calculs redondants.

Notons que certains auteurs ont présenté des formulations qui contiennent expli-
citement le nombre de degrés de liberté de la simulation. Lötstedt [Lot84] emploie une
formulation très proche du principe de Gauss, mais ne prend pas en compte les collisions
élastiques. Baraff [Bar96] présente un algorithme en temps linéaire pour les corps arti-
culés acycliques, mais utilise ensuite une formulation dans l’espace des contacts [Bar94]
pour gérer les contraintes unilatérales. Milenkovic [MS01], aussi, rend le nombre de de-
grés de liberté explicite en formulant les problèmes dynamiques comme des problèmes
de programmation quadratique, mais a recours à de nombreuses variables pour faire
respecter toutes les contraintes de dynamique et de collisions3.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Le principe de Gauss est rappelé
dans la section 5.2. Une formulation dans l’espace des mouvements des deux problèmes
dynamiques (sans frottements) est dérivée du principe de Gauss dans la section 5.3
pour former des problèmes de minimisation semblables. La section 5.4 réduit le pro-
blème de minimisation à un problème bien connu de recherche de point le plus proche
(Nearest Point Problem, NPP), qui sera comparé à la formulation établie dans l’es-
pace des contacts dans la section 5.5 d’un point de vue théorique et pratique. Cette
comparaison montre que, bien que les deux formulations sont mathématiquement équi-
valentes, elles ne le sont pas d’un point de vue algorithmique : la formulation opérant
dans l’espace des mouvements est mieux conditionnée, toujours creuse, nécessite moins
de mémoire et permet d’éviter des calculs redondants. Une comparaison expérimentale
est ensuite établie entre deux algorithmes typiquement utilisés pour résoudre les pro-
blèmes LCP et NPP. Cette comparaison montre que l’algorithme opérant dans l’espace
des mouvements (i.e. résolvant le problème NPP) tire parti de la formulation creuse
pour résoudre les problèmes dynamiques de plus en plus efficacement (par rapport à
la formulation dans l’espace des contacts) à mesure que le nombre moyen de contacts
par objet augmente. La section 5.6 propose un moyen d’étendre la formulation aux
systèmes avec frottements, en présentant un modèle de friction inspiré du modèle de
Coulomb, incluant la friction statique et dynamique. Enfin, la section 5.7 conclut le
chapitre.

5.2 Le principe des moindres contraintes de Gauss

Il existe peu de références sur les applications du principe de moindres contraintes
de Gauss [Gauss1829]. Ce principe a cependant récemment soulevé un regain d’intérêt
dans les ouvrages généraux de mécanique [Bar99, UK96].

3De plus, un examen attentif du modèle employé pour calculer la réponse à la collision montre que
celle-ci ne dépend pas de la vitesse de l’objet avant impact, ce qui est peu réaliste.
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Plus spécifiquement, le principe de Gauss a été utilisé dans le cas particulier d’ob-
jets initialement immobiles [BM93] et, en robotique, pour calculer la dynamique de ma-
nipulateurs redondants [BK00]. Udwadia [UK96] montre que le principe de Gauss per-
met de formuler explicitement le mouvement des objets lorsque le système ne contient
que des contraintes bilatérales. Un avantage immédiat du principe de Gauss sur le
principe des travaux virtuels, utilisé dans les méthodes LCP, est qu’il permet de don-
ner une formulation très intuitive du mouvement contraint d’un système. En fait, il
est si intuitif qu’il est souvent redécouvert et/ou utilisé sans même mentionner Gauss
([MS01]).

Bien qu’il ait été initialement exprimé pour un ensemble de masses ponctuelles, le
principe de Gauss s’applique aussi aux systèmes d’objets rigides sans frottements sou-
mis à des contraintes géométriques (unilatérales ou bilatérales) [Mor63, Bar99, LL82],
et peut être exprimé simplement à l’aide des coordonnées et des masses généralisées
[Fea87] et de la notion de groupe de contacts :

Définition (Groupe de contacts). Dans ce chapitre, un groupe de contacts est un
ensemble d’objets mobiles en contact. Deux objets i et j sont dans le même groupe de
contacts si et seulement s’il existe une chaîne d’objets en contact de l’objet i à l’objet
j.

Dans la figure 3.7 du chapitre 3, par exemple, les six cubes mobiles forment un
seul et même groupe de contacts.

A chaque instant, deux groupes de contacts distincts sont dynamiquement indé-
pendants. Les problèmes dynamiques qui leur sont associés peuvent donc être résolus
indépendamment.

Considérons un groupe de contacts de n objets mobiles. Un objet rigide i a
seulement six degrés de liberté, et son accélération est répartie en deux termes : l’accé-
lération translationnelle ai(Gi), qui est celle de son centre de gravité, et l’accélération
rotationnelle αi. Ces deux vecteurs sont dans IR3. En empilant dans un même vecteur
les accélérations des n objets (potentiellement) mobiles, on obtient le vecteur d’accélé-
ration généralisée a dans IR6n :

a =


ai(G1)

α1
...

ai(Gn)
αn

 (5.2)

De même, on forme la matrice des masses généralisées à partir des masses mi des
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objets et de leurs tenseurs d’inertie Ii :

M =


m11 0 . . . 0 0

0 I1 . . . 0 0
...

... . . .
...

...
0 0 . . . mn1 0
0 0 . . . 0 In

 (5.3)

où 1 est la matrice identité 3×3. Cette matrice M est diagonale par blocs et symétrique
défine positive (SDP).

Notons maintenant au l’accélération (généralisée) non contrainte du groupe de
contacts, c’est-à-dire l’empilement des accélérations qu’auraient les objets composant le
groupe de contacts s’ils n’étaient pas soumis aux contraintes géométriques. Par exemple,
l’accélération non contrainte d’un cube posé sur une table et soumis à la gravité est
précisément la gravité. Le vecteur au est lui aussi dans IR6n.

Nous pouvons maintenant exprimer le principe de Gauss :

Théorème (Principe des moindres contraintes de Gauss). A chaque instant,
l’accélération généralisée contrainte ac d’un groupe de contacts minimise la fonction
scalaire de a suivante :

Ga(a) =
1

2
(a− au)

TM(a− au) =
1

2
||a− au||2M (5.4)

sur l’ensemble des accélérations possibles, c’est-à-dire celles qui sont compatibles avec
la configuration courante du groupe de contacts.

Remarquons que, puisque la matrice M est SDP, ||.||M est une norme non-
euclidienne bien définie. Par analogie avec l’énergie cinétique d’un système

E =
1

2
vTMv

cette norme est habituellement appelée norme cinétique.

Ainsi, appliquer le principe de Gauss revient à minimiser la distance cinétique
entre les accélérations généralisées a et au, sur l’ensemble des accélérations possibles4.

En rendant implicite le fait que la distance est la distance cinétique, le principe
de Gauss peut être formulé encore plus simplement : à chaque instant, l’accélération
contrainte d’un groupe de contact est l’accélération la plus proche possible de son accé-
lération non contrainte.

Dans cette formulation, les inconnues explicites sont les accélérations des objets,
et les forces de contact ne sont qu’implicites. Ainsi, le problème est formulé dans l’espace

4Puisque Ga et
√

Ga sont minimisées par le même ac.
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Fig. 5.2 – Selon le principe des moindres contraintes de Gauss, l’accélération contrainte
de la particule est la plus proche possible de son accélération non contrainte, la gravité.

des mouvements, et non plus dans l’espace des contacts, comme dans les méthodes LCP
[RK97]. Aussi, le nombre de degrés de liberté du groupe de contacts non contraint est
maintenant explicite.

La figure 5.2 présente une application du principe de Gauss à une particule glis-
sant sur une pente et soumise à la gravité (l’avantage des exemples ne faisant intervenir
qu’une particule est qu’alors l’espace de l’objet et l’espace de ses mouvements peuvent
être superposés, et que la distance cinétique est proportionnelle à la distance eucli-
dienne). Dans cet exemple, le principe de Gauss permet de trouver très simplement
l’accélération contrainte de la particule. Les accélérations possibles sont celles qui res-
pectent la contrainte de non-pénétration, i.e. celles dont la composante normale est
positive ou nulle. L’accélération contrainte de la particule est la plus proche possible
de son accelération non contrainte, la gravité.

5.3 Formulation des problèmes dynamiques

5.3.1 Le problème du mouvement contraint

Le problème du mouvement contraint pour un groupe de contacts de n objets
est une application directe du principe de Gauss dans l’espace des accélérations. Il ne
reste qu’à exprimer l’ensemble des accélérations possibles.

Cet ensemble peut être déduit du modèle de contact traditionnel [Bar89, Bar94,
RK97]. Notons i et j deux objets en contact. I est un point de contact, n est la normale
au plan tangent de contact en I, dirigée de j vers i. Selon l’objet auquel il appartient,
le point I est noté Ii ou Ij.
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Notons que cette distinction est nécessaire pour établir les équations des contraintes.
Cependant, bien que ces deux points coïncident en théorie, ce n’est pas le cas en pra-
tique en raison des imprécisions numériques dues à la précision finie d’un ordinateur
d’une part. De plus, nous verrons dans le chapitre suivant que la méthode utilisée pour
coupler les algorithmes de détection de collisions aux algorithmes de calcul de mouve-
ment contraint d’autre part impose de séparer les points Ii et Ij qui sont alors, dans la
pratique, les points les plus proches appartenant aux primitives polyédriques. Dans le
cas d’un contact point/face, par exemple, Ii est le point et Ij est le point de la face le
plus proche du point Ii.

Avec cette notation, la contrainte de non-pénétration sur les accélérations nor-
males relatives au point de contact I est [Bar89] :

(ai(Ii)− aj(Ij)).n + 2.(vi(Ii)− vj(Ij)).
dn

dt
> 0 (5.5)

Rappelons que lors du calcul des accélérations contraintes des objets, leurs posi-
tions et vitesses sont connues. Aussi le terme 2.(vi(Ii)−vj(Ij)).

dn
dt

est-il une constante
connue.

Dans l’espace des contacts, les contraintes de ce type seraient utilisées pour for-
mer la matrice A et le vecteur b donnés en introduction de ce chapitre, qui relient
les forces de contact et les accélérations normales aux points de contact. Cependant,
pour appliquer le principe de Gauss, nous devons exprimer cette contrainte sur les
accélérations des objets. Ceci est réalisé simplement : pour tout objet k, on sait que

ak(Ik) = ak(Gk) + αk ∧GkIk + ωk ∧ (ωk ∧GkIk) (5.6)

où ωk est la vitesse rotationnelle (connue) de l’objet k.

En substituant cette dernière expression dans l’inégalite (5.5), on obtient une
nouvelle contrainte sur les accélérations des objets :

(ai(Gi) + αi ∧GiIi − aj(Gj)− αj ∧GjIj).n > K (5.7)

où K est une valeur connue, dépendant des vitesses des objets.

En notant que, pour tout triplet (a,b, c) de vecteurs de IR3, on a (a ∧ b).c =
a.(b∧c), on montre que la relation (5.7) est bien linéaire en les accélérations des objets
en contact :

ai(Gi).n + αi.(GiIi ∧ n)− aj(Gj).n− αj.(Gjjj ∧ n) > K (5.8)

En empilant les m contraintes de non-pénétration (5.8), on obtient une seule
contrainte sur l’accélération généralisée du groupe de contact :

Ja > c (5.9)
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où J est la jacobienne m × 6n bien connue du groupe de contacts [RK97], et c est
dans IRm. Cette contrainte généralisée5 définit l’ensemble convexe des accélérations
possibles :

{a : Ja > c} (5.10)

Ainsi, l’accélération contrainte du groupe de contacts est :

ac = arg min

{
1

2
||a− au||2M : Ja > c

}
(5.11)

Dans cette formulation, une propriété bien connue des systèmes d’objets rigides
sans frottements est immédiatement visible. Puisque l’accélération contrainte ac mini-
mise une distance (non-euclidienne) sur un ensemble convexe, elle est unique.

Enfin, remarquons que l’équation (5.11) fournit l’accélération contrainte d’un
groupe de contacts pour un nombre quelconque d’objets, soumis à un nombre quel-
conque de contraintes unilatérales ou bilatérales6.

5.3.2 Le problème de la réponse à la collision

Montrons maintenant comment formuler le problème de la réponse à la collision
dans l’espace des vitesses grâce au principe de Gauss.

Notons v une vitesse généralisée d’un groupe de contacts de n objets. Le vecteur v
est dans IR6n. Notons v− la vitesse (généralisée) du groupe de contacts immédiatement
avant une collision. Le problème est de trouver v+, la vitesse (généralisée) du groupe
de contact immédiatement après la collision7. Pour cela, nous faisons deux hypothèses
classiques [RK97] :

– la durée de la collision dt est infinitésimale [MW88],
– la réaction des objets suit le modèle de Newton [MC95].
La conséquence de la première hypothèse est que nous pouvons considérer que

les positions des objets, ainsi que les contraintes agissant sur eux, sont constantes
durant la période de contact. De plus, les forces extérieures deviennent négligeables
face à l’intensité des forces de contact. Par conséquent, l’accélération non contrainte
de groupe de contacts est nulle : au = 0. L’accélération généralisée a, quant à elle, est
infinie. L’impulsion adt, finie, provoque le changement de vitesse des objets :

v+ − v− = adt (5.12)
5Rappelons qu’une telle inégalité vectorielle s’exerce, par définition, coordonnée par coordonnée.
6Puisque toute contrainte bilatérale peut être remplacée par une paire de contraintes unilatérales

opposées.
7Rappelons que, à chaque fois que l’on calcule des accélérations contraintes, on suppose que les

vitesses des objets respectent les contraintes. Ce n’est pas le cas lorsque une collision survient :
les vitesses des objets immédiatement avant le choc sont incompatibles avec la contrainte de non-
pénétration.
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Puisque au = 0, le principe de Gauss permet d’affirmer que v+ minimise Gv, où

Gv(v) =
1

2
||v − v−||2M (5.13)

sur l’ensemble des vitesses possibles immédiatement après la collision.

Cet ensemble des vitesses possibles est trouvé simplement grâce à la seconde hy-
pothèse. Dans le cas de collisions (éventuellement) simultanées, l’hypothèse de Newton
fournit la contrainte de réponse à la collision sur les vitesses des objets, en chacun des
m points de contact (qu’il y ait collision ou non au point de contact) :

(v+
i (Ii)− v+

j (Ij)).n > −e(v−
i (Ii)− v−

j (Ij)).n (5.14)

ou e est le coefficient de restitution au point de contact.

Or, comme précédemment, les vitesses aux points de contact dépendent des vi-
tesses translationnelles et rotationnelles des objets. Pour tout objet k, on sait que

vk(Ik) = vk(Gk) + ωk ∧GkIk (5.15)

où vk(Gk) et ωk sont respectivement la vitesse translationnelle et la vitesse rotationnelle
de l’objet k. En remplaçant vi(Ii) et vj(Ij) dans la contrainte (5.14) par leur expression
(5.15), et en notant K le terme de droite (connu) de la contrainte (5.14), on obtient
une nouvelle contrainte sur les vitesses translationnelles et rotationnelles des objets i
et j :

(v+
i (Gi) + ω+

i ∧GiIi − v+
j (Gj) + ω−

j ∧GjIj).n > K (5.16)
En utilisant comme précédemment la formule reliant le produit scalaire au produit
vectoriel, on montre que cette contrainte est linéaire en les vitesses translationnelles et
rotationnelles des objets i et j :

v+
i (Gi).n + ω+

i .(GiIi ∧ n)− v+
j (Gj).n− ω+

j .(Gjjj ∧ n) > K (5.17)

En empilant les m contraintes de réponse à la collision, on obtient l’ensemble des
vitesses possibles après collision :

{v : Jv > d} (5.18)

où J est une jacobienne m× 6n, semblable à celle de la contrainte sur les accélérations
(5.9), et d est un vecteur de IRm.

Ainsi, la vitesse généralisée du groupe de contacts immédiatement après la colli-
sion est :

v+ = arg min

{
1

2
||v − v−||2M : Jv > d

}
(5.19)

Ici aussi le résultat peut s’énoncer d’une façon très élégante : lors d’une collision,
la vitesse d’un groupe de contact immédiatement après la collision est la plus proche
possible de la vitesse qu’il avait immédiatement avant la collision.

La figure 5.3 montre une application de cette loi à une particule qui vient d’entrer
en contact avec un objet immobile.
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Fig. 5.3 – Une particule vient de rentrer en contact avec le sol. Les vitesses possibles
sont données par la contrainte de réponse à la collision, qui dépend de e, le coefficient
de restitution. La vitesse de la particule immédiatement après la collision est la plus
proche possible de celle qu’elle avait immédiatement avant la collision.

5.4 Résolution des problèmes dynamiques

La section précédente a réduit les deux problèmes dynamiques au même problème
de minimisation dans un espace de mouvements (i.e. vitesses ou accélérations) :

x∗ = arg min

{
1

2
||x− xu||2M : Jx > c

}
(5.20)

où xu, M, J et c sont connus. Plus précisément, si le groupe de contacts contient n
objets soumis à m contraintes unilatérales, alors x et xu sont dans IR6n, c est dans IRm,
et J est dans IRm×6n.

Commençons par remarquer que, puisque la matrice M est symétrique définie
positive, elle peut être factorisée en le produit de deux matrices définies positives 6n×
6n :

M = QTQ (5.21)

Pour cela, il suffit de diagonaliser M par blocs (puisque les tenseurs d’inertie Ii

sont des matrices SDP, et que les matrices mi1 sont déjà diagonales). Il est d’ailleurs
utile de noter que ces tenseurs d’inertie peuvent être exprimés en fonction de leurs
équivalents locaux Il

i (i.e. évalués dans le repère local de l’objet) :

Ii = PT
i Il

iPi (5.22)

où Pi est la matrice décrivant l’orientation de l’objet i. Comme la factorisation des
tenseurs d’inertie locaux peut être précalculée, celle de de M peut être effectuée en
O(n) au cours d’une simulation.
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Il est maintenant possible de rendre visibles les forces de contact (ou les impul-
sions), grâce à la méthode du lagrangien. Cependant, nous aboutirons à une formulation
dans l’espace des mouvements. Le lagrangien associé au problème (5.20) est :

L(x, λ) =
1

2
||x− xu||2M − λT (Jx− c) (5.23)

Le vecteur λ est dans IRm et représente les forces de contact ou les impulsions, selon
le problème dynamique.

Puisque
∂L

∂x
= 0 ⇔ x = M−1JT λ + xu (5.24)

la variable x peut être éliminée (en perdant donc de vue, temporairement, le mouvement
des objets).

Ce faisant, nous devons maintenant minimiser :

f(λ) =
1

2
λTJM−1JT λ− λT (c− Jxu) (5.25)

sous la contrainte de positivité λ > 0.

En supposant que l’état du groupe de contact est compatible avec les contraintes,
il existe un vecteur k tel que :

Jk = c (5.26)

Enfin, en utilisant la factorisation de la matrice M, nous pouvons retrouver une
formulation dans l’espace des mouvements. Cependant, la distance impliquée est dé-
sormais euclidienne. Notons s = Q(k − xu) et JQ = JQ−1 = JQT . Minimiser (5.25)
est équivalent au problème de moindres carrés non-négatifs suivant :

λ∗ = arg min

{
1

2
||JT

Qλ− s||2 : λ > 0

}
(5.27)

Puisque JT
Qλ et s sont tous deux dans IR6n et puisque, d’après l’équation (5.24),

on a
x = Q−1JT

Qλ + xu (5.28)

cette formulation est bien établie dans l’espace des mouvements.

Géométriquement, le problème (5.27) consiste à projeter le point s sur le cône
positif C engendré par les lignes de la matrice JQ :

C = {x ∈ IR6n : x = JT
Qλ et λ > 0} (5.29)

Le problème (5.27) est donc un problème de calcul de point le plus proche.
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5.5 Comparaison des formulations

5.5.1 Equivalence mathématique

La formulation équivalente dans l’espace des contacts est obtenue directement à
partir du problème (5.27). En effet, les conditions nécessaires et suffisantes (conditions
de Karush, Kuhn et Tucker) pour le problème (5.27), sont :

JM−1JT λ + Jxu − c > 0,
λ > 0,
(JM−1JT λ + Jxu − c)T λ = 0

(5.30)

Cette formulation est exactement8 celle donnée dans Baraff [Bar94] ou Ruspini et
al. [RK97]. En effet, pour obtenir le problème de complémentarité linéaire (5.1) donné
en introduction de ce chapitre, il suffit de poser :

A = JM−1JT

b = Jxu − c
f = λ

(5.31)

Dans cette formulation, le nombre de degrés de liberté du groupe de contacts
est implicite, puisque tous les vecteurs sont dans IRm, et puisque la factorisation de la
matrice d’inertie opérationnelle JM−1JT est cachée.

A ce point du raisonnement, le lecteur pourrait se demander pourquoi nous
n’avons pas directement dérivé le problème (5.27) de la formulation LCP (5.30). Après
tout, il suffit de factoriser la matrice des masses M et de remarquer que Jxu − c est
dans l’espace image de JQ−1. Cependant, nous pensons que l’exploration des principes
physiques intuitifs offerts par le principe de Gauss aidera à comprendre pourquoi un
algorithme résolvant le problème (5.27) devrait être plus efficace qu’un autre résolvant
le problème (5.30).

5.5.2 Différence algorithmique

Bien que les problèmes (5.27) et (5.30) soient mathématiquement équivalents, ils
ne le sont pas d’un point de vue algorithmique, pour essentiellement quatre raisons :

8Notons toutefois que, par souci de clarté, les formulations données dans ce chapitre concernent
des objets rigides classiques à six degrés de liberté. Cependant, le principe de Gauss reste valide pour
des systèmes mécaniques articulés à nombre de degrés de liberté quelconque (ces systèmes, décrits
par un ensemble de coordonnées réduites, internalisent simplement les contraintes bilatérales), et peut
donc être utilisé avec le modèle de contact décrit dans Ruspini [RK97]. Par ailleurs, l’équivalence
mathématique donnée dans cette section en est une preuve, puisqu’il suffit de factoriser la matrice M.
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– meilleur conditionnement : le conditionnement de la matrice JM−1JT est égal
au carré du conditionnement de la matrice JQ (voir Gill et al. [GMW81], par
exemple). En conséquence, le problème formulé dans l’espace des mouvements
(5.27) est beaucoup mieux conditionné que le problème formulé dans l’espace
des mouvements (5.30). Il est donc beaucoup moins sensible aux erreurs d’ar-
rondi ;

– formulation creuse : Puisque les matrices M et Q sont diagonales par blocs,
et que la jacobienne J est toujours creuse, la matrice JQ intervenant dans le
problème (5.27) est elle aussi toujours creuse. Au contraire, la matrice JM−1JT

peut être dense [Bar96] ;
– meilleur encombrement mémoire : Lorsque les matrices impliquées sont traitées

comme des matrices denses, il faut beaucoup plus de mémoire pour stocker
JM−1JT (O(m2)) que pour stocker JQ (O(nm)), lorsque le nombre moyen
de points de contact par objet augmente. De plus, lorsqu’elles sont traitées
comme des matrices creuses, l’encombrement mémoire de JQ est toujours en
O(m) seulement, alors que JM−1JT peut être dense ;

– pas de calculs redondants : un algorithme qui résout le problème LCP doit faire
respecter les conditions à la fois sur les forces de contact (ou les impulsions) λ
et les accélérations (ou les vitesses) aux points de contact xcp. En conséquence,
cet algorithme doit maintenir les m coordonnées de xcp pendant la résolution
du problème (5.30). Cependant, les m coordonnées de xcp ne sont pas indé-
pendantes, puisque les points de contacts appartiennent à des objets rigides :
ces coordonnées pourraient être déduites des mouvements des objets. Puisque
les mouvements des objets ne sont pas immédiatement disponibles dans l’es-
pace des contacts, cet algorithme effectue des calculs redondants, donc non
nécessaires. Dans l’espace des mouvements, un algorithme peut opérer direc-
tement sur les 6n coordonnées indépendantes seulement, et sur les coefficients
correspondants dans JQ.

En guise de conclusion préliminaire, nous pouvons exprimer plus simplement la
différence entre les deux formulations : dans l’espace des contacts, les forces de contact
sont calculées pour elles-mêmes, et sont ensuite utilisées pour calculer le mouvement
des objets. Dans l’espace des mouvements, les forces de contact sont calculées en même
temps que les mouvements des objets9.

5.5.3 Comparaison expérimentale

Il existe de nombreuses façons de résoudre le problème de point le plus proche
(5.30). Cependant, sa structure géométrique a conduit les chercheurs en optimisation à
développer des algorithmes spécifiques, généralement répartis en deux catégories : les
méthodes combinatoires (méthodes d’ensemble actif), et les méthodes de descente. Les
algorithmes de la première catégorie cherchent la solution en se déplaçant de face en face
sur le cône positif. Ceux de la seconde catégorie sont des méthodes de point intérieur ou

9Puisque les mouvements des objets sont directement reliés à JT
Qλ.
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de point extérieur [AS90]. Pour des simulations dynamiques d’objets rigides typiques,
cependant, il est plus simple d’utiliser les méthodes combinatoires. C’est d’ailleurs le cas
dans les formulations situées dans l’espace des contacts : au moins pour les systèmes
sans frottements, les problèmes LCP sont résolus par l’algorithme de Lemke ou de
Dantzig [APS99, Bar94, RK97, SS98a, TPSL95].

Afin de comparer expérimentalement la formulation dans l’espace des contacts
à celle dans l’espace des mouvements, nous avons choisi d’implanter l’algorithme bien
connu de Baraff [Bar94] pour résoudre le problème (5.30). Dans le cas de systèmes
sans frottements, cet algorithme est équivalent à l’algorithme de Dantzig qui résout
les problèmes de complémentarité linéaire. Pour le problème de point le plus proche
(5.27), nous avons choisi l’algorithme de Wilhelmsen [Wil76] pour plusieurs raisons.
C’est une méthode combinatoire, facile à implémenter et qui, surtout, présente un rap-
port étroit avec l’algorithme de Dantzig, rendant ainsi la comparaison plus pertinente.
Ainsi, comme la plupart des méthodes par pivot, les deux algorithmes ont une boucle
interne et une boucle externe. Dans la boucle interne, les deux algorithmes doivent
résoudre des systèmes linéaires impliquant des sous-matrices de JM−1JT (remarquons
que, par conséquent, l’argument concernant le meilleur conditionnement des méthodes
dans l’espace des mouvements ne tient plus. Cependant, ceci permet de comparer les
deux algorithmes sous des hypothèses de robustesse équivalentes). Ainsi, la différence
entre les deux méthodes réside dans le fait que l’algorithme de Wilhelmsen opère sur
JT

Qλ et λ, alors que celui de Dantzig opère sur xcp et λ.

n=2 n=7 n=12 n=17 n=22
p=5 0.60 0.50 0.51 0.54 0.52
p=15 0.85 1.08 1.23 1.47 1.63
p=25 0.85 0.90 1.07 1.21 1.05
p=35 0.94 0.93 1.31 1.15 1.01
p=45 1.01 1.08 1.5 1.08 1.03

Tab. 5.1 – Evolution du rapport des temps d’exécution en fonction de n, le nombre
d’objets, et p, le nombre de points de contact par objets. Dans le cas dense, le rapport
des temps d’exécution ne présente pas de comportement significatif.

Nous avons utilisé la même ligne de conduite pour implanter les deux algorithmes.
La matrice JQ et la matrice JM−1JT étaient considérées comme denses dans une version
des algorithmes, et comme creuse dans une autre. Une factorisation de Cholesky était
utilisée pour résoudre les systèmes linéaires dans tous les cas. Cependant, nous n’avons
pas implanté une méthode de factorisation incrémentale, pour aucun des algorithmes,
comme suggéré dans [Bar94]. Comme des tests préliminaires avaient montré que les
deux algorithmes effectuaient approximativement le même nombre de résolutions de
systèmes linéaires, aucun algorithme n’en aurait bénéficié significativement plus que
l’autre. Aussi, les deux algorithmes utilisaient la même valeur de tolérance : ε = 10−5.

Notons que nous sommes tout à fait conscients que, malgré tous nos efforts pour
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implanter les algorithmes de la même façon, il peut nous être reproché qu’il n’est pas
toujours pertinent de comparer des temps d’exécution. Cependant, nous sommes beau-
coup moins intéressés par le rapport des temps d’exécution que par le comportement
de ce rapport.

n=2 n=7 n=12 n=17 n=22
p=5 0.51 0.62 0.80 0.91 0.93
p=15 0.71 1.19 1.52 1.95 2.19
p=25 0.70 1.04 1.60 1.98 1.90
p=35 0.76 1.11 2.08 2.20 2.05
p=45 0.78 1.34 2.44 2.43 2.20

Tab. 5.2 – Evolution du rapport des temps d’exécution en fonction de n, le nombre
d’objets, et p, le nombre de points de contact par objets. Dans le cas creux, la for-
mulation dans l’espace des mouvements tire parti de la formulation creuse et est plus
efficace à mesure que le nombre de points de contact par objet augmente.

Les tests se sont déroulés de la manière suivante. Pour un test donné, une matrice
aléatoire J était calculée ainsi : pour chaque rangée, deux entiers étaient sélectionnés
aléatoirement entre 1 et n (les indices des objets). Ces deux entiers (éventuellement
égaux, la contrainte représentant alors un contact avec un objet immobile du décor),
étaient utilisés pour placer deux ensembles de six coefficients dans la rangée, conduisant
ainsi à une jacobienne typique. Pour obtenir un vecteur c compatible avec J, un vecteur
aléatoire k était choisi dans IR6n pour calculer c = Jk. Les données du problème de
complémentarité linéaire équivalent étaient calculées comme dans l’équation (5.30),
en prenant pour M la matrice identité 6n × 6n (ce qui n’avait évidemment pas de
conséquence sur la comparaison). Les deux paramètres des tests étaient le nombre
d’objets n et le nombre (moyen) de contraintes unilatérales par objet p. Pour une paire
donnée (n, p), cinquante temps d’exécution étaient obtenus pour les algorithmes de
Dantzig et de Wilhelmsen : tDi et tWi , respectivement, pour i variant de 1 à 50. Le
rapport des temps d’exécution était donc :

r(n, p) =

∑50
i=1 tDi∑50
i=1 tWi

(5.32)

Remarquons que les entiers n et p étaient choisis de façon que les deux problèmes
puissent tenir en mémoire et ne requièrent pas d’accès disque.

Les résultats sont rapportés dans le tableau 5.1 pour le cas dense (i.e. dense
pour les deux algorithmes), et dans le tableau 5.2 pour le cas creux (i.e. creux pour les
deux algorithmes). Insistons à nouveau sur le fait que nous ne sommes pas vraiment
intéressés par le rapport d’exécution lui-même, mais par son comportement, visible
dans les tableaux 5.1 et 5.2 : l’algorithme opérant dans l’espace des mouvements tire
parti de la formulation creuse pour être de plus en plus efficace, par rapport à celui
opérant dans l’espace des contacts, à mesure que le nombre moyen de contraintes
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par objet augmente. Si l’on considère maintenant le rapport d’exécution lui-même,
et en considérant le fait que les mêmes règles ont été appliquées pour implanter les
deux algorithmes, nous pouvons (prudemment) affirmer qu’un algorithme opérant dans
l’espace des mouvements est plus efficace qu’un autre opérant dans l’espace des contacts
(au moins pour notre implantation et pour les tests que nous avons effectués).

Il devrait être clair cependant que, lorsque les objets sont simples et/ou qu’il y a
peu de contraintes par objet, un algorithme travaillant dans l’espace des contacts de-
vrait (comme l’on peut s’y attendre) être plus efficace. Lorsque la complexité des objets
augmente, cependant, la formulation dérivée du principe de Gauss semble préférable.

5.6 Un modèle de friction dans l’espace des mouve-
ments

Le principe de Gauss n’est valable que pour les systèmes sans frottements. Ce-
pendant, l’intérêt de développer un modèle de friction dans l’espace des mouvement
est de conserver les bonnes propriétés mathématiques obtenues pour les systèmes sans
frottements. Nous présentons maintenant un modèle de friction, empirique, inspiré du
modèle de Coulomb, permettant de simuler la friction statique et la friction dynamique.
Bien entendu, en raison du caractère tout à fait empirique de notre modèle (différent,
bien qu’il en soit inspiré, du modèle de Coulomb), nous ne prétendons pas qu’il convient
à des simulations physiques rigoureuses (alors que le principe de Gauss décrit précé-
demment permet de décrire exactement l’évolution au cours du temps des systèmes
sans frottements). Cependant, les simulations effectuées permettent de constater que
ce modèle est satisfaisant du point de vue d’un observateur humain, et laissent pen-
ser qu’il peut être utilisé au moins dans des applications infographiques ou de réalité
virtuelle.

Notons enfin, avant de détailler le modèle proposé, que nous aurions pu ten-
ter de modifier un algorithme résolvant les problèmes dynamiques dans l’espace des
mouvements (l’algorithme de Wilhelmsen par exemple), afin d’intégrer le modèle de
frottements de Coulomb. Nous avons cependant souhaité conserver l’esprit de la ré-
solution dans l’espace des mouvements, dans lequel les forces de contact ne sont pas
directement accessibles, puisqu’elles ne sont que des inconnues implicites utilisées en
quelque sorte de façon invisible par l’algorithme de résolution.

5.6.1 Friction dynamique

La friction dynamique s’applique aux points de contacts auxquels la vitesse rela-
tive tangentielle (i.e. de glissement) est non nulle.

Notons i et j les objets en contact, et notons n la normale à la surface au point
de contact. Cette normale est connue. Considérons dans un premier temps que j est
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immobile. L’accélération normale contrainte a.n du point de contact Ii, appartenant
à l’objet i, peut être exprimée comme la somme de son accélération normale non
contrainte au.n et de l’accélération normale due à la contrainte de non-pénétration
ac.n. Ainsi :

a.n = au.n + ac.n (5.33)

Supposons que vt, la vitesse tangentielle de Ii, soit dirigée suivant le vecteur
unitaire t :

t = vt/‖vt‖ (5.34)

Nous savons par hypothèse que ‖vt‖ 6= 0. Suivant ce vecteur t, l’accélération devrait
être au.t. Selon le modèle de Coulomb, cependant, une force de frottement opposée
à la vitesse et proportionnelle à la réaction du support est présente : fT = −||fN ||.t.
fT et fN sont respectivement les composantes tangentielles et normales de la force de
frottements. Dans le cas simple d’une particule par exemple, cette force de frottement
se manifeste par une décélération de la particule, autrement dit par une modification
de son accélération contrainte tangentielle.

Aussi, nous proposons de simuler la friction dynamique dans l’espace des mou-
vements en contraignant directement l’accélération contrainte tangentielle (ce qui ne
correspond pas au modèle de Coulomb, qui n’impose rien sur l’accélération contrainte) :

a.t 6 au.t− µ (ac.n) (5.35)

où µ est le coefficient de frottement au point de contact. La perte d’accélération
contrainte tangentielle est alors µ (ac.n). Puisque a.n = au.n + ac.n, cette perte est
proportionnelle à la perte d’accélération non contrainte normale due à la contrainte de
non-pénétration. Ainsi, l’inéquation (5.35) donne :

a.d 6 au.d (5.36)

où d = t + µn peut être compris comme un vecteur de friction dynamique, dont la
direction dépend du coefficient de frottement au point de contact.

Si l’on considère maintenant le cas de deux objets mobiles, les accélérations a
et au sont les accélérations contrainte et non contrainte de Ii relativement à l’objet
j. Afin d’obtenir la contrainte due à la friction dynamique dans le repère global, ces
accélérations doivent être exprimées en fonction des accélérations de Ii et Ij dans le
repère global.

Notons ai (Ii) et ai.u (Ii) les accélérations de Ii dans le repère global, et notons
aj (Ij) et aj.u (Ij) les accélérations (contrainte et non contrainte) de Ij dans le repère
global. Les formules classiques de mécanique donnent :

a = ai (Ii)− aj (Ij)− 2ωj ∧ (vi (Ii)− vj (Ij)) (5.37)

et
au= ai.u (Ii)− aj.u (Ij)− 2ωj ∧ (vi (Ii)− vj (Ij)) (5.38)
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5.6. Un modèle de friction dans l’espace des mouvements

Fig. 5.4 – Une particule est soumise à la friction dynamique. La friction dynamique
est prise en compte en ajoutant une contrainte de friction dynamique à la contrainte
de non-pénétration. Cette nouvelle contrainte dépend de l’accélération non contrainte
au et du vecteur de friction dynamique d = t + µn, où µ est le coefficient de friction
dynamique. L’accélération contrainte de la particule a est la plus proche possible de
son accélération non contrainte.

Ainsi, la contrainte de friction dynamique imposée sur les acccélérations des ob-
jets est :

(ai (Ii)− aj (Ij)) .d 6 (ai.u (Ii)− aj.u (Ij)) .d (5.39)

où le membre de droite de l’inégalité est connu. Comme précédemment, l’inéquation
(5.39) est une fonction linéaire des accélérations translationnelles et rotationnelles des
objets i et j.

Par conséquent, dans notre modèle, tout point de contact sujet à du frottement
dynamique impose deux contraintes sur les accélérations des objets : la contrainte de
non-pénétration et la contrainte de friction dynamique (5.39).

Notons que dans le cas d’une seule particule en contact avec un objet immobile, les
inéquations (5.8) et (5.39) utilisées en combinaison avec le principe de Gauss produisent
le même mouvement que celui obtenu en appliquant le modèle de Coulomb pour la loi
de friction dynamique, comme le montre la figure 5.4.

Cependant, comme dans notre modèle l’ensemble des accélérations possibles reste
convexe, le mouvement de l’objet est déterminé de façon unique, ce qui est contraire au
modèle de Coulomb. Nous avons vu en effet dans le premier chapitre que le modèle de
Coulomb utilisé conjointement avec l’hypothèse de rigidité absolue des objets conduit
parfois à des configurations indéterminées, dans lesquelles plusieurs mouvements sont
possibles (ce qui est bien sûr contraire à la réalité).
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5.6.2 Friction statique

La friction statique s’applique aux points de contact auxquels la vitesse relative
tangentielle est nulle. Dans une méthode de simulation par contraintes, la friction
statique est prise en compte lors du calcul des accélérations contraintes (le premier
problème dynamique) et lors du calcul des vitesses post-impact (le second problème
dynamique).

Selon le modèle de Coulomb, le frottement tente d’empêcher la mise en mou-
vement du point de contact. Tant que la force de frottement vérifie ||fT || 6 µ||fN ||,
l’accélération tangentielle du point de contact est nulle. Si, par contre, l’accélération
tangentielle du point de contact est non nulle, alors la force de frottement est opposée
à l’accélération tangentielle, et vérifie ||fT || = µ||fN ||.

Pour simuler la friction statique, nous proposons de (virtuellement) modifier la
surface locale. Au lieu de supposer que la surface est localement plane, de normale n,
nous imaginons qu’il existe un petit creux pyramidal, dans lequel le point de contact
Ii est tombé.

Cette pyramide a un nombre de côtés p arbitrairement fixé, dont les normales
sk (1 6 k 6 p), dirigées vers l’extérieur du creux, dépendent de p et du coefficient
de frottement µ. Ainsi, si (t1, t2) est une base orthonormale de la surface de contact
(initialement plane), les p vecteurs de friction statique sont :

sk =
1√

1 + µ2

(
n− µ

(
cos

(
2kπ

p

)
t1 + sin

(
2kπ

p

)
t2

))
(5.40)

pour 1 6 k 6 p.

Par conséquent, pour simuler la friction statique en un point de contact, p
contraintes de non-pénétration (5.8) sont ajoutées à l’ensemble de contraintes, en rem-
plaçant le vecteur n par le vecteur sk dans la k-ième contrainte10. La contrainte de
non-pénétration initiale n’est plus nécessaire. Au final, tout point de contact soumis à
du frottement statique crée p contraintes de friction statiques.

Plusieurs remarques peuvent être faites.
– ce modèle empirique correspond intuitivement au comportement d’une parti-

cule soumise à du frottement statique, comme le montre la figure 5.5. Tant
que l’accélération non contrainte de la particule est suffisamment dirigée vers
le bas, la friction statique empêche tout mouvement. Dès que la composante
tangentielle de son accélération non contrainte est suffisamment importante,
cependant, la particule se met en mouvement11 ;

10De plus, même pour les contacts arête/arête, dn/dt est remplacé par ωj ∧ sk.
11Remarquons que lorsque la particule se met en mouvement, le contact se rompt puisque la compo-

sante normale de l’accélération est strictement positive. Ceci ne correspond pas au modèle de Coulomb.
Dans notre modèle, par conséquent, il ne peut y avoir de transition roulement/glissement. Cependant,
la méthode de couplage décrite dans le chapitre 6, qui impose de maintenir une distance de sécurité
entre les objets, rend ces transitions possibles puisqu’un contact n’est rompu que lorsque la distance
entre les objets est supérieure à une certaine valeur seuil strictement positive.
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Fig. 5.5 – Une particule est soumise à la friction statique. La friction statique est prise
en compte en ajoutant un nombre arbitrairement fixé de contraintes de friction statiques
à la contrainte de non-pénétration. Ces contraintes dépendent de µ, le coefficient de
de frottement. De nouveau, l’accélération contrainte de la particule est la plus proche
possible de son accélération non contrainte. A : Les frottements statiques empêchent
le mouvement. B : Les frottements statiques, trop faibles, ne peuvent empêcher le
mouvement.

– comme dans Stewart et al. [ST96], le cône de friction a été remplacé par un
cône pyramidal, ce qui conduit à du frottement anisotrope. Cependant, ce
défaut peut être réduit en augmentant le nombre de côtés de la pyramide p.
Grâce aux bonnes propriétés mathématiques de la formulation dans l’espace des
mouvements, ceci n’est pas véritablement un problème. Nous avons constaté
que fixer p à 6 permet de donner un comportement suffisamment réaliste pour
l’oeil humain ;

– puisqu’ici encore le frottement est pris en compte en ajoutant des contraintes
linéaires dans l’espace des accélérations, l’ensemble des accélérations possibles
reste convexe et le mouvement de l’objet est encore déterminé de manière
unique.

Ceci conclut la description d’un modèle de friction simple et empirique. Nous
avons bien noté que ce modèle ne correspond pas au modèle de Coulomb, mais nous
avons pu observer au cours de nos expériences qu’il permet d’obtenir un comportement
réaliste.
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Notons que ce modèle de frottement peut être appliqué au problème de la réponse
à la collision, en transposant les contraintes de friction dynamiques et statiques dans
l’espace des vitesses. Pour la friction dynamique, les accélérations sont remplacées
par des vitesses dans la contrainte (5.39) (et les accélérations non contraintes sont
remplacées par les vitesses des objets immédiatement avant la collision). Pour la friction
statique, la contrainte (5.17) est conservée et p contraintes de friction statique dans
l’espace des vitesses sont ajoutées :

(vi (Ii)− vj (Ij)) .sk > 0 (5.41)

pour 1 6 k 6 p.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré qu’utiliser le principe de Gauss pour for-
muler les problèmes dynamiques dans l’espace des mouvements permet d’obtenir une
formulation mathématiquement équivalente à celle traditionnellement donnée dans l’es-
pace des contacts, mais qui présente plusieurs avantages algorithmiques.

La formulation dans l’espace des mouvements est ainsi mieux conditionnée, tou-
jours creuse, requiert moins de mémoire et évite les calculs redondants. Nous avons
pu constater qu’elle permet de tirer parti de la formulation naturellement creuse du
problème pour être de plus en plus efficace (relativement à la formulation dans l’espace
des contacts), à mesure que le nombre moyen de contacts par degré de liberté augmente.

Car, plus que le nombre d’objets, le paramètre important dans la simulation est
le nombre de degrés de liberté. Ainsi, une simulation en coordonnées réduites [RK97]
bénéficierait encore plus d’une formulation dans l’espace des mouvements.

Nous avons aussi présenté un modèle de friction dans l’espace des mouvements
qui, s’il ne correspond pas au modèle de Coulomb, permet d’obtenir un comportement
visuellement réaliste.

Dans le chapitre suivant, nous présentons la façon dont les algorithmes de détec-
tion de collisions continue introduits dans les chapitres précédents ont été couplés avec
les algorithmes de résolution des problèmes dynamiques introduits dans ce chapitre
pour former un simulateur dynamique interactif complet, et nous décrivons plusieurs
applications de ce simulateur, notamment pour la simulation interactive avec retour
d’efforts.
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Chapitre 6

Applications et résultats

Les algorithmes de détection de collisions continue et de calcul du mouvement
contraint ont été implantés et regroupés dans une librairie C++, CONTACT Toolkit.
Ce chapitre présente plusieurs applications et tests de cette librairie. Nous montrons
d’une part que les algorithmes introduits dans ce mémoire semblent exploitables dans
un contexte industriel et, d’autre part, qu’ils peuvent être utilisés simplement pour la
simulation interactive avec retour d’efforts, comme cela a été montré avec diverses
configurations haptiques.

6.1 Introduction

Dans les précédents chapitres, nous avons introduit la notion de mouvement in-
termédiaire arbitraire en détection de collisions continue. Nous avons ainsi présenté
deux approches fondé sur cette notion et montré qu’elle permettait de concevoir des
algorithmes efficaces pour détecter des collisions entre des modèles polyédriques ri-
gides complexes. Nous avons également montré que le mouvement des objets pouvait
être exploité pour accélérer la détection de collisions. Par ailleurs, nous avons com-
paré l’approche traditionnelle pour résoudre les problèmes dynamiques, formulée dans
l’espace des contacts, à celle découlant du principe de moindres contraintes de Gauss,
formulée dans l’espace des mouvements, et montré que cette dernière présente plusieurs
avantages algorithmiques. Ceci nous a conduit à proposer un modèle de friction dans
l’espace des mouvements.

Les algorithmes de détection de collisions exposés aux chapitres 2, 3 et 4 ont
été regroupés dans une librairie C++ appelée CONTACT (pour CONTinuous and
Accurate collision Tracking). Cette librairie est portable et a été testée sur des envi-
ronnements Windows, Unix et Linux.

Les algorithmes de calcul de mouvement contraint, présentés au chapitre 5 ont
ensuite été inclus dans CONTACT pour former une nouvelle librairie, CONTACT
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Toolkit, testée avec succès sur les mêmes environnements. Le couplage des algorithmes
de détection de collisions et de calcul de mouvement contraint s’est réalisé de manière
classique [Bar95], en suivant l’algorithme général présenté au chapitre 1.

Un convertisseur d’objets, du format Inventor vers le format adapté à CONTACT
Toolkit, pouvant contenir la description de l’objet, de sa hiérarchie englobante et de
ses cônes de recul, a permis de tester un grand nombre de bases de données et de
configurations.

Nous présentons dans ce chapitre plusieurs applications de la librairie, notamment
dans certains cas industriels, et montrons que le algorithmes introduits dans ce mémoire
peuvent être utilisés simplement pour réaliser une simulation interactive avec retour
d’efforts.

La section 6.2 présente la manière de coupler des algorithmes de détection de coll-
lisions continue reposant sur des mouvements intermédiaires arbitraires à ceux du calcul
de mouvement contraint. La section 6.3 présente plusieurs applications sur station de
travail, notamment dans des cas industriels fournis par Renault et Airbus-EADS. La
section 6.4 montre comment les algorithmes ont été utilisés pour la simulation inter-
active avec retour d’efforts, et présente des applications du simulateur sur plusieurs
configurations haptiques. Enfin, la section 6.5 conclut le chapitre.

6.2 Couplage des algorithmes de détection de colli-
sions et de calcul du mouvement contraint

L’utilisation d’un mouvement intermédiaire arbitraire pour interpoler les posi-
tions successives des objets dans une simulation dynamique par contraintes conduit à
maintenir en permanence une petite distance de sécurité entre les objets en contact.
La plupart du temps, en effet, le mouvement intermédiaire fixé n’est pas compatible
avec les contraintes dynamiques au cours des intervalles de temps successifs.

Considérons par exemple le cas d’un parallélépipède en contact continu avec une
surface plane, visible dans la figure 6.1.a. Dans cet exemple, le point de contact I
devrait être en permanence sur le plan de contact P au cours de l’intervalle de temps
considéré [tn, tn+1]. Cependant, le mouvement réel de l’objet au cours de cet intervalle
de temps est remplacé par un mouvement arbitrairement fixé qui, s’il respecte bien les
positions de l’objet aux instants tn et tn+1, ne garantit pas que le point I reste sur
le plan P au cours de l’intervalle de temps. Selon les positions intiales et finales du
parallélépipède, qui imposent le mouvement intermédiaire utilisé pour la détection de
collisions, ce point I peut en effet, par exemple, souhaiter traverser la surface de contact
dès l’instant tn, entrainant la détection d’une collision à l’instant tn. Afin d’éviter que
le simulateur ne reste bloqué à l’instant tn ou, plus généralement, qu’il ne détecte
trop souvent ces collisions artificiellement engendrées par l’utilisation d’un mouvement
intermédiaire arbitraire, nous maintenons une distance de sécurité εs entre les objets
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mouvement contraint

Fig. 6.1 – a : le mouvement intermédiaire arbitraire utilisé pour la détection de
collisions ne respecte pas les contraintes au cours de l’intervalle de temps [tn, tn+1]. b :
les objets en contact sont maintenus légèrement éloignés les uns des autres.

en contact, comme représenté dans la figure 6.1.b. Pour cela, les contraintes imposées
aux accélérations ou aux vitesses sont légèrement modifiées. Par exemple, lorsque la
distance1 entre les deux objets est inférieure à la distance de sécurité εs , la contrainte
de non-pénétration (5.8) devient :

ai(Gi).n + αi.(GiIi ∧ n)− aj(Gj).n− αj.(Gjjj ∧ n) > K + k(εs − d) (6.1)

où k est une constante de couplage, et d est la distance du point Ii au point Ij, situés
comme indiqué dans la figure 6.1.b. Rappelons en effet que les points Ii et Ij sont les
points les plus proches sur les primitives polyédriques.

Deux autres valeurs, εb et εr, sont utilisées en combinaison avec la distance de sé-
curité εs. La première, εb, supérieure à εs, est la valeur au-delà de laquelle le simulateur
déclare que le contact entre les deux objets est rompu. La seconde, εr, inférieure à εs,
est une valeur d’alerte en-deça de laquelle le simulateur arrête le temps de la simulation
et effectue un cycle de repositionnement des objets, parce qu’il n’est pas parvenu à les
maintenir à une distance raisonnable au cours de la simulation. Ce cycle de reposition-
nements est effectué entre deux affichages successifs de la scène en calculant les plus
petits déplacements qui permettent de satisfaire les contraintes de repositionnement,
semblables aux contraintes de réponse à la collision (5.14) du chapitre précédent :

(vi(Ii)− vj(Ij)).n > εs − d (6.2)

Une fois ces vitesses calculées, elles sont utilisées pour replacer les objets (en détec-
tant des collisions). Tant que certaines contraintes de repositionnement ne sont pas
respectées, un nouveau repositionnement est effectué. Nous avons pu observer que les
cycles de repositionnement sont généralement très courts, quasiment imperceptibles
par l’utilisateur, et n’entravent pas le bon déroulement de la simulation interactive.

1Plus précisément, il faut parler de distance locale, c’est-à-dire celle séparant les deux points Ii et
Ij qui caractérisent le point de contact.
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Notons que le problème du repositionnement est en tous points semblable aux
problèmes dynamiques du chapitre 5, puisqu’il s’agit de calculer les vitesses les plus
proches possibles de la vitesse nulle, dans l’espace des vitesses, parmi celles qui satisfont
les contraintes de repositionnement.

Dans notre implantation, les objets sont redimensionnées de façon que la largeur
totale de la scène soit de 50 unités, et les paramètres de couplage sont εr = 0, 0044,
εs = 0, 01, et εb = 0, 023. Ces valeurs permettent de ne pas voir les effets du repo-
sitionnement. Notons que, pour des scènes comportant des objets mobiles de tailles
très diverses, il est possible, au cours de l’interaction, d’adapter ces valeurs à l’objet
manipulé et observé, afin d’éviter que la taille de l’objet manipulé soit du même ordre
de grandeur que la distance de sécurité. Dans les bases de données que nous avons
testées, cependant, cela n’a pas été nécessaire.

Notons enfin que les repositionnements des objets ne correspondent pas à un
phénomène physique, et peuvent donc ajouter de l’énergie dans le système. Afin d’éviter
cela, il peut être utile par exemple de diminuer légèrement la vitesse des objets après
un repositionnement (notons que ce problème ne se pose pas dans une simulation du
premier ordre, ou quasi-statique, puisque les vitesses des objets sont nulles à tout
instant).

De façon plus générale, le problème de repositionnement des objets s’apparente à
un problème de stabilisation des contraintes, dont une solution classique est celle pro-
posée par Baumgarte [Bau72]. Dans ce cas, cependant, les contraintes sont unilatérales.
Par ailleurs, le problème plus important de stabilisation des contraintes unilatérales de
repositionnement est grandement facilité par la détection de collisions continue.

6.3 Evaluation des algorithmes

Plusieurs bases de données ont été utilisées pour évaluer le simulateur dynamique
fondé sur les algorithmes des chapitres précédents. Certaines d’entre elles étaient sim-
plement destinées à vérifier le bon fonctionnement des fonctions de détection de col-
lisions, alors que d’autres, correspondant à des cas industriels, visaient à évaluer le
passage à l’échelle.

Pour ces évaluations, un PC doté d’un processeur pentium 1 GHz a été utilisé.
La manipulation des objets était effectuée à l’aide d’une simple souris. Afin de faci-
liter l’interaction, l’utilisateur avait la possibilité de se déplacer dans la scène, et/ou
d’afficher les objets non manipulés en transparence, au cours de la manipulation.

6.3.1 Premières évaluations

Dans un premier temps, nous avons simplement cherché à vérifier les algorithmes
de détection de collisions et de dynamique, ainsi qu’à évaluer la qualité de l’interac-
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Fig. 6.2 – Première évaluation : l’utilisateur peut tester plusieurs situations classiques
(positionnement d’objet, mouvements lents ou rapides entrainant des collisions, avec
ou sans gravité).

tion offerte par une détection de collision continue. Pour cela, nous avons conçu deux
applications simples.

Dans la première, visible dans la figure 6.2, un utilisateur peut manipuler un
objet (le lapin sur le sol) dans un environnement statique (6000 faces en tout), et
tester plusieurs types d’interaction classiques, comme le positionnement précis d’un
objet, et les mouvements lents ou rapides entrainant des collisions.

La manipulation peut se faire dans un monde du premier ou deuxième ordre. Au
premier ordre, quasi-statique, les objets n’ont pas d’accélérations, et ne changent de
position que lorsque l’utilisateur exerce une action sur eux. Au deuxième ordre, qui
correspond à notre réalité, les objets peuvent avoir des vitesses et des accélérations
non nulles.

La seconde application, visible dans la figure 6.3, consiste à faire rebondir un
modèle de chassis de voiture Scénic, fourni par Renault (29000 faces), afin de tester les
algorithmes de calcul de mouvement contraint, ainsi que le modèle de friction formulé
dans l’espace des mouvements (cf chapitre 5). Nous avons ainsi pu constater que, d’une
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Fig. 6.3 – Un chassis de voiture, manipulé par l’utilisateur, est soumis à la gravité et
à des frottements statiques et dynamiques.

part, utiliser un mouvement intermédiaire arbitraire pour la détection de collisions
permet bien d’obtenir une simulation interactive réaliste (aux yeux de l’utilisateur)
et que, d’autre part, notre modèle de friction semble convenir aux applications de
simulation dynamique interactive.

6.3.2 Bases de données industrielles

Nous avons ensuite effectué des tests sur des bases de données provenant de
cas industriels réels, fournis par Renault et Airbus-EADS. Ces tests ont permis de
montrer la validité et l’efficacité des algorithmes de détection de collisions et de calcul
du mouvement contraint dans un contexte industriel.
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Fig. 6.4 – Positionnement interactif d’une portière. La détection de collisions continue
permet à l’utilisateur de positionner simplement et très précisément la portière de la
voiture, sans aucune interpénétration.

6.3.2.1 Positionnement d’une portière de voiture

Le premier test a consisté à positionner une portière de voiture Renault Scénic,
visible dans la figure 6.4.a (16000 triangles), sur le chassis utilisé précédemment. Malgré
un périphérique d’interaction peu adapté, il s’avère que la portière peut être placée très
simplement et précisément. A chaque instant, le fait que la portière ne pénètre pas dans
le chassis contribue grandement à augmenter le réalisme de la simulation et la précision
de la manipulation. La figure 6.4.b montre la portière en train d’être positionnée par
l’utilisateur.

6.3.2.2 Démontage d’un moteur de lève-vitre

Le deuxième test consistait à enlever un moteur de lève-vitre de l’intérieur d’une
autre portière. La scène, comportant environ 20000 triangles, est visible dans la figure
6.5. Les tests ont montré que les algorithmes de détection de collisions continue et de
calcul du mouvement contraint permettent à des utilisateurs non expérimentés avec le
simulateur de sortir simplement le moteur de la portière à l’aide de la souris.

Plusieurs étapes du démontage sont visibles dans la figure 6.5. Les sphères jaunes
matérialisent les différents points de contact.

6.3.2.3 Mat de réacteur d’avion

Un autre test consistait à démonter un élément d’une partie d’un modèle de mât
de réacteur d’avion. La scène dans son ensemble, comportant environ 80000 triangles,
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Fig. 6.5 – Le moteur du lève-vitre est facilement enlevé de la portière à l’aide d’une
simple souris. Les sphères jaunes matérialisent les points de contact.
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Fig. 6.6 – Une partie du mât de réacteur d’avion (modèles c©Airbus).

Fig. 6.7 – Mât de réacteur d’avion : agrandissement de la partie à démonter (modèles
c©Airbus).

est visible dans la figure 6.62.

Un agrandissement de la partie à démonter est visible dans la figure 6.7. Pour
distinguer l’objet manipulé, l’environnement est affiché en transparence.

En raison de la forme de l’environnement, il est nécessaire de faire pivoter l’objet
pour l’extraire de l’environnement. Ceci est perceptible très vite dans le simulateur et
permet de comprendre rapidement comment extraire l’objet. Le démontage est alors
réalisé très simplement, en faisant glisser l’objet sur l’environnement, en une trentaine
de secondes. Quatre étapes du démontage sont visibles dans le figure 6.8.

Encore une fois, il apparaît que les algorithmes de détection de collisions et de
calcul de mouvement contraint permettent de réaliser facilement des tâches réalistes et
complexes.

2Cette base de données étant confidentielle, nous ne sommes pour le moment pas autorisés à diffuser
les figures 6.6, 6.7 et 6.8 dans la version électronique. Les images sont disponibles dans la version papier
du mémoire. Veuillez nous en excuser.
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Fig. 6.8 – Quatre étapes du démontage (modèles c©Airbus).

6.3.3 Intégration sur le plan de travail virtuel

Nous avons pu effectuer plusieurs tests sur le plan de travail virtuel de l’INRIA,
visible3 dans la figure 6.9. Brièvement, le plan de travail virtuel est un système de visua-
lisation et d’interaction avec des environnements virtuels permettant une très grande
immersion, grâce au grand angle de vision et aux différents périphériques d’interaction.
Un système de stéreoscopie active, couplé à un capteur electromagnétique fixé sur les
lunettes à cristaux liquides, permet de coordonner les environnements réel et virtuel.
Il est ainsi possible, en déplaçant la tête, d’observer les objets virtuels sous plusieurs
points de vue, comme on le ferait en réalité.

Le périphérique d’interaction que nous avons utilisé est un stylo équipé d’un
capteur electromagnétique. Le capteur, en transmettant la position et l’orientation du
stylo (six degrés de liberté au total) permet à l’utilisateur d’interagir avec les objets
virtuels. Un rayon virtuel, affiché en permanence dans le prolongement du stylo réel,
permet de sélectionner les objets à déplacer.

Deux métaphores d’interaction ont été testées. Dans la première, incrémentale
[ZR01], tout déplacement du stylo est immédiatement considéré comme un mouvement
intentionnel de l’objet. Ce mouvement intentionnel est envoyé au simulateur qui calcule
le mouvement contraint de l’objet et détecte les collisions. Cette métaphore permet de
manipuler simplement l’objet lorsqu’il n’est pas en contact avec l’environnement, mais
introduit un décalage entre le rayon virtuel et l’objet dès lors que celui-ci entre en
contact avec l’environnement. Ce décalage peut être ensuite conservé, même lorsque
l’objet n’est plus en contact avec l’environnement.

La figure 6.10 montre ce phénomène. A l’instant initial, le stylo est en position
S0 et l’objet manipulé est en position C0. Ensuite, le stylo est en position S1, mais
le mouvement intentionnel Mi résultant du mouvement du stylo, est transformé en
le mouvement contraint Mc, introduisant ainsi un décalage entre le rayon virtuel et

3Les photographies représentant le plan de travail virtuel sont des montages : les objets virtuels
ont été réincrustés dans l’image afin de mieux comprendre ce que voit l’utilisateur.
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Fig. 6.9 – Intégration de CONTACT Toolkit sur le plan de travail virtuel.

l’objet manipulé en C1. Si, enfin, l’utilisateur effectue un mouvement de translation
vers le haut (position du stylo S2), le cube rompt le contact avec le sol mais le décalage
est conservé (position du cube C2).

La deuxième métaphore d’interaction, dite du ressort virtuel [ZR01, FTBAB00,
Fra01], remplace le rayon virtuel par un ressort agissant sur les six degrés de liberté
de l’objet, et le contraignant à chaque instant à revenir à la position qu’il avait, lors
de sa sélection, relativement au stylo. Cette métaphore, que l’on pourrait qualifier de
pseudo-haptique, puisqu’elle substitue des informations visuelles (la déformation du
ressort) aux informations haptiques, permet de supprimer le décalage entre le rayon
virtuel et l’objet, lorsque celui-ci n’est plus en contact avec l’environnement virtuel.

Si l’on reprend la même succession de mouvements que dans la figure 6.10 (i.e.
en conservant les positions S0, S1 et S2), le cube à la fin du deuxième mouvement est
à l’extrêmité du ressort, en C2, qui a repris sa position de repos. Ce phénomène est
représenté dans la figure 6.11.

6.4 Simulation interactive avec retour d’efforts

Nous avons également testé les algorithmes exposés dans ce mémoire avec
plusieurs périphériques de retour d’efforts. Pour cela, quatre configurations ont été
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Fig. 6.10 – Sur le plan de travail virtuel, une métaphore d’interaction incrémentale
entraîne un décalage de plus en plus grand entre le périphérique d’interaction et l’objet
manipulé lorsque celui-ci est en contact avec l’environnement.

utilisées, le bras Phantom de Sensable Technologies [MS94], la poignée haptique
[Lec01, LMBLCCG02] et le bras Virtuose du CEA, et le SPIDAR, développé par Sato
[BIS00] et adapté sur le plan de travail virtuel de l’INRIA.

6.4.1 Premières expériences

6.4.1.1 Couplage du simulateur à un bras de retour d’efforts

Le bras Phantom a été utilisé par Anatole Lécuyer afin de développer un pro-
totype de système de montage/démontage pour Airbus-EADS. Seuls les algorithmes
de détection de collisions continue ont été utilisés pour le simulateur dynamique
[LKCGC01]. Le calcul du mouvement contraint des objets était effectué par les algo-
rithmes d’Anatole. En particulier, l’absence de retour d’efforts en rotation l’ont conduit
à développer la métaphore de la sphère virtuelle, pour manipuler les objets en rotation
et ressentir des couples, en les convertissant en forces [LKCGC01].
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Fig. 6.11 – La métaphore du ressort permet de résoudre le problème du décalage
observé avec la métaphore incrémentale.

Des tests informels réalisés auprès d’opérateurs d’Airbus ont permis de montrer
l’intérêt pratique du démonstrateur. La figure 6.12 montre un utilisateur procédant à
l’insertion d’un tuyau dans un modèle simplifié de tuyère.

6.4.1.2 Couplage du simulateur à une poignée haptique

Les algorithmes de détection de collisions continue ont également été utilisés pour
réaliser une expérience visant à déterminer l’apport d’informations visuelles, auditives
et haptiques dans une tâche d’insertion sur le plan de travail virtuel [LMBLCCG02].
Il ressort de cette étude qu’aucune des informations supplémentaires (i.e. auditive ou
haptique) n’a un impact positif sur le temps de réalisation de la tâche, mais que le
rendu haptique est apprécié par les sujets, qui le trouvent utile, agréable et apte à
améliorer le réalisme de la simulation.
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Fig. 6.12 – Couplage des algorithmes de détection de collision à un bras PhantomTM .

Fig. 6.13 – Couplage des algorithmes de détection de collision à une poignée haptique.
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Fig. 6.14 – Le couplage virtuel est établi sous la forme d’un ressort amorti reliant
l’objet virtuel C et la représentation du périphérique haptique H dans le monde virtuel.

6.4.2 Intégration du retour d’efforts dans CONTACT Toolkit

Dans ces premières expériences, seuls les algorithmes de détection de collisions
ont été utilisés, et des modèles de calcul de mouvement contraint et de retour d’efforts
ad hoc ont été employés.

Cependant, nous avons également testé l’ensemble du simulateur CONTACT
Toolkit, comprenant les algorithmes de calcul de mouvement contraint, avec des péri-
phériques haptiques. Pour cela, nous avons utilisé une méthode de couplage classique
pour relier le périphérique haptique aux algorithmes de simulation dynamique : la
méthode du couplage virtuel, proposée par Colgate et al. [CSB95].

Supposons dans un premier temps que les mondes virtuel et réel soient super-
posables, et de même échelle. C’est le cas par exemple sur le plan de travail virtuel.
En quelques mots, la méthode du couplage virtuel consiste à attacher un ressort vir-
tuel amorti entre l’objet virtuel et le périphérique haptique. Ainsi, à chaque instant,
l’objet virtuel et le périphérique haptique tentent de parvenir à la même position. Plus
précisément, à chaque instant, le mouvement intentionnel de l’objet manipulé est de re-
joindre le périphérique haptique (commande en vitesse ou en accélération selon l’ordre
du monde). Inversement, la force exercée par le périphérique haptique sur la main de
l’utilisateur tend à faire revenir celle-ci à la position de l’objet.

Plus généralement, lorsque les mondes virtuels et réels ne coïncident pas (par
exemple lorsque un bras à retour d’efforts est utilisé sur une station de travail sans
stéréovision), le couplage virtuel s’effectue entre l’objet virtuel et la représentation du
périphérique haptique dans le monde virtuel (le god-object). Le périphérique haptique
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et sa représentation virtuelle ne coïncident que lorsque les mondes virtuel et réel coïn-
cident eux aussi.

Le principe du couplage virtuel est visible dans la figure 6.14. Dans cet exemple,
le mouvement du cube virtuel C est contraint sur l’obstacle O. En raison de la raideur
finie du ressort, la représentation du périphérique haptique dans le monde virtuel H a
pénétré l’environnement. Le couplage virtuel, en exerçant une action sur le périphérique
haptique, simule la force de réaction, créée par le contact entre l’objet et l’obstacle, que
ressentirait l’utilisateur en manipulant un objet réel dans une configuration similaire.

Le principe du couplage virtuel est extrêmement simple à mettre en oeuvre.
Notons xv la coordonnée de l’objet virtuel suivant l’un de ses degrés de liberté, et notons
xh la coordonnée correspondante pour la représentation du périphérique haptique dans
le monde virtuel. Alors la force exercée sur l’objet virtuel, suivant ce degré de liberté,
est

fv = kv (xh − xv) + bv (ẋh − ẋv) (6.3)

où kv et bv sont les constantes de couplage pour l’objet virtuel, et où ẋh et ẋv sont les
dérivées respectives de xh et xv par rapport au temps.

De même, la force exercée sur le périphérique haptique suivant ce degré de liberté
est

fh = kh (xv − xh) + bh (ẋv − ẋh) (6.4)

où kh et bh sont les constantes de couplage pour le périphérique haptique.

Notons qu’il est possible de modifier cette dernière expression afin d’améliorer
la stabilité du périphérique haptique en réduisant en permanence sa vitesse. La force
exercée sur le périphérique devient ainsi :

fh = kh (xv − xh)− bhẋh (6.5)

Ceci rajoute cependant artificiellement du frottement dans le rendu haptique, même
lorsqu’il n’y en a pas dans la simulation.

L’utilisation de CONTACT Toolkit pour la simulation interactive avec retour
d’efforts a été testée à l’aide de deux configurations : le bras Virtuose du CEA et le
SPIDAR, adapté au plan de travail virtuel. Une version du Virtuose, possédant six
degrés de liberté en entrée et en sortie, est visible dans la figure 6.16. Nous avons
procédé à des tests simples seulement sur le Virtuose, qui nous ont permis de constater
le bon fonctionnement du couplage virtuel. L’essentiel des tests de CONTACT Toolkit
pour le rendu haptique a été effectué sur le SPIDAR.

Le SPIDAR est un périphérique haptique à base de cables et de moteurs pas
à pas, facilement reconfigurable, qui a été adapté sur le plan de travail virtuel de
l’INRIA. La figure 6.15 montre la position des cables sur le plan de travail virtuel.
Les flèches pointent sur deux des quatre moteurs. L’utilisateur place son index au
point d’intersection des cables, comme représenté dans la figure 6.17, et les moteurs,
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Fig. 6.15 – Position des cables du SPIDAR sur le plan de travail virtuel.

en enroulant ou déroulant les cables, exercent une force sur le doigt de l’utilisateur. La
figure 6.18 représente un utilisateur du SPIDAR dans une situation typique.

La version du SPIDAR représentée sur les figures 6.15, 6.17 et 6.18 dispose de
trois degrés de liberté en entrée (lecture de la position du doigt seulement, et non de son
orientation), ainsi que de trois degrés de liberté en sortie (l’utilisateur peut ressentir
une force, mais pas de couple). Dans cette version du SPIDAR, en effet, il n’est possible
de contrôler qu’un seul point, le point d’intersection des cables, et l’objet ne peut être
commandé qu’en translation, les rotations étant obtenues en le faisant basculer sur les
obstacles.

Cette première version nous a toutefois permis de réaliser quelques expériences
démontrant le confort visuel obtenu grâce à la détection de collisions continue. L’une
des toutes premières expériences réalisées consistait à manipuler un cube mobile et
à l’amener en contact avec un autre cube. La simulation, effectuée dans un monde
du premier ordre (sans accélérations), s’est avérée extrêmement réaliste et robuste, en
particulier pour les transitions entre types de contact, par exemple lorsque le cube ma-
nipulé passait d’une face à l’autre du cube statique (cf figure 6.19). Dans cet exemple,
en effet, le point A ne pénètre jamais dans le coin B du cube statique, alors qu’il le
ferait pour une méthode de détection de collisions discrète. Avec une méthode discrète,
le simulateur ferait vraisemblablement sortir le point A par la droite du cube statique
après l’avoir laissé pénétrer par le haut. Comme prévu, la détection de collisions conti-
nue permet d’éviter de tels comportements incohérents, déjà évoqués au chapitre 1
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Fig. 6.16 – Le bras à retour d’efforts VirtuoseTM .

(figure 1.11).

La deuxième expérience notable réalisée sur cette version du SPIDAR a consisté
à toucher des objets virtuels complexes. Pour cela, l’objet manipulé était un très petit
cube (quelques millimètres), qui suivait les déplacements en translation de l’index de
l’utilisateur. L’utilisateur pouvait alors, en amenant le petit cube en contact avec l’objet
statique, avoir l’impression de toucher les objets. Un des objets statiques testés dans
cette expérience est visible dans la figure 6.20. Il s’agit d’un modèle de volant fourni par
Renault, qui comporte environ 11000 triangles. Un aspect particulièrement appréciable
de la précision autorisée par la détection de collisions continue était sans doute d’avoir
l’impression de toucher précisément les détails du volant, en particulier le logo du
constructeur et la rainure présentes à l’avant du volant.

Bien qu’il soit possible de manipuler un objet en n’agissant directement que sur
les trois degrés de liberté en translation, en s’aidant des obstacles pour le faire pivoter,
il a été choisi de combiner le stylo précédemment utilisé et le SPIDAR. Les cables ont
ainsi été fixés sur le stylo, manipulable librement par l’utilisateur, pour offrir six degrés
de liberté en entrée. La fixation des cables au stylo a été effectuée à l’aide d’un élastique
afin de permettre un démontage aisé. La fixation est visible dans la figure 6.21.

Bien sûr, le retour d’efforts ne s’effectue toujours que sur les trois degrés de liberté
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Fig. 6.17 – SPIDAR : Attachement des cables à l’index de l’utilisateur.

Fig. 6.18 – Utilisation du SPIDAR sur le plan de travail virtuel.
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Fig. 6.19 – Les transitions entre les différents types de contact se réalisent de façon
robuste.

Fig. 6.20 – Modèle de volant utilisé pour les premiers tests de CONTACT Toolkit sur
le SPIDAR.

en translation. Grâce à ce système, il est possible de réaliser des tâches complexes,
comme l’insertion du moteur du lève-vitre dans la portière. Ceci est visible dans la
figure 6.22.

Une autre version du SPIDAR, en cours d’adaptation sur le plan de travail virtuel,
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Fig. 6.21 – Fixation du stylo au SPIDAR.

double les cables et les moteurs pour permettre d’interagir avec deux points en même
temps, offrant ainsi cinq degrés de liberté en entrée et sortie lors de la manipulation
d’un objet rigide. En effet, les six degrés de liberté (trois pour chaque point) ne sont
pas accessibles lorsqu’un objet rigide est manipulé : il faut retirer un degré de liberté à
cause de la contrainte d’appartenance des deux points haptiques au même objet rigide.
Plus précisément, il n’est pas possible de faire pivoter l’objet autour de l’axe passant
par les deux points.

6.5 Discussion et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la façon de coupler les algorithmes de
détection de collisions à ceux permettant de calculer le mouvement contraint des objets.
Ces algorithmes ont été implantés et combinés pour former CONTACT Toolkit, une
librairie C++ portable et utilisable en particulier sur les environnements Windows,
Unix et Linux.

Nous avons également présenté plusieurs applications du simulateur dynamique,
dans des contextes variés et suffisamment complexes pour valider les algorithmes in-
troduits dans ce mémoire. Certaines applications ont notamment permis de montrer la
viabilité de nos algorithmes dans un contexte industriel. C’est le cas par exemple des
bases de données fournies par Renault et Airbus-EADS.
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Fig. 6.22 – Utilisation de CONTACT Toolkit sur le SPIDAR.

De façon intéressante, la simulation du retour d’efforts ne semble pas nécessaire
pour réaliser des tâches complexes (montage/démontage), notamment grâce à la pos-
sibilité qu’ont les objets de glisser sur les plans de contact détectés par les algorithmes
continus. Ainsi, une station de travail munie d’une simple souris permet de résoudre
certains problèmes industriels. Une évaluation plus approfondie du simulateur est en
cours chez Renault et Airbus-EADS.

Remarquons, aussi, que pour toutes les tâches qui ne nécessitent pas la simulation
des accélérations des objets (certaines tâches de montage/démontage, de planification
de mouvement, de vérification de l’existence d’un chemin, de modélisation...), il semble
tout à fait préférable d’effectuer la manipulation dans un monde du premier ordre, i.e.
sans inertie.

Bien que le retour d’efforts ne semble pas nécessaire, il est tout à fait souhaitable
dans certaines situations, afin par exemple d’améliorer le réalisme de la simulation
et d’accroître l’immersion de l’utilisateur. Nous avons montré que les algorithmes in-
troduits dans ce mémoire peuvent être utilisés très simplement pour la simulation
interactive avec retour d’efforts.

En particulier, les algorithmes de détection de collisions continue ont été uti-
lisés par Anatole Lécuyer pour établir un premier démonstrateur haptique de mon-
tage/démontage, ainsi que pour l’évaluation de la poignée haptique du CEA, et le
simulateur complet, incluant les algorithmes de calcul de mouvement contraint, a été

164



6.5. Discussion et conclusion

testé avec succès sur le bras à retour d’efforts du CEA, le Virtuose, ainsi que sur la
combinaison du SPIDAR et du plan de travail virtuel.

Nous pensons que la détection de collisions continue contribue grandement à la
qualité du retour d’efforts pour deux raisons :

– la première est la stabilité accrue de la boucle haptique. Nous avons en effet
vu au chapitre 1 qu’une cause importante d’instabilité peut être due aux in-
terpénétrations intervenant entre les objets virtuels (figure 1.12). Ainsi, dans
le cas du classique peg-in-a-hole, par exemple, une pénétration du bâton d’un
côté de l’orifice à un instant t (position Pt) entraîne une force importante pour
supprimer l’interpénétration. Cette force conduit souvent à une pénétration
plus importante du côté opposé de l’orifice à l’instant suivant t + 1 (position
Pt+1), qui crée elle-même une force de réaction plus importante que la précé-
dente. Cette oscillation, en s’amplifiant, entraîne l’instabilité de la simulation
[GMELM00]. Grâce à la détection de collisions continue, au contraire, le bâ-
ton virtuel reste dans l’orifice et les éventuelles instabilités de la simulation
proviennent seulement de l’utilisation du ressort employé dans la méthode du
couplage virtuel.

– La seconde raison pour laquelle la détection de collisions continue contribue
à la qualité du retour d’efforts est physiologique. Il apparaît en effet que la
plupart des utilisateurs attachent une grande importance à l’image, et privi-
légient ainsi le retour visuel sur le retour d’efforts lors de leur estimation de
la raideur haptique du simulateur [SBB96]. Le fait que les objets virtuels ne
s’interpénètrent pas et interagissent de façon très réaliste et intuitive accroit
leur rigidité visuelle et augmente ainsi la raideur perçue du simulateur. Ceci a
été particulièrement visible dans l’expérience du volant.

Ces deux facteurs conduisent ainsi à une mise en oeuvre simple et efficace du
retour d’efforts.

Pour conclure ce mémoire, nous allons maintenant rappeler brièvement les ré-
sultats introduits dans les chapitres précédents, et tenter de mettre en avant plusieurs
points qui nous semblent d’importance pour la suite des travaux.
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Chapitre 7

Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été essentiellement motivés par la
constatation des problèmes inhérents aux méthodes de détection de collisions discrètes.
Nous avons vu en effet que des telles méthodes pouvaient notamment manquer de
réalisme, de cohérence, et conduire à des instabilités dans la simulation.

Aussi, dans les chapitres précédents, nous avons proposé la notion de mouvement
intermédiaire arbitraire pour interpoler les positions successives des objets rigides et
détecter des collisions en continu efficacement. Essentiellement, nous avons dans un
premier temps cherché à réduire le coût des équations de détection de collisions en pro-
posant un mouvement intermédiaire spécifique, puis à réduire leur nombre, et montré
comment la combinaison d’un mouvement intermédiaire arbitraire, de l’arithmétique
d’intervalles et de boîtes englobantes orientées permettait de détections des collisions
en continu entre modèles polyédriques rigides complexes en temps réel.

Nous avons ensuite cherché à exploiter le mouvement des objets et proposé de
compléter les hiérarchies englobantes par des vecteurs de recul, qui permettent d’accé-
lérer la détection de collisions significativement lorsque les objets sont proches les uns
des autres.

Enfin, nous avons montré que la formulation des problèmes dynamiques dans l’es-
pace des mouvements, obtenue à partir du principe des moindres contraintes de Gauss,
est mathématiquement équivalente à celle traditionnellement établie dans l’espace des
contacts, mais présente des avantages algorithmiques. Ceci nous a conduit à proposer
un modèle de friction dans l’espace des mouvements qui, s’il est différent du modèle de
Coulomb, semble convenir aux applications d’infographie et de réalité virtuelle.

Les algorithmes de détection de collisions continue et ceux de dynamique ont été
implantés et couplés pour former une librairie C++ de simulation dynamique interac-
tive, CONTACT Toolkit. Plusieurs bases de données industrielles, fournies par Renault
et Airbus-EADS, ont ainsi été testées avec succès, sur plusieurs configurations maté-
rielles. De manière générale, les tests nous ont permis de démontrer le confort apporté
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par la détection de collisions continue interactive, notamment grâce au réalisme et à la
cohérence de la simulation, en particulier en présence de retour d’efforts.

Ainsi, nous sommes convaincus que la détection de collisions continue présente
de sérieux avantages dans une simulation dynamique, en contribuant de façon notable
au confort de l’utilisateur. En haptique, notamment, le réalisme visuel semble jouer un
rôle important dans la qualité de la raideur perçue par l’utilisateur, dans les tests que
nous avons effectués.

De nombreux points restent stimulants et, en particulier, nous aimerions dans
l’avenir considérer les sujets suivants :

– La notion de mouvement intermédiaire arbitraire apporte une certaine liberté
dans le choix du mouvement, mais pose en même temps la question de l’op-
timalité du mouvement choisi. Faut-il choisir le mouvement en fonction de sa
proximité avec le mouvement réel de l’objet ? Faut-il plutôt le choisir en fonc-
tion de l’implantation des équations de détection de collisions ? L’optimalité
d’un mouvement intermédiaire dépend ainsi sans doute de l’application, selon
des critères qui restent à définir.

– Pour résoudre les problèmes dynamiques, nous avons raisonné sur les mouve-
ments des objets à un instant donné. Ainsi, les différentes contraintes linéaires
exprimées dans l’espace des mouvements dépendent des grandeurs physiques
à un instant donnée. Il est sans doute possible de formuler les contraintes sur
le mouvement de l’objet durant un intervalle de temps considéré, en utilisant
le mouvement intermédiaire arbitraire. Ainsi, les inconnues ne seraient plus les
accélérations à un instant donné, mais les paramètres du mouvement inter-
médiaire choisi. Déterminer un mouvement qui vérifie les contraintes au cours
d’un intervalle de temps donné permettrait donc de s’assurer que les contraintes
sont respectées au cours du mouvement, et permettrait sans doute d’utiliser de
plus grands pas de temps. De manière générale, il serait sans doute utile de dé-
velopper une meilleure synergie entre les algorithmes de détection de collisions
et ceux de dynamique.

– Nous avons proposé des méthodes valables pour les objets polyédriques rigides.
Nous aimerions essayer d’étendre ces méthodes aux surfaces de subdivision, de
plus en plus répandues en infographie.

– Il nous semble que la détection de collisions entre objets déformables présente
en quelques sorte moins de contraintes puisque, au moins pour une surface po-
lyédrique, le mouvement de chaque point peut être établi indépendamment des
mouvements des points voisins. Ainsi, Provot [Pro97] a montré (en l’appliquant
à la simulation de tissu) qu’il est possible de réduire les équations de détec-
tion de collisions continues entre deux surfaces déformables à des polynômes
de degré trois en supposant que les trajectoires des points du maillage durant
le pas de temps sont des segments de droite parcourus à vitesse constante1. Il
serait intéressant de considérer le problème de la détection de collisions conti-

1Bien sûr, ce type de mouvement n’est pas utilisable pour les objets rigides puisqu’il conduirait à
une déformation de l’objet.
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nue entre surfaces rigides et déformables (a priori plus difficile en raison des
contraintes posées par la rigidité de l’un des deux objets).

– En haptique, nous avons utilisé le modèle simple du couplage virtuel. Cepen-
dant, il est bien connu (et cela se vérifie aussi pour nos algorithmes) que la dé-
tection de collisions est beaucoup plus coûteuse que la résolution des problèmes
dynamiques. Il serait donc sans doute très profitable de séparer les algorithmes
dynamiques de ceux de détection de collisions et de les inclure dans la boucle
haptique, afin d’accélérer le rendu haptique et accroître ainsi la raideur perçue.
Ceci pose cependant un problème nouveau lorsque des algorithmes continus
sont utilisés.

– Les travaux récents ont montré un intérêt croissant pour l’exploitation du ma-
tériel graphique en détection de collisions. A part le cas d’un outil simple mo-
bile, appliqué à la simulation chirurgicale par Lombardo et al. [LCN99], aucun
algorithme continu n’a, à notre connaissance, été proposé dans ce cadre. De
plus, sur le long terme, il est possible d’imaginer l’intégration des algorithmes
de simulation dynamique dans les cartes graphiques.

– Dans le même ordre d’idées, il est possible de remarquer que les mémoires infor-
matiques sont en fait mal adaptées à une utilisation des hiérarchies englobantes
en détection de collisions (et à une utilisation des structures hiérarchiques dans
le cas général). En effet, il est bien connu que la vitesse des mémoires des or-
dinateurs a évolué beaucoup moins vite que celle de leurs processeurs. Par
conséquent, elles sont organisées en niveaux, i.e. sont associées à des mémoires
cache, plus rapides. Afin d’accéder rapidement à une partie de la mémoire, il
est donc généralement conseillé de prévenir la mémoire centrale de la requête,
en quelque sorte, pour qu’elle place les données souhaitées en mémoire cache.
De plus, il est généralement souhaitable que des données auxquelles on sou-
haite accéder à des instants proches l’un de l’autre soient également proches
en mémoire. Cependant, parce qu’une structure hiérarchique est par définition
non linéaire, alors que le système d’adressage des mémoires l’est (il suffit d’une
seule adresse pour accéder à la mémoire, et non plusieurs), il est très difficile
de déterminer un ordre optimal (et même de savoir s’il existe) pour placer les
noeuds de la hiérarchie en mémoire. En effet, en raison des positions chan-
geantes des objets au cours du temps, l’ordre dans lequel il faut accéder aux
noeuds de la hiérarchie peut varier. De plus, cet ordre dépend de l’algorithme
choisi pour parcourir les hiérarchies. Ce problème, qui serait largement résolu
si les mémoires pouvaient être adressées dans deux directions à la fois, nous
semble particulièrement intéressant.

– Enfin, deux points nous paraissent essentiels pour l’accélération des méthodes
de détection de collisions : l’utilisation de structures hiérarchiques d’une part, et
l’exploitation de la cohérence temporelle et spatiale dans la simulation d’autre
part. Très peu de méthodes, cependant, parviennent à combiner les deux, essen-
tiellement à cause de l’encombrement mémoire requis pour le stockage des in-
formations déduites du pas de temps précédent [PML97, LC98, Got99, Zac00].
Parvenir à une combinaison efficace de ces techniques nous semble être un dé-
veloppement très souhaitable des futures méthodes de détection de collisions.
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Annexe A

Description de la librairie CONTACT
Toolkit

Dans cette annexe, nous donnons quelques informations sur l’implantation et
l’utilisation de CONTACT Toolkit. La section A.1 explique comment les paramètres
du vissage correspondant au mouvement de l’objet sont calculés. La section A.2 donne
un aperçu de l’utilisation du simulateur.

A.1 Calcul d’un vissage à partir du mouvement de
l’objet

Dans notre implantation, le vissage équivalent au mouvement de l’objet est ob-
tenu à partir des vitesses translationnelle (dx, dy, dz) et rotationnelle (wx, wy, wz) (en
radians). Essentiellement, la méthode consiste à décomposer la translation en deux
termes, l’un colinéaire à l’axe de rotation, et l’autre qui lui est orthogonal. La partie
orthogonale de la translation est ensuite absorbée en décalant l’axe de rotation pour
obtenir le vissage équivalent. Cette méthode, classique, est implantée dans la fonction
suivante.

w=sqrt(wx*wx+wy*wy+wz*wz); // w est la norme du vecteur de rotation

if ((w>=-EPSILON)&&(w<=EPSILON)) w=0; // afin d’eviter les erreurs d’arrondi

if (w==0) { // pas de rotation
s=sqrt(dx*dx+dy*dy+dz*dz); // s est la norme du vecteur de translation
if ((s>=-EPSILON)&&(s<=EPSILON)) s=0;
if (s==0) { // pas de mouvement

u=cVertex(0,0,1);
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o=cVertex(0,0,0);
}
else {

cReal t=1/s;
u=cVertex(dx*t,dy*t,dz*t);
o=cVertex(0,0,0);

}
} else { // il y a une rotation

// on calcule le vecteur unitaire directeur de l’axe du vissage

cReal v(1/w);
u=cVertex(wx*v,wy*v,wz*v);

// on decompose la translation suivant u et son orthogonal

cVertex t(dx,dy,dz);
s=(t|u); // decomposition suivant u : intensite de la translation
cVertex n1(t-s*u); // vecteur orthogonal à u

n1.Round(); // Pour arrondir les composantes du vecteur
if (n1[0]||n1[1]||n1[2]) {

n1.Normalize();
cVertex n1orth=(u^n1);
cReal n2x=cos(0.5*w);
cReal n2y=sin(0.5*w);

o=0.5*(t|n1)*(n1+n2x/n2y*n1orth);

}
else o=cVertex(0,0,0);

}

// Le vissage doit correspondre a un mouvement du point de pivot
// de l’objet exprime dans le repere global pivot_global.
// Il faut donc decaler l’axe du vissage :

o=o+pivot_global;

A.2 Exemple d’utilisation

Nous décrivons ici un exemple d’application. Dans cet exemple, une théière se
déplace lentement vers un lapin. La trajectoire est essentiellement une translation mais,
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à chaque pas de temps, la théière à un léger mouvement de rotation. Sa trajectoire est
donc une succession de mouvements intermédiaires généraux.

Pour inclure CONTACT Toolkit dans une application, il faut ajouter la ligne
suivante :

#include "CONTACT.hpp"

Aussi, le compilateur doit avoir accès au fichier CONTACTToolkit.lib. Cet exemple
requiert deux entêtes supplémentaires :

#include <stdlib.h>
#include <iostream.h>

La première chose à faire est d’initialiser les objets :

void main(void) {

// lecture des objets
// NB : les hiérarchies englobantes sont lues en même temps

pcObject object1=new cObject("teapot.cdo",-1);
pcObject object2=new cObject("bunny.cdo",-1);

// positions initiales

cMatrix4 mat(IDENTITY);
object1->setGlobalMatrix(mat);
object2->setGlobalMatrix(mat);

// vitesses initiales

object1->setTransVelocity(cVertex(0,0,0)); // vitesse translationnelle
object1->setRotVelocity(cVertex(0,0,0)); // vitesse rotationnelle
object2->setTransVelocity(cVertex(0,0,0)); // vitesse translationnelle
object2->setRotVelocity(cVertex(0,0,0)); // vitesse rotationnelle

// calcul des propriétés physiques
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object1->ComputeMassProperties();
object2->ComputeMassProperties();

Ensuite, l’environnement virtuel doit être initialisé, et les objets doivent être
inclus dans la scène :

pcScene world=new cScene(2,1); // Au plus 2 objets, dont 1 mobile
int id1=world->AddObject(object1); // id1 est l’id du premier objet
int id2=world->AddObject(object2); // id2 est l’id du deuxieme objet

world->setObjectMobility(id1,1); // la theiere est mobile
world->setObjectMobility(id2,0); // le lapin est statique

Maintenant la boucle peut démarrer :

do {

// mouvement aleatoire de la theiere

double dx=0.02;
double dy=0.0;
double dz=0.0;
double wx=0.05*((rand()/(double)RAND_MAX)-0.5);
double wy=0.05*((rand()/(double)RAND_MAX)-0.5);
double wz=0.05*((rand()/(double)RAND_MAX)-0.5);
world->setGlobalForce(id1,dx,dy,dz,wx,wy,wz);

La force agissant sur un objet est décrite par six paramètres. La force appliquée au
centre de gravité est donnée par dx, dy et dz, et le couple appliqué à l’objet est donné
par wx, wy et wz.

Ensuite, la fonction NextStep est appelée. Elle se charge de détecter les collisions
et de calculer le mouvement contraint de la théière, suivant l’algorithme général donné
dans le premier chapitre (cf figure 1.1) :

world->NextStep(); // on avance d’un pas de temps
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}
while (1); // et ainsi de suite

Dans cet exemple, la théière avance vers le lapin, glisse sur lui et le dépasse.
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