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Premiére partie
Présentation des travaux de
recherches

1 Résumé des travaux

Le résumé des travaux de recherche qu’on propose de présenter se com-
pose de quatre parties .

* Dans la premiére, on examine les propriétés de la fonction elliptique

p(z,w,w") de Weierstrass et les fonctions 6(v,7) classiques, & la lumiére
d’un nouveau développement trigonométrique. On détermine explicitement
les coefficients en fonction de 7, qui sont en fait des fonctions hypergéomé-
triques. [P1], [P6].
Cela permet en particulier une nouvelle construction de la théorie des fonc-
tions elliptiques et de retrouver certaines propriétés. Notamment, celle concer-
nant la fonction zeta de Jacobi Zn(z, k). Aussi, on met en évidence des re-
lations modulaires entre ces coefficients. [P7[, [P19], [P22].

* Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse aux solutions périodiques de
certaines équations différentielles ordinaires et, plus précisément & la crois-
sance de la fonction période dépendant de I’énergie et, aux conditions de
sa monotonie. Nous mettons en évidence une nouvelle condition suffisante.
[P5]. On montre en particulier que tous les critéres connus - & savoir ceux de
Chow, Schaaf Chicone et Rothe - ne sont pas optimaux. [P8/.

On s’intéresse aussi a4 la monotonie de la période du systéme de Liénard avec
un centre a 'origine.On donne en particulier une preuve plus simple d’un
résultat de Christopher et Devlin. /[T80/ En utilisant des séries trigonomé-
triques, on montre |’existence de solutions périodiques pour une équation de
type Duffing perturbée. [P10], [P12].

Enfin, on utilise avec succés une méthode de Farkas concernant la control-
labilité de la période pour montrer ’existence d’une solution périodique de
'équation de Liénard perturbée. [P13] .

ILes références sont celles de la liste des publications.
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* Dans la troisiéme partie, nous mettons en évidence les propriétés des

courbures riemannienne et de Ricci de certaines métriques & courbure sca-
laire constante positive, ainsi que leurs singularités. [P3/, [P4].
Ces métriques en nombre fini sont appelées pseudo-cylindriques. De plus,
elles ont une courbure harmonique et une courbure de Ricci non paralléle, et
sont solutions du probléme de Yamabe singulier sur la sphére standard privée
de deux points S™ — {p1,p2}. On examine aussi leurs propriétés asympto-
tiques. De plus, pour certaines valeurs de n = 3,4 ou 6 on peut déterminer
ces métriques explicitement. On s’intéresse aussi au probléme d’existence de
métriques tordues de A. Derdzinski. [P11], [P15].

* Enfin, dans la derniére partie, on considére des inégalités isopérime-
triques de type Bonnesen en rapport avec des conjectures de P. Lévy et

de X.M. Zhang sur des polygones plans. Nous proposons en particulier une
conjecture plus générale. [P2/, [PY], [P18].



2 Articles présentés dans ce mémoire

2.1 Les fonctions elliptiques

[P1]*>  Nouveau développement de fonctions elliptiques C.R. Acad. Sci.,
Paris, t. 306, p.655-658, 1988

[P22]  Sur des développements de fonctions elliptiques ~ Publ. Math.,
Fac. des Sci. de Besangon. Fasc. Th. des nombres (8), 1989

[P6]  Fonctions elliptiques et bifurcations de certaines équations diffé-
rentielles  Canadian Bull. of Math., vol 40 (3), p.276-284, 1997

[P7]  On the Expansions of Elliptic Functions and Applications C.R.M.
Proc. and Lectures Notes of A.M.S., vol 22, n 1, p.53-57, 1998.

[P19]  Note on Trigonometric Ezpansions of Theta functions J. of
Comput. and Appl. math., vol 153, p. 119-125, 2003.

[T34] Trigonometric expansions of theta functions prépublication, Vil-
letaneuse 2003

2.2 Solutions périodiques d’ équations différentielles

[P5]  Monotonicity properties of the period function for some planar Ha-
miltonian systems (Avec A. Kelfa) Comm. on Appl. Nonlin. Anal., vol 4,
(3), p-99-120, 1996.

[P8]  Remarks on the monotonicity of the period function (avec F.
Cuvelier) Applicationes Math., vol 26, n. 3, p. 243-252, 1999.

[P10]  Remark on Periodic Solutions of Non Linear Oscillators Ap-
plied Math. Lett., vol 14, n 8, p. 363-368, 2001.

|P12]  Periodic Perturbations of Non-Conservative Second Order Diffe-
rential Equations Electr. J. of Qualitat. Theory of Diff. Eq., No 4, p.1-12,
2002.

[T30] On the monotonicity of the period function for Lienard systems
prépublication, Villetaneuse 2003.

2.3 Meétriques pseudo-cylindriques

|[P3]  Métriques conformément plates et Equations de Yang-Mills
Math. Rep. Acad. Sci. of Canada, vol XIII, p.7-12, 1991

2yoir la liste compléte des publications dans la partie 5



[P4]  Famille de métriques conformément plates et régularité
Math. Rep. Acad. Sci. of Canada, vol XIV, p.257-262, 1992

[P15]  On the properties of certain metrics with constant scalar curvature
Diff. Geom. and Appl., DGA 98. Sat. Conf. of the I C M in Berlin, 1998. Brno,
Masaryk Univ., p.39-46, (1999).

[P11]  Non Parallelism of Ricci tensor of Pseudo-cylindric Metrics Geo-
metria Dedicata, vol 93, p.107-112, 2002 .

[P16] - Existence of Metrics with Harmonic Curvature and non Parallel
Ricci Tensor To appear in Balk. J. of Geom and Appl. Vol 8, (2003).

2.4 Inégalités de type Bonnesen dans le plan

|[P2]  Problémes de Paul Lévy sur les polygones articulés

Math. Rep. Acad. Sci. of Canada, vol X, p.175-180, 1988

[P9]  Problems on polygons and Bonnesen type inequalities Indaga-
tiones Math., vol 10, n. 4, p.495-506, 1999.

[P18]  On the Bonnesen-Type Inequalities  in Symbolic Computation :
New Horizons. Proc of the Fourth Intern Math. Symp., IMS’2001, Tokyo
(Japan).Y. Tazawa, S. Sakakibara, S. Ohashi, Y. Uemura.Tokyo Denki Univ.
Press, p.213-222, 2001.
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Deuxiéme partie
Aspects des fonctions elliptiques

Articles présentés

[P1]  Nouwveau développement de fonctions elliptiques C.R. Acad. Sci.,
Paris, t. 306, p.655-658, 1988

[P22]  Sur des développements de fonctions elliptiques ~ Publ. Math.,
Fac. des Sci. de Besangon. Fasc. Th. des nombres (8), 1989

[P6]  Fonctions elliptiques et bifurcations de certaines équations diffé-
rentielles  Canadian Bull. of Math., vol 40 (3), p.276-284, 1997

[P7]  On the Expansions of Elliptic Functions and Applications C.R.M.
Proc. and Lectures Notes of A.M.S., vol 22, n 1, p.53-57, (1998)

[P19]  Note on Trigonometric Erpansions of Theta functions J. of
Comput. and Appl. math., vol 153, p.119-125, 2003 .

[T34]  Trigonometric Expansions of Theta Functions Prepublication,
Villetaneuse, 2003 .

3  Les développements trigonométriques clas-
siques

Une fonction elliptique est une fonction méromorphe dans le plan com-
plexe, admettant deux périodes primitives, soit 2w, 2w’. Celles-ci sont telles
que la partie imaginaire du rapport 7 = % soit strictement positive :

ZmT > 0. On notera L = [2w, 2w'] le réseau des périodes.

On sait que toute fonction elliptique peut s’exprimer au moyen de fonc-
tions elliptiques élémentaires, telle la fonction p(z) de Weierstrass. En effet,
celle-ci peut s’écrire comme fonction rationnelle de (z) et de sa dérivée
o' (2).

De plus, cette fonction peut s’exprimer sous forme de développements en
séries trigonométriques divers, appelés g—développements, voir Lang [L].

11



On sait que ces développements ont permis de mettre en évidence de nou-
velles propriétés arithmétiques et modulaires.

Par une intégration directe d’une équation différentielle ordinaire, nous
montrons que la fonction p(z) de Weierstrass peut s’écrire sous forme d’une
nouvelle série trigonométrique.

Les résultats sont présentés dans le paragraphe 2, aprés une
bréve introduction.
Nous tenons a préciser cependant, le développement que nous mettons en
évidence dans cette partie semble n’avoir pas été connu auparavant, bien
que la littérature sur ces questions était trés abondante au début du siécle
précédent. Pour cela, on a consulté les oeuvres de C. Hermite, E. Picard, H.
Weber et d’autres. De plus, une des principales références encyclopédiques
de cette période n’en fait aucune allusion a ce type de développement trigo-
nométrique..
Rappelons briévement quelques propriétés essentielles de cette fonction qui
seront utiles pour la suite de 'exposé.

3 Enclyclopadie der mathematischen Wissenschaften, tome II, Teubner, Leipzig, 1924
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4 Fonction p(z) de Weierstrass

La fonction de Weierstrass p(z) = p(z;w,w’) est une fonction elliptique
de réseau L qui est d’ordre deux. Elle a un double pole en z = 0 et

p(z) — z% est analytique dans un voisinage de z = 0. Celle-ci peut s’écrire

1 1

o) = 5+ Y s o (1
22 QZeL (z—Q)2 Q2
dont le développement de Laurent est
1 g 934
p(z) = g + 50° + 587 + ...

ou les paramétres ¢o, g3 sont uniquement déterminés par les périodes.
En calculant les dérivées de cette fonction, on trouve les relations suivantes :

0% (2) = 49°(2) — gap(2) — g3 (2)

0™ (2) = 4(p(2) — e1) (p(2) — €2)(p(2) — e3)
ou e; = p(w),es = plw+w) et e3 = p(w').
Notons que la fonction de Weierstrass admet une période réelle seulement,

si
A=g3—27g5 >0

En dérivant (2), on obtient I’équation différentielle du second ordre :

o' (2) = 60°(z) — L
4.1 Action du groupe modulaire

Considérons I'(1) le groupe modulaire de transformations des périodes,
engendré par S et 7', éfinis par

S (w,) = (ww+w) et T:(ww)—= (W, w).

Rappelons que, toute transformation du premier ordre qui laisse le réseau
L invariant, fait permuter les e;, @ = 1,2,3, zéros de ¢'(z). Mais les
paramétres ¢ et g3, fonctions symétriques des e;, demeurent invariants.
Ainsi, le développement (1) de p(z) ne varie pas sous 'action de I'(1).

13



Les développements que nous décrirons plus loin subissent 'action d’une
transformation modulaire non triviale, du fait que les coefficients dépendent
des e;; 1 =1,2,3.

Considérons aussi des tranformations du premiére ordre
U:(w,) = (w+o,w) ; Vi(w,o) = (—w+o,—w)

et W:(w,W) = (W,—w-—0uw)
celles-ci engendrent un sous-groupe de T'(1), et peuvent s’exprimer en termes
de Set T.

Notons par ailleurs, que le théoréme d’addition de gp(z) peut s’écrire de
plusieurs maniéres, 'une d’entre elles est :

(e3 —e1)(es — 62)_ (3)

z+uw) =e3+
P( ) 3 p(Z)—€3

4.2 Les développements classiques

Considérons maintenant u(z) une fonction complexe définie sur un ou-
vert de C , solution de I’équation différentielle :

(2_1:)2:4u3—au—b a,beC. (4)

Alors, celle-ci peut s’écrire u(z) = p(z +¢) ot p est la fonction de Weiers-
trass et, ¢ une constante complexe définie par les conditions initiales sur u.
Le réseau associé étant L = {2mw + 2m'w’ ; m,m' € Z} avec a = go(L) et

Utilisons la terminilogie classique (Valiron [V]), soit la fonction loxodro-
mique p(z) = Y,ez (737:;,—)2, de multiplicateur ¢ = "< . Celle-ci vérifie

Pégalité p(z) = p(1/z) et la fonction n(z) = p(2) + (1/12) = 2 ey 77
est solution de I’équation différentielle

2('(2))* = 4(n(2))* — a(n(2)) — b, (5)
d’ot la relation 7(z) = —(w/7)*p(x) avec z = exp(itr/w); 2w et 2w’

étant les deux périodes (voir Valiron [V], pour plus de détails). Or ces séries
sont absolument convergentes dans la couronne |q |<|z |<| ¢! |.

14



Aussi, sans nuire a la généralité, et compte tenu de I’homogénéité de cette
fonction, on peut prendre L = [1,7].
Ecrivons alors :
qg= 6i7rr
Auquel cas, a partir de 'expression de 7(z), on obtient des g-expansions
pour la fonction de Weierstrass (voir Whittaker-Watson [W-W] ou Lang [L]).

La fonction de Weierstrass peut alors s’exprimer sous la forme suivante ap-
pelée par Lang [L], la premiére g—expansion de la fonction p(z) :

1 1
4—7r2@(2; 1,7) = 12 sn’ns + >3 ng®™™2(1 — cosnwz).  (6)
m>1n>1

Cette série est définie dans la bande | ¢ |< €™ < ﬁ, et pour Zm7 > 0, on
lq|<1.

Remarquons qu’a part tous les coefficients de cette série sont des entiers.

L
127

On obtient aussi ’expression de la deuxiéme g—expansion de la
fonction p(z)

1 ng*" 1
—o(z 1, +2 -
472 p(z:1,7) 12 ngl — g2 7; 4 sin? (3 +n1)

(7)

Il est connu que cette expression est définie pour tout z € C, pour un 7
fixé.

Rappelons aussi que cette deuxiéme g—expansion définit un isomorphisme
du groupe multiplicatif des nombres complexes sur les points complexes
de la courbe elliptique correspondante, celle précisement paramétrée par

(p(2,1,7),¢'(2,1,7))-

Par ailleurs, on a aussi le développement en séries de Fourier classique
de p(z) qui peut étre aussi obtenu a partir des expressions précédentes (voir
Fricke [F])

2n —1)» n
e 2)° % cosnmz  (8)
(I—¢g 1 1—a

1
—p(z+7;1,7) +2) ———
472 12 n>1

15



5 Un nouveau développement

Considérons I’équation différentielle ordinaire

Pu oy gyt a=0

= u(0) =1+s (9)
(0)=0

ol « et s sont des constantes réelles.

Les solutions dépendent de deux paramétres, & savoir « et s. Sous

certaines hypothéses sur ces paramétres, I’équation différentielle (8) admet
une famille de solutions réelles périodiques, dont la période 2w dépend de
maniére évidente de a et s.
L’analyse de cette équation montre qu’elle a un centre correspondant a la
solution triviale ugo = 1 pour les valeurs des parameétres o = 0 et s = 0.
Ce centre est entouré par des orbites fermées. Ainsi, pour a et s voisins
de 0, uqs est une solution périodique de ’équation (9).

On s’intéresse aux solutions 2w-periodiques réelles s’exprimant sous la
forme trigonométrique suivante

. TX
u(@) =14 s+ agy(sin 2—)2”, (10)

p>1 w
et a la convergence de cette série. Lorsque les coefficients ag, satisfont cer-
taines conditions de recurrence, et pour z tel que |sin % [< ¢ <1, une telle
série peut converger absolument. D’une maniére plus précise, on obtient le

résultat suivant (voir [P6])

Theorem (1-1) :
Supposons que les coefficients ag, vérifient la condition de récurrence sui-
vante

T
(%)2[(2174’2)(217"‘ 1)agp 2 — 4p”agy] + (25 +1)az, + Y a2z =0 (11)

0<r<p

ot ay=1+s et a,s satisfont la condition :
0<g(a,8)=2(1+5)%(2s—1) +12a(1 + 5) < 2.

Alors toutes les solutions réelles 2w-périodiques de ’équation (9) peuvent
s’exprimer sous la forme
T

Ugs(T) =1+ s+ Z asp(sin 2—)27’
p>1 w

16



La convergence de la série u,s(2) est une conséquence du lemme suivant
(voir |P6])

Lemme (1-2) - Sous les conditions du théoréeme (1-1), pour tout réel e
vérifiant 0 < e < 1/6, il existe 3 constantes k, sy et o de fagon que les
coefficients du développement d’une solution uqs(x) 2w-périodique satisfont
l’estimation :

| agp |< pe pour tout entier p > 1

/2—¢
avec 0 <s<spet |a|<a.
Par conséquent, on déduit de ce lemme que 3,5, | agp |< 400, et une

solution 2w-périodique de ’équation (9) peut s’exprimer sous la forme
u(x) =145+ 3,5 agp(sin 32)?P.

Remarquons par ailleurs, que I’équation (9) peut étre intégrée entiérement
au moyen de la fonction de Weierstrass, de réseau L = [2w,2w']. En effet,
une telle solution peut s’écrire

1
u(z) = 5 6p(z + xo; w,w').

Les constantes g, and g3 associées a p sont précisément :

1 o 1
g2 = E—g et g3 = @[1—9(0@3)]-
On a de plus :
1+2 1
€3 = — _;2 i et A = @g(a, s)[2 — g(a, 8)].

La condition A > 0 implique que 'une des deux périodes est néces-
sairement réelle (soit w), c’est a dire que gp(z) est elliptique réelle.

Du fait que u(z) = ; — 6p(z + zo;w,w’) et compte tenu des condi-

tions initiales, on montre que nécessairememnt 1z, = w' (la demi-période
imaginaire pure), car  u(0) = 3 — 6p(zo) =1+ s.
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Donc ez = p(xg) d’ou les expressions
3

1
€y = p(JT() +(A)) = —E[l + 28-}-22&21,],

p>1

1
e1=p(r+w+uw)= _E[l + 25+ 2 E azp(COShﬂ'T)Qp]
p>1

On peut déduire en particulier I’expression suivante, qui est en fait un
nouveau développement

1 S 1

N - _Z_°= in ¥\ 2p
p(x—i—w)—w c 6;@17(81112(,0)'

Ce résultat se généralise sans peine au cas ou la fonction p(z) est elliptique
complexe (cas oul w et w' ne sont pas des réels purs)

18



6 Quelques propriétés des fonctions elliptiques

Notons que le théoréme (1-1) permet en particulier une nouvelle construc-

tion de la théorie des fonctions elliptiques a travers les solutions de I’équation
(9) puisqu’elles peuvent toutes s’exprimer sous la forme (10).
L’intérét de cette méthode est de mettre en évidence une approche différente
qui permet pour l'instant de retrouver une partie des propriétés connues de
la fonction p(z) de Weierstrass. On peut cependant signaler quelques consé-
quences de notre résultat.

6.1 Développement en série de Fourier

On peut déduire du théoréme (1-1) le développement en série de Fourier
(8) de la fonction p(z + w'), voir Fricke [F] et Weber [W]. En effet :

Corollaire (1-3) :
La fonction p(z;w,w’) de Weierstrass relative au réseau L = [2w, 20",
peut s’écrire sous la forme

Tz 2n
plz4+w) =Y fopcos2nz o =", Boy = (—1)"T ———

Les coefficients de Fourier sont donnés par les relations

g3 () o ez (T))

p2>0 Zp p>n 2p

Remarque sur les coefficients

kl

Notons que les coefficients de Fourier vérifient 'estimation | fa, |< nyre
n

(ou K (2]€ ) ! k étant la constante établie par le

u =(—= o2 e n nstan ie par
T "30 (2n)%

lemme (1-2)).

Cela résulte d’abord du lemme (1-2) qui établit une estimation sur les coef-

ficients ag, et du fait que

("a")=(5)~ 75

pour n < p assez grand (cette inégalité découle d’une propriété de la fonc-
tion Gamma, a savoir ['(p+n+1)I'(p—n+1) > T'?(p+1) pour tout n > 0.
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Autre conséquence

Corollaire (1-4)
La fonction de Weierstrass p(z;w,w’) relative & go et g3, peut s’écrire sous
la forme
. T2
p(z+w') =e3— ) ag(es)(sin %)2” (12)

p>1

ol z est tel que |sinZ% [<c <1, et as(es) = (£)*(g2—12e5%) , e3 = p(w')

les autres coefficients vérifiant la condition de récurrence
T
(@)2[(217 +2)(2p + 1)agpi2 — 4p°az,] — 12630y + D azepor =0 (13)
0<r<p
w

Remarquons que si % est rationel, alors tous les coefficients ay, sont
rationels.

Aussi, grace au théoréme d’addition, on obtient I’expression suivante

m2ay(e3)
2w)% 3,51 agp(es) (sin 22)%P

p(z) =e3 — ( (14)

et par permutation des e; on obtient deux autres expressions analogues.

6.2 Homogénéité des coefficients

a)- De maniére plus précise, on peut écrire pour tout p > 1, agp = asbsy.
Lorsque w est réel, on peut montrer aussi que les coefficients by, sont réels,
dépendant seulement du rapport 7 = % t bop(w,w') = bgy(7). Ce sont des
polynomes en ez de degré p — 1, mais ne sont pas des fonctions modulaires.
Ainsi de (14), on peut déduire 1’expression

71_2

(2w)22p21 b2p(€3)(5in %)2;".

olz) = 5 -

Calculons les premiéres valeurs

_ ) 1 2w, _ 8 22w, 12w,

b)- Notons que le coefficient a peut aussi s’écrire

()05t = Y baples)sin 50 3 bolea)lsin(y + TP,

p>1 p>1 2
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c)- Par ailleurs, en considérant les transformations modulaires, on peut
établir des relations entre les différents coefficients bgy,. Par exemple, I’action
de la transformation 7' donne les expressions suivantes

bayp(T+1) = (- Z Clbok(T) ou  agy(T+1) = (=1)P > Clag(r)

k>p k>p
(15)

On peut ainsi déduire par notre méthode, au moyen des trans-
formations de premier ordre du groupe modulaire, 3 développe-
ments différents de la fonction @p(z) du méme type que (12) ou
(14), a savoir :

G2

2

v
zZ) =e3 — - ,
0(2) = & = o by (ea) (sin 2%
(2) = s — m
b 2 (2251 bap(e2) (sin £2)20”
) m
z)=e — : .
b T (2W)?E o b (er) (sin Z2 )2
Avec
_ _ ._1 2wi2.. . 8 2 2w;, 1 2w; 4
bo=1 5 bile) =5+ e bale) = [t (o edba(e) £ (e .

ol wj=w sii=1,2¢et w3=uw.

d)- Ce coefficient as qui semble jouer un role central dans ces dévelop-
pements peut aussi s’exprimer en termes des fonctions U;; ¢ = 1,2,3 de
C. Jordan [J]|, paragraphe 403. Ces derniéres ont des propriétés modulaires
intéressantes du méme type que les 6;(0,7). Nous trouvons les relations

suivantes 5 .
Wi, agp eZ
a2(€3) ( T ) Uél €
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7 Les fonctions théta de Jacobi

Considérons les expressions trigonométriques des quatre fonctions théta
functions 6;(v,7) ;j = 1,2, 3,4, et leur produit infini. Rappelons en particu-
lier, le développement en série de Fourier

¢"  (sinnmv)?

04(v,7) = 04(0, T)exp[4 Z

2n
n>1 —4q n

J (16)

Notons que 7 = £ et v = o

A partir de la relation entre p(z;w,w') et la dérivée seconde de la fonction
théta

On obtient le résultat suivant

Theorem (1-6)
Supposons que les coefficients cyp satisfont la relation de récurrence

(2p +2)(2p + D)epia(T) — Ap”es, (1) = wany(w,w)

ou les coefficients agp vérifient les hypothéses du Théoréme (1-1)

(i

o5 [2p+2)(2p+1)ass —4p*ag]+ (2s+ Dagy+ 3 aprazp—or =0 (17)

0<r<p

Alors, les fonctions théta de Jacobi peuvent s’exprimer sous la forme

1 1
02(v,7) = 04(0, T)explin (v + =7) Z cop(T) cos™ (v + =7)]
17T e 2 2

et

04(v,7) = 04(0 exp[ 5 D Cop(T)(sin 7o) )2P]
p>1

De plus, ces expressions de 6 sont définie dans la bande | Imv |< %ImT.

Rappelons que du fait  6;(v,7) = (v + 3,7) et
03(v,7) = 04(v + 3, 7), on en déduit alors

22



Corollaire (1-7)
Sous les hypothéses du Théoréme (1-6), on a les expressions des autres fonc-
tions théta

1 1
61 (v,7) = 04(0, T)explim(v + 7' +t35 E Cop(7) sin® (v + 27-)]
p>1

et

Os(v, ) = 04(0, T)e:rp[3 5 D Cop(T)(cos mv) ]
p>1

Remarque (1-8)
En considérant I’équation de la chaleur, on trouve un systéme d’équations dif-
férentielles en 7 satisfait par les coefficients c,. En particulier, le coefficient
co(T) vérifie I'équation différentielle

dCQ (T)
dr

Par ailleurs, si on examine la paire de coefficients as, et cp, on remarque
qu’ils jouissent de propriétés analogues sous 'action du groupe modulaire
I'(1). Par exemple, en considérant la relation theta 64(v+3,74+1) = 64(v, 7),
on trouve

~a(1,7) + (5’64 (r) = dm

Cgp(T + 1 Z C]I;CQ]C (18)

k>p

qui est similaire & la relation (15), satisfaite par by, ou par les ag,.

On obtient évidemment des relations du méme type pour les autres fonc-
tions 6;(v,7) 1 =1,2,3.
En fait, les coefficients ¢y, vérifient une relation de récurrence indépendante
des ag,, comme le montre le résultat suivant

Theorem (1-9)  La fonction théta 04(v,T) peut s’exprimer sous la
forme

0s(v,7) = 04(0,7) exp[D_ cap(7)(sin 7v)*]

p>1

ou les coefficients cop vérifient la relation p > 1

o (") ezpra = 2+ 1)(2p+ 2)[(2p+ 2)(2p + 3) + 4p* — coleapsa
+(2p)?[co — (2p)?]eap — 6[(2p + 1)(2p + 2)capra — 205 — S5, 2ken]”
ot = —4[05(0,7) + 04(0 )], ¢ = ZLHZ(O’T) et

w2 04(0,7)
= % 2(0,7’)0§(0,7) + 30
De plus, cette expression de 8, est définie dans la bande | Imv |< %ImT.
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8 L’équation de la chaleur

I est bien connu que les fonctions 6;(v,7);5 = 1,2,3,4 sont solutions
d’équations aux dérivées partielles

De cette équation on peut déduire que les coefficients ¢y, (comme fonction
de 7) sont solutions d’un systéme différentiel

Propositon (1-10) Les coefficients co,(7) definis plus haut sont so-
lutions du systéme différentiel suivant

40’2p =2p+2)2p+ 1) copra — 4p* cop—

™

S Ly 19
() 42771 Com[(p —m) Cop—am — (P — M+ 1) Cop_omyal- (19)
m=0
d
ol Ch, = T2

En particulier, le coefficient co(T) vérifie I’équation différentielle

3ca(T) — ca(1) + (1) = %dc;y) (20)

En fait, on montre que ces coefficients sont des fonctions hypergéométriques
de 7. D’une maniére plus précise, on montre

Proposition (1-11)  Les coefficients ¢y, definis plus haut peuvent
s’écrire sous la forme

m

_ (_1\pt+192p q" m+p—1 q
eutr) = e 8 (000 ) )

27t (n+p—1) ¢"
ez, (n—-p) (1-g¢™)

— (_1)13-1-1
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Le résultat suivant donne une expression plus simple des coefficients ¢y,
en fonction de 7, et permet en conséquence de retrouver une propriété de la
fonction zeta de Jacobi Zn(z, k).

Theorem (1-12)  Les coefficients ¢y, definis par le Theorem 1-6 peuvent
s’écrire sous la forme

p

_ ! 1 _ Ly et
cop(T) = Z : 1 )20 = Z [(1 — g2k+1)?

p k>0 (Sln(k + 5)7‘-7— p k>0

Les fonctions theta peuvent alors s’exprimer alors de la maniére suivante

04(v,7) = 0.(0,7) exp[=3_ > — ( sm(skiriijr;?TT))Qp]’

p>1k>0 P

O3(v,7) = 04(0,7) exp[=3 > — ( sm((;ﬁoiwf)WT))Qp]’

p>1k>0 P

o0, 7) = 03(0,7) explin(v+5T) ~ X3 (“’S“v+ T>)>2p],

p>1k>0P (sin(k + 2)

sinm(v+ 37) \ %
61 (v,7) = 04(0,7) explim(v+ 7' ( 2 ) ].
I; ,;) p \ (sin(k + %)7‘(’7’)
De plus, , les expressions 60, et 03 sont définies dans la bande | Imv |<
sImt, celles de 6, et 01 sont définies dans la bande | Imv |< Imr.

Par ailleurs, on sait que la fonction zeta de Jacobi peut étre définie de la

maniére suivante p

Zn(z, k) = K ds

log 64(v, 1),

. s _ o (3 dz e _r R
ol v =g5zet K=2 Jo 7%’ est l'intégrale elliptique compléte du

prermier type dont le module k est telle que 0 < k < 1.
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Corollaire (1-13) La fonction zeta de Jacobi peut s’écrire sous la
forme

1
Zn(z, k) = % sin(m2v) Y —

>0 sin®(mv) — sin®(k + 177)

Y o — 2
ol V= 5.

En particulier, on obtient une expression de la dérivée logarithmique de la
fonction theta

0 (v, 7) g+
'~ — 47 sin(72
04(1), 7_) T 1n(7r U) % 1— 2q2k+1 cos 27v + q4k+2

On peut aussi retrouver ces expressions a partir des développements de
theta en produit infini (voir [W-W], p. 489) :

o o

0s(v,7) = J[(1 — ¢*) [I(1 — 2¢***" cos 2mv + ¢**+2).

1 1

Remarque : Comme conséquence du Théoréme (1-12), on peut déduire
I'expression exacte des coefficients ag, du développement de la fonction
(0(2),1,7):

p(z+71) — Y agy(7)(sin E)21’.
p>1 2

On trouve
1
agp(7) = —2(2p+1)

i>o (sin(k + 5)mT)2P+2 pkgo (sin(k + ) T)%P
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9 Transformations de p(z) et de la fonction
théta

Les formules de transformations d’ordre 2 ou d’ordre impair permettent
d’exhiber des relations modulaires entre les coefficients cy,(n7) et cop(7).

Pour les tranformations d’ordre 2 (par exemple la transformation de Lan-
den), on a la relation de duplication  604(2v,27) = Mﬂl Celle-ci per-
met d’obtenir ’égalité suivante

43" cop(T)(sin” v + cos v — 1) = Y ¢5,(27) sin* 2v
pzl p>1

Les formules de trigonométrie permettent alors d’identifier les coefficients

> 22”(—1)”_”0" nCon(27) = deap + 4(=1)P Y CPcom (T

b
p>n>y m>p

Des formules déduites de la transformations d’ordre impair sur  6(nv, n7),
on trouve aussi des relations modulaires analogues entre les coefficients.

Par ailleurs, de I’expression trigonométrique (16), on montre le résultat
suivant.

Corollaire (1-14)
Sous les hypothéses du Théoréme (1-6), les coefficients csp vérifient la rela-
tion pour m > 1

(_1)mqm _ z Cp mCQP( )

1— q2m p>m 92p

Pour m =1 on en déduit la formule d’inversion

\/1 + [6 7 p>1 O C3, lczzpsz)P

p—1 cap(T)
3,”2 Ep>1 C 21)21)

Autre conséquence, on peut aussi montrer
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Corollaire (1-15)
Les coefficients ag, du développement de la fonction p(z) de Weierstrass
(donné par le Théoréme (1-1)) jouissent de la propriété suivante
n et k sont deur diviseurs de m, si et seulement si

(-1)F ~C2 % m (-1)" < C2™  m
k Z 251, GQP(ZT): Z 2;);,, GZP(Z

p>k p=>n

7)

De maniére similaire, on a aussi

Corollaire (1-16)
Les coefficients cqp du développement de la fonction théta de Jacobi (donné
par le Théoréme (1-6)) jouissent de la propriété suivante
n et k sont deux diviseurs de m, si et seulement si

k n

Cyy m Cy, m
kz 22p 021’ nz 92p 021’ )

p>k p>n
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10 Fonction période dépendant de I’énergie

10.1 La période minimale d’une orbite

Considérons le systéme hamiltonien  H(xz,y) = (1/2)y? + G(z), avec un
centre a l'origine. Cette équation peut d’écrire

dx dy

i 27 = 21
ol ¢ a un seul zéro en l'origine 0. G étant une primitive de g, telle que
G(0) = 0. Au voisinage de l'origine, chaque orbite appartient & un niveau
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d’énergie, H(z,y) =c, et est déterminée par c.
La fonction période T'(c) est la période minimale de cette orbite, elle est
définie par :

T(c) =2 bdfx'
© /am

Plusieurs auteurs se sont intéressés a la croissance de la période de 'orbite
dépendant de I’énergie, et ont trouvé des conditions suffisantes assurant sa
monotonie. Citons parmi eux : C.Chicone, S.N.Chow, D.Wang, F.Rothe ainsi
que R.Shaaf.

10.2 Remarque sur le probléme

L’intérét de cette question est bien connue, il a été souligné par Ar-
nold dans son étude sur la dynamique hamiltonienne, (|A], Appendice 8,D,
p.418 et |[R], p.130). La condition de non dégénerescence de I’hamiltonien
H(p,q), (p,q) € IR? peut s’exprimer dans certains cas en termes de fonc-
tion énergie-période au lieu des variables action-angle.

En effet, on substitue la transformation (p,q) — (¢,¢) dans I'intégrale de
l'aire A(c) entourée par l'orbite ~,.(%).
On obtient  A(c) = [y-1(, dpdg = [; T(¢)dé.  Ainsi,

dA
T(c)= T
Dans le systéme de variables action-angle (J,¢), on a H = H(J) et
% - T%;r;)'
D’ou, ‘577;‘ = —‘LTL;%, et la condition de non dégénérescence est
d? A2 dT
e
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10.3 Critéres de monotonie de la fonction période

Considérons tout d’abord I’hypothése technique suivante

(i) il existe deux nombres a <0 <b, tels que
0 < G(a)=G(b) =c.

(i) G(0) =g(0)=0.

(i13) zg(x) >0 si z# 0,z € (a,bd).

(iv) ¢'(0) > 0.

(7)

Cette hypothése nous assure que I’équation (21) a un centre unique en ’ori-
gine, entouré par des orbites périodiques.

Nous donnons ci-aprés la liste de ces critéres, chacun d’eux entrainant
T(c) croissante sous réserve que I’hypothése (7) soit vérifiée.

e { ) = 060 + (L)oo - 26101 (0) 2 0
pour € (a,b).
(%) g”(x) >0 for z € (a,bd).
(€1) =z

(1) A(x) =z(g"(0)g'(z) — ¢'(0)g"(z)) > 0
pour z € (a,b).

G(z)

(Ca) {\If(x) = 5 est une fonction convexe pour z € (a,b).

(i0) Au(z) =5¢"(x)° — 3¢'(x)g® () 2 0

(1) ¢"(x) >0 for ze€(a,b).
(Cs)
pour z € (¢"1(0),b).

©) {#l30/@)" - 9()g"(2) ~ (BHL)"@)] 20 pour € (a,b)
Les conditions (Cp) et (Cy) sont donnés par Chow et Wang (|C-W] , Co-
rollary (2-5) et Proposition (3-1)). (C;) apparait dans Chicone [C]. (C3) est
di a R. Schaaf, mais (i) est remplacé par une condition plus faible :

si ¢'(z) =0, alors g(z)g"(z) < 0.

[Sc1], [Sc2]. Notons que (C3)(ii) est équivalente & (G"”)™% convexe. Enfin,
(C4) a été découverte par F. Rothe, et notée f; (voir [R]).
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Proposition (2-1) :
Sous Uhypothése J, chacune des conditions (Cp), (C1), (Ca), (C3), et (C4)
entraine T'(c) > 0 pour 0 < ¢ < ¢.

Notons que la condition (C3) a été retrouvée plus tard par Bidault-Veron
et Bouhar, voir lemme (2-1) de [BV-B|, ou I'intervalle (0,b,) correspond a
l'intervalle (a,b).

Précisons que Coppel et Gavrilov (voir [C-G]) ont donné une autre ex-
pression de la dérivée T'(c) sous forme d’une intégrale définie a 'intérieur

de ’orbite
& G
ro-f [, &6
(¢) ” dx2(g2)
ou o(c) est la région bordée par l'orbite y(c). Leur condition qui est certes

moins forte que celle de Chicone (Cs), n’exige pas cependant ’hypothése sup-
plémentaire g” > 0.
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11 Nouvelle condition suffisante de monotonie

Il existe en réalité des relations d’inclusions entre ces divers critéres. No-
tons cependant que les critéres restrictifs ne sont pas inintéressants, dans la
mesure oul leur utilisation est plus pratique, et permet une vérification plus
aisée.

On montre tout d’abord que parmi toutes ces conditions, (Cp) est la plus
fine. On a donc la

Proposition (2-2)
Chacune des conditions (C1), (C2), (C3), et (C4) entraine (Cp).

On propose un nouveau critére (voir [P5]) qui est plus restrictif que (Cp)
mais relativement facile a utiliser. Notre condition est par contre moins res-
trictive que les conditions (C;), (C3), et, avec une hypothése supplémentaire,
plus générale que (Cs) et (C4).  Soit

((i) ¢"(x) >0 pour aﬁe(a,f)).2
(i) 3g'(x>2 - o@)g"@) ~ e @) <0
(Cs) < —1 g
T ) | 20w
x)g
| w07 = gy T T

Plus précisément, on démontre le résultat suivant (voir [P7] pour la preuve)

Théoréme (2-3) :
Sous Uhypothese (J), on a les implications suivantes
a) La condition (Cs) entraine (Co)
b) Chaque condition (Cy), (C3) entraine (Cs). De plus, si ¢g" > 0 ,(Co)
entraine (Cs).

On peut déduire de la partie a) de ce Théoréme que la condition (Cs)
entraine la monotonie de la fonction période dépendant de I’énergie, en plus
le fait que (Cs) est moins fine que (Cy). Notons que I’hypothése g(z) convexe
sur U'intervalle (a, b) est nécessaire afin d’établir que (Cs) est plus fine que la
condition (Cs) de Chicone. Cependant, on n’a pas été en mesure de trouver
un contre-exemple & cette hypothése. On peut espérer qu’elle soit superflue.
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Autre aspect intéressant, on peut prouver aussi que la condition (Cs) est
strictement moins restrictive que les autres. Pour cela, on va produire un
exemple de fonction ¢ de facon que (Cs) soit satisfaite, mais pas (Cy), (Cz)
ni (Cg)

La fonction suivante répond a notre question
cosh(2z) 1

) sinh(2z) — — T g e c= 0.636,

Tr+c

9(z) = (

sur l'intervalle
(a,b) avec a=-0,3 et b=0,3.

Notons que g(z) vérifie 'hypothése (J), ¢(0) =0 et ¢'(0)=c> 0.
Cet exemple est une variante plus compliquée de celui étudié d’abord par
Chow-Wang puis par Chicone, & savoir

g(x) =¢" — 1.

Plus précisément, celui-ci a été le point de départ de leur étude sur les critéres
de monotonie de la fonction période.

L’exemple que nous exhibons est plus enrichissant, en ce sens qu’il vérifie
évidemment la condition (Cs) mais pas les conditions (C;), (C3) ni (Cp),
bien que cette fonction ¢ soit convexe sur l'intervalle considéré. Toutes ces
vérifications pour ’exemple considéré, peuvent étre faites grace a Mathema-
tica.

De plus, on verra que pour d’autres valeurs de ¢, toutes ces conditions ne
sont pas optimales pour le méme exemple.

On obtient donc le
Corollaire (2-4) :

La condition (C5) est strictement plus fine que (Cy), (Cs), ainsi que (Cy)
des que I’hypothése ¢" > 0 est vérifiée.
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12 Non optimalité des conditions suffisantes

12.1 Autre expression de la dérivée

Rappelons que parmi tous les critéres considérés plus haut, (Cp) est in-
contestablement le plus fin. I.’exemple exhibé plus bas prouve que la fonction
période peut étre toujours monotone bien que la condition (Cp) ne soit pas
vérifiée. Ceci prouve en particulier qu’on atteint les limites de cette approche
du probléme de la monotonie. On utilise pour cela le résultat suivant da a
Chow et Wang, qui est une conséquence directe de ’expression de la dérivée

):/” g(x) [R(ﬂf) _ R(A(x))
a Je—G(z) 9*@)  g*(Alz))

ou A est la fonction définie par

cT'(c

|dx

G(A(z)) = G(x), pour tout =z € (a,0), A(x)e€ (0,0)

Proposition (2-5)
Supposons que la fonction H(z) s’annule en xo # 0 et que hypothése (J)
soit satisfaite, on a alors :

(i) H(z) >0 pour A™'(x) < x < z¢ entraine P~ FaE)

(1) H(z) <0 pour xy <z < A(zo) entraine gﬂs(% — gﬂ%% >0

R(z) _ R(A(z))

<0

Cette proposition entraine évidemment la monotonie de la fonction pé-
riode. Notons cependant que la fonction A définie ci-dessus n’est connu que
de maniére implicite. Sa dérivée étant

vy g(@)
A@ = Taw)y

Ce point précis rend donc le critére de la Proposition (2-3) difficilement ap-
plicable.
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12.2 Un exemple

On utilise de nouveau la fonction g¢. précédente, pour la valeur de ¢,
c = 0.5443

Les vérifications numériques ont été obtenus par MAPLE.
L’utilisation de Mathematica pour cette valeur de ¢ = 0,6443 s’est avérée
infructueuse, contrairement au cas précédent ¢ = 0,636. En ce sens, que le
logiciel n’a pas pu déceler le zéro de la fonction H(z), qui est de 'ordre de
1072, Pour une précision maximale, il indique constamment H(z) > 0.
L’utilisation de MAPLE a été concluante puisqu’il pousse la précision a
1075°. On montre donc l'existence du point zy # 0 vérifiant H(z) = 0,
de maniére a ce qu’on puisse appliquer la proposition précédente, prouvant
la monotonie de la fonction période, bien que la fonction H(z) change de
signe. On montre de plus, toujours grace & MAPLE, que toutes les conditions
ne sont pas vérifiées (puisque (Cp) ne l’est plus), voir [P8|.

Allure de la fonction H qui s’annule pour xo = 0.009389, H(z) > 0 pour
x < Zg.
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13 Perturbation périodiques d’équations diffé-
rentielles

Soit I’équation différentielle du second ordre
2"+ ot z,2',€) = 0. (22)

Supposons que pour € = 0, 'équation z” + ¢(t,z,2',0) = 0 admette une
solution périodique. Il n’existe pas en général de solution périodique non
constante pour I’équation (22) comme le prouve ’exemple suivant di & Moser
[H].
En effet, soit

ot z,y) =z +2° +ef(t,z,v), e>0

vérifiant les conditions pour ¢ € C'(R?), f(t+1,z,y)= f(¢t,x,y), avec
£(0,0,0) = 0, flt,z,y) = 04f a2y = 0, %—)oo si T — oo uni-
formément en (t,y) € R2 6?’; >0sizy >0, et gf = 0 ailleurs. z,y
tels que | z |[< ¢, |y |< e En fait, on a zf(t,z,y) et yf(t,z,y)) > 0 if
xzy > 0, | x |< €,y arbitraire et ¢ = 0 ailleurs.

La fonction V = 222 +z* + 22/% vérifie V' = —dex' f(t,x, '), de facon que
Vi<0ifzz' >0,| z |[<e| 2" |[<eet V=0 ailleurs. Ainsi z ne peut étre
périodique .

Il existe cependant des cas ou I’équation différentielle perturbée (22) admet
une solution périodique non constante, comme le montre 1’étude des cas sui-
vants.

13.1 Equation de type Duffing perturbée

Considérons la famille des oscillateurs non linéaires de la forme

T2+ fu) = eg(t)
u(0) = ag (23)
u'(0) =0

ou ¢(t) est une fonction 27 —périodique, f est une fonction ne dépendant que
de u et € est un paramétre voisin de 0. On s’intéresse aux solutions periodiques
de période minimale 27T, lorsque f et g vérifient certaines conditions.

En utilisant la méthode des séries trigonométriques on prouve l’existence
d’une solution périodique de cette équation de type Duffing.

Plus précisément, supposons que la fonction g(u) peut s’exprimer sous la
forme d’une série en puissance de sinus

t t
)+ eeee + bop sinQ”(W— =Y by,sin® ;TT)

neN

() = by + by sin?(—



alors on peut avoir une expression des solutions de I’équation
2 .
CL + w2u+ u? = €Y ey bon sin®(3%)
u(0) = ap (24)
u'(0) =0

Plus exactement, on montre le résultat suivant améliore celui de A. Shidfar
et A. Sadeghi [S-S],

Théoréme (2-6)  Supposons que les coefficients du développement de
la fonction g(t) vérifient

1
| bon |< (2n)’ avec 3 > 1,

alors les solutions de l’équation (13) peuvent s’exprimer sous la forme de la
série trigonométrique convergente

. mt . 7t . Tt on Tt
u(t) :a0+0251n2(ﬁ)+c4sm4(ﬁ)+06Slnﬁ(ﬁ)-i- ..... = Z Cop, SID? (2—)

Les coefficients cop verifiant les conditions | ag |< C, ag = ¢,

2wy = —wcy — ¢ + eby, (w=75) et la formule de récurrence

1 & €
(2n+1)(2n+2)cont2 = (4n® —1)cop — o2 Zo CorCon—2r + Eana pour n >0
r=
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13.2 Equation de Liénard perturbée
Considérons I’équation de Lienard perturbée de la forme

(Lr) i )i+ g(u) = ev(2 0,0

ou t € R,e € R est un paramétre assez petit, | € |< €, 7 est un paramétre
réel.
On peut aussi écrire le systéme du premier ordre équivalent en dimension 2

. 4
(S1) &= hla)+ea(>,)
oul q= (g;) On suppose que I’équation de Lienard (non perturbée)
(L) "+ fuu' +g(u)=0

a une solution périodique unique, telle que u(0) = a et 4(0) = 0, et que les
fonctions f and g sont de classe C2.

Placons nous sous les hypothéses standards qui assurent 1’existence et 1’uni-
cité d’une solution périodique stable ug(t) de période 7y pour I’équation de

Liénard (voir [C-L| p. 402-403).
En particulier, on suppose que les integrales

F)= [ f@d, G = [ gt
0 0
de f et g respectivement sont telles que lim, oo F'(z) = limy, G () = oo.

Soit z = z(t,€,po + h, T, ) une solution du systéme (Sz) de période
7(€,¢), ou ¢ est la variable auxiliaire introduite par Farkas [F| telle que

(¢) =po+h, po=({) et h=(}), vérifiant h(0,0) = 0.
La condition de périodicité est : z = z(t + @, €, po + h, 7, ) — po — h = 0.

D’aprés Farkas |F|, la matrice de Jacobi J de la fonction z est de la forme

J(m) = =T+ (9(0“) 8) +Y (7o)

I = Idy et Y(t) est la solution du systéme variationel associé tel que

(0 gult)
y—(—l—ﬂwwﬂy (25)
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On prouve alors, que si detJ () # 0 alors il existe des fonctions déter-
minées de maniére unique 7(¢,¢) et h(e, ¢) définies dans un voisinage de
(0,0) telles que la fonction

.’E(t, ¢, Do + h(G, ¢), €, T(€a ¢))

est une solution périodique du systéme (Sr) avec 7(0,0) = 7.

Plus exactement, on établit le résultat suivant qui est plus général que
celui obtenu par [F-A]

Théoréme (2-7) Si [;° f(uo(T))dT > 0, alors il existe deux fonctions
7,h : U — R et une constante 7 < 3 telles qu’une solution périodique
u(t, d,a + h(e,¢),€,7(€)) de I’équation

(Lr) G+ flu)i+g(u) =ey(—=,u,0)

existe pour (e,¢) €U, et |7 — 1 |< 7, 7(0,0) =7, h(0,0) =0.
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14 Fonction période du systéme différentiel de
Lienard

L’équation de Lienard
(L) o’ + f(z)a' + g(z) =0,
ou son équivalent dans le plan,

t=y,  §=-g(@) - fla)y, (L)

occupe une place importante en théorie des systémes dynamiques.

On suppose que ¢(0) = 0, de fagcon que origine soit un point critique
du probléme plan équivalent (L’).

Lorsque 0 est un centre pour (L’), le plus grand voisinage de 0 noté -y,
couvert par des orbites vy est appelé anneau des périodes de 0. La fonction T’
qui associe a toute orbite périodique v dans v, sa période est appelée fonction
période . Le centre 0 est dit nondegeneré lorsque le champ de vecteurs en 0 a
deux valeurs propres non nulles.

On dira que T est croissante lorsque, pour tout couples de cycles , v,
inclus dans vy, , on a T(vy1) < T(7y2).
0 est un centre isochrone lorsque 7T is constant dans un voisinage de 0.

Christopher, Devlin , Lloyd et Sabatini ont montré le résultat suivant
dans la cas analytique

Proposition (2-8) Supposons que f et g soient des fonctions analy-
tiques impaires de © avec xg(x) > 0 dans un voisinage de l’origine 0. Alors,
le systéeme (L’) a un centre isochrone a l’origine si et seulement si ¢'(0) > 0
et

2

o(@) = g Oz + — ([ er(e) de) (4

Si f(x) et g(x) sont seulement des fonctions de classe C!, alors (*) est
une condition suffisante pour que le centre 0 soit isochrone.
Cette proposition a été généralisée par Christopher et Devlin, qui ont proposé
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Proposition (2-9) Le systéeme (L’) avec les fonctions f et g analytiques
en x telles que f(0) = g(0) =0 et ¢'(0) = 1 a un centre isochrone a lorigine

st et seulement si
o= (14 ([ s@r@d)),

ot s(x) # x est une solution de l’équation fonctionnelle

F(z —2s(z)) = F(x), 5(0) =0,s'(0) = 1.

Nous proposons une autre démonstration plus simple de la généralisation
de Christopher et Devlin.

Preuve
Tout d’abord, on peut montré pour que (L’) admette un centre isochrone
alors g(z) a x = 0 comme zéro unique et f'(0) # 0. De plus, si on suppose
que ¢"(0) =0 on doit alors avoir f”(0) = 0.
Par ailleurs, un résultat de Cherkas montre que le systéme (L’) a un centre
si et seulement si il existe des polynomes A et B tels que les primitives

F@)= [ fd, Gl = [ g
vérifient
F(z) = A(M(z)),  G(z) = B(M(x)),
pour tout polynome M(z) = z? + ..... En particulier, si g(z) (et f(z)) sont

impaires alors M = z2.

Ce dernier cas se produit si et seulement si s(z) = z. La fonction s est
unique et analitique dans un voisinage de x = 0. d’aprés la définition de s,
on trouve que

F(z) = F(x — 2s(z)) = F(x — 2s(z) — 2s(z — 2s(x)))
D’aprés I'unicité, on a
x=x—2s(x) —2s(x — 2s(x)), z(—s) = z(s) — 2s.

Ainsi, on a x = s+ ¢(s), ol ¢ est impaire en s.

D’aprés ce qui précéde, on peut écrire F((z) = F(s), ou F est une fonction
analytique paire. On écrit aussi, G(z) = G(s).
Le systéme obtenu a partir de (L’) en changeant = en s donne

dsfdt=y,  dy/dt=—g(s)— f(s)y, (L")
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ou . .
. dF 4G
=% =%
Considérons maintenant la transformation de (L") donnée par ¥ =y +
sN(s) avec

1 s =
N =< [ eferde

un polynome impair en s, le systéme obtenu est
$=Y — sN(s), Y = —s —yN(s) + K(s),
. 2
oun K(s) =s+ s% (fos £ (¢) df) — ¢, qui est impair par rapport a s.

En coordonnée polaire, § = —1, signifie que K(s) = 0 si et seulement si le
centre de (L") est isochrone. C’est précisément la relation (*).
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15 Introduction

15.1 Cas de multiplicité de solutions au probléme de
Yamabe

Considérons une variété riemannienne C*°, (M, go) de dimension n > 3,
ol go est une métrique riemannienne sur M . dvg, étant la forme volume
de go, et Ry, est la courbure scalaire associée.

Soit  [go] la classe conforme de gy : g € [go], si et seulement si, il

existe une fonction C°° positive wu, telle que g = un—2gy soit une
métrique riemannienne compléte sur M.
Du point de vue de ’analyse, cela revient & déterminer une fonction positive
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u solution de 1'équation différentielle sur (M, go)

4TL
n

-1 at2
— 2Agou + Rgou — Rjun—2 =0,

ou g = uﬁgo est compléte sur M .
R,, et R, étant les courbures scalaires associées respectivement & gy et g,
A,  étant Popérateur de Laplace-Beltrami sur (M, go).
Le probléme de Yamabe consiste a déterminer dans chaque classe conforme
[go] au moins une métrique, soit g, dont la courbure scalaire associée est
constante.
Ce probléme a été complétement résolu dans le cas compact de la variété par
H. Yamabe, T. Aubin et R. Schoen depuis 1984.

Notons qu’une métrique de Yamabe est unique & une homothétie prés si
- La variété compacte (M, go) est telle que sa courbure totale soit négative,
ie. [y Rydv < 0.
- (M, go) est une variété d’Einstein .

Cependant, des métriques de Yamabe multiples peuvent exister dans le
cas positif de la courbure totale.
Le probléme général demeure ouvert dans le cas non compacte de la variété
(lorsque (M, go) est compléte).
Considérons la question suivante qui est une sorte de réduction du cas général

15.2 Probléme de Yamabe singulier

Soit A C (S™,g0) un sous-ensemble fermé de la sphére standard de
rayon r. On cherche une métrique compléte g sur S™— A, conformeément

équivalente a la métrique standard, dont la courbure scalaire R, est une
n(n—1) )

constante positive. (ici Rgy = =5

Cela revient a résoudre I’équation différentielle

n—1 nt?
4n_2Agou+Rgou— R;? =0, (26)
g= u%go soit compléte sur S" — A, R, = constante > 0.
Soit Ly, = Ay + 4(’;—121)1%9 le laplacian conforme de la variété rie-

mannienne (M, g). L, posséde des propriétés intéressantes, remarquée en
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particulier par W.Ding, |D] :

Propriété d’invariance du laplacien conforme :
Soit (M,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes, telles qu’il existe un
diffeomorphisme conforme f: M — N (cela signifie que si f est un difféo-
morphisme, il existe une fonction v: M — IR", telle que f*h = vﬁg).
Autrement dit, pour toute fonction ¢ : N — IR de classe C?, on a

n+2

La(p)o f=vr2Ly(vpo f)

lorsque ¢ =1 et f=1d on obtient I’équation de Yamabe

Par conséquent, on peut déduire que si v est une solution positive de

n—2 n+2

- " Kynz: = 2
Lg,v In=1) v 0, (27)

Alors K est précisément la courbure scalaire de la métrique g = un-2g.

De plus, la condition ¢ compléte nécessite que limg zv(z) = oo.
On s’intéresse aux propriétés des courbures riemannienne et de Ricci de
certaines métriques de Yamabe sur la sphére standard, ayant deux points

singuliers.

Nos résultats sont exposés dans les sections qui suivent.
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16 Singularités et métriques pseudo-cylindriques

Considérons maintenant le cas ol les singularités d’une solution singu-
liére de Yamabe sont isolées. On notera A = Ay = (p1,p2,....,Pk) UN SOUS
ensemble fini de la sphére standard.

Soit IT: S™ — {pt} — R™ la projection stéréographique. On sait que la
réciproque, I1~! définie par

2z |z[2—-1

lz[2 42 |z|2+1

I (z) =

]

est un diffsomorphisme conforme, on a de plus (II7")*(go) = Wdﬂ, ol
dz? est la métrique euclidienne de R™.

Par conséquent, la résolution de (26) est équivalente a la résolution de

n(n—2) nt

Aut = —ur? =0 (28)

Sur R™ — Ay, ou Ay =TI(A;). De plus, u vérifie lim, ,, u(x) = oo,

16.1 Reésultats d’existence pour k = 2

Dans le cas k = 2, I’équation de Yamabe se réduit 4 une EDO. Grace a
une étude préalable, il sera alors possible de décrire toutes les métriques de
Yamabe sur S™ — A,.

Il est bien connu que si u est une solution sur S™ — {p;,po}, alors, elle
invariante par toute transformation conforme fixant ces points.

Si on suppose que ces points sont antipodaux, alors wu est invariante par ro-
tations. On projettera la sphére S™ sur R", par I'un des points singuliers,
p1, de facon que po se projette en 0 € R™.

Ainsi, Ay = (0, 00).

Par ailleurs, Cafarelli, Gidas et Spruck [C,G,S]| ont montré que toutes les
solutions de (28) sur R™ — A sont radiales. On définit alors le changement
de fonctions .

u(z) = |x|2_TnU(log—).

]

Celui-ci correspond au difféeomorphisme conforme

B:R"—{0} - Rx S"!
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o fA(x) = (logry, i5)-

On en déduit que v : R — R* est une solution de I’équation différentielle

ordinaire P ( 2)? ( 2)
n— n(n —2) ni2
@v — 1 v+ 1 vr—2 = 0. (29)
L’analyse de I’équation (29) nous montre qu’elle admet un seul centre (a,0)

N : _92\n=2
correspondant a la solution constante « = ("TQ) 2

Toutes les orbites périodiques 7.(t), sont paramétrées par (v.(t), Sv.(t)),
c vérifiant 0 < ¢ < ¢p. Elles sont entourées par ’orbite homocline 7, .
On a v, (t) = (cosh )", La période est dépendante de ¢ : T = T(c).

Les métriques
g = ve= (d? + d€?)
sont appelées métriques pseudo-cylindriques . Elles sont définies sur la va-
riété produit (S x S*71 dt? + d€?) un cercle de longueur T par la sphére
standard de dimension n — 1. Elles appartiennent toutes a la classe conforme
de la métrique cylindrique  [dt? + d&?).

Rappelons briévement les propriétés des métriques pseudo-cylindriques
voir [Sc|, [P12] et [Tr2]) :
- Ce sont des métriques conformément plates, invariantes par rotation.
- Elles sont en nombre fini (dans une méme classe conforme), et ce nombre
dépend naturellement des valeurs de T; g7 = (vJ)a=2 (dt? + d€?), ou
j=12...k et 0<c<c.

: : : n—1 _ 27 n—1
En particulier, si T < 27, /—Rgo (= Tnss lorsque le rayon de S™ " est
égal a 1), on a une seule métrique, & savoir la métrique cylindrique.
Nous obtenons des cas de non unicité dés que la condition suivante est rem-

s 1
plie: T > 27 %—90'

16.2 Comportement asymptotique

Dans le cas général ot £ est quelconque, une conséquence d’un résultat de
[C-G-S] (utilisant des arguments de réflexion) est que la solution de 1’équation
de Yamabe singulier sur S™ — {p1, ..., pr} est asymptotique a une métrique
pseudo-cylindrique correspondante au voisinage du point p;, 1 =1,.., k.
Celle-ci correspond a une solution wu(t,§) de I’équation (28) sur un domaine
de IR x S™ ! . Ainsi, la métrique pseudo-cylindrique correspondante est
unique.
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17 Propriétés de la courbure

17.1 La courbure harmonique

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, R(g) désignant sa
courbure riemannienne, 7 = Ric(g) est le tenseur de Ricci, et D est la
connexion de Levi-Civita. Rappelons que cette courbure est harmonique si
la divergence formelle s’annule : dR = 0.

Ce qui peut s’exprimer dans un systéme de coordonnées locales DyR;; =
D;Ry;. Auquel cas, Ric(g) est un tenseur de Codazzi. En particulier,
pour toute variété riemannienne & tenseur de Ricci parallele Dr = 0 (i.e.
D;Ry; = 0) la courbure associée est harmonique.

Notons que pour les variétés d’Einstein et les variétés conformément plates
a courbure scalaire constante, la coubure riemannienne est harmonique, (voir
Besse [B|, chap. 16).

Par ailleurs, A. Derdzinski a donné des exemples de métriques & courbure
harmonique mais & tenseur de Ricci non paralléle Dr # 0 , [De].
Ces variétés sont des fibrés sur le cercle S! (paramétrisé par la longueur d’un
arc t) , dont les fibres sont des variétés d’Einstein (NN, go) de dimension
n—1. La métrique qu'il construit est une métrique "tordue"  dt2+h*/"(t)go
définie sur le produit S* x N. La fonction h(t) définie sur le premier
facteur est une solution périodique non constante de ’équation différentielle
ordinaire mise en évidence par Derdzinski

| 4(;7]_%1)}114/" = —%Ch , pour une constante C>0. (30)

Il prouve que le tenseur de Ricci associé a cette métrique est non paralléle.

Nous montrons que les métriques pseudo-cylindriques partagent
cette méme propriété.
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18 Reésultats principaux

Le résultat suivant donne une estimation du nombre de métriques pseudo-
cylindriques dans la classe conforme dela métrique produit

Therorem (3-1)
Soit (SYT) x S™ ', gy = dt* + d€?) le produit riemannien d’un cercle de
longueur T et de la (n-1)-sphere standard de rayon 1. Supposons que la
valeur de T satisfait la condition

ou Uentier k> 1.
Alors, il existe dans la classe conforme [go] au moins k métriques pseudo-
cylindriques invariante par rotation

g, = (ujc)ﬁ(dt2 +d¢?) , j=0,1,2,.,k—1 avec g¢°, = go.
k =1 correspondant & la métrique produit triviale C¥(dt? + d€?).
Le théoréme qui suit décrit les propriétés des courbures de ces métriques

Theorem (3-2)
Soit la variété produit (S'(T) x S"™1, dt* + d&€?) : un cercle de longueur T
par la (n-1) sphére standard, de rayon 1.
Supposons T > \/%, alors le tenseur de Ricci d’une métrique pseudo-
cylindrique est non paralléle et la courbure riemannienne est harmonique.
De plus, toute métrique pseudo-cylindrique peut étre identifiée a une métrique

de Derdzinski a un diffeomorphisme conforme prés.

Pour le cas général ( k entier quelconque > 2), on a le

Corollaire(3-3)
Soit g une métrique a courbure scalaire constante positive et conforme a la
métrique standard go sur la variété S™ — Ay avec Ay = {p1,po, -, Pk}
k>2. Si g+ go, alors son tenseur de Ricci est non paralléle .
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18.1 Commentaires

Les métriques pseudo-cylindriques étant conformément plates, alors leurs
courbures riemanniennes sont harmoniques, (Besse [B|, Chap. 16).

Si de plus, T < \/%, la seule solution est la métrique cylindrique, et son
tenseur de Ricci est bien stir paralléle.

Par contre, si T > \/%7 alors il existe au moins une métrique pseudo-

cylindrique non triviale, soit ¢, = vcﬁ(alt2 + d€?), |Sc|, et [Tr2] . On écrit

go = dt* + d&2.
Considérons une carte locale sur cette variété, les coordonnées étant
(2% 2, ....,2" 1) Jet 2 =1t est la coordonnée sur le cercle  S?.

Tout tenseur métrique g dans la classe conforme [go] peut s’écrire :
g =vn-2gy, oulafonction C* v, est définie sur le cercle. On obtient alors
les expressions dans ce systéme de coordonnées locales.

D’aprés (29), v doit étre une solution périodique non constante. On en
déduit que si la fonction u est non constante, alors DRy # 0. La courbure
de Ricci associée a une métrique pseudo-cylindrique est donc non paralléle,
sauf pour la métrique cylindrique.

Par ailleurs, pour les métriques de Derdzinski décrites plus haut, on re-
marque que dans le cas conformément plat, le facteur N peut étre identifié a
la sphére standard S™~! . Aussi, les métriques qui sont conformément plates,
sont conformes a la métrique cylindrique.

En effet, on peut écrire

a2 + F2(0)de> = f?(t)[(%f T de.

Aprés un changement de variables, on peut exprimer ainsi
dt* + f2(t)go = ¢°(0)[d6” + d€?]
qui est conformément plate, d’ou le lemme, voir Yau [Y]
Lemme (3-4)
Toute métrique tordue dt* + f%(t)go sur la variété riemannienne produit

(S (T)timesS™ 1, dt? + go) doit étre conformeément plate, et conforme a la
métrique cylindrique d6*+dE? ou 0 est une S'-parametrisation de longueur

dt
Jsr -
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Par conséquent, toute métrique de Derdzinski s’identifie & une métrique
pseudo-cylindrique & un difféfomorphisme conforme prés, soit F' ce difféo-
morphisme. On peut alors écrire

di? + F()de? = F*(v!, 77 (di2 + de?)),

ou 7, sont les solutions pseudo-cylindriques appartenant a la méme classe
conforme.

18.2 Connexions de Yang-Mills

On met ainsi en évidence des métriques “tordues” (autres que celles de
A. Derdzinski [De|) g = dt* 4+ h*(t)go sur la variété S x S"', lorsque la
longueur du cercle vérifie :

dt
T= s h(D) =2m/n—1/R

ol R est la courbure scalaire de (S™ !, go).

Cette condition qui est de nature purement géométrique correspond en

fait a la condition de bifurcation de I’équation (29), permettant ’apparition
de famille de solutions non triviales.
D’ailleurs, ces solutions peuvent étre déterminées explicitement, voir [P5] et
[P6]. En outre, pour cette variété produit, la courbure riemannienne est har-
monique : D'Rp;;x =0 et, le tenseur de Ricci associé & v/, est non paralléle,
auquel cas la connexion de Levi-Civita est une connexion de Yang-Mills sur
le fibré tangent.

On en déduit par ailleurs sur R™ pour n = 4,6 une famille de métriques

a courbure scalaire constante positive. Pour n = 4, on obtient des solutions
aux équations de Yang-Mills euclidiennes.
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19 Estimation globale des solutions

Comme on vient justement de le remarquer, ’équation (29) peut étre ré-
solue de maniére explicite, au moins pour certaines dimensions.
Plus précisément, pour les dimensions 4 et 6, 1'équation (29) peut s’intégrer
au moyen des fonctions elliptiques. Pour ces dimensions, les fonctions v/,
qui ont nécessairement une période réelle 7', sont des fonctions méromorphes.

De plus, T est la période de ~.(t), la courbe intégrale de I’équation (29),
qui est une courbe elliptique. Rappelons que toute solution correspondante
a v/, de équation (28) doit avoir deux points singuliers 0 et oo , comme
cela a été prouvé par Cafarelli-Gidas-Spruck [C-G-S].

Ils ont donné de plus une estimation de cette solution au voisinage d’un point
singulier p € A .

19.1 Autre résultat

Lorsque r est voisin de 0, w doit satisfaire les inégalités

c ! <u(r)<C r st
Pour une certaine constante C , ne dépendant que de n. Autrement dit, la
. . 4
métrique ¢’, = (u’.)"-2 gy doit étre cylindriquement bornée a ’approche du
point p € A, voir [Sc|. En fait, I'estimation de u ne nécessite pas cette

hypothése, au moins pour les dimensions 4 et 6.
On obtient plus précisément le résultat suivant, [P12] et [Tr4].

Théoréme (3-5)
Soient ¢’, = (ujc)ﬁgo, les métriques pseudo-cylindriques, définies plus
haut. Pour les dimensions n =4 et 6, on a les inégalités suivantes, définies
pour tout r

rz ol (r) < O, (T) et r3 Y (r)

dr

ot les constantes C',, et C?, ne dépendent que de la période T.

< C%(T),

19.2 Remarques générales

Consideérons les orbites du systéme autonome associé a ’équation (29)

v"? = (n?_z)2 [112 - v%] —c (32)
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Les orbites sont fermées lorsque la constante énergie c vérifie la condition

O<ec<e ou
n—2 n2

)7

2 n—2

(=0

D’aprés le changement utilisé plus haut, on a

Cy =

n n

2—n 1
u(z) = [z (log—).
||
Pour prouver la proposition, il suffit de montrer que la fonction w(t) est
bornée.
Or, pour la dimension n =4, (31) devient

1)
v? =02 -0t — ¢

et toutes les solutions s’expriment au moyen des fonctions elliptiques de Ja-
cobi. Pour n =6, (31) devient

v"? = 4(v? — v?)

et toutes les solutions sont des fonctions elliptiques de Weierstrass : v(t) =
1
5 —pt+0).

De plus, on sait que lorsque ¢ croit dans l'intervalle ]0, %[, la fonction de
Weierstrass (¢ + ) décroit de maniére monotone dans I'intervalle [p(% +
), +o0[. On obtient ainsi explicitement la borne pour n =6

Par ailleurs, pour la dimension n = 4, on obtient de maniére analogue la
borne suivante

=T =T

ru(r) < ez u(e? ).
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20 Existence des métriques de Derdzinski

A. Derdzinski a donné des exemples de variétés compactes a courbure
harmonique et & tenseur de Ricci non paralléle : 0R = 0et Vr # 0. 11
obtient de plus une classifcation de toutes ces métriques, |D].

Les variétés correspondantes sont des fibrés de fibre N sur le cercle S*!
(paramétrisé par 'arc t et de longueur T = [4 dt) munies de métriques
"tordues"  dt? + h*"(t)gy sur le produit S' x N .

Ici, (IV,go) est une variété d’Einstein de dimension n — 1,n > 3, de
courbure scalaire R et la fonction h(t) est une solution périodique d’une
EDO

n_ nk 1-4/n

n
an—1) = _ZCh pour une constante C>0. (33

Cette fonction est non constante, sinon la métrique correspondante a un
tensor de Ricci parallele.

Considérons le changement

h(t) = a+j(t)

n/4
oil la constante o = ﬁ
L’équation (32) devient
C
(82)  §' =T 45) = — 201+ ))
a  nC : : n :
(32) " - T(l + (1 —=4/n)j+ (=2/n)j*>+...) + 700+5)=0

32y  j"+Cji+...=0

Lorsque h est proche de o, j s’approche de 0.

Ceci signifie que I'équation (32’) bifurque en j = 0 lorsque C' = (3£)2. De
méme I'équation (32) bifurque en h = o lorsque C = (3£)2.

Ainsi, il existe une borne positive Tj telle que lorsque T < Tj cette équation

n/4
n’admet que des solutions constantes, i.e. h(t) = a = (ﬁ) .

Nous pouvons alors déduire le résultat suivant
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Theorem (3-6) Considérons la variété riemannienne produit (S x
N,dt* + go) oo (S, dt?) est un cercle de longueur T et (N,go) est une
variété d’Einstein de dimension n — 1,n > 3 a4 courbure scalaire constante
positive R.

1l existe alors une constante positive Ty telle que si T < Ty cette variété
n’admet pas de métrique riemannienne tordue dt? + h*/™(t)gy dont le tensor
de Ricci est non parallele.

D’une maniére générale, en utilisant la clssification de Derdzinski, on peut
prouver un résultat plus général

Theorem (3-7) Considerons le produit riemannien tordu  (S*(T)x
N, dt? + h*™(t)go). La fonction positive périodique non constante h(t) sa-
tisfait équation (32) et (N, go) est une variété d’Finstein de dimension
n—1,n > 3 a courbure scalaire constante positive R . Alors, si la longueur
du cercle T satisfait les inégalités suivantes

(k—1) cr< b
Ve Ve

il existe alors au moins k métriques tordues invariantes par rotations

dt? + h*"(t)go sur la variété produit S*(T) x N.

De plus, ces métriques ont une courbure harmonique. Leur tensor de Ricci

est non paprallele seulement si T > % )

2

ot k est un entier > 1,

Réciproquement, si la métrique tordu du type dt?> + h*™(t)gy sur la variété
SUT) x N a une courbure harmonique, alors la fonction h(t) sur le cercle
satisfait 'EDO (32).
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Cinquiéme partie
Problémes isopérimétriques plans

Articles présentés
[P2]  Problémes de Paul Lévy sur les polygones articulés
Math. Rep. Acad. Sci. of Canada, vol X, p.175-180, 1988

[P9]  Problems on polygons and Bonnesen type inequalities Indaga-
tiones Math., vol 10, n. 4, p.495-506 (1999).

[P18]  On the Bonnesen-Type Inequalities  in Symbolic Computation :
New Horizons. Proc of the Fourth Intern Math. Symp., IMS’2001, Tokyo
(Japan).Y. Tazawa, S. Sakakibara, S. Ohashi, Y. Uemura.Tokyo Denki Univ.
Press, p.213-222 (2001).

21 Présentation du probléme

Pour une courbe simple fermée C dans le plan euclidien, de longueur L,
entourant un domaine d’aire A, on a l'inégalité

L? —47A > 0. (34)
L’égalité étant atteinte si et seulement si cette courbe est un cercle euclidien.

Ce qui signifie que parmi tous les domaines d’aire fixée, le cercle euclidien
est celui qui a le plus petit périmétre.

Par ailleurs, la quantité L?—4mA appelée la déficience isopérimétrique
de C est en rapport avec la géométrie de cette courbe. En ce sens, que la
courbe se rapproche de la forme circulaire, lorsque L? —47A  est le plus
petit possible. L’inégalité classique de Bonnesen donne une estimation de
cette déficience isopérimétrique

L? —4rA>m*(R—r)? (35)
ou R le rayon du cercle circonscrit a la courbe C et r est le rayon du
cercle inscrit.
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D’une maniére générale, des inégalités de la forme
L’ —4rA> K (36)

ou K est positif, dépendant seulement de la géometrie de la courbe ( K =0
correspondant au cercle euclidien ), sont appelées inégalités de type Bonne-
sen (voir Osserman [O]).

Soit II,, un polygone & n c6tés, de périmétre L, et entourant une aire
A, On a l'inégalité connue

7
L? — 4(ntan E)An >0, (37)
L’égalité est atteinte si et seulement si le polygone est régulier.

De plus, on sait qu’un polygone a une aire maximale s’il est convexe et
inscriptible dans un cercle. Soient ai,as,....,a, les longueurs des cotés
de II,. Pour un triangle, la formule de Heron exprime l’aire en fonction des
cOtés

1 2a, 2as 2a3
As ==L /(1 -=)1-=5)(1 - =2).
o= 10 - 2 - 2y - 2y

pour un quadrilatere, la formule de Brahmagupta donne une estimation de
I’aire

1 2a 2a 2a 2a
Acs jifo -2 a - 2 2 2

avec égalité si et seulement si, II, est inscriptible dans un cercle.
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22  De nouvelles constantes isopérimeétriques

22.1 Conjecture de Paul Lévy

Une question intéressante est de savoir s’il n’existe pas d’autres formules
du méme type pour des polygones plans & n cotés. Plus précisément, peut-on
comparer l'aire A, avec

L2 2&1 2&2 20/3 2an
=r /1= -2 - 3. Sl

Cette question a été abordée par plusieurs géométres, notamment par P. Levy
|L| qui s’est intéressé a ce probléme, et a méme proposé la

A
Conjecture 1 : Soit le rapport ¢, = Fn Pour tout n-polygone 11,

T
de cotés ai,as,....,a, entourant une aire A,, et P, défini plus haut, ce
rapport vérifie les inégalités

a)

< ©n et b) ¢, < 1.

SHE

A Torigine, la Conjecture 1 a été motivée par 1’étude des polygones cy-
i ) a;
cliques. Plus exactement, pour un polygone régulier, on a — = —. D’oil la
n
valeur correspondante de ¢, "

o (1=

e = ——nt 39
14 ntan% ( )

qui vérifie évidemment la Conjecture 1. On peut remarquer de plus, que ¢°,
est une fonction décroissante en n.

Définissons alors

Tn = % . (40)

Notons que ce rapport approche la valeur 1 chaque fois que II,, tend & étre
régulier. On verra plus loin que 7, est lié & une nouvelle inégalité de type
Bonnesen pour les polygones plans.
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22.2 Conjecture de Zhang

Par ailleurs, H.T. Ku, M.C. Ku et X.M. Zhang, ( [K.K.Z] et [Z]) se sont
intéressés & ce méme probléme, mais leur approche est différente. Ils consi-
dérent ce qu’ils appellent le pseudo-périmeétre du second type L,, defini
par

5 n 2a,, 1/n
Lo = (Ll = T = T = F2el= TP (1)

En fait, il y a une relation entre L, et P,, a savoir :

A n

L =(

X.M. Zhang (|Z] p. 196) a proposé la

AP, (42)

Conjecture 2 : Pour tout n-polygone cyclic 11,, on a
5o T
L; — 4(ntan E)An > 0.
L’égalité est atteinte si et seulement si 11, est requlier.

Pour un n-polygone 1II,, on a déja l'inégalité naturelle L, < L,.
L’égalité f/n = L, est obtenue si et seulement si I, est régulier (voir
Lemme (4-6) de [Ch]).

D’une maniére générale, on peut se pencher sur le probléme suivant, ana-
logue a cette conjecture

Probléme 2’ : Soit une courbe simple rectifiable dans le plan euclidien C
de longueur L et entourant une aire A. Soit (Il,,), une suite de n-polygones
approchant C. L,, L, et A, sont respectivement le périmétre, the pseudo-
périmétre et l'aire de 1I,. On suppose que la limite L = lim,, o ﬁn
existe, a-t’on l'inégalité de type Bonnesen

L2 —47A>0 ?

Des exemples étudiés plus loin, montrent que le Problem 2’ peut avoir
des solutions.
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23 Reésultats

Revenons aux polygones, on montre le résultat suivant

23.1 Theorem (4-1) :
Ln
Ly,
cyclique 11, , de cotés (ay,a9,...,a,). Ly et I:n étant respectivement
le périmétre et le pseudo-périmétre. On a alors :

(i) L’inégalité 1, <1 implique la Conjecture 1 b) et la Conjecture 2. De
plus, cette itmplication est stricte.

(ii) La double inégalité 1 < 7, < v, entraine la Conjecture 1 a) et la
Conjecture 2.

(1i) L’inégalité v, <7, contredit la Conjecture 2.

Pour ces trois cas, ’égalité 1 =1, = v, est atteinte si et seulement si 11,
est réqulier .

— Pn

. n__ .. \
Soit T, = o0 et v, = ()2 2 les constantes associées a un polygone
n

Le cas (i) du Théoréme 1 entraine en particulier que

<1< (FR)ER
©n® Ln
Seul le cas (ii) sera illustré par divers exemples, .
On en déduit en particulier a partir de ii) and iii) que 7, < v, est équi-
valente a la Conjecture 2.
En conséquence, on obtient le résultat suivant.

Corollaire (4-2)
Supposons Uhypothése 1, < 1 est vérifiée pour un n-polygone cyclique, on
a alors linégalité isopérimetrique de type Bonnesen suivante
™ n
[% —4(ntan D)4, > L2(1— 2%,
n ©On

L’égalité est atteinte si et seulement si 11, est régulier (i.e. @, = ©,°).
De plus, cette inégalité est la plus fine.

23.2 Remarques

1. Soient L,, f)n, A, respectivement le périmétre, le pseudo-périmétre
et I’aire d’un polygone quelconque II,, . Les cotés étant de longueur  (aq, as, ..., ay,)-

65



: An
Soit le rapport ¢, = —, ou
P,
L2 20,1 20,2 20/ 1 n_2 n , n 4—n
P,=—"01-—)(1-—-—")..... 1-——=)== 2(Ly)2(Ly) 2
(0= 20 = (0= ) = (D) E L) (L)
(43)
On trouve I'expression
4An n—2 _n» Ln n
on = () E S
Aprés simplification, on a
On 4ntan(%)An( nyg
90710 B L?L IA/n

Par conséquent, on obtient une relation entre les rapports 7, et 1,

4n(tan ) A,

7 Un- (44)

Tp =

Ce qui prouve que la Conjecture 2 est équivalente a 1’inégalité
Tn < Vg

Par ailleurs, puisque les exemples exhibés plus bas vérifient la condition (ii)

du Theorem 1 1 < 7, < 1,,, on en déduit que I'implication (i) est nécessai-

rement stricte.

L 2

)? S
n(tan I) A,

IS

Deplus, ¢, < cpno <1 entraineque ( C’est a dire

bﬂ‘z‘h

n
entrainant l'inégalité

132
vo< n
"~ 4n(tanZ)A,’
qui est précisement équivalente a la Conjecture 2, car v, > 1.

On peut aussi déduire d’aprés ce qui précéde des conditions nécessaires sa-
tisfaites par 7,,. On montre aussi I'inégalité
Tn < Uy 4

Précisons que toutes les égalités sont atteintes pour un polygone régulier
seulement si 1 = v, . Ce qui prouve le Théoréme 1.
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2. Pour prouver le Corollaire 2, remarquons que, du fait v, > 1 on peut
alors déduire ce qui suit

on _ 4n(tanT)A,
50 T 2

n

On obtient I'inégalité suivante qui permet de montrer I'inégalité de type
Bonnesen

- 4n(tan ) A, S Pn
L; T
De plus, cette inégalité est la plus fine car
4n(tan T)A,

(45)

Alinsi,
0<I2(1-r,) <L?—4n(tan 2 )A,
n

Il est clair cependant que 1’égalité est atteinte si le polygone II, est régulier.
Réciproquement, supposons

m ©n
L2 —4(ntan —)A4, = L2(1 - %).
2~ A(ntan 2 A=)

Ce qui est équivalent a
dn(tan T) A,
Ly

Ceci signifie que v, =1, i.e. II, est régulier (voir [Ch|, Lemme(4.6) ).

Tn =

(46)

Autre Remarque
Sous les hypothéses du Corollaire 2, supposons de plus, que 7,1, > 1.
Alors, on obtient une meilleure inégalité isopérimétrique

~ ~ 1 ~
I2(1—7) < L2(1— —) < L2 — 4n(tan 1) A,.
Vp, n
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24  Etude de quelques exemples

Nous allons tester I’hypothése (ii) du Théoréme 1 qui entraine la Conjec-
ture 2.

24.1 Des polygones particuliers

1 - Considérons le polygone de Macnab, qui est un polygone cyclique a
2n cotes, parmi eux n sont de longueur a et les n autres sont de longueur
b.

Cet exemple a déja été utilisé par [K,K,Z| et par |Z], pour tester leurs conjec-
tures.
En fait, on est en mesure de montrer le résultat suivant

Proposition (4-3)
Soit 1l ,, wun 2n-polygone cyclique dont n cétes sont de longueur a et n
de longueur b, la constante associée étant ¢nn,. On a alors,

Pnn
1< Fon (T
@0 _(Ln,n)TQ-

2 - Voici un autre exemple. Soit  TI2 le n-polygone régulier, les co-
tés @ sont sous-tendus par Pangle Z. Considérons II¢ le polygone
obtenu & partir de T2 en variant a;,as qui sont sous-tendus respec-
tivement par * —¢ et T +e. Les autres cotés de longueur al, 3<
i < n. sont inchangés. Pour ce cas 1a encore, I’hypothése (ii) est vérifiée
par II;.

Proposition (4-4)

Soit 11 le n-polyogne défini plus haut, ; étant la constante asso-
ciée. Alors, pour >0 assez petit, on a 1< %& < (?’—”)%*2

Il semble que la fonction  ¢(aq,as,....,a,) associée & un n-polygone pos-
séde un minimum local pour le polygone régulier.
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24.2 Les polygones de Lévy

Dans cette partie, on va discuter de la Conjecture 1, et de son lien avec
certaines inégalités de Bonnesen au moyen d’exemples appropriés. A part
les polygones réguliers, nous connaissons peu de cas de polygones vérifiant
la Conjecture 1. P. Levy a remarqué les propriétés suivantes concernant la
fonction ¢, qui est en fait une fonction des longueurs

On = Onla1,a2,as, ..., ay).

En effet, ¢, est une fonction algébrique symétrique et bornée. Sa borne
est indépendante de n et doit vérifiée I'égalité

(‘On(ala a2, 43, ..., 0) = <Pn—1(a1, a2, ag, ...., an—l)-

Par conséquent, on en déduit que

Tn-1(a1, @2y ceeey G 1) < Tp(@1, ag, alpha.
On a alors,
—a_ls -
QD(OJ) _ (m—a gsm2a) e7r—(7)r¢+gina_
(r—a+sina) 2 v/r—a—sina
m(m — o — 5 sin 2) —a
T = 3 e7r—o¢+sina
e(m—a+sina)2y/m —a—sina
et

sin o

UV =

1\/(7r—0z+%sina)
e +

Ainsi pour 0 < o < 7 on obtient la double inégalité ( voir [Ch],
Proposition(2.1) )

< pla) <

e €
T — 3°
Cette inégalité peut étre aussi vérifiée plus rapidement par Mathematica.

drA

On déduit par ailleurs les expressions 7 en fonction de a.

A A (m — a — 5 sin 2a)

7 (mr—a+sina)?
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Avec Mathematica, on prouve aisément que le membre de droite est une
fonction décroissante en «, et pour «a =0, ilest égal a 1. D’ou la
partie b) de la Proposition 1.

P. Levy a considéré un autre polygone courbé. Soit II(a,6) le po-
lygone obtenu & partir de  II(«) en remplacant le cotés de longueur
[ =2sina par deux autres coteés, dont I'un est de longueur 2siné.

On obtient les expressions du périmétre et de 1’aire de ce nouveau poly-
gone II(«,0), L(o,0) =2[mr —a+sinf +sin(a+6)], Alr—«,0) =
T —a+sinacos(a+20). avec 0<0<a.

Pour 6 =0 on retrouve II(a,0)=II(c).

Proposition (4-5)
Soit  L(w,0), L(c,0), A(a,0) respectivement le périmétre, le pseudo-
périmeétre et Uaire du “polygon” Tl(«,0) ainsi défini,avec 0 < a<m, el

0<0<7m—a. Onalesinégalités suivantes

a) o(a,bp) < p(a,0) < (o, 5%) <1 pour un 6y > 0.
b1 < AeZ) <1 with  o(n,0)=1. and ¢(0,%) = T.
¢) L*(a, 752) — 4w A(e, 52) > 0

L’égalité est alteinte si et seulement st o =7

Preuve
Calculons ’expression de la fonction — ¢(«,0) définie plus haut

a — sin a cos(a + 26)
[0 + sin 0 + sin(a + 0)]/a? — 4sin®(%) cos?(§ + )

e [a+sin6—fsin(a+€)]

cp(a, 9) =

On peut trouver les détails des calculs dans [L| et [Ch|. En particulier,
pour 0<a <7 onavu ([Ch], Proposition (3-1)) que ¢(«,0) admet

un maximum fy = 5* , et deux minimums 6,0, symétriques par

rapport & 6 , tels que (o, 01) = p(a, 6s).

o, 5% . , .
On montre de plus que % est une fonction décroissante, on a

o(m,0) =1, et (0,2)="T.
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4 Ala,"5%)

Par ailleurs, en calculant 'expression de  — () e fonctionde «,
g

on trouve

Ao, 52) (m—a+sina)
=T :
2(a, 5%) (m—a+2cos§)?

On vérifie aisément avec Mathematica que cette fonction est décroissante
et est minorée par 1. Ainsi la partie c¢) de la Proposition 2 est démontrée.
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25 Une conjecture

D’aprés ’étude précédente, on peut s’attendre tout naturellement a) ce
que I’hypothése (ii) du Theorem 1 soit vérifiée par tout polygone cyclique.
On peut donc énoncer la

Conjecture 3 : Pour tout n-polygone 1I,, on a les inégalités
1 <7 < vn,
et 1l=1,=v, sietseulementsi 1l,, estrégulier.

Celle-ci entraine évidemment la Conjecture 2 et la partie a) de la Conjec-
ture 1 . Cette Conjecture 3 apparait donc mieux adaptée. Aussi, peut-on
remarquer dans cette direction, que d’aprés le Théoréme 1, on a 'implica-
tion

v,=1=7=1
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