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Introduction

De nombreux phénomenes apparaissant en mécanique sont modélisés par une équation
aux dérivées partielles qui prend en compte les différentes caractéristiques du probleme
(conservation de ’énergie, de la quantité de mouvement,...). Lorsqu’on peut agir sur ces
systemes, par exemple en injectant un liquide ou en controlant la vitesse de déplacement,
on parle de controle du probleme. La théorie du controle a laquelle nous allons nous
intéresser est celle qui permet, en partant de données initiales connues d’arriver a des
données finales elles aussi connues, en un temps T donné. Si on peut trouver un tel
controle, le systeme est alors dit exactement controlable.

Dans cette these, nous étudions le probleme de la controlabilité exacte d’équations
aux dérivées partielles issues de la mécanique : I’équation de Korteweg-de Vries (KdV)
et ’équation de Boussinesq. Ces deux équations modélisent la propagation d’une onde de
faible amplitude, en tenant compte de la non linéarité et des effets dispersifs.

La premiere partie de cette theése est consacrée a 1’étude de la controlabilité exacte de
I’équation de KdV. Etant donnés un temps 7' > 0, une longueur de canal L > 0 et des
conditions initiales et finales yq, y7, existe-t-il un controle v et une fonction y tels que

Yt + Yz + YYo + Yoae = 0, (1)
y(-,0)=y(,L) =0, (2)
Yz (., L) = v, (3)
y(0,.) = vo, (4)

et on ait y(7,.) = yr?
Ce probleme a déja fait I'objet d’un article de Rosier [38]. Ce dernier obtient la
controlabilité exacte de I’équation linéarisée (autour de 0) si et seulement si L appar-

tient & ensemble Rt \ N, avec N = {2%1 / W; k,le N*} et en déduit dans ce cas

la controlabilité exacte de ’équation non linéaire.
L’objet de cette premiére partie est de regarder les cas o L € N. Comme on ne peut
pas controler le linéarisé autour de zéro, on va controler le linéarisé autour d’une solution
stationnaire de ’équation de KdV proche de zéro mais non nulle. Nous nous intéresserons
donc aux questions suivantes,
— Autour de quelles trajectoires stationnaires peut-on linéariser I’équation de KdV ?
— Avons-nous un résultat de controlabilité exacte de I’équation linéarisée et dans quels
espaces ?
— L’équation non linéaire est-elle controlable autour des solutions stationnaires ?

La deuxieme partie concerne le probleme de controle de ’équation de Boussinesq,

Yt — Yoo T Yazzze + (yQ)zz =0. (5)

J.L. Lions [28] a déja démontré que le linéarisé autour de 0 était controlable lorsque le



controle est y,,(L,t) pour des temps de contrdle suffisamment grands et Zuazua [28] a
démontré que le temps de controle pouvait étre arbitrairement petit.

Le premier chapitre considere le cas ou le controle est y,(L,t), i.e. étant donnés un
temps 7' > 0, une longueur de canal L > 0, des conditions initiales (y,ys) et finales
(y3, y*), existe-t-il un contrdle v et une solution y tels que

Yit — Yoz + Yezze + Y )z = 0, (6)
y(0,.) =y(L,.) = y:(0,.) =0, (7)
Yz(L,.) = v, (8)

y(,0) =uo, (- 0) =1y, (9)
y(,T)=vp, w(,T)=yp? (10)

Le deuxiéme chapitre s’intéresse au cas ou, comme dans [28], le controle est y,.(L, 1),
i.e étant donnés T, L > 0 et (v9,v5), (¥, y1), existe-t-il un controle v et une solution y
tels que

Yt — Yoz + Yozze + (Y )z = 0, (11)
y(0,.) = y(L,.) = ¥x:(0,.) = 0, (12)
Yza(L,.) = v, (13)

y(,0) =15, w(-0) =y, (14)
y(.T) =9y, w(,T)=yz? (15)

Nous démontrons qu’a chaque fois la réponse est positive en montrant la controlabilité
du probleme linéarisé a l'aide de la méthode d’unicité hilbertienne (H.U.M.) [27]. On
obtient alors un controle pour tout temps 7T et dans des espaces de fonctions régulieres
pour des données suffisament petites.

La troisieme partie consiste en une étude numérique des résultats précédents, du point
de vue linéaire et non linéaire. On illustre ainsi la contrélabilité exacte de I'équation de
Boussinesq par une série d’études graphiques. La méthode utilisée pour cette étude est
une méthode spectrale, qui consiste a exprimer les solutions dans la base de vecteurs
propres de l'opérateur A : y — —Yzz + Yzzze, avec comme conditions aux limites, y(0) =
Y(L) = Yz2(0) = 9,2 (L) = 0. Les solutions s’obtiennent alors par H.U.M. qui se traduit
facilement en un algorithme.

Enfin, les annexes 5 et 9 regroupent I’article sur ’équation de KdV publié dans “The
International Journal of Control” et celui sur I’équation de Boussinesq accepté pour pu-
blication dans le journal “Differential and Integral Equations”. Toutes les démonstrations
des premiere et deuxieme parties se trouvent dans ces annexes.



Premiere partie

Equation de Korteweg-de Vries.






Chapitre 1

Introduction.

1.1 L’équation de KdV.

Dans un premier temps, nous allons rechercher I’expression des équations des ondes
en eau peu profonde et en déduire avec quelles approximations on retrouve 1’équation de
KdV, [45].

Considérons un fluide parfait, incompressible, et irrotationnel, de densité p constante,
situé dans un canal a fond plat. On suppose que lorsque ce fluide est au repos, il a une
hauteur moyenne dans le canal, notée h. La surface libre du liquide se trouve donc a une
hauteur z = h + 71 ou la hauteur z = 0 représente le fond du canal.

n(z,1)

L’équation usuelle des ondes peut s’écrire sous la forme a-dimensionnée suivante ou ¢

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.

représente le potentiel de vitesse du fluide :

0(bza + byy) + b0 = 0, (1.1)

]
T L(6 + ()) + 556 +n=0enz=1+e, (1.2
6[7775 + 6(¢z77m + ¢y77y)] - ¢z =0enz=1+ €n, (13)
¢,=0en z=0. (1.4)

oll € = a/h en notant a 'amplitude de la vague et § = h?/L? en notant L la longueur du
canal ou bien la longueur d’onde.

On se place dans le cas ou J est petit, ce qui est une caractéristique de la théorie des
ondes en eau peu profonde. On peut donc développer ¢ comme une somme de termes en
puissance de 6.

¢ = o+ 0¢1 + >y + ... (1.5)

On en déduit alors avec les équations (1.1) et (1.4) que (¢), = 0, ce qui revient a dire
que ¢y ne dépend que de z, y et t. Donc ¢y = ¢y(z,y,t). Introduisons les fonctions u et
v définies par

uw(z,y,t) = (¢o)z et v(z,y,t) = (¢o)y- (1.6)

Les termes en § et §? de ’équation (1.1) donnent respectivement,

¢0zz + d)Oyy + d’lzz =0 (17)
¢1xw + ¢1yy + ¢22z =0. (18)

On intégre alors deux fois de suite I’équation (1.7) par rapport a z, en considérant la condi-
tion au bord (1.4). En omettant la constante d’intégration, on obtient aussi en utilisant
(1.6),

22

b1 = =2 (s v) (19)

par conséquent ¢; = 0 en z = 0. Il ne nous reste plus qu’a intégrer (1.8), en considérant la
condition au bord (1.4), pour déterminer ¢,. Il vient, toujours en omettant la constante
d’intégration

24

2 = 57 ((Au)z + (Av)y), (1.10)
ou A représente le laplacien en dimension 2. On peut alors calculer les termes d’ordre 1
au maximum en ¢ et en € de 1’équation (1.2), représentant la surface libre du liquide.

o
(o + 1) + %(u2 +v%) + §(¢lz)2 +n=0enz=1+en. (1.11)

On remplace alors z par 1 + en et ¢; par expression trouvée en (1.9),

) €
bor — E(utz + vgy) + §(u2 +v%) +n=0. (1.12)
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Calculons les termes d’ordre au maximum 62, €2 et €§ de (1.3), pour z = 1 + en de la
méme maniere que précédemment.

[+ e(ume -+ vm) (1 n) i+ 23)] = 3 e+ ] (1.13)

En différenciant I’équation (1.12) par rapport a z, puis en différenciant cette méme
équation par rapport a y, on obtient deux équations

)

Uy — é(utm + Vtgy) + €(uty + vvg) + 15 = 0, (1.14)
)

vy — §(umy + V) + €(uuy +vvy) + 1y =0, (1.15)

Les trois équations (1.13)-(1.15) constituent les équations a-dimensionnées des ondes en
eau peu profonde.

Supposons que les termes € et § aient le méme ordre de grandeur et conservons uni-
quement les termes en O(¢, ¢) dans (1.13)-(1.15). On se place dans le cas ou la dimension
d’espace est égale a 2, donc dans le plan (x, z). On a alors

1
Up + Ny + €Uy, — E(Sutm =0, (1.16)
1

Pour retrouver 1’équation de Korteweg-de Vries, nous allons chercher des solutions
sous la forme d’ondes se propageant dans le sens des x positifs. En négligeant les termes
d’ordre ¢ et €, on trouve

u=mn, (1.18)
M+ 1 = 0. (1.19)

Nous cherchons ici une solution corrigée au premier ordre en € et d, donc de la forme,
u=1n+eA+ 0B+ O( + 6. (1.20)

ot A et B sont des fonctions a déterminer. Les équations (1.16)-(1.17) deviennent alors

J
M+ €Ay + 0By + 1 + €y = Tliae = 0, (1.21)
)
M+ Ny + €Ay + 0By + eenn — x — g llaae = 0. (1.22)

Ces équations doivent étre consistantes. Or au premier ordre, 7; + 71, = 0, donc A = *71772

et B = %nm.
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On obtient alors une unique équation en 7 régissant 1’écoulement des fluides,

3 1
M+ (L4 Senie + 0nsaz = 0. (1.23)

Cette équation est connue sous le nom d’équation de Korteweg-de Vries et fut découverte
en 1895, [22]. Elle décrit I’évolution d’ondes dispersives de petite amplitude se propageant
a droite.

Elle est principalement connue pour modéliser la propagation d’une vague de faible am-
plitude dans un canal uniforme. Mais de nombreuses applications dans des domaines phy-
siques tres différents ont été découvertes depuis 1960. Gardner et Morikawa ont découvert
son application dans I’étude des collisions d’ondes hydromagnétiques [15]. Elle apparait
également dans I’étude des plasmas [4], dans I’étude des tiges élastiques [33] pour ne citer
que quelques unes de ses applications, [32].

1.2 Quelques résultats antérieurs.

Un nombre important de travaux sur I’équation de KdV et le probléeme de Cauchy qui
lui est associé ont été réalisés. On peut regrouper essentiellement en deux catégories les
méthodes utilisées pour regarder le probleéme de Cauchy, l'inverse scattering method, [32],
et la méthode basée sur des estimations d’énergie, [7], [20]. Ces résultats nous donnent
que 1’équation de KdV est localement bien posée dans H*(R), pour s > % et globalement
bien posée pour s > 1.

La controlabilité exacte autour de 0 de I'équation de KdV a été récemment étudiée
par Russell et Zhang, [40], [41] avec des conditions au bord périodiques.

Yt + YUz + Yoz = f(6,2), 0<2<1,0<t < T (1.24)
oy o'y
—(t,0) = =—(t,1),0< k<2 1.25
oo (60 = 5 (1 1), 0< k<2, (1.25)

le controle étant la fonction f, telle que supp f(¢,.) C [a,b] C [0, 1].

Rosier a étudié dans [38] la contrélabilité de I’équation de KdV quand le controle
est yy(.,L). Il a montré que I’équation était exactement contrélable autour de zéro si
la longueur L du domaine appartenait & un ensemble dense dans R*. Concernant la
controlabilité du linéarisé, son résultat est le suivant.

Théoréme 1.1 (Rosier) Soit N' = {27”/W9 k,l e N* } Alors, pour tout T > 0, et
tout L € (0,+00) \ N, pour tout yo,yr € L*(0, L), il existe un contréle h € L*(0,T) tel
que la solution y € C([0,T], L*(0, L)) N L*(0,T, H'*(0, L)) de
Yt + Yz + Yz = 07
y(,0)=y(,L) =0,
Ya(-, L) = h,
y(Oa ) =%Yo
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vérifie y(T,.) = yr.

Pour démontrer ce résultat, Rosier a utilisé la Méthode d’Unicité Hilbertienne de J.L.
Lions [27] et la méthode des multiplicateurs [21]. Il faut remarquer qu’il n’y a pas de
résultat d’observabilité lorsque L € N, résultat nécessaire & la démonstration de la
controlabilité avec H.U.M. De fait, Rosier a montré que pour L € N le systéme (1.26) —
(1.28) n’est pas controlable.

Il déduit ensuite la controlabilité exacte du probléme non linéaire autour de zéro a partir
du Théoreme 1.1 de controlabilité du probleme linéaire, a I’aide d’un argument de point
fixe.

Théoréme 1.2 (Rosier) Soit T > 0 et L € (0,+00) \ N. Il existe ro > 0 tel que pour
tout yo, yr appartenant ¢ L*(0, L) avec

||yo||L2(0,L) < To, ||yT||L2(O,L) < To,

il existe une fonction y(t,x) appartenant a C([0,T], L*(0,L))(L*(0, T, H*(0, L)) et un
controle h appartenant a L?(0,T) tels que

Y = —(Yz + YYz + Yoaa) dans D'(0,T, H*(0, L)),
y(.,0) = y(.,,L) = 0 dans L*(0,T),
Ye(., L) = h dans L*(0,T),
y(0,.) = yo et y(T,.) = yr.

De récents travaux de Micu et Ortega [31] étudient la contrélabilité exacte d’un
systeme non linéaire de deux équations de KdV couplées. Ils démontrent d’une maniere
analogue a celle de [38] qu’il y a contrélabilité exacte locale du systéme pour une longueur
L dans un domaine dense de R*.

Le but de ce chapitre est d’étudier la controlabilité exacte de 1’équation de Korteweg-
de Vries, dans le cas ot la longueur L du canal est critique, ¢’est & dire, lorsque L € N.
Comme on ne peut pas obtenir le résultat de controlabilité exacte avec ’équation de KdV
linéarisée autour de la solution nulle, I'idée est de linéariser I’équation de KdV autour
d’une solution stationnaire, non nulle mais tout de méme proche de 0. On étudiera alors
la controlabilité de ce nouveau probleme linéaire.

Par souci de simplification des écritures, nous supposerons dans toute la suite que le
domaine spatial est ( — %, %) au lieu de (0, L).

[’étude se divise en 3 chapitres comme suit : dans le chapitre 2, on introduit I’ensemble
des solutions stationnaires de I’équation de KdV non linéaire. Le chapitre 3 se divise en
deux paragraphes. Dans le premier, on étudie le probleme frontiere linéaire, ol seule la
valeur de la dérivée spatiale premiere en z = % est supposée non nulle. Ensuite, dans le
deuxieme paragraphe, on démontre un résultat d’observabilité qui servira a démontrer la

controlabilité exacte frontiere du probleme linéaire grace a HUM. Dans le chapitre 4, on
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déduit la controlabilité exacte frontiere de I’équation de KdV non linéaire sur un domaine
borné a partir du résultat précédent a ’aide d’un argument de point fixe.

Les résultats de ce chapitre ont donné lieu a une publication dans le cas ou L = 2km.
Cette publication est donnée dans I’annexe, au chapitre 5. Pour généraliser au cas ou
la longueur L du canal est dans N, il suffit de remplacer les termes 2km par L dans
cette annexe sauf pour le Lemme 3.5 qui nécessite une nouvelle démonstration, que nous
donnons dans le chapitre 3.



Chapitre 2

Solutions stationnaires non nulles.

Dans ce chapitre nous allons déterminer les solutions stationnaires paires de ’équation
de KdV pour L # 2kn, k € N*. Le cas L = 2k7 est traité en annexe 5.
Nous voulons linéariser ’équation de KdV autour de solutions stationnaires non nulles
mais proches de zéros pour étudier la controlabilité exacte du nouveau probleme linéaire.
Nous allons donc chercher I’ensemble de ces solutions, donc les fonctions paires y :

[—£, %] — R vérifiant

YYz + Yz + Ygzz = 0, (2.1)

o(5)-0 ()

Posons y,(—%) = a et y,,(—%) =b.
En intégrant 1’équation (2.1) deux fois de suite entre 0 et z, on obtient

(1) = —5 (4" + 3" — Bby — 3¢%) := P(y), 2.3

o(4)-(5)-

Comme la solution est supposée proche de zéro, a et b sont proches de zéros mais non
tous deux nuls (la solution serait alors nulle).
Le discriminant du polynéme P, (2.3), vaut A = 9a* — 12a? — 24b* — 12b? et comme a et
b sont proches de zéros, il est strictement négatif. Donc, d’apres le critere de Cardan, P
a trois racines réelles distinctes, v < a < .

Le systeme obtenu est alors le suivant,

3(ya)" = —(y — )y — B)(y — ), (2:5)
A(4)5(2)
a+B+y=-3, (2.7)
aff+ay+ fy= —6b (2.8)

afy = 3a’. (2.9)

17



18 CHAPITRE 2. SOLUTIONS STATIONNAIRES NON NULLES.

On en déduit donc que
vy<0,a<0et >0

L’ensemble des solutions proches de zéros s’écrit alors sous la forme

B —
2v/3

[ (ﬁ—a)ch( x—c,m) o

avec
(v <0, a<0et >0

at+pB+y=-3

aff +ay+ By = —6b

§ afy=3d

fa,ﬂﬁ(_g) = fa,b’ﬂ(%) =0

C constante d’intégration réelle

m est le module de la fonction elliptique cn et vaut m =

B—a
B="

La fonction elliptique cn(z, m) est une fonction paire et périodique en z, analytique
par rapport a z et au module m. Elle vérifie en particulier —1 < en(z, m) < 1 pour tout
z € R et en(0,m) = 0. De plus en(xz,m) — cos(z) quand m — 0. On peut retrouver
toutes ces propriétés dans [23].

Comme nous cherchons des solutions stationnaires paires, nous devons avoir

cn? ( 25\/—3’)’3: - C, m> = cn? ( 25\/_§7$ +C, m) .

Par conséquent, C étant une constante d’intégration réelle, d’aprés Lawden [23], nous
n’avons que deux cas a distinguer,

\

C = 2K, C = (2n+ 1)K,

ol K est une fonction analytique de m et n appartient a N. Comme le cas L = 2km a
déja été étudié en Annexe 5, nous nous bornons au cas ou L # 2km.

1. Si C =2nK, alors fop,(z) = (8 — a)en? (—%’x,m) + .

Comme v+ 3+ 7= —3 et fa,gﬁ(%) = 0, posons

VB—7L 28+7+3
2v3 27 B-n
Nous allons chercher & appliquer le théoreme des fonctions implicites a cette nouvelle
fonction F' pour 8 dans un petit ouvert autour de 0 et v dans un petit ouvert autour
de -3.
On a

F(5a7)2(25+7+3)cn2< >_3_5_,y.

{ F(07 _3) = f0,0,—Sg%) = Oa

85(0,-3) = —sin’(%).
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Comme nous considérons le cas ou L # 2k, ‘3—1;(0, —3) # 0. On peut donc appliquer
le théoreme des fonctions implicites a F. On obtient alors un ouvert O_3 autour
de -3 et un ouvert Oy autour de 0, et une fonction ¢ avec v = ¢(f) telle que
F(8,9(8)) =0.

La fonction fg = f_3_5_4(8),8,¢(3) est alors une fonction stationnaire paire, solution
de I’équation de KdV, pour 8 > 0 et 8 € O,.

Comme f est proche de zéro, on a m = O(f) et on peut approcher fg au premier
ordre en (3 par

(2+4¢(0))Beos’(5) = (1+¢/(0))8 + o(B).

20052(%)—1

1
Nous savons que ¢'(0) = — (3—5(0, —3)) g—g(o, -3) =

sin?(%)
Donc, uniformément pour z € [—%,% ,
o5’ (3) = cos?(4)
fe(z) =B ( ziHQ(L) 221 +0(B), pour B> 0, B € O. (2.10)
4

. SiC = (2n+1)K, alors

B8 — oz) sn’ ( 2?/75733””) ta
B=7) dn2 ("Zli/?:v,m>

fapal@) = (B — ) (1 _

ou sn et dn sont des fonctions elliptiques, périodiques en z et analytiques par rapport
a m. Elles vérifient en particulier

sn(x,m) — sin(z), et dn(zx,m) — 1, lorsque m — 0.

Comme a+ f+ v = —3 et fa”g’,y(é) = 0, posons

o (V=3=a=27I -3 2a—
(=3 =20 — ) (a— ) 5™ ( V3 75’—3—040:277)

(=3 —a—2y) dn2 (x/mg —3—2a—7)

G(a,y) = + a.

2V/3 27 —3—a—2y

Nous cherchons comme précédemment a appliquer le théoreme des fonctions impli-
cites a cette nouvelle fonction G' pour o dans un petit ouvert autour de 0 et v dans
un petit ouvert autour de -3.

On a
{ G(0,-3) = foo,-3(3) =0,
55(0,-3) = —sin’*(%).

Comme L # 2k, g—f((], —3) # 0. On peut donc appliquer le théoréme des fonctions
implicites & G. On obtient alors un ouvert O’ 5 autour de -3 et un ouvert Of autour
de 0, et une fonction ¢ avec v = () telle que G(«, ¥(a)) = 0.
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La fonction fo = fo,—3—a—y(a)u(e) €st alors une fonction stationnaire paire, solution
de I’équation de KdV, pour a < 0 et a € O,
Comme « est proche de zéro, on a m = O(«) et on peut approcher f, au premier
ordre en « par

(—2 - w'(O))asinQ(g) +a+ o).

-1 —2sin?(L
Nous savons que ¢'(0) = — (g_f(o’ _3)) g_g(o, —3) = ! s?n2(%()4)
Donc, uniformément pour x € [—%,% ,
COSQ(%) B COSQ(%) /
fa(z) = a sin?(L) + o(a), pour a <0, o € Q. (2.11)
4

On peut regrouper les deux solutions obtenues (2.10), (2.11) en une seule f., pour € proche

de zéro, qui vérifie au premier ordre en €, uniformément pour z € [—%, £],

fe(x) — (cos (%) - Eos (Z)) + 0(6)‘ (2.12)

sin”(%)




Chapitre 3

Controlabilité exacte.

Ce chapitre étudie la controlabilité exacte de 1’équation de KdV linéarisée autour d’une
des solutions stationnaires trouvées précédemment, notée f..
Plus précisément, la question que nous nous posons est la suivante :

Etant données deux fonctions v, yr dans L? (—%, %), existe-t-il un controle h appar-
tenant & Pespace L?(0,T) tel que la solution y = y(t,z) du probléeme de KdV linéarisé

autour de f,

ye + fly+ (L + f)Ys + Yzaz = 0, (3.1)

y ( —g) _y ( g) —0, (3.2)

" ( g) —h, (3.3)
4(0,) = vo. (3.4)

vérifie y(T,.) = yr ?
Pour le résoudre, nous allons appliquer la Méthode d’Unicité Hilbertienne (H.U.M.), [27].

Nous étudions dans le premier paragraphe, le probleme adjoint, qui est rétrograde en
temps

y (t, —§> —u (t, g) ~0, (3.6)

"y (t,—é) 0, (3.7)
W(T, z) = up(z). (3.)

Puis, dans le deuxiéme paragraphe 3.2, nous démontrerons les résultats d’observabilité
nécessaires a ’application de H.U.M.

21



292 CHAPITRE 3. CONTROLABILITE EXACTE.

3.1 Le probleme de Cauchy homogene.

Apres avoir effectué le changement de variables, 7 = T — t et £ = —x dans les
équations (3.5)-(3.8), on remplace (7, £) par (¢, ) pour une meilleure lisibilité et on obtient
le probleme homogene,

Y + (1 + fe)yw + Yzzx = 0, (39)

y (t, —é) _y (t, g) _o, (3.10)
Yz <t, g) =0, (3.11)
y(0,2) = yo(). (3.12)

Pour démontrer 'existence et I'unicité des solutions du probleme de Cauchy associé
a ce probleme homogene, nous allons appliquer la théorie des opérateurs perturbés, voir
(35].

Définissons 'opérateur perturbé A par A.w = —w" — w'(1 + f.) avec pour ensemble
de définition

= oe 1 (44) () -(H)(2) o}

On définit également I'opérateur A, par Aw = —w" — W'(1 + f.) + flw, avec pour

ensemble de définition D(A.) = D(A,). On a alors le résultat d’existence suivant avec
[35], voir la démonstration de la Proposition 5.5.

Proposition 3.1 L’opérateur A, génére un semi-groupe fortement continu noté S¢(t) sur

L2 (=%, L), qui vérifie

1
| Su(e) 1< e, avec Gy = 5 I £l -

L’opérateur A, génére également un semi-groupe fortement continu sur L? (—%, %)

Dans toute la suite de cette partie, on notera (Sc(t)):>o0 ( resp. (Sc(?))i>0) le semi-groupe
associé a l'opérateur A, (resp. A.), et B I'espace de Banach défini par

B=cC ([O,T],L2 (—g g)) e (O’T’ H (‘g g))

muni de la norme suivante

1
T 3
— 2
Iy lls= S Iy ) ooz 2y + (/0 Fy () iz 2 dt) :
En utilisant la méthode des multiplicateurs, comme Rosier [38], ou Komornik [21], on
obtient des inégalités intéressantes sur les solutions faibles de (3.9)-(3.12) (démonstration
dans I’Annexe 5, Proposition 5.6).
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Proposition 3.2
1. L’application yo € L? (=%, L) +— S.()yo € B est continue.
2. Pouryy dans L* (—— £)

272

( 5) existe dans L? (—%, %) et il existe une constante
€

C(T) telle que pour tout yy € L* (—%, %),
L
||yz "y ||L2(0,T) < ”Z‘JOHLz(_%,%), (3_13)

L
”yO”iz(_%’%) <) |l Se)yo ||L2((0T x(=%£,%)) + 1| Ya (-; —5) ||%2(0,T) . (3.14)

Nous avons ainsi obtenu l'inégalité d’observabilité directe pour le probleme de controle.
Il nous reste maintenant a obtenir I'inégalité indirecte pour pouvoir appliquer H.U.M.

3.2 Résultats d’observabilité.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer I'inégalité d’observabilité indirecte a I'aide
d’outils de ’analyse de Fourier. Le résultat que nous cherchons est le suivant,

Théoréme 3.3 Pour tout T > 0, il eziste ¢y = (1) tel que pour tout € €] — €, €o[\{0},
il eriste C = C(T,€) > 0, tels que pour tout yo € L* (—Z, %)

h

Illo(5.5) < €l (=5 ) Do

ot y représente la solution de (3.9)-(3.12).

Comme la démonstration de ce théoreme differe beaucoup de celle réalisée dans I’article
situé en Annexe 5, nous reprenons entierement sa démonstration.

DEMONSTRATION : Soit 7' > 0 donné et € # 0. Supposons qu’il n’existe pas de tel C (T, €),

alors il existe une suite (y),>o dans L*(—Z, £) telle que ||y ||L2( Ly = 1 pour tout n et

ly2 (., —%) || z2(0m) — 0 lorsque n — oo, avec y" = S,(.)yd. La sulte (¥™)nen est bornée
dans L? (0 T,H' (-%£,L)), dapres (5.23).

272

D’autre part, y' = —(1 + fJ)y? + y., est borné dans L? (0 T,H % (-% L)), Comme

la premiére injection dans H' (=£,%) — L?(-L L) — H- (—%, L) est compacte, il

s’ensuit d’'un résultat de Simon [43] que Pensemble {y"} est relativement compact dans

L? (O T, L2( 5 )) Sans perte de généralité, on peut supposer que (y")n,en converge
dans L* (0,7, L? 6—%, L)).
On déduit alors de (3.14) que (y%)nen est une suite de Cauchy dans L2 (—5, 5) Posons

alors yo = lim,_, o Y et y = Se(.)yo, d’apres la proposition 3.2, y? (., —%) — y, (, —%)
dans L?(0,T). Ainsi, ||y0||L2(_%,%) =lety,(,—%)=00

Démontrons maintenant qu’une telle fonction yq n’existe pas.
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Lemme 3.4 Pour tout T > 0, soit Ny I’espace des états initiauz yy € L? (—%, %) tels que
la solution faible y = Sc()yo de (3.9)-(3.12) vérifie y, (., —%) = 0 dans L*(0,T). Alors,
Ny = {0} pour tout T > 0 pourvu que € # 0 soit assez petit.

Pour démontrer ce lemme nous adaptons la démonstration de Rosier [38], Lemme 3.3,
et [3]. On a clairement, T < T = Ny C Np. Pour tout 7" > 0, N est un espace
vectoriel de dimension finie. En effet, si (y§)nen est une suite dans la boule unité

B={ye Nr, ||y||L2(_%’%) <1},

le méme argument que précédemment montre qu’il existe une sous-suite de (yn)nen qui
converge. Comme la boule unité est compacte, on en déduit que Np est de dimension finie.
Soit, 7" > 0. Pour montrer que Np» = {0}, il suffit de trouver T tel que 0 < T < T" et
Ny = {0}. Comme l'application T — dim(Nr) € N est décroissante, il existe 7', n > 0
tels que T < T +n < T' et dim(Ny) = dim(Nypy,)).

Soit yo € N,y = Se()yo et 0 < t < 1. Comme Sc(7)(Sc(t)yo) = Se(t + 7)yo pour
0<7<T ety € Npiy, on obtient

Se(t)yy —
()yo yoE

Nr.
; T

Soit
L L
MT = {’g = Se(T):‘]O; 0 S T S T, yNO - NT} C C ([O,’.Tv],lz2 (—5, 5)) .

Ory € H' (0,7 +n,H?(-%,1)), donc

1imng/dansL2 or.m2(-L L)),
t—0+ t 272

D’autre part, W € My pour tout t €]0,n[ et My est de dimension finie, donc cet
espace est fermé dans L? (0,7, H % (—%, L)) . 1l sensuit que y' € C ([0,T],L? (—%, %))

272 272
et y € C! ([O,T], L? (—%, 5)) On peut alors écrire
. Se(t)yo — yo L L
! — ZevIgr  Ie 2 _Z =
,y(O)—tl_lg(Br . dans L 53 )
Donc,

€ DA, A) =5/ € Ny ety (.5 ) € C(0.7).

Par conséquent, (%)Iz:—% =Yy (0, —%) =0.
Si Ny # {0}, 1" application yy € CNp — A(y9) € CNr a au moins une valeur propre
(CNr représente ici le complexifié de Nr). Donc il existe A € Cetyp € H? (—Z, L)\ {0}
tels que

{ Mo = —(1+ fe)yo — vt

w (=) =0 (5) = (-5) =4 (1) = 0.
Nous avons alors besoin du résultat suivant,
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Lemme 3.5 I existe ey # 0 tel que pour tout € €| — €g, €[, pour tout A € C et pour tout
vo € H* (=3,3),

({ Ayo = —(1+ fo)yo — v,

yo(—%)=yo(§§:y3(_g):y6(§):0) = 4o =0.

DEMONSTRATION : Nous allons raisonner par ’absurde. Si le résultat du Lemme 3.5 est

faux, alors il existe une suite (e,,n € N) avec €, # 0, €, — 0 lorsque n — +00, une suite

(An)nen de nombres complexes et une suite (4, )nen de fonctions dans H3(—%, L) tels que,

272
pour tout n de N, ||yn||L2( Ly = letona

{ )‘nyn = —(1 + fen)yn yzl, (*)
o (=5) = v (5) =4, (%) =i (§) =0.

Pour tout n dans N, notons u,, le prolongé de v, par 0 en dehors de [—%, g] Il est
clair que u, € H*(R) et de plus on a

Antn + (14 feo,)ul, + ul = and_  — by dans D'(R), (3.15)
avec a, := yn (—5), by, ==y ( ) Il nous faut alors distinguer deux cas : 1. Lorsque la
suite (A,)nen n'est pas bornee et 2. lorsque (\,)nen est bornée.

1. Si (A,) n’est pas bornée, on peut alors supposer que |A,| — +o0.

Multiplions (%) par ¥,, et effectuons une intégration par parties sur lintervalle
[—£ Q], on obtient alors,
L

272
;
)\n/ |yn|2:_/

En prenant le conjugué de cette équation et en ajoutant les deux équations obtenues,

nousavons,
L
e+ ) / ynf? = / (Fon) g
_L %

2

L
(14 fe)YnYn + / YnYn-

|t~
|t~
ot

Nl

Or ||f6’n||Loo(_%’%) — 0 lorsque n — +o0 et ||yn||L2(_%’%) = 1 on en conclut que

An + A, = 0, lorsque n — +o0.
Multiplions (*) par zy,, et effectuons une intégration par parties sur lintervalle
[ g , 2] on obtient apres calculs,

L
An x\yn = —IQL (1 + fo,)yngn + f p Ynin + f p TYn G,

mlh

L
== ff% (1 + fe,)YnTn — f_% ‘yn‘Q + f L TYnr,.
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En prenant le conjugué de cette équation comme précédemment et en ajoutant les
deux équations obtenues, nous avons,

Ou+2) [ sl = [ @ 2P =3 [ 1l

L L
2 2

Mais, |[(z(1 + fe,)) — 1||L°o(—§,§) — 0, lorsque n — +o00 donc

L
2 1
/ Yyl |2 — 3 lorsque n — +o00, (3.16)
L
—3
et par conséquent la suite (y,)nen est bornée dans H! (—%, %) Ainsi, apres extrac-

tion d’une sous suite si besoin est, on peut supposer que pour un certain y dans
L% (%, L) avec ||y||L2(7%’%) =1, y, — y fortement dans L? (—%£, £).

Divisons (*) par A, et on obtient alors

EEY RN
" P W

En prenant la limite de cette équation dans D’ ((—%, %)) on obtient
y =0,

ce qui contredit le fait que ||y||L2(_£ Ly = 1.
272

. Si (\,) est bornée, on peut supposer que A, — \. Aprés extraction d’une sous suite

si besoin est, u, — @ au sens des distributions et il existe un couple (a,b) € R? tel
que a, — a, b, — b et

Xa+m+ﬂ“=ms%—w.

NS

Ce probléme est le méme que celui étudié par Rosier, [38]. Rappelons le résultat qu’il
a obtenu : si A # Ao, OU A représente la valeur propre qu’il a obtenue, il n’y a pas de
solution a cette équation différentielle. Par conséquent, nous avons nécessairement
)\n — )\0.

On peut de plus remarquer que notre opérateur revient en fait a la perturbation de
Popérateur Aw = —w"'—w' par 'opérateur B.w = — fw', donc la famille d’opérateurs
obtenue dépend de € de maniére analytique. D’apres la théorie de Kato [17], c’est
une famille holomorphe. Comme A a une unique valeur propre (notée \y), qui n’est
pas dégénérée, on peut appliquer le théoreme de Rellich-Kato (voir Reed-Simon
[37], Théoreme XII.8). Donc il existe pour € proche de 0 une unique valeur propre
de A, qui est isolée et non dégénérée et un vecteur propre correspondant qui est
analytique en €. Par conséquent, on peut écrire, pour n assez grand, A\, = Ao+ ¢(€,),
avec ¢ analytique dans un voisinage de 0.
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Grace au théoreme de Rellich-Kato [17], on peut écrire les vecteurs propres u,, et les
valeurs propres A, de la maniére suivante, u, = cyug + €,u; + o(e,) lorsque n — +oo
avec %j) — 0 dans L? (—£,%) et A\, = Ao + €,A1 + 0(€n) , lorsque n — +o0. De plus,
d’aprés (2.12), on connait le développement des solutions stationnaires, pour L # 2k,

2/ \_ 2(L

fen(z) = en% + o(€,), uniformément pour z € [—£, L] Le cas ot L = 2k a
4

déja été traité dans 'annexe 5.

L’équation (3.15) devient alors au premier ordre en ¢, :
cos?(£) — cos*(%)

sin”(£)

ug — )\160”0. (317)

)\Oul + u'l" + Ull = aléfg - b15% -

Prenons la transformée de Fourier de (3.17)

(Ao + (i) + (i€)*) F(u1)(€) =
a1et3E — hremiFE COSQ(%)U/ - co — i€ tan™2 L u
e F (SmQ(é) ) © - (M- g (7)) @),

4

On déduit du théoreme de Paley-Wiener, (voir Yosida [46]) que F(u;) est une fonction
entiere dans C. Par conséquent, la fonction g définie par

2(z
g(ﬁ) = alei%‘ﬁ — ble*iég — f (COS (E;U6> —_ ()\10() —_ iftan*Q (%)) f(’U,())

SiDQ(Z

s’annule en les zéros de (\g + (i€) + (i€)3), notés o, 1 et po. D’apres [38], les valeurs que
I’on considere ici s’écrivent sous la forme,

k? + ki + 12 1 2 2 2
L =2my —3 k= —§(2k+l)f,,u1 = fio +kf,,u2 = o + (k+l)f,

avec k,l € N*.
On a donc un systeme de trois équations a 3 inconnues, a, b; et A; a résoudre.

2 (zx
. . cos” (£
0161%“0 — 516_1%“0 -F ( (2) uf)) (to)—

s (£)

()\100 — ijig tan~2 (%)) F (o) (10) = 0.

<)\100 ~ ity tan™? (%)) Fuo) (1) = 0.
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Soit encore, en notant iy la transformée de Fourier de uy,

_ . 2(z L
a,e' 310 —be s — F C.Osg (g) ug | (1) — (/\100 — ijig tan 2 <_)> o(to) = 0, (3.18)
Sin (Z) 4

(3.20)

11 nous suffit donc de vérifier si

= [io(m) = (V¥ ia(uo)] [ (c05” (3) 15) () = (107 (cos” (3) 1) (o)~
icos < ) patio(f12) 1)k+lﬂouo(ﬂo))]

o (12) = (=1)* it 110 [f-(cos (5) o) () = (=047 (cos? (5) up) (r0) -

scos? (£ (uio() = (-1 )] (320

peut s’annuler.
Toujours d’apres [38], on a

' ei5(E—ho) _ o—ig(E—ho)

up(€) =1 . 3.22
) = e = €= ) (322)
Il est donc aisé de calculer les valeurs de 1y en g, p; et ps.
On a
N -L?
folko) = st 1 )k
A (_1)kL3
o) = gy
X B (_1)k+l+1L3
tolk2) = 02k T 1
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Il reste donc a calculer les valeurs de f(§) = F ((3052 (%) u{)) en [, p1 et po.
Or

f) = (eos” (3) vh) ©
=F ((3082 (g)) * (&) (y)

On a donc a calculer

fo) = [ :of (cos? (5) ) v — ©iciio()
Y e s1n(§ 5—1) sm(% §+1)
__22/_00 [ 2(yy€—1) N 2(yy€+1) "

Sln(gy 6)]6 sin (£(& — o))
(f - Mo)(f - ,Ul)(§ - M2)

Or
/“”mW%W—S—IDEwW%@—MQ):/*mﬁn%@—f—inﬁn%@—ud)
o W= DE— ) E— ) E— ) S (= €= DE — m)(E — pa)
/+°° sin (4(y — & — 1)) sin (£(6 ~ )
B0 ) e (= €= 1)(E— o) (€ — 1) (€ — o)

Donc apres mise sous forme de fractions rationnelles,

+

roosin (F(y—€—1) Esin (F(E—po)) _ 7w (L
.[w(y—S—D@—ud@—uD@—uﬁ_Qs (2@ ! “”)
1 1
[w—l—un@—l—ug*Ky—l—mxm—ug+
1 n Ho n
(W—1—=po)(pe— 1) (W—1—=po)ly—1—pm)(y—1— )
Ho Ho

(y — 1 — o) (o — pa) (ko — p2) ” (y =1 — pa) (1 — po) (pa — M2)+

Ho ]
(y = 1 — p2) (2 — po) (p2 — 1)

D’ot, la valeur de f(y) en remplagant —1 par 1 puis par 0.
On en déduit donc les valeurs de f en pg, p1 et po.

_ [Lsin(L/2) = (2k+1)L?
fluo) = [ 2k +1 | 6k(k+1) } (3:23)
) = (- [P (BT, (3:21)
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(3.25)

Lsin(L/2) L*(k+ ZZ)]

fpo) = (1) [ k+ 21 6l(k +1)

Il ne nous reste plus alors qu’a calculer

d = [do(1) — (—=1)*do(po)]
[f(ﬂ2) - (_1)(l+k)f(,uo) — icos’ (%) (H2@0(M2) - (_1)16“#0710(#0))}
— [do(p2) — (—=1)** o (pso)]

7)) = icos? (5 ) (i) — (Do) | (326

et a démontrer qu’il ne s’annule pas lorsque k et [ décrivent N*.
Or apres calculs, on trouve que ce déterminant vaut,

d= % [47r (sin (g) + g) +L (cos <§) + 1)] (3.27)

On en déduit donc que d ne s’annule jamais pour k et [ appartenant a N*.
Nous avons ainsi achevé la démonstration du Lemme 3.5 et celle du Théoreme 3.3.[1
On a de plus le résultat suivant, (voir démonstration en Annexe 5, Proposition 5.10).

Proposition 3.6 Il existe une unique application linéaire

VL2 (-éé) — B,

telle que pour tout yo € D(A.) et tout h € C*([0,T]) avec h(0) = 0, ¥(yo, h) est l'unique
solution classique du probléme de Cauchy, (3.1)-(3.4).

Pour appliquer H.U.M., nous avons encore besoin de résultats d’observabilité pour le
probléme rétrograde homogene suivant (qui est bien posé)

" (t, —g) — <t, g) ~0, (3.29)

Uy <t, —é) =0, (3.30)

uw(T,z) = up(x). (3.31)

Le changement de variables 7 = T — ¢, £ = —z transforme (3.28)-(3.31) en (3.9)-(3.12)
et vice-versa.
D’apres le théoreme 3.3 et le résultat (3.13) on a le résultat suivant



3.2. RESULTATS D’OBSERVABILITE. 31

Théoréme 3.7 Soit T > 0. Pour tout up € L?(—%,%) la solution faible de (3.28)-
(3.31) appartient & B, la fonction u, (,%) a un sens dans L*(0,T) et il existe une

constante C = C (T, €) > 0 telle que pour tout up € L? (—%, %) on a

L L
|tz (-, 5) ||L2(0,T) < ||UT||L2(_%,%) < Cl|ug <-, 5) ||L2(0,T)-

Grace aux inégalités du Théoreme 3.7 nous avons les deux résultats d’observabilité. Nous
pouvons maintenant démontrer le théoréme de contrélabilité du probleme linéaire a 1’aide
de H.U.M. (voir démonstration en Annexe 5, Théoréme 5.3)

Théoreme 3.8 Pour |¢| proche de zéro mais non nul, pour tout T > 0 et tout yo, yr €
L2(—§, %) il existe un controle h € L*(0,T) tel que la solution faible

yec <[0,T],L2 <—%%)) e <°’T’ " <_§%))

1
(CPb) z(a 2):?/

vérifie y(T,.) = yr.
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Chapitre 4

Controlabilité de I’équation non
linéaire.

Nous démontrons maintenant que le probleme suivant est exactement controlable dans
un voisinage de f., pour € non nul et suffisamment proche de 0.

Yt + Yo + YYz + Yozz = 0, (41)
y(t—é)zy(t%)zﬂ, (4.2)
ghG§>:Mﬂmelﬂ&ﬂL (4.3)
y(0,2) = yo(z). (4.4)

Nous allons plus précisément démontrer que pour tout 7" > 0, il existe ¢y > 0 tel que pour
tout € €] — €, €9[\{0}, il existe un nombre strictement positif ¢, tel que pour tout yo, yr
L L

appartenant a L? (—%, L) avec

llyo — fe||L2(,%,%) <o, |lyr — fe”Lz(f%,é) <To
il existe y dans l’espace B tel que (4.1)-(4.4) soient vérifiés et que y(7, z) = yr(z).

Posons § =y — fe, 5o = Yo — fe, U7 = yr — fe €t iL(t) = h(t) — f! (%) Alors les équations
(4.1)-(4.4) s’écrivent sous la forme suivante :

gt + felg + (1 + fe)gw + gwww = _'gwga (45)
(b <o(uE) - 1o
%(Lg):ﬁ@, (4.7)

7(0,.) = Fo(). (4.8)

Pour montrer ce résultat nous allons appliquer un argument de point fixe a 1’aide d’une
application contractante.
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Nous allons chercher § sous la forme § = S(t)yo + y1 + yo, ot (Sc(t))i>0 représente le
semi-groupe associé a ’opérateur A, du Chapitre 3.1, et y; et y, représentent les solutions
respectives des problemes non homogenes,

(Y1 + f'%l + (1 + feL)ylx + Y1gee = 0,
(1) ) U1 (t 2) :~y1 (ta 5) = 0,

Yiz (ta %) h(t):
\ y1(0 33) -

( Yot +fy2 + (1 +.fe)y2z' +y2xxx = fa

(2) 4 ye (t, - _) =12 (t,5) =0,

Yox (t =0,

\ yg(O, .I) =0.

avec f = —gy,. Soit ¢y : h € L*(0,T) — y; € B,1’application qui associe & h la solution
faible de (1). D’aprés la proposition 3.6, 11 est linéaire et continue. La proposition qui
suit concerne le second probleme (2) (voir démonstration en Annexe 5, Proposition 5.12).

Proposition 4.1 1. 1l existe une constante Cy telle que
lyye — ZZxHLl(O,T,Lz(_%,g)) < Ci(T) (||y||L2(0,T,H1) + ||Z||L2(0,T,H1)) |y — Z||L2(0,T,H1)

pour tout y,z € L? (0,T, H* (-%,L)).

2. Pour f € L'(0,T,L*(=%, L)) la solution faible y, de (2) appartient & B et de plus,

273
Uapplication s : f — yo est continue.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de controlabilité exacte
du probléeme non linéaire (voir démonstration en Annexe 5, Théoréme 5.4).

Théoreme 4.2 Soit T' > 0. Pour € suffisamment proche de zéro mais non nul, il existe

L L

ro > 0, tel que, pour tout yo, yr € L? (——, 5) avec

llyo — fe”Lz(,%,%) <ro, et |lyr — fe”Lz(,é,%) <To,
il eristey € C([0,T],L* (=%, £))NL*(0, T, H' (-%, L)) vérifiant

Yt + YYs + Yz + Yzw = 0 dans D' (0,7, H2 (-£, L))
y(t,—%) =y (t, %) =0 dans L*(0,T)
y(O,a:) - yO( )

et tel que y(T,.) = yr.

Nous avons donc obtenu la controlabilité exacte locale de 1’équation de KdV autour
d’une solution stationnaire non nulle.



Chapitre 5

Annexe

Cette annexe comporte I'article sur ’équation de KdV qui a fait I’objet d’une publi-
cation [11]. Nous donnons dans cet article toutes les démonstrations de la premiere partie
pour une longueur critique L = 2k7, k € N*.
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Exact boundary controllability of the
KdV equation around a nontrivial
stationary solution.

The exact boundary controllability of the non-linear Korteweg-de Vries equation on
bounded domains is studied. Only the first spatial derivative at the right endpoint is
assumed to be controlled. In this case, the exact controllability has been shown by Rosier

38] when the length L of the domain is not in the set A := {27y /EHEEL - k|  N*}. Here,
3

we study the critical case L = 2km where £ € N*, and we prove the exact controllability
of the non-linear KdV equation for initial and final states closed to a non null small
stationary solution.

5.1 Introduction.

The Korteweg-de Vries (KdV) equation reads as follows :

Yt + YYr + Yz + Yzzz = 0. (51)

It has been designed to serve as a model for propagation of small amplitude long water
waves in a uniform channel and it also appears in the study of plasma physics, anharmonic
lattices and elastic rods. The Cauchy problem without control has already been studied by
Bona and Winther [6] for exemple. The exact controllability of the KdV equation has been
proved for an internal control on a periodic domain (Russell and Zhang [40]). Recently,
Rosier ([38]) has shown the boundary controllability of (5.1) on a bounded domain. To
recall the main result proved by Rosier [38], we first need to introduce the set of critical

lengths :
2 2
W {on[EEE R e

Theorem 5.1 (Rosier) Let T > 0 and L > 0. There exists 7o > 0 such that for any yo,
yr in L*(0, L) with

||yo||L2(o,L) < To, ||yT||L2(o,L) <To,
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there erists a function y(t,z) in C([0,T], L*(0, L)) (N L?(0,T, H'(0, L)) fulfilling

Y = _(yz + YYyx + ywww) in D’(O, T7 H72(0, L))a (52)

y(.,0) =0 in L*(0,T), (5.3)

y(07 ) = Yo, y(Ta ) =Yr. (54)

Moreover, if L ¢ N, then we may also require that y(., L) = 0 and take y,(.,L) € L*(0,T)

as a control function.

The aim of this paper is to show that a similar result holds in the critical case L = 2knw €
N, near any even stationary solutions close to 0 but not 0; meaning that we only have to
control y;(., L) in order to get the exact controllability of (5.1) in a neighborhood of any
stationary solution close to 0 but not 0. For the sake of simplicity, we assume that the
spatial domain is (—km, k7) instead of (0, 2k7). Next result provides the set of stationary
solutions of (5.1).

Theorem 5.2 The set of even stationary solutions near 0 of

{ yt+yyw+yw+ywww:0
y(, kr)=y(.,—kn) =0

is the set of functions

fa’g,vle—)(ﬁ—a)cﬁ( CE ﬁ—a) + «,

2v3 ' B—7

_ sn2<Vﬂ_7x,ﬁEg)
gaﬁﬁ:xl—)a%—(ﬁ—a)(l—g a) 2;/5 27,

- 2 - )

1 e (G 55)

where a, B, and vy are such that

v<0,aa<0,8>0
a+pB+vy=-3
fapy(km) =0

Functions cn, sn and dn are called the Jacobi’s elliptic functions, see for exemple (Lawden
[23]) for more informations about these functions. Let us recall that they are analytic and
periodic.

We now study the linearized KdV equation around f, g, where || is small enough but
not zero, and so fo 4., is close to zero for the C'-norm in [—kn, k7] in the next theorems.

Theorem 5.3 For |3| small enough but not zero, for every T > 0 and for every yo, yr €
L?(—km, km), there exists h € L*(0,T) such that the mild solution

y € C([0,T], L*(—km, kx)) () L* (0, T, H'(—kn, km)) of
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y(t, — 7T) =y(t, 7T)
CPb
(CPDN 4ot k) = h(1)
y(0,z) = yo(z)
satisfies y(T,.) = yr.
This theorem is proved by means of Hilbert Uniqueness Method (H.U.M.), [27]. The main
result of this paper is the following one :

Theorem 5.4 Let T > 0. For || small enough but not zero, there exists ro > 0, such
that, for all yo, yr € L*(—km, km) with

1Yo = fapallz2(=kmimy <70, and ||yr — fapqllr2(—kr k) < To,

there exists y € C([0,T), L?(—km, km)) (L?(0, T, H'(—kn, km)) satisfying

Yt + YYz + Yz + Yzzz = 0 10 D,(O, T, H_Z(—kﬂ', kﬂ'))
y(t, —km) = y(t,kw) =0 in L?(0,T)
y(0,2) = yo(z)

and such that y(T,.) = yr.

This theorem is deduced from Theorem 5.3 and proved by means of Banach contraction
fixed point theorem.

The paper is organized as follows : In Section 5.2, we derive a set of stationary solutions
for (5.1). The Section 5.3 is divided into two subsections. In the first one, we consider a
boundary initial value linear problem in which only the value of the first spatial derivative
of the state function at x = kx is assumed to be nonnul. Next, in the second subsection,
an observability result is given and used to show the exact boundary controllability of the
linear KdV equation with these boundary conditions (Theorem 5.3). In Section 5.4, we
derive from Theorem 5.3 the exact boundary controllability of nonlinear KdV equation
on a bounded domain (Theorem 5.4).

5.2 Search of a set of even stationary solutions.
We want a solution y : [—k7, kn] — R of

{ YYo + Yz + Yzzz = Oa
y(km) = y(—km) = 0.

Integrating this equation twice, we get

3

vi=—5 =+ Ot Ci= —P(),

y(km) = y(=km) =
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where C) = y,.(km) and Cy = y2(km). As we want a non null small solution, C; and
Cs are not far from zero but not both zero. The discriminant of the polynomial P A =
—4C3 — 3C?% +9C2 — 120} is strictly negative. Hence, thanks to the criteria of Cardan, we
deduce that P has three distinct real solutions. The function P is a cubic polynomial and
we get an elliptic integral. We will integrate it thanks to the theory of elliptic functions,
(Lawden [23]).

We denote by v < a < 3, the three distinct solutions of P.

We get then
3y = —(y —a)(y = B)(y — ), (5.5)
y(km) = y(—km) =0, (5.6)
a+fB+y=-3,
afy = 3C,.

Since Cy = y2(km) > 0, we have
y<0and <0, >0

We want a solution not far from zero so y has to be between o and 3. Thanks to the
theory explained in ([23], 3.1), the solution in this case is

p—n > :
gL (B — 2 - C, + th
fapny:ix—= (B—a)en ( 273 x m )+« wi

v<0

at+f+y=-3

fa:ﬂ:’Y(kﬂ-) = fa,ﬂ,’)’(_kﬂ-) = 0

C is a real constant of integration

where the modulus m of the elliptic function is m = fg,%:

Remark 1. cn(z,m) is called the cnoidal function, it is analytic in regard to = and in
regard to m. This function is even, periodic and it satisfies —1 < cn(xz,m) < 1 for every
z in R and ¢n(0,m) = 1. If m = 0 then cn(z,0) = cos(z).

We want the even solutions and C'is real so, thanks to ([23], chap.2),

C=2nK, or C=2n+1)K

where K is an analytic function of m and n is in N. Hence we have only four cases to
considerate. We consider the cases L = 27 + 2k7 and L = 4kr.

1. If L =27+ 4kn
(a) If C = 2nK, then

2 B—n _ f—a\ _ VB=n 5—04>
- ( 23 C’ﬁ—v)‘” ( 2/3 A7
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and fo,o,—s(l") =0.
We want a solution such that f,5,((2k + 1)7) = 0. Let

L 2 7+)
2v3 27 B-v )’

for § in a small open subset containing zero and 7 in a small open subset

containing —3. We get then,

F(B,v)=—3—ﬁ—7+(2ﬁ+7+3)cn2(

F(0,-3) = foo,_s((2k + 1)) =0,

a—F(O, -3)=-1.

oy
Hence, we can apply the implicit function theorem in an open subset containing
zero. We get an open subset around -3, another one around 0 and a function
¢ where v = ¢(f) such that F(5,4(5)) = 0.
So we get a stationary solution fg = f_3_3_4(8),8,¢(8) of the KAV equation which
is analytic with respect to x and . As [ is in a subset around 0, the solution
J—3-p—4(8),8,6(3) is not far from 0 and we can write § = €. Then m = O(e) as
¢ — 0 and we can approach f in the first order in € by (2 4 ¢/(0))ecos®(%£) —
(1 + ¢'(0))e + o(€) uniformly for x € [—(2k + 1), (2k + 1)7]. But ¢'(0) =

-1
- (g—f;(o, —3)) 90, ~3) = 1, hence
fe(x) = e cos? (g) + o(e) uniformly for x € [—(2k + 1), (2k + 1)7].

If C = (2n+ 1)K, then

VB— B—a

2 (VB—7 B—a 8- o\ o (7w 55
cn Ve ac—C’,ﬁ_7 = 1_ﬂ—’y NOT=TIEAY
ant (57 55)

and foo,—3(x) = 0. We want a solution such that f, g((2k + 1)7) = 0. Let
G, 7) = fapr((2k+1)7)
V=3—a=27 L —2a—’y—3)

2
(=3 —2a — ) (a — ) 5T ( 23 2’ —3—a-2y
-3 —-—a-— 27 an <\/737a72'y£ —204—7—3) ’

= o+

23 27 —3—a—2y

for o in a small open subset containing zero and 7 in a small open subset
containing -3. We get then,

G(0,-3) = foo,_s((2k + 1)) = 0,
oG
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Hence, we can apply the implicit function theorem on a small open subset
containing zero. We get an open subset around -3, another one around 0 and
a function ¢ where v = 9(«) such that G(«a, ¥ (a)) = 0.

So we get a stationary solution g, = fqo,—3-a—~,u(a) Of the KAV equation which
is analytic in regard to x and . As o is in a subset around 0, the solution is
not far from 0 and we can write « = —e. Then m = O(¢) as € — 0.

As ¢'(0) = (3G(0 —3))712¢(0,-3) = —1, we can approach g, in the first
order in € by esin®*(%) — € + o(e) uniformly for = € [—(2k + 1)m, (2k + 1)7].
Hence

ge(z) = —€ cosQ(g) + o(e) uniformly for x € [—(2k + 1), (2k + 1)7].

2. If L = 4km.
(a) If C = 2nK, then

an( B—7 Cﬁ—@)_cn (x/j ﬁ—a)

203 T B—~y 23

and fo,o,_g(.T) =0.
We want a solution such that f,5,(2k7) = 0. Let

V=-3—a—-2y —3—204—7)
x’ 7
2V/3 -3—a—2y

for a in a small open subset containing zero and v in a small open subset
containing —3. We get then,

F(a,7) :a+(—3—2a—’y)cn2<

F(O, —3) = fO,O,—3(2k7T) = 0,
OF 0 _3) = 1.
oy

Hence, we can apply the implicit function theorem in an open subset containing

zero. We get an open subset around -3, another one around 0 and a function

¢ where v = ¢(a) such that F(a, ¢(a)) = 0.

So we get a stationary solution f, = fo _3-a ¢(a),é(a) Of the KAV equation

which is analytic with respect to x and a. As « is in a subset around 0, the

solution fo 3 o ¢(a),é(e) 18 NOt far from 0 and we can write o = —e. Then

m = O(e) as € — 0 and we can approach f, in the first order in € by (2 +

¢'(0))ecos*(£) — (14 ¢'(0))e + o(e) uniformly for z € [—2km, 2kn]. But ¢'(0) =

—(535(0,-3))755(0,~3) = 1, hence

fo(x) = —esin® (g) + o(e) uniformly for x € [—2km, 2km|.



5.3. EXACT CONTROLLABILITY WITH CONTROL ON Yx (T, K). 43
(b) If C = (2n+ 1)K, then

B— B—a
, (VB—7 B -« f -« 8n2<2\/§7$,m)
cn x—C, =(1-
2V/3 B—n B=7/ dn2 (J—ﬂ—v B-a
and fo,_3(z) = 0. We want a solution such that f,s,(2k7) = 0. Let
G(B,7) = fs,5.,(2km)

2 ( VB— 2+7+3
@8-+ +3)(-2y - 5-3) 7 (FF2hm, 22

B—7 2 (\//5—’7 2ﬂ+7+3) ’

dn? (% 7 2km, 5
for / in a small open subset containing zero and < in a small open subset
containing -3. We get then,

=(=3-B-7+

G(0,—3) = fo,0.-3(2km) =0,

8—0(0, -3)=-1.

9y
Hence, we can apply the implicit function theorem on a small open subset
containing zero. We get an open subset around -3, another one around 0 and
a function v where v = () such that G(3,%(3)) = 0.
So we get a stationary solution gg = f_3_g_,,34(s) of the KAV equation which
is analytic in regard to  and . As f is in a subset around 0, the solution is
not far from 0 and we can write 5 = €. Then m = O(e) as € — 0.
As ¢'(0) = —(g—f(o, —3))71%%(0, —3) = —1, we can approach g, in the first
order in € by esin®(Z) + o(e) uniformly for z € [—2km, 2k].
Hence

ge(x) = esin® <g) + o(e) uniformly for z € [—2km, 2k].

We get then two families of solutions which are both analytics in regard to  and € for
each L.

5.3 Exact controllability with control on y,(t, k7).

In this section, we are concerned with the boundary controllability of the linearized KdV
equation around the stationary solution f.. To be precise, given any vy, yr € L*(—km, k)
we search for a control function h € L?(0,T) such that the solution y = y(¢,z) of the
Cauchy problem

Yo+ [y + (14 f)Ys + Yzaw = 0, (5.7)
y(t, —km) = y(t, km) =0, (5.8)

Ya(t, k) = h(t), (5.9)

y(0,2) = yo(z). (5.10)
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satisfies y (T, z) = yr(x).
We will use the Hilbert Uniqueness Method (H.U.M), (]27]), so we have to study the
backward problem :

U+ (14 fo)te + tgge = 0, (5.11)
u(t, —km) = u(t, kr) = 0, (5.12)
ug(t,—km) =0, (5.13)

(5.14)

uw(T, ) = up(x).
In the first subsection, we study the backward problem and in the second subsection, we

prove some observability results in order to apply H.U.M.

5.3.1 The homogeneous Cauchy problem

Performing the change of variables 7 =T — ¢t and £ = —z in (11)-(14)and replacing
(1,€) by (t,z), we get the following homogeneous problem :

Yo + (L + fo)Ys + Yuuz = 0, (5.15)
y(t, —km) = y(t, kr) = 0, (5.16)
Yo(t, k) = 0, (5.17)

(5.18)

y(0,7) = yo(x).

To investigate the forward homogeneous problem (15)-(18), we introduce the operator
Aw = —-w" —W'(1 + fc), with domain

D(A) = {w € H*(—km, kn), w(—kn) = w(kn) = w'(kr) = 0}.

Proposition 5.5 A, generates a strongly continuous semi-group Sc(t) on L*(—km, km),
which satisfies

1
I Se(e) 1< e, with Co = 5 11 £ o -

Proof of Proposition 5.5. We first define the operator Ay on D(A4y) = D(A.) by
Agw = —w". Ay is closed, and

km km o 2
(Apw,w) = / —w"wdz = / Www'dr = _w=km)” <0.

—kn —kn 2 -

Hence A, is dissipative. Let A denote the adjoint operator. It is easy to see that Ajw = w"’
with domain D(A}) = {w € H?*(—km, kr), w(—k7n) = w(km) = w'(—kw) = 0}, and that
(w, Ajw) = —“”(%”)2 < 0 for all w € D(Af), hence A} is dissipative too. So, thanks to Pazy
([35], cor. 4.4 Chap. 1), Ay generates a strongly continuous semi-group of contractions on

L*(—km, kr).
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We define now a second operator B, on D(A,) by Biw = —(1 + f)uw'.
For every w in D(A,),

km
(Bw,w) = —/ (1+ fow'wdz

—km
1 km )
!
= 3 » fw dx

1
5 1S ool @ 12y

IA

Hence B, — C1I is dissipative for C > 1 || f ||s. Moreover,

| (Be = Cl)w ”Lz(flwr,kw) | (1+ fe)wl ||L2(fk7r,k7r) +C || w ||L2(*k7r,k7r)

<
< A+ f) llooll @ [[L2(kmpry +C || @ | 2=k o) -
But, we may associate with each ¢ > 0 a constant C(¢) > 0 in such a way that

| @' (|22 (—kr k) < € | 0" |2 kmhm) FC(€) | W || L2(—kmkm), Yo € D(Ae).

Choosing e =1/(2 || 1 + fe ||co), We have

1
I (Be = CDw llz2-bmpm=< 5 Il Aow ll12(—mpm +C0n5t || @ [l ko) -

It follows from the theory of semigroups ([35], cor. 3.3 chap. 3), that A.—CI = Ay+B.—CI
generates a strongly continuous semigroup of contractions on D(A,), for each C > 1 ||
f! ||o- Hence, A, generates a strongly continuous semigroup S,(¢) that satisfies

1
ISc(8) 1< €, with Go = 3 |l fe llo (5.19)

As an obvious consequence the operator Aw = Aw — f'w with domain D(A,) :=
D(A). generates also a strongly continuous semi-group on L*(—km, k).

From now on, we let (Sc(Z))>o (resp-( Se(t))i>0) denote the semi-group associated with
the operator A, (resp. A.), and B denote the Banach space defined by

B = ([0, T], L*(—kn, kr)) (| L*(0,T, H'(—kr, kr)),

endowed with the norm

1
2

T
Iy ls= sup [[y(,.) ||L2(k7r,k7r)+</0 (RN v dt)

te0,T]

Using the multiplier method, as for example (Rosier [38]), (Komornik [21]), we will get
useful estimates for the mild solutions of (5.15)-(5.18).
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Proposition 5.6 1. The map yo € L*(—km, km) — S.(.)yo € B is continuous.

2. Foryy in L?(—km, kr), ys(., —km) makes sense in the space L2(0,T) and there exists
a constant C(T) such that for every yy € L?(—kn, k),

||yw(a _kﬂ-)”L2(0,T) S ||y0||L2(—k7r,k7r)a (520)
190l 72—k my < C(T) 11 Se()t0 72 (0myx(—pm oy + | Y2 (s =k7) 20y - (5:21)

Proof of Proposition 5.6. Let y, € L?(—kw, k). Then by (5.19)

|| Se()yO ||C([0,T],L2(—k7r,k7r)g 600T || Yo ||L2(—k7r,k7r) . (522)

We prove that y = S.(.)yo € L*(0,T, H*(—km, km)). We first assume 1o € D(A,). Let
q € C>([0,T] x [—km, k7r]) Integrating by parts in

using (5.15)-(5.18) and Fubini’s theorem, we get :

// (t+waw+Q$(1+fe)+qf> d:cdt+/k7r<y;)(Tx)dx_
/_Im (0,z) ()d:v+/0 (yw>t—k7rdt+ // Goyodz dt = 0.

Choosing q(t,z) = (x + kn) leads to

2
0

1\3|‘@

// [1+fe (:c+k7r)f] 2da:dt+/kw(x+k7r)[y2(T,x)—yg(x)]dx

—km
T km
+ 3/ / y2dxdt = 0.
0 —km
Hence

/oT/:yidxdt {/ / (1+ fo) + (x + k) fly*dadt—

/’” (¢ + km)[y*(T,2) - yg(x)]dm}

—k7

/OT/_ 2dxdt < {/ / 1+ f) + (x + km) flly 2dmdt+2kw/1:;y§(a:)d:c}.

Since f. € C*, there exists a constant C' > 0 such that for every z € [—k, k7],

(1+ fe(@)) + (z + kn) fl(z) < C.
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T km QCOTT 2% km
yidzdt < Ce + kT yo(z)dz,
T 3 0
0 —kn —km

3+ C)20IT 1 2kn
| v |22 0.1, 10 (<o o)) < \/ 3 | Yo llz2( & kr) - (5.23)

By the density of D(A.) in L?(—km, k), the results extend to arbitrary yo € L?(—km, k).
Let us now prove (5.21). We also assume y, € D(A,), and take ¢ = 1. We get then

T km km km T
—/ / fe'de:rdt+/ y2(T,x)d:r—/ vo(x )dx+/ y2(t, —km)dt = 0.
0 —k7 —km
T kw
/ yo(t, —km)dt < / vo(x)dx + / / fly?dadt.
0 kw

But, fo f _flyrdadt <|| f ||oo TeQCon wr Yo (2)dz. Hence

Hence,

and

km

T
/ V2(t —km)dt < (14 || £ [|oo T€XT) / v () dz.
0

—k7

Hence there exists a unique continuous linear extension of the map
Yo € D(A) > ya(., —km) € L*(0,7)

to the whole space L?(—kn, k). We take now ¢ = T — ¢ and get

T km T
/ / y’dwdt — / / (T —1t) fly*dxdt — / Tys(z)dz + / (T —t)y2(t, —km)dt = 0.
0 — km 0

Hence

/_Z _[/ / 1= —t)fé)dmdtJr/OT(T—t)yﬁ(t, —km)dt].

But, 1 — (T —t)f. € L*([0,T],(—kn, k7)), hence for some constant C(T),

km T
/ ya(x)dr < C(T / / 2dxdt+/ y2(t, —k)dt,
—k7

| %o ||%2(_1m,k7r)§ C(T) || Se(-)yo ||%2((0,T)><(—k7r,k7r)) + || ya (., —km) ||%2(0,T) . (5.24)

that is

Remark 2. The same computations show that there exists a constant C(T') such that
the estimate

1S (. Yol 220, 51 (—km fem)) < C(T Mol z2(—km k) (5.25)
holds for all yo € L*(—km, kr).
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5.3.2 Observability results.
In this section, we want to prove some observability result, using Fourier analysis.

Theorem 5.7 For every T > 0, there exist ¢g = €o(T) and C = C(T') > 0, such that for

every € € (—ep, €0)\{0} and every yo € L*(—km, km), ||yol|L2(—krpm) < Cllya (s —k7) || L2(0,1)
where y denotes the solution of (5.15)-(5.18).

Proof of Theorem 5.7. Let 7" > 0 begiven. If there is no such C(7T), then there
exists a sequence (yf)n>o in L*(—km, k) such that ||yf||L2(—krkr) = 1 for any n but
vz (. —=km)|| £2¢0,r) — 0 as n — oo, where 3™ = S,(.)yg. The sequence (y") is bounded
in L?(0,T, H'(—km, kr)), due to (5.23).
On the other hand, y = —(1 + f)y” + ¥, is bounded in L?(0, T, H %(—kn, k~)). Since
the first embedding in H(—kn, kr) — L*(—km,kn) < H~2(—km, kn) is compact, it
follows from a result by Simon ([43];cor.4) that the set {y"} is relatively compact in
L?(0,T, L*(—kw, km)). Without loss of generality, we may assume that (y") is convergent
in L?(0,T, L?(—km, kn)).
We infer from (5.21) that (y%) is a Cauchy sequence in the space L?(—kmw, k). Then
let yo = lim,, oy and y = Se(.)yo. By Proposition 5.6 , y2(., —k7w) — y.(., —k7) in
L?(0,T).Thus, ||yol|2(—krkr) = 1 and ya(., —km) = 0.

We now show that such a function yy does not exist.

Lemme 5.8 For every T > 0, we denote by Ny the space of the initial states yo in
L*(—km, k) such that the mild solution y = Sc(.)yo of (5.15)-(5.18) satisfies yu (., —km) =
0 in L*(0,T). Then Ny = (0) for all T > 0, provided that € > 0 be small enough.

Proof of Lemma 5.8. We adapt arguments due to Rosier [38] and Bardos, Lebeau,
Rauch [3] to our situation.
Obviously T' < T" = N+ C Nr. For every T > 0, N is a finite-dimensional vector
space. Indeed, if (yg) is a sequence in the unit ball {y € Nz, ||y||r2(—krkr) < 1} the same
argument as above shows that there exists a convergent subsequence. Since the unit ball
is compact, Ny is finite dimensional. Let 7" > 0. To prove Ny» = {0} it is sufficient to
find T, such that 0 < T < T'" and Ny = {0}. Since the map 7" —— dim(Ny) € N is
nonincreasing, there exist 7', n > 0 such that 7 < T+n < T" and dim(Nr) = dim(Nr.,).
Let yo € Nr, y = Sc(.)yo and 0 < t < 7. Since S(7)(Se(t)yo) = Sc(t+ )y for 0 <7 < T
and yo € Nrpy, we get

Se(t)yo — ¥o

t

Let My = {7 = S(7)%, 0 <7 < T, o € Nr} C C([0,T], L*(—km, km)).
Since y € HY(0,T +n, H %(—kn, km)),

lim y(t+.)—y
t—0+ t

€ Ny.

=y in L*(0,T, H %(—km, kn)).

On the other hand, W € My for 0 < t < n and M7 is finite dimensional, hence
it is closed in L%(0,T, H ?(—km, kn)). It follows that y' € C([0,T], L?>(—km, km)) and
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y € CY[0,T), L*(—km, kn)). We may write

y'(0) = lim w in L?(—km, kr).

t—0t

Hence
yo € D(A.), Ac(yo) = v'(0) € Nr and y,(., —kw) € C([0,T]).

Thus (%2),—_gr = y,(0, —km) = 0.
If Ny # (0), the application yy € CNr — A(yo) € CNr has at least one eigenvalue.
Hence there exist A € C, yo € H*(—km, k) \ {0} such that

{ Ayo = —(1+ fvo — v,
yo(—km) = yo(km) = y{(—km) = yy(km) = 0.
At this stage, we need the following result.

Lemme 5.9 There ezists g > 0 such that for every e € (—€g,€) \ 0, for every A € C
and for every yo € H3(—km, k),

Mo = —(1+ fyb —y, )
(Lt ol k) = sgry =0 ) = =0

Proof of Lemma 5.9. We argue by contradiction. If the statement in Lemma 5.9 is false,
then there exist a sequence (¢,,n € N) with ¢, # 0, €, — 0 as n — +00, a sequence (\,)
of complex numbers and a sequence (y,) of functions in H3(—km, kn) such that, for each
1y |[Ynll22(—knkexy = 1 and it holds

{ /\nyn == —(1 + fen)y; — yi{', (*)
Yn(—km) = yn(k7) = y,,(—km) = y, (k) = 0.

For each n, we denote by wu, the prolongation of y, by 0 outside [k, k7]. Obviously,
u, € H*(R) and we have

Atn + (1 + fo )un + Ul = an0_gr — by in D' (R), (5.26)

where a, := y!(—kn), b, := y!'(kw). We have to distinguish two cases : 1. (A,) is not
bounded and 2. (),) is bounded.

1. If (\,) is not bounded, we can assume that |\,| — +oc.
Multiplying (%) by @, and integrating on [—km, k7], we get

km kmw km

M [l == [ L+ [ ol
—km —km —km

Taking the conjugate and adding these two equations, we obtain

km km
umwn/ MPz[(mﬂm?

—km km
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Since || f! ||zeo(=kmkr) — 0 as 7 — 400, we conclude that A, + A, — 0, as n — +00.
Multiplying (%) by x¥,, and integrating on [—km, k7], we get

km

_ km

An/ olyn> = = [T (1 + fo)yabn + [0 y1G0 + [*T ayti,
—k7

= — " oL+ fo)oTn — [T0 ol + [0 2yid.

Taking its conjugate and adding the two equations, we obtain
_ km km km
Ot 3) [ sl = [ Ll =3 [ il
—km —km —km
But |[(z(1 + fe.)) — 1| zec(—kmkr) — 0, as n — 4o00. It follows that
km 1
/ yl |2 — — 3 as 1= +00, (5.27)
—k7

and (y,) is bounded in H'(—kw, km). Hence, extracting a subsequence if needed, we
may assume that for some y in L?(—km, kn) with ff;;r ly|> =1, y, — y strongly in
L*(=km, k).

We divide (x) by A, and we get

y — 1+f€nyl _iyl!l
" A TP

We take the limit of this equation in D'((—km, k7)) and we get

y =0,

which contradicts ffzﬁ ly|? = 1.

. If (A\,) is bounded, then we can assume that A\, — A. Extracting a subsequence if

needed, u,, —> 4 in the sense of distributions, and we get that there exists a pair
(a,b) € R? such that a, — a, b, — b and

Ni+ @ + 3" = ad_p, — bOy.

Recall that if X # 0, there is no solution of the last equation according to Rosier [38].
Thus A\, — 0. We have disturbed the operator Aw = —w"" — W’ with the operator
Bw = —f.', hence this family depends on € analytically. Hence, it is a holomorphic
family in the sense of Kato ([17]). As A has a unique eigenvalue (namely 0) which
is not degenerate, we can apply the Rellich-Kato theorem. ([37]),Theorem XII.8.)
So there exist, for € near 0, a unique eigenvalue for A, which is isolated and not
degenerate and a corresponding eigenvector which is also analytic in ¢. Hence we
may write (for n large enough) A\, = ¢(€,), where ¢ is analytic in a neighborhood
of 0.
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Thanks to Rellich-Kato theorem, we see that the eigenvector u,, and the eigenvalue A,
can be written as u,, = coug + €,u1 + 0(€,) as n — 400 (here, ug is the prolongation by 0
of yo(z) = cosx + 1 and %n") — 0 in L?(—km, km)) and A\, = €,\1 + o(€,) , as n — +o00.
Moreover, f.,(z) = €,f(z) + o(€,), uniformly for « € [—km, kn], with f(z) = cos®(%) if
L = (2k+ 1) and f(z) = sin®*(2) if L = 4kn.

The equation (5.26) becomes, in the first order in €, :

ui' + ul = a10_gx — b10kx — f(2)ug — Aug. (5.28)
Taking Fourier transform we get
((3) + (16)°) F (ur) (€) = a1€™™® — bre™*7 — F(f (z)up) — MF (uo),

Let g(&) = a1€™™ — bye™"*€ — F(f (x)ug) — M F (uo)- Then F(u1)(§) = 9(£)/ (i€ + (i€)?),
and since Supp(u,) C [—km, kr|, we infer from Paley-Wiener theorem (see e.g. (Yosida
[46])) that F(u1) is an entire function in C. Therefore g(1) = g(—1) = 0. But a direct
computation shows that

g(—l) = —a1 + b1 + ,[}l%r - )\1]€7T
g(l) = —a1 + b1 - Z%’r - /\1/€7T,

which leads to a contradiction. This completes the proofs of Lemma 5.9 and of Theorem
5.7.

Remark 3. We can work with L € N everywhere except in this last section. Indeed, for
L in N'\ {2k7}, we can not find the explicit solutions of (5.28).

Proposition 5.10 There exists a unique linear continuous map
VU : L*(—km, kn) — B,

such that for every yo € D(A.) and every h € C*([0,T]) with h(0) = 0, ¥(yo, h) is the
unique classical solution of (CPb).
Proof of Proposition 5.10. Let C3([0,7]) = {h € C*([0,T],R), h(0) = 0}.
1. We assume yo € D(A.) and h € C2([0,T]). Let ® € C®([—km, kx]) be such that
O(—km) = ®(km) =0, ®'(kn) = —1. The change of function
2(t,x) = y(t, x) = (Se(t)yo) (x) + h(t) 2 (x)
transforms (CPb) into

2+ 2fi+ Z2o(1+ fo) + Zaae = 96, 2) := =Sc(t)yofe + W (1) ()

+h(®)[@fi+ ¢' (1 + fo) + ¢"](x),
z(t, —km) = z(t,km) = 0,
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Since g € C'([0,T], L*(—km, km)), thanks to Proposition 5.5 there exists a unique
solution z in the space C([0,T],D(A.)) (N C*([0,T], L*(—kn, km)). Hence, for yo €
D(A) and h € C2([0,T]), (CPb) admits a unique classical solution

y € C([0,T], H*(—km, k) () C*([0, T, L*(—km, kr)).

. A priori estimates by multiplier method.

We assume that yo € D(A,), h € CZ([0,T]). Let g € C=([0,T] x [—km, kn]).
Integrating by parts in

S km
/ / qy (yt +yfl+y.(L+ fo) + ym) dxdt = 0,
0 —km

we get

y km yg
/ ( 5 ) (S,x)dw—/ q(0,2)5 2 ( dx+ ( ) (t, —km)dt+
—km —km

Y2
Ty
3 [S
—/ / q$y2dxdt— (y_> (t,km)d . (5.29)
2/, J_ o \12
Taking q=1, we obtain

S km km km S S
/ / £+ / V2 (S, 7)dx — / 2 (z)dz + / V2 (t, — k) dt — / R2(t)dt = 0.
0 —k —k —km 0 0

Let F(S) = y*(S, z)dz + fo y2(t, —km)dt. Since there exists a positive constant

K such that || f€ e kr i< K, F S) < ffkw v (x dac+f0 R (¢ dt—l—KfO
Using Gronwall’s lemma, we get for each S € [0,T]

F(S) < [/_]:T yo (v)dz + /OT hQ(t)dt} eks

KT
Il v lleqo,m, 2 knpan< €2 || (Yo, B) |, (5.30)

1
where || (yo,2) 1= (I Yo 122k + I 2 IZ20.9) 2
We take ¢(t,z) =z + km and S =T in (5.29). We get

/ / ( 1+ fo)— x+k7r)f€'> y2+/j:r(x+k7r)y2(T, ac)da:—/]mT (z+k7)ys(z)do—

—kn

T T pkm
/ 2kmh?(t)dt + 3/ / y2dxdt = 0.
0 0 —km

It follows that
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Hence

T prkn 1 km
/ / y2drdt < 3 </ / 1+ fo—(x+km)f)y 2dwdt+/ (x + kw)yé(x)d:v)
0 —km —km
km
< = (Const/ / y*dxdt + 2/€7r/ ygd:c) : (5.31)
3 0 —km —km

Equation (5.31), combined with (5.30), yields
|| ] ||L2(0,T,H1(—k7r,k7r))§ Const || (yOa h) || .

Thus, thanks to the density of D(A.) in L?(—km, k) and the density of CZ([0,7]) in
L?(0,T), the linear map (yo,h) € D(A.) x Cz([0,T]) — y € B may be extended in
a unique manner to the whole space L?(—km, kr) x L?(0,T) to give a linear continuous
map V¥ : L?(—km, kn) x L?(0,T) — B.

To apply H.U.M. we need some observability result for the following backward (well-
posed) homogeneous problem :

up 4+ (1 + fe)ug + Ugzr = 0, (5.32)
u(t, —km) = u(t, kr) = 0, (5.33)
ug(t, —km) =0, (5.34)

u(T, z) = up(x). (5.35)

The change of variables 7 = T — t, £ = —z transforms (5.32)-(5.35) into (15)-(18) and
vice-versa.
From Theorem 5.7 and (5.20) we get the following result :

Theorem 5.11 Let T > 0 and € € (0,6(T)). For every ur € L?(—km, kw) the mild
solution of (5.82)-(5.85) belongs to B, the function u,(., kw) makes sense in L*(0,T), and
there exists C = C(T) > 0 such that for every ur € L*(—kmw, k) we have,

||Uw(-,k7f)||L2(0,T) < ||UT||L2(—1c7r,k7r) < C“Uz(-:kﬂ-)”Lz(O,T)-

It remains to apply H.U.M.

Proof of Theorem 5.3. We may assume that yo = 0. Let (up,h) €
C>(0,T), let u(resp. y) be the classical solution of (5.32)-(5.35) (resp. (5.
grating by parts in

CX(—km, km) x
7)-(5.10)). Inte-

/ / w(ys + fly + yo(1 + fe) + Yuge)drdt =0

we get

/ - up(x)y(T, x)dx = /0 : ug (t, km)h(t)dt.

—km
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This last formula is also true for any uy € L*(—km, k) and any h € L*(0,T). Let A
denote the linear continuous map
ur € L*(—km, kr) — y(T,.) € L*(—kr, kn),
where y stands for the solution of (CPb) associated with h = u,(.,k7) € L?(0.7). It
follows from Theorem 5.7 that
(Aur), wr) 2 kmpmy = 1o km) 200y = C72lurllZepm im)-

Hence, thanks to Lax-Milgram theorem, A is invertible. The proof of Theorem 5.3 is
complete.
Remark 4. If y; = 0, H.U.M yields a linear continuous selection of the control, namely
the map

U :yr € L*(—km, km) — ug(., kr),

where u denotes the solution of (5.32)-(5.35) associated with ur = A= (yr).

5.4 Exact controllability of the nonlinear equation.

We prove that the following boundary-control system is exactly controllable in a neigh-
borhood of f., provided that € # 0 is small enough.

Y + Yz + YYz + Yzzz = 0, (536)

y(t, —km) = y(t, km) =0, (5.37)

Yo (t, km) = h(t) (h € L*(0,T)), (5.38)
y(0, ) = yo(2). (5.39)

More precisely, we show that for every T' > 0 there exists a positive number ry, such that
for every yo, yr in L*(—km, kr) with |lyo — f€||L2(—k7r,k:7r) < 1o, ||yr — fe||L2(—k7r,k7r) < Tp wWe
may find y in the space B such that (5.36)-(5.39) hold true. Setting § = y— fe, fio = yo— fe,
gr = yr — fe and h(t) = h(t) — fl(km), we see that (5.36)-(5.39) may be rewritten as

gt + felg + (1 + fe)gx + gwxw = _gwg (540)
g(t,—km) = g(t, km) = 0, (5.41)

7o (t, k) = h(t), (5.42)

7(0,.) = go(z). (5.43)

We search for §j in the form § = Sc(t)yo +y1 + y2, where (Sc(t))i>0 denotes the semi-group
associated with the operator A, of Section 5.3.1, y; and ¥, are the respective solutions of
two nonhomogeneous problems :

Y1t + fe,yl + (]- + fe)ylm + Ygzz = Oa ( )
y1(t, —km) = yi(t, km) =0, (5.45)
(5.46)

(5.47)

Y1(t, k) = h(t),
y1(0,2) = 0.
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Yoo + 2 + (1 + f)Yo0 + Yorza = [, (5.48)
Yo(t, —km) = y1 (L, km) = 0, (5.49)
You(t, km) = 0, (5.50)

y2(0,2) = 0. (5.51)

We have set f = —§§,. Let ¢, : h € L*(0,T) — y; € B be the map which associates
with h the weak solution of (5.44)-(5.47). By Proposition 5.10, 1); is a linear continuous
map. The following Proposition deals with equations (5.48)-(5.51).

Proposition 5.12 1. There exists a constant C1(T') such that

1YY — 222|102 (<kr )y < CLT) (Y ll20,2,m1) + 2l 20,8 1Y = 2|22 0,111

for ally,z € L*(0,T, H'(—km, k)).

2. For f € LY(0,T, L*(—=km, km)) the mild solution ys of (5.48)-(5.51) belongs to B,
and moreover, the map 1, : f —— Yo s continuous.

Proof of Proposition 5.12.
1. The proof may be found in [38].
2. Let C(T) > 0 be such that

||§€(t)y0”L2(—k7r,k7r) < C(T)||yoll L2(=km er)
for all yo € L?*(—km, km) and all ¢t € [0, T]. Then
||1[0,t](8)§€(t — S)f(S, ')||L2(7k7r,k7r) S C(T)||f(s, ')”Lz(flwr,lwr) € Ll (O, T) (552)

We deduce from Lebesgue’s theorem that the mild solution ys(¢,.) = fot S.(t —
s)f(s,.)ds of (5.48)-(5.51) belongs to the space C([0,T], L*(—km, kn)). Moreover,
forallt € [0,T]
t
ly2(t, L2 (—bmpmy < C(T)/ £ (85 |2 (= k) ds
0
CON Az o.r,L2 (b k)

(5.53)

IN

Thus the linear map
f € LY0,T, L*(—km, kr)) — yo € C([0,T], L*(—km, kT)) (5.54)

is continuous. To show that this map is continuous from L'(0, T, L*(—km, k7)) into
L?(0, T, H'(—km, km)), it is sufficient to prove that :
3C, > 0,V f € CH([0,T), L*(—km, kT)),

(5.55)
Y2zl 22 (0,7 x (—kmer)) < Coll f |21 0,1,02(— ki o)) -
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Integrating by parts in

T [k T [k
/ / (@ + km)y2(Yar + Yoo (1 + fe) + Yozee)dadt = / / w(x + km)ys f dxdt,
0 —km 0 —km

we get

//kﬂ (1+f)+ (JH—l<:7r)f]yzd3:dt+/lC m(z + km)y2(T, z) dz

+3// 7ry2$dxdt—2// 7(x + km)yof daxdt.
km km

(5.56)

Hence,

T k Ak T
[ mipedode < 5 [ imsmlletts Moo gt
0 0

—kT

T rk n,2 (5_57)
N /0 /;Im (1 + fo) + (2 + km) felyz dwdt

< O 00,12 (- ke ey

The proof of Proposition 5.12 is complete.

We now prove Theorem 5.4.
Let §o and §r € L?(—km, kr) be such that ||§o||r2(—krkr)s |97 L2(—krper) < 75 7 > 0 being
chosen later. Let I’ denote the nonlinear map

§ € L2(0,T, H (=km, kn)) — F(§) =S.(.)fo + 11 o T(yr — S(T)ijo

)T, ) + (i) € B. 00

[' is defined in Remark 4, ¢, et 15 are defined at the beginning of this section.

F is well-defined and continuous by Proposition 5.10, and Proposition 5.12. Each fixed
point of F verifies (5.41) in D'(0,T, H ?(—kn, km))-(5.43) and §(T,.) = §r. For proving
the existence of such a fixed point, we apply Banach contraction fixed point theorem to
the restriction of F to some closed ball B(0, R) in L?(0,T, H'(—km, k7)) (R will be chosen
later). We need :

F(B(0,R)) C B(0,R), (5.59)
3C;3 6]07 1[7 V:lj, Z € B(OaR)v ||F(g) - F(§)|| < 03”:‘] - 2“} (5'60)

where ||| stands for the norm L?(0,T, H'(—=km, kr)).
Thanks to Remark 2, Propositions 5.10 and 5.12, we see that there exist two constants
Cy, Cy > 0 such that for any § € B(0, R),

IF(y)ll < C1R? + Cor.
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On the other hand, for any ¢, Z € B(0, R),
F(g) = F(2) = ¥2(220 — §0a) + 1100 (¢2(§§z — 22)(T}, ), (5.61)
hence, by Proposition 5.12 there exists a constant C's > 0 such that
IF () — F(2)|l < C:R[)5 — 2.

Thus (5.59) and (5.60) are fulfilled if C1R?* + Cor < R and C3R < 1. Therefore it is
sufficient to take R < 1/max(Cy,Cs) and to pick > 0 small enough. The proof of
Theorem 5.4 is achieved.
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Deuxieme partie

Equation de Boussinesq.
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Chapitre 6

Introduction

6.1 L’équation de Boussinesq.

Dans cette deuxieme partie, nous allons étudier la controlabilité exacte d’une équation
de Boussinesq généralisée. L’équation de Boussinesq classique, découverte par Boussinesq
[8] en 1872 modélise la propagation d’ondes dispersives de faible amplitude. Elle s’écrit
sous la forme d’une équation d’inconnue y ou y représente le potentiel de vitesse de I’onde
considérée,

2 —

Suivant que b soit positif ou négatif, cette équation s’appelle la bonne ou la mauvaise
équation de Boussinesq. Le terme bon/mauvais se rapporte au probléme de Cauchy suivant
qu’il soit bien ou mal posé. On dérive de I’équation de Boussinesq généralisée 1’équation
suivante,

Yt — Yzz + Yozze = (a(y))xx (62)

ol a représente une fonction suffisamment réguliere et telle que a(0) = 0.
Dans ce qui suit, nous nous intéressons au probleme de controlabilité de la bonne équation
qui apparait en particulier dans la théorie des cordes non linéaires.

6.2 Quelques résultats antérieurs.

Bona et Sachs [5] se sont intéressés a 1’étude de l’existence de solutions globales a cette
équation et ont démontré que le probleme était bien posé lorsqu’on prenait des conditions
initiales dans les espaces de Sobolev, H*"?(R) x H*™'(R) pour s > 1. Ils ont également
montré la stabilité des ondes solitaires.
En ce qui concerne I'étude de la controlabilité de cette équation, de récents travaux ont été
obtenus par Zhang [47]. Il a prouvé la controlabilité exacte de ’équation sur le domaine
périodique S, cercle unité.

Il a démontré la controlabilité exacte globale lorsque le controle agit sur tout le domaine
S et la controlabilité exacte locale lorsque le controle agit localement. Son résultat de
controle local appliqué a notre probleme est le suivant,
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Théoréme 6.1 Soit T > 0 et s > 0. Alors il existe § > 0 tel que ¥(¢o, o), (o1, %r) €
H*t2(S) x H*(S) tels que

/% dx—/wT Ydx = 0, et/qﬁo dx—/qST (6.3)

[Golls+2 + [[orlls+2 <8 et [[Yolls + [[¢rlls <0 (6.4)

il existe une fonction de controle h € L*(0,T, H*(S)) telle que I’équation ty— gy +Ugees =
Gh(z) admet une solution u € C([0,T], H**2(S)) N C*([0,T], H:(S)), telle que

U(.Z‘, 0) = d)O(x)a ut(xao) = ¢0($)a (65)
w(z,T) = ¢r(z), w(z,T)=1r(z), (6.6)
ol on a posé Gh(z,t) = g(z) (h(z,t) — [49(y)h(y,t)dy) avec g une fonction réguliere

définie sur S et vérifiant [, g(z dw = 1
L’obtention de ces résultats découle de I'étude de I’ équation a travers I'analyse de
Fourier.

La controlabilité frontiere quant a elle, a déja été étudiée par Lions [28] pour I’équation
linéarisée. Il a tout d’abord appliqué un contréle sur la premiere dérivée spatiale a droite,
puis sur la seconde dérivée spatiale toujours a droite. Ses résultats sont les suivants :

Théoréme 6.2 Soit T > 2L, pour tout (y°,y') dans L?*(0,L) x H2(0,L), il existe un
controle v dans L*(0,T) tel que la solution de

Yit — Yoo T Yzzez = 0,

y(0> t) = yw(o’t) = y(L> t) =0,
Yz (L, t) = v(t),

Yt=0 = y°, Ytt=0 = y',

vérifie y—r = Yyi—r = 0.

En ce qui concerne le controle sur la dérivée spatiale seconde, Lions a obtenu le théoreme
suivant, [28]

Théoréme 6.3 Soit T > 2 (L+ ﬁ), ot Ao > 0 est tel que N2 est la premiére valeur

propre de —A pour les conditions de Dirichlet. Alors, pour tout (y°,y') dans L?(0,L) x
H1(0,L), on peut trouver un contréle (vy,vs) dans L*(0,T) x HY(0,T) tel que si y est
solution de

Ytt — Yzz + Yozzz = 0,

y(O, t) = yzw(oa t) =0,

y(L,t) = vi(t),

Yoz (L, t) = va(t),

Yt=0 = y°, Yijt=0 = y'

on & Yj=r = Yijt=r = 0.
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Zuazua a montré dans [28] que les résultats de controlabilité de Lions s’étendent a
tout temps 7" > 0 arbitrairement petit. Dans un premier temps, nous allons démontrer la
controlabilité exacte de I’équation de Boussinesq non linéaire avec un controle agissant sur
yz(L,t), et des conditions initiales appartenant & ’espace H?(0, L) x L?(0, L). Puis, dans
un deuxieme temps, nous démontrons la contrélabilité exacte de I’équation de Boussinesq
non linéaire avec un controle agissant sur y,,(L,t) et des conditions initiales prises dans
’espace H3(0, L) x H(0, L). Les principaux changements par rapport aux théoremes de
Lions et Zuazua sont

— l'espace de contréle est plus régulier, puisque le controle trouvé va appartenir dans

les deux cas & H'(0,7) ,

— nous allons démontrer la controlabilité du probléme non linéaire.

Dans le premier chapitre, nous étudions le probleme avec controle sur la premiere
dérivée spatiale. Nous démontrons tout d’abord que nous pouvons étendre le Théoreme
6.2 a tout temps 7" > 0 avec une preuve différente de celle de Zuazua, puis nous prouvons
la controlabilité exacte du probleme linéaire avec des données initiales prises dans des
espaces plus réguliers. Enfin, nous terminons ce paragraphe par la démonstration du
théoreme de controlabilité du probleme non linéaire. Dans le deuxiéme chapitre, nous
travaillons de la méme maniere que dans le premier mais avec un controle sur la deuxiéme
dérivée spatiale a droite. Nous démontrons donc tout d’abord I’extension du Théoreme
6.3 puis la controlabilité dans un espace plus régulier. Enfin, nous prouvons le théoréme
de controlabilité du probleme non linéaire.
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Chapitre 7

Controle sur y.(L,t).

Soit L un réel strictement positif qui symbolisera la longueur du domaine spatial a
étudier. Nous allons appliquer la Méthode d’Unicité Hilbertienne (H.U.M.) au probléme
linéaire. Par conséquent, nous étudions dans un premier temps le probleme linéaire ho-
mogene. Dans le deuxieme chapitre, nous démontrons la controlabilité exacte du probléeme
linéaire sur L?(0, L) x H2(0, L) pour tout temps 7 > 0 puis sur H%(0, L) x L?(0, L). En-
fin, dans le dernier paragraphe, nous démontrons la controlabilité exacte du probleme non
linéaire a 1’aide du théoreme du point fixe de Banach.

7.1 Le probleme de Cauchy homogene.

Nous appliquons la théorie des opérateurs compacts au probleme de Cauchy suivant,
avec (y°,y') appartenant a HZ(0,L) x L*(0, L).

Ytt — Yoz T Yzzaz = 0, (71)
y(0,1) = y(L,t) =0, (7.2)
Y2(0,t) = ys(L, 1) =0, (7.3)
y(@,0) = y°(z), wi(,0) = y'(2). (74)
Posons Vo = H§(0, L) et ||v]lv, = ||vgall12(0,2)- Définissons un opérateur A par
Ay = Yz + Yzzzz, (75)

de domaine D(A) = {y € Vp; Ay € L*(0, L)} soit encore D(A) = {y € H*(0, L), y(0) =
y(L) = y.(0) = yx(L) = 0}. Comme A admet un inverse borné, autoadjoint et compact,
L*(0, L) admet une base de fonctions propres de A. Soient (¢x)x>1 €t (Ag)k>1 les fonctions
propres et les valeurs propres associées de 'opérateur A. On a alors le résultat d’existence
de solution et leur décomposition en série de Fourier qui suit, voir la démonstration de la
proposition 9.5
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Théoréme 7.1 Pour tout (¢°,¢') € HZ(0,L) x L*(0,L), la solution du probléme ho-
mogéne (7.1)-(7.4) s’écrit sous forme d’une série de Fourier comme

{ o(z,t) = (qﬁg cos(wyt) + z—i sin(wﬂ)) Ok,
ng = (QSO’ ¢k)L2: Qsllg = (Qsla ¢k:)L27
avec wi, = V.

L’obtention de cette décomposition des solutions en série de Fourier est tres impor-
tante pour la suite. En effet, c’est elle qui va nous permettre d’obtenir les inégalités
d’observabilité.

7.2 Observabilité et controlabilité du linéaire.

Dans ce paragraphe, nous montrons que 1’on peut étendre le Théoreme 6.2 a tout 7" > 0
avec H.U.M. Ensuite, nous appliquons une méthode due a Urquiza [44] pour prouver la
controlabilité exacte dans Hy x L?(0, L), oit Hy = {v € H?(0,L) : v(0) = v(L) = v,(0) =
0}.

Mais avant tout, il nous faut obtenir des inégalités d’observabilité. Comme la théorie
des multiplicateurs que nous avions utilisé dans la premiere partie pour l’équation de
KdV s’applique mal avec notre équation, nous allons utiliser une autre méthode. Nous
allons chercher les vecteurs propres et les valeurs propres de A dans le but d’appliquer
une inégalité de Ingham [16].

Soit A une valeur propre de A, on lui associe deux réels positifs, a et 5 définis comme

suit,
V144X -1 V1i+4r+1

A étant la valeur propre associée au vecteur propre ¢ considéré. Apres quelques calculs,
voir au paragraphe 9.2.2, on obtient deux suites de valeurs propres, (A1 ,)n>1 €t (A2n)n>1-
— La suite (A1 ,)n>1 dont les termes correspondent aux solutions strictement positives

de
atan (%) = —(tanh (%) (7.7)

et ont pour fonctions propres associées

B1n(e) = fin [cosh (%) cos (a(:c - é)) — cos (C;—L) cosh (5(w - 5))](7 8

Le lemme qui suit nous donne I'existence de la suite (A1 ,)n>1-
Lemme 7.2 Pour tout n > 1, (7.7) admet une unique solution (a1 ,, 51,,) telle que

L
al’; € [—g + nm, g + mr] (7.9)

Il vy a pas de solution de (7.7) avec a € [0, Z].
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— La suite (Ay)n>0 dont les termes correspondent aux solutions strictement positives

de
S tan (O;—L> = atanh (%) (7.10)

et ont pour fonctions propres associées

bom(2) = fon [sinh (%L) sin (a(:r _ §)> _ gin (%) sinh <ﬂ(m _ g))} |
(7.11)

On peut également conclure a l’existence d’une telle suite avec le lemme qui suit
(voir démonstration en Annexe 9 du Lemme 9.13).
Lemme 7.3 Pour tout n > 1, (7.10) a une unique solution (aen, Bon) telle que

L
042,; € (—g + nm, g + nw) , (7.12)

Les termes (f;n)i=1,2 représentent les coefficients de normalisation des fonctions propres
dans lespace L?(0, L).

Nous allons étudier les suites de vecteurs propres et de valeurs propres précédentes
plus en détails pour obtenir nos inégalités d’observabilité.

Lemme 7.4 Pour tout n € N*, Ay, < Ag .

Pour la démonstration du Lemme 7.4, on peut se référer au Lemme 9.8.
Nous pouvons, d’apres le Lemme 7.4, regrouper les deux suites obtenues précédemment
en une seule suite (A\g)ken+ strictement croissante de valeurs propres, avec

: } pour tout k£ > 1.

Soit (@x)ken+ la suite de fonctions propres associée définie par

22’“ :?2;’; } pour tout k£ > 1.
2k—1 = P1k

Comme nous voulons appliquer une inégalité de Ingham, nous avons besoin des deux
résultats qui suivent dont la démonstration se trouve en annexe.

lim v/ Ani — VA, = 400. (7.13)

n—-+0o0o

Pour tout n € N*, ¢ (L) # 0, et

lim
n—-+o0o

(7.14)

W, VL

avec w, = V.

Nous pouvons d’ores et déja remarquer que
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13702 (wig))? est le carré d’une norme équivalente a ||¢°|| (0,1

2. Z;:gi(d’/lc)Q = ||¢1||%2(0,L)

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer I'inégalité de Ingham qui suit, cf [16],
[2], & notre probléme.

Lemme 7.5 Soit (ux) € RE une suite de réels distincts deuz o deuz, tels que

lim inf (pge1 — pr) = +00
|k|—o00

et soit T > 0. Alors, il existe deux constantes ¢, et cy strictement positives telles que pour
toute suite (ag)y, € (2(Z), la série f(t) = 3. 2 axe®™! converge dans L*(0,T) et vérifie

2

400 T | 400 . +0c0
c Z \ak|2§/ Z ageP | dt < ¢y Z lax|?.
k=—00 0 k=—00 k=—o00

Soit (dg, ¢1) € Vo x L?(0, L) et ¢ la solution du probléme correspondant (7.1)-(7.4) (avec
y" = ¢o, y' = ¢1). Nous appliquons le Lemme 7.5 & la fonction f(t) = ¢p(L,t) + «, avec
aréel, ag = a, o =0 et pour k > 1

Mk = —H—k = Wk, )
2ay = 23 = (8} — i%) (bras (D).

Grace a la remarque formulée précédemment et (7.13), on obtient pour tout temps 7' > 0,
deux constantes c et d telles que

¢ (Z [(¢2)2 + (f—Z) ] (braa(L))? + \a|2>
< / (1)t
<d (Z [( 0%+ (fj—z) ] (¢kw(L))2+\a\2>- (7.15)

Gréce au résultat (7.14),
+o0 T +00
g (OP £t + (¢i)2) < [ lsora<a (oﬂ £ (b + (¢i)2> (719
k=1 0 k=1

Nous obtenons alors les inégalités d’observabilité, qui nous serviront pour appliquer
H.U.M.
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Proposition 7.6 Soit T' > 0,il existe deux constantes strictement positives ¢y et ¢y telles
que,
V(¢°,¢") € H7(0,L) x L*(0,L),Ya € R,
& (1166, ) B0,y er00 + @)
< / (e (L, t) + )?dt

<& (16 0 zo.myarriony + 02) - (717)

T
0

De plus, on peut définir les solutions du probléme par transposition (voir par exemple
Komornik [21], [Thm 2.5] et la démonstration de la Proposition 9.12),

Proposition 7.7 Soient v dans L*(0,T) et (y°,y') dans L*(0,L) x H2(0,L) alors le
probléeme non homogeéne

Yit — Yzz t Yzzzz = 0, ( )
y(0,t) = y(L,t) =0, (7.19)
y=(0,¢) =0, (7.20)

Yz (L, ) = v(t), (7.21)

y(,0) =4°(), w:(-,0) = y' (), (7.22)

a une unique solution, y définie par transposition et telle que,
y € C ([0, T} L0, L)) () C" ([0,T]; H *(0,L)) . (7.23)

L’application linéaire définie par (¢(.,S), ¢:(.,S)) — (#°, #') est un isomorphisme sur
I'espace HZ(0,L) x L?(0,L). On en déduit donc de la Proposition 7.6 que I'application
(6(.,9), d4(.,S)) —> Ls (¢(.,S), #¢(.,S)) est continue sur HZ(0, L) x L?(0, L). On conclut
comme d’habitude que si (y°,y') € L2(0,L) x H2(0,L) et v € C*([0,T]) alors y €
C ([0, T); H)(C* ([0,T]; L?(0, L)). On obtient alors la Proposition 7.7 par densité, pour
tout (y°,y',v) dans I'espace L?*(0,L) x H 2(0,L) x L?(0,T).

Le résultat de controlabilité est le suivant, (voir la démonstration de la Proposition
9.13)

Proposition 7.8 SoitT > 0 et (4°,y') € L?(0, L) x H=2(0, L). Alors il existe un contréle
v € L*(0,T) tel que la solution de (7.18)-(7.22) vérifie y(x,T) = y;(z,T) = 0.

Pour le démontrer, on applique la Méthode d’Unicité Hilbertienne [27]. Un corollaire
immédiat de la Proposition 7.8 est le théoréeme suivant
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Théoréme 7.9 Soit T >0 et L > 0. Soit (y3,v) et (y%,y+) dans L*(0,L) x H=2(0, L)
alors il existe g € L*(0,T) et y € C([0,T]; L*(0, L)) solution de
Yst — Yoz t Yzzzz = 0, ( )
y(0,t) =y(L,t) =0, (7.25)
y:(0,1) = 0, (7.26)
yw(La t) :g(t)a ( )
y(@,0) = yp(2), ye(z, 0) = yo(x) (7.28)
et tels que y(.,T) = y> et yy(., T) = yp-

Le Théoreme 7.9 étend le théoreme de controlabilité 6.2 de Lions a tout temps 17" > 0.
Comme ’équation de Boussinesq n’a pas de vitesse finie de propagation, il est normal que
le temps de controle ne dépende pas de la longueur du domaine.

Cependant, pour appliquer la méthode du point fixe de la premiere partie dans le but de
démontrer la controlabilité exacte locale du probleme non linéaire, il nous faut un résultat
de controle dans des espaces plus réguliers. C’est a dire pour des conditions initiales prises
dans Hy x L*(0, L), ot H; = {v € H*(0, L) : v(0) = v(L) = v,(0) = 0} . Pour avoir un tel
résultat, on applique une méthode due a Urquiza [44], voir la démonstration en Annexe
9. On a alors le théoreme de controle suivant,

Théoréme 7.10 Pour tout T > 0 et L > 0. Pour toutes données (y3,y3) et
Hy, x L?(0,L), il existe g dans H*(0,T) et y € C([0,T]; L?(0,L)) (" H? (0,T; H*(0, L))

solutions de

Yit — Yoz T Yzzzz = Oa ( )
y(0,t) = y(L,t) =0, (7.30)
yz(0,1) = 0, (7.31)
Ya(L, 1) = g(t), (7.32)
y(z,0) = y°(x), y:(2,0) = y' (). (7.33)

et tels que y(.,T) = y> et y(., T) = yom.

7.3 Controlabilité exacte du non linéaire.

Nous allons démontrer dans ce nouveau paragraphe la controlabilité de ’équation de
Boussinesq non linéaire, i.e que le systeme avec un contréle frontiere suivant est exacte-
ment controlable dans un voisinage de zéro.

Yit — Yoz + Yoasz + (U )z = 0, (7.34)
y(0,1) = y(L,t) =0, (7.35)
yz(0,1) = 0, (7.36)

Ya(L; 1) = v (1), (7.37)

y(z,0) = y°(x), yi(,0) = y' (z), (7.38)
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La stratégie appliquée est de trouver un bon espace de Hilbert et d’appliquer le Théoreme
du point fixe de Banach dans une boule fermée de cet espace afin de trouver une solution au
probléme non linéaire (voir par exemple Rosier [38]) . On obtiendra alors la controlabilité
exacte autour de la solution nulle.

Soient (y°,y') € Hy x L?(0,L), v € L?(0,T) et f € L' (0,T; L?(0, L)). Afin de résoudre
(7.34)-(7.38), on décompose la solution cherchée en somme de trois fonctions,

y=5S")(W°y") + v + v

ot S(.) = (59, S') est le semi-groupe associé a I'opérateur A du paragraphe 7.1, et ou yi,
Y2 sont les solutions respectives des deux problémes non homogenes suivants,

Yitt — Yiea + Y1zzaz = 0, (7.39)
y1(0,t) = y1(L, 1) =0, (7.40)
y12(0,2) =0, (7.41)
Yiz(L, ) =, (7.42)
yi(,0) =0, (7.43)
yie(-,0) =0, (7.44)

Yot — Yowz + Yozazs = [, (7.45)
Y2(0,1) = y2(L, 1) = 0, (7.46)
Y2:(0,1) = Y2 (L, t) =0, (7.47)
ya(.,0) =0, (7.48)
yau(.,0) = 0. (7.49)

On démontre (voir en annexe) qu’avec une fonction f suffisamment réguliere, i.e f €
LY0,T, H*(0, L)), la solution yp = 15(f) de (7.39)-(7.44) appartient & L2(0,T, H*(0, L)).
De plus, les applications 1, : v € H'(0, L) — y; € L*(0,T, H*(0, L)) et 1, sont linéaires
continues.

On peut alors appliquer le théoréme du point fixe dans une boule fermée B(0, R) de
L?(0,T, H?(0, L)) a I’application

F:yeL”(0,T,H*(0,L)) — F(y)

avec

F(y) =S y") + 1ol ((yr,yr) — SM)W°,y") + (o (y2)(T).), Yo (y2)(T5 ) +
Pa(—y2).

ol I est 'application qui & des données finales associe le controle de H*(0, L) qui permet
d’aller de (0,0) & ces données finales.

L’application F' est bien définie, continue et tout point fixe y de F' vérifie I’équation
non linéaire (7.34)-(7.38) et (y(T,.), v:(T,.)) = (¥%, y+)-
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On montre alors, voir en annexe 9, qu’il existe un rayon R tel que
F(B(0,R)) C B(0,R) (7.50)
et qu’il existe C3 €]0, 1[ tel que
Vy,z € B(0, R), | F(y) — F(2)|| < Cslly — 2|,

olt ||.|| désigne la norme usuelle dans L? (0,7, H?(0,L)). On a alors le théoréme de
controlabilité suivant, voir la démonstration en Annexe 9.

Théoréme 7.11 Soit L > 0 et T > 0. Il existe ro > 0, tel que pour tout (y°, y*), (y>, y+)
dans H; x L*(0,L) avec

||(y0ay1)||H2(O,L)><L2(0,L) <o, €t ||(y3*ayjl“)”HQ(O,L)xL?(O,L) < Ty,
il existev € HY(0,T) ety € C([0,T], L*(0, L)) L? (0, T, H' (0, L)) vérifiant
Yt = Ygz — (y2 + yww)wwa
y(0,t) = y(L,t) = 0 dans L*(0,T),

yw(oa t) =0,
y(z,0) = y°(z) et yi(z,0) = y'(x),

et tel que y(.,T) = y% et (., T) = ya.



Chapitre 8

Controle sur y..(L,t).

Ce chapitre s’intéresse au cas ou le controle est la dérivée seconde de y a droite.

L’essentiel de ce chapitre, théorémes et démonstrations suivent ce qui a déja été fait au
chapitre précédent.
Nous appliquons ici encore la Méthode d’Unicité Hilbertienne. Nous étudions dans un
premier temps le probleme de Cauchy homogene. Au paragraphe 8.2, nous démontrons
une inégalité d’observabilité du méme type que celle du paragraphe 7.2, puis nous prou-
vons la controlabilité exacte du probleme linéaire avec des conditions initiales prises dans
'espace H;(0,L) x H *(0, L), puis dans H?(0, L) x Hy(0, L). Enfin, nous démontrons la
controlabilité exacte du non linéaire en appliquant un argument de point fixe.

8.1 Le probleme de Cauchy homogene.

Considérons le probléeme de Cauchy suivant,

d’tt - ¢zz + Qszzzz = 07
)4 00,0 = 6(L,1) =0,

$22(0,t) = ¢pgz(L,t) = 0,

¢(50) = ¢0: ¢t(’0) = ¢1'
Posons Hy = {¢ € H3(0, L); (0) = ¢(L) = ¢,.(0) = 0}.
Avec la théorie variationnelle, on montre, voir démonstration au paragraphe 9.3.1 que si
(¢° ¢") € Hy x H7'(0, L) alors (*) a une et une seule solution ¢ appartenant a ’espace
C(R; H} (0, L)) CY(R; H (0, L)), et cette solution dépend continiiment des données ini-
tiales, (¢°, ¢*) pour la topologie usuelle sur H}(0, L) x H (0, L).
On a la proposition suivante,

Proposition 8.1 Pour tout (¢°,¢') € Hy(0,L) x H *(0,L), la solution du probléme
homogéne (x) s’écrit sous la forme d’une série de Fourier comme

{ 6(z,1) = T80 cos(wet) + 2 sin(wyt)) .
¢2 = (¢0’ ¢k)L2a ¢llc = (¢1a ¢k)L2’
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k 7r2k2

avec @y(r) = \/jSID(ka) et wp = T4/ ("F

+ 1). Les fonctions ¢, sont les fonctions
propres de I'opérateur associé a 1’équation de Boussinesq linéaire.

8.2 Observabilité du probleme linéaire homogene.

Dans ce paragraphe, nous adoptons une démonstration différente de celle de J.L. Lions
dans [28], nous allons appliquer comme dans 7.2 une inégalité de Ingham pour prouver
I'exacte controlabilité dans H} (0, L)x H (0, L). L’énergie E(t) de la solution du probléme
homogene (x) s'écrit,

1
5 ([l O+ llus Ol + llw'( B)ll-1)
L _

avec [lully = [ f; (0u)?]'/? et ||ul|l-1 = [|(=05) " ull1.
On a facilement que E(t) = E(0) = Ey pour tout t dans [0,7] et pour tout ¢ vérifiant
().

Soit (¢, #1) € HE(0,L) x H71(0, L) et soit ¢ la solution du probléeme homogene (x)
correspondant. Comme lim, o wpi1 — w, = +00 et w,11 > w, on peut appliquer le
Lemme 7.5 & f(t) = ¢,(L,t) + o, avec « réel, ag = «, o = 0 et pour k > 1

E(t) =

Hk = —H—k = Wk,
2a, = 2a_ k—(¢k—2 )( (bkw( ))

Il existe alors, pour tout 7" > 0 deux constantes c; et ¢ telles que

(\a|2+z (6%)” ]%( )) _/0 [f(B)dt < c (Ial2+z (6r)” )N ¢r (L ))-

Or ¢p(L) = (—1)’“%\/% donc on obtient

22k
(“(/50”111 0,L) +Z ; 2 (6%)° + |ex |2)
T
2
d
< / (1)t

0112 <X 27 2k2 9
<eco|llg ||H3(0,L)+Z Tiw 2( o)’ +lel? ). (8.1)

k=1

Comme ¢! appartient & H~1(0, L), on a

T
Al g0+ 10 sy + 09 < [ 17OPE < @Iy + 16 Bison + o)
0

(8.2)
On en déduit 'inégalité d’observabilité.
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Proposition 8.2 Soit T > 0, il existe deux constantes strictement positives ¢; et ¢y telles
que,
V(¢°, ¢*) € Hy(0,L) x H*(0,L),Ya € R,

C_l(||(¢0> ¢1)||§{&(0,L)><H—1(0,L) + 042)

< [ (@ulr,) +opa

< &([l(¢° ¢1)||§{é(0,L)><H*1(O,L) +a%). (83)

8.3 Controlabilité exacte de I’équation linéaire.

Considérons tout d’abord le probleme non homogene suivant

Ytt — Yoz + Yazzzz = 0, (8.
y(0,t) = y(L,t) = y..(0,t) = 0, (8.
Yau(Ls ) = (1), (8.

y(@,0) =9°, yi(2,0) = y'. (8.

Il est exactement controlable en un temps T si pour toutes conditions initiales (y°,y*
prises dans un certain espace, il existe un controle v tel que la solution y du probleme
(8.4)-(8.7) vérifie

y(z,T) = y(x,T) = 0.

Nous allons définir une solution faible du probléeme (8.4)-(8.7) par transposition, (voir
par exemple Komornik [[21], Thm 2.5]), voir la démonstration de la proposition 9.19.

Proposition 8.3 Si v € L?(0,T) et (y°,y') € Hy(0,L) x H*(0,L) alors le probléme
non homogéne (8.4)-(8.7) admet une unique solution y définie par transposition et telle
que

y € C([0,T}; H (0, L)) () C*([0,T); H(0, L)).

Nous pouvons alors démontrer la controlabilité exacte de notre probleme a l’aide de la
Méthode d’Unicité Hilbertienne, voir la démonstration de la proposition 9.20.

Proposition 8.4 Soit T > 0 et (y°,y') € HF(0,L) x H'(0,L). Il existe un contréle
v € L*(0,T) tel que la solution du probléeme (8.4)-(8.7) vérifie y(z,T) = y,(x,T) = 0,
pour tout x dans [0, L].

De méme que dans le premier chapitre, nous avons besoin d’un résultat de controle dans
des espaces plus régulier pour pouvoir appliquer notre argument de point fixe au probleme
non linéaire. Le controle doit donc étre pris dans H'(0,7), les conditions initiales seront
alors plus régulieres également, i.e. prises dans Hz x Hj(0,L). Pour démontrer que le
systeme est alors bien controlable, nous allons appliquer la méthode d’ Urquiza a notre
probleme, i.e nous allons augmenter le nombre d’inconnues du probleme et appliquer
H.U.M. On obtient la contrélabilité sur Hz x H}(0, L) avec la Proposition 8.2.
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Théoréme 8.5 Soient T > 0 et L > 0. Pour tout (y3,ys) et (y%,y1) dans Hz x H}(0, L),
il existe un controle g appartenant ¢ H*(0,T) et une fonction y dans C([0,T), H3) tels
que

Yst — Yzz t Yzzzz = 0, (8.8)
Y(0,.) =y(L,.) = yua(L,.) =0, (8.9)
Yoz (L, ) = g, (8.10)

y(,0) =10, vl 0) = yp, (8.11)

et vérifient y(.,T) = y3, et y;(., T) = yr.

8.4 Controlabilité du non linéaire.

Nous allons démontrer la controlabilité exacte autour de zéro du probleme non linéaire,
c’est a dire, que le probleme de controle frontiére suivant est exactement controlable dans
un voisinage de zéro.

Yit — Yoo + Yoawz + (U )z = 0, (8.12)
y(0,t) = y(L,t) =0, (8.13)
Yzz(0,1) = 0, (8.14)

Yoz (L, 1) = v(2), (8.15)

y(z,0) = y°(2), ys(,0) = y' (z), (8.16)

La stratégie est exactement la méme que dans le chapitre précédent, i.e nous allons trouver
un espace de Hilbert ol appliquer le théoreme du point fixe de Banach. Afin de résoudre
(8.12)-(8.16), on écrit y = S°(¢)(y°, y*) +y1 +y2 ou S(.) = (S°, S1) désigne le semi-groupe
associé & l’opérateur A du paragraphe 8.2 et ol y; et v, sont les solutions respectives des
deux problemes non homogenes suivants

Yitt — Y1zz + Yizaze = 0, (8.17)
y1(0,t) = y1(L,t) =0, (8.18)
Y1z2(0,1) = 0, (8.19)

Y1z (L, t) = v(2), (8.20)
y1(z,0) =0, (8.21)
Y1t(z,0) = 0. (8.22)

Yot — Yowz T Yozzax = [, (8.23)
y2(07t) :yQ(Lvt) =0, ( )
Youz (0, 1) = Yoza (L, ) = 0, (8.25)
yo(z,0) = 0, (8.26)
yor(2,0) =0, (8.27)
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Nous savons déja que

Nous allons maintenant introduire une fonction dont les points fixes seront solutions
du probleme. Tout d’abord, si (yo,y1) = 0, soit I' 'application

[:(y),yp) € Hy x Hy(0,L) = ug(., L) € H(0,T)
ol u est la solution du probleme homogene rétrograde

Uy — Ugg + Uggaz = 0,
u(0,t) = u(L,t) =0,
Ug(0,8) = gy (L, 1) = 0,
u(, T) =uy, w(.,T)=up,

avec (ur, uer) = A~ (Y, yr)-
Soit F' I'application linéaire suivante,

F:ye L*0,T, H3) — F(y)

avec

F(y) =S°() %" y") + ¢1 o T((3, y3) — S(T)(¥°, y*)+
(2 (y2) (5 T), b (y2) (5 T)) 4 o (—yiy)-

On peut aisément vérifier que F(y) appartient & L?(0,7T, H3). F est bien définie et conti-
nue. Chaque point fixe y de F' vérifie I’équation non linéaire de Boussinesq et au temps
T on a (y(T,.),v:(T,.)) = (y%, y+). Pour démontrer I'existence d’un point fixe de F', nous
allons appliquer le théoreme du point fixe de Banach a la restriction de F' a une boule
fermée B(0, R) dans L%(0,T, Hs).

A Taide d’estimés sur les normes des applications utilisés, on montre qu’il existe un
rayon R tel que

(8.33)

F(B(0,R)) C B(0,R)
et qu’il existe C3 €]0, 1] tel que

Vy,z € B(0, R), || F(y) — F(2)ll < Csllly — 2lll,

olt |||.]|| désigne la norme dans L*(0,T, H3).
Nous avons alors le théoreme de controlabilité exacte locale de I’équation non linéaire.

Théoréme 8.6 Soit L > 0 et T > 0. Il existe 1o > 0, tel que pour tout (y°, y*), (y>, y+)
dans Hy x H;(0,L) avec

||(yoay1)||H3><H5(o,L) <o, et ||(y3“ay71“)”H3><Hé(0,L) < To,
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il existev e HY(0,T) ety € C([0,T], Hs)(L*(0,T, H' (0, L)) vérifiant

Yt = Ygz — (y2 + ymx)xm

y(0,t) = y(L,t) = 0 dans L*(0,T),
yzz(oa t) = 0,

y(z,0) = y°(x) et yi(x,0) = y' ()

et tel que y(.,T) = y% et y(., T) = yom.



Chapitre 9

Annexe

Cette annexe comporte 'article sur I’équation de Boussinesq qui a été accepté pour
publication dans le journal “Integral and Differential Equations”. Nous donnons dans cet
article toutes les démonstrations de la deuxieme partie.
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CHAPITRE 9. ANNEXE



Exact controllability of the
Boussinesq equation on a bounded
domain.

The purpose of this article is to study the exact boundary controllability of the classical
Boussinesq equation. The control is applied to the first spatial derivative and then, to the
second spatial derivative, both at the right endpoint. The exact controllability of the
linearized problem is essentially proved by using the Hilbert Uniqueness Method. From
this result, we deduce the exact boundary controllability for the nonlinear Boussinesq
equations. The main improvements compared to existing results in the literature are the
absence of restrictions on controllability time, the use of more regular spaces and the
extension of the exact boundary controllability to the nonlinear Boussinesq equation.

9.1 Introduction

Classical Boussinesq equations are often used as models for the propagation of small
amplitude, long waves on the water surface. They are perturbations of the linear wave
equations and were discovered by Boussinesq [8]. In particular, they were the first models
to take into account nonlinear and dispersive effects of waves propagation. They are often
used to predict wave elevation in harbors [42] and wave interaction in the nearshore
zone [34]. Boussinesq theory was the first one to provide a scientific explanation of the
phenomenon of solitary waves, discovered by Scott-Russell. In this article, we consider an
equation of Boussinesq type which may serve as model for nonlinear strings, see Bona and
Sachs [5], named the “good Boussinesq equation”,

Yt — Yux + Yzzax + (yQ)m = 0. (91)

Recent controllability results have been obtained by B.Y. Zhang for a distributed control
[47]. The boundary controllability of the linear Boussinesq equation has been investigated
by J.L. Lions in [28]. Two kinds of boundary control have been considered. When vy, (L, t)
is assumed to be controlled, the following result is proved in [28].

YAMS subjet classification 93B05, 93B15, 93B52.
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Theorem 9.1 Let T > 2L. For every (y°,y') in L*(0,L) x H 2%(0,L), there erists a
control v in L?(0,T) such that the solution of

Yst — Yzz t Yzezz = 0,

y(0> t) = yz(oat) = y(L’ t) =0,
Yz(L,t) = v(t),

Yt=0 = ?JO; Yit=0 = yla

satisfies Yj—r = Yg—1 = 0.

Alternatively, when y,,(L,t) is controlled, the following result is also provided in [28].

Theorem 9.2 Let T > 2 (L + ﬁ), where Ay denotes the first eigenvalue for the ope-
rator —A with the Dirichlet boundary conditions. Then, for every (y° y') in L*(0,L) x
H=Y(0, L), there exists a control (vy,vs) in L*(0,T) x H'(0,T) such that the solution of

Ytt — Yo + Yzooe = 07
y(0,1) = y2s(0,2) = 0,
y(L,t) = vi (1),

Yaa(Ls ) = v2(1),

Yji=0 = Y, Yiejt=0 = Yy

satisfies Yj—r = Yg—1 = 0.

In a first time, we prove the exact controllability of the nonlinear Boussinesq equation
with control on y,(L,t), for initial data taken in H?(0,L) x L?(0, L) and for every time
T > 0. In a second time, we prove the exact controllability of the nonlinear Boussinesq
equation with control on y,,(L,t) with initial data taken in H*(0,L) x Hy(0, L) and for
every time 7" > 0. The main changes compared to Theorem 1 and Theorem 2 are the
following : there is no restriction on 7" and L, we use more regular spaces and we prove
the exact controllability of the nonlinear Boussinesq equations.The main theorems are
described below. First, we introduce two new spaces,

H, = {ve H*(0,L) : v(0) =v(L) = v,(0) = 0},
Hs;={ve H*0,L): v(0) = v(L) = vy(0) = 0}.

Theorem 9.3 Let L > 0 and T > 0. There exists 1o > 0 such that, for every

(yO, y1)7 (yg“7y71“) mn H2 X L2(07 L) (92)

with
||(y07y1)||H2(0,L)><L2(0,L) <1y and ||(yg“ay%)||H2(0,L)xL2(O,L) < Ty, (9.3)

there exist v € H(0,T) and y € C([0,T], H*(0, L)) C*([0,T], L*(0, L)) satisfying

Yt = Ygz — (y2 + yww)wwa

y(0,1) = y(L,t) =0,

y(0,%) = 0,

v (L, t) = v(t),

y(z,0) = y°(z) and yi(x,0) = y'(z),
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and such that y(.,T) = y% and y;(.,T) = y+.
Theorem 9.4 Let L > 0 and T > 0. There exists ro > 0 such that, for every

v’,y"), (yr,yr) in Hy x Hy(0, L) (9-4)

with
||(y Y )||H3(0 LyxHY(0,L) < T0 and ||(yTayT)||H3 L)xHL(0,0) < T0, (9.5)
there exist v € H(0,T) and y € C([0,T], H*(0, L)) C*([0,T], H}(0, L)) satisfying

Ytt = Yoz — (y2 + yzz)zzv
y(oat) = y(Lvt) =0,
Yz (0,1) = 0,
ymm(L t) = U(t)
y(z,0) =y°(z) and y(z,0) = y'(v)

and such that y(.,T) = y% and y(.,T) = yp.

The plan of the article is as follow. In Section 2, we study the problem with control on
Yz(L, t). In subsection 2.2, we first show that the result in Theorem 9.1 is still valid for any
T > 0. Then we prove the exact controllability with initial data taken in H, x L?(0, L).
In subsection 2.3, we demonstrate the exact controllability of the nonlinear Boussinesq
equation (Theorem 9.3). In Section 3, we study the problem with control on y,,(L,t). New
energy inequalities are needed to prove (in section 3.2) the controllability of the linear
equation with initial data taken in Hz x H; (0, L). Finally we prove in subsection 3.3 the
exact controllability of the nonlinear Boussinesq equation (Theorem 9.4).

9.2 Exact controllability with control on y,(L,1).

Let L be a positive number. Since we aim to apply the Hilbert Uniqueness Method to
the linearized problem, we first have to study the homogeneous linear problem.

9.2.1 The homogeneous Cauchy problem.

We apply the theory of compact operators to the following Cauchy problem, with
(4% ¢') in H§(0, L) x L*(0, L).

Ptt — Paz + Pzaaz = 0, (9.6)
#(0,t) = ¢(L,t) =0, (9.7)
$2(0,t) = ¢o(L,1) =0, (9.8)
¢(,0) =%  &(,0) =g (9.9)
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Let Vo = H(0, L) and ||v|lv, = ||Vsallz2(0,z)- We define the operator A as
Ad) = _¢zz + ¢zmzma

with domain

D(A) ={¢ € Vo; Agp € L*(0, L)} C L*(0, L);

that is, D(A) = {¢ € H*(0,L),#(0) = ¢(L) = ¢,(0) = ¢,(L) = 0}. Tt is easy to check
that A is a closed operator with dense domain in L?(0, L).

Let K = A~'. It is obvious that K is a (bounded) selfadjoint and compact operator from
L?(0, L) into itself. We then deduce that L?*(0, L) has an orthonormal basis (¢, )nen of
eigenvectors of K, i.e. foreach n > 1, K¢,, = u, ¢, for some real number p,,. We have u,, >
0, i1 < py, and p, — 0 as n — +oo. Therefore, setting A, = 1/, we have Ad, = A\, o,
and A\, — 400 as n — +oo. We then deduce, by the variational theory ([29], Chapter
3, Theorem 8.2), that for any (¢°,¢!) € H2(0,L) x L?(0, L) the homogeneous problem
(9.6)-(9.9) has a unique solution ¢ € C(R; HZ(0,L))(C*(R; L?(0, L)), and the solution
depends continuously on the initial data (¢°, ¢') for the usual topology on HZ(0,L) x
L?(0, L). More precisely, we have the following result

Proposition 9.5 For every (¢°,¢') € H2(0,L) x L*(0, L), the solution of the homoge-
neous problem (9.6)-(9.9) is decomposed in Fourier series as

{ d(z,t) = >0 <¢2 cos(wgt) + ﬁ—’z sin(wkt)) br,
¢2 = (¢07 qsk)sz ¢llc = (d)17 ¢k)L27

with wy, = /.

9.2.2 Observability of the homogeneous problem and controlla-
bility of the linear equation.

In this section, we first apply the classical Hilbert Uniqueness Method to prove that
the result in Theorem 9.1 is valid for every T" > 0. Then, we apply a method due to José
Urquiza (see [44]) to prove the exact controllability of the linear Boussinesq problem in
H, x L%(0, L). We first study the sequences of eigenvalues and eigenvectors of A, in order
to obtain an observability inequality.

It is easy to check that the eigenvectors of A may be written as

¢(z) = acos (a(z — g)) + bsin (a(z — g)) + ccosh (B(z — g)) + dsinh (B(z — g))7
¢(0) = ¢(L) = ¢w(0) = ¢w(L) =0,
with
o= %Handﬁ: —1+;/\+1, (9.10)

A being the corresponding eigenvalue. After some computations, we get the two following
sequences of eigenvalues (A1p)n>1 and (Aop)n>1 -
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— (A1,n)n>1 corresponds to the positive solutions of

atan (%) = —[tanh (%) (9.11)

and the associated eigenvectors take the form

H1u() = fin [COSh (%) cos (az — %)) — o8 (%) cosh (8(z — g))} . (9.12)

The coefficients (fi,) are chosen in such a way that the ¢;,’s are normalized in
L?(0, L). The proof of the following lemma is left to the reader.
Lemme 9.6 For everyn > 1, (9.11) has a unique solution o, such that

oy, L T T
: E(———l—mr,——i—mr).

2 2 2
Notice that for n = 0, the solution oy would be negative, which is excluded (see
(9.10)).
— (A2;n)n>1 corresponds to the positive solutions of
L L
B tan %) = atanh AL (9.13)
2 2
and the associated eigenvectors take the form
L L L L
bon(T) = fom [sinh (%) sin (a(z — 5)) — sin (0‘7) sinh (B(z — 5))] . (9.14)
The coefficients (fs,) are chosen in such a way that the ¢o,’s are normalized in
L?(0, L).
Lemme 9.7 For everyn > 1, (9.13) has a unique solution oy, such that
oy nl c ( T n T n )
5 5 T oM g ),

Notice that for n = 0, the solution would be 0, which is excluded ( A, = 1/p,,).
PROOF : Let L > 0, we aim to prove that

L vo2+ 1L
f:ar— Va2 + 1tan (%) — atanh (%)

.. . al
is increasing as long as tan <7) > 0.

(@) =——=2_tan (%) + gm (1 + tan%%))

va?+1L L o? - hz(\/oz2+1L)
2 Vol 11 an 2 ’
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L o? vo?+1L
"o >—\/a2+1+—7tanh2( )
f( ) 92 /a2+1 92
L o tanh Va2 +1L
2Va?24+1 o 2
L 0 o (Vo2 +1L 2va?+1 va?+1L
Z — ].+Od tanh — tanh _
2vVao? +1 2 L 2
N
2v/a?2 + 1 2
2 L o [ Va2 +1L L va?+1L
_c|= ) tanh? [ Y22 ) 262 1+ Ttanh [ Y2 T ) .
7 a2+1[4(a+)tan ( 5 5 o? 4+ 1tan 5

But 1 — tanh? (7“"22+1L> > 0 for every a > 0. Let y = £v/a? + 1 then

Z(QQ + 1) tanh?

L? Vol +1LY)
2
L Va2 + 1L
5V a? + 1tanh (%) = y*tanh®(y) — y tanh(y).

For y > 1.2, y? tanhZ(y) — ytanh(y) > 0; hence, f is increasing on each interval
where tan (@) > 0 and % > 1.2.

If 0 < % < 7 then

N

al al
tan [ — | > —,
2 2

Vo2 + 1L Va2 +1L
tanh 5 < 5 )

Thus, 7"‘"22“% tan (%) — % tanh (7“’2;’1]4) > 0, which completes the proof of Lemma,
9.7.
We study in more details both sequences of eigenvalues and the associated eigenvectors.

Lemme 9.8 For everyn € N, A\, < Agp.

PRroOF : We first notice that for every n > 0,

Mo o € ([2(—% + 20T+ 12 -1 [2(F +2n%)* + 1] — 1)

4 ’ 4
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Let n € N* and «, 8 be the constants associated with Ay, tan (%) = %tanh (%L) Hence,

atan (%) + [ tanh (%L) = #tanh (%L) > 0. As the function A — atan (%) +
[ tanh (%L) is increasing on the interval in question, we can conclude that A, < Agp.
We bring together the two sequences in one and only one by letting, Aox—1 = A1,
Aok = Aoy, for any k > 1 and by letting ¢or 1 = ¢1 4, Por = Poy, for any k > 1.
Let n € N*, we denote by «, and 3, the two numbers associated with )\, according
(9.10). First of all, we observe that lim,_, ;o v/Ans1 — VAn = +00. Indeed, we already
know that lim, . A, = +00, hence lim,,_, ., tanh (B“TL) = 1. But lim,,, o ‘;—: =1, so

limg_, o tan ("‘22’“L) =1 and limg_,; o tan (#) = —1. We deduce

. oL s
lim 22k —(——}—/mr):(),

k—+o0 4
. ogpp L 3m B
kEI-Poo 2 ( 4 +hm) =0,

Thus

lm /Aps1 — VAn = +00. (9.15)

n—-+00

Moreover, we have
Lemme 9.9 For every n € N*, ¢ (L) # 0, and

Wy, VL

lim
n—-+o0o

with w, = vV A,.

PROOF : Let k in N*,

(Gok)aa(L) = — for (02, + B2,) sinh (52,2kL) sin (a’z,QkL).

Thanks to equation (9.13), (¢ox)zz(L) # 0. On the other hand,

) cos (P21,

hence, thanks to equation (9.11), we get (¢ox_1)ze(L) # 0. By integration, we get

B kL

(¢2k-1)aa(L) = —frp(0F x + B7 ;) cosh (

7 S () (5 — oin () cos () + s () sinh () cosh (%) -

N~

7

T cosh® (5) (5 + g sin (%) cos (%)) + cos? (3) (f sinh (%) cosh (%) + 5)

so we easily get Lemma 9.9.
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Remark 1.
+oo
Z(wkqﬁg)Z is the square of a norm equivalent to ||¢°|| g2(0,1),
k=1
+oo
> (60" = 16" 720,0)-
k=1

We can apply the following Ingham inequality (seee for example [16], [2]) to our problem.

Lemme 9.10 Let (1) € RZ be a sequence of pairwise distinct real numbers such that

Hm (g1 — px) = +00

|k|—o0
and let T > 0. Then there exist two strictly positive constants c¢; and co such that for
every sequence (ay)g € [2(Z), the series f(t) = Y. % age™! converges in L2(0,T) and it
satisfies

+o0 T +00 ' +oo
c Z |ak\2§/ | Z are™2dt < ¢y Z lag|?.
k=—o00 0 k=—o0 k=—o00

Let (¢o, 1) € Vo x L?(0,L) and ¢ be the solution of (9.6)-(9.9). We apply Lemma 9.10
to f(t) = ¢ua(L,t) + «, with a real, ag = o, o = 0 and for k£ > 1

Mk = —H—k = Wk, )
2 = 237 = (9 — i) (Braa(L)
Thanks to (9.15), we get for every T > 0 two constants ¢ and d such that
(1o + Z (6 + (] ou0?
T
< [ Iswpa
0

<a(joft+ 3 [+ (Aot

k=1

Thanks to Lemma 9.9, there exist two constants ¢;,é > 0 such that

é (a2 + ) (wep)® + (¢,£)2> < /0 [F(B)]?dt < & <a2 + ) ()’ + (¢i)2) :

So using Remark 1, we get the following observability result.
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Proposition 9.11 Let T > 0, there exist two strictly positive constants ¢; and ¢y such
that,
V(¢°,¢") € H7(0,L) x L*(0,L),Ya € R,

T
& (116" 6 persony +07) < / (fealLs ) + 0)dt < & (11(8°, 6 Eperzony + %)
On the other hand, we have the following proposition (see also Komornik [[21], Thm 2.5]),

Proposition 9.12 Let v in L*(0,T), (y°,y*) in L*(0,L) x H (0, L). Then the nonho-
mogeneous problem

Yit — Yoz T Yozzzr = 0, (916)
y(0,t) = y(L,t) =0, (9.17)
yz(0,1) = 0, (9.18)
Y (L, t) = (), (9.19)
y(-0) = 9" w(.0) = (9.20)
has a unique solution y (defined by transposition) fulfilling
y € C([0,T];L°(0, L)) (C*([0,T); H~*(0, L)). (9.21)

PROOF. Suppose that the solution y of (9.16)-(9.20) is regular enough. Let ¢ be a solution
of the homogeneous problem (9.6)-(9.9), with (¢°, ¢') € HZ(0, L) x L*(0, L). Multiplying
(9.6) by y and integrating by parts, we get for any S € [0, 7]

[ e 9100z, 9)-000, (e, )iz =
[ a0 + (04, 6N s0rrmmnagossizon
(9.22)
Let
Ls(9( )u(. ) =
[ e 0000+ 490 8o gasyesons
The linear map,

(6(., 8), ¢u(., 8)) — (¢, ¢")

is an isomorphism from HZ(0, L) x L?(0, L) into itself. Hence we deduce from Proposition
9.11 that

(¢(7 S)a ¢t('a S)) — LS(¢(7 S)7 (bt('a S))
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is continuous on HZ(0, L) x L*(0, L). Therefore, for any S € [0, T], equation (9.22) defines
(y(.,S),y:(., S)) as a unique element in L?(0, L) x H *(0, L). We conclude as usual that
if (y°,y') € L?(0, L) x V] and v € C*([0,T]) then

y € C([0,T]; L2(0, L)) () C* ([0, T); H(0, L)).

The proof of Proposition 9.12 is completed by a density argument.
The result of controllability is the following one.

Proposition 9.13 Let T > 0 and (y°,y') € L*(0,L) x H ?(0,L). Then there ezists a
controlv € L*(0,T) such that the solution of (9.16)-(9.20) satisfies y(x,T) = y;(z,T) = 0.

PROOF. We apply the Hilbert Uniqueness Method due to J.L.Lions [27]. We consider the
map

Aor: Vo x L*(0,L) — Vg x L*(0, L)
(¢01 ¢1) — (wt(', 0), _w(’ 0))

where ¢ is the solution of the homogeneous problem (9.6)-(9.9), and % is the solution of
the backward problem

Vit — Ve + Yrzaz = 0,
¥(0,t) = (L, ) = ¢(0,) =0,
Vu(L,1) = ¢uz(L, 1),
U(z,T) = (2, T) = 0.

Thanks to the time reversibility of (9.23)-(9.26) and Proposition 9.12, Ay is a well-defined
continuous map from F = HZ(0,L) x L?(0, L) into its dual F'. On the other hand,

<mmwﬁﬁxw%w»mF:A(@AL@yﬁ

Thanks to Proposition 9.11, this expression is the square of a norm on F' equivalent to the
norm considered. Consequently, Ay is an isomorphism from F onto F’, and we conclude
that the linear Boussinesq equation is exactly controllable in L?(0, L) x H~%(0, L).

We now prove the exact controllability of the linear Boussinesq equation with initial
data taken in Hy x L?(0, L) and with a more regular control (H'(0,T) instead of L?(0,T)),
by means of a method due to José Urquiza [44].

Proposition 9.14 Let T > 0 and (y°,y*) € Hy x L?*(0,L). Then there exists a control
v € HY(0,T) such that the solution of (9.16)-(9.20) satisfies y(z,T) = y;(x,T) = 0.
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PROOF : Given initial data (y°,y') € Hy x L*(0,L) and a function v € H*(0,T), with
v(0) = y9(L), we look at the following problem

Ytt — Yoo T Yzzes = 0, (9.27)
y(0,.) =y(L,.) =0, (9.28)
yz(0,.) = 0, (9.29)
Y2(L,.) = v, (9.30)
y(,0)=19% (., 0) =y (9.31)

and we search v in such a way that y(.,7) = y(.,T) = 0. Letting y; = z, we get the
following problem,

2t — oo + Zzzzs = 0, (9.32)
2(0,.) = 2(L,.) =0, (9.33)
2;(0,.) =0, (9.34)
2e(L,.) = u, (9.35)
2(.,0) = 2°, 2(.,0) = 2, (9.36)

where v = v, € L?(0,T), and (2°,2') = (y', —Ay°®) € L?(0,L) x H~2(0, L) ( recall that
A is defined by Ay = —Yzz + Yzaze, see Subsection 2.1). According to Proposition 9.12,
v, = z € C([0,T); L*(0, L)), 2 € C([0,T]; H2(0, L)) and y is solution of the following
elliptic problem, with ¢ viewed as a parameter,

Yoz t Yzzzz = —Zt; (9.37)
y(0,¢) = y(L,t) =0, (9.38)
y2(0,1) = 0, (9.39)
yz(L,t) = v(t). (9.40)

Thanks to the continuity of the data in relation to ¢ (namely, z; and v), we deduce that
y € C(|0,T), H,) N C*([0,T]; L*(0, L)). The problem is to find a function u € L?*(0,7T)
such that the solution (z,v) of

Zit — Zze + Zogaz = 0, (9.41)
2(0,t) = z(L,t) =0, (9.42)
z:(0,t) =0, (9.43)
zz(L,t) = u(t), (9.44)
2(.,0) = 2° 2(.,0) = ', (9.45)
v(t) = u(t),v(0) = yz(L), (9.46)

satisfies z(.,T) = z(.,T) = 0 and v(T") = 0. We look at the application

A:Vox L*(0,L) x R— Vj x L*(0,L) xR
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(%, 8", &) = ((,0), —9(., 0), —w(0)),

where (¢, @) is the solution of the homogeneous problem

¢tt - ¢ww + ¢$$$$ =0,
¢(0> t) = ¢(L> t) =0,

¢I(OJ t) = 07
¢z(L,t) =0,
¢('7 0) = QSOa (bt('a 0) = ¢17
{ Oft(t) = 0,
a(0) = af,

and (1, w) is the solution of the backward problem

wtt - wxx + wzzzz =0,
¢(07t) = ¢(L7t) =0,
¢m(0, t) =0,

Vo (Lyt) = ¢ur(L, ) + aft),
w(aT) =0, wt('aT) =0,

Wy = ¢:c:c(La t) + a(t),
{ w(T)=0.

A is a linear continuous operator from F' = HZ(0, L) x L?(0, L) x R into its dual space.

As

T
(A, 61,07 (6,6 ) = [ (GualLt) + )
0

we deduce from Proposition 9.11 that it is an isomorphism.

For every initial conditions (y°,y') in Hy x L?(0, L), let (2%, 2') = (y', —Ay®) € L?(0, L) x
H2(0,L) (¢°,¢', ) = A1 (2, =2° —y2(L)), u(t) = ¢ue(L, t) +a® and v(t) = fot u(s)ds+
y2(L). The solution y of (9.37)-(9.40) satisfies (9.27)-(9.31) and the control v belongs to

H'(0,T) and satisfies v(0) = y%(L) and v(T) = 0.

9.2.3 Exact controllability of the nonlinear equation.

We now prove Theorem 9.3, i.e., the fact that the following boundary-control system

is exactly controllable in a neighborhood of the null state

Ytt — Yoz + Yzaze + U%)zz = 0,
y(0,.) =y(L,.) =0,
y=(0,.) =0,

v
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with (y°, '), (v%,y+) € Hy x L?(0,L) and v € H*(0,T).

The strategy is as usual to find a good Hilbert space, and to apply the Banach fixed point
theorem in order to find a solution for the nonlinear problem (see for example Rosier [38],
Section 4).

Let y°, ¢yt € Hy x L?(0,L), v € H*(0,T) and f € L'(0,T;L?(0,L)). In order to solve
(9.47)-(9.52), we write y = S°(.)(y°, y') + y1 + yo where S = (S, S*) is the unitary group
associated with the problem (9.6)-(9.9) of Section 2.1, and y;, y, are defined by

Yt — Y1z T Yizzzz = 0, (9.53)
y1(0,t) = yi(L,t) =0, (9.54)
Y1:(0,¢) =0, (9.55)
Yiz(L,.) = v, (9.56)
yi(,0) =0, (9.57)
yi(-,0) =0, (9.58)

Yot — Yooz + Yozaze = [, (9.59)
y2(0,t) = ya(L,t) = 0, (9.60)
Y22(0,1) = Yoz (L, t) =0, (9.61)
y2(-,0) =0, (9.62)
y2:(-,0) = 0. (9.63)

Proposition 9.15 The map ¢ € L*(0,T,H*(0,L)) > (¢*)ze € L*(0,T,L2%(0,L) is
well-defined and continuous.

PROOF : Let y,z € L?(0,T, H?*(0, L)),

T
||(y2)m - (Zz)zz”Ll(O,T,L?(O,L)) = 2/ 1YYz + (Z‘/z)2 — RZgx — (Zw)2”L2(O,L)dt
0

T T
S 2/ ”yyww - Zwa”LQ(O,L)dt + 2/ ”(yw)2 - (zw)ZHLQ(O,L)dt
0 0

We have
T
/ ”yym — RZzx ||L2(0,L) dt
0

T
< [ 1= Delliron + elver - 2o,
0

T (9.64)
< /0 1y = 2l el + Il 1 ae — Zasllizo.0

T T
< 02(/ 1y = zllz2(0.0) |9 [| 22 0.) +/ 12l 20,01y = 2l 220.19)
0 0

< C (||y||L2(o,T,H2(o,L)) + ||Z||L2(0,T,H2(0,L))) ||y - Z||L2(0,T,H2(0,L))-
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Hence, with z = 0 we get yy,, € L*(0,T,L*(0,L)) and letting z — y, we readily get the
continuity of the map y — yy.,. On the other hand,

T T
|1 = P lon = [ 10 = 20+ 2)llizon,
0 0

T
< r — Rz r + 2z ’
< /0 |y 20,1 lz20,1) (9.65)

T
< / ly — 2oy + 2o,
0
< ly = 2lle207,m200,00) || + 2| 200,712 (0,1)) -

Thus (y;)* € L'(0,T,L*(0,L)) and the map y — (y,)? is continuous. So we get the
continuity of the map ¢ € L*(0,T, H*(0,L)) — (¢?)ze € L*(0,T, L*(0, L)).
We now study the solutions y; and y, designed above. Let ¢, : v € HY(0,T) — 4, €
C([0,T], Hy) C C([0,T],L?(0,L))( L?(0, T, H?*(0, L)) be the map which associates with
v the weak solution of (9.53)-(9.58). The map 1, is linear and continuous.

Proposition 9.16 For f € L'(0,T, L?(0, L)) the mild solution yo of (9.59)-(9.63) fulfills
(y2, y2r) € C°([0,T), H3(0, L) x L*(0, L)).
Moreover, the map ¥y : f — (Y2, Yar) s continuous.

We now introduce a map whose fixed point is the solution of the problem. Assume that
y® = y' = 0. Using Proposition 9.14 and the reversibility of (9.27)-(9.31) we obtain a
continuous map

[:(y),yz;) € Hy x L>(0,L) — v € H'(0,T)
such that the solution y of (9.27)-(9.31) with ¢ = y* = 0 fulfills y(.,7) = y> and
vl T)=yr
Let F' be the following map :
Fiye 20,7, B0, 1)) = F()

with

F(y) == S°()° vh)+
1o ((yp yr) — SO W% y') + W2((4)a2) (5 T, (Y2((4%)22))e (- T)) + 2 (— (%) aa)-

F(y) € L*(0,T, H?(0,L)). F is well defined and continuous and each fixed point y of F
satisfies the nonlinear equation (9.47)-(9.52) and (y(7T}.), y(T,.)) = (y%,y+). For proving
the existence of some fixed point for F', we apply the Banach fixed point theorem to the
restriction of F' to some closed ball B(0, R) in L2(0,T, H?(0, L)).
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We need to show that B B
F(B(0,R)) C B(0,R) (9.66)

and
3C5 € (0,1),Vy,z € B(0, R), [[|F(y) — F(2)|l| < Csllly — 2]l

where |||.||| denotes the norm in L?(0,7, H%(0, L)).

Let ||.|| denote the norm in H?(0, L) x L*(0, L). Let K1, (resp. Ko ,K}) denote the norm of
1 (resp. vy, o) as a map from H'(0,7T) (resp. L'(0,T, L*(0, L))) into L*(0,T, H?(0, L))
(resp. L2(0, T, H2(0, L)), C([0,T], H2(0, L) x L2(0, L))).

And let K denote the norm of I' as a map from Hy x L?(0, L) into H*(0,T).

Assume that ||(y% y)|| < 7, ||(¥2,y5)]] < 7, (r will be precised afterwards). Let v,z €
L*(0,T, H*(0,L)), and suppose |||y||| < R and |||2]|| < R.

Then, by (9.65)

IE @I < Coll (o, y)ll + KK (| (v, yr) | + 1(5°, yH)I + K Culllyll[?) + EChlllyll 12
< Cor + 2K, Kr + (K, KK)Cy 4+ K,C1)R?,

where 7 is a real such that [|(y%, y+)|| < r and [|(v°, ¥')|| < r and C; = 2(1 + Cy) with Cy
defined in (9.64). Hence, (9.66) holds if (Cy + 2K, K)r + (K1 KK}C, + K>,C;)R?* < R.
But,

F(y)=F(2) = 10T (2((¥*) ez (2%) ) (T, ), Yt () 2w = (2*)a2) (T, ) +92((2°) o= (47 ) )
Hence,

I|F(y) — F(2)||| < 2(KiKK,CiR|||ly — z||| + C1 K2 R|||y — =]||)
< 201R(K KK + Ko)ll|ly — 2|

We want F' to be a contraction so we impose

1

Let R be some positive number satisfying (9.67). We then take

. R
~ 2(Co + 2K, K)

The proof of Theorem 9.3 is complete.

9.3 Exact controllability with control on y,,(L,1).

In this section, we apply as often as possible the same methods as in section 2. Hence,
most of the proofs will be omitted for an easier lecture, except if there are changes from
section 2, and most of the notations of this section are coming from section 2. We apply
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the Hilbert Uniqueness Method to the problem, hence we first study the homogeneous
Cauchy problem ( subsection 9.3.1 ). In the second subsection, we prove some observability
inequalities. In subsection 3.3, we shall prove the controllability on Hj (0, L) x H~*(0, L),
and then we prove the exact controllability on Hz x H}(0, L), for every T > 0. Finally,
we prove the exact boundary controllability of the nonlinear equation by means of the
Banach fixed point theorem, as above.

9.3.1 The homogeneous Cauchy problem.

We study the following Cauchy problem,

Gtt — Puz + Pozee = 0,
(b(O,t) = ¢(L’t) =0,
(-, 0) = ¢° &(.,0) = ¢".

—

We first apply the theory of closed operators.
Let us recall that Hs = {¢ € H3(0,L);$(0) = ¢(L) = ¢2:(0) = 0} and ||@||lm, =
|pwazllL2(0,)- We define the operator A by

A¢ = _¢ww + ¢mmmma

with D(A) = {6 € Hy; dy € H2(0, L)} D(A) = {$ € H*(0,L),$(0) = 9(L) = $a(0) =
bze(L) = 0}. Tt is easy to see that A is linear continuous from D(A) with the H*-topology
into L?(0, L). With the same arguments as in section 2, we can prove that A admits a
sequence of eigenvectors which is an orthonormal basis of L?(0, L).

Let A be an eigenvalue of the operator —A in the space Hj (0, L) and v the eigenvector
associated. Then

Vgxzr — VUzz = )‘()‘ + 1)7),
v(0) = v(L) = v34(0) = vy (L) = 0.

Hence, each eigenvector v of —A, Hl(0,z) 1s also an eigenvector of A and is associated with
the eigenvalue A\(A+1). But the space generated by the eigenvectors of —A, m3(o,r) 1s dense
in L?(0, L), hence A cannot have another eigenvectors.

Consequently, the eigenvalues of A are written \, = “222 (”222

with the eigenvectors ¢, (z) = \/%sin (%x) Let w, = V\,.
Let us consider the homogeneous problem

+ 1) and are associated

¢tt - ¢xw + ¢zzzz =0,
(*) ¢(07t) = ¢(L’ t) =0,
¢(.,0) = ¢°, #4(.,0) = ¢".

=~



9.3. EXACT CONTROLLABILITY WITH CONTROL ON Yxx(L,T). 97

By the variational theory, we obtain that if (¢°,¢') € H3(0,L) x H (0, L) then ()
has a unique solution ¢ € C(R; H; (0, L)) (C*(R; H (0, L)), and this solution depends
continuously on the initial data (¢°, ¢') for the usual topology on H{(0,L) x H~(0, L).
We get then the following proposition.

Proposition 9.17 For every (¢°, ¢*) € H}(0,L) x H™1(0, L), the solution of the homo-
geneous problem (x) is written in Fourier series as

o(z,t) = ;::i(qbg cos(wyt) + f—’i sin(wgt)) P,
¢2 = (¢0a ¢k)L2a ¢]1<; = (¢1a ¢k)L2,

and we get ¢ € C°([0,T], Hy(0, L)) N C*([0,T], H~*(0, L)).

9.3.2 Observability of the homogeneous problem.

In this subsection, we adopt a quite different proof from the one given by Lions in
[28], for proving the inequality of observability and the exact controllability in H} (0, L) x
H'(0,L). As we have the expression of the eigenvalues and eigenvectors, the proofs are
easier than in section 2.

The energy E(t) of the solution of the homogeneous problem (x) is written

B0 =5 [ () + [6x(0)” + loua(0))

We readily get that E(t) = E(0) = E, for every t in [0, 7] and for ¢ satisfying (x).
Let (do,¢1) € HJ(0,L) x H7'(0,L) and let ¢ be the solution of the corresponding

homogeneous problem (x). As lim,, 4 Wp1 — W, = +00 and wy41 > w, We can apply
Lemma 9.10 to f(t) = ¢.(L,t) + «, with a real, ap = «, o =0 and for k > 1

Mg = — M-k = Wk,
20 = 2075 = (¢ — i) (Pe(L)).
We get then for every T' > 0 two constants ¢; and ¢y such that
cr(laP + Z (60 + (o0’
T
< [ IrwPa
0

\a|2+z (6%)* )] 6ra(L)? ).
<o )
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But ¢, (L) = (—1)kE [ hence we get

27r2k2
(|a|2+||¢0||H1(0L +Z 3w 2 )
T
< [ IrwPa
0
27r2k2
(|04‘2 + ||¢0||H1 (0,1) +Z 3w 2 )

But ¢' € H7'(0, L), hence

T
C_l(||¢0||?{é(0,L) + ||¢1”%{—1(0,L) +a’) < /0 |f(t)[Pdt < ‘3_2(||¢0||?{3(0,L) + ||¢1||?{—1(0,L) +a?)

So we get the following proposition

Proposition 9.18 Let T > 0, there exist two strictly positive constants ¢; and ¢y such
that,
V(¢°, ¢*) € Hj(0,L) x H *(0,L),Va € R,

C_l(”((ﬁo,(151)||§13(0,L)><H—1(0,L)+a2)
T
< / (6s(L, 1) + a)*dt
0

< &(16° o) oy 0) + -

9.3.3 Exact controllability of the linear equation.

We consider the nonhomogeneous problem

Yst — Yoo T Yzzez = 0, (9.68)
y(O,t) = y(Lat) = ym((), t) =0, (9-69)
Yoz (L, ) = v(2), (9.70)

y(0) =9° u(.,0) =y (9.71)

It is exactly controllable at the time T if for every initial conditions (y°, ') taken in a
certain space, there exists a control v such that the solution y of the problem (9.68)-(9.71)
satisfies

y(z,T) = yu(x,T) = 0.

We aim to define a mild solution of (9.68)-(9.71) by transposition,(See Komornik [[21],
Thm 2.5]).
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Proposition 9.19 If v € L*(0,T) and (y°,y*) € H}(0,L) x H (0, L) then the nonho-
mogeneous problem (9.68)-(9.71) admits a unique solution y defined by transposition and
such that

y € C([0,T]; Hy(0,L)) (O ([0, T H (0, L)).

PROOF : Let ¢ be the solution of the homogeneous problem () with (¢°, ¢*) € H (0, L) x
H1(0,L). Let y be a function in C*([0, L] x [0,7]) satisfying (9.68)-(9.71). Multiplying
equation (9.68) by ¢ and integrating by parts on [0, L] x [0,S], with 0 < S < T, we get
L s
| e 8)0(@,9) ~ oo, Sy, $))dz =~ [ u(L, (e
0 0
< (_ylayo)a (¢0, ¢1) > H-1(0,L)x H}(0,L),H}(0,L)x H=1(0,L) -

Let Lg be the following linear operator

S
LS(¢0, (bl) = _/0 ¢Z(L;t)v(t)dt+ < (_yl,yO)’ (¢0’ ¢1) >H*1(O,L)XH(}(O,L),Hé(O,L)fol(o,L) X
We have 1
Ls(¢°,9") = /0 (64(S)y(S) — d(S)y(S))dz.

The linear application (¢(S), ¢:(S)) — (¢° ¢') is an isomorphism from Hg(0,L) x
H~1(0,L) into itself, hence we deduce that Lg is continuous on H{(0,L) x H1(0,L).
Thanks to Proposition 9.18 there exists a constant C > 0 independent of 3°, ', v such
that

||(y(5),yt(S))”Hg(o,L)xH—l(o,L) < C(”U”L?(O,L) + ||(Z‘/Oa yl)”Hg(o,L)xH—l(o,L)),

for every S € [0,T]. More else, if (y°,y*) € H}(0,L) x H*(0,L) and v € C*([0,T])
with v(0) = 0, then y € C([0,T]; Hy) (C*([0,T); H (0, L)). We deduce the result of
regularity by density.

We can now prove the controllability of the problem.

Proposition 9.20 Let T > 0 and (y°,y') € H7*(0, L) x H}(0, L). There exists a control
v € L*(0,T) such that the solution of (9.68)-(9.71) satisfies y(x,T) = yi(x,T) = 0, for
every x in [0, L].

PrOOF OF PrROPOSITION 9.20. We apply H.U.M. That is, we consider the application

Ao : Hy(0,L) x H*(0,L) — H *(0,L) x Hy(0, L)

(gboa ¢1) — ("/)t('a O)a _1/)('7 0))
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where ¢ is the solution of the homogeneous problem (x) and 1) the solution of the backward
problem

wtt - www + wavxxx = 0,

$(0,2) = ¥(L, 1) = ¢4(0,2) = 0,

www(La t) = —¢$(L, t)a

Y(x, T) =0, Y(z, T) = 0.
Thanks to time reversibility of the backward problem and Proposition 9.19, Ay r is a well
defined continuous map from F = H}(0,L) x H~'(0, L) into its dual F’. On the other
hand,

(Mo (6°,6Y), (8, 6")) g 1o = / (62 (L, 1)) 24t

Thanks to Proposition 9.18, this expression is the square of a norm on F' equivalent to
the norm considered. Hence Ay r is an isomorphism from F' onto F’, and the system is
controllable.

It can be interesting to get a control in H'(0,7), with initial conditions taken in
Hs x H;(0, L) with Hy = {y € H*(0,L), y(0) = y(L) = y,.(0) = 0}. We still apply the
method due to José Urquiza.

Proposition 9.21 Let T > 0 and (y°,y') € Hs x H}(0,L). There exists a control v €
H'(0,T) such that the solution of (9.68)-(9.71) satisfies y(x,T) = y:(x,T) = 0, for every
x in [0, L].

PROOF : Given (y°,y') € Hs x H;(0,L) we consider the following problem

Yst — Yzz t Yzezz = 0,
Y(0,8) = Y2(0,8) = y(L, 1) = 0,
Yoz (L, t) = v(1),

y(,0) =9 u(,0) =y,

and we search v such that y(.,7) = 0, y(.,T) = 0. Letting y; = z, we get the following
problem

2t — Zge + Zexze = 0,

2(0,.) = 222(0,.) = 2(L,.) =0,

zz2(L,.) = u,

2(.,0) = 2% z(.,0) = 2!,

with u = v, € L*(0,T), (2% 2') = (y',—Ay°) € H;(0,L) x H*(0,L), and A being the
operator of Subsection 9.3.1. According to Proposition 9.20, y, = z € C([0,T], Hy (0, L)),
and y is the solution of the following elliptic problem, with ¢ viewed as a parameter and

z € C([0,T], H71(0, L)).

—Yzz T Yzzzz = —2ts
y(0,.) = ¥22(0,.) = y(L,.) =0,
Yoz (L, .) = .
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From the regularity and the continuity of the data in relation to ¢, we deduce that y €
C([0,T), Hs). The problem of controllability lies in the existence of a function v € L*(0,T’)
such that the solution (z,v) of

2t — Zzx + Zpzex = Oa

2(0,.) = 222(0,.) = 2(L,.) =0,
zz2(L,.) = u,

2(.,0) = 2% z(.,0) = 2!,

{0 fwm,

satisfies z(.,T) = z(.,T) = 0 and v(7T") = 0. We consider the application
Ar: Hy(0,L) x H'(0,L) x R — H™'(0,L) x Hj(0,L) x R

(6%, 8", a°%) — ((.,0), —1(.,0), —w(0))

where (¢, @) is the solution of the following homogeneous problem

(btt - ¢zw + ¢zzzz =0,

¢(05 ) = ¢ww(0’ ) = ¢(L’ ) =0,
¢ww(La ) =0,

¢(’0) = d)O’ ¢t(’0) = ¢15

Qy = Oa
a(0) = a®,

and (1, w) is the solution of the backward problem

wtt - www + ¢wwww =0,

Tﬁ(Ua ) = Q/wa(oa ) = w(La ) =0,
Yuz(L,.) = =0 (L,.) + «
d}(’T) = 01 wt(aT) =0

Wy = _¢$(L7 ) + «,
w(T) =0.
We get then
T
(A(¢%,¢',0°), (6, ¢',0")) = —/O Oo (L) Yz (L)dt — a°w(0).
Hence,

(A(6°, 61, 0%), (¢°, ¢, o)) = / (6a(L) — a)2.

We get then the controllability on Hs x H{(0, L) with Proposition 9.18.
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9.3.4 Exact controllability of the nonlinear equation.

We prove Theorem 9.4, i.e the fact that the following boundary-control system is
exactly controllable in a neighborhood of the null state.

Yit — Yoo + Yozwz + (U )z = 0, (9.76)
y(0,t) = y(L,t) =0, (9.77)
Yzz(0,1) = 0, (9.78)

Yaz (L, 1) = v(t), (9.79)

y(z,0) = ° (), y,(z,0) = y'(2), (9.80)

where (y°,y') € Hy x Hj(0,L) and v € H'(0,T). The strategy is the same as in section
9.2.3, i.e to find a good Hilbert space, and to apply the fixed point theorem in order to
find a solution for the nonlinear problem. In order to solve (9.76)-(9.80), we write y =
SO(1)(y°, y*) +y1 +yo where S = (S0, S1) is the unitary group associated with the operator
A of Section 3.1 and y; and y, are the respective solutions of the two nonhomogeneous
problems

Yitt — Yoo T Yizzaz = 0, (9.81)
y1(0,t) = y1(L,t) = 0, (9.82)
Y122(0,1) =0, (9.83)
Y1aa(L, t) = v(t), (9.84)
yi(z,0) =0, (9.85)
Yy1:(z,0) = 0. (9.86)

Yout — Yowew + Yozwwz = [ (9.87)
Y2(0,t) = ya(L,t) = 0, (9.88)
Y22z (0,1) = Yaua (L, 1) = 0, (9.89)
y2(7,0) =0, (9.90)
yor(z,0) = 0, (9.91)

Proposition 9.22 The map ¢ € L*(0, T, H3) — (¢*)ze € L*(0,T,H*(0,L)) is well-
defined and continuous.

PROOF : Let y, z € L*(0,T, H3),

T
||(l/2)m - (22):c:c||L1(0,T,H1(0,L)) = 2/ 1YYza + (yw)Q — RZgy — (Zz)2||H1(0,L)dt
0

T

T
<2 / 19yse — 2zsell oyt + 2 / 1) — (20)lrco.0y
0 0
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We have
T
/ |YYoz — 22eal| 10,0 dt
° T
< / 1 = Daellso.s) + 12(wes — 2s0) 10,0

T
< C’onst/ ly — 2l m10,0) [|Yzzll 0,2y + 1|21l 10,0 V2w — 22| 10,1
0
< Const(||yllr20,r,m3) + |21l 200,85)) 1Y = 21 £2(0,7,13)
Hence, with z = 0 we get yy,, € L'(0,T, H'(0, L)) and letting z — y, we readily get
the continuity of the map y — yy,,. On the other hand,

T T
/ 1(52)* = (2)*llmr1 0,2y = / 1% — 22) (Y2 + 22) |12 0,1),
0 0

T
< Const T — Az||H! r + Zz||H1 s
< Const [l = zdlwanlye+ zlmon:  ggn

T

< Const/ ly — Z||H3(0,L)||y + Z”Hs(O,L)a
0

< Const|ly — 2|20, 5) |y + 2l 22(0,7,15)-

Thus (y;)? € L*(0,T,H'(0,L)) and the map y — (y,)? is continuous. So we get the
continuity of the map ¢ € L?(0,T, H3) — (¢?)ze € L'(0,T, H*(0, L)).

We now study the solutions y; and y, designed above. Let ¢, : v € HY(0,T) — y; €
C([0,T), Hs) C L?(0,T, Hs) be the map which associates with v the weak solution of
(9.53)-(9.58). The map 1), is linear and continuous.

Proposition 9.23 For f € L'(0,T, H'(0, L)) the mild solution y, of (9.59)-(9.63) fulfills
(y2,y21) € C°([0,T], H3 x H'(0, L)).
Moreover, the map ¥y : f — (Y2, Yar) 1S continuous.

We now introduce a map whose fixed point is the solution of the problem. Assume that
y® = y! = 0. Using Proposition 9.21 and the reversibility of (9.72)-(9.75) we obtain a
continuous map

I':(y},yr) € H3 x Hy(0,L) —v e H'(0,T)

such that the solution y of (9.72)-(9.75) with 3° = y' = 0 fulfills y(.,7) = %9 and

yt(': T) = y’%
Let F' be the following map :

F:ye L*(0,T, Hs) — F(y)
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with

F(y) :==5°C) (" v")+
Y1 o D((h, y1) = S(T)(°, y") + (W2 (%)) (5 T), (W2 ((¥)2))e(-, T)) + Y2 (= (47) )

F(y) € L*(0,T, H3). F is well defined and continuous and each fixed point y of F' satisfies
the nonlinear equation (9.76)-(9.80) and (y(T,.),v:(T,.)) = (y%,y3). For proving the
existence of some fixed point for F', we apply the Banach fixed point theorem to the
restriction of F' to some closed ball B(0, R) in L?(0,T, Hj).
We need to show that

F(B(0,R)) C B(0,R) (9.93)

and
3Cs € (0,1),Vy, 2 € B(0, R), [|[[F(y) = F(2)[l] < Csllly = =I],

where |||.||| denote the norm in L?(0,7T, Hs). Let ||.|| denote the norm in Hz x H*(0, L).
Let K, (resp. Ky ,K}) denote the norm of v, (resp. v, 1) as a map from H'(0,7T) (resp.
LY0,T,H'(0,L))) into L*(0,T, H3) (resp. L*(0,T, Hs), C([0,T], Hs x H(0,L))).
And let K denote the norm of I as a map from Hjz x H} (0, L) into H*(0, 7). Assume that
I1v% vt < 7, |y%, yz|| < r, (r will be precised afterwards). Let y,z € L*(0,T, H3), and
suppose |||y[[| < R and [[|z]|| < R.
Then, by (9.92)

IEWN < Coll(yo, y)|l + KK (1w yr) | + 1° vl + K3Culllyll ) + K2Culllyll 2
< Cor + 2K, Kr + (K1 KK}C, + K,C)R?,

where 7 is a real such that [|(y%,y+)|| < r and ||(v% y')|| < 7. Hence, (9.93) holds if
(C() + 2K1K)T‘ + (KlKKé(Z’l + KQCl)RQ S R.
But,

F(y)_F(Z) = ¢10F(¢2((y2)zz_(22)$$) (T’ ')a th((yQ)xw_(ZQ)zz)(Ta -))+w2((z2)ww_(y2)ww)-
Hence,
I1F(y) = F(2)|l| < 2(K1KKyCiR|||ly — 2]|| + CLER|||y — 2]|[)
<201 (KWK Ky + Ko) R||ly — 2]

We want F' to be a contraction so we impose

1

Let R be some positive number satisfying (9.94). We then take

B R
~ 2(Co + 2K, K)

r

The proof of Theorem 9.4 is complete.



Troisieme partie

Etudes numériques.
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Chapitre 10

Cas linéaire avec controle sur
yiU:C(La t) o

Dans le chapitre qui suit, nous montrons de maniere numérique que le controle, donné
par H.U.M., obtenu dans la deuxiéme partie permet bien de passer de toute condition
initiale a toute condition finale en un temps 7.

Une version préliminaire de cette partie a été présentée en conférence [12].

L’idée est de décomposer les solutions en série de Fourier dans la base de L?*(0, L)

formée par les ¢y (z) = \@sin(’%x).

Nous allons donc récrire le probleme de contréle sous sa forme variationnelle et choisir
comme fonctions multiplicatrices les ¢y.

Dans tout ce qui suit nous prendrons L = 1 ou L est la longueur du domaine, et 7' =1
ou T est le temps de controle.

10.1 Controle dans L*(0,T).

Nous appliquons la méthode d’unicité hilbertienne utilisée précédemment de maniere
théorique comme algorithme de calcul pour trouver la solution numérique au probleme
de controle, en suivant I'idée de Rosier [39]. On veut donc calculer un contréle g pour que
la solution de

Yt — Yoo + Yozzz = 0,

y(oat) = y(l’t) = yww(oa t) =0,
yww(l’t) = g(t),

Yi=0 = y°, Yijt=0 = y',

vérifie y(.,T) = 0 et y(.,T) = 0.

Comme nous voulons appliquer I'algorithme de H.U.M nous regardons ’application
lindaire A : (u% u') € H}(0,1) x H71(0,1) — (w(.,0), —y(.,0)) € H71(0,1) x H}(0,1)
définie de la maniere suivante :

107
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Soit u la solution du probleme de Cauchy,

Ut — Ugg + Ugzze = 0,
(1) u(0,t) = u(1,t) = uge(0,1) =
u(z,0) = u®(x), us(z,0) = ul(x).

On considere alors y solution de

Yit — Yoz T Yaozzz = 01

y(O,t) = y(l,t) = y:c:c(oat) = 01
(D Yoz (1,1) = —uz(1,1),

Ye=T = 0, Yi|jt=T = 0,

D’apres I’étude théorique réalisée au chapitre 8 I’application A est inversible.

Le probléme est donc de trouver une base de dimension finie, N, de fonctions dans laquelle
approcher les solutions de (I) et (IT). On pourra alors calculer la matrice Ay associée a
A dans cette base et résoudre le probleme. D’apres le chapitre 8, les fonctions propres
associées & 1'opérateur A défini par Au = Ugpee — Uge avec D(A) = {u € H4(0,1), u(0) =
u(1) = Upe(0) = ug(1) = 0} sont les ¢y :  — 2sin(krz), pour k& € N*. Ces
fonctions (¢g)ren+ forment une base hilbertienne de L?(0,1). Nous connaissons donc le
développement en série de Fourier des solutions de (I),

+00
u(z,t) = ; [ug cos(wgt) + Z—j’zsin(wkt) or(x), (10.1)

ot up = (u’, dr)r2(0,1) €t uy, = (u', Pi)r2(0,1) POUr k > 1.
Nous allons donc prendre comme base de dimension finie ((dx)r=1..~, (Or)r=1.~)-
L’algorithme que nous allons appliquer est le suivant :
Nous fixons un temps 7 et un entier N, et des conditions initiales (y°,y'). Nous
cherchons donc un contréle qui nous permette d’aller de (y°, %) & (0,0) en un temps 7.
— On cherche la matrice, Ay, associée a ’application A dans la base de dimension finie
(¢r)k=1..n- Cette recherche se déroule en deux temps :

1. Pour k£ = 1..N, on résout (I) avec comme conditions initiales, u(z,0) = ¢y(x)
et ug(x,0) = 0.

On résout alors (II) a ’'aide du changement de variables y = z+6g, ou 6§ = i

6
2. Pour £ = 1..N, on résout (I) avec comme conditions initiales, u(z,0) = 0 et
u(z,0) = ¢p(z).

On résout alors (IT) avec le méme changement de variables que précédemment.

— On projette (y°,y!) sur 'espace de dimension finie engendré par les ¢y, pour k =
1..N. On détermine alors (¢°, ¢') tels que Ay (¢, ¢') = (y*, —4°).

~ On résout alors (I) avec comme données initiales (¢°, ¢').

— Nous avons alors le controle recherché et la solution du probleme (II) vérifie y(.,0) =

y°, ue(.,0) = y'.
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10.1. CONTROLE DANS L?(0,T).

F1c. 10.1 — Variations de la solution y pour y°(z) = sin(27x), y*(z) = sin(27x).

30

Iy GOl
H ) N
(5] o
T
Il Il

=
o
I

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
t

pour 3°(x) = sin(27z), y'(z) = sin(27z).

F1G. 10.2 — Variations de ||y(., )|/ a1 (0,1
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-8 1 1 1 1 1 1 I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

F1G. 10.3 — Variations du contrdle g pour 3°(x) = sin(27z), y'(x) = sin(27z).

La résolution de ces différents points est donnée dans I'annexe qui suit.

Les figures (10.1) et (10.2) représentent la solution obtenue pour le probleme de Bous-
sinesq avec des données initiales (y°,y') = (sin(27z),sin(27x)) et des données finales a
T = 1 nulles et un nombre de fonctions propres N = 50. La figure (10.3) représentant
le controle montre bien que le controle obtenu est seulement dans I'espace L?(0,7). En
effet, il ne s’annule pas au temps 7' tandis que y;(1,7) = 0.

La figure (10.4) représente la solution obtenue pour le probléme de Boussinesq avec
des données initiales différentes de fonctions propres, mais qui s’annulent au bord et dont
la dérivée seconde s’annule en 0, (y°,y') = (z*(z — 1),23(x — 1)) et des données finales
a T = 1 nulles. La figure (10.6) représente le contréle. On voit qu’au temps 7" = 0 il est
différent de 6 = y,,(1,0) et au temps 7' il est différent de 0 = y,,.(1,7).

Le controle donné par la méthode d’unicité hilbertienne appartient donc juste a
I'espace L?(0,T), on ne peut pas espérer une meilleure régularité. Nous allons donc
implémenter la méthode donnant un controle H'(0,T).
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2

Iyl
o o ROy - = - =
=) © = ) > o ®
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o

I I I I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

o

F1G. 10.5 — Variations de [[y(.,t)||g1(0,1) pour y°(z) = 2*(z — 1), y'(z) = 23(z — 1).
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0.8

0.4r- b

0.2

0.8 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

F1G. 10.6 — Variations du contréle g pour 3°(z) = z3(x — 1), y'(z) = 23(z — 1).

10.2 Contréle dans H'(0,T).

Le controle obtenu précédemment ne nous permet pas d’implémenter la méthode
numérique pour trouver le controle du probleme non linéaire. Nous allons donc dans
ce paragraphe implémenter I’algorithme de calcul du controle dans I’espace H'(0,T) cor-
respondant au Théoreéme 8.5.

Nous procédons dans cette partie comme au chapitre précédent. Nous allons donc dans
un premier temps chercher la matrice Ay correspondant a la restriction & un sous-espace
de dimension finie de ’application linéaire

A:H;(0,1) x H'(0,L) x R — H*(0,L) x Hj(0,1) x R
(U'Ov ula aO) — (yt('a 0)7 _y(': 0)’ —w((]))

définie de la maniere suivante. Soit o un réel et u la solution du probleme de Cauchy

utt_u$$+uzzzz - 0
(I) ¢ u(0,¢) :u(l t) _um( 1) =
u(z,0) = u’(z), w(z,0) = u'(z).

On considere alors (y,w) solution de

Yit — Yoz T Yaozzz = O,
ymx(lat) = _ua:(lat) + «,
y(z,T) =0, y(z,T) = 0.
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F1G. 10.7 — Variations de la solution y pour 4°(z) = sin(27x), y*(z) = sin(27x).

{ wr = —ug(1,t) + a,
w(T)=0

D’apres ’étude réalisée au chapitre 8.4, application A est inversible.
L’algorithme est donc le suivant,

— Nous cherchons la matrice Ay associée a I’application A dans la base du sous-espace
vectoriel de dimension 2N + 1, formée par les vecteurs (¢, 0,0), (0, ¢, 0), (0,0,1)
otl ¢y (z) = /2sin(kmz) comme précédemment.

~ Etant données des conditions initiales (y°,y'), soit (2%, 2!) = (y*,3° — % ). On
projette (2°,2!) sur espace engendré par les ¢ pour k = 1..N. On cherche alors
(u® ul, @) tels que Ay (ul, ut, ) = (21, —2% —42.(1)).

— On résout alors le probleme (I) avec comme données (u
est alors g(t) = [7(—u,(1, ) + @)ds.

— Connaissant le controle, on trouve la solution y avec le chapitre précédent.

Les figures (10.7) et (10.10) représentent les solution du probleme de Boussinesq avec un
controle dans ’espace H'(0,T). Pour pouvoir comparer avec les figures (10.1) et (10.4)
du paragraphe précédent nous avons pris les mémes données initiales et le méme temps
T. Les figures (10.8) et (10.11) représentent le controle H' obtenu dans les deux cas
étudiés. On voit que cette fois, le controle vérifie bien la condition de compatibilité au
bord, g(T) = 0 = y,(1,7), et g(0) = yz(1,0). De plus la solution obtenue est bien plus
lisse que celle obtenue avec le controle dans L2(0,T'), or d’apres le chapitre 8.3, la solution
appartient a C'([0, 7, H3).

Comme la méthode d’unicité hilbertienne nous donne le controle qui minimise la

norme L? parmi les controles admissible, il est intéressant de comparer les normes L2
des différents contrdles obtenus. La figure (10.13) représente 1’évolution des normes L2

0 u'). Le contréle cherché
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F1G. 10.8 — Variations du contrdle g pour 3°(x) = sin(27rz), y' = sin(27z).
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F1c. 10.9 - Variations de [|y(.,)||#1(0,1) pour 4°(z) = sin(27z), y' = sin(27z).
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F1G. 10.10 — Variations de la solution y pour y°(z) = 23(z — 1), y'(z) = z3(z — 1).

-1 L L L L L L I I I

F1Gc. 10.11 - Variations du contréle g pour y°(z) = z3(z — 1), y*(z) = 23(z — 1).
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F1G. 10.12 - Variations de [[y(.,t)||l#1(0,1) pour y°(z) = 2*(z — 1), y'(z) = 2*(z — 1).
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F1G. 10.13 — Variations de ||g||12¢0,7) pour y°(z) = sin(27z), y'(x) = sin(27z).
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des controles L? et H! avec différents temps finaux mais toujours les mémes données ini-
tiales et finales. On voit bien que le controle L? a une norme inférieure & celle du controle
H*' et de plus ces normes décroissent en fonction du temps.

10.3 Vérification avec les différences finies.

Les deux méthodes que nous avons présentées sont spectrales. Il est intéressant pour
valider nos résultats d’implémenter une méthode aux différences finies avec le controle
obtenu par la méthode spectrale et de voir si la solution obtenue alors est bien la méme
que précédemment et tend a s’annuler au temps 7.

Le probleme que nous cherchons a discrétiser est le suivant, :

Etant donnés un temps 7', des conditions initiales (y°, ') et un controle g, on cherche
y solution de

Yt — Yz T Yzzaz = 0,
y(0,1) = y(1,¢) = y2a(0,2) = 0,
Yao(1,1) = g(1),

y(z,0) = y°(x) y:(2,0) = y' (2).

Pour discrétiser ce probleme, nous nous inspirons de la méthode proposée par Leodn et
Zuazua, [25], pour I’équation des poutres. Pour tout N € N, on considére une partition de
Iespace [0, 1], notée P = {zy =0, ...,z; = jh,..,xy41 = 1} ot h = 1/(N + 1) est le pas
d’espace. Pour rendre compte des conditions au bord, on introduit les points z_; = o —h
et Tn42 = Zn41+h. On note y;(t) 'approximation de la solution du probléme au point ;.
On pose également y | = —y; et yn12 = —yn + ¢. On obtient alors la semi-discrétisation
aux différences finies du probleme,

Y, = ;L—j (Yjr2 — Ayjs1 +6y; — dyj—1 +yj—2) + % (Yj+1 — 2y; + yj-1)
pour j = 1.N + 1,
Yo = Yn+1 =0,
Y-1= —Y1,

Ynt2 = —Yn + h’g,
y;(0) =47, y;(0) = y;

Soit 0t le pas de temps, notons y7 = y(ndt, jh). On approche alors le probléme semi
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discrétisé par

1
(61)

. -1
7 =20 + ) = 7 (0 — A 6™ — ]+ )

1
n+1 n+1 n+1
ti2 (it — 27" +yih)

pour j = 1.N + 1,
n+1 n+1 — 0

Y =Ynt1
n+1 __ n+1
Y, ==Y

yrts = =yt + h2g(nét).

Notons A la matrice tridiagonale définie par A(i,i) = —2 et A(4,i +1) = A(i,i — 1) =1
et désignons par Y le vecteur de RV de composantes y; et G" le vecteur de RY défini
par G" = (0, ..,0,g(ndt)). Le schéma s’écrit alors

1 -
(6t)2 (Yn+1 —2y" 4 y” 1) — (

On montre facilement avec [14] que ce schéma implicite décentré est inconditionnellement
stable.

On programme donc cette méthode avec le controle g obtenu avec la méthode spec-
trale. Avec un pas de temps dt = 1072 et un pas d’espace h = 5.1073, on s’apercoit que la
méthode des différences finies donne un résultat comparable a celui de la méthode spec-
trale 10.15. Le résultat obtenu avec la fonction sin(27x) est cependant beaucoup moins
bon qu’avec la fonction polynomiale. Si on augmente le nombre de fonctions propres
utilisées pour la décomposition de la méthode spectrale, sans changer le pas d’espace
ni le pas de temps, le résultat obtenu avec les différences finies ne change pas. En re-
vanche, lorsqu’on prend un pas d’espace plus fin, (10.16), le résultat se rapproche de

celui obtenu avec la méthode spectrale (10.17), pour 6t = 1073 et h = 1073, on a
[lyr1 fydif.finiesHLz(O,T,Lz(O,L))

1 2 1 n+1 1 n
HA +WA)Y+ _EG'

= 2.107%. On peut donc dire que la méthode spectrale que

llymillz20,7,22(0,2))
nous avons implémentée est juste.
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F1G. 10.14 — Variations de la solution avec la méthode des différences finies pour y°(z)

sin(2rzx), y*(z) = sin(27x), h = 2.1073, t = 1073,
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F1G. 10.15 — Variations de la solution avec la méthode des différences finies pour

(x—1),y'(z) =23(x — 1), h=5.1073, ¢t = 1073.
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F1c. 10.16 — Variations de la solution avec la méthode des différences finies raffinée pour
P(z) =23z - 1), y'(z) =2*(x — 1)), h=2.10"3, t =103,
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Différence entre la solution spectrale et la solution aux différences finies pour

Fic. 10.17 -
(x—1), h=21073,t=1073.

V(o) =2*(@ - 1), y'(x) =



Chapitre 11

Cas non linéaire.

Nous allons dans cette partie nous intéresser a la modélisation du probleme de Boussi-
nesq non linéaire. Nous procédons comme dans la partie théorique en itérant la méthode
d’unicité hilbertienne pour avoir une bonne approximation de notre controle et de notre
solution comme point fixe.

11.1 Méthode spectrale.

L’algorithme est le suivant : Etant donnés un temps T, des conditions initiales (3°, %)
et des conditions finales (y%, y+).

— Soit 4y = 0 notre fonction arbitraire de départ pour l'itération.

— Soit g, solution du probléme linéaire sans controle avec y(.,T) = y% et y;(., T) = ym.

Yott — Yozz + Yozazzs = 0;
yO(Oa t) = yO(la t) = yOww(Oa t) = yOzz(la t) = 07
yO(': T) = y’(l)’v yOt(': T) = y%’

Tant que notre solution n’est pas stationnaire, on réitere le procédé
— On cherche 5 solution du probléme linéaire sans controle avec un second membre

égal & —(y?)ya-

Yott — Yozo + Yowawzs = _(y)izi
yQ(Oa t) = y2(1: t) = y2ww(0a t) = waw(la t) = Oa
yo(z, T) =0, yaou(z, T) = 0.

— Enfin, on résout le probléme avec controle pour avoir les bonnes conditions initiales
A l'aide du controle H' du paragraphe précédent. On cherche y; solution de

Yiee — Yizz T Yizzzz = 0,

y1(0,t) = y1(1,t) = ylzz(o’t) =0,

ylmm(lat) = g(t),

y1($, 0) = yO - yo(ﬂi, 0) - yg(x,()), y1t($, 0) = yl - yOt(:Ea 0) - y2t($7 O)v
y1(z, T) =0, yiu(z, T) = 0.

121
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F1G. 11.1 — Variations de la solution y pour 4°(z) = sin(27x), y*(z) = sin(27x).

— On regarde enfin la norme de la différence € = ||y — (yo + y1 + y2)||L20,7,53(0,1.))- Si €
est “suffisamment” petit, on a terminé. Sinon on pose y = 4o + y1 + Y2 et on réitere.

Les figures (11.1) et (11.5) représentent les solutions obtenues pour le probleme de
Boussinesq non linéaire. Ces solutions ont été obtenues au bout d’une dizaine d’itérations
pour une erreur € < 1073, Pour des données initiales petites, la méthode converge donc
tres vite.

Les contrdles correspondants, en figures (11.2) et (11.6) différent assez peu des controles
des problémes linéaires, figures (11.3) et (11.7). Pour voir I'influence du terme non linéaire
sur les solutions, il faut prendre des conditions initiales et finales plus grandes. C’est ce
que nous ferons ensuite.

Il est intéressant de remarquer que bien que le probléme soit réversible en temps (en
posant g(z,t) = y(z,T —t), et g(t) = g(T — t)), les solutions obtenues ne sont pas les
mémes. En effet, considérons I’exemple suivant,

Yit = Yor + Yazor = — (V%) (11.1)
y(0,¢) = y(1,¢) = y24(0,¢) = 0, (11.2)
Yau(1,2) = g(2), (11.3)

y(2,0) = 2°(x — 1), yu(2,0) = 2*(z - 1), (11.4)
y(z,1) =0, yi(z,1) = 0. (11.5)
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12 I I I I I I I I I
0

F1G. 11.2 - Variations du contrdle g pour 3°(x) = sin(27rz), y'(x) = sin(27z).

0.8

F1c. 11.3 — Différence entre le controle du linéaire et le contréle du non linéaire pour
y°(z) = sin(27z), y'(z) = sin(27z).
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Fi1G. 11.4 — Différence entre la solution du linéaire et la solution du non linéaire pour
y°(z) = sin(27z), y'(z) = sin(27z).
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F1G. 11.5 — Variations de la solution y pour y°(z) = 23(z — 1), y'(z) = 23(z — 1).
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F1G. 11.6 — Variations du contréle g pour 3°(z) = z3(x — 1), y'(z) = 23(z — 1).
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F1c. 11.7 — Différence entre le controle du linéaire et le controle du non linéaire pour
W(2) = 2¥(z — 1), y'(z) = 2¥(z — 1).
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FiG. 11.8 — Différence entre la solution du linéaire et la solution du non linéaire pour
Y(z) =2*(x — 1), y'(x) = 23(z - 1).

La solution obtenue par la méthode précédente est représentée en figure (11.5). Considérons
maintenant le probléeme,

Ztt — Zzg + Zgzaz = _(ZQ)wwa (11'6)
2(0,t) = 2(1,t) = 2,4(0,¢) =0, (11.7)

22 (1, 1) = g(1), (11.8)

2(z,0) =0, z(z,0) =0, (11.9)

2(z,1) = 2*(x = 1), z(z,1) = 23(x — 1). (11.10)

Nous remarquons que z(x,t) = y(x,1 —t) est solution de ce probléme. Or quand nous
résolvons directement le deuxieme probleme avec la méthode exposée précédemment, nous
trouvons la solution y(z,t) = z(z, 1 — t) représentée en figure (11.9).

Cette différence tient au fait que le controle u n’est pas le méme dans les deux cas.
Dans le premier cas, le controle vérifie g(0) = y,.(1,0), et dans le deuxiéme cas, le controle
ne vérifie pas ¢(0) = y,.(1,0). Les deux controles obtenus répondent bien a la question.

11.2 Vérification avec les différences finies.

Il est intéressant de valider nos résultats précédents avec une méthode aux différences
finies. Nous avons donc implémenté le schéma suivant inspiré par [25] :

Pour tout N € N, on considére une partition de l'espace [0, 1], notée P = {xy =
0,....,x; =jh,..,xny1 = 1} ot h =1/(N +1) est le pas d’espace. Pour rendre compte des
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F1c. 11.9 - Variations de la solution y pour y°(z) = 23(z — 1), y'(z) = z*(z — 1).

conditions au bord, comme au paragraphe précédent, on introduit les points x | = xg—h
et Ty42 = Tn41+h. On note y;(t) 'approximation de la solution du probléme au point z;.
On pose également y | = —y; et yn12 = —yn + ¢. On obtient alors la semi-discrétisation
aux différences finies du probléme,

-1 1
Yy = A (Yjr2 — 4yj1 + 6y — dy; 1 +y;2) + e (Yjs1 — 2y5 + Y51+ Z/j2-+1 - 2%2- + yf-_l)
pour j =1..N +1,
Yo =yn+1 =0,
Y1 = —Y1,
Yni2 = —yn + h’g,
y;(0) = y7, ¥5(0) = y;

Soit 6t le pas de temps, notons y; = y(ndt, jh). On approche alors le probléme semi-
discrétisé par,

1

-1
n+1 n n—1 n+1 N+1 n+1 n+1 n+1
W(yj+ — 2y; + Y )= F(%‘IQ - 4yj—|——'i + 6yj+ - 4yjj—1 + yjj—Z)

1 .
+o3 (i = 205 it = (8)f + 20877 — (v°)j) pour j = 1N +1,

n+l _ n+l __
Yo =Yy =0,

n+1 __ n+1

Y1 ==Y

yR,JfQ = —y}f,ﬂ + h2g(ndt).



128 CHAPITRE 11. CAS NON LINEAIRE.

I

g """ i,
0.05— s ORI i
Fas el
R
R
o R NS
\\\»“\\‘,‘\‘\\\\\\\\\ I N
SYSEER 7
\l i
15— \1\3\\\\\\\\\“\\\\\\\:\\\\‘%%7,,”
> -0.2— \ ; /
-0.25 — .
7
-0.3— ey %/7
= ' 0.2

FI1G. 11.10 — Variations de la solution avec la méthode des différences finies 6t = 103,
h =2.10"2 pour 4°(z) = 2*(x — 1), y*(z) = 2*(z — 1).

Compte tenu qu’on se place en des solutions proches de zéro, le terme non linéaire
influe peu sur la stabilité du schéma. Ce dernier reste donc stable pour les pas de temps
et d’espace choisis.

La figure (11.10) qui représente la solution obtenue avec ce schéma montre bien que le
controle convient. Il faut néanmoins noter que le temps nécessaire a ’obtention de cette
solution est bien plus long que le temps nécessaire au schéma spectral.
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F1G. 11.11 — Différence entre la solution spectrale et la solution avec les différences finies
pour 6t = 1073, h = 2.1072 pour ¢°(z) = 23(z — 1), y'(z) = z*(z — 1).

11.3 Cas non linéaire avec de grandes données ini-
tiales.

Pour pouvoir noter des différences importantes entre le cas linéaire et le cas non
linéaire, il faut prendre des données initiales plus grandes, tout en faisant attention a ce
que la méthode du point fixe soit toujours convergente. En effet, nous avions montré au
paragraphe 8.4 que nous avons juste la contrélabilité locale autour de zéro du non linéaire.

En prenant différentes données initiales, on s’apercoit que la méthode converge numériquement
pour des données trés grandes, puisque la méthode converge toujours pour ||yo|/ms +
|ly1llzn = 400. En revanche pour y° = 45x3(x — 1) et y* = z®(x — 1), il n’y a plus
convergence de la méthode du point fixe.

Etudions un cas grand particulier.

En prenant y° = 40z%(z — 1) et y' = z3(x — 1), nous avons toujours convergence de la
méthode (mais plus lentement vingt itérations pour avoir € < 1073), et nous voyons des
différences entre le linéaire et le non linéaire. Les figures (11.12) et (11.13) représentent
respectivement la solution du probleme linéaire et la solution du probléme non linéaire.

Pour bien illustrer la différence entre ces deux solutions et la nécessité d’itérer la
méthode du point fixe pour obtenir la solution du probléme non linéaire, le premier dessin
de la figure (11.14) représente la solution obtenue avec la méthode des différences finies
et le controle du probleme linéaire; le deuxieme dessin représente la solution obtenue
toujours avec la méthode des différences finies mais le controle non linéaire. Il apparait
clairement que le contréle donné par la méthode linéaire ne convient pas pour le non
linéaire.
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F1G. 11.12 — Variations de la solution y du probléme linéaire et du controle g pour y°(x)
4023 (x — 1), y'(z) = 23(x — 1).
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FiGg. 11.13 — Variations de la solution y et du
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controle g pour y%(z) = 4023(z — 1),
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F1G. 11.14 — Variations de y avec le controle linéaire obtenu par la méthode spectrale puis

avec le controle non linéaire pour y°(z) = 1023(z — 1), y'(z) = 23(z — 1).



Chapitre 12

Annexe : Résolution exacte du
probléeme numérique.

Dans cette annexe, nous donnons les calculs permettant d’'implémenter le programme
de résolution du probleme de controle de Boussinesq.

12.1 Cas du contréle L2.

1. Calcul de la matrice Ay.
Pour £ variant de 1 & N, on résout le systéme (I) suivant,

Ugp — Ugy + Uggze = 0, (12.1)
u(t,0) = u(t,1) =0, (12.2)
Uz (t,0) = uge(t, 1) = 0, (12.3)
u(0, ) = ¢k (z), ut(0,2) = 0. (12.4)

D’apres I’étude théorique réalisée au chapitre 8.4, la solution de (I) est égale a

u(t, ) = cos(wit)dr(z) = V2 cos(wgt) sin(knz). (12.5)
Or par H.U.M, le controle vaut g(t) = —u,(¢,1), soit encore,
g(t) = V2(=1)¥"kx cos(wyt). (12.6)
Il nous reste alors a déterminer la valeur en ¢ = 0 de la solution du probleme qui
suit,
Yt — Yzz T Yzzzz = O; (127)
y(t,0) =y(t,1) =0, (12.8)
Yaa(t,0) = 0, (12.9)
Yo (t, 1) = g(2), (12.10)
y(T,z) =0, y(T,z) = 0. (12.11)
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Comme g est suffisament régulier, on fait un changement de variables pour remonter
le controle, y = z + g, avec 0(z) = ””36_ £. Le nouveau probléme (II) est alors de

trouver une fonction z telle que,

Ztt — Zgx + Rrezz = _egtt + ewwga

z(0,t) = z(1,t) = 0,

222(0,1) = zz2(1,1) =0,

Z($,T) = —H(JJ)U,w(l,T), Zt(xaT) = _e(x)uwt(laT):

on pose alors y(z,t) = z(z,t) — 0(x)u,(1,1).
Par la méthode de variations des constantes, on trouve,

y(0,z) = Z (g(O)Oj + a; cos(w;T) — %sin(ij)
R )
y:(0,2) = Z (g'(O)Oj + a;wj sin(w;T) + bj cos(w;T)

— [ Oy 28006) costns) ) ),

avec les notations suivantes,

(Jm)?

-1 j+1\/§
oawvj = (o:t:u ¢j)L2(0,1) = %,
a; = —u(T)6;,

b; = —u,(T)0;.

Comme nous savons que g(s) = v/2(—1)¥+' k7 cos(ws), nous pouvons calculer exac-
tement les intégrales intervenant dans les expressions de y(0, x) et de (0, z).

Par conséquent nous avons résolu le premier probléeme. Passons au cas ol ug(z) = 0
et uy(z) = dg(x).
2. Ce cas se résout exactement comme le précédent. Pour k£ variant de 1 a N, on résout
le systeme (I) suivant,
Ut — Ugg + Ugzgr = 07
u(t,0) = u(t,1) =0,
Uz (t,0) = Uz, (t,1) = 0,
u(0,2) = 0, u(0,x) = dg(z).
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D’aprés I’étude théorique réalisée au chapitre 8.4, la solution de (I) est égale a

u(t,z) = sin(wit) or(z) = \/5M sin(kmz). (12.16)

Wi Wk

Or par H.U.M, le contréle vaut g(t) = —u4(t, 1), soit encore,

g(t) = \/é(—1)’“+1k7rsmiﬂ. (12.17)

Il nous reste alors a déterminer la valeur en ¢t = 0 de la solution du probléme qui
suit,

Yt = Yoo T Yzzoz = 0, (12.18)
y(t,0) =y(t,1) =0, (12.19)
Yzz(t,0) =0, (12.20)
Yaa(t, 1) = 9(2), (12.21)
y(T,z) =0, y(T,z) = 0. ( )

On effectue le méme changement de variables que précédement, a savoir y = z + fg.
Par la méthode de variations des constantes, on trouve,

Wy

y(0,z) = Z (g(O)Oj + a; cos(w;T) — b—J sin(w,T)

T R T}

J

N

y(0,2) = Z (g'(O)Hj + a;w; sin(w;T) + b; cos(w,;T)

_ _ / Oy + 00)0(5) cos(sz))asj(x),

avec les mémes notations que précédemment.

Comme nous savons que g(s) = ﬂ(—l)kﬂlmr%, nous pouvons calculer exac-
tement les intégrales intervenant dans les expressions de y(0, x) et de (0, z).
Nous avons donc obtenu ’expression de la matrice Ay.

3. Rappelons le probleme que nous nous posons :

Etant donnés des conditions initiales (y°, y!), peut-on trouver un contréle g tel que
la solution du probléme de Boussinesq vale (y°, 4') au temps 0 et (0,0) au temps
T7
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Numériquement, nous trouvons (u’,u') tel que A(u®, u') = (y!, —¢°). Il nous faut
donc résoudre le probleme (I) qui nous donne le controle cherché,

Ut — Ugg + Uggzs = 0,
u(t,0) = u(t,1) =0,
uwx(ta 0) = uxw(t’ 1) =0,
u(0,2) = u°, uy(0,2) = u.

On sait que u se décompose en série de Fourier de la maniére suivante,
ul

N

Z uy, cos(wyt) + w—Sln(wkt))¢k( z).
k

k=1

Le controle g s’exprime alors comme

uy
g(t) = —ug(1,1) Z V2(=1)F e (ug cos(wgt) + w—k s1n(wkt)) :

k
I1 ne nous reste plus alors qu’a résoudre le probleme (II),

Yit — Yzx + Yzzzx = 0: ( )
y(t’ 0) = y(ta 1) =0, ( )
Yzz(t,0) =0, (12.29)
yww(ta 1) = g(t)a ( )
y(T’ 37) = 0’ yt(T’ x) =0. ( )

Par la méthode de variations des constantes, on trouve,

N

vit.2) = 3 (906 + 0o = ) = 2 sin(e(T =)
— [ Oy 385000 =N ) ),

avec toujours les mémes notations que précédemment.

12.2 Cas du contréle H!.

Pour calculer la matrice correspondant au contrdle H', nous implémentons la méthode
proposée au paragraphe 8.3.
Nous commencons tout d’abord par calculer la matrice Ay.
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1. Pour k variant de 1 a N, on résout le systeme suivant,

Ugp — Uz + Upgze = 0, (12.32)
u(t,0) = u(t,1) =0, (12.33)
Uz (t,0) = uge(t,1) = 0, (12.34)
a, =0, (12.36)
a(0) = 0. (12.37)

D’apres I’étude théorique réalisée au paragraphe 8.1, la solution de (I) est égale a
(u(t, z), @) = (cos(wt)dr(x), 0) = (V2 cos(wyt) sin(kmz), 0). (12.38)

Le controle vaut g(t) = —u,(t, 1) + «, soit encore,

g(t) = V2(=1)*"Lkx cos(wyt). (12.39)

Par conséquent nous trouvons la méme solution que précédemment,

N

y(0,z) = Z (g(O)Oj + a;cos(w;T) — %sin(ij)
R e )
y:(0,2) = Z (g'(O)Gj + a;w; sin(w;T) + b; cos(w,;T)

T
— / (0225 + Xib;)g(s) cos(sz)> o;(x),
0
avec les notations suivantes,

0; = (0,6;)20,0) = Cliv2

(Gm)*
-1 j+1\/§
ezzj = (ezza ¢j)L2(0,1) = %a
aj = —U(T)HJ,
bj = —’I,Lt(T)Oj

Il nous faut encore résoudre le probleme suivant,

wy = —ug(1,1) + «, (12.40)
w(T) = 0. (12.41)

On trouve w(0) = (_1)k\/§k7rsin(wkT)‘

Wg
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2. Pour k variant de 1 a N, on résout le systeme suivant,

Ut — Uy + Upgzz = 0, (12.42)
u(t,0) = u(t,1) =0, (12.43)
Ugz(t,0) = Ugs(t,1) = 0, (12.44)
u(0,z) = 0, uy(0, z) = dx(z). (12.45)
a; =0, (12.46)

a(0) = 0. (12.47)

D’apres 1’étude théorique réalisée au paragraphe 8.1, la solution de (I) est égale a

(u(t, ), o) = (Smi‘”’“t) ¢k(x),o> . (12.48)
k
Le controle vaut g(t) = —u,(t, 1) + «, soit encore,
g(t) = \/5(—1)k+1k7rsmiﬂ. (12.49)
k

Par conséquent nous trouvons la méme solution que dans le paragraphe précédent,

N
y(0,z) = Z (g(O)Gj + a; cos(w;T) — %sin(ij)
j=1 J

sin(w;s)

+ /OT(Omj + Aibj)g(s) )‘ﬁj(m)’

N

y:(0,2) = Z (g'(())ej + a;w; sin(w;T) + b; cos(w,;T)

=1

[ ey A1906) o) ) 50,

avec les mémes notations.

I1 nous faut encore résoudre

wy = —ug(1,t) + (12.50)
w(T) = 0. (12.51)

_ k 1—cos(wxT)
On trouve w(0) = (—1) ﬂkwT’”
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3. Nous n’avons plus alors qu’a résoudre le méme probleme que ci-dessus avec u” =
ut=0et o =1, c’est & dire :

Ytt — Yoz + Yozzz = 0, ( )
y(t,0) =y(t,1) =0, (12.53)
Yau(t,0) =0, (12.54)
Yaa(t,1) = g(1), (12.55)
y(T’ :L') =0, yt(Ta "L') =0, ( )

avec g(z,t) = —ug(1,t) + o = 1. On trouve

y(0,z) = Z (ef\:j + 9]-) (1 —cos(w;T))¢;(x), (12.57)

j=1
N
y:(0,z) = — Z (e)w\zj + Hj) w; sin(w;T)d;(x). (12.58)
j=1
et on résout
= —¢,(1,1) + q, (12.59)
w(T) = 0. (12.60)

On obtient, w(0) = —T.
Nous avons donc obtenu I’expression de la matrice Ay dans la base formée par

((Pr), (#5); 1) k=1..n,j=1..N-

4. Il ne nous reste plus alors qu’a calculer I’expression du controle pour des données
(y° y'). Posons (2% 2", 8) = (v', 4%, — ¥%,10r ¥2:(1)). On cherche numériquement,
(u®, ul, @) tels que Ay (u®, utl, ) = (z1 —2° —-p).

Le controle cherché v vaut alors v(t fo —ug(1,t) + a) +99,(1). Ce qui se calcule
aisément.



140CHAPITRE 12. ANNEXE : RESOLUTION EXACTE DU PROBLEME NUMERIQUE.



Quatrieme partie

Conclusion et perspectives.
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Dans la premiere partie de cette these, nous avons montré que le linéarisé de I’équation
de KAV autour d’une solution stationnaire non nulle mais proche de zéro est contrélable
pour des données initiales et finales dans I’espace L2(—§, %) On en a alors déduit, a ’aide
d’un argument de point fixe, que le probleme non linéaire est controlable autour de cette
solution stationnaire.

Rappelons que le probléme de la controlabilité locale de KdV autour de 0 (avec h
comme contrdle) est ouvert pour L € N. Rosier a montré dans [38] que pour L appartenant
a I'espace des longueurs critiques NV, le linéarisé de KdV autour de 0 n’est pas controlable.
Mais cela n’implique rien pour le probléme de KAV non linéaire. Notre Théoreme 4.2
permet d’espérer que KAV est en fait controlable autour de 0.

La méthode de démonstration serait 1'utilisation de la méthode du retour de Coron
[9] telle qu’elle est employée par Coron dans [10]. Notre Théoreme 4.2 correspond a la
proposition 5 de [10]. Ce qui manque pour procéder est 'analogue de la proposition 6 de
[10] dans notre situation, c’est & dire le probléme suivant :

Soit € petit. Prenons comme contréle, pour v > 0 petit, h(t) = fL (%) avec t € [0, %r]
et notre y., la solution correspondant a ce controle et démarrant de 0.

A-t-on

\ym(%a ) = Jentlpso(po,23,22(0,0y) = 0 quand y — 077 (12.61)

Rappelons que Rosier a montré que la controlabilité locale autour de 0 entraine la controlabilité
globale (en temps grand).

Une autre idée de démonstration serait une méthode utilisée en dimension finie, i.e
trouver un analogue au Théoreme 2.4 et a son corollaire 2.5 de Kawski [19]. En effet,
on sait qu’on peut controler I’équation de KdV linéarisée autour de zéro dans toutes les
directions sauf une. C’est-a dire, pour le cas L = 27 et T' > 0, si f027r Yo(1 —cos(z))dz # 0,
on ne peut pas trouver de controle g € L?(0,T) et de fonction y tels que

Yt + Yz + Yzzz = 0,
y(-,0) =y(,2m) =0,
Yz (-, 2m) = g,
y(0,.) = o, y(T,.) = 0.

Il nous faudrait donc démontrer dans un premier temps que la fonction 1 — cos(z) est
un vecteur tangent d’ordre 2 par exemple a I’espace des fonctions atteignables pour le non
linéaire au bout d’un temps 7". En reprenant les notations de Kawski, on aurait alors,

K1 = {y € L2(0, 2r), /0 " (1 — cos()) = 0,
K, = L*(0,27).

On chercherait alors & démontrer un théoreme analogue au Théoréme 2.4 [19] pour
conclure a la controlabilité exacte du non linéaire autour de zéro.
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Dans la deuxieme partie, nous avons montré que la bonne équation de Boussinesq est
exactement controlable autour de zéro, lorsque le controle est appliqué en la premiere
dérivée a droite ou en la deuxieme dérivée a droite et pour des conditions initiales et
finales dans H?(0,L) x L?(0, L) pour le premier cas et dans H(0,L) x H'(0, L) pour le
deuxieéme cas.

Un probleme qui a été posé par Rouchon portant sur cette méme équation de Boussi-
nesq est le suivant : On considere le déplacement longitudinal d’un bac. Ce probleme est
analogue a celui étudié par Coron dans [10] avec les équations de Saint-Venant. Mais ici
nous considérons 1’équation de Boussinesq comme approximation. On obtient alors,

H(t, 2) + (HV)o(t,2) = 0, (12.62)
Vilt. ) + (0H + L), (0,2)+

%[Hw(ta .’L')((Vx(t, 1‘))2 - V(t: m)V;m(t: 33) - V;ct(ta "E))w = _Ij(t)a (12'63)
V(t,0) =0, V(t,L) = 0, (12.64)
Vaa(t,0) = 0, Ve (2, L) = 0, (12.65)

ou
1. L est la longueur du bac.
2. H(t,z) représente la hauteur du fluide au temps ¢ et au point d’abscisse x.

3. V(t,z) représente la vitesse horizontale au temps ¢ de la surface au point d’abscisse
.

4. D(t) représente la position du centre du bac au temps ¢ par rapport a un repere
absolu.

5. g est la constante gravitationnelle.

On considere dans ce systéme D comme le controle.

Le linéarisé autour de zéro de cette équation n’est pas controlable. L’idée serait de
regarder comme [10] si en la linéarisant autour d’une solution stationnaire du type 1 +
v(3 — ), elle est controlable. Il semble que la méthode utilisant les inégalités de Ingham
ne convienne pas pour cette équation car les valeurs propres de I’opérateur associé ont une
différence qui tend vers 0. Il faudrait donc plutot orienter la recherche vers la méthode

des multiplicateurs.
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RESUME

Le sujet principal de cette these est ’étude de la controlabilité exacte de deux équations
dispersives, I’'équation de Korteweg-de Vries et la “bonne” équation de Boussinesq.

En ce qui concerne ’équation de Korteweg-de Vries, on étend un résultat de Rosier en
montrant la controlabilité exacte en tout temps de I’équation non linéaire autour d’une
solution stationnaire proche de zéro mais non nulle, ce pour des longueurs de domaine spa-
tial critiques. Cette démonstration utilise en particulier la méthode d’unicité hilbertienne
couplée avec la méthode des multiplicateurs et un théoréeme de point fixe.

Ensuite, nous étudions le probléme de la controlabilité exacte de I’équation de Boussi-
nesq pour deux controles différents. On utilise également la méthode d’unicité hilbertienne
pour ces problemes en appliquant une inégalité de Ingham. On obtient ainsi un résultat
de controlabilité exacte pour des temps arbitrairement petits.

Nous implémentons ensuite cette méthode de facon numérique pour I’équation de
Boussinesq avec un controle portant sur la dérivée seconde a droite, tant sur le probleme
linéaire que non linéaire.
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ABSTRACT

In this thesis, we study the exact controlability of two dispersive equations, the Korteweg-
de Vries equation and the “good ” Boussinesq equation.

First, for the Korteweg-de Vries equation, we extend a result of Rosier. We prove that
for critical length, the nonlinear equation is exactly controlable in a neighbourhood of a
small non nul stationary solution. This study uses the hilbert uniqueness method with
the multiplier theory and a fixed point theorem.

Secondly, we study the exact controllability of the “good” Boussinesq equation with
two different boundary controls. We use again the hilbert uniqueness method but with
Ingham inequality.

Lastly, we apply this method for a numerical approach of the controllability of the
Boussinesq equation both for linear and nonlinear equations. The control is applied to the
second spatial derivative, at the right endpoint.
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PDE, exact controllability of a linear system, exact controllability of a nonlinear system,
Korteweg-de Vries, Boussinesq, HUM, numerical approximation.



