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Introduction

De nombreux phénomenes apparaissant en mécanique sont modélisés par une équation
aux dérivées partielles qui prend en compte les différentes caractéristiques du probleme
(conservation de ’énergie, de la quantité de mouvement,...). Lorsqu’on peut agir sur ces
systemes, par exemple en injectant un liquide ou en controlant la vitesse de déplacement,
on parle de controle du probleme. La théorie du controle a laquelle nous allons nous
intéresser est celle qui permet, en partant de données initiales connues d’arriver a des
données finales elles aussi connues, en un temps T donné. Si on peut trouver un tel
controle, le systeme est alors dit exactement controlable.

Dans cette these, nous étudions le probleme de la controlabilité exacte d’équations
aux dérivées partielles issues de la mécanique : I’équation de Korteweg-de Vries (KdV)
et ’équation de Boussinesq. Ces deux équations modélisent la propagation d’une onde de
faible amplitude, en tenant compte de la non linéarité et des effets dispersifs.

La premiere partie de cette theése est consacrée a 1’étude de la controlabilité exacte de
I’équation de KdV. Etant donnés un temps 7' > 0, une longueur de canal L > 0 et des
conditions initiales et finales yq, y7, existe-t-il un controle v et une fonction y tels que

Yt + Yz + YYo + Yoae = 0, (1)
y(-,0)=y(,L) =0, (2)
Yz (., L) = v, (3)
y(0,.) = vo, (4)

et on ait y(7,.) = yr?
Ce probleme a déja fait I'objet d’un article de Rosier [38]. Ce dernier obtient la
controlabilité exacte de I’équation linéarisée (autour de 0) si et seulement si L appar-

tient & ensemble Rt \ N, avec N = {2%1 / W; k,le N*} et en déduit dans ce cas

la controlabilité exacte de ’équation non linéaire.
L’objet de cette premiére partie est de regarder les cas o L € N. Comme on ne peut
pas controler le linéarisé autour de zéro, on va controler le linéarisé autour d’une solution
stationnaire de ’équation de KdV proche de zéro mais non nulle. Nous nous intéresserons
donc aux questions suivantes,
— Autour de quelles trajectoires stationnaires peut-on linéariser I’équation de KdV ?
— Avons-nous un résultat de controlabilité exacte de I’équation linéarisée et dans quels
espaces ?
— L’équation non linéaire est-elle controlable autour des solutions stationnaires ?

La deuxieme partie concerne le probleme de controle de ’équation de Boussinesq,

Yt — Yoo T Yazzze + (yQ)zz =0. (5)

J.L. Lions [28] a déja démontré que le linéarisé autour de 0 était controlable lorsque le



controle est y,,(L,t) pour des temps de contrdle suffisamment grands et Zuazua [28] a
démontré que le temps de controle pouvait étre arbitrairement petit.

Le premier chapitre considere le cas ou le controle est y,(L,t), i.e. étant donnés un
temps 7' > 0, une longueur de canal L > 0, des conditions initiales (y,ys) et finales
(y3, y*), existe-t-il un contrdle v et une solution y tels que

Yit — Yoz + Yezze + Y )z = 0, (6)
y(0,.) =y(L,.) = y:(0,.) =0, (7)
Yz(L,.) = v, (8)

y(,0) =uo, (- 0) =1y, (9)
y(,T)=vp, w(,T)=yp? (10)

Le deuxiéme chapitre s’intéresse au cas ou, comme dans [28], le controle est y,.(L, 1),
i.e étant donnés T, L > 0 et (v9,v5), (¥, y1), existe-t-il un controle v et une solution y
tels que

Yt — Yoz + Yozze + (Y )z = 0, (11)
y(0,.) = y(L,.) = ¥x:(0,.) = 0, (12)
Yza(L,.) = v, (13)

y(,0) =15, w(-0) =y, (14)
y(.T) =9y, w(,T)=yz? (15)

Nous démontrons qu’a chaque fois la réponse est positive en montrant la controlabilité
du probleme linéarisé a l'aide de la méthode d’unicité hilbertienne (H.U.M.) [27]. On
obtient alors un controle pour tout temps 7T et dans des espaces de fonctions régulieres
pour des données suffisament petites.

La troisieme partie consiste en une étude numérique des résultats précédents, du point
de vue linéaire et non linéaire. On illustre ainsi la contrélabilité exacte de I'équation de
Boussinesq par une série d’études graphiques. La méthode utilisée pour cette étude est
une méthode spectrale, qui consiste a exprimer les solutions dans la base de vecteurs
propres de l'opérateur A : y — —Yzz + Yzzze, avec comme conditions aux limites, y(0) =
Y(L) = Yz2(0) = 9,2 (L) = 0. Les solutions s’obtiennent alors par H.U.M. qui se traduit
facilement en un algorithme.

Enfin, les annexes 5 et 9 regroupent I’article sur ’équation de KdV publié dans “The
International Journal of Control” et celui sur I’équation de Boussinesq accepté pour pu-
blication dans le journal “Differential and Integral Equations”. Toutes les démonstrations
des premiere et deuxieme parties se trouvent dans ces annexes.



Premiere partie

Equation de Korteweg-de Vries.






Chapitre 1

Introduction.

1.1 L’équation de KdV.

Dans un premier temps, nous allons rechercher I’expression des équations des ondes
en eau peu profonde et en déduire avec quelles approximations on retrouve 1’équation de
KdV, [45].

Considérons un fluide parfait, incompressible, et irrotationnel, de densité p constante,
situé dans un canal a fond plat. On suppose que lorsque ce fluide est au repos, il a une
hauteur moyenne dans le canal, notée h. La surface libre du liquide se trouve donc a une
hauteur z = h + 71 ou la hauteur z = 0 représente le fond du canal.

n(z,1)

L’équation usuelle des ondes peut s’écrire sous la forme a-dimensionnée suivante ou ¢

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.

représente le potentiel de vitesse du fluide :

0(bza + byy) + b0 = 0, (1.1)

]
T L(6 + ()) + 556 +n=0enz=1+e, (1.2
6[7775 + 6(¢z77m + ¢y77y)] - ¢z =0enz=1+ €n, (13)
¢,=0en z=0. (1.4)

oll € = a/h en notant a 'amplitude de la vague et § = h?/L? en notant L la longueur du
canal ou bien la longueur d’onde.

On se place dans le cas ou J est petit, ce qui est une caractéristique de la théorie des
ondes en eau peu profonde. On peut donc développer ¢ comme une somme de termes en
puissance de 6.

¢ = o+ 0¢1 + >y + ... (1.5)

On en déduit alors avec les équations (1.1) et (1.4) que (¢), = 0, ce qui revient a dire
que ¢y ne dépend que de z, y et t. Donc ¢y = ¢y(z,y,t). Introduisons les fonctions u et
v définies par

uw(z,y,t) = (¢o)z et v(z,y,t) = (¢o)y- (1.6)

Les termes en § et §? de ’équation (1.1) donnent respectivement,

¢0zz + d)Oyy + d’lzz =0 (17)
¢1xw + ¢1yy + ¢22z =0. (18)

On intégre alors deux fois de suite I’équation (1.7) par rapport a z, en considérant la condi-
tion au bord (1.4). En omettant la constante d’intégration, on obtient aussi en utilisant
(1.6),

22

b1 = =2 (s v) (19)

par conséquent ¢; = 0 en z = 0. Il ne nous reste plus qu’a intégrer (1.8), en considérant la
condition au bord (1.4), pour déterminer ¢,. Il vient, toujours en omettant la constante
d’intégration

24

2 = 57 ((Au)z + (Av)y), (1.10)
ou A représente le laplacien en dimension 2. On peut alors calculer les termes d’ordre 1
au maximum en ¢ et en € de 1’équation (1.2), représentant la surface libre du liquide.

o
(o + 1) + %(u2 +v%) + §(¢lz)2 +n=0enz=1+en. (1.11)

On remplace alors z par 1 + en et ¢; par expression trouvée en (1.9),

) €
bor — E(utz + vgy) + §(u2 +v%) +n=0. (1.12)
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Calculons les termes d’ordre au maximum 62, €2 et €§ de (1.3), pour z = 1 + en de la
méme maniere que précédemment.

[+ e(ume -+ vm) (1 n) i+ 23)] = 3 e+ ] (1.13)

En différenciant I’équation (1.12) par rapport a z, puis en différenciant cette méme
équation par rapport a y, on obtient deux équations

)

Uy — é(utm + Vtgy) + €(uty + vvg) + 15 = 0, (1.14)
)

vy — §(umy + V) + €(uuy +vvy) + 1y =0, (1.15)

Les trois équations (1.13)-(1.15) constituent les équations a-dimensionnées des ondes en
eau peu profonde.

Supposons que les termes € et § aient le méme ordre de grandeur et conservons uni-
quement les termes en O(¢, ¢) dans (1.13)-(1.15). On se place dans le cas ou la dimension
d’espace est égale a 2, donc dans le plan (x, z). On a alors

1
Up + Ny + €Uy, — E(Sutm =0, (1.16)
1

Pour retrouver 1’équation de Korteweg-de Vries, nous allons chercher des solutions
sous la forme d’ondes se propageant dans le sens des x positifs. En négligeant les termes
d’ordre ¢ et €, on trouve

u=mn, (1.18)
M+ 1 = 0. (1.19)

Nous cherchons ici une solution corrigée au premier ordre en € et d, donc de la forme,
u=1n+eA+ 0B+ O( + 6. (1.20)

ot A et B sont des fonctions a déterminer. Les équations (1.16)-(1.17) deviennent alors

J
M+ €Ay + 0By + 1 + €y = Tliae = 0, (1.21)
)
M+ Ny + €Ay + 0By + eenn — x — g llaae = 0. (1.22)

Ces équations doivent étre consistantes. Or au premier ordre, 7; + 71, = 0, donc A = *71772

et B = %nm.
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On obtient alors une unique équation en 7 régissant 1’écoulement des fluides,

3 1
M+ (L4 Senie + 0nsaz = 0. (1.23)

Cette équation est connue sous le nom d’équation de Korteweg-de Vries et fut découverte
en 1895, [22]. Elle décrit I’évolution d’ondes dispersives de petite amplitude se propageant
a droite.

Elle est principalement connue pour modéliser la propagation d’une vague de faible am-
plitude dans un canal uniforme. Mais de nombreuses applications dans des domaines phy-
siques tres différents ont été découvertes depuis 1960. Gardner et Morikawa ont découvert
son application dans I’étude des collisions d’ondes hydromagnétiques [15]. Elle apparait
également dans I’étude des plasmas [4], dans I’étude des tiges élastiques [33] pour ne citer
que quelques unes de ses applications, [32].

1.2 Quelques résultats antérieurs.

Un nombre important de travaux sur I’équation de KdV et le probléeme de Cauchy qui
lui est associé ont été réalisés. On peut regrouper essentiellement en deux catégories les
méthodes utilisées pour regarder le probleéme de Cauchy, l'inverse scattering method, [32],
et la méthode basée sur des estimations d’énergie, [7], [20]. Ces résultats nous donnent
que 1’équation de KdV est localement bien posée dans H*(R), pour s > % et globalement
bien posée pour s > 1.

La controlabilité exacte autour de 0 de I'équation de KdV a été récemment étudiée
par Russell et Zhang, [40], [41] avec des conditions au bord périodiques.

Yt + YUz + Yoz = f(6,2), 0<2<1,0<t < T (1.24)
oy o'y
—(t,0) = =—(t,1),0< k<2 1.25
oo (60 = 5 (1 1), 0< k<2, (1.25)

le controle étant la fonction f, telle que supp f(¢,.) C [a,b] C [0, 1].

Rosier a étudié dans [38] la contrélabilité de I’équation de KdV quand le controle
est yy(.,L). Il a montré que I’équation était exactement contrélable autour de zéro si
la longueur L du domaine appartenait & un ensemble dense dans R*. Concernant la
controlabilité du linéarisé, son résultat est le suivant.

Théoréme 1.1 (Rosier) Soit N' = {27”/W9 k,l e N* } Alors, pour tout T > 0, et
tout L € (0,+00) \ N, pour tout yo,yr € L*(0, L), il existe un contréle h € L*(0,T) tel
que la solution y € C([0,T], L*(0, L)) N L*(0,T, H'*(0, L)) de
Yt + Yz + Yz = 07
y(,0)=y(,L) =0,
Ya(-, L) = h,
y(Oa ) =%Yo
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vérifie y(T,.) = yr.

Pour démontrer ce résultat, Rosier a utilisé la Méthode d’Unicité Hilbertienne de J.L.
Lions [27] et la méthode des multiplicateurs [21]. Il faut remarquer qu’il n’y a pas de
résultat d’observabilité lorsque L € N, résultat nécessaire & la démonstration de la
controlabilité avec H.U.M. De fait, Rosier a montré que pour L € N le systéme (1.26) —
(1.28) n’est pas controlable.

Il déduit ensuite la controlabilité exacte du probléme non linéaire autour de zéro a partir
du Théoreme 1.1 de controlabilité du probleme linéaire, a I’aide d’un argument de point
fixe.

Théoréme 1.2 (Rosier) Soit T > 0 et L € (0,+00) \ N. Il existe ro > 0 tel que pour
tout yo, yr appartenant ¢ L*(0, L) avec

||yo||L2(0,L) < To, ||yT||L2(O,L) < To,

il existe une fonction y(t,x) appartenant a C([0,T], L*(0,L))(L*(0, T, H*(0, L)) et un
controle h appartenant a L?(0,T) tels que

Y = —(Yz + YYz + Yoaa) dans D'(0,T, H*(0, L)),
y(.,0) = y(.,,L) = 0 dans L*(0,T),
Ye(., L) = h dans L*(0,T),
y(0,.) = yo et y(T,.) = yr.

De récents travaux de Micu et Ortega [31] étudient la contrélabilité exacte d’un
systeme non linéaire de deux équations de KdV couplées. Ils démontrent d’une maniere
analogue a celle de [38] qu’il y a contrélabilité exacte locale du systéme pour une longueur
L dans un domaine dense de R*.

Le but de ce chapitre est d’étudier la controlabilité exacte de 1’équation de Korteweg-
de Vries, dans le cas ot la longueur L du canal est critique, ¢’est & dire, lorsque L € N.
Comme on ne peut pas obtenir le résultat de controlabilité exacte avec ’équation de KdV
linéarisée autour de la solution nulle, I'idée est de linéariser I’équation de KdV autour
d’une solution stationnaire, non nulle mais tout de méme proche de 0. On étudiera alors
la controlabilité de ce nouveau probleme linéaire.

Par souci de simplification des écritures, nous supposerons dans toute la suite que le
domaine spatial est ( — %, %) au lieu de (0, L).

[’étude se divise en 3 chapitres comme suit : dans le chapitre 2, on introduit I’ensemble
des solutions stationnaires de I’équation de KdV non linéaire. Le chapitre 3 se divise en
deux paragraphes. Dans le premier, on étudie le probleme frontiere linéaire, ol seule la
valeur de la dérivée spatiale premiere en z = % est supposée non nulle. Ensuite, dans le
deuxieme paragraphe, on démontre un résultat d’observabilité qui servira a démontrer la

controlabilité exacte frontiere du probleme linéaire grace a HUM. Dans le chapitre 4, on
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déduit la controlabilité exacte frontiere de I’équation de KdV non linéaire sur un domaine
borné a partir du résultat précédent a ’aide d’un argument de point fixe.

Les résultats de ce chapitre ont donné lieu a une publication dans le cas ou L = 2km.
Cette publication est donnée dans I’annexe, au chapitre 5. Pour généraliser au cas ou
la longueur L du canal est dans N, il suffit de remplacer les termes 2km par L dans
cette annexe sauf pour le Lemme 3.5 qui nécessite une nouvelle démonstration, que nous
donnons dans le chapitre 3.



Chapitre 2

Solutions stationnaires non nulles.

Dans ce chapitre nous allons déterminer les solutions stationnaires paires de ’équation
de KdV pour L # 2kn, k € N*. Le cas L = 2k7 est traité en annexe 5.
Nous voulons linéariser ’équation de KdV autour de solutions stationnaires non nulles
mais proches de zéros pour étudier la controlabilité exacte du nouveau probleme linéaire.
Nous allons donc chercher I’ensemble de ces solutions, donc les fonctions paires y :

[—£, %] — R vérifiant

YYz + Yz + Ygzz = 0, (2.1)

o(5)-0 ()

Posons y,(—%) = a et y,,(—%) =b.
En intégrant 1’équation (2.1) deux fois de suite entre 0 et z, on obtient

(1) = —5 (4" + 3" — Bby — 3¢%) := P(y), 2.3

o(4)-(5)-

Comme la solution est supposée proche de zéro, a et b sont proches de zéros mais non
tous deux nuls (la solution serait alors nulle).
Le discriminant du polynéme P, (2.3), vaut A = 9a* — 12a? — 24b* — 12b? et comme a et
b sont proches de zéros, il est strictement négatif. Donc, d’apres le critere de Cardan, P
a trois racines réelles distinctes, v < a < .

Le systeme obtenu est alors le suivant,

3(ya)" = —(y — )y — B)(y — ), (2:5)
A(4)5(2)
a+B+y=-3, (2.7)
aff+ay+ fy= —6b (2.8)

afy = 3a’. (2.9)

17



18 CHAPITRE 2. SOLUTIONS STATIONNAIRES NON NULLES.

On en déduit donc que
vy<0,a<0et >0

L’ensemble des solutions proches de zéros s’écrit alors sous la forme

B —
2v/3

[ (ﬁ—a)ch( x—c,m) o

avec
(v <0, a<0et >0

at+pB+y=-3

aff +ay+ By = —6b

§ afy=3d

fa,ﬂﬁ(_g) = fa,b’ﬂ(%) =0

C constante d’intégration réelle

m est le module de la fonction elliptique cn et vaut m =

B—a
B="

La fonction elliptique cn(z, m) est une fonction paire et périodique en z, analytique
par rapport a z et au module m. Elle vérifie en particulier —1 < en(z, m) < 1 pour tout
z € R et en(0,m) = 0. De plus en(xz,m) — cos(z) quand m — 0. On peut retrouver
toutes ces propriétés dans [23].

Comme nous cherchons des solutions stationnaires paires, nous devons avoir

cn? ( 25\/—3’)’3: - C, m> = cn? ( 25\/_§7$ +C, m) .

Par conséquent, C étant une constante d’intégration réelle, d’aprés Lawden [23], nous
n’avons que deux cas a distinguer,

\

C = 2K, C = (2n+ 1)K,

ol K est une fonction analytique de m et n appartient a N. Comme le cas L = 2km a
déja été étudié en Annexe 5, nous nous bornons au cas ou L # 2km.

1. Si C =2nK, alors fop,(z) = (8 — a)en? (—%’x,m) + .

Comme v+ 3+ 7= —3 et fa,gﬁ(%) = 0, posons

VB—7L 28+7+3
2v3 27 B-n
Nous allons chercher & appliquer le théoreme des fonctions implicites a cette nouvelle
fonction F' pour 8 dans un petit ouvert autour de 0 et v dans un petit ouvert autour
de -3.
On a

F(5a7)2(25+7+3)cn2< >_3_5_,y.

{ F(07 _3) = f0,0,—Sg%) = Oa

85(0,-3) = —sin’(%).
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Comme nous considérons le cas ou L # 2k, ‘3—1;(0, —3) # 0. On peut donc appliquer
le théoreme des fonctions implicites a F. On obtient alors un ouvert O_3 autour
de -3 et un ouvert Oy autour de 0, et une fonction ¢ avec v = ¢(f) telle que
F(8,9(8)) =0.

La fonction fg = f_3_5_4(8),8,¢(3) est alors une fonction stationnaire paire, solution
de I’équation de KdV, pour 8 > 0 et 8 € O,.

Comme f est proche de zéro, on a m = O(f) et on peut approcher fg au premier
ordre en (3 par

(2+4¢(0))Beos’(5) = (1+¢/(0))8 + o(B).

20052(%)—1

1
Nous savons que ¢'(0) = — (3—5(0, —3)) g—g(o, -3) =

sin?(%)
Donc, uniformément pour z € [—%,% ,
o5’ (3) = cos?(4)
fe(z) =B ( ziHQ(L) 221 +0(B), pour B> 0, B € O. (2.10)
4

. SiC = (2n+1)K, alors

B8 — oz) sn’ ( 2?/75733””) ta
B=7) dn2 ("Zli/?:v,m>

fapal@) = (B — ) (1 _

ou sn et dn sont des fonctions elliptiques, périodiques en z et analytiques par rapport
a m. Elles vérifient en particulier

sn(x,m) — sin(z), et dn(zx,m) — 1, lorsque m — 0.

Comme a+ f+ v = —3 et fa”g’,y(é) = 0, posons

o (V=3=a=27I -3 2a—
(=3 =20 — ) (a— ) 5™ ( V3 75’—3—040:277)

(=3 —a—2y) dn2 (x/mg —3—2a—7)

G(a,y) = + a.

2V/3 27 —3—a—2y

Nous cherchons comme précédemment a appliquer le théoreme des fonctions impli-
cites a cette nouvelle fonction G' pour o dans un petit ouvert autour de 0 et v dans
un petit ouvert autour de -3.

On a
{ G(0,-3) = foo,-3(3) =0,
55(0,-3) = —sin’*(%).

Comme L # 2k, g—f((], —3) # 0. On peut donc appliquer le théoréme des fonctions
implicites & G. On obtient alors un ouvert O’ 5 autour de -3 et un ouvert Of autour
de 0, et une fonction ¢ avec v = () telle que G(«, ¥(a)) = 0.
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La fonction fo = fo,—3—a—y(a)u(e) €st alors une fonction stationnaire paire, solution
de I’équation de KdV, pour a < 0 et a € O,
Comme « est proche de zéro, on a m = O(«) et on peut approcher f, au premier
ordre en « par

(—2 - w'(O))asinQ(g) +a+ o).

-1 —2sin?(L
Nous savons que ¢'(0) = — (g_f(o’ _3)) g_g(o, —3) = ! s?n2(%()4)
Donc, uniformément pour x € [—%,% ,
COSQ(%) B COSQ(%) /
fa(z) = a sin?(L) + o(a), pour a <0, o € Q. (2.11)
4

On peut regrouper les deux solutions obtenues (2.10), (2.11) en une seule f., pour € proche

de zéro, qui vérifie au premier ordre en €, uniformément pour z € [—%, £],

fe(x) — (cos (%) - Eos (Z)) + 0(6)‘ (2.12)

sin”(%)




Chapitre 3

Controlabilité exacte.

Ce chapitre étudie la controlabilité exacte de 1’équation de KdV linéarisée autour d’une
des solutions stationnaires trouvées précédemment, notée f..
Plus précisément, la question que nous nous posons est la suivante :

Etant données deux fonctions v, yr dans L? (—%, %), existe-t-il un controle h appar-
tenant & Pespace L?(0,T) tel que la solution y = y(t,z) du probléeme de KdV linéarisé

autour de f,

ye + fly+ (L + f)Ys + Yzaz = 0, (3.1)

y ( —g) _y ( g) —0, (3.2)

" ( g) —h, (3.3)
4(0,) = vo. (3.4)

vérifie y(T,.) = yr ?
Pour le résoudre, nous allons appliquer la Méthode d’Unicité Hilbertienne (H.U.M.), [27].

Nous étudions dans le premier paragraphe, le probleme adjoint, qui est rétrograde en
temps

y (t, —§> —u (t, g) ~0, (3.6)

"y (t,—é) 0, (3.7)
W(T, z) = up(z). (3.)

Puis, dans le deuxiéme paragraphe 3.2, nous démontrerons les résultats d’observabilité
nécessaires a ’application de H.U.M.

21
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3.1 Le probleme de Cauchy homogene.

Apres avoir effectué le changement de variables, 7 = T — t et £ = —x dans les
équations (3.5)-(3.8), on remplace (7, £) par (¢, ) pour une meilleure lisibilité et on obtient
le probleme homogene,

Y + (1 + fe)yw + Yzzx = 0, (39)

y (t, —é) _y (t, g) _o, (3.10)
Yz <t, g) =0, (3.11)
y(0,2) = yo(). (3.12)

Pour démontrer 'existence et I'unicité des solutions du probleme de Cauchy associé
a ce probleme homogene, nous allons appliquer la théorie des opérateurs perturbés, voir
(35].

Définissons 'opérateur perturbé A par A.w = —w" — w'(1 + f.) avec pour ensemble
de définition

= oe 1 (44) () -(H)(2) o}

On définit également I'opérateur A, par Aw = —w" — W'(1 + f.) + flw, avec pour

ensemble de définition D(A.) = D(A,). On a alors le résultat d’existence suivant avec
[35], voir la démonstration de la Proposition 5.5.

Proposition 3.1 L’opérateur A, génére un semi-groupe fortement continu noté S¢(t) sur

L2 (=%, L), qui vérifie

1
| Su(e) 1< e, avec Gy = 5 I £l -

L’opérateur A, génére également un semi-groupe fortement continu sur L? (—%, %)

Dans toute la suite de cette partie, on notera (Sc(t)):>o0 ( resp. (Sc(?))i>0) le semi-groupe
associé a l'opérateur A, (resp. A.), et B I'espace de Banach défini par

B=cC ([O,T],L2 (—g g)) e (O’T’ H (‘g g))

muni de la norme suivante

1
T 3
— 2
Iy lls= S Iy ) ooz 2y + (/0 Fy () iz 2 dt) :
En utilisant la méthode des multiplicateurs, comme Rosier [38], ou Komornik [21], on
obtient des inégalités intéressantes sur les solutions faibles de (3.9)-(3.12) (démonstration
dans I’Annexe 5, Proposition 5.6).
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Proposition 3.2
1. L’application yo € L? (=%, L) +— S.()yo € B est continue.
2. Pouryy dans L* (—— £)

272

( 5) existe dans L? (—%, %) et il existe une constante
€

C(T) telle que pour tout yy € L* (—%, %),
L
||yz "y ||L2(0,T) < ”Z‘JOHLz(_%,%), (3_13)

L
”yO”iz(_%’%) <) |l Se)yo ||L2((0T x(=%£,%)) + 1| Ya (-; —5) ||%2(0,T) . (3.14)

Nous avons ainsi obtenu l'inégalité d’observabilité directe pour le probleme de controle.
Il nous reste maintenant a obtenir I'inégalité indirecte pour pouvoir appliquer H.U.M.

3.2 Résultats d’observabilité.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer I'inégalité d’observabilité indirecte a I'aide
d’outils de ’analyse de Fourier. Le résultat que nous cherchons est le suivant,

Théoréme 3.3 Pour tout T > 0, il eziste ¢y = (1) tel que pour tout € €] — €, €o[\{0},
il eriste C = C(T,€) > 0, tels que pour tout yo € L* (—Z, %)

h

Illo(5.5) < €l (=5 ) Do

ot y représente la solution de (3.9)-(3.12).

Comme la démonstration de ce théoreme differe beaucoup de celle réalisée dans I’article
situé en Annexe 5, nous reprenons entierement sa démonstration.

DEMONSTRATION : Soit 7' > 0 donné et € # 0. Supposons qu’il n’existe pas de tel C (T, €),

alors il existe une suite (y),>o dans L*(—Z, £) telle que ||y ||L2( Ly = 1 pour tout n et

ly2 (., —%) || z2(0m) — 0 lorsque n — oo, avec y" = S,(.)yd. La sulte (¥™)nen est bornée
dans L? (0 T,H' (-%£,L)), dapres (5.23).

272

D’autre part, y' = —(1 + fJ)y? + y., est borné dans L? (0 T,H % (-% L)), Comme

la premiére injection dans H' (=£,%) — L?(-L L) — H- (—%, L) est compacte, il

s’ensuit d’'un résultat de Simon [43] que Pensemble {y"} est relativement compact dans

L? (O T, L2( 5 )) Sans perte de généralité, on peut supposer que (y")n,en converge
dans L* (0,7, L? 6—%, L)).
On déduit alors de (3.14) que (y%)nen est une suite de Cauchy dans L2 (—5, 5) Posons

alors yo = lim,_, o Y et y = Se(.)yo, d’apres la proposition 3.2, y? (., —%) — y, (, —%)
dans L?(0,T). Ainsi, ||y0||L2(_%,%) =lety,(,—%)=00

Démontrons maintenant qu’une telle fonction yq n’existe pas.
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Lemme 3.4 Pour tout T > 0, soit Ny I’espace des états initiauz yy € L? (—%, %) tels que
la solution faible y = Sc()yo de (3.9)-(3.12) vérifie y, (., —%) = 0 dans L*(0,T). Alors,
Ny = {0} pour tout T > 0 pourvu que € # 0 soit assez petit.

Pour démontrer ce lemme nous adaptons la démonstration de Rosier [38], Lemme 3.3,
et [3]. On a clairement, T < T = Ny C Np. Pour tout 7" > 0, N est un espace
vectoriel de dimension finie. En effet, si (y§)nen est une suite dans la boule unité

B={ye Nr, ||y||L2(_%’%) <1},

le méme argument que précédemment montre qu’il existe une sous-suite de (yn)nen qui
converge. Comme la boule unité est compacte, on en déduit que Np est de dimension finie.
Soit, 7" > 0. Pour montrer que Np» = {0}, il suffit de trouver T tel que 0 < T < T" et
Ny = {0}. Comme l'application T — dim(Nr) € N est décroissante, il existe 7', n > 0
tels que T < T +n < T' et dim(Ny) = dim(Nypy,)).

Soit yo € N,y = Se()yo et 0 < t < 1. Comme Sc(7)(Sc(t)yo) = Se(t + 7)yo pour
0<7<T ety € Npiy, on obtient

Se(t)yy —
()yo yoE

Nr.
; T

Soit
L L
MT = {’g = Se(T):‘]O; 0 S T S T, yNO - NT} C C ([O,’.Tv],lz2 (—5, 5)) .

Ory € H' (0,7 +n,H?(-%,1)), donc

1imng/dansL2 or.m2(-L L)),
t—0+ t 272

D’autre part, W € My pour tout t €]0,n[ et My est de dimension finie, donc cet
espace est fermé dans L? (0,7, H % (—%, L)) . 1l sensuit que y' € C ([0,T],L? (—%, %))

272 272
et y € C! ([O,T], L? (—%, 5)) On peut alors écrire
. Se(t)yo — yo L L
! — ZevIgr  Ie 2 _Z =
,y(O)—tl_lg(Br . dans L 53 )
Donc,

€ DA, A) =5/ € Ny ety (.5 ) € C(0.7).

Par conséquent, (%)Iz:—% =Yy (0, —%) =0.
Si Ny # {0}, 1" application yy € CNp — A(y9) € CNr a au moins une valeur propre
(CNr représente ici le complexifié de Nr). Donc il existe A € Cetyp € H? (—Z, L)\ {0}
tels que

{ Mo = —(1+ fe)yo — vt

w (=) =0 (5) = (-5) =4 (1) = 0.
Nous avons alors besoin du résultat suivant,
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Lemme 3.5 I existe ey # 0 tel que pour tout € €| — €g, €[, pour tout A € C et pour tout
vo € H* (=3,3),

({ Ayo = —(1+ fo)yo — v,

yo(—%)=yo(§§:y3(_g):y6(§):0) = 4o =0.

DEMONSTRATION : Nous allons raisonner par ’absurde. Si le résultat du Lemme 3.5 est

faux, alors il existe une suite (e,,n € N) avec €, # 0, €, — 0 lorsque n — +00, une suite

(An)nen de nombres complexes et une suite (4, )nen de fonctions dans H3(—%, L) tels que,

272
pour tout n de N, ||yn||L2( Ly = letona

{ )‘nyn = —(1 + fen)yn yzl, (*)
o (=5) = v (5) =4, (%) =i (§) =0.

Pour tout n dans N, notons u,, le prolongé de v, par 0 en dehors de [—%, g] Il est
clair que u, € H*(R) et de plus on a

Antn + (14 feo,)ul, + ul = and_  — by dans D'(R), (3.15)
avec a, := yn (—5), by, ==y ( ) Il nous faut alors distinguer deux cas : 1. Lorsque la
suite (A,)nen n'est pas bornee et 2. lorsque (\,)nen est bornée.

1. Si (A,) n’est pas bornée, on peut alors supposer que |A,| — +o0.

Multiplions (%) par ¥,, et effectuons une intégration par parties sur lintervalle
[—£ Q], on obtient alors,
L

272
;
)\n/ |yn|2:_/

En prenant le conjugué de cette équation et en ajoutant les deux équations obtenues,

nousavons,
L
e+ ) / ynf? = / (Fon) g
_L %

2

L
(14 fe)YnYn + / YnYn-

|t~
|t~
ot

Nl

Or ||f6’n||Loo(_%’%) — 0 lorsque n — +o0 et ||yn||L2(_%’%) = 1 on en conclut que

An + A, = 0, lorsque n — +o0.
Multiplions (*) par zy,, et effectuons une intégration par parties sur lintervalle
[ g , 2] on obtient apres calculs,

L
An x\yn = —IQL (1 + fo,)yngn + f p Ynin + f p TYn G,

mlh

L
== ff% (1 + fe,)YnTn — f_% ‘yn‘Q + f L TYnr,.
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En prenant le conjugué de cette équation comme précédemment et en ajoutant les
deux équations obtenues, nous avons,

Ou+2) [ sl = [ @ 2P =3 [ 1l

L L
2 2

Mais, |[(z(1 + fe,)) — 1||L°o(—§,§) — 0, lorsque n — +o00 donc

L
2 1
/ Yyl |2 — 3 lorsque n — +o00, (3.16)
L
—3
et par conséquent la suite (y,)nen est bornée dans H! (—%, %) Ainsi, apres extrac-

tion d’une sous suite si besoin est, on peut supposer que pour un certain y dans
L% (%, L) avec ||y||L2(7%’%) =1, y, — y fortement dans L? (—%£, £).

Divisons (*) par A, et on obtient alors

EEY RN
" P W

En prenant la limite de cette équation dans D’ ((—%, %)) on obtient
y =0,

ce qui contredit le fait que ||y||L2(_£ Ly = 1.
272

. Si (\,) est bornée, on peut supposer que A, — \. Aprés extraction d’une sous suite

si besoin est, u, — @ au sens des distributions et il existe un couple (a,b) € R? tel
que a, — a, b, — b et

Xa+m+ﬂ“=ms%—w.

NS

Ce probléme est le méme que celui étudié par Rosier, [38]. Rappelons le résultat qu’il
a obtenu : si A # Ao, OU A représente la valeur propre qu’il a obtenue, il n’y a pas de
solution a cette équation différentielle. Par conséquent, nous avons nécessairement
)\n — )\0.

On peut de plus remarquer que notre opérateur revient en fait a la perturbation de
Popérateur Aw = —w"'—w' par 'opérateur B.w = — fw', donc la famille d’opérateurs
obtenue dépend de € de maniére analytique. D’apres la théorie de Kato [17], c’est
une famille holomorphe. Comme A a une unique valeur propre (notée \y), qui n’est
pas dégénérée, on peut appliquer le théoreme de Rellich-Kato (voir Reed-Simon
[37], Théoreme XII.8). Donc il existe pour € proche de 0 une unique valeur propre
de A, qui est isolée et non dégénérée et un vecteur propre correspondant qui est
analytique en €. Par conséquent, on peut écrire, pour n assez grand, A\, = Ao+ ¢(€,),
avec ¢ analytique dans un voisinage de 0.
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Grace au théoreme de Rellich-Kato [17], on peut écrire les vecteurs propres u,, et les
valeurs propres A, de la maniére suivante, u, = cyug + €,u; + o(e,) lorsque n — +oo
avec %j) — 0 dans L? (—£,%) et A\, = Ao + €,A1 + 0(€n) , lorsque n — +o0. De plus,
d’aprés (2.12), on connait le développement des solutions stationnaires, pour L # 2k,

2/ \_ 2(L

fen(z) = en% + o(€,), uniformément pour z € [—£, L] Le cas ot L = 2k a
4

déja été traité dans 'annexe 5.

L’équation (3.15) devient alors au premier ordre en ¢, :
cos?(£) — cos*(%)

sin”(£)

ug — )\160”0. (317)

)\Oul + u'l" + Ull = aléfg - b15% -

Prenons la transformée de Fourier de (3.17)

(Ao + (i) + (i€)*) F(u1)(€) =
a1et3E — hremiFE COSQ(%)U/ - co — i€ tan™2 L u
e F (SmQ(é) ) © - (M- g (7)) @),

4

On déduit du théoreme de Paley-Wiener, (voir Yosida [46]) que F(u;) est une fonction
entiere dans C. Par conséquent, la fonction g définie par

2(z
g(ﬁ) = alei%‘ﬁ — ble*iég — f (COS (E;U6> —_ ()\10() —_ iftan*Q (%)) f(’U,())

SiDQ(Z

s’annule en les zéros de (\g + (i€) + (i€)3), notés o, 1 et po. D’apres [38], les valeurs que
I’on considere ici s’écrivent sous la forme,

k? + ki + 12 1 2 2 2
L =2my —3 k= —§(2k+l)f,,u1 = fio +kf,,u2 = o + (k+l)f,

avec k,l € N*.
On a donc un systeme de trois équations a 3 inconnues, a, b; et A; a résoudre.

2 (zx
. . cos” (£
0161%“0 — 516_1%“0 -F ( (2) uf)) (to)—

s (£)

()\100 — ijig tan~2 (%)) F (o) (10) = 0.

<)\100 ~ ity tan™? (%)) Fuo) (1) = 0.
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Soit encore, en notant iy la transformée de Fourier de uy,

_ . 2(z L
a,e' 310 —be s — F C.Osg (g) ug | (1) — (/\100 — ijig tan 2 <_)> o(to) = 0, (3.18)
Sin (Z) 4

(3.20)

11 nous suffit donc de vérifier si

= [io(m) = (V¥ ia(uo)] [ (c05” (3) 15) () = (107 (cos” (3) 1) (o)~
icos < ) patio(f12) 1)k+lﬂouo(ﬂo))]

o (12) = (=1)* it 110 [f-(cos (5) o) () = (=047 (cos? (5) up) (r0) -

scos? (£ (uio() = (-1 )] (320

peut s’annuler.
Toujours d’apres [38], on a

' ei5(E—ho) _ o—ig(E—ho)

up(€) =1 . 3.22
) = e = €= ) (322)
Il est donc aisé de calculer les valeurs de 1y en g, p; et ps.
On a
N -L?
folko) = st 1 )k
A (_1)kL3
o) = gy
X B (_1)k+l+1L3
tolk2) = 02k T 1
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Il reste donc a calculer les valeurs de f(§) = F ((3052 (%) u{)) en [, p1 et po.
Or

f) = (eos” (3) vh) ©
=F ((3082 (g)) * (&) (y)

On a donc a calculer

fo) = [ :of (cos? (5) ) v — ©iciio()
Y e s1n(§ 5—1) sm(% §+1)
__22/_00 [ 2(yy€—1) N 2(yy€+1) "

Sln(gy 6)]6 sin (£(& — o))
(f - Mo)(f - ,Ul)(§ - M2)

Or
/“”mW%W—S—IDEwW%@—MQ):/*mﬁn%@—f—inﬁn%@—ud)
o W= DE— ) E— ) E— ) S (= €= DE — m)(E — pa)
/+°° sin (4(y — & — 1)) sin (£(6 ~ )
B0 ) e (= €= 1)(E— o) (€ — 1) (€ — o)

Donc apres mise sous forme de fractions rationnelles,

+

roosin (F(y—€—1) Esin (F(E—po)) _ 7w (L
.[w(y—S—D@—ud@—uD@—uﬁ_Qs (2@ ! “”)
1 1
[w—l—un@—l—ug*Ky—l—mxm—ug+
1 n Ho n
(W—1—=po)(pe— 1) (W—1—=po)ly—1—pm)(y—1— )
Ho Ho

(y — 1 — o) (o — pa) (ko — p2) ” (y =1 — pa) (1 — po) (pa — M2)+

Ho ]
(y = 1 — p2) (2 — po) (p2 — 1)

D’ot, la valeur de f(y) en remplagant —1 par 1 puis par 0.
On en déduit donc les valeurs de f en pg, p1 et po.

_ [Lsin(L/2) = (2k+1)L?
fluo) = [ 2k +1 | 6k(k+1) } (3:23)
) = (- [P (BT, (3:21)
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(3.25)

Lsin(L/2) L*(k+ ZZ)]

fpo) = (1) [ k+ 21 6l(k +1)

Il ne nous reste plus alors qu’a calculer

d = [do(1) — (—=1)*do(po)]
[f(ﬂ2) - (_1)(l+k)f(,uo) — icos’ (%) (H2@0(M2) - (_1)16“#0710(#0))}
— [do(p2) — (—=1)** o (pso)]

7)) = icos? (5 ) (i) — (Do) | (326

et a démontrer qu’il ne s’annule pas lorsque k et [ décrivent N*.
Or apres calculs, on trouve que ce déterminant vaut,

d= % [47r (sin (g) + g) +L (cos <§) + 1)] (3.27)

On en déduit donc que d ne s’annule jamais pour k et [ appartenant a N*.
Nous avons ainsi achevé la démonstration du Lemme 3.5 et celle du Théoreme 3.3.[1
On a de plus le résultat suivant, (voir démonstration en Annexe 5, Proposition 5.10).

Proposition 3.6 Il existe une unique application linéaire

VL2 (-éé) — B,

telle que pour tout yo € D(A.) et tout h € C*([0,T]) avec h(0) = 0, ¥(yo, h) est l'unique
solution classique du probléme de Cauchy, (3.1)-(3.4).

Pour appliquer H.U.M., nous avons encore besoin de résultats d’observabilité pour le
probléme rétrograde homogene suivant