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Introduction

Dans le contexte du développement des circuits numériques, le niveau de description
communément utilisé pour la conception et accepté & la fois par les outils de simulation,
de synthése et de vérification est le niveau “transfert de registres” (RTL). Par conséquent,
la vérification de descriptions RTL est une étape a la fois prédominante et incontournable.
La complexité croissante des circuits réalisés requiert des méthodes complémentaires pour
appuyer la simulation, dans le but de renforcer la fiabilité de la conception du circuit.
La vérification de modéles est une technique de preuve formelle qui a émergé au cours
des derniéres années, et qui a pu étre appliquée avec succés a des projets industriels. Par
conséquent, cette technique a été mise en ceuvre au sein de nombreux outils commerciaux ou
du domaine public. A I'heure actuelle, la vérification formelle de descriptions RTL bénéficie
d’un cadre automatisé et relativement facile d’utilisation. Pourtant, les limites imposées
par sa complexité exponentielle rendent son utilisation problématique. Etant donné un
circuit de taille importante et une propriété a vérifier, il est impossible, pour un utilisateur
non expert, de prévoir si I’évaluation de la propriété pourra se faire dans les limites des
ressources (temps et mémoire) disponibles. De ce fait, application de la vérification de
modéles est aujourd’hui limitée & des circuits de taille trés réduite!, ne contenant pas plus
de quelques centaines de registres.

L’usage de spécifications plus abstraites et exécutables permettrait de décrire les carac-
téristiques essentielles du circuit que I'on souhaite élaborer, tout en limitant la complexité
de la représentation. C’est dans ce contexte que la vérification de modéles serait plus effi-
cace. Une étape de génération telle que la synthese “de haut niveau” permettrait d’obtenir
une description RTL synthétisable & partir d’une telle spécification. Cette étape devrait
préserver la correction de toutes les propriétés déja vérifiées sur la spécification. A ce jour,
la synthése “de haut niveau”, lorsqu’elle est applicable, ne garantit pas que la description
RTL produite vérifie de la méme facon les propriétés évaluées sur la spécification initiale.
Il est donc nécessaire de procéder aussi & la vérification de la description RTL résultante.
Ainsi, la mise en ceuvre de méthodes efficaces de vérification pour le niveau RTL demeure
un sujet de grande actualité.

Au niveau RTL, les méthodes fondamentales de vérification de modéles ne permettent
pas d’aboutir & des résultats dans des délais raisonnables. C’est pourquoi l'intervention
manuelle de I'ingénieur de vérification est essentielle, pour guider la vérification afin d’éviter
I’explosion combinatoire : il doit apporter sa connaissance sur le circuit vérifié, sur les

13 Péchelle industrielle...



INTRODUCTION

formules temporelles & écrire, et suggérer une stratégie adéquate de réduction de complexité
de la description manipulée.

Une partie du travail de cette thése a été menée dans un contexte industriel. A travers
cette expérience, qui a permis de comparer différents outils de vérification de modéles,
commerciaux et du domaine public, I’étude a été axée sur le développement de méthodes
permettant d’utiliser cette technique de maniére plus efficace. La principale contribution de
ce travail porte sur la réduction, manuelle ou non, du modéle vérifié. La vérification com-
positionnelle est un concept répandu, permettant de décomposer le circuit vérifié suivant
un critére structurel, suggéré par la hiérarchie de modules du circuit vérifié. Nous avons
appliqué cette technique dans un cadre général, et nous 'avons adaptée & une situation
réelle trés importante : lorsque le module vérifié est trés complexe, tout en étant un nceud
terminal de la hiérarchie de modules, la décomposition structurelle devient inapplicable
quoique nécessaire. En nous appuyant sur une connaissance a priori du circuit vérifié ainsi
que sur sa description, nous présentons et illustrons une approche, intitulée méthode as-
cendante, permettant d’identifier ses fonctionnalités sous la forme de blocs fonctionnels, et
de les vérifier ensuite selon "'approche compositionnelle classique.

La décomposition de la vérification peut également se faire dans le domaine comporte-
mental. Encore une fois, en s’appuyant sur une connaissance a priori du circuit, on identifie
différents scénarios d’exécution, spécifiés uniquement a I’état initial (mise sous tension) du
circuit vérifié. Cette approche permet d’engendrer autant de modéles réduits que de scé-
narios d’exécution, pouvant étre vérifiés séparément.

Notre principale contribution a été ’extension de ce raisonnement comportemental.
Le comportement de certains circuits peut étre décomposé de facon séquentielle. Dans
une approche classique de fonctionnement, I’environnement doit produire une séquence
de valeurs sur certaines entrées du circuit afin de mettre ce dernier dans un mode de
fonctionnement “normal”. Cette opération peut étre synonyme de remise a zéro, ou encore
de programmation du circuit afin de lui transmettre un nouveau paramétrage. Une fois
la remise & zéro effectuée, ou le paramétrage terminé, le circuit entre dans le mode de
fonctionnement “normal”.

Cette méthode de décomposition est appelée partition fonctionnelle. Sa mise en place
s’appuie sur la technique de simulation symbolique. Elle a été appliquée sur un circuit
de taille importante et a permis d’obtenir des résultats trés prometteurs en matiére de
réduction.

A partir de circuits décrits dans le langage VHDL, I'expérimentation des techniques de
preuve offertes par les différentes outils de vérification de modéles s’est appuyé sur un outil
d’extraction de machines d’états finis qu’il a été nécessaire de mettre en ceuvre.

Ce document est divisé en deux parties principales. La premiére partie, intitulée Repré-
sentation et Algorithmes, présente le niveau propositionnel booléen, utilisé pour la repré-
sentation des circuits numériques et pour parcourir leur espace d’états. Ensuite, on présente
les techniques de spécification formelle rencontrées dans l'industrie et les algorithmes de
preuve associés. On discute également des techniques automatiques de réduction du modele
pour la preuve. Ces techniques fondamentales sont ensuite comparées du point de vue de
leur efficacité, de leur pouvoir d’expression et de I'aisance de leur manipulation.

La deuxiéme partie de ce document, intitulée Stratégies de vérification, est consacrée
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INTRODUCTION

aux stratégies d’application de la vérification de modéles sur des circuits industriels. A ce
niveau, il s’agit de manipulations a caractére plus ou moins systématique qui requiérent
I'intervention de 'utilisateur (en la personne de l'ingénieur de vérification). Aprés la présen-
tation des techniques compositionnelles directes et des raisonnements associés, on introduit
le principe de la méthode ascendante, méthode illustrée en détail au chapitre 4 de ce docu-
ment. On discute ensuite de ’application des techniques comportementales, et on formalise
la partition fonctionnelle, I’étape de réduction basée sur la simulation symbolique.

Enfin, le dernier chapitre de ce document présente la mise en ceuvre des stratégies in-
troduites et des outils développés. Tout d’abord, on introduit le sous-ensemble du langage
VHDL sur lequel nous avons travaillé, et on expose les concepts de base de ’extraction de
machines d’états & partir des descriptions conformes & ce sous-ensemble. L’étape d’extrac-
tion est discutée du point de vue de la sémantique de simulation du langage VHDL.

La suite est consacrée au traitement d’un exemple industriel de taille importante : un
controleur de cache d’instructions concu par la société ST-Microelectronics et que nous
avons pu étudier. Ce module a été vérifié au sein d’une équipe de développement, dans le
cadre d’un projet industriel de vérification. Puis, dans un but purement expérimental, il
a été vérifié selon plusieurs approches et a ’aide de différents outils de vérification. Cette
démarche est exposée sur une partie des propriétés de ce module, et ses résultats sont
ensuite discutés.
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Premiére partie

Représentation et Algorithmes






Chapitre 1

Représentation symbolique

des machines d’états finis

1.1 Introduction

Comme dans toute pratique scientifique ou technique, le modéle constitue le pilier
central dans le processus de conception d’un circuit numérique. C’est le liant qui confére
a la fois forme, intelligibilité et communicabilité aux longues étapes de raisonnement qui
précédent sa réalisation. L’approche de modélisation raisonnablement rodée aujourd’hui est
axée sur le modeéle conceptuel d’un systéme a états, inséré dans un environnement adapté.
Dans un tel systéme, un seul état, appelé état courant, est actif & un instant donné. Les
transitions(changements d’état) sont déclenchées lorsqu'un événement attendu se produit
dans ’environnement. En particulier, cet événement peut signifier “passage du temps”, mis
en oeuvre par un mécanisme appelé horloge. Ainsi, toute étape dans le flot de conception
est centrée autour d’un tel modeéle, dont la “qualité” formelle varie, en s’améliorant au fur
et & mesure que ’on s’approche du résultat final. La spécification produit un modéle semi-
formel de systéme & transitions, souvent & la fois abstrait et incomplet. Ce modeéle sert
de base au codage. Le résultat est une description HDL ! ayant une sémantique formelle
pour la simulation, mais sur laquelle le concepteur préférera garder une vue proche de son
modeéle spécifié. Un ensemble de fonctions logiques sont extraites de cette description, qui
constituent un modeéle formel pour la vérification et/ou la synthése.

Tout au long de ce processus constitué de raffinements successifs, se pose le probléme
de la walidation. Une fois la spécification effectuée, elle est aussitot mise en doute : “ma
spécification correspond-elle vraiment & ce que je souhaite réaliser 7”. Puis, une fois le
circuit manuellement codé “est-ce que ma description est restée fidéle & sa spécification 7”.
Des techniques de raisonnement et de preuve peuvent donner une réponse a ces questions,
& condition que le modeéle qui leur est fourni et qui sert de base & ce raisonnement soit
décrit de maniére formelle.

Le modeéle formel le plus adapté & la conception de circuits numériques ainsi qu’a la
preuve par vérification de modeéles est celui de Machine d’Etats Finis (que 1'on abrégera
FSM) de MEALY. Ce chapitre est consacré au rappel du modéle hiérarchique de MEALY,

'abrégé en anglais : Hardware Description Language
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REPRESENTATION SYMBOLIQUE DES MACHINES D’ETATS FINIS

1--/100

-01/001

000/000 010/010
001/001

0-1/001

000/000 01-/010

100/100

000/000 001/00

000/000

F1G. 1.1 — Arbitre a trois entrées

ainsi que de sa représentation symbolique dans la logique propositionnelle. Sont présen-
tées ensuite les étapes de calcul symbolique qui constituent la base des algorithmes de
preuve formelle. Il est également fait rappel des méthodes de représentation qui ont permis
d’étendre le champ d’application de la vérification de modéle vers la preuve de circuits
industriels.

Dans ce chapitre, la présentation des différents concepts est illustrée a I'aide de 'exemple
ci-dessous : le modéle d’un arbitre, mettant en oeuvre un mécanisme de priorités, avec I’in-
tention de servir ’ensemble de ses clients d’une maniére équitable.

Exemple : un arbitre a trois entrées. La figure 1.1 présente le graphe de transition
d’un arbitre qui gére les requétes de trois clients différents. Ces clients sont classés par ordre
de priorité du premier (le plus prioritaire) au troisiéme (le moins prioritaire). Cet exemple
est inspiré de [62]. A chaque instant, cet arbitre lit et renvoie un symbole composé de trois
chiffres binaires. Le symbole d’entrée représente I’état (demandeur ou non) de chacun de ses
clients. Ainsi, le symbole “000” est lu si aucun client n’est demandeur d’accés. Si les clients
2 et 3 sont demandeurs en méme temps, l'arbitre lira le symbole “011”. Selon & la fois la
valeur du symbole d’entrée et les décisions prises au cours du passé, cet arbitre donne une
réponse d’acceptation : le symbole “000” est renvoyé si aucun client n’a re¢cu de permission
d’accés; si Iautorisation est accordée au client 1, 'arbitre renvoie le symbole “100”. Cet
arbitre met en ceuvre ’exclusion mutuelle d’accés pour ses trois clients : tous les symboles
sortants contiennent au maximum un seul chiffre “1”. Le concepteur a également souhaité
que le traitement des requétes entrantes se fasse de maniére équitable, condition qui n’est
remplie que partiellement. Les étiquettes associées aux états de cette machine montrent le
symbole sortant précédemment envoyé. Ainsi, I’étiqueté d’état “001” signifie que le client 3
a recu précédemment la permission d’accés et sera de ce fait moins prioritaire que les clients
2 et 1. A la mise sous tension, ’arbitre se trouve dans I’état “000”. Pour chacun des états,
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une et une seule transition associée est toujours active. Chaque transition est étiquetée avec
le symbole lu en entrée qui provoque son activation, suivi par le symbole de réponse renvoyé

vers ’environnement. L’emploi du caractére ’-’

(signifiant valeur indifférente) permet de
manipuler des ensembles de symboles d’entrée et de regrouper plusieurs transitions ayant
le méme symbole sortant. Par exemple, ’étiquette “- 0 1/0 0 1” représente les transitions

“D001/001”et“101/00 1"

1.2 Le modéle de machine d’états finis

1.2.1 Notions préliminaires

Les notations adoptées sont inspirées de [38]. Les fondements théoriques des machines
d’états finis sont présentés dans [42, 56]. Cette section rappelle les définitions nécessaires
pour la suite de ce document.

Définition 1.1 (Machine d’états finis) Une machine d’états finis déterministe est un
n-uplet
M = (X,O,S,O’O,Ft,f})

ou X est un ensemble fini de symboles d’entrée, O est un ensemble fini de symboles de sortie,
S est un ensemble fini d’états, et o9 € S est appelé l’état initial de M. F : X xS — S
représente la fonction de transition d’état de M et F, : X x § — O représente sa fonction
de sortie.

Tout le long de ce document, sauf avis contraire, nous nous restreignons aux machines
d’états finis M :

— déterministes : JF; doit étre une fonction : elle associe & un couple de valeurs donné

(€,0) € X x S une unique valeur de S

— compléetes : & la fois F; et F, sont définies sur la totalité de 'ensemble X x S.
Si F; est une relation telle que 3¢ € X, 3o, 0',0h,0] # ol : o) = Fi(&,0) et o, = F(€,0),
la machine est non-déterministe.

Habituellement, une machine d’états M est associée & une échelle discréte de temps.
Ainsi, on associe l'instant “0” avec 1’état initial oy et on dit qu’a I'instant “0”, M se trouve
dans I’état 0g. A tout instant 7', M peut se trouver dans un état oy € S.

Définition 1.2 (Configuration courante) A tout instant T, une machine M se trouve
dans une configuration Cp = (p,op,or) telle que &p € X, op € S, op € O et
Folér,or) = or.

Définition 1.3 (Etat successeur) Soient 0,0’ € S deuz états d’une machine M. On
dit que o' est un successeur de o, o — o' si et seulement si 3¢ € X : o' = F(€,0).

Définition 1.4 (Exécution) Une exécution d’une machine d’états M est une séquence
finie ou non de configurations (Cy, C1,Cs,...) telle que Yk € N ot Cy, = (€k, 0k, 0), Op+1 =
Fi(&k, o)
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Définition 1.5 (Configuration atteignable) Une configuration C = (£, 0,0) est attei-
gnable dans une machine M s’il existe une exécution (Cy,...C") ot Cy = (£o,00,00) est une
configuration dans laquelle M est a son état initial oy.

Définition 1.6 (Machines d’états compatibles) Soient

M1 = (Xl, 01,81, 001, ftla f01> et M2 = <X2, 02, 82, 002, ftg,f02> deuzr machines d’états
finis éventuellement non-déterministes. On dit que My et Mo sont compatibles si et seule-
ment si elles ont la méme interface : X1 = Xy et O1 = Oo.

Définition 1.7 (Etats équivalents) Deuz états o1 € My et o9 € My sont dits équiva-
lents, 01 = 09, si et seulement si My et Mo sont compatibles et Y& € Xy, Fp1(€,01) =
Fo2(&;02).

Définition 1.8 (Equivalence séquentielle) Deuz machines d’états finis My et Mo sont
dites séquentiellement équivalentes M = My si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites :

- My et My sont compatibles ;

— leurs états initiaux respectifs sont équivalents : op1 = 0g2 ;

- Vo, €81 etog € 82, st 01 = 09 alors V£ € Xl,ftl(ﬁ,al) = .7:,52(5,02).

Comportements non-déterministes. Du point de vue conceptuel, nous ne ferons pas
de distinction entre une machine déterministe et une machine non-déterministe. Il est
en effet possible de modéliser un comportement non-déterministe a I'aide d’une machine
d’états déterministe, grace a 'emploi d'un ensemble auxiliaire ND # () de symboles
d’entrée, appelés des pseudo-entrées. Ainsi, une machine d’états finis non-déterministe
Mg = (X,0,8,00,Gt, Fo,) oU Gy est une relation de transition, peut étre représentée
par une machine déterministe My = (X X N'D, O, S, 0¢, Ft, Fo, ). La fonction de transition
de la machine déterministe M sera définie par F; : X x ND xS — S. G; est la projection?
de F; parallélement & N'D.

Ce procédé de modélisation du non-déterminisme introduit une contrainte d’unicité
qui s’applique aux ensembles des pseudo-entrées : lorsque deux machines d’états sont com-
parées, leurs ensembles de pseudo-entrées respectifs doivent étre disjoints. Les critéres de
compatibilité et d’équivalence séquentielle s’étendent facilement au cas non-déterministe.

Une relation typique entre deux machines d’états finis contenant du non-déterminisme
est la simulation :

Définition 1.9 (Relation de simulation entre états) Soient My et My deux machines
d’états finis compatibles, éventuellement non-déterministes. L’état oo € So simule [’état
o1 € 81, 09 S5 01, si et seulement si :
- 01 =09,
- Vol € §1,Y{¢, ndy) € XP? tel que o = Fy ({€,ndy),01) :
3oty € Sy, Indy tels que (£,nds) € AP et oy = Fio((€,nds), 02) et b =<5 0}

e € X,Vo € S,0' €Gi(€,0) = Ind e ND, o' = Fi(€,nd, o)
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Définition 1.10 (Relation de simulation entre machines d’états finis) Soient M,
et Mo deux machines d’états finis éventuellement non-déterministes. La machine Moy si-
mule M1, Mo <5 M1 si et seulement si oyg <5 001

Remarque. Lorsque deux machines d’états M et Ms sont déterministes, la relation de
simulation My <; M1 est synonyme d’équivalence séquentielle.

1.2.2 Application a I’exemple

Le modele ARB = (X, 0, S, 09, Ft, F,) représente la machine d’états finis de la figure
1.1:

X = {000,001,010,011, 100, 101,110, 111}

O = {000,010, 100, 001}

S = {000, 001,010,100}, ooy = 000

F, = {((000, 000), 000), ((000,1 — —), 100), ((000,01—), 010), ((000, 001), 001),
((100, 000), 000), (100, 100), 100), (100, —1—), 010), (100, —01), 001),
((010,000), 000), (010, 010),010), ((010,0 — 1),001), ((010,1 — —), 100),
((001,000), 000), ((001,001),001), ((001,01—),010), ((001,1 — —),100)}

Dans le cas particulier de cet arbitre, nous avons F; = F,.

1.3 Techniques de représentation

1.3.1 Représentation Booléenne

Dans 'exemple du paragraphe précédent, les états et les transitions sont représentés
de maniére explicite, par simple énumération. En pratique, ceci constitue un inconvénient
important. La plupart des systémes d’aujourd’hui, qu’ils soient décrits manuellement ou
générés de maniére automatique, ont un ensemble d’états de taille astronomique. Non seule-
ment ces systémes sont et seront impossibles a représenter de maniére explicite, mais il sera
également impossible de tirer quelque conclusion que ce soit concernant leur comportement.

La représentation symbolique constitue une approche alternative permettant d’aborder
ce probléme. Basée sur la logique propositionnelle de premier ordre, ’approche symbolique
permet de manipuler non pas des états individuels mais des ensembles d’états. Construire
une représentation symbolique d’une machine d’états finis M revient & réécrire ’ensemble
de ses composants a 1’aide de termes de la logique propositionnelle.

Tout terme de la logique propositionnelle est construit & partir d’'un ensemble de
propositions atomiques P. Cet ensemble inclut les valeurs constantes booléennes, B =
{fauz,vrai} ainsi qu'un ensemble de variables prenant chacune des valeurs dans ’ensemble
B. Dans un souci de concision, les éléments de B seront associés aux valeurs entiéres “0” et
“1”. Un terme a donc une des formes suivantes :

— toute valeur de B est un terme;

— toute autre proposition atomique p € P est un terme;

— si t; et t3 sont des termes, alors t1.to et t1 + t2 sont également des termes. Les

[k

opérateurs “.” et “+” dénotent respectivement la conjonction et la disjonction;
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— si t est un terme, alors ¢, la négation de ¢ est aussi un terme;

Les opérateurs “implication” (=) et “équivalence” (<) sont dérivés des opérateurs lo-
giques de base, employés ci-dessus. Ainsi, quels que soient les termes ¢ et to, 'expression
t1 = t9 est identique & #; + t2. De méme, 'expression t; < t9 est identique a t1.ty + #1.15.

La représentation symbolique d’une machine M passe par une étape préliminaire de
construction d’'un modele booléen associé. Cette étape constitue un rapprochement du
niveau conceptuel bi-valué de réalisation physique des circuits numériques actuels. On
construit tout d’abord des correspondants booléens pour les ensembles X', O et S. Leurs
éléments sont associés de maniére injective avec des n-uplets formés sur B. Pour que cette
correspondance puisse étre réalisée, la taille minimale de ces n-uplets doit étre respective-
ment :

m = [log2| X[] p=[log2|Of]  n = [loga|S]]

ou |X], |O| et |S| dénotent les cardinaux des ensembles X, O et S, et [x] dénote le plus
petit nombre entier tel que le nombre réel z < [x].

Ensuite, on définit les variantes binaires des fonctions F; et F,. Dans la suite, les
ensembles X = {z1,22,...,2}, O = {01,02,...,0p} et S = {s1,52,...,5,} contiennent des
propositions atomiques. Leurs éléments sont appelés respectivement variables booléennes
d’entrée, de sortie et d’état. On note (z,,) = (1, Z2, ..., Tm) le vecteur de taille m construit
a partir des éléments de X. Les vecteurs (op) et (sy) sont construits de fagon similaire. Le
vecteur (z,,) e (s,) de taille m + n est obtenu par concaténation des éléments des vecteurs
(xm) et (sp).

Définition 1.11 (Modéle Booléen d’une machine d’états finis) Soit
M = (X,0,8,00,F, Fo) une machine d’états finis. M = (X,0,S, so, F}, F,) est une
représentation booléenne de M s’il existe trois fonctions d’encodage injectives Ex : X —
B" Eo:0 —>B, Eg:S — B" telles que
~ 50 = Es(00)
~ F; : B™xB" — B" fonction de transition vérifie : V¢ € X ,No € S, F(Ex (), Es(0)) =
ES(Ft(£a U)) ;
~ F, : B™ x B* — B fonction de sortie vérifie VE € X No € S, F,(Ex(§),Es(0)) =
Eo(Fo(&,0)).

Les fonctions d’encodage Ex, Fo et Eg sont injectives mais pas forcément surjectives,
car on a les inégalités |X| < |B™|, |O] < |BP| et |S| < |B"].

Soient X, O, S les images par les fonctions d’encodage des ensembles X, O et S.
X =Ex(X)CB™,0=FEp(O)CB,S =FEs(S) CB".

X, O et S ne sont la plupart du temps que des sous-ensembles booléens stricts de
B™, B" et BP. Cependant, il n’est pas réaliste de considérer qu’un circuit & m variables
booléennes d’entrée accepte seulement un sous-ensemble de valeurs de B™. Une définition
possible de F} sur l'intégralité de I’ensemble B™ x B" serait :

Ft(LE,S) = .
S SInon

{ Es(Fi(&,0)) si3,0:2=Ex(é)ets=Es(0)
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Cette définition de F}; spécifie qu’aucun changement d’état ne se produit si £ ou s n’ont
pas d’antécédent dans X et S. En ce qui concerne la fonction F,, la solution générale-
ment adoptée dans la pratique consiste & renvoyer une valeur “par défaut” pour toutes les
combinaisons = et s non définies.

Moyennant I’emploi d’un langage de description adéquat, la redéfinition des fonctions de
transition et de sortie s’effectue d’une maniére naturelle : le concepteur laisse les transitions
n’ayant pas de correspondant dans M non-spécifiées ; de fagon similaire, une fonction de
sortie renvoie une valeur par défaut choisie par le concepteur, sauf si ses arguments ont des
antécédents dans X et S.

Dans la suite, on emploiera exclusivement des fonctions de transition, et de sortie
définies sur l'intégralité de B™ x B".

1.3.2 Représentation symbolique

Dans la représentation symbolique de M, aussi bien les états individuels que les en-
sembles d’états sont exprimés grace & leur fonction caractéristique.

Définition 1.12 (Représentation symbolique d’un état) Soit o € S un état de la
machine M. Le codage de o dans M, Es(c) € B est un vecteur de n valeurs booléennes.
La représentation symbolique de o est donnée par la fonction caractéristique o :

n

Xo ({51,582, 5n)) = [ [ (si & E(0))

=1
ot Efg est la i-eme composante du vecteur Eg de taille n.

En manipulant les encodages de o et ¢’ donnés par la fonction Eg, grace aux vecteurs
de variables d’état courant (s, ) et prochain état (sl ), o’ est un successeur de o s’écrit :

(sn) = Fi({zm), (sn)) (1)

soit en termes de la logique propositionnelle :

n

T({@m), (sn), (s0) = [ [ 51 & Fi ((2m), {sn)) (2)

=1

Le terme T défini par (2) est appelé une relation de transition. C’est une fonction
caractéristique qui représente toutes les combinaisons légales dans M de valeurs sur les
vecteurs d’entrée, état courant et prochain état.

Définition 1.13 (Modéle symbolique d’une machine d’états) Le modéle symbolique
d’une machine d’états M est un n-uplet M = (X,0,S8,T, F,, xo) contenant les ensembles
de variables d’entrée, de sortie et d’état X, O et S, une relation de transition T : B™ x
B" x B® — B, une fonction de sortie F, : B x B" — BP et une fonction caractéristique
Xo qui représente l’état initial de M.
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Définition 1.14 (Machines d’états symboliques composables) Soient
My = (X4,54,04,Ta, x04) €t Mp = (XpB,SB,0B,TB, x0B) deur modéles symboliques.
On dit que ces modeéles sont composables si et seulement si O4 N Opg = 0.

Définition 1.15 (Produit synchronisé de deux machines d’états symboliques)
Soient My = (X4,54,04,T4,x04) ¢t Mp = (XpB,SB,0B,TB, x0B) deur modéles sym-
boliques composables. Le produit synchronisé de My avec Mpg*, noté M4||Mp est la ma-
chine SymbOquue Mprod = (Xproda Sproda Oproda Tproda XOprod> ot Xprod - XA U XB; Sprod =
S4USB, Oprod € OaUOB, Tyroa =Ta . T et Xoprod = X0A - X0B-

Le modele de machine d’états décrit a ’aide d’une relation de transition est connu sous
le nom de modéle de Kripke. La relation de transition est construite de maniére & regrou-
per tous les couples d’états adjacents. Cette caractéristique lui permet de représenter des
systémes non-déterministes, ce qui confére plus de généralité au modele de Kripke. Dans
I’équation (2), la relation de transition 7" est calculée a partir d’une fonction booléenne de
transition. Elle correspond donc & un systéme déterministe. Cependant, le fait de se res-
treindre & I’étude des systémes déterministes n’entraine pas de perte de généralité. En effet,
tout modéle non-déterministe peut étre transformé en un modéle déterministe équivalent.

Propriétés de la représentation symbolique. L’emploi des fonctions caractéristiques
permet de manipuler des ensembles arbitraires d’états d’une machine, quelle qu’en soit
la cardinalité. Ainsi, toutes les opérations de manipulation des ensembles possédent un
correspondant booléen dans le domaine symbolique. La représentation symbolique d’un
ensemble £ d’états appartenant & une machine M satisfait les propriétés suivantes :

— xe((s1,82,-,8n)) = 0 lorsque & = 0;

— 'union des ensembles £ et £ s’exprime par I'opération “ou” logique.
X51U52(<517 825 -0y 5n>) = X& (<517 82y -0 5n>) + X52(<517 82y 00y 5n>) )

— l'intersection des ensembles £ et £ s’exprime par l'opération “et” logique.
XE1NE2 (<517 825 -0y 5n>) = X& (<517 82y -0 5n>)'X52 (<517 82y -0 5n>) )

— le complément de ’ensemble £ par rapport & S s’exprime par l'opération “non”
logique : xs\¢ = Xxs-Xe- Dans le cas particulier ou |S| = 2", la fonction d’encodage
Es devient une bijection. Tout élément de B" posséde un antécédent dans S. On a
donc xs = xp» = 1 et le complément de ’ensemble & devient xs\e = Xe-

On manipule délibérément 1’état o et 'ensemble contenant un unique élément {o} comme
s’il s’agissait du méme objet, en termes de représentation par fonction caractéristique.

Il existe une correspondance étroite entre le modéle symbolique d’une machine d’états
finis et un circuit numérique séquentiel. Les variables d’entrée et de sortie du modéle cor-
respondent aux ports entrants et sortants du circuit. Un modéle booléen met en ceuvre des
fonctions pour calculer les nouvelles valeurs des variables de sortie et d’état. Ces fonctions
sont reproduites dans un circuit & ’aide de réseaux de portes logiques, réalisant chacune
une fonction logique élémentaire. Quant aux variables d’état, elles ont pour correspondant
électronique les mémoires (bascules).

3 aussi appelé composition paralléle de Ma et Mp
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Le temps étant considéré discret, toute transition (changement de valeur d’au moins
une variable d’état) est déclenchée par les événements successifs produits par une horloge.
Physiquement, un port entrant spécial intitulé horloge est connecté & toutes les bascules
du circuit. Les événements produits sur le signal d’horloge déterminent le changement de
valeur de toutes les mémoires.

Le modéle booléen d’'une machine d’états constitue le point d’entrée dans les outils
de vérification formelle. Cependant, pour des raisons pratiques liées & la manipulation de
circuits réels, structurés ou non, il est utile d’étendre la définition d’un modéle booléen de
fagon & inclure les notions de wvariable locale et de hiérarchie. Le modéle hiérarchique de
MEALY effectue cette extension.

1.3.3 Modéle hiérarchique de Mealy

Définition 1.16 (Modéle de Mealy hiérarchique) Une machine hiérarchique de Mealy
est un n-uplet MH = (X, 0, S, L, xo, F}, F,, F,, COMP), ou. X, O, S sont respectivement

des ensembles de variables d’entrée, de sortie, d’état. L’ensemble L, de taille k, contient

les variables locales de la machine hiérarchique M H. xo(s1,..-8n) est la fonction caracté-

ristique qui représente 1’état initial de MH. La fonction F; : B™ x B* x B¥ — B" est la

fonction de transition de M H :

(81,89 weey Sn) = FL(T1y ey Tymyy 814 eey Sy L1y -ulie)- (3)

La fonction F, : B™ x B* x B* — BP est la fonction de sortie de MH :

(01,02, ...,0p) = Fo(X1, ., Tiny S15ovy Smy L1, L) (4)

La fonction Fr : B™ x B" x B¥ — B est la fonction qui calcule les valeurs des variables
locales de M H :

<ll,lg, lk,> = FL(IEI, cers Iy Sy evey Sn,ll, lk,) (5)

COMP = {mhi,mha,...,mhy} est un ensemble de taille ¢ dont les éléments sont des
machines M H.

Les machines mh; sont appelées des composants de M H. Les variables d’entrée de
chaque composant mh; correspondent obligatoirement & un sous-ensemble de X U L. De
meéme, les variables de sortie des mh; correspondent & un sous-ensemble de L U O. Par
ailleurs, si O;,0j C L U O sont les ensembles de sorties de deux composants mh; et mh;,
alors O; NO;j = 0.

Toute machine hiérarchique peut étre transformée en un modéle booléen en appliquant
les étapes suivantes :

1. pour chaque mh; dont I’ensemble COM P est vide, remplacer dans les fonctions F}
et F,, les variables locales [; par leur fonction Fi correspondante ;

2. dans M H, remplacer tous les composants mh dont ’ensemble COM P est vide par
leur contenu. Puis, retour a 1’étape 1.
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Remarque. La définition du modéle hiérarchique de Mealy permet, grace aux variables
locales [y, ...,1;, de combiner certains composants mh; et mh; de fagon a créer des dépen-
dances fonctionnelles circulaires - boucles combinatoires - entre les variables de ces com-
posants. Ce scénario n’est pas admissible dans le contexte de la modélisation des circuits
numériques. Comme ’ajout de hiérarchie au sein d’une machine M H se fait manuellement,
la vérification d’absence de boucles combinatoires doit étre systématique.

1.3.4 Représentation symbolique de ’exemple

La représentation symbolique de la machine AR B passe par I'étape de construction d’un
modeéle booléen ARB. On calcule tout d’abord les cardinaux des ensembles de variables
X,0etS:

— |1X| = [loga) [] = 3
p = [0] = [log2|O] =2
n = [S| = [loge|S[] = 2
permettant de construire un codage booléen de ARB de taille minimale. Ainsi, X =
{z1,29,23}, S = {51,582} et O ={01,02}. Un choix possible des fonctions d’encodage Fx,
FEg et Ep serait le suivant :

Ex = {(000, (000)), (001, (001)), (010, (010)),
(011, (011)), (100, (100)), (101, (101)), (110, (110)), (111, (111))}

Eg = {(000, (00)), (001, (01)), (010, (10)), (100, (11}))}

Eo = Eg
ou (00) représente le codage booléen de I’état initial og = 000 de M,p. Les fonctions
F; et F, se déduisent a partir de F; et F, et Fg :

Fy = {(({00), (000)), (00)), (00}, (1 = =)), (11)), ({00}, (01=)), (10}),
(({00), (001>) (01)), (((11), {000)), (00)), (((11), {100)), (11)),
(((11), (=1=)), (10)), ({11}, (=01)), (01)), ({10}, (000}), {00}),
({103, (010}), (10)), (((10), {0 = 1)), (01)), ({10}, (1 — =)), (11)),
(({01), (000}), (00)), (({01), {001)), (01)), (({01), {01—)), (10)),
(({01), (1 = =)), (11))}

La fonction Fy est en fait un vecteur de deux fonctions (F}!, F2). Leur expression booléenne
se déduit directement de la description relationnelle de F; :

1 = _ _ _ — — —
Ft (81, S$2,T1,%2, :E3) = §1.82.21 + 81.82.Z1.L2 + 81.82.21.L2.L3 + S1.82.L9+
81.82.21.-29.Z3 + 81.82.21 + S1-82.Z1-L2 + §1.89.%1
2 = — — — — — — — — —
F7(s1,s2,71,%2,73) = §1.52.71 + 51.52.T1.T2.T3 + S1.82.71.T2.T3 + $1.52.T2.T3+
81.582.21.23 + 81.89.21 + §1.82.21.-Z2.23 + S1.892.21
Les termes symboliques représentant les états de ARB sont déterminés par les fonctions
caractéristiques :

X(00) (81,82) = 81.32 Xx(o1)(51,82) = 31.52 X(10)(51,82) = 5152 X(11)(81, 82) = 51.52
conformément & la définition 1.12. Le prédicat représentant 1’état initial de ARB est

Xo(s1, 82) = 51.52.
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Soit S" = {s], sh} ensemble de variables permettant de désigner les états successeurs
dans ARB. Par application de I’équation 2, la représentation propositionnelle de la relation
de transition T' de ARB :

T = (s} < F}(s1, 82,71, 72,73)).(sh & F2(s1, 82,71, T2, 73))

La fonction de sortie de ARB est F, = Fj.

Remarque. En réalité, le codage minimal choisi pour les valeurs de sortie de ARB peut
se révéler incommode pour le processus de conception. Le systéme de ’exemple met en
ceuvre une fonctionnalité d’arbitrage pour trois clients distincts. Chaque client communique
a arbitre sa requéte, par I'intermédiaire d’une variable d’entrée x; € X. A chaque instant
t, Parbitre analyse I’ensemble des trois requétes et décide de donner ’acces & un seul parmi
ses clients. Cette réponse est donnée a travers les variables de sortie o1 et 0s. :

~ (01,092) = (0,0) : aucun client n’a d’autorisation d’acces;

~ (01,09) = (0,1), (01,09) = (1,0) ou {01,02) = (1,1) : autorisation d’acces a I'instant ¢

accordée pour le client 3 ou 2 ou 1.
Ainsi, chaque client doit lire et décoder les valeurs 0 et 02 pour déterminer si une autorisa-
tion lui a été accordée. Cependant, une solution plus pratique et élégante aurait consisté a
gérer séparément les autorisations d’acces, en utilisant une variable d’état et de sortie par
client. La machine ARB’ pour cette solution alternative aurait un ensemble de variables
d’état S = {s1, 2, s3} et de sortie O = {01, 09,03} telles qu’a tout instant, une et une seule
variable d’état et de sortie aurait la valeur 1. Dans ce cas, on construit trois fonctions de
transition a partir de la description de ARB : les symboles des alphabets d’état S et de
sortie O peuvent étre reconstitués par concaténation des valeurs possibles de s1, so, s3 et
01, 02, o3 Compte-tenu du fait que seules quatre combinaisons sur s1, s et s3 sont accep-
tables, conformément & I’ensemble S, les fonctions de transition F}', F? et F? peuvent étre
simplifiées :
= :El.(§1 + 81.:%2@‘3)
Ft2(81, S9,83,%1,Z2, :L‘3) = $2.(§2.(i1 + 81) + 82.:?1.:?3)
= $3.(§3.(i2 + 82).(571 + 81) + Sg.:f‘l.j?Q)

1
Ft (313 52, 33,151,152,(1:3)

3
Ft (517 52, 83,I1,I2,II)3)

Les termes symboliques représentant les états de ARB’ sont déterminés par les fonctions
caractéristiques :
X<000>(81, S9,83) = §1.59.33 X<100>(81, S9,83) = §1.592.33
X(010) (81,82, 83) = 51.52.83  X(001) (81, 82, 83) = 51.82.83
Le prédicat représentant 1’état initial de ARB est xo(s1, s2,53) = 51.52.53 et les fonc-
tions de sortie de ARB' sont identiques aux fonctions de transition.

1.4 Parcours symbolique d’une machine d’états finis

Le modéle symbolique d’'une machine d’états sert de point de départ pour la preuve de
propriétés dans les outils actuels de vérification de modéles. La preuve que le modéle M
satisfait la propriété P s’appuie sur quelques opérations de base, exprimées sur des termes
de la logique propositionnelle. Typiquement, on calcule 'ensemble d’états de M (exprimé
par une fonction caractéristique) dans lesquels P est vraie. Ce calcul se fait de maniére
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incrémentale avec une granularité égale & une transition dans M. Les opérations de base
sont le calcul de ["image et la pré-image d’'un ensemble d’états.

La mise en ceuvre des opérations d’image et de pré-image utilise les fonctions carac-
téristiques de la relation de transition du modéle symbolique et de I'ensemble d’états
de départ. Leur efficacité repose donc sur la facilité de représentation, de manipulation
et d’évaluation de ces fonctions. D’autre part, il s’avére que la construction de la rela-
tion de transition 7' & partir d’un circuit industriel est une opération bien trop cotteuse.
En pratique, il semble plus réaliste de partitionner 1" en plusieurs sous-produits, ou bien
d’en garder une représentation implicite, sous forme d’un ensemble de relations atomiques
st & Fi({xm), (sn)), Vi = l.n. Il s’agit des approches relationnelle ou fonctionnelle pour
le calcul d’image.

Cette section passe en revue les définitions de I'image et de la pré-image, ainsi que
les aspects liés a la représentation et I’évaluation des ensembles d’états durant ce calcul.
Suivra une présentation de I’état de ’art des approches relationnelle et fonctionnelle du
calcul d’image.

1.4.1 Image et pré-image d’un ensemble d’états

Définition 1.17 (Image d’une fonction booléenne) Soit f,, : B* — B™ une fonc-
tion wvectorielle & m composantes, dépendant chacune de n variables booléennes, (ym) =
fm({zn)), 0u (ym) et (z,) sont des vecteurs de variables de taille m et n. L’image IMGy,,
de fm est le sous-ensemble de tous les vecteurs booléens de taille m que fy,, peut produire.
La fonction caractéristique de ce sous-ensemble est donnée par :

m

XIMGfm (ylayZa aym) = 3151,152, <oy Iy H(yl g fﬁz((mn»)
=1

Dans le cadre du parcours symbolique d’une machine d’états M, la notion d’image
s’applique au calcul des successeurs d’un ensemble d’états. On parle alors d’image d’un
ensemble d’états E & travers la relation de transition T de M :

Définition 1.18 (Image et pré-image d’un ensemble d’états) Soit M le modéle sym-
bolique d’une machine d’états finis. Soit E un sous-ensemble de B", représenté par sa fonc-
tion caractéristique xg. Limage IMG(xg,T) de E a travers la relation de transition T de
M est un sous-ensemble de B" dont la fonction caractéristique est :

Xtc(xp,T) ((8n) = Ham) € B™, Isn) € B" : T({zm), (sn), (sp)- x5 ((5n)) (6)

La pré-image est lopération duale de l'image qui permet de calculer ’ensemble PREIMG(x g, T')
des états prédécesseurs de E :

Xpretua(xs,T) ((sn) = Ham) € B™,3(s)) € B" : T((zm), (sn), (sp)-xm((sp)  (7)

Par application successive de calculs d’image on parcourt progressivement 1’ensemble des
états atteignables de M. Ce calcul démarre a partir de son état initial. Soit Sp = {(s¢)} C
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B" I’ensemble contenant 1’état initial de M. A chaque pas ¢ on calcule xg,;, la fonction
caractéristique de ’ensemble d’états S; accessibles & partir de sp en au plus ¢ transitions :

XSit1 = XS; T XTna(xs, . T) (8)

La suite Sy, St, ..., Si, ... est croissante. Comme M contient un nombre fini d’états, (S; C B"
quelle soit la valeur de 7) cette suite converge. En d’autres termes, il existe une valeur k a
partir de laquelle les états successeurs de Sy sont tous inclus dans S : IMG(Sg,T) C Sg.
Donc, I’équation (8) admet un point fixe. Cette solution est la fonction caractéristique xg,
représentant tous les états de M pouvant étre atteints a partir de (sg).

Définition 1.19 (Invariant) Si les états atteignables Sy de M satisfont la propriété P,
alors xs, = P. On dit que P est un invariant dans M.

1.4.2 Ensembles d’états : représentation et évaluation

Les opérations d’image et de pré-image sont la clef de votite de la technique de vérifica-
tion symbolique de modéles. L’efficacité de leur mise en oeuvre constitue encore aujourd’hui
I'objet de nombreux travaux de recherche. L’image en tant que représentation proposition-
nelle d’'un ensemble d’états peut étre manipulée comme une fonction booléenne. En réalité,
lorsque le modéle parcouru est extrait d’un circuit industriel, cette fonction dépend d’un
nombre trés grand de variables et son expression est souvent extrémement complexe. Par
ailleurs, la grande majorité des problémes de vérification de modéles nécessitent un calcul
itératif de point fixe, enchainant plusieurs calculs d’image. La condition d’arrét d’un algo-
rithme de point fixe s’exprime sur des ensembles d’états : si S; = S;41 alors un point fixe
a été atteint et le calcul peut s’arréter. Etant donné que S; C S;y1, cette méme condition
peut se transcrire sous la forme S; 11\ S; = 0, ol en termes de fonctions caractéristiques :

XSi41-XS; = 0 (9)

Dans ce contexte, deux problémes trés importants se posent lors du parcours symbolique
d’un modéle :

— construire une représentation booléenne compacte des fonctions caractéristiques xg; ;

— trouver, si possible, au moins une combinaison de valeurs montrant que I’équation (9)
n’est pas une tautologie. Dans le cas contraire, un point fixe a été atteint. Ce probléme
est connu sous le nom de SAT. Dans la théorie de la complexité des algorithmes il
sert de base pour la définition de la classe des problémes NP-complets.

Dans le cadre du calcul symbolique d’image, deux principales directions ont été explo-
rées pour la représentation et ’évaluation des fonctions booléennes.

1.4.2.1 Les Diagrammes de Décision Binaire

Le parcours symbolique a tout d’abord été basé sur ’emploi des Diagrammes de Dé-
cision Binaire (BDDs*) pour représenter des fonctions caractéristiques [63]. Introduit par

‘en anglais : Binary Decision Diagram
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Akers [6], ce concept s’appuie sur la décomposition de Boole appliquée a une fonction
booléenne f. Par la suite, Bryant combine I'application récursive de la décomposition et
le regroupement des sous-arbres isomorphes générés. Le résultat est un graphe acyclique
dont les noeuds sont étiquetés avec les noms des variables de f. Ce graphe comporte
deux noeuds terminauz, étiquetés “0” et “1” [15]. Bryant montre également 'importance
de 'ordre de variables selon lesquelles la décomposition de Boole a lieu, pour la concision
de la représentation résultante. Cette représentation est intitulée ROBDD (BDD réduit et
ordonné). Pour un ordre de variables préalablement choisi, la représentation par ROBDDs
est canonique. Ainsi, chaque fonction booléenne a une représentation canonique OBDD.
De méme, toute opération logique entre deux fonctions booléennes peut s’exprimer sur les
ROBDDs correspondants, le résultat étant également un ROBDD. De nombreux paque-
tages trés performants existent, tels que [51, 79], mettant en ceuvre des primitives pour la
construction et la manipulation efficace des BDDs.

Les diagrammes de décision binaire apportent & la fois une solution de représentation
et d’évaluation des fonctions booléennes : la représentation souvent compacte d’une fonc-
tion s’accompagne également d’une réponse au probléme SAT appliqué a cette fonction.
La complexité spatiale de la représentation par BDDs d’une fonction est au pire des cas
exponentielle dans le nombre de ses variables. Cependant, dans beaucoup d’applications
pratiques la taille des BDDs obtenus se trouve bien en dessous de cette limite exponentielle.

1.4.2.2 Les techniques de résolution SAT

La découverte récente de nouvelles heuristiques pour la résolution de SAT [84, 81, 43]
remet en question avec un certain succés l’emploi des BDDs pour le parcours symbolique
d’une machine d’états.

L’approche de la vérification de modéles bornés (BMC?P) [9] fait appel & un moteur de
résolution SAT dans le but de trouver un contre-exemple montrant qu’une propriété P est
fausse. Cette technique construit une suite M; d’approximations de M aux ¢ premiéres
transitions possibles & partir de son état initial. Soit T' la relation de transition de M :

My = xo -létat initial de M
M; = My T((w, "), (sh "), (sh)) - pour i = 0.k

La construction de M; revient & dérouler T sur ¢ pas. La relation de transition T peut
étre déroulée au plus k fois, oil k est un nombre entier quelconque, ne dépassant pas le
diametre® du graphe de transition de M.

La technique BMC procéde de maniére itérative, en construisant progressivement les
modéles M; et en évaluant SAT(M; . P) pour i = 0,...,k. Le processus s’arréte dés que
1 = k ou dés que la réponse a cette évaluation est positive : le moteur de résolution SAT
a trouvé un ensemble de valeurs pour les variables d’entrée (x0),...(z%-1) qui représente
une séquence de i transitions menant & un état ot P est vraie. Cette solution constitue le

contre-exemple qui appuie 'affirmation “P est fausse dans M; et donc fausse dans M”.

Sen anglais : Bounded Model Checking
®mesure égale au nombre de pas de calcul de ensemble d’états atteignables de M.
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Dans [2], Abdulla et al. proposent une approche de parcours symbolique utilisant éga~
lement SAT. Le circuit est représenté comme un ensemble de fonctions booléennes. Un
algorithme d’optimisation permet de minimiser la taille de ces fonctions, en se basant sur
la réutilisation des sous-expressions. Le calcul de I"image impliquant une quantification
existentielle sur des variables d’entrée et d’état est remplacé par un calcul itératif dont le
résultat est une nouvelle formule booléenne optimisée. Un moteur de résolution SAT est
appelé pendant le parcours symbolique lorsque ’évaluation d’une équation similaire & (9)
est nécessaire, pour déterminer si un point fixe a été atteint.

1.4.3 Mise en ceuvre

Compte-tenu de leur complexité, le choix entre BDDs et SAT se base avant tout sur le
type de ressource que ’on souhaite utiliser de facon intensive : mémoire ou processeur. En
pratique il est trés difficile de raffiner ce critére. Mais I’expérience montre que la perfor-
mance de ces techniques varie beaucoup selon la nature du probléme a traiter et la structure
des fonctions booléennes manipulées. Toutefois, & cause de la complexité des circuits, pour
lesquels ne serait-ce que le nombre de ports entrants se comptent par centaines, 1’utilisa-
tion directe de SAT ou des BDDs a peu de chances d’aboutir. En particulier, construire la
représentation par BDDs d’une relation de transition en vue d'un calcul d’image est une
opération quasi-impossible sur un circuit dépassant la taille et la complexité d’un exemple
scolaire.

La décomposition disjonctive par application du théoréme de Boole constitue une heu-
ristique de base, permettant d’améliorer aussi bien l'efficacité de la représentation par
BDDs, que celle de la résolution de SAT.

Application a la manipulation des BDDs L’expérience montre que des pics d’uti-
lisation de la mémoire dis a l'explosion de la taille des BDDs se produisent pendant le
calcul d’image, alors qu’en général le résultat de ce calcul posséde une représentation BDD
trés compacte. En ce sens, la décomposition disjonctive des fonctions booléennes complexes
peut se montrer utile. De cette maniére, chaque opération booléenne peut se réécrire grace
a un nombre de pas intermédiaires dont les opérandes sont des cofacteurs, de taille plus
modérée.

Le principe de la décomposition disjonctive est le suivant. Pour une fonction booléenne
f((zy)), on choisit un sous-ensemble V. de k parmi ses n variables. On note C;,i = 1..2*
les termes représentant tous les produits possibles entre les littéraux (complémentés ou
non) contenus dans Vi. On emploie également la notion de cofacteur de la fonction f par
rapport a un ensemble de littéraux, complémentés ou non, désignés par C; : il est noté

f

C;-

Exemple. Soit T'({z3), (s2), (s)) la relation de transition du modeéle symbolique ARB.
Si k =2etVy = {s1,s]}, alors quatre produits peuvent étre formés sur les éléments de
Vy
C, = 81.8’1, Cy = 81.5’1, C3 = 51.8’1 et Cy = §1.§,1
De méme, les quatre cofacteurs de T,,; par rapport aux variables contenues dans Xy
sont :
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) 71111"17‘6«3 = Tarb‘glsll , et Tarb‘C4 = Tarb

Tarb‘cl = Tarb‘ Tarb‘cz = Tarb‘sls

518’1’ 515'1

d
Par application du théoréeme de décomposition de Boole par rapport aux variables de
Vi, la fonction f s’écrit :

Qk
f(za) = (Cifle)
i=1

Chacun des 2¥ composants de f aura une représentation BDD de taille strictement
inférieure & celle de f. Ainsi, une opération booléenne binaire en termes de BDDs Op €
{. +}, entre f et une fonction booléenne arbitraire g peut s’effectuer progressivement, par
construction successive des composantes f ‘ ¢, €t tout en conservant des structures BDD de
taille modérée. L’algorithme suivant décrit ces étapes de calcul :

Algorithme : calculer f Op g

1. i< 1; BDDresultat + 0;

2. construire le BDD de g¢;

3. construire le BDD de Ci-f‘ci ;
4

5

. construire le BDD de (Cz-.f‘c_) Op g;
. BDDresultat + BDDresultat + (le‘c) Opyg ;

6. siz <n alorsi <+ i+ 1 et retour au pas 3;

Cet algorithme permet de construire la représentation par BDD de f Op g tout en évitant
de construire le BDD de f. En pratique, le choix judicieux de I’ensemble Vj peut entrainer
des simplifications trés importantes de certains composants parmi f ‘ -

Bien qu’applicable a toute opération booléenne, cette heuristique se montre particulie-
rement efficace dans le cas du calcul d’image. Dans ce cas Op={ . }, f =T et g = x&.
L’expression de I'image (avant la quantification existentielle) devient :

ok ok

Y (CiT|) Op xe = (xu - Ci . T|g)

i=1 i=1

Examinons le calcul du BDD correspondant & chaque produit xg . C; . T ‘C dans cette
somme. L’ordre d’évaluation des termes de chacun de ces produits est important. Le terme
CZ.T‘ c, aura toujours une représentation BDD de taille strictement plus grande que T‘ o
En revanche il peut étre intéressant d’évaluer en priorité les sous-expressions xg . C;, dont
le résultat peut avoir une représentation BDD trés simple.

Les avantages de cette décomposition sont illustrés sur le modele ARB de 'arbitre
donné en exemple dans ce chapitre. On calcule la représentation par BDDs de 'image de
létat initial xo de ARB a travers sa relation de transition 7. Soit Vo = {s1,s]} un sous-
ensemble de variables de T'. Pour ce calcul d’image, au lieu de construire le BDD de T, on
construit progressivement, ’ensemble de ses quatre cofacteurs par rapport aux éléments
de V5. Par application du théoréme de Boole et en évaluant en priorité les sous-expressions
C; . xo U'expression de I'image de xg & travers T s’écrit :

- 26 -



REPRESENTATION SYMBOLIQUE DES MACHINES D’ETATS FINIS

T 0 A S AU N E O A s S BN RN S B
calcul progressif des cofacteurs de T' —5—

VT calcul direct de I(zp,), (sp) : T.x0 --® -
25 | .. : : : —
k) ; ; ;
20 T‘oo Ty, fT‘lol fT‘n B
nombre de 15 | _
noeuds BDD _ .
10 |- : : =
5 : MIM:V_]
0 | | | | | | | | | | | I [ vl | M
01 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

pas de calcul :

F1G. 1.2 — Tailles des BDDs dans le calcul de IMG(T 5, X0)

IMG(x0,T) = Hxy,) € B™, (s ) ceB":
((x0-51.8).T, ;0 + (x0-51.81).T|, .+ (x0-51.5) |

515]

o+ (x0-51-8)) T‘SIS,)

518]

L’algorithme calculer f Op g, calcule les quatre termes de cette expression booléenne.
Les courbes de la figure 1.2 illustrent (& une échelle extrémement réduite) 'utilité de la
décomposition, en termes d’utilisation de la mémoire (nombre de nceuds BDD) dans le cas
du calcul d’image. La courbe en pointillés représente le calcul direct de I'image, décomposé
en trois pas :

1. calcul de la relation de transition T';
2. calcul du terme 7. ;
3. quantification existentielle des variables (z,,) et (sp).

La courbe continue représente le méme calcul d’image qui utilise les cofacteurs de T'. Ce
calcul se déroule en quatre étapes, comportant chacune les opérations suivantes :

1. calcul du terme xq . C;;

. calcul du terme T‘C, ;

2
3. calcul du terme (xo . Cj) . T‘Ci ;

4. quantification existentielle des variables (x,,) et (sp);
5. calcul du BDD résultat (pas 5 de ’algorithme).

On remarque que lorsque le terme xq . C; est nul, il n’est pas nécessaire d’effectuer le pas 2
en calculant T‘ . Le graphique montre que 'emploi de la décomposition de Boole permet
une meilleure utilisation de la mémoire que le calcul direct.

La méthode fonctionnelle de calcul d’image, dont il sera fait état dans la prochaine
section, est axée sur I’emploi de cette heuristique.
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Application a la résolution de SAT De trés nombreuses approches de résolution de
SAT [67, 43, 52| se basent sur la méthode de recherche arborescente utilisant la décom-
position des variables”. Cette méthode emploie de maniére intensive la décomposition de
Boole; la recherche d’une solution satisfaisant la fonction f se fait en trois étapes :

— choix d’une variable z; pour appliquer la décomposition de Boole ;

— calcul des cofacteurs f ‘xl et f ‘:Z‘l de la fonction f selon la variable z;. Cette étape est
également appelée propagation des contraintes Booléennes. Un des deux cofacteurs
peut se révéler étre de la forme 0.g. Cette expression n’est pas satisfaisable et donc
éliminée du champ de recherche;

— recherche d’une solution satisfaisant f‘mi ou f‘ii.

Comme dans le cas de la construction des BDDs, 'efficacité de cette méthode dépend
de 'ordre des variables selon lequel s’effectue la recherche d’une solution. Les moteurs
actuels de résolution SAT cherchent & choisir d’abord les variables pouvant engendrer des
cofacteurs de f les plus simples possibles. Ainsi, si f est une forme normale disjonctive, elle
est décomposée selon la variable x; & condition que dans les cofacteurs f ‘:zrl et f ‘:’cl obtenus
un maximum de clauses puissent se transformer en contradictions, grace aux contraintes
z; =0 ou z; = 1, et étre éliminées de la recherche.

L’approche de décomposition disjonctive appliquée aux BDDs présente également des
avantages dans le cas de la résolution de SAT. Pour une fonction booléenne f({x,)), aprés
sélection d’un ensemble X}, de variables et construction des 2¥ cofacteurs de f selon les
variables de X}, le probléeme SAT(f) se trouve décomposé en autant de sous-problémes
SAT( f‘ Ci)’ i = 1..2F indépendants. Chaque sous-probléme a une complexité O(2" %) et
peut étre résolu indépendamment des autres. Grace a cette qualité, le probléme SAT(f)
est bien plus facile & résoudre que la construction d’'un BDD représentant f. Cependant,
I’expérience montre que dans le cadre du parcours symbolique pour calculer un point fixe,
I’approche SAT peut rencontrer des problémes liés & la taille des formules booléennes gé-
nérées. A chaque itération, la complexité de ces formules augmente, car un calcul d’image
se traduit par une série d’opérations “ou” logique, engendrées par la quantification existen-
tielle. L’optimisation de la formule booléenne résultante peut se révéler moins efficace que
I'opération de réduction utilisée lors de la construction d’un BDD. En revanche, 'approche
BMC travaille sur des modeéles bornés et donne des résultats prometteurs sur des modéles
difficiles & manipuler par BDDs tels que les multiplieurs.

1.4.4 Retour sur le calcul de ’image : relationnel ou fonctionnel ?

En pratique, la construction d’'un BDD représentant la relation de transition 7" d’un
modéle constitue une opération extrémement cotiteuse. Ce BDD, obtenu en effectuant expli-
citement les conjonctions de I’équation (2) aurait une taille trés grande, ce qui entrainerait
des conséquences sur lefficacité du calcul d’image.

Au lieu de construire une représentation monolithique de la relation de transition, il
est plus efficace de stocker 'ensemble de ses composants T; = s; & F/({(zm), (sn)),i =
1..n et de considérer que le produit des T; reste implicite. Cette approche, basée sur la
décomposition, a donné naissance & deux méthodes de calcul de 'image : relationnelle et

en anglais : variable splitting
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fonctionnelle.

1.4.4.1 La meéthode relationnelle

A partir d’une relation de transition décomposée, la mise en ceuvre du calcul d’image
n’est pas triviale : le calcul ne peut pas étre effectué de maniére progressive, en quanti-
fiant un composant T; a la fois, & cause du fait que la quantification existentielle n’est
pas distributive sur 'opération “et” logique. Cependant, lorsque 'on effectue la quantifi-
cation existentielle de la variable v; € X U S, toute sous-formule qui ne dépend pas de v;
peut étre déplacée en dehors de 'opération de quantification. Cette observation peut étre
exploitée dans deux directions, selon les propriétés structurelles du modeéle parcouru : la
quantification “au plus tot” |53, 27| et la partition de la relation de transition [74].

La quantification “au plus t6t”. Cette approche a pour but de calculer I'image d’un
ensemble d’états, tout en évitant la construction exhaustive de la relation de transition. A
partir des composants T; et de la fonction caractéristique de ’ensemble de départ xg, on
essaie d’alterner autant que possible les opérations “et logique” et “quantification existen-
tielle”. Pour cela, on réordonne les composants T; de la relation de transition, en se basant
sur leur dépendance par rapport aux variables de X U S. Soit p : {l.n} — {l..n} une
permutation. La formule de calcul d’image de yg a travers T peut se réécrire :

n
Xima(T,xg) = 3<(I,‘m> € Bmv 3<3n> €B": HTp(z)(<xm>v <3n>v (3;1>)XE(<37L>) (10)
i=1
Quelle que soit la permutation p, il est possible de construire les sous-ensembles Q;,7 = 1..n
de X US, tels que Q; = V5 \U?:Z-Jrl Vy(j), ou V; constitue I'ensemble de variables d’entrée
et d’état dont dépend effectivement T;. Par construction, ces sous-ensembles sont deux &
deux disjoints et leur union engendre I'intégralité de ’ensemble X U S. Le calcul de ImMG
comprend n étapes de calcul des images partielles IMGP; :

IMGPy = Jv € B: T),1) . x&, pour chaque v € Q1

IMGP; = Jv € B: Ty . IMGP;_y, pour chaque v € (); et pour i = 2..n
Dans le cas particulier ot Q; = ), 'expression de I'image partielle devient :

IMGP; = Tp(i) IMGP; 4

L’efficacité de cette approche dépend des propriétés de localité du modeéle analysé, pour

lequel il s’agit de résoudre le probléme d’optimisation suivant : construire une permutation
p permettant de maximiser la taille de chaque @Q);, tout en veillant & ce que le nombre de
cas ou Q; = ) soit le plus petit possible. En d’autres termes, entre deux conjonctions il
faut effectuer le plus de quantifications existentielles possibles.

Exemple

Calcul d’image pour le modéle ARB

On constate que chacun des composants T et T5 de la relation de transition du modéle
ARB dépend de l'intégralité des variables X U S. Dans cette situation, quelle que soit la
permutation p, on a Q1 =0 et Q2 = X US. Dans ce cas, les images partielles prennent la
forme :
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ImcP, = Tp(l) - X0,
IMGPy = 3v € B: Ty - Ty1) - X0, pour chaque v € X U S
Ce scénario est défavorable, car il nécessite le calcul de la relation de transition 1% . T.

Calcul d’image pour le modeéle ARB'
La dépendance des composants 717,75 et T3 par rapport aux variables d’entrée et d’état
est la suivante :
— T4 dépend des variables x1, x2, T3, S1 ;
— T, dépend des variables x1, x2, T3, S1, S92 ;
— T3 dépend des variables x1, x2, x3, S1, S2, S3.
La permutation p = (1,2,3) — (3,2, 1) permet de construire les sous-ensembles Q1 = {s3},
Q2 = {s2} et Q3 = {z1,x9,x3,51} et on obtient les images partielles :
IMcP; =ds3 € B: T3 . xo,
IMGPy =dsg € B: Ty . IMGPy,
IMGP3 = 321,22, 23,51 € B: 17 . IMGPs.
Ainsi, ce scénario permet de calculer I'image de fagon progressive, en utilisant séparément
les composants de la relation de transition. Il a donc été possible d’éviter la construction
de la relation de transition globale.
d

La partition de la relation de transition. Cette approche exploite une propriété de
localité de nature différente : les composants T; peuvent étre regroupés dans r partitions
Py, ..., P, de taille kq, ks, ...k, telles que leurs sous-ensembles support sont deux & deux
disjoints. Encore une fois, il s’agit de trouver une permutation p sur les composants de 7',
permettant de construire les partitions :

K
Py =112 Tog)
K;
B =112k, 1 Tot)

ou K; = Z;Zl kp. Ainsi, 'expression de I'image peut s’écrire :

,
Xive(T,xg) = Hxm) € B™,3(sp) € B : HPZ - XE (11)
i=1

Dans ce contexte, c’est la structure de la fonction caractéristique yg qui détermine a
partir de quel niveau il est possible de séparer les quantifications des partitions P;. Si xg
est un produit de littéraux appartenant & ’ensemble S, alors il peut lui méme étre éclaté
en r partitions xg,, ..., Xg, dont les supports sont deux a deux disjoints. La partition est
construite de facon a ce que le support de x g, soit inclus dans le support de F;. Dans ce

cas, I’expression de 'image peut se réécrire :

r

Xiva(T,xg) = H (El<xm> € Bma E|<3n> €B": P . XEi) (12)
=1

En revanche, si ’expression de x g est plus complexe, alors ce genre de décomposition per-

mettra uniquement de distribuer la quantification existentielle des variables d’entrée sur
les différentes partitions P;. Ceci peut entrainer des simplifications importantes si chacune
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de ces partitions dépend d’un grand nombre de variables d’entrée. Il suffit d’ailleurs d’effec-
tuer cette quantification une seule fois, au tout début du parcours symbolique du modéle.
Les partitions résultantes dépendent uniquement de variables d’état et peuvent ensuite
étre recombinées grace & la technique de quantification “au plus to6t”. Cette technique sera
illustrée au paragraphe §2.4.3.4

1.4.4.2 La méthode fonctionnelle

Cette méthode utilise la relation de transition du modéle stockée comme un vecteur de n
fonctions de transition|69], d’ou son nom. Elle emploie la décomposition de Boole appliquée
a la simplification d’une fonction (cf. §1.4.3). Combinée avec la quantification existentielle,
la, décomposition de Boole permet de décomposer le calcul d’image en sous-problémes qui
ne dépendent plus des variables quantifiées. Soit (Vyi1n) = () ® (sn) le vecteur obtenu
par concaténation des variables d’entrée et d’état de M. Soit v;,1 < 7 < m +n un de ses
composants.

Par application de la décomposition selon v; I’équation 6 de I'image peut se réécrire :

n
o1, s Vjy e Vg 2 05 1_[1 (s; & FZ((Uern))) ‘Uj . XE(Uerl...Uern)‘vj—i-
Z:
n .
= [T ) S ) S H (s; & FZ((varn))) ‘17]- - XE(Um+1, ...,vm+n)‘ﬁj (13)
i=1
Apres quantification existentielle de la variable v; on obtient :
n
. / 3
XIMG(T,XE) = 31}1, vy Vi1, U415 - Umn ¢ H (Si = Ft ((Um+n>)) ‘Uj . XE'(’Um+1, veey ’Um+n) ‘Uj_’_
i=1
n .
Fui, e Vi1, V1 Vg H (s; & th(<vm+n>)) ‘17]- . XE(va‘“var”)‘ﬁj (14)
i=1
En alternant décomposition de Boole et quantification existentielle, I’expression de xiug se

!/
-
i=1.n,7 = 1.2MT" tels que

transforme en une somme de 21" produits impliquant chacun n littéraux parmi s, ...s

En réalité, il suffit de calculer ’ensemble de cofacteurs F} ‘ oo
J

XE|c, = 1. L’expression de 'image devient :

omtn pn
Xtwa(Tur) = Y ]85 F (0min))| (15)

j=1 i=1
La méthode fonctionnelle apporte une amélioration considérable en ce qui concerne
la taille des BDDs manipulés. La relation de transition est stockée en tant que vecteur
de fonctions de transition, a raison d’'un BDD par fonction. En pratique, chacun de ces
BDDs a une taille relativement réduite, de I'ordre de la centaine, voire un millier de nceuds.
Ce stockage est largement moins cotiteux que la construction de la relation de transition
monolithique. Par ailleurs, contrairement a ’approche relationnelle, il n’y a pas d’explosion
combinatoire pendant le calcul de I'image. Le seul BDD intermédiaire qui est manipulé est
celui contenant le résultat et sa construction se fait par calcul successif de |F| cofacteurs,

ou F est I’ensemble d’états représenté par xp.
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Remarques

1. En pratique, calculer les cofacteurs de F} sans annuler 'expression de yp revient
restreindre les domaines de définition des F}. L’opérateur de contrainte | [26] permet
d’exprimer cette restriction : F} | xg dénote la restriction du domaine B™*" de F}
aux valeurs pour lesquelles yg = 1.

2. Les variables de prochain état s, n’interviennent pas dans le calcul de 'image, mais
seulement dans la construction du résultat.

11 est clair que ’approche fonctionnelle présente un grand intérét dans le cas ou le cardinal
de ’ensemble de départ |E| reste polynomial en n. En revanche, si xg = 1 alors sa com-
plexité reste exponentielle en nombre de pas de calcul. Ainsi, son application aura le plus
d’efficacité en début du parcours symbolique : ’ensemble initial contient souvent un seul
état. Si tel est le cas, alors le premier calcul d’image cotitera n2™ calculs de cofacteurs,
2™ pour chaque fonction de transition. Si par contre xg = 1, alors |E| = 2" et le calcul
d’image nécessitera n2™" calculs de cofacteurs. Par ailleurs, on observe que le nombre m
de variables d’entrée du modéle influence lui aussi la complexité du calcul d’image, limitant
I’application de cette technique aux modéles ayant un nombre réduit de variables d’entrée.

1.4.5 Tour d’horizon des techniques de parcours symbolique

La simplification de l’ensemble de frontiére [69] est une technique appliquée au calcul
d’ensemble d’états atteignables. Ce calcul comporte plusieurs itérations de point fixe. A
chaque itération, comme le montre I’équation (8), on calcule I'image de I’ensemble d’états
déja atteints S; & travers la relation de transition 7. L’ensemble d’états nouvellement
atteints est S;y1. On appelle ensembles frontiére les ensembles FR;11 = S;y1 \ S;, avec
FRy = Sp. A tout moment, on a : FFR; C S;. L’application successive du calcul d’image
sur les ensembles frontiére F'R; obtenus lors de chaque itération permet également de
parcourir l'intégralité de l'espace d’états du modele. Il est donc intéressant d’employer
les ensembles F'R; de cardinalité plus petite que celle de S;, et dont la représentation
par BDD est potentiellement plus simple. Un algorithme est proposé pour construire une
approximation des ensembles de frontiére F'R; ayant une représentation BDD plus simple :
en ajoutant judicieusement des états dans l'ensemble F'R;, approximation F'R] obtenue
peut avoir une représentation beaucoup plus simple. Le résultat obtenu vérifie la propriété :
FR; CFR, CS;.

Contrairement aux approches relationnelle et fonctionnelle, cette technique s’attaque
a la complexité du terme xpg intervenant dans le calcul d’image. Son utilisation est in-
téressante dans le cas précis du calcul des états atteignables d’un modéele, mais devient
problématique dans toute autre application a cause du caractére approximatif des en-
sembles d’états manipulés. L’idée d’approximation d’ensembles d’états a été récemment
utilisée pour la vérification de modeéles appliquée a une classe restreinte de propriétés [72].

Le parcours logarithmique® [54] est une méthode de calcul de I'espace d’états attei-
gnables qui a pour but de réduire le nombre d’itérations de point fixe nécessaires au
parcours de l'espace d’états d’un modeéle. Le principe de cette méthode est de calculer

8en anglais : iterative squaring

-32-



REPRESENTATION SYMBOLIQUE DES MACHINES D’ETATS FINIS

d’abord T, la fermeture transitive de la relation de transition 7T'. La fermeture transitive
est elle-méme le point fixe de ’équation récurrente :

T2 ((@m), (3n), () =
T({zm), (sn), (sn)) + Ham), (za) : T ((zm), (sn), () - T (2m)s (20, (7))

oit T! = T. Conformément, & cette équation, les états s, et s/ font partie du résultat s’il
existe au moins un chemin partant de s, et arrivant a s),. Le nombre d’itérations nécessaire
a l'obtention du résultat est le logarithme de la plus grande distance entre deux états du
modéle parcouru. L’ensemble d’états atteignables est donné par 'image de 1’état initial &
travers la fermeture transitive de T" : X1ue(T* x0)-

Cette technique présente de I'intérét lorsque le parcours symbolique classique nécessite
un grand nombre de pas : ses performances sont incontestables dans le cadre du parcours
symbolique des compteurs. Cependant, appliquée de fagon systématique, elle souffre d’ex-
plosion combinatoire lors des étapes intermédiaires de calcul des T2'. Dans [16] les auteurs
proposent d’utiliser de maniére sélective le parcours logarithmique, sur des modéles sé-
quentiels contenant aussi des compteurs. La relation de transition est décomposée de fagon
disjonctive. Cette décomposition a pour but de scinder le graphe d’état du modéle en par-
ties disjointes. Chaque composant de la relation de transition caractérise une unique partie
dans le graphe d’état. Pour obtenir I’ensemble d’états du modéle, on calcule I’ensemble
des états atteignables pour chaque composant de la relation de transition, en utilisant un
algorithme adéquat. Les composants (connus par l'utilisateur) ayant une profondeur de
parcours élevée seront parcourus avec la technique logarithmique.

Le parcours mixte [66] implémente le choix dynamique entre la méthode relationnelle
ou fonctionnelle dans le calcul de I'image ou de la pré-image. Pour chaque pas du parcours
symbolique, on décide si la méthode la plus appropriée est la quantification au plus tot, la
partition de la relation de transition, ou bien le calcul fonctionnel. Cette décision s’appuie
sur les qualités structurelles du modeéle : une matrice de dépendance D(n + 1,m + n)
exprime de maniére synthétique cette structure : D(i,5) = 1 si la fonction de transition F}
dépend de la variable v; € X U S et 0 sinon. La n + 1-iéme ligne dans D définit les mémes
dépendances pour la fonction caractéristique yg de ’ensemble d’états courants.

La plupart des modeéles rencontrés dans la pratique ont une propriété de localité :
les supports des fonctions de transition constituent chacun une proportion négligeable de
I’ensemble X U S. Cette propriété se traduit par une matrice de dépendance D creuse et
suggére I’emploi de I'approche relationnelle pour le calcul d’image (cf. §1.4.4.1) :

— si les lignes et les colonnes de D peuvent étre permutées de facon & obtenir une
nouvelle matrice creuse a distribution bloc-diagonale, alors les fonctions de transition
du modéle ont des supports disjoints. La relation de transition peut étre partitionnée;

— si D peut étre retranscrite sous forme bloc-triangulaire, alors il existe un ordonnan-
cement efficace de variables permettant d’appliquer la quantification au plus tot.

Les auteurs montrent que dans la plupart des cas, I’approche relationnelle reste plus efficace
que ’approche fonctionnelle. Ils cherchent & appliquer le parcours relationnel. En revanche,
si la matrice de dépendance du modeéle est dense, alors la relation de transition ne peut pas
étre décomposée. Le calcul d’image utiliserait une relation de transition monolithique, ce
qui est & éviter. Dans cette situation, la méthode fonctionnelle est utilisée pour obtenir une
décomposition disjonctive récursive de la relation de transition. Si le niveau de récursion
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est k, le calcul d’image est décomposé en 2¥ sous-buts. Une matrice de dépendance est
construite pour chacun de ces sous-buts, et son contenu est de nouveau analysé. Aprés la
décomposition disjonctive, au moins k variables on été éliminées. Chacune de ces matrices
est donc forcément moins dense que la matrice du modéle initial. Le choix des variables pour
la décomposition est basé sur leur fréquence d’apparition dans les supports des fonctions
de transition ou des partitions.

Si, aprés décomposition disjonctive, les tailles des BDDs n’ont pas décru de maniére
significative, ou si les matrices de dépendance obtenues ne deviennent pas creuses, alors le
parcours relationnel prend le relais.

Cette approche hybride constitue un pas important en direction de la robustesse du
parcours symbolique. Dans un nombre important de cas, ses performances dépassent celles
des parcours relationnel ou fonctionnel employés séparément.

1.4.6 Conclusion

Dans la pratique, le parcours symbolique des modéles synchrones se heurte trés sou-
vent aux limites exponentielles de complexité, que ce soit en taille de représentation ou en
ressources de calcul. Un des principaux facteurs conduisant & de tels problémes de com-
plexité est la forme conjonctive de la relation de transition, rendant a priori impossible la
décomposition du calcul d’image ou de pré-image. En dehors des cas ou le modéle possede
certaines propriétés de localité, la relation de transition ne peut pas étre préalablement
décomposée avant le parcours symbolique. Le dernier recours dans une telle situation reste
la. décomposition de Boole. Le choix des variables pour la décomposition se base sur leur
fréquence d’apparition dans les composants d’une relation de transition.

Les techniques SAT deviennent de plus en plus performantes. Dans [25], Papproche
de vérification de systémes bornés est appliquée dans un contexte industriel. Deux outils
sont comparés : 'un utilise SAT et ’autre les BDDs. Compte-tenu de 1’état de 'art dans
la résolution SAT, cette approche est plus robuste que celle basée sur les BDDs. Cette
derniére nécessite du guidage supplémentaire de la part de 'utilisateur, notamment en ce
qui concerne 'ordre des variables.
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Chapitre 2

Spécification : systéme et environnement

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux méthodes de spécification des systémes séquentiels modé-
lisés par une machine d’états finis (FSM). Dans ces systémes, toute transition correspond
au passage d’une unité de temps, indiqué par les événements discrets d’un mécanisme
d’horloge. Dans la suite, on identifie sans perte de généralité le systéme résultant a son
modele FSM sous-jacent.

Le processus de réalisation d’un systéme comporte nécessairement une étape d’ana-
lyse et une étape ultérieure de synthése. Le but de la démarche analytique est de raffiner
I’ensemble des besoins auxquels le systéme doit répondre. Pour chaque besoin on décrit
un traitement y répondant au mieux. Quant a la démarche synthétique, son but est de
répondre a la question “le systéme obtenu satisfait-il les besoins initiaux” 7 En occurrence,
si Py, ..., Py sont des propriétés - prédicats logiques - exprimant ces besoins, on souhaite
s’assurer que le modeéle FSM M sous-jacent au systéme résultant satisfait chacune des
propriétés P;. Bien souvent, cette question n’a qu’une réponse trés partielle, donnée par la
simulation classique : M peut étre amené & satisfaire P;, pour un vecteur de test adéquat.
L’ensemble P4, ..., Py forme une spécification pour le modéle M. Dans la suite de ce do-
cument, on utilise la notation M = P pour exprimer le fait que le modéle M satisfait la
propriété P. De méme, on note e =37 P le fait que la propriété P soit vraie dans l'état e
du modéle M. En absence d’ambiguité, I'indice de cet opérateur sera omis.

11 existe plusieurs sortes des spécifications. Soit P un prédicat logique exprimé sur des
variables de X U S UOQO. L’affirmation “M satisfait P” posséde plusieurs interprétations. Si
P doit étre satisfait dans tous les états atteignables de M, alors P est dit un tnvariant dans
M. Afin de pouvoir raisonner sur le comportement séquentiel de la plupart des systémes
modélisés aujourd’hui, différentes logiques temporelles permettent de combiner des opéra-
teurs temporels dans le but d’exprimer, outre 'invariance, la causalité et la succession. En
particulier, les formules temporelles peuvent exprimer des invariants. Si P est une formule
temporelle alors M = P si et seulement si P est vraie dans ’état initial de M. Un ensemble
de formules temporelles constitue une spécification logique de M.

Le fait de rassembler la totalité des formules temporelles constituant une spécification
logique peut s’avérer difficile, & mesure que croit la complexité du systéme spécifié. Certains
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parmi ces prédicats peuvent étre rendus implicites, & travers une description opérationnelle
codée sous la forme d’une machine d’états. Si P est une formule temporelle et Mp une
machine d’états qui la satisfait, alors prouver que M |= P revient a établir un lien entre les
modeles M et Mp : en pratique cela se traduit par une preuve de simulation (raffinement)
ou d’équivalence séquentielle. Le modéle Mp constitue une spécification opérationnelle de
M.

Pour des raisons de complexité des systémes modélisés, il est rarement possible d’établir
formellement si M satisfait ou non sa spécification P, ...Py. En pratique, pour cette tache,
la décomposition se montre indispensable & deux niveaux :

— si possible décomposer chacune des propriétés P; en sous-éléments. Ceux-ci peuvent
étre explicites ou implicites. Par exemple, soit P; = A.B, ou A exprime une condition
d’exclusion mutuelle et B exprime une condition de correction d’une donnée. A et
B sont des sous-éléments explicites de P;. Prouver P; revient & prouver la validité
de A et de B séparément. En revanche, la mise en ceuvre de ’exclusion mutuelle A
peut faire le choix entre deux algorithmes d’arbitrage différents, Ay et As. Prouver
A, revient a prouver que les deux algorithmes d’arbitrage sont corrects. A; et As
sont donc des éléments implicites de P;;

— si M est un modéle hiérarchique, associer autant que possible les éléments de P;
avec des composants de M. Par exemple, il suffit d’évaluer A; a ’échelle locale du
composant de M qui met en ceuvre l'algorithme d’arbitrage.

Une spécification est donc un “contrat”, que l'implémentation doit respecter lorsqu’elle
est placée dans un environnement approprié. La nature de ’environnement constitue une
véritable contrainte pour I’évaluation d’une spécification. Il est donc souvent nécessaire
d’exprimer des prédicats limitant les valeurs ou les séquences de valeurs possibles sur les
variables d’entrée (z,); en effet, il est rare qu’un systéme fasse preuve de robustesse, au
point de pouvoir satisfaire I’ensemble de ses spécifications quel que soit son environnement.

Ce chapitre passe en revue les méthodes de spécification d’un circuit numérique et de
son environnement, ainsi que les algorithmes symboliques de preuve associés. L’association
d’une méthode de spécification & un algorithme de preuve est ensuite discutée dans le
cadre d’une démarche préliminaire de vérification axée sur la gestion efficace de ’explosion
combinatoire.

2.2 Spécifications logiques - la logique temporelle

La logique temporelle permet d’exprimer des prédicats - formules temporelles - sur
des états individuels ou sur des séquences d’états d’un modéle. Compte tenu du caractére
implicite du passage du temps, la sémantique temporelle de ces prédicats est restreinte a
la succession et a la causalité. Soient P et () deux prédicats satisfaisables dans le modéle
M

— @ est causé par P si et seulement si quel que soit l'é¢tat p de M tel que p = P,

toute séquence d’états commengant par p contient au moins un état g tel que g = Q.
Cependant, le fait qu'un état satisfasse le prédicat () n’a aucune implication sur la
satisfaisabilité de P dans M ;
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— @ succéde a P si et seulement si quel que soit 'état g de M tel que ¢ = @, toute
séquence d’états de M menant & ¢ contient au moins un état p tel que p = P.
Cependant, le fait qu'un état satisfasse le prédicat P n’a aucune implication sur la
satisfaisabilité de ) dans M.

Ces notions permettent d’orienter le raisonnement sur M soit vers le futur, pour la cau-
salité, soit vers le passé, pour la succession. Elles expriment la conséquence ou ’antécédent
a caractére certain. Il est toutefois possible de leur associer des notions correspondantes
exprimant la possibilité au lieu de la certitude.

Deux interprétations sont possibles pour les définitions ci-dessus : linéaire (& partir
d’un état, une seule transition est possible) et arborescente (& partir d’un état, plusieurs
transitions sont possibles).

La premiére logique temporelle utilisable dans un contexte automatisé est la logique
arborescente CTL! [22] proposée par Emerson et Clarke. Les mémes auteurs définissent
Pextension CTL* |23], permettant d’exprimer aussi bien des comportements linéaires qu’ar-
borescents. Cette logique s’est montrée particuliérement adaptée a la spécification des cir-
cuits numériques.

2.2.1 La logique temporelle CTL*

Ce formalisme permet d’exprimer des formules temporelles de chemin ou d’état :

— les formules de chemin sont des prédicats rattachés & un ensemble de chemins (sé-
quence d’états) du modeéle. Un chemin d’états e = (eg, ey, ....),e; € B" d’'un modeéle
M peut satisfaire (|=) les formules suivantes :

1. tout prédicat P exprimé sur X U S U O. Le chemin e satisfait P, e |= P, si et
seulement si le prédicat P est vrai dans ’état eq.

2. e = X [ si et seulement si ey |= f; f dénote un prédicat, une formule de chemin
ou d’état ;
3. e |= Ff si et seulement si 3i > 0 tel que e; = f. f dénote un prédicat, une

formule de chemin ou d’état ;

4. e = Gf si et seulement si Vi > 0 :¢; = f. f dénote un prédicat, une formule
de chemin ou d’état ;

5. e = fiU fo si et seulement si 3k > 0 tel que e, = foet Vi: 0<i<k:e; |= fi.
fietfo dénotent des prédicats, des formules de chemin ou d’état ;

— les formules d’état sont des prédicats rattachés a un ensemble d’états du modéle.
Tout état e € B” de M se trouve en téte d’au moins un chemin e = (e, eq,...,), et
peut satisfaire les formules suivantes :

1. tout prédicat P exprimé sur X USUO;

2. e = Af si et seulement si pour tout chemin e = (e, ...,) commencant par e on
ael=f;

3. e = Ef si et seulement s’il existe un chemin e = (e, ...,) commengant par e tel

que e = f.

labrégé en anglais : Computation Tree Logic
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\ CTL \ LTL \
AGf Gf
AXf Xf
AFf Ff
A(fUd) fud

AG(f — AGd) | G(f — Gd)
AG(f — AFd) | G(f — Fd)
AGAFf GFf
AG(f — A(dUR)) | G(f — (dUR))

TaB. 2.1 — Formules CTL et LTL équivalentes

La logique CTL* constitue un cadre généralisé pour raisonner aussi bien sur des arbres
que sur des traces d’exécution d’un modeéle. Ses sous-ensembles “naturels” sont donc les
logiques CTL et LTL.

La logique CTL est une restriction de CTL* qui permet de raisonner sur des arbres
d’exécution. Dans une formule CTL bien formée tout opérateur parmi X, F, G,U est obli-
gatoirement précédé par un quantificateur de chemin. Quant & LTL, elle ne permet de
raisonner que sur un unique chemin d’exécution & la fois. Toute formule LTL valide est
de la forme Af, ou f est une formule de chemin. Les formules d’état sont exclues de f a
I’exception des prédicats P exprimés sur X USUQ. En d’autres termes, les seuls opérateurs
pouvant apparaitre dans f sont X, F,G et U.

Dans la pratique, les outils de vérification supportent soit CTL, soit LTL, soit des
variantes de ces logiques comme il sera montré dans la suite de ce chapitre. Ces deux
logiques ont été départagées en raison de leur complexité. La preuve d’une formule CTL
est linéaire en taille de la formule et du graphe d’état du systéme analysé [19]. En revanche,
la preuve d’une formule LTL est exponentielle en taille de la formule & prouver méme si
elle reste linéaire en taille du graphe d’état.

Sur le plan expressif, la logique linéaire offre un cadre plus “naturel” pour la spécification
que la logique arborescente. Il est toutefois possible de construire une relation d’équivalence
sur CTL*, & partir de sous-ensembles stricts de CTL et LTL : une formule CTL Popp
est équivalente & une formule LTL Pprp si et seulement si quel que soit le modéle M,
M = Perp < M = Prrr. Le tableau 2.1 montre quelques formules CTL usuelles et leur
correspondants LTL équivalents. En dehors de cette relation d’équivalence, les formules
CTL et LTL ne sont pas comparables.

Remarque. Parmi les formules CTL* il existe deux classes de propriétés d’une grande
importance pratique :
— la sareté : sila formule P est fausse, il existe un contre-exemple (une séquence d’états
du modele) de longueur finie infirmant P
— la vivacité : si la formule P est fausse, il est impossible de construire un contre-
exemple de taille finie.
En termes naturels, la stireté exprime le fait que “quelque chose de mauvais ne se produit
jamais”, alors que la vivacité exprime le fait que “quelque chose d’attendu finira par arriver”.
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a d
a
INACTIF , d+ ACTIF
condition
F f remplie"

FiG. 2.1 — Automate de phase

2.2.2 Logiques temporelles & utilisation industrielle

2.2.2.1 Le sous-ensemble V-CTL

Connu également sous le nom ACTL, cette restriction de CTL bannit 'utilisation de la
quantification existentielle sur des chemins. Le seul quantificateur autorisé est A. En outre,
toute formule V-CTL doit respecter la forme normale positive : les opérateurs de négation
s’appliquent exclusivement aux propositions atomiques. Ce sous-ensemble posséde deux
propriétés importantes :

1. Conservativité vis-a-vis d’'une démarche compositionnelle de vérification. Soit C' un
modele et Ry_cpp une propriété telle que C' = Py_cpyp. Si C est réutilisé en tant
que composant d’une machine hiérarchique de Mealy M, alors M | Py_cpr. Ainsi,
toute formule V-CTL vraie & 1’échelle réduite d’un composant du modele M, reste
vraie & 1’échelle globale de M ;

2. Conservativité vis-a-vis de D'abstraction. Si Mg, constitue une spécification opé-
rationnelle abstraite (et éventuellement non-déterministe) d’un modele My, telle
qu’il existe une relation de simulation entre My et M;y,,; alors toute formule V-CTL
satisfaite par My, est également satisfaite par M;p,,; [46].

2.2.2.2 La logique linéaire LTL" et le macro-langage FQL

Utilisée actuellement au sein de 'outil de vérification FormalCheck de Cadence, la
logique temporelle LTLT est une extension de la logique LTL permettant d’exprimer la
phase. En plus des propositions atomiques, une formule LTLT peut référencer les états -
ACTIF ou INACTIF? - d'un automate auxiliaire appelé automate de phase (Figure 2.1).
Les transitions sont étiquetées par les prédicats a-condition d’activation et d-condition de
désactivation, exprimeés sur I’ensemble des variables du modéle (X US U O). Les formules
LTL™ expriment des comportements qui doivent avoir lieu lorsque I'automate de phase se
trouve dans I’état ACTIF. En d’autres termes, ces comportements doivent se produire &
I'intérieur d’une “fenétre temporelle de vérification”, dont le début est marqué par a et la fin
est marquée par d. Les comportements qui peuvent étre exprimés au sein d’une telle fenétre,
sont l'invariance (G), 'inévitabilité (F'), la répétition (GF') et I'invariance inévitable (FG).

2de l’anglais : ENABLED et DISCHARGED
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a=1 Gf, Ff, FGf
d=0
a=1 Gf + fUd, Ff + Fd, FGf + Fd
d quelconque
a quelconque | G(a - XGf), G(a - FGf)
d=0 G(GFa — Ff)
G(a . INACTIF — XFf)
a quelconque | G(a . INACTIF — X (Gf + fUd)),
d quelconque | G(a . INACTIF — X (Ff + Fd)),
G(a . INACTIF — X (FGf + Fd)).
a =0 ou G(1)
d=1

TAB. 2.2 — Formules LTL™ acceptées par ’outil FormalCheck

L’état initial de cet automate est INACTIF. Lorsque la preuve le requiert, cet automate
est composé avec le modeéle a vérifier.

La forme d’une formule LTL™ acceptée par 'outil FormalCheck varie selon les valeurs
des prédicats a et d :

sia =1 et d =0 alors on considére que la largeur de la fenétre de vérification est
infinie;

sia =1 et d est un prédicat quelconque, alors la fenétre de vérification commence
dés 1’état initial et se referme lorsque d devient vrai;

sid =0 et a est un prédicat quelconque, alors la largeur de la fenétre de vérification
est infinie, mais celle-ci ne commence que lorsque a devient vrai pour la premiére
fois.

si a et d sont des prédicats quelconques, la largeur de la fenétre de vérification est
définie par les transitions de I’automate de phase : le début est marqué par le passage
al’état ACTIF ; en revanche, la fin est marquée par l'instant ou d devient vrai, instant
qui précéde le retour de 'automate a 1’état INACTIF.

les cas a = 0 ou d = 1, correspondent a des formules trivialement vraies.

Soit f un prédicat booléen exprimé sur les variables de X USUQO. L’ensemble des formules
LTL™ couramment acceptées par 1’outil FormalCheck est donné dans le tableau 2.2.

En pratique, il est possible d’enrichir la spécification de la fenétre de vérification en

précisant un délai pour retarder son ouverture, et/ou un délai pour avancer sa fermeture.

On remarque que l’ensemble des formules LTLT présenté ci-dessus n’est pas défini de

maniére récursive. Il s’agit plutot d’un sous-ensemble de formules temporelles linéaires

ayant la particularité d’étre faciles a écrire et & comprendre, et dont 1'usage est “fréquent”.
Au sein de l'outil FormalCheck, ces formules s’expriment grace & un langage de macros
intitulé FQL3[17]. Chaque formule temporelle contient deux clauses, After et Unless, per-
mettant de spécifier la largeur de la fenétre temporelle de preuve, et une clause exprimant

I’'obligation de preuve :

3abrégé en anglais : FormalCheck Query Language
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After/IfRepeatedly : a
Always/Eventually /Eventually Always :  f
Unless : d

Toute formule temporelle citée par le tableau 2.2 posséde un correspondant FQL unique.
Les prédicats a et d sont ceux qui déterminent les transitions de l'automate de phase
(figure 2.1). Ainsi, lorsque a devient vrai, le prédicat f doit étre satisfait aussi longtemps
que l'automate de phase reste dans l'état ACTIF, selon 'obligation de preuve qui a été
spécifiée :

— Always : f doit étre vrai tant que la machine de phase reste dans 1’état ACTIF,

c’est & dire jusqu’a ce que d devienne vrai;

— Eventually : f doit devenir vrai pendant que ’automate de phase se trouve dans
I’état ACTIF. Si f ne peut jamais étre satisfait dans ’état ACTIF, alors la pro-
priété échoue. L’automate de phase retourne a I’état INACTIF dés que f ou d sont
satisfaites.

— EventuallyAlways : f doit devenir vrai et le rester, alors que ’automate de phase
reste dans ’état ACTIF'. Cette formule n’est satisfaisable que si cet état est conservé
a Uinfini (& partir d'un certain moment, la valeur de d sera toujours 0).

La clause IfRepeatedly a ne peut se combiner qu’avec Eventually f. Elle exprime le
fait que si a est satisfait infiniment souvent, alors f doit étre satisfait au moins une fois.

L’ensemble des formules LTL' supportées par 'outil FormalCheck est relativement
réduit. Cette restriction est principalement die a la complexité de preuve caractéristique
des formules temporelles linéaires. Au sein d’un outil de vérification industriel, un tel choix
est justifié par l'intention d’éviter au maximum les situations o la preuve échoue par
manque de ressources.

2.2.2.3 La logique arborescente CTL et le macro-langage SUGAR

Le macro-langage SUGARJ4] est le langage de spécification de ’outil RuleBase d'IBM.
Historiquement, il formait une sur-couche de la logique temporelle CTL, permettant d’ex-
primer des formules temporelles d’une maniére & la fois concise et paramétrée. Il a servi
de point de départ pour la définition d’un langage de spécification de propriétés en voie de
standardisation par ’organisme IEEE. Il offre quatre principaux mécanismes de spécifica-
tion :

1. la logique temporelle linéaire LTL. Contrairement & FQL, SUGAR autorise I'imbri-
cation des opérateurs linéaires ;

2. la logique temporelle arborescente CTL ;

3. les expressions réguliéres étendues. Il s’agit de prédicats de la forme
seq = p1[di];p2lda];... exprimant une séquence d’événements booléens p;. Chaque
événement peut étre un prédicat booléen ou une expression réguliére. Les prédicats p;
peuvent étre accompagnés par une indication de durée d;, exprimée en nombre d’états
(consécutifs ou non), pendant lesquels p; doit étre vrai. En absence d’un indicateur
de durée, 'obligation de validité de p; se restreint & un seul état dans seq.
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Certaines expressions réguliéres peuvent étre exprimées grace & CTL. Ainsi, les deux
formules ci-dessous sont équivalentes :

AG p;q;r & AG (p AX (g . AX r))

Les durées d; sont généralement des intervalles. Il est possible de spécifier si les
occurrences de p; doivent étre consécutives - d; = [i..j], i < j, ou non - d; = [=i..j],
1 < j. La spécification de durée consécutive peut elle aussi se réécrire en CTL :

AG (p;q[xi..j;r) & AG p . (iélX (. AX (q. AX(...AX (¢ . AX 7))+

e

i fois

AX (q. AX (¢ . AX(...AX (¢ . AX r))+...
i—l—lvfois

AX (q. AX (q¢. AX(...AX (¢ . AX 1))
j;gis

Pour le cas particulier ou 2 = j on obtient un nombre d’occurrences consécutives fixé
[1]. Il est également possible de spécifier des durées arbitraires, lorsque i = 0 et j
n’est pas spécifié : [x].

Au sein d’une expression réguliére étendue, les séquences peuvent étre combinées
grace aux opérateurs “et” et “ou”.

Enfin, les opérateurs seq; |-> seq2 et seq; |=> seqy expriment la succession de deux
séquences : si le comportement spécifié par seq; se produit, il sera nécessairement
suivi par seqs. De maniére alternative, 'opérateur “->"exprime le fait que le début
de seqs coincide avec la fin de seq.

L’exemple ci-dessous illustre la différence entre les opérateurs “->” et “=>"7 :

AG pr;qi;r |=> p2;qeyre &

AG((p1 . AX (q1 . AX7r1)) = AX AX AX(py . AX (qo . AX71y)))
alors que :
AG pisquisri |-> p23qaime &

AG((p1 . AX (q1 . AX7T))) = AX AX(ps . AX (g2 . AX1s)))

4. des opérateurs temporels complexes. Parmi ceux-ci, rappelons la définition d’une
fenétre temporelle, within(p,q)(r) : le prédicat r est vrai a partir de U'instant ou p
est vrai et jusqu’a l'instant exclus ou ¢ devient vrai. Des variations existent, pouvant
exprimer l'inclusion ou I’exclusion des bornes p et ¢ de la fenétre temporelle ou r doit
étre vrai. Cette formule reste vraie dans les cas oil les bornes p ou ¢ ne sont jamais
atteintes.

La précédence, p before q exprime le fait que si le prédicat ¢ est vrai, alors p doit
étre vrai ou bien il doit avoir été vrai;

5. les instructions de macro-génération. Ce mécanisme permet & une formule temporelle
de référencer un paramétre. Hormis certains cas particuliers basés sur la symétrie,
une formule paramétrée nécessite d’étre évaluée pour chaque combinaison possible
de valeurs de ses paramétres.

Outre les expressions réguliéres, la particularité du langage SUGAR consiste en un éventail
de macros qui étendent la notion “p est vrai dans le prochain état” a tout instant ultérieur
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spécifié par le concepteur.

Comme il sera illustré dans la suite de ce chapitre, le langage SUGAR est étroitement lié
a la notion de spécification opérationnelle. Ce lien implique des conséquences importantes
sur Defficacité de la preuve formelle. Il est également motivé par le besoin d’interopérabilité
avec la simulation : la spécification opérationnelle correspondant & une formule temporelle
est une machine d’états et peut de ce fait étre simulée.

2.3 Spécifications opérationnelles

Une spécification opérationnelle est une machine d’états finis qui se voit attribuer le
titre de “modeéle de référence”. Cette notion peut étre utilisée dans différents contextes du
flot de conception, avec & chaque fois une définition différente.

Dans le contexte d’'une démarche de conception descendante, les caractéristiques prin-
cipales d’une spécification opérationnelle sont I’abstraction et le non-déterminisme. L’im-
plémentation est obtenue & travers une ou plusieurs étapes de raffinement. Une implémen-
tation correcte ne doit pas s’écarter de sa spécification abstraite : tout comportement dans
I'implémentation doit pouvoir étre reproduit par la spécification.

Indépendamment de ’étape dans le flot de conception, une spécification opérationnelle
peut étre réécrite, sans aucun changement dans le niveau d’abstraction, que ce soit dans
un but de conformité par rapport & un standard d’écriture, de maintenabilité ou d’opti-
misation. Contrairement au cas du raffinement, une réécriture correcte doit reproduire le
méme comportement que le modéle de référence.

Dans ces deux situations, il est difficile de distinguer objectivement la spécification
opérationnelle de I'implémentation, les deux n’étant que des descriptions plus ou moins
précises du méme comportement.

Enfin, une spécification opérationnelle peut n’étre qu'un simple “espion”, n’englobant
pas de connaissance sur le comportement du systéme, mais plutét sur la nature de ses
échanges avec I’environnement, et rapportant les éventuelles anomalies détectées. Une telle
description est plus communément connue sous le nom de moniteur. Une implémentation
est correcte si le moniteur ne peut rapporter aucune anomalie.

Il est important de noter que ces critéres de correction n’ont de sens que si la spé-
cification opérationnelle et son implémentation sont comparables (les noms des variables
d’entrée, d’état et de sortie peuvent étre mis en correspondance).

2.3.1 Modéles abstraits

La notion de modéle abstrait se confond avec celle de machine d’états finis. L’abs-
traction peut intervenir au niveau de la description des données manipulées ou bien des
comportements a implémenter.

L’abstraction des données est synonyme de concision. Au sein d’une machine d’états
finis M, les symboles des alphabets d’entrée de sortie ou d’état sont plus abstraits (ou
concis), par opposition aux symboles obtenus aprés I’encodage booléen de M. Par exemple,
Palphabet des symboles qui représentent les états du modele ARB (figure 1.1) contient
quatre éléments. Pour des raisons pratiques, évoquées au chapitre précédent, ’encodage
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booléen de ARB a engendré le modéle ARB’'. Ce modeéle contient trois variables booléennes
d’état. Ainsi, un état est représenté par l’association de trois symboles, au lieu d’un seul.
D’autre part, ces symboles peuvent encoder 8 états distincts.

Sur le plan comportemental, I’abstraction consiste & décrire quel est le comportement
attendu, sans se préoccuper de comment celui-ci sera mis en ceuvre dans l'implémentation.
Le choix éventuel parmi plusieurs comportements peut étre non-déterministe.

Plusieurs liens de conformité peuvent étre établis entre une spécification opérationnelle
abstraite et une implémentation, selon la sémantique, linéaire ou arborescente, sur laquelle
on souhaite s’appuyer. Les approches linéaires (inclusion ou équivalence de traces) ne sont
pas adéquates pour la preuve de circuits, n’étant pas suffisamment flexibles vis-a-vis de la
composition paralléle en présence du non-déterminisme.

Les approches arborescentes de comparaison entre une spécification opérationnelle abs-
traite et une implémentation sont la simulation, le raffinement, la bisimulation et I’équiva-
lence séquentielle.

La simulation se définit récursivement sur les états des deux modéles comparés (cf.
§1.2.1, Définition 1.10). La preuve de simulation M, =< Mgps a une complexité li-
néaire en nombre d’états de I'implémentation, mais exponentielle en nombre d’états de
la spécification opérationnelle abstraite. Dans le domaine booléen symbolique, la défini-
tion de la simulation M;,,;; =5 Mgps est similaire & celle donnée pour le cas des mo-
déles énumératifs. Soient TP ((zp,, ), (sn,), (sh,)) la relation de transition de My et
et T ((Ym,), (tn, ), (th,)) la relation de transition de Mgps. La relation symbolique de
simulation SIM ((sn,), (tn,)) est le plus grand point fixe, solution de I’équation :

Y ({sn)s (tny)) =
V{@m, ), V(sh, ) :
T (@, ), (5a)s (5y)) =
IWma)s (tny) + T ((Yrma ) (na), (1)) - Y ((5,), (£0,)) (16)

Pour déterminer si M,y =5 Mgy, il suffit de vérifier si les états initiaux (so) de My, et
(to) de Mgps satisfont la relation SIM ((so), (to)).

Etant donné que M, et M,ps possédent souvent des variables de sortie, il est possible
d’ajouter dans I’équation ci-dessus une condition supplémentaire exprimant la nécessité que
les fonctions de sortie des modeéles comparés soient équivalentes.

Une variante restreinte de la notion de simulation, connue sous le nom de raffinement
(<), s’appuie sur la comparaison des fonctions de transition, plutot que sur le dénombre-
ment des états des deux modéles. Ainsi, lorsque la correspondance des noms des variables
d’états est totale entre le modeéle abstrait et I'implémentation, il est possible de construire
une définition plus adéquate : toute transition qui a lieu dans 'implémentation peut étre
reproduite par le modéle abstrait. Compte-tenu du fait qu'un modéle abstrait est générale-
ment plus compact que son implémentation, nous allons supposer sans perte de généralité
que Xspec - Ximpl-

Soient my < my deux entiers positifs. Soient (z,,) les variables d’entrée de My, et
(Tm,) les variables d’entrée de My, telles que (zy,,) = (Z1,- .. Tmyy Tmgt1y- - - Tmy ) SOit
i €{l.n}et Fiim,ol((:rjm1 ), (sn)) une fonction de transition appartenant & M;,,;. Soit la fonc-

tion Fébs le correspondant dans M de Fiimpl. Dans le cas ot M, est non-déterministe,
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certaines parmi ses fonctions de transition ont la forme F?, ((Zp, ), (NDy), (sp)), ot ND;, j =
1..r sont des variables intitulées pseudo-entrées, de type booléen, servant a étiqueter les
transitions non-déterministes de Mgps. Si, pour toute combinaison de valeurs vy, ...v, € B"
appartenant a ’ensemble d’états atteignables de My, on a :

HNDy) Vi = 1o By (T, ), (00) € Fape((Tmy), (NDy), () (17)

alors My =r Mgapys. En absence des pseudo-entrées, I'équation ci-dessus exprime la bisi-
mulation.

La contrainte de correspondance totale entre les variables d’état des modeéles comparés
peut sembler toutefois trés forte. La méme relation de raffinement peut étre conservée si
toute variable d’état du modeéle abstrait se retrouve également dans 'implémentation. La
relation de raffinement se traduit ici par un invariant de transition. Soient Ty, et Typs
les relations de transition des modeéles comparés. Soient ny < n; deux entiers positifs.
Soient (sy,) les variables d’état de M;p, et (sp,) les variables d’état de My, telles que
(Sny) = (S1,--SngsSngtl,---Sn,)- Si, pour toute combinaison de valeurs vy,...v,, € B™
appartenant a I’ensemble d’états atteignables de Mj,,;;, on a :

Timpl(<$m1>a {(vn,), (U;7,1>) = HNDy) : Taps((Tmy), (NDy), (vny), (U;zg» (18)

alors Mimpl jr Mabs-

Etant donné que la preuve de simulation est trés cotiteuse, car elle nécessite la mani-
pulation de relations de transition monolithiques, nous nous focaliserons dans la suite sur
sa version restreinte exprimant le raffinement.

2.3.2 Modéles de référence

La notion d’équivalence séquentielle est utilisée dans le cadre d’une approche “boite
noire”, pour déterminer si les modeéles comparés ont le méme comportement observable (cf.
§1.2.1, Définition 1.8). Les deux modéles booléens sont comparés en termes de fonctions de
sortie. Contrairement au cas de la simulation, aucune correspondance entre les variables
d’état n’est exigée. En revanche, les modéles comparés doivent avoir les mémes variables
d’entrée et de sortie. Soient M.y un modéle booléen dit “de référence” et M, une implé-
mentation des fonctionnalités de M,.r. Soit i € {1..p} et Fi"mpl((xm), (Sn,)) une fonction
de sortie appartenant & Mjy,,. Soit la fonction F,fef((xm>, (Sny)) le correspondant dans
M,e; de ﬂ%pl. Si, pour toute combinaison de valeurs vy, ...v, 1, € B" T2 appartenant a
I’ensemble d’états atteignables de la composition paralléle MimleMref; on a :

Vi = 1.p: Flpp((@m), (vn,)) € Flop((@m), (vn,)) (19)

alors Mipp = Myey.

2.3.3 Moniteurs

Un moniteur est une spécification opérationnelle Mg,.. dont les fonctions de sortie
expriment chacune une propriété de streté. Contrairement au cas d’un modéle abstrait ou
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ol

Cerr: (p te 7])7

F1G. 2.2 — Moniteur pour la propriété SUGAR within(p, q)(r)

de référence, le moniteur fait partie de ['implémentation, étant systématiquement composé
avec celle-ci, tout en restant passif vis-a-vis de son comportement. Pour cela, les conditions
suivantes doivent étre remplies :
— les ensembles de sortie du moniteur et de I'implémentation doivent étre disjoints :
Ospec N Oimpl =0 ;
— le moniteur peut lire toutes les variables d’entrée et de sortie de 'implémentation :
Xspec - Ximpl U Oimpl )
— le comportement du moniteur n’a pas d’influence sur l'implémentation : Ogpee N
Ximpl = [Z);
Le graphe d’état de Mgy, spécifiant la propriété de streté P se compose de deux compo-
santes : une premiére composante Sp dont les états satisfont tous la propriété P et une
composante S, contenant un unique état dit “d’erreur”. La relation de transition Tpe.
permet de passer de Sp & Sepr lorsque P est violée, sans retour possible vers Sp. La tran-
sition depuis Sp vers Se,. est étiquetée par un prédicat ce.. intitulé condition d’erreur,
exprimé sur les variables de Xgpee U Sspec. La propriété P exprime le fait que la condition
d’erreur n’est pas vraie et que I'état courant de Mgy, n'est pas dans Sy, :

P =Cepy . (5) ¢ Serr

Remarque. Compte tenu du style d’écriture du modéle M., qui ne permet pas de
retourner de Se en Sp, la propriété P exprime en réalité deux aspects complémentaires :

1. Cepr : dans I’état courant, la condition d’erreur n’est pas vraie;

2. (s) ¢ Serr : létat courant de My, n’est pas dans S, @ la condition d’erreur n’a
jamais été vraie.

Cette écriture présente surtout de l'intérét dans le contexte de la réutilisabilité d’un mo-
niteur dans un outil de simulation. Dans ce contexte, la présence de 1’état puits Se,r a le
mérite de pouvoir “capturer” 'instant, au sein d’'une longue trace de simulation, ot P est
devenue fausse. En revanche, pour la vérification formelle, le deuxiéme prédicat de P n’a
aucune utilité, car cette propriété devient fausse dés I'instant ol ce devient vraie.
La propriété P est un invariant : elle doit étre vraie dans tous les états atteignables du
modeéle composé Mipmpi||Mpec-

Une grande partie des propriétés temporelles écrites a ’aide des macros SUGAR v2.0
peuvent étre directement traduites dans des moniteurs et prouvées comme des invariants.
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Par exemple, la figure 2.2 représente un moniteur M,;p;, permettant de spécifier la pro-
prieté SUGAR within(p, q)(r). Le moniteur lit les variables p, g et 7, et analyse la succession
de leur valeurs : r doit étre vrai entre l'instant ou p devient vrai et jusqu’a l’instant pré-
cédant celui ou g devient vrai. Cette propriété se traduit par l'assertion c,, suivante : “il
se produit une erreur lorsque 7 est faux alors que p est vrai, ou lorsque r est faux pendant
que My;tnin se trouve dans 1’état étiqueté e et que ¢ n’est pas vrai”. La représentation de
M. inin fait abstraction de I’état puits. L’invariant & prouver est P = AG ¢ep.

Un atout spécifique des moniteurs est la capacité de raisonner sur le passé. D’ailleurs,
parmi les exemples ci-dessus, les formules qui référencent un futur borné sont reformulées
en termes des événements du passé. Ce mécanisme est illustré au paragraphe §2.4.3.6.

2.3.4 Spécification de I’environnement

Une spécification d’environnement?® relative & un modéle M exprime l’ensemble des
valeurs admissibles pour les variables d’entrée (z,) de M. Tout comme dans le cas d'un
systéme, un environnement peut étre décrit de maniére logique ou opérationnelle.

La spécification logique d’un environnement est constituée d’un ensemble de prédicats
pouvant exprimer plusieurs sortes de liens logiques :

— les valeurs des variables d’entrée peuvent étre liées les unes par rapport aux autres;

— les séquences de valeurs des variables d’entrée peuvent étre influencées par les va-

riables de sortie du systéme.
Selon les nécessités, ces liens peuvent étre exprimés soit par des prédicats booléens, sous
forme d’invariants, soit par des formules temporelles plus complexes. Lorsqu’il est inséré
dans son environnement, le systéme fonctionne sous ’hypothése que ’ensemble de ces
prédicats sont vrais.

C’est la logique temporelle linéaire qui est la plus appropriée pour la spécification de
séquences d’entrées acceptables. Ceci est justifié par une différence d’aspect temporel entre
un systéme et son environnement. Dans le cas de la spécification d’un systéme, tout état
peut posséder un ou plusieurs successeurs. A un instant donné et pour un état donné, le
choix parmi les différents successeurs est déterminé par la valeur des variables d’entrée
(). Cet aspect confére & tout systéme & transitions une nature arborescente.

Par contraste, dans le contexte de la vérification, les valeurs des variables d’entrée
d’un systéme peuvent se succéder de maniére arbitraire, constituant ainsi un ensemble de
séquences infinies (traces). Le fait de spécifier des contraintes d’environnement revient a
définir des schémas de succession plus stricts, afin de filtrer les traces considérées comme
inacceptables par le systéme. Il est donc plus naturel de raisonner de facon linéaire sur le
comportement de I’environnement, en le visualisant comme un ensemble de traces.

L’expression de la vivacité lors de la spécification d’un systéme peut nécessiter 'intro-
duction de contraintes d’équité au sein de son environnement. Soit p un prédicat logique
utilisé dans la spécification d’une propriété de vivacité pour le systéme M. On peut avoir
so = AFp avec une sémantique arborescente, ou bien sy = Fp avec une sémantique
linéaire. Deux cas de figure peuvent se présenter :

“notion connue également sous le nom de contrainte d’environnement
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— de par la description de M, quelle que soit la séquence infinie d’entrées appliquées,
il n’existe aucune séquence infinie o d’états, telle que p soit faux dans chaque état
de 0. La propriété de vivacité est satisfaite;

— il existe au contraire une ou plusieurs séquences infinies d’entrées qui engendrent
des séquences d’états de M le long desquelles p est toujours fausse. Si cette séquence
traduit un comportement acceptable de I’environnement, alors la propriété de vivacité
est fausse. Sinon, ce comportement doit étre interdit.

Soit ¢ un prédicat booléen exprimé sur les variables X de M. Une contrainte d’équité
portant sur ¢ exprime le fait que quelle que soit la séquence d’entrée ox de longueur infinie
il n’existe aucun suffixe de longueur infinie de ox dont les entrées satisfont toutes ¢. En
d’autres termes, le prédicat ¢ doit étre vrai infiniment souvent le long de ox. En termes
de la logique linéaire, cela s’écrit GFc.

Une spécification opérationnelle d’environnement est un modéle My, employé en com-
position parallele avec M, tel que Oeny N X # () et que M||Mep,y ne contient pas de cycle
combinatoire. Le comportement de M,,, peut éventuellement étre influencé par celui de
M ; il est donc possible d’avoir : Xep, N O # 0.

On remarque que 'on dispose des mémes moyens, que ce soit pour spécifier un systéme
ou un environnement. Cependant, dans le cas d’un environnement, il existe des modalités
d’écriture qui sont préférables. Comme il a été remarqué dans cette méme section, un
prédicat spécifiant un environnement peut référencer des variables de sortie du systéme.
Il peut ainsi restreindre les états atteignables du systéme ce qui est souvent contraire a la
réalité et dangereux. On peut classer les modalités de spécification par ordre de préférence
vis-a-vis de ce risque :

1. écrire une spécification opérationnelle M., de ’environnement et la composer avec M ;

2. écrire une spécification logique de I’environnement ayant la forme suivante :
G(zi © fenv({(Zm—1),(sn), (0p), (ND,))). La i-éme variable d’entrée a une valeur qui
peut dépendre des autres variables d’entrée xy...x; 1,11, ...Tm, des variables d’état
(sn) et de sortie (0,) du systéme, et éventuellement d’autres variables caractérisant
le non-déterminisme de ’environnement modélisé. Dans le cas de ’expression d’une
contrainte d’équité, on remplace dans ’expression ci-dessus 'opérateur temporel G
par 'opérateur GF';

3. écrire une spécification logique d’environnement ayant une forme arbitraire.

2.4 Algorithmes de preuve

Le probléme qui consiste & déterminer si un modéle symbolique M satisfait sa spécifi-
cation P (opérationnelle ou logique) est connu sous le nom de wvérification symbolique de
modéles®.

Plusieurs méthodes permettent d’évaluer 'affirmation M = P. Selon 