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I. Projet de prothèse personnalisée du genou 1

Arthrite Rhumatöıde / Arthrose

Problème de santé publique : + 16 millions de cas aux États-Unis.

Une solution possible : la pose d’une prothèse articulaire...
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La prothèse standard

+ 200 000 implantations par année aux États-Unis...

Partie fémorale

• Chirurgie lourde
• viabilité < 15 ans,
• au + une révision.

Prothèse implantée.
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La prothèse personnalisée

• chirurgie mineure,
• demi-prothèse,
• révisions multiples.

MAIS...
nécessite de connâıtre la surface du fémur avec précision

(6 1 mm).
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Motivation et principe physique
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Échantillonage du volume d’intérêt
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II. Tomographie à rayons X : un état des lieux 6

Tomographie hélicöıdale

Objectif : diminuer le temps d’examen...

Mouvement de la table
+

Acquisition

EN CONTINU...

→

N DOSE ADMINISTRÉE, H PRÉCISION (artefacts).
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Inversion en tomographie axiale (i/ii)
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Reconstruction
(Méthode d’inversion ?)

✎ Reconstruction = problème inverse mal posé
Information additionnelle nécessaire pour
déterminer une solution unique et robuste
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Inversion en tomographie axiale (ii/ii)

fantôme

RPC
Hamming, νc = 0, 3 et 0, 7

projections bruitées N (0, 10−3)

RPC

angles ∈ [0; 150◦]

νc = 0, 8

RPC
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Inversion en tomographie hélicöıdale (i/ii)
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Inversion en tomographie hélicöıdale (ii/ii)

Interpolation + RPC ⇒ H précision...

• problème 2D séparable (N mise en œuvre),

• interpolation ⇒ a priori continuité spatiale,

• sensibilité vis-à-vis de la RPC (angles limités).

« Slice Sensibility Profile » axial hélice
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En résumé...

Tomographes standard 6⇒ reconstruction précise
tissus mous/tissus osseux.Slice #26, original, zoomed

fantôme

Slice #26, raw CT image, zoomed

RPC

Slice #26, Half−quad 3D resto., zoomed

? ? ?

Développer des méthodes permettant

• le réhaussement des interfaces,

• une réduction du niveau de bruit.

✓ tomo. axiale ✗ tomo. hélicöıdale
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Approche pénalisée : formulation générique

Moindres carrés pénalisés :

définir J(x ; λ) = ‖H(x) − y‖2 + λP(x)

rechercher x̂λ ∈ {x ∈ X : min J(x ; λ)}

H : modèle physique (opérateur de projection, flou, etc) ;

P : fonction de pénalisation (régularisation) ;

x̂λ, y et λ : image reconstruite, observations, et paramètres libres ;

X : contraintes séparables (ex. X = {0, · · · , 256}, R
N , ou R

N
+ ) .

Construction de H(·) ? Choix de P(·) ?

✎ Taille du problème numérique, convexité, (hyper)paramètres.
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Pénalisation par modèle « `2`1 » (i/ii)

Objectif • rendre l’inversion robuste,
• favoriser certains comportements dans l’image.

En imagerie médicale, on souhaiterait

« favoriser les images localement douces + bords francs ».
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Pénalisation par modèle « `2`1 » (ii/ii)

P(x ; s) =
∑

c∈C φ(δc ; s)

Compromis efficacité / complexité pb. optimisation

quadratique compromis « `2`1 » non convexe

φ(δ)

δ

φ(δ ; s)

δ

φ(δ ; s)

δ

résultatsH calcul N résultats N calcul N résultats N calculH

[Hu77] [Ch97] [Bl87]
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Un modèle d’observation axial [Ka87]

x

image

;

g

rayon

an
gl

e 
(d

eg
ré

s)

Données de projection

20 40 60 80 100 120 140 160

0

20

40

60

80

100

120

140

160

projections

rayon
m

x1x2

,B
,A

A

B

(R
)
m

,n

xn

g = Rx
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• linéaire, creux, de grande taille, mal conditionné ;

• prise en compte de l’épaisseur, rayons divergents...
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Construction d’un modèle d’observation hélicöıdale
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Forme paramétrée du modèle H

Inversion par MCP ⇒ Accès aux éléments de H

Couramment 1015 éléments ! !

H — échantillonnage qq.
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• Creuse.

H — « P invariante »
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• Creuse et quasi bloc-circulante.

« P invariance » • H décrit par un ensemble réduit de paramètres,
• nécessite simplement d’ajuster le volume d’intérêt.
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Minimisation SOR « semi quadratique » [Br96]

Objectif : Mâıtrise du coût d’implantation...

Relaxation scalaire : principe

∀n ∈ {1, · · · , N} Jn(u) ≡ J(x(k) + ven)

x̂n = arg minv∈Xn
Jn(v)

Mise en œuvre : SOR semi-quadratique (GR)

(N) coût de calcul : min. scalaire tronquée (1 itération) ;

x
(k+1)
n = x

(k)
n − θ

(
b
(k)
GR

)−1 dJn

d v

∣∣
u=0

(I) coût mémoire : principalement le modèle paramétré Hr ;

(N) convergence : • globale ⇐ travaux sur les algo. SQ.

• bonne vitesse, cf. tomo. axiale [Er99].
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Tests sur données synthétiques (i/iii)
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Tests sur données synthétiques (ii/iii)

Projections bruitées (additif gaussien centré, RSB ≈ 30dB)

RPC + LI − 180◦
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Tests sur données synthétiques (iii/iii)

« SSP » : ↗ résolution dans l’axe du tomographe.
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Approximation du modèle d’observation

Objectif : réduire le coût des reconstructions hélicöıdales pénalisées.

Moyen : estimer approximativement les T plans successifs.

[
yt−1
yt

]

︸ ︷︷ ︸
y

t

≈ Ht

[
xt−1
xt

xt+1

]

︸ ︷︷ ︸
xt

,

Ht regroupe {Ht−1, Ht}.
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En résumé...

Approche pénalisée en tomographie hélicöıdale
• Construction d’un modèle d’observation
• Utilisation d’une forme paramétrée
• Conception d’une version « rapide » (diagnostic)

(N) Performances sur données synthétiques
• Amélioration significative de qualité

(robustesse, diminution des artefacts, gain de résolution)

• Bons résultats pour la version « rapide »

• ↘ dose administrée au patient (diagnostic)

(I) Coût d’implantation élevé
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Perspectives...

validation sur données réelles

réglage des hyperparamètres (calibration)

explosion du coût d’implantation ! !

• augmentation du nombre de mesures, de la taille du volume,

• modélisation plus fine du phénomène physique,

• extension aux tomographes « multicoupes »...

Incontournable :
Étude approfondie (méthodologie et mise en œuvre)

du problème de minimisation du critère pénalisé associé.
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Formulation et motivation

Soit J : R
N → R str. convexe, coercive et C1

J(x) ≡ Q(x) +
∑

cφ(d†
cx − wc)

avec
• φ : R → R (str. convexe, coercive et C1)

• Q(x) = x†Qx − 2q†x + µ (quadratique convexe).

Estimation paramétrique robuste [Ya85]

J(a) =
∑M

m=1 φ
(
zm −

∑N

n=1 anzm−n

)

Restauration/reconstruction d’images [Sa93,Vi02]

J(x) = ||Hx − y||2 +
∑

(r,s)∈C φ(xs − xr)

φ : quadratique, hyperbolique, norme `p, Huber...
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x̂ = arg min
x∈X

J(x)

(N) Simplicité formelle (prog. convexe et diff.) ;

(N) problème souvent structuré (creux, Toeplitz,...) ;

(H) en général, x̂ n’a pas de forme explicite ;

(H) très grande taille (N , M > 106 variables).

Formulation SQ ; problème + structuré.
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Approches semi-quadratiques (SQ)

Définir un critère primal/dual J ? : X×L → R t.q.

minl J
?(· , l) = J et surtout...

• J?(· , x) quadratique, • minl J
?(l , ·) explicite.

⇒ minimisation par relaxation !

Geman & Reynolds [Ge92] :

φ(
√

u) concave ⇒ J?
GR(x , l)

Geman & Yang [Ge95] :

∃α : u2/2 − αφ(u) convexe ⇒ J?
GY(x , l; α).



IV. Autour des algorithmes « semi quadratiques » 28

Relaxation SQ : algorithmes & convergences

1 M.à.j. alternée x et l [Ch97] :
{

x(k+1) = arg minx J?(x, l(k)) ; système linéaire,

l(k+1) = arg minl J?(x(k+1), l) ; directe.

2 M.à.j. « SSU » [Br96,Al00] : ∀n ∈ {1, · · · , N}




x
(k+1)
n = arg minxn

J?(xn, reste) ; m.à.j. scalaire,

∀m ∈ {i : li est lié à x+
n },

l
(k+1)
m = arg minlm

J?(lm, reste) ; directe.

• Formes sur-relaxées (variables primales) :

x(k+1) = (1 − θ)x(k) + θx̃ avec x̃ = arg minx J?(x, l(k)).
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Convergence globale [Id00] : principalement,

si θ ∈]0, 2[ et

{
(GR) φ paire ; φ′(u)/u bornée,

(GY) α ∈]0 ; α̂[,

alors J?(x, l) strict. convexe & C1 ⇒ convergence [Be98].

Vitesse asymptotique : peu de résultats...

• GR (m.à.j. alternée x et l) : ordre linéaire [Ch99].

• Comparaisons entre formes SQ ?

• Effet des paramètres α, θ ?...
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Forme primale des algorithmes SQ

L(u) ≡ diag
{
φ′(dt

cu)/dt
cu

}
, D ≡ [d1| · · · |dC ],

ξ(u) ≡−B(u)−1
∇J(u) µn(u) ≡−bn(u)−1 dJn(v)

d v

∣∣∣
v=0

.

1 M.à.j. alternée x et l : Forme newtonnienne sur J

x(k+1) = x(k)+θξ(x(k)), B(x(k)) =

{
2Q + 1

αDDt (GY)

2Q + DL(x(k))Dt (GR)

2 M.à.j. « SSU » : SOR tronquée (1 it.) sur J

x
(k+1)
n = x

(k)
n +θµn(x(k)), bn(x(k)) =

{
[2Q + 1

αDDt]n,n (GY)

[2Q + DL(x(k))Dt]n,n (GR)

Algo. SQ ⇔ algo. de descente à pas fixe...
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CS de convergence pour le pas fixe et algorithmes
SQ

x
(k+1) = x

(k) + θξ(x(k)) où ξ(u) = −B(u)−1
∇J(u).

Résultat général : Algorithme à pas fixe convergent si

a Ξ = {ξ(x(k))}k est reliée au gradient,

c ∀x(n) = u, le pas fixe θ vérifie la règle d’Armijo

∃ ω ∈ (0, 1) : ∀u, J (u + θξ(u)) − J(u) − ωθ 〈∇J(u), ξ(u)〉 6 0.

Corollaire GR : apport limité...

Corollaire GY : CS de convergence plus faibles !
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Vitesse asymtotique des algo. SQ

J de classe C2, ρ[·] le rayon spectral, et H(·) le Hessien.

σ ≡ ρ[I − θB(x̂)−1H(x̂)]

Résultat général [Or70] : si σ < 1, alors l’ordre est au moins
linéaire et le taux en racine égal à σ.

Questions...

(1) Une forme SQ est elle syst. + rapide (GY ou GR) ?

(2) Quel est l’effet des paramètres θ (et α) ?

(GR) σ(θ) ≡ ρ[I − θB(x̂)−1H(x̂)]

(GY) σ(θ , α) ≡ ρ[I − θB(α)−1H(x̂)]
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(1) Comparaison des 6= formulations SQ.

(GR) B(x̂) = 2Q + DL(x̂)Dt,

(GY) B(α) = 2Q + 1
α
DDt et H(x̂) = 2Q+DΦ′′(x̂)Dt.

φ′′(u)

φ′(u)

u

1

α̂
= φ

′′

(0)
L(u) = diag

{
φ′(dt

cu)
dt

cu

}

Φ′′(u) = diag {φ′′(dt
cu)}

• GY & GR ⇔ Newton si J quadratique θ = 1, et α = α̂

• En pratique, GR nécessite moins d’itérations que GY.

• GY peut être plus intéressant (compromis vitesse/coût)
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(2) Impact de θ et α sur la vitesse

1

-1

σ

θ̂ θ̄

θ (GR) σ(θ) ≡ ρ[I − θB(x̂)−1H(x̂)]

(GY) σ(θ , α) ≡ ρ[I − θB(α)−1H(x̂)]

Itérations de GR/GY :

θ̂ difficilement accessible → réglage empirique.
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Itérations de GY :

optimum souvent proche de l’hyperbole... mais pas toujours !

J(x) = ||y − Hx||2 + α
∑

c

√
dt

cx
2 + s2
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Résumé et perspectives...

Une nouvelle étude des algorithmes SQ
• s’appuie sur un cadre unifié et connu (analyse numérique),

• condition de convergence étendues ; variantes plus rapides,

• examen des propriétés de vitesse (ordre linéaire, impact de θ, α),

Quelques perspectives
• étudier le comportement de σ(α, θ),

• étude du lien « algorithme SQ ↔ approximation supérieure »,

• algorithmes dédiés aux pb. de grande taille (l-bfgs, décomposi-
tion).


