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Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne. On note par H*(M) I'espace des
k—formes différentielles harmoniques L? sur M, c’est-a-dire celles qui sont
de carré intégrable, fermées et cofermées. Lorsque M est compacte, on sait,
grace au théoréeme de Hodge-de Rham, que cet espace est de dimension finie,
et isomorphe au k-éme espace de cohomologie réelle de M. Quand M n’est
pas compacte, il est naturel de se demander ce qui subsiste de ce résultat :

i) Est-ce que I'espace H¥(M) est de dimension finie ?
ii) Et si oui, peut-on en donner une interprétation topologique ?

Il n’existe bien entendu pas de théorie générale permettant de répondre a ces
questions, méme §’il y a déja de nombreuses situations ou ce probleme a été
résolu : voir par exemple les travaux d’Atiyah, Patodi, Singer [A-P-S] sur les
variétés a bouts cylindriques, de S. Zucker [Z1] sur les espaces localement
symétriques, de R. Mazzeo [M, M-P] sur les variétés (asymptotiquement)
hyperboliques géométriquement finies, de G. Carron [C4] sur les variétés
plates & I'infini, etc... On connait aussi des cas ol on sait que H¥(M) est
de dimension finie, sans pour autant savoir en donner une interprétation
topologique. Par exemple, d’apres J. Lott [L3], si M est une variété compléte
de volume fini, & courbure sectionnelle K négative et pincée (i.e. il existe
des réels 0 < a < b, avec —b®> < K < —az), alors tous ses espaces de
formes harmoniques sont de dimension finie. La réponse & la question i) est
donc positive dans ce cas. Quant & la question ii), elle a été traitée dans
les cas hyperboliques (réels ou complexes) [Z1, M-P], mais pas dans le cas
général. L’objectif principal de cette thése, basée en grande partie sur [Y],
est d’apporter des réponses & ce probléme. Un premier résultat dans cette
direction est :

Théoréme 1. Soit (M",g), une variété riemannienne compléte de dimen-
sion n, de volume fini, a courbure sectionnelle K négative pincée : il existe
des constantes a et b, telles que U'on ait —b> < K < —a? < 0. On suppose
que na — (n —2)b > 0, alors on a les isomorphismes entre espaces vectoriels
de dimension finie :

HE(M), sik<(n—1)/2,
HE(M) ~ { Im(HM?*(M) — HY2(M)), sik=n/2,
HE(M), sik>(n+1)/2.

Si de plus la courbure est constante (a = b), et la dimension est impaire,
alors on a HED/2(M) ~ Im(Hc("il)/Q(M) — HED/2(0r)).

Ceci signifie que si la courbure est suffisamment pincée, alors on a une in-
terprétation topologique de H*(M ). Décrivons treés brievement les ingrédients
de la preuve de ce théoréme. Tout d’abord, il y a une interprétation de I’es-
pace des formes harmoniques L? en termes de L2—cohomologie (réduite),



avec laquelle il est souvent plus souple de travailler. D’un c6té, un résultat de
J. Lott [L2] affirme que la finitude de la dimension des espaces de L?—cohomologie
ne dépend que de la géométrie & l'infini. Se pose alors le probléme de trou-
ver des liens entre la L?—cohomologie, la géométrie 3 I'infini et la topo-
logie de la variété. De l'autre coté, lorsque zéro n’est pas dans le spectre
essentiel du laplacien, on sait que I’espace des formes harmoniques L? est
de dimension finie, et le spectre essentiel ne dépend justement que de la
géométrie & l'infini (voir les travaux de Glazman [Gl], Donnelly [Do], An-
ghel [Ang] ou encore Bér [Ba]). Nous considérons alors une certaine suite
reliant la L?—cohomologie, la topologie et la L?—cohomologie & 'infini, qui
est ’analogue de la suite longue exacte en cohomologie de de Rham. Nous
verrons que sur n’importe quelle variété complete, cette suite est exacte
si zéro n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien (corollaire 2.8). Un
résultat similaire est aussi vrai pour la L? —cohomologie & poids. Nous exploi-
terons ceci pour donner une interprétation topologique de certains espaces
de L?—cohomologie 3 poids des variétés de volume fini, & courbure négative
et pincée. Nous y parviendrons en utilisant une formule d’intégration par
parties due & Donnely et Xavier [Do-X]. Enfin, pour prouver le théoréme
1, il restera & relier L?—cohomologie et L?-cohomologie & poids, ce qui sera.
une application d’une méthode due & Ohsawa [O].

Nous exhiberons également des exemples qui montrent que la conclusion
du théoréme 1 est fausse si ’on n’impose pas de conditions sur le pincement,
et que notre résultat est optimal par rapport & ce pincement. Cependant,
les quotients de volume fini de ’espace hyperbolique complexe vérifient la
méme conclusion que celle de ce théoréme (voir [Z1]), sans satisfaire aux
hypotheses de courbure. La question est donc de savoir ce qu’on peut dire
sur les variétés kahlériennes. Notre deuxieme résultat y apporte une réponse
partielle :

Théoréme 2. Soit (M,g) une variété compléte kahlérienne de dimension
réelle n = 2m, de volume fini, 4 courbure sectionnelle K négative pincée
—b? < K < —a? < 0. Alors on a les isomorphismes entre espaces vectoriels
de dimension finie :

HE(M), sik<m—1
k ~ ’ ’
H (M)—{ HE(M), sik>m+1.

De plus, H™"~Y(M) s’injecte dans H™ (M) et H™ (M) se surjecte dans
H™HL(M).

La preuve de ce théoréme repose en grande partie sur des idées développées
par Gromov [Gro].

Le plan de cette thése est le suivant : dans une premieére partie, nous
décrivons des propriétés bien connues des espaces de formes harmoniques
L? et de leurs liens avec la L?—cohomologie. Dans la deuxiéme partie, nous
montrons d’abord comment, sous I'hypothése que zéro n’est pas dans le



spectre essentiel du laplacien, on peut obtenir, sous la forme d’une suite
exacte, des liens entre la L?—cohomologie, la géométrie & I'infini, et la to-
pologie. Nous exposons ensuite la formule de Donnelly et Xavier [Do-X] et
donnons des exemples d’application (voir aussi [B-B1]). En combinant les
méthodes développées dans cette partie, nous donnons, dans un troisiéme
temps, les premiers calculs de L?-cohomologie pour certaines géométries.
Ceci inclut des preuves plus simples des résultats de Zucker [Z1] et Mazzeo
et Philipps [M-P] sur les variétés hyperboliques de volume fini, ainsi que des
résultats de Mazzeo sur les variétés conformément compactes [M] et des cal-
culs partiels pour les variétés asymptotiquement hyperboliques complexes.
Nous obtiendrons également une généralisation d’un théoreme d’Ahmed et
Stroock [A-S], en montrant

Théoréme 3. Soit (M",g) une variété riemannienne compléte de dimen-
sion n. On suppose qu’il existe une fonction U : M — R qui vérifie les
hypothéses suivantes :

1. U ezhauste M,

2. il existe une constante € > 0 telle qu’en dehors d’un compact, on ait
e’ <|VUP,

3. il existe deux constantes C; < 0 et Cy € R telles qu’en dehors d’un
compact, le hessien Hess(U) de U vérifie

C1|VU|? < Hess(U) < Co| VU2

Si14+nC1—2nCs > 0, alors 0 n’est pas dans le spectre essentiel de ['opérateur
d + 8y. De plus, les espaces de L?-cohomologie & poids de M, associés au
poids eV, sont de dimension finie, et isomorphes auz espaces de cohomologie
a support compact de M : H3 ;(M) ~ H;(M).

Dans la quatriéme partie, nous présentons les travaux d’Ohsawa dont

nous avons besoin, en montrant comment ils s’adaptent & notre cadre. La
cinquiéme partie contient essentiellement les preuves des théoremes 1 et 2.
Enfin, dans une derniére partie, nous nous intéresserons a la cohomologie L?
pour 1 < p < co. En nous inspirant de techniques développées par P. Pansu
[P], nous obtiendrons :
Théoreme 4. Soit M une variété compléte de dimension n, de volume fini,
@ courbure négative et pincée —b?> < K < —a? < 0. Soient p > 1 un réel, et
k un entier. On suppose que (k—2)(p —1)a— (n—k+1)b > 0. Alors on a
Visomorphisme HF¥(M) ~ HE(M).

1 Généralités sur les formes harmoniques L?

Nous rappelons dans cette partie des faits bien connus sur le laplacien et
la L2—cohomologie (voir entre autres [L1, L2], ou [C1, C4]; nous suivrons



d’assez pres la présentation de [C5]). Les résultats seront par conséquent
énoncés (presque) sans preuve.

1.1 Le laplacien

Sur une variété M, on dispose de 'opérateur de différentiation extérieure
d, qui agit par exemple sur les formes différentielles lisses & support compact :

d: CP(AFT* M) — CR (MM T M).

Si M est munie d’une métrique riemannienne g, on peut définir I'adjoint
formel de d, qu’on note ¢ :

§: CC(AMFIT* M) — CS°(A*T* M)
est caractérisé par la relation

Va,ﬂ € C(?O’ <5aa /8>L2 = <O‘7dﬁ>L2'

Si la variété est orientable, et si * est 'opérateur de Hodge, la relation
précédente s’écrit

Va € CR(AMHIT* M), VB € CP(AFT* M), / Sa A8 = / a A xdp.
M M

nk+1ly dx, agissant sur les (k+1)-

Le théoréme de Stokes donne alors § = (—1)
formes, avec n = dim(M).

Définition 1.1. L’espace H¥(M, g) des k—formes harmoniques L? sur (M, g)
est

HE (M, g) = {a € L2(AFT*M)/da = da = 0},
ot les équations sont initialement interprétées au sens des distributions.

Remarquons que par régularité elliptique de 'opérateur d + &, H*(M, g)
est en fait constitué de formes qui sont lisses.
Voici une justification de cette dénomination. On définit le laplacien par

A= (d+6)>

On notera Ay pour la restriction du laplacien aux k—formes. On a par
exemple Ag = —d?/dt? sur R. A est un opérateur différentiel elliptique du
second ordre, et lorque M est compléte, alors il est essentiellement auto-
adjoint ([G] ou [Ch]). Ceci repose en grande partie sur le fait qu’on peut,
grace a la complétude, intégrer par parties pour les éléments du domaine
Dom(A) :

Vo € Dom(A), (Aa, )iz = ||da|[?2 + [[da|Ze.

Toujours dans le cas o M est complete, on a donc

HE (M, g) = {a € L2(A*T* M)/ Aa = 0},



d’ou le nom de formes harmoniques.

Quand M a un bord compact M, et que M est métriquement complete,
il convient de définir le laplacien avec de bonnes conditions au bord. Par
exemple, désignons par Cy°(A*T* M) I’ensemble des formes lisses & support
borné (qui ne sont donc pas forcément nulles sur le bord, contrairement
aux éléments de C§°), par v une normale sur le bord et par i,a le produit
intérieur de la forme différentielle a par v ; alors le laplacien A4 initialement
défini sur I’espace avec conditions absolues au bord

{a € C}y°/iya =i,da =0}

est essentiellement auto-adjoint (voir [Ch] ou [T]). De méme, sii : OM — M
est I'inclusion, est le laplacien A® défini sur I’espace avec conditions relatives
au bord

{a e Cy°/i*a=1i"da =0}

est essentiellement auto-adjoint.

1.2 La L?—cohomologie
1.2.1 L%-cohomologie d’une variété riemannienne complete

Soit (M,g) une variété riemannienne compléte. On note C§(A¥T* M)
(respectivement L?(A*T* M), etc...) ’ensemble des k—formes lisses & support
compact (respectivement de carré intégrable, etc...) dans M.

Définition 1.2. Le k—éme espace de L?2—cohomologie (réduite) de M est
défini par

2

HE(M) = {a € L2(AFT* M)/ da = 0} /dC5e (AF1T7 M)

L2
ot dC°(AF=1T*M) " signifie qu’on a pris I’adhérence de dC§°(A*=1T*M)
dans L?.

Remarques.

i) {a € L2(A*T*M)/da = 0} est toujours fermé dans L2. Un moyen de
le voir est de constater qu'une forme « de carré intégrable et fermée
vérifie par définition

V,B € C(C))o’ <a,6/8>L2 =0,

donc
{a € L?/da =0} = (6C5°)*,

est fermé. On en déduit que HE(M) est un espace de Hilbert.
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ii)

iii)

Notons par 5(M) ’ensemble des formes de carré intégrable sur M
dont la différentielle est aussi dans L? (au sens des distributions). On
aurait aussi pu définir la L?-cohomologie réduite par le quotient

2

{a € L2 (A*T* M)/ da = 0}/d9§*1(M)L ,

et cette définition parait méme plus naturelle, si on veut copier la
construction de la cohomologie de de Rham, en remplacant la condi-
tion ”formes lisses” par la condition ”formes de carré intégrable”. En
fait, les deux définitions coincident grace a la complétude de M. Pour
le montrer, il nous suffit de montrer que dQ35(M) est inclus dans
ladhérence de dC§°(A*T*M). Soit donc « un élément de Q5(M).
Comme M est complete, il existe une suite (p;) de fonctions lisses
a supports compacts vérifiant

ol <1, pr—=1(1— ), |do| <1, etdp — 0 surles compacts.

Alors la suite d(p;a) = pyda+ dp; Aa tend vers do dans L? par conver-
gence dominée. On peut donc approcher les éléments de d25(M) par
des éléments de I'image par d de formes qui ont un support compact.
En fait, un argument classique de régularisation permet de supposer
que ces formes sont lisses. Ainsi, on a bien montré 'inclusion souhaitée.

Un autre espace trés proche souvent considéré est I’espace de L>-
cohomologie non réduite, qui est la cohomologie du complexe (25(M), d) :
c’est le quotient de {a € L?(A*T*M)/da = 0} par dQE (M), sans
prendre d’adhérence. En général, L?—cohomologie réduite et non réduite
ne sont pas égales, car I'image de d n’est pas fermée. Il y a néanmoins
égalité en degré k lorsque 0 n’est pas dans le spectre essentiel du
laplacien Ay, et la proposition 2.7 montre que dans ce cas il y a
aussi égalité en degré k + 1. La L2-cohomologie non réduite jouit des
propriétés usuelles de la cohomologie, comme par exemple la suite
de Mayer-Vietoris, mais en général il n’en est pas de méme pour la
L?—cohomologie réduite. Dans la suite, “L?-cohomologie” voudra dire
“I.2-cohomologie réduite”.

Il y a une interprétation de la L?—cohomologie en termes de formes
harmoniques. En effet, nous avons la décomposition de Hodge-de Rham-
Kodaira [dR, théoréme 24] :

L2(A*FT* M) = H* (M) @ dOJ°(AF-1T* M) @ §CS° (AR+1T* M),

et de plus,

{a € LA(A*T* M)/ da = 0} = H* (M) ® dCg° (AF—1T* M).

On en déduit que

HE(M) ~ H*(M).

11



Cette identification est trés utile pour I’étude des formes harmoniques L?,
car méme si la L2-cohomologie (réduite) n’a pas toujours toutes les pro-
priétés d’une ”vraie” cohomologie, elle reste d’une utilisation souple, et on
peut lui appliquer des techniques cohomologiques. Les deux points de vue
(formes harmoniques L2/ L?-cohomologie) sont en fait complémentaires.
Ainsi, comme les formes harmoniques sont lisses, I’isomorphisme ci-dessus
montre qu’on peut calculer la L2-cohomologie en utilisant des formes lisses.
D’un autre co6té, comme conséquence immédiate de I'isomorphisme, nous
obtenons le résultat suivant :

Corollaire 1.3. Soit (M,g) une variété riemannienne, et h une métrique
sur M, quasi-isométrique a g (i.e. il existe une constante C > 0 telle que

C~'h < g < Ch). Alors H*(M,g) ~ H*(M, h).

Démonstration. La L?-cohomologie est par définition invariante par quasi-
isométries. ]

Remarquons que ce résultat n’est a priori pas évident, car une hypothése
sur la métrique & ’ordre zéro se traduit par une conclusion sur les espaces
de formes harmoniques L? ; or ces espaces sont définis & ’aide de 'opérateur
¢ qui fait intervenir des dérivées de la métrique.

1.2.2 L?—cohomologie des variétés a bord

Soit (M, g) une variété avec un bord compact, et métriquement compléte.
On peut définir des espaces de L2-cohomologie absolue et relative. On note
par C,‘;"’(AkT*M ) Vespace des k-formes lisses & support borné sur M, le
support pouvant rencontrer le bord (contrairement & ce qui se passe pour
les éléments de C§°). L’espace de L2-cohomologie absolue est alors défini

par :

H5(M) = (6C§° (AFHT* M)+ /dCpe (AF-1T* M).

Quelques commentaires s’imposent sur cette définition. On rappelle que
Q5(M) est ensemble des formes de carré intégrable sur M dont la différentielle
est aussi dans L2. Par analogie avec la cohomologie de de Rham, il est peut-
étre plus naturel, pour construire la L?—cohomologie absolue, de considérer
le quotient du noyau de d agissant sur Q3(M) par 'adhérence de dQ05(M).
Encore une fois, ceci revient au méme que la premiere définition donnée ci-
dessus (voir aussi les remarques qui suivent la définition 1.2 de la L2—cohomologie
d’une variété complete). En effet, pour montrer ce fait, on remarque d’abord
qu’on a toujours

{a € L?/da =0} = (508°)L.

Il suffit maintenant de voir que dQ25(M) est inclus dans I’adhérence de
dC°(A*T*M), ce qui est prouvé de maniére analogue & la remarque ii)
suivant la définition 1.2 de la L?-cohomologie.

12



Il existe aussi un isomorphisme entre cet espace de L?-cohomologie ab-
solue et un espace de formes harmoniques. Précisons un peu ce point. On
note par (d + 0)* la réalisation de I'opérateur d + § avec condition absolue
au bord. Si v désigne une normale unitaire sur le bord OM, (d + §)* est
initialement défini comme étant d + § agissant sur

{p € GE(A'T" M)/ iy = 0},

ol %, ¢ est le produit intérieur de la forme ¢ par le champ de vecteurs v. Cet
opérateur est essentiellement auto-adjoint, et le domaine Dom((d + 6)*) de
I'extension (d + 6)4 est formé par I’ensemble des formes ¢ de L2, telles qu’il
existe une forme  dans L? vérifiant

V(P € CI?oa iU(P =0, <£7 (d+ 6)()0)L2 = <77 (p>L27 (11)

et on pose (d + 6)4¢ = . Un élément ¢ de ce domaine est dans le premier
espace de Sobolev de M et on peut parler de £|g; comme élément de I’espace
de Sobolev HY/2(A*T*OM) ; on va voir que i,& = 0. Soit en effet ¢ dans e,
avec 1, = 0. En intégrant par parties, on a

(€, (d+ 6)A¢)a = ((d+ 646, @) 12 — /8 it

Comme (d + 6)* est symétrique, on en déduit en particulier que

Vo € G, ivp =0, / (1€, ) = 0.
oM
Ceci implique que %,,£ = 0, car d’une part les formes lisses de M sont denses
dans HY/ 2(A*T*OM), et d’autre part, étant donnée une forme lisse 9 sur
OM, on peut trouver une forme ¢ sur M, lisse & support borné, vérifiant
iy = 0 et telle que p|oyr = .
On a I'identification suivante entre 'espace de L2-cohomologie absolue et

un espace de formes harmoniques vérifiant la condition absolue sur le bord
oM

HY(M) ~ HE (M) := {a € L2(A*T*M)/ da = 6o = 0, i,a = 0}.

En effet, on a, comme dans le cas des variétés completes, la décomposition
de Hodge-de Rham-Kodaira

L2(AFT* M) = HE (M) ® dCP (AF—1T* M) @ §C5° (AF+1T+ M),
avec H¥(M) T’espace des formes harmoniques (sans condition au bord)

HE (M) = {a € L>(A*T* M)/ da = da = 0}.
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On en déduit que

Hy(M) = HM(M)/(H(M) 0 dCR(AR1T*M))
~ HF(M) N (dCP(AF1T*M))*.

11 suffit donc de montrer que

HE (M) N (dCR (AR 1T* M)t ~ {a € L*(A*T* M)/ da = §a = 0, i,a = 0}.

Or, si a est une forme lisse sur M (jusqu’au bord), par intégration par
parties, on a

Vo € G, {asde)i = Gaele = [ (i)
oM
d’ou découle facilement I'identifcation souhaitée.
Passons maintenant rapidement 3 la L2-cohomologie relative. Elle est
définie par :

HE(M,0M) = (CZ(A*TT* M))* /dCge (AF—1T* M).

On peut aussi bien entendu considérer 'opérateur (d+4)% défini initialement
avec condition relative au bord sur ’espace

{p € CGPA'T"M)/ "¢ = 0},

avec ¢ l'inclusion 0M — M, et faire une analyse analogue a ce qui précede,
avec cette nouvelle condition au bord. Puis, on peut voir que la L2-cohomologie
relative est isomorphe & un espace de formes harmoniques vérifiant la condi-
tion relative au bord :

HE(M,OM) ~ H% (M) := {a € L2 (A*T* M)/ do = 60 = 0, i*a = 0}.

1.2.3 L?-cohomologie a poids

Nous terminons cette partie par la présentation de la L?—cohomologie
a poids. Si U : M — R est une fonction lisse définie sur M, on pose dvy =
eUdvg, ou dv, est la mesure riemannienne associée a g. On note LQU I’espace
des formes de carré intégrable par rapport a la mesure dvy. On peut alors
considérer ’adjoint formel §;y de d par rapport & cette mesure dvy :

vaaﬂ € C(())oa <5Uaa5>L%] = <aad/3>L%Ja

d’ou il vient
Sy =eYVsel.

Tout ce qui a été dit précédemment reste valable en remplacant L? par L%]
et § par §y. On peut par exemple définir les espaces de L?-cohomologie &
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poids H§,U(M ) par rapport au poids U (ou plus précisément par rapport au
poids eV)

2
HE (M) = {a € LL (AT M)/ da = 0}/dC (N1 M) ©

De plus on a l’identification
HE (M) ~ M (M) == {a € Lj;(A*T* M)/ do = by = 0}

Il y a des définitions et des résultats similaires lorsqu’on a un bord compact.
Ainsi, la L?-cohomologie & poids absolue est

HE (M) = (yC3o (AR T* M) - /dCpe (AF—1T* M),
o Porthogonal et 'adhérence sont pris dans L%. Et on a l'isomorphisme
HE (M) ~ {o € LE(APT* M)/ do = by = 0, iy = 0},

avec v la normale sur le bord M. De méme, pour la L?-cohomologie 3 poids
relative, on a

HE (M, 0M) = (SyCee(AMTIT* M) /dCge (AF=1T* M)
~ {a€ LEHAFT*M)/ doa = dpa =0, i*a = 0},

avec 1 : OM — M Yinclusion naturelle.

1.3 Exemples
1.3.1 Variétés compactes

Supposons ici que la variété M est compacte (sans bord). Dans ce cas, le
célebre théoreme de Hodge-de Rham identifie completement les espaces de
formes harmoniques L? et donc la L?—cohomologie (voir par exemple [dR,
théoreme 24]) :

Théoréme 1.4. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, sans bord.
Alors ses espaces de formes harmoniques L? sont de dimension finie, et
isomorphes auz espaces de cohomologie réelle de M : H*(M,g) ~ H*(M).

Remarques.

i) Lorsque notre variété compacte M a un bord, on a aussi identification
de la L2-cohomologie absolue (respectivement relative) avec la coho-
mologie absolue (respectivement relative) de M (voir par exemple [T]).

ii) Les conditions L? sont superflues ici, mais on les garde par analo-
gie avec le cas non compact. En effet, notre motivation principale est
de comprendre ce qui subsiste du théoréme précédent pour certaines
variétés non compactes, ot la condition L? est essentielle. Dans toute
la suite, (M, g) sera donc une variété riemannienne compléte, non com-
pacte.
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1.3.2 Cas des degrés O et n

La L2-cohomologie en degrés 0 et n = dim(M) dépend d’une maniére
tres simple de la géométrie de (M, g) :
Proposition 1.5. Soit (M™,g) une variété riemannienne conneze de di-
mension n. Alors

HO(M) ~ R, sile volume de (M, g) est fini,
2 0, sinon

Si de plus M est orientable, alors le méme résultat est valable pour HF (M).

Démonstration. Un élément de HY(M) est une fonction fermée, donc constante
(M est supposée connexe). Or les constantes non nulles sont de carré intégrable
si et seulement si le volume est fini, ce qui prouve la premiére assertion. La,
deuxiéme assertion découle du fait que sur une variété orientable, 'opérateur
* de Hodge est un isomorphisme entre le noyau de Ay, et celui de A,, j pour
tout entier k, et donc on a une dualité de Poincaré HS (M) ~ HY *(M). O

1.3.3 Cas du degré moitié

Proposition 1.6. Soit (M™,g) une variété riemannienne de dimension
paire n = 2m. Alors H™(M,g) est un invariant conforme.

Démonstration. L’espace H™(M, g) est isomorphe & 'espace de L?—cohomologie
H3*(M). Dans la définition de H5*(M), la métrique n’intervient que dans la
norme L? sur les m-formes. Mais cette norme L? sur les m—formes est un
invariant conforme. O

On peut ainsi montrer que pour le plan hyperbolique (ou plus généralement
pour Iespace hyperbolique de dimension paire), 'espace des formes harmo-
niques L? en degré moitié est dimension infinie. En effet, le plan hyperbolique
est conforme au disque unité de R?, muni de la métrique euclidienne cano-
nique, et il existe une infinité de 1—formes harmoniques sur ce disque : il
suffit de considérer toutes les 1—formes du type P(z,y)dz + Q(z,y)dy, avec
P et Q deux fonctions harmoniques.

1.4 L2-cohomologie et topologie

Un de nos buts est de voir ce qui subsiste du résultat de Hodge-de Rham
(théoréme 1.4) dans le cas non compact : est-ce qu’il existe un lien entre la
topologie et les formes harmoniques L? ? L’observation générale suivante est
due & Anderson [An] :

Proposition 1.7. Soit (M, g) une variété compléte. Alors pour tout entier
k limage Tm(HX(M) — HX(M)) s’injecte dans H*(M).
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Démonstration. Soit [] une classe de H¥(M), de représentant la forme lisse
a support compact et fermée «. Nous avons une application naturelle de
HE(M) vers HF (M), qui & toute classe [a] associe la projection orthogonale
de la forme o sur H¥(M). Supposons que I'image d’une telle classe soit
nulle. D’aprés [dR, théoréme 24], il existe une forme harmonique h, et deux
distributions (courants) S et v telles qu’on ait

a=h+ds+dy,

et en fait B et 7y sont lisses car A« est lisse. Or, par hypothése, on a h = 0,
et « étant fermée, on a aussi vy = 0, donc « = df3 est nulle dans H*(M), ce
qui prouve bien l'injectivité souhaitée. O

Il n’y a en général pas bijectivité. Cependant, dans [A-P-S], Atiyah,
Patodi et Singer ont été amenés & étudier les formes harmoniques L? d’une
variété a bouts cylindriques, afin d’obtenir une formule pour la signature
d’une variété a bord. Leur résultat est le suivant :

Théoréme 1.8. Soit M une variété a bouts cylindriques. Alors on a l’iso-

morphisme
H*(M) ~ Im(H(M) - H*(M)).

1.5 Le résultat de J. Lott

Pour finir cette introduction & la L2 —cohomologie, nous citons le théoréme
suivant de J. Lott [L2] :

Théoréme 1.9. Soient (M, g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes complétes
qui sont isométriques en dehors d’un compact. Soit k un entier. Alors H*(M, g)
est de dimension finie si et seulement si H*(N, h) est de dimension finie.

Ceci signifie en gros que la finitude de la dimension de la L2-cohomologie
ne dépend que de la géométrie & I'infini. Ce résultat est important pour gui-
der l'intuition. On cherchera ainsi & relier la L?—cohomologie, la topologie,
et la géométrie a 'infini. S’il est vrai que dans un cadre général, de tels liens
ne sont pas faciles a trouver, il existe cependant un cas assez simple pour
lequel on peut avoir quelques informations intéressantes : c’est ’objet de la
partie suivante.

2 L?-cohomologie et spectre du laplacien

2.1 Spectre essentiel

Nous présentons ici de facon sommaire quelques faits sur le spectre es-
sentiel (voir par exemple [R-S]).

Définition 2.1. Soient H un espace de Hilbert, et T un opérateur non borné
auto-adjoint sur H.
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1. Le spectre o(T) de T est constitué de l’ensemble des nombres réels A
tels que T — AId n’est pas injective ou bien n’est pas surjective.

2. Le spectre discret de T' est constitué de [’ensemble des valeurs propres
qui sont isolées dans le spectre, et qui ont une multiplicité finie (i.e.
Ker(T — AId) est de dimension finie).

3. Le spectre essentiel o¢ss(T) de T est le complémentaire dans le spectre
du spectre discret.

Exemple 1. En utilisant la transformée de Fourier, on voit aisément que pour le
laplacien sur R, on a 0(A) = ge55(A) = [0, 00].

Exemple 2. Sur une variété compacte, le spectre du laplacien est constitué d’une
suite croissante de valeurs propres de multiplicité finie, tendant vers
Pinfini. Ainsi, le spectre essentiel est vide

Exemple 3. Sur l'espace hyperbolique réel H", on a, d’aprés [Dol]

[(n—2k—1)2/4,00[, sik < (n—1)/2,
o(Ag) = 0ess(Ag) = ¢ {0} U[1/4, 0], sik=mn/2,
[(2k —n —1)2/4,00[, sik > (n+1)/2.

Remarquez que quand n est pair, 0 est une valeur propre isolée du
spectre en degré moitié, mais sa multiplicité est infinie.

Rappelons maintenant le lien entre spectre essentiel et les opérateurs de
Fredholm (c’est-a-dire dont I'image est fermée, et dont le noyau et le co-
noyau sont de dimension finie). Nous allons en effet voir que sous une condi-
tion portant sur le spectre essentiel de 7' (autoadjoint), 7' est “presque”
inversible. Nous commencons par la proposition suivante :

Proposition 2.2. 0 n’est pas dans le spectre essentiel de T autoadjoint si
et seulement si T est un opérateur de Fredholm.

Une des raisons pour lesquelles on s’intéresse aux opérateurs de Fredholm
est le résultat suivant :

Proposition 2.3. 0 n’est pas dans le spectre essentiel de T, si et seulement
sl existe un opérateur borné G : H — Dom(T) C H, tel que GT = Id — P
sur Dom(T) et TG = Id— P sur H, ot on a noté P le projecteur orthogonal
sur le noyau de T. G s’appelle un opérateur de Green. Dans ce cas, on a la
décomposition orthogonale suivante :

H = Ker(T) @ Im(T).

Nous terminons cette bréve présentation par le théoréme suivant, qui dit
en gros que le spectre essentiel du laplacien ne dépend que de la géométrie
a Vinfini (voir les travaux de Glazman [Gl], Donnelly [Do], Anghel [Ang], ou
encore de Bar [Bal).
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Théoréme 2.4. Soit (M"™,g) une variété riemannienne compléte et non
compacte, et 0 < k < n un entier donné. Alors 0 ¢ oess(Ag) si et seulement
si on a une inégalité de Poincaré a linfini, i.e. il existe un compact K et
une constante C > 0 tels que

Va € C°(A*T* (M \ K)), Cllal|,2 < [|Agel|r2.

Remarque. Considérons les trois inégalités suivantes (avec des constantes
C,C',C">0):
a) Va € CP(AFT*(M \ K)), Cllallr2 < [|Akalre,
b) Va € C§°(AFT*(M \ K)), C'l|al|2 < ||de| 2 + ||6e| 2,
c) Vo € CE(AT*(M \ K)), C"||a|l7, < (Aa, ).
Alors b) et c) sont équivalentes : pour voir ceci, il suffit de remarquer que
pour des formes & support compact, on a (Aa,a) = [dal3, + [|6cl2., et
d'utiliser I'inégalité (u? + v?) < (u + v)?, valable pour des nombres réels u
et v positifs. De plus, 'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que c) (et donc
aussi b)) implique a).

2.2 Une suite exacte en L?—cohomologie

Remarque préliminaire. Dans tout ce qui suit, nous ne considérons,
pour simplifier, que la L?-cohomologie sans poids. Cependant, tous les résultats
restent aussi valables avec un poids.

Aprés I’énoncé du résultat de Lott (théoréme 1.9), nous avions soulevé
le probleme de trouver des liens entre la topologie, la géométrie & linfini,
et la L?2—cohomologie d’une variété. Les résultats de la partie précédente
(théoréme 2.4) laissent penser que de tels liens sont plus faciles & mettre en
évidence lorsque zéro n’est pas dans le spectre essentiel de la variété, et c’est
ce que nous allons montrer ici.

Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, et D un ouvert & bord
compact et régulier de M. Considérons la suite suivante, qui est I’analogue
en L?—cohomologie de la suite usuelle associée & ’homomorphisme cobord
en cohomolgie de de Rham (voir [Go]) :

... > H¥(D,0D) 5 HF(M) & HF(M \ D) % HFY(D,6D) > ...,

ou les applications e, r et b sont définies comme suit :

- r: Hiy(M) — H3;(M \ D) est application de restriction induite en
L?—cohomologie par l'inclusion M \ D < M.

— e est 'extension par zéro : si [a] € Hy(D,0D), de représentant «, on
définit & sur M par @ = a sur D, et & = 0 sur M \ D. On va d’abord
voir que & est faiblement fermée. Soit h le représentant harmonique
de la classe [a] qui vérifie la condition relative au bord : h est de carré
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intégrable sur D, dh = éh = 0 sur D, et i*h =0, ou i : 0D — D est
Iinclusion naturelle. Par définition de ’espace de cohomologie relative
H}(D,0D), il existe une suite ¢; de formes dans I'espace C§°(A*T*D),
telle que dans L?, on ait

a=h+ lim dy;.
l—o00
Soit maintenant 9 un élément de C§°(A*T*M). On a

(@, 02y = (@, 6%)L2(p)
= (b, 0¥)r2(p) + lim (der, 69) 1)

Le premier terme du deuxiéme membre de 1’égalité précédente est nul,
en utilisant une intégration par parties :

(o 838) 2y = {dh, ) () — / (*h ) = O,

oD

et de méme, le deuxiéeme membre est aussi nul. Ceci montre que
Vi € CSO(A*T*M), <da5¢>L2(M) =0,

et donc & est faiblement fermée. On pose alors e[a] = [@] et ceci est
indépendant du représentant « choisi.

b se définit comme I’homomorphisme cobord ordinaire en cohomologie
de de Rham : si [a] est une classe dans H5Y(M \ D), on peut en choisir
un représentant « fermé et lisse. Il existe alors une k—forme @ lisse
sur M, qui coincide avec o sur M \ D, et qui vérifie da = 0 sur un
voisinage de M \ D (voir le théoréme 4.1 page 176 de [Go]). On impose
de plus que @ et da soient de carré intégrable (c’est toujours possible,
car le bord 0D étant compact, on peut choisir @ telle que @|p soit a
support borné; voir encore [Gol). On vérifie que la classe de da dans
HIY(D,dD) est indépendante du représentant lisse o choisi, ainsi
que du prolongement @, et on pose b[a] = [da].

Le principal résultat de cette partie est :

Théoreme 2.5. Soient (M, g) une variété riemannienne compléte, et D un
ouvert & bord compact et régulier de M. On suppose que pour un certain
entier k, 0 n’est pas dans le spectre essentiel de Ay. Alors nous avons la
suite ezxacte

HE"Y(M) 5 HE-Y(M \ D) % HE(D,0D) % HE(M)

I qHE (M \ D) & HFY(D,oD) & HE L (M) 5 HEYY (M \ D).
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Remarque. Observons que cette suite exacte est bien connue. En effet,
si 0 n’est pas dans le spectre essentiel de Ay, alors la, L?—cohomologie et la
L?—cohomologie non réduite sont les mémes en degré k, et on sait dans ce
cas, d’apres les travaux de Cheeger (voir aussi les travaux de Gold’shtein,
Kuz’minov, et Shvedov [G-K-S]) que la suite est exacte au rang k. De plus, si
Popérateur de Gauss-Bonnet d+ § est “non-parabolique a l'infini”, et vérifie
une hypothése supplémentaire, alors la suite exacte est vraie pour tous les
degrés (voir [C1] et [C4] pour plus de détails). Ce qui est intéressant ici, c’est
que ’hypothese sur le spectre essentiel en degré k entraine aussi I’exactitude
de la suite au rang k£ + 1. Ce résultat est probablement bien connu, mais
n’ayant pas trouvé de référence précise, nous avons préféré l'inclure ici.

Avant de démontrer ce théoréme, nous avons besoin de quelques résultats
préliminaires. Tout d’abord, nous avons le résultat classique suivant (version
facile du théoreme 1.5 de [C1]) :

Proposition 2.6. Soit (M,g) une variété compléte. On suppose que pour
un entier k donné, 0 n’est pas dans le spectre essentiel de Ay. Alors il existe
un opérateur de Green continu

G=G_®G, : P(A*T*M) — L*(AF 11" M) @ L2(AFT* M),
tel que pour toute forme o € L2(A¥T*M), on ait
a=Pa+dG_a+ iGa,

ou P désigne la projection orthogonale sur le noyau du laplacien. De plus,
si « est lisse, alors Go est aussi lisse. Enfin, si a est nulle dans HE(M),
alors a = dG _a.

Démonstration. Comme 0 n’est pas dans le spectre essentiel de Ay, il existe
un opérateur de Green (borné)

A : L*(AFT*M) — Dom(Ay) C L*(A*T*M),
tel que AA = Id — P sur L2(A*T*M). L’opérateur G se définit par
Ga = dAa + dAa.

G est borné sur L?, car A envoie continfiment L? dans le domaine de A, et
on a (d + §)2 = A au sens opérateur. On voit alors facilement que G vérifie
les assertions de I’énoncé. ]

Remarque. Comme on ’a rappelé dans la partie précédente (théoréme
2.4), 'hypothése sur le spectre essentiel ne dépend que de la géométrie a
Pinfini. Ainsi, si on revient aux hypothéses de la proposition, le laplacien
défini sur D ou M \ D avec conditions absolues ou relatives au bord vérifie
aussi I’assertion sur le spectre essentiel, donc la méme preuve s’adapte & ce
cas, et on obtient I'existence d’un opérateur de Green.

La proposition qui suit est essentielle pour montrer le décalage dans la
suite exacte.
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Proposition 2.7. Soit (X, g) une variété riemannienne avec éventuellement
un bord compact, métriquement compléte. On suppose que 0 n’est pas dans le
spectre essentiel du laplacien Ay, défini avec conditions absolues ou relatives
au bord. Soit o une forme différentielle dans L?, de degré k ou k + 1. Si o
est nulle dans H3(X) (respectivement dans Hy(X,0X)), alors il existe une
forme B dans le domaine (d + 6)* (respectivement de (d + §)%), cofermée,
et vérifiant a = df. De plus, [ est lisse la ou o l’est.

Démonstration. Le cas ou « est de degré k découle de la proposition 2.6
et de la remarque qui suit sa preuve. On fait la démonstration uniquement
dans le cas ot X a un bord, et ot « est de degré k + 1, nulle dans Hj(X).
Cette nullité signifie qu’il existe une suite §; de k—formes lisses & supports
bornés telle que o = lim dB;. On note A,‘? le laplacien défini avec conditions
absolues sur le bord, P4 la projection orthogonale sur le noyau Ker(Af),
et (d+ 6)2 la restriction de 'opérateur (d+ §)* aux k—formes. L’hypothese
sur le spectre essentiel montre, grace & la proposition 2.6, qu’il existe un
opérateur de Green G4 pour l'opérateur (d + 6),‘3, qui envoie ’espace L?
dans le domaine de (d + §)4. On peut donc écrire

B = PA(B) + dGAB, + 5G4,

Or Gﬁﬁl vérifie la condition absolue au bord : z',,Gfﬁl = 0, ou 7, désigne
le produit intérieur par la normale v sur le bord 0X. Donc 5Gﬁ By vérifie
aussi cette condition absolue : ceci s’obtient en intégrant par parties de deux
manieres différentes ’expression <5Gﬁﬁl,d<,0) 12, pour une forme ¢ de C;°.
D’un c6té, on a

(6GABL, dg)ya = (GABL Pp) 1o + /a G4 dg) =0,

et de I'autre,
(664 pudo) = 0= [ GisGip 0,

ce qui entraine

Vo € 5, / (i, 3GABL 0) = 0,
oX

et par conséquent, i,,(SGﬁﬂl = 0 sur le bord dX. Ainsi, quitte & remplacer
B par (5G;‘Eﬁl, on peut supposer que J; est dans le domaine de (d + 5)?,
cofermée, orthogonale au noyau Ker(Af), et que les df; (qui restent dans
Cp°) continuent de converger vers a. De plus, il existe une constante C' > 0
telle que :

¥y € Dom((d + 8)t), pLKer(A), Cllelfa < [ldel2: + [|6¢]F.-

Cette inégalité montre alors que (/3;) est une suite de Cauchy dans L?, par
conséquent il existe une k—forme S telle que B; — S dans L2. On a donc
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dB; — df au sens des distributions, mais comme df; — « dans L?, ceci
montre que a = df au sens des distributions. D’autre part, les §; sont
cofermées, donc on a aussi 3 = 0 au sens des distributions. Ainsi, on a
(d+ 6)(8) = «a au sens des distributions, et si a est lisse, par régularité
elliptique de l'opérateur d + 4, B est aussi lisse. Enfin, en se servant du fait
que les B convergent vers 3, et des propriétés des (;, on voit facilement que
f est dans le domaine de (d 4 §)4 défini par 1.1 (ceci découle aussi du fait
que (d 4 6)? est un opérateur fermé). O

On va maintenant pouvoir passer & la preuve du théoréme 2.5 (voir aussi
[C1] ou [C4]). Tout d’abord, par construction on a toujours

roe=0, bor=0, ecb=0,

donc
Im(e) C Ker(r), Im(r) C Ker(b), Im(b) C Ker(e).

Montrons que Ker(r) C Im(e). Soit [o] € H5(M) telle que r[a] = 0. Si «
est de degré k ou k + 1, grace a la proposition 2.7, il existe une forme lisse 3
dans L2(A*T*(M \ D)), telle que alynp = dp. Si B € L2(AFT* M) est une
extension lisse de 3, alors on voit que e[a — df] = [a].

Montrons maintenant que Ker(e) C Im(b). Soit a une forme de degré k
ou k + 1, de carré intégrable sur D, avec da = da = 0, et i*a = 0, ou ¢ est
Iinclusion 8D < D. Si & désigne I'extension par zéro de a, on suppose que
& est nulle en L?—cohomologie (i.e. [a] € Ker(e)). Grace & la proposition
2.7, on écrit & = df, avec [ de carré intégrable, cofermée, et comme & est
lisse sur D et M \ D, 3 est aussi lisse sur D et sur M \ D. Soit B une
extension lisse de f| am\p comme dans la définition de I'application b. Alors
onaa—df= d(p— B), avec 3 — B lisse sur D, de carré intégrable, et de tiré
en arriere nul sur 0D. Donc o — df est L?—cohomologue & zéro, c’est-a-dire
que [] = b[B[a\p]-

Enfin, montrons que Ker(b) C Im(r). Soit [@] € Ker(b) : avec les no-
tations précédentes, ceci signifie que da|p est nulle dans H;(D,dD). Si a
est de degré k — 1 ou k, alors d’aprées la proposition 2.7, il existe une forme
B définie sur D, de carré intégrable, vérifiant la condition relative ¢*5 = 0
au bord, et telle que da|p = dB. On note B lextension par zéro de 8 sur
M. La forme @ — B est fermée (faiblement), de carré intégrable, et on a
rla— B8] = [qa]. O

Dans le but de relier L?—cohomologie et topologie, il est utile de remar-

quer :
Corollaire 2.8. Soient (M, g) une variété riemannienne compléte, et D un
ouvert borné a bord régulier de M. On suppose que pour un certain entier k,
0 n’est pas dans le spectre essentiel de Ay. Alors nous avons les deux suites
ezactes

HY(D) S HY Y(M) 5 HE Y(M )\ D) % HE(D) S HE(M)

c
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% BY(M\ D) 5 HMY(D) S HEY (M) 5 HEY (M \ D) 5 HF(D),
et
H*%(D) % HF-Y(M\D,8D) % HF (M) 5 HF1(D) % HE(M\ D,0D)

S HE(M) 5 HY(D) % HEYY(M \ D,8D) 5 HEYY(M) 5 H*(D).

Démonstration. La premieére suite est une conséquence directe du théoréme
2.5, si 'on observe d’une part que H3(D,0D) ~ H}(D), car D est borné, et
d’autre part que les égalités Ker(r) = Im(e) et Ker(b) = Im(r) sont toujours
vraies lorsque D est borné (voir le corollaire qui suit le lemme 10 dans
[G-K-S]). La deuxiéme suite découle aussi du théoréme 2.5, si I’on échange
D en M\ D dans ce théoréme, puis si I'on se sert du fait que I’hypothese
D borné entraine H5 (D) ~ H*(D), puis Ker(e) = Im(b) et Ker(r) = Im(e)
(voir encore [G-K-S]). O

2.3 Un moyen pratique d’obtenir des inégalités de Poincaré
a l’infini

2.3.1 Une formule d’intégration par parties

Le but de cette partie est de présenter une formule d’intégration par
parties pour l'opérateur d + §. Cette formule et ses corollaires seront utiles
pour ’étude de la L? —cohomologie de certains types de variétés. Le théoréme
principal est d’abord dii & Donnely et Xavier [Do-X] ; une démonstration plus
synthétique en est aussi donnée par Escobar et Freire dans [E-F|. Ensuite
Ballmann et Briining [B-B1] ont étendu cette formule au cadre plus large
des opérateurs de type Dirac et ont amélioré les résultats de Donnelly et
Xavier.

Avant d’énoncer le résultat principal, nous faisons la remarque suivante :
si f est une fonction de classe C? sur une variété riemannienne M, alors son
hessien Hessf se prolonge 3 une forme bilinéaire symétrique sur A*T*M
comie suit

Hess(f)(aaﬁ) = ZHess(f)(XiaXj)<7;Xia7in/8>a (2'2)

ou les X; forment un repére orthonormal local et ixa désigne le produit
intérieur de la forme « par le champ de vecteurs X (la formule est bien en-
tendu indépendante du choix d’un tel repére). Nous commencgons par énoncer
et démontrer un lemme utile pour la suite (voir [E-F] lemme 1.1).

Lemme 2.9. Soient f une fonction lisse sur M, a et 8 deuzr p—formes
également lisses. Alors en tout point de M, on a

(Lyra, B) = (Vyyra, f) + Hess(f)(«, ),

ou L désigne la dérivation de Lie.
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Démonstration. Soit {X;} un repére orthonormal local, et X un champ de
vecteurs quelconque. Par définition de L, et grace a la relation de commu-

tation vérifiée par la connexion V, on a

(Lxa)(X1,...,Xp) = X(a(X1,...,Xp)) — Za(xl,...,[x,xi],...,xp)

En particulier, si on prend X = Vf et si on prend le produit scalaire de

I’égalité précédente par [, on obtient :

(Lyvjo, B) = (Vyya, B)

p

) jlﬂ"':jp 1=1

Or, par définition, on a

Vx;, (Vf) = Z<VXJ-Z. (Vf), Xi) Xy = ZHess(f)(in,

k k

donc le deuxiéme terme du membre de droite de (x) est égal &

1
p .4
J1se-5]p =1 k

B X Xy s Xjiv- o5 X))

P
— %ZZZ Z Hess(f)(Xj,, Xi)(ix, a)(Xj,,-

koi=1 g jl,---ajir"jp
(’LXhﬂ)(lea s ania cee ’ij)

B 1% SN o — D) Hess(f)(X;,, Xi) (ix, 0 ix;, B)

k i=1 7;

- %Zp(p — D! Hess(f)(Xi, Xi) (ix, @ ix;, B)-
k i
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Ainsi, (%) s’écrit
(Lvse, B) = (Vvya, B) + ) Hess(f)(Xi, X;)(ix, o ix;, B),
2
ce qui est bien la conclusion annoncée. O

Nous avons alors, suivant [E-F] :

Théoréme 2.10. On considére (M™, g) une variété riemannienne compléte.
Soient f une fonction de classe C? sur M de gradient borné, Q un ouvert
(a bord compact assez régulier) de M, et o une forme différentielle dans le
domaine de l'opérateur d+ 9, lisse jusqu’au bord de 2. On note v la normale

unitaire sortante sur 052, et do la mesure riemannienne induite sur le bord
0. Alors

/Q [2Hess(f)(a,a) + (Af)|a|?] dvg =
% L
2/{2 [ivyda, @) + (ivse, o)) dvg + /an [_|a|26_zf/ + 2(iyta, i) | do.

Démonstration. On note j : 02 — M Vinclusion canonique, et v la normale
unitaire sortante de 9Q. Alors pour 8 € C®°(AFT* M) et v € C®(AF1T* M),
on a, d’apres le théoreme de Stokes :

[@ney = [avns
= /Qd(“r/\*ﬂ)Jr/QW/\*‘sﬁ
- /89j*(fy/\*ﬁ)+/ﬂ<’)’,5ﬂ>
_ /m<7,iyﬁ>+/n<%6ﬁ>-

En particulier, pour v = iy et 8 = o, on obtient :

/(dz’vfa, a) :/ (ivfa,i,,a)—i-/(ivfa, dar).
Q a0 Q

Or, pour tout champ de vecteurs X, on a dix + ixd = Lx (formule de
Cartan), donc aprés intégration, la formule du lemme 2.9 ci-dessus s’écrit

/Hess(f)(a,a)+%Vf.V|a|2:/(ivfda,a)+<ivfa,5a)+/ (ivio,iya).
Q Q a9

Enfin, on intégre par parties le membre de gauche, pour obtenir la formule
voulue. H
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Le premier corollaire que nous en déduisons se trouve dans [Do-X] et
[B-B1] sous une forme légerement différente, et consiste & considérer le cas
particulier des formes a support compact.

Corollaire 2.11. Soit f une fonction de classe C? sur M™ telle que |V f|
soit borné sur M. On considére o une forme lisse a support compact, alors
on a l’estimation

I/M [2Hess(f) (e @) + (Af)]of?] | < 2sup(|V ) {[deflz2 + [loe 2] el

Démonstration. On considére un ouvert €2 qui contient le support de « (dans
son intérieur), donc dans ’égalité du théoréme précédent, il n’y a plus de
termes de bord. On majore le deuxieme membre de cette égalité en utilisant
le fait que |ixa| < |X||a| pour tout champ de vecteurs X, puis en utilisant
des inégalités de Cauchy-Schwarz, pour arriver au résultat annoncé. O

Cette idée s’adapte aussi au cas ou I'on a un poids U : M — R. En effet,
si on repart de 1’égalité du lemme 2.9, et si on l'intéegre par rapport a la
mesure dvy = eUdvg, alors par intégration par parties, on trouve

Corollaire 2.12. Soient f et U deuz fonctions de classe C? sur (M, g), et
un ouvert ¢ bord compact et régulier de M. Si o est une forme différentielle
lisse et a support borné dans Q0 (le support pouvant rencontrer le bord), on a

| TeHess(r)(a,0) + (AN)laf = (91, TV af] av =

f
2/ [(ivrda, o) + (iyra, dpa)] dvy +/ [—|a|28— + 2(ivfa, i,a) | eVdo.
Q oQ ov

2.3.2 Exemple 1 : spectre essentiel des variétés de volume fini, &
courbure négative et pincée

Nous allons voir dans ce paragraphe comment on peut utiliser la formule
d’intégration par parties de la partie précédente pour avoir des informations
sur le spectre essentiel des variétés de volume fini, & courbure négative et
pincée. Nous commencons par quelques notations et généralités (voir [B-B1,
partie 5]). Pour une fonction f de classe C?, on note A\; > Ay > ... > ), les
valeurs propres de son hessien Hess(f), et on pose

k= Ai— > AN 0<k<n-—L
i>n—k i<n—k

Soit X1, ... X, un repére local orthonormal qui diagonalise le hessien de f, et
0',...,0" le repere dual de 1—formes. Une k—forme o s’écrit en coordonnées
locales a = >, a6, ott I = (i1,...,i) est un multi-indice de longueur F,
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0 = 61 A ... A G et les o sont des fonctions. On a donc

2Hess(f)(a, a) + (Af)|a* = 22 Ailix,a)? — Z)\iZa%,
i=1 =1 T

— Z (22,\,~—2n:A,-> o3,

I el i=1
= > (in - Z/\i) o?.
I \iel il

Or, pour tout multi-indice de longueur k, on a

<Y M= Y N < —enp,

iel i¢I
donc on obtient finalement :
exlaf? < 2Hess(f)(a,a) + (Af)|af? < —en_glof, (2.3)

pour toute forme de degré k.
Dans toute la suite de cette partie, on considére (M™,g) une variété rie-
mannienne complete de volume fini. On suppose de plus que la courbure
sectionnelle K de M est négativement pincée, c’est-a-dire qu’il existe des
constantes a et b, avec

—b’* <K < —d®<0.

On rappelle des résultats concernant la géométrie de telles variétés (voir [E]) :
M est difféomorphe a I'intérieur d’une variété compacte a bord. Si 3 est I'une
des composantes (en nombre fini) du bord, il y a un bout correspondant.
A tout rayon géodésique d’un bout, on associe une fonction de Busemann
r (deux telles fonctions ne différent que d’une constante). Si B est un bout
associé & la composante de bord 3, alors B est difféomorphe a ]0, co[x X, les
tranches {t} x ¥ étant les niveaux d’une fonction de Busemann r. Par ce
difféomorphisme, la métrique s’écrit

g =dr’ +gr,
ou les g, sont une famille de métriques sur . Enfin, pour tout r, on a
6—2()7'90 < 9r < e—2a'rgo.

Nous rappelons maintenant I’argument de Donnelly et Xavier concernant le
spectre essentiel de ces variétés (voir [Do-X, proposition 5.2] et ’amélioration
de ce résultat dans [B-B1, corollaire 5.4]) :
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Proposition 2.13. On conserve les hypothéses précédentes. Si (n — 1 —
k)a — kb =: € > 0, pour un certain k < (n — 1)/2, alors on a linégalité de
Poincaré a Uinfini :

el < 2[lldallz2 + [|6allL2];

pour toute forme « de degré k ou (n— k) , a support compact contenu dans
un bout. En particulier, 0 n’est pas dans le spectre essentiel des laplaciens
agissant sur les k—formes ou les (n — k)—formes.

Démonstration. On va utiliser I'inégalité du corollaire 2.11, en prenant pour
f une fonction de Busemann associée au bout considéré. Une telle fonction
est bien de classe C?, et son gradient est toujours de norme 1, donc en
utilisant la premiere partie de I'inégalité 2.3, on a :

/M exle]” < 2{|ldel|zz + [|6a| 2] [l 2,

pour toute k—forme « & support dans le bout. Il suffit de voir que sous les
hypotheses de la proposition, on a € < . Or, ceci est une conséquence du
théoréeme de comparaison des hessiens de Greene et Wu (voir [G-W, p. 19] :
onaA =0,et —b< \; < —a, pouri > 2, dou

eg>m—1—kla—kb=¢e>0.

On obtient ainsi 'inégalité de Poincaré & 1'infini annoncée pour les formes
de degré k. Pour les formes de degré (n — k), on utilise encore I'inégalité du
corollaire 2.11, mais cette fois combinée avec la deuxiéme partie de I'inégalité
2.3, et on arrive au méme résultat. O

2.3.3 Exemple 2 : spectre essentiel des variétés conformément
compactes

Dans cette partie, nous considérons une variété riemannienne M com-
pacte & bord, de dimension n, munie d’une métrique riemannienne g qui
est lisse jusqu’au bord. Soit y : M — R, une fonction lisse et positive
définissant le bord : M = y~1(0), et dy # 0 le long de M. On mu-
nit M de la métrique g = §/y?; cette métrique est complete et on dit
que M (ou M) est une variété conformément compacte. L’exemple typique
d’une telle situation est donnée par le modele du disque hyperbolique, ou
g est la métrique euclidienne, et y(z) = (1 — |z|?)/2. Dans [M], R. Maz-
zeo relie la L?—cohomologie de M en degrés k < (n — 1)/2 (respectivement
k > (n+1)/2) & la cohomologie relative (respectivement absolue) de M. De
plus, il détermine complétement le spectre essentiel du laplacien pour tous
les degrés. Pour ceci, I’auteur utilise des outils de calcul pseudo-différentiel
adaptés a la géométrie considérée. Ici, nous allons voir comment on peut
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retrouver simplement une partie des résultats de Mazzeo sur le spectre es-
sentiel (et on verra dans le corollaire 3.10 qu’on peut aussi retrouver plus
facilement le théoréme de Mazzeo sur la L?-cohomologie).

Proposition 2.14. Soit (M, g) une variété conformément compacte de di-
mension n. Alors 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien Ay, pour
k#mn/2,(n+t1)/2.

Pour la démonstration de cette proposition, on raisonne comme dans la
preuve de la proposition 2.13 (c’est-a-dire utilisation de la formule d’intégration
par parties du corollaire 2.11 avec une fonction f bien choisie pour obtenir
une inégalité de Poincaré & 'infini), et il suffit donc de montrer

Lemme 2.15. Pour tout € > 0 assez petit, si on note K le compact {y > e},
on a :

a) si k > (n+1)/2, il existe une constante C > 0 telle que pour toute
k—forme « a support dans M \ K, on ait

2Hess(~In(y)) (@, @) + A(=In(y))[af? > Clal?,

b) si k < (n —1)/2, il existe une constante C > 0 telle que pour toute
k—forme « a support dans M \ K, on ait

2Hess(~In(y))(@,a) + A(-In(y)) af’ < ~Claf”

Démonstration. On va estimer le hessien et le laplacien, pour la métrique
g, de la fonction f = —In(y), en fonction de ces mémes objets pour la
métrique g qui lui est conforme. On a les calculs classiques suivants, que
I'on ne redémontrera pas (voir par exemple [Be]) :

Lemme 2.16. Pour tout champ de vecteurs X, on a avec des motations
évidentes

Hessd(~In(y))(X,X) = §Hess§<y) (X, X) - ;—Qdyoqdy(m + y—ig(x, X)ldy[2,

AI(~ln(y)) = —yA®y — (n —1)|dyfz

Soient maintenant € > 0 , K un compact tel qu’en dehors de K on ait
y < € et dy # 0, et soit enfin @ une k—forme lisse & support dans M \ K.
On va estimer 2Hess(—In(y))(a, @) + A8(—In(y))|a|? grace & un repere
g—orthonormal local bien choisi : soit X; = Vy/|Vyl|, et X;, 1 =2,...,n
une base orthonormale de Xi- = Vy*. On a alors :

9(Xi, X;) = v?9(Xi, X;) = 2,

0 sig > 2

dy(X:) = 9(Vy, Xi) = i
y(Xe) = 9(Vy. Xi) {g(Vy,Vy/IVyI)=|Vy|=’!/|dy|g sii=1.
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De plus, on a :
1 _ _
&Hessg(y)(XiaXi) = yHY(y)(Xi/y, Xi/y) = O(y),

car les X; /y sont de norme 1 pour la métrique g et y est lisse sur M compacte
(jusqu’au bord). De méme, on a :

yATy = O(y).
Finalement, dans la base des X;, les formules du lemme 2.16 s’écrivent :

Hess9(—In(y)) = |dy|§< 8 Iod ) + O(y)

A?(~In(y)) = —(n — 1)|dylz + O(y). (2.4)

Donc grace & la formule 2.2 qui définit le hessien, on a :

Hess?(~In(y))(a, @) = |dy|§2<ixiaaixia)+0(y)|a|2

= |dyl5(klal* —[ix,a”) + Oy)|al*.  (2.5)
En combinant les équations 2.4 et 2.5, on obtient :
2Hess"(~In(y))(a, ) +A8 (~In(y))|ef* = [(2k — (n - 1))|af* — 2|ix, o] |dy[z+O(y)|al*.
Enfin, en utilisant la double inégalité 0 < |ix, a|? < |a|?, on aboutit & :
2Hess?(~In(y))(e, @) + AS(=In(y))|o|* > (2k =2~ (n - 1))|dylZ|ol* + O(y)|o/”
2Hess?(~In(y))(a, a) + AS(=In(y))|a|* < (2k — (n —1))|dy[zlal* + O(y)|af?

I1 ne reste plus qu’a remarquer que comme dy # 0 sur M (par hypothese),
|dy|§ reste uniformément borné loin de 0 si on choisit bien K. Ainsi, si
k> (n+1)/2, c’est la premiere des deux inégalités ci-dessus qui permet de
conclure, et si k < (n — 1)/2, c’est la deuxiéme qui permet de conclure. [J

3 Application de la ”méthode de la suite exacte”

Nous allons ici utiliser les résultats de la partie précédente pour calculer
les espaces de L?-cohomologie de certaines variétés. La méthode utilisée est
assez élémentaire. Tout d’abord, on se sert de la formule d’intégration par
parties du théoréme 2.10, ou de I'un de ses corollaires, pour trouver une
inégalité de Poincaré 4 l'infini en certains degrés. Les deux suites du corol-
laire 2.8 seront donc exactes pour ces degrés. On applique alors encore une
fois la formule d’intégration par parties pour montrer que la L2-cohomologie
absolue ou relative & I'infini (c’est-a-dire celle de M \ D, dans les notations
de ce corollaire) est nulle pour les bons degrés. On en déduit donc un isomor-
phisme entre la L?-cohomologie et la topologie. Cet argument marchera en
général pour les degrés loin du degré moitié, et il faudra d’autres ingrédients
pour pouvoir aussi traiter les cas restants.
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3.1 Illustration de la méthode sur deux cas simples
3.1.1 Variétés hyperboliques de volume fini

Nous considérons ici une variété (M, g) qui est complete, de volume fini,
et hyperbolique (c’est-a-dire de courbure sectionnelle égale & —1). Nous rap-
pelons qu’une telle variété a un nombre fini de bouts, et que chaque bout
est difffomorphe & un demi-cylindre [0, co[x X, ou ¥ est un quotient du tore
T?~! par un groupe fini d’isométries. De plus, la métrique sur chaque bout
s’écrit

g=dr? +e *h,
avec r une fonction de Busemann associée au bout, et A une métrique sur 3
(indépendante de 7).

Avant de calculer les espaces de L?-cohomologie de ces variétés, on donne
un argument heuristique, pour savoir 4 quels résultats on peut s’attendre. On
considére donc juste un bout [0, 00[x%, muni de la métrique hyperbolique
g = dr? 4+ e~?"h. La projection canonique

7 :[0,00[xE — X
induit un isomorphisme en cohomologie
7w H*([0,00[xX) = H*(X).

Mais si o est un représentant d’une classe de H*(X), est-ce que m*« est de
carré intégrable ? La norme ponctuelle de 7*a en un point (r, 8) de [0, co[xZ
est

|af5(r,0) = €**"[al; (6).

De plus, la mesure riemannienne est donnée par dvgy = e~(=rdrdvy, en
notant par dvy la mesure riemannienne de ¥, h). On en déduit

oo
||7T*Oé||%2 — ||Oé||%2(2)/ e(2k*(nfl))rdrl
0

Cette norme est finie lorsque k < (n — 1)/2, et on peut donc penser qu’'on
a un isomorphisme entre la L?-cohomologie et la cohomologie de de Rham
pour ces degrés. On peut rendre rigoureux ce raisonnement, et le compléter
pour retrouver de facon plus simple certains résultats de [Z1] et [M-P] :

Théoréme 3.1 (Zucker, Mazzeo-Phillips). Soit (M™,g), une variété
riemannienne compléte de dimension n, de volume fini, et hyperbolique en
dehors d’un compact (i.e. a courbure sectionnelle égale ¢ —1 en dehors d’un
compact). Alors on a les isomorphismes entre espaces vectoriels de dimen-
sion finie :

HE(M), sik<(n—1)/2,
HE(M) =~ { Im(HFP(M) — H?(M)), sik=mn/2,(n+1)/2,
HE(M), sik>(n+1)/2.
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Démonstration. On peut tout d’abord supposer que M est orientable. Sinon,
il suffit de considérer le revétement & deux feuillets M qui, lui, est orien-
table, en remarquant que si 7 est I’automorphisme du revétement, alors la
L?—cohomologie de M est isomorphe 3 la L?—cohomologie 7—invariante de
M. L’avantage qu’on en tire est que sur une variété orientable, 'opérateur *
de Hodge réalise une isométrie entre les k et les (n—k)—formes harmoniques.
Ainsi, on peut se limiter aux degrés inférieurs ou égaux a n/2.

1. On montre d’abord le résultat pour les degrés inférieurs strictement
a (n — 3)/2. D’apres la proposition 2.13, 0 n’est pas dans le spectre
essentiel du laplacien agissant sur les k—formes pour k < (n — 1)/2.
On pose p = E((n — 2)/2) (E désigne la partie entiere). Si D est un
ouvert borné 4 bord régulier, le corollaire 2.8 montre qu’on a la suite
exacte :

...— HY(M\ D,0D) — HY(M) — H*(D) - HET'(M \ D,8D) — ...
...— HY"Y(M \ D,8D) — HE™'(M) — HP"Y(D) — HE(M \ D,dD).

On peut supposer que M a un seul bout, et on note par r une fonction
de Busemann associée. On choisit alors D = {r < ¢}, ol ¢ est un
réel positif fixé qu’on prendra ensuite assez grand. On va montrer que
pour ce choix, on a HY(M \ D,8D) = 0, pour tout k < p. Soit donc
a € HY(M \ D,0D), avec k < p : « est de carré intégrable et vérifie
da = da =0, et i*a = 0, ol i est I'inclusion de 9D dans M\ D. Le long
du bord de M \ D, la normale unitaire extérieure est v = —Vr, donc
Or/dv = —1 < 0. D’apres les hypothéses sur «, la formule d’intégration
par parties du théoréme 2.10 montre que

/M\D [2Hess(r) (e, @) + (Ar)|al?] < 0.

Or I'inégalité 2.3 et I'hypothese sur les courbures sectionnelles montrent
qu’on a une estimation

2Hess(r)(a, a) + (Ar)|af? > (n — 2k — 1)]a)?.

Les deux dernieres inégalités permettent alors de conclure que o = 0.
Ainsi, on a bien montré que H¥(M \ D,dD) = 0, pour tout k < p. La
suite exacte donne donc : H*(D) ~ HE(M), et ceci pour tout k < p—1,
et tout ouvert D = {r < c¢}. En prenant c¢ assez grand, on obtient le
résultat annoncé pour k£ < (n — 3)/2. Le cas k > (n + 3)/2 se traite
ou bien par dualité, comme on ’a déja expliqué, ou bien de maniére
analogue a ce qui précede.

2. On traite maintenant les degrés proches du degré moitié. Supposons
par exemple que n = 2m est pair, et montrons le théoréme pour k =
m — 1 de facon plus directe. D’aprés ce qui précede, on a une injection

0— H Y (M) 5 H™ (D).

33



On va montrer que cette application est surjective. Soit donc [a] une
classe de H™ (D). Prés de D, on écrit o = S(r) + dr A y(r), ou
B(r) et y(r) sont considérées comme des formes sur 0D, dépendant du
parametre r. On pose

et on voit facilement que a—dy ne contient pas de composante suivant
dr. De plus, si d” désigne la différentielle sur 0D, on a

0 B % T
= da=0.

Donc quitte & remplacer a par a — d(pyp), ol p est une fonction lisse
a support compact valant un au voisinage de 0D, on pourra supposer
que pres de 0D, « est indépendante de 7, et sans composante normale.
Comme I'extérieur de D est difféomorphe & un cylindre |c, co[x 0D, on
peut prolonger « en dehors de D par a(r) = a(c) pour r > c. Ce
prolongement, noté &, reste fermé. Si on montre qu’il est de carré
intégrable, on aura r[@] = [¢], et r sera bien surjective. On a vu que
la métrique sur M \ D =~ [c,c0[xOD est de la forme g = dr? + e %"h.
Donc la norme ponctuelle de &(r) vérifie

|5£(T')|2 — e2(m—1)(r—c)|a(c)|2 < cteBZ(m—l)(r—c).

De plus, la mesure riemannienne est donnée par dvy = e(=Drdrdvy,,
en notant par dvy la mesure riemannienne de (0D,h). On a donc
immédiatement

@y < ¢ 707D~ [ ear <o
c C

Sin =2m+ 1 est impair, le méme raisonnement marche pour avoir le
résultat en degrés k=m —let k =m + 2.

. Supposons que n = 2m, et traitons le cas kK = n/2 = m. On sait que,
sous nos hypotheses de courbure, 0 n’est pas dans le spectre essentiel
du laplacien agissant sur les k—formes pour k # m. Or, on a vu que
I’hypothése sur le spectre essentiel en degré k entraine aussi l’exacti-
tude de nos deux suites en degré k ou k — 1 selon les cas. Les deux
suites exactes de la premiére partie (corollaire 2.8) sont donc vraies
pour tous les degrés, et en particulier, on a :

H(D) — Hy"(M) — Hy'(M \ D),
et
HY (M \ D,dD) — HJ"(M) — H™(D).
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On rappelle que D = {r < ¢}, et on va montrer que HJ*(M \ D) =
HY'(M \ D,0D) = 0, si on choisit le réel c assez grand. Alors les
deux suites exactes ci-dessus donneront : HT'(M) se surjecte dans
H' (M), et H'(M) s’injecte dans H™(M). Mais d’aprés Anderson
[An] (voir aussi [C4] et la proposition 1.7), Im(H*(M) — H™(M))
s’injecte toujours dans HJ'(M), donc on en déduit que HJ*(M) =~
Im(H* (M) — H™(M)). Il nous reste donc & montrer que HJ"(M \
D) = H*(M\D, 0D) = 0. Or M\ D est conformément équivalent & un
demi-cylindre portant la métrique produit, et pour de telles variétés, il
est connu que la L?—cohomologie (absolue ou relative) est nulle. Mais
la L2-cohomologie est un invariant conforme en degré moitié¢ m = n/2,
donc la L?-cohomologie de degré m de M \ D avec sa métrique initiale
est aussi nulle.

. Il ne nous reste plus qu’a considérer le cas o n = 2m +1 est impair et
k = (n —1)/2 = m. On peut toujours supposer qu’on a un seul bout,
et donc qu’en dehors d’un ouvert D, M\ D est de la forme ]0, oo[x 0D,
portant la métrique

dr® 4+ e h,

ou 7 est une fonction de Busemann, et h est une métrique sur la variété
0D. D’aprés la proposition 2.13, 0 n’est pas dans le spectre essentiel
du laplacien en degré m — 1. Donc d’apres les résultats de la premiere
partie, on a les deux suites exactes

H"(D) — H3"(M) — Hy* (M \ D),

HY(M \ D,dD) — HJ*(M) — H™(D).

De nouveau, il nous suffit de montrer I'annulation de la L?—cohomologie
a l'infini. On va procéder comme dans la démonstration de [C4, lemme

5.3]. D’abord, )0, co[x&D est finiment recouvert par ]0, co[xT"~!, avec

T"~! un tore plat. Il suffit donc de faire la preuve pour ]0, co[x T"~L.

Comme le tore T"~! agit par isométries sur |0, co[xT""!, et que cette

action engendre des vecteurs de Killing de longueur bornée, le résultat

de Hitchin [Hi, théoréme 3] montre que toute forme harmonique L?

vérifiant la condition absolue ou relative est invariante sous cette ac-

tion. Ainsi, si « est une telle m—forme, on peut écrire @ = B(r) +dr A

~(r), et on a :

doz:dr/\a—ﬂzﬂ,
ar
5()4:—@4—27: ,

donc si « vérifie la condition absolue v(0) = 0, on obtient finalement
a = ((0). Mais cette forme n’est de carré intégrable que si elle est nulle.
De méme, si « vérifie la condition relative, a est forcément nulle.
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Remarque. La méthode du point 4. de la preuve ci-dessus permet
en fait aussi d’obtenir les autres cas d’annulation & Iinfini. Nous avons ce-
pendant préféré utiliser d’autres méthodes pour ces cas, afin d’illustrer la
technique sur cet exemple simple.

Dans la démonstration prédédente, on n’a pas utilisé le fait que quand
la. dimension n de M est paire, zéro n’est pas dans le spectre essentiel du
laplacien A, /5 (voir [Do-X]). En fait, on peut retrouver ce résultat :

Corollaire 3.2. Si M est une variété hyperboliqgue compléte de volume fini,
de dimension n = 2m paire, alors zéro n’est pas dans le spectre essentiel de
son laplacien A.

Démonstration. Il reste a considérer le cas du degré moitié m. Grace au
théoréme précédent, on sait déja que ’espace des m—formes harmoniques
est de dimension finie. Il suffit de montrer que 0 est une valeur spectrale isolée
en degré moitié, ce qu’on va faire en rappelant un argument bien connu (voir
par exemple la fin de la preuve de [Gro, théoréme 1.4.A]). D’abord, comme
zéro n’est pas dans le spectre essentiel en degré k # m, il existe une constante
C > 0 telle que pour toute forme v de degré k # m, avec p L H*(M), on
ait

Clpll? < lldyll” + llowl>. (3-6)

On va d’abord montrer que I'image de d : L2ZA™™! — L?A™ est fermée.
Si dp est un élément de cette image, on peut toujours supposer, grace a
la décompostion de Hodge-de Rham, que ¢ est cofermée et orhogonale a
H™1(M). L’inégalité 3.6 appliquée & ¢ donne donc C||¢||? < ||dpl/?, d’ou
I'on déduit facilement la fermeture de 'image de d. De méme, on montre
que I'image de 6 : L2A™! — L2A™ est fermée. On a donc

L*A™ = H™(M) & dLA™ ' @ 6L*A™,

ott les notations dL2A™ ! et §L?A™*! sont des abus : dL2A™ ! signifie par
exemple 'image de d agissant en tant qu’opérateur non borné sur L2A™~!,
Soit maintenant  une forme de degré m, orthogonale & H™(M). On peut
écrire v = da + 643, avec Sa = 0 et @ L H™ (M) (respectivement df3 = 0
et B L H™L(M)). I vient

(v,7) = (da,da) + (6, df) = (Aa, o) + (AB, B).

En utilisant successivement les égalités Aa = dy et AB = dry, puis 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, puis 'inégalité 3.6 appliquée & « et 3, on trouve

Cly,m)? < C (07, a) + (dy,B)°
< 20 (6912 lleell® + lldyI1181I%)
< (lldvll* + 15711%) (dell® + 1168117) -
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On en déduit finalement
Vy LH™(M), Cllyll* < lldyll? + oI,

ce qui prouve bien I'existence dun trou spectral en degré m. O

3.1.2 Surfaces de volume fini, & courbure négative et pincée

Proposition 3.3. Soit (M?2,g) une surface riemannienne de volume fini,
a courbure sectionelle K négative et pincée : il existe deuz constantes 0 <
a < b telles que —b?> < K < —a?. Alors on a les isomorphismes HS(M) ~
HY(M), HY(M) ~ Im(H(M) — HY(M)), et HZ(M) ~ H2(M).

Démonstration. 11 suffit de prouver I’isomorphisme pour Hi(M). On rai-
sonne comme dans le point 3 de la démonstration du théoreme 3.1 : d’apres
[B-B2], zéro n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien, donc on a les
deux suites exactes

H,(D) — Hy(M) — Hy(M \ D),

et
H}(M \ D,dD) — HY(M) — H*(D).

Il reste alors & montrer que Hy(M \ D) = H}(M \ D,0D) = 0. Or M?
est conformément équivalente & une variété a bouts cylindriques. Comme
la L?—cohomologie en degré moitié est un invariant conforme et que la
L?—cohomologie (absolue ou relative) d'un demi-cylindre M \ D est nulle,
on en déduit le résultat. O

Remarque. Cette proposition est aussi une conséquence du théoréme
d’Atiyah-Patodi-Singer [A-P-§] sur la L?—cohomologie des variétés & bouts
cylindriques (voir le théoréme 1.8).

3.2 Un cas de L?—cohomologie & poids
3.2.1 Cas ”général”

Soient (M™,g) une variété riemannienne non compacte, et U : M —
[0, oo une fonction qui croit assez vite & 'infini pour que le volume de M
par rapport a la mesure dv(_y) = e*Udvg soit fini, oli dv, est la mesure
riemannienne associée a g. Dans [A-S], Ahmed et Stroock montrent, sous
certaines hypothéses géométriques (courbure de Ricci minorée, opérateur de
courbure majoré), et d’autres hypothéses portant sur la fonction U, que les
espaces de cohomologie L? 4 poids sont de dimension finie, et isomorphes aux
espaces de cohomologie réelle de M. Nous allons voir que sous des hypotheses
beaucoup moins restrictives, ce résultat reste valable. En fait, nous nous
intéressons d’abord & des poids eV, plutét que e~V mais la preuve de notre
résultat s’applique indifféremment aux deux cas.
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Théoréme 3.4. Soit (M",g) une variété riemannienne compléte de di-
mension n. On suppose qu’il existe une fonction U : M — R qui vérifie les
hypothéses suivantes :

1. U ezhauste M,

2. il existe une constante € > 0 telle qu’en dehors d’un compact, on ait
e? <|VUP,

3. il existe deuz constantes C1 < 0 et Cy € R telles qu’en dehors d’un
compact, on ait

C1|VU|? < Hess(U) < Co| VU2

Sin:=1+4nC; —2nCs > 0, alors 0 n’est pas dans le spectre essentiel de
Dopérateur d + 6yy. De plus, les espaces de L?-cohomologie ¢ poids de M,
associés au poids eV, sont de dimension finie, et isomorphes auz espaces de
cohomologie a support compact de M : Hj ;;(M) ~ H;(M).

Remarque. Si C3 < 0, alors on a le méme résultat en supposant que
1+ nCy > 0 (voir la preuve du théoréme).

Démonstration. On montre d’abord que sous nos hypothéses, zéro n’est pas
dans le spectre essentiel de d 4+ dy. Soit ¢ > 0 un réel tel qu’en dehors
de louvert borné D = {U < ¢}, les hypothéses 2 et 3 du théoréme soient
vérifiées. Si a est une forme de degré k sur M\ D, lisse et & support borné, on
a, d’aprés la formule d’intégration par parties du corollaire 2.12 (en prenant
f = U dans les notations de ce corollaire) :

/M\D [2Hess(U)(a, @) + (AU)|al® — [VU?/af?] dvy =

2/ [(ivuda, o) + (ivyo, da)] dVU+/ [—|0¢|28—U + 2(iyya, i) | eVdo,
M\D aD ov
(3.7)

ol v est la normale unitaire extérieure sur le bord de M \ D, donc v =
—VU/|VU]| ici. Or, on a Pestimation suivante :

2Hess(U)(a, a) + (AU)|al? — |VU|?|af? (=1 + 2kCs — nCY)|VU*|a)?

<
< —n|VUP|al’.

On considere de plus que « est une forme différentielle vérifiant la condition
absolue au bord i,a = 0. Le terme de bord de 1’égalité 3.7 est alors positif
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car —0U/0v = |VU|, donc compte tenu de I'inégalité précédente, on a

77/ |VU|2|a|2dvU S —2/ [<iVUda,()é> + (Z'VUa,(SUa)] dVU
M\D M\D

1/2
< 2(/ |VU|2|a|2dvU>
M\D

[l1del 2 a0y + ldw el oy

ou pour passer de la premiere a la deuxiéme inégalité, on a d’abord utilisé
I'inégalité |ix (| < |X||B], valable pour tout champ de vecteurs X et toute
forme S, et ensuite des inégalités de Cauchy-Schwarz. On en déduit fina-
lement que pour toute forme a & support borné dans M \ D, vérifiant la
condition absolue i, = 0 :

775/2||a||L§,(M\D) < ||d04||L%,(M\D) + ||5U04||L%,(M\D) (3.8)

Cette inégalité est en particulier vraie pour des formes lisses & support com-
pact dans M \ D, donc on a une inégalité de Poincaré & linfini, et par
conséquent 0 n’est pas dans le spectre essentiel de I'opérateur d + dy. On
a alors une suite exacte pour la L2—cohomologie & poids, analogue & la
premiére suite exacte du corollaire 2.8, c’est-a-dire que pour tout entier k,
la suite
HE(D) 5 HE (M) 5 HE (M \ D) % HFY(D)

est exacte. On va montrer que la L2—cohomologie absolue & poids de M \ D
est nulle (c’est-d-dire Hj ;;(M\D) = 0). Soit donc o une forme de L (M\D),
(d + dy)-harmonique, et satisfaisant la condition absolue au bord i,a = 0.
On considére une suite p; de fonctions lisses définies sur M \ D, & supports
bornés, vérifiant :

ol <1, pr—=1(1— ), |do| <1, etdp — 0 surles compacts.

On applique alors I'inégalité 3.8 & p;a, puis on fait tendre [ vers I'infini, pour
montrer que « est nulle. Ceci montre que

k k
Hyy(M) ~ H/ (D),
et ceci pour tout ouvert D = {U < c}. En faisant tendre c vers 'infini, on
trouve le résultat souhaité. O
3.2.2 Cas des variétés de volume fini, & courbure négative et
pincée

Dans cette partie, (M™,g) est une variété riemannienne compléte de
volume fini. On suppose de plus que la courbure sectionnelle K de M est
négativement pincée, c’est-a-dire qu’il existe des constantes a et b, avec

P <K< -d’<0.
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On rappelle des résultats concernant la géométrie de telles variétés (voir [E],
[He-I], ou encore le résumé de [L3]) : M est difféomorphe & I'intérieur d’une
variété compacte a bord. Si ¥ est 'une des composantes (en nombre fini) du
bord, il y a un bout correspondant. A tout rayon géodésique d’un bout, on
associe une fonction de Busemann r (deux telles fonctions ne difféerent que
d’une constante). Dans le cas général, r est seulement de classe C2. Si B est
un bout associé & la composante de bord ¥, alors B est C%—difféomorphe 3
10, 0o[x %, les tranches {t} x ¥ étant les niveaux d’une fonction de Busemann
r. Par ce difféomorphisme, la métrique s’écrit

g :dr2+g7~,

ou les g, sont une famille de métriques sur X.
La preuve du théoreme 3.4 s’adapte aussi au cas des variétés de volume
fini, & courbure négative et pincée :

Corollaire 3.5. Soit (M™,g) une variété compléte de volume fini, a cour-
bure sectionnelle K négative et pincée : il existe deux constantes stricte-
ment positives a et b telles que —b*> < K < —a® < 0. Soient k un entier
et U : M — R une fonction qui sur chaque bout de M est de la forme
U = Cr, our est une fonction de Busemann associée au bout, et C > 0 une
constante vérifiant C > (n — k + 1)b — (k — 2)a. Alors on a Uisomorphisme
HE (M) = HE(M).

Démonstration. On procéde de maniere similaire & la preuve précédente
(théoréme 3.4), en majorant le membre de gauche de la formule d’intégration
par parties 3.7. Pour cela, on se sert du théoreme de comparaison des hessiens
de Greene et Wu (voir [G-W, p. 19]) qui montre que si A; > ... > A, sont
les valeurs propres du hessien Hess(r) d’une fonction de Busemann, alors
A1 =0,et —b < \; < —a, pour ¢ > 2. Ainsi, avec les notations de I’inégalité
23,ona —¢&,_; < (n—k)b— (k—1)a, donc pour toute forme o de degré k,
on a

2Hess(U)(a,a) + (AU)|a]? = |[VUP|af? < C((n—k)b— (k—1)a —C)|af?

puis on conclut comme avant : zéro n’est pas dans le spectre essentiel de Ay
en degré k, et la L?-cohomologie & poids absolue & I’infini est nulle en degrés
ketk—1. O

Remarques.

i) Comme on ’a déja suggéré, on peut faire des raisonnements analogues
si on considere le poids e~V. Ainsi, si M et U vérifient les hypotheses
1, 2 et 3 du théoréme 3.4, avec 1+ 2nC; — nCs > 0 (ou bien C; < 0
et 1 —nCy > 0), alors la L?—cohomologie & poids de M, associée
au poids eV, est isomorphe & la cohomologie réelle de M. De facon
similaire, si M et U sont comme dans le corollaire précédent, avec
C > 2nb — (n — 1)a, alors la L?—cohomologie associée au poids e~V
est aussi isomorphe & la cohomologie réelle.
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ii) Aprés la preuve de la proposition 5.1, nous donnerons une petite
amélioration de ce corollaire : il suffit en fait de supposer que C >
(n—k)b— (k- 1)a.

3.2.3 Cas des variétés asymptotiquement hyperboliques complexes

Nous allons considérer ici des variétés asymptotiquement hyperboliques
complexes au sens de Biquard et Herzlich (“ACH” dans la terminologie de
[B-H]) . Nous rappelons d’abord la construction de ces deux auteurs. Soit
%2m -1 yne variété de dimension (réelle) 2m— 1, pseudo-convexe, munie d’une
structure de contact CR. Si 7 est une forme de contact, et J une structure
presque-complexe compatible sur ’hyperplan de contact H, on dispose sur
cet hyperplan de contact de la métrique v(.,.) = dn(.,J.), ce qui permet de
munir la variété [0, co[x X de la métrique

go = dr* + e + €', (3.9)

et on dit que gg est une métrique asymptotiquement hyperbolique complexe.
Les exemples de telles variétés sont les quotients convexes cocompacts de
I’'espace hyperbolique complexe, ou encore les domaines fortement pseudo-
convexes de C™ munis de leur métrique de Bergmann.

Dans la suite, on supposera que Y est compacte sans bord. Grace aux
calculs de [B-H], nous allons déterminer les espaces de L2—cohomologie &
poids d’une variété ayant des bouts asymptotiquement hyperboliques com-
plexes, pour des poids bien choisis. Pour cela, nous allons diagonaliser le
hessien Hr dans une bonne base. Tout d’abord, notons par R le champ de
Reeb associé a la forme de contact 7 :

iR’I’} = 1, iRd’O =0.

La structure presque-complexe J sur I’hyperplan de contact H se prolonge
en une structure presque-complexe sur [0, co[x ¥ en posant JO, = e™"R. On

considére alors un repére g—orthonormal adapté & J : si hy, Jhi, ... ,hpy—1,
Jhm 1 est un repére orthonormal de H pour 7y, on pose e; = Oy, e =
JO, = eirRa €3 = eiT/tha €4 = eir/QJhla c-€2m—1 = eiT/2hm—la €2m =

e~"/2Jhy,_1. Un calcul analogue & celui de [B-H, lemme 2.1] montre que
Hess(r) se diagonalise dans cette base, avec les valeurs propres A\ = 0,
A2 =1, A3 =...= Ay, = 1/2. Les méthodes déja exposées aux paragraphes
précédents (preuves du théoréme 3.4 et du corollaire 3.5) montrent donc :

Corollaire 3.6. Soit (M?™,g) une variété riemannienne qui, en dehors
d’un compact, est isométrique a une variété asymptotiquement hyperbolique
compleze de la forme [0,00[x¥ (2 close) portant la métrique 3.9. Soient
k un entier, et U : M — R une fonction définie sur M qui en dehors

d’un compact est de la forme U = Cr, ou C est une constante qui vérifie
C >k+1—m. Alors on a lisomorphisme HQU(M) ~ H¥(M).
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Démonstration. 11 suffit de voir, en utilisant 1’inégalité 2.3, que pour toute
k-forme «, on a

2Hess(U)(a, a) + (AU)|af? = |[VUP|a]? < C(k+1—m — C)|af’.

Ceci montre d’une part que zéro n’est pas dans le spectre essentiel de Ay en
degré k, et d’autre part que la L?—cohomologie & poids & I'infini en degrés
k — 1 et k est nulle; puis on conclut comme précédemment & 1’aide de la
suite exacte. ]

Remarques.

i) Le résultat reste encore vrai si chaque bout porte une métrique quasi-
isométrique a la métrique 3.9. C’est en particulier le cas si on a une
métrique asymptotiquement hyperbolique complexe au sens général de
[B-H] : en dehors d’un compact, M est difféomorphe & [0, 00[XX, et
g—go € e 9" C™ pour un § strictement positif. Méme mieux, il suffit de
demander qu’en dehors de ce compact, g — g¢ soit bornée par rapport
a go, de norme inférieure strictement & un.

ii) Encore une fois, on peut aussi considérer les poids e U, et si C >
3m — 2, alors la L2-cohomologie associée au poids e~V est isomorphe
a la cohomologie réelle de M.

En fait, nous pouvons aussi obtenir des résultats partiels pour le cas ou le
poids est nul :

Théoréme 3.7. Soit (M?™,g) une variété riemannannienne de dimen-
sion 2m telle qu’en dehors d’un compact, M soit isométrique a une variété
[0,00[xX portant une métrique asymptotiquement hyperbolique compleze.
Alors on a les isomorphismes

HE(M), sik<m—1
k ~ c ) ’
HZ(M)—{ HY(M), sik>m+1.

De plus, H™ (M) s’injecte dans Hy* (M) et HY " (M) se surjecte dans
H™m+1 (M) .

Démonstration. Par dualité, il suffit de traiter les degrés k < m. Soit D un
ouvert borné tel qu'on ait M \ D = [0, 00[xX. On rappelle que les valeurs
propres du hessien Hess(r) sont Ay = 0, Ao = 1, A3 = ... = Aoy, = 1/2. Si
I est un multi-indice de longueur k, on a donc

A= X< (2k+2-2m)/2.

icl igI

L’inégalité 2.3 donne alors que pour toute k—forme « définie sur M \ D, on
a
2Hess(r) (o, a) + (Ar)|af> < (k +1 — m)|al?.
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Ceci prouve, grace a la formule d’intégration par parties du corollaire 2.11
que zéro n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien Ay, pour k£ < m — 1.
Par le corollaire 2.8, pour tout p < m — 1, on a la suite exacte

HY Y (M\ D) % HY(D) % HY(M) > HY(M \ D).

11 suffit donc de montrer que HY(M \ D) = 0, pour p < m — 1, ce qui se fait
encore en utilisant une formule d’intégration par parties (théoréme 2.10) et
I'estimation ci-dessus sur le hessien de 7. U

3.2.4 Géométries ?’a la Mazzeo-Melrose”

Dans ce paragraphe, on considére une variété compacte & bord M. On
suppose que le bord M est 'espace total d’une fibration 7 : M — B, de
fibre F. R. Mazzeo et R. Melrose [M-M] ont introduit et étudié entre autres
deux classes particulieres de métriques complétes & l'intérieur d’une telle
variété : les métriques & cusp fibré ("fibred cusp metric”) et les métriques a
bord fibré (”fibred boundary metric”). Dans [H-H-M], T. Hausel, E. Hunsi-
cker et R. Mazzeo identifient les espaces de formes harmoniques L? de ces
métriques & certains espaces de cohomologie d’intersection. Leur méthode
consiste & relier L?—cohomologie et L?—cohomologie & poids et & calculer
la L?—cohomologie & poids. Nous nous contentons ici de calculer certains
espaces de L?—cohomologie & poids (voir le corollaire 4 de [H-H-M]). Rap-
pelons d’abord comment sont construites ces métriques (voir par exemple
[H-H-M)]). Soient h une métrique sur la base B, et [ un 2-tenseur symétrique
sur @M, qui est une métrique en restriction & chaque fibre. 7*(h) + [ est
alors une métrique sur M. On suppose que [ est nul en restriction a l’es-
pace horizontal (qui est 'orthogonal du sous-fibré vertical), i.e.  est une
fibration riemannienne. De plus, nous identifierons le sous-fibré horizontal
au fibré tangent de B. Soit V' = [0,e[x0M (¢ > 0) un voisinage collier du
bord M dans M ; on notera ¥y la coordonnée sur [0, ¢[. Les deux géométries
considérées ont le comportement suivant sur le voisinage V :

— métrique a cusp fibré

dy?
gef = y%ﬂf (h) + 91,

— métrique & bord fibré

dy* | m*(h)
= + +1.
9bf Yt Y2

Ces deux métriques sont reliées de fagon simple par un facteur conforme :

9ef = Y2 gns-
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En posant y = e ", on obtient
gep = dr’ + 7 (h) + e %1, (3.10)
et en posant y = 1/r, il vient
gyp = dr® +rir*(h) + 1. (3.11)

La technique de preuve du théoréme 3.4 permet de retrouver [H-H-M, co-
rollaire 4] :

Corollaire 3.8. Soit M une variété compacte a bord de dimension n, dont
le bord OM est l’espace total d’une fibration w: OM — B, de fibre F. Soient
k un entier, et C > dim(F) — 2(k — 2 — dim(B));+ > 0 une constante, ot
(k — 2 — dim(B)) 4+ désigne la partie positive de k — 2 — dim(B).

a) On suppose M est munie d’une métrique a cusp fibré 3.10. Soit U une
fonction définie sur M qui vaut Cr en dehors d’un compact. Alors on
a lVisomorphisme H§,U(M) ~ HF(M).

b) On suppose que M est munie d’une métrique a bord fibré 3.11. Soit U
une fonction définie sur M qui vaut (C + 2k —n) In(r) en dehors d’un
compact. Alors on a lisomorphisme HQU(M) ~ Hk(M).

Démonstration. Pour a), il suffit de calculer le hessien de la fonction r sur
un voisinage de l'infini. On note b = dim(B). Soit e; = Vr. On compléte e;
en un repere local g.¢-orthonormal ey, ..., e, de M de la fagon suivante : on
choisit eg, ..., epr1 comme relevés au sous-fibré horizontal d’'un repére local
h-orthonormal de B, et ep4 2, . .., e, comme un repéere orthonormal local de la
fibre F pour la métrique e~2"] (obtenu & partir d’un repére local orthogonal
pour [). Dans le repére eq,...,e,, le hessien de r se diagonalise, de valeurs
propres Ay = ... = A\pp1 = 0, et A\pp20 = ... = Ay = —1. Ainsi, pour toute
k—forme «, on a

2Hess(r)(a, a) + (Ar)|a)? — Clal? < (dim(F) —2(k — 1 —dim(B)); — C)|af?,

ce qui permet de conclure.

Pour b), on se sert du fait que gy = y?gys pour relier la L?—cohomologie
a poids de g.r & celle de gyy (pour un autre poids) ; ceci est aussi utilisé dans
[H-H-M]. En effet, si s est une constante, et g I'une des deux métriques g.s
ou gpf, on note par L?(A*T*M, g,s) I’ensemble des k—formes qui sont de
carré intégrable pour la mesure y*dvg. On a alors

L*(AFT*M, g.f,5) = L*(A*T* M, gyp, s — 2k + 7).
Mais la L?—cohomologie A poids de g par rapport au poids y* = €5, en
degré k, ne fait intervenir dans sa définition que 'espace L%2(A*T*M, g, s),
d’ou il vient :
k k
H2,sln(y) (M’ ng) = HQ,(s—2k+n) In(y) (M’ gbf)
Le point b) découle alors de a) O
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Remarque. Revenant & la variable y, le poids est y~¢ pour a), et

y—C’—2k+n pour b) .

3.3 Quelques autres géométries
3.3.1 Certains produits tordus

On consideére ici des variétés dont chacun des bouts est isométrique a
une variété de la forme B =|0,00[x K (avec K une variété compacte sans
bord) munie d’une métrique qui s’écrit

dr?® + F(r)%dé?,

ol F est une fonction strictement positive, et df? est une métrique sur K.
Les formes harmoniques de telles variétés ont par exemple été étudiées dans
[D], [Br] et [C2], ou les auteurs obtiennent des résultats d’annulation et de
finitude.

Nous allons donner une interprétation topologique de ces espaces dans
certains cas particuliers. Dans un repere orthonormal locale; = Vr,eo, ..., e,
de B (avec eg,...,e, un repére orthogonal de K pour la métrique d6?), le
hessien de la fonction r se diagonalise : il vaut zéro sur e; = Vr, et F'/F
sur les autres vecteurs. Ainsi, si a est une k—forme, on a :

2Hess(r)(a, @) + (Ar)|af® = %,[(Zk — (n—1)|a* - 2liv.al?.

Si on suppose que F'/F > C > 0 pour une constante C, alors en utilisant
la double inégalité 0 < |iv,a|? < |a|?, on obtient
2Hess(r)(a, a) 4 (Ar)|af?
2Hess(r)(a, ) + (Ar)|af?

> Cf2k—2—(n—1)af,

< Of2k— (n = 1)]jaf?.

On peut aussi faire un raisonnement analogue si on suppose que F'/F <
—C < 0. Ainsi, les méthodes des paragraphes précédents permettent d’affir-
mer :

Théoréme 3.9. Soit (M",g) une variété riemannienne. On suppose que
M se décompose en DU; B; ot D est une variété compacte a bord, et chaque
bout B; est isométrique a un produit tordu de la forme |0, co[x K; portant la
métrique dr? + F2(r)do?.

a) S’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout i on ait F}/F; > C,

alors
_ HEM), sik<(n-1)/2,
Hy (M) ~ { H*¥(M), sik>(n+1)/2.



b) S’il existe une constante C > 0 telle que pour tout i on ait F)/F; < —C,

alors
Hf (M), sik<(n—1)/2,
HY(M) ~{ Tm(H¥(M) — H¥(M)), sik=mn/2,(n+1)/2
HE(M), sik>(n+1)/2.

Démonstration. On fait la démonstration par exemple uniquement pour le
cas b). Par dualité, il suffit de considérer les degrés £ < n/2. Pour k <
(n—3)/2, on raisonne comme dans le point 1. de la preuve du théoréme 3.1 :
les estimées sur le hessien des fonctions F; montrent qu’on a une inégalité de
Poincaré a 'infini pour k£ < (n—1)/2, donc on a une suite exacte comme dans
le corollaire 2.8. Les mémes estimées montrent que pour k < (n—1)/2, la L%-
cohomologie relative & 'infini est nulle, ce qui donne bien les isomorphismes
souhaités pour k < (n — 3)/2.

Maintenant, le cas ou n est pair (respectivement impair), et ou k =
(n —2)/2 (respectivement k = (n — 3)/2) se traite comme dans le point 2.
de la démonstration du théoreme 3.1.

Supposons que n = 2m + 1 est impair, et montrons le résultat pour
le degré k = (n — 1)/2 = m. Si on veut raisonner comme dans le point
3. de la démonstration du théoréme 3.1, il suffit d’avoir I’annulation de la
L?—cohomologie absolue et relative de M \ D en degré m. Mais ces annu-
lations découlent du théoreme 2 de [G-K-S], que nous rappelons briévement
(on n’oubliera pas de noter que dans le théoréme de [G-K-S], la dimension
de la variété est n + 1 et non n) : soient (X, ) une variété riemannienne de
dimension n — 1, u un réel et ([u, 0o[x %, dr? + g(r)?h) un produit tordu, o
g : [u,00[— Ry est une fonction. Soit j un entier. Si

0 -
[ =0,
u
alors H%([u,oo[xz, {u} x ¥) =0, et si
0 .
[ ar oo,
u

alors HJ([u, 00[x %) = 0.

Enfin, pour le degré n/2, on utilise I'invariance conforme de la L?—cohomologie
en degré moitié : dans ce cas, chaque bout est conformément équivalent & un
cylindre, et on finit ensuite comme dans le point 3. de la preuve du théoréme
3.1. O

Remarques.

i) Si dans la formule d’intégration par parties, on choisit une fonction de
la forme f(r), avec f' = F, alors on a

2Hess(f) (o, @) + (Af)|a* = F'(2k — n)|a)?.
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Alors pour toute forme & support compact dans un bout, le corollaire
2.11 donne :

I/(% —n)F'laf’| <2 sup  (F(r))[ldallge + [|16e]|g2] 2.

support(ca)

Si on suppose que F' est de signe constant (sans s’annuler) et que
F' est bornée, ceci montre que pour k # n/2, l'opérateur d + ¢ est
non parabolique & l'infini en restriction aux k—formes, et donc que les
espaces de formes harmoniques qui correspondent sont de dimension
finie (voir [C3]). En toute rigueur, le résultat de [C3] ne s’applique que
si opérateur d + ¢ est non parabolique & l'infini globalement, c’est-a-
dire sur tous les degrés. Cependant, la méme preuve s’adapte a notre
cas. Remarquons aussi que dans [C2], G. Carron obtient un meilleur
résultat si f est concave (F' < 0) : dans ce cas, et sans autre hypothese
sur F, opérateur d+ § est non-parabolique & I'infini (voir la remarque
qui suit [C2, proposition 5.1]).

ii) Dans [C4, théoréme 4.9], G. Carron obtient des conditions suffisantes
sur certaines variétés dont l'infini est un produit tordu, pour que
celles-ci vérifient les deux suites exactes du corollaire 2.8 pour tous
les degrés. De plus, le résultat de [G-K-S] permet d’obtenir des an-
nulations de L?—cohomologie relative ou absolue & 'infini. Nous pou-
vons donc en déduire des calculs d’espaces de formes harmoniques
L?. Par exemple, si en dehors d’un compact D, une variété (M",g)
est isométrique & un produit tordu ([1,00[x0D, dr? + r2d6?), ses es-
paces de L% —cohomologie sont de dimension finie. De plus, si on note
p = E(n/2) la partie entiére de n/2, et si la premiére valeur propre
A du laplacien agissant sur les p—formes fermées de 9D vérifie A >
(74 (—1)")/8, alors les deux suites exactes du corollaire 2.8 sont vraies
pour tous les degrés. Mais d’apres [G-K-S], la L?—cohomologie absolue
(respectivement relative) de M \ D est nulle pour les degrés k < n/2
(respectivement k > n/2). On a donc : HE(M) ~ HE(M) si k < n/2,
et HY(M) ~ H*(M) si k > n/2.

3.3.2 Application aux variétés conformément compactes

Dans cette partie, (M™, g) est une variété conformément compacte (voir
le paragraphe 2.3.3). Nous allons voir comment le théoréme 3.9 permet de re-
trouver plus simplement le résultat de Mazzeo [M] concernant la L?—cohomologie :

Corollaire 3.10 (Mazzeo). Soit (M™,g) une variété conformément com-
pacte. Alors on a les isomorphismes entre espaces vectoriels de dimension
finie :
HE(M), sik<(n—1)/2
k ~ c ) = ’
Hy (M) = { H*(M), sik>(n+1)/2.
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Démonstration. On va montrer (et c’est certainement bien connu) qu’a l'in-
fini, M est quasi-isométrique & un produit tordu [0,c0[xOM portant la
métrique dr? 4 e?"df?. Comme la L?—cohomologie est invariante par quasi-
isométries, on aura le résultat grace au théoréme 3.9. D’abord, remarquons
que si § et §j sont respectivement une autre métrique sur M et une autre
fonction définissant le bord, alors les métriques g/y? et §/§* sont quasi-
isométriques. En effet, les métriques g et § étant définies sur M qui est
compacte, elles sont comparables, et comme y et § s’annulent exactement
sur OM & l'ordre zéro, y et § sont aussi comparables, et g/y? et /7> sont
bien quasi-isométriques. Ensuite, si g est une métrique donnée, on peut tou-
jours choisir y de sorte que la norme de dy par rapport a g le long du
bord OM soit constante : on note a(f) cette norme (@ est la variable sur
OM), et on peut remplacer y par y/a sur un voisinage de M. On a alors
d(y/a) = dy/a + yd(1/a) = dy/a sur OM. En résumé, on peut supposer
que notre métrique conformément compacte est asymptotiquement hyper-
bolique. Mais pour une telle métrique, la quasi-isométrie avec le produit
tordu souhaité découle par exemple des travaux de Graham (voir [Gr]). O

4 Un détour par les travaux d’Ohsawa

4.1 Pseudo-paires de Runge

Dans [O] (voir aussi [O-T]), T. Ohsawa développe une théorie afin d’ob-
tenir des théorémes d’isomorphisme pour les groupes de cohomologie d’une
large classe de variétés complexes. Sa théorie des ” pseudo-paires de Runge”
est en effet assez générale, et permet de comparer les groupes de L?-cohomologie
et de cohomologie ordinaire.

Nous rappelons ici les notions exposées dans [O] et [O-T]. Soient X une
variété complexe, et F un fibré holomorphe au-dessus de X. Pour deux en-
tiers p et g, on note par C§°(AP4T*X, E) I'ensemble des (p, g)-formes lisses,
& support compact, & valeurs dans E. L’opérateur 0 agit de C§(APIT*X, E)
vers C(‘)’O(Ap’qHT*X ,E). Lorsque X et E sont munis de métriques, on peut
aussi définir I’espace L2(AP9T*X, E) des (p, q)-formes & valeurs dans E qui
sont de carré intégrable. L’opérateur 0 agit de maniére non bornée sur L?, et
son adjoint sera noté 9 . Considérons maintenant I'espace Q5%(X, E) formé
des (p,q)-formes de carré intégrable, dont I'image par O est, au sens des
distributions, dans L2. La cohomologie réduite du complexe (25(X, E), 0)
sera notée Hy™* (X, E) :

HP(X,E) = {a € L2(AP'T* X, E)/ da = 0} /OO (X, E).

Dans la définition qui suit, les différents objets qui dépendent d’un entier k
seront indicés par k.
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Définition 4.1. Soient X1 C Xo deuz ouverts de X. On dit que (X1, X2)
est une pseudo-paire de Runge par rapport o E en bidegré (p,q) s’il existe
une métrique hermitienne compléte gy sur X1, une métriqgue hermitienne hy
sur E|x,, ainsi qu’une suite de métriques hermitiennes complétes g, k > 1
sur Xo, et une suite de métriques hermitiennes hy sur E|x, vérifiant :

(1) gk, hy et leurs dérivées convergent uniformément vers gy, ho et leurs
dérivées repsectivement, sur les compacts de X.

(2) (Inégalités de Poincaré a linfini uniformes)Il existe un compact K de
X1, et une constante Cy > 0 tels que pour tout k > 1, et toute forme
a € CP(APIHIT* Xy E), on ait

a a*
||O‘||%2(X2,E)k <Ch ||8O‘||%2(X2,E)k + ||81c04||%2(x2,1~3),c + /K |a|id7’gk] .

(8) LA (APAT* X5, E) C L2(APAT*Xo, E)jy1, et il existe une constante
Co > 0 telle que pour tout k > 1, 5 = 0,1, et toute forme a €
L2(AP9HIT* X, E)y, on ait

llalx, (|2 aratiTex; By < Collal|p2amatiTe Xy, B), -

Un des résultats de [O] est le suivant (voir le théoréme 3.2 du chapitre 2
de ce papier)
Théoréme 4.2. Soit (X1, Xs) une pseudo-paire de Runge par rapport a
E en bidegrés (p,q) et (p,q + 1). Alors il existe un entier ky tel que les
applications naturelles de restriction

HPY (X5, E), — HPIYH(X,, E)

soient des isomorphismes pour k > ky.

Remarque. En fait, Ohsawa consideére plutot la L?-cohomologie non
réduite, mais sous I’hypothese (2) de la définition précédente, il montre que
I'image de O est fermée, et donc L?—cohomologie réduite et non réduite
coincident.

4.2 Une légére modification

Ici, nous nous contentons de voir que la méthode d’Ohsawa marche dans

un cadre plus simple et légerement différent. Tout d’abord, nous avons besoin
d’introduire la définition suivante, qui est I’équivalent de la notion de pseudo-
paire de Runge chez Ohsawa (voir la définition 4.1) :
Définition 4.3. Soient (M,g) une variété riemannienne compléte, k un
entier, et U : M — R une fonction de classe C? définie sur M. On considére
une suite de fonctions U, : M — R définies sur M, de classe C?. On dit
que la suite Uy est une bonne suite de poids par rapport a U en degré k si
elle satisfait auz conditions suivantes :
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(1) Pour tout compact L de M, il existe un entier py (dépendant de L) tel
que Up|L = U|L pour p > py .

(2) (Inégalités de Poincaré a Uinfini uniformes) Il existe un compact K
de M, et une constante C1 > 0 tels que pour tout p > 1, lon ait

Va € CP(A*T*(M)), [le|l2. < Ci||ldell2. + [|0u,all? +/ |a|2dqup].
Up Up Up K

)
(3) Ly, (MNT*M) C L, (MT*M), et il existe une constante Cy > 0 telle
que |||z (s ary < CQ“'”L%JP(AJ'T*M); pour toutp > 1, et j = k—1,k.

Remarque. Il n’est pas difficile de voir que la condition (2) est équivalente
3 : il existe un compact K’ de M, et une constante C’' > 0 tels que pour
tout p > 1, l'on ait

Va € OF(NT*(M\ K), llof2, < C'||ldallZs + 16,012, |,
P P P

et dans la pratique, c’est cette condition qu’on vérifiera.

Théoréme 4.4. Soient (M,g) une variété riemannienne compléte, k un
entier, et U : M — R une fonction de classe C? définie sur M. On suppose
qu’il exziste une bonne suite de poids Uy, par rapport a U en degrés k et k+ 1
(c¢’est la méme suite pour les deuz degrés). Alors il existe un entier pg tel que
les applications naturelles Hg’Up(M) — HSU(M) soient des isomorphismes
pour p = po.

Comme notre cadre est un peu différent de celui considéré par Ohsawa,
et pour étre plus complet, nous refaisons la, démonstration de ce théoréme en
reprenant les arguments de la preuve de [O, théoréme 3.2, chapitre 2]. Pour
cela, nous avons besoin tout d’abord de quelques résultats préliminaires.
Dans la suite, M est une variété riemannienne compléte, et U une fonction
de classe C? définie sur M. En premier lieu, 'analogue de [O, lemme 2.2,
chapitre 2| est

Proposition 4.5. On suppose qu’il existe une bonne suite de poids U, par
rapport a U en degré k. Alors il existe un entier py et une constante C3 > 0
tels que pour tout p > py on ait

Vo € L (AFT*M), o Ly 1, llalZ < Cs |lldalZ, + 60,0112
Up Up Up

Démonstration. Nous reprenons le raisonnement de [O, lemme 2.2, chapitre
2], en supposant que la conclusion de la proposition est fausse. Alors il existe
une suite de k—formes «,, vérifiant

ap € L%J ) ||ap||L2 =1, a L ,lecja ||dap||L2 < 1/p, ||5U,;04p||L2 < 1/p.
P Up Up Up
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Alors les o, forment une suite bornée de L} d’aprés I'hypothése (3) (voir
la définition 4.3), donc on peut en extraire une sous-suite qui converge faible-
ment dans L?, vers un élément o. Mais d’une part, « est (d+dy7) —harmonique :
on va par exemple montrer que « vérifie da = 0 (la preuve de I’équation
dya = 0 est similaire). Soit donc ¢ une forme lisse & support compact dans
M. Par convergence faible de o, vers a dans L%], on a

(@, dup)y = lim {ay, due) s

Or, pour p assez grand, U et U, sont égales sur le support de ¢ (hypothese
(1) de la définition 4.3), donc ’équation précédente donne, pour toute ¢ lisse
a support compact,

<C¥, 5U(p>L%] = pli{go«xpﬁ 5Up (p>L%]p
= plig)lo<dap’ (P>L%jp =0,

ou on a utilisé I'inégalité ||day|| r, <1 /p pour conclure que la limite est

nulle. Ceci prouve bien que a est fermée, et de méme on montre que «
est dy-fermée, et par conséquent (d + dy)—harmonique. D’autre part, la
convergence faible des «, vers «, et le fait que chaque «; est orthogonale,
dans L%], a l'espace ’H’f] des formes (d 4+ 67) —harmoniques, montrent que «
est aussi orthogonale, dans L%], a ’H’f] Donc finalement o est nulle.

Par ailleurs, I’hypothese (1) montre aussi que les (d+0y) (o) sont bornés
sur les compacts. En effet, si L est un compact donné, et si p est assez grand
pour que U et U, coincident sur L, alors on a

1(d + 6v)(ep)llzz ) = lI(d + 6v, ) (en)lly, (1) < 2/p-

Soient maintenant L un compact qui contient K dans son intérieur, et
p une fonction lisse & support compact dans l'intérieur de L, qui vaut 1
sur un voisinage de K. Les suites pa, et (d + d7)(pa,) sont bornées dans
L?(M), donc par des estimées elliptiques classiques pour l'opérateur d + 6y,
la suite (pay)| Kk = ap|k est bornée dans I'espace de Sobolev W12(K) (voir
par exemple le raisonnement de la preuve de [Ba, proposition 1]). D’apres
le théoréme de compacité de Rellich, 'injection de W1?(K) dans L?(K)
(donc aussi dans L%(K) ) est compacte, donc on peut supposer que les o,
convergent fortement vers « sur le compact K (& une sous-suite prés). Or,
I’hypothese (2) entraine

1 2
— =< a,|?dv
Cl p2_/K| P| Up»

et en passant & la limite quand p tend vers l'infini, on voit que

1
< 24
Cr ~ /K ol dv,

ce qui contredit le fait que a est nulle. O
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Avant d’énoncer la prochaine proposition, nous rappelons un résultat
d’Hoérmander [Ho, théoréme 1.1.4] qui nous sera utile. Soient H;, i = 1,2,3
trois espaces de Hilbert, de normes ||.||; respectivement. On considére deux
opérateurs non bornés et fermés T : H; — Hs et S : Hy — Hs de domaines
respectifs Dom(T) et Dom(S) denses, et tels que S o T = 0. On note par T*
I’adjoint de T'.

Théoréme 4.6 (Hormander). Soit F' un sous-espace fermé de Hs qui
contient Im(T). On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vo € Dom(T*) NDom(S) NF, |3 < c[||T*a|[? + ||Sall3] -

Alors si B € Im(T*), il existe @ € Dom(T*), avec T*a = B et ||a|l2 <
¢ 218111

Nous pouvons maintenant prouver I’analogue du théoréme 2.3, chapitre
2 de [O], avec la méme méthode.
Proposition 4.7. On suppose qu’il existe une bonne suite de poids U, par
rapport ¢ U en degré k. Soit y € KerL% (d), de degré k — 1. Alors pour tout
€ > 0, il existe un entier p et un élément v € KelrL%)Jp (d), de degré k—1, tels
que

17 =z <e.

Démonstration. La conclusion de la proposition signifie que I’espace (U],>1KerL%J (d)) n
- P

L% (AF=1T* M) est dense dans Kery s (d) N L (AX=1T*M). 11 suffit donc de
prouver que l'orthogonal du premier espace dans le deuxiéme est nul : soit
a € Kerpy (d) une forme de degré k — 1 telle que

Vp > 1, Vo € Keryz (d), (o, )12 =0.
Up U

On va montrer que a = 0, et pour cela on va montrer qu’il existe une forme
B de degré k dans L%] telle que a = dyf.
D’abord, I'hypothése (3) montre que pour tout p, la forme linéaire (o, .)L2U

est continue sur L%]p, de norme inférieure ou égale & Cs||c| 1z, donc on en
déduit I'existence de o € L%]p telle que

(s )rz = lap,)pp 5 et lloplley, < Collallrs -

Plus simplement, on a «, = eV Ura. D’apreés 'hypothese (1), on voit alors
que
Vo € CO(AFT* M), (e, @)1z — (e 0)12

puisque pour tout compact fixé, il y a en fait égalité entre o et o, pour tous
les p assez grands.

D’autre part, ’hypothése d’orthogonalité faite sur «, et la définition des
o, montrent que o, est orthogonale a KerL% ) (d) dans L%]p, donc est dans
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I'adhérence de I'image de dy,. Or, cette image est fermée grace aux inégalités
de Poincaré & I'infini (2), par un raisonnement proche de celui de la preuve de
la proposition 2.7 : supposons en effet qu’il existe une suite 1; de k—formes
de L%]p telle que la suite g, 9; soit dans L%]p, et converge dans cet espace vers
une (k — 1)—forme w. L’inégalité de Poincaré a l'infini montre que 0 n’est
pas dans le spectre essentiel du laplacien Ay, ; agissant sur les k—formes
(ot Ay, = (d + 6y,)?), donc on a un opérateur de Green G comme dans la
proposition 2.6. Quitte & remplacer v; par dG_1;, on peut supposer que les
1, sont exactes. On utilise alors encore une fois ’hypothése sur le spectre
essentiel pour en déduire ’existence d’une constante C' > 0 telle que

Vap € Dom((d + du, ), % LKer(Au, i), ClolZ, < 4z, + 160,912, -
P P p

On en déduit facilement que 1); est une suite de Cauchy dans L%]p, et qu’elle
converge vers un élément 1, avec dy, 9 = w. Ceci finit de montrer que I'image
de dy, est fermée dans L?]p. On a donc

oy, € Im((SUp).

On va appliquer le théoréeme d’Hérmander 4.6 avec H; = L2Up (AF+=2T M),
1= 1,23, T =8 = d, e¢ F 'ensemble des k-formes de L%]p qui sont
orthogonales & H¥ dans L% (A*T*M). F est clairement fermé, et de plus
il contient 'image de T' = d : en effet, soient £ un élément de ’H’f], et v =
Tn = dn € L%]p(AkT*M) C L% (A*T*M) un élément de Im(T), avec n €
L%]p(AkflT*M) C L% (A*'T*M). Alors on a :

ez = (&dnpy
= <6U£an>L%}:O,

I'intégration par parties qui fait passer de la premiére ligne a la deuxiéme
étant justifiée car (M, g) est compléte. On a donc bien Im(T) C F. Enfin,
I’estimation dont on a besoin pour appliquer le théoréme d’Hormander est
obtenue dans la proposition 4.5, avec la méme constante ¢ = C3 pour tous
les p assez grands. Ceci montre I'existence d’une constante Cy et, pour tout
p, d’une forme £, de L%]p telles que

0v,Pp = ap, et ||5p||L2U < C4||O‘P||L%, .
I4 P

I est alors facile de voir que les 3, sont bornées dans L?, (par C5C4|c|| £2);
donc que les 3, convergent (& une sous-suite pres, notée encore 3,) faiblement
vers une forme § dans L%]. De plus, on a §y8 = « : en effet, pour toute forme
¢ lisse & support compact, et pour tout p assez grand (dépendant du support
de @), on a d’apres (1)

(Bpy dW)Lgp = (Bp, de) 2 -
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Le membre de droite de cette égalité tend vers (£, dy) L2, bar convergence
faible. Quant au membre de gauche, on a

Bprdo) = (0u,Br 0z = (ap, @)y = (a0, 9)pz-

Ceci achéve la preuve de la proposition. O

Démonstration du théoréme 4.4. Grace a (1) et (2), Popérateur (d + 0y)
vérifie aussi une inégalité de Poincaré a Dinfini, donc HY (M) est de di-
mension finie. Il suffit donc de montrer que pour p assez grz;nd, I’application
HQUP (M) = Hé“,U(M ) est injective et d’image dense. Prouvons d’abord
Iinjectivité. Soit [a] une classe de Hf,Up(M ) qui est nulle dans Hé“,U(M ).
Ceci signifie que n’importe quel représentant de cette classe est orthogonal,
dans L%], a D’espace H’f] C’est en particulier vrai pour le représentant «
qui est (d + 0y, )-harmonique. Mais les U, forment une bonne suite de poids
par rapport & U en degré k, donc d’apres la proposition 4.5, un élément
(d + 6y, )-harmonique qui est orthogonal, dans L%], a ’H’f], est forcément nul
si p > po. Ceci montre que « est nulle, d’oli I'injectivité de i, pour p > po.

Passons maintenant & la densité de 'image. On a tout d’abord une in-
clusion L%]p (AFT* M) C LZUPH(A’“T*M), car la suite U, est une bonne suite
de poids en degré k (ou k + 1). Donc on voit que les images Im(i,) forment
une suite croissante de sous-espaces vectoriels de ’espace de dimension finie
HQU. Ainsi, 4 partir d’un certain entier p1, la suite de ces images est station-
naire. Soit maintenant [a] une classe de HQU, de représentant o € Kery» (d),
et soit € > 0 un nombre réel. Comme les U, sont une bonne suite de poids
en degré k + 1, et que « est de degré k, la proposition 4.7 donne 'existence
d’un entier p’, et d’un élément & de Kerp 2 (d) tels que

o

I —allzg, <.

Mais la norme ||.||;x = sur HY ; étant induite par celle de L?, on en déduit
2,U !
que

llip ([&]) = [l g, <&

Comme iy ([@]) appartient & I'image commune des applications ip, p > p1,
ceci montre la densité voulue. O

5 L?-cohomologie des variétés de volume fini, a
courbure négative

5.1 Cas des variétés réelles

Dans cette partie, (M™,g) est une variété riemannienne compléte de
dimension n, de volume fini, & courbure sectionnelle K négative pincée : il
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existe des constantes a et b, telles que I'on ait —b?> < K < —a? < 0. Dans la
troisiéme partie (corollaire 3.5), on a donné une interprétation topologique
des espaces de L2-cohomologie 3 poids de ces variétés, si le poids est bien
choisi. Ici, nous allons comparer les espaces de L2-cohomologie aux espaces
de L?-cohomologie 3 poids, grace aux résultats de la partie précédente. Des
travaux d’Ohsawa, on déduit d’abord la proposition suivante :

Proposition 5.1. Soit (M",g), une variété riemannienne compléte de di-
mension n, de volume fini, a courbure sectionnelle K négative pincée : il
existe des constantes a et b, telles que l'on ait —b*> < K < —a? < 0. On
suppose que pour un entier k < (n—1)/2, on a (n —1 —k)a—kb=:¢ > 0.
Alors on a lisomorphisme :

HY (M) ~ HM *(M).

Démonstration. On va appliquer le théoreme 4.4 avec une suite de poids
bien choisis. Fixons d’abord une constante C' > 0 qu’on choisira ensuite
assez grande, et considérons une fonction F' : R — R de classe C? qui vérifie

F(t)=0 sit<0,

Fit)y=Ct sit>1,
F'>0.
On peut, sans perdre de généralités, supposer que M a un seul bout, et on

note par r une fonction de Busemann associée. On considére alors une suite
Up : M — R de fonctions de classe C? définies en z € M par

Up(z) = F(r(z) - p).

Si z est fixé dans M, pour p assez grand, on a Up(z) = 0, c’est-a-dire que
I'hypothese (1) de la définition 4.3 est vérifiée par U = 0 et la suite U,,.
L’hypothese (3) est aussi facile & vérifier avec Cy = 1. Nous allons voir que
la condition (2) est aussi satisfaite en degrés n — k et n — k + 1. En effet,
d’aprés la formule d’intégration par parties du corollaire 2.12, en prenant
f =r, si a est une forme & support compact contenu dans le bout, on a

Aﬂﬂ%wwﬂmayﬂAﬂMF—F&—pﬁﬁhh%:
2/ [(ivrde, @) + (ivra, 6y, a)] dvy,. (5.12)
M

Notons A1 > ... > A, les valeurs propres du hessien Hr. D’aprés ’hypothése
sur les courbures sectionnelles, le théoréeme de comparaison des hessiens de
Greene et Wu [G-W] nous donne A\ = 0, et —b < \; < —a, i > 2 sur le
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bout. Ainsi, en raisonnant comme dans le corollaire 2.13, si « est de degré
n—k,on a

2Hess(r)(a, a) + (Ar)|af> < —[(n — k — 1)a — kb] |a|® = —¢|a|?

Cette inégalité reste a fortiori vraie si a est de degré n — k + 1. Comme on
a F' > 0, on déduit de la formule d’intégration par parties 5.12 que pour
toute (n — k) ou (n — k + 1)-forme « & support dans le bout :

Vellallzy <2]{ldallz +lu,all |-

Ceci montre que ’hypothése (2) de la définition 4.3 est aussi vérifiée pour
les degrés n —k et n —k + 1. Par conséquent, la suite U, est une bonne suite
de poids pour U =0 en degrés n — k et n — k + 1, donc d’aprés le théoreme
d’Ohsawa 4.4, pour p assez grand, on a

HywH (M) ~ Hy™"(M).

Or, si on est assez loin sur le bout, la fonction U, est égale a Cr, et par
le corollaire 3.5, on sait dans ce cas que si la constante C est assez grande,
alors
Hj (M) ~ H;(M).
Ceci achéve la preuve de la proposition. O
Remarques.

i) L’hypotheése (n — 1 — k)a — kb > 0 est exactement celle qui permet de
savoir que 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien Ay (voir
[Do-X, théoréme 4.2] et [B-B1, corollaire 5.4]). On verra que le résultat
de la proposition 5.1 est optimal par rapport au pincement.

ii) Soient C! > C > 0 deux constantes, avec C > (n — k)b — (k — 1)a.
On considére une fonction F' : R — R telle que F(t) = Ctsit <
0, F(t) = C't sit > 1, et F' > 0. La preuve de la proposition
précédente s’applique encore avec cette nouvelle fonction F' et montre
que HQUP(M) ~ HQU(M), avec U = Cr sur le bout. Mais d’apres
le corollaire 3.5, on Hyp; (M) ~ HE(M) si C' est assez grande, donc

HSU(M ) =~ H¥(M). On obtient ainsi une amélioration du corollaire
3.5.
Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.

Théoréme 5.2. Soit (M",g), une variété riemannienne compléte de di-
mension n, de volume fini, a courbure sectionnelle K négative pincée : il
existe des constantes a et b, telles que l'on ait —b*> < K < —a? < 0. On
suppose que na — (n — 2)b > 0, alors on a les isomorphismes entre espaces
vectoriels de dimension finie :

HE(M), sik < (n-1)/2,
HY(M) ~{ Im(HM*(M) — H"2(M)), sik=n/2,
HE (M), sik>(n+1)/2.
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Si de plus la courbure est constante (a = b), et la dimension est impaire,
alors on a Hé"il)/Q(M) ~ Im(Hc(nil)/Q(M) — H(”il)/Q(M))

Démonstration. On peut tout d’abord supposer que M est orientable. Sinon,
il suffit de considérer le revétement & deux feuillets M qui, lui, est orien-
table, en remarquant que si 7 est 'automorphisme du revétement, alors la
L?—cohomologie de M est isomorphe 3 la L?—cohomologie 7—invariante de
M. L’avantage qu’on en tire est que sur une variété orientable, I’opérateur x*
de Hodge réalise une isométrie entre les k et les (n —k)—formes harmoniques.
Ainsi, on peut se limiter aux degrés k supérieurs ou égaux a n/2.

Pour les degrés k > (n + 1)/2, la conclusion du théoréme découle de la
proposition 5.1 et du théoréme 3.1.

Supposons que n = 2m, et traitons le degré k = n/2 = m. On sait que,
sous nos hypothéses de courbure, 0 n’est pas dans le spectre essentiel du
laplacien agissant sur les formes [B-B1]. Les deux suites exactes du corollaire
2.8) sont donc vraies pour tous les degrés, et en particulier, pour tout ouvert
borné D, on a :

H(D) — Hy"(M) — Hy"(M \ D),

C

et
HY*' (M \ D,0D) — Hy* (M) — H™(D).

Sans perdre de généralités, on peut supposer que M a un seul bout, et
on note par r une fonction de Busemann associée. On prend alors D =
{r < ¢} pour un réel c fixé, et on va montrer que HY*(M \ D) = H*(M \
D, 0D) = 0, sion choisit ¢ assez grand. Alors les deux suites exactes ci-dessus
donneront : H"(M) se surjecte dans HJ*(M), et HY*(M) s’injecte dans
H™(M). Mais d’apres Anderson [An] (voir aussi [L1], [C4] et la proposition
1.7), Im(H* (M) — H™(M)) s’injecte toujours dans H3*(M), donc on en
déduira que H*(M) ~ Im(H* (M) — H™(M)).

I1 nous reste donc a montrer que HY*(M \ D) = HJ*(M \ D,0D) = 0.
Pour cela, on consideére la variété double X, = (M \ D)§(—M \ D) obtenue
en recollant deux copies de M \ D le long de dD. X, porte une métrique
naturelle qui coincide avec celle de M \ D sur chacune des copies. Cette
métrique n’est pas lisse, mais seulement lipschitzienne; cependant, ceci est
suffisant pour définir 'opérateur ¢ et toute I’analyse précédente reste valable.
La L?—cohomologie de X, vérifie alors (voir par exemple [C1])

H3(X.)=H;(M\D)® H5(M\ D,dD).

I1 nous suffit donc de montrer que H}*(X.) = 0. D’aprés la premiére partie
de la démonstration, on sait déja que

H¥(X,), sik<m
k ~ c)s ’
H3 (Xe) = { HE(X,), sik>m.
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X, est difféomorphe & un produit R x 9D, donc ses nombres de Betti by (X,)
sont les mémes que ceux de OD. La caractéristique d’Euler L? de X, est par
conséquent donnée par

Xe) =2 ) (~1)*b(0D) + (—1)"dim(H5 (Xc)),

k<m

ou b, (0D) est le k—éme nombre de Betti de 9D. Or, d’apres [B-B1, théoreme
Cl,ona:

:/ w+2 [ PID+2) (-1)*5(0D),
¢ oD

k<m

ou w est la forme d’Euler, et P(I) est un polynéme en la courbure et en la
seconde forme fondamentale de D. On en déduit donc que :

(—1)™dim(H5" (X / w—|—2/ (IT).
c oD

Mais le terme de droite de cette égalité tend vers zéro lorsque ¢ tend vers
I'infini, donc le terme de gauche, qui est un entier, est nul pour c assez grand ;
on obtient bien ’annulation souhaitée. ]

Remarques.

i) Pour les variétés hyperboliques de volume fini, on retrouve les résultats
de Zucker [Z1], et de Mazzeo et Phillips [M-P] concernant la L?—cohomologie
(ces deux derniers auteurs traitent le cas plus général des variétés hy-
perboliques géométriquement finies).

ii) Les résultats précédents, et tous ceux qui suivent, restent vrais si on
perturbe la métrique sur un compact.

iii) Pour avoir la conclusion seulement pour les degrés inférieurs ou égaux
aun k < (n—1)/2, il suffit d’avoir (n — k — 1)a — kb > 0 (voir la
proposition 5.1). Mieux encore, il suffit d’imposer ces conditions de
pincement uniquement sur les courbures radiales, car ce sont celles qui

interviennent dans le théoréme de comparaison des hessiens de Greene
et Wu.

iv) Les degrés k = (n £ 1)/2 quand n = 2m + 1 est impair et la courbure
variable ne sont pas pris en compte : on verra en effet dans la partie
suivante un exemple montrant qu’on ne peut pas espérer de résultats
analogues pour ces degrés des que la courbure varie.

5.2 Etude d’un exemple : le produit doublement tordu

On va maintenant étudier une famille d’exemples qui montre que la
conclusion du théoréme est fausse, d’une part pour les degrés proches du
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degré moitié si la dimension est impaire, dés que la courbure varie, et d’autre
part pour tous les degrés (autres que 0 et n) si la courbure n’est pas assez
pincée. Considérons le tore T* de dimension i, notons h; la métrique induite
par celle de R?. Soient 7 > 3 un entier, 1 < k < n — 1 un autre entier, et
0 < a < b deux réels. On munit la variété Q =)0, c0[xT"*~1 x T* de la
métrique

g= d’f‘2 + e—ZaThn_k_l + 6_2brhk.

Ballmann et Briining ont considéré cet exemple [B-B1, exemples 3.19, 4.2 et
5.5]. Ils montrent notamment que la courbure sectionnelle K vérifie - <
K < —a?, et que 0 est dans le spectre essentiel du laplacien Ay si et seule-
ment si (n —k —1)a —kb=0.

Nous allons déterminer I’espace des p—formes harmoniques sur (£2, g), en
raisonnant comme dans [C4, lemme 5.3] et comme & la fin de la démonstration
du théoréme 3.1. Tout d’abord, si o est une p—forme harmonique vérifiant
la condition absolue ou relative sur le bord {0} x T"~*~1 x T* alors d’apres
le résultat de Hitchin [Hi, théoréme 3], « est invariante sous l'action de
T k=1 x T*. Si z1,...,Zn—k—1,Y1,---, Y est un systéme de coordonnées
sur T?~1 = T*%~1 x T* on peut écrire

a= Z ar 7(r)dz! A dy” + dr A E by r(r)dz’ A dy”,
I,J I,J

oul = (i1,...,4) et J = (j1,---,74m) sont des multi-indices, avec [ +m = p
pour la premiére somme et [ +m = p — 1 pour la deuxiéme, [ <n —k — 1,
m < k, de' Ady’ = dz™ A...dz% Adyt A ... A dy'm, et enfin ot ag s(r) ,
by s(r) sont des fonctions qui ne dépendent que de r. On peut réécrire cette
formule sous la forme :

a= Zﬂ;(r) + Zdr Ayi(r),
I T

ou chaque multi-indice I = (i1,...,%,,71,---,Jm,) est de longueur Iy +m; =
p (respectivement [y +mj = p — 1) dans la premiére somme (respectivement
dans la deuxiéme somme). On a alors :

OB
0=da=drA E _—,
T or

0=0da=— Z[% + (2(lra +mpb) — (n — k — 1)a — kb)v1].
I

Si « vérifie la condition absolue au bord, on a donc forcément

aZZﬁIa
I
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avec les f; indépendantes de r. Chaque fr étant de carré intégrable si et
seulement si 2(Iya + mb) < (n — k — 1)a + kb, on en déduit finalement :

dlm(Hg(Q)) = ﬂ{I:(il,...,z’l,jl,...,jm)/lSn—k—l,mgk,
I+m=p et 2(la+mb) < (n—k—1)a+ kb},
(5.13)

et comme par dualité HY(Q,00) ~ Hy ?(Q),

dlm(Hg(Q,GQ)) = ﬂ{I:(z'l,...,z'l,jl,...,jm)/lSn—k—l,mgk,
l+m=n—p et 2(la+mb) < (n—k—1)a+ kb}.

On peut alors voir qu’en dimension impaire n = 2s + 1, la conclusion du
théoréme 5.2 concernant les variétés hyperboliques de volume fini n’est plus
vérifiée en courbure variable pour les degrés s et s + 1. Considérons en
effet le double produit tordu Q =]0,00[xT* x T° muni de la métrique g =
dr? + e~ 20"h + e~ 2T h,. L’équation 5.13 qui donne la dimension de H3(Q)
montre que cette dimension n’est jamais nulle, des que b est strictement plus
grand que a : le multi-indice qui a des 1 pour s premiéres composantes et
des 0 ailleurs est par exemple toujours solution dans ce cas. Ainsi, sur la
variété double Qf(—), de dimension 2s + 1, il y a au moins une s—forme
harmonique en degré s, car H; (Q(—2)) = H; () D H5 (2, 092). Mais 'image
de la cohomologie & support compact dans la cohomologie est nulle.

Ensuite, nous nous contentons, pour simplifier, de considérer le cas n = 4.
Le cas général est similaire, et n’apporte rien de plus. Avec les notations
précédentes, nous choisissons k£ = 1, et nous pouvons supposer que b = 1.
L’égalité 5.13 montre que la L2—cohomologie absolue de degré un H3 ()
est de dimension 2 ou 3 selon les valeurs de a : les formes dx; et dzo sont
toujours dans H3(f2) et non nulles, alors que dy; n’est solution que si a >
1/2. Quant 3 la L?—cohomologie relative, elle est toujours nulle. Comme
la cohomologie usuelle de degré 1 de Qf(—) = R x T? est de dimension
3, l'isomorphisme H!(Qf(—Q)) ~ H(Qf(—)) n’est vrai que si a > 1/2.
Remarquons que a = 1/2 est exactement la valeur pour laquelle 0 est dans
le spectre essentiel de A;. De méme, on voit qu’en degré 2, 'isomorphisme
entre la L2—cohomologie et I"image de la cohomologie & support compact
dans la cohomologie n’est vrai que si a > 1/2.

5.3 Cas kahlérien

Les exemples précédents montrent que la conclusion du théoréeme 5.2
n’est plus valable si la courbure n’est pas assez pincée. Cependant, comme
il a été montré par Zucker [Z1], les quotients de volume fini de I’espace
hyperbolique complexe vérifient la méme conclusion que le théoréme 5.2,
sans pour autant satisfaire les hypotheéses de pincement de ce théoreme.
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Il est donc naturel de se demander si on ne peut pas obtenir des résultats
similaires dans le cas kiahlérien, sans imposer de conditions sur le pincement.
Nous allons ici apporter une réponse partielle positive & cette question, en
nous servant de la ”méthode de la suite exacte” déja utilisée, et des travaux
de Gromov [Gro].

5.3.1 L’hyperbolicité de Gromov

Dans [Gro|, Gromov introduit une nouvelle notion d’hyperbolicité. Plus
précisément, suivant Gromov, une forme différentielle o sur une variété
riemanienne est dite "d(bornée)” s’il existe une forme bornée S telle que
a = df. On dit que « est cZ(bornée) si son relevement au revétement univer-
sel est d(bornée). Une variété complexe compacte est alors appelée Kéhler
hyperbolique si elle admet une métrique kahlérienne dont la forme fonda-
mentale est J(bornée). Les exemples importants sont les variétés complexes
compactes qui admettent une métrique kahlérienne a courbure strictement
négative. Gromov utilise cette notion pour montrer que sur le revétement
universel d’une variété Kahler hyperbolique, il n’y a pas de formes harmo-
niques L? non nulles en degré différent du degré moitié (il montre aussi, par
des arguments supplémentaires, que I’espace des formes harmoniques L? en
degré moitié est de dimension infinie).

Nous rappelons brievement la méthode de Gromov. Elle consiste d’abord
a utiliser la décomposition de Lefschetz (voir [W], [Gro]). En effet, soit
M une variété kahlérienne de dimension réelle n = 2m, de forme fonda-
mentale w. Pour un entier j, on considere 'opérateur de Lefschetz L; :
L2(AP=2IT* M) — L*(APT* M) défini par L;(a) = w’ A, olt w est la j-eme
puissance extérieure de w. Alors si p + 7 = m, L; est une bijection quasi-
isométrique. Ceci signifie que si p > m, et j := p—m, alors pour toute forme
B dans L?(APT*M), il existe une unique forme o dans L?(AP~2T* M) telle
que § = Lj(a), et de plus il existe une constante C' (indépendante de /)
telle que

C el < ILj(@)llz2 < Cllallge

En fait, Popérateur de Lefschetz est une quasi-isométrie ponctuelle, c’est-a-
dire qu’on a les estimées précédentes en remplacant les normes globales L?
par des normes ponctuelles, avec une constante uniforme C'. Le théoreme de
décomposition de Lefschetz, combiné avec I’hyperbolicité kahlérienne donne :

Théoréme 5.3 (Gromov). Soit (M",w) une variété compléte kihlérienne
de dimension réelle n = 2m. On suppose que la forme fondamentale w est
d(bornée) : il existe une 1—forme bornée 0 telle que w = df. Alors si p # m
et si a est une p—forme dans le domaine du laplacien, on a l’inégalité

callbllz el < [1Aal Lz,
o ¢, > 0 est une constante ne dépendant que de n. En particulier, on a

HP(M) =0 pour p # m.
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Démonstration. Nous reprenons les arguments de [Gro, théroréme 1.4.A].
Pour simplifier la notation, on désigne par ¢, toutes les constantes qui ne
dépendent que de m. Soit p > m un entier; on pose j := p — m. D’apres
le théoréme de Lefshcetz, 'opérateur L; est une bijection quasi-isométrique
des (p — 2j)—formes dans les p-formes, donc toute p—forme « est le produit
a = wl A B, pour une (p — 25)-forme B. De plus, on a

182 < cnlled|z2- (5.14)

Comme M est kidhlérienne, w est parallele, donc L; commute avec A. En
particulier, on a aussi :

[ABllL2 < enllAc] . (5.15)
w étant fermée, on peut écrire
a = WwAB

= dIANSTIAB
= dOAWIAB) —OAWTTE AdB.

On en déduit :

(d,a) = (0, d@AWTTAB)—OAWIT AdB)
= (0o, 0 A IAB) — (B,0 AL AdB).
En se servant de l'estimation ||dall2 < (Aa,a)/? < ||Aoz||i/22||oz||i/22 et
de V’inégalité 5.14, le premier terme du membre de droite de 1’équation
précédente peut étre estimé par

(80,0 Aw!"EAB) < callBlloe |11 22 10 | 2

3/2 1/2
cnll8]] o0 ]|l [ | A 1

A

Quant au deuxieéme terme, d’apres 'inégalité 5.15, et en utilisant ||df||;2 <
12y 1/2
callAa s [l on a

i 3/2 1/2
(@, 0 A W™t AdB)| < cnl|6]|noe |l 25 | A 1.
On en déduit 'estimation suivante :

llellz2 < enllOl|7o0 | Act]| 2

valable pour les p—formes dans le domaine de A, avec p > m. Lecas p < m
s’en déduit par dualité. ]
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Remarque. La preuve de ce théoreme montre que si on suppose w = df
seulement en dehors d’un compact, alors on a une inégalité de Poincaré a
Pinfini pour les degrés p # m.

On revient maintenant & une variété (M,g) compléte, kidhlérienne, de
volume fini et & courbure négative et pincée —b> < K < —a? < 0. Sur une
telle variété, la forme fondamentale w ne peut pas étre d(bornée). En effet,
sur une variété kiahlérienne, la forme fondamentale w a une norme constante
et elle est harmonique (car parallele). Comme le volume est fini, w est donc
une forme harmonique L? non triviale. Mais en raison de la décomposition
de Hodge-de Rham, w ne peut pas étre la différentielle d’une forme bornée
(donc L?). Cependant, nous avons le lemme suivant, qui est certainement
bien connu :

Lemme 5.4. Soit (M,g) une variété compléte kdhlérienne de volume fini,
a courbure négative et pincée —b*> < K < —a? < 0. Alors en dehors d’un
compact, sa forme fondamentale est d(bornée). Plus précisément, il existe
un compact L de une 1—forme continue et bornée 6 tels que sur M \ L, on
ait w = df au sens faible.

Démonstration. On se place sur un bout, et on considére une fonction de
Busemann associé r telle que le bout soit difféomorphe & [0, 00[x% (X une
variété close). Soit ¢; le flot du gradient de la fonction de Busemann. Si
x = (s,0) est un point de [0, 00[x X, on a tout simplement

vi(s,0) = (s +t,0).

En particulier, le flot est au moins de classe C? car son expression est C®
dans une carte de classe C? (on rappelle que le diffémorphisme du bout
sur [0,00[xY est seulement de classe C? a priori). Etudions un peu la
différentielle de ce flot. D’abord, on a d;p(Vr(z)) = Vr(pi(x)). Soit X
un vecteur tangent au point z, de norme 1 et orthogonal & Vr. Alors ¢ —
dzpi(X) est un champ de Jacobi stable le long de la géodésique t — (s+t, o),
orthogonal au vecteur vitesse Vr, et vaut X en ¢ = 0. Ainsi, les estimées
classiques sur les champs de Jacobi (voir [He-I]) montrent, compte tenu de
I’hypothese de courbure K < —a?, qu’on a

|dx(Pt(X)| < e,
Comme w est fermée, d’apres la formule de Cartan, on a
¢
YW —w = d/ s (ivrw) ds.
0

L’estimée sur la différentielle de ¢; montre alors, en passant & la limite quand
t tend vers I'infini, que w = df sur le bout, avec

o0
0=~ [ eilivw)ds.
0

Cette méme estimée montre que 8 est bornée. O
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Borel et Casselman [Bo-C] ont étudié le spectre essentiel des quotients
de volume fini de ’espace hyperbolique complexe. De ce qui précéde, nous
pouvons déduire une généralisation de leur résultat :

Corollaire 5.5. Soit (M,g) une variété compléte kdahlérienne de volume
fini, a courbure négative et pincée. Alors zéro n’est pas dans le spectre es-
sentiel du laplacien agissant sur les formes différentielles L?.

Démonstration. En utilisant le lemme 5.4, on peut, en raisonnant comme
dans le théoréme de Gromov, trouver une inégalité de Poincaré a l’infini
pour les formes de degré p # m (n = 2m étant la dimension réelle de M),
et donc zéro n’est pas dans le spectre essentiel pour ces degrés. De plus, un
argument classique permet d’en déduire aussi I'existence d’un trou spectral
en degré m (voir par exemple la preuve du corollaire 3.2). Mais selon [L3],
I’espace des m—formes harmoniques de notre variété est de dimension finie,
ce qui permet d’avoir aussi la conclusion pour le degré m. ]

5.3.2 Calcul de la L?-cohomologie

Théoréme 5.6. Soit (M,g) une variété compléte kahlérienne de volume
fini, & courbure négative et pincée —b?> < K < —a? < 0, de dimension réelle
n = 2m. Alors on a les isomorphismes

HE(M), sik<m—1
k ~ ’ ’
HQ(M)—{ HE(M), sik>m+1.

De plus, H™ (M) s’injecte dans Hy* (M) et H"'1(M) se surjecte dans
HP (M),

Démonstration. Par dualité, il suffit de montrer le résultat pour les degrés
k > m+1, et on va le faire de maniére analogue a la preuve du théoréme 3.1
concernant la L2—cohomologie des variétés hyperboliques réelles. En effet,
d’apres le corollaire 5.5, 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien.
Donc pour tout k, et tout ouvert borné D, on a la premiére suite exacte du
corollaire 2.8

HY"Y(M\ D) % HN(D) % HE(M) 5 HY(M \ D).

11 suffit donc de montrer que pour j > m + 1, on a HJ(M \ D) = 0 si D
est bien choisi. Pour simplifier, et sans perdre de généralités, on va supposer
que M a un seul bout, et on appelle r une fonction de Busemann associée a
ce bout telle qu’en dehors de 'ouvert borné Dy = {r < 0}, on ait M \ Dy ~
[0, 00[x X, avec ¥ une variété compacte sans bord. D’aprés le lemme 5.4, on
peut supposer que sur M \ Dy, la forme fondamentale w associée a g vérifie
w = df, ou @ est bornée par rapport a g.

La premiére étape est de montrer I’existence d’une métrique g kahlérienne
complete sur M\ Dy (envoyant le bord a l'infini), dont la forme fondamentale
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est d(bornée), et qui coincide avec la métrique initiale g quand r est grand.
Pour cela, remarquons d’abord que d’aprés [G-W] et [S-Y], —r est stric-
tement plurisousharmonique sur le bout, c’est-a-dire que sa forme de Levi
—00r est définie positive (on a méme plus précisément aw < —90r < bw sur
le bout). On rappelle que r n’est a priori que de classe C2, mais nous sup-
poserons, dans un premier temps, que r est de classe C*°. Soit f :]0,00[— R
une fonction lisse telle que

f(t) = —log(t)sur ]0,1] et f'(t) = 0 sur [2,00],

f'<o0et f">0.
On définit la fonction F' : M \ Dy — R par

On a B B B
QO0F = f'(r)00r + f"(r)or A Or,

donc les hypothéses sur f entrainent que OOF est positive sur M \ Dy.
Comme f(t) = —log(t) si t <1, sur la partie {0 < r < 1} on a méme

d0r  Or A Or
=+

00F = —00(log(r)) = 5

. . (5.16)

donc OOF est définie positive et complete sur {0 < r < 1}. On considére
alors la métrique kdhlérienne compléte g définie sur M \ Dy, dont la forme
fondamentale est donnée par

© = i00F + w = d(—i0F +0).

f étant constante sur [2,00[, on a OOF = 0 sur {r > 2}, et g et § sont
égales sur cette partie. Il reste & voir que @ est d(bornée), en montrant que
la 1—forme —iOF + 0 est bornée par rapport a g. Sur la partie {r > 2},
c’est clair car @ = w. On se place sur la partie {0 < r < 1}, ou g est quasi-
isométrique & OOF. Comme —d0r est positive, d’apres ’équation 5.16, on

a
or
|OF | s, = |7|65F <1

Mais la norme de @ par rapport & O0F tend vers zéro quand r est proche de
zéro, si bien que —idF + @ est bornée par rapport & d0F , donc aussi par
rapport & g. Nous avons ainsi construit une métrique g compléte kahlérienne
sur M \ Dy, dont la forme fondamentale est d(bornée), et qui est égale &
la métrique initiale g sur {r > 2}. Le théoréme 5.3 entraine en particulier
I'annulation de la L?—cohomologie de (M \ Dg, §) pour les degrés j # m :

HJ(M \ Dy, §) = 0.
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Nous avons pour cela supposé que la fonction de Busemann r est lisse, mais
ceci n’est pas une restriction : en effet, r n’intervient dans la construction
de § que par ses valeurs sur le compact {0 < r < 2}, et on peut approximer
r sur ce compact par une fonction lisse. _

Soit Dy = {r < 1}. On veut montrer que pour j > m, on a H3(M \
D+,g) = 0. Soit [a] une classe dans H% (M \ D1, g), de représentant la forme
lisse . Prés du bord {1} x ¥ de M \ Dy, on écrit a = (r) +dr Avy(r), ou
et v sont vues comme des formes sur ¥, dépendant du parametre r. Comme
dans le point 2. de la preuve du théoréme 3.1, on peut supposer, quitte &
retirer une forme exacte a a, que v = 0 et B(r) = (1) ne dépend pas de
r. On prolonge alors « en une forme & définie sur tout M \ Dy en posant
é(r) = a(1) si r < 1. Ce prolongement reste fermé.

Affirmation. & est de carré intégrable sur (M \ Dy, q)-

Supposons pour l'instant 'affirmation vraie. Alors & est une forme fermée
L? sur (M \ Dy, §), de degré j > m. Comme H}(M \ Dy,g) = 0, il existe
une forme ¢ L? sur (M \ Dy, g) telle que & = dp. On a donc a = d(¢|p\p, )
avec |y p, de carré intégrable sur (M \ Dy, g), donc la classe [o] est nulle,
ce qui prouve finalement bien que H%(M \ D1,g9) =0 pour j > m. Et on en
déduit la conclusion du théoréme.

Il reste donc & prouver I'affirmation, en montrant que & est intégrable
proche de r = 0 par rapport & la métrique —id0log(r) (qui est quasi-
isométrique & §). Pour ¢ > 0, la restriction du fibré tangent TM & len-
semble {r =t} sera noté par TM|(,_y;. Comme {r > 0} est diffomorphe &
un produit [0,00[x3, on a TM|—y = RO/0r & TE. J désignera la struc-
ture complexe, et J; la restriction de J au fibré T'M|(,_;;. Soient e; = §/0r
et eg = Jyd/0r. On compléte (e1,e2) en un repere local g—orthonormé
€1,€9,€3,..., ey de TM|{T:0} : nous entendons par 1a que les e, sont des
sections locales g—orthonormées de T'M |(,—g}- On notera que les e, p > 2
sont dans le noyau de dr et forment donc un repere local de T, c’est-
a-dire des sections locales qui en tout point forment une base. On pourra
ainsi considérer que pour tout ¢ > 0, les e, forment un repere local de
TM| =y = RO/Or & TE (qui ne sera plus g—orthonormé en général). On
va étudier —i00 log(r) & l'aide des e,. Pour ¢t > 0, on a

.00 (ep, Jreg) . .Or A Or(ep, Jrey)
—1 P +1 2 .

—i00log(r)(ep, Jreq) =

20r(e1) = dr(0/0r) — idr(J;0/0r) = 1,
20r(Jie1) = dr(J;0/0r) +idr(0/0r) = i.

Donc

—i00log(r)(te1, tJyer) = —it 100r(te1, tJyer) + 1/2 = 1/2 + O(t).
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Comme J;Jyd/0r = —9/dr + O(t), on a aussi
20r(ez) = dr(Jpd/0r) — idr(J;Jy0/0r) =i+ O(t),
20r(Jreg) = dr(JiJod/0r) + idr(Jpd/0r) = —1 + O(t).
Et enfin pour p > 3, on a dr(e,) = 0 et dr(Jie,) = O(t), d’ou
or(ep) = Or(Jiep) = O(t).

Par conséquent, dans le repére local te1,tes, Vies, ..., VVtean (t > 0) de
TM|{r—y, la matrice de —700log(r)(., J.) est de la forme

1/2+0(t) O(t)
o)  1/2+0(@) O(VY)
O(W't) —i00r(ep, Jreg) + O(2)

Donc si on note par hg la matrice (—i00r (ep, Jreq))|r=0,P,q > 3, la métrique
associée & —i00log(r) est comparable & la métrique dont la restriction a
TM|{r =t} dans le repere tey,tes, Vtes, ..., V/tea, est donnée par la ma-
trice

10
0 1 0
0 ho
La métrique associée & —i00log(r) est donc finalement comparable & la
métrique dont la matrice dans le repére ey, eo, €3, ..., €2y, est
/20
9 0
0 1/t
0 ho/t

La forme volume de —i98 log(r) se comporte ainsi comme ¢~ ("1 lorsque ¢
est proche de zéro. Rappelons que la j—forme & est indépendante de ¢ et ne
contient pas de composante suivant dr, donc sa norme ponctuelle |&|? est
en O(/). Comme j > m, & est de carré intégrable vers t = 0. O

6 Quelques mots sur la L”-cohomologie

Dans cette partie, nous allons considérer plus généralement la LP-cohomologie,
pour 1 < p < co. La motivation est naturellement de comprendre ce qui se
passe pour p # 2, une fois qu’on a compris le cas p = 2. Il existe déja
de nombreux travaux dans ce domaine, voir par exemple ceux de Gol’dsh-
tein, Kuzminov, Shvedov [G-K-S], Youssin [Y], ou encore Zucker [Z2], et les
références qui s’y trouvent. Dans [P], P. Pansu a aussi utilisé la cohomolo-
gie LP pour étudier un probléme de pincement optimal de la courbure pour
certains espaces homogenes. Ce papier trés intéressant contient par ailleurs
de nombreux exemples de calculs d’espaces de LP-cohomologie.
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6.1 La L?-cohomologie

Soient (M,g) une variété riemannienne, et p > 1 un réel. On note
LP(A*T*M) (ou plus simplement LP) 'ensemble des formes différentielles
dont la norme & la puissance p est intégrable. Comme pour le cas p = 2,
on peut aussi considérer ’espace Q;(M ) constitué des formes qui sont, ainsi
que leur dérivée extérieure, dans LP.

Définition 6.1. Le k—éme espace de LP-cohomologie non réduite de (M, g)
est

HE(M) = {a € QE(M) /da = 0}/d2 1 (M).

En particulier pour p = 2, la notation HY(M) désignera donc ici la
L?—cohomologie non réduite, contrairement aux paragraphes précédents.
J’espére qu’il n’y aura pas de confusions. Mais pourquoi considérer mainte-
nant la LP—cohomologie non réduite, alors que jusque 1a nous avions plutot
travaillé avec la L?—cohomologie réduite ? D’abord, pour p = 2, c’était plus
pratique, en vue de la décomposition de Hodge-de Rham-Kodaira ; mais une
telle décomposition n’existe pas pour p quelconque. Ensuite, toujours dans le
cas p = 2, pratiquement tous nos résultats ont été obtenus dans le cadre ol 0
n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien, et L?-cohomologie réduite et
non réduite coincident. De méme, nous verrons que nos résultats concernant
le cas p quelconque seront valables dans des situations ou LP-cohomologie
réduite et non réduite sont égales. Nous utiliserons pour cela le fait bien
connu que si la LP—cohomologie non réduite est de dimension finie, alors
elle est égale a la LP—cohomologie réduite. Si par exemple M est compacte
(avec éventuellement un bord), alors I'image de d est fermée et il y a un
isomorphisme entre la. LP-cohomologie et la cohomologie (absolue) de M.

Nous terminons cette partie en énoncant un résultat qui nous sera utile
(voir le lemme 10 de [G-K-S], ainsi que le corollaire qui le suit) :

Proposition 6.2. Soit (M,g) une variété riemannienne, et D un ouvert
borné a bord régulier de M. Alors la suite

HEY(M\ D) S HYD) S HE (M) 5 HE(M \ D)

est exacte, ou b est ’homomorphisme cobord, e est l’extension par zéro, et r

la restriction.

6.2 Calculs pour les variétés de volume fini, a courbure négative
et pincée

Dans cette partie, (M, g) sera une variété complete de volume fini, de
dimension n, a courbure sectionnelle négative et pincée

¥ <K< -d%2<0.
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Notre but est de donner une interprétation topologique de la LP-cohomologie
de M, mais nos résultats seront beaucoup plus incomplets que pour le cas
p = 2. La méthode est inspirée de celle utilisée par P. Pansu [P].

Revenant & notre variété M, on rappelle que celle-ci a un nombre fini de
bouts. On pourra supposer, sans perdre de généralités, que M a un seul bout,
et on choisit une fonction de Busemann r associée a ce bout, de sorte qu’en
dehors de 'ouvert borné D := {r < 0}, on ait M \ D ~ [0, co[xdD. Soit Vr
le gradient de r, de flot ¢;. Sur M \ D, le flot ¢; est juste la translation de
longueur ¢ sur le facteur |0, oo, c’est-a-dire que si x = (79, 6p) est un point
de M \ D, alors on a simplement

¢t(ro,00) = (ro +t,60).

Suivant [P], on introduit maintenant I'opérateur B agissant sur une forme
différentielle o par la formule

o0
Ba = / ot (ivra) dt. (6.17)
0

Nous voulons montrer que pour les bons degrés k, et avec un bon pincement,
Vapplication d’extension par zéro H¥(D) < HF(M) est un isomorphisme.
Nous avons tout d’abord besoin de deux lemmes, qui sont ’analogue des
propositions 8 et 10 de [P].

Lemme 6.3. On garde les hypothéses et motations précédentes. On note
Jac(py) le jacobien de @y. Pour un entier j, on pose

n:=(—1p—1a—(n—j)pb
Alors pour toute j—forme a définie sur M \ D, on a

i (ivr)) P (z) < e ™|of”(pu(w)) Jac(or) (x)-

En particulier, sin > 0, 'opérateur B est bien défini et continu sur LP(AJT*(M\
D)).

Nous ne refaisons pas la démonstration. Celle de [P, proposition 8] s’adapte
mot pour mot & notre cadre : il s’agit en gros d’estimer la dérivée par rapport
i ¢ de plog(|¢} (ivra))|(z)/lal (¢r(x))) — log(Jac(p:)(x)), ce qui fait inter-
venir les courbures principales des niveaux {t} x dD de notre fonction de
Busemann. La seule différence, c’est que ces courbures principales sont com-
prises entre —b et —a, et non entre a et b comme c’est le cas pour les variétés
simplement connexes & courbure négative —b> < K < —a? considérées dans
[P, proposition 8].

Lemme 6.4. Soit « une j—forme qui est dans Q%(M\D) On suppose que
(J—-1p-—-1)a—(n—j4)b>0. Alors on a la formule d’homotopie

dBa + Bda = —a.

69



Démonstration. On suppose dans un premier temps que la forme « est lisse
et & support borné dans M \ D. D’apres la formule de Cartan, on a

detivra+ piiveda = ¢f(divra +ivrda)
¢t Lyra

9, .
- a(gota)a

ol Ly, est la dérivation de Lie dans la direction du champ de vecteurs Vr.
On en déduit que

dBa+ Bda =
o+ (6] / Bt
= hm Yo — a.

Or, d’apres les propriétés du flot ¢, on a lim; ,o pja = 0 car « est &
support compact, donc I’identité d’homotopie est vraie pour les formes lisses
a support compact. Mais I’hypothese sur les nombres a, b, p et j montre,
grace au lemme précédent (lemme 6.3), que l'opérateur B est continu sur
les j et (j + 1)-formes qui sont de classe LP sur M \ D, donc par densité de
C(MT*(M\D)) dans (M \ D), la formule s’étend & tout Q) (M\D). O

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat :

Théoréme 6.5. Soit M une variété compléte de dimension n, de volume
fini, & courbure négative et pincée —b> < K < —a? < 0. Soient p > 1 un
réel, et k un entier. On suppose que (k—2)(p—1)a— (n—k+1)b > 0. Alors
on a Uisomorphisme HE(M) ~ HF(M).

Démonstration. D’apres la proposition 6.2, la suite
k-1 b rrk e 17k Tk
H; (M\D)— H;(D)— H;(M) - Hy(M\ D)

est exacte. Il suffit donc de montrer que les espaces de LP-cohomologie a
Iinfini sont nuls en degrés k — 1 et k. Soit donc [a] un élément de Hj (M \
D,dD), avec j = k—1ouk, et @ € Q)(M \ D) un représentant de cette
classe. L’hypothése (k—2)(p—1)a—(n—k+1)b > 0 implique que la condition
de pincement du lemme 6.4 est également satisfaite pour j = k — 1, k, donc,
compte tenu du fait que « est fermée, on a

a =d(—Ba).

Comme « est dans Q{,(M \ D), il en est de méme pour Ba, d’apres le lemme
6.3, et donc « est nulle en cohomologie LP. O

Remarque. Si on suppose que (kK — 1)(p — 1)a — (n — k)b > 0, alors
la preuve précédente s’applique encore et montre ’annulation de la LP-
cohomologie & l'infini en degré k, ce qui prouve, via la suite exacte, que
la cohomologie & support compact se surjecte dans la LP-cohomologie de M
en degré k. La LP—cohomologie est donc de dimension finie, et en particulier
forcément égale & la LP-cohomologie réduite. On en déduit
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Corollaire 6.6. Avec les notations du théoréme précédent, si on suppose
que (k — 1)(p — 1)a — (n — k)b > 0, alors l’image de d : Q’;_l(M) —
LP(AFT* M) est fermée.

11 est fort probable que sous cette hypotheése (k—1)(p—1)a—(n—k)b > 0,
qui est moins restrictive que celle du théoréme 6.5, on a encore un isomor-

phisme entre la LP—cohomologie non réduite et la cohomologie & support
compact, en degré k (c’est vrai pour p = 2, d’aprés la proposition 5.1).

Par dualité, on peut tirer un autre corollaire du théoréme 6.5. En effet,
pour un réel donné p, notons par ¢ son exposant conjugué, i.e. 1/p+1/g = 1.
Si on suppose que M est orientable, alors la forme bilinéaire définie de
H} x H?~* dans R par

(lod, [8]) > /Ma/\ﬁ

existe (ne dépend pas des représentants choisis) et elle est non dégénérée si
p > 1 (voir par exemple [P, lemme 81]). On a donc

Corollaire 6.7. Si M est une variété complete, orientable, de volume fini
et a courbure négative pincée, alors pour p > 1, et k vérifiant (k — 2)(p —
1)a—(n—k+1)b >0, on a un isomorphisme Hg_k(M) ~ H" *(M).

6.3 Variétés conformément compactes

La méthode de preuve du théoreme 6.5 est trés proche de la méthode
de calcul de la L?—cohomologie exposée dans la troisiéme partie. Ceci n’est
pas trés étonnant : dans les deux cas, on doit montrer I’annulation de la
L?—cohomologie (respectivement LP—cohomologie) & 'infini. Pour p = 2,
nous l'avons fait grace & I'identité de Donnelly et Xavier (théoréme 2.10),
et pour p quelconque, grace au lemme d’homotopie 6.4. Or l'identité de
Donnelly et Xavier est une forme intégrée de la formule de Cartan, et cette
formule est aussi & la base de la démonstration du lemme d’homotopie. Il est
donc naturel que pour la plupart des géométries considérées dans la partie 3,
on puisse aussi calculer certains espaces de cohomologie LP. Nous avons par
exemple le résultat suivant sur les variétés conformément compactes (dont
on notera qu’il découle aussi de [G-K-S], voir la remarque apres la preuve) :

Théoréme 6.8. Soit (M",g) une variété conformément compacte de di-
mension n. Soient p > 1 un réel, et k un entier. Sin—1—kp > 0, alors on
a lVisomorphisme HI’f(M) ~ HE(M)

Démonstration. En dehors d’un compact D, M est quasi-isomérique a un
produit tordu ([0, oco[xOM, dr?+e*'h), avec h une métrique sur M, indépendante
de r (voir par exemple la preuve du corollaire 3.10). Or, la LP-cohomologie
est par définition invariante par quasi-isométries, donc il suffit de montrer le
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théoréme pour cette structure de produit tordu a I'infini. On procéde comme
dans la démonstration du théoreme 6.5. On définit donc I'opérateur B par la
formule 6.17. Les courbures principales des niveaux {t} x M de la fonction
r sont toutes égales & 1, donc le raisonnement de [P, proposition 8] montre
que pour toute k—forme o définie sur M \ D, on a

i (ivr )P () < e =m0 o (g4 () Tac(pr) (2).-

Ainsi, sin —1 — (k — 1)p > 0, alors B est continu sur LP(A*T*(M \ D)).
Maintenant, sin—1—kp > 0, B est continu sur les k et (k+1)—formes, donc
on a la formule d’homotopie du lemme 6.4 pour les éléments de Q% (M \ D)
(et donc aussi sur les éléments de Q’gil (M\D)). On en déduit une annulation
de la LP—cohomologie & 'infini en degrés k — 1 et k, puis on conclut grace
a la suite exacte de la proposition 6.2. O

Remarque. Ce théoréme est aussi une conséquence des travaux de
Gol’dshtein, Kuz’'minov et Shvedov [G-K-S] : ces auteurs obtiennent des
criteres d’annulation de la LP-cohomologie & I'infini pour les produits tordus,
et on peut ensuite utiliser la suite exacte.

A Annexe : quelques compléments sur les travaux
d’Ohsawa

Soit (M, g) une variété riemannienne complete, et E un fibré vectoriel
au-dessus de M, muni d’une métrique hermitienne A. Soit V une connexion
orthogonale sur F, c’est-a-dire que pour tout champ de vecteurs X et toutes
sections « et 8 de F, on a

XA{a,B) = (Vxa,B) + (o, Vx ).

Enfin, soit R un endomorphisme symétrique agissant sur les sections de F.
On peut alors considérer I'opérateur de type Schrodinger suivant (la notation
A est un abus) :

A =V*V+R.

Par exemple, le laplacien agissant sur les k-formes différentielles est un
opérateur de ce type, ou Ry est I’endomorphisme bati a ’aide de la métrique
g, qui intervient dans la formule de Bochner. Pour k = 1, R est dans ce cas
la courbure de Ricci.

Revenant au cas général, nous ferons les hypothéses suivantes, avec des
notations évidentes :

(1) Tl existe une suite de métriques completes g, sur M (respectivement
une suite de métriques hermitiennes h, sur E), qui convergent, ainsi
que leurs dérivées, uniformément sur les compact de M vers g (respec-
tivement vers h).
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(2) 1l existe une suite d’endomorphismes R, de E, symétriques pour la
métrique h;, et une suite V,, de connexions orthogonales pour h,, qui
convergent uniformément sur les compacts vers R et V respectivement.

(3) (inégalités de Poincaré & l'infini uniformes) Il existe un compact K de
M, et une constante Ag > 0, tels que pour tout p, on ait

Va € C(c))o(M\KaE)a >‘0||a||121 < <Ap0"a>p'

La question est de savoir si les valeurs propres de A, convergent vers celles
de A. Dans [Co-C], B. Colbois et G. Courtois étudient un tel probleme pour
le laplacien de Hodge-de Rham, dans un contexte plus général que celui
présenté ici. Nous allons montrer :

Théoréme 1. On suppose que les hypothéses (1)-(2)-(3) sont satisfaites.

1. On suppose qu’il existe une suite de valeurs propres \p pour A,, telle
que les A\, convergent vers un réel X < Ag. Alors \ est une valeur
propre pour A. De plus, si pour tout p, oy est une section propre de
norme 1 (pour les métriques g, et hy) associée a la valeur propre Ay,
alors les oy convergent dans HZIOC(M, E) wvers une section propre L?
non nulle de A, associée a .

2. Réciproquement, si A est une valeur propre pour A, avec |A| < Ag,
alors il existe une suite py, d’entiers tendant vers Uinfini, et des valeurs
propres \p,. pour Ay, qui convergent vers .

Démonstration. Nous montrons d’abord le premier point. Nous débutons
par 1’égalité suivante, valable pour toute fonction p lisse, valant 1 en de-
hors d’un compact, et toute section a dans I’espace de Sobolev H?(M, E)
(domaine de A)

[ [ (@a0) + ldoPlaf’] dvy = [ (AGpa),paydn, ()
M M
En effet, on a d’un coté
/ (V*V(pa),pa) = / IV (par) 2
M M
= /|pVo¢—i—dp®oz|2
M
- / PIVal? + / ldpl?lal? + / 2p(Va,dp & o),
M M M
et de 'autre coté
/ AV*Va,a) = / (Va, V(p%a)),
M M

= /p2|Voz|2+/ 2p(Va,dp ® o),
M M
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d’ott on déduit aisément la formule (*). Remarquons que cette formule est
aussi valable si on remplace g, h, V et A par respectivement gp, h,, V, et
Ap.

Soit maintenant c, une section propre de norme 1, associée a la valeur
propre )\, de A,

Aoy = Apay, et/ a2 pdvg, =

[Apaplly = [Aplllapllp < sup(|Aj]) < oo
J
donc la suite «;, est bornée dans H, lzoc(M , E). D’apreés le théoreme de Rellich
et les estimées classiques d’ellipticité, on peut supposer que les o, convergent
dans H lloc(M , F), & une sous-suite prés notée encore ay, vers un élément a.
Comme «;, est de norme 1 par rapport aux métriques g, et hy, le lemme de
Fatou entraine, grace a I’hypothese (1), que « est de carré intégrable par
rapport aux métriques g et h. De plus, « doit vérifier Aa = Aa. En effet, si
¢ est une section lisse & support compact, en utilisant (1) et (2), on obtient :
<Ot, AQO>L2 = pll)Igo apa ASO)

= hma pP)1L2

pP—00

(
n (

= 11m< pQp, )12
(

= Jm vy, o)z

= <AO[, (p)L2'

a est ainsi une section propre L? pour A, associée & la valeur propre \.
Montrons enfin que « n’est pas nulle.

On choisit K un compact qui contient le compact K de I’hypothése (3)
dans son intérieur, et p une fonction lisse sur M qui vaut 0 sur K, 1 sur
un voisinage de M \ K et telle que p < 1 sur M. On obtient, en utilisant
I'identité (*) et ’hypothese (3) :

Mo [ [P leul} + dof? ] dvs, = (Do), )y

Ao / P2|04p|12; dvg,.
M

v
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Pour p assez grand, on déduit de I’inégalité précédente :
do=d = o) [ oy},
M
= Go=) [ [Planli + (1= Pla] d,
Il supl(dpf) [ lagl2dog, + (o= 2) [ (1= a3 dv,

(! sup(dpl?) + 30 = %) [ oyl .

VAN

IA

En passant a la limite quand p tend vers I’infini, on obtient

Ao — A
ol? dv, > 0
/1"(' "o 2 N sup(idp) + 3o = A

>0,

ce qui prouve bien que a n’est pas nulle.

Passons au deuxiéme point. Soit A un réel tel qu’il existe une section
a # 0 dans L?, avec Aa = Aq, et |A| < A\g. Comme A agissant sur C§°(M, E)
est essentiellement auto-adjoint, il existe une suite o, # 0 dans C§°(M, E)
telle que

1
|Aam — Aoz < —|lewn |2
m
Grace aux hypotheses (1) et (2), pour m fixé, la suite Ay, — Aayy, tend

uniformément vers Aq,,, — Ay, donc on peut trouver une suite p,, d’entiers
tendant vers l'infini telle que

2
||Apm0‘m - /\amHLgm < E“O‘mHLgm-

Ceci montre qu'’il existe une suite de nombres ), dans o(Ap,.) N [A —
2/m, X + 2/m], et cette suite tend vers A. De plus, pour m assez grand, on
a |Ap,| < Ao, donc Xp,, n’est pas dans le spectre essentiel (hypothese (3));
c’est donc une valeur propre. O
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