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TORSION DE REIDEMEISTER NON ABEL}ENNE ET
FORME VOLUME SUR L’ESPACE DES REPRESENTATIONS
DU GROUPE D’UN N@&EUD

Jérome Dubois

Résumé. — Pour un noeud K dans 52, on construit dans esprit de Casson — et plus préci-
sément en s’inspirant des travaux ultérieurs de Lin (¢f. [Lin92]) et Heusener (¢f. [Heu03))
— une forme volume sur ’espace des représentations du groupe Gk du nceud K dans SU(2).
Plus exactement, si Reg(K) désigne I'ensemble des classes de conjugaison des représenta-
tions réguliéres de Gk dans SU(2), alors Reg(K) est une variété unidimensionnelle et on
établit qu’elle posseéde aussi une 1-forme volume naturelle (voir Chapitre 3). On montre en-
suite comment on peut interpréter cette forme volume en termes de torsion de Reidemeister
non abélienne (voir Chapitres 2 & 4). On termine par des exemples (voir Chapitre 5) : le
calcul explicite de la forme volume que I’on vient de construire pour les noeuds toriques et les
neeuds fibrés ainsi que celui de la torsion de Reidemeister des spheéres d’homologie de Bries-
korn & coefficients dans la représentation adjointe. On étudie également le comportement (&
signe pres) de la forme volume que I'on a construite sous U'effet d’une mutation.

Abstract (Non abelian Reidemeister torsion and a volume form on the SU(2)-
representation space of knot groups)

For a knot K in S3, we construct according to Casson — or more precisely taking into
account Lin’s [Lin92] and Heusener’s [Heu03] further works — a volume form on the SU(2)-
representation space of the group Gk of the knot K. More precisely, let us denote by Reg(K)
the set of SO(3)-conjugacy classes of regular representations of Gk into SU(2), then Reg(K)
is a one-dimensional manifold and we prove that Reg(K) also carries a natural 1-volume
form (see Chapter 3). Next, we show how to interpret this volume form as a non abelian
Reidemeister torsion (see Chapters 2 & 4). Finally, we give an explicit computation of
this volume form for torus knots and fibered knots and we also compute the Reidemeister
torsion of the Brieskorn homology spheres with coefficients in the adjoint representation (see
Chapter 5). Furthermore, we study the behavior of this volume form under mutation.
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INTRODUCTION : MOTIVATIONS ET IDEES PRINCIPALES

L’étude des représentations linéaires d’un groupe donné permet de comprendre sa struc-
ture. Dans ce travail, nous nous proposons d’examiner ’espace des représentations du groupe
d’un nceud dans SU(2). Comme nous le verrons, cet ensemble est un ensemble algébrique
affine réel et sa partie réguliere est une variété unidimensionnelle (pour plus de détails voir
infra). Les pages qui suivent sont consacrées a I’étude de cette variété & travers un double
point de vue. D’une part, on associe a un nceud une torsion de Reidemeister a coefficients
dans la représentation adjointe associée a une représentation réguliére du groupe du noeud
dans SU(2) ; d’autre part, on établit que ’ensemble des classes de conjugaison des repré-
sentations réguliéres du groupe du neeud dans SU(2) possede une forme volume, qui s’avere
étre un invariant du noeud.

Commencons par une description des principaux outils et des fondements de notre étude,
a savoir la torsion de Reidemeister et 'invariant de Casson.

La torsion de Reidemeister a été introduite par Kurt Reidemeister en 1935 (¢f. [Rei35a])
dans le but de donner une classification combinatoire () des espaces lenticulaires tridimen-
sionnels (introduits par Tietze en 1908). La méme année, K. Reidemeister (¢f. [Rei35b]) et
W. Franz (c¢f. [Fra35]), alors Assistant & Marburg sous sa direction, donnerent la définition
générale de la torsion pour un complexe simplicial de dimension quelconque. En s’appuyant
sur de profonds résultats de théorie des nombres, Franz utilisa ce nouvel outil pour obtenir
une classification combinatoire des espaces lenticulaires généralisés (introduits par De Rham
en 1931) (2). La torsion a été ensuite développée par J. Whitehead puis par J. Milnor. Elle
est aujourd’hui devenue un outil efficace en topologie de petites dimensions et en théorie des
neeuds.

La torsion de Reidemeister est un invariant topologique des variétés non simplement
connexes, qui n’est pas un invariant d’homotopie. Pour cette raison, elle permet de distin-
guer certaines paires d’espaces lenticulaires. Il s’agit aussi d’un invariant plus subtil que les
invariants usuels utilisés en topologie algébrique tels que les nombres de Betti (1871), le
groupe fondamental (1895) ou les groupes d’homologie (1925).

M On sait aujourd’hui, que cette classification combinatoire est en fait aussi une classification topologique
(cf. [Moi52]).

(2)est avec cet article [Fra35], que W. Franz obtint son Habilitation & 1’Université de Marburg en 1935
(¢f. [BS98]).
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La définition de la torsion est algébrique et, & premiere vue, la torsion de Reidemeister
peut étre considérée comme une version graduée de la notion de déterminant ; tout comme
la caractéristique d’Euler apparait de fagon similaire, comme une version graduée de la
dimension. Par ailleurs, la torsion de Reidemeister d'un complexe simplicial fini X utilise
une action du groupe fondamental 71 (X) sur le revétement universel X pour obtenir une
mesure globale de la complexité de la structure simpliciale de X. A la différence des groupes
d’homologie ou d’homotopie qui ne retiennent pas les informations contenues dans les bases
du complexe de chaines sur les cellules de X , la torsion de Reidemeister utilise de facon
essentielle ces bases.

En topologie, les applications de la torsion sont multiples. Pour n’en citer que quelques-
unes, disons simplement qu’une certaine torsion de Reidemeister permet de retrouver le
polynéme d’Alexander-Conway d’un nceud ou encore que la torsion de Reidemeister a co-
efficients dans la représentation adjointe intervient dans le développement asymptotique de
linvariant 75 de Witten des variétés tridimensionnelles (¢f. [FG91, formule (1.36)]).

Cinquante ans plus tard, Andrew Casson a introduit en 1985 un invariant des spheres
d’homologie entiere, qui s’est révélé étre extrémement utile. La définition originale de Casson
utilise les espaces de représentations. En fait, I'invariant de Casson d’une sphére d’homologie
entiere M est un entier qui compte algébriquement les classes de conjugaison des représen-
tations du groupe fondamental de M dans SU(2). Plus précisément, notons R(X) D'espace
des SO(3)-classes de conjugaison des représentations irréductibles de 71 (X) dans SU(2), la
construction de l'invariant de Casson de M est fondée sur le fait qu’un scindement de Hee-
gaard M = H1Up Hs, dans lequel H; est un corps en anses et F' une surface de genre g, induit
des inclusions entre les espaces de représentations R(M) < R(H;) et R(H;) — R(F) et la
principale difficulté consiste & montrer que ’on peut définir leur nombre d’intersection puis
qu’elle est indépendante du scindement de Heegaard (cf. [AM90], [GM92] ou [Sav99)]).

Grace a cet invariant, Casson a pu résoudre des probléemes de topologie demeurés jusque
la ouverts, comme par exemple l'existence de variétés de dimension 4 non triangulables
(cf. [Sav02, Théoreme 3.36] ou [Sav99, Lecture 18]). On peut aussi établir une surprenante
propriété des noeuds dans S dont l'invariant de Casson n’est pas nul : si K C S3 est un
noeud tel que A% (1) # 0, ot Ak (t) est le polyndme normalisé d’Alexander, alors K possede
la propriété P ).

Une série de travaux importants a suivi I'introduction de cet invariant : Walker I'a gé-
néralisé aux spheres d’homologie rationnelle, Taubes a réussi a l'interpréter via la théorie
de jauge et a montré que I'invariant de Casson était la caractéristique d’Euler de ’homolo-
gie de Floer, Lescop en a donné une présentation combinatoire dans laquelle la torsion de
Reidemeister occupe une place importante.

En 1992, X.-S. Lin (¢f. [Lin92]) a adapté la construction de Casson & un noeud K dans
S3 en utilisant une présentation en tresse fermée de K, ce qui lui a permis de mettre en
évidence certains sous-espaces de représentations, puis de compter “a la Casson” leur nombre
d’intersection. On obtient ainsi un invariant des noeuds et X.-S. Lin a montré — de fagon
indirecte — qu'il s’agissait en fait de la signature du nceud (& un facteur 1/2 pres). A laide
d’une présentation en 2n-plat du noeud, plutét que d’une présentation en tresse fermée, M.
Heusener a pu construire en 2003 une orientation sur I'espace des représentations du groupe
du noeud, qui a apporté un nouvel éclairage au résultat de X.-S. Lin (¢f. [Heu03]).

(3)Rappelons qu'un nceud K posséde la propriété P si toute chirurgie de Dehn non triviale le long du nceud
K produit une variété tridimensionnelle non simplement connexe.
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Dans cette these, on construit et on étudie une forme volume sur I’espace des représenta-
tions du groupe G d’un nceud K C S% dans SU(2), qui induit 'orientation définie par M.
Heusener dans [Heu03]. En particulier, si p : Gxg — SU(2) est une représentation réguliére
de Gk et si Mg désigne 'extérieur de K, nous établirons un lien étroit qui unit cette forme
volume a une forme torsion de Reidemeister sur le groupe Hg (Mg) de cohomologie & coef-
ficients dans la représentation Ad o p: Gxg — SU(2) — Aut(su(2)), su(2) étant 'algebre de
Lie de SU(2).

Pour définir une telle torsion de Reidemeister, nous mettrons au préalable en évidence
une base de référence pour ’espace vectoriel HPQ(M k). La construction que nous en donnons
est analogue & celle faite par J. Porti dans [Por97, Corollaire 3.23] pour définir une fonction
torsion associée a certaines variétés hyperboliques, mais dans celle-ci le méridien du nceud
joue un roéle crucial. Notons encore que le cadre dans lequel on se place ici differe de ceux
étudiés préalablement par D. Johnson (c¢f. [Joh]) et E. Witten (¢f. [Wit91]).

Dans les notes [Joh] qui n’ont jamais été publiées, D. Johnson a étudié la torsion de Reide-
meister d’une variété tridimensionnelle close, orientée M a coefficients dans la représentation
adjointe associée & une représentation acyclique de w1 (M) dans SU(2). Il a notamment ex-
pliqué en quel sens on pouvait interpréter cette torsion comme un invariant de type Casson.

Dans [Wit91], E. Witten a introduit en 1991, une forme torsion de Reidemeister sur
Pespace H} (%) pour une surface de Riemann ¥ et une représentation irréductible p : 7y (¥) —
SU(2), en exploitant le fait que les groupes Hy (M) et H (M) sont nuls. Il a de plus établi
une remarquable formule liant cette forme torsion au volume symplectique de I’ensemble des
classes de conjugaison des représentations de 71 (2) dans SU(2).

Décrivons notre démarche et les idées principales des constructions que nous faisons dans
cette these.

Pour un nceud K dans S® et une représentation abélienne p : G — SU(2), donnée par
p(m) = cos(f) +sin(0)i et telle que e ne soit pas un zéro du polynéme d’Alexander de K,
nous construisons une torsion de Reidemeister pour My a coefficients dans la représentation
Ado p et montrons qu’elle s’exprime en fonction du polynéme d’Alexander de K (voir Para-
graphe 2.5 et en particulier la Proposition 2.20). Ce résultat est analogue & celui obtenu par
J. Milnor pour un neeud (¢f. [Mil62, Théoréme 4]), puis par V. Turaev pour un entrelacs
ou plus généralement une variété tridimensionnelle (¢f. [Tur86, Théoréme 1.1.2]). Ils ont
tout deux montré, dans un cadre acyclique, qu’une certaine torsion de Reidemeister coincide
avec le polynéme d’Alexander du nceud, de I'entrelacs ou de la variété tridimensionnelle.
Pour aller plus loin et obtenir des informations supplémentaires sur le nceud, on s’est donc
intéressé aux représentations irréductibles de G dans SU(2).

Avant tout, insistons sur le fait que I'on ignore encore, de fagon générale, s’il existe, pour
tout neeud non trivial K, une représentation irréductible du groupe de ce nceud dans SU(2).
Toutefois, pour une large classe de noeuds, on sait que de telles représentations existent. En
effet, si A € S n’est pas une racine du polynoéme d’Alexander de K C S® et si ok (\) # 0, ok
désignant la signature équivariante, alors le groupe G admet au moins une représentation
irréductible dans SU(2) (cf. [Heu03, Corollaire 1.2]). Ajoutons qu’une telle représentation
n’est jamais acyclique : on a toujours dim Hg (Mg) =2 1 (c¢f. Lemme 1.19).

Désignons par Reg(K) 'ensemble des classes de conjugaison des représentations réguliéres
de Gk dans SU(2), c’est-a-dire l'ensemble des classes de conjugaison des représentations
p: G — SU(2) pour lesquelles dim H}(Mg) = 1 (cf. Paragraphe 1.5). M. Heusener et E.
Klassen ont montré que Reg(K) est une variété unidimensionnelle (cf. [HK97, Proposition
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1] ou Corollaire 1.34). Expliquons maintenant brievement de quelle fagon on peut munir cette
variété d’une 1-forme volume. A toute présentation en 2n-plat de K (cf. Figure 3.4) on associe
un scindement de son extérieur Mg de la forme Mk = B1Ug Bs, oul B; est un corps en anses
de genre n et S une sphere bidimensionnelle percée de 2n trous (¢f. [Heu03, Paragraphe 3]).
Ce scindement va jouer dans notre construction le role du scindement de Heegaard utilisé
dans la construction de I'invariant de Casson et permet de mettre en évidence certains sous-
espaces de représentations (c¢f. Paragraphe 3.4). On montre que ces derniers sont des variétés
et on les munit de formes volume. En comparant entre elles ces différentes formes volume,
on peut en déduire une sur Reg(K) indépendante de la présentation en 2n-plat de K choisie.
On établit méme qu'il s’agit d’un invariant des nceuds (c¢f. Théoréeme 3.11).

Donnons ensuite les grandes lignes de la construction de la torsion de Reidemeister non
abélienne (avec signe) que nous allons associer & un nceud. Pour une représentation réguliére
p de Gk dans SU(2), les groupes de cohomologie de Mk & coeflicients dans la représentation
Ado p vérifient : H)(My) =0, H)(Mk) =R et H2(Mg) =R (voir le Chapitre 2 pour plus
de détails). En examinant la restriction des représentations irréductibles au sous-groupe
périphérique du nceud, on construit un isomorphisme entre Hﬁ(M k) et H2(OMg;R) =
H?(0Mg;Z)®R (cf. [Por97, Chapitre 3]). Cet isomorphisme permet de mettre en évidence
une base de référence de nature géométrique (Y pour H,f(M K ) grace a la classe fondamentale
de OMg (cf. Paragraphe 2.6.2 et [Por97, Chapitre 3]). Au moyen de cette base, on peut
construire une forme linéaire naturelle sur ’espace vectoriel unidimensionnel H ; (Mk), qu'on
appelle forme torsion de Reidemeister (& coefficients dans la représentation Ad o p) associée
a K. A tout générateur de H ; (Mk), la forme torsion de Reidemeister associe la torsion de
Reidemeister avec signe de Mk a coefficients dans la représentation Ad o p correspondant &
ce choix de bases et & l'orientation cohomologique canonique de My (cf. Paragraphe 2.6.3).

Soient Mg (1) la variété close obtenue par chirurgie de pente p le long du neeud K et p
une représentation de son groupe fondamental. En utilisant la formule de “Mayer-Vietoris”
satisfaite par la torsion, on établit une formule de chirurgie — comparable a celle obtenue par
J. Porti dans [Por97, Proposition 4.10] — qui permet d’exprimer la torsion de Reidemeister
de Mg (u) (& coefficients dans la représentation Ad o p) en fonction de la forme torsion de
Reidemeister associée & K que nous venons de construire (cf. Proposition 2.29).

Le résultat principal de notre travail est le suivant. Pour une représentation réguliere
p : Gk — SU(2), on montre que lespace tangent au quotient E(MK) de Despace des
représentations irréductibles de Gx dans SU(2) par laction par conjugaison de SO(3) en la
classe de conjugaison de p, est isomorphe a H;(M ). En s’appuyant sur cette identification,
on démontre que les deux invariants, forme torsion de Reidemeister et forme volume que
lon a mis en évidence, coincident (cf. Théoreme 4.1). Ces résultats ont été en partie résumés
dans la Note aux Comptes-Rendus [Dub03].

Donnons quelques indications sur I'organisation et le contenu des différents chapitres de
cette these.

Dans le Chapitre 1, on fixe les principales notations utilisées et on rappelle un certain
nombre de notions indispensables.

Dans le Chapitre 2, on construit pour un nceud K dans S® une forme torsion de Reide-
meister non abélienne (& coeflicients dans la représentation adjointe). Puis, on établit une
formule de chirurgie (cf. Proposition 2.29).

(4) Cest-a-dire ne dépendant que du bord M .
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Dans le Chapitre 3, on construit “a la Casson” une forme volume associée a un neud. On
établit qu’il s’agit d’un invariant des nceuds (c¢f. Théoréme 3.11), puis on étudie quelques-
unes de ses propriétés. En particulier, on montre une formule pour la somme connexe
(cf. Proposition 3.18).

Le Chapitre 4 est consacré a la démonstration du Théoreme 4.1 d’égalité des formes
torsion de Reidemeister et volume associées a un nceud que 'on a définies respectivement
aux Chapitres 2 & 3.

Dans le Chapitre 5, on développe des exemples. Dans un premier temps, on donne le
calcul explicite de la forme volume que l'on vient de construire pour les neuds toriques ;
cette formule permet de retrouver, dans un deuxiéme temps, la formule de Freed (¢f. [Fre92])
donnant la torsion de Reidemeister des sphéres d’homologie de Brieskorn a coeflicients dans
la représentation adjointe associée a une représentation acyclique du groupe fondamental
de cette sphere dans SU(2). On calcule ensuite la forme volume associée & un nceud fibré
en fonction de sa monodromie (c¢f. Théoréme 5.22). On termine ce chapitre en examinant le
comportement & signe prés de la forme volume w’ sur Reg(K) sous l'effet d’'une mutation.
On introduit, pour une représentation irréductible du groupe de K dans SU(2), une notion
de régularité “adaptée” au probleme de la mutation et on montre que, sous cette hypothese,
la forme volume w’ est a signe prés invariante par mutation (cf. Théoréme 5.41).
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CHAPITRE 1

ESPACE DE REPRESENTATIONS ET COHOMOLOGIE

Dans ce chapitre d’introduction, on fixe les principales notations utilisées et on fait des
rappels sur l'espace des représentations d’un groupe dans SU(2) ou SLy(C) (cf. Section 1.2).

On donne ensuite des exemples sur lesquels on s’appuiera dans les chapitres ultérieurs.
On calcule notamment l’espace des représentations du groupe du tore bidimension-
nel (cf. Paragraphe 1.2.2) et on donne une description de l'espace des représentations
du groupe des nceuds toriques (cf. Paragraphe 1.2.4) et du groupe du nceud en huit
(cf. Paragraphe 1.2.5).

Dans la Section 1.3, on rappelle la définition des groupes de cohomologie a coefficients
tordus (plus précisément a coefficients dans su(2) 4o, 0ou 5l2(C)adop) puis, on en donne
quelques propriétés telles que la suite exacte longue associée a une paire, la dualité de
Poincaré et la suite de Mayer-Vietoris.

La Section 1.4 est consacrée & la notion de dérivations (& coefficients dans su(2) ou slz(C)).
On donne en particulier une interprétation de I’espace tangent & I’espace des représentations
d’un groupe dans SU(2) ou SLa(C) en termes d’espace de dérivations & coefficients dans
su(2) ou sly(C) (¢f. Paragraphe 1.4.4).

Dans la derniere section, on introduit deux notions de régularité : régularité et p-régularité
pour une représentation du groupe d’un nceud. Ces deux concepts, qui sont étroitement
liés (voir en particulier la Proposition 1.40), paraissent de fagon plus ou moins explicites
dans de nombreux travaux parmi lesquels [Hod86], [BZ96] et [HK97] sans qu’il soit fait
mention d’une terminologie particuliere. Pour une représentation du groupe d’un nceud, le
terme “régulier” fait son apparition pour la premiere fois dans [Heu03, Paragraphe 1] et le
terme “p-régulier” est fixée dans [Por97, Définition 3.21]. On a ensuite rassemblé quelques
résultats puis redémontrés des caractérisations équivalentes de ces notions de régularité (voir
en particulier les Paragraphes 1.5.2 et 1.5.3).

1.1. Notations

Soit Sp(1) I’ensemble des quaternions unitaires, en tant que groupes de Lie, Sp(1) et
SU(2) sont isomorphes. L’algebre de Lie su(2) de SU(2) s’identifie quant & elle & 'ensemble
des quaternions purs, i.e. a ’ensemble des quaternions ¢ de la forme ¢ = ai + bj + ck. De
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plus, la sphere bidimensionnelle S? = {A € SU(2) | TrA = 0} s’identifie & ensemble des
quaternions purs et unitaires, i.e. S = Sp(1) N su(2).

L’espace tangent T 4SU(2) en A € SU(2) peut étre utilement identifié & 'image de su(2) =
T1SU(2) par la translation & gauche L4 : B— A - B.

Soit & 1'un des groupes de Lie SU(2) ou SLo(C) et désignons par g = su(2) ou sly(C)
Palgebre de Lie associée. On a I'isomorphisme sl3(C) 2 su(2) ®g C, donnée par z ® a — z a.
Le groupe & agit par conjugaison sur g via la représentation adjointe Ada : g — g, définie
par Ada(z) = ArA™1, ol A € 8.

Rappelons enfin que tout A € SU(2) s’écrit sous la forme A = cos(f) + sin(f) P, avec
0 <60 < met P e S?etquela paire (0, P) associée a A est unique si, et seulement
si, A # +1. Remarquons de plus que si A = cos(f) + sin(f)P, avec 0 < 0 < w et P € S?,
alors Ada : su(2) — su(2) est la rotation d’angle 20 et d’axe P et Ad : SU(2) — SO(3),
définie par A — Ad,, est un revétement double.

1.2. Espaces de représentations

Dans cette theése, nous étudions les représentations a valeurs dans SU(2). Malgré tout,
nous aurons parfois besoin de “complexifier” la situation et de prendre en compte des re-
présentations & valeurs dans SLy(C). C’est pour cette raison que nous faisons dans cette
section, quelques rappels généraux sur ’espace des représentations d'un groupe quelconque
dans SU(2) ou dans SL2(C). Nous donnons ensuite une série d’exemples fondamentaux aux-
quels on se référera dans toute la suite du présent travail.

1.2.1. Généralités. — Soit & I'un des deux groupes de Lie SU(2) ou SLy(C). Pour un
groupe discret de type fini G, on note

R(G,8) = Hom(G, &)

l’espace des représentations de G dans & et on le munit aussi de la topologie compacte-
ouverte (1),

D’apreés [CS83], 'espace R(G,SL2(C)) est un ensemble algébrique affine complexe défini
sur Q et on peut montrer que cette structure est indépendante de la présentation finie de G
(¢f. [LMB8S5]).

Dans toute la suite, on convient de désigner par R(G) I'espace R(G, SU(2)). Puisque SU(2)
est un sous-groupe de SLy(C), on dispose de l'inclusion naturelle R(G) — R(G,SL3(C)).
Cette inclusion peut explicitement étre obtenue de la fagon suivante. Considérons 'involution
o : SLa(C) — SLy(C), définie par o(A) = (AT)~1. L’ensemble des points fixes de o, que 'on
désigne par SL2(C)?, est exactement SU(2) = SL2(C)?. L’involution ¢ induit une involution
de R(G,SL2(C)), que l'on continue de noter abusivement o et dont ’ensemble des points
fixes est :

R(G) = (R(G,SL2(C)))? C R(G,SLy(C)).

(D Rappelons qu’'une base d’ouverts de cette topologie est formée des ensembles

Ogv={f:G—6&]f(9) eV},
avec g € G et V C & ouvert.
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En conséquence, R(G) hérite d’une structure de sous-ensemble algébrique affine réel de
Pensemble algébrique affine complexe R(G, SLa(C)) qui est bien définie. Ajoutons que cette
structure peut étre déterminée au moyen d’une quelconque des présentations finies de G
(voir [Sav99, Lecture 14, p. 135] ou [Kir93, Paragraphe 1.1]).

Une représentation p : G — & est dite réductible s’il existe un sous-espace vectoriel U
de C2, propre et non-trivial, tel que p(g)(U) C U, pour tout g € G. Si un tel sous-espace
vectoriel existe, alors il est nécessairement de dimension 1. Une représentation qui n’est pas
réductible est dite irréductible.

Explicitons les représentations réductibles d’un groupe discret de type fini G dans SU(2).
Si p: G — SU(2) est une représentation réductible, alors il existe une base dans laquelle :

_ (% G a
p(9) ( 0 bg) , 9€G.
Mais comme p(g) € SU(2), on acy, = 0 et b, = a,, avec |ay|? = 1. Ainsi p(g) est de la forme :

plg) = <609 e?ag) , g€aq.
Ceci montre qu’une représentation p : G — SU(2) est réductible si, et seulement si, elle
se factorise & travers une copie de U(1) dans SU(2), ou, ce qui revient au méme, si, et
seulement si, p(G) est un sous-groupe abélien de SU(2). On note A(G) le sous-ensemble des
représentations réductibles de G dans SU(2).

D’apres ce qui précede, une représentation p : G — SU(2) est irréductible si, et seulement
si, son image p(G) n'est pas contenue dans un sous-groupe abélien de SU(2). On note R(G) =
R(G) \ A(G) le sous-ensemble des représentations irréductibles de G dans SU(2).

Le groupe de Lie compact SU(2) agit par conjugaison sur R(G), on pose R(G) =
R(G)/SU(2) et on note SU(2)(p) V'orbite de la représentation p sous cette action. Cette
action se factorise a travers SO(3) = SU(2)/{%1} en une action qui est libre sur I’ouvert
R(G) et on pose R(G) = R(G)/SO(3). De cette facon, R(G) s’identifie & I'espace total d’un
SO(3)-fibré principal de base E(G) (¢f. [GM92, Paragraphe 3.A]).

Nous savons de plus que E(G) possede une structure d’ensemble semi-algébrique réel (?)
(¢f. [Heu03, Paragraphe 2]).

Nous faisons maintenant quelques rappels tirés des travaux de M. Culler et P. Shalen
présentés dans [CS83|. A chaque représentation p € R(G, SL2(C)), on fait correspondre
son caractére x, : G — C, défini par x,(g) = Tr(p(g)). L’ensemble X(G) = {x, | p €
R(G,SLs(C))} s’appelle la variété des caractéres du groupe G et posséde une structure
d’ensemble algébrique affine complexze pour laquelle application ¢ : R(G, SL2(C)) — X (G),
définie par t(p) = X,, est un morphisme régulier (c¢f. [CS83]). Le groupe PSLy(C) agit
algébriquement par conjugaison sur R(G,SL2(C)) mais le quotient R(G, SL2(C))/PSLy(C)
n’est pas nécessairement un espace séparé et c’est pour cela que 'on étudie plutot la variété
des caractéres X (G), que l'on peut voir comme le “quotient algébrique” de R(G, SL2(C))

(2)Un sous-ensemble de R est dit semi-algébrique lorsqu’il peut s’écrire comme la réunion finie d’un nombre
finie d’intersections d’ensembles définis par des équations ou des inéquations polynomiales.
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par l'action par conjugaison de PSLy(C) (¢f. [MS84]). On note SLy(C)(p) l'orbite de la
représentation p sous laction de PSLy(C).

Le sous-ensemble des représentations irréductibles de G dans SLa(C) est désigné par
R (@G, SLy(C)) et son image par t est notée X' (G) = t(R"™ (G, SLy(C))). D’apres [CS83,
Proposition 1.4.2], il s’agit d’ouverts de Zariski et on a t~1(X"(G)) = R"™(G,SLy(C)).
Toute représentation p € R (G, SLy(C)) est non-abélienne — c’est-a-dire que p(G) n’est pas
contenue dans un sous-groupe abélien de SLy(C) — mais, contrairement aux représentations
a valeurs dans SU(2), la réciproque est fausse. De plus, on a (c¢f. [CS83, Proposition 1.5.2]) :

Assertion 1.1. — Soient p et p' deux représentations irréductibles de G d wvaleurs dans
SL2(C). Les représentations p et p’ sont conjuguées si, et seulement si, X, = X, -

L’inclusion naturelle R(G) < R(G;SLy(C)) se factorise donc en Iapplication s : R(G) —
X(G), donnée par [p] — X,, qui possede la propriété suivante.

Lemme 1.2. — L'application s : R(G) — X(G) est injective.

Démonstration. — Soient p et p’ deux représentations irréductibles de G & valeurs dans
SU(2) et supposons que s(p) = s(p’). D’apres assertion précédente, les représentations p et
p' sont conjuguées par un élément appartenant & SLa(C). Mais on sait de plus que (voir par
exemple [Kla91, démonstration de la Proposition 15] pour une justification),

Assertion 1.3. — Si deux représentations irréductibles a valeurs dans SU(2) sont conju-
guées par un élément appartenant o SLo(C), alors elles sont conjuguées par un élément
appartenant ¢ SU(2).

Il en résulte donc que [p] = [p']. O

Au vu de ce dernier résultat, R(G) s'identific & un sous-ensemble de X (@) constitué de
points réels.

Notation. — S’il n’est pas fait mention explicite du contraire, tous les espaces topologiques
considérés dans cette these sont supposés connexes par arcs.

Etant donné un espace topologique X, son groupe fondamental est noté m1(X) sans
préciser le point de base choisi. On identifie 71 (X) avec le groupe des transformations du
revétement universel X — X de X , sans préciser non plus le point de base de X que 'on a
choisi. Cette ambiguité dans le choix du point de base n’affectera en rien les constructions
que nous allons faire en raison de leur invariance par Paction de 71(X) sur lui-méme par
conjugaison (c¢f. [Por97, p. 9]).

Pour un espace topologique X, on désigne par R(X), R(X) et R(X) les espaces R(m1 (X)),
R(m1(X)) et R(m1(X)) respectivement.

Avant de passer a des exemples concrets, terminons ce paragraphe par une remarque.

Remarque 1.4. — On ignore encore de fagon générale si chaque variété tridimensionnelle
compacte M dont le groupe fondamental n’est pas trivial, admet une représentation non
triviale de m (M) dans SU(2) (voir [Kir95, Probleme 3.105 (A)]). Toutefois, aucun contre-
exemple n’est connu a ce jour.
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Par contre, on sait qu’il existe des variétés closes M ayant un groupe fondamental non abé-
lien, mais dont toutes les représentations p : w1 (M) — SU(2) sont abéliennes (c¢f. Remarque
suivant [Kir95, Probleme 3.105 (A)]).

1.2.2. L’espace des représentations du groupe du tore bidimensionnel. — Soit
T? = S x S! le tore bidimensionnel et notons u et A des courbes simples, fermées de T2 se
coupant en un seul point. Le groupe fondamental de T2 est le groupe abélien 71 (T?) = Zu®
Z\. Décrivons I'espace des représentations de w1 (T?) dans SU(2) (cf. [Kir93, Paragraphe
1.2)).

Puisque le groupe fondamental de T2 est abélien, toute représentation de m1(7?) dans
SU(2) est abélienne. Plus précisément, considérons I'application © : R? — R(T?) définie de
la fagon suivante. L’'image par © du couple (o, 3) € R? est la classe de conjugaison de la
représentation p, g : m1(7?) — SU(2) telle que :

2mai 271
st = ()7 ) = (707 ).

e

On constate que © : R? — R(T?) est un revétement ramifié. En fait, et quitte a effectuer
une conjugaison par j € SU(2), on a O(a, 3) = O(d/, §') si, et seulement s'il existe m,n € Z
tels que (o/, 5") = £(«, B) + (m, n).

L'espace P = R(T?) s’appelle le “Coussin”®). On a représenté sur la Figure 1.1 un
domaine fondamental pour © et 'espace P.

R2 o 1

FIGURE 1.1. Le “Coussin”.

Remarque 1.5. — L’espace R(T?) posséde des points singuliers — ses “coins” — qui cor-
respondent aux représentations centrales de m1(T?) dans SU(2). Privé de ces quatre points,
R(T?) est une variété lisse de dimension 2.

1.2.3. L’espace des représentations abéliennes du groupe d’un nceud. — Tout
nceud K C S? admet des représentations abéliennes de son groupe G dans SU(2).

Plus précisément, si G désigne le groupe dérivé de G, alors Gx /Gy = H1(Mg;Z) = Z
est le groupe monogeéne engendré par le méridien m de K. Toute représentation abélienne
de Gk dans SU(2) est donc entierement déterminée par la valeur qu’elle prend en m. En
conséquence, on a le résultat suivant.

(3)Cet espace est connu dans la littérature sous le nom de “Pillow”.
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Proposition 1.6. — Soit K un neud dans S3. L’espace E(K) des classes de conjugaison
des représentations abéliennes de Gk dans SU(2) est paramétré par lintervalle [0, %] grace
a Uapplication t — @¢, donnée par :

2mte 0

0 6727rti

ot Gg — SU(2), avec pi(m) = (e > = cos(27t) + sin(27t)i.

1.2.4. L’espace des représentations du groupe des noeuds toriques. — L’espace
des représentations du groupe d’un nceud torique dans SU(2) a été décrit par E. Klassen
dans [Kla91, Théoréme 1]. Nous présentons dans ce paragraphe ses résultats et donnons
méme une description ezxplicite des représentations du groupe d’un noceud torique de type
(2,9).

Soit K, 4 le noeud torique d’indice (p,q), désignons par M, , son extérieur, par m son
méridien et par [ sa longitude. Le groupe de K, ; admet la présentation suivante :

Gp,q =m(Mpg) = (z,y | 2" = y?).
Sil'on note r, s € Z tels que ps —qr =1, alorson a m = 7 "y® et | = 2Pm™P¢ dans G, 4.

Remarque 1.7. — Sip = 2, alors r = —3 et s = %. Dans G2 4, on a m = xy% et

[ =a?m=2
Le centre du groupe G, 4 est non trivial : il s’agit du groupe monogene engendré par
I’élément central z = aP = y9.

Espace des représentations du groupe des nceuds toriques de type (2,q). — L’ensemble
R(Ma,q) des classes de conjugaison des représentations de m1 (Ma ) dans SU(2) est la réunion
de :
- E(Mgﬂ), ensemble des classes de conjugaison des représentations abéliennes de w1 (Ma 4)
dans SU(2),
- E(Mg,q), ensemble des classes de conjugaison des représentations irréductibles mq (M2 4)
dans SU(2) (voir Figure 1.2).
Explicitement, ces deux espaces peuvent étre paramétrés de la facon suivante :
- /Al(ngq) est paramétré par l'intervalle [0, %], comme on ’a vu dans la Proposition 1.6.
- E(Mgﬁq) est constitué de % arcs ouverts, notés Ee(ngq) avec ¢ = 1,...,% et
paramétrés de la fagon suivante. Pour ¢ € {1, cee %} et 0 < t < 1, on définit la
représentation pg; : m1(Ma,q) — SU(2) en posant :

pes(z) =1 et praly) = cos (@) +sin (@) (cos(mt)i + sin(mt)j) .

On constate que la représentation py 4 est irréductible et on pose Ry(Ma g) = {[pe] | t €
(0,1)}. De plus, les extrémités des arcs Ry(Ms ) s’identifient a des représentations
abéliennes correspondant aux zéros du polynéome d’Alexander du nceud.

Espace des représentations du groupe des neeuds toriques. — On décrit dans la proposition
suivante l'espace des représentations irréductibles du groupe du nceud torique K, , dans
SU(2) (¢f. [Kla91, Théoreme 1]).
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FIGURE 1.2. Classes de conjugaison des représentations de m1(Ma,5) dans SU(2).

Proposition 1.8. — L’espace E(Mpﬁq) des classes de conjugaison des représentations ir-

réductibles du groupe du neud K, ; dans SU(2) est la réunion disjointe des w;qfl) arcs

ouverts ﬁaﬂb(Mpﬁq) tels que :
1.0<a<p, 0<b<qeta=b(mod.2),
2. plx)? = (=1)" = p(y)*,
3. §a7b(Mp7q) est l’ensemble des SO(3)-classes de conjugaison des représentations p :

m1(Mp,q) — SU(2) telles que Tr(p(x)) = 2cos(7) et Tr(p(y)) = QCOS(%Z)).

* * A\(Mz; 4)

)

~

R(M314)

FIGURE 1.3. Classes de conjugaison des représentations de m1(M3,4) dans SU(2).

Remarque 1.9. — Les extrémités de I'arc ]?E%b(MILq) correspondent a des représentations
abéliennes de G, 4, dans SU(2).

1.2.5. L’espace des représentations du groupe du noeud en huit. — E. Klassen a
géométriquement décrit dans [K1a91, Théoreme 3] 'espace des représentations irréductibles
du groupe du noeud en huit (et plus généralement celui du groupe des noeuds twists). Il a
établi que les classes de conjugaison des représentations irréductibles de ce groupe forment
un cercle (voir Figure 1.4).

En suivant une méthode initiée par R. Riley (c¢f. [Ril84]), nous allons en donner une
description explicite. Commengons par décrire les principaux résultats obtenus par Riley
pour paramétrer ’espace des classes de conjugaison des représentations du groupe d’un

neeud & deux ponts.
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Généralités sur les neuds o deuxr ponts. — Un nceud K C S3, ou plus généralement un
entrelacs, est dit & deux ponts s’il existe une fonction hauteur sur S dont la restriction & K
est une fonction de Morse avec deux maxima et donc deux minima. Par exemple, les noeuds
toriques et le noeud en huit sont des nceuds a deux ponts.

Le groupe G d’un nceud a deux ponts admet une présentation de la forme : G =
(x,y | wr = yw), ot w est un mot en x, y et ou x représente un méridien du noeud.

Etant donnés t,u € C, considérons I’application p : G — My (C) définie par :

ot Y (0
o 1) Y7\ 1)

Puis désignons par W = (w;;); ; la matrice obtenue en remplagant dans le mot w les lettres
x et y respectivement par les deux matrices p(x) et p(y) ci-dessus. L’application p définie
une représentation dans GL2(C) si, et seulement si, ¢p(¢,u) = 0, ot ¢ (¢, u) = w11 + (1 —t)wi2
(cf. [Ril84, Théoreme 1]).

Vu la forme tres particuliére de la relation wx = yw du groupe G, on obtient une repré-
sentation & valeurs dans SLy(C) & partir de n’importe quelle représentation a valeurs dans
GL3(C) en divisant les deux matrices précédentes par une racine carrée de t. Méme plus,
toutes les classes de conjugaison des représentations non abéliennes & valeurs dans SLy(C)
sont obtenues de la sorte (cf. [Ril84, Théoréme 1]). Pour un couple (t,u) € C? tel que
$(t,u) = 0 et le choix v/t d’une racine de ¢, on notera p Ji.u la représentation & valeurs dans
SL2(C) correspondante.

Comme SU(2) est un sous-groupe de SLy(C), toute représentations & valeurs dans SU(2)
est aussi une représentation & valeurs dans SLy(C) (c¢f. Paragraphe 1.2.1). De plus, une paire
(t,u) € C? telle que ¢(t,u) = 0 correspond & une représentation a valeurs dans SU(2) si, et
seulement si, t = ¢ € S*\ {£1} et u € [2cos(f) — 2,0] C R (cf. [Ril84, Proposition 4]).

Le neud en huit. — Appliquons la technique de Riley pour décrire explicitement 1’espace
des classes de conjugaison des représentations du groupe du nceud en huit K.

Notons My Vextérieur du nceud K. Le groupe du nceud en huit admet la présentation
suivante :

Gr =m(Mg) = (z,y| [z~ " ylz = ylz~",y])

1 1

dans laquelle x représente le méridien m de K et le mot yx~ 'y~ ta?y~lz~ly sa longitude I.

A partir de cette présentation, on calcule le polynéme de Riley :
o(tu) = v+ (B = (t+17))(ut1).

En appliquant les idées présentées dans le sous-paragraphe précédent, on obtient le para-
métrage explicite de ’ensemble des classes de conjugaison des représentations irréductibles
du groupe du neeud en huit dans SU(2) donné dans la proposition suivante.

Proposition 1.10. — L’espace E(MK) des classes de conjugaison des représentations ir-
réductibles du groupe du neud en huit K dans SU(2) est un cercle, paramétré par les deux
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arcs .

) 3 3
(t,u) = <e47”5, cos(4ms) — 3 + \/c052(4ﬂ'5) — cos(4ms) — Z) )

(t,u) = <e4”s, cos(4ms) — g — \/c052(4ﬂ'5) — cos(4ms) — Z) )

avec s € [%, %} et ot on a pris €™ pour racine carrée de t = e,

s
ol
H
S
Wl
H

FIGURE 1.4. Classes de conjugaison des représentations irréductibles de G k.

On désigne par ps + : Gk — SU(2) la représentation, correspondant & s € [%, %} et a

uy = cos(4rs)— 3+ \/c052(4ﬂ's) — cos(4ms) — 3, envoyant le systéme périphérique de K sur

des matrices diagonales de SU(2) et telle que :

e?ﬂ'is 0
pS,i(m) = 0 6727ris .

Remarque 1.11. — 1. Le polynéme d’Alexander du nceud en huit vaut ¢ — 3t + 1.
Ses racines n’appartenant pas & S!, aucune représentation abélienne n’est limite de
représentations irréductibles.

2. Plus généralement, on sait décrire I’espace des représentations d’un nceud a deux ponts.
L’espace des classes de conjugaison des représentations irréductibles du groupe d’un
nceud a deux ponts est formé de cercles et d’arcs ouverts dont les extrémités s’identifient
a des représentations abéliennes (¢f. [Bur90]).

1.3. Homologie et cohomologie a coefficients tordus

1.3.1. Généralités. — Dans ce paragraphe & désigne I'un des groupes de Lie SU(2) ou
SL2(C) et on note g = su(2) ou sl (C) I'algeébre de Lie associée.

Soient X un espace topologique et p : m1(X) — & une représentation de son groupe
fondamental.

Le groupe 71 (X) agit par conjugaison & gauche et & droite sur I'algeébre de Lie g de & via

m(X)xg — g gxm(X) — g
(g,:c) — Adp(g)(x) (x,g) — Adﬁ(ffl)(z)
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En prolongeant la premiere (resp. la seconde) action & Z[w1 (X)], on fait de g un Z[m (X)]-mo-
dule & gauche (resp. a droite). L’algebre de Lie g munie de cette structure de Z[m1 (X )]-module
est désignée dans la suite par gadop-

Soient W un CW-complexe fini dont 1’espace topologique sous-jacent est |[W| = X et
V un sous-complexe de W dont lespace sous-Jacent est noté |V| = Y. Considérons W le
revétement universel de W et soit V C W le relevé de V. L'espace C, (W V;Z) devient
un Z[ri(X)]-module & gauche, de base les cellules de W \ V, via Daction de 71 (X) sur W
comme groupe de revétement.

Par définition le complexe Ci(W, V' gadop) = 8 @4, (x) C (W, v, Z) (resp. le cocomplexe
C*(W,V;8adop) = Homy, (x)(Ck (W, V;Z),g)) est le complexe (resp. le cocomplexe) & coef-
ficients dans gadop, en prenant pour opérateurs bord (resp. opérateurs cobord) les opérateurs
bord (resp. les opérateurs cobord) induits par les opérateurs bord naturels de C., (W, \7; 7).

L’homologie (resp. La cohomologie) du complexe Cy(W,V;gadop) (resp. du cocomplexe
C*(W,V; gadop)) est 'homologie Hy(X,Y; gadop) (resp. la cohomologie H*(X,Y; gadop)) de
(X,Y) & coefficients dans gado,-

Notons que si les représentations p : m1(X) — & et p' : m1(X) — & sont conjuguées, alors
il existe un isomorphisme entre les complexes C..(W,V;gadop) €t C(W,V; gadop) (resp.
entre les cocomplexes C*(W,V;gadop) €t C*(W,V;g4adop)) qui induit un isomorphisme
entre H,(X,Y; gadop) €t Hi(X,Y; gadop ) (resp. entre H*(X,Y ;g 4d0p) €t H*(X,Y; gadop )
(¢f. [Por97, Chapitre 0, p. 9]).

Pour alléger les notations, lorsque & = SU(2) et g = su(2), on note C,(W,V; Ad o p) =
Ci(W,V;5u(2) adop) (resp. C*(W,V; Ad o p) = C*(W,V;5u(2) adop)) le complexe (resp. le
cocomplexe) & coefficients dans la représentation Adop. Son homologie (resp. sa cohomologie)
est notée HL(X,Y) = H.(X,Y;5u(2) Adop) (vesp. Hy(X,Y) = H*(X,Y;5U1(2) adop))-

La remarque suivante peut s’avérer utile.

Remarque 1.12. — Considérons une représentation p : w1 (X) — SU(2) — SLq(C).

1. L’isomorphisme su(2) ®g C = sl3(C), défini par  ® a — xa, induit I'isomorphisme :
H*(X;502(C) adop) = H,(X) ®r C.

2. Si X est un espace K (m,1), alors H(m1(X)) = H;(X) (on consultera [Bro82, p. 15
& p. 59] pour plus de détails).

On dit qu'une représentation p : m(X) — SU(2) est acyclique, lorsque H;(X) = 0.
Sauf mention explicite du contraire, les représentations que ’on consideére dans la suite
sont & valeurs dans SU(2).

1.3.2. Propriétés de I’homologie et de la cohomologie a coefficients tordus. —
L’objet de ce paragraphe est de rappeler quelques propriétés de I’homologie et de la cohomo-
logie & coefficients tordus (dans su(2)44op), notamment I'existence de la suite exacte longue
associée & une paire et la dualité de Poincaré. Pour les démonstrations, on renvoie a [Por97,
Paragraphe 0.3.].
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Suite exacte longue. — Tout d’abord, 'homologie et la cohomologie a coeflicients tordus
satisfont la suite exacte longue associée a une paire. Soient (W,V) une paire de CW-
complexes et p : (W) — SU(2) une représentation quelconque. Il existe des homomor-
phismes 9 : H,(V) — H}"'(W,V) rendant la suite en cohomologie & coefficients tordus
suivante :

-

0 i 9 rri J i i i
OHHP (W, V)—-. ~*>HP(V)*>HPH(W, V)HHPJFI(W)HHPJA(V)H cee
exacte.

Produit cup, forme d’intersection. — La forme de Killing de su(2) est donnée par B :
(z,y) — Tr(zy). En identifiant su(2) avec 'ensemble des quaternions purs, B n’est autre
que le produit scalaire usuel (-, -) multiplié par le facteur —2.

Considérons une variété de dimension finie X compacte, connexe par arcs et orientée et
désignons par p : m(X) — SU(2) une représentation quelconque. Le produit scalaire (-, -)
induit :

— un produit cup pour la cohomologie de X & coefficients dans la représentation Ad o p :

—: HY(X) x HI(X,0X) — HPT(X,0X;R).

— une forme d’intersection pour ’homologie de X a coefficients dans la représentation
Adop:
() s HY(X) x H_(X,0X) — R.

Le produit scalaire de su(2) étant non dégénéré, on en déduit que la forme d’intersection est
un accouplement non dégénéré.

On dispose enfin d'un produit de Kronecker entre homologie et cohomologie a coefficients
dans la représentation Adop, lui aussi induit par le produit scalaire. Si (W, V') un CW-couple
fini, alors on a le produit de Kronecker :

[-]: HA(W,V) x H,(W,V) — R,
qui est également un accouplement non dégénéré.

Dualité de Poincaré. — La forme d’intersection étant non dégénérée, on a les dualités de
Poincaré :
Dp: HI(X, GX)QHS%(X)*QH;}%(X)

Dlp: H/(X)——H!_,(X,0X) ———H'(X,0X)
qui rendent commutatif le diagramme suivant :

Hi(X) x H!'"/(X,0X) — H"(X,0X;R)

Dpr;W T:
('7')

Hy (X, 0X) x H}(X) ——————

1.3.3. Suite de Mayer-Vietoris. — Ce paragraphe est consacré a 1’étude de la suite
exacte de Mayer-Vietoris en cohomologie a coefficients tordus. On utilisera & de nombreuses
reprises ce résultat dans la suite de cette these. Nous présentons d’abord le cas d’un produit
amalgamé de groupes puis le cas topologique.
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Le cas d’un produit amalgamé de groupes. — Supposons que le groupe G soit le produit
amalgamé des groupes G et G relativement & U. On écrit G = G *y G2 et on a le
diagramme commutatif suivant :

Gy
il kl
/ \
U G
Go

dans lequel I'homomorphisme i; : U — G est injectif, pour j =1, 2.

(1.1)

A toute représentation p : G — SU(2) de G on associe les trois représentations suivantes :
pi = pa, + Gj — SU2),j = 1,2, et ppy : U — SU(2). Puis on pose p = p1 * pa.
Réciproquement, soit p; une représentation quelconque de G; (j = 1,2), alors on peut
former la représentation p = p; * p de G si, et seulement si, p; 013 = p2 o is.

Correspondant au diagramme (1.1), on a la suite exacte longue en cohomologie & coeffi-
cients tordus suivante :

(12) - ——H(G) -2 HE (Gh) ® HY, (Go)———H (U)—" B (G)—— - -

dans laquelle k* = (kT, —k3) et i* = i + i5. Cette suite exacte s’appelle la suite de Mayer-
Vietoris en cohomologie & coefficients tordus associée au produit amalgamé G = G1 xy Go
et a la représentation p (voir par exemple [HS71, p. 221]).

Le cas topologique. — Soient W un CW-complexe compact, W7 et Wy deux sous-complexes
fermés et connexes par arcs tels que W = W1UWs et V. = W1NW5 est non vide et connexe par
arcs. Notons k; : W; — W et i; : V — W; les inclusions canoniques. Puis considérons une
représentation p : w1 (W) — SU(2) et notons p; = pjx, (w,) et pv = p|x,(v) ses restrictions a
m1(W;) et m1(V') respectivement. On a la suite exacte longue en cohomologie & coefficients
tordus suivante :

.. 'HH,’}(W)LH,’; (W) @ HY, (WQ)%HSV(V)L>H;L+1(W)H ..

dans laquelle k* = (k}, —k3) et i* =i} +i5. Cette suite s’appelle la suite de Mayer- Vietoris
en cohomologie a coefficients tordus associée au scindement W = Wy Uy Ws et a la repré-
sentation p. On pourra se reporter & [Por97, Proposition 0.11] pour plus de détails et une
démonstration.

Remarque 1.13. — Notons que contrairement au cas d’un produit amalgamé de groupes,
les homomorphismes 71 (V) — 71 (W), induits par les inclusions k; : V < W;, sont surjec-
tifs.

1.3.4. Groupes d’homologie et de cohomologie en dimension 0. — Le résultat du
lemme suivant est tres utile. Il fournit une description explicite des groupes d’homologie et
de cohomologie en dimension nulle (¢f. [Whi78, Théoreme 3.2, p. 275]).

Lemme 1.14. — Si X un espace topologique, alors on a les deux assertions suivantes.
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1. Notons su(2) adop(r, (x)) |'ensemble des vecteurs coinvariants, i.e. le quotient de su(2)
par le sous-groupe engendré par les éléments {x — Ad, () | x € su(2), g € m(X)}.
On a

Hg(X) = 5u(2)Adop(m(X)).

2. Notons su(2)A9°P(1 (X)) Pensemble des vecteurs invariants, i.e. le sous-groupe constitué
des vecteurs fizes sous laction de m(X), précisément

su(2)A90r(m(X) — 4 € 5u(2) | Ad,g)(7) = x pour tout g € 1 (X)}.

On a
0 ~ Adop(my (X
HI(X) = gu(2)dor(m (X)),

Une conséquence immédiate du lemme précédent est donnée dans le suivant.

Lemme 1.15. — Sous les hypothéses du lemme précédent, si p est une représentation ir-
réductible de w1 (X) dans SU(2), alors H)(X) = 0.

Démonstration. — Compte tenu du lemme précédent, il suffit de voir que su(2)A4r(71(X)) —

0. Mais cette derniére affirmation est une conséquence directe du fait que les rotations Ad,,),
pour g € 71(X), n’ont pas d’axe commun lorsque p est irréductible. o

1.3.5. Exemples. — Illustrons notre propos en donnant deux exemples qui s’averent étre
fondamentaux pour la suite. Il s’agit des exemples de I'extérieur My d’un noeud K C S? et
de son bord M, qui est un tore bidimensionnel. Commengons par étudier la cohomologie
a coeflicients tordus de ce dernier.

Cohomologie a coefficients tordus du tore. — Toutes les représentations du groupe fonda-
mental du tore bidimensionnel dans SU(2) sont abéliennes (c¢f. Paragraphe 1.2.2) et on a le
résultat suivant (¢f. [Por97, Proposition 3.18]).

Proposition 1.16. — Soit T? le tore bidimensionnel. Si p : 7w (T?) — SU(2) est une
représentation non centrale, alors la cohomologie de T? & coefficients dans la représentation
Ad o p s’identifie a sa cohomologie a coefficients réels :

HS(TQ) =~ HO(T?%R) est un R-espace vectoriel de dimension, 1,
H;(TQ) ~ HY(T?R) est un R-espace vectoriel de dimension 2,
H>(T?) = H*(T*R) est un R-espace vectoriel de dimension, 1.

Démonstration. — En reprenant les notations du Paragraphe 1.2.2, on sait que p est conju-
guée & une et une seule des représentations p, g : 71 (T?) — SU(2), donnée par :

e27rai 0 e?ﬂ'ﬁi 0
pa,ﬁ(,u/) - ( 0 e—27‘ro¢i) ’ pa,ﬁ()\) - ( 0 6—277[31') ’

avec 0 < v < 1 et 0 < B < 1/2. Ainsi I'espace su(2)49°2(m1(T)) — Rj des vecteurs invariants
sous Paction de Ad o p(71(T?)) s’identifie & R par I'isomorphisme ¢ = (i, -).
Introduisons I’homomorphisme ¢, : H}(T?) — H'(T?R), défini par o (z) =i z La

non dégénérescence du produit scalaire de su(2) fait que gbi(i) est injectif pour tout i = 0, 1, 2.
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Grace au Lemme 1.14, on voit d’emblée que gbi(o) : H)(T?) — H°(T?R) est un isomor-

phisme. Ensuite, par dualité de Poincaré, on a
dim H}(T?) = dim H)(T?) = 1 = dim H*(T*R).
Puis, la caractéristique d’Euler de T? étant nulle, il vient
dim H)(T?) = dim H)(T?) + dim H}(T?) = 2 = dim H'(T*R).

Ceci suffit pour conclure que qﬁi(i)  H(T?) — H*(T*R) est un isomorphisme, quel que soit
i=0,1,2. 0

Remarque 1.17. — Si p : m(T?) — SU(2) est une représentation centrale — c’est-a-dire
si p(m1(T2)) C {£1} -, alors su(2)A%P(M (™) = su(2), de sorte que dim H(T?) = 3, puis
par dualité de Poincaré, dim H}(T?) = 3 et enfin, en s’appuyant sur le fait que x(7?%) = 0,
dim H)(T?) = 6. On peut en fait noter que dans ce cas précis, Hy(T?) = H*(T?; R) g su(2).

Cohomologie a coefficients tordus d’une variété tridimensionnelle a bord. — Soit M une
variété tridimensionnelle, compacte, orientable dont le bord est une réunion finie de ¢ tores
et considérons p : m (M) — SU(2) une représentation dont la restriction a chaque tore de
OM n’est pas centrale. La cohomologie de M a coefficients dans la représentation Ad o p
vérifie les propriétés données dans le lemme suivant.

Lemme 1.18. — Avec les notations précédentes, on a dim H,}(M) > t.

De plus, si p est irréductible, alors H)(M) = 0 et dim H} (M) = 3x(M) + dim H}(M).
Démonstration. — Elle se divise en deux étapes.

1. La suite exacte longue en cohomologie & coefficients tordus associée & la paire (M, M)

couplée a la dualité de Poincaré fournissent le diagramme commutatif suivant :

i 0
~~*>H;(M,8M)*>H;(M)%Hg(aM)HH?(M,@M)H~~

IE IE E IE

oy HY (M) —— HE(M, M)~ HP(OM) —=— HY (M) — -+ -

De 1a, on déduit que im @ = imi,, mais on sait aussi que imi, = imé*, de sorte
que rgi* = rgd. En s’appuyant sur l'exactitude de la premiere ligne du diagramme
précédent, on obtient donc

2t = dim H) (OM) = rgi* +rgd = 2rgi*.

Ainsi rg7* =t et par conséquent dim H}(M) =t + dimkeri* > ¢.
2. Si p est irréductible, alors Hy) (M) = 0 (c¢f. Lemme 1.15).
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L'égalité dim H2(M) = 3x(M) + dim H2(Mj) résulte quant & elle du fait que (*

> (=1) dim H}(M) = x(M) - dim su(2) = 3x(M).

i>0
O
Le résultat du lemme précédent s’applique en particulier a ’extérieur d’un noeud ou d’un
entrelacs.
Lemme 1.19. — Soit K un neeud dans S®. On note My son extérieur et Gx = m1 (Mg)

son groupe. Si p : Gx — SU(2) est une représentation non centrale, alors dim H)(Mg) > 1.
Si de plus p est irréductible, alors H)(Mg) = 0 et dim H, (M) = dim H} (Mk).

Démonstration. — C’est une conséquence directe du lemme précédent.

En effet, Mg est une variété tridimensionnelle, compacte, orientable dont le bord est un
tore et ayant une caractéristique d’Euler nulle. De plus, en désignant par m le méridien de
K, sip: Gg — SU(2) n'est pas centrale, alors p(m) # +1 (car m engendre normalement
Gk), de sorte que la restriction de p & m1(0M) n’est pas centrale. o

1.4. Dérivations

Cette section est consacrée a la notion de dérivations tordues (a coefficients dans su(2) ou
s[3(C)). En particulier, pour un groupe G et certaines représentations p : G — SLo(C), on
montre que le groupe de cohomologie & coefficients tordus H*'(G; slz(C) Adop) €st isomorphe
a lespace tangent a la variété des caracteres.

1.4.1. Définitions. — Dans ce paragraphe, & désigne I'un des groupes de Lie SU(2) ou
SL2(C) et on note g = su(2) ou sl (C) l'algebre de Lie associée.

Soient G un groupe de type fini et p : G — & une représentation quelconque. Une
dérivation tordue par p est une application d : G — g vérifiant la condition de cocyclicité :

d(g192) = d(g1) + Ad,4,)d(g2), pour tout g1, g2 € G.

On note Der(G; gadop) 'ensemble des dérivations de G tordues par la représentation p.
Soit G un groupe de présentation finie engendré par Si,....S,. Notons

F,={(S,...,5 |—)

le groupe libre de rang n et ¢ : F,, — G la surjection canonique. On adopte la convention
suivante : si p: G — & est une représentation, si g € G et x € g, on écrit gox = Ad,y) ().
Avec ces notations on a :

(4) Cette égalité s’obtient grace A

> (=1)* dim H, (M) = "(—1)" dim C*(M; Ad o p)

i>0 i>0

olt C*(M; Ad o p) = Homy, (ar)(C; (M; Z), su(2)).
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Assertion 1.20. — Sid € Der(G; gadop), alors pour tout g € F,, on a :

d(¢(g)) = i <§i>¢ o d(s;).

i=1

On se reportera par exemple & [BZ85, Chapitre 9.B] pour une démonstration de cette
formule bien connue.

Parmi les dérivations tordues par p, on distingue les dérivations intérieures, i.e. les appli-
cations 0 : G — g pour lesquelles il existe a € g tel que 'on ait,

5(g) = a — Ad,(g)a, pour tout g € G.

On note Inn(G; gadop) 'ensemble des dérivations intérieures de G tordues par p.
Assertion 1.21. — Sip: G — & est irréductible, alors Inn(G; gadop) = g.

Démonstration. — Si p est irréductible, alors Ad o p(G) C Aut(g) n’a pas de vecteur fixe
autre que le vecteur nul et donc Inn(G; gadop) = g. O

Notation. — Pour simplifier les notations, lorsque & = SU(2), on écrit Der,(G) pour
Der(G; stadop) et Inn,(G) pour Inn(G; stagop)-

Pour un espace topologique X et une représentation p : w1 (X) — SU(2), on convient de
noter Der,(X) pour Der, (71 (X)) et Inn,(X) pour Inn,(m (X)).

1.4.2. Un lemme utile. — Ce paragraphe est consacré a la démonstration d’un lemme
utilisé plusieurs fois dans la suite de cette these (¢f. [Heu03, Lemme 2.1]).

Lemme 1.22. — Soient G un groupe, g € G et désignons par (-,-) le produit scalaire de
su(2). Sip: G — SU(2) est une représentation telle que p(g) # £1, alors :

1. Il existe un unique couple (8, P*(g)) tel que p(g) = cos(6)+sin(8)P?(g), avec 0 < 0 <
et PP(g) € S2.

2. Pour tout § € Inn,(G), on a (6(g), P?(g)) = 0.

3. Si g’ est un conjugué de g dans G, alors (d(g), P?(g)) = (d(¢'), PP(¢')), pour tout
d € Der,(G).

Démonstration. — Le premier point a déja été vu dans la Section 1.1. La démonstration
des deux autres est pour lessentiel une conséquence de identité bien connue : (z, P) =
(Adazx, P), dans laquelle A € SU(2) \ {£1}, Ad4 est une rotation d’axe P € su(2) et
x € su(2). En effet,

1. Sié € Inn,(G), alors il existe a € su(2) tel que 'on ait 0(g9) = a — Ad, 4 a, de sorte
que (3(g), P*(g)) = (a, PP(g)) — (Ady(g)a, P*(g)) = 0.

/

2. Si g’ s’écrit ¢’ = hgh™1, alors
d(g') =d(h) — Adpgyd(h) + Adypyd(g) et PP(g) = Ad )PP (g).
On a donc
(dlg"), PP(g")) = (d(h), P*(g")) = (Adygnyd(h), P (g")) + (Adynyd(g), Adpn) P?(9)),
ce qui donne (d(g"), P*(¢')) = (d(g), P*(9))-
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O

1.4.3. Groupe de cohomologie tordue en dimension 1. — Désignons par & l'un des
groupes de Lie SU(2) ou SLs(C), notons g = su(2) ou slp(C) 'algebre de Lie associée et
considérons une représentation p : G — & d’un groupe G.
On rappelle que l'on dispose des isomorphismes (¢f. [HS71, Chapitre VI]) :

Der(G; gadop) = Z'(G; 8adop), Inn(G; gadop) = B' (G5 gadop)

et
Der(G; gadop)/Inn(G; g adop) = H' (G g adop)-

Ainsi, la suite :

OHIHH(G; gAdop)HDer(G; gAdop)HHl(G; GAdop)HO

est exacte.

1.4.4. Espace tangent et groupe de cohomologie. — Reprenons les notations du
Paragraphe 1.2.1. D’aprés un résultat d’A. Weil (c¢f. [Wei64]), 'espace tangent de Zariski
T2 R(G,SLy(C)) & R(G, SLz(C)) en une représentation irréductible p : G — SLy(C) s’iden-
tifie & un sous-espace de I'espace des cocycles Z!(G; s12(C) a4op)- Plus précisément, 'inclusion
est donnée par (cf. [Por97, Paragraphe 3.1.3] ou [BA98, Proposition IV.10]) :

G — S[Q(C)
— a .
=0 9= Zpi(9)p(97 )],

dpy

(1.3) T%"R(G,SLa(C)) — Z'(G;512(C) adop) o

avec pg = p.
En général, cette inclusion peut étre stricte et nous dirons qu’une représentation p €
R(G,SLy(C)) est réduite au sens des schémas ) lorsque l'inclusion (1.3) est un isomor-
phisme.
L’espace tangent de Zariski en p € R (G, SLy(C)) a l'orbite SLy(C)(p) de p sous l'ac-
tion de la représentation adjointe s’identifie & 'ensemble des cobords B'(G;sl2(C)adop)
(cf. Assertion 1.21). On a donc une inclusion naturelle :

T X(G) — Z'(G;812(C) adop) / B (G;512(C) adep) = H' (G5 812(C) adop),

qui est un isomorphisme si, et seulement si, p est réduite au sens des schémas (¢f. [Por97,
Proposition 3.5]). Lorsque p est réduite au sens des schémas, on dispose ainsi du diagramme
commutatif suivant :

i Dyt ar yirr
(1.4) T?*SLy(C)(p) —— T/* R™ (G, SLy(C)) ——— Tfp X"™(@Q)
BI(G; 5[2(C)Adop) e Zl(G; S[Q(C)Adop) e Hl(G;S[g(C)Adop)
Reprenons l'involution ¢ : SLa(C) — SL(C), définie par o(A) = (AT)~! que nous avons

considérée dans le Paragraphe 1.2.1, puis notons o, = D10 : sl3(C) — sl3(C) Papplication

(®)On peut se reporter & [Por97, p. 69] ou & [BA98, Définition IV.12] pour une justification de cette
définition et de la terminologie utilisée.
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linéaire correspondante. Explicitement, on a o.(z) = —ZT et on constate que sl(C)7 =
su(2). En effet, au moyen de l'isomorphisme su(2) ® C — sly(C) défini par z ® a — za,
0« : 5l3(C) — sl3(C) induit application linéaire 7, : su(2) ® C — su(2) ® C, donnée par
7«(x ®a)=x®a.

Pour une représentation p € R(G), on définit ’espace tangent a la “sous-variété réelle”
R(G) = (R(G,SL2(C)))? en posant :

T,R(G) = (T%*R(G,SL2(C)))”" C T4 R(G,SLy(C)).
Sip: G — SU(2) est irréductible, alors, en utilisant le fait que Z' (G 512(C) adop) = Z,(G) @R
C, l'inclusion (1.3) induit une inclusion :

T,R(G) = (T4 R(G, SL2(C)))U* — (Z"(G;512(C) adop))

7= Z;(G) = Der,(G).

Nous commencons par établir deux lemmes.

Lemme 1.23. — Soit p : G — SU(2) une représentation irréductible. Si la représentation
p: G — SLy(C) est réduite au sens des schémas, alors T,R(G) = Der,(G).

Démonstration. — Elle est identique & celle de [BA98, Proposition IV.16].
Puisque p : G — SL3(C) est réduite au sens des schémas, l'inclusion (1.3) est un isomor-
phisme. On a donc :

T,R(G) = (T4 R(G, SL2(C)))U* =~ (ZY(G;512(C) adop))

O x

= Z}(G) = Der,(G).

p
O
Lemme 1.24. — Pour une représentation irréductible p : G — SU(2), on a :
(SL2(C)(p))” = SU(2)(p)-
Démonstration. — C’est une conséquence directe de I'injectivité de ’application s : E(G) —
X(G) (¢f. Lemme 1.2). O

On a enfin le résultat suivant.

Proposition 1.25. — Soit G le groupe libre F,, ou le groupe fondamental de S, sphére
bidimensionnelle privée de n points. Si p : G — SU(2) est une représentation irréductible,
alors p : G — SLa(C) est réduite au sens des schémas et on a T,R(G) = Der,(G).

Démonstration. — On utilise le Lemme 1.23 et le fait que si G = F,,, alors R(F,,) = SU(2)"
est une variété lisse de dimension 3n. De méme, si G = 71 (S) & F,,_1, alors R(S) = SU(2)" !
est une variété lisse de dimension 3n — 3. O

1.5. Notions de régularité

Cette section est consacrée a la notion de régularité, introduite par M. Heusener
dans [Heu03, Paragraphe 1], et & celle de p-régularité, introduite par J. Porti dans [Por97,
Définition 3.21], pour une représentation du groupe d’un noeud. On ne donne toutefois ici
que des généralités, qui seront utilisées dans la suite du présent travail.
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A partir de maintenant, K désigne un noeud dans S2 et on suppose que la sphere S est

orientée.

1.5.1. Définitions. — Commengons par les définitions et une conséquence directe de
celles-ci.

Définition 1.26. — Soient p : Gxg — SU(2) une représentation irréductible et p une
courbe simple, fermée dans le bord OMg de M.
(i). On dit que p est réguliére lorsque ’homomorphisme H)(Mg,0Mr) — H)(Mx),
induit par U'inclusion O0My — My, est nul.
(ii). On dit que p est p-réguliére lorsque 'homomorphisme H) (Mg, p) — H) (M),
induit par Uinclusion p — Mp, est nul.

Remarque 1.27. — 1. La régularité décrit en fait une situation “générique” ; nous ex-
pliquerons ceci avec plus de détails dans la Proposition 3.4.

2. La notion de p-régularité s’impose lorsque ’on cherche une base de référence de nature
géométrique pour le groupe H ; (Mk), nous reviendrons sur ce probléme au Chapitre 2
(voir en particulier Paragraphe 2.7).

3. Nous justifierons dans quelques instants la terminologie “réguliere” utilisée.

4. La régularité et la u-régularité sont des notions invariantes par conjugaison, on pourra
donc parler de régularité et de p-régularité pour la classe de conjugaison [p] de la
représentation p.

Dans le lemme suivant, on donne une caractérisation utile, bien qu'immédiate, de la
régularité et de la p-régularité.

Lemme 1.28. — Soient p : Gx — SU(2) une représentation irréductible et p une courbe
simple, fermée dans le bord OMy de My .
(i). La représentation p est réguliere si, et seulement si, ’homomorphisme

it H;(MK) — le(aMK),

induit par Uinclusion i : OMyg — My, est injectif.
(i1). La représentation p est u-réguliére si, et seulement si, ’lhomomorphisme

o s (M) — HI0),
induit par Uinclusion o : p— Mg, est injectif.

Démonstration. — Elle s’appuie sur la suite exacte longue en cohomologie & coefficients
dans la représentation Ad o p associée a une paire.
(i). En utilisant exactitude de la suite exacte longue en cohomologie a coefficients tordus
associée a la paire (Mg, 0Mk) :

s H (M, 0My)—H (Mg )~ H} (OMy ) -2 H2 (Mg, OMc ) — - - -

on constate immédiatement que p est réguliere si, et seulement si, ¢* est injective.
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(ii). Le méme argument que dans le cas précédent, mais appliqué a la paire (Mg, u),
permet de conclure que la représentation p est p-réguliere si, et seulement si, o™ est
injectif.

O

Remarque 1.29. — On vérifie aisément que la représentation p est u-réguliere si, et seule-
ment si, a* : Hg (Mg) — H;(,u) est un isomorphisme (c¢f. Corollaire 1.33).

1.5.2. Critéres de régularité. — Dans ce paragraphe, K désigne toujours un nceud
dans S, on note My l'extérieur de K, Gk son groupe et on considére une représentation
irréductible p : Gx — SU(2).

On commence par donner une caractérisation cohomologique de la notion de régularité

(c¢f. [Hod86] et [HK97, Remarque 4]).

Proposition 1.30. — La représentation p : Gxg — SU(2) est réguliére si, et seulement
si, le groupe H; (Mg) de cohomologie de My a coefficients dans la représentation Ado p est
un R-espace vectoriel unidimensionnel.

Démonstration. — Dans la démonstration du Lemme 1.19, on a établi que dim H;(M) =
1+ dimker¢*. En combinant cette affirmation a celle du Lemme 1.28, on obtient le résultat
voulu. O
Remarque 1.31. — La caractérisation de la régularité donnée dans la proposition précé-

dente est en fait la définition originale de la régularité donnée dans [Heu03, Paragraphe 1].
Nous avons toutefois préféré prendre comme définition de la régularité la Définition 1.26(i)
pour souligner I'analogie qu’elle présente avec la définition de la p-régularité.

Les corollaires suivants sont dévolus a deux conséquences immédiates de la Proposi-
tion 1.30.

Corollaire 1.82. — La représentation p : Gxg — SU(2) est réguliére si, et seulement
si, dim Der,(Mk) = 4.

Démonstration. — La représentation p étant irréductible, d’apres 1’Assertion 1.21 on a
dim Inn,(Mg) = 3, de sorte que dimDer,(My) = 3 4 dim H)(Mk). Ce qui acheve la
démonstration. O

Corollaire 1.33. — Soit u une courbe simple, fermée dans le bord OMy de Mg. Si p :
Gr — SU(2) est une représentation u-réguliére, alors p est réguliére.

Démonstration. — Vérifions que dim H, (M) = 1.
L’homomorphisme a* étant le composé des deux homomorphismes suivants :

H)(Mx)——H)(0Mx)——H, (),

induits respectivement par les inclusions ¢ : OMy — Mg et j : p — OMg, on a keri* C
ker o*.
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D’apres le Lemme 1.28,; si p est p-réguliere, alors 'homomorphisme o est injectif, et par
suite, I'homomorphisme ¢* est aussi injectif. En utilisant une nouvelle fois le Lemme 1.28,
on conclut que p est réguliere. O

Nous verrons que la réciproque du corollaire précédent est fausse (cf. Paragraphe 1.5.4).
On peut toutefois établir (voir Proposition 1.40) que si p est réguliere, alors il existe une
courbe simple, fermée p dans le bord de Mg telle que p est p-réguliere.

Donnons & présent un résultat de M. Heusener et E. Klassen (¢f. [HK97, Proposition
1]), conséquence de la proposition ci-dessus, expliquant P'utilisation du terme régulier pour
une représentation.

Corollaire 1.34. — Soit p : Gxg — SU(2) une représentation et désignons par [p] sa
SO(3)-classe de conjugaison. Si p est une représentation réguliére, alors [p] est un point
lisse et il existe un voisinage de [p| dans ]?E(MK) qui est difféomorphe a un intervalle réel.
Ainsi, Uensemble des classes de conjugaison des représentations réguliéres forme une variété
unidimensionnelle notée Reg(K).

Terminons cette partie par la proposition suivante.

Proposition 1.85. — Si p : Gx — SU(2) est une représentation réguliére, alors il existe
un isomorphisme o, entre T, R(Mg) et H}(Mr).

Démonstration. — Si p: Gxg — SU(2) est une représentation réguliere du groupe du nceud
K, alors p est réduite au sens des schémas, [p] est un point lisse de R(Mg) et R(Mg)
posséde une structure de variété lisse unidimensionnelle au voisinage de [p]. L’ensemble
E(M k) possede donc une structure de variété lisse de dimension 4 au voisinage de p et en
s’appuyant sur le diagramme commutatif (1.4) et sur les Lemmes 1.23 & 1.24 on obtient le

diagramme commutatif suivant ou les lignes sont exactes :

0 —— T,SU(2)(p) —— T,R(Mg) — Ty R(Mg) —— 0

k J” me

0 —— Inn,(Mg) —— Der,(Mg) —— H;(MK) —0

On en déduit donc que oy, : T[p]é(MK) — H,}(MK) est un isomorphisme. O

1.5.3. Criteres de p-régularité. — Soit p une représentation irréductible de Gx dans
SU(2), désignons par [p] sa classe de conjugaison et notons p une courbe simple, fermée dans
le bord My de Mg . On suppose que la courbe p est orientée (©).

La représentation p étant irréductible, on a p(m) # +1, il existe donc un unique couple
(0, PP) tel que p(m) = cos(0) + sin(9)P?, avec 0 < 0 < 7w et PP € S2. Le vecteur PP €
52 est dans l'espace su(2)A9°P(m1(OMx) des éléments de su(2) invariants sous Paction de
Ad o p(m1(0MF)) et engendre en particulier ’axe commun des rotations Ad o p(m1 (9M)).

(®)Bien que la notion de p-régularité soit indépendante de 1'orientation de la courbe 4, il nous est nécessaire
d’orienter p pour définir sans ambiguité un isomorphisme explicite entre H; (Mg) et R (voir infra).
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Notons Vi, un voisinage de [p] dans R(Mg) et considérons Iapplication Ou : Vi C
R(Mg) — [0,27]/ ~= S, qui & [o] € Vi, associe angle 0,([¢]) € S* de la rotation
Ad o o(p).

Lorsqu’une représentation p : Gx — SU(2) est p-réguliere, nous savons déja que H ; (Mk)
est un espace vectoriel unidimensionnel (c¢f. Lemme 1.28). Nous allons montrer, qu’en plus,
on connalt explicitement un isomorphisme — fonction de la courbe orientée p — entre H ,} (Mg)
et R.

Introduisons f# : H)(Mgk) — R ’homomorphisme défini (™ par fh(w) = (v(p), P?), on
(-, ) désigne le produit scalaire de su(2). On peut noter que : fl’j,l =—f}.

On commence par établir la “formule de dualité” suivante (analogue & celle obtenue par
J. Porti dans [Por97, Lemme 3.20]).

Lemme 1.36. — Si p: Gxg — SU(2) est réguliére, alors
F2(0) = (0(32), P?) = Do (0)),

pour tout v € H)(Mg), avec @) : T[p]E(MK)iH;(MK) (cf. Proposition 1.35). Autre-
ment dit, le diagramme suivant est commutatif :

Démonstration. — Soit v € TPITE(MK). On choisit un germe ps au voisinage de l'origine tel
que :
_ dps
ds |,
puisque la représentation p est réguliere, on peut supposer que ps est aussi réguliere. On
plonge ensuite TPE(MK) dans Z)(Mx) de la fagon usuelle :

Vg € G, 0(9) = ~-pa(gplo) ™

et po = p,

s=0
Il existe une famille de matrices A, telle que :

67
e 0 _
ps(p) = As < 0 ei&ﬁS) A .

On constate que P? = Ada, (i) et en utilisant I'identité

dAT! dA
S A71 S
ds O ds

s=0 s=0

(M La cohérence de la construction est assurée par I'identité (b(m), P?) = 0, valable pour tout b € B; (Mk),
d’apres le Lemme 1.22.
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on obtient :
d 1 dA, dors
— - = (Id — Ad —_— £ PP
T.Ps(9)p(9) . ( o) 73 el IR AE
ce qui permet de conclure que :
d ) dors
—ps(9)p(9)” ,Pp> =—t :
<d8 s=0 dS s=0
O
Avec les notations précédentes, on a la caractérisation suivante de la notion de p-
régularité.
Proposition 1.837. — La représentation p : Gxg — SU(2) est p-réguliére si, et seulement

sty 1 : H;(MK) — R est un isomorphisme.

Démonstration. — Géométriquement la courbe p dans le bord OMy de Mg est un cercle.
Considérons l'inclusion « : g — Mg. On a vu que, p est u-régulieére si, et seulement si, o™ :
H)(Mg) — H)(p) est un isomorphisme (cf. Lemme 1.28).

Comme dans le cas du tore, le produit cup induit par le produit scalaire de su(2) nous
fournit "isomorphisme suivant :

PP HY ()-SR,
On a donc, pour tout v € H} (M),

d’otu le résultat. O
Corollaire 1.38. — Soit p: Gx — SU(2) une représentation réguliére. La représentation
p est p-réguliere si, et seulement si, la forme linéaire ff : H; (Mg) — R est non identique-
ment nulle.

Démonstration. — D’apres la Proposition 1.37, la condition est nécessaire, vérifions qu’elle

est suffisante. Si ff : H;(M k) — R est non identiquement nulle, alors elle est surjective, c’est
donc un isomorphisme puisque dim H ; (Mg) =1 et on conclut grace a la Proposition 1.37.
O

En combinant les deux résultats précédents, on obtient la caractérisation suivante de la
p-régularité (c¢f. [Por97, Proposition 3.26]).

Théoréme 1.39. — Awvec les notations qui précédent, la représentation p est p-réguliére
st, et seulement st, les deux conditions suivantes sont réunies :

1. la représentation p est réguliére,

2. 0,: V) C R(M) — R est une submersion en [p].

~

Si p est p-réguliere, on dispose donc de Iisomorphisme Dy, 0, : Tj R(Mk) — R.
Dans la proposition suivante, on examine le lien étroit qui unit les notions de régularité
et de p-régularité (¢f. [Por97, Théoreme 3.15]).
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Proposition 1.40. — La représentation p : G — SU(2) est réguliére si, et seulement si, il
existe une courbe simple, fermée pu dans le bord OMg de My telle que p soit p-réguliére.

Démonstration. — On sait déja que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est néces-
saire. Soit p une courbe simple, fermée dans OMg et notons A une autre courbe simple,
fermée dans OM telle que p*, \* engendrent le groupe H'(OM;R). De deux choses 1'une,
soit p est p-réguliere auquel cas il n’y a rien a démontrer, soit p n’est pas u-réguliere et nous
allons vérifier qu’elle est A-réguliere.

Notons i* : H)(Mg) — H}(OMg) et o : H)(Mgk) — H)()\) les homomorphismes
induits respectivement par les inclusions OM «— Mg et A\ — M. Le groupe H ; (OM) est
engendré par ( Sﬁ)—l(u*) et ( 531,2)_1()\*) (cf. démonstration de la Proposition 1.16). On a
vu dans la démonstration du Lemme 1.18 que rg(i*) = 1 ; soit z un générateur de H; (Mg),
il existe donc des réels a,b non simultanément nuls tels que : i*(z) = af 531’2)71(#*) +
b(9ip)) 1 (V).

Nécessairement b # 0, car si b = 0 alors a # 0. Ce dernier cas ne pouvant pas se produire
car sinon p serait p-réguliere (voir ci-dessous).

Quitte a diviser z par b, on peut supposer que i*(z) = ¢( gglp))*l(u*) +( 531,2)’1()\*), avec
¢ €R. On a donc PP — a*(z) = PP — i*(z) = \*, ce qui montre que p est A-réguliere. [

1.5.4. Exemples. — Dans ce paragraphe, on donne des exemples et contre-exemples pour
illustrer les notions de régularité et de p-régularité que 'on vient d’introduire.

Ezemple 1.41. — Soit K un nceud dans S®. Considérons la variété tridimensionnelle close,
My () obtenue par chirurgie de pente p le long de K et supposons que son groupe fonda-
mental soit un groupe fini. S. Boyer et X. Zhang ont montré que toute représentation non
abélienne p : 71 (Mg (1)) — SL2(C) induit (apres conjugaison éventuelle ®)) une représenta-
tion p: Gx — SU(2) qui est p-réguliere (¢f. [BZ96, Lemme 4.3]).

Exzemple 1.42. — Soit K un nceud dans S® dont le méridien est noté m. Désignons par
]/\4\2 son revétement ramifié a deux feuillets. Lorsque p € Z est un entier premier tel que
Hy(My; Z,/pZ) = Z/pZ, M. Heusener et E. Klassen ont démontré dans [HK97], qu'il existe
alors une représentation binaire diédrale () p : G — SU(2), qui est m-réguliere. Ce résultat
s’applique en particulier aux noeuds a deux ponts.

Ezxemple 1.43. — Reprenons 'exemple des nceuds toriques traité au Paragraphe 1.2.4.
Notons m le méridien de K, 4. Si p : m1(Mp,q) — SU(2) est une représentation irréductible,
alors p est m-réguliére et donc en particulier réguliere (c¢f. Corollaire 1.33). Ainsi Reg(K) ) =
R(M,.,).
Une justification rigoureuse de cette propriété est donnée comme conséquence de 1’ Asser-
tion 5.4 et dans la Remarque 5.6. En voici une justification heuristique a ’aide du “Coussin”
pour le nceud de trefle K = Koy 3.

(8 Car p(G k) est un sous-groupe fini et non cyclique de SLa2(C).
(9) Cest-a-dire dont 'image p(Gx) est un sous-groupe binaire diédrale (d’ordre 4p) de SU(2).



1.5. NOTIONS DE REGULARITE 25

De fagon générale, pour un noeud K, linclusion OMy <— Mg induit une application
r:R(Mg) — R(OMg) = P dont I'image est génériquement de dimension 1. En effet, en se
placant en une représentation générique p, i.e. dont la restriction au sous-groupe périphérique
m1(0M) n’est pas centrale, la différentielle de r en la classe de conjugaison de p s’identifie
a I'homomorphisme i* : H)(Mg) — H}(dMf) induit par I'inclusion. Comme M est une

variété tridimensionnelle dont le bord est un tore, on a rgi* = 1 (¢f. démonstration du
Lemme 1.18).
I I
I I
I I
T 1 1
—_— I I
I I
l l
I I
I
FIGURE 1.5

Pour le nceud de tréfle K, R(Mg ) est un arc ouvert dont les extrémités correspondent & des
représentations abéliennes (c¢f. Paragraphe 1.2.4). Son image dans le “Coussin” — représentée
sur la Figure 1.5 — coincide avec I'image par © : R? — P de l'arc

- + - - - ( R2.

Exemple 1.44. — L’exemple du noeud en huit, traité au Paragraphe 1.2.5, est plus ins-
tructif.

On constate que toutes les représentations irréductibles du groupe du noeud en huit sont
régulieres. Méme plus, en désignant par m le méridien de K, elles sont toutes m-régulieres
a exception de celles dont la classe de conjugaison est précisément la classe de conjugai-
son de pi 4+ ou de PL+ (cf. Figure 1.6). Toutefois, en notant [ la longitude du nceud, les
représentations pix et py g sont [-régulieres (cf. Théoréme 5.22).

Une justification heuristique est black par I'image de R(M) dans le “Coussin” P repré-
senté sur la Figure 1.6.

P1/6,+

FIGURE 1.6






CHAPITRE 2

TORSION DE REIDEMEISTER ASSOCIEE A UN N@EUD

Dans ce chapitre, on construit une forme torsion de Reidemeister non abélienne associée
4 un nceud dans S3. Cette construction passe par la mise en évidence d'une orientation
cohomologique naturelle de Pextérieur du nceud (cf. Section 2.3), puis d’un générateur de
référence pour le second groupe de cohomologie de I'extérieur de ce nceud a coefficients dans
la représentation adjointe (cf. Paragraphe 2.6.2). L’idée principale pour définir ce généra-
teur est d’examiner les restrictions des représentations irréductibles du groupe du nceud
a son sous-groupe périphérique. Cette construction est analogue a celle faite par J. Porti
dans [Por97, Corollaire 3.23] pour définir une fonction torsion de Reidemeister associée a
certaines variétés hyperboliques. Ajoutons que dans notre construction le méridien du noeud
va jouer un role tout a fait crucial.

On étudie ensuite certaines propriétés de cette torsion de Reidemeister. On montre en
particulier qu’elle ne dépend pas de I'orientation du nceud, mais qu’elle dépend de celle de S3
(cf. Proposition 2.26). On établit pour finir une formule de chirurgie (¢f. Proposition 2.29)
comparable & celle obtenue par J. Porti dans [Por97, Proposition 4.10].

Mais avant tout cela, nous commencons par rappeler les notions de forme volume et
de compatibilité (c¢f. Section 2.1), la définition de la torsion de Reidemeister avec signe
(¢f. Section 2.2) ainsi que deux résultats fondamentaux : 'un est relatif & la multiplicativité
de la torsion de Reidemeister et I’autre, conséquence du premier, est une formule de Mayer-
Vietoris pour la torsion (cf. Théoréme 2.6 et Paragraphe 2.2.4).

2.1. Forme volume et compatibilité

Dans cette section, on rappelle la notion de forme volume sur un R-espace vectoriel ainsi
qu'une méthode permettant de définir des formes volume compatibles sur les composantes
d’une suite exacte (¢f. [Mil61, Paragraphe 3] & [Mil62, Paragraphe 1]).

2.1.1. Définitions. — Une forme volume v sur un R-espace vectoriel E de dimension finie
n est un générateur de la n-éme puissance extérieure A" E*, ou E* = Homg(E,R) est le
dual de E.
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Toute forme volume v sur E peut étre écrite sous la forme v = b1 *A. . .Ab,™, ol (b1, ..., by)
est une base (V) de E. Une telle base est dite compatible pour v.

Si B, E"” sont des R-espaces vectoriels de dimension finie munis de formes volume, alors
la somme directe £’ @ E” est canoniquement munie d’une forme volume.

En effet, munissons E’ (resp. E”) d’une forme volume notée v’ (resp. v”) et considérons
les projections canoniques p’ : E' ® B — E' et p” : ' ® E" — E". Siw' = (p')"(v')
et w” = (p”)*(v"), alors w’ A w” est une forme volume sur E' & E” et on a : w”’ Aw' =

(_1)dim E’ dim E”w/ Aw'.
Explicitement, si v’ = b," A ... Ab.", ot (b],...,b)) est une base de E’ et v" = b" A
AU ot (B ..., b)) est une base de E”, alors la forme volume canonique sur B’ & E”

est déterminée par la base de E’' @ E” suivante : ((0,0),...,(?],,0),(0,b)),...,(0,b1)).

2.1.2. Compatibilité. — Dans ce paragraphe, on introduit la notion de compatibilité, qui
nous servira a énoncer le Lemme de Multiplicativité de la torsion (¢f. Théoreme 2.6) et que
nous utiliserons de fagon plus systématique dans le Chapitre 3.

Intéressons-nous maintenant a la suite exacte de R-espaces vectoriels de dimension finie

suivante : 0——FE'—E-13FE" 0. Soient v, v et v des formes volume sur £/, E et E”
respectivement et notons s une section de j, de sorte que i1 @ s : ' ® B’ — FE est un
isomorphisme.

On dit que les trois formes volume précédentes sont compatibles lorsque :

VAV = (i@ s)*(v).

Explicitement, si 'on écrit v/ = b} “A. . ./\b;*, v="01"A...Ab, et v =B ALL ./\bg*, alors
les formes volume précédentes sont compatibles entre elles si, et seulement si, la matrice de
passage de la base (b1,...,by) & la base (i(b}),...,i(b],),s(bY),. .., s(b))) est de déterminant
1, ou encore, ce qui revient au méme, que I'isomorphisme ¢ ® s : B/ & B’ — E est de
déterminant 1 dans les bases (b’l, s b, O b;’) de E' @ E" et (by,...,b,) de E.

Il est facile de montrer que la notion de compatibilité est indépendante de la section
choisie, puis d’établir le lemme fondamental suivant.

Lemme 2.1. — Soit 0—E'— E——E"——0 une suite exacte de R-espaces vectoriels de
dimension finie. Si deur des trois espaces vectoriels E', E et E"” sont munis de formes
volume, alors le troisieme en posséde une unique qui est compatible avec les deux autres.

Remarque 2.2. — Soient E’ et E” deux R-espaces vectoriels que ’on suppose munis de
formes volume. On a la suite exacte :

0——E SEaor' L sp— 0

dans laquelle i : B — E' @ E” est telle que i(z) = (z,0) et p” : E' @ B — E” est la
projection canonique. La forme volume canonique sur E' @& E” est I'unique forme volume
qui est compatible avec les formes volume que I'on s’est données sur E’ et E”.

(DDans cette theése, les bases sont toujours supposées ordonnées.
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Notation. — Si v, v sont des formes volume sur F, E” respectivement, nous conviendrons
de noter v = v/v”, pour indiquer la dépendance de v’ en v et v”, 'unique forme volume
sur E' qui est compatible avec les deux autres. Si v/, v sont des formes volume sur E', E
respectivement, on note v” = v’\v 'unique forme volume sur E” qui est compatible avec les
deux autres.

Considérons enfin le diagramme commutatif de R-espaces vectoriels de dimension finie
dont chacune des lignes et des colonnes sont des suites exactes.

0 0 0

0 E{ Ey EY 0

0 E' E E" 0

0 B Ey Ey 0

0 0 0

Si 'on munit les R-espaces vectoriels Fy, EY, E et E” de formes volume, alors en utilisant
la compatibilité le long des lignes ou des colonnes du diagramme précédent on peut munir
de deux fagons différentes I’espace vectoriel E} d’une forme volume. On dispose d’une for-
mule permettant de comparer ces deux formes volume. C’est I'objet du lemme suivant, qui
s’avérera étre tres utile dans la suite.

Lemme 2.3. — Munissons les R-espaces vectoriels E1, EY, E et E" des formes volume vy,
vy, v et V" respectivement. On a la formule

(2.1) (01 \0)/ (0] \v") = (=18 I E (o fo)\ (0/0").

La démonstration de ce résultat, que nous omettons et que I’on pourra trouver par exemple
dans [Mil61, Lemme 3], s’apparente & une “chasse au diagramme”.

2.2. Rappels sur la torsion de Reidemeister

Poursuivons en rappelant la définition de la torsion de Reidemeister d’'un complexe cel-
lulaire pour préciser les conventions que nous avons faites.

2.2.1. Torsion d’un complexe d’espaces vectoriels. — Comme nous 'avons déja fait
remarquer dans I'Introduction, la définition de la torsion de Reidemeister d’'un complexe
d’espaces vectoriels est algébrique et généralise la notion usuelle de déterminant. Pour plus
de détails, on pourra consulter 'article de J. Milnor [Mil66] et les monographies de V.
Turaev [Tur01] & [Tur02].

Soient a et b deux bases d’'un méme R-espace vectoriel de dimension finie n. On convient
de noter [a/b] le déterminant de la matrice de passage de la base b & la base a, c’est-a-dire
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le déterminant de la matrice (p;;); telle que a; = Z?leijbj, pour tout i. On dit de plus
que deux bases a et a’ sont équivalentes lorsque [a’/a] = 1, i.e. lorsqu’elles permettent de

définir la méme forme volume.

. dr dn—1 d . . .
Soit Cy : C, Choq—— ... Co un complexe de R-espaces vectoriels de dimension

finie. On considére le groupe des bords B; = im(d;+1 : Cix1 — C;), celui des cycles Z; =
ker(d; : C; — C;_1) et les groupes d’homologie H; = Z;/B; de C,. Munissons C; (resp. H;)
d’une base de référence ¢’ (resp. h?). La torsion de Reidemeister du complexe C, dans les
bases c¢* et h* est définie de la facon suivante. Soit b’ une base quelconque de B;. On dispose
des deux suites exactes :

(2.2) 0—Zi——Ci—B;_1—0,

(2.3) 0—B; Zi——H;——0.

Choisissons des relevés bi—1 dans C; et h dans Z; de bi=! et h respectivement. En utilisant
les suites exactes (2.2) & (2.3), on constate d’une part que bihibi~! est une base de C; et
que d’autre part, le changement de base [b'h’bi~! /c] ne dépend pas du choix des relevés
bi~1 et hi. Une fois ces notations fixées, la torsion de Reidemeister de C, dans les bases c*
et h* est le produit alterné suivant :

n .
(2.4) tor(C.,¢*,h*) = [['hib /e’ -V e R™.

i=0
On constate sans difficultés que ce produit est indépendant du choix des bases b? que ’on a
fait pour le définir.

Remarque 2.4. — Voici quelques propriétés de la torsion et remarques utiles pour la suite :

1. La torsion de Reidemeister définie ci-dessus est celle donnée par Turaev (voir par
exemple [Tur01, Définition 3.1]). C’est exactement I'inverse de la torsion définie par
Milnor dans [Mil66].

2. Lorsque H, = 0, on dit que le complexe C, est acyclique et on écrit tor(Cy, c*) pour
la torsion de C, dans la base c*.

3. La torsion généralise la notion de déterminant.

En effet, supposons que le complexe C, se réduise a C' LN ,ou C' est un R-espace
vectoriel de dimension finie. Si d est un automorphisme, alors tor(C,,c*) = (det d) .

4. Considérons C, un complexe acyclique et munissons chaque C; d’une base de référence.
Si I'on désigne par C’, le complexe obtenu de C, par un décalage vers la gauche, c’est-
a~dire si Cj = 0 et C] = C;_1 pour ¢ > 1, alors

(2.5) tor(C") = (tor(C.))~L.

5. La torsion ne dépend que du choix des formes volume sur C; et H;, c’est-a-dire des
classes d’équivalence des bases ¢’ de C; et h* de H;. Plus précisément, on a la formule
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de changement de base suivante :

n e\
(2.6) tor(C,,c",h'") = <cﬂic> tor(C, c*, h*)
i:r[o [h" /h]

dans laquelle ¢’ et ¢/ * sont deux bases de C;,hieth’ " deux bases de H;.

2.2.2. Torsion de Reidemeister d’un complexe cellulaire. — Si 'on utilise direc-
tement la formule (2.4) pour définir la torsion d’un complexe cellulaire, on obtient une
quantité qui n’est invariante par subdivision qu’a signe preés, on aboutit ainsi au probleme
bien connu de 'ambiguité du signe de la torsion. Pour éliminer cette ambiguité, V. Turaev a
introduit dans [Tur86] une torsion de Reidemeister avec signe, encore dite raffinée. Nous en
rappelons la définition dans le sous-paragraphe suivant, puis 1'utilisons pour définir la tor-
sion de Reidemeister d’'un CW-complexe a coefficients dans la représentation adjointe. Nous
vérifions ensuite la torsion ainsi définie est invariante par subdivision cellulaire, par classe
d’homéomorphisme et par type d’homotopie simple (c¢f. Proposition 2.10 et Corollaires 2.11
& 2.12).

Torsion de Reidemeister avec signe. — Conservons les notations du paragraphe précédent
et définissons les entiers modulo 2 suivants :

a;(C) = idim Cy € 7/27,
k=0
Bi(C) = idim H(C) € 227,
k=0
Cl =>" ar(C)B(C) € Z/2L.

k>0

La torsion de Reidemeister raffinée du complexe C, dans les bases c* et h* est
(¢f. [Tur86, Paragraphe 3.1] ou [Tur02, Formule (1.a)]) :

(2.7) Tor(C,,c*, h*) = (—1)/Cltor(C,, c*, h*) € R*.

Remarque 2.5. — Lorsque C, est un complexe acyclique, on a |C| = 0 et donc
Tor(Cy, c*) = tor(Cy, c*).

Multiplicativité de la torsion de Reidemeister avec signe. — Avant d’aller plus loin, présen-
tons 'une des propriétés fondamentales de la torsion de Reidemeister : la multiplicativité.
C’est lobjet du résultat suivant (¢f. [Tur86, Lemme 3.4.2]).

Théoréme 2.6 (Lemme de Multiplicativité). — Soit

(2.8) 0—C,—C,—C!—0
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une suite exacte de complexes de R-espaces vectoriels. Pour chaque i, on suppose que C!,
C;, CI', Hi(CL), Hi(Cy) et Hi(CY) sont munis de formes volume. Notons H, le complexe
acyclique déduit de la suite exacte longue en homologie associée & (2.8) :

= H(C)——Hi(C.)—Hi(C))——H; 1 (C})— -

(i.e. Hzipe = H;(C.), Hzip1 = H;(Cy), Hs; = H;(CY))

et munissons chacune de ses composantes des formes volume que l’on s’est donné sur H;(C~),
H;(C,) et H;(CY) respectivement. Si, pour tout i, les formes volume sur les composantes de
la suite exacte d’espaces vectoriels suivante :

0—C—C;—C/—0
sont compatibles entre elles, alors
Tor(C,) = (_1)E(C'aCaC”)W(C'aC")Tor(C;) - Tor(C”) - tor(H.),

a(C,C") =Y ai1(C)as(C") € Z/2
120
et
e(C',C,C") =Y [(B:(C) + 1)(B:(C") + Bi(C")) + Bi—a (C")B:(C")] € Z/2Z.

i>0

La démonstration de ce résultat que nous omettons est un calcul minutieux fondé sur
l'utilisation du Lemme 2.3. On pourra consulter par exemple [Tur86, démonstration du
Lemme 3.4.2].

Remarque 2.7. — Le théoréme précédent généralise le Lemme de Milnor (¢f. [Mil66,
Théoreme 3.2]) — ou plus exactement en est une version avec signe.

Torsion de Reidemeister d'un CW-complere. — On définit a présent la torsion de Reide-
meister d’un complexe cellulaire W a coefficients dans la représentation adjointe associée a
une représentation de 71 (W) dans SU(2). Cette notion passe par I'introduction d’une struc-
ture supplémentaire sur W appelée orientation cohomologique () et peut, bien entendu, étre
placée dans un contexte plus général, mais seules les représentations & valeurs dans SU(2)
nous intéressent dans le présent travail.

Soient W un complexe cellulaire fini, dont l'espace sous-jacent est noté |W| = X, et
p : m(X) — SU(2) une représentation. On désigne par W revétement universel de W. Le
complexe C, (W;Z) possede une structure de Z[r;(X)]-module, de base les cellules de W,
via 'action de m1(X) sur W comme groupe de revétement et Ialgébre de Lie su(2) est un
Z|Gk]-module via la représentation Ad o p (cf. Paragraphe 1.3.1). On forme le cocomplexe
de R-espaces vectoriels suivant :

C*(W; Ad o p) = Homy, (x)(Cu(W; Z), 5u(2)).

@ Introduite par V. Turaev dans [Tur86], on pourra aussi consulter [Tur02, Chapitre V] pour plus détails.
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On choisit une orientation cohomologique de W, i.e. une orientation du R-espace vecto-
riel H*(W;R) = @,5, H(W;R), on la note o, puis on note {egz), ce e553} lensemble des

cellules de dimension ¢ de W. .
§z) un relevé quelconque dans W de la cellule eg-z), puis orientons et ordon-
(@) =(1)

) d'une maniére arbitraire. Il en résulte que ¢’ = (61 yee ,eni) est une

Désignons par é
(
J
Z[m1(X)]-base de C;(W;Z). On note ensuite ciu@) = (égg,éﬁ,éﬁi -0 O ) la

?Eng,1 Tng g Tng k

nons les cellules e

base de Hom, (x) (C*(W; Z),su(2)) correspondante. On dit que ciu@) est la base géométrique
associée & la base ¢’ dans la base usuelle (i, ,k) de su(2). Si h* est une base de H/ (W), on
peut alors calculer la torsion Tor(C*(W; Ad o p), Cou(2): h*) € R*.

Les cellules (égl))ogigdim w,1<j<n, €tant en bijection avec les cellules de W, leur orienta-

tion et leur ordre induit une orientation et un ordre pour les cellules (e§i))0<i<dim WA i<n -
On obtient ainsi une base (sur R) — notée ¢* — pour le complexe cellulaire C*(WW;R).
Munissons ensuite les R-espaces vectoriels H{(W;R) d'une base h?, de telle sorte que la
base (hY, ..., hY™W) de H*(W;R) soit directe vis-a-vis de l'orientation cohomologique o.
Avec ces choix, on calcule la torsion Tor(C*(W;R),c*, h*) € R* et on considére son signe
sgn (Tor(C*(W;R),c*, h*)) € {£1}.

Définition 2.8. — La torsion de Reidemeister du complexe cellulaire W a coefficients dans
la représentation Ad o p, dans les bases h* de H (W) et par rapport & l'orientation coho-
mologique o est :

TOR(W; Ad o p,h*, 0) = sgn (Tor(C*(W;R), c*, b)) - Tor(C*(W; Ad 0 p), cgy 2y, h") € R™.
Lorsque qu’aucune ambiguité n’est a craindre, on note aussi :
Tor(W; Ad o p) = Tor(C*(W; Ad o p), cgyy2), h").

La torsion de Reidemeister TOR(W; Ad o p, h*, 0) est bien définie. En effet, elle est d’une
part indépendante des choix possibles des différents relevés égo et de la R-base de su(2) choi-
sie pour définir la base géométrique. Elle est également indépendante du choix de la base
directe de H*(W;R) que l'on a fait, mais dépend bien entendu de 'orientation cohomolo-
gique 0. De plus, elle ne dépend ni de 'ordre ni de lorientation des cellules (puisqu’elles
apparaissent deux fois : une fois dans sgn (Tor(C*(W;R),c*,h*)) et une autre fois dans
Tor(C*(W; Ad o p), c:u@), h*)). Enfin, elle ne dépend que de la classe de conjugaison de p.

Invariance par subdivision, classe d’homéomorphisme et type d’homotopie simple. — Pour
les définitions de base que nous n’avons pas cru nécessaire de rappeler, on renvoie & [Coh73] ;
on peut aussi se reporter & [Tur01, Chapitre I1.8].

On sait que la torsion de Reidemeister d’un complexe cellulaire est @ signe pres invariante
par subdivision cellulaire (¢f. [Mil66, p. 180] ou [Wit91, p. 186]). Nous allons vérifier dans
ce sous-paragraphe que TOR est invariante par subdivision cellulaire ainsi que par la classe
d’homéomorphisme (comme 'a fait V. Turaev, dans un cadre acyclique, ¢f. [Tur02]).

Remarque 2.9. — C’est précisément le signe (—1)!¢ dans I'équation (2.7) qui garantit ces
propriétés d’invariance de TOR.
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En fait, on aura besoin dans la suite de notre travail, d’un résultat encore plus fort :
Iinvariance de TOR par équivalence d’homotopie simple. C’est 1'objet de la proposition
suivante.

Proposition 2.10. — Soient W et W' deuz complexes cellulaires finis et connexes par
arcs. Si f : W — W' est une équivalence d’homotopie simple, si p : m(W') — SU(2) est
(W) et

une représentation et o une orientation cohomologique de W, alors H (W' > H*

. . PO fx
en notant h* une base de H'_ . (W), on a :

PO fa
TOR(W'; Ad o p, (f*) " ("), (f*) " (0)) = TOR(W; Ad o po f.,h*, o),
ot fi : T (W) — m (W') désigne I’lhomomorphisme induit par f.
Avant de passer a la démonstration, nous établissons les deux corollaires suivants.

Corollaire 2.11. — La torsion de Reidemeister TOR est invariante par subdivision cellu-
laire.

Démonstration du corollaire. — Si (W,,14) est une subdivision du CW-complexe W, alors
d’aprés [Coh73, (25.1)] (voir aussi [Tur01, Théoréme 8.8]) i : W, — W est une équivalence
d’homotopie simple. La Proposition 2.10 permet donc de conclure. o

Corollaire 2.12. — Soient W et W’ deux complezes cellulaires finis et connexes par arcs.
Si f: W — W' est un homéomorphisme, si p: 1 (W’') — SU(2) est une représentation et o
une orientation cohomologique de W, alors Hy(W') = H> . (W) et en notant h' une base

. pofa
de Hj,; (W), on a:

TOR(W'; Ad o p, (f*) 7 ("), (f*) " (0)) = TOR(W; Ad o po f.,h",0),

ot fi : T (W) — m (W') désigne lisomorphisme induit par f.

Démonstration du corollaire. — On utilise le théoréme fondamental suivant établi par T.
Chapman (c¢f. [Cha74], [Coh73, Appendix| et [EAwT78]) :

Théoréme (T. Chapman, [Cha74]). — Si f: W — W' est un homéomorphisme entre
deux complexes cellulaires finis et connexes par arcs, alors f est une équivalence d’homotopie
simple.

On conclut, en invoquant la Proposition 2.10. O

Démonstration de la Proposition 2.10. — Il suffit d’établir le résultat lorsque f : W — W’
est une expansion élémentaire (¢f. [Tur86, démonstration du Théoréme 3.2.1, p. 148], on
pourra aussi consulter [Coh73, (22.2)])

Le complexe W’ est obtenu de W en lui ajoutant deux cellules e®) et e*+1). Les ho-
momorphismes f* : Hy(W') — Hj . (W) et f*: H*(W"R) — H*(W;R) induits par
f: W — W’ sont des isomorphismes. Ainsi (f*)”"(0) est une orientation cohomologique de
W’ et (f*)""(hf) est une base pour H(W').
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De plus, en désignant par W, W' les revétements universels de W et W' respectivement
et par é%) et 6*+1D) des relevés de e(®) et e(*T1) dans le revétement universel de W, on a la
suite exacte de complexes de R-espaces vectoriels suivante :

(2.9) 0——C, (W;Z)——C, (W3 Z)——C (W' ,W; Z)——0
avec
C.(W, W Z) ¢ - ——0——Z [ (W]e D =252, (W)]e® —0— - -

En choisissant des orientations compatibles pour les cellules é**1 et é¢(*) | ’homomorphisme
de bord 0 est donné par 9(eF+1D)) = ge®) ot g € m (W').

Puisque la suite exacte de complexes (2.9) est scindée, on dispose de la suite exacte
suivante :

(2.10) 0——C*(W', W;Ad o p)—C*(W'; Ad o p)——C*(W; Ad o po f.)—0
dans laquelle

)

C*(W' W;Adop): --- 0—su(2) s5u(2) 0

avec 0 définie par 0(z) = Ad,oy, (g) (), pour tout x € su(2).
Le Lemme de Multiplicativité s’applique et fournit :
Tor(W'; Ad o p) = (—1)T*Tor(W; Ad o po f.) - Tor(C*(W',W; Ad o p)) - tor(H)
ou H est la suite exacte longue en cohomologie déduite de la suite exacte (2.10) et ou
e=¢e(C*(W' ,W;Ado p),C*(W'; Ad o p),C*(W;Adopo f.)),
a=a(C* (W' W;Ado p),C*(W;Adopo f.)).

La suite exacte H se réduit aux seules isomorphismes H; (W' )= H o, (W). On vérifie
ensuite les points suivants :
= 0€Z/2Z, a = a1 (C*(W;Adopo £,)) € Z/2Z.
— tor(H) = 1, en raison des choix des bases que nous avons fait pour les groupes H;(W’)
et Hy, (W).
— Tor(C*(W',W; Ad o p)) = 1, car det(d) = 1.
Il en résulte donc que

Tor(W'; Ad o p) = (—1)r+1 (& WsAdoro LN o (W s Ad o po f.).
Les mémes idées et des calculs semblables fournissent :
Tor(C*(W/;R)) = (— 1)+ (€ VR Ty (C* (W R))
avec ap+1(C*(W;Adopo fi)) = 3ap+1(C*(W;R)) = ag1(C*(W;R)) dans Z/27, ce qui

acheéve la démonstration. O

2.2.3. Exemples de calcul. — On calcule dans ce paragraphe la torsion de Reidemeis-
ter du cercle, du tore bidimensionnel et du tore solide. Ces calculs de base nous seront
extrémement utiles dans la suite.
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Le cercle. — Prenons une décomposition cellulaire de S* possédant une unique 0-cellule e(©)
et une unique 1-cellule e, puis orientons-les comme sur la Figure 2.1. Le générateur du
groupe fondamental 71 (S) & Z est noté s.

Notons ¢y : 1 (S?) — SU(2) la représentation donnée par : g(s) = cos(f) + sin(0)i, avec
0 < 6 < 7. 1l va de soi que toutes les représentations de 71(S1) sont abéliennes et qu'une
représentation de 1 (S!) dans SU(2) est conjuguée & une et une seule des représentations
- Dans la suite, on suppose que @y n’est pas centrale, i.e. que 0 # 0, 7.

ST Y e + 4 0(0)
p
R ——-— ° ° ° * -——
¢(0) ()

FIGURE 2.1. Revétement universel de S*.

Le complexe C*(S*; Ad o ¢y) s’identifie & :
1%}

0 su(2) su(2) 0,
oud=1Id— AdWQ(S).

Puis, on constate que :
HJ, (5") =kerd =R est engendré par i,
H:De (S*) = coker d 2 R est engendré par i.

Munissons ces groupes de cohomologie des bases de référence suivantes :

— le générateur de référence de H) (S*) est choisi égal a i,

— le générateur de référence de H, (S') est aussi choisi égal a i.

Munissons C*(S*; R) de l'orientation cohomologique déterminée par le choix des cellules
de S! fait ci-dessus.

Dans ces bases et avec cette orientation cohomologique, on a :

Proposition 2.13. — La torsion de Reidemeister de S' & coefficients dans la représenta-
tion Ado @y est :
TOR(S'; Ad o @p) = 4sin®(h).

Démonstration. — En tenant compte des résultats présentés dans la Table 2.1, c’est un
simple calcul de déterminant. On a :

1 0 0
tor (Sl ;Ado gpg) =10 1— cos(20) sin(20) | = 4sin2(9).
0  sin(20) 1 — cos(20)
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O
ko1
A
Bl 1]0
|C*(SYR)| = |C*(SY; Ad o )| =1 € Z/27.
TABLE 2.1. Les complexes C*(S*;R) et C*(S*; Ad o pp).
Le tore bidimensionnel. — Prenons une décomposition cellulaire de T2 avec une unique

0-cellule e(®, deux 1-cellules egl), eél) et une unique 2-cellule e(?) | puis orientons-les comme

indiqué sur la Figure 2.2. Le groupe fondamental de T2 posséde la présentation suivante :
m1(T?) = (A | pA = ).

(1)

+

6(

0) egl)

FIGURE 2.2. Décomposition cellulaire de T2.

L’espace des représentations du groupe du tore a été décrit dans le Paragraphe 1.2.2.
Notons p : 71 (T?) — SU(2) une représentation non centrale.
Le complexe C*(T?; Ad o p) s’identifie & :

0*>5u(2)i>5u(2) & 5u(2)i>5u(2)*>0,

Id—Ad
avec 9% = (IdedZE:;) et 02 = (Id — Ady(y), Ady ()

groupes de cohomologie a coefficients dans la représentation Ado p, on fait les identifications

— Id). Et pour les choix des bases des

suivantes :
— le générateur de référence de H)(T?) est choisi égal a i,
— la base de référence de H(T?) est choisie égale & ((6), (?)),
— le générateur de référence de HJ(T?) est choisi égal & i.

Remarque 2.14. — Les bases choisies pour Hp(T?) et H2(T?) sont duales I'une de 'autre
et celle de H)(T?) est auto-duale.

Munissons enfin C*(7%; R) de I'orientation cohomologique induite par le choix des cellules
de T? fait ci-dessus.

Dans ces bases et avec cette orientation cohomologique, on a :
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Proposition 2.15. — La torsion de Reidemeister du tore dans la représentation Ado p est
triviale :

TOR(T? Ad o p) = 1.

Démonstration. — Un simple calcul de déterminants permet de conclure que

tor (TQ;Adop) =1.

En tenant compte des résultats de la Table 2.2, on obtient le résultat voulu. o
k{O0]|1]2
(052 1 1
G |1]1]0

|C*(T%R)| = |C*(T?; Ad o p)| = 0 € Z/2Z.

TABLE 2.2. Les complexes C*(T?%R) et C*(T?; Ad o p).

Le tore solide. — Le tore solide V' a méme type d’homotopie simple que le cercle S repré-
senté par 'ame v de V. Considérons p : m1 (V) — SU(2) une représentation non centrale, on
déduit des Propositions 2.10 & 2.13 le résultat suivant.

Proposition 2.16. — La torsion de Reidemeister du tore solide V' dans la représentation
Ad o p est donnée par :

TOR(V; Ad o p) = 4sin?(6”),
ot p(y) = cos(6”) + sin(6P)i.

2.2.4. Formule de Mayer-Vietoris pour la torsion de Reidemeister. — Dans ce
paragraphe, on donne la formule de Mayer-Vietoris pour la torsion de Reidemeister Tor.
Cette formule se révele étre tres utile dans les calculs de torsion que nous menerons dans la
suite.

Théoréme 2.17 (Formule de Mayer-Vietoris). — Soient W un CW-compleze com-
pact et connexe par arcs, Wi et Wy deux sous-complexes fermés et connexes par arcs
tels que W = W1y UWsy et V.= Wy N Wy est non vide et connexe par arcs. Considérons
p: m (W) — SU(2) une représentation quelconque et notons p; = pix, (w,) €t pv = Pz, (v)
ses restrictions a w1 (W;) et w1 (V') respectivement. Si H désigne la suite de Mayer-Vietoris
en cohomologie a coefficients tordus associée au scindement W = Wi Uy Wy et a la
représentation p, alors on a alors la formule de Mayer-Vietoris :

Tor(W1; Ad o py) - Tor(Wa; Ad o pg) = (—1)*T*Tor(W; Ad o p) - Tor(V'; Ad o py) - tor(H),
dans laquelle
a=a(C*(W;Ado p),C*(V; Ad o py))
et
e =¢(C*"(W;Adop),C*(Wi; Ad o p1) & C*(Was Ad o pa), C*(V; Ad o pv)).
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Démonstration. — Cette formule est une conséquence directe du Lemme de Multiplicativité
appliqué a la suite exacte de complexes :

0——C*(W; Ad o py)——C*(W1; Ad 0 p1) & C*(Wa; Ad o py)——C*(V; Ad 0 p)——0,

qui induit la suite exacte longue de Mayer-Vietoris H. On pourra consulter [Por97, Propo-
sition 0.11] ou [Fel00, p. 115] pour plus de détails. O

Les sections qui suivent sont consacrées a ’application géométrique de ce préliminaire
algébrique pour un nceud K dans S3. Désormais, on suppose que la sphére S2 est orientée,
on fixe une présentation de Wirtinger du groupe Gx de K que l'on note :

Gr = (S1,...,8 | Ri,...Ro_y)

et on désigne par p : Gxg — SU(2) une représentation non centrale de ce groupe.

2.3. Orientation cohomologique de I’extérieur d’un noeud

Dans cette section, on munit Pextérieur d’un nceud dans S® d’une orientation cohomo-
logique, c’est-a-dire que l'on va munir lespace vectoriel H*(Mg;R) = @@0 HY(Mg;R)
d’une orientation naturelle. Pour plus de détails sur ce genre de problemes, on se reportera
& [Tur02, Chapitre V] (voir en particulier [Tur02, Paragraphe V.3])

Rappelons que la sphere S est orientée et que l'extérieur My du nceud K C S2 est une
variété tridimensionnelle orientée dont le bord Mg est un tore, qui lui aussi, est orienté (3).

La présentation du groupe Gx qui a été fixée étant une présentation de Wirtinger du
groupe du neeud K avec r générateurs et r — 1 relations, on lui associe un complexe cellu-
laire bidimensionnel X tel que m(Xk) = Gk et ayant méme type d’homotopie simple )
que My — My étant muni de la structure de complexe cellulaire induite par 'une de ses
triangulations linéaires par morceaux — de la fagon suivante. Le squelette X9 de dimension
0 est formé d’un unique point e(?, le squelette X% = \/;_, S} de dimension 1 est un bou-
quet de r cercles orientés correspondant aux générateurs de Gg. Ses cellules sont notées
egl), e ,65«1). Chacune des relations de la présentation de Wirtinger de G i définie un lacet
7v; dans Xj. Le complexe cellulaire X est obtenu de X} en recollant r — 1 cellules de
dimension 2, notées e§2), . 6(2_)1, le long des lacets ;.

»Er

On pose X; = C?>7(Xg;R), pour i = 0,1,2. Explicitement, on a :

T r—1
(2.11) X:0 Re(©) PRet) —PReP —0.
i=1 j=1

La caractéristique d’Euler de X est nulle mais ce complexe n’est pas acyclique. Plus préci-
sément, on a les isomorphismes suivants :

Ho(X) =2 H*(Mg;R) =0, H(X) =2 H' (Mg;R) 2R et Hy(X) = H'(Mg;R) = R.

(3)On utilise la convention de la “normale sortante” pour orienter le bord d’une variété & bord qui est orientée.
(4)Ceci résulte d’une analyse minutieuse de la facon dont on obtient une présentation de Wirtinger. On
pourra se reporter & [CF63, Chapitre 6] pour une justification.
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On munit H,.(X) de bases de référence de la fagon suivante :

— H°(Mg;R) = Hom(Ho(Mg;Z),R) est muni de la classe cohomologique [pt] dun
point de M. Notons que par dualité de Poincaré, on a I'isomorphisme H®(Mp; R) =2
Hs(Mgk,0Mg;R). L’élément [pt] peut se voir comme le dual () de la classe fondamen-
tale relative [Mg,0Mk] € H3(Mg,0Mk;R) = H3(My,0Mg;Z) ® R correspondant
a orientation de M.

— HY(Mg;R) = Hom(H;(Mk;Z),R) est muni de la classe cohomologique m* : m + 1
du méridien m de K. Le nceud K étant orienté, nous orientons toujours m de telle sorte
que le nombre d’enlacement de m avec K soit +1.

A partir de maintenant, le complexe réel X sera toujours supposé muni de I’ orientation

cohomologique canonique déterminée par la base cohomologique naturelle ([pt], m*), que 'on
vient de définir.

Remarque 2.18. — Le générateur [pt] de H°(Mg;R) ne dépend pas de l'orientation de
My comme on le constate aisément.

2.4. Complexe de ’extérieur d’un noeud a coefficients tordus

Considérons le cocomplexe C*(My; Ad o p) = Homg,, (C..(Mx,Z),s5u(2)) olt, Mg est le
revétement universel de My, C, (M, Z) le Z[G k]-module via 'action de G sur My comme
groupe de revétement et olt su(2) est muni de sa structure de Z[G k]-module via la composée
Adop : Gxg — SU(2) — Aut(su(2)). La cohomologie du cocomplexe C*(M; Ad o p)
est la cohomologie H;(My) = H*(Mk;su(2)adop) de Mk & coefficients dans su(2)adop
(cf. Section 1.3).

Puisque M possede une orientation cohomologique naturelle, déterminée par la base
(Ipt], m*) de H*(Mg;R), apres avoir fixé des bases h' des groupes H)(Mk), i = 0,1,2, la
torsion de Reidemeister TOR(Mk; Ad o p,h*) de Mk (a coefficients dans la représentation
Ad o p) est la torsion de Reidemeister avec signe d’une quelconque décomposition cellulaire
de Mg (cf. Proposition 2.10).

Considérons le revétement universel X xk — Xk du complexe bidimensionnel X5 et re-
Z(-l),ef) en des cellules é(o),égl),ég-
que le point de base des arcs orientés éz(-l) soit €9 et que les relevés fj des applications
(

J

levons ses cellules e(? e 2 dans X k- Supposons de plus,

caractéristiques f; : D? — e %) fassent correspondre le point (1,0) € D? 4 é®. On a :

r—1 T
C.(Xx.Z) : 0P 2IG K1Y — P ZIGK]e — 2] )6 @ —0,
j=1 i=1
de sorte que le complexe & coefficients tordus, C*(X; Ado p) = Homg, (Cy(Xk,Z), su(2)),
s’identifie a :

dj dy

(2.12) XP:0 su(2) su(2)” su(2)"1——0

(®) Lorsqu’il n’est pas fait mention du contraire, le terme dual renvoie toujours au dual au sens de la dualité
de Poincaré.
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ol les opérateurs bord df et df sont induits par les opérateurs bord usuels du complexe
cellulaire C, (X g, Z) et ol su(2)* porte la forme volume produit.

Les opérateurs bord de C. ()ZK, Z) sont donnés par le calcul de Fox (¢f. [CF63, Chapitre
7] ou [BZ85, Chapitre 9]). En conséquence de quoi, les opérateurs bord du complexe (2.12)
sont explicitement donnés par les formules suivantes :

— pour tout x € su(2),

d5(z)=((1-S1)oz,...,(1—8,)ox),

— pour tout (z;)1gj<r € 5u(2)7,

" OR;
= 08,

dy((zj)1<i<r) = o
1<igr—1

Par définition, le complexe de l'extérieur du neud K a coefficients dans la représentation
Ad o p est le complexe X* défini par X! = C?7(Xk; Ad o p), pour i = 0,1,2. Cest ce
complexe cellulaire bidimensionnel que nous utilisons pour calculer effectivement la torsion
de Reidemeister de M a coefficients dans la représentation Ad o p.

Ajoutons que la caractéristique d’Euler de X* est nulle, mais que le complexe X” n’est
jamais acyclique : son homologie se réduit & Ho(X?) = HZ(Mg), Hi(X*) = H}(Mg) et
Hy(XP) = H)(Mk) et on sait que dim H)(Mg) > 1 (¢f. Lemme 1.19).

2.5. Torsion de Reidemeister tordue et polynéme d’Alexander

L’objectif de cette section est de montrer comment on peut exprimer la torsion de Reide-
meister de Mk a coefficients dans la représentation adjointe associée a une représentation
abélienne réguliere de G en fonction du polyndéme d’Alexander de K.

Soit ¢p : Gxg — SU(2) la représentation abélienne donnée par pg(m) = Ag = cos(d) +
sin(#)i (cf. Proposition 1.6) et supposons qu’il ne s’agit pas d’une représentation centrale
(i.e. @ # 0, 7). Lorsque €% n’est pas un zéro du polynéome d’Alexander de K, on dit que g
est réguliere. Pour une telle représentation, E. Klassen a calculé la cohomologie de My a
coefficients dans la représentation Ad o @y (cf. [Kla91, Théoréeme 19]). On a :

Lemme 2.19. — Si @y : Gx — SU(2) est réguliére, alors H) (M) = H(My;R) = R
HY (M) = H\(My;R) = R et Hi (M) = Hi(My;R) = 0, pour i > 2.

7

Méme plus, H) (My) = kerds’ est engendré par h(®) =i (axe commun des rotations
Ady,(Si)) et H) (Mx) est engendré par R =1 4+ --- +1i,, oit iy est le vecteur de su(2)”
dont toutes les coordonnées sont nulles & exception de celle d’indice k qui vaut i (voir le
complexe (2.12)).

Avec ces notations, nous avons le résultat suivant (comparable & celui obtenu dans [Mil62,
Théoréme 4] ou [Tur86, Paragraphe 1.2]).

Proposition 2.20. — La torsion de Reidemeister de Mg a coefficients dans la représen-
tation adjointe associée a la représentation abélienne réguliére pg : Gx — SU(2) et calculée
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dans les bases (h(?)) de H) (M) et (R de H}, (M) vaut :

+4sin?(6)
tor(My; Ad o g, (B0, n V) = =225
OI‘( K> ©¥o, ) ) |AK(€27’9)|27
ou A désigne le polynome d’Alexander de K.
Remarque 2.21. — On peut noter les points suivants :

1. On a: 4sin(0) = 4 — I2,(wp), ot I,n(pg) = Tr(we(m)) = 2cos(f). La fonction 4 — T2,
a été introduite pour la premieére fois dans [CGLS87] et “contient” de nombreuses
propriétés de la variété tridimensionnelle a laquelle elle est attachée.

2. La fonction que l’on vient de mettre en évidence peut s’interpréter comme une torsion
de Reidemeister de la fagon suivante. Si K = () est le noeud trivial, alors la torsion
tor(Mpg; Ad o g, {h(®) h1)}) = £45in?(#) n’est autre que la torsion de Reidemeister
du tore solide Mk (cf. Proposition 2.16).

Démonstration. — Introduisons les deux ensembles suivants : b! = {d£°(j), d%* (k)} et b° =
{i1,j1, k1, ,ir—1,jr—1, kr—1}. On constate que b* est une base de im d$*, que b’ = df* (b?)
est une base de imd{’ et que l'on a :

tor(My; Ad o g, (h<0>, h<1>)) = +45in%(0) - [b°/c"] 1,

ott ¢? est la base canonique produit de su(2)" 1.
Dans la base (i, j, k) de su(2), on remarque que, pour tout j, on a :

1 0 0
Adowg(S;) = Ada, = | 0 cos(20) —sin(20) | € Aut(su(2)).
0 sin(20)  cos(20)

Notons

_ [cos(20) —sin(26)
Fao = (sin(29) cos(20) )

la matrice de rotation qui apparait ci-dessus.
On constate ensuite que la matrice de passage (b0 / CO) est, & permutation pres, la matrice
jacobienne diagonale par blocs :

()" W

1<i,5<r—1

(g};’} )ab (R29)

1<i,j<r—1

dans laquelle ab désigne I’abélianisation.
Comme pour tout f € R[t,¢t71], on a det f(Rag) = f(e29) - f(e=2%), il vient

[b°/c%] = Ak (1) Ak (e*) Ak (e7*"),

ce qui achéve la démonstration en remarquant de plus, que A (1) = +1. o
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2.6. Définition de la forme torsion 7%

Soit K un nceud dans S2. Dans cette section, on construit une forme torsion de Reide-
meister non abélienne avec signe sur la partie réguliére de I'espace des classes de conjugaison
des représentations irréductibles de G dans SU(2). Pour cela, on a besoin de déterminer une
base de référence de nature géométrique pour le groupe HPQ(M k). Cette construction (6) fait
I’objet des deux paragraphes suivants. Ajoutons que dans celle-ci, le méridien m du nceud
K joue un role tout a fait central et qu’il permet de définir sans ambiguité le générateur de
référence du groupe H§ (Mk) (cf Paragraphe 2.6.1 et Remarque 2.25). L’idée principale est
d’examiner la restriction des représentations irréductibles de G dans SU(2) au sous-groupe
périphérique de K (7).

Pour fixer les notations et définir la forme torsion 7%, on suppose que la sphere S® et que
le nceud K C S sont orientés. On verra que cette définition est indépendante de I’orientation

du noeud, mais qu’elle dépend de celle de S? (cf. Proposition 2.26).

2.6.1. Cohomologie a coefficients tordus du tore. — On commence par I’étude du
bord OM g de l'extérieur M du noeud K. Plus précisément, nous allons examiner le compor-
tement de la restriction d’une représentation irréductible de G i au sous-groupe périphérique
7m1(0MF) engendré par le systéme méridien-longitude (m,!) de K.

Notons int(-, -) le nombre d’intersection définie grace a 'orientation de dMk (on rappelle
que OM [ est orienté avec la convention de la “normale sortante”). La paire (m, 1) est quasi-
orientée, c’est-a-dire orientée a un changement simultané pres des orientations de m et [, et
vérifie int(m, 1) = +1. Lorsque K est orienté, alors on oriente m et [ en utilisant la convention
Lk(m,K) = +1.

Soit p : Gg — SU(2) une représentation irréductible. On a p(m) # £1 (car m engendre
normalement G ) et il existe un unique couple (6, P?) vérifiant : p(m) = cos(6) + sin(6) P?,
avec P? € S? et § € (0,7). Ainsi le vecteur P” engendre I'axe commun des rotations
Ad o p(m1(0Mk)) et appartient donc & Iensemble des éléments de su(2) invariants sous
Paction de Ado p(m1 (M )), ensemble qui s’identifie au groupe Hy (M) (cf. Lemme 1.14).

Le bord OMy de My est un tore orienté noté T2. On désigne par c le générateur de
H?(T?;7Z) = Hom(H(T?;7Z),7) correspondant & la classe fondamentale [OMy] € Ho(T?;7Z)
déduite de I'orientation de T2. On rappelle que le produit scalaire usuel (-, -) de su(2) induit
un produit cup (cf. Paragraphe 1.3.2) :

— : HY(T?) x HY(T?) — H"TY(T*R)
et on a (¢f. [Por97, Proposition 3.18]) :

Lemme 2.22. — Avec les notations ci-dessus, il existe un isomorphisme naturel ¢>§;‘,3 :
H}(T?) — H*(T*R), donné par ¢>§;‘3(z) =Pr— z

Démonstration. — Elle est identique a celle de la Proposition 1.16 en remplacant i par
Pr. O

(G)Qui est analogue a celle faite par J. Porti dans [Por97, Corollaire 3.23].
(MSi p: G — SU(2) est une représentation non centrale, alors p(m1(OMf)) ¢ {#1}.
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2.6.2. Base de référence pour le second groupe de cohomologie a coefficients
tordus de ’extérieur du nceud. — Dans ce paragraphe, on construit une base de réfé-
rence pour le groupe H,f(M k) quand p : Gg — SU(2) est une représentation réguliére en
s’appuyant sur les résultats de J. Porti donnés dans [Por97, Chapitre 3].

Lorsque p est réguliére, on a H) (M) = R, mais aussi Hy(Mg) = R (cf. Lemme 1.19).
La construction du générateur de référence de H; (M) s’appuie sur le lemme suivant
(cf. [Por97, Corollaire 3.23]).

Lemme 2.23. — Si p : Gx — SU(2) est une représentation réguliere, alors I’homomor-
phisme i* : H2(Mg) — H2(0Mg), induit par Uinclusion OMg — Mp, est un isomor-
phisme.

Démonstration. — Ecrivons la fin de la suite exacte longue en cohomologie a coefficients

tordus associée & la paire (M, 0Mk). On a :

o —H} (OMy)—H2 (Mg, M) —s H2 (M) —— H2 (dM ) —0.

Puisque rg i* = dim H2(0Mg) = dim H*(OMg;R) = 1 et dim H;(Mx) = 1, le morphisme
surjectif ¢* : H§ (Mg) — H§ (OM) est en fait un isomorphisme. O

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer un générateur de référence de nature
géométrique pour le groupe H§ (Mg). Les Lemmes 2.22 & 2.23 montrent que la composée

©)oi* s HX(My) — HX(OMy) — H*(OMp;R)
est un isomorphisme. Le générateur de référence hE,Q) € Hﬁ (Mg) est défini par :

(2.13) h® = (6% 0i*)7 ().

On constate que hff) dépend de l'orientation du bord OMy de My — via la classe fon-

damentale [OMg] — ainsi que du comportement de la restriction de la représentation p &
m1(0Mk) — via 'isomorphisme ¢§3,2 = PP — .. La remarque suivante résume tout ceci.

Remarque 2.24. — On a les propriétés suivantes :
- h,(f) dépend de l'orientation de K, a travers I'orientation du méridien m.

En effet, si 'on change m en m ™', alors P? € S? est changé en son opposé et donc
th) est changé en son opposé.

- th) dépend de l'orientation de OMg.

En effet, si 'orientation de OM g est inversée, alors la classe fondamentale [OMk]
est changée en son opposée, de méme que ¢ € H?(0Mp;7Z), et donc hff) est changé en
Son Opposeé.

— Par contre, th) est indépendant de I’orientation de S3.

En effet, si I’on renverse I'orientation de S3, alors on inverse simultanément la classe

fondamentale [OM] — ainsi que ¢ € H*(OMg;Z) — et le méridien m de K, de sorte

)

que h,(32 ne change pas.
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K, — Considérons une représentation réguliere

2.6.3. Définition de la forme torsion 7
p: Gxg — SU(2) et rappelons que Mg posseéde une orientation cohomologique canonique
(¢f. Section 2.3). La forme torsion 75 en la représentation p est la 1-forme 75 : Ty, R(Mg) —

R, définie par :

TOR (MK; Ado p, ((p[p] (vip))s h,@)) si vy # 0,

AK
P .
0 sinon,

(Vi) =

olt ) : T[p]ﬁ(MK)iH;(MK) et ou hf) est 1’élément que l'on vient de mettre en

évidence. On a explicitement, avec les notations des Sections 2.3 & 2.4 :
TOR (MK; Ad o p, ((p[p] (V)5 hf))) = sgn(Tor(X)) - Tor (xp, (tp[p] ()5 hf))) .

On vérifie sans difficultés que %,f(

représentation p, de sorte que la forme torsion 7
d’une forme volume sur Reg(K).

ne dépend que de la classe de conjugaison [p] de la
K [p] — 7K est bien définie et qu'il s’agit

Remarque 2.25. — Si p: G — SU(2) est réguliere, alors il existe un unique P? € S? et
un unique P? € S? tels que : p(m) = cos(f) +sin(0) P? et p(m) = cos(27 — ) +sin(27 — ) PP

avec 0 € (0,7). Si I'on répéte la construction de la forme torsion en remplagant le vecteur
P? par le vecteur P, alors on obtient la forme volume opposée —?,JK .

En effet, si 'on remplace PP par P? dans la construction, alors le générateur de réfé-
rence hf) est changé en son opposé fh,(f)

changement de base (2.6) en tenant compte de fait que sgn(Tor(X)) reste inchangg.

. Pour conclure, il suffit d’utiliser la formule de

Examinons la dépendance de la forme volume 7% vis-a-vis des choix que I'on a fait.

p

Proposition 2.26. — Si K C S est un neud, alors la forme volume 75 posséde les deux
propriétés suivantes :

1. 7% ne dépend pas de Uorientation du neeud K.

2. Si K* désigne Uimage miroir de K, alors 75~ = —7K
Démonstration. — C’est une conséquence de la formule de changement de base (2.6).

! mais I'orien-

1. Sil'on renverse 'orientation de K, alors le méridien m est changé en m™
tation de Mg n’est pas affectée. La classe fondamentale [0Mk] reste donc inchangée
— ainsi que ¢ € H?(OMg;Z) — de méme que le générateur [pt] de H°(Mg;R). Par

conséquent, Tor(X) et Tor(X”) changent simultanément de signe.

2. Si l'on renverse l'orientation de S3, alors les orientations de My et My changent
simultanément. La classe fondamentale [0Mg] — ainsi que ¢ € H*(OMk;Z) — et le
méridien m sont donc inversés, tandis que le générateur [pt] de H°(Mg;R) n’est pas
affecté. Par conséquent, Tor(X) change de signe, mais Tor(X?) n’en change pas (car
hff) n’est pas affecté par un changement d’orientation de S3).

O
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2.7. Une formule de chirurgie

Le but de cette section est d’établir une formule de chirurgie (cf. Proposition 2.29) per-
mettant le calcul de la torsion de Reidemeister a coefficients dans la représentation adjointe
de la variété obtenue par chirurgie le long du nceud K en fonction de la densité positive (8)

K

T |75 | associée & ce noeud. Pour démontrer une telle formule on a besoin de la notion de

u-régularité pour une représentation introduite dans la Section 1.5. Cette notion s’impose
des lors que 1'on cherche & expliciter une base de nature géométrique pour H ;(M K), ce
qui jusqu’a présent n’a pas été fait. De plus, on peut voir la notion de p-régularité d’une
représentation p du groupe du nceud K, comme une traduction de la notion d’acyclicité
de la représentation induite par p sur le groupe fondamental de la variété My () obtenue
par chirurgie de pente u le long du nceud K. Cette propriété (due a J. Porti, ¢f. [Por97,

Proposition 4.10 (i)]) sera établie dans la Proposition 2.29.

2.7.1. Représentations py-réguliéres. — Rappelons la définition de la u-régularité, ainsi
que la caractérisation “cohomologique” obtenue dans la Proposition 1.37.

Soit p une représentation irréductible de Gk dans SU(2), désignons par [p] sa classe de
conjugaison et notons g une courbe simple, fermée dans le bord Mg de M.

A partir de maintenant, on suppose que le nceud K est orienté ; le systeme méridien-
longitude (m,!) est donc canoniquement orienté par les conventions ¢k(m,K) = +1 et
int(m, 1) = 4+1. Pour définir sans ambiguité un générateur de référence pour H ; (Mg), on
doit orienter la courbe p. On utilise pour cela la convention suivante : u est une courbe
dans M, on loriente de telle sorte que si p est parallele a la longitude I, alors p et [ sont
orientées de la méme facon et sinon on loriente telle que int(u,!) > 0. Notons que si 'on
renverse 'orientation de K, alors 'orientation de p est inversée (puisque les orientations de
m et de [ changent simultanément).

La représentation p étant irréductible, on a p(m) # £1, il existe donc un unique couple
(0, P) tel que p(m) = cos(0)+sin(0)P?, avec 0 < 6 < m et PP € S?. Répétons que le vecteur
Pr € S? est dans 'espace su(2)49°°(m1(OMx)) des éléments de su(2) invariants sous action
de Adop(m1(0MF)) et engendre en particulier ’axe commun des rotations Ado p(m1 (O0MF)).

Comme nous I'avons fait dans le Paragraphe 1.5.3, considérons I'application 6,, : V|, C
R(Mg) — [0,2n]/~= 5, quia o] € Vj,) associe 'angle 0, ([¢]) € S* de la rotation Adog(p).
On dit que la représentation p est u-réguliére si elle est réguliére et si g, : E(MK) — St est
une submersion en [p] (¢f. Théoréme 1.39).

Si p : Gg — SU(2) est p-réguliere, on dispose donc de l'isomorphisme D, 0,

~

TR(Mgk) — R. Au moyen de cet isomorphisme, on peut définir une base de référence

pour H) (M) formée de I'unique vecteur h,(gl)(,u) vérifiant (¢f. [Por97, Proposition 3.22]) :

D[pleu(w[:,]l(hgl)(ﬂ))) =1,

(8)Rappelons qu’une fonction continue f : EP — RT, E étant un R-espace vectoriel de dimension p,
est appelée densité positive lorsqu’elle vérifie f(¢p(vi),...,¢(vp)) = |det ¢|f(v1,...,vp), quels que soient
v1,...,Vp € B et ¢ : E — E linéaire.
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~

avec @, : T[p]R(MK)iH,}(MK) (cf. Proposition 1.35). Ainsi, le dual® du vecteur

hfjl)(ﬂ) peut se voir comme l’application tangente en [p] au paramétrage local §,, de R(Mg).

Dans la suite, nous aurons aussi besoin de la formulation alternative du concept de u-
régularité donnée dans la Proposition 1.37. On a vérifié (cf. Lemme 1.36) que si p est régu-
liere, alors pour tout v € H)(Mg), on a I'égalité :

72(0) = (), P*) = Dy (97 (),
et p est p-régulicre si, et seulement si, £/ : Hg (Mk) — R est un isomorphisme.

Remarque 2.27. — Lorsque p est p-réguliere, hgl)(u) est donc l'unique vecteur v de

H} (M) vérifiant Péquation (v(u), P?) = 1.

Si ’on change de convention d’orientation, et que 'on décide d’orienter la courbe p dans
le sens opposé a celui que 'on a choisi, alors le générateur de référence h,(gl)(,u) de H,}(M K)
est changé en son opposé (car fﬁ,l = —f}).

2.7.2. La p-torsion. — On suppose toujours que la spheére S® et que le nceud K sont
orientés. On suppose aussi que la courbe p est orientée avec la convention faite dans le
paragraphe précédent.

Lorsque la représentation p : Gx — SU(2) est p-réguliere, on pose

T (p) = 74 (s, (D () ) € R*.
L’application 'JTff , qui & la représentation p-réguliere p, fait correspondre le réel non nul
TR (p) est appelée la p-torsion associée & K (cf. [Por97, Chapitre 4]). On a donc

%/f( = Tff(p)D[p]@#,

pour toute représentation p-réguliere p : Gxg — SU(2). On pose enfin, torff = |']I‘ff| e Ry

Remarque 2.28. — Lorsque K est un nceud hyperbolique, la fonction torff est exactement
I'inverse de la torsion Ty, ) pour les variétés hyperboliques ouvertes définie par J. Porti
dans [Por97, Chapitre 4] (voir en particulier [Por97, Théoréeme 4.1]).

La p-torsion ’]I’ff (p) possede les propriétés suivantes :

1. Tff (p) ne dépend pas de l'orientation du noeud K.

Cette propriété tient au fait que I'on a orienté la courbe p d’une fagon “cohérente”.
En effet, si I’on renverse 'orientation de K, alors les orientations de m et de [ changent
simultanément. Par conséquent, le vecteur P? est changé en son opposé et la courbe
orientée 1 est remplacée, avec notre convention, par la courbe p~!. Ainsi, le vecteur
hgl)(,u) reste le générateur de référence pour H ; (Mg). Comme de plus, ﬁf{ ne dépend
pas de l'orientation de K, on en déduit la u-torsion n’en dépend pas non plus.

K*

2. Si K™ est I'image miroir de K, alors T}, |

méridien de K (resp. de K*).

(p) = =TE (p), ot mg (resp. mg-) est le

(9 Au sens algébrique.
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En effet, si 'on renverse lorientation de S3, alors 75~ = —7%. On constate de
plus, que mg~ est muni de lorientation opposée de celle de mg et donc PP(mg~) =

—P?P(mg), de sorte que hf)l)(mK*) = hfjl)(mK).

2.7.3. Une formule de chirurgie. — Avec les notations des paragraphes précédents, on
a la formule de chirurgie suivante (comparable & celle obtenue par J. Porti dans [Por97,
Proposition 4.10]) :

Théoréme 2.29 (Formule de Chirurgie). — Soit ;1 une courbe simple, fermée dans le
bord OMy de My . Notons My (1) la variété compacte obtenue par chirurgie de pente u le
long du neeud K C S® et v l’ame du tore solide V ajouté a My pour obtenir My (i1).

Sip: Gx — SU(2) est une représentation p-réguliére telle que p(u) = 1, alors :

1. la représentation p induit une représentation o : m1 (Mg (1)) — SU(2) qui est acyclique,

2. on a la formule suivante :

tor (Mg () ; Ad o 9) = +4 sin2(9§) . torf(p),
avec p(7y) = cos(04) +sin(65)P?, ou 0 < 05 < 7.

Démonstration. — La démonstration se divise en deux parties, c’est pour 'essentiel une
conséquence de la formule de Mayer-Vietoris appliquée au scindement Mg () = Mg U, V,
o T? = OMyg = MiNV est un tore. On convient de noter i1 : T2 «— Mg et ig : T? — V les
inclusions canoniques, gbg)p . H)(T?) — H'(T*;R) l'isomorphisme donné par gbg)p =Pr .
(¢f. Proposition 1.16) et on oriente arbitrairement la courbe v (1%, Rappelons enfin que le
résultat de la chirurgie est indépendant de 1’orientation de la courbe u, que I'on oriente avec
la convention faite dans le Paragraphe 2.7.1.

D’emblée, p : Gxg — SU(2) étant une représentation irréductible du groupe du nceud K,
on a p(m(0Mg)) ¢ {£1}, de sorte que p(y) # £1 (puisque p(u) = 1).

1. Démonstration de lacyclicité de o.— La représentation p étant irréductible on a :
Hy (M) = Hy (M () = 0 et Hj (M) = Hy(Mp (1)) = 0.
En notant que Hy(V) = H)(T?) = R et H}(V) = 0, la suite de Mayer-Vietoris en
cohomologie & coefficients tordus H* associée au scindement Mg (p) = Mg U, V se
réduit & lisomorphisme Hy (V') = H)(T?) et a la suite exacte :
OHH;(MK(,U))HH/}(MK) @ H;(V)HH/}(TQ)H
H (Mg () —Hj (M) — H2(T?)—0.
Comme dim H}(T?) = dim H}(Mg) = 1 (car p est réguliere), ’homomorphisme sur-
jectif HY (M) — H7(T?), induit par 'inclusion, est en fait un isomorphisme. La suite

de Mayer-Vietoris H* se réduit finalement aux deux isomorphismes Hy (V') = HJ(T?),
H2(Mg) = H7(T?) et a la suite exacte :

k) ok
e

0——H) (Mg (n))——H}(Mg) ® H)(V)—2H}(T?)—— HZ (Mg (1)) ——0.

(191 orientation de v n’influe en rien dans la suite.
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Pour conclure a 'acyclicité de la représentation o il ne reste plus qu’a établir que
I’homomorphisme
17 +i5 H;(MK) D H;(V)HH;(T%

est un isomorphisme.

Comme la représentation p est p-réguliere, H;(M k) est engendré par ’élément
z = hf)l)(u) satisfaisant l'identité (z(u), P?) = 1 (¢f. Paragraphe 2.7.1). En no-
tant p* et v* les duaux V) respectifs dans H'(T%R) = Hom(H,(T?Z),R) de p
et 7, (( CN =1 (), ( 531,2)’1(7*)) est une base de H,(T?). On constate que ij(z) =
( gg)_l(u*) + b( 5312)_1(7*), o b € R. D’autre part v — V étant une équivalence
d’homotopie, 'image de 45 : H, (V) — HJ(T?) est engendré par ( A R CO I
existe donc un unique élément générateur v € H}(V) tel que i3(v) = ( 531,2)_1(7*).
Ceci montre que I'image de la base ((2,0), (0,v)) de H}(Mg) @ H} (V) par I'applica-
tion i} + i3 est la base (( EN =1 (), ( SZ)’l(’y*)) de H}(T?) et donc que 4} + i :
H)(Mg) @ H)(V)——H}(T?) est un isomorphisme.

2. Calcul de la torsion.— La représentation o : m (Mg (u)) — SU(2) étant acyclique,
la torsion de Reidemeister de My (p) & coefficients dans la représentation Ad o o est
bien définie. Pour la calculer, on utilise la formule de Mayer-Vietoris appliquée au
scindement Mg (1) = My U, V(K) (c¢f. Théoreme 2.17).

Comme on vient de le voir dans la premieére partie de la démonstration, on a

Hy(Mk(p)) = 0 et la suite de Mayer-Vietoris H* associée au scindement My (1) =
My U,V se réduit aux trois isomorphismes suivants :

Hy(V) = H)(T?), H)(Mg) & Hy (V)= H)(T?), H)(My) = H,(T?).
La formule de Mayer-Vietoris donne :
tor (Mg (p) ; Ad o 9) - tor (T ; Ad o p) - tor(H*) = tor (Mg ; Ad o p) - tor (V ; Ad o o).

La suite de la démonstration consiste & expliciter les trois termes tor (7%; Ad o p),
tor (V; Ad o p) et tor(H*) qui apparaissent ci-dessus. Pour cela, il faut choisir des
bases de référence pour les groupes de cohomologie a coeflicients tordus :
~ Bases de référence pour Hj(T?) (cf. Paragraphe 2.2.3).
On a l'isomorphisme (bg : H(T?) — H'(T?;R) entre cohomologies tordue et non
tordue de T2 (cf. Proposition 1.16). Si ¢ € H*(T?;Z) = Hom(H2(T?;Z),7Z) est
I’élément correspondant & la classe fondamentale de [OMg] et [pt] € H(T?;Z) =
Hy(T?;7) le générateur dual, alors (¢'2))~1(c) est le générateur de référence de
HX(T?), (( EN =1 (), ( 531,2)’1(7*)) est la base de référence de H)(T) et enfin

( §92)—1([[pt]]) est le générateur de référence du groupe HJ(T?).
— Bases de référence pour H,;(Mf) (cf. Paragraphes 2.7.1 & 2.6.2).

(11) Au sens fonctionnel.



50 CHAPITRE 2. TORSION DE REIDEMEISTER ASSOCIEE A UN N@EUD

Le générateur de référence de H)(Mk) est h(l)( ) satisfaisant i’{(h(l)( ) =
(BB ~1(1*) + b)) =1 (7*), ot b € R. Le générateur de référence de H2(Mk)
i(h

est hE)) vérifiant legahte i (2)) (¢ (2)) Le).
— Bases de référence pour H; (V') (cf. Paragraphe 2.2.3).
L’homomorphisme i3 : HY(V) — HJ(T?) est un isomorphisme et le générateur de
référence de H) (V') est le vecteur ( 52,2 0i3)~([pt]). De plus, I'image de I'injection
i5 : Hy(V) — H}(T?) est engendrée par ( (1))’1(7*) et le générateur de référence
de H}(V) est I'unique antécédent U,(Jl)( ) de ( (1)) L(v*) par 3.
Avec ces choix de bases pour les groupes de cohomologie a coefficients tordus on
a immédiatement tor (Mg ; Ado p) = torff (p) ; les trois autres torsions sont données
dans I’assertion suivante :

Assertion 2.30. — Dans les bases prescrites ci-dessus, on a :
(a) tor (T2 s Ad o p) =41,
(b) tor (V'; Ad o o) = +4sin*(6%),
(c) tor(H*) = +1.
Démonstration de 'assertion. —  (a) Les deux premiers points sont traités dans le
Paragraphe 2.2.3 (¢f. Propositions 2.15 & 2.16).
(b) Le complexe H* étant formé des trois isomorphismes
it +i5: H(Mg) & H,(V) — HY(T?), i =0,1,2,
sa torsion est le produit alterné des déterminants de chacun d’entre eux ; dans les

bases choisies, tous ces déterminants valent +1 (voir ci-dessus). Donc tor(H*) =
+1.

O

En rassemblant les calculs de torsion que I'on vient de mener, on obtient la formule
de chirurgie souhaitée : tor (Mg (u); Ad o ) = +4 sin2(9§) . torff (p).
O

Remarque 2.31. — La réciproque de la premiere assertion du Théoréeme 2.29 est vraie.
Plus précisément, on peut montrer que si la représentation ¢ : m (Mg (p)) — SU(2) est
acyclique et si o|r, (an,) n'est pas centrale, alors p = g, est p-réguliere (cf. [Por97,
Proposition 4.10 (i)]).

2.8. Spheres d’homologie rationnelle

2.8.1. Une formule de chirurgie. — La variété tridimensionnelle Mg (1) obtenue par
chirurgie de pente g = mPl9 le long du nceud K C S? est une sphére d’homologie ration-
nelle si, et seulement si, p # 012, Dans ce cas 13, il est possible de régler le probléme de

(12) Cest une sphere d’homologie entitre si, et seulement si, p = £1.
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I'indétermination du signe dans la formule de chirurgie du Théoréme 2.29 (on renvoie a la
Remarque 2.33 pour une explication).

Si ¥ est une sphere d’homologie rationnelle orientée, alors ¥ possede une orientation
cohomologique canonique. On a H°(X;R) = R, H3(3;R) = R et HY(Z;R) = 0, si i #
0,3. Soit [X] € H3(3;Z) la classe fondamentale déduite de l'orientation de ¥. On munit
H3(2;R) = Hom(H5(X;Z),R) de 1'élément correspondant & [¥] et en utilisant la dualité
de Poincaré, on munit H°(3;R) = H3(3;R) de I'élément dual [pt] (qui peut aussi se voir
comme la classe cohomologique d’un point de X). Puis, on calcule la torsion de Reidemeister
du complexe C*(X; R) relativement & cette base cohomologique. Dans la suite, les sphéres
d’homologie rationnelle sont toujours supposées munies de leur orientation cohomologique
canonique.

Avec ces notations, on a :

Proposition 2.32. — Sous les hypothéses du Théoréme 2.29 et si p # 0, alors la torsion
avec signe de My (1) & coefficients dans la représentation Ad o o vérifie la formule :

sgn(p) - TOR(M (1); Ad o ) = 4sin®(02) - TS (p).

Remarque 2.33. — Lorsque la variété obtenue par chirurgie Mg (i) est une sphere d’ho-
mologie rationnelle, on sait calculer (voir la démonstration de la Proposition 2.32) la torsion
de Reidemeister avec signe Tor(C* (Mg (1); R)) en utilisant la formule de Mayer-Vietoris, ce
qui permet de régler le probleme de I'indétermination du signe dans la formule de chirurgie
du Théoreme 2.29. Ceci tient au fait que, contrairement au cas général, les groupes de coho-
mologie H' (Mg (11);R) et H?(Mg (1); R) sont nuls *3). La nullité de ces groupes simplifie
les calculs que nous avons & mener et nous permet d’aboutir a une formule de chirurgie avec
signe.

Démonstration. — Elle s’appuie sur la formule de Mayer-Vietoris (avec signe) et se divise en
deux parties. On commence par I’examen de la torsion de Reidemeister (& coefficients réels)
de Mg (u), on termine en donnant une formule de chirurgie pour la torsion de Reidemeister
a coefficients dans la représentation adjointe, analogue a celle du Théoréme 2.29, mais en
spécifiant les signes des torsions de Reidemeister qui apparaissent.

On oriente la courbe p avec la convention que l'on a faite dans le Paragraphe 2.7.1 et on
oriente I’dme v de telle sorte que int(y,y) = +1.

1. Torsion de Reidemeister a coefficients réels. — Dans cette premiere partie, on montre
que

(2.14) —p - Tor(C* (Mg (u); R)) = Tor(X) - Tor(C*(V;R)),

ol X est le complexe (2.11).

La variété Mg (p) étant une sphére d’homologie rationnelle, la suite de Mayer-
Vietoris $ en cohomologie réelle associée au scindement My (p) = Mg U, V se réduit

(13)Dans le cas d’une chirurgie quelconque, les groupes de cohomologie H! (Mg (p); R) et H2 (Mg (u); R)
sont toutefois duaux.
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a la suite exacte :
OHHO(MK(N);R)HHO(MK;R) @ HO(V;R)HHO(TQ;R)HO

et aux deux isomorphismes :

H' (M R) @ H'(V:R)—H (T R),  H*(T%R)—H (M (u);R).
La formule de Mayer-Vietoris pour la torsion (cf. Théoréme 2.17) donne :
Tor(X) - Tor(C* (V3 R)) = (—1)“H*Tor(C* (M (1); R)) - Tor(C* (T2 R)) - tox(5),
avece=0€Z/2Z et o =1 € Z/2Z.

Les bases de référence pour les groupes de cohomologie & coefficients réels sont
choisies de la fagon suivante :

— Bases de référence pour H*(T?%R). Le bord T? = OM[ de I'extérieur de K est
orienté et on note [OMk] € Ha(T?;7Z) la classe fondamentale associée. On munit
H?(T?;R) = Hom(H2(T?% Z),R) du générateur correspondant & [OM], puis en
utilisant la dualité de Poincaré on munit H°(T?;R) & Ho(T?; R) = Ho(T? Z)@R
du générateur dual. Notons p* : p +— 1 la classe cohomologique de p et v* 1 vy — 1
celle de v. On munit H*(T?%;R) de la base (u*,~*).

— Bases de référence pour H*(V;R). V est une variété orientée & bord avec, comme
toujours, la convention de la normale sortante. Par dualité de Poincaré, on munit
H°(V;R) du générateur dual de la classe fondamentale dans Hz(V,72;R). On
munit H*(V;R) de la classe cohomologique ~*.

— Bases de référence pour H*(M;R). Elles ont été décrites dans la Section 2.3.
Dans les bases choisies, on a Tor(C*(T?;R)) = 1 (cf. Paragraphe 2.2.3) et on constate
que la seule contribution non triviale dans la torsion de $) est le déterminant de l'iso-
morphisme H'(My;R) @ Hl(V;R)iHl(TQ;R). Ce dernier étant égal & 1/p, on a
donc tor($)) = p, ce qui établit la formule (2.14).

. Torsion de Reidemeister a coefficients tordus. — La méme technique que celle utilisée

dans la démonstration du Théoreme 2.29, permet d’établir — en s’appuyant sur le fait
que Tor(T?; Ad o p) = 1 (cf. Proposition 2.15) — la formule suivante :

(2.15) —Tor(Mgk (); Ad o 9) = Tor(X?) - Tor(V; Ad o p),

que l'on peut considérer comme une “version avec signe” de la formule de chirurgie du
Théoreme 2.29.

3. Conclusion. — En rassemblant les formules (2.14) & (2.15) on obtient I’égalité :

sgn(p) - TOR(M (11); Ad o 9) = sgn(Tor(C*(V;R))) - Tor(V; Ad o o) - 75 (h{" (1)),

en notant que 7/ (hg,l)(u)) = sgn(Tor(X)) - Tor(X?). Finalement, 'identité (cf. Propo-
sition 2.16) :

TOR(V; Ad o 9) = sgn(Tor(C*(V;R))) - Tor(V; Ad o p) = 4sin2(9§)

permet de conclure.
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2.8.2. Un invariant de type Casson pour les sphéeres d’homologie rationnelle.
— Soit ¥ une sphére d’homologie rationnelle orientée (ou plus généralement une variété
tridimensionnelle orientée et munie d’une orientation cohomologique) et considérons une
représentation acyclique p : m(X) — SU(2) de son groupe fondamental. Nous avons vu dans
le paragraphe précédent que ¥ posséde une orientation cohomologique canonique. La torsion
de Reidemeister TOR(X; Ad o p) est donc définie sans ambiguité.

L’ensemble des représentations acycliques de m1(X) dans SU(2) étant fini, on forme la
somme des torsions :

= Z TOR(X; Ad o p).
p

D. Johnson a montré dans [Joh] qu’il s’agit d'un invariant des variétés tridimensionnelles
et que l'on pouvait le calculer comme un invariant de type Casson au sens suivant. Prenons
le scindement de Heegaard ¥ = H; Up Hs, dans lequel H; est un corps en anses et F' une
surface de genre g. Un tel scindement induit les diagrammes commutatifs suivants :

m1(Hy) R(Hy)

/ \ SN
™ (F) et R(F) R(X) = R(Hy) N R(Hs).
N\ / NS

M) R(H,)

Lorsque X est une sphére d’homologie entiére, Casson a montré que les variétés E(Hl),
E(Hg) et E(F ) peuvent étre orientées de fagon cohérente, puis qu'il est possible de définir le
nombre d’intersections de R(Hy) avec R(H,) dans R(F). Ce nombre d’intersection multiplié
par le facteur (—1)¢ est Vinvariant de Casson A(X). Johnson a montré que les variétés R(H ),
R(H,) et R(F) peuvent étre munies de formes volume “naturelles”. Lorsque les images des
variétés R(H;) et R(H,) se coupent transversalement au point [p] dans R(F) (i.e. lorsque
p est acyclique), il est possible de comparer entre elles ces différentes formes volume. On
obtient alors un nombre réel — leur coefficient de proportionnalité — et D. Johnson a montré
qu’il s’agit de la torsion TOR(X; Ad o p).






CHAPITRE 3

UNE FORME VOLUME SUR Reg(K)

Le but de ce chapitre est de construire “a la Casson” une forme volume sur la partie
réguliere de l'espace des classes de conjugaison des représentations du groupe d’un noeud
dans SU(2). La construction s’inspire de la construction originale de l'invariant de Casson
ainsi que des travaux menés ultérieurement par X.-S. Lin (¢f. [Lin92]) et M. Heusener
(c¢f. [HeuO03)).

Plus précisément, en suivant la technique développée par M. Heusener dans [Heu03,
Paragraphe 3], & toute présentation en plat du nceud K on associe un scindement de son
extérieur a partir duquel il est possible de définir certains sous-espaces de l’espace des re-
présentations irréductibles du groupe du nceud. Dans [Heu03, Paragraphe 4.1], il est établi
que ces sous-espaces de représentations sont des variétés orientées. Mais ici au lieu de comp-
ter simplement leur nombre d’intersection, on montre en fait que ces variétés possedent
des formes volume, qu’il est possible de les comparer entre elles puis d’en déduire une sur
Reg(K).

On vérifie que la forme volume ainsi construite induit Porientation sur Reg(K) définie
par M. Heusener dans [HeuO3] (cf. Proposition 3.17). On montre aussi qu’il s’agit d’un
invariant du nceud (cf. Théoréme 3.11) qui posséde l'intéressante propriété de changer de
signe lorsque 'on change le nceud en son image miroir (c¢f. Proposition 3.17). La technique
de démonstration de I'invariance est analogue a celle utilisée par M. Heusener pour établir
I'invariance de lorientation qu’il a construit sur Reg(K). On étudie enfin quelques unes des
propriétés de cette forme volume. On établit notamment une formule permettant le calcul
de la forme volume associée & un noeud produit (c¢f. Proposition 3.21).

3.1. Compléments sur les formes volume
Dans cette section, qui fait suite a la Section 2.1, nous faisons quelques rappels supplé-

mentaires concernant les formes volume.

3.1.1. Rappel sur la notion de compatibilité. — Commencons par rappeler un fait
essentiel (¢f. Lemme 2.1) :si 0 E' E E” 0 est une suite exacte de R-espaces

vectoriels de dimension finie et si deux des trois espaces vectoriels B/, E et E” sont munis
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de formes volume, alors le troisieme en possede une unique qui est compatible avec les deux
autres.

Cette notion de compatibilité, introduite dans le Paragraphe 2.1.2, et le résultat du
Lemme 2.1, que nous avons pris la peine de rappeler ci-dessus pour la commodité de la
lecture, se révelent étre les outils essentiels pour munir la variété unidimensionnelle Reg(K)
(cf. Corollaire 1.34) d’une forme volume.

3.1.2. La convention “base A fibre”. — Une forme volume v sur une variété M de
dimension finie n est une forme différentielle de degré n partout non nulle.

On utilise dans la suite la convention “base A fibre” : soient M™ et N™ deux variétés
munies des formes volume v et w respectivement, considérons une submersion f : M — N
et fixons y € N. Le sous-espace f~1(y) C M est une sous-variété fermée de dimension m —n,
I'espace tangent T, f~1(y) & f~!(y) en z est le noyau de D, f et on a la suite exacte :

(3.1) 0—T,f~y)—ToM—TyN—0.

On munit la sous-variété f~1(y) de I'unique forme volume w telle que w, soit compatible
avec v, et w, quel que soit x € f~(y).

3.2. Présentation des nocuds sous forme de 2n-plat

Soit ¢ une tresse a 2n-brins. Le 2n-plat correspondant — noté CA — est obtenu en fermant
la tresse ¢ grace a 2n demi-arcs de cercles comme sur les Figures 3.1 & 3.2.

FI1GURE 3.1. Noeeud de trefle présenté en 4-plat.

On sait que tout nceud (et méme, plus généralement, que tout entrelacs) admet une
présentation sous forme de 2n-plat et on appelle neud-plat tout nceud présenté en plat. Sur
les Figures 3.1 & 3.2, on donne des exemples de présentation en plat des noeuds de trefle et
en huit respectivement.

Remarque 3.1. — Tous les noeuds & deux ponts possedent une présentation en 4-plat.

Remarque 3.2. — On peut noter que toute tresse fermée a n brins peut se mettre sous la
forme d’un 2n-plat particulier. Cette propriété est illustrée sur la Figure 3.3.
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(= O’%O’l_ o9

FIGURE 3.2. Noeeud en huit présenté 4-plat.

3.3. Scindement de ’extérieur d’un noeud-plat

La construction de la forme volume sur la variété Reg(K) dont il est question dans ce
chapitre s’appuie sur les idées présentées par M. Heusener dans [Heu03, Paragraphe 3] pour
munir Reg(K') d’une orientation. Nous rappelons dans cette section et dans la suivante celles
qui nous seront utiles.

Dans la suite, K désigne un noeud dans S® présenté sous la forme d'un 2n-plat f , ou ¢
appartient & 'ensemble Ba,, des tresses & 2n brins (voir Figure 3.4). On note Mx = S3\V(K)
Pextérieur du nceud — V(K) étant un voisinage tubulaire ouvert de K — et Gx = m (Mk)
son groupe.

Une telle présentation du noeud K sous forme de plat induit un scindement de son ex-
térieur de la forme My = By Ug Bs, ou Bi, Bs sont deux corps en anses de genre n et ou
S désigne la sphere trouée S2 \ V(K) = By N Bs. Ce scindement de l'extérieur du nceud va
jouer pour nous un role analogue au scindement de Heegaard utilisé dans la construction
originale de l'invariant de Casson (c¢f. [Heu03, Paragraphe 3]).

FIGURE 3.3. La tresse fermée ¢”, o € B,, vu comme un 2n-plat.
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Cette présentation permet également de mettre en évidence des systémes spéciauz de
générateurs M) pour les groupes fondamentaux de By, By et S (voir Figure 3.4). On convient
de noter 7; = {t(z) 1 < 7 < n} le systéme spécial de générateurs du groupe m1(B;), i = 1,2,
et S ={s;,1 <j< 2n} celui de m1(S) (voir encore Figure 3.4). On peut remarquer que
m1(B;) est le groupe libre a n générateurs {tgi), 1 < j < n} et que m(5) est le groupe
admettant la présentation suivante : 71(S) = (s1,...,82, | $1---82,). De plus, tous les
générateurs des groupes 71 (B;) et m1(S) sont des méridiens du nceud K, ils sont donc en

particulier tous conjugués dans G . Cette remarque évidente s’avérera étre essentielle dans

P

%

“IA

FIGURE 3.4. Systemes spéciaux de générateurs.

la suite.

Les inclusions S — B; et B; — My, i = 1,2, fournissent le diagramme commutatif
d’homomorphismes surjectifs de groupes suivant :

m1(B1)

/\

(3.2) m(Mk) =Gk

%

et le théoreme de Seifert-Van Kampen donne la présentation suivante pour le groupe Gx
du neeud K :

(3.3) GK:@EI)JZ(-Q) 1<i<n|pioki(sj) =paoka(s;), 1 <j<2n—1).

Il s’agit d’une présentation de Wirtinger du groupe du neeud K.

(1) Ce choix dépend en fait de I'orientation de S3 (cf. Paragraphe 3.10).



3.4. SOUS-ESPACES DE REPRESENTATIONS 59

3.4. Sous-espaces de représentations

Dans cette section, on associe a la présentation en plat de K — qui permet de scinder
Pextérieur du noeud sous la forme Mg = B Ug B — certains sous-espaces de représentations
des espaces R(B;), i = 1,2, et R(S5).

Si G est un systeme fini de générateurs du groupe G, on introduit (¢f. [Heu03, Paragraphe
3]) le sous-ensemble RY(G) de R(G)\ C(G) suivant :

RY(G) = {p € R(G) \ C(G) | Tx(p(s)) = Tx(p(1)) Vs,t € G}.

Bien que I'espace RY(G) dépende explicitement du systeme de générateurs G, I’action par
conjugaison de SO(3) laisse ce sous-espace invariant. On pose :

RY(G) = R9(G)/SO(3),

ot R9(G) = RI(G) N R(G) et on constate que RI(G) est l'espace total d'un SO(3)-fibré
principal de base R9(Q).

Par exemple, si G est le groupe G du noeud K et si chaque élément de G est un méridien
de K, alors les éléments de G sont deux a deux conjugués dans G et on a simplement
RY(G) = R(G)\ C(G).

On adopte enfin les notations R(Mg) pour R(Gx), RT(B;) pour R% (m1(B;)) et RS(S)
pour RS(7(S)) etc... et on a le résultat suivant.

Assertion 3.3. — RT(B;), i = 1,2, est une variété lisse de dimension 2n — 2 et RS(S)

est une variété lisse de dimension 4n — 5.

On pourra se reporter au Paragraphe 3.7.1 pour une démonstration ou bien consul-
ter [Heu03, Corollaire 3.2].

Soit i : G — G’ un homomorphisme de groupes et notons G (resp. G’) un systeme fini de
générateurs de G (resp. G'). On dit que h est compatible avec les systemes de générateurs
G et G’ lorsque h(g) est le conjugué d’un élément de G’ U G~ !, pour tout g € G. Un tel
homomorphisme induit une application h:RY (G") — RY (G) entre les espaces de représen-
tations. Dans le cas qui nous intéresse (cf. diagramme (3.2)), on peut remarquer que tous les
homomorphismes de groupes sont compatibles avec les systemes de générateurs 7; et S que
lon a choisis (car tous les ty) (resp. tous les s;) sont des méridiens de K'). C’est en partie
pour cette raison que 'on s’intéresse aux sous-espaces de représentations R7 (B;) et RS(S).
Pour plus de détails sur la compatibilité, on pourra consulter [Heu03, Paragraphes 3 & 4].

Correspondant au diagramme (3.2), on a le diagramme entre espaces de représentations

suivant :
RT\(By)
R1 ’\;51
(3.4) RS( R(Mg)
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Comme chacune des applications du diagramme (3.4) est injective, on peut voir E(M K)
comme Dintersection des images des variétés R7 (B;) et RT2(By) dans la variété RS(S). Le
diagramme précédent entre les espaces de représentations est la clé pour munir (générique-
ment) Pespace des représentations de Gk dans SU(2) d’une forme volume.

On pose p; = pop; (resp. ps = pop; o k;) la restriction de p & 71 (B;) (resp. m1(9)).

3.5. Représentations réguliéres

Dans cette section, nous rappelons la définition de la notion de régularité introduite au
Chapitre 1 et en donnons une nouvelle caractérisation — due & M. Heusener (c¢f. [Heu03,
Proposition 3.3]) — via les sous-espaces de représentations associés & une présentation en plat
du noeud introduits ci-dessus.

Parmi les représentations irréductibles, on distingue les représentations réguliéres. On
rappelle qu'une représentation irréductible p : Gx — SU(2) est dite réguliére lorsque
H)(My) = H'(Mg;5u(2) Adop) est un R-espace vectoriel unidimensionnel (cf. Proposi-
tion 1.30).

On montre que la régularité est une notion invariante par conjugaison et on a la carac-
térisation suivante en termes de sous-espaces de représentations (¢f. [Heu03, Proposition
3.3)).

Proposition 3.4. — Soit p: Gxg — SU(2) une représentation irréductible et notons [p] sa
SO(3)-classe de conjugaison. La représentation p est réguliére si, et seulement si, les images
des variétés RT(By) et R2(By) se coupent transversalement en [p] dans la variété RS(S).

On note Reg(K) I'ensemble des SO(3)-classes de conjugaison des représentations régu-
lieres de Gx dans SU(2) et on peut montrer que Reg(K) est une variété unidimensionnelle
(cf. Corollaire 1.34). C’est précisément cette variété que ’'on va munir d’une 1-forme volume.

Lorsque p : Gg — SU(2) est une représentation réguliere, on rappelle que l'espace tangent
T, R(Mk) s’identifie & H) (M) par un isomorphisme noté ¢y, (cf. Proposition 1.35).

3.6. Construction de la forme volume

La construction de la forme volume sur Reg({) dont il est question ici, repose sur les deux
points suivants :
— Lorsque p est une représentation réguliére, on dispose de la suite exacte suivante (voir
le diagramme (3.4) et le fait que les images des variétés R72(B;) et R72(B,) se coupent
transversalement en [p] dans RS(S)) :

= DB, 5 = Dip® 5
(3.5)  0——=T, R(Mg)——T,,)R7(B1) x Ty, RT?(Ba)——T}, RS (S)——0,

c’est cette suite qui va nous permettre de munir le R-espace vectoriel unidimensionnel
T, R(Mk) — qui s’identifie & H,) (M) = R — d’une 1-forme volume.
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~ Lespace de représentations R%(B;) (resp. RS5(S)) possede une (2n — 2)-forme volume

naturelle v (B (resp. une (4n — 5)-forme volume naturelle vﬁs(s)). La construc-

tion détaillée de ces formes volume sur les espaces de représentations fait ’objet du
Paragraphe 3.7. A

Ceci étant, on définit une 1-forme volume sur T[p]é(M K ), que l’on note w[cp], grace a la suite

exacte (3.5), en posant :

¢ _ _qyn (,BTL(B1) 1%72(32)) RS(S)
(36) wiy = D" (v ) Ao ) fripef®
Remarque 3.5. — Lanormalisation donnée par (—1)™ qui apparait ci-dessus est nécessaire

pour garantir 'invariance de wcp par stabilisation élémentaire, i.e. lorsque 'on change ¢ €
Ba, en (o2, € Bapto (voir Figure 3.5). Pour plus de détails, on pourra se reporter a la
démonstration du Lemme 3.16.

1 f1 )

FIGURE 3.5. Stabilisation élémentaire.

On construit ainsi localement une 1-forme volume w® : [p] — w[cp] sur la variété

unidimensionnelle Reg(f ), qui a priori dépend de la présentation en plat é du nceud K que
I’on s’est donnée au départ.

3.7. Formes volume sur les espaces de représentations

Décrivons a présent la construction détaillée des formes volume naturelles que 'on peut
définir sur les variétés R71(By), R72(By) et RS(S).

3.7.1. Formes volume sur les espaces de représentations. — Leur construction
nécessite les étapes suivantes :

— Le groupe SU(2) est muni de sa 3-forme volume usuelle 7 induite par la base (i, j, k) .
On note également 7 la 3-forme volume sur SO(3) = SU(2)/{£1} déduite de celle de
SU(2).

Pour tout a € (—2,2), S? = {4 € SU(2) | Tr(A) = a} est une sphere bidimen-
sionnelle. On munit les sphéres S? d’une 2-forme volume & l'aide de la submersion



62

CHAPITRE 3. UNE FORME VOLUME SUR Reg(K)

Tr: SU(2)\ {£1} — (—2,2) en utilisant la convention “base A fibre”. Plus précisément,
pour tout A € S2, on a la suite exacte :

0——T4S2——T4SU(2)—T4(—2,2)—0

dans laquelle SU(2) est muni de la 3-forme volume 7 et (—2,2) de la 1-forme volume
usuelle. La 2-forme volume v, est 'unique forme volume compatible avec les deux
formes volume précédentes. On note S? = S3 I'ensemble des matrices de SU(2) de
trace nulle, il est utile d’identifier S? avec I’ensemble des quaternions purs et unitaires.

Les formes volume v et 1 sont en quelque sorte les “briques” de construction des

formes volume sur les variétés R7(By), R%(By) et RS(S), le Lemme 2.1 fournissant
la “technique” adéquate.
Grace au systeme de générateurs 7;, l'application R(B;) — SU(2)", ou p —
(p(tgi)), e ,p(t,(f))), permet d’identifier R(B;) avec SU(2)™, puis d’identifier ) R7(B;)
avec le produit (—2,2) x (S2)", et enfin de munir R%(B;) de la (2n + 1)-forme volume
vE7(B)) déduite de la forme volume produit sur (—2,2) x (8?)".

On munit ensuite 1’espace RS (S) d’une forme volume naturelle en procédant de
la fagon suivante. Soit D* le disque troué S\ {oo} dont le groupe fondamental est
le groupe libre & 2n générateurs si, ..., sa, (cf. Figure 3.4). Notons U le sous-groupe
normalement engendré par le produit sy - - - S25, ; on a w1 (S) = 71 (D*)/U et considérons
I'application ¢ : RS(D*) — SU(2) définie par ¢(p) = p(s1 - s2n). Cette application
posseéde les propriétés données dans P'assertion suivante (¢f. [Heu03, Lemme 3.1]).

Assertion 3.6. — L’application ¢ est surjective, on a RS(S) = ¢~1(1) et 'ensemble
de ses points critiques coincide exactement avec 'ensemble A(D*) des représentations
abéliennes de w1 (D*) dans SU(2).

En s’appuyant sur cette assertion, on a donc, pour toute représentation p : 71 (S) —
SU(2) irréductible, la suite exacte :

0——T,RS(S)——T,RS(D*)—>su(2)—0.

On munit su(2) de la 3-forme volume induite par la base (i,j,k) et RS(D*) d’une
(4n + 1)-forme volume naturelle ®. On munit alors RS(S) de Iunique (4n — 2)-forme
volume v (5) qui est compatible avec les deux autres.

Pour finir, si G est 'un des groupes 71 (B ), w1 (B2) ou w1 (S) et G est I'un des systémes de
générateurs T, Tz ou S respectivement, alors la surjection canonique R9(G) — R9(G)
est une submersion, ce qui permet de munir RS9 (G) d’une forme volume en utilisant la

convention “base A fibre”. Plus précisément, on a la suite exacte :

0—T,SU(2)(p)—T,RI(G)— Ty, RI (G)—0

() L’inclusion est donnée par : (—2,2) x (S2)™ — SU(2)", (2cos(8), Pi, ..., Pn) — (cos(8) +sin(0) P;)1<icn-

(3)En effet RS (D*) est un ouvert de RS (D*) 2 (—2,2) x (52)2" que I'on a muni de la (4n+ 1)-forme volume
déduite de la forme volume produit.



3.7. FORMES VOLUME SUR LES ESPACES DE REPRESENTATIONS 63

ou SU(2)(p) = {Adaop| A € SU(2)} désigne 'orbite de p sous I'action de la représen-
tation adjointe. On munit alors RY(G) de I'unique forme volume compatible avec 7 et
avec la forme volume naturelle sur RY(G) construite ci-dessus.

3.7.2. Dépendance des formes volume en les systémes de générateurs. — Analy-
sons dans ce paragraphe la dépendance des formes volume pR7 (B1), pR72(B2) o R (S) que
I’on vient de construire par rapport aux systeémes spéciaux de générateurs 77, 7o et S.
Notons Fb, le groupe libre ayant pour systeme de générateurs S. La tresse ( € By, induit
un automorphisme ¢¢ de Fy, donné par : ¢¢ : s; — gisﬂ(i)gfl, avec g; € Fyy,, 7 étant la
permutation induite par . L’automorphisme ¢ vérifie I'identité Hle oc(si) = Hle s;, de
sorte qu’il est compatible avec le systeme S et induit donc un difféomorphisme az . RS (S) —
RS(S).
Un lemme. — On commence cette analyse en établissant un lemme technique.
Soit F, = (S1,...,Sm | —) le groupe libre de rang m. L’espace R(F,,) s’identifie, comme
on l'a déja vu, au produit SU(2)™ au moyen de l'isomorphisme :

Tout endomorphisme ¢ : F,,, — F},, induit une application ¢* : R(F,,) — R(F,). Au moyen
de lidentification précédente, ¢! est explicitement donnée par :

(p(S1); -+ p(Sm)) = (po d(S1), .-+, po d(Sm))-
L’endomorphisme ¢ induit aussi une application ¢** : HY(F,,;Z) — HY(F,;7Z), avec
HY(Fp;Z) =2 7™,

A chaque g € F,,, on associe 'application évaluation ev, : R(F,,) — SU(2), définie
par evy(p) = p(g). Quel que soit g € Fyy,, evy(n) est une 3-forme sur R(F,) et pour tout
endomorphisme ¢ : Fy, — F,,, on a ev, o ¢f = eVe(q)-

Avec ces notations, on a le résultat suivant.

Lemme 3.7. — Si ¢ : F,, — F,, est un endomorphisme, alors

evisy (M A ANevig () = det(¢™) evy () A... Aevy (m).

Démonstration. — Elle est comparable & celle faite dans [AM90, Proposition 3.4]. En voici
les principales idées.

D’emblée, on constate que la forme volume evy (n) A...Aevy (n) sur R(F,) = SU(2)™
est invariante & droite. De plus, evy g (M A...Aevy g () = ((bﬁ)*(evg1 (MA...Aevs (1)) ;
de sorte que evy g ) (M)A A ev;(sm)(n) est également invariante & droite (car ¢ o R(p,), =
R¢n((3i)i)0¢ﬂ, avec R(Bi)i : SU(Q)m - SU(Q)m, (Xl, .. .,Xm) — (XlBl, .. .,XmBm)). Ainsi
les formes volume evg, (n) A... Aevy (n) et evy g (n) A...Aevy g (1) sont entierement
déterminées par leur valeur en la représentation triviale 6 : F,, — SU(2) (c’est-a-dire la
représentation définie par 0(g) = 1, quel que soit g € F;,) et on a :

(ev;(sl)(n) AN ev;(sm)(n))(ﬁ) = det(Dyo") (evg, (M A ... Nevg, (1))(0).

Calculons det(Dg¢*). Pour cela, notons aug : Z[F,,] — Z, S; + 1, I'augmentation et
aug
posons a;; = (%S”?)) € Z. On constate que si 9 : su(2)™ — su(2)™, est Papplication
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7 m . .
donnée par (x1,...,Tm) = (ijl aijacj) cien’ alors le diagramme suivant est commuta-
AN

tif -
Dot
TQ(SI)SU(Q) X oo X Tg(sm)SU(2> L> T90¢(51)SU(2) X e X T90¢(Sm)SU(2)

; :

su(2) x -+ x su(2)

Comme on a ¢*(S;) = >oiy @Sy, il vient det(Dgg#) = det(4*), ce qui acheve la
démonstration. O

Dépendance de la forme volume o7 (B Posons F,, = m(B;) et T = 7T;, puis considérons
¢ un automorphisme de F,,. Si 7/ = ¢(7), alors ¢ est compatible avec les systémes 7 et 7".
On a donc un difféomorphisme ¢ : R7’ (F,) — R (F,). D’aprés un théoreme de Nielsen ),
¢ est, & un automorphisme intérieur de F,, pres, un produit des transformations de Nielsen
suivantes :

(Tl) fl : tl = t1t2, ti = ti pour ) 2 2,

(TQ) ot — tlil, t; — t; pour ¢ > 2,

(T3) t; : t; = t,(;), ou T est une transposition de {1,...,n}.

Lorsque de plus l'automorphisme ¢ est seulement un produit des transformations de
type (T) et (Ts), alors R7'(F,) = RT(F,) et il existe une permutation 7 € &,, telle que

Ej N . . ) N 17 . . .
Pt — twj(j) a un automorphisme intérieur pres. Considérons les applications suivantes :

tr: RT(F,) — (—2,2), p+— 2cos(f), avec p(t;) = cos(9) + sin(@)Pf
et
axy, : RT(F,) — S%, pw— P?, avec p(t;) = cos(0) + sin(0) P} .
Comme SU(2) \ {£1} = (—2,2) x 52, on constate que ax;, n’est autre que la composée de

la projection sur S? avec evy,.
Avec ces notations on a le résultat suivant :

Proposition 3.8. — Soit ¢ un automorphisme de F,, pour lequel il existe une permutation
T € 6, telle que ¢ : t; — ti’kj), & un automorphisme intérieur prés. Si N = f{e;,1 < j <
n|e; = =1}, alors le difféomorphisme ¢ : RT(F,) — RT(F,) vérifie la formule suivante :
g/b\*(’UET(F")) _ (71)N,U1A27(Fn)7
dans laquelle oRT () est la forme volume naturelle sur RT (F,) & (—2,2) x (52)"/SO(3).
Démonstration. — L’automorphisme ¢ induit un difféomorphisme ¢ : R7 (F,) — R (F,)
vérifiant l'identité ax;; o ¢ = aXg(¢;)-
On établit la formule suivante :

6 () = (-1 )

en s’appuyant sur les trois points suivants :

M Voir par exemple [MKS76, Théoréme N1, p. 163].



3.7. FORMES VOLUME SUR LES ESPACES DE REPRESENTATIONS 65

~ la forme volume v®” (F1) sur R (F,) est la forme volume déduite de la forme volume
produit sur (—2,2) x (S?)". Explicitement, en notant A la 1-forme volume usuelle sur
(—=2,2),on a:

o) =t (A) Aax), (V) A . Aaxg, ().

— la transformation de Nielsen ty induit un diffSomorphisme t; : R7 (F,,) — RT (F,) qui
est tel que & (0B (Fn)) = —yR" (Fn),

— si 7 est une transposition de {1,...,n}, la transformation de Nielsen t, induit un
difféomorphisme T, : R (F,) — R (F,)) qui vérifie T, (v~ (Fn)) = R (Fa),

Pour conclure, il suffit d’utiliser le diagramme commutatif suivant :

SO(3) —+ R7(F,) — RT(F,)
- s s
SO(3) — RT(F,) — R (F,)
O

Dépendance de la forme volume o), Soit ¢ un automorphisme de Fy,, ayant les deux
propriétés suivantes :
1. il existe une permutation m € Sg,, telle que : ¢(s;) = gjsfrj(j)gj_l
gj € {£1},
2. ¢ laisse invariante la cloture normale de s1 - - - Sop,, i.€. G(81 -+ 82p,) = g(81 -+ 52,)°g 71,
avec g € Foy, et € € {£1}.
Encore une fois, si 8’ = ¢(S), alors ¢ est compatible pour S et S’. Comme ES(S) = RS (S), ¢
induit un difféomorphisme ¢ : RS(S) — RS(S). Introduisons enfin les applications suivantes :

tr: RS(Fapn) — (—2,2), p— 2cos(d), avec p(s;) = cos(d) + sin(0) Py

, avec g; € Fo, et

et
axs, : RS (Fy) — 52, pr> P?, avec p(s;) = cos(0) + sin(0) P/ .
On a alors le résultat suivant :
Proposition 3.9. — Soit ¢ un automorphisme de Fy, possédant les deux propriétés ci-

dessus et soit N =#{e;, 1 <j<2n|e; =—1}. Si Ny = N + 552, alors le difféomorphisme
¢ : RS(S) — RS(S) vérifie la formule :
(g*(UES(S)) _ (71>N¢Ufis(5).

Démonstration. — Puisqu’un automorphisme intérieur de Fy,, induit I'identité sur }ABS(S )s
on peut supposer pour simplifier que ¢(s1 -+ - 82,) = (81 - S2n )%, avec € € {+1}.
L’automorphisme ¢ induit, pour les mémes raisons que précédemment, deux difféomor-
phismes : ¢ : RS(S) — RS5(S) et ¢ : RS(Fy,) — RS(Fyy,), et on a comme ci-dessus
aXs; O ) = aXp(s;)- B
Commencgons par étudier I’action de ¢ sur les formes volume. Notons que la forme volume
sur RS(Fy,) est explicitement donnée par la formule :

W) — () Aaxt (V) AL Aaxt, (1)

S2n
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Appuyons-nous sur le diagramme commutatif suivant :

RS(Fyn) — (SU(2) \ {£1})*" — (—2,2)>"

l& laﬁ” lﬁ

RS (Fyn) — (SU(2) \ {#1})™" — (=2,2)"
dans lequel T : (SU(2) \ {£1})** — (—2,2)?" est donnée par

T(p) = (Tr(p(s1)), - -, Tr(p(s2n)))-

En désignant par A = {(z,...,2) | * € (—2,2)} la diagonale de (—2,2)*", on a T"}(A) =
RS (Fyy,). Puis, en utilisant le résultat du Lemme 3.7, on constate que

QE* (’URS(FQ")) _ (—1)N’URS(F2").
Utilisons ensuite le diagramme commutatif suivant :

RS(S) — RS(Fy,) — SU(2)
s e e
RS(S) — RS(Fyy,) — SU(2)
dans lequel ¢ : RS(Fy,) — SU(2), p = p(sy---s2,) et ® : SU(2) — SU(2), A +— A%. En
utilisant le fait que ¢ = (—1)(¢=1/2 on en déduit que
(E*(,UES(S)) _ (_1)N¢U§5(S)_

La formule souhaitée s’obtient par le méme argument que celui utilisé a la fin de la
démonstration de la Proposition 3.8. O
Corollaire 3.10. — Le difféomorphisme az : R5(S) — RS(S) induit par la tresse ¢ est tel
que d¢ (W S)) = pF°(S).

Si, de plus, ¢ : Fop, — Fy, est Uautomorphisme donné par ¢ : s; — 52_7117%1, alors le

difféomorphisme induit ¢ : RS(S) — RS(S) est tel que o (vﬁs(s)) = B,

Démonstration. — Pour automorphisme ¢¢, on a Ng. = 0 et € = 1 ; pour 'automorphisme
¢, on a Ny =2n et e = —1. On conclut a I’aide de la Proposition 3.9. O

3.8. Invariance de la forme volume

L’objet du résultat suivant est d’établir que la 1-forme volume w¢ que l'on a construit
dans la Section 3.6 ne dépend pas de la tresse ( telle que K = (, et qu’il s’agit d’un invariant
des noeuds.

Théoréme 3.11. — Soient K1 = Q'Al et Ko = 52 deux neuds présentés sous forme de plats.
Si les neeuds (1 et (o sont isotopes, alors wS' = w2,
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Compte tenu de ce résultat, on peut donc désormais parler de la 1-forme volume sur
Reg(K) associée au noeud K, on la note w’.

La démonstration, donnée dans la Section 3.11, s’appuie sur un théoréme de Birman-
Reidemeister (cf. [Bir76]) que 'on rappelle dans la section suivante. Les idées sont analogues
a celle utilisées par M. Heusener pour établir que 'orientation qu’il a définie sur Reg(K) est

un invariant du nceud (¢f. [Heu03, Théoréme 1.1]).

3.9. Théoréme de Birman-Reidemeister

Pour rappeler ’énoncé du théoreme de Birman-Reidemeister, qui est ’analogue pour les
plats du théoréme de Markov pour les tresses fermées (¢f. [MK99, Chapitre 9]), nous avons
besoin de quelques notations.

Le sous-groupe des demi-tresses triviales Ha, est le sous-groupe de Bs, engendré par
(voir Figure 3.6)

2 .
01, 020102, 0202102541025, 1 < j<n—1.

On peut remarquer que si deux tresses de Bs, appartiennent a la méme classe double de
Bs,, modulo le sous-groupe Ha,,, alors elles représentent le méme 2n-plat.

S S
/ S
S

(

o1 oa0ioy 0202j-102j4102;

FIGURE 3.6. Les tresses o1, 0‘20’%02 et 02;02;-102;+102;.

Par ailleurs, il est bien évident que les tresses ( € Ba, et (o2, € Ba,12 représentent le
méme plat. Avec ces notations, on a le résultat suivant :

Théoréme (Birman-Reidemeister). — Soient Ky, Ky deuz neeuds dans S3 et (1 €
By, , (2 € By, deuz tresses telles que K; ~ fi, 1 =1,2. Les neeuds K1 et Ko sont isotopes
si, et seulement si, il existe un entier N > max(nyi,ng) tel que pour tout n = N les tresses
¢! = (i02n,02n,42 - 02n € Banyo, i = 1,2, sont dans la méme classe double de Bapia
modulo le sous-groupe Hopyo.

Pour une démonstration de ce résultat, on pourra consulter celle qui est donnée
dans [Bir76].

La démonstration du Théoreme 3.11 consiste donc a établir linvariance de w® par chan-
gement de classe double et par stabilisation élémentaire.



68 CHAPITRE 3. UNE FORME VOLUME SUR Reg(K)

3.10. Systemes spéciaux de générateurs

On définit dans cette section des systemes spéciaux de générateurs d’origine géométrique
correspondant a la décomposition de 'extérieur Mg du nceud-plat K = 5 sous la forme :
My = By Ug By de facon un peu plus détaillée et systématique que dans la Section 3.3.

Pour fixer les notations, on suppose que ( € Ba, et que la sphére S3 = R3 U {oo} est
orientée. Il existe donc € € {1} tel que e; A ea A ez représente l'orientation induite sur
R3, avec e; = (£,0,0) = €i,ea = (0,1,0) = j et e3 = (0,0,1) = k. On pose ensuite, pour
j=1,...,2n,

o (4,0) € R? sie=1,
7 l@n+1-5,0)€R? sie=—1.

Soient Hy = {(z,y,2) € R® | 2 < 1} et Hy = {(z,y,2) € R® | 2 > 2} les demi-espaces
fermés, puis notons J = [1,2]. L’espace R? se scinde en : R® = H; UR? x JU Hy. On obtient
ainsi une tresse-géométrique dans R? x J que 'on continue de noter ( C R? x J. Nous
supposerons que (N(R?x {i}) = px{i},i = 1,2,avec p = (p1,. .., Pan), et que ( est contenue
dans un “petit” voisinage régulier du plan y = 0. Le 2n-plat é est obtenu a partir de la tresse
¢ en lui ajoutant deux systemes de n demi-cercles C; = {Cl(j)}lgkgn C H;Nn(R x {0} xR)
tels que les extrémités de c,(j) soient précisément les points pog_1 X {i}, pag X {i} de OH; (voir
Figure 3.7). Soit @ le cube [0,2n + 1] x [-1,1] x J C R? x J, prenons pour point de base

(2

ﬁz R2 x {2}

%

KON/t

R2 x {1}

C§1) H, tgl)

FIGURE 3.7. Systemes spéciaux de générateurs avec € = +1.

le point g = (n,—1,1) € 9Q. On obtient les systémes spéciaux de générateurs des groupes

fondamentaux de By, By et S de la fagon suivante.
Le générateur sy) de 71 ((R?\ p) x {i}) est représenté par le lacet constitué d'un petit
cercle autour du point p; x {i} et du plus petit segment le joignant & . Le cercle autour de

g-i), L;) =1, ou L; désigne la droite p; x R

orientée dans le sens des z décroissants. On obtient ainsi la présentation suivante :

m((R2\p) x {i}) = (sV,... 850 | sV - 50y

pj X {i} est orienté en utilisant la convention ¢k(s
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Pour fixer les autres systemes de générateurs spéciaux on suppose que le nceud-plat K = é
(¢ ) 1 < k < n, du groupe 71 (H; \ C;) est représenté par le
lacet constitué d’un petit cercle entourant c,(;) et du plus petit segment reliant ce petit cercle

est orienté (). Le générateur ¢,

au point de base zo. De plus, l'orientation du petit cercle est donnée par la condition :
tk(t%, K) = 1 (voir Figure 3.7).

Considérons ’homomorphisme \; : 71 ((R?\p) x {i}) — m1(H; \ A;) induit par l'inclusion,
ona:

(4)
—ey

[ ig(i) i
NS ) = (B () = (1)

ou les 5,(;) € {£1} dépendent de 'orientation du nceud K et changent tous simultanément
de signe lorsque I'on renverse ’orientation de K.

Le groupe Ba, est un sous-groupe du groupe Aut(Fs,), Fa, étant le groupe libre a 2n
générateurs identifié au groupe fondamental 71 (Q \ ¢). La tresse ¢ induit un automorphisme

de m1 (@ \ ¢) que 'on note ¢¢ et on constate que

dc:m(@Q\Q) = m(@Q\0), s = s
ce qui permet de voir sg-l) comme un mot en les générateurs s( ) ey sgi)

Par ailleurs, la surface trouée S = S? \ K = (R? \ V(p) x {1}) U {0} permet de scinder
Pextérieur My du nceud-plat K = é sous la forme Mg = B1Ug Bs, ou By = (H1\V(C1))U
{oo} et By = ((H2 UR? x J)\ V(C2 U ()) U {co} sont des corps en anses de genre n.
Avec ces notations, les morphismes x1 : 71 (S) — w1 (B1) et kg : m(S) — 71 (B2) (voir
diagramme (3.2)) vérifient les formules :

K1t sg-l) — A1(s (1)), Ko : sg-l) — Ay O ¢4(3§-2)).
Ilustrons notre propos par un exemple : celui du nceud de trefle.
Exemple 3.12. — Soit K = ( le nceud de trefle droit, avec ¢ = o3 (cf. Figure 3.1). On a
i i)\ i i)\ ¢ i i)y € i i)\
N(st)) = (0 (s = (1) ) = (1)) () = (57)

avec i = 1,2 et ¢ € {£1} dépendant de l'orientation du nceud.
L’automorphisme de tresse ¢¢ est donné par les formules suivantes :

(2)

oc(si?) = s =517,
2 2) (2) (2)\ (2), (2) (2) (2)y "L
dc(s5”) = syt = (55”547 54" )7 (57547 s”)
2 2) (2)y (2), (2) (2)\~1L
oc(s5)) = 58 = (s5)s8)sP (s s8))
pe(sP)) = s = 5.

(®)On verra en fait, un peu plus loin, que notre construction ne dépend pas de Iorientation du nceud.
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Il en résulte que les morphismes k1 et ko satisfont quant a eux les formules suivantes :

pi(st)) = (1)
ma(ss) = (19)
ma(ss) = (19)
pi(si) = (1)

et
ra(st) = (1)
ra(ss) = (57) T (67) () @) @) ) ()
ra(sf) = (1) (D)) @) ()
ra(si) = (157)°
Remarque 3.13. — On obtient également un scindement de 'extérieur du nceud-plat K =

¢ en considérant la surface trouée S” = (R2\ V(p) x {2}) U {oo} et les deux corps en anses
de genre n :

B} = ((HLUR? x J)\ V(A1 UC)) U{oo}, By = (Hy\ V(A3)) U {co}.
Les morphismes associés a une telle décomposition sont donnés par :
85-2) — A\ o (bgl(S;l))a HIQ . 852) N )\2(85-2))-

On peut noter que, pour ¢ = 1,2, on a x; = K} o ¢. Posons Q' = ki (RT (Bl)), i =1,2,
(¢f. diagramme 3.4) et remarquons simplement que le difféomorphisme gbc RS (S) — RS (S’ )
induit une apphcatlon préservant les formes volume entre la partie réguliere de Q1 N Qg et

celle de Q’ N Q2 (essentiellement parce qu’il existe une permutation 7 de Sa,, telle que

( ) = = g;s Erl()J)g] ou g; € F2n)

Terminons cette section en établissant le lemme suivant.

Lemme 3.14. — Si K est un neeud dans S, alors :

K

1. la forme volume w™ construite ci-dessus (cf. équation (3.6)) est indépendante de

lorientation du neud K,
2. un changement d’orientation de la sphére S a pour effet de changer w® en —w¥.

Démonstration. — On s’appuie sur le Corollaire 3.10.

1. Si T'on change l'orientation du nceud K, alors, pour tout k, les E ) e {£1} changent
simultanément de signe, de sorte que les (2n — 2)-formes volume vR (B1) o pR"(B2)
de R71(By) et R™2(Bsy) respectivement, sont remplacées par leurs opposées. En consé-

quence w® ne change pas (cf. équation 3.6).
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2. Si rnaintenant on renverse l'orientation de S3, alors comme précédemment les formes

volume vf (B

stV

) et vR2(B2) gong changées en leurs opposées ; de plus le générateur

étant changé en (SngH ;)71 1a (4n — 5)-forme volume vR(S) de RS(S) est aussi

changee en son opposée. Par conséquent, w’ est changée en —w’.

O

3.11. Démonstration de I’invariance de la forme volume

Cette section est consacrée a la démonstration du Théoreme 3.11 d’invariance de la forme
volume. La démonstration s’appuie sur le Théoréme de Birman-Reidemeister (¢f. Section 3.9)
et celle-ci se divise, comme on l’a déja dit, en deux parties : on montre dans le Para-
graphe 3.11.1 que w¢ est invariante lorsque I’on change la tresse ( en une tresse appartenant
a la méme classe double modulo le sous-groupe des demi-tresses triviales (c¢f. Lemme 3.15)
puis, on montre dans le Paragraphe 3.11.2 qu’elle est invariante par stabilisation élémentaire
(cf. Lemme 3.16).

3.11.1. Invariance par changement de classe double. — Dans ce paragraphe on
établit I'invariance de la forme volume par changement de classe double modulo le sous-
groupe des demi-tresses triviales.

Lemme 3.15. — Soit ( une tresse de B, dont la fermeture f est un neud K. Pour tous
£1,&9 € Hopy, £1C&5 est un neeud isotope au neud K et on a ’égalité

LG _ ¢

Démonstration. — Elle se divise en deux étapes.

L. Préliminaires. — Gardons les notations de la section précédente et désignons par
FQ(:L) = m(D*) = (sl .. 52n | —) le groupe libre de base S; et par FY = m1(B;) =

(tgi), LD | —) le groupe libre de base 7; (i = 1,2) (c¢f. Figure 3.4). Dans [Bir76],
J. Birman a montré qu'une tresse £ € Bgn appartient a Hgn si, et seulement si, elle

laisse invariante la cloture normale de {31 sgz), . sgn 155 )} dans FQ(,? A partir de
¢ € Hoy, on peut donc construire ® un automorphisme €@ : F\Y — F{V rendant

commutatif le diagramme suivant :
) = p)
L
) = pl)
Un simple calcul nous donne de plus,

. . N =1 . . .
(3.7) () = ("), et o (1) = 1§ pour 2 < j <

(6)Car le noyau de \; est Hap,.
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—e()

(3.8) (020202) (") = (1) (7)) 7 | et (020%02) D (1)) = 11 pour 2 < j < n;

(3.9) (GakO2k—102k 1095 ) P (t;i)) = t(Ti)(j) pour 2<j<n

ou 7 € G,, désigne la transposition qui permute k et k + 1.

Dans la suite de la démonstration on notera k; : w1 (S) — 71 (B;) et A; : FQ(:B — Féi),

i = 1,2, les homomorphismes induits par ¢ et par &} : 71 (S) — m1(B;) et X, : FQ(,? —

F,Si), 1 =1,2, ceux induits par &/&E

2. — Comme Ha, est engendré par {0y, 020509, 02k02k_102k4102k 1 < k <n— 1}, il
suffit d’établir le lemme dans le cas ou &; est I'un de ces générateurs.
Tout d’abord, on constate que A, differe de A; seulement lorsque §; = 0. Distinguons
les trois cas possibles.
- Si ¢ = oy, alors /\’i(sgi)) = )\i(sgi))i1 et l'identité (3.7) fournit s, = &;.
~ Si & = 090709, alors de l'identité (3.8), on tire que §i(i) : F,Si) — F,Si) induit un
difféomorphisme Ei(l) . RT (F,(j)) — RT: (F,(j)) préservant les formes volume. On
a de plus K, = R; o é(z) (¢f. diagramme (3.4)).

— Si & = 02k02k—102k+102k, alors on déduit de 'équation (3.9), que §i(i) : F,(f) —
F? induit un difféomorphisme a(i) . RT: (Fr(f)) — RT: (Fr(f)) préservant les formes
volume (car v est une 2-forme volume). Puis on conclut comme précédemment.

En conclusion, il existe, pour ¢ = 1,2, une application v, : RT (B;) — RT (B;)

préservant les formes volume et telle que K} = &; o ¢¢,, d’ott le résultat annoncé.

O
3.11.2. Invariance par stabilisation élémentaire. — Dans ce paragraphe on établit
Iinvariance de la forme volume par stabilisation élémentaire.
Lemme 3.16. — Si ( est une tresse de Bay, dont la fermeture é est un neud K, alors C;;z
est un neeud isotope au neud K et on a l’égalité
Wlom — 6
Démonstration. — Convenons de noter &' = S U {Sant1, S2nt2}, K @ m(S") — m(BY)

I’homomorphisme induit par C/O'; et Q) = k(R (B})) pour i = 1,2 (voir Figure 3.5).
Ona:wy =M\, ka=Xoletr) =Noaoyl, kh=N,0(, avec N, : 11 (S") — m1(B;), telle
que :

Nty = a(si) si1 < < 2m, Xy(sP) = 2o (s\P) si 1 < j < 2m,
_ (1) _-(2)
1 1 En 1 2 En
N(shin) = (1), Ny(ss) = (t8h) ",
(1) (2)
1 1) \%n 1 2) \&n
N(shia) = (1) Ny(si) o) = (£ )™

L’application \; induit \; : (—2,2) x (S?)" — RS(S), donnée par :

Xi(2c08(0), Pr,.., Pa) = (2¢08(0), 7 Pr, Py, .. 0 P, 20 P )



3.11. DEMONSTRATION DE L’INVARIANCE DE LA FORME VOLUME 73

et on a: Rl = A\, k2 = C 0 \2. De plus, on pose :
(t,PS,... PS)=Fat,Pr,...,.Py)=C(t,ePP,—eP P, .. e@p, —c@p,).
De ces identités, on tire les formules :

K (2cos(6),Py,...,Pui1) = (2 cos(0), ggl)Pl, —ggl)Pl, WP P

—eWp,

1
Adcos(G)-{-s(l)51n(9)Pn,+1( n ) 6( ) +1)

et
Kh(2cos(0), Py,..., Pui1) = (2 cos(0), Pt ... PS  —eDP, VP n+1)
Considérons Papplication f: (—=2,2) x (S2)?" — (—2,2) x (5?)?"*2 définie par :
f((2cos(0), P1,...,Pap)) = (2cos(0), Py, ..., Poy, Pan, —Pay),
ona f(Q1NQ2) =Q,NQ), ; de plus, f induit une immersion f : RS(S) — RS (S").
Notons m, : (—2,2) x (82)™ — SU(2) I'application définie par :

Tm(2¢08(0), Py, ..., Py) = [ ] cos(6) + sin(6) P;.

On constate que 7o, 42 0 f = Tay, ce qui permet de voir, en désignant par 7, (su(2)) le fibré
normal tiré-en-arriere de su(2) par mp, que D p)fixs (su(2)) @ To, (5W(2)) — 75,40 (5u(2))
est un isomorphisme préservant les formes volume.

Si (t,P) = (2cos(f), P, ..., Pa,) € RS(S), on a la suite exacte suivante :

) f r
OHT(LP)RS(S)&T]«@ p RS (5)——Tp,, 5% ® T—p,, 52——0

dans laquelle pr = (pry, 1, Prs, o), de sorte que
(3.10) T RS (S) 2 Dy f(TipyRS(S)) @ Tp,, 82 & T_p,, 52
En désignant par s une section de pr, on a de plus, au niveau des formes volume, la formule :

RS (s
Uf(t,l(:’)) :( (t,P) f@S) ( (tI:S))/\VQn—i-l/\VQn-i-Q)

Si maintenant on suppose que (t,P) € Qi N Qa, alors il existe des points (¢, P(*)) =
(2cos(0), PV, ... Py € (=2,2) x (8)" tels que r;(t,PD) = (t,P) (i = 1,2). Si de plus,
on suppose que (t, P) est un point régulier de Q1 N Q2, alors f((¢,P)) est un point régulier
de Q) N Q% (cf. Proposition 3.4) et on a, pour ¢ = 1,2, la suite exacte :

f,
0 Top @ AT Q- Py 0

avec V; & TP<1>S2. On a donc
T, p)Q;i = D) [ (T, p)Qi) © Vi
et en notant s; une section de pr;, on a de plus :
Q; () Qi
vf(t,P) = (D(Lp)f (&) Sl) (’1}8713) A Vi)-
En utilisant 1’équation (3.10), il vient
Tip R (S") 2 Df(T(p)RS(S)) & W
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avec W = T_apél)SQ D Tapél)SQ. Mais de plus, en tant qu’espaces vectoriels orientés, on a
—W 2V @ Vs, et la forme volume sur W n’est autre que la 4-forme —pri (1) A pri(v2),
pr; : V1 @V, — V; étant la projection canonique. Il en résulte que I'application f : RS(S) —
RS'(S") induit un isomorphisme :

fr(=D)"QiNQ2— (—1)"T'QI NQY

conservant les formes volume au voisinage de tout point régulier (¢, P). O

3.12. Propriétés de la forme volume

Dans cette section, nous décrivons quelques propriétés importantes, bien qu’élémentaires,
de la forme volume associée & un nceud. Nous examinons ensuite son comportement sous
leffet de la somme connexe.

3.12.1. Propriétés de la forme volume. — La proposition suivante rassemble quelques-
unes des propriétés de la forme volume associée & un noeud.

Proposition 3.17. — Soit K un neud dans S. La forme volume w’ posséde les propriétés
sutvantes.

1. L’orientation induite par w est l'orientation de Reg(K) définie dans [Heu03].

K

2. La forme volume w™ ne dépend pas de l’orientation du neud K.

3. St K* désigne l'image miroir du neud K, alors
Wk = Wk,
Démonstration. — Les points 2. et 3. sont une conséquence immédiate du Lemme 3.14.
Montrons le premier.

Fixons une présentation en 2n-plat E du neeud K et notons ¢ lorientation sur Reg(gt )
définie dans [Heu03].

En reprenant les constructions, on constate que la forme volume v définie sur
RT(B;) dans le paragraphe 3.7.1 induit Dorientation sur R%(B;) définie dans [Heu03,
Paragraphes 3 & 4.1]. De méme, la forme volume vR%(S) définie sur RS(S) dans le para-
graphe 3.7.1 induit Iorientation sur RS(S) définic dans [Heu03, Paragraphe 4.1].

Enfin, 'orientation O¢ sur Reg(C) est définie dans [Heu03, Définition 3.5] par la régle :

Reg(¢) = (=)™ (El(ﬁT1 (B1)) OEQ(ETZ(BQ))). Il s’agit donc, compte tenu de la for-

R7i (By)

mule (3.6), de Porientation induite par la forme volume wS. Ce qui acheve la démonstration
de la proposition. O

3.12.2. Une formule pour la somme connexe. — FEtudions maintenant le comporte-
ment de la forme volume sous l'effet de la somme connexe de deux nceuds. Pour cela, nous
devons au préalable déterminer la partie réguliere de I'espace des représentations du groupe
d’un nceud composé. Ici, les représentations abéliennes vont jouer un role.
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D’apres la Proposition 1.6, toute représentation abélienne de G i dans SU(2) est conjuguée
a une, et une seule, des représentations g : Gxg — SU(2) donnée par pg(m) = cos(d) +
sin(6)i, avec 6 € [0, 7].

Rappelons (cf. Section 2.5) qu'une représentation abélienne ¢y est réguliére lorsque e
n’est pas un zéro du polyndéme d’Alexander de K. Pour une telle représentation, E. Klassen
a montré que H) (My) = HO(Mg;R) = R, H] (M) = H'(Mg;R) =R et H, (Mg) =
H'(Mg;R) =0, pour i > 2 (cf. Assertion 2.19 et [K1a91, Théoreme 19]). On note A*&(Mk)
l’ensemble des représentations abéliennes régulieres de Gk dans SU(2).

Soit K = K 14K est un noeud composé, désignons par m; le méridien de K;, i = 1,2 et
par m celui de K. Le groupe Gk du nceud K est le produit amalgamé G xy G, ou G; est
le groupe du noeud K, ¢ = 1,2, et ou U est 'adhérence normale de mlmgl dans le produit
libre Gy * G2 (¢f. [BZ85, Proposition 7.10]). Notons que dans Gk, on a m = mj = ma. A
toute représentation p de G dans SU(2), on associe les représentations p; = p|q,, ¢ = 1,2,

0

et on pose p = p1 * pa ; réciproquement, si p; est une représentation de G; dans SU(2), alors
on peut former la représentation p = py * p2 de Gk si, et seulement si, p;(my) = pa(ma).

En particulier, pour toute représentation p; : Gi — SU(2) (resp. p2 : G2 — SU(2)) il
existe, & conjugaison pres, une unique représentation abélienne ay : G — SU(2) (resp.
ay : G1 — SU(2)) telle que p1(m1) = az(msa) (resp. p2(mz2) = ai(my)). Ceci permet de
mettre en évidence les applications suivantes :

(
(

1 R(Mg,)

~

1 ), [/)1] — [/)1 * a2],
Lo R(MKQ)

— R(Mg), [p2] = [a1 * pa].

Avec ces notations, on a :

Proposition 3.18. — Soit K = K1§Ko un neud composé. Si Ry (resp. Ra) est 'ensemble
des représentations réguliéres p1 : G1 — SU(2) (resp. pa : Go — SU(2)) dont la représen-
tation abélienne associée ag : G — SU(2) (resp. an : G1 — SU(2)) est aussi réguliére,
alors :

1. Ry (resp. Ra) est une sous-variété ouverte de Reg(K1) (resp. Reg(K2)),
2. Reg(K) =1 (Rl) U LQ(RQ),
3. 11: Ry — Reg(K) (resp. ta : Ry — Reg(K)) est une immersion.

Démonstration. — L’ensemble R;, i = 1,2, n’est autre que la variété Reg(K;) privé d'un
nombre fini de points (explicitement, il s’agit de ensemble des représentations régulieres du
groupe du nceud K; dont la représentation abélienne associée ne correspond pas a un zéro
du polynome d’Alexander du nceud Ks—;, ¢ = 1,2), il s’agit donc d’une sous-variété ouverte
de Reg(K;). Ceci établit le premier point.

Vérifions le second. Tout d’abord, E. Klassen a donné dans [Kla91, Proposition 12] la
structure de ’espace des représentations irréductibles du groupe d’un nceud composé : si
p est une représentation irréductible de Gk dans SU(2), alors p est conjuguée a l'une des
représentations suivantes : p1 *ag, aj * pa OU p1 * pa, avec p; € E(Ml) et a; € A(M;),i=1,2.
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o~

R(Mg,) ~
cos(w/10) o R(Mk,) o
cosgr/()’)
cos(3w/10) - - - -
—cos(37/10)} - - - -
— cos(()57r/6)
—cos(m/10) © o

FI1GURE 3.8. Espace des représentations irréductibles du groupe du nceud K = K14Ko>.

Sur la Figure 3.8, on a schématisé 1’espace des représentations irréductibles du groupe du
neeud produit K = K;§K>, ol K est le noeud torique de type (2,5) et Ko le nceud de trefle
(i.e. le noeud torique de type (2, 3)).

La démonstration repose ensuite sur les deux assertions suivantes.

Assertion 3.19. — Sip; € E(MZ), alors p1 * pa n'est jamais réguliere.

Démonstration de l’assertion. — Pour voir cela, utilisons la suite de Mayer-Vietoris en coho-
mologie & coefficients tordus associée au produit amalgamé G = G1 *xy Ga (¢f. Section 1.3).

Etant donné que p; est irréductible, on a HY (G;) = 0 (i = 1,2) et la suite de Mayer-
Vietoris se réduit a :

0—R—SHY(Gr) =S H (Gr) @ H (Go)—R—s

Hg(GK)*)Hgl (Gl) D H§2 (Gg)*)()

Comme dim H;i (G;) =2 1 pouri = 1,2 (¢f. Lemme 1.19), i* ne peut pas étre injectif, donc
rgrk™ > 1. De sorte que 2 < 1 +rgr* =rgd + rgr* = dimel(GK), ce qui montre que p
n’est pas réguliere. O

Assertion 3.20. — La représentation p1 x ag (resp. aj * p2) est réguliere si, et seulement
si, p1 et as (resp. ay et pa) sont réguliéres, ot p; € R(M;), a; € A(M;), i =1,2.

Démonstration de l’assertion. — La représentation p; étant irréductible et ay abélienne, la
suite de Mayer-Vietoris en cohomologie a coeflicients tordus associée au produit amalgamé
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Gk = G1 *y Go est :

0—R——R—HY(Gr)— S H] (G1) @ HE (Go)—5R—s

H2(G)—25 H2 (Gh) @ H2,(Gy)—0.
Comme () est surjectif, on a dim H(Gx) > dim H} (G1) + dim HZ, (G2).

Supposons que p; ne soit pas une représentation réguliere de G ou que as ne soit pas une
représentation abélienne réguliere de G5 ; on a alors dim Hgl (G1) = 2 ou dim ng (Ga) = 1.
Dans tous les cas, on a dim Hg(GK) > 2 et p = p1 * az ne peut pas étre une représentation
réguliere de Gk.

Réciproquement, si p; est une représentation réguliere de G et si as est une représenta-
tion abélienne réguliere de G, alors H} (G1), H? (G1) et H,,(G2) sont de dimension 1 et
H? (G2) = 0. On en déduit que rgi* = 2—rg k(1) = 1, de sorte que dim H)(Gk)=rg K{y) =
1, ce qui montre que p est réguliere.

On obtient exactement le méme résultat pour une représentation réguliere p = a1 * po de

Gx dans SU(2), avec ay € A(M;) et py € R(My). O

Montrons pour finir le dernier point. La surjection G; *y Go—»G1 xy U = (G7 induit
Vinjection H, (G1) — H(G k), ce qui montre que ¢ : Ry — Reg(K) est une immersion. On
montre de méme que ¢ : Re — Reg(K) est une immersion. Ce qui acheéve la démonstration
de la proposition. O

Le résultat suivant donne une formule permettant de calculer la forme volume associée
au nceud composé K1§K5 en fonction des formes volume associées aux nceuds K; et K.

111 ]

IR 5
A
| |
e
| |
L, 77777 77\
C=Gom"1G

FIGURE 3.9. Somme connexe de deux noeuds présentés en plats.
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Proposition 3.21. — Soit K = KK un neud composé. Avec les notations de la Propo-
sition 3.18, on a les formules :

Ko

W) =wf et (W) =w

Démonstration. — Elle s’appuie sur les deux points suivants :

— D’abord, on sait décrire, sous la forme d’un plat, la somme connexe de deux nceuds
eux-mémes présentés sous forme de plats (cf. Figure 3.9). Plus précisément, si K1 = 51
est un 2n-plat et Ko = CAQ un 2m-plat, alors K1 Ko = Clﬁ@, ol 6"~ ! est 'opérateur
de décalage d’indice n — 1.

— Ensuite, la proposition précédente donne la forme des représentations régulieres du
groupe du noeud composé KK en fonction des représentations régulieres des groupes
des noeuds K et K.

Pour montrer que ¢} (w®) = w1 on utilise une technique analogue a celle que nous avons
utilisée dans la démonstration du Lemme 3.16 d’invariance par stabilisation élémentaire.
Considérons la sphere trouée S’, comme indiquée sur la Figure 3.9, qui permet de scinder
I'extérieur du nceud composé K, notons &' = S U {52,041, -+, 82n42(m—1)} Puis utilisons
la Remarque 3.13. On introduit ensuite I'application f : (—2,2) x (S?)*" — (-2,2) x
(§2)2n+2(m=1) {éfinie de la facon suivante :

f((2 (‘,08(9)7 Pl, ey Pgn)) = (2 COS(@)7 Pl, ceey Pgn,Elpgn, 7€1P2n, ey Emflpgn, *€m71P2n)

ou les g; € {£1} dépendent de la tresse (3. Tout comme dans la démonstration du
Lemme 3.16, f induit une application f : RS(S) — RSl(S’) et on vérifie — en adaptant les
idées développées a la fin de la démonstration du Lemme 3.16 — que cette application induit
un difféomorphisme (—1)"Q1 N Q2 — (—=1)"T™"~1Q} N Q) préservant les formes volume au
K

)

voisinage de toute représentation réguliere de G;. L'égalité 15(w’) = w2 se démontre de

la méme fagon. O



CHAPITRE 4

FORME VOLUME ET TORSION DE REIDEMEISTER

Le but de ce chapitre est d’établir que les deux points de vue développés dans les Cha-
pitres 2 et 3 ne font qu'un. Plus précisément, on montre que les formes volume et torsion de
Reidemeister associées & un nceud dans S® coincident (cf. Théoréme 4.1).

On obtient ainsi une technique pour calculer la torsion de Reidemeister de I'extérieur d’un
neeud a coefficients dans la représentation adjointe comme une forme volume construite “a
la Casson” sur 'espace des représentations du groupe du noeud dans SU(2). En changeant
de point de vue, ce résultat fournit aussi une méthode de calcul au niveau cellulaire de la
forme volume sur ’espace des représentations associée a un noeud.

La démonstration de ’égalité des formes volume et torsion, donnée dans la Section 4.3,
s’appuie sur l'interprétation des espaces tangents aux sous-espaces de représentations, dé-
duits d’une présentation en plat du noeud, en termes de dérivations tordues (cf. Sections 1.4

& 4.2).

4.1. Enoncé du résultat

Le résultat suivant montre que la forme torsion de Reidemeister 7% définie dans le Cha-
pitre 2 coincide avec la 1-forme volume w’ sur Reg(K) définie dans le Chapitre 3.

Théoréme 4.1. — Soit K un neeud dans S®. Si p : G — SU(2) est une représentation
réguliére, alors
w[llf] = A,f( .

La démonstration du Théoréme 4.1 nécessite plusieurs étapes données dans la Section 4.3.
Au cours de celle-ci, on a besoin des notations et des propriétés décrites dans la Section 4.2
consacrée au concept de dérivation tordue, dont la définition a été rappelée dans la Sec-
tion 1.4.

L’idée principale pour comparer les formes volume w{;] et 7A'pK sur T[p]E(MK) = H;(MK)
est de les interpréter comme une seule et méme torsion de Reidemeister d’'un complexe
auxiliaire en s’appuyant sur le Lemme de Multiplicativité de la torsion (cf. Théoréme 2.6).
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Plus précisément, on compare la torsion du complexe acycliqgue (V)

T+ 0——T|, R(Mg)—T}, RT (B1) x T}, ) RT(Ba)—— T, RS (S)—0,

K
[0l
clique @ de Pextérieur du nceud & coefficient dans la représentation Ad o p

qui nous a permis de construire la forme volume wi;, a la torsion du complexe non acy-

df @i
X7 1 0—su(2)—su(2)?" —su(2)*~1—0

par l'intermédiaire d’un complexe auxiliaire, que nous définirons dans le Paragraphe 4.2.2.

Remarque 4.2. — Le théoréme précédent admet les deux conséquences suivantes :

1. D’apres la Proposition 3.17 n°1, lorientation sur Reg(K) induite par la forme volume
7K est exactement I'orientation définie dans [Heu03].

2. L’invariant de Casson-Lin Acr (K), défini dans [Lin92] (ou ce qui revient au méme la
signature o(K)), peut s’interpréter via la torsion de Reidemeister avec signe associée
a K de la fagon suivante (¢f. [Heu03, Proposition 5.4 & Lemme 5.5]).

Notons RY(G) = {p € R9(G) | Tr(p(t)) = 0, Vt € G} et ]?Eg(G) = RY(G)/SO(3)
(avec RS(G) = RY(G) N R(G)) puis posons Q\”) = &, (RT (B;)), i = 1,2.

En général, I'intersection #1(R7 (By)) N Ra(R%(B,)) nest pas compacte, il peut
exister des représentations abéliennes qui soient limite de représentations irréductibles.
Par contre, on peut montrer (en s’appuyant sur le fait que Ag(—1) # 0, puis en
utilisant [Kla91, Théoréme 19]) que @go)m@go) est compacte. Le nombre d’intersection
<@§0), Aé0)>§5(s) est donc bien défini (¢f. [Heu03, Paragraphe 5.3]). L’invariant de
Casson-Lin doe la tresse fermée o”, o € By, (¢f. Figure 3.3) est défini par :

)\CL(UA) = (_1)n<@§0)5 @go)>fgg(s)-

On sait de plus que si o et ¢’ sont des tresses dont les fermetures définissent des
neeuds équivalents, alors Aoz, (0) = Acr(0'”) (¢f. [Lin92, Théoréme 18]). On peut
donc parler sans ambiguité de I'invariant Acr, (K), pour un nceud K C S3.

Supposons que tous les points d’intersection de @§°> avec @g") dans ]?Eg (S) soient
des points d’intersection transverse, ce qui équivaut a demander que toutes les repré-
sentations dans @50) N @éo) soient m-réguliéres. Dans ce cas la et avec les notations du
Paragraphe 2.7.2, on a

Aen(B) = > sen(TK(p)).

peQ” QY

(M Dans lequel chacune des composantes est munie de la forme volume naturelle décrite dans la Section 3.6.
(D Dans lequel chacune des composantes est munie de la forme volume produit sur su(2)™, le groupe Hg (Mg)
du générateur de référence décrit dans le Paragraphe 2.6.2 et le groupe H; (Mg ) d’un générateur quelconque.



4.2. DERIVATIONS ET ESPACES TANGENTS 81

4.2. Dérivations et Espaces Tangents

Dans cette section, on munit les espaces de dérivations Der,, (B;) et Der,(S) de formes
volume. On définit ensuite le complexe auxiliaire des dérivations qui permettra de com-
parer, dans la Section 4.3, les formes volume et torsion de Reidemeister associées a un
neeud (cf. complexe (4.2)). On termine cette section en calculant les espaces tangents a
R(Mg), R%(B;) et & RS(S) en termes de sous-espaces d’espaces de dérivations (cf. Para-
graphe 4.2.3). Comme nous le verrons, ces calculs sont au cceur de la comparaison des formes
volume et torsion de Reidemeister.

4.2.1. Généralités. — Soit K un nceud dans S? présenté sous la forme d’un 2n-plat. On
a vu dans la Section 3.3 qu’une telle présentation induit le scindement My = By Ug B, ou
B, By sont des corps en anses de genre n et ou S désigne la sphere trouée B; N By. Cette
présentation nous a également permis de mettre en évidence certains systeémes spéciaux de
générateurs pour les groupes m1(B;), ¢ = 1,2, et m1(S), notés respectivement 7;, i = 1,2, et
S.

Le choix du systéme de générateurs 7; (resp. S) pour le groupe m1(B;), i = 1,2, (resp.
71(S)) permet d’obtenir le résultat suivant.

Assertion 4.8. — Pour toute représentation irréductible p; : m(B;) — SU(2), i = 1,2,
(resp. ps : mi(S) — SU(2)) on a lidentification Der,,(B;) = su(2)" (resp. Der, (S) =
5u(2)2n—1)

Démonstration. — Explicitement, les identifications Der,, (B;) = su(2)" et Der, (S) =

su(2)?"~1 sont respectivement données par les isomorphismes :
— ¢ : su(2)" — Der,,(B;), défini par ¢; : x = (21,...,2,) — d*, o d* € Der,, (B;) est
telle que dx(ty)) = x;, pour tout j =1,...,n.

~ st su(2)?1 — Der, (9), défini par ps : x = (z1,...,%9,-1) — d¥, ou d* €
Der,g (S) est telle que d*(s;) = x;, pour tout j =1,...,2n — 1, et
dx(Sgn) = 7Adps(sl,,,82n71)71(:61) — e — Adps(82n71)71(:62n,1).
O

Au moyen de l'identification ¢; : 5u(2)”i>Derpi (Bi), on munit Der,, (B;) de la forme
volume déduite de la forme volume produit sur su(2)™.
Au moyen de l'identification g :5u(2)2”_1i>Derps(S), on munit Der, (S) de la
forme volume déduite de la forme volume produit sur su(2)%"~1.
Reprenons le disque troué D* = S\ {oo} et considérons l'application 9 : Der,  (D*) —
su(2) définie par
lﬂ(d) = d(81 t SQn) = d(sl) + Adps(sl)(d(SQ)) +F AdPS(Sl"'Sanl)(d(s2n))'

On constate que la suite :

(4.1) 0—Derpg (8)—Der s (D*)—s51(2)—0

est exacte et que chacune de ses composantes possede une forme volume de référence — les
formes volume produits sur su(2)™. Le résultat de l’assertion suivante nous sera tres utile.
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Assertion 4.4. — Les formes volume déduites des formes volume produits sur su(2)™, qui
munissent les termes de la suite exacte (4.1), sont compatibles entre elles.

N

Démonstration. — Soit s : su(2) — Der, (D*) la section de ¢ donnée par s(x) = d%, ou
d® € Der,  (D*) satisfait d”(s;) = 0, pour tout j = 1,...,2n —1, et d*(s2n) = Ad,4(s,,)(T)-
En utilisant les identifications de 1’Assertion 4.3, on constate que le diagramme suivant est

commutatif :

0 — Der,; (S) — Der,¢ (D) 2, su(2) —0

R
0 — su(2)2n~1 — gu(2)2" —1 su(2) — 0
—
avec
(1, .., Top_1) = (,7:1, oy Bon 1, —Ady g (s sy )1 (T1) = — AdpS(SZnil)—l(.’L'gn_l))

et

j(:L'l, .. .,SCQn) =x1 + Adps(sl)(l'g) —+ e+ Adps(sr“sznfﬂ(x?n)'
De plus, la section s de v s’identifie & la section de j — encore notée s — définie par s(z) =
(0,...,0,Ad,(s,,)(x)), pour tout = € su(2).

Puisque la matrice de passage de la base canonique produit {i1,j1,K1,--.,lian,jon, Kon }
de s5u(2)?" a la base {i(i1),i(j1),i(k1), ..., i(i2n—1),i(2n—1),i(kan_1), s(i), 5(j), s(k)} est de
déterminant 1, on en déduit que l'unique forme volume compatible avec les deux autres
formes volume sur les composantes de la suite exacte (4.1) s’identifie & la forme volume
produit de su(2)?"~! au moyen de 3. o

4.2.2. Le complexe auxiliaire des dérivations. — Nous introduisons a présent le com-
plexe auxiliaire par I'intermédiaire duquel on va comparer les formes volume w’ et 7% dans
la Section 4.3.
Soit p : Gxg — SU(2) une représentation réguliere et reprenons le diagramme (3.2) sui-
vant :
m1(B1)

/\
\/

m1(B2)

La suite de Mayer-Vietoris en cohomologie a coefficients tordus associée au scindement My =
Bj Ug By et a la représentation p se réduit a :

(p1,—P3) R4
—

0——H!(Mx) H} (By) @ HY, (Bs) "3 H] (8)—2—H?(Mg)——0

et permet de construire le complexe non acyclique des dérivations :

(4.2) DP : 0—Der, (Mg )~—Der,, (B1) & Der,, (Bs) -~ Der . (5)—0
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dans lequel

p* : Der,(Mg) — Der,, (B1) @ Der,,(B2), d — (dopi,—dops)
et k* : Der,, (B1) @ Der,, (B2) — Der,¢(S), (di,d2) — di o k1 + da 0 Ka.

On munit les composantes du complexe D? de formes volume de référence de la fagon
suivante, qui est analogue a celle que nous avons utilisée pour munir les composantes du
complexe T” de formes volume de référence (cf. Section 3.6) :

— on munit Df = Der, (S) de la forme volume déduite par 'isomorphisme ¢g de la forme

volume produit sur su(2)?"~1,

— on munit Df = Der,, (B1) @ Der,(B2) de la forme volume (—1)"v, olt v désigne la
forme volume produit sur Der,, (B1) @ Der,, (B2) déduite des formes volume produits
sur su(2)™ grace aux isomorphismes ¢;, i = 1, 2.

— Enfin, on dispose de la suite exacte suivante (cf. Paragraphe 1.4.3 et Assertion 1.21) :

0—su(2)—Der,(Mg)—H ) (Mx)—0

et on munit D = Der,(Mg) de 'unique 4-forme volume w, qui est compatible avec

~

la 3-forme volume i A j A k sur su(2) et avec la 1-forme volume w{;] sur T, R(Mg) =
H)(Mk).
L’homologie du complexe D? est donnée dans l'assertion suivante.

Assertion 4.5. — L’homologie du complexe DP se réduit o H.(D?) = Ho(D?) = Hj(Mf).

Démonstration. — Elle repose sur les points suivants :
— kerp* =0,
— imp* = ker k*, qui s’obtient en utilisant les identités suivantes :

O(ra(si)ma(si 1) _ Oma(si)  Olkalsidra(s!)) _  Omalsi)

otV ot ot ot

)

— coker k* = H}(M), qui s'obtient en examinant le diagramme commutatif suivant et
en notant que im xk* = ker A o prg :

0 0 0 0
l | ! |

0 — Inn, (Mg ) — Inn,, (B1) @ Inn,, (B2) — Inn, (S) 0 0
L | |

Aoprg

0 — Der,(Mk) £, Der,, (B1) @ Der,, (B2) AN Der, (S) — HZ(Mg) — 0

lpr lprl ®pra lprs l

) Wi +Ry
0— HN(Mg) 2V H (By) @ HY, (By) 2% H!_(S) —2 H2(Mg) — 0

| | | L

0 0 0
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4.2.3. Espaces tangents & R(My), RT(B;) (i = 1,2) et & RS(S). — Rappelons que
sig € Getsip: G — SU(2) est une représentation telle que p(g) # 1, alors il existe un
unique 6°(g) € (0,7) et un unique P?(g) € S? tels que p(g) = cos(6”(g)) + sin(6?(g)) P?(g).

Soit G = {g1, ..., gm} un systéme fini de générateurs du groupe G et fixons p € RY (G). De
la méme facon que nous nous sommes intéressés au sous-espace de représentations RY(G),

on introduit les sous-espaces de Der,(G) suivants :
Dery)(G) = {d € Dery(G) | (d(g;), P*(g;)) = {d(gn), P*(9x)), 1 < j,k < m} C Der,(G)
et
Deré (G), = {d € Der, (G) | (d(g;), P*(g;)) = 0,1 < j < m} € Derd (G).
Pour une représentation p : Gx — SU(2), on adopte les notations Derl?(Bz-) pour
Derzz (m1(By)), i =1,2, Derfs (S) pour Derfs (r1(S)) et on pose :
Der,(Mkg), = {d € Der,(M) | (d(m), P?) = 0}.

La suite de ce paragraphe est consacrée & 'examen détaillé des espaces Der,(Mk),
DerpTi" (B;) et DerfS(S), p : Gg — SU(2) désignant une représentation réguli‘erf. Plus
exa(iuement, on m01~1tre qu’ils s’identifient respectivement aux espaces tangents T,R(Mg),
T, R%(B;) et T,  R5(9).

Commencons par établir les deux lemmes suivants.

Lemme 4.6. — Pour toute représentation irréductible p : Gxg — SU(2), on a les inclu-
sions : Inn,, (B;) C DerpT: (Bi)y: 1= 1,2, et Inn, (5) C DerfS(S)O.
De plus, si d € Der,(Mk), alors d; = dop; € DerZ:'(Bz-), 1=1,2, etdgs =dop;ok; €
S
Der;, (S).
Démonstration. — La démonstration est une application du Lemme 1.22 dont on rappelle
le résultat pour faciliter la lecture. Si G est un groupe, si g € G et si p : G — SU(2) est une

représentation telle que p(g) # £1, alors :
1. Pour tout § € Inn,(G), on a (6(g), P”(g)) = 0.

2. Si ¢’ est un conjugué de g dans G, alors (d(g), P"(g)) = (d(g¢"), P”(¢')), pour tout
d € Der,(G).

Les trois inclusions données dans le lemme sont des conséquences directes de la premiere
assertion ; la seconde partie résulte, quant a elle, de la deuxiéme assertion en observant que

tgi) (resp. s;) est un méridien de K, pour tout ¢ = 1,2 et tout j = 1,...,n (resp. pour tout
j=1,...,2n). O
Lemme 4.7. — Pour toute représentation irréductible p : Gx — SU(2), on a les inclusions

Inn,(Mx) C Der,(Mf), C Der,(Mk).

Démonstration. — L’inclusion Inn, (M) C Der,(Mf), s’obtient par des arguments ana-
logues a ceux utilisés dans la démonstration du lemme précédent. O

Remarque 4.8. — On a établi dans le Corollaire 1.32 que p : Gx — SU(2) est réguliere
si, et seulement si, dim Der,(Mg) = 4. Notons de plus, que si p est réguliere, alors ou bien
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Der,(Mkg), = Inn,(Mg) — lorsque p est m-réguliere — ou bien Der,(Mf), = Der,(Mf) —
lorsque p est réguliere sans étre m-réguliere.

Rappelons que si p : Gg — SU(2) est une représentation réguliere du groupe du nceud K,
alors p est réduite au sens des schémas, [p] est un point lisse de R(M) et R(Mg) possede
une structure de variété lisse unidimensionnelle au voisinage de [p] (cf. Corollaire 1.34).
L’ensemble E(M i) possede donc une structure de variété lisse de dimension 4 au voisinage
de p et on a un isomorphisme entre TPITE(MK) et Der,(Mg) (cf. Lemme 1.23). De plus,
pour toute représentation réguliere p : Gx — SU(2), on a Pinterprétation cohomologique de
D'espace tangent en [p] & R(Mg) suivante : T[p]é(MK) =~ H)(Mk) (cf. Proposition 1.35).

Si G est 'un des groupes 71 (B1), m1(Bs), ou m1(S) et si G est 'un des systémes de géné-
rateurs 77, 72, ou S respectivement, alors I'inclusion (1.3) induit une inclusion de Tpég (G)
dans Derg(G) et on a le résultat suivant.

Assertion 4.9. — Soit p : Gg — SU(2) une représentation irréductible. Les inclusions
T, R7(B;) < Der’(B;), i = 1,2, et T,,R5(S) < Der5,(S)
sont des isomorphismes,

Démonstration. — D’aprés 'Assertion 3.3, R7 (B;) (resp. R5(S)) est une variété de dimen-
sion 2n + 1 (resp. 4n — 2). Comme de plus, dim Der;?' (B;) =2n+1 (resp. dim Derfs (S) =
4n —2), Vinclusion T, R% (B;) < Der’(B;), i = 1,2, (resp. Tp;R5(S) < Der’ (S)) est un
isomorphisme pour des raisons de dimension. o

Au moyen des isomorphismes de ’assertion précédente, on munit les espaces Derl? (B;)
et DerfS(S ) des formes volume induites respectivement par celles des variétés R%i(B;) et
RS(S) (cf. Paragraphe 3.7.1).

Ces isomorphismes entre les sous-espaces de dérivations et les espaces tangents aux sous-
espaces de représentations sont au coeur de la démonstration du Théoreme 4.1 qui suit.

Une fois ces notations fixées, pour toute représentation réguliere p : Gx — SU(2) on
dispose donc du complexe acyclique suivant :

(4.3) Cr: OHDerp(MK)LDerZ} (B1) ® Derg (Bg)gDerfs(S)HO

et des identifications Der,(My) = T,R(Mg), Der’(B;) 2 T, R%T(B;), i = 1,2, et
Der‘gs (S) = Ty RS(S). On munit chacune des composantes du complexe €° de formes
volume de référence de la facon suivant :

— on munit €5 = Der,(Mg) de la 4-forme volume w, (cf. Paragraphe 4.2.2),

— on munit Cf = Derfs (S) de la forme volume induite par celle de la variété RS(S),

— on munit enfin €] = DerZ} (B1) @ Derg (B2) de la forme volume produit déduite des

formes volume naturelles sur les variétés R7 (B;),i=1,2.
Considérons enfin les applications linéaires :

i Der?(B;) — R, d s (d(t”), PP (1)), i = 1,2,
TS DerfS(S) — R, d— (d(s1), P (s1)).
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On constate sans mal qu’il s’agit de surjections et que 1’on a :

Ti(R) — -
Der ) (Bl)o =kerm;, i =1,2,
DerfS(S)O = kermg.
s S
o i=12 et DerpS(S)O de formes

volume de référence, que ’on déduit de celles sur les espaces Der;? (B;),i=1,2, et Derfs (S)

Ces égalités permettent de munir les espaces Der;" (B;)

respectivement.

4.3. Démonstration du théoréme d’égalité des formes volume et torsion

Dans la suite, p désigne une représentation réguliere de Gx dans SU(2).
L’idée a la base de la démonstration du Théoreme 4.1 est de comparer la torsion du
complexe acyclique

TP 0——T|, ) R(Mg)—T}, RT (B1) x T}, R (B2)—T,4 RS (S)—0

dans lequel chacune des composantes est munie de la forme volume naturelle décrite dans
la Section 3.6 a la torsion du complexe non acyclique de I'extérieur du nceud a coefficients
dans la représentation Ad o p

d dy
X0 0——su(2)—su(2)?" —su(2)?" "1 ——0

dans lequel chacune des composantes est munie de la forme volume produit sur su(2)™, le
groupe Ho(XP) = H2(Mg) du générateur de référence hff), décrit dans la Section 2.6.2,
et H1(XP) = H ; (Mg) d’un générateur quelconque, par l'intermédiaire du complexe non
acyclique suivant :

D?: 0——Der,(Mg)—Der,, (B1) & Der,, (B2)—Der,4 (5)—0

dont chacune des composantes est munie de la forme volume décrite dans le Paragraphe 4.2.2
et ’homologie du générateur de référence hff) (cf. Assertion 4.5). L’intérét d’utiliser ce com-
plexe tient au fait que, contrairement a X*, le complexe D” n’a pas d’homologie en dimension
1 et seulement de I'homologie en dimension 0 : Ho(D?) = H}(My) = Ho(X?) (cf. Asser-
tion 4.5).

La démonstration du Théoréme 4.1 nécessite cinq étapes. Commencons par en décrire la
trame et les principales articulations. Le but poursuivi dans la démonstration consiste d’une
part a relier la torsion de Reidemeister du complexe acyclique T” a la torsion de Reidemeister
du complexe non acyclique D? et d’autre part a relier les torsions de Reidemeister des
complexes non acycliques D et X~.

La premiere partie fait I’'objet des trois premieres étapes. Dans la premiere et la deuxieme
étape, on établit les résultats préliminaires permettant de calculer, dans la troisieme, la
torsion de Reidemeister du complexe D” (cf. Lemme 4.14). Ajoutons, que par souci de clarté,
nous avons séparé — dans les deuxieme et troisieme étapes — le cas ou la représentation p est
m-réguliere de celui ou elle est réguliere sans étre m-réguliere.
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La seconde partie est traitée dans les deux dernieres étapes. Dans la quatrieme étape, on
calcule la torsion de Reidemeister du complexe X? (c¢f. Lemme 4.19) en appliquant le Lemme
de Multiplicativité au diagramme commutatif (cf. Assertion 4.18) suivant :

0 0 0
l l |
XP 0 —— su(2) ——————— su(2)?" ———— su(2)>" 1 —0

lg lg

Dr . 0 — Der,(Mg) — Der,, (B1) @ Der,, (B2) — Der,,(S) — 0
&:0— H)(Mk) 0 0 0
0 0 0

En examinant la torsion de Reidemeister de la derniere ligne du diagramme précédent, qui
est un complexe non acyclique, tout ceci permettra de conclure a 1’égalité des formes volume
et torsion dans la cinquieme et ultime étape intitulée “Fin de la démonstration”.

4.3.1. Premiere étape. — Le but de cette premiere partie est de comparer la torsion de
Reidemeister du complexe acyclique

e OHDerp(MK)HDerZ} (B1) ® Derg (BQ)HDGY‘;‘S(S)HO
a celle du complexe acyclique
T 0—T|, R(Mg)—T(, BT (B1) x T}, R7(B2)—T,) RS (S)—0
dans lequel :

- T[p]E(MK) est muni de la 1-forme volume w{;] construite dans la Section 3.6,
- T[pl]ﬁT1 (B1) ® T[METQ (Bz) est muni de la (4n — 4)-forme volume

(=" (U[I;T]l (B1) p U[IZ]Z(B2)) (cf. Paragraphe 3.7.1),
- T[ps]ﬁs (S) est muni de la (4n — 5)-forme volume v[lzzl(s) (cf. Paragraphe 3.7.1).
D’apres ’équation (3.6), ces trois formes volume sont compatibles entre elles. Prenons des

bases sur les espaces T[p]ﬁ(MK), T[pl]]?ETl (B1) @ T[METZ (B2) et T[pS]ES(S) qui sont com-

patibles avec les formes volume qu'ils portent (c¢f. Paragraphe 2.1.1) et calculons la torsion
du complexe acyclique T?. En utilisant la Remarque 2.4 n°5, on voit que Tor(J7”) ne dépend
pas du choix de ces bases (mais seulement de celui des formes volume de référence) et que

I'on a:

Tor(T?) = 1.

Pour comparer les torsions de Reidemeister de C” et T” on utilise le diagramme commu-
tatif ) suivant dont chaque ligne est un complexe acyclique :

(3)La commutativité du diagramme résulte des isomorphismes donnés dans les Assertions 1.21 & 4.9.
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0 0 0
l l l
€0 su(2) su(2) @ su(2) su(2) 0

l l

e’ :0— Der,(Mg) —— Der H(B1) @ Der 2(By) —— Der
TP+ 0 — T R(Mrc) — Tip BT (B1) X Ty, R72(B2) — Ty
0

0

(S)—0

O— Ept— S L—
(05}
&
(e

Chacune des composantes du complexe C” est munie de la forme volume décrite dans le
Paragraphe 4.2.3. D’autre part, les espaces Cf, C5 sont munis de la forme volume i A j Ak et
Pespace €} de la forme volume produit (—1)"pri (iAjAK) Aprs(iAjAk), prj : su(2) su(2) —
su(2) désignant la projection canonique.

Avec ces notations, on a le lemme suivant :

Lemme 4.10. — La torsion de Reidemeister de € vaut : Tor(CP) = (—1)"*1.

Démonstration. — Pour tout ¢ = 0,1, 2, les formes volume sur les composantes des suites
exactes 0——C,——C’——T”——0 sont compatibles entre elles (cf. Paragraphes 4.2.3
& 3.7.1).

D’apres le Lemme de Multiplicativité, on a :
Tor(€”) = (—1)*Tor(€") - Tor(T*),

avec o = a(C’,T?) =1 € Z/2Z (voir Table 4.1).

e | Jr
ag || 1
aq
as || 0

a(C,T°) = ;i 1(€)u(T°) = 1 € Z/2Z.
=0

TABLE 4.1. Les complexes C’ et T°.

On constate par ailleurs, que Tor(€’) = (—1)™. D’ou l'on tire que

Tor(CP) = (—1)"*.
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4.3.2. Deuxiéme étape. — Dans cette partie, on compare la torsion de Reidemeister du
complexe acyclique :

C* : 0—Der,(Mg)—Der! (By) & Der 2 (By)—Der5 () —0
a celle du complexe

Dfy : 0——Der, (Mg )y—Derj! (B1), & Der2(B;),——Derj (S) —0

qui peut ne pas étre acyclique.

Plus précisément, le complexe Dj est acyclique si, et seulement si, Der,(M K)y =
Inn,(Mp), c’est-a-dire si, et seulement si, p est m-réguliere. Dans le cas contraire, I’homo-
logie de Df se réduit & H,(D}) = Hyo(D}) = R.

Pour plus de clarté, on traite séparément les deux cas qui peuvent se produire.

1. Cas ou p est m-réguliere. — Pour comparer la torsion de Reidemeister des complexes

acycliques C” et Df, on utilise le diagramme commutatif suivant (dont chaque ligne est un
complexe acyclique) :

Df : 0 — Der, (M), — Der}! (By), @ Der2(By), — Derj_(S), — 0

¢ : 0 — Der,(Mx) — Der ! (By) & Der2(B,) — Der’_(S) — 0
B T D72 TS
D0 R = RoR z R 0
0 0 0

et dans lequel
B : Der,(Mg) — R, d+— (d(m), P’(m)),
a:R>ROR, z— (z,—z)et c :ROR =R, (z,y) — x+y.

Remarque 4.11. — La commutativité du diagramme précédent tient au fait que tous les
éléments des systemes de générateurs 7;, i = 1,2, et S sont conjugués au méridien m de K.

Avec ces notations, on a le résultat suivant :
Lemme 4.12. — La torsion de Reidemeister du complexe Dl vaut :
Tor(Dg) = (~1)"r,
avec T = w[l;](gp[;]l(hgl)(m))) et ot hg,l)(m) € H)(Mx) est défini dans le Paragraphe 2.7.1.

Démonstration. — Chacune des composantes des complexes Dfj, C” et D’ posséde une
forme volume de référence. De plus, en s’appuyant sur les observations faites dans le Pa-
ragraphe 4.2.3, on constate que, pour i = 0,1, les formes volume sur les composantes des

suites exactes 0 (DF) e? D; 0 sont compatibles entre elles.

%



90 CHAPITRE 4. FORME VOLUME ET TORSION DE REIDEMEISTER

La forme volume sur D}, qui est compatible avec la 3-forme volume usuelle i A j A k sur
(D§), et avec la 4-forme volume w, sur €5 est la 1-forme volume usuelle sur R multipliée
par 77 '. En effet, 'homomorphisme 3 : Der,(M) — R se factorise & travers H})(Mg) =
Der,(Mg)/Inn,(Mkg) et donne ’homomorphisme f£ (voir Paragraphe 2.7.1). Désignons
par 24 le générateur de H} (M) tel que w[llf] (gp[;]l (27)) =1.0nart= w[llf] (gp[;]l(hgl)(m))) =
[h,(gl)(m)/z;’], de sorte que f£,(z5) =771

D’aprés le Lemme de Multiplicativité, Tor(C?) = (—1)*Tor(D}) - Tor(D’), avec o =
a(D, D) =1 € Z/2Z (voir Table 4.2).

Do D
(67)) 1
(5] 1
9 0

a(DF, D) = i1 (Dh)a(D') = 1 € Z/2Z.

i>0

TABLE 4.2. Les complexes Df et D’.

Par ailleurs, on a Tor(D’) = 771, de sorte que Tor(€?) = —7~1 - Tor(D}). On conclut &
I’aide du Lemme 4.10. O
2. Cas ot p n'est pas m-réguliére. — Pour comparer la torsion de Reidemeister du com-

plexe acyclique C” & celle du complexe non acyclique Df, on utilise cette fois le diagramme
commutatif suivant (en notant que Der,(Mf) = Der,(Mk),) :

0 0 0

Df : 0 — Der,(Mg) — Derp!(B1), ® Derj?(By), — Derj (S), — 0

¢ : 0 — Der,(Mg) — Der’! (B1) & Der 2 (By) — Der (S) — 0

Ps
1D TS
D0 0 RoR z R 0
0 0 0

dans lequel 0 : R ® R — R est donnée par o(z,y) = x + y.
La suite exacte longue en homologie H associée a la suite exacte de complexes
0—Df—CP—D) —0 se réduit ici & :

o

(4.4) H : 0— H:(D}))—Ho(D})—0.
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Comme H; (D)) = kero = {(x, —x) | € R}, en prenant (1, —1) pour générateur () de
ker o, on a Tor(D}) = 1 — en tenant compte du fait que |D}| =0 € Z/27Z.
Avec ces notations, on établit le lemme suivant :

Lemme 4.18. — En munissant Ho(DF) d'un générateur quelconque, la torsion de Reide-
meister du compleze Dfj vérifie :

Tor(Df) = (—1)"(tor(H))~*.
Démonstration. — Comme dans la démonstration du Lemme 4.12, on vérifie que les formes

volume sur les composantes des suites exactes 0 (DY), e’ (DY), 0 sont com-
patibles entre elles, pour tout ¢ =0, 1, 2.

Une application du Lemme de Multiplicativité fournit I’égalité :
Tor(€P) = (—1)***Tor(D}) - Tor(D}) - tor(H),
avec o = (DY, D)) =0 € Z/27Z et e = (D}, CP, D)) =1 € Z/27Z (voir Table 4.3).

Df | DY D | € | Dy
ag || 1 1 Bo 0
oy 1 1 01 0
as || 0 1 B2 0

a(D§, D)) = ;i 1(Df)ai(D') =0 € Z/2Z.

i>0

e = (DG, €, D1) = [(Bi(€”) + 1)(B:(DG) + Bi(D1) + Bi-1(Dg)B:(D)] = 1 € Z/2Z.

i>0

TABLE 4.3. Les complexes Df, €” et Dj.

Le Lemme 4.10 et I’égalité Tor(D)) = 1 permettent de conclure que :
Tor(Df) = (—1)"(tor(H))~*.
O

4.3.3. Troisieme étape. — C’est ici ’étape la plus délicate. On veut comparer la torsion
de Reidemeister du complexe Df & celle du complexe non acyclique suivant

DP : 0——Der, (Mg )~ —Der,, (By) & Der,, (By)—*—Der, (S)—0,

dans lequel chaque composante est munie de la forme volume de référence décrite dans le
Paragraphe 4.2.2.

(4)Ce choix, a priori arbitraire, n’affectera en fait pas les calculs comme nous le verrons.
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On a vu (¢f. Assertion 4.5) que ’homologie de D? se réduisait & H,.(D?) = Hy(DP) =
H}(Mg) = R. On munit Ho(D?) du générateur de référence hf) construit dans le Para-
graphe 2.6.2 et on peut associer au complexe D” le complexe acyclique suivant :

Db, : 0—Der, (Mg )——Der,, (B1) @ Der,, (Bs) - Der,, (S)—+H2(M ) —0

dans lequel 'opérateur bord 6 : Der,(S) — Hg(MK) est induit par I'opérateur de connexion
6: H) (S) — H}(Mg) de la suite de Mayer-Vietoris en cohomologie & coefficients tordus
associée au scindement My = By Ug Bs et a la représentation p.

Avec ces notations, on établit le résultat suivant :

Lemme 4.14. — En munissant Ho(D?) = H} (M) du générateur hf), la torsion de Rei-
demeister du complexe DP vaut :

Tor(D?) = sgn(Tor(X)),

ou X est le compleze (2.11).

Démonstration. — Désignons par D le complexe déduit de D” en changeant la forme vo-
lume de référence sur DY = Der,, (B1) @ Der,(B2) et en prenant, avec les notations du
Paragraphe 4.2.2; la forme volume v au lieu de la forme volume (—1)"v. Il est bien évident
que les complexes D? et D ont la méme homologie et on peut noter, grace a la formule de
changement de base (2.6), que

Tor(DP) = (—1)"Tor(D?).

En raison du choix des formes volume de référence sur les composantes du complexe Df, et
pour des raisons de compatibilité entre elles de ces formes volume, on va plutét calculer la
torsion du complexe DP pour obtenir celle du complexe DP. Pour cela, répétons la dichotomie
faite dans la deuxieme étape et traitons séparément le cas ol la représentation p est m-
réguliere de celui ou elle est réguliere sans étre m-réguliere.

1. Cas ou p est m-réguliere. — Introduisons les applications linéaires suivantes :
8 Der,(My) — R, d— (d(m), P*(m)),
Bi s Dery, (By) = R", doe ((a(t"), PP()), . (), PP (D)) (= 1,2),
Bs : Derye (S) = R*™, d = ({d(s1), P"*(s1)),- .. (d(s2n), P** (s20)))
Ona:
Der, (M), = ker 3, Der;? (Bi), = ker 3;, DerfS(S)O = ker Og

et on voit qu'il s’agit de trois surjections, car dimDer,(Mg) = 1 + dimDer,(Mg),,
dim Der, (B;) = n + dim Der,, (B;), et dim Der‘pss (S) = 2n + dim DerfS(S)O. On constate

aussi que le diagramme suivant, dans lequel v : HPQ(M k) — R est 'isomorphisme qui & hf)
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fait correspondre 1, est commutatif :

0

i i

Dp' - 0 — Der, (Mg )y — Derp!(By) & Der)2(By), — Der (S)

—

l

DP_: 0— Der,

—~

Mp) — Der,, (By) & Der,, (Bz) — Der,,¢ (S) — H,

0

!

oo

|

0

l

S
I

lﬁ lfh B2 lﬁs lw

D" 0 R R™ ¢ R" R2™ R 0
| | | |
0 0 0 0

On remarque de plus que chaque ligne du diagramme précédent est un complexe acyclique.
La 1-forme volume sur D% (resp. Dy), qui est compatible avec les autres formes volume
sur les composantes de la premiére (resp. quatrieme) colonne, est la 1-forme volume usuelle

L (resp. la 1-forme volume usuelle sur R) (voir la démonstration du

sur R multipliée par 7~
Lemme 4.12).

Comme 1 (B;) est le groupe libre engendré par 7;, la forme volume sur D} qui est com-
patible avec les formes volume de référence sur DerpTl1 (B1), @ Derzg (Bz), et sur Dery, (B1) ®
Der,, (B2) est la forme volume produit usuelle sur R" & R™.

La forme volume sur Der‘gs (5), est définie grice & la suite exacte :
O%Derfs (S)OHDerfs (8)—sR——0

~ DS
dans laquelle Derfs (S) = T,,R5(S) est muni de la forme volume vp %) donnée dans le
Paragraphe 3.7.1. Il s’en suit — en appliquant le Lemme 2.1 au diagramme commutatif
suivant :

0 0 0
0 — Derj_ (), — Der§ (S) — R —0

| |

(D*), — Derj (D*) — R — 0

|

/

0 su(2) s5u(2)
|
0

S

OHDerPS

—0

|

0

OO

— que la forme volume sur Derfs (S) o est Popposée de la forme volume que I'on peut définir
sur ce méme espace en utilisant la suite exacte :

Ps

S S *
0——Der,_ (5),——Der, (D), su(2) 0.
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On en déduit — en appliquant le Lemme 2.1 au diagramme commutatif suivant :

0 0

| ! |

0— Der‘pss (8)y — Der‘ps (D*) — su(2) —

! |

0 — Der,4(S) — Der,, (D*) — su(2) —

| | |

0 RQn RQn

| | |

0 0

— que la forme volume sur DY, qui est compatible avec les formes volume sur Derfs (S )0 et
sur Der, (S), est lopposée de la forme volume produit usuelle sur R?".

Pour calculer Tor(D?), on applique le Lemme de Multiplicativité. Mais notons d’abord
que :

Assertion 4.15. — On a les deux €galités suivantes :
1. Tor(D?) = —(Tor(D2,)) "
2. Tor(Df') = (Tor(DL)) ™"

Démonstration de l’assertion. — Le premier point s’obtient en s’appuyant sur le fait que
|D?| =1 et en adaptant la formule (2.5).
Le second est conséquence directe de 1’équation (2.5). O

Comme de plus, d’aprés le Lemme 4.12, Tor(Df) = (—1)"7, on a Tor(D§') = (—1)*r L.

Les trois complexes D', D2, et D” étant acycliques et puisque a = (D', D) =1 €
Z,/27Z (voir Table 4.4), le Lemme de Multiplicativité combiné & I'égalité Tor(D§’) = (—1)"7~
donne :

(4.5) Tor(D?,) = (—1)" 7= . Tor(D").
o' D"
(7)) 0 1
a1 1 1
[6%) 1 1
Qs 0 0

a(Df, D) =" ai1(Df)ai(D") =1 € Z/2L.
=0

TABLE 4.4. Les complexes D5’ et D”.

La suite de la démonstration est consacrée au calcul de la torsion de Reidemeister du
complexe D”.
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Soit M le complexe obtenu de D” en munissant chacune de ses composantes de la forme
volume produit usuelle sur RP. En appliquant la formule de changement de bases (2.6), on a

Tor(D") = —7 - Tor(M).
L’assertion suivante a pour objet le calcul de la torsion de Reidemeister du complexe M.

Assertion 4.16. — La torsion de Reidemeister du complexe M vaut :
Tor(M) = —sgn(Tor(X)).

Démonstration de l’assertion. — FElle nécessite plusieurs étapes : on commence par identi-
fier le complexe M avec une suite de Mayer-Vietoris, on montre ensuite que sa torsion de
Reidemeister vaut £1, on termine en reliant Tor(M) avec Tor(X).

(i). — Observons que le complexe acyclique M peut s’interpréter de la fagon suivante.

Considérons une boule D? de dimension 3 contenant K et désignons par My = My N D3,
By = By N D? et By = By N D?. On vérifie aisément que Hl(m;R) ~ HY(Mg;R) = R,
que Hl(E;R) ~ R", ¢ = 1,2, et en utilisant la suite exacte longue associée & la paire
(Mx,0My), que H*(Mg;R) = H>(OMg;R) = R. La suite exacte de Mayer-Vietoris asso-
ciée au scindement ]\/4; = B\l U é\g se réduit a :

(4.6) 0—H'(Mp; R H'(By;R) & H'(Ba; R)-“>H (D2 \ K;R)~2+ H2(Mp; R)—0.
Pour vérifier que le complexe (4.6) s’identifie au complexe M, introduisons les notations

suivantes : le bord de B;, @ = 1,2, est une surface de genre n — réunion de n cylindres

disjoints notés Tj(i)7 1 < j < n,avec S —etlebord de S est la réunion disjointe de 2n cercles
notés S’;, 1 < j < 2n; de plus, les bases de TZ-(Q) sont les cercles S3, | et Si. et les bases de
Ti(l) sont les cercles 5]1 , et S’jl ,» Ol Ji1 et j; o sont les deux entiers dont les images par ¢

se trouvent sur 'anse a'") (voir Figures 3.7 & 4.1).

T1(2) T2(2)
1 9By =T U T
3 Sh= S

i

SL. =53, 8L, =S}

Ji Ji,2

sL,, =51, 8L, =5}

J2,1 J2,2

FIGURE 4.1. Le bord de 'extérieur du noeud en huit K et les tubes TJ-(")A
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On pose aussi i : OMg — Mg, j; : S} — S, kz(l) : Ti(l) — By, kl@) : Ti@) — B,
l;: S} — D* et 1: OMy — ]\/4; les injections canoniques.

Ecrivons les suites de Mayer-Vietoris associées &8 M = B1Ug By, a OMg = U?:l Ti(l) Uss
U?:l Ti(Q) et a ]\/4; = E\l Up= E\g respectivement. En s’appuyant sur la naturalité des construc-
tions et sur le fait que H,_(S}) = R - P*$(s;) et H)(OMg) = R - P?(m), on vérifie que le
diagramme suivant est commutatif :

H! (By)® H}, (Bs) H! () —2—— HX(Mg) ———0

2n
f1€9f2J/ @ JZ*J/ -
i=1 i

2n
Aq
@Hl T @ @Hl (1) ——— @ HL(S}) —— H2(0MK) —0
=1
rleargJ/ _gles(si)v~J/ PP (m)—

n 2n
P iRy e @H TP R) —— D H(SHR) 22 H2(OM;R) —— 0

=1 =1 i=1

2n *
Ll@LZT &) lﬂ\
i=1

H'(By) & H'(By) HY(D*;R) —— H2(My;R) —0

~

Dans ce diagramme, les applications §, A1 et Ay, et 0 qui apparaissent sur chaque ligne
sont les opérateurs de connexion des su1tes de Ma‘yer-Vletorls associées a M = By Ug B,
a Mg =", T(l) Uas Ui T(Q) et a MK 31 Up+ B2 respectivement. On a aussi adopté
les notations suivantes :

n n

h=@E"), =&

=1 i=1

n=@Pr") - rn=@P?)
1=1 1=1

n=P "), =P rE) .

i=1 i=1

Enfin, on a fait les identifications suivantes :

Pul TR e P H(TV;R) =R &R,

=1 =1
P H'(S};R) 2 R™ et H*(OMx;R) = R.

Tout cela suffit & établir que le complexe M s’identifie au complexe (4.6).
(ii). — On constate ensuite que la torsion de Reidemeister de M est le produit alterné de
deux déterminants :

tor(M) = det Py« - (det Py-)"!
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Evaluons chacun de ces déterminants séparément :

— Fwvaluation de det Py-. Puisque

0 00 0
1 00 0

Pr=|1 0 10 - 0],
~1 0 1 0
~1 0 00 1

on a det Py = 1.
Evaluation de det Pg«. Notons A la matrice de 'homomorphisme s*, A est donc une
matrice de présentation de H? (]\/4;, 7) 2 7.

On peut obtenir la matrice A de la fagon suivante. Pour 1 < i < n, la i-éme colonne
de A est le vecteur dont toutes les composantes sont nulles a I'exception de celles
d’indice 2¢ — 1 et 2i qui valent (—1)2-1 et (—1)%2 respectivement, ou g = 522) (voir
la Section 3.10 pour la définition de sgf)) ; la (n + 4)-eéme colonne de A est le vecteur
dont toutes les composantes sont nulles a I’exception de celles d’indice j; 1 et j; 2, qui

valent (—1)%i1 et (—1)%i2 respectivement, ol j; 1 et j; 2 sont les deux entiers dont les
&)

i

(voir Figure 3.7).
Illustrons notre propos par un exemple.

images par ¢ se trouvent sur 'anse a

Ezxzemple. — Pour le nceud de trefle décrit sur la Figure 3.7, on a
1 0 1 0 0 1 0 0
. -1 0 0 -1 ot P = o 0 -10
0 -1 -1 o0 -1 -1 0
0 1 0 1 1 0 1 1

Pour le noeud en huit, que l'on retrouve sur la Figure 4.1, on a

1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 -1 0 0 -1 0
A=lyo 1 1 o =11 1 o o
0 -1 0 -1 1 0 -1 1

Reprenons maintenant la démonstration proprement dite. On remarque que chaque
ligne de A contient exactement deux coefficients non nuls — égaux & +1 — et que chaque
colonne contient exactement deux coefficients non nuls — égaux & +1 et opposés I'un a
I'autre. Ainsi, la somme de toutes les lignes de la matrice A est nulle. Comme de plus,
A est une matrice de présentation de Z, le déterminant de la matrice A; ; obtenue de
A en lui 6tant sa i-eéme ligne et sa j-éme colonne vaut +1.
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La matrice P« est la matrice obtenue de

A=A

en lui 6tant sa premiere colonne.
On a: det Ps- =det A, = £1.
De sorte que tor(M) = det Py« - (det Py« )~! = det Py = +1.
(iii). — Dans cette derniére partie de la démonstration, on montre que

Tor(M) = —(Tor(%))_l.
Le complexe X, = C?~*(Xg;R) s’identifie & :

02

0 R R2n

R2n71 %O,

oll 0y est I'application nulle. De plus, ker 6o = Ha(X) = HO(Mg;R) = R et ker 6; = Hp (X) =
H'(Mg;R) = R sont munis des bases de référence décrites dans la Section 2.3 et on vérifie
que |X| =1.

Considérons le complexe acyclique :

bran

X 0— s H (Mg; R)—Z R g1 g R 72 R - 0,

dans lequel H*(My;R) est muni du générateur m*, ott o(m*) = (1,...,1,—1,...,—1) € R?®
et olt la matrice de d; est obtenue de A en remplagant sa derniére ligne par (0,...,0).
Gréce a I'équation (2.5), on a tor(X’) = —(Tor(X))~!, puis on vérifie que :

tor(X') = b0/t - 180/ - 701/ B¢,

avec [b°/c0] = [b2/c3] = 1, [b'80/c!] = det Py- et

1 1 ... 0
[52?)'1/02] _ | T _ _(_1)2n+1 -1
-1 0 ... 1
-1 0
Il en résulte que tor(X’) = tor(M), ce qui acheve la démonstration de 1’assertion. O

L’équation (4.5) combinée & assertion précédente donne :
Tor(D2,) = (—1)"+sgn(Tor(X))

et par suite (c¢f. Assertion 4.15), on a :

1

Tor(D?) = —(Tor(D?.))” = (—1)"sgn(Tor(X)).
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2. Cas ou p nest pas m-réguliere. — On compare la torsion de Reidemeister du complexe
D a celle du complexe DP en s’appuyant cette fois sur le diagramme suivant dont on montre
la commutativité en utilisant la méme technique que dans le cas précédent :

0 0

| |

M) — Der}}(B1), ® Der ?(Bz), — Derj, (S)

| |

Mg) — Der,, (B1) @ Der,, (Bz) — Der,(S) — 0

llﬂ B2 lﬁs

D§ : 0 — Der, 0 —0

Dr . 0 — Der,

Ot—O¢— m— —~¢—O

DY :0 R™ @ R"™ R2n 0
l l
0 0

La suite exacte longue en homologie H’ associée au diagramme précédent se réduit aux deux
isomorphismes suivants :

(4.7) H' 20— Hy (D)) — Ho(DE)— Ho(DP)— Ho (D} )—0
et on a Hi (DY) 2 kers 2R, Ho(DY) = coker s = R. De plus,
kers = {(x,...,z,—x,...,—x) | x € R}
Commencons par établir 'assertion suivante :
Assertion 4.17. — En munissant Ho(DP) = H2 (M) du générateur hff), on a :
tor(H') = tor(H),
ot 'H est le complexe (4.4).

Démonstration. — Tout d’abord, on constate que
Hi (DY) 2 kers = A™ @ A (kero) = A™ @ A (H, (D)),
avec A R 3>z — (2,...,2) € R™ Ainsi, le générateur (1,...,1,—1,...,—1) de H (DY)

est 'image, par Iisomorphisme A™ @A™ du générateur (1, —1) de H; (D)) que nous avons
pris pour faire les calculs (¢f. Lemme 4.13).

Par ailleurs, la torsion de Reidemeister de H’ est le produit de I'inverse de deux change-
ments de base, I'un correspondant & l'isomorphisme Ho(D?) = Hy (DY) et autre & I’isomor-
phisme Hq (DY) = Ho(D). Dans les bases choisies, le changement de base correspondant
a Disomorphisme Ho(DP) = Ho(DY) est trivial. D’autre part, en remarquant que ’on peut
toujours relever x = (z,..., 2, —x,...,—2) = A @ A (z, —z) € kers en un élément
de Der;1 (B1) @ Derﬁ (B2), on voit que le changement de base correspondant & l'isomor-
phisme Hy (DY) = Hy(D}) est égal au changement de bases correspondant & I'isomorphisme
H, (D)) = Ho(Dy). Ceci suffit a établir que tor(H’) = tor(H). O

Nous avons maintenant a notre disposition toutes les assertions nécessaires pour le calcul
de la torsion de Reidemeister Tor(D?) dans le cas ou la représentation p est réguliere sans
étre m-réguliere.
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Chacun des espaces des trois colonnes de la suite exacte de complexes précédente
0—Dh—DP——D{——0 possede une forme volume de référence (voir le début de la
démonstration du Lemme 4.14 et celle du Lemme 4.13). Une technique semblable & celle
utilisée dans le cas m-régulier permet d’établir que la forme volume sur (DY), (resp. (DY),),
qui est compatible avec les autres formes volume sur les composantes de la deuxiéme (resp.
troisiéme) colonne est la forme volume produit usuelle sur R @& R™ (resp. est opposée de
la forme volume produit usuelle sur R?").

Le Lemme de Multiplicativité s’applique et donne 1’égalité :

Tor(D?) = (—1)*Tor(Df) - Tor(DY) - tor(H’),

avec e = ¢(Df, D, DY) =0€ Z/2Z et o = a(Df, DY) = 0 € Z/2Z (voir Table 4.5).

D5 [ DY D5 [ De [ DY
al 1] 0 Gl 1111
a | 1] 0 Gl 1] 1]o
al 1] 0 Gl 1] 1]o

a(D, DY) = a;i1(Dh)ai(DY) = 0 € Z/2Z.
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e(Dg, D7, DY) = Y [(B:(D?) + 1)(Bi(DF) + Bi(DY)) + Bi—1(DG)Bi(DY)] = 0 € Z/2Z.

i>0

TABLE 4.5. Les complexes D, D? et DY.

D’apres assertion précédente, on a tor(H’) = tor(H) et en utilisant le Lemme 4.13, on
trouve Tor(Df) = (—1)"(tor(H))~*. De sorte que

Tor(D*) = (—1)"Tor(DY).
On calcule ensuite Tor(DY) de la facon suivante. Notons d’emblée que |DY| =0 € Z/2Z. En
prenant (1,...,1,—1,...,—1) pour générateur de kers, 1 pour générateur de coker s et en
s’appuyant sur I’Assertion 4.16, on obtient :
Tor(DY) = sgn(Tor(X)).
Il reste donc

Tor(D?) = (—1)"sgn(Tor(X)),

ce qui acheve la démonstration du Lemme 4.14. O
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4.3.4. Quatrieme étape. — Pour finir, on compare les torsions de Reidemeister des
complexes non acycliques X* et D par 'intermédiaire du diagramme suivant, dont la com-
mutativité fait ’objet de 1’Assertion 4.18 :

0 0 0
l dg l 2n dll) l?nfl

xXP:0——su(2) ————— su(2)?" ——— s5u(2) —0
l¢ ) %l%@(—zpz) %lws

Dr ;) — Der,(Mg) <= Der,, (B;) ® Der,, (Ba) ~ Der,, (S) — 0

&:0— H,(Mg) 0 0 0
0 0 0
Assertion 4.18. — Le diagramme précédent est commutatif.
Démonstration. — Pour établir la commutativité du diagramme précédent, on fait appel a

la description explicite des opérateurs bord du complexe X*.

Rappelons que l'on a adopté la convention suivante : si p : G — SU(2) est une repré-
sentation d'un groupe G de type fini, si g € G et x € su(2), on écrit g o x = Ad,, (x)
(¢f. Paragraphe 1.4). Avec cette convention, les opérateurs bord du complexe X* sont ex-
plicitement donnés par les formules suivantes (cf. Section 2.4 et la présentation (3.3) de
Gk) :

— pour tout x € su(2),

db(x) = ((1—tgl))oz,...,(l—tg))ox,(lftf))o:c,...,(l—tg))oz),

— pour tout (z;)1<j<on € 5u(2)%",

- 87“1' - 87“1'
di((zj)1<j<2n) = Z o0 01 Z @ ° 2
J=1"% J=1 "% 1<i<2n—1
our; = Hl(Si)/ﬁg(S;l).
* Soit z € su(2), on a :
(p1 ® (—¢2)) ody(x) = (di, —d2) € Der,, (B1) ® Dery, (B2),

avec

dt) =1 —tMyox, dy(t®) =1 -t o

Par ailleurs,
p*o¢(x) = (0z 0 p1,—dz 0 p2) € Der,, (B1) @& Der,, (Ba),

olt ¢(x) = 6, € Inn, (M) est donnée par d,(-) =  — Ad,)(z). On a donc bien dy = 6, o p1
et dg = 5m O pa.
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* Si (zj)1<j<on € 5u(2)?", alors g o d)((xj)1<j<on) = ds € Der,(S) est telle que 'on
ait :
- aTj - 87’]'
ds(sj) = Z W ox + Z W O Tktn,
k=1 Oty k=1 Ot

pour tout j = 1,...,2n — 1. De plus, £ o (o1 & (—¢2))((zj)1gj<2n) = £*(d1, —d2) = v €
Der,(S), ot dy € Der,, (B1) et da € Der,, (B>) sont telles que :

dl(tél)) =xj et d2(t§2)) = Tj4n pour toutj = 17 ey

On a donc pour tout 57 =1,...,2n —1,

" Oky(s; " Oka(s;
o(s)) =3 1(3)03%_2 (;((2);)0%%

1
= ot k=1 Ol

D’autre part,
67‘]‘ alil(Sj) " arj alig(Sj)
— e _

otV oD e D7
d’ou, quel que soit j =1,...,2n—1,v(s;) = dg(s;). Ceci montre que le diagramme précédent
est commutatif. O

Chacune des composantes des complexes X? et D? est munie d’une forme volume de
référence. En s’appuyant sur le Paragraphe 4.2.2, on sait méme que les formes volume sur
DE et Xf sont compatibles entre elles ; de méme que celles sur D] et X7, puisque (1 ®
(—p2))*((=1)™v) = pri(n) A ... A prs,(n), out pr; : su(2)®® — su(2) désigne la projection
canonique. On munit ensuite €2 de 'unique 1-forme volume qui est compatible avec la 4-
forme volume w, sur D et la 3-forme volume i A j A k sur X = su(2), de fagon a rendre
compatible entre elles les formes volume sur chacune des trois colonnes du diagramme ci-
dessus.

On a ensuite les identifications suivantes pour les groupes d’homologie des complexes X7,
DP et € respectivement :

Ho(X") = H)(Mx), Hi(X") = H)(Mg) et Hy(X?) =0, sii>2.
Ho(D?) = H?(Mg) et Hy(D?) =0sii>1.
Hy(&) = H)(Mg) et Hy(€) = 0sii# 2.

Avec ces notations, la torsion de Reidemeister du complexe non acyclique (®) X? vérifie la
relation donnée dans le lemme suivant.

Lemme 4.19. — Si HPQ(MK) est muni du générateur de référence hff), alors

sgn(Tor(X)) - Tor(X?) = —(Tor(&)) "

() Ou répétons-le Ho(XP) = Hg(MK) est muni du générateur de référence hg) et Hi(XP) = H; (Mg) d’un
générateur quelconque.



4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME D’EGALITE DES FORMES VOLUME ET TORSION 103

Démonstration. — Le Lemme de Multiplicativité s’applique a la suite exacte de complexe
0 xXe Dr & 0 et fournit :

Tor(D*) = (—1)=*Tor(X?) - Tor(€) - tor(H"),
avec e = e(XP,DP, &) =0 € Z/2Z, o = a(XP,E) = 1 € Z/2Z (voir Table 4.6) et ou H" est

la suite exacte longue en homologie associée a 0 xXe De & 0.

Xr|e XP | Dr|E
ap|| 1 |0 Bo | 1 110
ar | 1 ]0 il O 1|0
Qg 0 1 52 0 1 1

a(XP,€) = ai1(XP)i(€) = 1 € /2.
>0
(X7, D?,€) =Y [(B:(D?) + 1)(Bi(X?) + B;(€)) + fi—1(X)Bi(€)] = 0 € Z/22.
i>0

TABLE 4.6. Les complexes X*, D et €.

Mais ici, la suite exacte en homologie H” se réduit aux deux isomorphismes suivants :

Hy(8)—=5Hy(XP) et Ho(XP)——Ho(DP), de sorte que la torsion de Reidemeister de H”
est un produit de deux changements de base, I'un correspondant & HPQ(M k) et autre a
H,(Mk).

Remarquons ensuite, qu’en raison du choix des bases des groupes de cohomologie & coef-
ficients tordus en dimension 1 et 2, cette torsion est triviale : tor(H") = 1. Il reste donc

Tor(D?) = —Tor(X?) - Tor(&).

Enfin, le Lemme 4.14 permet de conclure. O

4.3.5. Fin de la démonstration. — Il ne reste plus qu’a rassembler les calculs de torsions
de Reidemeister que l’on vient de mener. Plus précisément, pour tout vecteur non nul z; de
H}(Mf), on va montrer que

K( —1 AK( —1
Wipl (‘P[p] (Z;)) =Tp (Sﬁ[p] (Z;))
Pour cela, nous devons calculer la torsion de Reidemeister du complexe €. Notons zj;

le générateur de H)(Mf) correspondant & la forme volume w{;],

H)(Mk) tel que w[flf](go[;]l(z;f)) = 1. La base de H}(Mf) formée de I'unique vecteur z
et la base de HPQ(M k) formée de 'unique vecteur hf) sont les bases de la cohomologie a
coefficients tordus de My dans lesquelles on calcule la torsion Tor(X?).

Observons que & = H}(Mx) est muni de la base (%) et que Hy(€) = H}(Mk) est muni
de la base (z;), de sorte qu’avec nos conventions on a Tor(€) = —[z;//2]] (car [€| =1 € Z/2Z
(voir Table 4.6)).

D’apres ’équation du Lemme 4.19, on en déduit que :

sgn(Tor(X)) - Tor(X?) = —(Tor(&)) ™" = [z, /2,1

i.e. 'unique vecteur de
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Comme par définition, 7 (cp[;]l (7)) = sgn(Tor(X)) - Tor(X*) € R*, il vient que

Wl et (D) = 2528 = #5 (oM D),

ce qui acheve la démonstration du Théoreme 4.1.



CHAPITRE 5

EXEMPLES DE CALCULS

Ce chapitre est consacré a des exemples de calculs et a des illustrations des principaux ré-
sultats obtenus dans les chapitres précédents. Donnons quelques indications sur son contenu.

Dans la Section 5.1, on calcule explicitement la forme volume que 1’on a construit dans
le Chapitre 3 pour les neeuds toriques de type (2,q), tel le noeud de tréfle, en utilisant le
résultat du Théoréme 4.1 et en suivant au plus pres la construction de la forme torsion de
Reidemeister que I'on a associée a un nceud dans le Chapitre 2. On retiendra de ce calcul que
la forme volume associée a un nceud torique est “constante” sur chacune des composantes
connexes de Reg(K). Une explication de ce phénomeéne se trouve dans la structure trés
particuliére que posséde 'extérieur du neeud torique de type (2, q) : sa structure de variété
fibrée de Seifert a deux fibres exceptionnelles d’indice 2, q.

Dans la Section 5.3, on calcule explicitement la forme volume associée au noeud torique de
type (p, q), ol p et ¢ sont des entiers premiers entre eux. La technique de calcul est différente
de celle utilisée pour obtenir la forme volume associée au neeud torique de type (2,¢q). On
utilise ici le fait que 'extérieur du noeud torique de type (p, ¢) est une variété fibrée de Seifert
a deux fibres exceptionnelles d’indice p, ¢ et on lui applique consécutivement deux fois la
formule de Mayer-Vietoris du Paragraphe 2.2.4.

Ensuite, ’application aux noeuds toriques de la formule de chirurgie du Théoréme 2.29
permet de retrouver la formule de D. Freed (¢f. [Fre92]) donnant la torsion de Reidemeister
des spheres d’homologie de Brieskorn a coefficients dans la représentation adjointe associée
& une représentation acyclique (cf. Section 5.2 et Paragraphe 5.3.2).

Dans la Section 5.4, on généralise aux nceuds fibrés le résultat obtenu dans le Lemme 5.8
pour les noeuds toriques. Plus précisément, on établit une formule permettant d’exprimer
la torsion de Reidemeister (avec signe) associée & un noeud fibré en fonction des valeurs
propres de I'application tangente & sa monodromie et du signe du déterminant d’un certain
isomorphisme (c¢f. Théoréme 5.22).

Enfin, on examine dans la Section 5.5 le comportement (& signe pres) de la forme volume
sous l'effet d’'une mutation de Conway. Sous une certaine hypothese de “régularité” de la
représentation, on montre que la forme volume associée a un nceud est a signe pres invariante
par mutation (c¢f. Théoréme 5.41).
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5.1. Calcul de la forme volume associée aux noeuds toriques

Notons Mj 4 lextérieur du nceud torique Ka 4 de type (2,q), m son méridien et [ sa
longitude. Le groupe du nceud K> , admet la présentation suivante : 71 (M 4) = (z,y|2z* =
y9). Dans 71 (My,,), onam =zy = et | = 22m~27 (cf. Paragraphe 1.2.4).

Avec les notations du Paragraphe 1.2.4, nous allons établir le résultat suivant.

Théoréme 5.1. — La 1-forme volume w21 associée au neeud torique Ko, de type (2,q)

20 — 1 ﬁf’s
)§Sm2<( )w) db
st q q ds

o = acos (1) cos (2T cost) )

satisfait l’égalité :

Ka g4 dpl,s
(5-1) Ype.] ( s

s=t

dans laquelle

Le calcul de la forme volume w24 s’appuie sur le Théoreme 4.1. On calcule la torsion
7K2.4 associée au nceud K3 4 en suivant scrupuleusement chaque étape de sa construction
telle qu’elle a été faite dans la Section 2.6.

Remarque 5.2. — 1l faut toutefois noter que la présentation du groupe du noeud torique
Koy : m(May) = (x,y | 2 = y9) que l'on utilise n’est pas une présentation de Wirtinger.
Malgré tout, le complexe cellulaire bidimensionnel associé a cette présentation possede le
méme type d’homotopie simple que M 4, comme nous ’établirons dans le sous-paragraphe
qui suit.

Le complexe de lextérieur de Ky 4 a coefficients tordus. — Nous allons calculer la torsion
7524 directement & partir du complexe de 'extérieur du nceud K» 4 a coefficients tordus
apres avoir identifié la base de référence du second groupe de cohomologie & coefficients
tordus mise en évidence dans le Paragraphe 2.6.2.

Moz =Vi"Ua V3

FIGURE 5.1. Scindement de l'extérieur du nceud de trefle K 3.
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Désignons par X, le complexe cellulaire bidimensionnel associé¢ a la présentation
m(Ma,y) = (z,y | * = y?). On constate que X5, a méme type d’homotopie simple que
lextérieur de Ko 4.

En effet, nous allons vérifier que de fagon plus générale le complexe cellulaire bidimension-
nel associé a la présentation w1 (M, 4) = (z,y | P = y9) a méme type d’homotopie simple
que lextérieur M, , du nceud torique K, , de type (p,q). Pour cela, on suppose que K,
est dessiné sur le tore bidimensionnel standard T2 C S3.

Désignons par Vj, i = 1, 2, les tores solides obtenus en scindant S le long de T2, de sorte
que l'extérieur M, , de K, 4 soit la réunion des deux tores solides V;* — obtenus en prenant
la fermeture de V; \ V(K 4) — recollés le long de Panneau A = M, , N T? (voir Figure 5.1).

Notons I',, le graphe dont les sommets sont 0 et les p racines p-eme de I'unité et dont
les arétes sont les p segments joignant 0 aux p racines de l'unité (voir Figure 5.2). Soit
Wyq =Ty x [0,1]/ ~ le graphe obtenu en identifiant les bases I') x {0} et '), x {1} par
la rotation d’angle 2wq/p. W, 4 se plonge de fagon naturelle dans le tore solide standard
D? x S dont le bord est OM,, 4, i.e. W, ; N T? est le noeud torique K, 4.

eQiTr/?)

64i7r/3

FIGURE 5.2. Le graphe I's.

On voit que :
1. Vi* s’effondre sur le complexe bidimensionnel W, 4,
2. V5 s’effondre sur un complexe bidimensionnel W, ;, construit de facon similaire,

3. les deux complexes bidimensionnels W, , et W, se plongent dans M, , et leur inter-
section s’identifie a ’ame z de 'anneau A.

On en déduit donc que M, , s’effondre sur le complexe bidimensionnel W), , U, Wy . Le
complexe bidimensionnel W, ,U, W, , ayant méme type d’homotopie simple que le complexe
bidimensionnel X, 4, on en déduit le résultat annoncé.

On note ensuite 3, le complexe bidimensionnel réel C?~*(X3 4;R) (cf. Section 2.3).

L’extérieur M2 4 du nceud Ky, est pourvue de son orientation cohomologique cano-
nique o dont on rappelle la construction (cf. Section 2.3). On munit Hy(3) = H°(M> 4;R)
du générateur de référence [pt], dual de la classe fondamentale relative [Ma 4, OMs 4] €
Hy(Ms 4, 0Ms ; R) = Ho(Ma,q,0Ms 4;Z) @ R. On munit Hq(3) = H'(Ms,4;R) du généra-

teur de référence m*, ou m* : m — 1 est la classe cohomologique du méridien de Ko .
9 »q
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Apres avoir posé X = pei(z), Y = pes(y), M = pri(m) et L = pg(l), le complexe
06t = 02— (X2,q; Adopy¢) de Pextérieur de K 4 & coefficient dans la représentation Adopg 4
s’identifie au complexe suivant (cf. complexe (2.12)) :

dpe,t dpe,t

2P0t s 0 — su(2) —— su(2) @ su(2) — su(2) —— 0

dans lequel les opérateurs bord sont donnés par :

Adx —1d
o = (AdX Id> et di"" = (Id + Adx, —(Id + Ady + - + Adyq-1)).
v —

Comme toutes les représentations irréductibles de m1(Mz,4) sont m-régulieres V), on va

, K
calculer la m-torsion T,;,>?

associée au noeud Ko, ; pour cela, nous devons au préalable
identifier les bases de référence des premier et second groupes de cohomologie a coefficients
tordus décrites dans les Paragraphes 2.7.1 et 2.6.2 respectivement. Dans ce but, nous nous

appuierons sur les deux assertions suivantes, qui résultent de simples calculs.

Assertion 5.3. — L’aze commun des rotations Ad o pg(m1(0Ma,)) est engendré par le
vecteur de S* :

2q 2q
i (52 ) o cos? (2507 ) s )

vérifiant pey(m) = cos(f) + sin(0)Pret, avec 0 < 6 < 7.

sin (M) i— cos (M) sin(7t)k
(5.2) pret = (—1)1

Assertion 5.4. — Le conoyau de d;"* est engendré par le vecteur k de su(2).
Le vecteur (10() de su(2) @ su(2) est dans le noyau de d|** sans étre dans limage de d5"*.

Il résulte de cette derniére assertion que dim H} (M) = dim H?, (My,) = 1, ce qui
permet de conclure que toutes les représentations irréductibles de 71 (M3, 4) dans SU(2) sont

réguliéres.
Explicitons maintenant les bases de référence des groupes de cohomologie H ; L (Ma ) et
2

Hpgwt (M27‘Z) .

Assertion 5.5. — Le générateur de référence de H/%[ ,(Mz4) = R est la classe d’équiva-

lence de Uélément de su(2) ® su(2) suivant :

- \/sin2 (%) + cos? (%) sin?(rt) (k)

hD) (m) =
0, D) .

oS (%) sin(mt) 0
Démonstration. — Par définition (cf. Paragraphe 2.7.1), le générateur de référence du pre-

mier groupe de cohomologie & coefficients dans la représentation Ado py ; est la classe d’équi-
valence de u € Z),  (My,) satisfaisant I'identité (u(m), PP¢+) = 1.

(D Voir la Remarque 5.6 pour une justification de cette affirmation.
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D’apres I’Assertion 5.4, v = (10() € kerd"* \ imd5"*, comme de plus, v(m) = v(z) =k et
puisque l'on a

(—1)Lcos (—(%Q_ql)”) sin(7rt)

\/sin2 (%) + cos? (%) sin?(7t)

u = (k, PP¢+) "' est I'élément recherché. O

(k, PPE,t) —

Remarque 5.6. — Dans la démonstration de I’Assertion 5.5, nous avons établi que ’appli-
cation fh" : H), (Ma,) — R est non identiqguement nulle. En combinant cette affirmation
au fait que pg; est réguliere, on en déduit que p; ¢ est m-réguliere (¢f. Corollaire 1.38).

Assertion 5.7. — Le générateur de référence de H,f[ (Mas,q) = R est la classe d’équiva-

t

lence de Uélément de su(2) suivant :

o (52 ) o cos? (2505 ) s )
(71)271
2 cos (%) sin(7rt)

h(2) —

Pe,t

k.

Démonstration. — Par définition (cf. Paragraphe 2.6.2), le générateur de référence du se-
cond groupe de cohomologie & coefficients dans la représentation Adopy ; est la classe d’équi-
valence de u € Z,f“(Mgﬂ) satisfaisant lidentité (i*(u), PPet) = 1, ol i* : Zﬁu(MQ,q) —
Z,f“(aMQ,q) est I'isomorphisme induit par inclusion OMs 4 — Mo .

D’aprés I'Assertion 5.4, k € coker d}**, il ne reste plus qu’a identifier ’application i*.
Le groupe fondamental du bord de M, possede la présentation suivante : m (0Ms4) =
(m,l|ml = Im). Posons R = Iml~'m~! et r = 2%y~ et notons que l'on peut écrire,
dans 71 (Ma 4), la relation R sous la forme : R = ara~ ! (zy = )r~Y(zy =") L. L'inclusion
OMs, 4 — Ms 4 induit donc, au niveau des 2-cocycles, ’application i* : su(2) — su(2) définie
par i*(z) = Adx (z) — Adp(2).

Comme de plus :

2(—1)"1 cos (%) sin(7t)

o (252 ) cos? (2505 ) s

I’élément cherché est u = (Adx (k) — Ady (k), P”“>*1k- L

(Adx (k) — Adps(k), PPet) =

La torsion Tﬁz’q. — Une fois identifiés les opérateurs bord d;“* du complexe ZP¢t et les
bases des premier et second groupes de cohomologie a coefficients tordus, le calcul de la

q

. K . . . .
m-torsion T,”* associée au nceud K> 4 est un simple calcul de déterminants. La formule que

I'on obtient est donnée dans le lemme suivant.

Lemme 5.8. — Lam-torsion associée au neud Ko 4 en la représentation pey : 1 (Ma4) —
SU(2) décrite dans le Paragraphe 1.2.4 vérifie la formule :

20 -1
S PR (CEL )
q q
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Démonstration. — On a

T2 (pet) = TOR(Ma,g; Ad © pey, (hf,), (m), by, ), 0) = 7o - Tox(27, (hyy), (m), h{3),)),
avec 79 = sgn(Tor(3)).

Si l'on s’intéresse au nceud torique droit, alors 79 = 1.

Ensuite, on constate que |Z*%t| = 1 (voir Table 4.6) et, dans les bases fixées, on trouve :

20 — 1
Tor(ze+, (hD, (m), h® )) = — > in? (“—)”) .
” ” q q

De la, on en déduit la forme volume 7529 associée au noeud torique Ko 4.

Lemme 5.9. — La forme volume 7524 gssociée au neeud Ko, satisfait U'égalité suivante :
,q

(5.3) g <dp_e ) _ 8 <(2€ 1)7r> dof
s=t q q dS

ds
avec Opy' = arccos ((71)2’1 cos (@) COS(TFt)) :

s=t

Démonstration. — La démonstration s’appuie sur la formule de changement de base (2.6).

X dpe,s dpu,s
TKQ,q (i ) = {% /hg,ll)(pe,t)] ~T§2’q (pé,t)'
s=t

En tenant compte du fait que le changement de base vaut (2) :

dpe.s (1) _/d - o\ o
| | = (Geampeatn) | o) — L

la formule (5.3) se déduit du Lemme 5.8. O

s=t

)
s=t

s=t

Démonstration du Théoréme 5.1. — Vu le Lemme 5.9, le calcul de la forme volume w2

devient une simple formalité en utilisant, comme on I'a déja dit, le Théoreme 4.1. o

5.2. Chirurgie sur les nceuds toriques et torsion des sphéres de Brieskorn

Grace a la formule de chirurgie du Théoreme 2.29, il est possible de retrouver, par une
méthode toutefois plus élémentaire, un résultat di & D. Freed (cf. [Fre92]) sur la torsion
de Reidemeister a coefficients dans la représentation adjointe des spheres d’homologie de
Brieskorn, c’est-a-dire des variétés fibrées de Seifert a trois fibres exceptionnelles.

Pour plus de clarté nous séparons le résultat en deux parties : le Théoreme 5.10 donne la
torsion de Reidemeister a coefficients dans la représentation adjointe de la variété obtenue
par chirurgie de pente positive sur le nceud torique K3 4 ; le Théoreme 5.11 fournit un résultat

analogue dans le cas d’une chirurgie de pente négative.

Théoréme 5.10. — Sik > 0 et si My, est la variété obtenue par chirurgie de pente 1/k le
long du neud torique Ko 4 de type (2,q), alors :

(2) Ceci résulte d’un calcul direct ou s’obtient grace & la “formule de dualité” du Lemme 1.36
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1. My, est une sphére d’homologie entiére ; plus précisément, il s’agit de la sphére d’ho-
mologie de Brieskorn X(2,q,2qk — 1).

~

2. R(My) est fini et formé des classes de conjugaison des représentations irréductibles
O(e,n) paramétrées par { € {1,...,%} et par Uentier n tel que n = k(mod.2),

(2qk—1)(20—1) (2qk—1)(2q—20+1)
A T

Tr(0(2,m)(2)) = 0, Tr(o(s,m (1)) = 2cos (ZZHT) et Tr(oe(m)) = 2cos ().

3. La représentation 9y ) est acyclique et la torsion de Reidemeister de My, a coefficients
dans la représentation Ad o oy ) vaut :

et satisfaisant les trois égalités suivantes :

32 ) 20—\ . 2qmn
5.4 TOR(Mj; Ad 0 01 ) = — ———o— sin? [ 2227 in? :
(54) (My; Ado oe,m) gk —1)g" " ( q )Sm (2qk1
Démonstration. — Les deux premiers points du théoréme sont bien connus (¢f. [Sav99,

Paragraphe 14.5], [Mil95], [FS90], ou [GM92, Appendice par C. Lescop]) ; la démonstra-
tion de la formule (5.4) s’appuie sur la formule de chirurgie de la Proposition 2.32. Notons
p = mlF la pente de la chirurgie et v ’ame du tore solide ajouté.

Une représentation py; : m1(Ma 4) — SU(2) induit une représentation du groupe fonda-
mental de la variété My, si, et seulement si, pg;(m)29*~1 = (=1)¥1, ou encore si et seule-
(2qk712)q(2€71) <n< (qufl)(22qq72l+1) et Tr(pe.(m)) =

2 cos (2(;12—7:1) Cette représentation, notée o(y,n), est acyclique car sa restriction a 1 (Maz )

ment s’il existe un entier n tel que

est p-réguliere (cf Remarque 5.6 et Lemme 1.37 en tenant compte du fait que f,°" =
(1 —2gk) fm™").
Avec ces notations, la formule de chirurgie donne :

TOR(My; Ad o g(&n)) = 4sin2(9$“’“)) . ']Tff“ (pe.t,)s

ot py,¢,, : T1(Ma,q) — SU(2) désigne la restriction de la représentation oy, & m1(Ma,q). Il ne
reste plus qu’a identifier chacun des termes dans le membre de droite de 1’égalité ci-dessus :
— Tout d’abord, on constate que I’ame ~ du tore solide ajouté par chirurgie n’est autre

que la longitude [ du nceud Ky 4. On a donc 65" = 22(1?_"1 (mod.27).

— On calcule ensuite TfZ'q(thn) en utilisant le Lemme 5.8 et la formule de changement
de base (2.6). On a :

T (pes,) = [, (/RS (m)] - Ti2o (pe,).

Le changement de base étant égal & [hﬁ?tn (,u)/hé?tn (m)] = 2(1,6;_1, il vient, compte tenu

du Lemme 5.8, que :

8 L (20— 1)
TKZ’(I — _ 2
u"(pesn) gk —1)g < q >

d’ou le résultat.
O

Théoréme 5.11. — Sik > 0 et si M_y, est la variété obtenue par chirurgie de pente —1/k
le long du neeud torique Ko 4 de type (2,q), alors :
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1. M_j, est une sphére d’homologie entiére ; il s’agit de la sphére d’homologie de Brieskorn
¥(2,q,2qk +1).

~

2. R(M_y) est fini et formé des classes de conjugaison des représentations irréductibles

O(e,n) paramétrées par { € {1,...,%} et par Uentier n tel que n = k(mod.2),
% < n < W et satisfaisant les trois égalités suivantes :

Tr(0(e,m)(2)) = 0, Tr(o(s,m (1)) = 2cos (ZZHT) et Tr(oe(m)) = 2cos (327

3. La représentation 0,y est acyclique et la torsion de Reidemeister de M_y a coeffi-
cients dans la représentation Ad o o) est :

32 ) (2¢ — 1)7r) 9 < 2qmn )
5.5 TOR(M_j; Ad o 9(p ) = —————sin? [ ——— | sin .
(5:5) (M- 2em) = Gak 1 1)g ( q 2qk + 1
Démonstration. — Elle est identique a celle du Théoreme 5.10. O
Remarque 5.12. — Une formule explicite donnant I'invariant de Casson des sphéeres d’ho-

mologie de Brieskorn est aujourd’hui bien connue (voir par exemple I’ Appendice de C. Lescop
dans [GM92]).

L’invariant de Casson de la spheére d’homologie de Brieskorn 3(p, ¢, r) est égal au nombre
de classes de conjugaison des représentations irréductibles de m (X(p, ¢, 7)) dans SU(2) mul-
tiplié par —1/2. On vérifie en particulier que P'invariant de Casson de la sphére de Brieskorn
%(2, g, 2qk — 1) obtenue par chirurgie de pente 1/k (k > 0) le long du nceud torique de type
(2,q) vaut :

—k(¢® — 1)
3 .

Ainsi, les spheres de Brieskorn ¥(2,3,18k — 1) et X(2,5,10k — 1) ont toute le méme
invariant de Casson (égal & —3k). Par contre, si I'on fait la somme (cf. Paragraphe 2.8.2), sur
Pensemble des classes de conjugaison des représentations irréductibles de w1 (2(2, g, 2¢k — 1))
dans SU(2), des torsions de Reidemeister de ces spheéres d’homologie & coefficients dans la
représentation adjointe, on obtient les formules suivantes (¢f. Théorémes 5.10 & 5.11) :

16 ,2<67r(2i+k)>

J(2(2,3,18k—1)) = Z T T8k — 1
i=0

A(E(2,¢,2¢k — 1)) =

et

4k—1 .
32 Lo (TN . o (107(2i + k)
; 510k —1) (5)Sm ( 10k — 1

3k—1 .
32 Lo (3T . o [(107(2i + k)
+ Zk 510k —1) < 5 >Sm ( 0k—1 )°
Dans la Table 5.1, on donne les valeurs approchées de J(3(2,3,18k—1)) et J(2(2, 5, 10k—
1)) pour k = 1,2 et 3, et on constate qu’elles sont toutes différentes. L’invariant de Johnson

permet donc de distinguer entre elles les sphéres de Brieskorn X(2, 3,18k —1) et X(2, 5, 10k —
1) pour k = 1,2, 3, contrairement & 'invariant de Casson.

J(2(2,5,10k — 1)) =
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k 1 2 3

J(2(2,3,18k — 1)) || 1,323224088 | 1,332281389 | 1,333035131

J(E(Q, 5,10k — 1)) 0,5527864045 | 0,4372039284 | 0,4410349060
TABLE 5.1

5.3. Cas des noeuds toriques généraux

Dans la suite K, ; désigne le noeud torique d’indice (p, ¢), on rappelle que son groupe

possede la présentation suivante :

Gpq = (. y | 2" =y7).
Notons r, s € Z tels que ps — gr = 1, le méridien de K, ; est noté m et on a m = ™ "y* dans
Gyp,q, la longitude de K ; est notée [ et on a | = zPm P4 = yIm™P? dans G .

Cette section est consacrée au calcul explicite de la forme volume associée au nceud
torique K, ;. On s’appuie pour cela sur le fait que son extérieur My, = S*\ V(K ,) est
la variété fibrée de Seifert a deux fibres exceptionnelles d’indice p, ¢q. La fibre ordinaire ~
correspond a ’élément central z = zP = y?. On calcule ensuite la torsion de Reidemeister
des spheres d’homologie de Brieskorn a coefficients dans la représentation adjointe associée
a une représentation acyclique de leur groupe fondamental (¢f. [Fre92]).

5.3.1. Torsion associée aux noceuds toriques. — Avec les notations de la Proposi-
tion 1.8, on va calculer explicitement la m-torsion de Reidemeister associée a K, , en une
représentation irréductible de Gp, 4 dans SU(2), précisément on va établir le théoreme suivant.

Théoréme 5.13. — Si p est une représentation irréductible de G, 4 dans SU(2), alors
16 b
torfra(p) = +£—sin? (ﬂ) sin? <7T—>
pq p q

avec Tr(p(x)) = 2cos (%), Tr(p(y)) = 2cos (%b) etou 0 <a<p 0<b<gqeta=
b (mod.2).

Remarque 5.14. — On peut régler le probleme de l'indétermination du signe dans la
formule du Théoreme 5.13 sans passer par un calcul direct de torsion de la fagon sui-
vante. Toutes les représentations irréductibles de G, , dans SU(2) sont m-réguliéres et on
peut montrer, avec les notations de la Proposition 1.8, que tous les arcs éa,b(Mp,q) in-
duisent, par la projection p : ﬁa_’b(Mpyq) — (0, ), définie par p(p) = O, (p) (o p(m) =
cos(0m (p)) + sin(b,,(p))PP(m) avec 0 < ,,(p) < m), la méme orientation sur (0, 7). Cette
situation est tout a fait typique des nceuds toriques. On a donc (en utilisant la Remarque 4.2
n°2 et en tenant compte du fait que la signature de K, , vaut o(K,,) = —(p —1)(¢ — 1)) :

16 b
TEra(p) = —— sin? (E) sin? (W—)
pq p q

avec Tr(p(x)) = 2cos (%), Tr(p(y)) = 2cos (%b) etol 0 <a<p 0<b<qgeta=
b (mod.2).
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Démonstration. — L’extérieur du nceud torique K, 4 se décompose sous la forme :
My 4= (D* x 8')Up, Vi Ug, V2

ou D* est le disque percé de deux trous, Vi, Vs sont des tores solides d’ames respectives x, y
et ou 11, T, désignent les bords respectifs de V7, V5. On note s1, so les deux générateurs du
groupe libre 71 (D*) (voir Figure 5.3). Avec ces notations, m1(D* x S1) = (s1, 82,2 | [s;,2] =
1)etonax=s2° y=s,"27" dans m (M,q). En notant m; = syz"
groupe 71 (7T1) (resp. m1(T2)) est engendré par mq et  (resp. maz et y). On obtient de plus en
utilisant le Théoreme de Seifert-Van Kampen, les présentations suivantes pour les groupes

fondamentaux de My = (D* x S*) U, Vi et M, , = My U, Va :

resp. mo = 542°%), le
2

w1 (My) = (s1,82,%,2 | [84,2] = 1, 802" = 1,2 = s12%),

m(Mpq) = (s1,82,2,y,2 | [si,2] = 1,727 = 1,882 = 1,0 = s]2°,y = 5, P27").

On peut noter que z = 2P = y? est I"élément central du groupe m (M, q), que s1 = 277,

59 = y° et que le méridien m de K, , est s152.
Dans la suite, p désigne la représentation irréductible de G, dans SU(2) telle que
Tr(p(x)) = 2cos (7”1) et Tr(p(y)) = 2cos (%b) (cf- Proposition 1.8). On sait qu’une telle

P
représentation est m-réguliere (cf. Exemple 1.43). Nous allons calculer la torsion de Rei-
demeister de M, , a coeflicients dans la représentation Ad o p en utilisant le scindement
précédent M, , = (D* x S) Uz, V1 Ur, Va et en appliquant deux fois la formule de Mayer-
Vietoris. On commence par déterminer les groupes de cohomologie a coefficients tordus de
M, D* x S', puis on décrit des bases de référence pour ces groupes.

Cohomologie a coefficients tordus de M. — M est une variété tridimensionnelle dont le
bord est la réunion disjointe de deux tores : le tore V3 et le tore OM, 4. Les restrictions de
la représentation p aux groupes m1(V2) et m1(0M, ) n’étant pas centrales, le Lemme 1.18
s’applique et donne : dim H)(M;) > 2. En tenant compte du fait que p : 7 (M) — SU(2)
est irréductible et comme de plus la caractéristique d’Euler de M; est nulle, on a :

(5.6) dim H2(M;) = dim H)(M;) > 2.
D’autre part, la suite de Mayer-Vietoris en cohomologie & coefficients tordus associée au
scindement M, , = My Ur, V>, fournit :
J* i
o HY (M) @ H)(Va)—H ) (To) —Hp (Mp, g)—— H (M)~ H; (T2) —0.

On constate que : rgj* < dim H2(M, ) = 1 (car p : Gp 4 — SU(2) est réguliere), de sorte
que :

(5.7) dim H2(M;) = 1 +1gj* < 2.

En combinant les inégalités (5.6) & (5.7), on obtient dim H) (M) = dim H?(M;) = 2.
Cohomologie a coefficients tordus du tore solide percé D* x S*. — D* x S' est une variété

tridimensionnelle dont le bord est la réunion disjointe de trois tores. En utilisant les mémes

arguments que ci-dessus, on montre que dim H,(D* x ') = dim H;(D* x S*) = 3.
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On peut aussi calculer la cohomologie de D* x S! & coefficients dans la représentation
Ad o p en s’appuyant sur une suite de Wang ®), qui permet de calculer la cohomologie des
fibrés sur le cercle. Ceci nous sera plus utile lorsqu’il sera question de munir ces groupes
de bases de référence. Dans la situation qui nous occupe ici, la suite de Wang a coefficients
tordus de la fibration (triviale) : D* — D* x S — S se réduit aux deux isomorphismes
suivants (car p est irréductible) :

* =~ * 0 * = *
(5.8) 0——H)(D* x S') ——H}(D*)——H}(D*)——H;(D* x S")——0.

La représentation p étant irréductible, on a dim H}(D*) = —3x(D*) = 3. De sorte que I'on
retrouve bien dim H}(D* x S') = dim H}(D* x ') = 3.

On va a présent munir les groupes de cohomologie a coefficients tordus de la variété
D* x S de bases de référence en utilisant la suite de Wang (5.8) précédente. On commence

par rappeler la définition des bases de référence pour la cohomologie & coefficients tordus de
M

P
Bases de référence de H}(M,,). — On munit les groupes H)(M, ) et Hp (M) des
générateurs de référence décrits dans les Paragraphes 2.7.1 & 2.6.2 respectivement.
Soit (07, P?(m)) 'unique couple tel que p(m) = cos(6”) + sin(6?)P?P(m), ot 0 < 6» < 7
et PP(m) € S%. Avec ces notations :
(1)

~ H)(M,,,) est muni du générateur h,,’(m) satisfaisant
1 _ -
PGP (m) = (BP (m).m, PP (m)) = 1.

~ H?(M, ) est muni du générateur hf) vérifiant I’équation (2.13).

Nous savons aussi que les groupes I (T;) et H;(V;), pour i = 1,2, possedent des bases
de référence, comme indiqué dans la démonstration du Théoréme 2.29 (voir aussi le Para-
graphe 2.2.3).

7T1(D*):<81,82 | —> dlmH;(D*):Zi

Dr H)(D*) = Vect(wy, wa, w3) avec :
(wi(si), PP(si)) =1,1=1,2,
(ws(s152), PP(s182)) = 1.

FIGURE 5.3. Base “naturelle” pour H}(D*).

Bases de référence de H}(D* x S'). — On munit le groupe H,(D* x S') de la base
(v1, va,v3) telle que :

(v1(s1), PP(s1)) = 1, (va(s2), P?(s2)) = 1, (vs(s182), P (s152)) = 1.

(3)On pourra consulter I’article historique de H. Wang [Wan49)] et celui de J.-P. Serre [Ser51] pour une
démonstration utilisant les suites spectrales.
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On peut noter qu'il s’agit de la base de H,(D* x S*) correspondant par le premier isomor-
phisme de la suite de Wang (5.8) & la base “naturelle” de H,(D*) (voir Figure 5.3).

On munit ensuite H2(D* x S') de la base (w1, w,ws) image de (v, vz,v3) par les iso-
morphismes de la suite de Wang (5.8) donnée ci-dessus.

On munit enfin les groupes de cohomologie a coefficients tordus de M7 de bases de réfé-
rence en partant de celles de H (M), 4) et en utilisant la suite de Mayer-Vietoris associée au
scindement M, , = My Ur, V> de la fagon suivante.

Bases de référence de H(My). — On munit les groupes H, (M) et H?(M,) de bases de
référence en examinant les deux suites exactes (provenant de la suite de Mayer-Vietoris en
cohomologie & coefficients tordus associée & M, , = M7 Ur, Va car rgas = 1) suivantes :

Sy 0——HA(My )" HY(M,) @ HE(Va) -2 HY(Ty) —0,

Sy 0 H2(My )2 H2(My) 25 H2(T5)——0

et en utilisant la compatibilité ainsi que les bases de référence des groupes H,} (Mp.q), H,} (Va),
H)\(Ty) et Hy(My,q), HZ(Tz2). On rappelle de plus que H,(T?) est muni de la base (a1, az)
telle que :

{a1(m2), P*(m2)) =1, (az(y), P (y)) = 1.

Notons i : My — M, 4 et j : Vo — M, , les inclusions. En examinant la suite exacte longue
en cohomologie & coefficients tordus associée a la paire (M, 4, V2), on obtient j* (h,(gl) (m)) =0,
de sorte que a1 (k5 (m)) = i* (A5 (m)).

Explicitement, la base de référence de H ; (M1) que lon utilise dans la suite de la démons-

tration est (i*(hfjl)(m)),ﬁl), ol @y est un vecteur satisfaisant 'identité ¢y (a1) = a1 + cas,

pour un certain réel c. La base de référence de H;(My) est choisie de fagon similaire.

Maintenant que nous nous sommes fixé des bases de référence pour les groupes de coho-
mologie a coefficients tordus, nous pouvons calculer les torsions de Reidemeister de M, 4,
M, et D* x S! & coefficients dans la représentation adjointe.

Torsion de Reidemeister de M, 4. — Pour calculer la torsion de Reidemeister de M), 4 =
My Up, Vo a coefficients dans la représentation Ad o p, on applique la formule de Mayer-
Vietoris pour la torsion (cf. Paragraphe 2.2.4). Avec les choix des bases de cohomologie &
coefficients tordus que nous avons faits, on obtient la m-torsion de Reidemeister associée a
K, 4 et on a la formule :

torkea(p) - tor(Ty) - tor(Hz) = tor(My; Ad o p) - tor(Va; Ad o p)

dans laquelle la torsion du tore Th est triviale (cf. Proposition 2.15), tor(Va; Ad o p) =
+4 sin? (%b) (cf. Proposition 2.16) et ot Hy désigne la suite de Mayer-Vietoris associée
au scindement M, , = M; Up, Va.

Torsion de Reidemeister de M;. — Evaluons a présent la torsion de Reidemeister de
M; = (D* x SY) U, V1 & coefficients dans la représentation Ad o p, calculée dans les bases
de référence décrites ci-dessus.
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En appliquant encore une fois la formule de Mayer-Vietoris pour la torsion (cf. Paragra-
phe 2.2.4), on obtient :

tor(My; Ad o p) - tor(T) - tor(Hy) = tor(D* x S*; Ad o p) - tor(Vy; Ad o p)
avec tor(Ty) = +1, tor(Vi; Adop) = +4sin® (%) et ot H; désigne la suite de Mayer-Vietoris

associée au scindement My = (D* x S1) Up, V.
Fin de la démonstration. — En rassemblant les deux formules précédentes, on obtient :

(5.9) torfra(p) = £16 sin* (%) sin? (%b) -tor(D* x S*; Ad o p) - (tor(H;) - tor(Hz)) ™t

Il ne nous reste plus qu’a évaluer les trois torsions tor(D* x S*; Adop), tor(H1) et tor(Ha).
On commence par calculer la torsion de Reidemeister du produit D* x S!.

Assertion 5.15. — Dans les bases de référence prescrites ci-dessus, la torsion de Reide-
meister de D* x S vaut :

tor(D* x S'; Ad o p) = +1.

Démonstration. — On va utiliser le fait que D* x S* est un fibré Y sur S*. Notons ¢ la
monodromie de la fibration D* < D* x S' — S, Elle induit une action sur C*(D*; Ad o p),
qui elle méme donne la suite exacte de complexes de R-espaces vectoriels suivante :

i* Idfqb;
0——C*(D* x S'; Ad o p)——C*(D*; Ad o p)—=C*(D*; Ad o p)——0

et la suite de Wang induite se réduit, comme on I'a déja remarqué, a :
W, 1 0——H (D* x §')———H}(D*)——H,(D*)——H}(D* x §')——0.
Le Lemme de Multiplicativité donne ainsi :
tor(D* x S'; Ad o p) = (tor(W,)) .

Il ne nous reste plus qu’a évaluer tor(W,), qui est le produit des inverses des déterminants
(dans les bases de référence des groupes de cohomologie & coefficients tordus) des isomor-
phismes ¢* et §. Vu le choix des bases de référence, on a :

tor(W,) = (det d) " - (deti*) ™! = +£1.
o

Calculons ensuite les torsions de Reidemeister des suites de Mayer-Vietoris H; et Ho.

Assertion 5.16. — Dans les bases de référence prescrites ci-dessus, on a :

tor(Hsa) = £1.

(4) Cette technique est adaptée de Particle [Fri88] dans lequel D. Fried calcule, dans un cadre acyclique, la
torsion de Reidemeister d’un fibré sur le cercle.
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Démonstration de l’assertion. — La suite de Mayer-Vietoris Hs se réduit a 'isomorphisme
HS(VQ)%HS(TQ) et aux deux suites exactes 81 et 82. On a donc

tor(Hz) = tor(8s) - (tor(81))~* - (det j3)~*.

On constate d’emblée que tor(82) = det j5 = +1. Ensuite, dans les bases prescrites ci-dessus
pour H;(Mp,q), H/}(Ml), H/}(Vg) et H/}(Tg), on a :

1 0 -1 /1 0 O
tor(Sl):i‘* N 0 1 0f-1=4=1,
0 0 1
d’ou tor(Hsz) = £1. O
Assertion 5.17. — Dans les bases de référence prescrites ci-dessus, on a :
tor(H1) = £pg.
Démonstration de l’assertion. — La suite de Mayer-Vietoris H; se réduit a ’isomorphisme

HS(VQ%HS(TQ et aux deux suites exactes suivantes :

§) 10— H (M) 25 HL(D* x SY) @ H;(Vl)LH;(Tl)HO
et
84 : 0——H}(My)—H}(D* x §')—— H2(T1)—0.
On rappelle que :
— H)(T1) est muni de la base (by, b2) telle que :

(b1(m1), PP (m1)) = 1, (b2(), P’ (x)) = 1.

H ;(Vl) est engendré par le vecteur bs.
H)(D* x S') est muni de la base (v1,v2,v3) décrite ci-dessus.

— H}(M;) est muni de la base (z’*(h,(}t) (p)), a1

On remarque que la torsion de Reidemeister de la suite exacte H; vaut :

tor(Hy) = tor(8h) - (tor(84)) ™" - (det 57) 1.

D’emblée, on constate que det 57 = 1.
En examinant la suite exacte longue en cohomologie a coefficients tordus associée a la
paire (D* x S1,0(D* x S1)), on constate que

HZ(D* x §') = H2(0(D* x S")) = H(0M, 4) & H(Th) & H;(T),
il en résulte I’égalité : tor(85) = £1.
Calculons pour terminer tor(S;). Notons pour cela ¢ = (bl,bQ), 0 = (vl,b2), ¢ =
(v, 0%, 03,b?) et 2 =l = (i*(hg,l)(m)),al). Ona:
tor(8}) = £[b°/c] - [B*6° /Y] - [ /P

Puis on constate successivement que :
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1. Siu e Hy(M,4), alors u(z) = 0.

En effet, z = 2 = y? dans m1 (M, 4) et on a :

u(z) = u(zP) = (1+x+...+ 2P ) ou(x) € Vect(P?(z)),
w(z)=u(y’) = (1+y+...+y" ") ouly) € Vect(P(y)).
La représentation p étant irréductible, le seul vecteur appartenant aux deux sous-
espaces vectoriels Vect(P?(x)) et Vect(P*(y)) est le vecteur nul. On a donc bien ’éga-
lité u(z) = 0.
De 14, on tire les égalités (u(z), P?(x)) = 0 et (u(y), P?(y)) = 0.
2. O/(i*(h,(gl)(m))) = (i’)*(hf)l)(m)) =wvs, on i : D* x S' — M, , désigne l'inclusion.

En effet, posons h = o/(i*(hfgl)(m))). D’emblée, comme m = s182, on a
(h(m), PP(m)) = 1. D’autre part, puisque s; = =~ ", so = y° et en utilisant le
premier point, on a (h(s;), P?(s;)) =0,i=1,2, et (h(z), PP(x)) = 0.

3. o'(a1) = g v + c1v1 + c3v3 + cby, pour certains réels 1, c3, c.

En effet, posons a} = o/(ay). Puisque mg = s12%, il vient en utilisant le premier point

et étant donné que PP(mg) = £P?(s2), 1 = {a1(ma), PP(m2)) = +q{a}(s2), P*(s2)).
4. 1/ (by) = bo.
5. ¢/ (v1) = £pby + cba, pour un certain réel c.

En effet, posons w = 4'(v1). Puisque my = s{2P", il vient, étant donné que

PP(my) = £PP(s1), (w(m1), PP(m1)) = £p(bi(s1), P (s1))-
On en déduit donc
-1
+p O

tor(81) = + . 1

= o O

* *Qh*

o O O

0

En rassemblant les calculs que I'on vient de mener, on tire tor(H;) = £pq. Ce qui termine
la démonstration de ’assertion. O

Rassemblons les calculs de torsion que l'on vient de mener et reportons-les dans 1’éga-

lité (5.9). On obtient :
1 b
torkea(p) = :l:—6 sin? (ﬂ) sin? <7T—>
pq p q

ce qui acheve la démonstration du Théoreme 5.13. O

5.3.2. Torsion de Reidemeister des sphéres d’homologie de Brieskorn. — Dans
ce paragraphe, on va déduire du Théoreme 5.13, par chirurgie, la torsion de Reidemeister
des spheres d’homologie de Brieskorn a coefficients dans la représentation adjointe associée
& une représentation acyclique de leur groupe fondamental dans SU(2).

Dans un souci de clarté, on sépare le résultat en deux parties. Dans le Théoreme 5.20,
on traite le cas d'une chirurgie de pente positive 1/k > 0 le long du neeud torique K, ; la
variété M}, ainsi obtenue est la sphére d’homologie de Brieskorn X(p, ¢, pgk—1) (cf. [Mil95]).
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Dans le Théoreme 5.21, on donne la torsion de la sphere de Brieskorn M_j = 3(p, ¢, pgk+1)
— obtenue par chirurgie de pente négative —1/k, k > 0, le long du nceud torique de type
(p,q) — & coefficients dans la représentation adjointe.

Espace des représentations de w1 (Myy). — Le théoréme suivant décrit les classes de conju-
gaison distinctes des représentations acycliques de m (Myy) = m1(X(p, ¢, 7)) dans SU(2) avec
r = pgk — 1 ou pgk + 1 (¢f. [FS90, Paragraphe 2] ou [Sav99, Paragraphe 14.5]).

Théoréme 5.18. — L’ensemble E(E(p,q,r)) des classes de conjugaison des représenta-
tions irréductibles de m (X(p, q,r)) dans SU(2), avec r = pgk — 1 ou pgk + 1, est fini, formé
des classes de conjugaison des représentations pqp . telles que :

1.0<a<p, 0<b<qeta=b(mod.2),
2. 0<c<retr=ka(mod.2),
3. Tr(pap.e(®)) = 2cos(), Tr(pas,.c(y)) = 2005(%’) et Tr(pa,p,c(m)) = 2 cos(Z2).
De plus, toutes ces représentations sont acycliques.
Remarque 5.19. — L’acyclicité de la représentation pg,p.c @ m1(Z(p,q,7)) — SU(2) peut

également étre déduite du Théoreme 2.29, car la restriction de la représentation pqp.c & Gy q
est p-réguliere, ot p = mi** désigne la pente de la chirurgie.

Torsion de Reidemeister des sphéres de Brieskorn. — En utilisant la formule de chirur-
gie du Théoreme 2.29, on obtient, grace au Théoreme 5.13, les résultats suivants dont la
démonstration est identique a celle du Théoreme 5.10.

Théoréme 5.20. — La torsion de Reidemeister de My, a coefficients dans la représentation
Ado pgp,.c, OU pgb,c est la représentation décrite dans le Théoréme 5.18, est donnée par :

4 b
tor(My; Ad 0 poe) = E—— o sin? <E) sin? (ﬂ_> sin? < = ) :
pa(pgk — 1) p q pgk — 1

Théoréme 5.21. — La torsion de Reidemeister de M_y, a coefficients dans la représenta-

tion Ad o pgb.c, OU pap,c est la représentation décrite dans le Théoréme 5.18, est donnée

par :
64 b
tor(M_; Ad 0 pq,pc) = +——————sin’ <@> sin? (W_> sin? < ot ) :
pa(pgk + 1) p q pak + 1

5.4. Calcul de la torsion associée aux nceuds fibrés

L’ensemble des nceuds fibrés forme une classe de nceuds a la fois large et naturelle. Par
exemple, tous les nceuds algébriques (considérés en géométrie algébrique) sont des nceuds
fibrés (cf. [Mil68]) — en particulier tous les noeuds toriques sont fibrés.

Dans cette section, nous donnons une formule généralisant le résultat du Lemme 5.8 et
permettant le calcul de la torsion associée aux nceuds fibrés via leur monodromie. Précisé-
ment, nous allons établir le résultat suivant.
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Théoréme 5.22. — Soit K C S? un neeud fibré de fibre F, on note g le genre de la surface
F et~ son bord. Si p: Gx — SU(2) est une représentation non métabélienne y-réguliére,
alors lapplication tangente en p a la monodromie admet 1 pour valeur propre simple et en
notant A;, 1 < i < 6g — 4, ses autres valeurs propres (dans C), on a :

6g—4 1

K _ *
(5.10) TH(p) = —70- [ 5 R

i=1
ou Ty est le signe du déterminant de l’isomorphisme 1d — ¢* : HY(F;R) — H(F;R) induit
par la monodromie.

L’idée de base pour calculer la ~-torsion associée au nceud fibré K a coefficients dans la
représentation Ad o p est comparable & celle utilisée par D. Fried dans un cadre acyclique
(cf. [Fri88]). Elle consiste & relier la y-torsion associée & K a la torsion de Reidemeister de
la suite de Wang ® & coefficients tordus de la fibration F < My — S, qui se réduit ici,
comme on va le voir, a la suite exacte :

. - Id—¢, s
Wp : OHH;(MK)HH;F (F)HH;F (F)HHF?(MK)HO

dans laquelle pr est la restriction de p a m (F) et ¢ : H) (F) — H) _(F) désigne I'applica-
tion induite par la monodromie ¢ : F' — F.

Désignons par aq,b1,...,a4,by les générateurs de m1(F). Si ¢, : m(F) — m(F) est
I’homomorphisme induit par la monodromie ¢, alors Gx admet la présentation suivante :

(5.11) Gr = {a1,b,...,ag,by,t |t ait = du(ai),t bt = ¢u(b;), 1 <i < g)

ou t désigne le méridien de K. On peut noter de plus que le complexe cellulaire bidimen-
sionnel X associé & la présentation (5.11) de Gx a méme type d’homotopie simple que
M.

Démonstration. — Elle se fait en cing étapes.

1. Préliminaires. — ¢ induit une action ¢} : C*(F; Ad o pr) — C*(F; Ad o pr), qui elle
méme donne la suite exacte de complexes de R-espaces vectoriels suivante :

i Id—¢%
0——C*(Mg; Ad o p)——C*(F; Ad o pp)—C*(F; Ad o pp)——0.

Comme 71 (F) est le groupe dérivé de G, la représentation pp : w1 (F) — SU(2) est
irréductible (car p est supposée ne pas étre métabélienne), de sorte que la suite de
Wang induite par la suite exacte de complexes précédente se réduit a :

i Id—g¢* 5
W, : 0—H: (M) HY, (F)—5H, (F)— H2(M)—0,

Le Lemme de Multiplicativité fournit I’égalité :

Tor(F; Ad o pr) = (—=1)°T*Tor(My; Ad o p) - Tor(F; Ad o pr) - tor(W,,),

(5) Cette suite a été introduite par H. Wang dans [Wan49]. On pourra consulter [Ser51] pour une démons-
tration utilisant les suites spectrales.
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ou (voir Table 5.2) :
a=a(C*"(Mg;Adop),C*(F;Adopr)) =1€Z/2Z
et
e =¢e(C*(Mg;Adop),C*(F;Ad o pr),C*(F; Ad o pp)) =0 € Z/27Z.
C*(Mx; Ad o p) | C*(F; Ad o pr) C*(Mx; Ad o p) | C*(F'; Ad o pr)
(&%) 0 1 ﬂo 1 0
ay 1 1 B 0 3(2g-1)
a2 0 1 B2 0 3(2g-1)
a(C*(Mg; Ado p),C*(F; Ado pp)) =1 € Z/2Z.
e(C*(Mg; Ad o p),C*(F; Ad o pr),C*(F; Ado pr)) = 0 € Z/27Z.
TABLE 5.2. Les complexes C*(F; Ado pr) et C*(Mg; Ado p).
On a donc :
(5.12) Tor(My; Ad o p) = —(Tor(W,)) .
2. Torsion de la suite de Wang a coefficients réels. — De méme que ci-dessus, on a la

suite de Wang a coefficients réels 20 suivante :
0— HO(Mg;R)—H°(F;R)—H°(F;R)—H(My;R)—H'(F;R)— H(F;R)—0,

qui se réduit en fait aux trois isomorphismes :
i* 5 Id—¢"
HY(Mg;R)—H°(F;R), H'(F;R)—H'(Mg;R) et H'(F;R)——H'(F;R).

La torsion de Reidemeister de 20 (%) est donc le produit des déterminants de ces trois
isomorphismes dans les bases de référence des groupes de cohomologie suivantes : on
munit H(F;R) du générateur i*([pt]) et H'(F;R) d’'une base quelconque.

On constate d’abord, que dans ces bases, le déterminant de l'isomorphisme i* :
HO(Mg;R) — HO(F;R) vaut 1.

On vérifie ensuite que sgn([6 o i*([pt])/m*]) = 1. Pour cela, appuyons-nous sur le
diagramme commutatif suivant :

0 — HO (M5 Z) = HO(F:Z) = HO(F32) = H'(My: Z) —— H'(FiZ) — -+

R T R R

0— HO(OMp; Z) — HO(v; Z) —%s HO(7; Z) 2 HY (Mg Z) > H (4, Z) —% - --

IR

dans lequel la premiére ligne est la suite de Wang (en cohomologie & coefficients entiers)
de la fibration F — My — S, la seconde la suite de Wang (en cohomologie &

(6)On peut noter, en s’appuyant sur la formule de changement de base (2.6), que Tor(20) est indépendante
de la base de H!(F;R) que 'on prend pour la calculer.
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coefficients entiers) de la fibration v < dMy — S! et dans lequel les flecches verticales
sont les applications induites par les inclusions. Le groupe H°(OM;R) est engendré
par [pt], le groupe H(v;Z) par i*([pt]) et H(OMp;Z) admet pour base de référence
(m*,v*), m désignant le méridien de K et v = OF sa longitude. D’autre part, j*(m*) =

*

m-.

Assertion 5.23. — On a : 6(a*([pt])) = m™.

Démonstration. — En utilisant le diagramme commutatif précédent, il suffit d’établir
que A(*([pt])) = m*.

Cette derniere égalité s’obtient en reprenant la démonstration de la suite de Wang
pour le tore bidimensionnel 0 M et plus précisément en examinant la suite exacte :

0—— HO(y; Z) -2 HY (M Z) - H' (7, Z)—0

dans laquelle H%(y;Z) est engendré par i*([pt]), H'(v;Z) = Hom(H:(v;Z),Z) est
engendré par v* : v — 1 et HY(OMy;Z) = Hom(H;(0M;Z),Z) admet pour base
(m*,~v*), avec *(v*) = v*. O

Il en résulte que
sgn(tor(20)) = 7o.

Introduisons X, = C?7*(Xk;R), ot Xx est le complexe cellulaire bidimensionnel
déduit de la présentation (5.11) de Gx. En utilisant le fait que (voir Table 5.3) :

a=a(X,C*(F;R))=1€Z/2Z et e = e(X,C*(F;R),C*(F;R)) =1 € Z/2Z,
le Lemme de Multiplicativité fournit 1’égalité :

Tor(%) = (tor(20)) !,

X | C*(F;R) X | C*(F;R)
ag || 0 1 Bo || 1 1
ap || 1 1 G|l 0 0
as || O 1 B2 0 0

a(X,C*(F;R)) = 1 € Z/2Z.
e(X,C*(F;R),C*(F;R)) = 1 € Z/2Z.

TABLE 5.3. Les complexes X et C*(F;R).

On obtient donc la formule :

7o = sgn(tor(20)) = sgn(Tor(X)).
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3. Torsion de M. — Puisque la représentation p : Gx — SU(2) est y-réguliere, on

(5.14)

constate que 1 est valeur propre de ¢ et que I'on a dimker(Id — ¢}) = 1. On dispose
de plus d’un générateur de référence hgl)(v) pour H;(MK) (cf. Paragraphe 2.7.1) ainsi
que d’un générateur de référence hf) pour H?(Mf) (cf. Paragraphe 2.6.2). Dans ces

bases et avec 'orientation cohomologique canonique de Mg, on a 1’égalité :

TOR(M; Ad o p) = TX (p).

4. Torsion de la suite de Wang a coefficients tordus. — On remarque, en utilisant la for-

mule de changement de base (2.6), que la torsion de Reidemeister de W, ne dépend pas
de la base de H;F (F') dans laquelle on la calcule. Considérons ¢ = (v1, v, ..., Veg—3)
une base de trigonalisation (a priori sur C) de ¢% : H) (F) — H)_(F) choisie telle
que i*(hfjl)(v)) = v1. Notons Ag, ..., Agg—3 les autres valeurs propres de ¢;. Comme
rg(Id—(b;) =6g—4,ona\ #1, pour tout i =2,...,6g9 — 3.

On a de plus :

- d);(vl) =1 et v1 ¢ im(Id — d);),

- b! = ((Id - ¢%)(va), ..., (Id — ¢%)(veg—3)) est une base de im(Id — ¢%),

- d(vy) = hE,Q). Cette derniere égalité est obtenue a partir du diagramme commutatif

suivant :

0—— HY(Mg) — H! (F) — H}_(F) —2= HX(Mg) — 0

| | | |=

v HYOM) — H}, () — H}, (y) = H2(0Mg) — 0
dans lequel la premiére ligne est la suite de Wang (en cohomologie & coeflicients
tordus) de la fibration F' — Mg — St 1a seconde la suite de Wang (en coho-
mologie & coefficients tordus) de la fibration v — OMy — S! et dans lequel les
fleches verticales sont les applications induites par les inclusions.
Posons b? = (v;). Dans la base ¢ de H} (F), la torsion de Reidemeister de la suite
de Wang W, vaut :

6g—3

(5.15) tor(W,) = [b'b%/c] = J[ 1- X e R".

5. Conclusion. — La formule (5.10) se déduit des équations (5.12), (5.13), (5.14) et (5.15)

obtenues ci-dessus.
O

La formule (5.10) du théoréme précédent peut étre utilisée pour calculer explicitement la

torsion associée aux deux noeuds fibrés de genre 1 : le nceud de tréfle (voir Figure 3.4) et le

neeud en huit (voir Figure 4.1).

Exzemple 5.24 (Le nceud de tréfle). — Soit K le nceud de trefle. Notons F' sa fibre et
soient a,b des générateurs du groupe libre 71 (F). Le groupe Gx du nceud K possede alors
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la présentation suivante :
Gg = {a,b,t |t at = abta™' t7 bt = ab),
oil t désigne un méridien de K. Relativement & la base (a,b) de H'(F;Z) = (m1(F))?, la

0
monodromie ¢* : H(F;Z) — H'(F;Z) est donnée par la matrice ( )

1) De sorte que,
70 = +1.

En utilisant la présentation précédente de G et en notant x1 = I, o = I}, et x3 = I,
ou I, : o — Tro(g), on observe que l'action de la monodromie sur ]?E(F) exprimée dans
les coordonnées (x1,x2,x3) est donnée par P = (2, x3,21) € (Z[x1, 22, 1'3])3. L’application
tangente a la monodromie ¢, est donc, dans ce systeme de coordonnées, donnée par la
matrice (gf; (pp))m

Comme toutes les représentations du groupe du noeud de trefle sont y-régulieres, on déduit
donc du Théoreme 5.22 que TX (p) = —%. On retrouve ainsi la formule du Lemme 5.8 en
remarquant simplement que 7 représente la longitude de K, de sorte que TX (p) = 6 ’]I’,IY( (p) =
—2.

Exzemple 5.25 (Le nceud en huit). — Soit K le nceud en huit. Notons F' sa fibre et
solent a, b des générateurs du groupe libre 71 (F'). Le groupe Gx du nceud K possede alors
la présentation suivante :

Gr = (a,b,t |t~ at = ab,t~ bt = bab),
otl t désigne un méridien de K. Relativement & la base (a,b) de HY(F;Z) = (71(F))?, la

1 1
monodromie ¢* : HY(F;Z) — H'(F;7Z) est donnée par la matrice (1 ) De sorte que,

2
T0 = —1.

Comme dans 'exemple précédent, on observe que l'action de la monodromie sur E(F )
exprimée dans les coordonnées (1, z2, x3) est donnée par P = (z3, xow5 — 1, .TQZE% —r123 —

x2). L’application tangente & la monodromie ¢}, est donc donnée par la matrice (gff (PF)) .
J 17]

On a rappelé dans le Paragraphe 1.2.5, que 'espace ]?E(MK) est un cercle et on peut
vérifier, de plus, que toutes les représentations irréductibles p : Gx — SU(2) sont vy-régulieres
a l'exception des représentations diédrales. On montre enfin que (¢f. [Por97, p. 113]) :

1 1
K
T'y (p) = =

3 —2(Tr(p(a)) + Tr(p(0))) /17— ATr(p(y))

5.5. Mutation et Torsion de Reidemeister

Dans le reste de ce chapitre, on examine le comportement a signe pres de la forme volume
w[llf] — ou ce qui est équivalent de la forme torsion de Reidemeister TPK t H)(Mg) — R
(cf. Théoréme 4.1) — associée & un nceud K C S3, que l'on a définie au Chapitre 3, par
mutation de Conway.

On commence par rappeler la notion de mutation de Conway. On associe ensuite a une
représentation du groupe d’un nceud K dans SU(2) ce que l'on appelle la représentation
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mutante. 11 ’agit d’une représentation du groupe d’un des noeuds mutants de K. Apres avoir
introduit une notion de “régularité” adaptée a la situation qui nous occupe ici, on étudie les
propriétés de régularité de la représentation mutante en fonction de celles de la représentation
dont elle provient. On termine ce chapitre en établissant I'invariance a signe pres de la forme
volume w’ par mutation sous cette hypothese de régularité (cf. Théoreme 5.41).

5.5.1. Mutation d’un nceud. — Soit K C 5% un nceud. On note toujours My = S3\
V(K) Vextérieur de K — V(K) étant un voisinage tubulaire ouvert de K — et G = m (Mk)
son groupe.

On désigne par F une sphére bidimensionnelle S? privée de quatre points a,...,ays
incompressible dans My et dont la fermeture dans S® est une spheére plongée coupant le
neeud K transversalement en quatre points, notés aq, ..., as. Une telle surface s’appelle une
sphére de mutation pour K (voir Figure 5.5). On adopte en plus les notations suivantes.
On a S® = B} Ug: B3, o B}, B sont des boules plongées dans S3 ayant S? pour bord.
On note alors M; = B N My “Iintérieur” et My = Bi N My “Pextérieur”, de sorte que
lPon a My = M; Uq Ms, ou Id : F — F désigne 'identité. On note aussi K1 = K N Bio’ et
Ky = K N B3 de facon & avoir K = K; Uyq Ko.

La surface F' admet plusieurs involutions préservant 1’orientation, nous nous intéressons
aux trois rotations de S? d’angle 7 qui laissent KNS? invariant. L’ensemble de ces involutions
forme un groupe isomorphe au groupe de Klein Z/2Z x Z/27 (cf. Figure 5.5). Soit 7 'une
d’entre-elle. Le neud mutant de K par 7 est le nceud K™ = K7 U, K5 ; son extérieur est la
variété tridimensionnelle & bord M- = My U, Ms et son groupe est Gg- = w1 (Mg-). La
Figure 5.4 présente ’exemple du noeud de Kinoshita-Terasaka et de son mutant le nceud de
Conway.

La mutation est une opération subtile et il n’existe aucune méthode générale permettant
d’établir qu’un noeud K differe d’un de ses mutants K. Par exemple, D. Cooper a montré
que les matrices de Seifert d’un nceud K et d’'un quelconque de ses mutants K7 sont S-
équivalentes, par conséquent K et K™ ont méme polynome d’Alexander et méme signature.
On montre aussi que K et K7 possedent le méme polynome de Jones. Il existe également
une notion de mutation pour les variétés tridimensionnelles (7), qui est étroitement liée & la
mutation des nceuds. P. Kirk a montré dans [Kir89], que l'invariant de Casson est invariant
par mutation ; on peut aussi montrer que les SU(2)-invariants quantiques sont inchangés par
mutation, tout comme les invariants hyperboliques (¢f. [Rub87]), la torsion de Reidemeister
(cf. [Por97, Proposition 1.20]) ou ’homologie de Floer (¢f. [Rub99]).

L’ezemple du neud de Kinoshita-Terasaka. — Le noeud de Kinoshita-Terasaka ® Ky
présenté sur la Figure 5.4 est un nceud non trivial ayant 11 croisements et dont le polynome
d’Alexander est trivial. Toutefois K1 est différent de son mutant le nceud de Conway K¢.
On peut établir cela en examinant les décompositions toriques de leur revétements doubles
(¢f. [Ril71]) ou en étudiant certains polynomes d’Alexander tordus (c¢f. [Wad94]).

(M) On renvoie & [Rub87, Paragraphe 1] pour la définition.
(8) Considéré pour la premiere fois dans [KT57].
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FIGURE 5.4. Le nceud de Kinoshita-Terasaka Kx7r et son mutant le nocud de
Conway Kc.

5.5.2. Représentation mutante. — Dans ce paragraphe, on définit la représentation
mutante correspondant & une représentation p : Gx — SU(2) et on montre que la cor-
respondance ainsi mise en évidence est, & conjugaison pres, paramétrée par le stabilisateur
Stab(pr)/{£1} de la restriction pp de p a 71 (F).

Le groupe fondamental de la sphere de mutation F' admet la présentation suivante :

m(F) = {a,b,c,d | d = abc)

dans laquelle les éléments a, b, ¢ et d sont représentés par des lacets orientés comme indiqués
sur la Figure 5.5. Notons de plus, que les éléments a, b, c et d de w1 (F') sont tous conjugués
au méridien m du noeud K ainsi qu’au méridien m”™ du mutant K7. En particulier, a, b, c et
d sont tous conjugués dans le groupe G ainsi que dans le groupe Gk -. Cette remarque va
s’avérer étre extrémement utile.

b \ —C

a S2d = abe

FIGURE 5.5. La sphere trouée F' et les rotations .

Avant de poursuivre plus avant, rappelons un résultat bien connu (¢f. [Til00, Lemme
2.1.1], on pourra aussi consulter [Rub99, Lemme 1.1]).

Lemme 5.26. — Si ¢ : m(F) — SU(2) est une représentation telle que Tr(p(a)) =
Tr(p(b)) = Tr(p(c)) = Tr(p(d)), alors la représentation ¢ o T est conjuguée d p.
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Remarque 5.27. — Le lemme précédent garantit I’ezistence d’un élément = € SU(2) tel
que
(5.16) poT. =% = Ady o .

Par contre un tel élément n’est pas unique en général, précisément ’ensemble des éléments
de SU(2) qui conjuguent les représentations ¢ o 7. et ¢ est de la forme zStab(p), avec
Stab(¢) = {1}, U(1) ou SU(2) suivant que ¢ est respectivement irréductible, abélienne ou
centrale.

Idées de la démonstration du lemme 5.26. — La démonstration s’appuie sur le fait que I’es-
pace des représentations de 71 (F') dans SU(2) est paramétré par :

¢z p = (Te(p(f)), Tr(p(fg)), Tr(p(fgh)))

ou f, g, h sont égaux a a,b,cou d et f < g < h pour I'ordre lexicographique. Comme 7, fait
correspondre & chacun des générateurs de 1 (F') P'un de ses conjugués ou I'un des conjugués
de son inverse, on constate que p et p o 7, ont méme “trace” (puisque Tr(A4) = Tr(A~1),
pour tout A € SU(2)). On vérifie ensuite les égalités pour les doubles et triples produits
en s’appuyant sur les relations bien connues Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A4) = Tr(A~!), valables
pour tous A, B € SU(2). O

Représentation mutante. — On commence par la définition de la représentation mutante
(cf. [Por97, Définition 1.19] et [Til00, Paragraphe 2.2]).

Définition 5.28. — La représentation mutante correspondant a la représentation p de Gk
dans SU(2) et associée & 1’élément = € SU(2) vérifiant 'équation (5.16) est la représentation
p" = pr : Ggr — SU(2) définie de la fagon suivante :

-1
(517) pf = PT‘ﬂ—l(Ml) =7 Plmi(Mi)s p72— = pT\ﬂ'l(M2) = Plmy(M2)-

Assurons-nous de la cohérence de la définition précédente. En prenant pour point de base
des groupes fondamentaux w1 (F), w1 (M7), 71 (Mz), etc... un point fixe de 7, le groupe G est
isomorphe au produit amalgamé m (M) #, (ry m1(M2), de méme pour le groupe G x-. Ainsi,
les égalités (5.17) permettent bien de définir une représentation du groupe G- puisque les
restriction de p7| ., s,y €t p7|x (asy) AU sOus-groupe 7. (w1 (£')) coincident.

Remarque 5.29. — On constate que p est irréductible si, et seulement si, p” est irréduc-
tible.

Le Lemme 5.26 a la conséquence suivante.

Proposition 5.30. — L’ensemble des représentations mutantes correspondant a la repré-
sentation p : Gxg — SU(2) est, a conjugaison prés, en bijection avec Stab(pp)/{£1}.

Remarque 5.31. — A prioriil n’y a aucune raison qui empéche la représentation pp d’étre
abélienne. Toutefois pour le nceud de Kinoshita-Terasaka (voir Figure 5.4), si la représenta-
tion pr est abélienne, alors on peut montrer que la représentation p est elle-méme abélienne

(¢f. [Tilo0]).
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L’assertion suivante donne un cas dans lequel la représentation pr est nécessairement
irréductible.

Assertion 5.32. — Si la représentation p est m-réguliere et si pir, (v,) est irréductible,
pour i = 1,2, alors pr est irréductible.

Démonstration. — Pour simplifier, on écrit ¢ pour pr. Comme p|r (ar,) est supposée irré-
ductible, on a Stab(p|, (ar,)) = {£1}.

Raisonnons par l’absurde et supposons que ¢ soit abélienne, on aurait alors Stab(p) =
U(1) ou SU(2).

Commengons par vérifier que Stab(y) ne peut pas étre égal & SU(2). Si ¢’était le cas, la
représentation ¢ : m1(F) — SU(2) serait centrale. On aurait donc im ¢ C {£1} et en parti-
culier, a étant conjugué au méridien m de K, Tr(p(m)) = Tr(p(a)) = £2, ce qui constitue
une contradiction puisque la représentation p est irréductible. On a donc nécessairement
Stab(p) = U(1).

Fixons un élément © € SU(2)/{%1} qui conjugue les représentations ¢ o 7, et ¢. Pour
tout o € Stab(y), on définit la représentation mutante associée, notée p7, en posant :

(o)™ Plmy(My)s P;\WI(MQ) = Plri(Ma)-

P(Tr\m(Ml) =
On a ainsi construit un lacet de représentations de Gg- dans SU(2) paramétré par
Stab(¢)/{£1}. Chacune des représentations p7, pour o € Stab(y), est comme la représen-
tation p, irréductible. On constate par ailleurs que les représentations p7, o € Stab(y¢)/{£1},

sont deux a deux non conjuguées (car p|, (ar,) est irréductible) et qu’elles satisfont 1'égalité :
Tr(pl(m)) = Tr(p(m)) pour tout o € Stab(yp).

En réutilisant I'involution 7 on fait apparaitre un lacet de représentations de G ayant toute
la méme trace suivant le méridien m de K que la représentation p. Une telle représentation
ne peut donc pas étre m-réguliere. O

Dauns la suite de cette section, on note ¢ la représentation pp : w1 (F) — SU(2), restriction
de p: Gx — SU(2) a m1(F) et on suppose que cette représentation est irréductible. En
particulier, il existe un unique = € SU(2)/{£1} tel que po7, = Ad, o et la représentation
mutante p” : Gg- — SU(2) associée & la représentation p : Gx — SU(2) est définie de fagon
unique.

5.5.3. Régularité de la représentation mutante et régularité forte. — Ce para-
graphe est consacré a I’étude des propriétés de régularité de la représentation mutante. On
construit notamment un isomorphisme 7¢ : H)(My) — H}, (Mg-) et on introduit une
nouvelle notion de régularité pour une représentation qui est “adaptée” aux scindements
MK = M1 Uta M2 et MKT = M1 U- MQ.

Résultats préliminaires. — Ce sous-paragraphe est consacré a la démonstration de quelques
résultats techniques utilisés dans la suite.

Lemme 5.33. — Siz € Dery,(F'), alors z o1, € Deray,(F') satisfait l'identité :
(5.18) zoT, ="2+46
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ot 0 € Innay, (F).

Démonstration. — Notons que dim H(F) = 6, de sorte que dim Der,(F) = 9 (car ¢ est
irréductible). Par ailleurs dim TW}N%(F) =9 et donc Der,(F) = T¢}~B(F). La démonstration
de la formule (5.18) consiste pour 'essentiel & écrire la dérivée de I'égalité p o 7. = %p.

Un calcul immédiat permet de vérifier que z o 7, € Ders, (F'). Ensuite, soit ¢; : m1(F) —
SU(2) un germe au voisinage de l'origine tel que pg = @ et vérifiant, pour tout g € 71 (F),
I'identité :

2(g) = %wt(g)w(g)‘l

t=0
Gréace au Lemme 5.26, on sait que pour tout ¢ voisin de lorigine, il existe z; € SU(2) tel
que @t o T, = Tty = Ady, o . Dérivons par rapport & t cette derniere égalité en notant

X = % .o et en tenant compte du fait que z9 = z. On a, pour tout g € m1(F) :
dpe (T« d
ei(1:(9)) _ X(p(g)x_l +a ei(9) 21 —xtp(g)x_lXx_l.
dt =0 dt |,

Comme de plus, p(7.(g)) = zp(g)x~1, il vient :

dei(14(9)) - - _ - _
% p(1.(9) " = X —wp(g)a™ (Xa™ zp(g)a!
t=0
dipt(9) -1_-1
to— t:Osa(g) x
Ce qui donne finalement, pour tout g € w1 (F),
zoT(g) ="2(9)+ (1 — Ad:cw(g))Xl'_17
avec Xx~! € 5u(2), et acheve la démonstration. O

Ce lemme a une conséquence importante donnée dans le corollaire suivant.
Corollaire 5.34. — Sih € HL(F), alors hot, € Hi,(F) et on a hor, = "h.

Rappelons que les groupes H, (M) et H j’lpl (M;) sont isomorphes et que de plus 'iso-

morphisme est induit par ¢, : z — Ad,-12. On le note ¢,.

Assertion 5.85. — Soient iy, : ' — My, k = 1,2, les inclusions. Le diagramme suivant
est commutatif :

k| ok
17+,

(5.19) H;l(M1)®H;2(M2)*>Hé(F)

b PId |

Hl. (Mi)®H,, (M)

o

Démonstration. — La démonstration est une simple vérification utilisant le Corollaire 5.34.
O

Le diagramme (5.19) est 'ingrédient essentiel que nous utiliserons dans la suite pour
“coupler ” les suites de Mayer-Vietoris associées a Mg = My Uq My et Mg~ = My U, Mos.
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Un isomorphisme entre Hy (M) et Hy. (Mp-). — On construit dans ce sous-paragraphe un
isomorphisme entre les groupes de cohomologie & coefficients tordus H} (M) et H ), (Mg-+).

Considérons jj, : My — Mg et j; : My — Mg-, k = 1,2, les injections canoniques.
Ecrivons les suites de Mayer-Vietoris associées aux scindements Mg = My Uiqg Ms et Mg+ =
M; U, Ms et aux représentations p et p” respectivement. On obtient les suites exactes

suivantes :
Jie—is i1 +i3
et
1@ g5 Tri iy
(5.21)  0———HL (M) "2 HL (M) @ H, (Mo) HL (F)— -

x

—1
p1, p3 = p2 et o7 = .
En combinant ces deux suites a laide de la commutativité du diagramme (5.19), on

dans lesquelles p] =

obtient le diagramme commutatif suivant :

OHH;(MK) *>H,}1(M1) EBH,L(Mg) HH;(F) —

&ealdl% l:

0— H)r (Mgr) — Hyr (M) @ Hyp (M) — HL(F) — - -

Ce diagramme permet de restreindre Iisomorphisme ¢, & Id : H} (My) @ H} (M) —
H;I (M) ® H/}E (M3) en un isomorphisme

™ HY(My) — H (Mg-).

Régularité de la représentation mutante. — Nous sommes maintenant en mesure d’étudier
la régularité de la représentation mutante. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 5.36. — Soit p: Gx — SU(2) une représentation irréductible. La représentation
p est réguliere si, et seulement si, p” est une représentation réguliere du groupe du nceud
mutant K.

Démonstration. — On vient de construire un isomorphisme 7% : H}(Mg) — H) (Mg-).
Ainsi dim H}(Mg) = dim H), (Mg-) et on conclut en invoquant la caractérisation de la
régularité donnée dans la Proposition 1.30. O

Intéressons nous maintenant a la m-régularité de la représentation mutante. Le résultat
présenté dans le lemme ci-dessous garantit 'invariance par mutation de la m-régularité d’une
représentation.

Lemme 5.37. — Soit p: Gx — SU(2) une représentation irréductible. La représentation
p est m-réguliere si, et seulement si, p” est une représentation m-réquliére du groupe du
neud mutant K.

Démonstration. — Soit p : Gg — SU(2) une représentation m-réguliere. On constate que
le méridien de K7 est a 'inverse pres le méridien de K, on les désigne tous les deux par m.
Puis, on note P (resp. P7) I'unique vecteur de S? tel que :

p(m) = cos(f) 4 sin(A)P avec 0 < 0 < 7
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(resp. p"(m) = cos(0™) 4 sin(0")P™ avec 0 < 07 < 7).
Comme p" (m) = p(m)*1, il vient P™ = £P.
D’apres le Lemme 5.36, la représentation mutante p” est réguliere ; pour vérifier la m-
régularité de p7 : G- — SU(2) il ne nous reste plus qu’a établir que la forme linéaire

e H;T(MKT) — R, u s (u(m), PT),

m

est un isomorphisme ou, ce qui est ici équivalent, est non identiquement nulle (¢f. Corollai-
re 1.38).

Comme p est m-réguliere, ff, : H)(Mg) 3 u— (u(m), P) € R, est un isomorphisme ; en
particulier il existe u € H) (M) tel que f£,(u) = (u(m), P) = 1.

Soit z € Der, (M) telle que u = [z] et notons (z1, 22) = (j(2), —j5(2)) € Der,, (M) @
Der,, (M>) (voir la suite exacte (5.20)). Un tel élément appartient au noyau de i} + i3 et par
suite son image (2, 25) = (¢, ©1d)(21, z2) appartient au noyau de 7*i} + % (par commutati-
vité du diagramme (5.19)). Il existe donc 2’ € Der,- (Mg ) tel que (j1 ®—3457)(2") = (21, 23).
Soit enfin u’ = [2'] € H}. (Mk-), on a® (u/(m), PT) = (u(m), P) = 1, d’olt le résultat an-
nonce. O

Le lemme précédent nous garantit d’une part que la représentation mutante p” est m-
réguliere et d’autre part nous fournit une méthode pour obtenir (algébriquement) la base de
référence de H), (Mg-) & partir de celle de H)(Mf).

Régularité forte. — Rappelons qu’'une représentation irréductible p : Gxg — SU(2)
est réguliere si, et seulement si,’homomorphisme H,(My,dMy) — Hj(Mg) est nul
(¢f. Définition 1.26 (i)). Rappelons ensuite quelques propriétés des espaces de représen-
tations sur lesquels on travaille. Notons p : Gxg — SU(2) une représentation réguliere.
Alors :

1. La sphere de mutation F' (voir Figure 5.5) a méme type d’homotopie simple qu'un
bouquet de trois cercles et pour la représentation irréductible ¢ : m (F') — SU(2), on
a dim HL(F) = 6.

2. Les variétés M;, i = 1,2, sont des variétés tridimensionnelles dont le bord OM; est
une surface de genre 2. On a x(M;) = —1. De plus, ¢ = (i), () €tant irréductible,
la représentation p; : w1 (M;) — SU(2) est aussi irréductible. Ecrivons la suite exacte

longue en cohomologie & coefficients dans la représentation Ad o p; associée a la paire
(M;,dM;), on obtient :

1 1 i 1 2 2
O*)Hpi (Mi, 8M1-)HHM (MJ*}HPI_ (aMi)*)Hpi (Mi, 8M1-)HHM (aMz)*)O

On constate que dim H) (M;) = 3 + dim H}, (M;) et par dualité de Poincaré, on tire
rgi* = 3, de sorte que dim H, (M;) > 3.

Définition 5.38. — On dit qu’une représentation réguliere p : G — SU(2) est fortement
réguliére lorsque Hgi (M;) =0 pour i =1,2.

(9En voyant le produit scalaire comme une trace ; plus précisément, on a la formule (u(m), P) =

Famg T (u(m)p(m)).
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De la discussion ci-dessus, on déduit les caractérisations équivalentes de la régularité forte
données dans la proposition suivante.

Proposition 5.39. — Soit p : Gx — SU(2) une représentation régquliére, les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. la représentation p : Gx — SU(2) est fortement réguliére,

2. dim H} (M;) = 3, pouri=1,2,

3. l’homomorphisme Hgi (M;,0M;) — Hgi (M;) est nul, pouri=1,2.

Remarque 5.40. — On ignore s’il existe des représentations réguliéres qui ne sont pas
fortement régulieres.

5.5.4. Torsion associée au nceud mutant en la représentation mutante. — On se
propose d’établir dans ce paragraphe le théoreme suivant.

Théoréme 5.41. — Sip: Gx — SU(2) est fortement réguliére, alors

(5.22) T;ET ort = iT/f(.
Démonstration. — Fixons un vecteur non nul v € H ; (Mg). Pour comparer les torsions
T,ff (7*(v)) et 7/ (v) qui apparaissent dans 'égalité (5.22), on utilise les suites de Mayer-

Vietoris en cohomologie & coefficients tordus associées respectivement a My = M7 Ug Ms
et Mg = My U, Ms.

La suite de Mayer-Vietoris en cohomologie & coefficients tordus associée a Mg = M; Urg
M est la suite exacte H* suivante :

(5.23)
i
M 0—— HL (M) —L 5 HY (My) @ HY, (M) "2 B (F)—2 H2 (M) ——0.
La formule de Mayer-Vietoris, nous donne ensuite 1’égalité :

(5.24) T;((’U) -tor(F; Adp, hp) - tor(H*) = tor(My; Ad o p1,hyy, ) - tor(Ma; Ad o pa, hyy, ),

dans laquelle hyy, est une base de H) (M;), i = 1,2, et hp est une base de HJ(F).
La suite de Mayer-Vietoris en cohomologie a coefficients tordus associée a Mg = M7 U,

My est quant a elle la suite exacte HZ suivante :
(5.25)

* 7 GRS or
i 0——H ) (M) ——H (M) ® Hjp (M2)——H ] (F)——H}. (Mg~)——0.
La formule de Mayer-Vietoris donne cette fois 1’égalité suivante :
(5.26) Tgf (7% (v))-tor(F; Adgp, hp)-tor(H:) = tor(My; Adop], hay, )-tor(My; Adopy, hyy, ),
ou ici, BMi est une base de H;T (M;), i =1,2, et hr est une base de H;,(F) De plus, on a

—1
p1 et py = pa.

T x

P1 =
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Fixons hyy, une base quelconque de H, (M;), i = 1,2, ainsi qu'une base hp de HJ(F).
Choisissons comme base de H;I (M) la base hyy, ot hy, = é.(hyr,) et comme base de
leg (My) la base hyy, de H), (My). Les formules (5.24) & (5.26) donnent donc :

T ((v)  tor(K)

E (v)  tor(H,)

L’assertion suivante est consacrée & la comparaison des torsions tor(H) et tor(H,).

Assertion 5.42. — On a :
A (7' (v))  tor(H)

= = +1.
X (v) tor(H.)
Démonstration de lassertion. — Calculons les deux torsions de Reidemeister tor(H) et

tor(H,) :
(2

1. Soit b une base de im(i} + 3), Ef) un relevé de h, ) par 9 et ¢ = f(v) un générateur
de im f (voir la suite (5.23)). La torsion tor(H) est donc :

tor(H) = £[bh(® /hp] - [cb/har hag,] 7.
2. De méme, soit b’ une base de im (7%} +43%), iNLfT) un relevé de h,(ﬁ) par 97 et ¢/ = fTort(v)
un générateur de im f7 (voir la suite (5.25)). Le torsion tor(H,) est donc :
tor(H,) = £[b'A'Y /hp] - [¢'b /By g, L
Comme de plus ¢ = ¢, ® Id(c), on a en fait [cb/hy;, hpg] = [¢'b/ /hyy,hpg,]. De sorte
que :

T (T (v)) =) 7
2 = +[bh? /b'RY].
0 bk /bR ]

Il ne nous reste donc plus qu’a calculer le changement de base [blNLE,Q) / b/TLE)%—)]. D’emblée
on a

A2 /bh@) = b/ /b] - [R5 /P
et le calcul de ce changement de base repose sur le diagramme commutatif suivant, dans
lequel on cherche & comparer deux bases du méme espace H, é(F) :

e H (M) © H, (M) —— HL(F) —%— H2(Mg) —— 0
Jd)IEBId l_
67’

Le calcul se divise en deux parties :

1. Calcul de [b’/b]. Le changement de base [b’/b] peut s’interpréter comme le détermi-
nant det((7*i} +1i3) o (i} +i3)~ 1) avec

b HY (My) @ HY (Ms)/ ker(if + i%)—s im(if + i3)
et
T T iy HY (My) @ HY (M) ker(7%i] + i3)—— im(7*} +d3),
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respectivement induits par ¢} + 5 et 7%4] 4+ ¢5. Comme 'action de 7 sur 'espace des
représentations de 71 (F) dans SU(2) est, & conjugaison pres, triviale (cf. Lemme 5.26),
on en déduit que 7* : HL(F) — HJ(F) coincide avec I'identité. On obtient donc
[b’/b] =1.

. Calcul de [EE,%) /}L'EJZ)]. On va établir I'égalité [ﬁ;?/ﬁ,?ﬁ = +1 en vérifiant que 97 (7L,(32))
est, & signe pres, I’élément de référence h;%) de H,%T (Mg-).

Pour cela, commencons par rappeler les définitions de hff) et de h;%) (cf. Para-
graphe 2.6.2). Tout d’abord, I’élément P € S? tel que p(m) = cos(f) + sin(6) P, avec
0 < 6 < 7 est & signe pres I'élément P™ € 52 tel que p”(m) = cos(7) + sin(07) P,
avec 0 < 07 < m, car le méridien de K7 est, a 'inverse pres, le méridien de K.
Notons ensuite ¢ : IMg — Mg et 1. : OMg- — M- les inclusions usuelles, puis ¢ €
H?(0Mg;R) = Hom(Hy(0Mp; Z),R) et ¢ € H*(OMg-;R) = Hom(Ha(0Mg-;Z),R)
les éléments correspondants aux classes fondamentales de Ho(OMg; Z) et Hy(OMk~-; Z)
respectivement. Par définition, on a :

P (M) =cet PT— i(h{P) = ¢
Le bord de la sphere de mutation F est la réunion de quatre cercles notés Si, ..., S}

(cf. Figure 5.5). Considérons les diagrammes commutatifs suivants, obtenues en exa-
minant les suites de Mayer-Vietoris et en utilisant les homomorphismes de restriction

sur le bord :
H2(My) ——— H2(0Mg) 2= H*(0My;R)
IS
W) 4 4
HY(F) =2 P HLS)) — P H'(SHR)
=1 =1
et

4
(G L)
HY(F) == P HLS}) —— P H'(S};R)

=1 =1
97
J/ J/(V—

H? (My+) — H2 (0Mg+) £=% H2(0MK-; R)

On constate que 6(t) = ¢ si, et seulement si, §7(t) = £¢”. De 14, on en déduit donc
que a(hﬁf ) = hff) si, et seulement si, 8T(h§32)) = ihfﬁ) ce qui permet de conclure que
() /h$)) = 1.

O
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5.5.5. Problemes et perspectives. — Dans ce dernier paragraphe, on a rassemblé
quelques problemes soulevés par ’étude que ’on vient de mener.

1. Que se passe-t-il si 'on ne suppose plus la représentation p : Gx — SU(2) fortement
réguliere mais seulement réguliere 7

2. On a montré que la m-régularité était une propriété invariante par mutation. Est-il
possible d’associer a une courbe simple fermée p du bord O0Myg de Mg une courbe
simple fermée p™ du bord OMk- de Mg~ satisfaisant la propriété suivante :

p est p-réguliere si, et seulement si, p” est u”-réguliere.
Notons que p peut s’interpréter comme un “framing” de K. Le probléme revient donc
& construire un “framing mutant” pour K7, un peu comme dans [Ron93].
Serait-il alors possible d’établir une formule du type :
K7 (1 K(p(1
7 (b (7)) = 7 (0D ()

avec p une représentation p-réguliere ?
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