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Préliminaires

« Je laisse intentionnellement de cété la plus ou moins grande
longueur pratique des opérations ; l’essentiel est que chacune de
ces opérations soit exécutable en un temps fini, par une méthode
stire et sans ambiguité »*

Emile Borel, Le calcul des intégrales définies

2Un grand merci & JC.

Prolégoménes

Ce travail a été effectué dans le groupe théorie de I'Institut de Physique
Nucléaire de Lyon. Il s’insére dans la thématique générale de 1’étude de
la transition de phase chirale en physique hadronique.

Cet exposé a pour ambition de présenter une nouvelle méthode de calcul
en théorie quantique des champs. Cette méthode est non-perturbative,
terme qui regroupe, par opposition, toutes les méthodes qui ne consistent
pas en un développement en série de perturbations. Précisément, nous
appliquerons I'approximation de la phase aléatoire (RPA), une méthode
largement utilisée dans le probléme & N corps nucléaire. L’équivalence for-
melle entre probléme a N corps et théorie des champs (utilisant le méme
formalisme de la seconde quantification) nous permet en effet d’adapter
la RPA en théorie des champs.

Voulant rendre le texte abordable par des non-spécialistes du probléme
a N corps, je m’efforcerai de présenter d’une fagon claire les notions
utilisées, en insistant sur le vocabulaire qui est essentiellement celui du
probléme a N corps et peut intriguer le lecteur plus familier de la théorie
des champs. Ce vocabulaire présente l'intérét d’étre “imagé” et se préte
particuliérement bien aux interprétations physiques intuitives. Cepen-
dant, il convient de clairement le définir afin de ne pas introduire de
confusions.
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Souhaitant traiter le probléme avec une certaine rigueur (au moins for-
melle) et afin que le lecteur mathématicien puisse comprendre 1'exposé,
j'ai essayé de donner des énoncés précis des notions introduites, tentant
de me prémunir contre 1’habituel écueil du manque de communication
entre mathématicien et physicien.

Je m’attacherai a présenter la méthode RPA en théorie quantique des
champs en énoncant clairement les difficultés et en introduisant expli-
citement chaque nouvelle approximation nécessaire a la poursuite des
calculs.

Pour finir ces prolégoménes, suivant 1’esprit de la citation de Emile Bo-
rel, je ne détaillerai pas la totalité des calculs. En particulier, le calcul
de la matrice RPA est long mais la méthode est « sans ambiguité » si
bien qu'un ordinateur peut la comprendre. Cela m’a conduit & écrire un
programme de calcul formel dans le langage CAML qui fiit d’une grande
aide dans la partie technique de ce travail.
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ntroduction

A Dorigine, 'approximation de la phase aléatoire a été introduite en physique statistique
des systéemes hors équilibre. L’élément de base pour comprendre de tels systémes est la
densité macroscopique p(7,t) (de moyenne p) qui décrit I'état du systéme (soumis a la
densité de potentiel intérieur v;,,;). Lorsque 1'on étudie les fluctuations autour de 1’équilibre
(dont on sait 'importance puisque leur mesure permet d’avoir des informations sur la
dynamique du systéme via le théoréme de fluctuation-dissipation) d’un fluide inhomogéne
(& N particules), on est amené & considérer le calcul de la fonctionnelle d’énergie libre.
L’approximation de la phase aléatoire permet de ’évaluer d’une facon approchée. On définit
le facteur de structure (en composante de Fourier) S(k) = 1/p (prp—k). Cette fonction
décrit la structure moyenne du fluide autour d’une particule donnée et permet de voir
I'importance des corrélations aux plus ou moins grandes échelles. Elle s’interpréte aussi
comme une compressibilité généralisée puisqu’elle elle est proportionnelle, dans la limite
des grandes longueurs de corrélations, & la compressibilité thermodynamique définie a
Péquilibre. Le théoréme de fluctuation-dissipation s’écrit (pr) opurpe = —p/ (kT)ViS(k)
(ou V' est un potentiel perturbant le systéme initial). S(k) caractérise donc 'amplitude de
la réponse (en densité) du systéme & une perturbation de vecteur d’onde k. D’aprés Kohn
(1967),

Fp(7)] = F, [p(7)] +/ d*r p(F)V(7), (1)

ou [, est ’énergie libre propre a la densité inhomogeéne p. Une méthode d’approximation
pour les faibles inhomogénéités consiste a écrire un développement fonctionnel a I'ordre
deux faisant apparaitre |p;|* donc S (k). Pour trouver une valeur approchée de S(k), il existe
des développements de cette fonction pour les grandes longueurs d’ondes (donc en o(k?)).
L’approximation de la phase aléatoire va au contraire introduire une resommation de la
série formelle précédente ne se limitant pas a I'ordre deux. Il s’agit d’une approximation
basée sur le fait que les corrélations spatiales de densité suivent linéairement la fonction
de structure du systéme homogeéne Sy(k). On écrit alors

pr = =L So(k) (V () + prvin(E))
kgT
c¢’est-a-dire
SRPA(k_) _ Sg(k)

1+ pSo(k) g
L’ingrédient de base de cette approximation est donc une approximation sur les corréla-
tions de densité. Elle peut également étre introduite dans I’étude du probléme & N corps



12 PRELIMINAIRES

puisqu’il s’agit d'une approximation sur les corrélations d’un systéme perturbé par rapport
a un systéme libre. L’idée est d’incorporer des corrélations & deux corps (ou deux parti-
cules) dans le calcul par exemple d’une énergie (comme cela se fait dans le développement
de la fonctionnelle d’énergie libre), en imposant que leurs corrélations soient celles du sys-
téme non-perturbé. Par exemple pour un systéme quantique fermionique, considérons les
excitations créées par un opérateur A du type AT = a;f, a,. C’est une excitation du type
particule-trou ('indice p signifie “particle” et I'indice h “hole”) dans la mer de Fermi (cet
exemple introduisant le langage trés imagé dont il était précédemment question). L’ap-

proximation précédente se traduit par <AQAL> = <AQAE> . Dans le vocabulaire que nous

introduirons au chapitre 2, il s’agit en fait de la RPA sta?ndard avec excitations a deux
particules. La méthode peut étre améliorée pour tenir compte de corrélations d’un ordre
supérieur (en ajoutant d’autres excitations qui peuvent étre d’ordre supérieur, ou de type
différent, c’est-a-dire en prenant un opérateur A’ plus complexe), puis pour calculer les
corrélations d’une fagon cohérente (RPA autocohérente ou SCRPA).

La théorie des champs peut s’exposer dans un formalisme proche de celui du probléme
a N corps. Cette équivalence formelle va nous permettre d’adapter la RPA en théorie des
champs.

Enfin, nous avons présenté et étudié uniquement des problémes bosoniques mais le
formalisme peut étre aisément adapté au cas fermionique (d’ailleurs, il est le plus couram-
ment utilisé pour des problémes fermioniques, par exemple, dans un modéle nucléaire). Les
détails techniques eux, vont étre radicalement changés.

Le plan de cet exposé sera donc le suivant.

Tout d’abord, aprés avoir vu l'intérét des méthodes non-perturbatives, nous présente-
rons quelques points du formalisme général de la théorie des champs, puis nous introduirons
celui des fonctions de Green (encore appelées fonctions de corrélations ou corrélateurs). Il
permet d’exposer formellement le probléme de la théorie statistique des champs d’une fa-
con synthétique, en particulier les méthodes non-perturbatives. Nous travaillerons ensuite
dans le cadre de la théorie des champs a température nulle mais les extensions & tempéra-
ture finie s’en déduisent de fagon naturelle grace au prolongement analytique dans le plan
complexe des fonctions de corrélations.

La RPA peut étre exprimée en terme de fonctions de Green, lorsque elle est exposée
grace a des équations de Dyson (Dyson Equation Approach ou DEA). Elle sera présentée
dans un deuxiéme chapitre, sous cette forme ainsi que sous sa forme originale en termes
d’opérateurs d’excitation (méthode utilisée largement en probléme a N corps nucléaire). Il
s’agit de I'approche dite des équations du mouvement.

Dans le troisiéme chapitre, elle sera étendue dans le cadre relativiste pour un champ
bosonique. Nous appliquerons ce formalisme sur le modéle le plus simple de théorie des
champs scalaires en interaction, le modéle A\®*, et calculerons I’équation des modes et
I’énergie de corrélation. Préalablement, nous exposerons I’approximation gaussienne de ce
modéle, a température nulle et finie.
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Nous poursuivrons par 'application de la méthode & un modéle effectif utile en physique
hadronique et pour I’étude de la restauration de la symétrie chirale, le modéle o—linéaire.
En écrivant ’équation des modes, nous verrons que le théoréme de Goldstone est vérifié,
alors qu’il ne I'est pas dans ’approximation gaussienne.

Enfin, afin d’approfondir et de résoudre certains des problémes rencontrés dans les
chapitres précédents, on présentera une nouvelle version de la RPA dans le modéle simple
de l'oscillateur anharmonique.

En conclusion, on soulignera les succés et les difficultés rencontrés. On discutera de
possibles futures applications tant dans des domaines ot il s’agirait d’un prolongement des
techniques existantes que pour des problémes plus fondamentaux.

Cette these est l'objet de trois publications réguliéres,
« A consistent approxrimation scheme beyond RPA for bosons », D. Davesne,
M. Oertel, H. Hansen, nucl-th/0206031,
paru dans European Physical Journal, A16 (2003), p.35-42

« Random Phase Approzimation and Ezxtensions Applied to a Bosonic Field
Theory », H.Hansen, G.Chanfray, D.Davesne, P.Schuck, hep-ph/0201279,
paru dans European Physical Journal, A14 (2002), p.397-411

« Some applications of renormalized RPA in bosonic field theories », H. Hansen,
G.Chanfray, nucl-th/0305063,

et d’une publication dans des comptes-rendus de conférence,
« Renormalized Random Phase Approximation in Quantum Field Theory », pu-
blié dans le compte-rendu de la conférence “Chiral Fluctuations in Hadronic
Matter International Workshop”, IPN Orsay, Septembre 2001.
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Table des notations

Pour ne pas alourdir inutilement I’exposé, nous noterons de la méme fagon les différentes
quantités physiques calculées dans les diverses approximations, du champ moyen a la RPA.

Notations relatives au formalisme de la théorie des champs
KP Spectre (ensemble des valeurs propres) de I'opérateur

F Espace de Fock abstrait
Parameétre, variable ou nombre quantique

€ e Energie du mode de champ moyen a une particule
Q Energie du mode RPA & une particule
Eo Energie de champ moyen
Eoorr Energie de corrélation RPA
M Masse du mode de champ moyen
M Masse du mode RPA
k ou k ou K Parameétre d’impulsion
W e Variable d’énergie ou fonction w(p) = y/p? + m?
S Variable énergie au carré
Opérateurs
a,at Opérateur de destruction et de création général
b Opérateur de destruction et de création de Bogoliubov
Al Opérateur d’excitation RPA
B . Elément d’une base d’opérateurs de création et de destruction
Qe Opérateur RPA
A Trace
Indices
a,b,--- o Indice matriciel composite se référant & un opérateur
d’excitation de type A,
Fonctions
Gaa(t,t) o Fonction de Green pour les opérateurs A et A’
Gipw) L Abréviation pour les fonctions de Green des opérateurs
d’excitation RPA A, et AI
G(E, D) e Propagateur
N Densité scalaire
Matrices

G Matrice de fonctions de Green
M Matrice norme (2.111, p.51)
H o Matrice de double-commutateurs
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Outils théoriques d’étude
du probléme

Chapitre

Ce premier chapitre va présenter le cadre dans lequel se déroule la suite
de I’exposé. Nous nous interrogerons sur la théorie quantique des champs,
le vocabulaire, les idées intuitives puis le formalisme que nous utiliserons
tout au long de ce travail.

Dans un premier temps, nous aurons une approche plus intuitive et phy-
sique du probléme, en commencant par quelques généralités sur la théorie
des champs.

Puis dans une partie plus technique, nous choisirons de décrire la théorie
des champs comme une généralisation du probléme & N corps. Cette
approche nous est utile par la suite pour adapter les techniques usuelles
du probléme a N corps en théorie des champs. Le vocabulaire spécifique
a ce domaine sera également présenté.

Apreés avoir souligné 'importance des techniques non-perturbatives de
calculs, nous présenterons succinctement deux d’entre elles, I'approxi-
mation du champ moyen et I’approximation de la phase aléatoire.
Enfin, nous aborderons quelques aspects du formalisme mathématique
de la théorie des champs, en particulier celui des fonctions de Green.

1.1 Comment étudier une théorie quantique des champs ?

1.1.1 Considérations générales

On s’entend en général sur la formalisation suivante d’une théorie physique. Une théorie
ou un modeéle physique postule ’existence d’un espace appelé espace des états, d’'une mesure
sur cet espace (cela s’entend au sens mathématique comme au sens physique) et d’un
postulat d’évolution de ces états (ou dynamique de la théorie).

Mais il convient de trouver le bon modéle décrivant un systéme donné. Si le modéle
composé d’un ensemble & un élément, d’une mesure triviale et d’une évolution triviale
décrit bien une particule seule dans I’espace en théorie classique, il va cependant étre assez
inadapté pour décrire un quelconque autre probléme !

Une facon d’introduire la théorie quantique des champs est de la considérer comme la
généralisation pour un champ classique de la quantification canonique. La quantification
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canonique permet de déduire d’un probléme de mécanique classique dans un espace de
configuration de dimension finie (qui est alors ’espace des états, R x R par exemple, pour
une particule dans un espace a une dimension) une théorie quantique dont I’espace des états
est un espace de Hilbert L?>(R), c’est-a-dire un espace de fonctions. On ne peut donc plus
du tout envisager la méme réponse a la question “qu’est ce que résoudre un probléme de
mécanique” lorsqu’il s’agit d’une théorie quantique ou classique. Pour le modeéle classique,
on a une description en terme de trajectoire et d’énergie de la particule. Pour le méme
probléme quantique, la trajectoire n’a plus de sens (mais ’état, c’est-a-dire un élément de
’espace de Hilbert, nous renseigne sur la fagon dont la particule “occupe I'espace”) mais
I’énergie reste une donnée fondamentale. Ainsi, I’énergie est au cceur de la physique. La
réponse a notre interrogation pourrait donc étre, “trouver le spectre d’énergie”.

En théorie des champs, la notion d’énergie s'impose d’autant plus que la théorie de la
relativité montre 1’équivalence de la masse et de 1’énergie.

Ainsi, dans cet exposé il sera beaucoup question d’énergie mais aussi de particules,
puisque cette équivalence masse-énergie fait que 1’on peut voir chaque excitation du champ
(qu’on peut considérer comme un paquet d’énergie) comme une particule (on parlera aussi
de quasi-particule, c’est une question de convention, ce terme étant réservé a une excitation
collective cohérente au sens ou elle se comporte comme une particule, c’est-a-dire qu’elle
conserve sa “forme”, sa masse ou son énergie au cours du temps).

1.1.2 Lien avec le probléme & N corps

Dans la méthode de quantification canonique, les états de la théorie quantique des
champs sont des fonctionnelles. Il s’agit donc de traiter ce probléme d’une fagon non-
perturbative.

On définit le terme de méthode non-perturbative par opposition a la méthode habituelle
de développement en série d’une certaine constante, lorsque elle est suffisamment petite.

Le but est de calculer le spectre du hamiltonien (on parlera également de spectre d’ex-
citation ou tout simplement, excitation), c’est a dire, les valeurs propres, ainsi que les états
propres. Nous avons en principe un probléme d’équations différentielles fonctionnelles a
résoudre, ce qui est en pratique impossible, sauf dans un nombre trés réduit de cas.

La méthode dite de seconde quantification éclaire un peu le probléme. Dans ce forma-
lisme, la théorie quantique des champs peut étre construite en faisant interagir de plus en
plus de particules régies par la mécanique quantique. On peut voir cela comme un pro-
bléme a nombre infini de corps en interaction. C’est pourquoi nous allons faire I’amalgame
entre les deux théories qui sont pourtant au départ profondément différentes. Nous ferons
en sorte que le télescopage du vocabulaire de ces deux champs n’entraine aucune ambi-
guité en définissant chaque terme employé (concernant le probléme a N corps quantique, on
pourra consulter [MS59, RS80, FWT71|). La relativité apporte un ingrédient supplémentaire
au probléme (un peu de piment & la recette) en permettant de surcroit la création ou la
disparition de particules.
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1.2 Les méthodes non-perturbatives

Une premiére méthode d’approche d’un probléme est de se ramener a un cas connu, et
d’étudier les déviations relatives a cet état (il peut s’agir d’un développement perturbatif).

Dans une certaine mesure, la méthode non-perturbative dite de champ moyen, ap-
partient a cette catégorie, puisqu’il s’agit de décomposer un probléme a N corps, en N
problémes a un corps. En théorie des champs, il s’agira de calculer des quantités sous
forme d’éléments de matrice, sur un état déja connu.

Cette méthode de champ moyen peut aussi étre vue comme une méthode variation-
nelle. Il s’agit d’'une autre fagon d’aborder le probléme général évoqué. On choisit un état
paramétré. La variation des paramétres va nous permettre “d’explorer” 1’espace des états
et les minima de I’énergie nous permettent de savoir si nous sommes proches d'un état
physique (vecteur propre du hamiltonien) du systéme.

La méthode que je vais introduire ici est de ce type. Cependant, il ne s’agira pas
d’explorer I'espace des états mais ’espace des opérateurs, afin de trouver d’une facon
approximative des opérateurs qui, agissant sur ’état fondamental, nous donnent les états
excités.

Une difficulté cruciale apparait ici, puisque 1’état fondamental ou vide est inconnu. De
plus, il peut étre dégénéré.

On voit immédiatement qu'une étape intermédiaire dans la mise en oeuvre de cette
méthode est I'utilisation d’un vide “connu” par exemple, le vide calculé dans une approxi-
mation de type champ moyen. La méthode perd cependant son caractére variationnel (voir
la discussion sur le critére de Ritz, section 2.5, p.57, qui indique que I’énergie de 1’état
fondamental calculée dans une méthode variationnelle est toujours surévaluée).

En théorie des champs hadroniques, le développement de méthodes non-perturbatives
est essentiel. En effet le développement perturbatif de QCD n’est valable qu’a haute éner-
gie. Ces méthodes sont peu répandues et péchent par leur manque de systématisme. Par
exemple, les développements chiraux ([Hol95, Pic95|), les méthodes semi-analytiques ba-
sées sur les propriétés particuliéres de QCD , les résultats exacts obtenus sur les systémes
intégrables, etc, sont de telles méthodes mais leur champ d’application est trés restreint.
L’approximation du champ moyen admet une interprétation physique claire et atteint cette
ambition de systématisme. La théorie des champs sur réseau et les calculs Monte-Carlo (voir
|[KFS96]) également mais on peut plutot la voir comme une technique de calcul “direct”
des quantités qui apparaissent en théorie des champs, en “implémentant” des méthodes
numériques pour 'analyse fonctionnelle (voir [Han98| et les références citées pour une
introduction au sujet). D’autres techniques non-perturbatives procédent d’une fagon plus
physique, par exemple la RPA ou la démarche est guidée par des notions d’excitations, de
corrélations, etc, et ol une interprétation en terme de diagrammes est possible.

1.2.1 Approximation du champ moyen

On rencontre trés souvent cette méthode, tant en théorie des champs (plutot vue sous sa
forme d’approximation gaussienne) qu’en probléme & N corps (aussi appelée, approximation
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de Hartree-Fock ou Hartree-Fock-Bogoliubov).

Rappelons que l'esprit d’'une méthode d’approximation revient souvent a étudier les
déviations autour d’un cas connu. Les déviations peuvent étre calculées en supposant que
le potentiel qui perturbe le systéme connu est faible, et on obtient des méthodes dites
perturbatives. L’approximation du champ moyen est différente. Prenons un systéme de
N particules interagissant d’une facon complexe. Comme dans le cas du probléme a N
corps en mécanique newtonienne, le calcul analytique est impossible. Les interactions, les
forces peuvent étre décrites en terme de potentiel, dans ce cas, un potentiel a N corps.
La trajectoire d'une particule dans un potentiel & un corps est trés facilement calculable
(pas toujours analytiquement, mais au moins, numériquement). L’idée de I'approximation
de champ moyen revient & trouver une facon de réécrire le potentiel complexe & N corps
qui influence une particule comme un potentiel & un corps (le potentiel moyen ou champ
moyen), moyennant effet des autres particules. Toute la difficulté de I'approximation re-
vient a trouver ce potentiel.

Il y a des facons systématiques de calculer ce champ moyen. L’approximation gaus-
sienne, par exemple, est utilisable dans le cas ou ’on perturbe un oscillateur harmonique.
On connait la forme des états de I’oscillateur harmonique, en particulier, I’état fondamental
est gaussien. Le potentiel perturbateur va faire que les états du systéme perturbé sont des
mélanges des états de l'oscillateur harmonique, comme si il y avait des interactions entre
ces états. Ce sont ces derniers qui sont les NV corps du schéma précédent. Dans ’esprit
du champ moyen, on estime que le nouvel état fondamental doit ressembler & celui du
fondamental sans interaction et donc on le cherche sous la forme d’une gaussienne (voir la
méthode 1, section 2.1, p.34).

Une autre fagon de voir les choses est de chercher les paramétres d’un oscillateur har-
monique qui reproduirait au mieux 1'énergie de l'oscillateur perturbé (voir la méthode 3,
section 2.1, p.37).

L’approximation Hartree-Fock-Bogoliubov (voir la méthode 2, section 2.1, p.34), équi-
valente aux précédentes, met elle en jeu des opérateurs.

L’approximation du champ moyen peut étre présentée enfin d’une facon beaucoup plus
générale dans le contexte du formalisme des fonctions de Green (ou fonctions de corréla-
tions). Elle consiste a dire que les corrélations a deux particules s’expriment comme des
produits de corrélations a une particule (voir la section 1.4, p.24).

1.2.2 L’approximation de la phase aléatoire

L’esprit de la méthode RPA est d’aller au-dela du champ moyen en considérant des
interactions, des corrélations entre particules (pour reprendre le vocabulaire du probléme
a N corps). On peut voir cette méthode comme une approximation de type champ moyen
non pas pour les particules elless-mémes, mais pour le gaz des excitations élémentaires
quantiques du systéme. La base de cette méthode est d’écrire un développement d’un
opérateur dit d’excitation qui a la propriété de créer un état excité lorsqu’il est appliqué
sur I’état fondamental de la théorie. Les inconnues du probléme sont donc, le vecteur
de l'espace de Fock qui décrit le vide de la théorie et les coefficients du développement
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de l'opérateur d’excitation pour chaque niveau excité. Notons enfin que par rapport aux
méthodes directes (théorie de champ sur réseaux), la RPA se préte a une interprétation
diagrammatique

L’intérét initial que nous avons porté a cette méthode est - outre qu’elle soit bien connue
en probléme a N corps, probléme qui nous I'avons vu est fortement relié a la formalisation
de la théorie des champs - qu’elle soit systématique. Son application au probléme de la
transition de phase chirale dans la matiére nucléaire est notre objectif & plus long terme
Pour étudier cette transition de phase, seul nous intéresse le calcul de 1’énergie de 1’état
fondamental, ou plus précisément, le potentiel effectif. Le potentiel effectif est cette énergie
du fondamental, calculée en fonction du paramétre d’ordre de la transition. Ainsi, nous
n’aurons pas a chercher les énergies des états excités (structure de bande), mais le potentiel
effectif prendra en compte les corrélations entre états excités et donc, nous aurons besoin des
modes propres de la théorie, c’est-a-dire que nous aurons besoin de calculer le propagateur
a une particule.

Le formalisme ayant besoin d’étre adapté aux problémes spécifiques de la théorie des
champs (qui sont essentiellement le probléme de 'existence de représentations de 1’espace
de Fock non-unitairement équivalentes, la renormalisation et bien sir le respect de la
symeétrie du groupe de Poincaré), la premiére tache fit d’étudier un modeéle simple, scalaire
et facilement renormalisable.

Pour saisir intuitivement le probléme, considérons I’espace de Fock pour les champs sca-
laires. On peut construire une base de cette espace grace au hamiltonien du champ scalaire
libre massif. Les états de cette base sont appelés couramment états a N particules. On peut
alors voir le vide de la théorie avec interaction (par exemple A®*), comme une combinaison
linéaire des vecteurs de la base précédente. C’est en ce sens que l'on dit généralement que
le vide contient des excitations a plusieurs particules (il s’agit des particules définies dans
la théorie libre). On parle encore de vide corrélé. En effet, le calcul de I’énergie du vide met
en jeu des éléments de matrice entre états a différents nombre de particules de la théorie
libre, qu’on interpréte comme des corrélations entre états.

On peut voir (peu rigoureusement) la RPA comme un moyen de calculer les coefficients
du développement du vide corrélé jusqu’a un certain ordre (selon le nombre de vecteurs de
la base de Fock qu’on utilisera, ou encore, selon le nombre d’excitations prises en compte).

Enfin, pour continuer a fixer les idées (et le lecteur égaré pourra se reporter utilement
a cette section), précisons un peu la méthode, toujours sans aucun calcul et avec peu de
rigueur mathématique mais plus d’intuition physique.

Nous avons donc besoin d’une base de Fock. Au lieu de choisir la base libre, nous
pouvons aussi choisir la base de champ moyen. Les déviations par rapport au champ moyen
engendrées par des corrélations entre particules peuvent étre calculées sur le champ moyen
(c’est la RPA dite standard). Cela permet de réutiliser dans la méthode RPA des résultats
établis en champ moyen. Cela éclaire la phrase couramment utilisée, la RPA standard
consiste a rajouter des corrélations dans ’état fondamental de champ moyen (au sens ou
le terme prépondérant du vide RPA sera cette fois le vide de champ moyen auquel on
ajoutera des vecteurs correspondant aux états excités du champ moyen). On a en quelque
sorte un gaz d’excitations élémentaires dont on calcule les propriétés sur le champ moyen
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qui les a engendrées.

Au-dela de la RPA standard, le but final est d’établir une méthode autocohérente,
c’est-a-dire ne nécessitant pas l’utilisation a priori de tel ou tel état de ’espace de Fock.
On étudie le gaz d’excitations mais sur un vide qu’elles contribuent a engendrer.

Finissons par une derniére remarque plus technique. Nous ne nous attacherons plus
par la suite au probléme de I'existence de représentations non-unitairement équivalentes
de I'espace de Fock. En RPA standard, la base est fixée, c’est celle des quasi-particules
de Hartree-Fock-Bogoliubov. La quantification est alors tout a fait standard (on se donne
une algébre canonique pour les opérateurs de champ). En RPA autocohérente (ne serait
ce que partiellement), la base sous-jacente est la base exacte (ou plus exactement la base
RPA, approximation & l'ordre considéré du nombre de particules, de la base exacte) et on
travaille toujours dans celle-ci.

1.3 Formalisme de la théorie des champs et du probléme
a N corps

1.3.1 Propriétés d’une algébre d’opérateurs de créations et de des-
tructions

Les propriétés que nous allons établir sont au coeur de ’aspect technique de cet exposé.
En effet, dans le formalisme de la seconde quantification de la théorie des champs, on
introduit naturellement des opérateurs dits de création (a') et de destruction (a), adjoints
I'un de l'autre et vérifiant [a, aT] = 1. Ils peuvent également étre introduits dans 1’étude
de l'oscillateur harmonique qui, on le sait, apparait trés souvent en mécanique puisque le
développement des petites oscillations d’un systéme autour d’un équilibre stable montre
que ce systéme se comporte en premiére approximation comme un oscillateur harmonique.

Notons que si deux opérateurs hermitiques (A" = A) vérifient une algébre [A, B] =
¢, c € C on pourra toujours définir un opérateur @, combinaison linéaire de A et B tel que
@, a] = 1.

Les résultats démontrés ici se généralisent immédiatement dans le cas ou a possede
des nombres quantiques, éventuellement continus. La loi d’algébre est alors de la forme
[ai,k, G,Tj’kl] = (5”5(]{7 — k,)

Définissons N, appelé opérateur “nombre de quanta” (ou nombre d’occupation),

N =d'a.

N est hermitique. Ses états propres forment une base de I’espace de Hilbert.

Propriété 1  Valeurs et vecteurs propres de N.
Les valeurs propres de N sont des nombres réels positifs. Les vecteurs propres ne sont pas
dégénérés.
Donnons les grandes lignes de la démonstration. Notons v et |v) les valeurs propres et les
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vecteurs propres de N. On a

[N, a] = —a (1.1)
[N, o] =a' (1.2)

Ainsi, af|v) est un état propre de N, car on a Na'|v) = (v + 1)a'|v). De méme pour
Na|v) = (v —1)alv). Les valeurs propres de N sont positives ou nulles (il suffit de prendre
le module de la relation précédente, or, un module est toujours positif ou nul). On voit
que l'action de a sur |v) diminue d’une unité la valeur propre. Par application successive
de a, on montre que si v n’est pas entier, on aboutit a une incohérence avec le résultat
précédent, en créant une valeur propre strictement négative.

Notons la conséquence immeédiate.

Conséquence 1 Il existe un état |0) appelé vide vérifiant a|0) = 0.

Reste a montrer la non-dégénérescence des états. C’est un résultat moins immédiat a
montrer. Pour cela on a besoin de deux lemmes.
Lemme 1 Si X et P, deux opérateurs hermitiques, vérifient [X, P] = i, alors S = e P
(A € R) génére des translations.
Pour cela, si on note |x) les états propres de X, on montre que (formule de Baker-Campbell-
Hausdorff) [S), X] = AS, et donc S, XS_, =X + A. De 14, on voit que S permet de fa-
briquer une infinité continue d’états propres de X, de valeurs propres réelles en translatant

de A la valeur propre de |x).

Lemme 2 Action de P en représentation «

U(x) = (z|V) est la représentation = de 'état W. Par suite, on montre grace au lemme 1
que (x|P|¥) = —i0,(x |¥).

Achevons la démonstration. X = 1/v/2(a+ia’) et P = 1/v/2(a—ia') vérifient les hypothéses
du lemme 1. Par suite on montre que la conséquence 1 devient en représentation x,

zz .

(x 4+ 0;)Wp(x) = 0 (on Wy(x) = (z|0)) soit ¥o(z) = ¢ ez et il n’est donc pas dégénéreé.
Les autres états se construisent par itération de afsur |0) et ne sont pas dégénérés.

Propriété 2 Calcul de commutateurs.
On montre par récurrence que

[a", a'] = na"" 1.3

a, a™] = na" ! (1.4)
et par suite

[f(a), a'] = 8.f(a) (1.5)

a, f(@)] = Gufla) (1.6)
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Ces derniers résultats sont trés pratiques car dans la suite nous aurons beaucoup de com-
mutateurs et double-commutateurs a calculer.

1.3.2 Espace de Fock - Opérateur création et destruction

Nous allons maintenant aborder des considérations plus techniques concernant la théo-
rie des champs bosoniques. Au départ d’une théorie quantique pour une particule, on a
besoin d’un espace de Hilbert H(". Si on considére deux particules identiques, vérifiant par
exemple une statistique de Bose (expérimentalement, on sait que les particules se rangent en
deux catégories, les bosons et les fermions, vérifiant respectivement des conditions dites sta-
tistiques de Bose ou Fermi), leur espace de Hilbert H(? sera le produit tensoriel M @H ™.
L’état de ces particules se décompose donc en une somme de produits tensoriels d’état de
H . Pour respecter la nature bosonique des particules, il faut imposer a ces états d’étre
symétriques lorsque 'on échange les deux particules. Ainsi, pour étre précis, 'espace de
Hilbert de ces deux particules devrait étre restreint aux états invariants par application de
Iopérateur de permutation P Pour décrire notre théorie des champs, on définit un espace
de Hilbert appelé espace de Fock F. Il est défini comme la somme directe infinie (on note
H© un espace de Hilbert de dimension un décrivant les états a zéro particule)

f:H(O)EBH(l)@...@H(”)... (1.7)

On note F) et F() les espaces de Fock respectivement symétrisé et antisymétrisé dé-
crivant un systéme bosonique ou fermionique. Pour le probléme a N corps, on se place a
priori dans un sous-espace de F dont le nombre de particules est fixé. Dans les cas ou le
nombre de particules n’est pas conservé, I’espace des états sera bien F en entier. Notons
que I'on parle d’espace de Fock, uniquement lorsque I’on peut définir un état, appelé vide,
qui doit posséder des propriétés que nous allons voir. Cette fagon de faire s’appelle seconde
quantification.

On peut définir d'une fagon formelle un opérateur a'(k) qui agissant sur un état de
F a N particules (donc ayant une décomposition uniquement sur %™ ) va ajouter une
particule a I’état et va mettre cette nouvelle particule dans I’état k. Cet opérateur est appelé
créateur. De méme, on peut définir un opérateur de destruction qui retire des états a un
élément de I'espace de Fock. Le commutateur [a(k), a'(k')] est nul si k # k' vu la définition
donnée (créer un état k' et détruire un état k sont des opérations que 1’on peut faire dans
n’importe quel ordre). Correctement normalisé, on montre que [a(k), a'(k)] = 6(k — k)
et donc ces opérateurs satisfont aux propriétés du paragraphe précédent.

On peut maintenant préciser le probléme. Considérons un hamiltonien H sur un espace
de Fock F et notons KP {|Va) },cpatcurs propres de zr ('indice a caractérisant une éventuelle
dégénérescence). Nous noterons FE, les énergies associées a ces états : H|v,) = E,|vq)-
Supposons enfin qu’il existe un état de plus basse énergie, appelé vide et noté |0), non
dégénéré par souci de simplicité.

On sait que P constitue une base de F et donc, tout état |w) se décompose selon

W)=Y el

A=(v,a)
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Or, pour fabriquer 'état |v, «), il suffit de partir de |0) et d’ajouter le bon nombre de
particules dans des états bien définis grace a des opérateurs de créations. On a donc

[A) o [Tal (£)10) (1.8)

(o signifie proportionnel). L’opérateur a est une fonction de k qui représente les nombres
quantiques décrivant I’état |v, a). Remarquons que si on n’impose pas la condition a(k)|0) =
0 pour tout k, on pourrait créer des états d’énergie inférieure a Ey. La condition pour que
la somme directe 1.7 soit effectivement un espace de Fock est ’existence d’un tel vide. Tout
les états de F peuvent donc étre construits selon 1.8.

A partir d’un opérateur Oy agissant sur %V, on peut le généraliser dans le cadre de
la seconde quantification pour qu’il agisse sur F et on le notera O. L’action de O sur un
état de Fock est simplement 'action de Oy sur chaque composante tensorielle de cet état.

L’ensemble des opérateurs de création et de destruction constitue une base pour les
opérateurs agissant sur F au sens ou,

st O € {opérateurs sur F}, alors, O = Z 0i;(a’)’ (@)’ (1.9)
ij

(pour faciliter I’écriture, nous n’avons pas explicitement indiqué que a et a” dépendent d’un
certain ensemble de nombres quantiques). Pour donner une idée rapide de la démonstration
il s’agit de faire agir O sur un état de F. On peut le décomposer comme une somme d’opéra-
teur & N corps (agissant uniquement sur N états |u;) de H(V). Cette restriction peut s’écrire
en termes de projecteurs par exemple pour deux corps, O = > ijr Gignrluwi) |ug) (ur | (wl.

L’action des projecteurs s’exprime alors en fonction des a et af.
Une autre fagon de le voir est de considérer la relation de fermeture de la base {|v)},

L=> vy

0 =3 )]0 )l = 3 (ulOl) a* 0y {0l (1.10)
Or [0)(0] =1 =3, [¥)(v| qui s’écrit également comme une combinaison d’opérateur a,
a' et [0)(0]. En injectant cette relation dans I'expression précédente, on montre bien 1.9
par itération.
En théorie des champs, on part directement d’'un hamiltonien de champ classique. Cet ha-
miltonien, fonction d’un champ et de son conjugué peut étre quantifié directement. Nous
verrons explicitement que ’on peut introduire des opérateurs de créations et de destruc-
tions, un état fondamental et donc, un espace de Fock. Il est naturel que ’espace de Hilbert
de la théorie des champs soit un espace de Fock (décrivant donc une infinité de particules)
car quantifier canoniquement le champ revient & considérer que chacun des ses degrés de
liberté (dont le nombre est infini) se comporte comme une particule quantique.
Enfin, il faut préciser que dans le cas de fermions, seuls quelques détails techniques changent.
Ainsi, les méthodes bosoniques expliquées dans cet exposé peuvent étre transposées pour
des théories de champs fermioniques (avec un espace de Fock d’état antisymétrisé) Le for-
malisme reste identique, ce sont les détails techniques de I'application pratique qui vont
changer.
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1.4 Formalisme des fonctions de Green en théorie des

champs

Les outils de base d’'une théorie de champs sont un espace de Fock, des
vecteurs et des opérateurs sur cet espace, lorsqu’on utilise le formalisme
opératoriel. Un autre formalisme peut étre utilisé. Il s’agit d’un forma-
lisme ot les vecteurs deviennent des fonctionnelles (I’équivalent pour les
champs de la représentation en terme de fonctions d’ondes pour une
théorie quantique, dans le cas ou I'on a un espace de Hilbert, L*(R)). Tl
existe enfin un formalisme mixte, celui des fonctions de Green (qui sont
du point de vue technique des distributions).

Le formalisme des fonctions de Green permet un exposé formel synthé-
tique des méthodes non-perturbatives en théorie des champs. Un avan-
tage important est de permettre ’extension a température finie d’une
facon naturelle grace a la continuation analytique dans le plan complexe.
Nous exposerons ce formalisme dans le cadre de la théorie statistique des
champs. Cette théorie englobe a la fois la théorie quantique des champs
(donc implicitement la relativité et la mécanique quantique) et la phy-
sique statistique Il est donc tout & fait intéressant de développer des
méthodes génériques qui s’appliqueront immédiatement dans les sous-
domaines.

Aprés un bref rappel sur 'opérateur densité, on verra la définition de ces
fonctions de Green, leurs propriétés mathématiques et les propriétés phy-
siques (expression des quantités physiques en terme de propagateurs, lien
avec les quasi-particules, poles et énergie & une particule, etc). On verra
ensuite que formellement, résoudre le probléme de théorie des champs
(c’est a dire le calcul du spectre du hamiltonien) revient & écrire et trou-
ver une solution & une hiérarchie de fonctions de Green d’ordre de plus
en plus élevées. Enfin, la résolution pratique de cette hiérarchie nous im-
pose de tronquer ce schéma et de le fermer par le biais d’approximation.
En particulier, nous verrons différentes méthodes de champ moyen.
Nous présenterons dans le chapitre suivant la méthode RPA en termes
de fonctions de Green (forme DEA ou Dyson Equation Approach). C'est
une des méthodes pour tronquer la hiérarchie dont il était question pré-
cédemment.

1.4.1 Définition et propriétés

Opérateur densité en théorie statisque des champs

Nous allons commencer par poser le probléme dans un cadre trés large, celui de la théo-
rie statistique des champs, qui décrit un systéme physique en terme d’ensemble statistique
quantique [MS59, Yuk98, FW71]. On parle encore de théorie des champs & température
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finie [LeB96, Kap89|. En théorie statistique des champs, on peut définir des opérateurs de
champs (ou opérateurs de destruction, voir paragraphe 1.3 ; remarquons que nous introdui-
sons une notation continue, les sommes discrétes deviennent des intégrales), agissant sur
un espace de Fock F, et obéissant & une certaine statistique (Bose ou Fermi) de la forme

U(zy, ). (1.11)

vérifiant [U(xq,t), ¥(zq,t)] = 0(x1 — x3). Le systéme (dont la dynamique est donnée par
le hamiltonien H(t)) est décrit par 'opérateur densité p(¢) (normalisé selon Trp(t) = 1),
auto-adjoint, vérifiant ’équation de Liouville quantique

dilt)

2 = H (), (0], (1.12)

La connaissance de p permet de connaitre toutes les propriétés du systéme car pour une
observable locale, on a

(A) () = Tr j(t) A (1.13)

(la trace étant prise sur F(*) ou F() selon la statistique). On définit la matrice densité
statistique dont les éléments sont

pmn(xl Ty Y1ttt Yns t) =Tr \11(1‘1) v \I](xm)ﬁ(t)qﬁ(yn) e \I]T(yl) (114)

et comme en général les opérateurs qu’on utilise sont des opérateurs a N corps, pour
calculer (A), on a besoin de connaitre uniquement les matrices densités réduites

Pr(@1 e Tus Y1 Yni t) = Pun (@1 Ty Yni t). (1.15)
On réexprime ces matrices (on note z" = (1, -+ ,x,)),
pu(@";y"st) = Te W (ay) - U(z )ﬁ(t)‘lﬁ( n) () (1.16)
= Tr p(t )‘I’T(yn) Uy )W (1) - W () (1.17)
(29" ) = (W () ---‘I’T(yl) (1) -+ () (1.18)

Par exemple, introduisant 'opérateur densité de particules n(z) = ¥f(2)¥(z) (ou nombre
d’occupation dans une notation discréte), on voit que la densité de particules p(x,t) =
(n(x)) est donnée par

p(x,t) = p1(z, z,t). (1.19)

p(z,t) est positif, di aux propriétés de 'opérateur densité (car ces termes diagonaux s’in-
terprétent comme des probabilités donc sont positifs). La connaissance des densités réduites
est donc suffisante pour connaitre les moyennes de toutes les observables du systéme. Par
exemple il suffit de connaitre p; pour la densité. Mais on montre que la trace de p,, sur une
sous-variété m-dimensionnelle de H(™, explicitement

/pn(x”_m,a:m; y" 2™ ) de™ o prm. (1.20)
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Donc pour calculer pq, il faut prendre la trace de p,, fonction que 'on peut calculer par
la trace de p3, etc. Le systéme d’équations sur p; est une hiérarchie infinie qu’on ne peut
résoudre sans approximation. Cependant, si on ne souhaite connaitre que la densité, il est
naturelle d’écrire d’une fagon approchée py sans s’occuper des autres densités réduites.
C’est 'esprit de toutes les méthodes de résolution de ce probléme. On cherche & tronquer
la hiérarchie & un certain ordre, en fonction des quantités que ’on souhaite calculer. Par
exemple, si on veut calculer I’énergie d’'un hamiltonien avec interaction quadratique

1% :/ dz dy %V(x,y)\IJT(x)‘PT(y)\P(y)\I’(x),

il faut au moins connaitre ps.
Le formalisme des fonctions de Green permet d’écrire aisément ce genre d’approximation.

Fonctions de Green

Introduisons les notations f(xq,t1;-;2n,tn) = fiom, doidty---dry,dt, = dy., et
t19 = t; — ty. De plus, on utilisera + et F ou le signe du haut correspondra a la sta-
tistique de Bose et celui du bas, a celle de Fermi.

On définit I'opérateur chronologique 7' tel qu’il ordonne les opérateurs dans l'ordre chro-
nologique décroissant, en particulier, pour deux opérateurs, on a

(0 est la fonction de Heaviside). On définit la fonction de Green causale a une particule ou
propagateur &

Gip = —i <T\111\1/;> (1.22)

ou les crochets de moyenne ( ) ne sont pas spécifiés; il peut s’agir d’'une moyenne d’ensemble
(sur un ensemble statistique défini par une matrice densité), de la valeur moyenne sur un
certain état en théorie des champs (ce qui revient & prendre une matrice densité d’un état
pur), etc. Elle est dite causale car intuitivement, si |p) est un élément d’un espace de Fock,
(p|ABJyp) signifie que on fait agir B sur |¢) puis A sur le résultat obtenu. La définition de
@ assure que quelque soit t; et t5, on commence par agir sur |p) par le premier opérateur
dans I’ordre chronologique, c’est-a-dire qu’on respecte la causalité. Le terme de propagateur
vient du fait que & “transporte” la propriété décrite par ¥ (c’est-a-dire I'état ¥T|0)) de
1 a 2. Enfin, elle propage un état a une particule de 1 a 2, d’ou le terme de fonction de
Green a une particule.

D’une facon analogue, on définit les propagateurs a n particules

B o = () (T -0, 0] 0] ) (1.23)

La connaissance des fonctions de Green, comme des densités réduites, revient a une connais-
sance compléte du systéme car il existe une relation entre les deux formalismes.
Par exemple, il est aisé de voir que

pl(l'l,l'z, t) = &4i lim @12. (124)
ti—t
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(ou < signifie que chaque variable ¢; de & tend vers ¢ mais avec t; < ty < ---). Dans la
limite 1 — x5 et comme la densité p(z,t) = p(z, z,t) est positive, on a la condition

+i lim lim &, > 0. (1.25)

to—st T221
D’une fagon générale,

Pu(T1, -+ op, t) = (j:)(?’"_l)%i" lim Qﬁ%

t; —t ’

(1.26)

. 2n"

Les propagateurs sont définis avec un méme nombre d’opérateurs de création et destruc-
tion. Si le nombre de particules n’est pas conservé, i.e. si il existe dans le hamiltonien
des opérateurs ne commutant pas avec 'opérateur nombre de particules (systéme de Bo-
sons dans la phase ou il existe un condensat de Bose-Einstein par exemple), les valeurs
moyennes du type <\II\II\IIT> ne sont pas forcément nulles et définissent des fonctions de
Green anormales. Les plus courantes sont

312 = —i (T\Illq/2> (127)
ot Ffy = i <T\If§\If}>. (1.28)

Comme on I’a vu, tout opérateur sur ’espace de Fock peut s’écrire en termes d’opérateurs
de création et destruction et donc, toutes valeurs moyennes de ces opérateurs en termes de
fonctions de Green.

Les plus intéressants sont les opérateurs a une et deux particules (la renormalisation par
comptage de puissance limite a 'ordre quadratique les opérateurs dans un hamiltonien de
théorie des champs) c’est-a-dire

une particule : A;(t) = /\Iﬁ(x,t) Ay (z,t) ¥ (x,t) dx, (1.29)
1
deux particules : Ay(t) = 5 / Ul (z, 1)U (y, 1) Ag(z,y, 1) U(y, 1)V (z, t) do dy(1.30)

et n particules :

1
An(t) = — Uy, t) - Ul (2, 1) Ap(a™,8) U (20, 1) -+ - U (21, 1) da”. (1.31)
n!
On a
1 :
() 0)= / lim Aa(ar, a2, 6, do da (1.33)
(A ()= — [ lim Aua )" dx (1.34)
oulim = lim lim, lim = lim lim lim et la généralisation évidente a n particules.

(21) Ta—T1 L=t (4321) Ta—T1 T3—T2 t; 1
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Représentation spectrale

Nous nous restreignons maintenant au cas ou le systéme est a 1’équilibre. La transfor-
mation de Fourier des fonctions de Green nous conduit & la représentation spectrale des
fonctions de Green ou représentation de Lehmann.

L’avantage de cette représentation est que, entre autres, les singularités de la fonction de
Green de premier ordre se produisent pour des valeurs de I’énergie appelées niveaux d’éner-
gie des quasi-particules. Ces poles sont les excitations élémentaires du systéme et ont donc
un grand intérét physique.

Les fonctions de corrélations a 1’équilibre sont définies par

Oy (21, 22, 1) = <x111\11’;> (1.35)
C_(l'l,l'g,tlg) = <\I/;\I/1> (136)

Elles dépendent uniquement de ¢; — 3 = 15 car par exemple, en introduisant I'opérateur
d’évolution U, = e "' et comme a I’équilibre [U;, p] = 0,
<x1:1xlf;> — Ty pu, Ul

= TrpU} W (1, 0)U;, UL U (24, 0)U,

= TrpU, UtTI\IJ(xl, 0)Uy, UtJ;\IJT(xZ, 0) (cyclicité de la trace et [Uy, p] =0)

= TepUf ¥ (21,0)Us, 4, ¥ (22,0)

= <\P($1,t12)\1ﬁ($2,0)>. (137)
On a la condition d’équilibre (ou condition de Kubo-Martin-Schwinger)

C,(afl,l'g,t) = C+(£U1,$2,t — |ﬂ) (138)

ou = 1/kgT. En effet, montrons le rapidement. Sachant que a 1'équilibre
p=-exp(—FH)/Tr exp(—SH), on a 1/Tr exp(—FH) = cst = pexp(SH)
C_(z1,79,t) = TrUpWT = Trpexp(BH)V exp(—BH)¥T = TrpW (a1, — iB)Vi(1y,0) qui
démontre le résultat. On introduit les transformées de Fourier des fonctions de corrélations
a l'équilibre

Ko (o1, 29,1) = / 0t Co (1, 2, 1) (1.39)
La transformée de Fourier de 1.38 implique que

K_(21,79,w) = e P*K (21,20, w). (1.40)

De plus, les relations de commutations de ¥ et ¥ impliquent

C+(IL'1,1‘2,0) + C_(.'L'l,l'Q,O) = 0 T — IL'Q) (].4].)

(
& / K+(x1,x2,w)(1IFe_’3“’)d—w

o d(xy — x2). (1.42)
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En exprimant & en fonction de C et C_ et utilisant

—lwt
0(+t) = ii/ ¢ " dw (1.43)
wElin2r

avec la convention de Feyman, n = lim,_,y+, on trouve la représentation spectrale de &

/ 1 —iBw’
@(1‘17x27w) = —/diK_i_(l'l,!L'g,w,) < + ¢ ) . (144)

2 Ww—-—w-—in Ww—-—w+in

Théoréme spectral

Dans le cas particulier de la théorie des champs & température nulle, on a la formule
suivante, appelée théoréme spectral par la suite
(BA) = lim [60(t —1) (A(t)B(t) + 0(t' — 1) (B(t')A(t)) ]
th—t
= lim i, —1')
th—tt

d , )
= lim i/%e’w(tt)(’ﬁfw(w)

th—stt

(BA) = / %eiw“@AB(w), (1.45)

B et A étant des opérateurs quelconques.

1.4.2 Résolution formelle d’un probléme - Equation d’évolution

Nous revenons maintenant au cas général d’un systéme hors équilibre. Nous allons voir
différentes fagons de fermer la hiérarchie de fonctions de Green et d’obtenir un systéme
réduit d’équations en principe soluble par des méthodes itératives.

Equation d’évolution du propagateur i une particule

Considérons le hamiltonien

Ht) = /\Iﬁ(x,t) K (D) — plz, )] (1) da
—i—%/ Ul (2, )T (y, )V (2, y, )V (y, ) U (2, t) da dy (1.46)

ou le potentiel chimique effectif est défini par u(x,t) = p — U(z,t), p est le potentiel chi-
mique, U le potentiel extérieur et K I'opérateur d’énergie cinétique. Introduisons également
le potentiel d’interaction (ou de Hartree) ®15 = 5 [V(21, 22) + V(22, 21)] 0(¢; — t2). Fixons
par convention l’action de l'opérateur chronologique 7" sur deux opérateurs aux mémes
temps

T, =400, et TUIG, =¥y, (1.47)
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(ce qui revient & prendre I'ordre normal). Notons ©; = i— — K(0,,) + 1. L’évolution du

O,

propagateur a une particule est donnée par
D162 Fi /@1305%)32 d3 = 012 (1.48)

(formule obtenue en dérivant par rapport a t; la fonction de Green). Ainsi ’évolution de
®y, fait apparaitre &®. On définit implicitement I’énergie propre ¥ ou “self-energy” (ou
opérateur de masse, quoique ce terme soit plutot réservé a cette fonction dans ’approxi-
mation de Hartree-Fock) par

[ St =+ [0, (1.49)
et on réécrit 1.47
@1@12 - /213632613 - (512. (150)
On définit
@12_1 = @1612 — 212 (151)

qui est bien I'inverse de &5 au sens ou on montre avec 1.50
/(’5131(’532d3 = 0. (1.52)
On peut alors écrire plus explicitement X
Yip = i /@126@,,4@42—1(134. (1.53)

En pratique, on construira la solution de I’équation d’évolution de & & partir d’une

solution déja connue (dite solution du probléme libre). Considérons maintenant un propa-

X . lib o . lib) 1 <
gateur a une particule, 6%; ) pour lequel il existe un inverse 6%; ) Cest-a-dire

ib) L (li

Cela sera en général le propagateur d’'un probléme connu, souvent appelé probléme libre
(d’otu la notation [ib). 1.52 peut étre écrite sous la forme d’une équation de Dyson

G = 6!y / Bi3®2d; (1.55)
- ay—1
avec Biy = /@5@”’ (6%17) — 0532_1) ds (1.56)

C’est une autre forme de I’équation d’évolution.
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On peut spécifier un peu plus le probléme en introduisant (%) (opérateur de masse
du probléme connu). On peut alors écrire le noyau B de I’équation de Dyson uniquement
en terme de la self-energy inconnue. On choisit donc

oy —1 .
®§l2zb) = @1(512 — Eggb) (157)
. _ (1ib) (Lib)
SO1t pour B, B12 = /@13 (232 - 232 ) d3 (158)
Ce systéeme d’équations ne permet pas encore de calculer le propagateur a une particule

puisqu’il est impossible d’éliminer &® . L’évolution de &® s’écrit en fonction de &) |
etc. On a une hiérarchie infinie, comme dans le formalisme des matrices densités réduites.

Approximation de &®

Si on choisit une valeur approchée de &®) | on va fermer le systéme d’équations 1.55.

L’approximation de Hartree-Fock consiste a écrire

HF
O~ Bl = 616+ 6136y (1.59)

La self-energy de Hartree-Fock est alors
Sl = Fid / P13G33d3 + 1012812 (1.60)

On définit le potentiel de Hartree
VT = ®19ppds (1.61)
et X gp s’écrit alors sous la forme usuelle
S = V61, +19126),. (1.62)

C’est une approximation de type champ moyen au sens large car les corrélations a deux
particules (05(2) ) sont factorisées en corrélations a une particule. Le systéme d’équations
de Dyson est clos et peut étre en principe résolu.

Une autre approximation de type champ moyen est I'approximation Hartree-Fock-
Bogoliubov qui prend en compte la possibilité d’avoir des corrélations anormales non-nulles

(2) HFB

Gioze = G1oGo3 + G138 F F1a¥ (1.63)
et
S =20 - /@133133§4(’54zld34- (1.64)

Le systéme est clos a condition d’écrire les équations du mouvement pour les fonctions de
Green anormales.
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1.5 Méthode des variations et critére de Ritz

Lorsque 'on veut trouver le spectre d’énergie d’une théorie dont la résolution exacte
n’est pas possible, il est trés important de pouvoir controler le degré de ’approximation,
savoir si la méthode converge vers un résultat exact, etc. L’approximation de champ moyen
est un exemple de méthode dite variationnelle, ainsi que dans une certaine mesure, la RPA.
Nous allons présenter succinctement la méthode et le critére de Ritz qui donne une infor-
mation sur la cohérence de ’approximation.

Soit un hamiltonien sur un espace de Hilbert 4 dont on va supposer le spectre discret et
les états propres non-dégénérés. Les énergies sont notées Ey, Fi, etc, et sont dans 1’ordre
croissant. Les états propres associés sont |pg), |¢1), etc.

Alors on a la propriété suivante :

(V|H|P)
(W 0)

Pour le prouver, on développe |¥) sur la base des |p), d’ou (V|H|¥) = > |c,|*E, >
Eo Y leal? et Y Jea]® = (U |U). L’égalité est réalisée si et seulement si U est 'état fon-
damental. Dans le cas d'un spectre dégénéré ou continu, la démonstration se généralise.
La méthode des variations consiste a calculer (H) pour un ensemble de ¥ et minimiser
cette fonctionnelle qui nous donne alors une valeur approchée de Ej. Le critére de Ritz,
(H) > Ej est trés important car il permet de controler la qualité de Papproximation.

Le théoréme de Ritz généralise ce résultat et énonce que la fonctionnelle (H) = f[U] est
stationnaire autour des éléments de H qui sont états propres de H. Les énergies approchées
E; (rangées par ordre croissant) ne vérifient plus exactement le critére E; > E;. Cependant,
si on procéde par étapes en commencant par I’énergie la plus basse et en travaillant ensuite
dans ’espace orthogonal a I’état propre de H pour l'énergie suivante, on a bien E; > E;
mais cela suppose connu cet état. En pratique, on le fait sur I’état approché et le critére
est relativement bien satisfait pour un petit nombre d’itérations.

Les ingrédients pour que le critére de Ritz soit vérifié semblent relativement simples. 11
suffit de définir un espace d’états |¥), dit espace test, de calculer les énergies associées puis
prendre le minimum. Cela est parfaitement possible, par essence, dans I’approximation de
champ moyen. On verra que dans le cas de la RPA, cette condition est difficile a envisager
(voir 2.5, p.57).

Trés formellement, on peut dégager deux maniéres de briser le critére de Ritz. En effet,
sion a Ey < Ey c’est que Ey ne peut pas se mettre sous la forme (¥|H|¥) (en normalisant
|¥)). Soit on a modifié ’hamiltonien initial et on a en fait calculer la valeur moyenne d’un
hamiltonien effectif H, soit on prend une valeur moyenne disymétrique, c’est-a-dire,

Ey = (U|H|T) (1.66)
soit, Ey = (U|H|T) (1.67)

VW) e H, (H)

> F. (1.65)

(soit les deux!). Notons enfin que les schémas d’approximation utilisés par la suite garan-
tissent que nous ne sommes pas dans le second cas.
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Méthodes
non-perturbatives

Chapitre

Il s’agit dans ce chapitre de présenter techniquement l'approximation
de champ moyen (sous différentes formes dont nous montrerons ’équi-
valence), puis celle de la phase aléatoire ou RPA. Nous allons dégager
des méthodes qui ont I’ambition d’étre systématiques. Ces méthodes se-
ront détaillées & partir d’exemples concrets : le modéle A\®*, 1'oscillateur
anharmonique et le modéle o—linéaire. Pour l'instant, nous insisterons
essentiellement sur des aspects généraux. Aux chapitres suivants seront
donnés les résultats analytiques de I'application de tels points de la mé-
thode au cas concret en question, en gardant a I'esprit la généralité de la
méthode et en soulignant bien, si il y a lieu, les conditions particuliéres,
les simplifications éventuelles que peuvent faire apparaitre tel ou tel cas
particulier.

2.1 Champ moyen en mécanique quantique

L’approximation gaussienne en théorie des champs est une généralisation de I"approxi-
mation gaussienne en mécanique quantique dont nous allons faire un bref rappel.

Considérons l'oscillateur harmonique quantique. Son hamiltonien est

1 1 1 1
H — _P2 - 2X2 — Z(_i 2 =,,2,..2 21
on =75 —i—2w 2( i0,) +2w T (2.1)
1
= w(a'a + 5) (2.2)

avec

o= \/gx + i\/%P (2.3)
w .1
al = \/;X - I\/T_wP. (2.4)
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X = \/%(a +a') (2.5)
P = i\/g(cﬂ —a). (2.6)

Comme [a, a'] =1, on a montré que I'état fondamental |OH) est tel que a|OH) = 0 (voir
la conséquence 1 du paragraphe 1.3.1, p.20) et donc, si on introduit ¢§(x) = (x |OH) on
a

On a les relations inverses

(wz + 0,) e (x) =0 (2.7)

dont la solution est

2

et (z) =ce 27, (2.8)

Rendons l'oscillateur anharmonique par un terme de potentiel V().

1 1
HV = §P2+ §W2X2 +V(X)

METHODE 1 : Approximation gaussienne
La solution de 'oscillateur harmonique nous indique que ’on peut chercher une solution
approchée de I'état fondamental de forme gaussienne,

2

(@]G(a,20)) = ¢ (x) = ce 2 ) (2.9)

Les paramétres a et zy sont déterminés grace a la méthode des variations : on cherche les
paramétres qui minimisent la fonction d’énergie

ES(a, o) = (Gla, o) | Hy |G (e, 7). (2.10)

Cette méthode est équivalente a ’approximation de champ moyen.
METHODE 2 : Approximation de Hartree-Fock-Bogoliubov dite de champ moyen
Le terme de champ moyen est assez mal choisi dans ce cas la car on ne peut pas parler
pour loscillateur harmonique d’une particule se déplacant en premiére approximation dans
le champ moyen créé par d’autres particules comme dans le cadre du probléme a N corps.
Ici il s’agit plutot de calculer un vide moyen du systéme en le considérant comme une
déformation du vide libre par le premier état excité (c’est en ce sens que c¢’est un champ
moyen), et donc il s’écrit comme une combinaison linéaire du vide |OH) et du premier état
excité.

Ce qu’on entend par champ moyen ici est "approximation d’Hartree-Fock-Bogoliubov
(HFB). On introduit de nouveaux opérateurs de création et de destruction (b,b') grace
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a une transformation de Bogoliubov (qui est canonique, c¢’est-a-dire qu’elle conserve les
relations de commutation) de paramétres u et ¢ (tels que u et ¢ soient réels et 2 # 1)

b(u,t) = (1 —t3)~"Y%(a — tal — u). (2.11)

On peut exprimer b (on omettra les paramétres u et ¢ en se rappelant qu’ils sont pour
'instant quelconque) en fonction de a. En effet, on sait que rat géneére les translations au
sens ou

ae ! =q — A (2.12)

Montrons ce résultat. D’aprés les propriétés de a et af(voir la propriété 2 paragraphe 1.3.1,
p.20), on sait que

[eW, a] =~ (2.13)
On achéve de montrer 2.12 en multipliant & droite par e=2¢" De la méme facon,
Aqt? t Agt?
[62 , a] = )ale? (2.14)
et donc,
A2 _Agt2 t
e2® ae™2* =a—)a (2.15)

Grace a ces résultats, il est évident de montrer que

gral 31" go—(ua+31a™) _ g yqf o (2.16)
On pose
U = eval+3ta” (2.17)
ce qui implique
U= (valt3el) (2.18)
on a
b= (1—-t>)""2UaU " (2.19)

Remarquons que cette transformation est bien canonique puisque

[b, bf] - S [a—tal, o' — ta] = (la, a'] +¢* [a', a]) (2.20)

1—-1 1—1t2
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[b, bf] —1.
(2.21)
On définit le vide |HF B(u,t)) par rapport a b c’est-a-dire qu'il vérifie,
b|HFB) = 0. (2.22)

L’expression 2.19 montre que 1’état propre de b dont la valeur propre est nulle est simple-
ment (& une phase prés fixée a 1 par convention)

\HFB) = U|OH) (2.23)

|HFB) = e»'+3%"* |0 ).

(2.24)

En effet, on a )|jHFB) =UaU 'U |OH) = 0. L’approximation de champ moyen consiste
enfin & calculer u et ¢ qui minimise la fonction d’énergie Ef'"? = (HF B|H|HF B) pour
obtenir une approximation de ’énergie et de 'é¢tat fondamental. L’action de b sur |HF' B)
étant connue, il est plus facile d’exprimer H en fonction de b puis de calculer cette énergie
(voir chapitre 6 pour 'exemple d’un oscillateur perturbé par le potentiel V(z) = gat).
Pour montrer ’équivalence avec I’approximation gaussienne, il suffit de calculer |HF B).
Pour cela, on résout 1’équation b|H F B) = 0 en représentation |x)

b|HFB) =0 (2.25)
(@ —ta' —u)|HFB) =0 (2.26)
w [
—X(1-t)+—=P(1+t)—u| |HFB) =0 2.27
\Jex -+ =P+ - 7D 227)
1—-1 V2w
— O — u—— | pHTB(z) =0 2.28
[w1+tx+ “1+t] e (@) (2.28)
ot on a introduit ¢{'"? = (z |HFB). Finalement,
_ Q;t:v?,u@m Q.
pliPB(z) = ¢ e (31550 iHT) _ o =8 ema0” (2.29)
u 2 1—¢ . , . .
avec rg = —— 1/ — et @« = w——. Cela achéve de montrer que I'approximation HFB
1—-tVuw 1+t

consiste bien en une approximation gaussienne, c’est-a-dire utilisant une fonction d’onde
variationnelle gaussienne a deux paramétres.
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METHODE 3 :

Une derniére méthode d’approximation consiste a introduire deux parameétres variation-
nels directement dans le hamiltonien. Elle est également équivalente a 1’approximation
gaussienne. Repartons de le hamiltonien anharmonique Hy . On souhaite connaitre d’une
facon approchée la déviation induite par V' de la valeur moyenne de X et de I’énergie “nue”
w. Pour cela, on introduit un nouvel opérateur x et une énergie 2 tels que

X =z + s avec s = (0/X]0) ou |0) est I'état fondamental exact de Hy .

(2.30)
Remarquons que cette transformation est canonique car [z, P] =1 et de plus (0|z|0) = 0.

On réécrit Hy,
Hy = Hy(X,P)=Hoxg +V(X) = %PZ + %wQXQ + V(X) (2.31)
= %PQ + %Q%? +Vi(z+s)+ %wz(a: +5)? — %Q%Q (2.32)
Hy@, P) = B 4 Vi@ +5) + g(z +5)° — 50 (2.33)

avec

H = %PQ + %Q%Z. (2.34)

Q,s

Le hamiltonien H;"" est celui d'un oscillateur harmonique qui nous permet d’introduire

. . Q,
une base d’opérateur de création et de destruction (bQ’s,bT s) avec,

Q
by — ST+ — 2.35
\/— (2.35)

ainsi qu'un vide |O H%%) qui vérifie
b |OH™®) = 0.
[’approximation en question consiste a écrire
Ey* = (OHY*|Hy|OH®*) (2.36)

puis de minimiser par rapport a {2 et s. L’équivalence avec l'approximation HFB est im-
médiate. 2.35 avec 2.5, 2.6 et 2.30 nous permettent d’écrire b° en fonction de a et al
(opérateurs de 'oscillateur harmonique), €2 et s.

1 w

Qs Q 1
b = 5( %(aJraT)—s)—E §(af—a), (2.37)

a'— —s (2.38)




38 CHAPITRE 2. METHODES NON-PERTURBATIVES

Cette loi de transformation est linéaire, définissant bien une transformation de Bogoliu-
bov. Cette méthode a I'avantage d’étre intuitive, les paramétres étant introduits pour des
considérations physiques (contrairement a la transformation HFB). Nous verrons pour la
théorie A®* comment fonctionne précisément cette équivalence.

En conclusion, résumons les équivalences que nous avons et la fagon de les utiliser.
La méthode 3 consiste a introduire des opérateurs de création et destruction d’un oscilla-
teur déformé (déformation en énergie et valeur moyenne), transformation qui est unitaire
vis-a-vis des opérateurs de création et de destruction de l'oscillateur initial et c’est donc
exactement une transformation de Bogoliubov. Dans "approximation HFB, on introduit
les opérateurs aprés transformation de Bogoliubov, on écrit le hamiltonien dans 1’ordre
normal des b et I'énergie se calcule simplement. On a donc utilisé le théoréme de Wick.
L’approximation gaussienne procéde exactement de la méme facon, puisqu’on montrera
dans le cas de 'approximation gaussienne en théorie des champs que intégrer 'opérateur
hamiltonien sur une fonction gaussienne revient a prendre I'ordre normal des champs. En
effet, les fonctions gaussiennes géneérent les termes du théoréme de Wick.

Notons que ces résultats se généralisent assez aisément lorsque 1’on a un probléme avec
plus de une dimension ou en probléme a N corps. Tant que 1’on peut définir des opérateurs
de création et de destruction, ces méthodes s’appliqueront immédiatement en considérant
les quantités précédemment introduites comme des vecteurs, par exemple, a = (aq,as, - ).

2.2 Approximations du champ moyen en théorie des
champs

Nous allons maintenant présenter I'approximation gaussienne en théorie des champs.
L’oscillateur harmonique a une dimension nous a guidé vers cette approximation en méca-
nique quantique. Il est donc naturel de commencer par examiner une théorie des champs
scalaires, sans interaction. Nous perturberons ensuite le lagrangien correspondant. Les
généralisations pour des champs vectoriels avec symétrie globale sont relativement immé-
diates (par exemple pour le modéle o—linéaire) mais se compliquent lorsque 'on a des
symétries locales (ce qui impose aux états de respecter en plus une symétrie de jauge (voir
[TVM99, Ste84, Ste87, SAT87, KMV93, LK02, ND01, IMSS96, HIMV00| pour des présen-
tations généralistes de P’approximation gaussienne et des applications aux modéles A\®*,
o—linéaire et les théories de jauge).

2.2.1 Le champ scalaire libre classique et quantique

Pour introduire certaines notations, commencons par quelques rappels sur le champ
scalaire libre en 1 + d dimensions [BS, PS].

Sa densité lagrangienne est la suivante (on note R = (¢, z) le quadri-vecteur position; x
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est un vecteur a d dimensions) :

Lo = %@@(R)&“(I)(R) - %3&‘(3). (2.39)

On obtient les équations du mouvement (équations de Klein-Gordon)

0,2(R)0"®(R) + %3(1,2(3) = 0. (2.40)

On résout cette équation grace a une transformée de Fourier définie par

P.R=P,R" (P = (po,p)) et ®(R) = / e e 'PROp. (2.41)

2.40 & (—P* +m?)®p =0 & &p = f(P)S(P* — 1i2) (f quelconque). (2.42)
o 0= (141 + 10—+ ) 87 = ) (2.43)

& @p = 2m0(P? — pg) [0(po)a(p) + 0(—po)d(p)] (2.44)

ol on a introduit a et b deux fonctions quelconques de p et w(p) = /p? + p (la fonction
w(p) est souvent notée d’une fagon abusive py). Finalement,

O(R) = / dp (a(p) ¢ PP 4 a*(p) &PF) (2.45)
dp
2w(p)(2m)°

et en remarquant que ®(R) € R (on étudie le champ scalaire réel) implique b(—p) = a*(p)
(ou * est la conjugaison complexe). 2.45 s’inverse pour donner

avec la mesure invariante dp =

a(p) =i / dx eiP'R<5O><I>(R) (avec fﬁg = foig — (0:f)9). (2.47)

Remarquons que malgré un parameétre ¢t dans la définition de a, a n’est pas une fonction
du temps. Si ce n’était pas le cas, on aurait une contradiction avec le théoréme de Neether,
en effet, la charge T), (associée aux translations) s’écrit T, = [ dp P,a*(p)a(p) et doit étre
conservée.

En formalisme hamiltonien, on introduit le conjugué II; = 9Ly /0(0yP(R)) de la variable
hamiltonienne ®;(x) et le hamiltonien est

Hy= [ do 5 (@) + (V0)"(z) + 33(x) (2.45)
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D’apreés 2.47 on peut aussi introduire une autre paramétrisation hamiltonienne de 1’espace
des phases en terme de a et a* dont ’équivalence est assurée par

a(p) = i / da PRI, () — ipo®y(x)). (2.49)

On a deux algébres définies par (I1;, ®;) et (a,a*) avec les lois

{®4(2), (y)} = d(x —y) (2.50)

et
{a(k),a*(k)} = —i(21)2ko6(k — K') (2.51)

(les autres crochets de Poisson étant nuls et ’abus de notation ky = w(k)) qui permettent
de quantifier canoniquement la théorie de champ sur un espace de Fock. On a donc pour
les commutateurs a temps égaux

@ (t,x), II(t,z)] = i6(x — y) (2.52)

ou

la(k), a'(K')] = (27m)"2kod (k — k') (2.53)

(en remarquant que ®(R) € R implique que ® est hermitique et que a* = a' est bien
'adjoint de a), les autres étant nuls. La seconde algébre permet de fabriquer aisément
I'espace de Fock en définissant |0) tel que Vk, a(k)|0) = 0 (voir la section 1.3.1 pour

la preuve de son existence) et les états excités par |ky---k,) = m_laT(kl) --al(k,)|0)
qui décrit un état & n particules d’impulsions kq,--- , k,, complétement symétrique par
échange de particules. On a donc un espace de Fock pour des bosons identiques (voir
1.7, p.22 Pexpression explicite). On travaille donc préférentiellement dans cet espace de
Fock, sachant que les deux représentations des algébres canoniques (I, ®) et (a,a’) sont
équivalentes car la version quantique de 2.49, i.e.

a(p) =i / dr ePR(M(z,t) — ipe®(x, 1)), (2.54)
est une transformation linéaire.

Remarquons que ces résultats se généralisent aisément au cas ou ® est en fait un
vecteur. On peut introduire un opérateur ® appartenant a ’espace de représentation d’'un
groupe, en assurant que le lagrangien admet ce groupe comme symétrie globale. Il faut
alors redéfinir les produits du type ®®.

2.2.2 Etat fondamental gaussien

On montre que en représentation fonctionnelle, on peut choisir ®(¢,z) comme la mul-

tiplication par ®(t,z) et II(t,z) = —iﬁfm) (par généralisation du lemme 2, paragraphe
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1.3.1, p.20). Notons que désormais, on omet la variable temporelle lorsque 'on écrit ces
opérateurs.

Par analogie avec la démarche précédente pour l'oscillateur harmonique quantique,
commencons par montrer que 1’état fondamental du lagrangien scalaire libre £j est une
fonctionnelle d’onde gaussienne.

L’équation qui détermine I’état fondamental |0) est

Va(k), a(k)|0) =0 (2.55)
a(k) = / i X (T — iy ®) (£, 7) (2.56)

On cherche |0) sous la forme
0) = Wy[®] /ﬂfkoqﬂ (2.57)
/da: e'KX <5 T Fo®) T[] (2.58)
O] = N e o (2.59)
_ 5% <—% / k0<1>2(u)du) o O] (2.60)
< (u)&udu) Uy [P] (2.61)
= —ky®T,[D] (2.62)

donc on a bien

Yk, a(k)[0) = 0. (2.63)

La fonctionnelle d’onde du champ libre est gaussienne. Ainsi, selon la méthode présentée
pour 'oscillateur anharmonique, nous allons chercher sous forme gaussienne la fonctionnelle
d’onde de I’état fondamental pour un lagrangien avec un terme de potentiel anharmonique,

Ly =Ly—V(P(R)).
La fonctionnelle d’onde test gaussienne sera

Lt [ @)~ 5 b= ) (@(0,) - 5) do dy

Op] = (2.64)

avec s € R et h(z) une fonction paire. Remarquons que nous notons ® la variable fonction-
nelle. Comme vu dans I’équation 2.30, p.37, on sera amené dans le cadre de la troisiéme
méthode a introduire un opérateur ¢ dont la valeur moyenne sur 1’état fondamental exact
est nul et s = (®). Dans ce cadre fonctionnel, on introduit donc la fonction

o(x,t) = ®(x,t) — s. (2.65)
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2.2.3 Transformée de Fourier et convention d’écriture

L’action des opérateurs est plus simple si on travaille dans I’espace de Fourier pour les
coordonnées spatiales Notons également que ’on omettra souvent la variable temporelle,
pour ne pas alourdir les notations, ce qui ne pose pas de problémes & partir du moment
ou l'on travaille avec des hamiltoniens “conservatifs” n’ayant pas de dépendance tempo-
relle explicite. La dépendance temporelle est prise en compte grace a la représentation de
Heisenberg des opérateurs.

Dans cette section, on introduit des notations utiles dans toute la suite, valables tant
pour des fonctions que pour des opérateurs de champs (attention, les facteurs des différentes
transformées de Fourier sont différents) ainsi que quelques propriétés. ¢ désigne un champ
et m son conjugué. On définit

Ok :/ dr e "o () (2.66)
T =i / dzx e " (x) (2.67)
Ek :/ dx e *h(x) (2.68)

avec les formules d’inversion

p(z) = / (;f)d " oy (2.69)
m(z) = —i / (;Zf)d ek (2.70)
h(x —y) = / (QCif)d ek@=yg, (2.71)

Notons que si ¢(z) représente par la suite un opérateur hermitique (ou la fonction o(z)
une fonction a valeur réelle), ¢! = p_, et nf = —xl. Si p(z) et 7(z) sont des va-
riables hamiltoniennes conjuguées, le seul commutateur non-nul (ou crochet de Poisson)
est [or, ] = (27)%6(k — k).

Introduisons également une autre notation usuelle. On a I’habitude, dans ce genre de
calcul de placer le systéme dans une boite de volume V = L¢. On sait que dans ce cas,

d
L
on discrétise les vecteurs d’ondes et on a la relation E = / (2—> dk. Les relations
T
k

) dx .
/elk“" =0(k) et Z e'* = 6}, » nous conduisent & poser les régles de correspondance

(2m) -
(27)? Vv . . .
ko = v 5(k) et 0,0 = W6(35). On peut soit considérer que les expressions sont
s

discrétisées car on est vraiment dans une boite de volume fini, ou voir cela comme une
notation pratique. Notons enfin que on peut prendre V' = 1 pour ne pas alourdir les
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notations (sauf dans 'annexe ou sont donnés tous les résultats pour les fonctions de Green,
car alors, le paramétre V' est utile pour vérifier la cohérence des calculs). Ainsi, on a alors,
[0k, Te] = dk . On peut remarquer que cette équation semble inhomogéne aux dimensions
mais c’est parce que 'on a posé V' = 1. Pour conserver exactement cette relation, on peut
introduire une constante 1/ VV dans les décompositions de Fourier de ¢ et .

Prenons par exemple 'opérateur de destruction du champ scalaire,
a(p) =i [ dxePole=P2(TI(z) — ipy®(x)). En représentation de Heisenberg,

a(p,t) = / dr e "7 (iTl(z) + po®(2)) =11, + po®,. (2.72)

On a [a(p,t), a'(p',t)] = (27)*2po 6(p — p') = 2kop,. On définit maintenant une norma-
lisation plus commode en pratique de a.

_ a(p,t) Po 1
a,(t) = i \/;cbp + 4 /2—pol'lp (2.73)

qui vérifie [ap(t), aly (t)] = 0, . Cette forme est appelée I'opérateur de destruction dis-
crétisé.

Il faut signaler que cette notation s’étend trivialement au cas ot ¢ est un vecteur et
pourra étre appliquée par exemple dans le cas du modéle o—linéaire, en introduisant un
indice vectoriel.

2.2.4 Approximation gaussienne

La fonctionnelle gaussienne (2.64) nous permet de définir 'approximation gaussienne
comme étant la minimisation de la fonctionnelle d’énergie E“PF = (0% H|W%) (la notation
courante G E P signifie “gaussian effective potential”).

Cette fonctionnelle est le vide pour des opérateurs by que I'on cherche sous la forme
d’une combinaison linéaire des opérateurs ® et II d’une facon analogue & la mécanique

quantique. On montre que
b= ) Fp + \/ Lo (2.74)
k 2 (Pk 26k k '

avec ¢ défini a ’équation 2.68, convient. Remarquons que c’est bien le champ ¢ tel que
® = ¢ + s qui apparait.

Inversement,
1 /e
_ T M- — T
(pq» = 90 (bq‘ + b_q) y Jj= 2q <bq* — b_q) . (275)

q

Ainsi la transformation entre (®,II) et (by,b';) est une transformation a deux paramétres
(s et ) et unitaire (pour le montrer il suffit de calculer [bk, ka/] = 0 x). C'est donc une
transformation de Bogoliubov.
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On dit que 'on a introduit la base des quasi-particules de Bogoliubov d’énergie ¢,. La
quasi-particule est I’état créé par un b agissant sur le vide et le préfixe “quasi” rappelle que
par rapport aux particules physiques décrites par le champ ® elle est en fait une excitation
collective du champ.

2.3 L’approximation de la phase aléatoire

Nous allons d’abord présenter formellement le probléme.

Dans un premier temps (paragraphe 2.3.1), nous allons établir une équation de Schro-
dinger non pas pour I’état du systéme mais pour un opérateur (dit opérateur d’excitation)
dont I’application sur 1’état fondamental du systéme nous donne un état excité. Ce sont
les équations du mouvement, qui sont exactes.

Ensuite, nous verrons (paragraphe 2.3.2) comment a partir de cette équation exacte, on
établit 'approximation de la phase aléatoire ou RPA qui permet de calculer d’une facon
approchée 'opérateur d’excitation.

A partir de cette approximation, on construit une approximation non plus dans un
formalisme opératoriel mais grace a des fonctions de Green dont 'usage est plus simple en
théorie des champs et plus adapté a 1’étude des transitions de phase.

Enfin, nous présenterons différentes facons de mettre en ceuvre la RPA. En particu-
lier, nous nous attacherons a montrer comment clore mathématiquement et d’'une fagon
cohérente le systéme d’équations RPA.

2.3.1 Etablissement des équations du mouvement

Soit H un opérateur hamiltonien sur un espace de Fock F et {|v)} ses états propres,
normalisés. |0) est 1'état fondamental de ce hamiltonien.
On peut a prior: définir un ensemble d’opérateurs {Ql}y tel que :

Qo) = Iv)
Q,[0) = 0 (2.76)

Cet ensemble existe puisque Q! = |)(0| satisfait aux conditions 2.76.

Nous allons maintenant établir une équation différentielle permettant de déterminer @
et B,.
Nous cherchons a calculer la quantité :

E, = (v|Hv)

Or, partant de ’équation aux valeurs propres H|v) = E,|v), remplagant v par QZ|O>,
on obtient

HQ|0) = E,Q}0).
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On souhaite obtenir une équation contenant la différence E, — Ej, ainsi, on introduit le
commutateur [H , Q}L,] et en faisant agir H sur le vide, on obtient,

[H,Q1)|0) = (E, — E0)Q}|0), (2.77)

ou encore, en multipliant par @,,

Q. [H, Q!]10) = (E, - £)Q,Q}0). (2.78)

Q. |0) étant égal a zéro, on peut introduire dans I’équation précédente un commutateur
imbriqué,

Q.. [H, Ql]]10) = (B, — Ev) [Q,, Q] |0). (2.79)

Finalement, on multiplie par (0], en remarquant que (0] [Q,), Q;r,] 0) = (v|v) =1,

(01[Q,, [H, Q!]]10) = (E, — Eo) (2.80)

(voir [Row68| ol ces équations sont introduites pour la premiére fois). Remarquons ici que
le double commutateur [QV, [H , Q:‘,H s’interpréte comme l'opérateur donnant ’énergie
du mode |v) par rapport a I’énergie du fondamental. Il est commode d’écrire les équations
avec des commutateurs et des doubles commutateurs pour des raisons de symétrie.

Considérons maintenant une variation 6Q) de 'opérateur . On multiplie 2.77 par (0]5Q,
on pose (2, = E, — Ey et on obtient (en introduisant les commutateurs de la méme fagon
que précédemment,)

01 [6Q, [H, Q]]10) = 2,(0] [6Q, Q] |0). (2.81)

Cette équation est appelée équation du mouvement, car elle est ’analogue pour @ de
’équation au valeur propre de H lorsque @Q|0) parcourt tout ’espace de Hilbert.
Notons la propriété suivante,

(0| [H, Q]10) =0 (2.82)

qui nous permettra de fixer des régles de consistance de I’approximation via des équations
dites de champ moyen généralisé.

2.3.2 Approximation pour 'opérateur d’excitation

A partir de I’équation 2.81, on va déduire une maniére approchée de calculer 'opérateur
d’excitation. A priori, cette méthode est variationnelle, mais on verra dans la section 2.4
que en pratique, les résultats de la RPA ne satisfont pas au critére de Ritz.

L’idée de la méthode est d’écrire un développement de l'opérateur @, puis l'injecter
dans les équations du mouvement. C’est donc une méthode variationelle au sens ou I’on va
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explorer I'espace de Hilbert & la recherche des minima de I’énergie qui nous donneront des
valeurs approchées de cette énergie (le critére de Ritz sera discuté ultérieurement, quand
nous aurons dégagé les méthodes permettant de calculer I’énergie de ’état fondamental).

L’ensemble des opérateurs sur I’espace de Fock F admet une base (supposée dénom-
brable) B = {B;},.,_y d’opérateurs (par exemple, I'ensemble des opérateurs de création
et de destruction de ’oscillateur harmonique ou du champ scalaire libre constitue une telle
base). Notons ici une facilité d’écriture. On dit que la base B est dénombrable au sens oi
ses éléments sont de la forme B; o (af)!(a)™, [ et m sont entiers. Pour les champs scalaires,
a est une fonction de I'impulsion et donc B; est une fonction d’un certain nombre d’impul-
sions. Les premiers éléments de B sont {11, a(p), a'(p), a(p)a(p’), - - } Explicitement on a
By =1, B = Bi(p) = a(p), B> = Bz(p) = a'(p), B3 = B3(p,1') = a(p)a(p'), etc.

On peut donc a priori écrire un développement de @ de la forme suivante :

Q,=> 4B (2.83)

el

Cette somme sur l'indice 7 est une notation formelle commode. Elle signifie que 'on somme
sur les différents éléments de la base B mais également sur les nombres quantiques des
opérateurs a et a'. L’indice i est donc un indice composite. Par exemple, pour les champs
scalaires, les premiers termes du développement sont

Q, = qU,VBU +/ dp (Q1,u(p)B1 (p) + Q2,u(p)B2(p)) + / dp dﬁl QS,V(pap,)B?)(pap,) ce (2-84)

ol on remarque que les coefficients ¢ du développement sont également fonction des im-
pulsions. Une notation plus précise (mais que nous n’utiliserons pas par la suite car elle
est plus lourde et la notation simplifiée ne préte pas a confusion) serait

Q, = Z Z 91y By (2.85)

el {i}

ou {i} est I’ensemble des nombres quantiques décrits par I'indice i et ou Z peut représenter
{i}

des intégrales si certains nombres quantiques sont continus.

Remarquons que en introduisant les vecteurs B = (B;);, Q = (Q;); et la matrice q =

()i, on peut écrire

Q=qB (2.86)

et si I'inverse de q existe, on a

B=q'Q. (2.87)

Il y a bien str autant de vecteurs ¢, = (¢i,),c,; que d’états excités |v). Dans le cas ou le
spectre de H comporte une partie continue, il est possible de généraliser cette écriture mais
nous nous restreindrons au cas discret dans cette étude (voir [KSGVGO02| pour 'application
au cas continu, dans I’étude des résonances géantes). On injecte 2.83 dans les équations du
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mouvement 2.81 et on obtient un systéme d’équations couplées que I’on projette sur chaque
variation dg;,. Cela nous permet d’écrire formellement un systéme matriciel d’équations

H, = ONG,, (2.88)

ou H est une matrice de doubles commutateurs du type [Bz-, [H, BIH . En vertu de 2.82,

qui implique que
Vi, [H, B;]=0, (2.89)

elle est symétrique. 2.89 sont appelées équations de champ moyen généralisées. (2 est une
matrice diagonale dont les éléments sont de la forme E, — Ey = €0,,. O est une matrice de

commutateurs de la forme [Bi, B}], appelée matrice norme.

Le systéme d’équations
(M'"H-Q) g =0, (2.90)

permettrait alors de calculer les énergies {2 comme condition d’existence des solutions de
ce systéme (annulation des mineurs de 917'H — Q). Elles seraient calculées en fonctions
des inconnues du probléme, c’est-a-dire les éléments de matrice de H et 1.

Un schéma d’approximation de ce probléme consiste a tronquer le développement de
Q, A un certain ordre et le systéme matriciel serait de dimension finie.

Ce résultat formel appelle trois remarques.

1. La matrice 91 n’est pas forcément inversible. La condition d’inversibilité de 9T impose
des restrictions au développement. 2.83

2. Comment calculer les éléments de matrice de H et M. Ces coefficients sont calculables
si on connait le vide exact du hamiltonien. La facon dont est réglé ce deuxiéme point
va donner naissance aux différents schémas RPA (paragraphe 2.4).

3. Notons enfin que 'on cache dans cette dérivation formelle la haute non-linéarité du
probléme (voir paragraphe suivant sur la RPA autocohérente 2.4.3).

Le point 1 nous conduit a imposer la condition suivante :

Condition 1 (Inversibilité de 91) La matrice norme 9t doit étre inversible, restreignant
ainsi le développement de Q.

Ainsi, la RPA basée sur les équations du mouvement (ou méthode des amplitudes RPA)
est la suivante. Partant d’un hamiltonien et d’un ensemble d’opérateurs de création et de
destruction (a, a’), éventuellement comportant plusieurs nombres quantiques (par exemple,
en théorie des champs, I'invariance de Poincaré nous indique que ces opérateurs possédent
un indice d’impulsion k, continue; si le systéme est invariant sous SU(2), il faut rajouter
un indice d’isospin supplémentaire, etc), on écrit un développement fini de @ de la forme

Q, =) [XrA, - Y Al] (2.91)
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(ou @ est un indice composite décrivant les différents nombres quantiques dont dépendent
les excitations RPA). Les coefficients X et Y sont appelés les amplitudes RPA. L’ensemble
{A,} est appelé ensemble d’excitation RPA et ses éléments doivent vérifier la condition 1.
Cela revient a imposer la propriété suivante,

VA € {4} AT ¢ {A.}.

c’est-a-dire que A; doit étre non-hermitique. En particulier, ’opérateur nombre de quanta
ou nombre d’occupation N = a'a ne peut étre inclus dans I’ensemble des excitations. Cela
est a lorigine d’'une difficulté centrale de la méthode RPA, le calcul du (ou des) nombre
d’occupation (N). En théorie des champs, un probléme identique se pose pour la densité
scalaire.

Les excitations RPA nous servent d’opérateurs-tests variationnels, afin d’explorer ’espace
de Hilbert & la recherche de la meilleure approximation pour Q. Par exemple, on peut
prendre AL = a',a’a’,aa’a’... (dans notre cas, en théorie des champs, a représentera un
ensemble d'impulsion et 'indice —a signifie que ’on inverse toutes les impulsions représen-
tées par a; par exemple, soit k et k' deux impulsions, si a = (l;, li?) alors, —a = (—E, —li?))
Plus il y a de termes dans I’ensemble {A} plus l'espace de Fock exploré est grand et la
méthode précise.

On doit alors écrire le systéme des équations RPA (différent de 2.88 car il est double-
ment matriciel, vu la forme particuliére 2.91), en tenant compte des équations de champ
moyen généralisées 2.89. La résolution du systéme d’équations permet de calculer les am-
plitudes RPA X et Y ainsi que les énergies €2 c’est & dire les modes excités du systéme. On
a accés a autant de modes excités qu’il y d’opérateurs d’excitation. On obtient donc une
expression approchée de 'opérateur () et bien siir, les relations 2.76 ne sont plus automati-
quement vérifiées. Cependant, les opérateurs Q et Qt vérifiant une algébre d’opérateurs de
création et destruction (relations du type [Q, QT] € C), on peut introduire le vide de ces
opérateurs,|RPA) (voir le paragraphe 1.3.1 sur les propriétés de tels opérateurs). |RPA)
est approximation de ’état fondamental exact |0) et vérifie

Vv, Q,|RPA) = 0. (2.92)

Ces derniéres équations permettent en principe de calculer |RPA) mais c’est souvent une
tache extrémement complexe dont on peut se passer. Les états excités approchés se cal-
culent alors comme :

V) rpa = Q)| RPA).

Pour obtenir des résultats physiques, il reste & définir un moyen pour calculer des
corrélations du type (0]4; A;r. -+- Ag|0). Au niveau de I’approximation, il est naturel
d’écrire,

(0]4; Al - A,|0) ~ (RPA|A; Al -+ A, |RPA). (2.93)

La relation 2.91 peut étre inversée pour exprimer les opérateurs A, en fonction des @, Q;r, et
des amplitudes X, et Y,. Ainsi les éléments de matrice du type (RPA|A; A} -+ Ag|RPA)
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peuvent étre calculés en exprimant les A en fonction des @ dont 'action sur le vide |RP A)
est en principe connue. L’énergie du fondamental approchée Frps = (RPA|H|RPA) est
en principe accessible via cette méthode. Notons que si 'on veut calculer des éléments de
matrice a nombre élevé de corps, nous devons en tenir compte dans le choix de ’ensemble
d’excitation RPA qui doit étre assez vaste pour pouvoir les générer.

Avant de passer a une autre méthode de la RPA, regardons pour fixer les idées les
équations obtenues si l’'on pose

Q,=X/A, - Y/AT, (2.94)

(on utilise la convention d’Einstein ; il y a une sommation implicite sur a). En particulier,
cet exemple va nous montrer que en raison de la nature composite de I'indice a, les équations
sont matricielles. Faisons varier @ (on omet a présent I'indice v)

0Q = 6X,A, — 0Y, AT . (2.95)

On injecte dans les équations du mouvement 2.81, en omettant le crochet de valeurs
moyennes (0]...|0) pour faciliter la lecture

[5XaAa _GY,AT [H, X,Af - Y,,A_,,H -
O [1X,A, — 6Y,A",, X,4] - V4] (2.96)
& [(SXaAa, [H, X,,A,T,H —[6X, A, [H, YA
— |oveal,, [H, X4]|| + [v.Al,, [H, VA ]| =
Q, ([6XaAa, XbA’g] +[ov,Al,, Y;,A_,,})
(2.97)

On a éliminé les termes [A,, A ;] et [Aia, AZ] En effet, nous avons ajouté une condition

supplémentaire sur ’ensemble des opérateurs d’excitation :

Condition 2 (Commutation mutuelle des opérateurs d’excitation)
V(a,b), [A,, A_] =0.

Bien sir, cela implique

¥(a, b), [A’f_a, Ag] —0.

Nous devons donc construire un ensemble d’excitation RPA tel que cette condition soit
vérifiée. Une condition plus forte qu’on emploiera en pratique est la suivante :

A' est un produit d opérateurs de création uniquement. (2.98)
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Ces équations sont de la forme

oy

§X-A=6Y B (2.99)

et pour les résoudre, on réalise indépendamment les variations 6.X, et 0Y, c’est a dire
qu’on va écrire deux équations vectorielles, en annulant pour 'une les variations Y, et
inversement pour I’autre (ce que nous avons appelé plus haut la projection sur les variations
de X et V). L’équation précédente est donc équivalente &

—

X -A=0 et 6Y-B=0. (2.100)
Les variations 0 X, étant également indépendantes, on obtient finalement,

A=0 et B=0. (2.101)

Le systéeme d’équations RPA est donc équivalent a

X Ao, [H, Al =3[, [H, A 4] = 9,X, A, Al (2.102)
ot — X, [Ai . [H, A;g]] +Y, [AT,, [H, AL)] =Y, (AT, A, (2.103)

On résume ces équations sous forme matricielle (rappelons qu’il faut voir ces équations
comme un systéme matriciel par bloc),

Aap Bab X _ 9 Nab 0 X
Biafb Atafb YEJ - Y 0 _N—a—b Y;)

(2.104)

ou on a utilisé les notations (en réintroduisant a nouveaux les valeurs moyennes sur |0))

Aun = (0][A,, [H, Al]]|0) (2.105)
By = —(0|[Aq, [H, A]]|0) (2.106)
N = (0[[A,, A]|0). (2.107)

Pour finir, revenons sur la condition supplémentaire 2.98 imposée aux excitations RPA.
Si les termes non diagonaux de la matrice norme ne sont pas nuls (ce qui serait le cas si
'on n’impose pas cette condition), on ne peut pas écrire de condition de normalisation des
excitations |v). Dans cette approche de la RPA (équation du mouvement), cette condition
est indispensable et sera toujours remplie. Dans "approche DEA, cette condition n’a pas
a étre satisfaite.
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2.3.3 Equations de Dyson

A partir des opérateurs d’excitation RPA, précédemment introduits, I'idée est de trouver
un ensemble d’équations de Dyson sur des fonctions de Green. L’avantage de ce formalisme
meélangeant la description en termes d’opérateurs et en termes de kets est de permettre
d’avoir une vision intrinsequement plus cohérente des équations. Il n’y a pas, comme pour
la méthode précédente, multiplicité d’inconnues (énergies €2, @, vide |RPA), amplitudes,
etc) a traiter de facon différente. Les fonctions de Green contiennent directement toutes les
informations que I’on peut déduire du systéme. Le formalisme est également beaucoup plus
naturel & utiliser en théorie des champs et permet une vision diagrammatique des choses.

Les désavantages existent bien stir. En particulier, pour la théorie des champs, le systéme
d’équations obtenu est fonctionnel et donc difficile a résoudre. Il ne s’agit plus d’équations
non-linéaires mais d’équations fonctionnelles nécessitant des approximations supplémen-
taires. Cependant, la symétrie par des transformations du groupe de Poincaré va nous ai-
der. En effet, la condition d’invariance (ou conservation de la masse au repos) m? = E? — p?
(ou E est une énergie et p une impulsion) va nous permettre de n’avoir que des équations
implicites sur m a résoudre. Ici, les opérateurs tests A; ne sont plus employés pour re-
chercher directement les excitations et les énergies mais pour nous permettre de chercher
dans 'espace des fonctions de Green, les fonctions les plus proches des fonctions de Green
exactes.

A partir des fonctions de Green, on peut calculer toutes valeurs moyennes sur le vide,
en particulier, ’énergie de 1’état fondamental.

On utilise pour cela le théoréme spectral 1.4.1, p.29 :

) i dw
(BA) = lim [ —e“"&,p(w). (2.108)

n—0+t ™

Description de la méthode

Nous allons d’abord voir un énoncé formel de la méthode. On introduit donc les fonc-
tions de Green pour les opérateurs B du développement formel de Q' (équation 2.83) :

®;;(t — ') = —i(0|T (Bi()B}(t'))[0)

ij
ou les opérateurs B(t) sont les représentations de Heisenberg des opérateurs B,
B(t) = " Be ', (2.109)

En dérivant, on obtient une équation de Dyson [SDR97, SS99| (rappelons une derniére
fois que nous utilisons en général la convention d’Einstein) :

10,8t —t') = Mot —t') + HiuBy,(t —t') + (0|T(D)|0), (2.110)
avec M;; = (0|[B;, B;]T|0) (2.111)
et Hi; = (0|[[B:, H], B]|0)0;). (2.112)
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Nous allons négliger le terme dynamique (T'D) afin d’assurer I’équivalence avec le schéma
RPA précédent et car il est d’ordre supérieur (il implique des fonctions de Green impliquant
un nombre d’opérateurs de plus en plus grand) lorsqu’on écrit en pratique le systéme
d’équations (voir la discussion dans un cas concret section 4.2.1, p.86). C’est de cette fagon
que l'on tronque la hiérarchie infinie de fonctions de Green (voir section 1.4, p.24).
Passons en transformée de Fourier par rapport a ¢ et notant w le conjugué, on obtient,

wBi(w) = Ny +HipBj(w). (2.113)

Remarquons que contrairement a la méthode précédente, nous sommes déja dans une
approximation car nous avons négligé le terme dynamique. On ne va donc pas écrire de
systéme formellement exact pour les fonctions de Green.

On voit que la condition d’inversibilité 1 doit étre dés a présent satisfaite.

Examinons la structure des équations et leurs résolutions formelles. Ce sont des équa-
tions “doublement” matricielles (indice i, j parcourant I’ensemble des excitations RPA, in-
dices qui peuvent étre eux méme composites et également continus) comme nous le verrons
explicitement a la fin de cette section.

La résolution formelle du systéme est possible,

w Qﬁij(w) = ‘ﬁij + %ik®k]‘(w> (2.114)
& H-wl)é=0 (2.115)
& G=H-wl) M (2.116)

Une condition supplémentaire s’impose pour que I’équivalence soit valide, H —w 1 doit
étre inversible. Pour notre étude, ce sera le cas, dés que 91 I’est. En pratique, ajoutons que
les équations de champ moyen généralisées 2.89 nous permettent de symétriser les doubles
commutateurs.

Enfin, les inconnues du probléme sont les mémes que pour la méthode précédente, ce
sont les coefficients de H et DM qui seront déterminés différemment selon le schéma envisagé.
Le probléme de non-linéarité des équations est également présent.

La résolution de ces équations permet de calculer les fonctions de Green du probléme.
D’aprés le théoréme spectral, toutes les corrélations du type (0|A; A}|0> sont donc calcu-
lables d’une facon approchée

dE

(0]4; Afj0) :i/gejA;,Ai(E). (2.117)
Notons un point de vocabulaire. En vertu de cette formule, une valeur moyenne (AB)
se calcule grace a la fonction de Green —i (T B(t)A(t')) qui est une fonction de Green
(ou fonction de corrélation) a deux temps donc un propagateur & un corps. Par abus de
langage, on dira que (AB) est une corrélation a un corps. Mais on emploiera également le

terme de valeur moyenne & deuz opérateurs ou a deuz corps pour désigner (AB).
L’énergie du fondamental peut étre calculée selon ce principe, pour peu que les fonctions
de Green soient d’un ordre suffisamment élevé. Par exemple, si le hamiltonien comporte un
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terme en a*, il faut pouvoir calculer une fonction &,,,, donc choisir un ensemble d’exci-
tation suffisamment grand. Lorsque cet ensemble n’est pas assez large, une approximation
supplémentaire permet de poursuivre le calcul.  Par exemple, on factorise (comme on le
verra en RPA renormalisée) les valeurs moyennes. Enfin, pour achever le lien avec la mé-
thode précédente, notons que si 'on voulait introduire un vide approché |[RPA), il faudrait
lui imposer de vérifier

V@J%(RPAM#QMT%)zl/%E®T (E). (2.118)

o A
Reprenons ’ensemble d’excitation du paragraphe précédent 2.94 (vérifiant donc les
conditions d’inversibilité de la matrice norme). Les équations de Dyson (2.110) peuvent
étre réécrites dans une forme légérement différente dans ce cas car on est naturellement
amené a introduire quatre types de fonctions de Green,

6,5 = —i(0|T (A.A])[0),

&, , = —i(0|T (4,4 ,)|0),
6 .5 = —i(0|T (AL, A])0),
6_op = —i{0|T (AL,A,)|0).

Nous avons adopté la notation & , ,+ = &_, ;. Ces quatre types sont nécessaires afin que
—as b
le systéme d’équations de Dyson soit clos.
On réécrit les équations 2.113

I I TR P I I CHIT)
[ (Ol ALHLAYD)  —(0][AnHLAJ0) | o
Hoe = [ —(O|[[A" . H], Aljj0) (0][[A", H], A_4][0) } i
. _ [ (0lAq A0y (0[[Aq, A-g]|0)
b = [ 0]/ 4w, A_JJJ0)  —(0][A,, A]0) ]

Ce systéme nous permet en principe de calculer les fonctions de Green en fonction de
valeurs moyennes du type (0|a; a} -+~ ax|0). Remarquons que l'introduction de quatre types
de fonctions de Green donne une dimension matricielle supplémentaire au systéme.

2.4 Différents schémas de RPA

Nous avons établi deux systémes d’équations RPA, 'un pour les am-
plitudes, l'autre pour les fonctions de Green. Ces systémes ne sont pas
mathématiquement clos car le vide exact |0) du hamiltonien est inconnu.
Selon la facon dont on ferme le systéme, on obtient différentes approxi-
mations. On s’attachera dans cette section a montrer que les différents
schémas que ’on peut construire sont bien clos. On verra aussi le carac-
tére variationnel ou non des méthodes.
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2.4.1 RPA standard

Le grand intérét de "approximation de champ moyen, outre la relative simplicité de
sa mise en ceuvre est qu’elle permet de calculer une valeur approchée du vide du systéme
appelé vide du champ moyen |V'). Il est également possible de calculer des opérateurs de
créations et de destruction pour ce vide b,,.

L’idée de la RPA standard (s-RPA ou “quasi-particle RPA”) est de calculer les matrices
norme et des double-commutateurs sur un vide connu. Plus précisément, il s’agira du vide
HFB et on utilisera comme opérateurs d’excitation des produits de ces opérateurs bL. On
remplacera dans les équations 2.104 et 2.119 le vide exact |0) par le vide de champ moyen
|HF B). Ainsi, les valeurs moyennes qui étaient inconnues sont calculables d’'une maniére
approchée (voir par exemple [HHC99]). Il faut faire attention & un point. Dans la section
précédente, un seul vide entrait en jeu, le vide exact |0). Ici, il faut travailler avec |H F'B)
dans le calcul des matrices 9t et H. On écrit alors le systéme des équations RPA qui est
linéaire en X et Y, ce qui nous permet de calculer les énergies €2, des états excités par
rapport au fondamental.

Il faut noter ici un probléme apparent de cohérence du formalisme. Les équations de
champ moyen généralisées, (HF B| [H, A;]|HF B) = 0 ne doivent pas étre utilisées si ’on
voulait calculer directement 1’énergie de I’état fondamental grace a la formule Egps = (H).
Cette derniére n’est valable que lorsque le systéme RPA est fermé de facon autocohérente.
Notons que si I’'on souhaite calculer ’énergie de 1’état fondamental, on peut utiliser dans
le cadre de la bosonisation du hamiltonien et sous certaines conditions (voir [RS80|, page
308) la formule

1

1
Eppa = Enp = 5Tr A+ XV: Q, (2.120)

ou A est la matrice RPA (matrice des double-commutateurs).

Enfin, notons que nous verrons que le caractére variationnel de la méthode des ampli-
tudes est perdu. En général, la s-RPA surestime les corrélations ce qui fait que 1’énergie

du fondamental est inférieure au résultat exact, brisant le critére de Ritz (voir paragraphe
2.5).

2.4.2 RPA renormalisée

L’approximation standard est trés contraignante car en remplacant le vide exact par le
vide de champ moyen, on perd dans le calcul de H et 91 toutes les corrélations présentes
dans I’état fondamental.

L’idée de la RPA renormalisée (r-RPA) est de négliger dans le calcul des matrices H
et N les valeurs moyennes connectées (comme en RPA standard) mais en conservant les
valeurs moyennes a deux corps exactes (et non plus celle calculées dans le champ moyen).
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Ainsi, dans la factorisation suivante

<H Oi> = <H Oz‘> + ) UUH (Oo(iy Oo(it)) (2.121)

contractions o

2n+1 2n+1 n

¢ <H 0¢> = <H 0> + > 07 O) [] (Ooty Oviivny)  (2.122)
1=0 contractions o =1

(out O; et un opérateur a un corps, O = a ou a’ et n est la signature de o), on néglige

les corrélations “connectées” c’est a dire, (...)° = 0. Par exemple, (abed) = (ab) {cd) —

(ac) (bd) + (ad) (bc).

En termes de diagramme d'un propagateur a& N particules, on ne va retenir que les
produits de propagateurs a une particule. Les autres diagrammes (termes connectés de la
fonction) vont étre négligés.

En pratique, on travaillera non pas avec a et a' mais dans une autre base d’opérateur

(b,bT) tel que (b) et <bT> soient toujours nulles (par exemple, on introduit une rotation

de Bogoliubov de la base (a,a’). Ainsi les valeurs moyennes dans les double-commutateurs
pour un nombre impair de corps seront nulles dans cette approximation.

Pour fermer le systéme d’équations il reste a calculer le nombre d’occupation c¢’est-a-dire
la valeur moyenne a deux opérateurs (0[bb'|0)). Remarquons que nous n’avons pas introduit
d’approximation directement sur le vide. Le nombre d’occupation est en principe exact,
calculé sur le vrai vide.

Notons enfin que cette méthode brise également le principe variationnel.

Méthode des amplitudes

Pour la méthode des amplitudes, il s’agit d’exprimer les nombres d’occupation en fonc-
tion des amplitudes. Par exemple, on peut utiliser le théoréme de Thouless (exprimant
le vide corrélé |RPA) en fonction du vide sans corrélation de champ moyen), un déve-
loppement bosonique (au premier ordre comme Catara [CDS94] ou a un ordre supérieur
[RBCS02]), etc. Ces méthodes utilisent une bosonisation, c’est a dire, on fait 1’approxi-
mation que les opérateurs d’excitation vérifient des relations de commutation bosonique
[AZ-, A;r] = 0;;- Remarquons que alors, le systéme d’équations déterminant les amplitudes

RPA devient non-linéaire et peut étre résolu par itération.

Approche des équations de Dyson

Dans le formalisme des fonctions de Green, il s’agit d’imposer des conditions d’autoco-
hérence du systéme comme

(0]bb']0) ~z/—®,ﬁ,, (2.123)

Horsque on ne le précise pas explicitement, les valeurs moyennes seront calculées sur le vide exact |0) :

(..) = (0]...|0).
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Ces conditions s’'imposent d’une facon naturelle, mais nous ne pouvons pas procéder ainsi
dans le cas du modéle A\®*, traité avec des excitations RPA & deux corps. En effet, si on
applique brutalement cette formule, il apparait une incohérence dans les équations (que
nous montrerons explicitement dans le cas de I'oscillateur anharmonique, voir 6.4.2, p.144).

Le théoréme spectral ci-dessus sera utilisé pour le calcul des valeurs moyennes a trois et
quatre corps dans le calcul de I’énergie. Pour les nombres d’occupation (valeurs moyennes
a deux corps), on 'utilisera pour fermer le systéme RPA. On verra qu’on introduit ainsi
les corrélations induites par le condensat.

La contribution des nombres d’occupation est prise en compte uniquement dans le
champ moyen généralisé, c’est-a-dire le champ moyen pour la base d’opérateurs (b, bT)
satisfaisant a I’équation de champ moyen généralisé ((H, bb]) = 0.

2.4.3 RPA autocohérente

La RPA autocohérente (SCRPA) a pour but d’incorporer dans le calcul toute les cor-
rélations a l'ordre de lapproximation RPA considérée (voir [DS90| pour une premiére
introduction de la méthode ou [Feu00]).

Pour clore le systéme d’équations, il s’agit de trouver une fagon de calculer les corréla-
tions d’un nombre quelconque de corps.

Pour la méthode des amplitudes, on part de la définition du vide RPA, Qf|RPA) = 0
et de I'inversion de l'opérateur RPA (2.87), formellement,

Q! = f({X!, Y, Ai}y)s'inverse pour donner A; = f~ ({X/, Y, Q,} 1)) (2.124)
Or, le hamiltonien se met sous la forme (pour peu que I’ensemble d’excitation RPA soit
suffisant)

H = H({AIaAi}{i})- (2.125)
On définit ’énergie approchée RPA,
Erpa = (RPA|H|RPA) (2.126)

qui est calculable puisque I'action de @ sur le vide est connu et que on peut normaliser Q
et Q' tel que <[Qy, QL]> = Opw-

Notons que cette méthode ne brise en principe pas le principe variationnel et satisfait
le critére de Ritz.

Pour les équations de Dyson, le théoréme spectral permet de fermer d’une fagcon auto-
cohérente le systéme.

Bien siir, ces méthodes sont trés complexes a appliquer, tant au plan théorique que nu-
mérique ou analytique. Trés peu de systémes ont re¢u un traitement SCRPA complet (voir
[DRS98, KPD*98, DS99, DDS*00, PTPK98, BSCT01, HMDS02, RBCS02] par exemple,
pour des applications de la SCRPA discutant en détail le probléme du calcul du nombre
d’occupation).
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2.5 Nombre d’occupation et statut du critére de Ritz en
RPA

Dans le formalisme basé sur les équations du mouvement, nous avons non pas un en-
semble de fonction-tests, mais un ensemble d’opérateur-tests. L’esprit de ’approximation
est de calculer les opérateurs Q:ﬂ qui créent les états excités approchés |7) et donc le critére
de Ritz (voir 1.5, p.32) peut a priori s’appliquer en considérant comme fonction-tests les
|7) et I’état fondamental |[RPA).

En fait, le probléme vient de la facon dont on calcule I’énergie. Considérons par exemple
Pénergie de Iétat fondamental approché Ey. Si on peut écrire Ey = (RPA|H|RPA), le
critére de Ritz est valable puisque 1.65 est valable quelque soit |¥). Mais en pratique, on
ne détermine pas |[RPA) explicitement.

Examinons ce que ’on fait en pratique pour voir dans qu’elle mesure ce critére est
valable. En RPA standard avec bosonisation, il est possible d’écrire ([RS80], p.308) un
hamiltonien bosonisé Hg dont le spectre donne les valeurs approchées du hamiltonien exact
H. Si on choisit des excitations fermioniques du type a',,a;, on peut les remplacer par un
boson B;rm. vérifiant des relations de commutations canoniques et faire un développement
bosonique du hamiltonien. Alors,

1

1
Hp = Enp — 5TrA + > 00, + 5) (2.127)

ou Fgp est 'énergie dans ’approximation Hartree-Fock, la matrice A est la matrice des
valeurs moyennes sur 'état Hartree-Fock des double-commutateurs RPA et (O, 0,) véri-
fie une algeébre d’opérateurs d’oscillateurs harmoniques. L’énergie du fondamental est (on
définit la matrice des double-commutateurs DC par A = (HF|DC|HF))

1 1
Erpa=Eppr —-TrA+ =Y Q 2.12
RPA nr — 5 1Ird+ 3 ,,2;0 v (2.128)
1 1
Eppa = (HF|H — STtDC + 5Z;Q,,|HF>. (2.129)

La derniére expression est trés formelle mais a 'avantage de montrer dans quel sens on
va briser le plus souvent le principe variationnel en RPA. Ce n’est pas le fait d’utiliser la
RPA standard (et donc |HF B) comme état propre test) qui pose probléme. C’est le fait
que les corrélations au-dela du champ moyen ne peuvent étre incorporées que en modifiant
le hamiltonien pour obtenir un hamiltonien effectif.

Remarquons enfin qu’il est admis que, en général, la RPA standard surévalue fortement
la liaison. L’expression formelle précédente montre bien que les corrélations RPA ont ten-
dance a abaisser 1’énergie, car le terme TrA — > Q, peut étre exprimé en fonction du carré
des amplitudes RPA Y. (associées aux excitations a',a;),

Erpa = Epr — ZQV Z Y2 |? (2.130)
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Dans le cas de la RPA renormalisée, les corrélations connectées étant négligées, il apparait
également un hamiltonien effectif qui brise le critére de Ritz.

Enfin, examinons le cas de la SCRPA. Encore une fois, on ne construit pas explicitement le
vide |RPA), mais, au niveau de I'approximation considérée, on aura toujours exactement
Q|RPA) = 0 ce qui permet de calculer (RPA|H|RPA) et de vérifier a priori le critére
de Ritz. Rappelons notre remarque de la section 2.4.3, « [’ensemble d’excitation RPA
[doit étre] suffisant ». En effet, il est possible que des termes du hamiltonien, par exemple
contenant I’opérateur nombre d’occupation, ne soit pas exactement exprimable en fonction
des Q et Q'. Par exemple, comme bb' est hermitique et ne peut étre inclus dans ’ensemble
d’excitation RPA, il ne peut étre exprimé en fonction des Q, Q. Il faut le calculer d’une
autre fagon (il existe des méthodes de développements approchés sur les excitations RPA).
Le critére de Ritz ne peut plus étre vérifié car on traite en quelque sorte un hamiltonien
effectif.

Ainsi, dans les cas ou le nombre d’occupation ne peut pas étre inclus dans 'opérateur
RPA, on ne peut pas dire que la SCRPA satisfait au critére de Ritz.

Ce probléme du calcul du nombre d’occupation est au cceur de la RPA. Il faudra en
général trouver une fagon de les calculer au-dela de la RPA elle-méme. Citons par exemple
les méthodes de développement du nombre d’occupation en termes d’excitations RPA
[SY71, Yam74, Feu00] ou par un calcul via la fonction de Green a une particule [DHS00].
Nous avons utilisé dans ce travail une adaptation de la “charging formula” permettant de
fermer le systéme.

En pratique, la SCRPA donne d’excellents résultats vérifiant le critére de Ritz lorsque
I’on peut les comparer avec le résultat exact.
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Traitement non-perturbatif

de la théorie A®? - Champ
moyen

Chapitre

L’objectif de ce travail est de développer des techniques de calculs en
théorie des champs non-perturbative. Pour mettre en place un forma-
lisme systématique pour la théorie des champs, il est naturel de commen-
cer par étudier la théorie non triviale la plus simple, le champ scalaire réel
en interaction ou théorie A@4. De plus ce modéle ayant été étudié non-
perturbativement (théorie des champs sur réseau [JS95, LW98, MRL99|,
développement en clusters [HCPT96]) nous pourrons comparer nos ré-
sultats.

Aprés avoir présenté le modéle, nous appliquerons dans ce chapitre ’ap-
proximation de champ moyen et son extension a température finie a la
théorie A®* en 1 + 1 dimensions [HCDS02].

3.1 La théorie \®*

Pour le moment, soyons le plus général possible et considérons A®* en 1+ 3 dimensions,
avec A > 0. Sa densité lagrangienne est la suivante (on note X le quadri-vecteur position) :

Lot (P(X), 0"P(X)) = %aﬂ(x)a“@(x) — %3<1>2(X) — %@4()(). (3.1)

3.1.1 Hamiltonien et paramétres variationnels

Tout d’abord, écrivons le hamiltonien de notre théorie, (x,t) étant le vecteur position

et le paramétre temporel :
5. (1 2 2 2 52 Ad
H = [dz|; (I + (V)" + pg®7) + 7%

Nous remarquons que ce lagrangien est symétrique dans le changement ® —— —®.

Pour procéder a I’approximation de champ moyen, nous allons introduire des paramétres
variationnels. Notons <> 1’élément de matrice dans I'état fondamental. s est la moyenne
dans le vide de ® et ¢ est le champ fluctuant :

® = p+s,telque s=< P> et <p>=0. (3.2)
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Par la suite, quelque soit le vide en jeu, on prendra () = 0. En effet, dans les approxi-
mations qui suivront, on aura toujours la possibilité d’écrire la relation & = ¢ + s ou s
sera le condensat dans "approximation considérée (bien sir différent du condensat “exact”)
vérifiant s = (), e On rééerit le hamiltonien, en introduisant la masse variationnelle
m, avec V& = V¢ et en notant également que le moment conjugué Il est le méme calculé
avec @ ou P.

1 by 2 2
H = /d3x [5 (I + (V)* + m?p?) + 1@4 + %@2 - %gpz

Notons

H, = %/d?’x [HQ + (V<p2) + m2<p2] X

Nous reconnaissons le hamiltonien d’un champ libre (voir la section 2.2.1), pour une masse
m et donc, nous allons introduire les opérateurs de création et annihilation définis par ce
hamiltonien (notés b(p) et bT(ﬁ) puisque dans le paragraphe 2.1, méthode 3, nous avons
vu que ce sont en fait les opérateurs aprés une transformation de Bogoliubov). Précisons
quelques points de notation. Nous avons introduit précédemment 'opérateur by, qui vé-
rifie [bk, ka/] = Ok (équation 2.74, p.43). Ici on a [b(p), bT(p’)] = (27)32kod(k — k')
(d’aprés I'équation 2.53). La notation b, est différente de b(p). Dans le premier cas, on
a normalisé I'opérateur pour avoir une relation de commutation plus simple (technique-
ment plus pratique). La deuxiéme écriture fait ressortir le caractére covariant de la théorie.
Enfin, par commodité (pour ne pas avoir a écrire les facteurs e'”°!), on introduit b(p,?)
qui est l'opérateur b en représentation d’interaction basée sur le hamiltonien H,, car
b(p,t) = e P!b(p). Trés rapidement, on omettra la distinction entre b(p,t) et b(p) car
par exemple, b(p, t)bT (p,t) = b(p)bT(p). On appellera d’une fagon imagée quasi-particule de
masse m, une excitation créée par l'opérateur b'. Décomposons sur cette base le champ ¢
(on utilise la notation py = w(p)) :

avec la mesure invariante dp =

et
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On a ainsi

Ho = 5 [ oo (3909 + 5 (03

— /dﬁ Do {b*(ﬁ)b(m + %[b(ﬁ),bf(ﬁ)]} :
et

4

H = H,+ /d3x Eu%f + )\Ts + (ugs + As*)p + %(ug —m? 4+ 3)s%) % + Asp® + %(p‘l :
Notons (...) I’élément de matrice (0y,|...|0,), ou |0,,) représente le vide des quasi-

particules de masse m, c¢’est-a-dire, b(5)|0,,) = 0. Dans 'approximation du champ moyen

on identifiera le vide vrai et ce vide.

En utilisant le théoréme de Wick [BS| et ot : ... : est 'ordre normal pour les b et (©?), est

par définition la moyenne du carré du champ dans le vide des quasi-particules, on obtient

0 = g <902>m
' = 0t 430 (97,
ot = ¢t 46 <<,02>m RV —|—3<g02>m2,

avec <<102>m - /dﬁdﬁ <b(ﬁ)bt(_ﬁ,) +bT(_ﬁ’)b(ﬁ)>m

_ / dp gl (27)*2 pod (5 — 1)

_ /dﬁ,

H = / a5 po b ((F)
+5 [dom [b.5'6)

(Eb) 1 st 1 3)
+/d3x |:—,u§82 + 24 —(ug —m?+3Xs%) < p? > +—-< ¢? >

on a

2 4 2 4
(H,) +/ A3z { (,ugs + As® 4+ 3)s <g02>m) 7,

1
(Hz) +§(,u3 —m® +3Xs? + 33X (%) ) :p”:

(H3) +As @

(Hy) +% cph } : (3.3)
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Pour étudier la renormalisabilité de la théorie et procéder a l'approximation de champ

moyen, étudions le terme constant de cet hamiltonien.
Il est donné par

By = 5 [dim [p.6')]
Ast

2 4 2

1 1
+ / d*x {—u%sZ + — 4 (g —m?+3X8%) () + % <902>72n

o I'intégrale du commutateur et le terme (¢?) = divergent.
De plus, notons

m = [ a5 m¥ @@ + B
Réécrivons le premier terme de Fy. Grace a :

BEB| = em)2mir- ).

(2755 — ) = / P T

écrivons
B o= L [ap [b b = [ @z [ dpp?
0 = 5 [ dppo (P (p)| = z [ dp pg
= /dafL' gg,
avec & = /dﬁpg.

Passons maintenant en densité d’énergie :

EO = /d?’l' 80,

5 1
avec & = &+ §u332 +

»'

4 2

3.1.2 Renormalisabilité

2=+ 3% (%), + (), 2

Jusqu’ici nous avons considéré une théorie en 3+1 dimensions. Pour éviter des problémes
techniques dus & la renormalisation, nous allons considérer A®* en 1 + 1 dimensions (voir
[KL95, KL98| ou la renormalisation de la théorie 3+ 1 est discutée). En effet, 'objet de ce
travail est d’établir un schéma RPA en théorie des champs et nous ne voulons pas ajouter

de difficultés techniques dues a la renormalisation.
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Le seul changement dans & est que

" dp
dp = ——.
2p « 21
Ap? est alors super-renormalisable. Ainsi, pour que tous les termes soient finis, il suffit de
retrancher du hamiltonien une quantité infinie et renormaliser la masse fi.

Pour compenser la divergence dans (¢?) , on introduit une masse renormalisée,

W= g+ 33X (%), -

Il faut ensuite soustraire un terme correspondant & l'arbitraire du choix de l'origine des
énergies. Nous choisirons cette origine telle que I'énergie pour des particules de masse u a
s = 0 soit nulle.

Cela revient a soustraire ’énergie de ’état de vide des particules de masse p. Tous les
termes divergents sont alors éliminés, comme nous le montrerons explicitement équation
3.11, p.65.

3.2 Approximation du champ moyen

Nous allons présenter la premiére méthode d’approximation qui est une méthode de
champ moyen.
Ici, nous aurons deux paramétres variationnels, la valeur moyenne du champ dans 1’état
fondamental ou condensat et un parameétre de masse.

Nous chercherons ici I'état fondamental et nous calculerons (H).
(...) représente l’élément de matrice (0,|...|0,) (moyenne relatif au vide des quasi-
particules de masse m). L’approximation du champ moyen consiste ainsi & approximer le
vrai vide par |0,,) .

3.2.1 Energie du fondamental dans le champ moyen

Reprenons le hamiltonien exact 3.3, p.61. Les crochets de moyenne appliqués aux pro-
duits normaux et a ¢ donne zéro. Appliqués au terme cinétique b'(7)b(7) on obtient éga-
lement un résultat nul.

Ainsi (H) = E).

Equation du gap

Appliquons la méthode variationnelle & m, ¢’est-a-dire, cherchons le paramétre de masse
qui minimise I’énergie. En dérivant & et en annulant cette dérivée, on trouve l'équation
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du gap :

m? = ,ug + 3\ (82 + <902>m)
soit m* = p*+ 3\ (52 +{0%), — <902>u> ’
en notant < Agpi(m) > = <<,02>m — <S02>M7
on a I'équation du gap : m? = p? 43X (s’+ < Agi,(m) >) . (3.6)

Dans ce chapitre, nous considérerons m comme vérifiant toujours I’équation 3.6.

Ré-interprétons cette équation de fagon diagrammatique en introduisant le propagateur
libre, celui dans l'approximation de champ moyen et le terme de correction de masse
gaussienne (opérateur de masse gaussien) :

propagateur libre :

G = o= , (3.7
propagateur de champ moyen :
Gow = ——y = , (3.8)
- ! (3.9)
w? — (12 + 3\ (24 < Ap2(m) >))
correction de masse :
Seu = 3 (7 < Agl(m) >). (3.10)

Le terme de correction de masse contient une boucle a une particule dans laquelle
“tourne” la masse m (représentée par une boucle) et le terme 3\s? (représenté par un
“tatard”).

On a donc

Gev = Go+Go Xem Gou,

c’est-a-dire,
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Expression de I’énergie dans 1’approximation gaussienne

Calculons explicitement < Agpi(m) > en introduisant une coupure A sur les impulsions :

9 B A dp 1
() = D
m —A 2T 24/m? + p?

27 m 8 A?
2 1 m2 NI K :
et donc, < Api(m) > = ——In|— ) alordre dominant en A.
p . 12
Ainsi
& = & — Z<80 >u
1,5, Ast
+2,u 57+ 1
L, o 2 2
+§ (¢ >“ (1" —m?)
1 2
+3 < A2 (m) > <u2 —m? +3Xs” + —< A’ (m) > )

Réécrivons & :

B dp (po(p)  3A, 1
o = /§< 2 1 T

_ 2 _ 2 1
L polm) —po(p) | g2 —m )
2 2 2po(p)
1,5 Ast
LY
1 2 2 2 > | BA 2 2
+ §<Ag0u(m)> 1o —m” 4 3\s +5< Ap,(m) >" ).

Choisissons maintenant l'origine des énergies a s = 0 (ou m = pu), ¢’est-a-dire que 'on
soustrait 1’énergie du fondamental du vide de masse y :

En(s =0) = /@ (p[’é“)_%<¢2> ! ) (3.11)

2 "2 po(p)

Alinsi, avec cette origine, ’énergie ne contient plus de termes divergents. En effet, cal-
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culons explicitement le second terme :

fg (e

1
= — <m2—u2—m21n(

)) a lordre dominant.
8w

La densité d’énergie complétement renormalisée, qui est la solution pour le fondamental
dans ’approximation de champ moyen, a donc pour expression adimensionnelle :

Er 1
2 E(SO—SO(S:O))
= F st L (X — 1 -1+ 12p52) + P (n(X))? (3.12)
-9 TP T PE T or ’ '
. . . . . m? A
en introduisant les variables sans dimensions X = — et p = ek
1

On appelle aussi cette énergie le potentiel effectif de la théorie a I’approximation gaussienne
(GEP) car cette méthode est équivalente a I’approximation gaussienne (voir ci-dessous).

3.3 Approximation gaussienne

Avant d’examiner les résultats numériques de la résolution de 1’équation du gap et du
calcul de I'énergie de champ moyen, examinons une autre méthode d’approximation varia-
tionnelle, I’approximation gaussienne. Nous verrons qu’elle est strictement équivalente a
I’approximation précédemment introduite. L’approximation précédente a l'avantage d’in-
troduire des paramétres intuitifs, tandis que cette méthode est générale car écrite dans un
formalisme systématique. Ainsi, notre souci de systématisme se voit satisfait grace a cette
méthode en généralisant la méthode précédente. En particulier, I’application aux modéles
o—linéaire sera immeédiate, le modéle o—linéaire se réduisant simplement & une générali-
sation du modéle A®* ot le champ scalaire ¢ est remplacé par un champ vectoriel & quatre
dimensions avec une symétrie globale O(4) explicitement brisée dans une direction.

Utilisons I’Ansatz variationnel gaussien 2.64, p.41. La fonctionnelle d’énergie de 1’état
fondamental est (2® est 1’élément différentiel fonctionnel),

ECEP[h, 5] =(UC|H|PC) (3.13)
:,/V?/ 29 UC (] {% (—iﬁ%) + %(896‘1)(33))2 + %ugqﬂ(m) + %@4(35)} TY (D) (3.14)

On va faire le changement de variable p(x) = ®(x) — s dans 'intégrale.
Avec la convention d’Einstein étendue aux intégrales, (par exemple ¢(y)h(x — y) =
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[ dy p(y)h(xz —y), etc), calculons Paction de IT sur ¥,

S V(@) = —eh(e - ) ¥E(@) (3.15)
56 )
S 5o (®) = [p(y)h(z1 — y)(2)h(xs — 2) — h(zy — )] ¥E(D).  (3.16)

(rappelons que h(z —y) = h(y — x)). L’action de ¢ ou ¢ est une simple multiplication.
On a

EOFP(h, 5] = A / P (WO]g))?

1

{2 10) - ehta - elhia - 2)]

e (@pl@)? + 3udlo() + 5+ 2 (p() + ) (37)

Rappelons quelques résultats sur les intégrales fonctionnelles :

/ gpet ] @A yp(y) drdy _ o~5TrinA (3.18)

/@we—%fw(fr)A(x,y)w(y) drdy + [ o(z)p(z)dx
_ s TrinA 5 [ o)A (2, y)e(y) du dy (3.19)

ou A~! est l'inverse au sens des convolutions de la distribution A, ¢’est-a-dire

/ A, y) A (. 2) dy = 6(x — 2).

Avec

0 .0 / D et I ADAER ) drdy + [ ole)ola) do
do(z1)  do(zn)

_ / Do) -+~ pln) €4 @A) dody + [ ofa)o(a) ds
(3.20)

on déduit, en posant p = 0 apres les dérivations de la formule précédente, que si n est pair

1

/ Do (1) - pl,) €74 POAEL s — =3 WAL (0 ) A (g, )

+(permutations des variables xz))

(3.21)
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cette intégrale étant nulle pour n impair. Cette formule est reliée au théoréme de Wick.
L’intégrale de la fonctionnelle gaussienne 2n fois dérivée génére les termes complétement
contractés du théoréme de Wick pour 2n opérateurs, c’est-a-dire la valeur moyenne de ces
2n opérateurs, dans le vide des opérateurs qui définissent 1’ordre normal. En effet, A~!(z, y)
est bien la valeur moyenne de I'opérateur ¢(z)p(y) si on interpréte e~/294¢ comme une
fonctionnelle d’onde.

Les intégrales des produits de ¢ de la formule 3.17 sont donc calculables. Pour le terme
en (0p)?, on démontre un résultat similaire en mettant un terme linéaire en o de la forme
(0p)p au lieu de g dans la formule 3.19. Ainsi,

/ D (00)(x1) - - - (0p) ()2 #@A)oly) dudy

= ¢TI GIAT (g, w0) - - - DDA (w1, )
+ (permutations des variables x;)) (3.22)

Calculant toutes ces intégrales avec A = 2h (car on intégre (U%)%), A~ = h /2, en remar-
quant que exp(—Trin(h)) = 4% en simplifiant le produit de convolution qui apparait
dans le second terme et en remarquant que pour le terme en <p4 on a 3 permutations, on
trouve enfin,

EEPlh 5] = Lh(0) - ih(o) - % <82%h‘1> (0)

+%u§ ( %h—l(o) + 32> + 2 <Z(h—1(o))2 + 682%h_1(0) + st )(3.23)

(remarquons que l'on écrit 9* = 9,0, ce qui signifie que l'on dérive par rapport & x et
y la quantité h(x — y) d’ou le signe dans ’équation 3.23). Il est commode d’introduire
la représentation de Fourier défini équation 2.71, p.42 en remarquant que l'inverse de
convolution en transformée de Fourier de h est

hl(x):/ _dk_ i (3.24)

2m)d &

On obtient

dk |er Kk* 1 1 1 A 1
EGEP _ Sk oM 222 2 2 s 4
e, ] /(2ﬂ)d{4+226k+2u0 5 T8 ) T 6 s
3A dk  dk' 1

4 (27r)d (27r)d 2ey, 2¢,

(3.25)

Pour bien voir I’équivalence avec la méthode de la section précédente, réécrivons la formule
en remarquant que ’on peut définir la densité scalaire,

(W92 0°) = (p*), = @ = / (;:)d;?k' (3.26)
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L’indice € est 1a pour rappeler que ’on prend la valeur moyenne sur le vide gaussien W%,
Posons également OF = k? + p2 + 3\s?. L’équation 3.25 se met sous la forme

1 A 1 € 02 | dk 3\ 2
EGEP _ 1,22 4 © Sk k ON 2 9
o] = gups* + s +2/{ > T oo (et (¥*). (3.27)

Il ne reste plus qu’a minimiser ’énergie par rapport a la fonction ;. On obtient une
équation sur la masse des quasi-particules HFB, notée m :

m? =cp — k> = pg + 31 (s + (¥%)) . (3.28)

On voit ainsi qu’il y a bien équivalence avec la formulation précédente o ’on a introduit
une masse m grace a des considérations physiques car on retrouve ’équation du gap. De
plus, si on introduit m? dans 3.27 on retrouve I’expression 3.4 établie au chapitre précédent
pour l'énergie de champ moyen, y compris le terme divergent [ dp 2p®. A partir de ce point,
on peut renormaliser la théorie de la méme facon que dans la section précédente.

Cette méthode posséde le grand avantage de pouvoir étre exposée systématiquement,
mais l'interprétation physique est plus directe lorsque ’on raisonne en termes de masse et
de condensat introduits directement dans le hamiltonien.

3.3.1 Discussion du résultat obtenu

Nous sommes obligés de recourir a une solution numérique. Nous allons résoudre I’équa-
tion du gap pour différents parameétres puis injecter dans gf. On obtient alors le potentiel
effectif, c’est-a-dire 'expression de ’énergie de 1’état fondamental en fonction de notre pa-
rameétre d’ordre, ici le condensat s. Tous les résultats sont présentés avec la normalisation
=1

Mais regardons d’abord 1’équation du gap.

Equation du gap

Tout d’abord, réécrivons 3.6 en fonction de variables adimensionnelles :
2 | 3P
X —-1-12ps°+ —In(X) =0. (3.29)
T

On peut exprimer la solution de cette équation en terme de la fonction W de Lambert.
Cette fonction est la fonction analytique en zéro et qui satisfait quelque soit x positif,

W (z) eV =g, (3.30)
Or, 3.29 peut s’écrire,

T T T b v m 2
X 4+1In(X) = —(1 +12ps?) & — X esn™ = —esp(1H12057) 3.31
3 +In(X) 3p( + 12ps”) TR 3" (3.31)
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Finalement, on a
3 ™ =
x="w (—e3p 64“2) : (3.32)
s 3p
Tracons la solution de cette équation en fonction de s et pour différents paramétres. Le
résultat est présenté sur la figure 3.1.

0.8 F
35
0.6

30 —

25 L 0.4

20
[ 0.2

Masse carrée
Potentiel effectif

0.2

P T N D S N NN B B S N R T B D D S N S B
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 I
Condensat s Condensat s

F1G. 3.1 — Solution de l'équation des modes gaussiens X = ZL—; (& gauche) et Potentiel
effectif gaussien (& droite). Les échelles sont proportionnelles a la masse nue renormalisée
12, Les résultats sont donnés en fonction du condensat s et pour différentes valeurs de la

constante de couplage p.

Tout d’abord, comme c’est prévisible, toutes les courbes partent de X =1 a s = 0,
c’est-a~dire, m = p. C’est une solution triviale de I'équation.
Pour p = 0, la solution est également évidente, X =1 et & = p? 4ms>.

Potentiel effectif

Les résultats sont présentés sur la figure 3.1, p.70, pour différents paramétres. Il s’agit
du potentiel effectif, car nous n’avons pas réalisé la minimisation en fonction de s. En effet,
dans I’étude de la transition de phase il est plus aisé de raisonner sur le potentiel effectif
qui nous montre comment se produisent les transitions, si il y a plusieurs phases stables,
etc.
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On remarque trois catégories de courbe :

— La courbe ne présente pas d’extremum (pour p < 2.26).

— La courbe posséde un minimum local différent de zéro (pour p € [2.26,2.56]).

— La courbe posséde un minimum global différent de zéro (pour p > 2.56).

Interprétons ces résultats.

Soit sp la valeur du condensat au vrai minimum (minimum global) du potentiel effectif.
Quand p augmente, il se produit une transition de phase. Elle est du premier ordre car si
on trace sy en fonction de p (voir figure 3.2, p.71), la courbe est discontinue. Le paramétre
critique est p, ~ 2.56.

08

07

05

04

Condensat s,

03

02 -

01

FiG. 3.2 — Condensat au minimum du potentiel effectif gaussien, sg, tracé en fonction de p
et a température nulle. La transition de phase se produit pour p. = 2.56. sy est discontinu,
la transition de phase est donc du premier ordre.

Pour étre tout a fait complet, nous avons également tracé sur la figure 3.3 (& droite) tout
les extrema du potentiel effectif en fonction de p. Cela permet de mieux voir la structure
de phase du potentiel effectif. Nous constatons qu’il y a trois branches, une pour s = 0
qui est toujours un minimum du potentiel (branche 0) et deux branches qui commencent
a p = po =~ 2.26. La branche du bas (branche 1) est toujours un maximum local (phase
instable). La branche du haut (2) est un minimum local. Si on trace le potentiel effectif
en fonction de p pour s suivant ces trois branches (figure 3.3 a gauche), on constate que
le minimum décrit par la branche 2 correspond & une énergie supérieure a 1’énergie de
la branche 0 entre py et p. ce qui traduit que le systéme est dans un état métastable.
Ensuite, la branche devient stable et c’est ’énergie pour s = 0 qui correspond & une phase
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métastable. Enfin, I’énergie de la branche instable est toujours plus grande que les autres.
On visualise bien grace a ces figures que le passage entre la branche 0 et la branche 2 est
discontinu pour les s, la transition de phase est donc du premier ordre.

08 [ | " Branche 1
- Branche 0
L Branche 2 0
0.7 + )
06 -
Branche 2
—0.1 )
05 [
‘5;‘ [ w
S Q
r S
'g 04 lg
8 O 02
03 [ " Branche 1
02 [
[ -0.3
01 [
o [ Branche 0
L —0.4 -
| P | | | | | L | || | | | |
) 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

F1G. 3.3 — A droite : Extrema du potentiel effectif, en fonction de p. Les courbes 0 et 1
correspondent & des minima de &€ 7 et la courbe 2 & un maximum. Deux zones se dégagent,
pour p < py ~ 2.26, une seule phase est possible. Pour p > py, trois phases coexistent, deux
phases stables (0 et 1), une des deux étant en fait métastable (voir la discussion dans ce
paragraphe) et une instable (2).

A gauche : Energie du fondamental pour les trois phases. Pour p = p,., la phase 0 stable
devient métastable et inversement pour la phase 1. L’existence de la zone de métastabilité
(entre py et p.) nous indique que lors du passage entre 0 et 1, le vrai minimum du potentiel
effectif est discontinu; la transition de phase est du premier ordre.

Nous avons donc une brisure spontanée de la symétrie du lagrangien (voir paragraphe
3.1.1, p.59). Trés souvent, quand ce phénomeéne apparait, par exemple dans le mécanisme
de Higgs, la brisure est explicitement contenue dans le potentiel. Par exemple, on prend
V = -3u5®* + 30

Ici, cette brisure est d’origine dynamique (due aux fluctuations quantiques). Ce sont
les termes en < A(pi(m) > qui créent la brisure pour p assez grand.

Nous avons comparé ce résultat a celui de larticle [HCPT96] (qui utilise une méthode
différente, le développement en clusters pour les fonctions de Green, tronqué a l'ordre 4).
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Les résultats sont trés proches et bien str identiques dans l'approximation gaussienne
ou l'ordre de la transition est le méme et p. = 2.568.

En conclusion, notons qu'’il existe une preuve mathématique de 'impossibilité d’une
transition de phase du premier ordre pour ®* en 1+ 1 dimensions [SG73| (il faut considérer
d* comme limite du modeéle d’Ising généralisé).

Ainsi, 'approximation gaussienne n’est pas suffisante pour reproduire cette propriété.
(C’est pourquoi nous allons voir une autre méthode d’approximation.

Mais avant cela, regardons ce qui se passe a température non nulle.

3.3.2 Température finie

Nous allons maintenant considérer cette théorie des champs a température finie. En
effet, nous voulons voir si une transition de phase se produit lorsque la température varie.

Calcul du grand potentiel

Pour cela, étudions le grand potentiel 2 dans ’approximation du champ moyen. Notons
f=1/T (on prend la constante de Boltzman kg = 1).

Q = —TIn(Z) ou Z est la fonction de partition,
Z = TrePH

Nous n’allons pas, pour ce cas simple, exhiber toute la machinerie de I'intégrale fonc-
tionnelle & température finie.

L’approximation du champ moyen consiste simplement & écrire (principe variationnel
statistique) :

H—:Hy:+:Hp: ~ ((H=:Hpy:))pg+:Hpy:.
ot (())s représente la moyenne thermique, dans un bain a la température 1/3, de quasi-
particules de masse m.

Ainsi

Q = —Tln(Tre ") + ((H—: Hp, 3))p.

En utilisant une technique usuelle (on discrétise puis on repasse au continu),

In (TI" 6_’8:Hm:) = In H i e—ﬁquq

qg ng=0
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(ot wy = /q? + m? et n, € N est le nombre d’occupation, quelconque pour des bosons),

In (Tr e‘ﬁZHm:) = In (H s (15‘*’ )

q

= — Zln (1 — e’ﬁ‘”q)

3
—V/ d p3 In (1 - e‘ﬁpo(m)) :
(27)

Pour lautre terme ((H—: Hy, :))3 , on a juste & remplacer dans l'expression 3.4, p.62
les crochets < ... > par des crochets a température finie ((...))s (les produits normaux pris
entre ces crochets étant toujours nuls et ((p))g étant nul par construction ).

Le théoreme de Wick prenant la méme forme, le résultat est formellement identique.

Explicitement, (¢?) =~ change en :

(s = [ dpdir (O (-77) + 80,
- /dﬁ(1+2n(ﬁ)).

Le nombre d’occupation n(p) est donné par

1
”(ﬁ) = eﬁwp -1 :

L’équation du gap reste formellement inchangée avec le remplacement précédent des
crochets de moyenne.
Pour régulariser cette théorie, on pose

W= g+ 30 (%),

et on procéde a la méme manipulation que dans le paragraphe 3.1.2, p.62.

Remarquons que ici, on a utilisé les crochets <> car le schéma de renormalisation
étant indépendant de la température, la renormalisation faite & température nulle reste
totalement inchangée.

On a donc, en passant en densité et utilisant des quantités sans dimensions :

% = T/Z—Zln(l—e?)

en notant T =

et wy = VX +ul.
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Remarquons bien que ici,

(@, = [ 3 {HM(@ 1

2 2 po(m) 9 po(t)

Résultats obtenus et commentaires

0.6

Grand potentiel Q
Grand potentiel Q

—0.6

L sl b b b b b by by L
Q0 0.1 0.2 0. 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 Q0 0.1
Condensat Condensat

el b b b b b b b
02 03 04 05 06 07 08 09 1

F1G. 3.4 — Grand potentiel pour p = 1 (a gauche). Grand potentiel pour p = 2.4 (a droite).
Les résultats dont donnés en fonction du condensat, pour différentes températures 7. Pour
p = 1, la phase stable, qui correspond au minimum du grand potentiel, est symétrique
(so = 0). Pour p = 2.4, la phase stable est symétrique mais il se développe un état
métastable déformé (s # 0) pour les petites températures.

En procédant de la méme fagon qu’au paragraphe 3.3.1, p.70, nous obtenons le grand
potentiel en fonction de la température et de p.

Nous avons tracé, pour les trois valeurs du paramétres p = (1, 2.4, 3.8 ), correspondant
aux trois secteurs dégagés précédemment (paragraphe 3.3.1, p.70), un faisceau de courbes
a différentes températures (figure 3.4, p.75, 3.4, p.75 et 3.5, p.76).

Nous constatons que lorsque la température augmente, il y a restauration de la symétrie
brisée (so redevient nulle) si elle ’était & T nulle. Cet effet est prévisible. En effet, si nous
prenons comme analogie la théorie d’un solide magnétique o les spins sont dans un champ
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Condensat

FiG. 3.5 — Grand potentiel pour p = 3.8, en fonction du condensat, pour différentes tem-
pératures. Une phase déformée stable est possible pour les petites températures.

moyen, 'aimantation est non-nulle & température nulle. Si on augmente la température,
I’agitation thermique brise cet ordre et ’aimantation s’annule.

Enfin, nous pouvons tracer sy en fonction de 1" & p fixé ou inversement (voir figure 3.2,
p.71 et 3.6, p.77).

On peut voir qu’il y a restauration de la symétrie (transition de phase du premier ordre)
lorsque p diminue & T fixé ou lorsque T" augmente a p fixé.
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FIG. 3.6 — Minimum global sy du grand potentiel en fonction de la température T et pour
différentes valeurs de la constante de couplage p. Les transitions de phase engendrées par
la variation de la température sont du premier ordre.
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Traitement non-perturbatif
de la théorie A®* - RPA

Chapitre

Nous appliquons dans ce chapitre les techniques de RPA standard et
renormalisée a I'étude de la théorie A®* en 1+ 1 dimensions (voir [KL95,
KL98| pour une autre approche du probléme utilisant une approche RPA
basée sur la linéarisation de I’approximation TDHF, en 3+1 dimensions).
Nous commencerons par appliquer le formalisme des amplitudes (équa-
tions du mouvement pour U'opérateur RPA) en RPA standard. Nous cal-
culerons ainsi I’équation des modes. Ensuite, nous choisirons ’approche
des équations de Dyson (toujours en RPA standard) d’une application
plus pratique en théorie des champs et nous calculerons le potentiel ef-
fectif. Nous soulignerons certaines difficultés dans cette section en repor-
tant leurs discussions en détails a la section suivante. En effet, le but de
cette application standard de la RPA dans le formalisme DEA est juste
de montrer l'intérét de la méthode et dégager les difficultés ainsi qu’un
moyen de les résoudre. Enfin nous présenterons les résultats dans 1’ap-
proche renormalisée ou nous détaillerons toutes les difficultés évoquées
précédemment.

4.1 Choix du schéma variationnel et établissement de
I’équation des modes

4.1.1 Choix de 6Q

Choisissons un antsatz particulier, ¢’est-a-dire, choisissons la partie de ’espace de Hil-
bert qui va étre explorée dans notre approximation (cela revient & considérer une certaine
classe de diagrammes lorsqu’on écrit un propagateur).

De plus, utilisons la RPA standard, c’est-a-dire, remplacons dans le calcul des doubles
commutateurs, le vide exact (autocohérent) par celui du champ moyen (vide associé aux b
et bt du chapitre précédent).

Pour I’état fondamental du calcul des double commutateurs, limitons nous donc a la
RPA normale et prenons |0) = |0,,) ou b|0,,) = 0.

Nous allons écrire un développement de @, de la forme 2.91, p.47. Pour les excitations
RPA, on ne considére que des termes a une particule (A, = A, = b(p,)) et deux particules
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(Ay=2 = Aup = b(p,) b(Ps)) (nous avons expliqué dans la remarque suivant ’équation 2.83,
p.46, que a est un indice composite). On n’introduit pas ici de terme de la forme bib'
(k # E') afin de simplifier les calculs dans cette premiére approche de la RPA en théorie
des champs. Ainsi, la matrice norme ne comportera pas de termes non-diagonaux (voir la
condition 2.98, p.49, et la discussion qui suit), ce qui est indispensable pour le formalisme
des amplitudes.

Alinsi,

Ao | X(52) b/ (Fa) = Y (=) b(—)

L
I
wl»—‘\

Ao dps | X (s ) ' (50 (55) = ¥ (= =155) b(=P)b(—75) |

Pour chaque variation du couple de paramétres (X,Y’), on a une équation matricielle du
type 2.81, p.45.

Par commodité, on utilisera la notation discrétisée et la convention de sommation d’Ein-
stein. On a alors,

1
QIT/ = Xa b:rx —Y_ ob_ o+ 5 Xaﬁ b:rxb; - Y—a—ﬂ b—ab—ﬂ : (4'1)

4.1.2 Ecriture des équations

Séparons tout d’abord le hamiltonien en deux termes, H = Hy + H;,;, ou H;, =
H, + Hy, + Hs + Hy.

Regardons maintenant le hamiltonien en repartant de ’expression 3.3, p.61.
— Le terme < Hy > est nul < ¢ >= 0 par construction.
— Le terme H, est strictement nul du fait de I’équation du gap.
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— Enfin, pour les interactions a trois et quatre corps, on a,

= /dﬁl dpy dps V(By, 52, 73) |b(91)bT (52)b' (55) + 3 b7 (1) (52)b(—

)b
5(271 + po +p3)

H; = / d*x \s: o*
+3b*(ﬁ (~72)b
V (P, P2 P3) = s (2 )
A
Hy = / d*x ik @t

(=p3) + b(—p1)b(—p2)b(—p3)

1

= / dpy dp, dps dp, Zv(ﬁhﬁmﬁ&@) X

[ffr ()b

6 b'(7
+b(

V(ﬁ17ﬁ27ﬁ37ﬁ4) =

E = E et Opyppipe0 = 0123,

P1,P2,P3 123

H3 -

123
Vips = A5
H, =

1234

A

1% 01234
1234 Doy D0y 220y 1234

Nous pouvons maintenant calculer tous les éléments de matrices apparaissant dans

I’équation RPA 2.104, p.50.

Commencons par les termes de type N (défini équation 2.107, p.50) en rappelant que la
RPA standard consiste & calculer ces valeurs moyennes sur le vide HFB, c’est-a-dire le vide

des b :
Na:l,b:l = Naﬂ
Nig = Nuspr
NZI

—p1)b(
A (27T)35(271 + P + P + Pa).

Pour simplifier les calculs, nous utiliserons les opérateurs discrétisés, avec les notations w; =
w(p;) (w est la fonction introduite dans I’étude du champ scalaire libre, w?(p) = p? +m?),

—

(Pz
)

Y41

)b (5

b (77)b(—
—pa)b(—p

(bo b

(o]
0
(o

3)bT(51) + 4 BT (51)b' (52)b" (373)b(— i)

Ps)
73)b(—7a)

Ps3

S Visg [b’{bgbg 4 3b1bib_y + 3 blb_ob_s +b_1b_ob_y

1
T > Vigs [b}b’;bgbz + 4 bTbIbib 4 + 6 bbb sb 4+ 4 blb b sb 4 +b 1b b sb 4

b= < 8) = dap
B =

o' |BB") = bapdarpr + Oap Oarp-

b(—p4) + 4 b (51)b(—72)b(— s )b(—p4)

—

Ps3

)
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Calculons les termes de la forme A et B (équations 2.105 et 2.106, p.50). Notons E, les
valeurs propres de Hy. Remarquons que Hob|0) = w,b].|0),

HgbLbL|0> = (wa + wﬂ)bLbHO), etc. Les F, sont donc une somme de w(p), par exemple,
Eo—1 = Ey = wW(pa) = Wa, Famo = Eup = wy + wp, etc.

On réécrit A et B en séparant les double-commutateurs “libres” (calculés avec Hy) et en
interaction (calculés avec Hiy)

Aab = A2b+~’é~lab (42)
By = B+ By (4.3)
avec
o= ([Au [Ho, Alll) (4.4)
ab a) 0y 41p
By = —([Ad, [Ho, A]]) (4.5)
-/Zlab = <[Aaa[HmtaA;E”> (46)
B = —{[Aa, [Hint, A ) (4.7)
Cette décomposition est intéressante car le calcul montre que, dans notre cas,
2[, = EaNab (48)
BY, = 0. (4.9)

La matrice des double-commutateurs H (voir I’équation 2.104, p.50) pour H, va donc étre
réabsorbée dans la matrice norme.
Examinons les double-commutateurs d’interaction. On montre que ’on peut les réécrire

Aab = <Aa HzntAZ> (410)
By = (A A_yHyy). (4.11)
On obtient enfin aprés quelques calculs les résultats suivants.
— Les termes de type 1p-1p (une particule-une particule, c’est-a-dire a = 1 et b = 1)
sont nuls.
— Termes 1p-2p : apreés réduction, on a,

~ 1
Ao = 5‘/123 (b bJ{b_Qb_g b; b£,>

i = Vo p-p
Bogs = Vo 5-p-
— Termes 2p-2p :
. 1
Aoer sy = Z1/1234<baba,b§ b} b_sb_, b, b))
i = Voo -5 -5
Baargsr = Voar —p —p'-
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Une fois tous les éléments calculés, écrivons les équations RPA pour les paramétres X,
Yon Xaa’a Yaa’ :

(4) = { (2 —wa)Xa = 3Va s - (Xpo + Vigr)
( +wa)Ye = —3Va 5 (Xpg + Yap)
et
(B) = { (0 —wa —w)Xaar = 3Vaar -5 (X5 +Y5) + 3Voar =5 - (Xpor +Yso)
() +wa +wp)Yowr = —3Vaor -5 (Xs+Ys) = 5Vaar -5 -5 (Xpp + Ygr).

Posant Z =X +Y, A =X — Y on obtient

O, Z, = WAy
(A) - { QVAa—waZa = Va -8 _g/Zgﬁl

(A) nous donne finalement (rappelons que nous sommons implicitement sur dpg dpp )

QQ—(,QQ
HZO‘ — Va 8 _p Zﬁﬂ’,
Wa

De la méme facon, on a avec (B)

2(Wa + Wa') 1
Z / = V L Z _V [— —B’ Z / .
aa P — (w4 wm)? | 0¥ 8P T 5V —p —p 286

En introduisant

dPq dPq 3 wy + W 1
I(w,p) = / —= 27)0(p'— 1 — @2 4.12
( 4) (2'/T)3 (27_(_)3 ( ) ( 1 2) 2&)1&)2 (,{)2 _ ((,dl + (,{)2)2 ( )
avec w? = @ +m? ot m est donnée par I'équation du gap (4.13)

qui se peut se mettre sous la forme explicitement covariante

. dp 1 1
(W —p?%) = / 5 5 (4.14)
(27)" wp w2 — P — dw?

et aprés quelques manipulations (on repasse en 1+ 1 dimensions et en notation continue),
on obtient ’équation des modes RPA & une particule :

I(Q,, )
1-3X1(Q,q)
b1

-2 °
2mwy w? — P — dw?

QF = W2+18 A5

et I(w,p) =
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Notant
M? =Q2 —p?, Xy = M?/m? et X = m?/u?, on a enfin, sous forme adimensionnelle,
12p\* (X
Xy = 1+ 2<—p> s? (o) (4.15)
X 1—12 2 [(Xy)
du 1 1

I(Xy) = [ — :
avec I(Xy) /27r\/1+u2 Xy —4 (1+u?)
1 /[ X
= — Atan M pour X < 4.

4.1.3 Discussion des solutions de I’équation des modes RPA

Interprétation de 1’équation

On peut réécrire ’équation 4.15 de la fagon suivante :

M? = m?+ %(M?),
I(M?)

Y(M?) = 18N s —————.
() S T NI

Le terme I(w, p) correspond en fait & la boucle & 2 particules dans laquelle on fait tourner
la masse m.

Le terme X est le terme de correction de masse (o opérateur de masse RPA) de la fonction
de Green a une particule qui n’est autre que :

1
S—m2-x(S)

Grra(S) (4.16)

Ainsi, avec les notations introduites en champ moyen a ’équation 3.8, p.64,

Grra = Yom +Gom X Grra
= Go+Go(X+2cm)Grpa,

équations qui peuvent étre représentées en terme de diagramme comme suit :

I
+
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avec 'opérateur de masse X qui peut s’écrire,

] + ‘ a

On peut résoudre numériquement I'équation 4.15, p.84 pour différentes valeurs de p.
On obtient les courbes de la figure 4.1, p.85.

Résolution numérique

20 -

Masse carrée X,

o b b b b b b b b by
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Condensat s

F1G. 4.1 — Tracé de X,; en fonction de s pour différentes valeurs de p. Sa valeur peut
devenir négative, dénotant une instabilité du propagateur.

On remarque que pour certaines valeurs de s et quand p est suffisamment grand, la
courbe passe sous zéro. Cela dénote une instabilité dans la méthode qui admet alors une
solution imaginaire.

Cette instabilité se caractérise par le fait que le propagateur posséde des poles pour
S < 0. Cela va poser un probléme lorsque nous allons calculer I’énergie de corrélation au
chapitre suivant.

Dans un schéma de RPA autocohérent, cela ne serait plus la masse m calculée a 1’ap-
proximation du champ moyen qui apparaitrait dans les boucles.
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On pourrait maintenant calculer la correction du fondamental (énergie de corrélation)
associée a la présence des fluctuations RPA (voir 1.65). Cependant pour des raisons de
commodité, on préféra utiliser une autre formulation de la RPA basée sur des équations
de Dyson.

4.2 RPA standard et équations de Dyson

Dans le paragraphe précédent, nous avons écrit les équations de la RPA a partir d'un
formalisme d’opérateurs. C’était le formalisme dit des équations du mouvement.

Ici nous allons voir une approche consistant a écrire des équations de Dyson sur les
fonctions de Green. De cette facon, nous allons pouvoir estimer 'effet des corrélations de
I’état fondamental.

4.2.1 Equations a notre ordre d’approximation & 2 particules

Nous avons introduit section 2.3.3, p.51 quatre types de fonctions de Green que nous
notons

G = —i(0[T (Aq AT)|0>

Go v = —i(0[T (A,A)[0),
G = —i(0[T (A AT)|0>
Gap = —i(0T (AT, ,A,)|0).

Nous nous limitons toujours pour ce probléme & un espace a deux particules. Ainsi, les
opérateurs mis en jeu seront les suivants : b', b'd'.

On peut justifier a cet ordre la disparition du terme dynamique (voir équation 2.110,
p.51). Il s’agit d’un T'—produit, irréductible par coupure d’'un nombre de lignes correspon-
dant au nombre de particules de I’espace-test considéré (ici, deux). On peut le supprimer
a cet ordre d’approximation car il n’intervient que dans le calcul des fonctions d’ordre
supérieur. Ceci explique que seul des doubles commutateurs apparaissent dans I’équation.

On procéde a la décomposition habituelle du hamiltonien en termes libre et d’interac-
tion. Calculons les différents termes de I’équation, en notant |a) = b}|0) et ou A,B et N
sont les mémes qu’au chapitre précédent. Le terme libre est donné par :

Q, 0
%211 = |: 0 Qa :|5ab

ot Ny = { (a |b) 0 }’

tandis que

j;gt:[ Ada Ba } (4.17)
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Ce dernier résultat appelle un commentaire.
Le calcul de H!' présente un aspect technique délicat nécessitant d’aller provisoirement
au dela de la RPA usuelle. En effet, I'inverse de la matrice 91, n’est pas défini a notre
ordre d’approximation. Il faut aller plus loin et introduire les nombres d’occupation. Ils
sont de la forme (b' b) et devraient donc s’annuler en RPA usuelle ot le vide est celui de
I’approximation gaussienne.
Pour régler notre probléme, on incorpore explicitement les nombres d’occupation dans 9,
et dans les doubles commutateurs, puis on calcule ‘ﬁgbl et H. En fin de calcul, on peut
de nouveau annuler ces nombres et trouver la forme de H2 donnée.
Remarquons que le fait que la forme de H™' soit la méme que précédemment est une
conséquence de la consistance du formalisme des équations de Dyson et celui des équations
du mouvement [SDRI7|, les deux types de matrice de double-commutateurs.

Poursuivons le calcul en remarquant que Ay = By (voir au chapitre précédent la
section 4.1.2, p.83).

L’équation 2.119, p.53 devient
e L En e [ ]
1 1 5 . —
+EC:A“ [ -1 -1 ] [ gg_bb gg_ ¥
Introduisons les fonctions de Green libres (ou non corrélées) :
Gl = m et GO = —m. Le systéme précédent se rééerit
G = Galalb) +) Gl Aw(Gs+G )
G = D GoAulGs+9 )
Ge b = > GoAuclGe 5+G )

gfé —b = g_2<a |b> + ZGgAac(gc b+ gfé 717)-
Introduisons la fonction de Green totale

G = —i(0|T ((Aa+Aia) (A,,+AT,,)T>|0>

= G +Ga v +G_ a5 +G-a -
~ 202
0 o a
Ga = w? — 02 +1in
» = Golalb).
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On obtient ’équation générale
gab = ggb + Z ggAacgcb-
(&
Si on se limite & un et deux opérateurs, cette équation se décompose en

- ~ 1 5 5
Goat = Godaar + B > GVa s 5Gsp
85"

. N . 1 - -
0 0
gﬁﬁ’,a’ = § :gﬂﬁ'vﬂﬁ’ﬂg%a’ +§§ :gﬂﬁ’vﬂﬁ'*W*W'g’W':a'
v

bl

. . . . 1 . .
Gooroy = Gop (BB 1Y) + ) G5 Vip—aGaiy + 5 > G Vs —o5Goor -
« 66’
(4.18)

Ce systéme d’équations est maintenant complétement fermé.

4.3 Reésolution des équations

Tout d’abord, nous allons préciser quelques définitions que nous utiliserons dans cette
section. Notons

Grra(w,p) = (W — w; — E(w,ﬁ))fl (4.19)
S(w,p) = 18A* s*I(w,p) (4.20)
I(w,p) % (4.21)
Iwp = [ @1 1 (4.22)

2w w? — p? — 4wl + iy

Aprés encore quelques manipulations sur le systéme 4.18, p.88, longues mais habituelles,
on obtient :

~ 2w,
;o= 4.2

Gorl = =~ (.7 )

g’?’y’v’y’)’, —a ~

112 p 2 Tw, o)

g~fyfy’,o¢’ / (424)

On peut pour cette derniére fonction établir le résultat suivant :

1 [ dp S(w? —p?)

Vir Gy == | — S 4.25
; YY g’Y’Y: 3 o1r w2_w§_2(w2_p2) ( )
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Pour Qﬂﬁf,wf on obtient la relation

Z Z Vﬂﬁ’fva’ (gﬂﬁ’ Y T ggﬁ' ,w’) 5a*ﬁfﬁ’
BB vy

- / Z—i A{f6u + 1 6Xs Grpa 6)s f}(w,ﬁa). (4.26)

Une fois sommeée sur I'impulsion p,, cette expression correspond a la valeur moyenne
du hamiltonien d’interaction H3+ : H4 :, comme on le verra dans le paragraphe suivant.
Précisons dés maintenant un point important qui sera discuté en détail par la suite (section
4.4.5, p.114). On n’a retenu ici que les combinaisons de fonctions de Green qui donnent
une contribution covariante au potentiel effectif. Les termes non-covariants sont nuls si on
combine d’une certaine fagon les fonctions de Green et nous choisissons de les négliger pour
le moment.

La structure de ce terme peut se comprendre facilement en terme de diagrammes (voir
la figure 4.2). Dans ces deux diagrammes, il n’apparait que le terme réellement relatif a la

©)

F1G. 4.2 — Diagramme représentant les corrélations a trois et quatre corps.

valeur moyenne de H3+ H, car le terme de champ moyen a été supprimé par la soustraction
de la fonction de Green libre. Les différents vertex représentent les interactions associées
aux corrélations dans le fondamental.

Ces résultats vont nous servir pour le calcul de I’énergie de corrélation.

4.3.1 Calcul de (Hj,;)

La valeur moyenne du hamiltonien d’interaction est définie par (H;,,) = (: H3 + Hy )
(ou la valeur moyenne est prise sur le vide corrélé, c’est-a-dire le vide |RP A) et non plus le
vide gaussien). On va 'exprimer en termes de fonctions de Green. En utilisant le théoréme
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de Wick 3.1.1, p.61, on a

1
(Hint) = V_a —p —o(: @atppps 1) + Zv—a —8 =5 - PaPBPsPy 1)

= Via g 5((: vaps : 5) + 300 —5(#y))

W&Va 55 (- Patpp a0y ) =200 pls 4 — 405 o (: Paps 3)).
Les équations 4.25 et 4.26, intégrées sur w (en vertu du théoréme spectral, voir section
1.4.1, p.29) nous donne une partie de I’énergie de corrélation (H;,;). Il s’agit en fait de
la contribution covariante du premier et du second terme de I’équation précédente. Les
termes résiduels, non-covariants, seront discutés en détails par la suite, en particulier, voir
les équations 4.152, p.115 et 4.160, p.116. Pour cette premiére application simple, nous
avons choisi de les ignorer.

La soustraction de la fonction de Green libre va apparaitre naturellement du fait que
I’on calcule ici une correction, due aux corrélations, par rapport a H,.
On obtient ainsi

» ]
(Hin) = / 22: “’”’*{ > Vaar -5 -8 (Gaarpp (@) = Gow g3 (W)

eteigerey

+ > VapsGaps (w)}

aal B

On calcule finalement (H;,;) en injectant les relations sur les fonctions de Green du para-
graphe précédent puis en sommant sur w et en passant en densité d’énergie. On obtient :

 dw dp [ A
(Hon) = / %ezwm / 277i { : {I 6A T + I 6\sGrpas BAs I] + 6022 gRPA}

1 [idw , dp | (6Xs)* I 3N (3AI)?
— = v twny ) U StV U Il )
6 / o ¢ / 27{ (1 — 3\)2 3 ) 9rPat TN

Cette expression est bien covariante, I(E, p) pouvant se réécrire I(1/E? — p?,0)
On va intégrer sur p grace a la formule,

[T [T - = - [T B (127)

Pour le montrer, considérons une rotation de Wick sur w, c’est-a-dire que nous allons
transformer l'intégrale sur R en intégrale sur [—ico, +ico]. En effet, on peut écrire

/Q‘D-O/oo */Hoo
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S . N iy . .o,
car le facteur e"7" nous autorise a utiliser le lemme de Jordan qui assure que l'intégrale
sur les quarts de cercle est nulle. Ainsi,

[Tl [T gy = [T [Ty

L 21

100

+0o0 +0o0

= / / %@f (—2* — p*) (on pose iz = w)
2m 2w

On introduit alors les variables polaires 7 et 8, avec r? = 22 + p2. On a alors

00 2w 00 2
//dzdp:/ rdr/ d9:27r/ dr)
R /R 0 0 0 2

En posant S = 72 et on trouve bien le résultat annoncé.
En effectuant la rotation de Wick on trouve donc

o) 1 [ (BAI)2  (6As)2 IV 14 2T (4.2
mt 24 L+ 3 (L4 3AIW)2 S 4 m? — 18X '

Notons que la quantité I"" = I'V(S) qui apparait ici est donnée par

"(©S) = —I(-8) = g—iwip 8+14w2 (4.29)
_ %f(g/ma (4.30)
avec I(S) = % Xs(j+XS)ln<VXS+;l+\/)TS>- (4.31)

du fait de la rotation de Wick. On omettra I’exposant W par la suite.

4.3.2 Energie de corrélation

Nous allons utiliser un artifice de calcul en multipliant H;,; par un paramétre arbitraire
p € [0,1] (on modifie la constante de couplage). Ecrivons :

E(p) = (¥(p)|Ho + pH int| ¥ (p)) (4.32)

ou |U(p)) est I’état fondamental du hamiltonien H(p) = Hy + pH ;.
Ainsi E(0) = Egpp (puisque H;,, =: H3+ Hy 3, Hy est bien le hamiltonien dont le spectre
est celui du champ moyen). On a

% = %(lll(p)|pHmt|‘I’(P)>-
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que l'on intégre sur p :

1
E(p=1) = Eura = Eaer+ | L8(0)|oH | ¥(0). (13
Nous justifierons plus en détails 'utilisation de la “charging formula” dans la section
4.33, p.92, mais on peut déja en dire un mot. Le calcul de la densité scalaire (1’équivalent des
nombres d’occupation) est impossible en RPA car la formule (pp) = [i% e B, , nest
pas cohérente (ce point sera discuté dans le cas de 'oscillateur anharmomque 6.4.2, p.144).
La charging formula écrite avec Hy le hamiltonien de Hartree-Fock et H;,; le hamiltonien
en ordre normal par rapport aux b permet de ne faire apparaitre a aucun moment la
quantité f [ ‘;—‘;ei“(’ﬁ%w. La densité scalaire est prise en compte, via sa valeur dans le champ
moyen, grace au terme Eggp. En RPA renormalisée, ce sera également le cas mais avec
une amélioration, la densité scalaire étant calculée dans le champ moyen généralisé (dont le
paramétre de Bogoliubov ¢ vérifie ’équation de champ moyen généralisé 2.89, p.47 pour
deux opérateurs).
Le terme (¥ (p)|pH n:|¥(p)) est calculé simplement en remplagant A par pA dans 'ex-
pression 4.28. Introduisons ’énergie de corrélation (c’est une densité)

Eeorr = E(p=1)— Egpp
= [ Lol

3pAl
_ / / dp [ (3pAD)2  (6pAs)® I 14 3
C 24rm 1+ 3p)\I (1+3pM)2 S 4 m2 — 18222221

113pAl

_ 1 °°d8 /3’\I du | u? 4u? s 1+3
 24r ), o u|l+u I(1+u)? §4m2_ 2w/

14+u

On remarque que, quand p = 1, dans le second terme apparait le propagateur Grpa (4.16,
p.84). Or nous avons vu que pour certaines valeurs de s, il peut étre singulier.

Pour continuer le calcul, nous avons choisi de modifier ce terme. Cette approximation
consiste en fait a remplacer une partie du diagramme 4.2, p.89. On a négligé la modification
du propagateur a une particule c’est-a-dire qu’on a remplacé le propagateur “habillé” par
le propagateur du champ moyen.

2u2s? /1
Explicitement, ws'/ ~ 0.
+u
1 [ u 452 u(1+Y)
Eeorr = —75— dS d - 2
247 J, / “{1+u I(S+m?) (1+u)2}

1o 252 1
— [ aS! — (1430 ) + 3N — A
247 J, 5{ n(143M) +3M = T <1+3>\I+3 >}
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En mettant notre énergie sous forme adimensionnelle, on obtient :

8:;2’"’" _ _% Ooodg{ —1In (1 + 1)2(—pf(8)> + %f(s)
282 1 12p~
CI(S)(S+1) (1+1§(—pi(3) X HS)) } (4.34)

4.3.3 Reésultats

Comme précédemment, nous pouvons calculer ’énergie de corrélation 4.34 en fonction
de s pour différents parameétres (potentiel effectif de la s-RPA).

Ici, nous remarquons que E.o st toujours négatif (résultat prévisible d’aprés la formule
1.65). Ainsi, comme on le désire, 'ajout de ce terme va contribuer & 'obtention d’une
transition de phase du second ordre.

Les résultats sont présentés sur la figure 4.3, p.93 (& gauche).

-0.05 -

,,,,,,,,,,,,,,,, p=-10-----
_oa I

p=1.6 5

u 8
o B
D 015 |- i)
o} p=20 =
i3 g
5

o

_ sl s b b s b b b by vl b b b b b b by by
D'BO 0.1 0. 0.3 0.4 0. 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Condensat s Condensat s

F1G. 4.3 — Energie de corrélation covariante en fonction de s, pour différentes valeurs de
la constante de couplage (a gauche). Potentiel effectif s-RPA covariant total (corrélations
s-RPA covariantes additionnées au potentiel effectif gaussien) (& droite).

Additionnons ce résultat avec 1’énergie de champ moyen (figure 4.3, p.93, a droite).
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08 -

0.7 -

05 -

0.4

EnergieE

Condensat s,

03 [ [
o5 |

0.2 -

-0.6

—0.7

F1G. 4.4 — Minimum du potentiel effectif s-RPA (& gauche) et énergie de ’état fondamental
s-RPA (branche 1, a droite). Seuls les termes covariants sont pris en compte. Le minimum
du potentiel effectif est continu, la transition de phase est du second ordre. Pour 1’énergie
du fondamental, la branche 0 représente la valeur du potentiel effectif pour s = 0, donné
a titre de comparaison avec le cas gaussien (bien sir, pour p < p,, les deux branches sont
confondues).

On constate que la transition est bien du second ordre (pas de phase métastable). Le
caractére premier ordre de la transition est bien amoindri par les fluctuations RPA et elles
sont ici suffisantes pour nous donner le bon ordre de transition.

La figure 4.4 présente le calcul du condensat au minimum. Il y a une transition continue
entre la zone ot s = 0 et celle ou s # 0. Cela matérialise le caractére second ordre de la
transition. On peut voir que le paramétre critique est égal a p. ~ 1.86. Cette valeur est
plus basse que le résultat de champ moyen et on s’éloigne donc du résultat calculé par
les réseaux (2.56 dans [LW98]). Enfin, nous avons calculé I’énergie au minimum de s pour
les deux branches. Remarquons que la transition étant du second ordre, il n’y a pas de
minimum secondaire qui se développe. La branche a s = 0 passe de I’état stable a instable
a la transition de phase. Il ne coexiste pas plusieurs phases (métastable et stable) comme
dans le cas du champ moyen.

Nous sommes en accord avec le résultat théorique qui interdit une transition de premier
ordre.

L’instabilité nous oblige a rejeter les termes pour lesquelles I'intégrale n’a plus de sens.
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Ainsi, 'espace exploré par les fonctions-tests est diminué.

Pour s’affranchir de l'instabilité, il serait intéressant de considérer la RPA autocohé-
rente.

Enfin, nous avons comparé nos résultats avec le développement en clusters a ’ordre
quatre [HCPT96], ot la transition trouvée est du second ordre. Nos résultats se rapprochent
des valeurs données dans cet article.

4.3.4 Conclusion

Cette application de la RPA donne des résultats encourageants pour I’étude de la tran-
sition de phase. Il nous a paru utile d’étendre cette application simple, qui nous a servi
a mettre en place le formalisme. Dans la partie suivante, ’ensemble d’opérateurs d’exci-
tations sera plus large, ce qui apportera de nouveaux problémes. Nous étudierons en plus
de la RPA standard une version partiellement autocohérente de 'approximation, la RPA
renormalisée. Nous discuterons en détails les problémes de I'instabilité du propagateur, de
la non-covariance et du calcul du nombre d’occupation.

4.4 RPA renormalisée

Nous allons étudier I’approximation renormalisée de la RPA (r-RPA), appliquée a la
théorie A®*[HCDS02, Han01, HCO03|. Pour bien fixer les idées, nous allons construire la
r-RPA en repartant de ’expression du hamiltonien, écrit en fonction des transformées de
Fourier des champs.

Ainsi dans un premier temps, nous introduirons tous les éléments nécessaires a la mise
en place de l'approximation, puis nous présenterons l’ensemble d’excitation utilisé, les
équations r-RPA et leurs résolutions. Enfin, nous calculerons I’énergie de corrélation et
discuterons les résultats obtenus.

4.4.1 Mise en place du schéma RPA
Hamiltonien en décomposition de Fourier

Nous choisissons d’exprimer le hamiltonien 3.1.1 en introduisant le condensat ainsi que
la décomposition de Fourier des champs ¢ et 7 (pour des raisons de commodité, 1'espace
est ici discrétisé). On utilisera les notations,

dr
= | —e "op(x 4.35
o Vi p(z) (4.35)
S
M= [ “=eikor(z), (4.36)

avec [(p,y, HJq[,] = 07,7 et 'hermiticité et la réalité de p(x) et 7(z) se traduisent par

ph=o_g et IL=—TI_;. (4.37)
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On obtient pour le hamiltonien

b b
HzV( ' +ﬂ84>+\/‘72<%8+683) ©i 0,0
7

1 1
+ 5 Z <H 1_[Jr + 02 Spq QOQ) + 6 Z ‘/172,3 g01 §02 §03
q

123

1
+ 21 % V12,3401 P2 P3 P4 (4.38)

ot nous avons introduit les notations ¢; = ¢z et b = 6 (suivant les conventions utilisées

dans [HCDS02)),

bs b
Vi 2,3 = \/V 6Q1+172+Q'37 ‘/1,2,3,4 = V 617'1+1T2+l?'3+174 (439)

que nous appellerons les vertex des interactions a trois et quatre corps (respectivement) et
enfin

b
02 =@ + pfy + 552 (4.40)

est le mode nu a une particule.

(4.41)
On définit Hs et H, les hamiltoniens d’interaction a trois et quatre corps,
1
= - Z Vigs 19203 (4.42)
123
Hy = 24%‘4234@1@2@3@4 (4.43)

Nous allons introduire une base d’opérateurs de créations et de destructions quelconque,
dépendant d'un paramétre x (homogéne a une énergie),

bs = \/ pg + ,/ Hg (4.44)
relation que 'on peut inverser,
oy = L(b F0,), M=/ (b ) (4.45)
B 2/ﬁ}g B —B)> B 9 B -8 . .

On vérifie que 1’algébre [bg, bg,] = 0p g est satisfaite.
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Excitation RPA et champ moyen généralisé

L’ensemble d’excitation est {bL, bL bg,, b; b_p 3, bs bT_ﬁ,;é_/B} c’est-a-dire seules des
excitations & un et deux corps sont prises en compte. Grace a la condition sur 3’ pour le

dernier élément de I'ensemble, la condition d’inversibilité de la matrice norme est satisfaite.
Intéressons nous aux équations du champ moyen généralisé 2.89, p.47.

1. Pour une excitation a un corps on obtient I’équation dite équation du gap,

(oo H]) = 0 = i3 4257+ 2 S (puph) = 0. (4.46)

[0

Elle permet de fixer le paramétre s mais dans notre approche, on calculera le potentiel
effectif en fonction de s et c’est la minimisation de ce potentiel qui fixera s.

2. Avec une excitation & deux corps, on obtient une relation non triviale,

(lbsb_, H]) = 0 (1.47)
1 C
= (IIL}) — <5 (ws0h) = 5 D (sl eh) Vins
1,2
|
+ 5D (parlebel) Vinss (4.48)
1,2,3

ol nous avons introduit le mode de champ moyen généralisé

b b
€5 =q5 + g + 552 + §<g02> (4.49)
avec,
2y _ 1 o L 1 i tpt
() =3 Y (pgely = v > g (1 + 2bzbg + bbl; + bd—g) . (4.50)
= = q
q q

Remarquons qu’il est identique dans la forme au mode de champ moyen gaussien
mais il dépend de la densité scalaire ezacte (p?). On définit la masse du mode de
champ moyen généralisé,

m® = el — . (4.51)
(que l'on ne confondra pas avec les quantités définies dans le chapitre 3; dans ce
chapitre, on se référe toujours au mode de champ moyen généralisé, sauf spécification
explicite).
Cette équation contraint la base quelconque précédemment introduite, au sens ol k
doit étre solution de cette équation.

En r-RPA, I’équation 4.48 devient

(TGITL) — €5 (ppel) =0 (4.52)
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soit,
(k3 — %) (1 + 2blbg) = (15 + <3) (B;b! 5 + bsb_5) . (4.53)

Si cette derniére équation est imposée, on montre analytiquement que les calculs des termes
des équations RPA ne dépendent pas de k. Il est donc intéressant de poser k = ¢ car cela
simplifie notablement les autres calculs et de plus impose la condition

(bhb" 5) = (bsb_5) =0 (4.54)

Remarquons que en SCRPA, cette condition doit étre vérifiée car 'inversion de 1'opé-
rateur Q permet d’exprimer ces valeurs moyennes en fonction de @ et Qf dont I’action
sur le vide est connue. L’approximation renormalisée vérifie également cette condition de
consistance importante.

Comptage des inconnues

Nous n’allons pas imposer tout de suite kK = € dans ce paragraphe, pour bien identifier
les inconnues. Etant données les excitations RPA et 'approximation renormalisée, les in-

connues du probléme sont les valeurs moyennes du type (b,bg) et <bTabﬁ> ({(babs) est nulle

seulement si on impose k = ¢). La normalisation des états implique que
(bobs) = (baba) 60,5 (4.55)
<bTabﬁ> - <bTaba> S5 (4.56)

L’équation 4.53 nous indique que (b,bg) et <bTab/3> ne sont pas en général des variables
indépendantes. La densité scalaire étant une variable physiquement intéressante, nous al-
lons la privilégier. On introduit les densités scalaires partielles (ot densité en impulsion),
définies par

No = (¢atl) - (4.57)
Ces quantités seront les seules inconnues du probléme car les relations 4.45 et (77) = € (py)
permettent d’écrire

K2 _ g2
bsb_g) = B
(bgb_g) > N
1 K2 + &2
bTb _ _= B B
< B 6> 9 + 2% N,B

Equations RPA

Nous avons vu que les équations RPA-DEA s’écrivent,

ac Bac —
E®.4(E)=Nop + Y (B“,fl 4 ) N7} ®44(E) (4.58)
c,d

—a—cC —a—C
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La grande matrice &,;, comportant de nombreux blocs nuls, on préférera les notations
suivantes,

Gig = Nig+ BI,I(N_1)1,1G1,1 + B1,2(N_1)2,2G2,1
Gip = B1,2(N71)2,2G2,2
Goo = Nao+ B2,1(N_1)1,1G1,2 + Bz,z(N_1)2,2G2,2-

)

ou la notation pour les matrices est la suivante

pe B—p =B -4
an (M )
— .

Mg = M(ba,b'sb 5) -
Le lien entre les deux notations est simplement
G G
& 1,1 Gipg
Ga1 Gap
avec G = tGQ,l car la matrice des doubles commutateurs est symétrique.
La fastidieuse résolution de ces équations permet de calculer toutes les fonctions de
Green en fonction de la seule densité scalaire. Les résultats sont présentés en annexe A.l.

La partie technique de la mise en ceuvre de la r-RPA est achevée. Nous allons maintenant
passer a l'exploitation des résultats obtenus.

ol

4.4.2 Etude du propagateur

Il s’agit dans cette partie et les suivantes d’étudier le contenu physique des solutions de
I’équation r-RPA-DEA. Dans un premier temps, nous allons étudier une fonction de Green
particuliére, le propagateur a une particule.

Physiquement, ce propagateur

®<p,;,<p,3(E) = G(E, p) (4.59)

décrit la création d’'un couple particule-antiparticule, sa propagation et sa destruction.
On trouve 'expression (voir I'annexe également)

G(B.P)= (B~ 2 E(E,ﬁ))_l (4.60)

P

otl on a introduit 'opérateur de masse ¥

S(E,P) = ——I(E, P) (4.61)
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avec .
~ - I(E,P
i py=—1EL (4.62)
— 5I(E, P)

et ou I, la boucle & deux particules est donnée par une expression plus complexe que en
RPA standard et non covariante,

1P = [ S (PR [0 o et
(2m) 2e189 E? — (g1 4 g9)" +in

€1 — €2 51N1 - 52-/\/2 ]
2e180 B2 — (51 — &5)° +in

(4.63)

Le propagateur est particuliérement important car ses poles sont les énergies des quasi-
particules du probléme ou mode a une particule. De plus, 4.133 va nous permettre de
calculer la densité scalaire en fonction de ce mode. Ainsi, pour clore le probléme, il suffira
de résoudre ’équation des modes r-RPA, c’est-a-dire trouver le pole de G(E, p). Toutes les
fonctions de Green seront alors connues et on pourra calculer les prévisions physiques du
modeéle.

Cependant, dans le souci de généralité qui est le notre, nous allons continuer I’exposition
de la méthode en calculant le potentiel effectif, avant de revenir au résultat concret pour
A4,

4.4.3 Meéthodes de calcul du potentiel effectif

Nous allons calculer le potentiel effectif en utilisant la “charging formula”. En effet,
une inconsistance dans le calcul de la densité scalaire “totale” (1’équivalent du nombre
d’occupation) ne nous permet pas d’accéder a la valeur de cette quantité par la méthode
du théoréme spectral. La densité scalaire est définie par :

(e = %Z(‘Pk oh) = %ZM (4.64)

Remarquons que a prior:i nous avons défini la densité scalaire exacte c’est-a-dire sur le vrai
vide du hamiltonien. En pratique, lorsque nous serons obligé de faire une approximation,
ce vide sera le vide déduit de la r-RPA, c’est pourquoi nous utilisons la notation ( ).
Le probléme posé par son calcul se comprend bien en terme de diagrammes. En effet, cette
densité est reliée aux poles du propagateur &, y:(E). Le développement de & en diagramme
fait apparaitre I’opérateur de masse ¥ qui s’exprime, entre autres, avec des contributions a
trois champs, c’est-a-dire des corrélations a quatre corps qui sont inaccessibles dans notre
RPA & deux opérateurs. Nous verrons dans le modéle simple de ’oscillateur anharmonique
que une excitation RPA a trois opérateurs permet de calculer le nombre d’occupation d’une
facon cohérente. En effet, le diagramme 4.5 peut étre généré correctement grace a ce terme.
La “charging formula” nous permet de résoudre le probléme sans passer par le calcul
explicite de cette densité, c’est-a-dire de 'opérateur de masse. On extrait les densités
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F1G. 4.5 — Propagateur et contribution a trois corps a 'opérateur de masse. Contribution
a quatre corps a I’énergie en refermant une ligne.

scalaires des termes d’interaction et on écrit alors le schéma RPA uniquement pour ces
interactions modifiées (on pourrait parler de “vraies” interactions, c’est-a-dire mettant en
jeu plus de deux corps).

Le calcul de I’énergie via la “charging formula” fait apparaitre un terme correspondant
a ’énergie de champ moyen généralisé c’est-a-dire que dans l'expression 3.27, p.69 on rem-
place la densité scalaire gaussienne par la densité scalaire exacte. Cette densité scalaire sera
évaluée de fagon approchée grace a approximation des quasi-particules (voir 4.4.4, p.110).
On montrera alors qu’elle ne dépend que de la masse M du mode RPA wia la masse du
mode de champ moyen généralisé m. Ainsi, ’énergie de champ moyen généralisé est sim-
plement ’énergie de champ moyen dans laquelle on remplace la masse du mode gaussien
(masse m introduite au chapitre 3) par la masse du mode de champ moyen généralisé m
(équation 4.51). La connaissance de M nous permet donc de calculer le potentiel effectif.
Cette section s’organise ainsi. Avant toutes choses, nous allons modifier I’écriture des termes
H; et Hy afin d’isoler les termes permettant de reconstruire le hamiltonien Hy de champ
moyen généralisé. Il est intéressant de signaler ici comment se met en ceuvre la r-RPA.
L’approximation renormalisée consiste a écrire toutes les valeurs moyennes comme un pro-
duit de corrélations & deux corps, lorsqu’on calcule les matrices N et H (matrice norme et
matrice des doubles commutateurs, voir équation 2.111, p.51 et 2.112, p.51). On obtient les
fonctions de Green puis on peut calculer les valeurs moyennes impliquées dans le calcul de
I’énergie du fondamental. Bien siir, il ne faut plus appliquer ici la régle de factorisation, en
particulier, cela reviendrait a annuler le terme (Hj). C’est pourquoi dans les hamiltoniens
d’interaction modifiés, il apparait bien des corrélations a trois et quatre corps.

Dans un second temps, nous appliquerons la “charging formula” & partir du hamiltonien
de champ moyen généralisé.

Enfin, on résumera les ingrédients de cette méthode de calcul du potentiel effectif.
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Modification du hamiltonien

On constate que les équations RPA font apparaitre des termes O? + %(<p2> r. Or le
mode & une particule de champ moyen généralisé est €2 = OF + %<g02>R. Les doubles
commutateurs RPA vont donc systématiquement transformer I’énergie “nue” a une particule
O? en I'énergie de champ moyen généralisé €2 . L’idée est de réécrire le hamiltonien afin
de le décomposer en un hamiltonien quadratique dont 1’énergie a une particule est celle
du champ moyen et une partie en interaction. Ainsi, comme nous 'avions fait dans le cas
standard, on va appliquer la RPA “au-dessus” du hamiltonien de champ moyen plutot que
“au-dessus” du hamiltonien libre.

Ce hamiltonien aura simplement pour mode & une particule I’énergie de champ moyen
3.12, ou m (solution de I’équation du gap 3.6) est remplacée par la masse de champ moyen
généralisé (équation 4.51 et 4.49) ou (¢?) est maintenant (¢?) .

Pour cela, on extrait les termes ad hoc du hamiltonien d’interaction Hs+ H,4 et on écrit

H = Hy+ Him (4.65)

avec

1 b, 1 b
Hy=V 5/105 +ﬂs +Z§<H1H1+O1<ﬂ1%> (4.66)
1
PR Y e +V (P (4.67)
4 R - . 1 1 e 8 I3 .
ou
<g02> (V- |<p Vo) (|VZ)) est le vide des quasi-particules d’énergie ¢), (4.68)
co1 @l o =10l — (g1 ). est Uordre normal par rapport a |V.). (4.69)
Bien str,

b
Hing = H3 + Hi — — (¢ )r Z 010] e — g (¥*)2 . (4.70)

Poursuivons le calcul pour Hy afin de falre ressortir qu’il s’agit bien du hamiltonien
libre pour des particules d’énergie ¢ c’est-a-dire de masse m

>3 : (Hlfﬂ + O 901901) Z 010 e (4.71)

2
1
i 2 i i b
:—E 1L 15+<H1H> +01<:901901:e+<901901>8)+§<90 R o1l

(4.72)
1

= 52 {<H1 H]{> + O} <<p1 <p{> + I 422 g ! 35} (4.73)
1 £ £

1
:_Z<H1HT+01<,01<,01> +§Z{ I e +ed s ol e (4.74)
1
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On introduit Ej,
1 b 1 i b, ey
Ey=V|gns* + o7 +2§1:<H1H +(’)1901901> A (4.75)

Ejy est I'énergie de champ moyen généralisé, formellement identique a son expression 3.12,
avec la masse m qui est renormalisée selon

m? = 2—1-9524‘9 (¥?) —/JFA@il (4.76)
TR T \WMIRT L o 2] '

On a
+Z (HIHJr +(’)2(<,01g01>)
1 b
— 5,”03 +ﬁ8 +

. Ly, b 4 1 €q OZ b, 59
- 2”08+245+2VZ > T3, +g e
q

1 1 (m? m? . m? 3p m2\ >
2 2 4
= u {55 + pst + W( -1 - In >_167r2 <1nu2> ].(4.77)

ol la derniére expression a été renormalisée en soustrayant 1’énergie de vide relative a p
Remarquons encore que cette expression contient la densité scalaire exacte, qu’il faudra
calculer d’une fagon autocohérente.

Nous avons finalement pour expression de H,

H0:E0+%Z{ LT +62 0 ) } (4.78)
1

Nous avons bien mis en place notre idée initiale, nous avons écrit un hamiltonien quadra-
tique, dont 1’état fondamental a pour énergie celle du champ moyen généralisé (c¢’est-a-dire
que la variable m qui apparait dans le potentiel effectif gaussien ne vérifie plus I’équation
du gap mais I’équation du champ moyen généralisé ; on dit encore que le mode de champ
moyen généralisé “tourne” dans cette énergie). De plus, les termes opératoriels quadratiques
sont écrits dans 'ordre normal.  Enfin, le mode & une particule, donné par le coefficient
se trouvant en facteur de Iopérateur ¢? est bien ¢, le mode de champ moyen. En effet, le
propagateur qui est formellement, (72 + £2¢?) " s'écrit & = k% — 2(k).
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Nous allons maintenant examiner le terme H;,;.
b b
Hpy = Hs + Hy — — (¢ Lo ol =V = (9?2 4.79
t 3 T Iy 4<90>R21: Y1¢1 8<80>e ( )

Appliquons le théoréme de Wick a Hs + Hy. Il est défini par rapport aux opérateurs
(bna,bnaf), ¢est-a-dire que ordre normal sera défini par : b,b,' L = b.'b,, tous les autres

produits restant inchangés ; la contraction : b.b," .. est égale a <b,.ib,iT> )
K

P1P2p3 = P1P2P3 I+ Z <90fr(1)<Pa(2)>E Pa(3) (4.80)

permutations
circulaires o

Viasp1pas = Viag: 0192903 i + 3 Viag (p192), ¢3 (4.81)

(car Via3 est proportionnelle & d14943). Avant de continuer le calcul, notons que dans le
vide exact, la valeur moyenne de ¢ est nulle par construction. Dans ce paragraphe, nous
continuerons a traiter ce terme, car nous écrivons des relations exactes. Cependant, dés que
des valeurs moyennes de ce terme apparaitrons et ceci, quelque soit le vide en jeu (champ
moyen, vide RPA ou exact), nous les négligerons (voir la discussion a ce sujet section 3.1.1,

p.60
De méme,
V2341020304 = Viaza: 010203904
+ 6 Vigsa (01902), : 03904 o + 3 Vigga (0102), (p304). - (4.82)
On a ainsi,
Hiny =: Hy + Hy:. + 3 Vigs <<P1902>5 ¥3
b
+ 2 (6 01234 (P102). * P304 1. + 3 1234 (P1902). (P34).)
b b
— 1 (@r el —V o (0?2 (4.83)
Or,
<901<,02>g = 0112 (P192)
= 0142 <<P1<P71>
= 0142 <<P1<PJ{> ) (4-84)
ainsi,
D Oiasa (prpa). : papaio =Y <<p190J{>E L o2}, (4.85)
1234 12

= ("), 9" (4.86)
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(ot 'on a utilisé le fait que ::. est linéaire, donc, 32, w10l :. =1 3, 1} L =9%(w) 1)

> Simsa (1), (pspa). = ) <90190J{>E <902<p§>5 (4.87)

1234 12

2
= (¢"). (4.88)
Finalement,

Hipy =: Hy + Hy:o +3 Vigs <<P1902>5 ¥3

(2 () 2 (),2)

Hiny =: Hy + Hy:o + 3 Vigs <<P1902>5 ¥3

+ Z (%), = (")r) 9" e

Remarquons un dernier avantage de cette transformation : (H)_ = Ey et (Hj,), = 0.
On a convenablement extrait tous les termes contribuant au champ moyen du hamiltonien
H; + H,. Le hamiltonien H;,; est donc le vrai terme d’interaction a trois et quatre corps
(excepté le terme proportionnel & ¢ qui ne compte pas dans le calcul de I’énergie puisque
sa valeur moyenne sur le vide exact est nulle par définition), duquel on a retiré les termes
qui ne sont en fait que quadratique comme (p?) ©* et qui contribuent au champ moyen.

Les doubles commutateurs de la théorie A®* nous ont guidés vers cette décomposition
particuliéere. Nous allons maintenant montrer qu’elle peut étre déduite d’une facon plus
générale. Ainsi, elle pourra étre appliquée directement & d’autres modéles, remplissant
notre ambition initiale de systématisme.

Notons H,. le terme cinétique et hq le terme constant de H,

1 b
ho =V <§,ug s + 2 s4> (4.93)

1
Ho=ho+Y 5 (H1 I + 02, go{) . (4.94)
1
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Soit la base quelconque (b, , b, ). Nous allons calculer 'ordre normal de H sur cette base,

1

He = ho+ Z 3 (3 LI + Of gl :, + <H1HJ{ + O%SOWD ) (4.95)

1 K

b b
H3 + H4 = H3 + H4 e +3 ‘/123 <(,01g02>,$ V3 + Z <g02>5: g02 ‘K + g<§02>ﬁ2 (496)

b
H = ho + g<(,02>ﬁ2 (497)
1 b
+ Z 3 {: Il + ((9% + 3 <g02>n> RS (4.98)
1

+ <H1HI> + 0? <g01<,0}> } (4.99)
+: H3 + H4 o + 3 ‘/123 <g01<,02>n V3 (4100)

On introduit *&% = O + 2 (4?)

K

b 2 1
H=ho+2(e%),” + 21: S{(mif) +0t(eel) | (4.101)
1 5
—1—25{: 1,11} 4 e 1! :E} (4.102)
1
4+ H3 + H4 e + 3 ‘/123 <g01g02>n ©3 (4103)

Commentons cette expression, afin d’expliquer la modification du hamiltonien 4.66 4.70.
Si (p?), était la densité scalaire exacte (p?),, alors *£7 serait égale a €7 et H se mettrait
sous la forme

1
H=FEy+ Z 3 {: LI, + &2 i) :E} (4.104)
1
+: H3 + H4 e + 3 ‘/123 ((,01g02>n V3 (4105)

On aurait alors réalisé notre objectif initial qui est de séparer le hamiltonien en un terme
dont les énergies sont celles du champ moyen et qui soit dans I'ordre normal par rapport
a une base quelconque (b,ﬁa,b,ﬁaf) (base aprés une rotation de Bogoliubov quelconque et
une translation) et un terme d’interaction également dans l'ordre normal. Les équations
de passage entre (H., H34) et (Hy, H;y;) seraient alors simplement

HO == HC + H4— : H4 : (4106)
Hint == H3+ : H4 : —H4 (4107)

On aurait pu prendre dans la deuxiéme formule : H3 + Hy : et le terme linéaire en ¢ aurait
été dans le terme H,.
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b

Pour atteindre notre objectif, on doit introduire un terme 3(?) z: ¢* 3, qui va reconstruire

I’énergie ¢ dans la somme sur k;. Ainsi, on a

b 2 b b
H=hy+ §<(’02>n + 1 <g02>ﬁz ©*: — 1 <g02>R: ©* (4.108)
1 b
. . 2 2 . .
+<H1H{> +0? <90190{> } (4.110)
4 H3 + H4 e + 3 ‘/123 <g01902>n ©3 (4111)
1
= FEy+ 21: 5 {: LI+ €2 0! :K} (4.112)
9 2 L2 é 2 L oA2. 4.11

+: H3 + H4 e + 3 ‘/123 (g01g02>n V3 (4114)

Donc la transformation du hamiltonien s’écrit en fait

b
Hy=H.+H,—:H,:. +Z <g02>R: ©° (4.115)

b
Hipy = Hs+: Hy ;e —Hy — 1 <902>R3 v’y (4.116)

Cette forme n’est pas rendue tout a fait indépendante du modéle initial mais éclaire
cependant la facon dont on peut généraliser la méthode a une autre théorie.

Pour résumer I’esprit de la méthode, appliquer I’approximation de champ moyen revient
a prendre la base d’opérateurs de création et de destruction du champ scalaire libre, a faire
une transformation de Bogoliubov (a deux paramétres, ce qui introduit un mode de champ
moyen ¢, solution de I’équation du gap), de cette base puis a calculer la valeur moyenne de
H sur le vide de cette base. Pour cela, on met le hamiltonien dans ’ordre normal de cette
base et on minimise par rapport aux deux parameétres.

Pour construire le champ moyen généralisé, la démarche est identique, sauf que ¢ vérifie
maintenant ’équation de champ moyen généralisé et dépend donc de la densité scalaire
exacte.

“Charging formula”

On introduit un hamiltonien auxiliaire,

H'(p) = Ho + pHie  (H'(p=1) = H) (4.117)

1 b 1
:V<§:U’332 —+ ﬁ54> —+ 21: §(H1HJ{ + O%golgo]{) + p(Hg + H4)

+ (1 = p) (Z (@r Y el +Vg<<,02>§> (4.118)
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Afin de dégager dans I'expression précédente les termes constants et les termes opératoriels,
réécrivons,

%zl: (M1 + O prgl) + (1 - p) Z ()R 21: TOAIRE (4.119)
- %Z {H1 Il + 02l + (1= p) g (@?n (w19] - <<,01<,0J{>5)}- (4.120)
1
Finalement,
() = 3 S {mi = (074 = g (Aa) el f ot + 1) a2
1

+V <%u§ 52 + 2%5‘) + (1 - p)g (V% (2= (r Y <<,01<,0J{>6> . (4.122)

Or, (¢*), = %Z (¢10]) , ainsi

1

H'(p) = %; {fh I} + <0f +(1 - p) g <<102>R> o1 @I} v p(Hs + Hy) (4.123)
v <%“g o 2%84) + (=) VZ (¥°). (% ()2 — <<102>R> . (4.124)

Il faut maintenant résoudre le probléme RPA pour H'(p). Par rapport a la résolution pour
H , 'expression précédente, dans laquelle on a écrit en derniére position les termes constants
qui ne jouent aucun role dans le calcul des commutateurs, nous montre que on a juste a
faire les remplacements,

H — H'(p)
b
OF = 01,=0i+ (1= p()r
et pour le mode de champ moyen,
b
6? — S%p = O%p + §p<<102>RP
b
= 01+ 5 (1=p)(@")r + p(¢")ny)
b
= i+ 50 ((¥ro — (¥)r) (4.126)

2

(ou les indices p indiquent dans quel vide, celui du probléme H ou du probléme H'(p), on
se trouve).
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Ainsi, & partir des solutions du probléme H, on obtient celle du probléme H'(p) en
faisant les substitutions,

€1 — E1p
b — pb
N = <9019011r> - N, = <9019011r>
R Rp
(4.127)
La “charging formula” donne
1 dp
ERPA = EO + ? <p Hint>p (4128)
0

avec

oo =3 5= 05 (Pwerel b+ ottt + H) = o 5 (), (5000 - ()
(4.129)

pb b 1
=~V (@) ne® +p(Hs + Hi) = pV 5 (&%), (5 (o) — (w%) (4.130)
soit finalement,

<pHint>p = <pH3>p + <p : H4 :ap>p - V%b (< (102>ap - < 802>5)2

- szb ((¥")r — (1 > (o), — (102>5> : (4.131)

Conclusion

On peut en principe maintenant calculer le potentiel effectif. On résout le probléme
RPA pour H, c’est-a-dire calculer les fonctions de Green, résoudre 1’équation des modes
RPA (c’est-a-dire trouver les poles du propagateur) puis trouver le mode de champ moyen
généralisé. On déduit les solutions du probléme RPA pour H'(p) en utilisant les régles de
remplacement énoncées pour les fonctions de Green et les équations des modes. On peut
enfin calculer le potentiel grace a la “charging formula”.

Ainsi, on a exposé une méthode de calcul du potentiel effectif sur ’exemple de A\®*,
mais elle est applicable dans ’esprit pour un autre probléme de théorie des champs.

Notons que en RPA standard, (¢*),, = (¥*)p = (¥°). puisque toutes ces valeurs
moyennes sont prises sur le méme vide, le vide HFB.

Nous allons maintenant voir ’application concréte de la méthode, en commencant par
I’équation des modes.
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4.4.4 Equation des modes r-RPA & une particule

Comme avant derniére étape de notre étude, nous allons résoudre I’équation des modes
RPA qui nous permettra alors d’accéder aux différentes masses du probléme et calculer le
potentiel effectif.

Le mode RPA a une particule €2, est par définition solution de
P =c2 + S(E=Q,7p), (4.132)

c’est-a-dire le pole du propagateur a une particule.

Approximation des quasi-particules

Nous introduisons ici une approximation supplémentaire qui nous permettra de fermer
le systéme d’équations et réduire le probléme a la recherche d’'une masse, dite masse du
mode RPA, reliée a I'opérateur de masse RPA. L’énergie de corrélation sera alors expri-
mable comme une fonction ne dépendant que de ce paramétre.

On considére dans cette approche que les fonctions de Green & deux corps n’ont qu'un
pole (interprété comme 1’énergie du mode & une particule) et que le résidu au pole est égal
al.

Le théoréeme spectral 1.4.1, p.29 implique alors que la densité scalaire est donnée par

Nic = (prel) = L (4.133)

ot Q) = VM? + k? est le mode RPA & une particule, solution de 1'équation Q7 = &7 +
S(E? — k* = M?). La détermination de la densité revient simplement & trouver la solution
de I’équation M? = m?+X(M?), m étant la masse de champ moyen généralisé. Remarquons
que nous avons supposé que %, c’est-a~dire I(E, p) est explicitement covariante c¢’est-a-dire
que I(E,p) = I(E? — p%,0). Ce n’est manifestement pas le cas. Nous allons détailler ce
point ci-dessous.

Définition et propriétés de quelques fonctions

Voyons maintenant quelques résultats particulier a la théorie A®* traitée ici. Introdui-
sons tout d’abord quelques quantités sans dimension utiles dans la suite (X est la variable
qui apparaitra dans certaines intégrales; c’est une quantité quelconque homogéne a une
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masse au carré),

b pb pb
b= —, A =, ==
/LZ, m,p m%a M,p Mga
X X X
T =— = — Zp =
/1/27 yp mz) P M‘027
2 2
m m
Tmp = _Qp, Zmp — —;a
z M,
2 2
M
P /1’2 P m%

On a introduit la fonction de boucle généralisée, pour le probléme r-RPA équation 4.63,
p.100 et on constate que sa forme n’est pas explicitement covariante. En RPA standard,
on pourrait poursuivre le calcul grace a une rotation de Wick qui permet d’intégrer sur F.
En effet, la boucle I(E, p) se réduit a la forme simple 4.22, p.88 explicitement covariante.
Ce n’est pas possible en r-RPA car alors I'intégrant n’est pas explicitement covariant. Nous
allons donc “forcer” la covariance en imposant a I d’étre égale a sa valeur dans le centre
de masse,

I

p

(B2 — P)

_ [ & 2Ny (4.134)

M E? — P2 — 42l +in

I,(E, P)

On peut alors réaliser la rotation de Wick et appliquer la formule 4.27, p.90.
Introduisons alors la fonction de boucle généralisée, pour la constante de couplage pb.

oo dt 2N, (1)

@ . 4.135
2 X — 4<2(t) +in ( )

Igal(X§5paNp) :/
—00
ot N, et ¢, sont deux fonctions réelles, respectivement, la densité scalaire et I’énergie a
une particule dans le champ moyen généralisé, dépendantes de p.
D’aprés 'approximation des quasi-particules, N, peut se mettre sous la forme,

1

Np(t) = QQp(t)’

ou (2, est I'énergie a une particule en r-RPA. En fait, on s’apercevra que, selon les éner-
gies qui “tournent” dans la boucle, on obtient les différents schémas RPA (standard ou
renormalisée).

D’apres 'invariance de Poincaré,

ety = m)+t7
Q@) = M+t
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Alinsi,
1

2\/M? + 2

Finalement, notre intégrale de boucle s’écrira

Np(t) =

0 oo dt 1 1
I(X,m2, M?) = il _
oo 2T M3+t2X—4(m/2)+t2)+l77

Voyons maintenant quelques propriétés de I (remarquons que dans tous les calculs suivants,
on notera toujours 1 un paramétre positif, tendant vers zéro; par exemple, on notera,
n' =n/z =nsi z est positif),

— réduction du nombre de variables,

z Ty, 2) = — .
’ Y too 2Tz 412 x—4(y+1t?) +in

_/+°°dt 1 1 1

I 22 r—4y 2.
> J1+ L T —— 44—+
V14— ~— td+in

1 —4
I(x,y,z)z—B(x y))

z z

B(s) /+°° dt 1 1
5) = — .
Lo 2m1 42 s —4t2 +in’

en posant,

— loi d’échelle,

1

Vo> 0. ljayfezfa) = - B <x/“z_/jy/a> =45 (?ﬂ) ,

I(z/a,y/a,z/a) =a I(z,y,z).
On définit maintenant 'opérateur de masse X2,

b2s? T
E(b,S,I)ZT 7“
11— —

2

Y2 a pour dimension celle d’'une masse au carré.

Evidemment, la variable I sera en pratique notre intégrale de boucle. Comme elle posséde
une propriété de loi d’échelle, il est intéressant de calculer

22y zla (x/a)’y? z
2 l_xz/a —0T - (x/a)z’
2 2

S(x,y,2/a) =
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Y(z,y,2/a) =a X(z/a,y, z).

Par exemple, 'opérateur de masse en r-RPA peut se mettre sous forme adimensionelle,

SR =% (pb, s, I (X, m), M?)) (4.136)
1 — 4z,
= p1* B (pb", 8, I (T, Tmps Tagp)) = p° 2 (pb“,s, B (x ’ p)) (4.137)
TMp TMp
2 2 1 Yp — 4
=m, X (A 8, T (Yo, 1,ynap)) = miy S| Mgy 8, B (4.138)
Ynmp Ymp
b® — 4z,
= /1’2 TMp by (p—a Sy < . p)) (4139)
pr
9 — 4z,
=W Tap Xy, | —— (4.140)
TMp
= /1’2 TMp E/\M,p (ZP - 4zmp) ) (4'141)

en choisissant p, M ou m comme masse de référence. et avec la notation simplifiée,

X (2, y, B(2)) = Za(2).

Equation des modes r-RPA

Pour p quelconque 4.132, 4.49 et 4.136 impliquent,
M? = m,+% (pb s, I (M2, m2, M?)) (4.142)

m o= i+ () + 2 (0, — (). (19

Ce systéme dépend de M c’est a dire de M(p = 1) et donc, il faut d’abord calculer M
grace au systéme d’équations écrit pour p =1,

M = m +2 (b s I(M2 m?, M?)) (4.144)
m = 2 <<<,02>M (#),)- (4.145)

Pour résoudre le systéme, calculons tout d’abord (¢?),,, en se rappelant que nous devons
imposer une coupure sur les impulsions A, pour renormaliser la théorie,

<<,02>M:/A a1 _ 1 . <1+\/m>

A 21 2/ 2 % 1+ \/1+ MZ/A?

Ainsi, a ordre dominant en 1/A?,

(= (), = (o).

I
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4.145 devient

bs? b M?
m? =t 2 hl(?)’

bs? b M? pb M2
224+ = (=) -5 m(=2).
M= 2 8r n<u2> 81 n<M2>

Réécrivons les équations sur M, en utilisant 4.136 et Zp\x—m2 = 1
M

et 4.143 devient

Y (pb, s, 1 (Mg,m?), Mg)) = Mg Yanr, (1= 42m,) .
4.142 devient,

Mg = mz + Mg Yanr, (1 —4zy,)

4
= yMp:1+yMp E/\M,p (1—y?>
p

et 4.144 devient,
M?>=m*+3(b,s, I (M*,m* M?))

4
o et (i)
Ym
La forme de 1I’équation précédente est particuliérement intéressante dans la résolution
numeérique du probléme car y € [0,1]. On peut a partir de 1a calculer yy, puis yar,, puis
M? et M} et enfin m?.

4.4.5 Le potentiel effectif dans le modéle \o*

Le systéme d’équations de Dyson convenablement clos permet de calculer les fonctions
de Green du probléme, jusqu’a quatre corps. Appelons énergie de corrélation la quantité
Ecorr = (H3+ : Hy :.). Elle est composée de termes uniquement dus aux interactions a
trois et quatre corps, puisque l'on a retiré grace a I'ordre normal les facteurs contribuant
au champ moyen qui ne sont donc pas diagrammatiquement des interactions réellement a
plus de deux corps (et rappelons une derniére fois le fait que 1’on peut écrire Hs ou : Hj :.
puisque (¢) = 0, comme cela a été discuté au paragraphe 3.1.1).

Expression des valeurs moyennes grace a des fonctions de Green

Calculons le terme d’interaction (aprés modification du hamiltonien) a trois corps.
Commencons par écrire le hamiltonien & trois corps sous une forme plus pratique par la
suite (on utilise le fait que <p;r€ = ¢ 4, on fait un changement de variable des indices muets
puis on utilise le fait que V; 9,3 est proportionnelle & d1,243).

H3 = Viya3p10003 = V1+2+390];90;90§ = V1+2—3901<P2<10:T3- (4-146)
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Nous voulons calculer la valeur (Hs) qui sera utile par la suite. Si on décompose @y en
termes d’opérateurs b_et bT, on voit que cette expression va s’écrire comme une somme de
fonctions de Green G(ﬁ%,’a (avec la notation pour les fonctions de Green a trois corps définie
en annexe, voir I’équation A.7, p.152). Par exemple, on peut calculer <bT1b,2b3> grace au

théoréme spectral. On obtient

dE
(51+2_3 <bT1b_2b3> = (51+2 3 hm <bJr ( )(b_gbg)(0)> = (51+2_3 /|§€ +®b_2b3,bT1(E)
(4.147)
On aurait pu utiliser une autre décomposition,
. dE g+
1o (Bbooby ) = 1oy lim {(B1b_)(B5(0)) = 610y / Ay 4y, (B)
(4.148)

qui est nulle (lorsque ’on force la covariance dans 1®®). On voit immédiatement que I’on
va étre géné par un probléme de consistance (qui n’est pas sans rappeler un probléme
semblable qui survient en RPA exprimé avec le formalisme des amplitudes; voir section
2.4.1, p.54). Ce probléme survient également dans le cas de : Hy :. Cependant, lorsque
I’on calcule les fonctions de Green, on constate qu’il existe une combinaison particuliére
qui respecte manifestement la covariance (voir en annexe, les équations A.9, p.153 et A.11,
p.153), si 'intégrale de boucle I est covariante (probléme qui sera évoqué un peu plus tard,
section 4.4.6, p.119). Nous prendrons comme régle de toujours fabriquer cette combinaison
particuliére. Les termes résiduels seront calculés et discutés séparément.

Appliquons cette régle dans le calcul de (H3). Avec des notations allégées des indices,
des valeurs moyennes et des facteurs multiplicatifs, on a ¢ ocb+b'_ et o < b’ +b_ et

Hyoc (b+b1_ )2 +b_) = [bb,bwbb,b_+bbf_,bf+bT_bT_,bT+bT_bT_,b_
+ (bbb +b' b ) (4.149)

L’écriture particuliére de Hj (introduite équation 4.146) s’explique ici. En effet, on voit im-
médiatement que les six premiers termes, [bb, b +bb,b_+bb' _.b'+b'_b'_ b +b'_b'_, b_],
correspondent, aux fonctions de Green G(ﬁi[)i’,fa et G(g%',a écrites pour la premiére forme de
'indice (i) (et 'introduction de virgules dans I’expression 4.149 aide & voir quelle combi-
naison on a choisie). Par exemple bb,b' + bb,b_ = bb, (b' +b_) = G(Blﬂ), . G . Ces six
termes reconstruisent la forme covariante donnée en annexe (equatlon A 9, p 153) On a
donc établi le résultat (qui doit étre encore intégré, comme on le verra dans le prochain
paragraphe, pour obtenir 1’énergie de corrélation pour I'interaction & trois corps),

6NE) = Vi T (4.150)
&) @) (4.151)

- /;l—iQE(E,p)G(E,p) + @) (4.152)
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ou &4 correspond aux termes (b'_b,b' +b'_b,b_) de I'expression 4.149 et les étiquettes
(3¢) et (3nc) signifient respectivement “corrélations (a trois corps) covariante et non-
covariante”. On retrouve la forme 4.25, p.88 du schéma s-RPA du chapitre précédent ou le
probléme de non-covariance avait été évoqué.

Examinons plus attentivement le terme (bJr_b,bJr + bT_b,b_), défini pour Hz (équation
4.149). 1l existe une fagon de I’écrire qui le rend identiquement nul. Par la suite, c’est
effectivement ce que nous retiendrons. Dans la présentation des résultats, nous ne tiendrons
pas compte de ce terme. On peut également I’écrire, en terme de fonctions de Green,

SN E) =2 Vis 38y 4 (4.153)

Lorsque nous calculerons I’énergie de corrélation, nous montrerons numériquement que ce
terme est effectivement négligeable.

Etablissons maintenant un résultat équivalent pour (: Hy :). La méme discussion que
précédemment pourrait étre reproduite, puisqu’il existe une combinaison de neuf fonctions
de Green a quatre corps explicitement covariante (toujours sous la condition que I(E, p)
le soit). Le terme explicitement non-covariant se met sous la forme

&) (F) =4 Viso 5-4Byt 41, biby- (4.154)

Pour le reste des termes, on établit la formule,

2,b3

: Hy : —(termes non — covariants) o [ -] — 2 014203:4(1 + 2bT1b1) (4.155)
(ou [---] représente toujours la “bonne combinaison” de termes & quatre opérateurs qui
reconstruit le terme explicitement covariant A.11). On a donc, en utilisant A.11
&1(E) = Vieaga®, 1 (4.156)
—/ dP 2I(E,p)+ I*(E, PYF(E, P, p)
- (27T)d P ) ) ) P
— Vito—s4 GSWWM} : (4.157)
avec,
. . 1 22 313 g2
FEPLp) = FE* - P =gt L0
1 - ZI(E,P) (1 - 221(E,P))
" -1
= b2 s I(E, P
x|E? - P2 g2 28 (b’ ) ) (4.158)
2 1-21(E,P)

GY est appelée la fonction de Green sans corrélations et correspond aux termes 2 &y 0344 (1+
2bT1b1). Sa présence est indispensable car l'intégrale sur p de I(E,p) est divergente. Ce
terme compense exactement cette divergence et finalement on obtient,

6(46)(E) - V1+2_3_4®<pupz,w§wl (4.159)
dP . .

= I?’(E, PYF(E, P, p). 4.160

/(%)dm)(,,p) (4.160)
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L’interprétation diagrammatique de ce terme et du terme 59 est donné figure 4.2, p.89.

Energie de corrélation covariante

Le terme a trois corps est donné par (pH3), intégré sur p, en vertu de la “charging
formula”. En terme de fonctions de Green (du probléme H'(p)), on obtient directement
avec le théoréme spectral et en négligeant le terme non-covariant,

1
(pHy) ) /v = v > Viia G, (B (4.161)
123
L [ dP [ idE . ,
:é/(%) /(%) Ent oy (E,P)G(E, P) . (4.162)
On note @ ce terme a trois corps et on trouve,
Elor / dp / / idE g+ PPV 5 I(E, P)
6 —
2m) 6 12 [(E P)
— -1
- 2p2st I(E,P
x B2 P2 g2 - 27 (b’ ) . (4.163)
2 1- 2 I(EP)

Nous n’avons pas signalé la dépendance implicite en p, mais bien stir, toutes les fonctions
dépendent de ce paramétre. Ainsi, I(E,ﬁ) = T,,(E,ﬁ), dont l'expression est donnée en
annexe. La RPA standard s’obtient en remplacant I,(E, P) par I(E, P) donné équation
4.22, p.88.

On obtient pour I’énergie de corrélation a quatre corps “covariante”

4c
corr d dE . - o
/ p/ /Z 2 P 2B, PYF(E, P, p) (4.164)

Cette expression est bien covariante en RPA standard mais il faut la forcer en r-RPA. On
peut ensuite intégrer sur P grace a une rotation de Wick.

Contribution non-explicitement covariante

Traitons maintenant le cas des deux termes &9 (E) et &'")(E) (équations 4.153 et
4.154).

Elory) 1dp pbs Oz s 2
o= > b b 5bs (4.165)
V p 6 123 Ve Hie[1,2,3} 2¢; < >
dp idprs (3n0)
- ne) (5 4.166
/ CE00% 6 () (4.166)
_ / dp/ P ZdEeiE"+21()(E B (E+gp,,> G(E,P)
2m) 2p, ) 1-2LI(E,P)

(4.167)
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B Ydp pb = 61405 4
= | 2y e (b'1b'5b:b1) (4.168)
U 1234 Hie[1,2,3,4} 2¢;
dp IdE pb &
- ne)( 4.1
/ / m 218 (F) (4.169)
d dP dE . , ,
_ / & / Z elE"+ IVYE PYF(E,P,p)  (4.170)
avec,
W(p p dF, i, O (P — k- kz) e1Ni + €N
IY(E, P) = —, (4.171)
(2m)d 2¢12¢9 E — e —ey+1in

Nous avons des fonctions non-covariantes de E et P i.e. on ne peut pas les mettre sous
la forme F(E? — P?). Cette non-covariance est d’une nature différente que celle sur I car
elle survient dés le calcul des fonctions de Green ... (voir la discussion & ce propos au
paragraphe suivant).

On peut quand méme réaliser la rotation de Wick, mais on ne peut plus intégrer direc-
tement sur le paramétre #. Reprenant la démonstration de la formule 4.27, p.90, on voit
que si f = f(E,p), le changement de variable (z,p) — (S, 6) nous conduit & écrire une
intégrale dont la dépendance en # n’est plus triviale. On montre alors que

By _ /1@p2b252 s
vV Jo p 3 272

us

2 2 —
x/ df Scos s o) - tr—s) | €9
0 4

/22, + Ssin?0 4 1 5I(=S)
(4.172)
et
Eloy) _ [“dp [* dS [ 2 12 2
i _/ _/ = d9<8 cos?0.J%(S , 0) —1(—5)) F(-8)  (4.173)
avec,

J(S, 0) = _/ dat ! 2Ny (4.174)
2 \/45%/, +Ssin2g S T A

Il est parlant de comparer cette derniére expression a

B dt 2N,
[(=8) = — /27T8+ o (4.175)

On voit par comparaison de 4.174 et 4.175 avec 4.172 (ou avec 4.173) que la non-covariance
vient du terme

S cos? f
4e?, + Ssin®f’

(4.176)
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Si ce terme était égal a 1, les contributions non-covariantes a l’énergie de corrélations
seraient nulles.

Notons que les résultats en RPA standard sont obtenus en prenant pour expression de la
densité N, = 52—

2e¢p

4.4.6 Source de non-covariance

Notons ici qu'il y a deux sources de non-covariance. La premiére sur I que 1’on force (voir
la forme obtenue, équation 4.134, p.111). En effet, 'intégrale de boucle est une resommation
de diagramme de boucles (ou bulles RPA, comme on le dit parfois). Elle apparait comme
une quantité fondamentale, directement reliée & 'opérateur de masse & deux particules. Il
se doit d’étre une quantité covariante, sinon on perd la symétrie de Lorentz au niveau des
quasi-particules, qui ne sont plus alors des “particules” relativistes. Cela n’aurait pas de
sens physiquement.

En corollaire, on remarque que sans cela, I’équation des modes RPA n’est plus une équation
implicite sur la quantité M, mais une équation fonctionnelle (dont la solution est la fonction
e(P) et qui est donc difficilement soluble en pratique.

L’autre source de covariance n’apparait que dans le calcul de E. Il n’y a donc pas d’ob-
servable physique reliée directement a cette non-covariance. L’énergie est une intégrale sur
E et p et donc a la fin, la non-covariance n’apparait plus. C’est pourquoi nous n’avons pas
forcé la covariance dans I’énergie de corrélation mais seulement pour 1.

On peut essayer de discuter les causes de ce probléme. Il apparait sans doute a cause
de I'approximation de factorisation qui coupe les valeurs moyennes connectées d’une facon
brutale, sans souci des symétries sous-jacentes. Imaginons que 1’on puisse écrire un schéma
a trois particules (ie, on ajoute bbb dans les excitations RPA). Il apparaitrait comme dans
le cas présent de “bonnes” combinaisons de fonctions de Green, c’est-a-dire covariantes. On
peut espérer que ces termes supplémentaires viennent ajouter aux fonctions de Green du
probléme présent les contributions nécessaires pour rendre 1’énergie de corrélation cova-
riante.

On peut se poser la question de savoir si le reste des termes issu du schéma & trois corps sera
en soit covariant ou non. D’aprés Aouissat [Aou|, si 'opérateur d’excitation RPA contient
les générateurs d’une symétrie, la RPA conservera cette symétrie. Or ici, le courant de
Neether associé a la symétrie de Lorentz est un opérateur quartique dans le champ ¢. Il
n’est donc pas sir que la covariance soit restaurée a ce niveau.

Il y aurait quand méme un intérét a écrire le schéma & trois particules. Si effectivement
on restaure une partie de la covariance, cela nous guiderait vers une facon de fermer le
schéma renormalisé d’une maniére qui respecte les symétries dés ’approximation a deux
particules.
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4.4.7 Discussion des résultats

Tout est maintenant en place pour obtenir I’énergie de I’état fondamental en RPA
standard et en r-RPA.

Les solutions des équations des modes RPA a p # 1 et p = 1 sont réinjectées dans les
expressions des énergies de corrélation et on intégre numériquement. Pour obtenir I’énergie
totale, il faut additionner 1’énergie de champ moyen généralisé et ’énergie de corrélation.
L’énergie de champ moyen généralisé est obtenue en injectant la masse du mode de champ
moyen généralisé m dans I'expression 4.77 et sera notée ESMY. Les termes quadratiques
dans la redéfinition du hamiltonien d’interaction (voir équation 4.131) sont trés faibles
(autour de 1073), mais cotiteux en temps de calcul. Nous les avons négligés par commoditeé.

Masse du mode RPA

Les résultats pour le mode r-RPA sont tracés sur la figure 4.6. On voit que l'instabilité
de la RPA standard (figure 4.1, p.85) a été éliminée comme nous l'espérions. Ce résultat
est trés encourageant, les fluctuations RPA (partiellement) autocohérente permettent de
faire disparaitre 'instabilité de la RPA standard autour de la transition de phase.

Masse carrée X,,

I I NI IR I R WA S W B
0 01 0z 03 04 05 06 07 08 08 1
Condensat s

F1G. 4.6 — Mode r-RPA (x)/) pour différentes valeurs de p.
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Energie de corrélation et de ’état fondamental

Corrélation a trois corps, non-covariante. Commencons par le cas de F©®") et mon-

trons qu’il est justifié de le négliger. On constate figure 4.7 que tant en s-RPA que en r-RPA,
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0.035 r 0.01

0.03

L 0.005
0,025

0.02

EnergieE
EnergieE

0.015
-0.005

0.01

0.005

—0.01

ol b b b b b b b e L el b b b b b b b
0 0.1 0. 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Condensat s Condensat s

FIG. 4.7 — Energie de corrélation a trois corps, non-covariante, £(3"¢)

valeurs de p, en RPA standard (& gauche) et en r-RPA (& droite).

pour différentes

ce terme est négligeable (on peut comparer par exemple a ’énergie de corrélation de la
figure 4.3, a gauche). En effet, pour p = 2.9 en s-RPA et r-RPA, son amplitude au maxi-
mum est respectivement de 2.10 2 et 5.10 3, inférieure d’un facteur 10 & 100 a la moyenne
de Pénergie de corrélation covariante (environ 0.2 en s-RPA et 0.3 en r-RPA). De plus, il
est nul pour s = 0 (ce qui est normal, dans la phase symétrique, ¢’est-a-dire ou la symétrie
du lagrangien est celle de 1’état fondamental, le vertex a trois corps est nul). Comme E*
est non-nul & s = 0, le terme (3nc) est bien négligeable dans la zone des faibles s. En
r-RPA, dans la zone de transition de phase (c’est-a-dire s autour de 0.5, ce terme s’annule
et change de signe et donc ne joue pas non plus.

Par la suite, nous ne parlerons donc plus de ce terme.

Corrélation a quatre corps, non-covariante Considérons maintenant E¢"® (figure
4.8). Il est bien négligeable pour s > 0.5 (et donc va peut étre influencer la transition de
phase) mais & s = 0, zone ou ’énergie de corrélation covariante est plus faible, il faut le
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F1G. 4.8 — Energie de corrélation a quatre corps, non-covariante, £(4)

valeurs de p, en RPA standard (& gauche) et en r-RPA (& droite).

pour différentes

prendre en compte. Nous verrons que cette contribution nous donne un trés bon résultat
pour I’énergie totale comparativement a la méthode des “clusters”.

Contributions covariantes a I’énergie de corrélation L’énergie de corrélation cova-
riante en r-RPA, E©9) 4 E(4) est montrée figure 4.9 (a gauche). Sa valeur moyenne justifie
’abandon du terme E®™®) et de la prise en compte du terme E4") par la suite.

Energie totale Les résultats sont présentés figure 4.10. Nous avons donné deux résultats,
Pénergie totale covariante E\) = ESMCG + EG9) 4 F19) et Pénergie totale Eyy = ESME +
E(Sc) _|_E(4c) +E(4nc)‘

Dans les deux cas, nous avons une transition de phase du premier ordre (en désaccord
avec [SG73|) pour p, ~ 2.3. Cette valeur de p. se rapproche du résultat calculé sur réseau
[JS95, LW98, MRLI9| ce qui est cependant encourageant. La transition de phase n’est
cependant pas du bon ordre, mais la zone de métastabilité s’est considérablement réduite
par rapport au champ moyen (la barriére de potentiel entre la phase stable et métastable
est plus faible qu’en champ moyen). Notons également un résultat (que nous n’avons pas
représenté sur une courbe car nous ne pouvons pas vraiment le justifier, mais il présente
quelque intérét). Lorsque ’on additionne les corrélations r-RPA (3¢, 4¢ et 4nc) au potentiel
effectif de champ moyen (et non pas généralisé), la transition de phase est bien du second
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F1G. 4.9 — Contribution covariante 9 4 E(¢) 3 I’énergie de corrélations en r-RPA.

ordre. Il y a sans doute quelque chose a en déduire concernant la facon de fermer le systéme
et de prendre en compte la densité scalaire.

On constate également 'importance du terme non-covariant a quatre corps. La barriére
de potentiel est plus faible dans le cas ou il est pris en compte. En effet, par rapport a la
barriére de champ moyen, deux effets peuvent nous redonner une transition de phase de
second ordre. Le premier effet favorable est d’abaisser 1’énergie de corrélation dans la zone
de métastabilité du potentiel effectif (zone ou la dérivée du potentiel est négative, soit aux
environs de s = 0.5. C’est exactement ce que fait FG¢ 4+ E(*9) qui est plus faible dans cette
zone qu’a s = 0.

Le deuxieme effet favorable est d’augmenter I’énergie autour de s = 0 pour diminuer la
barriére de potentiel. C’est bien l'effet provoqué par E“® qui est répulsif.

Ainsi, concernant ’ordre de la transition, ces résultats sont satisfaisants bien que in-
suffisants pour reproduire le bon comportement critique. Le terme non-covariant joue fa-
vorablement pour l'ordre de la transition mais trés peu pour la valeur de p..

Enfin, on obtient un trés bon résultat pour s = 0 comparativement & la méthode
des clusters. Cette méthode montre que 1’énergie décroit quand p augmente. Or pour le
champ moyen, I’énergie dans la phase symétrique est toujours nulle. Les termes (3c¢) et
(4c) abaissent bien I’énergie, mais un peu trop (pour p = 2, on trouve —0.14 & comparer a
—0.11 dans [HCPT96]). Le terme (4nc) corrige ce résultat (Ejn (s = 0) = —0.105).
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4.4.8 Conclusion

En conclusion, les fluctuations r-RPA (fluctuations & deux corps, mais calculées sur
le vide RPA autocohérent contrairement & la méthode standard) diminuent le caractére
premier ordre de la transition de phase et améliorent la valeur du paramétre critique. De
plus l'instabilité de la s-RPA a été corrigée. Ces résultats montrent la validité de notre
approche théorique avec cependant un bémol, certains termes du potentiel effectif brisant
I'invariance de Poincaré.

Une version totalement autocohérente de la RPA (SCRPA) est difficile & mettre en
ceuvre, mais il serait intéressant de voir si elle régle le probléme de la covariance qui peut
provenir de la coupure brutale des termes connectés dans ’approximation renormalisée.

Augmenter ’ensemble des excitations serait également intéressant pour améliorer la
précision des résultats et peut étre trouver une transition du second ordre.

Dans le chapitre suivant, le dernier chapitre, nous étudierons effectivement un modéle
avec excitations a trois opérateurs. Pour simplifier la démarche, nous nous sommes concen-
trés sur l'oscillateur anharmonique. Les problémes de consistance dans la fermeture du
systéme d’équations et du calcul du nombre d’occupation sont discutés.
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FI1G. 4.10 — Potentiel effectif covariant E\) = ECMC 4 EG9) 4 B9 pour différentes valeurs
de p (a gauche). Potentiel effectif avec le terme (4nc), By, = ESME 4 EG0) 4 plie) 4 pline)
pour différentes valeurs de p. (a droite)






Chapitre

Modéle o-linéaire

Dans ce court chapitre, nous allons voir un premier résultat obtenu par
application de la r-RPA dans le modéle o—linéaire[HC03|. Rappelons la
thématique générale de ce travail. Il s’insére dans I’é¢tude de la transition
de phase chirale. Le modéle o—linéaire est un modéle effectif pour étudier
cette transition de phase. On peut le voir comme une généralisation du
modéle \®?* avec un champ @ vectoriel (& N dimensions; on parle égale-
ment de modéle o—linéaire O(N)). De plus, on ajoute un terme brisant
explicitement la symétrie du lagrangien. En effet, ce modéle a pour ob-
jet de décrire le comportement effectif de la chromodynamique quantique
(QCD) a basse énergie. Le lagrangien de QCD posséde en premiére ap-
proximation la symétrie chirale (spontanément brisée). En premiére ap-
proximation seulement car alors, la masse des pions devraient étre nulles.
En réalité, tel n’est pas le cas (car la masse des quarks u et d est différente
de zéro et leur différence est non-nulle) donc la symétrie est explicite-
ment brisée. C’est pourquoi on introduit ce terme brisant explicitement
la symétrie dans une direction (c’est-a-dire pour une seule composante du
champ vectoriel). On suit en cela la prescription de Nambu-Goldstone.
La symétrie chirale est spontanément brisée dans QCD et d’aprés le
théoréme de Goldstone, le modéle doit admettre des bosons de masses
nulles. Dans I’approximation du champ moyen (voir [ND01, AC97]) la
solution de I’équation des modes & une particule n’admet pas de solutions
a masse nulle. Ce probléme (I’approximation de champ moyen ne respecte
pas bien les symétries internes) est connu. La RPA sous différentes formes
(équations de Bethe-Salpeter [NDO1|, forme standard [ACSW96]) ou un
développement a grand N [AC97] restaure le théoréme de Goldstone.

127



128 CHAPITRE 5. MODELE o-LINEAIRE

Nous avons choisi d’étudier ce modéle dans un schéma r-RPA et mon-
trerons que le théoréme de Goldstone est satisfait (au sens ou I’équation
des modes nous montre qu'il existe de tels bosons), malgré la perte de
covariance manifeste. Ce résultat est préliminaire (nous n’avons pas cal-
culé I’énergie de corrélation et donc la transition de phase proprement
dite, son ordre en particulier) mais se révéle trés important. Les cor-
rélations RPA réussissent a générer ce mode de masse nulle (dit aussi
mode “mou”). La RPA s’avére étre un formalisme adapté a I’étude des
problémes de symétrie brisée.

Ainsi dans ce chapitre, aprés avoir présenté le modéle en motivant son
introduction, nous initierons le schéma RPA puis calculerons 1’équation
des modes pour les pions (c’est-a-dire le propagateur). Nous montrerons
alors que le théoréme de Goldstone est satisfait.

5.1 Motivation de I’étude du modéle o-linéaire

5.1.1 Généralités sur la chromodynamique quantique et la matiére
hadronique

La chromodynamique quantique (QCD) est une théorie de jauge basée sur le groupe

SU(3), introduite pour décrire l'interaction (force forte) entre les quarks, composants fer-
mioniques fondamentaux de la matiére. Il existe donc huit bosons, les gluons, (correspon-
dant aux générateurs du groupe SU(3)) qui véhiculent la force forte. Dans un langage
imagé, les quarks (qui sont dans une représentation irréductible de SU(3) dit triplet de
couleurs) sont colorés avec trois couleurs différentes (rouge, vert et bleu, qui servent d’in-
dice aux composantes du multiplet de couleurs) et les antiquarks, des anticouleurs. Les
gluons portent une couleur et une anticouleur et interagissent uniquement avec un quark
portant cette couleur (ou un antiquark portant cette anticouleur).
Le comportement effectif de QCD a haute énergie est bien connu. On montre par les
techniques de renormalisation que la constante de couplage effective est faible et on peut
appliquer un développement perturbatif. Cette propriété, dite de liberté asymptotique (les
quarks et les gluons interagissent faiblement), permet de considérer le probléme comme
une théorie des champs en interaction avec des champs libres a 'infini pour laquelle toutes
les techniques perturbatives usuelles (développement LSZ sur les états entrant et sortant)
sont valables. Pour étre complet, il faut préciser que ces champs libres a l'infini ne sont
pas observables. Il se produit une hadronisation des quarks ou des gluons qui ont interagi.
[ls apparaissent alors sous la forme de jets (ensemble de hadrons de vélocités quasiment
paralléles) visibles dans les détecteurs.

A basse énergie, on estime que le potentiel effectif est confinant (on ne forme que des
états liés singlets de couleurs), bien que ce probléme crucial de la QCD ne soit pas ré-
solu (voir [Han98| pour une introduction au probléme du confinement). Les états liés sont
nécessairement dans des représentations dites “sans couleur” ou “blanches” de SU(3). On
forme soit des baryons (trois quarks; ce sont des fermions) soit des mésons (combinaisons
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quark-antiquark ; ce sont des bosons). Baryons et mésons forment la famille des hadrons.

Pour la physique de la matiére hadronique, c’est-a-dire a basse énergie ou a basse tem-
pérature, seules les excitations thermiques associées aux particules les plus légéres ont une
contribution. C’est pourquoi on peut décrire la matiére hadronique & densité baryonique
nulle comme un gaz de mésons 7 ou pions (mésons composés des deux quarks les plus
légers, u et d) Les autres quarks jouent trés peu en premiére approximation, leurs masses
étant importantes, et seront donc négligés ici (des modéles plus développés peuvent prendre
en compte le quark étrange s).

Le résidu de la force forte qui lie les nucléons (baryons composés de quarks u et d) est
appelé force nucléaire. C’est une force analogue a la force de Van der Waals au sens o1,
di a la force forte, deux hadrons peuvent interagir, exactement comme deux atomes, états
liés d’un noyau et d’électrons par la force éléctromagnétique, interagissent. Cette force est,
dans le langage introduit par Yukawa, transportée par des bosons qui s’identifient aux pions.

Un des problémes ouverts en physique hadronique est I’étude de la transition entre la

phase confinée (décrite approximativement comme un gaz de pions et de nucléons interagis-
sant par la force forte) et la phase déconfinée. Dans ce nouvel état de la matiére nucléaire,
les champs de quarks et de gluons sont libres. On appelle cet état le plasma de quarks et
de gluons ou QGP (voir |Bla02]).
Le modéle o—linéaire est introduit car il décrit QCD dans le domaine des énergies intermé-
diaires (c’est un modéle effectif pour QCD dans ce domaine ¢’est-a-dire un modeéle décrivant
bien QCD pour un certain domaine d’énergie ; voir la référence [Hol01]). En particulier, on
espéere qu’il peut décrire la transition de phase vers le QGP.

Ce modéle décrit des champs de pions et un champ appelé o et peut étre introduit
d’une facon naturelle en partant des symétries du lagrangien de QCD. Il met donc en
ceuvre techniquement notre intuition de simplifier ’étude de la matiére hadronique en la
considérant comme un gaz de pions.

5.2 La symétrie chirale

Nous allons maintenant voir comment introduire le lagrangien effectif du modéle o—li-

néaire, grace a l'étude d'une symétrie particuliere du lagrangien de QCD, la symétrie
chirale.
La QCD posséde une symétrie presque exacte, la symétrie chirale. Cette symétrie doit étre
spontanément brisée a basse énergie car elle ne se retrouve pas dans le spectre hadronique.
Ainsi, il apparait un mode de masse nulle ou boson de Goldstone que 'on identifie avec le
pion. Bien siir, la masse du pion n’est pas nulle (m, ~ 139 MeV'), ce qui traduit que cette
symétrie n’est pas tout a fait exacte.

On s’attend a ce que a haute énergie ou haute densité, cette symétrie soit restaurée.
Des indices de cette restauration sont recherchés dans des expériences de collisions d’ions
lourds relativistes. Il n’est pas évident que la transition de phase chirale et la transition vers
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le QGP se confondent. Il existe cependant des indices théoriques en faveurs de ce scenario.
Par exemple, on montre par un calcul sur réseau que le condensat de quarks (7¢) (qui, on
le verra, est le paramétre d’ordre de la transition de phase chirale) devient nul lors de la
transition vers la phase déconfinée de QCD.

L’intérét du modéle o—linéaire est qu’il est un modéle effectif de la transition de phase
chirale. En effet, lorsque 1’on ne considére que les quarks u et d, ce modéle et QCD tombent
dans la méme classe d’universalité c’est-a-dire qu’ils ont un comportement critique sem-
blable. Le modéle o—linéaire est écrit & partir d’'un hamiltonien de Ginzburg-Landau res-
pectant les symétries de QCD, c’est-a-dire, en ce qui concerne cette transition de phase, la
symétrie chirale.

5.2.1 Symétries de la QCD

Considérons le lagrangien de QCD (voir la référence [Cha98, PS|), uniquement pour les
quarks u et d (décrits par les spineurs ¥, et ¥, et de masse m, et my), et en omettant
la partie concernant les champs de jauge (gluons, pour lesquelles, la symétrie est toujours
trivialement réalisée). On a

EQCD = I\Tluv"aulllu + i‘i!dv"aullld - mu\TJU\I!u - mdlild\lld (51)

= iUy, T — w\w - w\if@p, (5.2)

e . . . v, = f0 . .

avec l'introduction de I'isospineur ¥ = v, ) U = Ul et 7; sont les matrices de Pauli.
d

On voit que ce lagrangien est invariant par la symétrie d’isospin (transformation de 1'isos-
pineur sous SU(2)) si le dernier terme est nul, ¢’est a dire, m,, —mg = 0. Par la suite, nous
considérons que cette symétrie est exacte. Expérimentalement, cela est justifié par le fait
que le spectre hadronique & une structure de multiplets d’isospins. On voit également que
le lagrangien posséde la symétrie axiale,

U — el Ty, (5.3)

a condition que m, + myg = 0 c’est-a-dire que m, = my = 0. Expérimentalement, cette
symétrie n’est pas réalisée dans le spectre alors que la brisure explicite, gouvernée par
m, + mg est du méme ordre que la brisure explicite de la symétrie d’isospin. On en déduit
que la symétrie axiale doit étre spontanément brisée.

5.2.2 Lagrangien chiral

On peut combiner les deux symétries précédentes de la facon suivante. On définit des
spineurs dits de chiralité droite et gauche,
B 1 + ,}/5 1 — ,}/5

\I/R— 5 U et \IIL:

. (5.4)
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En supposant exacte la symétrie d’isospin et en posant m = m, + mq,
LQCD = i\Iva“au\IfL + i\i/R’)/“au\I/R —m (\IIL\IIR + \TIR\I/L) . (55)

On définit la transformation chirale SU(2); ® SU(2) ;, comme étant une transformation sous
SU(2) agissant séparément sur les spineurs droits et gauches. On voit que le lagrangien est
invariant par transformation chirale si m = 0. La brisure de la symétrie axiale se retrouve
dans le terme de masse m # 0.

Imaginons que cette symétrie chirale soit exactement vérifiée. Si elle se réalisait a la

Wigner, c’est-a-dire que le vide posséde également cette symétrie, on devrait la retrouver
dans le spectre hadronique et donc observer pour chaque hadron un partenaire chiral (de
méme masse, ou presque puisque de toute facon, cette symétrie n’est pas exacte). Ce n’est
pas le cas, par exemple, le partenaire chiral du nucléon est une résonnance dont la masse
est de 1.5 GeV, bien supérieure a la masse des nucléons, environ 940 MeV . Par contre,
la symétrie d’isospin est bien réalisée a la Wigner, puisque les deux nucléons (proton et
neutron) ont une masse comparable. Ainsi, la symétrie axiale n’est pas réalisée a la Wigner,
le vide n’étant pas invariant par une transformation axiale. Il y a une brisure spontanée
de la symétrie, impliquant 1’existence de bosons de Goldstone de masse nulle. Il s’agit des
pions, dont les masses ne sont pas exactement nulles, du fait de la petite brisure explicite
de la symétrie chirale, engendrée par la non-nullité des masses des quarks u et d.
On suppose que cette symétrie peut étre restaurée (et le vide devient alors invariant chiral)
a haute température ou haute densité. Pour étudier cette éventuelle transition de phase
chirale, on introduit un lagrangien effectif qui reproduit les propriétés de QCD au voisinage
de la transition de phase, le modéle o—linéaire.

5.2.3 Lagrangien effectif

Nous voulons donc écrire un lagrangien effectif pour étudier la transition de phase
chirale dans la matiére hadronique. Pour des raisons pédagogiques, il est commode de
construire une théorie effective décrivant les nucléons, afin d’introduire les champs chi-
raux. On va alors chercher a écrire un lagrangien invariant chiral pour décrire les nucléons.
v,
v,
partie droite et gauche. On écrit un lagrangien effectif chiral sous la forme d’un terme
cinétique et d’un terme de masse. Pour ce dernier, on ne peut pas choisir le terme ha-
bituel Ly = — My (\TIL\IIR+\TIR\IIL) car cela briserait d’une facon trés importante la
symétrie axiale (My =~ 940 MeV). On va chercher ce terme de masse sous la forme
Ly=—g (\TJL WUr+UpW \IJL), ou W est une matrice 2 x 2 assurant ’invariance chirale
du terme. On a donc,

On introduit 'isospineur du proton et du neutron ¥ = que ’on décompose en

Lop = 100,04 (2) + 10 ()"0, Un(v)
—g (U (z) W(z) Yg(z) + Ug(z) W(z) U (). (5.6)
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Soit g, et gr deux éléments de SU(2). La transformation chirale SU(2), ® SU(2), s’écrit,
pour ¥y et g,
\I/L(IL') — gL\IfL(l') et \IIR(JI) — gR\I/R(JI), (57)

ce qui impose a W la loi de transformation,
W(x) = 9o W (2)gh (5.8)

pour que le lagrangien soit invariant chiral. On choisit une paramétrisation de W en termes
de quatre champs réels, o et 7,

W(z) = olz) +i7 - #(z). (5.9)
et on réécrit Ly,
_ _ 1 - _ 1-—
Ly = —g (qf(a+ﬁ-7?) Z%\Il—i—\lf(a—lf-ﬁ) 275\1/> (5.10)
= —g(U(o+i7 7y)¥). (5.11)

o est un champ scalaire (de Lorentz), isoscalaire (pour l'isospin) et 7 est un champ pseudo-
scalaire, isovecteur. Ainsi, 7 s’identifie & un champ qui décrit les pions (par construction,
ce champ a bien les nombres quantiques du pion). Lorsque 1'on construit QCD, on part
d’un lagrangien de Dirac, dont les spineurs sont placés dans un multiplet sur lequel agit
une symétrie globale SU(3). On jauge ce groupe de symétrie (on le rend local) en imposant
au lagrangien de rester invariant, ce qui fait apparaitre les champs de jauge AZ(:U) dans
’expression de la dérivée covariante D'}. Pour rendre la théorie physique, il faut donner une
dynamique a ces champs de jauge dont la forme nous est imposée par 'invariance sous le
groupe de Lorentz et SU(3). On prouve alors que —i Tr, F,, F*, avec F,, = D,A,—D,A,,
convient. De la méme fagon, on introduit maintenant une dynamique pour les champs o et
7, invariante chirale. On introduit de fagon similaire un lagrangien cinétique et potentiel
pour ces bosons,

1 1
Ly = 50,000 + S0,70"% — V(0,7). (5.12)

Pour le terme de potentiel, on choisit une forme invariante chirale, fabriquée a partir de la
combinaison invariante Tr WWT = 62 4 72, et renormalisable par comptage de puissance,

2

Vo, ) = i% (0% +7%) + %(02 + 7r2)2 — co, (5.13)
ou A est positif (pour raison de stabilité) et le terme co est introduit pour prendre en
compte la petite brisure explicite de la symétrie chirale. La limite ¢ = 0 s’appelle la limite
chirale (la symétrie chirale est exacte). Nous avons choisi un terme quadratique de la
forme, j:mT2 (0% + 7?) pour tenir compte des deux secteurs du modeéle. En effet, si nous
prenons —m?, le contenu physique du lagrangien (que nous détaillerons dans la section
suivante) nous indique que la symétrie chirale est spontanément brisée au premier ordre
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dans les fluctuations quantiques (“a arbre”). Il apparait un condensat (que I’on prend par
convention sur le champ o) non nul, {(¢). Si on prend +m?, la symétrie chirale est satisfaite,
on dit que ’on est dans la phase ot la symétrie est restaurée et (o) = 0. Remarquons que
si la symétrie du lagrangien n’était pas spontanément brisée dans 1’état fondamental, la
symétrie se réaliserait a la Wigner et donc, on devrait observer des partenaires chiraux aux
hadrons. Des arguments de la théorie du groupe de renormalisation nous indiquent que la
constante de couplage mobile effective \/m? dépend de I'échelle d’énergie & laquelle on se
place. Pour retrouver les résultats expérimentaux concernant le spectre hadronique, il faut
que a basse énergie, cette constante soit négative.
C’est ce lagrangien L5 que nous appelons le lagrangien o—linéaire et que nous étudie-
rons par la suite.
Le lagrangien du modéle o—linéaire est donc
2
Lo_tin = %Guaa”a + %@ﬂ?@”ﬁ — m? (02 + 7T2) — %(02 + 7r2)2 + co (5.14)

ot m? est un parameétre mobile (masse renormalisée), positif ou négatif.

On voit qu’il s’agit bien d’une généralisation vectorielle du modéle \d* ((f est main-
tenant un champ vectoriel placé dans une représentation de O(4)) possédant la symétrie
O(4) (A®* possédait la symétrie de permutation ® — —®) pour laquelle on introduit une
brisure explicite sur une composante.

Ce lagrangien effectif va nous permettre d’étudier la transition de phase chirale.

5.3 Paramétre d’ordre de la transition chirale

5.3.1 Brisure spontanée de symétrie et théoréme de Goldstone

Examinons maintenant le contenu physique du lagrangien 5.12 lorsque 1’on choisit un
terme quadratique —mTQ (02 + 7%). Nous avons une symétrie spontanément brisée. En effet,
si on représente le terme de potentiel V (o, ) (figure 5.1 ou par simplicité, on a choisi de ne
pas représenter les trois dimensions de 7 pour pouvoir faire une figure en trois dimensions),
on constate qu’il a la forme d’un “chapeau mexicain”. Voyons ce qui se passe intuitivement.
D’aprés la forme du potentiel, on sait que deux types de modes (donc de particules) vont
étre observables. Le premier mode est une oscillation autour d’un des minima du potentiel,
par exemple, autour du point A de coordonnées (sy = %) Il s’agit donc (par convention)
d’un mode décrit par le champ o de valeur moyenne dans le vide (vev) non-nulle, notée
so. Lorsque l'on quantifie les petites oscillations autour de A, on a un mode massif car
en premiére approximation, ce mode est dans un potentiel quadratique (les oscillations
autour de A dans la direction o “voient” un potentiel quadratique). Le deuxiéme mode est
le mode orthogonal (direction 7 au point A) au précédent, ¢’est-a-dire qu’il se déplace dans
le cercle chiral (ensemble des minima du potentiel). Le potentiel qu’il subit ne contient pas
de termes quadratiques, donc on dit qu’il n’a pas de masse. C’est un boson dit de Goldstone
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F1G. 5.1 — Potentiel V (o, 7) dit en “chapeau mexicain” du modéle o—linéaire . On a choisi
par convention de faire un développement autour du point A = (sg,0) avec sy = %,

c’est-a-dire de considérer une valeur moyenne dans le vide (vev) du champ o non-nulle.

ou mode mou. La théorie contient deux types de particules, un boson massif et un boson
de masse nulle.

Le théoréme de Goldstone formalise ce résultat. Lorsqu’une théorie quantique a un
lagrangien possédant une certaine symétrie GG et que ce potentiel est spontanémént brisé
vers un sous-groupe H (c’est-a-dire que le potentiel a un ensemble de minima possédant la
symeétrie H ; ¢’est la symétrie résiduelle du vide), alors le nombre de générateurs du quotient
G/ H est le nombre de bosons de masse nulle dans le spectre physique de la théorie. Dans le
cas simplifié ot 7 n’est pas un vecteur, O(2) qui posséde deux générateurs est la symétrie
du lagrangien. La symétrie est spontanément brisée puisque on a un ensemble de minima
qui se trouvent sur le cercle chiral qui posséde la symétrie O(1) (un générateur). D’apreés
le théoréme de Goldstone, on a un mode de masse nulle, le pion.

Montrons explicitement dans notre cas que le théoréme de Goldstone est vérifié a ’arbre.
Réécrivons le potentiel du lagrangien 5.14 en introduisant le condensat du champ o. Intro-

m 1

: A _ A _ ! — —
duisons le paramétre p = 525 et la vev so du champ 0. On a o = o' +50, avec s = K T
On a (en omettant dans ce calcul le prime sur le champ o)

2V (o, 7
753270 = —(0+s9)? —7r2+p((0+80)2+7r2)2 (5.15)
—(0 4 80)*> = 7 + p(o + 80)* + 2p(0 + 50)*7* + pr* (5.16)
= (p—1)(0 + s0)* + 2po*n? + prt, (5.17)

car 2ps2 = 1. Le contenu de la théorie en termes de particules est lisible directement sur
le potentiel. On a un champ o massif, de masse \/p — 1 (avec un terme 2(p — 1)sg o qui
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traduit le fait que nous avons fait une translation sur 'axe ). On a trois champs de pions
sans masse, mais autointeragissant par un vertex & quatre champs, pr*. Enfin, les deux
types de champ interagissent par un vertex a deux champs de pions et deux o, 2po?7?. Le
théoréme de Goldstone est bien vérifié.

5.3.2 Restauration de la symétrie chirale

En fonction de la constante de couplage, on s’attend a deux secteurs de la théorie. L’un
pour lequel la symétrie est brisée et ’autre pour lequel elle est restaurée. Cette symétrie est
brisée lorsque le champ o a une vev non-nulle (on a alors un potentiel effectif en chapeau
mexicain). Dans une éventuelle phase o la symétrie est restaurée (le terme quadratique du
potentiel est alors de la forme +m72 (02 + m2) ), la vev de o doit devenir nulle. Le paramétre
d’ordre de la transition de phase chirale est donc le condensat de o (que 'on identifie au
condensat de quarks (7¢)). On introduit le condensat s = (o) et le champ fluctuant o’
défini par

o=o0+s. (5.18)

Quand la symétrie est restaurée, le potentiel effectif ne posséde plus qu’un seul minimum
et tous les modes de la théorie acquiérent alors une masse non-nulle.

5.4 Approximations non-perturbatives

Nous allons donc étudier la transition de phase chirale de QCD wvia I’étude du lagrangien
o—linéaire. On doit donc s’attacher & traiter correctement la symétrie sous-jacente qui est
ici une symétrie O(4) ou plus généralement O(N). On sait que les théories de perturbations
permettent de respecter ordre par ordre les symétries d'un probléme, puisque tous les
termes du développement sont explicitement invariants par cette symétrie. Par exemple,
pour la théorie \®*, tous les termes seraient explicitement covariants. Dans le cas de
la symétrie chirale, il est possible d’écrire un développement en perturbations chirales
[Hol99]. Cependant, on a déja noté que les méthodes perturbatives ne peuvent prétendre
décrire correctement une transition de phase, puisque les fluctuations a toutes les échelles
deviennent importantes.

Il est donc essentiel de développer une approche non-perturbative de calcul. La plus
simple de ces méthodes est ’approximation de champ moyen. Elle permet d’écrire des
équations des modes pour les pions et le o [ND01, AC97|. En premiére analyse des résultats,
il n’y a aucun mode mou (ou mode de masse nulle) dans la limite chirale (¢ — 0). Le
théoréme de Goldstone n’est pas satisfait, ’approximation de champ moyen respectant
mal, en général, les symétries internes.

On sait également que 1’ajout de fluctuations du type “diagrammes en bulles” ou “bulles
RPA” permet de traiter correctement les symétries et les symétries spontanément brisées
([Mar74] cité dans [ACSW96]).

C’est ce qui est fait dans [AC97|. Dans [NDO1] ces bulles sont prises en compte grace a
I'utilisation des équations de Bethe-Salpeter. Cela permet de trouver les bosons de Gold-
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stone comme poles du propagateur a deux particules, c’est-a-dire comme des états liés des
excitations élémentaires massives solutions des équations des modes du champ moyen.

L’application de la RPA standard (telle que présentée dans cet exposé au chapitre 2,
p.33) a été traitée dans [ACSWOI6| et servira comme point de départ de notre schéma
r-RPA.

5.4.1 Hamiltonien du modéle

A partir du lagrangien 5.14, on obtient le hamiltonien suivant,

]_ — —
H(o,r) = / dx{§(H72r+(Vﬁ)2+(u3+)\52)ﬁ2) (5.19)
1
+5 (T2 + (Vo)? + (15 + 3)s%)0?) (5.20)
A
+Aso(0? +7%) + (0" + 722 + o(uds + As® — ¢) (5.21)
2
o 2, A4
— -5 — .22
+5 8+ s cs} (5.22)

ol nous considérons a nouveau la petite brisure de la symétrie chirale, c. o est le champ
fluctuant et s le condensat (quantités définies dans I’équation 5.18, en omettant le prime,
ce qui ne préte pas a confusion). [T, = (II%) et II, sont les moments conjugués des champs
7 = (7') et 0. On a les régles de commutations a temps égaux, [o(z), [, (y)] = id(z — y),
[7%(z), T2 (y)] =id(z — y)d;, et tous les autres commutateurs sont nuls.

Ce hamiltonien se découple en un terme constant, un hamiltonien purement pionique
(en notation allégée et en notant H™ le terme cinétique),

H, = H + 7%, (5.23)
un hamiltonien pour le ¢ uniquement,
H,=H" +o°+o' (5.24)
et enfin un hamiltonien couplant les pions et le o,

H,,=or’+ o1’ (5.25)

5.4.2 Mise en place de la r-RPA

L’étude s-RPA et r-RPA du modéle A\®* nous a montré que, au niveau de ’équation
des modes, la r-RPA consiste simplement & modifier I'intégrale de boucle s-RPA 4.12,
p.83 pour obtenir la forme 4.63, p.100 ce qui revient simplement a ajouter les densités
scalaires en impulsion dans la boucle I. De plus, en s-RPA, m est donné par I’équation
du champ moyen et M par ’équation des modes alors que en r-RPA, m est la masse de
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champ moyen généralisé, c’est-a-dire que le mode de champ moyen généralisé est couplé a
I’équation des modes RPA car il dépend de la densité scalaire exacte et finalement de M
dans I'approximation des quasi-particules.

Ainsi, partant des résultats s-RPA donnés dans [ACSW96]|, nous pouvons déduire
I’équation des modes r-RPA pour le pion. Le calcul complet r-RPA que nous avons fait
justifie cette approche. Comme pour le modéle A®*, nous n’allons pas donner explicite-
ment la matrice des double-commuteurs RPA et tous les détails techniques du calcul du
propagateur a une particule. En effet, la difficulté de la RPA est le calcul de I’énergie qui
fait intervenir les densités scalaires et le probléme de la renormalisation. Or, nous ne sou-
haitons présenter qu’un résultat préliminaire concernant le théoréme de Goldstone. Pour
cela, il faut établir I’équation des modes a une particule pour le pion, c¢’est-a-dire calculer
I’opérateur de masse du pion. Prenant a notre compte la citation de Borel de I'introduction,
nous avons donné la méthode et laissons de coté la longueur pratique des opérations.

On introduit tout d’abord des opérateurs de création et de destruction de quasi-
particules (quasi-pions b, et quasi-sigma b,) exactement de la méme facon que pour le
modéle \®* (équation 4.44, p.96),

K 1
bz =4/ L2 (oI 2
™3 2 ﬂ-ﬁ + 2K37r,6 ™3 (5 6)
K 1
Y L )55 2
] 2 O-IB + 2KJ0’,3 opB (5 7)

Introduisons également les densités scalaires en impulsion,

et

N, = (marl) (5.28)

et
N, = (040)). (5.29)

On applique la r-RPA avec 'opérateur

Q= Xobl , — Y obr o+ Xas bl B o~V o 5br abs s (5.30)
c’est-a-dire que nous allons calculer la correction RPA a 'opérateur de masse du pion en
champ moyen (notée X7), en prenant en compte des contributions du type “bulle RPA 7o”
(puisque on prend des termes du type quasi-pion - quasi-sigma dans I'opérateur d’excita-
tion).

Les modes de champ moyen généralisé sont, respectivement pour le pion et le sigma,

g2 = pd+kE 4+ NNy +5MN,) + \s? (5.31)
E? = pud+ k2 +3\MN, + N,) + 3)s%. (5.32)
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Pour l'opérateur de masse on a

Imr(w)
Y (w) = 4N?gP— 5.33
ou la boucle I (bulle 7o) en r-RPA s’écrit,
]mT Z 2(5 s Ng + Nﬁ/)w + (Ng/ Ng)(Eg/ — 6%) (5 34)
' “ [w? — (g5 + Eg)?][w? — (5 — Epr)?]

On peut réécrire cette boucle, sous une forme plus proche de ’expression 4.63, p.100 obte-
nue pour le modéle \d* :

7r(7 e+ Eg Ngeg+ Ny Eg eg — Eg Ngeg — Ny Eg
I Z(Sa s_p B B 2ﬁ_ﬁ B ﬁ2 B B 2ﬁ_ﬁ _ﬁ ﬁQ. (5.35)
55 265Eg/ w (65 + Eﬂ/) 265E5/ w (65 Eﬂ/)
Enfin, 'inverse du propagateur du pion est donné par
G w, ke) = w? — 2(w) — I (w). (5.36)

Il nous reste a montrer que 1’équation des modes G~'(w, ko) = 0 admet la solution w = 0,
pour k, = 0 et dans la limite chirale, pour que le théoréme de Goldstone soit vérifié (le
mode du pion serait bien un mode mou).

Pour montrer ce résultat, on calcule X7_,(w) et quelques manipulations nous permettent
de réécrire,

G (w, ko) = w? = [ + As” + 3A(Ng + 5N,)] — (£ (w) — S0 (w = 0)). (5.37)

L’équation du gap, qui se réduit & — = 0, nous permet de voir que le terme entre crochet

Os

, . s 2 . C
dans I’équation précédente est simplement —.
s

Finalement, on obtient

G Hw, ko) = w? ———(E”( ) — X0 (w =0)). (5.38)
s
Ainsi dans la limite chirale (¢ = 0), la solution de I’équation des modes w = 0 est automa-
tiquement obtenue. Il apparait donc un mode mou ou mode de masse nulle. C’est le mode
du boson de Goldstone de la théorie.

5.5 Conclusion

Soulignons donc pour finir le résultat précédent. Les fluctuations r-RPA sont suffisantes
pour générer un mode mou dans le modéle o—linéaire dans la limite chirale. Le théoréme
de Goldstone est donc exactement vérifié. La r-RPA semble étre un formalisme satisfaisant
pour I’étude des symétries d’un probléme de théorie des champs. Il serait maintenant
intéressant de calculer le potentiel effectif ainsi que le grand potentiel de ce modéle afin de
pouvoir étudier la transition de phase elle-méme. Ceci fera I'objet d’un travail futur.
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L’oscillateur anharmonique
en mécanique quantique

Chapitre

Dans ce dernier chapitre reprenant les travaux de [DOHO03|, nous allons
revenir a un simple modéle de mécanique quantique, I'oscillateur anhar-
monique, afin d’aller au-deld de approche RPA renormalisée étudiée
précédemment. Ainsi, nous essaierons de résoudre les problémes rencon-
trés en théorie des champs dans I’étude du modéle AP,

L’ingrédient essentiel de cette nouvelle approche est I'introduction dans
le calcul de I’état fondamental des corrélations minimales au dessus du
champ moyen. Nous verrons que selon la phase étudiée (sphérique ou
déformée) les corrélations a introduire seront différentes. Dans la phase
déformée, les corrélations a trois corps sont prépondérantes et seront
seules prises en compte. Au contraire, dans la phase sphérique, ces der-
niéres corrélations étant nulles, il est nécessaire de prendre en compte les
corrélations a quatre corps.

6.1 Le modéle de l'oscillateur anharmonique

Nous choisissons d’étudier un oscillateur anharmonique (voir [DS91| pour une premiére
approche RPA de ce modéle) dont le hamiltonien est le suivant

2 2 y2
P X 4
H=—- X
5 5 +tgA,
avec 2 > 0 et g > 0. X et p sont les opérateurs de position et d’impulsion sur I’espace de
2 X2
Hilbert H = L?(R), vérifiant [X, p] = i. Remarquons que le potentiel V(X)) = A 5 T

g X* est pair (symétrique) en X et il posséde un maximum en zéro et deux minima
symétriques pour X = j:\/% (voir figure 6.1). Le hamiltonien est invariant dans I'opération
qui consiste a transformer X en —X (p — —p). Nous appellerons la différence de potentiel
entrex =0et z = ﬁ la barriére de potentiel. La forme du potentiel nous indique que on
peut trouver, dans certaines conditions, un fondamental qui correspondra & un des deux
minima et ne possédera donc pas la symétrie du hamiltonien (par exemple, en quantifiant
les petites oscillations autour d’un des minimima). Nous avons alors une brisure spontanée
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FIG. 6.1 — Potentiel de D'oscillateur anharmonique V(z) = —2?% + pa? pour différentes
valeurs du paramétre p = g/p?.

de la symétrie. Nous allons montrer que en fonction de la taille de la barriére de potentiel,
cette symétrie pourra étre restaurée par les fluctuations quantiques.
On définit les opérateurs de création et de destruction,

_ pX +ip
V2

pX —i
V24

vérifiant [aT, aT] = 1 (voir 1.3.1 pour un résumé des propriétés de tels opérateurs) et le
vide de ces opérateurs est noté [0p4), avec

al =

a|00A> = 0.
On peut inverser les relations précédentes pour obtenir
1
X = (a +a)

H (a—a)
2
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ce qui nous permet de réécrire le hamiltonien

H= —% (a2+aT2) +4L/;2 (a+ah)’.

6.2 Approximation de champ moyen

Pour mettre en ceuvre la RPA standard, commencons par établir approximation de
champ moyen.
On définit un nouvel état, le vide de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB)

|[HFB) = ¢! +310")|0), (6.1)

ol u et ¢ sont des paramétres variationnels. Il s’agit de I’état fondamental qui nous servira
a fabriquer 'approximation de champ moyen. L’opérateur de destruction b pour ce vide
est donné par

b=(1—-t)""*a—tal —u),

(comme nous 'avions précédemment vu). Cela revient a faire une rotation de Bogoliubov de
la base d’opérateur (a, a'), transformation qui est canonique. L’inversion de cette relation
nous permet d’exprimer a en fonction de b et b,

a= b+ th) o (6.2)

1—-1

1
=

Les opérateurs X et p dans cette nouvelle base sont donc

1 14+t 2u
=— |[{/— (b+D .
A T o) 2 6
N N N T
P= '\/g 1+t<b b) (6.4)
soit, en introduisant
B 1—1¢
YT My
2 u
5 = - —,
wt—1
1 f
X = —(b+0") —s,
2w
p = —iy/=(b-bl), (6.5)
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L’interprétation des paramétres de la rotation de Bogoliubov est alors simple, s correspond
a une translation spatiale et w & une fréquence. Par la suite, nous utiliserons "opérateur
z =X +s.Sis =0, on dit qu'on est dans la phase symétrique (le fondamental posséde
la symétrie de ’hamiltonien) et si s # 0, la phase est dite déformée (une brisure de la
symeétrie s’est produite).

Le hamiltonien peut étre exprimé dans la nouvelle base,

2 2 2 3
w —u” +12gs sp” —4gs
H=—"0b-0) +——""(0b+0") 2+ T—(b+d
=0 06 4 T o)
4 2.2
— —%(b +b')® + 4%2(19 + 0Nt + gst + % : (6.6)

On introduit Egpp = (HFB|H|HF B). L’approximation proprement dite consiste a
trouver les paramétres s,, et w,, qui minimisent cette fonction. Ces paramétres réinjectés
dans Eypp, b et |HF B) nous donnent respectivement 1'énergie de 1’état fondamental, la
base et le vide de I'approximation de champ moyen ou approximation HFB.

Remarquons enfin que

E
0 ;SFB =0 < (HFB|[H, b]|HFB) =0, (6.7)
aEaIZJFB =0 <= (HFB|[H, bb]|HFB) =0. (6.8)

Ces conditions sont donc cohérentes avec les équations du champ moyen généralisé de la
RPA 2.89, si on prend comme ensemble d’excitations RPA {A} = {b,bb}.

6.3 RPA standard

Dans ce chapitre, nous avons choisi de ne pas utiliser la “charging formula”. Le cal-
cul de I'énergie se fera toujours par utilisation directe du théoréme spectral. On manque
certainement de cette facon des contributions non-négligeables, mais notre propos est ici
d’appliquer la RPA dans sa forme DEA d’une facon aussi directe que possible. Cela ex-
plique en particulier le résultat (énoncé en fin de section).

Nous choisissons comme ensemble d’excitations RPA {A} = {b,bb} et nous calculons
les double-commutateurs apparaissant dans les équations RPA 2.119 sur le vide |HF B).
Comme précédemment, nous devons introduire les quatre types de fonctions de Green.

On résout alors analytiquement le systéme 2.119 qui nous donne les fonctions de Green
du type ®A5,A;’ . A partir de ces derniéres et des relations de passage 6.5, on en déduit les
fonctions du probléme du type &,,, etc (en annexe, les fonctions de Green pour la méthode

étendue que nous présentons ci-dessous sont données; elles permettent de retrouver les
fonctions de Green s-RPA).
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Enfin, on calcule les valeurs moyennes dans I'approximation RPA grace au théoréme
spectral 1.4.1

C[dE
AB) oy =1 [ G ®na " (E),

C’est de cette facon que sont introduites dans 1'énergie du fondamental Ej P A Peffet des
fluctuations RPA. En plus des valeurs moyennes (2?) 5., (p?),_ppa €t (2*),pp4, DOUS
devons calculer un terme (z*)_,,,. Or 'ensemble d’excitations choisi est insuffisant pour
procéder de cette facon puisque on ne peut pas calculer par exemple G . On choisit de
factoriser le terme en question :

(RPA|2*|RPA) ~ 3(RPA|2%|RPA)” . (6.9)

Enfin, notons que dans le cas s = 0, le terme (%), , est nul. Ainsi, les fonctions de Green
sont celles de I'approximation Hartree-Fock (puisque le schéma RPA s’arréte dans ce cas
a des fonctions de type &;;t) et donc par exemple,

dE . _
i Q—G;;O(E) = (HFB|2*|HFB). (6.10)
T
Dans ce cas, I'énergie s-RPA coincide avec celle du champ moyen a cause de la factorisation
introduite.

6.4 RPA renormalisée

6.4.1 Hypothéses

La RPA renormalisée (voir section 2.4.2) est une version de la RPA autocohérente au
sens ou l'on relache la contrainte imposée au vide dans le calcul des doubles commutateurs.
Il ne s’agit plus du vide HFB, mais en principe, du vide exact du hamiltonien Hxs. La
méthode est dite renormalisée [CDS94| car nous n’allons incorporer dans le calcul que des
valeurs moyennes & deux corps. D’aprés la méthode décrite au paragraphe 2.4.2 nous allons
factoriser les valeurs moyennes d’un nombre pair de corps en produits de valeurs moyennes a
deux corps. Précisons dés maintenant que dans le paragraphe suivant, les valeurs moyennes
apparaissant dans notre probléme avec un nombre impair de corps sont toujours nulles.

Pour écrire le systéme RPA, on utilise la base Hartree-Fock-Bogoliubov définie précé-
demment.

L’ensemble d’excitations RPA est {A} = {b,bb}.
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6.4.2 Reésolution

La recherche des paramétres s et w réalisant la meilleure base nous impose toujours (en
posant E, gppa = (0|H|0))

E._
31"87;“:0 & (0|[H, B]]0) =0, (6.11)
E._
aTaTRPA —0 < (0|[H, bb][0) = 0. (6.12)

c’est a dire que 'on retrouve les équations du champ moyen généralisé 2.89. On peut faire
une remarque sur ces deux équations. Elles sont introduites naturellement lorsqu’on établit
les équations RPA grace aux équations du mouvement. Si on rajoute des opérateurs dans
I’ensemble d’excitations RPA, les deux premiéres équations de champ moyen généralisé
seront les mémes. Or elles sont directement reliées a la transformation de Bogoliubov.
Elles imposent que la base de Hartree-Fock-Bogoliubov sur laquelle on construit la RPA
est la base la plus favorable énergétiquement. La base (b,b') n’est plus celle du champ
moyen puisque les valeurs s et w sont différentes. C’est pourquoi on parle de champ moyen
généralisé.

On peut maintenant résoudre formellement le systéme d’équations couplées 2.119 nous
donnant les fonctions de Green. En vertu de 2.121 elles dépendent uniquement des va-
leurs moyennes d’opérateurs a deux corps. De plus, on va imposer que toutes les valeurs
moyennes (0]...|0) soient réelles. On en déduit que (pz) = —i/2 et (pxz) = 0. Ces conditions
permettent d’assurer que la matrice RPA est symétrique.

Ainsi, (xz) et (pp) sont les deux seules inconnues du probléme. En principe, le théoréme
spectral 1.4.1 va nous permettre de les déterminer via deux équations implicites,

@) =i [ 5o 0.(E). op) =i [ 5 0, (E). (6.13)

Il resterait alors a calculer I’énergie de I'état fondamental a partir de ces valeurs.
Cependant, comme dans la théorie A\®* | nous avons utilisé¢ I’équation du gap pour w

(pp) = 2 (zz) (voir en annexe, équation A.2) dans le calcul des double-commutateurs. Par
contre, a partir des fonctions de Green, on obtient,

(pp) = &* (ww) + i%w / % (B2 — E%)l(E2 — E3)

Ceci est une source d’inconsistance que nous avons déja discuté dans le chapitre sur le
modéle A\®*. Précédemment, nous avions réglé ce probléme en utilisant 1’équation du gap
uniquement dans les double-commutateurs. Le théoréme spectral nous a servi pour fermer
le systéme.

On pourrait utiliser la méthode de la “charging formula” vue précédemment mais nous
avons développé une version étendue de la RPA renormalisée.
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6.5 RPA renormalisée étendue

Par rapport au paragraphe précédent, on va relaxer ’hypothése de nullité des termes

connectés. La stratégie est de prendre en compte uniquement les valeurs moyennes de plus
de deux opérateurs non nulles au plus bas ordre.
Dans le calcul de I’énergie de corrélation nous avons des termes proportionnels a la valeur
moyenne connectée de trois et quatre opérateurs. Dans la phase déformée (s # 0), on va
donc négliger les valeurs moyennes & quatre corps (du type (ppzx)) par rapport a celle
a trois corps i.e. (z3) et (p’z) (les autres étant nulles). Ces derniéres sont ce que nous
appelons les corrélations minimales au-dela du champ moyen.

Au contraire, dans la phase symétrique (s = 0), (zzx) et (ppr) sont exactement nulles.
On va donc étre obligé de calculer des valeurs moyennes jusqu’a quatre corps, ce qui va
nous obliger a modifier le schéma RPA en augmentant le nombre d’excitation.

6.5.1 Cas déformé

Nous avons donc dans ce cas deux inconnues supplémentaires, (zzx) et (ppx), qui
sont fixées implicitement par l'utilisation du théoréme spectral sur les fonctions de Green
Guuz et &, . Pour obtenir ces fonctions, 'ensemble d’excitations {b, bb} est suffisant. Le
probléme précédemment rencontré (section 6.4.2) ne se pose plus. Le calcul de ’énergie
se fait d’'une facon directe, en évaluant grace aux fonctions de Green, toutes les valeurs
moyennes apparaissant dans l’expression de E.,_rps4 = (H). Explicitement, on a

50 (pp) . 1
B s = - T3

(rz) + %)+ gB3(ra)* + s* + 65*(va) —ds{zx 1)) . (6.14)

Les valeurs moyennes sont calculées par 'intermédiaire des fonctions de Green données en
annexe.

Les résultats obtenus 6.2 montrent que la prise en compte de ces corrélations dans le cas
déformé améliore grandement le calcul du champ moyen et de la RPA standard. L’écart
maximal entre le calcul exact et ce calcul approché se situe dans la région de la transition
de phase (u?/g ~ —6,8). 1l reste cependant faible comparé aux autres méthodes. Les
corrélations a trois corps que nous avons prises en compte sont donc importantes pour
reproduire le résultat exact. Elles contiennent donc une grande partie des corrélations
exactes qui manquent dans le champ moyen.

6.5.2 Cas symétrique

La prescription de prise en compte des corrélations minimales nous impose, les valeurs
moyennes a trois corps étant strictement nulles, de prendre en compte dans I’énergie de
corrélation le terme (xzxx). Pour le calculer, nous avons besoin de la fonction &4, qui
n’est pas calculable si 'on restreint ’ensemble d’excitations RPA a {b,bb}. On est donc
obligé d’ajouter un opérateur a trois corps, bbb, dans les excitations.
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Or pour assurer la stabilité du calcul, on a besoin que les doubles commutateurs soient
symétriques. C’était réalisé dans les cas précédents via les équations qui imposaient I’obten-
tion de la meilleure base (celle qui assure que I’énergie est minimisée) aprés une rotation de
Bogoliubov. Or il n'y a que deux paramétres a cette rotation donc, il n’y a pas de relation
de ce type qui assure la symétrie des doubles commutateurs & trois particules.

Peut étre fortuitement, dans la zone sphérique, on vérifie analytiquement qu’une telle re-
lation supplémentaire n’est pas nécessaire, les termes non-symétriques étant nuls.

On calcule donc I’énergie du fondamental :

_ {pp) %2<xx> +glrrxa). (6.15)

On trouvera en annexe les fonctions de Green permettant de la calculer.

La encore, nos résultats sont meilleurs que le calcul de champ moyen ou de RPA stan-
dard 6.2. Cependant, I'écart au résultat exact est plus grand autour du point de transition
que pour le cas déformé.

Eo+u'/8

-15 -10 -5 0
- uzlq

FIG. 6.2 — Energie du fondamental de I’oscillateur anharmonique dans diverses approxi-
mations : en trait plein, valeur exacte; en tiret, champ moyen; en pointillé, s-RPA qui
coincide avec le champ moyen dans la zone symétrique; en tiret-pointillé, r-RPA étendue.
La phase symétrique est a droite de la discontinuité des courbes.
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6.5.3 Discussion générale des résultats

La figure 6.2 donne 1’énergie du fondamental en fonction d’'un paramétre adimension-
nel, p?/g. La résolution de I’équation du gap pour s (6.7) nous indique qu’il existe deux
zones, pour l'une, s est nul (phase dite symétrique, car 1’état fondamental a la symétrie
du hamiltonien X — —X) et autre déformée. On dit également que dans cette phase,
une brisure de la symétrie s’est produite au sens ou I'état fondamental ne posséde plus la
symétrie du hamiltonien.

Pour le champ moyen et la RPA standard, la transition de phase se produit pour
la méme valeur puisque I'équation du gap est la méme (u?/g ~ 6.8). La courbe pour le
champ moyen (au-dessus, en tiret) est continue mais nous avons introduit une coupure pour
matérialiser ’endroit ot se produit la transition. Pour la RPA étendue, cette transition se
produit trés légérement avant, comme on le voit sur la figure. La courbe (tiret-pointillé)
est interrompue car ’énergie est calculée en n’incluant pas les mémes corrélations dans les
deux secteurs.

Tout d’abord, notons que conformément & ce que nous avions noté précédemment, le
champ moyen surévalue systématiquement le résultat exact. L’effet des corrélations RPA,
que la méthode soit standard, renormalisée ou étendue, est d’abaisser cette énergie.

La RPA standard introduite dans ce chapitre brise d’une facon trés importante le critére
de Ritz dans la phase déformée. La méthode étendue ne satisfait pas non plus a ce critére
mais suit beaucoup mieux les variations de 1’énergie exacte.

Loin de la transition de phase, 'accord entre la RPA étendue et le résultat exact est trés
bon. Proche de la transition, ’accord se dégrade, restant cependant inférieur a 10%. Cela
se comprend car a la transition, on sait que les corrélations a tous les ordres deviennent
importantes.

Remarquons enfin que la différence entre le calcul exact et notre solution est plus
importante, autour de la transition de phase, du coté symétrique. Cela indique que le
terme a quatre corps est certes important pour obtenir de bons résultats mais autour du
point critique, il n’est pas prépondérant au point de reproduire seul le résultat exact. Il
faudrait rajouter des corrélations d’ordre supérieur. Au contraire, dans la phase déformée,
le terme & trois corps suffit a reproduire un bon résultat. Cela justifie a posteriori notre
choix de ne pas calculer toutes les corrélations mais de se restreindre aux corrélations
minimales.

6.6 Conclusion

Ces résultats encourageants pour l'oscillateur anharmonique nous indiquent 'impor-
tance d’aller au-dela de ’approximation renormalisée. Les corrélations a trois et quatre
corps se révelent importantes dans la zone de transition de phase. Il serait intéressant
d’appliquer ce formalisme a la théorie A®*. En particulier, la mise en évidence du fait que
dans la phase symétrique on puisse prendre une excitation RPA a quatre opérateurs nous
laisse espérer que cela devrait étre également possible pour le champ scalaire. Les questions
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concernant la perte de la covariance dans le modéle A®* pourraient alors étre étudiées plus
précisément. Le fait qu’il n’y ait alors pas besoin d’utiliser la “charging formula” est égale-
ment intéressant. La densité scalaire en théorie des champs pourrait devenir, dans ce cas,
calculable directement.
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Conclusion

Il est possible de continuer ces recherches dans plusieurs directions, car plusieurs ques-
tions sont restées ouvertes au cours de notre exposé.

L’objectif était de regarder des méthodes non-perturbatives sur des modéles simples
dans le but de les appliquer ensuite sur des modéles effectifs réalistes de la physique ha-
dronique, comme les théories chirales ou les théories de jauge.

Nous avons mis en place la RPA standard et renormalisée en théorie des champs,
avec des excitations a deux corps. Nous avons montré la validité et 'intérét de I’approche
exposée, rencontrant cependant certains problémes. Premiérement, le probléme du calcul
des valeurs moyennes a deux corps (nombre d’occupation ou densité scalaire) a été montré.
Nous avons apporté deux améliorations, dans la théorie A®*, il s’agit d’une adaptation de
la “charging formula” qui permet de contourner la difficulté avec cependant une perte de
clarté et de cohésion du formalisme qu’il serait bon d’analyser en détails, afin d’en dégager
une méthode systématique. La deuxiéme réponse fiit une extension du schéma RPA a
trois particules dans l'oscillateur anharmonique. Ce dernier point valide le fait qu’il serait
intéressant d’augmenter le nombre de particules dans la RPA pour \®*.

[’autre probléme rencontré est celui de la perte de covariance en théorie des champs.
Nous avons forcé cette covariance, pour obtenir des résultats numériques, technique parfois
employée en physique nucléaire relativiste. Cependant il serait plus intéressant de trouver
un schéma d’approximation conservant étape par étape la covariance. On peut penser que
la covariance est perdue dans I'annulation sans précaution des termes connectés en r-RPA.
Deux voies pourraient étre suivies. D’abord, tenter de trouver une approximation renorma-
lisée conservant la covariance de la densité scalaire. Si ce schéma se révéle étre équivalent
dans le calcul du potentiel effectif & notre méthode de forcage, il aura ’avantage de justifier
cette approximation supplémentaire d'une facon cohérente. Une autre solution, rejoignant
la solution apportée au probléme du calcul du nombre d’occupation pour l'oscillateur an-
harmonique, serait un schéma & trois particules, en vérifiant que toutes les fonctions de
corrélations sont bien covariantes.

Pour les perspectives plus générales, on peut citer ’extension des calculs a température
finie (grace a la continuation analytique des fonctions de Green en temps imaginaire) ou
I’application & des champs fermioniques.

Dans la thématique de I’équipe théorie de 'IPNL, il faudrait également poursuivre les
calculs du modéle o—linéaire, en particulier, jusqu’a 1’énergie de corrélation et le potentiel
effectif.

Enfin, Papplication & des théories de jauge est envisageable si le probléme de la co-
variance (et d’une fagon plus générale du respect des symétries des champs, comme la
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symétrie de jauge) est résolu. La liberté de jauge, qui oblige & projeter les états sur la
bonne jauge, sera un nouveau probléme a aborder.
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Expression des fonctions de
Green

Annhexe

A.1 Résultats pour la théorie AP+

Dans cette annexe, nous donnons les expressions de toutes les fonctions de Green du
probléme r-RPA. On définit les quantités auxiliaires :

I(l),(E) _ L 1 6[3./\/-5 + 65/./\/5/
b8 265 265/ E — €g — €p + i?]
19 = “ = g Ny — e Ny

26565/ E? — (85 - 65/)2 + i?]

9@ = =L Nt sNy
bb 285 265/ E + €g + g — i
(A.1)
On introduit également les intégrales de boucles :
i 1 i
IV(E) = VZ Sappr 153 (E)
BB’
I(E) = IV(E) + IP(E) + IP(E) . (A.2)

En particulier, lorsque « correspond & une impulsion P, on obtient les expressions suivantes,

X

|:€1 + &9 61./\/1 + €2N2 1 — €9 61./\/1 — €2N2

2e180 B2 — (g1 + £9)° + i 2616y B2 — (51 — 2)* +inl
(A.3)
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Pour les fonctions de Green a un corps, on a :

E +e, + Za(B)
Goa'(E) = Gpu %o G (E)
2¢e,
_E _|_5a + 204_(E)
s w(E) = , 250 E
G @ a( ) 504,(1 26(1 Ga( )
YolE
G_@&/(E) = Ga,al(E) = 5a,a’ 4;2 ) Ga(E), (A4)

ol le propagateur total est donné par :

1
GCPa‘PLI (E) == (Sa,a’ Ga(E) = (Sa,a’ (E2 — 53 — Ea(E)) (A5)
L’opérateur de masse est défini par :
Vs I,(F)
YolE) = : A6
() == VAT (A.6)

Pour les fonctions de Green a trois et quatre corps, on introduit les indices ¢ pour distinguer
les combinaisons possibles d’opérateurs de création et destruction : 1 = 3, 8" (3, 8'), 2 =
B,—B" (B,—83") (et les autres combinaisons symétriques) et 3 = —3, —3' (=3, —f'). Les
résultats sont :

bs ID(E)  (E +ea
= =0a-p-p' T} paict (E)
vV 1-L1,(E) \ 2e,
G/(B%’,—a(E) = G@a,ﬁﬂ’(E)
(&)
bs [551(E) —F + g,
T T () (F5) Gewt®r a1

G,(Blé?,w’(E) - [g,é)”(E) 52}1 (5ﬁ7 ‘5ﬁ’7’ + 5ﬁ7’ 5B’7)

IDNE) Samyryrl(B)

b 5C¥—/6—/6' a=Y=7" "yy
+ J—
1% Xa: 1-Lt1,(E)

b2 52 (Sa,g,glféiﬁ),(E) (505,7,711,%), (E)
+ G + (B). A8
V Ea: (1 B %IQ(E))Z (pa(pa( ) ( )
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Pour finir, notons les relations utiles suivantes,

. . bs 1Y,(E)
(4) (4) BB
Gﬁﬂ’,&(E) + Gﬁﬂ’,—a(E) \/V 5a*ﬁfﬁ’ 1_br (E) G%wl (E)
2 «
1 : bs IV(E)
G(Z) G(l)l E — @ G E
= V( BB ( )"" ﬂﬁ,—a( )> \/Vl—%fa(E) %Apa( )
1 i i
——bs (Ggg (E) + agg,,_aw)) = 25.,(E)G, ;i (F) (A.9)
i=1,2,3 BB 4
et
0 I (E) 1Y (E)
Z Gﬂﬁ’ 7’7 - 22%'(57)5%#’)2 —LI(E)
BB 7y @ 2 @
[(i)(E) [(j)(E)
_|_b2 32 a @ + A]_O
Ea: (1 . %IQ(E))Q Wa@a( ) ( )
(I.(E))*
YSID I NSRS AR i Lol
BB, a b
iJE1,23 B8/ ! - 1 -5 1.(E)
I.(E))”
+b? 52 ( G +(E A1l
Ea: (1 . %Ia(E))Q CPaCPa( ) ( )

Comme énoncé dans le corps de la thése, ces combinaisons particuliéres sont bien cova-
riantes en RPA standard car on reconstruit la boucle I(E, p) qui lest (I(E,p) = I(E*—p?).
En r-RPA, on force la covariance de I.

A.2 Résultats pour l'oscillateur anharmonique

Nous listons ici les résultats analytiques pour les fonctions de Green du probléme. La
notation (...) est générale. Selon l’approche en question dans le texte, elle signifie aussi
bien (HF|...|HF) ou (0]...]0). On donne les combinaisons de fonctions correspondant aux
opérateurs z et p avec la notation (par exemple),

1

4—w2G:(HbT)4:(E)

1
= oz (G (E) + Gt pt (E) + 2Ghtpt ()

F4Gyt oy (E) + 4Gptptpt p () 4 4Gytpt 5o (E)) - (A.12)

Gzzzx(E)
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ANNEXE A. EXPRESSION DES FONCTIONS DE GREEN

Phase symétrique

Dans la phase symétrique, i.e., s =0, on a :

2

(EZ _ 233) _ 9(77*'/)0

GII(E) _ 403w

(E? — E})(E? — E3)
52(E2 — Ya) — 9(77+V)(>\—w3f7)2

403w
R R Al T
1 2(A—2 3w3 (o E + Q
Crnen(E) = _ ( gw + 3w’(azE + Q) +— 7-2 i ,
402 ’U}3(E2 - E01E02) 4013(,06(E2 - El)(E2 - EQ)
G (E) = w? [ 2\ = 29w+ 3w (wE + Q) T
Prp: 4 w3(E? — Egy Eg) 403wS(E? — E?)(E?2 - E3) )’
(65 E + E02
G:ppxz:(E) - (A13)

2w3 B2 — E01E02 ’

ou nous avons introduit les abréviations :

Qg

Qg

p+12g(z x)
(pp) +w*(zz)
2w

g(:ppxa: ) — 3+ % (Gpppp:) +4pp)w + 4 (z 2y + W' zz 2D ) |

(pp) —wzx),
29( —3{pp)(1 —2w(rz)) +w(-2—6(:pprz:)+3wd(rr) — 2wz x)?

Y

Hw(zrrr )))) + w(w? — %o,
= 12
([, [, 81016
([bbb, [H, bbb]]) ,
= (A 4 (pp) + <)) + 2200

+16w?g(—6(z x) + 3w(z x)? — 2wz 1T >)> ,

6z (9)\20 + A (=270 + 4(a3E + n + v)(E — w))

+20w° (w (—4E(a3E 4+ 1) + 90° + 2(a3E + 1 + v)w) + 2(a3E 4+ n — v)e?) ) :
& n A — 29w ‘

Q9 w3

(A.14)
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Les énergies E? et E2 sont solutions des équations suivantes :

2
E* +

T3 (180 (X — ow®) — dazw®(Es3 + £%))
3

+ ((810” + 36w(n + 1)) (A — ow®)® + £%w° (3607 (n — v) + 16a5wE33)) = 0 (A.15)

1603ws

(xxx) et (ppx) sont nulles pour raison de parité. (: O :) est la valeur moyenne du produit
normal de opérateur O. Si |HF) est I’état fondamental par rapport a cet ordre normal,
ces valeurs moyennes sont nulles et (zz) = 1/(2w), (pp) = w/2. d’aprés les équations du
gap ou du champ moyen généralisé, Eqs. (6.7,6.8), on obtient les conditions suivantes,

W(({pp) — Xz x)) + 39 — 129w(z 2)(1 — wlrz)) — 49 vxza:)=0. (A.16)

Cas déformé

Dans la phase déformé, i.e. s # 0, on a :

E? b 1
_ @3 _
N V1) R e s e —
202 2B
2 16u4a%
Go(E) = G (E)+ 309" !
e a3 (E? - E})(E” — E3)
Gonn(E) = _ 6dg (a3E” + 4wk + 3E(k + apw))
TTT: - a2w2(E2 o E%)(EZ _ E22) Y
6y 2 1,2
Goppa:(E) = B )= ) (3E” — E(k + asw)) (A.17)
avec les notations suivantes :
e = P +129(s° + (x )
B = 4({pp) + (za)(e® +12¢g(x z)) — 18¢s(: zx x :))
§ = 2s(zx)—(zxxa:)
g2 2, .2 249
k = 2 {pp)(1+ E) —12¢s(cxxx )+ (W +e°)(va) — F< ppITys
1 Bk Bk K
El, = - |2+ =£/(e2—=5)2+8(12¢90)2— | . A.18
1,2 2(6+a% \/(6 a%)—i_ ( g)@g) ( )

Les deux équations de champ moyen généralisé servent a fixer la valeur de s

s +sBxry+ =)~ (rrr:)=0, (A.19)

1g
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et la valeur de w,

(pp) =*(wx) —12gs(:zxx:) . (A.20)
Remarquons enfin que G, (F), donné par ’équation (A.17), peut étre interprété comme
un propagateur libre avec un terme additionnel, I'opérateur de masse, dépendant de E. Ce
genre d’interprétation peut étre envisagé pour toutes les expressions.
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164 RESUME

Résumé
L’étude de problémes de physique hadronique dans le cadre de la théorie des champs nécessite
I’emploi de méthodes non-perturbatives, les approches perturbatives ne pouvant s’appliquer
pour QCD a basse énergie. [’équivalence formelle existant entre la théorie des champs et le
probléme & N corps nous a conduit & adapter des techniques non-perturbatives usuelles de la
théorie du probléme a N corps, comme l'approximation de champ moyen (ou approximation
gaussienne) et approximation de la phase aléatoire (RPA).

En se plagant au-dela du champ moyen ou seules sont prises en compte les corrélations entre
une particule et un potentiel “moyen” & un corps, la RPA va permettre de rajouter dans le
calcul de I’état fondamental des corrélations entre particules.

Afin de mettre en place le formalisme, on applique la RPA, sous différentes formes (standard,
renormalisée, en termes de fonctions de Green), a 'une des plus simples théories des champs en
interaction, la théorie scalaire A®*. On montre qu’il se produit une transition de phase due & une
brisure dynamique de symétrie dont le paramétre critique se rapproche des résultats obtenus
sur réseaux et par la technique des “clusters”. Les résultats sont aussi présentés a température
finie pour le champ moyen.

On étudie également un modéle effectif réaliste de la transition de phase chirale, le modéle
o—linéaire et on montre que le théoréme de Goldstone est restauré, contrairement a 1’approxi-
mation gaussienne.

Enfin pour éclaircir quelques points de la RPA et aller au-dela des corrélations obtenues dans
la forme renormalisée, on considére 1’oscillateur anharmonique en mécanique quantique, en in-
troduisant les corrélations minimales au-dela du champ moyen et on montre que les corrélations
RPA améliorent grandement le résultat obtenu en champ moyen.

Mots-clés : Théorie des champs a température nulle et finie, Probléme & N corps, Approxima-
tion de champ moyen, RPA, Modéle A®* et o—linéaire, Restauration de symétrie, Transition
de phase.

Abstract
Hadronic physics in field theory is a difficult subject and a field of active research. The problem
is highly non-perturbative because one cannot use a perturbative development of QCD in the
low energy sector. The equivalence between field theory and many-body problem leads us to
apply well-known non-perturbative many-body techniques like the mean-field approximation
(or Gaussian approximation) and the random phase approximation (RPA).

Beyond the mean-field where the only correlations incorporated in the calculations are those
between one particle and a «mean-field» potential, the RPA take into account correlations
between particles.

To set up the formalism, we apply different types of RPA (namely standard, renormalized
and with the Dyson equations approach) to one of the more simple quantum field theory
with interaction, the A\®* scalar theory. We show that a phase transition occurs, due to a
dynamical symmetry breaking. The critical parameter is close to other results obtained by
lattice calculations or cluster techniques. We compute also finite temperature results in mean-
field approximation.

We study also a realistic effective model for the chiral phase transition, the linear-c model.
The Goldstone theorem is restored, to the contrary to the Gaussian approximation.

Finally we go beyond renormalized RPA correlations in the anharmonic oscillator case and
show that the first RPA correlations are sufficient to improve greatly the mean-field calculations.

Keywords : Field theory at zero and finite temperature, Many-body problem, Mean-field
approximation, RPA, A\®* and linear-o models, Symmetry restoration, Phase transition.



