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En 1900, dans sa these de doctorat [Bach], Louis Bachelier utilise la loi normale pour
modéliser le prix d’un actif boursier.

En 1973, Black et Scholes en considérant le mouvement brownien géométrique comme
processus décrivant les trajectoires des prix des actifs financiers [BS73], obtiennent une
formule donnant explicitement les prix et les stratégies de couverture des options eu-
ropéennes. Les hypotheses considérées dans leur modele étaient restrictives. Ce qui
rend leur modélisation peu réaliste. Un observateur de la bourse constate qu’au cours
du temps les prix sautent soudainement, et par conséquent ses trajectoires ne sont
pas continues comme celles du mouvement brownien. De plus, les études empiriques
montrent que la volatilité est une fonction en ”U” de K. (Ueffet smile)

Ce qui est contradictoire avec I’hypothese d’une volatilité constante dans le modele de
Black-Scholes.

Pour tenir compte des sauts qui peuvent se produire, des modeles a sauts ont été
introduits, en décrivant 'aléa des prix par le processus de Poisson cf. par exemple
[Mer76], ou par des processus mixtes brownien Poisson cf. par exemple [Bel99], ou des
martingales discontinues, cf. par exemple [DP99].

En ce qui concerne Ueffet smile, des modeles a volatilité stochastique (dirigés par des
mouvements browniens) sont apparus, citons par exemple [HW87], [Re97].

Dans cette these, nous nous intéressons a I’étude de deux types de modeles: modeles
a sauts et modeles a volatilité stochastique avec sauts. Nous utilisons le calcul de
Malliavin et la formule de Clark-Ocone pour obtenir des stratégies de couverture pour
les modeles considérés et pour calculer les Greeks' pour les options asiatiques dans un
marché dirigé par un processus de Poisson.

L’utilisation du calcul de Malliavin dans I’étude des modeles financiers n’est pas récente.
On la trouve par exemple dans les travaux de Ocone et Karatzas [KO91] pour le calcul
d’un portefeuille optimal, dans @Pksendal [Dks96] pour une nouvelle approche de la for-
mule de Black-Scholes, Bermin [Ber98| pour les couvertures des options Lookback, Aase
et al. [AOPUO0O0] pour la couverture de marché poissonien, ou encore dans Dritschel

et Protter [DP99] pour étudier la couverture d’'un modele dirigé par une martingale
d’Azéma.

Elle s’est aussi développée avec Fournié et al., [FLLLO1], [FLLLT99] sur le calcul des
Greeks dans un modele avec informations browniennes. Nous ’appliquons aux calculs
des Greeks dans un marché dirigé par un processus de Poisson pour les options asia-

Les Greeks sont les quantités qui déterminent les sensibilités de prix, comme le Delta -dérivée
premiere du prix d’une option par rapport au prix initial de l'actif en jeu- ou le Gamma -dérivée
seconde-.
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tiques.

Chapitre 2: Formule de Clark et décompositions
chaotiques

Nous considérons dans la premiere section du deuxieme chapitre des rappels sur le
calcul chaotique dans le cas d’'un mouvement brownien standard unidimensionnel. On
expose notamment la formule de Clark-Ocone, nous abordons la définition de I'intégrale
de Skorohod et les formules liant cette intégrale a la dérivée de Malliavin.

La deuxieme section est consacrée au cas Poisson. L’interprétation probabiliste de
I'opérateur de Malliavin en tant qu’opérateur de différences finies nous montre que
celui-ci n’est pas une dérivée. On aborde alors I'opérateur de dérivation sur l'espace
de Poisson introduit par Carlen-Pardoux [CP90].

Dans la troisieme section on considere le cas du mouvement brownien, du proces-
sus de Poisson et de processus mixte brownien-Poisson multidimensionnels. On expose
I'intégrale stochastique multiple multidimensionnelle et 'opérateur de Malliavin. On
aborde ainsi la formule de Clark, qui sera utilisé dans la derniere partie du chapitre 5.

Chapitre 3: Couverture dans un marché dirigé par
des martingales normales

Le chapitre trois est consacré a l’étude des marchés dirigés par des martingales ayant
la propriété de représentation chaotique. Une martingale (M;)cjo,r est dite normale
si d(M, M), = dt. On considere dans la suite une martingale (M;)cjo,r) satisfaisant

d{M, M); = audt. (1.1)
On note (F)tepo,r la filtration engendrée par (M;)cjo,r) et on travaille dans un espace

de probabilité (Q, Fr, P). On désigne par L2([0,T])°" Pespace L*([0,T],a?dt)°" des

fonctions symétriques de carrée a?l e ozfndtl -+ - dt,, intégrable. L’intégrale stochastique

multiple 7,,(f,,) est définie par

T tn to
In(fn)—n!/ / / Folbes e b)dMy, - --dM, . 0> 1,
o Jo 0
fn € LA([0,T])°", avec

EL(fu) Im(gm)] = 2! tn=m){fa, Gm) £z (0,17)0n - (1.2)
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(My)ieo,r) possede la propriété de représentation chaotique si et seulement si toute
variable aléatoire F € L*(2) peut s'écrive F' = > >° ' I,(f,). Soit D : Dom (D) —
L*(Q x [0,T],dP x o2dt) Vopérateur de gradient fermé mais non-borné défini par

D,F = nly(fu(*.1), dP xdt—pup.
n=1
ou F=>" I,(f,) € Dom (D), i.e.

[e.9]
Z nm”fn”%%m) < 0.

n=0
La formule de Clark-Ocone nous permet d’avoir pour toute variable aléatoire F' € L*(()
la représentation prévisible

F = E[F] + /T E[D,F | F)dM,, (1.3)

La propriété de représentation chaotique pour (M;)ico,r; implique que ([M, M], —
fot o2ds)iep,r) est une martingale, donc par (1.1) il existe un processus (¢ )ep,r] tel
que (My)iep,r) vérifie I'équation de structure

d[M, M), = ajdt + ¢,dM,, t€[0,T), (1.4)

cf. [E90]. De plus pour tout processus (X)cpr & valeurs dans R™ on a la formule
sulvante

F(X0) = f(X0) + /0 Lof (X,)dM, + /0 Uf(X)ds, tel0,T,  (L5)

voir Prop. 3.3. Si de plus (X;)icpo,r) est un processus de Markov (pas nécessairement
homogene en t) alors par unicité de la représentation (1.3) on obtient

E[Df(Xr) | Fe] = (Li(Pir f))(X:), te€[0,T]. (1.6)
ot (Psy)o<s<t<r est le semi-groupe associé a (X)iep,1), i€
Ps,tf(Xs):E[f(Xt)|fs}:E[f(Xt)|Xs]7 OSSStSTa

avec Psyo Py = Py, 0 < s <t <u<T. Pouroy =1et ¢, =0,¢t € [0,7], on
obtient le mouvement brownien, le processus de Poisson correspond au cas ou pour
tout ¢ € [0, 7], ¢ est une constante non nulle. Le choix de (¢;):cjo,r] comme fonction
déterministe permet a (M;)scpo,r) d’étre soit un mouvement brownien soit un processus
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de Poisson, ceci dépend de I'annulation de (¢¢):cjo,r7- Voir [JP02] pour le modele cor-
respondant.

Le choix ¢y = M, =2 < 3 < 0, considéré par [DP99], correspond a la martingale
d’Azéma et donne un autre marché complet avec sauts.

Considérons un marché composé d’un actif risqué et d’un actif sans risque de prix

(At — el ’“Sds) o ou r, désigne le taux d’interet. On suppose que le prix de I'actif
tefo,T

risqué (St)iecpo,r) est donné sous P par
dSt = Ttstdt + O'tStfth, te [O, T], SQ =X. (]_7)

Soient 7; et (; les nombres d'unités investies au temps ¢ dans l'actif risqué et l'actif
sans risque respectivement. Alors le processus de la valeur du portefeuille (V)07 est
donné par

% = CtAt + T]tSt, te [O,T] (18)

En supposant que la stratégie (1, (;)icpp,r) est auto-financante, on obtient
Ty dt g trd
VTG_ jo Tt — % +/ UtntSte_jO Ts Sth, (]_9)
0

Supposons que nous cherchons la stratégie (¢, n¢)eepo,r) qui atteint au temps 7" la valeur
Vr = F. En Comparant (1.9) et (1.3) on obtient

Vo = effoTTsdsE[F],
m = o 'S;UEIDF | Fle I ¢ e (0,7, (1.10)

L’équation (1.10) nous donne des formules explicites pour les stratégies de couverture.
Notons (S¢7)icor) le prix de lactif risqué dirigé par (M;)ep,r), qui démarre par
au temps t, avec volatilité (oy)icjory, et soit iy = lyg—0y, Je = 1 — iy, Sp = Sé,t,
t € [0,7]. Alors dans le cas du modele mixte brownien-Poisson considéré dans [JP02] i.e
(My)ieqo,r vérifie 'équation de structure (1.4) avec (¢¢)cjo,r) déterministe en trouvant
une interprétation probabiliste de l'opérateur de Malliavin.D -voir Prop. 3.6- on obtient
la stratégie de couverture (1):cjo,r] d'un call européen et de strike K

t—
o ftTrsds . N jt " -
WE ZtUtSt,Tl{SgiTzK} + a(gt@ tT — (K - St,T) )1{S§T21fot} s,

Cette formule est une généralisation de la formule de Black et Scholes (cas brownien ou
¢ =0,t €[0,7]), et la formule dans [AOPUOQ0], Th. 6.1, dans le cas du Poisson (¢; = 1,
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+
t € [0,7]). La stratégie de couverture d’un call asiatique de payoff <% fOT Sydu — K )

dans ce modele est aussi déterminée par

1 T ~
N = e Ju rsds [C(t,Y})at
O
rat o) (2 (¢ (e ) - cn) ) - ooty ).
oy 1+ o010
ou
_ 1 /7 +
S,C(t,Y,) =FE (—/ Sudu—K> |E] :
T Jo

et

1 /1 [t
V= — (= K 7).
t St (T/O Sudu ), tE[O, ]

En ce qui concerne le cas du modele de la martingale d’Azéma de [DP99), i.e. d[M, M), =
dt + BMdM,, —2 < 3 < 0, le processus bidimensionnel (S;, My).ejo.71 est Markovien,
ce qui permet d’utiliser la formule (1.6) et d’obtenir 7,

- fT rsds
e Jt N i
t— mE [Utﬂ(y + MT - Mt)St’Tl[WMT,A{t)DO[(St,T)
T - y=DM;
+(Str — K)l[wmﬁw»fﬂ(‘gﬂ)h& ,

voir Prop. 3.11.

On vérifie dans ce chapitre que la méthode de A-couverture peut étre appliquée aussi
aux options Lookback dans le cas d’un modele avec informations browniennes. En
effet, supposons que sous la probabilité risque neutre I'actif risqué est donné par

dSt = TStdt + O'StdBt, te [O, T], S(] = X. (111)
Posons m!, = infyucpsg Su, M{ = sup,cioSu, 0 < s <t < T, et soit MY tel qu'il

prend soit la valeur m! soit M!. Notons H(Sr, M{) le payoff alors le prix d'une option

Lookback Look = (Looky)icpo,1] est
Look; = e "I VE[H(Sp, ML) | F], H € CX(R?).
On a

Proposition 1.1. Il existe une fonction f de classe C' telle que
f(Sy, My, t) = E[H(Sp, M) | F], 0<t<T.
et la stratégie de couverture est

ne = e "T09, f(S;, Mb,t), te€[0,T). (1.12)



12 Introduction

On calcule la stratégie de couverture pour une option Lookback standard. Dans Ap-
pendix 1, on calcule les stratégies de couverture d’autres options Lookback.

Dans Appendix 3 de ce chapitre, on étudie un modele a volatilité stochastique dirigé
par une martingale d’Azéma bidimensionnelle. Soit (X;)ier, = (X}, X})ier, une mar-
tingale bidimensionnelle. On suppose que (X;)icr, vérifie le systeme d’équations de
structure suivant

d[ X}, X} = dt + p(X,-)dX},
(X}, X7 =0, (1.13)
d[X7, X7 = dt + q(X;-)dX7?, t € Ry,

avec p(z,y) = ax + by + ¢, q(z,y) = ax + Py + v, et Xo = (0,0). Ce qui implique par
Th. 1, Prop. 1 et Prop. 2 de [AE96] que si a, 3 € [=2,0[ et 0 < ba < af3 alors (1.13)
admet une solution unique qui a la propriété de représentation chaotique. - On vérifie
la formule d’It6 suivante

Théoréeme 1.2. Soit (Z;)cr, une martingale bidimensionnelle telle que
t
Zt:ZO+/ HSdXS7 tER+,
0

ot H = (h)1<; j<o est un processus prévisible. Alors pour f € C'(R*R) on a

df (Z,) = LI (t)dt + Ul (t)dX| + Ul (t)d X}

U0 = s (1O + hD(X0). ZE 4 (X)) = (2L, 22)
UI0) = 5 (2 +h2a(Xe). 22+ BE(X0) — (2 22)).
et
0 = o (00 - w2z - e zn)
v (o =il -l ),

On considere un actif risqué (Sy)sejo,7) défini par
dSt = O_(Xt7>Sthtl, t e [O,T], SO > 0.
En utilisant I'existence d'une fonction C' telle que

C(Si, X}, X'\ t) = B[(Sr — K)* | A,
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et en appliquant la formule d’Ito du théoreme précédent sur C', on trouve une stratégie
de couverture pour ce modele minimisant la variance E[((S7 — K)* — Vr)?] et est
donnée par

,3/ - C(St + U<Xt2)p(Xt>7 th +p(Xt)7 Xth t) B C(Stv Xt17 Xt27 t)
' p(Xt)StU(Xt—)

Chapitre 4: Application du calcul de Malliavin aux
calculs de sensibilités de prix dans le cas Poisson

Il existe principalement deux approches au calcul de Malliavin pour le cas Poisson. La
premiere utilise un opérateur de différences finies qui n’est pas une dérivée. La deuxieme
approche consiste a perturber les instants de sauts, on cite par exemple 'opérateur

de dérivation introduite dans [CP90]. Pour une fonctionnelle F' = f(T1,...,T,) du
processus de Poisson on a

k=n

DtF = - Z 1[O,Tk]<t)akf<T17 s 7Tn)

k=1

Par contre son domaine ne contient pas la valeur au temps ¢ du processus de Poisson
N;. Mais, les fonctions de la forme fOT F(t, N;)dt appartiennent au domaine de D, ce
qui a permis de traiter le cas d’une option asiatique dans un marché poissonien. On
calcule dans ce chapitre les Greeks pour une option asiatique dont le prix de l'actif
risqué est S¢ = F<(t, N,) et de payoff

f (/OTSgdu).

Soit (NV;)er, un processus de Poisson standard. et soit H l'espace de Cameron-Martin

H:{/O.wtdt : weLQ(R+)}.

Notons S 'ensemble des fonctionelles de la forme
F=f(T,....,T,), fe€C(R"), n>1,
posons

UZ{ZFM, F,....F, €S8, ul,...,unGH},
i=1
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et soit 'opérateur D défini par

k=d

Dyf(Ty,...,Ts) = = > wndcf(Th,..., Ta).

k=1

Pour v € U de la forme

UZZEUH EGS; UZ€H7

1=1
D est défini par
D,F =) FD,F.

=1

On a cf. par exemple [Pr02]

Proposition 1.3. a) D est fermable et admet un adjoint § tel que
E[D,F| = E[Fé(u)], uel, FeS.

b) Pour F € Dom (D) et uw € Dom () tels que uF € Dom (J) on a
T ~
0

c¢) De plus, § coincide avec l'intégrale stochastique dans le cas Poisson pour les processus
adaptés appartenant a L*(2; H):

6(u) = / i d N
0

Soit [ un interval ouvert de R. On vérifie la proposition suivante qui nous permet de
calculer les différentes valeurs des Greeks.

Proposition 1.4. Soient (F¢)cc; et (G%)cer, deux familles de fonctionnelles aléatoires
de Dom (D), continiment différentiable en ¢ € I. Soit (wy)scp,m) un processus vérifiant

D,FC#0, as. on{0:F°#0}, (€l
tel que wGSO F* /D, F¢ est continue en ¢, et est dans Dom (6). On a

wE ) = B[ (@upe )] placts ().

pour toute fonction f telle que f (FC) € L*(Q),Cel.
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Chapitre 5: Modele a volatilité stochastique dirigé
par des processus discontinus

Le chapitre cinq considere un modele a volatilité stochasitque avec sauts. Soient
W = (W® W®) un mouvement brownien 2-dimensionnel et N = (N, N®) un pro-
cessus de Poisson 2-dimensionnel a composantes indépendentes d’intensité déterministe
(fot A ds, fot AP ds). On travaille dans un espace probabilisé filtré (L F, (Fi)eepo,r)s P),
oit F, est la filtration engendrée par W et N. On désigne par M = (MY M®) le
processus de Poisson compensé donné par

dM = aN® —\Pdt, telo, 1], i=1,2

L’actif risqué est donné par

ds

?t = wdt + o(t,Y)[aVaw M + PamV), ¢ e 0,1,
t

So = x>0,

olt (Y3)sepo,r] est donné par

2
dY, = @ dt+Y" o af’dW” + ol Pan?),
i=1
YE) = yc& Ru
avec pour 1 < i< 4,a : R — R est une fonction déterministe. On suppose que

o(t,) #0, etque 1+o(t, -)a§3) >0, tel0,T].

Le marché est incomplet, et il existe une infinité de mesures martingales équivalentes
a P. On cherche alors celle qui minimise I'entropie. Soit ) une mesure martingale
équivalente a P. Alors il existe (cf. Prop. 5.6) un processus prévisible 4-dimensionnel

(ﬁt(l), t@), @(3)’ ﬁt(4))t€[0ﬂ tel que B4, B® > —1 et la densité de Radon-Nikodym de @
par rapport a P est donnée par

2 T T T

. . 1 . . .

pr = []exp ( / AW — 5 / <ﬁ§”>2ds) exp ( / In(1 + B2 dM
i=1 0 0 0

T
+/ AD [In(1 + g2y — git2)] ds) :

0

De plus A1) et 53 sont liés par la relation

e — 1+ @t(l)agl)a(ta Y%) + A§1)6§3)a§3)0(t, Y;) = 0.



16 Introduction

Désignons par I(Q, P) 'entropie relative d’'une mesure martingale équivalente () par

rapport a P, i.e
Q. P) = [dg dg]

~

Soit Q la mesure martingale équivalente correspondante au vecteur (Bt(l) ﬁ ﬂ ﬂt )te [0,7]

avee 1) _(3) (3)
re—p—AP P ,Y: 53 .

et ﬁAt(?’) est I'unique solution de

s
Mot V) (a2 + (af) o (1, Y7) <—) —a®(r — ) = 0.

1+

Alors Q minimise I(P, () sous toutes les mesures martingales équivalentes @, voir
Prop. 5.9.

Soient les processus W = (WO, W) et M = (MWD, M®) ot pour i = 1,2
W = / B9ds, telo,T),

S S

MO = MO / ADREHD st e 0,7,
0

Par le théoréme de Girsanov W est un Q°-mouvement brownien 2-dimensionnel et M
est une QP-processus de Poisson compensé. Sous Q on minimise la variance

Eg |((Sr— K)* = Vr)?]

pour trouver une stratégie de couverture pour ce modele (VT désigne la valeur du
portefeuille a 1’échéance T'). Ceci étant par deux méthodes: la premiere via la formule
d’Tto et la deuxieme par le calcul de Malliavin. Il existe une fonction

C : [0,T]x]0, 00[xR — R,

qui admet de dérivées partielles d’ordre 2 continues par rapport a x et y et de dérivée
partielle d’ordre 1 par rapport a t telle que

T T +
(x +/ Ssrsds +/ S, (s, Yo)[aMaw ) + a®dm V] — K) ]
¢ ¢

=S}
Ct,x,y) = E,

y=Y;
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La stratégie minimisant la variance est donnée par la premiere méthode par

VLW, S, Y;) + A (1+6(3))at LO(, S Ye)
((af >+A“><1+5 )@ )2)el et (t,Y,)S,

=

ou

LYt a,y) = zaVo(t,y)d,Ct,z,y) + 0t aV9,C(t, x,y)

Lt z,y) = C’(t x y+a(1) (8 ) C’( x(1 —l—a(t,y)agg)),y) —2C(t, x,y).

Et la deuxiéme nous donne
otV Eg[DI" (Sp — K)* | A+ MY (1+ 8)ai® B [DN (S — K)* | 7]

(a2 + AP 1+ B (aP)2)el o (t, ;)S,

=

17

ot DV et DNY désignent les gradients de Malliavin dans les directions de WO et

N® respectivement.
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Chapitre 2

Formule de Clark et décompositions
chaotiques

Nous considérons dans ce chapitre le calcul chaotique dans le cas brownien, Poisson uni
et multidimensionnel et le cas mixte brownien-Poisson multidimensionnel. On expose
la formule de Clark-Ocone, nous abordons la définition de l'intégrale de Skorohod et
des formules liant cette intégrale a 'opérateur de Malliavin.

21
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Ce chapitre présente quelques rappels sur le calcul chaotique et la formule de Clark.

Dans la premiere section on considere la dérivée de Malliavin et 'intégrale de Sko-
rohod dans le cas d’'un mouvement brownien unidimensionnel. On se réféere aux livres

[Dks96], [Nu95], et [Ust97].

Le calcul chaotique cas Poisson est traité dans le paragraphe 2.2. On considere
I'opérateur de différences finies introduit par [NV90] et son adjoint. On expose 1'opérateur
de dérivation introduit par [CP90]. On se réfere aussi a [Pr97b] et [Pr02].

Paragraphe 2.3 considere le cas du mouvement brownien, du processus de Poisson
et de processus mixte brownien-Poisson multidimensionnels. On définit 'intégrale
stochastique multiple multidimensionnelle et 'opérateur de Malliavin en se référant
aux articles de [Lg99] et [Pr97a].

2.1 Cas brownien unidimensionnel

Soit (2, F, (Fi)o<t<r, P) un espace de Wiener standard filtré par la filtration naturelle
du mouvement brownien standard unidimensionnel (W})o<t<r.
Q = Cy([0,T7]), est 'espace des fonctions continues qui s’annulent en ¢ = 0.

2.1.1 Calcul chaotique

Soit f une fonction symétrique de L*([0,T]"), i.e f(21, %2, ..., Tn) = [(To(1)s To@) - - - s To(n))
pour toute permutation o de {1,2,...,n}. On appelle n-ieme intégrale stochastique
itérée d’'Ito de la fonction f, I'intégrale

(/) ::n!/OT/Otn.../Oth(tl,...,tn)dml...thn.

Iy désigne Papplication identité de R, i.e pour z € R, Iy(z) = z. Pour f € L*([0,T]")
et g € L*([0,T]™), on a

Bl = { 71 S & n =

Soit n € N, on désigne par h,(z) le polynéme de Hermite d’ordre n

=

2

mn
s d

hn(z) = (—1)"e e

(3
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Proposition 2.1. Pour tout f € L*([0,T]) on a

L(f%"): = nl /OT/Otn.../0t2f(t1)f(t2)...f(tn)thl...thn

T
e [ oSOV
([0, 1Nl 2(0,m)

Théoreme 2.2. (Représentation chaotique d’Ito- Wiener) Soit F' une variable aléatoire
telle que

||F||%2(Q) = B[F?] < o0,

alors il existe une unique suite (fn)nen de fonctions symétriques déterministes f, €
L2([0,T]") telle que

F=> L(f).

De plus on a

”FH%%Q) = Zn!anH%Q([O,T]”)'

n=0

Définition 2.3. Soit D : Dom (D) C L*(Q) — L*(Q x [0,T]) lopérateur qui fait
correspondre & toute variable aléatoire F(w) =Y " I,(f,) € Dom (D) le processus
(DtF)te[o,T] ot

DiF = Zn[n_l(fn(*,t))a dP x dt — p.p. (2.1)
n=0

avec fn(x,t) := fu(t1,...,th_1,t) et ou Dom (D) désigne le domaine de D.
Soit
Dy = {F =Y L(fa) € LAQ) : Yl fullZaopmy < 00} :
n=0 n—=0

On a

1. Dom (D) = Dy.

2. D est un opérateur de dérivation.

3. D est un opérateur fermé:

Soient (F,)neny € Dig et F € L3(Q). Si F,, — F dans L*(2) et D.F, converge
dans L2([0,T] x ), alors F € Dy 5 et D.F = lim,, .o, D.F,.
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Les fonctions f,, de la décomposition chaotique F = Y I,(f,) peuvent étre iden-
tifiées a I'aide de l'opérateur D. On a pour F' € Dom (D)

1
fn<t1,...,tn> - EE[DH Dt F], tl,...,tn c [O,T]

n

Exemple 2.4. Soit (u:)o<i<r € L>®(Q x [0,T]) un processus adapté, on désigne par
(&(w))o<t<r la solution de l’équation

t
Zt:1+/ ZugdW,, 0<t<T,
0

t t
gt(u) = exp </ udes - 1/ ugdS) .
0 2 0

En utilisant Prop. 2.1 et [’égalité

At N x
exp (tx - 7) = ZO Thn (ﬁ) ;

n

qui est donnée par

&(u) peut s’écrire sous la forme

> 1
n!
n:On

[n ul[o t] )

et on a
D&(u) = Ljg(s)usée(u), st € 0,77

La formule de Clark est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 2.5. Soit F' € D5, alors on a

F =FE[F] + /TE[DtF | F)dW,. (2.2)

2.1.2 Interprétation probabiliste

On désigne par S I'espace vectoriel engendré par les vecteurs exponentiels de la forme
Er(u), uw € L*(]0,T]) de 'exemple précédent.
Notons que S est dense dans L?(12).

Proposition 2.6. Soit F € S et soit g € L*([0,T]). Alors on a

d .
(DF, g) 120, = 7-F | w() +€/ gsds , FesS.
de 0 e=0
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Définition 2.7. Soit P I’ensemble des variables aléatoires F' : Q0 — R de la forme

=f (/OT fi(t)dWy, .. .,/OT fn(t)th) ,

ot f(z1,...,2,) =), aax® est un polynome en n variables x1, ..., z, et les fonctions
f; € L*([0,T)]) sont déterministes.

Soit la norme ||.||; 2 définie par
IFll2 = I Fllz2@) + 1 D-Fllrzqomxe), F € LY(Q).

Alors D 5 coincide avec le complété de P par rapport a la norme ||.||; 2. Les propositions
suivantes aident dans la pratique a calculer la dérivee D, F, pour F' € Dy 5.

Proposition 2.8. Soit F' = f (fo fi(t)dWy, .. fo ful(t th> € P. Alors on a

DF — axk ( / AW, ... / fult th)ka

Proposition 2.9. Soit (X;);cpm un processus adapté tel que pour tout t € [0,T], on
a Xy € Dyo. Alors D, X, est Fs-adapté pour tout 0 <t <T', et

Dth:O, t > s.

Proposition 2.10. Soit F = (F',..., F?%) € (D;)? et soit ¢ : RY — R. On suppose
que ¢ est lipschitzienne i.e il existe K > 0 tel que pour tout x,y € R, on a

| d(z) —o(y) IS K |z —y|,

alors ¢(F) € Dy et il existe un vecteur aléatoire G = (G, ..., G?) borné par K tel
que

i=d
D(¢(F',...,F*) =) G'DF".

En particulier si ¢ est continument différentiable ou si le vecteur F' est absolument
continu par rapport & la mesure de Lebesque dans R, alors on a

99

G = ox; (&

o FY.
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2.1.3 Intégrale de Skorohod

Soit u = (u¢)o<t<r un processus stochastique ((¢,w)-mesurable), tel que wu;(.) est
Fr-mesurable et E[u?] < oo et ceci pour tout ¢ € [0,7]. Alors en appliquant la
représentation chaotique sur u;, on obtient

Ut = ann(fn,t(')) (2:3)

ou fui(ts, ... tn) = falts,...,tn,t). La fonction f,,; est symétrique par rapport aux
premieres n variables, sa symétrisation est alors donnée par

1
nta"'7tn7tn = = nty"'atnatn ntv"'atifvti )
fa(ta +1) n+1[f(1 +1) + ot fo(t 1, tita

s 7tn+17 tl) +o 4+ fn(t27 s 7tn7 tn+17 tl)] (24)
Définition 2.11. Soit u = (u;)icpo,r) un processus stochastique défini comme ci-dessus

avec la représentation (2.3). On définit l'intégrale de Skorohod de u qu’on note 6(u)

par
o)

5(u) = /0 wWy =3 Loa(F), (2.5)

n=0

ot f, est donnée par (2.4).

Soit Dom (§) le domaine de 0 i.e u est dans Dom () si et seulement si la série dans
(2.5) converge dans L?(f2) i.e. quand

E[é(u)2] - Zn!||fn+1”2L2([07T}n+l) < 00,
n=0

et dans ce cas on dit que u est Skorohod-intégrable. L’intégrale de Skorohod peut étre
définie comme étant I’adjoint de D comme le montre la proposition suivante

Proposition 2.12. Soit u = (ug)iwcpo,r) un processus stochastique défini comme ci-
dessus et qui a la représentation (2.3), alors w € Dom (0) si et seulement si pour tout
Feby, ona

T
BUDF. ) pum] = B | [ wDiFit] < C@lFlha
0

dans ce cas on a

E[Fo(u)] = E[(DF,u) 2o, pour tout F' € Dy ;.
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De la proposition précédente, on peut déduire que pour F,G € D; 5 et u € Dom (0)
E[G<DF, u)Lz([O,T})] = E[—F(DG, U>L2([0,T}) + FGé(u)]

La proposition suivante nous montre que l'intégrale de Skorohod est une extension de
I'intégrale d’Ito.

Proposition 2.13. Soit u = (ut)iejor) un processus stochastique adapté dans L*(€2 x
[0,T7]). Alors on a

T
(5(111) == / Utth.
0

Proposition 2.14. Soit F € Dy 5 et u € Dom (9) tel que uF € Dom (9) alors on a
T
d(uF) = Fé(u) — / u Dy Fdt
0

Théoreme 2.15. Soit (ug)icpor) un processus tel que uy € D15 et Dyu € Dom (9) pour
presque tout t € [0,T), alors 6(u) € Dy 5 et

Di6(u) = 0(Dyu) + ug,  dt-p.p.

2.2 Cas Poisson unidimensionnel

Soit 2 l'espace des fonctions cadlag de Ry dans R et soit (Q, F, (F;)icr, , P) un es-
pace de probabilité, filtré par la filtration naturelle d'un processus de Poisson (Ny)er,
d’intensité \; avec temps de saut (Tk)x>1 et Tp = 0. Pour une fonction symétrique
déterministe f de L*(R,)™ l'intégrale stochatique itérée par rapport au processus de
Poisson est définie par

L(f) = n!/OOO/On.../OQf(tl,...,tn)(dNtl Cdt) (AN, — A dt).

La propriété de représentation chaotique sur I’espace de Poisson affirme que pour toute
variable aléatoire F' € L?(2), il existe une unique suite (f,,)nen de fonctions symétriques
déterministes f, € L*(R") telle que

F=> L(f).

HFH%Q(P) = Zn!anH%%m)-
n=0
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On définit alors I'opérateur de gradient sur 1’espace de Poisson DV, par

DNF(w) = Z nl, 1(fu(*,1)), dP xdt— p.p.
n=0
pour tout F =" 'I,(f,) € Dom (DV), i.e F € L*(Q) et

o0
>l fullzage,yny < oo
n=0

Les fonctions f,, sont déterminées a 'aide de DY, elles sont données par

1
fulty, ... ty) = JE[D'{Y"'Dt]ZF]’ t, -ty € R,

Pour le cas Poisson on a aussi une formule de Clark-Ocone.

Proposition 2.16. Soit F' € Dom (DY), alors on a

F = E[F] + /Oo E[DNF | F|(dN; — \dt). (2.6)

2.2.1 Interprétation probabiliste de DV

L’opérateur DV n’est pas une dérivation. On a

Proposition 2.17. Soient F,G € Dom (DY) telles que FG € Dom (DY), alors
DN(FG) = FDNG + GDNF + DNFDVG.

La proposition suivante nous donne l'interprétation de DV comme un opérateur de
différences finies.

Proposition 2.18. Soit F' = f(Ty,...,Ty) € Dom (DV), avec f une fonction con-
tinue. Alors On a

k=d

DYF =) lg 5 (O(f(Tr, . Tea t, Do Tumr) = f(Th, - Ta). (2.7)
k=1

Remarque 2.19. On peut aussi donner a DY Uinterprétation suivante

DYF(w) = F(w+14) — F(w), F € Dom (DV).
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Il existe une deuxiéme approche au calcul chaotique sur l'espace de Poisson. FElle
est basée sur un opérateur de dérivation noté D, introduit par [CP90]. On a pour
F=f(T\,...,T;) € Dom (D),

k=d

DtF = Z 1[0,Tk]<t>akf<Tla SR 7Td)'

k=1
La proposition suivante donne une relation entre les opérateurs DV et D
Proposition 2.20. Soit F € Dom (D) N Dom (D) alors on a

E[D,F) = E[DNF], dt—p.p.

2.2.2 Intégrale de Skorohod

Comme dans le cas du mouvement brownien, on définit I'intégrale de Skorohod 7 sur
I’espace de Poisson, par

6N (u) := i[nﬂ(fn), u € Dom (67),

ol f, est donnée par (2.4), et
Dom (6V) =
{ut = nL(fai() € QxR : BN ()] = > 0|l fast |72, e < oo} .
n=0 n=0

On cite les relations suivantes entre DV et 6V

E l / utD,fVth] — B0¥()F], u e Dom (8%), F & Dom (DY),
0

DN§N (u) = uy + 6™ (DNu), w € Dom (6%), DNu € Dom (DY),

pour presque tout 0 <¢ < T'. En ce qui concerne 'opérateur de dérivation D, il admet
un adjoint qu’on note 0 qui coincide avec l'intégrale stochastique pour les processus
adaptés de L2(2 x R, ). On a

E [/OOO utDtht] — E[Fé(u)], F € Dom (D),u € Dom (4).

De plus pour u € Dom (6) et F' € Dom (D) tel que uF' € Dom (6), on a

§(uF) = F3(u) — / w Dy Ft.
0
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2.3 Calcul chaotique multidimensionnel

2.3.1 Cas brownien

Soit (2, F, (Fi)o<t<r, P) un espace de probabilité filtré par la filtration naturelle d'un
mouvement brownien standard d-dimensionnel (W;)o<;<7 avec W; = (Wt(1)7 LW,

L’espace tensoriel L*([0,7T], R%)®"

Soient n € N et d € N*. L’espace du produit tensoriel d’ordre n de L2([0, 7], R?) est
L*([0,T],RH®" ~ L*([0,T]", (RH)®™).

Pour n = 2, on a (R%)®? ~ M, (R) (Pespace vectoriel des matrices carrées d’ordre d),
et donc
L*([0,T), R")®* =~ L*([0, T]*, Maa(R)).

En général, le produit tensoriel (R?)®" est isomorphe 3 RY". Un élément de L*([0, T], R?)®"

Calcul chaotique

Soit g, une fonction de L2([0,T]") et (ei,...,eq) la base canonique de RY. On définit
la n-ieme intégrale itérée de la fonction fh,e;, ® ... ®e; , avec 1 < i4y,...,17, < d, par

T ptn t2 ) .
Li(gnei, ®...®e€;,): = n!/ / / gn(tl,...,tn)th(fl)...th(Z")
o Jo 0

Pour g, € L*([0,T]") et h,, € L*([0,T]™), et pour 1 <iy,... i, <det 1 < ji, ..oy im <
d, on a

n'<gn7 hm>L2([O7T]n) si n=m, et
E [In(gne“ ®...8 ein)Im(hmejl X...Q ejm)] = Q=g,1<1<n
0 sinon.

Soit fr = (") 1<, in<a € L*([0,T),R%)®", on définit la n-ieme intégrale itérée
de la fonction f, par

d T ptn t2 . )
L(f.): = nl > // et ) dW ) aw )

0 0
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Notons ¥ 'ensemble de toutes les permutations de {1,...,n}. On a

[n(fn) = [n(fn)a

o f, est la symétrisation de f, dans L%([0,T]),R4)°", ie pour 1 <iy,...,i, < d, on a

7 (i15eyin) (1) 7on)
f (tr,...,t 'Zf ot (to)s - - - > tom))-

ceY

Pour fo = (£ Viciy,inca € LX([0, T, RD®™ et g = (997 )1cjy o juea €
L*([0,T],RH)®™ on a

d .
Z ?”L!<fT(LZl’., )797(7%1’ 7jM)>L2([07T]n) si n=m, et

EIL (). (g,)] = { W in=Linjm=1
(L (fr) L (Gm)] W=7,1<1<n,

0 sinon.

Le théoreme suivant concerne la représentation chaotique dans le cas multidimension-
nel.

Théoréme 2.21. Soit F € L*(Q, Fr, P). Alors il existe une unique suite (fn)nen de
fonctions symétriques déterministes f, = ( T(L”""’Z"))Z-hmﬂ»ne{lmd} € L2([0,T],RY)°™ telle

que
FI+) " Ln(fa):
n=1
De plus on a

’FHL2(P Z Z ”'Hf“’ o ||L2(0T])

n=0 i1,...,in=1

Définition 2.22. Soit | € {1,...,d}. On définit 'opérateur D® : Dom (DW) C
L*(Q) — L*(Q,[0,T)) qui a toute variable aléatoire F € Dom (DW) ayant la représentation

n=0

fait correspondre le processus (DEI)F)tE[QT] donné par

© n d
VF =22 2 o

=1 h=1 71,...,in=1

In l(fT(Lu, in) (tl, .. 7tl_1,t7tl+1 .. ,tn)eil X...x €ip_ 1 X Cipyq - - & €in)
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Zn[n 1(f(x,1)), dP xdt—p.p. (2.8)

avec ) '
fL=(flrimbe, @ ® ey )i, in 1 <d

Le domaine de D® est donné par

Dom (D?) = {F:Z Y L(fire, @ ®@e;,) € LX) :

Z >l in’H%«m,ﬂnﬁ”}'

L'opérateur DU est en fait la dérivée de Malliavin dans la direction du brownien
unidimensionnel W® . Elle conserve les propriétés de la derivée D dans le cas du
brownien unidimensionnel décrit dans le premier paragraphe de ce chapitre. Soit F' =
f Wiy, oo, W) € LA(Q) ot (t,...,t,) € [0, T]" et f(z, ... 2z ..zl 29) €
Ce°(R). Alors on a pour [ =1,...,d:

~ Of
or lk

k=1

D,gl)F = Wi, We) Loy (2)-

La formule de Clark-Ocone dans le cas multidimensionnel est donnée par la proposition
suivante.

Proposition 2.23. Soit F € (\\_, Dom (D"), alors on a

d T
Fl+>° /0 E[DYF | Flaw . (2.9)

=1

2.3.2 Cas Poisson

Soit (2, F, (Fi)ier,, P) un espace de probabilité filtré par la filtration naturelle d'un
processus de Poisson (N)o<i<r, d-dimensionnel avec N; = (Nt(l), . ,Nt(p)) a com-
posantes indépendantes, d’intensité déterministe (f(f )\gl)ds, ey fot /\gd)ds). L’intégrale
stochastique itérée d’une fonction symétrique f,, = ( i in))lgih“"ingd € L*([0, T],R4)en

d T ptn to , ‘ 4 4
nl > / / o e gy ) (AN = AV dy) (NS = ).

0 0
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Pour F' € L*(Q) il existe une unique suite (f,, )nen de fonctions symétriques déterministes
fn _ ( 7(121 ..... zn))il ine{l..d) c L2([O,T],Rd)on telle que

F=> I(f).
n=0

On définit I'opérateur DN comme dans (2.8) et on a la formule de Clark-Ocone pour
F e, Dom (D)

d o
F=E[F|+) / E[DNYF | F)(dND = A\Par).
1=1 70

2.3.3 Cas mixte brownien-Poisson

Soient (W})o<i<r avec Wy = (Wt(l), e Wt(d)) un mouvement brownien d-dimensionnel
et (Ny)o<t<r avec Ny = (Nt(l), ..., N'”) un processus de Poisson p-dimensionnel & com-
posantes indépendantes, d’'intensité déterministe ( f(f )\gl)ds, ey f(f A ds). On travaille
dans un espace probabilisé filtré (2, F, (Fi)icjo.11, P), out F; est la filtration engendrée
par W et N. Les deux martingales W et N sont supposées indépendantes. On désigne
par M = (MW, ..., M®) le processus de Poisson compensé donné par

dMO = dND —\Pat, tel0,T], 1=1,p.
Posons

(Xt(1)7 s 7Xt(d)7 Xt(d+1)7 s 7Xt(d+p)) = (Wt(1)7 tr Wt(d)a Mt(1)7 te Mt(p))

d+p

T tn to . .
L(fa) :=nl Y /0/0 /O Flin) () d X dx i

11 4eeeyin=1
fn _ ( 7(Li1 ..... in))il inell.d) € Lz([O,T],R(d+p))O" telle que

F=> I(f).
n=0

Les opérateurs DX sont définis comme dans (2.8). On a la formule de Clark-Ocone

Proposition 2.24. Soit F € ﬂldilp Dom (DX"). Alors on a

d T p T
F = E[F]+) /0 EDPF | Flaw +3° /O E[DN"F | Flam?.
=1 =1
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Chapitre 3

Hedging in complete and
incomplete markets driven by
normal martingales

This paper aims to a unified treatment of hedging in market models driven by martin-
gales with deterministic bracket (M, M), including Brownian motion and the Poisson
process as particular cases. Replicating hedging strategies for European, Asian and
Lookback options are explicitly computed using either the Clark-Ocone formula or an
extension of the Delta-hedging method, depending on which is most appropriate.t

Key words: Normal martingales, chaos representation property, hedging strategies,
exotic options.

! Avec Nicolas Privault (La Rochelle), & paraitre dans Applicationes Mathematicae.
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Hedging in complete and incomplete markets
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3.1 Introduction

The Clark formula [Cla70] allows in principle for the calculation of replicating hedging
strategies in complete markets [KO91], however explicit computations are in general
difficult to perform via this formula. For markets driven by Brownian motion a proof
of the classical Black-Scholes formula via the Clark-Ocone formula can be found in
[0ks96], Ch. 5, p. 13. This method has been recently extended to markets driven
by a Poisson process in [AOPU00]. Brownian motion and the compensated Poisson
process share the important chaos representation property which is capital for market
completeness.

In this paper we consider a larger family of martingales (M;):cpo,r) satisfying the fol-
lowing two conditions:

a) the chaotic representation property (in relation with market completeness), i.e.
every square-integrable functional, measurable with respect to the filtration gen-
erated by (My).cpo,1], can be expanded into a series of multiple stochastic integrals
of deterministic functions with respect to (Mt)te[O,T]a

b) the condition d(M, M), = ajdt, where (a)ejo1) is a square integrable deterministic
function.

Hypothesis (b) implies that ([M, M]; — f(f o2ds)eo ) is a martingale, hence from (a)
there exists a process (¢):cjo,7] such that (M;).cjo,7) satisfies the structure equation

d[M, M), = ajdt + ¢,dM,, t€[0,T), (3.1)

cf. [EQO]. This equation can be viewed as a decomposition of d[M, M]; by projection
on dt and dM;, which yields a closed Ito type change of variable formula, see Prop. 3.3.
Brownian motion is obtained for oy, = 1 and ¢, = 0, t € [0, T, and the Poisson process
corresponds to non zero constant ¢, t € [0,7]. The choice ¢, = fM;, =2 < 3 < 0,
considered in [DP99], corresponds to the Azéma martingale and yields another complete
market model with jumps. Choosing (¢¢).cjo,r] to be a deterministic function allows for
the driving process to be alternatively Brownian or Poisson, depending on the vanishing
of ¢y, see [JP02] for the corresponding market model.

The Clark-Ocone formula states the predictable representation of a random variable F
as

T
F = E[F] + / B[DF | FdM,
0

where (F;)icpo,r) is the filtration generated by (My)icp,r) and Dy is the gradient oper-
ator that lowers the degree of multiple stochastic integrals with respect to (M;)sejo,r1-
One of the goals of this paper is to compute the process t — E[D,F | F;] in sev-
eral situations. We obtain explicit hedging formulas for European calls in the mixed
Brownian-Poisson model of [JP02] and in the Azéma martingale model of [DP99] and
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for Asian and Lookback options.

More precisely, let (S¥r)e(o,r) denote the stock price process driven by (M;)ie(o.17,
starting from x at time ¢, with volatility (o:)icp), and let 4, = 1yp,—0y, Jr = 1 — s,
Sy = S, t €10, T]. In a model with deterministic structure equation, i.e. d[M, M], =
oZdt + ¢dM, with deterministic (¢¢)seo,r], the replicating hedging strategy of a Euro-
pean call with payoff (S — K)* is given by

T
e ft rsds - .
t— TStE [ZtUtSt,Tl{SiiTZK}
j_t z _Qx \+
+ ¢t(0t¢t ir = (K = Sir) Mygr o 0y s,

cf. (3.25) and Prop. 3.8. This formula extends both the classical Black-Scholes hedging
formula in the Brownian case (¢; = 0, ¢ € [0,7T7), and the hedging formula of [AOPU00],
Th. 6.1, in the Poissonian jump case (¢, = 1, t € [0,T]). It can be obtained both from
the Clark formula and from martingale methods. The above conditional expectation
can be also explicitly computed, see. Prop. 3.9. The case of Asian options is treated
in Prop. 3.10 in the deterministic structure equation model, and Lookback options are
considered in Prop. 3.12 in a market driven by Brownian motion.

In the Azéma martingale model of [DP99], i.e. d[M, M|, = dt+ BM;-dM,;, —2 < 3 < 0,
we obtain

—fT rsds
e Jt " i
t— mE O-tﬁ(y + MT - Mt)St’Tl[m,oo[(st,T)
x - y=My
+( t,T K)l[m,ff]< t,T):| o=8, )

see Prop. 3.11.

We proceed as follows. In Sect. 3.2 we introduce the notation of chaotic cal-
culus, the solutions of structure equations and the Clark-Ocone formula which gives
the predictable representation of the random variable F'. We also state the change of
variable formula and Girsanov theorem which hold in a particular form for solutions
of structure equations. In Sect. 3.3 we describe different methods for the computation
of predictable representations for the general class of normal martingales having the
chaos representation property. The intrinsic expression of the gradient D is completely
known if (¢¢)icp,r) is deterministic, i.e. for the Brownian, Poisson and deterministic
structure equation models, (Sect. 3.3.2). In the Markovian case (Sect. 3.3.3) it is pos-
sible to combine the Clark-Ocone and It6 formulas to obtain the explicit predictable
representation of F'. Sect. 3.4 is devoted to the computation of replicating portfolios.
In Sect. 3.4.2 we hedge European calls using the Clark formula, extending the method
applied in the Brownian case in [0ks96], Ch. 5, pp. 13-15. In Sects. 3.4.3, 3.4.4 and



Hedging in complete and incomplete markets 41

3.4.5 we deal with Asian, European and Lookback options, in particular we use the
delta hedging approach to recover some results obtained in [Ber98] from the Clark
formula.

3.2 Notation and preliminaries

3.2.1 Chaotic calculus

Let (M)ico,r) be a martingale on the space Q of cadlag functions from [0,7] to R,
having the chaos representation property. Let (au)icpr; € L*([0,7]) be a positive
deterministic non vanishing square-integrable function, and assume that (M)cpm
has deterministic angle bracket d(M, M), = ojdt. We denote by (F;)iejor) the fil-

tration generated by (M;)sepo.r], and by LZ([0,77)°" the space L*([0,T], afdt)°™ of

of ---aj dty - - - dt, square-integrable symmetric functions. The multiple stochastic

integral I,,(f,,) is defined as

T tn to
In(fn):n!/ / / Foltese o t)dM,, - dM,, 0> 1,
0 0 0
£, € L2([0,T])™, with

The chaos representation property for (M;)epo,r] states that every F € L*(Q) has a
decomposition as F' =Y > I,(f,). Let D : Dom (D) — L*(Q x [0,T],dP x ajdt)
denote the closable, unbounded gradient operator defined as

D,F =Y nl(fu(x,t), dPxdt—ae.,

n=1

with F' =" I,(f,) in Dom (D), i.e.

o0
Znn!anH%?(R’}r) < 0.
n=1

3.2.2 Structure equations

Let L35 (©2 % [0,T7) be the space of bounded, (F):cr, -adapted stochastic processes. We
assume that (Mt)te[O,T] is solution of the structure equation

d[M, M), = ajdt + ¢,dM,, t€[0,T), (3.3)

where ¢, = p(t, M;-) is a deterministic function of ¢ and M,. Existence and uniqueness
of the solutions are guaranteed when ¢, is a deterministic function [E90]. Existence is
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proved when ¢; = ¢(M;-) and ¢ is a continuous function [Mey89], and the solution is
unique when ¢(z) = Bz with 8 € [—2,0), cf. [E90]. See also [Pha00], [Tav99] for recent
results on structure equations. Let i; = 14,0y and j; = lyg,20y = 1 — 44, t € [0, T7.
The continuous part of (My)cjo,r) is given by dM{ = i,dM,; and the eventual jump of
(My)iejo.r) at time t € [0, 7] is given as AM; = ¢, t € [0,T], see [E90], p. 77.

a) If (¢¢)ep,r) is deterministic, let A, = jiaf /@7, t € [0,T], then (M)iepo can be
represented as

th = Z'tOétdBt -+ ¢t(dNt - )\tdt>, t e [O, T], M() = 0, (34)

where (By)icjo,r] is a standard Brownian motion, and (V¢ ).ejo,r] @ Poisson process
independent of (By)cjo,r], with intensity v, = f(f Asds, t € [0,T], cf. Prop. 4 of
[£290], and [JP02].

b) If ¢, = BM;, B € R, then (3.3) has a unique solution called the Azéma martingale,
cf. [E90]. If —2 < 3 < 0, this solution has the chaos representation property and
it has been used to model a complete market with jumps in [DP99].

Figure 1 shows a sample path of (S;)icpo,r and the corresponding function (i;).cpom
chosen to be a simple indicator function, with Sy = 4, o, = 1, o? = 50, ¢; = 1.6i,,
te[0,7].

144

124

104

it
o 02

Figure 1 - Sample trajectory of (S;)sefo. 11"

Figure 2 is a simulation of an Azéma martingale with § # —1, from a discretization
of the structure equation (3.3):

2
AX, = ﬁ); i\/(ﬁ);) + At,

Vertical lines represent jumps.
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with probabilities

Figure 2 - Sample path of an Azéma martingale

In all cases of interest in this paper we have (¢¢)cjo,r) € Log(§2 x [0,T1), since if

(Se)ictor) = (BMy)icpo.) then supycorm | Mi| < (=2/8)? (see [E90], p. 83). Given
(0,77
(ue)eor) € Log(2 x [0,T7), we denote by (&(u))teo,r) the solution of the equation

t
zt:1+/ ZoudM,, tel0,T], (3.5)
0

which can be written as ([Pro90], Th. 36, p. 77):

t 1 t
& (u) = exp </ w5 | Uad) [[ (1 +ud)e™®,  (36)
0 0

seJt,

where Jj,; denotes the set of jump times of (M;)scjoy, t € [0,77], and let &(u) = &r(u).
If w e L*>([0,T]) then &(u) can be represented as

1 n
ﬁfn((ld[o,t])@ ),

Ei(u) =

K

i
o

and we have D& (u) = 1o (s)us&(u), s,t € [0,T).

Definition 3.1. Let S denote the linear space generated by exponential vectors of the
form &(u), where u € L>([0,T7).



44 Hedging in complete and incomplete markets

The space S is dense in L?(Q), and from the following Lemma & is an algebra for the
pointwise multiplication of random variables if (¢);cjo,7] is deterministic. The
following is a version of Yor’s formula [Yor76] or Th. 37 of [Pro90], page 79, for
martingales with deterministic bracket (M, M),.

Lemma 3.2. For any u,v € L*([0,T]), we have the relation

§(w)€(v) = exp({u, v) 12 (017§ (U + v + duv). (3.7)
Proof. We have for u,v € L*([0,T]):
d(&(u)&i(v)) = wi&e- (u)§e- (V)M + vi&4- (V)& (u)dMy
Fogu- (v)€- (u)d[ M, M];
= wé (W) (V)dM; + vi&— (V)€ (u)d My + v, (V)€ (u)azdt
+oruvi&e— (v)&- (w)d My
= v (v)E (w)addt + & (v)E- (u) (ug + vy + drugvy)d M.

hence
d(e Jo veddsg, (u)g, (v))
= e Jousaldse, ()¢, (u)(up + ve + dyugvy)d M,

which shows that exp(—(u,v) 2 (o,m))§(w)€(v) = &(u+ v + ¢uv). Relation (3.7)
follows then by comparison with (3.5).

3.2.3 Change of variable formula

We recall the following change of variable formula, which follows from Prop. 2 of
[E90] after addition of an absolutely continuous drift term.

Proposition 3.3. Let X = (X;)icpo,n) be a R"-valued process satisfying
dX, = Ryt + K,dM,, X >0,

where R = (Ry)icpo,r and K = (Ky)iepo,r) are two predictable square-integrable
R™-valued processes. For any function R, x R 3 (t,x) — fi(z) in C3(Ry x R™;R) we
have

" of,
0 88

ft(Xt) = fO(XO) + /Dt Lsfs(Xs)dMs + \/Ot Usfs<Xs)dS + (Xs)dsa (38>

where .
Lofo(Xs) = io(K,, V(X)) + ;—%fs(Xs- + 6K, ) — fo(Xo),
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and
Usfs(Xs) = RSVfS(XS>
ra? (Jidliles . (X), K. 0 K)

+i32(f8()(s, oK) — fo( X)) — cbs(Ks,st(Xs»)) 7

with the convention 0/0 = 0.

3.2.4 Girsanov theorem

The Girsanov theorem holds in a particular form when (M;);cpo7] is the solution of a
structure equation (3.1). Let (¢¢):c0,r] be a bounded predictable process such that
1+ ¢y >0, t € (0,71, let (I¢)ieo,r) denote the solution of the equation

dlt - lt_qu)thtu t c [O, T], lo - 1,
and let () be the probability defined by

dQ

l,=E {@ |]—"t}, teo,T). (3.9)

Proposition 3.4. Under the probability (), the process
t
Z, =M, —/ a®ipds, te0,T], (3.10)
0

s a local martingale which satisfies the structure equation
d[Z,Z); = ai(1 + ¢pby)dt + ¢dZ;, t € 1[0,T). (3.11)

Proof. From the Girsanov theorem,

1
dZt = th — l—d<L, M)t = th — Oétzwtdt
-

is a local martingale under Q, with d(L, M); = l,- a?vdt, and

d[Z,Z); = d[M, M), = a}dt + ¢;dM; = o (1 + i) dt + ¢rdZ;.

If (¢¢)ecor) and (@r)icpo,r) are deterministic, then (Z;)icpo,r) has the chaos
representation property under @, since (3.11) is a deterministic structure equation.
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3.3 Computations of predictable representations

3.3.1 Clark formula

The Clark-Ocone formula, cf. [Cla70], [KO91] is a consequence of the chaos
representation property for (M;)cjo,r), and states that any
F € Dom (D) C L*(Q2, Fr, P) has a representation

F:ﬂﬂ+/¢ﬂthmM@ (3.12)

It can be proved as follows:

0 T tn to
zszm+Zm// i/hmw¢mmden
— Jo Jo 0
% T
= E[F] + Zn/ ]n—l(fn(*7t)1{*§t}>th
n=1 0
T
— BlF)+ / E[DF | FdM,.
0
Although D : L*(Q, Fr, P) — L*(Q2 x [0, T],dP x a?dt) is unbounded, the

representation formula (3.12) can be extended to F € L*(Q, Fr, P).

Proposition 3.5. The operator F +— E[D.F | F)| taking its values in the space of
square-integrable adapted processes has a continuous extension from Dom (D) to
L*(Q, Fr, P).

Proof. We use the bound:

IEID.F | Fllli2@xpry = IEF] = Flli2q) = var(F)
IF||Z2 () F € Dom (D).

IN

Instead of the adapted projection (E[DF' | F¢])ico,r) one may also use the
predictable projection (E[D¢F' | Fi-])icpo,r). Here this leads to the same
representation since both processes coincide in L?(Q x [0, T],dP x aZdt).

3.3.2 Deterministic structure equation

In this subsection we consider the case where (¢ )cjo,r] € L*°([0,T]) is a deterministic
function. In this case, the probabilistic interpretation of D; is known and D[ is
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explicitly computable. We define the operator D? : § — L?(Q x R, ,dP x a2dt) on S
as

de
We have for F' = &(u) and g € L2([0,T7):

d .
<DBF, u)La([QT]) =—F (w() + 8/ isusds> , FeS.
0 le=0

d T .
<DBF7 g>L?¥([0,T}) = d_éf €xp <€/0 gsusaslsd5> f(u>|e:0

T
= / gstsaisisgds &(u),
0

hence DBE(u) = iyué(u), t € [0, T], where
T 1 /T
&(u) =exp (/ usdM — 5/ u§a§i8d8> H (14 uggs)e =%, (3.13)
0 0 SEJ]E

Note that the definition of DPF by duality in L2([0,T]) implies
T
Df/ usadBs = uy, t€10,T].
0

We define a linear transformation Tj’ of exponential vectors, and more generally of
elements of S, as

TPE(u) = (1 + wo)é(u), ue L=([0,T]).

The transformation T is well-defined on S because £(uy), ..., &(u,) are linearly
independent if uy, ..., u, are distinct elements of L?(R, ). Since we have AM; = 0,

dt x dP-a.e., Tt(bf(u) coincides dt x dP-a.e. with the value at time 7" of the solution of
the equation

Zy=1+ / Zr-udM!, s €0,T], (3.14)
0
where (M!)sepo,r) is defined as
M! = M, + ¢ 1p1(s), s€0,7T).
In order to see this we check that Z! = &(u), s < t,
Zi = (14 o) Zy- = (14 dpug)§- (u) = (14 dyug)&i(u),

(since &-(u) = &(u) a.s. for fixed t), and for s > t:

s

7t = 7+ / 2t wdM.
t
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= (1 + drue)&(u) + / Zt_u,dM,,

t

hence Zt \ Zt
+dM-, > t,
1+ ¢puy St( ) /t 1+¢tutu °
which implies from (3.5):
Zt
s > t,
o =&(u), s

and ZL = (1 + ¢uuy)€(u) = TPE(u), P-as., t € [0,T).
In other terms, Ttd’F , F' € S, can be interpreted as the evaluation of F' on the
trajectories of (M;)scp,r) perturbed by addition of a jump of height ¢, at time ¢.

Proposition 3.6. The transformation Ttd’ 18 multiplicative, i.e.
TY(FG) = (TYF)(T{G), F.GES.
Moreover we have

D,F = DBF+¢ (TYF—F), tel0,T], FeS, (3.15)

and

D\(FG) = FD,G+ GDF + ¢:D;FD,G, tel[0,T], FGEeS. (3.16)
Proof. For the multiplicativity we note that

TP (EWEw) = exp({u, v)rz o) TEE(u + v + duv)
= exp((u, ) 12 (o,m)) (1 + D¢ (w + v + dpuavy) )€ (u + v + puv)
= (14 drue)(1 + drv)€(u)€(v)
= TPE(u)TPE(v).

We have DEE(u) = ipué(u) = i;Dy&(u), hence

Di(u) = iy Di&(u) + je D& (u)
= ztuté( )+jtut€( )

= D/€(u) + (T‘bf(U)—é(U)) t €0, T].

Concerning the product rule we have from Lemma 3.2:

Dictwew) ~ e [ ' wanalds ) D+ o+ o)
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T
= exp (/ usvsagds) (ug + vy + Ppuvy)E(u + v + Puw)
0

(ur + v + drugvy)€(w)é(v)
E(u) D (v) 4+ E(0) Di(u) + e Di (u) Di&(v),

u,v € L>([0,T]), see also Relation (6) of [Prio6].
U

If (¢¢)icpo,r) is random the probabilistic interpretation of D is unknown, however we
have the product rule

E[D(FG) | Fi] = E[FD,G | Fi] + E[GD,F | Fi] + E[DFD:G | F,  (3.17)
F,Ge S, tel0,T]. cf. Prop. 5 of [PSV00].

3.3.3 Markovian case

This section presents a representation method which is based on the It6 formula and
the Markov property, see also [Pro01] in the continuous case. Let (X¢)cjo,r) be a
R™-valued Markov (not necessarily time homogeneous) process defined on (2,
satisfying a change of variable formula of the form

700 = 1) + L f(X)dM, + / U f(X)ds, te 0., (3.18)

where L, U are operators defined on C? functions. We assume that the semi-group
(Pst)o<s<t<r associated to (X)cpo17, i-€.

Ps,tf(Xs):E[f(Xt>’fs}:E[f(Xt)’Xs]a OSSStSTa
acts on CZ(R™) functions, with Ps;0 Py = Psy, 0 < s <t <u <T. Although the
probabilistic interpretation of D is not known when (¢¢):cfo,r) is random, it is still

possible to compute the explicit predictable representation of f(X7) using the It6
formula and the Markov property.

Lemma 3.7. Let f € CZ(R"). We have
E[D f(Xr) | Ft] = (Le(Prr f))(Xe),  t€10,T]. (3.19)

Proof. We apply the change of variable formula (3.18) to

t— Prf(Xy) = E[f(X7) | F], since P,rf is C*. Using the fact that the finite
variation term vanishes since t — P, 7 f(X;) is a martingale, (see e.g. Cor. 1, p. 64 of
[Pro90]), we obtain:

P f(X)) = Porf (Xo) + / (Lo(Porf))(X.)dM,, t € [0,T)

with Porf(Xo) = E[f(Xr)]. Letting t = T', we obtain (3.19) by uniqueness of the
representation (3.12) applied to F' = f(Xr).
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In practice, we will use Prop. 3.5 to extend (E[Dyf(Xr) | Fi])tcpo,n to a less regular
function f:R™ — R. As an example, if ¢; is written as ¢, = (¢, M), and

dS; = o(t,Sy)dM; + u(t, Sy)dt, we can apply Prop. 3.3, with

(Xt)te[O,T] = ((Su Mt))te[O,T] and

Ly f(Sy, My) = dyo(t, S)01 f (S, My) + .02 f (S, My)

ﬂfmﬁﬂ&+ﬂhMW@&%M+wme—fwum»

since the eventual jump of (M), at time ¢ is (¢, My). Here, 0, resp. 0, denotes
the partial derivative with respect to the first, resp. second, variable. Hence
E[Df(Sr, Mr) | F]

= Z.to-(t7 St)(alpt,Tf>((St7 Mt)) + it(82pt,Tf)<<St7 Mt))
Jt
+W(R‘,,Tf)((st + ¢<t7 Mt)0<t7 St); Mt + ¢<t7 Mt)))
Jt
—W(Pt,Tf)((StaMt))-

If (My)tco,r is an Azéma martingale (¢ = BM,, t € [0,T]), then 7, = 0 dP x dt a.s.

+

3.4 Computations of hedging strategies

3.4.1 Market model

In this subsection we introduce the price process which will be considered in the
sequel. Let p: [0,7] — R and o : [0, 7] —]0, 00| be deterministic bounded
functions. Let (7¢):cjo,r] be a deterministic non negative function which models a
risk-less asset, and let (1;):cp,r) be defined as

Y=t e 0,T].

(oFye%

We assume that 1+ ¢upy > 0, ¢t € [0,T]. If (¢¢)eco,r) is not deterministic this choice is
still possible due to the boundedness of (¢)icpo,r) or from Th. 2.1-iii) of [DP99]. Let
() denote the probability defined by E [Z—g | .7-}} =1, t € [0, 7], where dl; = l;-{;dM,,
t €10,7], lp = 1. From Prop. 3.4,

t
&z%—/ﬁ%w te0,7),
0

is a local martingale under @) with angle bracket d(Z, Z); = o?(1 + ¢yby)dt. If
(¢¢)tejo,r) is deterministic then (Z;)icjo,r) is a true martingale under ). This also
holds if

(th)te[o,T] = (ﬁMt)te[o,T}a
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from the boundedness of (M;)ico,r). If (¢1)icpor) is deterministic, we may start from
the data of (&u)sep,r), take d[Z, Z]; = aidt + ¢dZ, and define (o )sepo,r) by

of = a7 /(1 + ¢uy), t €10, T]. Let the price (Sy)ep,r of a risky asset satisfy the
equation

dSt = [I,tStdt + O-tSt*dZty te [O,T], SO =1. (320)
We have
dS; = rSidt + 0,.Si-dM,, t € 10,7, (3.21)
and under P, (Ste‘ I “ds> o is a martingale, i.e. the market is arbitrage free. Let
tel0,T

n; and (; denote the number of units invested at time ¢ in the risky and risk-less
assets respectively. Thus the value V; of the portfolio at time ¢ is given by

‘/t = CtAt + ntSta te [O,T], (322)

where

dAt = TtAtdt, AO = 1, te [O, T] (323)

We assume that the portfolio is self-financing, i.e.
dVy = Gd Ay +mdS;,  t € 0,77,

therefore
d‘/; = Tt‘/;dt + O'tT]tSt*tha te [0’ T]’

and

T
Ve Jo mdt — v, +/ oS- o T AN, (3.24)
0

Suppose that we are required to find a portfolio ((z, 7¢)tcpo,r) Which leads to a given
value V; = F. By the Clark-Ocone formula,

T
F=E[F]+/ E[D.F | F)dM,
0

and comparing with (3.24) we obtain

Vo = e homdspp,
m = o STYE[DF | Fle s e (0,1 (3.25)

Next we consider different models with explicit computations of hedging strategies.
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3.4.2 European options and deterministic structure

In this section we hedge European calls using the Clark formula. Let (M;);c.m) be
the martingale described in Sect. 3.2.2-a), with deterministic (¢)cjo,r], i-6. (M¢)iejo1)
is alternatively Brownian or Poisson depending on the vanishing of (¢):cpo,r). We
assume that 1+ o0, > 0, t € [0,T]. We have

S, = exp (/ 0sQslsd By —|—/ (rs — PpsAso5 — 21802a2)d8) H (1+ o7, ¢1,),
0 0 iy

0 <t <T, where (T))r>1 denotes the jump times of (N¢)ier,. We will denote by
(S )ueie,r) the process defined as

ng‘ju = rthfudu + auS,;’fu,dMu, u € [t,T], Sf;’t = .
We have

T T 1
Stw,T = X eXp </ O-uauiudBu + / (Tu - gbu/\uo-u - 2Zu0' « )du)
t t

k=N

X H 14 O_Tk¢Tk

k=1+N;
0<t<T, with S, =S5, te[0,T]
Proposition 3.8. Assume that ¢y > 0, t € [0,T]. Then for 0 <t <T we have

E[D(Sr—K)" | F]=E [itatSle[Koo[(ngT)

T _ Qz \+ T
<Z5t (0t¢tStT (K — Sir) )1[1+ft¢t,oo[(st,T) .
Proof. By Prop. 3.6, for any F' € § we have
D,F = DEF ¢ %(TfF _F), telo,T]. (3.26)

We have TSy = (1 + 0y¢4)St, t € [0,T], and the chain rule DB f(F) = f/(F)D?F
holds for F' € S and f € CZ(R). Since S is an algebra for deterministic (¢¢)iejo.r], We
may approach x — (x — K)™ by polynomials on compact intervals and proceed e.g.
as in [@Wks96], p. 5-13. By dominated convergence, (Sr — K)™ € Dom (D) and (3.26)
becomes

Dy(St — K)* = 4,0:S711k,00[(ST) + ((1 + 0v¢y) ST — K)" — (Sr — K)™),

o
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0 <t <T. The Markov property of (S;)¢cpo,r) implies

E[DP(Sy— K)' | F] = 0B [Sirlik.eo(Sir)]

=5’
and
2p [(T% ~ K)* = (Sr— K)* | 7]
t
= LB+ ab)Str = K)* = (S5 = K)*], g
J x
- Q;t (o) = K0 e o(SEn)]
¢t [(Sth ) 1[K700[(S£L:T>]$:St
.] T T xX
= ¢ttE 0t¢t5t T1 K¢ (St T) (St,T - K)l[Hfm,K](St,T)L: :
j X X X T
= giE Ut¢t5t,T1[l+§<t¢t,oo[(St,T) — (K = St,T)+1[l+§t¢t ,oo}(St7T):| 2=S,
= 2B (008t — (K = Si) M (S|
O
If (¢¢)teo,r) is not constrained to be positive then
E[Dt(ST — K| R =i0E [Sle[Kvoo[(SﬁT)L:st
+¢tE o1PeSyrl Ii¢t,oo[< tr) + ( {:T_K)l[W,K]( i) s’
with the convention 1y = —1jgy, 0 < a < b <T. Prop. 3.8 can also be proved using

Lemma 3.7 and the It6 formula (3.8). In the deterministic case, the semi-group P r
can be explicitly computed. Let I'f = ft isa’0?ds denote the variance of

ft iss05dBs, t € [0,T], and let T'y p = ft vsds, t € [0,T], denote the intensity of
Ny — Ny under @, where v, = N\ (1 + ¢y), t € [0, T.

Proposition 3.9. We have for f € Cy(R)

e Tur
P o]
tT A -
i=k

f (a:e +(I‘f’ Y1/ 24— f DsYsosds H(l + Utiﬂsti)) dty --- dtkdtm

i=1

where v denotes the standard Gaussian density.
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Proof. We have P, rf(x) = E[f(Sr) | S; = 2] = E[f(S{r)], and

k
FtT

Prf(x) =Y E[f(S/y) | Ny — N, = k] exp(—Ty7) = ;
k=0

k € N. Since (N, T Nt)se[t 7] is a standard Poisson process, conditionally to
{Np — Ny =k}, the n first jump times (74, ...,T,) of (N)sep,m) have the law

k!
ml{t<t1<~-~<tk<T}7t1 c Y dty - diy,
t,

and conditionally to { Ny — N; = k}, the jump times (I't 1y, ..., 't 1) have a uniform
law on [0,T;7]*. We then use the identity in law between S}, and

k=N

T
xXt,T exp (_ / (bs/\s(l + ¢sws)asd5> H (1 + UTk¢Tk>>

k=1+N¢

where
Xer = exp (=I{p/2+ (T75) W),

and W a standard Gaussian random variable, independent of (NN¢).cjo,77. This identity

holds because (B;):cjo,7] is a standard Brownian motion, independent of (N;)scpo,r)-
U

See Prop. 8 of [JP02] for a computation of

E {exp <— /0 ' rsds> (Sp — K)*}

in terms of the classical Black-Scholes function
BS(z,T;r,0% K) = E[e"T (ze’ T~ T/2+oWe _ [},

where W; is a centered Gaussian random variable with variance ¢.

3.4.3 Asian options and deterministic structure

The price at time ¢ of such an option is

ffTrds 1 g ’
e Jt °F T SudU—K ‘ft .
0

The next proposition gives us a replicating hedging strategy for Asian options in the
the case of deterministic structure equation model

E
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Proposition 3.10. There exists a measurable function C on Ry x R such that C(t,-)
is C* for allt € Ry, and

1 /7 -

Moreover, the replicating portfolio for an Asian option with payoff

1 /T
d K
(T/o S,du )

S,C(t,Y,) = E

+

is given by (3.22) and

N = ie— ftTrsds |:é(t, th)a—t (327)
o
Jt [ ~ Y; ~ . ~
+(1 + os¢) <E (C <t, = Ot¢t) — C(t,Yt)) — zto—thaQC(t,Yt)ﬂ .

Proof. Following [LL96], p. 91, we define the auxiliary process

1 /1 [

With this notation, the price of the Asian option at time ¢ becomes
E eIty (ve)t | 7).

For 0 < s <t <T, we have

1 ‘ S,
d(SiYy) = 7d | Sudu—K ) = Zdt,
0

hence

S,Y; 1/tsu
v [ D
S T/ S

Let H € C3(R). We have

EH (S:Yy) | F] = E [H (styt+% /t ' Sudu> |ft]

T
= E{H (xy—i—f/ &du)} )
T t St y:Y’t, =5}

Let C € C3(R, x R?) be defined as

z (T8,
C’(t,x,y)—E[H (xy+T/t Edu)],
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le.

When H(x) = z™, since for any ¢ € [0,T], S; is positive and F-measurable, and
S,/ St is independent of F;, u > t, we have:

E[H (StYr) | R = E[Sr(Yr)" | 7]

with

C<t7 y) =F

1 /TS, \©

We now proceed as in [Bel99], which deals with the sum of a Brownian motion and a
Poisson process. From the expression of 1/.S; we have

1 1 alo? oy
d\ =) =5 |{-r+—")dt - dM, |,
(St> Si- {( " I+ 0t¢t> 1+ 00, t}

hence by (3.8)

dY, = Y, (—rt 2 (ff@) dt + %dt - 1}-/:_;;th*
Applying Lemma. 3.7 we get
E[D.H (SrYr) | i) = LiC(t, S, Yy)
_— ((ItSt@gC(t, S Yi) - < f: ¢t83C’(t,St,Yt)) (3.28)
+% (C (t, S + 015, Yie — %) - C’(t,St,Yt)) .

Given a family (H,)nen of C? functions, such that |H,(z)| < 2T and |H/ (x)| < 2,
r € R, n €N, and converging pointwise to # — 2, by dominated convergence (3.28)
holds for C(t, z,y) = 2C(t,y) and we obtain:

1 (7 "

E




Hedging in complete and incomplete markets o7

— Zté(t }/;)Utst

It [ A -
o (¢t (C (t 1 —i—at@) Ct, Yt)) - ZtUthazc(t,Y;)>
Jt | i
o (& (C ( 1+ O'tﬁbt t Vi) > - ZtO't}/ta2C(t,1/t)) .

O
As a particular case we consider the Brownian motion model, i.e. ¢, = 0, for all
te€[0,T],s04 =1, j,=0forall t € [0,T], and we are in the Brownian motion
model. In this case we have
g = e i reds <—Y,5620(t, Y;) + Ct, y;))
t
I s l/Sd—K C(t,Y,
c (t(’)x "z \T Jy v \x:5t+ ()
0 : ~ 1/1 [t
— L ge Kmase t, — —/ Sudu — K , tel0,7],
ox z \T Jy |z=S5;
which can be denoted informally as a partial derivative with respect to .S;.
3.4.4 European options and Azéma martingales
Let —2 < 3 <0, and let (M;)icpo,m) be the unique solution of the structure equation
d[M, M], = dt + BM,-dM,, te[0,T]. (3.29)

This process has the chaos representation property, hence the results of Sect. 3.3
apply in this case. This allows to obtain an explicit hedging formula for the model of
[DP99]. We use the convention 1p4 = =1y, 0<a<b < T.

Proposition 3.11. We have

E [Dy(Sr— K)* | 7]

1 ) ]

= iF By + My = M)SER ke (SEr)
Se. — K)1 gz ]V
+(Sir — K) [WMT_M),K]( ir) s

P7”00f- Let (Xt)te[OT = ((StaMt>>t€[0T (Rt)te()T] ((TtSt, ))teom
(Kb)tepr) = (0451, 1))iepo ), and Xo = (1,0). By Lemma 3.7, for f € CZ(R?) we have

E[th(XT) ‘ ft] = (Lt(Pt,Tf))(Xt>
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- B]l\/[t((Pt’Tf)(Xt + BMK,) — (P f)(Xy)
- ﬁllwt (Purf)((1+ BM00) Sy, (1 + B)M;) — (Por f)(Sh, M)
_ mlth [F((1+ 0:B(y + My — M,))SEr

(1+ By + My — M,)))]=

—ﬁE [F(SEpvy + My — Mp)]VZ5"

In particular if f(x,y) = f(x) depends only on the first variable we have
E[D.f(57) | F]

1 y=M;

= P [F(1+ 00y + My — M) Sir) — F(SEr)] s,

Approaching the function z +— (z — K)* with a sequence (f,)nen of C? functions
converging pointwise with |f,,(z)] < (z — K)*, and |f/(z)] <2,z € R, n € N, we
obtain

E [D,(Sr — K)* | 7]
1

_ ME [((1+ 0By + My — M,)) S — K)* — (Sip — KWZ?
_ wlth (O + 0y + M = MY)SEr = KL (ST)
—(Sfr — K)o (SE0)] g
N mlth (Bl + My = M)STaly o (ST)
+( b — K)l[m,[ﬂ( fT)]i;Zt

3.4.5 Lookback options

Hedging strategies for Lookback options have been computed in [Ber98] using the
Clark-Ocone formula. In this section we show that classical martingale methods also
apply in this case. We assume that (My)icp,r) = (Bt)ico,r] is a standard Brownian
motion, i.e. ay =1 and ¢, = 0 for every ¢ € [0,T], and take r, =7 >0 and 0y =0 > 0
for every ¢t € [0, 7. Under the risk-free probability P the asset price (S¢):cjo,7] has the
dynamic

dSt = TStdt + O'StdBt, te [0, T],
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so (3.24) becomes
T
VTefTT =W +/ antSte”"tdBt, te [OvT]'
0

Let m{ = infyefsg Su, ML = 8UP,cfs g Su, 0 < 5 <t < T, and let MY be either m! or

M!. Tn the Lookback option case the payoff H(Sy, ME) depends not only on the
price of the underlying asset at maturity but also it depends on all prices of the
underlying asset over the period which starts from the initial time and ends at
maturity, and let Look; be the price of the Lookback option given by

Look; = e "TOE[H(Sp, MY) | ], H € CiR?), t €[0,T).
Proposition 3.12. There exists a C* function f such that
f(St7 67t):E[H(ST7M?;) “ft]? 0<t<T.

The replicating portfolio of a Lookback option with payoff H(St, ME), and price
Look; = f(S;, ME,t) at time t, is given by (3.22), and

n = e "T09,£(S;, Mb,t), tel0,T]. (3.30)

Proof. Tt suffices to deal with the case M’ = m!. The existence of f follows from the
Markov property, more precisely

fy,t) = E[H (Sizy A M{)]

Applying the change of variable formula, for ¢ € [0, 7], we have

1
A (S Mbyt) = |0 +rSi0uf + S0 SRORF| (S1, M, )t
+82f(st, 6, t)dM6 + O'Stalf<5t, 6, t)dBt

Since (E[H(ST,MOT) | }—t])te[o,T]
(it is in fact a decreasing process), we have:

is a P-martingale and (M§),cp,r) has finite variation

df(St, B,t) = O'Stalf<5t, g,t)dBt t < [O,T]

Then

T
o)
e'F =e"TE[F]) + / e_TTJSt% [z, M, t)jpes,dB;  t € 10,7,
0

which shows (3.30).



60 Hedging in complete and incomplete markets

It is stated in Bermin [Ber98| that we should have

t
/ 0o f (Sy, M3, $)dM3 = 0, (3.31)
0

for the delta hedging method to work. We showed in Prop. 3.12 that the delta
hedging approach can be applied without having to verify (3.31), since (M{)ejo.1] is
a monotone process with finite variation.

Relation (3.30) can be written informally as

0
= 8—&L00kt7 tc [O,T]

Let
log% + (r+2o®)(T —1) /
oV —t ’ \/271'

A standard Lookback call option is the right to buy the underlying asset at the
historically lowest price. In this case the strike is m{ and the payoff is

dl' (y) = and N (y e 2" du.

G:ST—mOT.

From [DJ98], Prop. 4, p. 271, the price Look; at time ¢ is given by

Look, = Egle ™™ Y(Sp —ml) | F (3.32)
= SN (dT(mb)) — e T OmiN (dT( b —ovT—1)
+e 7T Sta [ % dtT(mf)) + vt Z_ t)
rT-H N dtT (mg

In the following proposition we recover the result of [Ber98|, § 2.6.1, p. 29, using the
delta hedging approach instead of the Clark formula, as an application of Prop. 3.12.

Proposition 3.13. The hedging strategy for a standard Lookback call option is given
by

o= N () — TN~ () (3:39

S\ o7 (o2 /T — 1
o (S (2 ) (i 2T
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Proof. We need to compute the following derivatives:

9 T
55 O (@)

o 1 (d;‘r(mé) -
~ 25, \/—27/
RN i
- Vo a5, (4 (o)) | exp | =5

2

1 o [log2t+ (r+16?)(T —1t) 1, o 2
I ekt U

- Stamexp (—%(df(mé))2),

and

Similarly we have

. (N (—d?(mé) + L\/T—_t))

05, o
o 1 O VRV e A
- p( 5 (i) 2= ))
and
9 T/ t _ 1 ox _1 T (it 2
T&(N(_dt (m())))_ StU\/m p( Q(dt< 0)) )
Finally,

0 st S AN
dS, mbo? \ mé '

The above expressions can be combined to compute the derivative of Look; in (3.32),
and to obtain:

o (g m)’)

1 1 2
—r(T—t), .t 1 t
—e m ex d; (m oVT —t

OStO'\/QT('(T—t) p( 2( t< 0) > >

me=N (df (m})) +
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2 -% JT —
+6—T(T—t)g_ [(i) N (_dg(mg) + %—“)

t
2r | \my

g

—e" TN (=df (my))]

rnSio?

—’I”(
+e o

—2

mio?

r (i>%1/\/ (—dtT(mé) . 27“\/T——t)

t
my o

(2) e (e )

1

+er(T—t)
= N (—dtT(mé) +

i i) -
mbo? \ m}
~N (=i (mp))

1
+a\/27r(T —t)

(@1 [mf)

St

0'2 St _‘3—5
3(3)
2r \'my

g\~
o e—r(T—t) (_tt)
Mo

+N (df (mf)) — o

1
+U\/27T(T —t)

(Tt my
St

5o /T T exp (—%(df(mé))z)]

o

27T — t> [er(“)a_? ( S ) L e 50

2r
2r_q
o2

+ N (df (mf))

r

1 5 T SO’2 6r(Tft)
{exp (—5 (dtT(mf))) ) |:1+6 (T—1) ;7’ X S ]

2
|:_€—T(T—t)0_ Xer(T—t):|
2

™0 exp <—% (df (mt) — VT t>2>

exp (—% (~dtont + @))] }

2 [ 52 VT — ¢
<§7 - 1) N (—d{(mg) + TT)

0.2

N (=d{ (mg))

{(1 + g—i) exp (—%df(mE)Q)

™ oep (-% (d (mt) - a\/T——t>2>

(5 e (_; (-~ + @))] } -
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To obtain (3.33), it is sufficient to show that

o? 1
7)o -y n?)

O:<1+

e | mé 1
e [ (- (-

+ o’
2r

(

St

2r
S\ 2 1
m_6> exp (—5 (—dtT(mf)

To see this, one can observe that

and

exp

2

exp (—

(=3 (@) - ovT=1)")

amﬁ

>+”—m>2>].

g

(A )" + (T = ) = 2] (y)o VT = tD

472

2| o2

W) 5 | -0 - LavT— )
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3.5 Appendix 1: Lookback Options

We compute strategies for options on extrema and partial Lookback options using
Prop. 3.12.

3.5.1 Options on extrema

Options on extrema calls are similar to ordinary calls, except that the price of the
underlying security at maturity is replaced by the historically highest price of the
underlying security. Then the payoff at maturity is

G=(MJ-K)".
The price Look; at time ¢ (see for example [Ber98]) is given by

Look; = FEgle "™ (M - K)" | )]
= SN (K)) — ¢TI EN (@ (K) — /T =)

—(ﬁ)_ig/\f (dtT (K) — L/T—_t> +e"TION(df (K))] .

T—t) Syo?

—r(
+e or

K o

if Sg < K, and by

Look, = EQ[e_T(T_t)(MOT —K) | F]
= e (Mg = K) + SN (M) — e TIMN (4 () — oV T 1)

o S0 5,0\ "o 2rVT —t\ | Lo
02T [_ (ﬁtg) N(df(Mé) - T) +ertr “N(dtT(Mé))] :

otherwise. Therefore by (3.30) and relations (3.34) and (3.34) we have

2r

. (1 . 0_2) N (K) + (1 _ ‘7_2> —r(T=t) (&)7/\/ (dtT(K) - @) :

2r 2r K o
if Sy < K, and
o? o? S\ 7 2ry/T —t
S T (Mt 1 - ) (™=t [ 2L T MLy —
w= (15 ) Vo + (1= 3 ) o () 7 (@ - 2,

otherwise.
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3.5.2 Partial Lookback option

A partial Lookback call option is the right to buy the underlying asset at some
percentage over the historically lowest price. The strike is Am{, where A > 1 and the
payoff is

G = (Sp — Amd)*.

At time t the price Look; (cf. [Ber98]) in this case is

Look, = FEgle "™ 9(Sy — xmI)*t | F]
= SN (dF(Amh)) = Ambe T TIN <dtT (Amt) — o/T — t)
2
—I—)\G_T(T_t)sto——

S\ - [ mh 2ryT —t
) A (3) 5

— Az (T=ON (—d{ (”%6))} .

Thus from (3.30) and relations (3.34) and (3.34), we obtain

)

() 2T)

o= N (A Omd) - DA% +w( (

Mo
A

o\
(-5 () (-

g
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3.6 Appendix 2: Implicit volatility graphs

3.6.1 Poisson case

The following figures are simulated implicit volatility plots for o as a function of K,
from the classical Black-Scholes function BS(z, T;r,0?; K), in a Poisson jump model.

sigma as a function of K

0.8

0.75

0.65

80 90 100 110 120

Figure 3 - o as a function of K (Poisson case)

The second simulation (Figure 4) uses the same random sample for all values of K:

sigma as a function of K

0.75

0.65

80 90 100 110 120

Figure 4 - ¢ as a function of K (Poisson case)
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3.6.2 Azéma martingales

The following curves are obtained respectively for § = —0.5, § = —0.8 and § = —1.

sigma as a function of K

0.98

0.96

0.94

0.92

0.9+

80 90 100 110 120

Figure 5 - 0 as a function of K (Azéma martingale with § = —0.5)

sigma as a function of K

1.114

1.09 +

1.08 +

1.07 +

1.06

80 90 100 110 120

Figure 6 - o as a function of K (Azéma martingale with § = —0.8)
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sigma as a function of K

1.174 4
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Figure 7 - o as a function of K (Azéma martingale with 8 = —1)
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3.7 Appendix 3: A stochastic volatility model

Let (Xi)ier, = (X}, X?)ier, be a bi-dimensional martingale. We consider the system
of structure equations

d[th, th] =dt + p(Xt—)dth,
dIX}, X7 =0, (3:34)
d[X?, X7] = dt +g(X,)dX?, tE€R,,

with p(x,y) = ax 4+ by + ¢ and ¢(x,y) = azx + By + v, and Xy = (0,0). It follows from
Th. 1, Prop. 1 and Prop. 2 of [AE96] that if a, 5 € [-2,0[ and 0 < ba < af that
(3.34) has a unique solution which has the chaos representation property.

Theorem 3.14. (It6 formula) Let (Z;)ier, be a bi-dimensional martingale such that
¢
Zy = Zy —|—/ HdX,, teR,,
0

where H = (h")1<; j<2 is a predictable process. Then for f € C'(R* R) we have

df (Z,) = LI (t)dt + Ul (t)dX| + Ul (t)dX}.

where
U0 = ey (12 (X, 2+ (X)) = (2L Z2)).
U0 = 5 U + P00, 22+ 060 - (2. 22)),
and
o0 = o (o0 - w2z - e zn)
v (o =il e -l a2,

Proof. We proceed as in [E90] which deals with one-dimensional martingales. The
formula holds for f constant and linear. The identity

f()g(b) = fla)g(a) = f(a)(g(b) —g(a)) +g(a)(f(b) = f(a)) + (f(b) — f(a))(g(b) — g(a))

shows that
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and
UJ9(t) = f(Z)UL(t) + 9(Z-)UL(t) + o(Xe ) US (H)UZ(t)
Moreover,
f(0)g(b) — fla)gla) | flc)g(c) — fla)g(a)
P*(Xe-) ¢*(Xi-)
- g9(b) —g(a)  g(c) — g(a) fb) = fla) | f(c) = f(a)
= 0 (Tt + aty) oo (U + ey
L) = f(a)(g(b) = g(a) | (fle) = fla))(g(e) = g(a))
P*(Xi-) ¢*(Xy-)
implies
LI9(t) = [(Z-)L2(t) + g(Z- )£ (t) + U (U () + U (UL (1)
Hence
d(f(Z)g(Zy) = (f(Zt ()+Q(Zt )L () + U (US(t) + UL (UL (1)) dt
+(f(Z t) + 9(Ze)UL(t) + p(X- ) UL (1)UL (1)) dX}
+ (F(Z)US (1) + g(Z-)UL(t) + a(X, UL (£)U2 (1)) dX

= Ll )dt + Ugg( )dX[ + U9 (t)dX?.

Consequently the formula holds for polynomial f. The conclusion follows by uniform

approximation of C} functions with polynomials.
O

We consider a risky asset (S;):cpo,r) defined by
dS, = 0(X,;-)S,dX}, t€[0,T], Sp>0.
We have from Ito’s formula, for any f € C'(R* R)
df (S, X}, X7,t) = Ul (t)dX, + UJ(t)dX}
+L7(Sy, X} X2 t)dt + %f(st, X} X2 t)dt, teR,(3.35)

where

Lf(s,x,y,t)
f(s+so(z,y)p(z,y),x +plz,y),y,t) = f(s,2,9,1)
p*(z,y)
+f(8 + so(z,y)q(x, y)r + q(x,y),y,t) — f(s,2,9,1)
¢*(,y)
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_SO-<I7y) . 1 B 1
(.y) Onf(s,z,y.t) p(x’y>82f(s,x,y,t) 7q(x7y)83f(s,x,y,t),

Since (St)te[o,T] is a martingale under P, the market is arbitrage free. But P is not
the only probability under which (S;):cjo,7] is @ martingale. It follow that the market
is incomplete. We are looking for a self-financing and adapted strategy that
minimizes the distance between the value V of the portfolio at the expiration date T
and the payoff (Sr — K)". Let v = (7):cjo,1] be a self-financing and adapted strategy.
The value of the portfolio is given by :

t t
Vi=V +/ YudSy, = Vo —1—/ Y0 (X )Sud X,
0 0
From the Markov property there exists a measurable function C' such that
C(Si, X;, X'\ t) = B[(Sr — K)* | A).
By It6 formula (3.35) and the martingale property of the process
(El(Sr— K)* | 7))

te[0,77]
we obtain
dO(t, Sy, X}, X7) = US (t)dX} + UL (t)dX7, t€0,T),
where
C C(St_ + Ut_p(Xt_ )7 th— + p(Xt_ )7 Xt2— ) t) - C(St_ ) th— ) th— ) t)
Uy (t) = :
P(Xt—)
C O(Stf,th,,XE, + q<Xt7),t) - C(St*7Xt177Xt27at)
Uc(t) = .
Q<Xt*)
Hence

T T
(Sp — K)© = E[(Sp — K)"] + / US (t)dX, +/ US (t)dX?,
0 0
and C' satisfies
LC(s,z,y,t) + %C(s,x,y,t} =0, (s,2,9,t) €]0,00[xR? x [0,T].
C(ST7X’11“7 X%? T) = (ST - K)+7

where
1 1
c _ c c
S LA RTs A LA
O 1 2 B 1 1 2
p(Xt,)alc(Stf’Xt_’Xt_’t) p(Xti)agC(Sﬁ,Xt_,Xt_,t)
1
—maﬁ(sﬁ,){}_,){f_,t).

The following proposition give us the strategy which minimizes
E[((Sr — K)* = Vr)?].
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Proposition 3.15. The strategy (3:)iepr that minimizes E[((S — K)T — Vp)?] is

given at time t € [0,7T] by

C(St + U(XtQ)p(Xt)? th + p(Xt)a Xt2a t) _ C(Stv thv Xt27 t)
p(X1)Sio(Xe-)

Ve =

Proof. We have:
E[((Sp — K)* = Vp)?]
([ w5 -sotenax;)

= E +E

( /O ' Uy (t)dxf>2]
= [ [/OT(UPC(t) — %Sta(Xt_))Zdt] +E {/OT(UqC(t)fdt} :

Then the minimum is on (% ):c(o,77, Where

Uy
S (Xy)

Vt

t 10,77
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Chapitre 4

Computations of price sensitivities
via the Malliavin calculus on
Poisson space

Using the Malliavin calculus on Poisson space we compute Greeks for Asian options
in a market driven by a Poisson process, following a method initiated on the Wiener
space in [FLLLT99]. Numerical simulations are presented for the Delta and Gamma
of digital and standard Asian options, and confirm the efficiency of this approach
compared to classical finite-difference Monte-Carlo approximations of derivatives.!

Key words: Asian options, Poisson process, Malliavin calculus.

! Avec Nicolas Privault (La Rochelle).
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4.1 Introduction

The Malliavin calculus has been recently applied to numerical computations of price
sensitivities in continuous financial markets, cf. [FLLLO1], [FLLLT99]. In this paper
we deal with Asian options in a market driven by a Poisson process and present
formulas for the computation of Greeks using a particular version of the Malliavin
calculus on Poisson space. In the jump case there exist two main approaches to the
Malliavin calculus, relying either on finite difference gradients [I88], [NV90], or on
differential operators [Bi83], [CP90]. Finite difference gradients are not appropriate in
our context which requires a chain rule of derivation. We choose to use a version of
the operator introduced in [CP90], [ET93], because it has the derivation property and
its adjoint Poisson stochastic integral, which provides a natural way to make explicit
computations. Given an element w of the Cameron-Martin space H and a smooth
functional F' = f(11,...,T,) of the Poisson process, let

k=n
DwF = — Z U)Tkakf(Tl, e 7Tn);
k=1

cf. [Pr94]. The interest in the operator D is that it admits a closable adjoint  which
coincides with the compensated Poisson stochastic integral on adapted processes.
The L? domain of D,, does not contain the value Ny at time 7" of the Poisson process
(cf. [Pr02] for an extension of D to such functionals), which excludes in particular
European claims of the form f(Nr). Nevertheless, functionals of the form

/ " RNt (A1)

do belong to the domain of D provided that F(t, k) € Dom (D), k € N, due to the
smoothing effect of the integral. In particular it turns out that when S¢ = FS(t, Ny) is
the solution of a differential equation driven by a Poisson process and ( is the value of
a parameter (initial condition x, interest rate r, or volatility o), D,, can be applied to
differentiate the value .

([ )

0

of an Asian option.
Using an integration by parts formula for the gradient D we will compute the

following Greeks for Asians options in discontinuous markets governed by a Poisson
process:

oC 0?C oC
Delta = o Gamma = Erel Rho = s Vega = 95

where
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i.e. C(() is the value of an Asian option with price process (Sf )ier, , with respectively
¢ =uz,r,0. When f is not differentiable, no analytic expression is in general available
for such derivatives. We will essentially consider an asset price with dynamic under
the neutral risk probability given by

dSt = Tt(Nt)Stdt + O't(Nt)Stf (dNt — dt) = Oét<Nt)Stdt + O—t(Nt)St*dNty So =,

where oy (k) = (k) — o¢(k), k € N, and r,(NV;) denotes the interest rate. Although
this paper focuses on the Poisson case, an independent diffusion term can be
introduced in the driving stochastic differential equation as in the complete market
model of [JP02]:

dSt = ,utStdt + UtSt—tha te R+,

with
th - 1{¢t=0}dBt ‘|‘ ﬁ (dNt - )\tdt) 5 t € R+, MO - 0, (42)
Q

where p,0,¢ : R, — R are deterministic bounded functions satisfying 1 + o:¢; > 0,
teR,, and N\, = (1 —4;)a?/p?, t € R,. In this way the results of [FLLLT99] on
Wiener space can be coupled to the present approach.

Section 4.2 contains preliminaries on the Malliavin calculus on Poisson space and on
the differentiability of functionals of the form (4.1). In Section 4.3 we present the
integration by parts formula which is the main tool to compute derivatives with
respect to (. Market models and numerical simulations are presented in Sections 4.4
and 4.5, where we consider the Delta of a digital option, i.e. f = l{x [, and the
Gamma of a European option. These simulations show that the Malliavin approach
applied to Asian options in the case of a market driven by a Poisson process is more
efficient than the finite differences method.

4.2 Malliavin Calculus on Poisson space

Let (Ni)tcr, be a standard Poisson process on a probability space (€2, F, P) and let
N; = N; — t denote the associated compensated process. Let H denote the

Cameron-Martin space
H= {/ wedt : o € LQ(R+)}.
0

Let S denote the set of smooth functionals of the form
F=f(T,....,T,), fe€C@R"), n>1,
and let .
U= {E_:Euz, F,....F, eS8, ul,...,uneH}.
i=1
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Let D denote the gradient operator

Dy f(Ty,....,T;) = — %wTkakf(Tl, o Thy).
k=1
Given u € U a process of the form
u:ii%Fiui, F, eS8, u; € H,

i=1

we also define .

D.F = 2_: F,D,,F.
i=1

This definition extends to v € L*(€2, H) with the bound
|D.F| < Klil 2wy, as.,

where K is a random variable depending on F' € S.
The following proposition is well-known, cf. e.g. [CP90], [Pr94], [Pr02].

Proposition 4.1. a) The operator D is closable and admits an adjoint & such that
E[D,F] = E[Fé(u)], uel, FeS.

b) We have for F' € Dom (D) and v € Dom (9) such that uF € Dom (§):
T ~
0

c¢) Moreover, § coincides with the compensated Poisson stochastic integral on the
adapted processes in L*(2; H):

§(u) = / U dN.
0

The domain of the closed extension of D is denoted by Dom (D). Given
F:Ry x N x Q — R we define the partial finite difference operator V; as

ViF(t k) = F(t,k) — F(t,k —1).

The following propositions provide derivation rules for the quantities fOT F(t, Ny)dt

and fOT F(t, N;)dN;, which appear in the solutions of stochastic differential equations
driven by the Poisson process.



82 Computations of price sensitivities

Proposition 4.2. Assume that F(t,k) € Dom (D), t € Ry, k € N. We have

T T
0 0

Proof. We have

Tk+1/\T
D, / t,N,)dt = D, Z/ F(t,k)dt

k>0 T \NT
Tk+1 AT

= =S wnlen@F@L - )~ FED) + Y [ DuF R

>1 k>0 T \NT

T T
0 0

O

Proposition 4.3. Assume that F(t,k) € Dom (D), t € R, and F(-,k) € C1([0,T)),
k € N. Then

Dw/ F(t, Nt)dNt = —/ ’U}talF(t, Nt)dNt + / [DwF] (t, Nt)dNt,
0 0 0

where 01 F(t, k) denotes the derivative with respect to the first variable.

Proof. We have
Dw/ F(t,N)dN, = Dy loz(Te)F(Ti. k)
0 _
[e%S) k=n
= Dy Y F(Tik) = lim DwZF(Tk,k)
k=1 k=1

= — ZwT,ﬁlF(Tk, + Z D F Tk7
- k=1

S / WA F(t, N)dN, + / (Do F|(t, N,)dN..
0 0

In particular, if v(¢) =0, t > T, then combining Prop. 4.2 and 4.3 we have

T
D,D, / LN = — / iV f(E, N)) + widh Vi f (¢, No))dN,
0
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T
+ / Ut[DkaF](t, Nt)dNt
0

T T
—i—/ vtvk[DwF](t,Nt)dNt—i—/ (D, D,V F](t, N;)dt.
0 0

4.3 Integration by parts

The following proposition follows from a classical Malliavin calculus argument applied
to the derivation operator D. Let I be an open interval of R.

Proposition 4.4. Let (F¢)cc; and (G%)cer, be two families of random functionals,
continuously differentiable in Dom (D) in the parameter ¢ € I. Let (wy)ico,r be a
process satisfying

DyF#0, as. on{0:F°#0}, (el
and such that wG*0;F* /D, F¢ is continuous in ¢ in Dom (6). We have

0. F¢
S

I plas(F)] = E {f (F9) s (G<w

¢ )} +E[0Gf(F)],  (43)

for any function f such that f (FC) € L?(0), el
Proof. Assuming that f € C;°(R), we have

a%E (G f (F)] = BGf(F)OF] +E[0Gf (FF)]
O F¢
- B [G< g Dot (FC)} + B [0:Gf (F9)]

= B[rr9s (we B2 + B (79)

The extension to square-integrable f can be obtained using the same argument as in
p. 400 of [FLLLT99], using the bound

e (650 ()] - B9 (5 (g ) + o) |

O, F¢
¢ ¢
(5<G waFC

< F(FS) = fa (F) 2o

) + 0.G*

L(Q) ’

and an approximating sequence (f,)nen of smooth functions.
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Delta, Rho, Vega

¢
The weight o (wGC Ok ) can be computed using Poisson stochastic integrals:

Dy F¢
O F¢ oFs (T - O F¢
S S RaTehd ; _ S S
oF< [T D0 F¢ OcF¢ OcF¢
— ¢ dN, — GO 4 2 D, D, F¢ — =" _D,GC.
D F° /0 s D,FC (Do) D, F°

In particular, the Delta, Rho and Vega can be computed from

3B U ) = |1 )3 ()|

with

O F¢ oFs [T D,O:F¢  O.F¢
§ = by d N, — D,D,F°. 4.4
<waFC) prc/o A I T RT, WasE (44)

In the linear case if F* = ¢ F, then 0,F* = F and the weight for the Delta is given by

0, F* 1/ F [T N F
= — 0, dN; — 1+ ——D, D, F | . 4.
5(waF:r> x(DwF/o wyd Ny +(DwF)2 wllw ) ( 5)

Second derivatives

Assume that w € C%(]0,T]). Concerning second derivatives we have

0? ¢ _
L ()] -

0
a—CE
= B[ () g £ 2 [7 (1) (GG,

[f (F°) 6(Gw)] (4.6)

¢
with G¢ = 27 and

T
5 (6(Gw)G w) = G*5(Gw) / Wy dN; — D (GS6(Gw))
T ~ ’ T .
= G%(Gw) / W, dNy — 6(GSw)D,G® — G*D,, <G< / wtht—DwG<>
0 0

T
- (G< / wtht—DwGC)
0

T T
—G*¢ (DwG< / W dN, + G¢ / wtwtht—DwaGC)
0 0

2
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o.F¢ [T o, F¢ D0 FC\
( ¢ / W dN; + —— DDy FS — —4)
0

D,F¢ (D, F<)2 D,F¢
O F¢ O F¢ ¢ DuOFN (T o 9 FC [T
_Dch <(_7(DwFC)2DwaF +7DwFC /0 wtht—l-Dch/O Wy d Ny
DyD,,0:F¢ D,D,F¢ DyD,D,F¢ (DD, F¢)?
_TwmwEes 2D,,0, pemws L g peZwTwTwe 9 peiTwmws T
DuFC S DaE2 T T DL F)? T (DGFO)? )
where 1, denotes the second derivative of w; with respect to t.
Gamma
The weight associated to the Gamma is computed with
0, F* F 0 1 F
G == = d =G =_——
DoF*  aD,F % 9z 22D F’
i.e. Delt
Gamma = —— + E[f(F)3 (§(G™w)Gw))], (4.7)
x
with
5 (5(Grw)Grw) = 2 L /T'dN 14—t p.p,F 2 (4.8)
W) GEw) = — w — wlw :
x 22 \D,F J, " (D F)?

F F T - F T
" (-~ _pp.F b dN, o.dN,
22D, F (( (Do F)? )/0 Wit pE /0 Wit d Ny

F(DwaDwF (DwaF)2> DwaF)

(D, F)? (D, F)3 D, F
with w € C2([0, 7).

4.4 Market models

In this section we describe two examples of functionals given as solutions of stochastic
differential equations, that can be written under the form F'(¢, N;). We first consider
an underlying asset price given under the neutral risk probability by the linear
equation

dSy = r((Ny)Sedt + 04 (Ny) Sy~ (dNy — dt) = cy(Ny) Sydt + 04(Ny) Sp-d Ny, Sp =,

where a¢(k) = r¢(k) — ou(k), k € N, and r(N;) denotes the interest rate. The
coefficients here may depend not only on time but also on the value of N;. The next
result is an application of Prop. 4.2. A differentiability hypothesis is required on o.
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Proposition 4.5. Assume that o.(k) € C}(Ry) and o.(k) > —1, for all k € N. We
have

T T
Dw/ S,du = / wyoy(Ny)Sy-dNy + / St/ wsVias(Ng)dsdt
0

/St/ 05(Ns) det
O-S S

Proof. We have

St - F(t,Nt>,
with
i=k
F(t,k) = weh 2«04 TT (1 + og, (1)), (4.9)
i=0
OE(t, k) = (N F (¢, k),
VkF(t,k‘) = UTk( )F(t, k— 1),
and
DyF(tk) = F(t,k)Dy /a s + F(t, /f)idT—(i)
w ’ s — 1+UT()
_ P k)/th as(N,)ds + Ft k)iL@
= ) o s VkWs s ) - 1+0Ti<i)’
hence
(DWF(t, N,) = F(t N)/th as(N,)ds + Ft N)/thN
w y 4Vt y 4V o s VkGs s ) 4V o 1+05(N3) 5

We conclude using Prop. 4.2.
O

In the case of constant interest rate and volatility, the price of the underlying asset is
given by
S = zet(1+ 0)™ = f(x,t,Ny), te[0,7],

with f(xz,t, k) = ze®(1 + o)*, ¢t € [0,T]. Proposition 4.4 can be applied to

T T
F* = / Stdt = / f(fE,t, Nt)dt
0 0

T T
Dw / Stdt = 0 / tht_ dNt7 (410)
0 0

with



Computations of price sensitivities 87

T T
Dwa/ Stdt = —O'/ Wy (wt—i-ozwt) St—dNt (411)
0 0
T T
DyDyD, / Sdt = o / wy (W] + 3wty + wyiy
0 0
+a’wy) Sp-dNy. (4.12)

if w € C*(R,) is such that w; = 0, ¢ > T. Under this assumption the Greeks can be
computed as follows.

Delta
The corresponding weight is obtained from (4.5) and (4.10), (4.11):

1 fy St /T P [ St
T t t T
ro fo wySy-dNy Jo (fo w,S,—dN;

T
)2 / Wt (wt ‘I— Oéwt) Stdet
0

Note that unlike in the Brownian case ([FLLLO1], [Ben99]), the weight is not a
function of (ST, fOT Sudu>.

Gamma

The corresponding weight is given by (4.7) and (4.8), with from (4.10)-(4.12):

0 (0(G*w)G"w) =

2

T T

1 S,dt S,dt T

fO ! fO ! >2 / Wy (U)t + awt) St, dNt
0

T
W dN, — 1 —
1'20'2 fOT tht_ dNt A (fOT 'lUtStf dNt

fOT Stdt ) n fOT Stdt
- T
20 fo wy Sy-d Ny o (fT wySy-dNy

( s Stdt> ;

T
T 2/ U){(I]tht
202 (fo WS- dNt> 0

T T
2 / Wy ('lUt + Oéwt) St*dNt / wtht
) 0 0

+

2
T
<f0 Stdt) fOT Wy (wf + 3czwtu')t + 'lUt’lIJt + 062?1)152) St— dNt
o T 2
20 fO wySy-d N, o (foT tht*dNt>
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Q(IT wy (wt —+ Oéwt) St dNt / g d wt wt + ozwt) St dNt
_ tt .

<f0 Wy Sy dNt o tht_dNt)

0

Vega

The Vega of an Asian option with payoff f < fOT Sudu> is given by (4.4) and

1 T
/ N, Sydt,
1 + o 0

T
/ Wy Sy- (1 4+ Nyo)dN,.
0

0,F7 =

D0, F° =

l1+o

with Dy, F?, DDy, F° given by (4.10), (4.11).

Rho
The Rho of an Asian option with payoff f ( fOT Sudu) is given by (4.3) and

T
@w:/t&m
0
T
DM@FT == O'/ t’UJtSt— dNt,
0

with D, F°, D, D, F given by (4.10), (4.11).
Remark
A model with state-dependent coefficients is given by the nonlinear equation

dSt = Oét(St)dt + O't(st—)dNt, SO =, (4].3)

i.e. on {NV; = k},
St QTk t(STk)

and
STk - CI)kath (STkﬂ)(l + O-qu)kath (STk—l))7
where @, is the flow defined by

dxt = at(xt)dt,
i.e.
t
Oy i(x) =2 +/ ay(xy)du, xs=x.

Explicit computations are naturally more complex in this model, but still possible.
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4.5 Numerical simulations

We present simulations for the Delta and the Gamma of Asian options, successively
the Delta of a digital option (f = 1k c):

1 (T
C(x) = e TE {1[1(700[ (—/ Sfdt):| ,
T Jo
and the Gamma of a standard Asian option (f(z) = (z — K)™):
17 ’
([ sax)]

We consider a simplified model with constant parameters ¢ and r. Using
(4.10)-(4.12) we obtain

Cz)=e¢"E

k=Nt

T
Dw/ S,dt = zo Z wTk(l—l—J)k_leo‘T’“
0

k=1
k=Nrp

T
Dwa/ Sidt = —x0 Z wr, (1 +J)k_le°‘T’“ (wr, + awr,)
0

k=1
T k=Np
DDy Dy / Sdt = w0 Y wp (1+0) e (wF, + Baws, iy,
0 k=1
+wr, Wy, + w3,

The finite difference method gives Delta as

C’(x—i—e)—C’(x—e)'

Delta =
elta o

For the Malliavin approach we take w; = sin(wt/T) (so that fOT wydt = 0), and
T =500, x = 10, K = 15000, r = 0.009, o = 0.01, and ¢ = 0.001. The next three
graphs allow two compare both methods. To make comparison easier, the same
simulation has been represented for different sample sizes.
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0.24 . : . .
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Figure 3 - 25 x 108 simulations for Delta
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The following is another graph for the Delta, using a different number generator.
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Figure 4 - 180 x 10° simulations for Delta,

Gamma. The finite differences are computed via

Clr+e€) —2C(x) + C(z —¢)

5 .

Figure 4 shows the

Gamma =
€
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The Malliavin approach is obtained from (4.6). We take w, = sin(nt/T"), and the
values T'= 100, x = 10, K = 30, » = 0.009, ¢ = 0.01, and ¢ = 0.001.

T

0.4

o
N

T T
Malliavin formula
Finite differences

500000

o
O e

1
100000

200000

300000

400000

Figure 5 - 500000 simulations for Gamma
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Finite differences
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3000000

500000

1000000
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2000000

Figure 6 - 3 x 10% simulations for Gamma
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0.8

0.4

0.2

93

T
Malliavin formula
Finite differences

5x10E6 10x10E6 15x10E6 20x10E6 25x10E6

Figure 7 - 30 x 10° simulations for Gamma

4.6 Conclusion

30x10E6

The simulation graphs show a faster and better convergence of the Greeks obtained
from the Malliavin method on Poisson space for Asian options in a market with
jumps, compared to the finite difference approximation.
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4.7 Appendix 1: delta.c

double expdev(){
double dum;
do dum=genrand();
while (dum == 0.0);
return -log(dum) ;

double ind(float x){
if (x>=0) return 1;
else return O;

main()

{
file *fE,*fD;
int Ni,k,n,i;
float t[10000],sk[10000];
float G,DwG,IntS,DwIntS,DDwIntS,Intw;
float T,sigma,r,x,Strike,epsilon;
float EE,DD;

fE=fopen("E","w");
)

W'
fD=fopen("D",“w"

>

EE=0;DD=0;
T=500;sigma=0.01;r=0.009;x=10;Strike=15000,epsilon=0.001;N1=200000000;
for (k = 1; k <= 1000; k++){sk[k]=pow(l+sigma,k);}

for (n = 1; n <= N1; n++){
t [0]=0;IntS=0;DwIntS=0;DDwIntS=0;Intw=0;
t[1]1=t [0] +expdev () ;k=1;

while (t[k] < T){
IntS=IntS+sk[k-1]*(exp(r*t[k])-exp(r*t[k-1]))/r;
DwIntS=DwIntS+sigma*sin(M_PIxt [k]/T)*sk[k-1]*exp(r*t[k]);
DDwIntS=DDwIntS-sigma*sin(M_PIx*t [k]/T)*sk[k-1]*exp (r*t[k])

*(cos (M_PI*t[k]/T)*M_PI/T+r*sin(M_PI*t[k]/T));
Intw=Intw+cos (M_PI*t[k]/T)*M_PI/T;
t [k+1]=t [k]+expdev();
k=k+1;

}

IntS=IntS+sk[k-1]*(exp (r*T)-exp(r*t[k-1]))/r;

G= IntS/DwIntS/x;DwG=(1-(IntS*DDwIntS/pow(DwIntS,2)))/x;

if (IntS*x/T-Strike>0){

EE=EE+G*Intw-DwG;

}
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DD=DD+(ind ((x+epsilon)*IntS/T-Strike)
-ind((x-epsilon)*IntS/T-Strike))/2/epsilon;
if (n%1000==0) {
fprintf (£fE,"%f\n",exp(-r*T)*EE/n) ;
fprintf (£D,"%f\n",exp(-r*T)*DD/n) ;
printf ("n=%i,Delta Malliavin=%f, Delta FD=Yf\n",n,
exp (-r*T)*EE/n, exp (-r*T)*DD/n) ;
}
}
fclose(fE);
fclose(fD);
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4.8 Appendix 2: gamma.c

double expdev(){
double dum;
do dum=uni();
while (dum == 0.0);
return -log(dum);

double max(float x){
if (x>=0) return x;
else return O;

main()
{
file *fgamma,*fmgamma;
int n,N1,k,i;
float IntS,DwIntS,DDwIntS,DDDwIntS,Intw,Intww;
float Eg,E,G,DwG,DDwG,R,DwR;
float t[10000],sk[10000];
float d,T,sigma,r,x,Strike,epsilon;

fgamma=fopen("G","w") ;
fmgamma=fopen ("MG","w") ;

T=100;sigma=0.01;r=0.009;x=10;Strike=30,epsilon=0.001;N1=200000000;

for (i=0;i<10000;i++) {sk[i]l=pow(l+sigma,i);}
E=0;Eg=0;d=0;

for (n=1;n<N1;n++)
{
k=0;t[0]=0;
while (t[k]<T)
{k=k+1;t[k]=t [k-1]+expdev();}
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}

if (k> 1) {

3

IntS=0;DwIntS=0;DDwIntS=0;DDDwIntS=0;Intw=0;Intww=0;
for (i=1;i<k;i++)
{
IntS=IntS+(pow(l+sigma,i-1))*(exp(r*t[i])-exp(r*t[i-1]))/r;
DwIntS=DwIntS+sigma*sin(M_PIxt[i]/T)*sk[i-1]*exp(r*t[i]);
DDwIntS=DDwIntS-sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*sk[i-1]*exp(r*t[i])*
(cos(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T+r*sin(M_PI*t[i]/T));
DDDwIntS=DDDwIntS+sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*sk[i-1]*exp(r*t[i])*
(pow(cos (M_PI*t [i]/T)*M_PI/T,2)+3*r*sin(M_PIxt[i]/T)*
cos (M_PI*t[i]/T)*M_PI/T+pow(r*sin(M_PIxt[i]/T),2)
-pow(sin(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T,2));
Intw=Intw+cos (M_PIxt[i]/T)*M_PI/T;
Intww=Intww-pow(sin(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T,2);
}
IntS=IntS+sk[k-1]* (exp (r*T)-exp(r*t[k-11))/r;
G=IntS/DwIntS/x;
DwG=(1-IntS*DDwIntS/pow(DwIntS,2))/x;
DDwG=-(DDwIntS/DwIntS+IntS*DDDwIntS/pow (DwIntS,2)
-2xIntS*pow (DDwIntS,2) /pow(DwInts,3))/x;
R=G* (G*Intw-DwG) ;
DwR=(G*Intw-DwG) *DwG+G* (Intw*DwG-G*Intww-DDwG) ;
E=E+exp (-r*T) *max (x*IntS/T-Strike) * (GxIntw-DwG) ;
Eg=Eg+exp (-r*T)*max (x*IntS/T-Strike) * (R*Intw-DwR) ;
d=d+exp (-r*T) * (max ((x+epsilon) *IntS/T-Strike) +max ((x-epsilon) *
IntS/T-Strike)-2*max (x*IntS/T-Strike))/(pow(epsilon,2));

if (n%1000==0) {
fprintf (fgamma, "%f\n",d/n) ;
fprintf (fmgamma, "%f\n",-E/x/n+Eg/n) ;
printf ("n=%i,Gamma FD:%f,Gamma Malliavin:%f\n",n,d/n,
-E/x/n+Eg/n) ;

fclose(fgamma) ;
fclose(fmgamma) ;
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4.9 Appendix 3: rho.c

#include<stdio.h>
#include<math.h>

#define SIZE 30000;

double max(float x){
if (x>=0) return x;
else return O;

}

main() {

FILE *frho;
FILE *xfmrho;

int n, N1, k, i;

float IntS, DwIntS, DDwIntS, drIntS,

float DwdrIntS, IntSpe,IntSpe;

float G, DwG, Intw, dfRho[SIZE], mlRho[SIZE], t[1000];
float T, sigma, r, x, Strike, epsilon, rh;

T = 500; sigma = 0.007; r = 0.012; x = 10; Strike = 21000;
epsilon = 0.02; delt = 0.001; N1 = 30000;

for (n = 1; n < N1; n++) {
k =0;
t[0] = 0;
while (t[k] < T) {
k = k+1;
t[kl= t[k-1]+expdev();
}
if (kx > 1)
IntS = 0;
for (1 = 1; i < k; i++)
IntS = IntS+pow(l+sigma,i-1)*(exp(r*t[i])-exp(r*t[i-1]))/r;

DwIntS = 0;

for (i = 1; i<k; i++)

DwIntS = DwlIntS+sigma*sin(M_PIx*t[i]/T)*pow(l+sigma,i-1)
*xexp (r*t[il);

DDwIntS = O;

for (i = 1; i<k; i++)

DDwIntS = DDwIntS-sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*pow(l+sigma,i-1)
xexp (r*t [1]) * (cos (M_PI*t [i]/T)*M_PI/T+r
*sin(M_PIxt[i]/T));
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Intw = 0;
for (i = 1; i<k; i++)
Intw = Intw + cos(M_PIxt[i]/T) * M_PI/T;

drIntS = O;

for (i = 1; i < k; i++)

drIntS = drIntS+pow(il+sigma,i-1)*((t[i]-1/r)*exp(r*t[i])
-(t[i-1]-1/r) *exp(r*t[i-1]1))/r;

DwdrIntS
for (i =
DwdrIntS

0;

;1< k;  i++)
DwdrIntS+t[i]*sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*pow(l+sigma,i-1)
*xexp(r*t[il);

G = drIntS/DwIntS;

DwG = DwdrIntS/DwIntS-drIntS*DDwIntS/pow(DwIntS,2);

L = exp(-r*T)*max (x*IntS/T-Strike)* (GxIntw-DwG-T) ;

mlRho[n] = ((n-1)#*mlRho[n-1]+L)/n;

[ |

IntSpe = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntSpe = IntSpe+pow((l+sigma),i-1)*(exp((r+epsilon)*t[i])
—-exp((r+epsilon) *t[i-1]))/(r+epsilon);

IntSme = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntSme = IntSme+pow((1+sigma),i-1)*(exp((r-epsilon)*t[il)
-exp((r-epsilon)*t[i-1]))/(r-epsilon);

rh = exp(-r*T)*(max(x*IntSpe/T-Strike)-max (x*IntSme/T-Strike)) ;
dfRho[n] = ((n-1)*dfRho[n-1]+rh)/n;

}

}

frho=fopen("R","w");
fmrho=fopen("MR","w") ;

for (n = 1; n < N1; n++) {

fprintf (frho,"%f\n" ,dfRho[n]);

fprintf (fmrho, "%f\n" ,m1Rho[n]);
}

fclose(frho);

fclose(fmrho) ;
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4.10 Appendix 4: vega.c

#include<stdio.h>
#include<math.h>

#define SIZE 30000;

double max(float x){
if (x>=0) return x;
else return O;

}

main() {

FILE *fvega;
FILE *fmvega;

int n, N1, k, i;

float IntS, DwIntS, DDwIntS, Intw;

float dsIntS, DwdsIntS, IntSpe, IntSme;

float G, DwG, L, mlVega[SIZE], dfVegal[SIZE], t[1000];
float T, sigma, r, x, Strike, epsilon;

T = 500; sigma = 0.007; r = 0.012; x = 10; Strike = 21000;
epsilon = 0.02; delt = 0.001; N1 = 30000;

for (n = 1; n < N1; n++) {
k = 0;

t[0] = 0;

while (t[k] < T) {

k = k+1;

t[k]= t[k-1]+expdev();

}
if (k > 1){

IntS = 0;
for (i = 1; 1 < k; i++)
IntS = IntS+pow(l+sigma,i-1)*(exp(r*t[i])-exp(r*t[i-1]))/r;

DwIntS = 0;

for (i 1; i<k; i++)

DwIntS = DwIntS+sigma*sin(M_PIx*t[i]/T)*pow(l+sigma,i-1)

*xexp (r*t[i]);

DDwIntS = 0;

for (i = 1; i<k; i++)

DDwIntS = DDwIntS-sigma*sin(M_PIx*t[i]/T)*pow(l+sigma,i-1)
*xexp (r*t [i])*(cos (M_PI*t[i]/T)*M_PI/T+r
*sin(M_PIxt[i]/T));

Intw = O;
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for (i = 1; i<k; i++)
Intw = Intw + cos(M_PIxt[i]/T) * M_PI/T;

Intww = 0;
for (i = 1; i<k; i++)
Intww = Intww - pow(sin(M_PIxt[i]/T)*M_PI/T,2);

dsIntS = 0;

for (i = 1; 1 < k; i++)

dsIntS = dsIntS+(i-1)*pow(l+sigma,i-2)*(exp(r*t[i])
—exp(r*t[i-11))/r;

DwdsIntS = 0;
for (i = 1; i < k; i++)
DwdsIntS = DwdsIntS+(l+i*sigma)*sin(M_PI*t[i]/T)

*xpow (1+sigma,i-2)*exp(r*t[i]);

G = dsIntS/DwIntS;
DwG = DwdsIntS/DwIntS-dsIntS*DDwIntS/pow(DwIntS,2);
L = exp(-r*T)#*max (x*IntS/T-Strike)* (GxIntw-DwG) ;

mlVega[n] = ((n-1)*mlVega[n-1]+L)/n;

IntSpe = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntSpe = IntSpetpow((l+sigmat+epsilon),i-1)*(exp(r* t[i])
—exp(r*t[i-1]1))/r;

IntSme = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntSme = IntSme+pow((l+sigma-epsilon),i-1)*(exp(r*t[i])
—exp(r*t[i-11))/r;

dfVegal[n] = exp(-r*T)*(dfVega[n-1]+max(x*IntSpe/T-Strike)
-max (x*IntSme/T-Strike))/2/epsilon;

fvega=fopen("V","w");
fmvega=fopen("MV","w");

for (n = 1; n < N1; n++) {

fprintf (fvega,"%f\n",dfVegaln]);

fprintf (fmvega, "%f\n" ,mlVegal[n]);
}

fclose(fvega) ;

fclose(fmvega) ;



Chapitre 5

Un modele a volatilité stochastique
dirigé par des processus discontinus

Ce chapitre traite le calcul de la stratégie de couverture dans un modele a volatilité
stochastique dirigé par des processus somme d’un mouvement brownien et d’un
processus de Poisson bi-dimensionnels. L’incomplétude résultant de la considération
d’une volatilité stochastique entraine I'existence d’une infinité de mesures martingales
équivalentes. On choisit alors la mesure martingale équivalente minimisant 1’entropie
(ou information de Kullback) (cf. par exemple [FS91] ou [M00a], pour la
minimisation de l'entropie dans d’autres modeles). Sous cette derniere on calcule la
stratégie minimisant la variance -cf.[S93] pour cette approche dans un cas discret- par
deux méthodes : une basée sur la formule d’Ito et I’autre sur le calcul de chaotique.

Mots clés : volatilité stochastique, processus discontinus, formule de Clark-Ocone,
entropie, mesure martingale équivalente.
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5.1 Introduction

Les modeles a volatilité stochastique ont été largement étudiés, citons par exemple
[HWS87], [Mel98] et [BR94]. Ces modeles ont été introduits dans la littérature
financiere afin de répondre a 'effet smile découlant d’un modele de type
Black-Scholes considérant une volatilité déterministe. Dans [BR94] (ou par exemple
[Re97]) on montre que dans de tels modeles, le probléeme de leffet smile est résolu, ce
qui explique leur popularité. La plupart des travaux sur ce theme considerent des
informations browniennes. Récemment des travaux sur I’estimation des modeles a
volatilité stochastique avec diffusion a sauts ont été introduits cf. par exemple
[CLS00] ou [CGGT99]. Notons que la considération des modeles a sauts n’est pas
récente. La nouveauté est I’étude des modeles a volatilité stochastique avec sauts.
Dans ce chapitre on étudie un modele a volatilité stochastique ou 'actif risqué est
dominé par des processus somme de browniens et de Poisson. On trouve la mesure
martingale équivalente minimisant 1’entropie.

Considérons un actif risqué dont la dynamique est décrite par

s,
St
Sy = x>0,

= pdt + o, YD) [aVaw ) + aParV), te 0,71,

ot (Yy)eepo,r est donné par
2
dY, = pldt+>" o dw? + af P am),
i=1
Yo = y e R?

avec W = (WM W) un mouvement brownien 2-dimensionnel, M = (MM, M)
un processus de Poisson compensé 2-dimensionnel a composantes indépendantes
d’intensité déterministe ( [, AWM ds, IN AP ds) et pour 1 <i < 4,a:[0,T] — R est
une fonction déterministe. On suppose que

o(t,.) #0, etque 1+ o(t, .)a§3) >0, tel0,T].

Une probabilité () équivalente a la probabilité historique P est déterminée par sa
densité de Radon-Nikodym par rapport a P

2 T T T
pr = [[ew ( | avawe 2 [ <ﬁ§”>2ds) exp ( | m g
i=1 0 0 0

T
+ / A9 [In(1 + g2y — git2)] ds> .
0
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ot (B)sefo,r] est un processus prévisible a valeurs dans R?, tel que B4 W > 1. Si
(@ est une mesure martingale équivalente a P alors M et 5 sont liés par la relation

=1+ BNt Y:) + ANVBP et v,) =0,

voir Prop. 5.6. L’équation précédente montre que 5 et 3 sont arbitraires. Il
existe alors une infinité de mesures martingales équivalentes a P. Nous déterminons
alors celle qui minimise Ientropie. Désignons par (@), P) I'entropie relative de @ par
rapport a P, soit

dQ . dQ
1(Q,P)=FEp|—In—=
@ P) = Ep [dP ndP]
Prenons (Bt(l)ﬁt@) ﬁt )teo:r] tel que
rt—ut—kgl)agg)a(t,}ﬁ)[ét@) . 1
67 =" =0, BV = ot Vi)af) a0,
O S1 a(l) — O’

et BAt(g) est I'unique solution de

T
Mo (t,Y) (i) 2z + (afV) o (t, ) (—1 — m) —ai(re — ) =0,

alors la probabilité Q donnée par sa densité de Radon-Nikodym

2 T T T

~o . 1 ~l ~L .
[[exp ( / A — o / (6§“>2ds) exp ( / In(1 + G2 dM
i=1 0 0 0

T
+ / AD [1n(1 + U2y — ﬁgi“)] ds> :
0
est la mesure martingale équivalente minimisant (P, @), voir Prop. 5.9.

Sous cette mesure, on trouve la stratégie minimisant la variance, en utilisant soit le
calcul d’It6 soit le calcul chaotique. On cherche a trouver la stratégie minimisant la
variance pour un call européen qui porte sur 'actif (S;)sejo,r) d’échéance T" et de

strike K. Le processus de la valeur du portefeuille est (Vt)te[o,T]- On obtient par
exemple par le calcul chaotique que la stratégie minimisant la variance

E, [(ST — K-,
est donnée par

_ B | A X004 A BIDY | F)
(a2 + 201+ 89) (@P)2)eld redsa(t, ;) S,
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Le paragraphe suivant introduit le modele. Le troisieme est consacré a la
détermination d’'une mesure martingale équivalente minimisant ’entropie. Dans le
dernier paragraphe, on traite la couverture par minimisation de la variance par le
calcul d’'It6 et le calcul de Malliavin.

5.2 Préliminaires

5.2.1 Calcul d’Ito

Soient W = (W® W) un mouvement brownien 2-dimensionnel et N = (N N )
un processus de Poisson 2-dimensionnel a composantes indépendantes d’intensité
déterministe (f; Ads, [ A ds). On travaille dans un espace probabilisé filtré

(Q, F, (Fo)iepo,r, P), ot F; est la filtration engendrée par W et N. Dans cette
situation les deux (F3)icpo,rj-martingales W et N sont indépendantes (cf. par exemple
[TW81]). On désigne par M = (MM, M®@) le processus de Poisson compensé donné
par

amy? = an® - \Pat, te0,7), i=12.

Définition 5.1. Soit I' I'ensemble des processus Fy-prévisibles (i)icjo,r) @ valeurs
dans R*, tels que

ng {/Ot(%gi))?ds} +§;EP {/Ot(vgiﬂ))?/\ids} < oo, tel0,T]. (5.1)

Dans la suite pour toute semi-martingale X, telle que Xy = 0, £(X); désigne la
solution unique de

t
Z =1 +/ Z,-dX,. (5.2)
0
E(X); est appelée aussi 'exponentielle de Doléans-Dade. On a (voir Th 36. [Pro90])
1
E(X); = exp (Xt — i[Xt, Xt]c> H(l + AX;) exp(—AXy). (5.3)
s<t

Remarque 5.2. Notons que pour v € I' tel que Y®,v* > —1 on a pouri=1,2
N L N B L
EGIWD) = exp (/ w2 <v§”>2d3> |
0 0
t
EFIMD), = exp ( / In(1 +~2)dm?
0

t
0
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Les deux lemmes suivants font un rappel de la formule d’Ito (cf. par exemple [Pro90]
dans un cadre plus général) et du théoreme de représentation des martingales (cf. par
exemple [J79]).

Lemme 5.3. Soit R = (R',..., R") un processus adapté n-dimensionnel, et soit

v= (L. ") tel que

(k1)

PP = (y D, 402 k) Ay e T 1 <k <.

On considére le processus X = (X*',...,X™) ot pour k € {1,...,n}, X* est donné par

2 2
dXF = Rfdt+Y " dw ) +3 " 4P am . xF e R,

i=1 i=1

Alors pour toute fonction f € CY*([0,T] x R), on a

fX) = F0.X0) + / (5 + (R TS5, X0)

£33 Zaxw I

k=1 i=1
n 2

N A (f(s (X1 XE A X)) = f(s, X
k=1 i=1

— (5, X )} ds+ZZ/ (k) X,)dw®

k=1 i=1

S / G XE A X)) — f(s, X)) dMY

k=1 i=1

Lemme 5.4. Soit Z = (Zi)ico,r) une Fy-martingale. Alors il existe un processus
prévisible v € T tel que Z admet la représentation

2 2

=" + 3" P am?, tefo, 1) (5.4)
=1 =1

5.2.2 Le modele

On suppose que le marché est composé de deux actifs: un risqué, sur lequel porte une
option européenne du type Call et un autre actif sans risque. L’échéance est T et le
prix d’exercice est K. Le prix de I'actif sans risque est donné par

dAt = TtAtdt7 tE[O,T],
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ou r; est une fonction déterministe désignant le taux d’intérét. On suppose que le
prix de l'actif risqué a une volatilité stochastique et que sa dynamique vérifie

ds,

D=t + ol V)l +aan), e [0.7),

t

Sy = x>0, (5.5)

ott (Y3)sepo,r] est donné par

2
dv, = pdt+Y o[ dw” + o P dM"),
1=1
Yo = yeR,

avec pour 1 < i < 4,a® : [0,7] — R est une fonction déterministe. On suppose que

o(t,)#£0, etque 1+o(t)a® >0, tel0,T).

t 1
S = wexp ( / Mo (s, V,)dw ) + / <us—a§3u9>a<s,m—§<a9>>%2<s,m>ds)
0 0
k=N,

X H —|—a (1)(7 k(),YTu)))
0<t<T, ou (Tk(l))kzl désigne les temps de sauts de (Nt(l))te[oﬂ.

5.2.3 Changement de probabilité

Soit () une probabilité équivalente a P, d’apres le théoreme de Radon-Nikodym il
existe une variable aléatoire Fp-mesurable que 'on note pr = % et telle que

Q(A) = Eplprla] A€ P(Q),

avec pr strictement positive P-p.s (car ) est équivalente a P). De plus
Eplpr] = Eplprla] = 1. (5.6)

Considérons la martingale p = (p;)icpp,r) définie par

1Q
p=Erlor | 7] = Er |52 1 7.
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Définition 5.5. Soit H l’ensemble des mesures martingales (Q équivalentes (M.M.E.)
a Pie@ € H siet seulement si (Q >~ P et les prixz actualisés sont des QQ-martingales.

Proposition 5.6. Soit () € ‘H. Alors il existe un processus prévisible a valeurs dans
R* tel que BB, 34 > —1 et la densité de Radon-Nikodym de Q par rapport a P est
donnée par

2
pr = HE(B(i)W(i))TS(ﬁ(i”)M(i))T
i=1

2 T ) 1 T ) T ) )
= [Jew ( / BRAW — o / wwds) exp ( / In(1 + 5+2)dM
i=1 0 0 0
T . . .
+ / AD [In(1 + g2y — git2)] ds) : (5.7)
0
De plus BUY et BB sont liés par la relation
pe—re+ 8o (6, Y) + MV o (1Y) = 0. (58)

Preuve. On suit par exemple [Bel99] pour le cas d'un modele dirigé par des
diffusions mixtes ou la volatilité est déterministe. Par le théoreme de représentation
des martingales Lemme 5.4, il existe un processus prévisible (v;)icjo,r1 € I' tel que

2 2
dpe =" Aaw + 3" 4 am®, e 0,11, (5.9)
=1

i=1

On a P(p, > 0,t € [0,T]) =1, en posant 3 := %, on a

dp 2 i i = i i
" ;ﬁt()dwt()+;@“)m<>:dxt, te 0,77,

(5.7) s’obtient par (5.3). D’autre part (e~ Jo 7455 )ieo,r) st une Q-martingale ce qui
est équivalent a dire que (e~ Jo 72455, 0t )tefo,r] est une P-martingale. Par la formule
d’intégration par partie [Pro90], on a

d(e” Jo ’"SdSStpt) = ppd(e” Is ”dsst) +e o "% Sydpy + dle” Jo s, pil;
avec

dle=lor5,, p) = BVaNo(t,v)dt + 8PP o(t, Y,) AN,
= (8000 (t,Y) + X5 alo(t, ¥y ) dr
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+ﬂ (t Yt)dM
Donc
d(e_fotrsdsstpt) = Ptste_fotrsds [(M Tt +ﬁ(1) s o(t,Y:) + >\ (3) (3) o(t,Y;))dt
+ (B + o (. V) )aw? + g aw,”
+ (ot vaf? + 8O+ a(t, Vi)l ) ang + g0 ang?
Donc @) est une mesure martingale équivalente a P si et seulement si

=1+ BPaVo(t,Y:) + AV 8PaP o (t,v)) = 0.

On remarque qu’il n’existe pas de restriction sur 5 et ®), ce qui signifie que si
H # (), alors H contient une infinité de M.M.E. & P.

Définition 5.7. Soit I'" I’ensemble des processus prévisibles 3 a valeurs dans R*, tel
que la derivée de Radon-Nikodym pr donnée par (5.7), définit une M.M.E. Q° € 'H,
i.e

'’ ={3 :( ), 52, 5B) 5 ) prévisible; p—r+05; @) (1) o(t, Yt)+>\(1)5t(3)a§3) (t,Y;) = 0}.
Désormais on note une M.M.E. Q dans H par Q° ot 3 € I'™. Soit 3 € I et soient
les processus W = (WO W) et M = (M®, M®) ot pour i = 1,2

W - / B0ds, te0,T],
O = MO - / AOBDds, ¢ e (0,71,
0
Par le théoreme de Girsanov (cf. [J79]) W est un Q°-mouvement brownien

2-dimensionnel et M est une Q”-processus de Poisson compensé. La représentation
de (S¢)iejo,r) sous QP est

dsS, = ~
< = ndt+ ot ) dv +aPdbgV) ¢ e (0,7
t
Sy = x>0, (5.10)
et (th)tG[O,T] vérifie
2
dy, = (u%ZUE”[aEZ W “*”a&””]) dt (5.11)
=1

2
+ 3 0Pl + a it
=1

Yo = yelR
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5.3 Mesure martingale équivalente minimisant
I’entropie

Le vecteur < L= 0,0, O) € I'" définit une M.M.E. & P, donc H # 0, et H contient

(1) 9
Ay G'(t,Y%)
une infinité de M.M.E. a P. On choisit celle minimisant I’entropie relative. On

désigne par I(Q°, P) I'entropie relative de Q° par rapport & P. Pour Q% € H, on a

dQPf . dQP
s — ~—~ In—=
I(Q7,P)=FEp { 7P In 75 |-
Notre but est de minimiser 7(P, Q") sous H. On a
dP . dP
8y _—
I(P,Q°) = Egs {dQﬁlndQﬁ}
dQP
= —FEp|ln——]|.
Donc le probleme est de trouver B qui réalise
N dQﬁ
BY — min — L
I(P,Q") = 5161%1711 Ep {ln dP] . (5.12)

Lemme 5.8. Le probléme de minimisation (5.12) est équivalent a minimiser
(= 7o+ M0 BP0 (1, Y)? = 202 V) (af)2AY [m(1 + 817) - 57

~20%(t, Yi)(af)2A? [In(1+ ) - 67|

pwe—reADa® o (1.,) 83 0,30, 5(4)> cTH.

sous tous les vecteurs 3 = ( -
o(t,Yy)a,

Preuve. Soit Q° € ‘H. En utilisant (5.7), on a

B
I(P,Q°) = —Ep {m %1

R
— Ep / > 5 )2 = A (1 + 5 — 5] dt]
Y0 =1

B T G(6)
- & [ QUW(Mt] |

ou €T, et G est la fonction définie par

GlB) = 207ty (1<

3 O = A [+ 5% = 57
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P [+ 8% - 8°]), tefoT.
Pour ¢ fixé, on a par (5.8)

GB) = (u—r+M\"aPa(t, )P + 0?(t, V) (") (57
~20%(t, V) (a{")PA [in(1 + 87) - 8]

—202(1,Y;) (aV)2A) [m(uﬁt) ﬁfﬂ, te0,7].

Le lemme est déduit du fait que 6t n’apparait que dans le terme
a?(t,Y:)(a (1 )) ( (2)) qui est toujours positif, et donc 8 doit étre nul.

0
Proposition 5.9. Soit (ﬁAt(l),ﬁAt@) Bt )eeor) € T, avec
PO TIPS - I
0 si aM =0,
et Bt(g) est ['unique solution de
Ao Yo+ Pote 1) (15 ) — o) =0 613

alors la probabilité Q donnée par sa densité de Radon-Nikodym
[T eBOWO)re (@32 M)y,

est la M.M.E. minimisant I(P,Q).
Preuve. D’apres le Lemme 5.8, il suffit de minimiser la fonction
F:] —1,00[x] —1,00[— R qui a (x,y) fait correspondre
Fla,y) = (e -7+ Mo o(t,Y))z)?
—202(t,Y;)(af")2A" [In(1 + 2) — 2]
—202(t, V) (ai")2A? In(1 4+ y) —y], te [0, 7).

On calcule les valeurs Z et ¢ qui annulent les deux dérivées partielles de F. On vérifie
que y = 0 et que Z est solution de ’équation (5.13) et est unique puisque la fonction

T
r— 20VP 0 (1Y) (0 + 2(aV PNV o (8, V) T 20V (8 Yoo e — 1),
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est strictement croissante de | — 1, 0co[— R. D’autre part, les dérivées partielles
secondes de F' sont

7 1 3 1 L
Fi = 200t Y+ 20ef 20t Y
1
" . (2) 2 2 (1) 2
Fp o= 20\)0*(t,Y)(a; )m’
ny = 0.

Pour finir, on vérifie que les valeurs des dérivées secondes de F' au point (&, )
satisfont

1! 1!

(FL,(2,9))* — Fa(2,9)Fe(2,9) <0 et Fo(2,9) >0,

Ty T

donc F' admet un minimum local strict en (Z,y). Notons que les limites de F' aux
bords tendent vers +o00o, ce qui assure que le minimum est global.

5.4 Couverture par la minimisation de la variance

On travaille avec la M.M.E. minimisant ’entropie Q Le prix du Call européen est
alors donné par

E, [e—ff rds (S~ K)* | ]—“t} ., telo,T].

On cherche une stratégie F;-adaptée (ét, ﬁt)te[QT] qui minimise
E, [((ST ~K)t - VT)Q] . (5.14)

ft, 7 désignent respectivement le nombre d’actions sans et avec risque détenues en
portefeuille. On suppose que la stratégie est autofinancante. La valeur du portefeuille
est

Vt = G A + S
En utilisant la condition d’autofinancement on obtient

T

Ve = Vpelo rsds 4 / el T4t V)8 [V av Y + aPanrV).  (5.15)
0

5.4.1 Couverture par la formule d’It6

Proposition 5.10. Considérons un Call européen basé sur un actif risqué de
processus de prix (Si)icjo,r) donné par (5.5) et un actif sans risque de priz
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<exp (fot rsds>) - alors sous la probabilité mintmisant [’entropie Q définie par
telo,T

Prop. 5.9, la stratégie minimisant la variance (5.14) est

a8, V) + AV (1 + B)aP L, S, V)

Mt (@2 + XD (1 + 3O (aP)2)eld 5o (t,v,)S, (5.16)
ou
LY(t,z,y) = xagl)a(t, )0.C(t, z,y) + at(l)agg)ayé’(t, z,y)
LAt z,y) = 0§2)a§4)8yé(t, x,y)
LO(t,z,y) = C (t, RS Uél)a?)) +C (t, x(1+4 o(t, y)a,gg)), y> — QC’(t, z,y)
LYt zy) = C <t, x,y + afl)a§3)> — C(t,z,y),

avec C - [0, T]x]0, co[xR — R, définie par

=S}

Q

T T +
(= J," rods) (x +/ Syrsds +/ Sso (s, Yy)[aNdW V) + aP M) — K) ]
t t y=Y
Preuve. Soit g : [0,T]x]0, 00[xR — R, une fonction qui admet des dérivées
partielles d’ordre 2 continues en x et y et d’ordre 1 continue en ¢. On a par la
propriété de Markov

By [e 44y 5r) | 7]

T T I:St
= kg {e“ff’“sd”g <x+ / Syreds + / Ssa(s,n)[ag“dw,f”+a§3>dM§”]ﬂ
t t

~

= C(t’ x?:y)’

ou

~

C :10,77%]0,00[xR — R,
est une fonction qui admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues en x et y et

d’ordre 1 continue en ¢. En appliquant a C' la formule d’It6 (Lemme 3.14), on a

2 2
dé’(ta Sta Y;) = U(t7 Stu Yt)dt + Z L(Z) (ta Sta Y;f)th K + Z L(i+2) (ta Sta Y;f)th(Z)7

=1 i=1

avec pour (t,z,y) € [0,7]x]0, co[xR

2
) = 0t (i + Yol [0 4 A0R] )t
i=1
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—l—rta:@xé(t, x,y) +

+2(aV)2o(t, y)of

1 .
5 (@) + (0Paf?)?) 0,0 (1. 2.0)
D9, C(t,z,y) + (zaVo?(t, y) D C(t, ., y)]

2
—i—Z)\ii) [A <t z,y+o0a (Z+2)> — C(t,z,y) — o NalT0 ,C(t, x y)}
i=1

A0 | (ta(+o(tyal?).y) = Cltay) —wo(t.y)a0.Clt )
et les LW 1 <4 < 4 sont celles de la Prop. 5.10. Par la propriété martingale du

processus (EQ [6_ I rads) g (St ) | ftD , on a
te[0,T

Ult,z,y) =0, €[0,T]xR" xR,

avec la condition terminale

C(T, Sr, Yr) = g(Sr).

En approchant la fonction  — (z — K)™ par une suite de fonctions (f,,),en dans C?
convergeant simplement et telle que |f,(z)| < (v — K)¥, et |f(2)] <2, 2 € R, n €N,
on obtient 'existence d’une fonction -qu’on note par abus de langage C- telle que

(Sr — K)* = C(T, Sr, Yr)
= E[(Sr— K +Z/ LA, S, Y,)dw +Z/ LO(t, S, V) dMD.

Donc par (5.15) et I’équation précédente, on a
Eg [(ST - K)" ~ VT)Q}
T T MY 13-
- EQ (/ (L( )(tast’Y;f) - e'lt " Sa(tay;f)ﬁtstat > th )
0

T 2 T 2
+(/ Uwugﬂmm¥0 +</ UWm&waKQ
0 0

T 2
n ( / (L(?’)(t,St,Yt) _eli rstO—(t,mﬁtsta?)) dMl(t)) ]
0

- E@LATfmoﬁ],

fl@) = LS, YD)+ NP1+ B)LDE, S, 7))

2

ou
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. 2
+ (L(l)(t, S, Vi) — e-ftT Tsdsa(t,Yt)xStaEl))

~ 2
P+ 5 (19,5, %) — e ot V)asa )

On a
@) = =20l e, Sl (LU S0 0) — e o (t,)aSiaf)

NP Bl o (e, VSl (L0, 51 ¥0) — e o (r, Vasial” )
@) = 2 (o, v)8) (@) + @A (14 52)) (5.17)

Remarquons que par (5.17) la fonction f est convexe. Le minimum est la solution de
f'(x) = 0. Par suite la stratégie minimisant la variance est donnée par (5.16).

U

5.4.2 Couverture par la formule de Clark-Ocone

Le calcul de Malliavin permet d’obtenir une stratégie de couverture en utilisant la
formule de Clark-Ocone. Pour ¢ = 1,2 on désigne par DV e gradient dans la
direction W@ et par DN le gradient dans la direction N@, on a:

Proposition 5.11. (Formule de Clark-Ocone)
Soit F € (2_,(Dom (DW) N Dom (DN)). Alors on a

F = +Z/ Eg[DV" F | Flaw, +Z/ Eo[DNF | Flam?.

Proposition 5.12. La stratégie minimisant la variance (5.14) du modéle considéré
dans la Prop. 5.10 est

ai (DI (St — K)* | F+ AV (1 + ﬁt Nai” E[DYN" (Sr — K)* | F]
(@) + XV (1 + B (@”)2)eld 0 (1, V)8,
Preuve. Par la formule de Clark appliquée a (S — K)™ et (5.15) on a

A)z}:

)T ="Vr
T . . 2
E, ( / (E[DtW V(sr— K)* | F] — el md%(:&,n)ﬁtstag”) dW}”)
0
+

T . R 2 T ) R 2
([ Ealpi(so—10)% | Zav®) + ([ B0y (50 — 10y | Flaat®)
0 0

e =

By |(Sr— K)* -
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T " . 2
+ ( / (EQ[Div(Q)(ST —K)T | F] ¢l rsdsa(t,n)ﬁtsta@) dMl(t)) ]
0

s { / Tf(@)dt} ,

ou
fz) = (BaDF® (Sr— )T | A+ M7 (1 + B (EIDN (Sr - K)* | F)?
S T 2
+ (Bo[DI"" (Sr — K)* | F) = e "o (t, Y)aSiaf")

~ 1 T 2
A+ B0 (BgIDY (Sr = K)* | F] = el "o (t, Yi)us,al”)

f est convexe, le minimum est la solution de f(z) = 0.

Cas brownien

On suppose que agl) = a§2) =1 et que af’) = a1(34) = (. Dans ce cas le processus de prix

(S¢)o<t<r dépend seulement d’informations browniennes. Sous la M.M.E. minimisant
I'entropie @), (St)o<t<r est donné par

t 2 Y. t R
o= son ([ (0~ Z s [t
0 0

t _ t A t
Yi=y+ / (MZ + o hs ) ds + / oMdw) + / o@D aw®,
0 o(s,Yy) 0 0

Proposition 5.13. on a

avec

T
P B 0 )
DY (Sr — K)* = Lisy>ryST (a(t,Yt) +/ a—;(s,YS)DSW( Y, dw®
t

T a N
_/ a(s,n)a—"(s,n)DtW“’nds> (5.18)
t Y
ot \
DY, = ol _/ ) Tu " My L), 1
; o, exp t oy T u s € [t,T] (5.19)

Preuve. Par la propriété de dérivation de D; et la Prop. 2.15 on a

D;ﬁ/(l) (ST i K)+ _
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T 2 T
37(1 YS 27(1 A
Lisr>K}ST (DXV( ) / (rs - %) ds + DF/( : / o(s, YS)dWS(D)
0 0
T 2 T
. Y, . R
= Lsomse (= [ DTG s [ DE o vt 4ot
t t
ce qui donne (5.18). Concernant la deuxieme dérivée, on a pour 0 <t < s < T

DFY, = [0 (ol e Y oY
t

o(u,Yy,)
_ o [T T P i
_ o /{ 7y O Y

Remarquons qu’alors pour ¢ fixé dans [0, 7], (va mY;)se[t,T] vérifie une équation
différentielle dans la solution est (5.19).

O
Cas Poisson
Dans ce cas (S;)o<t<r dépend seulement du processus de Poisson avec af’) = a§4) =1
et a%l) = aEQ) = 0. Sous Q, la dynamique de (S;)o<i<r est alors

t _ t R
Sy = zexp (/ (,us g s T s In(1 + J(S,YS))) ds +/ In(1 + o(s, n))dMs(l)) 7
0 U(Svy;‘> 0

pour ¢t € [0,T]. Le processus (Y;)cjo,r] est donné par

t _ t R t
Yt —y + / (qu’ + Ugl) Ts MS) ds + / Ugl)th(l) + / Ugg)dMS@)
0 o(s,Ys) 0 0

Proposition 5.14. on a

DMV (S — K)T =

—(Sr— K)* + (exp{/tT

T +
+/1mug@n+@%mmw}mﬂua@n+ﬁm—K) (5.20)
t

Ts _Ms

Ms + ————=7
o(s,Y; + afl))

In(1+o(s,Ys + 0151)))] ds

Preuve. On a
DM (Sp — K)* = (Sr(w + 1pm) — K)* — (Sp(w) — K)*,

avec

! Ts — HUs
s L) — . In(1 Yilw+1 d
r(w+ 1) T exp (/0 [,u + .Y+ L)) n(l+o(s,Ys(w+ [t,T])))} s
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¢
—|—/ In(1+ o(s, Ys(w + 1[t,T})))dMs(1))
0

T S—
X ex S+ s s h’l]_+0-87)/sw+1 dS
g </t [“ (s, Yo(w + 1p)) (L+o(s, Yalw +1pn)))

T
+/ ln(l"i'U(SaYs(w"i_1[t7T])))dM§1)> x (14 0o(t, Yi(w + 1)),
t
or
Yiw+1lpr) = Yitol), telo,T],

Y; si s € [O,t[,
Ys(w + 1[t,T]) = {Ys _,_Ugl) si s € [t;T]a

ce qui donne (5.20)
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CONTRIBUTIONS A 'ETUDE DES MARCHES DISCONTINUS PAR LE
CALCUL DE MALLIAVIN

Résumé

La constatation que les prix des actifs boursiers sautent brusquement a conduit a étudier des
modeles de marchés avec sauts. Cette these va dans cette direction.

On y considere des marchés dirigés par des martingales normales qui ont la propriété de
représentation chaotique: les martingales vérifiant une équation de structure déterministe, la
martingale d’Azéma, etc. On trouve des stratégies de couverture pour les options européennes,
asiatiques et Lookback soit par la formule d’It6, soit par la formule de Clark-Ocone selon la plus
appropriée.

L’application du calcul de Malliavin au calcul des Greeks est traitée pour les options asiatiques dans
le cas d’'un marché dirigé par un processus de Poisson.

On traite aussi de couverture dans un modele a volatilité stochastique avec sauts ou le prix de I'actif
risqué est dirigé par un processus somme d’un mouvement brownien et d’un processus de Poisson
2-dimensionnels. Le marché est incomplet et il existe une infinité de mesures martingales
équivalentes. On minimise ’entropie pour choisir telle mesure. Sous celle-ci on calcule la stratégie
minimisant la variance.

Mots clés: Martingales normales, calcul chaotique, formule de Clark-Ocone, options européennes,
options asiatiques, options Lookback, couverture, modele a volatilité stochastique avec sauts, Greeks.

CONTRIBUTIONS TO THE STUDY OF DISCONTINUOUS MARKETS
VIA THE MALLIAVIN CALCULUS

Abstract

We consider markets driven by normal martingales which have the chaotic representation property,
e.g.: martingales satisfying a deterministic structure equation, Azéma martingales. Replicating
hedging strategies for European, Asian and Lookback options are explicitly computed using either
the Clark-Ocone formula or an extension of the Delta-hedging method, depending on which is most
appropriate.

Using the Malliavin calculus on Poisson space we compute Greeks for Asian options in a market
driven by a Poisson process.

We also consider a stochastic volatility model with jumps where the underlying asset price is driven
by process sum of a 2-dimensional Brownian motion and Poisson process. The market is incomplete
and there exists an infinity of equivalent martingale measures. We minimize the entropy to choose
such a measure, under which we determine the strategy minimizing the variance.

Key words: Normal martingales, chaotic calculus, Clark-Ocone formula, European options, Asian
options, Lookback options, hedging, stochastic volatility model with jumps, Greeks.
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