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Cette thèse a été financée, via l’EGIDE, par une bourse du Ministère des Affaires Etrangères. Je

remercie toutes les personnes qui, de près ou de loin, ont ainsi contribué à la réalisation de ce travail.
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Introduction 7

En 1900, dans sa thèse de doctorat [Bach], Louis Bachelier utilise la loi normale pour
modéliser le prix d’un actif boursier.

En 1973, Black et Scholes en considérant le mouvement brownien géométrique comme
processus décrivant les trajectoires des prix des actifs financiers [BS73], obtiennent une
formule donnant explicitement les prix et les stratégies de couverture des options eu-
ropéennes. Les hypothèses considérées dans leur modèle étaient restrictives. Ce qui
rend leur modélisation peu réaliste. Un observateur de la bourse constate qu’au cours
du temps les prix sautent soudainement, et par conséquent ses trajectoires ne sont
pas continues comme celles du mouvement brownien. De plus, les études empiriques
montrent que la volatilité est une fonction en ”U” de K. (l’effet smile)
Ce qui est contradictoire avec l’hypothèse d’une volatilité constante dans le modèle de
Black-Scholes.

Pour tenir compte des sauts qui peuvent se produire, des modèles à sauts ont été
introduits, en décrivant l’aléa des prix par le processus de Poisson cf. par exemple
[Mer76], ou par des processus mixtes brownien Poisson cf. par exemple [Bel99], ou des
martingales discontinues, cf. par exemple [DP99].

En ce qui concerne l’effet smile, des modèles à volatilité stochastique (dirigés par des
mouvements browniens) sont apparus, citons par exemple [HW87], [Re97].

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude de deux types de modèles: modèles
à sauts et modèles à volatilité stochastique avec sauts. Nous utilisons le calcul de
Malliavin et la formule de Clark-Ocone pour obtenir des stratégies de couverture pour
les modèles considérés et pour calculer les Greeks1 pour les options asiatiques dans un
marché dirigé par un processus de Poisson.

L’utilisation du calcul de Malliavin dans l’étude des modèles financiers n’est pas récente.
On la trouve par exemple dans les travaux de Ocone et Karatzas [KO91] pour le calcul
d’un portefeuille optimal, dans Øksendal [Øks96] pour une nouvelle approche de la for-
mule de Black-Scholes, Bermin [Ber98] pour les couvertures des options Lookback, Aase
et al. [AOPU00] pour la couverture de marché poissonien, ou encore dans Dritschel
et Protter [DP99] pour étudier la couverture d’un modèle dirigé par une martingale
d’Azéma.

Elle s’est aussi développée avec Fournié et al., [FLLL01], [FLLLT99] sur le calcul des
Greeks dans un modèle avec informations browniennes. Nous l’appliquons aux calculs
des Greeks dans un marché dirigé par un processus de Poisson pour les options asia-

1Les Greeks sont les quantités qui déterminent les sensibilités de prix, comme le Delta -dérivée
première du prix d’une option par rapport au prix initial de l’actif en jeu- ou le Gamma -dérivée
seconde-.



8 Introduction

tiques.

Chapitre 2: Formule de Clark et décompositions

chaotiques

Nous considérons dans la première section du deuxième chapitre des rappels sur le
calcul chaotique dans le cas d’un mouvement brownien standard unidimensionnel. On
expose notamment la formule de Clark-Ocone, nous abordons la définition de l’intégrale
de Skorohod et les formules liant cette intégrale à la dérivée de Malliavin.

La deuxième section est consacrée au cas Poisson. L’interprétation probabiliste de
l’opérateur de Malliavin en tant qu’opérateur de différences finies nous montre que
celui-ci n’est pas une dérivée. On aborde alors l’opérateur de dérivation sur l’espace
de Poisson introduit par Carlen-Pardoux [CP90].

Dans la troisième section on considère le cas du mouvement brownien, du proces-
sus de Poisson et de processus mixte brownien-Poisson multidimensionnels. On expose
l’intégrale stochastique multiple multidimensionnelle et l’opérateur de Malliavin. On
aborde ainsi la formule de Clark, qui sera utilisé dans la dernière partie du chapitre 5.

Chapitre 3: Couverture dans un marché dirigé par

des martingales normales

Le chapitre trois est consacré à l’étude des marchés dirigés par des martingales ayant
la propriété de représentation chaotique. Une martingale (Mt)t∈[0,T ] est dite normale
si d〈M,M〉t = dt. On considère dans la suite une martingale (Mt)t∈[0,T ] satisfaisant

d〈M,M〉t = αtdt. (1.1)

On note (Ft)t∈[0,T ] la filtration engendrée par (Mt)t∈[0,T ] et on travaille dans un espace
de probabilité (Ω,FT , P ). On désigne par L2

α([0, T ])◦n l’espace L2([0, T ], α2
t dt)◦n des

fonctions symétriques de carrée α2
t1
· · ·α2

tndt1 · · · dtn intégrable. L’intégrale stochastique
multiple In(fn) est définie par

In(fn) = n!

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

fn(t1, . . . , tn)dMt1 · · · dMtn , n ≥ 1,

fn ∈ L2
α([0, T ])◦n, avec

E[In(fn)Im(gm)] = n!1{n=m}〈fn, gm〉L2
α([0,T ])◦n . (1.2)
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(Mt)t∈[0,T ] possède la propriété de représentation chaotique si et seulement si toute
variable aléatoire F ∈ L2(Ω) peut s’écrire F =

∑∞
n=0 In(fn). Soit D : Dom (D) −→

L2(Ω × [0, T ], dP × α2
t dt) l’opérateur de gradient fermé mais non-borné défini par

DtF =
∞

∑

n=1

nIn−1(fn(∗, t)), dP × dt − p.p.

où F =
∑∞

n=0 In(fn) ∈ Dom (D), i.e.

∞
∑

n=0

nn!‖fn‖2
L2(Rn

+) < ∞.

La formule de Clark-Ocone nous permet d’avoir pour toute variable aléatoire F ∈ L2(Ω)
la représentation prévisible

F = E[F ] +

∫ T

0

E[DtF | Ft]dMt, (1.3)

La propriété de représentation chaotique pour (Mt)t∈[0,T ] implique que ([M,M ]t −
∫ t

0
α2

sds)t∈[0,T ] est une martingale, donc par (1.1) il existe un processus (φt)t∈[0,T ] tel
que (Mt)t∈[0,T ] vérifie l’équation de structure

d[M,M ]t = α2
t dt + φtdMt, t ∈ [0, T ], (1.4)

cf. [É90]. De plus pour tout processus (Xt)t∈[0,T ] à valeurs dans R
n on a la formule

suivante

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

Lsf(Xs)dMs +

∫ t

0

Usf(Xs)ds, t ∈ [0, T ], (1.5)

voir Prop. 3.3. Si de plus (Xt)t∈[0,T ] est un processus de Markov (pas nécessairement
homogène en t) alors par unicité de la représentation (1.3) on obtient

E[Dtf(XT ) | Ft] = (Lt(Pt,T f))(Xt), t ∈ [0, T ]. (1.6)

où (Ps,t)0≤s≤t≤T est le semi-groupe associé à (Xt)t∈[0,T ], i.e

Ps,tf(Xs) = E[f(Xt) | Fs] = E[f(Xt) | Xs], 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

avec Ps,t ◦ Pt,u = Ps,u, 0 ≤ s ≤ t ≤ u ≤ T . Pour αt = 1 et φt = 0, t ∈ [0, T ], on
obtient le mouvement brownien, le processus de Poisson correspond au cas où pour
tout t ∈ [0, T ], φt est une constante non nulle. Le choix de (φt)t∈[0,T ] comme fonction
déterministe permet à (Mt)t∈[0,T ] d’être soit un mouvement brownien soit un processus
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de Poisson, ceci dépend de l’annulation de (φt)t∈[0,T ]. Voir [JP02] pour le modèle cor-
respondant.
Le choix φt = βMt, −2 ≤ β < 0, considéré par [DP99], correspond à la martingale
d’Azéma et donne un autre marché complet avec sauts.

Considérons un marché composé d’un actif risqué et d’un actif sans risque de prix
(

At = e
∫ t
0 rsds

)

t∈[0,T ]
où rs désigne le taux d’interêt. On suppose que le prix de l’actif

risqué (St)t∈[0,T ] est donné sous P par

dSt = rtStdt + σtSt−dMt, t ∈ [0, T ], S0 = x. (1.7)

Soient ηt et ζt les nombres d’unités investies au temps t dans l’actif risqué et l’actif
sans risque respectivement. Alors le processus de la valeur du portefeuille (Vt)t∈[0,T ] est
donné par

Vt = ζtAt + ηtSt, t ∈ [0, T ]. (1.8)

En supposant que la stratégie (ηt, ζt)t∈[0,T ] est auto-finançante, on obtient

VT e−
∫ T
0 rtdt = V0 +

∫ T

0

σtηtSte
−

∫ t
0 rsdsdMt, (1.9)

Supposons que nous cherchons la stratégie (ζt, ηt)t∈[0,T ] qui atteint au temps T la valeur
VT = F . En Comparant (1.9) et (1.3) on obtient

V0 = e−
∫ T
0 rsdsE[F ],

ηt = σ−1
t S−1

t E[DtF | Ft]e
−

∫ T
t rsds, t ∈ [0, T ]. (1.10)

L’équation (1.10) nous donne des formules explicites pour les stratégies de couverture.
Notons (Sx

t,T )t∈[0,T ] le prix de l’actif risqué dirigé par (Mt)t∈[0,T ], qui démarre par x
au temps t, avec volatilité (σt)t∈[0,T ], et soit it = 1{φt=0}, jt = 1 − it, St = S1

0,t,
t ∈ [0, T ]. Alors dans le cas du modèle mixte brownien-Poisson considéré dans [JP02] i.e
(Mt)t∈[0,T ] vérifie l’équation de structure (1.4) avec (φt)t∈[0,T ] déterministe en trouvant
une interprétation probabiliste de l’opérateur de Malliavin.D -voir Prop. 3.6- on obtient
la stratégie de couverture (ηt)t∈[0,T ] d’un call européen et de strike K

t 7→
e−

∫ T
t rsds

σtSt

E

[

itσtS
x
t,T 1{Sx

t,T≥K} +
jt

φt

(σtφtS
x
t,T − (K − Sx

t,T )+)1{Sx
t,T≥ K

1+σt
}

]

x=St

.

Cette formule est une généralisation de la formule de Black et Scholes (cas brownien où
φt = 0, t ∈ [0, T ]), et la formule dans [AOPU00], Th. 6.1, dans le cas du Poisson (φt = 1,
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t ∈ [0, T ]). La stratégie de couverture d’un call asiatique de payoff
(

1
T

∫ T

0
Sudu − K

)+

dans ce modèle est aussi déterminée par

ηt =
1

σt

e−
∫ T

t rsds
[

C̃(t, Yt)σt

+(1 + σtφt)

(

jt

φt

(

C̃

(

t,
Yt

1 + σtφt

)

− C̃(t, Yt)

)

− itσtYt∂2C̃(t, Yt)

)]

.

où

StC̃(t, Yt) = E

[

(

1

T

∫ T

0

Sudu − K

)+

| Ft

]

,

et

Yt =
1

St

(

1

T

∫ t

0

Sudu − K

)

, t ∈ [0, T ].

En ce qui concerne le cas du modèle de la martingale d’Azéma de [DP99], i.e. d[M,M ]t =
dt + βMtdMt, −2 ≤ β < 0, le processus bidimensionnel (St,Mt)t∈[0,T ] est Markovien,
ce qui permet d’utiliser la formule (1.6) et d’obtenir ηt

t 7→ e−
∫ T

t rsds

βMtσtSt

E
[

σtβ(y + MT − Mt)S
x
t,T 1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,∞[(S

x
t,T )

+(Sx
t,T − K)1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,K](S

x
t,T )

]y=Mt

x=St

,

voir Prop. 3.11.

On vérifie dans ce chapitre que la méthode de ∆-couverture peut être appliquée aussi
aux options Lookback dans le cas d’un modèle avec informations browniennes. En
effet, supposons que sous la probabilité risque neutre l’actif risqué est donné par

dSt = rStdt + σStdBt, t ∈ [0, T ], S0 = x. (1.11)

Posons mt
s = infu∈[s,t] Su, M t

s = supu∈[s,t] Su, 0 ≤ s ≤ t ≤ T , et soit Mt
s tel qu’il

prend soit la valeur mt
s soit M t

s. Notons H(ST ,MT
0 ) le payoff alors le prix d’une option

Lookback Look = (Lookt)t∈[0,T ] est

Lookt = e−r(T−t)E[H(ST ,MT
0 ) | Ft], H ∈ C2

b (R
2).

On a

Proposition 1.1. Il existe une fonction f de classe C1 telle que

f(St,Mt
0, t) = E[H(ST ,MT

0 ) | Ft], 0 ≤ t ≤ T.

et la stratégie de couverture est

ηt = e−r(T−t)∂1f(St,Mt
0, t), t ∈ [0, T ]. (1.12)
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On calcule la stratégie de couverture pour une option Lookback standard. Dans Ap-
pendix 1, on calcule les stratégies de couverture d’autres options Lookback.

Dans Appendix 3 de ce chapitre, on étudie un modèle à volatilité stochastique dirigé
par une martingale d’Azéma bidimensionnelle. Soit (Xt)t∈R+ = (X1

t , X2
t )t∈R+ une mar-

tingale bidimensionnelle. On suppose que (Xt)t∈R+ vérifie le système d’équations de
structure suivant







d[X1
t , X1

t ] = dt + p(Xt−)dX1
t ,

d[X1
t , X2

t ] = 0,
d[X2

t , X2
t ] = dt + q(Xt−)dX2

t , t ∈ R+,
(1.13)

avec p(x, y) = ax + by + c, q(x, y) = αx + βy + γ, et X0 = (0, 0). Ce qui implique par

Th. 1, Prop. 1 et Prop. 2 de [AÉ96] que si a, β ∈ [−2, 0[ et 0 < bα < aβ alors (1.13)
admet une solution unique qui a la propriété de représentation chaotique. - On vérifie
la formule d’Itô suivante

Théorème 1.2. Soit (Zt)t∈R+ une martingale bidimensionnelle telle que

Zt = Z0 +

∫ t

0

HsdXs, t ∈ R+,

où H = (hij)1≤i,j≤2 est un processus prévisible. Alors pour f ∈ C1(R2, R) on a

df(Zt) = Lf (t)dt + U f
p (t)dX1

t + U f
q (t)dX2

t .

avec

U f
p (t) =

1

p(Xt−)

(

f(Z1
t− + h11

t p(Xt−), Z2
t− + h21

t p(Xt−)) − f(Z1
t− , Z2

t−)
)

,

U f
q (t) =

1

q(Xt−)

(

f(Z1
t− + h12

t q(Xt−), Z2
t− + h22

t q(Xt−)) − f(Z1
t− , Z2

t−)
)

,

et

Lf (t) =
1

p(Xt−)

(

U f
p (t) − h11

t

∂f

∂x
(Z1

t− , Z2
t−) − h21

t

∂f

∂y
(Z1

t− , Z2
t−)

)

+
1

q(Xt−)

(

U f
q (t) − h12

t

∂f

∂x
(Z1

t− , Z2
t−) − h22

t

∂f

∂y
(Z1

t− , Z2
t−)

)

.

On considère un actif risqué (St)t∈[0,T ] défini par

dSt = σ(Xt−)StdX1
t , t ∈ [0, T ], S0 > 0.

En utilisant l’existence d’une fonction C telle que

C(St, X
1
t , X2

t , t) = E[(ST − K)+ | Ft],
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et en appliquant la formule d’Itô du théorème précédent sur C, on trouve une stratégie
de couverture pour ce modèle minimisant la variance E[((ST − K)+ − VT )2] et est
donnée par

γ̃t =
C(St + σ(X2

t )p(Xt), X
1
t + p(Xt), X

2
t , t) − C(St, X

1
t , X2

t , t)

p(Xt)Stσ(Xt−)
.

Chapitre 4: Application du calcul de Malliavin aux

calculs de sensibilités de prix dans le cas Poisson

Il existe principalement deux approches au calcul de Malliavin pour le cas Poisson. La
première utilise un opérateur de différences finies qui n’est pas une dérivée. La deuxième
approche consiste à perturber les instants de sauts, on cite par exemple l’opérateur
de dérivation introduite dans [CP90]. Pour une fonctionnelle F = f(T1, . . . , Tn) du
processus de Poisson on a

DtF = −
k=n
∑

k=1

1[0,Tk](t)∂kf(T1, . . . , Tn).

Par contre son domaine ne contient pas la valeur au temps t du processus de Poisson

Nt. Mais, les fonctions de la forme
∫ T

0
F (t, Nt)dt appartiennent au domaine de D, ce

qui a permis de traiter le cas d’une option asiatique dans un marché poissonien. On
calcule dans ce chapitre les Greeks pour une option asiatique dont le prix de l’actif
risqué est Sζ

t = F ζ(t, Nt) et de payoff

f

(∫ T

0

Sζ
udu

)

.

Soit (Nt)t∈R+ un processus de Poisson standard. et soit H l’espace de Cameron-Martin

H =

{∫ ·

0

ẇtdt : ẇ ∈ L2(R+)

}

.

Notons S l’ensemble des fonctionelles de la forme

F = f(T1, . . . , Tn), f ∈ C1
b (R

n), n ≥ 1,

posons

U =

{

i=n
∑

i=1

Fiui, F1, . . . , Fn ∈ S, u1, . . . , un ∈ H

}

,
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et soit l’opérateur D défini par

Dwf(T1, . . . , Td) = −
k=d
∑

k=1

wTk
∂kf(T1, . . . , Td).

Pour u ∈ U de la forme

u =
i=n
∑

i=1

Fiui, Fi ∈ S, ui ∈ H,

D est défini par

DuF =
i=n
∑

i=1

FiDui
F.

On a cf. par exemple [Pr02]

Proposition 1.3. a) D est fermable et admet un adjoint δ tel que

E[DuF ] = E[Fδ(u)], u ∈ U , F ∈ S.

b) Pour F ∈ Dom (D) et u ∈ Dom (δ) tels que uF ∈ Dom (δ) on a

δ(uF ) = F

∫ T

0

u̇tdÑt − DuF.

c) De plus, δ cöıncide avec l’intégrale stochastique dans le cas Poisson pour les processus
adaptés appartenant à L2(Ω; H):

δ(u) =

∫ ∞

0

u̇tdÑt.

Soit I un interval ouvert de R. On vérifie la proposition suivante qui nous permet de
calculer les différentes valeurs des Greeks.

Proposition 1.4. Soient (F ζ)ζ∈I et (Gζ)ζ∈I , deux familles de fonctionnelles aléatoires
de Dom (D), continûment différentiable en ζ ∈ I. Soit (wt)t∈[0,T ] un processus vérifiant

DwF ζ 6= 0, a.s. on {∂ζF
ζ 6= 0}, ζ ∈ I,

tel que wGζ∂ζF
ζ/DwF ζ est continue en ζ, et est dans Dom (δ). On a

∂

∂ζ
E

[

Gζf
(

F ζ
)]

= E

[

f
(

F ζ
)

δ

(

Gζw
∂ζF

ζ

DwF ζ

)]

+ E
[

∂ζG
ζf

(

F ζ
)]

,

pour toute fonction f telle que f
(

F ζ
)

∈ L2(Ω), ζ ∈ I.
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Chapitre 5: Modèle à volatilité stochastique dirigé

par des processus discontinus

Le chapitre cinq considère un modèle à volatilité stochasitque avec sauts. Soient
W = (W (1),W (2)) un mouvement brownien 2-dimensionnel et N = (N (1), N (2)) un pro-
cessus de Poisson 2-dimensionnel à composantes indépendentes d’intensité déterministe

(
∫ t

0
λ

(1)
s ds,

∫ t

0
λ

(2)
s ds). On travaille dans un espace probabilisé filtré (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P ),

où Ft est la filtration engendrée par W et N . On désigne par M = (M (1),M (2)) le
processus de Poisson compensé donné par

dM
(i)
t = dN

(i)
t − λ

(i)
t dt, t ∈ [0, T ], i = 1, 2.

L’actif risqué est donné par

dSt

St

= µtdt + σ(t, Yt)[a
(1)
t dW

(1)
t + a

(3)
t dM

(1)
t ], t ∈ [0, T ],

S0 = x > 0,

où (Yt)t∈[0,T ] est donné par

dYt = µY
t dt +

2
∑

i=1

σ
(i)
t [a

(i)
t dW

(i)
t + a

(i+2)
t dM

(i)
t ],

Y0 = y ∈ R,

avec pour 1 ≤ i ≤ 4, a(i) : R −→ R est une fonction déterministe. On suppose que

σ(t, ·) 6= 0, et que 1 + σ(t, ·)a(3)
t > 0, t ∈ [0, T ].

Le marché est incomplet, et il existe une infinité de mesures martingales équivalentes
à P . On cherche alors celle qui minimise l’entropie. Soit Q une mesure martingale
équivalente à P . Alors il existe (cf. Prop. 5.6) un processus prévisible 4-dimensionnel

(β
(1)
t , β

(2)
t , β

(3)
t , β

(4)
t )t∈[0,T ] tel que β(3), β(4) > −1 et la densité de Radon-Nikodym de Q

par rapport à P est donnée par

ρT =
2

∏

i=1

exp

(∫ T

0

β(i)
s dW (i)

s − 1

2

∫ T

0

(β(i)
s )2ds

)

exp

(∫ T

0

ln(1 + β(i+2)
s )dM (i)

s

+

∫ T

0

λ(i)
s

[

ln(1 + β(i+2)
s ) − β(i+2)

s

]

ds

)

.

De plus β(1) et β(3) sont liés par la relation

µt − rt + β
(1)
t a

(1)
t σ(t, Yt) + λ

(1)
t β

(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt) = 0.
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Désignons par I(Q,P ) l’entropie relative d’une mesure martingale équivalente Q par
rapport à P , i.e

I(Q,P ) = EP

[

dQ

dP
ln

dQ

dP

]

.

Soit Q̂ la mesure martingale équivalente correspondante au vecteur (β̂
(1)
t , β̂

(2)
t , β̂

(3)
t , β̂

(4)
t )t∈[0,T ]

avec

β̂
(2)
t = β̂

(4)
t = 0, β̂

(1)
t =







rt−µt−λ
(1)
t a

(3)
t σ(t,Yt)β̂

(3)
t

σ(t,Yt)a
(1)
t

si a(1) 6= 0,

0 si a(1) = 0,

et β̂
(3)
t est l’unique solution de

λ
(1)
t σ(t, Yt)(a

(3)
t )2x + (a

(1)
t )2σ(t, Yt)

(

x

1 + x

)

− a
(3)
t (rt − µt) = 0.

Alors Q̂ minimise I(P,Q) sous toutes les mesures martingales équivalentes Q, voir
Prop. 5.9.

Soient les processus Ŵ = (Ŵ (1), Ŵ (2)) et M̂ = (M̂ (1), M̂ (2)) où pour i = 1, 2

Ŵ
(i)
t = W

(i)
t −

∫ t

0

β̂(i)ds, t ∈ [0, T ],

M̂
(i)
t = M

(i)
t −

∫ t

0

λ(i)
s β̂(i+2)

s ds, t ∈ [0, T ],

Par le théorème de Girsanov W̃ est un Qβ-mouvement brownien 2-dimensionnel et M̃
est une Qβ-processus de Poisson compensé. Sous Q̂ on minimise la variance

EQ̂

[

((ST − K)+ − V̂T )2
]

,

pour trouver une stratégie de couverture pour ce modèle (V̂T désigne la valeur du
portefeuille à l’échéance T ). Ceci étant par deux méthodes: la première via la formule
d’Itô et la deuxième par le calcul de Malliavin. Il existe une fonction

Ĉ : [0, T ]×]0,∞[×R −→ R,

qui admet de dérivées partielles d’ordre 2 continues par rapport à x et y et de dérivée
partielle d’ordre 1 par rapport à t telle que

Ĉ(t, x, y) = EQ̂

[

(

x +

∫ T

t

Ssrsds +

∫ T

t

Ssσ(s, Ys)[a
(1)
s dW̃ (1)

s + a(3)
s dM̃ (1)

s ] − K

)+
]x=St

y=Yt

.
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La stratégie minimisant la variance est donnée par la première méthode par

η̂t =
a

(1)
t L(1)(t, St, Yt) + λ

(1)
t (1 + β̂

(3)
t )a

(3)
t L(3)(t, St, Yt)

((a
(1)
t )2 + λ

(1)
t (1 + β̂

(3)
t )(a

(3)
t )2)e

∫ T
t rsdsσ(t, Yt)St

,

où

L(1)(t, x, y) = xa
(1)
t σ(t, y)∂xĈ(t, x, y) + σ

(1)
t a

(3)
t ∂yĈ(t, x, y)

L(3)(t, x, y) = Ĉ
(

t, x, y + σ
(1)
t a

(3)
t

)

+ Ĉ
(

t, x(1 + σ(t, y)a
(3)
t ), y

)

− 2Ĉ(t, x, y).

Et la deuxième nous donne

η̂t =
a

(1)
t EQ̂[DŴ (1)

t (ST − K)+ | Ft] + λ
(1)
t (1 + β̂

(3)
t )a

(3)
t EQ̂[DN(1)

t (ST − K)+ | Ft]

((a
(1)
t )2 + λ

(1)
t (1 + β̂

(3)
t )(a

(3)
t )2)e

∫ T
t rsdsσ(t, Yt)St

,

où DŴ (1)
et DN̂(1)

désignent les gradients de Malliavin dans les directions de Ŵ (1) et
N̂ (1) respectivement.
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Chapitre 2

Formule de Clark et décompositions

chaotiques

Nous considérons dans ce chapitre le calcul chaotique dans le cas brownien, Poisson uni
et multidimensionnel et le cas mixte brownien-Poisson multidimensionnel. On expose
la formule de Clark-Ocone, nous abordons la définition de l’intégrale de Skorohod et
des formules liant cette intégrale à l’opérateur de Malliavin.

21
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Ce chapitre présente quelques rappels sur le calcul chaotique et la formule de Clark.

Dans la première section on considère la dérivée de Malliavin et l’intégrale de Sko-
rohod dans le cas d’un mouvement brownien unidimensionnel. On se réfère aux livres
[Øks96], [Nu95], et [Ust97].

Le calcul chaotique cas Poisson est traité dans le paragraphe 2.2. On considère
l’opérateur de différences finies introduit par [NV90] et son adjoint. On expose l’opérateur
de dérivation introduit par [CP90]. On se réfère aussi à [Pr97b] et [Pr02].

Paragraphe 2.3 considère le cas du mouvement brownien, du processus de Poisson
et de processus mixte brownien-Poisson multidimensionnels. On définit l’intégrale
stochastique multiple multidimensionnelle et l’opérateur de Malliavin en se référant
aux articles de [Lø99] et [Pr97a].

2.1 Cas brownien unidimensionnel

Soit (Ω,F , (Ft)0≤t≤T , P ) un espace de Wiener standard filtré par la filtration naturelle
du mouvement brownien standard unidimensionnel (Wt)0≤t≤T .
Ω = C0([0, T ]), est l’espace des fonctions continues qui s’annulent en t = 0.

2.1.1 Calcul chaotique

Soit f une fonction symétrique de L2([0, T ]n), i.e f(x1, x2, . . . , xn) = f(xσ(1), xσ(2) . . . , xσ(n))
pour toute permutation σ de {1, 2, . . . , n}. On appelle n-ième intégrale stochastique
itérée d’Itô de la fonction f , l’intégrale

In(f) := n!

∫ T

0

∫ tn

0

. . .

∫ t2

0

f(t1, . . . , tn)dWt1 . . . dWtn .

I0 désigne l’application identité de R, i.e pour x ∈ R, I0(x) = x. Pour f ∈ L2([0, T ]n)
et g ∈ L2([0, T ]m), on a

E [In(f)Im(g)] =

{

n!〈f, g〉L2([0,T ]n) si n = m

0 si n 6= m.

Soit n ∈ N, on désigne par hn(x) le polynôme de Hermite d’ordre n

hn(x) = (−1)ne
1
2
x2 dn

dxn
(e−

1
2
x2

).

On a
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Proposition 2.1. Pour tout f ∈ L2([0, T ]) on a

In(f⊗n) : = n!

∫ T

0

∫ tn

0

. . .

∫ t2

0

f(t1)f(t2) . . . f(tn)dWt1 . . . dWtn

= ‖f‖n
L2([0,T ])hn

(

∫ T

0
f(t)dWt

‖f‖L2([0,T ])

)

.

Théorème 2.2. (Représentation chaotique d’Itô-Wiener) Soit F une variable aléatoire
telle que

‖F‖2
L2(Ω) := E[F 2] < ∞,

alors il existe une unique suite (fn)n∈N de fonctions symétriques déterministes fn ∈
L2([0, T ]n) telle que

F =
∞

∑

n=0

In(fn).

De plus on a

‖F‖2
L2(Ω) =

∞
∑

n=0

n!‖fn‖2
L2([0,T ]n).

Définition 2.3. Soit D : Dom (D) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω × [0, T ]) l’opérateur qui fait
correspondre à toute variable aléatoire F (ω) =

∑∞
n=0 In(fn) ∈ Dom (D) le processus

(DtF )t∈[0,T ] où

DtF :=
∞

∑

n=0

nIn−1(fn(∗, t)), dP × dt − p.p. (2.1)

avec fn(∗, t) := fn(t1, . . . , tn−1, t) et où Dom (D) désigne le domaine de D.

Soit

D1,2 :=

{

F =
∞

∑

n=0

In(fn) ∈ L2(Ω) :
∞

∑

n=0

nn!‖fn‖2
L2([0,T ]n) < ∞

}

.

On a

1. Dom (D) = D1,2.

2. D est un opérateur de dérivation.

3. D est un opérateur fermé:
Soient (Fn)n∈N ∈ D1,2 et F ∈ L2(Ω). Si Fn → F dans L2(Ω) et D·Fn converge
dans L2([0, T ] × Ω), alors F ∈ D1,2 et D·F = limn→∞ D·Fn.
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Les fonctions fn de la décomposition chaotique F =
∑∞

n=0 In(fn) peuvent être iden-
tifiées à l’aide de l’opérateur D. On a pour F ∈ Dom (D)

fn(t1, . . . , tn) =
1

n!
E[Dt1 . . . DtnF ], t1, . . . , tn ∈ [0, T ].

Exemple 2.4. Soit (ut)0≤t≤T ∈ L∞(Ω × [0, T ]) un processus adapté, on désigne par
(ξt(u))0≤t≤T la solution de l’équation

Zt = 1 +

∫ t

0

ZsusdWs, 0 ≤ t ≤ T,

qui est donnée par

ξt(u) = exp

(∫ t

0

usdWs −
1

2

∫ t

0

u2
sds

)

.

En utilisant Prop. 2.1 et l’égalité

exp

(

tx − λt2

2

)

=
∞

∑

n=0

tnλn/2

n!
hn

(

x√
λ

)

,

ξt(u) peut s’écrire sous la forme

ξt(u) =
∞

∑

n=0

1

n!
In((u1[0,t])

⊗n),

et on a
Dsξt(u) = 1[0,t](s)usξt(u), s, t ∈ [0, T ].

La formule de Clark est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 2.5. Soit F ∈ D1,2, alors on a

F = E[F ] +

∫ T

0

E[DtF | Ft]dWt. (2.2)

2.1.2 Interprétation probabiliste

On désigne par S l’espace vectoriel engendré par les vecteurs exponentiels de la forme
ξT (u), u ∈ L∞([0, T ]) de l’exemple précédent.
Notons que S est dense dans L2(Ω).

Proposition 2.6. Soit F ∈ S et soit g ∈ L2([0, T ]). Alors on a

〈DF, g〉L2([0,T ]) =
d

dε
F

(

ω(·) + ε

∫ ·

0

gsds

)

|ε=0

, F ∈ S.
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Définition 2.7. Soit P l’ensemble des variables aléatoires F : Ω → R de la forme

F (ω) = f

(∫ T

0

f1(t)dWt, . . . ,

∫ T

0

fn(t)dWt

)

,

où f(x1, . . . , xn) =
∑

α aαxα est un polynôme en n variables x1, . . . , xn et les fonctions
fi ∈ L2([0, T ]) sont déterministes.

Soit la norme ‖.‖1,2 définie par

‖F‖1,2 := ‖F‖L2(Ω) + ‖D·F‖L2([0,T ]×Ω), F ∈ L2(Ω).

Alors D1,2 cöıncide avec le complété de P par rapport à la norme ‖.‖1,2. Les propositions
suivantes aident dans la pratique à calculer la dérivee DtF, pour F ∈ D1,2.

Proposition 2.8. Soit F = f
(

∫ T

0
f1(t)dWt, . . . ,

∫ T

0
fn(t)dWt

)

∈ P. Alors on a

DtF =
k=n
∑

k=0

∂f

∂xk

(∫ T

0

f1(t)dWt, . . . ,

∫ T

0

fn(t)dWt

)

fk(t).

Proposition 2.9. Soit (Xt)t∈[0,T ] un processus adapté tel que pour tout t ∈ [0, T ], on
a Xt ∈ D1,2. Alors DtXs est Fs-adapté pour tout 0 ≤ t ≤ T , et

DtXs = 0, t > s.

Proposition 2.10. Soit F = (F 1, . . . , F d) ∈ (D1,2)
d et soit φ : R

d −→ R. On suppose
que φ est lipschitzienne i.e il existe K > 0 tel que pour tout x, y ∈ R

d, on a

| φ(x) − φ(y) |≤ K | x − y |,

alors φ(F ) ∈ D1,2 et il existe un vecteur aléatoire G = (G1, . . . , Gd) borné par K tel
que

D(φ(F 1, . . . , F d)) =
i=d
∑

i=1

GiDF i.

En particulier si φ est continûment différentiable ou si le vecteur F est absolument
continu par rapport à la mesure de Lebesgue dans R

d, alors on a

Gi =
∂φ

∂xi

(F 1, . . . , F d).
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2.1.3 Intégrale de Skorohod

Soit u = (ut)0≤t≤T un processus stochastique ((t, ω)-mesurable), tel que ut(.) est
FT -mesurable et E[u2

t ] ≤ ∞ et ceci pour tout t ∈ [0, T ]. Alors en appliquant la
représentation chaotique sur ut, on obtient

ut =
∞

∑

n=0

nIn(fn,t(·)) (2.3)

où fn,t(t1, . . . , tn) = fn(t1, . . . , tn, t). La fonction fn,t est symétrique par rapport aux
premières n variables, sa symétrisation est alors donnée par

f̃n(t1, . . . , tn, tn+1) =
1

n + 1
[fn(t1, . . . , tn, tn+1) + · · · + fn (t1, . . . , ti−1, ti+1,

. . . , tn+1, ti) + · · · + fn(t2, . . . , tn, tn+1, t1)] (2.4)

Définition 2.11. Soit u = (ut)t∈[0,T ] un processus stochastique défini comme ci-dessus
avec la représentation (2.3). On définit l’intégrale de Skorohod de u qu’on note δ(u)
par

δ(u) :=

∫ T

0

utδWt :=
∞

∑

n=0

In+1(f̃n), (2.5)

où f̃n est donnée par (2.4).

Soit Dom (δ) le domaine de δ i.e u est dans Dom (δ) si et seulement si la série dans
(2.5) converge dans L2(Ω) i.e. quand

E[δ(u)2] =
∞

∑

n=0

n!‖f̃n+1‖2
L2([0,T ]n+1) < ∞,

et dans ce cas on dit que u est Skorohod-intégrable. L’intégrale de Skorohod peut être
définie comme étant l’adjoint de D comme le montre la proposition suivante

Proposition 2.12. Soit u = (ut)t∈[0,T ] un processus stochastique défini comme ci-
dessus et qui a la représentation (2.3), alors u ∈ Dom (δ) si et seulement si pour tout
F ∈ D1,2, on a

E[〈DF, u〉L2([0,T ])] := E

[∫ T

0

utDtFdt

]

≤ C(u)‖F‖1,2,

dans ce cas on a

E[Fδ(u)] = E[〈DF, u〉L2([0,T ])], pour tout F ∈ D1,2.
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De la proposition précédente, on peut déduire que pour F,G ∈ D1,2 et u ∈ Dom (δ)

E[G〈DF, u〉L2([0,T ])] = E[−F 〈DG, u〉L2([0,T ]) + FGδ(u)].

La proposition suivante nous montre que l’intégrale de Skorohod est une extension de
l’intégrale d’Itô.

Proposition 2.13. Soit u = (ut)t∈[0,T ] un processus stochastique adapté dans L2(Ω ×
[0, T ]). Alors on a

δ(u) =

∫ T

0

utdWt.

Proposition 2.14. Soit F ∈ D1,2 et u ∈ Dom (δ) tel que uF ∈ Dom (δ) alors on a

δ(uF ) = Fδ(u) −
∫ T

0

utDtFdt

Théorème 2.15. Soit (ut)t∈[0,T ] un processus tel que ut ∈ D1,2 et Dtu ∈ Dom (δ) pour
presque tout t ∈ [0, T ], alors δ(u) ∈ D1,2 et

Dtδ(u) = δ(Dtu) + ut, dt-p.p.

2.2 Cas Poisson unidimensionnel

Soit Ω l’espace des fonctions càdlàg de R+ dans R et soit (Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ) un es-
pace de probabilité, filtré par la filtration naturelle d’un processus de Poisson (Nt)t∈R+

d’intensité λt avec temps de saut (Tk)k≥1 et T0 = 0. Pour une fonction symétrique
déterministe f de L2(R+)n l’intégrale stochatique itérée par rapport au processus de
Poisson est définie par

In(f) := n!

∫ ∞

0

∫ tn

0

. . .

∫ t2

0

f(t1, . . . , tn)(dNt1 − λt1dt1) . . . (dNtn − λtndtn).

La propriété de représentation chaotique sur l’espace de Poisson affirme que pour toute
variable aléatoire F ∈ L2(Ω), il existe une unique suite (fn)n∈N de fonctions symétriques
déterministes fn ∈ L2(Rn

+) telle que

F =
∞

∑

n=0

In(fn).

On a

‖F‖2
L2(P ) =

∞
∑

n=0

n!‖fn‖2
L2(Rn

+).
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On définit alors l’opérateur de gradient sur l’espace de Poisson DN , par

DNF (ω) :=
∞

∑

n=0

nIn−1(fn(∗, t)), dP × dt − p.p.

pour tout F =
∑∞

n=0 In(fn) ∈ Dom (DN), i.e F ∈ L2(Ω) et

∞
∑

n=0

nn!‖fn‖2
L2(R+)n) < ∞.

Les fonctions fn sont déterminées à l’aide de DN , elles sont données par

fn(t1, . . . , tn) =
1

n!
E[DN

t1
. . . DN

tnF ], t1, · · · , tn ∈ R+.

Pour le cas Poisson on a aussi une formule de Clark-Ocone.

Proposition 2.16. Soit F ∈ Dom (DN), alors on a

F = E[F ] +

∫ ∞

0

E[DN
t F | Ft](dNt − λtdt). (2.6)

2.2.1 Interprétation probabiliste de DN

L’opérateur DN n’est pas une dérivation. On a

Proposition 2.17. Soient F,G ∈ Dom (DN) telles que FG ∈ Dom (DN), alors

DN(FG) = FDNG + GDNF + DNFDNG.

La proposition suivante nous donne l’interprétation de DN comme un opérateur de
différences finies.

Proposition 2.18. Soit F = f(T1, . . . , Td) ∈ Dom (DN), avec f une fonction con-
tinue. Alors On a

DN
t F =

k=d
∑

k=1

1]Tk−1,Tk[(t)(f(T1, . . . Tk−1, t, Tk, . . . , Td−1) − f(T1, . . . , Td)). (2.7)

Remarque 2.19. On peut aussi donner à DN l’interprétation suivante

DN
t F (ω) = F (ω + 1(t,∞]) − F (ω), F ∈ Dom (DN).
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Il existe une deuxième approche au calcul chaotique sur l’espace de Poisson. Elle
est basée sur un opérateur de dérivation noté D̃, introduit par [CP90]. On a pour
F = f(T1, . . . , Td) ∈ Dom (D̃),

D̃tF := −
k=d
∑

k=1

1[0,Tk](t)∂kf(T1, . . . , Td).

La proposition suivante donne une relation entre les opérateurs DN et D̃

Proposition 2.20. Soit F ∈ Dom (DN) ∩ Dom (D̃) alors on a

E[D̃tF ] = E[DN
t F ], dt − p.p.

2.2.2 Intégrale de Skorohod

Comme dans le cas du mouvement brownien, on définit l’intégrale de Skorohod δN sur
l’espace de Poisson, par

δN(u) :=
∞

∑

n=0

In+1(f̃n), u ∈ Dom (δN),

où f̃n est donnée par (2.4), et

Dom (δN) =
{

ut =
∞

∑

n=0

nIn(fn,t(·)) ∈ L2(Ω × R
+) : E[δN(u)2] =

∞
∑

n=0

n!‖f̃n+1‖2
L2(R+)n+1 < ∞

}

.

On cite les relations suivantes entre DN et δN

E

[∫ ∞

0

utD
N
t Fdt

]

= E[δN(u)F ], u ∈ Dom (δN), F ∈ Dom (DN),

DN
t δN(u) = ut + δN(DN

t u), u ∈ Dom (δN), DN
t u ∈ Dom (DN),

pour presque tout 0 ≤ t ≤ T . En ce qui concerne l’opérateur de dérivation D̃, il admet
un adjoint qu’on note δ̃ qui cöıncide avec l’intégrale stochastique pour les processus
adaptés de L2(Ω × R+). On a

E

[∫ ∞

0

utD̃tFdt

]

= E[F δ̃(u)], F ∈ Dom (D̃), u ∈ Dom (δ̃).

De plus pour u ∈ Dom (δ̃) et F ∈ Dom (D̃) tel que uF ∈ Dom (δ̃), on a

δ̃(uF ) = F δ̃(u) −
∫ ∞

0

utD̃tFdt.
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2.3 Calcul chaotique multidimensionnel

2.3.1 Cas brownien

Soit (Ω,F , (Ft)0≤t≤T , P ) un espace de probabilité filtré par la filtration naturelle d’un

mouvement brownien standard d-dimensionnel (Wt)0≤t≤T avec Wt = (W
(1)
t , . . . ,W

(d)
t ).

L’espace tensoriel L2([0, T ], Rd)⊗n

Soient n ∈ N et d ∈ N
∗. L’espace du produit tensoriel d’ordre n de L2([0, T ], Rd) est

L2([0, T ], Rd)⊗n ≃ L2([0, T ]n, (Rd)⊗n).

Pour n = 2, on a (Rd)⊗2 ≃ Mdd(R) (l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre d),
et donc

L2([0, T ], Rd)⊗2 ≃ L2([0, T ]2,Mdd(R)).

En général, le produit tensoriel (Rd)⊗n est isomorphe à R
dn

. Un élément de L2([0, T ], Rd)⊗n

est noté f = (f (i1,...,in))1≤i1,...,in≤d, avec f (i1,...,in) ∈ L2([0, T ]n).

Calcul chaotique

Soit gn une fonction de L2([0, T ]n) et (e1, . . . , ed) la base canonique de R
d. On définit

la n-ième intégrale itérée de la fonction fnei1 ⊗ . . . ⊗ ein , avec 1 ≤ i1, . . . , in ≤ d, par

In(gnei1 ⊗ . . . ⊗ ein) : = n!

∫ T

0

∫ tn

0

. . .

∫ t2

0

gn(t1, . . . , tn)dW
(i1)
t1 . . . dW

(in)
tn

Pour gn ∈ L2([0, T ]n) et hm ∈ L2([0, T ]m), et pour 1 ≤ i1, . . . , in ≤ d et 1 ≤ j1, . . . , jm ≤
d, on a

E [In(gnei1 ⊗ . . . ⊗ ein)Im(hmej1 ⊗ . . . ⊗ ejm)] =







n!〈gn, hm〉L2([0,T ]n) si n = m, et

il = jl, 1 ≤ l ≤ n
0 sinon.

Soit fn = (f
(i1,...,in)
n )1≤i1,...,in≤d ∈ L2([0, T ], Rd)⊗n, on définit la n-ième intégrale itérée

de la fonction fn par

In(fn) : = n!
d

∑

i1,...,in=1

∫ T

0

∫ tn

0

. . .

∫ t2

0

f (i1,...,in)
n (t1, . . . , tn)dW

(i1)
t1 . . . dW

(in)
tn

=
d

∑

i1,...,in=1

In(f (i1,...,in)
n ei1 ⊗ . . . ⊗ ein).
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Notons Σ l’ensemble de toutes les permutations de {1, . . . , n}. On a

In(f̃n) = In(fn),

où f̃n est la symétrisation de fn dans L2([0, T ], Rd)◦n, i.e pour 1 ≤ i1, . . . , in ≤ d, on a

f̃n
(i1,...,in)

(t1, . . . , tn) =
1

n!

∑

σ∈Σ

f
(iσ(1),...,iσ(n))
n (tσ(1), . . . , tσ(n)).

Pour fn = (f
i1,...,in)
n )1≤i1,...,in≤d ∈ L2([0, T ], Rd)⊗n et gm = (g

(j1,...,jm)
m )1≤j1,··· ,jm≤d ∈

L2([0, T ], Rd)⊗m on a

E [In(fn)Im(gm)] =















d
∑

i1,··· ,in=1,j1,··· ,jm=1

n!〈f (i1,...,in)
n , g

(j1,...,jm)
m 〉L2([0,T ]n) si n = m, et

il = jl, 1 ≤ l ≤ n,
0 sinon.

Le théorème suivant concerne la représentation chaotique dans le cas multidimension-
nel.

Théorème 2.21. Soit F ∈ L2(Ω,FT , P ). Alors il existe une unique suite (fn)n∈N de

fonctions symétriques déterministes fn = (f
(i1,...,in)
n )i1,...,in∈{1,...,d} ∈ L2([0, T ], Rd)◦n telle

que

F = E[F ] +
∞

∑

n=1

In(fn).

De plus on a

‖F‖2
L2(P ) =

∞
∑

n=0

d
∑

i1,...,in=1

n!‖f (i1,...,in)
n ‖2

L2([0,T ]n).

Définition 2.22. Soit l ∈ {1, . . . , d}. On définit l’opérateur D(l) : Dom (D(l)) ⊂
L2(Ω) → L2(Ω, [0, T ]) qui à toute variable aléatoire F ∈ Dom (D(l)) ayant la représentation

F =
∞

∑

n=0

In(fn),

fait correspondre le processus (D
(l)
t F )t∈[0,T ] donné par

D
(l)
t F :=

∞
∑

n=1

n
∑

h=1

d
∑

i1,...,in=1

1{ih=l}

In−1(f
(i1,...,in)
n (t1, . . . , tl−1, t, tl+1 . . . , tn)ei1 ⊗ . . . ⊗ eih−1

⊗ eih+1
. . . ⊗ ein)



Formule de Clark et décompositions chaotiques 33

=
∞

∑

n=1

nIn−1(f
l
n(∗, t)), dP × dt − p.p. (2.8)

avec
f l

n = (f (i1,...,in−1,l)
n ei1 ⊗ . . . ⊗ ein−1)1≤i1,...,in−1≤d.

Le domaine de D(l) est donné par

Dom (D(l)) =

{

F =
∞

∑

n=0

d
∑

i1,...,in=1

In(f (i1,...,in)
n ei1 ⊗ . . . ⊗ ein) ∈ L2(Ω) :

d
∑

i1,...,in=1

∞
∑

n=0

nn!‖f (i1,...,in)
n ‖2

L2([0,T ]n) < ∞
}

.

L’opérateur D(l) est en fait la dérivée de Malliavin dans la direction du brownien
unidimensionnel W (l). Elle conserve les propriétés de la derivée D dans le cas du
brownien unidimensionnel décrit dans le premier paragraphe de ce chapitre. Soit F =
f (Wt1 , . . . ,Wtn) ∈ L2(Ω) où (t1, . . . , tn) ∈ [0, T ]n et f(x11, . . . , xd1, . . . , x1n, . . . , xdn) ∈
C∞

b (Rdn). Alors on a pour l = 1, . . . , d:

D
(l)
t F =

k=n
∑

k=1

∂f

∂xlk
(Wt1 , . . . ,Wtn) 1[0,tk](t).

La formule de Clark-Ocone dans le cas multidimensionnel est donnée par la proposition
suivante.

Proposition 2.23. Soit F ∈ ⋂d
l=1 Dom (D(l)), alors on a

F = E[F ] +
d

∑

l=1

∫ T

0

E[D
(l)
t F | Ft]dW

(l)
t . (2.9)

2.3.2 Cas Poisson

Soit (Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ) un espace de probabilité filtré par la filtration naturelle d’un

processus de Poisson (Nt)0≤t≤T , d-dimensionnel avec Nt = (N
(1)
t , . . . , N

(p)
t ) à com-

posantes indépendantes, d’intensité déterministe (
∫ t

0
λ

(1)
s ds, . . . ,

∫ t

0
λ

(d)
s ds). L’intégrale

stochastique itérée d’une fonction symétrique fn = (f
(i1,...,in)
n )1≤i1,...,in≤d ∈ L2([0, T ], Rd)◦n

où f
(i1,...,in)
n ∈ L2([0, T ]n),

In(fn) :=

n!
d

∑

i1,...,in=1

∫ T

0

∫ tn

0

. . .

∫ t2

0

f (i1,...,in)
n (t1, . . . , tn)(dN

(i1)
t1 − λ

(i1)
t1 dt1) . . . (dN

(in)
tn − λ

(in)
tn dtn).
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Pour F ∈ L2(Ω) il existe une unique suite (fn)n∈N de fonctions symétriques déterministes

fn = (f
(i1,...,in)
n )i1,...,in∈{1,...,d} ∈ L2([0, T ], Rd)◦n telle que

F =
∞

∑

n=0

In(fn).

On définit l’opérateur DN(l)
comme dans (2.8) et on a la formule de Clark-Ocone pour

F ∈ ⋂d
l=1 Dom (DN(l)

)

F = E[F ] +
d

∑

l=1

∫ ∞

0

E[DN(l)

t F | Ft](dN
(l)
t − λ

(l)
t dt).

2.3.3 Cas mixte brownien-Poisson

Soient (Wt)0≤t≤T avec Wt = (W
(1)
t , . . . ,W

(d)
t ) un mouvement brownien d-dimensionnel

et (Nt)0≤t≤T avec Nt = (N
(1)
t , . . . , N

(p)
t ) un processus de Poisson p-dimensionnel à com-

posantes indépendantes, d’intensité déterministe (
∫ t

0
λ

(1)
s ds, . . . ,

∫ t

0
λ

(d)
s ds). On travaille

dans un espace probabilisé filtré (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P ), où Ft est la filtration engendrée
par W et N . Les deux martingales W et N sont supposées indépendantes. On désigne
par M = (M (1), . . . ,M (p)) le processus de Poisson compensé donné par

dM (l) = dN
(l)
t − λ

(l)
t dt, t ∈ [0, T ], l = 1, p.

Posons

(X
(1)
t , . . . , X

(d)
t , X

(d+1)
t , . . . , X

(d+p)
t ) = (W

(1)
t , . . . ,W

(d)
t ,M

(1)
t , . . . ,M

(p)
t ).

L’intégrale stochastique itérée d’une fonction symétrique fn = (f
(i1,...,in)
n )1≤i1,...,in≤d+p ∈

L2([0, T ], R(d+p))⊗n où f
(i1,...,in)
n ∈ L2([0, T ]n), est

In(fn) := n!

d+p
∑

i1,...,in=1

∫ T

0

∫ tn

0

. . .

∫ t2

0

f (i1,...,in)
n (t1, . . . , tn)dX

(i1)
t1 . . . dX

(in)
tn .

Pour F ∈ L2(Ω), il existe une unique suite (fn)n∈N de fonctions symétriques déterministes

fn = (f
(i1,...,in)
n )i1,...,in∈{1,...,d} ∈ L2([0, T ], R(d+p))◦n telle que

F =
∞

∑

n=0

In(fn).

Les opérateurs DX(l)
sont définis comme dans (2.8). On a la formule de Clark-Ocone

Proposition 2.24. Soit F ∈ ⋂d+p
l=1 Dom (DX(l)

). Alors on a

F = E[F ] +
d

∑

l=1

∫ T

0

E[D
(l)
t F | Ft]dW

(l)
t +

p
∑

l=1

∫ T

0

E[DN(l)

t F | Ft]dM
(l)
t .
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Chapitre 3

Hedging in complete and

incomplete markets driven by

normal martingales

This paper aims to a unified treatment of hedging in market models driven by martin-
gales with deterministic bracket 〈M,M〉t, including Brownian motion and the Poisson
process as particular cases. Replicating hedging strategies for European, Asian and
Lookback options are explicitly computed using either the Clark-Ocone formula or an
extension of the Delta-hedging method, depending on which is most appropriate.1

Key words: Normal martingales, chaos representation property, hedging strategies,
exotic options.

1Avec Nicolas Privault (La Rochelle), à parâıtre dans Applicationes Mathematicae.

37



38 Hedging in complete and incomplete markets



Hedging in complete and incomplete markets 39

3.1 Introduction

The Clark formula [Cla70] allows in principle for the calculation of replicating hedging
strategies in complete markets [KO91], however explicit computations are in general
difficult to perform via this formula. For markets driven by Brownian motion a proof
of the classical Black-Scholes formula via the Clark-Ocone formula can be found in
[Øks96], Ch. 5, p. 13. This method has been recently extended to markets driven
by a Poisson process in [AOPU00]. Brownian motion and the compensated Poisson
process share the important chaos representation property which is capital for market
completeness.
In this paper we consider a larger family of martingales (Mt)t∈[0,T ] satisfying the fol-
lowing two conditions:

a) the chaotic representation property (in relation with market completeness), i.e.
every square-integrable functional, measurable with respect to the filtration gen-
erated by (Mt)t∈[0,T ], can be expanded into a series of multiple stochastic integrals
of deterministic functions with respect to (Mt)t∈[0,T ],

b) the condition d〈M,M〉t = α2
t dt, where (αt)t∈[0,T ] is a square integrable deterministic

function.

Hypothesis (b) implies that ([M,M ]t −
∫ t

0
α2

sds)t∈[0,T ] is a martingale, hence from (a)
there exists a process (φt)t∈[0,T ] such that (Mt)t∈[0,T ] satisfies the structure equation

d[M,M ]t = α2
t dt + φtdMt, t ∈ [0, T ], (3.1)

cf. [É90]. This equation can be viewed as a decomposition of d[M,M ]t by projection
on dt and dMt, which yields a closed Itô type change of variable formula, see Prop. 3.3.
Brownian motion is obtained for αt = 1 and φt = 0, t ∈ [0, T ], and the Poisson process
corresponds to non zero constant φt, t ∈ [0, T ]. The choice φt = βMt, −2 ≤ β < 0,
considered in [DP99], corresponds to the Azéma martingale and yields another complete
market model with jumps. Choosing (φt)t∈[0,T ] to be a deterministic function allows for
the driving process to be alternatively Brownian or Poisson, depending on the vanishing
of φt, see [JP02] for the corresponding market model.
The Clark-Ocone formula states the predictable representation of a random variable F
as

F = E[F ] +

∫ T

0

E[DtF | Ft]dMt,

where (Ft)t∈[0,T ] is the filtration generated by (Mt)t∈[0,T ] and Dt is the gradient oper-
ator that lowers the degree of multiple stochastic integrals with respect to (Mt)t∈[0,T ].
One of the goals of this paper is to compute the process t 7→ E[DtF | Ft] in sev-
eral situations. We obtain explicit hedging formulas for European calls in the mixed
Brownian-Poisson model of [JP02] and in the Azéma martingale model of [DP99] and



40 Hedging in complete and incomplete markets

for Asian and Lookback options.

More precisely, let (Sx
t,T )t∈[0,T ] denote the stock price process driven by (Mt)t∈[0,T ],

starting from x at time t, with volatility (σt)t∈[0,T ], and let it = 1{φt=0}, jt = 1 − it,
St = S1

0,t, t ∈ [0, T ]. In a model with deterministic structure equation, i.e. d[M,M ]t =
α2

t dt + φtdMt with deterministic (φt)t∈[0,T ], the replicating hedging strategy of a Euro-
pean call with payoff (ST − K)+ is given by

t 7→ e−
∫ T

t rsds

σtSt

E
[

itσtS
x
t,T 1{Sx

t,T≥K}

+
jt

φt

(σtφtS
x
t,T − (K − Sx

t,T )+)1{Sx
t,T≥ K

1+σt
}

]

x=St

,

cf. (3.25) and Prop. 3.8. This formula extends both the classical Black-Scholes hedging
formula in the Brownian case (φt = 0, t ∈ [0, T ]), and the hedging formula of [AOPU00],
Th. 6.1, in the Poissonian jump case (φt = 1, t ∈ [0, T ]). It can be obtained both from
the Clark formula and from martingale methods. The above conditional expectation
can be also explicitly computed, see. Prop. 3.9. The case of Asian options is treated
in Prop. 3.10 in the deterministic structure equation model, and Lookback options are
considered in Prop. 3.12 in a market driven by Brownian motion.
In the Azéma martingale model of [DP99], i.e. d[M,M ]t = dt+βMt−dMt, −2 ≤ β < 0,
we obtain

t 7→ e−
∫ T

t rsds

βMtσtSt

E
[

σtβ(y + MT − Mt)S
x
t,T 1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,∞[(S

x
t,T )

+(Sx
t,T − K)1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,K](S

x
t,T )

]y=Mt

x=St

,

see Prop. 3.11.
We proceed as follows. In Sect. 3.2 we introduce the notation of chaotic cal-

culus, the solutions of structure equations and the Clark-Ocone formula which gives
the predictable representation of the random variable F . We also state the change of
variable formula and Girsanov theorem which hold in a particular form for solutions
of structure equations. In Sect. 3.3 we describe different methods for the computation
of predictable representations for the general class of normal martingales having the
chaos representation property. The intrinsic expression of the gradient D is completely
known if (φt)t∈[0,T ] is deterministic, i.e. for the Brownian, Poisson and deterministic
structure equation models, (Sect. 3.3.2). In the Markovian case (Sect. 3.3.3) it is pos-
sible to combine the Clark-Ocone and Itô formulas to obtain the explicit predictable
representation of F . Sect. 3.4 is devoted to the computation of replicating portfolios.
In Sect. 3.4.2 we hedge European calls using the Clark formula, extending the method
applied in the Brownian case in [Øks96], Ch. 5, pp. 13-15. In Sects. 3.4.3, 3.4.4 and
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3.4.5 we deal with Asian, European and Lookback options, in particular we use the
delta hedging approach to recover some results obtained in [Ber98] from the Clark
formula.

3.2 Notation and preliminaries

3.2.1 Chaotic calculus

Let (Mt)t∈[0,T ] be a martingale on the space Ω of càdlàg functions from [0, T ] to R,
having the chaos representation property. Let (αt)t∈[0,T ] ∈ L2([0, T ]) be a positive
deterministic non vanishing square-integrable function, and assume that (Mt)t∈[0,T ]

has deterministic angle bracket d〈M,M〉t = α2
t dt. We denote by (Ft)t∈[0,T ] the fil-

tration generated by (Mt)t∈[0,T ], and by L2
α([0, T ])◦n the space L2([0, T ], α2

t dt)◦n of
α2

t1
· · ·α2

tndt1 · · · dtn square-integrable symmetric functions. The multiple stochastic
integral In(fn) is defined as

In(fn) = n!

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

fn(t1, . . . , tn)dMt1 · · · dMtn , n ≥ 1,

fn ∈ L2
α([0, T ])◦n, with

E[In(fn)Im(gm)] = n!1{n=m}〈fn, gm〉L2
α([0,T ])◦n . (3.2)

The chaos representation property for (Mt)t∈[0,T ] states that every F ∈ L2(Ω) has a
decomposition as F =

∑∞
n=0 In(fn). Let D : Dom (D) −→ L2(Ω × [0, T ], dP × α2

t dt)
denote the closable, unbounded gradient operator defined as

DtF =
∞

∑

n=1

nIn−1(fn(∗, t)), dP × dt − a.e.,

with F =
∑∞

n=0 In(fn) in Dom (D), i.e.

∞
∑

n=1

nn!‖fn‖2
L2(Rn

+) < ∞.

3.2.2 Structure equations

Let L∞
ad(Ω× [0, T ]) be the space of bounded, (Ft)t∈R+-adapted stochastic processes. We

assume that (Mt)t∈[0,T ] is solution of the structure equation

d[M,M ]t = α2
t dt + φtdMt, t ∈ [0, T ], (3.3)

where φt = ϕ(t,Mt−) is a deterministic function of t and Mt. Existence and uniqueness

of the solutions are guaranteed when φt is a deterministic function [É90]. Existence is
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proved when φt = ϕ(Mt−) and ϕ is a continuous function [Mey89], and the solution is

unique when ϕ(x) = βx with β ∈ [−2, 0), cf. [É90]. See also [Pha00], [Tav99] for recent
results on structure equations. Let it = 1{φt=0} and jt = 1{φt 6=0} = 1 − it, t ∈ [0, T ].
The continuous part of (Mt)t∈[0,T ] is given by dM c

t = itdMt and the eventual jump of

(Mt)t∈[0,T ] at time t ∈ [0, T ] is given as ∆Mt = φt, t ∈ [0, T ], see [É90], p. 77.

a) If (φt)t∈[0,T ] is deterministic, let λt = jtα
2
t /φ

2
t , t ∈ [0, T ], then (Mt)t∈[0,T ] can be

represented as

dMt = itαtdBt + φt(dNt − λtdt), t ∈ [0, T ], M0 = 0, (3.4)

where (Bt)t∈[0,T ] is a standard Brownian motion, and (Nt)t∈[0,T ] a Poisson process

independent of (Bt)t∈[0,T ], with intensity νt =
∫ t

0
λsds, t ∈ [0, T ], cf. Prop. 4 of

[É90], and [JP02].

b) If φt = βMt, β ∈ R, then (3.3) has a unique solution called the Azéma martingale,

cf. [É90]. If −2 ≤ β < 0, this solution has the chaos representation property and
it has been used to model a complete market with jumps in [DP99].

Figure 1 shows a sample path of (St)t∈[0,T ] and the corresponding function (it)t∈[0,T ]

chosen to be a simple indicator function, with S0 = 4, σt = 1, α2
t = 50, φt = 1.6it,

t ∈ [0, T ].

S(t)

i(t)

0
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6

8
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t

Figure 1 - Sample trajectory of (St)t∈[0,T ]
1

Figure 2 is a simulation of an Azéma martingale with β 6= −1, from a discretization
of the structure equation (3.3):

∆Xt =
βXt−

2
±

√

(

βXt−

2

)2

+ ∆t,

1Vertical lines represent jumps.
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with probabilities

p =
1

2
∓ βXt−

√

(

βXt−

2

)2

+ ∆t

.
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Figure 2 - Sample path of an Azéma martingale

In all cases of interest in this paper we have (φt)t∈[0,T ] ∈ L∞
ad(Ω × [0, T ]), since if

(φt)t∈[0,T ] = (βMt)t∈[0,T ] then supt∈[0,T ] |Mt| ≤ (−2/β)1/2 (see [É90], p. 83). Given
(ut)t∈[0,T ] ∈ L∞

ad(Ω × [0, T ]), we denote by (ξt(u))t∈[0,T ] the solution of the equation

Zt = 1 +

∫ t

0

Zs−usdMs, t ∈ [0, T ], (3.5)

which can be written as ([Pro90], Th. 36, p. 77):

ξt(u) = exp

(∫ t

0

usdMs −
1

2

∫ t

0

u2
sα

2
sisds

)

∏

s∈Jt
M

(1 + usφs)e
−usφs , (3.6)

where J t
M denotes the set of jump times of (Ms)s∈[0,t], t ∈ [0, T ], and let ξ(u) = ξT (u).

If u ∈ L∞([0, T ]) then ξt(u) can be represented as

ξt(u) =
∞

∑

n=0

1

n!
In((u1[0,t])

⊗n),

and we have Dsξt(u) = 1[0,t](s)usξt(u), s, t ∈ [0, T ].

Definition 3.1. Let S denote the linear space generated by exponential vectors of the
form ξ(u), where u ∈ L∞([0, T ]).
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The space S is dense in L2(Ω), and from the following Lemma S is an algebra for the
pointwise multiplication of random variables if (φt)t∈[0,T ] is deterministic. The
following is a version of Yor’s formula [Yor76] or Th. 37 of [Pro90], page 79, for
martingales with deterministic bracket 〈M,M〉t.
Lemma 3.2. For any u, v ∈ L∞([0, T ]), we have the relation

ξ(u)ξ(v) = exp(〈u, v〉L2
α([0,T ]))ξ(u + v + φuv). (3.7)

Proof. We have for u, v ∈ L∞([0, T ]):

d(ξt(u)ξt(v)) = utξt−(u)ξt−(v)dMt + vtξt−(v)ξt−(u)dMt

+vtutξt−(v)ξt−(u)d[M,M ]t

= utξt−(u)ξt−(v)dMt + vtξt−(v)ξt−(u)dMt + vtutξt(v)ξt(u)α2
t dt

+φtutvtξt−(v)ξt−(u)dMt

= vtutξt(v)ξt(u)α2
t dt + ξt−(v)ξt−(u)(ut + vt + φtutvt)dMt.

hence

d(e−
∫ t
0 usvsα2

sdsξt(u)ξt(v))

= e−
∫ t
0 usvsα2

sdsξt−(v)ξt−(u)(ut + vt + φtutvt)dMt,

which shows that exp(−〈u, v〉L2
α([0,T ]))ξ(u)ξ(v) = ξ(u + v + φuv). Relation (3.7)

follows then by comparison with (3.5).
¤

3.2.3 Change of variable formula

We recall the following change of variable formula, which follows from Prop. 2 of
[É90] after addition of an absolutely continuous drift term.

Proposition 3.3. Let X = (Xt)t∈[0,T ] be a R
n-valued process satisfying

dXt = Rtdt + KtdMt, X0 > 0,

where R = (Rt)t∈[0,T ] and K = (Kt)t∈[0,T ] are two predictable square-integrable
R

n-valued processes. For any function R+ ×R
n ∋ (t, x) → ft(x) in C2

b (R+ ×R
n; R) we

have

ft(Xt) = f0(X0) +

∫ t

0

Lsfs(Xs)dMs +

∫ t

0

Usfs(Xs)ds +

∫ t

0

∂fs

∂s
(Xs)ds, (3.8)

where

Lsfs(Xs) = is〈Ks,∇fs(Xs)〉 +
js

φs

(fs(Xs− + φsKs−) − fs(Xs−)),
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and

Usfs(Xs) = Rs∇fs(Xs)

+α2
s

(

1

2
is〈Hessfs(Xs), Ks ⊗ Ks〉

+
js

φ2
s

(fs(Xs− + φsKs−) − fs(Xs−) − φs〈Ks,∇fs(Xs)〉)
)

,

with the convention 0/0 = 0.

3.2.4 Girsanov theorem

The Girsanov theorem holds in a particular form when (Mt)t∈[0,T ] is the solution of a
structure equation (3.1). Let (ψt)t∈[0,T ] be a bounded predictable process such that
1 + φtψt > 0, t ∈ [0, T ], let (lt)t∈[0,T ] denote the solution of the equation

dlt = lt−ψtdMt, t ∈ [0, T ], l0 = 1,

and let Q be the probability defined by

lt = E

[

dQ

dP
| Ft

]

, t ∈ [0, T ]. (3.9)

Proposition 3.4. Under the probability Q, the process

Zt = Mt −
∫ t

0

α2
sψsds, t ∈ [0, T ], (3.10)

is a local martingale which satisfies the structure equation

d[Z,Z]t = α2
t (1 + φtψt)dt + φtdZt, t ∈ [0, T ]. (3.11)

Proof. From the Girsanov theorem,

dZt = dMt −
1

lt−
d〈L,M〉t = dMt − α2

t ψtdt

is a local martingale under Q, with d〈L,M〉t = lt−α2
t ψtdt, and

d[Z,Z]t = d[M,M ]t = α2
t dt + φtdMt = α2

t (1 + φtψt)dt + φtdZt.

¤

If (ψt)t∈[0,T ] and (φt)t∈[0,T ] are deterministic, then (Zt)t∈[0,T ] has the chaos
representation property under Q, since (3.11) is a deterministic structure equation.
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3.3 Computations of predictable representations

3.3.1 Clark formula

The Clark-Ocone formula, cf. [Cla70], [KO91] is a consequence of the chaos
representation property for (Mt)t∈[0,T ], and states that any
F ∈ Dom (D) ⊂ L2(Ω,FT , P ) has a representation

F = E[F ] +

∫ T

0

E[DtF | Ft]dMt. (3.12)

It can be proved as follows:

F = E[F ] +
∞

∑

n=1

n!

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

fn(t1, . . . , tn)dMt1 · · · dMtn

= E[F ] +
∞

∑

n=1

n

∫ T

0

In−1(fn(∗, t)1{∗≤t})dMt

= E[F ] +

∫ T

0

E[DtF | Ft]dMt.

Although D : L2(Ω,FT , P ) −→ L2(Ω × [0, T ], dP × α2
t dt) is unbounded, the

representation formula (3.12) can be extended to F ∈ L2(Ω,FT , P ).

Proposition 3.5. The operator F 7→ E[D·F | F·] taking its values in the space of
square-integrable adapted processes has a continuous extension from Dom (D) to
L2(Ω,FT , P ).

Proof. We use the bound:

‖E[D·F | F·]‖2
L2(Ω×[0,T ]) = ‖E[F ] − F‖2

L2(Ω) = var(F )

≤ ‖F‖2
L2(Ω), F ∈ Dom (D).

¤

Instead of the adapted projection (E[DtF | Ft])t∈[0,T ] one may also use the
predictable projection (E[DtF | Ft− ])t∈[0,T ]. Here this leads to the same
representation since both processes coincide in L2(Ω × [0, T ], dP × α2

t dt).

3.3.2 Deterministic structure equation

In this subsection we consider the case where (φt)t∈[0,T ] ∈ L∞([0, T ]) is a deterministic
function. In this case, the probabilistic interpretation of Dt is known and DtF is
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explicitly computable. We define the operator DB : S → L2(Ω × R+, dP × α2
t dt) on S

as

〈DBF, u〉L2
α([0,T ]) =

d

dε
F

(

ω(·) + ε

∫ ·

0

isusds

)

|ε=0

, F ∈ S.

We have for F = ξ(u) and g ∈ L2
α([0, T ]):

〈DBF, g〉L2
α([0,T ]) =

d

dε
exp

(

ε

∫ T

0

gsusαsisds

)

ξ(u)|ε=0

=

∫ T

0

gsusαsisds ξ(u),

hence DB
t ξ(u) = itutξ(u), t ∈ [0, T ], where

ξ(u) = exp

(∫ T

0

usdMs −
1

2

∫ T

0

u2
sα

2
sisds

)

∏

s∈JT
M

(1 + usφs)e
−usφs . (3.13)

Note that the definition of DBF by duality in L2
α([0, T ]) implies

DB
t

∫ T

0

usαsdBs = ut, t ∈ [0, T ].

We define a linear transformation T φ
t of exponential vectors, and more generally of

elements of S, as
T φ

t ξ(u) = (1 + utφt)ξ(u), u ∈ L∞([0, T ]).

The transformation T φ
t is well-defined on S because ξ(u1), . . . , ξ(un) are linearly

independent if u1, . . . , un are distinct elements of L2(R+). Since we have ∆Mt = 0,

dt× dP -a.e., T φ
t ξ(u) coincides dt× dP -a.e. with the value at time T of the solution of

the equation

Zs = 1 +

∫ s

0

Zτ−uτdM t
τ , s ∈ [0, T ], (3.14)

where (M t
s)s∈[0,T ] is defined as

M t
s = Ms + φt1[t,T ](s), s ∈ [0, T ].

In order to see this we check that Zt
s = ξs(u), s < t,

Zt
t = (1 + φtut)Z

t
t− = (1 + φtut)ξt−(u) = (1 + φtut)ξt(u),

(since ξt−(u) = ξt(u) a.s. for fixed t), and for s > t:

Zt
s = Zt

t +

∫ s

t

Zt
τ−uτdMτ
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= (1 + φtut)ξt(u) +

∫ s

t

Zt
τ−uτdMτ ,

hence
Zt

s

1 + φtut

= ξt(u) +

∫ s

t

Zt
τ−

1 + φtut

uτdMτ , s > t,

which implies from (3.5):
Zt

s

1 + φtut

= ξs(u), s > t,

and Zt
T = (1 + φtut)ξ(u) = T φ

t ξ(u), P -a.s., t ∈ [0, T ].

In other terms, T φ
t F , F ∈ S, can be interpreted as the evaluation of F on the

trajectories of (Ms)s∈[0,T ] perturbed by addition of a jump of height φt at time t.

Proposition 3.6. The transformation T φ
t is multiplicative, i.e.

T φ
t (FG) = (T φ

t F )(T φ
t G), F,G ∈ S.

Moreover we have

DtF = DB
t F +

jt

φt

(T φ
t F − F ), t ∈ [0, T ], F ∈ S, (3.15)

and

Dt(FG) = FDtG + GDtF + φtDtFDtG, t ∈ [0, T ], F,G ∈ S. (3.16)

Proof. For the multiplicativity we note that

T φ
t (ξ(u)ξ(v)) = exp(〈u, v〉L2

α([0,T ]))T
φ
t ξ(u + v + φuv)

= exp(〈u, v〉L2
α([0,T ]))(1 + φt(ut + vt + φtutvt))ξ(u + v + φuv)

= (1 + φtut)(1 + φtvt)ξ(u)ξ(v)

= T φ
t ξ(u)T φ

t ξ(v).

We have DB
t ξ(u) = itutξ(u) = itDtξ(u), hence

Dtξ(u) = itDtξ(u) + jtDtξ(u)

= itutξ(u) + jtutξ(u)

= DB
t ξ(u) +

jt

φt

(T φ
t ξ(u) − ξ(u)) t ∈ [0, T ].

Concerning the product rule we have from Lemma 3.2:

Dt(ξ(u)ξ(v)) = exp

(∫ T

0

usvsα
2
sds

)

Dtξ(u + v + φuv)
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= exp

(∫ T

0

usvsα
2
sds

)

(ut + vt + φtutvt)ξ(u + v + φuv)

= (ut + vt + φtutvt)ξ(u)ξ(v)

= ξ(u)Dtξ(v) + ξ(v)Dtξ(u) + φtDtξ(u)Dtξ(v),

u, v ∈ L∞([0, T ]), see also Relation (6) of [Pri96].
¤

If (φt)t∈[0,T ] is random the probabilistic interpretation of D is unknown, however we
have the product rule

E[Dt(FG) | Ft] = E[FDtG | Ft] + E[GDtF | Ft] + φtE[DtFDtG | Ft], (3.17)

F,G ∈ S, t ∈ [0, T ]. cf. Prop. 5 of [PSV00].

3.3.3 Markovian case

This section presents a representation method which is based on the Itô formula and
the Markov property, see also [Pro01] in the continuous case. Let (Xt)t∈[0,T ] be a
R

n-valued Markov (not necessarily time homogeneous) process defined on Ω,
satisfying a change of variable formula of the form

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

Lsf(Xs)dMs +

∫ t

0

Usf(Xs)ds, t ∈ [0, T ], (3.18)

where Ls, Us are operators defined on C2 functions. We assume that the semi-group
(Ps,t)0≤s≤t≤T associated to (Xt)t∈[0,T ], i.e.

Ps,tf(Xs) = E[f(Xt) | Fs] = E[f(Xt) | Xs], 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

acts on C2
b (R

n) functions, with Ps,t ◦ Pt,u = Ps,u, 0 ≤ s ≤ t ≤ u ≤ T . Although the
probabilistic interpretation of D is not known when (φt)t∈[0,T ] is random, it is still
possible to compute the explicit predictable representation of f(XT ) using the Itô
formula and the Markov property.

Lemma 3.7. Let f ∈ C2
b (R

n). We have

E[Dtf(XT ) | Ft] = (Lt(Pt,T f))(Xt), t ∈ [0, T ]. (3.19)

Proof. We apply the change of variable formula (3.18) to
t 7→ Pt,T f(Xt) = E[f(XT ) | Ft], since Pt,T f is C2. Using the fact that the finite
variation term vanishes since t 7→ Pt,T f(Xt) is a martingale, (see e.g. Cor. 1, p. 64 of
[Pro90]), we obtain:

Pt,T f(Xt) = P0,T f(X0) +

∫ t

0

(Ls(Ps,T f))(Xs)dMs, t ∈ [0, T ],

with P0,T f(X0) = E[f(XT )]. Letting t = T , we obtain (3.19) by uniqueness of the
representation (3.12) applied to F = f(XT ).

¤
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In practice, we will use Prop. 3.5 to extend (E[Dtf(XT ) | Ft])t∈[0,T ] to a less regular
function f : R

n → R. As an example, if φt is written as φt = ϕ(t,Mt), and
dSt = σ(t, St)dMt + µ(t, St)dt, we can apply Prop. 3.3, with
(Xt)t∈[0,T ] = ((St,Mt))t∈[0,T ] and

Ltf(St,Mt) = itσ(t, St)∂1f(St,Mt) + it∂2f(St,Mt)

+
jt

ϕ(t,Mt)
(f(St + ϕ(t,Mt)σ(t, St),Mt + ϕ(t,Mt)) − f(St,Mt)),

since the eventual jump of (Mt)t∈[0,T ] at time t is ϕ(t,Mt). Here, ∂1, resp. ∂2, denotes
the partial derivative with respect to the first, resp. second, variable. Hence

E[Dtf(ST ,MT ) | Ft]

= itσ(t, St)(∂1Pt,T f)((St,Mt)) + it(∂2Pt,T f)((St,Mt))

+
jt

ϕ(t,Mt)
(Pt,T f)((St + ϕ(t,Mt)σ(t, St),Mt + ϕ(t,Mt)))

− jt

ϕ(t,Mt)
(Pt,T f)((St,Mt)).

If (Mt)t∈[0,T ] is an Azéma martingale (φt = βMt, t ∈ [0, T ]), then it = 0 dP × dt a.s.

3.4 Computations of hedging strategies

3.4.1 Market model

In this subsection we introduce the price process which will be considered in the
sequel. Let µ : [0, T ] −→ R and σ : [0, T ] −→]0,∞[ be deterministic bounded
functions. Let (rt)t∈[0,T ] be a deterministic non negative function which models a
risk-less asset, and let (ψt)t∈[0,T ] be defined as

ψt =
rt − µt

σtα2
t

, t ∈ [0, T ].

We assume that 1 + φtψt > 0, t ∈ [0, T ]. If (φt)t∈[0,T ] is not deterministic this choice is
still possible due to the boundedness of (φt)t∈[0,T ] or from Th. 2.1-iii) of [DP99]. Let

Q denote the probability defined by E
[

dQ
dP

| Ft

]

= lt, t ∈ [0, T ], where dlt = lt−ψtdMt,
t ∈ [0, T ], l0 = 1. From Prop. 3.4,

Zt = Mt −
∫ t

0

α2
sψsds, t ∈ [0, T ],

is a local martingale under Q with angle bracket d〈Z,Z〉t = α2
t (1 + φtψt)dt. If

(φt)t∈[0,T ] is deterministic then (Zt)t∈[0,T ] is a true martingale under Q. This also
holds if

(φt)t∈[0,T ] = (βMt)t∈[0,T ],
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from the boundedness of (Mt)t∈[0,T ]. If (φt)t∈[0,T ] is deterministic, we may start from
the data of (α̃t)t∈[0,T ], take d[Z,Z]t = α̃2

t dt + φtdZt and define (αt)t∈[0,T ] by
α2

t = α̃2
t /(1 + φtψt), t ∈ [0, T ]. Let the price (St)t∈[0,T ] of a risky asset satisfy the

equation

dSt = µtStdt + σtSt−dZt, t ∈ [0, T ], S0 = 1. (3.20)

We have

dSt = rtStdt + σtSt−dMt, t ∈ [0, T ], (3.21)

and under P ,
(

Ste
−

∫ t
0 rsds

)

t∈[0,T ]
is a martingale, i.e. the market is arbitrage free. Let

ηt and ζt denote the number of units invested at time t in the risky and risk-less
assets respectively. Thus the value Vt of the portfolio at time t is given by

Vt = ζtAt + ηtSt, t ∈ [0, T ], (3.22)

where

dAt = rtAtdt, A0 = 1, t ∈ [0, T ]. (3.23)

We assume that the portfolio is self-financing, i.e.

dVt = ζtdAt + ηtdSt, t ∈ [0, T ],

therefore

dVt = rtVtdt + σtηtSt−dMt, t ∈ [0, T ],

and

VT e−
∫ T
0 rtdt = V0 +

∫ T

0

σtηtSt−e−
∫ t
0 rsdsdMt, (3.24)

Suppose that we are required to find a portfolio (ζt, ηt)t∈[0,T ] which leads to a given
value VT = F . By the Clark-Ocone formula,

F = E [F ] +

∫ T

0

E [DtF | Ft] dMt,

and comparing with (3.24) we obtain

V0 = e−
∫ T
0 rsdsE[F ],

ηt = σ−1
t S−1

t E[DtF | Ft]e
−

∫ T
t rsds, t ∈ [0, T ]. (3.25)

Next we consider different models with explicit computations of hedging strategies.
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3.4.2 European options and deterministic structure

In this section we hedge European calls using the Clark formula. Let (Mt)t∈[0,T ] be
the martingale described in Sect. 3.2.2-a), with deterministic (φt)t∈[0,T ], i.e. (Mt)t∈[0,T ]

is alternatively Brownian or Poisson depending on the vanishing of (φt)t∈[0,T ]. We
assume that 1 + σtφt > 0, t ∈ [0, T ]. We have

St = exp

(∫ t

0

σsαsisdBs +

∫ t

0

(rs − φsλsσs −
1

2
isσ

2
sα

2
s)ds

) k=Nt
∏

k=1

(1 + σTk
φTk

),

0 ≤ t ≤ T , where (Tk)k≥1 denotes the jump times of (Nt)t∈R+ . We will denote by
(Sx

t,u)u∈[t,T ] the process defined as

dSx
t,u = rtS

x
t,udu + σuS

x
t,u−dMu, u ∈ [t, T ], Sx

t,t = x.

We have

Sx
t,T = x exp

(∫ T

t

σuαuiudBu +

∫ T

t

(ru − φuλuσu −
1

2
iuσ

2
uα

2
u)du

)

×
k=NT
∏

k=1+Nt

(1 + σTk
φTk

),

0 ≤ t ≤ T , with St = Sx
0,t, t ∈ [0, T ].

Proposition 3.8. Assume that φt ≥ 0, t ∈ [0, T ]. Then for 0 ≤ t ≤ T we have

E[Dt(ST − K)+ | Ft] = E
[

itσtS
x
t,T 1[K,∞[(S

x
t,T )

+
jt

φt

(σtφtS
x
t,T − (K − Sx

t,T )+)1[ K
1+σtφt

,∞[(S
x
t,T )

]

x=St

.

Proof. By Prop. 3.6, for any F ∈ S we have

DtF = DB
t F +

jt

φt

(T φ
t F − F ), t ∈ [0, T ]. (3.26)

We have T φ
t ST = (1 + σtφt)ST , t ∈ [0, T ], and the chain rule DBf(F ) = f ′(F )DBF

holds for F ∈ S and f ∈ C2
b (R). Since S is an algebra for deterministic (φt)t∈[0,T ], we

may approach x 7→ (x − K)+ by polynomials on compact intervals and proceed e.g.
as in [Øks96], p. 5-13. By dominated convergence, (ST − K)+ ∈ Dom (D) and (3.26)
becomes

Dt(ST − K)+ = itσtST 1[K,∞[(ST ) +
jt

φt

((1 + σtφt)ST − K)+ − (ST − K)+),
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0 ≤ t ≤ T . The Markov property of (St)t∈[0,T ] implies

E
[

DB
t (ST − K)+ | Ft

]

= itσtE
[

Sx
t,T 1[K,∞[(S

x
t,T )

]

x=St
,

and

jt

φt

E
[

(T φ
t ST − K)+ − (ST − K)+ | Ft

]

=
jt

φt

E
[

((1 + σtφt)S
x
t,T − K)+ − (Sx

t,T − K)+
]

x=St

=
jt

φt

E
[

((1 + σtφt)S
x
t,T − K)1[ K

1+σtφt
,∞[(S

x
t,T )

]

x=St

− jt

φt

E
[

(Sx
t,T − K)+1[K,∞[(S

x
t,T )

]

x=St

=
jt

φt

E
[

σtφtS
x
t,T 1[ K

1+σtφt
,∞[(S

x
t,T ) + (Sx

t,T − K)1[ K
1+σtφt

,K](S
x
t,T )

]

x=St

=
jt

φt

E
[

σtφtS
x
t,T 1[ K

1+σtφt
,∞[(S

x
t,T ) − (K − Sx

t,T )+1[ K
1+σtφt

,∞](S
x
t,T )

]

x=St

=
jt

φt

E
[

(σtφtS
x
t,T − (K − Sx

t,T )+)1[ K
1+σtφt

,∞[(S
x
t,T )

]

x=St

.

¤

If (φt)t∈[0,T ] is not constrained to be positive then

E[Dt(ST − K)+ | Ft] = itσtE
[

Sx
t,T 1[K,∞[(S

x
t,T )

]

x=St

+
jt

φt

E
[

σtφtS
x
t,T 1[ K

1+σtφt
,∞[(S

x
t,T ) + (Sx

t,T − K)1[ K
1+σtφt

,K](S
x
t,T )

]

x=St

,

with the convention 1[b,a] = −1[a,b], 0 ≤ a < b ≤ T . Prop. 3.8 can also be proved using
Lemma 3.7 and the Itô formula (3.8). In the deterministic case, the semi-group Pt,T

can be explicitly computed. Let Γσ
t,T =

∫ T

t
isα

2
sσ

2
sds denote the variance of

∫ T

t
isαsσsdBs, t ∈ [0, T ], and let Γt,T =

∫ T

t
γsds, t ∈ [0, T ], denote the intensity of

NT − Nt under Q, where γt = λt(1 + φtψt), t ∈ [0, T ].

Proposition 3.9. We have for f ∈ Cb(R)

Pt,T f(x) =
∞

∑

k=0

e−Γt,T

k!

∫ ∞

−∞

νt0

∫

[t,T ]k
γt1 · · · γtk

f

(

xe−
Γσ

t,T
2

+(Γσ
t,T )1/2t0−

∫ T
t φsγsσsds

i=k
∏

i=1

(1 + σtiφti)

)

dt1 · · · dtkdt0,

where ν denotes the standard Gaussian density.
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Proof. We have Pt,T f(x) = E[f(ST ) | St = x] = E[f(Sx
t,T )], and

Pt,T f(x) =
∞

∑

k=0

E
[

f(Sx
t,T ) | NT − Nt = k

]

exp(−Γt,T )
Γk

t,T

k!

k ∈ N. Since (NΓ−1
t,s

− Nt)s∈[t,T ] is a standard Poisson process, conditionally to

{NT − Nt = k}, the n first jump times (T1, . . . , Tn) of (Ns)s∈[t,T ] have the law

k!

(Γt,T )k
1{t<t1<···<tk<T}γt1 · · · γtkdt1 · · · dtk,

and conditionally to {NT − Nt = k}, the jump times (Γt,T1 , . . . , Γt,Tk
) have a uniform

law on [0, Γt,T ]k. We then use the identity in law between Sx
t,T and

xXt,T exp

(

−
∫ T

t

φsλs(1 + φsψs)σsds

) k=NT
∏

k=1+Nt

(1 + σTk
φTk

),

where
Xt,T = exp

(

−Γσ
t,T /2 + (Γσ

t,T )1/2W
)

,

and W a standard Gaussian random variable, independent of (Nt)t∈[0,T ]. This identity
holds because (Bt)t∈[0,T ] is a standard Brownian motion, independent of (Nt)t∈[0,T ].

¤

See Prop. 8 of [JP02] for a computation of

E

[

exp

(

−
∫ T

0

rsds

)

(ST − K)+

]

in terms of the classical Black-Scholes function

BS(x, T ; r, σ2; K) = E[e−rT (xerT−σ2T/2+σWt − K)+],

where Wt is a centered Gaussian random variable with variance t.

3.4.3 Asian options and deterministic structure

The price at time t of such an option is

E

[

e−
∫ T

t rsds

(

1

T

∫ T

0

Sudu − K

)+

| Ft

]

.

The next proposition gives us a replicating hedging strategy for Asian options in the
the case of deterministic structure equation model
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Proposition 3.10. There exists a measurable function C̃ on R+ ×R such that C̃(t, ·)
is C1 for all t ∈ R+, and

StC̃(t, Yt) = E

[

(

1

T

∫ T

0

Sudu − K

)+

| Ft

]

.

Moreover, the replicating portfolio for an Asian option with payoff

(

1

T

∫ T

0

Sudu − K

)+

is given by (3.22) and

ηt =
1

σt

e−
∫ T

t rsds
[

C̃(t, Yt)σt (3.27)

+(1 + σtφt)

(

jt

φt

(

C̃

(

t,
Yt

1 + σtφt

)

− C̃(t, Yt)

)

− itσtYt∂2C̃(t, Yt)

)]

.

Proof. Following [LL96], p. 91, we define the auxiliary process

Yt =
1

St

(

1

T

∫ t

0

Sudu − K

)

, t ∈ [0, T ].

With this notation, the price of the Asian option at time t becomes

E
[

e−
∫ T

t rsdsST (YT )+ | Ft

]

.

For 0 ≤ s ≤ t ≤ T , we have

d (StYt) =
1

T
d

(∫ t

0

Sudu − K

)

=
St

T
dt,

hence
StYt

Ss

= Ys +
1

T

∫ t

s

Su

Ss

du.

Let H ∈ C2
b (R). We have

E [H (ST YT ) | Ft] = E

[

H

(

StYt +
1

T

∫ T

t

Sudu

)

| Ft

]

= E

[

H

(

xy +
x

T

∫ T

t

Su

St

du

)]

y=Yt, x=St

.

Let C ∈ C2
b (R+ × R

2) be defined as

C(t, x, y) = E

[

H

(

xy +
x

T

∫ T

t

Su

St

du

)]

,
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i.e.
C(t, St, Yt) = E [H (ST YT ) | Ft] .

When H(x) = x+, since for any t ∈ [0, T ], St is positive and Ft-measurable, and
Su/St is independent of Ft, u ≥ t, we have:

E [H (ST YT ) | Ft] = E
[

ST (YT )+ | Ft

]

= StE

[

(

ST

St

YT

)+

| Ft

]

= StE

[

(

Yt +
1

T

∫ T

t

Su

St

du

)+

| Ft

]

= StE

[

(

y +
1

T

∫ T

t

Su

St

du

)+
]

y=Yt

= StC̃(t, Yt),

with

C̃(t, y) = E

[

(

y +
1

T

∫ T

t

Su

St

du

)+
]

.

We now proceed as in [Bel99], which deals with the sum of a Brownian motion and a
Poisson process. From the expression of 1/St we have

d

(

1

St

)

=
1

St−

[(

−rt +
α2

t σ
2
t

1 + σtφt

)

dt − σt

1 + σtφt

dMt

]

,

hence by (3.8)

dYt = Yt

(

−rt +
α2

t σ
2
t

1 + σtφt

)

dt +
1

T
dt − Yt−σt

1 + σtφt

dMt.

Applying Lemma. 3.7 we get

E [DtH (ST YT ) | Ft] = LtC(t, St, Yt)

= it

(

σtSt−∂2C(t, St, Yt) −
Ytσt

1 + σtφt

∂3C(t, St, Yt)

)

(3.28)

+
jt

φt

(

C

(

t, St− + σtSt− , Yt− − Ytσt

1 + σtφt

)

− C(t, St− , Yt−)

)

.

Given a family (Hn)n∈N of C2
b functions, such that |Hn(x)| ≤ x+ and |H ′

n(x)| ≤ 2,
x ∈ R, n ∈ N, and converging pointwise to x → x+, by dominated convergence (3.28)
holds for C(t, x, y) = xC̃(t, y) and we obtain:

E

[

Dt

(

1

T

∫ T

0

Sudu − K

)+

| Ft

]
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= itC̃(t, Yt)σtSt

+St

(

jt

φt

(

C̃

(

t,
Yt

1 + σtφt

)

− C̃(t, Yt)

)

− itσtYt∂2C̃(t, Yt)

)

+Stσtφt

(

jt

φt

(

C̃

(

t,
Yt

1 + σtφt

)

− C̃(t, Yt)

)

− itσtYt∂2C̃(t, Yt)

)

.

¤

As a particular case we consider the Brownian motion model, i.e. φt = 0, for all
t ∈ [0, T ], so it = 1, jt = 0 for all t ∈ [0, T ], and we are in the Brownian motion
model. In this case we have

ηt = e−
∫ T

t rsds
(

−Yt∂2C̃(t, Yt) + C̃(t, Yt)
)

= e−
∫ T

t rsds

(

St
∂

∂x
C̃

(

t,
1

x

(

1

T

∫ t

0

Sudu − K

))

|x=St

+ C̃(t, Yt)

)

=
∂

∂x

(

xe−
∫ T

t rsdsC̃

(

t,
1

x

(

1

T

∫ t

0

Sudu − K

)))

|x=St

, t ∈ [0, T ],

which can be denoted informally as a partial derivative with respect to St.

3.4.4 European options and Azéma martingales

Let −2 ≤ β < 0, and let (Mt)t∈[0,T ] be the unique solution of the structure equation

d[M,M ]t = dt + βMt−dMt, t ∈ [0, T ]. (3.29)

This process has the chaos representation property, hence the results of Sect. 3.3
apply in this case. This allows to obtain an explicit hedging formula for the model of
[DP99]. We use the convention 1[b,a] = −1[a,b], 0 ≤ a < b ≤ T .

Proposition 3.11. We have

E
[

Dt(ST − K)+ | Ft

]

=
1

βMt

E
[

σtβ(y + MT − Mt)S
x
t,T 1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,∞[(S

x
t,T )

+(Sx
t,T − K)1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,K](S

x
t,T )

]y=Mt

x=St

.

Proof. Let (Xt)t∈[0,T ] = ((St,Mt))t∈[0,T ], (Rt)t∈[0,T ] = ((rtSt, 0))t∈[0,T ],
(Kt)t∈[0,T ] = ((σtSt, 1))t∈[0,T ], and X0 = (1, 0). By Lemma 3.7, for f ∈ C2

b (R
2) we have

E[Dtf(XT ) | Ft] = (Lt(Pt,T f))(Xt)
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=
1

βMt

((Pt,T f)(Xt + βMtKt) − (Pt,T f)(Xt))

=
1

βMt

((Pt,T f)((1 + βMtσt)St, (1 + β)Mt) − (Pt,T f)(St,Mt))

=
1

βMt

E
[

f((1 + σtβ(y + MT − Mt))S
x
t,T ,

(1 + β(y + MT − Mt)))]
y=Mt

x=St

− 1

βMt

E
[

f(Sx
t,T , y + MT − Mt)

]y=Mt

x=St
.

In particular if f(x, y) = f(x) depends only on the first variable we have

E [Dtf(ST ) | Ft]

=
1

βMt

E
[

f((1 + σtβ(y + MT − Mt))S
x
t,T ) − f(Sx

t,T )
]y=Mt

x=St
.

Approaching the function x 7→ (x − K)+ with a sequence (fn)n∈N of C2
b functions

converging pointwise with |fn(x)| ≤ (x − K)+, and |f ′
n(x)| ≤ 2, x ∈ R, n ∈ N, we

obtain

E
[

Dt(ST − K)+ | Ft

]

=
1

βMt

E
[

((1 + σtβ(y + MT − Mt))S
x
t,T − K)+ − (Sx

t,T − K)+
]y=Mt

x=St

=
1

βMt

E
[

((1 + σtβ(y + MT − Mt))S
x
t,T − K)1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,∞[(S

x
t,T )

−(Sx
t,T − K)1[K,∞[(S

x
t,T )

]y=Mt

x=St

=
1

βMt

E
[

σtβ(y + MT − Mt)S
x
t,T 1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,∞[(S

x
t,T )

+(Sx
t,T − K)1[ K

1+σtβ(y+MT −Mt)
,K](S

x
t,T )

]y=Mt

x=St

.

¤

3.4.5 Lookback options

Hedging strategies for Lookback options have been computed in [Ber98] using the
Clark-Ocone formula. In this section we show that classical martingale methods also
apply in this case. We assume that (Mt)t∈[0,T ] = (Bt)t∈[0,T ] is a standard Brownian
motion, i.e. αt = 1 and φt = 0 for every t ∈ [0, T ], and take rt = r ≥ 0 and σt = σ ≥ 0
for every t ∈ [0, T ]. Under the risk-free probability P the asset price (St)t∈[0,T ] has the
dynamic

dSt = rStdt + σStdBt, t ∈ [0, T ],
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so (3.24) becomes

VT e−rT = V0 +

∫ T

0

σηtSte
−rtdBt, t ∈ [0, T ].

Let mt
s = infu∈[s,t] Su, M t

s = supu∈[s,t] Su, 0 ≤ s ≤ t ≤ T , and let Mt
s be either mt

s or

M t
s. In the Lookback option case the payoff H(ST ,MT

0 ) depends not only on the
price of the underlying asset at maturity but also it depends on all prices of the
underlying asset over the period which starts from the initial time and ends at
maturity, and let Lookt be the price of the Lookback option given by

Lookt = e−r(T−t)E[H(ST ,MT
0 ) | Ft], H ∈ C2

b (R
2), t ∈ [0, T ].

Proposition 3.12. There exists a C1 function f such that

f(St,Mt
0, t) = E[H(ST ,MT

0 ) | Ft], 0 ≤ t ≤ T.

The replicating portfolio of a Lookback option with payoff H(ST ,MT
0 ), and price

Lookt = f(St,Mt
0, t) at time t, is given by (3.22), and

ηt = e−r(T−t)∂1f(St,Mt
0, t), t ∈ [0, T ]. (3.30)

Proof. It suffices to deal with the case Mt
s = mt

s. The existence of f follows from the
Markov property, more precisely

f(x, y, t) = E
[

H
(

Sx
t,T , y ∧MT

t

)]

.

Applying the change of variable formula, for t ∈ [0, T ], we have

df(St,Mt
0, t) =

[

∂3f + rSt∂1f +
1

2
σ2S2

t ∂
2
1f

]

(St,Mt
0, t)dt

+∂2f(St,Mt
0, t)dMt

0 + σSt∂1f(St,Mt
0, t)dBt.

Since
(

E[H(ST ,MT
0 ) | Ft]

)

t∈[0,T ]
is a P -martingale and (Mt

0)t∈[0,T ] has finite variation

(it is in fact a decreasing process), we have:

df(St,Mt
0, t) = σSt∂1f(St,Mt

0, t)dBt t ∈ [0, T ].

Then

e−rT F = e−rT E[F ] +

∫ T

0

e−rT σSt
∂

∂x
f(x,Mt

0, t)|x=StdBt t ∈ [0, T ],

which shows (3.30).
¤
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It is stated in Bermin [Ber98] that we should have

∫ t

0

∂2f(Ss,Ms
0, s)dMs

0 = 0, (3.31)

for the delta hedging method to work. We showed in Prop. 3.12 that the delta
hedging approach can be applied without having to verify (3.31), since (Mt

0)t∈[0,T ] is
a monotone process with finite variation.
Relation (3.30) can be written informally as

ηt =
∂

∂St

Lookt, t ∈ [0, T ].

Let

dT
t (y) =

log St

y
+ (r + 1

2
σ2)(T − t)

σ
√

T − t
, and N (y) =

1√
2π

∫ y

−∞

e−
1
2
u2

du.

A standard Lookback call option is the right to buy the underlying asset at the
historically lowest price. In this case the strike is mT

0 and the payoff is

G = ST − mT
0 .

From [DJ98], Prop. 4, p. 271, the price Lookt at time t is given by

Lookt = EQ[e−r(T−t)(ST − mT
0 ) | Ft] (3.32)

= StN
(

dT
t (mt

0)
)

− e−r(T−t)mt
0N

(

dT
t (mt

0) − σ
√

T − t
)

+e−r(T−t)Stσ
2

2r

[

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

N
(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)

−er(T−t)N
(

−dT
t (mt

0)
)]

.

In the following proposition we recover the result of [Ber98], § 2.6.1, p. 29, using the
delta hedging approach instead of the Clark formula, as an application of Prop. 3.12.

Proposition 3.13. The hedging strategy for a standard Lookback call option is given
by

ηt = N (dT
t (mt

0)) −
σ2

2r
N (−dT

t (mt
0)) (3.33)

+e−r(T−t)

(

St

mt
0

)
−2r
σ2

(

σ2

2r
− 1

)

N
(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)

.
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Proof. We need to compute the following derivatives:

∂

∂St

(

N
(

dT
t (mt

0)
))

=
∂

∂St

(

1√
2π

∫ (dT
t (mt

0))

−∞

e−
1
2
u2

du

)

=
1√
2π

[

∂

∂St

(

dT
t (mt

0)
)

]

exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0)
)2

)

=
1√
2π

[

∂

∂St

(

log St

mt
0

+ (r + 1
2
σ2)(T − t)

σ
√

T − t

)]

exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0)
)2

)

=
1

Stσ
√

2π(T − t)
exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0)
)2

)

,

and

∂

∂St

(

N
(

dT
t (mt

0) − σ
√

T − t
))

=
1

Stσ
√

2π(T − t)
exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0) − σ
√

T − t
)2

)

.

Similarly we have

∂

∂St

(

N
(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

))

= − 1

Stσ
√

2π(T − t)
exp

(

−1

2

(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)2
)

,

and
∂

∂St

(

N
(

−dT
t (mt

0)
))

= − 1

Stσ
√

2π(T − t)
exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0)
)2

)

.

Finally,

∂

∂St

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

=
−2r

mt
0σ

2

(

St

mt
0

)− 2r
σ2 −1

.

The above expressions can be combined to compute the derivative of Lookt in (3.32),
and to obtain:

ηt = N
(

dT
t (mt

0)
)

+
1

σ
√

2π(T − t)
exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0)
)2

)

−e−r(T−t)mt
0

1

Stσ
√

2π(T − t)
exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0) − σ
√

T − t
)2

)
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+e−r(T−t)σ
2

2r

[

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

N
(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)

−er(T−t)N
(

−dT
t (mt

0)
)]

+e−r(T−t)Stσ
2

2r

[

−2r

mt
0σ

2

(

St

mt
0

)− 2r
σ2 −1

N
(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)

−
(

St

mt
0

)− 2r
σ2 1

Stσ
√

2π(T − t)
exp

(

−1

2

(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)2
)

+er(T−t) 1

Stσ
√

2π(T − t)
exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0)
)2

)

]

= N
(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)

[

e−r(T−t)σ
2

2r

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

+ e−r(T−t)Stσ
2

2r

× −2r

mt
0σ

2

(

St

mt
0

)− 2r
σ2 −1

]

+ N
(

dT
t (mt

0)
)

−N
(

−dT
t (mt

0)
)

[

−e−r(T−t)σ
2

2r
× er(T−t)

]

+
1

σ
√

2π(T − t)

{

exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0)
)2

)[

1 + e−r(T−t)Stσ
2

2r
× er(T−t)

St

]

−e−r(T−t)

[

mt
0

St

exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0) − σ
√

T − t
)2

)

+
σ2

2r

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

exp

(

−1

2

(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)2
)]}

= e−r(T−t)

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

(

σ2

2r
− 1

)

N
(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)

+N
(

dT
t (mt

0)
)

− σ2

2r
N

(

−dT
t (mt

0)
)

+
1

σ
√

2π(T − t)

{(

1 +
σ2

2r

)

exp

(

−1

2
dT

t (mt
0)

2

)

−e−r(T−t)

[

mt
0

St

exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0) − σ
√

T − t
)2

)

+
σ2

2r

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

exp

(

−1

2

(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)2
)]}

.
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To obtain (3.33), it is sufficient to show that

0 =

(

1 +
σ2

2r

)

exp

(

−1

2
dT

t (mt
0)

2

)

−e−r(T−t)

[

mt
0

St

exp

(

−1

2

(

dT
t (mt

0) − σ
√

T − t
)2

)

+
σ2

2r

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

exp

(

−1

2

(

−dT
t (mt

0) +
2r
√

T − t

σ

)2
)]

.

To see this, one can observe that

exp

(

−1

2

(

dT
t (y) − σ

√
T − t

)2
)

= exp

(

−1

2

[

(

dT
t (y)

)2
+ σ2(T − t) − 2dT

t (y)σ
√

T − t
]

)

= exp

(

−1

2

(

dT
t (y)

)2
)

× exp

(

−1

2

[

σ2(T − t) − 2

(

log
St

y
+ (r +

1

2
σ2)(T − t)

)])

= exp

(

−1

2

[

−2 log
St

y
− 2r(T − t)

]

− 1

2

(

dT
t (y)

)2
)

= er(T−t)St

y
exp

(

−1

2

(

dT
t (y)

)2
)

,

and

exp

(

−1

2

(

−dT
t (y) + 2r

√
T − t/σ

)2
)

= exp

(

−1

2

(

dT
t (y)

)2 − 1

2

[

4r2

σ2
(T − t) − 4r

σ
dT

t (y)
√

T − t

])

= exp

(

−1

2

(

dT
t (y)

)2
)

× exp

(

−1

2

[

4r2

σ2
(T − t) − 4r

σ2

(

log
St

y
+ (r +

1

2
σ2)(T − t)

)])

= exp

(

−1

2

(

dT
t (y)

)2
)

× exp

(−2r2

σ2
(T − t) +

2r

σ2
log

St

y
+

2r2

σ2
(T − t) + r(T − t)

)

= er(T−t)

(

St

y

) 2r
σ2

exp

(

−1

2

(

dT
t (y)

)2
)

.
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[Pri96] N. Privault. On the independence of multiple stochastic integrals with
respect to a class of martingales. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math.,
323:515–520, 1996.

[Pro90] Ph. Protter. Stochastic integration and differential equations. A new
approach. Springer-Verlag, Berlin, 1990.

[Pro01] Ph. Protter. A partial introduction to financial asset pricing theory.
Stochastic Process. Appl., 91(2):169–203, 2001.
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3.5 Appendix 1: Lookback Options

We compute strategies for options on extrema and partial Lookback options using
Prop. 3.12.

3.5.1 Options on extrema

Options on extrema calls are similar to ordinary calls, except that the price of the
underlying security at maturity is replaced by the historically highest price of the
underlying security. Then the payoff at maturity is

G = (MT
0 − K)+.

The price Lookt at time t (see for example [Ber98]) is given by

Lookt = EQ[e−r(T−t)(MT
0 − K)+ | Ft]

= StN (dT
t (K)) − e−r(T−t)KN (dT

t (K) − σ
√

T − t)

+e−r(T−t)Stσ
2

2r

[

−
(

St

K

)− 2r
σ2

N
(

dT
t (K) − 2r

√
T − t

σ

)

+ er(T−t)N (dT
t (K))

]

.

if S0 ≤ K, and by

Lookt = EQ[e−r(T−t)(MT
0 − K) | Ft]

= e−r(T−t)
(

M t
0 − K

)

+ StN (dT
t (M t

0)) − e−r(T−t)M t
0N

(

dT
t (M t

0) − σ
√

T − t
)

+e−r(T−t)Stσ
2

2r

[

−
(

St

M t
0

)− 2r
σ2

N
(

dT
t (M t

0) −
2r
√

T − t

σ

)

+ er(T−t)N (dT
t (M t

0))

]

,

otherwise. Therefore by (3.30) and relations (3.34) and (3.34) we have

ηt =

(

1 +
σ2

2r

)

N (dT
t (K)) +

(

1 − σ2

2r

)

e−r(T−t)

(

St

K

)− 2r
σ2

N
(

dT
t (K) − 2r

√
T − t

σ

)

,

if S0 ≤ K, and

ηt =

(

1 +
σ2

2r

)

N (dT
t (M t

0))+

(

1 − σ2

2r

)

e−r(T−t)

(

St

M t
0

)
−2r
σ2

N
(

dT
t (M t

0) −
2r
√

T − t

σ

)

,

otherwise.
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3.5.2 Partial Lookback option

A partial Lookback call option is the right to buy the underlying asset at some
percentage over the historically lowest price. The strike is λmT

0 , where λ ≥ 1 and the
payoff is

G = (ST − λmT
0 )+.

At time t the price Lookt (cf. [Ber98]) in this case is

Lookt = EQ[e−r(T−t)(ST − λmT
0 )+ | Ft]

= StN
(

dT
t (λmt

0)
)

− λmt
0e

−r(T−t)N
(

dT
t (λmt

0) − σ
√

T − t
)

+λe−r(T−t)St
σ2

2r

[

(

St

mt
0

)− 2r
σ2

N
(

−dT
t

(

mt
0

λ

)

+
2r
√

T − t

σ

)

− λ
2r
σ2 er(T−t)N

(

−dT
t

(

mt
0

λ

))]

.

Thus from (3.30) and relations (3.34) and (3.34), we obtain

ηt = N
(

dT
t (λmT

0 )
)

− σ2

2r
λ

2r
σ2 +1N

(

−dT
t

(
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0

λ
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−
(

1 − σ2
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)

e−r(T−t)λ

(

St
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0
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σ2

N
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−dT
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0

λ

)

+
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√

T − t

σ

)

.
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3.6 Appendix 2: Implicit volatility graphs

3.6.1 Poisson case

The following figures are simulated implicit volatility plots for σ as a function of K,
from the classical Black-Scholes function BS(x, T ; r, σ2; K), in a Poisson jump model.
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Figure 3 - σ as a function of K (Poisson case)

The second simulation (Figure 4) uses the same random sample for all values of K:
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Figure 4 - σ as a function of K (Poisson case)
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3.6.2 Azéma martingales

The following curves are obtained respectively for β = −0.5, β = −0.8 and β = −1.
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Figure 5 - σ as a function of K (Azéma martingale with β = −0.5)
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Figure 6 - σ as a function of K (Azéma martingale with β = −0.8)
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Figure 7 - σ as a function of K (Azéma martingale with β = −1)
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3.7 Appendix 3: A stochastic volatility model

Let (Xt)t∈R+ = (X1
t , X2

t )t∈R+ be a bi-dimensional martingale. We consider the system
of structure equations







d[X1
t , X1

t ] = dt + p(Xt−)dX1
t ,

d[X1
t , X2

t ] = 0,
d[X2

t , X2
t ] = dt + q(Xt−)dX2

t , t ∈ R+,
(3.34)

with p(x, y) = ax + by + c and q(x, y) = αx + βy + γ, and X0 = (0, 0). It follows from

Th. 1, Prop. 1 and Prop. 2 of [AÉ96] that if a, β ∈ [−2, 0[ and 0 < bα < aβ that
(3.34) has a unique solution which has the chaos representation property.

Theorem 3.14. (Itô formula) Let (Zt)t∈R+ be a bi-dimensional martingale such that

Zt = Z0 +

∫ t

0

HsdXs, t ∈ R+,

where H = (hij)1≤i,j≤2 is a predictable process. Then for f ∈ C1(R2, R) we have

df(Zt) = Lf (t)dt + U f
p (t)dX1

t + U f
q (t)dX2

t .

where

U f
p (t) =

1

p(Xt−)

(

f(Z1
t− + h11

t p(Xt−), Z2
t− + h21

t p(Xt−)) − f(Z1
t− , Z2

t−)
)

,

U f
q (t) =

1

q(Xt−)

(

f(Z1
t− + h12

t q(Xt−), Z2
t− + h22

t q(Xt−)) − f(Z1
t− , Z2

t−)
)

,

and

Lf (t) =
1

p(Xt−)

(

U f
p (t) − h11

t

∂f

∂x
(Z1

t− , Z2
t−) − h21

t

∂f

∂y
(Z1

t− , Z2
t−)

)

+
1

q(Xt−)

(

U f
q (t) − h12

t

∂f

∂x
(Z1

t− , Z2
t−) − h22

t

∂f

∂y
(Z1

t− , Z2
t−)

)

.

Proof. We proceed as in [É90] which deals with one-dimensional martingales. The
formula holds for f constant and linear. The identity

f(b)g(b)− f(a)g(a) = f(a)(g(b)− g(a))+ g(a)(f(b)− f(a))+ (f(b)− f(a))(g(b)− g(a))

shows that

U fg
p (t) = f(Zt−)U g

p (t) + g(Zt−)U f
p (t) + p(Xt−)U f

p (t)U g
p (t),
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and
U fg

q (t) = f(Zt−)U g
q (t) + g(Zt−)U f

q (t) + q(Xt−)U f
q (t)U g

q (t).

Moreover,

f(b)g(b) − f(a)g(a)

p2(Xt−)
+

f(c)g(c) − f(a)g(a)

q2(Xt−)

= f(a)

(

g(b) − g(a)

p2(Xt−)
+

g(c) − g(a)

q2(Xt−)

)

+ g(a)

(

f(b) − f(a)

p2(Xt−)
+

f(c) − f(a)

q2(Xt−)

)

+
(f(b) − f(a))(g(b) − g(a))

p2(Xt−)
+

(f(c) − f(a))(g(c) − g(a))

q2(Xt−)

implies

Lfg(t) = f(Zt−)Lg(t) + g(Zt−)Lf (t) + U f
p (t)U g

p (t) + U f
q (t)U g

q (t).

Hence

d(f(Zt)g(Zt)) =
(

f(Zt−)Lg(t) + g(Zt−)Lf (t) + U f
p (t)U g

p (t) + U f
q (t)U g

q (t)
)

dt

+
(

f(Zt−)U g
p (t) + g(Zt−)U f

p (t) + p(Xt−)U f
p (t)U g

p (t)
)

dX1
t

+
(

f(Zt−)U g
q (t) + g(Zt−)U f

q (t) + q(Xt−)U f
q (t)U g

q (t)
)

dX2
t

= Lfg(t)dt + U fg
p (t)dX1

t + U fg
q (t)dX2

t .

Consequently the formula holds for polynomial f . The conclusion follows by uniform
approximation of C1

c functions with polynomials.
¤

We consider a risky asset (St)t∈[0,T ] defined by

dSt = σ(Xt−)StdX1
t , t ∈ [0, T ], S0 > 0.

We have from Itô’s formula, for any f ∈ C(R4, R)

df(St, X
1
t , X2

t , t) = U f
p (t)dX1

t + U f
q (t)dX2

t

+Lf (St, X
1
t , X2

t , t)dt +
∂

∂t
f(St, X

1
t , X2

t , t)dt, t ∈ R+,(3.35)

where

Lf (s, x, y, t)

=
f(s + sσ(x, y)p(x, y), x + p(x, y), y, t) − f(s, x, y, t)

p2(x, y)

+
f(s + sσ(x, y)q(x, y)x + q(x, y), y, t) − f(s, x, y, t)

q2(x, y)
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−sσ(x, y)

p(x, y)
∂1f(s, x, y, t) − 1

p(x, y)
∂2f(s, x, y, t) − 1

q(x, y)
∂3f(s, x, y, t).

Since (St)t∈[0,T ] is a martingale under P , the market is arbitrage free. But P is not
the only probability under which (St)t∈[0,T ] is a martingale. It follow that the market
is incomplete. We are looking for a self-financing and adapted strategy that
minimizes the distance between the value VT of the portfolio at the expiration date T
and the payoff (ST −K)+. Let γ = (γt)t∈[0,T ] be a self-financing and adapted strategy.
The value of the portfolio is given by :

Vt = V0 +

∫ t

0

γudSu = V0 +

∫ t

0

γuσ(Xu−)SudX1
u.

From the Markov property there exists a measurable function C such that

C(St, X
1
t , X2

t , t) = E[(ST − K)+ | Ft].

By Itô formula (3.35) and the martingale property of the process
(

E[(ST − K)+ | Ft]
)

t∈[0,T ]
,

we obtain
dC(t, St, X

1
t , X2

t ) = UC
p (t)dX1

t + UC
q (t)dX2

t , t ∈ [0, T ],

where

UC
p (t) =

C(St− + σt−p(Xt−), X1
t− + p(Xt−), X2

t− , t) − C(St− , X1
t− , X2

t− , t)

p(Xt−)
,

UC
q (t) =

C(St− , X1
t− , X2

t− + q(Xt−), t) − C(St− , X1
t− , X2

t− , t)

q(Xt−)
.

Hence

(ST − K)+ = E[(ST − K)+] +

∫ T

0

UC
p (t)dX1

t +

∫ T

0

UC
q (t)dX2

t ,

and C satisfies
{

LC(s, x, y, t) + ∂
∂t

C(s, x, y, t) = 0, (s, x, y, t) ∈]0,∞[×R
2 × [0, T ].

C(ST , X1
T , X2

T , T ) = (ST − K)+,

where

LC(t) =
1

p(Xt−)
UC

p (t) +
1

q(Xt−)
UC

q (t)

− σt−

p(Xt−)
∂1C(St− , X1

t− , X2
t− , t) − 1

p(Xt−)
∂2C(St− , X1

t− , X2
t− , t)

− 1

q(Xt−)
∂3C(St− , X1

t− , X2
t− , t).

The following proposition give us the strategy which minimizes
E[((ST − K)+ − VT )2].
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Proposition 3.15. The strategy (γ̃t)t∈[0,T ] that minimizes E[((ST − K)+ − VT )2] is
given at time t ∈ [0, T ] by

γ̃t =
C(St + σ(X2

t )p(Xt), X
1
t + p(Xt), X

2
t , t) − C(St, X

1
t , X2

t , t)

p(Xt)Stσ(Xt−)
.

Proof. We have:

E[((ST − K)+ − VT )2]

= E

[

(∫ T

0

(UC
p (t) − γtStσ(Xt−))dX1

t

)2
]

+ E

[

(∫ T

0

UC
q (t)dX2

t

)2
]

= E

[∫ T

0

(UC
p (t) − γtStσ(Xt−))2dt

]

+ E

[∫ T

0

(UC
q (t))2dt

]

.

Then the minimum is on (γ̃t)t∈[0,T ], where

γ̃t =
UC

p (t)

Stσ(Xt)
, t ∈ [0, T ].

¤
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Chapitre 4

Computations of price sensitivities

via the Malliavin calculus on

Poisson space

Using the Malliavin calculus on Poisson space we compute Greeks for Asian options
in a market driven by a Poisson process, following a method initiated on the Wiener
space in [FLLLT99]. Numerical simulations are presented for the Delta and Gamma
of digital and standard Asian options, and confirm the efficiency of this approach
compared to classical finite-difference Monte-Carlo approximations of derivatives.1

Key words: Asian options, Poisson process, Malliavin calculus.

1Avec Nicolas Privault (La Rochelle).
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4.1 Introduction

The Malliavin calculus has been recently applied to numerical computations of price
sensitivities in continuous financial markets, cf. [FLLL01], [FLLLT99]. In this paper
we deal with Asian options in a market driven by a Poisson process and present
formulas for the computation of Greeks using a particular version of the Malliavin
calculus on Poisson space. In the jump case there exist two main approaches to the
Malliavin calculus, relying either on finite difference gradients [I88], [NV90], or on
differential operators [Bi83], [CP90]. Finite difference gradients are not appropriate in
our context which requires a chain rule of derivation. We choose to use a version of
the operator introduced in [CP90], [ET93], because it has the derivation property and
its adjoint Poisson stochastic integral, which provides a natural way to make explicit
computations. Given an element w of the Cameron-Martin space H and a smooth
functional F = f(T1, . . . , Tn) of the Poisson process, let

DwF = −
k=n
∑

k=1

wTk
∂kf(T1, . . . , Tn),

cf. [Pr94]. The interest in the operator D is that it admits a closable adjoint δ which
coincides with the compensated Poisson stochastic integral on adapted processes.
The L2 domain of Dw does not contain the value NT at time T of the Poisson process
(cf. [Pr02] for an extension of D to such functionals), which excludes in particular
European claims of the form f(NT ). Nevertheless, functionals of the form

∫ T

0

F (t, Nt)dt (4.1)

do belong to the domain of D provided that F (t, k) ∈ Dom (D), k ∈ N, due to the

smoothing effect of the integral. In particular it turns out that when Sζ
t = F ζ(t, Nt) is

the solution of a differential equation driven by a Poisson process and ζ is the value of
a parameter (initial condition x, interest rate r, or volatility σ), Dw can be applied to
differentiate the value

f

(∫ T

0

Sζ
udu

)

of an Asian option.
Using an integration by parts formula for the gradient D we will compute the
following Greeks for Asians options in discontinuous markets governed by a Poisson
process:

Delta =
∂C

∂x
, Gamma =

∂2C

∂x2
, Rho =

∂C

∂r
, Vega =

∂C

∂σ
,

where

C(ζ) = E

[

f

(∫ T

0

Sζ
udu

)]
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i.e. C(ζ) is the value of an Asian option with price process (Sζ
t )t∈R+ , with respectively

ζ = x, r, σ. When f is not differentiable, no analytic expression is in general available
for such derivatives. We will essentially consider an asset price with dynamic under
the neutral risk probability given by

dSt = rt(Nt)Stdt + σt(Nt)St−(dNt − dt) = αt(Nt)Stdt + σt(Nt)St−dNt, S0 = x,

where αt(k) = rt(k) − σt(k), k ∈ N, and rt(Nt) denotes the interest rate. Although
this paper focuses on the Poisson case, an independent diffusion term can be
introduced in the driving stochastic differential equation as in the complete market
model of [JP02]:

dSt = µtStdt + σtSt−dMt, t ∈ R+,

with

dMt = 1{φt=0}dBt +
φt

αt

(dNt − λtdt) , t ∈ R+, M0 = 0, (4.2)

where µ, σ, φ : R+ −→ R are deterministic bounded functions satisfying 1 + σtφt > 0,
t ∈ R+, and λt = (1 − it)α

2
t /φ

2
t , t ∈ R+. In this way the results of [FLLLT99] on

Wiener space can be coupled to the present approach.
Section 4.2 contains preliminaries on the Malliavin calculus on Poisson space and on
the differentiability of functionals of the form (4.1). In Section 4.3 we present the
integration by parts formula which is the main tool to compute derivatives with
respect to ζ. Market models and numerical simulations are presented in Sections 4.4
and 4.5, where we consider the Delta of a digital option, i.e. f = 1[K,∞[, and the
Gamma of a European option. These simulations show that the Malliavin approach
applied to Asian options in the case of a market driven by a Poisson process is more
efficient than the finite differences method.

4.2 Malliavin Calculus on Poisson space

Let (Nt)t∈R+ be a standard Poisson process on a probability space (Ω,F , P ) and let

Ñt = Nt − t denote the associated compensated process. Let H denote the
Cameron-Martin space

H =

{∫ ·

0

ẇtdt : ẇ ∈ L2(R+)

}

.

Let S denote the set of smooth functionals of the form

F = f(T1, . . . , Tn), f ∈ C1
b (R

n), n ≥ 1,

and let

U =

{

i=n
∑

i=1

Fiui, F1, . . . , Fn ∈ S, u1, . . . , un ∈ H

}

.
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Let D denote the gradient operator

Dwf(T1, . . . , Td) = −
k=d
∑

k=1

wTk
∂kf(T1, . . . , Td).

Given u ∈ U a process of the form

u =
i=n
∑

i=1

Fiui, Fi ∈ S, ui ∈ H,

we also define

DuF =
i=n
∑

i=1

FiDui
F.

This definition extends to u ∈ L2(Ω, H) with the bound

|DuF | ≤ K‖u̇‖L2(R+), a.s.,

where K is a random variable depending on F ∈ S.
The following proposition is well-known, cf. e.g. [CP90], [Pr94], [Pr02].

Proposition 4.1. a) The operator D is closable and admits an adjoint δ such that

E[DuF ] = E[Fδ(u)], u ∈ U , F ∈ S.

b) We have for F ∈ Dom (D) and u ∈ Dom (δ) such that uF ∈ Dom (δ):

δ(uF ) = F

∫ T

0

u̇tdÑt − DuF.

c) Moreover, δ coincides with the compensated Poisson stochastic integral on the
adapted processes in L2(Ω; H):

δ(u) =

∫ ∞

0

u̇tdÑt.

The domain of the closed extension of D is denoted by Dom (D). Given
F : R+ × N × Ω → R we define the partial finite difference operator ∇k as

∇kF (t, k) = F (t, k) − F (t, k − 1).

The following propositions provide derivation rules for the quantities
∫ T

0
F (t, Nt)dt

and
∫ T

0
F (t, Nt)dNt, which appear in the solutions of stochastic differential equations

driven by the Poisson process.
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Proposition 4.2. Assume that F (t, k) ∈ Dom (D), t ∈ R+, k ∈ N. We have

Dw

∫ T

0

F (t, Nt)dt =

∫ T

0

wt∇kF (t, Nt)dNt +

∫ T

0

[DwF ](t, Nt)dt.

Proof. We have

Dw

∫ T

0

F (t, Nt)dt = Dw

∑

k≥0

∫ Tk+1∧T

Tk∧T

F (t, k)dt

= −
∑

l≥1

wTl
1[0,T ](Tl)(F (Tl, l − 1) − F (Tl, l)) +

∑

k≥0

∫ Tk+1∧T

Tk∧T

[DwF ](t, k)dt

=

∫ T

0

wt∇kF (t, Nt)dNt +

∫ T

0

[DwF ](t, Nt)dt.

¤

Proposition 4.3. Assume that F (t, k) ∈ Dom (D), t ∈ R+, and F (·, k) ∈ C1
c ([0, T ]),

k ∈ N. Then

Dw

∫ ∞

0

F (t, Nt)dNt = −
∫ ∞

0

wt∂1F (t, Nt)dNt +

∫ ∞

0

[DwF ](t, Nt)dNt,

where ∂1F (t, k) denotes the derivative with respect to the first variable.

Proof. We have

Dw

∫ ∞

0

F (t, Nt)dNt = Dw

∞
∑

k=1

1[0,T ](Tk)F (Tk, k)

= Dw

∞
∑

k=1

F (Tk, k) = lim
n→∞

Dw

k=n
∑

k=1

F (Tk, k)

= −
∞

∑

k=1

wTk
∂1F (Tk, k) +

∞
∑

k=1

[DwF ](Tk, k)

= −
∫ ∞

0

wt∂1F (t, Nt)dNt +

∫ ∞

0

[DwF ](t, Nt)dNt.

¤

In particular, if v(t) = 0, t > T , then combining Prop. 4.2 and 4.3 we have

DvDw

∫ T

0

F (t, Nt)dt = −
∫ T

0

vt(ẇt∇kf(t, Nt) + wt∂1∇kf(t, Nt))dNt
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+

∫ T

0

vt[Dw∇kF ](t, Nt)dNt

+

∫ T

0

vt∇k[DwF ](t, Nt)dNt +

∫ T

0

[DvDw∇kF ](t, Nt)dt.

4.3 Integration by parts

The following proposition follows from a classical Malliavin calculus argument applied
to the derivation operator D. Let I be an open interval of R.

Proposition 4.4. Let (F ζ)ζ∈I and (Gζ)ζ∈I , be two families of random functionals,
continuously differentiable in Dom (D) in the parameter ζ ∈ I. Let (wt)t∈[0,T ] be a
process satisfying

DwF ζ 6= 0, a.s. on {∂ζF
ζ 6= 0}, ζ ∈ I,

and such that wGζ∂ζF
ζ/DwF ζ is continuous in ζ in Dom (δ). We have

∂

∂ζ
E

[

Gζf
(

F ζ
)]

= E

[

f
(

F ζ
)

δ

(

Gζw
∂ζF

ζ

DwF ζ

)]

+ E
[

∂ζG
ζf

(

F ζ
)]

, (4.3)

for any function f such that f
(

F ζ
)

∈ L2(Ω), ζ ∈ I.

Proof. Assuming that f ∈ C∞
b (R), we have

∂

∂ζ
E

[

Gζf
(

F ζ
)]

= E
[

Gζf ′
(

F ζ
)

∂ζF
ζ
]

+ E
[

∂ζG
ζf

(

F ζ
)]

= E

[

Gζ ∂ζF
ζ

DwF ζ
Dwf

(

F ζ
)

]

+ E
[

∂ζG
ζf

(

F ζ
)]

= E

[

f
(

F ζ
)

δ

(

wGζ ∂ζF
ζ

DwF ζ

)]

+ E
[

∂ζG
ζf

(

F ζ
)]

The extension to square-integrable f can be obtained using the same argument as in
p. 400 of [FLLLT99], using the bound

∣

∣

∣

∣

∂

∂ζ
E

[

Gζfn

(

F ζ
)]

− E

[

f
(

F ζ
)

(

δ

(

Gζw
∂ζF

ζ

DwF ζ

)

+ ∂ζG
ζ

)]∣

∣

∣

∣

≤ ‖f
(

F ζ
)

− fn

(

F ζ
)

‖L2(Ω)

∥

∥

∥

∥

δ

(

Gζw
∂ζF

ζ

DwF ζ

)

+ ∂ζG
ζ

∥

∥

∥

∥

L2(Ω)

,

and an approximating sequence (fn)n∈N of smooth functions.
¤
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Delta, Rho, Vega

The weight δ
(

wGζ ∂ζF ζ

DwF ζ

)

can be computed using Poisson stochastic integrals:

δ

(

wGζ ∂ζF
ζ

DwF ζ

)

= Gζ ∂ζF
ζ

DwF ζ

∫ T

0

ẇtdÑt − Dw

(

Gζ ∂ζF
ζ

DwF ζ

)

= Gζ ∂ζF
ζ

DwF ζ

∫ T

0

ẇtdNt − Gζ Dw∂ζF
ζ

DwF ζ
+ Gζ ∂ζF

ζ

(DwF ζ)2DwDwF ζ − ∂ζF
ζ

DwF ζ
DwGζ .

In particular, the Delta, Rho and Vega can be computed from

∂

∂ζ
E

[

f
(

F ζ
)]

= E

[

f
(

F ζ
)

δ

(

w
∂ζF

ζ

DwF ζ

)]

,

with

δ

(

w
∂ζF

ζ

DwF ζ

)

=
∂ζF

ζ

DwF ζ

∫ T

0

ẇtdNt −
Dw∂ζF

ζ

DwF ζ
+

∂ζF
ζ

(DwF ζ)2DwDwF ζ . (4.4)

In the linear case if F x = xF , then ∂xF
x = F and the weight for the Delta is given by

δ

(

w
∂xF

x

DwF x

)

=
1

x

(

F

DwF

∫ T

0

ẇtdÑt − 1 +
F

(DwF )2DwDwF

)

. (4.5)

Second derivatives

Assume that w ∈ C2
c ([0, T ]). Concerning second derivatives we have

∂2

∂ζ2
E

[

f
(

F ζ
)]

=
∂

∂ζ
E

[

f
(

F ζ
)

δ(Gζw)
]

(4.6)

= E

[

f
(

F ζ
) ∂

∂ζ
δ(Gζw)

]

+ E
[

f
(

F ζ
)

δ
(

δ(Gζw)Gζw
)]

,

with Gζ =
∂ζF ζ

DwF ζ and

δ
(

δ(Gζw)Gζw
)

= Gζδ(Gζw)

∫ T

0

ẇtdÑt − Dw(Gζδ(Gζw))

= Gζδ(Gζw)

∫ T

0

ẇtdÑt − δ(Gζw)DwGζ − GζDw

(

Gζ

∫ T

0

ẇtdÑt − DwGζ

)

=

(

Gζ

∫ T

0

ẇtdÑt − DwGζ

)2

−Gζ

(

DwGζ

∫ T

0

ẇtdÑt + Gζ

∫ T

0

wtẅtdNt − DwDwGζ

)
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=

(

∂ζF
ζ

DwF ζ

∫ T

0

ẇtdÑt +
∂ζF

ζ

(DwF ζ)2DwDwF ζ − Dw∂ζF
ζ

DwF ζ

)2

− ∂ζF
ζ

DwF ζ

((

− ∂ζF
ζ

(DwF ζ)2DwDwF ζ +
Dw∂ζF

ζ

DwF ζ

) ∫ T

0

ẇtdÑt +
∂ζF

ζ

DwF ζ

∫ T

0

wtẅtdNt

−DwDw∂ζF
ζ

DwF ζ
+ 2Dw∂ζF

ζ DwDwF ζ

(DwF ζ)2
+ ∂ζF

ζ DwDwDwF ζ

(DwF ζ)2
− 2∂ζF

ζ (DwDwF ζ)2

(DwF ζ)3

)

,

where ẅt denotes the second derivative of ωt with respect to t.

Gamma

The weight associated to the Gamma is computed with

Gx =
∂xF

x

DwF x
=

F

xDwF
and

∂

∂x
Gx = − 1

x2

F

DwF
,

i.e.

Gamma =
−Delta

x
+ E[f(F ζ)δ (δ(Gxw)Gxw)], (4.7)

with

δ (δ(Gxw)Gxw) =
−Delta

x
+

1

x2

(

F

DwF

∫ T

0

ẇtdÑt − 1 +
F

(DwF )2DwDwF

)2

(4.8)

− F

x2DwF

((

1 − F

(DwF )2DwDwF

) ∫ T

0

ẇtdÑt +
F

DwF

∫ T

0

wtẅtdNt

+F

(

DwDwDwF

(DwF )2
− 2

(DwDwF )2

(DwF )3

)

+
DwDwF

DwF

)

,

with w ∈ C2
c ([0, T ]).

4.4 Market models

In this section we describe two examples of functionals given as solutions of stochastic
differential equations, that can be written under the form F (t, Nt). We first consider
an underlying asset price given under the neutral risk probability by the linear
equation

dSt = rt(Nt)Stdt + σt(Nt)St−(dNt − dt) = αt(Nt)Stdt + σt(Nt)St−dNt, S0 = x,

where αt(k) = rt(k) − σt(k), k ∈ N, and rt(Nt) denotes the interest rate. The
coefficients here may depend not only on time but also on the value of Nt. The next
result is an application of Prop. 4.2. A differentiability hypothesis is required on σ.
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Proposition 4.5. Assume that σ·(k) ∈ C1
b (R+) and σ·(k) > −1, for all k ∈ N. We

have

Dw

∫ T

0

Sudu =

∫ T

0

wtσt(Nt)St−dNt +

∫ T

0

St

∫ t

0

ws∇kαs(Ns)dsdt

+

∫ T

0

St

∫ t

0

σ̇s(Ns)

1 + σs(Ns)
dNsdt.

Proof. We have
St = F (t, Nt),

with

F (t, k) = xe
∫ t
0 αs(Ns)ds

i=k
∏

i=0

(1 + σTi
(i)), (4.9)

∂1F (t, k) = αt(Nt)F (t, k),

∇kF (t, k) = σTk
(k)F (t, k − 1),

and

DwF (t, k) = F (t, k)Dw

∫ t

0

αs(Ns)ds + F (t, k)
i=k
∑

i=1

σ̇Ti
(i)

1 + σTi
(i)

= F (t, k)

∫ t

0

ws∇kαs(Ns)ds + F (t, k)
i=k
∑

i=1

σ̇Ti
(i)

1 + σTi
(i)

,

hence

[DwF ](t, Nt) = F (t, Nt)

∫ t

0

ws∇kαs(Ns)ds + F (t, Nt)

∫ t

0

σ̇s(Ns)

1 + σs(Ns)
dNs.

We conclude using Prop. 4.2.
¤

In the case of constant interest rate and volatility, the price of the underlying asset is
given by

St = xeαt(1 + σ)Nt = f(x, t,Nt), t ∈ [0, T ],

with f(x, t, k) = xeαt(1 + σ)k, t ∈ [0, T ]. Proposition 4.4 can be applied to

F x =

∫ T

0

Stdt =

∫ T

0

f(x, t,Nt)dt,

with

Dw

∫ T

0

Stdt = σ

∫ T

0

wtSt−dNt, (4.10)



Computations of price sensitivities 87

DwDw

∫ T

0

Stdt = −σ

∫ T

0

wt (ẇt + αwt) St−dNt (4.11)

DwDwDw

∫ T

0

Stdt = σ

∫ T

0

wt

(

ẇ2
t + 3αwtẇt + wtẅt

+α2w2
t

)

St−dNt. (4.12)

if w ∈ C2(R+) is such that wt = 0, t ≥ T . Under this assumption the Greeks can be
computed as follows.

Delta

The corresponding weight is obtained from (4.5) and (4.10), (4.11):

1

xσ







∫ T

0
Stdt

∫ T

0
wtSt−dNt

∫ T

0

ẇtdÑt − 1 −
∫ T

0
Stdt

(

∫ T

0
wtSt−dNt

)2

∫ T

0

wt (ẇt + αwt) St−dNt






.

Note that unlike in the Brownian case ([FLLL01], [Ben99]), the weight is not a

function of
(

ST ,
∫ T

0
Sudu

)

.

Gamma

The corresponding weight is given by (4.7) and (4.8), with from (4.10)-(4.12):

δ (δ(Gxw)Gxw) =

1

x2σ2







∫ T

0
Stdt

∫ T

0
wtSt−dNt

∫ T

0

ẇtdÑt − 1 −
∫ T

0
Stdt

(

∫ T

0
wtSt−dNt

)2

∫ T

0

wt (ẇt + αwt) St−dNt







2

−
∫ T

0
Stdt

x2σ
∫ T

0
wtSt−dNt






1 +

∫ T

0
Stdt

σ
(

∫ T

0
wtSt−dNt

)2

∫ T

0

wt (ẇt + αwt) St−dNt







∫ T

0

ẇtdÑt

+

(

∫ T

0
Stdt

)2

x2σ2
(

∫ T

0
wtSt−dNt

)2

∫ T

0

wtẅtdNt

−

(

∫ T

0
Stdt

)2

x2σ
∫ T

0
wtSt−dNt







∫ T

0
wt (ẇ2

t + 3αwtẇt + wtẅt + α2w2
t ) St−dNt

σ
(

∫ T

0
wtSt−dNt

)2
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−2
(
∫ T

0
wt (ẇt + αwt) St−dNt)

2

(

∫ T

0
wtSt−dNt

)2






−

∫ T

0

Stdt

∫ T

0
wt (ẇt + αwt) St−dNt

σ
(

∫ T

0
wtSt−dNt

)2 .

Vega

The Vega of an Asian option with payoff f
(

∫ T

0
Sudu

)

is given by (4.4) and

∂σF
σ =

1

1 + σ

∫ T

0

NtStdt,

Dw∂σF
σ =

1

1 + σ

∫ T

0

wuSu−(1 + Nuσ)dNu.

with DwF σ, DwDwF σ given by (4.10), (4.11).

Rho

The Rho of an Asian option with payoff f
(

∫ T

0
Sudu

)

is given by (4.3) and

∂rF
r =

∫ T

0

tStdt,

Dw∂rF
r = σ

∫ T

0

twtSt−dNt,

with DwF σ, DwDwF σ given by (4.10), (4.11).
Remark

A model with state-dependent coefficients is given by the nonlinear equation

dSt = αt(St)dt + σt(St−)dNt, S0 = x, (4.13)

i.e. on {Nt = k},
St = ΦTk,t(STk

),

and
STk

= ΦTk−1,Tk
(STk−1

)(1 + σTk
ΦTk−1,Tk

(STk−1
)),

where Φs,t is the flow defined by

dxt = αt(xt)dt,

i.e.

Φs,t(x) = x +

∫ t

s

αu(xu)du, xs = x.

Explicit computations are naturally more complex in this model, but still possible.
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4.5 Numerical simulations

We present simulations for the Delta and the Gamma of Asian options, successively
the Delta of a digital option (f = 1[K,∞[):

C(x) = e−rT E

[

1[K,∞[

(

1

T

∫ T

0

Sx
t dt

)]

,

and the Gamma of a standard Asian option (f(x) = (x − K)+):

C(x) = e−rT E

[

(

1

T

∫ T

0

Sx
t dt − K

)+
]

.

We consider a simplified model with constant parameters σ and r. Using
(4.10)-(4.12) we obtain

Dw

∫ T

0

Stdt = xσ

k=NT
∑

k=1

wTk
(1 + σ)k−1eαTk

DwDw

∫ T

0

Stdt = −xσ

k=NT
∑

k=1

wTk
(1 + σ)k−1eαTk (ẇTk

+ αwTk
)

DwDwDw

∫ T

0

Stdt = xσ

k=NT
∑

k=1

wTk
(1 + σ)k−1eαTk

(

ẇ2
Tk

+ 3αwTk
ẇTk

+wTk
ẅTk

+ α2w2
Tk

)

The finite difference method gives Delta as

Delta =
C(x + ǫ) − C(x − ǫ)

2ǫ
.

For the Malliavin approach we take wt = sin(πt/T ) (so that
∫ T

0
ẇtdt = 0), and

T = 500, x = 10, K = 15000, r = 0.009, σ = 0.01, and ǫ = 0.001. The next three
graphs allow two compare both methods. To make comparison easier, the same
simulation has been represented for different sample sizes.
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Figure 1 - 500000 simulations for Delta
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Figure 2 - 3 × 106 simulations for Delta
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Figure 3 - 25 × 106 simulations for Delta

The following is another graph for the Delta, using a different number generator.
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Figure 4 - 180 × 106 simulations for Delta

Figure 4 shows the Gamma. The finite differences are computed via

Gamma =
C(x + ǫ) − 2C(x) + C(x − ǫ)

ǫ2
.
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The Malliavin approach is obtained from (4.6). We take wt = sin(πt/T ), and the
values T = 100, x = 10, K = 30, r = 0.009, σ = 0.01, and ǫ = 0.001.
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Figure 5 - 500000 simulations for Gamma
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Figure 6 - 3 × 106 simulations for Gamma
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Figure 7 - 30 × 106 simulations for Gamma

4.6 Conclusion

The simulation graphs show a faster and better convergence of the Greeks obtained
from the Malliavin method on Poisson space for Asian options in a market with
jumps, compared to the finite difference approximation.
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Séminaire de Probabilités XXIV, volume 1426 of Lecture Notes in
Mathematics, pages 154–165. Springer Verlag, 1990.

[Pr94] N. Privault. Chaotic and variational calculus in discrete and continuous
time for the Poisson process. Stochastics and Stochastics Reports, 51,
pages 83–109, 1994.

[Pr02] N. Privault. Distribution-valued gradient and chaotic decompositions of
Poisson jump times functionals. Publicacions Matemàtiques, 46, pages
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4.7 Appendix 1: delta.c

double expdev(){

double dum;

do dum=genrand();

while (dum == 0.0);

return -log(dum);

}

double ind(float x){

if (x>=0) return 1;

else return 0;

}

main()

{

file *fE,*fD;

int N1,k,n,i;

float t[10000],sk[10000];

float G,DwG,IntS,DwIntS,DDwIntS,Intw;

float T,sigma,r,x,Strike,epsilon;

float EE,DD;

fE=fopen("E","w");

fD=fopen("D","w");

EE=0;DD=0;

T=500;sigma=0.01;r=0.009;x=10;Strike=15000,epsilon=0.001;N1=200000000;

for (k = 1; k <= 1000; k++){sk[k]=pow(1+sigma,k);}

for (n = 1; n <= N1; n++){

t[0]=0;IntS=0;DwIntS=0;DDwIntS=0;Intw=0;

t[1]=t[0]+expdev();k=1;

while (t[k] < T){

IntS=IntS+sk[k-1]*(exp(r*t[k])-exp(r*t[k-1]))/r;

DwIntS=DwIntS+sigma*sin(M_PI*t[k]/T)*sk[k-1]*exp(r*t[k]);

DDwIntS=DDwIntS-sigma*sin(M_PI*t[k]/T)*sk[k-1]*exp(r*t[k])

*(cos(M_PI*t[k]/T)*M_PI/T+r*sin(M_PI*t[k]/T));

Intw=Intw+cos(M_PI*t[k]/T)*M_PI/T;

t[k+1]=t[k]+expdev();

k=k+1;

}

IntS=IntS+sk[k-1]*(exp(r*T)-exp(r*t[k-1]))/r;

G= IntS/DwIntS/x;DwG=(1-(IntS*DDwIntS/pow(DwIntS,2)))/x;

if (IntS*x/T-Strike>0){

EE=EE+G*Intw-DwG;

}
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DD=DD+(ind((x+epsilon)*IntS/T-Strike)

-ind((x-epsilon)*IntS/T-Strike))/2/epsilon;

if (n%1000==0) {

fprintf(fE,"%f\n",exp(-r*T)*EE/n);

fprintf(fD,"%f\n",exp(-r*T)*DD/n);

printf("n=%i,Delta Malliavin=%f, Delta FD=%f\n",n,

exp(-r*T)*EE/n,exp(-r*T)*DD/n);

}

}

fclose(fE);

fclose(fD);

}
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4.8 Appendix 2: gamma.c

double expdev(){

double dum;

do dum=uni();

while (dum == 0.0);

return -log(dum);

}

double max(float x){

if (x>=0) return x;

else return 0;

}

main()

{

file *fgamma,*fmgamma;

int n,N1,k,i;

float IntS,DwIntS,DDwIntS,DDDwIntS,Intw,Intww;

float Eg,E,G,DwG,DDwG,R,DwR;

float t[10000],sk[10000];

float d,T,sigma,r,x,Strike,epsilon;

fgamma=fopen("G","w");

fmgamma=fopen("MG","w");

T=100;sigma=0.01;r=0.009;x=10;Strike=30,epsilon=0.001;N1=200000000;

for (i=0;i<10000;i++) {sk[i]=pow(1+sigma,i);}

E=0;Eg=0;d=0;

for (n=1;n<N1;n++)

{

k=0;t[0]=0;

while (t[k]<T)

{k=k+1;t[k]=t[k-1]+expdev();}
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if (k > 1) {

IntS=0;DwIntS=0;DDwIntS=0;DDDwIntS=0;Intw=0;Intww=0;

for (i=1;i<k;i++)

{

IntS=IntS+(pow(1+sigma,i-1))*(exp(r*t[i])-exp(r*t[i-1]))/r;

DwIntS=DwIntS+sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*sk[i-1]*exp(r*t[i]);

DDwIntS=DDwIntS-sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*sk[i-1]*exp(r*t[i])*

(cos(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T+r*sin(M_PI*t[i]/T));

DDDwIntS=DDDwIntS+sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*sk[i-1]*exp(r*t[i])*

(pow(cos(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T,2)+3*r*sin(M_PI*t[i]/T)*

cos(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T+pow(r*sin(M_PI*t[i]/T),2)

-pow(sin(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T,2));

Intw=Intw+cos(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T;

Intww=Intww-pow(sin(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T,2);

}

IntS=IntS+sk[k-1]*(exp(r*T)-exp(r*t[k-1]))/r;

G=IntS/DwIntS/x;

DwG=(1-IntS*DDwIntS/pow(DwIntS,2))/x;

DDwG=-(DDwIntS/DwIntS+IntS*DDDwIntS/pow(DwIntS,2)

-2*IntS*pow(DDwIntS,2)/pow(DwIntS,3))/x;

R=G*(G*Intw-DwG);

DwR=(G*Intw-DwG)*DwG+G*(Intw*DwG-G*Intww-DDwG);

E=E+exp(-r*T)*max(x*IntS/T-Strike)*(G*Intw-DwG);

Eg=Eg+exp(-r*T)*max(x*IntS/T-Strike)*(R*Intw-DwR);

d=d+exp(-r*T)*(max((x+epsilon)*IntS/T-Strike)+max((x-epsilon)*

IntS/T-Strike)-2*max(x*IntS/T-Strike))/(pow(epsilon,2));

if (n%1000==0) {

fprintf(fgamma,"%f\n",d/n);

fprintf(fmgamma,"%f\n",-E/x/n+Eg/n);

printf("n=%i,Gamma FD:%f,Gamma Malliavin:%f\n",n,d/n,

-E/x/n+Eg/n);

}

}

}

fclose(fgamma);

fclose(fmgamma);

}
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4.9 Appendix 3: rho.c

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#define SIZE 30000;

double max(float x){

if (x>=0) return x;

else return 0;

}

main() {

FILE *frho;

FILE *fmrho;

int n, N1, k, i;

float IntS, DwIntS, DDwIntS, drIntS,

float DwdrIntS, IntSpe,IntSpe;

float G, DwG, Intw, dfRho[SIZE], mlRho[SIZE], t[1000];

float T, sigma, r, x, Strike, epsilon, rh;

T = 500; sigma = 0.007; r = 0.012; x = 10; Strike = 21000;

epsilon = 0.02; delt = 0.001; N1 = 30000;

for (n = 1; n < N1; n++) {

k = 0;

t[0] = 0;

while (t[k] < T) {

k = k+1;

t[k]= t[k-1]+expdev();

}

if (k > 1){

IntS = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntS = IntS+pow(1+sigma,i-1)*(exp(r*t[i])-exp(r*t[i-1]))/r;

DwIntS = 0;

for (i = 1; i<k; i++)

DwIntS = DwIntS+sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*pow(1+sigma,i-1)

*exp(r*t[i]);

DDwIntS = 0;

for (i = 1; i<k; i++)

DDwIntS = DDwIntS-sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*pow(1+sigma,i-1)

*exp(r*t[i])*(cos(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T+r

*sin(M_PI*t[i]/T));
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Intw = 0;

for (i = 1; i<k; i++)

Intw = Intw + cos(M_PI*t[i]/T) * M_PI/T;

drIntS = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

drIntS = drIntS+pow(1+sigma,i-1)*((t[i]-1/r)*exp(r*t[i])

-(t[i-1]-1/r)*exp(r*t[i-1]))/r;

DwdrIntS = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

DwdrIntS = DwdrIntS+t[i]*sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*pow(1+sigma,i-1)

*exp(r*t[i]);

G = drIntS/DwIntS;

DwG = DwdrIntS/DwIntS-drIntS*DDwIntS/pow(DwIntS,2);

L = exp(-r*T)*max(x*IntS/T-Strike)*(G*Intw-DwG-T);

mlRho[n] = ((n-1)*mlRho[n-1]+L)/n;

IntSpe = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntSpe = IntSpe+pow((1+sigma),i-1)*(exp((r+epsilon)*t[i])

-exp((r+epsilon)*t[i-1]))/(r+epsilon);

IntSme = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntSme = IntSme+pow((1+sigma),i-1)*(exp((r-epsilon)*t[i])

-exp((r-epsilon)*t[i-1]))/(r-epsilon);

rh = exp(-r*T)*(max(x*IntSpe/T-Strike)-max(x*IntSme/T-Strike));

dfRho[n] = ((n-1)*dfRho[n-1]+rh)/n;

}

}

frho=fopen("R","w");

fmrho=fopen("MR","w");

for (n = 1; n < N1; n++) {

fprintf(frho,"%f\n",dfRho[n]);

fprintf(fmrho,"%f\n",mlRho[n]);

}

fclose(frho);

fclose(fmrho);

}
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4.10 Appendix 4: vega.c

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#define SIZE 30000;

double max(float x){

if (x>=0) return x;

else return 0;

}

main() {

FILE *fvega;

FILE *fmvega;

int n, N1, k, i;

float IntS, DwIntS, DDwIntS, Intw;

float dsIntS, DwdsIntS, IntSpe, IntSme;

float G, DwG, L, mlVega[SIZE], dfVega[SIZE], t[1000];

float T, sigma, r, x, Strike, epsilon;

T = 500; sigma = 0.007; r = 0.012; x = 10; Strike = 21000;

epsilon = 0.02; delt = 0.001; N1 = 30000;

for (n = 1; n < N1; n++) {

k = 0;

t[0] = 0;

while (t[k] < T) {

k = k+1;

t[k]= t[k-1]+expdev();

}

if (k > 1){

IntS = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntS = IntS+pow(1+sigma,i-1)*(exp(r*t[i])-exp(r*t[i-1]))/r;

DwIntS = 0;

for (i = 1; i<k; i++)

DwIntS = DwIntS+sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*pow(1+sigma,i-1)

*exp(r*t[i]);

DDwIntS = 0;

for (i = 1; i<k; i++)

DDwIntS = DDwIntS-sigma*sin(M_PI*t[i]/T)*pow(1+sigma,i-1)

*exp(r*t[i])*(cos(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T+r

*sin(M_PI*t[i]/T));

Intw = 0;
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for (i = 1; i<k; i++)

Intw = Intw + cos(M_PI*t[i]/T) * M_PI/T;

Intww = 0;

for (i = 1; i<k; i++)

Intww = Intww - pow(sin(M_PI*t[i]/T)*M_PI/T,2);

dsIntS = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

dsIntS = dsIntS+(i-1)*pow(1+sigma,i-2)*(exp(r*t[i])

-exp(r*t[i-1]))/r;

DwdsIntS = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

DwdsIntS = DwdsIntS+(1+i*sigma)*sin(M_PI*t[i]/T)

*pow(1+sigma,i-2)*exp(r*t[i]);

G = dsIntS/DwIntS;

DwG = DwdsIntS/DwIntS-dsIntS*DDwIntS/pow(DwIntS,2);

L = exp(-r*T)*max(x*IntS/T-Strike)*(G*Intw-DwG);

mlVega[n] = ((n-1)*mlVega[n-1]+L)/n;

IntSpe = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntSpe = IntSpe+pow((1+sigma+epsilon),i-1)*(exp(r* t[i])

-exp(r*t[i-1]))/r;

IntSme = 0;

for (i = 1; i < k; i++)

IntSme = IntSme+pow((1+sigma-epsilon),i-1)*(exp(r*t[i])

-exp(r*t[i-1]))/r;

dfVega[n] = exp(-r*T)*(dfVega[n-1]+max(x*IntSpe/T-Strike)

-max(x*IntSme/T-Strike))/2/epsilon;

}

}

fvega=fopen("V","w");

fmvega=fopen("MV","w");

for (n = 1; n < N1; n++) {

fprintf(fvega,"%f\n",dfVega[n]);

fprintf(fmvega,"%f\n",mlVega[n]);

}

fclose(fvega);

fclose(fmvega);

}



Chapitre 5

Un modèle à volatilité stochastique

dirigé par des processus discontinus

Ce chapitre traite le calcul de la stratégie de couverture dans un modèle à volatilité
stochastique dirigé par des processus somme d’un mouvement brownien et d’un
processus de Poisson bi-dimensionnels. L’incomplétude résultant de la considération
d’une volatilité stochastique entrâıne l’existence d’une infinité de mesures martingales
équivalentes. On choisit alors la mesure martingale équivalente minimisant l’entropie
(ou information de Kullback) (cf. par exemple [FS91] ou [M00a], pour la
minimisation de l’entropie dans d’autres modèles). Sous cette dernière on calcule la
stratégie minimisant la variance -cf.[S93] pour cette approche dans un cas discret- par
deux méthodes : une basée sur la formule d’Itô et l’autre sur le calcul de chaotique.

Mots clés : volatilité stochastique, processus discontinus, formule de Clark-Ocone,
entropie, mesure martingale équivalente.
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5.1 Introduction

Les modèles à volatilité stochastique ont été largement étudiés, citons par exemple
[HW87], [Mel98] et [BR94]. Ces modèles ont été introduits dans la littérature
financière afin de répondre à l’effet smile découlant d’un modèle de type
Black-Scholes considérant une volatilité déterministe. Dans [BR94] (ou par exemple
[Re97]) on montre que dans de tels modèles, le problème de l’effet smile est résolu, ce
qui explique leur popularité. La plupart des travaux sur ce thème considèrent des
informations browniennes. Récemment des travaux sur l’estimation des modèles à
volatilité stochastique avec diffusion à sauts ont été introduits cf. par exemple
[CLS00] ou [CGGT99]. Notons que la considération des modèles à sauts n’est pas
récente. La nouveauté est l’étude des modèles à volatilité stochastique avec sauts.
Dans ce chapitre on étudie un modèle à volatilité stochastique où l’actif risqué est
dominé par des processus somme de browniens et de Poisson. On trouve la mesure
martingale équivalente minimisant l’entropie.

Considérons un actif risqué dont la dynamique est décrite par

dSt

St

= µtdt + σ(t, Yt)[a
(1)
t dW

(1)
t + a

(3)
t dM

(1)
t ], t ∈ [0, T ],

S0 = x > 0,

où (Yt)t∈[0,T ] est donné par

dYt = µY
t dt +

2
∑

i=1

σ
(i)
t [a

(i)
t dW

(i)
t + a

(i+2)
t dM

(i)
t ],

Y0 = y ∈ R,

avec W = (W (1),W (2)) un mouvement brownien 2-dimensionnel, M = (M (1),M (2))
un processus de Poisson compensé 2-dimensionnel à composantes indépendantes
d’intensité déterministe (

∫ t

0
λ

(1)
s ds,

∫ t

0
λ

(2)
s ds) et pour 1 ≤ i ≤ 4, a(i) : [0, T ] −→ R est

une fonction déterministe. On suppose que

σ(t, .) 6= 0, et que 1 + σ(t, .)a
(3)
t > 0, t ∈ [0, T ].

Une probabilité Q équivalente à la probabilité historique P est déterminée par sa
densité de Radon-Nikodym par rapport à P

ρT =
2

∏

i=1

exp

(∫ T

0

β(i)
s dW (i)

s − 1

2

∫ T

0

(β(i)
s )2ds

)

exp

(∫ T

0

ln(1 + β(i+2)
s )dM (i)

s

+

∫ T

0

λ(i)
s

[

ln(1 + β(i+2)
s ) − β(i+2)

s

]

ds

)

.
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où (βt)t∈[0,T ] est un processus prévisible à valeurs dans R
4, tel que β(3), β(4) > −1. Si

Q est une mesure martingale équivalente à P alors β(1) et β(3) sont liés par la relation

µt − rt + β
(1)
t a

(1)
t σ(t, Yt) + λ

(1)
t β

(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt) = 0,

voir Prop. 5.6. L’équation précédente montre que β(2) et β(4) sont arbitraires. Il
existe alors une infinité de mesures martingales équivalentes à P . Nous déterminons
alors celle qui minimise l’entropie. Désignons par I(Q,P ) l’entropie relative de Q par
rapport à P , soit

I(Q,P ) = EP

[

dQ

dP
ln

dQ

dP

]

.

Prenons (β̂
(1)
t , β̂

(2)
t , β̂

(3)
t , β̂

(4)
t )t∈[0,T ] tel que

β̂
(2)
t = β̂

(4)
t = 0, β̂

(1)
t =







rt−µt−λ
(1)
t a

(3)
t σ(t,Yt)β̂

(3)
t

σ(t,Yt)a
(1)
t

si a(1) 6= 0,

0 si a(1) = 0,

et β̂
(3)
t est l’unique solution de

λ
(1)
t σ(t, Yt)(a

(3)
t )2x + (a

(1)
t )2σ(t, Yt)

(

x

1 + x

)

− a
(3)
t (rt − µt) = 0,

alors la probabilité Q̂ donnée par sa densité de Radon-Nikodym

2
∏

i=1

exp

(∫ T

0

β̂(i)
s dW (i)

s − 1

2

∫ T

0

(β̂(i)
s )2ds

)

exp

(∫ T

0

ln(1 + β̂(i+2)
s )dM (i)

s

+

∫ T

0

λ(i)
s

[

ln(1 + β̂(i+2)
s ) − β̂(i+2)

s

]

ds

)

,

est la mesure martingale équivalente minimisant I(P,Q), voir Prop. 5.9.

Sous cette mesure, on trouve la stratégie minimisant la variance, en utilisant soit le
calcul d’Itô soit le calcul chaotique. On cherche à trouver la stratégie minimisant la
variance pour un call européen qui porte sur l’actif (St)t∈[0,T ] d’échéance T et de

strike K. Le processus de la valeur du portefeuille est (V̂t)t∈[0,T ]. On obtient par
exemple par le calcul chaotique que la stratégie minimisant la variance

EQ̂

[

(ST − K)+ − V̂T )2
]

,

est donnée par

η̂t =
a

(1)
t E[DW̃ (1)

t F | Ft] + λ
(1)
t (1 + β̂

(3)
t )a

(3)
t E[DN(1)

t F | Ft]

((a
(1)
t )2 + λ

(1)
t (1 + β̂

(3)
t )(a

(3)
t )2)e

∫ T
t rsdsσ(t, Yt)St

.
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Le paragraphe suivant introduit le modèle. Le troisième est consacré à la
détermination d’une mesure martingale équivalente minimisant l’entropie. Dans le
dernier paragraphe, on traite la couverture par minimisation de la variance par le
calcul d’Itô et le calcul de Malliavin.

5.2 Préliminaires

5.2.1 Calcul d’Itô

Soient W = (W (1),W (2)) un mouvement brownien 2-dimensionnel et N = (N (1), N (2))
un processus de Poisson 2-dimensionnel à composantes indépendantes d’intensité
déterministe (

∫ t

0
λ

(1)
s ds,

∫ t

0
λ

(2)
s ds). On travaille dans un espace probabilisé filtré

(Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P ), où Ft est la filtration engendrée par W et N . Dans cette
situation les deux (Ft)t∈[0,T ]-martingales W et N sont indépendantes (cf. par exemple
[IW81]). On désigne par M = (M (1),M (2)) le processus de Poisson compensé donné
par

dM
(i)
t = dN

(i)
t − λ

(i)
t dt, t ∈ [0, T ], i = 1, 2.

Définition 5.1. Soit Γ l’ensemble des processus Ft-prévisibles (γt)t∈[0,T ] à valeurs
dans R

4, tels que

2
∑

i=1

EP

[∫ t

0

(γ(i)
s )2ds

]

+
2

∑

i=1

EP

[∫ t

0

(γ(i+2)
s )2λi

sds

]

< ∞, t ∈ [0, T ]. (5.1)

Dans la suite pour toute semi-martingale X, telle que X0 = 0, E(X)t désigne la
solution unique de

Zt = 1 +

∫ t

0

Zs−dXs. (5.2)

E(X)t est appelée aussi l’exponentielle de Doléans-Dade. On a (voir Th 36. [Pro90])

E(X)t = exp

(

Xt −
1

2
[Xt, Xt]

c

)

∏

s≤t

(1 + ∆Xs) exp(−∆Xs). (5.3)

Remarque 5.2. Notons que pour γ ∈ Γ tel que γ(3), γ(4) > −1 on a pour i = 1, 2

E(γ(i)W (i))t = exp

(∫ t

0

γ(i)
s dW (i)

s − 1

2

∫ t

0

(γ(i)
s )2ds

)

,

E(γ(i+2)M (i))t = exp

(∫ t

0

ln(1 + γ(i+2)
s )dM (i)

s

+

∫ t

0

λ(i)
s

[

ln(1 + γ(i+2)
s ) − γ(i+2)

s

]

ds

)

.
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Les deux lemmes suivants font un rappel de la formule d’Itô (cf. par exemple [Pro90]
dans un cadre plus général) et du théorème de représentation des martingales (cf. par
exemple [J79]).

Lemme 5.3. Soit R = (R1, . . . , Rn) un processus adapté n-dimensionnel, et soit
γ = (γ1, . . . , γn) tel que

γk = (γ(k,1), γ(k,2), γ(k,3), γ(k,4)) ∈ Γ, 1 ≤ k ≤ n.

On considère le processus X = (X1, . . . , Xn) où pour k ∈ {1, . . . , n}, Xk est donné par

dXk
t = Rk

t dt +
2

∑

i=1

γ
(k,i)
t dW

(i)
t +

2
∑

i=1

γ
(k,i+2)
t dM

(i)
t , Xk

0 ∈ R.

Alors pour toute fonction f ∈ C1,2([0, T ] × R), on a

f(t,Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

[

∂f

∂s
(s,Xs−) + 〈Rs,∇f(s,Xs)〉

+
n

∑

k,l=1

1

2

2
∑

i=1

∂2f

∂xkxl
(s,Xs−)γ(k,i)

s γ(l,i)
s

+
n

∑

k=1

2
∑

i=1

λ(i)
s

(

f(s, (X1
s− , . . . , Xk

s− + γ(k,i+2)
s , . . . , Xn

s−)) − f(s,Xs−)

−γ(k,i+2)
s

∂f

∂xk
(s,Xs−)

)]

ds +
∑

k=1

2
∑

i=1

∫ t

0

γ(k,i)
s

∂f

∂xk
(s,Xs)dW (i)

s

+
n

∑

k=1

2
∑

i=1

∫ t

0

(f(s, (X1
s− , . . . , Xk

s− + γ(k,i+2)
s , . . . , Xn

s−)) − f(s,Xs−))dM (i)
s .

Lemme 5.4. Soit Z = (Zt)t∈[0,T ] une Ft-martingale. Alors il existe un processus
prévisible γ ∈ Γ tel que Z admet la représentation

dZt =
2

∑

i=1

γ
(i)
t dW

(i)
t +

2
∑

i=1

γ
(i+2)
t dM

(i)
t , t ∈ [0, T ]. (5.4)

5.2.2 Le modèle

On suppose que le marché est composé de deux actifs: un risqué, sur lequel porte une
option européenne du type Call et un autre actif sans risque. L’échéance est T et le
prix d’exercice est K. Le prix de l’actif sans risque est donné par

dAt = rtAtdt, t ∈ [0, T ],
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A0 = 1,

où rt est une fonction déterministe désignant le taux d’intérêt. On suppose que le
prix de l’actif risqué a une volatilité stochastique et que sa dynamique vérifie

dSt

St

= µtdt + σ(t, Yt)[a
(1)
t dW

(1)
t + a

(3)
t dM

(1)
t ], t ∈ [0, T ],

S0 = x > 0, (5.5)

où (Yt)t∈[0,T ] est donné par

dYt = µY
t dt +

2
∑

i=1

σ
(i)
t [a

(i)
t dW

(i)
t + a

(i+2)
t dM

(i)
t ],

Y0 = y ∈ R,

avec pour 1 ≤ i ≤ 4, a(i) : [0, T ] −→ R est une fonction déterministe. On suppose que

σ(t, .) 6= 0, et que 1 + σ(t, .)a
(3)
t > 0, t ∈ [0, T ].

On a

St = x exp

(∫ t

0

a(1)
s σ(s, Ys)dW (1)

s +

∫ t

0

(µs − a(3)
s λ(1)

s σ(s, Ys) −
1

2
(a(1)

s )2σ2(s, Ys))ds

)

×
k=Nt
∏

k=1

(1 + a
(3)

T
(1)
k

σ(T
(1)
k , Y

T
(1)
k

)),

0 ≤ t ≤ T , où (T
(1)
k )k≥1 désigne les temps de sauts de (N

(1)
t )t∈[0,T ].

5.2.3 Changement de probabilité

Soit Q une probabilité équivalente à P , d’après le théorème de Radon-Nikodym il
existe une variable aléatoire FT -mesurable que l’on note ρT = dQ

dP
et telle que

Q(A) = EP [ρT 1A] A ∈ P(Ω),

avec ρT strictement positive P -p.s (car Q est équivalente à P ). De plus

EP [ρT ] = EP [ρT 1Ω] = 1. (5.6)

Considérons la martingale ρ = (ρt)t∈[0,T ] définie par

ρt = EP [ρT | Ft] = EP

[

dQ

dP
| Ft

]

.
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Définition 5.5. Soit H l’ensemble des mesures martingales Q équivalentes (M.M.E.)
à P i.e Q ∈ H si et seulement si Q ≃ P et les prix actualisés sont des Q-martingales.

Proposition 5.6. Soit Q ∈ H. Alors il existe un processus prévisible à valeurs dans
R

4 tel que β(3), β(4) > −1 et la densité de Radon-Nikodym de Q par rapport à P est
donnée par

ρT =
2

∏

i=1

E(β(i)W (i))TE(β(i+2)M (i))T

=
2

∏

i=1

exp

(∫ T

0

β(i)
s dW (i)

s − 1

2

∫ T

0

(β(i)
s )2ds

)

exp

(∫ T

0

ln(1 + β(i+2)
s )dM (i)

s

+

∫ T

0

λ(i)
s

[

ln(1 + β(i+2)
s ) − β(i+2)

s

]

ds

)

. (5.7)

De plus β(1) et β(3) sont liés par la relation

µt − rt + β
(1)
t a

(1)
t σ(t, Yt) + λ

(1)
t β

(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt) = 0. (5.8)

Preuve. On suit par exemple [Bel99] pour le cas d’un modèle dirigé par des
diffusions mixtes où la volatilité est déterministe. Par le théorème de représentation
des martingales Lemme 5.4, il existe un processus prévisible (γt)t∈[0,T ] ∈ Γ tel que

dρt =
2

∑

i=1

γ
(i)
t dW

(i)
t +

2
∑

i=1

γ
(i+2)
t dM

(i)
t , t ∈ [0, T ]. (5.9)

On a P (ρt > 0, t ∈ [0, T ]) = 1, en posant β := γ
ρ
, on a

dρt

ρt

=
2

∑

i=1

β
(i)
t dW

(i)
t +

2
∑

i=1

β
(i+2)
t dM

(i)
t = dXt, t ∈ [0, T ],

(5.7) s’obtient par (5.3). D’autre part (e−
∫ t
0 rsdsSt)t∈[0,T ] est une Q-martingale ce qui

est équivalent à dire que (e−
∫ t
0 rsdsStρt)t∈[0,T ] est une P -martingale. Par la formule

d’intégration par partie [Pro90], on a

d(e−
∫ t
0 rsdsStρt) = ρtd(e−

∫ t
0 rsdsSt) + e−

∫ t
0 rsdsStdρt + d[e−

∫ t
0 rsdsSt, ρt],

avec

d[e−
∫ t
0 rsdsSt, ρt] = β

(1)
t a

(1)
t σ(t, Yt)dt + β

(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt)dN

(1)
t ,

=
(

β
(1)
t a

(1)
t σ(t, Yt) + λ

(1)
t β

(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt)

)

dt
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+β
(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt)dM

(1)
t .

Donc

d(e−
∫ t
0 rsdsStρt) = ρtSte

−
∫ t
0 rsds

[

(µt − rt + β
(1)
t a

(1)
t σ(t, Yt) + λ

(1)
t β

(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt))dt

+ (β
(1)
t + σ(t, Yt)a

(1)
t )dW

(1)
t + β

(2)
t dW

(2)
t

+
(

σ(t, Yt)a
(3)
t + β

(3)
t (1 + σ(t, Yt)a

(3)
t )

)

dM
(1)
t + β

(4)
t dM

(2)
t

]

.

Donc Q est une mesure martingale équivalente à P si et seulement si

µt − rt + β
(1)
t a

(1)
t σ(t, Yt) + λ

(1)
t β

(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt) = 0.

¤

On remarque qu’il n’existe pas de restriction sur β(2) et β(4), ce qui signifie que si
H 6= ∅, alors H contient une infinité de M.M.E. à P .

Définition 5.7. Soit ΓH l’ensemble des processus prévisibles β à valeurs dans R
4, tel

que la derivée de Radon-Nikodym ρT donnée par (5.7), définit une M.M.E. Qβ ∈ H,
i.e

ΓH = {β = (β(1), β(2), β(3), β(4)) prévisible; µt−rt+β
(1)
t a

(1)
t σ(t, Yt)+λ

(1)
t β

(3)
t a

(3)
t σ(t, Yt) = 0}.

Désormais on note une M.M.E. Q dans H par Qβ où β ∈ ΓH. Soit β ∈ ΓH et soient
les processus W̃ = (W̃ (1), W̃ (2)) et M̃ = (M̃ (1), M̃ (2)) où pour i = 1, 2

W̃
(i)
t = W

(i)
t −

∫ t

0

β(i)ds, t ∈ [0, T ],

M̃
(i)
t = M

(i)
t −

∫ t

0

λ(i)
s β(i+2)

s ds, t ∈ [0, T ],

Par le théorème de Girsanov (cf. [J79]) W̃ est un Qβ-mouvement brownien
2-dimensionnel et M̃ est une Qβ-processus de Poisson compensé. La représentation
de (St)t∈[0,T ] sous Qβ est

dSt

St

= rtdt + σ(t, Yt)[a
(1)
t dW̃

(1)
t + a

(3)
t dM̃

(1)
t ], t ∈ [0, T ],

S0 = x > 0, (5.10)

et (Yt)t∈[0,T ] vérifie

dYt =

(

µY
t +

2
∑

i=1

σ
(i)
t [a

(i)
t β

(i)
t + λ

(i)
t β

(i+2)
t a

(i+2)
t ]

)

dt (5.11)

+
2

∑

i=1

σ
(i)
t [a

(i)
t dW̃

(i)
t + a

(i+2)
t dM̃

(i)
t ],

Y0 = y ∈ R.
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5.3 Mesure martingale équivalente minimisant

l’entropie

Le vecteur
(

µt−rt

a
(1)
t σ(t,Yt)

, 0, 0, 0
)

∈ ΓH définit une M.M.E. à P , donc H 6= ∅, et H contient

une infinité de M.M.E. à P . On choisit celle minimisant l’entropie relative. On
désigne par I(Qβ, P ) l’entropie relative de Qβ par rapport à P . Pour Qβ ∈ H, on a

I(Qβ, P ) = EP

[

dQβ

dP
ln

dQβ

dP

]

.

Notre but est de minimiser I(P,Qβ) sous H. On a

I(P,Qβ) = EQβ

[

dP

dQβ
ln

dP

dQβ

]

= −EP

[

ln
dQβ

dP

]

.

Donc le problème est de trouver β̂ qui réalise

I(P,Qβ̂) = min
β∈ΓH

−EP

[

ln
dQβ

dP

]

. (5.12)

Lemme 5.8. Le problème de minimisation (5.12) est équivalent à minimiser

(µt − rt + λ
(1)
t a

(3)
t β

(3)
t σ(t, Yt))

2 − 2σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2λ

(1)
t

[

ln(1 + β
(3)
t ) − β

(3)
t

]

−2σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2λ

(2)
t

[

ln(1 + β
(4)
t ) − β

(4)
t

]

,

sous tous les vecteurs β =
(

µt−rt+λ
(1)
t a

(3)
t σ(t,Yt)β

(3)
t

σ(t,Yt)a
(1)
t

, 0, β(3), β(4)
)

∈ ΓH.

Preuve. Soit Qβ ∈ H. En utilisant (5.7), on a

I(P,Qβ) = −EP

[

ln
dQβ

dP

]

= EP

[

∫ T

0

2
∑

i=1

1

2
(β

(i)
t )2 − λ

(i)
t

[

ln(1 + β
(i+2)
t ) − β

(i+2)
t

]

dt

]

= EP

[

∫ T

0

G(βt)

2σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2

dt

]

,

où β ∈ ΓH, et G est la fonction définie par

G(βt) = 2σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2

(

1

2
(β

(1)
t )2 +

1

2
(β

(2)
t )2 − λ

(1)
t

[

ln(1 + β
(3)
t ) − β

(3)
t

]
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−λ
(2)
t

[

ln(1 + β
(4)
t ) − β

(4)
t

])

, t ∈ [0, T ].

Pour t fixé, on a par (5.8)

G(βt) = (µt − rt + λ
(1)
t a

(3)
t σ(t, Yt)β

(3)
t )2 + σ2(t, Yt)(a

(1)
t )2(β

(2)
t )2

−2σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2λ

(1)
t

[

ln(1 + β
(3)
t ) − β

(3)
t

]

−2σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2λ

(2)
t

[

ln(1 + β
(4)
t ) − β

(4)
t

]

, t ∈ [0, T ].

Le lemme est déduit du fait que β
(2)
t n’apparâıt que dans le terme

σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2(β

(2)
t )2 qui est toujours positif, et donc β

(2)
t doit être nul.

¤

Proposition 5.9. Soit (β̂
(1)
t , β̂

(2)
t , β̂

(3)
t , β̂

(4)
t )t∈[0,T ] ∈ ΓH, avec

β̂
(2)
t = β̂

(4)
t = 0, β̂

(1)
t =







rt−µt−λ
(1)
t a

(3)
t σ(t,Yt)β̂

(3)
t

σ(t,Yt)a
(1)
t

si a(1) 6= 0,

0 si a(1) = 0,

et β̂
(3)
t est l’unique solution de

λ
(1)
t σ(t, Yt)(a

(3)
t )2x + (a

(1)
t )2σ(t, Yt)

(

x

1 + x

)

− a
(3)
t (rt − µt) = 0, (5.13)

alors la probabilité Q̂ donnée par sa densité de Radon-Nikodym

2
∏

i=1

E(β̂(i)W (i))TE(β̂(i+2)M (i))T ,

est la M.M.E. minimisant I(P,Q).

Preuve. D’après le Lemme 5.8, il suffit de minimiser la fonction
F :] − 1,∞[×] − 1,∞[−→ R qui à (x, y) fait correspondre

F (x, y) = (µt − rt + λ
(1)
t a

(3)
t σ(t, Yt)x)2

−2σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2λ

(1)
t [ln(1 + x) − x]

−2σ2(t, Yt)(a
(1)
t )2λ

(2)
t [ln(1 + y) − y] , t ∈ [0, T ].

On calcule les valeurs x̂ et ŷ qui annulent les deux dérivées partielles de F . On vérifie
que ŷ = 0 et que x̂ est solution de l’équation (5.13) et est unique puisque la fonction

x −→ 2(λ
(1)
t )2σ2(t, Yt)(a

(3)
t )2x + 2(a

(1)
t )2λ

(1)
t σ2(t, Yt)

x

1 + x
+ 2λ

(1)
t σ(t, Yt)a

(3)
t (µt − rt),
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est strictement croissante de ] − 1,∞[−→ R. D’autre part, les dérivées partielles
secondes de F sont

F
′′

x2 = 2(λ
(1)
t )2σ2(t, Yt)(a

(3)
t )2 + 2(a

(1)
t )2λ

(1)
t σ2(t, Yt)

1

(1 + x)2
,

F
′′

y2 = 2(λ
(2)
t )2σ2(t, Yt)(a

(1)
t )2 1

(1 + y)2
,

F
′′

xy = 0.

Pour finir, on vérifie que les valeurs des dérivées secondes de F au point (x̂, ŷ)
satisfont

(F
′′

xy(x̂, ŷ))2 − F
′′

x2(x̂, ŷ)F
′′

y2(x̂, ŷ) < 0 et F
′′

x2(x̂, ŷ) > 0,

donc F admet un minimum local strict en (x̂, ŷ). Notons que les limites de F aux
bords tendent vers +∞, ce qui assure que le minimum est global.

¤

5.4 Couverture par la minimisation de la variance

On travaille avec la M.M.E. minimisant l’entropie Q̂. Le prix du Call européen est
alors donné par

EQ̂

[

e−
∫ T

t rsds(ST − K)+ | Ft

]

, t ∈ [0, T ].

On cherche une stratégie Ft-adaptée (ζ̂t, η̂t)t∈[0,T ] qui minimise

EQ̂

[

((ST − K)+ − V̂T )2
]

. (5.14)

ζ̂t, η̂t désignent respectivement le nombre d’actions sans et avec risque détenues en
portefeuille. On suppose que la stratégie est autofinançante. La valeur du portefeuille
est

V̂t = ζ̂tAt + η̂tSt.

En utilisant la condition d’autofinancement on obtient

V̂T = V̂0e
∫ T
0 rsds +

∫ T

0

e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)η̂tSt[a
(1)
t dŴ

(1)
t + a

(3)
t dM̂

(1)
t ]. (5.15)

5.4.1 Couverture par la formule d’Itô

Proposition 5.10. Considérons un Call européen basé sur un actif risqué de
processus de prix (St)t∈[0,T ] donné par (5.5) et un actif sans risque de prix
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(

exp
(

∫ t

0
rsds

))

t∈[0,T ]
, alors sous la probabilité minimisant l’entropie Q̂ définie par

Prop. 5.9, la stratégie minimisant la variance (5.14) est

η̂t =
a

(1)
t L(1)(t, St, Yt) + λ

(1)
t (1 + β̂

(3)
t )a

(3)
t L(3)(t, St, Yt)

((a
(1)
t )2 + λ

(1)
t (1 + β̂

(3)
t )(a

(3)
t )2)e

∫ T
t rsdsσ(t, Yt)St

. (5.16)

où

L(1)(t, x, y) = xa
(1)
t σ(t, y)∂xĈ(t, x, y) + σ

(1)
t a

(3)
t ∂yĈ(t, x, y)

L(2)(t, x, y) = σ
(2)
t a

(4)
t ∂yĈ(t, x, y)

L(3)(t, x, y) = Ĉ
(

t, x, y + σ
(1)
t a

(3)
t

)

+ Ĉ
(

t, x(1 + σ(t, y)a
(3)
t ), y

)

− 2Ĉ(t, x, y)

L(4)(t, x, y) = Ĉ
(

t, x, y + σ
(1)
t a

(3)
t

)

− Ĉ(t, x, y),

avec Ĉ : [0, T ]×]0,∞[×R −→ R, définie par

Ĉ(t, x, y) =

EQ̂

[

e(−
∫ T

t rsds)

(

x +

∫ T

t

Ssrsds +

∫ T

t

Ssσ(s, Ys)[a
(1)
s dW̃ (1)

s + a(3)
s dM̃ (1)

s ] − K

)+
]x=St

y=Yt

.

Preuve. Soit g : [0, T ]×]0,∞[×R −→ R, une fonction qui admet des dérivées
partielles d’ordre 2 continues en x et y et d’ordre 1 continue en t. On a par la
propriété de Markov

EQ̂

[

e(−
∫ T

t rsds)g(ST ) | Ft

]

= EQ̂

[

e(−
∫ T

t rsds)g

(

x +

∫ T

t

Ssrsds +

∫ T

t

Ssσ(s, Ys)[a
(1)
s dW̃ (1)

s + a(3)
s dM̃ (1)

s ]

)]x=St

y=Yt

= Ĉ(t, x, y),

où
Ĉ : [0, T ]×]0,∞[×R −→ R,

est une fonction qui admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues en x et y et
d’ordre 1 continue en t. En appliquant à Ĉ la formule d’Itô (Lemme 3.14), on a

dĈ(t, St, Yt) = U(t, St, Yt)dt +
2

∑

i=1

L(i)(t, St, Yt)dŴ
(i)
t +

2
∑

i=1

L(i+2)(t, St, Yt)dM̂
(i)
t ,

avec pour (t, x, y) ∈ [0, T ]×]0,∞[×R

U(t, x, y) = ∂tĈ(t, x, y) +

(

µY
t +

2
∑

i=1

σ
(i)
t

[

a
(i)
t β̂

(i)
t + λ

(i)
t β̂

(i)
t a

(i+2)
t

]

)

∂yĈ(t, x, y)
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+rtx∂xĈ(t, x, y) +
1

2

[(

(σ
(1)
t a

(1)
t )2 + (σ

(2)
t a

(2)
t )2

)

∂yyĈ(t, x, y)

+2(a
(1)
t )2σ(t, y)σ

(1)
t ∂xyĈ(t, x, y) + (xa

(1)
t σ2(t, y)∂xxĈ(t, x, y)

]

+
2

∑

i=1

λ
(i)
t

[

Ĉ
(

t, x, y + σ
(i)
t a

(i+2)
t

)

− Ĉ(t, x, y) − σ
(i)
t a

(i+2)
t ∂yĈ(t, x, y)

]

+λ
(1)
t

[

Ĉ
(

t, x(1 + σ(t, y)a
(3)
t ), y

)

− Ĉ(t, x, y) − xσ(t, y)a
(3)
t ∂xĈ(t, x, y)

]

.

et les L(i), 1 ≤ i ≤ 4 sont celles de la Prop. 5.10. Par la propriété martingale du

processus
(

EQ̂

[

e−
∫ T

t rsds)g(ST ) | Ft

])

t∈[0,T ]
, on a

U(t, x, y) = 0, ∈ [0, T ] × R
+ × R,

avec la condition terminale
Ĉ(T, ST , YT ) = g(ST ).

En approchant la fonction x 7→ (x − K)+ par une suite de fonctions (fn)n∈N dans C2
b

convergeant simplement et telle que |fn(x)| ≤ (x − K)+, et |f ′
n(x)| ≤ 2, x ∈ R, n ∈ N,

on obtient l’existence d’une fonction -qu’on note par abus de langage Ĉ- telle que

(ST − K)+ = Ĉ(T, ST , YT )

= E[(ST − K)+] +
2

∑

i=1

∫ T

0

L(i)(t, St, Yt)dŴ
(i)
t +

2
∑

i=1

∫ T

0

L(i+2)(t, St, Yt)dM̂
(i)
t .

Donc par (5.15) et l’équation précédente, on a

EQ̂

[

(ST − K)+ − V̂T )2
]

= EQ̂

[

(∫ T

0

(

L(1)(t, St, Yt) − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)η̂tSta
(1)
t

)

dŴ
(1)
t

)2

+

(∫ T

0

L(2)(t, St, Yt)dŴ
(2)
t

)2

+

(∫ T

0

L(4)(t, St, Yt)dM̂
(2)
t

)2

+

(∫ T

0

(

L(3)(t, St, Yt) − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)η̂tSta
(3)
t

)

dM̂1(t)

)2
]

= EQ̂

[∫ T

0

f(η̂t)dt

]

,

où

f(x) = (L(2)(t, St, Yt))
2 + λ

(2)
t (1 + β̂

(4)
t )(L(4)(t, St, Yt))

2
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+
(

L(1)(t, St, Yt) − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)xSta
(1)
t

)2

+λ
(1)
t (1 + β̂

(3)
t )

(

L(3)(t, St, Yt) − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)xSta
(3)
t

)2

.

On a

f
′

(x) = −2e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)Sta
(1)
t

(

L(1)(t, St, Yt) − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)xSta
(1)
t

)

−2λ
(1)
t (1 + β̂

(3)
t )e

∫ T
t rsdsσ(t, Yt)Sta

(3)
t

(

L(3)(t, St, Yt) − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)xSta
(3)
t

)

,

f
′′

(x) = 2
(

e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)St

)2 (

(a
(1)
t )2 + (a

(3)
t )2λ

(1)
t (1 + β̂

(3)
t )

)

. (5.17)

Remarquons que par (5.17) la fonction f est convexe. Le minimum est la solution de
f

′

(x) = 0. Par suite la stratégie minimisant la variance est donnée par (5.16).
¤

5.4.2 Couverture par la formule de Clark-Ocone

Le calcul de Malliavin permet d’obtenir une stratégie de couverture en utilisant la
formule de Clark-Ocone. Pour i = 1, 2 on désigne par DŴ (i)

le gradient dans la
direction Ŵ (i) et par DN(i)

le gradient dans la direction N (i), on a:

Proposition 5.11. (Formule de Clark-Ocone)

Soit F ∈ ⋂2
i=1(Dom (DŴ (i)

) ∩ Dom (DN(i)
)). Alors on a

F = EQ̂[F ] +
2

∑

i=1

∫ T

0

EQ̂[DŴ (i)

t F | Ft]dŴ
(i)
t +

2
∑

i=1

∫ T

0

EQ̂[DN(i)

t F | Ft]dM̂
(i)
t .

Proposition 5.12. La stratégie minimisant la variance (5.14) du modèle considéré
dans la Prop. 5.10 est

η̂t =
a

(1)
t E[DW̃ (1)

t (ST − K)+ | Ft] + λ
(1)
t (1 + β̂

(3)
t )a

(3)
t E[DN(1)

t (ST − K)+ | Ft]

((a
(1)
t )2 + λ

(1)
t (1 + β̂

(3)
t )(a

(3)
t )2)e

∫ T
t rsdsσ(t, Yt)St

.

Preuve. Par la formule de Clark appliquée à (ST − K)+ et (5.15) on a

EQ̂

[

(ST − K)+ − V̂T )2
]

=

EQ̂

[

(∫ T

0

(

E[DŴ (1)

t (ST − K)+ | Ft] − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)η̂tSta
(1)
t

)

dŴ
(1)
t

)2

+

(∫ T

0

EQ̂[DŴ (2)

t (ST − K)+ | Ft]dŴ
(2)
t

)2

+

(∫ T

0

EQ̂[DN(2)

t (ST − K)+ | Ft]dM̂
(2)
t

)2
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+

(∫ T

0

(

EQ̂[DN(2)

t (ST − K)+ | Ft] − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)η̂tSta
(3)
t

)

dM̂1(t)

)2
]

= EQ̂

[∫ T

0

f(η̂t)dt

]

,

où

f(x) = (EQ̂[DŴ (2)

t (ST − K)+ | Ft])
2 + λ

(2)
t (1 + β̂

(4)
t )(E[DN(2)

t (ST − K)+ | Ft])
2

+
(

EQ̂[DŴ (1)

t (ST − K)+ | Ft] − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)xSta
(1)
t

)2

+λ
(1)
t (1 + β̂

(3)
t )

(

EQ̂[DN(1)

t (ST − K)+ | Ft] − e
∫ T

t rsdsσ(t, Yt)xSta
(3)
t

)2

.

f est convexe, le minimum est la solution de f
′

(x) = 0.
¤

Cas brownien

On suppose que a
(1)
t = a

(2)
t = 1 et que a

(3)
t = a

(4)
t = 0. Dans ce cas le processus de prix

(St)0≤t≤T dépend seulement d’informations browniennes. Sous la M.M.E. minimisant

l’entropie Q̂, (St)0≤t≤T est donné par

St = x exp

(∫ t

0

(

rs −
σ2(s, Ys)

2

)

ds +

∫ t

0

σ(s, Ys)dŴ (1)
s

)

,

avec

Yt = y +

∫ t

0

(

µY
s + σ(1)

s

rs − µs

σ(s, Ys)

)

ds +

∫ t

0

σ(1)
s dŴ

(1)
t +

∫ t

0

σ(2)
s dW (2)

s .

Proposition 5.13. on a

DŴ (1)

t (ST − K)+ = 1{ST >K}ST

(

σ(t, Yt) +

∫ T

t

∂σ

∂y
(s, Ys)D

Ŵ (1)

s YtdŴ (1)
s

−
∫ T

t

σ(s, Ys)
∂σ

∂y
(s, Ys)D

Ŵ (1)

t Ysds

)

(5.18)

où

DŴ (1)

t Ys = σ
(1)
t exp

(

−
∫ s

t

σ(1)
u

ru − µu

σ2(u, Yu)
du

)

s ∈ [t, T ]. (5.19)

Preuve. Par la propriété de dérivation de Dt et la Prop. 2.15 on a

DŴ (1)

t (ST − K)+ =
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1{ST >K}ST

(

DŴ (1)

t

∫ T

0

(

rs −
σ2(s, Ys)

2

)

ds + DŴ (1)

t

∫ T

0

σ(s, Ys)dŴ (1)
s

)

= 1{ST >K}ST

(

−
∫ T

t

DŴ (1)

t

σ2(s, Ys)

2
ds +

∫ T

t

DŴ (1)

t σ(s, Ys)dŴ (1)
s + σ(t, Yt)

)

,

ce qui donne (5.18). Concernant la deuxième dérivée, on a pour 0 ≤ t ≤ s ≤ T

DŴ (1)

t Ys =

∫ s

t

DŴ (1)

t

(

µY
u + σ(1)

u

ru − µu

σ(u, Yu)

)

du + σ
(1)
t

= σ
(1)
t −

∫ s

t

σ(1)
u

ru − µu

σ2(u, Yu)
DŴ (1)

t Yudu,

Remarquons qu’alors pour t fixé dans [0, T ], (DŴ (1)

t Ys)s∈[t,T ] vérifie une équation
différentielle dans la solution est (5.19).

¤

Cas Poisson

Dans ce cas (St)0≤t≤T dépend seulement du processus de Poisson avec a
(3)
t = a

(4)
t = 1

et a
(1)
t = a

(2)
t = 0. Sous Q̂, la dynamique de (St)0≤t≤T est alors

St = x exp

(∫ t

0

(

µs +
rs − µs

σ(s, Ys)
ln(1 + σ(s, Ys))

)

ds +

∫ t

0

ln(1 + σ(s, Ys))dM̂ (1)
s

)

,

pour t ∈ [0, T ]. Le processus (Yt)t∈[0,T ] est donné par

Yt = y +

∫ t

0

(

µY
s + σ(1)

s

rs − µs

σ(s, Ys)

)

ds +

∫ t

0

σ(1)
s dM̂

(1)
t +

∫ t

0

σ(2)
s dM (2)

s .

Proposition 5.14. on a

DM̂(1)

t (ST − K)+ =

−(ST − K)+ +

(

exp

{

∫ T

t

[

µs +
rs − µs

σ(s, Ys + σ
(1)
t )

ln(1 + σ(s, Ys + σ
(1)
t ))

]

ds

+

∫ T

t

ln(1 + σ(s, Ys + σ
(1)
t ))dM̂ (1)

s

}

× St(1 + σ(t, Yt + σ
(1)
t )) − K

)+

(5.20)

Preuve. On a

DM̂(1)

t (ST − K)+ = (ST (ω + 1[t,T ]) − K)+ − (ST (ω) − K)+,

avec

ST (ω + 1[t,T ]) = x exp

(∫ t

0

[

µs +
rs − µs

σ(s, Ys(ω + 1[t,T ]))
ln(1 + σ(s, Ys(ω + 1[t,T ])))

]

ds
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+

∫ t

0

ln(1 + σ(s, Ys(ω + 1[t,T ])))dM̂ (1)
s

)

× exp

(∫ T

t

[

µs +
rs − µs

σ(s, Ys(ω + 1[t,T ]))
ln(1 + σ(s, Ys(ω + 1[t,T ])))

]

ds

+

∫ T

t

ln(1 + σ(s, Ys(ω + 1[t,T ])))dM̂ (1)
s

)

× (1 + σ(t, Yt(ω + 1[t,T ]))),

or

Yt(ω + 1[t,T ]) = Yt + σ
(1)
t , t ∈ [0, T ],

Ys(ω + 1[t,T ]) =

{

Ys si s ∈ [0, t[,

Ys + σ
(1)
t si s ∈ [t, T ],

ce qui donne (5.20)
¤
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125



126 Bibliographie récapitulative
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définition, 32

131



132

multidimensionnelles, 21

martingales
équations de structure
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CONTRIBUTIONS À l’ÉTUDE DES MARCHÉS DISCONTINUS PAR LE

CALCUL DE MALLIAVIN

Résumé

La constatation que les prix des actifs boursiers sautent brusquement a conduit à étudier des
modèles de marchés avec sauts. Cette thèse va dans cette direction.
On y considère des marchés dirigés par des martingales normales qui ont la propriété de
représentation chaotique: les martingales vérifiant une équation de structure déterministe, la
martingale d’Azéma, etc. On trouve des stratégies de couverture pour les options européennes,
asiatiques et Lookback soit par la formule d’Itô, soit par la formule de Clark-Ocone selon la plus
appropriée.
L’application du calcul de Malliavin au calcul des Greeks est traitée pour les options asiatiques dans
le cas d’un marché dirigé par un processus de Poisson.
On traite aussi de couverture dans un modèle à volatilité stochastique avec sauts où le prix de l’actif
risqué est dirigé par un processus somme d’un mouvement brownien et d’un processus de Poisson
2-dimensionnels. Le marché est incomplet et il existe une infinité de mesures martingales
équivalentes. On minimise l’entropie pour choisir telle mesure. Sous celle-ci on calcule la stratégie
minimisant la variance.

Mots clés: Martingales normales, calcul chaotique, formule de Clark-Ocone, options européennes,
options asiatiques, options Lookback, couverture, modèle à volatilité stochastique avec sauts, Greeks.

CONTRIBUTIONS TO THE STUDY OF DISCONTINUOUS MARKETS

VIA THE MALLIAVIN CALCULUS

Abstract

We consider markets driven by normal martingales which have the chaotic representation property,
e.g.: martingales satisfying a deterministic structure equation, Azéma martingales. Replicating
hedging strategies for European, Asian and Lookback options are explicitly computed using either
the Clark-Ocone formula or an extension of the Delta-hedging method, depending on which is most
appropriate.
Using the Malliavin calculus on Poisson space we compute Greeks for Asian options in a market
driven by a Poisson process.
We also consider a stochastic volatility model with jumps where the underlying asset price is driven
by process sum of a 2-dimensional Brownian motion and Poisson process. The market is incomplete
and there exists an infinity of equivalent martingale measures. We minimize the entropy to choose
such a measure, under which we determine the strategy minimizing the variance.

Key words: Normal martingales, chaotic calculus, Clark-Ocone formula, European options, Asian
options, Lookback options, hedging, stochastic volatility model with jumps, Greeks.
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