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Introduction

Qu’entend-on par "matériau granulaire"

Largement répandus dans notre environnement naturel, les matériaux granulaires ap-
paraissent aussi au centre de nombreuses activités économiques : le traitement de la ma-
tiére en grains mobiliserait 10% des moyens énergétiques mis en ceuvre sur la planéte [66].
Ils interviennent dans de nombreux domaines industriels, de ’industrie pharmaceutique
a la construction en passant par 'industrie agro-alimentaire.

Sable s’écoulant dans un sablier, grains de blés stockés en silo, champs d’icebergs
bloquant le détroit de Béring, ces matériaux forment une famille extrémement vaste dont
les échelles de taille s’étendent sur plusieurs ordres de grandeurs. Cependant, malgré leur
importante diversité, leurs propriétés mécaniques restent remarquablement semblables.

Le vocable matériau granulaire désigne un systéme composé d’un grand nombre de
particules macroscopiques au sens ot ’agitation thermique kg7 (kp étant la constante de
Boltzmann et 7" la température ambiante) est négligeable devant les variations d’énergie
potentielle ppgd* (pp et d étant respectivement la densité et la taille typique du grain et
g la constante de gravité). Pour des matériaux usuels, cette hypothése est vraie dés que
d est grand devant 1 pm.

Suivant la taille d des grains, on adopte différentes dénominations [31]. On parle de
poudres lorsque d est inférieur & 100 um. L’interaction des grains avec le fluide environnant
est alors importante et ne peut étre négligée. Lorsque d devient plus grand que 100 um, le
comportement du matériau est dominé par les interactions grains/grains. On parle alors
de solides granulaires. Les physiciens considérent souvent des matériaux granulaires secs
et non cohésifs, quand les forces d’attraction entre grains (capillaires ou électrostatiques)
sont négligeables. Dans ce dernier cas, les interactions sont répulsives et a courte portée.

Dans ce mémoire, nous ne considérerons que des matériaux granulaires secs et non
cohésifs.

Quelques propriétés remarquables

Pour des matériaux granulaires secs et non cohésifs, les mécanismes régissant les in-
teractions entre deux grains sont relativement bien connus. Ces matériaux présentent
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pourtant un certain nombre de comportements encore mal compris. Ils se situent souvent
a cheval entre solide et liquide : comme un solide, ils peuvent supporter une surface libre
inclinée, mais, quand cette inclinaison devient trop forte, ils s’écoulent par avalanches
successives. Cet écoulement reste localisé dans une fine couche en surface, la plupart du
matériau restant statique. Cette dualité solide/liquide se retrouve aussi dans la répartition
des forces dans un tas de sable. Cette répartition est trés hétérogene : ’observation de
grains photoélastiques [55] mis sous contraintes révéle ainsi I’existence de chaines de grains
- vottes - le long desquelles les forces se propagent préférentiellement. Le réseau formé
par ces chaines permet au matériau de supporter des contraintes de cisaillement sans se
déformer, les autres grains se comportant comme un fluide interstitiel [165|. Par ailleurs,
le matériau apparait trés sensible & la moindre perturbation extérieure : une variation de
température de quelques degrés engendre d’importantes fluctuations dans la transmission
d’ondes sonores [120] ou sur la pression exercée sur les parois d’un récipient [26].

Qu’est ce qui rend la physique de tels matériaux si compliquée ? Au premier abord, il
s’agit simplement d’une assemblée de grains dont le comportement individuel est connu
depuis fort longtemps. Par ailleurs, le nombre élevé de particules devrait permettre I’appli-
cation des méthodes développées par la physique statistique. Les empilements granulaires
différent cependant des états classiques de la matiére (solide, liquide, gaz) sur un certain
nombre de points. Citons d’abord ’absence compléte d’agitation thermique. L’empilement
peut se retrouver gelé dans une multitude d’états métastables, ce qui explique notamment
la stabilité d’un tas de sable. Citons ensuite les mécanismes de dissipation. Ainsi, les colli-
sions entre grains ne restituent qu'une partie de I’énergie cinétique impliquée initialement.
On parle de collisions inélastiques. Quand le matériau est dense, la source de dissipation
principale devient le frottement solide entre grains. Les grains possédent alors plusieurs
voisins et forment un réseau de contacts, ce qui génére une certaine frustration sur la rota-
tion des grains. La friction est ainsi mobilisée en permanence et dissipe de maniére efficace
I’énergie cinétique des grains. D’une maniere générale, cette dissipation augmente considé-
rablement avec le nombre de contacts et de collisions entre grains. Pour s’en convaincre, il
suffit de comparer le rebond d’une bille seule lachée sur le sol avec celui d’un sac de billes.
Un empilement de grains va donc rapidement se figer dés qu’on arréte de le solliciter.
Notons enfin que les contacts entre grains suivent des lois fortement non linéaires. Tous
les ingrédients nécessaires a des comportements complexes sont donc réunis.

La matiére en grains présente par ailleurs la particularité de pouvoir étre étudiée expé-
rimentalement & la fois a ’échelle du grain et a 1’échelle de I’empilement. Elle représente
en ce sens un outil privilégié de la physique statistique pour étudier la transition du micro-
monde au macro-monde. C’est dans ce contexte que nous avons réalisé nos expériences
dont la caractéristique majeure est de permettre la comparaison des comportements in-
dividuels des grains & ceux de I'empilement.

Grille de lecture

Au cours de ce travail, nous nous sommes intéressés a deux propriétés caractéristiques



des matériaux granulaires : leur capacité a s’écouler en surface sous certaines conditions
et leur particularité de se réarranger tout en restant apparemment immobiles lorsqu’on
les soumet & une petite perturbation. L’étude est avant tout expérimentale. Nous avons
considéré des empilements de billes identiques, métalliques, de taille millimétrique, de
facon a pouvoir négliger I'influence du fluide environnant d’une part et les forces de co-
hésion d’autre part. Notre systéme d’étude peut donc étre vu comme un systéme modéle
de matériaux granulaires secs et non cohésifs.

Le présent mémoire est organisé en deux parties suivies d’une conclusion générale.
Dans la premiére partie, nous étudierons les écoulements de surface. Nous commencerons
par rappeler dans le premier chapitre quelques résultats expérimentaux et théoriques sur la
stabilité d’un tas et la physique des écoulements. Nous présenterons et justifierons ensuite
dans le deuxiéme chapitre notre dispositif expérimental. Dans le troisiéme chapitre, nous
chercherons a obtenir une description continue des écoulements de surface. Nous verrons
que cette description pose un certain nombre de questions sur le comportement collectif
des billes. Nous nous placerons dans le quatriéme chapitre & une échelle plus microscopique
et nous intéresserons aux champs de vitesse et de densité a I’échelle de la bille.

Dans la deuxiéme partie, nous étudierons les réarrangements internes engendrés par
une faible perturbation. Dans le premier chapitre, nous exposerons les observations ex-
périmentales et les interprétations théoriques mettant en avant ces réarrangements. Nous
les étudierons a travers des mesures de conductivité électrique. Les raisons de ce choix
et le dispositif expérimental seront présentés dans le deuxiéme chapitre. Les observations
expérimentales et leurs implications seront présentées dans le troisiéme chapitre. Dans
le quatriéme chapitre de la deuxiéme partie, nous nous intéresserons aux réarrangements
internes engendrés par une perturbation beaucoup plus importante, a savoir I’ajout d’une
surcharge localisée en surface. Nous reprendrons pour cela le montage expérimental de la
premiére partie et le modifierons en conséquence. Cette étude nous permettra de discuter
les différentes approches proposées pour décrire la répartition des contraintes dans un
empilement granulaire.
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Premiére partie

Ecoulements de surface






Chapitre 1

Contexte et motivation

L’une des particularités les plus frappantes des matériaux granulaires est leur com-
portement intermédiaire entre solide et liquide : ces systémes peuvent en effet s’écouler
comme des liquides, mais aussi se bloquer et résister a des contraintes extérieures. Malgré
des enjeux industriels et géophysiques importants, les écoulements granulaires sont encore
mal compris. Deux grands problémes se posent.

Le premier concerne le déclenchement des avalanches. Quels sont les phénoménes phy-
siques qui régissent la stabilité d’un talus? Comment démarre une avalanche ? Est-ce par
nucléation, par glissement superficiel d’une couche d’épaisseur finie ? Quels sont les méca-
nismes élémentaires responsables de la stabilité d’un tas? Quelques éléments de réponse
ont été apportés ces derniéres années. Ils sont présentés dans la section 1.1.

Le second probléme concerne I’écoulement lui-méme. Le cadre le plus utilisé pour
décrire ces écoulements est celui fourni par la mécanique des milieux continus. Il ne per-
met cependant pas de rendre compte d’un certain nombre d’observations. Comment par
exemple expliquer, pour certaines géométries, la localisation des déformations dans des
bandes de cisaillement dont la largeur est de I'ordre de quelques diamétres de grains,
indépendante de la taille du systéme ? Ces questions sont abordées dans la section 1.2.

Nous expliquons enfin les raisons qui nous ont poussés a étudier expérimentalement
les écoulements de surface.

1.1 Stabilité d’un tas de sable

1.1.1 Angles de démarrage et de repos

Quoi de plus commun qu’un tas de sable! Il présente pourtant un certain nombre
de caractéristiques assez frappantes. Contrairement & un liquide, un matériau granulaire

7



CHAPITRE 1. CONTEXTE ET MOTIVATION

F1G. 1.1 — Fouilles archéologiques sur le futur emplacement du synchrotron Soleil : les tas de terre
extraits forment des cones remarquablement reproductibles d’angle voisins de 30 °.

peut supporter une surface libre inclinée. Pour un matériau sec, et non cohésif, il est
cependant impossible d’incliner verticalement ® celle-ci : les tas de sable ou de terre ne
peuvent pas former de talus possédant une pente plus grande qu’un certain angle critique
(cf. figure 1.1) variant de 20° & 40° suivant le matériau et la géométrie du tas.

L’observation attentive de la formation d’un tas montre en fait qu’il n’existe pas un
mais plutot deuzx angles critiques. Prenons le cas d'un empilement granulaire de surface
libre initialement horizontale et inclinons le progressivement. Dés que I’angle d’inclinaison
dépasse un certain angle critique, dit angle de démarrage et que nous désignerons par la
suite 044, une avalanche se produit : le matériau s’écoule en surface, ce qui réduit la
pente du tas. Cet écoulement s’arréte dés que I’angle d’inclinaison devient inférieur & un
autre angle critique, appelé angle d’arrét 0,,. La différence entre ces deux angles, appelée
angle de relazation 6 = Osyqry — Os10p, varie typiquement de 2° a 5°.

La construction du talus résulte de la succession de tels événements. On congoit ai-
sément qu’il y ait une certaine indétermination sur la valeur de 'angle de talus si on ne
connait pas [’histoire de celui-ci : une avalanche est-elle sur le point de se produire ? Ou
au contraire vient-elle de se produire? Suivant les cas, la valeur de ’angle du tas sera
différente, comprise entre Oy, €t Ogart-

Quelle est la nature de la transition vers ’écoulement de surface? Les expériences
de Daerr et Douady (1999) [53, 51| apportent quelques éléments de réponse. Ceux-ci
perturbent un empilement granulaire statique & une inclinaison donnée en ajoutant une

'Humidifier le sable, i.e. autoriser des forces de tension entre grains par l'intermédiaire de forces
capillaires, permet d’obtenir des surfaces libres verticales. Cette propriété est bien connue des enfants
batisseurs de chateaux de sable.
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quantité de grains M variable sur la surface. Quand la surface libre fait un angle 6 < 0y,
avec I'horizontale, le tas est dynamiquement stable : toute perturbation relaxe trés rapi-
dement. Si maintenant 6 est compris entre 8y, €t Ogt4,¢, 0N Observe la mise en mouvement
d’une couche superficielle quand M est supérieure & un certain seuil M (#) décroissant
avec 6 pour s’annuler quand 6 = 6,,+. Ce type de scénario est la signature d’une transition
sous critique (voir figure 1.2). Notons cependant que ces expériences ont été effectuées sur
une couche de sable peu épaisse versée sur un plan rugueux. Les effets de fond peuvent
étre trés importants 2. Ils peuvent tout & fait gouverner la nature de la transition. Par
conséquent, on peut difficilement extrapoler au cas de couches épaisses.

Pour un matériau donné dans une géomeétrie donnée, ces angles fluctuent légérement
autour de leurs valeurs moyennes. La statistique des avalanches a été étudiée dans de
nombreuses expériences |71, 94, 87, 145|. La taille et la durée des avalanches suivent
une distribution de type gaussienne centrée sur une valeur typique. La détermination
expérimentale de ces distributions a permis d’invalider un certain nombre d’interprétations
théoriques, notamment celle proposée par Bak et al. (1987) [18, 19] qui considéraient le
tas de sable comme un paradigme de systéeme critique auto-organisé.

La valeur des deux angles 0y, €t 0544,+ dépend bien entendu de la nature et de la forme
des grains, mais aussi de la méthode de préparation de I’empilement [83, 52|, de la présence
ou non d’un fluide interstitiel |3, 20, 191], de la présence ou non d’un confinement [83, 80|
et, pour des couches statiques peu épaisses, de la rugosité du socle et de I’épaisseur du
matériau |53]. Le lien entre ces angles et ces différents paramétres est encore loin d’étre
clair.

1.1.2 Premiére interprétation : frottement de Coulomb

La premiére interprétation de I'existence d’un angle de talus a été donnée par Coulomb
(1776) |50]. Celui-ci propose une analogie avec le frottement solide : deux nappes granu-
laires peuvent glisser I'une par rapport a ’autre quand l'intensité de la force tangentielle
T = \ﬂ exercée par la nappe supérieure sur la nappe inférieure dépasse un certain seuil
T, proportionnel a la force normale N = |]\7 | maintenant les deux nappes en contact :
T. = uN ou u est le coefficient de friction. Les intensités T et N sont toutes deux pro-
portionnelles au poids dmg de la nappe supérieure ou g est la gravité. Leur rapport est
donc indépendant de ce poids et vaut : T/N = tanf ou 6 est I’angle d’inclinaison de la
surface libre (cf figure 1.3). L’empilement reste alors statique tant que T/N < pu, c’est
a dire tant que 6 est inférieur & un certain angle ® appelé angle de friction interne du
matériau, défini par tan ® = p.

Pour des solides usuels, on peut généralement distinguer deuz coefficients de frotte-
ment. Les nappes restent statiques tant que 7'/N reste inférieur au coefficient de friction

2En particulier, la valeur des deux angles 8y,,¢ et Ost0p dépend fortement de ’épaisseur de grains
initialement versés.
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Paramétre d' ordre

\
l N
empilement statique S

A

estop Ogar [

F1G. 1.2 — Mise en mouvement de la couche superficielle, transition sous critique (d’aprés Daerr [51]) :
la branche en mouvement cesse d’exister quand 6 < 64,,. La branche statique disparait quand 6 > @44r¢.
Pour O,40p < 0 < O440rt, On observe tantét une mise en mouvement, tantot pas suivant que le point de
départ est d’un coté ou de autre de la perturbation seuil (en pointillé).

F1G. 1.3 — Angle de talus et friction de Coulomb. Si on découpe la surface du tas en nappes successives
et que ’on considére que leur mise en mouvement obéit aux lois de friction solide d’Amontons-Coulomb,
I’angle de talus du tas est égal 4 ’angle de friction interne ® défini comme p = tan ®, y étant le coefficient

de friction interne du matériau.
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statique us; = tan @y, 1.e. tant que f < &,. Une fois en mouvement, un corps solide subit
une force de frottement dynamique caractérisée par un coefficient de friction dynamique
W = pq inférieur a pg. Le mouvement relatif de deux plaques adjacentes s’arréte donc dés
que T/N = pq = tan g4, c’est a dire dés que § < ®,4. On peut donc faire correspondre les
deux angles Ozqrt €t 6510, aux deux angles de friction solides @ et @4 [33].

1.1.3 Dilatance et métastabilité

L’interprétation de Coulomb permet de rendre compte trés simplement non seulement
d’un angle de talus non nul, mais aussi de la bistabilité d’un tas et de I'existence des deux
angles Oy, €t 054, Son interprétation microscopique est cependant loin d’étre claire.
L’interprétation la plus directe serait d’associer ce coeflicient de friction macroscopique
au frottement microscopique entre grains. Pourtant un empilement de grains parfaitement
lisses - sous réserve que la premiére couche soit maintenue fixe - peut lui aussi suppor-
ter une surface libre inclinée [126|. La friction grain/grain n’est donc pas nécessaire a
I’existence d’angles de talus.

V, V>V,

F1G. 1.4 — Principe de dilatance de Reynolds : pour que la couche supérieure puisse se déplacer par
rapport a la couche inférieure, elle doit pouvoir passer au dessus des billes de la couche inférieure, ce qui
engendre une augmentation du volume

Des grains mis en tas sont génériquement dans une situation métastable : ils devraient
tous étre en contact avec le socle de maniére a minimiser leur énergie potentielle. D’oul
vient cette métastabilité 7 Un premier élément vient de la rigidité des grains : chaque grain
se retrouve piégé dans un creux formé par ceux constituant la nappe inférieure. Chacun de
ces creux représente un puits d’énergie potentielle dans I’espace des configurations dans
lequel le systéme granulaire peut se piéger. Comme les particules sont macroscopiques,
I’agitation thermique est négligeable. D’autre part la friction entre les grains et le fait que
les chocs soient inélastiques rendent la dissipation d’énergie trés efficace. Par conséquent,
une fois piégé dans un des états métastables, le systéme y reste tant qu’on ne lui fournit
pas suffisamment d’énergie pour désimbriquer ses grains. L’expérience de Jaeger et al. [94]

11
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semble corroborer cette interprétation. Les auteurs montrent en effet que ’angle de repos
d’un tas soumis a une vibration décroit lentement au cours du temps.

Les mémes raisons d’encombrement obligent un empilement fortement compacté a se
dilater lorsqu’on le déforme (cf. figure 1.4). Ce principe dit principe de dilatance, présenté
pour la premiére fois par Reynolds en 1885 [176], autorise une interprétation microscopique
de I'angle de relaxation § : pour que les grains initialement immobiles puissent bouger
lorsqu’ils sont dans 1’état métastable, 'empilement doit se dilater. Cette dilatation en-
gendre 1’écart § observé avant que les nappes supérieures se mettent a couler. Intéressons
nous maintenant & l'arrét d’une avalanche. Cette dilatation n’est plus nécessaire puisque
les grains sont déja en mouvement. L’angle d’arrét correspond donc a 6 = 0.

1.1.4 Du grain au tas

Trois ingrédients microscopiques semblent donc nécessaires pour expliquer la mise en
tas d’un sable : la gravité, permettant de définir une énergie potentielle, la rigidité des
grains, autorisant l'existence de minima locaux dans le paysage en énergie, et la dissi-
pation, permettant de piéger le systéme granulaire dans ces minima. Sont-ils suffisants ?
L’expérience de Quartier et al. [164] apporte un élément de réponse : ceux-ci ont étudié
le mouvement d’un cylindre unique sur une rangée de cylindres identiques fixes. Suivant
I’inclinaison # de la rangée, trois régimes distincts peuvent étre observés :

— quand # est supérieur a un premier angle critique assimilé & 6,4+, le cylindre ne peut
rester immobile et est continuellement accéléré. Cet angle est purement géométrique
et dépend uniquement de la taille et de la forme du piége.

— quand 6 est inférieur & un deuxiéme angle critique, assimilé a 6,,, tout mouvement
du cylindre est freiné. La valeur de cet angle résulte de la compétition entre 1’énergie
potentielle acquise entre deux chocs et I’énergie dissipée & chaque choc, la différence
devant étre supérieure a ’énergie minimale permettant de sortir d’un piége.

— quand 0 est compris entre 0y, et 0544, le cylindre initialement immobile reste sans
mouvement. Si maintenant on lui communique une vitesse non nulle, il sera accéléré
ou freiné jusqu’a atteindre une vitesse limite constante dépendant de 6.

Cette expérience modéle, particuliérement simple, permet de mesurer la vitesse ins-
tantanée du cylindre, et par conséquent son accélération, puis la force exercée sur celui-ci.
L’existence des deux angles est reliée a trois ingrédients : gravité, dissipation et rigidité.
Cela peut laisser penser que la stabilité d’un tas est contrélée par ces trois mécanismes.

1.1.5 Modélisations proposées
Actuellement, aucune théorie ab initio n’arrive a décrire les comportements "avalan-
cheux" dans les matériaux granulaires. Plusieurs modéles, plus ou moins phénoménolo-

giques, ont cependant été proposés.
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1.1. STABILITE D’UN TAS DE SABLE

En 1987, Bak et al. [18, 19] ont proposé un modéle d’automate cellulaire pour décrire
ces avalanches : Le tas est modélisé comme un réseau discret de colonnes de grains. Les
régles d’évolution de 'automate sont les suivantes :

(i) la différence de hauteurs entre deux colonnes adjacentes ne peut dépasser un certain

seuil sans que la colonne la plus haute ne s’écroule.

(ii) quand la colonne s’écroule, elle déstabilise d’autres grains et les entraine dans sa

chute.

Des grains sont ajoutés aléatoirement sur ces colonnes et on regarde 1’évolution du tas.
Celui-ci converge vers un état critique, ou I’ajout d’un seul grain peut déclencher des ava-
lanches arbitrairement grandes, distribuées en loi de puissance. Les auteurs ont baptisé ce
comportement de criticalité auto-organisée. Cette modélisation ne permet pas de rendre
compte de I'existence des deux angles Oy, €t 05404 Elle a été invalidée par plusieurs ex-
périences |71, 94| qui ont montré que la statistique sur la taille et la durée des avalanches
étaient incompatibles avec les prédictions de ce type de modélisation. Ce concept semble
cependant intervenir dans de nombreux phénoménes physiques comme les tremblements
de terre [34], les fluctuations boursiéres [156|, voire dans les matériaux granulaires, mais
dans ce dernier cas, ce serait plutot les réarrangements internes [41, 134, 111| qui pour-
raient étre décrits par ce type de concept.

Bouchaud et al. (1994) [24, 25| ont par la suite proposé de considérer deux populations
de grains, mobiles et statiques, de hauteurs respectives R et H. L’évolution de la hauteur
H de la phase statique est décrite par :

O _ _ p (a_H _ 90> (1.1)

ot le terme de droite traduit ’abrasion de la phase statique pour 0H/dz ~ 6(z) > 0, et
l'accrétion pour 0H/0x ~ 0(x) < 6. L’évolution de R est donnée par :

=v—+D—+vR|— -6

OR OR 0’R 0H (1.2)
ot or 0x2 or )

ol le premier terme décrit une advection a vitesse v constante des grains et le deuxiéme
terme, terme de diffusion, permet de prendre en compte les fluctuations de vitesse au-
tour de la valeur moyenne v. Ce modéle considére un seul angle critique #, mais permet
cependant de rendre compte de I'existence des deux angles distincts Oy, €t Os4qr¢ @ Un
paquet localisé de grains roulant & un point z donné sera amplifié dans le référentiel se
déplacant a vitesse v avec le front de l'avalanche si 0 > 60,. Cet angle est assimilé & 0.
Cependant, R augmente au point initial z uniquement si I’instabilité croit plus vite qu’elle
n’est advectée, c’est a dire quand 6 > 6y + v?/4D~. Cet angle est alors assimilé & 04,

Dans la vision de Bouchaud et al., 'existence des deux angles est donc la conséquence
d’une transition convective-absolue, ce qui semble en désaccord avec les observations ex-
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CHAPITRE 1. CONTEXTE ET MOTIVATION

périmentales de Daerr et Douady présentées précédemment. Rappelons cependant que
ces observations ont été effectuées dans des conditions ou les effets de fond peuvent étre
dominants.

De Gennes (1995) a par la suite proposé une version amendée de ce modéle [57]. 11
propose de supprimer le terme de diffusion dans I’équation 1.2 et d’interpréter le démarrage
d’une avalanche par un processus de nucléation : lorsque ’empilement est statique, les
grains de surface sont piégés dans les rugosités de la couche sous-jacente. Ce piégeage
est modélisé par un puits de potentiel U(f). Les grains sont par ailleurs soumis & un
bruit mécanique, de provenances diverses, caractérisé par une température effective Tey.
En conséquence, I’épaisseur de grains roulants R,,. engendrée continuellement par cette
nucléation s’écrit :

_U®) )
ke

Ryua = exp( (1.3)

et un nombre de grains significatif, ¢.e. une avalanche, se met en mouvement dés que
0 = 0, o0 U(0y,) = kTs5. O, est alors assimilé & 04+ Dans cette interprétation, Osiqes
est donc complétement décorrélé de la dynamique des écoulements et ne dépend que de
la géométrie des pieges et du bruit ambiant, ce qui est compatible avec les observations
de Jaeger et al. [94] sur I'influence des vibrations. L’angle d’arrét 6y, reste, quant a lui,
assimilé & 6.

Une derniére description a été récemment proposée par Douady et al. (1999) [62].
Ceux ci modélisent la force exercée par la phase statique sur la couche en mouvement
comme une force de friction avec un coefficient de friction effectif pesr(R,6) (R et 0
gardent la méme signification que dans le modéle de Bouchaud et al.) dont la forme
permet de rendre compte d’une transition sous critique (cf. figure 1.5). Ce coefficient de
friction dynamique a par la suite été intégré a des descriptions de type Saint-Venant des
écoulements de surface. Le modéle obtenu permet alors de reproduire qualitativement et
quantitativement de nombreuses observations expérimentales [51, 8, 39].

1.2 Grains en écoulement

La stabilité des tas et le déclenchement des avalanches suscitent un certain nombre de
questions. La physique des écoulements développés reste également loin d’étre parfaite-
ment comprise.
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tan 93 1
tan 6,

tan 0,

;UV

F1G. 1.5 — Coefficient de friction u(R,#) proposé par Douady et al. pour rendre compte de la transition
sous critique vers ’écoulement de surface (d’aprés [62, 51]). R est I’épaisseur de la couche en mouvement
et § 'angle local de la séparatrice statique/roulant. Les quatres courbes correspondent & quatres valeurs
fixées de 6. La composante tangentielle de la force exercée JF par le lit statique sur la tranche élémentaire
de phase roulante (masse dm) s’écrit : §F = dm(gsin @ — pg cosf) ou g est la gravité. Le signe de §F est
donc donné par tan 8 — p(R,§). On part d’'un cas ou R = 0 et on regarde le signe de 6 F' quand R devient
non nul. Plusieurs cas se présentent. Si tané < tan 6y, (cas 61), pour tout R > 0, §F < 0, le systéme
tend donc & relaxer vers R = 0. Il n’y aura pas d’écoulement de surface. Si tan 00, < tan < tangqre,
(cas 02 et 03) pour R < R., on a 6F < 0 et donc pas d’écoulement. Dans le cas contraire, 6F > 0, la
gravité ’emporte et il y a écoulement de surface. La valeur de R < R, décroit avec 6. Finalement, pour
tan§ > tan 6,4 (cas 64), on a pour tout R 6F > 0, et donc écoulement.
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1.2.1 Les différentes géométries d’étude

L’identification des lois de comportement nécessite I’étude d’écoulements simples, idéa-
lement simplement cisaillés en régime stationnaire. Pour ce type d’écoulement, dit visco-
simétrique on est généralement en mesure de déterminer expérimentalement la relation
liant contrainte de cisaillement et déformation de cisaillement. On distingue deux types
d’écoulements : les écoulements confinés et les écoulements a surface libre.

Ecoulements confinés

Dans ce type d’écoulement, on peut généralement supposer que la densité est constante.
Celle-ci devient un paramétre de controle qu’on peut faire varier. Deux types de géométrie
ont été principalement employés.

Les géométries de type Couette sont réalisées avec deux cylindres coaxiaux rugueux
(la vitesse relative des grains en contact avec la paroi avec celle-ci est nulle) dont 'un est
en rotation par rapport a l'autre (cf. figure 1.6a). Le matériau est cisaillé entre les deux
parois. Les paramétres de controle dans ce type de géométrie sont la densité du matériau
et la vitesse de rotation du cylindre en mouvement €2. Les contraintes normales X, et
de cisaillement ¥,, (voir figure 1.6 pour le choix du référentiel) ne dépendent pas de la
distance y au cylindre en mouvement. Elles sont parfaitement déterminées si on connait la
densité p et le couple M exercé sur le cylindre en mouvement. Plusieurs régimes peuvent
étre observés :

— quand 2 est grand, i.e. quand le taux de cisaillement est grand, et que la densité est
relativement faible, la contrainte de cisaillement varie linéairement avec la densité
et quadratiquement avec le taux de cisaillement |17, 184, 185].

— pour 2 plus faible et des densités relativement élevées, ’écoulement reste station-
naire, mais la contrainte de cisaillement devient indépendante de €2 [185, 124].

Des expériences récentes, combinant visualisation directe et technique RMN, se sont
attachées & mesurer des quantités plus locales comme les profils de vitesse moyenne et les
profils de fluctuations de vitesse |91, 208, 58, 124|. Plusieurs observations assez surpre-
nantes sont rapportées (cf. fig. 1.6). L’écoulement est confiné dans une bande de cisaille-
ment relativement étroite, dont 1’épaisseur est de 'ordre de quelques diamétres de grains :
la vitesse moyenne des grains décroit trés rapidement lorsqu’on s’éloigne de la paroi en
mouvement. La décroissance est exponentielle en 2D [124, 91| et gaussienne en 3D [58].
Le profil de vitesse moyenne, divisé par la vitesse des grains au niveau de la paroi en
mouvement, est indépendant de . L’amplitude des fluctuations de vitesse décroit lors-
qu’on s’éloigne de la paroi, mais moins vite que la vitesse moyenne [124]. Par ailleurs, les
visualisations d’écoulements de grains photoélastiques ont permis de mettre en évidence
d’importantes fluctuations des contraintes [91].

16



1.2. GRAINS EN ECOULEMENT

En géométrie capillaire, le matériau s’écoule par gravité entre deux parois rugueuses.
Dans cette géométrie, les contraintes normales >,, sont indépendantes de la distance
x aux parois et les contraintes tangentielles Y,, varient linéairement avec z (voir fi-
gure 1.6). Cette géométrie a été abondamment utilisée pour étudier des régimes d’écoule-
ment dense [190, 180, 147, 162|. En effet, les profils de déformation observés sont caracté-
ristiques d’un écoulement bouchon : la vitesse de déformation est constante dans une large
région au centre avec des zones fortement cisaillées qui rameénent la déformation a zéro au
niveau des parois. Ces zones ont une épaisseur typique de quelques diamétres de grains
indépendante de la distance séparant les deux parois. De ce fait, elles ne peuvent pas étre
interprétées par les relations rhéologiques usuelles puisque leur taille dépend uniquement
de I’échelle microscopique - la taille du grain - et non pas de 1’échelle macroscopique - la
taille de la boite - [162].

Ecoulement a surface libre

Contrairement aux deux géomeétries précédentes, le matériau peut se dilater librement
pour s’adapter au cisaillement imposé. La densité ne peut donc plus étre controlée par
I’opérateur.

Les écoulements granulaires sur fonds inclinés ont été trés largement étudiés ces der-
niéres années, aussi bien expérimentalement que numériquement. Le plan incliné permet
notamment d’étudier la force de friction exercée par le socle. Plusieurs expériences ont
été menées dans ce sens par Augenstein et Hogg (1974) [13, 14|, Hungr et al. (1984) [92],
Patton et al. (1987) [155], Ahn et al. (1991) [1, 2] et plus récemment par Pouliquen
(1999) [158]. Les conclusions principales de ces études sont les suivantes :

— lorsque le socle est lisse (rugosité moyenne bien plus petite que la taille typique d’un
grain), l'obtention d’écoulements uniformes et homogénes n’est possible que pour
une valeur 6. donnée de I’angle d’inclinaison du plan. Pour 8 > 6., ’écoulement
est uniformément accéléré tandis que pour € < 6., I’écoulement s’arréte. Dans cette
configuration, le frottement du matériau sur le socle est correctement décrit par
un coefficient de friction indépendant des grandeurs macroscopiques caractérisant
I'écoulement |92, 155, 1].

— lorsque le socle est rugueux (rugosité moyenne équivalente a la taille d’un grain), il
existe une plage de variation 6; < 6 < 6, pour laquelle on observe des écoulements
stationnaires uniformes [15, 158|. Dans ce régime le frottement du matériau sur le
socle est correctement décrit par un coefficient de friction dynamique [158] dépen-
dant a la fois de I’épaisseur de la couche en mouvement et de la vitesse moyenne.
Quand #, < 6, on observe a nouveau des écoulements uniformément accélérés cor-
rectement décrits par un coefficient de friction indépendant des grandeurs macro-
scopiques caractérisant 1’écoulement [13, 92].
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A ces mesures globales, sont généralement associées des mesures plus locales comme
les profils de compacité, de vitesse [14], voire de fluctuation de vitesse [1, 2, 15].

Les expériences et simulations numériques d’Azanza et de ses collaborateurs (1997) [15]
ont permis en particulier d’étudier I'influence de la nature des billes sur ces écoulements. Ils
ont montré que, pour des écoulements de billes peu dissipatives comme des billes d’acier,
ces profils sont relativement compatibles avec les prédictions de la théorie cinétique brié-
vement présentée plus bas dont les grandes lignes sont données dans ’annexe A. Dans
les régimes denses obtenus pour des écoulements de billes plus dissipatives (coefficient de
restitution e inférieur a 0.6), ces profils s’écartent de ceux prédits par la théorie cinétique
et deviennent en particulier indépendants de e.

Les écoulements de surface restent certainement les moins connus. Ils présentent deux
phases distinctes : une couche de grains en mouvement, phase fluide, qui s’écoule sur un
lit de grains immobiles, phase statique 3. Contrairement au cas d’écoulements sur plan in-
cliné, il n’y a plus qu’un seul paramétre de controle, le débit (ou ’épaisseur de la couche en
mouvement). L’interface statique/fluide va en effet s’adapter et ne peut plus étre controlée
indépendamment. On trouve dans la littérature peu d’expériences s’attachant a dégager
la rhéologie de tels écoulements. L’étude la plus compléte est sans doute celle réalisée
par Rajchenbach et ses collaborateurs (1993) [174, 173, 172, 171] sur les écoulements sta-
tionnaires 2D en géométrie tambour tournant. Citons aussi Nagakawa, Yamane et leurs
collaborateurs (1993) [146, 216] qui ont étudié les écoulements stationnaires dans des tam-
bours tournants 3D par Imagerie & Résonance Magnétique (IRM) et rapportent des profils
de vitesse et compacité qualitativement similaires. Seule une poignée de modéle essaient
de décrire des écoulements de surface quelconques [24, 136, 29, 10, 62]. L’approche la plus
prometteuse semble étre celle proposée par Douady et al. (1999) [62]. Elle consiste & appli-
quer les équations de conservation intégrées de Saint-Venant & la couche en mouvement.
Cette approche, présentée dans 'annexe B, sera largement utilisée par la suite.

1.2.2 Classification des écoulements

L’ensemble des expériences précédentes montre qu’il existe plusieurs régimes d’écou-
lement. On peut, dans un premier temps, classer ces régimes suivant la durée moyenne
des contacts :

— lorsque le milieu est dense et faiblement cisaillé, la majorité des contacts est mainte-
nue. La quantité de mouvement est principalement transmise par friction d’une bille
sur I'autre. On qualifie ces écoulements de quasi-statiques. Les lois de comportement
sont du type plastique [133].

3Les expériences trés récentes de Komatsu et al. (2001) [110] ont en fait montré que cette phase dite
statique ne ’était pas : les grains de cette phase subissent un mouvement lent quelque soit leur profondeur.
Ce mouvement de fluage se traduit par une décroissance exponentielle de la vitesse avec la profondeur.
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1.2. GRAINS EN ECOULEMENT

(a) (b)

F1G. 1.6 — Principales géométries utilisées pour déterminer la loi de comportement d’un matériau
granulaire. (a) : géométrie Couette. (b) : géométrie capillaire (c) : plan incliné. On s’est restreint a des
géométries purement, 2D pour des raisons de simplicité. En haut, orientation de la gravité et définition
des repéres dans les différentes configurations. En bas, profils de vitesse observés pour des écoulements
denses. (a) : écoulement cisaillé dans une cellule de Couette. Le cisaillement est confiné dans une bande
d’épaisseur typique de lordre de quelques diamétres de grains. (b) : écoulement en tube capillaire. La
vitesse est constante sauf au niveau des parois ot le milieu est cisaillé sur quelques couches. (¢) : écoulement
sur plan incliné. Le cisaillement s’étend sur ’ensemble des grains.
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Compacité Régime Cadre de description
0—0.2 Cinétique Théorie cinétique |98]
0.3 — 0.5 | Collisionnel Théorie cinétique [98]
0.6 — 0.82 Dense ?
0.82 — 0.906 | De bloc | Théorie de la Plasticité [133]

TAB. 1.1 — Classement des régimes d’écoulements 2D de billes identiques proposé par Azanza (1997) [15]
en fonction de la compacité. La valeur v = 0.82 est la compacité maximum v%2, obtenu dans un
empilement 2D aléatoire et v = 0.906 est la compacité maximum v22  obtenue pour un empilement
triangulaire ordonné.

— lorsque le milieu est de densité faible et fortement cisaillé, la durée de vie d’un
contact est petite devant le temps séparant deux collisions successives. Les lois de
comportements sont alors de type visqueuz. On parle alors d’écoulements collision-
nels. Ces régimes sont correctement décrits par la théorie cinétique des matériaux
granulaires [183,; 98|. Cette théorie est présentée et discutée briévement plus loin
dans ce chapitre et détaillée dans 'annexe A.

La majorité des écoulements géophysiques et industriels se situe entre les deux. Il y a
coexistence de contacts collisionnels et frictionnels. On les qualifie généralement d’écou-
lements denses. La rhéologie de ces régimes souléve de nombreuses questions. Plusieurs
approches extrémement prometteuses ont été proposées au cours de ces trois derniéres
années.

Il n’est pas toujours chose aisée de mesurer expérimentalement la durée de vie d’un
contact, et par conséquent de déterminer le régime auquel appartient un écoulement
donné. Les études d’écoulements purement 2D menées d’abord par Drake (1990) |63, 64],
puis par Azanza et ses collaborateurs (1997) [15, 16| ont permis d’affiner cette classifica-
tion, et de la relier & une observable expérimentale, la compacité v définie comme étant le
rapport du volume réellement occupé par les grains sur le volume du matériau. Celle-ci ne
peut pas prendre toutes les valeurs entre 0 et 1. La compacité maximale est obtenue en 2D
(resp. en 3D) pour un empilement triangulaire (resp. pour un empilement cubique faces
centrées) et vaut 22 = 1/2v/3 ~ 0.906 (resp. v32_ = m/3\/2 ~ 0.74). Si I'arrangement

est aléatoire, la compacité maximale est numériquement estimée a v32, ~ 0.822 (resp.
vl p ~ 0.635 en 3D).

Les expériences purement 2D permettent, grace a une caméra rapide, de mesurer la
position et la vitesse de toutes les billes impliquées dans 1’écoulement. Drake a ainsi pu
proposer une premiére classification microstructurelle, qualitative, des écoulements [63].
Cette classification a par la suite été rendue plus quantitative par Azanza [15]. Celui-ci
s'intéresse a la fonction de corrélation de paire, notamment ’amplitude des premiers et
deuxiémes pics, signatures respectives de ’ordre a courte et & moyenne portée, et classe
ces écoulements suivant la compacité (cf. tableau 1.1).
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1.2. GRAINS EN ECOULEMENT

p ., Fluctuations Variations
microscopiques Macroscopiques
Volume élémentaire représentatif V

F1G. 1.7 — Définition du volume élémentaire représentatif en mécanique des milieux continus (d’aprés
Guyon et al. [85]. L’existence d’un tel volume présuppose une séparation claire des échelles de fluctuations
microscopiques et macroscopiques.

1.2.3 Eléments de modélisation
Cadre de description : mécanique des milieux continus

Le cadre le plus utilisé pour décrire les écoulements granulaires est celui fourni par
la mécanique des milieux continus. C’est notamment celui utilisé par la mécanique des
sols et la géophysique. La dynamique du matériau est décrite a l'aide de grandeurs ma-
croscopiques : densité, vitesse, contraintes... qui sont les moyennes des grandeurs micro-
scopiques correspondantes sur un volume élémentaire représentatif. Ce volume doit étre
grand devant I’échelle des fluctuations microscopiques et petit devant les variations ma-
croscopiques. Son existence présuppose donc une séparation claire de ces deux échelles
(cf. figure 1.7). Si cette condition est toujours remplie pour des liquides ou des solides
classiques, c’est loin d’étre le cas pour des empilements granulaires. Prenons le cas d’un
écoulement de surface : la plus petite grandeur macroscopique est 1’épaisseur roulante,
typiquement de 'ordre de quelques dizaines de diamétres de grains. Définir un volume
élémentaire représentatif dans ces conditions peut apparaitre assez osé 4. L’idée est alors
d’augmenter artificiellement le nombre de grains présents dans le volume élémentaire en
moyennant sur différentes réalisations d’une méme expérience. On peut alors espérer étre
en mesure de définir des grandeurs macroscopiques moyennes sur un volume élémentaire
d’échelle comparable a celle du grain.

4D’un point de vue théorique, plusieurs opérateurs permettent de passer du micro-monde au macro-
monde. Parmi ceux-ci I'opérateur moyenne d’ensemble est celui qui présente le moins de limitation.
Toutefois, Il exige la manipulation de fonctions de distribution sur lesquelles on a le plus souvent peu
d’information. On ne ’emploie donc que trés rarement expérimentalement.
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En meécanique des milieux continus, les équations de conservations de masse et de
quantité de mouvement fournissent un certain nombre d’équations. Celles-ci forment ce-
pendant un systéme incomplet d’équations. Celui-ci contient plus d’inconnues que d’équa-
tions. Toute la difficulté est de trouver les équations manquantes qui caractérisent la loi
de comportement du matériau. Ces relations se présentent dans le cas le plus général sous
la forme d’une fonctionnelle, appelée aussi loi de comportement ou relation rhéologique,
reliant tenseur des contraintes et tenseur des déformations. Souvent, on raméne cette
fonctionnelle & une fonction. Cette fonction relie le tenseur des contraintes au tenseur des
déformations (dans le cas de solides élastiques) ou a sa dérivée temporelle (dans le cas de
fluides visqueux). Cela suppose que la relation entre tenseur des contraintes et tenseur des
déformations - voire sa dérivée - est univoque. Autrement dit, ’état des contraintes & un
instant ¢ donné dans un volume élémentaire situé a un point donné dépend uniquement
de ce qui se passe au méme instant et au méme endroit. Ce type de relation rhéologique
ne s’applique donc qu’a un matériau & mémoire évanescente ou les effets collectifs sont
suffisamment localisés.

Ces deux approximations sont certainement valables pour les écoulements collision-
nels : une collision de type sphéres dures est par essence locale et les hypothéses de chaos
moléculaire ont toutes les chances d’étre vérifiées. Il n’en est pas de méme pour les écou-
lements denses. Nous verrons dans la partie II que la distribution des forces est fortement
hétérogéne, avec des chaines de forces relativement longues, et d’autre part que cette
distribution dépend de la maniére dont on construit un empilement. L’existence d’une
telle loi de comportement semble de plus en plus remise en question [7, 138, 8]. Nous
reviendrons abondamment sur ce point dans le chapitre 4.

Prédiction des déformations dans un matériau statique : théorie de Mohr-
Coulomb

Quand les écoulements sont quasi-statiques, les modéles proposés par la mécanique des
sols [192, 193] sont les plus couramment utilisés. Les matériaux sont alors décrits comme
des matériaux élasto-plastiques. Soumis & un jeu de contraintes externes, le matériau
se déforme de maniére élastique, voire pseudo-elastique 5 tant que le critére de Mohr-
Coulomb n’est pas vérifié, i.e. tant qu’en chaque point du milieu, on a dans n’importe quel
repére (€, €,) orthonormal, |3,,,| < tan ®3,,. L’angle ® est 1’angle de friction interne
du matériau introduit dans la section 1.1. Dés que cette inégalité n’est plus vérifiée en un
point M donné dans un repére (€, €n,), une ligne de glissement paralléle a €, apparait.

La théorie de Mohr-Coulomb permet de rendre compte des déformations - tant que
celles-ci restent infinitésimales - dans un matériau granulaire soumis & un jeu de contraintes
donné. Elle permet aussi de prévoir les zones de glissement, ainsi que leur direction. Elle
ne peut cependant pas rendre compte de la dynamique des grandes déformations.

5Le tenseur des contraintes & et le tenseur des déformations S sont alors liés par une fonction F' dont
la forme dépend du modéle précis.
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Ecoulement dilué : théorie cinétique

Dans les années 80, Savage, Jenkins, Richman et Lun [183, 98, 128] ont développé une
théorie cinétique des écoulements granulaires. Par analogie avec les gaz denses de sphéres
dures, ils définissent une température granulaire d’agitation 7". Les grains interagissent par
collisions inélastiques de type sphére dure caractérisées par un coefficient de restitution e.
La théorie cinétique permet alors aux auteurs de dériver les équations hydrodynamiques
ab initio, i.e. ol tous les coefficients de transport s’expriment en fonction des parameétres
microscopiques des grains, & savoir leur taille et le coefficient de restitution. Le lecteur
intéressé trouvera la présentation résumée de cette théorie dans ’annexe A. Cette théorie
prédit un comportement de type visqueuxr des matériaux granulaires. Si on s’intéresse a
un écoulement idéal de grains sphériques monodisperses, la dépendance de la viscosité n
avec la densité p et la température 7" est connue.

La théorie cinétique donne de bons résultats dans le régime collisionnel, c’est a dire
quand ’écoulement est rapide, dilué, et que les grains sont faiblement inélastiques. Elle
cesse cependant d’étre valable en régime frictionnel, ¢.e. pour des écoulements denses
faiblement cisaillés. Johnson et Jackson [102], puis Johnson et al. [103] ont tenté d’étendre
cette théorie a des écoulements denses. L’idée est de définir deux types de contacts : les
contacts longs qui sont traités comme des contacts frottants et modélisés par la théorie
de Coulomb et les contacts courts considérés comme des collisions et modélisés dans le
cadre de la théorie cinétique. Cette modélisation permet par exemple de rendre compte
de l'existence d’une plage étendue d’angle d’inclinaison d’un plan incliné dans laquelle
les écoulements sont stationnaires. Elle présente cependant I’'inconvénient d’étre en partie
empirique contrairement a la théorie cinétique.

Ecoulement dense a surface libre : approche de Saint-Venant

Pour les écoulements denses a surface libre, I’approche intégrée de Saint-Venant semble
extrémement prometteuse : elle consiste a intégrer les équations de conservation sur I’épais-
seur de la couche en mouvement. Cette approche permet de s’affranchir de la rhéologie
interne de la couche en mouvement en ne considérant que ses effets moyennés sur 1’épais-
seur de la couche en mouvement. Les relations manquantes sont généralement choisies de
maniére & rendre compte du phénoméne étudié. On obtient alors un jeu complet d’équa-
tions qui décrit la dynamique du matériau granulaire a travers I’évolution de grandeurs
globales.

L’approche intégrée a d’abord été appliquée par Hutter et ses collaborateurs (1989) [182,
84, 212|, puis par Pouliquen et Forterre (1999) [158, 159] a la description du mouvement
d’une masse de grains le long d’un plan incliné rugueux. Douady et al. (1999) [62] Iont
par la suite étendue au cas d’écoulements de surface.

Cette approche, largement utilisée au cours de cette thése, est présentée beaucoup plus
en détail dans ’annexe B. Nous verrons en particulier comment ’application des équa-
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tions intégrées aux écoulements stationnaires en tambour tournant permet de déterminer
expérimentalement les relations manquantes dans le cas d’un écoulement de surface.

Quelques nouvelles approches sur la rhéologie des écoulements denses

Si 'approche intégrée de Saint-Venant donne de bons résultats quant a la description
d’écoulements a surface libre (cf. annexe B), elle ne peut étre appliquée au cas des écou-
lements confinés observés en géométrie Couette ou capillaire. Par ailleurs, elle ne rend
compte que des comportements globaux, mais ne permet pas d’interpréter des quantités
plus locales comme I'allure des profils de vitesse tangentielle dans 1’écoulement. Notons
aussi que la prise en compte de la rhéologie a travers des relations de fermeture effec-
tives déterminées expérimentalement se fait au détriment d’une compréhension de cette
rhéologie. Plusieurs approches trés prometteuses ont été proposées ces derniéres années.

Plusieurs auteurs, Pouliquen et Gultfraind (1996) [162|, Debregeas et Josserand (2000) [59],
Lemaitre (2001) [114] et Pouliquen (2001) [161], proposent de considérer les écoulements
denses comme des écoulements quasi-statiques. Dans leur vision, le mouvement moyen
est engendré par des fractures apparaissant de temps a autre. Les probabilités d’appari-
tion sont modélisées en termes de processus activés ou les fluctuations de contraintes de
cisaillement jouent le role de température et la différence entre la contrainte de cisaille-
ment moyenne et le seuil de plasticité est assimilée & la barriére de potentiel & surmonter
pour que le systéme puisse se déformer. Ces approches arrivent & rendre compte de nom-
breux phénoménes, notamment de la localisation des déformations en géométrie confinée
(géométrie Couette et tube capillaire) et des profils de vitesse associés.

Une autre possibilité est de partir de la connaissance des écoulements dilués et d’essayer
de les étendre aux cas denses. Savage (1998) [181] et Bocquet et al. (2001) [21] proposent
notamment de considérer les écoulements denses comme des écoulements visqueux de
viscosité présentant une dépendance différente, respectivement avec la température et
la densité, de celle prédite par la théorie cinétique. Ils arrivent ainsi a rendre compte
des profils observés en géométrie Couette 2D. Mills et al. (1999) [138, 139] et Jenkins
et Chevoir (2001) [96] proposent quant & eux de dériver la contrainte visqueuse non pas
de collisions binaires entre deux grains, mais plutot, plutot de collisions impliquant des
colonnes de grains. Ils arrivent ainsi a retrouver qualitativement les profils de vitesse
observés en régime dense sur plan incliné.

Trés peu de modéles arrivent, dans leur forme actuelle, & rendre compte de la phé-
noménologie présentée par les écoulements de surface. Rajchenbach (2000) [171] propose
I'interprétation suivante : quand un grain entre en collision avec un grain de la couche
sous-jacente, toute son énergie cinétique est absorbée et dissipée par collisions multiples
dans I’ensemble de I’empilement. Il arrive ainsi a expliquer les profils de vitesse observés
en tambour tournant. Andreotti et Douady (2001) [8] ont formalisé cette approche et y
ont inclus un mécanisme de piégeage. Ils arrivent alors & reproduire la phénoménologie
des écoulements de surface, a savoir une transition hystérétique entre I’état solide et ’état
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liquide et un écoulement localisé en surface.

Le modéle le plus complet proposé actuellement est, & mon avis, celui d’Aranson et
Tsimring (2001) [12, 11] qui considérent les écoulements granulaires denses comme par-
tiellement fluidisés. Ce modéle permet de rendre compte de la plupart des comportements
observés sur plan incliné. Il reproduit qualitativement les profils de vitesse observés dans
les écoulements de surface, et quantitativement ceux observés en géométrie Couette.

1.3 Conclusion et Objectifs

Quel bilan peut-on en tirer 7 Deux mécanismes contribuent & la mise en tas d’un maté-
riau granulaire. D’une part, les grains sont rigides : chaque grain se retrouve piégé dans un
creux formé par les grains constituant la couche inférieure. Chacun de ces creux représente
un puits d’énergie potentielle dans ’espace des configurations dans lequel le systéme gra-
nulaire peut se piéger. D’autre part la friction entre les grains rend la dissipation d’énergie
trés efficace. Par conséquent, une fois piégé dans un des états métastables, le systéme y
restera.

Le probléme du déclenchement des avalanches reste un probléme ouvert. Il semble
s’agir d'une transition de type sous-critique, sous réserve qu’on soit en mesure d’extrapoler
les observations & une couche de sable d’épaisseur infinie. La description du déclenchement
des avalanches ne fait pas encore consensus.

La physique des écoulements granulaires est loin d’étre parfaitement comprise. Si
I’avénement de la théorie cinétique a été une étape importante dans la compréhension
des écoulements dilués, les écoulements denses n’ont pas dévoilé tout leur mystére. Ces
derniéres années ont vu fleurir bon nombre d’études expérimentales et numeériques s’at-
tachant & caractériser les écoulements dans des géomeétries bien controlées (géométrie
Couette, géométrie capillaire, plan incliné, tambour tournant). Plusieurs tendances se dé-
gagent. L’approche intégrée de Saint-Venant apparait trés prometteuse et rend compte
de nombreux comportements présentés par les écoulements a surface libre, qu’il s’agisse
d’écoulements sur fond rigide ou d’écoulements de surface. Elle présente cependant 1’in-
convénient d’une part de ne pouvoir étre appliquée aux écoulements confinés, et d’autre
part de ne pouvoir décrire que I’évolution de grandeurs globales comme I’épaisseur de la
couche en mouvement ou le débit moyen. Par ailleurs, ce type d’approche est purement
descriptif et ne permet pas de comprendre les mécanismes microscopiques responsables
des comportements continus. Plusieurs modéles extrémement récents semblent étre en
mesure de décrire des comportements plus locaux. Cependant, d’une part ils comportent
tous un certain nombre de paramétres macroscopiques ajustables, d’autre part, aucun
d’entre eux n’arrivent a rendre compte de I’ensemble des observations expérimentales.

Nous nous proposons dans cette partie d’étudier expérimentalement les écoulements
de surface. Plusieurs raisons sous-tendent ce choix. D’une part, ce type d’écoulement a
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surface libre se préte bien & des descriptions & la Saint-Venant. Nous ne sommes donc pas
totalement démunis. D’autre part, ce type d’écoulement, comprenant intrinséquement
deux phases distinctes, apparait le plus difficile & décrire. La reproduction des résultats
expérimentaux obtenus constituera donc un test sévere pour les théories actuelles ou a
venir.

Dans un premier temps, nous nous proposons d’obtenir une description continue des
écoulements de surface. L’utilisation des équations de Saint Venant semblent appropriées.
Plusieurs modéles de ce type ont été proposés pour décrire tel ou tel comportement ob-
servé. Les équations manquantes y sont dérivées & partir de considérations théoriques.
Nous proposons quant & nous de déterminer directement les relations de fermeture né-
cessaires a la description des écoulements de surface. Pour cela , nous suivrons la métho-
dologie adoptée par Pouliquen [158, 159] pour décrire les écoulements denses sur plans
inclinés : Nous appliquerons les équations intégrées a une géométrie simple, les écoulements
stationnaires obtenus en tambour tournant. Nous serons alors en mesure de déterminer
directement, sans préjugé, les relations de fermeture. Le systéme composé des équations
de conservation et complété par ses relations pourra par la suite étre appliqué a des écou-
lements de surface plus compliqués. Notons que, parallélement a nous, Orpe et Khakhar
(2001) [152] ont suivi le méme type de méthodologie. Leurs résultats seront comparés aux
notres.

Dans un deuxiéme temps, nous essaierons de relier cette description au comportement
microscopique des grains. Pour cela, nous suivrons les positions et vitesses instantanées
des grains impliqués dans I’écoulement de fagon & pouvoir mettre en évidence d’éventuels
mouvements collectifs. Nous nous intéresserons pour cela aux corrélations spatiales du
champ de vitesse instantanée et aux fluctuations de compacité. L’étude expérimentale de
ces objets collectifs nous permettra par la suite de discuter les différentes descriptions
existantes et de proposer quelques pistes pour une modélisation future.
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Chapitre 2
Principe de 'expérience

Nous présentons dans ce chapitre le dispositif expérimental et les raisons qui nous
ont poussés a ’adopter. Nous avons vu, a la fin du chapitre précédent, pourquoi nous
avions choisi d’étudier les écoulements de surface plutot que ceux présentés dans d’autres
types de géométries. Deux types d’expériences permettent habituellement d’obtenir ce
type d’écoulement : les expériences de formation d’un tas et les expériences en tambour
tournant. Nous avons opté pour le tambour tournant. Les raisons de ce choix et la des-
cription du dispositif expérimental seront exposées successivement dans les sections 2.1
et 2.2.

Tout au long de cette thése, nous avons essayé de nous placer dans une approche
minimaliste : le but de nos expériences est de dégager des comportements génériques et
d’en isoler les mécanismes principaux. Nous avons donc cherché a étudier I'empilement
présentant le minimum de paramétres tout en gardant les propriétés que nous cherchons
a étudier. Nous avons opté pour des empilements monodisperses de billes millimétriques
d’acier et d’aluminium. Ce choix sera justifié dans la section 2.2.

Le but de notre expérience est double : il s’agit (i) de trouver une description continue
des écoulements de surface et (i7) d’essayer de relier celle-ci au comportement microsco-
pique des billes. L’expérience doit nous donner accés simultanément aux deux échelles :
le grain et ’écoulement. Les méthodes d’acquisition et de traitement des images seront
présentées section 2.3. Elles permettent d’une part de mesurer différentes grandeurs ma-
croscopiques comme la hauteur de la couche en écoulement ou la pente locale de I'interface
solide/liquide et d’autre part d’étudier les comportements microscopiques des billes

27



CHAPITRE 2. PRINCIPE DE L’EXPERIENCE

F1G. 2.1 — Deux géométries couramment utilisées pour étudier expérimentalement les écoulements de
surface. A gauche : formation d’un tas. Le paramétre de controle est alors le débit ). A droite : tambour
tournant. Le paramétre de controle est la vitesse de rotation du tambour €.

2.1 Sur Popportunité d’une géométrie tambour tour-
nant

L’étude d’écoulements de surface est possible dans deux types de géométrie distincts :
formation d’un tas et tambour tournant (cf. fig 2.1). La premiére géométrie permet d’ob-
tenir des écoulements homogenes et pleinement développés : I'épaisseur R de la couche
en mouvement et la pente  entre I'interface solide/roulant et I’horizontale sont constants
dans I’ensemble de la cellule. Lemieux et Durian (2000) [115] ont pu y mesurer les dy-
namiques microscopiques des grains et montrer que celles-ci restaient qualitativement les
mémes quand ’écoulement passait du régime intermittent au régime continu. Plus ré-
cemment, Komatsu et al. (2001) [110] se sont intéressés plus spécifiquement & ce dernier
régime et ont mis en évidence un mouvement de fluage dans la phase considérée jusqu’alors
comme statique. Dans ce type de géométrie, le paramétre de controle permettant de faire
varier R et 0 est le débit. Malheureusement, les plages de variations accessibles pour R et
0 sont peu étendues.

L’utilisation d’'un tambour tournant permet d’accroitre ces plages. Nous avons donc
opté pour ce type de géométrie. Il y a malheureusement une contrepartie : les écoule-
ments de surface ne sont plus homogeénes. Le tambour doit par conséquent avoir une taille
suffisante pour que les échelles de variation de R et 6 soient grandes devant la taille des
grains. Son diamétre a été choisi 150 fois plus grand que le diamétre des billes. Notons
que l'utilisation d’un tambour tournant comme dispositif d’étude des matériaux granu-
laire est loin d’étre nouvelle : ce type de dispositif a beaucoup été utilisé dans le passé
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pour étudier la ségrégation [65, 89, 217| et la distribution des avalanches [71, 94, 87, 145].
Le lecteur intéressé trouvera une bonne revue récente sur ce sujet dans le chapitre 7 du
livre de Ristow (2000) [178].

Plusieurs équipes se sont par ailleurs intéressées a la variation de I'inclinaison moyenne
f; de la surface libre avec la vitesse de rotation (). Les expériences de Rajchenbach
(1990) [170] montrent que #;, augmente avec 2 en : 8, — 6, oc Q? pour les petits 0, — 0,,
6, étant I'angle de repos. Dury et al. (1998) [67] et Yamane et al. (1998) [216], en com-
binant Imagerie par Résonance Magnétique (IRM) et simulations numériques, ont étudié
I'influence des parois latérales sur la courbe 6,(2) : 6, est 4 & 5° plus grand prés des parois
qu’au centre du tambour. L’angle au centre, loin des parois, varie linéairement avec €). La
longueur typique de décroissance de 6, avec la distance aux parois dépend du diamétre
du cylindre, mais est indépendante du poids des grains.

Rajchenbach (2000) [171] a mesuré les profils de vitesse et de compacité pour des
empilements 2D dans le but de déterminer une loi de comportement. Il observe des profils
de vitesse linéaires et des compacités variant avec la profondeur. Ces profils sont similaires
a ceux mesurés par Nakagawa et al. (1993) [146] et Yamane et al. (1998) [216] dans
des empilements 3D par IRM. Mentionnons enfin les expériences de Orpe et Khakhar
(2001) [152], menées parallélement aux ndtres dans un esprit similaire, & savoir obtenir
une description continue des écoulements de surface. Nous reportons au chapitre suivant
la discussion de leurs résultats.

2.2 Dispositif expérimental

Une photo et un schéma du dispositif expérimental sont respectivement représentés
sur les figures 2.2 et 2.3. Il s’agit principalement d’un tambour tournant de diameétre
Dy = 45 cm. Le tambour est constitué d’une plaque de Duralumin et d’un hublot de verre
de 2 cm d’épaisseur et de planéité controlée (inférieure a 30 pm). L’écartement ¢ entre
les parois peut étre modifié en ajoutant des couronnes d’épaisseur variable. L’ajustement
est ensuite assuré par des cales de précision. Le serrage de I’ensemble se fait en 36 points
uniformément répartis autour du tambour afin de minimiser la flexion des plaques. L’en-
semble du bati repose sur une table en marbre pour amortir d’éventuelles vibrations et
assurer la verticalité du tambour. Celle-ci a été controlée a I'aide d’un niveau de haute pré-
cision (erreur inférieure au milliradian). La rotation du tambour est assurée par un moteur
pas a pas couplé a un réducteur 1/100. L’ensemble n’est pas directement en contact avec
la table de marbre, mais repose sur une plaque de mousse pour éviter de transmettre des
vibrations au tambour. Le moteur entraine le tambour par I'intermédiaire d’'une courroie
crantée en caoutchouc.
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F1G. 2.2 — Photo du dispositif expérimental.
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A/\Q
tambour
tournant

lampe halogéne
camérarapide continue
(jusgu'al kHz)

F1G. 2.3 — Schéma du dispositif expérimental.

Acier | Aluminium

Diamétre d (mm) 3 3
Masse volumique p, (g.cm™) 7.8 2.7
Coeflicient de frottement p 0.2 0.4

Coefficient de restitution normal e | 0.92 | 0.46

TAB. 2.1 — Caractéristique des billes utilisées.

2.2.1 Choix des billes : acier et aluminium

Le tambour est rempli & moitié de billes métalliques monodisperses de diamétre d =
3 4+ 0.03 mm. L’utilisation de billes millimétriques permet d’avoir un bon contréle sur
les propriétés géométriques et mécaniques des billes et de limiter les effets capillaires et
électrostatiques |64, 15]. Afin de mieux comprendre I'influence de la dissipation d’énergie
au cours des collisions, deux types de billes seront utilisés : des billes d’acier et des billes en
aluminium. L’acier est un matériau trés élastique qui dissipe peu d’énergie par collision.
Le coefficient de restitution des billes correspondantes, mesuré & partir de leur rebond sur
un socle en verre, vaut e = 0.92 (cf. figure 2.4). I’aluminium posséde une limite élastique
beaucoup plus faible. Le coefficient de restitution des billes d’aluminium mesuré dans les
mémes conditions vaut : e = 0.46.

2.2.2 Choix des empilements : 2D et quasi-2D

Pour le tambour, cinq écartements sont possibles : £ = 3.05, 7, 11, 14, et 22 mm.
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FIG. 2.4 — Mesure du coefficient de restitution e des billes & partir de leur rebond sur une table en
verre. On a tracé ici la vitesse normale aprés le choc v} en fonction de la vitesse normale avant le choc
v;, pour des billes d’acier (+) et pour des billes d’aluminium (o). La pente de la droite donne la valeur
de e qui vaut respectivement, pour les billes d’acier et d’aluminium, e = 0.92 et e = 0.46

Quand ¢ = 3.05 mm, ’empilement obtenu est purement 2D. Dans cette configuration,
toutes les billes peuvent étre visualisées. Ce type d’empilement présente cependant 1’incon-
vénient d’étre cristallin. Cette structure ordonnée peut changer qualitativement la nature
des écoulements étudiés. Nous avons donc collé & I'intérieur du tambour des disques mé-
talliques de diamétre 5 mm pour casser cette structure cristalline. L’inconvénient majeur
est d’autoriser ’acquisition des images uniquement quand ces disques se trouvent dans la
partie statique de ’empilement et qu’ils ne perturbent pas I’écoulement. L’influence des
parois sur des écoulements purement 2D a été étudié par Azanza et ses collaborateurs
(1997) [15, 16]. Ceux-ci ont montré que cette influence pouvait étre intégrée en définissant
une gravité effective g.rs. L’enregistrement et la comparaison de la chute libre d’une bille
a l'intérieur et a l’extérieur du tambour permet d’évaluer la différence entre g et gery (cf.
figure 2.5). La différence entre les deux, de l'ordre de 2% est négligeable dans notre cas.

Quand £ vaut 7, 11, 14 ou 22 mm, ’empilement est quasi-2D au sens ou il présente une
structure microscopique 3D - en particulier désordonnée contrairement aux empilements
2D - tout en gardant une géométrie macroscopique 2D. La comparaison d’expériences
menées a différents écartements nous renseignera sur l'influence des parois.

La vitesse de rotation 2 du tambour peut varier de 0.001 tr/min & 30 tr/min. Pour
inférieur & une valeur critique €. &~ 0.1 tr/min pour un écartement £ = 7 mm, l'inclinaison
moyenne de la surface libre f; oscille entre 'angle de repos 0y, et I'angle de démarrage
spontané O,,;. Pour € > ., I’écoulement de surface devient uniforme. On s’intéresse
aux régimes obtenus pour €2 variant de 1 tr/min & 8 tr/min. Pour ces régimes, 1’épaisseur
de la couche en mouvement est bien définie et les effets inertiels sont négligeables : le
nombre de Froude Fr, défini comme Fr = Q?Dy/2g ou g est la constante de gravité, est
toujours plus petit que 0.02.
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F1G. 2.5 — Chute libre d’une bille d’acier de 3 mm & I’extérieur du tambour (A) et dans le tambour (o)
quand £ = 3.05 mm. On a tracé les altitudes successives z en fonction du temps ¢. Les traits pointillés
et pleins correspondent & des ajustements par z(t) = —%ge s5t2 — Vot ol gegy et Vo sont des parameétres
ajustables. La gravité effective gess vaut 9.7+ 0.1 m.s™ et 9.9 £ 0.1 m.s~? respectivement a l'intérieur
et & lextérieur du tambour. Le frottement lié aux parois est négligeable.

2.3 Traitement des images

Les billes sont éclairées a I’aide d’une lampe halogéne continue. Les séquences d’images
peuvent étre enregistrées a différentes fréquences d’acquisition f, allant jusqu’a 1 kHz. Plus
fs est élevée, moins la résolution de I'image est bonne. Cette fréquence est donc choisie
différemment suivant les cas.

2.3.1 Repérage de la phase en mouvement

N

Lorsqu’on cherche & isoler la phase en mouvement afin de mesurer des grandeurs
globales comme [’épaisseur R de la couche en mouvement ou ’angle # entre la sépara-
trice et 'horizontale, on privilégie la résolution par rapport a la vitesse d’acquisition. La
meilleure résolution possible est de 480 x 400 pixels. Les séquences d’images sont alors
acquises a f; = 250 Hz. Afin de garder une précision suffisante sur les profils mesurés,
nous avons choisi de visualiser le tambour par moitié, la taille d’un pixel correspond alors
a p=0.468 mm.

Un traitement d’image approprié, essentiellement fondé sur la différence d’images suc-
cessives permet d’isoler la couche en mouvement (cf. figure 2.3.1). Ce traitement est réalisé
sous le logiciel Optimas et est constitué des opérations suivantes :

1. On corrige les dérives lumineuses : les images sont divisées en carrés de 16 x 16
pixels. Sur chacun de ces carrés, on calcule la luminance moyenne du fond, i.e. des
pixels dont le niveau de gris est inférieur & un certain seuil, et on corrige la luminance
de chaque pixel du carré en lui retirant cette moyenne.

33



CHAPITRE 2. PRINCIPE DE L’EXPERIENCE

(d)

(€)

F1G. 2.6 — Traitement des images permettant d’isoler la phase roulante. (a) : I'une des 512 images brutes
acquises lors d’une expérience. (b) : La méme image obtenue aprés correction des dérives lumineuses. (c) :
image obtenue aprés soustraction deux & deux et binarisation. (d) : image obtenue aprés addition sur

paquets de 25 images. (e) : image finale aprés lissage
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2. Les images successives sont ensuite soustraites deux a deux. On binarise 'image
résultante : les pixels dont le niveau de gris est inférieur a un certain seuil deviennent
noirs, les autres deviennent blancs. Les billes se déplacant a une vitesse supérieure
a une certaine vitesse seuil v, ¢ apparaissent alors en blanc.

3. On additionne ensuite les images résultantes par paquets de 50, pour moyenner
la phase en mouvement dans le temps, sur 20 millisecondes. Sur cet intervalle de
temps, toute bille dont la vitesse a dépassé v, a un instant donné est par conséquent
considérée comme appartenant a la couche en mouvement.

4. On lisse I'image résultante : dans un premier temps, le niveau de gris de chaque
pixel est remplacé par la moyenne des niveaux de gris des pixels de la grille de taille
5 x 5 centrée sur le pixel considéré. Dans un deuxiéme temps, le niveau de gris de
chaque pixel est remplacé par la médiane des niveaux de gris des pixels de la grille
de taille 7 X 7 centrée sur le pixel considéré.

L’image obtenue aprés traitement permet d’isoler la couche en mouvement. On en
extrait les profils de I'interface solide/liquide et de la surface libre. On répéte 20 fois
chaque expérience a un €2 fixé et on moyenne les profils sur ces 20 réalisations. L’écart
type sur chaque point est de 'ordre de 1.5 mm. Par conséquent, les précisions sur les
profils moyens sont typiquement de 0.3 mm. (cf. figure 2.7).

200 -

100

U]
o

-100

-200

-200 -100 0 100 200
(mm)

F1G. 2.7 — Profils typiques de I'interface solide/liquide et de la surface libre obtenus pour une vitesse
de rotation 2 = 3 tr/min, des billes d’acier et un écartement de 7 mm.

2.3.2 Passage dans un référentiel curviligne

Comme les écoulements de surface sont de faible épaisseur, on peut espérer que la
vitesse des grains est essentiellement paralléle a I'interface statique/roulant. Le référentiel
le plus adapté a I’étude de nos écoulements est par conséquent le référentiel curviligne
(€z, €,) Oou €, (resp. €,) est localement tangent (resp. perpendiculaire) & cette interface.

6Cette vitesse seuil dépend du choix du seuil de binarisation. Ce dernier a été choisi de facon a ne pas
faire apparaitre les billes de la phase statique en rotation solide.
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L’abscisse curviligne x est définie a partir du point P correspondant a la limite supérieure
de la couche roulante (cf. figure 2.8).

Le référentiel expérimental naturel est le référentiel (€x,é) centré sur le centre du
tambour, oi €z (resp. €x) est paralléle (resp. perpendiculaire) au vecteur gravité g (cf.
figure 2.8). Dans ce référentiel les coordonnées d’un point Py de l'interface et d'un point
Pgs de la surface libre s’écrivent respectivement (Xy, Zy = H(Xy)) et (X, Zs = S(Xs))-
Les profils mesurés expérimentalement donnent les deux fonctions H(X) et S(X). Toute
la difficulté est d’en déduire les profils d’épaisseur de la couche en mouvement R(z) et de
pente locale 6(z).

A partir du profil expérimental H(X), on peut calculer x(X) :

x(X)z/XP 1+3—§(y)dy (2.1)

L’angle local #(X) vaut simplement :

0(X) = atan <%(X)> (2.2)

La procédure permettant de déterminer le profil d’épaisseur de la phase en mouve-
ment R(z) est la suivante (cf. figure 2.8) : pour un z donné, on trouve le point cor-
respondant Py appartenant a l'interface solide/liquide. Ce point a donc pour coordon-
nées (X (z), H(X(z))). On cherche ensuite le point Pg de coordonnées (Xg, S(Xs)) de la
surface libre tel que m soit orthogonal & €. Numériquement, il s’agit de minimiser
(X (z) — Xg)cosb(z) + (H(x) — S(Xs)) sinf(z)| suivant Xg. L’épaisseur en mouvement
R(z) correspondante est alors définie comme |PsPp|. Les erreurs résultantes sur chaque
point de R(z) sont de 'ordre de 1 mm (cf. figure 2.9).

2.3.3 Repérage des billes

On va dans un deuxiéme temps chercher & mesurer les grandeurs microscopiques de
I’écoulement, & savoir position et vitesse instantanées des billes. Celles-ci vont étre calcu-
lées & partir des positions successives des billes entre deux images successives. L’utilisation
du vocable instantanée peut alors étre discutée : la vitesse instantanée d’un grain est celle
mesurée entre deux collisions successives. La vitesse mesurée expérimentalement est en fait
la vitesse du grain moyennée sur 'intervalle temps séparant deux acquisitions successives.
On a donc intérét a choisir la fréquence d’acquisition la plus grande possible.

Les séquences d’images sont par conséquent enregistrées a une fréquence d’acquisition
fs = 1 kHz. Le temps d’ouverture a été fixé a 0.1 ms. La taille de la zone visualisée
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F1G. 2.8 — Ecoulement de surface uniforme dans un tambour tournant & vitesse . Une fine couche
d’épaisseur R coule sur un lit statique dont la pente locale avec ’horizontale est notée 6. Le référentiel
(€x,€z) est le référentiel de gravité. Son origine correspond au centre du tambour O. Dans ce référentiel,
les profils de la surface libre et de l'interface sont donnés par les fonctions respectives S(X) et H(X).
Le référentiel le plus adapté reste cependant le référentiel (€,,€,) localement tangent a la séparatrice.
L’abscisse curviligne = est définie & partir du point P. L’angle local 6(x) s’exprime & partir de la dérivée
du profil H(X) au point Py de coordonnées (X (z), H(x)) dans (€x,ez). L’épaisseur roulante R(z) vaut
[P Pg|(voir le texte pour les détails).

0 100 200 300 400 500
X (mm)

F1G. 2.9 — Profil d’¢paisseur de la couche en mouvement R(z) obtenu pour une vitesse de rotation
Q) = 3 tr/min, des billes d’acier et un écartement de 7 mm. Les barres d’erreur sont de 'ordre du mm.
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F1G. 2.10 — Traitement des images permettant La détermination des positions des billes. A gauche :
image brute. A droite : Image aprés traitement. Chaque bille est représentée par un disque dont l’aire est
la plus grande possible afin d’optimiser la précision sur la détermination de son barycentre (voir le texte
pour les détails).

est alors de 480 x 234 pixels, la taille d’un pixel étant de p = 0.227 mm. Le traitement
d’images permettant d’extraire la position du barycentre des billes vues a travers le hublot
est le suivant (cf figure 2.3.3) :

1. On lisse I'image brute : le niveau de gris de chaque pixel est remplacé par la moyenne
des niveaux de gris des pixels de la grille de taille 5 x 5 centré sur le pixel considéré 7.

2. On fait ressortir les contours des billes, i.e. les pixels oul les gradients de niveau de
gris sont importants en convoluant 'image avec un filtre passe haut.

3. On réédite les étapes 1 et 2 de maniére a obtenir des billes pleines.

4. On applique un filtre de dilatation pour que I'image d’une bille soit constituée du
plus grand nombre possible de pixels

5. On sépare les disques correspondants aux différentes billes.

La position d’une bille est alors définie comme le barycentre du disque correspondant.
L’image d’une seule bille est constituée de N = 23 + 3 pixels, la légére variation étant due
a la distance de cette bille au hublot. La précision sur la détermination de ce barycentre
est alors de l'ordre de 3 x p/y/N — 1, soit environ 150 ym, avec un intervalle de confiance
de 99%3.

Pour évaluer la précision sur la position des billes, nous proposons I’expérience sui-
vante : dans un premier temps, nous déterminons la position des billes & I'aide de la
procédure décrite plus haut pour un empilement purement 2D (écartement entre les pa-
rois du tambour : 3.05 mm). Pour chaque bille, nous repérons les billes apparemment en
contact, ¢.e. les billes distantes d’une longueur inférieure a une certaine longueur seuil,
arbitrairement choisie égale & 3.5 mm. Or, pour des billes parfaitement rigides et infini-
ment lisses, on peut montrer que la coordinence de chaque bille est égale & 4. Ce point
résulte des propriétés d’isostaticité des empilements. Il est discuté dans le chapitre 1 de
la partie II. Par conséquent, pour chaque bille nous gardons, parmi les billes apparem-

"La zone de visualisation est maintenant suffisamment petite pour négliger les dérives lumineuses : on
n’a donc plus besoin de ce premier filtre.

80n peut en effet raisonnablement supposer que, pour une position réelle de bille (z",2") donnée,
la mesure de z (ou de z) suit une distribution gaussienne centrée sur z" (resp. sur z") d’écart type
o = p/v/N — 1. Par conséquent, la probabilité que |z — z"| < 30 est de I’ordre de 99%.
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ment en contact, les quatre plus proches, et nous regardons la distribution sur la longueur
des contacts (cf figure 2.11). Celle-ci est relativement gaussienne, d’écart type 0.09 mm.
Si on suppose que les fluctuations statistiques sont dominées par les erreurs de mesure,
I’écart type mesuré expérimentalement est compatible avec l'ordre de grandeur proposé
ci-dessus.
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F1G. 2.11 — Distribution de la longueur des contacts. Les données sont expérimentales. Cette longueur
suit une distribution & peu prés gaussienne centrée sur 2.97 mm et d’écart type 0.09 mm. On rappelle
que le diamétre d des billes vaut d = 3 £ 0.03 mm. La longueur moyenne des contacts est 1égérement
plus faible. L’origine de ce biais est la suivante : Si 'empilement était parfaitement ordonné et les billes
parfaitement identiques, chaque bille aurait 6 contacts. En prenant en compte uniquement les 4 contacts
les plus petits, on favorise les billes de diamétre inférieur & 3 mm.

2.3.4 Mesure des vitesses

La vitesse d’une bille est évaluée a partir de la position d’'une méme bille sur deux
images successives. Nous adoptons un critére de proximité : considérons une bille & une
position donnée sur I'image n. La bille la plus proche de I'image n + 1 sera considérée
comme la méme bille.

Pour des empilements purement 2D, toutes les billes peuvent étre visualisées. La pro-
cédure de suivi des billes est donc exacte tant que la vitesse de celle-ci est inférieure a
fsd/2 = 1500 mm/s, ce qui est le cas dans nos expériences °. Dans le cas d’empilement
quasi-2D, on a accés uniquement aux billes en contact ou proches du hublot. Une bille
visible sur I'image n peut disparaitre sur 'image suivante. On garde cependant le critére
défini précédemment pour suivre les billes. On calcule ensuite le profil de vitesse moyen
sur I'ensemble de la séquence d’images. On verra par la suite (chapitre 3) que les fluc-
tuations de vitesse sont nettement plus faibles, presque d’un ordre de grandeur, que les
vitesses moyennes. Dans le cas d’empilement quasi 2D, nous calculons donc pour chaque
bille sur chaque image la fluctuation instantanée de vitesse et nous considérons que la

9La vitesse peut étre légérement supérieure au niveau de la surface libre pour Q = 8 tr/min. Cependant,
comme la compacité est trés faible au niveau de cette surface, on se trompe rarement de billes.
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bille n’est plus la méme, quand cette fluctuation est supérieure a un certain seuil choisi
arbitrairement égal a 0.7 fois la vitesse instantanée de la bille considérée (cf. figure 2.12).
On perd ainsi environ 5% des billes d’une image.
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F1G. 2.12 — Procédure de calcul du champ de vitesse. Image (a) : pour chaque bille de I’image n (en
gris foncé), on cherche la plus proche sur I’image n — 1 (en gris clair), puis sur I'image n + 1 (en noir).
On suppose qu’il s’agit de la méme bille et on calcule la vitesse correspondante (image (b)). On calcule
ensuite le profil de vitesse moyen perpendiculairement, & 1’écoulement. On calcule ensuite pour chaque
bille I’écart de vitesse par rapport & ce profil moyen. Toutes les billes avec un tel écart supérieur & 0.7
fois sa vitesse instantanée sont considérées comme perdues (représentées avec des + dans I'image (c)).

2.4 Conclusion

L’expérience et les techniques associées ont été présentées. Pour les écoulements de
surface, nous sommes donc capables de mesurer :

— d’une part des grandeurs macroscopiques comme les profils d’épaisseur de la couche
en mouvement ou l'inclinaison locale de la séparatrice statique/roulant.

— d’autre part les grandeurs microscopiques a savoir la position et la vitesse instanta-
née des billes impliquées dans I’écoulement.
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2.4. CONCLUSION

Il s’agit maintenant, dans un premier temps, de trouver une description continue des
écoulements de surface, puis, dans un deuxiéme temps, d’étudier les liens et les implica-
tions de cette description vis & vis du comportement microscopique des grains.

41



CHAPITRE 2. PRINCIPE DE L’EXPERIENCE

42



Chapitre 3

Recherche d’une description continue
des écoulements de surface

La modélisation des avalanches et des écoulements de surface a suscité de trés nom-
breux travaux théoriques d’inspirations trés diverses. Parmi celles-ci, 1'utilisation des
équations de conservation intégrées sur 1’épaisseur en mouvement nous semble la plus
prometteuse.

Ce type d’approche n’est pas nouveau : en hydraulique, dans les écoulements & surface
libre en eaux peu profondes, il arrive souvent que seules les vitesses moyennes horizontales,
i.e. paralléeles a la surface libre, soient intéressantes. Cela n’a de sens que dans I'approxi-
mation d’écoulements quasi-horizontauxr ou la pente de la surface et du fond est faible
devant la profondeur d’eau. On peut alors simplifier le systéme d’équations décrivant la
dynamique du fluide, équations de Navier-Stokes pour des régimes laminaires ou équations
de Reynolds pour des régimes turbulents, en les moyennant selon la verticale. Le systéme
d’équations obtenu, équations de Saint- Venant, présente ’avantage de pouvoir étre rela-
tivement aisé a résoudre par la méthode des caractéristiques (voir par exemple [210]), ce
qui est loin d’étre le cas pour le systéme d’équations initial. Ce type d’approche a été
appliqué avec succeés aux écoulements en canal [88], en riviére [116, 113, 82], voire en mer
sur des plateaux continentaux [177].

L’utilisation des équations de conservation intégrées au cas des écoulements granu-
laires denses est beaucoup plus récente. Il s’agit alors, non pas de simplifier les équations
qui régissent leur comportement - celles-ci demeurent encore largement inconnues - mais
plutot de fournir un cadre de description dans lequel la rhéologie est implicitement prise
en compte. Ce type d’approche a d’abord été appliqué a la description d’écoulements
granulaires sur fond rigide [182, 189, 157|, puis étendu au cas d’écoulements sur fond
meuble [106, 62].

Plusieurs relations de fermeture sont nécessaires pour fermer ces équations et obtenir
un modéle complet. Les auteurs précédents ont choisi celles-ci & ’aide de considérations

43



CHAPITRE 3. DESCRIPTION CONTINUE DES ECOULEMENTS DE SURFACE

théoriques de facon a reproduire tel ou tel comportement observé. Nous proposons quant
a nous de les déterminer expérimentalement sans préjuger de leur forme. Pour cela, nous
appliquerons le formalisme de Saint-Venant & des écoulements simples, les écoulements de
surface stationnaires en tambour tournant 3.1. Nous verrons alors comment en déduire
les relations de fermeture. Le systéme complet obtenu pourra par la suite étre appliqué a
la description de cas plus généraux.

Dans un premier temps (section 3.2), nous établirons les profils de vitesse et de com-
pacité sur une tranche élémentaire représentative. La variation de ces profils avec le pa-
ramétre de controle, la vitesse de rotation 2 du tambour, nous donnera accés aux deux
premiéres relations de fermeture reliant le débit et le flux de quantité de mouvement
a ’épaisseur roulante et & 'angle entre l'interface solide/liquide et ’horizontale. Dans
un second temps (section 3.3), nous mesurerons les profils d’épaisseur de la couche en
mouvement et les profils d’angle local de la séparatrice solide/liquide. Nous serons alors
en mesure de déterminer la derniére relation de fermeture, & savoir la forme de la force
exercée sur la couche en mouvement.

Le modéle complet sera ensuite discuté section 3.4. Il sera comparé aux modéles conti-
nus d’écoulements de surface déja proposés.

Nous étudierons enfin dans la section 3.5 les variations des différents paramétres in-
tervenant dans le modéle avec le coefficient de restitution des billes et I’écartement du
tambour.

3.1 Cadre théorique : approche Saint-Venant

Considérons la situation générale représentée sur la figure 3.1a. Nous nous limitons a
des situations 2D. Le matériau peut étre séparé en deux phases : une couche en mouvement
d’épaisseur fine qui coule sur un lit statique. On suppose que l'interface entre les deux
phases est nette, et que la densité p est constante, ce qui sera justifié dans la section 3.2.
Pour des couches en mouvement d’épaisseur fine, la vitesse des grains est essentiellement
paralléle a I'interface solide/écoulement. Le référentiel le plus naturel est par conséquent le
référentiel curviligne (€, €,) ol €, (resp. €,) est localement tangent (resp. perpendiculaire)
a l'interface (voir section 2.2 du chapitre 2). L’origine en z est placée a la surface libre (cf.
figure 3.1). Si on suppose la densité p constante (ce qui sera discuté dans la section 3.2)
et qu’on note (7, 7,) la vitesse au point (z, z), les équations de conservation de masse et
de quantité de mouvement s’écrivent (cf. annexe B) :

OR 0

E+%(R<Um >)+Uz|z:—R: (31)
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3.1. CADRE THEORIQUE : APPROCHE SAINT-VENANT

Q(R <y >)+ %(R <2 >) + (va0)|s=—r = (3.2)

F
ot P
ol R est I’épaisseur de la couche en mouvement et F' est la composante en x de la force
appliquée sur le volume V' limité par les deux surfaces X(z) et X(z+dzx) (cf figure 3.1). Les
quantités (R < v, >) et (R < v,2 >) sont respectivement le débit et le flux de quantité de
mouvement projeté sur €, (divisé par p) traversant la surface X(x). Les quantités v,|,—_g
et (vgv,)|,—_r représentent, quant a elles, respectivement le débit et le flux de quantité de
mouvement projeté sur €, (divisé par p) traversant I'interface. On note < A > la moyenne
de la quantité A sur ’épaisseur de la couche en mouvement :

1 /0
<A>= —/ Adz (3.3)
RJ g

Les expressions de < v, >, < v2 > et F en fonction des paramétres macroscopiques
décrivant I’écoulement sont nécessaires pour fermer le systéme d’équations (3.1,3.2). La
dynamique de ’écoulement est invariante par translation verticale. Les trois relations de
fermeture peuvent donc s’écrire < v, > (R,0), < v,2 > (R,0) et F(R,0) ou (z,t) est
I’angle entre I'interface et I’horizontale.

Appliquons ces équations aux écoulements stationnaires obtenus dans un tambour
tournant (voir figure 3.1b). Les termes dérivés par rapport au temps s’éliminent, et la
vitesse ¥/|,— g des grains statiques au niveau du point M de I'interface s’écrit :

Toe g = Qril (3.4)

ou (2 est la vitesse de rotation du tambour, r la distance entre M et le centre O du
tambour, et 7 le vecteur unitaire perpendiculaire & OM. Le systéme d’équations (3.1,3.2)
devient alors :

di(R < vy >)=—Q(X cosf + Hsinf) (3.5)
T

d
@(R <vy” >)+ (X cosh + Hsin ) (X sinf — H cos§)H (X cosf + Hsinf) =
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ou H est la fonction d’Heaviside et (X (x), H(z)) sont les coordonnées du point M dans
le référentiel (€x,€) ou €y (resp. €7) est normal (resp. paralléle) au vecteur gravité g, et
dont 'origine coincide avec le centre du tambour (voir aussi la section 2.2 du chapitre 2).
Ces deux fonctions sont données par :

X(z)=Xp+ /OI cosf(y)dy, H(z)= Hp — /0$ sin 6(y) dy, (3.7)

ou P correspond & la limite supérieure de la couche en mouvement (voir figure 3.1b).

Le but de ce chapitre est, rappelons le, d’aboutir & un systéme complet d’équations per-
mettant de décrire ’évolution globale de I’écoulement. Mesurons dans un premier temps
les profils de vitesse et de compacité sur une tranche élémentaire pour différents €2. Nous
serons alors en mesure de déterminer ainsi les deux premiéres équations de fermeture, a
savoir les fonctions < v, > (R, ) et < v,2 > (R,#). Dans un second temps, nous mesu-
rerons globalement les profils R(z) et 6(z) et nous aurons accés a la derniére relation de
fermeture, la fonction F (R, 6).

F1G. 3.1 — (a) : écoulement de surface dans un matériau granulaire. Une couche en mouvement d’épais-
seur faible coule sur un lit statique. L’écoulement peut étre décrit globalement en considérant I’évolution
de D’épaisseur R de la couche en mouvement et de l’angle local € entre la séparatrice fluide/roulant et
I'horizontale (voir insert). On se place dans le référentiel (€,,¢€>), localement tangent a linterface. Le
théoréme du transport est appliqué sur le volume limité par les deux surfaces X(z) et X(z + dz) perpen-
diculaires & 'interface d’une part et la surface libre et I'interface d’autre part. (b) : écoulement de surface
stationnaire dans un tambour tournant. L’abscisse curviligne z est définie par rapport & l'interface et son
origine est fixée au point P limite supérieure. Le référentiel (€x,€7) est le référentiel de gravité centré
sur le centre O du tambour. La vitesse de rotation solide & un point M de Uinterface solide/liquide s’écrit
Qrit ol 7 est la distance entre O et M et 7 le vecteur unitaire perpendiculaire & OM.
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3.2. PROFIL DE VITESSE ET DE COMPACITE

3.2 Profil de vitesse et de compacité sur une tranche
élémentaire

Nous nous intéressons d’abord aux profils de vitesse et de compacité et a leurs va-
riations avec le paramétre de controle €2 dans une tranche élémentaire. Des séquences de
200 images sont enregistrées a ’aide de la caméra rapide a une fréquence d’acquisition
de 1 kHz. La zone enregistrée est choisie au centre du tambour. Dans cette région, a la
fois R, @ et les profils de vitesse tangentielle {v,(2)} et de compacité {v(z)} sont inva-
riants lorsqu’on déplace légérement la zone de visualisation parallélement & é€,. La zone
visualisée peut par conséquent étre considérée comme une tranche élémentaire représen-
tative puisque les variations macroscopiques n’y sont pas ressenties. Dans cette zone, R
et 0 peuvent étre modifiés - malheureusement pas de maniére indépendante - en faisant
varier ). Le traitement d’images décrit dans le chapitre 2, section 2.3, permet d’évaluer
la position et la vitesse des billes vues a travers le hublot. L’angle # de 1’écoulement est
alors calculé a partir de la moyenne de la vitesse instantanée de I’ensemble des billes sur
I’ensemble de la séquence. Chaque image est ensuite divisée en bandes paralléles a I’écou-
lement d’épaisseur égale a un diameétre de bille. Le profil de compacité moyenne et de
vitesse moyenne sont ensuite définis a partir de moyennes effectuées respectivement sur
la position et la vitesse de toutes les billes de la séquence d’images dont le barycentre est
a 'intérieur de la bande concernée

3.2.1 Mesure de compacité

Nous avons mesuré la compacité vy de 'empilement a ’arrét juste aprés remplissage du
tambour 0. Celle-ci vaut vy = 0.57 & 0.02. Cette valeur est compatible avec celle observée
par Daerr et Douady (1999) [52] pour le méme protocole de remplissage, qui consiste a
verser les billes & partir d’un point source sans précautions particuliéres.

Dans des empilements quasi-2D pour lesquels nous ne sommes pas en mesure de suivre
toutes les billes, nous ne pouvons pas mesurer directement la compacité. Nous avons donc
construit des empilements numériques et évalué la relation entre la compacité réelle et la
compacité estimée en prenant en compte uniquement les billes vues a travers le hublot
du tambour !'. Les profils expérimentaux de compacité peuvent alors étre estimés. Les

10Cette compacité est évaluée simplement & partir du nombre de billes versées et du volume mesuré.
Cette méthode n’est applicable qu’a 'arrét et ne permet bien évidemment pas de suivre I’évolution des
profils de compacité en écoulement stationnaire.

" Ces empilements sont simulés en ldchant des billes dans une cellule d’écartement similaire & 1’expé-
rience : altitude d’une bille donnée est minimisée en respectant les deux contraintes suivantes : les billes
doivent rester dans la cellule et elles ne doivent pas interpénétrer avec celles déja présentes. On simule
ensuite des empilements de compacité plus faible soit en diminuant le rayon des billes sans changer leur
position, soit en retirant aléatoirement des billes. Pour tous ces empilements, on peut ensuite déterminer
les billes wvisibles & travers le hublot de la cellule, i.e. les billes dont le barycentre n’est pas caché par la
présence des autres billes situées plus prés du hublot. On évalue ainsi la compacité réelle v” et la compacité
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F1G. 3.2 — Profil de compacité au centre du tambour pour une vitesse de rotation 2 = 6 tr/min.
L’altitude z est définie perpendiculairement & 1’écoulement, ’origine des ordonnées étant prise & la surface
libre. Ce profil a été obtenu aprés avoir effectué une moyenne sur 1000 images. Les barres d’erreur
correspondent & un intervalle de confiance de 99%.

incertitudes sont principalement dominées par le traitement statistique des données. Les
profils de compacité ont par conséquent été moyennés sur 1000 images afin de limiter
Ierreur. Un profil de compacité typique, obtenu pour @ = 6 tr.min™! est représenté
figure 3.2. La compacité v(z), varie peu dans la couche roulante et reste comprise entre
0.3 et 0.4, excepté a la surface libre dans une zone étroite - d’épaisseur environ égale a
3 diameétres de billes indépendante de €2 - ou elle tombe rapidement & zéro. A ’échelle
macroscopique, I’épaisseur de cette zone peut étre négligée.

Nous sommes maintenant en mesure de discuter ’hypothése d’une densité p constante.
Rappelons que p est simplement proportionnelle & v : p = ppr ol pp est la masse vo-
lumique des billes. Abandonner I'hypothése d’'une densité constante revient & remplacer
< v, > et < v,2 > respectivement par < pv, > / < p > < pv,2 > / < p >. Comme
les variations de v, sont bien plus importantes que celles de p, nous pouvons garder cette
hypotheése dans la suite.

3.2.2 Mesure du profil de vitesse

Un profil typique a été représenté figure 3.3. La vitesse v,(z) varie linéairement avec z
dans ’ensemble de la phase roulante excepté dans une zone étroite entre la phase statique
et la phase roulante. Une représentation semi-logarithmique de ce profil montre en fait
que cette vitesse n’est pas nulle dans la phase statique, mais décroit exponentiellement
(cf. figure 3.3) avec une longueur typique de décroissance g9 = 7.5 mm =~ 2.5d ot d

apparente v® calculée en prenant uniquement en compte ces billes visibles. D’aprés nos simulations, v”
varie linéairement avec v®. Pour des billes de 3 mm et un écartement de 7 mm, on a alors : v" = 1.61v%.
Le ratio v" /v® est par ailleurs confirmé par les mesures expérimentales directes de ces deux compacités
juste aprés le remplissage du tambour.
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3.2. PROFIL DE VITESSE ET DE COMPACITE

est le diameétre des grains, en accord avec les observations de Komatsu et al. (2001) [110].
Ces déformations de fluage sont donc localisées a I'interface solide/liquide dans une zone
assez étroite pour qu’on puisse négliger son épaisseur dans une description macroscopique.
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F1G. 3.3 — A gauche : profil de vitesse tangentielle v,(z) au centre du tambour pour une vitesse de
rotation ) = 6 tr/min. L’altitude z est définie perpendiculairement a I’écoulement, l’origine des ordonnées
étant prise & la surface libre. Ce profil a été obtenu aprés moyenne sur 200 images. La précision sur les
différents points est inférieure a leur taille. A droite : v, (2)/vz|,=0 en fonction de la profondeur —z. L’axe
des ordonnées est logarithmique. La décroissance exponentielle est la signature de déformations de fluage
de la phase statique. La ligne droite correspond & un ajustement exponentiel de longueur caractéristique
Afluage = 7.6 mm ~ 2.5d ou d est le diametre des billes.

3.2.3 Influence de la pente locale et de I’épaisseur roulante

Nous avons fait varier la vitesse de rotation du tambour © de 1 tr/min & 6 tr/min
afin d’étudier les variations des profils de vitesse avec R et . Ces profils sont représentés
figure 3.4. Ils restent linéaires dans ’ensemble de la phase roulante. Nous les avons ensuite
translatés le long de I’axe €, de fagon a faire coincider leurs interfaces statique/liquide.
Leur superposition montre que le gradient de vitesse ¥ = 0,v, est indépendant de €2, i.e.
indépendant & la fois de R et de 6, voire que les deux dépendances se compensent.

Nous avons ensuite mesuré ces profils a cinq endroits différents réguliérement répartis
le long de la surface libre pour 2 = 6 tr/min (cf. figure 3.5). Il faut cependant remarquer
que, pour ces endroits, les dérivées 0,R et 0,0 ne sont plus nulles. On ne peut plus a
strictement parler considérer ces régions comme des tranches élémentaires au sens de la
mécanique des milieux continus. Nous avons diminué la largeur des zones acquise pour
minimiser ces dérives. La superposition des profils représentée figure 3.5 montre que le
gradient de vitesse ne dépend pas de la position dans le tambour. Il ne dépend donc ni
R, ni de 0, ni de 0, R ni de 0,0.

Nous pouvons donc écrire :
vz(2) = ¥(z + R) (3.8)
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F1G. 3.4 — A gauche : profil de vitesse tangentielle v, (z) au centre du tambour pour différentes vitesse
de rotation Q, i.e. pour différents couples (R, #). A droite : on translate les profils suivant €, pour faire
coincider les interfaces. La superposition des profils montrent ’invariance du gradient de vitesse 7.

avec un gradient de vitesse ¥ constant : ¥ = 34+ 0.1 s™! ou y ~ 0.6\/9/7. Cet ordre de
grandeur peut étre compris de la maniére suivante [171] : quand un grain entre en collision
avec un grain de la couche en dessous, toute 1’énergie cinétique est absorbée par collisions
multiples. L’équilibre entre énergie potentielle acquise et énergie cinétique dissipée aprés
un libre parcours moyen de I'ordre de d améne & une vitesse relative v; entre deux couches
de billes successives égale & v; = v/gd. Par conséquent, ¥ est de 'ordre de \/m

Connaissant le profil {v,(2)}(R,#), nous en déduisons les deux premiéres relations de

fermeture :

1
<wvy>(R,0) = §7R (3.9)

1
<wv.?> (R, 0) = 5721%2 (3.10)

Cette loi d’échelle est différente de celles observées dans les écoulements granulaires
sur un plan rugueux pour des empilements 2D [15] et 3D [158] : dans ces expériences,
< vy > semble plutdt varier en R3/? et dépendre de 6 2. Une loi d’échelle similaire & la
notre a été cependant rapportée par Rajchenbach et al. (1993) (174, 173, 172, 171| pour

12Ces lois d’échelles observées sur les plans inclinées sont loin de faire I'unanimité [186, 69]. Elles
semblent dépendantes de la nature du fond, de celle des grains, de la hauteur de ’écoulement... Cette
extréme variabilité dans les observations renforce justement nos remarques sur ’opportunité de relations
rhéologiques locales et univoques
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des écoulements 2D en tambour tournant. Cela tend & confirmer I'importance des effets
de fond dans la sélection du type de profil et remet en question I'opportunité des rela-
tions constitutives utilisées traditionnellement en mécanique des sols reliant contraintes
et déformations. Cette remise en cause est discutée plus attentivement au chapitre 4.

Cependant, d’aprés Rajchenbach et al., ¥ varie en v/sin 6, ce qui semble incompatible
avec nos observations. Notons cependant que, dans leurs expériences, # varie de 30 ° a
50 °, ce qui correspond a des variations de v/sin @ de 0.71 & 0.88. Une géométrie purement
2D, relativement ordonnée, engendre par ailleurs des barres d’erreurs bien plus impor-
tantes que dans une géométrie quasi-2D. La différence entre + constant et 4 variant en
v/sin @ est par conséquent trop petite pour pouvoir étre distinguée dans les expériences
de Rajchenbach et les notres. Nous maintenons donc notre hypothése d’un gradient de
vitesse ¥ constant, que nous confirmerons dans la section suivante.
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F1G. 3.5 — Profil de vitesse tangentielle v,(z) & cinq positions différentes pour @ = 6 tr/min. On
translate suivant €, pour faire coincider les interfaces. La superposition des profils confirme 'invariance
du gradient de vitesse 7.

3.3 Echelle macroscopique : mesure des profils d’épais-
seur de la couche en mouvement et de la pente lo-
cale de l'interface

Contrairement aux deux premiéres relations de fermeture, nous ne pouvons pas me-
surer directement la force F' s’appliquant sur les billes visualisées. Nous nous proposons
donc de déterminer F indirectement a partir de mesures globales des profils R(z) et 0(x).
Notons par ailleurs que ces mesures nous permettent aussi de calculer la forme de la
premiére relation de fermeture.

La couche en mouvement est repérée a l'aide du traitement d’images décrit dans le
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chapitre 2, section 2.2. Nous pouvons en extraire les profils d’interface et de surface libre,
donnés respectivement par les fonctions H(X) et S(X) dans le référentiel du laboratoire
(cf. figure 3.6). La coordonnée curviligne z(X), 'angle local 0(X) et I'épaisseur de la
couche en mouvement R(X) peuvent ensuite étre calculés (cf. section 2.2 chapitre 2).

Sur la partie haute du tambour, il existe toute une plage Lo d’extension décroissant
avec {2 ot R varie tandis que 6 reste constant : 6 ~ g (cf. figure 3.6). En se restreignant
a cette plage, on peut donc étudier les variations des différentes variables en fonction de
R a un angle 6, fixé, réglable en modifiant €.
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F1G. 3.6 — Profils typiques obtenus pour £ = 3 tr/min. A gauche : profils de la séparatrice H(X) et de
la surface libre S(X) (dans le référentiel du laboratoire). On peut voir une plage importante Lo dans la
partie haute du tambour ou la pente locale varie peu. A droite : variation de ’épaisseur roulante R(z),
x étant ’abscisse curviligne.

3.3.1 Confirmation de la loi d’échelle sur la vitesse moyenne <
Vyp >

On va, dans un premier temps, confirmer la premiére relation de fermeture (équa-
tion 3.9) établie dans la section précédente. A partir des profils expérimentaux X (z),
H(z) 6(z) et R(x), on peut calculer < v, > () en intégrant I’équation 3.5. La figure 3.7
montre les variations de < v, > en fonction de ¥R/2, ¥ fixé 4 ¥ = 34 s™' comme suggéré
dans la section précédente. Les deux expressions sont égales, ce qui confirme la relation 3.9
au moins vis a vis de la variation suivant R.

Intéressons nous maintenant & la variation du gradient de vitesse 7 suivant #. Pour
cela, nous devons prendre en compte les profils dans I’ensemble du tambour. Typiquement,
pour = 6 tr/min, @ varie de 0° & 48°. La procédure est la suivante : a partir du profil
de la séparatrice H,,,(X) mesuré expérimentalement, nous pouvons déduire X (z), H(x),
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Fi1aG. 3.7 — Vitesse de dérive moyenne < v, > en fonction de 4R/2 sur L. On a remplacé la pente
locale §(x) par sa valeur moyenne 6q,.

f(x), puis, par intégration de 1'équation 3.5, le débit {R < v, >}(z). On calcule alors les
profils Rg,‘;) (x), Rg? (x) et Rg,i) (x) en supposant respectivement :

(a) R < v, >=pR? ce qui correspond & un gradient de vitesse indépendant, de

(b) R < v, >= pR?+/sin#, ce qui correspond 4 un gradient de vitesse en v/sin § comme
suggéré par Rajchenbach et al.

(c) R < v, >= pR?/cosf, ce qui correspond & un gradient de vitesse en v/cosf
comme suggéré par Orpe et Khakhar (2001) [152].

Ces trois profils sont ensuite comparés au profil expérimental R.;,(z) (cf. figure 3.8). Le
paramétre p est ajusté de facon & minimiser ’écart entre profils théoriques et expéri-
mentaux. Le scénario (a) conduit & de meilleurs ajustements. La valeur de p vaut alors
p ~ 14 s71 soit environ 20% plus petite que /2. La différence peut s’expliquer de la
maniére suivante : le gradient de vitesse ¥ a été déterminé a partir des vitesse des seules
billes en contact avec le hublot tandis que le calcul de p prend en compte I’ensemble des
billes. Nous en discuterons plus loin, section 3.5.

Les différences entre (a) et (¢) ne sont pas flagrantes. Les expériences de Orpe et
Khakhar, menées pour toutes sortes de matériaux, semblent montrer une faible variation
du gradient de vitesse avec f. Cependant, ces mesures sont indirectes. Nous verrons par
la suite qu’elles peuvent aussi s’expliquer par la prise en compte des effets de parois tout
en gardant  constant.

3.3.2 Mesure expérimentale de la force F

Maintenant que nous nous sommes convaincus de la validité de la premiére relation de
fermeture donné par 1’équation 3.9 (et & fortiori de la deuxiéme donnée par 3.10), nous
allons déterminer la derniére. Intéressons-nous a 1’équation de conservation de quantité
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F1G. 3.8 — Veérification de la loi d’échelle sur < v, > . Les trois profils Ry, (@ (z), R;,® (z) et Ry (x)
sont calculés & partir du profil expérimental H.,, en supposant respectivement (a) < v, >= pR (ligne
pleine), (b) < v, >= pRVsinf (mixte) ou (¢) < v, >= pR+v/cosf (pointillé). Ils sont ensuite comparés
au profil expérimental Rezp(z). Dans tous les cas, p est choisi de maniére & minimiser |R¢p — Regpl-

de mouvement : I’évaluation numérique du deuxiéme terme du membre de gauche de
I’équation 3.6 montre qu’il est négligeable devant le premier terme. On peut donc le
négliger. A partir de I’équation 3.5, de I’équation 3.6 ainsi simplifiée et des deux relations
de fermeture 3.9 et 3.10, on déduit I’expression de la force F' :

F
5 =7RQ(Hsin9+XCOSH)>; (3.11)

On peut alors, & partir des profils expérimentaux de X, H, 6 et R déterminer F. On
se restreint & nouveau a la plage Lq sur laquelle 6 ~ . La figure 3.9 montre la variation
de F/p¥R avec R pour différents 6. La quantité F'//p¥yR décroit paraboliquement avec R :

F

SR Fi(0) — Fy(0)R? (3.12)

3.3.3 Modélisation de la force F'

Comment peut-on comprendre cette dépendance? La construction d’une force F' mi-
nimale doit inclure :

1. un terme de gravité : Fg = pgRsinf

2. un terme de pression : Fp = —pkg<E cos6 [157]. Pour des écoulements de surface,
on a R de 'ordre de 10d. Par conséquent, Fp est d’ordre 10d/L par rapport & Fg (L
étant 1’échelle de variation macroscopique : L ~ Dy). A 1’échelle continue, dans le
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F1G. 3.9 — Variation de la force F/pYR vs. R pour différents , i.e. différents 0q.

cas d’écoulements de surface pleinement développés, cette force peut par conséquent
étre négligée 3.

3. un terme de friction de la phase roulante sur le lit statique : Fy, g = —upgRcosf. A
priori, p dépend de R et f. Néanmoins, les expérience de Daerr (2000) [51] semblent
montrer que p devient constant dés que R dépasse quelques diameétres de billes.
Dans notre cas, nous pouvons donc considérer p comme constant : g = tan ® ou P
est 'angle de friction interne du matériau .

. . , R .

4. un terme de friction sur les parois latérales : Fy.p = p fo ofr.pdz o0 04 p(2) est
la contrainte exercée par les parois sur la couche en mouvement comprise entre les
ordonnées z et z + dz.

Les termes 1 et 3 controlent Fj(f), mais ne permettent pas de rendre compte de la
variation de F'/pyR avec R. Celle-ci est donc entiérement gouvernée par les bords. A partir
du F' expérimental et de la connaissance de la forme de Fg et F¥, g, on peut déduire Fy, p
par soustraction. La figure 3.10 représente la variation de F, p avec R pour différents Oo.
Ce terme F}, p dépend peu de fq et varie en R

Cette dépendance peut se comprendre & ’aide du raisonnement suivant : la contrainte
0fr.p(2) exercée par la paroi sur la couche comprise entre z et z+ dz vaut o,.p(2') = vop
ou v est la fréquence des collisions bille/paroi et dp la quantité de mouvement (projetée
sur €;) perdue a chaque collision. Comme p est constant, le libre parcours moyen est
constant et v o< pv,(z). Chaque collision avec la paroi est inélastique. Par conséquent, on
a aussi 0p «x v,. On peut donc écrire :

13Ce terme devient par contre important dans les situations oit R est nulle & certains endroits. Il
est par exemple crucial si on cherche & décrire le déclenchement des avalanches et la forme des fronts
associés [51, 39].

MNotons que dans nos expériences, ® ~ O 07t ~ Ostop, Ostart €t Ost0p désignant respectivement 1’ angle
de démarrage et ’'angle d’arrét d’une avalanche (cf. chapitre 1). La distinction entre ces angles est cruciale
pour comprendre les régimes intermittents, mais disparait quand l’écoulement devient stationnaire.
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F1G. 3.10 — Force de frottement exercée par les parois latérales. La ligne pleine correspond & un
ajustement & partir de I’équation 3.14 (translaté verticalement) : n ~ 10 m~!.

Ofrp = —1pUs° = —npy*2* (3.13)

et, apres intégration sur la couche en mouvement :

1
Fprp = =310y’ R’ (3.14)

Cette derniére relation permet de reproduire la forme des courbes expérimentales
Ff,. p(R) obtenues pour les différents fq. Dans notre expérience, on trouve n ~ 10 m™.
L’ordre de grandeur de 7 peut étre compris de la maniére suivante : la quantité de mou-
vement perdue par chaque collision est de 'ordre de (1 — e) ou e est le coefficient de
restitution. Pour nos billes, e >~ 0.91. Le libre parcours moyen est de ’ordre de grandeur
du diamétre des billes d. On s’attend donc & avoir n ~ (1 —e)/d ~ 10 m™', ce qui est
compatible avec la valeur déterminée expérimentalement.

Finalement, la derniére relation s’écrit :

1
F = pgRsin® — upgR cos O — gnp’yQR?’ (3.15)

ou le premier terme du membre de droite correspond au poids de la couche, le deuxiéme
terme correspond & la force de frottement exercée par le lit statique et le troisiéme terme
correspond au frottement exercé par les parois latérales.
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3.4. DISCUSSION DU MODELE OBTENU

3.4 Discussion du modéle obtenu

Les équations de conservation (3.1,3.2) auxquelles on rajoute les relations de ferme-
ture 3.9, 3.10 et 3.15 forment un systéme complet d’équations. Appliquons ce systéme a
la description des écoulements de surface non homogénes et instationnaires représentés
figure 3.1. La vitesse ¢,—_g des grains statiques au niveau de l'interface s’écrit alors :

OH
17z:—R = Eé'z (316)

Et le systéme d’équations (3.1,3.2) complété par les équations 3.9, 3.10 et 3.15 peut
maintenant s’écrire :

88—]: + g—f _r (3.17)
58_[: __r (3.18)
avec :
V=2<uv,>=49R (3.19)
= m/iR = %(sinﬁ — pcosf) — %mRQ (3.20)
f = atan (%—Ij) (3.21)

Ce systéme d’équations contient trois paramétres constants : le gradient de vitesse 7,
le coefficient de friction u et le paramétre n caractérisant la friction sur les parois latérales.
Ces trois paramétres dépendent des caractéristiques microscopiques des billes comme leur
diamétre, leur coefficient de restitution, leur coefficient de friction microscopique ou de
I’espacement entre les deux parois latérales. Comparons maintenant le modéle obtenu avec
les descriptions continues proposées actuellement et présentées de maniére plus détaillées
dans la section B.2 de ’annexe B.

Notre modéle est trés proche de celui proposé par Douady et al. (1999) [62]. Ils sup-
posent en effet un profil de vitesse linéaire avec un gradient constant comme observé dans

o7



CHAPITRE 3. DESCRIPTION CONTINUE DES ECOULEMENTS DE SURFACE

notre expérience. Par ailleurs, les variations globales de la force F' avec R et 6 deviennent
similaires & celles que nous avons observées. Les auteurs attribuaient cependant la varia-
tions de F'/pyR avec R a une dépendance du coefficient de friction effectif u avec R plutot
qu’a un effet de paroi comme nous I’avons fait. Daerr (2000) [51]| a par la suite proposé
une version amendée considérant un coefficient de friction indépendant de R.

Khakhar, Orpe et leurs collaborateurs (2001) [107, 152] ont également proposé un
modeéle dérivé du cadre de Saint-Venant trés proche du noétre. Ils proposent un profil de
vitesse linéaire, mais avec un gradient dépendant de 6. Ils attribuent alors la variation
de F/pYR avec R a une composante collisionnelle de la contrainte exercée par les grains
roulants sur le lit statique plutdot qu’a un effet de paroi.

Un autre modéle a été proposé par Bouchaud et al. (1994) [24]. Le modéle originel,
cherchant a décrire le déclenchement des avalanches, considére des couches en mouvement
d’épaisseur fine, avec R < d. Il ne peut pas étre comparé au notres. Ce modéle a par
la suite été étendu au cas d’écoulements épais par Boutreux et al. (1998) [29]. Ces deux
modeles supposent une vitesse d’advection V' constante. Ils considérent par ailleurs que
0 reste au voisinage de 'angle de repos 0y, et relie le terme de couplage I' a l'effet des
collisions des grains en mouvement sur le lit statique. Pour des écoulements minces [24],
tous les grains en mouvement sont supposés étre en contact avec le lit statique et avoir la
méme probabilité d’interagir avec celui-ci : I' = aR(0 — 04,p) avec a constant. Pour
des écoulements épais, seuls les grains des premiéres couches en mouvement peuvent
interagir avec le lit statique. L’influence des autres grains est écrantée par ceux-ci. Les
auteurs proposent alors d’écrire I' = a( — 64,,) avec a constant. Cette derniére forme
est compatible avec notre modéle si on se restreint & un développement limité au premier
ordre en  —® '°. La valeur de la constante a peut alors étre déduite (voir aussi [62, 107]) :
a = gcos ®/%4. Notons que ces modéles permettent, grace a leur simplicité, des résolutions
analytiques ezactes [131, 60, 194]. Considérer V' constant leur interdit cependant d’étre
en mesure de rendre compte quantitativement des amplitudes des avalanches [10] ou de
la forme des fronts d’avalanches [39].

3.5 Sur les différents paramétres du modéle

Les relations de fermeture font intervenir trois paramétres indépendants de R et 6 : le
premier paramétre est le gradient de vitesse 7. Les deux autres paramétres, le coefficient
de friction statique p = tan ® et le paramétre 7, caractérisant le frottement des billes sur
les parois latérales sont nécessaires a la description de la force F'. Ces trois parameétres
dépendent a priori du comportement microscopique des grains.

Nous nous proposons dans cette section de voir dans quelle mesure ces trois paramétres
dépendent de la nature des grains et de I’écartement des parois. Nous avons donc réalisé

I5Rappelons que dans nos expériences, on a Osqrt = Ostop = ®.
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différentes expériences avec des billes sphériques de méme diamétre, mais constituées de
matériaux différents : des billes d’acier peu dissipatives et extrémement lisses et des billes
d’aluminium plus dissipatives et plus rugueuses. Dans un deuxiéme temps, 1’écartement
¢ entre les parois latérales a été modifié : il vaut successivement 7, 11, 14 et 22 mm.

Pour ces différentes expériences, le gradient de vitesse 7 est évalué a partir de la
mesure directe des profils de vitesse au centre du tambour. Nous pourrions reprendre la
méthode exposée section 3.3 pour déterminer les deux paramétres ® et 1 intervenant dans
la fonction F'(R,#). Nous n’avons cependant pas suivi cette voie. La relation liant la pente
de la surface libre 6, au centre du tambour a €2 dépend en effet explicitement de ces deux
paramétres (voir plus bas). La détermination expérimentale de la courbe 6,(2) fournit
alors une méthode nettement plus rapide que celle développée dans la section 3.3 pour
évaluer @ et 7.

3.5.1 Pente de la surface libre en fonction de la vitesse de ro-
tation : détermination directe des paramétres décrivant la
force F

Une des applications possibles du modéle obtenu est de prédire la variation de la pente
de la surface libre 6, au centre du tambour en fonction de €2. Au centre du tambour, on
a en effet, d,R ~ 0. Par conséquent, §; ~ 6(x = 0). Par ailleurs, la rotation solide #,— g
est nulle au centre du tambour. La force F' est donc égale & zéro et :

2

1 R
tan @, = i 3.22
o pr 3 cos B (3:22)

ol Ro est I’épaisseur de la couche en mouvement au centre O du tambour. Celui-ci est a
moitié rempli. En supposant que la déformation de la surface libre est petite, on a :

D
X ~ (70 — z)cosf (3.23)
D
H ~ (70 — z)sin 6. (3.24)

et, par conséquent, I’équation 3.1 devient :

S AR = —Q(2 — x) (3.25)

et Ro peut alors étre calculé :
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D 2 1/2
Ro =~ (ﬁ@) (3.26)

Le débit au centre du tambour est donc proportionnel & €2 et peut ainsi étre controlé.
Des équations 3.22 et 3.26, on déduit :

naDy?

tanf, =
anly =p+ 12 cosb,

(3.27)

Cette derniére relation est tout a fait en accord avec les mesures expérimentales (cf.
figure 3.11). Le coefficient n obtenu par cet ajustement vaut n ~ 10.7 m™', ce qui apparait
compatible avec la valeur mesurée dans la section précédente. Connaissant le gradient
de vitesse 7, cette courbe permet de déterminer facilement, sans traitement d’images
sophistiqué, les deux paramétres p et 1 nécessaires a la description de la force F'.
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F1G. 3.11 — Variation de la pente de la surface libre en fonction de la vitesse de rotation Q. La ligne
droite correspond & un ajustement suivant 1’équation 3.27. Le coefficient de friction vaut alors g ~ 0.52,
ce qui correspond 4 un angle de friction interne ® ~ 27.9°, et  ~ 10.7 m~1.

3.5.2 Influence du matériau constituant les billes

La figure 3.12 présente les profils de vitesse mesurés au centre du tambour pour dif-
férentes vitesses de rotation (2. Lorsque les billes d’acier sont remplacées par des billes
d’aluminium, les profils de vitesse restent linéaires avec le méme gradient de vitesse . Ce
résultat est extrémement important. Nous y reviendrons plus en détail dans le chapitre 4 :
le gradient de vitesse est par conséquent indépendant du matériau constituant les billes,
de leur coefficient de restitution e et du coefficient de friction microscopique p.
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F1G. 3.12 — Influence du matériau constitutif des billes sur le gradient de vitesse. Les différents profils
de vitesses correspondent & différents Q2. A gauche, profil pour des écoulements de billes d’acier, & droite,
écoulement pour des billes d’aluminium.

Notons que cette indépendance avait déja été remarquée par Rajchenbach (2000) [171]
dans les écoulements stationnaires en tambour tournant & la surface d’'un empilement
purement 2D. Trés récemment, Orpe et Khakhar (2001) [152] ont aussi montré que la
forme de la couche en mouvement, ol les longueurs sont adimensionnées par le diamétre
Dy du tambour dépend uniquement du nombre de Froude Fr = Q2D,/2g et pas de
la nature des grains. Les simulations numériques d’écoulements sur plan incliné rugueux
d’Azanza (1997) [15] semblent aller dans le méme sens : dés que le coefficient de restitution
devient plus petit qu’une certaine valeur critique égale & 0.7, le profil de vitesse devient
indépendant de ce coefficient.

Cette indépendance invalide les approches basées sur la théorie cinétique : celles-
ci prédisent une dépendance nette des parameétres de transport, et par conséquent du
gradient de vitesse avec 7y. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 4.

Les deux paramétres caractérisant la force F', a savoir le coefficient de friction, - ou
plutdt 'angle de friction interne ® de I'empilement -, et le paramétre n sont plus élevés
pour des billes d’aluminium que pour des billes d’acier. Ceci n’a rien d’étonnant : on
s’attend effectivement a ce que la mise en mouvement d'une couche de billes soit plus
difficile et nécessite une inclinaison plus importante quand le coefficient de friction mi-
croscopique ju, des grains augmente. Les chocs bille/paroi dissipent par ailleurs d’autant
plus de quantité de mouvement que la collision est dissipative, i.e. que le coefficient de
restitution e est petit.

Remarquons cependant que le raisonnement simple proposé dans la section 3.3 laisse
prévoir que 7 varie en (1—e). Compte tenu des valeurs de e mesurées, cette variation prédit
un 7 six a sept fois supérieur pour des billes d’aluminium que pour des billes d’acier (cf.
tableau 3.1). Or le rapport obtenu expérimentalement est beaucoup plus petit et tourne
autour de deux (cf. tableau 3.1). Le raisonnement tenu section 3.3 est trop simpliste et
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Acier Aluminium
Coefficient de friction microscopique i | 0.2 0.4
Coefficient de Restitution normal e 0.92 0.46
Gradient de vitesse ¥ 35s ! 35s 1
Angle interne ® 27.9° 36.4°
parameétre 7 10.7m ! [ 20.7m!

TAB. 3.1 — Comparaison des paramétres caractérisant les relations de fermeture pour des empilements
de billes d’acier et des empilements de billes d’aluminium. L’écartement entre les deux parois latérales
du tambour est fixé & 7 mm.

ne permet donc pas de rendre compte de cette variation 7(e). Une amélioration possible
consisterait & introduire un coefficient de restitution tangentiel e; pour traduire la perte de
moment cinétique lors d’une collision |75]. Ce coefficient e; est une fonction croissante de e
et up. Or, si e est plus grand pour des billes d’acier que pour des billes d’aluminium, c’est
I’inverse pour u,. Il apparait donc difficile de comparer les valeurs de e;, et par conséquent
les valeurs de 7, pour les deux types de billes.

3.5.3 Influence de ’espacement entre les parois

Nous nous sommes dans un deuxiéme temps intéressés a l'influence de ’espacement
¢ entre les parois latérales sur ces trois parameétres. Le gradient de vitesse v décroit avec
¢ (cf. tableau 3.2 et figure 3.13a). Cela peut sembler assez paradoxal : plus ¢ est grand,
moins la fraction de billes en contact avec les parois est grande, et a fortior: moins les effets
de frottement sur les parois devraient se faire ressentir. 7 devrait donc croitre. En fait,
augmenter ¢ a aussi pour effet d’augmenter la densité '*. Pour £ = 7 mm, la compacité
mesurée juste apres remplissage du tambour est v = 0.57 alors que pour ¢ = 22 mm,
v = 0.60. Cette augmentation de la densité va vers une augmentation de la dissipation a
chaque collision et donc & une diminution de 7.

Ecartement ¢ 7 mm 11mm | 14 mm | 22 mm
Gradient de vitesse v | 35 st 28 s71 | 295! | 28 57!
Angle interne ® 27.9° 23.1° 21.9° 21.3°
parameétre 7 10.7m™ | 87m™t | 79m™ | 7Tm™!

TAB. 3.2 — Influence de I’écartement sur les paramétres caractérisant les relations de fermeture pour
des empilements de billes d’acier.

L’angle de friction interne ® décroit avec ¢ (cf. figure 3.13b). Grasselli et Herrmann
(1997) [83] ont étudié précisément Iinfluence de parois sur la valeurs des angles de re-
pos et de démarrage pour un empilement granulaire. Ils rapportent en particulier une

16T orsque £ est petit, les billes ne peuvent se placer comme elles le souhaitent les unes par rapport aux
autres. Elles se mettent en quinconce, ce qui conduit & un empilement de compacité assez faible.
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décroissance exponentielle de ces angles avec £. Nos mesures sont compatibles avec cette
décroissance (cf. insert de la figure 3.13b).

Le paramétre n caractérisant le frottement des billes en mouvement sur les parois
latérales décroit en loi de puissance 7 o< £~* avec un exposant o = 0.36 (cf. figure 3.13c).
Cet exposant est contradictoire avec le raisonnement tenu section 3.3 qui laisse supposer
que cet effet de paroi ne concerne que les billes entrant en collision avec 'une des parois
latérales. On s’attendrait alors a ce que 7 varie en ¢£~!. La décroissance expérimentale
apparait beaucoup plus lente. Ces observations sont compatibles avec celles de Pouliquen
et Forterre [160]. Elles laissent penser qu’une contribution purement collisionnelle est
insuffisante pour rendre compte des effets de parois.

50 T T T T ' 30 0
10
g
£
40t ] 287 £ 10"
g
T 30t \/e\@ | % o
) < e
c> e
207 i 24, 20 254
I (mm)
10t 1 22t
0 (a) (b)
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0 5 10 | 15 20 25 30 0 5 10 | 15 20 25 30
(mm) (mm)

F1G. 3.13 — Influence de l’écartement £ sur les ;5
trois paramétres du modele. (a) : variation du
gradient de vitesse 4 en fonction de £. (b) : varia-
tion de ’angle de friction interne ® en fonction
de £. L’insert présente la variation de la variable
adimensionnée (® — min(®))/min(®) en repré-
sentation semi-logarithmique. La ligne droite  10f I (mm)
correspond & un ajustement par une fonction 10
exponentielle ® — min(®) oc e~¥/*. La longueur
typique de décroissance A = 2.9 mm ~ d. (¢) :
variation du paramétre 1 en fonction de £. L’in-
sert présente cette variation avec une échelle des (C)
axes logarithmique. La ligne droite correspond % 5 10 ‘ 20 5 30
4 un ajustement par une loi de puissance d’ex- I

posant a = 0.37.

5 nm?

n(m™

15
(mm)

3.6 Conclusion

Nous cherchions dans ce chapitre une description continue des écoulements de surface.
Nous nous sommes placés pour cela dans le cadre des descriptions intégrées a la Saint-
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Venant. Ce formalisme consiste a intégrer les équations de conservation sur la couche en
mouvement, puis a fermer le systéme obtenu a 'aide de relations de fermeture judicieu-
sement choisies.

Contrairement aux modéles proposés jusqu’alors [106, 68, 62, 107, 24, 29, 10|, nous
n’avons pas chercher & dériver ces relations de considérations théoriques. Nous avons
plutot choisi de les déterminer expérimentalement sans présupposer de leur forme. Nous
avons appliqué pour cela le formalisme de Saint-Venant aux écoulements stationnaires
obtenus en géométrie tambour tournant.

— Nous avons dans un premier temps mesuré les profils de vitesse tangentielle et les
profils de compacité sur une tranche infinitésimale perpendiculaire & I’écoulement.
Cela nous a permis de justifier, d'une part la possibilité de séparer ’empilement
en deux phases, une phase en mouvement et une phase statique, et d’autre part
I’hypothése d’un écoulement incompressible. Dans la phase en mouvement, le profil
de vitesse est linéaire avec un gradient constant. Les deux premiéres relations de
fermetures, reliant la vitesse d’advection moyenne et 1’énergie cinétique moyenne a
I’épaisseur roulante et a la pente locale de 'interface s’en déduisent facilement.

— Nous avons dans un deuxiéme temps déterminé les profils macroscopiques de 1’épais-
seur roulante et de la séparatrice. Cela nous a permis de confirmer la forme des deux
premiéres relations de fermeture, puis de trouver la derniére reliant la force s’exer-
cant sur la couche en mouvement & l’épaisseur roulante et a la pente locale de
I'interface. Cette force est correctement décrite comme la somme de trois termes :
un terme de gravité, un terme de friction statique et un terme lié au frottement sur
les parois latérales.

Nous sommes alors en mesure de proposer un systéme complet d’équations décrivant
les écoulements de surface 7. Ce modéle contient trois parameétres : le gradient de vitesse,
le coefficient de friction interne du matériau et un troisiéme paramétre caractérisant le
frottement de la couche en mouvement sur les parois latérales. Ce modéle a été ensuite
comparé aux modéles continus existants. Les différences ont été discutées. Elles mettent
en avant le role joué par les parois latérales.

Nous avons ensuite étudié les variations des trois parameétres avec la nature des grains
et I’écartement entre les parois. Deux résultats paraissent assez surprenants :

— Deffet des parois décroit anormalement lentement avec ’écartement. Ce comport-
ment a déja été observé par Pouliquen et Forterre [160]. Nous ne sommes pas en
mesure, a I’heure actuelle, d’en expliquer les raisons. Notre montage expérimental
ne nous permet malheureusement pas d’étudier en détail cet effet : nous sommes en
effet limité a des écartements inférieurs & 22 mm, i.e. inférieur a dix fois le diamétre
d’une bille.

— le profil de vitesse est indépendant de la microstructure des billes, ce qui est incompa-

7Sous réserve que la couche en mouvement soit relativement épaisse et que ’empilement soit constitué
de billes sphériques identiques
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tible avec les relation rhéologiques locales de type visqueux généralement proposées
pour décrire les écoulements de grains. La forme des profils de vitesse et le fait que
le gradient est indépendant de 1’épaisseur de la couche en mouvement et de la pente
locale de I'interface renforce cette incompatibilité.

Nous nous proposons de discuter le deuxiéme point dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Interprétation microscopique : du grain
a I’écoulement

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’il était possible d’obtenir une description
continue intégrée des écoulements de surface. Cette approche permet de rendre compte
d’un certain nombre de comportements globaux. Elle ne peut cependant pas décrire des
observations plus locales comme par exemple les profils de vitesse et de compacité. Par
ailleurs, 'interprétation microscopique de cette description est loin d’étre claire. L’ob-
servation la plus surprenante concerne la forme du profil de vitesse. Celle-ci est en effet
incompatible avec une loi de comportement univoque et locale, de type visqueux. Nous
en discuterons dans la section 4.1.

A dire vrai, plusieurs mécanimes pouvaient laisser présager une telle incompatibilité.
D’une part, les collisions entre grains sont inélastiques. la perte d’énergie par collisions
multiples tend & agglomérer les billes '8, ce qui peut engendrer d’importantes fluctuations
de densité. D’autre part, la répartition des forces est souvent trés inhomogeéne. Il existe
des chaines de forces, pouvant s’étendre sur une dizaine de grains, le long desquelles les
contraintes se propagent préférentiellement.

L’observation d’agglomérats denses et de chaines de force n’est pas nouvelle. L’in-
stabilité d’agglomération est bien connue et observée couramment dans les gaz granu-
laires |79, 72| et les chaines de forces peuvent étre visualisées directement dans un em-
pilement de grains photoélastiques, qu'’il soit statique [55, 56, 197] ou en écoulement
quasi-statique [90]. Ces objets collectifs n’ont en revanche jamais été mis en évidence
- et a fortiori étudiés - dans le cas d’écoulements de surface. Notre matériau granulaire
modeéle présente I'avantage d’autoriser une étude expérimentale aux deux échelles, micro-
scopique et macroscopique. Nous nous proposons dans ce chapitre d’observer et d’étudier

18Le coefficient de restitution effectif d’une bille avec un amas de billes en contact décroit en effet
trés rapidement avec la taille de I’amas. Cet effet peut s’observer en comparant la chute d’une bille trés
élastique et la chute d’un sac de billes identiques. La bille isolée rebondit trés bien sur le sol tandis que
le sac ne rebondit pas.
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ces objets a partir des corrélations du champ de vitesse instantanée dans un premier
temps (section 4.2) et des fluctuations du champ de compacité dans un deuxiéme temps
(section 4.3).

Nous discuterons ensuite les implications de ces objets sur quelques modéles récents
d’écoulements denses. Nous montrerons aussi comment ces objets permettent d’interpréter
les différences rhéologiques entre écoulement sur plan incliné et écoulement de surface.
Nous proposerons enfin une nouvelle interprétation de la couche en mouvement en terme
de phase partiellement fluidisée dans un état critique, ce qui permet de comprendre la
sélection d’un gradient de vitesse "universel", i.e. indépendant a la fois de 'angle moyen
de I’écoulement, de I’épaisseur de la couche en mouvement et du coefficient de restitution
des collisions bille/bille.

4.1 Implications de la forme des profils de vitesse

Plagons-nous dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Les équations de
conservation de masse et de quantité de mouvement s’écrivent :

a—f +V.7=0 (4.1)
0w e . o3
— + (U.V)¥=pg+ V.X (4.2)

ot V est 'opérateur nabla, ¥ le vecteur vitesse, 3 le tenseur des contraintes, p la densité
et g le vecteur gravité. Appliquons ces équations a un écoulement homogéne stationnaire
dans le référentiel (€,,€,) tangent a la surface libre !9 :

e (4.3)

19Nous ne pouvons pas parler d’écoulement homogéne dans le cas du tambour tournant. Néanmoins
nous avons vérifié que, au centre du tambour, les profils de vitesse et de compacité sont invariants
par translation infinitésimale suivant €,. Nous considérerons par conséquent ’écoulement comme quasi-
homogéne au centre O du tambour au sens ou d e /0z|o ~ 0.
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L’équation 4.1 de conservation de la masse est par conséquent automatiquement véri-
fite et la projection de I’équation de conservation de quantité de mouvement donne :

dX,,

= —pgsinf
d(g’ (4.4)
*2 — pgcosf
dz

et, si on considére des écoulements a surface libre peu compressibles (p(z) ~ p constant),
que ce soit sur plan incliné ou sur fond meuble, on obtient aprés intégration :

Y= —g¢ sin9/ p(y)dy = —pgzsin
0

Y., = gcos 0/ p(y)dy = pgz cosf
0

Par conséquent, la contrainte de cisaillement et la pression varient linéairement avec
la profondeur z. Or pour des fluides usuels, on relie généralement X,, au gradient de
vitesse v par une relation rhéologique de type visqueuse, univoque et locale. Ces deux
faits sont incompatibles avec la forme des profils de vitesse mesurés expérimentalement.
Trois raisons peuvent étre avancées :

1. Nos mesures expérimentales (cf. figure 3.4), et celles effectuées par Rajchenbach
(2000) [171] pour des écoulements purement 2D montrent que ¥, est constant dans
la couche en mouvement alors que X,, varie avec z.

2. Les profils de vitesse observés dans les géométries plans inclinés et écoulements de
surface différent, alors que les profils des contraintes donnés par les équations 4.5 sont
les mémes dans les deux cas. Par conséquent, les conditions aux limites d’interface,
a savoir si les grains en mouvement roulent sur un lit fixe ou sur un lit composé de
grains statiques éventuellement délogeables, semblent avoir une influence non locale
sur la rhéologie interne de la couche en mouvement.

3. Pour un fluide classique, on s’attendrait a ce que 7, s’annule quand ¥, s’annule &
la surface libre, ce qui n’est clairement pas le cas ici (cf. figure 3.4).

Nous allons dans la suite tenter de mettre en évidence cette non-localité et d’en trouver
I’origine physique.
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4.2 Etude des corrélations spatiales du champ de vi-
tesse instantanée

4.2.1 Mise en évidence d’agrégats de grains corrélés

Nous nous proposons d’étudier les corrélations spatiales du champ de vitesse instan-
tanée déterminé précédemment. En appelant ¢(z, z,t) la vitesse a 'instant ¢ d’une bille
située au point de coordonnées (z,z) dans le référentiel (€, €,) localement tangent a la
surface libre 2°, on définit la partie fluctuante ¢ de cette vitesse comme :

-

¢(z, 2, t) =z, 2,t) — vy(2)E, (4.6)

La norme ¢ de cette fluctuation diminue avec la profondeur z dans la couche en mou-
vement, ce qui n’est pas le cas pour 'orientation 7 de ces fluctuations définie comme :

(4.7)

Su
|
™\
\1
™\

Nous nous sommes par conséquent plutdt intéressés aux champs instantanés de ﬁ(a:, z,t)
plutdt qu’aux champs de ¢ La figure 4.1c représente un de ces champs et montre I’exis-
tence de paquets de billes extrémement corrélées. Cette corrélation peut étre quantifiée
en regardant la distribution des angles § entre les orientations 7; et 72; de deux billes en
contact 2!. Cette distribution, représentée figure 4.1d, montre que deux billes en contact
ont tendance & avoir des fluctuations de vitesse orientées dans le méme sens.

Pour isoler les agrégats de grains corrélés, nous avons utilisé le critére suivant : deux
billes 7 et j appartiennent au méme agrégat si :

1. elles sont en contact

20Rappelons en effet qu’au centre du tambour, on considére ’écoulement comme quasi-homogéne. En
particulier, la surface libre est paralléle & l'interface. Le référentiel (€;,€,) utilisé dans les chapitres
précédents et défini comme localement tangent & l'interface avec une origine située sur la surface libre
coincide alors avec un référentiel localement tangent & la surface libre.

21Nous avons vu dans le chapitre 2 que la précision sur la détermination expérimentale du barycentre
des billes est de ’ordre de 150 um. Nous considérerons deux billes en contact quand la distance séparant les
barycentres de deux billes est inférieure & 3.3 mm (le diamétre des billes étant, rappelons-le, d = 3 mm).
Ce critére ne pose pas de probléme pour des empilements purement 2D. Il n’en est pas de méme pour les
empilements quasi 2D étudiés ici. En effet, la distance y entre une bille et le hublot est inconnue, et la
distance entre la projection des barycentres de deux billes en contact dans le plan (&,,€,) peut devenir
inférieure & d. Cependant, 1’étude de la distribution des distances séparant les billes de leurs plus proches
voisines nous a convaincus que la plupart des billes vues par la caméra sont en contact avec le hublot.
Nous avons donc conservé ce critére.
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-
00
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F1G. 4.1 — Procédure d’étude des corrélations spatiales sur les fluctuations de vitesse. (a) : champ de
vitesse instantanée typique. On isole la partie fluctuante par rapport au profil de vitesse moyen. (b) :
champ de fluctuations de vitesse instantanée ainsi obtenu. L’orientation de ces fluctuations n’étant pas
corrélée avec la profondeur dans la couche, nous nous intéressons au champ de ces orientations instantanées
représenté en (c). (d) : densité de probabilité P(4) de l’angle ¢ entre les orientations de deux billes en
contact. La ligne droite correspond & une distribution uniforme.

a) 8 5 (b) %‘iﬁﬂ—

*%
K, 'R
F1G. 4.2 — Images typiques des paquets de billes dont I’orientation des fluctuations de vitesse est corrélée.

L’empilement est quasi-2D. (a) : @ = 1 tr/min (b) : Q = 8 tr/min. Deux billes appartenant au méme
paquet sont représentées de la méme couleur. On a représenté en gris le champs de vitesse initial.

2. T’angle 6;; entre leurs orientations respectives ﬁ, et 7:1']- est inférieur & un certain seuil
choisi arbitrairement égal a 60°. Cette valeur correspond au point ou la distribu-
tion P(J) croise une distribution de type uniforme (voir figure 4.1d). Nous avons
essayé plusieurs seuils compris entre 30° et 90°. Cela ne modifie pas les observations
reportées plus bas.

Les agrégats isolés ainsi sont représentés figure 4.2. La taille des plus gros agrégats
est comparable a ’épaisseur de la couche en mouvement et augmente avec la vitesse de
rotation {2 du tambour. Ces agrégats sont transitoires, leur durée de vie étant de I'ordre
de la milliseconde 22.

22Cette durée de vie est donc comparable au temps séparant deux images successives.
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F1G. 4.3 — Dimension fractale des agrégats : taille (en nombre de billes N) d’un agrégat en fonction du
rayon de giration moyen. Tous les agrégats obtenus pour différentes vitesses de rotation 2 ont été pris
en compte. Les axes sont logarithmiques. Les barres d’erreurs indiquent 1’écart type sur les rayons de
giration obtenus pour des agrégats de taille N donnée. Le comportement en loi de puissance (ligne droite)
est la signature d’une structure fractale de dimension donnée par la pente dy de la droite : df = 1.6 +0.1.

4.2.2 Etude statistique des agrégats

Pour caractériser la géométrie de ces agrégats, nous avons calculé leur rayon de giration
R,. Pour un agrégat donné, celui-ci est défini comme :

1 2 2
R, = \/N ZZ:(J:z —24)% + (2; — 24) (4.8)

ou (z;,2;) sont les coordonnées de la bille ¢ appartenant a 1’agrégat considéré de taille
N (en nombre de billes) et dont la position du barycentre est donnée par (z,,2,) avec

Toq = %szz et za:%Zizi.

La figure 4.3 représente la variation de la taille N d’un agrégat en fonction de son
rayon de giration. Le comportement en loi de puissance est la signature d’une structure
fractale de dimension d; donnée par I'exposant. Celle-ci vaut d; = 1.6 £0.1 2.

Nous nous sommes ensuite intéressés a la distribution du nombre de billes NV contenu
dans un agrégat (cf. figure 4.4). Celle-ci suit une loi de puissance P(N) oc N~® avec un
exposant o = 2.9 £ 0.1 indépendant de la vitesse de rotation )2 du tambour, i.e. indépen-
dant de I’épaisseur R de la couche en mouvement et de I’angle moyen 6 de I’écoulement.
Cette loi de puissance s’étend de ’échelle microscopique - le diamétre d’une bille - a la
plus petite échelle macroscopique - 1’épaisseur roulante -. Ce résultat est trés important

23Cette dimension "fractale" est cependant & prendre avec des pincettes. En effet, la taille des agrégats
ne s’étend que sur un ordre de grandeur !
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car il signifie qu’aucune échelle de longueur typique ne peut étre définie pour caractériser
les corrélations du champ de vitesse instantanée. Cela remet en cause l’existence d’un
volume élémentaire représentatif permettant de définir des grandeurs macroscopiques au
sens de la mécanique des milieux continus.

0 "
10 10 N

F1G. 4.4 — Densité de probabilité P(N) d’observer un agrégat de taille N en nombre de billes pour
différentes vitesses de rotation €2 du tambour, i.e. pour différentes valeurs d’épaisseur R de la couche
en mouvement et d’inclinaison § de la phase statique. Les axes sont logarithmiques. Les courbes ont
été décalées pour des raisons de clarté. De bas en haut : @ = 1 tr/min, Q = 2 tr/min, Q = 3 tr/min,
Q =4 tr/min, Q = 6 tr/min et Q@ = 8 tr/min. Pour tous ces Q, P décroit en loi de puissance (ligne droite)
avec le méme exposant o = 2.9 £ 0.1.

4.3 Etude des fluctuations de compacité

Afin de déterminer l'origine physique de ces agrégats de billes corrélées, nous nous
sommes intéressés aux champs de compacité instantanée. La tesselation de Voronoi permet
de définir une compacité locale a I'échelle d’un grain. La procédure est la suivante : a
chaque bille, on associe le polygone de Voronoi défini comme le plus petit polygone convexe
contenant le barycentre de la bille, dont les cotés sont les médiatrices des segments reliant
le barycentre de la bille considérée & ceux des autres billes (cf figure 4.5). La compacité
v(x, z,t) associée a cette bille est alors définie comme :

wd?

T 44,

v(z,z,t) (4.9)

ol d est le diamétre des billes et A, 1’aire du polygone de Voronoi associé a la bille de
coordonnées (z, z) a l'instant ¢.

La détermination du pavage de Voronoi nécessite de connaitre la position de toutes
les billes. Par conséquent, cette méthode ne peut malheureusement pas étre utilisée dans
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F1G. 4.5 — Tesselation de Voronoi sur une image typique obtenue pour un empilement purement 2D
avec 0 = 10 tr/min

le cas des écoulements quasi 2D étudiés jusqu’ici. Nous avons donc fixé ’écartement ¢ de
notre tambour & £ = 3.05 mm (cf. section 2.2 du chapitre 2) et nous sommes intéressés a
des écoulements purement 2D.

A priori, ceux-ci peuvent présenter des comportements qualitativement différents. La
structure de 'empilement est génériquement ordonnée, méme si nous avons essayé de cas-
ser au maximum cette structure cristalline en incluant des défauts dans la partie statique.
Nous avons cependant vérifié que ce type d’écoulement reproduisait la principale carac-
téristique qui nous intrigue : un profil de vitesse linéaire, avec un gradient indépendant
du coefficient de restitution des collisions et de la vitesse de rotation du cylindre. Ce
comportement avait par ailleurs déja été observé par Rajchenbach et ses collaborateurs
(1993) [174, 173, 172, 171]. Nous avons par ailleurs repris I’étude des corrélations spatiales
du champ instantané de vitesse présenté dans la section précédente. On observe a nouveau
des agrégats "fractals" de billes corrélées, de dimension dffD =1.940.1 2*. Comme dans
le cas quasi-2D, la taille de ces agrégats est distribuée en loi de puissance d’exposant o?”
indépendant de € égal & o?P =24 0.1.

4.3.1 Mise en évidence d’agrégats rigides

La figure 4.6 représente un champ de compacité typique, obtenu pour = 10 tr/min.
Celle-ci varie peu dans la couche en mouvement et reste, a quelques pour cent prés proche
de 0.8. Ces fluctuations peuvent cependant modifier de maniére importante le comporte-
ment des billes. D’aprés le principe de dilatance de Reynolds, présenté dans le chapitre 1
d’introduction, une assemblée de grains rigides ne peut pas subir de déformation tant que
sa compacité v est plus grande qu’un certain seuil v.. Or, pour un empilement 2D de
billes monodisperses, ce seuil v, se trouve étre égal & v, = /4 ~ 0.78 (cf. figure 4.8 ou
les expériences de Rajchenbach [171] pour son évaluation expérimentale), soit une valeur

24Ces agrégats sont, par conséquent, moins filandreux et ouverts que dans le cas d’écoulements quasi-
2D. Cela se comprend relativement bien : dans le cas quasi-2D, on observe une coupe 2D d’agrégats 3D
et on "rate" par conséquent quelques billes qui sont cachées.
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F1G. 4.6 — Champ de compacité instantané obtenu & partir de la tesselation de Voronoi de la figure 4.5.
Le niveau de gris d’une bille est proportionnel & sa compacité locale : toutes les billes de compacité v
inférieure & 0.6 sont en blanc, toutes celles de compacité v supérieure a 0.9 sont en noir.
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F1G. 4.7 — Profil de compacité moyen v(z) au centre du tambour. Celle-ci est & peu prés constante dans
la couche en mouvement et vaut : v ~ (.8.

trés proche de la compacité moyenne mesurée.

Nous avons donc isolé ces agrégats rigides de billes en contact ayant une compacité
v > v.. Une séquence typique des images ainsi traitées est représentée figure 4.9. Environ
50% des billes de la couche en mouvement appartiennent & I’un de ces agrégats. Comme
pour les agrégats définis a partir des corrélations de vitesse, la taille des plus grands est
comparable & I’épaisseur de la couche en mouvement.

4.3.2 Caractérisation des agrégats rigides

Comme pour les agrégats de billes corrélées en vitesse, nous avons étudié la statistique
et la structure de ces agrégats. La distribution en taille suit & nouveau une loi de puissance
P(N) «c N~%" avec un exposant o?” ~ 1.5 peu dépendant de Q (cf. figure 4.10). Cet
exposant est différent de ’exposant a?”? = 24-0.1 obtenu par analyse des orientations des
fluctuations de vitesse. On doit cependant mentionner le fait que, s’il y a recouvrement
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F1G. 4.8 — Principe de dilatance de Reynolds : partons de 4 billes placées dans la configuration (a).
Le déplacement relatif de la couche supérieure par raport & la couche inférieure n’est possible que si on
autorise une dilatation du volume V de I’assemblée. Cette configuration passe par ’étape (b) de volume
Vs > V,, puis par l’étape (c¢) de volume V, > V;, > V,. La configuration (¢) a pour compacité v, = 7 /4.
A partir de 13, la dilatation n’est plus nécessaire. La configuration suivante peut par exemple étre (d) tel
que Vg < V..

partiel entre les deux types d’agrégats, ils ne sont pas identiques 2.

La dimension fractale de ces agrégats est d3” = 1.7 4 0.1 (cf. figure 4.11). Leur rap-
port d’aspect moyen, défini comme le rapport des deux axes principaux de leur tenseur
d’inertie est proche de 2 et dépend peu de leur taille (cf figure 4.12). Ils s’orientent préfé-
rentiellement dans le sens de 1’écoulement, avec une anisotropie d’autant plus marquée que
la vitesse de rotation, i.e. I’épaisseur de la couche en mouvement est faible. Leur temps
de vie, défini comme la durée pendant laquelle la taille de 'agrégat reste supérieure a la
moitié de leur taille maximale est de ’ordre de \/% ~ 1072 s. L’observation attentive
des images successives traitées montre que les plus gros agrégats sont émis par la phase
statique. De méme, ils disparaissent en fusionnant avec la phase statique.

4.4 Discussion

4.4.1 Sur la non-localité des collisions

Plusieurs modéles récents tentent de prendre en compte cette non-localité en postulant
existence d’interactions non locales entre des grains et des colonnes de grains [138, 139,
171, 8]

Mills et al. (1999) [138, 139] considérent la couche en mouvement comme un fluide
visqueux dans lequel sont immergées des chaines 1D solides de grains clairement séparées
les unes des autres (cf. figure 4.14a). Dans cette approche, un grain qui entre en collision

25Dans la section précédente, les agrégats ont été définis comme des amas de billes dont les fluctuations
de billes sont corrélées. Pour définir ces fluctuations, nous avons retiré le profil de vitesse moyen. En
conséquence, le profil de vitesse a 'intérieur méme d’un amas est plutot linéaire, i.e. différent de celui
qui serait donné pour un amas solide en rotation.
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2

FI1G. 4.9 — Séquence typique de champs d’agrégats rigides : deux billes appartenant au méme agrégat
sont dessinées avec la méme couleur. Les billes appartenant a la phase statique, i.e. dont la vitesse ¢(z, 2, t)
est inférieure & 100 mm/s sont représentées en gris. Les agrégats sont suivis d’une image sur l'autre :
deux agrégats sont considérés comme étant les mémes s’ils gardent plus de 50% de billes en commun.
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F1G. 4.10 — Densité de probabilité P(N) d’observer un agrégat rigide de taille N (en nombre de
billes) pour différentes vitesses de rotation Q2 du tambour, i.e. pour différentes valeurs d’épaisseur R de la
couche en mouvement et d’inclinaison € de la phase statique. L’écoulement est purement 2D. Les axes sont
logarithmiques. Les courbes ont été décalées pour des raisons de clarté. De bas en haut : Q@ = 2 tr/min,
Q =7 tr/min, Q = 10 tr/min et Q = 13 tr/min. Pour tous ces 2, P décroit en loi de puissance (ligne
droite) avec le méme exposant a = 1.5 £ 0.1.

Rg (mm)

10 : )
10 10 10

F1G. 4.11 — Dimension fractale des agrégats rigides pour un écoulement purement 2D : taille (en
nombre de billes N) d’un agrégat en fonction du rayon de giration moyen Tous les agrégats obtenus
pour différentes vitesses de rotation €2 ont été pris en compte. Les axes sont logarithmiques. Les barres
d’erreurs indiquent 1’écart type sur les rayons de giration obtenus pour des agrégats de taille N donnée.
Le comportement en loi de puissance (ligne droite) est la signature d’une structure fractale de dimension
donnée par la pente dy de la droite : df = 1.7 £0.1.
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150

F1G. 4.12 — Rapport d’aspect r en fonction de la taille N (en nombre de billes) des agrégats rigides. Le
symbole o et les barres d’erreurs indiquent respectivement la moyenne et ’écart type sur r obtenu pour
un N donné. Ce rapport d’aspect est indépendant de N et reste proche de 2.

FIG. 4.13 — Densité de probabilité, en représentation polaire, sur I'orientation des agrégats rigides.
L’écoulement est purement 2D. les o, x, [ et A correspondent respectivement & Q = 2,7,10 et 13 tr/min.
Les agrégats s’orientent préférentiellement dans le sens des écoulements. L’anisotropie est d’autant plus
marquée que 2 est faible.
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(©) (d)

F1G. 4.14 — Modélisation des écoulements granulaires denses & surface libre. En haut : écoulement sur
plan incliné. (a) : modéle de Mills et al. [138]. Le milieu est décrit comme un fluide visqueux dans lequel
baigne un réseau de chaines de grains 1D solide. (b) : modéle de Jenkins et Chevoir [96]. Le gradient de
vitesse est évalué a ’aide d’un bilan sur la quantité de mouvement transmise au cours d'une collision
entre un grain et la couche sous-jacente. Cette collision est modélisée en considérant que le grain supporte
le poids de ’ensemble de la colonne au dessus, qui tombe par gravité tout en étant freinée par les grains
autour. En bas : écoulements de surface. (c) : Modéle de Rajchenbach [171] qui, comme Jenkins et Chevoir,
évalue le gradient de vitesse & partir d’un bilan sur la quantité de mouvement transmise au cours d’une
collision entre un grain et la couche sous-jacente. Cette collision implique I’ensemble de ’empilement et
est par conséquent supposée comme parfaitement inélastique. (d) : Modéle de Andreotti et Douady [9].
Les auteurs décrivent I’empilement comme une assemblée de colonnes paralléles, dans lesquelles les billes
sont en roulement sans glissement les unes par rapport aux autres.
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avec 1'une de ces chaines transmet de la quantité de mouvement & I’ensemble des grains
la constituant. Cette approche permet de retrouver les ordres de grandeur des vitesses
observées pour des écoulements denses sur plan incliné quand la séparation entre chaines
tend vers zero ?°. Dans cette limite, Jenkins et Chevoir (2001) [96] proposent plutot de
dériver la contrainte visqueuse & partir du transfert entre un grain et la couche sous-
jacente. Ce transfert est évalué en considérant que les chocs ne sont pas binaires, mais
impliquent I’ensemble de la colonne supportée par le grain supérieur (cf. figure 4.14b).
Ces deux modéles donnent de bons résultats dans le cas d’écoulements denses sur plan
incliné, mais ne peuvent étre appliqués au cas des écoulements de surface. En particulier,
ils ne permettent pas de rendre compte de I’existence d’une phase statique dans ce dernier
cas.

Pour des écoulements de surface, Rajchenbach (2000) [171] suggére que, quand un
grain de la phase en mouvement entre en collision avec un grain de la couche en dessous,
toute son énergie cinétique est absorbée par collisions multiples (cf. figure 4.14c). On
retrouve alors un profil de vitesse linéaire avec un gradient indépendant de 1’épaisseur de
la couche en mouvement. Ce type de description a été par la suite étendu par Andreotti
et Douady (2001) [9]. Ceux-ci y incluent par ailleurs un mécanisme permettant de rendre
compte du piégeage possible des grains dans les rugosités de la couche sous-jacente (cf.
figure 4.14d). Ils arrivent alors a rendre compte de la localisation de 1’écoulement en
surface, du mouvement de fluage dans la phase statique, et du profil de vitesse linéaire dans
la couche en mouvement. Néanmoins, ce modéle ne retrouve pas les bonnes dépendances
du gradient de vitesse ¥ avec 6 et I’épaisseur R de la couche en mouvement.

Les amas collectifs que nous avons observés ne sont ni des chaines solides 1D, ni
I’ensemble de I’empilement. Il s’agit plutot d’amas de grains "fractals", plutot 2D, de
tailles trés largement distribuées, impliquant 50% des grains de la couche en mouvement.
On ne peut pas définir de taille caractéristique, ce qui peut expliquer la sélection d’un
gradient de vitesse indépendant a la fois de 2z, R et 6, i.e. indépendant du cisaillement
Y:.. Par ailleurs, la présence d’amas solides trés proches de la surface libre empéche la
nullité de X, a la surface, contrairement a ce qui se passe dans les fluides usuels.

4.4.2 Interprétation des différences plan incliné/fond meuble

Le phénomeéne d’agglomération des billes résulte de la compétition de deux phéno-
ménes. D’une part, la perte d’énergie par collisions multiples tend a agglomérer les billes,
d’autre part, le cisaillement tend a éroder les amas existants. Dans le cas d’écoulements

26Ce modele peu aussi étre adapté au cas d’écoulements de surface [137]. On considére alors deux
phases, une phase liquide dont la rhéologie suit celle proposée pour des écoulements sur plan incliné,
et une phase statique, plastique, ot la composante de friction compense exactement le terme de gravité
dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement projetée sur €,. On retrouve alors un profil
de vitesse linéaire dans la phase en mouvement, avec un gradient indépendant de 1’épaisseur roulante et
dépendant peu de la pente locale, et un profil de vitesse exponentiel dans la phase statique.

81



CHAPITRE 4. DU GRAIN A ’ECOULEMENT

denses sur plan incliné, ces deux effets aménent a des amas ayant une taille typique donnée,
lesquels ont d’ailleurs été observés en géométrie 2D dans ’expérience de Drake (1990) [63].
On comprend alors assez bien pourquoi, quand 1’épaisseur de la couche en mouvement
augmente, le profil de vitesse ressemble de plus en plus a celui qui serait prédit par des
lois rhéologiques locales de type loi de Bagnold [186].

Pour des écoulements de surface, un troisiéme ingrédient doit étre pris en compte :
I’observation de la dynamique des agrégats rigides sur les images successives de la sé-
quence révéle en effet que les plus gros agrégats sont en fait émis par la phase statique.
Ces agrégats meurent ensuite, soit en se fragmentant en plus petit morceaux, soit en se
recollant & nouveau a la phase statique. La phase statique se comporte comme un réser-
voir & gros agrégats. Elle émet continuellement des amas trés gros qui se divisent par la
suite en amas de plus en plus petits. Cette cascade * des grandes échelles - 1’épaisseur
de la couche en mouvement - vers les petites échelles - la taille du grain - peut conduire
a ces distributions en loi de puissance - c’est par exemple le cas en turbulence - dénuées
d’échelles caractéristiques. Dans cette interprétation, la distribution en taille des agrégats,
et a fortior: le gradient de vitesse, dépend de fagon cruciale de la condition aux limites
de l'interface.

4.4.3 Quelques spéculations : transition de "jamming"

L’absence d’échelles typiques permettant de caractériser ces amas de grains localement
bloqués améne & plusieurs remarques : d’abord elle est incompatible avec les modéles qui
supposent que la transition entre une phase solide et une phase liquide s’effectue sur une
échelle bien définie. L’existence de ces agrégats solides multi-échelles suggére plutdt que
la couche en mouvement est dans un régime critique.

Cette transition critique pourrait étre une transition continue du type "jamming" pro-
posés par Cates et al. (1998) [36] d’une part, et par Liu et Nagel (1998) [117] d’autre part.
Ces auteurs définissent en effet une nouvelle classe de matériaux, les matériaux fragiles,
qui ont la particularité de se comporter tantét comme des solides, tantot comme des
liquides. Ils sont en effet constitués de particules qui, sous certaines conditions, sont ame-
nés dans un état bloqué. Une fois bloqué, le systéme se retrouve confiner dans une petite
région de l'espace des phases sans possibilité d’en sortir. Il se comporte alors comme un
solide. Ce type de transition, encore contreversé, s’appliquerait & de nombreux systémes :
traffic routier, mousse, milieu granulaire [36] voire suspension colloidale au voisinage de
la transition vitreuse [211].

Liu et Nagel proposent trois différents scénarii permettant d’amener le systéme dans
son état bloqué : I’agitation thermique des particules diminue, le matériau est comprimé,
ou la densité du matériau augmente. Dans notre cas, ce serait ’augmentation de densité

2T Appelée ainsi par analogie avec la cascade d’énergie observée en turbulence développée (voir par
exemple [76]).
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qui, en vertu du principe de dilatance de Reynolds, aménerait des ensembles de billes a
se trouver dans des configurations bloquées.

4.4.4 Description en terme d’écoulement partiellement fluidisé

Un modéle trés récent, proposé par Aranson et Tsimring (2001) [12, 11] considére
la couche en mouvement comme partiellement fluidisée. La mise en évidence d’agrégats
solides dans la couche en mouvement semble compatible avec ce type d’approche. Com-
parons nos profils de vitesse a ceux prédits par ce modéle.

Les auteurs supposent le matériau incompressible, mais introduisent un paramétre
d’ordre local p traduisant la fraction de phase "solide" dans le volume élémentaire consi-
déré. Les équations hydrodynamiques (4.1,4.2) sont alors couplées avec une troisiéme
équation sur p décrivant la transition solide/liquide. Le systéme global s’écrit :

p = pp = constante (4.10)

g—f 4 (@)= pi+ V.S (4.11)

Xij =1 (g;); + gZJ) + X5 (p+ (1 - p)dy) (4.12)
a1 5% (413)

ou 7 est la viscosité - supposée constante - de la phase liquide, Eﬁ‘;—" ¢ désigne le tenseur des
contraintes donné par la théorie de Mohr Coulomb, ¢ est la valeur maximale du rapport
|$MC /5 MC| cherchée sur I'ensemble des référentiels orthonormaux (€, €,), et ¢g et ¢;
sont deux angles caractérisant la transition de fluidisation du matériau granulaire : quand
¢ > ¢, I'état statique est instable, et quand ¢ < ¢, ’état fluide est instable.

Pour un écoulement de surface stationnaire et homogeéne, p(z) est donné par |11] :

p(z)=1- % (tanh (z:;;) — tanh (Z\_/gz‘))) (4.14)
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ou zo représente le point ou p(z9) = 1/2, i.e. grosso modo P'epaisseur de 'interface. Le
profil de vitesse tangentielle v, (z) s’écrit quant a lui :

val2) = —gs;ne / T (1= py)ydy (4.15)

Nous avons essayé d’ajuster nos profils en faisant varier le paramétre z; pour chaque
vitesse de rotation (2 du tambour, et la valeur de la viscosité n pour I’ensemble de nos
expériences. Les ajustements ne sont pas trés bons (cf. figure 4.15a). Nous proposons de
modifier le modeéle originel en supposant que la viscosité suit la loi de Bagnold :

dv,
= 4.16
n=1B dz ( )

Le profil de vitesse est alors donné par :

va(z) = 1/ 2500 / SO Py dy (4.17)

B

Nous arrivons alors a reproduire qualitativement et quantitativement les profils de
vitesse expérimentaux (cf. figure 4.15b). Le coefficient np vaut alors 7z = 100 mm?.

4.5 Conclusion

Dans le chapitre précédent, nous avions été amenés a mesurer les profils de vitesse
tangentielle dans la couche en mouvement pour différentes vitesse de rotation. Ceux-
ci sont incompatibles avec une relation univoque, locale, qui relierait la contrainte de
cisaillement au gradient de vitesse comme pour les fluides visqueux usuels.

Plusieurs mécanismes (instabilité d’agrégation par collisions multiples, effet de votites)
peuvent engendrer des comportements collectifs dans la couche en mouvement. L’existence
de tels ensembles avait d’ailleurs été postulée théoriquement [138, 139, 171, 8, 96|, mais,
jusqu’a présent, elle n’avait pas été mise en évidence expérimentalement ou numérique-
ment dans les écoulements de surface.

L’étude des corrélations spatiales du champ de vitesse instantanée (ou plutot de ses
fluctuations) nous a permis de mettre en évidence l'existence d’agrégats de grains dont
le mouvement est fortement corrélé. La statistique et la structure de ces agrégats ont
été caractérisées. Celles-ci sont indépendantes de la vitesse de rotation du tambour, i.e.
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F1G. 4.15 — Comparaison des profils de vitesse mesurés expérimentalement avec ceux prédits par la
théorie d’Aranson et Tsimring [12, 11]. On considére soit une viscosité 7 constante (& gauche), soit
une viscosité de Bagnold donnée par 1’équation 4.15 (& droite). Les profils sont calculés en intégrant
Péquation 4.15 (& gauche) ou 'équation 4.17 (& droite). Les courbes sont ajustées en faisant varier le
paramétre zgp de I’équation 4.14 , pour chaque vitesse de rotation Q du tambour et 7 (& gauche) ou
ne (& droite) pour ’ensemble de nos profils. L’utilisation d’une viscosité de Bagnold conduit & de bons
ajustements. Le paramétre ng vaut alors ng = 100 mm?

de ’angle moyen de I’écoulement et de I’épaisseur de la couche en mouvement. Il s’agit
d’objet "fractals", dont les tailles sont trés largement distribuées, en loi de puissance, de
I’échelle du grain a celle de 1’écoulement.

L’origine physique de ces agrégats a ensuite été élucidée en étudiant les fluctuations
du champ de compacité dans des écoulements purement 2D. L’étude de ces champs révéle
I’existence d’agrégats qui, en vertu du principe de dilatance de Reynolds, sont trop denses
pour pouvoir supporter une déformation de cisaillement. Ces agrégats sont a nouveau
fractals, de taille largement distribuée en loi de puissance de 1’échelle microscopique a
I’échelle macroscopique.

Nous avons ensuite discuté divers modéles d’écoulements denses a la lumiére de ces
objets. Plusieurs de ces modéles [138, 139, 171, 8, 96] proposent de prendre en compte
I’existence de chocs non locaux. Lorsqu’ils peuvent étre appliqués aux écoulements de
surface, ils n’arrivent pas a rendre compte de la sélection d’un gradient de vitesse constant.
La raison majeure de cet échec s’explique, selon nous, par le fait que tous ces modéles
supposent que les objets collectifs ont une taille typique. Or, dans notre expérience, il
n’existe pas d’échelle caractéristique pour définir nos agrégats solides.

Selon nous, cette absence d’échelle caractéristique est liée a la présence d’une phase
statique sur laquelle les grains en mouvement roulent. Ce lit statique se comporte comme
un réservoir a gros agrégats. Ceux-ci sont arrachés par la couche en mouvement, puis,
soumis au cisaillement, ils se divisent pour former des agrégats de plus en plus petits. Cette
cascade pourrait étre a l'origine des distributions observées. Pour des écoulements denses
sur plan incliné, cette cascade n’a aucune raison d’étre. La distribution des agrégats est
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différente, sans doute centrée autour d’une valeur moyenne. On comprend alors pourquoi,
malgré le fait que les profils de contrainte soient les mémes pour des écoulements de surface
et des écoulements sur plan incliné, les profils de gradient de vitesse soient trés différents.

Enfin, I'existence de ces agrégats solides multi-échelle nous laisse penser que la couche
en mouvement est critique. La surface de 'empilement serait alors proche d’une transition
de type "jamming" [117] : une assemblée de grains trop denses ne peut plus, pour des
raisons d’encombrement, se déformer. La proximité de cette transition pourrait expliquer
la sélection d’une compacité voisine de la compacité critique a partir de laquelle aucune
déformation n’est possible sans dilatation et d’'un gradient de vitesse constant dans la
couche en mouvement. Aranson et Tsimring (2001) [12] ont récemment proposé une théorie
considérant la couche en mouvement comme partiellement fluidisée. Ce modéle, aprés
quelques modifications, rend compte, qualitativement et quantitativement, de la forme
des profils de vitesse observés expérimentalement.
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Annexe A

Théorie cinétique des écoulements
granulaires

Nous proposons dans cette annexe de montrer (au moins dans les grandes lignes) com-
ment 'application de la théorie cinétique permet de passer du micro-monde au macro-
monde dans le cas d’écoulements granulaires dilués. Quand le matériau est fortement
cisaillé, les collisions engendrent certaines fluctuations sur la vitesse des particules. Par
analogie avec les gaz, ces fluctuations sont quantifiées par une température, dite tempéra-
ture granulaire. Cependant, contrairement & un gaz, la dissipation d’énergie au cours des
collisions inélastiques influence directement la valeur de cette température.

La théorie cinétique est un outil extrémement puissant permettant de dériver les équa-
tions hydrodynamiques du comportement microscopique des billes. Savage et Jeffrey [183]
ont les premiers proposé 1’analogie matériau granulaire/gaz denses. Il faut cependant at-
tendre 1983 pour que Jenkins et Savage [98]| établissent les trois lois de conservation,
celle de la masse, celle de la quantité de mouvement et celle de la température. De nom-
breuses améliorations ont ensuite été proposées, notamment par Lun et ses collabora-
teurs [130, 128, 129, 127| et Jenkins et Richman [97].

Nous nous limiterons ici au cas d’écoulements de billes identiques, faiblement inélas-
tiques, parfaitement lisses. Le détail des calculs peut étre trouvé dans ’article de Jenkins
et Richman (1985) [97] ou la thése d’Azanza (1997) [15].

A.1 Collision entre deux particules

Nous considérons des grains sphériques, identiques, parfaitement lisses, de masse m et
de diamétre d. Les collisions sont de type sphére dure avec un coefficient de restitution e.
Les vitesses ¢, et ¢y de deux particules 1 et 2 juste aprés une collision sont donc reliées
aux vitesses ¢; et ¢y juste avant collision par :
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=

mc_;lzmé'l—J, mc_;szE'g—i-j (Al)

ot J est la percution exercée par la particule 1 sur la particule 2 :

mJ = %(1 + o) () (A.2)

oll k est le vecteur unitaire dirigé du centre de la particule 1 au centre de la particule 2 :
7o — 71) = dk et C19 = ¢ — &. La perte d’énergie AE engendrée par la collision vaut :

AE = 3(62 1) (F.Gn)? (A3)

A.2 Fonction de distribution et équation de Boltzmann

Par analogie avec un gaz, on définit la fonction de distribution f(7,¢ t) comme la
probabilité d’avoir un grain a une position comprise entre 7 et ¥ 4+ di et une vitesse
comprise entre ¢ et ¢+ dc a I'instant ¢. En intégrant f sur ¢ on obtient la densité moyenne :

o0 = [ 1750 (A4)
et plus généralement la moyenne < A > de la propriété A(¢) du grain :
1
<A>(Ff) = ;/A(af(f,at) a7 (A5)

La vitesse moyenne 7 est alors définie par :

T=<¢> (A.6)
et la température granulaire par :
1 > 2
T:§<(c—v) > (A7)
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A.3. DERIVATION DES EQUATIONS DE CONSERVATION

La fonction de distribution f doit vérifier ’équation de Boltzmann :

0
a_J; = —CVif —g.Vef + Acou (A-8)

Le terme du membre de gauche représente la variation du nombre de grains dans 1’élément
de volume dV = drdv de I'espace des phases. Le premier et le deuxiéme terme du
membre de droite rendent compte des flux de grains sortant de dV respectivement du
fait de leur vitesse ¢ et de leur accélération imposée par la gravité g. Le dernier terme
traduit I'influence des intéractions entre particules. Compte tenu des régles de collision
présentées dans la section précédente, A.,; vaut :

A1, 8) = / / P (G0 ) {fO (7, v, 7 + dF, s, 1)
]_‘; 512.]220 (Ag)
iy

@ (7, &, 7 — dk, &, t)} dk dé,

oil les vitesses ¢ 1 et 072 sont reliées a ¢ et ¢y par les équations A.1 et A.2. La fonction de
distribution d’ordre 2, f®) (7, &, 75, &, t), représente la probabilité de trouver le grain 1
a une position (resp. une vitesse) comprise entre 7 et 7} + d7 (resp. entre ¢ et ¢ + dé;)
et le grain 2 & une position (resp. une vitesse) comprise entre 7 et 7 + d7p (resp. entre
82 et 82 + dgg)

A.3 Dérivation des équations de conservation

A partir de I’équation A.8, on peut déduire I’équation de transport de la quantité
< A>;

% < pAS= Ve < pPA > —F. < VeA > +J(A) (A.10)

ot J(A) = [ Ay Adé. A partir des propriétés de symétrie et de réversibilité des collisions,
on montre facilement ?® que J(A) peut s’écrire sous la forme :

2811 suffit simplement d’écrire J(A) de quatre maniéres différentes, d’abord en intervertissant les indices
1 et 2, puis en intervertissant les primes de ’aprés collision et les non primes de 'avant collision. Comme les
régles de collision sont invariantes sous ces transformations, J reste inchangé. On I’écrit alors comme 1/4
fois la somme des expressions obtenues et on développe f(2) au premier ordre suivant le petit parameétre
dk. On obtient alors I’expression voulue.
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J(A) = y(A) — V.6(4) (A.11)

ou le premier terme du membre de droite vaut :

v(A /// (Cr0.k) fO(7, — dk, &1, 71, G, t
E12.k>0 ok 7 1271, 1) (A.12)

{A(d1) + A(d2) — A@@) — A(G)} dé, dk dé,
Ce terme est nul quand la quantité A est une quantité qui se conserve au cours de la

collision, ce qui est le cas par exemple pour la quantité de mouvement. Le deuxiéme
terme vaut :

oA —d3/// 5/§;’f<2r——dkc,r+ dkc,
cl2k>0 (1 s 2 ) (A13)
(C 1) ( )} dCQ dk dCl

Les équations de conservation hydrodynamique sont ensuite obtenues en faisant res-
pectivement A =1, A=Cet A=¢2:

% + ﬁ.ﬁp =0 B
p% 4 p(T.N)T = p§ + V.5 (A.14)
3p0L 4 35 NT =% :Vi— V.G~

ol le tenseur des contraintes ¥ (resp. le flux d’énergie ¢) est la somme d’une contribution
=cin ) =coll
cinétique ¥ (resp. ¢*") et d’une contribution collisionnelle ¥  (resp. ¢*) dont les

expressions valent :

—cin =coll

= _ — — ] s 1

L =p<i®i> X 9(17 7= Y(Gme) (A.15)
" =gp<cic> gt = O(3mc?)

Ces expressions peuvent donc étre calculées grace aux équations A.12 et A.13 dés qu’on
connait f®. Par analogie avec les gaz denses, on suppose que les vitesses des particules
avant la collision ne sont pas corrélées (hypothése dite de chaos moléculaire). On peut
alors écrire f® sous la forme :
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fO(7, 8,7, G, t) = g(Fy, Fa, v) f (1, E1) f (P, G) (A.16)

ou g(71, 7, v) est la fonction de corrélation de paire. Si on suppose le milieu homogéne et
isotrope, g ne dépend plus que de 7 = ||} — 73| et de la compacité v. Le seul endroit ou
g intervient est dans lopérateur A, ou 7 est toujours égal a d (particule en contact).
Dans ce cas, g(d,v) = go(v) est appelé fonction de distribution radiale . Les différentes
relations constitutives présentées dans les équations A.15 peuvent alors étre calculées a
partir du moment o on connait go(v) et f(7,¢,1).

A.4 Fonction de distribution radiale gy(v)

La fonction de distribution radiale go(v) a été déterminée dans la limite v faible par
Verlet et Levesque [209] en 2D :

16 — v
= Al
90) = T5a =) (A.17)
et par Carnahan et Starling 35| en 3D :
2—-v
=_- Al
go(l/) 2(1 _ l/)3 ( 8)

Ces expressions, valables pour les régimes dilués, présentent 1'inconvénient de diverger
en ¥ = 1 et non pour la compacité v,,. Elles ont par la suite été étendues pour décrire
des régimes plus denses. Plusieurs extensions ont été proposées, notamment celle de Lun
et Savage [128]

1
go(v) = u_y_m (A.19)

qui présente ’avantage de diverger a la compacité critique v, et qui ne présente pas de
singularité en v = 0.

m

A.5 Fonction de distribution f(7,¢c,t)

Y

Comment choisir f? En théorie, il suffit de trouver une solution de 1’équation de
Botzmann A.8 ou A,y s’écrit maintenant en fonction de f et go. Plus facile a dire qu’a
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faire! Quand les collisions sont parfaitement élastiques (e = 1), et que les gradients de
compacité, vitesse et température, sont nuls, la solution f° de cette équation est connue.
Il s’agit d'une Maxwellienne :

o7 e ) = 2 exp o (A.20)
Y 2rT 2T

Les premiers auteurs, Savage et Jeffrey [183] et Jenkins et Savage [98] ont simplement
supposé que f = f°. Les suivants [130, 97, 129] prennent en compte les écarts a 1’équilibre.
Ils proposent d’écrire f sous la forme :

f=rr0+9o) (A.21)

ou ® est une fonction test dépendant de la compacité, de la vitesse moyenne, de la tem-
pérature granulaire et de leur gradient dont I’expression a été donnée par Dahler et Theo-
dosopulu [54] :

S lPl: (F0 )+ 5 g ) (o~ D) (a2
an @)(—= — = :
5pT2 1 9T T g
ou ]3 =< Z® ¢ La quantité [A] représente la partie déviateur du tenseur A : [A] =
i- Tr(AI, T (/_f) ¢tant la trace du tenseur A et I le tenseur unité. On boucle le

systeme en appliquant I’équation de transport A.10 aux deux moments supérieurs en ¢, a

savoir a A valant respectivement 1m(¢® & — ¢%6) et tmc? (méthode des moments).

A.6 Les lois constitutives

Finalement, connaissant la fonction de distribution f et la fonction de distribution ra-
diale g9, on peut déterminer les lois constitutives données par le systéme d’équation A.15.

Le tenseur des contraintes f], le flux de chaleur ¢ et le taux de dissipation d’énergie y
s’écrivent respectivement :

—
—,

S (P, 7) + m (v, T) V) I = 2(v, T[S

; (A.23)
7= —Kp(, T)VT + K, (v, T)Vvy(v,T) = 2 ( Fs()T3/? — f6(y)Tv.ﬁ)
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—
—,

ou [S] est la partie déviatorique du tenseur des déformations S :

1( 8’UZ' _ 8’Uj
2 895]- 89&1

Sy = ) (A.24)

et la pression P, la viscosité en volume 7,, la viscosité dynamique 7 et la conductivité
thermique s’expriment respectivement :

P, T)=p,f1(v)T

(v, T) = ppdfo(v)T"/?

(v, T) = pydfo(v)T/? (A.25)
K (v, T) = pydfs (1) T

K,(v,T) = pydfa(v)T*?

ou les fonctions f valent respectivement [97]

fov) = Z=rv?go(v)
fi(v) = v+ 2rvig(v)
v) = 5585 |y + 737 = Vv + £ (375 = 2(7 + 6)7 + 20) 12 go(v)
$ f3(v) = 7“17_‘/;157”) [ﬁ +3r(2r? = 3r+ v+ 72 (9r2 — (3 + L)r + ) 1/290(1/)]
filw) = 2T () 2 (120 (1))
fs(v) = =124 (v)
| fo(v) = 3r(1 —1)2go(v)

(A.26)
our=(1+e)/2.

Les équations de conservation A.14 couplées avec les relations constitutives données
par les équations A.23,A.25 et A.26 forment alors un systéme complet d’équations.
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Annexe B

Approche intégrée de Saint Venant

Nous proposons dans cette annexe de présenter et discuter les différents modéles déri-
vés d’une approche a la Saint-Venant. La section B.1 est consacrée a la modélisation d’'une
masse de grains en mouvement sur un plan incliné. La section B.2 présente les applications
au cas d’écoulements de surface. Historiquement, celles-ci ont d’abord concerné les écoule-
ments stationnaires en tambour tournant. Elles n’ont que trés récemment été généralisées
a un écoulement de surface quelconque [62]. Citons enfin les modéles de type BCRE qui, &
partir de considérations relativement différentes, aboutissent a des modéles relativement
similaires. Nous discuterons ce modéle et ses extensions & la fin de la section B.2.

B.1 Ecoulement sur un plan incliné

La premiére utilisation d’équations intégrées sur 1’épaisseur & un écoulement de grains
revient sans conteste a Savage et Hutter (1989) [182]. Par analogie avec I’hydraulique, on
introduit la notion de régime graduellement varié |6] pour caractériser des écoulements
pour lesquelles les variations temporelles et spatiales des différentes grandeurs définissant
I’écoulement sont lentes. L’approche Saint-Venant ne peut s’appliquer que dans ce dernier
cas.
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F1G. B.1 — Ecoulement granulaire sur un plan incliné faisant un angle 6 avec ’horizontale : cas 2D. Le
référentiel le plus naturel est le référentiel (€,,€), ou &, est tangent au plan. La hauteur de I’écoulement
est notée R(z,1).

B.1.1 Equations de conservation générales

En supposant que le milieu est incompressible ?°, et qu’une description en terme de
mécanique des milieux continus est possible, la conservation de la masse donne :

Vi=0 (B.1)

et la conservation de la quantité de mouvement :

0
7

Mut

7) + (F.V)7 = pg + V. (B.2)

oil V est I'opérateur nabla, ¢ et X respectivement le vecteur vitesse et le tenseur des
contraintes local, p la densité supposée constante et g le vecteur gravité. Par la suite, nous

nous restreindrons au cas 2D représenté figure B.1 : v = v, €, + v,€, et VA= %é’m—i- %é’z.
En intégrant ces équations sur I’épaisseur de la couche, on obtient :

OR 0

— +—(R<v;>)=0 B.3

29Cette hypothése peut sembler assez osée : nous avons vu dans le chapitre 1 toute Iimportance de la
compacité dans la physique des écoulements. Les expériences 2D d’Azanza (1997) [15] et les simulations
numériques 2D de Chevoir et al. (2001) [38] et 3D de Silbert (2001) [186] tendent & montrer que la
compacité est constante dans des écoulements denses sur plan incliné. Nous la vérifions quant a nous
dans le cas d’écoulements de surface au chapitre 3.
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0 0 9 , 0
E(R < vy >) +a%(R <wy >°) =gsinfR — %(R <Yz >) — R, < vy >)gc0(s0 |
B4

ou R est I’épaisseur de la couche en mouvement et 6 ’angle entre le plan et ’horizontale,
et < A > la moyenne d’une quantité A sur I’épaisseur de la couche en mouvement :

z=R
<A>= / Adz (B.5)

=0

Dans I’équation B.4, le second terme du membre de gauche correspond au flux de quantité
de mouvement. Le coefficient o =< v2 > / < v, >? est relié¢ au profil de vitesse dans la
couche en mouvement et vaut 1 pour un écoulement bouchon (v,(z) = constante) et 4/3
pour un profil de vitesse linéaire (v,(z) = ¥z avec 4 = constante). Le premier terme du
membre de droite correspond au poids de la couche. Le deuxiéme terme est un terme de
pression lié au gradient de R. Le troisiéme terme est la contrainte pariétale exercée par
le socle sur la couche en mouvement qui s’écrit p3,, ou p(R, < v, >) est le coefficient de
friction et X,, = pgRcosf la contrainte normale au niveau du plan.

Le détail du passage des équations de conservation locales (B.1,B.2) aux équations
de conservation intégrées (B.3,B.4) peut étre trouvé dans l'article originel de Savage et
Hutter (1989) [182] ou, pour le lecteur francophone, dans I'annexe 9 de la thése d’Ancey
(1997) 6]

Toute la difficulté est de déterminer les expressions de «, Y, et u en fonction de R et
< v, > afin de fermer ce systéme d’équations. C’est dans la modélisation de ces derniers
termes que les approches différent.

B.1.2 Relations de fermeture : les grands anciens

Savage et Hutter (1989) [182] supposent un profil de vitesse bouchon dans la couche
en mouvement. Cette hypothése conduit a :

a=1 (B.6)

Dans plusieurs expériences en géométrie Couette [185, 93|, le rapport contrainte de ci-
saillement sur contrainte normale semble dépendre peu de la déformation lorsque celle-ci
est faible et que la densité est élevée. Ces observations ont amené Savage et Hutter a
considérer le coefficient de friction au niveau du socle comme constant :
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pu = tan ® (B.7)

o ® est 'angle interne de friction du matériau (on supposera pour simplifier que la
friction grain/socle est la méme que la friction grain/grain). Ils supposent par ailleurs
que la déformation est quasi-statique, ce qui leur permet d’évaluer X, en supposant que
le matériau est partout au seuil de plasticité et vérifie donc partout le critére de Mohr-
Coulomb. Cela améne (voir par exemple [31]) ¥,, = K, ¥%,,, soit :

Yer = KypgRcosf : (B.8)

ou K, est le coefficient de pression actif du matériau et vaut :

_ 1+sin®®

K, ="' =
+ 1 —gsin®>®

(B.9)

Le modéle obtenu, initialement 2D, rend compte avec succés du mouvement d’une
masse granulaire dévalant un plan incliné [182]. Il a ensuite été étendu par Greve et al.
(1994) [84] puis par Wieland et al. (1999) [212] au cas 3D.

B.1.3 Relations de fermeture : la nouvelle vague

On notera toutefois que le choix d’'un coefficient de friction p indépendant de < v, >
réduit la plage d’existence d’écoulements homogénes et stationnaires a la seule inclinaison
6 = ®. Ce dernier point semble vérifié dans le cas de plans lisses [92, 155, 1], mais pas
dans le cas de plans rugueux [15, 158|. Plusieurs expériences montrent en effet qu’il existe
une plage de variation #; < 6 < 6, pour laquelle on observe des écoulements stationnaires
uniformes [15, 158]. Les bornes de cette plage dépendent de 1’épaisseur R de la couche en
mouvement. Sur cette plage, la vitesse moyenne < v, > de ’écoulement varie en [158] :

<Vp > 8 R
VgR Rstop(e)

(B.10)

ou [ est une constante indépendante de I'inclinaison, de la taille des billes ou de la
rugosité du socle : 5 = 0.136, et Rst,(6) est 'épaisseur minimale nécessaire pour observer
un écoulement homogéne uniforme pour une inclinaison # comprise entre #; et 5 du socle.
Dans ce régime d’écoulement stationnaire uniforme, ’équation B.4 de conservation de la
quantité de mouvement devient :
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p=tané (B.11)

ce qui a amené Pouliquen (1999)[158, 159| & proposer la forme suivante pour p(R, < v, >) :

(R, < vy >) = tstop(Rstop) = tan(0(Rsiop)) (B.12)

ol 0(Rst0p) est la fonction inverse de Ry0p(#). Un ajustement de la courbe Ry, (0) obtenue
expérimentalement 1’a conduit & choisir une fonction fig0,(x) de la forme :

Wstop(x) = tan by + (tan by — tan ) f(x) (B.13)

ou f est une fonction décroissante : f(0) = 1 et f(co) = 0. L’article originel [158] proposait
une décroissance exponentielle. Cependant une décroissance algébrique du type f(z) =

1+Lx semble conduire & de meilleurs ajustements [159]. Finalement, on obtient :

u(R, < v, >) =tanf; + (tanfy — tanb,) (B.14)

1+ﬂRm

<vg>

Pouliquen garde par ailleurs 'hypothése d’un profil de vitesse constant : o = 1, mais,
contrairement a Savage et Hutter, suppose une pression isotrope : X, = X,, = pgR cos .
Le modéle complet obtenu permet de rendre compte de la forme des fronts granulaires
observés en régime stationnaire et uniforme le long du plan incliné [157] et de I’étalement
d’une masse granulaire lachée sur ce plan [159].

B.2 Ecoulement de surface

L’utilisation d’équations intégrées permet de rendre compte avec succés d’'un certain
nombre de comportements d’un matériau granulaire s’écoulant sur un plan incliné. Il
apparait donc naturel d’étendre ce type de description aux écoulements de surface. Les
premiéres applications reviennent a Khakhar et al. (1997) [106, 105|, qui ont étudié les
écoulements stationnaires dans un tambour tournant. Plus récemment, Douady et al.
(1999) [62] ont généralisé ce type de description au cas d’un écoulement de surface non
uniforme et non stationnaire.
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B.2.1 Equations de conservation générales

Considérons la situation décrite figure B.2. Le milieu est décomposé en deux parties :
une épaisseur fine de grains mobiles coule sur un lit statigue. Comme ’épaisseur de la
couche en mouvement est petite, la vitesse des grains est essentiellement paralléle a 1’in-
terface solide/mobile. Nous choisissons par conséquent le référentiel (€, ¢€,), localement
tangent a cet interface comme référentiel d’étude. On place 'origine de ce référentiel au
niveau de la surface libre 3.

€,

F1G. B.2 — Ecoulement de surface dans un matériau granulaire. Une couche en mouvement d’épaisseur
faible coule sur un lit statique. L’écoulement peut étre décrit globalement en considérant 1’évolution
de I’épaisseur R de la couche en mouvement et de 'angle local 8 entre la séparatrice fluide/roulant
et ’horizontale. On se place dans le référentiel (&;,€,), localement tangent & l'interface. Deux volumes
d’intégration sont possibles : le volume V; compris entre x et x + dz, limité par la surface libre et
s’enfongant & une profondeur arbitraire dans la phase statique (en tiret) ou le volume V} compris entre
x et x + dz et limité par la surface libre d’une part et la séparatrice d’autre part (en pointillé).

Dans le cas d’écoulements de surface, I’opportunité d’une description continue a I’échelle
locale est loin d’étre acquise [171]. Il apparait préférable d’appliquer le théoréme du trans-
port sur un volume d’intégration donné. Douady et al. (1999) [62] considérent le volume
matériel V; compris entre z et x 4+ dz limité par la surface libre d’une part et s’enfon-
cant arbitrairement loin dans la phase statique. Si ce choix est pertinent quand la phase
statique reste immobile dans un référentiel lié a la gravité, il ne se préte pas au cas du
tambour tournant. Nous suivons plutot I’approche de Khakhar et al. (1997) [106, 107] et
considérons le volume V}, compris entre x et x + dx et limité d’une part par la surface

30Notons que Douady et al. considérent plutot un référentiel (€,€,) localement tangent & la surface
libre. La différence de pente entre la surface libre et I'interface est du deuxiéme ordre en 4, /¥, ou U, (resp.
Uy) est la valeur typique de la composante en z (resp. la composante en z) de la vitesse moyenne dans
le repére (€, €,). Passer d’'un référentiel 4 I’autre revient & ajouter un terme de pression dans notre cas.
Notre choix a été guidé par des considérations expérimentales. Quand on se place & ’échelle microscopique,
la détermination de la surface libre ou de U'interface n’est pas évidente. On choisira de définir (€, ¢,)
comme tangent 3 la vitesse moyenne des grains. Cette vitesse moyenne apparait expérimentalement plus
paralléle a l'interface qu’a la surface libre, celle-ci apparaissant plus "gazeuse".
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libre et d’autre part par l'interface. Si (7, U,) est la vitesse au point (z, z), les équations
de conservation de la masse et de la quantité de mouvement projetée sur I’axe €, moyenné
sur ’épaisseur de la couche en mouvement s’écrivent :

9 (R < pvg>) + (o) s—_r = 0 (B.15)

9]
—(R<p>)+£

ot

0 0
—(R < pug >) + R < pvg? >) + (pvgv,)|s=—r = F (B.16)

ot ox (
ou R est I’épaisseur de la couche en mouvement, p la densité et F' la force appliquée sur
le volume V}, (cf. figure B.2). Les quantités {R < pv, >} et {R < pv,? >} représentent
respectivement le débit et le flux de quantité de mouvement projeté sur €, traversant la
surface ¥(x), tandis que (pv,)|,——r et (pv,v,)|.——g représentent respectivement le débit
et le flux de quantité de mouvement projeté sur €, traversant l'interface solide/mobile.

La densité p est supposée constante. Les équations B.15 et B.16 deviennent :

oR 0
E+a_$(R<U$ >)+Uz|z:fR—0 (B17)

O R<vy>)+ L (R<v>)+ (030.) oo = L

B.1
ot o0x (B.18)

Les expressions de v,|,—_r et de (v;v,)|,—=_r dépendent explicitement du mouvement
de la phase statique par rapport au référentiel du laboratoire. Ces termes s’écrivent
Vy|,=—r = OH /0Ot et (v,v,)|,—=—r = 0 si on considére la formation d’un tas. Ils s’expriment
aussi simplement si on s’intéresse & une géométrie tambour tournant (voir chapitre 3).
Seules les expressions de < v, > (R,0), < v,2(R,0) > et F(R,0) sont par conséquent
nécessaires pour fermer ce systéme d’équations. Elles encodent les propriétés rhéologiques
du milieu. C’est sur la forme de ces relations que les différents modeéles différent.

B.2.2 Relations de fermeture proposées

L’approche intégrée a d’abord été appliquée aux écoulements stationnaires en tambour
tournant.

Les premiéres études ne considéraient que 1’évolution des quantités intégrées au centre
du tambour. Rajchenbach (1990) [170] évalue ainsi la variation du débit au centre en
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fonction de la vitesse de rotation 2. Puis, en écrivant les contraintes de cisaillement X,
comme la somme d’un terme collisonnel ¢, , suivant la loi de Bagnold : ¢, = ny? avec

n constant, et d’un terme de friction ¥/, suivant la loi de Coulomb : ¥/, = tan ®%,,, il
relie I’angle de la surface libre au débit, i.e. a Q. Zik et al. [217| reprennent cette approche
en considérant que la contribution collisionnelle est purement visqueuse : ¢, = 77y avec

7 constant.

Khakhar et al. (1997) [106] sont les premiers & avoir appliqué ces équations de conser-
vation intégrées a ’ensemble du tambour. Ils considérent que la surface libre de 'empile-
ment est droite. La valeur de 6 en un point donné dépend alors directement de celle de
R. Tls sont ramenés a un systéme d’équations similaires aux équations B.3 et B.4 (avec
une courbe f(R) fixe) et ne peuvent plus arbitrairement choisir les relations de fermeture
< vy > (R,0), < v,*>(R,0) >. Les équations de fermeture se raménent alors aux choix
d’un profil de vitesse, par I'intermédiaire du choix du coefficient o de I’équation B.17 et
de la forme de la force F(R,0). Celle-ci est modélisée comme la somme de trois termes :

1. un terme de gravité : F'p = pgRsin@

2. un terme de friction de la phase roulante sur le lit statique supposé Coulombien :
Fir g = —tan®pgRcosb.

3. un terme lié aux collisions de la phase roulante sur le lit statique. L’effet de ces
collisions est supposé suivre la loi de Bagnold : F.s = —pny’__p ou 7 est une
constante.

Plusieurs profils de vitesse ont été essayés. Celui qui reproduit le mieux leurs données
expérimentales semble étre un profil de vitesse linéaire.

Elperin et Vikhanski (1998) [68] abandonnent I’hypothése d’une surface libre droite.
Les variables R et 6 redeviennent indépendantes. Ils supposent la couche en mouvement
comme parfaitement fluidisée et adoptent le modele de Bagnold. Cela conduit a :

<y >x R¥? < >=<y, >? (B.19)

La force F(R,0) est quant a elle modélisée comme la somme de trois termes :
1. un terme de gravité :Fp = pgRsinf
2. un terme de friction de la phase roulante sur le lit statique supposé Coulombien :
Ft.s = —tan®pgR cos 6.
3. un terme de pression Fp = —pg% cos
Ils arrivent grace & leur modéle & rendre compte des formes successives présentées par la
surface libre quand on augmente (2.

Andreotti, Cladé, Daerr et Douady (1999) (62, 51, 39| considérent un profil de vitesse
linéaire avec gradient constant :
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4
<v,>x R <vl>= 3 < >2 (B.20)

Ils proposent par ailleurs une version minimaliste de la force F'. Celle-ci est composée du
poids de la couche en mouvement et d’un terme de friction sur le lit statique :

F(R,0) = pgR(sinf — u(R, 0) cos0) (B.21)

ot le coefficient de friction y n’est pas constant, mais choisi afin de pouvoir rendre compte
du déclenchement des avalanches (cf. figure 1.5 du chapitre 1). Les auteurs arrivent ainsi
a reproduire la plupart des comportements avalancheux observés sur un plan incliné [52],
les lois d’échelles [8], la forme des fronts d’avalanches [39].

Notons que, avec ce type de relation de fermeture, les équations de conservation B.17
et B.18 peuvent étre réécrites :

OR OR  gcost

OH  gcost
i 5 (tanf — u(R,0)) (B.23)

Cette forme présente l'avantage d’autoriser des comparaisons faciles entre 1’approche
Saint-Venant et 'approche BCRE présentée dans le prochain paragraphe.

B.2.3 La variante BCRE

Bouchaud et al. (1994) [24, 25] ont proposé une autre approche pour décrire les écou-
lements de surface. L’empilement reste séparé en deux phases : une phase liquide et un
lit statique. L’évolution des hauteurs R et H est décrite a I’aide d’un systéme d’équations
phénoménologiques couplées. Ce modéle a par la suite été étendu par Boutreux et al.
(1998) [29] d’une part, et Aradian et al. (1998) [10] d’autre part, au cas des écoulements
épais. Dans les deux cas, on considére des variations faibles de ’angle local autour de
I'angle de repos y,,. On peut alors assimiler le référentiel (€,, €,) localement tangent a la
séparatrice a un référentiel fixe tourné de 6y, par rapport au référentiel de gravité. Avec
nos notations, les évolutions de R et H sont décrites par :
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R OR R
StV =Dag+T (B.24)

OH
S =-T (B.25)

ou V est la vitesse d’advection supposée constante de la couche en mouvement, D un
coefficient de diffusion constant intégrant les fluctuations des vitesses et I' un terme de
couplage traduisant la conversion de grains immobiles en grains mobiles et vice versa.

Le modéle initial s’intéresse au déclenchement des avalanches et a 'interprétation des
deux angles 04, €t Os40p. Les auteurs considérent par conséquent des couches roulantes
d’épaisseur fines, R < d, ou tous les grains mobiles sont supposés en contact avec le lit
statique et avoir la méme probabilité d’interagir avec lui [24, 25| : T est alors proportionnel
a R et, en développant au premier ordre en 6 — y,,, on obtient : I' = aR(§ — 05,,) ol
a est constant. La forme des équations n’est pas sans rappeler les équations B.22 et
B.23 obtenue par Douady et al. au terme diffusif prés. Ce terme, comme remarqué par
De Gennes (1995) [57], est d’ordre d/L, d étant le diameétre du grain et L ’échelle de
variation macroscopique, par rapport au terme d’advection et peut étre négligé dans la
limite hydrodynamique. Il a été par la suite supprimé des versions proposées par Boutreux
et al. [29] puis Aradian et al. [10].

Dans le cas d’écoulements épais, seuls les grains appartenant aux premiéres couches de
la phase roulante peuvent interagir avec le lit statique [29]|. L’influence des autres grains
est écrantée par ces premiéres couches. I' est alors plus naturellement supposé indépendant
de R et s’écrit : I' = a(f — b510p) O @ est constant. Le systéme d’équations B.24 et B.25
s’écrit alors :

oR oR

_(915 + V_ax — 01(0 - Hstap) (B26)
OH
—8t = a(0 —_ Hstop) (B27)

Ces équations sont compatibles avec le systéme d’équations B.22 et B.23 obtenues par
Douady et al. dans la limite R grand (cf. figure 1.5 du chapitre 1) et 6 — Os1pp < Ost0p-
La valeur de la constante a vaut alors : a = g cos 6y,/7. Dans la limite des écoulements
épais, les deux approches aboutissent donc & un systéme d’équations équivalent.

Grace a leur simplicité, le modéle BCRE et ses extensions peuvent étre résolus analy-
tiquement de maniére exacte [131, 60, 61, 194]. Notons cependant que ’hypothése d’une
vitesse constante les empéche de rendre compte quantitativement de la forme des fronts
d’avalanches [39] et de ’amplitude des avalanches [10].
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Deuxiéme partie

Effet de voites et fragilité
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Chapitre 1

Contexte et motivation

1.1 Voiites et chaines de forces

Pour un récipient rempli d’eau, la force exercée sur le fond est proportionnelle & la
hauteur versée. Si maintenant on remplit le méme récipient de sable, on constate que cette
force n’augmente plus avec la hauteur, mais sature a une certaine valeur limite! Ou donc
se trouve la masse manquante? Celle-ci a en fait été redirigée vers les parois latérales et
été encaissée directement par celles-ci. Ce phénomeéne, décrit pour la premiére fois par
Janssen en 1895 [95], met en évidence le role de chaines de contact privilégiées, voites, le
long desquelles les forces se propagent préférentiellement.

Ces voites, responsables du défléchissement d’une partie du poids vers les parois la-
térales du récipient, peuvent étre visualisées directement : en mettant sous contrainte un
empilement de cylindres biréfringents entre deux polariseurs croisés, Dantu (1957) [55, 56|
a mis en évidence I’existence de chaines de grains soumis a des contraintes plus importantes
(cf. figure 1.1). Notons que ces techniques photoélastiques ont ensuite été largement utili-
sées pour étudier la statique des matériaux granulaires. Travers et al. (1986) [197, 196, 195]
ont étudié 'enrichissement du réseau de votites avec ’augmentation de la compression du
milieu. Plus récemment, Howell et al. (1997) [90, 91], ont poursuivi ce type d’expériences
en étudiant I’évolution du réseau de voiites et de ses fluctuations en présence d’un cisaille-
ment (cf. figure 1.2).

L’existence de ces chaines de forces se retrouve sur la répartition des contraintes.
Plusieurs équipes se sont intéressées a la distribution des forces de contact F. entre grains :
Liu et al. (1995) [123], puis Mueth et al.(1998) [144] ont placé une feuille de papier
carbone sur les parois d’un récipient et ont mesuré les traces laissées par un empilement
3D de billes de verre sous contrainte. Le diamétre de ces traces permet de remonter
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CHAPITRE 1. CONTEXTE ET MOTIVATION

F1G. 1.1 — Mise sous contrainte d’un empilement 2D de cylindres biréfringents (d’aprés Travers et
al. [196]). Les cylindres sont d’autant plus lumineux qu’ils sont soumis & une charge importante.

aux forces de contact bille/paroi. Lovoll et al. (1999) [125] ont quant & eux utilisé des
capteurs piézoélectriques. Ils peuvent alors mesurer des forces grain/paroi nettement plus
faibles. Tsoungui et al. (1998) [199] ont pour leur part directement mesuré 'aire des
contacts grains/grains [199] afin d’avoir accés aux forces de contact dans le matériau. Dans
tous les cas, on observe une décroissance exponentielle de la densité de probabilité P(F,)
pour les valeurs F, typiquement supérieures a la force de contact moyenne < F, > (cf.
figure 1.3). Ce type de distribution est la signature d’une répartition trés inhomogeéne, ot
les fluctuations sont du méme ordre de grandeur que la valeur moyenne. Cette distribution
a par ailleurs été confirmée par les simulations numériques de Radjai et al. (1996) pour
des empilements 2D [166, 169, 168| et 3D [167].

1.2 Deésordre et fluctuations

Reprenons maintenant notre récipient rempli de sable... et chauffons-le de quelques de-
grés. La masse apparente exercée sur le fond se met & fluctuer énormément, typiquement
de 20 a 25% |26, 45, 206]. Cette masse est par ailleurs trés dépendante de la méthode
de remplissage choisie [104, 204]. D’une maniére générale, une petite perturbation semble
avoir d'importantes répercutions sur la répartition des contraintes dans un matériau gra-
nulaire.

Cette extréme sensibilité a aussi été mis en évidence dans ’expérience proposée par
Liu et Nagel (1992) [121, 122, 119, 118] a Chicago. Ceux-ci ont utilisé la transmission
sonore comme indicateur des réarrangements du réseau de chaines de forces. En effet,
dans un empilement granulaire, les ondes sonores ne se propagent pas uniformément a
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F1G. 1.3 — Distribution des forces de contact (adimensionnées par la force de contact moyenne) entre
un grain et la paroi pour un empilement 3D de billes de verre confiné dans un cylindre (d’aprés Mueth et
al. [144]). Les forces sont mesurées & partir de la trace laissée sur le papier carbone recouvrant les parois.
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F1G. 1.4 — Effet d’un échauffement local sur la transmission d’une onde ultrasonore (d’aprés Liu et Na-
gel [121]). L’évolution temporelle de I’accélération A4(t) (adimensionnée par la gravité g) est représentée.
L’expérience est schématisée dans l'insert. S est la source sonore, D; un premier détecteur permettant
d’asservir S, et D le détecteur par lequel A4 est enregistré. A ¢ = 20 s, puis & ¢t = 105 s, ’empilement est
thermiquement perturbé en allumant la piéce H, de taille comparable & celle des grains. Celle-ci chauffe
alors d’un degré. La dilatation thermique résultante modifie A4 de prés de 50%.

travers le milieu. Elles suivent au contraire les votites, se fragmentant et se recombinant au
gré des contacts. L’onde effective obtenue apres ces diffusions multiples est extrémement
sensible a la position des contacts. Liu et Nagel ont pu alors montrer qu’une perturbation
thermique infinitésimale engendre des modifications importantes, de I'ordre de 50%, sur
la propagation sonore (cf. figure 1.4).

Citons enfin 'expérience réalisée par Kolb et al. (1999)[109] & Jussieu. Ces derniers se
sont intéressés au mouvement d’une assemblée de grains poussée trés lentement a 'aide
d’un piston dans un tube vertical. La force F(t) exercée sur le piston est enregistrée en
fonction du temps t. Des régimes de collage/glissement, stick slip, irréguliers sont mis en
évidence : de temps en temps, les billes se bloquent et F'(¢) augmente doucement... jusqu’a
étre en mesure de débloquer 'empilement et de laisser glisser celui-ci jusqu’a une nouvelle
situation de blocage.

1.3 Indétermination et isostaticité

Comment comprendre cette extréme sensibilité aux perturbations extérieures? Plu-
sieurs raisons peuvent étre mises en avant. Un premier élément vient de la mobilisation
de la friction : lorsque deux solides sont appliqués I’'un contre l'autre, une réaction tan-
gentielle, force de friction, tendant a s’opposer au mouvement, se développe. Les lois qui
décrivent ces forces de friction sont connues depuis fort longtemps (elles ont été d’abord
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v

F1G. 1.5 — Indétermination liée 4 la friction : suivant la maniére dont le patin est amené dans I’encoignure,
les forces de contacts ne sont pas les mémes.

proposées par Amontons en 1699 [5] 3!, puis développées par Coulomb en 1776 [50]) :
considérons deux solides pressés 1'un contre 'autre avec une force N dirigée suivant la
normale au plan de contact. La mise en mouvement relative des deux solides nécessite
que l'intensité de la force 1" exercée perpendiculairement & cette normale soit supérieure
a une fraction donnée de N. Autrement dit, le solide restera dans une position stable tant
que :

7] < uN (1.1)

ot le coefficient de friction yu, est une constante du matériau et ne dépend pas de la surface
de contact. La difficulté vient du fait que les composantes normales et tangentielles de la
force de contact sont reliées par une inégalité. Dés qu’'un solide est en contact avec plus de
deux autres solides, il y a indétermination de I’état d’équilibre si on ne sait pas comment
ces trois objets ont été amenés (cf. figure 1.5). Dans un empilement granulaire, I’équilibre
des forces est donc indéterminé et dépend de [’histoire de la construction du tas.

A cela, se rajoutent des effets liés a la rigidité et la non-cohésion des billes : pour
des ensembles de billes parfaitement lisses, rigides et non cohésives, Ouagenouni et Roux
(1995) d’une part [153, 154| et Moukarzel (1998) [143] d’autre part ont montré qu'une
polydispersité infinitésimale suffisait & rendre I'’empilement isostatique : le nombre de
contact par grain, coordinence, est exactement égal au nombre d’équations d’équilibre,
a savoir 2d ou d est la dimension d’espace. Ces systémes isostatiques, trés instables,

31T¢ premier & avoir mentionné ce frottement solide est en fait Léonard de Vinci a la fin du XVieme
siécle.
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présentent une grande sensibilité a la moindre perturbation extérieure : le déplacement
d’une bille, en rompant ou créant un contact, modifie non seulement sa propre coordinence,
mais aussi et surtout celle de ses voisines. Ce déplacement va donc obliger ’ensemble du
systéme a se réarranger de telle sorte que chaque bille retrouve une coordinence égale a 2d.
Ces comportements fragiles ont été mis en évidence dans les simulations numériques de
Combe et Roux (2000) [47] : ceux-ci ont montré qu'une augmentation lente et progressive
de la charge appliquée a un empilement désordonné de disques parfaitement lisses et rigides
déclenchait une série de réarrangements. L’amplitude de ces événements est distribuée en
loi de Levy, ce qui empéche tout passage a une limite continue.

Qu’en est-il pour des empilements de grains frottants ? La prise en compte d’une va-
leur finie de la friction, en autorisant certains écarts a l'isostaticité décrite précédemment,
semble stabiliser les états d’équilibre et faire disparaitre ces belles propriétés de fragilité
(au moins vis a vis de perturbations faibles) [179, 48|. L’extréme inhomogénéité du maté-
riau complique cependant le probléme : les simulations numériques de Radjai (1997) ont
en effet mis en évidence le caractére bimodal de la propagation des forces dans un maté-
riau granulaire [169, 168]. Le réseau de forces peut étre décomposé en deux sous-réseaux
complémentaires aux propriétés mécaniques différentes :

— le sous-réseau fort, i.e. composé des contacts ou F,. est supérieur & < F, >. Ce
réseau supporte ’ensemble du déviateur du tenseur des contraintes. Il est donc
responsable du caractére solide de ’empilement, au sens ot il lui permet de supporter
des contraintes de cisaillement finies sans pour autant se déformer.

— le sous-réseau faible, i.e. composé des contacts ou F est inférieur a < F, >. Sa contri-
bution au tenseur des contraintes du matériau est un terme de pression moyenne.
Cette phase se comporte donc comme un liquide interstitiel.

Si les grains appartenant au sous-réseau faible n’ont aucune raison d’étre dans un état
isostatique, il n’est pas déraisonnable de penser que ceux appartenant au sous-réseau fort
le sont.

L’existence de ces deux sous-réseaux a conduit Bouchaud, Cates, Claudin et Wittmer
(1995) a proposer une description de la statique des matériaux granulaires basée sur
ces voltes [23, 27, 213, 214, 215, 40|. L’idée de leur modéle est de fermer le systéme
d’équations donné par 1’équilibre des forces par une relation phénoménologique de friction
entre les voiites. Les équations résultantes sont alors de type hyperboliques, i.e. causales,
contrairement aux modélisations de type élasto-plastiques utilisées traditionnellement en
mécanique des sols. Ce type de modélisation semble étre en mesure de rendre compte d’un
certain nombre d’observations expérimentales, notamment de I'existence d’un minimum
de pression sous un tas de sable construit sous certaines conditions [204, 207], ou de la
variation non monotone de la masse apparente avec la hauteur de grains dans un silo en
présence d’une surcharge [205].

La résolution de ces équations en présence d’un faible désordre [44], i.e. en considérant
les paramétres du modéle comme des variables aléatoires faiblement dispersées, améne
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systématiquement la création de forces négatives, i.e. de forces de tension. Celles-ci sont
inacceptables puisque le matériau est non cohésif. Les auteurs ont donc été amenés a
considérer ces matériaux comme fragiles [36] malgré la présence de friction : soumis a
un jeu de contraintes externes donné, ils vont s’auto-organiser pour y résister, mais la
moindre perturbation incompatible avec ce réseau de forces engendre un réarrangement
global de celui-ci.

1.4 Le SAM

Pour expliquer cette fragilité a I’échelle macroscopique, Claudin et Bouchaud (1997) [41,
42] ont proposé un modéle simple, microscopique, de formation de voite, le Scalar Ar-
ching Model. Ce modéle s’appuie sur une description par automate cellulaire, le g-model,
proposée par Liu, Coppersmith et leurs collaborateurs (1995) [123, 49| : les grains sont
placés sur un réseau régulier (7,7) (cf. figure 1.6). Le modéle ne prend en compte qu’une
seule composante du tenseur des contraintes, la charge w(i, j). Celle-ci est redistribuée aux
deux grains du dessous, les fractions transmises respectivement a gauche ¢q_ et a droite
g+, sont tirées aléatoirement de maniére & encoder le désordre inhérent a l’empilement.
La conservation de la charge impose : ¢, (i,7) + ¢_(¢,7) = 1. Les régles de propagations
sont donc :

ou w, désigne le poids d’un grain. La distribution ¢ est choisie uniforme. Ce modéle
reproduit une distribution des forces de contact F, proches de celles observées expérimen-
talement (cf. figure 1.3), avec notamment une décroissance exponentielle de la densité de
probabilité P(F).

Ce modéle ne permet cependant pas de rendre compte de l'existence de voiites, a
savoir de corrélations entre forces de contact s’étendant sur plusieurs grains. Claudin et
Bouchaud ont proposé d’introduire une condition locale de glissement : si le cisaillement
au niveau du contact d’un grain (i,j) avec 'un de ces appuis est trop fort, i.e. si la
différence de charge transmise a ce grain par ses deux voisins du haut dépasse un certain
seuil R,, il y a glissement local et rupture du contact. Toute la charge du grain (i, j) est
alors transmise & 1’appui restant. La régle de propagation proposée equation 1.2 est alors
complétée de la maniére suivante :

CI-I—(iaj) =1- q,(’i,j)
Q—(i’j) =1- Q+(i,j)

0 >
0 .
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A\

F1G. 1.6 — A gauche : schéma de principe du SAM. La charge du grain (i,n), est aléatoirement redis-
tribuée (via les facteur de redistribution ¢4 et g_) a ces deux voisins de dessous. Cependant, si la charge
recue par le grain (i,n) du grain haut gauche (respectivement haut droite) est bien supérieure a celle
regue du grain haut droite (respectivement haut gauche), la charge totale est intégralement transmise au
grain bas droite (respectivement bas gauche). A droite : une configuration typique du réseau de forces
obtenu. Les lignes sont d’autant plus foncées que la force de contact est grande (d’aprés Claudin [40]).

ot wy =¢q+(iF1,7—1w(iF1,j—1). Ce modéle permet de rendre compte de I'existence
de vottes (cf. figure 1.6). Il prédit par ailleurs une grande sensibilité & une modification
infinitésimale du systéme : un changement relatif de 10~° sur la valeur de R. modifie
significativement la configuration des votites et peut générer des fluctuations allant jus-
qu’a 25% sur la charge totale supportée par la derniére rangée de grains |26, 41| (cf.
figure 1.7). Il permet en particulier de rendre compte des régimes de stick-slip observés
expérimentalement lorsqu’on pousse un empilement de billes confiné [43].

La distribution P(w) des valeurs locales de la charge w; au site 7 prédit par ce modéle
suit une loi de puissance en contradiction avec les expériences et les simulations numériques
présentées section 1.1 qui montre clairement que la distribution P(F) des forces de contact
F, décroit exponentiellement pour F, >< F, >. Nicodemi (1998) [149] a montré que cet
effet provient du fait que, dans le SAM, les voiites peuvent étre arbitrairement grandes.
Il introduit un nouveau paramétre 0 qui donne la probabilité qu'un grain ne suive pas
les lois de glissement du SAM, ce qui lui permet de controler la longueur moyenne des
chaines de force. La distribution P(w) varie alors en loi de puissance pour w << w > et
et en exponentiel w >< w >.
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F1G. 1.7 — Deux réalisations données du modéle SAM pour deux seuils Rc trés proches I’un de ’autre.
A gauche : Rc = 0.6684. A droite R. = 0.6685. Cette variation infinitésimale suffit & créer ou détruire
des vottes de longueurs macroscopiques.

1.5 Conclusion

Quel bilan peut-on tirer de ces différents éléments? Plusieurs arguments théoriques
suggérent qu’une assemblée de grains idéaur, i.e. parfaitement lisses et rigides présentent
des comportements fragiles [153, 154, 143|. Ces arguments ne sont plus valides si on prend
une valeur finie de la friction.

Cependant, plusieurs expériences mettent en évidence des comportements compa-
tibles avec cette fragilité, par exemple une grande sensibilité aux perturbations exté-
rieures [121, 122, 119, 118, 26, 45, 206]|. Cette derniére a été récemment interprétée a
l’aide d’un modéle simple de formation de vottes, le SAM, qui suggére que, méme en
présence de grains frottants, les matériaux granulaires gardent des propriétés fragiles :
soumis & un jeu donné de sollicitations extérieures, ils vont se structurer et former une
structure en vottes. Ce réseau de forces se réarrangera globalement pour une perturba-
tion infinitésimale incompatible avec la configuration initiale. Ce type d’approche permet
de rendre compte des mouvements de stick slip irréguliers observés lorsqu’on pousse des
grains dans un tube vertical.

Si 'extréme sensibilité de ces matériaux ne fait pas de doute, son interprétation est
encore sujette a caution. S’agit-il de réarrangements collectifs de chaines de forces comme
suggéré par le SAM ot plus simplement d’une somme de réarrangements locaux dont I’in-
fluence macroscopique serait amplifiée par I'inhomogénéité du matériau. Les expériences
actuelles ne permettent pas de trancher.

Dans un premier temps, nous nous proposons de répondre a cette question en étu-
diant les réarrangements provoqués par une perturbation infinitésimale, une variation de
température de quelques degrés. L’expérience sera congue de maniére a pouvoir isoler les
réarrangements collectifs des réarrangements locaux.
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Dans un deuxiéme temps, nous étudierons les réarrangements engendrés par une per-
turbation finie, ’ajout d’une petite surcharge localisée a la surface de 'empilement. Nous
modifierons pour cela le montage en tambour tournant présenté dans le chapitre 2 de la
partie I. Cette étude nous permettra de discuter les différentes approches proposées pour
rendre compte de la statique d’un matériau granulaire.
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Chapitre 2

Principe de 'expérience

L’objectif de I'expérience est double : il s’agit (i) de mettre en évidence 'extréme
sensibilité des matériaux granulaires et (i7) de déterminer son origine physique. Dans ce
court chapitre, nous discuterons dans un premier temps les raisons qui nous ont poussés
a utiliser des mesures électriques comme indicateurs des réarrangements de forces de
contact. Nous exposerons ensuite les types d’empilement étudiés : ceux-ci doivent toujours
étre minimaux, ¢.e. pouvoir étre décrits a I’aide d’un nombre réduit de paramétres tout
en conservant - au moins qualitativement - les propriétés qu’on cherche & étudier. Enfin,
nous nous attacherons & décrire le dispositif expérimental et les traitements associés.

2.1 Sur Popportunité de mesures électriques

L’extréme sensibilité des empilements granulaires aux perturbations extérieures tend
a disparaitre quand le matériau est constitué de grains mous ou qu’il est soumis a des
contraintes importantes [195, 99, 100]. La sonde utilisée doit donc pouvoir s’appliquer
a une assemblée de grains rigides faiblement comprimée (idéalement, les grains ne sont
soumis qu’a leur propre poids).

Dans ce cas, les techniques usuelles utilisant le papier carbone, la propagation d’onde
ultrasonore ou les propriétés de biréfringence des grains, ne permettent pas d’obtenir
d’information sur le réseau de forces : toutes ces méthodes requiérent des surfaces de
contact grains/grains significatives. Les déformations doivent donc étre importantes, ce
qui nécessite soit 'utilisation de grains extrémement mous, soit une mise sous contrainte
importante de ’empilement.

Nous nous sommes donc proposés ici d’utiliser le courant électrique pour essayer d’ob-
tenir une information sur la structure de ces chaines de contact. En effet, pour des billes
conductrices, la petitesse des zones de contact provoque un étranglement des lignes de
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CHAPITRE 2. PRINCIPE DE L’EXPERIENCE

courant [73]. On peut alors montrer que, sous certaines hypothéses dites hypothéses de
Hertz 32, la résistance de constriction R, au niveau du contact varie avec la force normale
F,, comme (cf. annexe B) :

R.= AE /3 (2.1)

ol A est une constante dépendant de la résistivité du matériau, du degré d’oxydation
de la surface... Cette résistance est bien plus importante que celle présentée en volume
par les grains. En conséquence, la résistance globale de I’empilement est principalement
déterminée par les chaines de contact.

Notons qu’en pratique, nous ne sommes pas dans le cadre des hypothéses de Hertz :
pour une force F,, donnée, R, peut étre vue comme une variable aléatoire dont la valeur
moyenne < R, > varie avec F,, comme prédit par I’équation 2.1 (cf. annexe B).

La résistance R. peut donc difficilement étre reliée a I'intensité des forces de contact.
On va alors s’intéresser aux fluctuations de la conductance de ’empilement lorsque celui-
ci est perturbé thermiquement. Si celles-ci ne permettent pas de quantifier directement
I’amplitude du réarrangement du réseau de force, elles devraient cependant permettre de
les localiser dans le temps.

L’étude du comportement électrique d’un matériau granulaire n’est a vrai dire pas
nouvelle : dés 1890, Branly (1890) [30] décrit I'influence d’une onde électromagnétique
sur sa conductance électrique. Plus récemment Vandembroucq et al. (1997) [200], en uti-
lisant une caméra infrarouge, ont pu directement observer les chemins électriques créés
par le passage d’un courant électrique intense. La mesure de la conductance d’'un mé-
lange de grains isolants et conducteurs a permis de mesurer expérimentalement les dif-
férents exposants critiques apparaissant au seuil de percolation [46, 198]. Ces mesures
ont aussi permis d’étudier ’influence des chaines de contact sur les propriétés méca-
niques du matériau |78, 4, 135, 37|]. Mentionnons enfin les expériences de Vandewalle et
al. (2001) [203, 202] : les auteurs se sont intéressés a la réponse électrique d’un empilement
perturbé mécaniquement par une succession de coups appliqués a ’aide d’un marteau en
bois. Ils ont montré que ces perturbations engendraient d’importantes fluctuations élec-
triques. Ces expériences, menées parallélement aux notres, semblent donc appuyer 1'idée
de comportements fragiles, au moins vis a vis de perturbations d’amplitudes finies.

2.2 Choix d’un empilement

Nous nous placons dans une approche minimaliste : I’empilement étudié est un empi-
lement 2D de billes en acier inoxydable de diamétre 6 mm =+ 30 pm (leurs caractéristiques

320n considére des sphéres infiniment lisses, se déformant de maniére entiérement élastique
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2.3. DISPOSITIF EXPERIMENTAL

sont décrites annexe A). L’utilisation de billes millimétriques permet un bon controle des
propriétés géométriques et mécaniques. Par ailleurs, le nombre de billes peut facilement
étre modifié, ce qui permet de séparer les effets locaux des effets collectifs.

Les billes sont placées afin de former un empilement triangulaire compact, de taille L x
H (L et H étant adimensionnés par le diamétre des billes), reproductible d’une expérience
a lautre (cf. figure 2.1). Notons que, méme si I’empilement apparait ordonné, la faible
polydispersité des billes et I'indétermination sur la force de frottement au niveau des
contacts suffit & engendrer du désordre dans le réseau de forces [143]. Ce désordre peut
étre mis en évidence dans notre expérience par exemple en regardant la répartition des
courants au bas de 'empilement (cf. figure 2.2).

Les billes utilisées sont des billes de roulement a billes extrémement rigides, de mo-
dule d’Young F = 200 Gpa. Les forces de contact, de 'ordre de quelques poids de billes,
engendrent des déformations de 'ordre de quelques nanométres (cf. annexe A) bien infé-
rieures a la polydispersité des billes (de I’ordre de 10 microns). Les conditions nécessaires
a la manifestation de comportements fragiles sont donc normalement vérifiées [36]. Notons
cependant que ces déformations sont petites devant la rugosité moyenne des surfaces, de
I'ordre de 100 nanométres (cf. annexe A). Dans les gammes de forces étudiées, le contact
entre deux billes sera donc assuré par les micro-aspérités de surface. Celles-ci, en bou-
geant, peuvent générer des fluctuations de conductance sans pour autant invoquer les
réarrangements collectifs de chaines de contact prédits par le SAM. Il faut donc étre tres
prudent quant & I'interprétation physique des fluctuations électriques observées : seule
la comparaison du comportement électrique de 2 billes et d’un empilement permettra de
séparer les contributions collectives des contributions locales.

2.3 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est présenté figure 2.3 : 'empilement est confiné entre deux
plaques de Plexiglas d’épaisseur 2 cm. Celui ci est relié a une pile de 9 V. Une résistance
R placée en série assure que le courant traversant un contact entre deux billes est toujours
inférieur a 40 mA.

Dans cette gamme de courant, il n’y a pas de microsoudure : chaque contact se com-
porte de maniére réversible comme une résistance Ohmique (cf. annexe B). On enregistre
la tension Vj aux bornes de la pile (erreur digitale : 5 mV) et la tension V; aux bornes
de la résistance Ry (erreur digitale : 0.5 mV) a I’aide d’un convertisseur AD 12-bytes. On
peut en déduire la conductance électrique g, de I’empilement :

_ Vi(t)
- Ry(Vo(t) = Va(t) — RuVa()

gp(t) (2.2)
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CHAPITRE 2. PRINCIPE DE L’EXPERIENCE

F1G. 2.1 — Photographie de I'’expérience
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2.3. DISPOSITIF EXPERIMENTAL

courant sortant (mA)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
numéro de la sonde

F1G. 2.2 — Répartition des courants a la sortie de ’empilement : le courant injecté par
I’électrode du haut est de 25.3 mA. On mesure le courant au bas de I’empilement & ’aide
de 16 sondes différentes. La distribution des courants est trés hétérogéne. Par ailleurs
un coup rageur appliqué au support en marbre modifie complétement cette distribution.
L’inhomogénéité des courants provient donc bien des hétérogénéités de contact bille/bille
et non de I’état de surface des électrodes.

T

—\

F1G. 2.3 — Schéma électrique du montage. La résistance R; permet de limiter le courant
passant a travers chaque contact pour éviter les microsoudures. Les tensions V;, égales
a la f.e.m. de la pile, V;, proportionnelle au courant traversant ’empilement et V5 pro-
portionnelle aux fluctuations de ce courant permettent de remonter a la conductance de
I’empilement et a sa fluctuation
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CHAPITRE 2. PRINCIPE DE L’EXPERIENCE
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F1G. 2.4 — Signaux typiques de fluctuations de conductance Ag, : & gauche, Ag, a été
calculée directement en différenciant I’équation 2.2. A droite, Ag, est évaluée via I’équa-
tion 2.3. Le niveau de bruit du systéme d’acquisition apparait alors réduit d’un facteur
50.

On mesure ensuite la partie fluctuante V5 de cette tension filtrée par un filtre RC' passe
haut de temps caractéristique 7 = RC' = 0.02 s. Si la fréquence d’acquisition est bien plus
élevée que 1/7, on peut alors en déduire les fluctuations de conductance Ag,(t) définies
comme la variation de g, entre deux points d’acquisition successifs :

80,(8) = T Sy (e + 1) = e = 1) 23)

ot V§ et V/ sont les valeurs lissées de V; et V; sur cinquante points successifs. Remplacer
Vi par V5 dans le calcul de Ag, permet une réduction significative de I'influence du bruit
digital sur Ag, (cf. figure. 2.4).

Des expériences menées en remplacant ’empilement par une résistance ohmique de
50 € ont permis de déterminer le niveau de bruit du systéme d’acquisition. Celui ci est
principalement dominé par les erreurs digitales sur V; égales a 10 ¢V. Une fluctuation Ag,
sera donc considérée comme significative si la fluctuation V, correspondante est supérieure
a 50 pV. On a fait varier la fréquence d’acquisition de 0.05 Hz & 10 kHz. Une fréquence
de 500 Hz apparait suffisante pour discriminer deux pics de fluctuation successifs.
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Chapitre 3

Fluctuation électrique et fragilité

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit notre protocole expérimental et explicité
les raisons du choix de mesures électriques comme outils d’étude des réarrangements de
forces. Ce chapitre montre la validité d’un tel choix. L’extréme sensibilité du matériau est
dans un premier temps mise en évidence (section 3.1). Celle-ci apparait en accord avec
les expériences ultrasonores de Liu et Nagel (1992) [121, 122, 119, 118| et les expériences
électriques de Vandewalle et al. (2001) [203, 202]. La simplicité de I’empilement nous
permet par ailleurs de remonter & 1'origine mécanique de cette sensibilité. Celle-ci n’est
pas liée aux réarrangements de forces prédits par le SAM (cf. chapitre 1) mais simplement
a des réarrangements locaux liés & la mobilisation de la friction (section 3.2). Enfin,
nous reportons a la fin de ce chapitre, la présence de comportements collectifs liés au
confinement 2D de empilement (section 3.3).

3.1 Mise en évidence de réarrangements internes

3.1.1 Petites causes grands effets

Le protocole expérimental est le suivant : L’empilement est vibré pendant quelques
minutes. Sa conductance augmente jusqu’a atteindre une valeur maximale, reproductible
d’une expérience a 'autre, de 'ordre de 0.02 Q~! pour un empilement ordonné de taille
33 x 52 ou 33 (resp. 52) est la largeur (resp. la hauteur) en nombre de billes . L’acqui-
sition est ensuite lancée sur une période de vingt minutes. On chauffe (resp. refroidit)
I'empilement en allumant la lampe une minute aprés (resp. en éteignant la lampe pour
un empilement préparé lampe allumée), la température de la piéce étant régulée a I’aide
d’un climatiseur.

Dés que 'empilement est thermiquement perturbé et quelque soit le sens de variation
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F1G. 3.1 — Evolution temporelle de la conduc-
tance g, et de ses fluctuations Ag, pour trois
protocoles différents : En haut & gauche, la
température de l’empilement est maintenue
constante. En haut & droite, Il est chauffé de
quelques degrés, en bas & droite, il est refroidi
de quelques degrés. Dés que ’empilement est
thermiquement perturbé et quel que soit le sens
de variation de la température, g, se met & dé-
croitre et & fluctuer de maniére intermittente.
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de la température, sa conductance se met & décroitre et a fluctuer de maniére intermittente
(cf. figure 3.1). Ce comportement ne peut s’expliquer par des effets thermoélectriques, des
problémes de microsoudures oti une influence de la température, voire de I’éclairement,
sur 'oxydation des surfaces de contact. Pour ces différents scénarii, une augmentation
de température devrait avoir l'effet inverse d’une baisse de température, ce qui n’est
clairement pas le cas ici. L’origine de ces fluctuations est plus probablement reliée a des
réarrangements mécaniques au niveau des contacts.

On a tracé figure 3.2 la densité de probabilité P(Ag,) d’obtenir un pic de fluctuation
d’amplitude Ag,. Cette distribution est symétrique et peut étre décrite par une loi de

Levy [140] :
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3.1. MISE EN EVIDENCE DE REARRANGEMENTS INTERNES

P(Ag,)
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F1G. 3.2 — Distribution des amplitudes des pics de fluctuations Ag,. A gauche : densité de probabilité
P(Ag,) en coordonnées semilogarithmique. La ligne pleine correspond & un ajustement par 1’équation 3.1.
A droite : densité de probabilité P(|Agp|) en coordonnées logarithmique montrant la décroissance en loi
de puissance. La ligne droite est un ajustement par la loi de puissance décrit equation 3.2. L’exposant a,
vaut ay = 140.1.

P(8gl)ox [ cos(|Agylye ™ i (3.)
0

avec une queue de distribution en loi de puissance :

P(|Agy|) o [Agy|~tHHes) (3-2)

Pour un empilement régulier 33 x 52, oy ~ 1. Le pic de distribution est nettement plus
étroit que celui d’'une Gaussienne tandis que les queues de distribution sont beaucoup
plus larges. Ce type de distribution est la signature d’un comportement intermittent :
les fluctuations sont le plus souvent extrémement petites mais, de temps en temps, des
fluctuations géantes apparaissent.

Notons que les mémes distributions avec le méme exposant ont été observées par
Vandewalle et al. [203] & Liége pour des empilements désordonnés de billes de plomb
fortement perturbés par des coups appliqués a ’aide d’un marteau de bois. Cela suggére
que les fluctuations électriques observées dans notre expérience, i.e. engendrées par des
perturbations thermiques infinitésimales, et dans 1’expérience de Liége, i.e. engendrées
par des perturbations d’amplitude finie, ont la méme origine physique.
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CHAPITRE 3. FLUCTUATION ELECTRIQUE ET FRAGILITE

3.1.2 Mise en évidence du caractére intermittent des fluctuations

Intéressons nous maintenant a 1’évolution temporelle de I'apparition de ces fluctua-
tions : la vue agrandie, représentée figure 3.3, montre que ces pics de fluctuations se
regroupent par paquets. Cette structure peut étre caractérisée par I'analyse statistique
des intervalles de temps At séparant deux pics de fluctuations successifs (cf. figure 3.3).
Deux régimes distincts peuvent étre distingués :

— aux temps longs, la fonction de distribution cumulative F(At) 33 décroit exponen-
tiellement avec At. Ce type de dépendance est caractéristique d’un flux Poissonnien.
Cette partie de la distribution décrit les intervalles de temps séparant deux paquets
successifs, qui apparaissent donc de maniére complétement indépendante.

— aux temps courts, la fonction de distribution suit une loi de puissance :

P(At) oc At~0Fed) (3.3)

ol oy vaut : ap ~ 0.6. Cette partie de la distribution, signature d’événements ex-
trémement corrélés, correspond aux pics de fluctuations & l'intérieur d’'un méme
paquet.

Cette intermittence peut donc étre comprise de la maniére suivante : la variation
lente de température déclenche aléatoirement, de maniére complétement Markovienne,
une perturbation dans I’empilement. Celle-ci correspond au premier pic de fluctuation
apparaissant dans un paquet. Elle déclenche ensuite une succession de réarrangements
qui se traduisent par les pics de fluctuation électrique suivants & l'intérieur du méme
paquet.

Une perturbation thermique de quelques degrés apparait suffisante pour engendrer
des fluctuations électriques géantes. A ce stade, ce comportement ressemble fort a celui
prédit par le SAM. Le modéle prévoit en effet que la faible dilatation des grains engendre
des fluctuations largement distribuées, en loi de puissance, de la masse apparente AW,
mesurée & la base du silo. Cette distribution AW, pourrait tout a fait se traduire par la
distribution large observée sur Ag,. Par ailleurs, ce modéle prédit ’existence d’avalanches
statiques, c’est a dire des réorganisations en cascades des contacts dont la signature élec-
trique pourrait étre les paquets observés. Chaque pic correspondrait alors a la création
ou la rupture d’un contact.

Il faut cependant garder en mémoire le fait que, dans les gammes de pression choisies,
le contact entre deux billes n’est pas lisse, mais assuré par une multitude de microaspé-
rités dont les déplacements relatifs peuvent tout a fait présenter une signature électrique

331] est relativement difficile d’obtenir un bon estimateur de la densité de probabilité P dans les queues
de distribution. L’estimateur utilisé habituellement est I’histogramme. Il consiste & ranger les réalisations
observées dans des boites de tailles finies et & compter le nombre de fois ol une réalisation tombe dans
une boite. Cet estimateur cesse d’étre valable & partir du moment ou des boites apparaissent vides, i.e.
dans les queues de distribution. Nous préférons alors estimer la fonction de ditribution cumulative F(R)
définie comme la probabilité d’observer une réalisation supérieure & une valeur R donnée.
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3.2. ORIGINE MECANIQUE DES REARRANGEMENTS

similaire sans pour autant impliquer plusieurs billes. Seule I’étude de l'influence de la
géométrie de I’empilement -et du nombre de billes- peut permettre de séparer ces deux
effets et voir lequel est dominant.

3.2 Origine mécanique des réarrangements

3.2.1 Influence de la géométrie de I’empilement

Afin de déterminer I'origine mécanique de ces pics de fluctuations, nous avons fait va-
rier la géométrie de 'empilement. Six empilements, décrits tableau 3.1, ont été comparés.
Pour toutes ces expériences, P(|Agp|) décroit en loi de puissance avec un exposant o,
variant légérement (cf. figure 3.4). Le fait que cette loi de puissance soit qualitativement
indépendante de la géométrie de 'empilement et soit toujours présente pour 3 billes sug-
gére qu’elle n’est pas caractéristique des réarrangements du réseau de chaines de forces
comme avancé par Vandewalle et al. (2001) [203].

empilement (1
empilement (2
empilement (3) | empilement triangulaire 33 x 32
empilement (4) | empilement triangulaire 33 x 16
empilement (5) | empilement triangulaire 33 x 2

empilement (6) | empilement triangulaire 33 x 2 de billes iso-
lantes ou seules les trois billes du milieu sont
conductrices

) | empilement désordonné de 1690 billes
) | empilement triangulaire 33 x 52

TAB. 3.1 — Description des empilements étudiés

D’une maniére générale, Ag, n’est certainement pas la meilleure variable d’étude si
on souhaite comparer des expériences avec des empilements variables : une fluctuation
locale de la conductance au niveau d’un contact proche d’une des deux électrodes aura un
impact beaucoup plus important sur la conductance globale qu'une fluctuation au niveau
d’un contact situé loin des électrodes. L’analyse statistique des At est sans aucun doute
un indicateur bien meilleur.

La figure 3.5 présente les densités de probabilité P(At) sur les intervalles de temps At
séparant deux pics de fluctuations. La décroissance en loi de puissance et I’exposant o; ne
dépendent pas de la géométrie de I'empilement. Pour 3 billes conductrices (empilement
(6)), le comportement en loi de puissance s’étend sur les trois décades de la distribution
en temps!
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F1G. 3.3 — En haut : évolution temporelle des fluctuations de conductances Ag,. L’insert montre une
vue agrandie sur une échelle de quelques secondes : les pics de fluctuations se regroupent en paquets. En
bas : densité de probabilité P(At) d’obtenir un intervalle de temps séparant deux pics de fluctuations
égale & At. Les axes sont logarithmiques. La ligne droite est un ajustement par la loi de puissance
donnée par ’équation 3.3. L’exposant oy vaut : a, = 0.61. L’insert montre la fonction de distribution
F(At) (en coordonnées semilogarithmiques), moins bruitée que P(At) pour les grands At¢. Celle-ci décroit
exponentiellement avec At.
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F1G. 3.4 — Distribution des amplitudes des pics de fluctuations Ag, pour les empilements (1), (2),
(3), (4) (5) et (6) de bas en haut. Les courbes ont été décalées pour des raisons de clarté. L’échelle des
axes est logarithmique. Les lignes droites sont des ajustements en loi de puissance. Les exposants valent
respectivement, de bas en haut, 1.0, 1.1, 0.8, 1.6, 0.9 et 0.8.
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F1G. 3.5 — Distribution des intervalles de temps At pour les empilements (1), (2), (3), (4) (5) et (6) de bas
en haut. Les courbes ont été décalées pour des raisons de clarté. Les lignes droites sont des ajustements
en loi de puissance d’exposant a; fixé & a; = 0.6 de facon & minimiser ’erreur sur I’ajustement pour
l’empilement (6).

129



CHAPITRE 3. FLUCTUATION ELECTRIQUE ET FRAGILITE
3.2.2 Interprétation du comportement électrique

La premiére idée qui vient & ’esprit est de relier ces fluctuations intermittentes trés
largement distribuées aux avalanches statiques prédites par le SAM. Les pics de fluctua-
tions correspondraient alors aux différents reports de contraintes. Néanmoins, dans ce cas,
la structure en paquets devrait apparaitre de moins en moins prononcée quand la hauteur
de I’empilement diminue, et devrait disparaitre complétement pour trois billes. Le fait que
la partie en loi de puissance de P(At) soit indépendante de la géométrie de I’empilement
suggére donc plutot une origine locale a ces fluctuations. L’observation de la surface des
billes a4 I'aide d’un Microscope a Force Atomique (AFM), nous a permis de mesurer la
rugosité moyenne R,3* de la surface (cf. annexe A). Nous avons trouvé R, = 90 nm, &
comparer aux déformations de 'ordre de 10 nm (cf. annexe A) engendrées par les forces
de contact, de 'ordre de quelques 10~? N. Le contact entre deux billes est donc compléte-
ment dominé par les micro-aspérités de surface. Nous pouvons donc envisager le scénario
suivant : quand I’empilement est vibré, les micro-aspérités de surface s’interpénétrent
et maximisent la surface de contact effective. La conductance de 'empilement est alors
maximale. Lorsque qu’on allume la lampe, on chauffe ’empilement de quelques degrés. La
dilatation thermique des billes entre alors en compétition avec la friction entre billes : les
billes restent immobiles jusqu’a ce que ’accumulation des contraintes soit suffisante pour
dépiéger les micro-aspérités et permettre aux deux surfaces de glisser I'une par rapport a
lautre. La structure en paquets des pics de fluctuations Ag, serait alors la signature de
la brisure et/ou la création de micro-contacts. Ces avalanches de micro-contact tendent a
rendre la surface effective plus faible et donc & diminuer g,.

Notons cependant que, quand le nombre de billes augmente, P(At) s’écarte du com-
portement en loi de puissance. Cet écart est la signature de comportements collectifs
puisqu’il n’est observé que pour un nombre important de billes. Il sera interprété dans la
prochaine section.

3.2.3 Influence de la mise sous contrainte et de l'intensité de la
perturbation

Pour déterminer ’origine de cette loi de puissance, nous avons fait varier la contrainte
externe, en ajoutant des surcharges de poids variable sur I’électrode (cf. figure 3.6), et
I'intensité de la perturbation thermique, en rapprochant ou en éloignant la lampe (cf.
figure 3.7). Si, sur une durée d’acquisition, le nombre d’événements observés diminue
quand la mise sous contrainte augmente ol quand l'intensité de la perturbation diminue,
leur distribution reste identique.

34La rugosité moyenne d’une surface est définie comme I’écart-type sur l’altitude de I’ensemble des
points de la surface
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10 107 10" 10° 10"
At (s)

F1G. 3.6 — Distribution des intervalles de temps At pour I’'empilement (2) et une masse M de 1’électrode
supérieure variable. De bas en haut, M = 108 g, M = 206 g M = 304 g et M = 404 g. Les courbes

ont été décalées pour des raisons de clarté. Les lignes droites sont des ajustements en loi de puissance
d’exposant a; = 0.6.

10° 107 10" 10° 10"
At (s)

F1G. 3.7 — Distribution des intervalles de temps At pour ’'empilement (2) et la lampe placée & distance

d variable. De bas en haut, d = 5 cm, d = 10 cm et d = 20 cm. Les courbes ont été décalées pour des
raisons de clarté. Les lignes droites sont des ajustements en loi de puissance d’exposant a; = 0.6.
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3.2.4 Interprétation de la distribution sur les intervalles de temps

Le fait que la contrainte extérieure et 'intensité de la perturbation thermique ne mo-
difient pas P(At) suggére une interprétation purement géométrique de cette distribution.
La visualisation AFM de la surface des billes montre que celle ci peut étre décrite par
une surface auto-affine® d’exposant de rugosité ¢ = 0.4 (cf. annexe A). Pour ce type de
surface, la distribution des distances A/ séparant deux microaspérités successives suit une
loi de puissance d’exposant ap = 1 — ¢ |74] sur un intervalle [a;, as] o a; est 1’échelle
microscopique en dessous de laquelle la surface apparait plate et ay est la taille typique
du contact, de l'ordre du diamétre d’un contact de Hertz (cf annexe A) : ay ~ 1 pm.
Chauffées de quelques degrés, les billes se dilatent de 1 pym sur un temps de conduc-
tion 7,4 ~ 1 s (cf. annexe A). La vitesse de déplacement relative V' de deux billes en
contact est de 'ordre de V ~ 1 um/s. Si cette vitesse varie peu, le temps séparant deux
ouvertures/fermetures de micro-contact successifs est donc distribué en loi de puissance
d’exposant oy = ap = 1 — ¢ = 0.6 sur Uintervalle [a;/V, as/V =1 8], ce qui est compatible
avec les densités de probabilité observées.

3.3 Influence du confinement 2D

Quand le nombre de billes augmente, P(At) s’écarte du comportement en loi de puis-
sance a partir d’un certain At, critique, qui décroit avec le nombre de billes (cf. figure 3.5).
Cette bosse est la signature d’événements collectifs puisqu’un nombre important de billes
est nécessaire a son existence.

3.3.1 Influence de l'inclinaison de la cellule

Pour déterminer l'origine de ce comportement collectif, nous avons fait varier I’angle
d’inclinaison 6 de la cellule avec 'horizontale. Quand 6 décroit, la bosse disparait (cf.
figure 3.9). Elle n’est donc pas la signature des réarrangements de chaines de forces prédits
par le SAM : ceux-ci devraient étre d’autant plus nombreux que les billes sont libres de
bouger, i.e que 'influence de la gravité est faible. Or la bosse tend & disparaitre.

3.3.2 Origine des comportements collectifs

L’interprétation suivante, proposée par C. Godréche et J. M. Drouffe, nous parait
beaucoup plus probable : lorsque les billes sont versées dans la cellule, elles se disposent

35Un objet auto-affine est invariant sous transformation affine z; = \;xz; pour ¢ variant de 1 & la
dimension de 'espace d. Chaque ); est une fonction homogéne de I'un d’entre eux X : A\; = A%. Si on
considére une surface isotropique dans le plan (#, %), le seul exposant non trivial ¢, appelé exposant de
rugosité, est celui lié au changement d’échelle dans la direction z : £ = Az, y = Ay, 2 = ASz.
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F1G. 3.8 — Comportement du contact pendant 1’expérience. On part d’une configuration donnée des
micoaspérités, obtenue aprés versement des billes dans la cellule. Quand on vibre le tas (étape a), les
microaspérités s’'imbriquent et maximisent la surface de contact effective, i.e. la conductance électrique.
Quand maintenant on perturbe thermiquement ’empilement, les billes bougent légérement les unes par
rappport aux autres (étape b). Les microaspérités se désimbriquent. La surface de contact effective diminue
et la conductance décroit. Les pics de fluctuations correspondent 4 la création ot & la rupture d’un contact.
Comme la surface est auto-affine, cela aboutit & une distribution en loi de puissance sur les intervalles de
temps séparant deux pics de fluctuations.
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At (s)

F1G. 3.9 — Distribution des intervalles de temps At pour I'empilement (2) et différentes inclinaisons.
Les courbes ont été décalées pour des raisons de clarté. De bas en haut : 8§ = 90°, § = 80°, § = 60°,
0 = 45°, 6§ = 30° et enfin § = 90° avec ’empilement (6). Pour toutes les distributions, ’exposant a; a été
fixé a Qp = 0.6.

en quinconce entre les deux plaques de Plexiglas. Lorsque les billes sont chauffées, de
temps en temps, une bille s’appuyant sur une plaque se déplace suffisamment pour aller
s’appuyer sur I'autre plaque. Ses voisines vont alors changer elles aussi de points d’appui
pour respecter au mieux la mise en quinconce locale. Lorsque on incline la cellule, de plus
en plus de billes sont en contact avec une méme plaque. L’effet stabilisant de la mise
en quinconce est de moins en moins prononcé et la bosse sur la distribution des P(At),
signature électrique de cette effet, disparait.

3.4 Conclusion

Des mesures électriques nous ont permis de mettre en évidence ’extréme sensibilité
d’un empilement granulaire vis a vis de petites perturbations thermiques. Dés que le
matériau est chauffé ou refroidi de quelques degrés, sa conductance décroit et se met a
fluctuer de maniére intermittente.

[’analyse statistique de ces fluctuations nous a permis de caractériser cette intermit-
tence. Celle-ci semble compatible, au moins dans un premier temps, avec les prédictions
du SAM : ces paquets de fluctuations pourraient tout a fait étre la signature de réarran-
gements collectifs de chaines de contact. La comparaison détaillée des distributions pour
différentes géométries nous a cependant amenés a rejeter cette hypothése. Ces fluctuations
électriques sont d’origine locales. Nous avons aussi mis en évidence des réarrangements
collectifs. Ceux-ci ne sont cependant pas liés & des réarrangements de votites, mais sim-
plement au fait que le confinement 2D corréle les déplacements des billes. Leur position
optimale dans une cellule verticale est en quinconce. Toute mouvement d’une bille qui
viole cette mise en quinconce oblige ses voisines a se déplacer.
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3.4. CONCLUSION

Cette expérience illustre I'importance des aspects tribologiques sur le comportement
macroscopique du matériau. Dans notre expérience et peut étre dans les expériences de
propagation d’ondes sonores de Liu et Nagel (1992) [121, 122, 119, 118], les expériences
de mesure de fluctuation de masse apparente effectuées par Vanel et al. (1998) [206] ou les
expériences électriques de Vandewalle et al. (2001) [203], cette sensibilité aux conditions
extérieures est d’origine locale. Il serait d’ailleurs trés intéressant de refaire ces derniéres
expériences sur des empilements trés simples, contenant seulement quelques grains. A
I’heure actuelle, nous pensons que ’extréme sensiblilité d’un matériau granulaire provient
des réarrangements locaux de la force de frottement au niveau de chaque contact dont
la répercution macroscopique est amplifiée par I’inhomogénéité du matériau qui empéche
I’atténuation macroscopique des fluctuations par effet de moyenne.

Nous aimerions dans le futur étudier le comportement électrique de notre empilement
quand on le soumet a plusieur cycles chauffage /refroidissement. Nos premiéres expériences
semblent mettre en évidence des effets de wvieillissement : les cycles successifs sont de
moins en moins efficaces & changer la conductance de I’empilement. Il serait extrémement
intéressant de reprendre les protocoles expérimentaux développés pour caractériser la
compaction d’un matériau granulaire (voir par exemple [108, 163, 151, 150]) et d’étudier
la dépendance de la résistance électrique - signature de la configuration des frottements
entre grains - avec le nombre, ’amplitude et la fréquence des cycles de perturbations.
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Chapitre 4

Contraintes et réarrangements

Nous avons étudié dans le chapitre précédent les réarrangements internes dans un
matériau granulaire sous perturbation infinitésimale. Nous nous intéressons maintenant
aux réarrangements engendrés par une perturbation d’amplitude finie, & savoir ’ajout
d’une petite surcharge localisée en surface.

Auparavant, nous avions mis I’accent sur I’aspect temporel des apparitions de ces réar-
rangements. Dans ce chapitre, nous allons plutét nous intéresser a la localisation spatiale
des réarrangements engendrée par ’ajout de la surcharge en surface. La répartition de ces
réarrangements dans ’empilement devrait nous renseigner - au moins qualitativement -
sur la répartition des fluctuations de contraintes apparaissant en chaque point en réponse
a cette surcharge.

Nous aborderons dans la section 4.1 les différentes approches proposées pour décrire la
statique d’un tas de sable. Nous verrons par ailleurs quelles sont leurs prédictions quant
a la forme de ces fonctions de réponse en contrainte.

L’expérience proprement dite sera présentée section 4.2. Nous verrons dans un premier
temps comment nous pouvons avoir accés aux micro-déplacements engendrés par ’ajout
de la surcharge. Nos expériences permettent de mettre en évidence le role crucial joué par
le caractére plus ou moins ordonné de I’empilement.

Nous avons développé un modéle simple qui permet de rendre compte des différentes
observations expérimentales. Il sera présenté section 4.3.

Les travaux présentés ici restent préliminaires.

4.1 Sur la statique d’un tas de sable

La répartition des contraintes dans un matériau granulaire est souvent contre-intuitive.
Prenons 'exemple d’'un tas de sable. Suivant son mode de construction, la répartition

137



CHAPITRE 4. CONTRAINTES ET REARRANGEMENTS

des pressions a sa base est différente : pour un tas construit en couches horizontales, la
pression est maximum sous le sommet. Pour un tas construit & partir d’un entonnoir,
par avalanches successives, on observe un minimum de pression sous le tas [204, 207].
Rappelons par ailleurs (cf. chapitre 1) que la distribution des forces de contact est trés
étalée, avec des fluctuations du méme ordre de grandeur que la valeur moyenne.

Toutes ces observations ont donné lieu & d’intenses recherches théoriques. Plusieurs
modéles, trés différents et s’excluant mutuellement, ont été proposés.

4.1.1 Les différents modéles de répartition des contraintes

La plupart de ces modeéles se placent dans le cadre de la mécanique des milieux conti-

nus. L’état de I’empilement est caractérisé par un champ continu de contrainte . L’équi-
libre des forces donne un premier jeu d’équations :

M

V.E = pg (4.1)

ou V est 'opérateur nabla, p la densité locale et ¢ le vecteur gravité. L’équilibre des

couples impose quant a lui la symétrie de e

Sij = i (42)

Ces deux conditions ne suffisent pas a déterminer 1’état du systéme : dans le cas 2D

(resp. 3D), on a 3 inconnues (resp. 6 inconnues), les composantes de 5, pour 2 (resp. 3)
équations. Il manque un certain nombre de relations pour fermer le systéme d’équations.
C’est dans la forme de ces équations manquantes que les modéles différent. On se restreint
dans la suite & des géométries 2D et on se place dans le référentiel (€x,€7) ou le vecteur
unitaire €, est paralléle & ¢ et de méme sens.

Modéle élasto-plastique

Les premiers modéles ont été proposés par les mécaniciens des sols [192, 193]. Ceux-ci
concernent des matériaux granulaires consolidés, ¢.e. soumis a des contraintes externes
suffisamment fortes pour que le réseau des contacts soit stable et ne se réarrange pas
sous faible perturbation extérieure. L’empilement est alors considéré comme un solide
€lasto-plastique :lorsqu’il est soumis & un jeu de contraintes externes en compression, il
va se déformer de maniére élastique tant qu’en chaque point, le critére de Mohr-Coulomb
n’est pas atteint, i.e. tant que, dans n’importe quel référentiel orthonormal (€, €,), on
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a [Zpm| < tan®|X,,| ou @ est Pangle de friction interne du matériau. Dans le référentiel
(€x,€7), cela se traduit par [32, 40| :

(EXX —Zzz)2+4zg(z Stan@(EXX —Ezz)2 (43)

Dans le domaine élastique, on peut définir un champ de déplacement 4. Cela introduit
2 inconnues supplémentaires et I’équation de continuité supplémentaire. Les 3 relations
manquantes sont alors données en spécifiant une relation univoque :

S_F (§) (4.4)

u

.a , . ou;
ou S est le tenseur des déformations : S;; = 3 ( P =

; + 6—%,). Dans ce domaine, le champ de

contrainte obéit & des équations de type elliptique [112] : on doit spécifier des conditions
sur [’ensemble des limites du matériau considéré pour calculer le champ de contrainte.

Dans le domaine plastique, on ne peut plus définir de déplacement. On suppose alors
que le matériau reste a la limite de la rupture et on transforme I’'inégalité 4.3 en égalité.
Cette relation associée aux équations d’équilibre 4.1 forme un systéme complet d’équa-
tions. Celui-ci est de type hyperbolique [188] : il existe des lignes privilégiées - caractéris-
tiques - le long desquelles les contraintes se propagent. Par conséquent, la détermination
du champ de contraintes ne nécessite la spécification des conditions que sur une partie
des limites du matériau.

Si on considére un tas de sable, il existe des zones plastiques et des zones élastiques [32].
En revanche, pour une couche de sable d’épaisseur constante soumis & une surcharge
localisée, ’ensemble du matériau se comporte de maniére élastique.

Modéle OSL

Si les modéles de type élasto-plastique décrivent bien les matériaux consolidés, leur
extension & des empilements faiblement comprimés, composés de grains rigides et non
cohésifs, pose un certain nombre de questions. Comment définir un champ de déplacement
quand la déformation macroscopique résulte d’une somme de déplacements irréversibles
des grains les uns par rapport aux autres ? Peut-on alors parler de déformations élastiques ?
Comment définir un état de référence & contrainte nulle [40, 70] 7

Ces difficultés ont amené Bouchaud, Cates, Claudin et Wittmer (1995) [23, 27, 213,
214, 215, 40| a fermer les équations d’équilibre 4.1 par une relation phénoménologique entre
composantes du tenseur des contraintes dans [’ensemble du matériau. Celle-ci s’écrit :
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EXX :azzz-i-bEXZ (45)

Cette équation résulte de la modélisation du matériau en termes de votites d’orienta-
tion moyenne constante frottant les unes sur les autres avec un angle de friction inférieur
a ®. Les coefficients a et b s’expriment en fonction de cette orientation moyenne et de
I’angle de friction entre votites. Le lecteur intéressé peut se référer a la thése de Clau-
din [40]. Cette relation de fermeture, associée aux équations d’équilibre 4.1, forme un
systéme d’équations aux dérivées partielles de type hyperbolique : les contraintes se pro-
pagent le long de deux caractéristiques dont les orientations dépendent des coefficients
a et b. Contrairement aux modéles élasto-plastiques, [’ensemble du matériau est décrit a
I’aide d’équations hyperboliques quelque soit la configuration, qu’il s’agisse d’un tas de
sable ou d’une couche de sable d’épaisseur constante soumis a une surcharge localisée.

g-model

Liu, Coppersmith et leurs collaborateurs (1995) [123, 49] proposent quant a eux un
modele stochastique de transmission des forces. Ce modéle est scalaire : il ne prend en
compte que la charge w = Y77 a laquelle est soumis un grain. Il est discret : les grains
sont placés aux nceuds d’un réseau régulier. A chaque grain, repéré par ses coordonnées
(4,7), on associe deux nombres aléatoires ¢, (i,7) et g_(%,7), compris entre 0 et 1, qui
représentent la fraction de la charge w(i, j) transmise respectivement aux deux voisins
(141,74 1) et ( — 1,7+ 1) de la couche sous-jacente (cf. figure 4.1). La conservation de
la charge impose ¢ (7,7) + q—(%,j) = 1 et le tirage aléatoire des g+ encode le désordre au
niveau des contacts. La régle de propagation s’écrit :

ou w, est le poids d’'un grain.

Quand la distribution des ¢ est uniforme, on peut calculer exactement la densité de
probabilité des charges w. Celle-ci posséde une queue exponentielle en accord avec les
observations expérimentales (cf. chapitre 1). Aprés passage a la limite continue, puis
moyenne d’ensemble, on arrive a une équation aux dérivées partielles continue de type
parabolique :

ow d 0%w

52~ P T 3ax2

(4.7)
ou p est la densité locale et d le diamétre des grains. Comme dans le modéle OSL, la

détermination du champ de contrainte ne nécessite la spécification des conditions que sur
une partie des limites du matériau.
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q.(1.,)

F1G. 4.1 — Schéma du g-model. Les g+ sont des variables aléatoires comprises entre 0 et 1 telles que

4.1.2 Fonctions de réponse correspondantes

Trois types d’approches différentes tentent de rendre compte de la statique d'un empi-
lement granulaire. Ces approches sont trés différentes les unes des autres : elles conduisent
a des équations de nature différente, hyperboliques, elliptiques ou paraboliques suivant
les cas. Par conséquent, ces modéles s’excluent mutuellement.

Comment trancher? L’idéal serait de mesurer la fonction de réponse en contrainte
d’'une couche de grains & une surcharge infinitésimale localisée en surface. Suivant le
modéle, celle-ci présente des comportements significativement différents.

Prédictions des modéles

Intéressons-nous au profil de pression le long de 1’axe horizontal €y (cf. figure 4.2) sous
une couche de grains d’épaisseur H soumise a une surcharge infinitésimale en surface :

— le modéle élastique prévoit une distribution de pression avec un seul pic a la
verticale de la surcharge. La largeur & mi-hauteur du pic augmente linéairement
avec H [112].

— les modéles OSL prévoient I'existence de deux pics de part et d’autre de la sur-
charge. La distance entre ces deux pics augmente linéairement avec H [112] et leur
largeur a mi-hauteur croit en racine de H.

— le g-model prévoit 'existence d’un seul pic dont la largeur a mi-hauteur croit en
racine de H.
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F1G. 4.2 — Fonction de réponse d’une couche de grains soumise & une surcharge infinitésimale localisée
en surface. (a) : modele élasto-plastique. (b) modéle OSL. (¢) g-model.
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F1G. 4.3 — Superposition de 10 images d’un empilement de briques photoélastiques soumis & une force
localisée sur une brique en surface (d’aprés Da Silva et Rajchenbach (2000) [187]). Les grains comprimés
semblent étre confinés & 'intérieur d’une parabole représentée par la ligne pointillée.

Constatations expérimentales et numériques

Plusieurs expériences ont été montées trés récemment pour tenter de mesurer cette
fonction de réponse. La difficulté majeure est de se placer dans un régime réversible tout
en étant capable de mesurer la pression avec une précision suffisante a des profondeurs
significatives.

Da Silva et Rajchenbach (2000) [187] ont construit un mur 2D de briques photoélas-
tiques. Ils appuient ensuite sur I'une des briques supérieures avec une force de 20 N et
regardent le champ de force engendré. La forme cubique des grains empéche ceux-ci de se
déplacer les uns par rapport aux autres. En conséquence, les régimes observés sont tou-
jours élastiques et réversibles, méme pour une surcharge relativement forte. Les briques
les plus comprimées semblent confinées & 'intérieur d’une parabole (cf figure 4.3). Cela
tendrait & confirmer les prédictions du g-model.

Reydellet et Clément (2001) [175] ont mesuré la répartition des pressions sous une
couche de sable d’épaisseur variable soumise & une surcharge de quelques grammes loca-
lisée sur une surface de 1 cm?. Dans cette gamme de pression, la réponse est réversible.
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F1G. 4.4 — Réponse d’un empilement de grains photoélastiques soumis & une surcharge (moyennée sur 50
réalisations). (a) : empilement ordonné composé de disques monodisperses. (b) : empilement faiblement
désordonné composé de disques de deux tailles différentes. (c¢) : empilement complétement désordonné
composé de pentagones. A faible profondeur, les forces se propagent suivant deux chaines de grains
préférentielles. Celles-ci s’estompent d’autant plus rapidement que le désordre est important (d’aprés
Geng et al. (2001) [77]).

Une méthode de détection synchrone leur permet d’obtenir une bonne précision sur les
profils de pression mesurés. Cette expérience semble confirmer la théorie élastique : on
observe en effet une distribution de pression a4 un seul pic (sous la surcharge) dont la
largeur augmente linéairement avec 1’épaisseur de la couche de sable. Notons cependant
que le pic est de forme plutot Gaussienne, i.e. plus étroit que la distribution Lorentzienne
prévue par la théorie élastique pour un plan semi infini [112].

Geng et al. (2001) [77] ont quant & eux étudié des empilements 2D de disques ou de
pentagones photoélastiques (cf figure 4.4). Suivant les cas, ils observent des comportements
différents : pour des empilements trés ordonnés, la fonction de réponse posséde deux pics,
ce qui est caractéristique d’équations hyperboliques comme celles du modéle OSL. Lorsque
le désordre augmente, on observe un seul pic qualitativement en accord avec les prédictions
de la théorie élastique.

Suite & cette derniére expérience, Bouchaud et al. (2001) [28] ont étudié l'influence
d’un désordre important sur les modéles OSL. Ils supposent I'existence de "défauts" dans
I’empilement. Lorsqu’une chaine de force (correspondant & 'une des caractéristiques des
équations OSL) rencontre un de ces défauts, elle se divise en deux, les nouvelles orienta-
tions étant supposées aléatoires. La fonction de réponse posséde alors deux pics lorsque
la profondeur H est faible, et un seul lorsque H est grand. La variation de la structure de
ce pic avec H est proche de celle prédite par les modéles élastiques.

4.1.3 Objectif

La description des contraintes dans un matériau granulaire est une question loin d’étre
tranchée : suivant les cas, I'un ou ’autre des trois modéles apparait le plus pertinent. Le
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désordre de ’empilement semble étre un parameétre clé, mais son influence n’est pas encore
claire.

Les expériences de da Silva et Rajchenbach (2000) [187] et de Reydellet et Clément
(2001) [175] ne permettent pas de controler le désordre dans I’empilement. Par ailleurs, il
n’est pas du tout certain que le mur de briques étudié par da Silva et Rajchenbach puisse
étre représentatif d’'un matériau granulaire. En particulier, il ne permet pas de rendre
compte des effets de voiites.

L’expérience de Geng et al. (2001) |77] présente 'inconvénient de considérer des grains
extrémement mous 3¢. Et les sources majeures de désaccord entre les différentes théories
concernent justement la maniére de traiter un empilement de grains rigides.

Nous nous proposons dans les sections suivantes d’étudier la fonction de réponse pour
un empilement de billes d’acier.

4.2 Mesure des micro-déplacements induits par une sur-
charge en surface

L’expérience que nous proposons consiste a visualiser directement les micro-déplacements
engendrés par I'ajout d’une surcharge de faible masse en surface. On ne cherche pas & me-
surer la fonction de réponse en terme de contrainte, mais plutot en terme de déplacement.

4.2.1 Meéthode expérimentale
Dispositif

Par souci de commodité, nous avons repris le tambour tournant - maintenant rendu
fixe - et le systéme de visualisation associé permettant d’étudier les écoulements de surface.
Le dispositif & été présenté dans le chapitre 2 de la partie I.

Nous utilisons a nouveau les billes d’acier de diamétre d = 3 & 0.03 mm et de masse

m = 0.11 g employées dans la partie I. Trois types d’empilement seront étudiés (cf.
figure 4.6) :

— un empilement 2D ordonné obtenu en fixant I’écartement du tambour a 3.05 mm
et en placant une piéce en forme de demi hexagone dans la moitié inférieure du
tambour (cf. figure 4.5). L’empilement obtenu est ordonné, monocristallin, les billes
formant un réseau triangulaire.

36Les matériaux photoélastiques utilisés par Geng et al. ont un module d’Young 10000 fois plus petit
que celui de billes d’acier ou de verre.
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F1G. 4.5 — Dispositif utilisé pour mesurer la fonction de réponse en déplacement.

— un empilement 2D désordonné obtenu en retirant le demi hexagone de ’empi-
lement précédent et en ajoutant de maniére homogéne 100 entretoises de diamétre
5 mm. Celles-ci créent des défauts. Les grains cristallins sont alors nettement plus
petits et contiennent typiquement une cinquantaine de billes.

— un empilement quasi-2D désordonné obtenu en fixant ’écartement du tambour
a 7 mm. On visualise alors la position des billes situées contre la paroi de verre. Cette
coupe 2D de I'empilement 3D est complétement désordonnée.

La surcharge localisée est obtenue grace a une tige munie a son extrémité supérieure
d’un plateau sur lequel sont placées des masses variables, et a son extrémité inférieure
d’un patin de largeur égale a 1.2 cm permettant de répartir la surcharge sur 5 a 7 billes
suivant le type d’empilement (cf. figure 4.5).

Le protocole expérimental est le suivant :

— la tige est placée sur la surface libre de ’empilement. Cela crée une surcharge d’in-
tensité réglable en faisant varier la masse M placée sur le plateau supérieur. On
acquiert une premiére séquence d’images de ’empilement contraint

— la tige est ensuite enlevée. On acquiert une deuxiéme séquence d’images de 1’empi-
lement [ibre

— On traite les deux séries d’images de facon & isoler les billes qui ont bougé entre les
deux configurations

Chaque expérience est réalisée 10 fois en ne faisant aucun effort pour reposer la
tige exactement au méme endroit. Les résultats expérimentaux présentés ci-dessous sont
moyennés sur ces 10 réalisations.
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F1G. 4.6 — Différents empilements étudiés. A gauche : image brute des empilements. A droite : transfor-
mée de Fourier de ces images. En haut : empilement 2D ordonné. Les six pics de la transformée de Fourier
sont la signature de ’empilement triangulaire ordonné. Au milieu : empilement 2D désordonné. Les pics
sont moins marqués. En bas, empilement quasi 2D. On ne peut observer voir de pics. La structure est
complétement désordonnée
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Acquisition et traitement des images

Les billes sont éclairées a I’aide d’une lampe halogéne continue. Les séquences d’images
sont enregistrées a l'aide de la caméra rapide utilisée pour étudier les écoulements de
surface. La fréquence d’acquisition est fixée a 125 Hz. La résolution des images est alors
de 480 x 400 pixels, avec une taille de pixel égale & 0.224 mm. Nous enregistrons alors
100 images de 1’empilement contraint (resp. libre), que nous moyennons pour obtenir une
image unique. Cette opération de moyenne permet de réduire le bruit lié aux variations
d’éclairage ou aux vibrations intrinséques du tambour et de la caméra.

Les images moyennes de I'empilement contraint et de ’empilement libre sont sous-
traites 'une de l'autre, puis binarisées. Les billes qui ont bougé lorsqu’on a retiré la
surcharge apparaissent en blanc. L’application de ce traitement au mouvement d’une bille
unique translatée a I'aide d’une platine micro-controéle montre que des micro-déplacements
supérieurs & 20 pm sont repérés sans équivoque 37. Cette précision est & comparer a la taille
de la cage dans laquelle les billes sont confinées et peuvent se mouvoir. Dans I’empilement
de compacité maximale, 'empilement boulet de canon, cette taille est donnée par la dis-
persion sur le diamétre et la sphéricité des billes. Celle-ci est de I'ordre de 30 um 3. Nous
devrions par conséquent étre en mesure de repérer spatialement les micro-déplacements
engendrés par la surcharge, sans pour autant étre en mesure de les quantifier.

4.2.2 Résultats
Mise en évidence des réarrangements

La figure 4.7 présente différentes images obtenues pour un empilement 2D ordonné
avec des surcharges de poids différents. Le nombre de billes se déplagant augmente avec
la charge. Par ailleurs, celles-ci se trouvent préférentiellement de part et d’autre de la
surcharge : on observe un triangle noir, ¢.e. une zone sans micro-réarrangements, a la
verticale de celle-ci. Cela laisse suggérer que, dans ce type d’empilement, [nformation
se propage plutdt le long de directions privilégiées. Les billes proches de ces directions
ressentent d’avantage la présence de la surcharge que celle, pourtant plus proches, a la
verticale de celle-ci.

Influence du caractére plus ou moins ordonné de I’empilement

La figure 4.8 présente les fonctions de réponse dans les trois différents empilements.
Quand I'empilement est désordonné, le triangle noir disparait. La zone sensible a la per-
turbation prend la forme d’un demi disque : les billes semblent d’autant plus sujettes

37La sensibilité est sans doute bien meilleure, mais nous n’avons pas pu la tester faute de platines
micro-controle suffisamment précises.
38Données fournies par le constructeur.
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F1G. 4.7 — Localisation des microdéplacements dans un empilement 2D ordonné soumis 4 une surcharge
localisée en surface. Les billes apparaissant en blanc sont celles dont le barycentre s’est déplacé d’une
distance supérieure & un seuil donné, typiquement de l'ordre d’une vingtaine de micrométres. Notons
cependant que le niveau de gris des billes ne permet pas de quantifier ce déplacement. Le poids de la
surcharge varie suivant les images. En haut & gauche : M = 620m, en haut & droite : M = 1120m, en bas
a gauche : M = 2180m et en bas & droite : M = 2860m, m = 0.11 g étant le poids d’une bille.
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F1G. 4.8 — Réponse en déplacement des différents empilements pour une surcharge de masse M = 1120
(adimensionnée par le poids d’une bille). A gauche : empilement 2D ordonné. Au milieu : empilement 2D
désordonné. A droite : empilement quasi-2D désordonné.

a réarrangements qu’elles sont proches de la surcharge, sans anisotropie notable. Cette
observation est a rapprocher - pour I'instant avec des pincettes - des observations pho-
toélastiques de Geng et al.(2001) [77]. D’aprés leurs observations, le comportement de
I’empilement dépend crucialement du degré de désordre de I'empilement. Pour des em-
pilements ordonnés, la fonction de réponse en force correspond a celle prédite par les
modéles propagatifs de type OSL. En présence de désordre, les modélisations de type
élastique semblent plus appropriées.

Notons enfin que, pour une surcharge d’intensité donnée, 1’extension de la zone per-
turbée est plus faible dans un empilement désordonné que dans un empilement ordonné.

Interprétation

Comment comprendre les motifs observés? Et comment les relier & la fonction de ré-
ponse en force de la couche de billes soumise & la surcharge localisée en surface? Nous
proposons l'interprétation suivante : la surcharge induit une composante de force supplé-
mentaire au niveau des billes. Celle-ci posséde une orientation donnée qui peut étre dirigée
vers le bas ou vers le haut :

— Quand la composante de force supplémentaire est orienté vers le bas, la bille ne peut
pas bouger : la condition aux limites en bas est de type déplacement nul. En consé-
quence, la bille reste bloquée dans sa cage. Son mouvement est dii a ’écrasement
élastique des contacts, ce qui engendre des déplacements de I'ordre du nanométre,
imperceptibles par notre méthode de visualisation.

— Quand ce terme est orienté vers le haut, la bille peut bouger sous réserve qu’elle
soit capable de soulever la colonne de billes s’appuyant sur elle. Si la projection de
cette composante sur 'axe €7 est suffisante pour vaincre la gravité, la bille peut
bouger dans la cage formée par ses voisines. Les déplacements sont donc de ’ordre
de grandeur de la taille de la cage, typiquement 30 um, et peuvent étre visualisés.

Nous proposons de tester numériquement cette interprétation dans la section suivante.
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4.3 Modélisation par un automate

Les expériences ci-dessus présentent ’inconvénient de ne pas laisser accés aux forces.
Nous proposons dans cette section de développer une simulation numérique simple per-
mettant de déterminer, pour des empilements plus ou moins ordonnés, la réponse en
contrainte a une surcharge localisée en surface. Des algorithmes de type Dynamique des
contacts [141, 142| permettent de simuler la répartition des forces dans des matériaux gra-
nulaires extrémement réalistes. Ces algorithmes sont cependant assez gourmands en temps
de calcul. A I'inverse, plusieurs modéles simples, de type automate cellulaire, s’attachent
a décrire qualitativement la répartition des forces dans un empilement [123, 49, 41, 28|.
Ces modéeles sont malheureusement scalaires. Ils peuvent donc difficilement rendre compte
d’effets liés a 'orientation des forces. Nous proposons ici un modéle simple, 2D, de type
automate cellulaire, vectoriel, de propagation des forces.

4.3.1 Présentation du modéle
Principe

On place les grains sur un réseau régulier triangulaire ordonné. Chacun de ces grains
est repéré par ses deux coordonnées (X, Z) (cf. figure 4.9). On applique une surcharge au
centre et a la surface de 'empilement. Les surcharges w engendrées sont caractérisées par
trois quantités, la position P = (X, Z) de la bille sur laquelle elle est appliquée, la norme
w de la surcharge et I’angle ¢ entre cette surcharge et la verticale (orientée vers le bas).

On applique initialement une force F' = 1 verticale sur la bille O au centre et a
la surface de 'empilement. Cette bille acquiert une charge w(t = 0) caractérisée par
P = (0,0), w = F et ¢ = 0. Cette bille O va alors transmettre au temps t = 0 cette
charge a deux de ses voisines qui la transmettront elles-mémes au temps ¢ = 1 & deux de
leurs voisines et ainsi de suite.

De maniére plus précise, & un instant ¢t donné, une charge w(t) = (P, w, ¢) appliquée
sur une bille placée en P = (X, Z) et créée au pas de temps précédent, va étre transmise
aux deux des six billes plus proches voisines de P. (cf. figure 4.9). Cette transmission se
fait de la maniére suivante :

1. L’orientation ¢ de la charge va déterminer les deux billes 1 et 2 destinataires. On
compare pour cela I'orientation des contacts de la bille en P avec les billes en contact.
Les billes destinataires P, = (X1, Z)) et P, = (X3, Z3) seront celles associées aux
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deux contacts d’orientations v; et 1y les plus proches de ¢ :

sig € [—n/6,7/6] Y = —7/6, o = /6
sig € [1/6,7/2] v =7/6, o =m/2
sig € [1/2,57/6] Y =7/2, o = b1 /6
Sld) € [_71—/27 —7T/6] 101 = —7T/2, 1/12 = _7T/6
sig € [-bm/6,7/2] W = —=bw[6, Py = —7/2
sinon Y = —57/6, o = 57 /6

et :

X]_:X-i-SiIlwl Z1:Z—COS¢1
X2:X+Sin¢2 ZZZZ—Cost

, les longueurs X et Z étant adimensionnées par le diameétre d des billes.

. Pour un empilement ordonné de billes parfaitement lisses et identiques, ’orienta-
tion des charges transmises w; et wo coinciderait exactement avec 1, et Y. On tire
de facon aléatoire deux angles a et 8 qui encodent de maniére phénoménologique
le désordre de I'empilement réel, 'existence d’une force de frottement tangente au
contact et la polydispersité des billes. Ces deux angles sont tirés suivant une loi
uniforme dans l'intervalle [—©, ©]. Ce paramétre © permet de controler le caractére
plus ou moins ordonné de ’empilement. Les orientations ¢; et ¢, valent respective-
ment :

Pr=v1+a =10+ (4.8)

. Les normes w; et w9 des charges transmises sont imposées par 1’équilibre des forces :
we'® = w, e 4+ wyet®?. Elles valent donc respectivement :

sin(go — @) _sin(¢ — ¢1)

- wSin(¢2 - ¢1) w2 wSin(¢2 - ¢1) (4'9)

Le réseau de forces se construit ainsi au cours du temps de maniére hiérarchique.
Chaque charge posséde un ancétre et deux enfants. La demi largeur L et la hauteur H de
I’empilement sont repsectivement fixées & L = 100 et H = 100. Quand une charge atteint
I’'une des parois ou la surface libre, elle ne se transmet plus. Les bords sont de ce fait
considérés comme parfaitement absorbant.

Le nombre de charges se transmettant entre deux pas de temps augmente de maniére
trés rapide au fur et & mesure que le réseau de force se construit. Nous avons donc introduit
une charge de coupure w, = 5.107* : lorsque la norme d’une charge devient plus petite
que w,, celle-ci ne se transmet plus. La simulation s’arréte quand toutes les charges sont
inférieures a w,.
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F1G. 4.9 — Régles de propagation de la charge d’une bille & deux de ses voisines. (a) : I’orientation ¢ de
la charge w parente détermine les deux voisines P; et P, . (b) : les orientations ¢; et ¢» des deux charges
filles obtenues aprés transmission sont les orientations des contacts auxquelles on rajoute deux nombres
aléatoires, respectivement «a et . Les normes w; et we sont imposées par ’équilibre des forces locales :
wet? = w1 + woeif2.

Au cours de la simulation, une bille peut recevoir & I'instant ¢ une charge w;e’®* alors
que, & un instant ¢t; < ¢ du passé, elle avait déja acquis une charge wy, e’ . Cette bille
transmettra & I'instant ¢+ 1 uniquement la charge w;e*®, la charge wy, e ayant déja été
transmise par le passé. A la fin de la simulation, la charge finale we’® de cette bille sera
la somme de toutes les charges w,e'®* recues au cours de la simulation.

Une expérience ayant été menée a son terme, on a pour chaque bille P = (X, Z) une
charge donnée par (w, ¢). Reste maintenant & savoir si cette bille a bougé ou pas. On
attache alors une nouvelle variable § a chaque bille. Cette variable vaut 1 quand la bille
a bougé et 0 dans le cas contraire. Pour déterminer sa valeur, on compare la projection
sur Paxe €z de la charge we'® de la bille P(X,Z) a la pression hydrostatique s’exercant
sur celle-ci. Si on note r le rapport entre la force initiale F' = 1 et la masse des billes, la
variation de ¢ est donc donnée par :

. . 1 2 _
si wsin(¢ —7/2) > %7 =1 (4.10)

sinon 0=0
le terme 2/v/3 correspondant & la différence de hauteur entre deux rangées de billes
successives.

Une expérience numérique est donc le fruit de deuz étapes :

— Dans un premier temps, on simule la répartition et l’orientation des surcharges
engendrées par une force F' = 1 appliquée sur la bille Py(0,0). Un seul paramétre
intervient dans ce calcul, I'angle © quantifiant le caractére plus ou moins ordonné
de 'empilement. Les valeurs de © ont été choisies de maniére & représenter le mieux
possible nos empilements de billes. Quand notre empilement est ordonné, le désordre
est principalement dominé par la frottement au niveau des contacts grain/grain.
Nous fixons arbitrairement ©® = 5°, ce qui correspond a un coefficient de friction
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log F

logw

log W,

F1G. 4.10 — Répartition moyenne des surcharges engendrées par la force F. Prédiction de notre modéle.
On a pris L = 100, H = 100 et moyenné sur 50 expériences. A gauche : © = 5°. Les forces se propagent
préférentiellement le long de deux directions privilégiées. A droite : ©® = 30°. Trés rapidement, on ne
distingue plus qu’une seule bosse sous la surcharge F'.

microscopique entre billes i, = 0.1. Pour nos empilements quasi-2D, le désordre est
maximal. Nous fixons alors © = 30°.

— Dans un deuxiéme temps, on simule les déplacements associés a cette surcharge.
On introduit alors un deuxiéme paramétre, le rapport r entre F' et le poids d’un
grain. La encore, nous avons choisi des valeurs de r compatibles avec nos mesures
expérimentales. Trois valeurs distinctes ont été essayées : r = 500, 1000 et 2000.

Pour un jeu de paramétres (0,r) donné, on moyenne enfin les champs de force et de
déplacement obtenus sur 50 expériences numériques différentes.

4.3.2 Résultats
Réponse en force

La figure 4.10 présente les champs de force prédits par le modeéle pour un empilement
ordonné (© = 5°) et un empilement désordonné (© = 30°). On reproduit qualitativement
les comportements observés expérimentalement par Geng et al. (2001) [77] (cf. figure 4.4)
et théoriquement par Bouchaud et al. (2001) [28] : pour un empilement ordonné, la per-
turbation se propage le long de deux chaines de grains privilégiées. Celles-ci forment un
angle de 60° entre elles. Pour un empilement désordonné, ces deux chaines existent a faible
profondeur Z, mais s’estompent trés rapidement lorsque Z augmente.

Sur la figure 4.11, nous avons représenté la fonction de réponse en pression G(X, Z) =
w(X, Z)sin(¢(X, Z) — w/2) a différentes profondeurs Z. Pour Z <= 10, cette fonction
de réponse présente deux pics, ce qui est caractéristique d’un comportement hyperbo-
lique. Pour Z > 10, on observe un seul pic. Notons que la largeur de ce pic ne croit
pas linéairement avec Z contrairement aux observations expérimentales de Geng et al.
et aux simulations numériques de Bouchaud et al.. Cela provient sans doute du fait que
les grains sont fixés sur un réseau hexagonal ordonné. Ce réseau ordonné est contradic-
toire avec la nature désordonnée de ’empilement qu’on cherche a simuler. Il ne peut donc
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F1G. 4.11 — Réponse en pression G(X) prédite par le modéle pour différentes profondeurs Z. On a pris
L =100, H = 100 ® = 30° et moyenné sur 50 expériences. A faible profondeur, on observe deux pics,
ce qui est caractéristique d’un comportement hyperbolique. A forte profondeur, les deux pics fusionnent
pour n’en former qu’un.

rendre compte quantitativement de la forme de la fonction G(X, Z).

Réponse en déplacement

La figure 4.12 présente la répartition moyenne des déplacements dans ’empilement,
pour un empilement ordonné (© = 5°) et pour un empilement désordonné (© = 30°).
Pour un empilement ordonné, on retrouve un motif en triangle, avec des déplacements lo-
calisés de part et d’autre des deux lignes préférentielles de propagation des forces. Lorsque
I’empilement est désordonné, ce motif disparait. On retrouve aussi le fait que 1’extension
de la zone sujette & déplacement est plus faible lorsque le désordre est important.

Nous avons ensuite étudié 'influence de l'intensité de la perturbation sur I’extension
de la zone sujette & déplacement. Nous avons représenté sur la figure 4.13 le champ de
déplacement pour r valant successivement 500 1000 et 2000 pour © = 5°. Ces valeurs
sont compatibles avec les rapports entre la masse M de la surcharge et la masse des
billes utilisées au cours des espériences présentées section 4.2. Dans ’expérience, la zone
sujette & déplacement s’étend jusqu’a des profondeurs Z valant respectivement 10d, 30d
et 35d pour M = 620m, M = 1120m et M = 2180m. Dans la simulation, cette zone
s’étend jusqu’a 7d, 10d et 14d pour r = 500, » = 1000 et » = 2000. Notons par ailleurs
que I'extension latérale de la zone sujette & mouvement est bien plus importante dans la
simulation que dans I’expérience. L’accord est uniquement qualitatif.
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1

F1G. 4.12 — Répartition moyenne des déplacements dans I’empilement selon le modéle. Influence du
désordre. On a pris L = 100, H = 100, » = 2000 et moyenné sur 50 expériences. A gauche : @ = 5°.
A faible désordre, les déplacements sont confinés dans deux triangles de part et d’autres des deux lignes
préférentielles de propagation des forces. A droite : ® = 30°. Le motif disparait.

4.4 Discussion et perspectives

L’ajout d’une petite surcharge sur la surface d’'un empilement engendre des réarran-
gements & l'intérieur de celui-ci. Les billes se déplacent légérement, de quelques dizaines
de microns. Ces micro-déplacements peuvent étre percus a ’aide d’une caméra.

La structure de la zone sujette a déplacement dépend significativement du caractére
plus ou moins ordonné de I’empilement : pour un empilement de billes ordonné, les réar-
rangements restent confinés dans deux triangles inversés de part et d’autre de la surcharge
appliquée. Pour un empilement désordonné, la zone sujette a déplacement prend la forme
d’un demi-disque centré sous la perturbation : en moyenne, les billes se déplacent d’autant
plus facilement qu’elles sont prés de la perturbation.

Pour comprendre - au moins qualitativement - ces observations, nous avons présenté
un modele simple de propagation des forces dans un empilement granulaire. Ce modele a
la particularité d’étre vectoriel. Il peut rappeler par certains cotés le modéle de diffusion
de voites proposé trés récemment par Bouchaud et al. (2001) [28] d ceci prés qu’il ne
présuppose pas l’existence de caractéristiques le long desquelles les forces seraient advec-
tées. Ce modéle simple permet d’évaluer la probabilité d’une bille & se déplacer sous une
perturbation donnée. Quand la surcharge engendrée par celle-ci est orientée vers le haut
et suffisante pour vaincre la pression hydrostatique, cette bille peut bouger. Il met en
évidence le role joué par le désordre sur la réponse en déplacement d’un matériau granu-
laire soumis & une surcharge localisée en surface : a faible désordre, les billes sujettes a
déplacement se trouvent confinées dans deux zones de part et d’autre de la perturbation.
A fort désordre, on observe une seule zone sous la perturbation. Ce modéle permet aussi
de rendre compte de maniére qualitative des observations de Geng et al. (2001) [77] sur
la fonction de réponse en contrainte.

Les travaux présentés dans ce chapitre restent cependant préliminaires. L’accord quan-
titatif entre les simulations et les expériences, qu’il s’agisse de I’étude sur les déplacements
présentés ici ou de I’étude sur la répartition des forces rapportée par Geng et al. (2001) [77],
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F1G. 4.13 — Répartition moyenne des déplacements dans ’empilement selon le modéle. Influence de
I'intensité de la surcharge. On a pris L = 100, H = 100, ©® = 5° et moyenné sur 50 expériences. En
haut : » = 500. Au centre : » = 1000. En bas : » = 2000. Le niveau de gris d’une bille donnée est
proportionnel au nombre de fois N ot la bille a bougé au cours des 50 réalisations. A gauche : ensemble
de la cellule de taille L x H. A droite, zoom sur une zone de taille 40 x 30 comparable 4 la zone visualisée
expérimentalement (cf. figure 4.7).

156



4.4. DISCUSSION ET PERSPECTIVES

FIG. 4.14 — A gauche : réponse en déplacement dans un empilement quasi-2D incliné & 24.4°. A droite :
réponse en déplacement dans un empilement quasi-2D incliné & 25.9°. Les angles de démarrage et d’arrét
valent respectivement @g¢0p = 23.5 £ 0.6 et 540yt = 27.5 £ 0.7.

est loin d’étre satisfaisant. Une premiére amélioration du modéle consisterait a ne plus pla-
cer les billes sur un réseau hexagonal ordonné lorsqu’on souhaite simuler des empilements
désordonnés.

D’un point de vue expérimental, I’extension naturelle de ce travail serait d’étudier les
micro-déplacements engendrés par ’ajout d’une surcharge sur une surface libre inclinée.
En particulier, il serait trés intéressant de voir si la zone sujette a déplacement change
significativement lorsque I’angle d’inclinaison varie entre 0y, €t G547t 39 11 semblerait que
ce soit le cas : pour certaines conditions, on retrouve une zone localisée au voisinage de la
perturbation alors que, pour d’autres conditions, cette zone forme une bande qui s’étend
dans I’ensemble du tambour. Ces réarrangements, tantot s’estompent, tantot s’amplifient,
donnant naissance & des avalanches. Ils semblent jouer le role de précurseurs. Ce type
d’étude permettrait certainement de mieux comprendre le déclenchement des avalanches
et 'origine microscopique des angles de talus.

39Rappelons que Ostop €t Os1qr¢ désignent respectivement ’angle d’arrét et ’angle de démarrage d’une
avalanche
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Annexe A

Caractérisation des billes et de leur
état de surface

Nous avons regroupé dans cette annexe les principales caractéristiques des billes et les
quelques calculs d’ordre de grandeurs auxquels fait réference la partie II du manuscript.

Rappelons la encore la démarche de nos expériences : il s’agit d’étudier I’empilement
le plus simple possible, apte a présenter les comportements qu’on souhaite mettre en évi-
dence, ici les comportements fragiles prédits par le Scalar Arching Model (SAM). Les
descriptions fragiles des milieux granulaires supposent en effet que la répartition des
contraintes est gouvernée par les chaines de contact et non par la déformation des grains.
Idéalement, ceux-ci doivent étre infiniment rigides et le moins rugueux possible (afin que,
sous faible contrainte, la surface de contact entre 2 billes soit le plus proche des hypothéses
de Hertz). Si on ajoute a tout cela un facteur financier, un bon compromis est d’utili-
ser des billes de roulement & billes dont les tolérances sont excellentes pour des coiits
raisonnables.

A.1 Caractéristiques techniques

Les différentes données caractérisant les billes utilisées ont été regroupées dans le
tableau A.1. Les billes utilisées sont des billes en acier inoxydable bien calibrées. Elles ont
un diamétre de 6 mm avec une tolérance de 10 ym. Leur qualité inoxydable est obtenue
par 'intermédiaire de la formation d’un film invisible et adhérent d’oxyde a la surface.
Cette couche d’oxyde est bien évidemment isolante, mais est suffisamment fine pour que
le courant puisse passer par effet tunnel ou effet thermoélectronique [73]. Nous verrons
cependant dans I’annexe suivant que malgré cette couche, le contact se comporte comme
une résistance ohmique, avec cependant une valeur de deux ordres de grandeur supérieure
a celle évaluée a partir de la résistivité électrique typique de I'acier (cf. tableau A.1).
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ANNEXE A. CARACTERISATION DES BILLES ET DE LEUR ETAT DE SURFACE

Diamétre D 6 mm
Masse M 0.85 g
Densité p 7.8 g.cm ™2
Chaleur spécifique C, 0.46 J.g7 1. K™
Résistivité électrique pe 80 pf.cm—2
Conductivité thermique \ 16 Wm ' K!
Expansivité thermique linéique oy | 10 p.m~1.K™!
Module d’Young E 200 GPa
Limite élastique Y 1.3 GPa
Coefficient de Poisson v 0.3

TAB. A.1 — principales caractéristiques des billes utilisées

A.2 Déformation de Hertz d’une bille soumise & son
propre poids

Essayons dans un premier temps d’évaluer les déformations typiques dans nos expé-
riences. Pour des billes infiniment lisses se déformant de maniére parfaitement élastique, le
champ de déformation peut étre calculé analytiquement de fagon exacte (calcul de Hertz).
Le lecteur intéréssé peut par exemple se référer au livre de Landau et Lifchitz [112]. Si
deux billes sont mises en contact et pressées I’'une contre I’autre avec une force normale
F (cf. figure A.1), leur interface aura la forme d’un disque dont le rayon a s’écrit :

31—12D \Y3

ot v est le coefficient de Poisson, D le diamétre de la bille et E' le module d’Young. Dans
notre expérience, les forces de contact varient typiquement de 10 mN (poids d’une bille)
a 1 N. La déformation de Hertz a va donc varier entre 6 et 30 ym. La déformation § est
quant a elle reliée au rayon de l'interface a par :

6D = a® (A.2)

Dans la gamme de forces étudiées, § est donc compris entre 6 et 150 nm. Notons que
ces relations sont valables tant que la réponse du matériau a la contrainte est considérée
comme entiérement élastique. La pression moyenne au niveau du contact ne doit donc pas
excéder la limite élastique Y du matériau. On peut montrer [101| que la force seuil F),
pour laquelle cette pression moyenne vaut Y est :
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A.3. RUGOSITE DE SURFACE

(A.3)

Pour nos billes, F,, vaut typiquement 15 Newtons. On est donc dans un régime de
déformations élastiques. Qu’en est-il de I’hypothése bille infiniment lisse ?

F1G. A.1 — Contact de Hertz entre deux billes

A.3 Rugosité de surface

Pour évaluer la rugosité de nos billes, nous avons visualisé leur surface a ’aide d’un
microscope a force atomique (cf. figure A.2). On peut alors calculer la rugosité moyenne
R, définie comme :

R, = %//S z(z,y) —zdz dy (A.4)

ou S est 'aire de la surface visualisée, z(x,y) le profil et Z sa valeur moyenne sur S. Pour
nos billes, R, vaut : R, = 90 nm. La taille caractéristique des micro-aspérités est par
conséquent de 'ordre de grandeur des déformations de Hertz 6. L’hypothése bille lisse
n’est donc plus applicable : le contact entre deux billes n’est plus assuré par un disque
unique mais par une somme de micro-contacts.
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ANNEXE A. CARACTERISATION DES BILLES ET DE LEUR ETAT DE SURFACE

De nombreuses surfaces naturelles semblent présenter des propriétés d’auto-affinité,
notamment les reliefs montagneux [148] et les surfaces de fracture [132, 22, 86]. Il semble
donc intéressant de voir si notre surface posséde de telles propriétés. Plusieurs techniques
permettent de vérifier si une surface est auto-affine et d’en évaluer I’exposant de rugo-
sité |74, 81, 86]. Nous avons opté pour la méthode des moyennes mobiles proposée par
Vandewalle et Ausloos [201]. La moyenne mobile Z,(z) d’un signal z(z) sur une fenétre
de taille L est définie par :

L-1

Zi(z) = Y 2(x +1) (A.5)

1=
Pour un signal auto-affine d’exposant de rugosité ¢, la densité p des points d’intersection
entre deux moyennes mobiles de fenétres respectives L, et Ly > L; varie comme :

pox 1AL - AL (A.6)

ou AL = (L2 — Ll)/L2

Les images AFM sont enregistrées sous forme de matrices 256 x 256. La taille de
la fenétre Ly est fixée & 128 pixels = 5 um et p est calculé aprés moyenne sur les lignes
(respectivement sur les colonnes) (cf. figure A.3). La loi d’échelle donnée par I’équation A.6
s’applique sur ’ensemble des valeurs de AL. La surface des billes peut donc effectivement
étre considérée comme auto-affine pour tout AL, c’est a dire pour toute taille comprise
entre 40 nm et 5 pm. L’exposant de rugosité est alors estimé a ¢ = 0.4 £ 0.1.

A.4 Longueurs et temps de dilatation typiques

Des mesures a ’aide d’un thermocouple nous ont permis de mesurer I’échauffement
moyen des billes lorsqu’on allume la lampe. Lorsque la lampe est placée respectivement
ad=>5cm, d= 10 cm et d = 20 cm, la température de I’empilement augmente de
AT =13+08° AT =40+ 1.1 ° et AT = 6.7+ 2.3 °. Les coefficients d’expansion
thermiques o des billes et ] du Plexiglas valent respectivement o = 2.107° K~! et
af =7.107° K~1. On en déduit les longueurs de dilatation A\? et A\” typiques :

— pour les billes : A\ = P DAT ~ 0.5 ym pour d = 10 ¢cm
— pour le bati de Plexiglas de hauteur H = 40 cm : \¥' = o HAT ~ 100 pm pour
d =10 cm

La dilatation du bati apparait dominante par rapport & celle des billes. Cependant,
les temps de dilatation sont également trés différents. Ce temps peut étre assimilé au
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A.4. LONGUEURS ET TEMPS DE DILATATION TYPIQUES

30pm x 30um : black=0nm white=200nm

F1G. A.2 — Visualisation AFM 4 I’aide d’un microscope AFM. La surface regardée a 30 um de coté.
On a retranché la courbure moyenne des billes. A gauche est représentée une carte des altitudes, & droite
une vue en relief. Ce relief n’est pas sans rappeler les surfaces auto-affines.

0.35

-0.8 -06

8 —116 -14 -12 —i
log, (AL(1-AL))

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

AL

F1G. A.3 — Densité p en fonction de la différence relative AL (voir le texte pour les détails). Ly a été
fixé 4 128. les point o correspondent & une moyenne suivant les lignes de la matrice composant 'image
tandis que les + correspondent & une moyenne suivant les colonnes. L’insert représente log19p en fonction
de log1o(AL(1 — AL)). La ligne droite correspond a un ajustement & 1’aide de I’équation A.6.
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ANNEXE A. CARACTERISATION DES BILLES ET DE LEUR ETAT DE SURFACE

temps typique de conduction : pour une bille de diamétre D = 6 mm et de conductivité
thermique \? = 16 W.m™'.K™!, ce temps vaut 75 = D?/A\® ~ 1 s. Pour le bati de
Plexiglas d’épaisseur e, ce temps vaut 72 = €2/A\" ~ 20 mn. Pour des acquisitions durant
une vingtaine de minutes, on peut donc espérer étre dominé par la dilatation des billes.
Notons par ailleurs que la dilatation du Plexiglas ne contribue qu’a augmenter le nombre
des avalanches. Les fluctuations électriques ne reflétent quant a elles que les fluctuations
de contact bille/bille voire bille/électrode.
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Annexe B

Résistance de contact entre deux billes
d’acier inoxydable

Nous présentons dans cet annexe quelques éléments sur le contact électrique et les
quelques expériences menées avec deux billes qui nous ont permis de caractériser les
relations entre conductance de contact et force de contact.

B.1 Comportement ohmique d’un contact bille/bille

Les billes utilisées sont des billes d’acier inoxydable. Le caractére inoxydable est ob-
tenu en créant un film d’oxyde de chrome de quelques nanométres d’épaisseur autour
de la bille. Nous devons donc nous assurer dans un premier temps que le contact entre
deux billes se conduit bien comme une résistance ohmique. Notons que, dans cette expé-
rience, nous suivons en fait I’évolution de trois résistances de contact en série : le contact
électrode supérieure/bille, le contact bille/bille et le contact bille/électrode inférieure. La
comparaison d’expériences menées avec une bille et deux billes montre que les résistances
des contact bille/électrode sont négligeables devant la résistance bille/bille.

Le dispositif expérimental est représenté figure B.1 : deux billes sont placées entre
deux électrodes en cuivre dans un cylindre de Plexiglas. Un générateur de courant permet
de controler le courant I traversant le contact bille/bille. On le fait varier de 0 mA a
1,4 = 100 mA et on regarde comment varie la tension U.

Le comportement électrique observé (cf. figure B.2) est non trivial : pour des courants
faibles (typiquement inférieurs a I;euy = 50 mA), le contact se comporte bien comme une
résistance ohmique. Lorsque le courant dépasse [, 1a tension U devient indépendante
de I et fluctue autour d’un plateau. Si maintenant, a partir d’un courant I > I,.,;, on
diminue & nouveau U, le contact se comporte & nouveau comme une résistance ohmique
Ry inférieure & R;.
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ANNEXE B. RESISTANCE DE CONTACT ENTRE DEUX BILLES D’ACIER INOXYDABLE

cuivre ——»
10Q L

bille — —Ch1

Plexiglas ——»

ChoO

Fi1G. B.1 — Mesure de la résistance de deux billes

Notons enfin que les résistances R; et Ry, de 'ordre de la dizaine d’Ohms, sont deux
ordres de grandeurs au dessus de celles prédites par la théorie de Hertz. Une interprétation
possible est la suivante : tant que I est inférieur & I,,,,, le courant passe par effet tunnel
a travers la fine couche d’oxyde, ce qui se traduit par un comportement ohmique effec-
tif avec une résistance anormalement élevée (d’ou les fameux deux ordres de grandeurs).
Quand I atteint Iy, 'énergie dissipée par effet joule dans les micro-contacts est suffi-
sante pour souder les microaspéritées entre elles. La tension ne varie plus avec le courant
injecté. Si maintenant I décroit, les micro-soudures irreversibles ont rendu le contact plus
conducteur : le contact se comporte & nouveau comme une résistance ohmique de valeur
plus faible.

Nous avons donc tout intérét a limiter le courant traversant chaque contact afin de
rester dans le régime A ot le contact se conduit de maniére réversible comme une résistance
ohmique.

B.2 Distribution de la résistance de contact pour une
force de contact donnée

Nous nous intéressons maintenant a la distribution statistique de la résistance de
contact pour une force de contact donnée. L.’électrode supérieure est remplacée par un
petit tube en cuivre (cf. figure B.3). On peut alors faire varier la force de contact entre
les deux billes en ajoutant quelques billes sur ce tube. On modifie la configuration des
microaspérités en donnant une chiquenaude au systéme. On reléve la nouvelle résistance
aprés stabilisation. Pour une force de contact donnée, on mesure 200 réalisations de la
résistance de contact. Nous avons fait varier la force de contact de 1 & 4,1.10* N.

Une fonction de distribution cumulée F'(R,) typique, obtenue pour un poids de 100 g,
équivalent a 30 poids de billes est représentée figure B.4. Dans tous les cas, F' est trés
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B.3. RESISTANCE DE CONTACT VS. FORCE DE CONTACT

1.2

a
o' =
0.8 & M
o

0.6 1 dpoo &0@

o
0.4+ oCpo M

02 &

0@& ‘ ‘ Is‘euil ‘ - max
0 20 40 60 80 100 120
I (mA)

U (V)

F1G. B.2 — Réponse du contact bille/bille & un cycle en courant : on augmente lintensité du courant
I de 0 & 100 mA, puis on le diminue & nouveau de I,,, & 0. On peut observer trois régimes : régime
1, la tension U augmente de facon linéaire et réversible avec I. Régime 2, la tension fluctue autour d’un
plateau. Régime 3, lorsqu’on diminue & nouveau I, U varie & nouveau de maniére réversible et linéaire
avec I, mais la résistance ohmique est plus faible.

bien approchée par une loi maxwellienne de moyenne et d’écart type dépendant de la
force de contact. Dans nos expériences, I’écart type est de I’ordre de grandeur de la valeur
moyenne. Nous ne pouvons donc pas utiliser la résistance de contact pour quantifier les
forces de contact, mais uniquement les fluctuations de résistance (ou de conductance)
comme indicateur d’une modification de la force de contact.

B.3 Evolution de la résistance de contact moyenne avec
la force de contact

La variation de la résistance moyenne R, avec F, est représentée figure B.5. Celle-ci
décroit en F, /3 On peut comprendre cette variation dans le cadre des approximations de
Hertz.
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ANNEXE B. RESISTANCE DE CONTACT ENTRE DEUX BILLES D’ACIER INOXYDABLE

Plexiglas ———*

10Q 4

[=10mA U

éledrodes
en cuivre™ |

F1G. B.3 — Mesure de la résistance de deux billes. La force de contact est modifiée en faisant varier le
nombre de billes s’appuyant sur le petit tube de cuivre.
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F1G. B.4 — Fonction de distribution cumaltive F de la résistance de contact pour une force de contact
F. donnée. Cette force vaut : F, = 80 N. L’insert représente la variation de 1 — F en fonction de R? qui
permet de vérifier la décroissance Maxwellienne de la distribution.
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B.3. RESISTANCE DE CONTACT VS. FORCE DE CONTACT
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F1G. B.5 — Variation de la résistance moyenne R, en fonction de la force de contact F,. Les échelles
sont logarithmiques. La résistance moyenne de contact décroit en loi de puissance d’exposant 0.3 comme
le prédit la loi de Hertz.
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Conclusion générale

Les matériaux granulaires représentent un outil privilégié de la physique statistique
pour étudier la transition du micro-monde (I’échelle du grain), au macro-monde (’empile-
ment), au sens ou les deux échelles sont accessibles expérimentalement. Nous avons tenté
de I'illustrer a travers les deux expériences présentées dans ce mémoire.

Ecoulements de surface

Le but de la premiére expérience était, d’'une part de trouver une description conti-
nue des écoulements de surface, et d’autre part d’essayer de relier cette description aux
comportements microscopiques des grains. L’approche intégrée de Saint-Venant nous a
permis de répondre a la premiére question. Les équations de conservation de masse et de
quantité de mouvement intégrées sur l’épaisseur en mouvement fournissent un premier
jeu d’équations. Ce systéme est incomplet : il contient plus d’inconnues que d’équations.
L’étude expérimentale des écoulements stationnaires observés en tambour tournant nous
a permis de déterminer expérimentalement les relations manquantes. Dans un premier
temps, nous avons mesuré a 1’aide d’'une caméra rapide les profils de vitesse tangentielle
et de compacité dans la couche en mouvement. Nous avons pu en déduire les deux pre-
miéres relations de fermeture. Elles relient le débit et le flux de quantité de mouvement
a I’épaisseur locale de la couche en mouvement et a l’inclinaison locale de la séparatrice
phase statique/phase roulante. Dans un deuxiéme temps, nous avons mesuré les profils
de la surface libre et de l'interface, ce qui nous a permis de déduire la derniére relation de
fermeture, a savoir ’expression de la force exercée sur la couche en mouvement en fonction
de I’épaisseur locale de celle-ci et de 'inclinaison locale de la séparatrice statique/roulant.
Nous avons obtenu ainsi un systéme complet d’équations décrivant les écoulements de
surface.

Les relations de fermeture ont ensuite été discutées. La forme du profil de vitesse est
des plus surprenantes. Elle apparait incompatible avec les relations rhéologiques locales et
univoques de type visqueuses généralement proposées pour décrire un matériau "liquide"
en mouvement. Pour en comprendre les raisons, nous nous sommes intéressés d’abord aux
corrélations spatiales du champ de vitesse instantanée, puis aux fluctuations de compa-
cité. Nous avons ainsi pu mettre en évidence 'existence d’agrégats de grains "rigides" a
I'intérieur de la couche en mouvement. En raison des conditions de non-interpénétrabilité
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des grains, ces agrégats sont trop denses pour pouvoir se déformer sous cisaillement. La
taille de ces agrégats est distribuée en loi de puissance depuis 1’échelle microscopique, le
diameétre d’un grain, jusqu’a I’échelle macroscopique, 1’épaisseur de la couche en mouve-
ment.

Ce dernier résultat est & mon avis le plus important de ce travail de thése : il implique
notamment 'impossibilité de définir une taille typique pour ces agrégats, ce qui interdit les
descriptions de type mécanique des milieux continus habituellement proposées. L’absence
d’échelle caractéristique suggére la proximité d’une transition dominée par les propriétés
d’encombrement des grains. Ces observations sont a rapprocher du concept de transition
de "jamming", proposé initialement par Cates et al. (1998) |36], puis développé par Liu
et Nagel (1998) [117] pour décrire les matériaux dit fragiles. Ce type de transition, encore
contreversé, s’appliquerait & de nombreux systémes : traffic routier, mousse, voire suspen-
sion colloidale au voisinage de la transition vitreuse. L’existence d’une telle transition, si
elle s’avérait vraie, ouvrirait la porte a des analogies prometteuses entre le comportement
avalancheux d’un tas et le comportement des autres systémes fragiles.

La mise en évidence d’agrégats rigides multi-échelles est a rapprocher d’un modéle
extrémement récent, proposé par Aranson et Tsimring (2001) [12, 11]. Ce modéle considére
les écoulements denses comme des écoulements partiellement fluidisés et introduit un
paramétre d’ordre local décrivant la fraction de grains se comportant de maniére solide
dans un volume élémentaire donné. L’évolution de ce dernier est pour l'instant décrite
a l'aide d’une équation phénoménologique permettant de rendre compte de la bistabilité
d’un tas. L’étude plus approfondie de nos agrégats, dont la densité relative peut étre reliée
a ce parameétre, devrait permettre de rendre cette équation moins phénoménologique. Il
faudrait pour cela étudier ces agrégats a contrainte ou déformation de cisaillement fixée,
ce que ne permet pas notre montage actuel. La construction d’un nouveau dispositif
permettant d’imposer une déformation constante et controlable a un ensemble de grains
est actuellement en projet au laboratoire.

Réarrangements internes engendrés par une petite perturbation

Dans la deuxiéme expérience, nous nous sommes intéressés aux réarrangements in-
ternes engendrés par une petite perturbation. Dans un premier temps, nous avons étudié
I’influence d’une variation thermique de quelques degrés sur la conductance électrique
d’un empilement de billes métalliques. Ces perturbations infinitésimales engendrent des
fluctuations électriques géantes. L’étude statistique de ces fluctuations nous a permis
d’en déterminer ’origine : elles sont la signature des réorganisations tribologiques locales
au niveau de chaque contact. Cela nous laisse penser que I'extréme sensibilité mise en
évidence par des mesures ultra-sonores [121, 122, 119, 118], des mesures de masse appa-
rente |26, 206| voire d’autre mesures électriques [203, 202] n’est pas liée au caractére fragile
des matériaux granulaires comme cela a pu étre proposé, mais peut étre simplement in-
terprétée comme la signature macroscopique de réarrangements locaux de la mobilisation
de la friction amplifiée par 'extréme hétérogénéité de la répartition des forces de contact.
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Nous aimerions par la suite poursuivre cette étude en regardant I’évolution de la
conductance électrique d’un empilement lorsqu’on le soumet & plusieurs perturbations
thermiques successives. Des expériences préliminaires semblent montrer des effets de
vieillissement : lorsque empilement est soumis a plusieurs cycles chauffage /refroidissement,
on s’apercoit que ceux-ci sont de moins en moins efficaces a changer la conductance de
I’empilement. Par analogie avec les expériences de compaction usuelles, il serait intéres-
sant d’étudier la dépendance de la résistance électrique - signature de la configuration
des frottements entre grains - avec le nombre, 'amplitude et la fréquence des cycles de
perturbations thermiques.

Dans un deuxiéme temps, nous avons étudié les réarrangements internes engendrés par
une petite perturbation d’amplitude finie, ’ajout d’une surcharge en surface. On arrive
alors & visualiser les déplacements de billes de quelques microns (a comparer a leur dia-
métre de 6 mm). La localisation spatiale des réarrangements nous permet de discuter les
différents modeéles proposés pour rendre compte de la répartition des contraintes dans un
matériau granulaire. Les résultats obtenus, encore préliminaires, montrent que le degré de
désordre est un parameétre crucial : pour un empilement ordonné, les contraintes se pro-
pagent le long de deux directions privilégiées tandis que pour un empilement désordonné,
on se rapproche d’un comportement élastique. Un modéle simple nous a permis de rendre
compte de I’ensemble des résultats observés. Il serait par la suite intéressant d’étudier les
réarrangements engendrés par ’ajout de la surcharge sur un empilement de surface libre
incliné. Ce type d’expérience, actuellement en cours, devrait apporter un certain nombre
de renseignements sur le déclenchement des avalanches.

En conclusion, notons que les concepts de transition de jamming et de matériaux
fragiles avaient été initalement introduits pour décrire la statique d’'un empilement gra-
nulaire. Nous pensions les mettre en évidence en mesurant les fluctuations électriques
engendrées par une perturbation infinitésimale. Il est intéressant de remarquer que la
manifestation de comportements fragiles serait & chercher plutot dans les écoulements de
surface que dans les propriétés statiques des empilements.
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Résumé - Les matériaux granulaires possédent des propriétés rhéologiques et mécaniques peu com-
munes. Ils peuvent en effet s’écouler comme des liquides mais, sous certaines conditions, se bloquer et
résister & des contraintes extérieures sans se déformer. Dans ce mémoire, nous étudions cette dualité
solide/liquide & travers deux expériences permettant de faire le lien entre le comportement individuel des
grains et celui de ’empilement.

Tout d’abord on considére les écoulements & la surface d’un empilement incliné. Nous dérivons tout
d’abord une description continue de leur dynamique & partir des équations de conservation intégrées sur
I’épaisseur (approche de Saint-Venant) en étudiant les écoulements stationnaires dans un tambour tour-
nant. Nous nous intéressons ensuite & la rhéologie du matériau et analysons les corrélations spatiales du
champ de vitesse et les fluctuations de compacité. Nous montrons ’existence d’une forte concentration
d’agrégats de grains trop denses pour pouvoir se déformer. Leur taille est distribuée en loi de puissance,
sans échelle caractéristique. Nous discutons les implications de ces observations sur les approches théo-
riques proposées pour décrire les écoulements denses.

La deuxiéme partie porte sur les réarrangements internes engendrés par une petite sollicitation ex-
térieure dans un empilement apparemment statique. Une petite dilatation thermique engendre des fluc-
tuations de conductance géantes dans un empilement de grains conducteurs. L’analyse statistique de ces
fluctuations nous permet de relier cette sensibilité électrique a des fluctuations tribologiques locales et
non & des réorganisations collectives du réseau des contacts comme cela a pu étre suggéré par le passé.
Nous visualisons dans un deuxiéme temps les micro-déplacements des grains engendrés par 'ajout d’une
petite surcharge en surface. Cela nous permet de discuter la validité des différents modéles décrivant la
répartition des contraintes dans un empilement statique.

Mots-clés : matériaux granulaires, écoulements de surface, dilatance, agrégats, effet de vottes, fluc-
tuations de forces.

Abstract - Granular media exhibit non-intuitive rheological and mechanical properties. They can
flow as liquids but, under specific conditions, they can jam and resist to external stress without being
sheared. In this thesis, the solid/liquid duality is investigated through two experiments whose main
features are to allow to study the relationships between the individual behaviour of beads and the one of
the packing.

In the first part, we consider the surface flows in an inclined packing. A continuous description
based on depth averaged conservation equations (Saint-Venant approach) is first derived from the study
of steady surface flows in a rotating drum. We then focus on the internal rheology of these flows and
investigate the spatial correlation of the instantaneous velocity field and the fluctuations of the volume
fraction. We demonstrate the existence of rigid clusters of grains embedded in the flows. Their size is
power-law distributed from the grain size scale up to the thickness of the flowing layer. The implications
of the absence of a characteristic length scale on available theoretical models of dense granular flows are
discussed.

The second part of the thesis deals with internal rearrangements in a packing submitted to a small
perturbation. A small thermal dilation leads to giant electrical fluctuations in a pile of metallic beads.
The statistical analysis of these fluctuations allows us to relate this electrical sensitivity to local tribolo-
gical fluctuations rather than collective reorganizations of the contacts network as proposed in the past.
We then visualize the grains micro-displacements entailed by adding a small overload to the surface.
This experiment allows us to discuss the validity of the different approaches proposed to describe stress
distribution in static packing.

Keywords : Granular Media, surface flows, dilatancy, cluster, arching effect, forces fluctuations.






