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Je remerciebien sûr Jean-Franc¸ois Pintonpour m’avoir propośe ce sujet de thèse.Jene
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vraisemblanceapproch́ee.Rudolf Kalmanm’a égalementfortementaidé à limiter leseffetsdu
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5.1.1 Pŕesentationdel’ écoulement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.1.2 Mesuredeε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.2 La mesurelagrangienne. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.2.1 Configurationexpérimentale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.2.2 Valeursdesparam̀etresdel’algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.3 Coh́erencedel’estimationdevitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.3.1 La mesuredela position . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.3.2 La position . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.3.3 Coh́erencedela mesuredevitesse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

6. La vitesselagrangienne ������������������������������������������������������������� 101
6.1 Lessignauxlagrangiens. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6.1.1 Lessegments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
6.1.2 Commentfairedesmoyennes? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
6.1.3 PDFdevitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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7.3 Autocorŕelationdel’accélération . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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8.2 PDFsdesincrémentsdevitessenormaliśes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
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Intr oduction

Dansles premierscoursde mécaniquedesfluides,on introduit l’ équationd’Euler par le
raisonnementsuivant: on consid̀ereuneparticuledefluideet on écrit la loi deNewton

mp
dvp

dt
� ∑Forces (0.1)

Ceciestuneapprochedenaturelagrangienne,c’est-̀a-direconcernantlesparticulesdefluide.
La définition d’une telle particule est délicate car elle se situe dansune gammed’échelle
mésoscopique.Onappelleparticuledefluideunvolumedetaillegrandeparrapportauxéchelles
microscopiquesde façon à demeurerdansle formalismedesmilieux continus.Néanmoinssa
taille doit êtrefaibledevantla pluspetiteéchelledel’ écoulements’assurantainsid’un compor-
tementhomog̀enedetout le volumedela particuleaucoursdesonmouvement.Ensuiteonnous
apprendquela forcedueà la pressionqui s’appliquesurla particulepeuts’écriresousla forme
d’un densit́evolumiquedeforce∇p. A partirdecestadeonacommenćeàdévierdel’approche
lagrangiennecaron a exprimé le champde pressionen fonction descoordonńeesspatialeset
temporelleset nonplus en fonction desparticulesdefluide. En particulierle gradientestpris
fonctiondel’espace.L’ étapesuivanteconsistealorsà ajouterlesefforts visqueuxpouraboutir
à l’ équationdeNavier-Stokes

∂v
∂t
�

v � ∇v �� 1
ρ

∇p
� ν∆v � (0.2)

qui estuneexpressiondenatureeuĺerienneoù la vitesseet la pressionsontexpriméescomme
deschampsfonctiondel’espaceetdutemps.Denombreuxtravauxdemécaniquedesfluideset
enparticulierl’ étudedela turbulencesesontlongtempsplaćesdanscecontexteeuĺerien.

Cependantun certainnombredeprobl̀emesseformulentdefaçon naturelledansun forma-
lismelagrangien.Il s’agitparexempledela dispersiondepolluants.Uneusineémetunpolluant
enun point et un tempsdonńes.Il estdisperśe par la turbulenceatmosph́eriqueet on souhaite
savoir où il sesitueraà un instantultérieur. Ceciestuneformulationdenaturelagrangienne:
lescoordonńeesnaturellessontla positioninitiale dela particuleet le temps.Il enestdemême
pour le probl̀emedu mélangede deux produits.On consid̀eredansce casplutôt la position
relative de deuxparticulesinitialementprochesl’une de l’autre. Quelleva être leur position
relative àun instantultérieur?Quellevaêtrel’efficacit́edumélangeur? Il enestdemêmedans
lesprobl̀emesdecombustionouderéactionschimiques.Lesdifférentsconstituantsdoiventêtre
en contactl’un de l’autre pour pouvoir réagir. Est-cequel’ écoulementconsid́eŕe permetune
réactionoptimale? Toutescesquestionsseformulentnaturellementen termedeparticulesde
fluide.

Desétudesrécentesconcernantl’ étudede la dispersiondu scalairepassif[24] seplacent
doncdanscecontextelagrangienetmettentenévidencel’existenced’exposantsanormauxpour
le champscalairetout enprenantencompteun écoulementsimplifié (gaussienet δ-corŕelé en



18 Intr oduction

temps).En ce qui concernele champde vitesse,il n’existe quepeude résultatsanalytiques.
On trouve un certainnombrede prédictionsbaśeessur desraisonnementsdimensionnelsde
typethéoriedeKolmogorov 41.Lesmesuresdevitessedansdesécoulementsturbulentsàhaut
nombredeReynoldssonttrèspeunombreuses.Onobservedoncunmanquesérieuxdebasesde
comparaisonspour les simulationsnumériquesde l’ équationde Navier-Stokesainsi quepour
lesnombreuxmod̀elesstochastiquesdedispersion.

Pourapporternotrepierreà l’ édifice,nousavonsdoncmis aupoint un outil demesurede
vitesselagrangienne.On injectedepetitesparticulessolidespour individualiserlesparticules
de fluide. Le principede la mesureest l’effet Dopplersur desondesultrasonores.Les parti-
culessolides,neutresdu point devuedela gravité, sontéchog̀eneset diffusentdonclesondes
acoustiquesavecundécalagefréquentielproportionnel̀a leurvitesse.Il suffit doncd’extrairela
modulationdefréquencedu signalacoustiquediffuséparuneparticulepourobtenirsavitesse.
Onobtientalorsunecomposantedela vitesse.Si onenregistrepardeuxrécepteursplaće àdeux
endroitsdistinctsonpeutextrairedeuxcomposantesdela vitessedela particule.

Cet ouvrageestsépaŕe en neuf chapitres.On effectuedansle premierunebrève revue de
l’ étatdel’art surl’ étudedela vitesselagrangiennetantdupointdevuethéoriquequ’expérimen-
tal et numérique.On rappellebrièvementlesmod̀elesstochastiquesdedispersionpar la turbu-
lence.Le dispositif expérimentalest introduit dansle chapitresuivant tant danssonprincipe
quedanssaréalisationpratique.On décrit en particulier le principede l’effet Doppleret de
la diffusiondu sonparunesph̀ereainsiquele choix et le dimensionnementdestransducteurs
puis la réalisationdu syst̀emeélectroniquede miseen forme dessignauxavant l’acquisition
numérique.Le troisièmechapitreest dévolu à l’ étudedesforceshydrodynamiquesagissant
sur unesph̀eresolideplonǵeedansun fluide. Du fait desconditionsaux limites à sasurface,
unesph̀eresolidenesecomportepascommeuneparticuledefluide et créeun sillagesuscep-
tible deréagirsursonmouvement.Cetaspectestétudíe par le biaisd’expériencessimplesde
chutede billes sousl’action de la pesanteur. Le chapitresuivantestconsacŕe à la description
del’algorithmedetraitementnumériquedusignalnécessairèa l’extractiondela modulationde
fréquenceinduiteparle mouvementdela bille dansle faisceaud’ultrasons.Le chapitre5 décrit
lesconditionsexpérimentalesdesdifférentesmesureseffectúees.On donnelesvaleursdesdi-
versparam̀etresdel’expérience.Onprésenteunemesuredepositiondela particuleobtenuepar
triangulationà partir desestimationsdela directiond’arrivéedu sondiffusé par la bille. On la
comparealorsauxmesuresdevitesseobtenueparanalysedudécalageDoppler. Celapermetde
validerla qualit́edela mesure.Lesquatredernierschapitressontconsacŕesà l’ étudestatistique
dessignauxlagrangiens.On présentetout d’abordlesestimationsdesfonctionsdecorŕelation
descomposantesdela vitesseainsiquele spectredevitesselagrangien.Le chapitre7 estdévolu
à l’ étudede l’accélérationde la bille. Le huitièmesefocalisesur l’intermittencelagrangienne
qui jusqu’̀aprésentn’a fait l’objet d’aucunéetudeexpérimentale.Finalementle dernierchapitre
posela questiondel’ échanged’énergie entrela particuleet le restedu fluide.



Chapitr e1

État de l’art en lagrangien

L’approchelagrangiennede la turbulenceen termede particulede fluide, si elle peutap-
parâıtre plus intuitive danscertainsprobl̀emestels le mélangedu scalairepassif,n’est pas
réellementplus simple à aborderdu point de vue théoriqueque l’approcheeuĺerienne.En
réalit́e, on trouve encoremoinsde résultatsanalytiques,mêmedansl’hypothèsede la turbu-
lencehomog̀eneet isotrope.Par contre,la litt ératureestriched’un grandnombredemod̀eles
décrivant la dispersionde particules.En effet, ce probl̀emeconcernede nombreuxdomaines
allantdequestionsli éesà la combustion,aumélangeou à l’ étudede la dispersiondepolluant
dansl’atmosph̀ere.On peutvoir desdémarchesd’ordretechnologiqueou d’autresentìerement
fondamentales.Ainsi chaqueauteurmet dansson mod̀ele les ingrédientsqui le concernent
le plus, créantainsi unevastepalettede mod̀elesad hoc. Cependant,le nombrede mesures
expérimentalesestplusquerestreint,quelquesexpériencesdelaboratoireou biendessuivis de
ballonsatmosph́eriquesou deflotteursocéaniques.Le développementdanslesdeuxdernìeres
décenniesdel’outil informatiquepermetdesimulerquelqueśecoulements,engéńeralànombre
deReynoldsplutôt faible.Parall̀element,onsimuleégalementdesmod̀elesd’évolutiondeparti-
culeslagrangiennes,maisonmanquededonńeesdecomparaison.S’il existequelquesdonńees
encequi concernela dispersion,c’est-̀a-direla positiondesparticules,lesdonńeesconcernant
sṕecifiquementla vitesselagrangiennesontextrêmementrares.

1.1 Théorie

1.1.1 Lesvariables lagrangiennes

Dansuneapprochelagrangienne,onconsid̀ereindividuellementlesparticulesdefluide.Les
variablesnaturellessontdoncle tempst et les positionsinitiales α (à t � 0 disons)de toutes
les particulesà l’int érieurdu volumeoccuṕe par l’ écoulement.La positionà l’instant t d’une
particuleinitialementenα estdonc

X 	 α � t 
�� (1.1)

Pardéfinition, la vitesselagrangienned’uneparticuleest

v 	 α � t 
�� ∂X 	 α � t 

∂t

� (1.2)

La vitesseeuĺerienneaupoint r à l’instant t estla vitessedela particuledefluide qui setrouve
à cet endroitau mêmemoment.On peutdoncrelier le champeuĺerienu 	 r � t 
 fonction de la
positionr et du tempst auchamplagrangienpar

v 	 α � t 
�� u 	 X 	 α � t 
�� t 
�� (1.3)
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On voit le rôle importantque jouent les trajectoiresX 	 α � t 
 dansle changementde variables
euĺerien/lagrangien.Il fautexprimer l’ équationdeNavier-Stokesdansle syst̀emedevariables
lagrangiennes.Danslescoordonńeeseuĺeriennes,l’ équationdeNavier-Stokess’écrit :

∂u
∂t
� 	 u � ∇ 
 u �� ∇p

ρ
� ν∆u � (1.4)

où p estle champdepression,ρ la densit́e du fluide et ν la viscosit́e cinématique.On suppose
par ailleursl’ écoulementincompressible.Il faut doncprendreen comptel’ équationd’incom-
pressibilit́e

∇ � u � 0 (1.5)

Le passageauxcoordonńeeslagrangiennesestsimplepourle membredegauchedel’ équation
deNavier-Stokescaril s’agit simplementdel’accélérationd’uneparticuledefluide

a 	 α � t 
�� ∂2X
∂t2 	 α � t 
�� (1.6)

L’impressionde simplifications’arr̂eteici car dansle membrede droite, il faut remplacerles
termesde gradientfonction de l’espaceen gradientfonction de la position initiale α. Cela
nécessitel’introductiondu jacobienduchangementdevariable 	 x � t 
 � 	 α � t 
 . La non-linéarit́e
qui adisparudumembredegaucheréapparâıt biensûr dansl’utilisation du jacobien.En repre-
nantlesnotationsdu Monin & Yaglom[56] onnote

∂ 	 A � B � C 

∂ 	 α1 � α2 � α3 
 ���A � B � C��� (1.7)

On noteraenparticulier

M � �
∂Xi

∂α j ��� i � j � et �M �����X1 � X2 � X3 ��� (1.8)�M � estdoncle jacobienduchangementdevariableseuĺerien/lagrangien.Pourécrirel’ équation
deNavier-Stokesdansle nouveausyst̀emedevariables,il fautexprimerlesgradientsparrapport
auxpositionsX enfonctiondespositionsinitialesα. Pourtoutefonction f , on a

∂ f
∂Xi

� 1�M � �Xj � Xk � f ��� (1.9)

où 	 i � j � k 
 estunepermutationpairede 	 1 � 2 � 3
 .
CommeX 	 α � 0
 � α, la valeurinitiale de �M � vaut1. On peutmontrerquela conditionde

divergencenulle (1.5)s’écrit encoordonńeeslagrangiennes[56] :

∂ �M �
∂t

� 0 � (1.10)

On peutintégrersimplementcetteéquation:�M 	 α � t 
!�"� 1 #$	 α � t 
�� (1.11)
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L’ équationdeNavier-Stokespeutdoncseréécriredansle jeu devariableslagrangiennes:

∂2Xi

∂t2 	 α � t 
%�& 1
ρ
�Xj � Xk � p� � ν ')( X2 � X3 �*( X2 � X3 � ∂Xi

∂t +,+ �( X3 � X1 � ( X3 � X1 � ∂Xi

∂t +-+ � ( X1 � X2 � ( X1 � X2 � ∂Xi

∂t +�+/. � (1.12)

Les non-linéarit́es sont contenuescettefois dansle termede forces.En particulier, la force
visqueusequi étaitlinéairedansle syst̀emeeuĺerien,présenteici desnon-linéarit́esd’ordre5 en
Xi. On conçoit dèslorsqu’il soit délicatd’affronterdirectementcetteéquation.

1.1.2 La turb ulencehomog̀ene

Malgré la complexité d’utilisation descoordonńeeslagrangiennes,l’ajout de l’hypothèse
d’homoǵeńeité permetdedériver quelquesrésultats.Soit unefonctionφ du champdevitesse.
On consid̀ereun volume 0 de l’espacecontenantun certainnombrede particulesde fluide à
l’instant t � 0 et 0 t le volumedel’espaceoccuṕe à l’instant t parlesparticulesqui étaientdans0 initialement.Alors ona 132

φ 	 v 	 α � t 
4
 dα � 132
t

φ 	 u 	 r � t 
4
 dr (1.13)

pardéfinition desvariableslagrangiennes.Commel’ écoulementestnonborńe dansle casho-
mog̀ene,on peutprendreunvolumeassezgrandpourquele volumede 0 et de 0 t nediffèrent
qued’une fraction infinitésimale.Dèslors on peutmoyenner(sur les réalisations)chacundes
intégrandeset apr̀esdivisionparle volumeon obtient:5

φ 	 v 	 α � t 
4
46�� 5
φ 	 u 	 r � t 
4
467� (1.14)

La moyennede φ est identiquedansles deuxsyst̀emesde coordonńeeset ne dépendpasdes
variablesd’espace.Si on prendpourφ 	 v 
 la fonctionexponentielleeik 8 v, on obtientla fonction
caract́eristique.Par conśequentla fonctiondensit́e deprobabilit́e (PDF)de la vitesseestiden-
tiquedansle contexteeuĺerienetdansle lagrangien.Commela PDFeuĺerienneestgaussienne,
on s’attendà cequ’il ensoit demêmepourla PDFlagrangienne.Deplus,touslesmomentsde
la vitesseserontégauxet doncenparticulierla variancedela vitesse.Celaneconcernequeles
statistiques̀a un point et un tempset doncles fonctionsd’autocorŕelationneserontpaségales
a priori et les tempscaract́eristiqueseuĺerienset lagrangiensnon plus. Le résultatn’est pas
vérifié si on lève l’hypothèsed’homoǵeńeité.Par exempledansle casd’unecouchelimite, on
observequela vitesseverticale(perpendiculairèa la paroi)estenmoyennenullepourla vitesse
euĺerienneet positivepourla vitesselagrangienne[56].

Un certainnombrede résultatsont ét́e obtenusdansl’ étudede la dispersionde particules
dansun écoulementturbulent à la suitedestravaux pionniersde Taylor [84]. AppelonsY le
vecteurdéplacementd’uneparticule,c’està dire :

Y 	 τ 
%� X 	 α � τ 
3 α � 1
τ

0
v 	 α � t 
 dt (1.15)

Soit Di j la covariancedescomposantesi et j deY 9:	 τ 
;� Y 	 τ 
3 5 Y 	 τ 
46 . Alors Taylor a montŕe
que l’on peut relier la covariancedu déplacementdesparticulesà celle de la vitesselagran-
gienne:

Di j 	 τ 
%�=< 5
v9i2 6 5 v9 j2 6 1 τ

0
	 τ  s
��RL

i j 	 s
 � RL
ji 	 s
>� ds � (1.16)
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avecv 9 � v  5
v6 et

RL
i j 	 τ 
%� 5

v9i 	 α � t 
 v9 j 	 α � t � τ 
?6@ 5
v9i2 6 5 v9 j 2 6?A 1

2

(1.17)

dansl’hypothèseoù la turbulenceeststationnaire.Aux tempscourtsona

Di j 	 τ 
%B 5
v9iv9 j 6 τ2 (1.18)

et auxtempslongs

RL
i j 	 τ 
%B @ 5

v9i2 6 5 v9 j 2 6 A 1
2
Ti jτ (1.19)

avec

Ti j � 1
∞

0 C RL
i j 	 s
 � RL

ji 	 s
?D ds � (1.20)

Ti j estle tempsdedécorŕelationlagrangien.Aux tempscourts,lesfluctuationsdu déplacement
croissentenτ2 puispourdestempssuṕerieursautempsdedécorŕelationdela vitesse,onobtient
le comportementdumouvementbrownien,unediffusionenτ. Onpeutdoncobtenirla fonction
d’autocorŕelation de la vitesselagrangienneen observant la loi de dispersiondesparticules.
Cetteméthodeestcelleutiliséedanslespremìeresexpériencesderecherchedescaract́eristiques
lagrangiennesdesécoulements(voir § 1.2.1).L’autocorŕelationdela vitesseestdonc:5

v9i2 6 RL
ii 	 τ 
%� 1

2
d2Dii

dτ2 � (1.21)

On noteracependantquel’hypothèsed’homoǵeńeité del’ écoulementestextrêmementres-
trictiveet nes’appliquerigoureusementenréalit́e à aucunécoulement.En effet, elle imposeen
particulierquel’ écoulementnesoit pasborńe,cequi estassezdélicatà réaliserenlaboratoire.

1.1.3 Lesprédictionsde la théorie Kolmogorov 41

Leshypoth̀esesstrictesd’homoǵeńeité et d’isotropienesontbiensûr quedesabstractions
math́ematiques.Dansle monderéel, il fautmettrele fluide enmouvementet l’ écoulementest
borńe. L’entrâınementdu fluide sefait parexemplepardesparoisenmouvement.L’existence
deparoisfixeset mobilesbrisentceshypoth̀eses.Néanmoinson peutintroduireunenotionde
turbulencelocalementisotrope(voir Monin et Yaglompar exemple[56]). Cela imposede se
restreindrèaunerégiond’espace-tempsdetaille spatialefaibleparrapportà l’ échelleintégrale
de l’ écoulementL et de taille temporellefaible devant T0 échellede tempscaract́eristiquede
la non-stationnarit́e à grandeéchellede l’ écoulement.Dansunetelle zone,on supposequeles
caract́eristiquesstatistiquesdela turbulencesontstationnaires,homog̀eneset isotropes.

Dansun écoulementlocalementisotrope,Kolmogorov a énonće en1941deuxhypoth̀eses
desimilarité :

i. Si le nombredeReynoldsestsuffisamment́elevéalorslescaract́eristiquesstatistiquesdes
vitesserelativesdépendentuniquementde

5
ε 6 , tauxmoyendedissipationd’énergie,et de

ν, viscosit́ecinématique.Celafixelespetiteśechellesdelongueurη, vitessevη ettempsτη
à

η � C ν3 � 5 ε 6 D 1
4 � vη �E	 ν 5 ε 64
 1

4 � τη ��	 ν � 5 ε 64
 1
2 (1.22)
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ii. Si le nombredeReynoldsesttel qu’il existeunerégionvérifiantl’hypothèsei, alorspour
destaillesspatialesr i et temporellesti vérifiantà la fois

L �E� r i ��� η et T0 ��� ti �F� τη � (1.23)

lesfonctionsstatistiquesdesvitessesrelativesnedépendentquede
5
ε 6 etsontindépendan-

tesdeν. Danscesconditions,commeonnepeutconstruired’échellesdelongueur, vitesse
et tempsà partir de

5
ε 6 , cesfonctionsdesvariablesd’espacel et de tempsτ doivent être

autosimilairesdanscerégimedit inertiel.

On appellefonctiondestructurelongitudinaleeuĺerienned’ordre p la fonction

Sp 	 l 
 � 5
∆lu

p 6 (1.24)

avec

∆lu ��	 u 	 r � l 
G u 	 r 
4
*� l
l
� (1.25)

La secondehypoth̀ese(ii) imposedansle régimeinertielquelesfonctionsdestructureeuĺerien-
nessoientdeslois despuissancede l :

Sp 	 l 
%� CL
p 	 5 ε 6 l 
 p

3 � (1.26)

où lesCp sontdesconstantesuniverselles.En particulierpour p � 3 ondevrait observer

S3 	 l 
;� CL
3
5
ε 6 l � (1.27)

Or un desrésultatsanalytiquesmajeurissude l’ équationde Navier-Stokesest l’ équationde
Kármán-Howarth-Monin:

S3 	 l 
%�& 4
5

5
ε 6 l � 6ν

dS2 	 l 

dl

� (1.28)

Cerésultatexactjustifieenpartiel’hypothèsedeKolmogorov pourle champdevitesseeuĺerien.
Dansla limite Re � ∞ (dansla limite ν � 0 et

5
ε 6 constant),on s’attendàobtenir5 	 ∆lu
 3 6 �� 4

5

5
ε 6 l � (1.29)

et doncCL
3 �� 4� 5.

De la mêmefaçon, la secondehypoth̀esedeKolmogorov prédit lescomportementdesin-
crémentsdevitesselagrangienne

∆τv � v 	 α � t � τ 
G v 	 α � t 
/� (1.30)

sousla forme

Dp 	 τ 
%� 5 	 ∆τvi 
 p 6%� CL
p 	 5 ε 6 τ 
 p

2 # i � 1 � 2 � 3 � (1.31)

L’hypothèsed’isotropielocaleimpliquequela statistiquedel’incr émentdevitesse∆τv soit
isotropeetdoncquetouslesmomentsimpairssontnuls.Celasignifiequela fonctiondensit́ede
probabilit́edesincrémentsestsymétriqueparchangement∆v �  ∆v. Il s’agitd’unedifférence
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significativeavecl’approcheeuĺeriennedanslaquellelesdensit́esdeprobabilit́edesincréments
spatiauxsontnon-syḿetriques̀acausedela relationdeKármán-Howarth-Monin.Celaimplique
doncqueles fonctionsdestructured’ordre impair soientnulles.En particulierpour p � 2 on
peutécrire 5

∆τvi∆τv j 6 � DL
2 	 τ 
 δi j � CL

2
5
ε 6 τ � (1.32)

On voit quepourcettefonctiondestructured’ordre2, à la fois
5
ε 6 et l’ échelleτ interviennent

avec un exposantunité de mêmequepour la fonction de structureeuĺerienned’ordre 3. On
attacheradoncuneattentionparticulìereà cettefonctiondestructurelagrangienneDL

2 qui aura
dansle contexte euĺerien un rôle équivalent à la fonction SE

3 dansle contexte euĺerien.Par
contre,à notre connaissance,il n’existe pasd’équivalent à la relation de Kármán-Howarth-
Monin concernantla variablelagrangienne.

De la mêmefaçon queleshypoth̀esesdeKolmogorov prédisentun spectredepuissancede
la vitesseeuĺerienneayant,dansle régimeinertiel, la variationsuivante(d’apr̀es1.29):

EE 	 k 
%� C
5
ε 6 2

3k H 5
3 (1.33)

on prédit d’apr̀es1.32un spectrelagrangienayantl’allure

EL 	 ω 
%� B0
5
ε 6 ω H 2 � (1.34)

Si on supposequeui 	 t 
 estdifférentiablealorsD
� 2� 	 τ 
 ∝ τ2 quandτ tendvers0 donc la

variancedel’accélérations’écrit I
aia j J � a0

5
ε 6 3K 2ν H 1K 2δi j � (1.35)

où a0 estuneconstanteuniverselle.La théoriedeKolmogorov 41supposequeε restefini quand
on fait tendreν vers0. L’ équationci-dessusimplique doncque la variancede l’accélération
devienneinfinie lorsquel’on diminuela viscosit́e.Celaestcompatibleavecla formeduspectre
devitessepropośe.Elle impliquequele spectredel’accélérationsoit constant,indépendantde
la fréquencedansle régimeinertiel. Commecelui-ci estlimit é parτη, lorsquel’on fait tendre
celui-ci vers0, l’int égraledu spectred’acćelération(qui estla varianced’acćelération)devient
effectivementinfinie. De plus si le tempscaract́eristiquede la grandeéchelleresteinchanǵe
alorsonvoit quel’expressiondela varianceseréécritI

aia j J � a0
5
ε 64� τη � (1.36)

qui varieeffectivementlinéairementen1� τη.

1.2 Expériences

1.2.1 Lespremièresmesuresindir ectes

La difficultéprincipalepoureffectuerdesmesureslagrangiennesrésidedansle fait qu’il faut
marquerd’unemanìereou d’uneautredesparticulesdefluide et pouvoir lessuivre individuel-
lement.Avantle développementdel’informatiqueet,enparticulier, del’acquisitionnumérique
d’image, il était plutôt difficile de mettreen œuvreune mesurelagrangienneen laboratoire.
C’est pourquoion a cherch́e tout d’abordunemanìereindirected’obtenir uneinformationde
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naturelagrangienne.Le principeestbaśesurlestravauxdeTaylordanslesanńees1920-30liant
la fonctiond’autocorŕelationdela vitesselagrangiennèa la dispersiondeparticulesqui aboutit
dansle casdela turbulencehomog̀eneet isotropeà la formule1.21.La mesuredela dispersion
departiculeétantégalementdélicate,lesexpériencesconcernentsurtoutunemesuredela dis-
persiondela chaleur. Le dispositifclassiquedecesexpériences(voir entreautresTaylor 1935
[85], Uberoi& Corrsin1953,[89],Townsend1954[87], Mickelsen1955[53], Shlien& Corrsin
1974[78]etKarnik & Tavoularis1990[39]) consistèaplacerunfil métalliquechauffédansune
soufflerie créantde la turbulencede grille. On mesurealorslesprofils de temṕeratureenaval
dufil. Il fautalorseffectuerdescorrectionspourprendreencomptela décroissancedela turbu-
lenceet l’influencedela diffusiondela chaleur. On peutalorsrelier la corŕelationdela vitesse
à la dispersionde la chaleur. Pluspréciśement,lesprofils de temṕeratureenaval de la source
sontgaussienset l’ évolution dela largeurdecesgaussiennesle long del’ écoulementpeutêtre
reliéeà l’autocorŕelationde la vitesselagrangiennedansle mêmeespritquel’ équation1.21.
L’expériencela plus récenteconcernantla turbulencehomog̀eneet isotropeestrapport́eepar
Shlien& Corrsin[78].Ils obtiennentpar cetteméthodel’autocorŕelationde la vitesse.Ils ob-
servent quele tempscaract́eristiquede la vitesselagrangienneestplus grandquecelui de la
vitesseeuĺeriennede mêmequele tempsà petiteéchelle.La corŕelationde la vitesselagran-
gienneestsyst́ematiquementplusélevéequecelledela vitesseeuĺerienne.Le nombredeRey-
noldsestrelativementfaibledel’ordre de70.Cependant̀acausedu faiblenombredeReynolds
et du nombred’hypoth̀eseseffectúees,on nepeutguèretirer deconclusionsdéfinitivesdeces
expériences.Lesmesuresdirectesdela vitessedeparticulesdansunécoulementvontpermettre
d’obtenirdirectementlesgrandeursstatistiquescaract́erisantla vitesselagrangienne.

1.2.2 Lesmesureslagrangiennesdir ectes

Le principedesmesuresdirectesconsistèa placerdansle fluide un certainnombredepar-
ticulessolideset à enregistrerleur mouvement.Le point communà toutescesexpériencesest
l’utilisation deméthodesoptiques.Un dispositifphotographiqueouunensembledecaḿerasen-
registrentlestrajectoiresdesparticulesetonextrait lesinformationssurla vitessepardérivation
destrajectoires.Cetteétapeesttoujoursdélicatelorsqu’il s’agit de signauxexpérimentauxet
doit êtreeffectúeeavecgrandsoin.La questionqui seposeestla suivante: lesparticulessolides
secomportent-ellescommedesparticulesdefluide?La réponseestcertainementnégativepour
desparticulesgrosseset dedensit́e différentedecelledu fluide. Néanmoinsmêmedansle cas
departiculesdedensit́e identiqueàcelledufluide,le fait d’introduireuneinterfacesolide/fluide
perturbel’ écoulementet causel’apparition d’un certainnombrede forcesd’origine hydrody-
namique.Cetaspectestdiscut́edansle chapitre3. Il estgéńeralementadmisquedesparticules
petitesdevant la longueurde Kolmogorov η et de mêmedensit́e quele fluide secomportent
commedestraceursparfaits.Il convientdenoterqu’à hautnombredeReynolds,cettetaille est
trèsfaible(del’ordre de20 µm dansnosexpériences)et qu’il peutêtredélicatdedétecterdesi
petitesparticules.

Lesexpériencesexistantessontlessuivantes:
– Sullivan 1971[83] : L’auteur étudiel’ écoulementd’eaudansun canal.Il effectueune

mesurede dispersionde particulesau moyen de photographiesprisestoutesles 0.07s.
L’appareilsedéplaceà la vitessemoyennede l’ écoulementpour conserver la particule
plus longtempsdansla zonede mesureet réduiresa vitesserelative. 150 trajectoires
sontenregistréespourenextrairela fonctiond’auto-corŕelationdela vitesse.Le nombre
de Reynolds baśe sur la profondeurdu canalest de l’ordre de 600. L’ écoulementest
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cisaillé etdoncfortementanisotrope.Onobservecetteisotropiesurlescoefficientsd’au-
tocorŕelationdont les tempscaract́eristiqueset les formesdépendentde la composante
étudíee.Du fait decetteanisotropieet de la faible résolutionde la mesure,il estdélicat
detirer desconclusionsgéńerales.L’auteurétudieégalementla dispersiond’unelignede
colorantinitialementà la surfacede l’eau, disperśeeà la fois par la turbulenceet par le
gradientdevitessevertical.

– Snyder& Lumley 1971[80] : Ils étudientun écoulementdegrille dansl’air à Rλ B 80.
Ils injectentdiverstypesde particules(billes de verrecreuses,de verrepleines,pollen
demaiset cuivre) toutesdedensit́e nettementsuṕerieureà celledel’air. Lestrajectoires
sontenregistréesaumoyende10 appareilsphotographiquesdispośesle long du tunnel.
Lesappareilssontsynchroniśespourphotographierla particulelorsqu’elleentredansleur
champdevision. Lestrajectoiressontdoncconstitúeesdedix positions.Ils enregistrent
environ 700 trajectoirespour chaquetype de particules.Ils calculentla dispersionet la
fonctiond’autocorŕelationdelavitessepourchacunedesparticulesencorrigeantdefaçon
semi-empiriquela décroissancedel’intensitédela turbulence.Le nombred’échantillons
temporelsest réduit du fait du faible nombrede photographies.A la précisionde leurs
mesures,qui neprendencomptequelesgrandeśechellestemporellesde l’ écoulement,
ils observentquela dispersiondesparticuleslesplus lourdesestplus faible.Par desef-
fetsd’inertie, la décorŕelationde la vitesseestplusrapidepour lesparticuleslourdes.A
la précisionde leursmesures,ils ne voient pasde différenceentrela forme de l’auto-
corŕelationtemporelledela vitessedesparticuleset celledel’autocorŕelationspatialede
la vitesseeuĺerienne.Cependantleursmesuressontlimit éesauxgrandeśechelleset des
probl̀emesdesous-́echantillonnagerendentunepartiedesrésultatsdélicateà interpŕeter.

– Sato& Yamamoto1987[76] : Onnoteraqu’il afallu attendre16ansavantdevoir parâıtre
lesrésultatsd’unenouvelleexpériencelagrangienne.La nouveaut́eprincipaleestl’utilisa-
tion del’informatiquepourle traitementdel’image.Celapermetd’avoir uneplusgrande
quantit́e dedonńeesainsiqu’unemeilleurerésolutiontemporelle.Lesauteurseffectuent
desmesuresdedispersiondeparticulesparuneturbulencedegrille dansl’eau.Le nombre
deReynoldsRλ estcomprisentre25 et66.Lesparticulessontenpolystyr̀ene,dedensit́e
1 et dediamètre400µm et la longueurdeTaylor vautenviron 5 mm. La mesureestef-
fectúeedansle planperpendiculairèa l’ écoulementmoyenparunecaḿera.Ils prennent
encomptela décroissancedel’intensitédela turbulenceenchangeantl’ échelledestemps
defaçonad́equate.Ils effectuentdesmesuresdedispersionetobserventuncomportement
Di j 	 τ 
 ∝ τ2 aux tempscourtset tendantversDi j 	 τ 
 ∝ τ2 aux tempslongs.Les mesures
decoefficientd’autocorŕelationmontrentuneformeproched’unedécroissanceexponen-
tielle dont le tempscaract́eristiquelagrangienestplusfaiblequel’eulérien.Lesspectres
depuissanceprésent́esnemettentpasenévidencederégimeinertiel évident(mêmepour
les mesureseuĺeriennes)maissemblentmontrerunedécroissanceplus rapideque-5/3
cequi estcoh́erentavecuneformeexponentielle.Leur étudedu champdevitesseseli-
mite à la fonction d’autocorŕelationde vitesseet au spectre,en partieà causedu faible
échantillonnagetemporel.

– Virant & Dracos1997 [91] : Il s’agit d’un papiertrès riche vantantles méritesd’une
techniquede mesureappeĺee3D PTV (pour 3D particletrackingvelocimetry).Elle est
baśee sur l’enregistrementsimultańe par 4 caḿerasde la trajectoiretridimensionnelle
d’un grandnombredeparticules(100à 150).Lesmesuressonteffectúeesdansun canal
remplid’eau.Lesparticulessontdessph̀eresdeplastiquedediamètre50µm etdedensit́e
1.02.Le nombredeReynoldsRλ estcomprisentre50 et 250et leslongueursdeKolmo-
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gorov sontplusgrandesquela taille dela particule(del’ordre de500µm). Ils disposent
pourchaquenombredeReynoldsde1 à6 millions depoints.La méthodepermetbiensûr
d’obtenirdesmesuresdedispersionmaiségalementdevitesseet d’acćelération.Ils ob-
tiennentdeshistogrammesd’acćelérationsymétriquesavecdesaileslargesetdontla flat-
ness,chosesurprenante,décrôıt lorsqueRλ augmente.La normedu vecteuracćelération
a unedistribution approximativementlog-normale.Malgré unefaible résolutiontempo-
relle, la décorŕelation de l’accélérationintervienten un tempstrès court de l’ordre du
tempsde Kolmogorov. Ils observent des fonctionsd’autocorŕelation de la vitesseap-
proximativementexponentielleset une très faible corŕelationentreles composantesde
vitesse(sauf entrecomposantesverticaleset dansle sensdu flot dû au cisaillement).
Ils ont effectúe un certainnombrede mesuresde dispersion.En particulier ils estiment
la fonction ”distance-neighbour”(introduiteparRichardson[71]) qui sembleprochede
l’estimationfournieparle mod̀eledeBatchelor[6]. Lesauteursontprouv́ele potentielde
leur méthodedesuivi departicules.La limitation principaledeleur syst̀emeestla faible
résolutiontemporelleli éeà la fréquenced’échantillonnagedeleurscaḿeras(25Hz). On
regrettequeles auteursne sesoientpasintéresśesà l’ étudede l’intermittencede leurs
signauxdevitesse.. .

– Voth et al 1998[92], La Portaet al. 2001[69] : le but de leur techniqueexpérimentale
estdemesurerlescaract́eristiquesde l’ écoulement̀a petiteéchellevia l’accélérationla-
grangienne.L’ écoulementconsid́eŕe estun écoulementtourbillonnairede Von Kármán
dansl’eau.Le nombredeReynoldsRλ estcomprisentre140et 1000.Lesparticulesfont
50 µm et la longueurde Kolmogorov vaut 20 µm au nombrede Reynolds Rλ le plus
élevé. La mesureutilise des”silicon strip detectors”issusde la physiquedesparticules
qui fournissentchacunune composantede la position avec une très bonnerésolution
temporelle(70000imagesparsecondeetunerésolutiontemporelledel’ordre deτη � 20).
Celaleur permetd’avoir acc̀esà l’accélérationlagrangiennepar doubledifférenciation.
Ils montrentquel’accélérationsedécorr̀eleenuntempsprochedeτη tempsdeKolmogo-
rov [92]. Leshistogrammesdel’accélérationsontsymétriquesavecdesailestrèslarges.
Le coefficientdeflatnesscrôıt avecle nombredeReynoldsjusqu’̀adesvaleursdel’ordre
de 60 à Rλ � 1000où il semblesaturer. Il semblequeles histogrammesnormaliśesde
l’accélérationatteignentuneformelimite àhautReynolds.Le coefficient

a0 � 5
a2

i 6
ε3K 2ν H 1K 2 (1.37)

sembleatteindreunevaleurconstante(de l’ordre de5-6) à hautRλ commeprévupar la
théoriedeKolmogorov 1941.

Par ailleurs,il existe de nombreusesexpériencesd’origine géophysiqueou climatiquede
flotteursdansl’océanou deballonsatmosph́eriques.Unebonnepartestdévolueà l’ étudedes
courantsocéaniquesmaiscertainesfournissentdesinformationssur lescaract́eristiquesstatis-
tiquesdela turbulence.OnpeutciterparexemplelesmesuresdeHanna1981[33]. Il lâchedes
ballonsdemêmedensit́eeffectivequel’air dansla couchelimite atmosph́eriqueet mesureleur
position.Il observe un spectrede puissancedont la décroissanceestà tendance-5/3 pour les
mesureseuĺerienneset -2 pourlesballons.On noteraaussile papierdeLien et al. [45] rappor-
tantdesmesuresdesuivi deflotteursdansla couchelimite turbulentedansl’océan.Ils observent
unrégimeinertielcompatibleavecunspectreenω H 2 dontla coupurèahautefréquenceestdue
à la réponseduflotteur.

Il existe égalementquelquesrarespapiersconcernantla dispersionde paires.Virant &
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Dracos[91] ont effectúe de tellesmesures̀a 3D qui ont tendancèa confirmerl’approchede
Batchelor[6]prédisantune loi de probabilit́e normalepour les séparations.Jullien et al. [37]
ont mesuŕe la dispersiondepairesdeparticulesdansun écoulementbidimensionnel.La loi de
probabilit́e de la séparationestuneexponentielleétiréeprochedecellepropośeeparRichard-
son[71]. Ott & Mann2000[63] enarriventà la mêmeconclusionpardesmesuresdedispersion
dansuneturbulence3D crééepardeuxgrillesoscillantes.

1.3 Simulationsnumériques

1.3.1 Lessimulations totales

Les simulationsnumériquesde dispersionde particulessontdesentreprisestrès lourdes.
Tout d’abord,ellesnécessitentunesimulationnumériquetotale(DNS) de l’ écoulement.Cette
étapeestdéjà fort coûteuseen tempsdecalcul.Ensuiteil fauteffectuerun suivi departicules
dansl’ écoulement.La positiondesparticulesn’étantpassurlespointsdegrille àpriori, ondoit
interpolerle champdevitessedefaçonàobtenirla vitessedela particuledefluide.Lesnombres
deReynoldslesplus élevéssontobtenuspourdesgrilles 5123 et valent230environ [95]. On
suit alorstypiquemententre10000et 100000particules.Cessimulationssontparticulìerement
richeseninformationscarellesdonnentacc̀esauchampdevitesselagrangiencompletbiensûr
maiségalement̀a l’accélérationet un certainnombred’autrequantit́estellesquela dissipation,
la vorticité le long destrajectoireslagrangiennes.Ellespermettent́egalementdesuivre la dif-
fusion relative de deux(ou plus) particules.Elles sontdoncsusceptiblesde fournir unevaste
palettederenseignements.Leur inconvénientprincipalestle nombredeReynoldsrelativement
faible pour lequelon n’observe pasde régimeinertiel trèsclair. Les publicationsde simula-
tionsnumériqueslagrangiennessontapparuesprincipalement̀a la fin desanńees80,début des
anńees90 maissont tout de mêmeencorerelativementraressurtoutlorsqu’onrecherchedes
informationsplusfinesquela simplepositiondesparticules.

Un desarticlespionnierset trèsrichea ét́e publié parYeung& Popeen1989[96]. Il s’agit
d’un despapiersles plus completssur ce que la DNS peutextraire commeinformationssur
la vitesselagrangienne.Les auteursanalysentla vitesseet l’accélération,mais égalementles
gradients,enstrophieou dissipationle long destrajectoires.Malheureusementle nombrede
Reynolds est limit é à Rλ L 90. A un tel nombrede Reynolds, le régimeinertiel est inexis-
tantet on n’observe pasde loi d’échellesur la densit́e spectraledepuissance.Ils s’intéressent
tout d’abordà l’accélération.Lescomposantesdel’accélérationsedécorr̀elentenun tempsde
l’ordre deτη alorsquela normesedécorr̀eleenun tempsvoisindeTL. End’autrestermes,l’in-
formationdedirectiondel’accélérationestperdueenuntempstrèscourttandisquel’amplitude
restecorŕeléependantun tempstrèslong.On peutdoncécrirel’accélérationcomme

a 	 t 
�� a 	 t 
 e (1.38)

où e estun vecteurunitairerapidementvariablecontenanttout l’information dedirection.Ces
résultatssontdétaillésdansunpapierdePope(1990)[66] etconfirmésdansunpapierdeYeung
(1997)[94] à un nombredeReynoldsun peuplusélevé (140).La normea 	 t 
 a unestatistique
prochedelog-normale.Le coefficient a0 deKolmogorov estde l’ordre de2-3 et crôıt avecRλ
(peut-̂etrecar le nombrede Reynoldsn’est pasasseźelevé). En cequi concernela statistique
dela vitesse,ils observentquela fonctiond’autocorŕelationdécrôıt exponentiellementsaufaux
tempscourtsà causede la régularisatioǹa petiteéchelle.Ils n’observentpasde scalingde la
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fonctiondestructured’ordre2 dansle régimeinertiel. Par contreon observe unedéformation
desPDFsdesincrémentsqui sontgaussiens̀agrandéechelle,et fortementdéformésauxpetites
échelles(intermittence)avecdesaileslarges.Ils obtiennentdesflatnessvalantjusqu’̀a 18 aux
pluspetiteséchelleset croissantavecle nombredeReynolds.

Uneautreétudeextrêmementricheaét́epubliéparYeung(2001)[95]. Il effectuedessimu-
lationsDNS de turbulencehomog̀eneisotropeforcée,jusqu’̀a Rλ de l’ordre de230.Il a acc̀es
à nombredevariablestellesla vitesselagrangienne,la dissipationd’énergie, le scalaire,la dis-
sipationdu scalaire,la vorticité ou l’enstrophiele long destrajectoireslagrangiennes.Il étudie
surtoutcesdernìeresquantit́esplutôt quela vitesse.Il observeauplushautnombredeReynolds
un spectrequi, lorsqu’il estcompenśe par ω2 montrenettementun plateau.L’autocorŕelation
dela vitesselagrangiennea également́et́e étudíeeparGotohet al. (1993)[31] enutilisantune
autreméthodeappeĺeePVM (Passive VectorMethod)essentiellementpourcompareravec les
statistiqueseuĺeriennes.

On peutciter égalementle travail de Squires& Eaton(1991) [81] qui étudientsurtoutla
dispersiond’une particuledansune turbulencehomog̀eneou cisaillée,ainsi que l’article de
Yeung(1997)surl’accélérationrelativededeuxparticules.

Dansuneapprochelég̀erementdifférente,Yeung& Vedulaonteffectúeuneanalysedétaillée
de l’accélérationdesparticulesde fluide et desgradientsde pression.Ils seplacentdansun
contexteeuĺerien,c’estàdireàuntempsfixé,etenétudiantlesvariationsspatiales.Lesnombres
deReynoldsatteintsdansleurscalculsvariententre21 et 235.Ils arriventà séparerlestermes
de gradientsde pressionet de dissipationdansl’accélération.La partie li ée à la pressionest

dominanteetsonrapportavecla partiedissipativecrôıt avecRλ, peut-̂etreenR1K 2
λ . Le coefficient

a0 augmenteavec Rλ sansmontrerde saturation,passantde 0.8 à 4. En ce qui concerneles
gradientsdepressionqui constituentla majeurepartdel’accélérationlagrangienne,lesdensit́es
de probabilit́e sont très fortementnon-gaussiennes,symétriques,avec une flatnesscroissant
fortementavecRλ jusqu’̀a unevaleurde40 à Rλ � 235.Cecomportementet cesvaleurssont
tout à fait enaccordaveclesmesuresd’acćelérationdeLa Portaetal. (2001)[69] qui mesurent
desflatnesstout à fait voisines.

Destravauxà la fois théoriqueset numériquesdePumiret al. [70, 17] concernentlessta-
tistiquesàplusieurspointsetenparticulierlesstatistiques̀a4 particulesc’est-̀a-direl’ évolution
temporelledetétràedres.Cesquantit́esnoussontmalheureusementtotalementinaccessibles.

1.3.2 Lesmodèlesstochastiques

Dansl’ étudede la dispersion,desécoulementsréactifsou de la combustion, l’approche
naturelleest lagrangienne.Il s’agit de savoir commentles particulesde fluide s’éloignentde
leurpositioninitiale (approchèauneparticule)ou l’une del’autre(approchèadeuxparticules).
Uneapprochesouventadopt́eeconsistèamod́eliserl’ évolution temporelledela vitesseparune
équationdetypeLangevin :

dvi

dt
�� vi 	 t 


TL

�
fi 	 t 
 (1.39)

où vi est unecomposantede vitesse,fi 	 t 
 estune force rapide,δ-corŕelée et gaussienne.Le
processusestalorsunprocessusdeMarkov pourlesvitesses.Enréalit́e,l’ écrituresousla forme
d’une équationde Langevin estprobĺematiquedu point de vue math́ematiquecar la variance
de f est infinie. Pourcontournerce probl̀emeon seplacedansle formalismede Ito [28]. Le



30 Chapitr e1. État de l’art en lagrangien

probl̀emepeutalorsseréécriredefaçongéńeralesousla forme:

dxi 	 t 
M� vi 	 t 
 dt (1.40)

dvi 	 t 
M� Ai 	 x 	 t 
�� v 	 t 
�� t 
 dt
�

Bi 	 x 	 t 
�� v 	 t 
�� t 
 dWi 	 t 
N� (1.41)

où dWi est un processusde Wiener c’est à dire un bruit blancgaussiende variancedt. Les
coefficientsA et B sontsusceptiblesdedépendredex pourprendreencompteuneéventuelle
anisotropiede l’ écoulement[68]. Pour simplifier on se placedansle cadrede la turbulence
homog̀eneet isotropepoursupprimercettedépendance.On prendBi 	 v � t 
;��O C0ε defaçon à
cequela fonctiondestructured’ordre2 vérifie la prédictionK415

dvi 	 t 
 dv j 	 t 
46�� δi jC0εdt � (1.42)

OnnotePL 	 v � t � v0 � t0 
 la probabilit́edetransitiondela vitesselagrangienne.Elle vérifie l’ équa-
tion deFokker-Planck:

∂PL

∂t
�� ∂A jPL

∂v j

� 1
2
C0ε

∂2PL

∂v2
j

� (1.43)

Parailleurson a la relationfondamentalesuivante:

PE 	 V;x � t 
�� 1,1
PE 	 V0;x0 � t0 
 PL 	 V � x; t �V0 � x0; t0 
 dV0dx0 � (1.44)

où PE 	 V;x � t 
 est la densit́e de probabilit́e de la vitesseeuĺerienneen x à l’instant t. Comme
cetterelationest linéaire,on peuten déduirequePE vérifie égalementl’ équationde Fokker-
Planck1.43.Pourla turbulencehomog̀eneisotrope,la forme dePE estconnue,un consensus
s’étantformépourdire qu’elleestgaussienne:

PE 	 u
%� 1	 2πσ2 
 3K 2 exp

�  u2

2σ2 � � (1.45)

Celacontraintfortementla formedeA. Thomson[86] a montŕequeAi doit vérifier

Ai � 1
2
C0ε

1
PE

∂PE

∂ui

� φi (1.46)

où le vecteurφ vérifie

div 	 PEφ 
;� 0 � (1.47)

En géńeral,celanecontraintpasA defaçon uniquemaisdansle cashomog̀eneet isotrope,on
a

Ai 	 v
;� f 	 v
 vi (1.48)

etavecl’ équation1.47onmontrequeφ � 0 estla seulesolutionqui auncomportementrégulier
env � 0. A estdoncdétermińedefaçon uniqueet vaut

A 	 v 
%�� C0ε
2σ2v � (1.49)
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On retombedoncsuruneéquationdeLangevin classiquequi sousla formedeIto s’écrit donc

dv �& v
TL

dt
�QP

C0εdW � (1.50)

avec

TL � 2σ2

C0ε
� (1.51)

Si onaε � σ3 � L etTE � L � σ alorsonaTL � 2TE
C0

. Onvoit quepourlesvaleursdeC0 del’ordre
de 3 à 5 rapport́eesdansla litt ératureon a TL L TE, ce qui est effectivementobserv́e. Cette
équationpeutêtrerésolue:

v 	 t 
�� v 	 0
 eH t
TL
� P

C0ε

1
t

0
eH t R s

TL dW 	 s
N� (1.52)

Si on prendune condition initiale gaussiennede varianceσ2 alors on obtient une variance
constanteet le coefficientd’autocorŕelationvaut

RL 	 τ 
 � exp

�  τ
TL � � (1.53)

La fonctiondestructured’ordre2 vaut

DL
2 	 τ 
%� 2σ2 	 1  RL 	 τ 
4
%� 2σ2

�
1  exp

�  τ
TL �S� (1.54)

et dansla limite t T TL on retrouve la prévisionK41

DL
2 	 τ 
%� C0ετ � (1.55)

Par ailleurs,commede processusde WienerdW estgaussien,v et les incréments∆τv le
sontégalement.Onnoteraquecetteformed’équationdeLangevin peutêtredérivéeàpartirdes
équationsdeNavier-Stokesvia desapproximationsdetyperelationsd’Onsageroriginairesde
la physiquestatistiquehors-́equilibre[55].

Quelssontlesinconvénientsdumod̀ele?Toutd’abordil neprésentequ’uneseuleéchellede
tempsTL et doncqu’il sesituedansla limite denombredeReynoldsinfini. On noteégalement
quel’accélérationestunbruit blancetdoncsavarianceestinfinie. Parailleurs,commetousles
incrémentssontgaussiens,on n’observepasl’intermittenceobserv́eeparYeung& Pope[96].

Cesmod̀elesont ét́e raffinés pour prendreen comptecesobjections.Tout d’abord Saw-
ford [77] a mod́elisé un nombrede Reynoldsfini en utilisant un mod̀ele stochastiqued’ordre
2, ce qui revient à utiliser un bruit corŕelé au lieu du processusde Wiener. Il obtientalorsun
coefficientd’auto-corŕelationayantla structuresuivante:

RL 	 τ 
%� TL exp
@  τ

TL
A� T2exp

@  τ
T2
A

TL  T2
� (1.56)

où TL a l’expressionpréćedenteet T2 estle tempspetiteéchelledontl’expressionest

T2 � C0τη

2a0
� (1.57)
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Lesexpressionsdestempscaract́eristiquesont ét́e choisiesdefaçon à vérifier lesdeuxprédic-
tionsK41 concernantla fonctiondestructured’ordre2 dela vitesseet la variancedel’accéléra-
tion.Dansle casd’un nombredeReynoldsélevé,onaT2 T TL etonobserveunrégimeinertiel.
La fonctiond’auto-corŕelationestquasiexponentiellesaufauxtempstrèsfaiblespourlesquels
onobserveunecourburepoursatisfaireàunevarianced’acćelérationfinie. Le rapportdesdeux
tempslimitesdu régimeinertiel vaut

RL � TL

T2
� 4a0

C2
0 O 15

Rλ � (1.58)

On voit que le nombrede ReynoldsRL que l’on construità partir de ce mod̀ele,estpropor-
tionnelauxnombredeReynoldsRλ et le coefficientdeproportionnalit́eest,d’apr̀eslesvaleurs
rapport́eesdansla litt érature,del’ordre de0.3.Lesrésultatsobtenussontalorstrèsprochesde
ceuxdeYeung& Pope[96].

On peut égalementtenter d’introduire l’intermittence.Pope& Chen [67] proposentun
mod̀ele stochastiqueprenanten comptesimultańementla dissipationet la vitesse.Borgas&
Sawford [13] proposent,dansunedémarchedemêmetypequecelled’Obukhov, deremplacer
ε dansl’ équationdeLangevin 1.50parunesérietemporelleε 	 t 
 issued’unecascademultifrac-
tale(U -model).L’ équationdeLangevin s’écrit alors

dv �� C0ε 	 t 

2σ2 vdt

� P
C0ε 	 t 
 dW � (1.59)

Il fautalorseffectuerdesmoyenneśegalementsurlesréalisationsdeε 	 t 
 . Dansle mêmeesprit
Delouret al.[21,61,5] proposentdesynth́etiserunbruit multifractaldetypeaggloḿeŕe,cequi
permetde supprimerles inconvénientsmajeursdessynth̀esesde type cascadediscr̀ete(base
d’ondelettesou U -model).Cemod̀eleMRW estdoncmultifractal,à incrémentsstationnaireset
présentantuneinvarianced’échellecontinue.On peutdoncl’injecter dansl’ équationdeLan-
gevin à la placedu processusdeWiener. Cemod̀eleestdécrit endétail dansle chapitre8. Si le
processusobtenuprésentedebonnespropríet́esdemultifractalité, lesauteursn’ont pasétudíe
la formeàdonnerautermederappeldel’ équationdeLangevin.

Cesmod̀elesont également́et́e étenduspourétudierla dispersionrelativededeuxparticules
[12], cettedémarchéetantenpartiejustifiéeparla dérivationd’uneéquationdetypeLangevin,
exacte,à partir del’ équationdeNavier-Stokes[35].



Chapitr e2

Montageexpérimental

Nousavonsvu queles raresexpériencesdemesureslagrangienneseffectúeesjusqu’̀a pré-
sentsont baśeessur destechniquesoptiques: on suit la trajectoired’un certainnombrede
particuleset on la dérive pour obtenir la vitessepuis l’accélération.Cesétapesde dérivation
de signauxexpérimentauxsont toujoursdélicates.Pourcontournerce probl̀eme,nousavons
décid́edefocalisernotreétudesurla vitesselagrangienneetavonscherch́eunmoyenpermettant
d’obtenir la vitesseenuneseuleétape.L’utilisation de l’effet Dopplerpermetderéalisercette
exigence: uneparticulesolidesedéplaçantdansun champacoustiqueva diffuserle sonavec
un décalagefréquentielproportionnelà savitesse.Une fois le principechoisi, il resteà choi-
sir lesdifférentsparam̀etresdel’expériencedefaçon à optimiserlesperformancesdu syst̀eme
de mesure.On commencepar décrireen détails l’effet Dopplerainsi queles limites de vali-
dité deshypoth̀eseseffectúees.Puison présentele dispositifexpérimentalcréantl’ écoulement
tourbillonnairedeVon Kármán.On étudieensuitela diffusiondu sonparunesph̀eresolide,ce
qui estla basedela méthodedemesure.Cesdifférentsaspectsfont fixer un certainnombrede
contraintes.Le respectdescescontraintesparfoisoppośeesnécessitedefairedescompromiset
imposela valeurdesdifférentsparam̀etresacoustiquesconcernantlestransducteurset la châıne
demesure.On décrit finalementle principeet la réalisationdel’ électroniqued’acquisition.

2.1 Principe de la mesure : effet Doppler ultrasonore

Le principedela mesureestdoncle suivant(figure2.1) : on émetuneondemonochroma-
tique avecun transducteur. Lorsqu’unebille passedansle faisceaud’ultrasons,elle diffusele
sonavec un décalagefréquentielDoppler. On enregistrealorscetteondepar un transducteur
récepteur.

Pourcalculerl’expressiondu décalagefréquentiel,on effectueleshypoth̀esessuivantes:
– onsupposequele nombredeMachM � v� c estfaible(dansnosexpériencesM B 10H 3),
– onnégligela perturbationdueà l’ écoulementdansla propagationenlignedroitedu son,
– on supposeque l’ émetteurE estponctuelet émetuneondesinusöıdale p 	 t 
�� p0eiω0t

(pours’affranchirdesprobl̀emesdechampprocheet d’anisotropied’émission),
– onsupposele diffuseurponctuel.
Danscesconditions,le signalreçu par le diffuseurD à l’instant t2 estsimplementle signal

émisparE autempsretard́edela duŕeedu parcours

t1 � t2  ED 	 t2 

c

(2.1)

où ED 	 t 
 estla distancéemetteur-diffuseurà l’instant t. La phaseestdoncφ1 � ω0t1. Le signal
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Fig. 2.1– Sch́emadeprincipedela mesure

reçu à t parle récepteurR a ét́e émisparD à l’instant t2 tel que

t2 � t  DR 	 t2 

c

� (2.2)

La phasereçueparR à l’instant t estdonc

φ 	 t 
�� ω0t2  ED 	 t2 

c

� (2.3)

Pourobtenirla pulsation,il suffit dedériverparrapportà t. La dérivéedet2 parrapportà t est

dt2
dt

� 1
1
�

vR 	 t2 
 (2.4)

où vR estla vitessedela particuleprojet́eesurla droiteDR dansle sensdeR versD. Demême
on définit vE la vitesseprojet́eesur la droite ED dansle sensde E versD. Alors la pulsation
reçueparle récepteurs’exprime:

ω 	 t 
%� ω0
1  vE

� t2 �
c

1
� vR

� t2 �
c

� (2.5)

Dansl’approximationM T 1 et ensupposantquele tempsdevol t  t2 estnégligeabledevant
lestempscaract́eristiquesd’évolutiondela vitesse,onpeutsimplifier l’expressionpréćedente:

ω 	 t 
%� ω0
�

q 	 t 
3� v 	 t 
�� (2.6)

où q � kdiff  k inc est la différencedesvecteursd’ondeincidentet diffusé et v est la vitesse
de la particule.Dansnotreexpérience,la longueurmaximumde propagationentrela bille et
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le récepteurestaumaximum30 cm.Avecunevitessedu sonde1500m/s,on obtientdoncun
tempsdevol maximumdel’ordre de210H 4 s.Onpourradoncnégligerl’influencedutempsde
vol si on nes’intéressequ’à desphénom̀enesdont les tempscaract́eristiquessonttypiquement
suṕerieursà 210H 3 s, ce qui correspond̀a uneplagede fréquencesinférieuresà 500 Hz. On
notequev 	 t2 
 peutêtreapproxiḿeeaupremierordrepar

v 	 t2
�� v 	 t 
G DR(t)
c

dv
dt
	 t 
�� (2.7)

Pourunevitessetypiquede1 m/s,etunedistancede15cm,onnepourranégligerla correction
quesi l’accélérationestfaibledevant104 m/s2. On verradansle chapitredécrivantlesmesures
que desvaleursde l’ordre de 5000 m/s2 sont enregistrées.Néanmoinscesvaleurssont peu
probableset doncpourl’immensemajoritédesinstants,onpeutnégligerle tempsdevol.

En pratiquela propagationestplus complexe car le milieu est lui-mêmeen mouvement.
Celapeutinduireplusieurseffets:

i. la propagationn’estplusrectiligne,

ii. desstructuresdel’ écoulementpeuventdiffuserdusonet

iii. l’ écoulementcauselui-mêmeuneffet Doppler.

Le premiereffet estnégligeablecar il intervientau secondordreen v� c. Les structuressus-
ceptiblesde diffuserdu sonsontessentiellementdesfilamentsde vorticité ([22, 48]) et leur
contribution estnégligeablecar leur sectionefficacedediffusionestnettementplus faibleque
celle d’une bille solide.Le décalageDopplerdû à l’ écoulementlui-mêmepeut êtreestiḿe :
si on supposequela propagationresterectilignemaisquel’on prendencomptela vitessedu
fluide (on négligela vorticité), le tempst1 s’exprimealors

t1 � t  1 D

E

ds
c
�

v 	 s� t 
 (2.8)

où sestl’abscissecurviligneetv 	 s� t 
 le vitesseprojet́eesurle rayon.Au premierordreonpeut
le réécrire

t1 � t  1 D

E

�
1  v 	 s� t 


c � ds � t  r 	 t 

c

�
1  vr 	 t 


c � (2.9)

où vr estla vitessedel’ écoulement̀a l’ écheller � ED. La pulsationdevient doncpourle trajet
aller :

ω 	 t 
%� ω0

�
1  v 	 t 


c
� r 	 t 


c2

dvr

dt � � (2.10)

On notequevr estunevitesseà grandeéchellecar r estde l’ordre de 20 cm. Pourune tur-
bulenceisotropeet homog̀ene,sadérivéepeut-̂etreestiḿeepar v2

r � r et le termecorrectif est
doncd’ordre v2

r � c2. Le décalageDopplercréé par l’ écoulementlui-mêmeintervientà l’ordre
suṕerieurenv� c. On peutdoncnégligercetteperturbationsur l’estimationde la vitessede la
bille. Celasignifieégalementqueleséchossurlesparoisimmobilesdela cuveneprésententpas
dedécalagefréquentielnotableautourde la fréquenced’émission.On notequela présencede
structuresinstationnaires̀a grandeéchellepeutmettreà mal le raisonnementpréćedent.Dans
le casdu régimecorotatif de l’ écoulementde Von Kármán ([79]), on observe un grosvortex
qui “explose” de façon réṕet́ee.La phased’explosionpeutcréerun changementbrutal de vr .
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Fig. 2.2– Sch́emadela cuve.Lesmoteursentrâınentlesdisquesenrotationensenscontraire.
Lestransducteurssontplaćesà l’extrémit́ed’un cylindre pointantversl’axe dela cuve et situé
à égaledistancedesdeuxdisques.

Il faudraitnéanmoinsune duŕee extrêmementcourtepour que cela perturbenotablementla
fréquence.Dansnotrecas,il existedesstructures̀a grandeéchelle(couchedecisaillementpar
exemple)maisqui ontuneévolution lenteet qui neperturbentpasla mesure.

Par contre,les échossur les paroismobiles(sur les disques)peuvent causerun décalage
Dopplertrèsimportantet il convientdoncdelesatt́enuerfortement.

La mesuredu décalageDopplerpermetdoncd’avoir acc̀esà la projectiondela vitessesur
le vecteurd’ondedediffusionq. Mais cedernierdépendde la positionde la bille et doncva-
rie aucoursdu mouvement.Dansunegéoḿetriederétrodiffusion,le vecteurd’ondevarieraà
l’int érieurducôneforméparle faisceauultrasonore.Afin d’avoir unezonedemesuresuffisam-
mentgrandepourquela bille y demeurequelquesfois le tempsdedécorŕelationdela vitesse,
il estnécessairequececônesoit large.Dansnotrecas,le demi-angleausommentdu cônevaut
15
�
, cequi estsuffisammentfaiblepournégligerenpremìereapproximationla variationdeq et

consid́ererquela vitessemesuŕeeestla composanteprojet́eesurl’axenormalauxtransducteurs.

2.2 Écoulement

L’ écoulementchoisicommebasedenotreétudeestun écoulementtourbillonnairedeVon
Kármán (2.2). Il s’agit de l’ écoulementfermé entredeuxdisquescoaxiauxcontrarotatifs.Le
diamètrede la cuve estde20 cm et la distanceentrelesdisquesvaut18 cm. Le disquessont,
suivant les expériences,lissesou avec 8 palesde 0.5 cm de haut.Les disquessontentrâınés
par deuxmoteursà courantcontinude 1 kW contr̂olésen vitessepermettantd’atteindredes
fréquencesde rotationde Ω � 28 Hz avec les disqueslisseset de Ω � 11 Hz avec les pales.
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Le fluide utilisé estdel’eau et il estcontr̂olé entemṕeratureaumoyend’unecirculationd’eau
passantdansdeuxserpentinssituésderrìerelesdisques.Le volumetotal estde9 l. Parailleurs,
la cuveestconnect́eeàunvased’expansion.L’eauestdégaźeedansla cuveparutilisationd’une
pompeàvidepermettantdefairebouillir l’eauà temṕeratureambiante.Aprèsdégazagepousśe,
onappliqueunesurpressionde2 barsafind’évitertoutecavitationdansla cuve.Lesréseauxde
transducteurssontpositionńesdansdeshublotssituésà égaledistancedesdisqueset pointant
versl’axe dela cuve.On disposedetrois hublotsdont lesaxesfont un anglede45

�
entreeux.

Le plandestransducteursestsitué à 18 cm de l’axe de la cuve. Lesmesuresdepressionsont
faitesdansun hublot de façon à ce quele capteursoit affleurantà la paroi cylindrique de la
cuve, à égaledistancedesdeuxdisques.L’int érieurde la cuve ainsi queles facesdesdisques
en regardsontcouvertsde3 cm de résineUREOL 6414B/5073A.Cetterésinepolyuréthanne
a unedensit́e compriseentre1 et 1.1 pour unecélérité du son de l’ordre de 1500 m/s. Son
impédanceacoustiqueest donc voisine de celle de l’eau et induit une faible réflectivité. De
plus,elle absorbele sonà raisond’environ 6 dB/cm pour desfréquencesde l’ordre du MHz.
Ainsi on limite fortementlesréflexionssurlesparois.

R (cm) 10
T (ms) 100
U (m/s) 0.1
σ (m/s) 1
L (cm) 4
λ (µm) 600
η (µm) 20
τη (ms) 0.2

Tab. 2.1 – Ordre de grandeurdesdifférentescaract́eristiquesde l’ écoulement.R rayon des
disques,T période de rotation, U vitessede l’ écoulementmoyen, σ vitessequadratique
moyenne,L grandeéchellede l’ écoulement,λ longueurde Taylor, η longueurde Kolmogo-
rov, τη tempsdeKolmogorov

Le choix de cet écoulementa ét́e fait en raisonde l’expertisede l’ équipedansl’ étudede
cet écoulement([25, 79, 59]) et du fait qu’il est l’objet d’un grand nombred’étudesdans
la communaut́e ([14, 7, 69, 97]). Il présentepar ailleursdesavantagesintéressants: il s’agit
d’un écoulementfermé et doncsansvitessemoyenne.Dansle casd’un écoulementde jet par
exemple,il faudraitdéplacerles transducteurspour garderles particulessuffisammentlong-
tempsdansle faisceau.Il estdetaille raisonnablepourqueleseffetsd’atténuationdesultrasons
dansl’eausoientfaibles.Il permet́egalementd’atteindredesnombresdeReynoldsasseźelevés
(Re� R2Ω

ν B 105). Il présentenéanmoinsdesinconvénients: il existedesparoismobilessuscep-
tiblesdecréerdudécalagefréquentielDoppleret l’ écoulementn’estni homog̀eneni isotrope.

2.3 Diffusion du sonpar unebille

Onconsid̀ereunesph̀ereélastiqueplonǵeedansunfluide.Onémetuneondeplaneincidente
etoncherchel’amplitudedel’ondediffuséeparla sph̀ere.Commela sph̀eren’estpasinfiniment
rigide,on observeun certainnombrederésonancesduesà la propagationd’ondesdeRayleigh
à sasurface.Par conśequent,l’amplituderayonńeedépenddefaçon assezcomplexedu rapport
longueurd’ondesurrayondela sph̀ere.
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2.3.1 Expressionde l’onde diffusée

Ce probl̀emede diffusion du sonpar unesph̀ereélastiquea ét́e traité analytiquementpar
Gaunard& Überall [29]. On supposequela sph̀ereestplonǵeedansun liquide infini demasse
volumiqueρ1 danslequel la célérité du sonvaut c1. On émetuneondeplanede pulsationω
et devecteurd’ondek1. La sph̀ereestun solideélastiquedemassevolumiqueρ2, de rayona
danslequelpeuvent sepropagerdesondeslongitudinalesde célérité cL et de cisaillementcS

dontlesvecteursd’ondesontrespectivementkL et kS. Chaquetyped’ondevérifieuneéquation
d’ondedanssonmilieu. On effectueunedécompositionde la pressionenfonctionsdeBessel
sph́eriqueset on peutmontrerquel’amplitudedela pressiondiffuséeà l’extérieurdela sph̀ere
s’écrit

pdiff 	 r � θ 
%� p0eH iωt
∞

∑
nW 0

in 	 2n
�

1
 Pn 	 cosθ 
 bnh
� 1�
n 	 k1r 
X� (2.11)

où p0 estl’amplitudede l’onde planeincidente,Pn estle polynômede Legendred’ordre n, θ
estl’angle avec le vecteurd’ondeincidentet h1

n la fonction de Hankel sph́eriquede premìere
esp̀ece.bn estun coefficient fonctiondeρ1 � ρ2, n, ksa, kLa et k1a, dontl’expressionestfournie
dansla référence[29]. Ce termedécrit les résonancessuccessivesduesà la propagationdes
ondesdesurfacesurla sph̀ereet leur rayonnementdansle fluide.

Dansla limite du champlointain (pourla bille), l’expressionpréćedentepeutêtreréécrite

pdi f f 	 r � θ 
%� p0
af 	 θ 


2r
eik1r H iωt (2.12)

avec

f 	 θ 
;� 2
ik1a

∞

∑
nW 0

in 	 2n
�

1
 Pn 	 cosθ 
 bn � (2.13)

Cettefonction f appeĺeefonctionde forme,repŕesentel’amplituderelative de l’onde diffusée
par rapportà l’onde planeincidente.Elle fournit l’ évolution de l’amplitude avec la longueur
d’ondeetavecl’angle.

2.3.2 Application à notrecas

Dansnotrecas,lessph̀eressontenpolystyr̀enedemassevolumiqueρ2 � 1 � 056kg/m3. Les
céléritésdusondanscemat́eriausontcL � 2350m/setcS � 1120m/s[32]. Lesbilles utilisées
sontde diamètre1, 0.5 et 0.25 mm. Le fluide estde l’eau de massevolumique1.00 et dont
la célérité vaut1.479m/s à 25

�
C. On peutaveccesvaleursnumériquesestimerla fonctionde

formepourdiversesvaleursdea etω.

Réponsefr équentielle

La fonctiondeformeestfonctiondu rayonet de la fréquencevia le param̀etreuniquek1a.
La figure2.3présentel’ évolution de f enfonctiondek1a pourdeuxanglesd’incidenceθ � π
(rétrodiffusion)et θ � 3π � 4 qui correspondentauxdeuxsituationsenvisageablespratiquement
dansnosexpériences.Lesvaleursdek1a correspondantaux fréquenceset taillesdebilles uti-
liséesdansnosexpériencessontdonńeesdansla table2.2.La variationdela fonctiondeforme
estassezcomplexe,présentantunesuitedepicsassezlargessurlesquelssesuperposentd’autres



2.3. Diffusion du sonpar unebille 39

a f k1a
µm MHz
250 2.50 1.31
250 2.80 1.47
500 2.50 2.62
500 2.80 2.93
1000 2.50 5.23
1000 2.80 5.86

Tab. 2.2– Valeursdek1a pourlesparam̀etresdenosexpériences.
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Fig. 2.3 – Variationde la fonctiondeformeenfonctiondek1a pourdesanglesdeπ rad (trait
plein) et 3π � 4 rad (trait pointillé). Les étoilesmarquentles valeursde k1a utiliséesdansnos
expériences.

picstrèsfins.CommesignaĺeparHefner& Marston[34], la fonctiondeformeprenddesvaleurs
suṕerieures̀a 1. Ceciestdû aufait quela célérité du sondansle polystyr̀ene(cS) estinférieure
à celle de l’eau. On a donc un renforcementde la diffusion (surtouten rétrodiffusion) pour
k1a Y 1 � 3. On observe quepour lespetitesvaleursdek1a, f décrôıt fortementcommea2. Par
contre,quandk1a augmente,la fonctionde formegardedesvaleursoscillantautourde1. Par
conśequent,l’amplitudede l’onde diffuséevariecommea pour lesvaleursdek1a suṕerieures
à 1.3 et en a3 quandk1a tendvers0. Les billes de 250 µm à 2.5 ou 2.8 MHz correspondent
doncau voisinagedu premierpic de résonance.En réalit́e les amplitudesdu sonenregistrées
surlesdeuxvoiesestdumêmeordredegrandeur, semblantsignifierquelesbillesutiliséessont
lég̀erementplus grossesque250 µm (ce qui esttout à fait possiblecar le lot utilisé estpoly-
disperseautourd’un diamètremoyen de 250 µm) de telle sortequeles valeursde k1a soient
symétriquesparrapportaupic dela résonnance.
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Diagrammede rayonnement

Onatraćesurla figure2.4le diagrammederayonnementpourlesdifférentscouplestaille de
bille, fréquenced’émission.Cesdiagrammessont,de façon géńerale,multilobéset le nombre
delobescrôıt avecla taille de la bille (et doncaveck1a). On observe unediffusionimportante
à anglenul dansla directiondel’onde incidente.L’orientationdesautreslobesvariefortement
avec la valeur de k1a. On voit que la direction de 3π � 4 (135

�
) choisiedansla plupart des

expériencesn’estpasforcémentla directionoptimale.C’est la casdefaçon flagrantepour les
billes les plus petitespour lesquellesla directivité est prochedu quadrip̂ole. Néanmoinson
opèredanscettegéoḿetriepourd’autresraisonspratiques.

Il fautnoternéanmoinsquelesformulespréćedentesnesontvalablesquedansl’hypothèse
d’un fluide et d’une bille au repos.La présenced’un écoulementqui entrâıne la bille peut
modifier fortementles caract́eristiquesdu rayonnement.Du fait du mouvement,le son reçu
par la bille a unefréquencelég̀erementvariable.Celapeutcontrarierfortementlesrésonances
desondesdesurfaceet élargir lespics.Une éventuellerotationde la bille surelle-mêmepeut
égalementperturberlesdiagrammesderayonnementcar lesondesdesurfacen’aurontplus la
mêmecéléritéselonleursensdepropagatioǹa la surfacedela bille. Il nefautdoncvraisembla-
blementpasprendrèa la lettrelesprédictionspréćedentesqui constituentplutôt uneindication
desphénom̀enespouvantseproduirelors dela diffusiondusonparlesparticules.

2.4 Transducteurs

2.4.1 Lescontraintes

Dansnotrechoix destransducteurs(géoḿetrie, fréquencede travail...), nousdevonsfaire
faceàuncertainnombredecontraintesd’origine techniqueou expérimentale.

1. le décalageDopplerestproportionnelà la fréquenced’émission.Par ailleurs à fenêtre
de tempsfixée,il estplussimpled’estimerunefréquencéelevée.Par exemplepourune
analysedeFourier, on doit compteravec la relationd’incertitudeδt � δ f Y 1� 2 (où δt et
δ f sontlesordresdegrandeursdesincertitudessur le tempset la fréquencerespective-
ment).Si on sefixe δt alorsla résolutionenfréquenceestminorée.Pourδt B 10H 3 s on
obtientunerésolutionminimaledeδ f Y 500Hz. Pouruneincertituderelativede10%,il
faudraitunefréquencetypiquedeDopplerde5 kHz. Pour1 m/s,onobtiendraitalorsune
fréquenced’émissionde7.5MHz. De façongéńerale,il seradoncplusaiśepourextraire
le décalageDoppler, d’émettreàhautefréquence.

2. La taille dela zonedemesureestdétermińeeparl’intersectiondu faisceaud’émissionet
dufaisceauderéception.Or cesdeuxfaisceauxsontd’autantpluslargesquela taille a des
transducteursestfaible.En effet la largeurangulaireestproportionnelleaurapportde la
taille surla longueurd’ondeλ � a ∝ 1� f a. Il fautdoncdiminuerla taille destransducteurs
et/oudiminuerla fréquenced’émission.Un premiercompromissedessineentrequalit́e
dedémodulationet taille dela zonedemesure.

3. Unecontraintetechnologiqueapparâıt alors: il existeuneplagedetaille detransducteurs
inaccessiblepourdesquestionsderésonnancedescristauxpiézo-́electriques.En particu-
lier, la firme Vermonqui a fabriqúe les réseauxquenousutilisons,ne peutréaliserune
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Fig. 2.4 – Diagrammederayonnement(fonctiondeforme)pour lesdifférentesconfigurations
expérimentales.Le sonarrivedela gauchepourunanglede180

�
.
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taille pluspetiteque2 mm,oualorsnettementpluspetite.

4. Parailleurs,la puissanceacoustiquéemiseestproportionnellèala surfacedutransducteur
etdoncplusle transducteurestpetit,moinsonadesignal.Commele signaldiffuséparla
bille estlui-mêmefaiblecar la bille estpetite,on nepeutdiminuerexaǵeŕementla taille
destransducteurssansdét́eriorerdefaçon irrémédiablele rapportsignal/bruit.

5. Afin d’éviter lesprobl̀emesderésonnancesur la bille, il vautmieuxquela fréquencene
soit pastrop élevée(typiquementka B 2). Mais on a vu quelorsquela taille a dela bille
devientpetitedevantla longueurd’onde,l’amplitudediffuséeestalorsproportionnelleau
volumedela bille etdoncdiminuefortementquandonaccrôıt la fréquence.Celacontraint
la taille dela bille à fréquencefixéeou bienla fréquencèa taille donńee.

6. L’ écoulementturbulentprésenteun régimedit inertiel s’étendantentermed’échellespa-
tiale jusqu’̀adestaillesdel’ordre dequelquescentainesdemicrons(voir table2.1).Afin
delesrésoudre,il estsouhaitablequela taille dela bille soit aupluségaleà ceséchelles.

7. Il est nécessairede disposerde plusieurstransducteursen réceptionpour améliorer le
rapportsignal/bruitmaisaussipourréaliserdesantenneslinéairesdecapteursafind’avoir
acc̀esà la directiond’arrivéedu sonet doncà la positionet auvecteurd’ondeq.

Nousavonsdoncdû faireun choix réalisantun compromisraisonnableentrecesdifférents
points.

2.4.2 Lesdeux r éseauxde transducteurs
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Fig. 2.5 – Sch́emadesdeuxréseaux: les transducteursfont 2 mm decôté. A gauchel’espace
entrelestransducteursvaut0.5mm, il estutilisé à unefréquencede2.5MHz (λ=0.59mm), le
transducteurn

�
9 estinopérantsuiteà unemauvaiseutilisationaccidentelle; à droite, l’espace

entrelestransducteursvaut0.1mm et la fréquencedetravail est2.8MHz (λ=0.53mm).

Le choix d’une fréquenced’émissionde l’ordre de2.5 MHz pourdestransducteurscarŕes
de2 mm réalisececompromis:
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– le décalageDoppler pour une vitessede 1 m/s est de l’ordre de 3.3 kHz, donc une
fréquenceasseźelevéepouresṕererobtenirunebonnerésolution

– aveca � 2 mm,onobtientun faisceaudontl’amplitudedépenddel’angleθ suivantl’ex-
pressionsinc	 12kasin	 θ 
4
 . La largeurangulairedu faisceau(donńeepar le premierzéro
du sinuscardinal)correspond̀a un anglede17

�
. Le diamètredu faisceauaucentredela

cuveestalorsdel’ordre de11cm.Onexploredoncunezoneimportantedel’ écoulement
dontla taille fait plusieursfois la taille caract́eristiquedesgrandeśechelles.

– à cettefréquence,on a ka � 2 pour unetaille de bille de rayon200 µm. On peutdonc
esṕererobtenirun signalsuffisamment́elevé pour détecterdesbilles d’un diamètrede
l’ordre de250µm, inférieurd’un facteur2 à la longueurdeTaylor.

Onachoisideprendre9 transducteursdispośesencroix (2.5).Cecipermetdoncdedisposer
de deuxantenneslinéairesde 5 capteursdispośeesà angledroit. Par ailleursun transducteur
suppĺementaireestprévusurl’un desréseauxutilisableenémission.L’un desréseauxestplan
et lesélémentssontsépaŕesde0.5mm; le secondestmont́esurunecalottesph́eriquederayon
20 cmet la séparationentretransducteursvaut0.1mm.

2.5 Chaı̂ned’acquisition

2.5.1 Cahier descharges

Pourmesurerunecomposantedevitesse,nousdevonsdoncenregistrerdefaçon synchrone
les signauxissusde 9 transducteurs.La fréquencetypiquede cessignauxsesitueautourde
2.5MHz qui doit doncêtrela fréquencedetravail del’ électronique.La fréquenced’échantillon-
nagedoit donc être au moins égaleà 5.6 MHz (dansle casd’un échantillonnagedirect du
signal,afin derespecterle critèredeShannon).Par ailleurs,on observe enréceptionuneforte
composantèa la fréquenced’émissionqui aplusieursorigines:

– un couplagéemetteur/ŕecepteur, électromagńetiqueou acoustique(enparticulierdeson-
desde surface)qui peut être très fort si on utilise l’ émetteursitué sur le mêmeréseau
(typiquementdel’ordre du milli volt tandisquele signalestplutôt del’ordre duµV),

– les échossur les paroisfixesen particulier la réflexion directesur la paroi située face
au transducteur. Cet échoest fortementatt́enúe par la résinepolyuréthannemais reste
nettementplusfort quecelui dela bille.

Par conśequent,le signalacoustiqueutile estnoyé sousunecomposanteharmoniqued’ampli-
tude100à 1000fois plusélevée.Par ailleurs,pourpouvoir diminuerla taille dela bille, il faut
quele bruit de l’ électroniquesoit le plus faiblepossible.Celaimposeplusieursconditionssur
l’ électroniquequi doit posśederlescaract́eristiquessuivantes:

i. rapidit́e

ii. trèsfaiblebruit

iii. trèsfaiblenon-linéarit́e

Un appareilestparticulìerementadapt́e à cescontraintes: l’ échantillonneurVXI 10 MHz,
23 bits hpe1430AdeAgilent Technologies.Cependant,desconsid́erationsfinancìereslimitent
sérieusementle nombredetiroirs utilisables,il esthorsdequestiondedisposerde18 échantil-
lonneurs.Par conśequent,il estnécessairedepouvoir enregistrersimultańement9 signauxsur
un seulappareil.
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2.5.2 Principe
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Fig. 2.6– Sch́emadeprincipedela châıned’acquisition

Le principede la châıned’acquisitionestle multiplexagefréquentiel.Le signaldechacun
desrécepteursesthét́erodyńe dansunebandede fréquencedistincteet somḿe auxautres.Le
sch́emade principede la châıne d’acquisitionestprésent́e figure 2.6. Chaquevoie comporte
toutd’abordunpréamplificateur. Ensuitele signalestmultipliéparunehorlogeetfiltr épourne
garderquela bandefréquentielleutile. Les neuf voiessontalorssomḿeeset échantillonńees
par un tiroir hpe1430A.Celui-ci effectuealorsunedétectionhét́erodynenumériquedu signal
acoustique(autourdela fréquencecentraledela bandepassantecontenantles9 signauxacous-
tiques).On obtientainsiun signalcomplexe(analytique).Afin deconserver la synchronisation
dessignaux,il fautenregistrerégalementlessignauxdes9 horloges.

2.5.3 Réalisationpratique (encollaboration avecPascalMetz)

La miseen forme du signal

Un sch́emaplus détaillé d’unevoie estprésent́e figure2.7.Les circuits électroniquessont
détaillésenannexe. Le signald’horlogeestsynth́etiśe à partir d’un signalderéférenceTTL à
40 MHz fourni parun géńerateurdefonctionhpe1445A.Dansun premiertemps,la fréquence
de ce signalestdiviséepar deux,à 20 MHz puis par un entierprenantdesvaleursdistinctes
entre29 et 37 selon les voies. Ce signal TTL est alors filtr é passe-baspour ne garderque
la composanteharmoniquefondamentale.On obtientalorsun signald’horlogesinusöıdal de
fréquenceconnueet stable.
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Fig. 2.7– Sch́emad’unevoie

La préamplificationestréaliśeeparunamplificateuropérationnelrapideetultra-faiblebruit.
Il s’agit de l’ étapelimitanteen termedebruit électronique.C’est le bruit en tension(1.05nV/O Hz) à l’entréedupréamplificateurqui fixe le niveaudebruit ensortie.Il estnécessaired’am-
plifier fortementle signald’entŕee(ici d’un facteur100) car le circuit multiplieur analogique
4 quadrantsqui vient ensuitedansla châıne a un niveaude bruit asseźelevé (50 nV/ O Hz).
Les circuits multiplieursà quatrequadrantssontassezrareset d’autantplus s’ils doivent être
rapides.De plus, ils ont un niveaude bruit plus élevé que les AO par exemple.La sortiede
l’ étagedemultiplicationestensuitefiltr éeparuncircuit résonnantqui amplifiedansunebande
passantedelargeur20kHz.Celle-ciestcentŕeedefaçonàamplifierla composantedefréquence
correspondant̀a la différencedesfréquencesdel’horlogeetdu signal.

Performancesdu circuit sansémissionultrasonore

La figure2.8présentele spectredusignaldesortiedechaquevoie isoléelorsqu’onbranche
uncourt-circuit50 Ω à l’entrée(impédancedumêmeordredegrandeurquecelledestransduc-
teurs).On voit nettementla réponsedu circuit résonnantqui amplifie le niveaudebruit dû au
préamplificateur. Le niveaudebaseest-160dB.Le circuit résonnantamplifiedoncd’un facteur
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hè
se

de
do

ct
or

at
,E

N
S

Ly
on

,F
ra

nc
e(

20
01

)

Fig. 2.8– Spectredusignaldesortiedechaquevoie isolée.

10(20dB) àsafréquencederésonnance.Le but ducircuit résonnantestd’amplifier le signalde
façon à cequ’il soit suṕerieurauniveaudebruit de la sommedes9 voies.En effet, lorsqu’on
sommeles9 voies,onadditionnelessignauxmaisaussile bruit. Parconśequent,spectralement
parlant,le niveaude bruit augmentede 10 dB environ (on somme9 bruits indépendants; la
variancerésultanteestdoncmultipliéepar O 9 � 3).Parcontredanschaquebandedefréquence
le signaln’augmentepas.Sansle circuit résonnant,le rapportsignal/bruitsedégraderaitd’un
facteur3. Grâceà l’inclusion de ce circuit on emp̂echecettedégradationet on gardesensi-
blementle mêmerapportsignal/bruitdanschaquebandedefréquence.Lespicsquel’on peut
observer sontdesharmoniquesdessignauxd’horloge.Il sontdonctrèsfin et à desfréquences
biendéfinies.On peutdoncaiśementlesfiltrer numériquementavant l’ étapede traitementdu
signal.

Performancesavecémissionsansrotation

La figure 2.9 montrele spectredu signal de sortie du sommateur. Celui-ci est constitúe
simplementd’un pont de résistances.On voit quegrâceaux circuits résonnants,le signalest
toujourssuṕerieurauniveaudebruit. Celasignifie quel’on pourraitéventuellementaugmen-
ter le nombredevoiesderéceptionsansdégradersignificativementle rapportsignal/bruitdans
chaquebandepassante.On observe de nombreuxpics suppĺementaires.Leur fréquencecor-
respondexactement̀a la fréquenced’émissiondécaĺeedansla bandepassantedesdifférentes
cartes.Cespicssontdûsauxdifférentscouplagesqui ont lieu dansla cuve: couplagéelectroma-
gnétiqueouacoustique(réflexionssurlesparois,transmissionparla structuredela cuve,ondes
desurface).Lesplus intensesdecespicscorrespondent̀a uneoscillationd’amplitude0.6 mV.
La valeurquadratiquemoyennedu bruit dansunebandepassantede 26 kHz (largeurutilisée
dansl’expérienceman290501largementdécritedanslesdernierschapitresdecetouvrage)vaut
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Fig. 2.9 – Spectredu signalde sortiedu sommateur. On émetà 2.8 MHz par un autreréseau
situésurunhublotà45e . Lescroix marquentlespicscorrespondants̀a la fréquenced’émission
décaĺeedansla bandepassantedechacunedesvoies.Lesdisquesnetournentpas,le fluide est
aurepos.

14 µV, soit 40 fois moins.

Performancesavecémissionet rotation sansbilles

On a présent́e sur la figure 2.10 le spectrede la sortiedu sommateur, dansle casoù les
disquestournentmaissansavoir introduit de billes dansla cuve. On voit deuxeffets dusà la
turbulence.Le premierest l’ élargissementdu pic dont la largeur vaut 800 Hz à sa base.Le
secondestl’augmentationdu bruit de fond qui estplat lorsqueles disquesne tournentpaset
qui auneformeenclochelorsqu’ils tournent.Le niveauaaugment́ede6 dB aumaximumet la
largeurdela clochevaut15kHz (dansle casprésent́e).

Le premiereffet d’élargissementestdû à l’effet Dopplersur la réflexion directecontreles
paroisfixes à l’int érieurde la cuve. On a vu dansla partie2.1 que les réflexions sur les pa-
rois immobilesne créentpar de décalageDopplernotable.On en a ici la preuve. En effet la
contribution principaledesréflexions estdueà la réflexion directedu sonsur la paroi en vis
à vis de l’ émetteurversle récepteur(qui estsitué soit sur le mêmeréseau,soit surun second
réseaudansun hublot à 45e ) qui peutêtreatteintdirectementparcet échodirect.Celui-ci de-
meureassezimportantmalgŕe la résinepolyuréthannecar la surfaceilluminéeesttrèsgrande.
Lescontributionsduesauxréflexionssurlesdisquessonttrèsfaibles.Eneffet, lesréseauxsont
dansun hublotdontla profondeurestdel’ordre de8 cm.Celalimite la largeurdu faisceau(en
plus desalargeurnaturelle)et emp̂echel’illumination directedesdisques.Par conśequent,le
sonqui lesatteinta déjà subiuneréflexion. De la mêmefaçon, le sondoit subiruneréflexion
suppĺementaireavantderevenirversle récepteur. Onadoncaumoinstroisréflexionsfortement
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Fig. 2.10– Spectredu signaldesortiedu sommateur. On émetà 2.8 MHz parun autreréseau
situésurunhublotà45e . Lescroix marquentlespicscorrespondants̀a la fréquenced’émission
décaĺeedansla bandepassantedechacunedesvoies.Lesdisquestournentà 8 Hz, on n’a pas
mis debille dansla cuve.En haut: les9 voies.En bas,détail du pic correspondant̀a la voie 1;
enpointillé le spectreobtenusanstourner.
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att́enúees.Le signalqui revient mêmes’il a descomposantesspectralesfortementdécaĺeespar
effet Dopplern’est pasvisible ici. La présencede disques̀a palesdansl’exempleprésent́e ne
sefait pasressentirsur le signalcaron n’observe pasdepicscorrespondant̀a la fréquencede
rotationdesmoteurs.

L’ élargissementdupic centraldû à l’ écoulementesthandicapantpourl’extractiondescom-
posantesspectralesduesaupassagedesbilles.On élimineceprobl̀emeparfiltragenumérique
réjecteurdebandedelargeur600Hz (dansle casdel’expérienceman290501)– filtre deBut-
terworth d’ordre 5. Cela revient à supprimerles vitessesinférieuresà 0.085m/s (en valeur
absolue).Onauradonctoujoursuneannulationdusignallorsquela vitessedela bille deviendra
faible.On noteraquedansle casde l’expérienceman290501,la vitessequadratiquemoyenne
vaut1 m/s environ. On n’a doncéliminé qu’un faible partiedu signal.Si l’on supposequela
densit́e de probabilit́e de la vitesseestgaussienne,la probabilit́e demesurerde tellesvitesses
vaut0.07.Onadoncperturb́e7%dusignal.Néanmoinsonverraquel’algorithmedetraitement
du signalestconçu pouraffrontercegenredesituation.Il nedécrocherapassi la bille nereste
pastrop longtempsdansla zonedefaiblevitesse.Si la vitessetraversefranchementcettezone,
on peutmêmeesṕererquel’algorithme reconstruisele signal.On verraquedansle casoù la
vitessedela bille restenulleassezlongtemps,l’algorithme(s’il nedécrochepas)vadonnerune
valeurdela vitessenonnulle et del’ordre dela vitesseà la limite dela coupurejusqu’̀aceque
le signalréaugmente.On vadoncperturberlég̀erementla statistiquedevitesse.

L’origine du secondeffet d’augmentationdu bruit defond estmoinsclaire.La vitessecor-
respondant̀a la largeurà -3 dB dela clocheestdel’ordre de1 m/s.C’estl’ordre degrandeurde
la variancedela vitessedanscesconditions.On peutdoncpenserquec’est la diffusiondu son
parl’ écoulementqui apparâıt danscesconditions.Ceteffet apparâıt uniquementsousla forme
d’une augmentationdu bruit de fond. On n’observe pasde composantesspectraleslocaliśees
dansle plantemps-fŕequencetantquel’on n’a pasintroduit lesparticules.

Performancesdanslesconditions expérimentales
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Fig. 2.11– Spectredu signalissudu sommateur. Danscecaslesdisquestournentà 7 Hz. On a
mis environ 6 billes dansla cuve.
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La figure 2.11 repŕesentele spectredu signalacoustiqueissude la sortie du sommateur
dansle casoù les disquestournentà 7 Hz et la cuve contientenviron 6 billes. Le signalest
extrait de l’expérienceman290501.Le niveaude bruit en dehorsde la bandeutile n’a pas
varié. On distinguemaintenantdansla bandepassantecorrespondant̀a chacunedesvoies,des
composantesspectralessuppĺementairesduesau passagedesbilles dansla zonede mesure.
Lesspectressonttrèssemblablesdanschaquebandedefréquencecar ils résultentdesmêmes
événements.

Sur la figureprésent́ee,le décalageDopplervaut jusqu’̀a 7 kHz cequi correspond̀a 2 m/s.
Onnoteraquel’on amesuŕedesvitessesallantjusqu’̀aplusde5 m/s.Le Dopplercorrespondant
vaut17kHz. Onadoncrecouvrementdesbandespassantesdesdifférentesvoies.Tantquel’on
ne chercheà mesurerla vitesseque d’une seulebille, cela n’est pasprobĺematiquecar les
composantesspectralessonttoutesdécaĺeesdansle mêmesenset doncellesne serecoupent
jamaisentreelles.On noteraquele niveaudu signalintéressantn’est guèreplus élevé quele
niveaudebruit qui sesitueà -145dB.
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On adoncconçu un syst̀emed’acquisitionqui permetd’enregistrerlessignauxdiffuséspar
desparticulesdediamètreaussipetit que250µm. On disposededeuxsyst̀emesd’acquisition
qui vont nouspermettrede mesurersimultańementdeuxcomposantesde la vitesseet d’avoir
acc̀es à une estimationde la position de la particulepar l’utilisation de réseauxde 9 trans-
ducteursen réception.En cequi concernela techniquedemesure,il resteà décrireuneétape
cruciale: l’extractionde la modulationdefréquencedueà l’effet Doppler. Ceci fait l’objet du
chapitre4. Auparavantseposeunequestionfondamentaleconcernantla mesureelle-même.On
marquelesparticulesdefluidepardesbillessolidespourpouvoir fairela détection.Dansquelle
mesuredesparticulessolidessuivent-ellesles mouvementsdu fluide? Peut-onles consid́erer
commedestraceurs?
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Chapitr e3

Forceshydrodynamiquessur unebille

Touteslesméthodesdemesureslagrangiennes(dumoinslesplusrécentes)ainsiquelesme-
suresdetype”ParticleImageVelocimetry”(PIV), utilisentdesparticulessolidespourmarquer
desparticulesdefluide.Lorsquela taille dela bille devient trèspetitedevanttoutesleséchelles
spatialesintervenantdansl’ écoulementet quesadensit́e estégaleà cellede l’eau alors,intui-
tivement,on s’attendà ce quela bille ait le mêmecomportementqu’uneparticulede fluide.
Néanmoins,il s’avèredifficile dequantifiercetteintuition. Enparticulier, pourunetaille et une
densit́e donńeesdela bille peut-ondéfinir un tempscaract́eristiquederéponsedela bille ? Ce
probl̀emene se réduit passimplementà notre méthode,il concerneune vasteclassede do-
mainesli ésàdesécoulementspolyphasiquescommela sédimentation,la combustion,l’ érosion
pardesparticulesetc.Quelleestla réponsed’uneparticulesolideà un brusquechangementde
l’ écoulement? Lesapprochesanalytiquesselimitent à desnombresdeReynoldsrelativement
basmaispermettentdesaisirla physiquedeceprobl̀emefort délicat.

La questionseformuleselonlestermessuivants: on sedonneun fluide vérifiant leséqua-
tionsdeNavier-Stokeset uneparticulesolideimposantdesconditionsaux limites rigidesà sa
surface.Peut-onformaliserl’action de l’ écoulementsur la bille ? La bille introduit uneper-
turbationdansle milieu pour plusieursraisons.Tout d’abord,elle a unedensit́e pouvant être
différentede celle du fluide. Cela crée une force d’Archimèdemais intervient égalementau
niveaudesoninertiequi seradifférentedecelledu fluide. Par ailleurs,elle imposedescondi-
tionsaux limites solideset doncelle estsoumisèa desforcesdefrottementsvisqueuxdu type
forcesde trâınée.Mais à causede cesconditionsaux limites, elle modifie l’ écoulementen
créantun sillage.Cetteperturbationelle-mêmeestsusceptiblede réagirsur le mouvementde
la bille. Oncherchèaexprimerla résultantedesforceshydrodynamiquessubiesparunesph̀ere
solideplonǵeedansun fluide sousla forme d’une fonction dépendantdescaract́eristiquesde
l’ écoulementnonperturb́e.

3.1 Formalisation de l’interaction fluide/particule

On définit unnombredeReynoldsbaśesurla taille dela bille :

Re f 2rU
ν g (3.1)

où r estle rayondela bille, U un ordredegrandeurde la vitessedeglissementde la bille par
rapportaufluideetν la viscosit́edufluide.Dansla limite Re h 0, uneapprocheanalytiquepeut
êtremeńeesousformedecalculsperturbatifs.
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3.1.1 Prédictionsdansla limite Re i 0

Le travail de référencesur le sujeta ét́e publié par Maxey & Riley [49]. Ils consid̀erent
uneparticulesph́eriquedansun écoulementdeStokes.En calculantla perturbationinduitesur
l’ écoulementparla présencedela bille, ils arriventà l’ équationsuivante:

mp
dvp

dt
f�j mp k mf l g m mf

Du
Dt

m 6πrµf j u k vp l m 1
2

mf
d j u k vp l

dtm 6r2 j πµf ρ f l 1
2 n t

0

d o u p vp q
dτj t k τ l 1

2

dτ (3.2)

à l’ordre le plusbasenr. u estla vitessedel’ écoulementnonperturb́e,ρ f etµf respectivement
la massevolumiqueet la viscosit́e dynamiquedu fluide. vp est la vitessede la bille, mp sa
masseet mf la massede fluide déplaće par la sph̀ere solide.dvp r dt est l’accélérationde la
particule,Du r Dt s=j ∂t m u t∇ l u estl’accélérationlagrangiennede l’ écoulementnonperturb́e,
à la positiondela bille. Cetteexpressionestétabliepourun écoulementnonuniformedansla
limite Reh 0 avecρ f rW0 r µf u 1,ρ f r2U r j µf L lGu 1 etr r L u 1 (U estunordredegrandeurde
la vitessedufluide,W0 unordredegrandeurdeu k vp etL estuneéchellespatialedifférentielle
caract́eristiquede l’ écoulementnon-perturb́e. On retrouve pouru f 0 les résultatshistoriques
deBasset(1888),Boussinesq(1903)et Oseen(1927).

L’ équation3.2 estécritesousuneformequel’on pourraitqualifierdecanonique,séparant
lesdifférentesactionsdu fluide :

– le premiertermedu membrede droite estsimplementla force d’Archimède.Il estdû
uniquement̀a la différencededensit́eentrele fluideet le solide.

– Le secondest l’accélérationde la particulede fluide qui se trouverait à la placede la
sph̀eredansl’ écoulementnonperturb́e.Cetermenefait pasintervenir lescaract́eristiques
dela bille.

– Le troisièmetermeestla forcedetrâınéedeStokes.
– Le termesuivantestappeĺe classiquementen mécaniquedesmilieux continusla masse

ajout́ee. C’est un termed’origine inertielle. Il estdû à la résistancequ’opposele fluide
environnantla sph̀ereàunchangementd’acćelération.

– Le derniertermeestle plus intéressantet le plus probĺematiquèa la fois. Il estqualifié
usuellementde forced’histoire ou forcedemémoire. Il a uneorigineà la fois visqueuse
et inertielleet impliquel’ensembledel’histoire dela particulejusqu’̀al’instant t. Il prend
la forme d’un produit de convolution de l’accélérationdu glissementpar un noyaux en
1r-v t, c’estàdireunemémoiretrèslongue.Cetermeestissudel’interactionentrela bille
et le sillagequ’elle créelors de sonmouvement.On obtientunedécroissanceenracine
carŕeedutempscaronneprendencomptedanscescalculsquedesphénom̀enesdiffusifs
sansconsid́ererlestermesnon-linéaires(Re h 0). A nombredeReynoldsplusélevé,on
s’attendà cequedescomportementsadvectifssemettentenmarcheetmodifientla force
d’histoire du moinsaux tempslongs,car le phénom̀enediffusif resteraprésentdansla
couchelimite.

Dansl’ équation3.2 ne sontpasprésent́esles termescorrectifsdûs à la non-uniformit́e de
l’ écoulementqui interviennentdanslestrois dernierstermes.On neconsid́ererapascetaspect
dansla suite de ce chapitre.Dansla limite desnombresde Reynolds très petits,on a donc
réussìaexprimerlesforceshydrodynamiques̀apartirduchampdevitessedel’ écoulementnon
perturb́e.
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3.1.2 Extensionau casRe w 1

L’extensiondu résultatpréćedentaucasdesnombresdeReynoldsfinis maisencorepetits
s’avèreassezdifficile. Il a ét́emeńeenparticulierparLovalenti& Brady([46, 47]). Il s’agit de
prendreencomptelespremierseffetsconvectifs li ésà la valeurfinie du nombredeReynolds.
Lesauteursselimitent aucasd’un écoulementuniformeet effectuentdescalculsperturbatifs.
Leurshypoth̀esesconduisent̀amodifierl’expressiondela forcedetrâınéequi s’écritalorssous
la formepréditeparOseen

Ftrainee f k 6πrµf j u k vp lNx 1 m 3
8

Rey (3.3)

Parcontre,la forced’histoires’écrit defaçonbeaucouppluscomplexequel’expressionfournie
par le calculdeMaxey & Riley. En particulier, on nepeutplus réduiresonexpressionsousla
formed’un produitdeconvolution.

3.1.3 Équation empirique

Lesdifférentsrésultatsanalytiquesmaiségalementnumériquesont conduità uneformule
empiriquepour les forceshydrodynamiques: la pousśeed’Archimèdeet le termehydrodyna-
miqueclassiqued’acćelérationlagrangiennenesontpasmodifiés.Le termedetrâınéestatique
estmodifié pourprendreencomptelescorrectionsnon-linéairesduesaunombredeReynolds.
Cependantcescorrectionsne sontpasexprimablesde façon analytiqueet on doit faire appel
aux valeursempiriquesobtenuesen soufflerie pour le coefficient de trâınée.Ce termeprend
doncla formesuivante:

Ftrainee f 1
2

πr2 zz u k vp
zz j u k vp l cD j Rel g (3.4)

aveccD le coefficientdetrâınéeempiriqueet Rele nombredeReynoldsinstantańe.
Le termede masseajout́ee a fait l’objet d’âpresdiscussionssur sa forme ([4, 72, 16]).

Finalement,lesauteurss’accordentsurla formesuivante:

FMA f 1
2

mf x Du
Dt k dvp

dt
y t (3.5)

Ce termefait doncintervenir la différenceentrel’accélérationlagrangienne,c’est à dire de la
particuledefluideenabsencedesolide,et l’accélérationdela bille. Onvoit quecetteexpression
donnetoutsonsensautermemasseajout́eecaril peutseréécriresimplementenajoutant12mf à
la fois à la massed’inertiedela bille et à la massed’inertiedela particuledefluide.La particule
solidesedéplacedoncavecuneinertiesuppĺementairedueà la présencedufluideautourd’elle.

Le termed’histoire estprésentbiensûr maissonexpressionesttotalementinconnuepour
Re { 1.Nombred’auteursonttent́ederetrouvernumériquementuneformulationsousformede
produitdeconvolutionayantla dépendanceen1r-v t auxtempscourtspuisuneautredépendan-
ceen t maisaussienRej t l maissansgrandsucc̀es([50, 41]). Lesdifférentsauteurssebasent
donc,à faibleResuruneéquationdela formesuivante:j mp m 1

2
mf l dvp

dt
f|j mp k mf l g m 3

2
mf

Du
Dtm 1

2
πr2ρ f

zz u k vp
zz j u k vp l cD j Rel m Fhistoire t (3.6)
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Lesexpériencessurcedomainesontextrêmementrareset selimitent essentiellement̀a la
mesuredu coefficient de trâınée.Par contreon trouve un nombreconśequentde références
relatantdessimulationsnumériques.L’expressiondu termedemasseajout́eea ét́e validéepar
les simulationsnumériquesChang& Maxey [16] pour une sph̀ere fixe dansun écoulement
acćeléŕe. Shridhar& Katz [82] ont effectúe desmesuresde vitessesur desbulles d’air dans
l’eau. Les mesuressonten accordavec les expressionsde la trâınéeet de la masseajout́ee.
L’ étudedu termed’histoireestnettementplusdélicate.De nombreuseśetudesnumériques̀a la
recherched’un noyau de convolution donnentun comportementaux tempscourtscompatible
avecun noyauen1r v t([43, 16,41]) et enaccordavecLovalenti& BradyauxpetitsRe. Mais
le comportementaux tempslongsestnettementmoinsclair entreautrespour desprobl̀emes
derésolution.Lawrence& Mei [43] trouventun comportementintermédiaireendécroissance
exponentielledeplusieursordresdegrandeurssuivi par un comportementsous-dominantaux
tempsextrêmementlongsen 1r t2. De plus cesétudesselimitent au casd’un sautinstantańe
dansla vitessede glissementde la sph̀ereet d’un écoulementuniforme.Expérimentalement
cesprobl̀emesn’ont pasét́e tranch́esmais il est clair que dansla limite de la précisiondes
mesures,les particulesen chutelibre dansun fluide au reposatteignentunevitesselimite en
un tempsfini. On noteraquenousn’avonspasmentionńe la présenced’éventuellesforcesde
lift. Ce probl̀emeest encoreplus délicat à appŕehenderet fait l’objet d’une vastelitt érature
([3, 4, 18, 20,44,74,82,88]) qui neparvientpasàdégagerdeconsensus.

3.2 Expériences

Lesexpériencesquenousavonsmeńeespourapporternotrepierreà l’ édificesefocalisent
sur la chutelibre d’une particuleinitialementimmobile dansun fluide au repos[58]. La bille
subit doncunemarched’acćelérationet le moteurdu mouvementest la gravité. L’action de
l’extérieurest donc d’appliquerune force constantevia la pousśeed’Archimède.Le régime
transitoireet la vitesselimite sontdoncentìerementdûs à l’action du fluide. Cesexpériences
tententde mettreen évidencela présenceou non d’un tempscaract́eristiqued’atteintede la
vitesselimite. Incidemment,elles permettrontégalementde testerla méthodeacoustiquede
mesuredevitesse.

3.2.1 Dispositif expérimental

L’expérienceest réaliśeedansunecuve de taille 1.1 m } 0.75 m et de profondeur0.65 m
remplied’eauaurepos.Onutilisedesbillesenverre,acieroucarburedetungst̀enededifférents
diamètres(table3.1)

La bille esttenuepardespincescinqcentim̀etressousla facedutransducteur. Elle estlâch́ee
à tempst f 0 sansvitesseinitiale et satrajectoirefait environ 50 cm delong.L’acquisitionest
démarŕeeunpeuavantle lâcherdela bille defaçon àobtenirle début dumouvement.

L’ écoulementnon-perturb́eestsimplementunliquideenéquilibrehydrostatique.Lescondi-
tions initiales sontsymétriquespar rapportà un axe vertical passantpar le centrede la bille.
PourdesnombresdeReynoldsfaibles(inférieursà200),l’ écoulementautourdela sph̀erereste
axisyḿetriqueet on s’attendà ce que la bille ne tournepas.On a observ́e que la chutedes
différentesbilles resteverticaleet on négligedonctout effet de rotation.Le nombrede Rey-
noldsprenddesvaleursentre40 et 7700qui sontdesvaleursrelativementélevéespourl’ étude
deceprobl̀eme.La vitesselimite desbillesvarieselonlesexpériencesentre0.07et 1.16m/s.
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N e 2r ρp Vl σVl

σVl
Vl

Re τ95

mm kgm p 3 msp 1 mmsp 1 % ms
1 0.5 v 2560 0.0741 0.4 0.6 41 55
2 1.5 v 2560 0.218 0.9 0.4 360 142
3 2 v 2480 0.271 1 0.5 600 197
4 0.8 a 7710 0.316 3 0.9 280 108
5 1 a 7850 0.383 2 0.5 430 132
6 2 a 7670 0.636 1 0.2 1400 197
7 3 a 7800 0.813 4 0.5 2700 225
8 4 a 7700 0.973 4 0.4 4300 292
9 6 a 7750 1.158 5 0.4 7700 315
10 1 t 14800 0.590 2 0.3 660 148

Tab. 3.1– Caract́eristiquesdessph̀eressolideset desdifférentesexpériences.La troisièmeco-
lonneindiquele mat́eriau: v verre,aacieret t pourcarburedetungst̀ene.Vl estla vitesselimite
et σVl la variancecorrespondante.ρp estla massevolumiquedela bille.

On utilise deux transducteursvoisinsdécrits préćedemmentet distantsde 100 µm. Nous
noussommesdoncplaćedansunegéoḿetriederétrodiffusionet le décalageDopplers’exprime
simplement:

∆ω f q ~ vp t (3.7)

Le signal reçu est directement́echantillonńe par un appareilhpe1430Aà une fréquencede
10 MHz et hét́erodyńe numériquement̀a la fréquenced’émissionpuis décimé. La fréquence
d’émissionest2.5ou 3.5MHz selonlesexpériences.

3.2.2 Traitement du signal

La naturedessignauxenregistrés danscesexpériencesest sensiblementdifférentedans
sastructureet sestempscaract́eristiquesdessignauxturbulentsattenduspour notreméthode
de mesurelagrangienne.Par conśequent,nousutilisonsuneméthodede traitementdu signal
autrequecelledécritedansle chapitre4. Pourceprobl̀eme,l’utilisation du spectrogrammeet
de saversionréalloúee ([2, 40]) se révèle particulìerementadapt́ee.Commeindiqué dansle
chapitrepréćedent,on observe uneforte composanteautourla fréquenced’émissionrameńee
à la fréquencenulle apr̀esl’h ét́erodynage(correspondantauxéchosdesparoisdela cuve et de
la surfacedel’eauqui nepeutêtremaintenueparfaitementhorizontale).Elle estsuppriḿeepar
filtrage passe-hautnumériqued’ordre 5, de fréquencede coupure25 Hz, ce qui correspond̀a
unevitessede 0.005m/s en émettantà 3.5 MHz. Par conśequent,on perd les touspremiers
instantsdela chutecequi estgênantsurtoutpourlesvitesseslimites lesplusfaibles.Onnepeut
évitercedésagŕementqui estdû à la naturedela mesure.

Un exemplede spectrogrammeest montŕe figure 3.1adansle casd’une bille d’acier de
diamètre0.8 mm. Cettetechniquemet en évidencel’ évolution de la vitessede la bille mais
avec unerésolutionfaible. La versionréalloúeedu spectrogrammeestprésent́eefigure 3.1b.
Le principeconsistèa réallouerl’ énergie dusignaldansle plantemps-fŕequence.On consid̀ere
le voisinaged’un point dansle plan temps-fŕequence.On affectel’ énergie decevoisinageau
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hè
se

de
do

ct
or

at
,E

N
S

Ly
on

,F
ra

nc
e(

20
01

)

Fig. 3.1 – (a) Spectrogrammedu sonrétrodiffusé pour unebille d’acier de diamètre0.8 mm
et une fréquenced’émissionde 3.5 MHz. (b) Spectrogrammeréalloúe. Danschaqueimage,
l’inclusion montreunesectionnormaliśeedu spectrogrammepourt f 0 t 246s.
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barycentrede l’ énergie decevoisinage.On peutmontrerquecetteméthodeestoptimaledans
le casde modulationslinéairesde fréquence[2] . Dansnotre cas,commeles constantesde
tempssontrelativementfaibles,on peuttout à fait approximerlocalementla trajectoiredansle
plantemps/fŕequenceparunedroiteet la méthodeserévèleefficace.On voit sur la figure3.1b
quel’ énergie estréalloúeesur un pixel de l’image. Dèslors il estsimpled’extraire la modu-
lation de fréquencede l’image en prenantsimplementle maximumd’amplitudepour chaque
instantt. Pourestimerla sensibilit́edecetteméthode,on l’appliqueà dessignauxsynth́etiques
mod́elisantla dynamiquede la bille. On simule la chutede la bille et on construitun signal
acoustiquesynth́etiquemoduĺe en fréquence.On ajoutealorsun bruit synth́etiquesimilaire à
ceuxobserv́esdanslesexpériences(bruit blancgaussienplusunbruit en1/ f àbassefréquence,
le tout filtr é à 25 Hz commelessignauxexpérimentaux).Le rapportsignal/bruitestfixé égalà
celui desexpérienceset lesautresparam̀etressontidentiques.On observe quela résolutionde
la mesure(enunitésrms) estalorsdel’ordre d’un demipixel del’image temps/fŕequence.Ceci
correspond̀a 0 t 3% surla vitessedela bille et unerésolutiontemporelledel’ordre de1 ms.On
noteraquela résolutionsedégradeaux touspremiersinstantsde la chute(ie pour t � 5 mset
vp � 0 t 02m/s)à causedela natureintégraledela mesure.

On peutégalementestimerl’erreurdemesureexpérimentalededeuxfaçons:
– la fluctuationdudécalageDopplerlorsquela bille aatteintsavitesselimite
– la dispersiondesvitesseslimitesmesuŕeespour10 chutesdela mêmebille.

On trouve alorsuneerreurrms de la vitesselimite de l’ordre de 0 t 5% (table3.1) compatible
avecla valeurtrouvéepourlessignauxsynth́etiques.

3.2.3 Chute d’une bille dansun fluide au repos

Afin decomparerle résultatdenosmesuresaveclesmod̀elesprésent́esdansle §3.1.3,nous
avonseffectúe unesimulationdel’ équationempiriquedansle casd’un fluideaurepos:j mp m 1

2
mf l dvp

dt
f�j mp k mf l g k 1

2
πr2ρ f

zz vp
zz vpcD j Rel m Fhistoire t

Nousavonsconsid́eŕedeuxcas:
– le cassansmémoiredanslequelonneprendpasencomptedetermed’histoire
– la casdeStokesdanslequelonconsid̀erela formeobtenuedansla limite Re h 0 avecun

noyauen1r-v t.
Nousavonsutilisé lesméthodesdeRunge-Kuttad’ordre4 entempset lesformulesdeNewton-
Cotespourle termed’histoire.

La figure 3.2 présenteunemesurede vitessepour unebille d’acierde 1 mm de diamètre,
moyenńeesur10 chutes.Elle présentedescaract́eristiquescommunes̀a touteslesmesures.La
vitessede la bille a uneévolution monotoneà partir de la vitessenulle et atteintunevitesse
limite.

Traı̂née

Onmesurela vitesselimite pourchaquetyped’expérienceetonmoyenneàchaquefois sur
10réalisations(table3.1).Lorsquela bille aatteintsavitesselimite, alorsla forced’histoireest
nulle; on a équilibreentretrâınéeet gravité. Celapermetd’extraire la valeurdu coefficient de



60 Chapitr e3. Forceshydrodynamiquessur unebille

0 100 200 300 400 500 600
0

0.1

0.2

0.3

0.4

temps ( ms )

v p (
 m

s-1
 )

0 10 20 30 40 50 60
0

0.1

0.2

0.3

N
.M

or
da

nt
,T

hè
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Fig.3.2– Vitessed’unebille enacierde1 mmdediamètre(trait plein)compaŕeeà la simulation
numériquesansmémoire(pointillé)etavecmémoiredeStokes(trait mixte). l’inclusion montre
unagrandissementprèsdudébut dumouvement.Re f 430pourla vitesselimite. Onamoyenńe
10 réalisations.

trâınéecD j Rel :

cD f 8rg j d k 1l
3V2

l

t (3.8)

Pour le calcul du nombrede Reynolds,on a utilisé la valeurde la viscosit́e de l’eau à 25e C,
ν f 0 t 8910p 6 m2sp 1 [93] (confirméeparunemesureavecunviscosim̀etredeHubbelhode).Le
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Fig. 3.3 – Courbeempirique(trait plein) du coefficient de trâınée[73] en fonctiondu nombre
deReynolds,etnosmesures(o).
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résultatesttraće figure3.3aveclesvaleursempiriquesstandards.Lesrésultatssontenbonac-
cord.Si celaestattendùa faiblenombredeReynoldsd’apr̀eslescalculsanalytiques,cerésultat
n’estpassi évidentcarlesdeuxmesuresont ét́eeffectúeesdansdesconditionstrèsdifférentes.
La mesurestandardesteffectúeedansdesconditionsoù la sph̀ereestfixe et l’ écoulementin-
cidentestuniforme.La forme qui agit sur la sph̀erepeutalorsprendren’importe quelleva-
leur impośeeparlesconditionsauxlimites.On observe alorsuneséried’instabilitésdu sillage
[62, 75, 36] aboutissant̀a la géńerationet l’advectionde vortex dansle sillageet donc à un
sillagenon-stationnaireet à unetrâınéepouvantprésenterdesoscillations.Dèslors, à nombre
de Reynolds comparable,il n’est pasévidentque la bille puisseatteindreune vitesselimite
constantecardansnotremesure,toutefluctuationde la trâınéea uneconśequencedirectesur
l’accélérationdela bille.

Onnoteraquel’existencedela fonctioncD j Rel induit uneéquationimplicite pourlenombre
deReynoldsenfonctiondesparam̀etresdel’expérience:

Re2cD j Rel f 32r3 j d k 1l g
3ν2 t (3.9)

Cecisignifiequel’on nepeutfixer indépendammentRe, r et d. En pratique,on nemâıtrisepas
le choix du nombredeReynoldsqui estimpośe par lesvaleursdu diamètreet de la densit́e de
la bille.

Effet de mémoire

Pourestimerl’importancede l’influence du sillagede la bille sur sonmouvement,c’est à
dire l’effet de mémoire,on a traće sur la figure 3.2, le résultatde la simulationnumériquede
l’ équation(3.6)sansforced’histoireet avecforcedeStokes.Danscessimulations,on a utilisé
lesvaleursducoefficientdetrâınéeobtenuesparnosmesuresdefaçonàobtenirla mêmevitesse
limite pour la mesureet pour les simulations.On voit aux tempscourts(inférieursà 20 ms)
unedéviationde la mesurepar rapportà la simulationsanstermedemémoire.La mesureest
en réalit́e prochede la simulationavec termede mémoirede Stokes.Ceci estcoh́erentavec
l’intuition qu’aux tempscourts,le sillageseforme par diffusion de la vorticité à partir de la
surfacede la sph̀ere.Par contre,on s’attendà un comportementdifférentpourdestempsplus
longscaralorsle phénom̀ened’advectionsemetenmarcheet l’approximationdeStokesn’est
plusvalide.Pourdestempspluslongs,onobservequela mesures’éloignedela courbesimuĺee
avecmémoiredeStokes,pouratteindreunevitesselimite pourun tempsdel’ordre de300ms.
La simulationavecmémoireen1r v t n’atteintpasla vitesselimite. On notequela mesureest
toujourscompriseentrelesdeuxcourbessimuĺeescorrespondant̀a descasextrêmes,mémoire
“infinie” et pasdemémoiredu tout.

Endérivantle signaldevitesse,nousavonsacc̀esà la forceappliqúeeà la bille. Parailleurs,
nous pouvons calculer la force de trâınée statiqueet la pousśee d’Archimède et donc par
différenceestimerla force de mémoire.Le résultatestprésent́e sur la figure 3.4 et compaŕe
au résultatde la simulationavec force de Stokes.En dépit du bruit élevé, on observe queles
deuxcourbesont un comportementsimilaireauxpetitstempset atteignentun maximumdont
la valeurestcomparablepourlesdeuxcourbes.Par contre,pourdestempslongsapparâıt alors
la différencenotableentrelesdeuxcomportements.En 0.25s, la forcemesuŕees’annule(à la
précisiondela mesure)tandisquela courbesimuĺeen’a perduque50%desonmaximum.Ceci
estcoh́erentavec lessimulationsnumériquesde Lawrenceet Mei [43] : aux tempscourts,ils
observentuncomportementdeStokes.Aux tempstrèslongs,la décroissancedela mémoireest



62 Chapitr e3. Forceshydrodynamiquessur unebille

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
-1

0

1

2

3

4

5

6

7
x 10

-6

temps ( s )

F
m

ém
oi

re
 (

 N
 )

N
.M

or
da

nt
,T

hè
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Fig. 3.4 – Le termedemémoiredel’ équation(3.2.3)calcuĺe à partir de la vitessedela sph̀ere
d’acier de 1 mm (figure 3.2). En pointillés, le termede mémoireissu de la simulationavec
mémoiredeStokes.

en1r t2 maisseulementapr̀esunechutesévère,exponentielle,deplusieursordresdegrandeur.
Si un tel comportementa lieu dansnotrecas,il estvraisemblablequele termeasymptotique
soit inférieurà la précisiondela mesure.

On remarqueraquedanstouteslesexpériences,on retrouveun comportementdeStokesau
démarragedumouvement,jusqu’̀acequela bille atteigneunefractionde1/3 à1/2desavitesse
limite. CelapeutcorrespondrèadesnombresdeReynoldsasseźelevés(Re � 300pourla bille
d’acierde1 mm). Le termedemémoirea doncunecontribution significative,endépit du fait
quel’amplitudedela forcedemémoirevautaumieuxun dixièmedu poidsdela bille. Pourla
bille d’acierde1 mm,la forcedegravitévaut70µN alorsquela valeurmaximalemesuŕeepour
la forced’histoirevaut5 µN.

Effet du nombre de Reynolds

Le mouvementde la bille pour différentsnombresde Reynolds est présent́e figure 3.5
et 3.6 correspondantaux expériencesnuméro 1,4,6,7,8.L’expériencenuméro 1 correspond̀a
unebille de verrede diamètre0.5 mm. Elle a le plus petit nombrede Reynoldsatteintdans
nosexpériences,autourde40,et estdansla plagecouvertepar lessimulationsnumériquesde
Lawrenceet Mei. Le comportementestle mêmequedanstoutesles autresexpérienceset ne
metpasenévidenceunedécroissancealgébriquelente.

Afin d’étudierla dépendanceennombredeReynolds,indépendammentd’effetsdedensit́e,
onutilisedesbillesd’acierdediversdiamètres(figure3.6).L’ évolutiondelavitesseestsimilaire
pour touteslesbilles, enparticulierla vitesseatteintsalimite enun tempsfini. Bien entendu,
la valeurdecettelimite et le tempsmis pour l’atteindredépendentdu diamètredela bille. On
définit un tempscaract́eristiqueτ95 commele tempsnécessairèa la bille pour atteindre95%
desavitesselimite.Uneanalysedimensionnelleduprobl̀emefournit l’expressionsuivantepour
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Fig. 3.5– Évolutiondela vitessepourl’expérience#1.Re f 41

τ95 :

τ95 f x r
g
y 1

2

F j Reg d l g (3.10)

où F estunefonctionde la densit́e et du nombredeReynolds.A partir de l’ équation3.6 sans
termedemémoire,onobtientun tempscaract́eristiqueτ0 :

τ0 f�� 8
3 � r

cD0g

d m 1
2v d k 1 g (3.11)

où cD0 estle coefficientdetrâınéebaśesurla vitesselimite etcontientla dépendanceennombre
deReynolds.Nousn’observonspasdedépendanceclairedeτ95 avecle nombredeReynolds(fi-
gure3.7).Dansl’intervalledeReexplorédansnosexpériences,la dépendancedeτ95 est j r r gl 1

2

(pourdensit́e fixée)qui estun tempsconvectif. PourdesnombresdeReynoldstrèsfaibles,on
prédirait un tempscaract́eristiquediffusif r2 r ν. Celaconfirmequepour desnombresdeRey-
noldsgrandsparrapportà 1, le phénom̀eneimpliquédansle mouvementdela bille passedela
diffusion à l’advection.On noteégalementquele termede mémoiredoit êtrepris en compte
jusqu’̀adesnombresdeReynoldssuṕerieursà4000pourdécrirecorrectementl’accélérationde
la bille.

On peut retracerles signauxde vitesse,adimensionńespar leur valeur limite en fonction
d’un tempst ��f t r j r r gl 1

2 (figure3.8).On voit alorsqu’apr̀esla périodede régimedeStokes,
lescourbessesuperposentselonuneformeexponentielle:

V � f vp

Vl
f 1 k exp x k 3t

τ95
y t (3.12)

Finalement,l’observationdu casdu nombredeReynoldsle plusgrandmontreun nouveau
phénom̀eneintéressant(figure 3.9, bille d’acier de 6 mm, expériencenuméro 9). Tandisque
pourtouteslesautresbilles, la courbemesuŕeesetenaitdansl’intervalleentrelesdeuxcourbes
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Fig.3.6– Évolutiondelavitessepourlesexpériences#4(a),6(b),7(c),8(d) pourdesbillesd’acier
dediamètre0.8,2, 3, 4 mm – voir table3.1.
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Fig. 3.7 – Tempscaract́eristiqueτ95 adimensionńe par j r r gl 1
2 en fonctiondu nombredeRey-

noldspourdesbilles d’acierdediamètre0.8à4 mm

simuĺees,ce n’est plus le casici. La bille acćelère tout d’abord sanseffet de mémoirepuis
subit uneréductionbrutalede sonacćelérationqui passede a1 f 6 m.sp 2 à a1 f 3 t 6 m.sp 2

en moinsde 20 ms.Alors la vitessedevient plus faible quedansla simulationavec force de
Stokes.Cependant,la bille atteinttoujourssavitesselimite enun tempsde l’ordre de j r r gl 1

2 .
Ceteffet estextrêmementreproductibleet desprécurseurspeuventêtreobserv́espourlesbilles
d’acierde3 et 4 mm.Unevariationd’acćelérationaussibrutaledoit êtreli éeà un changement
violent dansla structuredu sillagedela bille. Ceteffet apparâıt pourdesnombresdeReynolds
suṕerieursà 3000et sembles’amplifierquandonaccrôıt le diamètredela bille.

Effets dedensit́e

La densit́e apparâıt dansl’ équation3.6 de deux façons. Tout d’abord, dansle termede
gravité,laquantit́ed k 1estprésentedanslamassegravitationnelleeffective.Ladensit́eapparâıt
différemmentdansla masseinertielleeffectivesousla formed m 1

2. L’ équationpeutêtreréécrite
sousla forme

dvp

dt
f 3

8

v2
pcD j Rel

r j d m 1
2 l k d k 1

d m 1
2

g m Fhistory

mf j d m 1
2 l t (3.13)

La trâınée et la gravité effectivesvarient alors en j d k 1l?r j d m 1r 2l tandisque le termede
mémoirevarieen1r j d m 1r 2l . Sacontributionestdoncaccentúeelorsqued tendvers1.

En changeantla densit́e,on changele rapportinertie/gravité et on s’attenddoncà observer
descomportementdynamiquesdifférents.En particulier, on esp̀ere qu’une bille lég̀ere sera
davantageinfluenćeeparla non-stationnarit́eéventuelledesonsillage.Dansla figure3.10aetb,
oncomparedeuxbilles àRevoisinde400(verreetacier)et630(carburedetungst̀eneetverre)
pouruneseuleréalisation.Danslesdeuxcas,on voit quela bille deverre(pluslég̀ere)montre
desoscillationsavantd’atteindresavaleurlimite. De tellesoscillationssontprobablementli ées
à l’ évolution temporelledu sillagede la bille. La vitessen’estplus unefonction monotoneet
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Fig. 3.8– Mesuresdevitesseenunitésadimensionńeespourlesbilles d’acierdediamètres0.8
à4 mm.Lescerclesmarquentl’ évolutionexponentiellesdel’ équation3.12.

alternecroissanceetdécroissance.Celasignifiequel’accélérationdela bille changedesigneet
quela réactiondu sillage,et doncle termed’histoire,estsuffisammentintensepourdominerla
gravité.Ceteffet n’estpasobserv́epourlesbilles métalliquesplusinertielles.

Les oscillationsdisparaissentlorsqu’onmoyennesur plusieursréalisations(fig. 3.10c,d).
On obtientalorsdesvaleursde τ95 voisinesde cellesobtenuespour lesautresdensit́es.Cette
disparitionmontrequeles événementsresponsablesde cesoscillationsne sontpascoh́erents
dansle sensoù ils sedérouleraienttoujoursaux mêmesinstants.Il est tentantd’associerces
événementsavec la géńerationpériodiquedevortex dansle sillagequi a lieu à cesvaleursde
Repourunesph̀erefixe (le seuil estalorsde l’ordre de 250).Cependant,les oscillationssont
pluslentesquecellesobserv́eespourunesph̀erefixe pourlesquellesle nombreStrouhalestde
l’ordre de0.2pourRef 500tandisquenousmesuronsSt � 0 t 05.Lesoscillationssontatt́enúees
et on n’observe pas,dansla limite de la précisionde notremesure,d’oscillationspersistantes
aux grandstemps.Cesoscillationsseraientdoncplutôt reliéesà un changementstructureldu
sillagequi sestabilisedansuneconfigurationlorsquela bille atteintsavitesselimite.
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Fig. 3.9 – Mesuredela vitesseet simulationsnumériquescorrespondant̀a unebille d’acierde
6 mm (Re f 7700).
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Fig. 3.10– Comparaisondesvitessesmesuŕeespour (a) carbure de tungst̀enediamètre1 mm
(pointillés)et verrediamètre2 mm (trait plein) Re � 400,(b) acierdiamètre1 mm (pointillés)
etverrediamètre1.5mm(plein)Re � 630.(c) et (d) sontlesgrapheśequivalentapr̀esmoyenne
de10réalisations.
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3.2.4 Rebonds

Jusqu’̀aprésent,nousavonsconsid́eŕeuniquementle casd’unebille tombantdansunfluide
initialementparfaitementaurepos.On peutaussisedemandercequi sepasselorsquela bille,
apr̀esavoir rebondiaufonddela cuveremontedanslefluide.Danscecas,elleretraverseensens
inversesonsillageet on s’attendà observer uneforte différenceavec lesmesurespréćedentes
car la bille va traverserdu fluide ayantét́e mis en mouvementpar sonpremierpassage.Au
momentdu rebond,la vitessesubitun changementdesensbrutalqui peuts’écrirecommeune
marcheà l’instant t0. L’accélérations’écriradoncavecunefonctiondeDirac aumêmeinstant.
Dansle casd’unemémoirede typeStokes,la contribution dueau Dirac δ j t k t0 l à l’instant t
estproportionnellèa : n t

0

δ j τ k t0 lv t k τ
dτ f 1v t k t0

t (3.14)

Onvoit quel’accélération,enplusdela discontinuit́edueauchangementdesignedela vitesse
encontientuneautre,dueà l’effet demémoire,dontl’effet s’att́enuedanscecasen1r v t.

Nousavonsenregistré lesultrasonsdiffuséspardifférentesbilles d’acier lorsqu’ellerebon-
dissentsur uneplaquede résinepolyuréthannepośeesur le fond de la cuve. Cetterésineest
nécessairepoursupprimerla réflexion desultrasonssur le fond dela cuve.La vitessemesuŕee
dansle casd’unebille de6 mm estprésent́eefigure3.11(a).La bille subitunepremìerechute
assezlonguepouratteindresavitesselimite avantdeheurterle fond et derebondir. On mesure
uncoefficientderestitutionpourle premierrebondprochede0.7.Onpeutintégrertemporelle-
mentle signaldevitessepourobtenirla positiondela bille (figure3.11(b)).Onnoteraquel’on
enregistreun grandnombrederebonds(suṕerieurà 10) et qu’à partir du quatrìemerebond,la
hauteurdu rebondestinférieureaudiamètrede la bille. Lesderniersrebondsenregistréscor-
respondent̀a desmouvementsde quelquesdixièmesde millim ètres.Ceci met en évidencela
sensibilit́edecettetechniquedemesure.On peuteffectuerla simulationnumériquedela chute
avecou sanstermedemémoireenajoutantcommeingrédientssuppĺementairesla positiondu
fond, le coefficient de restitutionet en modifiant le termede masseajout́eepour prendreen
comptela présenced’uneparoi.Dansla limite nonvisqueuse,le coefficient demasseajout́ee
estmodifiéd’un facteur:

1 m 3
8

r
r m h

(3.15)

où h estla distanceentrela particuleet la paroi [54]. Donclorsquela particuletouchela paroi
(h f 0), le coefficientdemasseajout́eepassede 1

2 à 11
8 . Onavudanslesparagraphespréćedents,

qu’aucunedesdeuxsimulationsnedécritparfaitementlachutemesuŕee.Parconśequent,labille
n’atteintpasle fond aumêmeinstantdanslesdeuxsimulationset pourla mesure.Néanmoins,
en recalantles axestemporelsde façon à faire cöınciderle tempsdu premierimpact,on peut
comparerles trois comportements(figure 3.12 dansle casd’une bille d’acier de 3 mm). On
voit tout d’abordqueles simulationssont loin de reproduirele premierrebond.On noteque
la simulationsanstermede mémoireestplus loin de la réalit́e que la simulationavec terme
de mémoirede Stokes.En regardantde façon plus précise,on notequec’est principalement
danslespremiersinstantsapr̀esle rebondquelessimulationssontendésaccordtrèsnetavec
la vitessemesuŕee.Pendantla premìeredizainede millisecondeson remarqueque la vitesse
mesuŕeedécrôıt nettementplusrapidementpourla mesurequepourchacunedesdeuxsimula-
tions.Parconśequentdansla mesure,la bille perddavantaged’énergiecinétiqueapr̀esle rebond
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Fig. 3.11– Mesuredevitessepourlesrebondsd’unebille d’acierdediamètre6 mm.(a) vitesse
mesuŕee,(b) altitudecalcuĺee.La bille aatteintsavitesselimite lorsqu’elleheurtele fond(Re f
7700).

quedanslessimulations.On notequ’unefois pasśeecettedizainedemillisecondes,la vitesse
mesuŕeereprenduneévolution parall̀eleauxdeuxsimulations.La distanceverticaleparcourue
pendantla phaseinitiale de remont́eeest4.5 mm soit un peuplus quesondiamètre(3 mm)
doncunedistancetrèscourte.On peutmettreen évidenceceteffet encalculantl’accélération
de la bille et en la comparantavec les contributionsduesà la gravité et la trâınéecalcuĺeeà
partir dela vitessemesuŕee.Onpeutégalementestimerla contributiond’uneforcedemémoire
deStokes.Le résultatesttraćesurla figure3.13.L’accélérationexpérimentaleestassezbruitée
carelle estcalcuĺeeà partir d’uneseuleréalisationet qu’il estdifficile dedériver proprement
le signalà causedespixelsde l’image qui créentun signalenmarchesd’escalier. Néanmoins
cettefiguremet nettementen évidencele fait quela contribution dueuniquement̀a la gravité
et la trâınéeestnettementinsuffisantepour reproduirela mesure.Si on calculequelleserait
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Fig. 3.12– (a) comparaisondela vitessemesuŕee(trait plein) avecla simulationsansmémoire
(tirets)etavecmémoiredeStokes(mixte) (b) idempourla position

l’accélérationavecun termedemémoiredeStokes,on voit quel’on serapprochedela réalit́e.
Danscecas,il estdoncclair qu’un autrephénom̀eneestla causedecet effet de fort freinage
apr̀esle rebond.On peutimaginerquecelapuisseêtredû à l’interactiondela bille lorsqu’elle
commencèa remonteravecunestructuredusillagequ’elleacréé endescendant.Le nombrede
Reynoldslorsquela bille heurtele fondestdel’ordre de2700.A unReaussíelevé,ons’attend
à ce quele sillageait unestructurecomplexe. Par ailleurs,commela premìerechuteest très
longue,cettestructurea eu le tempsde sedévelopperavant l’impact (ce qui n’est pasle cas
pourlesrebondssuivantspourlesquelson n’observepasun effet similaire).L’interactiondela
bille avecsonsillageencoreintact lors du début de la remont́eepourraitexpliquerce freinage
violent.DeplusàcesnombresdeReynolds,onnes’attendpasàuneinteractionsṕeciale(autre
quevia le termedemasseajout́ee)entrela bille et la paroi([30]).
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Fig. 3.13 – Trait plein : acćelérationde la bille obtenuepar dérivation du signalde vitesse;
tirets: contributiondela trâınéeet la gravitécalcuĺeeàpartirdela vitessemesuŕee; trait mixte:
contribution de la trâınée,la gravité et uneforce de mémoirede Stokesestiḿeeà partir de la
vitesseet l’accélérationmesuŕees.Les fortesoscillationspourdestempsvoisinsde0.6 s sont
duesaupassagedela vitessepar0 (la dérivationagitcommeun filtre passe-haut)

3.2.5 Conclusion

La principaleconclusionqui ressortdecesexpériencesestlamiseenévidencedel’existence
d’un tempscaract́eristiquedansl’ évolution dela vitessed’uneparticuleenchutelibre dansun
fluideaurepos.Cetempscaract́eristiques’exprime

τ f 6 t 5 � r
g g (3.16)

quel’on peutreformuler

τ f 6 t 5 r j d k 1l
ap g (3.17)

où ap est l’accélération typique subie par la particule c’est-̀a-dire j d k 1l g dansle cas de
la chute.Si on supposequ’une telle expressionrestevalide dansle casd’une bille dansun
écoulementturbulent, on peutcomparerce tempscaract́eristiqueau tempscaract́eristiquede
l’ écoulement̀a l’ échelledu diamètrede la bille qui vautτ f f ε p 1� 3 j 2r l 2� 3. Dansle casd’une
particulede 250 µm à un nombrede Reynolds Rλ f 740, on mesureuneacćelérationsubie
par la bille de l’ordre de 300 m/s2(voir chapitre7). Pourunedensit́e de 1 t 06, on obtientun
rapporttempscaract́eristiquede la bille / tempscaract́eristiquede l’ écoulementde l’ordre de
0.7,cequi tendà dire quela bille suit l’ écoulementpourdestempsaumoinségauxau temps
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caract́eristiquedel’ écoulement̀asonéchelle.Cependantcetempsn’estpasle pluspetitprésent
dansl’ écoulement.Dansle mêmeécoulement,on estimeτη f 0 t 2 ms. Le rapportdu temps
caract́eristiquedela bille surle tempsdeKolmogorov estdoncdel’ordre de7. Le spectredevi-
tesseseradonctronqúeparla réponsedela bille auxalentoursdequelquesτη (voir chapitre6).
On ne s’attendpasà cequecesvaleursnumériquessoientexactes,maisellesfournissentdes
ordresdegrandeursquel’on vérifieradansleschapitressuivants.



Chapitr e4

Analysespectraledessignauxacoustiques

Afin de compĺeter la présentationde la méthodede mesure,il resteà décrire l’ étapede
traitementnumériquedu signalpermettantd’extraire la modulationde fréquencedue à l’ef-
fet Doppler. Il s’agit d’un probl̀emeassezdélicat et inhabitueldansle domainede l’analyse
spectrale.En effet, on chercheà démodulerdessignauxdont les composantesspectralesva-
rient trèsrapidement.Le décalageDopplervautquelqueskiloHertzetestsusceptibled’évoluer
surdesduŕeesde l’ordre de la milliseconde.On disposedoncaumieux dequelquespériodes
d’oscillation pour estimerla fréquence.Ceci est trèsdifférentdesconfigurationsusuellesde
modulationdefréquencedontlesfréquencescaract́eristiquessontgéńeralementbiendistinctes.
De la mêmefaçon,enmatìerededétectionparsonar, lessous-marinsn’ont pasun mouvement
erratiquecommeunebille dansun écoulementturbulent. Les techniquesusuellessont donc
inadapt́eesà notreprobl̀emetrès instationnaire.On a doncutilisé uneméthodede maximum
de vraisemblanceapproch́eedont le couplageavec un filtre de Kalmanpermetd’obtenir les
performancesdésiŕees[60].

4.1 Intr oduction aux méthodesd’analysespectrale

On peutdécriredeuxgrandesclassesde méthodesd’analysespectrale: les méthodespa-
ramétriqueset lesnon-paraḿetriques.Parmi cesdernìeres,on peutséparerlesméthodess’ap-
pliquantdansun contextestationnaireet lesméthodesnon-stationnaires.

Lesméthodesnon-paraḿetriquesstationnairessontbaśeesessentiellementsur l’utilisation
dela transforḿeedeFourier. On supposequele signalà étudiereststationnaireet l’on cherche
à estimerson contenuspectralsanshypoth̀esea priori sur sa forme. L’outil classiqueest le
périodogramme.La résolutiondecesméthodesestli éeengrandepartieà la limitation introduite
parla transforḿeedeFouriervia la relationd’incertitude.

Les méthodesnon-paraḿetriquesinstationnairesprennenten compteexplicitementle fait
quele contenuspectraldusignalpeutévoluerenfonctiondutemps.Unegrandeclassedetelles
méthodesregroupeles méthodestemps-fŕequencebaśeessur la transforḿeede Wigner [26].
Parmi celles-ci,on a déjà utilisé dansle chapitre3 le spectrogrammeet le spectrogramme
réalloúe. Cesméthodespeuvent être très performantesdanscertainscas,en particulier si le
contenuspectralnevariepastroprapidement.Parexemple,le spectrogrammeréalloúeestparti-
culièrementadapt́eauxmodulationslinéairesdefréquence.Cependantcesméthodessontmises
endifficultéslorsquele signalcontientplusieurscomposantesspectraleslocaliśeescaron ob-
servedefortesinterférencesqu’il n’estpastoujourspossibled’éliminer.

Les méthodesparaḿetriquessupposentunestructurea priori du signal.Géńeralement,la
paraḿetrisationest stationnaire.Parmi celles-ci,on peut citer les méthodesde type ARMA
(pourAutoRegressive Moving Average)qui supposentquele signalx j nl vérifie uneéquation
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detype

x j nl f k p

∑
k� 1

a j k l x j n k k l m q

∑
k� 0

b j k l u j n k k l (4.1)

où u j nl estun bruit blancgaussien.Une autreclassede méthodess’appliqueau casd’expo-
nentiellespuresplonǵeesdansun bruit blanc.On peutexpliciter la méthodede maximumde
vraisemblancepourcecas.Néanmoins,elle esttrèsdélicateà mettreenœuvre.Uneméthode
approch́eeestprésent́eedanscechapitre.Onpeutciterd’autresméthodesditeshauterésolution
du type MUSIC (pour MUltiple SIgnalClassification)[40]. Notre probl̀emeest relativement
prochedecetteclasseavec l’ingr édientsuppĺementairede la non-stationnarit́e desfréquences
et amplitudesdesexponentielles.

4.2 Théorie : méthodede maximum devraisemblance
approchée

4.2.1 Position du problème

Nousconnaissonsa priori la structuredu signalenregistré. Il estconstitúe d’une part du
signaldiffusé par les billes avecun décalagefréquentieldû à l’effet Doppler. D’autre part, le
signal contientune part de bruit provenantde l’ électroniqueet du bruit de fond acoustique
(réflexions sur les parois, turbulence).Le probl̀emeconsistedonc à estimerles fréquences
f1 g f2 g t4t4t g fM de M composantesharmoniquesmoduĺeesà la fois en fréquenceet en ampli-
tudeetplonǵeesdansunbruit defond.Onsupposedoncquele signalestanalytiqueetpeutêtre
mod́elisé sousla formesuivante:

x j t l f M

∑
m� 1

am j t l exp j j j 2π fm j t l t m φml4l m n j t l t (4.2)

Afin d’obtenir la meilleurerésolutiontemporellepossiblesur la mesurede vitesse,il est
nécessaired’estimercesfréquences̀apartird’un nombred’échantillonssuccessifsle plusréduit
possible.Une approcheclassiquepar analysede Fourier est donc pousśee à seslimites par
cettereqûetecar la fenêtretemporelledevient trop restreintepouruneestimationcorrecte.En
effet, mêmesi la transforḿeede Fourier réalisele filtre adapt́e dansle casd’une composante
spectraleuniquedansdu bruit blanc,elle estmiseendéfautdèsqu’il y a plusieurssourceset
si le niveaudebruit esttrop élevé (cequi estle caspourdesparticulespetites).Commenous
avonsuneconnaissancepréalabledela structuredu signal,celaconduitnaturellement̀a suivre
uneapprocheparaḿetriquebaśeesurle mod̀elepropośedansl’ équation4.2.Ceprobl̀emeaét́e
abord́e de façon approfondiedansles références[52] et [51]. Nousrappelonsici les grandes
lignesdecetravail enl’adaptantà notreprobl̀emesṕecifique.

Dansla suitedecechapitre,nouseffectuonsleshypoth̀esessuivantes:
– Les signauxsontéchantillonńesrégulìerementavec la périodetemporelleTs de façon à

vérifier le critère de Shannon.Pour simplifier, on prendraTS f 1 et sousl’appellation
fréquenceonsous-entendrafréquencenormaliśee.

– Le nombreM decomposantesspectralesestsuppośe connu.En pratique,cenombreest
délicatà estimer. Unestrat́egiepossibleconsistèa détecterle nombredevaleurspropres
importantesde la matricede covariancedu signal.Cettestrat́egieestdifficile à mettre
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en œuvre,en particulier lorsquele rapportsignal/bruitest faible.Dansnotrecason se
limitera la plupartdu tempsàuneou deuxsources.

– Lesamplitudesontuneévolutiondéterministemaisinconnue.Enpratique,cetteévolution
estdueen particulier à la directivité destransducteursmaiségalement̀a l’ évolution de
la distancer diffuseur/́emetteuravec une dépendanceen 1r r2, aux filtres nécessaires
à l’ élimination de couplageentre transducteurset aux raiesspectralesintroduitespar
l’ électroniqued’acquisition(voir partieconcerńee).

– Le bruit est suppośe blanc,gaussien,iid ( incrémentsindépendantsidentiquementdis-
tribués) avec une variance(inconnue)σ2. La fonction de distribution d’un vecteurde
bruit N dedimensionK

N j t l f�� n j t l g n j t m 1l g n j t m 2l g t4t4t g n j t m�j K k 1l4l>� T
s’écrit doncsimplement

p j N l f 1j v 2πσ l K exp x%k�� N � 22σ2 y�t (4.3)

De plus, le bruit est suppośe indépendantdu signal.En pratique,le bruit électronique
vérifie leshypoth̀esesmaisle bruit d’origineacoustiqueestunpeuplusprobĺematique.

– On appelleraobservationl’ensembledeQ vecteursdedimensionK extraitsdusignal:

X j t j l f�� x j t j l g x j t j m 1l g x j t j m 2l g t4t4t g x j t j m�j K k 1l4l>� T j f 1 g t4t?t g Q t
– Lesfréquencesf1 g f2 g t4t4t g fM ainsiquelesamplitudesa1 g a2 g t4t?t g aM sontsuppośeescons-

tantespendantla duŕeedel’observation(ou,enpratique,devariationlenteparrapportà
la taille temporelledela fenêtreutilisée).

Sousceshypoth̀eses,la vraisemblanced’une observation estdoncsimplementle produit
desvraisemblancesdesQ vecteursX (dedimensionK). Appelons� l’ensembledesparam̀etres
recherch́es : la variancede bruit σ2, le vecteurdesfréquencesF f�� f1 g t4t?t g fM � et celui des
amplitudesA f�� a1exp j jφ1 l g t?t4t g aM exp j jφM l>� T . La log-vraisemblance(le logarithmede la
vraisemblance)s’exprimedonc:� j�� l f k KQ

2
log j 2πσ2 l3k 1

2σ2

Q

∑
q� 1 �X j qlGk Sj F l A j ql � 2 g (4.4)

avec

Sj F l f��S1 g t?t4t g SM � f���� 1 exp j 2π f1 l t4t4t exp j 2π j K k 1l f1 l
...

...
1 exp j 2π fM l t4t4t exp j 2π j K k 1l fM l

���� T

Le principe de maximumde vraisemblanceexprime que la meilleureestimationdespa-
ramètres� estcellequi maximise4.4.

4.2.2 Méthodede maximum de vraisemblance

La maximisationanalytiquede4.4 estgéńeralementimpossible.L’approchetraditionnelle
consistèamaximiser4.4parrapportauxamplitudes.Cettemaximisationestsimplecarla vrai-
semblancedépendquadratiquementdesamplitudes.Onobtientalorsl’expressionsuivantepour
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le vecteurdesamplitudesmaximisantla log-vraisemblance:

A j ql f�j S� Sl p 1S�Xj F l X j ql t (4.5)

Le vecteursignalseulY f X k N apparâıt commela projectiondu vecteursignalX sur le
sous-espace”signal” engendŕe par les colonnesde la matriceS (de dimensionM si les raies
spectralessontindépendantes).Eneffet, Y seréécrit :

Y f Sj F l t A j ql f Sj S� Sl p 1S� j F l X f Πs j F l X t (4.6)

On peutvérifier queΠs estbienle projecteursurl’espacesignal.On définit alorsΠb j F l f
I k Πs j F l commeprojecteursur l’espacebruit. En insérantl’expression4.5 dansl’expression
4.4 de la vraisemblance,on obtientquela maximisationde la vraisemblanceestéquivalenteà
la minimisationdel’expressionsuivante:

L j F l f 1
σ2

Q

∑
q� 1 �Πb j F l X � 2 t (4.7)

Enutilisantlespropríet́esdel’opérateurtraceetduprojecteurΠb, onpeutréécrirel’expres-
sionpréćedentesousla forme

L j F l f Q
σ2Tr � Πb j F l R̂x � g (4.8)

danslaquelleR̂x f 1
Q ∑Q

q� 1X j ql X j ql T estuneestimationde la matricede covariancedu pro-
cessusvectorielX j ql . La minimisationde L j F l conduit à la valeurexacteFML qui a la plus
grandevraisemblanceauvu del’observationeffectúee.

4.2.3 Maximum devraisemblanceapproché

Malheureusement,la maximisationde4.8 estencoreimpossibleà réaliserde façon analy-
tique à causedu projecteurΠb. On va doncutiliser uneexpressionapproch́eede la vraisem-
blancepropośeepar Clergeot& Tressens[19]. Soit RY la matricede covariancedesvecteurs
signalseulY j ql . Sousl’hypothèsed’indépendancedusignalet du bruit, onpeutétablir:

R̂x f Ry m σ̂2I g
Ry f SPS� g
P f �|�AA � � g

où � désignel’espérancemath́ematiqueet ˆ signifiequel’on consid̀erel’estiméedela variable.
Aprèssubstitutiondans4.8,onobtient:

L j F l f Q
σ̂2Tr �Πb j F l SP̂S� � t (4.9)

Clergeotet Tressensproposentd’approximercetteexpressionausecondordreauvoisinagedu
minimumpar:

LAML j F l f Q
σ̂2Tr � Π̂bSj F l P̂S� j F l � t (4.10)
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Πb estestiḿeencalculantle projecteurengendŕeparlesK k M vecteurspropresdepluspetites
valeurspropreset,enpratique,onutiliseralesexpressionsuivantes:

σ̂2 f 1
K k M

Tr j Π̂bR̂x l g
Πs j F l f Sj F l j S�¡j F l t Sj F l4l p 1 t S�Xj F l g

Sj F l t P̂ t S�Xj F l f Πs j F l j R̂x k σ2I l tΠs j F l t
L’expressionapproch́eea unestructurequadratiqueenSj F l qui permetdoncl’impl émen-

tationd’unalgorithmerapidedeminimisationdetypeNewton-Gaussdontle k-ièmepass’écrit :

F j k m 1l f F j k l3k H p 1 t£¢gradj LAML l �F � F o k q t (4.11)¢gradet H sontrespectivementlesgradientet hessiendela fonctionLAML donclesexpressions
approch́eesaumêmeordresont¢grad f 2Q

σ2 Re ¤ Diagj S¥ � j F l tΠb j F l t Π̂b t Sj F l t P̂l!¦ g (4.12)

H f 2Q
σ2 Re ¤ Diag §¨j S¥ � j F l tΠb j F l t Π̂b tΠb j F l t S¥ lª©¬« P̂� ¦ g (4.13)

où l’opérateur« estla multiplicationmatricielletermeà terme,P� estle complexeconjugúede
P et

S¥f�� dS1

d f1 g t4t4t g dSM

d fM
� T t

4.2.4 Int égration d’une nouvellemesure

Commel’objectif de cetteanalysespectraleest de suivre l’ évolution de la vitessed’une
particuleau coursdu temps,il peut être avantageuxde combinerl’estimée au tempst avec
une nouvelle mesureau tempst m 1 via une structurede filtre de type prédicteur/correcteur
afin d’obtenir une estimationmoins sensibleau bruit d’une part et d’autre part d’emp̂echer
l’algorithmede“décrocher”aucasoù le signaldisparâıtrait temporairementsousle niveaude
bruit [52, 51].

Soit F̂ j t l uneestiḿeedeF à l’instant t dedensit́e deprobabilit́e ®=j F̂ j t l g Γ j t l4l qui estsup-
pośeenormaledevarianceΓ j t l . Cettehypoth̀eseestvalidetantquela Log-vraisemblancepeut
êtreapproxiḿeeparundéveloppementausecondordreautourdesonmaximum.Si un mod̀ele
linéaired’évolutiondeF j t l estconnualorsonpeutécrire

F j t m 1l f MF j t l m ε j t l g (4.14)

pt � 1 ¯ t j F l f ®�j MF̂ j t l g MΓ j t l M � m Rε l g (4.15)

où M estla matriced’évolution,ε estunbruit demod́elisationstatistiquementindépendantdeF
etdematricedecovarianceRε. pt � 1 ¯ t estla densit́edeprobabilit́equi peutêtrecalcuĺeeà l’ins-
tant t m 1 lorsqueseuleslesobservationsjusqu’̀a t sontconnues.Le probl̀emeestqu’unetelle
matriceM estinconnueenréalit́epournotreprobl̀eme.Parconśequent,onchoisit le mod̀elele
plus simple: M f I (cf [51]). On peutalorsutiliser la règlede Bayesdesprobabilit́escondi-
tionnées:

pt � 1 ¯ t � 1 j F l f pt � 1 ¯ t j F l t pt � 1 j X �F lpt � 1 j X l t
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On noteraque log j pt � 1 j X �F l4l est la log-vraisemblancedont une expressionapproch́ee est
donńeepar4.10.Aprèsquelquescalculs,on obtient:

F̂ j t m 1 � t l f F̂ j t l g (4.16)

Γ j t m 1 � t l f Γ j t l m Rε g (4.17)

Γ j t m 1l p 1 f H m Γ j t m 1 � t l p 1 g (4.18)

F̂ j t m 1 � t m 1l f F̂ j t m 1l f F̂ j t m 1 � t l3k Γ j t m 1l p 1 t ¢grad g (4.19)

où onpeutmontrerquelesgradientet hessienont lesexpressionspréćedemmentdonńees[51].
Rε estunematriceinconnuequel’on choisiraenpratiqueégalèav2I . La valeurdev2 correspond
à la latitude laisśee à l’algorithme de prendreen compteles variationsde la fréquence.Par
conśequent,ceparam̀etreestli é à la fréquencedecoupuredecefiltre et pourradoncêtrerégĺe
defaçon à laisserl’algorithmesuivre lesvariationsdeF tout enl’empêchantdedécrochersi le
niveaudebruit sedét́eriore.Onremarqueraquele syst̀emed’équationspréćedentà la structure
d’un filtre deKalmangéńeraliśe (nonlinéaire).Lespropríet́esstatistiquesetdeconvergencede
cetalgorithmesontdécritesendétail danslesréférences[52, 51].

4.2.5 Récapitulatif

Enrésuḿe,supposonsquel’on connaissêF j t l . Lesétapessuccessivespourobtenirl’estimée
desfréquences̀a l’instant t m 1 sontdonc:

– Estimationdela matricedecovariancedu signalselonla formulesuivante:

R̂x f 1
2Q

t � Q

∑
i � t � 1 ° X j i l X j i l T m X̃ j i l X̃ j i l T ± g (4.20)

avec

X̃ j i l f�� x j i m K k 1l g x j i m K k 2l g t4t4t g x j i l>� � T g (4.21)

où ² est la conjugaisoncomplexe. On estimedonc Rx pour des fenêtrestemporelles
décaĺeesd’un échantillonet leur renverśeetemporelleconjugúee.On notequesi le si-
gnala la structurepropośeedansl’ équation4.2,cetteopérationnemodifieparle contenu
spectralmaismodifieseulementla phaserelativedescomposantesspectraleset du bruit.
Onpeutmontrer([51]) quecelaaméliorele conditionnementdela matricedecovariance
et doncl’estimationdu niveaudebruit et dessous-espacessignalet bruit. On noteraque
lesfenêtrestemporellesserecouvrentetdoncquelesobservationsnesontpasstrictement
indépendantes.Onintroduitainsiunesorted’intégrationtemporelle.Lesconśequencesde
celissageont ét́e étudíeesparClergeot& Tressens[19] et Oamri[64].

– On diagonaliseR̂x de façon à obtenir les vecteurspropres j V i l i � 1 ³´³K et leurs valeurs
propresassocíeesj λi l i � 1 ³µ³µ³K clasśeesdansl’ordre décroissant.En pratique,on utilise une
décompositionenvaleurssingulìeresqui assurel’obtentiondevaleurspropresréelleset
positives.

– On peutalorsestimerle projecteursurle sous-espacebruit Πb et la variancedu bruit par
sommationsurlespluspetitesvaleurspropres:

Π̂b f K

∑
i � M � 1

V iVT
i g (4.22)

σ̂2 f 1
K k M

Tr j Π̂bR̂x l f 1
K k M

K

∑
i � M � 1

λi t (4.23)
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– On choisit donc F̂ j t m 1 � t l f F̂ j t l commevaleurcandidatepour estimerles gradientet
hessienpuisl’estimationautempst m 1 enutilisantleséquations4.16à4.19.

4.3 Extensionà l’estimation de la dir ectivit é

Consid́eronsun ensembledeN transducteursacoustiquescoplanaires,plaćessuruneligne
et distantsl’un de l’autre d’unedistanced. Unesourceà l’infini dansunedirectionfaisantun
angleθ avec l’axe destransducteursinduit doncuneamplitudesurce réseaudetransducteurs
s’écrivant:

Z f·¶ 1 g eiωdsinθ � c g e2iωdsinθ � c g t4t4t g eo N p 1q iωdsinθ � c ¸ (4.24)

où ω estla pulsationtemporelledela sourceet c la célérité du sondansle milieu consid́eŕe.
Onremarquedoncquele casdeM sources̀a l’infini plonǵeesdansdubruit s’écritdoncfor-

mellementexactementdela mêmefaçonquele probl̀emetemporelaveccettefois unefréquence
spatialevalant ωsinθ

2πc . On peutdoncappliquerdirectementl’algorithme de maximumde vrai-
semblance.

Enpratique,néanmoins,lessourcesnesontpasà l’infini, cequi signifieenparticulierquele
front d’onden’estpasplanmaissph́eriqueet cecimalgŕe l’ éloignementdesbilles de20cm ty-
piquement.Eneffet, dansnotrecas,d=2.5mmetona5 transducteurs,cequi créeundéphasage
entrele transducteurcentralet le transducteurextrêmede 0 t 04 µs pour une sourceà θ f 0
radet 20 cm. Cecicorrespond̀a 1r 10èmedepériodeà 2.5 MHz (0.6 radian)et n’estdoncpas
totalementnégligeable.En particulier, celainterdit l’astucedécritedansla sectionpréćedente
conduisant̀a la formule4.20.En effet, dansce casle front conjugúe renverśe a unecourbure
inverseet corresponddoncà unefréquencedifférente.Idéalement,il faudraitdonccorrigerpar
formationdevoies.Par ailleurs,dansnosexpériences,l’espacementdestransducteursneper-
metpasdevérifier le critèredeShannon.On induit doncunéventuelphénom̀enederepliement
de spectrelorsquela directionde la sourceestfortementinclinéepar rapportà la normaleau
réseau.Cependantla directivité destransducteurslimite cerepliement.On peutalorsenvisager
dereconstruirela trajectoireenprenantencomptecephénom̀ene.

4.4 Pratique

4.4.1 Mise en œuvre

Point dedépart

En pratique,la cuve contientun faible nombredeparticules.On a ainsi au maximumune
particuledansle faisceauet très rarementplusieursparticulessimultańement.A un instant
donńe, on lancel’acquisition du signalacoustiquesanssavoir a priori s’il y a unebille dans
le faisceau.Le signalenregistré estdoncconstitúed’unesuitedemomentssansparticuleet de
moments̀auneparticule.Dansunpremiertemps,onconstruitunalgorithmeensupposantqu’il
y a auplusunebille dansle faisceau.Le premierpasestla détectiondesportionsdesignaloù
estréellementprésenteunesource.Pourcela,oneffectueunsimpletestd’énergieenobservant
le carŕedel’amplitudedusignalfiltr é passe-bas.On notealorslesrégionsoù l’ énergie dépasse
unseuildonńedétermińeparle niveaudebruit. Le pointdedépartdel’algorithmeestchoisiau
maximumd’énergie surla fenêtresélectionńee.
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Initialisation

Le pointsuivantestd’estimerunepremìerevaleurdedémarragedel’algorithme.Pourcela,
on effectueuneestimationgrossìeredela fréquencesurunefenêtrerelativementlongue(typi-
quement64ou128points)partransforḿeedeFourierdiscr̀ete.Ensuite,onutilisecettepremìere
estimationcommepoint de départde l’algorithme de maximumde vraisemblanceapproch́ee
brut (sansfiltre deKalman)décritdansle paragraphe4.10jusqu’̀aconvergence.Finalement,on
prendlesvaleursconvergéesdela fréquenceetduhessiencommeinitialisationdel’algorithme
completque l’on propageà partir du point de départ(maximumd’énergie) dansle sensdu
tempspuis,à partir decemêmepoint,dansle senscontraireafin d’avoir un décodagecomplet
du passagedela particuledansle faisceau.

Arr êt

On rappellequel’inversedu hessienest li é à la matricede d’information de Fisheret en
particulier, quelesvaleursdiagonalessontdoncli éesà la varianced’estimationdela fréquence.
Cescoefficientssontdoncli ésà la qualit́e de l’estimation.Cependant,cesquantit́essonttrès
fluctuanteset assezdélicatesà utiliser pourunedécisiondestopperl’algorithme.Nousavons
préféŕe nousbasersur la valeur de l’amplitude de la sourcefournie par l’algorithme MVA.
Lorsquecelle-cipassesousun seuilchoisienfonctiondu niveaudebruit et qu’elle y demeure
pendantuncertaintemps(suffisammentlongpourprendreencomptela traverśeed’un filtre, en
particulierà fréquencenulle)alorson décided’arrêterl’algorithme.

Ajout d’une source

Le bruit peutéventuellementprésenterparmomentdescomposanteslocaliśeesdansle plan
temps-fŕequence,en particulierle bruit d’origine acoustique.Par ailleurs,de tempsen temps,
on observe l’entréed’unesecondebille dansle faisceau.Celarésulteenuneinad́equationtem-
porairedu mod̀ele (uneseulesource)avec la réalit́e (deuxcomposantesspectrales).Afin de
nepasperturberl’algorithmeet decontinuerà démodulerle signalpendantplus longtemps,il
peutêtreavantageuxd’ajouterunesecondesourcede façon temporaire.Il faut détecterla se-
condesourceet l’initialiser. Le premierpoint estréaliśe de la façon suivante: quandl’inverse
du hessiendépasseun certainseuil, on testesi l’ajout d’une secondesourcefait diminuerde
façon significative cetteestimationde la varianced’erreur. Si c’est le cas,celasignifie qu’un
mod̀eleà deuxsourcesestmeilleur. Sinonon resteavecuneseulesource.L’initialisation dela
secondesourcesefait defaçongrossìereenestimantunesecondefréquencepartransforḿeede
Fouriersurunefenêtresuffisammentlongue.Si aveclesdeuxsourcesla varianced’estimation
de la secondedevient trop élevée,alorson peutestimerqu’elle a enréalit́e disparuet doncon
la supprime.

Casde plusieursvoies

En pratique,on utilise un réseaude9 transducteurset doncon disposedeplusieursréalisa-
tionssimultańeesdusignalx j t l . Onpeutdonceffectuerle testdedémarragesurla moyennede
l’ énergiedes9 voiesetsurtoutestimerla matricedecorŕelationRx enmoyennantles9 matrices
correspondantessur chaquevoie. Cela permet,en particulier, de réduiresignificativementle
nombreQ defenêtressuccessivesutiliséespourchaquevoie.
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4.4.2 Rappelsdesdiff érentsparamètres

En résuḿe, nousdisposonsdoncd’un certainnombrede param̀etresqu’il va falloir régler
aumieuxpouroptimiserla détection:

– La fréquenced’échantillonnage.Celle-cidoit êtrerégĺeedefaçon à vérifier le critèrede
Shannon.

– La taille K dela fenêtretemporelle.Elle doit êtresuffisammentlonguepourfournir une
estimationfiabledela fréquencemaissataille nedoit paspénaliserla résolutiontempo-
rellefinaledela vitesse.

– Le nombreQ defenêtrestemporellesutilisées.Cenombredoit satisfairelesmêmesexi-
gencesquele préćedent.

– La varianceσ2
ε du bruit demod́elisation.Cenombrerèglela souplessedu filtre deKal-

man.Une valeur élevée lui permetde suivre deschangementsrapidesde la fréquence
maisle rendsensibleaubruit.Parcontre,unevaleurtropfaiblepeutl’empêcherdesuivre
la modulationdefréquenceet doncrisquedefairedécrocherl’algorithme.

– Le seuild’énergie Se fournissantlesportionsdesignaloù lesbilles sontprésentes.Une
valeurtrop élevéeva laisserpasserdesportionsintéressantesmaisunevaleurtrop faible
vacréerdesfaussesalarmes.

– Le seuil d’amplitudeSa qui décidel’arrêt de l’algorithme. Il est fixé par rapport à la
variancedubruit.

4.4.3 Signauxsynthétiques

Afin d’évaluerlesperformancesde l’algorithme,on l’applique à un certainnombrede si-
gnauxsynth́etiques.Celafournit égalementunebasedecomparaisonpourinterpŕeterlesrésul-
tatsexpérimentaux.On choisit tout d’abordun signalconstitúe d’uneexponentiellecomplexe
puredansun bruit devariance1. Celapermetd’évaluerle spectredesfluctuationsdel’estima-
tion dela fréquenceinduitesparle bruit. Ensuite,nousconsid́eronsle casd’unemodulationde
fréquencèa spectrelargeen1r f avecun faiblebruit pourestimerlesperformancesde l’algo-
rithmeentantquefiltre. Finalement,on étudieunemodulationàspectrelargeenprésenced’un
bruit demêmeamplitude.

Casd’une sinusöıdalepure,SNR=0dB

Le premierdecessignauxcontientunecomposantespectraleuniqueetconstantevalant0 t 1
d’amplitude1. On ajouteun bruit blanccomplexe de varianceégaleà 1. On choisit comme
param̀etresK f 5, Q f 10 et σ2

ε f 210p 3. Les fréquence,hessienet amplitudedécod́essont
présent́esfigure4.1.On voit quel’algorithmedonneeffectivementunefréquencede0.1 avec
uneamplitudede1.

On notedesfluctuationssurl’estimationdela fréquenceduesaubruit. On noteraquepour
unrapportsignal/bruitvalant1, onadesfluctuationslég̀eressurla fréquencedevariance0.003.
Le spectrede cesfluctuationsesttraće figure 4.2. Le pic à bassefréquenceestdû à la valeur
constante0.1. On noteun certainnombrede coupuresdansle spectreduesaux fenêtrestem-
porellesutilisées.Les fluctuationsont un spectreplat à bassefréquencejusqu’̀a la premìere
coupurèaunefréquencede0.1.Puison observeunedécroissanceli éeaufiltragedeKalmanet
auxautrescoupures.
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hè
se

de
do

ct
or

at
,E

N
S

Ly
on

,F
ra

nc
e(

20
01

)

Fig. 4.1 – Sortiesde l’algorithme dansle casd’un signalsynth́etiqueà fréquenceconstante.
K=5, Q=10,σ2

ε f 210p 3, 9 récepteurs.
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Fig. 4.2 – Spectrede puissancedu signalde fréquencefourni par l’algorithme MVA pour le
signaldela figurepréćedente.
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Casd’une modulation de fr équenceen1r f 2, SNR=80dB
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Fig. 4.3– Sortiesdel’algorithmedansle casd’un signalsynth́etiqueàmodulationdefréquence
en1r f 2 erSNR=80dB. K=5, Q=10,σ2

ε f 210p 3, 9 récepteurs.Ona traće la modulationd’ori-
ginedécaĺeeversle hautde0.2pourpermettrela comparaison.
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Fig. 4.4 – Spectrede puissancedu signalde fréquencefourni par l’algorithme MVA pour le
signaldela figurepréćedente.Le spectredusignalderéférenceesttraćepourcomparaison.On
a traće enbasle rapportdesdeuxspectres.

On synth́etiseun signal dont la modulationen fréquenceest un signal stochastiquede
spectreen 1r f 2 plus un bruit blanccomplexe de variance10p 4. Les sortiesde l’algorithme
sontprésent́eessur la figure4.3.On a égalementtraće la modulationdedépartafin decompa-
rer. On noteimmédiatementl’effet defiltragepasse-basdû aufiltre deKalmanet auxfenêtres
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temporelles.Lesfluctuationshautesfréquencesont ét́e lissées.Onnoteégalementquel’ampli-
tudeet le hessienprésententdesfluctuations̀ahautefréquencequi sontli éesd’unepartaubruit
maiségalement(surtoutdanscecasoù le niveaudebruit estfaible)auxfluctuationsdela mo-
dulationhautefréquence.La valeurdela racinedu hessienestdanscecasdel’ordre de510p 3

soit seulement10 fois plus faible quedansle caspréćedent,malgŕe un bruit 10000fois plus
faible.Danscecas,la variancedel’estimationestessentiellementdueà la non-stationnarit́edu
processus.

Le spectredepuissancedu signaldémoduĺeestcompaŕe aveccelui dela modulationorigi-
nale(figure 4.4). On voit nettementl’effet de filtrage passe-basdont la fréquencede coupure
estdanscecasdel’ordre de0.043.

Casd’une modulation en 1r f 2, SNR=1

On prendmaintenantcommemodulationde fréquencele signalpréćedenten 1r f 2 filtr é
passe-bas̀a 0.02. On prendun bruit blanc d’amplitude1. Les sortiesde l’algorithme MVA
sontprésent́eesfigure 4.5. On observe cettefois que le signaldécod́e présentedavantagede
fluctuationshautefréquence.Ceciestdû à l’excitationdel’algorithmeparle bruit.Le spectrede
puissancedela fréquenceextraiteparl’algorithmeestprésent́efigure4.6etcompaŕeauspectre
initial. On voit que les fluctuationsengendŕeespar le bruit ressortentpour une fréquencede
l’ordre de0.03pourlesparam̀etreschoisisici.

Enrésuḿe,l’algorithmeagitdonccommeunfiltre passe-bassurle signal.Celaestdû d’une
part au filtre de Kalmanqui limite les variationsde la sortieet d’autrepart à l’utilisation de
fenêtrestemporellesqui lissentlesfluctuations.Parailleurs,si le rapportsignal/bruitestfaible,
l’algorithmeestexcitéparcebruit et induit desfluctuationssurla fréquenceextraite.
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Fig. 4.5– Sortiesdel’algorithmedansle casd’un signalsynth́etiqueàmodulationdefréquence
en 1r f 2 filtr é passe-baset SNR=0dB. K=5, Q=10,σ2

ε f 210p 3, 9 récepteurs.On a traće la
modulationd’originedécaĺeeversle hautde0.2pourpermettrela comparaison.
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Fig. 4.6 – Spectrede puissancedu signalde fréquencefourni par l’algorithme MVA pour le
signalde la figure préćedente.Le spectredu signalde référenceest traće pour comparaison
(courbedu bas).
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4.4.4 Signal expérimental

On consid̀eremaintenantun extrait designalexpérimental.Il s’agit d’unebille de250µm
dansl’ écoulementdeVon Kármánavecdisqueslisseset unefréquencederotationde17.4Hz.
La variancedu bruit estde l’ordre de 1 t 510p 4 V. La partieréelledu signalreçu par l’un des
récepteursestprésent́eefigure4.7.Le signalestfortementmoduĺeenamplitudepourplusieurs
raisons: la positiondela bille dansle faisceauqui donneunemodulationrelativementlenteet
le filtre numériqueautourde la fréquencenulle qui peutamenerunemodulationplus rapide.
Surla figure4.8,onasuperpośeunspectrogrammedusignalet la fréquencefournieparl’algo-
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hè
se

de
do

ct
or

at
,(2

00
1)

Fig. 4.7– Partieréelled’un signalexpérimental.Il s’agit d’unebille de250µm. Le signala ét́e
filtr é passe-hautautourde la fréquencenulle pour éliminer la composantedueaucouplageet
auxéchos.

rithmeMVA. Ona8 récepteurset lesparam̀etressontidentiques̀aceuxutiliséspourlessignaux
synth́etiques.On voit quel’algorithmedécodeparfaitementla fréquencemêmedansdeszones
deforte variationdanslesquellesuneapprochedetypeFouriercommencèa êtremiseendiffi-
culté.L’ensembledessortiesdel’algorithmeMVA sontprésent́eessurla figure4.9.L’amplitude
fournieparl’algorithmesuit l’amplitudedu signal.On voit quela varianced’estimation(li éeà
la valeurdel’inversedu hessien)augmentelorsquel’amplitudedu signalestfaible,enparticu-
lier audébut et à la fin où il n’y aplusdebille dansle faisceaumaiségalement̀achaquepassage
à zérocarle signala ét́e filtr é.Elle augmentéegalementlég̀erementlorsquela fréquencevarie
trèsrapidementcarle mod̀eles’approchedeseslimitesdansdetellesrégions.
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Fig. 4.8 – Superpositiondu spectrogrammedu signalpréćedentet de la sortiede l’algorithme
MVA. Ona 8 récepteursetK=5, Q=10.
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Fig. 4.9– Sortiesdel’algorithmeMVA appliqúeausignalpréćedent.
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Chapitr e5

Description desmesures

La réalisationdela châıned’acquisitionet la miseaupointdel’algorithmeMVA nousfour-
nissentun outil demesureinédit.Celanouspermetd’envisagerdesmesuresdevitesselagran-
gienneàhautnombredeReynolds.Cechapitreprésenteendétailsla configurationexpérimen-
tale.Ondécritenparticulierlesvaleursdesdifférentsparam̀etresdel’algorithmededémodula-
tion. Enfin,unemesuredela positiondela particulepartriangulationnouspermetdevaliderla
mesuredevitesselagrangienne.

5.1 Configuration expérimentale

5.1.1 Présentationde l’ écoulement

L’entrâınementsefait pardeuxdisqueslissesou avec8 pales.On créedoncauniveaudes
disquesun mouvementde rotation intense.Les deuxdisquestournanten senscontraire,cela
induit unfort cisaillementaumilieu dela cuve.Parailleurs,l’eauestentrâınéeradialementvers
l’extérieurdesdisquespar la force centrifuge.Cetterecirculationestboucĺeepar le retourde
l’eau vers l’axe de la cuve à mi-hauteurdu cylindre. On obtientainsi un écoulementmoyen
qui, auniveaudesdisques,tourneet aunevitesseradialepositiveet aucentredela cuve,aune
vitesseradialeconvergeantversl’axedela cuve.Parailleurs,le nombredeReynolds

Re f R2Ω
ν

(5.1)

et de l’ordre de 105. L’ écoulementestdonctrès turbulent et la partiefluctuantede la vitesse
est de l’ordre de 10 fois plus importanteque la vitessetypiquede la recirculationmoyenne
du fluide. L’ écoulementn’est pashomog̀eneni isotropeen toute rigueur, d’une part à cause
de la recirculationet d’autrepart les caract́eristiquesne sontpasexactementidentiquesselon
l’axeetselonunedirectionperpendiculaire(voir parexemple[69]). Néanmoins,cetécoulement
présenteungrandnombred’avantagesparmilesquelsla stationnarit́eet la possibilit́ed’avoir un
fort tauxdeturbulencedansun volumerestreint.

5.1.2 Mesurede ε
La mesurede la dissipationmoyenneesteffectúeede façon globale.On mesurel’ énergie

évacúeeparle syst̀emederefroidissementlorsquela temṕeratureeststabiliśeeà la temṕerature
ambiante.Pour refroidir la cuve, on disposede deuxserpentinsdispośesentreles disqueset
lesparoisfermantle cylindre. Ils sontreliésà unecirculationd’eaufroide qui permetainside
régulerla temṕeratureinternede l’eau dansla cuve. On peutestimerl’ énergie évacúeeparce



90 Chapitr e 5. Description desmesures

syst̀emeenmesurantle débitmassiqueD del’eaudansle circuit et la différencedetemṕerature
∆T entrel’entréeet la sortiedu circuit. On obtientalorsε parla formule:

ε f Dcp∆T

M
(5.2)

où cp estla capacit́e calorifiquede l’eau et M la massetotaled’eauà l’int érieurde la cuve. Il
s’agit doncd’unemesureglobaledela dissipationcaron mesureeffectivementl’ énergie totale
inject́eepar lesmoteursdansla cuve. Néanmoins,cetteestimationnecorrespondvraisembla-
blementpasexactement̀a la dissipationdansla zonedemesure.En effet, la dissipationestli ée
auxgradientsdevitesse.Or il y adeszonesdansl’ écoulementoù lesgradientsontextrêmement
intenses.Toutd’abordentrele disqueet la paroidu cylindre, l’espaceestdel’ordre de5 mm et
onadoncunfort gradientmoyen.Dansle casdedisqueslisses,onaégalementun fort gradient
sur toutela surfacedu disquedansla couchelimite. Danscecas,on peutdoncs’attendrèa ce
quecetteestimationdeε soitplusélevéequela dissipationdansla zonedemesure.Dansle cas
desdisquesà pales,les disquestournentnettementmoinsvite et l’entrâınements’effectuede
manìereinertielleet on peutpenserquecettevaleurdeε correspondeeffectivementautauxde
dissipationdansla zonedemesure.

A partir del’estimationdeε et dela mesuredela variancedela vitesse,on peutcalculerle
nombredeReynoldsbaśesurl’ échelledeTaylor. Ensupposantquela turbulenceesthomog̀ene
et isotrope,ona

ε f 15ν
σ2

λ2 t (5.3)

On estimedoncla longueurdeTaylor par

λ f σ � 15ν
ε g (5.4)

et le nombredeReynoldsRλ s’exprimedonc

Rλ f λσ
ν
f σ2 � 15 t νε (5.5)

5.2 La mesure lagrangienne

5.2.1 Configuration expérimentale

La figure5.1 montreunecoupedela cuve danssonplanmédian.On voit les trois hublots
qui supportentlestroisréseauxultrasonores.Lesémetteurs̀a2.5et2.8MHz sontdispośesdans
le hublot E. Les récepteurssontdispośesen R1 pour la fréquence2.5 MHz et en R2 pour la
fréquencederéceptioǹa2.8MHz. Lesaxesdestrois réseauxsontconcourantsenO. Onadonc
un anglede45e entrel’ émetteuret le récepteur. Chacundesdeuxsyst̀emesdemesureva donc
extrairela composantedevitesseselonla bissectricedel’angle émetteur/ŕecepteur. Le syst̀eme
à2.5MHz vadoncmesurerla composantedevitessev1 selonl’axeO1et le syst̀emeà2.8MHz
la composantev2 selonl’axeO2.

Deux typesde mesuresontprésent́esdansla suitede cet ouvrage.Une mesure1D qui ne
concerneque la composantev1 et une mesure2D qui présenterasimultańementles compo-
santesv1 et v2. Une différenceimportanteentreles deuxtypesde mesurerésidedansla zone
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Fig.5.1– Coupesch́ematiquedela cuveà égaledistancedesdeuxdisques.Le hublotE contient
l’ émetteur, leshublotsR1 et R2 les récepteurs.On a plaće lesdifférentsaxesqui vont êtreuti-
lisés.Lescomposantesdevitessesva etvb mesuŕeesparchacundestransducteurssontselonles
axesO1etO2.A partirdecesdeuxcomposantes,onreconstruitdeuxcomposantesorthogonales
v1 etv2 selonlesaxesO1 et O2 oubienlescomposantesvx et vy.

demesure.Pourmesurerla composantev1 seule,il fautquela bille soit dansl’intersectiondu
côned’émissionet du cônederéceptiondu réseauR1. La figure5.2 metenévidencela coupe
dela zonedemesuredansle planmédiandela cuve.On voit quecettezoneestasseźetendue
et s’étendsur unedizainede centim̀etreen largeursur unequinzainede centim̀etresen lon-
gueurselonl’axe O1.Elle estlég̀erementexcentŕeeet estplusprochedela paroioppośeeaux
deuxréseaux.Danscetterégion,la recirculationmoyennea tendancèa ramenerle fluide vers
l’axe dela cuve.On peutdoncs’attendrèa mesurerunevitessemoyennesurla composanteV1

lég̀erementpositive.
En ce qui concernela mesure2D, il estnécessairequela bille soit à la fois dansles fais-
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Fig. 5.2– Sch́emadela zonedemesuredela mesuredevitesse1D. La bille seravisibleparles
récepteurssi elleestdansl’intersectiondescônesd’émissionet deréception(zonegrisée).

ceauxd’émissionet danslesdeuxfaisceauxde réception.Celaréduit doncnettementla zone
demesureainsiqu’il estvisible dansla figure5.3.La zonene fait plusque8 cm de largesur
unedizainede longueur. Elle estcettefois allonǵeeselonl’axe Oa et estnettementmoinsex-
centŕeequela préćedente.Lesdeuxcomposantesmesuŕeesnesontpasorthogonales.On peut
en extraire descomposantesorthogonalespar simplecombinaisonlinéaire.Le couple(va g vb)
estétudíe dansla suitede cet ouvrageet correspondaux directionsselonla plus grandeet la
pluspetitedimensiondela zonedemesure.On lesobtientsimplement:

va f v1 m v2

2cosθ
vb f v1 k v2

2sinθ g (5.6)
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Fig. 5.3 – Sch́emade la dispositiondestransducteurs.Coupedansle planmédiande la cuve.
Lesémetteurssontaupoint E et lesrécepteurssontauxpointsR1 (2.5MHz) et R2 (2.8MHz).
L’angleentrelesaxesdesémetteurset desrécepteursvaut45e . Le cercleen train plein figure
le cylindredela cuve.Lesdroitesfigurentleslimitesdesfaisceauxultrasonores̀a l’ émissionet
à la réception.La zoned’intersectiondesfaisceauxestfiguréeengris. Il s’agit dela zonedans
laquellela bille apparâıt simultańementsurlesdeuxvoiesd’acquisition.

5.2.2 Valeursdesparamètresde l’algorithme

On rappellebrièvementcommentsontobtenuslessignaux.On émetun signalacoustique
sinusöıdal (sinusöıde pure) et on enregistre le signal diffusé. Lorsqu’unebille entredansle
faisceaúemetteur, ellediffuselesultrasonsavecundécalagefréquentielDopplerli é àsavitesse.
Lorsqu’elleestégalementdansle faisceauderéception,on observe alorsle décalageDoppler
surle signalréfléchi.
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Fréquenced’ échantillonnage

Les signauxsont enregistrés apr̀es translationfréquentielleanalogique.Le signal est la
sommede 9 signauxrépartisdans9 bandesde fréquencedistinctes.Le signal somḿe ainsi
obtenuestcentŕe sur1.882904MHz pouruneémissionà 2.5MHz et sur2.182904MHz pour
uneémissionà 2.8 MHz. Cessignauxsontenregistréspardeséchantillonneurshpe1430Aqui
effectuentun hét́erodynagenumériqueà la fréquencecentraledu signal(qui estdoncrameńee
à zéro).La fréquenced’échantillonnagedu signalsomḿe est312.5kHz. Pourreconstituerle
signal reçu par un seul récepteur, on effectueun décalagefréquentielen multipliant par une
sinusöıdedont la fréquencecorrespondau centrede la bandeconsid́eŕee.Ensuiteon effectue
unedécimationnumérique(via la fonction decimatede MATLAB) dont l’ordre dépendde la
valeurtypiquedudécalageDoppler. Il fautalorsprendregardedenepasdécimertropfortement
caron risquederéduireexcessivementla bandepassanteet doncdeperdreles événementsde
grandevitesse.Parailleurs,il nefautpasnonplusdécimertroppeucaronintroduitalorsdavan-
tagedebruit et on risquedediminuerlesperformancesdel’algorithmedeMVA. La fréquence
d’échantillonnageestdoncengrandepartiedétermińeeparla valeurmaximumdela vitesse.

Il seraitenvisageabled’effectuerun filtragepasse-basdu signalsansdécimationdefaçon à
avoir unsignalsur-échantillonńe.Au vu dequelquestests,il semblequesuŕechantillonnerle si-
gnaln’améliorepaslesperformancesdel’algorithmeMVA voire lesdét́eriore.Parconśequent,
onchoisitauplusjustele tauxdedécimationtd defaçon àneperdrequele minimumd’événe-
ments.Lesvaleursdestauxdedécimationsontdonńeesdansla table5.1.

man030401 man020801 man290501 man220501 man310701
td 32 24 12 10 12

Fe(Hz) 9765 13021 26042 31250 26042
K 5 5 5 5 5
Q 10 10 10 10 10
σ2

ε 2 10p 3 5 10p 3 5 10p 3 5 10p 3 5 10p 3

Fb (Hz) 100 120 300 500 300
Se (µV) 30 15 20 50 20
Sa (µV) 20 7.5 15 25 15

Tab. 5.1 – Valeurs des divers param̀etres de l’algorithme de démodulation.td taux de
décimation,Fe fréquenced’échantillonnage,K taille de la fenêtre,Q nombrede moyennes,
Fb fréquencedecoupuredu filtre passe-bas,Se seuilde la détection,Sa seuild’arrêt de l’algo-
rithme.

Taille de la fenêtre : K

L’estimationdela fréquencenécessitel’utilisation d’un certainnombred’échantillonssuc-
cessifs.De mêmequedanslesexemplesprésent́esdansle chapitre4, on utilise unefenêtrede
5 pointssuccessifs.Cettefaiblevaleurestsuffisantecaron nerecherchequ’unebille à la fois.
Par ailleurs,commeobserv́e surla figure4.4,la taille dela fenêtreintervientdansla fréquence
decoupuredu filtre (defaçon assezcomplexecarcoupĺeeauchoix deQ). En effet, on conçoit
queplusla fenêtreseragrandepluson lisserale signaldémoduĺe.CechoixdeK f 5 réaliseun
compromisacceptableentrequalit́ed’estimationet résolutiontemporelle.



5.3. Cohérencede l’estimation devitesse 95

Nombre demoyennes: Q

Bien quel’on disposede9 voiesde réceptionet doncde9 réalisationsdu bruit, il esttout
de mêmenécessaired’effectuerdesmoyennesafin d’améliorer la qualit́e de l’estimation.On
a choisi la valeurQ f 10. On verradansle paragraphe6.3 quele choix decesparam̀etresne
limite pasla résolutiondela mesure.

Bruit demodélisation : σ2
ε

Le choix deσ2
ε détermineenpartiela fréquencedecoupuredu filtre maiségalementle ni-

veaudebruit surle signaldefréquenceextrait. On doit choisirunevaleursuffisamment́elevée
pour quele filtre suive correctementla modulationde fréquencemaisaussiassezbassepour
qu’il nesoit pastrop sensibleaubruit. Unevaleurdel’ordre deσ2

ε f 5 t 10p 3 donnedesperfor-
mancesacceptables.

Seuil d’ énergie Se

La méthodededétectiondesévénementsnécessiteun seuillagede l’ énergie du signal.En
pratique,le signalcontientunetrèsforte composantèa fréquencenulle dueà un couplagedi-
rect entreémetteuret récepteurd’origine électromagńetiqueou acoustique(réflexions sur les
paroisouondesdesurfacesi l’ émetteurestsurle mêmeréseauquelesrécepteurs).Deplus,les
réflexionssurlesparoissubissentunlégerdécalageDopplerdû à la turbulencedel’ écoulement.
On observe doncun pic à fréquencenulle dansle spectredu signal reçu. Ce pic est éliminé
par filtrage réjecteurde bandevia un filtre numériquede Butterworth et la fonction filtfilt de
MATLAB( qui n’introduit pasdedistorsiondephase).La fréquencedecoupureFb decefiltre
dépenddunombredeReynoldsdel’ écoulement.Lesvaleurssontdonńeesdansla table5.1.Par
ailleurs,du fait d’interactionsnon-linéairesentrelesvoiesélectroniques,on observe également
un certainnombrede raiesqui sontéliminéespar filtrage réjecteurde bandenumérique.Une
fois le signalmis enformedecettefaçon,on calculele carŕe del’amplitudequel’on moyenne
sur les 9 récepteurs.Ensuitece signalestfiltr é passe-bas̀a 100 Hz. On peutalorschoisir le
seuild’énergie pourla détectiondesévénementsintéressants.Lesvaleurssontfourniesdansla
table5.1.

Arr êt de la propagationde l’algorithme : Sa

Il fautfinalementarr̂eterla propagationdel’algorithme.Onachoisidesebasersurla valeur
d’amplitudefournie par la sortie de l’algorithme MVA. Lorsquel’amplitude est plus faible
quele seuilSa, on arr̂ete.Lesvaleursdu seuil sontdonńeesdansla table5.1.En pratique,on
arr̂etel’algorithmesi l’amplituderesteplusfaiblequele seuilpendantplusque400échantillons
successifs.

5.3 Cohérencede l’estimation devitesse

5.3.1 La mesurede la position

On effectuel’acquisition du signal acoustiquesur deux réseauxde 8 et 9 transducteurs.
Ceux-cisontrépartisencroix defaçonàconstituerdesantenneslinéairesde4 ou5 capteurs.En
mesurantlesretardsdephasesur lesdifférentscapteurs,on peutestimerla directiond’arrivée
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du son.Chaqueantennelinéairefournit un angle.Un réseaúetantconstitúe de deuxantennes
linéaires,onobtientdeuxanglesqui décriventunedroitesurlaquellesetrouvela bille. Avecles
deuxréseaux,on obtientdeuxdroitesqui devraients’intersecterdansl’espacesi la précision
desmesureśetait infinie. Par convention,on définit lesaxesde façon à cequel’axe desz soit
l’axe de la cuve et le centreO du rep̀ere,le centrede la cuve (voir figure5.1).Le réseau1 est
parall̀ele au plan yOz et le réseau2 et parall̀ele au plan xOz. Le réseau1 désigneradoncune
droite lég̀erementinclinéepar rapportà l’axe desx et le secondréseauunedroite lég̀erement
inclinéepar rapportà l’axe desy. Cesdeuxdroitesformentdoncentreellesun anglequi sera
toujoursprochede90e carla particulenes’éloignepasdeplusde10cmmaximumdupointO et
lestransducteurssontéloigńesde17.6cmdeO.LescoordonńeesX etY dupointd’intersection
vontdoncêtrebiendéfinies.Parcontreunelég̀ereerreurdansl’estimationdesanglesvaéloigner
les droitesselonla directionz. La coordonńeeZ va doncêtre la plus délicateà estimeret la
plussensibleauxerreursd’estimationdesangles.Dansla mesureprésent́eeci-dessous,ceciest
d’autantplusdélicatquel’on n’a que4 transducteurspourestimerl’angleparrapportà l’axe0z
(transducteur1) tandisquel’on a5 transducteurspourestimerles3 autresangles.

5.3.2 La position

Onprésentedansla suitedecettepartie,l’exempled’un dessegmentsextrait del’expérience
man290501.Sur la figure5.4,sonttraćeeslestrois coordonńeesdela positiondespointsP1 et
P2 desdroitesissuesdesdeuxtransducteurset minimisantla distanceP1P2. Lescoordonńees
X et Y desdeuxpointssontindiscernablessur la figure.L’ écartquadratiquemoyensentreles
abscisseset ordonńeesdesdeuxpointssontdel’ordre de100µm. Cefaibleécartestdû aufait
queles deuxdroitessontquasiorthogonales.Par contrel’estimationde la coordonńeesZ est
nettementmoinsbonne.On observe un écartqui peutaller jusqu’̀a 4 mm. L’ écartquadratique
moyen estde l’ordre de 1.5 mm. Il faut notercependantquel’incertitude sur la positiondes
centresdestransducteurspeutêtrede l’ordre du millim ètreet qu’il y a égalementuneincerti-
tudesurl’angleentrel’axenormalauxtransducteurset lesaxesOx etOy. Cesincertitudessont
délicates̀amesureretnécessitentunpositionnementtrèsprécisdestransducteursdansl’espace.
Par ailleurs,pourassurerl’orthogonalit́edu plandestransducteursparrapportauxaxes,il faut
vraisemblablementun réusinagede la cuve. Cesrésultatsne prétendentpasprésenterlesper-
formancesoptimalesdela techniquedemesuremaisplutôt donneruneidéedesespotentialit́es.
Commeon n’utilise que4 transducteurssur l’une desdirectionsdu réseau1, on sefiera au
pointP2 commeestiḿeesdela positiondela particule.Onpeutraisonnablementesṕererquela
précisiondela localisationestmeilleurequele millim ètre.

La trajectoirecorrespondant̀a cestrois coordonńeesestprésent́eesurla figure5.5.On voit
quecettetrajectoireestextrêmementcontourńee.On observe despointsderebroussementqui
doiventcorrespondrèa desacćelérationtrèsviolentes.L’extrait étudíe ici contientun passage
avec desacćelérationstrèsviolentesduesà de fortesoscillationsde la vitesse.La trajectoire
pendantcet intervalle de tempsestprésent́eesur la figure 5.6. On a soustraità la position la
contribution dueà la vitessemoyennependantl’intervalle de tempsconsid́eŕe. La trajectoire
dansce référentielen mouvements’enroulesur elle-même.On peut tout à fait interpŕeterce
mouvementcommela rotationdela bille autourd’un vortex, lui-mêmeentranslationsousl’ef-
fet del’entrâınementparlesstructuresdetaille suṕerieure.Onnoteraquele rayondela rotation
estde l’ordre dequelquescentainesdemicrons.Noussommesdanscecasà la limite desper-
formancesde la techniquedemesure,maison voit quel’on peutdétecterdesmouvementsde
trèsfaibleamplitude(danscecasdel’ordre dela taille dela bille).
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Fig. 5.4– Composantesdela position.De hautenbaslescomposantesX Y et Z. La courbeen
trait plein correspondaupoint P1 et lespointillésàP2.

5.3.3 Cohérencede la mesuredevitesse

Malgré le bruit demesuresurla position,onpeutdériver la positionpourobtenirla vitesse.
Lesvitessesmesuŕeespareffet Dopplerpeuvent êtrecompośeesentreellesde façon à obtenir
la vitesseprojet́eesur lesaxesOx et Oy. Le résultatestprésent́e dansla figure5.7.Le signal
issude la dérivationesttrèsbruité maisressemblefortementau signalextrait du Doppler. La
corŕelationentrelesdeuxsignauxestsuṕerieureà 0.9.On observe sur le signaldérivé deforts
pics qui sontdusaux passagede la vitessepar 0. En effet, danscecas,l’amplitude du signal
passesousle niveaude bruit à causedesfiltres et doncl’algorithme tendà garderla position
constante.Par conśequent,la position resteinchanǵee jusqu’̀a ce que le signal réapparaisse
et alorsl’algorithme effectueunecorrectionbrutalequi créecespics sur le signalde vitesse.
Par ailleurs,denombreuxdétailsdu signaldevitesseDoppler, n’apparaissentpassur le signal
dérivé à causedela qualit́e insuffisantedela localisation.

A causedu niveaudebruit élevé, il estdélicatd’estimerl’influencedela largeurangulaire
du faisceauultrasonoresurla composantedevitessemesuŕee.Il semblequela mesurepareffet
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Fig. 5.5– Trajectoirecorrespondant̀a la figurepréćedente.
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Fig.5.6– Trajectoirepourlestempsvoisinsde0.19s.Onaretranch́elacontributiondela vitesse
moyennesur l’intervalle detempsconsid́eŕe.L’ étoile indiquele premierpoint.La trajectoirea
ét́e lisséeparfiltragepasse-bas.
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Fig. 5.7– Comparaisondescomposantesdevitesseobtenuespardérivationdela positionetpar
effet Doppler(d́ecaĺeeversle bas).

Dopplersousestimeparmomentla vitesse(envaleurabsolue)parrapportà la vitessethéorique
maisunequantificationprécisede cet effet nécessitedesmesuresnettementplus finesde la
position.Pourcela,au vu desrésultatspréćedents,il faut améliorer le rapportsignal/bruitet
vraisemblablementaugmenterle nombredetransducteursparantennelinéaire.

Plutôt quededériver le signaldeposition,on peutintégrerle signaldevitesseDoppler. Le
résultatesttraće surla figure5.8.On a intégŕe lesvitessesV1 etV2 et on comparèa la position
de la bille selonlesmêmesaxes.Lesdeuxsignauxont la mêmeallure.L’ écartentrelesdeux
méthodesestde l’ordre de0.5 cm maximumpour le premieret de3 mm pour le second.Les
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Fig. 5.8 – Comparaisondes coordonńees de position obtenuespar intégration de V1 et
V2(pointillés)à celleobtenuespartriangulation.

écartsquadratiquesmoyenssontrespectivement3 mm et 1 mm. Il fautnoterquedanscecas,
leserreursd’estimationdela vitesses’accumulentlorsdel’int égration.

Cesdifférentstestsmontrentla coh́erenceentreles deuxtypesde mesure.La vitesseme-
suŕeepar lesdeuxméthodesestidentiqueainsiquele déplacement.On peutestimerquecela
valide la mesurepar effet Dopplerde la vitesseet on peutconsid́ererque l’on mesureainsi
effectivementlescomposantesdela vitesse.



Chapitr e6

La vitesselagrangienne

Cechapitreestconsacŕe à l’ étudestatistiquedessignauxdevitesse.La premìerequestion
pośeeestla manìered’effectuerlesmoyennespourunetelle mesure.On étudiela formede la
densit́e deprobabilit́edela vitesse,puis l’autocorŕelationet le spectrelagrangien.On conclura
le chapitreparunediscussionsur la fonctiondestructured’ordre2 qui estfondamentaledans
la théorieK41 ainsiquedanslesmod̀elesstochastiquesdedispersion.

6.1 Lessignauxlagrangiens

6.1.1 Lessegments

La mesure 1D

L’algorithmeMVA permetdoncd’obtenir un certainnombrede morceauxde signauxdé-
moduĺes.Cependant,cen’estpasréellementsatisfaisantpourplusieursraisons.Tout d’abord,
le seuil Sa estfixé volontairementassezbaspourobteniruneportion la plus longuepossible.
On risquedonc de ne pasarr̂eter asseztôt l’algorithme ou bien celui-ci peut se recalersur
un autreévénement.Par ailleurs,il arrive queplusieursbilles soientprésentessimultańement
dansl’intersectiondesfaisceaux.Or l’algorithmen’estpasoptimiśepourtraitercecaset risque
donc d’avoir un comportementaberranten passantd’une bille à l’autre voire à ne chercher
qu’unecomposantealorsqu’il y enadeux.Il estdoncnécessaired’effectuerunsecondpassage
afin, d’une part de reṕererles endroitsoù seterminenteffectivementles événementsdétect́es
et d’autrepart, d’éliminer les événementsprobĺematiques.Ce secondpassagea ét́e effectúe
manuellement,un tel algorithmerestant̀a étudier.

La distribution de la taille de segmentsobtenusestdonńeefigure 6.1. L’algorithmed’ex-
traction dessegmentsne conserve pasles segmentstrès courts.L’histogrammedestailles a
doncun maximumsuivi d’unequeueexponentiellemontrantuneforte dispersion.́Etantdonńe
quel’on a suppriḿe artificiellementlessegmentscourts,on peutpenserquela loi deprobabi-
lit é destailles dessegmentspuisseêtreexponentielle.Il faut noterquela taille dessegments
ne correspondpasréellementau tempsde séjour de la particuledansle faisceau.Il s’agit en
réalit́edela taille dusegmentquel’algorithmearéussìa identifier. Le début et la fin dusegment
sonten réalit́e davantagedétermińespar le comportementde l’algorithme.Ainsi si la qualit́e
dela démodulationsedét́eriore(diminutiondu rapportsignal/bruit,présencesimultańeed’une
deuxìemeparticule...)alorson peut êtreameńe à stopperl’algorithme tandisquela particule
demeureencoreun certaintempsdansle faisceau.

Pourl’expérienceprésent́eesur la figure (man290501),la moyenneestde l’ordre de1350
échantillons(52 ms)pourunevariancede950(37 ms).Le tempsdedécorŕelationdela vitesse
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Fig. 6.1– Histogrammedestaillesdesegmentspour l’expérienceman290501.On a plaće une
droiteenpointilléspourmarquerla queueexponentielle

vautdansl’expérienceprésent́eeTL º 22» 4 ms.La taille dessegmentsvautdoncenmoyenne
2 » 3TL.

La mesure 2D

La distribution deslongueursdessegmentsest présent́ee sur la figure 6.2. La forme est
identiqueà celleprésent́eedansle casd’uneseulecomposantemaisla moyenneet la variance
sontplus faibleset valent respectivement1014et 640 échantillons.La zonede mesureétant
devolumepluspetit quedansle casmonocomposante,la particuledemeuremoinslongtemps
dansl’intersectiondesfaisceaux.On disposede 4068 segmentsau total, ce qui correspond
à trois fois moinsd’échantillonsquepour les résultatsprésent́esdansles partiespréćedentes
concernantl’expérienceman290501.

6.1.2 Comment fair edesmoyennes?

Dèslorsquela duŕeedesévénementsestvariable,seposela questiondela manìered’effec-
tuerdesmoyennes.La méthodedirecteconsistèa donnerà chaquéechantillonun poidsiden-
tique.Alors lessegmentsn’aurontpastousle mêmepoids.Dansl’expériencedeVothetal.[92],
lesauteursdécriventleurméthodedepond́erationlorsdesmoyennes.Dansleurcas,la particule
demeuredansla zonedemesurependantuneduŕeefaibleparrapportautempscaract́eristique
d’évolutiondela vitessequi variedoncpeuaucoursdela mesure.La pond́erationconsistedonc
essentiellement̀aaffecterunpoidsà chaquéevénementinversementproportionnelautempsde
séjour. Dansnotrecas,le tempscaract́eristiquepour l’expérienceman290501estdel’ordre de
22 ms c’est à dire un peumoinsde la moitié de la moyennedestempsde séjour. De façon
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Fig. 6.2– Histogrammedeslongueursdessegmentspourlesquelsla particuleestvisiblesimul-
tańementsurlesdeuxvoiesd’acquisitionpourl’expérienceman290501.

géńerale,la bille restedoncplusieurstempscaract́eristiquesdansla zonede mesure(ce qui
étaitunedesexigencesdela mesure).La pond́erations’annoncedoncdélicateà effectuer. Par
exemple,pourle calculdela vitessequadratiquemoyenne,onobtientσ º 0 » 96m/sendonnant
un poidségalà chaqueéchantillontandisqu’en en donnantle mêmepoidsà chaquesegment
onobtient1 » 00m/ssoitunedifférencede4%.Cettedifférenceestrelativementfaiblemaistout
demêmesignificative.Néanmoins,il estdifficile desedéciderenfaveurd’uneméthodeplutôt
qu’uneautre.Commela distribution destempsde séjoursest tout de mêmeassezpiquée,on
prendle parti de donnerà chaquesegmentun poidsproportionnelà salongueurau risquede
favoriserlessegmentslespluslongs.

La figure6.3présentela vitessequadratiquemoyennedessegmentsdelongueurplusgrande
qu’unetaille l enfonctiondel . Onnoteradésormaiscettegrandeurv¼¾½ l ¿ . Onvoit quela vitesse
quadratiquemoyennediminue lorsqu’onconsid̀eredesmorceauxde plus en plus longs.Elle
passede 0.96 à 0.84 lorsquela taille dépasse4000échantillonssoit unediminution de 12%.
Onpeutcomprendrecettedécroissanceenintuitantquelesparticulesallant”le pluslentement”
c’est-̀a-diredevarianceplusfaibleont uneprobabilit́e plusgrandederesterlongtempsdansla
zonedemesure.Dèslors,on conçoit le biaisinduit parcetteméthodedemesure.On verraque
cebiaispeutdevenir significatif et quedanscertainscas,il estnécessairedele compenser.

La vitessequadratiquemoyennedescomposantesdevitessedessegmentsplusgrandsque
l estprésent́eedansla figure6.4 dansle casdela mesure2D. Le nombredesegmentsutilisés
estnettementplus faible car on a extrait dessegmentspréćedentsles portionsoù la bille est
détect́eesimultańementparlesdeuxvoiesd’acquisition.Lescourbesobtenuessontdoncnette-
mentmoinslissesquecelledela figurepréćedente.On a traće v ¼ pourlescomposantesv1, v2,
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Fig. 6.3 – Vitessequadratiquemoyenne des segmentsplus long que la longueur l pour
l’expérienceman290501
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Fig. 6.4 – Vitessequadratiquemoyennedessegmentsplus longsque l en fonction de l pour
l’expérienceman290501.Dehautenbasonav ¼ calcuĺeepourlescomposantesva, v1, v2 etvb.
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va etvb. Onremarquequelesvariancesdev1 etv2 sontidentiques.Celas’expliqueparle fait que
la zonedemesureestidentique“vue” par lesdeuxvoiesd’acquisitionen termegéoḿetrique.
Parcontre,la variancedeva estlég̀erementsuṕerieureetsurtoutla variancedevb estnettement
plusfaible.On noteraquela zonedemesureestplusétenduedansla directiondeva quedans
celledevb. On voit doncclairementqu’ensélectionnantles événementsd’unecertaineduŕee,
on observerapréférentiellementles événementsdevariancela plus faible.Ceteffet estimpor-
tantcarla vitessequadratiquemoyennedela vitessevb est20%plusfaiblequecelledeva alors
queles directionsde mesuresont identiquesen termesde symétrie de l’ écoulementcar elles
sonttoutesdeuxdansle planmédiandela cuve.

6.1.3 PDF devitesse
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Fig.6.5– Fonctiondensit́edeprobabilit́edela vitessepourl’expérienceman290501.Onatraće
enpointillésla gaussiennedemêmevarianceet valeurmoyenne.

Une despremìeresgrandeursd’intér̂et est la fonction densit́e de probabilit́e de la vitesse
obtenuevia l’histogrammede vitesse.Elle estprésent́eesur le figure 6.5. L’histogrammeest
calcuĺe en donnantle mêmepoids à chaqueéchantillonc’est-̀a-dire simplementen mettant
bout-̀a-bout tous les segments.On observe tout d’abord un creux au voisinagedesvitesses
nulleset desbossessur sesbords.Celaestdû aux opérationsde filtrage.Poursedébarrasser
du pic central,on estobligé d’effectuerun filtragepasse-basautourde la fréquencenulle. Par
conśequent,il estentout rigueurimpossibledemesurerunefréquencenulle.On s’attenddonc
à observer uneprobabilit́e nulle pour les fréquencesfaibles.De plus, l’algorithmecontientun
filtre deKalmaninterdisant̀a la fréquenceestiḿeedefairedessautstroprapides(parréglagede
Rε). Par conśequent,lorsquela vitessede la particulechangedesigne,l’algorithmeva passer
continûmentd’un côté à l’autre dela fréquencenulle maiseny restantun minimumdetemps
car il n’y a pasdesignalà cettefréquence.Le creuxn’estdoncpastrèsprofond.Par ailleurs,
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cela favorise égalementles fréquencessituéesprèsde la bandecouṕeecar l’algorithme aura
tendancèa attendreà cesfréquencesquele signalréapparaissede l’autre côté. Celaexplique
lesbossesobserv́ees.Il estdifficile decorrigercet effet. On pourrait imaginerde reconstituer
le signal de façon plus satisfaisantequ’en laissantsimplementagir le filtre de Kalman,par
exempleenajustantla trajectoiredansle plantemps-fŕequencepardescourbesplusou moins
complexes(”cubic splines”ou polynômes).

Onobserveégalementquelesailesdela densit́edeprobabilit́esontprochesdela gaussienne
de mêmevarianceet valeurmoyennetraćeeen pointillés.On serappellequeles densit́esde
probabilit́eeuĺerienneset lagrangiennessontcenśeesêtreidentiquesdansle casdela turbulence
homog̀ene.La densit́edeprobabilit́eeuĺeriennéetantgaussienne,ons’attend̀acequ’il ensoitde
mêmedansle caslagrangien.Onnotequela valeurmoyennen’estpasnulleetvautdanscecas
0.12m/s,cequi signifiequ’enmoyennela bille s’approchedutransducteur. Ceciestcompatible
avecla recirculationmoyenneobserv́eedansl’ écoulementdeVon Kármán.Le fluideestéject́e
parlesdisqueset revient versl’axedansle planmédian.La zonedemesuréetantl’intersection
dedeuxcônes,elle estdécaĺeeversle borddela cuve oppośe auxtransducteursacoustiqueset
doncdansunezoneoù, enmoyenne,le fluide revient versl’axeet doncverslestransducteurs.
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Fig.6.6– PDFdesdeuxcomposantesva (enhaut)etvb (enbasdécaĺeede0.5)pourl’expérience
man290501.En pointillés: gaussiennesdemêmemoyenneet variance.

Les fonctionsdensit́e deprobabilit́e desdeuxcomposantesdevitesseva et vb sonttraćees
surla figure6.6.La formedesPDFsestencoretrèsprochedela gaussienne.

Onaacc̀esà la vitessequadratiquemoyennepourlesdifférentesexpériences.Onpeutdonc
grâceà la mesurede ε estimerles longueursde Taylor correspondantainsi quele nombrede
Taylor baśe surcettelongueur(voir la table6.1).Lesvaleursdeλ variententre650et 920µm.
Lestaillesdebille utiliséessont250,500et 1000µm. On voit doncquelesbilles dela taille la
pluspetitesontdel’ordre du tiersdela longueurdeTaylor. Onpeutdoncesṕererquecesbilles
n’opèrentpasdefiltragespatialtrop important.Ceneserapasforcémentle caspour lesbilles
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de1 mm dediamètre.

man030401 man020801 man290501 man220501 man310701
pales non oui oui oui oui

Ω (Hz) 17.5 4 7.2 11.2 7.2
diam.billes (µm) 250 250 250 250 1000

ε (W/kg) 13 8 25 72 25
Rλ 155 310 740 1100 740
S 5153 4269 9506 5331 3113

N0 (106 points) 2.01 1.56 3.2 1.44 0.96
σ (m/s) 0.38 0.48 0.98 1.58 0.98
T (ms) 57.1 250 139 89.3 139
TL (ms) 42.5 46.7 22.4 14.7 22.7

T À TL (ms) 1.3 5.4 6.2 6.1 5.7
T2 (ms) 1 1 0.4 0.3 1.1
τη (ms) 0.28 0.35 0.20 0.12 0.20
λ (µm) 760 920 880 650 880

σa (m/s2) 51 64 280 640 100
a0 0.054 0.18 0.63 0.67 0.08
C0 0.44 0.97 2.9 4.0 2.6
C∞

0 0.52 1.05 3.4 4.7 3.4

Tab. 6.1 – Caract́eristiquesdesdifférentesexpériences.Ω fréquencede rotationdesdisques,
ε tauxde décimationmoyen,S nombredesegmentsutilisés,N0 nombretotal depoints,σ vi-
tessequadratiquemoyenned’une composante,T périodede rotationdesdisques, TL temps
caract́eristiquelagrangien,T2 tempscaract́eristiquedecoupuredela bille, τη tempsdeKolmo-
gorov, λ longueurdeTaylor, σa valeurquadratiquemoyenned’unecomposanted’acćelération,
a0 º σ2τη À ε, C0 maximumdeDL

2 ½ τ ¿4À*½ ετ ¿ , C∞
0 º 2σ2 À εTL.

6.2 Fonction d’autocorr élation de la vitesselagrangienne

6.2.1 Lesestimateursde la fonction d’autocorr élation

De façon géńerale,il estassezdélicatd’estimerle coefficientd’autocorŕelation.Dansnotre
cas, la difficulté est accruepar le fait que les segmentsne sont pas tous de la même lon-
gueur. Un estimateurtraditionnelestl’estimateurdit biaiśe[42] dontl’expressionpourunsignal
échantillonńesdelongueurL et devarianceσ2 est

R½ i ¿ º 1
σ2L

L Á i

∑
kÂ 1

s½ k ¿ s½ k Ã i ¿ pour i ºEÄ 1 Å4»?»4»ÆÅ L Ç 1ÈÉ» (6.1)

Danscecas,onvoit qu’à i fixé, la sommedesL Ç i produitss½ k ¿ s½ k Ã i ¿ estdiviséeparL cequi
limite la variancede l’estimateur. Par contrecet estimateurestbiaiśe. La versionnon biaiśee
s’écrit

R½ i ¿ º 1
σ2 ½ L Ç i ¿ L Á i

∑
kÂ 1

s½ k ¿ s½ k Ã i ¿ pour i ºEÄ 1 Å4»?»4»ÆÅ L Ç 1ÈÉ» (6.2)
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Dansnotrecas,il fautopéreruneestimationqui prendencomptetouslessegments.Onsepro-
posed’adapterla versionnonbiaiśee.On consid̀erelesSsegmentssj enregistrés.La longueur
du segmentsj vautL j . Il estévidentquepourestimerla corŕelationR½ i ¿ on nepourraprendre
encomptequelessegmentsdont la taille estsuṕerieureà i. L’estimationdela corŕelationR½ i ¿
seradoncla moyennedesproduitssj ½ k ¿ sj ½ k Ã i ¿ , somḿessurlessegmentsdetaille suṕerieure
à i et,pourchaquesegment,somḿessurlesindicesk. Formellement,on peutdoncécrire:

R½ i ¿ º 1
Niσ2

S

∑
j Â 1 Ê L j ¼ i

L j Á i

∑
k Â 1

sj ½ k ¿ sj ½ k Ã i ¿NÅ (6.3)

où Ni estle nombredeproduitssj ½ k ¿ sj ½ k Ã i ¿ impliquésdansle calcul.
Pourestimerle spectredepuissance,il serautile dansla suitededisposerd’uneestimation

detypebiaiśee.On pourrala calculerenmultipliant le coefficient R½ i ¿ par ½ N0 Ç i ¿?À N0 dansle
mêmeespritquecelui del’ équation6.1.

Uneautrefaçondecalculerle coefficientd’autocorŕelationestd’utiliser la fonctiondestruc-
tured’ordre2

D2 ½ i ¿ ºEË ½ s½ t Ã i ¿3Ç s½ t ¿?¿ 2 Ì » (6.4)

Dansle casd’un signalstationnaire,ona

D2 ½ i ¿ º 2σ2 ½ 1 Ç R½ i ¿?¿ (6.5)

cequi conduità

R½ i ¿ º 1 Ç D2 ½ i ¿
2σ2 » (6.6)

L’avantagede l’utilisation de la fonctiondestructureestquel’incr émentagit commeun filtre
surla non-homoǵeńeité du champdevitesse.La fonctiondestructured’ordre2 estestiḿeeen
utilisantla formulesuivante:

D2 ½ i ¿ º 1
Ni

S

∑
j Â 1 Ê L j ¼ i

L j Á i

∑
kÂ 1 Í sj ½ k Ã i ¿3Ç sj ½ k ¿ªÎ 2 » (6.7)

On noteraquelesmoyenneseffectúeesdanslesdifférentsestimateursagissentsur lesseg-
mentsdontla taille doit êtresuṕerieureaudécalagei. Celapermet́eventuellementdecompenser
par la variancedessegmentsdetaille suṕerieureà i, présent́eeauparagraphe6.1.2,defaçon à
corrigerle biaisintroduit parla techniquedemesure.

Encequi concernela mesure2D, oneffectueráegalementuncalculd’intercorŕelationentre
lesdeuxcomposantesV1 etV2 mesuŕees.Celle-ciseracalcuĺeeselonla formulesuivante:

R½ i ¿ º 1
Niσ1σ2

S

∑
j Â 1 Ê L j ¼ i

L j Á i

∑
kÂ 1

V j
1 ½ k ¿ V j

2 ½ k Ã i ¿NÅ (6.8)
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Fig.6.7– Coefficientd’autocorŕelationdela vitesselagrangiennepourl’expérienceman290501
1D. L’autocorŕelation est calcuĺee via l’estimateur de l’ équation 6.3. L’encart est un
agrandissementdes petits temps. En pointillés est figurée une exponentielledécroissante
1 » 03exp ½ªÇ τ À 0 » 02¿ .
6.2.2 Autocorr élation d’une composantedevitesse

Estimateur non-biaisé

On présentesurla figure6.7,le coefficient d’auto-corŕelationRL ½ τ ¿ estiḿevia l’estimateur
“non-biaiśe” décritdansl’ équation6.3.Ona traćepourcomparaisonuneexponentielleestiḿee
en utilisant le début de la décroissance.Le tempscaract́eristiqueobtenuest20 ms. On note
quedanscetteexpérience,lesdisquestournentavecunepériodeT º 139msetquelesdisques
ont 8 pales,ce qui donneune périodicit́e despalesTp º T À 8 º 17» 4 ms. On remarqueque
RL ½ τ ¿ décrôıt plus rapidementquel’exponentielleet devient négatifpourun tempsde l’ordre
de T1 º 52 ms.Ce résultatestdifférentde ceuxobtenuspar la plupartdesautresauteursqui
présententplutôt uneformeexponentielle.

Lesécartsdetempspluslongsque0.16snesontpasprésent́escarla varianced’estimation
augmentefortement.Il estassezdélicat de fournir uneestimationde la barred’erreursur la
valeurdeRL ½ τ ¿ . Trouveruneexpressionanalytiqueestundéfi caril fautprendreencompteà la
fois la statistiquedela vitesseetcelledeslongueursdessegments.Il estévidentquela variance
d’estimationcrôıt trèsfortementpour lesécartsdetempslesplus longscaron utilise à la base
denotrecalculunecombinaisond’estimateursnonbiaiśesdontla varianceaugmentefortement
lorsqu’onconsid̀erelesécartsdetempsvoisinsdela longueurdessignauxconsid́eŕes.Comme
par ailleursle nombreN ½ τ ¿ de segmentsutiliséspour le calcul décrôıt lorsqu’onaugmenteτ,
on conçoit parfaitementquel’estimationsoit demoinsenmoinsbonne.On peutintuiter quela
varianced’estimationsoit li éeaunombredesegmentsutiliséset qu’elle pourraitvariercomme
l’inversede ce nombre.La figure 6.8 présentela variationde N ½ τ ¿ en fonction de τ. On voit
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Fig. 6.8 – Évolution du nombre N ½ τ ¿ de segmentsutilisés pour le calcul de RL ½ τ ¿ pour
l’expérienceman290501.

que dansla plagede variation de τ présent́ee, le nombrede segmentspassede 9500 à 230
environ soit unechuted’un facteur40.En imaginantquela variancevarieproportionnellement
à 1ÀGÏ N ½ τ ¿ celaconduiraità uneaugmentationdel’erreur d’un facteur7.

Estimation par la fonction destructure d’ordr e 2

L’estimationdeRL ½ τ ¿ aumoyende la fonctiondestructured’ordre2 estplusdélicate.La
figure6.9présenteentrait mixte la fonctiondestructured’ordre2. En théorie,celle-cidevrait
saturer̀a2σ2 c’est-̀a-direauvoisinagede1 » 8 m2/s2 pourl’expérienceprésent́ee.Or onobserve
quele maximumestnettementplus faiblevoisin de1 » 6 m2/s2, cequi voudraitdire queRL ½ τ ¿
estiḿedecettefaçon nedécrôıtrait pasverszéroauxgrandstemps.Ceciestdirectementli é au
fait quela variancedela vitessevarieenfonctiondela longueurdessegments.Si l’on corrige
la fonction de structureen la divisantpar la fonction v ¼ ½ τ ¿ 2 À v¼ ½ 0¿ 2, on obtient la courbeen
trait plein qui atteintdesvaleursde l’ordre de1 » 9 m2/s2. On a égalementtraće uneestimation
exponentielleajust́eeauxmoindrescarŕesentrelestempsτ º 1 » 4 msetτ º 92ms.Onvoit que
l’exponentiellereproduitparfaitementl’ évolutiondela fonctiondestructureainsicorrigée.Pour
obtenirRL ½ τ ¿ , il faututiliserl’ équation6.6ennormalisantSL

2 ½ τ ¿ parla variance.Le probl̀emeest
desavoir quelleestimationdela varianceutiliser. Onsugg̀eredeprendrela valeurfournieparle
fit exponentielsoitσ º 0 » 98m/s.La figure6.10présenteenéchellesemilogarithmiquela fonc-
tion RL ½ τ ¿ ainsiobtenue.Onvoit quel’autocorŕelationsecomporteremarquablementselonune
exponentielledontle tempscaract́eristiqueest22» 4 ms.Onpeutdoncconclurequel’utilisation
de la fonction de structurepour estimerle coefficient d’autocorŕelationpermeteffectivement
de s’affranchir desprobl̀emesd’inhomoǵeńeité observ́es lorsqu’on utilise l’estimateur“non
biaiśe”. Danscesconditions,la décorŕelationsefait demanìereexponentiellecommesugǵeŕe
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Fig. 6.9– Fonctiondestructured’ordre2 dela vitessepourl’expérienceman290501.En traits
mixtes estimationdirecte,en trait plein estimationapr̀es correctionpar u ¼r , en pointillés fit
exponentiel1 » 92 Ç 1 » 95exp ½ 44» 7τ ¿ .
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Fig. 6.10– Coefficientd’autocorŕelationdela vitesseestiḿeenutilisantla fonctiondestructure
d’ordre2. En pointillésl’ajustementparuneexponentielle.Dansl’encart,le fit exponentielest
décaĺepourla clart́edel’image.
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dansd’autresexpériencesant́erieuresde moindrerésolutionet à un nombrede Reynoldsplus
faible.

On choisit donc de définir le tempscaract́eristique lagrangienTL commele tempsca-
ract́eristiquede la décroissanceexponentielle.Lesvaleursobtenuespour lesdifférentesséries
de mesuressontprésent́eesdansla table6.1. On notequelorsquel’entrâınementesteffectúe
pardesdisqueslisses,TL estdumêmeordredegrandeurquela périodederotation(lég̀erement
inférieur)tandisquelorsquel’entrâınementestcauśe pardespalesle tempscaract́eristiqueest
plutôt de l’ordre degrandeurdu tempsdepassagedespales(TL Ð 6T tandisqu’on a 8 pales).
Onnoteégalementquele tempslagrangienTL estbienli é à l’ échelledetempsdel’entrâınement
à grandeéchellecar le rapportT À TL variepeu(dansuneconfigurationdedisquedonńee,voir
table6.1) lorsqu’onvariele nombredeReynolds.
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Fig. 6.11– Coefficientd’autocorŕelationdela vitesseestiḿeenutilisantla fonctiondestructure
d’ordre2 pour les tempscourts.En pointillésl’ajustementexponentiel,entrait mixte l’ajuste-
mentpardeuxexponentielles.

On note que pour les petits temps,l’ajustementpar une exponentiellene parvientpasà
décrirela courburedeRL ½ τ ¿ dueà la variancefinie del’accélération.Sawford [77] proposeune
mod́elisationd’un effet denombredeReynoldsfini parla différencededeuxexponentielles:

RL ½ τ ¿ º TL exp ½>Ç τ À TL ¿GÇ T2exp ½>Ç τ À T2 ¿
TL Ç T2

» (6.9)

On peutreprendrecetteexpressionet tenterde l’ajuster à la courbeexpérimentale.Un ajuste-
mentauxmoindrescarŕesdonnela valeurT2 º 0 » 4 ms(figure6.11).On obtientainsiun ordre
degrandeurdu tempscaract́eristiquedespetiteséchelles.
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Fig. 6.12– Autocorŕelationdesdeuxcomposantesva et vb et intercorŕelation(dehautenbas)
pourl’expérienceman290501.

6.2.3 Corr élation descomposantesdevitesse

Les coefficients de corŕelation desdeux composantesde vitessesont présent́es sur la fi-
gure6.12calcuĺespar l’estimateur“non biaiśe”. On a traće les coefficientsd’autocorŕelation
de va et vb ainsi que la corŕelation des deux composantes.On remarquetout d’abord que
les deuxcomposantesne sontpascorŕeléesentreellescar le niveaude corŕelationrestetrès
faibleet peutdoncêtreconsid́eŕe commenul. Lescoefficientsd’autocorŕelationsontqualitati-
vementsemblablesmaisdiffèrentquantitativement.Toutd’abord,lestempscaract́eristiquesde
la décroissancesontdifférents.Si on estimele tempscaract́eristiqued’unedécroissanceexpo-
nentiellequi tangentele début dela décroissance,on trouveTa º 18msetTb º 14ms.Lorsque
l’on calculel’autocorŕelationau moyen de la fonction de structured’ordre 2 on trouve, de la
mêmemanìerequedansle casd’uneseulecomposante,uneformeplusproched’uneexponen-
tielle dont les tempscaract́eristiquessontTL

a º 26 ms et TL
b º 25 ms.Cetteméthodepermet

égalementd’estimerlesvariancesdela vitesseeton trouveua
rms º 1 » 06m/setub

rms º 1 » 03m/s.
Onvoit quel’utilisation dela fonctiondestructured’ordre2 pourestimerlescoefficientsd’au-
tocorŕelation permetde corriger en grandepartie les biais dus à la géoḿetrie de la zonede
mesure.

La PDFdesdeuxcomposantesdevitesseestprésent́eesur la figure6.13.Les lignesd’iso-
valeurde la PDF sontcirculairessaufsur deuxaxespour lesquelson retrouve les probl̀emes
dusauxpassagèa0 descomposantesv1 etv2 commeexpliquépréćedemment.

On a présent́e sur la figure 6.14 la corŕelation de la valeur absoluedescomposantesde
vitesse Ñ ½ÓÒ vi ÒªÇ Ñ Ò vi ÒµÔ4¿�½�Ò v j ÒªÇ Ñ Ò v j ÒµÔ4¿?ÔÏ Ñ ½ÓÒ vi ÒªÇ Ñ Ò vi ÒµÔ4¿ 2 Ô Ñ ½�Ò v j ÒªÇ Ñ Ò v j ÒÕÔ4¿ 2 Ô pour i Å j ÖØ× aÅ b ÙÚ» (6.10)
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Fig. 6.13– PDFdesdeuxcomposantesdevitesseva etvb pourl’expérienceman290501.
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Fig. 6.14 – Autocorŕelation desvaleursabsoluesdesdeux composantesÒ va Ò et Ò vb Ò et inter-
corŕelation(dehautenbas)pourl’expérienceman290501.
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Le tempsdedécorŕelationdesvaleursabsoluesdescomposantesdevitesseestdel’ordre de
10 ms soit la moitié de TL. De la mêmefaçon quepréćedemment,la corŕelationde Ò va Ò et deÒ vb Ò peutêtreconsid́eŕeecommenulle.Il sembledoncquelescomposantesduchampdevitesse
puissent̂etreconsid́eŕeescommeétanttotalementnon-corŕelées.

6.3 Spectredepuissancelagrangien

6.3.1 Lesestimateursdu spectrede puissance

De mêmequepour l’autocorŕelation,la questiondel’estimateurseposepour le spectrede
puissance.L’estimateurusueldu spectreest[65]

S½ f ¿ º 1
NB

NB Á 1

∑
j Â 0

SjnÛ 1 ½ f ¿ (6.11)

avec

Sl ½ f ¿ º ∆t ÜÜÜÜÜ
NS

∑
kÂ 1

h ½ k ¿ s½ k Ã l Ç 1¿ eÁ i2π f k∆t ÜÜÜÜÜ
2 Å pour 1 Ý l Ý N Ã 1 Ç NS » (6.12)

Sl estle périodogrammedeNS échantillonsdusignalcommenc¸antà l’indice l etapodiśeparune
fenêtreh (dansnotrecasil s’agit d’unefenêtredeHanning).L’estimateurestdoncla moyenne
deNB blocssechevauchantdeNS Ç n indices.On adonc

0 Þ n Ý NS et n ½ NB Ç 1¿ º N Ç NS » (6.13)

Ondoit enparticulieravoir NS Ý N. OnobtientainsiuneestimationduspectresurNS échantil-
lonscorrespondantauxfréquencesentre0 et la fréquenced’échantillonnage.PlusNS estélevé,
meilleurestl’ échantillonnagede la bande-passantemaisencontre-partieon diminueNB et on
augmenteainsila varianced’estimation.Il fautdonctrouverun justeéquilibre.

Dansnotrecas,la longueurdessegmentsestvariable.Si on sefixeunevaleurdeNS, on est
contraintdeneprendreencomptequelessegmentsdontla tailleestplusgrandequecettevaleur.
On doit alors faire un nouvel arbitrageentrequalit́e d’échantillonnagede la bande-passante
et nombremaximal de segmentspris en compte.Par ailleurs, la questionde la manìere de
moyennerlesspectresentrelessegmentssepose.DanslemêmeespritquepourRL, onchoisitde
moyennerlesspectresenleuraffectantunpoidsproportionnelaunombredeblocsutilisésdans
le calcul.Un inconvénientdecetteméthodeestquel’on risquedefavoriserartificiellementles
segmentslesplus longs(maisqui sontégalementlesplusrares).Celafournit doncun premier
estimateur.

Une autrefaçon d’estimerle spectreestd’utiliser l’autocorŕelation.En effet, le périodo-
grammeestla transforḿeedeFourierdiscr̀etedel’estimateurbiaiśe del’auto-corŕelation.Dès
lors, on peutsebasersurceconstatpourfabriquerun estimateurdu spectre.On partde l’esti-
mateur“non-biaiśe” quel’on autilisédansla partiepréćedente.Enremarquantquel’estimateur
biaiśepeutêtreretrouv́eenmultipliant l’estimateurnon-biaiśeparunefenêtretriangulairedont
le maximumcorrespond̀a un décalagenul, on peutfabriquerun estimateur“biaisé” eneffec-
tuantuneopérationsimilairesurl’estimateur“non-biaiśe”. Dèslors enfaisantunetransforḿee
deFourierdiscr̀eteinverse,on obtientunspectrequi estbienréelet positif.
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Fig.6.15– SpectrelagrangienpourdifférentesvaleursdeNS pourl’expérienceman290501.Les
3 courbesdubasont ét́edécaĺeesde6 dB pourla clart́e.DehautenbasNS º 4096,2048,1024,
512.En pointillés,on a traće la transforḿeedeFourierdela formeexponentielleet entirets la
doubleexponentielleestiḿeeàpartir dela fonctiond’autocorŕelation.

6.3.2 Résultat et discussion

Le spectreestiḿe par le périodogrammeestprésent́e figure6.15pourplusieursvaleursde
NS. Pourles valeursNS º 4096,2048,1024,512, les valeursde NB sontrespectivement232,
2439,11679et 35712.L’influencede cesvaleursest visible sur la varianced’estimationdu
spectrequi estnettementplusgrandepourNS º 4096.

A bassefréquence,les spectresmontrentunedécroissancealgébriqued’exposantproche
de Ç 2. Cependantla plagede fréquenceoù cettetendanceestvisible est restreinte.Elle est
limit éeàhautefréquencèa200Hz danscecaset à bassefréquenceparle premierpointvisible
dontl’abscisseestdétermińeeparla donńeedeNS. Pourenvisagerd’atteindrela limite à basse
fréquence,il faudraitaccrôıtredavantageNS maiscen’estpaspossiblecardéjàpourNS º 4096
on a unevaleur trèsbassede NB. Cet estimateurne permetdonc pasd’avoir acc̀es aux très
bassesfréquences.

Néanmoinsl’estimationestde trèsbonnequalit́e à hautefréquence.Pourdesfréquences
suṕerieures̀a 200Hz, le spectres’éloignede la Lorentzienneprovenantde l’ajustementexpo-
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nentieldela fonctiond’autocorŕelationdontl’expressionest:

2σ2TL

1 Ã�½ ωTL ¿ 2 Å (6.14)

maisresteprochedel’ajustementpardeuxexponentielles:

2σ2

TL Ç T2 ß T2
L

1 Ã�½ ωTL ¿ 2 Ç T2
2

1 Ã�½ ωT2 ¿ 2 à (6.15)

jusqu’̀a desfréquencesde l’ordre de 1 kHz. Aux fréquencesles plus élevées,l’allure de l’es-
timation du spectren’est passansrappelerla figure 4.4 provenantdu décodaged’un signal
synth́etiqueà spectreen 1À f 2. En particulieron remarquedescreuxtrèsprononćesau voisi-
nagede 2500Hz ou 8000Hz qui sont égalementprésentsdansle casdu signalsynth́etique.
D’aprèsles testeffectúessur lessignauxsynth́etiques,la fréquencedecoupuredu filtre opéŕe
par l’algorithme MVA vaut 1200 Hz (pour les parm̀etresutilisés ici). L’allure de la courbe
présent́eesurla figure4.6dansle casd’un signalsynth́etiqueplonǵedansunbruit blancpermet
d’affirmerquele spectredevitessepassesousle niveaudebruit pourdesfréquencessuṕerieures
à 1 kHz environ. Pourles fréquencessuṕerieures,on observe de la mêmefaçon quepour les
signauxsynth́etiquesun spectreli é à l’excitationdu filtre deKalmanpar le bruit du signal.On
peutdoncaffirmerquepourlesfréquencesinférieures̀aFmax º 1 kHz, danscecas(expérience
man290501),on observe donc bien le spectrede puissancede la vitessedesbilles de poly-
styrène.Cettebornesuṕerieuredépendde l’expérienceconsid́eŕee, les valeurssont donńees
dansla table6.1.

L’estimationdu spectreà partir de l’auto-corŕelationestprésent́eedansla figure6.16.On
remarquequele signalesttrèsbruité à hautefréquence.Ceci estli é à plusieursfacteursdont
la qualit́e de l’estimationde RL pour les grandesvaleursde τ qui par transforḿeede Fourier
induisentdesfluctuations̀ahautefréquencemaissurtoutparlesperformancesdela transforḿee
deFourierdiscr̀etelorsquele spectrevarierapidement[65] (enparticuliersi la décroissanceest
plus rapideque 1À f 2), ce qui est le casà hautefréquence.On peut donc estimerque cette
estimationn’est pasvalablepour desfréquencessuṕerieuresà 200 Hz, pour lesquelleson a
vu préćedemmentquele spectredécrôıt nettementplus rapidementque1À f 2. Par contre,on
peutavoir confiancedansl’estimationpour desfréquencesinférieuresà 200 Hz. Dansle cas
présent́e,onaainsiacc̀esauxfréquencessuṕerieures̀a3 Hz. Onvoit quele spectreainsiestiḿe
estbienapproxiḿeparla lorentzienneissuedela transforḿeedeFourierdufit exponentiel.

En combinantlesdeuxestimateursdansleur zonesdevalidité respectives,on peutrecons-
tituer le spectrede vitesselagrangienneprésent́e figure 6.17.On a doncl’image d’un spectre
qui suit unevariationlorentzienneauxbassesfréquencessuivie d’unedécroissanceplusrapide
avantdepassersousle niveaudebruit pourlesfréquencessuṕerieures̀aFmax.

Quelleestdoncl’origine decettecoupureobserv́eeentrelaLorentzienneetunedécroissance
plusrapide?Dansle cadred’unephénoḿenologieclassique“ à la Kolmogorov”, onpeutàpartir
du diamètred dela particuleet du tauxdedissipationdéfinir un tempscaract́eristique

τc Ð ε Á 1Ê 3d2Ê 3 » (6.16)

Dansle casdel’expérienceman290501présent́eesur lesfigurespréćedentes,on obtientτc á
1 » 3 ms. Cetteestimationestdu mêmeordrede grandeurque le tempsT2 º 0 » 4 ms estiḿe à
partir du coefficient d’autocorŕelation.On peutdoncintuiter quecettecoupureestcauśeepar
le filtrage spatialopéŕe par la bille du fait de sataille. Cettehypoth̀eseestconfort́eepar une
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Fig. 6.16– Spectrelagrangienestiḿe àpartir dela fonctiond’autocorŕelation.En pointillés,on
a traće la transforḿeedeFourierdufit exponentiel,u2

rmsTL À*½ 1 Ã�½ TLω ¿ 2 ¿ .
expériencemeńee dansles mêmesconditionsmaisavec desbilles plus grosses.La coupure
a lieu à plus bassefréquenceavec une bille de diamètre 1 mm commeil est montŕe sur la
figure6.18.

Le tempsT2 estiḿe aveccesbilles estde l’ordre de1.1 msà compareravec0.4 msestiḿe
pour les billes de 250 µm. On voit doncque l’augmentationde la taille de la bille d’un fac-
teur 4 induit uneaugmentationde T2 d’un facteur2.4 tandisquel’expressiondimensionnelle
prédituneaugmentationde42Ê 3 soit2.5.Il sembledoncquecetteapproximationdimensionnelle
donneun comportementraisonnablequ’il faudraitexplorerdavantagepourplusdecertitude.

On peutdoncinterpŕeterle spectremesuŕe dela façon suivante: à bassefréquence,on me-
surele spectredevitesselagrangiennequi auneformelorentzienne,c’est-̀a-direunplateauaux
fréquenceslesplusbassespuisunedécroissanceen1À f 2 commepréditparunargumentdimen-
sionnel“ à la Kolmogorov”. Ensuitepourdesfréquencesplusélevées,la sph̀eredepolystyr̀ene
nesecomportepluscommeun traceurlagrangien(elle n’estpassensiblesauxstructuresspa-
tialespluspetitesquesataille) et doncle spectreestfiltr é et on observe unedécroissanceplus
rapideen1À f 4 si oncrôıt l’ajustementparunedifférenceentredeuxexponentielles.Finalement,
le spectretombesousle niveaudebruit pourdesfréquencessuṕerieures̀a Fmax et on retrouve
l’allure duspectreobtenudanslessignauxsynth́etiquesdû à l’algorithmededémodulation.
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Fig. 6.17– Spectrelagrangienreconstitúe.Enpointillés,onatraće la transforḿeedeFourierde
l’ajustementpardeuxexponentielles.

6.4 Discussionsur la fonction de structur ed’ordr e2

La fonctiondestructured’ordre2 joueun rôle particulìerementimportantdansl’ étudela-
grangiennedela turbulence.La prédictiondimensionnelledetypeK41 prédit

DL
2 ½ τ ¿ º COετ Å (6.17)

ce qui imposeun spectreen 1À f 2 dansle régimeinertiel commenos mesuresl’ont mis en
évidence.La théoriesupposequela valeurdu coefficient C0 estuniverselleet constituedonc
un renseignementprécieux.Sonimportanceestparticulìerementvisible lorsquel’on s’attelleà
mod́eliserla turbulenceparuneéquationdeLangevin. Cecoefficient intervientdansla défini-
tion deTL et dansla fonctiondestructured’ordre2. Lesmod̀elesstochastiquesprédisentTL º
2u2

rmsÀ*½ C0ε ¿ et la définition deC0 estdonńeepar l’ équation6.17ci-dessus.On a traće sur la
figure6.19la fonctiondestructureDL

2 diviséeparετ pourl’expérienceman290501.On a traće
entrait pleinlesmesuresdeDL

2 pourdesbillesde1 mmet250µm.Le maximumatteintpources
billesest2.6et2.9respectivement.Onvoit quela valeurdumaximumestfonctiondécroissante
dela taille dela bille. On a traće égalementla prédictiondu mod̀eledeSawford [77]. Celui-ci
prédit quela coupureà petiteéchelledueà la valeurfinie du nombredeReynoldsa lieu pour
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Fig. 6.18 – Spectrelagrangienà hautefréquencepour deux tailles de billes différentes.En
pointillésbille dediamètre250µm, entrait pleinbille dediamètre1 mm.

unevaleurdeT2 ayantl’expressionsuivante:

T2 º C0

2a0
τη (6.18)

En supposantquea0 vaut de l’ordre de 6 commepropośe par La Portaet al.[69] et C0 º 3 » 4
on obtientT2 º 0 » 3τη soit T2 º 0 » 06 ms.On obtientainsi 3.2 commevaleurdu maximumde
DL

2 À ετ. Finalement,onatraćeenpointillésle casoù T2 º 0 c’estàdireuneformeexponentielle
pourla fonctiondestructured’ordre2,

DL
2 º 2σ2 ½ 1 Ç exp ½ªÇ t À TL ¿4¿�» (6.19)

Danscecas,on observeun plateauquandτ tendvers0. La valeurobtenueestdonc2σ2 À εTL º
3 » 4. On n’observe pasde plateaupour les autrescourbespour lesquellesil existe unepetite
échelle.Danstouscescas,onobserveunecourbeencloche.

Par ailleurs,la valeurdeC0 évolueavecle nombredeReynolds(voir table6.2).On mesure
uneaugmentationdeC0 avecRλ. Un argumentdimensionneldonnela prédictionsuivante:

DL
2 º C0 ½ Re¿ ετ quand Re â ∞ (6.20)
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Fig. 6.19– Fonctiondestructured’ordre2 dela vitesseadimensionńeeparετ pourRλ º 740.
De basenhaut: ã bille de1 mm (man310701),ä bille de250µm (man290501),å mod̀elede
Sawford [77] (poura0 º 6 etC0 º 3 » 4). La courbedu haut( æ ) correspond̀a DL

2 ½ τ ¿ º 2σ2 ½ 1 Ç
exp ½ªÇ t À TL ¿4¿

Rλ C0 C∞
0

315 0.97 1.05
740 2.9 3.4
1100 4.0 4.7

Tab. 6.2– Évolution deC0 avecle nombredeReynolds.On nommeC0 le maximumdeDL
2 À ετ

etC∞
0 º 2σ2 À εTL.

L’hypothèsede typeK41 supposequeC0 ½ Re¿7â constante; danscecas,la limite seraitdonc
suṕerieureà 5. On peutaussiconsid́erer le casC0 ½ Re¿ Ð Reα, auquelcasC0 n’aurait pasde
limite finie dansla limite denombredeReynoldsinfini.
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Chapitr e7

Accélération de la bille

On s’intéressedanscettesectionà l’accélérationde la bille. On noteraque l’on parlede
l’accélérationde la bille et non pasde l’accélérationdesparticulesde fluide. En effet, on a
vu quel’on pouvait consid́ererquela particuleestlagrangiennetantqu’on nes’intéressequ’à
destempssuṕerieursà 5τη typiquement.Le spectredevitessedécroissantrapidement,on peut
consid́ererquel’on a capt́e l’essentielde l’ énergie dela vitessedesparticulesdefluide. En ce
qui concernel’accélération,il en estautrement.Commele spectrede vitessedécrôıt comme
1À f 2 dansle régime inertiel, celui de l’accélération va donc être plat dansce régime.Par
conśequent,si on supposeque le régimeinertiel s’étendpar exemplejusqu’̀a τη c’est-̀a-dire
pour desfréquences5 fois suṕerieuresà la fréquencede coupurede la bille, alors on a en
fait récuṕeŕe aumieux20%de l’ énergie de l’accélérationdesparticulesdefluide. On nepeut
doncpasconsid́ererquel’accélérationmesuŕeeestcelledesparticulesdefluide.Néanmoinsle
probl̀emed’une particulesolidedont la taille setrouve dansle régimeinertiel, est également
intéressant.

L’accélérationestestiḿeeau moyen d’un incrémentdont l’ écarttemporel(petit) est infé-
rieur à la coupuredueà la taille dela bille.

7.1 PDF de l’accélération de la particule

La figure7.1repŕesentela PDFdel’accélérationdela bille depolystyr̀enepourl’expérience
man290501.On notequeles acćelérationsmesuŕeessontextrêmement́elevéesallant jusqu’̀a
desvaleursde l’ordre de 4500 m/s2 soit 450 fois l’accélérationde la pesanteur. On notera
queles valeursmesuŕeespar La Portaet al.[69] (par unetechniqueoptique)sontencoreplus
élevées(jusqu’̀a 1200g) car les billes utiliséessontnettementplus petiteset doncles auteurs
mesurenteffectivementl’accélérationlagrangienne.La particulesubit doncdesacćelérations
très violentes.Dansun formalisme“à la K41”, on peut estimerun ordrede grandeurd’une
acćelérationcaract́eristiqueà l’ échellel par

al á u2
l

l Ð ε2Ê 3l Á 1Ê 3 » (7.1)

Pour l’expérienceman290501consid́eŕee,pour l º η, on obtient al de l’ordre de 300 m/s2.
Ceci estdonc de l’ordre de grandeurde la variancede l’accélération.Mais cet argumentne
prédit pasles fortesacćelérationsobserv́eesdansles ailesdesPDFs.Par ailleurs,on observe
qu’unebonnepartiedesinstantsoù l’accélérationesttrèsélevéeestassocíeeà desoscillations
dela vitessedela particule(figure7.2).Cesoscillationspeuventêtreli éesà unerotationdela
particuleautourd’un axecommedansle casoù elle seraitpiéǵeedansun vortex. On peutfaire
le lien avec desstructuresfilamentairesobserv́eesdansde tels écoulements[22, 23] dont les
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Fig. 7.1 – PDF d’une composantede l’accélérationdesparticulessolidespour l’expérience
man220501.

taillespeuvent êtrede l’ordre de la longueurdeTaylor λ avecdesvitessescaract́eristiquesde
l’ordre de σ. Celaconduit à desvaleursd’acćelérationde l’ordre de σ2 À λ qui valentenviron
1100m/s2. La présencedetellesstructurespermetdonceffectivementd’observerdetrèsfortes
acćelérations.La figure 7.2 montretrois exemplesd’événementsassocíesà desacćelérations
importantes.Pourle premier, l’accélérationmaximaleestobtenuealorsquela vitesseoscille.
La périodetypiqued’oscillationestdel’ordre de2 mssoitunefréquencede500Hz. Onnotera
quecettefréquenceestsituéeapr̀esla coupurepar la taille de la bille, cequi signifiequel’on
pourraitobtenirdesacćelérationsencoresuṕerieuressi la bille suivait parfaitementle fluide.
Par ailleurs, les amplitudesspatialestypiquesdu mouvementde la bille (apr̀es soustraction
de la vitessemoyenne)sontde l’ordre de 0.25 mm c’est à dire inférieuresà λ (et égalesau
diamètredela bille). On peutdonctout à fait interpŕetercet événementcommele piégeagede
la particuleparun filamentdevorticité detaille inférieureà λ advect́e par lesgrandeśechelles
del’ écoulement.Le secondtyped’événementsobserv́esseprésentesousla formed’un pic du
signaldevitesse.L’ensembledupic sedérouleégalementpendantuntempstrèscourtdel’ordre
de2 ms.L’interprétationdecegenred’événementn’estpasaussiclairequepourle préćedent.
Peut-̂etre s’agit-il égalementd’un vortex autourduquella bille ne ferait qu’un seul tour. Le
troisièmeévénementprésent́e a plutôt l’allure d’unemarchedansle signaldevitesse.Celle-ci
effectueun sauttrèsbrutal (ici de2 m/s)pendantun tempsextrêmementbref de l’ordre de la
milliseconde.L’interprétationn’estpasnonplus immédiatemaison peutimaginerle casdela
traverśeed’unecouchedecisaillementtrèsintense.La particulepasseraitbrutalementd’un côté
à l’autre.

La forme de la PDF avec desailes très largesest très voisinedesPDFsde gradientsde
pressionobserv́eesdanslessimulationsnumériquesdeVedula& Yeung[90] ainsiquedansles
mesuresd’acćelérationdeLaPortaetal.[69].Cependantlesailesnesontpasaussidévelopṕees:
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hè

se
de

do
ct

or
at

,E
N

S
Ly

on
,F

ra
nc

e(
20

01
)

Fig. 7.2 – Trois typesd’événementsprésentantdesacćelérationssuṕerieures̀a 3000m/s2 ex-
traitsdela sériedemesureman290501.On a traće l’accélérationenhaut,la vitesse,aumilieu
et la positionintégŕeeenbas.Pourcalculercettedernìere,on a soustraitla vitessemoyenneau
momentdel’ événement.
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la flatnessnevautquedel’ordre de19tandisquecesauteursobserventdesvaleursallantjusqu’̀a
40-60.Ceciestdû aufait quel’on nemesurepasl’accélérationd’uneparticuledefluide mais
seulementd’une particulesolide de taille mésoscopiquequi ne se comportepascommeun
traceurparfait.

7.2 La corr élation de l’accélération

7.2.1 Auto-corr élation de l’accélération

La figure7.3présentele coefficientd’autocorŕelationd’unecomposantedel’accélération

RL
a ½ τ ¿ º Ñ

a ½ t ¿ a ½ t Ç τ ¿?ÔÑ
a ½ t ¿ 2 Ô » (7.2)

Il estestiḿe enutilisant l’estimateur“non-biaiśe”. Il décrôıt trèsrapidementpours’annuleren
un tempsdel’ordre de9τη. Pourdestempsplusgrands,RL

a ½ τ ¿ devient faiblementnégatifet re-
joint la valeurnulleununtempsdel’ordre deTL. Dansl’hypothèseoù le signaleststationnaire,
on peutécrire

σ2
aRL

a º Ç σ2d2RL

dτ2 Å (7.3)

où σa est la moyennequadratiquede la composanted’acćelérationde la bille. On a traće en
pointillésla dérivéesecondedu fit exponentielde l’autocorŕelationdela vitessenormaliśe par
σ2

a À σ2. On voit quele lent retourverszéroestexponentielet estcoh́erentavecla formedeRL

mesuŕee.
On a traće dansla figure7.4 le coefficientd’autocorŕelationdela valeurabsoluedela com-

posanted’acćelération.Onobservequecelui-ciauncomportementenlog ½ t ¿ 2 jusqu’̀as’annuler
pourun tempsdel’ordre de6 » 5TL. Ceciestun tempsli é auxgrandeśechellesdel’ écoulement.
Il s’agitmêmedu tempscaract́eristiquele plusélevédecetteexpérience.

En résuḿe, les composantesde l’accélérationde la bille ont doncunecorŕelationcourte
lorsquel’on gardel’information du signe,maisunecorŕelationtrèslonguequandon nes’inté-
ressequ’à leur module.Malgré le fait quel’on n’a pasacc̀esà l’accélérationdesparticulesde
fluide, on voit quel’on retrouve tout de mêmeun certainnombrede caract́eristiquesdécrites
par Yeung& Pope[96]. Dansleurssimulationsnumériques,ils ont observ́e que la direction
du vecteuracćelérationestà corŕelationcourtebaśeesurτη tandisquel’information d’ampli-
tudeestcorŕeléeà long terme.On retrouve ici exactementle mêmetypedecomportementsur
l’accélérationdela particulesolide.

7.2.2 La fin du r égimeinertiel

Dansl’expérienceman290501,on calculeun coefficient a0 ens’inspirantde la prédiction
K41 σ2

a º a0ε3Ê 2ν Á 1Ê 2. La valeur obtenueest 0 » 6 pour la composantemesuŕee.La Portaet
al.[69] obtiennentdesvaleursprochesde6 àdesnombresdeReynoldséquivalents.On peuten
conclurequel’on n’a capt́e que10%dela variancedel’accélérationà causedela coupuredue
à la bille. Onavu quele spectredevitesseesten1À f 2 dansle régimeinertieletparconśequent
le spectred’acćelérationestconstantdansce mêmerégime.On peutraisonnablementpenser
qu’à hautefréquenceunecoupureapparaissedansle spectred’acćelération.Par conśequent,si
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Fig. 7.3 – Coefficient d’autocorŕelation de l’accélérationpour l’expérienceman290501.La
courbeenpointillésestla dérivéesecondedu fit exponentielde l’autocorŕelationde la vitesse
normaliśeparσ2

a À σ2.

on a capt́e 10%de la varianceens’arr̂etantà la coupuredueà la bille, on peutconclurequ’il
faut prolongerle spectrejusqu’̀a desfréquences10 fois plus grandespour obtenir la totalité
du régimeinertiel. Or la coupurecorrespond̀a un tempsde l’ordre de 2 » 2τη on s’attenddonc
à ce quele régimeinertiel seprolongejusqu’̀a 0 » 2τη. En supposantquel’accélérationsuit le
spectrepropośeparSawford pourlesvaleursmesuŕeesdeσ2 etdeTL, il fautqueT2 vaille 0 » 3τη
pourobtenira0 º 6. L’accélérationauraitdoncunspectreplatdanstoutela plagedefréquences
1À 2πTL â 1À 2π0 » 2τη.
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Fig. 7.4 – Coefficient d’autocorŕelationde la valeurabsoluede la composanted’acćelération.
pourl’expérienceman290501.La courbeenpointilléscorrespond̀aun fit linéaire.

7.2.3 La corr élation descomposantesd’accélération

Onveutmaintenantcomparerlesdeuxcomposantesaa etab del’accélérationdela bille. La
figure7.5présentelesPDFsdesdeuxcomposantes.Lesdeuxcourbessonttrèsvoisines.Celle
deab, enpointillésestlég̀erementpluslargeauniveaudela pointe.Celaestdû aurapportsignal
surbruit qui estmoinsbonpourla secondecomposante.Eneffet, vb estcalcuĺeeneffectuantla
différencedesdeuxvitessesv1 et v2 puisendivisantparsin22» 5ç cequi amplifie fortementle
bruit et doncdégradele rapportsignal/bruit.Ceciseretrouvesur la PDFd’acćelérationqui est
pluslargeauniveaudela pointe.Parcontre,lesailessontsuperposables.L’accélérationsemble
doncêtremoinssensibleaubiaisgéoḿetrique.

La corŕelationdescomposantesd’acćelérationestprésent́eefigure7.6.On retrouve le fait
que l’autocorŕelation décrôıt extrêmementrapidement.On observe égalementcommepour
la vitesseque les composantesde l’accélération ne sont pascorŕeléesentreelles. Ceci est
égalementvisible sur la figure 7.7 qui présentela PDF à deux dimensionsde ½ aa Å ab ¿ . Les
lignesisovaleurssontapproximativementdescercles,confirmantla non-corŕelationdesdeux
composantes.

La figure7.8 présenteun extrait designald’acćelération.On a traće la valeurabsoluedes
deuxcomposantes.Le signalseprésentesousla forme d’une successionde boufféesqui ont
l’air desedévelopperde façon synchronesur lesdeuxvoies.Celasugg̀erequele moduledes
composantesd’acćelérationpuisseêtre corŕelé. Pour testercettehypoth̀ese,on a calcuĺe les
coefficientsde corŕelationdesmodulesdescomposantesÒaa Ò et Òab Ò (figure 7.9). On voit que
l’intercorrélationdesdeuxcomposantesn’estpasnulle danscecas.Elle estdu mêmeordrede
grandeurquel’autocorŕelationpourdestempscomprisentre3 » 10Á 2TL et 2TL (pour les temps
suṕerieursle signaltombesousle niveaude bruit). Le moduleestdonccorŕelé entrecompo-
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Fig. 7.5 – PDF des deux composantesd’acćelération de la particule pour l’expérience
man290501.Trait pleinaa, pointillésab.

santesavecunedécroissancetrèslenteetdu mêmetypequel’autocorŕelationdumoduled’une
composante.

Pouraffiner cetteanalyse,on a calcuĺe le spectredescomposantesd’acćelérationet deleur
moduleainsiqu’un “spectrecroiśe” définit par

PSDab ½ f ¿ º Ñ Ò âa ½ f ¿ âb ½ f ¿4èÆÒÕÔNÅ (7.4)

où âa est la transforḿeede Fourier et è est la conjugaisoncomplexe. Alors la coh́erenceest
simplement

C ½ f ¿ º PSDab ½ f ¿ 2
PSDa PSDb

» (7.5)

Le résultatestprésent́e sur la figure 7.10.On voit que le spectrecroiśe descomposantesest
nettementplus faible que leur spectre.Par contre,lorsqu’onconsid̀ere le module,le spectre
croiśe est du mêmeordre de grandeurque le spectredansla bandede fréquences’étendant
jusqu’̀a100-200Hz (fréquencèa laquellela bille nesuitplusl’ écoulement).Parconśequent,la
coh́erencedescomposantesestquasinulle tandisquecelledeleurmoduleestnonnulledansla
bandedefréquencedanslaquellela bille suit l’ écoulement(figure7.11).

En résuḿeonadonc:
– lescomposantesdel’accélérationnesontpascorŕeléesentreellesetontuneautocorŕela-

tion àdécroissancetrèsrapide.
– le moduledescomposantesdel’accélérationauneautocorŕelationàdécroissancelenteet

il estcorŕeléd’unecomposantèa l’autredansla bandedefréquencedanslaquellela bille
suit l’ écoulement.
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Fig.7.6– Autocorŕelationsdesdeuxcomposantesd’acćelérationetintercorŕelation.Trait plein:
aa, pointillés: ab, mixte : intercorŕelation.Encart: agrandissementpourlespetitstemps.

Cecin’estpassansrappelerla suggestiondePope[66] qui proposed’écrirel’accélérationsous
la forme

a ½ t ¿ º a ½ t ¿ e½ t ¿ (7.6)

où a ½ t ¿ estla normedel’accélérationet e½ t ¿ estun vecteurunitairecontenantl’information de
directiondel’accélération.Il observedanssessimulationsnumériquesquela normeestcorŕelée
à long termeavecun tempscaract́eristiquedel’ordre deTL et quele vecteure està corŕelation
courtedetempscaract́eristiquedel’ordre deτη. On retrouve tout à fait cecomportementdans
nosexpériencesmêmesi onnemesurepasl’accélérationlagrangiennemaisl’accélérationd’une
particulesolide.
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Fig. 7.7– PDFbidimensionneldesdeuxcomposantesdel’accélération.
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Fig.7.8– Exempledesignaldesvaleursabsoluesdescomposantesd’acćelération.Enhaut Òaa Ò ;
enbaset renverśe Òab Ò .
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Fig. 7.9 – Corŕelationsdesmodulesdescomposantesd’acćelération.De haut en basauto-
corŕelationde Òaa Ò , de Òab Ò et intercorŕelation.
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Fig. 7.10– Spectresdescomposantesd’acćelérationàgaucheet deleur moduleàdroite.
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Fig. 7.11– Coh́erencedescomposantesd’acćelérationetdeleur module.
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Chapitr e8

L’intermittence lagrangienne

8.1 Mise en évidencede l’intermittence

Traditionnellement,on étudiel’intermittencedessignauxlagrangiensen observant la dé-
formation desPDFsdes incrémentsde vitesseen fonction de l’ échelleconsid́eŕee.Dans le
contexte euĺerien,on observe desPDFsgaussiennespour les grandeśechellesspatialeset le
développementprogressifd’ailesdetypeexponentielleśetiréeslorsquel’on diminuel’ échelle.
Onpeutquantifiercecomportementenestimantlesfonctionsdestructuresetenobservantleur
comportementenfonctiondel’ échelle.Dansle formalismeK41,ons’attendàuncomportement

SE
p ½ r ¿ Ð r pÊ 3 (8.1)

et l’intermittenceapparâıt sousla formed’unecorrectionà l’exposantpÀ 3 [27]

SE
p ½ r ¿ Ð rζp » (8.2)

Lesmesuresdecesexposantsmontrentqu’ils nedépendentpaslinéairementde p etqu’ils sont
plusfaiblesquela valeurK41 pÀ 3 (pour p é 3).

Yeung& Pope[96] ont observ́e un comportementsimilairedesPDFsdesincrémentstem-
porelsde la vitesselagrangiennedansun écoulementsimuĺe à faiblenombredeReynolds.On
va doncétudierles PDFsdesincrémentstemporelsde nossignauxlagrangiensainsi que les
fonctionsdestructureet enextrairelesexposantsdestructureslagrangiensdansle formalisme
del’auto-similarité étendue(ESS)[57].

8.1.1 La déformation desPDFsdesincr éments

On commenceparétudierla déformationdesPDFsdesincrémentstemporelsdevitesse

∆τv º v ½ t Ã τ ¿GÇ v ½ t ¿ (8.3)

enfonctiondel’incr émenttemporelτ. Ils sontprésent́esfigures8.1et 8.2.On remarquequela
forme desfonctionsdensit́e de probabilit́e changefortementlorsqu’onvarieτ. Au plus grand
écarttemporel(correspondant̀a 1 » 7TL) la forme estgaussiennecommele montrela superpo-
sition avecla gaussienne1À-ê 2πexp ½>Ç v2 À 2¿ présent́eesur la figure8.2.Lorsqu’ondiminuela
valeurdeτ, lesailescommencent̀as’éloignerdelagaussiennepourprendreuneformeexponen-
tielle puis,en diminuantdavantageτ, uneforme d’exponentielleétiréeavecunedécroissance
plus lenteque l’exponentielle.On peutdoncconclurequele signalde vitesselagrangien,de
mêmequel’eulérien,estintermittent.De façon à quantifierla déformationdesPDFson étudie
leur moyenne,variance,asyḿetrieet aplatissement.
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Fig. 8.1– PDFsdesincrémentstemporelsdevitesselagrangienne.Du centreversl’extérieurτ=
0.15,0.31,0.61,1.2,2.5,4.9,9.8,20et 39 ms

La moyenne

Dansl’hypothèseoù le champde vitesseest homog̀ene,isotropeet stationnairealors la
moyennedesincrémentsde vitesseainsi quetousles momentsimpairssontnuls.On a traće
sur la figure8.3 l’ évolution dela moyennedesincrémentsdevitessepourdeuxconfigurations
expérimentales.La premìerecorrespond̀a la mesure1D descomposantesde vitessev1 et v2.
Danscecas,la zonedemesureestallonǵeeetfortementexcentŕee.La secondeconfigurationest
celledelamesure2Dpourlaquellela zonedemesureestpluspetiteetmieuxcentŕeeparrapport
à la cuve.Onvoit quele signedela moyenneachanǵeenpassantd’uneconfiguratioǹa l’autre.
Dansle cas1D, la moyenneestpositive,signifiantqu’enmoyennela bille atendancèaaccrôıtre
savitessependantsonséjourdansla zonedemesure.Celaestcoh́erentavec l’existencede la
recirculationmoyenne.En effet, la zonede mesure1D estexcentŕeeet doncdansla majeure
partiedela zonedemesure,la recirculationconcentreleslignesdecourantversl’axedela cuve.
Onadoncun gradientspatialenmoyenneplutôt positif dansla zonedemesurequi correspond
effectivement̀aunevaleurmoyennepositivedesincrémentsdevitesse.Le changementdesigne
pour la zonede mesure2D est moins aiśe à interpŕeter. On note donc que la moyenneest
repŕesentative dela non-homoǵeńeité de l’ écoulementmoyenqui, du fait de la localisationde
la zonedemesure,créeunelég̀ereinstationnarit́edela vitesselagrangiennemesuŕee.
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Fig. 8.2 – PDFsnormaliśesdesincrémentstemporelsde vitesselagrangienne.En hautet en
pointillés,l’ajustementdela PDFd’acćelérationpropośeparLa Portaetal.[69].Endessousles
PDFsdesincrémentsdevitesse.Pourla clart́edel’image, lescourbesont ét́edécaĺees.Dehaut
enbas: τ= 0.15,0.31,0.61,1.2,2.5,4.9,9.8,20 et 39 ms.En bas,on a superpośeenpointillés
unegaussiennesurla courbecorrespondantauplusgrandécarttemporel

La variance

Pourquantifierl’ évolution de la largeurdesPDFs,on s’intéressèa la variancedesincré-
mentsdevitesse(figure8.4) : Ñ ½ ∆τv¿ 2 ÔGÇ Ñ

∆τvÔ 2 » (8.4)

Onavu dansle chapitrepréćedentquela moyennevalaitauplus10%dela vitessequadratique
moyenneet doncla variancenediffèrequ’aumaximumd’un pourcentdela fonctiondestruc-
tured’ordre2 quel’on aétudíedansle chapitre6. Onavu quela fonctiondestructureestassez
bienapproxiḿeeparuneévolutionexponentielleversla limite 2σ2. Onvoit parailleursqueles
courbescorrespondantauxdifférentesconfigurationsnediffèrentguèrelesunesdesautres.
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Fig. 8.3 – Évolution de la moyennedesincrémentslagrangiensde vitesse(adimensionńe par
la vitessequadratiquemoyenne)avecl’ échelleτ pour l’expérienceman290501.On a traće les
incrémentsdev1 ( æ ) et v2 ( ã ) pourla mesure1D et lesincrémentsdecesmêmescomposantes
dansle cas2D (resp.ä et å ).

La symétrie

L’asymétrie éventuellede la forme desPDFs,peutêtremiseen évidencepar la skewness
qui vautpardéfinition :

S½ τ ¿ º Ñ ½ ∆τv Ç Ñ
∆τvÔ4¿ 3 ÔÑ ½ ∆τv Ç Ñ

∆τvÔ4¿ 2 Ô 3Ê 2 » (8.5)

L’ évolution de la skewnessestprésent́eefigure 8.5 dansles deux configurationsexpérimen-
tales.Danstous les cas,la skewnesestnégative. D’après les fluctuationset l’ écartentreles
composantesv1 etv2, onpeutestimerlesbarresd’erreursdel’ordre de ë 0 » 03aumoins.Onvoit
quedansla configuration2D, la skewnessvautla moitié decelleestiḿeedansla configuration
1D. Onpeutenconclurequel’on mesuredoncl’inhomogéńeitéduchampdevitessedavantage
qu’une asyḿetrie fondamentaledesPDFsdesincrémentsde vitesse.On noteraque dansla
configuration2D, la zonede mesureest restreinteet moinsexcentŕeequedansle cas1D et
que la skewnessestplus faible de l’ordre de -0.06.Cettevaleur, comptetenude la variance
d’estimationn’estguèreéloigńeedela prédictionK41 (skewnessnulle).On observe doncque
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Fig. 8.4– Évolution dela variancedesincrémentslagrangiensdevitesseavecl’ échelleτ pour
l’expérienceman290501.On a traće lesincrémentsdev1 ( æ ) et v2 ( ã ) pourla mesure1D et les
incrémentsdecesmêmescomposantesdansle cas2D (resp.ä et å ).

lesmomentsd’ordre impairssonteffectivementtrèsfaibleset queleur valeurnonnulle reflète
surtoutla non-homoǵeńeitédel’ écoulementetparconśequentla non-stationnarit́edela vitesse
lagrangienne.Ceseffetssonttrèsfaibleset on peutconsid́ererqu’ils n’altèrentquetrèspeule
comportementdesmomentspairs.

L’aplatissement

On a vu préćedemmentque l’on pouvait consid́ererque les PDFsdesincrémentsde vi-
tessesontcentŕesetsymétriques.Unepremìeremanìerederéellementquantifierl’intermittence
du signal lagrangien– c’est-̀a-dire le changementde forme avec l’ échelle–consisteà étudier
l’ évolutiondela flatnessenfonctiondel’ échelledetemps:Ñ ½ ∆τv Ç Ñ

∆τvÔ4¿ 4 ÔÑ ½ ∆τv Ç Ñ
∆τvÔ4¿ 2 Ô 2 Å (8.6)

commeprésent́e figure8.6.A grandeéchelle,la flatnessvaut3 commepourunegaussienneet
elle crôıt fortementjusqu’̀a19 à la pluspetiteéchelle.On noteraquepourdestempsinférieurs
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Fig. 8.5– Évolutiondela skewnessdesincrémentslagrangiensdevitesseavecl’ échelleτ pour
l’expérienceman290501.On a traće lesincrémentsdev1 ( æ ) et v2 ( ã ) pourla mesure1D et les
incrémentsdecesmêmescomposantesdansle cas2D (resp.ä et å ).

à 5τη, la bille filtre fortementle signal lagrangiencar elle n’est plus capablede suivre les
variationsdu champde vitesse.On peutdoncpenserquecela limite fortementla croissance
desailesdesPDFsdesincrémentsdevitesseetdoncralentitla croissancedela flatnesslorsque
τ devient comparablèa τη. De ce fait, on n’atteintpaslesvaleursprochesde50 mesuŕeespar
La Portaetal. [69]. Cependantenprolongeantla variationdela flatnessobserv́eepourlestemps
suṕerieursà5τη, auxtempspluspetitsonpeuttout à fait imaginerd’avoir desvaleursdumême
ordredegrandeur̀aconditionquela croissancesepoursuivejusqu’̀aτη aumoins.Onnoteraque
lesvaleursde la flatnessobserv́eessontnettementplus élevéesquecellesrapport́eesdansles
mesureseuĺeriennes.Par exemple,Kahalerraset al. donnentdesvaleursmaximalesde l’ordre
de11[38]. Danscesens,onpeutaffirmerquel’intermittencedela vitesselagrangienneestplus
prononćeequecelledel’eulérienne.
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Fig.8.6– Flatnessenfonctiondel’incr émenttemporelτ normaliśeparle tempsdeKolmogorov
τη. Dansl’ écartmêmecourbeenfonctiondeτ À TL. Il s’agitdela composantedevitessev1 dans
la configuration1D del’expérienceman290501.

8.1.2 Fonctionsdestructur e

Lesprédictions41

Dansle mêmeesprit que dansle formalismeeuĺerien,on étudiedansce paragrapheles
fonctionsdestructuredela vitesselagrangienne

Dp ½ τ ¿ º Ñ ½"Ò∆τv Òµ¿ p ÔX» (8.7)

On notequedansnotre cas,la présencedesvaleursabsoluesest justifiéepar le fait que les
momentsd’ordre impair sontnuls (et nonpascommedansle caseuĺerienpar l’asymétriedes
PDFseuĺeriens).On rappellequ’un raisonnement“ à la K41”, qui dansle caslagrangienest
uniquementdimensionnel,prédit un comportement

Dp ½ τ ¿ Ð ½ ετ ¿ pÊ 2 » (8.8)

Lesfonctionsdestructuresontprésent́eesfigure8.7pourdesvaleursde p entre1 et5. La fonc-
tion destructured’ordre2 a déjà ét́e étudíeeendétail.On a montŕe qu’elle estproportionnelle
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Fig. 8.7 – Fonctions de structureen fonction de l’incr ément de temps pour l’expérience
man290501.De hauten basp º 1, 2, 3, 4, 5. Les courbesont ét́e décaĺeespour améliorer la
clart́e de l’image (respectivementd’un facteur3, 1, 1/4,1/20et 1/100,la fonctiondestructure
d’ordre2 étantdoncinchanǵee).

à 1 Ç exp ½>Ç τ À TL ¿ pourdestempsplusgrandsque5τη. Par conśequent,si cetteformeesttou-
joursvalidedansla limite Rλ â ∞ on a bienauxpetitstempsDL

2 ½ τ ¿ ∝ ετ. Néanmoinson voit
qu’à nombrede Reynolds fini, du fait de la régularisatioǹa petite échelle,on n’observe pas
decomportementlinéairede la fonctiondestructured’ordre2. On n’observe pasnonplusde
comportementenloi depuissancéevidentpourlesautresfonctionsdestructure.

Autosimilarit é étendue

Dansle contexteeuĺerien,la recherchedelois depuissancespourlesfonctionsdestructure
estfondamentalementbaśeesur l’ équationdeKarman-Howarth-Moninqui prédit un compor-
tementlinéairede la fonction destructured’ordre3. Il n’existepasde loi équivalentedansle
formalismelagrangien.De plus, la mesurede la fonctiondestructured’ordre2 conduità une
forme exponentielle.Danscesconditions,un comportementDL

2 ∝ τ ne seravalide quedans
la limite τ â 0. Du fait de la régularisatioǹa petite échelle,on n’observeraun régimeiner-
tiel quedansla limite desnombresde Reynolds infinis. De façon à étendrele domainedans
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Fig. 8.8 – Fonctions de structureen fonction de la fonction de structured’ordre 2 pour
l’expérienceman290501.De hauten basp º 1, 3, 4, 5. Les valeurscorrespondantesdesex-
posantssont ξL

1 º 0 » 56 ë 0 » 01, ξL
3 º 1 » 34 ë 0 » 02, ξL

4 º 1 » 56 ë 0 » 06, ξL
5 º 1 » 8 ë 0 » 1. En trait

pointillé,onatraće l’asymptoteD
L ξp
2 . En trait mixte,onatraće le comportementtrivial attendu

pourlespetitesvaleursdeDL
2, c’est-̀a-direDL pÊ 2

2 .

lequel les lois de puissancesontobservables,il est favorablede seplacerdansle formalisme
d’auto-similarit́e étendue(ESS)dévelopṕe danslesanńees90 parBenziet al. [10, 9, 8]. Dans
cetesprit,plutôt quederechercherunedépendancedesfonctionsdestructuresen loi depuis-
sancede la variableτ, on chercheunedépendancedesfonctionsde structuresentreelles,ou
plusexactementsousla forme

DL
p ½ τ ¿ ∝ DL

2 ½ τ ¿ ξL
p » (8.9)

OnadonctraćeenéchelleslogarithmiqueslesfonctionsdestructuresenfonctiondeDL
2 dansla

figure8.8 Onobserveuncomportementenloi depuissancetrèsnetpourtouteslesfonctionsde
structuresprésent́eesexcept́eauxtempstrèscourtspourlesquelsonobtientdescomportements
réguliers.Onnotequecommeobserv́edansle caseuĺerien,le comportementenloi depuissance
s’étendsur une large plaged’échelle,dansnotre cassur toute la gammeaccessiblesauf les
très petiteséchelles(τ À TL Þ 3 » 510Á 2 soit τ À τη Þ 4). Les exposantsmesuŕes de cettefaçon
valentξL

1 º 0 » 56 ë 0 » 01, ξL
2 º 1 (par convention),ξL

3 º 1 » 34 ë 0 » 02, ξL
4 º 1 » 56 ë 0 » 06, ξL

5 º
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Fig. 8.9 – En haut: exposantsdestructureξp lagrangiens(+) et euĺeriens(*) normaliśespour
avoir ξ3 º 1 compaŕes à la prédictionK41 ξp º pÀ 3 (o). En bas: exposantsde structureξp

lagrangienscompaŕesavecun ajustementpolynomialde la forme donńeepar l’ équation8.10
avecλ º 0 » 113.Lesbarresd’erreursontestiḿeesparlesfluctuationsdela pentelocale.

1 » 8 ë 0 » 1 (voir table8.1).Pourcompareraveclesexposantsmesuŕessur lessignauxeuĺeriens,
il faut normaliserpar rapportà l’exposantd’ordre 3. On obtientalorsξL

1 À ξL
3 º 0 » 42, ξL

2 À ξL
3 º

0 » 75, ξL
4 À ξL

3 º 1 » 19, ξL
1 À ξL

3 º 1 » 3. Les exposantscorrespondantsmesuŕesà partir dessignaux
euĺeriensdonnentξE

1 º 0 » 37,ξE
2 º 0 » 70,ξE

4 º 1 » 28,ξE
5 º 1 » 54 [8]. Lesdeuxsériessonttraćees

sur la figure8.9.La courburedesexposantslagrangiensestnettementplus forte quecelledes
exposantseuĺeriens.Si on tentededécrirel’ évolutiondesexposantssousla forme

ξL
p º ½ p Ç p ½ p Ç 2¿ λ2 ¿4À 2 (8.10)

onobtientunevaleurdel’exposantd’intermittenceλ2 º 0 » 113(figure8.9).Lesvaleurscompa-
tiblesaveclesbarresd’erreursesituententreλ º 0 » 102et λ º 0 » 120.



8.1. Mise en évidencede l’intermittence 145

man030401 man020801 man290501 man220501 man310701
Rλ 155? 310 740 1100 740

diam.(µm) 250 250 250 250 1000
pales non oui oui oui oui

ξ1 0.57 0.56 0.56 0.56 0.56 ë 0 » 01
ξ3 1.33 1.32 1.33 1.34 1.33 ë 0 » 02
ξ4 1.57 1.54 1.56 1.58 1.57 ë 0 » 06
ξ5 1.75 1.68 1.73 1.76 1.74 ë 0 » 1
ξ6 1.9 1.8 1.8 1.9 ë 0 » 2

Tab. 8.1 – Valeursdesexposantsξp pour les différentesexpériences.(Les valeursde ξ6 sont
indicatives car le nombred’échantillonsdisponiblesn’est passuffisant pour une estimation
raisonnablede cet exposant.)Les incertitudessontestiḿeesen mesurantles variationsde la
pentelocale.

Le passagede l’eul érien au lagrangien

De nombreuxmod̀elesdeturbulencesontbaśessuruneanalysemultifractaledela dissipa-
tion en rapportavec la théoriedeKolmogorov-Obukhov 62. Celaconduità un comportement
enloi depuissancedesmomentsdeεr , dissipationmoyenńeesuruneboulederayonr :Ñ

εq
r Ô Ð εq ì r

L í µE
q

(8.11)

où µE
q est une fonction de q dépendantdu mod̀ele choisi. Borgas[11] proposeuneméthode

pourexprimerlesexposantsdestructurelagrangiens̀apartirdesexposantseuĺeriens.Il analyse
la structuremultifractaledu champde dissipationà la frontièreentrele régimeinertiel et le
régimedissipatif.Danschaquedomaine,onpeutdécrirela structureduchampdedissipationet
exprimerle raccordementdesdeuxrégimes.En notantquela limite de

Ñ
εq

r Ô quandr passesous
la longueurdeKolmogorov vaut

Ñ
ε ½ x ¿ q Ô (moyenneeffectúeesur l’espace),on obtientqueles

momentsdela dissipationdoivents’exprimersousla formeÑ
ε ½ x ¿ q Ô Ð εqReÁ 3 î q Á q̂ ï (8.12)

où q̂ estunefonctiondeq qui doit vérifier

4 ½ q Ç q̂¿ º µE
q̂ » (8.13)

On peut effectuerun raisonnementtout à fait similaire dansun formalismelagrangien.On
définit ετ commela moyennedela dissipationsurun intervalle temporelτ le long dela trajec-
toire d’uneparticule.Le signalestégalementmultifractalet vérifieÑ

εq
τ Ô Ð εq ß τ

TL
à µL

q » (8.14)

Onobtientalorsquelesmomentsdeladissipation(moyennetemporellecettefois) s’expriment:Ñ
ε ½ t ¿ q Ô Ð εqReÁ 3 î q Á q̃ ï (8.15)
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où q̃ estunefonctiondeq qui doit vérifier

2 ½ q Ç q̃¿ º µL
q̃ » (8.16)

On invoquealorsunehypoth̀eseergodiquepoursignifierquelesmomentsdela dissipation
sontidentiquesquel’on opèreunemoyennespatialeou unemoyennetemporelle.Celaimpose
doncque ½ q Ç q̃¿ º 3 ½ q Ç q̂¿¾» (8.17)

Si on supposeconnu(parun mod̀ele) l’expressiondeµE
q alorson déduitde l’ équation8.13la

valeurdeq̂, puisdel’ équation8.17celledeq ½ q̃¿ , cequi permetd’acćederàµL
q̃.

Les exposantsde εr et ετ sont reliés à ceux desfonctionsde structuresde la vitessevia
l’hypothèsedeKolmogorov-Obukhov 62.On aainsi

ζE
q º 1

3
q Ã µE

qÊ 3 (8.18)

ζL
q º 1

2
q Ã µL

qÊ 2 (8.19)

Si l’on supposeque les exposantseuĺerienssontbiensdécritspar un mod̀ele log-normal
alorsona

µE
q º µ

2
½ q Ç q2 ¿XÅ (8.20)

où µ º 0 » 22 estunevaleurraisonnablecorrespondantaux exposantsmesuŕeshabituellement.
Danscesconditions,onobtient

µL
q º 6

µ ß µ
4
Ç 1 Ãñð ½ 1 Ç µ

4
¿ 2 Ã µqà Ç 3q (8.21)

cequi conduità

ζL
q º 6

µ ß µ
4
Ç 1 Ã ð ½ 1 Ç µ

4
¿ 2 Ã µq

2 à Ç q » (8.22)

On noteraquedansle cadredu mod̀ele lognormalde la dissipation,le signalde vitesseeuĺe-
riennea égalementunestructurelog-normale,il n’en n’estpasdemêmeencequi concernele
signal lagrangiencar les exposantsne varientplus en fonction de q commeun polynômedu
secondordre.Aveccetteexpressionde ζL

q, on obtientainsi lesvaleursdesexposantsfournies
dansla table8.2.

On voit que le mod̀ele log-normalestiḿe à partir desexposantseuĺeriensdonnedesex-
posants,certesplus intermittentsque les exposantseuĺeriensmaisqui le sontmoins que les
exposantsmesuŕes.Onpeutjouersurle param̀etreµ defaçonàajusterlesvaleursdesexposants
lagrangiensmesuŕesavecceuxdu mod̀elelog-normal.On y parvientassezbienà conditionde
prendreµ º 0 » 37qui estunevaleurtrèsdifférentedela valeureuĺerienne.Il sembledoncquele
passagepropośeparBorgasentreeuĺerienet lagrangienposeprobl̀eme.Quellehypoth̀esepeut
nepasêtrevalide?La réponseestévidemmentdélicate.Onpeutincriminertoutd’abordl’iden-
tificationξL

p º ζL
p. Cependantl’identificationestgéńeralementaccept́eeeneuĺerien.Le manque

demesureslagrangiennes̀a trèshautRλ nepermetpasd’estimerréellementlesexposantsζL.
En ce qui concernele raisonnementde Borgas,l’auteur souligneunepossiblefaiblessedans
l’hypothèsequi consistèa estimerquela structuremultifractaledu régimeinertiel seprolonge
jusqu’̀a deséchellesdel’ordre deη. Par ailleurs,on noteraquela dissipationestunegrandeur
définiedemanìerefondamentalementeuĺerienneparlesgradientsspatiauxduchampdevitesse.
Cettevariablen’estpeut-̂etrepasla variablenaturelleàobserverdansle formalismelagrangien.
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lognormal mesure lognormal
µ º 0 » 22 µ º 0 » 37

ζL
1 0.54 0.56 0.57

ζL
2 1 1 1

ζL
3 1.39 1.33 1.33

ζL
4 1.71 1.57 1.57

ζL
5 1.98 1.73 1.74

ζL
6 2.20 1.8 1.85

Tab. 8.2 – ValeursdesexposantsζL
p estiḿeespour le mod̀ele multifractal lognormal“usuel”

avecµ º 0 » 22, pournosmesures(en identifiantξL
p à ζL

p) ainsiquepour le mod̀elemultifractal
lognormalavecµ º 0 » 37.

8.1.3 Lescumulants

Pourquoi lescumulants du logarithme desincr éments?

Lesquantit́esclassiquement́etudíeeslorsd’unemod́elisationdansuncadremultifractalsont
lescumulantsdu logarithmedesincrémentsdevitesse.En effet, on peutécrirelesfonctionsde
structuresousla forme Ñ Ò∆τv Ò p Ô º Ñ

exp ½ pln Ò∆τv ÒÕ¿?Ô (8.23)

et les interpŕeter commela fonction géńeratricede la variablealéatoireln Ò∆τv Ò . Il est donc
équivalentd’étudierles cumulantsdu logarithmedesincrémentsde vitessequed’étudierles
fonctionsdestructure.

Si on supposequele formalismedel’ESSestvalidealorsonpeutécrireÑ Ò∆τv Ò p Ô º KpDL
2 ½ τ ¿ ξp Å (8.24)

où Kp estuneconstanteet onaÑ Ò∆τv Ò p Ô º exp Í ξp lnDL
2 ½ τ ¿ Î Ã lnKp ¿N» (8.25)

Si on écrit un développementdeξp ensériedepuissance

ξp º ∞

∑
nÂ 1

qk
pk

k!
Å (8.26)

alorslescumulantss’écrivent

Ck ½ τ ¿ º qk lnDL
2 ½ τ ¿,Ã constante» (8.27)

Celasignifie doncquetousles cumulantssontunefonction affine de lnDL
2 et fonction affine

l’un del’autre.Dansle cadred’un mod̀elemultifractallognormal(pourla vitesselagrangienne
et nonpourla dissipation1), ondoit avoir Ck ½ τ ¿ constantpourk é 2.
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Fig. 8.10 – Cumulantsdu logarithmede la valeur absoluedes incrémentsde vitessepour
l’expérienceman290501.Dehautenbas,C1, C2 etC3.
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Résultatsexpérimentaux

L’allure descumulantsestprésent́eessurla figure8.10pourk º 1 Å 2 Å 3. Il estévidentauvu
desfiguresquela qualit́e de l’estimationsedégradelorsquek augmenteet quele nombrede
pointsestinsuffisantpourestimercorrectementC3 (surtoutpourlesgrandesvaleursdet À Tl ). Si
lesfonctionsdestructureavaientuncomportementenloi depuissance,lescumulantsdevraient
avoir un comportementlinéairedanscetterepŕesentationsemilogarithmique.Cen’estobjecti-
vementpasle cas.Le cumulantC3 variepeuavecτ saufpourlespetitesvaleursdeτ, àcausede
la coupuredueà la bille. Néanmoinsil semblevarierlég̀erement,tendant̀a infirmer l’hypothèse
d’un mod̀elelog-normal.

Pour vérifier l’hypothèsed’ESS,on a traće sur la figure 8.11 les cumulantsen fonction
de lnDL

2. On voit queles cumulantsC1 et C2 secomportenteffectivementde façon affine en
fonctionde lnDL

2. On a traće en tirets lesdroitesobtenuesparajustementlinéaire.Lespentes
sontrespectivement0.620et -0.122.Dansl’hypothèsed’un mod̀ele log-normal,lesexposants
s’écrivent

ξp º ½ p Ç p ½ p Ç 2¿ λ2 ¿4À 2 Å (8.28)

cequi conduità l’expressionsuivantedescumulants

C1 ½ τ ¿ º ½ 1À 2 Ã λ2 ¿ lnτ Ã constante (8.29)

C2 ½ τ ¿ º Ç λ2 lnτ Ã constante (8.30)

Ck ½ τ ¿ º constante pour k é 2 » (8.31)

Dansceshypoth̀eses,lesvaleursdespentesobtenuesconduisent̀a λ2 º 0 » 12, valeurqui n’est
passi éloigńeedela valeurestiḿeeparlesexposantsξp qui est0.113etqui estcompatibleavec
les barresd’erreur(mêmesi elle sesitueplutôt en limite desvaleursacceptables).En ce qui
concerneC3, la qualit́edel’estimationn’estpassuffisantepourtirer desconclusionsdéfinitives.
On observeun lég̀eretendancedécroissantecommesugǵeŕeparla droiteenpointillésmaisles
fluctuationsde l’estimationsonttrèsimportantes.On remarqueraquele domaine,danslequel
le comportementaffine estvalide (pourC1 et C2) s’étenddespluspetiteséchellesaccessibles
du domaineinertiel jusqu’auxgrandeśechellesde l’ écoulementainsiqu’il estcourantdansle
cadredel’ESS.Aux pluspetiteséchelles,la régularisationdueà la taille dela bille interrompt
ce comportement.Les cumulantss’écartentde la droite pour desvaleursde τ inférieuresà
0.1TL. Cettelimite semblêetreplusélevéequecellerelevéepourlesfonctionsdestructure.Les
cumulantssontdoncplussensibles̀a la coupuredela bille.

On a égalementtraće C2 en fonction de C1 sur la figure 8.12.On retrouve clairementle
régimeaffine qui tendà confirmerla validité de l’hypothèsed’autosimilarit́e étenduedansle
cadredela turbulencelagrangienne.

Évolution avecle nombre deReynolds

Grâceauxtroisexpériencesman030801,man290501etman220501,ondisposededonńees
àtroisnombresdeReynoldsvalantrespectivement310,740et1100.Onatraćesurla figure8.13
lescumulantsC1 etC2 pourlestrois expériences.Lescourbesdu cumulantC1 ont ét́e décaĺees

1 On noteraquepourdesvaleursde p entre1 et 5 et avecun nombredepointsassezréduit on ne peutguère
esṕererdiscriminerdifférentsmod̀eles.Un mod̀elelog-normalpour la vitessen’estdoncpasplusmauvaisqu’un
autredanscesconditions.
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Fig. 8.11 – Cumulantsdu logarithmede la valeur absoluedes incrémentsde vitessepour
l’expérienceman290501enfonctiondu logarithmedela fonctiondestructureDL

2. Lesdroites
entiretssontlesajustementslinéaires.L’ étoileindiquele point correspondant̀a τ º TL.
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Fig. 8.12 – Cumulantsdu logarithmede la valeur absoluedes incrémentsde vitessepour
l’expérienceman290501.Les droitesen tirets sont les ajustementslinéaires.L’ étoile indique
le point correspondant̀a τ º TL.

verticalementde façon à êtrenormaliśeesà 1 à grandeéchelle.L’opérationest licite car elle
revient à normaliserla variancede la vitesseà grandeéchelleà la mêmevaleurpour les trois
expériences.

Lorsquel’on tracela valeurdeC1 pour les trois nombresdeReynolds,les trois courbesse
superposentparfaitement.La chosen’estpassurprenantecarla fonctiond’autocorŕelationétant
exponentielleaux trois nombresde Reynoldset supposantque l’hypothèsed’ESSestvalide,
alorsla formedeC1 nedoit pasvarieravec le nombredeReynolds,sauféventuellementpour
les petits tempsprochesde la fin du régimeinertiel qui évolue avec le nombrede Reynolds
(maisqui noussontinaccessibles).

En ce qui concernele cumulantC2, on observe globalementle mêmecomportement.La
conclusionestnéanmoinsmoinsdéfinitivecarla courbecorrespondantaunombredeReynolds
le plus faible (Rλ º 310) s’écartedesdeux autresaux petits temps.Par ailleurs, le nombre
de pointsutiliséspour le calcul du cumulantpour les nombresde Reynolds310 et 1100est
deuxfois plus faible quepour Rλ º 740,ce qui ne garantitpasuneconvergenceoptimalede
l’estimation.On peuttout demêmeraisonnablementconclurequedansle régimeinertiel et à
grandeéchelle,la formedescumulantsC1 etC2 nedépendpasdunombredeReynolds.
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Fig. 8.13– En haut: C1 pour trois valeursdu nombrede Reynolds: Rλ º 310,740 et 1100.
On a décaĺe lescourbesenhauteurdefaçon à avoir C1 º 0 à grandeéchelle.En bas: C2 pour
trois valeursdu nombredeReynolds: Rλ º 310,740et 1100.La courbedu hautcorrespond̀a
Rλ º 310.



8.2. De l’origine de l’intermittence lagrangienne? 153

8.2 De l’origine de l’intermittence lagrangienne?

La synth̀esede sériestemporellesmultifractalesestun probl̀emedélicat. Les ingrédients
nécessaires̀a l’observation de l’intermittencene sont pas totalementmâıtrisés. Une métho-
de classiquede synth̀eseest la cascademultiplicative sur based’ondelettes[1]. On dispose
d’un arbrediadiquedansle plan temps-́echellecontenantles différentscoefficients d’onde-
lettesnécessaires̀a la synth̀esedela sériecompl̀ete.Un choix judicieuxdecescoefficients(loi
log-normalepar exempleet signealéatoire)permeteffectivementd’obtenir dessignauxinter-
mittentsmaisqui présententun certainnombred’inconvénients.Tout d’abord,on n’observe
qu’uneinvarianced’échellediscr̀ete.Les incrémentsne sontpasstationnaireset la construc-
tion n’estpascausale.On observe quelessériesobtenuesprésententunecorŕelationà longue
port́eedeformelogarithmiquelorsquel’on consid̀erelesvaleursabsoluesdesincréments.Cette
corŕelationestissuedela structuredel’arbre choisi.Delouret al.[21, 61, 5] sugg̀erentqu’une
tellestructuredecorŕelationdesincrémentśelémentairesdela sérietemporelleestuningrédient
suffisantpourgéńererdel’intermittence.Ils proposentdoncuneautresynth̀esed’un processus
multifractal à caract̀ere causal,continu et stationnaire: les marchesaléatoiresmultifractales
(MRW en anglais).On synth́etisel’incr émentélémentaireentredeux échantillonssuccessifs
avecunecorŕelationd’amplitudelogarithmiqueetunsignealéatoire.Onle sommeensuitepour
obtenirla sériemultifractale.

8.2.1 Le modèleMRW[21]

Les ingr édientsdu modèle

Poursynth́etiserunemarchealéatoiremultifractale,on synth́etiseun processusdiscretδXθ
ayantde bonnespropríet́espuis on l’agglomèrede façon à obtenirun processusmultifractal
Xθ. θ estle pasdetempsélémentairedel’ échantillonnagenumérique.Le processusdebaseest
choisiavecla structuresuivante

δXθ Ä kÈ º εθ Ä kÈ exp ½ ωθ Ä kÈò¿óÅ (8.32)

où εθ estunbruit blancgaussienet ωθ estun processusdontla covarianceconnexevérifie

Cov ½ ωθ Ä k1 ÈôÅ ωθ Ä k2 Èò¿ º λ2 ln ½ ρθ Ä Ò k1 Ç k2 Ò Èò¿ (8.33)

avec

ρθ Ä kÈ ºöõ Lîò÷ k ÷ Û 1ï θpour Ò k ÒFÝ L À θ Ç 1

1 sinonÅ (8.34)

c’est-̀a-direunedécroissantelogarithmiquevers0 (atteint à l’ échelleL) puis unecorŕelation
nulle aux grandeśechelles.Cetteforme de corŕelationestobserv́eedansla synth̀esepar des
cascadesurbased’ondelettes.

Avecun tel processusdebaseet enconstruisant

Xθ ½ t ¿ º t Ê θ
∑
kÂ 1

δXθ ½ nθ ¿ (8.35)

il estpossiblededériverun certainnombrederésultatsanalytiquesdansla limite θ â 0 c’està
dire la limite continue(enadmettantqu’elle existe).
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Lesprédictions

Tout d’abordle processusX n’estpasstationnaire(on n’a pasmis de termede frottement
pourstationnarisersousla formed’uneéquationdeLangevin), savariancecrôıt commet, mais
lesincrémentsle sont.Le processusaggloḿeŕeestmultifractalet lesexposantsdestructureξp

vérifient

ξp º ½ p Ç p ½ p Ç 2¿ λ2 ¿4À 2 » (8.36)

Lesmomentsdesincrémentss’écriventdoncÑ Ò∆τv Ò p Ô º Kpτξp » (8.37)

On peutdoncendéduirel’expressiondescumulantsCk deln Ò∆τv Ò :
C1 ½ τ ¿ º ½ 1À 2 Ã λ2 ¿ lnτ Ã constante (8.38)

C2 ½ τ ¿ º Ç λ2 lnτ Ã constante (8.39)

et quelescumulantsd’ordresuṕerieurnedépendentpasdeτ.
Parailleurs,la covarianceC î lnï ½ l Å τ ¿ du logarithmedela valeurabsoluedesincréments∆τX

vérifie,pourτ ø l

C î lnï ½ l Å τ ¿ º Ñ ½ ln Ò∆τv ½ t ¿!Ò?Ç Ñ ln Ò∆τv ÒÕÔ4¿¡½ ln Ò∆τv ½ t Ã l ¿!ÒªÇ Ñ
ln Ò∆τv ÒµÔ4¿4Ô Ð Ç λ2 ln ß l

L à » (8.40)

Ici l estdoncl’ écarttemporelutilisépourla corŕelationet τ l’ échelledel’incr émentconsid́eŕe.
Le logarithmedesincrémentsadoncégalementunecorŕelationqui décrôıt logarithmiquement.

Onadoncunprocessusinvariantd’échelleetmultifractaldontla multifractalitédécouledes
deuxhypoth̀esesdedépart,log-normalit́eet corŕelationlonguedela valeurabsolue.

Le probl̀emede cesrésultatsestquele processusn’est pasaggloḿeŕe selonuneéquation
de Langevin. On peut cependantpenserque l’ajout d’un termede frottementà une échelle
comparablèaL neperturbepascesprédictionsdumoinsencequi concernele régimeinertiel.

8.2.2 Lesobservationsexpérimentales

La corr élation du log desincr éments

La figure8.14présentel’autocovariancedu logarithmedela valeurabsoluedesincréments
de vitessepour différentesvaleursde l’incr émentde tempsτ. On observe une décroissance
linéairedanscetterepŕesentationsemilogarithmiquequi correspond̀a unedécroissanceloga-
rithmiquedel’autocovariancepourlesvaleursde l suṕerieures̀a τ. On peutdoncécrire

C î lnï ½ l Å τ ¿ º Ç pln ß l
L à » (8.41)

La valeurdu préfacteurp du logarithmeestprésent́eesur la figure 8.15avec la valeurL. On
voit quep esteffectivementdel’ordre de Ç λ2 maison remarqueunevariationsyst́ematiquede
p qui augmenteavecτ. Parcontre,L nemontrepasdevariationnotableetestdel’ordre de3TL

pourcesexpériencesavecpales.
La figure8.16effectueunecomparaisonentrela covariancedeslogarithmesdesincréments

pour les expériencesman290501et man030401,respectivementavec paleset avec disques
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Fig. 8.14 – Autocovariancedu logarithmedesincrémentspour l’expérienceman290501.De
hautenbaslesvaleursdeτ sont1.2,2.5,3.7 ms.En pointilléslesajustementslogarithmiques
pourchacunedescourbesexpérimentales.
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Fig. 8.15– Param̀etresdesajustementsdescomportementslogarithmiques(o) et de l’expres-
sion8.42.A gauchecoefficient λ2 estiḿe pourdifférentesvaleursdeτ. En pointillésla valeur
deλ2 º Ç 0 » 113estiḿeeparlesexposantsdestructure.A droite,valeurdel’abscissèa l’origine
L.
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lisses.On observe que la valeurde L varie consid́erablementlorsqu’onchangela géoḿetrie
expérimentale.Aveclespales,L vaut3TL environ (indépendammentdu nombredeReynolds),
tandisquedansle casdesdisqueslisses,on estimeunevaleurdeL º 10TL cequi estun temps
extrêmementlong.Onobservedoncdefaçontrèsclairela corŕelationlonguedulogarithmedes
incrémentsdevitesse,ingrédientessentieldumod̀eleMRW et responsabledela multifractalité
du processus.L’ évolution de p avec τ peutêtreuneconśequencede la présencede la grande
échelleTL originairedu termedefrottementd’unemod́elisationdetypeéquationdeLangevin.
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Fig. 8.16– Autocovariancedu logarithmedesincrémentspourl’expérienceman290501–avec
pales–(courbede gauche)et man030401–disqueslisses–(à droite). En pointillésles ajuste-
mentslogarithmiquespourchacunedescourbesexpérimentales.

Onpeutchercher̀aaffiner l’estimationdela formedela covariance.Lescascadesdensifíees
ou cellessurarbre“continu” [15] conduisent̀a unestructuredecorŕelationdesincrémentsde
la forme

Cln ½ l Å τ ¿ º õ λ2 Í ln L
l Ã l

L Ç 1Î pour τ Þ l Þ L

0 pour l é L » (8.42)

On voit que le premiertermedu développementasymptotiqueest le mêmeque celui prédit
par le mod̀eleMRW. Cettedernìereexpressiona l’avantagedeprendreencomptela présence
d’une grandeéchellesusceptiblede perturberle comportementasymptotique.On a traće sur
la figure8.17lesdeuxcomportementscompaŕesà l’expérience.On distinguedifficilementles
deuxcourbesdansla zoneinertiellemaisonobservequecettedernìereexpressionsuitmieuxle
comportementdela courbeexpérimentaleauxtempslongs.Lesvaleursdesparam̀etresobtenus
sontprésent́essurla figure8.15.A causedela formedifférentedesdeuxexpressionspropośees,
lesvaleursdeL sontdifférentes.On notequel’influencedela grandeéchellesefait fortement
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Fig. 8.17 – Autocovariancedu logarithmedesincrémentspour l’expérienceman290501.On
a traće uniquementτ ù 2 ú 5 ms. En trait mixte unedécroissancelogarithmiquepure,en trait
pointillé la décroissancedel’ équation8.42.

sentircar avec la secondeexpression,on obtientdesvaleursde la penteinférieuresde 0.02à
peuprèset qui sontplusprochesdela valeurestiḿeedeλ2. Il sembledoncqu’un MRW avec
unecorŕelationdela forme8.42fournirait un meilleurcomportement.On notenéanmoinsque
la pentemontreégalementunevariationsyst́ematiqueavecτ.

Lescumulants du log desincr éments

En hautdela figure8.18,on a traće l’ évolution deC1 compaŕe avecunevariationlogarith-
miquede penteλ2 û 1ü 2. On voit queC1 tendversce comportementdansle régimeinertiel.
Néanmoins̀a causedela coupurèahautefréquencedueà la taille dela bille, cecomportement
n’estplusobserv́eauxpluspetiteséchelles.Néanmoinssi on supposequela fonctiondestruc-
turepeutêtreapproxiḿee(dansla limite denombredeReynoldsinfini) paruneexponentielle
alorsons’attendà avoir

C1 ý τ þ;ù ý λ2 û 1ü 2þ ln ý 1 ÿ exp ý ÿ τ ü TL þ4þ û cste� ý λ2 û 1ü 2þ lnτ (8.43)

pourτ � TL. Ceciestbienle comportementprévuparle mod̀eleMRW (qui necontientpasde
forcedefrottementpourle stationnariser).

La figure 8.18montreégalementla variationdu cumulantC2 compaŕe à la covariancedu
log. desincrémentset à unevariationlogarithmiquedepente ÿ λ2. On a le mêmeprobl̀emede
mesurequepourC1. A causedela coupuredueà la taille de la bille, on nedisposequed’une
partiedu régimeinertiel. Néanmoinsdansla partiedont nousdisposons,on observe que les
deuxcourbesmesuŕeestendentversle comportementasymptotiqueÿ λ2 lnτ.
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Fig. 8.18 – Cumulantsdu logarithmede la valeur absoluedes incrémentsde vitessepour
l’expérienceman290501.En haut: C1 ; on a traće entirets la variationlogarithmiquedepente
λ2 û 1ü 2. Enbas: C2 ; ona traćeentiretsla covariancedu log. desincrémentsetentrait mixte,
la variationlogarithmiquedepenteÿ λ2.

8.2.3 Discussion

Il sembledoncquel’ingr édientprincipaldu mod̀eleMRW, la corŕelationlonguedevaleurs
absoluesdes incrémentssoit présentdansnos mesures.La forme mesuŕee n’est pasrepro-
duite parfaitementpar le mod̀ele qui ne prendpasen comptede termede frottementcomme
dansuneéquationdeLangevin. La grandeéchelleTL peutdonctout à fait perturbercescom-
portements.Néanmoinson observe unedécroissancelogarithmiquede la covariancedu loga-
rithme desincrémentset ceci jusqu’̀a destempsextrêmementlongspouvant aller jusqu’̀a 10
fois le tempscaract́eristiquelagrangienTL dansle casdesdisqueslisses.D’où peuventprove-
nir detellescorŕelations?L’accélérationd’uneparticuledefluide résulte,d’apr̀esl’ équationde
Navier-Stokes,essentiellementdu gradientde pression.Les gradientsde pressionposs̀edent-
ils unecorŕelationtemporellelongue(en module)? On noteraqueles particulessedéplacent
au coursdu temps,donc il s’agit d’une corŕelationde l’amplitude de la force de pressionle
long dela trajectoired’uneparticule.Celanenécessitedoncpasunecorŕelationtemporelledu
champeuĺeriende pression.Il existe un exemplepour lequel les forcesde pressionpeuvent
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présenterde tellescorŕelations.Dansle casd’une particulede fluide en rotationautourd’un
vortex, l’accélérationoscille, maisen moduleelle estconstantedirigéevers l’axe du vortex.
Le modulede l’accélérationestdoncfortementcorŕelé. On notequedansl’exempledesignal
d’acćelérationprésent́esurla figure7.2,l’oscillation seprolongependantuntempsdel’ordre de
1 à2 fois TL. La valeurdeL pourraitêtreli éeautempsdepiégeaged’uneparticuledefluidedans
unetelle structureou bienautempsdevie d’un tel tourbillon.Si cetexemplemontreunepos-
sibilité,elle doit êtreloin d’êtresuffisantecarde telsexemplesd’oscillationsdel’accélération
pendantune longueduŕeesont relativementrares.L’outil informatique,au moyen desDNS,
peutcertainementfournir despistesderéponsèacesinterrogations.

8.3 Une équationdeLangevin ?

8.3.1 Un modèlestochastique

On a vu dansla section1.3.2quesi l’on rechercheuneéquationdetypeéquationdifféren-
tielle stochastiquepourla turbulencelagrangiennèahautnombredeReynolds,alorsnécessaire-
mentelle doit s’écriresousla formed’uneéquationdeLangevin :

dv ù�ÿ C0ε
2σ2v û�� C0εdW ú (8.44)

Commenousavonsacc̀esà l’accélérationdela particule,on peuttesterla pertinenced’une
mod́elisationdecetypeenestimantle termederappel.

8.3.2 Le terme derappel

Le termede frottementd’une équationde type équationdifférentiellestochastiquede la
forme

dv ý t þ%ù A ý v ý t þ�� t þ dt û B ý v ý t þ�� t þ dW ý t þ�� (8.45)

peutêtreestiḿevia la formulesuivante[28] :

A ý v� t þ�ù lim
∆t � 0

�
v ý t û ∆t þGÿ v ý t þ
	 v� t �

∆t
(8.46)

On noteraquela validité de cetteformule est intimementli éeau fait quele processusde
WienerdW estδ-corŕelé. Dansnotrecas,commele signaldevitessemesuŕe estrégulier, cela
signifie qu’un tel bruit n’existe pasen touterigueur. On observeraun bruit à corŕelationtrès
courteτc. On peutcontournercetteobjectionenestimantA de la façon suivanteensupposant
quele processuseststationnaire:

A ý vþ%ù lim
∆t � 0

�
v ý t û ∆t û τc þGÿ v ý t û τc þ
	 v ý t þ�ù v�

∆t
ú (8.47)

En pratique,onprendpour∆t le pluspetit écarttemporelpossibleet τc ù 6τη.
Le résultatde cetteestimationest présent́e figure 8.19. Pour comparaison,on a traće la

droitecorrespondantautermedefrottementdel’ équationdeLangevin A ý vþ ù�ÿ vü TL. On voit
quela valeurestiḿeenesuit pasexactementcetteprédictiontout enenrestantproche.A quoi
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Fig. 8.19 – Terme de frottement de l’ équation de Langevin estiḿe pour l’expérience
man290501.On a traće enpointillé la droitecorrespondant̀a A ý vþ7ù�ÿ vü TL En haut: mesure
1D, estimationselonl’axeO1.En bas: mesure2D, estimationsselonl’axeOa et Ob.

peutêtredû cet écart? Tout d’abord,on serappellequepour les valeursde la vitesseproche
de0, l’algorithmededémodulationestmis endifficulté et quecelaseretrouve sur la PDFde
la vitesse.Ceprobl̀emeréapparâıt ici. En effet, on remarquedefortesfluctuationsauvoisinage
de0. Onobserveégalementquepourdefortesvaleursdela vitesse,l’estiméedea s’écartetrès
nettementdela droite.Cependantonavait mesuŕeuneautocorŕelationexponentiellecommeon
s’attendrait̀aobteniravecunevariationlinéairedeA avecla vitesse.Maisil fautserappelerque
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l’on avait dû faireuncertainnombredecorrectionspourobtenircetteexponentielle,corrections
qu’il estdélicat d’effectuerici. Il estpossibleque l’inhomogéńeité de l’ écoulementque l’on
avait réussìafiltrer pourestimerl’auto-corŕelationsoit responsabledela non-linéarit́edeA. La
figure8.19présentéegalementl’estimationdutermedefrottementdansle casdela mesure2D.
On voit quelesdeuxcomposantesorthogonaleśetudíeesconduisent̀a la mêmeestimationdu
termedefrottement.

8.3.3 Vers unemodélisation tridimensionnelle du terme stochastique
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Fig. 8.20– Corŕelationde la valeurabsoluedu logarithmedescomposantesde l’incr émentde
vitesse∆τv pour τ ù 2 ú 5 ms. De hauten bas,autocorŕelationde ∆τva, de ∆τvb et corŕelation
croiśeedesdeuxcomposantesdel’incr ément.

On peut effectuerdestestssemblables̀a ceuxopéŕessur les composantesd’acćelération
mais en consid́erantcette fois-ci les incrémentsde vitesse.On a traće sur la figure 8.20 la
corŕelationdu logarithmedescomposantesdel’incr émentdevitesse∆τv pourτ ù 2 ú 5 ms(c’est
à dire TL ü 10). On voit que la corŕelationcroiśeeestdu mêmeordrede grandeurque l’auto-
corŕelationpourlestempssuṕerieursà τ etqu’elle décrôıt égalementdefaçon logarithmique.

On estameńe à mod́eliserle termestochastiquedel’ équationdeLangevin parunemarche
aléatoiremultifractaletridimensionnelle

dξ ù εexpω � (8.48)

où ε estun vecteurnormaliśedontlescomposantessontdesbruitsblancsetω estunprocessus
gaussieǹacorŕelationlogarithmiquecommunauxtroiscoordonńees.Celarejoint la proposition
de Popequi tend à dire que l’information d’amplitude(en ce qui concerneles corŕelations)
est identiqued’une coordonńeeà l’autre maisquele signeest indépendantpour chacunedes
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directionsde l’espace.Celaposenéanmoinsdesquestionssur la forme à donnerau termede
frottement.Borgas& Sawford [13] soulignentquel’utilisation d’un termededérive simplede
la forme ÿ v ü TL conduità unevitessedontla PDFn’estpasgaussienne.Ils proposentdansleur
mod̀eledechoisirplutôt uneforme ÿ C0ε ý t þ?ü 2σ2 v où ε ý t þ estla sérietemporellemultifractale.
On notequecetteexpressionconduitégalement̀a

A ý vþ;ù lim
∆t � 0

�
v ý t û ∆t û τc þGÿ v ý t û τc þ
	 v ý t þ�ù v�

∆t
ù�ÿ C0

�
ε �

2σ2 ú (8.49)



Chapitr e9

Considérations énergétiques

Il estintéressantd’étudierl’ évolutiontemporelledel’ énergiecinétiquedela particule.Cette
énergie cinétiquecomprenddeuxparts: l’ énergie cinétiquede translationli éeau carŕe de la
vitesseet l’ énergie cinétiquederotationli éeautauxderotationdela particulesurelle-même.
L’ énergie cinétiquetotales’exprimepourunesph̀eresolidederayonr :

�
c ù 2

3
πρr3v2

p
û 1

5
πρr5Ω2

p (9.1)

où Ωp estle vecteurrotationdela particule.Si onsupposequela particulesecomportecomme
un traceurparfait alorssavitesseégalecelledu fluide et sonvecteurrotationvaut la moitié de
la vorticité.Dansle cadredela turbulencehomog̀eneet isotrope,ona

�
ω2 �;ù 15

σ2

λ2 (9.2)

où
�
ω2 � estla variancedu vecteurvorticité.Le rapportdel’ énergie derotationsurl’ énergie de

translationestdonc3r2 ü 8λ2. Dansnosexpériences,λ vauttypiquement800µm et r ù 125µm,
ce qui conduit à un rapportde l’ordre de 1 %. On peutdoncnégliger l’ énergie cinétiquede
rotation et consid́ererque l’ énergie cinétiquede translationde la particulesolide repŕesente
l’ énergie d’une particulede fluide pour les échellesde tempspour lesquellesla particulese
comportecommeun traceur.

La variationdel’ énergie cinétiqued’uneparticuledefluide estdueautravail desforcesde
pressionet deviscosit́e le longdela trajectoirelagrangienne

∆τv
2 ù� t � τ

t
Fpression� v û Fviscosite� v ds (9.3)

où ∆τv2 estl’incr émenttemporeldu carŕe dela vitesse.Si on effectueunemoyennetemporelle
decetincrémentetsousl’hypothèseergodique,onpeutvoir la moyennedel’incr émentcomme
la différenceentrel’ énergie inject́eependantle tempsτ et l’ énergie dissiṕeependantla même
duŕee.La différenceestnullesi onsupposel’ écoulementstationnaire.Onnoteraquelesordres
degrandeurdesforcesdepressionetdedissipationsonttrèsdifférents[90] maisqu’enmoyenne
les travauxde cesdeuxforcess’annulent.On peutdoncvoir la forcede pressioncommeune
grandeurtrès fluctuantemais peu efficaceen termede transfertd’énergie aux particulesde
fluide.L’ énergiedissiṕeeestnégativeenmoyenneetdoncle travail depressiondoit êtrepositif
enmoyenne.Du fait dela différenced’ordredegrandeurentrele gradientdepressionetle terme
dissipatif,on peutdoncs’attendrèa unelég̀ereasyḿetriede la distribution desincrémentsde
l’ énergie cinétique.Cetterupturedesymétrie(quel’on n’observe passur le signaldevitesse)
pourraitdoncêtrela tracedusensdel’ écoulementdu tempsetdela non-syḿetriedel’ équation
deNavier-Stokesparretournementdu temps.
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Onseproposedoncd’étudierquelquespropríet́esstatistiquesducarŕedela vitesse.Comme
on nedisposepasdu vecteurvitesseentier, on consid́ererales incrémentsdu carŕe d’uneseule
composante.On verrapar la suitequeles incrémentsnesontpascorŕelésd’unecomposantèa
l’autre(avecousansle signe)etdonconpeutesṕererquelescomportementsobserv́esavecune
seulecomposantecorrespondent̀aceuxduchampdevitessecomplet.

9.1 Corr élations

9.1.1 Corr élationsdu carr éde la vitesse

On présentesur la figure 9.1 les corŕelationsdu carŕe descomposantesde la vitessepour
l’expérienceman2905012D. La décroissancede l’autocorŕelation est exponentielleavec un
tempscaract́eristique2.5 fois pluspetit queTL. Par contre,la corŕelationcroiśeeesttrèsfaible
et l’on peutconsid́ererquelescarŕesdescomposantesdevitessesontdécorŕelés.
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Fig. 9.1– Corŕelationsdescarŕesdescomposantesva et vb. La courbedu basestla corŕelation
croiśeedesdeuxcomposantes.En tirets,on a traće unedécroissanceexponentielle.Il s’agit de
l’expérienceman2905012D.

9.1.2 Corr élationsdesincr émentsdu carr é de la vitesse

On a traće sur la figure 9.2 la corŕelationdesincrémentsdu carŕe descomposantesde la
vitesse.Du fait de la présenced’une grandeéchelletemporelle,l’autocorŕelationchuteen un
tempsvoisindeτ etdevientlég̀erementnégative.La corŕelationcroiśeedesincrémentsestnulle.

La figure 9.3 présentela corŕelation desvaleursabsoluesdesincrémentsdescarŕes des
composantesde vitesse.On remarqueque,de mêmequepour les incrémentsde vitesse,les
valeursabsoluesdesincrémentsducarŕedela vitessesedécorr̀elentenuntempsbeaucoupplus
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long quecelui de l’autocorŕelationdesincréments.Celong tempsdedécorŕelationestdansce
casvoisin deTL et estdoncplusgrandquele tempsdedécorŕelationdu carŕe dela vitesse.On
retrouvedoncpourle carŕe dela vitesseungrandnombredecaract́eristiquesobserv́eespourle
signaldevitesse.Unedifférencerésidedansle fait quelesvaleursabsoluesdesincrémentsdes
différentescomposantesde vitessesontdécorŕeléesdansle casdu carŕe alorsqu’ellesétaient
fortementcorŕeléespourle signaldevitesse.
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Fig. 9.2– Corŕelationsdesincrémentsducarŕedescomposantesva etvb. La corŕelationcroiśee
est la courbedemeurantau voisinagede zéro. Il s’agit de l’expérienceman2905012D pour
τ ù 0 ú 1TL.
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Fig. 9.3– Corŕelationsdesvaleursabsoluesdesincrémentsdu carŕe descomposantesva et vb.
La corŕelationcroiśeeest la courbedemeurantau voisinagede zéro. Il s’agit de l’expérience
man2905012D pourτ ù 0 ú 1TL.
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9.2 Intermittence du carr éde la vitesse

9.2.1 La déformation desPDFs
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Fig. 9.4 – Exemplede signald’incrémentsdu carŕe de la vitesse.En hautτ ù 0 ú 05TL, en bas
τ ù 1 ú 4TL.

Pour visualiserl’intermittence du carŕe de la vitesselagrangienne,on a traće sur la fi-
gure9.4 deuxexemplesde signalde ∆τv2 pour unevaleurde τ dansle régimeinertiel et une
valeurdeτ correspondant̀a uneéchellesuṕerieureà TL. On voit quel’allure du signalchange
consid́erablementlorsquel’on variela valeurdeτ. Dansle régimeinertiel, le signalesttrèsin-
termittentdansle sensoù l’on observe desboufféesd’activité suiviesdepériodespluscalmes.
L’ évolution à travers les échellesdesPDFsdesincrémentsest présent́ee sur les figures9.5
et9.6).OnobservequelesailesdesPDFssonttrèslarges,mêmepourleséchellesdetempsles
plus longuespour lesquellesles ailessontexponentiellescommedansle casd’un bruit blanc
gaussien.Pourdeséchellessuṕerieuresau tempsde décorŕelation,on observe desvaleursde
flatnessdel’ordre de9. Aux pluspetiteséchellesdetemps,la valeurdela flatnessesttellement
élevéequel’estimationpar le momentd’ordre 4 n’estplus possibleavec le nombrede points
disponibles(3.5millions). La flatnessprenddesvaleurssuṕerieures̀a 30 à l’ échelleoù la taille
de la bille commencèa se faire sentir et continueà crôıtre fortementlorsqu’on explore des
échellesencoreplusfaibles.

On observe uneasyḿetriedesPDFsquel’on peuttenterdequantifierenutilisant la skew-
ness.La figure9.7 montrel’ évolution de la skewnesspourdifférentescomposantesdevitesse
pourl’expérienceman290501danslesconditions1D ou 2D. On observedetrèsfortesfluctua-
tionsduesà la grandelargeurdesailesdesPDFs.On remarquéegalementquela composante
vb présenteuneskewnessanormalementnégative comparativementaux autres.Néanmoins,il
semblequel’on puisseconsid́ererquela skewnessestnégativedel’ordre de-0.2ou-0.3dansle
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Fig. 9.5 – PDFsdesincrémentstemporelsdu carŕe de la vitesselagrangienne.Du centrevers
l’extérieurτ= 0.31,0.61,1.2,2.5,4.9,9.8,20et 39 ms
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Fig. 9.6– PDFsnormaliśesdesincrémentstemporelsdu carŕe dela vitesselagrangienne.Pour
la clart́e de l’image, lescourbesont ét́e décaĺees.De hautenbas: τ= 0.31,0.61,1.2,2.5,4.9,
9.8, 20 et 39 ms.En bas,on a superpośe en pointillésle casd’un bruit blancgaussiensur la
courbecorrespondantauplusgrandécarttemporel
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Fig. 9.7 – Skewnessdesincrémentstemporelsdu carŕe de la vitesselagrangienne.Lescercles
marquentla composantev1 de la mesure1D. Les triangleset les carŕesmarquentles compo-
santesv1 et v2 dela mesures2D et lesétoilesmarquentlescomposantesva et vb.
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Fig. 9.8 – PDFde l’incr émentdu carŕe devitessepourτ ù 5 mssoit τ ù 0 ú 2TL. On a traće en
pointillé le symétrique∆τv2 � ÿ ∆τv2.
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régimeinertiel.Cettevaleurestrelativementfaiblemaisdumêmeordredegrandeurquecequi
estmesuŕe sur lesfonctionsdestructured’ordre3 dela vitesseeneuĺerien.On peutvisualiser
cetteasyḿetriesurla figure9.8.

9.2.2 Fonctionsdestructur e

On peutdéfinir desfonctionsdestructurepour le carŕe dela vitessedela mêmefaçon que
pour la vitesse.L’incrément∆τv2 estl’int égralede la dérivéedev2 pendantun tempsτ. Cette
dérivée caract́erisela puissancedesforcesappliqúeessur la particule(de fluide dansle cas
idéal)parl’ écoulement.Cettegrandeurpeutêtrepositivesi l’ écoulementfournit del’ énergie à
la particuleou négativesi la particulefournit du travail à l’ écoulement.Cetteapprocheesttrès
différentedel’utilisation dela dissipationdansle contexteeuĺerien.La dissipationestalorsune
quantit́epositive.

La fonction de structured’ordre 2 a uneforme exponentielle(commela fonction d’auto-
corŕelation).On n’observe doncpasdecomportementen loi depuissancedansle régimeiner-
tiel. Noussommesdoncréduitsunefois de plus à utiliser l’outil de l’autosimilarité étendue.
Dansle casdela vitesse,onavait choisila fonctiondestructured’ordre2 commeréférencepar
un argumentdimensionnel.Dansle casdu carŕe de la vitesse,le mêmeargumentdimension-
nel conduità prendrela fonctiondestructured’ordre1 commeréférence.La figure9.9montre
les fonctionsde structuresde v2 traćeesen fonction de la fonction de structured’ordre 1. On
observe deslois de puissancesaufpour les plus petiteséchellesde tempspour lesquellesla
régularisationdueà la taille de la bille conduità un comportementtrivial. Lesexposantssont
présent́es dansla table 9.1. Si on les normalisepar l’exposantd’ordre 2, on observe que la
courburedesexposantsestencoreplusélevéequepourle signaldevitesse.

ξ1 1 0.58
ξ2 1.71 � 0 ú 02 1
ξ3 2.18 � 0 ú 04 1.27
ξ4 2.48 � 0 ú 08 1.45
ξ5 2.68 � 0 ú 15 1.57
ξ6 2.83 � 0 ú 25 1.65

Tab. 9.1– Valeursdesexposantsξp pourl’expérience.Lesincertitudessontestiḿeesenmesu-
rant les variationsde la pentelocale.La dernìerecolonnedonnelesexposantsnormaliśespar
l’exposantd’ordre2.



170 Chapitr e 9. Considérations énergétiques
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Fig. 9.9– Fonctionsdestructuresdu carŕe de la vitesseenfonctiondela fonctiondestructure
d’ordre1. On a traće enpointilléslesajustementspardeslois depuissancedont lesexposants
sontfournisdansla table9.1.
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9.3 Cumulants

On a traće sur la figure9.10l’ évolution descumulantsdu carŕe de la vitesselagrangienne.
L’estimationdescumulantsC2 etC3 estassezbruitéemaisonobservequele cumulantd’ordre
3 évoluefortementdansles échelles,passantde-2.5 à -3.7 environ auxplusgrandeśechelles,
montrantainsi la non-lognormalit́e du carŕe de la vitesse.Lorsquel’on tracelescumulantsC2
et C3 en fonctiondeC1, on relève un comportementlinéaire(dansla mesureoù la qualit́e de
l’estimationle permet),justifiantl’approchedetypeESS.

On observe donc que le signal du carŕe de la vitesseest extrêmementintermittent.Les
échangesd’énergie entreuneparticuledefluide et le restedel’ écoulementont doncunestruc-
turetrèscomplexe.Onamesuŕeunelég̀ereasyḿetriedela distributiondesincrémentsducarŕe
de la vitesse.L’origine de cetterupturede symétrie n’est pasencorepréciśee.Pour le signal
de vitesse,on a mesuŕe uneskewnessdont le signechangelorsquel’on changede configura-
tion expérimentale.Elle estdoncli éeà unenon-homoǵeńeitédel’ écoulement.Pourle carŕe de
la vitesse,la skewnessvarie avec la configurationexpérimentalemaisrestede mêmesigneet
du mêmeordrede grandeur. On peutdoncsoupçonnerquecettenon-syḿetriepuisseêtreca-
ract́eristiquedela turbulencehomog̀eneet isotrope.Elle pourraitalorsrefléterla non-invariance
passymétrietemporelledel’ équationdeNavier-Stokes.
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Fig. 9.10– Cumulantsdu logarithmedela valeurabsoluedesincrémentsdu carŕe dela vitesse
pourl’expérienceman290501.Dehautenbas,C1, C2 etC3.
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Fig. 9.11– Cumulantsdu logarithmedela valeurabsoluedesincrémentsdu carŕe dela vitesse
pourl’expérienceman290501.Onatraćelecumulantd’ordre2enfonctionducumulantd’ordre
1. La droiteentiretsestunajustementlinéaire.L’ étoileindiquele pointcorrespondant̀aτ ù TL.
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Fig. 9.12– Cumulantsdu logarithmedela valeurabsoluedesincrémentsdu carŕe dela vitesse
pourl’expérienceman290501.Onatraćelecumulantd’ordre3enfonctionducumulantd’ordre
1. La droiteentiretsestunajustementlinéaire.L’ étoileindiquele pointcorrespondant̀aτ ù TL.
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Conclusions

Unegrandeet parfoisfastidieusepartdecetravail dethèsea consist́e à mettreaupoint un
nouvel outil demesurepermettantd’avoir acc̀esà la vitesselagrangiennedansdeséchellesde
tempscomprenantle régimeinertiel et lesgrandeśechellesjusqu’̀a quelquesfois le tempsde
décorŕelationde la vitesse.L’ énonće de ce but a constitúe les premìeresminutesde cestrois
anńees,la réalisationanécessit́edeuxansetdemi.L’obtentiondesmesureset leuranalyseaeu
lieu aucoursdessix derniersmoisdetravail.

Le principedela mesureestl’effet Dopplerultrasonoredont l’avantagedéterminantestde
fournir “directement”la vitessesanśetapededérivationdela position.Deplus,onafacilement
acc̀es à unevastezonede mesuredanslaquellela particuledemeureun tempssuffisamment
longpourobserver la décorŕelationdela vitesse.

Ceprincipedemesurea ét́e appliqúe à la chutedebilles pesantesdansun fluide aurepos,
permettant̀a la fois de testerla qualit́e de la mesureet la dynamiqued’uneparticulesolideen
mouvementdansun fluide. On a ainsi mis en évidencel’existenced’un tempscaract́eristique
danscettedynamique.

La mise au point de l’outil de mesurecomprendla réalisationd’un circuit électronique
permettantla miseenformedu signalavant l’acquisitionnumérique.Le signalacoustiquedif-
fusé par la particuleestreçu par9 récepteurs.Le signalcapt́e parchacundestransducteursest
hét́erodyńedansunebandedefréquencedistinctepuissomḿeaveclesautresvoiespermettant
l’acquisition par un seul échantillonneur. Avec deuxdispositifsd’acquisition,onobtientdeux
composantesdevitesse.Onaainsiacc̀esàunemesuredevitesseavecunedynamiquespectrale
de50dB.

L’extractiondel’information devitessedusignalacoustiqueesteffectúeeparunalgorithme
original baśe sur le principede maximisationde vraisemblance.Il permetde caract́eriserdes
composantesspectralesnon-stationnairespar leur amplitudeet leur fréquenceainsiquela va-
rianced’estimationdecesparam̀etres.

L’analysedessignauxlagrangiensamisenévidencela gaussianit́edusignaldevitesseetsa
décorŕelationexponentielle.Le spectrelagrangienestdoncdeformelorentziennevérifiantainsi
la prédictionK41 d’un spectreenω � 2. La particulesecomportecommeun traceurlagrangien
sur unegammed’échellesde tempscomportantau moinsunedécadedansle régimeinertiel.
Lesplushautesfréquencessontfiltr éespar la taille dela bille, tronquantainsi la fin du régime
inertiel. L’ étudede l’accélérationde la bille compaŕee aux mesuresde La Portaet al. porte
à croire quece régimeseprolongejusqu’̀a deséchellesinférieuresau tempsde Kolmogorov.
On ne s’attendpasà observer l’influence d’une “ échellede tempsde Taylor” intermédiaire
entreTL et τη. On noteraquedu point de vue expérimental,il est nécessaired’effectuerun
certainnombredecorrectionspourprendreencompteunelég̀ereinhomoǵeńeité du champde
vitesse.L’ écoulementdeVonKármán,malgŕesesavantagesdontla facilitéd’obtentiondehauts
nombresde Reynolds,n’estpeut-̂etrepasle meilleurcandidatpourun écoulementhomog̀ene
et isotrope.

L’analysedu signal de vitessea mis en évidenceune intenseintermittence.Le mod̀ele
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euĺerien usuelbaśe sur l’intermittencede la dissipationprédit desvaleursdesexposantsla-
grangiensqui sont“plus intermittents”quelesexposantseuĺeriensmaispassuffisammentpour
reproduireles mesures.L’intermittencea ét́e reliée à une forte corŕelation desvaleursabso-
luesdesincrémentsdevitessesurdestempssuṕerieursautempscaract́eristiquelagrangien.Ce
lien entreintermittenceet corŕelationsà longueport́eea ét́e inspiré parun mod̀eledemarche
aléatoiremultifractale.Cetteobservation soul̀eve la questionde la naturede cescorŕelations
longues.La distributiondel’accélérationdontla PDFprésentedesailestrèslargesestconforme
auxobservationsdela distribution desgradientsdepressionqui sontle moteurdu mouvement
desparticulesde fluide. L’existencede tellescorŕelationsdoit également̂etre li ée à la struc-
ture du champde pressionmais leur origine n’a pasencoreét́e préciśee.Un certainnombre
de mod̀elesde dispersiontraitent la turbulencepar uneéquationde Langevin pour la vitesse.
Ce type d’équationne permetpasde reproduirel’intermittenceobserv́ee.On peut tenterde
géńeralisercesmod̀elesenintroduisantunbruit stochastiquedestructurepluscomplexeconte-
nanten particuliercescorŕelationsà longueport́ee.Mais cetteextensiondu mod̀elenécessite
égalementdemodifierle termedéterministesousuneformeencoreinconnue.

Les mesures̀a deuxcomposantespermettentde préciserla structuretridimensionnelledu
champde vitesse.Les composantesde vitessene sontpascorŕeléesd’un axe à l’autre. Si les
incrémentsnele sontpaslorsquel’on conserve leur signe,lesvaleursabsoluesdesincréments
sontfortementcorŕeléesentrecomposantes.Celaconduitàdécrirel’accélérationdesparticules
defluidesousla forme

a ý t þ�ù a ý t þ eý t þ
où a ý t þ estl’amplitudequi estdonccorŕeléetemporellementsurdestempstrèslongs.Le vecteur
unitaireeý t þ contienttoutel’information dedirectionetprésenteunecorŕelationtemporelletrès
courte.

Seposeégalementla questiondeséchangesd’énergieentrela particuledefluideconsid́eŕee
et le restedu fluide. L’ échanged’énergie cinétiquedetranslationcorrespond̀a la dérivéetem-
porelleducarŕe dela vitesse.Cesignalestégalementhautementintermittent.Il peutseséparer
endeuxpartie: un termeprovenantdela pressionet un termed’origine visqueuseSi cesdeux
termess’équilibrentenmoyenne,il sontdenaturetrèsdifférente.L’observationducarŕedelavi-
tessemet-elleenévidenceunerupturedesymétrieli éeausensdumouvement?Onarelevéune
valeurnégative de la skewnessdesincrémentsdu carŕe de la vitesse.Cettevaleurcorrespond-
elle à cette rupture de symétrie ou bien n’est-elle due qu’à la lég̀ere non-homoǵeńeité de
l’ écoulement?

Cetteétudeexpérimentalepermetdonc de préciserla structurespatialeet temporelledu
champdevitesselagrangienne.On a ainsi observ́e de fortescorŕelationstemporellesou entre
composantesdontl’origine demeuremyst́erieuse.Un éclaircissementpourracertainementpro-
venir d’une étudede l’ équationde Navier-Stokes dansle syst̀eme de coordonńeeslagran-
giennes.

La méthodedemesurepeutêtreétenduepourmesurersimultańementla vitessededeuxpar-
ticules.Néanmoins,celanécessited’augmenterle nombredecapteurs(typiquementle doubler)
pourpouvoir, d’unepart,mieuxrésoudrelescomposantesspectraleset ainsimieuxséparerles
deuxparticulesetd’autrepart,demesurerleurpositionavecuneprécisionraisonnable.Eneffet,
la mesuredela vitesserelativededeuxparticulesestparticulìerementfructueusesi l’on connâıt
égalementleurpositionrelative.Il faudraégalementadapterlesalgorithmesd’analysespectrale
pourpermettred’affecterà chacunedesparticulesla composantespectralequi lui correspond.
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Celaseraencoreplusaiśe si l’on disposedetrois voiesderéception.On peutimaginerd’aug-
menterdrastiquementle nombredetransducteurset depaverunepart importantedel’int érieur
dela cuve.Unemod́elisationad́equatedusignalreçu parla matricedetransducteurspermettrait
de mesurerle champde vitesse3D et la positionavecunebonneprécision.On pourraitainsi
envisagerla mesuresimultańeede la positionet la vitessed’un plus grandnombrede parti-
cules.Pumiret al. sontparticulìerementattach́esà l’ étudesimultańeedu mouvementdequatre
particules.
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[38] H. KAHALERRAS, Y. MALÉCOT, Y. GAGNE et B. CASTAING. “Intermittency andRey-
noldsnumber.” Phys.Fluids, 10(4), pp.910–921(1998).

[39] U. KARNIK etS.TAVOULARIS. “Lagrangiancorrelationsandscalesin uniformly sheared
turbulence.” Phys.FluidsA, 2(4), pp.587–591(1990).

[40] S. KAY. ModernSpectral Estimation,TheoryandApplication. PrenticeHall SignalPro-
cessingSeries.A. V. OppenheimEd.,PrenticeHall, 1988.

[41] I. K IM, S. ELGHOBASHI et W. A. SIRIGNANO. “On the equationfor spherical-particle
motion: effectof Reynoldsandaccelerationnumbers.” J. Fluid Mech., 367, pp.221–253
(1998).
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Résuḿe : Le but decettethèseestl’ étudeexpérimentalede la turbulencedu point devue
lagrangien.
�

On cherchedonc à suivre uneparticulede fluide pendantun tempssuṕerieurau
tempscaract́eristiquedesgrandeśechelles.Pourcefaire,nousavonsmisaupointunenouvelle
techniquede mesurede vitesselagrangiennedansun écoulementturbulent à hautnombrede
Reynolds.Le principechoisi estbaśe sur l’utilisation de l’effet Dopplerd’une ondeultraso-
noremonochromatiquediffuséepar unepetiteparticulesolide.Le signaldiffusé est reçu par
un réseauderécepteurset mis enformeparuneélectroniquerapideet ultrafaiblebruit conçue
sṕecialementaucoursdece travail. Pourextraire la modulationdefréquencedueà la vitesse,
nousavonsdévelopṕeunalgorithmed’estimationspectralebaśesuruneméthodedemaximum
de vraisemblanceapproch́e coupĺe à un filtre de Kalman.Nousavonsainsi acc̀esà la vitesse
lagrangiennesur deséchellestemporellesenglobantle régimeinertiel et les grandeśechelles
de l’ écoulement.Le champde vitesseestgaussieǹa décorŕelation temporelleexponentielle.
On obtientainsi un spectretemporelà décroissanceconformeà la prédictionde la théoriede
Kolmogorov 41. Le régimeinertiel lagrangiense prolongejusqu’̀a deséchellestemporelles
inférieuresau tempsde Kolmogorov. On observe uneintermittencelagrangienneplus intense
(entermesdecourburedesexposantsdestructure)quepour le champeuĺerienet dont l’inten-
sité nepeutêtrereproduitepar le mod̀eleusuelbaśe sur la dissipation.Cetteintermittenceest
li éeà l’existencedecorŕelationstemporellestrèslonguesde la valeurabsoluedesincréments
temporelsdevitesse.
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lence,Lagrangien,Intermittence

Lagrangian velocity measurementand statistical analysis

Abstract : Theaim of this PhDthesisis to studyexperimentallyturbulencefrom a lagran-
gianpointof vue.Wewishto trackaparticleof fluid duringatimegreaterthanthecharacteristic
timeof largescalemotion.To achieve this requirement,we haveproduceda new measurement
techniqueof the lagrangianvelocity in a high Reynoldsnumberturbulentflow. Themethodis
basedon the measurementof the Dopplershift of the soundscatteredby a moving particle,
wheninsonifiedby a continuousmonochromaticultrasonic.Thescatteredsoundis receivedby
anarrayof transducersandsentto fastandultralow noiseacquisitiondevice build during this
thesis.To extractthefrequency of modulationdueto thevelocity, wedevelopedaspectralana-
lysis algorithmbasedon approximatemaximumlikelihoodprinciple coupledwith a Kalman
filter. It givesaccessto theinertial andlargetime scalesof thelagrangianvelocity. Thelagran-
gianvelocity field is shown to begaussianwith anexponentialautocorrelation.Thelagrangian
spectrumis thenin agreementwith a Kolmogorov scalingpredictionin the inertial range.We
alsoobserve an intermittency that is stronger(in termsof structureexponents)thanthe eule-
rian one.It cannotbeexplainedby theusualmodelbasedon dissipation.We proposethat this
intermittency is linkedwith thepersistenceof correlationsof theabsolutevalueof velocity in-
crementsoververy long times.

Key words : Measurement,Acoustics,Ultrasound,Signal processing,Spectralanalysis,
Turbulence,Lagrangian,Intermittency
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