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Introduction

Nous donnons dans cette partie un apercu historique d’une part de I’évolution des minora-
tions explicites de combinaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques et d’autre part
des différentes méthodes pour les obtenir, ceci de maniere qualitative mais aussi quantitative.
Pour plus de clarté nous rappelons quelques notions de base qui nous seront utiles. (Une grande
partie des informations historiques est issue de I’article [32]).

0.1 Rappels et notations

Dans toute cette theése, la lettre n désignera un nombre entier strictement positif (sauf indica-
tion contraire). Pour tous nombres complexes ay, . .. , a,, on notera c¢(a4, . . . , a,) une fonction
des nombres ay, ... , a,. Ondira qu’un tel nombre est explicitement calculable si I’on peut ex-
pliciter une formule pour celui-ci. Notons que dans ce mémoire, nos énoncés seront entierement
explicites.

Soit v un élément de C. On dit que « est un nombre algébrique s’il existe un polyndme
P # 0, a coefficients entiers, tel que P(«) = 0. Le degré d’un nombre algébrique, noté d(«)
ou d, est défini comme étant le plus petit degré des polynémes, a coefficients dans Z, s’annulant
en «, ce qui peut s’écrire

d(a) = PEZIle]I,lP;JéO {deg P}.
P(a)=0
L’ensemble des nombres algébriques de C est un sous-corps noté Q. Les éléments de C qui ne
sont pas algébriques sont appelés nombres transcendants.

Soient aq, ...,y et By, ..., (., n > 2 des nombres algébriques. On désignera par forme

(ou combinaison) linéaire de logarithmes une expression du type :

A= By+ Brlogag + -+ + B, log o,

ou les loga;, i = 1,...,n, désignent des déterminations quelconques du logarithme com-
plexe des nombres «;. Dans toute la suite le symbole A désignera toujours une forme linéaire
de logarithmes. On distingue plusieurs cas selon la nature des éléments 3;,, ¢ = 1,... ,n.

Tout d’abord si 5y # 0 on dit que la forme linéaire de logarithmes A est non homogene. Si
Go = 0, A est alors dite homogene. Enfin, dans le cas homogéne, lorsque tous les nombres (;,
1 =1,...,n,sontentiers (ou rationnels) on parle de cas rationnel. C’est ce cas qui offre le plus
d’applications (dont nous parlerons plus tard). Dans toute la suite nous nous contenterons de
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donner les résultats dans le cas rationnel et homogeéne, bien qu’ils soient souvent généralisables
aux cas plus généraux. Pour pouvoir donner des résultats quantitatifs assez précis et compara-
bles entre eux, nous avons besoin des quantités suivantes :

D =[Q(ay,...,an) : Q]

et A;,i = 1,...,n,unnombre réel strictement positif qui doit principalement vérifier log A; >
h(c;), ou h est la hauteur logarithmique usuelle :

Définition 0.1. Soit o un nombre algébrique de degré d sur Q et dont le polynédme minimal sur
7 s’écrit :
d
a H(X o Oé(i))?
=1

ol les racines o¥) sont des nombres complexes. On désignera par

d
1 .
h(a) = p <log\a| + E log max{1, |a(’)|}> :

=1

la hauteur logarithmique du nombre algébrique «.

0.2 Historique

Les premiéres minorations explicites, non triviales, de combinaisons linéaires de loga-
rithmes sont dues a A.O. Gel’fond vers 1934. Elles font suite a la résolution par ce dernier
(en méme temps que T. Schneider et par une méthode différente), du septiéme probléme de
Hilbert concernant la transcendance du nombre «”, pour un nombre algébrique o # 0, 1 et un
nombre irrationnel 5. A.O. Gel’fond avait alors raffiné ses outils pour obtenir des minorations
d’expressions de la forme |3 log a; — log as|, quand les trois nombres a4, «p €t 3 sont des nom-
bres algébriques. La seule hypothese alors utilisée est la non nullité du nombre 5 log ar; —log g
considéré. Le cas particulier le plus important, offrant le plus d’applications et qui sera con-
sidéré ici, est celui ou le nombre ( est rationnel. 1l s’agit alors de minorer une expression de la
forme |b; log oy — by log o[, avec b, et by appartenant & Z. Remarquons d’abord que I’inégalité
dite de Liouville implique trivialement la minoration

b1 log vy — by log ag| > exp{—c(ay, az) B}

ol B = max{|b1], |bs|}, et ol

1 1
clar, a2) = D(h(ar) + h(az) —log2) +logmax{| |, |au[} + log max{| |, [az[}).
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En effet considérons le polynéme
_ ylbal yrlb2]
P(Xy, X5) = XV X, 1.

Si I’on utilise alors I’inégalité de Liouville, fournie par le Lemme 4.4, pour le polyndme P aux
points a; = ai(bl) et ay = ag<b2>, ou €(b;) désigne le signe de b;, i« = 1,2, nous obtenons la

minoration :
|y, — 1] > 27 P =D max{1, |y 1} max{1, @™} exp{—D(|bs |h(ci1) + [b|(cis))}.

Orsi )

nous avons I’encadrement
SIAI< [ad ol —1] < 2]
De plus nous avons, pour tout nombre algébrique complexe, h(«) = h(1/a), il s’ensuit que
|A| > exp{—(D(h(c1) + h(az) —log2) + max{0, log |a;|} + max{0, log |as|})B}.
En 1949 A.O. Gel’fond obtient une minoration de la forme
by log aq — by log ao| > exp{—c/ (v, an)(log B)*},

ou (aq,ap) est un nombre positif explicitement calculable. I en déduit de remarquables
conséquences sur différentes questions diophantiennes, ce qui donne un nouvel intérét a I’étude
des combinaisons linéaires de logarithmes, [6]. Notons que la constante ¢/(aq, ) a été ex-
plicitement déterminée par A. Schinzel en 1967 [25]. On remarque a ce propos qu’il existe une
différence de difficulté entre énoncer des résultats comme ci-dessus, avec une constante ¢ ex-
plicitable, et expliciter réellement cette constante. On peut étendre la méthode de A.O. Gel’fond
de 2 a n logarithmes pour obtenir une minoration du type :

zn: bz log Q;

i=1

> exp{—"(ay, ... ,a,)(log B)“Q’"}

ou B = max{|b|,...,|bs|} €toU ¢"(av,... ,a,) est un nombre positif effectivement calcula-
ble en fonction du nombre n de logarithmes. A la fin des années 60, A. Baker et N.I. Feldman



raffinent cette méthode pour obtenir un exposant de 1 au terme log B, [1]. On aboutit alors a la

minoration
Zbibg% > exp{—ci(a,... ,a,)log B}, (1)
=1
ou B = max{2,|b1|,...,|bn|} €t ou c;(a,... ,q,) est explicitement calculable en fonction
de n. Pour étre plus précis, d’aprées le Théoréme 1 de [2], le nombre ¢;(ay, ... , «,) peut étre
majoré par

n n—1
cilay, ... a,) < (16nD)?" Hlog A; log H log A;.
=1 =1
Dans les cas n = 2, qui est le cas qui nous intéresse, une des meilleures valeurs calculées est
c1(ay, ) > 109D*log(eD) log Ay log Ay. Pour en terminer avec les minorations issues de la
méthode de Baker, il faut citer les récents travaux de E.M. Matveev [14], ainsi que ceux de Y.V.
Nesterenko [21]. E.M. Matveev obtient, en 1999, une inégalité de la forme

i bz log (67

=1

> eXp{_CQ(alv"' ,Oén) 10gB}7 (2)

ou B = max{2,|b1|,...,|b,|} etol ez, ... ,a,) peut étre majoré par :

co(ay, ... ,ap) < Cy(n)D* ™ log(eD) H log A;.

=1

Ce dernier résultat étant celui du Corollaire 3 de [14]. La plus importante amélioration dans
ces travaux, est d’avoir supprimé un facteur n™ intervenant dans la constante C'; (n). Pour le cas
qui nous occupe, n = 2, la valeur de C5(2) est de I’ordre de 7.10%, cette valeur étant obtenue a
partir de la formule générale de C(n), en substituant la valeur 2 & n. Il est donc probable qu’un
travail plus spécifique du cas n = 2 engendrerait un meilleur résultat numérique, c’est a dire
une constante C5(2) plus petite. On constate que la minoration (2) est meilleure que la (1), on
ne comparera donc les résultats suivants qu’avec la seule minoration (2). Les travaux de Y.V.
Nesterenko ne concernent que le cas ou les «; sont rationnels. Il obtient la minoration suivante

zn: bz log Q;

=1
ol B = max{1l,|b|,...,|bs|}. Ce résultat est celui du Théoréme 2.2 de [21]. Notons que
comme nous supposons ici les alpha; rationnels, la valeur de D est 1.

> exp{—2(2e)>"*%(n 4 2)%/2 H log A; logeB},

i=1




Paralléelement a la méthode de Gel’fond-Baker, il a été possible d’obtenir des minorations
explicites de formes linéaires de logarithmes a partir de la méthode de T. Schneider. Ces
résultats ont, dans un premier temps, été restreints au seul cas de deux logarithmes, avec des
minorations de la forme :

|b1 lOg a1 — b2 lOg 052| Z exp{—03(a1, ag)(log B)2}, (3)

ou c3(ay, ) peut étre majorée par C3 D* log A, log A,. Une grande contribution a ces travaux
est apportée par M. Mignotte et M. Waldschmidt, voir [17], [18] et [19]. De maniére quali-
tative la minoration (3) apparait a priori comme moins bonne que I’inégalité (2). Cependant
la méthode dite de Schneider permet d’obtenir de meilleurs résultats numériques, pour la con-
stante C'3, que ceux obtenus pour la constante C(2). En effet bien qu’assez élevée au départ,
de I’ordre de 10'° [17], elle est rapidement abaissée a 500 [18], grace notamment a I’ utilisation
d’un meilleur lemme de zéros découlant des travaux de D.W. Masser [10] et W.D. Brownawell
[5]. Nous reviendrons un peu plus loin sur ce que I’on entend par lemme de zéros et sur
leur évolution. En raffinant les méthodes, la constante C; est encore améliorée pour atteindre
200 [19]. En 1994 M. Laurent, en introduisant des déterminants d’interpolation a la place de
systemes d’équations et de fonctions auxiliaires, contribue a I’amélioration de la constante Cj,
qui devient proche de 80, [8]. L’avantage de I’utilisation des déterminants d’interpolation est
de regarder le systeme, étudié originellement par A. Baker (voir 0.3), de maniére plus globale
et donc de ne pas scinder les conditions, ce qui permet d’obtenir de meilleures estimations. Re-
marquons que cette nouvelle approche a aussi permis d’améliorer les résultats numériques dans
la méthode de Gel’fond-Baker. Enfin, en 1995, Y. Nesterenko établit un lemme de zéros quasi-
optimal dans le cadre spécifique d’une forme linéaire en deux logarithmes et de la méthode de
Schneider. Ce lemme permet d’obtenir une constante C'3 d’une valeur de 30 environ [9]. En
conclusion, la méthode de Schneider, bien qu’a priori moins intéressante, permet d’obtenir des
inégalités produisant de meilleures minorations que celles découlant de la méthode de Gel’fond-
Baker, lorsque log B < 2.107 environ si I’on compare avec la minoration (2).

Outre la méthode de Schneider précédente, que I’on dira classique, une autre méthode,
que I’on appellera ”Schneider avec dérivations”, a été développée pour obtenir un exposant
de 1 a log B, au lieu du 2 intervenant dans la méthode de Schneider classique. La méthode
de Schneider avec dérivation est a la méthode de Schneider classique ce qu’est la méthode de
Baker a celle de Gel’fond. Une part importante dans I’élaboration et le développement de cette
méthode revient a M. Waldschmidt [29], [30]. Les minorations ainsi obtenues sont de la forme

Zn: bz lOg (67

=1

> exp{—cs(a, ... ,a,)log BY, (4)




oU c4(ay, ... ,ay) estun nombre positif qui peut &tre majoré par :

1 n
calay, ... a,) < Cy(n)D*™ maX{E, log D} H log A;.

=1

Pour cette méthode, comme cela a été le cas pour la méthode de Schneider classique, I’utilisation
des déterminants d’interpolation a apporté une amélioration de la constante C,(n). Dans le cas
particulier de n = 2, un des derniers résultats en date est C,(2) > 8.107 (Corollaire 9.22 de
[31]). Remarquons que, les calculs n’étant pas spécifiquement réalisés pour n = 2, il est a
supposer qu’il serait possible d’améliorer cette valeur. C’est ce qui est fait dans cette thése ou,
en raffinant les lemmes techniques utilisés et grace a un nouveau lemme de zéros, la constante
C,(2) est abaissée a une valeur de I’ordre de 5.10*. Si I’on compare ces résultats avec ceux
découlant de la méthode de Gel’fond-Baker, la minoration (4) est préférable, pour n = 2, a
I’inégalité (2). Cependant, comparée a la minoration (3), I’inégalité (4) est plus intéressante
seulement lorsque log B est assez grand, a savoir environ log B > 2000, en prenant les valeurs
30 pour Cs et 5.10% pour Cy(2).

La différence d’ordre de grandeur, entre C5 et les autres constantes, s’explique en partie par
le fait que I’on rajoute une variable, correspondant a la multiplicité, dans les méthodes de Baker
et de Schneider avec dérivation. En d’autres termes, I’étude du cas d’une forme linéaire en deux
logarithmes se fait en dimension 2 pour la méthode de Schneider classique et en dimension 3
pour les deux autres méthodes. L’autre raison étant I’utilisation d’un lemme de zéros quasi-
optimal dans un cas et pas dans les autres.

Intéressons-nous maintenant aux lemmes de zéros. Sous ce nom de ”lemmes de zéros” sont
regroupés divers résultats : majoration du nombre de zéros (ou de la multiplicité) de certaines
fonctions ou de certains polynémes, non nullité de certains déterminants... Ils apparaissent
dans tous les travaux sur la transcendance et notamment la minoration des formes linéaires de
logarithmes, que ce soit dans la méthode de Gel’fond-Baker ou celle de Schneider. Il est a
noter que leur influence sur les résultats numériques, en particulier les valeurs des constantes,
est particulierement marquée dans les méthodes de Schneider classique ou avec dérivations.
Ceci s’explique essentiellement, par le fait que dans la méthode de Schneider on ne sait pas
extrapoler, contrairement a celle de Gel’fond-Baker. 1l est donc important de raffiner autant que
possible les lemmes de zéros qui seront utilisés. Historiqguement c’est a partir des années 70
que D.W. Masser étudie les lemmes de zéros de maniére systématique. En collaboration avec
W.D. Brownawell, il introduit divers types d’arguments exploités plus largement par la suite. En
1980, D.W. Masser obtient, grace a une méthode d’élimination, un lemme de zéros en plusieurs
variables valable aussi bien pour les polynémes que pour les polyndémes exponentiels [10], ce
qui ouvre la voie a une nouvelle approche de la transcendance en plusieurs variables. Ce lemme
a été généralisé aux groupes algébriques par G. Wistholz [11]. Les derniers raffinements en date
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sont essentiellement dus a P. Philippon, voir [22] et [23], dont I’énoncé est maintenant utilisé
dans de trés nombreux travaux. Dans le cas qui nous intéresse, le lemme de zéros, énoncé dans
le paragraphe 2.1, améliore les résultats de P. Philippon mais est moins général que ce dernier
puisqu’il n’englobe pas le cas des groupes algébriques.

Notons qu’il n’a pas été possible, jusqu’a présent, de généraliser le lemme de zéros de Y.
Nesterenko, a une dimension supérieure dans le cadre de la méthode de Schneider classique et
a aucune dimension n > 2 pour celle avec dérivation.

Remarque. Nous nous sommes contentés ici de donner les minorations pour le cas rationnel
et homogeéne mais ces résultats restent valables dans un cadre plus général, avec cependant
des modifications sur la définition de log B, qui doit de plus étre un majorant de D log A;,
i =1,...,n. L’ordre de grandeur des constantes est quant a lui plus élevé dans le cas général.

0.3 Les differentes méthodes

Apres I’apercu historique, proposé au paragraphe 0.1, nous donnons a présent un schéma
succint des differentes méthodes précédemment citées. Nous rappelons la notation

A= z": b; log v,
i=1

ou pour touti = 1,... ,n les nombres b; désignent des entiers et les «; sont algébriques.

Pour commencer nous donnons la méthode originelle de Baker, avant I’utilisation des
déterminants d’interpolation et dans le cas n = 2. Elle fait intervenir des systemes d’équations
de la forme

T R S
223 eyt b+ sby)atla =0, (0.1)

t=0 r=0 s=0

0<k <K, 0<k<K 0<I<IL,

avec des coefficients p; . € C. On interpréte alors le membre de gauche de (0.1) en disant que,
quand |A| est petit, il est proche de la dérivée d’ordre (ko, k1) de la fonction de 2 variables :

T R S
SN S prseltra (0.2)

t=0 r=0 s=0

évaluée au point (1, [ log vy). La premiére étape est la construction des nombres rationnels p; ,.
non tous nuls, tels que, pour des valeurs des paramétres 7', R, S, K et L, les valeurs de toutes les
dérivées en tous les points considérés soient petites. On utilise alors un principe d’extrapolation,
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dd a A. Baker, pour montrer que les équations (0.1) restent vraies pour des valeurs de L plus
grandes, avec une légére perte sur 7. Un lemme de zéros avec multiplicité montre alors que le
systeme (0.1) n’a pas de solution non triviale p; . s, Sous certaines conditions liant les paramétres
T,R,S, K et L. De maniere plus précise, I’extrapolation de A. Baker, qui constitue un des
points essentiels de la démonstration pour cette méthode et apporte de plus une nouveauté par
rapport a celle de A.O. Gel’fond, est d’exploiter le fait que les points de C™, en lesquels on
regarde la dérivation des fonctions ci-dessus, sont tous situés sur une méme droite complexe. On
peut donc utiliser une formule d’extrapolation, valable pour les fonctions complexes d’une seule
variable, la démonstration comportant une récurrence qui permet d’augmenter progressivement
le nombre de zéros d’une fonction auxiliaire, préalablement construite a partir des fonctions
(0.2). On obtient ainsi un exposant de 1 au terme log B dans la minoration de |A|. Remarquons
cependant que, si I’on effectue brutalement les estimations, on trouve un terme log B log log B
Ia ol on attend log B. Pour obtenir le résultat souhaité on utilise des polynémes de Feldman.

Nous ne sommes pas du tout entrés dans les détails techniques de la démonstration, le lecteur
pouvant consulter pour cela [1]. En ce qui concerne les récents travaux de E.M. Matveev ou
Y.V. Nesterenko sur la méthode de Baker, nous renvoyons aux articles [13], [14] et [21].

Intéressons-nous maintenant aux deux méthodes de Schneider, classique et avec dérivation.
On peut dire que, d’une certaine maniére, ces deux méthodes sont les duales de celles de
Gel’fond et de Baker. En effet, si I’on considere, par exemple, la démonstration du résultat
provenant de la méthode avec dérivations et avant I’utilisation des déterminants d’interpolation,
elle s’appuie sur des systemes d’équations similaires a (0.1) mais a une transposition prés (Cf
[28],[29] et [30]). Avec les déterminants d’interpolation, la dualité entre les méthodes est en-
core plus simple a exprimer. En effet dans ce cas on considere une matrice rectangulaire de
taille N x N’ dans une méthode et sa transposée dans I’autre.

Passons a présent a la description des méthodes et supposons pour la suite de ce paragraphe
que N’ > N. Pour la méthode de Schneider classique, dans le cas n = 2, on considére une
matrice, que I’on notera M, de taille V x N’ dont les coefficients sont

(b2 + sjbl)k’allrjaésj, 1<i<N, 1<j<N

0<s;<S5,0<r;<R 1<j<N
0<k<K 0<L<L 1<i<N.

Dans le cas de la méthode de Schneider avec dérivation on introduit I’opérateur différentiel



On notera ¢;, 7 = 1,... , N, la fonction polynomiale
0i(Xo, X1,Y) = X0 X hyh,
La matrice M considérée dans ce cas sera, toujours pour n = 2,

t
Ko,i

ls;

D90i(0,75b2 + 501,00y’ ) = ( >lt_k0’i(7"jb2 + sjbl)kl’iozlfj% ., 1<i<N,1<j<N’ (0.3)

ou
OSSjSS,OSTjER,OSthT 1SJSN/

koi k1 >0, 0<ko;, +k, <K 0<[ <L, 1<i<N.

On constate que les termes apparaissant dans (0.1) sont les mémes que les expressions (0.3), &
un terme 1/ko ;! pres.

Le lemme de zéros est cette fois-ci utilisé pour garantir la maximalité du rang de la matrice
M considérée, sous certaines conditions liant les paramétres K, L, R, S et T. Remarquons que
I’on a, pour le cas de la méthode de Schneider avec dérivation et n = 2, N = FHDUCEEEY
et NV = (R+ 1)(S+ 1)(T 4+ 1). Un lemme de zéros optimal dans ce cas-la serait d obtenir
la maximalité du rang de M sous la seule condition N = N’, donc que M soit une matrice
carrée. On dira donc que plus les conditions d’un lemme de zéros permettent d’obtenir une
matrice M proche d’une matrice carrée, meilleur est ce lemme de zéros. Pour la suite de la
démonstration, on considere alors un mineur A de la matrice M, qui est non nul et de taille
maximale N x N, son existence étant assurée par le lemme de zéros. On minore alors |A|, en
utilisant une inégalité de Liouville, puis on majore ce méme |A| grace a un lemme de Schwarz.
Cette derniére majoration, contrairement a la minoration précédente, dépend du terme |A|. On
obtient alors une contradiction dans I’encadrement de |A| pour une valeur de |A| suffisamment
petite. La valeur de |A| ne peut donc étre inférieure & une certaine borne, ce qui nous donne
une minoration de |A|. Remarquons que, tout comme dans le cas de la méthode de Baker, une
estimation brutale dans la méthode de Schneider avec dérivation, fournit un log B log log B en
lieu et place du log B attendu. Il faut donc ici aussi recourir aux polyndmes de Feldman. Pour
plus de détails on pourra aller consulter les articles [8] et [9] pour la méthode dite classique et
le paragraphe 4 de la présente thése pour celle avec dérivation.

0.4 Applications

De nombreuses applications des formes linéaires de logarithmes existent qui le plus frequemment
concernent le cas rationnel, a savoir

A =bylogas +---+ b, log a,,

9



oules b;, i = 1,...,n, sont entiers. Remarquons cependant que la résolution du nombre de
classe 1, a été faite en utilisant le cas plus général, avec des ; algébriques; n = 2 étant suffisant.

Par exemple les travaux de A. Baker ont permis de raffiner, de maniére effective, I’inégalité
de Liouville ci-dessous.

Théoréeme 0.2 (Liouville). Soit o un nombre algébrique de degré d. Alors il existe une con-
stante C'(a) > 0, explicitement calculable, telle que, pour tout nombre rationnel p/q avec
p/q # a et g > 0, on ait la minoration

Utilisant I’inégalité (1) on démontre :

Lemme 0.3. Pour tout nombre algébrique « de degré d > 3, il existe deux constantes positives
c(a) et n(a), effectivement calculables, telles que, pour tout p/q € Q, avec p/q # a et q > 0,

Une autre application est la résolution ou I’encadrement de solutions d’équations diophanti-
ennes. Par exemple I'utilisation de formes linéaires en deux et trois logarithmes a permis
d’encadrer les solutions de I’équation de Catalan :

yp_xq:17

(voir [15]). Remarquons que cette équation a par la suite été résolue gréace a la contribution
de P. Mihailescu [16], [20], [4]. D’autre équations peuvent étre résolues a partir des formes
linaires de logarithmes comme par exemple les équations de Thue. Pour avoir un éventail
large des diverses applications nous invitons le lecteur a consulter I’ouvrage de T.N. Shorey et
R. Tijdeman [26], ainsi que I"article [27].
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Descriptif de la these

Cette these fournit des minorations explicites de formes linéaires en deux logarithmes pour
le cas rationnel. Les minorations données, pour une forme linéaire A = b; log a; — by log o,
sont de la forme :

1
log |A| > —CD* max{ﬁ, log D, 1}log A; log As log B,

ou C' est une constante positive et ou, & quelques contraintes secondaires prés, D = [Q(aq, az) :

Q]/[R(a1, aa) : R}, log B = log (m?AQ + IO?AI) et log A;, log A, sont respectivement des ma-

jorants des hauteurs logarithmiques de «; et s, notées h(a;) et h(az). La méthode employée
pour aboutir a ces résultats est celle de Schneider avec dérivations, comme cela est le cas dans
le chapitre 9 de [31]. Comparés aux résultats issus de cette méthode ou de celle de Baker, les
énoncés contenus dans cette thése améliorent tous les précédents, a une condition mineure sur
D pres. Ces améliorations proviennent essentiellement de deux points. Premierement le raf-
finement de certaines estimations et deuxiémement I’utilisation d’un meilleur lemme de zéros
que ceux précédemment utilisés dans ce cadre.

Le plan de la thése est le suivant.

Premiére partie. Nous y énongons notre résultat principal, ainsi que des corollaires donnant
explicitement des minorations de formes linéaires en deux logarithmes. Nous effectuons ensuite
quelques comparaisons numérigues entre ces corollaires et des résultats déja existant.

Deuxiéme partie. Cette partie est consacrée au lemme de zéros utilisé lors de la preuve du
théoréme principal. Nous énongons celui-ci, puis, aprés avoir rappelé un certain nombre de
notions utiles pour la preuve, nous en donnons une démonstration. Rappelons qu’il s’agit du
lemme de zéros de [7] que I’on a Iégerement raffiné. Sa démonstration reprend la méthode ori-
ginelle de D.W. Masser, [10], qui est une construction pas a pas des sous-groupes obstructeurs.
Nous y incorporons la notion de bidegrés, comme cela est fait dans [22] ou [23], et obtenons,
grace a une méthode d’élimination, un résultat améliorant celui de [23]. Le gain est essen-
tiellement di a une étude plus précise des contraintes. Contrairement a [23], qui pour chaque
étape énonce la méme condition a vérifier, nous différencions les conditions suivant les étapes.
La condition principale reste la méme mais les autres peuvent étre, dans notre cas, considérées
comme secondaires, voir négligeables pour certaines.
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Troisiéme partie. Nous y donnons un certain nombre de lemmes techniques qui sont di-
rectement liés a la méthode que nous utilisons pour démontrer notre résultat principal. Pour
étre plus précis ces lemmes se rapportent aux polynémes de Feldman liés aux dérivations.
Ces lemmes améliorent ceux énoncés dans [31]. Ces améliorations sont dues a I’adaptation,
pour la méthode de Schneider avec dérivation, de certaines astuces contenues dans [9], ou était
utilisée la méthode de Schneider classique. Plus précisément nous nous plagons dans toute
notre démonstration sur I’anneau des polyndmes C[ X, X1, Y] ce qui entraine que tous les ex-
posants considérés soient positifs. Ceci n’est pas le cas dans [31], ou I’on se place sur I’anneau
C[X,, X1,Y,Y~1]. Remarquons que le fait de se placer sur C[X,, X1, Y] engendre certaines
difficultés dans les démonstrations du lemme de zéros et dans divers lemmes techniques mais
en aucun cas, ne fait perdre sur la qualité des estimations.

Quatriéme partie. Dans cette partie nous démontrons le théoreme principal a proprement
parler. Nous donnons préalablement un schéma assez succint de la preuve, puis nous en
détaillons chaque étape. C’est, avec la deuxieme , la partie la plus importante de la thése. Nous
combinons dans cette partie les approches de [9] et [31] pour ce qui concerne I’encadrement des
valeurs absolues des mineurs de la matrice considérée. Nous y faisons une étude fine, notam-
ment dans les majorations de déterminants ou I’on s’est efforcé de faire des estimations globales
et non pas terme a terme, ce qui permet un certain gain dans les exposants. Par exemple nous
remplagons un exposant & par un exposant % dans les Lemmes 4.3 et 4.5, si I’on compare avec
[31]. Un autre point important est une étude détaillée pour le choix du parametre 1/, intervenant
dans le résultat principal, qui permet une nette amélioration des valeurs numériques dans les
énoncés des corollaires.

Cinquieme partie. Elle est consacrée a la démonstration des corollaires. Pour cela on
spécifie les parametres du théoreme principal, puis I’on vérifie les hypothéses de celui-ci pour
pouvoir I’appliquer. Lors de ces calculs nous nous sommes efforcés d’analyser trés précisément
les contraintes numériques reliant les parameétres du Théoreme 1.1.

Annexe. Elle contient des lemmes techniques de moindre importance ou déja existant et
n’ayant pas été modifiés.
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1 Enonceés des résultats

Dans tout ce chapitre nous nous plagons dans un cadre archimédien : les nombres algébriques
considérés sont toujours vus comme des éléments du corps C des nombres complexes.

Soient a1, ap deux nombres algébriques complexes non nuls, et soient log vy et log i des
déterminations quelconques de leurs logarithmes.

On se propose de minorer le module de la forme linéaire

A= b1 IOg a1 — bg 10g Q9,
ou by et by sont des entiers relatifs non nuls. Posons pour cela
D = [Q(a1, az) : QJ/[R(ay, a2) : R].
Notre résultat principal est le suivant.

Théoréeme 1.1. Soient K et L des entiers > 1, Ty, T, T3 , R1, Rs, R3, S1, S, et S3 des entiers
> 0. Soit £ un réel > e. Posons

(K+1)(K+2)
2

_ Rbs| + S|b|

N =
2K

(L+1), B

et désignons par g, w, wy des nombres vérifiant les minorations :

N - N
RER+DESH)T+D) YT TR+ DS+ )T+ 1)

1
9=7

2R+ 1)(S+ 1)(T+1)
> 5 .

Wo
Soient a4, a, des réels > 0 tels que
a; > Ellog ;| —log |a;| + 2Dh(ay), i=1,2.

On notera
R:R1+R2+R3,
S =51+ 52+ 55,
T=T+T,+T;s.
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Si les nombres R;, S; et T;, (i = 1, 2, 3), vérifient les inégalités
> K,
Card{rby + sb;;0 <r < R;,0<s< S1} > K +1,
(Ty + 1)Card{aja5;0 <r < R;,0<s< S} >L+1,
(Ty + 1)Card{aja5;0 <r < Ry, 0 < s < Sy} >2KL +1,
(T, + 1)Card {rby + sby;0 <7 < Ry,0 <5 < Sy} > K? 41,

(T3 + 1)Card {(rby + sby, afa3);0 < r < R3,0 < s < S3} > 3K*L + 1.

Si de plus
% N K Rby; + Sb, 1454K K T
r log(~) + =~ o -
5 > D{og(2)—|—310g( 5K )—i— 907 +310g(KL)+1
107(K +3)L
T | _— 2wT 2
+(wT + wo) og( 309,T )+ w +wo} (2)
K L+1
+TlogE—|—glogE+log2+gT((R+1)a1+(S+1)a2),
ou

1 1 5
Vel e 2 V(KL D log E.
4( T+1 L+1>< +2)(L+1)log

Alors nous avons

1SeLSIA/@h) [ peLRIAl/Eb)
IN'|>eV, avec A'zA-maX{ ‘ ¢ }

2bs ’ 2b,
Nous donnons maintenant trois corollaires de ce résultat dans le cas ou «; et a, sont multi-
plicativement indépendants. Pour simplifier leurs énoncés nous posons
by ba
- Dlog A,y * Dlog Ay’
ou A;, A, désignent des réels > 1 tels que

b

|log ;| 1 ,
log A; > max {h(az), 5 D[ (1=1,2)
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Corollaire 1.2. Supposons que «; et a, soient multiplicativement indépendants. Alors

1.
log |A] > —9400 <3.317 + % + 0.946 log D) D*hlog A log As,

avec

1000 284
D .

h = max {logb +3.1, ——,498 + 553 + 1421og D

Corollaire 1.3. Supposons de plus que « et as soient réels et positifs. Alors

1.705
log |A| > —7200 <3.409 + =5 +0.946log D) D*hlog A; log As,

avec

1000 256
h = max {logb + 3.1, 5 512 + o + 142 logD} .

Corollaire 1.4. Supposons que les déterminations choisies de log o et log a, soient réelles,
positives et linéairement indépendantes sur Q. Posons

DlogA; Dlog A
E=1+mind 22801 208221 o
log vy log ap
log E log E D
log B = 0.946 log —— + 3.965
08 max{ D D T % loglog B }
265 log(E)

h = max {logb + log(E) — loglog(E) — 2.27, , 150 log E*} .

Supposons de plus que E < min{A”/*, AD/%} alors
log |A| > —8550D*h log A; log Ay log(E*)(log E)~°.

Le choix de la constante 1000 ci-dessus, qui intervient dans la définition de A des corollaires
1.2 et 1.3, est arbitraire et donne naissance aux autres constantes numeériques intervenant dans
ces corollaires. Il en est de méme pour la constante 265 intervenant dans la définition de A dans
le Corollaire 1.4. On notera que les constantes multiplicatives sont décroissantes en fonction de
b . Asymptotiquement (c’est a dire lorsque b tend vers I’infini) ces constantes multiplicatives
sont respectivement de I’ordre de 8800, 6800 et de 8450 pour les corollaires 1.2, 1.3 et 1.4. Nous
pouvons directement mettre en paralléele les deux premiers corollaires avec les corollaires 1 et 2
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de [9] dont les coefficients sont asymptotiquement de I’ordre de 20 et de 15 respectivement. On
constate donc qu’il est plus intéressant d’utiliser les minorations explicitées ci-dessus lorsque :

1
log b > 3500 max {1, 5,log D} ,
la valeur 3500, dépendant de D, étant assez grossiére. Le Corollaire 1.4 peut quant a lui étre
comparé au Corollaire 3 du méme article [9], avec cette fois une minoration plus intéressante
de notre énoncé lorsque :
log b > 32001log E™*.

Nous pouvons aussi comparer ces résultats aux travaux de E.M. Matveev. Plus précisément
le Corollaire 2.3 de [12], pris pour n = 2, fournit une minoration de |A| avec un facteur multi-
plicatif plus élevé que notre Corollaire 1.2.

16



2 Un Lemme de zéros

Un point important de la démonstration est I’utilisation d’un lemme de zéros le meilleur
possible. En effet un tel lemme permet une amélioration substantielle des résultats comme cela
a été fait dans [9]. Cependant il n’existe pas actuellement , pour la méthode utilisée dans cette
these, de lemme de zéros du type de celui utilisé dans I’article cité ci-dessus.

Nous énoncons ici le lemme de zéros de [7], en raffinant la condition (2) : on remplace dans

celle-ci le terme Card ( > > par Card < > > La démonstration reprend la méthode

Wx{u} Wx{1}
originelle de Masser utilisée dans [10], qui permet d’écrire une condition particuliere a chaque
étape, contrairement a la méthode utilisée, par exemple par P. Philippon dans [23], ou la con-
dition est globale et doit donc recouvrir le pire des cas de toutes les étapes. On remarque
cependant que notre Lemme 2.1 est moins général puisqu’il ne recouvre pas les sous-groupes
algébriques. Son énoncé est rédigé de facon a étre facilement applicable a nos besoins lors de
la démonstration du Théoréme 1.1.

2.1 Enoncé du lemme de zéros

On se place dans le groupe produit C™ x C*, ou C™ est le groupe additif et C* désigne
le groupe multiplicatif des éléments non nuls de C. La loi de groupe dans C™ x C*sera notée
additivement par le symbole +. Pour tout élément w dans C* et tout vy, ... ,v,,_1 dans C on
notera en abrégé (v, w) = (vg, ... ,Up_1,w) € C™ x C*. Soit ® = a% + Y £ la dérivation
agissant sur I’anneau de polyndmes C[.X, Y']. On dira qu’un polynéme P € C[X, Y] s’annule
aun ordre > T sur un ensemble X si pour tout ¢ compris entre 0 et 7', ©* P s’annule sur .

Théoréme 2.1. Soient K, L, m desentiers > 1;T4,... ,T,,,1 desentiers > 0,et>q,... , 3,11
des ensembles finis de C™ x C* non vides. Supposons les conditions suivantes réalisées.
(1) Pour tout j = 1,... ,m, et tout sous-espace vectoriel ¥ de C™ de dimension < m — j, on
a
T;+1 ¥ i . [ 1si(1,0,...,0)¢ W

< . )Card<7w><(cX > K7, olg; = 0 sinon :
(2) Pourtoutj = 1,... ,m+1, ettout sous-espace vectoriel W de C™ de dimension < m+1—j,
ona
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(T;+1)Card ( > > jK/7'L.

2
W x {1}
Alors tout polyndme P € C[X, Y], de degré total en X inférieur ou égal & K et de degré en Y’

inférieur ou égal a L, s’annulant sur 3y + --- + >,,.; aunordre > 77 + --- 4+ 1,41, pour la
dérivation ©, est identiquement nul.

2.2 Définitions et lemmes

Pour démontrer le résultat précédent, il est nécessaire de définir certaines notions classiques
et de donner quelques lemmes.
Soit V' un sous-ensemble algébrique non vide de C™ x C*, on notera

I(V)={Q € CIX,Y]|Q = 0surV}

I’idéal des polyndmes s’annulant sur V.

On notera Hy, ou H s’il n’y a pas d’ambiguité, le stabilisateur de V' qui est défini comme
I’ensemble des points 7, appartenant a C™ x C*, telsque V, = V,ou V, = V + 7 désigne le
translaté de V' par 7.

Un cycle effectif de dimension d > 0 dans C™ x C* désigne une combinaison linéaire
formelle

Z=mVi+- - +mgVs

a coefficients entiers m;, ... ,m, > 1 de sous-variétés irréductibles Vi, ... ,V, de C"™ x C* de
méme dimension d. Les sous-variétés V4, ... , V, sont appelées les composantes de Z.

Soient Z et Z’ deux cycles dont les composantes s’intersectent proprement deux a deux, on
notera Z.Z' le cycle intersection. Rappelons que I’opération d’intersection Z.Z’ est bilinéaire en
chacune des composantes 7 et Z’, et que lorsque les variétés irréductibles V' et VV/ de dimension
respective d et d’, avec d et d’ > 1, s’intersectent proprement

VeV =) awW
w

est le cycle effectif de dimension d + d' — m — 1, ou W décrit I’ensemble des composantes de
I’intersection ensembliste V' N V" et ou I’on a noté iy, la multiplicité d’intersection de V et V’
en la composante .

Soit P un polynéme appartenant & C[X, Y]. Pour tout 7 = (a, b) appartenant a C™ x C*,
on notera P, =: P(z + a, by) le translaté par 7 du polyndme P. Si de plus P n’est pas de la
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forme cY'*, avec ¢ dans C et & > 0, on notera Z(P) le cycle de codimension 1 associé dans
C™ x C* aux zéros de P.

On plongera naturellement C™ x C* dans P™(C) x P!(C). Soit alors V' une sous-variété
non vide de C™ x C* et de codimension r. On définit les bidegrés par :

5ro(V) = Card {V N (L, x {€})},

57«_171(‘/) = Card {V N (Lr—l X Pl(C))} s

ot V désigne I’adhérence de V' dans P™(C) x P'(C), L, et L,_; sont des variétés lingaires

génériques de dimensions respectives r et » — 1, dans P™(C), et ¢ est le point générique de

P!(C). De plus par convention on posera d, (V) = 0 pour tout autre couple d’entiers (a, b).
Pour un cycle Z = m,V; + - - - + m,V; donné, on définit ses bidegrés par linéarité

6(1,1)(2) - Z miéa,b(‘/i)~
=1

Lemme 2.2. Soit V' une sous-variété algébrique irréductible de C™ x C* et soit P un polynéme
de C[X, Y] de degré total en X majoré par k et de degré en Y majoré par [. On suppose que P
n’appartient pas a /(V') et que V. N Z(P) est non vide. Alors pour tout couple d’entiers (a, b),
ona

O(ap)(V-Z(P)) < kd(a-16)(V) + 10(a-1)(V)-

Preuve. On notera Q le polyndme bihomogénéisé, par rapport a X et'Y’, d’un polynome () de
C[X, Y]. On notera pour tout idéal I de C[X, Y], I I’ensemble des polynomes bihomogeénes
P, avec P dans [. L’idéal I(V') étant premier et le polyndme P n’appartenant pas a I(V), il

s’ensuit que I’idéal 7(V'), qui est engendré par 7(V'), est premier et que P n’appartient pas a
I(V). Alors d’aprés le Théoréme de Bezout bihomogeéne, voir par exemple le Lemme 2.11 de
[24], on a pour tout couple (a,b) € N? I’égalité suivante

Stapy(V - Z(P)) = kb(am1,6)(V) + 180 p-1) (V).

Comme P ¢ I(V), les variétés V et Z(P) s’intersectent proprement et nous avons
V-Z(P) =) uzZ,
Z
ol les Z appartiennent a I’intersection ensembliste V' N Z(P). On a aussi, puisque P ¢ I(V),

V-z(P) =Y sz
Zl
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ou Z' décrit les composantes de I’intersection ensembliste V' N Z(P).
On remarque alors I’inclusion ensembliste

VNZ(P)CVNZ(P).

De plus si Z est une composante de V.Z(P) alors Z est une composante de V - Z(P) de méme
multiplicité. On a donc pour tout couple d’entiers (a, b)

Sapy(V - Z(P)) < 8(apy(V - Z(P)) = kba1p(V) + 160p-1(V).
O

Le lemme suivant est le Lemme 4 de [11] énoncé sous une forme plus adéquate a I’ utilisation
que nous allons en faire.

Lemme 2.3. Soient Py, ..., P, des éléments de C[X,Y], formant une suite réguliére dans
CIX,Y, Y. Soit Z = Z(P,) - --- - Z(P,) le cycle intersection. Soient V' une composante
irréductible de Z et Hy son stabilisateur, et soit > un ensemble non vide de points de C™ x C*
sur lequel les P; s’annulent. Supposons que ©'((P;),) = (D%(P;)), appartienne & I(V') pour
touti =1,... ,n,toutt =0,...,7T ettout 7 dans X. Alors, si © ne laisse pas invariant (1),
la composante V' est de multiplicité au moins 7" + 1 dans Z. De plus pour tout couple (a,b)
d’entiers on a

by
5(a,b)<Z) > (T + 1) Card (—) 5(a’b)(V).
Hy

Preuve. La démonstration de ce lemme suit le méme schéma que celle du lemme 4 de [11].
Remarquons tout d’abord que, puisque V" est irréductible, I’idéal (V") est premier. On notera
J I’idéal engendré par les polynémes P, pour i = 1,... ,n. Pourt = Oona P, € I(V),
pour touti = 1,... ,n. Il s’ensuit donc que J C I(V') et donc que (V) est un idéal premier
associé a I’idéal J. Notons Z la composante /(V')-primaire de J dans la décomposition de
Lasker-Noether. Rappelons que Z est uniquement défini car J est une intersection compléte.
On définira son exposant e comme étant le plus petit entier positif tel que (/(V'))¢ C Z. Soit
P un polynéme appartenant & 7(V') tel que © P n’appartienne pas a I(V'). Si Z est la seule
composante primaire de J on pose () = 1. Dans le cas contraire on définit () comme suit.
Pour chaque composante primaire Z' # Z de J, dont I’idéal premier associé est noté I’, on a
I’ différent de (V). De plus, comme I’idéal .J est une intersection compléte, tous les idéaux
premiers, associés a ses composantes primaires, ont le méme rang, on a donc I’ € I(V).
Pour chaque idéal I, il existe donc un polyndme P, € I’ tel que P ¢ I(V). Si €' désigne
I’exposant de I’, (i.e. I' C T'), le polyndme (Pp)¢ est alors dans Z' mais pas dans (V). On
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pose () = ]‘[I,#(V)(Pp)e'. Dans les deux cas le polyndéme P<(Q est dans J mais () n’appartient
pas a I (V). En dérivant e fois ce polyndme on obtient

DU(PQ) = el(D(P))Q mod (1(V')).

En effet si k < e le polyndme P, appartenant a 7(V/), est facteur de ©*(P¢). De plus le
polyndme © (P) n’appartient pas a /(V'), donc ©¢(P¢(Q)) n’appartient pas a /(V). Le polyndme
P appartenant & I’idéal .J, I’exposant e ne peut étre inférieur ou égal a 7", donc e > T+1. Pour
finir, d’aprés le lemme 1 de [5], on sait que la longueur est supérieure ou égale a I’exposant, or
dans le cas présent la longueur est égale a la multiplicité. On obtient donc le résultat voulu. [J

Lemme 2.4. Soit V' un sous-ensemble algébrique non vide de C™ x C*. Supposons que la
dérivation © laisse invariant I’idéal 7(V"), alors le stabilisateur de V" est de la forme Hy, =
W x C*, ou W est un sous-espace vectoriel de C™ contenant le point (1,0, ... ,0).

Preuve. Pour démontrer ce lemme il suffit de montrer que I’idéal (V") est engendré par des
polyndmes de C[ X1, ..., X,,_1]. Soient P € I(V) et (z,y) € V. On considére la fonction f
de la variable complexe z, définie par

f(z)=Plxo+ 2,21, ..., Tiy_1,Y€")
Pour tout ¢ > 0, on a la formule
f(t)(z) = @tP<x0 + 2,21, .. 7$m717yez)'

Par itération, comme I’idéal I(V") est invariant par ©, on a donc ©*P € (V') pour tout ¢t > 0.
Alors comme (z,y) € V,ona f®(z) = D'P(x,y) = 0 pour tout ¢ > 0. La fonction f
est donc identiqguement nulle. On sait de plus que les fonctions z et e* sont algébriquement
indépendantes sur C. En écrivant alors C[X,Y] = C[Xy, Y][Xy,..., Xmn_1], il S’ensuit que
les coefficients P, 5 € C[X1, ... , X,,_1] des mondmes X§Y” dans P s’annulent tous au point
(x1,...,x,-1). Ceci étant vrai pour tout point (z,y) € V, il s’ensuit que tous les polynémes
P, s appartiennenta I (1'). Par conséquenton a Hy = W x C* avec IV un sous-espace vectoriel
de C™ contenant le point (1,0, ... ,0). O

Lemme 2.5. Soit V' une variété non vide de C™ x C*, de codimension r.
Si Hy =W x C*, alors §,0(V) > 1.
Si Hy = W x u, ol pu C C* estfini, alors 6,11 (V) > Card (u).

Preuve. Si Hy = W xC*,onaV =V xPletd,o(V) = Card (ViNL,). Ordim(V;) = m—r,
donc dim(L,) 4 dim(V;) = m = dim P™. Il s’ensuit que d,.o(V) est égal au degré de la sous-
variété projective V;. Donc 6, 0(V) > 1.

21



Si Hy = W x p, alors §,_1,(V) = Card(V N (L,._; x P'). Alors, si I’on note V la
projection de V' sur P™, on a dim (V') = dim (V) et on en déduit dim(L,_,) + dim(V) = m =
dim P™. De plus puisque Hy = W x u, pour tout 7 appartenant a {(0,0)} x {u} nous avons
V. = V. Il s’ensuit que

Card(V N (L,_; x PY)) > Card ((V N L,_1) x (uNPY)) > Card (p).
Onadonc §,_1 1 (V) > Card (p).

2.3 Démonstration du Théoréme 2.1.

Supposons par I’absurde qu’il existe P dans C[.X, Y], non identiquement nul, vérifiant les
hypothéses de I’énoncé. On construit par induction une suite (P;);—1,.. m+1 de polynémes, de
degré total en X majoré par K et de degré en Y majoré par L, telsque pourtout j = 1,... ,m+1

P;s’annule sur X, 4 - -+ X,y aunordre > T+ -+ T4 (%),

ettels que le cycle Z; = Z(P,) - - - - - Z(P;) soit une intersection compléte dans C™ x C*. Le
Lemme 2.2 implique alors que

5j—1,1(Zj) < jKjilL, et 6j,0(Zj) < K (**)

On choisit P, = P. D’aprés I’énoncé il vérifie bien (x), de plus comme 4y 1 (P;) = degy (P)
et 910(P1) = degx (P1), le cycle Z, = Z(P,) vérifie (xx).

On suppose que I’on a obtenu les polyndmes P, ... , P; vérifiant les hypotheses ci-dessus.
Construisons donc le polyndme P;;. Soit V' une composante de Z;. Nous allons montrer qu’il
existe ¢t compris entre 0 et 7}, T appartenant a ;, et [ compris entre 1 et j tels que le polynéme
(D'(P,)). ne s’annule pas identiqguement sur V. Pour cela on raisonnera par I’absurde. Sup-
posons donc que pour tout! = 1,... , j, tout ¢ compris entre 0 et 7, et tout 7 appartenant a ¥;
le polyndme (D' F)), s’annule sur V. On peut alors appliquer le Lemme 2.3 a V, avec n = j,
¥ =Y, etT =Tj. On distingue alors trois cas.

i) La dérivation © laisse invariant I(1"). Alors, V' étant un sous-ensemble algébrique non
vide de C™ x C*, on peut appliquer le Lemme 2.4. Le stabilisateur de V" est donc de la forme
Hy = W x C* avec W contenant le point (1,0,...,0). De plus 6¢;0 (V) # 0 d’aprés le
Lemme 2.5, et §(,0)(Z;) < K’ d’aprés (xx). On obtient donc I’inégalité suivante qui contredit
(1)

X ,
- J < J.
Card( ><(CX> < K
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i) La dérivation ®© ne laisse pas invariant I (V') et Hy, = W xC*. Alors §; (V') # 0 d’apres
le Lemme 2.5, de plus comme 6;),(Z;) < K7 d’aprés (xx), on obtient I’inégalité suivante qui
contredit (1)

Card(2 )(T +1) < K.
Hy

iii) La dérivation © ne laisse pas invariant /(V') et Hy, = W x p, ou u € C* est fini. Alors
di—11(V) > Card(p) d’aprés le lemme 2.5. De plus comme §;_1:(Z;) < jK7~'L d’aprés
(x+), on obtient I’inégalité suivante

2
Card (u)Card (H

)(T +1) < jKI'L.
|4

De plus
cont (i2) > (-2 e

on obtient alors I’inégalité

Card <WX{1}>

Card (p) Card (1)

< JKI7L

ce qui, en simplifiant par Card (), contredit (2).

Donc il existe I compris entre 1 et j, t compris entre 0 et 7;; et 7 dans ¥; tels que V' ne soit
pas une composante de Z((D'F;),). On pose alors

P = Z Z %r DtPl

=1 0Zt<Ty
TGE]'

avec les +/ - Choisis génériquement pour qu’aucune composante de Z; ne soit une composante
de Z( JH) Onpose Z; 1 = Z;.Z(Pj4+1). C’est le cycle associé a une intersection compléte
d’apres le choix de P;.. Le polyndme P;.; vérifie alors (x) et le Lemme 2.2 montre que les
bidegrés du cycle Z,, satisfont (xx). On a donc construit le polyndbme P;, souhaité.

Lorsque ;7 = m le cas ou la dérivation © laisse invariant I’idéal /(1) n’apparait pas. En
effet, comme dim (V') = 1, si Hy = W x C* ona dim(WW) < 0 et il est donc impossible que
le point (1,0, ... ,0) appartienne 3 V.

Pour j = m + 1 le cycle Z,, ., Vvérifie

St (Zmir) < (m+1)K™L,
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Orcomme pour j = 1,... ,m+ 1 les polyndbmes P; s’annulent sur 3,,,,; a un ordre > 7}, le
Lemme 2.3 donne I’inégalité

(Tm+1 + 1)Card (Eerl) S 5m,1(Zm+l)-

Les deux inégalités combinées fournissent une contradiction a (2). Ceci montre qu’il n’existe
aucun polynéme P non identiquement nul vérifiant les conditions de I’énoncé.

24



3 Polynomes de Feldman

Dans la démonstration du Théoreme 1.1 nous allons utiliser une base de C[X] différente
de la base usuelle des monémes. Ce changement de base a pour but d’améliorer les résultats
numeériques obtenus dans les corollaires. Nous donnons ici la définition ainsi que des majora-
tions, se rapportant a cette nouvelle base, utiles lors de la démonstration du Théoréme 1.1. Dans
toute cette partie nous reprenons d’assez pres le paragraphe 9.2.1 page 269 de [31], en raffinant
certaines estimations rencontrées.

Soient R, S, T, K, L des entiers > 1, et rappelons que

(K+1)(K+2)

N=(L+1) 5 :

Pour tout z appartenant & C et tout entier n > 0 nous définissons la fonction

2(z=1)---(z=n+1)
n!

A (z;n) =

)

et nous la prolongeons pour n = 0 en posant
A (z;0) = 1.

Définition 3.1. Soita > 0 et b > 0 deux entiers. Nous définissons le polyndéme 6,(z; a) € Q[z]
de degré a par
0p(z3a) =4 (2;0)7 A (z;7),
ou ¢ et r désignent le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
Pour tout entier ¢ > 0 nous posons

Sy(zia,¢) = <d%)cab(z;a>.

Le plus grand intérét des polyndmes d;(z; a) est d’avoir des valeurs entiéres lorsque z € Z,
ce qui nous permettra d’utiliser une inégalité de Liouville. Pour tout entier m > 1 on a

- (1)(7)

Le lemme suivant est le Lemme 9.8 de [31] avec une majoration de |6, (Z; a, ¢)| plus fine car
nous prenons ici z € N, et non pas z € C. Ceci est possible car, contrairement a ce qui est fait
dans [31], notre paramétre [, qui correspond a ¢ dans [31], est toujours positif.

On note v(b) le ppcm des entiers 1,2, ... | b.
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Lemme 3.2. Soient a, b et ¢ des entiers > 0 avec de plus b > 1 etc < a. Pourtout/ € N le
nombre

1
V(b)cgéb(l;a,c)

est entier et de plus on a la majoration

16s(L; a, ¢)| < el (Z) max{z,za_ U e

Preuve. Nous reprenons la démonstration du Lemme 9.8 de [31] pour la premiére assertion
du Lemme 3.2. Nous allons montrer que v(b)¢ - (1/c))dy(l;a,c) € Z en estimant la valuation
p-adique de ce nombre. Commencons par regarder le terme n!, pour n € N. Nous avons la

formule suivante ; .
n
vp(nl) = Z {—} :

m
m=1 p

- 012 2]

m=1

Cela implique alors

On remarque de plus que si » < b, nous pouvons nous restreindre a sommer sur m pour p™ < b,
les autres termes s’annulant. Nous examinons maintenant la valuation p-adique de v(n). Celle-

ci est donnée par :
logn
vp(v(n)) = [logp} = Z 1.
p"<n

Considérons a présent un produit P = m; - - - m, d’entiers rationnels et dénotons par p,,,
m € N*, le nombre de m;, (1 < i < a), qui sont multiples de p™. Alors

up(P) = Z P

m>1

Si nous enlevons ¢ nombres de by, ..., b, et si nous notons P’ le produit des a — ¢ nombres
restants, nous avons
vy(P') > Z max(p, — ¢, 0). (3.1)

Notons alors b4, . .. , b, les entiers tels que

1 a
dp(z;a) = blar| H(Z — by).
=1
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La dérivation d,(z; a, c) de d,(z; a) est alors donnée par la formule

0(z; a,c) = clop(z; a) Z (z—b;) "t (2= b)) (3.2)

1< <Je<a

Nous remarquons ensuite que le produit P défini par
P=(l-1)---(I—=b0+1))Ul-1)---(I—7+1)

n’est rien d’autre que b!%7!5,(1; a). Nous déduisons alors de (3.1) que

v,,( (1 a c) S max{pm — ¢, 0} — v, (1),

m>1

Comme de plus

et P = 019r1,(1; a), il S’ensuit que
b r
pm>q|— |+ |—| pourtout m > 1. (3.3)
" pm

La valuation p-adique de ()%, (1; a, ¢) étant donnée par :

vp(u(b) 5blac)>021+2max{pl—c()}—z( |:pb:|+L)Lm:|)7

pm<b pm<b pm<b

la minoration (3.3) de p,, implique

ce qui prouve que pour tout entier ¢ > 0
1
v(b)~d(lsa,c) € Z.
C.

Etablissons maintenant la majoration de |,(I; a, ¢)|. Nous partons de I’égalité (3.2) et de la
définition 3.1 de d,(z; a) puis nous utilisons I’inégalité

1 < lea-i-b
plarl = pe®

27



pour obtenir, pour tout [ € N,

a aee 1
10s(L;a,c)] < ¢ (C) max{l,b— 1} Do
al  max{l,b—1}""" ot
(a —c)! be '
Ceci compléte la preuve du Lemme 3.2. O

Le lemme suivant nous donne une majoration du produit des |07 (; tx, k.1, ko) /ko!|, 0 <
I < Let0 < ky+ k; < K. Cette majoration raffine celle faite dans le Lemme 9.11 de [31].
Nous pouvons procéder ainsi car nous sommes dans le cas spécifique n = 2 et qu’il est alors
plus facile de faire ces estimations que dans le cas général.

Lemme 3.3. Soient 7" et 7" deux entiers avec 0 < 7" < T. Soit (tx,x, ;) une famille de N
entiers, indexée par les triplets (ko, k1,1) avec 0 < ko+k; < K, et0 <[ < L, lesentiers ty, x,
étant compris entre 0 et 7". Si parmi les ¢, x, ; aucun entier n’est répété plus de (R +1)(S + 1)
fois, nous avons la majoration :

EN T 11
log (H 11 5T, (I thoyks,ts Ko) ) < —log o+ KN
=0 ko+k1<K !
LT —1
F(WTN + woN) log 22 = )

+(WwT +wy + TN
Preuve. Nous savons d’aprés le Lemme 3.2 que

I 1 \tkg,kyi—ko
tk(),k‘l,l maX{l, T 1} 0" etkovkl’l+Tl
kO Ttk ket ’

1

k—(ST/(l, tko,kl,la ko) <
0

k,
Dans la partie de droite de cette inégalité, nous majorons grossiérement (t’“o 1 ) par 20‘!’ s Lo kol

par T et [ par L. Nous obtenons alors

1 T* max{L,T" — 1}tkoﬂk1«,l—’f0

tig by 1+
k’o 5T’(l tko kl,lakO) ~ ko‘ T/tko,kl,l € "0:F1 .
Or d’aprés le Lemme A.1 de I’annexe
L 1
I1 7 < K5 e s (3.4)
1=0 kotki <K 0
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Nous avons de plus, en minorant max{L,7" — 1} par L,

L KN
T*o T3
H H maX{L T — 1}k0 < Q . <3'5)
1=0 ko+k1 <K ' L

Enfin le Lemme A.3 de I’annexe nous fournit la majoration

L TN+woN
H H maX{L’ T — 1}tk07klyl etko,kl,l+Tl < (maX{L’ T - 1})w : e(wT+wo+T')N.

T/tko,kl | — T
=0 ko+k1<K

(3.6)
Le résultat recherché découle alors immédiatement de (3.4), (3.5) et (3.6).
U
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4 Demonstration du Théoreme 1.1

Remarquons tout d’abord que nous pouvons nous ramener a n’étudier que la forme linéaire

définie par
A= bg IOgOéQ — b1 10g Qaq,

ou b; et by sont des entiers strictement positifs ( et non plus des entiers relatifs) et ou les valeurs
absolues de a; et ay sont > 1. En effet si |ag| < 1 (resp. |as| < 1), il suffit de remplacer o,
(resp. a) par son inverse qui Vvérifiera évidemment |1/a4| > 1 (resp. |1/as| > 1). Supposons
donc maintenant sans restriction que |a;| > 1 et |az| > 1. Si de plus les entiers b; et b, sont de
méme signe, nous pouvons facilement minorer |A| par :

|A| > |b1]log || + [b2| log sl

On supposera donc sans perte de généralité que by, b, € N et que |ay| > 1 et |as| > 1.

Pour démontrer le Théoréeme 1.1, nous utilisons les déterminants d’interpolation, introduit
par M. Laurent dans [8]. Pour cela nous partons de la matrice M, de taille N x RST, dont les
coefficients sont les nombres

t
Vet = (rby + sby)™1 " ( ko) af'as,

ou (r,s,t),avec (0 <t <T,0<r <R 0<s<.S),estlindice de colonne et (kg, k1,1),
avec (ko + k1 < K,0 <1 < L), est celui de ligne.

Nous donnons un schéma de la preuve puis nous détaillons chaque étape.
étape 1. Grace au Lemme de zéros 2.1, nous montrons que la matrice M est de rang maximal.
étape 2. Transformation de la matrice M/ grace aux polyndmes de Feldman, pour améliorer
certaines estimations de hauteur.
étape 3. Nous prenons un mineur non nul de la matrice transformée que nous minorons
arithmétiquement grace a une inégalité de Liouville.
étape 4. Nous majorons analytiquement ce mineur en fonction de |A’
Schwarz.
étape 5. Pour |A’| suffisamment petit nous obtenons une contradiction entre d’une part I’enca-
drement du mineur fourni par la minoration et la majoration obtenues précédemment, et d’autre
part I’hypothése (2) du théoréme 1.1.

, a I’aide d’un lemme de

Autrement dit le but de la démonstration est d’obtenir une contradiction en encadrant le
module d’un déterminant non nul. La minoration est indépendante de A, tandis que la majo-
ration en dépend. La contradiction intervient lorsque |A| devient “trop” petit, on obtient alors
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une valeur, dépendant des différents paramétres, a laquelle |A| ne peut étre inférieure. Notons
que les transformations de la matrice M ne sont pas uniquement présentes pour améliorer les
valeurs numériques des paramétres mais aussi pour obtenir la minoration de |A| de la forme
voulue (Cf paragraphe 4.2).

4.1 Rangde M

Le Lemme 4.1 ci-dessous nous assure de la maximalité du rang de M.

Lemme 4.1. Sous I’hypothése (1) du Théoréme 1.1, le rang de la matrice M est maximal et
égala V.

Preuve. Pour montrer ce résultat nous allons procéder par I’absurde en supposant le rang de
M strictement inférieur a N. On regarde les coefficients de M/ comme étant les valeurs des

k,

mondmes D* (),i—ijlel> pris aux points (0, 7by + sby, afas), (0 <r < R,0 < s < 5). Plus
précisément

7,8t t ‘XV(’JC0 k l
,yk;);/ﬁ,l =9 < [ X11Y> . (41)
0 [(0,rba+sb1,af o)
La matrice M ayant été supposée de rang < N, il existe \,... , Ay € C, non tous nuls,
tels que, sil’onnote L;,i = 1,... , N, les lignes de la matrice M, on ait les relations linéaires :

N
Z ML = 0.
=1

Posons N i
P=3 AN byt
=1 ’
D’apres (4.1) nous savons alors que D' P s’annule sur I’ensemble X ps = {(0, rba+sby, afas); 0 <
r < R,0<s<S}pourtout0 <t <T.Posons

Y1 ={(0,7b + sb1,a705); 0 <7 < Ry, 0 < s < Sif,
Yo ={(0,rby + sby, afa3);0 <r < Ry, 0 < s < Sy},
23 = {<Ovrb2 + Sblaa{a;);o <Sr<R3;0<s< SS}

On veérifie facilement que X s = X1 + Y+ X3 puisque R = Ry + R+ Rz et S = S;+ S5+ .55.
Il s’ensuit que le polynéme P s’annule sur X, + X, + X3 aunordre > T = T + 15 + T3 pour
la dérivation ©.
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Nous voulons maintenant appliquer le Théoréme 2.1, dans le cas m = 2, pour obtenir une
contradiction au fait que P ne soit pas identiquement nul. Pour cela il nous faut vérifier les
conditions (1) et (2) de ce théoréme mais aussi que le degré total en X de P soit < K et celui
en Y soit < L. Ce dernier point est évident puisque par définition 0 < ko; + k1, < K et
0<l;<Lpourtout: =1,...,N,etque

degy P = gliégv{ko,i + ki), degy P= lr%qzzgv{lz}

Il nous reste donc a vérifier que les conditions (1) et (2) du Théoréme 2.1 sont impliquées par
les hypothéses du Théoréme 1.1.

Pour la suite de cette démonstration on notera 1/ un sous-espace vectoriel de C2.

Nous regardons tout d’abord les inégalités provenant de la condition (1). Nous en avons
trois, deux pour le cas j = 1 et une pour le cas j = 2.

Pour 5 = 1, la dimension de W doit &tre < 1. Nous avons alors deux cas : soit (1,0) ¢ W,
soit (1,0) € W. Si (1,0) ¢ W nous devons vérifier que

(11 + 1)Card (%) > (K +1). (a)

Comme .
Card [ ——— ) > 1
ar (W X CX> -
la condition (a) est donc impliquée par I’inégalité
Ty > K

qui est la premiére inégalité de la condition (1) du Théoréme 1.1. La condition (a) est donc
vérifiée sous les hypotheses du Théoreme 1.1.
Si (1,0) € W, nous avons a Vérifier I’inégalité

2
Card | ———— | > K + 1. b
- (chx)— T (b)

Puisque dim W < 1, on a nécessairement W = C(1, 0). Ainsi

by
Card (W) = Card{rbs + sb1;0 <r < R;,0 < s < S}

La condition (b) est alors impliquée par la deuxiéme inégalité de la condition (1) du Théoreme
1.1.
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Pour j = 2, nous avons dim W < 0 et donc W = {0, 0}. Il suffit alors de vérifier

b

(Ty + 1)Card (W

)ZK2+1. (c)

Or
2

Card ({(o,m} < G

et donc la cinquiéme inégalité de la condition (1) du Théoréme 1.1 implique (c).

Nous regardons maintenant les inégalités découlant de la condition (2) du Théoreme 2.1. I
y en a trois, une pour chaque j = 1,2, 3.

Pour j = 1, il faut vérifier

) = Card {rby + sb1;0 <r < Ry,0 < s < Sy},

(T} + 1)Card (Wiil{l}) S L1, (d)

I{y % {1} - 12 = = 1, = = 1

Il est alors clair que la troisiéme inégalité de la condition (1) du Théoreme 1.1 implique (d).
Pour j = 2, il nous faut vérifier

2y
— >
(T + 1)Card <W » {1}) >2KL+1, (e)
avec dim W < 1. Comme pour la condition (a) le minimum de la partie de gauche est atteint
lorsque W = {0} x C d’ou

by
Card (Wx—Q{l}) > Card{aja3;0 <7 < Ry, 0 < s < Sy},

dans ce cas la. La quatrieme inégalité de la condition (1) du Théoréeme 1.1 implique alors
I’inégalité (e).

Enfin pour j = 3, nous avons dim W < 0, c’est a dire que W = {0,0}. Nous devons
vérifier cette fois-ci

by

(T35 + 1)Card (—{«)’ 0)}3>< 5

) > 3K2L + 1. (f)
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Or comme
Y3
Card ({(o,m} <

la derniére inégalité de la condition (1) du Théoreme 1.1 implique (f).

Les conditions (1) et (2) du Théoréme 2.1 sont ainsi Vérifiées sous les hypothéses du
Théoreme 1.1. Le Théoréme 2.1 nous dit alors que le polyndme P doit étre identiquement
nul, ce qui contredit le fait que les \;, (i = 1,...,N), soient non tous nuls. Le rang de la
matrice M doit donc étre maximal et égal & V.

) = Card {(rby + sb1,a]03);0 < r < R3,0 < s < S5},

O

4.2 Utilisation des polynomes de Feldman

Lors de cette étape nous modifions la matrice M, sans en changer le rang, afin d’avoir
une meilleure estimation d’une part, mais afin surtout d’obtenir la minoration de |A| annoncée
dans les Corollaires 1.2, 1.3 et 1.4. En effet sans le changement décrit dans le Lemme 4.2
ci-dessous, nous obtiendrions un terme log B loglog B a la place du log B attendu. Le terme
log log B provient, si I’on fait une estimation brutale a partir de la matrice M/, du facteur {*—*o
issu des dérivations. Pour plus de détails voir le chapitre 9 de [31] (9.2.1.b et 9.2.1.d plus
spécifiqguement).

Tout d’abord, par des opérations sur les lignes, nous transformons les monémes (b, +sb; )*!
en les polyndmes A (rby + sby, k1). Nous rappelons que I’application A est définie par

A (z:m) = z(z—l)---fz—n—i—l).

n.
Notons que les polyndmes A (z;n), n > 0, forment une Z-base de I’anneau des polynémes
prenant des valeurs entiéres sur N. Cette transformation est linéaire suivant les lignes et consiste
juste a effectuer un changement de base ne modifiant en rien le rang de la matrice M.

Nous multiplions ensuite chaque ligne par v(7”)*:i. Cette transformation ne change pas
le rang de M et, comme la précédente, s’effectue linéairement par rapport aux lignes. Nous
notons alors

M =Q'M,

la matrice M’ ayant pour coefficients

r,s [t _ s
Y kg =0 (rba + sby kv (T (k‘0> Ioatlas
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Le dernier changement consiste a remplacer [=*o par la valeur de la dérivée d’un polynéme
0. C’est ce changement qui est vraiment important puisqu’il permet d’obtenir la minoration de
|A| souhaitée. A cet effet remarquons tout d’abord que

t ko — i i . St
ko k’g‘ dz - ’

Nous allons alors substituer le mondme 2z, a I’intérieur de la dérivation, par un polyndme 4(z, t)
de méme degré, bien choisi. Pour cela nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.2. Soient T € N*, P € C[X] un polyndme de degré en X égal & k, et {0(z;1);0 <
t < T} une base de I’espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a T dans C|[z]. Soit
Q € GL1.1(C) lamatrice de changement de base définie par

(1,2,...,20)Q = (6(2,0),...,6(zT)).

5(I;t,4) = ((%)ié(z;t)>

Alors pour tout / € N, tout &£ € Nettout 0 < ¢ < T, nous avons

Définissons de plus
z=l

T

5(l,t, k’) Z (V) vk
= Qv [ s
o ek

ou les ¢, , désignent les coefficients de la matrice Q).

Preuve. Soit k£ € N. Il est évident que par définition de @, nous avons

(d%)k(l,z,... 2NQ = (d%)k(é(z;O),..- ,0(2,T)).

Le résultat énonceé est alors immédiat. OJ

Nous choisirons comme base les polyndmes 47 (z; t) définis dans le paragraphe 3 par la définition
3.1. Ici T" désigne un parametre supplémentaire qui sera choisi ultérieurement. Soit M la ma-
trice dont les coefficients sont les nombres

o (it ko) 1 g

’Ny,:’os”,zhl =N (rby 4 sby; ky)v(T')* ol Tay.
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Le Lemme 4.2 implique alors que pour tout r, s, t, kg, k1, [, NOUS avons :

5/1:081:1 l =A (er + Sbl? kl) T/ koaqla;l (Z qyt( >ll/k0> )

Notons alors Q la matrice diagonale constituée de (R + 1)(S + 1) blocs de la matrice Q. Il
s’ensuit que I’on peut écrire
M=MQ,

pour un ordre convenable des lignes et des colonnes de A7. De plus, comme @ € G'Ly,1(C),
la matrice Q € GLr11)s41)(r+1)(C) et donc les matrices M et M ont méme rang.

Remarque. La multlpllcatlon des lignes par v(T")*o.i, est utile pour contrdler les dénomina-
teurs de la matrice. Plus précisément, grace au Lemme 3.2, les coefficients de A/ sont des
mondmes en «; et a a coefficients entiers.

4.3 Minoration d’un mineur de M

Soit A un mineur non nul de taille N x N, extrait de la matrice M, son existence étant
assurée par le Lemme 4.1. Aprés numérotation des lignes et des colonnes de A, on peut écrire
y(T")"os i sils
7‘5@(@,@, ko.i) oy it ay” :

1<i,j<N

0,2°

A = det (A (b2 + sjb1, k1)

On minore alors |A| comme suit.

Lemme 4.3. Posons
N

1
4 12R+1)(S+1)(T+1)

G = ) , G2:N<L+1;(S+l)g,

_ L(si+--+sw)

On a alors

KN Rby 4 Sby 22KN KN T
> _(D— N+ =
log|Al > —(D-1) {log(N)—i- 3 lg( Ve )—i— 5 T3 lo (KL>
max{L,T' —1}\ 107KNT’
T N1 —_—
+(wT + wo) og( T ) + 209

+(M1 + Gl) 10g<|0é1|) + (MQ + Gg) 10g(|0&2’) — 2DG1h(Oé1) — 2DG2h(Oé2)

+ (WT 4+ wo + T’)N}
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La démonstration de ce lemme est similaire a celle du Lemme 5 de [8] et du Lemme 6 de
[9], la différence étant uniquement due a la présence de termes issus de la dérivation ©. Elle
repose en partie sur une inégalité de Liouville utilisée sous la forme suivante.

Lemme 4.4 (Liouville). Soit @) un polyndme appartenant a Z[ X, X5|, de degré en X; (resp.
X5) inférieur ou égal a d; (resp. dy). Soient v, et ~, deux nombres algébriques tels que

Q(71,72) # 0. Onnotera D = [Q(71,72) = Q]/[R(y1,72) : R]. Notons L(Q) la somme
des valeurs absolues de ces coefficients. Alors

Q(11,7%2)] = L(Q)~P Y max{L, |y} max{1, [y} exp{~D(dih(n) + doh(72))}.

Preuve. Notons D' = [Q(v1,72) : Q] et v la valeur absolue archimédienne usuelle sur C. Nous
écrivons alors la formule du produit pour Q(v1,v2) # 0

Dy 1og [Q(11,72) s = Y Dulog |Q(71,72)
w#v

ou w parcourt I’ensemble des places de Q(~1,7.) distinctes de v, et ou D,, désigne le degré
local de Q(71,72) en w.
Si w est archimédienne nous majorons

log |Q(71,72) lw < dilogmax{1, |v1|w} + dalog max{1l, [y2]w} + log L(Q).

Si w est ultramétrique nous avons

log |Q(71,72)|w < dilogmax{1, |y1|w} + dalog max{1, |[ya|w}.
Observons que, pour i = 1,2,
Z Dyd;logmax{1, |vil.} = D'd;h(y;) — D,d;logmax{1,|vi|,}-
wHv

En outre la somme des D,,, pour les places w archimédiennes et telles que w # v, est égale a
D' — D,. Il vient alors

!/ !/

D -D, log L(Q) g (dyh(y1) + dah(72))

log |Q(71,72)]e > — D, ——v

D,
+D—(d1 log max{1, |y1|,} + d2 logmax{1,|ya|,}.
Nous concluons en constatant que D, = [R(71, 72) : R]. O
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Preuve du Lemme 4.3. Considérons le polyndéme

ng HA baTo (i) + D15a(iy; ki) v ()P0

5T/(lza tog), Ko,i)
k?(m’!
ou o décrit le groupe symétrique Sy et sg(o) désigne la signature de o. Il est évident que
A = P(Oél, O./Q).
Pour tout » € C on peut écrire :
(borj + brs; — n)* p(T7)Ho
kl,z‘! k(],i!
En effet, pour [; et ko ; fixés, il suffit de remarquer que
ijg + Sjbl . (bQT’j + blsj — n)kl*i
kl,i N kl,i!

ce qui entraine le résultat voulu, par multilinéarité du déterminant sur les lignes.
Choisissons n = (Rby + Sby)/2. Nous majorons dans la i—éme ligne du déterminant ci-
dessus

Xlﬂ“a(i) Ylisa(i) 7

P(z1,29) = det < 5T’<li§tj7k0,i)zllrjzé SJ) .

+ (termes de degré < k),

Rby + Sy

)

(borj + bys; — )kt < (

Nous avons de plus
1077k ;

V(T)or < e

cette derniére inégalité provenant de la majoration v(n) < exp(i2) vraie pour tout n > 1

(voir [33], Lemme 2.3 p. 127). Combinant ces majorations aux Lemmes 3.3 et A.1 de I’annexe
nous obtenons la majoration de la longueur de P suivante :

Lp) < i (Batsh 5T\ fmax{L, T — 1} @0V
- ' 2K KL T (4.2)
22KN 10TKNT’ '
X exp [ 5 T 300 +(wT+w0+T')N} .

Pour minorer convenablement |A| nous devons d’abord factoriser une grande puissance de
X etde Y dans P. Plus précisément le Lemme A.2 de I’annexe nous fournit les estimations

N
My — Gy <) lr, < Gy+ M,

v=1
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N
My — Gy < lys, < Gy + M.
v=1
Désignons par V; (resp. V) la partie entiére de M, + G (resp. M, + Gs) et par Uy (resp. Us)
le plus petit entier > M; — G (resp. My — G3). On aalors la formule

~ (1 1
A = P(ag, ) = aYla;/ZP (—, —) ,

a1 Qo
ol P(X,Y) est un polyndme a coefficients entiers, dont la longueur L(P) est égale & L(P), et
dont les degrés en X et Y sont respectivement majorés par V; — U, et par V5 — Us.

Nous appliquons alors le Lemme 4.4 ci-dessus au polynéme P. En remarquant de plus que
h(cy) = h(1/aq) et h(az) = h(1/az), nous obtenons la minoration

/1 1 - 1 1
g P (L1 ‘ > ~(D=log L(P) — D~ U)n ()~ Dva — van ().
ap Qo 051 0%
Nous avons alors
log|A| > —(D—1)log L(P) — D(Vi — Up)h(a) — D(Vy — Uz)h(as)
+Vilog |an| + Valog [asl.

Les inégalités Dh(c;) > log|a;| > 0, montrent que
pour ¢ = 1, 2. Gréce a la majoration (4.2) de la longueur de P on obtient le Lemme 4.3. O

4.4 Majoration de |A|

Donnons a présent une majoration analytique de |A|. La méthode pour y arriver s’appuie es-
sentiellement sur un lemme de Schwarz, énoncé ci-dessous, et est similaire a celle utilisée dans
la partie 6 de [8], qui traitait des formes linéaires en deux logarithmes mais avec la méthode
de Schneider sans dérivation. La majoration de |A| que nous obtenons dépend de |A’[, la pe-
titesse de ce terme constituant un point crucial dans le raisonnement du paragraphe suivant. La
démonstration reprend la méthode du Lemme 6 de [8] en y incluant I’utilisation des dérivées.
Notons que cette méthode différe de celle utilisée dans [31], puisque dans celui-ci les polynémes
considérés sont dans I’anneau C[X, Y, Y ~!] et qu’ici nous nous plagons dans I’anneau C[ X, Y.

\oici la majoration de |A| que nous allons démontrer.
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Lemme 4.5. Soit £ un réel > e. Supposons que |A’| < e~". Rappelons que

1 1 5
i 2 Y ke Do E.
v 4( T+1 L+1>( +2)(L +1)log

On a alors

NV
log |A| < Mloglog| 4+ Mylog |as| + Nlog2 — 5 + TN log E + log(N!)

VKN (Rt Sbi\ | 2KN KN KN, (T
3 %\ g 13 3 %6 3 ®\ KL

max{L,T" — 1}) | J0TENT

T 309
+(wT + wo + T/)N -+ E(G1| log CY1| + GQl log Oz2|).

+(wT 4 wo) N log (

Nous énongons a présent le Lemme de Schwarz utilisé par la suite.

Lemme 4.6 (Schwarz). Soient 7" un entier > 0, a et A deux nombres réels satisfaisant 0 <
a < A et ¥ une fonction complexe en une variable qui soit analytique sur le disque |z| < A. Si
la fonction ¥ a un zéro a I’origine de multiplicité au moins 7', alors

A -T
v (4) 1ol

ou |¥|, = sup{|¥(2)|;|z| = a}, pour tout 0 < a < A.

Preuve du Lemme 4.5. Dans un premier temps nous faisons apparaitre le terme A’ dans I’expres-
sion de A. Pour cela il suffit d’exprimer log ai; en fonction de log oy, by, b, €t A. Or sans perte
de généralité nous pouvons supposer

b1’10g0q| S bg'lOgOé2|,

auquel cas on écrira

A
log ay = flogay + — (4.3)

by’
avec 3 = by /bs.
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Nous modifions maintenant la matrice dont A est le déterminant. Pour tout nombre com-
plexe n, nous obtenons par multilinéarité du déterminant sur les lignes, comme cela a été fait au
paragraphe précédent, la formule :

l2€1 ° (T )ko i Lirj lis;
A = det k (T] —+ 83/8 n)kl ZT(ST’(th]’ kO ’L) JOéz J
1,4 0,z~

Il convient alors de centrer les exposants /; autour de leur valeur moyenne L /2. Nous écrivons,
toujours grace a la multilinéarité du déterminant,

bR (T")kos " s
A — Oél 2 det #(T‘J + S]/B - n)kl’l%(sT/(l”tj) k(] 7,) A ! ;\Z ! Y

) )

Utilisons a présent le Lemme 4.2. Par multilinéarité du déterminant nous obtenons :

N
My M bk urs sss
A= Qg 1CY2 : E qujﬂfj det < 7 (rj+s;0— W)klz’/(T/)koz<k;1)l 0’%o‘ll Yo' ]> :

(v1,... ,uN)ENN
v <T,1<j<N

’ A 14 1A A AiTj  Ais;
D’aprés I’égalité (4.3) on décompose alors ;"7 a;,** en la somme de deux termes

ai\i’/’ja;ivs‘j _ >\ (rj+s;8) + A 9 7”7"‘57@7 (44)

eAiSjA/bQ _ 1
U

On remarque que d’aprés leurs définitions nous avons |¢; ;| < 1, pour tout 1 <, j < N.
Nous injectons alors (4.4) dans A ce qui entraine, encore par multilinéarité du déterminant,
que :

N
A = oM > e >, @)V, (4.5)
(Vl,...,VN)ENN Jj=1 Ig{l,...,N}
v <T,1<G<N

ou |I| désigne le cardinal de I et

i1 ... GN )}ie]

A7, = det
e ( Oiicin ... OinCin } ¢1
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avec
k1,

; [ Vi j—ko,i _Ai(rj+s;8—
Cig = iy + 858 = )P (TR (7 )it e,
kl i kO,z

On remarque que, a priori, I’exposant de «; devrait &tre \;(r; + s;3), cependant, comme
Ef\il A; = 0, nous pouvons, grace a la multilinéarité du déterminant, le remplacer par I’exposant
Ai(rj + 88 —n).

Nous voulons maintenant appliquer le Lemme de Schwarz 4.6 a une fonction A;(z) ayant
une grande multiplicité a I’origine et telle que

N
A =2r= > T

(v1,... ,vn)ENN k=1
ETISGEN

Définissons alors A;(z) comme suit :

A[(Z) = Z HQVj,tjAI,Z<Z>7

(v1,... ,wN)ENN k=1
v <T,1<j<N

ou
Iz UN
(%) ei(2€,), -, <6%> pi(2€y) Yiel
AI,Z(’Z> = det V1 VN .
92’,1 (%) ¢Z<Z§1)7 s 792'7]\7 (%) sz(ng) } ¢ ¢ !
avec .
b2M k1 ‘V(T/)ko’i ko _zol; i
i(20,21) = 2, 2o et
(,0( 0 1) kl,i! 1 kO,i! 0 1
et

£, = (§04:615) = (0,75 + 50 — ).

Nous remarquons qu’avec cette définition A;(1) = Ay, puisque

Vi k‘()’i
i " % e*oli _ Vj l{’j_ko,i
820 kO,i! ]{?072‘ !
20=0

Il apparait alors que la multiplicité a I’origine de A;(z) est supérieure au minimum des multi-
plicités en zéro des fonctions A, ,(z). Le lemme suivant, comparable au Lemme 9.14 de [31],
nous fournit une estimation de la multiplicité en zéro de ces fonctions.
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Lemme 4.7. Pour tout I/ C {1,..., N} de cardinalité
fonction A;,(z) a un zéro a I’origine de multiplicité

I|, et tout N-uplets (vy,...,vy) la

1|

T127

(|I|+1 K

— 1] —=TN.
K+1 2

Preuve. Ecrivons ¢; sous la forme

@i(20, 21) = pi(20, 21)elilForzlogan) o =(L/2)=

)

k1, ko .
b, v(T")ros ko ki
pi(20,21) = kz 7(k ) AT A
1 0,i

est un mondme de degré total inférieur ou égal a K puisque ko ; + k1 ; < K. Par multilinéarité
du déterminant il est alors évident que nous avons

Lz & <
Ar,(z) =exp (—7 Z&,j) Ary(2),
j=1

ou
o\ o \"N
(%) et o () ez, Vier
Ar,(z) = det
V1 VN .

91'71 <%> ¢7,(Z§1) e 01'7]\[ <di20> ¢Z(Z§N) } t ¢ I
avec

¢i = pi(z0, 21 )eiGoTAlosa) g — N,
Effectuons a présent le changement de variable

ZO =20+ 2 log aq,

afin que la partie exponentielle des ¢;, i = 1, ... , N, ne dépende plus que d’une seule variable.

Ce changement de variable étant une translation, par rapport a la variable z, il est évident que,
pour toute fonction continue f, nous avons

9 0
<8—Z0> f(Zo7Z1)|(Zo7z1):(§1,j loga1,&1,;) — (0—2’0) f(z0 + 21 log alvzl)l(zO,n):(O,El,j)-
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La fonction A, (z) s’écrit alors
(8‘2 )m@;z( 5) (%)VN@(@N) yiel

A]&(Z) = det o N - ~ )
0 (o) i) o b (5) " ieEy) | YigT
gj = ((rj + s;08)logay,rj+s;0), j=1,... N,
Q;i :ﬁi<Z07zl)eliZ()7 1= 17 7N7
avec un coefficient polyndmial de la forme

ko,

BilZo,21) =D pinly”

xk=0

On remarque que le degré en z; des polyndmes p; est < K.
~ Nous développons maintenant en série de Taylor, par rapport a la variable Z,, les fonctions
¢;. Il vient, pour tout 1 < 57 < N, un développement de la forme :

a Vi ) KO—V; Ky
<8_ZO> gbz Zo, 1) = Z Z ( ) i ko1 L0 Z1 - (4.7)

k0>0 k1=0

Sans perte de généralité nous pouvons supposer que I = {1,2,...,|I[}. Utilisons les expres-
sions données par (4.7) et développons A; ,(z), nous obtenons

]

Ar(z) = Z Hz”o*iJr“l’i’T det Q; .(2),

(Ko,l»Kl,l)’“"’('{o,\ﬂ»K/1,|I\) i=1
K1, <K =1, |1

ou les coefficients de €2; (=) sont les fonctions

(noz)yjydzm m(logal)””ol ngl-eolerz v T vj icl
wij(z) = 0;.; (82()) gbz(Zf) idl.

La matrice €2 ,(z) est donc de rang < N, dans le cas ou il existe i,i" € I, tels que ¢ # ¢’ et
(Ko, k1) = (Kou, k1). Il S’ensuit que la multiplicité en zéro de A, (z) est supérieure ou
égale a la valeur minimale des sommes

Z (Ko + K1 —T),

(Ko,i,k1,4),0€T
K1, <K

44



ou tous les couples (xo;, k1) sont deux a deux distincts. Or, d’aprés le Lemme A.4 de I’annexe,
on a, dans cette situation, la minoration :

7 (1 +1 K
E i i) 2 = -1/
(Ros + i) = 5\ oy — 5

(K0,i,K1,3),t€T

K1, <K
De plus nous avons
> —T=-T|I|>-TN.
(Ko,i,K1,3) €1
K1, <
La minoration de 7; énoncée dans le Lemme 4.7 est alors immédiate. O

Appliquons maintenant le Lemme 4.6 & A;(z), avec les paramétres a = 1 et A = E. Nous
obtenons :
Al < BT A g, (4.8)

Or nous savons que |A;| < |A;|; par définition de A;(z). 1l ne nous reste donc plus qu’a ma-
jorer |A; | pour obtenir une majoration de |A;|. Le Lemme suivant nous fournit la majoration
souhaitée.

Lemme 4.8. Pour tout ensemble 7 C {1,..., N} et tout nombre complexe z tel que |z| > 1,
ona

o = 1 (wT+wo)N
A=) < N <M) 3 (T ) : (max{L,T _1})

2K KL T
22KN 107TKNT'
X exXp |: + (WT + wWo + T/)N + W}

KN
x|z| 3" exp(|z|(G1|log ai| + Ga|log asl).

Preuve. Nous rappelons que

v

d 9\ d 0
VZ:OqV,tl (8—20) pi(28,), - 7VZZOQV¢N (8—ZO> wi(2€,,) Vier
Af(z) = det
T T -
0\ 0\ pigl
92‘,1;%,751 (8—20) %‘(Zﬁl)v ,ei,N;qu,tN (8—20> %’(Z§N)
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b2 ’ : .
i ) - ' T/ M ' ) .:17"‘7N7
vi(z0, 21) kl,i!21 v(T") k’oz'e Qg i

et
§j:(go,jﬁgl,j):(Ovrj+sj/6_77)7 j:177N
On remarque que pour tout 1 < j < N et € I, nous avons d’aprés le Lemme 4.2 :

T v k1.
0 . b21’1 k1 Nk i(ST’Ui;tjakO,i) Xi(261,5)
;q% (3—2‘0> %(Z;) B ku!(zgl’j) AT Ko ! “ '

)

Développons alors le déterminant définissant A;(z). Nous obtenons :

N k1, 1\ k
2 Nt oy D v(T7)"o-
= § Sg<0')1_[OélZ b ()k21 '<Z£1,U(i))k1Z </{7 ) 5T’ lwt ka | |910'l)7
o =1

e 0,1- il

ou o parcourt I’ensemble des permutations de S. Comme de plus |6; ;| < 1, pour tout 1 <
1,7 < N, nous avons :

kO’L

2 N b 1’L ' T
|A7(z)] < Nlmax|a] 2 Mo (Zgla(mkl,z’/(ki)'

51 (L oy, Ko
klz 0,2+ g ( 0 )

Nous choisissons a présent le nombre n pour optimiser notre majoration. Nous posons :

 R+S58
e

ce qui nous donne

R+S .
e, < B0 <<,

Le Lemme A.1 de I’annexe joint a cette dernlére inégalité, implique alors

N klz
b b 1
Iyt < (1 \R2+Sl> HE, (4.10)

Le Lemme 3.3 nous fournit quant a lui la majoration

‘HN O (1 ito(i)s ko,i)

< (L)% max(L,7'—1} | (T 0N
kOL -

07 T (4.11)
x exp [(WI +wo+T')N + R KN].
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Nous avons de plus, en majorant v/(1") par exp —“fg :

107TT"NK

N

H v(T")koi

=1

. N . H )"L o(i
Il nous reste enfin a majorer le module du terme exponentiel afz $70 Nous remarquons
pour cela que

Z Aoy = Z Ai(To) + BSo@y — 1)
= Z Ai(To(i) + BSo(i))
= (Z Aﬂb—@)) + 0 (Z Ai«%—@)) :

Le Lemme A.2 de I’annexe nous donne alors respectivement les nombres G et G5, comme
majorant de |~ Airo(s) | €t |35 Aisq(y|- 1l sensuit donc que

> M

Or en écrivant I’hypothése b;| log a1 | < by| log ais|, sous la forme

< G + BGs.

Bllog ai| < |log as,

il vient
‘ > Nkt o(i)
Qq

< exp(]z](Gy|log aq| + G| log asl)). (4.13)

La majoration de |A;(z)| découle alors immédiatement de (4.9) joint a (4.10), (4.11), (4.12),
et (4.13).
L

Revenons a I’égalité (4.8), le Lemme 4.7 joint au Lemme 4.8, avec |z| < E, permettent
d’obtenir la majoration suivante de log |A/| :

log |A;] < —<ﬂ (L—E—l —TN)log(E)

2 \K+1 2
KN Rby + Sb 22 KN T
xlog(N!) + —— log 22; S TN+ ? log -
107T"K N LT —1
+———— 4+ (WT 4+ wpy)N log max{L, + WT +wo+T)N

e 309 1"
+§ log E + E(G4|log o] + G| log asl).
(4.14)
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Nous majorons maintenant |A|. A partir de (4.5) et (4.14) nous déduisons

IA| < |at™| |ed™ |2V mlax{]A’|N*ul\A1]EE*T1}. (4.15)

Or la majoration de |A; | fournie par le Lemme 4.8, pour |z| < F, ne dépend pas de I. Il nous
suffit donc de majorer |A’|N=HI =TI indépendamment de 1, pour aboutir & la majoration de |A|
voulue. Passant au logarithme, nous considérons I’expression :

I (1I+1 K
2 \K+1 2

—{N—UDV—( -—Q)kgE+TNng (4.16)

C’est un polynéme du second degré en la variable |I|, dont le maximum sur R est atteint pour

Vv K+2 1
— K+1).
(logE+ 4 2(K+1))< +1)
La valeur maximale vaut alors
V3K +1) K(K+3) K?*(K +3)?log E
Vv — NV +NTlogE. 4.17
2log £ 1 TTTRE D AL oe (4.17)

Nous majorons cette valeur par —NV/2 + NT log E, le paramétre V' devant alors Vérifier
I’inéquation quadratique

V(K +1) K(K+3)V+ K*(K +3)*logE < NV

2log E 4 2A0K+1)  — 27

(4.18).

Il s’ensuit que V' doit &tre compris entre les racines

iﬁzk%E(4< ! K+2)+ﬂKwaxL+1y—¢@>

8 K+1 2
€ log E 1 K+2
og +
= 4 — 2K +2)(L+1)+V
Va 8<(K+1 2>+(+)(+)+ @),
ou

O = 4(K +2)%(L+ 12 — 16(K +2)(L + 1) (K” ! )

2 K+1
Utilisant alors deux fois I’inégalité

K+2 Lo 1
2 K+1 2(L+1)

(K+2)(L+1),
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pour obtenir les minorations

4 1 K +2
K+1 2

) +2(K +2)(L+1) > 2(K +2)(L+1)(1 - L%rﬁ

et

K +2 1
2 K+1

4(K+2)2(L+1)2—16(K+2)(L+1)( L+1

) > 4(K+1)*(L+1)*(1— i),

il est aisé de vérifier que pour

1 1 2
VZZ (1—m+ 1— (L—i—l)) (K+2)(L+1)logE,

la condition (4.18) est réalisée. Le Lemme 4.5 découle alors immédiatement de (4.15) joint &
(4.14) et (4.17).
U

4.5 Conclusion

Nous montrons dans ce paragraphe que I’on a une contradiction entre les hypothéses du
Théoreme 1.1, en particulier la condition (2), et I’encadrement de |A| fourni par les Lemmes
4.3 et 4.5. En effet, en combinant la majoration et la minoration de log |A|, on constate tout
d’abord que les termes en M, pour i = 1, 2 se simplifient. Nous majorons ensuite V! par (%)N
ce qui est vrai pour N > 6, et enfin, puisque £ > e, nous obtenons la majoration du terme V//2
suivante :

V N K Rby + Sby 2K K T
— < D llog(—)+ =1 —1 —
2 = Og(2)+3°< 2K >+18+30g(KL)
max{L,T" — 1} 107T'K
T T’ T 1 .
+WT +wy + T+ (WT' + wp) og< T )+ 200
KloglE G
+Tlog E +log2 + o8 + —2(2Dh(ay — log|ay| + E|log as])

3 N
G
+W2(2Dh(a2 — log |aa| + E|log as)).
D’aprés la définition de ay, as, G et G5 nous avons de plus

G, ) < 9<L2+ 1)(

W(QDh(al —log |ai| + E|log | R+ 1)ay,
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G, g(L+1)
N 2
ol nous rappelons que g > ; — 12(T+1)(g+1)(5+1). Il nous reste a choisir la valeur de la variable
T’. Nous choisissons 7" pour que la partie de droite de I’inégalité ci-dessus soit la plus petite
possible. Nous avons deux cas, dépendant de la valeur de max{L,T" — 1},
Premiérement si max{L,7" — 1} = 7" — 1 # L, on choisit 7" comme étant le minimum en
x de la fonction

—(2Dh(ay — log |as| + E|log as|) < (S + 1)as,

—1

f(z) = (1 + %) + (W] + wp) log Z

Or, comme 7" > 1, le minimum est atteint pour 77 = 1. Ceci contredit 7" > L + 1. On peut
donc supposer que max{L,T" — 1} = L et I’on choisit alors 7" comme le minimum en z de la
fonction suivante 0K
flx)=2z (1 + W) — wT log(x),
c’est a dire égal a
309w T
(309 + 107K)"

Cependant, comme 7" doit étre entier, on pose

3000 T
7o |0 |
l(309 n 107K)} *

o =

! 309wT i i
Onaalorsque 7" > To7(ic+ 3y C8 qui induit

L 107(K + 3)L
log [ =) <log [~ T2
o8 (T) =08 ( 300w T )

Il s’ensuit que
V N K Rby 4+ Sby 22 107K K T
Z< Dllog(m) + Dlog (BTN S R By () 41
> = [Og(2)+3 Og( oK )+18 T3 T3 (KL)+
107(K + 3)L
1 -~ @7
+(wT + wy) og< 2090T )+2wT+w0]

K
+T10gE+§logE—|—log2+g—(( Daj + (S + 1)as),

ce qui contredit la condition (2). L’hypothese |A'| < e~V qui a été faite dans le Lemme 4.5, est
donc infirmée. Ceci clot la démonstration du Théoréme 1.1.
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Remarque. Il est possible de raffiner Iégérement les résultats ci-cessus, notamment la valeur
de V, en utilisant pour 7'y la minoration

Ty > T|I|.

Suivant le méme raisonnement que précédemment nous obtenons les mémes résultats mais avec
cette fois le parametre VV compris entre

xqzk%E(4( ! K+2>+au(+muH4)—v@>—Tng

8 K+1 2
o log B 1 K+2
_ 108 A+ _
Vy = 5 (4<K+1 5 )+2U(+muA4)+VG) Tlog E,
ou

2 K+1
Cependant le gain numérique dans le calcul des constantes dans les corollaires est minime et
nous n’utiliserons donc pas dans la suite cet encadrement par souci de clarté.

@:4K+2WL+DW—MMHQML+U<K+2 ! ).
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5 Deéemonstration des corollaires

Dans cette partie nous supposons que «; et a, sont multiplicativement indépendants. Notre
but est d’établir une minoration de |A| en spécialisant une partie des paramétres intervenant dans
I’énoncé du Théoreme 1.1, puis d’obtenir, dans le paragraphe 5.4, les énoncés des corollaires,
en estimant numériquement la minoration obtenue aux paragraphes précédents. En outre, cette
démonstration se divise en deux cas : premierement le cas ou les rby + sb; ne sont pas tous
distincts et deuxiemement celui ou ils le sont tous. C’est le deuxieme cas qui constitue la partie
significative de la démonstration.

Nous rappelons les notations

(K +2)(K + 1)(L+1)

logkk=\A e N= 5

Dans cette partie on pose de plus

g=0241 |, w=00946, wy=20 et ~ =1.309.
On rappelle que g, w et wy désignent respectivement des majorants de i — N

BRI (ST (T
L — s mm & AREDE DI Nous vérifierons que ces valeurs numériques majorent

ces derniéres quantités pour les choix de paramétres que nous allons effectuer.

5.1 Choix des parameétres

Nous spécialisons ici les valeurs des paramétres K, L, R, S et T" en fonction des données de
I’énoncé du Théoréme 1.1, a savoir D, A, a; €t ao, ainsi que des parameétres h et £* intervenant
dans les énoncés des corollaires. Nous introduisons aussi deux nouveaux parametres c, et ¢4,
intervenant respectivement dans K et L; ces deux parametres sont a priori libres. Si I’on com-
pare avec [9], le paramétre h joue le méme réle, a savoir en gros un majorant de log b, tandis
que log E*, qui n’existait pas dans [9], découle de I’utilisation des dérivations et peut étre vu
comme un majorant du terme :

oy (10T(K +3)L
8\ T 300w )

Nous posons :
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K= [coalfnglogE*)\’ﬂ , (5.1)

L= [e;DhA7'] | (5.2)
Rlz{wkz+1 gﬂ, (5.3a)
1
21/3 1 (2yDlog E*)Y/3313  [ay

Ry = K +1)%® - 5.3b
o= [ g o ) 0 ] 09

*\1/391/3

B 5/3(2yDlog B )1/33 as
Ry = [(K +1) T e ol (5.3¢)
&:{K+191, (5.4a)
a2
21/3 1 (2yDlog E*)Y/331/3  [a;

Sy = K +1)%3 = 5.4b
2 |:HlaX { (K T 1>1/37 (L + 1)1/3} ( + ) 91/3((11@2)1/6 as ) ( )

*\1/391/3

_ 2/3 (2vDlog B )1 3 ay
S3 = l(K—F 1) 91/3(a1a2>1/6 s y (540)
L+1
T, = — | . K .
1 max{[K+1], }, (5.5a)
o 92/3(L+ 1)(&1@2)1/3<K+ 1)2/3 21/3 1 (5 5b)
2 — (Q’YD log E*)2/3 (K + 1)1/37 (L + 1)1/3 ) .

7 [§ (L4 1) (@an) P (K 4 1)%8 (5.50)
T (2yDlog E*)?/3 ' ¢

Par la suite nous aurons besoin d’un certain nombre d’hypotheses sur les paramétres ¢, ¢y,
A, a1, az, h et E* pour obtenir les résultats énoncés dans les corollaires 1.2, 1.3 et 1.4.
Nous rappelons tout d’abord que d’apres les hypothéses du Théoreme 1.1 nous avons

A>1, (5.6)

Nous supposons de plus :
a; > 3, (i=1,2), (5.8)
a; > 3, (1=1,2), (5.9)
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Dlog E* > ), (5.10)

log E* > %—I—Q.lm—wlog)ﬂ-%logqﬁ—wlogD, (5.11)
h >4, (5.12)
265\
h > —— 5.13
> 200 (.13
h > 150log E*, (5.14)
by . by A
h>1 — + = log(A\) + —= +2.72 1
_og<a2+a1)+0g()+D+ 72, (5.15)
5000 > ¢¢ > 300, (5.16)
1 > 5.1. (5.17)

Des hypotheses (5.8), (5.10), (5.13), (5.16) et (5.17) nous pouvons déduire :
K+1>2700 et L+1>1350. (5.18)

Nous obtenons de plus gréce a (5.11) et (5.16) que
e A
log £ > D +3.898 —wlog A +wlog D.
Or la partie de droite de cette inégalité atteint son minimum pour A = wD, ce qui entraine

log E* > 4.84. (5.19)

Remarque 1. Les hypothéses significatives sont (5.11) et (5.15).

Remarque 2. On notera que les constantes numériques qui interviennent dans les hypothéses
ci-dessus ont été élaborées pour induire les trois corollaires du Théoreme 1.1, et pourraient étre
aisément modifiées en vue d’autres applications. \oir par exemple les modifications faites dans
[3] a partir de I’article [9].

Il est aussi utile dans la suite de ce paragraphe de connaitre une majoration de R et .S, et un

encadrement de 7. Posons Kol
F:min{%,L—l—l},
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alors d’aprés (5.3), (5.4) et (5.5) nous avons :

as (2yDlog E*)'3(K +1)*3 (1 1
R<Ri+Ry+ Rs < a—l( K+1+ 93 (aran) 3 —I—m .

De maniére identique nous obtenons

21/3 1/3 Dloe E* 1/3 K+1 2/3 1
s< |8 (\/K+1+ v (Dlog BY) K + 1) (31/3+ )) (5.21)
a2

g3 (aras)1/0 T'L/3

Enfin nous avons

L+1 9P ara) P(L+ (K + 128 (e 1
S {T’ K} + 22/3,2/3(D log E*)2/3 STt T (5.22)

et

+ 1’ 22/372/3(1) 10g E*)2/3 T1/3
Or puisque K > 3, il s’ensuit que

T> g*/*(aras)' (L +1)(K +1) 31/3 4 e
- 22/372/3(D log E*)2/3(K + 1)1/3 s -

L+1 2/3 V3(L+1)(K +1)%/3 1
szax{r+ K}+g () AL+ UK+ 1) (31/3+ >—3.

Majorant au dénominateur (K +1)/3 par (coayas D log E*)'/3)(141/2699)%/3), grace & (5.18),
on obtient finalement :

po LADE LA g (34 o)

. 5.23
= DlogFE*  22/342B(1 + 1/2699)1/3 (5.23)

5.2 Minoration de |A| si les rb, + sby ne sont pas tous distincts

Nous supposons ici qu’il existe deux entiers r et s, avec
0<|r| <R, 0<ls| <8, rby + sby = 0.
On pourra bien sdr supposer sans restriction que r et s sont premiers entre eux. On peut alors
écrire
|A] = |biloga; — belog sl
= |bjlogag + STbI log s

b
= %]rlogal + slog as).

55



Or, d’apreés I’égalité rb, + sb; = 0, et comme r et s sont premiers entre eux, on a soit |r| < by,
soit |s| < by. Donc, comme 7 et s jouent des roles symétriques, on peut supposer |r| < by. Il
s’ensuit que

|A| > |rloga; + slog asl. (5.24)

Nous utilisons maintenant I’inégalité de Liouville, énoncée au Lemme 4.4, que nous appliquons
au polynéme
Q(X1, Xo) = XIMxh — 1,

signe(s)

et aux points a; = o ") et d@, = o} . De plus, puisque A # 0, on a Q(ay,ds) =
exp(;-A) — 1 # 0. Le lemme nous fournit alors la minoration

|Q(ar, dz)| = 277 exp(=D(|r|h(ar) + [s]h(az2))). (5.25)
On suppose de plus que |r log a; + slog ap| < 1/2 (dans le cas contraire [A| > 1/2). Onaalors
Lo, o
|rlog ay + slog | > 5’@(0417042)’,
ce qui entraine d’apres (5.24) et (5.25)
log |A] > —Dlog2 — RDh(ay) — SDh(aws).

Or, d’aprés (5.7), nous avons a; > 2Dh(«;), ¢ = 1,2. En utilisant les majorations de R et S
faites en (5.20) et (5.21), nous obtenons

21/3 1/3 K+1 2/3 D log E* 1/3 1
log|A] > —D10g2—<\/(K+1)— VK 4+ 1)*(Dlog B7) <31/BJr ))

(a1a2)1/6g1/3 ri/3
[a1 a2 [a1 Q2
>< - -
( a9 2 + a9 2>

A 21/3 1/3)\ 1
> —D10g2—(K+1)( += (31/3+m>).

VDlog ExcoA=t  ¢i/*g1/3

L’hypothese (5.10) implique alors

Dlog 2 1 91/3~1/3 1
10g]A|Z—(K+1)>\< %82 + = (31/3+ >)

(K+DA Va  Pgs I3
Nous avons donc grossiérement, d’aprés (5.7), (5.16), (5.18) et (5.19), la minoration

log |A| > —(K + 1)\ (5.26)
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5.3 Minoration de |A| lorsque les rb; + sb, sont tous distincts

Nous supposons pour la suite que les entiers rbs + sb; sont deux a deux distincts, il s’agit
du cas essentiel de la démonstration.

5.3.1 Veérification de la condition (1) du Théoréme 1.1

Puisque tous les nombres rb; + sb, sont distincts, les conditions provenant de I’hypothése
(1) du Théoréme 1.1 s’écrivent alors

T > K, (5.27a)
L+1

(Ri+1)(S1+1) > max{K—F 1, ;} =K +1, (5.27b)
T+ 1

K*+1 2KL+1

Ro+1)(Sy+1) > 5.27
3K2L+1

(B3 +1)(S3+1) > (5.27d).

Ty +1 7

Ces inégalités sont clairement vérifiées compte tenu des choix faits pour les différents parametres.
Notons que dans (5.27b) ona K +1 > (17 + 1)(L + 1) grace a (5.7a).

5.3.2 Estimations

Nous nous proposons d’estimer numériquement les quantités 1/4—1/(12(R+1)(S+1)(T+
1), 1=1/2(R+ 1)(S+ 1)T) et2T'(R + 1)(S + 1)/N qui interviennent naturellement dans
I’hypothése (2) du Théoreme 1.1.

Lemme 5.1. Sous la condition (1) du Théoréme 1.1, nous avons les majorations :

1 N
Z < g=0.241
I RERTNE T =970
1 N < w = 0.946
— w = 0.946,
2R+ 1)(S+1)(T+1) —
ARTDS DT+ _

N
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Preuve. Pour obtenir les majorations précédentes, nous allons majorer le quotient (R + 1)(S +
1)(T + 1)/N. Nous commengons par minorer N par (K + 1)%(L + 1)/2. Puis nous majorons
séparément les trois expressions (R + 1)/(K + 1)%/3, (S + 1)/(K + 1) et (T + 1)/((L +
1)(K + 1)%3) dont les estimations sont simples grace aux inégalités (5.20) a (5.22).

D’apreés (5.20) nous avons

R+l 1 L% 1 N (2yDlog E*)l/3(31/3 n L)
(K+1)23 = (K+1)3 a1 \ (K + 1)1/6 9173 (araz) /0 TL/3
as (2D log E*)'/3 1

-2 REYE B
ar g'/3(araz)'/" B )

y <1+( (ayaq)*/6g'/3 — ( Vai/as 1 ))

2vDlog E*)1/3(31/3 + (K +1)23  (K+1)Y6

Majorons alors les termes résiduels dans la partie de droite de I’inégalité ci-dessus. Nous
avons :

(a1a2)"/®, [ 21 g/3 (2/3g13 )

<
2 Dlog BV + PP 1 i) > Py Dlog B(a) (31 £ 1]
g\/3
3 - 4.84(2y)3¢)* (33 + L)
0.0311¢,*/*
31/3 4+ ’

Fl/S

IN

IN

grace a (5.8) et (5.19).

De maniére similaire nous obtenons

(a a )1/6g1/3 1/3)\1/2
<
(27D log BV + VOGS + ) T (29)13¢)/* (D log E*)/2(3Y3 + i)
(a1a2)1/691/3
(2yDlog E*)1/3(K + 1)1/6(31/3 + Fl/3)
g\/3

(29)V3¢y/° (313 + L)
0.452¢; "/°
31/3 -

IN

IN

IN

1 Y
T1/3
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gréace a (5.10). De ces deux majorations nous déduisons

Rl DIy Yy L
(K +1)23 = a1 g'3(ayaz)l/6 /3 (5.28)
w14 1 0.452  0.0311 '
31/3+# Cé/ﬁ 03/3 .

De la méme maniére par symétrie de R et S, nous obtenons

S+1 G 2Dlog B g 1
(K +1)23 — as  gt/3(ayas)/6 /3 (5.20)
w1+ 1 0.452  0.0311 ’
31/3 1 # Cé/ﬁ Cg/g .
Enfin d’aprés (5.22) nous avons

I+l < max {Z + LK+ 1} g2 (a09)"/? ( 1/3+L)

(L+1)(K+1)23 — (L+1)(K+1)%3 (2D log E*)2/3 r/s
92/3(a1a2)1/3 (31/3 + L)
(2yD log E*)?/3 r/s

w14 (2vDlog E*)%/3 max {#4 +1, K + 1}
9*3(a1a9) 333 + wis) (L + 1)K+ 1)%3

Nous majorons maintenant, dans la partie de droite de I’inégalité ci-dessus, I’expression con-

tenant le terme max{K + 1, % + 1}. Nous distinguons deux cas selon la valeur du maximum

entre % + 1 et K + 1. Lorsque ce maximum est atteint par le terme % + 1, nous écrivons

(2D log E*)*/3 1 n 1
23 (aya) 3 (313 + ) \(L+ 1)(K +1)¥3 (K +1)%/3

T1/3
- (2)2/3 )2 ( 1 N 1 )
T ?Bajan (313 + 1“11/3)03/3 L+1 K+1
7-1074
2/3°

(313 + ﬁ)co

IN
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d’aprés (5.8) et (5. 18). Dans I’autre cas, ou le maximum est K + 1, nous obtenons, gréace a
(5.14), (5.17) et (5.18), que

(2vD log E*)?/3
92/3(@1612)1/3(31/3 r1/3)

(e y1) < Z)Plogbre oL+ )
N 92/361h(31/3 F1/3)
2/3. 1/3 1/3
(27) (1 + 5155)
g?/35.1 - 150(31/3 Fl/g)

6.42 - 1073¢y/®
as 13—
3 / 1’*1/3
On déduit alors des deux majorations ci-dessus que
T+1 23 (arap)"/? 1 6.42 - 1031/3
L+ 1)K + 122 ~ (27D log E7) E—

Majorons alors (R + 1)(S + 1)(T"+ 1) /N a partir de (5.28), (5.29) et (5.30). Ceci nous donne
la majoration

5 0452 | 0.0311\ 2

REDESHDT Y s, LY [, BYCHRNTE
N - /s o

r/ (5.31)

y 1+642 10-3¢)/*
31/3 F1/3 ‘

On vérifie aisement que le membre de droite de (5.31) est une fonction décroissante de
[’ > 1, pour des valeurs fixées de ¢, comprises entre 300 et 5000. Minorant alors I par 1350
gréace a (5.18), nous obtenons les majorations annoncées dans le Lemme 5.1. O

5.3.3 Etude de la condition (2)

Dans cette partie nous allons montrer que, sous les conditions (5.6) — (5.17) et (5.39) (page
66), la condition (2) du Théoréme 1.1 est vérifiée. En premier lieu nous majorons log & <
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2log(£42) + log(L + 1). Il suffit alors de vérifier la condition

Vo DK (oo 4 6 K+2 T A,
2 3 %5 309 K 8T 9 KL

A
+DT (5 + 2w 4+ wlog

L+1
+g( . )

107(K + 3)L
309w T

(R+1)ay + (S + 1)asg)
107(K + 3)L

D Duwyl
+Dwy + Dwg log 3000T

+log2+ D + Dlog(L +1),

oU nous avons posé
Rby + Sby

2K
Afin de vérifier cette derniére condition, nous majorons préalablement, avec les lemmes
suivants, certains groupements de termes contenus dans la partie de droite de cette inégalité.

B:

Lemme 5.2. Sous les hypothéses (5.8) — (5.18), et plus spécifiquement la minoration de h
(5.15), nous avons la majoration

1454 A 6 K+2 T
—_— — — _ — ) < h. .
logB + 309 + + log ( 5 ) + log ( ) h (5 32)

Preuve. Regardons le terme R/K, nous déduisons de (5.1) et (5.20) que

=—1+=) < 1
R = VTR R 0 wan e

E B L a2 i) 1 (27DlogE*)1/3 (31/3+ﬁ)
Kokl K ax K

A 1 1 (29)? ( 1/3 1 )
~(1+— + 3184+ — ) |.
- a1< K) <\/COD10gE*)\_1 6(1)/391/3 r/s

Les hypothéses (5.10), (5.16) et (5.18) impliquent alors :

Par symeétrie nous obtenons



Il s’ensuit que

b b
log B < log (—2 + —1> +log A — 1.26, (5.33)
ar a2
Pour montrer I’inégalité (5.32), nous remarquons tout d’abord, d’aprés (5.18), que
6 K+2
7 log T2 < 0.0161. (5.34)

Nous majorons a présent le terme 7'/(K L). Gréace a (5.22) nous avons la majoration :

T 1 1 1 1 g3 + i)
— < (1+—=——)1++——) | max : + I ,
KL = K+1)< L+1)< {(K+1)2 L+1} (27)2/3c1/ A
ce qui nous donne, en utilisant (5.6), (5.16) et (5.18), la majoration

< 0.475. (5.35)

L
L’inégalité (5.32) découle alors facilement de (5.33), (5.34), (5.35) et (5.15).
[

Nous nous proposons a présent de majorer le terme qui est en facteur de DT dans I’inégalité
(2') ; asavoir & + w(2 + log(107(K + 3)L/(309wT))).

Lemme 5.3. Nous avons la majoration

107(K +3)L

A
A 2wt wl
+w+w0g( 309 T

o) ) < ~vlog E*.

Preuve. Nous commencons par donner une majoration de (K + 3)L /7. D aprés la minoration
(5.23) de T ainsi que (5.16) et (5.18), nous avons

(K+3L _ K+3(K+1(L+1)

T - K+1 T
K 43 Dlog E* (27)*3¢y* (1 + 55)'/?
K+1 A\ (313 + i) g?/?

Dlog E* (K + 3)(1 + 5k5)"/3(27) %3¢y
A (K + 1)31/342/3

Dlog E*
3.404cL3 2282

IN

IN

IN
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Nous déduisons de cette majoration que

A 107(K + 3)L A w
— +2 1 )< =421014+ =1 —wl log D loglog E*
D—l— w+w og( 20007 )_ D+ 0 +3 ogcyp —wlog A +wlog D+ wloglog
log log E*
< (1 ——— ) log E* .
_( +w log L ) og B, (5.36)

grace a la minoration (5.11) de log E*. Cependant nous savons que log E* > 4.84, d’apres
(5.19). 1l s’ensuit que
log log E*
log E*

L’inégalité ci-dessus jointe a (5.36) établit alors le résultat du Lemme 5.3. O

< 0.309.

Nous poursuivons les regroupements de termes dans (2'), et établissons maintenant le résultat
suivant.

Lemme 5.4. Nous avons la majoration

T(A+Dw(2+logw))+w

S090T 5 (R+1)a; + (S +1)ag) <

L+1
& +~Dlog B* 2~
toyPlee i

avec

g(L +1)(a + az)
2

1
(L+1)(K +1)%3 (31/3 + m) :

& = DylogE*K+ g(L+ 1)\/(K + 1)ajas +

392/3(7616121710% E*)1/3
+ 22/3

Preuve. D’aprés le Lemme 5.3 nous pouvons nous ramener a majorer I’expression

(L+1)

DTylog E* + 7 ((R+ Day + (S + 1)ay).

Le Lemme 5.4 découle alors des majorations (5.20), (5.21) et (5.22) de R, S et T..

Posons maintenant



de telle sorte que

%:ﬂK+%@+DX

Afin de vérifier (2) il suffit, d’aprés les Lemmes 5.2 et 5.4, de montrer I’inégalité

DK+ 1)h
wK+n@+nAz—L§;L+¢+Q, (5.37)
avec
Dh 107(K + 3)L
QO = 0Lt 24 D (14100 228 TO)E
(L+1) 3+°"°(+°g 30907 )

L+1
Dlog(L +1 Dylog BE*—— +1log2 + D.
+Dlog(L + 1) + D~ylog K+1—|—0g +

A cet effet nous allons établir les inégalités

DKh
O(K + DL+ DA> =5+ (5.38)

et <0
qui impliquent clairement (5.37).
Majorons en premier lieu I’expression 2. Posons

L+ 1)\
O =—-0(L+1)\+1log2+ D + % + Dlog(cih) +8-107'D,

107(K +3)L
309w T

Les majorations log(L + 1) < log D + log(c1h) + 8 - 10~* et

Dh

QQI—T‘FDWO(l—‘—lOg >+DIOgD

D~log E*(L + 1) < V(L 4+ 1)\ < Y(L+1)A
K +1 - CoQ1a2 - 2700 ’

obtenues grace a (5.1), (5.2), (5.8) et (5.16), impliquent alors 2 < Q; + Q5. Nous majorons a

présent €2, et 2,. De la minoration L+1 > 1350, fournie par (5.18), nous déduisons 6 > 0.249.

Comme 0.249 > 2, laminoration L + 1 > Dc,hA™", obtenue grace a (5.2), implique que
O < ((—0.249 4+ 5 - 10~ ")c h + log 2 + 1.0008 4+ log(c b)) D < 0,

la deniére inégalité étant obtenue gréce aux conditions (5.12) et (5.17).
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Majorons a présent I’expression 2. Utilisant les estimations déja rencontrées dans le
Lemme 5.3, on majore

Dh

1
0 < ==+ Dwp (1+0.22+ %8 %

—l—log)\—i—logD—i-loglogE*) + Dlog D

Dh

log cg

+log A+ log D + loglogE*) .

Or la condition (5.11) implique alors que

1
Oico — log A + log D) w,

log E* > (1.22 +

ce qui entraine que

Dh D 1
" (wo+1)

Qy, < —5 (log E* + log log E™)
Dh D 1
< _7+7(w0+ )vlogE*
< 0,

la derniére majoration provenant de I’hypothése (5.14). La condition (5.37) est donc Vvérifiée si
I’inégalité (5.38) I’est. Minorant L + 1 > ¢; DhA™!, & partir de (5.2), il suffit donc de vérifier

la condition
1 P

> 0.
3¢, (K+1)(L+1A "~

Or par définition de ®, on a

) log E* g g\?
< 1 +
(K+1)(L+1D)X — ch \/coDlog ExA\-1  comin{ay, as} D log B*
3y!/5g% 1 L3
22/30(1]/3 (min{c; DhA=Y, coaras D log E*A=3/2})1/3

Minorant alors dans ¢ le parametre ¢; par 5.1, toujours d’aprés (5.17), nous en déduisons que
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(5.38) est vérifiée si

1 ylogE* 1 1 \/ 2
N I § . -
3¢ ha 8( 51D\ T 51D
_ g _ g
Veo(Dlog EX)A~1 comin{ay, as}Dlog E*A~2
Mg 1 Lgus)
22/3¢t/3 \ (min{5.1DhA"Y, coaras D log E*A~3/2})1/3

(5.39)
Nous supposerons donc dans la suite que (5.39) est vérifiée, ce qui assurera que la condition
(2') est réalisée.

5.4 Minoration de |A|

Nous venons de montrer que les hypothéses (1) et (2) du Théoréme 1.1 étaient vérifiées, la
conclusion de ce théoréeme implique alors la minoration

log [A'| > —20(K + 2)(L + 1)\ (5.40)

Nous voulons maintenant obtenir une minoration de log |A|, plus précisément nous mon-
trons que
log |[A| > —260(1 +2.107°)(K + 2)(L + 1)\ (5.41)

Procédons par I’absurde en supposant
log |A| < —20(1 +2.107°)(K + 2)(L + 1)A. (5.42)

Nous allons maintenant majorer |A’|, afin d’obtenir une contradiction. Pour cela montrons tout

d’abord

log max {% LTS} <2107°0(K +2)(L + 1) (5.42)

D’aprés (5.20) nous avons

1/3.1/3
iR < L(K+1)>\<1 L2y (31/3+ 1 ))

a203/3 0(1)/6 gi/3 TL/3

Il s’ensuit, en utilisant les inégalités (5.8), (5.16) et (5.18), que
LR<O02(L+1)(K+ 1A <O(K+2)(L+1). (5.44)

66



Or d’apreés (5.18) nous avons §( K + 2)(L + 1)\ > 900000, ce qui entraine
LR
log —- < 2.107°0(L + 1)(K + 2)\.
Par symétrie de R et S nous obtenons la méme majoration pour log(LS/2), ce qui établit
(5.43). 1l s’ensuit d’abord que

LR L
log max —R, LS <2107°0(K +2)(L + 1)\,
2b1 " 2by

puis que

LReLRIA/@b1) [ GeLSIAl/(2b2)
2b, ’ 20,

log max{ } <2107°0(K + 2)(L + 1)

Dans cette derniére majoration nous avons négligé le terme provenant de exp(LRA/(2b3)). En
effet d’apres (5.42) et (5.44), joint au fait que (K + 2)(L + 1) > 900000, nous avons
LRA

2

< 450000 499000,

Nous déduisons alors de (5.42) la majoration
log |A'| < 20(K + 2)(L + 1)\,

qui contredit la minoration (5.40).

5.5 Obtention des valeurs numériques des corollaires

Nous allons continuer la spécialisation des paramétres pour obtenir les valeurs numériques
contenues dans les énonceés des Corollaires 1.2, 1.3 et 1.4. Les constantes qui apparaissent dans
ces corollaires proviennent toutes de I’inégalité suivante

1 2 1
log |A] > —5(1 + E)(l + E)(1 +2.107°)coey D*hayay log E* A2, (5.44)
obtenue grace a (5.41), (5.1) et (5.2). Nous remarquons que la minoration de |A| obtenue
en (5.26) est bien meilleure que celle donnée ci-dessus en (5.44), puisque L > 2. Nous ne
considérerons donc, dans les applications numériques, que la minoration (5.44).
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Pour obtenir les corollaires 1.2, 1.3 et 1.4 il nous faut maintenant fixer convenablement les
parametres co, ¢1, E, h, E* eta;, (i = 1, 2), vérifiant les hypotheses (5.7) a (5.17) et la condition
(5.39). L’origine des choix que nous allons effectuer est la suivante. On fixe tout d’abord a4, as,
h et E* tout en gardant libres les parameétres ¢, c; et E (resp. ¢ et ¢;) pour les Corollaires 1.2 et
1.3 (resp. le Corollaire 1.4). Une expérimentation numérique permet ensuite de les déterminer
afin d’obtenir les constantes numériques 9400, 7200 et 8550 aussi petites que nous le pouvons
en regard de la méthode utilisée.

Pour le Corollaire 1.2, on choisit

E=66, =317, ¢ =537, a;=(E+2)Dlogd; (i=1,2),

1.888
log B* = 3.317 + N + 0.946 log D,

D

Un calcul immédiat montre alors que & vérifie les conditions (5.12), (5.13) et (5.14). L’hypothése
(5.15) est quant a elle aisément vérifiée en remarquant

1000 284
h = max {logb + 3.1, ——,498 + o + 142 logD} :

by b

log (—2 + —1) = logb — log(E + 2).
aq a9

De maniere immédiate les conditions (5.8) — (5.11) sont réalisées. La condition (5.7) découle

quant a elle de la majoration

E|log a;| —log |a;| + 2Dh(e;) < Ellog | + 2Dh(ay) < (E+2)Dlog A;, (i =1,2).

Il ne nous reste donc plus qu’a vérifier que (5.39) est réalisée. Pour cela nous remarquons que
a; > 8.6, (i = 1,2), et que log £* > 4.84 d’aprés (5.19). Majorant alors 6= < L. grace a
(5.14) et 7 < oo, grace au choix précédent de h, il suffit alors de substituer, dans (5.39), co,
¢, et E aux choix numériques ci-dessus.

La preuve du Corollaire 1.3 est tout a fait similaire. On peut supposer sans restriction que

log o et log a, sont deux réels > 0. On choisit alors

E =55 ¢ =313, ¢ =538, a; =(E+1)DlogA; (i=1,2),

1.705
log £* = 3.409 + N + 0.946 log D,
1 2
h = max {logb + 3.1, %, 512 + % + 142 logD} .

68



Nous avons cette fois I’égalité

b b
log (—2 + —1) =logb —log(E + 1),

aq a9
qui permet de vérifier (5.15). La condition (5.7) découle cette fois-ci de la majoration
E|log a;| —log|a;| + 2Dh(e;) < (E —1)|log ;| +2Dh(a;) < (E+1)Dlog A;, (i =1,2)

obtenue gréce a la majoration log o; < Dh(«;) < Dlog A; provenant de la définition de A;,
(¢ = 1,2). Les mémes arguments que précédemment menent alors au Corollaire 1.3.
Dans le cadre du Corollaire 1.4, on choisit

co =368, c¢1=5141, a;=3DlogA;, (i=1,2),

Dlog Ay Dlog A
E:1+min{ o8 /1 o8 2}

loga; 7 logas

A A
log E* = max {5, — +0.946 log

D Tog A + 3.965} ,

A 500

La minoration a; > 3\ se traduit par I’hypothése £ < min{AP, AP} tandis que I’on majore
plus finement

D IOg Al D 10g A2
loga, ' logan
S 3D IOg Az = Q;

(E—1)loga; +2Dh(e;) = min { } log a; + 2Dh(ay;)

pour établir (5.7). On vérifie facilement les conditions (5.12), (5.13), (5.14) et (5.15) par le
choix méme de h. Pour vérifier la condition (5.39) il suffit, comme dans les deux cas précédents,
de minorer a; > 3, log E* > 4.84 grace a (5.8) et (5.19), et avec le choix de i de majorer

log E* 1 A 1 H A
= < 155 Bt B < 1pa9¢ Substituant ¢ et ¢; par leurs valeurs nous obtenons le résultat

souhaité.
Les trois corollaires sont ainsi démontrés.

Remarque 1. Lorque D est fixé, les valeurs choisies pour E, g, ¢; ne sont pas nécessairement
optimales. Un étude plus fine peut éventuellement améliorer le résultat des corollaires.
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Remarque 2. La minoration (5.44) permet de justifier a posteriori le choix de V. En effet
V' doit étre solution de I’inéquation quadratique (4.18). Ainsi V' doit étre compris entre les
valeurs V; et V5 (explicitées page 48), qui sont respectivement de la forme x; (K + 2)(L + 1)\
et zo(K + 2)(L + 1)\, Sans perte de généralité on peut donc écrire 1/ sous la forme

V=x(K+2)(L+1)\, avec z; <z < .

La condition (5.39) s’écrit alors, pour E, E*, D, ay, as et h fixés,

1 ~vlog E* x g g
3¢ hey ~ 2 \/co(Dlog EX)A"!  comin{ay, ax}Dlog E*A~?
_3,}/1/392/3 1 N 31/3
22/3¢5/% \ (min{5.1DhA™1, coaras D log E*A~3 /2})1/%
T
= 5 — H(Co).

(5.39')
La minoration de log |A| est ici

2 1
log |A] > —0cico(1 + E)(l + Z)(l +2-107°)D*hayay log E*\ 7.
Pour optimiser cette minoration, en considérant toujours les paramétres £, E*, D, a1, as et h
fixés, il nous faut minimiser le terme xcyc,. Pour cela nous remarquons que la partie de droite
de (5.39') doit étre positive, puisque x, ¢, et ¢; le sont. Il s’ensuit que plus = est grand plus ¢
peut étre choisi petit. Supposons maintenant ¢, fixé, et regardons la fonction

(1  ~logE* x
f<$)_(§+ h >x/2—H'

La fonction f est une homographie en x de déterminant < 0, puisque H (co) est toujours positif.
Elle atteint donc son minimum sur [z, z5] pour x = x5. Il nous faut donc, pour optimiser les
énoncés des corollaires, choisir V' le plus proche possible de V5, et c’est bien ce qui a été fait.

5.6 Appendice numérique.

Cet appendice contient des tables numériques qui complétent les corollaires 1.2, 1.3 et 1.4
du Théoreme 1.1.
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TABLEAU 1

hy | 600 800 1500 2000 2500 3000
E | 655 655 6.6 6.6 6.6 6.6
c | 325 320 311 308 306 304
c | 5378 5.381 5387 5381 5.374 5.368
Cy | 9650 9490 9230 9130 9050 9000

Ce premier tableau correspond au Corollaire 1.2. On donne différents choix de la constante
h, intervenant dans la définition de h :

B hy Iy .
h = max{logb+3.4, o ZlogE } .

Dans tous les cas on a la majoration

1.888
log B* < 3.328 + == +0.946log D.

Pour les valeurs indiquées dans le tableau 1, la minoration du Corollaire 1.2 s’écrit alors

1.
log |A] > —CY4 (3.328 + % + 0.946 log D) D*hlog Ay log As.

On remarque que pour h; > 3000 nous avons L+1 > % et que nous obtenons alors quasiment
la valeur asymptotique de C1, & savoir 8760. En d’autres termes, si I’on remplace h; par une
valeur > 3000, la valeur de la constante C'; ne variera quasiment pas par rapport a celle calculée
pour h; = 3000.

TABLEAU 2

he | 600 800 1500 1750 2000 2100
E | 55 55 555 555 555 555
c | 321 316 308 306 305 304

c | 5383 5.389 5382 5389 5.381 5.399
Cy | 7380 7270 7080 7030 7000 6990

Ce second tableau correspond au Corollaire 1.3. Comme plus haut on donne différents choix
de la constante h, qui intervient dans la définition de A :

ha ha .
h = max{logb+3.4, o ZlogE } .
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Dans tous les cas on peut majorer

1.714
log £* < 3417 + % + 0.946 log D.

La minoration du Corollaire 1.3 s’écrit alors
1.714 .
log |A] > —Cy [ 3.417 + R +0.9461log D | D*hlog A1 log As.

Pour les mémes raisons que précédemment pour hy > 2100 nous obtenons quasiment la valeur
asymptotique de C, & savoir 6800.

Dans le cadre du Corollaire 1.4, on remarque qu’avec les hypothéses (5.8) — (5.17) nous
avons L +1 < % La valeur de la constante ne varie alors quasiment pas dées que h > %.

Nous ne donnons donc pas de tableau dans ce cas-ci.

Remarque. La différence entre les valeurs asymptotiques et celles données dans les tableaux
ci-dessus, découle du fait que si D n’est pas fixé on ne peut utiliser que I’hypothése (5.14), pour
majorer (log E*)/h. Or pour le calcul de la valeur asymptotique, ce dernier rapport est supposé
nul.
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Annexe

Lemme A.1. Soit K un entier > 1. On a la majoration

1 1 (K+1)(K+2) 11 (K4 1)(K+2)

1 — | <(—-—=K log(K) + —K .

s| Il 7y = ( 3 2 os(K) + 33 2
(ko,k1)€EN?

0-
kot+ki<K

Preuve. Pour démontrer ce lemme nous utilisons I’inégalité suivante, provenant de la formule
de Stirling :

Nous obtenons alors :
1 K
log ( H k’_o'> < Z(K + 1 — ko) (—kolog(ko) + ko)
ko+k1<K ko=1

Nous allons maintenant majorer séparément chaque terme de la somme de droite, en utilisant
une formule d’Euler-MacLaurin sous la forme suivante :

E)+f(1) | fE) = Q) [" e, o sin2rne)
ka:o [ sty LEOEI0  SEV T [P 3 snlmn,

n=1

ou f est une fonction de classe C. Nous utiliserons de plus la majoration

Z sm 27ma:
27m

Nous obtenons alors pour les différents termes les inégalités suivantes.

1

2
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Premier terme :

K
> (—(K + 1)ko log ko)
ko=1
K Klog(K) log(K)+1-1
= (K—f—l)(/ xlog(x)dx + og( )+og( )+
2 12
sin(2mnzx) | —1
2
AR SED
Klog(K) log(K) 22 21% 2
< (K+1 |- — _ _ E
= +>( 2 12 log(x) 41+7T2
K3 K1 K3 1 1. K 1 2
< lgK|-—-K— — - — |+ — 4+ K}(-+—=)——— -+ =
= 08 ( 2 12 12>+4jL G -7 15

Deuxiéme terme :

K

> (kg log(ko))

ko=1

K K?log(K) 2Klog(K)+ K —1
= / v? log(x)dw + 02g( )—i— og( 1)2+
1

s1n 27m:c 2
2
/ ( Z 27m ) o

Kzlog(K)+2Klog(K)+K—1+K3log(K) K3 1 2log(K)

= 2 12 39 9
K* K K 2\ K K 1
< logK | —+—F+—-+—= |- —

3 2 "6 73 9 1236

Troisiéme terme :

K+ 1)K
S (K + 1)k :%
ko=1
Quatrieme terme :
K KK +1)/(K+1) -K* K? K
Z(_kQ): ( +)( +): oA A
0 6 3 2 6
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Nous obtenons alors en utilisant toutes les majorations ci-dessus, et aprés simplification, la
majoration de notre somme de départ

1\"™ K3 —K? 5K 2 1
log ( H (k_o') > < log(K) ( s Tt Tt E)
ko+k1 <K

+11K3+3K2 % l_i_z 1 2 1
36 4 6 73

On constate alors que

-K® —-K? 5K 2 1 1 1
= < (KP43K*4+2K)= ——K(K+1)(K+2
6 T2 T ts TS 6< + 3K +2K) 6 (K+1)(K+2)

11K3  3K? 1 2 1 2 1 11
b K[+ S )+ S = < KK+ 1)(K +2
36 4 (6+7r3) 1t g S gl DK +2)
ce qui clot la démonstration de ce lemme.
]

Le résultat suivant est le Lemme 4 de [9] dont I’énoncé a été modifié pour permettre une
utilisation directe de celui-ci. En particulier la variable 7" ne joue aucun réle dans ce lemme
mais est présente par commodité lors de son application.

Lemme A.2. Soient K, L, R, S, T des entiers > 0. On suppose que (R+ 1)(S+ 1)(T"+1) >
N:=(K+1)(K+2)(L+1)/2. Posonsl, =[(v—1)/((K+1)(K +2)/2)],(1<v <N).
Pour chaque suite d’entiers (ry,... ,ry) compris entre 0 et R, et telle qu’aucun entier ne soit
répété plus de (S + 1)(7" + 1) fois dans la suite, on a I’encadrement

N
M—-G<Y lr, <M+G,

v=1
ou

Lir+ -+ ry)
2

M=

7 G:N(L+1)(R+1) (1 N >

2 4 R2R+1D(S+1)(T+1)

Preuve. Voir le Lemme 4 de [9], en remplacant K par (K + 1)(K + 2)/2, L par L + 1, R par
R+ 1letSpar(S+1)(T+1). O
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Lemme A.3. Soit N un entier > 1 et R, S, T des entiers > 0, vérifiant (R + 1)(S + 1)(T +
1) > N. Soit (t1,...,tyx) une suite d’entiers, telle qu’aucun entier ne soit répété plus de
(R + 1)(S + 1) fois. Nous avons alors

>t <NT - 2(R+Jl\;(5+1) +2T(R+1)(S+1)—%

=1

Preuve. Puisque les ¢; ne prennent pas plus de (R + 1)(S + 1) fois la méme valeur nous avons

Zti < (R+1)(S+ 1)i(T—j),

ou « est défini comme le quotient dans la division euclidienne de N par (R + 1)(S +1). Ona
de maniére évidente ¢ < —2Y_—— < ¢+ 1 etdonc

(R+1)(S+1)
Zti < (R+1)(S+1) ((G-I—Q)T— W)

< NT+2(R+1)(S+1)T

C(R+D(S+1) ( N )2+ N
2 (R+1)(S+1) (R+1)(S+1)

N2
2R+ 1(S+1)

+2T(R+1)(S+1) — g

VAN

NT

Le lemme suivant est un cas particulier du Lemme 7.3 de [31].

Lemme A.4. Soit K un entier > 0, soit une famille de couples (kg , #1.i)ics d’entiers > 0 et
deux & deux distincts. Notons |7| le cardinal de /. On a alors la minoration

I (I +1 K
2ot ma) 2 5 g g )

el

Preuve. On supposera sans restriction que || > (KJZ), sans quoi le terme de droite de I’inégalité

est < 0.
La plus petite valeur pour la somme des x(; + 1, est atteinte quand nous prenons succes-
sivement, pour chaque entier a = 0, 1, .. ., tous les points de I’ensemble

¢, = {(wo, 1) € N 21 < K etwg+ 21 = a},
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et en nous arrétant quand le nombre total des points atteint | 7|. Pour « > K le nombre de points
dans &, est K + 1 (une fois x; choisi il y a exactement une valeur pour x,). Pour a < K le
nombre de points dans &, est a + 1 ( nous oublions juste la condition concernant K), il s’ensuit
que le nombre de points que nous avons, en faisant varier a entre 0 et, disons, A (avec A > K),

est
K—1

K
(A—K+DU(+U+§2@+D:4A—K+1+5MK+D.
a=0
De plus, si A est tel que la quantité ci-dessus est au plus | 7], alors

A
> (koi+ 1) > Y (K +1)a= %(K +1)(A— K+ 1)(A+K).

el a=K

Nous choisissons pour A la plus grande valeur pour laquelle la condition requise
K
M—K+1+§XK+USW

est satisfaite, a savoir

Alors K
(A—K+EAQNK+nZL+L

Nous utilisons cette derniére inégalité deux fois : d’une part nous en déduisons

Il+1 K
A-K+1>—— — — —
e K+1 2
D’autre part, puisque, pour K > 1, nous avons
K 1
2K — — =2 >0
2 Tx +1 =7
dont nous déduisons it
A+ K> ——.
TSR

Nous avons alors

|| 1 /|11 +1 K
Z(m,i—km,z')Z?(A—K—i—l)Z -5 1)

Ceci complete la preuve du Lemme A.4.
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RESUME :

Les minorations de combinaison linéaire, a coefficients entiers, de logarithmes de
nombres algébriques constituent un outil important dans la résolution effective de
certaines classes d’équations diophantiennes. Le cas particulier de deux logarithmes
est a cet égard particulierement utile. Nous utilisons ici, pour I’obtention de ces mi-
norations, la méthode dite de Schneider avec multiplicité. La démonstration repose
sur I’utilisation des déterminants d’interpo-lation et d’un lemme de zéros approprié
a ce cadre. Un point important est I’élaboration d’un lemme de zéros, dont la preuve
reprend la construction originelle de D.W. Masser, qui se révéle, dans le cadre de
la méthode utilisée ici, plus efficace que les résultats généraux précédemment em-
ployés. Nous utilisons ensuite une méthode d’encadrement standard, utilisant une
inégalité de Liouville et un lemme de Schwarz, pour obtenir une inégalité fonda-
mentale faisant intervenir de nombreux paramétres arbitraires qui permettent une
grande flexibilité. Nous déduisons de cette derniére une liste de minorations totale-
ment explicites.

TITLE : Explicit lower bounds for linear forms in two logarithms

ABSTRACT :

The lower bounds for linear combinations with integer coefficients of algebraic
number of logarithms are important tools in towards the effective resolution of some
diophantine equation classes. On this context the particular case of two logarithms
is especially useful. To obtain such lower bounds we use here the so-called Schnei-
der’s method with multiplicity. The proof is based on the use of interpolation de-
terminants and on a multiplicity estimate. Our multiplicity estimate, whose proof
is reminiscent of the original method due to D.W. Masser, appears, in our case, to
be more efficient than the general statements previously employed. We use a stan-
dard method to obtain a lower and an upper bound for some non zero determinant
that enables us to obtain a fondamental inequality containing many arbitrary pa-
rameters. We can deduce from this last inequality a list of lower bounds which are
totally explicit for linear forms of logarithms.

Mots clés : Théorie des Nombres, formes linéaires de logarithmes, lemme de zéros.




