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attribuépar la bibliothèque
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3.3.5 Configurationderéférence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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4.2.3 Etatneutredela loi decomportementmacroscopique. . . . . . . . . . 159
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4.3.1 Linéarisationparrapportauxdéplacements. . . . . . . . . . . . . . . 164
4.3.2 Equationsd’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
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Cadre du travail

Cetravail derecherchepluridisciplinaireentredansle cadredu projetMathématiquespour
ADéMo (Acquisition et Décisionconduitespar le Modèle) de la région Rhône-Alpeset de
l’A CI “Modélisationmath́ematique,mécaniqueet numériquedu myocarde”,sousla direction
de Denis Caillerie (laboratoire3S) et Annie Raoult (laboratoireLMC). Il est réaliśe en col-
laborationavec l’ équipeRFMQ (ReconnaissancedesFormeset MicroscopieQuantitative) du
laboratoireTIMC et l’unit é fonctionnelleBiologie du Développementet GéńetiqueClinique
du CHU de Grenoble(Pierre-SimonJouk,Yves Ussonet GabrielleMichalowicz) ainsi que
l’ équipedegéoḿetriedu laboratoireLMC (Luc Biard et NicolasSzafran).

Le pointdedépartétaitla recherched’unemeilleureconnaissancedel’architecturefibreuse
du myocarde.Plusieursmod̀elesde la structuremyocardiqueont ét́e propośesdurantlescent
dernìeresanńees: mod̀elesen rubans,mod̀elesen trois couches...Le mod̀ele le plus complet
estcelui deStreeter(1979)qui proposeuneorganisationdesfibresengéod́esiquesdesurfaces
embôıtées.

La premìerepartiedenotretravail étaitconsacŕeeàunevérificationpartielledecetteconjec-
ture et à reconstruireles fibreset les surfacessur lesquellescourentles fibres.En effet, nous
disposonsdedonńeesexpérimentalessur l’orientationdesfibresobtenuespar l’ équipeRFMQ
grâceàunetechniquedemicroscopiequantitativeenlumièrepolariśee.

Dansla partiemécanique,nousavonsétabli unenouvelle loi de comportementmacrosco-
pique du myocardepar une techniqued’homoǵeńeisationdiscr̀ete à partir de la description
microscopiquede l’arrangementdescellulescardiaqueset de leur comportementmécanique
individuel. Cette loi de comportementprenden comptela structurefibreuse.De plus, nous
avonsutilisé notretechniqued’homoǵeńeisationpour mod́eliser le comportementmécanique
desnanotubesdecarbone.

Mots clés: myocarde,fibre, géod́esique,surface,loi decomportement,́elasticit́e nonlinéaire,
grandesdéformations,homoǵeńeisationdiscr̀ete, treillis quasiṕeriodique,nanotubesde car-
bone.
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Intr oduction générale

Chaqueanńee,il nâıt enFrance,6500à8000enfantsatteintsparunemalformationducœur.
La plupartdecescardiopathiesconǵenitalessontmaintenantcurables.Cependant,dans20 %
descas,les solutionsthérapeutiquesconduisent̀a desrésultatstrèsvariables.Presquetoutes
les formesde cardiopathiesaltèrentla topographieventriculaire,et ceschangementsdansla
configurationventriculairepeuventproduiredesdysfonctionnementsdansle cycle cardiaque.
Le comportementmécaniquedumyocardeestfortementli é à sonarchitecturefibreusequ’il est
indispensabledeprendreencomptedanstoutemod́elisationmécaniqueounumériqueducœur.
Une descriptionde l’organisationgéoḿetriquedesfibres myocardiqueset une mod́elisation
mécaniquedu myocardedevraientpermettredemieuxenappŕehenderle fonctionnementet les
dysfonctionnements,en particulier, les anomaliesde croissancemenantà desmalformations.
Deplus,ellespourraientapporterdesvaleursprédictivesdeperformanceventriculaire.

Le point dedépartestla recherched’unemeilleureconnaissancede l’architecturefibreuse
du myocarde.Le myocardeestun muscledifférentdesmusclessquelettiques.D’une part, il
n’estattach́e àaucunos,d’autrepart,lesfibresn’y sontpasaussiclairementidentifiables.Leur
dispositiontrèsparticulìereesteneffet difficile à obtenirpar les techniquesclassiquesdedis-
sectionou depelagequi consistent̀a arracherlesfibrespourfaireapparâıtre leur organisation.
Cestechniquesne sontpasfiablescar le gestechirurgical induit la direction à priori incon-
nue.L’ équipeRFMQavecqui nouscollaboronsa l’exclusivitéd’unetechniquedemicroscopie
quantitativeenlumièrepolariśeequi fournit l’orientationdesfibresdecœursfœtaux,Jouketal.
[46], Jouket al. [47].

Plusieursmod̀elesde la structuremyocardiqueont ét́e propośesdurantles centdernìeres
anńees: Krehl [50], Robbet Robb[75], Torrent-Guasp[93], Streeter[85], Chadwick[20], Le
Griceet al. [53], Jouket al. [46] ... Le mod̀elele pluscompletestcelui deStreeter[85], qui re-
prend88ansplustarddesobservationsdeKrehl (1891),etqui propose,en1979,pourlesfibres
du ventriculegaucheuneorganisationengéod́esiquesdesurfacestoröıdalesembôıtéesdont il
vérifie expérimentalementla validité sur la partie libre équatorialedu ventricule.Notonsque
l’hypothèsegéod́esiquea ét́e étudíeed’un point devue théoriqueparPeskinqui a examińe sa
validité surdesmod̀elessimplifiésdeslois decomportement.Cetteinformationsurl’organisa-
tion géoḿetriquedesfibrespourraitpermettred’améliorernosconnaissancessurlespropríet́es
biomécaniqueset la propagationdel’activationélectriquedansle myocarde.

3



INTRODUCTION 4

La premìerepartiedenotretravail aét́econsacŕeeàunevérificationpartielledecetteconjec-
ture.En effet, nousdisposonsdedonńeesexpérimentalessur l’orientationdesfibresobtenues
parJouketal. [47]. Nousavonspu,aumoinssurle ventriculegauchegrâceàuncritèrequanti-
tatif simplesurlesgéod́esiquesdessurfacesderévolution,vérifier la cöıncidenceentrenappes
de fibreset nappesde géod́esiques.De plus,nousavonsdévelopṕe un algorithmede suivi de
fibresquenousavonsgéńeraliśe enun algorithmedereconstructiondesurfaces.Un travail en
coursdedéveloppementestdestińe à validerunedescriptionsimilairepourle ventriculedroit.

D’un point de vue mécanique,l’expérimentationest difficile et le processusd’activation
rajouteune complexité à la mod́elisation.Plusieurslois de comportementdu myocardeont
ét́e propośees.Les premiersmod̀elesdu myocardeétaienttrès simples,les étudesétaientli-
mitéesà trouver dessolutionsanalytiques̀a desprobl̀emessimplifiésoù le VG étaitmod́elisé
parun cylindre ou unesph̀ereet où le musclecardiaquéetait suppośe avoir un comportement
linéaire, élastique,isotropeet homog̀ene (Gould et al. [35], Sandleret Dodge [80], Wong
et Rautoharju[100]). Grâce à desnouvelles donńeesphysiologiqueset observationsanato-
miques(Chadwick[20], Jouk et al. [46], Jouk et al. [47], Le Grice et al. [52], Le Grice et
al. [53], Sanchez-Quintanaet al. [79], Streeteret al. [84], Streeter[85]), unenouvelleclassede
mod́elisationestapparue,celledesmod̀elesanisotropesprenantencomptela structurefibreuse
et l’h ét́eroǵeńeité du muscle.Lespremierstravauxétaientdansle cadrede l’ élasticit́e linéaire
enpetitesdéformations(Chadwick[20], OhayonetChadwick[69]). Desmod̀elesnonlinéaires
tenantcomptedela structurefibreuseetdel’anisotropieontét́eensuitedévelopṕesdansle cadre
degrandesdéformations(voir parexempleBogen[9], Fung[33], Hunteretal. [43], McCulloch
[60], Smaill et Hunter[83]). Parmi les nouvelleslois de comportementdu myocardeon peut
distinguerdeuxclasses: les lois de comportementisotropestransverses(Cai [16], Humphrey
et al. [41], Lin et Yin [57], Taberet Perucchio[90]), et les lois de comportementorthotropes
(Nashet Hunter[63], Usyk et al. [97]). La plupartde ceslois de comportementreposesur le
postulatquele tenseurdecontraintesdeCauchyσ estla sommeσ ��� pI

�
Tτ � τ � σP d’un

tenseurdecontraintesactivesTτ � τ où τ désignele vecteurunitairedirecteurdela fibreetT est
la tensionactive,d’un tenseurdecontraintespassivesσP, etd’un termedû à l’incompressibilit́e.

Nousproposonsdesuivreuneapprochedifférenteetnousenvisageonsdeconstruireuneloi
decomportementmacroscopiquedumyocardèapartirdemod̀elesmécaniquesmicroscopiques.
Nousdésignonspar échellemicroscopiquel’ échelled’unecellulecardiaque.Lescellulescar-
diaques,oucardiomyocytes,sontdespetitesstructurescylindriquesde60-100µm delongueur.
Elles sontattach́eesbout à bout par desanastomosesqui formentdesjonctionsen Y ou en I
et fournissentlesfibresmyocardiques.Notremod́elisationestbaśeesur la petitessedu rapport
dela longueurd’un cardiomyocyte sur la taille du myocarde,et sur l’arrangementréṕetitif des
cardiomyocytes.Unetelle proćedureappartientaudomainedestechniquesd’homoǵeńeisation
dontunedescriptiongéńeralepeutêtretrouvéedansBensoussanet al. [5], Cioranescuet Saint
JeanPaulin[23], Sanchez-Palencia[78]. Cettetechniquepermetderemplacerunmod̀elediscret
del’ équilibredu myocardequi devrait entouterigueurprendreencomptesépaŕementtousles
cardiomyocytesparun mod̀eledemilieu continu.Notonsqued’un point devueexpérimental
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desdonńeesmécaniquessurdescellulesisoléessontaujourd’huidisponibles,voir parexemple
Zile et al. [111], Zile et al. [112]. Les méthodesd’homoǵeńeisationont ét́e appliqúeesà plu-
sieursprobl̀emesphysiques,commeles mat́eriaux compositeset les treillis. Plusieurstech-
niquespourdémontrerdesrésultatsdeconvergenceont ét́eaussidévelopṕees.Dansnotreétude
noussuivonsuneapproched’homoǵeńeisationdiscr̀etedévelopṕeedansTollenaereetCaillerie
[92], et dansMoreauet Caillerie[61]. Cetteapprocheestbienadapt́eeauxstructuresdiscr̀etes.
MentionnonsqueBriane[15] était le premier, à notreconnaissance,qui autilisé lestechniques
d’homoǵeńeisationpourmod́eliserle tissucardiaque.Danssontravail, l’ échellemicroscopique
étaitcelled’unefibre,etsoncadreétait l’ élasticit́e linéaire.

Commenotretechniqued’homoǵeńeisationconsistèaremplaceruntreillis discretdebarres
élastiquespar un mod̀ele de milieu continu,on constateque cetteméthodepeut s’appliquer
auxnanotubesdecarbone.Cesontdesmacro-moĺeculesdecarboneauxpropríet́esphysiques
remarquables,qui peuventêtrevuescommeunefeuille degraphiteenrouĺeesurelle-mêmeen
un cylindre fermé parunedemi-sph̀ereà chaqueextrémit́e.Unefeuille degraphiteestformée
d’atomesdecarboneli éspardesliaisonsatomiquesdelongueur0.14nmenun réseauhexago-
nal.

A causede leur taille de quelquesnanom̀etres,unemesuredirectedespropríet́esdesna-
notubesdecarboneestextrêmementdifficile. Unemod́elisationmécaniqueestdoncessentielle
et danscettedirection,repŕesenterun nanotubede carbonepar un mod̀ele de milieu continu
apparâıt êtreuneapprocheviable.Nousmod́elisonsle réseaude lisaisonsdecarbonedansles
feuilles de graphitepar un treillis bidimensionnelpériodiquede barresélastiquesli éesentre
ellesparleursextrémit́esatomiques.Lesinteractionscarbone-carbonesontmod́eliséespardes
tensionśelastiqueset la variationangulaireentredeuxliaisonspartageantla mêmeextrémit́eest
mod́eliséepardesmoments.Dansle casparticulierdespetitsdéplacements,nousobtenonsla
solutionanalytiqueainsiquelesexpressionsdumoduled’Younget ducoefficientdePoisson.





Chapitr e 1

Physiologiedu cœurhumain

1.1 Anatomie-Histologie

1.1.1 Mor phologiecardiaque

Le cœurestun muscleactif formé de deuxpartiesprincipales,le cœurgaucheet le cœur
droit, sépaŕeespar un mur musculaire,le septum.Chaquepartiecontientuneoreilletteet un
ventricule.Le ventriculegaucheestplusépaisquele ventriculedroit.Le sang,venantdesveines
cavessuṕerieureetinférieure,entredansl’oreillette droite,puisdansle ventriculedroit à travers
la valvetricuspide,il estensuitepropulśedansl’artèrepulmonairèa traversla valvepulmonaire
pouraller s’oxygénerau contactdespoumons.Le sang,richeen oxygène,estconduitpar les
veinespulmonairesjusqu’̀a l’oreillette gauche.Il passedansla valve mitraleet atteintainsi le
ventriculegauche.Enfin, le sangestrejet́edansl’aorte à traversla valveaortiquepourapporter
lesnutrimentsauxcellulesdesorganesducorps.Lesvalvesmitraleet tricuspidesontrattach́ees
à la paroiventriculairepardespiliersmusculaires.Voir Figure1.1.

La paroi descavités internesdesventriculesest recouvertepar un tissuqui s’appellel’endo-
carde.La paroiexterneestrecouverteparunemembranetissulaire,l’ épicarde,et finalementle
cœurestcontenudansunsacfibreux,le péricarde,permettantaumyocardederésisterauxaug-
mentationsrapidesdetaille du musclecardiaque.Dansle cœurgaucheil n’y a pasdemuscles
entrela valvemitraleet la valveaortique,cesdeuxvalvessontsépaŕeespardu tissuconjonctif.
Par contredansle cœurdroit, la valve tricuspideet la valve pulmonairesontsépaŕeesparune
régionmusculaireappeĺeela crêtesupraventriculaire.

Le ventriculegauchea une forme géoḿetriquerelativementsimple,proched’une partie
d’ellipsöıde. On consid̀ere qu’il a une forme de révolution. Le ventriculedroit a une forme
géoḿetriquepluscompliqúee,il ressemblèaun tubeenU collé auventriculegauche.

7



CHAPITRE1. PHYSIOLOGIEDU CŒURHUMAIN 8

FIG. 1.1– Dessindu cœurfaisantapparâıtre lesquatrecavités,lesquatrevalveset l’ épaisseur.

1.1.2 Description à l’ échellemicroscopique

Lescellulesmyocardiques,ou cardiomyocytes,sontcylindriqueset trèspetites,10-20µm
dediamètreet60-100µm delongueur. Chaquecardiomyocyteestformépardesunitéscontrac-
tiles, les sarcom̀eres(1,6-2,5µm de longueur)qui sontles élémentsbasiquesresponsablesde
la contractioncardiaque.La structured’un sarcom̀ereconsisteenun arrangementparall̀elede
filamentsd’actineet de myosine,Figure1.2.Un sarcom̀eresedécomposeenunestrieZ, une
demi-bandeI, unebandeA qui contientunezoneH, unedemi-bandeI et unestrieZ. La bande
A estsombre,biréfringenteet compośeedefilamentsmincesd’actineet defilamentsépaisde
myosine.La zoneH estégalementsombre,biréfringenteet contientdela myosine.La bandeI
estclaire,monoŕefringenteetcontientdel’actine.

Lesmyofilamentssontcapablesdeproduireuneforcedansla directionparall̀eleà leur lon-
gueur. L’ énergie chimiquepour la géńerationde force est contr̂olée par la concentrationdu
calcium,[Ca2� ]. La libérationdecalciumCa2� estactivéepar l’excitation électriquedescel-
lulesmyocardiques.Le calciumagit sur lessarcom̀eresafin de formerdes“ponts” d’actineet
demyosine,et produit le glissemententrecesmyofilamentscequi conduità la contraction.

Lescardiomyocytessontattach́esboutàboutpardesanastomosesqui formentdesjonctions
enY ouenI. Localementunedirectionprivil égíeepeutêtredétermińee,la directiondela fibre.
De plus,on observequesurunepartiedeleur parcours,desfibresvoisinesrestentparall̀eleset
formentunemêmecouche,voir plus loin. Pourlesmusclespapillairesqui relient lesvalvesà
la surfaceendocardique,la déterminationdesdirectionsprincipalesdesfibresneposeaucune
difficulté, lesfibressonttoutesparall̀eleslesunesauxautres.Parcontre,lesfibresduventricule
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ActineMyosine

Z Z
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H

IA

FIG. 1.2 – Structured’un sarcom̀ere: lessegmentsverticauxengrassontlesstriesZ séparant
deuxsarcom̀eres,lessegmentshorizontauxcorrespondentauxfilamentsdemyosineengraset
auxfilamentsd’actine.

gauchesuiventdestrajectoiresqui sontcirculairesou presquecirculairesauniveauéquatorial
du milieu de l’ épaisseuret ellesdeviennentprogressivementinclinéeslorsquel’on sedéplace
versl’ épicardeou l’endocardeavecdesorientationsoppośees,Figure1.3.

Les fibresmyocardiquesbaignentdansunematriceextracellulairede collag̀eneet d’élas-
tinequi lesprot̀eged’élongationsexcessiveset sertà transf́ererla forceactive à traversle tissu,
Figure1.4.

FIG. 1.3– A gauche,descoupesobtenuesauniveauéquatorialedela partielibre du ventricule
gauche,de l’ épicarde(a) à l’endocarde(e), (Younget al. [104]). A droite,un dessinmontrant
l’organisationdesfibresduventriculegaucheensurfacesembôıtéeset leurorientation,(Feneis
[31]).
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FIG. 1.4 – Un cardiomyocyte entouŕe et connect́e à d’autrescardiomyocytespardesfibresde
collag̀ene(Robinsonet al. [76]).

1.1.3 Orientation desfibr es

Plusieurśetudesont ét́e consacŕeesà décrirel’organisationgéoḿetriquedesfibresmyocar-
diques,Krehl [50], Robbet Robb[75], Torrent-Guasp[93], Feneis[31], Robinsonet al. [76],
Streeteretal. [84], Streeter[85], Chadwick[20], Le Griceet al. [53], Jouket al. [46]. Leslimi-
tationsdesmod̀elesbaśessurla techniquededissectionont ét́eprouv́eesrécemment.

Krehl (1891)[50] estle premieràavoir observerquelesfibresduventriculegaucheforment
desspires: unemêmefibreestsous-́epicardiquesurunepartiedesonparcoursetsous-endocardique
sur une autre partie. Elle passede l’ épicardeà l’endocardepar l’apex et de l’endocardeà
l’ épicardeau niveaude l’orifice mitro-aortique.L’apex doit êtrecompriscommeun point de
passagede fibres,mais non commeun orifice biologique.Cettedescriptiona ét́e validéeet
préciśee 88 ansplus tard par Streeter(1979) [84] qui a introduit un mod̀ele topologiquedu
ventriculegaucheoù les fibrescourentcommedesgéod́esiquessur un ensemblede surfaces
toröıdalesembôıtées,c’est-̀a-direqu’ellessuiventdespluscourtschemins.Le mod̀eledeStree-
tera ét́e étenduparSanchez-Quintanaetal. [79] qui ontconsid́eŕequelesfibresétaientranǵees
entrois couches: superficielle(sous-́epicardique),moyenne,et profonde(sous-endocardique).
Les couchessuperficielleet profondesont présentesdansles deux ventriculestandisque la
couchemoyenneesttrouvéeseulementdansle ventriculegaucheetelle estconstitúeedefibres
circulaires.La distinctionentreles trois coucheśetait baśeesur le changementprogressifdes
directionsdesfibres.



11 1.2. CONTRACTION MUSCULAIRE

LesnouvellesmesuresobtenuesparLe Griceetal. [53] sontcoh́erentesaveccellesdeStree-
ter, maiscettefois-ci unedescriptionglobalede la microstructurecardiaqueestpropośee.En
effet, leursétudesontmontŕequecroisantl’organisationencouchesdéjà évoqúee,il existeune
structureen feuilles,voir Figure1.5.Cesfeuillesont en moyennequatrecellulesd’épaisseur,
les feuilles voisinessont li éesles unesaux autreset ellessontentouŕeespar unematricede
collag̀ene.La natureet l’arrangementdesbranchementsvarientselonla positiondansle muscle
cardiaque.L’orientationdesfeuillesestengéńeralperpendiculaireauxsurfacesventriculaires.
Cettestructurelaminairefait apparâıtredesespacesentrelesdifférentescouchesetparsuitedes
plansdeclivagepeuventêtreobserv́es.

FIG. 1.5– ModèledeLe Griceet al. [53].

Plus récemment,Jouket al. [47] ont étendule mod̀ele de Streeterà l’ensembledu myo-
cardeselonla repŕesentationsuivante,Figure1.6. Ils ont parailleursdévelopṕe unetechnique
sophistiqúeedemesuredel’orientationdesfibresquenousdécrivonsenAnnexeA.

1.2 Contraction musculaire

Lesquatrepompescardiaques(deuxoreillettesetdeuxventricules)sedilatentetsecontractent
defaçonsynchronequandle cœurbat.La mêmequantit́edusangpassedanschaqueventricule
pendantla contraction.Pourplusdedétails,voir Katz [48] et Swynghedauw[87].
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FIG. 1.6– ModèledeJouket al. [47].

1.2.1 Préchargeet postcharge

Deux conceptstrès importantsinterviennentdansle mécanismedu musclecardiaque,on
parlede la précharge et la postcharge.La précharge peut êtrevue commeun poidsétirant le
muscleavantqu’il soitstimulépoursecontracter. Lapostchargejouele rôled’unpoidsaccroch́e
aumusclesansinfluencersonétirement(parexemple,l’on imagineun poidssupport́e parune
table,voir Figure1.7), et il n’entreen jeu qu’apr̀esquele musclecommencèa secontracter.
Pour le musclecardiaque,le retourveineuxpendantla diastoleconstituela précharge parce
qu’il dilate les ventriculesen étatde reposélectrique,tandisque le sangsouspressiondans
les grandsvaisseaux(l’aorte et l’artèrepulmonaire)repŕesentela postcharge qui n’intervient
qu’apr̀esqueles ventriculesdéveloppentunepressionsignificative pour la contractionet que
lesvalvesaortiqueet pulmonairesoientouvertes,cequi fait doncquela postcharges’opposèa
l’ éjectiondu sangparlesventricules.

1.2.2 La courbecharge-vitesse

Aprèsêtrepréétiré àunecertainelongueurL (longueurinitiale impośeequipeutêtreobtenue
enaccrochantunepréchargeà un échantillondu muscleà l’ étatpassif),unechargeP jouantle
rôle d’une postcharge estaccroch́ee à un échantillondu musclequi estensuitestimulé élec-
triquement.L’ échantillonsecontractedoncavecunecertainevitessequ’onmesureaudébut de
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FIG. 1.7 – Différenceentrepréchargeet postcharge.La préchargeallongele muscleaurepos,
alorsquela postcharge estsupport́eede façon qu’elle n’est pasressentiepar le muscleavant
qu’il secontracte(Katz [48]).

la contraction.Plusla postchargeestélevée,plusla vitessederaccourcissementestlente.A la
limite, pourunechargeP0 importantele musclenesecontracteraplus.En revanchela vitesse
de raccourcissementseramaximalepour une charge presquenulle. Ceci fait que la courbe
charge-vitessederaccourcissementauneformehyperbolique,voir Figure1.8.Hill a pu établir
à partir d’expériencesl’expressionreliant la chargeP et la vitessederaccourcissementv, d’où
la fameuséequationdite l’ équationdeHill [40] :�

P
�

a� � v � b� � � P0
�

a� b � (1.1)

où a estuneconstantecaract́eristiquedu musclequi définit la quantit́e dechaleurlibéŕeepour
chaquecentim̀etrederaccourcissement,b estuneconstantedeproportionnalit́e.

En prenantP � 0 dansl’ équationde Hill on obtientVmax
� b

aP0 qui estun param̀etretrès
important,caract́eristiqued’un muscledonńe, car il est indépendantde la charge P. En effet,
pouruneautrelongueurinitiale, c’est-̀a-direpouruneautreprécharge,etenstimulantle muscle
électriquement,onretrouvelamêmevaleurVmax, Katz[48]. Donc,pourunmuscledonńe,toutes
lescourbescharge-vitessepourdelongueursinitialesdifférentesserecoupentaumêmeendroit
surl’axedesvitesses,voir Figure1.8.

La vitesseVmax dépendde capacit́es intrinsèques,géńetiquementdétermińeesdu muscle.
Elle dépendausside la vitesseà laquellelesmouvementsintracellulairesdu calciumsontef-
fectúes.Onpeutlamodifierpardesagentsinotropes,commelescat́echolaminesouladigitaline,
qui agissentsurla transitionintracellulaireencalcium.

1.2.3 Lescourbeslongueur-tension

Commetouteautrestructureélastique,en l’ étirantà l’ étatpassif,le muscledéveloppeune
tensionqu’on appelletensionpassive.La courbelongueur-tensionpassivemetenévidenceles
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charge

FIG. 1.8– La courbecharge-vitesseconstruitepourdifférenteslongueursinitialesobtenuesen
préétirantla fibre àdeslongueurscroissantesL1 � L2 � L3 (Swynghedauw[87]).

propríet́espassivesdumuscle.La différenceentrelestissusmusculaireset lestissusindustriels
élastiquesrésidedansla forme de la courbelongueur-tension.Pour les tissusmusculairesla
tensioncrôıt de façon exponentielleavec la longueur, alors quedansla plupartdesmod̀eles
élastiquesclassiqueselle estpolynomiale,voir Figure1.9 à gauche.La rigidité tissulaired’un
muscledépenddesatextureet entoutpremierlieu desaconcentrationencollag̀ene.

Tension passive

muscle squelettique

Longueur en % Lmax

Lmax

myocarde

muscle squelettique

myocarde

Lmax

Tension active

Longueur en % Lmax

FIG. 1.9 – Les courbeslongueur-tensionpassive à gaucheet longueur-tensionactive à droite
pourlesmusclessquelettiqueet cardiaque(Swynghedauw[87]).

Pourune longueurinitiale obtenueen lui accrochantunecertaineprécharge, et en le sti-
mulant électriquement,le musclesecontracteet développeunecertainetensiondite tension
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active. Plusle muscleestétiré avantstimulation,plus la tensiondévelopṕeeapr̀esstimulation
estgrande.

Les courbeslongueur-tensionactive obtenuessontdanslescasdesmuclessquelettiqueet
cardiaquedifférentes.Dansle casdu musclesquelettique,la courbelongueur-tensionactive
a une forme de cloche,la tensionestmaximalepour une longueurintermédiairedu muscle,
not́eeLmax. La relationlongueur-tensionactive du musclepapillaireestparticulìereet diffère
decelledu muscled’origine squelettique.Elle esteneffet beaucouppluspentue,et sursapor-
tion ascendantela tensioncrôıt beaucoupplus rapidementquece n’est le casdansle muscle
squelettique.Cettepropríet́e permetau myocardede semettreen tension,de développerune
tensionmaximaletrèsrapidementpourdeschangementsrelativementmineursdelongueurini-
tiale,voir Figure1.9 à droite.Unelongueuroptimaledu sarcom̀erede2,2µm environ apparâıt
quandla forcedévelopṕeeestmaximale,c’estla positionoù la superpositiondesmyofilaments
estmaximale.La relation longueur-tensiondu sarcom̀ere joue un rôle très importantdansla
régularisationde la géńerationde force par le musclecardiaque.La longueurdessarcom̀eres
estdétermińeepar la précharge qui elle aussiestinfluenćeepar le volumedu sangretournant
pendantla diastoleet celui restantdanslesventriculesapr̀esla systolepréćedente.Cecipermet
à la relationlongueur-tensiondejouerunrôlemajeurenajustantl’abilit éducœurdecompenser
leschangementsdu retourveineuxet du volumerésidueldu sanget d’équilibrerle volumedu
sangsortantdesdeuxventricules.

1.3 La pompecardiaque

1.3.1 Cyclecardiaque

Pendantle cyclecardiaqueondistinguequatrephasesprincipales: remplissage,contraction
isovolumique,éjectionet relaxationisovolumique.A la fin du remplissage,la télédiastole,les
deuxventriculessontremplisdesang,lesquatrevalves(mitrale,aortique,tricuspideet pulmo-
naire)sontfermées.A cet instantet apr̀essonpassagèa traversle nœudauriculo-ventriculaire,
l’onde électriquearrive aux branchesdu tissu de conductiondansla partie ventriculaireet
la contractiondesventriculesse déclencheavec les valves fermées,donc à volume de sang
constant,d’où le nomdecontractionisovolumique(presque50msecdansle cœuradulte).Pen-
dantcettephasela pressiondansla cavité ventriculairegauche(resp.droite)augmentejusqu’̀a
cequ’elleatteignela pressiondel’aorte(resp.la pressiondel’artèrepulmonaire),cequi conduit
à l’ouverturede la valve aortique(resp.pulmonaire)et le sangestainsi propulśe dansl’aorte
(resp.l’artèrepulmonaire),on parledoncde la phased’éjection.Les deuxvalvesseferment
environ 300msecapr̀esleurouverture,onestaumaximumd’activation,la télésystole.Comme
la pressiondansl’artère pulmonaireest plus petite quecelle de l’aorte, la valve pulmonaire
s’ouvreenfait avantetsefermeapr̀esla valveaortique.Ensuite,lesquatrevalvessontfermées,
lesventriculesserelâchent,c’est la phasede la relaxationisovolumiquequi durepresque100
msec.Pendantcettephaseles ventriculessontencoreactivés, la pressionventriculairechute
jusqu’̀aatteindrela pressionauriculaired’où l’ouverturedesvalvesmitraleet tricuspideetdonc
le remplissagedesventricules.On peutdécomposercettephaseen deuxparties: un remplis-



CHAPITRE1. PHYSIOLOGIEDU CŒURHUMAIN 16

sagerapidependantlequelpresque70% du volumetotal du sangentrantdansles ventricules
prendplacedanslescavitéset un remplissagelent pendantlequelle restedu sangoccupantles
oreillettesestpropulśe verslesventricules.Le remplissagerapideestdû à l’aspirationdu sang
par les ventriculesà causede la différencede pression.Pendantle remplissagelent la partie
ventriculaireestdansun étatpassif.Aprèsle remplissagedesventriculesqui dureenviron 300
msec,le gradientde pressionest renverśe, d’où la fermeturedesvalvesmitrale et tricuspide.
Cettefermeturenepeutpasêtrecompl̀etementpassivecarlescôtésauriculairesdesvalvesmi-
traleettricuspide,contrairementauxvalvesaortiqueetpulmonaire,sontcoupĺesélectriquement
aveclesoreillettes.Et ainsile cycleserép̀ete,voir Figures1.10et 1.11.
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FIG. 1.10 – La courbepression-volumependantun cycle cardiaque.Avec les notationssui-
vantes,DR : début duremplissage,FR: fin duremplissage,CI : contractionisovolumique,DE :
début del’ éjection,FE : fin del’ éjection,et RI : relaxationisovolumique(Cai [16]).

Pendantla contraction,l’ épaisseurdu musclecardiaqueaugmentedepresque40%deson
épaisseur̀a l’ étatpassifet l’axe longitudinalseraccourcitdepresque20%.La plupartdeslois
mécaniquespropośeesdansla litt ératurepour le myocardesontconsid́eŕeesincompressibles.
La fraction d’éjectionestdéfinie commeétantle rapportentrele volumeéject́e et le volume
télédiastolique.Pourun cœurnormalla fractiond’éjectionestégaleàpeuprèsà50%.

1.3.2 Courbe pression-volume

Les param̀etresmécaniquesles plus basiquesdécrivant la performancede la pompecar-
diaquesont la pressiondu sangdansles cavités ventriculaireset son volume.Les relations
pression-volumependantle cycle cardiaquedesdeuxventriculesont la mêmeforme mais la
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pressiondu ventriculegaucheestpresque5 fois plusgrandequecelledu ventriculedroit. Les
phasesisovolumiquesdu cycle cardiaquecorrespondentaux deux segmentsverticauxde la
bouclepression-volume,alorsquela partieinférieurerepŕesentele remplissageventriculaireet
la partiesuṕerieurerepŕesentela phased’éjection.La différencesur l’axe horizontalentreles
deuxsegmentsverticauxcorrespondauvolumedu sangéject́e.

FIG. 1.11– Les différentesphasesdu cycle cardiaque.CI : Contractionisovolumique,FAo :
Fermetureaortique,FM : Fermeturemitrale,OAo : Ouvertureaortique,OM : Ouverturemitrale,
PAo : Pressionaortique,POG: Pressionde l’oreillette gauche,PVG : Pressionventriculaire
gauche,RI : Relaxationisovolumique,RV : Remplissageventriculairelent,RVR : Remplissage
ventriculairerapide,SA : Systoleauriculaire(Denis[27]).

En sebasantsurdesexpériencesfaitessurun cœurisolé degrenouille,Frank(1895)s’est
aperçu quelesaugmentationsdu volumetélédiastoliqueet dela pressionsystoliquesontli ées.
Sonexpérienceconsistèa étudierla pressionintraventriculaired’un cœurdegrenouilleclamṕe
à l’aorte maisdont le remplissageventriculairepersiste,Denis[27]. Dansdesconditionsplus
prochesde la réalit́e, Starling (1914) a étudíe sur le cœurisolé de chien l’influence de la
précharge. Il a mis au point la préparationcœur-poumonsqui consisteà laisserle circuit pul-
monaireintact, et à brancherentrel’origine de l’aorte et la terminaisondesveinescaves,un
circuit syst́emiqueartificiel, Denis[27]. Il estpossible,enagissantsur le calibred’uneportion
du circuit syst́emique,de faire varier les résistances̀a l’ écoulementdu sang; il estde même
possiblede faire varier la pressionde remplissagedu cœurdroit, en intercalantà la terminai-
sondu circuit, un réservoir de hauteurréglable; la pressionde remplissageestd’autantplus
élevéequele réservoir estplaće plushautpar rapportaucœur. Il a remarqúe qu’endehorsde
toute innervation le cœurva éjecterspontańementautantdu sangqu’il en reçoit. Cetterela-
tion porteun nomparticulierenphysiologiecardiaque: c’est la loi de Starling. En effet, une
augmentationde la pressionde remplissage,c’est-̀a-dire la pressionveineuse,conduit à une



CHAPITRE1. PHYSIOLOGIEDU CŒURHUMAIN 18

augmentationdu volumetélédiastoliqueet ainsià unedilatationdela cavité ventriculaire.Ceci
revient àaugmenterparétirementla longueurinitiale à laquellele musclevasecontracteretpar
suitela forcedecontractiondevient plus importanteselonla relationlongueur-tensiondécrite
préćedemment.Le volumequi seraensuiteéject́e à chaquebattementaugmenteraproportion-
nellementauvolumetélédiastolique.LesexpériencesdeStarling(etdeFrank)ontaussiconsist́e
à faire l’expérienceinverse,c’est-̀a-direà montrerquele volumetélédiastoliqueaugmenteen
réponsèa uneélévation de la pressiond’éjectionou du volumeéject́e. Pourdespressionsou
desvolumestélédiastoliqueśelevés,la relationdevient inverse,et la pressiond’éjection,aussi
bienquele volumeéject́e diminuent.Danscesconditions,le myocardeatteintrapidementun
étatd’instabilitéet dedéfaillance.
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FIG. 1.12– Plusieursbouclespression-volumeobtenuesenvariantla précharge tout enmain-
tenant la pressiontélésystolique.La courbe TDPV repŕesentela relation pression-volume
télédiastolique(Swynghedauw[87]).

Les changementsde la pressionde remplissaged’un ventricule(précharge) déplacentle
point télédiastoliquele long d’une courbeappeĺeela relationpressionvolumetélédiastolique
et not́ee(TDPV), voir Figure1.12.Cettecourberepŕesentele remplissagepassifdeschambres
qui estdétermińe par la forme géoḿetriquedu muscleet de soncomportement́elastiquenon
linéaire.De même,si le postchargedu ventriculegaucheaugmente,le volumeéject́e diminue.
Le point télésystoliquevariesurunecourbeappeĺeela relationpression-volumetélésystolique
et not́eepar(TSPV),voir Figure1.13.

La courbe(TSVP)sertà déterminerle degré d’insuffisancecardiaqueenclinique.Elle est
analoguèa cellede la relationlongueur-tensionactive illustréedansFigure1.9 à droiteet elle
comporteunepartieascendanteet unepartiedescendante.La courbe(TDPV) correspond̀a la
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FIG. 1.13 – Plusieursbouclespression-volume obtenuesen variant la postcharge tout en
maintenantle volumetélédiastolique.La courbeTSPVrepŕesentela relationpression-volume
télésystolique(Swynghedauw[87]).

courbetensionpassive Figure1.9 à gaucheet donneuneidéedu degré de rigidité du ventri-
cule.Cesdeuxcomparaisonspeuventêtreexpliquéesparle fait quel’augmentationdu volume
cavitaire (télédiastoliqueou télésystolique)conduit à l’ étirementdu muscle,et donc à l’aug-
mentationdela longueurdescardiomyocytes.Et commele muscleétirédéveloppeunecertaine
tensionqui augmenteavecl’ étirementsaufdansle casd’étirementsexcessifsoù la tensionac-
tivedécroit,alorscettetensioninfluesurla pressionventriculaire(télédiastoliqueousystolique)
qui augmentequandla tensionaugmenteet diminuequandla tensiondiminue,doncelle varie
dela mêmefaçonquela tensionenfonctionduvolumetélédiastolique.

1.4 L’activit é électrique

L’activationélectriqueducœurestiniti éespontańementet périodiquementaunœudsinusal
situé à côté dela jonctionentrela veinecave suṕerieureet l’oreillette droite.Cenœudconsiste
enunrassemblementdecellulesappeĺeescellules“pacemaker”. Lessignauxdedépolarisation,
aussidits lespotentielsd’action,sontgéńeŕespar le nœudsinusalà unefréquencede60 à 100
par minute.De ce nœudle potentield’action sepropaged’une cellule à uneautreà travers
l’oreillette droite et puis l’oreillette gaucheavec une vitessede conductionde 1 m.s� 1 jus-
qu’à cequ’il atteignele nœudauriculo-ventriculaire.Celui-ci estformé decellulespacemaker
similairesàcellesdunœudsinusal,maisbattantspontańement̀aunevitessepluslente,approxi-
mativement40 à50 battementsparminute.Ellessontgouverńeesparla propagationvenantdu
nœudsinusal.
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FIG. 1.14– Syst̀emedeconductiondu cœur(Sands[81]).

La conductionà travers le nœudauriculo-ventriculairese fait à une fréquenceplus lente
(0,05m.s� 1 environ) laissantle tempsauxoreillettesdesecontracteretpomperle sangversles
ventriculesavantquele potentield’actionarrive auxventriculeset déclencheleur contraction.
Ce nœudest la seuleconnexion électriqueentreles oreilletteset les ventricules.La propaga-
tion électriqueentreensuitedansle faisceaudeHis qui estla partiesuṕerieuredu syst̀emede
conductionventriculaireetqui descendprèsducôtédroit duseptum.Le faisceausedécompose
ensuiteendeuxbranches,droiteet gauche.La branchedroitecontinueversle basdu côté droit
du septum,tandisquela branchegauchesedécomposeen deuxbranchesprincipalesdansle
côté gauchedu septum.Toutescesbranchescontinuent̀a sesubdiviserenun réseaucomplexe
de fibresappeĺeesles fibresde Purkinjequi sepropagent̀a travers l’endocardeet les régions
sous-endocardiquesdesdeuxventricules.C’estdansle faisceaudeHis et le réseaudePurkinje
quela conductionestla plusrapide,elle estapproximativementà 2 m.s� 1 cequi fait quel’en-
docardeestexcité toutentierpresquesimultańement.Voir Figure1.14.

Dansla partieventriculaire,le septumestactivé en premieret il pousseversle ventricule
gauche.Lesmusclespapillairessontaussiactivéstôt et ainsi ils emp̂echentlesvalvesmitrale
et tricuspidede s’ouvrir pendantle systole.L’excitation sepropageà l’extérieur à travers le
muscleventriculaireavecunevitessede0,3 à 0,4m.s� 1, et la premìerepartiequi s’excite dans
l’ épicardeestla portionfineduventiculedroit. Lesrégionsbasalessonthabituellementactivées
endernier.
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−90

−80

+20

100 200 300

0

1

3

4

potentiel
de repos

plateau

2

repolarisation

dépolarisation

4

Potentiel d’action (mV)

Temps (msec)

0

0

FIG. 1.15– Potentield’actioncardiaque(Swynghedauw[87]).

Principe : Au repos,la celluleestpolariśeeetelleauncertainpotentielappeĺe“potentielde
repos”dontlesmodificationsformentcequ’onappellele potentield’actionqui consisteenune
commandéelectriquetransmisepar un messagercellulaire, le calcium.Le potentield’action
dureun peuplusde300msecet comportecinq phasesdifférentes: La phase0 estunebrutale
dépolarisationaugmentantla perḿeabilit́edela membraneausodiumNa� . Ensuite,la phase1,
pourunecourteduŕee,estunerepolarisationdueà la fermeturedescanauxdesodium,suivie
par la phase2 qui consisteen un plateauqui estmaintenupar un courantentrantde calcium.
Cettephasepeutdurer100msecenviron et elle apparâıt seulementdanslesfibresdePurkinje
et lescardiomyocytes.Le plateauestresponsablede la longueduŕeedu potentield’action.La
repolarisation,phase3, estdue à de plusieurscourantssortantde potassiumet elle remetle
potentield’actionà sonétatderepos,la phase4. Voir Figure1.15.



CHAPITRE1. PHYSIOLOGIEDU CŒURHUMAIN 22



Première partie

ModélisationGéométrique
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Intr oduction

La premìerepartiede notretravail estconsacŕeeà testerà partir de donńeesanatomiques
la conjecturedeStreeterselonlaquellelesfibrescourentcommedesgéod́esiquessurdessur-
facesembôıtées,et à reconstruireles fibreset les surfacessur lesquellesellescourent.Nous
définissonslesfibrescommedescourbestangentesenchaquepoint à un champdonńe devec-
teursetnouscherchonss’il existedessurfacesdontcesfibresseraientdesgéod́esiques.

Dans le premier chapitre,nous présentonsune introduction à la géoḿetrie descourbes
et dessurfaceset nousnousintéressonsen particulier à l’ étudedesgéod́esiquespériodiques
dessurfacesderévolution.Ensuite,nousconstruisonsun mod̀eleabstraitdu ventriculegauche
qui consisteen dessurfacestoröıdalesembôıtéesrecouvertespar desréseauxde géod́esiques
périodiques.Cemod̀eleestutilisépourvaliderlesalgorithmesnumériquesdereconstructionde
courbeset desurfaces.

Pourla mod́elisationdu ventriculedroit dont la stuctureestplus complexe, nousutilisons
desoutils de conceptiongéoḿetriqueassist́eepar ordinateur, plus préciśement,lescourbeset
surfacesB-splines.Cesmod̀elessontprésent́esdansl’annexeB.

Dansledeuxìemechapitre,onpasseautraitementdedonńeesexpérimentales.Nousprésentons
quelquesméthodesnumériquesqui sontutiliséescommealgorithmesdesuivi defibrespouren
reconstruireles trajectoires.Ensuite,nousvérifionsla conjecturede Streetersur le ventricule
gaucheenutilisant l’invariancedela quantit́e deClairautle long desgéod́esiquesdessurfaces
derévolution.Finalement,nousproposonsun algorithmedereconstructiondesurfaces.
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Chapitr e 1

Géométrie descourbeset dessurfaces

Nousprésentonsdanscechapitredesnotionsdebasepour la géoḿetriedescourbeset des
surfaces,pourplusdedétailsvoir Lelong-Ferrandet Arnaudìes[54], Braemer[12], Do Carmo
[29], Berger et Gostiaux[6], Klingenberg [49] et Schwartz [82]. Ensuite,nousobtenonsun
résultatsurlesgéod́esiquespériodiquesdessurfacestoröıdales.

1.1 Courbesparamétrées

1.1.1 Représentationparamétrique

Définition 1.1 : On appellecourbeparaḿetŕee de � 3 une application continueφ : t � I ��
φ
�
t ����� 3, I étantun intervallede � .

Une courbeparaḿetŕeeφ estde classeCr (r entier � 1) si φ poss̀ededesdérivéessuccessives
jusqu’̀a l’ordre r, continuesdansl’int érieurdeI .

Deux courbesparaḿetŕeesφ : I �� � 3 et ψ : J �� � 3 sont dites équivalentess’il existe une
bijectionθ : I �� J tellequeφ � ψ � θ. Onremarquequedeuxcourbesparaḿetŕeeséquivalentes
ont la mêmeimagedans� 3, maisla réciproquen’est pasvraie.Consid́eronspar exempleles
courbesparaḿetŕeessuivantes: φ : t ��� 0 � 2π ���� � cost � sint � 0� etψ : t � � 0 � 4π �!�� � cost � sint � 0� .
Cesdeuxcourbesont la mêmeimagequi estle cercledu planOxy, decentrel’origine O et de
rayon1, pourtantcesdeuxcourbesnesontpaséquivalentes.

Définition 1.2 : Une courbegéoḿetrique de � 3 est une classeΓ de courbesparamétrées
équivalentes.

Unecourbeparaḿetŕeeφ de la classeΓ estdite unerepŕesentationparaḿetriquede Γ. La va-
riableréellet qui parcourtl’ensembleI estditeun param̀etredeΓ.

Dansla suitedecechapitre,on désigneraunerepŕesentationparaḿetriqueφ d’unecourbe

27
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Γ parle couple
�
Γ � φ � .

Si la repŕesentationparaḿetriqueφ d’unecourbeΓ estinjective,ondit que
�
Γ � φ � estunecourbe

paramétréesimple. Dansl’hypothèsecontraire,unpointM deΓ tel queφ � 1 � M � contienneplus
d’un élémentestun point multiple de la courbeparaḿetŕee

�
Γ � φ � dont la multiplicité est le

cardinaldeφ � 1 � M � .
Définition 1.3 : Soit

�
Γ � φ � unecourbeparamétréetellequeφ estdéfiniesurunintervallefermé� a � b" . Si φ

�
a� � φ

�
b� , on dit que la courbeΓ est fermée. Si, en outre, la courbeparamétrée�

Γ � φ #%$ a & b $'� estsimple, Γ estappeĺeeunecourbedeJordan.

Définition 1.4 : Soit
�
Γ � φ � unecourbeparamétréetelle quel’intervalle dedéfinitiondeφ est� . La courbeΓ estditepériodiquesi φ estunefonctionpériodique.

Soit T ( 0 la périodedeφ, φ #%$ 0 & T ) estunerepŕesentationparaḿetriquedeΓ qui estunecourbe

fermée.Si, de plus,
�
Γ � φ � estde classeCr , alors : φ

�
0� � φ

�
T �*� φ + � 0� � φ + � T �*�-,-,.,/� φ 0 r 1 � 0� �

φ 0 r 1 � T � .
1.1.2 Longueur d’une courbe - Abscissecurviligne

Définition 1.5 : Une courbeparamétrée
�
Γ � φ � de classeC1 estdite régulìere si pour tout t

dansl’int érieurdeI ona 232 φ + � t �4252/6� 0.

Dansla suiteonconsid̀eredescourbesparaḿetŕeesrégulìeresaumoinsdeclasseC1.

Définition 1.6 : Soit
�
Γ � φ � unecourbeparamétréeet a et b appartenant̀a I . On appellelon-

gueurde
�
Γ � φ � dea à b, l’int égrale 7 b

a 252 φ + � t �8232 dt 9
Onvérifiedirectementquesi φ : I ��:� 3 etψ : J ��:� 3 sontdeuxrepŕesentationsparaḿetriques
équivalentesdeclasseC1 d’unecourbeΓ, alors 7 I 232 φ + � t �8252 dt � 7 J 252ψ + � t �8232 dt.

Définition 1.7 : Si
�
Γ � φ � estunecourbeparamétrée, on définit l’abscissecurviligne de Γ à

partir d’un point t0 appartenant̀a I par :;
t � I � s

�
t � �=< t

t0
252 φ + � u�8252 du 9

Le pointφ
�
t0 � deΓ estl’origine del’abscissecurvilignes.

Il estclair ques
�
t � estla longueurde

�
Γ � φ � det0 à t.
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Pourquele param̀etret cöıncide,àuneconstanteadditiveprès,avecla longueurdela courbe
entreun point deparam̀etret0 et le point deparam̀etret, il fautet il suffit que,pour tout t � I ,252 φ + � t �8232 � 1. Danscecas,s � t � t0. Ondit alorsquel’on aparaḿetŕeparl’abscissecurviligne.

Si Γ estunecourbegéoḿetriqueet φ uneparaḿetrisationde Γ par l’abscissecurviligne s qui
appartientà l’intervalle

�
a � b� , alors ψ définie sur

� � b � � a� par ψ
�
u� � φ

� � u� est uneautre
paraḿetrisationde Γ par l’abscissecurviligne,maiselle estdécritedansla directionoppośee
de celle de φ. On dit que

�
Γ � φ � et

�
Γ � ψ � sontdeuxcourbesparaḿetŕeesqui diffèrentpar le

changementd’orientation.Ici, l’intervalle
�
a � b� peutêtrefermé,ouvertoubiensemi-ouvert.

Proposition 1.1 : ToutecourbegéoḿetriqueΓ de � 3 admetdesparamétrisationspar l’abs-
cissecurviligne. Siφ enestune, touteautreestdela formes �� φ

�
s
�

a� ous �� φ
� � s
�

a� , avec
a réelquelconque.
Démonstration.voir Bergeret Gostiaux[6]. >

La propositionsuivantedécouleimmédiatementdela définitiondela longueur.

Proposition 1.2 : Soit
�
Γ � φ � une courbeparamétrée par l’abscissecurviligne. Si

�
Γ � φ � est

périodiquedepériodeT ( 0, alorsT estla longueurdela courbede0 à T.

1.1.3 Tangenteet normale à unecourbe

Soit
�
Γ � φ � unecourbeparaḿetŕeede classeC2. La tangentèa Γ au point M � φ

�
t � est la

droitepassantparM etdevecteurdirecteurφ + � t � . Le vecteurunitairetangent̀aΓ estdoncdéfini
par

τ
�
t � � φ + � t �?

φ + � t � ? 9
Commeτ

�
t � estdenorme1, ona

;
t � I , τ

�
t �@, τ+ � t � � 0.

Pardéfinition,lacourbureent estdonńeepark
�
t � � ? τ + � t � ? , etle rayondecourbure(éventuellement

infini) parR
�
t � � k

�
t �A� 1. En tout point où la courbureestnonnulle,on définit la normaleprin-

cipaleunitairen
�
t � et le vecteurbinormaleb

�
t � par

τ + � t � �B� n
�
t �

R
�
t � et b

�
t � � τ

�
t �DC n

�
t �*9

1.2 Surfacesparamétrées

On supposedanscequi suit � 3 rapport́e à un rép̀ereorthonorḿequ’on noteOxyz.

Définition 1.8 : unesurfaceparamétréede � 3 estuneapplicationcontinueS :
�
u � v�E� ω ��

S
�
u � v�F�G� 3, ω étantunouvertconnexede � 2.
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UnesurfaceparaḿetŕeeSde � 3 estditedeclasseCr lorsqu’elleposs̀ededesdérivéespartielles
successivesjusqu’̀a l’ordre r, continuesdansl’int érieurdeω. On pose:

∂uS � ∂S
∂u

et ∂vS � ∂S
∂v
9

Commedansle casde courbesparaḿetŕees,deuxsurfacesparaḿetŕeesS1 : ω1 �� � 3 et
S2 : ω2 ��H� 3 sontditeséquivalentess’il existeunebijectionθ : ω1 �� ω2 telle queS1

� S2 � θ.
On remarqueaussiquedeuxsurfacesparaḿetŕeeséquivalentesont la mêmeimagedans � 3,
maisla réciproquen’estpasvraie.

Définition 1.9 : Une surfacegéoḿetriquede � 3 est une classeΣ de surfacesparamétrées
équivalentes.

Une surfaceparaḿetŕee S : ω �� � 3 de la classeΣ est dite une repŕesentationparaḿetrique
de Σ. Dansla suite,on désigneraunesurfacegéoḿetriqueΣ par le couple

�
Σ � S� où S estune

repŕesentationparaḿetriquedeΣ.

Définition 1.10 : Unesurfacegéoḿetrique
�
Σ � S� de � 3 estditesurfacerégulìeresi la différentielle

deSenchaquepoint deω estuneapplicationlinéairederang2.

Proposition 1.3 : Une surfacegéoḿetrique
�
Σ � S� de � 3 estrégulìere si et seulementsi pour

tout
�
u � v�I� ω, lesvecteurs ∂uSet ∂vSsontlinéairementsindépendants.

Le plan tangentπM à Σ au point M est le plan engendŕe par ∂uS et ∂vS. Le produit vectoriel
∂uS J ∂vS estdifférentde zéro et estnormal à πM, on dit qu’il estnormal à Σ. On définit le
vecteurnormaleunitaireν par:

ν K ∂uS J ∂vSL
∂uS J ∂vS

L@M
On constateaiśementqueπM et ν sontindépendantsdela paraḿetrisation.

Surfacesde r évolution Unesurfacederévolution Σ d’axeOzdeclasseC2 dansN 3 peutêtre
définieparaḿetriquementpar:

SO u P vQRKSO f O vQ cosu P f O vQ sinu P g O vQ-Q*P (1.1)

où f et g sont deux fonctions réellesde classeC2. Cette surface est obtenuepar rotation
autourde l’axe Oz d’une courbeplaneméridienneC0 dont l’ équationdansle plan xOz est
définieparaḿetriquementparv TU O f O vQ*P g O vQ.Q . On supposequela courbeC0 estrégulìere,i.e.V

vP f W 2 O vQDX gW 2 O vQZYK 0, etquela fonction f nes’annulepas.Elle gardedoncunsigneconstant,
par exemplepositif. Le param̀etreu est l’angle de rotationautourde l’axe Oz et f O vQ est la
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distancedespointsde Σ à l’axe Oz. Les vecteurstangentsaux lignesde courbesen u et en v
sontrespectivement

∂uS KSO\[ f O vQ sinu P f O vQ cosu P 0Q*P et ∂vS K]O f W O vQ cosu P f W O vQ sinu P gW O vQ-Q M (1.2)

Onremarquedanscecasquecesdeuxvecteurssontorthogonaux.Deplus,avecleshypoth̀eses
faitessur f et g, cesdeuxvecteurssontnonnulset sontdoncbienlinéairementindépendants.

Surfacestoröıdales Consid́eronsunecourbeméridienneC0 duplanxOzpériodiquedepériode
p et régulìerederepŕesentationparaḿetrique O f O vQ*P g O vQ-Q . On supposequetout couple O v1 P v2 Q
tel que O f O v1 Q*P g O v1 Q.QRK�O f O v2 Q*P g O v2 Q-Q vérifie v2 [ v1 ^ p_ , cequi signifiequela courbeC0 est
simple.Enfin, commeci-dessuson supposequeC0 ne rencontrepasl’axe Oz, et quela fonc-
tion f eststrictementpositive. Nousdisonsquela surfacede révolution engendŕeeparC0 est
toröıdale.

Exempled’unesurfacetoröıdale: Le tore.SoitC0 le cercleduplanxOzderayonr et decentreO x K RP z K 0Q , où R ` r ` 0. Cecerclepeutêtredéfiniepar f O vQRK R X r cosv et g O vQaK r sinv.
La surfaceengendŕeeparla rotationdeC0 autourdel’axeOzestappeĺeetore.

1.3 Courbe tracéesur unesurfacede r évolution

Soit Σ unesurfacede révolution et soit O Γ P φ Q unecourbeparaḿetŕee traćeesur Σ. Cette
courbepeutêtredéfinieparaḿetriquementpar:

t TU φ O t QbK SO u O t Q*P v O t Q-Q M
Un simplecalculpermetd’obtenirle résultatsuivant:

Lemme1.1 : Une paramétrisationφ d’une courbesur unesurfacede révolutionestunepa-
ramétrisationpar l’abscissecurvilignesi et seulementsiO f c 2 X gc 2 Q v̇2 X f 2u̇2 K 1 M (1.3)

Intéressons-nousmaintenantauxcourbesferméestraćeessurdessurfacestoröıdales.

Lemme1.2 : Dansle casoù Σ estunesurfacetoröıdale, si Γ estfermée, I K]d a P be l’intervalle
dedéfinitiondeφ, il existedeuxentiersk etkW telsque: u O bQfK u O aQDX 2kW π etv O bQfK v O aQDX kp.
Démonstration.CommeΓ estfermée,alorsSO u O aQ*P v O aQ-QbK SO u O bQ*P v O bQ-Q . De l’ équation(1.1)
etdel’hypothèsef O vQb` 0,ontired’abord f O v O aQ.QgK f O v O bQ-Q etg O v O aQ.QgK g O v O bQ-Q , puiscosO u O aQ.QgK
cosO u O bQ-Q et sinO u O aQ-QaK sinO u O bQ-Q . D’aprèsla définition dessurfacestoröıdales,il existedonc
deuxentiersk et kW telsqueu O bQbK u O aQhX 2kW π et v O bQbK v O aQDX kp. i
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Proposition 1.4 : Soit Γ unecourbepériodiquede périodeT ` 0 et de classeC1 tracéesur
unesurfacetoröıdale. Alors il existedeuxentiersk et kW telsquepour tout t ^ N

u O t X T QbK u O t QhX 2kW π P v O t X T QaK v O t QhX kp M (1.4)

Démonstration.Le fait queΓ estpériodiqueentrâınequ’elle estferméesurl’intervalle d t P t X
T e pour tout t ^ N . D’après le lemmepréćedent,il existe deux entiersk O t Q et kW O t Q tels que
u O t X T QbK u O t QhX 2kWjO t Q π et v O t X T QRK v O t QDX k O t Q p. Montronsmaintenantquepourtout t,

u̇ O t QfK u̇ O t X T Q*P v̇ O t QkK v̇ O t X T Q M (1.5)

CommeΓ estpériodiquedeclasseC1, ona φ W O λ QaK φ W O λ X T Q . Or, pourtout t ^ N nousavons:
φ W O t QlK ∂uSu̇ O t Q/X ∂vSv̇ O t Q . Enutilisantlesexpressionsde∂uSet∂vSdonńeesparl’ équation(1.2)
nousobtenons

φ W O t QbKnmmmmmm
v̇ O t Q f WjO v O t Q-Q cosO u O t Q-Qg[ u̇ O t Q f O v O t Q-Q sinO u O t Q-Q
v̇ O t Q f W O v O t Q-Q sinO u O t Q-QDX u̇ O t Q f O v O t Q.Q cosO u O t Q-Q
v̇ O t Q gWjO v O t Q.Q

En écrivantφ W O t QfK φ W O t X T Q , nousdistinguonsdeuxcas:

1. gW O v O t Q.QoYK 0 : danscecason trouve facilementqueu̇ O t QfK u̇ O t X T Q et v̇ O t QkK v̇ O t X T Q .
2. gWpO v O t Q.QgK 0 : dufait que O f WjO vQ*P gWjO vQ-QqYKrO 0 P 0Q pourtoutv ^ N , ondéduitque f WsO v O t Q-QFYK 0

et parsuiteonobtientà nouveauu̇ O t QfK u̇ O t X T Q et v̇ O t QbK v̇ O t X T Q .
En intégrantle syst̀eme(1.5)on obtientquek et kW sontindépendantsdet. i
1.4 Géod́esiquesd’une surface

1.4.1 Cadregénéral

Soit O Σ P SQ unesurfacerégulìerede N 3.

Définition 1.11 : On appellegéod́esiquede la surfaceΣ toutecourbeparamétrée O Γ P φ Q deΣ
dontentoutpointM K φ O t Q le vecteurφ WtW O t Q estorthogonalauplanπM tangentenM à la surface.

Remarque : Lorsquela normaleprincipaleà unegéod́esiqueexiste,alorselle cöıncideavecla
normaleà la surface.

Donnonsmaintenantleséquationsdifférentiellesd’unegéod́esique.

Proposition 1.5 : Soit O Γ P φ Q unecourbetracéesur unesurfaceΣ. C’estunegéod́esiquesi et
seulementsi, elleestsolutiondusyst̀emed’équationsdifférentielles(1.6).
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uvvw vvx Eü X Fv̈ X ∂uS y ∂2
uuSu̇2 X 2∂uS y ∂2

uvSu̇v̇ X ∂uS y ∂2
vvSv̇2 K 0 P

Fü X Gv̈ X ∂vS y ∂2
uuSu̇2 X 2∂vS y ∂2

uvSu̇v̇ X ∂vS y ∂2
vvSv̇2 K 0 P (1.6)

où E O u P vQbK L ∂uS
L 2, F O u P vQbK ∂uS y ∂vS et G O u P vQbK L ∂vS

L 2.
Démonstration.Pourtraduirele fait queΓ estunegéod́esique,c’est-̀a-direquele vecteurφ W'W O t Q
estorthogonalauplanπM tangentenM à la surface,il suffit d’écrirequecevecteurestortho-
gonalà deuxvecteurslinéairementindépendantsdeceplancequi estle casdesdeuxvecteurs
∂uSet ∂vS.

En écrivantleséquations∂uS y φ W'W O t QbK 0 et ∂vS y φ WtW O t QbK 0 onobtientle syst̀eme(1.6). i
Cesyst̀emepeuts’écriresousformematricielle:z

E F
F G { z ü

v̈ { X:|}}~ ∂uS y ∂2
uuS ∂uS y ∂2

uvS ∂uS y ∂2
vvS

∂vS y ∂2
uuS ∂vS y ∂2

uvS ∂vS y ∂2
vvS

����� |}}}~ u̇2

2u̇v̇

v̇2

������ K 0 M (1.7)

D’après l’ind épendancedesvecteurstangentsla matricequi apparâıt devant les dérivéesse-
condesdeu et v estderang2. Unegéod́esiqueestdoncsolutiond’un syst̀emenonlinéairede
deuxéquationsdifférentiellesordinairesdu secondordre.

Decettecaract́erisationdesgéod́esiques,on tire un résultatd’existencelocal.

Théorème1.1 : Pour tout point M de Σ, il existe un ε ` 0 tel quepour tout τ de πM et de
norme1, il existeunegéod́esiquedeΣ devecteurvitesseinitiale égal à τ et qui estdéfinieau
moinssur l’intervalle e/[ ε P ε d . Lorsqueτ parcourt l’ensembledecesvecteurs unitairesdeπM,
lesgéod́esiquesassocíeesΓτ remplissentexactementla boulemétriqueouverteB O M P ε Q formée
despointsdeΣ dont la distanceà M estinférieure à ε. En outre, pour tout 0 � ε Wl� ε, la res-
triction deΓτ à d 0 P ε W!e estl’uniquepluscourt chemindeΣ qui joint sesextrémit́es.
Démonstration.voir Bergeret Gostiaux[6]. i

Dansle casdessurfacesferméesqui estceluiqui nousintéressedansla suite,ondisposede
résultatsglobaux.

Proposition 1.6 : SoitΣ unesurfacefermée. Alors,toutegéod́esiquelocalepeutêtreprolonǵee
enunegéod́esiquedéfiniesur N toutentier. Deplus,deuxpointsdeΣ peuventtoujoursêtrejoints
par au moinsunegéod́esiquedonnantle minimumdela longueur.
Démonstration.voir Schwartz[82]. i
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Proposition 1.7 : Touteparamétrisationd’une géod́esique O Γ P φ Q estproportionnelleà l’abs-
cissecurviligne.
Démonstration.Le vecteurφ WtW O t Q estorthogonalauplanπM doncil estorthogonalauvecteur
φ W O t Q , c’est-̀a-direqueφ W O t Qky φWtW O t QIK 0 et par suite �3� φ W O t Q8�5��K c où c estuneconstante.Posons
s K ct etψ O sQfK φ O t Q . Ona �3�ψ WsO sQ8�3�AK 1, c’estuneparaḿetrisationparl’abscissecurviligne. i
1.4.2 Casdessurfacesde r évolution

Soit Σ unesurfacederévolutiondéfiniecommeon l’a vu auparagraphe1.2par:

SO u P vQRKSO f O vQ cosu P f O vQ sinu P g O vQ-Q*P
où f etg sontdeuxfonctionsréellesassezrégulìeres(aumoinsdeclasseC2).

D’aprèsleséquations(1.2)donnant∂uS et∂vSpourlessurfacesderévolutionon a :

E O u P vQbK f 2 O vQ*P F O u P vQbK 0 P G O u P vQaK f c 2 O vQhX gc 2 O vQ M (1.8)

Soit O Γ P φ Q unecourbeparaḿetŕeetraćeesurΣ,

t TU φ O t QfK�� f O v O t Q-Q cosu O t Q�P f O v O t Q.Q sinu O t Q�P g O v O t Q-Q.�kP
où u et v sontdeuxfois différentiables.

Proposition 1.8 : Leséquationsd’unegéod́esiqued’unesurfacederévolutions’écrivent:�
f 2ü X 2 f f W u̇v̇ K 0 PO f c 2 X gc 2 Q v̈ [ f f W u̇2 X�O f W f WtW X gW gWtW Q v̇2 K 0 P (1.9)

Démonstration.Le syst̀eme(1.9)s’obtientfacilement̀apartir dusyst̀eme(1.6). i
Corollair e1.1 Propri été de Clairaut : Le long d’une géod́esique, il existeuneconstanteC
telleque: V

t P f 2 O v O t Q-Q u̇ O t QbK C M (1.10)

Démonstration.La premìereéquationdu syst̀eme(1.9)s’écrit
d
dt � f 2 O v O t Q.Q u̇ O t Q.�ZK 0. Il existe

doncuneconstante,C, tellequepourtout t on a f 2 O v O t Q-Q u̇ O t QbK C. i
Consid́eronsmaintenantdesparaḿetrisationsφ parl’abscissecurviligne.AlorsC définiepar

(1.10)estappeĺeeconstantedeClairaut.Donnonsl’interprétationgéoḿetriquede la propríet́e
deClairautdanscecas.Soit 0 � θ � π � 2 l’angle quefait la géod́esiqueavecle parall̀elequi la
coupeenunpoint donńe.On a

cosθ K � ∂uS y φ W ��5� ∂uS�5� K�� f u̇ � M
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Si r désignela distancedu point consid́eŕe à l’axe de révolution, r K f , on obtientla relation
suivante:

r cosθ K��C � M (1.11)

r θ

θC=r cos

FIG. 1.1– Géod́esiquesurunesurfacederévolution.

D’aprèsl’ équation(1.10),la fonction u̇ gardeun signeconstantqui correspond̀a l’orienta-
tion dela géod́esique.Nouschoisissonspourl’orientationdesgéod́esiquesle sensdirectdero-
tationautourdeOz.Cechoixcorrespond̀aprendreu̇ O sQa� 0 etparsuiteC � 0. Lesgéod́esiques
correspondant̀aC K 0 sontlesméridiens,voir la proposition1.9ci-dessous.La relation(1.11)
devientC K r cosθ et onpeutremarquerqueC � mins f O v O sQ-Q .

Donnonsmaintenantdeuxcasparticuliers.

Proposition 1.9 : Lesméridiensφ O sQbK SO u0 P v O sQ-Q sontdesgéod́esiquesdeΣ.
Démonstration.La premìereéquationdu sys̀eme(1.9) est trivialementvérifiée.D’autre part
l’ équation(1.3) devient : O f c 2 X gc 2 Q v̇2 K 1. Par dérivation par rapport à s nousobtenonsla
deuxìemeéquationdu syst̀eme(1.9). i
Proposition 1.10 : Unparallèleφ O sQ@K SO u O sQ*P v0 Q estunegéod́esiquesietseulementsi f W O v0 Q@K
0.
Démonstration.Commev̇ K 0, l’ équation(1.3) fournitV

sP f 2 O v O sQ-Q u̇2 O sQbK 1 P
cequi prouveenparticulierque V

sP u̇ O sQbK�� 1
f O v0 Q M
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D’aprèssacontinuit́e, u̇ gardeen fait unevaleurconstante,et donc ü K 0. Ainsi, l’ équation
(1.9)1 estvérifiée.L’ équation(1.9)2 devient équivalenteà f W O v0 QRK 0. i
Corollair e1.2 : Unecourbecöıncidantsurun intervalleavecunparallèlecorrespondant̀a v0

estunegéod́esiquesi et seulementsi f WsO v0 QbK 0 et si elle cöıncidepartoutavecle parallèle.
Démonstration. Il suffit d’utiliser le fait quesi deuxgéod́esiquescöıncidentsurun intervalle
ellescöıncidentpartout. i
La propositionsuivantecaract́eriselesgéod́esiques̀a l’exceptiondesparall̀eles.

Proposition 1.11 : Toutecourbegéod́esiqueparamétréepar l’abscissecurvilignevérifie� O f c 2 X gc 2 Q v̇2 X f 2u̇2 K 1 P�
C P f 2 O vQ u̇ K C M (1.12)

Réciproquement,toutecourbeparamétréevérifiant (1.12)etnecöıncidantsuraucunintervalle
avecun parallèleestunegéod́esique.
Démonstration.Le sensdirectestévident.
Réciproquement,supposonsqueleséquations(1.12)sontsatisfaites.Alors l’ équation(1.9)1 est
trivialementsatisfaite.Intéressons-nous̀al’ équation(1.9)2. Pardérivationdel’ équation(1.12)1,
on a

f 2u̇ü X f f W u̇2v̇ X�O f c 2 X gc 2 Q v̇v̈ X�O f W f WtW X gW gWtW Q v̇3 K 0 P
quel’on peutécrireaussiO f 2ü X 2 f f W u̇v̇Q u̇ X��sO f c 2 X gc 2 Q v̈ [ f f W u̇2 X�O f W f W'W X gW gW'W Q v̇2 � v̇ K 0 M
Commeon adéjà vu que(1.9)1 estsatisfaite,on adonc�jO f c 2 X gc 2 Q v̈ [ f f W u̇2 X�O f W f WtW X gW gWtW Q v̇2 � v̇ K 0 M
Entoutpointtel quev̇ O sQ�YK 0, l’ équation(1.9)2 estdoncsatisfaite.Etenunpointtel quev̇ O sQlK 0,
commepar hypoth̀esev̇ n’est pasidentiquementnulle suraucunsous-intervalle ouvert conte-
nants, l’ équation(1.9)2 estaussisatisfaiteparcontinuit́e. i

L’int ér̂et deséquations(1.12) par rapportau syst̀eme(1.9) est qu’elles sont d’ordre 1 et
qu’ellespermettentdecalculerenun point donńe et pouruneconstantedeClairautdonńeela
tangenteinitiale à la géod́esique.Voyonsmaintenantenquoi ellespermettentdeconstruireles
géod́esiquesautresquelesparall̀eles.Nousavonsdéjà vu quela constantede Clairautvérifie
0 � C � mins f O v O sQ.Q , et qu’elle estnulle pour lesméridiens.Par ailleurs,la constantedeClai-
rautd’unegéod́esiqueparall̀eleou tangentèaunparall̀ele,correspondant̀a v0 vaut f O v0 Q .
Proposition 1.12 : SoitM0 K SO u0 P v0 Q un point de la surfacederévolutionet soitC vérifiant
0 � C � f O v0 Q . Il existeexactementdeuxgéod́esiquespassantpar M0 ayantC commeconstante
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deClairaut.Ellessontsyḿetriquespar rapportau planméridienpassantpar M0.
Démonstration.PuisqueC � f O v0 Q , unegéod́esiquepassantpar M0 ne peutpasêtreun pa-
rallèleetnouspouvonsutiliser la propositionpréćedente1.11.Leséquations(1.12)prisesens0

l’abscissecurvilignedeM0 fournissent

u̇ O s0 QaK C
f 2 O v0 Q et v̇2 O s0 QRK 1 [ f 2 O v0 Q u̇2 O s0 Q

f c 2 O v0 QDX gc 2 O v0 Q M
On voit doncquedeuxdirectionsdedépartpeuventêtrepriseset qu’ellessontsymétriquespar
rapportauplanméridien.Il suffit ensuited’appliquerle théor̀emed’existenced’unegéod́esique.i
1.4.3 Géod́esiquespériodiques

Définition 1.12 : Unegéod́esiqueestdite périodiquesi elleestunecourbepériodique.

Danslecasd’unesurfacequelconque,l’existenced’unegéod́esiquepériodiquen’estpasévidente.
Pourtant,il y a le résultatsuivantsurun casparticulierdesurfaces:

Théorème1.2 : Soit Σ unesurfacecompl̀etehoḿeomorphèa un plan, un cylindre ou à une
bandedeMöbius.Si Σ a uneaire finie, alors il existeuneinfinité degéod́esiquespériodiques
sur Σ.
Démonstration.voir Bangert[4]. i

Larecherchedesgéod́esiquespériodiquessurdessurfacestoröıdalesestrelativementsimple.
Dansla suiteΣ désigneunesurfacetoröıdaleet O Γ P φ Q unegéod́esiquepériodiquedepériodeT
paraḿetŕeeparl’abscissecurviligne.On avu dansla proposition1.4qu’il existedeuxentiersk
et kW telsquepourtouts : �

u O s X T QaK u O sQhX 2kW π P
v O s X T QbK v O sQhX kp M (1.13)

Remarque-Définition : onpeutfacilementinterpŕeterkW commele nombre(positif ou nul) de
tours autour de l’axe der évolution. Eneffet, d’apr̀esla propríet́edeClairaut,équation(1.10),

– ou bien,pour tout s, u̇ O sQ�K 0, i.e., la fonctions TU u O sQ estconstante.La géod́esiqueest
un méridien: elle n’effectueaucuntour autourde l’axe.Par ailleurs,kW défini par(1.13)
esttrivialementnul.

– ou bien, pour tout s, u̇ O sQ eststrictementpositif. L’angle polaireestunefonction stric-
tementcroissantede s, on en déduit quekW ` 0. Commeu estcontinue,l’angle polaire
prenddefaçonbijectivetouteslesvaleurscomprisesentreu O 0Q etu O T QfK u O 0Q�X kW 2π : la
géod́esiqueeffectuekW toursautourdel’axederévolution.
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Intéressons-nousmaintenant̀a l’interprétationdu nombrek. Donnonsun lemmedéduitde
la proposition1.11.Dansla suitenousnoteronsm le minimumdela fonction f sur d 0 P pe . C’est
aussisonminimumsur N . Comme f estdeclasseC1, si m estatteintenv0, alors f WsO v0 Q�K 0.
Nousnoteronsmφ le minimumdes TU f O v O sQ-Q le longd’unegéod́esiquepériodique O Γ P φ Q . Au-
trementdit, ceminimumestpris indifféremmentsur d 0 P T e ousur N . Si mφ estatteintens0, alors
f WsO v O s0 Q-Q v̇ O s0 QRK 0. Pourla compŕehensiongéoḿetriquedesrésultatsqui suivent,il estutile de
rappelerque f O vQ désignela distancèa l’axederévolutiondetoutpoint deparam̀etres O u P vQ de
la surface.

Lemme1.3 : S’il existes0 tel quev̇ O s0 QaK 0, alorsmφ estatteintens0, et la constantedeClai-
rautC vérifieC K f O v O s0 Q-QaK mφ.
Démonstration.D’après les équations(1.12), en s0 tel que v̇ O s0 QoK 0, on a immédiatement
f O v O s0 Q-QqK C où C est la constantede Clairaut assocíee à la géod́esique.On a déjà vu que,
d’apr̀essoninterpŕetationgéoḿetrique,C � mins f O v O sQ.Q . Ainsi, C K f O v O s0 Q-QkK mins f O v O sQ-QfK
mφ. i
Proposition 1.13 -Définition : Sik K 0, oubienla géod́esiqueestunparallèle, oubienil existe
un parallèlequ’elle nerencontre pas.On dit qu’elle n’effectueaucunespire autourde la sur-
face.
Démonstration.Commek K 0,v O T Q@K v O 0Q etil existes0 ^ e 0 P T d tel quev̇ O s0 Q@K 0.Lagéod́esique
esttangenteenφ O s0 Q auparall̀elepassantparφ O s0 Q .
- ou bien, f WsO v O s0 Q.QbK 0 et la géod́esiquecöıncideavecceparall̀ele.
- ou bien, f WsO v O s0 Q-Q�YK 0 et m ne peut êtreatteinten v O s0 Q . Cependant,d’apr̀es le lemme1.3,
mφ estatteinten s0. Ainsi, mφ ` m. Autrementdit, la distanceà l’axe sur la géod́esiquereste
strictementsuṕerieureà savaleurminimalesurun méridienou surla surface.Il existedoncau
moinsun parall̀elequela géod́esiquenerencontrepas. i

Passonsaucask YK 0.

Proposition 1.14 : Le nombre k estnonnul si et seulementsi la fonctions TU v O sQ eststricte-
mentmonotone.
Démonstration. - Supposonsk YK 0. Remarquonstoutd’abordquecommela fonctions TU v O sQ
estcontinuesur N , elle estsurjective sur d v O 0Q*P v O T Q�e�K�d v O 0Q*P v O 0Q�X kpe . Commek YK 0, on en
déduitquela fonctions TU f O v O sQ-Q estsurjectivede N surIm f . Ainsi m K mφ.
Supposonsvnonstrictementmonotone.Il existedoncs0 tel quev̇ O s0 QlK 0.D’aprèsle lemme1.3,
mφ estatteintens0. Commemφ K m, v TU f O vQ atteintsonminimumenv O s0 Q et nécessairement
f WsO v O s0 Q-QIK 0. La géod́esiquecöıncidedoncavec le parall̀ele passantpar φ O s0 Q . Il est évident
qu’alorsk K 0, cequi estencontradictionavec l’hypothèse.Par suitev eststrictementmono-
tone.
- Si v eststrictementmonotone,parexemplestrictementcroissante,il estévidentquev O T QE`
v O 0Q , doncv O 0QDX kp ` v O 0Q , d’où k YK 0. i
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Remarque-Définition : Si k YK 0, la fonctions TU v O sQ étantstrictementmonotoneet continue
estbijectivede d 0 P T e sur d v O 0Q*P v O T Q�e�KBd v O 0Q*P v O 0Q�X kpe . Surl’intervalle d 0 P T e , ellecroisek fois
chaqueparall̀ele.On dit qu’elle effectuek spiresautourde la surface.On peutnoterquedeux
géod́esiquessymétriquesparrapportà un méridienontdesnombresdespiresoppośes.

Poursuivonsl’ étudedesgéod́esiquestellesquek estnon nul. Définissonsϕ : c ^ d 0 P md!TU
ϕ O cQ ^ N par

ϕ O cQbK=� p

0
h O c P vQ dvP où h O c P vQbK c

2π � f c 2 O vQDX gc 2 O vQ
f 2 O vQ�O f 2 O vQ@[ c2 Q/  1¡ 2

(1.14)

Théorème1.3 : Si la géod́esique O Γ P φ Q est périodiqueet fait au moinsune spire, alors sa
constantedeClairautC eststrictementinférieure à m et elle estli éeau nombre de tours kW et
au nombredespiresk par la relation

ϕ O C QbK kW� k � M (1.15)

Démonstration.Commela géod́esique O Γ P φ Q fait au moinsunespire,alorselle croisek fois
chaqueparall̀eleetonam K mφ. OrC � mφ doncC � m. SiC K m, doncC K mφ, alorsil existe
s0 tel queC K f O v O s0 Q-Q . D’après les équations(1.12), v̇ O s0 QFK 0, par suite la fonction v n’est
passtrictementmonotonecequi estencontradictionavecla proposition1.14.Par conśequent,
C � m.

D’autrepart,d’apr̀esleséquations(1.12),et commev̇ gardeun signeconstantqui estcelui
dek, ona,pourtouts,

u̇ O sQbK C
f 2 O v O sQ-Q et v̇ O sQbK sgnO k Q � f 2 O v O sQ-Q@[ C2

f 2 O v O sQ-Q � f c 2 O v O sQ-QhX gc 2 O v O sQ-Q.�   1¡ 2 M
Intégrantla premìereéquationentre0 etT, eteffectuantle changementdevariablev K v O sQ qui
estpossiblequeparcequev eststrictementmonotone,nousobtenons

2kW π K C � T

0

ds
f 2 O v O sQ-Q K signO k Q C � v ¢ T £

v ¢ 0£ � f c 2 O vQDX gc 2 O vQ.� 1¡ 2
f O vQ � f 2 O vQg[ C2 � 1¡ 2 dv

K signO k Q kC � p

0
� f c 2 O vQDX gc 2 O vQ � 1¡ 2
f O vQ � f 2 O vQg[ C2 � 1¡ 2 dvP (1.16)

d’apr̀esla périodicit́ede f et g.
Autrementdit,

ϕ O C QaK kW
signO k Q k K kW� k � M (1.17)i

Donnonsmaintenantuneréciproqueaurésultatpréćedent.
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Théorème1.4 : Si C ^ d 0 P md est telle queϕ O C Q ^�¤ , alors les géod́esiquesayantC comme
constantedeClairautsontpériodiques.

Démonstration.Posonsϕ O C QaK qW
q

avecq et qW ^¦¥ premierentreeux.

Remarquonstout d’abordquev O sQ eststrictementmonotone,parcequesinon,il existe s0 tel
que v̇ O s0 QoK 0. Or, d’apr̀es le lemme1.3 aiśementétenduaux géod́esiquesquelconques,on
obtientC K f O v O s0 Q.Q�K mins f O v O sQ-Q§� m, cequi constitueunecontradiction.Noussupposons
désormais,pourfixer lesidées,v O sQ strictementcroissante.

Démontronsquev O sQ n’estpasborńee.Nousdistinguonsdeuxcas.¨ u O sQ n’est pasborńee : alors u O sQ§U X ∞ quands U X ∞. Soientn ^ ¥E© et s1 unevaleur
positivedel’abscissecurviligne,alorsil existeT1 ` 0 tellequeu O s1 X T1 QbK u O s1 Q�X 2nqW π donc� s1 ª T1

s1

u̇ O sQ ds K 2nqW π. En tenantcomptedeséquations(1.12)et en faisantle changementde

variablesv K v O sQ , nousobtenons� v ¢ s1 ª T1 £
v ¢ s1 £ h O C P vQ dv K nqW M

D’autrepart,deϕ O C QbK qW
q

noustironsaussi� p

0
h O C P vQ dv K nqW

nq
. Maish O C P M Q estdepériodep,

donc � v ¢ s1 £ ª nqp

v ¢ s1 £ h O C P vQ dv K nq � p

0
h O C P vQ dv K nqW M

D’où, � v ¢ s1 £ ª nqp

v ¢ s1 £ h O C P vQ dv K«� v ¢ s1 ª T1 £
v ¢ s1 £ h O C P vQ dvP parsuite,� v ¢ s1 £ ª nqp

v ¢ s1 ª T1 £ h O C P vQ dv K 0.Cerésultat

n’estvrai quesi v O s1 X T1 QaK v O s1 QhX nqp.
Donc,pours1 fixée,pourtout entiern, il existeT1 ` 0 tel quev O s1 X T1 QIK v O s1 Q�X nqp. Alors
v O sQ n’estpasborńee.¨ u O sQ est borńee : donc il existe u∞ ^ N telle que u O sQqU u∞ quands U X ∞. Raisonnons
par absurde.Supposonsqu’il existe v∞ ^ N telle quev O sQFU v∞ quands U X ∞. Donc quand
s U X ∞, SO u O sQ*P v O sQ-Q converge vers le point SO u∞ P v∞ Q . D’autre part, d’apr̀es les équations
(1.12)nousobtenonsqueu̇ O sQ�U C � f 2 O v∞ Q quands U¬X ∞ et quev̇ O sQ convergeversunecer-
tainevaleurquenousnotonsv̇∞ quands UX ∞. Parconśequent,le pointSO u∞ P v∞ Q estunpoint
limite dela géod́esiqueΓ dontla tangenteencepoint estport́eeparle vecteur

τ∞ K mmmmmm
v̇∞ f WsO v∞ Q cosO u∞ Qg[ u̇∞ f O v∞ Q sinO u∞ Q
v̇∞ f WsO v∞ Q sinO u∞ QDX u̇∞ f O v∞ Q cosO u∞ Q
v̇∞gWpO v∞ Q

Or, il existeunegéod́esique,qui n’estautrequela suitedeΓ, ayantle point SO u∞ P v∞ Q comme
origine et τ∞ commetangente.Par suite le point SO u∞ P v∞ Q n’est pasun point limite de la



41 1.4. GÉODÉSIQUESD’UNE SURFACE

géod́esiqueΓ cequi estabsurde.

Finalement,v O sQ n’estpasborńee.Soit s0 unevaleurquelconquedel’abscissecurviligne,il
existedoncT0 ` 0 tel quev O s0 X T0 QaK v O s0 QhX qp.

On a : ϕ O C QIK qW
q

c’est-̀a-dire � p

0
h O C P vQ dv K qW

q
. Mais f et g sontpériodiquesdepériode

p, alors � v ¢ s0 £ ª qp

v ¢ s0 £ h O C P vQ dv K qW . En faisantle changementde variablesv K v O sQ , et en te-

nant comptedeséquations(1.12) nousobtenons: � s0 ª T0

s0

u̇ O sQ ds K 2qW π, donc u O s0 X T0 QoK
u O s0 QDX 2qW π.

De plus,en utilisant le fait quev O s0 X T0 Q�K v O s0 QlX qp les équations(1.12)nousdonnent
u̇ O s0 X T0 QgK u̇ O s0 Q et v̇ O s0 X T0 QgK v̇ O s0 Q . Aveccesrésultatsnousvérifionsfacilementquelesvec-
teurstangents̀a la géod́esiqueens K s0 et ens K s0 X T0 sontconfondus.Ainsi la géod́esique
enquestionestpériodique. i
Proposition 1.15 : La fonctionϕ : c ^ d 0 P md�TU ϕ O cQ ^ N eststrictementcroissante.
Démonstration. Il estévidentqueϕ estunefonctioncontinuesur d 0 P md et dérivablesur e 0 P md
et l’on a :

ϕ W O cQbK � p

0

∂h O c P vQ
∂c

dvP avec
∂h O c P vQ

∂c
K 1

2π
f 2 O vQ

f 2 O vQg[ c2 � f c 2 O vQhX gc 2 O vQ
f 2 O vQ�O f 2 O vQg[ c2 Q   1¡ 2 M (1.18)

Comme
∂h O c P vQ

∂c
estpositivepourtout c ^ e 0 P md alorsil enestdemêmepourϕ WsO cQ . Par suitela

fonctionϕ eststrictementcroissante. i
Proposition 1.16 : Si la fonction f estdeclasseC1 et dérivabledeuxfois,alors

lim
c® m

ϕ O cQaK=X ∞ M (1.19)

Démonstration.PosonsI O cQbK � p

0 � f c 2 O vQDX gc 2 O vQ
f 2 O vQ¯O f 2 O vQg[ c2 Q/  1¡ 2

dv.

Comme f W et gW sontcontinuessur N , p-périodiqueset f c 2 X gc 2 YK 0, alors il existe γ ` 0 tel
que f c 2 X gc 2 � γ2. D’autrepart f estcontinuesur N et p-périodique,alorsil existeM tel que
0 � m � f O vQ�� M pourtoutv ^ N . On endéduit:V

c ^ d 0 P md°P I O cQI� γ
M
� p

0

1±
f 2 O vQ@[ c2

dvM (1.20)

ÉtudionsmaintenantJ O cQIK � p

0

1±
f 2 O vQg[ c2

dv. Il suffit de l’ étudierpourc2
n K m2 [ 1

n
. Nous
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avonsdonc:

J O cn QaK � p

0

1²
f 2 O vQ@[ m2 X 1

n

dvM
Il estclair quela suiten TU 1²

f 2 O vQg[ m2 X 1
n

estcroissanteenn (à v fixé).DoncJ O cn Q estune

suitenumérique(positive)croissante.On endéduitdeuxpossibilit́es:

– oubienJ O cn Q estmajoŕee.Alors ψ O vQ@K 1±
f 2 O vQg[ m2

estintégrableetJ O cn Q@U³� p

0

1±
f 2 O vQg[ m2

dv

quandn UX ∞.
– oubienJ O cn QaUX ∞ quandn UX ∞.

Montronsque le premiercasne peutpasseproduire.Soit v0 ^ d 0 P pe tel que f atteigneson
minimumenv0, onsaitque f WsO v0 QfK 0. Commef estdeclasseC1 etdeuxfois dérivable,alors:

f O vQaK f O v0 QhX f W O v0 Q�O v [ v0 QDX η O vQ*P avec η ^ C1et �η O vQ8�´� kη � v [ v0 � 2 M
Donc f 2 O vQRK m2 X 2mη O vQhX η2 O vQaK m2 X η̃ O vQ , avec0 � η̃ O vQ�� kη̃ � v [ v0 � 2. Parsuiteon a :

1±
f 2 O vQg[ m2

K 1

η̃ O vQ 1¡ 2 � 1

k1¡ 2
η̃ � v [ v0 � qui estnonintégrableauvoisinagedev0 M

On adoncI O cQbUµX ∞ et ϕ O cQaUµX ∞ quandc U m. i
Corollair e1.3 : Imϕ K ϕ O.d 0 P md!QfK]d 0 P�X ∞ d .
Démonstration. Il suffit de remarquerqueϕ estcontinue,croissante,ϕ O 0Q�K 0 et lim

c® m
ϕ O cQ�KX ∞. i

Proposition 1.17 : Lesentiersk et kW del’ équation(1.13)sontpremiersentreeux.
Démonstration.Remarquonstout d’abordquedansl’ équation(1.13),T est la périodede la
géod́esiqueO Γ P φ Q , et quek estdemêmesignequev̇ qu’on supposepositif.

Soientq etqW ^¶¥ deuxentierspremiersentreeuxtelsque
kW
k
K qW

q
. Onadonc: ϕ O C QkK qW

q
. Ceci

entrâıned’apr̀esle théor̀eme1.4qu’il existeT1 ` 0 tel que:�
u O s X T1 QRK u O sQhX 2qW π P
v O s X T1 QaK v O sQDX qp M (1.21)

On peutfacilementvérifier queφ O s X T1 Q�K φ O sQ , par suiteon en déduit qu’il existe un entier
n tel queT1 K nT. En utilisant maintenantles équations(1.13)et (1.21),on obtientq K nk et
qW�K nkW . Or q et qW sontpremiersentreeux,ceci impliquequen K 1, et parconśequent,k et kW
sontpremiersentreeux. i
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Enrésuḿe,le probl̀emed’existenced’unegéod́esiquepériodiquefaisantaumoinsunespire
sur unesurfacetoröıdale revient doncau probl̀emede trouver unevaleurde la constantede
ClairautC telle queϕ O C Q ^�¤ . CommeImϕ K]d 0 P�X ∞ d , alorsil existeuneinfinité devaleursde
C dont les imagespar ϕ sontdans ¤ . Par conśequent,sur unesurfacetoröıdale,il existe une
infinitédegéod́esiquespériodiquesfaisantaumoinsunespire.Deplus,le nombredetourset le
nombredespires( YK 0) quedoit faireunegéod́esiquepériodiquesontpremiersentreeux.

Algorithme

Donneru O 0Q , v O 0Q , k et kW··¸
Calculerla constantedeClairautdel’ équation(1.15)··¸
Calculeru̇ O 0Q et v̇ O 0Q enutilisantle syst̀eme(1.12)··¸

Résoudrele syst̀eme(1.9)pourobtenirleséquationsdela géod́esique

Validation : Pourtracerunegéod́esiquepériodiqueil suffit de fixer les valeursinitiales u O 0Q
et v O 0Q , et de choisir le nombrede toursautourde l’axe de révolution et le nombrede spires
quedoit fairela géod́esique.La constantedeClairautestobtenueparla résolutiondel’ équation
(1.15) ce qui permettrad’obtenir, en utilisant le syst̀eme(1.12), les valeursinitiales u̇ O 0Q et
v̇ O 0Q . Par suite, les équationsde la géod́esiquesont obtenuesen résolvant le syst̀eme(1.9).
Dansles exemplesquenousprésentonsdansce chapitre,nousavonsrésolule syst̀eme(1.9)
numériquementavecle logiciel MAPLE.

FIG. 1.2– Desgéod́esiquespériodiquestraćeessurun tore.Ellescorrespondentrespectivement
à O k K 6 P kW K 1Q , O k K 13P kW K 1Q et O k K 13P kW K 5Q .
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FIG. 1.3 – Desgéod́esiquespériodiquestraćeessurunesurfacetoröıdalemod́elisantla forme
géoḿetriquedu ventriculegauche.Ellescorrespondentrespectivementà O k K 1 P kWDK 1Q , O k K
2 P kW/K 1Q et O k K 1 P kW¹K 2Q .
1.5 Construction d’un modèleabstrait pour leventricule gauche

Afin devérifier quelesfibresmyocardiquessontorganiśeesensurfacesdontellessontles
géod́esiques,il estutile dedisposerd’un mod̀eleabstraitpourvaliderlesdifférentsalgorithmes
quenousdévelopponsdansle chapitresuivant.

D’aprèslesobservationsanatomiques,le ventriculegauchepourraitêtremod́elisé parune
formetoröıdale.Nousavonsdoncconstruitunmod̀elederévolutionformédesurfacestoröıdales
embôıtées,voir Figure1.4.Cessurfacessontgéńeŕeesparla rotationautourdel’axederévolution
decourbesméridiennesenformedecroissant.La courbeméridiennede la surfacela plusex-
terneestunecourbeB-splinede classeC2 polynomialede degré 3 obtenueavec cinq points
de contr̂ole, voir annexe B. La distancede cettecourbeà l’axe de révolution estprochede 0,
maisn’estpaségaleà 0. Elle estminimaleauniveaudel’apex où lesfibrespeuventpasserde
l’ épicardèa l’endocarde.Lescourbesméridiennesdesautressurfacessontdéduitesdecellede
la surfacela plusexterneenlui appliquantunehomoth́etiederapportλ, 0 � λ � 1 et decentre
choisi de façon à ce queles courbesobtenuesne secroisentpas.Donc à chaquevaleurde λ
correspondunesurfacequ’onnoteSλ.

Nous avons construit sur chacunedes surfacesainsi définies un réseaude géod́esiques
périodiquesqui se déduisentl’une de l’autre par rotation autourde l’axe de révolution. Par
conśequent,lesgéod́esiquesdechaqueréseauontunemêmeconstantedeClairaut.Lesgéod́esiques
sontchoisiesde façon à effectuerun seultour autourde l’axe derévolution et, unespirepour
lessurfacesnonprofondesetdeuxspirespourlessurfacesprofondes(c’est-̀a-direpourλ petit).

La structuredu ventriculedroit estassezcomplexe. Les outils classiquesde géoḿetrie ne
semblentpastrèspuissantspour en construireun mod̀ele. La disponibilité de nouvellesma-
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FIG. 1.4 – Le mod̀ele abstrait du ventricule gauche.A gauche,des courbesméridiennes
embôıtéesqui géǹerentdessurfacesembôıtées(aucentre)enlesfaisanttournerautourdel’axe
derévolution.A droitedesgéod́esiquespériodiquesqui sedéduisentl’unedel’autreparrotation
autourdel’axederévolution.

chinesetdenouveauxoutilspermetla repŕesentationdeformes3D àpartirdecourbesetdesur-
facesparaḿetŕees.Nousprésentonsdansl’annexeB desmod̀elespourlesformesgéoḿetriques
desdeux ventriculesà l’aide dessurfacesB-splinessur lesquellesnouspouvons tracerdes
géod́esiquesenutilisantun algorithmedévelopṕeparValériePham-Trong[73] pourtracerdes
pluscourtscheminssurcetypedesurfaces.
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Chapitr e 2

Outils numériques- Application au
myocarde

2.1 Intr oduction

SelonStreeter[85], lesfibresmyocardiquessontorganiśeesensurfacestoröıdalesembôıtées
dontellessontlesgéod́esiques.Partantde donńeesexpérimentales,obtenuespar la technique
de microscopieen lumièrepolariśeedévelopṕeepar Jouket al. [47], nousvoulonsd’un côté
reconstruireles fibreset les surfacessur lesquellescourentles fibres,et d’un autrecôté ten-
ter de vérifier la conjecturede Streeter. La techniqueexpérimentalemesurepour un nombre
depointssetrouvantdansdessectionsdifférentesdansle myocardedeuxanglesà partir des-
quelsl’orientationdela fibrepeutêtredéduite.Autrementdit, le travail expérimentalfournit un
champdiscrettridimensionneldesdirectionsdesfibres.

Dansnotretravail noussupposonsquele ventriculegauchea unestructurede révolution.
Plus préciśement,nous voyons sa surface externe géńeŕee par rotation autour d’un axe de
révolution d’une courbeméridiennequi a la forme d’un croissant.Ce mod̀ele simplifié nous
permetd’utiliser l’invariancede la constantedeClairautle long desgéod́esiquesdessurfaces
derévolution.La propríet́edeClairauta d’ailleursét́e utiliséeparStreeterqui disposaitdeme-
suresdansla partieéquatorialelibre duventriculegauche.

Danscechapitre,nousprésentonstout d’abordle cadremath́ematiquedanslequelsesitue
notreprobl̀emeainsi quequelquesméthodesnumériquesqui sontutiliséesdansla suitepour
développerdesalgorithmesde suivi de fibreset de reconstructionde surfaces.Ensuite,nous
construisonsdesmod̀elesabstraitspour les formesgéoḿetriquesdesdeux ventriculespour
pouvoir validerlesdifférentsalgorithmesquenousavonsdévelopṕes.

Afin devérifier la conjecturedeStreeter, nouscalculonsentout point du ventriculegauche
la quantit́edeClairautetnoustraçonssesisovaleursdansdessectionshorizontalesetverticales.
De plus,nousutilisonsl’algorithmedesuivi defibrespourobteniruneinformationsurchaque

47
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fibre sépaŕement.Nousremarquonsquele longd’unefibre donńeela quantit́edeClairautreste
invariante.Enfin,nousutilisonsl’algorithmedesuivi defibrespourvisualiserlessurfacesd’iso-
valeursdunombredeClairaut.Lessurfacesobtenuesmontrentclairementla structuretoröıdale
du ventriculegaucheet la formehélicöıdaledestrajectoiresdesfibres.

La structurerelativementsimple du ventriculegauchen’est plus valablepour le ventri-
cule droit, lesalgorithmesde reconstructionde surfacess’avèrentsensibles̀a la précisiondes
donńeesanatomiques,tout celaa limit énosrésultatsauventriculegaucheuniquement.

2.2 Donnéesanatomiques

L’ équipeRFMQdulaboratoireTIMC adévelopṕeunetechniquedemicroscopieenlumière
polariśee, pour déterminerl’orientation des fibres dansdes cœursfœtaux.Une description
compl̀etedu protocoleestdonńeedansl’annexeA.

FIG. 2.1– Cartesangulaires: à gauche,l’angle d’azimutqui variede0 à π, et à droite,l’angle
d’élévationqui variede0 à π � 2.

Les résultatssontconstitúesde cartesangulairesfourniespour descoupesdiscŕetiśeesen
voxels,voir Figure2.1.Danschaquevoxel uneinformationmoyenneestcollect́ee,deuxangles
sont mesuŕes, l’angle d’élévation ou latitude θ et l’angle d’azimut ou longitudeϕ. L’angle
d’élévation est l’angle que fait la fibre avec le plan de coupeet l’angle d’azimut est l’angle
quefait la projectionde la fibre sur le plan de coupeavec unedirectionfixe de ce plan, voir
Figure2.2.

Pour déterminerla position d’un vecteurdansl’espace,l’angle ϕ varie entre0 et 2π, et
l’angle θ entre [ π

2 et π
2. Parcontre,dansle casd’unedroite,il suffit deconnâıtre ϕ entre0 et π

etθ entre [ π
2 et π

2 pourdéterminersadirection.Parconśequent,uneconnaissancelocaledeces
deuxanglescomprisentre0 etπ pourϕ et [ π

2 et π
2 pourθ déterminecompl̀etementla direction
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τ dela fibre :

τ K mmmmmm
τx K cosθcosϕ
τy K cosθsinϕ
τz K sinθ

(2.1)

La techniqueutiliséenepermetpasdedistinguerentreθ et [ θ. Lesvaleursfourniespourθ sont
doncmesuŕeesdansl’intervalle d 0 P π2 e .

D’un point de vue math́ematique,on peut dire qu’on a un champde vecteursdiscŕetiśe
répartidansl’ épaisseurdu musclecardiaqueet lesfibressontconsid́eŕeescommedescourbes
tangentesenchaquepoint à cechamptridimensionnel.

fibre
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FIG. 2.2– Repŕesentationsch́ematiquedesanglesd’élévationet d’azimut.

2.3 Reconstructionnumérique descourbes

Étantdonńe un champde vecteursτ : Ω TUµN 3, il s’agit de reconstruiredescourbesqui y
soienttangentesentout point.Nouslescherchonssousformeparaḿetŕeet TU x O t Q . Autrement
dit, nouscherchonsx solutiondel’ équationdifférentielledu premierordrex WpO t QbK τ � x O t Q.� .
2.3.1 Formulation mathématiquedu problème

Rappelonsici quelquesrésultatśelémentairessurleséquationsdifférentielles,voir parexemple
Cartan[19] et Demailly [26].
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FIG. 2.3– Un exempled’unecourbetangentèaun champdevecteursdonńe.

SoitU unouvertde N»º¼N m et f :U U½N m uneapplicationcontinue.Onconsid̀erel’ équation
différentielle

x W K f O t P x Q*P O t P x Q ^ U M (2.2)

Définition 2.1 : Unesolutionde(2.2)surun intervalleI ¾¿N estunefonctiondérivablex : I UN m telleque:
V
t ^ I , O t P x O t Q-Q ^ U, et x WpO t QbK f O t P x O t Q-Q .

Définition 2.2 (ProblèmedeCauchy) : Étantdonńeunpoint O t0 P x0 Q ^ U, le problèmedeCau-
chyconsistèa trouverunesolutionx : I U:N m de(2.2)surun intervalleI contenantt0 dansson
intérieur, telle quex O t0 QaK x0.

Définition 2.3 : Unecourbeintégralede(2.2) estunecourbedifférentiableΓ qui a pour tan-
genteenchaquepoint M KÀO t0 P x0 Q ^ Γ la droiteDM d’équation:

x [ x0 K]O t [ t0 Q f O t0 P x0 Q M
Dansle cas1D (m K 1), f O t0 P x0 Q estdoncla pentedela tangentèaΓ aupointM, etdansle cas
géńeral, f O t0 P x0 Q estle vecteurdirecteurdela tangenteenM à Γ.

Revenonsauprobl̀emededépart.On sedonneun champdevecteursτ, on lui associeune
équationdifférentielleautonomex W O t QRK τ � x O t Q � et on supposeτ assezrégulierpourquecette
équationdifférentielleadmetteunesolutionuniquequandunevaleurinitiale estdonńee.Les
courbesqui sonttangentesen tout point à ce champne sontautresqueles courbesintégrales
decetteéquationdifférentielle.Trouver cescourbes,c’estdoncrésoudreun probl̀emedeCau-
chy. Obtenirunesolutionexacte(analytique)du probl̀emede Cauchyn’est pasgéńeralement
possiblemêmelorsquef estdonńeesousformeanalytiqueet il existedenombreusesméthodes
de résolutionnumériquepar discŕetisation.Dansnotrecas,le secondmembreτ n’est connu
quesousforme d’une carteau départdiscr̀etequenousétendonsen unecartecontinue.Ces
méthodessontdoncbienadapt́eesànotreétude.
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Nousrappelonsici quelquesméthodesusuelles.Pourl’ étudedela stabilité, la consistance,
la convergenceet l’ordre d’approximationnousrenvoyonsauxouvragesd’analysenumérique
élémentaire.CitonsparexempleCrouzeixet Mignot [25], Dieudonńe [28], Demailly [26].

2.3.2 Résolutionnumérique du problèmede Cauchy

Notreprobl̀emeà résoudres’écrit donc:�
x W K τ O x Q*P
x O t0 QaK x0 M (2.3)

Soit t0 � t1 � M.M-M � tN K t0 X T une subdivision de d t0 P t0 X T e . Il s’agit de déterminer
desvaleursapproch́eesx0 P x1 P M-M-M P xN desvaleursx O tn Q prisespar la solution exactex. Soit
hn K tnª 1 [ tn P 0 � n � N [ 1 le pasà l’ étapen, on le prendengéńeralconstant.

On distinguedeux typesde méthodes: méthodes̀a un paset méthodesà plusieurspas.
Une méthodeà un paspermetde calculerxnª 1 à partir de la seulevaleurant́erieurexn. Une
méthodeà r pasutilise les r valeursant́erieuresxn P M.M-M P xn Á r ª 1 afin decalculerxnª 1. La partie
initialisationd’uneméthodèadeuxpas,c’est-̀a-direle calculdex1, peuts’effectuerenutilisant
uneméthodèaunpas.

Méthoded’Euler explicite : C’estuneméthodèaunpasd’ordre1.

xnª 1 K xn X hnτ O xn Q M (2.4)

Méthodedu point milieu : Elle estd’ordre2 et à un pas.uvvw vvx xnª 1
2
K xn X hn

2
τ O xn Q*P

pn K τ O xnª 1
2
Q*P

xnª 1 K xn X hnpn M (2.5)

Méthodedu point milieu modifié: C’estuneméthodèadeuxpasd’ordre2.Elle sedistingue
delaméthodedupointmilieuparlecalculdupointintermédiairexnª 1

2
oùaulieu d’utiliser τ O xn Q

dontle calculestcoûteuxonutilise τ O xn Á 1
2
Q qui estdéjà calcuĺeaupaspréćedent.uvvw vvx xnª 1

2
K xn X hn

2
pn Á 1 P

pn K τ O xnª 1
2
Q�P

xnª 1 K xn X hnpn M (2.6)

Examinonsunaspectnumériquequenousasembĺe intéressantdansle traćedescourbes,en
particuliers,dansl’utilisation denosalgorithmesparnoscollèguesdebiologie-ḿedecine.C’est



CHAPITRE2. OUTILS NUMÉRIQUES- APPLICATION AU MYOCARDE 52

celui du traće d’unecourbedansles“deuxsens”.

Soit O Γ P x Q la courbeparaḿetŕeeoù x : t ^ d t0 P t0 X T eÂTU x O t Q est la solutiondu probl̀eme
(2.3).PosonsxT K x O t0 X T Q . Faisonsmaintenantunchangementdeparam̀etresdet en [ t. Pour
t ^ dÃ[ t0 [ T P-[ t0 e , onnotex̃ O t QgK x O�[ t Q . Doncx̃ etx sontdeuxparaḿetrisationśequivalentesde
Γ. Deplus x̃ estsur dÃ[ t0 [ T P-[ t0 e , la solutiondu probl̀emesuivant:�

x̃ W/KS[ τ O x̃ Q*P
x̃ O\[ t0 [ T QaK xT M (2.7)

Maintenantdu point devuenumérique,on sedemandesi lesvaleursapproch́eesx0 P M-M-M P xN de
x obtenuespar la résolutionnumériquede (2.3) avec la condition initiale x O t0 QFK x0 sont les
mêmesquelesvaleursapproch́eesde x̃ obtenuespar la résolutionnumériquede (2.7) avec la
conditioninitiale x̃ O\[ t0 [ T QaK x̃0 K xN. Autrementdit, on construittoutd’abordenpartantde
x0 notresuite(finie) depointsx0 P M.M-M P xN, etensuiteenutilisantla valeurobtenuexN onconstruit
enpartantdexN la suitex̃0 P M.M-M P x̃N. La questionestdonc,lesdeuxsuitesdepointssont-ellesles
mêmes?Si la réponseestnégative,ondit quelaméthodenumériqueutiliséen’estpasréversible.

La méthoded’Euler explicite, la méthodedu point milieu et la méthodedu point milieu
modifiénesontpasréversibles.

MéthodedeNyström : C’estuneméthoded’ordre2, àdeuxpas.Sonsch́emaestle suivant:�
xnª 1 K xn Á 1 X 2hτ O xn Q*P
tnª 1 K tn X h M (2.8)

Montronsquecetteméthodeestréversible.En effet, soientx0 P x1 P M.M-M P xN construitespar la
méthodedeNyströmsur �

x WpO t QbK τ O x O t Q-Q*P t0 � t � t0 X T P
x O t0 QRK x0 M (2.9)

Consid́eronsmaintenant�
x̃ WsO t̃ QRKS[ τ O x̃ O t̃ Q.Q*P [ t0 [ T � t̃ �=[ t0 P
x̃ O\[ t0 [ T QaK xN M (2.10)

Posons̃x0 K xN etchoisissons̃x1 K xN Á 1. La méthodedeNyströmsurle syst̀eme(2.10)fournit

x̃0 K xN P x̃1 K xN Á 1

x̃pª 1 K x̃p Á 1 X 2h � [ τ O x̃p Q.�ÄP 1 � p � N [ 1 M (2.11)

Montronsque,pourtout0 � p � N, x̃p K xN Á p. C’estvrai pourp K 0 et p K 1 parconstruction.
Supposonsquec’estvrai jusqu’̀a p. Alors deséquations

x̃pª 1 K x̃p Á 1 [ 2hτ O x̃p Q�P
et

xN Á pª 1 K xN Á p Á 1 X 2hτ O x̃N Á p Q*P
on tire x̃pª 1 K xN Á p Á 1. D’où le résultatannonće.
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Validation numérique

Lesméthodesprésent́eesci-dessusont ét́e test́eessurplusieursexemplesdechampsdevec-
teursplansainsiquevolumiques.

1- Cercle plan : On consid̀eredansle plan (Oxy) le champde vecteursdéfini par l’ équation
suivante: uvw vx xW KS[ y±

x2 X y2
P

yW K x±
x2 X y2

M (2.12)

La solutionde (2.12)pour la condition initiale O x O 0QFK R0 P y O 0QFK 0Q estdonńeepar � x O sQ§KR0cosO s
R0
Q*P y O sQRK R0sinO s

R0
Q.� . Sacourbeintégraleestle cercledecentrel’origine et derayon

R0 : x2 X y2 K R2
0. Soit O xn P yn Q le pointobtenuà l’it érationn, onnoteRn K ² x2

n X y2
n. L’erreurà

cetteitérationestégaleà
�Rn [ R0 �

R0
et l’erreur globaleestmaxn

�Rn [ R0 �
R0

, c’est-̀a-dire,l’erreur

L∞ relative.

2- Courbe plane en forme de croissant : Cet exemplecorrespondaux courbesméridiennes
embôıtéesutiliséesdansla mod́elisationabstraitedu ventriculegauchedansla partie1.5.Dans
le plan (Oxz), chacunede ces courbesméridiennesest obtenueà partir de la plus externe
entreellespar unehomoth́etiede rapportλ ^ e 0 P 1e et sonéquationparaḿetriquedansce plan
est O xλ O sQ�P zλ O sQ-Q . Si un point O x P zQ est à l’int érieurde la courbela plus externe,alors il ap-
partient à une courbequi est compl̀etementdéfinie par une valeur réelle λ ^ e 0 P 1e , soit Γλ
cettecourbe.Le champde vecteursen ce point correspondau vecteurunitaire tangentà Γλ,
τ O x P zQbK]O τx O x P zQ*P τz O x P zQ-Q . En termed’équationdifférentielle,cetexemples’écrit :�

xW K τx O x P zQ*P
zW K τz O x P zQ M (2.13)

La courbeintégralede(2.13)pourla conditioninitiale O x O 0QbK x0 P zO 0QfK z0 Q , où O x0 P z0 Q ^ Γλ0
,

est la courbeΓλ0
. A l’it érationn, on obtient le point O xn P zn Q auquelcorrespondune valeur

λn ^ d 0 P 1e . Nouschoisissonscommemésuredel’erreur à cetteitérationla quantit́e
� λn [ λ0 �

λ0
et

l’erreur globaleestmaxn
�λn [ λ0 �

λ0
.

3- Géod́esiquesdu modèle abstrait du ventricule gauche: C’est le mod̀ele construitdans
la partie1.5. Il s’agit d’un ensembledesurfacestoröıdalesembôıtéessur lesquelleson a traće
desréseauxde géod́esiquespériodiques.Chaquepoint O x P yP zQ du domaineappartientà une
surfacedéfinie par un nombreréel λ ^ d 0 P 1e , not́ee Sλ, et il se trouve sur une géod́esique
périodiquedontlaconstantedeClairautestnot́eeCλ. Ondéfinit lechampdevecteursenunpointO x P yP zQ dudomainecommeétantle vecteurunitairetangentencepoint à la géod́esiquepassant
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parcepoint, τ O x P yP zQ�K�O τx O x P yP zQ*P τy O x P yP zQ*P τz O x P yP zQ.Q . En termed’équationdifférentielle,cet
exemples’écrit : uw x xW K τx O x P yP zQ*P

yW K τy O x P yP zQ*P
zW K τz O x P yP zQ M (2.14)

Pourunecondition initiale O x O 0Q§K x0 P y O 0QFK y0 P zO 0Q�K z0 Q , où O x0 P y0 P z0 Q ^ Sλ0
, correspond

commecourbeintégralede (2.14) la géod́esiquetraćeesur Sλ0
et qui passepar O x0 P y0 P z0 Q . A

l’it érationn, on obtientle point O xn P yn P zn Q à qui correspondunevaleurλn ^ d 0 P 1e . L’erreurme-

suŕeeà cetteitérationestégaleà
�λn [ λ0 �

λ0
et l’erreurglobaleestmaxn

�λn [ λ0 �
λ0

.

4- Champ de vecteurssousforme discrétisée : Pourserapprocherdu casde donńeesana-
tomiques,le champde vecteurscorrespondantau mod̀ele du ventriculegaucheconsid́eŕe ci-
dessusestalorsconsid́eŕe sousformediscŕetiśee.Ensuite,nousavonsreconstruitun champde
vecteursdéfini entoutpointdudomaineparinterpolationstrilin éairesdesvaleursduchampdis-
cretaux pointsvoisinsdu point consid́eŕe. Aveccenouveauchampde vecteursnoussommes
dansle mêmecasqueceluidel’exemplepréćedent.

M

M

M

M

M i−1

i

i+2

i+1

i+3

τ

τ

τ i

i+1

i+2

2h
2h

2h

FIG. 2.4– Cettefigurecorrespond̀a la méthodedeNystrom.Onvoit clairementlesoscillations
dansl’allure du polygoneMi Á 1MiMi ª 1Mi ª 2Mi ª 3.

Donnonsmaintenantnos conclusions.Bien quenousayonsau départretenula méthode
deNyström poursaréversibilité,nousavonsconstat́e quele traće detrajectoiresprésentaitdes
oscillations,voir Figure2.6.Cephénom̀eneestexpliquésurla Figure2.4.Dansle casduchamp
devecteursdiscret,laméthodedupointmilieuestlameilleureentermedeprécision,voir Figure
2.5.Pourcela,la méthodedu point milieu a ét́e utiliséedansla suitepour la reconstructionde
fibresmyocardiques.
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FIG. 2.5 – L’erreur L∞ relative est traćeeen fonction du pash. En haut, à gauchele casdu
cercleplanet à droitele casdecourbesméridiennesembôıtées.En basle mod̀eleduventricule
gauche,̀a gauchele champdetangentesdéfini entout point du mod̀eleet à droitele champde
tangentesdiscret.
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FIG. 2.6 – Une trajectoired’une fibre obtenuepar la méthodede Nyström. On remarqueles
oscillationsquefait cettetrajectoire.

2.3.3 Algorithme desuivi de fibr es

Afin dereconstruirelestrajectoiresdesfibresmyocardiques̀apartirdedonńeesanatomiques,
nousavonsdévelopṕe desalgorithmesbaśessur les méthodesnumériquesprésent́eesdansla
partie2.3.2,permettant̀apartir decesdonńeesdesuivrechaquefibrepointparpoint le longde
satrajectoire.

Formulation du problème:

Nousdisposonsd’un champdiscretdevecteursunitairestangentsauxfibres.Lespointsoù
ce champestdéfini sontles nœudsd’un maillagetridimensionelparalĺelipipédiqueuniforme.
Pourobtenirun champdevecteursunitairesdéfini enun point quelconqueM du muscle,nous
interpolons,avecpourcoefficientsdepond́erationlescoordonńeesbarycentriques,lesdirections
desfibresaux pointsvoisinsMi du maillageet puis nousnormalisonsle vecteurobtenu.La
formuled’interpolationpeutêtreécritesousla formesuivante:uvvvvw vvvvx τ © KSO 1 [ γ QgÅÆO 1 [ β Q � O 1 [ α Q τ1 X ατ2 � X β � O 1 [ α Q τ4 X ατ3 �kÇ X

γ ÅÈO 1 [ β Q � O 1 [ α Q τ5 X ατ6 � X β � O 1 [ α Q τ8 X ατ7 �kÇ P
τ K τ ©�5� τ © �5� P (2.15)

avecτi K τ O Mi Q*P i K 1 M-M-M 8 etτ K τ O M Q . Lesvaleursα P βetγ ^ d 0 P 1e etellessontlescoordonńees
barycentriquesdu point M, voir Figure2.7.
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FIG. 2.7 – Les points Mi sont les sommetsdu paralĺelipipèdedu maillagecontenantM et
α P βetγ ^ d 0 P 1e sontlescoordonńeesbarycentriquesdupoint M.

Si on cherchelestrajectoiresdesfibrescommedescourbesparaḿetŕeespar l’abscissecur-
viligne, cescourbessontalorslescourbesintégralesdel’ équationdifférentielle(2.16)

x W K τ O x Q M (2.16)

Pour résoudrel’ équation(2.16), nousavons sélectionńe parmi les méthodesnumériques
présent́eesdansla section2.3.2,celledupointmilieu. Désignonsparτi le vecteurτ O xi Q etparh
un pasconstant.L’algorithme desuivi de fibresestdonc:uw x xnª 1

2
K xn X h

2
τn P

xnª 1 K xn X hτnª 1
2
M (2.17)

2.4 Conjecturede Streetersur le ventricule gauche

En 1979, Streeter, [85] a obtenudesmesurespartiellesde l’orientation desfibres myo-
cardiqueset il a exprimé l’hypothèseque les fibres courentcommedesgéod́esiquessur un
ensemblede surfacesembôıtées.Il a vérifié cettehypoth̀esesur la partie libre équatorialedu
ventriculegaucheenseservantdela propríet́edeClairaut.

Pourpouvoir utiliser lesdonńeesanatomiquesqui nousfournissentenun échantillondepoints
du muscleles composantesdes vecteursunitairestangentsaux fibres, nous avons exprimé
r cosθ en fonction de cesdonńees.En effet, soit O x P yP zQ les trois coordonńeesd’un point et
τ KÉO τx P τy P τzQ le vecteurunitaire tangentà la fibre en ce point. Le vecteurunitaire tangent
au parall̀ele ence point a pourcomposantest KnO�[ y

r P xr P 0Q (où l’axe desz du rép̀erecart́esien
consid́eŕeestsuppośe êtrel’axederévolution),cequi fait que:

r cosθ K rτ M t K xτy [ yτx M (2.18)
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FIG. 2.8 – Des trajectoiresobtenuespar l’algorithme de suivi de fibres, deux positions
différentesdu cœur.

Si la conjecturedeStreeterestvraiepour le ventriculegauchetout entier, c’est-̀a-direqueles
fibressontlesgéod́esiquesd’un ensembledesurfacestoröıdalesembôıtées,alorspourtousles
pointsd’une fibre donńeenousdevonstrouver la mêmevaleurde la quantit́e de Clairaut.De
plus, si pour unesurfacedonńee les fibresrecouvrenttoute la surface,et que les fibressont
déduitesl’une de l’autre par rotationautourde l’axe de révolution ce qui estunehypoth̀ese
naturelle,alorsla quantit́edeClairautdoit êtreconstantesurla surface.

FIG. 2.9 – IsovaleursdeC obtenussurdessectionscoronales.A gauche,chaquecouleurcor-
respond̀a unevaleurdeC dontlestracessontdescerclesconcentriques.A droite,deuxcercles
qui correspondent̀a la mêmevaleurdeC.
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Notreidéeestd’évaluerla quantit́edeClairautC auxpointsdel’ échantillondedonńeesen
utilisant la formulepréćedente(2.18)et ensuitede tracerles isovaleursde cettequantit́e dans
desplansdesectionscoronales(perpendiculaires̀a l’axederévolutiondu ventriculegauche)et
dansdesplansverticauxpassantpar l’axe du ventriculegauche,l’un parall̀eleet l’autre ortho-
gonalauseptum,nomḿessagittalet transversalrespectivement.

Commec’étaitprévu,pourdesvaleursdifférentesdeC, lescourbesd’isovaleursdansunesec-
tion coronaledonńee sont descerclesconcentriques,voir Figure 2.9. De plus, à une valeur
donńeedeC correspondentdeuxcerclesconcentriquescequi “prouve” quelesfibrescourent
sur dessurfacestoröıdalesen effectuantau moinsunespireet qu’ellessont,sur chacunedes
surfaces,invariantesparrotationautourdel’axederévolution.Enparall̀ele,ensuivantlesfibres
point parpoint pourfaireapparâıtre leurstrajectoires,on constatequ’unefibre donńeetraverse
lescerclesd’isovaleursqui correspondent̀aunemêmevaleurdeC, cequi confirmequele long
de la fibre la quantit́eC estconstante,voir Figure2.10.Les isovaleursdeC dansdessections
verticalessontdescourbesméridiennesembôıtéesayantla formedecroissant,voir Figure2.11.
Parconśequent,on peutdire quelesfibressetrouventsurdessurfacesembôıtées.

FIG. 2.10– Destrajectoiresobtenuespar l’algorithmedesuivi defibres.Elles traversentdans
coupesdifférenteslescerclesqui correspondent̀a la mêmevaleurdeC.

Reconstructionde nappesde fibres Nousavonstraće les trajectoiresdesfibresissuesd’un
cercled’isovaleur de la constantede ClairautC. Nous avons remarqúe que ces trajectoires
formentunenappede fibresqui restentparall̀elesles unesaux autres.Cettenappede fibres
traversebien dansles autressectionsdu cœurles cerclesde la mêmevaleurde C quecelle
du cercledespointsde départdesfibres,voir Figure2.12.Cesnappesmontrentla structure
toröıdaledu ventriculegaucheet la formehélicöıdalequesuit chacunedesfibres.

Pourconfirmerquelesnappesainsiconstruitescorrespondentbienauxsurfacestoröıdales
embôıtéesetqued’autresnappesqui necorrespondentpasàdessurfacesembôıtéesnepeuvent
pasexister, nousavonstraće lestrajectoiresdesfibresissuesd’un ensembledepointsqui n’ont
pasnécessairementla mêmevaleurdeC. Le résultatobtenumontrebienquecesfibresneres-
tentplusparall̀eleslesunesauxautres.Par exempledansle casoù les pointssontchoisissur
un segmentde l’ épicardeà l’endocardetraversantl’ épaisseurdu ventriculegauche,les fibres
s’enfoncent̀a desniveauxdifférentsdansle musclepourfinir pars’éloigner, voire diverger, les
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FIG. 2.11 – Tracesd’isovaleursdeC dansdessectionslongitudinales: parall̀ele (gauche)et
orthogonale(droite)auseptuminterventriculaire.

FIG. 2.12– Deuxposistionsdifférentesd’une imagedenappesdefibressontissuesdepoints
setrouvantsurun cercled’isovaleursdeC.

unesdesautres,voir Figure2.13.

L’ étudeduventriculedroit estpluscompliqúeeparcequ’il neposs̀edepasuneformegéoḿetrique
simpleetil n’existepasdequantit́estellesquelaconstantedeClairautqui facilitentlavérification
de la conjecture.Pourcelanoussommesobligésde revenir à la définition d’unegéod́esique:
“c’estunecourbedont la normaleprincipaleen tout point cöıncideavecla normaleà la sur-
face”. L’id éeestdereconstruirelessurfaces,si ellesexistent,sur lesquellescourentlesfibres,
dedéterminernumériquemententout point d’unefibre la normaleprincipaleet vérifier si elle
cöıncideavecla normaleà la surfacequi estelle aussidétermińeenumériquement.
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FIG. 2.13– Destrajectoiresdefibresissuesdepointssetrouvantsurun segmentdel’ épicarde
à l’endocardeet n’ayantpasla mêmevaleurdeC.

2.5 Reconstructiondesurfaces

Il s’agitdeconstruiredessurfacestangentes̀aunchampdevecteurstridimensionnelτ. Nous
n’aborderonspasici l’ étuded’existencedetellessurfaces.Ceprobl̀emeappartient̀a la théorie
dessyst̀emesdifférentielscompl̀etementintégrablespourlesquelsdesrésultatsthéoriquesexistent
(parexemplele théor̀emedeFrobenius).

2.5.1 Principe de l’algorithme

Dansnotrecas,lessurfacesquenouscherchonssontdessurfaces(nappes)defibres.Donc
nous cherchonsdessurfacesengendŕeespar descourbestangentesau champτ. Ceci nous
ramèneà développerdesalgorithmessṕecifiquesà cetypedeprobl̀emebaśessur l’algorithme
desuivi defibresquenousavonsdévelopṕedansla section2.3.2.

Notre idéeest la suivante: partantd’un point donńe du domaine,il seraappeĺe point de
départ,nousconstruisons̀al’aide del’algorithmedesuivi defibresla courbetangenteauchamp
τ. Nouspouvonsensuitecalculer(numériquement)la normaleprincipalen et le vecteurbinor-
maleb àcettecourbe.Ceciveutdirequ’onpeutdéfinir unchampdevecteursbinormalesdéfini
danstout le domaine.Ensuite,à partir du point dedépart,nouspouvonsconstruireà l’aide de
l’algorithmedesuivi defibresla ligne tangenteauchampdesbinormales.Si maintenantnous
supposonsquecetteligneestunecourbedela surfacerecherch́ee,alorsla surfaceseraobtenue
entraçantlescourbestangentes̀aτ ets’appuyantsurla lignetangenteauchampdesbinormales.
Desvariantesdecetteméthodesontpossibles,ellesconsistent̀a tracerlescourbestangentes̀a
τ ets’appuyantsuruneligned’un champτ X µb, où µ estunefonctionscalaire.
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Construirela surfacerevient donc à déterminerune ligne de champdesbinormales.La
questionqu’on sepose: commentcalculerla binormale? Pourrépondrèa cettequestion,nous
avonsdévelopṕe deuxméthodespour déterminerla normaleprincipalen et la binormaleb à
unecourbe.

2.5.2 Calcul de la normale principale et de la binormale

(a) Premìereméthode: Consid́eronsunecourbes TU φ O sQ paraḿetŕeeparl’abscissecurviligne,
et s TU τ O sQ (resp.n O sQ , b O sQ ) sestangentesunitaires(resp.normalesprincipales,binormales).
On apourtout O si P si ª 1 Q

φ O si ª 1 Q@[ φ O si QRK]O si ª 1 [ si Q τ O si QDX O si ª 1 [ si Q 2
2

τ W O si QhX o � O si ª 1 [ si Q 2 �
et donc � φ O si ª 1 Q@[ φ O si Q.�bJ τ O si QbK O si ª 1 [ si Q 2

2
τ W O si QDJ τ O si QDX o � O si ª 1 [ si Q 2 � M

Or τ W O si QaKB[ n O si Q
RO si Q , parsuite

� φ O si ª 1 Qg[ φ O si Q.�aJ τ O si QaK O si ª 1 [ si Q 2
2

b O si Q
RO si Q X o � O si ª 1 [ si Q 2 � M

Ceciconduità définir unevaleurapproch́eebi deb O si Q par

bi K � φ O si ª 1 Qg[ φ O si Q � J τ O si Q�3� � φ O si ª 1 Qg[ φ O si Q\�bJ τ O si Q8�5� M
Pourunecourbeobtenuenumériquementparl’algorithmedesuivi defibresàpartird’un champ
τ, etMi , Mi ª 1 deuxpointssuccessifsdela courbe,nousposons

bi K [Ê[�U
MiMi ª 1 J τi�5� [8[�UMiMi ª 1 J τi �3� et ni K bi J τi P

où τi , ni etbi désignentrespectivementle vecteurtangent,la normaleprincipaleapproch́eeet la
binormaleapproch́eeenMi . Cetteméthodeestrepŕesent́eegraphiquementsurla Figure2.14(a).

(b) Deuxìememéthode: Cetteméthodeconsistèa remplacerentretroispointssuccessifs,Mi Á 1,
Mi , Mi ª 1, unecourbeobtenuenumériquementpar l’algorithmedesuivi defibresà partir d’un
champτ, parunecourbeparaḿetriquepolynomialeΓ passantparcestroispointsetqui soit tan-
genteen chacunde cespointsau champτ. Pourcelanouscherchonsl’ équationparaḿetrique
de la courbeΓ et ensuitenouscalculonssanormaleprincipaleni aupoint Mi et sabinormale
bi K τi J ni . NousapprochonsenMi la normaleprinicpaledela courbeobtenueparl’algorithme
desuivi defibresparni et sabinormaleparbi . Voir Figure2.14(b).
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FIG. 2.14– Lesrepŕesentationsgraphiquesdesméthodesdecalculdela normaleprincipaleet
la binormaleàunecourbe.

Validation Nous avons validé cesalgorithmessur le mod̀ele abstraitdu ventriculegauche
présent́e dansla section1.5. Le mod̀ele consisteen un ensemblede surfacesembôıtéessur
chacunedesquellescourtun réseaudecourbesgéod́esiques.Noussavons,d’apr̀esla définition
d’unegéod́esique,quelanormaleàla surfaceestégalèalanormaleprincipaleàla géod́esiqueet
quele plantangent̀a la surfaceestle plancontenantla tangentèa la géod́esiqueetsabinormale.
Donc l’hypothèsequela ligne tangenteau champdesbinormalessoit sur la surfaceestsatis-
faite. L’initialisation desalgorithmesconsisteà donnerles coordonńeesd’un point de départ
du domaineétudíe, et l’on obtientensuiteun ensemblede courbesdu réseaude géod́esiques
appartenant̀a la surfacesur laquellesetrouve le point de départ.La Figure2.15montretrois
surfacesobtenuesen validant les différentesméthodesde calcul desvecteursn et b (dessins
de gaucheet au centre),ainsi qu’unevariantede l’algorithme s’agissantde tracerlescourbes
tangentesauchampτ et s’appuyantsur la ligne du champτ X µb dontla composanteenz (axe
derévolutionOz) estnulle (dessindedroite).

Application aux donnéesanatomiques L’algorithmede reconstructionde surfacesn’a pas
fonctionńe correctementlors de son applicationaux donńeesanatomiques.Ceci est dû au
probl̀emede la sensibilit́e de l’algorithme à la précisiondesdonńeesanatomiques.En effet,
d’un côté la précisiondesdonńeesanatomiquesactuellesn’estpassuffisantepourpouvoir ap-
pliquercetalgorithmeetd’unautrecôté l’algorithmenécessitele calculdelanormaleprincipale
et la binormalecequi nousramèneà approximerla dérivéesecondeduvecteurpositionx.
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FIG. 2.15– Dessurfacesobtenuesen validantlesméthodesde reconstructiondesurfacessur
un mod̀eleabstraitderévolutiondu ventriculegauche.

2.6 Calcul de divτ

Peskin[72] introduit la notion de “tubes de fibres”, c’est-̀a-dire de surfacestubulairesà
l’int érieurdesquellesetsurla surfacelatéraledesquellescourentlesfibres.Deplus,unesurface
tubulaireestsuppośeeposśederdessectionsorthogonalesauxfibres.Notonsquel’existencede
tels tubesdefibrespourun champdevecteursarbitrairen’estpasassuŕee,puisqu’ellerequiert
la conditiondeFrobenius.Toutefoissi l’existencedetelsvoisinagesestvraieentoutpoint,il est
aiśedemontrerquesi, deplus,lessectionsorthogonalessontdemêmeaire,alorsla divergence
du champdevecteursτ estnulle.Peskinsupposedansla suitedesonanalysequedivτ K 0.

Il estintéressantd’examinercettehypoth̀eseà l’aide dedonńeesanatomiques.

Utilisant leurspropresdonńees,Geertset al. ont récemmentfait detelscalculs,voir Geerts
et al. [34]. Dansleursrésultats,la quantit́e divτ sembleêtreinférieureà 0,07mmÁ 1 à travers
le myocarde,saufdanslessitesdefusionentrele ventriculegaucheet le ventriculedroit et les
sitesd’insertiondesmusclespapillairesoù savaleurpeutêtreélevée.

Nous avons souhait́e effectuerun nouveaucalcul de cettequantit́e à partir desdonńees
anatomiquesdontnousdisposons.L’expressiondela divergenceestdonńeepar l’ équationdiv

τ K ∂τx

∂x
X ∂τy

∂y
X ∂τz

∂z
. Nous avons approxiḿe cettequantit́e par une méthodede différences

finies.

Nous constatonsque les valeurscalcuĺeesde la divergencedu champd’orientationdes
fibres,qui devraient êtreprochesde zéro selonPeskin[72], ne sontpasexactementproches
dezéro.Par exemple,pourunesectionauniveauéquatorialdu myocardeoù la divergenceest
calcuĺeeauxsommetsd’un maillagecarŕe,nousavonstrouvéqueseulement24%decesvaleurs
sontpluspetitesque1 mmÁ 1 et que2,3%pluspetitesque0,1mmÁ 1, voir Figure2.16.
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FIG. 2.16– Histogrammesdela divergence: divτ mesuŕeeenµm Á 1 enabscisse,et le pourcen-
tagedu nombredepointsdanschaqueclasseenordonńee.Ceshistogrammescorrespondent̀a
unesectionéquatorialedumyocarde: la largeurd’uneclasseestde1 mmÁ 1 à gaucheet de0,1
mmÁ 1 à droite.





Conclusion

Dansun premiertemps,nousavonsétudíe quelquespropríet́esdescourbestraćeessurune
surface.Nous nous sommesintéresśes en particulier aux géod́esiquespériodiquesdes sur-
facestoröıdales.Danscettedirection,nousavons trouvé une relation qui doit être satisfaite
par la constantede Clairautet les nombresde tourset de spiresquedoit faire la géod́esique
périodique.En sebasantsur ce résultat,nousavonsconstruitun mod̀eleabstraitpour le ven-
tricule gauche.Ce mod̀ele consisteen dessurfacestoröıdalesembôıtéesrecouvertespar des
réseauxdegéod́esiquespériodiques.

La géoḿetriederévolution du ventriculegauchenousa permisd’utiliser l’invariancedela
constantedeClairautle longdesgéod́esiquesdessurfacesderévolutionpourvérifier la conjec-
turedeStreetersurceventriculetout entier. Notonsquela quantit́e deClairautestfacilement
calculablèapartir desdonńeesanatomiques.

En parall̀ele,nousavonsdévelopṕe un algorithmedesuivi defibresbaśe surdesméthodes
numériquespour la résolutiondu probl̀emede Cauchy. En traçant les trajectoiresdesfibres
issuesde tracesd’isovaleursde la constantede Clairautdansdessectionshorizontales,nous
avonsremarqúe quecesfibresformentdesnappesreflètantla structuretoröıdaledu ventricule
gauche.Ensuite,nousavons géńeraliśe l’algorithme de suivi de fibres en un algorithmede
reconstructiondesurfacesqui a ét́e validé surle mod̀eleabstraitquenousavonsconstruitpour
le ventriculegauche.Lorsdesonapplicationauxdonńeesanatomiques,il apparâıt qu’il diverge
rapidement,ceci pourraitêtredû à la sensibilt́e de l’algorithme aux donńeesanatomiquesqui
contiennentdeserreurs.
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Deuxièmepartie

Modélisation Mécanique
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Intr oduction

Le premierchapitrede la partiemécaniqueconsisteà présenterles élémentsnécessaires
pour toutemod́elisationenmécaniquedesmilieux continuset ensuitenousexposonsdeslois
decomportementdu myocardepropośeesdansla litt érature.

Dansle deuxìemechapitrenousdévelopponsunetechniqued’homoǵeńeisationdiscr̀etedes
milieux périodiques.Cettetechniqueconsistèaremplacerunmod̀elediscretdetreillis debarres
élastiquesparunmod̀eledemilieu continuensebasantsurla petitessedurapportdela longueur
d’unebarresurla taille du treillis, et surla réṕetitivitédu treillis. Elle permetd’obtenirà la fois
l’ équilibredu milieu continu équivalentet sa loi de comportementmacroscopique.La loi de
comportements’obtientpar l’intermédiairedela résolutiond’un syst̀emed’auto-́equilibrenon
linéaireécrit surunecellulederéférencedela structurediscr̀ete.Nousdémontronsaussiquela
loi decomportementdumod̀elelimite esthypeŕelastique,etobjectivesouscertainesconditions.

Afin d’obtenir une loi de comportementdu myocarde,nousprésentonsdansle troisième
chapitrel’application de la techniqued’homoǵeńeisationen utilisant de donńeesmécaniques
expérimentalesobtenuessurdescellulescardiaquesisolées.Nouscomparonsensuitenosrésultats
sur la loi macroscopiqueavec deslois de comportementdu myocardeà l’ étatpassiftrouvées
dansla litt érature.

Une autreapplicationde la techniqued’homoǵeńeisationestprésent́eedansle quatrìeme
chapitre.Elle consistèamod́eliserunnanotubedecarboneparunmilieu continu.Nousétudions
lesdeuxaspects: grandeset petitesdéformations.
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Chapitr e 1

Elasticité non lin éaire - Lois de
comportementdu myocarde

Cechapitreestcompośededeuxparties.
La premìerepartiecontientles basesde la mécaniquedesmilieux continus.Après intro-

ductiondesoutils de descriptiondesdifférentstenseurspouvant décrire les déformationsfi-
nies d’un milieu continu,on décrit les efforts intérieurset extérieursafin de définir les ten-
seursdecontraintesetd’obtenirleséquationsd’équilibreàpartirduprincipefondamentaldela
mécanique.La suiteestlevéritablebutdecechapitre: uneintroductionsurlesloisdecomporte-
ment.Ceslois decomportementexprimentla relationentrelescontrainteset lesdéformations.
Aprèsquelquesdéfinitions fondamentales(objectivité, homoǵeńeité, parit́e,...),on établit les
équationsgéńeralesde l’ élasticit́e tridimensionnellenon linéairedesmilieux hypeŕelastiques
isotropeset isotropestransverses,compressiblesou non. Ensuite,on donnel’expressiondu
tenseurdecontraintesdansun syst̀emedecoordonńeescurvilignesgéńeraliśees.Pourplusde
détailssur cettepartie,on fait référenceà (Washizu[98], Truesdell[95], Gurtin [38], Ciarlet
[22], Le Tallec[56], Ogden[67]).

Dansla deuxìemepartienousprésentonsdeslois decomportementdumyocardepropośees
dansla litt érature.

1.1 Elasticiténon lin éaire - Grandesdéformations

1.1.1 Cinématique

Le cadreappropríe à la mod́elisationmécaniquedela plupartdesorganestelsquele myo-
cardeestceluidela mécaniquedesmilieux continus.Enraisondescaract́eristiquesmécaniques
desorganes“mous” et dessollicitationsauxquellesils sontsoumis,l’approximationdite “des
petitesdéformations”de la mécaniquedesmilieux continusn’estpasadapt́ee.Pourmod́eliser
mécaniquementcesorganes,il estnécessairedemettreenœuvrelesoutilsdela mécaniquedes
milieux continusdansleur compl̀etegéńeralit́e et de seplacerdansle cadredit “des grandes
déformations”.
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L’objet dela mécaniqueestl’ étudedel’ évaluationdesdistancesentredespointsmat́eriels,
pour cela il est indispensabled’identifier cespoints.En mécaniquedesmilieux continus,les
pointsmat́erielsoccupentdesensemblesconnexesde l’espacephysique,mod́elisé commepar
un espaceeuclidiendedimension3, doncpour identifier lespointsmat́erielson a besoind’un
syst̀emede3 nombresréels,cesyst̀emeconstituelesvariableslagrangiennesdumilieu continu.
L’espaceétantrapport́e à un rep̀ere,par exempleorthonorḿe, il est très fréquentd’identifier
les points mat́erielsdu milieu continupar les coordonńeesdansce rep̀erede leurspositions
dansuneconfigurationparticulìeredite de référence.C’est ce syst̀emequi estutilisé dansla
présentationqui suit. D’autressyst̀emesd’identificationdespointsmat́erielspeuvent êtreuti-
lisés.Pourlesbesoinsdel’ étuded’homoǵeńeisationdu chapitre2, la mod́elisationdesmilieux
continusdansun syst̀emedecoordonńeescurvilignesestprésent́eeauparagraphe1.1.4.

L’espacéetantrapport́eàunrep̀ereorthonorḿe,onnoteΩ ¾ËN 3 la configurationderéférence
du milieu continu,Ω estl’adhérencedeΩ ouvert borńe connexe de N 3, Γ désignela frontière
de Ω suppośeesuffisammentrégulìere.Un point mat́eriel P du milieu continuestdonciden-
tifi é parlescoordonńeesX1 P X2 P X3 desapositiondanscetteconfiguration.On noteX le tripletO X1 P X2 P X3 Q de N 3. De façon équivalentele point mat́eriel peut être identifié par le vecteur
X K Xiei où e1 P e2 P e3 sontlestrois vecteursdebasedurep̀ereutilisé.

On appelledéformationdela configurationderéférenceuneapplicationϕ : Ω TUHN 3 suffi-
sammentrégulìerequi soit injectivesurΩ et telleque:

det∇Xϕ ` 0 surΩ P (1.1)

où ∇Xϕ est le gradientpar rapportà X de la déformationϕ et il seranot́e dansla suitepar
F. L’ensembleϕ O Ω Q estappeĺe configurationdéformée.On supposequeϕ O Ω Q estencoreun
domainecompactde N 3 et que:

ϕ O Ω QbK ϕ O Ω QÌP ϕ O ∂Ω QbK ∂ � ϕ O Ω Q.�RP intϕ O Ω QRK ϕ O Ω Q M (1.2)

On désignedansla suite:
Ωϕ K ϕ O Ω Q�P Γϕ K ∂Ωϕ M (1.3)

Soitx K xiei la positiondansla configurationdéforméedupointmat́eriel identifiéparP dans
la configurationde référence.Les coordonńeesx KÉO x1 P x2 P x3 Q sont obtenuespar l’ équation
x K ϕ O X Q . Le champde déplacementassocíe à la déformationϕ est la fonction u : Ω TU¬N 3

définiepar:
u O X QbK x [ X M (1.4)

Le gradientdedéplacement∇Xu satisfait la relationsuivante:

∇Xu K ∇Xϕ [ Id P (1.5)

avecId le tenseuridentité.
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Physiquement,le gradientdedéformationpermetdedécrirecommentla distanceentredeux
pointsmat́erielsvoisinsP etPW changeapr̀esquele mat́eriausoitdéformé.DésignonspardX K
dXiei et dx K dxiei lesvecteursliant P à PW avantet apr̀esdéformationrespectivement.Ils sont
reliésparleséquationssuivantes:

dxi K ∂xi

∂XkdXk P doncdx K FdX M (1.6)

Ensuite,la distanceentrelespointsmat́erielsapr̀esdéformation,c’est-̀a-direla longueurd’arc
ds dusegmentdéformédx, peutêtremesuŕeepar

ds2 K dxidxi K dxTdx K]O FdX Q TFdX K dXTFTFdX K dXTCdX P (1.7)

où C K FTF estle tenseurdedéformationdeCauchyà droite.On définit égalementle tenseur
dedéformationdeCauchyà gaucheparB K FFT . Commel’objet de la mécaniqueestl’ étude
del’ évolution desdistancesentrelespointsmat́eriels,la notionimportanteencinématiquedes
milieux continusestle tenseurC.

Décompositionpolaire Le tenseurgradientdedéformationF peutêtredécompośe defaçon
uniqueendeuxparties: unerotationetunedéformationpure.Cettedécompositionpolairepeut
êtrerepŕesent́eemath́ematiquementenconsid̀erantle tenseurgradientdedéformationcomme
étantle produit: F K RU, où R estuntenseurrotationorthogonaletU estuntenseursymétrique
défini positif dit tenseurdedéformationpureà droite.De la mêmefaçon on peutécrireF sous
la forme : F K VR avecV estun tenseursymétriquedéfini positif dit tenseurde déformation
pureàgauche.

On a la relationsuivante:

C K FTF KÀO RU Q TRU K UTRTRU K UTU K U2 M (1.8)

NotonsqueC est,commeU, untenseursymétriquedéfini positif, cequi fait qu’il a troisvaleurs
propresstrictementpositives,on lesdésignepar O λ2

i O C Q-Q i Í 1 Î 2 Î 3.

Unequantit́escalairef fonctiond’un tenseurA de Ï 3 estditeun invariantdeA si etseule-
mentsi, pourtoutQ ^ O3, on a f O QAQT QaK f O A Q .

En 3D le tenseurdedéformationC poss̀edetrois invariantsprincipauxdonńespar:

I1 O C QÐK tr O C Q�P
I2 O C QÐK 1

2 Ñ O tr O C Q.Q 2 [ tr O C2 Q�ÒoK tr O Cof O C Q-Q*P
I3 O C QÐK detC KSO detF Q 2 K J2 P (1.9)

où tr désignela traced’unematriceet Cof O C Q estla matricedescofacteursdeC, (Cof O C Q )i j K
detA i j , avecA i j estla matriceobtenuèapartirdeC enéliminantla ièmeligneet la jèmecolone.
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On peutaussiexprimercesinvariantsenfonctiondesvaleurspropresdeC :

I1 O C QÐK λ2
1 X λ2

2 X λ2
3 P

I2 O C QÐK λ2
1λ2

2 X λ2
2λ2

3 X λ2
3λ2

1 P
I3 O C QÐK λ2

1λ2
2λ2

3 M (1.10)

Soitds0 la longueurd’arcdusegmentqui joint deuxpointsmat́erielsP etPW dansl’ étatnon
déformé.La différenceentrelescarŕesdeslongueursd’arcds et ds0 estd’apr̀es(1.7) :

ds2 [ ds2
0 K]O Ci j [ δi j Q dXidX j P (1.11)

Le tenseurE défini par:

E K 1
2
O C [ Id Q (1.12)

estappeĺe tenseurdesdéformationsdeGreen.Si nécessaire,le tenseurE peutêtreexprimé en
fonctionduchampdedéplacementu mesuŕeparrapportà la configurationderéférenceΩ par:

E K E O u QaK 1
2
� ∇uT X ∇u X ∇uT∇u � M (1.13)

Un élémentdevolumedX dela configurationderéférencesetransformeapr̀esdéformation
enun élémentdevolumedx dela configurationdéformée:

dx K]O detF Q dX K JdX M (1.14)

De la mêmefaçon, soit N le vecteurunitaire normal à un élémentde surfacedA de la
configurationde référence,et n le vecteurunitairenormalau mêmeélémentde surfacemais
consid́eŕe à la configurationdéforméequ’onnoteda. Lesquantit́esNdA etnda sontreliéespar
l’ équationsuivante:

nda K]O detF Q F Á TNdA KSO CofF Q NdA M (1.15)

1.1.2 Tenseursde contraintes - Equationsd’ équilibre

Enmécaniquedesmilieux continus,uncorpssolidedanssonétatactuel(doncdéformé)est
soumisà trois typesdeforces:

– forcesvolumiques: fϕ : Ωϕ TUÓN 3, où fϕ estunedensit́edeforcesdevolumeparunitéde
volumedela configurationdéformée.

– forcessurfaciques: gϕ : Γϕ TUÔN 3, où gϕ estunedensit́edeforcesdesurfaceparunitéde
surfacedela configurationdéforméedéfiniesurla frontièreΓϕ.

– forcesdecontact: tϕ : Ωϕ º S2 TUÐN 3 où tϕ O x P n Q da repŕesentela forceexerćeeparune
partieB ¾ Ωϕ du solidesur l’autre partieautraversla surfacenda. L’ensembleS2 estla
sph̀ereunitéS2 K Ñ v ^ N 3; �3� v �5��K 1 Ò etpourx ^ ∂B, n désignele vecteurunitairenormale
à ∂B enx. Le vecteurtϕ s’appellele vecteurdecontraintesdeCauchy. Il mesuredoncla
forceparunitédesurfacedéforméeagissantsurunélémentdesurfacedela configuration
déformée.
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A l’ équilibre,lesvecteursfϕ, gϕ et tϕ vérifient le principefondamental,(voir parexemple
Ciarlet[22] et Gurtin [38]), et l’on a le théor̀emesuivantdit le théor̀emedeCauchy:

Théorème1.1 : Sousl’hypothèsederégularit́esur fϕ, gϕ et tϕ, il existeunefonctionσ : Ωϕ TUÏ 3 tellequepour tout x ^ Ωϕ et toutn ^ S2 on a :�
tϕ O x P n QaK σ O xQ n P
σ O xQ estsymétriqueM (1.16)

Depluson a à l’ équilibre : � [ divσ O xQµK fϕ O xQ*P V x ^ Ωϕ P
σ O xQ n O xQ K gϕ O xQ*P V x ^ Γϕ M (1.17)

L’opérateur div est la divergencepar rapport à la variable euĺeriennex. Les équationsdu
syst̀eme(1.17)s’appellentles équationsd’équilibre du solidedanssaconfiguration déforḿee.
L’application σ s’appellele tenseurdecontraintesdeCauchy.

La formulationvariationnelleassocíeeausyst̀eme(1.17)s’obtienten le multipliant parun
champdevitessesvirtuellesvϕ : Ωϕ TUÔN 3 et puisenintégrantsur le domaineΩϕ. En utilisant
la formuledeGreenon obtient:�

Ωϕ
σ : ∇xvϕ dx K �

Ωϕ
fϕ y vϕ dx X �

Γϕ
gϕ y vϕ da P (1.18)

où ∇x estle gradientparrapportà la variableeuĺeriennex, y et : désignentlesproduitsscalaires
usuelsdesvecteurset destenseursrespectivement.L’ équation(1.18)estla formulationfaible
ou formulationenpuissancesvirtuellesdeséquationsd’équilibre(1.17).

Commela fonctionϕ estl’inconnuedu probl̀emedoncla configurationdéforméeestelle-
mêmeinconnue,onadoncintér̂et à exprimerleséquationsd’équilibredansla configurationde
référencequi estconnue.Pourcela,on fait dansl’ équation(1.18) le changementdevariables
x K ϕ O X Q pourobtenirle principedestravauxvirtuelsdansla configurationderéférence:�

Ω
T : ∇XvdX KÕ�

Ω
f y vdX X¿�

Γ
g y vdA P (1.19)

avec,

T O X QÐK σ O ϕ O X Q-Q F Á T O X Q�O detF O X Q-Q�P
f O X QHK fϕ O ϕ O X Q-Q�O detF O X Q-Q*P
g O X QHK gϕ O ϕ O X Q.Q da

dA
P

v O X QHK vϕ O ϕ O X Q.Q M (1.20)

Le tenseurT s’appellele premiertenseurde contraintesde Piola-Kirchhoff. Il repŕesenteles
forcesagissantsurun élémentde surfacede la configurationdéforméemaismesuŕe par unité
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desurfacenondéformée.Il estsouventutilisé pendantlesexpériencesoù la forceestmesuŕee
dansl’ étatdéformémaisla surfacesurlaquelleelle agit estmesuŕeedansl’ étatnondéformé.

Les équationsd’équilibreen termedu premiertenseurde contraintesde Piola-Kirchhoff
s’écrivent: � [ DivT K f dansΩ P

TN K g surΓ M (1.21)

L’opérateurDiv estla divergenceparrapportà la variablelagrangienneX.

Il est souhaitabled’introduire un tenseurde contraintessymétriquedéfini sur la configu-
ration de référence.C’est pour cela qu’on définit le secondtenseurde contraintesde Piola-
Kirchhoff parla relation:

SO X QaK F Á 1 O X Q T O X Q M (1.22)

Le tenseurS repŕesentelesforcesmesuŕeesparunité desurfacenondéforméeagissantsurun
élémentdesurfacedela configurationnondéformée.C’estun tenseursymétrique.Le principe
destravauxvirtuelsdansla configurationderéférences’écrit entermesdu tenseurS :

1
2
�

Ω
S : O FT∇Xv X ∇XvTF Q dX K �

Ω
f y vdX X �

Γ
g y vdA M (1.23)

On aenrésuḿe lesrelationssuivantesentrelestrois tenseursdecontraintes:

T K FS KÀO detF Q σF Á T P
S K F Á 1T K]O detF Q F Á 1σF Á T P
σ K]O detF Q Á 1TFT K]O detF Q Á 1FSFT M (1.24)

1.1.3 Lois decomportement

Du point de vue math́ematiqueainsi que du point de vue physiquele probl̀emeabord́e
dansles sectionspréćedentesestincomplet.En effet, les équationsd’équilibred’une part ont
plusd’inconnues(lescontrainteset lesdéformations)qued’équationsreliantcesinconnueset
d’autrepart ellesne prennentpasen compteles propríet́esmécaniquesdu mat́eriauétudíe et
ellessontvalablespourplusieursmat́eriaux.Donc il fautcompĺeterceséquationspardenou-
velleséquationssoulignantlespropríet́esmécaniquesdumat́eriauconsid́eŕeetenmêmetemps
reliantlesinconnuesduprobl̀emeentreelles.Unetelle relationestappeĺeela relationconstitu-
tiveoubienla loi decomportementdumat́eriau.Elle estétablieà partir d’expériences.Dansla
suiteonnes’intéressequ’auxmat́eriauxélastiquesetonexposelesnotionscommel’objectivité
et lesparit́esdanscecadreseulement.
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Définition 1.1 (Elasticité) : Un mat́eriau est dit élastiquesi et seulementsi en tout point
mat́eriel P O X Q le tenseurdecontraintesσ estunefonctiondeX etdugradientdela déformation
F mesuŕe à partir dela configurationderéf́erence, σ K×ÖØO X P F Q .
Définition 1.2 (Homogénéité) : Le mat́eriau estdit homogènesi sadensit́e demasseet saloi
decomportementsontindépendantesdela particuleP O X Q . Danscecasle tenseurdecontraintes
s’écrit σ K×Ö�O F Q .
Proposition 1.1 (Principe de l’indiff érencematérielle) : La loi decomportementnedépend
pasdu réf́erentiel danslequel les déformationssontobserv́ees.Par conśequent,le tenseurde
contraintesdeCauchyvérifie la relationsuivanteÖ�O X P QF QkK QÖ�O X P F Q QT P V Q ^ O3 P F ^ Ï 3ª M
Changementdeconfiguration der éférenceDansla loi decomportement́elastiqueconsid́eŕee,
F est le gradientde déformationdu milieu par rapportà la configurationde référence,il est
doncévidentquela forme de la loi de comportementdonńeepar la fonction Ö dépendde la
configurationde référencechoisie.Pour étudierles propríet́esd’isotropied’un mat́eriau,qui
traduisentdesinvariancesparchangementdeconfigurationderéférence,il estindispensablede
déterminerle changementdeformedela loi decomportementdansunchangementdeconfigu-
rationderéférence.

SoientΩ1 et Ω2 deuxconfigurationsde référenced’un mêmemat́eriauet, F1 et F2 leurs
gradientsdedéformationen Ωϕ respectivement.Désignonspar Ö 1 et Ö 2 les lois de comporte-
mentdumat́eriauparrapportàΩ1 etΩ2 respectivement.SoitG le gradientdela transformation
de Ω1 en Ω2. On a la relationF1 K F2G. Si X1 ^ Ω1 et X2 ^ Ω2 sont les coordonńeesd’un
mêmepoint mat́eriel danslesconfigurationsΩ1 et Ω2 alors,on a Ö 1 O X1 P F1 QIKÙÖ 2 O X2 P F2 Q , soitÖ 1 O X1 P F2G QaK×Ö 2 O X2 P F2 Q .
Définition 1.3 (Pointsmatérielsisomorphes): Deuxpointsmat́erielsP1 etP2 sontisomorphes
s’il existedeuxconfigurationsderéf́erenceΩ1 et Ω2 tellesque Ö 1 O X1 P F QaK«Ö 2 O X2 P F Q pour tout
F ^ Ï 3ª , où Ö 1 et Ö 2 sontleslois decomportementdumat́eriaupar rapportà Ω1 etΩ2 respec-
tivementet,X1 ^ Ω1 etX2 ^ Ω2 sontlescoordonńeesdeP1 etP2 respectivement.Voir Truesdell
[95].

Les propríet́esd’isotropietraduisentl’invariancede la loi de comportementdanscertains
changementdeconfigurationderéférence,cesontdespropríet́eslocalesli ées̀aunpointmat́eriel.
Soit P O X Q un point mat́eriel du mat́eriau, on consid̀ere un changementde configurationde
référencelaissantX invariantet correspondantlocalement̀a uneisométriedematriceG ^ O3.
La matriceG estunesymétriemat́erielledu mat́eriauenX si lescontraintesσ résultantde la
mêmedéformationF relativeauxdeuxconfigurationsderéférenceconsid́eŕeessontlesmêmes.
Cequi comptetenudela relationdechangementdeconfigurationderéférencesetraduitpar
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Définition 1.4 (Symétrie matérielle) : Un tenseurG ^ O3 estunesyḿetrie mat́erielle enX si
pour toutF ^ Ï 3ª ona ÖØO X P F QkK«ÖØO X P FG Q M (1.25)

Proposition 1.2 L’ensembleÚ«K Ñ G ^ O3 P G estunesymétriemat́erielleÒ estun sous-groupe
deO3. Voir Gurtin [38].

Définition 1.5 (Orthotr opie) : Par définition,un mat́eriauestorthotropelorsqu’il a au moins
deuxplansdesyḿetriemat́erielleorthogonaux,où lespropriét́esmat́eriellessontindépendantes
desdirectionsdanschaqueplan.

Définition 1.6 (Isotropie transverse) : Une classesṕeciale desmat́eriaux orthotropessont
ceuxqui ont les mêmespropriét́esmat́eriellesdansun plan et différentespropriét́esdansla
directionnormaleà ceplan, leurs propriét́essontdoncinvariantespour touterotation locale
du corpsautourcettedirectionprivil égíee. De telsmat́eriauxsontdits isotropestransverses.

Définition 1.7 (Isotropie) : Lemat́eriauestdit isotropelorsquesespropriét́esmat́eriellessont
indépendantesdetouteslesdirections,ellessontinvariantespourtouterotationlocaleducorps.
En particulier, l’ équation(1.25)estvérifiéepour touterotationG ^ SO3.

Unecaract́eristiquetrèsimportantedestissusbiologiquesmousestl’anisotropiedansleurs
propríet́esmécaniques.Cettecaract́eristiqueestassocíeeà la variationdel’orientationdesfibres
etàl’existencedesfibresdecollag̀enequi sontdistribuéesdanslemat́eriauetinduisentcertaines
propríet́esdansdesdirectionsprivil égíees.Dansle casdu musclecardiaqueil existeunedirec-
tion privil égíeequi estcelledesfibresmyocardiques.

Définition 1.8 (Etat neutre) : Nousappeleronsétatneutre du mat́eriau,s’il existeun tenseur
FN ^ Ï 3ª tel que ÖØO X P FN QaK 0.

Définition 1.9 (Hyperélasticité) : Un mat́eriau élastiqueestdit hypeŕelastiques’il existeune
fonctionréelleW K W O X P F Q définiesur Ω ºÛÏ 3ª , dérivablepar rapport à la variable F telle
que le premier tenseurde contraintesde Piola-Kirchhoff soit la dérivéedeW par rapport à
F, T K ∂W

∂F . La fonctionW estappeĺeeénergie de déformation,elle estmesuŕeepar unité de
volumedela configurationderéf́erence.

Un mat́eriauhypeŕelastiquea un comportementmécaniqueréversible,c’est-̀a-direquetout
cycledechargementn’engendreaucunedissipation.

Le principede l’indif férencemat́erielle en hypeŕelasticit́e se traduit par le fait qu’aucune
rotationQ du référentieldanslequellesdéformationssontobserv́eesnedoit affecterla valeur
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del’ énergie dedéformationW :

W O X P QF QaK W O X P F Q*P V Q ^ SO3 P F ^ Ï 3ª M (1.26)

Par conśequent,et en utilisant la décompositionpolairedu gradientde déformationF K RU,
on peutvoir W commeétantunefonctiondu tenseurdedéformationpureU. En effet, pour le
choix Q K RT , l’ équation(1.26)donne: W O X P F QIK W O X P U Q . A partir deséquations(1.8) et
(1.12)on peutécrireW enfonctiondu tenseurdedéformationdeCauchyàdroiteC ou bienen
fonctiondu tenseurdedéformationdeGreenE. On supposequeW K W O X P C Q .

Pourunmat́eriauhypeŕelastiquesansliaisonsinternescommel’incompressibilit́e,le tenseur
decontraintesdeCauchyσ estobtenueparla relationsuivante:

σ K 2 O detF Q Á 1F
∂W
∂C

FT M (1.27)

L’ équationd’équilibre en formulation variationnelle(1.23) peut être obtenueen minimisant
l’ énergie potentielleglobaledusyst̀eme:

Ψ O v QRK �
Ω

W O X P C O v Q-Q dX [ �
Ω

f y vdX [ �
Γ

g y vdA M (1.28)

En effet, si cettefonctionnelleestminimalepourle champdedéplacementu alors
∂Ψ
∂v
O u QaK 0.

Or,
V

v : Ω TUÔN 3 on a :

∂Ψ
∂v
O u Q v K �

Ω

∂W
∂C

: O ∇vTF X FT∇v Q dX [ �
Ω

f y vdX [ �
Γ

g y vdA M (1.29)

Onretrouvedoncl’ équationd’équilibre(1.23)etla relationS K 2
∂W
∂C

, ainsiqueσ K 2 O detF Q Á 1F
∂W
∂C

FT .

Dansle casd’un mat́eriauhypeŕelastiqueisotrope,l’ énergie dedéformationW satisfait :

W O X P QTCQ QaK W O X P C Q*P V Q ^ SO3 M (1.30)

Proposition 1.3 : L’ énergie dedéformationW d’un mat́eriau hypeŕelastiqueisotropeestune
fonctiondestrois invariantsprincipaux,I1 P I2, et I3, définisdansl’ équation(1.9) :

W K W O I1 P I2 P I3 Q M (1.31)

L’expressiondu tenseurdecontraintesdeCauchyσ peutêtreobtenuecommeconśequencedu
théor̀emedeRivlin-Eriksen.Pourun mat́eriauhypeŕelastiqueisotropecompressible,le tenseur
σ estdonńepar(Ogden[67]) :

σ K 2 O detF Q Á 1 Å I3W3Id XÜOW1 X I1W2 Q B [ W2B2 Ç P avec Wi K ∂W � ∂Ii P i K 1 P 2 P 3 M (1.32)

Soitτ le champdevecteursunitairesdela directionprivil égíeed’un mat́eriauhypeŕelastique
isotropetransverseà l’ étatderéférence.Un tel mat́eriaupeutêtrecaract́eriśe parunefonction
énergie dedéformationqui dépenddu gradientdedéformationet duvecteurτ :

W K W O C P τ Q M (1.33)
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Proposition 1.4 : L’isotropietransversefait dépendre la fonctionW destrois invariantsprin-
cipauxdéfinisdansl’ équation(1.9), I1 P I2, et I3, et desinvariantsmixtesdeC et de τ, appeĺes
improprementinvariantsadditionnelsI4 et I5 dépendantdeτ et définispar :

I4 K τ y�O Cτ Q et I5 K τ y¯O C2τ Q*P (1.34)

où C estle tenseurdedéformationdeCauchy à droite. Et l’on a :

W K W O I1 P I2 P I3 P I4 P I5 Q M (1.35)

Notonsquel’invariantmixte I4 repŕesentel’ élongationle longdela directionτ.

Quandlemat́eriauesthypeŕelastiqueisotropetransverseetcompressible,le tenseurdecontraintes
deCauchyσ estexprimédela façonsuivante(Ogden[67]) :

σ K 2 O detF Q Á 1 Å I3W3Id X�OW1 X I1W2 Q B [ W2B2 X W4 O Fτ Q T Ý O Fτ Q TX W5 � O BFτ Q T Ý O Fτ Q T X�O Fτ Q T Ý O BFτ Q T � Ç P (1.36)

avecWi K ∂W � ∂Ii P i K 1 P M-M-M P 5.Pourunmat́eriauisotropelestermesenW4 etW5 sontsuppriḿes.

Définition 1.10 (Incompressibilt́e) : un mat́eriau est incompressiblequandson volumene
change paspendantla déformation.Cecisetraduit par écrire unecontraintecinématiquesur
le champdedéformation:

J K detF K λ1λ2λ3 K 1 P c’est-̀a-direI3 K 1 M (1.37)

Pour un mat́eriau hypeŕelastiqueincompressiblele tenseurde contraintesde Cauchyσ est
donńepar(Ogden[67]) :

σ KS[ pId X 2F
∂W
∂C

FT P detF K 1 M (1.38)

où p estle multiplicateurde lagrangeassocíe à la contrainted’incompressibilit́e, il estappeĺe
“pressionhydrostatique”.

Si de plus le mat́eriau est isotrope,l’expressionéquivalentedu tenseurde contraintesσ
s’écrit (Ogden[67]) :

σ KB[ pId X 2 O W̃1 X I1W̃2 Q B [ 2W̃2B2 P detF K 1 P (1.39)

oùW̃ estla fonctionénergiededéformatiońecriteenfonctionde O I1 P I2 Q etW̃i K ∂W̃ � ∂Ii P i K 1 P 2.

Dansle casisotropetransverseincompressible,le tenseurde contraintesσ sesimplifie en
(Ogden[67]) :

σ K [ pId X 2 O Ŵ1 X I1Ŵ2 Q B [ 2Ŵ2B2 X 2Ŵ4 O Fτ Q T Ý O Fτ Q TX 2Ŵ5 � O BFτ Q T Ý O Fτ Q T X�O Fτ Q T Ý O BFτ Q T � P (1.40)

avecdetF K 1. La fonctionŴ estl’ énergie dedéformationécriteenfonctionde O I1 P I2 P I4 P I5 Q et
Ŵi K ∂Ŵ � ∂Ii P i K 1 P 2 P 4 P 5.
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1.1.4 Syst̀emedecoordonnéescurvilignes

Commeonl’a vu dansla section(1.1.1),dansla configurationderéférenceunpointmat́eriel
P est reṕeŕe par les coordonńeescart́esiennesX KÞO X1 P X2 P X3 Q ^ Ω et son vecteurposition
danscetteconfigurationest défini par X K Xiei où les vecteursei forment les vecteursuni-
tairesde basedu syst̀emede coordonńeescart́esiennes.De la mêmefaçon, dansla configu-
ration déformée,la positiondu point mat́eriel P estdonńeepar les coordonńeescart́esiennes
x KÀO x1 P x2 P x3 Q ^ Ωϕ et le vecteurpositiondeP estdéfini parx K xiei .

Soit λ KÀO λ1 P λ2 P λ3 Q ^ ω descoordonńeescurvilignesgéńeraliśeesidentifiantle pointP. La
positionx du point P estdonńeepar une fonction vectoriellex K ψ O λ1 P λ2 P λ3 Q Les vecteurs

de basecovariantse¢ λ £k du syst̀emede coordonńeescurvilignessontdéfinis commeétantles
dérivéesdela fonctionψ parrapportauxcoordonńeesλk :

e¢ λ £k K ∂xi

∂λkei P dx K e¢ λ £i dλi M (1.41)

Lesvecteursdebasecontravariantsdusyst̀emedecoordonńeescurvilignesek¢ λ £ sontdéfinis
parlesrelationssuivantes:

ei¢ λ £ y e¢ λ £j K δi
j P (1.42)

où δi
j estle symboledeKronecker.

Afin d’obtenir l’expressiondu tenseurdecontraintesdansle syst̀emedecoordonńeescur-
vilignes géńeraliśees,on fait dansl’ équation(1.18) du principe destravaux virtuels dansla
configurationdéforméele changementdevariablesx K x O λ Q .

Eneffet, soitg le jacobiendecettetransformation,dx K gdλ, etsoitvϕ : Ωϕ TUßN 3 unchamp
devitessesvirtuelles.On a :

∇xvϕ K ∂vϕ

∂λi
Ý ei¢ λ £ P (1.43)

et le premiertermedel’ équation(1.18)devient :�
Ωϕ

σ : ∇xvϕ dx K �
ω

σ : O ∂vϕ

∂λi
Ý ei¢ λ £ Q gdλ K �

ω
O σei¢ λ £ Q@y ∂vϕ

∂λi gdλ M (1.44)

D’où, la définition desvecteursde contraintesdansle syst̀emede coordonńeescurvilignes
géńeraliśees:

Si K gσei¢ λ £ P i K 1 P 2 P 3 M (1.45)

On peutaussiexprimerle tenseurdecontaintesdeCauchyσ enfonctiondescontraintesSi

écritesdansle syst̀emedecoordonńeescurvilignesgéńeraliśees:

σ K 1
g

Si Ý e¢ λ £i M (1.46)

Dansle chapitre2, nousallonsutiliser la formule(1.46)pourdéfinir le tenseurdecontaintes
deCauchyencoordonńeescart́esiennesusuelles.
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1.2 Lois decomportementdu myocarde

Lespremiersmod̀elesdumyocardéetaienttrèssimples,lesétudeśetaientlimit éesà trouver
dessolutionsanalytiquesdeprobl̀emessimplifiésoù le ventriculegaucheestmod́elisé pardes
cylindresou dessph̀ereset le musclecardiaqueestsuppośe avoir un comportementlinéaire,
élastique,isotropeet homog̀ene(Sandleret Dodge[80], Wonget al. [100], Gouldet al. [35]).
Cesmod̀elesn’ont paspu décrire correctementle processusd’éjection(voir [68]). Grâceà
desnouvellesdonńeesphysiologiquesetobservationsanatomiques(Streeteretal. [84], Streeter
[85], Chadwick[20], Robinson[76], Le Griceetal. [52], Le Griceetal. [53], Sanchez-Quintana
et al. [79], Jouket al. [46], Jouket al. [47]), unenouvelle classedemod́elisationestapparue,
les mod̀elesanisotropesprenanten comptela structurefibreuseet l’h ét́eroǵeńeité du muscle.
Cesétudeśetaientdansle cadredel’ élasticit́e linéaireenpetitesdéformations(Chadwick[20],
Ohayonet Chadwick[69]). Desmod̀elesnonlinéairestenantcomptedela structurefibreuseet
del’anisotropieontét́edévelopṕesdansle cadredegrandesdéformations(voir parexempleOg-
den[66], McCulloch[60], Bogen[9], Fung[33], Hunteret Smaill [43], Smaill et Hunter[83]).
De nouvelleslois de comportementdu myocardeprenanten comptel’anisotropiedu muscle
ont ét́e propośees: deslois decomportementisotropestransverses(Humphrey et al. [41], Lin
et Yin [57], Cai [16], Taberet Perucchio[90]), et deslois decomportementorthotropes(Nash
et Hunter[63], Usyket al. [97]).

Enrésuḿe,laplupartdesloisdecomportementlesplusrécentespropośeesdansla litt érature
sontdeslois hypeŕelastiquesincompressiblesanisotropes(isotropestransversesouorthotropes).
Cescaract́eristiques,́elasticit́e, incompressibilit́e et anisotropie,semblenten effet essentielles
dansle comportementdumyocarde.Deseffetsvisqueuxont ét́esignaĺesmaisengéńeralils ont
ét́enégligés.Enraisondela présenced’eaudansla plupartdestissus,lesmusclesenparticulier,
ceux-cisontincompressibleset cettecaract́eristiqueestun aspectimportantdu comportement.
De même,l’organisationspatialedescardiomyocyteset leur rôle dansla contractiondu myo-
cardeentrâınentnécessairementuneanisotropiemarqúeeducomportementdumyocarde.Cette
anisotropiéetantauminimumuneisotropietransverse.Onpeutremarquerqu’enraisondesva-
riationsd’un point à l’autre del’orientationdescardiomyocytes,lesdirectionscaract́eristiques
de l’anisotropievarientégalement,ce qui fait quela loi de comportementdu myocarden’est
pashomog̀eneausensdéfini enDéfinition1.2.

La contractilit́edu myocardeestintroduitededifférentesfaçonsdanslesdifférenteslois de
comportementmaisonconstatele plussouventquecelarevient à consid́ereruneloi dépendant
d’un param̀etre(scalaireou éventuellementtensoriel)modifiantle comportementdu muscleen
fonctiondel’activationélectrique.
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1.2.1 Lois decomportementisotropestransverses

Modèlede Humphrey-Strumpf-Yin

Humphrey et al. ont suppośe le myocardepassifhypeŕelastique,isotropetransverseet in-
compressible.Ils ont détermińe la loi decomportementdu myocardeentermesd’unefonction
d’énergie de déformationdont la forme estbaśeesur la théorieet les expériencesde traction
biaxiale,voir Humphrey et al. [41] et [42]. Cesseuleshypoth̀esesnesontpassuffisantespour
obteniruneloi decomportementtridimensionnelle.Lesauteursontchoisidenefairedépendre
le potentielélastiqueW quede I1 et I4 en ignorantla dépendanceen I2 et I5. Dansce casle
tenseurdecontraintesdeCauchys’écrit :

σ KS[ pId X 2W1B X 2W4Fτ Ý τFT P (1.47)

où W1 K ∂W
∂I1

etW4 K ∂W
∂I4

.

Cetteloi decomportementn’estpashomog̀eneenraisondela présencedeτ.

La dépendancedeW vis-à-visdeI4 permetauxauteursdedéterminerle potentielW à l’aide
d’expériencesde tractionsimpleet de cisaillement.L’identificationdeslois de comportement
sefait enlaboratoirèa l’aide d’expérienceshomog̀enes,c’est-̀a-direoù l’on s’efforcederéaliser
desessaisoù lesdéformationset lescontraintessonthomog̀enesdansl’ échantillon.

L’expérienceest réaliśee de façon à ce que le premier tenseurde contraintesde Piola-
Kirchhoff soit dela forme

T Káàâ T11 0 0
0 T22 0
0 0 0

ãä M (1.48)

On supposequele gradientdedéformationF estconstantet dela forme

F Káàâ λ1 µ1 0
µ2 λ2 0
0 0 λ3

ãä
(1.49)

cequi correspond̀a la fonctionplacement

x1 K λ1X1 X µ1X2 P x2 K λ2X2 X µ2X1 P x3 K λ3X3 P (1.50)

oùXi etxi sontlescoordonńeesd’uneparticuledanslesconfigurationsnondéforméeetdéformée
respectivement.Lesλi correspondent̀adesélongationssimplesdansles3 directionsdebaseet
µ1 et µ2 à descisaillementsdanslesdirections1 et 2.

On endéduit
I1 K λ2

1 X λ2
2 X 1�ld λ1λ2 [ µ1µ2 e 2 X µ2

1 X µ2
2 M (1.51)
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Deplus,si la direction1 estcelledesfibres,c’est-̀a-direτ K]O 1 P 0 P 0Q , ona

I4 K λ2
1 X µ2

2 M (1.52)

Le muscleétantincompressible,on adetF=1 et d’apr̀es(1.24)

σ K àâ λ1T11 µ2T11 0
µ1T22 λ2T22 0

0 0 0

ãä
(1.53)

Commeσ estsymétrique,il faut queµ2T11 K µ1T22 soit satisfaite.La mesurede T permetla
déterminationdeσ et parsuitel’identification dela loi. Eneffet, d’apr̀es(1.47)ona

σ11 K 2W1ξ1 å 2W4ξ2 æ σ22 ç 2W1ξ3 å 2W4ξ4 æ (1.54)

avec

ξ1 ç λ2
1 å µ2

1 è λ2
3 æ

ξ2 ç λ2
1 æ

ξ3 ç λ2
2 å µ2

2 è λ2
3 æ

ξ4 ç µ2
2 é (1.55)

Le syst̀eme(1.54),dont les inconnuessont lesW1 et W4, peut être résoluexplicitementpour
obtenir:

W1 ç ê ξ4σ11 è ξ2σ22 ë.ìlê ξ1ξ4 è ξ2ξ3 ë*æ
W4 ç ê ξ1σ22 è ξ3σ11 ë.ìlê ξ1ξ4 è ξ2ξ3 ë é (1.56)

Notonsqueles secondsmembresdeséquationsdu syst̀eme(1.56)contiennentseulementdes
quantit́esqu’on peutdéterminerexpérimentalement.Ainsi on peutdéterminerlesfonctionsW1

etW4 directement̀a partir deprotocolesexpérimentauxdanslesquelsun invariantestmaintenu
constantpendantquel’autre varie,et vice-versacequi permetd’obtenir la fonctionénergie de
déformationW.

LesrésultatsexpérimentauxontmontŕequeW1 crôıt presquelinéairementavecI1, maisdécrôıt

presquelinéairementenλ f ç I1í 2
4 . Deplus,W4 crôıt nonlinéairement,maisnonexponentielle-

ment,quandλ f crôıt et décrôıt presquelinéairementquandI1 crôıt. Seloncesobservationset
en respectantquelquescontraintessur la fonction énergie dedéformationW, Humphrey et al.
[41] ontpropośeunenouvelle formepolynomialedeW contenantseulementcinqparam̀etres:

W ç c1 ê λ f è 1ë 2 å c2 ê λ f è 1ë 3 å c3 ê I1 è 3ëhå c4 ê I1 è 3ë�ê λ f è 1ëhå c5 ê I1 è 3ë 2 é (1.57)

On endéduit

W1 ç c3 å c4 ê λ f è 1ëDå 2c5 ê I1 è 3ë*æ W4 ç 1
2λ f î c4 ê I1 è 3ëhå 2c1 ê λ f è 1ëhå 3c2 ê λ f è 1ë 2 ï é

(1.58)
Pourobtenirlescontraintesil suffit deremplacerW1 etW4 dansl’ équation(1.47)par leurs

expressionsdonńeespar l’ équation(1.58). On remarqueque les contraintess’annulentpour
un gradientde déformationégaleà l’identité F ç Id . Ceci veut dire que la configurationde
référenceconsid́eŕeecorrespondbienà l’ étatneutre.
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Modèlede Lin et Yin

Une nouvelle étudede Mulieri et al. [62] a montŕe que le 2,3-butanedione2-monoxime
(2,3BDM) prot̀egele tissumyocardiquede“trauma” mécaniques.Cerésultata rendupossible
l’activation d’échantillonsdu myocardependantde longuesduŕees.En utilisant ce résultatet
enappliquantla méthodedécritedansHumphrey et al. [41] pour le tissuà l’ étatpassif,Lin et
Yin ont propośedesnouvelleslois decomportementmultiaxialespourle myocardepassifet le
myocardeactif, voir Lin et Yin [57]. Danslesdeuxétatspassifet actif du myocarde,certaines
hypoth̀esesont ét́e faites,commel’hyperélasticit́e, l’incompressibilit́eet l’isotropie transverse,
la directionprivil égíeeétantla directionprédominantedesfibresmyocardiques.Deplusla fonc-
tion énergie dedéformationestsuppośeedépendantedesdeuxinvariantsdedéformationI1 et
I4. Lesdéformationsdesdeuxétatspassifet actif du myocardesontmesuŕeesparrapportà un
mêmeétatderéférencequi estle myocardepassifaurepos.Ils ontnot́equ’il y adescontraintes
significativesdévelopṕeesdansla directiontransverseauxfibres.Cecimontrel’effet important
dû auxfibresdecollag̀enequi prot̀egentle muscled’étirementexcessif.

Pourle myocardepassif,ils ont choisi unefonction exponentielleplutôt quepolynomiale
pourexprimerl’ énergie dedéformationentermesdesinvariantsI1 et I4 :

Wpas ç C1 ê eQ è 1ë*æ avec, Q ç C2 ê I1 è 3ë 2 å C3 ê I1 è 3ë�ê I4 è 1ëhå C4 ê I4 è 1ë 2 é (1.59)

A l’ étatactif, leursdonńeesont montŕe quelesréponsesdescontraintessontplus linéaires
quecellesàl’etatpassif.Cecisugg̀erequelesmyocardespassifetactif sontdeuxtypesdifférents
demat́eriauxet qu’ils ont desfonctionsénergie dedéformationdifférentesdécrivantleurspro-
priét́esrhéologiques.Ils ontdoncpropośeunefonctionpolynomialepourl’ énergiededéformation
du myocardeactif dontl’expressionestla suivante:

Wact ç C0 å C1 ê I1 è 3ë�ê I4 è 1ëhå C2 ê I1 è 3ë 2 å C3 ê I4 è 1ë 2 å C4 ê I1 è 3ëDå C5 ê I4 è 1ë é (1.60)

Danslesdeuxexpressionsdela fonctionénergiededéformation,lesparam̀etresrhéologiques
Ci doiventsatisfairecertainesconditions.Pourplusdedétailsvoir Lin et Yin [57].

Onconstatequelescontraintesdumyocardepassifs’annulentpourungradientdedéformation
égaleà l’identitéF ç Id cequi n’estpasle caspourle myocardeactif. Lin etYin reportentcette
différenceaufait quele muscleseraccourcitquandil estactivé et lesdéformationsqui appa-
raissentpendantl’activationsontmesuŕeesparrapportà l’ étatpassifsanschargement.

Modèlede Cai

Cai [16] proposeunnouveaumod̀elebaśesurlesétudesant́erieuresdeTaber[88] et [89] et
deOddouet Ohayon[64] et c’estuneextensionenthéoriedesgrandesdéformationsde la loi
decomportementactive écriteenélasticit́e linéaireparOhayonetChadwick[69].

Il consid̀eretrois étatsdifférentsdu muscle:
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– L’ étatpassif,not́e ΩP, repŕesentela configurationoù le muscleestnon activé et où les
contraintesinterneset le chargementsont nuls. Cet état correspond̀a l’ état neutredu
muscle.

– L’ étatactif sanschargement,not́e ΩA ê t ë , repŕesenteuneconfigurationoù le muscleest
activé, leschargementssontnulset lescontraintesinternespeuventexister.

– L’ étatactuelavecchargement,not́eΩC ê t ë , repŕesenteuneconfigurationpassiveouactive
du musclequi estcettefois-ci soumisà deschargementsdoncil estdansuneconfigura-
tion déformée.

Le comportementdu myocardeestsuppośe isotropetransverseet incompressible.L’activation
électriqueestrepŕesent́eeendeuxparties: unepartieestconsid́eŕeeenajoutantun termedans
l’expressiondel’ énergiededéformationglobaleet l’autrepartieapparâıt directementdansl’ex-
pressiondu tenseurdecontraintesdeCauchy.

Il autilisé le mêmetypedefonctionsd’énergie queproposeTaberdans[88]. Si CPC désignele
tenseurdedéformationdeCauchyàdroitedel’ étatΩP à l’ étatΩC ê t ë , l’ énergie dedéformation
totale,W ê CPC ë exprimée par unité de volume du seul état de référenceΩP, est consid́eŕee
commeétantla sommedetrois termes:

W ê CPC ëç Wmat
pas å Wfib

pas å β ê t ë Wfib
act æ

avec

Wmat
pas ç a

b ð eb ñ I1P ò 3ó è 1ô æ
Wfib

pas ç af

bf õ ebf ñ λ2
fP ò 1ó è 1 è bf ê λ2

f P è 1ë�öhæ
Wfib

act ç cf

df ð λ2
f P å λ ò 2

f P è 2ô df æ
(1.61)

où les termesWmat
pas æ Wfib

pas et Wfib
act sontdûs respectivementà la présencede la matricede col-

lagène,descomposantespassivesetdescomposantesactivesdesfibresmyocardiques.La quan-
tité I1P estle premierinvariantdutenseurdedéformationdeCauchyàdroiteCPC (I1P ç trCPC),
etλ f P çB÷3÷FPCτP ÷5÷ estl’ élongationdansla directiondesfibresmusculairesmesuŕeeparrapportà
l’ étatΩP où τP estle vecteurdirecteurunitairedela fibre à l’ étatΩP. La fonctionβ ê t ë mod́elise
l’activationdumusclecardiaque,elleestcompriseentre0 et1, où β ç 0 entélédiastoleetβ ç 1
entélésystole.Lesconstantesa æ b æ af æ bf æ cf æ df sontlesparam̀etresmat́erielsdu myocarde.

L’expressiondu tenseurde contraintesde CauchyσC à un étatΩC ê t ë du muscleestsuppośee
avoir la formesuivante:

σC ç è pCId å 2FPC
∂W

∂CPC
FT

PC å β ê t ë T0τC ø τC æ (1.62)

où FPC estle tenseurgradientde la transformationpour le passagedel’ étatΩP à l’ étatΩC ê t ë ,
pC estun multiplicateurde lagrangeassocíe à la contrainted’incompressibilt́e du myocarde,
T0 estla tensionmaximalequepeutdélivrer la fibre à sonzérod’élongation,τC estle vecteur
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directeurunitairedela fibre à l’ étatΩC ê t ë .
Proposition 1.5 : SoitWλ ê t æ λ ë uneprimitive par rapport à λ dela fonctionβ ê t ë T0 ñ λ ó

λ , c’est-̀a-

direqueW ùλ ê t æ λ ëkç β ê t ë T0 ñ λ ó
λ . On a l’ égalit́esuivante:

2FPC
∂Wλ

∂CPC
FT

PC ç β ê t ë T0 ê λ ë τC ø τC é (1.63)

Démonstration. Noussavonsqueλ2
f P çú÷3÷FPCτP ÷5÷ 2 ç τP û´ê CPCτP ë , parsuite,endérivantpar

rapportàCPC on obtient

2λ f P
∂λ f P

∂CPC
ç τP ø τP æ

donc

β ê t ë T0 ê λ f P ë τC ø τC ç β ê t ë T0 ê λ f P ë
λ2

f P

FPCτP ø FPCτPç β ê t ë T0 ê λ f P ë
λ2

f P

FPC ê τP ø τP ë FT
PCç 2β ê t ë T0 ê λ f P ë

λ f P
FPC

∂λ f P

∂CPC
FT

PCç 2W ùλ ê t æ λ f P ë FPC
∂λ f P

∂CPC
FT

PCç 2FPCW ùλ ê t æ λ f P ë ∂λ f P

∂CPC
FT

PCç 2FPC
∂Wλ

∂CPC
ê t æ λ f P ë FT

PC é
(1.64)

ü
Par conśequent,si on désigneparWtotale ç W ý Wλ qu’on appellela fonctionénergie totale

dedéformation,l’expressiondutenseurdecontraintesdeCauchy(1.62)peutêtrealorsobtenue
dela façon suivante:

σC ç è pCId ý 2FPC
∂Wtotale

∂CPC
FT

PC é (1.65)

Celamontrequela loi decomportementdévelopṕeeparCai estuneloi hypeŕelastique,incom-
pressible,isotropetransverse,dépendantd’un param̀etrescalaireβ ê t ë qui permetdemod́eliser
la contractiondumyocarde.

Modèlede Taber et Perucchio

Taberet Perucchio[90] proposentuneloi decomportementincluantà la fois leseffetsde
croissanceet de la contractionactive pour les cœursd’embryonsde poulets.Cesdeuxeffets
sontmod́elisés à partir deschangementsde la configurationà contraintesnulles.Dansnotre
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étude,nousprésentonsleur mod̀elesansla croissance.

A l’instant t ç 0 le muscleest dansun étatsanschargementet sanscontraintesnot́e Ω.
Ensuite,on imaginequeΩ estdécouṕe en élémentsinfiniment petitspour obtenir l’ étatpas-
sif sanscontraintesΩP. L’ étatΩP estactivé pour former l’ étatactif sanscontraintesΩA0 ê t ë .
Les élémentsde ΩA0 ê t ë sontrassembĺespour obtenir la configurationΩA ê t ë . Cetteproćedure
conduità unedéformationqui produitdescontraintesrésiduelles.Finalementdeschargements
sontappliqúessurΩA ê t ë pourobtenirla configurationfinaledu tissuΩC ê t ë .
Soit Fa le tenseurgradientdedéformationdû à la contractionactive,passagedeΩP à ΩA0 ê t ë .
De plus,on désigneparFP et FA lestenseursgradientsdedéformationrelatifsauxétatspassif
etactif sanscontraintesrespectivement,c’est-̀a-direle passagedeΩP àΩC ê t ë etceluideΩA0 ê t ë
à ΩC ê t ë . Soit aussiF le tenseurgradientdedéformationde l’ étatinitial Ω à l’ étatfinal ΩC ê t ë .
On a lesrelationssuivantes:

F ç FP ç FAFa é (1.66)

La loi decomportementestexpriméeentermesdeCP ç FT
PFP etCA ç FT

AFA. La formegéńerale
dela fonctionénergie dedéformationestsuppośeecompośeededeuxpartiessépaŕees: partie
passive WP ê CP ë exprimée par unité de volume de l’ état de référenceΩP ê t ë et partie active
WA ê CA ë expriméeparunité devolumedel’ étatderéférenceΩA0 ê t ë . Danscecasle tenseurde
contraintesdeCauchys’écrit :

σ ç è pId ý 2J ò 1
P FP

∂WP

∂CP
FT

P ý 2J ò 1
A FA

∂WA

∂CA
FT

A æ (1.67)

où p estun multiplicateurdelagrange.Dansle casincompressibleon a :

JP ç detFP ç 1 æ et JA ç detFA ç 1 æ
et dansle cascompressible,p ç 0.

PourlesfonctionsWP etWA, Taberproposelesexpressionssuivantes:

WP ç a
b ê ebQP è 1ë ý af

bf õ ebf ñ λ fP ò 1ó 2 è 1öDæ
WA ç c ê t ë

d ê t ë Qd ñ t ó
A ý cf ê t ë

df ê t ë ð λdf ñ t ó
f A ý λ ò df ñ t ó

f A è 2ô æ (1.68)

où λ f P et λ f A sontlesrapportsd’élongationpassiveet active,respectivement,dansla direction
desfibres.Enplus,a æ b æ c æ d etaf æ bf æ cf æ df sontlesparam̀etresdumat́eriau,etQ estla fonction
suivante:

Q ç I1 è 3 ý 1 è 2ν
ν õ I ò ν íAñ 1 ò 2ν ó

3 è 1ö æ (1.69)

avec,I1 et I3 sontles invariantsdu tenseurdedéformationdeCauchyà droitecorrepondant,ν
estuneconstante,et QP ç Q ê CP ë etQA ç Q ê CA ë .
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En reprenantle termedel’ équation(1.67)qui correspond̀a la configurationΩA0 ê t ë , parun
changementde configurationsde référence,on peutexprimer la loi de comportement̀a partir
d’uneseuleconfigurationderéférenceΩ.

En effet, soit C ç FTF ç FT
a CAFa et J ç detF ç det ê FAFa ë�ç JAJa. Soit W̃A l’ énergie de

déformationactive expriméeparunité devolumedel’ étatderéférenceΩ et écriteenfonction
du tenseurC : W̃A ê C ëaç WA ê CA ë . On peutdémontrerfacilementque:

∂WA

∂CA
ç Fa

∂W̃A

∂C
FT

a æ (1.70)

et l’on a :

J ò 1F
∂W̃A

∂C
FT ç J ò 1

A J ò 1
a FAFa ð F ò 1

a
∂WA

∂CA
F ò T

a ô FT
a FT

A ç J ò 1
a ð J ò 1

A FA
∂WA

∂CA
FT

A ô é (1.71)

SoitŴA ç ŴA ê C ëbç JaWA ê CA ë , onadonc:

J ò 1F
∂ŴA

∂C
FT ç J ò 1

A FA
∂WA

∂CA
FT

A é (1.72)

Finalement,soit l’ énergie totalede déformationWtotale ê C ë�ç WP ê C ë ý ŴA ê C ë définie à partir
d’une seuleconfigurationde référenceΩ. La loi de comportement(1.67) peut êtredoncex-
priméedela façon suivante:

σ ç è pId ý 2J ò 1F
∂Wtotale

∂C
FT é (1.73)

Dansle casincompressibleJ vaut1, et encompressiblep ç 0. On endéduitquela loi decom-
portementpropośeeparTaberet Perucchio[90] estuneloi hypeŕelastique,isotropetransverse,
dépendantd’un param̀etreFa mod́elisantla contractionactivedu myocarde.

1.2.2 Lois decomportementorthotr opes

L’int ér̂et de l’hypothèsed’isotropie transverseestquedansce casla forme fonctionnelle
de l’ énergie dedéformationsedéduitdirectement̀a partir dedonńeesexpérimentales.Mais le
probl̀emeestqueplusieursdonńeesexpérimentalescontredisentcettehypoth̀ese.Par exemple,
desétudesanatomiquesmontrentque le myocardeest constitúe de plusieurscouches,plans
declivage,voir Le Griceet al. [53]. Cescouchessontforméespardesfibresmyocardiqueset
ellesseconnectententreellespar desfibresde collag̀enequi sontorthogonalesaux plansde
cescouches.Cetypedestructurecorrespond̀a desstructuresorthotropes.L’orthotropienede-
mandepasseulementuneformulationpluscompliqúeequecelledel’isotropie transversemais
enplusdesmesuresexpérimentalesdescontraintesetdesdéformationsdansla troisièmedirec-
tion pourfournir desdonńeesexpérimentalessuffisantespermettantdedéduireunetelle loi de
comportement.L’architecturelaminairedu myocardea motivé le développementdesmod̀eles
décrivantla variationdumuscleventriculairedanslestroisdirectionssuivantes: l’axedesfibres,
l’axe transverseauxfibreset tangentauxcouchescontenantlesfibreset l’axe orthogonal̀a ces
couches.Cesaxessontappeĺeslesaxesmat́erielsdu myocarde.
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Modèlede Nashet Hunter

Nashet Hunter [63] proposentune loi de comportementorthotropebaśee sur des tests
biaxiaux in vitro et sur desobservationsde la microstructurecardiaque.Cetteloi estutilisée
pourdécrirelespropríet́escontraintes-d́eformationsdutissumyocardique.Lesparam̀etresdela
relationconstitutivesontestiḿesenutilisantunecombinaisondetestscontraintes-d́eformations
biaxiauxsur deséchantillonsmincesdu tissumyocardiqueet de champsde déformations3D
dérivésd’imagesIRM non-invasives.A l’ étatpassif,le myocardeestsuppośehypeŕelastiquece
qui fait quela relationentrelescontrainteset lesdéformationsdérived’un potentiel.La forme
fonctionnellechoisiepourl’ énergie dedéformationdu myocardèa l’ étatpassifestla suivante:

Wpas ç kf f
E2

f f÷af f è Ef f ÷ α f f
ý kss

E2
ss÷ass è Ess÷ αss

ý knn
E2

nn÷ann è Enn ÷ αnný kf s
E2

f s÷af s è Ef s ÷ α f s
ý ksn

E2
sn÷asn è Esn ÷ αsn

ý kf n
E2

f n÷ af n è Ef n ÷ α f n é (1.74)

Parsuite,le tenseurdecontraintespassivesestobtenuparl’ équationsuivante

σpas ç è pId ý ∂Wpas

∂F
FT é (1.75)

Les six termesqui apparaissentdansl’expressionde l’ énergie de déformationcorrespondent
aux six composantesindépendantesdu tenseurde déformationde GreenE dansle syst̀eme
des axes mat́eriels du myocarde,c’est-̀a-dire, f, s et n désignent,dansla configurationde
référence,la direction de la fibre, la tangenteà la fibre dansla couchede fibres et la nor-
male à la couchede fibres respectivement.Chaquecomposantecontribue indépendamment
dansl’ énergie dedéformationtotaledu tissu.La fonctionénergie dedéformationWpas estdite
avoir uneforme“pôle-zero”et c’estunerelationempirique.Plusieurscaract́eristiquessontim-
plicites danscetterelation.Tout d’abord les comportementsle long desaxes mat́eriels sont
assezdifférentset le comportementle long d’un axe particulier est presqueindépendantdu
degré d’élongationle long desautresdeuxaxes.En plus les contraintesaxialessont trèspe-
tites pour desdéformationsaxialestrèspetites,maisellesdeviennenttrèsgrandesquandles
déformationsdeviennentprochesdecertainesvaleurslimitesappeĺees“pôles”.Lespôles,not́es
ai j i æ j þ ÿ f æ sæ n � , sontleslimitesélastiques.Au del̀adeceslimites,il apparâıt desdéformations
irréparablesdu tissuduesàunesurextensiondela matricedecollag̀ene.

D’autrepart,ils ontsuppośequ’apr̀esstimulationlesfibrescardiaquesgéǹerentuneforceactive
dansla directiondeleursaxeslongitudinauxuniquement.Doncafindemod́eliserle comporte-
mentactif du myocarde,un seultermea ét́eajout́eautenseurdecontraintespassives:

σ ç è pId ý ∂Wpas

∂F
FT ý TFτ ø Fτ æ (1.76)

où T ç T ê t æ λ f æ��Ca2���
i ë est la tensionactive géńeŕeepar unefibre à un instantt, λ f désigne

le rapportd’extensionde la fibre, et �Ca2� �
i estla concentrationdu calciumintracellulairequi



93 1.2. LOIS DE COMPORTEMENT DU MYOCARDE

estconsid́eŕeepour caract́eriserle niveaud’activation d’un myocyte. Le vecteurτ désignele
vecteurunitairedela fibredansl’ étatpassif.

La fonction T est suppośeevarier linéairementen fonction de λ f avec une pente dT
dλ ç 145

kPaouunepenteadimensionnelleβ ç�� 1T dT
dλ
�
λ � 1 ç 1 é 45.Au repos,la longueurd’un sarcom̀ere

estconsid́eŕeeégaleà1 é 9µm (cecascorrespond̀aλ f ç 1 sanstensionpassive),la tensionactive
estTref ç 100kPa.

Le tenseurde contraintesde Cauchydonńe par l’ équation(1.76)peutêtreobtenuà partir
d’une fonction énergie de déformationtotalecontenantun termepour l’ étatpassifet un autre
termepourl’ étatactif.

Dansla suitedeceparagraphenousallonsomettrela dépendancedeT ent et �Ca2�	�
i .

Proposition 1.6 : SoitWλ uneprimitive par rapportà λ dela fonctionλT ê λ ë , c’est-̀a-direque
W ùλ ç λT ê λ ë . On a l’ égalit́esuivante:

∂Wλ
∂F

FT ç TFτ ø Fτ é (1.77)

Démonstration.Toutd’abordona :
∂Wλ
∂F ç W ùλ ∂λ

∂F ç λT ê λ ë ∂λ
∂F

.

La quantit́e λ désignel’ élongationde la fibre, c’est-̀a-dire λ2 ç I4 ç τ û/ê Cτ ëZç�
 Fτ 
 2. En

dérivantparrapport̀aF onobtient: 2λ
∂λ
∂F ç 2Fτ ø τ. Parsuite,la dérivédeλ parrapportàF est

égaleà
∂λ
∂F ç 1

λ
Fτ ø τ. D’où l’ équation(1.77).

ü
Parconśequent,soitWtotale ç W ý Wλ, c’estla fonctionénergie totalededéformation.L’ex-

pressiondutenseurdecontraintesdeCauchy(1.76)peutêtrealorsobtenuedela façonsuivante:

σ ç è pId ý ∂Wtotale

∂F
FT é (1.78)

Commepour lesmod̀elespréćedents,l’ équation(1.78)montrequela loi decomportementde
Nashet Hunterestaussiuneloi hypeŕelastique,orthotrope,dépendantdedeuxparam̀etrest et�Ca2���

i mod́elisantla contractiondu myocarde.

Modèlede Usyk-Mazhari-McCulloch

On reprendlesnotationsf, s, n, F, ... du mod̀eledeNashet Hunter.

Usyk et al. [97] ont étudíe leseffetsdel’orthotropiedansle ventriculegauchedeschiensà
la fin dela diastoleet à la fin dela systole.Ils ontutilisépourle ventriculegauchèa l’ étatpassif
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unerelationdecomportementdéfinieparunefonctionénergiededéformationexponentielleW,
correspondant̀aun comportementnonlinéaire,orthotropeet presqueincompressible:

W ç C ê eQ è 1ë ý Ccompr ê J lnJ è J ý 1ë�æ
Q ç bf f E

2
f f ý bssE

2
ss ý bnnE

2
nn ý

bf s ê E2
f s ý E2

sf ë ý bf n ê E2
f n ý E2

nf ë ý bns ê E2
ns ý E2

snë*æ (1.79)

où Ei j sont les composantesdu tenseurde déformationde GreenE dansle syst̀emed’axes
mat́eriels ê f æ sæ në . Le termeJ est le déterminantdu tenseurgradientde déformationF et les
constantesmat́eriellessont les suivantes: C ç 0 æ 88 kPa; bf f ç 6 æ 0; bss ç 7 æ 0; bnn ç 3 æ 0;
bf s ç 12æ 0; bf n ç 3 æ 0; bns ç 3 æ 0; etCcompr ç 100æ 0 kPa.

La quasi-incompressibiltéestobtenueparpénalisation.En effet, le termeCcompr ê J lnJ è J ý 1ë
est introduit avec un coefficient Ccompr assezgrandce qui oblige la quantit́e J lnJ è J ý 1 à
êtretrèspetite,voire égaleà 0, pour quele produitCcompr ê J lnJ è J ý 1ë soit de mêmegran-
deurquele termeC ê eQ è 1ë . Parconśequent,la valeurdeJ vaêtreforcéed’êtretrèsprochede1.

La contractionventriculairea ét́e mod́eliséeen définissantle tenseurde contraintesde Cau-
chy σ commeétantla sommedu tenseurdecontraintespassivesσ ñ pó qui dérive dela fonction
énergie dedéformationet du tenseurdecontraintesactivesσ ñ aó :

σ ç σ ñ pó ý σ ñ aó é (1.80)

Lescomposantesσ ñ aói j dutenseurdecontraintesactivesdériventdutenseurdecontraintesdiago-
nal σactive réféŕe auxcoordonńeesmat́erielles ê Xf æ Xs æ Xn ë enutilisant la matricerotationq qui
définit la relationentrele syst̀emedescoordonńeesutilisé et le syst̀emelocal de coordonńees
mat́erielles:

σ ñ aó ç qTσactiveq é (1.81)

Lescomposantesdu tenseurσactive sontdesfonctionsdela concentrationdu calciumintracel-
lulaireCai ê t ë et deslongueursdessarcom̀eres.

Cai ê t ëfç Ca0 ý ê Camax è Ca0 ë t
τCa

e1 ò t í τCa æ (1.82)

où Ca0 désignela concentrationducalciumintracellulaireaureposetCamax estla valeurmaxi-
malequepeutatteindreCai ê t ë à l’instant t ç τCa. Ils ont choisi pour les param̀etresqui ap-
paraissentdansl’expressiondeCai ê t ë lesvaleurssuivantes: Ca0 ç 0 æ 01µM æ Camax ç 1µM et
τCa ç 60ms.

1.2.3 Autr e

Modèlede Bestel-Cĺement-Sorine

Bestelet al. ont élaboŕeun mod̀eledu musclecardiaque,avecpourpoint dedépartla struc-
turemicroscopiquemod́eliséeparA.F. Huxley [44], sousle nomdethéoriedesfilamentsglis-
sants,voir Bestel[7] et Bestelet al. [8]. Sousl’influencede la concentrationde Calcium,des
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“ponts” élastiquessecréententrelesfilamentsd’actineetdemyosine,lesfaisantglisserlesuns
par rapportaux autrescréantainsi le mouvement.Le mod̀ele du filamentglissantde Huxley
donneunedescriptionstatistiquede ce phénom̀ene,permettantde passerde l’ échellede ces
ponts(quelquesdizainesde nanom̀etres)à celle du sarcom̀ere.Pourpasser̀a l’ échelled’une
fibre,cemod̀eleestintégŕedansun mod̀eledeHill à trois élémentscequi permetdemod́eliser
lescontractionetrelaxationisométriqueset le comportementdumuscleà l’ étatpassif.Eneffet,
lessarcom̀eressontrassembĺeset appeĺesélémentcontractileEC qui estmod́elisé parun “res-
sortnonlinéairecommand́e”. EnsuiteunsecondressortESestplaćeensérieavecECpourtenir
comptedu fait quele musclepeutêtreactivé,doncdévelopperuneforce,sansquesalongueur
totalechange(contractionisométrique: la longueurde chacundesdeux ressortspeutvarier
tout en maintenantla longueurtotaleconstante).L’ élémentES mod́eliseun degré de liberté
internepourla déformationdela fibre.Finalement,un troisièmeressortEPestintroduit,soiten
parall̀elede EC (mod̀eledeHill-Voigt), soit enparall̀ele du montagesérie EC-ES(mod̀elede
Hill-Maxwell). CeressortEPmod́elisele fait quele musclenepeutpasêtreétirésanslimite (la
forcederappelcrééeparcetélémentdevientnonnégligeablèapartir d’unecertainelongueur).
Cestrois élémentsEC, ES, et EP sont suppośesavoir le mêmecomportementrhéologique:
comportement́elasto-plastique.Dansla suite,c’estle mod̀eledeHill-Maxwell qui a ét́e choisi.
Danscecasla contraintedansESestégaleàcelledansEC: σc ç σs. La contraintetotaleestla
sommedescontraintesdansECet dansEP: σ ç σc ý σp.
A l’ échelledu coeurentier, chaqueventriculeestmaintenantmod́elisé parun assemblageEC,

EP

ES

EC

commande chimique

FIG. 1.1– ModèledeHill-Maxwell.

ES,EP, la relationcontrainte-d́eformationdevenant:��� σ � σp ý σc � σc � σs �
ε � εp � εc ý εs � (1.83)

où σx et εx avecx þ»ÿ c, s,p
�

désignentla contraintedansl’ élémentx et sadéformationrespec-
tivement.Si lc, ls et l désignentles longueursde l’ élémentcontractileEC, l’ élémentsérie ES
et de la fibre entìererespectivement,et lc0, ls0 et l0 leurslongueursrespectivesdansl’ étatde
référence,alorslx � lx0 ê 1 ý εx ë pourx=c,s,.
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SoitK ê t ë la raideurrésultantetotaledansunsarcom̀ereetkc ê t ë � K ê t ë s0�
0
, où s0 et

�
0 désignent

la longueuret l’aire dela sectiond’un sarcom̀eredansl’ étatderéférence.

En exprimantla raideuret la contrainterésultantde l’ensembledespontsactine-myosine,un
mod̀eledifférentieldel’ élémentcontractileestobtenu:� � k̇c � è ê�÷u ÷ ý ÷ ε̇c ÷të kc ý k0 ÷u ÷����

σ̇c � è êÌ÷ u ÷ ý ÷ ε̇c ÷të σc ý kcε̇c ý σ0 ÷u ÷�� é (1.84)

La fonction u ê t ë est la commandequi contr̂ole le cycle d’attachement-d́etachementdesponts
actine-myosine; elle estreliéeà l’activité chimiquede la myosine,doncà la concentrationdu

calcium.Les grandeursk0 � s0�
0
k̄ et σ0 � σ̄

2
sont les valeurslimites en contractionde la

raideuret la contrainterespectivement,k̄ et σ̄ sontla raideurmaximaleet la contraintelagran-
giennemaximaledansunsarcom̀ererespectivement.Danscemod̀elekc etσc sontlesvariables
d’étatet l’entréeestle couple ê ε̇c � uë . Pourl’instant, la déformationε̇c estsuppośeeconnue.Il
resteàmod́eliserlesressortspassifsESet EP.

L’ élémentESestsuppośesecomporterlinéairementavecuneraideurks : σs � ksεs. Le montage
sérieimposela relationsuivanteentrelesdifférentesdéformations:

εs � l0
ls0

ε è lc0

ls0
εc � (1.85)

ainsiquel’ égalit́edescontraintesdansECet dansES:

σc � ks
l0
ls0

ε è ks
lc0

ls0
εc é (1.86)

Si la longueurtotaledela fibre l0ε estconnue,on obtientle syst̀emefinal suivant:����� ����� k̇c � è ê�÷u ÷ ý ÷ ε̇c ÷të kc ý k0 ÷u ÷����
σ̇c � è êÌ÷ u ÷ ý ÷ ε̇c ÷të σc ý kcε̇c ý σ0 ÷u ÷����
ls0σc ý kslc0εc � ksl0ε é (1.87)

Pourle ressortparall̀eleEP, Bestelet al. sesontréféŕesà la litt ératurepourenchoisirunerela-
tion contrainte-d́eformationdetypeexponentieloù la contrainteestnullepourunedéformation
nulle :

σp � kp1

kp2
ê ekp1ε è 1ë é (1.88)



Chapitr e 2

Du micro au macro : Technique
d’homogénéisation

Nous avons vu au chapitre1 que les mod́elisationsmécaniquesdu myocardese situent
dansle cadredes milieux continuset que les lois de comportement(relationscontraintes-
déformations)sontdétermińees̀apartird’expériencesmacroscopiquesqui masquent,parconśequent,
l’existencedescardiomyocytes.Unealternative à cetteapprochemacroscopiqueestdedéduire
la loi de comportementdu myocardedu comportementmécaniquedescardiomyocyteset de
leur organisationgéoḿetrique,c’est-̀a-dired’homoǵeńeiserle réseaudecardiomyocytes.Cette
démarched’homoǵeńeisationestdévelopṕeedanscechapitreet le suivant.

Le point de départde l’homogéńeisationest la mod́elisationmécaniquedu milieu étudíe
au niveaumicroscopique,ici le réseaude cardiomyocytes.Nousavonschoisi de mod́eliserle
réseaucommeun treillis de barrestravaillant en traction-compressionet interagissantpar des
couples,le cadreestcelui desgrandestransformations.La mod́elisationmécaniquecorrespon-
danteestdécriteet justifiéedansla section2.1. Pourhomoǵeńeiserle réseaude cardiomyo-
cytes,nousavonsadapat́e, à la mod́elisationchoisie,la méthoded’homoǵeńeisationdiscr̀ete
dévelopṕeedansTollenaereet Caillerie [92]. Le principede la méthodeet sonapplicationau
réseaude cardiomyocytessontdévelopṕesdansla section2.2. La section2.3 estconsacŕeeà
descompĺementssurl’objectivitéet le caract̀erehypeŕelastiquedela loi decomportementma-
croscopiqueobtenueparhomoǵeńeisationetdansla section2.4nousdécrivonsl’applicationde
la méthodedeNewtonauprobl̀emedetreillis permettantdedéterminercetteloi.

2.1 Modélisationmécaniquedu r éseaudecardiomyocytes

Commenousl’avonsvu aupremierchapitredela thèse,lescardiomyocytessontdespetits
batonnetsallonǵesreliésentreeuxparlesanastomoses.Lesquelquesessaismécaniques,Brady
[10], Zile et al. [111], meńeessur descardiomyocytesisolésont port́e sur leur comportement
entraction-compressionlongitudinale.Le cardiomyocyteestvu alorscommeunressortouune
barreélastiquenonlinéairedontla loi decomportementreliantla tensionà la longueurdépend
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de l’activation du cardiomyocyte. Le comportementen traction-compressiondescardiomyo-
cytes rendbien comptede l’ élasticit́e du myocardedansle sensdesfibresmaisne peutpas
rendrecomptedel’ élasticit́e transverseauxfibres.Cetteélasticit́e transverseestdueenpartieà
la matriceextracellulaire,enparticulierauxfibresdecollag̀enemaiselle résulteaussidesliai-
sonsdescardiomyocytespardesanastomosesnonterminales,l’assemblagedescardiomyocytes
estunvéritableréseaupouvantêtreassimiĺe à un grillage,voir Figure2.1.

FIG. 2.1– A gauche,descardiomyocytesli éspardesanastomosesnonterminales.A droite,un
réseaudebarresmod́elisantun échantillondecardiomyocytes.

Pourprendreen compteles liaisonspar les anastomosesintermédiaires,nousmod́elisons
chaquesegmentde cardiomyocyte par une barrerestantrectiligne dont le comportementen
traction-compressionest connu.Les barresne sont li éesentreelles qu’à leurs extrémit́esce
qui fait de leur assemblageun treillis. De plus, desbarresadjacentes,c’est-̀a-dire li éespar
uneextrémit́e, interagissentpar desmomentsdépendantde l’angle entreles barres.L’image
mécaniquela plussimpledecesinteractionsestcelledesressortsspiraux.

La connaissancedespositionsdesnœudsd’une telle structuredéterminecompl̀etementsa
géoḿetrie,elle permeten effet de calculerles longueursdesbarreset les anglesentrebarres.
Il seraitpossibled’envisagerunemod́elisationplussophistiqúeedu réseaudecardiomyocytes
en assimilantchaquecardiomyocyte à unepoutreélastiquepouvant travailler, non seulement
en traction-compression,mais aussien flexion et torsion. La mise en œuvrede la méthode
d’homoǵeńeisationauraitameńe à étendreaucasnonlinéairelestravauxdePradel[74]. Nous
avonschoisiunmod̀eleplussimplecarlesdonńeesexpérimentalesactuellementdisponiblesne
permettentpasde caract́eriserle comportementen flexion et torsiondescardiomyocytes,une
mod́elisationpluscomplexe nécessitantunetelle caract́erisationnesejustifie, parconśequent,
pas.
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2.1.1 Description du tr eillis

Onappelletreillis unassemblagedebarres(oudepoutres)li éesentreelleparleursextrémit́es.
Lespointsdeliaisondesbarres(oudespoutres)sontappeĺeslesnœudsdutreillis. Dansla suite
nousutiliseronsle termebarrecar la flexion n’intervientpasdansla mod́elisationdescardio-
myocytes.

Appliquer le principefondamentalde la dynamique(PFD) à un milieu ou à unestructure
mécaniquerevient à l’appliquerà chacunedespartiesdu milieu ou dela structure.Dansle cas
du treillis lesélémentssontlesbarreset lesnœuds,l’applicationduPFDautreillis seramèneà
sonapplicationà chaquéelément.

Au préalable,il estnécessaired’identifier lesélémentsdu treillis, pourcelaonnuméroteles
nœudsdu treillis pardesñ qui peuvent êtredesentiersou tout autresyst̀emed’indexation,on
note ˜� l’ensembledesnœudsñ du treillis. De mêmeon numéroteles barrespar desb̃ et on
note ˜� l’ensembledesbarresdu treillis.

Pourl’ écrituredeséquationsdu mouvementdu treillis, il estutile d’orienter les barresce
qui, danslesdeuxnœudsauxquelsestli éela barreb̃, définit un nœudoriginenot́e O ê b̃ë et un
nœudextrémit́e not́e E ê b̃ë où O et E sontdesfonctionsdéfiniesde ˜� dans ˜� . Lesensembles
O ò 1 ê ñë et E ò 1 ê ñë désignentrespectivementl’ensembledesbarresdont ñ estl’origine et celui
dontñ estl’extrémit́e.L’orientationdesbarresestarbitraire.

Notre mod́elisationdu réseaude cardiomyocytesfait intervenir desinteractionsentreles
barrespardesmoments.Lescouplesdebarreseninteractionsontnot́esc̃ avecc̃ þ ˜� . Demême,
quepourlesbarres,il estutile d’orientercescouples,onnoteP ê c̃ë et D ê c̃ë lesbarresdu couple
c̃ où P et D sont desfonctionsde ˜� dans ˜� , P ò 1 ê b̃ë et D ò 1 ê b̃ë désignent,respectivement,
l’ensembledescouplesdebarreseninteractiondont b̃ estla premìerebarre,respectivementla
dernìere.

2.1.2 Géométrie et cinématiquedu tr eillis

L’objectif de l’ étudemécaniqued’un treillis estde déterminersonmouvementdansl’es-
pace,c’est-̀a-dire l’ évolution de sagéoḿetrie au coursdu temps.Dansnotremod́elisationdu
réseaude cardiomyocytes,lesbarressontsuppośeesresterrectilignes,la géoḿetriedu treillis
estdonccompl̀etementdétermińeepar la donńeedespositionsdesnœuds.On noteR ê ñ � t ë la
positiondu nœudñ à l’instant t. La cinématiquedela structure,c’est-̀a-direl’ensembledesvi-
tessesdecespointsmat́eriels,est,parconśequent,détermińeecompl̀etementparla donńeedes
vitessesṘ ê ñ � t ë � dR ñ ñ � t ó

dt desnœudsdu treillis.

On noteB ê b̃ë le vecteur

B ê b̃ë � R ê E ê b̃ë.ë è R ê O ê b̃ë-ë��
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la longueurdela barrel b̃ estdonc
l b̃ � ÷3÷B ê b̃ë4÷5÷ é

On noteeb̃ le vecteurunitairedela barreb̃ avecla mêmeorientation,on a

eb̃ � B ê b̃ë
l b̃ é

En dérivantparrapportà t ona
Ḃ ê b̃ë � l̇ b̃eb̃ ý l b̃ėb̃ é

On poseωb̃ � eb̃ � ėb̃. On a

ωb̃ � eb̃ � è eb̃ � ê eb̃ � ėb̃ ë � ėb̃

carcommeeb̃ estunitaire,eb̃ û ėb̃ � 0.

On endéduitdonc
Ḃ ê b̃ë � l̇ b̃eb̃ ý l b̃ ê ωb̃ � eb̃ ë

cequi montrequeωb̃ estle vecteurrotationinstantanńeedela barreb̃.

On ad’autrepart
Ḃ ê b̃ë � Ṙ ê E ê b̃ë-ë è Ṙ ê O ê b̃ë-ë

donc
l̇ b̃eb̃ ý l b̃ ê ωb̃ � eb̃ ë � Ṙ ê E ê b̃ë-ë è Ṙ ê O ê b̃ë-ë é

Parconśequent,

l̇ b̃ � î Ṙ ê E ê b̃ë-ë è Ṙ ê O ê b̃ë-ë ï û eb̃ et ωb̃ � 1

l b̃
eb̃ � î Ṙ ê E ê b̃ë-ë è Ṙ ê O ê b̃ë-ë ï é

2.1.3 Mécaniquedu tr eillis

Efforts int érieurs et efforts extérieurs

Le treillis estun syst̀ememécaniquequi consisteen desnœudset desbarres.Les nœuds
sontdespoints.Donc ils peuventêtresoumisuniquement̀a desforces.Noussupposonsqu’ils
interagissentaveclesbarresauxquellesils sontli és.Consid́eronsunebarreb̃ avecuneextrémit́e
ñ. Nousdésignonspar fb̃í ñ la force exerćeepar b̃ sur ñ. Donc,en vertu du principed’action-
réaction,la force fñí b̃ � è fb̃ í ñ estexerćeepar le nœudñ sur la barreb̃. Quantaux couplesde
barresê b̃ � b̃ù ë ayantuneextrémit́ecommune,noussupposonsqu’ellesinteragissentpardesmo-
ments.Soit M b̃í b̃� le momentexerće par b̃ sur b̃ù à leur extrémit́e commune,doncle principe
d’action-ŕeactiondonneM b̃�'í b̃ � è M b̃í b̃� .

Noussupposonsque les seulsefforts extérieursagissantsur le treillis sont les forcesfeí ñ
exerćeesauxnœuds.
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Equations d’ équilibre

Nous limitons notre étudeau cadrestatique,c’est-̀a-dire quenousnégligeonsles termes
d’inertie.L’ équilibredu treillis résultedel’ équilibredechaquéelémentdusyst̀ememécanique.
Consid́eronstoutd’abordl’ équilibredesnœuds.Pourtout ñ, il s’écrit

∑
b̃ � O 1 ñ ñó"! E  1 ñ ñó fb̃í ñ ý feí ñ � 0 é (2.1)

L’ équilibrede chaquebarreb̃ résultede l’ équilibredesforceset de l’ équilibredesmoments
auxquelselle estsoumise.L’ équilibredesforcess’écrit

fO ñ b̃ó í b̃ ý fE ñ b̃ó í b̃ � 0 é (2.2)

Posons,pour chaquebarre b̃, Tb̃ � fE ñ b̃ ó5í b̃, nous remarquonsimmédiatementque fO ñ b̃ó í b̃ �è Tb̃. Insérantcetterelationdans(2.1) et utilisant le principed’action-ŕeactiondesforces,les
équations(2.1)-(2.2)sesimplifienten#

ñ þ ˜� � ∑
b̃ � O 1 ñ ñó Tb̃ è ∑

b̃ � E  1 ñ ñó Tb̃ ý feí ñ � 0 é (2.3)

L’ équilibredesmomentsexerćespartouteslesbarresinteragissantavec b̃ peutêtreexpriméen
toutpointde $ 3. Nouschoisissonsdel’exprimerenO ê b̃ë . Soit,pourchaquẽc, M c̃ � MD ñ c̃ó í P ñ c̃ó ,
utilisantle principed’action-ŕeactiondesmoments,l’ équilibredesmomentss’écrit#

b̃ þ ˜� � ∑
c̃ � P  1 ñ b̃ó M c̃ è ∑

c̃ � D  1 ñ b̃ó M c̃ ý l b̃eb̃ � Tb̃ � 0 é (2.4)

Leséquations(2.3)-(2.4)sontla formulationfortedeséquationsd’équilibre.Pouruneutilisation
faciledela techniqued’homoǵeńeisation,il estpréférabledelesréécriredansleur formulation
faible,appeĺeeaussiformulationdespuissancesvirtuelles.Cetteformulationfaibleestobtenue
enmultipliant(2.3)pardestranslationsvirtuellesv ê ñë þ%$ 3, enmultipliant(2.4)pardesvitesses
derotationvirtuellesw ê b̃ë þ&$ 3 etenfaisantla sommesurñ et b̃. Un changementdesommation
qui peutêtrevu commeuneintégrationparpartiesdiscr̀eteconduitausyst̀emesuivant#

v ê�û�ë : ˜�(') $ 3 � ∑
b̃ � ˜* Tb̃ û î v ê O ê b̃ë-ë è v ê E ê b̃ë-ë ï ý ∑

ñ � ˜+ feí ñ û v ê ñë � 0 � (2.5)#
w ê�û�ë : ˜� ') $ 3 � ∑

c̃ � ˜, M c̃ û îw ê P ê c̃ë-ë è w ê D ê c̃ë-ë ï ý ∑
b̃ � ˜* l b̃ ê eb̃ � Tb̃ ë@û w ê b̃ë � 0 é (2.6)

Nousdécomposonsl’effort Tb̃ ensescomposantesaxiale(ou normale)et transversalepar
rapportàeb̃

Tb̃ � Nb̃eb̃ ý Tb̃
t � avec Tb̃

t û eb̃ � 0 é (2.7)
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L’additionde(2.5)et(2.6)donnela formulationenpuissancesvirtuellessuivantedel’ équilibre
du treillis #

v ê�û�ë : ˜�(') $ 3 � #
w ê\û�ë : ˜� ') $ 3 �

∑
b̃ � ˜* Nb̃ û î v ê O ê b̃ë-ë è v ê E ê b̃ë-ë ï ý ∑

c̃ � ˜, M c̃ û î w ê P ê c̃ë-ë è w ê D ê c̃ë-ë ïý ∑
b̃ � ˜* Tb̃

t û î vt ê O ê b̃ë-ë è vt ê E ê b̃ë-ë ý l b̃ ê w ê b̃ë � eb̃ ë ï ý ∑
ñ � ˜+ feí ñ û v ê ñë � 0 � (2.8)

où vt ê O ê b̃ë.ë et vt ê E ê b̃ë-ë sont les composantestransversesde v sur eb̃. Cetteformulationest
équivalenteauxéquations(2.5)et (2.6).

Lesvecteursw ê b̃ë sontlesvitessesvirtuellesderotationdesbarres.Onavu dansla section
2.1.2que les vitessesréellesde rotationdesbarressont li éesaux vitessesdesnœuds.Si on
imposeuneconditionidentiqueauxvitessesvirtuellesc’est-̀a-diresi onpose

w ê b̃ë � 1

l b̃
eb̃ � î v ê E ê b̃ë-ë è v ê O ê b̃ë-ë ï é (2.9)

On a l b̃w ê b̃ë � eb̃ � v ê E ê b̃ë-ë è v ê O ê b̃ë-ë è õ¯î v ê E ê b̃ë-ë è v ê O ê b̃ë-ë ï û eb̃ ö eb̃ � vt ê E ê b̃ë.ë è vt ê O ê b̃ë-ë ,
et la formulation(2.8)devient :

#
v ê\û ë : ˜�-') $ 3 �

∑
b̃ � ˜* Nb̃eb̃ û î v ê O ê b̃ë.ë è v ê E ê b̃ë-ë ï ý ∑

c̃ � ˜, M c̃ û î w ê P ê c̃ë-ë è w ê D ê c̃ë-ë ï ý ∑
ñ � ˜+ feí ñ û v ê ñë � 0 é (2.10)

On voit que les composantestransversesTb̃
t ont ét́e éliminéesde la formulationen puis-

sancesvirtuelles.Cela montreque les Tb̃
t sont les multiplicateursde Lagrangeassocíes à la

conditioncinématique(2.9).

Les Tb̃
t étantdesmultiplicateursde Lagrange,ils nepeuventpasfaire l’objet d’une loi de

comportementet nousverronsparla suitequ’il estpossibledeformuler le probl̀emedu treillis
en les éliminant.Il estcependantpossiblededéterminerlesefforts transversesTb̃

t à partir des
momentsM c̃, eneffet, enmultipliant (2.4)vectoriellementpareb̃, il vient#

b̃ þ ˜� � Tb̃
t � 1

l b̃ õ ∑
c̃ � D  1 ñ b̃ó M c̃ è ∑

c̃ � P  1 ñ b̃ó M c̃ ö � eb̃ é (2.11)

Lois decomportement- Indiff érencematérielle

Commenousl’avons au paragraphepréćedent,seulsNb̃ et M c̃ sont l’objet d’une loi de
comportement.Noussupposonsque la tensionaxialede chaquebarreNb̃ ne dépendquede
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la positionde la barreBb̃ et queles momentsM c̃ entrebarresne dépendentquedesvecteurs
unitairesdesbarreseninteraction:

Nb̃ � N̄b̃ ê Bb̃ ë�� (2.12)

M c̃ � M̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë é (2.13)

Proposition 2.1 : Leprincipedel’indif férencemat́erielle(ouprinciped’objectivit́e)qui s’écrit
pour N̄b̃ et M̄ c̃ #

X � B þ.$ 3 etQ þ O3 � N̄b̃ ê X ý QB ë � N̄b̃ ê B ë�� (2.14)#
e1 � e2 þ/$ 3 �¯÷3÷e1 ÷3÷ � ÷5÷e2 ÷5÷ � 1 � etQ þ O3 � M̄ c̃ ê Qe1 � Qe2 ë � detê Q ë QM̄ c̃ ê e1 � e2 ë�� (2.15)

impliquequeN̄b̃ et M̄ c̃ sontdela forme

N̄b̃ ê Bb̃ ë � � b̃ ê l b̃ ë�� où l b̃ � ÷5÷Bb̃ ÷3÷0� (2.16)

M̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë �21 c̃ ê pc̃ ë eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó � où pc̃ � eP ñ c̃ó û eD ñ c̃ó é (2.17)

Démonstration.Commenc¸onspar la tensionnormale.ChoisissonsalorsunerotationQ qui
transformele vecteureb̃ enun vecteurunitairequelconquee1, parexemplele vecteurunitaire
del’axedesabscisses.Danscecas,la tensions’écrit :

N̄b̃ ê Bb̃ ë � N̄b̃ ê QBb̃ ë � N̄b̃ ê l b̃Qeb̃ ë � N̄b̃ ê l b̃e1 ë � � b̃ ê l b̃ ë é
D’autrepart,encequi concernele momentM̄ c̃, nousdistinguonsdeuxcas:

– Les vecteurseP ñ c̃ó et eD ñ c̃ó sont indépendants: on consid̀ere la seuleisométrie Q qui
conserve eP ñ c̃ó et eD ñ c̃ó , c’est-̀a-dire la symétrie par rapportau plan contenantcesdeux
vecteurs.Cetteisométrieestdoncdéfiniepar

QeP ñ c̃ó � eP ñ c̃ó � QeD ñ c̃ó � eD ñ c̃ó � Q ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � è eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó é
On a detê Q ë � è 1 et M̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � è QM̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë qui peutêtredécompośe de
la façon suivante

M̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � µ1eP ñ c̃ó ý µ2eD ñ c̃ó ý ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó �
parsuiteQM̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � µ1eP ñ c̃ó ý µ2eD ñ c̃ ó è ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë eP ñ c̃ó3� eD ñ c̃ ó .
La conditionM̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � è QM̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë entraineµ1 � 0 et µ2 � 0 et

M̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó é
Parconśequent,l’objectivitédesmomentss’écrit sousla forme#

Q þ O3 � ¯1 c̃ ê QeP ñ c̃ó � QeD ñ c̃ó ë � ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë é
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Maintenant,nousdécomposonseP ñ c̃ó en : eP ñ c̃ó � ê eP ñ c̃ó û eD ñ c̃ó ë eD ñ c̃ó ý eD ñ c̃ ó4 où eD ñ c̃ó4 est
un vecteur, qui n’estpasnécessairementunitaire,denormeα, orthogonalà eD ñ c̃ ó . Nous
avonsα2 � 1 è ê pc̃ ë 2, où pc̃ � eP ñ c̃ó û eD ñ c̃ó . Consid́eronsla rotationQ qui transformeeD ñ c̃ó
en e1 et eD ñ c̃ó4 en αe2 où e1 et e2 sontdeuxvecteursunitairesorthogonauxquelconques
(consid́eronsparexempleunebaseorthonormale(e1 � e2 � e3)). Danscecas

QeD ñ c̃ó � e1 � QeP ñ c̃ó � pc̃e1 ý αe2 �
parsuite ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � ¯1 c̃ ê QeP ñ c̃ó � QeD ñ c̃ó ë � ¯1 c̃ ê pc̃e1 ý αe2 � e1 ë �51 c̃ ê pc̃ ë .

– LesvecteurseP ñ c̃ó eteD ñ c̃ó sontlinéairementdépendantset l’on aeP ñ c̃ó �76 eD ñ c̃ó : onprend
unerotationQ laissantinvarianteP ñ c̃ó , alorseD ñ c̃ó estinvariant,et l’on aM̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë �
QM̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë . Ceci veut dire queM̄ c̃ est invariantpour touterotation laissanteP ñ c̃ó
invariantcequi impliquequeM̄ c̃ estparall̀eleàeP ñ c̃ó :

M̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë eP ñ c̃ó é
Onconsid̀eremaintenantunesymétrieS laissantinvarianteP ñ c̃ó , parexempleunesymétrie
parrapportà unplancontenanteP ñ c̃ó , alorsonadetê Së � è 1 et

¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë eP ñ c̃ó � è ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë SeP ñ c̃ó � è ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë eP ñ c̃ó �
et parconśequent ¯1 c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë � 0.

En conclusion,on a
M̄ c̃ ê eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó ë �51 c̃ ê pc̃ ë eP ñ c̃ó � eD ñ c̃ó �

où pc̃ � eP ñ c̃ó û eD ñ c̃ó . Onpeutfacilementvérifier quecetteexpressionestobjective.
ü

Problèmededéformation du tr eillis

Quandil estsoumisà desforcesextérieureset à desconditionsde placementde certains
nœuds,le treillis sedéforme.Le probl̀emede déformationdu treillis revient à déterminerles
positionsR ê ñë desnœudsqui nesontpassoumisà desconditionsdeplacement.Cespositions
sontles inconnuesprimalesdu probl̀emequi estconstitúe deséquationsd’équilibredu treillis
(2.10)etdeslois decomportement(2.12)et (2.13).

En supposantle probl̀emebien pośe et résolu,il est possiblede déterminerles tensions
axialesNb̃ par(2.12),lesmomentsM c̃ par(2.13)ainsiquelesefforts transversauxTb̃

t qui sont
desmultiplicateursdeLagrangepar(2.11).

2.2 Homogénéisationd’un tr eillis r épétitif

La mod́elisationdu réseaude cardiomyocytes par un treillis de barresayant ét́e décrite
auxparagraphesdela sectionpréćedente,nousallonsmaintenantdévelopperla méthoded’ho-
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moǵeńeisationdiscr̀ete,[92], pourcettemod́elisationparticulìere.

L’homoǵeńeisationdiscr̀eteestuneméthodepour déterminerle milieu continuéquivalent
d’unestructurediscr̀eteréṕetitiveobtenueparla réṕetition d’un grandnombredemotif ou cel-
lule élémentaire.Elle estinspiréede l’homogéńeisationdesmilieux continuspériodiques(Ba-
khvalov et Panasenko [3], Panasenko [71], Sanchez[78]). L’homoǵeńeisationdiscr̀ete,comme
celledesmilieuxcontinuspériodiques,estbaśeesurdesconvergencesousurdesdéveloppements
asymptotiquesvis-à-visd’un petitparam̀etreε qui esttypiquementle rapportd’unelongueurca-
ract́eristiqued’unecelluleélémentairesurunelongueurcaract́eristiquedela structureétudíee,
ici nousutilisons les développementsasymptotiques.Pourqueles développementsasympto-
tiquesaientun sens,il estnécessairedeconsid́ererquele param̀etreε tendvers0, cequi signi-
fie qu’on n’étudiepasunestructureparticulìere,maisunesuitedestructuresparaḿetŕeeparε.
Il faut,parconśequentdécrirecompl̀etementla dépendancedesstructuresenvisaǵeesenfonc-
tion du param̀etreε. Celaconcernéevidemmentl’aspectgéoḿetriquedesstructuresmaisaussi
l’aspectmécanique,enparticulieril fautpréciserla dépendancevis-à-visdeε deslois decom-
portementimpliquéesdansla descriptionmécaniquedesstructureśetudíees.Le choix decette
dépendanceinfluedefaçon importantesurle mod̀elehomoǵeńeiśeobtenu.

Danscettesection,nousallonsdécrireunsyst̀emedenumérotationdesnœudsetdesbarres
qui traduit la réṕetitivité du treillis et qui facilite la miseenœuvredesdéveloppementsasymp-
totiques.Puis,nousallonsdéduiredesdéveloppementsasymptotiquesleséquationsd’équilibre
et la loi decomportementdu milieu continuéquivalent.

2.2.1 Description d’un tr eillis r épétitif et numérotation

Décrivonstoutd’aborduntreillis infini. Nousconsid́eronsdestreillis dontlesconfigurations
deréférence(ensemblesdenombresdansnotremod́elisation)sontobtenuesparla réṕetitionsur8 3 d’unecelluleélémentaire(un ensemblefini denombresdansnotremod́elisation),quenous
appelonscellulederéférence.Cettecellulecontientdes“nœuds”etdes“barres”.Leursnuméros
appartiennent̀a dessous-ensemblesfinis

�:9
et
� 9

de ; . A tout ν � ê ν1 � ν2 � ν3 ë þ 8 3, on
associela celluleν qui contientCard

� 9
nœudsetCard

� 9
barres.Donclesnœudset lesbarres

du treillis infini tout entiersontmaintenantnumérot́espar desquadruplets̃n � ê n � ν1 � ν2 � ν3 ë
dans

� 92< 8 3, b̃ � ê b � ν1 � ν2 � ν3 ë dans
� 95< 8 3. Ceci veut dire quele nœud(respectivement

barre)réféŕe par ñ (respectivementb̃) est le nœud(respectivementbarre)ayantle numéro n
(respectivementb) dansla celluleν. Soient ˜� ∞ � � 9=< 8 3 et ˜� ∞ � � 9=< 8 3, nousdisonsque
˜� ∞ (respectivement˜

� ∞) estl’ensembledesnœuds(respectivementbarres)du treillis infini.

b b1 b2 b3 b4 b5

OR ê bë n1 n2 n2 n3 n3

ER ê bë n2 n1 n3 n1 n1

δ1 ê bë 0 1 0 0 1
δ2 ê bë 0 0 0 1 1
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FIG. 2.2 – En gras, une cellule élémentaireà trois nœudscoloriés en rouge et cinq
barres :

� 9 �Ôÿ n1 � n2 � n3
�
,
� 9 �Hÿ b1 � b2 � b3 � b4 � b5

�
. Il y a douze interactions:

� 9 �ÿ c1 � c2 � c3 � c4 � c5 � c6 � c7 � c8 � c9 � c10 � c11 � c12
�
.

Tableau1 : Numérotationdesbarres.
c c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10 c11 c12

PR ê cë b1 b1 b2 b3 b3 b4 b1 b1 b1 b2 b2 b4

DR ê cë b2 b3 b3 b4 b5 b5 b2 b4 b5 b4 b5 b5

γ1 ê cë 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1 1 0 -1
γ2 ê cë 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 0

Tableau2 : Numérotationdesinteractionsentrebarres.

Nousallonsmaintenantexpliquercommentlesnœudsseconnectententreeux.Toutd’abord
noussupposonsquechaquebarrede ˜� ∞ joint deuxnœuds.A chaquebarreb̃ nousassocions
un nœudorigineO ê b̃ë et un nœudextrémit́e E ê b̃ë . D’aprèsnotredescriptionci-dessus,chaque
nœudO ê b̃ë etchaquenœudE ê b̃ë peutêtreécritsousla formed’un quadruplet.Noussupposons
quele nœudorigineO ê b̃ë dela barreb̃ � ê b � ν1 � ν2 � ν3 ë assocíeeà la cellule ê ν1 � ν2 � ν3 ë appar-
tientàcettecellule.Donc,il existeunentiern tel queO ê-ê b � ν1 � ν2 � ν3 ë-ë � ê n � ν1 � ν2 � ν3 ë . Deplus,
afind’exprimerla réṕetitivitédu treillis, nousimposonsquel’entier n dépenduniquementdeb.
Il coincideavecle numérodu nœudoriginedela barreb dansla cellulederéférenceet il peut
êtredésigńe parOR ê bë . Au contraire,le nœudextrémit́e E ê b̃ë qu’on peutécriresousla formeê m� µ1 � µ2 � µ3 ë n’appartientpasnécessairementà la mêmecellulequeb̃. Danstouslescas,il ap-
partientàunecellulequi peutêtrenumérot́eepar ê ν1 ý δ1 � ν2 ý δ2 � ν3 ý δ3 ë , où ê δ1 � δ2 � δ3 ë þ 8 3.
A nouveau,commele treillis est réṕetitif, m, δ1, δ2 et δ3 dépendentuniquementde b et ils
peuventêtredésigńesparER ê bë , δ1b, δ2b et δ3b. Autrementdit,

O ê-ê b � ν1 � ν2 � ν3 ë-ë � ê OR ê bë>� ν1 � ν2 � ν3 ë�� E ê-ê b � ν1 � ν2 � ν3 ë-ë � ê ER ê bë�� ν1 ý δ1b � ν2 ý δ2b � ν3 ý δ3b ë é
Un exempled’unetellenumérotationpourl’exemplebidimensionneldela Figure2.2estdonńe
dansle Tableau1.
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Remarquonsquenouspourrionsdécrirele treillis dela façonéquivalentesuivante.Consid́erons
deuxsous-ensemblesfinis

� 9
et
� 9

de ; , appeĺesrespectivementl’ensembledesnœudsde
référenceet l’ensembledesbarresderéférence.ChoisissonsdeuxapplicationsOR � ER :

� 9 ')� 9
et uneapplicationδ :

� 9 ') 8 3 tellesquepourtout b þ � 9 , ê OR ê bë>� 0ë@?� ê ER ê bë�� δ ê bë-ë et
tellesquel’applicationOR

< ê ER � δ ë soit injective.Ensuite,l’ensembledesnœuds(respective-
mentbarres)du treillis assocíe estdéfini par ˜� ∞ � � 9 < 8 3 ��ÿ ñ � ê n � ν ë ;n þ � 9 � ν þ 8 3 �
(respectivement˜

� ∞ � � 9A< 8 3 �=ÿ b̃ � ê b � ν ë ;b þ � 9 � ν þ 8 3 � ). Toutν þ 8 3 estsuppośedéfinir
unecelluleν dontl’ensembledesnœuds(respectivementbarres)estdonńepar ÿ ê n � ν ë ;n þ � 9B�
(respectivementÿ ê b � ν ë ;b þ � 9 � ). LesapplicationsglobalesO � E : ˜� ∞ ') ˜� ∞ sontdéfiniespar#

b̃ � ê b � ν ë þ ˜� ∞ � O ê-ê b � ν ë-ë � ê OR ê bë�� ν ë�� E ê-ê b � ν ë-ë � ê-ê ER ê bë�� ν ý δ ê bë-ë é
Quandunebarreappartient̀a unecellulenumérot́e parν, sonorigineappartient̀a cettemême
cellule.

Avec les numérotationsdesnœudset desbarresci-dessus,uneconfigurationde référence
d’un treillis infini estbien définie. Introduisonsmaintenantunefaçon de numéroterles inter-
actionsentreles barres.Une telle numérotationpeut naturellement̂etre écriteen termesdes
définitionspréćedentesmaisafin d’avoir desrotationspluslég̀eres,nousla définissonsdirecte-
ment.Noussupposonsdansla suitequedeuxbarrespartageantunnœudcommuninteragissent
mécaniquement.A partir dela réṕetitivité dela configurationderéférence,chaquebarre ê b � ν ë
de ˜� ∞ interagitavecun nombrefini debarres,et cenombrenedépendpasdeν. Il dépendde
b uniquement.De plus,si unebarre ê b � ν ë interagitavec ê bù � ν ù ë , alorspourtout µ de

8 3, ê b � µë
interagitavec ê bù � µ ý ν ù è ν ë . Parconśequent,l’ensembleglobaldetouteslesinteractionsentre
lesbarresconnect́eespeutêtredéfini par

˜� ∞ �Bÿ ê c � ν ë ;c þ � 9 � ν þ 8 3 �
où chaquec þ � 9DC ; réfèreà l’interactionentredesbarresqui peuvent êtreécrites ê b ê cë�� ν ë
et ê bù ê cë�� ν ý γ ê cë-ë . Dansune telle numérotation,nousprenonsgardeà ne pastenir compte
d’une interactionglobaledeuxfois. Pourcela, il estconvenablede consid́ererquetoutesles
interactionsc̃ dansle treillis apparaissententreunepremìerebarreP ê c̃ë et unedeuxìemebarre
D ê c̃ë . Une interactionréṕet́eeréféŕeepar c fonctionneentreunepremìerebarre ê PR ê cë�� ν ë et
unedeuxìemebarre ê DR ê cë�� ν ý γ ê cë-ë . En résuḿe, toutesles interactionsc̃ � ê c � ν ë s’écrivent
c̃ � ê P ê c̃ë>� D ê c̃ë-ë avec

P ê c̃ë � ê PR ê cë�� ν1 � ν2 � ν3 ë�� D ê c̃ë � ê DR ê cë�� ν1 ý γ1c � ν2 ý γ2c � ν3 ý γ3c ë é
Un exempled’une telle numérotationest donńe dansle Tableau2. Remarquonsque notre
méthodes’étendfacilement̀a d’autrescas.Parexemple,nouspourrionssupposerquequelques
connectionsentrebarressontactivéeset d’autresnele sontpas.Dansla mesureoù cemod̀ele
estréṕetitif, il peutêtrefacilementinclusdansla définition del’ensemble

� 92C ; et lesappli-
cationsPR � DR :

� 9 ') � 9
et γ :

� 9 ') 8 3.
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FIG. 2.3 – Un exemplede trois structurespériodiquesobtenues̀a partir d’une mêmecellule
deréférenceavecun nombredifférentdepériodeśelémentaires.De gauchèa droite,structures
avec10,50 et 150cellulesélémentairesrespectivement.

Nousretournonsmaintenantaucasdestreillis finis quenousconsid́eronsdansle restedece
travail. Suivantla techniqued’homoǵeńeisationgéńerale,nousintroduisonsunesuitedeconfi-
gurationsderéférenceparaḿetŕeeparε. Soitω undomainede $ 3. Pourtoutε, nousdéfinissons
un sous-ensembleZε de

8 3 par

Zε �rÿ ν � ê ν1 � ν2 � ν3 ë þ 8 3;εν þ ω
� é (2.18)

Ceci définit les cellulesd’un réseaufini. Nousdéfinissonsuneconfigurationde référenceas-
socíeeà ε par l’ensemblede sesnœuds ˜� ε � � 9E< Zε et par l’ensemblede sesbarres ˜� ε �ÿ b̃ � ê b � ν ë þ � 97< Zε;E ê b̃ë þ ˜� ε � . Lesinteractionsglobalessontalorsdécritespar ˜� ε � ÿ c̃ �ê c � ν ë þ � 9 < Zε;D ê c̃ë þ ˜� ε � . Remarquonsqueles cellules“prochesde la frontière” de ω ne
sontpasuneréṕetition exactede la cellulede référence.Quelquesbarreset quelquesinterac-
tionssontignorées.Cecin’a pasdeconśequencesurle processusd’homoǵeńeisationqui traite
lescellulesintérieureset netientpascomptedesconditionsauxbords.

Dansla suite,nousutiliseronsla notationλε � ê εν1 � εν2 � εν3 ë . Les cellulesd’un ε-treillis
sont,selonla terminologiedeTruesdell[95], désigńeesparν þ Zε ou parλε þ ω. Donc,ν ou
λε jouentle rôle devariableslagrangiennesdiscr̀etes.La configurationlagrangiennedu milieu
continuqu’il fautdéfinir seraω et savariablelagrangienneseraλ � ê λ1 � λ2 � λ3 ë .

LaFigure2.4montreunexempled’un treillis obtenuparla réṕetitiond’unecelluleélémentaire.
Cemod̀elecorrespond̀a dessurfacestoröıdalesembôıtées.Le dessinà gaucherepŕesenteune
surfacetoröıdalerecouverteparun réseaudebarresoù unedirectionprivil égíeepeutêtredis-
tinguée,c’estcellequi correspondauxfibres.Doncunefibreestrepŕesent́eeparunarrangement
de cellulesélémentairessuivant unecertainedirection.A droite, on repŕesentetrois surfaces
embôıtéessurchacuned’ellesonatraćeuneseulefibre.Lesfibressontchoisiesdefaçonàcou-
rir commedesgéod́esiquespériodiqueset à avoir unevariationprogressive deleursdirections
enpassantd’unecouchèauneautre.
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FIG. 2.4– Modèled’un treillis debarresrepŕesentantdessurfacestoröıdalesembôıtées.

2.2.2 Développementsasymptotiques

Développementsasymptotiquesdespositionsdesnœuds

Commeil est expliqué dansl’introduction, nous utilisons la séparationd’échellespour
mod́eliser les treillis de barrespar un milieu continu.Nousavonsdéjà introduit la proćedure
d’homoǵeńeisationqui consistèa consid́ererunesuitedetreillis paraḿetriśeeparε et à identi-
fier lesinconnues,et,surtout,le mod̀elequeleurstermesdominantssatisfontparle moyendes
développementsasymptotiques.

Nousrappelonsqueω estle domainede $ 3, et que,pour tout ε F 0, Zε et ˜� ε sontdéfinis
parZε �Àÿ ν � ê ν1 � ν2 � ν3 ë þ 8 3;εν þ ω

�
et ˜� ε � � 9 < Zε. En lesutilisantpourun ε-treillis,

leséquationsd’équilibreet leséquationsdecomportementquenousavonsdonńeesdans(2.5),
(2.6), (2.16) et (2.17) serontappeĺees ê 2 é 5ε ë , ê 2 é 6ε ë , ê 2 é 16ε ë et ê 2 é 17ε ë . Noussupposonsque
dansn’importequelétatdéformé,lestreillis restentquasiṕeriodiques.Laméthoded’homoǵeńeisation
discr̀eteestbaśeesur l’Ansatz que,pour tout n þ � 9 , il existe desfonctionsvectoriellesR0,

Rn1, Rn2 � é-é-é définiessurω tellesque,pourtoutε F 0 etpourtout ñ þ ˜� ε, lespositionsactuelles
desnœudspeuventêtredévelopṕeesen

Rε ê ñë � R0 ê λε ë ý εRn1 ê λε ë ý ε2Rn2 ê λε ë ý û-û-ûG� (2.19)

où ñ � ê n � ν ë etλε � εν.
RemarquonsquenoussupposonsqueR0 ne dépendpasde n. Ceci veutdire quele terme

dominantestle mêmepourtouslesnœudsdela cellulenumérot́eeparν. Donc,il localisela po-
sitionactuelledela cellule,etparconśequentserainterpŕet́ecommela fonctiondedéformation
dumilieu continuéquivalent.LestermessuivantsRn1, Rn2 � é-é-é dudéveloppementasymptotique
dépendentde n, ils donnentpour desordresdifférentsla positiondu nœudn de la cellule ν
relativement̀aR0 ê λε ë .
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Proposition 2.2 : En ajoutantquelqueshypoth̀esesderégularit́e sur R0, le développementdu
vecteurBεb̃ � Rε ê E ê b̃ë-ë è Rε ê O ê b̃ë-ë s’écrit#

ε � # b̃ þ ˜� ε � Bεb̃ � εBb0 ê λε ë ý ε2Bb1 ê λε ë ý û.û-ûH� (2.20)

où Bb0 : ω
') $ 3 estdéfiniepar#

λ þ ω � Bb0 ê λ ë � RER ñ bó 1 ê λ ë è ROR ñ bó 1 ê λ ë ý ∂R0 ê λ ë
∂λ j δ jb é (2.21)

Démonstration. En effet, à partir de(2.19),nousavonssimultańement

Rε ê O ê b̃ë.ë � R0 ê λε ë ý εROR ñ bó 1 ê λε ë ý ε2ROR ñ bó 2 ê λε ë ý û-û-ûH� (2.22)

et

Rε ê E ê b̃ë-ë � R0 ê λε ý εδb ë ý εRER ñ bó 1 ê λε ý εδb ë ý ε2RER ñ bó 2 ê λε ý εδb ë ý û-û-û é (2.23)

En utilisantle développementdeTaylordeR0

R0 ê λε ý εδb ë � R0 ê λε ë ý ε
∂R0 ê λε ë

∂λ j δ jb ý û-û-ûH� (2.24)

il suit que #
ε � # b̃ þ ˜� ε � Bεb̃ � εBb0 ê λε ë ý ε2Bb1 ê λε ë ý û.û-ûH� (2.25)

où Bb0 : ω
') $ 3 estdéfinieparl’ équation(2.21)

ü
Ceciconduitimmédiatementauxdéveloppementsasymptotitquesdel εb̃ eteεb̃. Pluspréciśement,#

ε � # b̃ þ ˜� ε � l εb̃ � ε lb0 ê λε ë ý ε2 lb1 ê λε ë ý û-û.ûH� et� eεb̃ � eb0 ê λε ë ý εeb1 ê λε ë ý û.û-ûG� (2.26)

où lb0 : ω
') $ et eb0 : ω

') $ 3 sontdéfiniespar lb0 � ÷5÷Bb0 ÷5÷ , eteb0 � Bb0

lb0 .

Développementsasymptotiquesdestensionset desmoments

Lesdéveloppementsdel εb̃ eteεb̃ quenousavonsobtenusdanslasectionpréćedenteconduisent
auxdéveloppementsdesefforts par l’intermédiairedeséquationsde comportementê 2 é 16ε ë etê 2 é 17ε ë . Néanmoins,nousdevons indiquer commentles lois de comportement

� εb et 1 εc

dépendentdeε. En particulier, il estnécessairedepréciserlesordresdegrandeurdestensions
et desmomentsvis-à-visdeε. Le choix relatif déterminele mod̀elehomoǵeńeiśeparcontrele
choixabsolunefait quedécalerlesordresdegrandeur, il nemodifiepasle mod̀elehomoǵeńeiśe.
Demêmela dépendanceenε desforcesextérieuresfεeí ñ doit êtrepréciśee.
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Pour justifier les choix faits, nous commenc¸ons par décrire la méthodeque nous utili-
sonsdansla section2.2.3pour déterminerles contrainteśequivalentesdu milieu continuho-
moǵeńeiśeenfonctiondestensionset momentsdu milieu discret.

Pouravoir uneidéesurcesordresdegrandeurenε, nousallonsdécomposerendeuxchacune
dessommationsdel’ équation(2.10),c’est-̀a-dire,nousutilisons

∑
ñ � ˜+ ε

� ∑
νi � Zε

∑
n � +JI � ∑

b̃ � ˜* ε

� ∑
νi � Zε

∑
b � * I � ∑

c̃ � ˜, ε

� ∑
νi � Zε

∑
c � , I é

Parsuitel’ équation(2.10)devient

∑
νi � Zε

∑
b � * I Nεb̃eεb̃ û î vε ê O ê b̃ë-ë è vε ê E ê b̃ë-ë ï ý ∑

νi � Zε
∑

c � , I M εc̃ û îwε ê P ê c̃ë-ë è wε ê D ê c̃ë-ë ïý ∑
νi � Zε

∑
n � + I fεeí ñ û vε ê ñë � 0 é (2.27)

Soitv : ω
') $ 3 unchampdevitessesvirtuellesmacroscopique,et,pourtoutε, pourtoutñ þ ˜� ε,

nouschoisissonsvε ê ñë � v ê λε ë . Un développementdeTaylorconduità :

vε ê O ê b̃ë-ë è vε ê E ê b̃ë.ë � v ê λε ë è v ê λε ý εδib ë � è ε
∂v
∂λi ê λε ë δib ý û.û-û é (2.28)

Cecimontrequevε ê O ê b̃ë-ë è vε ê E ê b̃ë-ë estd’ordre1 enε.

La relationdecompatibilit́e (2.9)et le développementdeTaylorpréćedent(2.28)entrainent
quewε ê P ê c̃ë-ë è wε ê D ê c̃ë-ë estd’ordre0 enε.

D’autrepartnousavonsle résultatsuivant

Lemme2.1 : Pour toute fonctionassezrégulìere g, la quantit́e ε3∑νi � Zε g ê ενi ë peut être in-
terprét́eecommeunesommedeRiemannd’uneintégralesurω. Elle tendvers K ω g ê λ L dλ, quand
ε tendvers 0. En2D, nousavonsε2 ∑νi � Zε g M ενi LON ) K ω g M λ L dλ quandε N ) 0.

Donc,pourpasserdansl’ équation(2.27)d’unesommediscr̀eteàuneintégrale,etentenant
comptedesordresdegrandeurenε devε M O M b̃LPLQN vε M E M b̃LPL , wε M P M c̃LPLRN wε M D M c̃LPL etvε M ñL , nous
devonschoisir la tensionnormaleNεb̃ d’ordre2, le momentM εc̃ d’ordre3 et l’effort extérieur
fεeS ñ d’ordre3. D’unefaçon équivalente,nouspourrionsparexemplechoisirla tensionnormale
d’ordre 0, le momentd’ordre 1 et l’effort extérieurd’ordre 1, ce qui reviendrait à multiplier
l’ équation(2.27)parε2.

Parconśequent,le choixdel’ordre degrandeurenε dela tensionnormalepeutêtreunchoix
arbitrairemaisil fautchoisirle momentet l’effort extérieurd’ordresuṕerieurde1 deceluidela
tensionnormale.Nousremarquonsquesi la rigiditédesmomentsesttrèsfaibleparrapportà la
rigiditédela tension,alorslesmomentsn’apparaissentpasdansle mod̀elecontinu,et,si deplus



CHAPITRE2. DU MICRO AU MACRO : TECHNIQUE D’HOMOGÉNÉISATION 112

le treillis n’estpastrianguĺe, le mod̀elecontinuéquivalentestsingulierà causedesmécanismes
internes.Au contraire,si la rigidité desmomentsest trèsgrande,alors le mod̀ele continune
prendpasencomptedestensionsdesbarres.

Dansla suitedecechapitre,noussupposonsque,pourtoutb þ � 9 , la loi decomportement� εb̃ estd’ordre2 enε. Pluspréciśement,noussupposonsqu’il existe
� b0 : $ � < $ � ') $ telle

que #
ε � # b̃ þ ˜� ε � � εb̃ M l εb̃ L�� ε2 � b0 M lb0 M λε LPLhý ε3 �Ãû-û-û � ý û-û-ûHT (2.29)

Afin d’obtenir, aveccechoix de la tensionnormale,le mod̀elecontinule plus riche incor-
porantà la fois les tensionset les momentsil faut chosirun ordrede grandeurde 3 pour les
moments.Autrementdit, noussupposonsqu’il existe 1 c0 : � N 1 � 1� ') $ telleque#

ε � # c̃ þ ˜� ε � 1 εc̃ M pεc̃ L�� ε3 1 c0 M pc0 M λε LULhý ε4 �°û.û-û � ý û-û-ûH� (2.30)

où pc0 � ePR ñ có 0 û eDR ñ có 0 � pc0 : ω
') $ .

Lesindicesb etc dans
� b0 et 1 c0 permettentd’avoir deslois différentespourchacunedes

barresou chacundescouplesdebarresde la cellulede réṕetitivité. La variationd’unecellule
à l’autre pourdeuxbarresou deuxcoupleshomologuesestdécritepar la dépendancede lb0 et
pc0 vis-à-visdeλε.

Finalement,nousprenonsfεeS ñ d’ordre3 et telle que#
ε � # ñ þ ˜� ε � fεeS ñ � ε3feS n M λε L T (2.31)

Examinonsles conśequencesdeschoix (2.29) et (2.30),et desdéveloppementsasympto-
tiquesobtenusdansla section2.2.2,sur lesordresdegrandeursdestensionset desmoments.
De (2.26)et (2.29)nousobtenonsque#

ε � # b̃ þ ˜� ε � Nεb̃eεb̃ � ε2 � b0 M lb0 M λε LPL eb0 M λε LDý ε3 �°û-û-û � ý û-û.ûHT (2.32)

Utilisant (2.26)et (2.30),nousobtenons#
ε � # c̃ þ ˜� ε � M εc̃ � ε3 1 c0 M pc0 M λε LPL ePR ñ có 0 M λε L � eDR ñ có 0 M λε LDý ε4 �Ãû-û-û � ý û-û.ûHT (2.33)

Rappelonsque,commec’est expliqué préćedemmentdansla section2.1.3, les forcesde
cisaillementpeuventêtreéliminéeset sontdonńeesparl’ équation(2.11).Cecimontrequ’elles
ont le mêmeordredegrandeurenε quelestensionsNεb̃eεb̃ et nouspouvonsdoncécrire#

ε � # b̃ þ ˜� ε � Tεb̃
t � ε2Tb0

t M λε Lhý ε3 �°û-û.û � ý û.û-ûHT (2.34)

Finalement,soient

Tb0 � Nb0eb0 ý Tb0
t : ω

') $ 3 � et� Mc0 �51 c0 M pc0 L ePR ñ có 0 � eDR ñ có 0 : ω
') $ 3 � (2.35)
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où Nb0 � � b0 M lb0 L , parsuitenousobtenonslesdéveloppementsquenousavonsvisés#
ε � # b̃ þ ˜� ε � # c̃ þ ˜� ε � Tεb̃ � ε2Tb0 M λε Lhý ε3 �Ãû-û-û � ý û-û-ûG� M εc̃ � ε3Mc0 M λε LDý ε4 �°û-û-û � ý û-û.ûGT

(2.36)
Dansla suitede ce chapitre,afin de simplifier les notations,les exposantsPR M cL et DR M cL

serontremplaćesparP et D respectivement.

2.2.3 TenseurdecontraintesdeCauchy et équationsd’ équilibredu milieu
continu

Les efforts intérieursdansles treillis sont les tensionset les moments.Dansun milieu
continu,tousles efforts sontdécritspar un champde tenseursde contraintes,qui estuneap-
plication définie sur uneconfigurationde référence(ou bien sur uneconfigurationdéformée)
à valeursdans MV$ 3 L 3 (ou bien dansl’ensembleW 3 desmatricesréelles3

<
3). Cettesection

estconsacŕee à définir un tenseurde contraintes̀a partir d’ensemblesdiscretsde tensionsde
barreset de moments.En mêmetemps,nousdérivons les équationsaux dérivéespartielles
de l’ équilibrevérifiéespar les contraintes.Tout d’abord,nousobtenonsles efforts intérieurs
du milieu continuet seséquationsd’équilibredansla repŕesentationcurviligne lagrangienne
donńeepar la variable M λ1 � λ2 � λ3 L , voir chapitre1. Ensuite,nousécrivonsnosrésultatsdansla
repŕesentationusuelleenespaceCart́esien.

Représentationcurviligne lagrangienne

Equation d’ équilibre L’ équationd’équilibredu milieu continuestobtenueenfaisanttendre
ε vers0 dansla formulationdespuissancesvirtuelles M 2 T 5ε L - M 2 T 6ε L de l’ équilibredestreillis.
Elle apporterala définitiondesefforts intérieurscontinus.

Proposition 2.3 : La formulationdespuissancesvirtuellesdel’ équationd’équilibredu milieu
continuéquivalents’écrit#

v : ω
') $ 3 � v X ∂ω � 0 � N�Y

ω
Si0 û ∂v

∂λi dλ ýZY
ω

f û vdλ � 0 � (2.37)

où f � ∑n � +JI feS n, et,pour tout i � 1 � 2 � 3, le vecteurSi0 : ω
') $ 3 estdéfinipar

Si0 � ∑
b � * I Tb0δib T (2.38)

Démonstration.Choisissonsdans M 2 T 5ε L desvitessesvirtuellesvε M ñL cöıncidantaveclesva-
leursen λε d’un champrégulierde vitessesvirtuellesmacroscopiques.Pluspréciśement,soit
v : ω

') $ 3 unchampdevitessesvirtuellesmacroscopiquéegalà0 sur∂ω, et,pourtoutε, pour
tout ñ þ ˜� ε, soit vε M ñL	� v M λε L . Un développementdeTaylor conduità :

vε M O M b̃LPL[N vε M E M b̃LUL�� v M λε L\N v M λε ý εδib L	��N ε
∂v
∂λi M λε L δib ý û.û-ûHT (2.39)
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Insérantdans M 2 T 5ε L , il apparâıt dessommes∑ñ � ˜+ ε (resp.∑b̃ � ˜* ε) sur l’ensemblede tousles
nœuds(resp.barres)destreillis, dont le cardinaltendversl’infini quandε tendverszéro.Pour
réglerceprobl̀eme,nousdécomposonscessommesendeuxsommessuccessives∑νi � Zε ∑n � + I
(resp.∑νi � Zε ∑b � * I ) surtouteslescelluleset touslesnœuds(resp.barres)dechaquecellule.

Utilisonsle lemme2.1,et faisonstendreε vers0, nousobtenonsla formulationdespuissances
virtuellesdel’ équationd’équilibredumilieu continuéquivalentdonńeeparl’ équation(2.37).ü

Les trois vecteursSi0 doivent êtreinterpŕet́escommelesvecteursdecontraintesdécrivant
lesefforts internesd’un milieu continudanssarepŕesentationparaḿetriquelagrangienne,voir
Washizu[98]. L’ équation(2.38)donneleur définition entermesdesforcesinternesdela struc-
turediscr̀ete.Pourplusdedétailssurcettedéfinition,voir Caillerieet Cambou[18].

Les vecteursde contraintesSi0 � i � 1 � 2 � 3, ont ét́e définis par l’ équation(2.38), où tout
Tb0 � b þ � 9 , est donńe par l’ équation(2.35). Cetteéquationcontientles termesTb0

t qui ne
suiventpasuneloi decomportement,etqui serontenfait desinconnuesduprobl̀emedu treillis
sur unecellule de référence,voir 2.2.4.Ecrivonsuneautreexpressionde Si0 � i � 1 � 2 � 3, qui
n’utilise pascestermes.

Proposition 2.4 : Lesvecteurs decontraintesSi0 � i � 1 � 2 � 3, peuvent̂etreexprimésdela façon
suivante

Si0 � ∑
b � * I Nb0eb0 δib ý ∑

c � , I Mc0 � õ eD0

lD0 δiD N eP0

lP0 δiP ö]T (2.40)

Démonstration.Soit vi : ω
') $ 3 � i � 1 � 2 � 3 � trois champsde vecteursmacroscopiqueset

choisissonsmaintenantdansM 2 T 6ε L lesvitessesderotationvirtuelleswε M b̃L tellesque,pourtout
ε, pourtout b̃ ��M b � ν1 � ν2 � ν3 L ,

wε M b̃L�� ε
1

l b̃
eb̃ � vi M εν L δib T (2.41)

Noussavonsàpartir de(2.26)quewε M b̃L sedéveloppeen

wε M b̃L��^M 1
lb0eb0 � vi δib L_M λε Lhý û-û-ûHT (2.42)

Donc,lesdeuxtermesde M 2 T 6ε L sedéveloppenten

M εc̃ û õ wε M P M c̃LPL\N wε M D M c̃LPL ö � ε3Mc0 û õ[` eP0

lP0 δiP N eD0

lD0 δiD a � vi ö ý û-û-û
� ε3 õ Mc0 � ` eP0

lP0 δiP N eD0

lD0 δiD a öqû vi ý û-û-ûH� (2.43)
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et

l b̃ M eb̃ � Tb̃ L û wε M b̃Lb� ε3 M eb0 � Tb0 L û M eb0 � vi δib Lhý û-û.û� ε3 õ M eb0 � Tb0 L � eb0 ö§û vi δib ý û-û-û� ε3 õ Tb0 NcM Tb0 û eb0 L eb0 ö û vi δib ý û.û-û� ε3Tb0
t û vi δib ý û-û.ûdT

(2.44)

Faisonsla sommesur ˜� ε et ˜� ε, et utilisonsla convergencedessommesde Riemannversdes
intégralesdevolume,nousobtenonsla relationprévueentrelestermesdominantsdesmoments
et desforcesdecisaillement.Pluspréciśement,

#
vi : ω

') $ 3 � i � 1 � 2 � 3 �Y
ω õ ∑

c � , I Mc0 � ` eP0

lP0 δiP N eD0

lD0 δiD a ý ∑
b � * I Tb0

t δib ö û vi dλ � 0 � (2.45)

ou biendefaçon équivalente,

∑
b � * I Tb0

t δib �DN ∑
c � , I Mc0 � õ eP0

lP0 δiP N eD0

lD0 δiD ö T (2.46)

La définition (2.38)deSi0, qui peutêtreécritecommeSi0 � ∑
b � * I M Nb0eb0 ý Tb0

t L δib, devient

Si0 � ∑
b � * I Nb0eb0 δib ý ∑

c � , I Mc0 � õ eD0

lD0 δiD N eP0

lP0 δiP ö]T (2.47)ü
Représentationen espaceet tenseurde contraintesde Cauchy

Danslaproćedured’homoǵeńeisation,lesvariablesdiscr̀etesλε � εν, ν þ Zε, deviennentdes
variablescontinuesM λ1 � λ2 � λ3 L qui désignentlespointsmat́erielsdu milieu continuéquivalent.
D’après(2.19),nouspouvonsvoir quela positiondansl’espacephysiqued’un point mat́eriel
désigńe par M λ1 � λ2 � λ3 L estR0 M λ1 � λ2 � λ3 L , et quela configurationdéforméedu milieu continu
estΩ � R0 M ω L . LescoordonńeesCart́esiennesdansl’espaceusueldela configurationdéformée
Ω serontnot́eespar x, (x � R0 M λ L ). La descriptionde basedesefforts internesd’un milieu
continuestdonńeepar le tenseurde contraintesde Cauchyqui estdéfini en chaquepoint de
la configurationen espacedéforméeet, en chaquepoint, estun opérateurlinéairede l’espace
physique.Expliquonscommentle tenseurdecontraintesdeCauchyσ : Ω

')
L MV$ 3 L du milieu

continuéquivalentpeutêtreexpriméentermesdesvecteursSi0 : ω
') $ 3 � i � 1 � 2 � 3.Soit g̃ M λ Le�÷ ∂R0

∂λ1 � ∂R0

∂λ2 � ∂R0

∂λ3 ÷ M λ L le produitmixtedesdérivéespartiellesdeR0, et,g M xL[� g̃ M λ L[� g̃ f�M R0 L ò 1 M xL .
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Proposition 2.5 : La formulation despuissancesvirtuelles de l’ équilibre du milieu continu
écritesur la configurationdéforḿeedansl’espaceusuelestdonńeepar#

v : Ω
') $ 3 � v X ∂Ω � 0 � NgY

Ω
σ : ∇xvdx ýZY

Ω

1
g

f û vdx � 0 � (2.48)

où σ estle tenseurdecontraintesdeCauchydéfinipar

σ � 1
g

Si0 ø ∂R0

∂λi T (2.49)

Démonstration. Il suffit d’utiliser R0 commeun changementdevariablesentrela configura-
tion paraḿetriquelagrangienneω et la configurationdéforméeΩ � R0 M ω L . A tout v : ω

') $ 3,
nouspouvonsassocierv fhM R0 L ò 1 : Ω

') $ 3. Gardonsla mêmenotationpour lesdeuxchamps
v et v fiM R0 L ò 1, et désignonspar ∇xv le tenseurgradientde v par rapport à x. Nous avons
évidemment

∂v
∂λi � ∇xv

∂R0

∂λi T (2.50)

La formulationdespuissancesvirtuelles(2.37)devient :#
v : Ω

') $ 3 � v X ∂Ω � 0 � N Y
Ω
M Si0 ø ∂R0

∂λi L : ∇xv
1
g

dx ý Y
Ω

f T v1
g

dx � 0 � (2.51)

où : désignele produitscalairededeuxtenseurs.Donc,le tenseurdecontraintesdeCauchyσ
estdonńe par (2.49)et vérifie la formulationdespuissancesvirtuellesdel’ équilibredu milieu
continu(2.48).

ü
Symétrie du tenseurdecontraintesde Cauchy

En mécaniquedesmilieux continus,l’existenced’un tenseurdecontraintesdeCauchyet le
fait qu’il estsymétriquedériventdesprincipesfondamentaux.Ici, nousavonsobtenuuntenseur
decontraintesdeCauchyàpartirdetensionsetmomentsdela structurediscr̀ete.Vérifionsqu’il
estsymétrique.

Proposition 2.6 : L’application∑b � * I Bb0 � Tb0 : ω
') $ 3 estidentiquementnulle. Démonstration.Nous

traitons M 2 T 6ε L dela mêmefaçon que M 2 T 5ε L lorsdel’obtentiondel’ équationd’équilibredu mi-
lieu continu.Soit w : ω

') $ 3 un champmacroscopiquede vitessesde rotationet, pour tout
ε, pour tout b̃ �jM b � ν LFþ ˜� ε, soit wε M b̃Lk� w M λε L . Donc,la différencewε M P M c̃LULeN wε M D M c̃LPL est
d’ordre1 et, de(2.36),M εc̃ û îwε M P M c̃LPLeN wε M D M c̃LUL ï estd’ordre4. D’où, le développementdeM 2 T 6ε L donne,dansl’ensembledesapplicationsdeω dans$ 3, l’identité

∑
b � * I Bb0 � Tb0 � 0 T (2.52)ü

DésignonsparLA la partieantisyḿetriqued’un endomorphismeL.
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Lemme2.2 : Pour touta et b dans$ 3, nousavons� a � b � 0�Rl � M b ø aL A � 0� T
Démonstration.Le tenseura ø b estdéfini par: M a ø b L c �mM c û b L a pourtoutc dans$ 3. Or,M a � b L � c �mM a û cL b NcM b û cL a �^M b ø aL c NcM a ø b L c � 2 M b ø aL Ac T

D’où le résultat � a � b � 0�Rl � M b ø aL A � 0� . ü
Théorème2.1 : Le tenseurde contraintesde Cauchy σ est égal à 1

g ∑b � * I Tb0 ø Bb0 et est
syḿetrique.
Démonstration.Soit A M û L : ω

') W 3 un champrégulierdetenseursdesecondordreet choisis-
sonsv M ñL�� A M λε L Rn1 M λε L dans M 2 T 5ε L . Le développementde M 2 T 5ε L conduitàY

ω õ ∑
b � * I Tb0 ø M RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 L ö : Adλ � 0 � (2.53)

ou bien,defaçon équivalente,

∑
b � * I Tb0 ø M RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 L	� 0 T (2.54)

Lesdéfinitions(2.49)et (2.38)deσ et Si0, et l’ équation(2.21),donnent

σ � 1
g

Si0 ø ∂R0

∂λi � 1
g ∑

b � * I Tb0 ø M Bb0 N RER ñ bó 1 ý ROR ñ bó 1 L � (2.55)

qui par(2.54)conduità σ � 1
g ∑b � * I Tb0 ø Bb0.

D’aprèsle lemmepréćedentet la propositionpréćedente,l’ équation(2.52)estéquivalenteà

∑
b � * I M Bb0 ø Tb0 L A � 0 T (2.56)

D’où la symétriedeσ.
ü

2.2.4 Equationsd’autoéquilibre - Loi de comportementmacroscopique

Pour compĺeter le mod̀ele continu équivalent du treillis, il resteà déterminerla relation
contraintes-d́eformationsdumilieu continu.Dansle cadredel’ élasticit́equenousconsid́erons,
ceciveutdire quenouscherchonsuneloi decomportementM λ � G ��M G1 � G2 � G3 LPL�þ ω

< MV$ 3 L 3 ') Ŝ0 M λ � G L�þnMV$ 3 L 3
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telle que,pour toutedéformationR0 : ω
') $ 3, lesvecteursdecontraintesSi0, i � 1 � 2 � 3, sont

donńes,entout λ þ ω, par

S0 M λ L	�^M S10 M λ L � S20 M λ L � S30 M λ LPL	� Ŝ0 o λ � ∂R0

∂λ1 M λ L � ∂R0

∂λ2 M λ L � ∂R0

∂λ3 M λ LUp T
Nousavonsdéjà donńe dans(2.38) et (2.47) les expressionsde Si0. Nous rappelonsque les
termesdumembrededroitedeceséquationscontiennent̀ala fois ∂R0

∂λ etlesdifférencesRER ñ bó 1 N
ROR ñ bó 1, b þ � 9 , voir (2.21),(2.35).Doncnousdevonsaller un pasplus loin et êtrecapables

d’exprimerRER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1, b þ � 9 , enfonctionde ∂R0

∂λi .

Commec’est usuelen homoǵeńeisationdesmilieux périodiques(voir Sanchez-Palencia
[78], par exemple),ceci esteffectúe par la résolutiond’un probl̀ememécanique“ à l’ échelle
d’unecelluleélémentaire”.Ceprobl̀emeestconstitúedesrelationsdecomportementdesbarres
etcouplesdebarresquenousavonsobtenuesdanslasection2.2.2,etdeséquationsd’autóequilibre
d’unecellulederéférence.Nouscommenc¸onsparétablirceséquationsd’équilibre.

Equations d’autoéquilibre

Par un choix convenablede fonctionstest, les équationsd’autóequilibred’une cellule de
référencedériventdeséquationsd’équilibredutreillis. Pluspréciśement,pourtoutn þ �:9 , soit
vn dans$ 3, etpourtoutb þ � 9 , soitwb dans$ 3. Dans M 2 T 5ε L - M 2 T 6ε L , prenonsvε M ñLq� εθ M λε L vn

et wε M b̃L�� εη M λε L wb où θ et η sontdeschampsscalairesréguliersdéfinissurω. Donc,#
ε � # b̃ þ ˜� ε � vε M O M b̃LPL\N vε M E M b̃LPL�� ε î θ M λε L vOR ñ bó N θ M λε ý εδb L vER ñ bó ï � (2.57)

et,parundéveloppementdeTaylor,#
ε � # b̃ þ ˜� ε � vε M O M b̃LPL[N vε M E M b̃LPL	� εθ M λε L î vOR ñ bó N vER ñ bó ï ý û-û.ûHT (2.58)

De la mêmefaçon,nousavons:#
ε � # c̃ þ ˜� ε � wε M P M c̃LPL\N wε M D M c̃LPL	� εη M λε L îwP N wD ï ý û-û-ûHT (2.59)

Développons M 2 T 5ε L - M 2 T 6ε L , nousobtenonspar identificationdes termesdominantsles deux
équationssuivantes:#

θ : ω
') $ � # vn þ.$ 3 � Y

ω
θ M λ L ∑

b � * I Tb0 M λ L û î vOR ñ bó N vER ñ bósï dλ � 0 � (2.60)

#
η : ω

') $ � # wb þ.$ 3 �Y
ω

η M λ Lsr ∑
c � , I Mc0 M λ L û îwP N wD ï ý ∑

b � * I �Bb0 M λ L � Tb0 M λ L � û wb t dλ � 0 T (2.61)
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Ellessonttrivialement́equivalentesauxidentitéssuivantesdansl’espacedesfonctionsscalaires
définiessurω : #

vn þ.$ 3 � n þ � 9 � ∑
b � * I Tb0 û î vOR ñ bó N vER ñ bó ï � 0 � (2.62)

et, #
wb þ/$ 3 � b þ � 9 � ∑

c � , I Mc0 û î wP N wD ï ý ∑
b � * I M Bb0 � Tb0 L û wb � 0 T (2.63)

Leséquations(2.62)et (2.63)sontsimilairesauxéquationsd’équilibredutreillis (2.5)-(2.6)
aveclesquellesnousavonscommenće.Au lieu d’avoir dessommessurl’ensembledetoutesles
barres˜� ε ou biensur l’ensemble˜� ε tout entier, ellesutilisentseulementlesensembles

� 9
et� 9

qui sontassocíesàunecellulederéférence.Enplus,ellesnecontiennentaucunchargement
extérieur, d’où le termed’équationsd’autóequilibre.

Elimination desforcesde cisaillement

LesvecteursdecisaillementTb0
t peuventêtreéliminésdusyst̀eme(2.62)-(2.63)etnousob-

tenonsun probl̀emedontlesinconnuessontlesvecteursRn1, n þ � 9 .

Afin desimplifier lesnotations,nousdésignonsdansla suitevER ñ bó N vOR ñ bó par∆vb.

Proposition 2.7 : Le syst̀eme(2.62)-(2.63)peutêtre réduità
#

vn þ/$ 3 � n þ � 9 �
∑

b � * I Nb0eb0 û ∆vb ý ∑
c � , I M Mc0 � 1

lD eD L û ∆vD N ∑
c � , I M Mc0 � 1

lPeP L û ∆vP � 0 T (2.64)

Démonstration.Soit vn þu$ 3 � n þ � 9 � un champde translationsvirtuelles,et choisissons
wb � b þ � 9 � dela façon suivante:

wb � 1
lb ð eb0 � M vER ñ bó N vOR ñ bó L.ô T (2.65)

Pourcechoix dewb, nousavons

Bb0 � wb � Bb0 � 1
lb M eb0 � ∆vb L/� eb0 � M eb0 � ∆vb L� M eb0 û ∆vb L eb0 NcM eb0 û eb0 L ∆vb � � eb0 ø eb0 N Id � ∆vb T (2.66)

Il suit M Tb0
t
� Bb0 L û wb � Tb0

t û M Bb0 � wb L.� Tb0
t ûv� M eb0 û ∆vb L eb0 NcM eb0 û eb0 L ∆vb �� M eb0 û ∆vb L û M Tb0

t û eb0 L\N Tb0
t û ∆vb � N Tb0

t û ∆vb T (2.67)
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Additionnonsleséquations(2.62)et (2.63)#
vn þw$ 3 � n þ � 9 � ∑

b � * I Nb0eb0 û î vER ñ bó N vOR ñ bópï ý ∑
c � , I Mc0 û îwD N wP ï � 0 T (2.68)

Or,

Mc0 û î wD N wP ï � Mc0 û î 1lD M eD � ∆vD L\N 1
lP M eP � ∆vP L �� M Mc0 � eD

lD L û ∆vD NAM Mc0 � eP

lP L û ∆vP T (2.69)

D’où l’ équationd’autóequilibrefinale(2.64).
ü

Le problèmed’une cellulede r éférence.Loi decomportement

Le probl̀emecompletd’unecellulederéférenceestconstitúe del’ équationd’autóequilibre
(2.64)et deséquationsde comportementdansl’espacedesfonctionsscalairesou vectorielles
définiessurω

Nb0 M λ L�� � b0 M lb0 M λ LPL � Mc0 M λ L	�51 c0 M pc0 M λ LPL eP M λ L � eD M λ L � (2.70)

où pour tout b þ � 9 , Bb0 � RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 ý ∂R0

∂λ j δ jb, lb0 � ÷3÷Bb0 ÷5÷ et eb0 � Bb0

lb0 , et pour
tout c þ � 9 , pc0 � eP û eD. Dansl’ équationd’autóequilibre (2.64), la variabled’espaceagit
commeun param̀etre.En effet, pour tout λ dansω, les quantit́esNb0 M λ L , Mc0 M λ L et Bb0 M λ L
vérifientl’ équation(2.64)consid́eŕeeenλ. Uneremarquesimilaires’appliquequandl’ équation
(2.70) estajout́ee.Pourun λ donńe et pour unevaleurde ∂R0

∂λi M λ L � i � 1 � 2 � 3, l’ensembledes
équationsdétermine,à condition d’être bien pośe, les quantit́es que nouspouvons appeĺees
Bb0 M λ L , Nb0 M λ L , b þ � 9 , Mc0 M λ L , c þ � 9 , qui à leur tourdéterminentM S10 M λ L � S20 M λ L � S30 M λ LPL .
Comme∂R0

∂λi M λ L � i � 1 � 2 � 3, peutêtren’importequel M G1 � G2 � G3 L dans MV$ 3 L 3, ceciconstruiten
fait uneapplicationde ω

< MV$ 3 L 3 dans MV$ 3 L 3. Cetteapplicationn’estautrequela loi decom-
portement.

Résumonsla constructionde la loi de comportement.Soit λ dansω, et soit G le tripletM G1 � G2 � G3 L dans MV$ 3 L 3. TrouverRn1 þ.$ 3, n þ � 9 , telsque,posantpourtout b þ � 9 , Bb �
RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 ý G jδ jb, lb � ÷3÷Bb ÷5÷ et eb � Bb

lb , et définissantNb0 et Mc0 par

Nb0 � � b0 M lb L � Mc0 �21 c0 M eP û eD L eP � eD � (2.71)

alorsl’ équationsuivantesoit satisfaite#
vn þx$ 3 � ∑

b � * I Nb0eb û ∆vb ý ∑
c � , I M Mc0 � 1

lD eD L û ∆vD N ∑
c � , I M Mc0 � 1

lPeP L û ∆vP � 0 T (2.72)
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Ensuite,définir Si0 par#
i � 1 � 2 � 3 � Si0 � ∑

b � * I Nb0eb δib ý ∑
c � , I Mc0 � õ eD

lD δiD N eP

lP δiP ö]T (2.73)

Nousavonsunprobl̀emedontlesinconnuessontlesvecteursRn1, n þ � 9 . Il estclair qu’une
solutionnepeutpasêtreuniqueparcequecesvecteursapparaissentuniquement̀a traversleurs
différencesRER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1. Ils peuvent,aumieux,êtreuniquementdétermińesà un vecteur
additif près.Autressingularit́eset un manqued’unicité ou d’existencepeuventapparâıtre, li és,
parexemple,auflambementdela cellulederéférence.

L’ensembledestrois dernìereséquationsassocièa tout M λ � G �jM G1 � G2 � G3 LPL§þ ω
< My$ 3 L 3

trois vecteursŜi0 M λ � G L dans$ 3. Il définit la relationdecomportementdu milieu continu,qui
estcommeprévu élastique.La variableλ entreen jeu à travers la longueurau reposet peut
rendrela loi decomportementnonhomog̀ene.

Dansla section2.3.2il estdémontŕe que,grâceà l’objectivité deséquationsdecomporte-
ment(2.16),(2.17)desbarresetdescouplesdebarres,la loi decomportementdumilieu continu
équivalentvérifieaussil’indif férencemat́erielle.Cettepropríet́epeutaussîetreuneconśequence
del’indif férencemat́erielledel’ énergie potentielleélastiquedétermińeedansla section2.3.1.

2.3 Complémentssur la loi de comportement

2.3.1 Hyperélasticité

Nous démontronsdanscettesectionque le milieu continu équivalentest hypeŕelastique,
c’est-̀a-dire,quela loi decomportementdérive d’un potentiel,voir, parexemple,Ciarlet [22],
Gurtin [38].

Les équationsde comportementdesbarreset descouplesde barresont ét́e définiesdans
(2.29) et dans(2.30) commedesapplicationsl

') � b0 M l L de $ � dans $ et p
') 1 c0 M pL de� N 1 � 1� dans$ . Quandlesdéveloppementsasymptotiquesont ét́e écrits,nousavonsdéjà sup-

pośequecesapplicationssontcontinuescequi estunehypoth̀esemécaniquementraisonnable.
Ellessontdoncévidemmentlesdérivéesdecertainesfonctionsrégulìeres.Définissonslespo-
tentielsWb M û L etWc M û L par#

l þw$ � � � b0 M l L�� dWb

dl
M l L � #

p þ � N 1 � 1� � Ni1 c0 M pL�� dWc

d p
M pL �

où nousomettonsla dépendanceen lb
0 et en pc

0. Commenousl’avonsmentionńe dansla sec-
tion 2.2.4, l’ensembledeséquations(2.71)-(2.72)qui définit la loi de comportementassocie
(à conditionqu’il soit bienpośe) à tout G �zM G1 � G2 � G3 LEþAMPMV${L 3 L 3 un ensemblede vecteurs
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Bb M G L[� RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 ý G jδ jb, où b þ � 9 . Aveclesmêmesnotations,leséquations(2.72)-
(2.71)définissentpourtoutb þ � 9 et pourtoutc þ � 9 lesapplications

G
')

lb M G L etG
')

pc M G L	� eP M G L û eD M G L T (2.74)

Il estbienconnuquedansunsyst̀ememécaniquelesénergiessontadditives.Cecinousconduit
à prévoir qu’uneénergie pourle milieu continuestdonńeepar

W M G1 � G2 � G3 L�� ∑
b � * I Wb M lb M G1 � G2 � G3 LPLhý ∑

c � , I Wc M pc M G1 � G2 � G3 LPL � (2.75)

cequela propositionsuivantedémontre.

Proposition 2.8 : L’applicationW M û L	� ∑b � * I Wb M lb M û LPLhý ∑c � , I Wc M pc M û LPL définiesur MV$ 3 L 3
et à valeurdans$ estuneénergie du milieu équivalent.
Démonstration.Nousdevonsdémontrerque,pour tout G dans My$ 3 L 3, et pour tout i � 1 � 2 � 3,
Ŝi0 M G L|� ∂W

∂Gi M G L où Ŝi0 est défini par les équations(2.72)-(2.71)-(2.73).Dans(2.75), nous
devonsdériver lb et pc parrapportà Gi, i � 1 � 2 � 3. Nousutilisonsdesnotationsincrémentales.
Pourtoutb þ � R, soit Ub � RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 et définissonsdUb, pourtoutb þ � R, par

dUb � Ub M G1 ý dG1 � G2 ý dG2 � G3 ý dG3 L[N Ub M G1 � G2 � G3 L T
Desdéfinitionsanaloguess’appliquentà dBb, dlb, deb, b þ � R, et à dpc, c þ � R. A partir des
définitionsdetouteslesapplications,nousobtenonstoutd’abord

dBb � dUb ý dGi δib ý û-û-ûH� dlb � eb û dBb ý û-û-ûd� (2.76)

cequi fournit
dlb � eb û dUb ý eb û dGi δib ý û-û.ûHT (2.77)

Puis,nousobtenons

deb � 1
lb � dBb NcM dBb û eb L eb � ý û-û-ûG� dpc � eP û deD ý deP û eD ý û-û-ûG� (2.78)

à partir duquelnouspouvonsécrireque

dpc � î eP NcM eP û eD L eD ï û dBD

lD ý î eD NcM eD û eP L eP ï û dBP

lP ý û-û-û� M eP � eD L û î eP � dBP

lP N eD � dBD

lD
ï ý û-û.û� M eP � eD L û î}` eP

lP δiP N eD

lD δiD a � dGiý eP

lP
� dUP N eD

lD
� dUD ï ý û.û-ûd�

(2.79)
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où nousavonsutilisé(2.76)dansla dernìereidentité.DérivonsmaintenantW. Enutilisant(2.77)
et (2.79),nousobtenons

dWb � � b0 M lb LJM eb û dGi δib ý eb û dUb Lhý û-û.ûG� (2.80)

dWc � Ni1 c0 M pc LJM eP � eD L û î]` eP

lP δiP N eD

lD δiD a � dGiý eP

lP
� dUP N eD

lD
� dUD ï ý û.û-û (2.81)

SoientNb0 � � b0 M lb L et Mc0 �E1 c0 M pc L eP � eD, nouspouvonsconclureque

dW � ∑
b � * I dWb ý ∑

c � , I dWc

� î ∑
b � * I Nb0ebδib ý ∑

c � , I Mc0 � M eD

lD δiD N eP

lP δiP L ï û dGi

ý ∑
b � * I Nb0eb û dUb ý ∑

c � , I Mc0 û î eD

lD
� dUD N eP

lP
� dUP ï ý û.û-ûHT (2.82)

D’après (2.47), la deuxìemeligne dans(2.82) coincideavec Si0 û dGi . On démontreque la
troisièmeestégaleà 0 enchoisissantvn � dRn1 dansla formulationdespuissancesvirtuelles
de l’autoéquilibredela cellulederéférence(2.64).Donc,nousavonsdémontŕe que,pour tout
i � 1 � 2 � 3, Si0 � ∂W

∂Gi M G1 � G2 � G3 L T ü
2.3.2 Indiff érencematérielle

Danscettesectionnousallonsdémontrerquegrâceà l’objectivitédeslois decomportement
destensionsnormaleset desmoments,la loi de comportementmacroscopiqueestelle-même
objective,c’est-̀a-direquepourtouterotationQ etpourtoutG �DM G1 � G2 � G3 L , lesvecteursS10,
S20, S30 vérifientSi0 M QG L	� QSi0 M G L , i � 1 � 2 � 3, où QG estle triplet M QG1 � QG2 � QG3 L .
Théorème2.2 : Sousla conditionquele problème(2.71)-(2.72)soit bienpośe, la loi decom-
portementmacroscopiquedu milieucontinuéquivalentvérifie l’indif férencemat́erielle.
Démonstration.On sait que pour G �~M G1 � G2 � G3 L , la résolutiondu syst̀eme(2.71)-(2.72)
fournit, à une translationprès, les vecteursRn1 où n þ � R, c’est-̀a-dire nousobtenonspour
toutebarreb þ � R l’expressiondeRER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 defaçonuniquecequi permetdedéfinir les
vecteursBb M G L�� RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 ý Giδib. DésignonsparUb � RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 et ∆R1 �M Ub L b � * R

, nouspouvons donc définir uneapplication � : G
')

∆R1, où ∆R1 ����M G L est la
solutiondu syst̀eme(2.71)-(2.72)correspondanteautenseurG.

Rappelonsnousquela tensionNb0 estunefonctiondela longueur ÷5÷Bb ÷5÷ et le moment1 c0

estunefonctiondu produitscalairepc � eP û eD. Nousallonsproćederendeuxétapes.
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Etape1 : Soit ∆R1 ��M Ub L b � * R
���BM G L et Bb M G L�� Ub ý Giδib � b þ � R. Démontronstout

d’abord que pour toute rotation Q, Q∆R1 ����M QG L , c’est-̀a-dire, Q∆R1 est la solution de
l’ équation(2.72)correspondanteautenseurQG où Q∆R1 �mM QUb L b � * R.

CommeQ estunerotation,alors

÷5÷QBb ÷5÷ � ÷3÷Bb ÷5÷�� QeP û QeD � eP û eD � M QeP � QeD L � QeD � Q M eP � eD L � eD T
Parconśequent,

Nb0 M ÷5÷QBb ÷5÷ L Qeb û ∆vb � Nb0 M ÷3÷Bb ÷5÷ L eb û QT∆vb � (2.83)

ð Mc0 M QeP � QeD L � QeD÷3÷QBD ÷5÷ ô û ∆vD � ð Mc0 M eP � eD L � eD÷5÷BD ÷5÷ ô û QT∆vD � (2.84)

ð Mc0 M QeP � QeD L � QeP÷5÷QBP ÷5÷ ô û ∆vP � ð Mc0 M eP � eD L � eP÷5÷BP ÷3÷ ô û QT∆vP T (2.85)

Par suite
#

vn � n þ �i9 ,

∑
b � * I Nb0 M ÷5÷QBb ÷5÷ L Qeb û ∆vb ý ∑

c � , I ð Mc0 M QeP � QeD L � QeD÷3÷QBD ÷5÷ ô û ∆vD

N ∑
c � , I ð Mc0 M QeP � QeD L � QeP÷3÷QBP ÷3÷ ô û ∆vP

� ∑
b � * I Nb0 M ÷5÷Bb ÷3÷ L eb û QT∆vb ý ∑

c � , I ð Mc0 M eP � eD L � eD÷5÷BD ÷5÷ ô û QT∆vD

N ∑
c � , I ð Mc0 M eP � eD L � eP÷5÷BP ÷3÷ ô û QT∆vP� 0 T

(2.86)

Donc Q∆R1 est la solution de l’ équation(2.72) correspondanteau tenseurQG, c’est-̀a-dire
Q∆R1 �5�BM QG L . Parconśequent,Bb M QG L�� QBb M G L et eb M QG L�� Qeb M G L .
Etape2 : Démontronsmaintenantl’objectivité de la loi de comportement.Pour cela, il faut
démontrerqueSi0 M QG Lk� QSi0 M G L , i � 1 � 2 � 3. En effet, d’apr̀esl’ équation(2.73)nousavons,
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i � 1 � 2 � 3 �

Si0 M QG L�� ∑
b � * I Nb0 M ÷5÷Bb M QG L ÷5÷ L eb M QG L δib

ý ∑
c � , I Mc0 M eP M QG L � eD M QG LPL � õ eD M QG L÷3÷BD M QG L ÷5÷ δiD N eP M QG L÷5÷BP M QG L ÷3÷ δiP ö� ∑
b � * I Nb0 M ÷5÷QBb M G L ÷5÷ L Qeb M G L δib

ý ∑
c � , I Mc0 M QeP M G L � QeD M G LPL � õ QeD M G L÷3÷QBD M G L ÷5÷ δiD N QeP M G L÷5÷QBP M G L ÷5÷ δiP ö� Q ∑

b � * I Nb0 M ÷3÷Bb M G L ÷3÷ L eb M G L δib

ý Q ∑
c � , I Mc0 M eP M G L � eD M G LPL � õ eD M G L÷3÷BD M G L ÷3÷ δiD N eP M G L÷5÷BP M G L ÷3÷ δiP ö� QSi0 M G L T

(2.87)

ü
2.4 Détermination numérique de la loi decomportement

La non linéarit́e estprésentededeuxfaçonsdansle probl̀eme(2.72)-(2.71).Tout d’abord,
la loi decomportementestnonlinéaire.Deuxìement,commenoustravaillonsdansle cadrede
grandesdéformations,nousn’avonspaslinéariśe dansnotremod́elisationles termescomme
Mc0 � 1

lD eD, ou bien lb. Les inconnuesdu probl̀emesontlesRn1 où Bb � RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 ý
G jδ jb, lb � ÷5÷Bb ÷3÷ , et eb � Bb

lb
. Lesdonńeessontlesdéformationsmacroscopiques,c’est-̀a-dire

lesG j . Ceprobl̀emenonlinéairepeutêtrerésoluparuneméthodeitérative.Nousavonsmisen
œuvresarésolutionparla méthodedeNewton.

2.4.1 La méthodede Newton

La méthodedeNewtonpermetderésoudrenumériquementleséquationsdela formeF M xLe�
0.

– Casscalairef M xL�� 0 :
Pourle distinguerd’autresindiceséventuels,le numéro desitérationsest indiqué entre
parenth̀eses.On supposeque f estdérivableet à chaqueitération,on remplacef M xL par
l’ équationdela tangenteaugraphede f aupointx ñ kó , c’est-̀a-direqu’onrésoutl’ équation:

f M x ñ kó Lhý f ù M x ñ k ó LvM x N x ñ kó L�� 0 � (2.88)

dontla solutionx � x ñ k ó N f M x ñ k ó L
f ù M x ñ kó L définit x ñ k � 1ó pourl’it érationsuivante.
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La méthodedeNewtonestuneméthodedepoint fixe, la solutionvérifie l’ équation:

x � x N f M xL
f ù M xL T (2.89)

En notantδx ñ kó � x ñ k � 1ó N x ñ kó , l’ équation(2.88)s’écrit :

f M x ñ kó LDý f ù M x ñ kó L δx ñ k ó � 0 (2.90)

dontle termedegaucheestle développementasymptotiquèa l’ordre 1 de f M x ñ k ó ý δx ñ k ó L
enx ñ kó :

f M x ñ k ó ý δx ñ k ó L�� f M x ñ kó Lhý f ù M x ñ k ó L δx ñ kó ý TPTPT � 0 T (2.91)

– CasvectorielFi M x1 �PTPTPT�� xN L	� 0, i � 1 �PTPTPT�� N :
Cetteéquationestrésolueenla remplaçantà chaqueitérationpar:#

i � Fi M x ñ kó1 �PTPTUTU� x ñ kóN Lhý N

∑
j � 1

∂Fi

∂x j
M x ñ kó1 �PTPTUTU� x ñ kóN L δx ñ k ój � 0 T (2.92)

Ceséquationsen δx ñ k ój formentun syst̀emecarŕe qui estrésolublesi, à chaqueitération,

la matricedecoefficients
∂Fi

∂x j
estrégulìere.

2.4.2 Résolutiondu problèmepar la méthodedeNewton

Afin de faciliter lescalculsdansle développementde l’ équation(2.72)par la méthodede
Newton,nousdonnonsuneautreexpressiońequivalenteà cetteéquation.

Proposition 2.9 : SoitAb � � eb ø eb N Id � , Ñb0 � Nb0 � lb � b þ � 9 et M̃c0 �D1 c0 M pc L � M lPlD L ,
c þ � 9 . L’ équation(2.72)estéquivalentèa#

vn þ.$ 3 � ∑
b � * I Ñb0Bb T ∆vb ý ∑

c � , I M̃c0 î APBD T ∆vP ý ADBP T ∆vD ï � 0 T (2.93)

Démonstration.Tout d’abordnousavonsMc0 �51 c0 M pc L eP � eD � M̃c0BP � BD. Pourétablir
l’ équivalenceentre(2.72)et (2.93),il suffit deremarquerque

Mc0 � eD

lD � M̃c0ADBP � et Mc0 � eP

lP ��N M̃c0APBD T ü
Maintenant,il s’agit doncderésoudrel’ équation(2.93)parla méthodedeNewton.
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A l’it érationk dela méthodedeNewtonnousconnaissonslesRn1 ñ k ó et,parconśequent,les
Bb ñ kó � lb ñ k ó et eb ñ k ó :

Bb ñ kó � RER ñ bó 1 ñ k ó N ROR ñ bó 1 ñ k ó ý F jδ jb � lb ñ k ó � ÷3÷Bb ñ kó ÷3÷0� eb ñ kó � Bb ñ k ó
lb ñ kó T (2.94)

De plus,nousconnaissonslestensionsnormalesdesbarresÑb0 ñ kó � Ñb0 M lb ñ kó L et lesmoments
entrebarresM̃c0 ñ kó � M̃c0 M pc ñ kó L .

On cherchelesRn1 ñ k� 1ó sousla forme:

Rn1 ñ k� 1ó � Rn1 ñ kó ý δRn1 ñ k ó � (2.95)

où lesδRn1 ñ k ó vérifientl’ équationsuivante:
#

vn þw$ 3 � n þ � 9 �
∑

b � * I î δÑb0 ñ kó Bb ñ kó ý Ñb0 ñ kó δBb ñ kóÆï û ∆vb ý ∑
b � * I Ñb0 ñ k ó Bb ñ k ó û ∆vb

ý ∑
c � , I î δM̃c0 ñ kó AP ñ kó BD ñ kó ý M̃c0 ñ kó δ M AP ñ k ó BD ñ kó L ï û ∆vP

ý ∑
c � , I î δM̃c0 ñ kó AD ñ k ó BP ñ kó ý M̃c0 ñ kó δ M AD ñ kó BP ñ kó L ï û ∆vD

ý ∑
c � , I M̃c0 ñ k ó AP ñ kó BD ñ kó û ∆vP ý ∑

c � , I M̃c0 ñ kó AD ñ k ó BP ñ kó û ∆vD � 0 T
(2.96)

ExplicitonsmaintenantlestermesδÑb0 ñ kó Bb ñ kó et δM̃c0 ñ kó Ab� ñ k ó Bb ñ k ó . Nousavons:

δÑb0 ñ k ó � dÑb0 ñ k ó
dl

δlb ñ kó � δlb ñ kó � δBb ñ kó û eb ñ kó � δBb ñ kó � δRER ñ bó 1 ñ kó N δROR ñ bó 1 ñ k ó T (2.97)

Nousavons,

δÑb0 ñ k ó Bb ñ k ó � dÑb0 ñ kó
dl î δBb ñ kó û eb ñ kó ï Bb ñ kó � 1

lb ñ kó dÑb0 ñ kó
dl

M Bb ñ kó ø Bb ñ k ó L δBb ñ k ó T (2.98)

D’autrepart,

δM̃c0 ñ kó � δ ð 1 c0 ñ kó
lP ñ k ó lD ñ kó ô � δ ð 1

lP ñ kó lD ñ k ó ô 1 c0 ñ k ó ý 1

lP ñ kó lD ñ k ó d 1 c0 ñ kó
d p

δpc ñ kó T (2.99)

Pourcalculerδpc ñ kó , nousdifférentionsl’ équationpc ñ kó � eP ñ kó û eD ñ kó et nousobtenons:

δpc ñ kó � δeP ñ kó û eD ñ kó ý eP ñ kó û δeD ñ kó � (2.100)
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or,

δeb ñ kó � δ ð Bb ñ kó
lb ñ k ó ôc� 1

lb ñ kó δBb ñ k ó N δlb ñ kó
lb ñ kó 2 Bb ñ kó ��N 1

lb ñ k ó Ab ñ kó δBb ñ k ó � (2.101)

d’où :

δpc ñ kó � N õ 1

lP ñ kó AP ñ k ó δBP ñ kó û eD ñ kó ý eP ñ k ó û 1

lD ñ kó AD ñ k ó δBD ñ kó ö� N 1

lP ñ kó lD ñ k ó õ AP ñ kó BD ñ kó û δBP ñ kó ý AD ñ kó BP ñ kó û δBD ñ kó ö]T (2.102)

Le termeδpcAb� Bb s’écrit finalementsousla formesuivante:

δpc ñ k ó Ab� ñ kó Bb ñ kó � N 1

lP ñ k ó lD ñ kó õ ð Ab� ñ k ó Bb ñ k ó ø AP ñ k ó BD ñ kó ô δBP ñ kóý ð Ab� ñ kó Bb ñ kó ø AD ñ kó BP ñ k ó ô δBD ñ k ó ö}T (2.103)

De la mêmefaçon,nousobtenonslesexpressionssuivantes:

δ ð 1

lP ñ k ó lD ñ kó ô Ab� ñ kó Bb ñ kó ��N Ab� ñ k ó
lP ñ kó lD ñ kó õ Bb ñ kó ø BP ñ kó

lP ñ kó 2 δBP ñ k óý Bb ñ kó ø BD ñ kó
lD ñ kó 2 δBD ñ k ó ö T (2.104)

δAb� ñ k ó Bb ñ kó � N 1

lb� 2 ñ kó õ M Bb� ñ kó û Bb ñ kó L Id ý Bb� ñ kó ø Bb ñ k ó ö Ab� ñ k ó δBb� ñ k ó T (2.105)
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En utilisanttouscescalculs,l’ équation(2.96)devient :
#

vn þw$ 3 � n þ � 9 �
∑

b � * I õ 1

lb0 ñ k ó dÑb0 ñ kó
dl

M Bb ñ kó ø Bb ñ kó L δBb ñ kó ý Ñb0 ñ k ó δBb ñ k ó öqû ∆vb ý ∑
b � * I Ñb0 ñ kó Bb ñ kó û ∆vb

N ∑
c � , I M̃c0 ñ k ó AP ñ k ó õ BD ñ kó ø BP ñ kó

lP ñ kó 2 δBP ñ k ó ý BD ñ kó ø BD ñ kó
lD ñ k ó 2 δBD ñ k ó ö§û ∆vP

N ∑
c � , I M̃c0 ñ k ó AD ñ kó õ BP ñ kó ø BP ñ kó

lP ñ kó 2 δBP ñ k ó ý BP ñ kó ø BD ñ k ó
lD ñ k ó 2 δBD ñ kó ö û ∆vD

N ∑
c � , I 1M lPlD L 2 d 1 c0 ñ k ó

d p õ M APBD ø APBD L δBP ý7M APBD ø ADBP L δBD öqû ∆vP

N ∑
c � , I 1M lPlD L 2 d 1 c0 ñ k ó

d p õ M ADBP ø APBD L δBP ý7M ADBP ø ADBP L δBD öqû ∆vD

N ∑
c � , I M̃c0 ñ k ó

lP2 ñ kó õ M BP ñ k ó û BD ñ kó L Id ý BP ñ kó ø BD ñ k ó ö AP ñ kó δBP ñ kó û ∆vP

N ∑
c � , I M̃c0 ñ k ó

lD2 ñ kó õ M BD ñ kó û BP ñ kó L Id ý BD ñ k ó ø BP ñ k ó ö AD ñ k ó δBD ñ k ó û ∆vDý ∑
c � , I M̃c0 ñ k ó AP ñ k ó δBD ñ k ó û ∆vP ý ∑

c � , I M̃c0 ñ k ó AD ñ kó δBP ñ k ó û ∆vDý ∑
c � , I M̃c0 ñ k ó AP ñ k ó BD ñ kó û ∆vP ý ∑

c � , I M̃c0 ñ k ó AD ñ kó BP ñ kó û ∆vD � 0 T

(2.106)

Commele probl̀emea unesolutionà unetranslationprès,nousfixonsun nœuddela structure
parpénalisation.

Conclusion

Nous avons démontŕe qu’un treillis de barresélastiquesinteragissantpar des moments
élastiquesestéquivalentà un milieu continuquandle nombredesescellulesélémentairesest
grand.Nousavonsobtenuunedéfinition descontraintesdu milieu équivalenten termesdes
tensionsdesbarreset desmomentsentrecouplesde barres,et nousavonsdétermińe la loi de
comportementdu milieu équivalent.Cetteloi estobtenuepar la résolutiond’un probl̀emede
treillis surunecellule élémentaire.De plus,nousavonsdémontŕe quela loi estobjective, hy-
peŕelastique,et facileà calculer.
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Chapitr e 3

Application au myocarde: nouvelle loi de
comportement

Au chapitrepréćedentnousavonsdécrit la mod́elisationmécaniquedu réseaude cardio-
myocytespar un treillis de barresen interactionet nousavonsdévelopṕe uneméthoded’ho-
moǵeńeisationpermettantde déterminerla loi decomportementdu milieu continuéquivalent
à un treillis réṕetitif. Nousallonsmaintenantappliquercesrésultats̀a un treillis particulieren
utilisant desdonńeesexpérimentalessur le comportementdescardiomyocyteset nousallons
comparerlesrésultatsobtenusaux lois decomportementphénoḿenologiquesmacroscopiques
construites̀a partir d’essaissur deséchantillonsde myocarde.La comparaisonestnumérique
carla constructiondela loi decomportementparhomoǵeńeisationnécessitela résolutiond’un
probl̀emesur unecellule de périodicit́e du treillis ce qui est fait numériquementen utilisant
uneméthodedeNewton. Pŕealablement̀a cescalculs,il fautdéfinir la cellulederéṕetitivité et
exposerlesrésultatsexpérimentauxsurlescardiomyocytesdela litt érature.

3.1 Cellule de r épétitivit é

Lescellulescardiaques,ou cardiomyocytes,sontdespetitesstructurescylindriques,de60
à 100 µm de longueur. Elles sontattach́eesbout à bout par desanastomosesqui formentdes
jonctionsenY ou enI et fournissentlesfibresmyocardiques,voir Figure3.1.

Saufmentioncontraire,nousdésigneronspar le mot “cellule” unepériodeélémentairedu
treillis danssonsensclassiquedansle cadredela théoried’homoǵeńeisation.Il n’y aurapasde
confusionaveclescellulescardiaquesquenousappelonscardiomyocytes.

Conforḿementauparagraphe2.2.1duchapitrepréćedent,pourdécrirelacellulederéṕetitivité
(ou cellule élémentaire),il faut définir l’ensembledesnœudsn de la cellule, l’ensembledes
barresb en précisantle nœudorigine OR M bL , le nœudextrémit́e ER M bL et les param̀etresδ1b,
δ2b, δ3b donnantla positionrelative de la cellule du nœudextrémit́e. De mêmeil faut définir
l’ensembledescouplesc debarreseninteractionavecla donńeedela premìerebarrePR M cL et

131
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3

FIG. 3.1 – Descardiomyocytes connect́es par anastomoses(à gauche)où une direction pri-
vil égíee peut être détermińee (au centre).A droite un exempled’une cellule élémentairede
barreśelastiquesmod́elisantl’arrangementdescardiomyocytes.

de la dernìerebarreDR � c� ; lesparam̀etresγ1c, γ2c, γ3c depositionde la cellulede la dernìere
barresontinutilescar ils n’interviennentpasdansla déterminationde la loi decomportement
du paragraphe2.2.4.

Pourla miseenœuvredel’homogéńeisationeffectúeedanscechapitre,nousavonschoisi,
à partir d’observationsd’imagesmicroscopiquesdel’arrangementdescardiomyocytes(Figure
3.1 à gauche),unecellule relativementsimplede la forme donńeepar la Figure3.1 à droite.
C’estunecelluleà3 nœudsnumérot́escommeindiqué.Elle comporte9 barreset48couplesde
barres.Les numérosdesbarreset descouplesde barressontdonńesdansles tableaux1 et 2.
D’autresdéveloppementsavecdescellulespluscomplexesnenécessiteraientqueplusdetemps
decalculmaisnousverronsà la fin decechapitrequela cellulechoisiepermetdéjàderetrouver
assezbienleslois decomportementmacroscopiquesdela litt érature.

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9
OR � b� 1 2 2 2 2 3 3 3 3
ER � b� 2 1 1 1 3 1 1 1 1
δ1 � b� 0 1 1 0 0 0 1 1 0
δ2 � b� 0 0 1 1 0 0 0 1 1
δ3 � b� 0 0 0 0 0 1 1 1 1

Tableau1 : Numérotationdesbarres.
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c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
PR M cL 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 5 5 5 5 6 6
DR M cL 2 3 4 5 3 4 5 4 5 5 6 7 8 9 7 8

c 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
PR M cL 6 7 7 8 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
DR M cL 9 8 9 9 2 3 4 6 7 8 9 3 4 6 7 8

c 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
PR M cL 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 6 6 6 7 7 8
DR M cL 9 4 6 7 8 9 6 7 8 9 7 8 9 8 9 9

Tableau2 : Numérotationdescouplesdebarres.

3.2 Donnéesexpérimentalessur descellulesisolées

Plusieurstechniquesd’essaismécaniquessurdescardiomyocytesisoléssontdécritesdans
la litt érature.Chaqueméthodefournit desinformationssurlespropríet́esconstitutivesdescar-
diomyocytesmaisprésentedeslimitations qui perturbentla déterminationdu comportement.
Par exemple,Brady [10] a attach́e les cardiomyocytesà un capteurde force ou de longueur,
unelimitation importantedecetteméthodeestquele cardiomyocyte estextrêmementsensible
à l’effort appliqúe. Unevarianteconsistèa maintenirdescardiomyocytesentredeuxmicropi-
pettesconcentriques,Brady [11]. Les forcesutiliséespour attacherle cardiomyocyte aux mi-
cropipettespeuventêtresuffisantespourchangerlespropríet́esmécaniques.Il existeuneautre
techniquequi consisteà attacherle cardiomyocyte à desaiguillesde verre,Sweitzeret Moss
[86], Granzieret Irving [37]. Cependant,aumoins75%descardiomyocytesattach́esenutilisant
cetteméthodesontde mauvaisequalit́e, ou bien ils sontendommaǵespendantl’attachement.
Zile et al., [111], [112], ont mesuŕe lespropríet́esdecomportementdescardiomyocytesenles
plongeantdansun gel et enutilisantuneméthoded’étirementdu gel. Cettetechniquen’exige
pasl’attachementdirectdu cardiomyocyte à un capteurdeforceou delongueur, et la forceest
appliqúeesurla longueurentìereducardiomyocyte.Récemment,Yasudaetal. [102] ontattach́e
lescardiomyocytesà desfibresdecarbone.Cetteméthode,qui a ét́e aussiutiliséeparFishet
al. [32], exige un processusde préparationqui peutchangerles propríet́esde comportement
viscóelastiquedescardiomyocytes.

Dansnotreétude,nousutilisonsles résultatsde Zile et al., [111], [112], sur le comporte-
mentélastiqueducardiomyocytepassifobtenusparla méthoded’étirementdugel.Lesdonńees
expérimentalesmesuŕeespar cetteméthodesont les contraintesdu gel et les déformationsdu
cardiomyocyte. Les contraintesdu gel ne sont pas les mêmesque cellesdu cardiomyocyte
plonǵe dansle gel. Zile et al. ont calcuĺe lescontraintesdu cardiomyocyte en trois étapes.(1)
Toutd’abordils ontdéfini la loi decomportementdugel àpartird’essaismécaniquesdetraction
compressiondugel,(2) ensuiteils ontutiliséuneméthoded’élémentsfinis pourdécrirela loi de
comportementdu cardiomyocyte.En effet, ils supposentquele cardiomyocyte estplonǵe dans
un cylindre degel de longueurinfinie et quele syst̀emegel-cardiomyocyte estaxisyḿetrique.
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Deplus,ils supposentquele gelet le cardiomyocytesontdesmat́eriauxhypeŕelastiquesincom-
pressibles.Ils choisissentla forme de la loi de comportementdu cardiomyocyte, par exemple
σ � C1α ý C2α2, où α repŕesentele rapportd’extensiondu cardiomyocyte,α � l ò l0

l0
, l désigne

la longueurdu cardiomyocyte déformé et l0 salongueuraurepos.Ils initialisent lesconstantes
C1 etC2 enutilisantlescontraintesdugelet lesdéformationsducardiomyocyteobtenuesparla
méthoded’étirementdugel.Maintenantlesvaleursdesdéformationslongitudinaleetradialedu
cardiomyocyteobtenuesparla méthoded’élémentsfinis, sontcompaŕeesaveccellesobserv́ees
expérimentalementet lesconstantesC1 etC2 sontajust́eesenutilisantuneméthodedemoindres
carŕes.Cetteproćedureest itéŕee jusqu’̀a ce que les déformationscalcuĺeescollent au mieux
aveclesdéformationsobserv́ees.Unefois cetteproćedureitérativecompĺet́ee,lesdernìeresva-
leursdeC1 etC2 sontutiliséespourdéfinir la loi decomportementdu cardiomyocyte.(3) Fina-
lement,ils ontobtenulescontraintesducardiomyocyte àpartir desdonńeesexpérimentalessur
lesdéformationsdu cardiomyocyte enutilisantla loi decomportementobtenueparla méthode
d’élémentsfinis.

Quatretypesde fonctionsont ét́e propośespour la relationcontraintes-d́eformationsd’un
cardiomyocyte.Cesfonctionssontrésuḿeesdansle tableausuivant.Lesgraphesdecesfonc-
tionssontrepŕesent́essurla Figure3.2.LescontraintessontmesuŕeesenkN.mò 2.

Polynomiale ExponentielleEq1 ExponentielleEq2 ExponentielleEq3

σ � 300α ý 1020α2 σ � 0 � 75e50α σ � 14� 5 M e14� 5α N 1L σ � 29� 5
6 � 5 M e6 � 5α N 1L

FIG. 3.2– Lesgraphesdesdifférenteslois decomportementducardiomyocytepassifpropośees
parZile etal. [112].

Nous remarquonsque les graphesde la forme polynomialeet la deuxìemeforme expo-
nentielleEq2 sont trèsprochesl’un de l’autre, alorsque les graphesdesdeuxautresformes
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exponentiellesEq1et Eq3sonttrèséloigńesdesdeuxpremiers.Nousn’avonspastrouvéd’ex-
plicationsdecettedifférencedanslesarticlesdeZile etal., [111], [112].

3.3 Loi decomportementmacroscopique

Ladéterminationdela loi decomportementmacroscopiquedumyocardeparhomoǵeńeisation
passepar la résolutiond’un probl̀emed’élasticit́e non linéairesur unecellule de réṕetitivité
(voir paragraphe2.2.4).Celanécessitededéfinir leslois decomportement(2.71)du probl̀eme
enquestion.Dansl’applicationau myocarde,les lois (2.71)sontdétermińeesà partir deslois
decomportementdescardiomyocytespardeschangementsd’échelles.Nousavonsdoncbesoin
dedéfinir leslois (2.16)et (2.17)écritessousla forme

Nεb̃ � � εb̃ M l εb̃ L � (3.1)

M εc̃ �51 εc̃ M pεc̃ L eεP ñ c̃ó � eεD ñ c̃ó T (3.2)

La loi (3.1) portantsur la tensionnormaledanslescardiomyocytesestdétermińeeà partir
deslois propośeesdansZile et al. [111]. Pourla loi en moment,nousne disposonsd’aucune
donńeeexpérimentaleet cetteloi estchoisiele plus simplementpossiblec’est-̀a-dire linéaire
parrapportà l’anglequefont lesdeuxbarreseninteraction.

3.3.1 Loi en traction compressiondescardiomyocytes

Les lois propośeesparZile et al. [111] pour le comportementen tractioncompressiondes
cardiomyocytessontdeslois scalairesencontraintesdela forme

σ � σ M α L �
où α est le rapportd’extensiondu cardiomyocyte et σ estunecontrainte.Cetteloi n’est pas
uneloi tensorielleet, bienquecenesoit paspréciśe dansl’article, σ esttrèsprobablementla
contraintenormaleàunesectiondecardiomyocytemoyenńeesurcettesection.

Pourobtenirl’effort normaldansle cardiomyocyte, il fautmulitplier σ parunesurface,en
touterigueurla surfacede la sectiondu cardiomyocyte déformé. Nousavonschoisi de multi-
plier par la surfacede la sectiondu cardiomyocyte non déformé. Ce choix donneune loi de
comportementplus simpleà utiliser quecelui consistant̀a multiplier par la surfacedéformée
qui sembleplus rigoureux,il est justifié par le manquede précisionsur la démarcheutilisée
par Zile et al. En effet, Zile et al. font un calcul par élémentsfinis pour déterminerleur loi
maisla loi de comportementtridimensionnelledu cardiomyocyte utiliséedanscecalculn’est
pascompl̀etementpréciśee,seuleuneloi scalaireestdonńee.On peutaussijustifier le choix
simplifié fait en remarquantquele calcul par élémentsfinis de Zile et al. est fait sur un seul
cardiomyocytemod̀elequi estcylindriqueetque,pourdéterminerl’ énergiededéformationdes
cardiomyocytes,ils utilisentunesectionmoyenne.
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La loi decomportemententractioncompressiondesbarresutiliséeparla suiteest� εb̃ M l εb̃ L�� Aεb̃
0 σ M αεb̃ L � où αεb̃ � l εb̃ N l εb̃

0

l εb̃
0

T (3.3)

Le termeAεb̃
0 a la dimensiond’unesurfaceet σ estl’une deslois propośeesparZile et al. Or,

nouspouvons écrire Aεb̃
0 � Vε

l εb̃
0

où Vε désignele volume d’un cardiomyocyte qu’on suppose

indépendantde b̃, cequi veutdire quetouslescardiomyocytesont le mêmevolume.De plus,
Zile etal. ontsuppośequele cardiomyocyteestincompressible,doncVε nechangepaspendant
la déformation.Doncnousfaisonsdépendrel’ équationdecomportementdeNεb̃ explicitement
d’un param̀etrel εb̃

0 . Ceparam̀etreestla longueuraureposdeb̃ et il esttel que
� εb̃ M l εb̃

0 L	� 0.

Dansle processusd’homoǵeńeisationduchapitre2,ε estunpetitparam̀etreli é à la taille des
cardiomyocytes,typiquementc’estle rapportdela longueurd’un cardiomyocytesurla taille du
myocarde.Il estdonclogiquedeconsid́ererquele volumed’un cardiomyocyte estd’ordreε3

et s’écritVε � ε3V0. Par suitel’expressiondela tensionnormaleest� εb̃ M l εb̃ L�� ε3V0

l εb̃
0

σ M αεb̃ L T (3.4)

Il est logique égalementde supposerque la longueurneutrel εb̃
0 desbarresestd’ordre ε. De

plus,noussupposonsquecettelongueurneutreadmetun développementanaloguèa celui de
l εb̃ donńeparl’ équation(2.26)

l εb̃ � εlb0 M λε LDý û.û-ûGT (3.5)

l εb̃
0 � εlb

0 M λε Lhý û-û.ûHT (3.6)

La loi decomportementsedéveloppeenfonctiondeε en� εb̃ M l εb̃ L�� ε2V0

lb
0

σ M αb0 Lhý û-û-ûG� où αb0 � lb0 N lb
0

lb
0

T (3.7)

La loi (2.71)intervenantdansle probl̀emed’élasticit́edela cellulederéṕetitivitéestalors

Nb0 � � b0 M lb0 L�� V0

lb
0

σ M αb0 L T (3.8)

3.3.2 Loi de comportementdesmoments

La loi de comportementdesmomentsentrebarres(2.17) ne peut pasêtre baśee sur des
donńeesexpérimentalespuisqu’il n’y en a pasde disponibles.Nousl’avonschoisiede façon
à cequ’elle correspondèa celled’un ressortspiral,c’est-̀a-direquel’amplitudedeM εc̃ sur le
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vecteureεP ñ c̃ó � eεD ñ c̃ ó estproportionnelleà la différenceentrel’angle θεc̃ ��M eεP ñ c̃ó � eεD ñ c̃ó L et
l’angle dereposθεc̃

0 , appeĺeaussiangleneutre.La loi decomportement(2.17)s’écrit donc

M εc̃ � kεc̃
θ
M θεc̃ N θεc̃

0 L
sinθεc̃ eεP ñ c̃ó � eεD ñ c̃ó � (3.9)

où θεc̃ � ArccosM pεc̃ L avec pεc̃ � eεP ñ c̃ó û eεD ñ c̃ó . Il est clair que cette loi n’est définie que si
pεc̃ ?�E6 1.

DoncM εc̃ dépendexplicitementd’un param̀etrepεc̃
0 . Ceparam̀etreestle produitscalairedes

vecteurseP ñ c̃ó et eD ñ c̃ ó aurepos,pεc̃
0 � cosθεc̃

0 , et il esttel que 1 εc̃ M pεc̃
0 L�� 0.

Pour respecterl’ordre de grandeurvis-à-vis de ε entreles tensionset les moments,nous
prendronskεc̃

θ d’ordreε3, kεc̃
θ � ε3kθ. De plus,commepour la longueurneutredesbarres,nous

supposonsquel’angleneutreθεc̃
0 sedéveloppeen

θεc̃
0 � θc

0 M λε Lhý û-û.ûHT (3.10)

Donc pεc̃
0 � cosθεc̃

0 sedéveloppeen

pεc̃
0 � pc

0 M λε Lhý û-û-û3� où pc
0 � cosθc

0 T (3.11)

D’après(2.26),pεc̃ sedéveloppeen

pεc̃ � pc0 M λε Lhý û-û.ûH� où pc0 � ePR ñ có 0 û eDR ñ có 0 T (3.12)

Soit θc0 � ArccosM pc0 L . Parsuitel’angle θεc̃ sedéveloppeen

θεc̃ � θc0 M λε Lhý û-û-û3T (3.13)

La loi de comportementde (2.71) intervenantdansle probl̀emed’élasticit́e de la cellule de
périodicit́edu paragraphe2.2.4estalors

Mc0 ��1 c0 M pc0 L ePR ñ có 0 � eDR ñ có 0 � où 1 c0 M pc0 Lq� kθ

o ArccosM pc0 L\N ArccosM pc
0 L p�

1 NcM pc0 L 2 T (3.14)

Cetterelationdevient singulìeresi pc0 ��6 1 cequi estévitéesi lesdéformationsde la cellule
nesontpastropgrandes.

3.3.3 Problèmesur la cellule de r épétitivit é - Loi de comportement ma-
croscopique

Ainsi qu’il estdécrit auparagraphe2.2.4,la loi decomportementmacroscopiquedu myo-
cardes’obtienten résolvantun probl̀emed’élasticit́e non linéairesur la celluledepériodicit́e.
Ceprobl̀emeestconstitúedeséquationsd’équilibre(2.72)et deslois decomportement(3.8)et
(3.14),il s’écrit dansle casétudíe ici :
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Etant donńes 3 vecteursG1, G2, G3 repŕesentantla sollicitation macroscopique,trouver
R11, R21, R31 telsqueleséquationsd’équilibre#

vn þ/$ 3 � ∑
b � * I Nb0eb û ∆vb ý ∑

c � , I M Mc0 � 1

lDR ñ có eDR ñ có L û ∆vDR ñ cóN ∑
c � , I M Mc0 � 1

lPR ñ có ePR ñ có L û ∆vPR ñ có � 0 � (3.15)

où
#
b þ � 9 , ∆vb � vER ñ bó N vOR ñ bó , et leslois decomportement

Nb0 � V0

lb
0

σ M αb L � Mc0 � kθ
1�

1 NcM pc L 2 M ArccosM pc L\N θc
0 L ePR ñ có � eDR ñ có (3.16)

soientsatisfaites,où

Bb � RER ñ bó 1 N ROR ñ bó 1 ý G jδ jb � lb � ÷5÷Bb ÷3÷0� eb � Bb

lb �
pc � ePR ñ có û eDR ñ có � αb � lb N lb

0

lb
0

T
Ceprobl̀emeétantrésolu,la loi decomportementmacroscopiqueestobtenueencalculant

toutd’abordlesvecteursdecontraintesmacroscopiquesSi0 par#
i � 1 � 2 � 3 � Si0 � ∑

b � * I Nb0eb δib ý ∑
c � , I Mc0 � õ eDR ñ có

lDR ñ có δiDR ñ có N ePR ñ có
lPR ñ có δiPR ñ có ö � (3.17)

et ensuiteencalculantle tenseurdecontraintesdeCauchydéfini par

σ � 1
g

Si0 ø Gi � (3.18)

où g � ÷G1 � G2 � G3 ÷ estle produitmixte deG1, G2, G3.

3.3.4 Loi de comportementmacroscopiqueinverse- état neutre

On peutdéterminerla loi macroscopiqueinverseen sedonnantles contraintesmacrosco-
piquesou, defaçon équivalente,lesSi0 de(3.17)et encherchantR11, R21, R31 et G1, G2, G3

telsquetoutesleséquationsdu probl̀emesoientsatisfaitent.

Cettedernìerefaçond’envisagerla loi decomportementmacroscopiquepermetdedéterminer
l’ étatneutredela loi définieauchapitre1.Quandonutilisedescoordonńeescurvilignescomme
c’est le casici, l’ étatneutreestle triplet M G1 � G2 � G3 L tel queles vecteursS10 � S20 � S30 soient
nuls.Il estclair quel’ étatneutredela loi homoǵeńeiśeedépenddela “topologie” dela cellule
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deréṕetitivité,c’est-̀a-diredu nombredenœuds,debarres,decouplesdebarreset desconnec-
tivitésentrecesélémentsmaisaussideslois decomportement,et enparticulierdansnotrecas,
deslongueurset anglesneutreslb

0 et θc
0. Le changementdecesvaleursmodifieleslois decom-

portementdestensionset desmomentset parconśequentl’ étatneutredela loi macroscopique.
Le choix de longueurset anglesneutresdépendantde la variablelagrangienneλ permetde
décrirelesvariationsdela loi decomportementdumyocarded’un point à l’autreduesauchan-
gementd’orientationlocaledescardiomyocytes.

Pourcomparerla loi decomportementobtenueparhomoǵeńeisationavecleslois macrosco-
piquesdeLin etYin [57], il faututiliserunemêmeconfigurationderéférencequi,dansle casde
Lin etYin, correspond̀a l’ étatneutredumyocardepassif,voir chapitre1. La comparaisonentre
les lois nécessitedoncde déterminerl’ étatneutrede la loi de comportementhomoǵeńeiśee.
Pourcefaire,il estpossibledeproćedercommeindiqué préćedemment.On peutaussisedon-
nerdesvecteursR11

R , R21
R , R31

R et G1
R, G2

R, G3
R, cequi déterminela positiondesnœuds1, 2 et

3 dela cellulederéférenceet desesvoisines,endéduireles longueursdesbarreset lesangles
entrebarrescorrespondantset prendrecesvaleurscommelongueurset anglesneutresdansles
lois decomportement.Ceschoix assurentqueles tensionset lesmomentscorrespondants̀a la
géoḿetriedéfiniesontnulset doncl’ étatmacroscopiquedéfini parG1

R, G2
R et G3

R estneutre.

3.3.5 Configuration de r éférence

Il a ét́e souligńe au chapitre1 que l’expressiond’une loi de comportementdépendde la
configurationderéférenceutiliséepourdéterminerle tenseurdedéformationdeCauchyC, voir
paragraphe1.1.3.Dansla litt érature,la configurationde référenceutiliséepour formuler les
lois decomportementdu myocardeestl’ étatneutredu myocardepassif,c’est la configuration
adopt́eeparLin etYin [57]. Pourpouvoir menerdescomparaisonsavecdesloismacroscopiques
phénoḿenologiques,nousdevonsexprimer la loi decomportementhomoǵeńeiśeeenfonction
del’application linéairetangenteF entrel’ étatneutredéfinissantla configurationderéférence
et la configurationdéforméedu milieu continuéquivalent.

Soit ϕ la fonctiondonnantla positiondansla configurationdéforméed’un point mat́erielP
depositionX dansla configurationderéférence,voir paragraphe1.1.1.On rappelleque

F � ∇Xϕ T
Au chapitre2, nousavonsutilisédesvariableslagrangiennescurvilignesλ �mM λ1 � λ2 � λ3 L et

la positiond’un point mat́eriel dansuneconfigurationquelconqueestdonńeepar R0 M λ L , voir
paragraphe2.2.2.La positiond’un point mat́eriel dansla configurationcorrespondant̀a l’ état
neutrepourcepoint estnot́eeR0

R M λ L . Quandla configurationde référencecorrespond̀a l’ état
neutrepourle point consid́eŕe,onapourtouteconfigurationdéformée

R0 M λ L	� ϕ M R0
R M λ LPL �

et pardérivationonobtient
Gi � ∇XϕGi

R � FGi
R �
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où Gi � ∂R0

∂λi etGi
R � ∂R0

R
∂λi , i � 1 � 2 � 3.

Pourobtenirla loi homoǵeńeiśeecommefonctiondeF, il suffit donc,unefois l’ étatneutre
de la loi détermińee,de résoudrele probl̀emedu paragraphe3.3.3avec commedonńeeGi �
FGi

R, i � 1 � 2 � 3.

3.3.6 Energiededéformation élastique

Au paragraphe2.3.1 du chapitre2, nousavons montŕe que la loi de comportementho-
moǵeńeiśeeesthypeŕelastique,c’est-̀a-direqu’elle dérive d’une fonctionW qui est la densit́e
d’énergie de déformationélastiqueen coordonńeescurvilignesλ. Pourun milieu continuhy-
peŕelastique,la donńeede W définit compl̀etementla loi de comportement.C’est souscette
forme queLin et Yin donnentleurslois de comportementmacroscopiqueset c’est souscette
formequenouscomparonsleurslois avecla loi homoǵeńeiśee.

Les énergiesde déformationdesbarreset descouplesde barresdu paragraphe2.3.1sont
définiespar #

l þ.$ � � dWb

dl
M l L�� � b0 M l L � (3.19)#

p þ � N 1 � 1 ��� dWc

d p
M pL	��N:1 c0 M pL T (3.20)

Pourla loi polynomialeσ M α L	� k1α ý k2α2 propośeeparZile et al., on obtientdonc

Wb M l L�� V0 � k1

2
α2 ý k2

3
α3 � � où α � l N lb

0

lb
0
� (3.21)

et pourla loi decomportementdesmoments(3.14)on a

Wc M pL�� kθ
2
M θ N θc

0 L 2 � où θ � ArccosM pL etθc
0 � ArccosM pc

0 L T (3.22)

La densit́e d’énergie de déformationélastiqueW estdoncdansce casd’apr̀es l’ équation
(2.75),

W M G1 � G2 � G3 L�� ∑
b � * I Wb ð lb M G1 � G2 � G3 L ô ý ∑

c � , I Wc ð pc M G1 � G2 � G3 L ô � (3.23)

qui s’écrit doncdanscecas

W � ∑
b � * I V0 � k1

2 ð lb N lb
0

lb
0

ô 2 ý k2

3 ð lb N lb
0

lb
0

ô 3� ý ∑
c � , I kθ

2
M θc N θc

0 L 2 � (3.24)

où les lb et θc sontdesfonctionsdeG1, G2, G3 parl’intermédiairedeR11, R21, R31.
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Pour menerla comparaisonavec la densit́e d’énergie de déformationélastiquepropośee
par Lin et Yin [57], il faut ramenerW qui est la densit́e d’énergie par unité de volume en
coordonńeescurvilignesλ àunedensit́eW̃ parunitédevolumedela configurationderéférence
correspondantici à l’ étatneutrecommeexpliquéauparagraphe3.3.3.Ona

W̃ � W � ÷G1
R � G2

R � G3
R ÷0�

où ÷G1
R � G2

R � G3
R ÷ estle produitmixte deG1

R, G2
R, G3

R définisauparagraphe3.3.4.

3.3.7 Incompressibilité

Leslois decomportementdumyocardepropośeesdansla litt ératuresonttoutesincompres-
sibles.L’incompressibilit́eestdueà la matriceextracellulaireessentiellementcompośeed’eau.
Dansle mod̀ele de réseaude cardiomyocytesdécrit au chapitre2, nousn’avons paspris en
comptecettematriceextracellulaireet la loi homoǵeńeiśeequenousavonsobtenuen’a aucune
raisond’êtreincompressible.Nousallonsmaintenantintroduiredefaçon simplifiéela matrice
extracellulairedansle mod̀ele pour obteniruneloi de comportementincompressible.Pource
faire,nousnousbasonssurdesrésultatsobtenusparhomoǵeńeisationpourdesprobl̀emesana-
logues,Caillerie[17].

Noussupposonsquele réseaudecardiomyocytesbaignedansun liquide visqueuxincom-
pressible.Il estpeuraisonnable,qu’aucoursdescyclesdesystolesetdiastolesdumyocarde,se
produiseun écoulementsignificatifdu liquideextracellulairerelativementauxcardiomyocytes,
celarevient à supposeren quelquesortequele liquide suit le réseaude cardiomyocytesdans
sonmouvement.Noussupposonsquelesvitessesdedéformationdansle liquide restentfaibles
et quelescontraintesσl s’y résument̀aunecompressionuniforme:

σl � N pI T
L’action du liquide extracellulairesur les cardiomyocytesse limite dansce casà desforces
de pression,les forcesduesà la viscosit́e du liquide sontnégligées.Commeles cardiomyo-
cytessonteux-m̂emesincompressibles,nouspouvonssupposerquela pressionexerćeepar le
liquide ne changepasleur comportement́elastique,d’ailleurs notremod́elisationdescardio-
myocytespardesbâtonnetssansépaisseurexclut la priseencompted’unepressionfluide sur
cesbâtonnets.Leshypoth̀esespréćedentesentrâınentquele seulcouplagemécaniqueexistant
entrele réseaudecardiomyocytesetle liquideextracellulaireestl’absencedemouvementrelatif
entrecesdeuxconstituantsdu mod̀elemécanique.Celasignifieenparticulierquele probl̀eme
de déformationdu réseaude cardiomyocytespeutêtrerésolucommes’il n’y avait pasde li-
quide.Danscesconditions,le rôle du liquide selimite à deuxaspects.D’une part interdireles
déformationsmacroscopiquesavec le changementde volumeet celaen touspointsdu milieu
continu équivalentpuisqu’il n’y a pasd’écoulementdu liquide relativementaux cardiomyo-
cytes.D’autrepart ajouterauxcontraintesmacroscopiquesduesau réseaude cardiomyocytes
unepressionuniforme N pI , p étantle multiplicateurdeLagrangeassocíe à l’incompressibilit́e.
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Transpośe à la cellule de réṕetitivité, le rôle du liquide serésumeaussiaux deuxaspects
évoqúesci-dessus.Par conśequent,la loi decomportementincompressiblehomoǵeńeiśeeque
nousutilisons pour menerdescomparaisonsavec la loi de Lin et Yin se décrit de la façon
suivante: Les contraintesmacroscopiquesσ sedécomposenten la sommedescontraintesde
compressionsimpleduesauliquideσl et descontraintesσm duesauréseaudecardiomyocytes

σ �D� pI � σm �
Seulσm fait véritablementl’objet d’uneloi decomportementqui estobtenueparla résolution

du probl̀eme(3.15)-(3.16)où pour respecterl’incompressibilit́e macroscopiquela sollicitation
(G1 � G2 � G3) doit correspondrèaunedéformationconservantle volume,c’est-̀a-diretelle que�

G1 � G2 � G3 � � �
G1

R � G2
R � G3

R
� �

3.4 Donnéesexpérimentalesmacroscopiques

Lin et Yin ont propośe deslois de comportementpour le myocardepassifet le myocarde
actif, voir [57]. Ceslois sontdécritesdansle chapitre1. Danslesdeuxétatspassifet actif du
myocarde,certaineshypoth̀esesont ét́e faites,commel’hyperélasticit́e, l’incompressibilit́e et
l’isotropie transverseoù la directionprivil égíeeestla directionprédominantedesfibresmyo-
cardiques.La loi de comportementest donńee par l’intermédiairede la fonction énergie de
déformation.Lin et Yin ont suppośe quecettefonctionnedépendquedel’invariantI1 et dela
quantit́e I4, voir chapitre1.

Pourle myocardepassif,ils ont choisiunefonctionexponentielle:

Wpas � C1 � eQ � 1� � avec, Q � C2 � I1 � 3� 2 � C3 � I1 � 3� � I4 � 1�]� C4 � I4 � 1� 2 � (3.25)

Lesexpériencesont ét́emeńeessurplusieurssṕecimensdemyocardedelapin.Dansleurarticle
Lin et Yin fournissentlesconstantespour7 sṕecimensdifférents(S1,S2,S3,S4,S5,S6,S7):

Sṕecimen S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7
C1 (g.cm� 2) 1,01 2,42 9,86 2,92 2,62 1,67 6,85
C2 (g.cm� 2) 3,05 12,13 4,62 3,21 2,40 1,70 2,88
C3 (g.cm� 2) -2,24 0,63 2,37 -2,60 -0,89 1,90 -0,76
C4 (g.cm� 2) 1,92 1,05 0,09 2,01 2,01 0,38 0,38

Casdu myocardepassif.

Lesunitésutiliséesfont queW s’exprimeengf.cm� 2 où gf signifiegramme-force,c’estla force
subiepar1 grammedematìeredansle champdepesanteurterrestre.

Pour pouvoir comparerla fonction densit́e d’énergie de déformationW̃ � N.m� 2 � obtenue
par la méthoded’homoǵeńeisationaveclesdonńeesexpérimentalesmacroscopiquesdeLin et
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Yin, nousavonsconverti enN.m� 2 lesfonctionsd’énergie propośeesparLin et Yin et qui sont
expriméesengf.cm� 2 enutilisantla conversion:

1gf.cm� 2 � 10� 3 � 9 � 81N.cm� 2 � 10 � 9 � 81N.m� 2 �
Sur la Figure 3.3, on trace les énergies de déformationdes7 sṕecimens,expriméesen

N.m� 2, en fonction du rapportd’extensionde la fibre λ f � I1� 2
4 . On constatesur la Figure

3.3quelesénergiesdedéformationsontassezdifférentesd’un sṕecimenà l’autre.

FIG. 3.3– LescourbesdesénergiespassivespropośeesparLin et Yin, [57].

3.5 Résultatsnumériques

La cellule de réṕetitivité choisieposs̀edeunedirectionprivil égíeemod́elisantla direction
d’unefibrecardiaque,voir Figure3.4.Afin decomparernotreloi decomportementobtenuepar
homoǵeńeisationavec desrésultatsexpérimentaux,nousavonsfait desessaisnumériquesde
tractionuniaxialele long de la directionprivil égíeede la cellule élémentairequi repŕesentela
directionde la fibre cardiaque.On désignepar λ f le rapportd’extensiondansla directionde
la fibre, λcf le rapportd’extensiondansla directiontransverseà celledela fibre et setrouvant
dansla couchecontenantla fibre,et λnf le rapportd’extensiondansla directionorthogonalèa
la couchecontenantla fibre.

Nousavonsmeńedesessaisnumériquespourlesformespolynomiale(σ � 300α � 1020α2)
etexponentielleEq2(σ � 14� 5 � e14� 5α � 1� ) dela loi decomportementdescardiomyocytespro-
pośeeparZile et al. [111].
Le choix de la rigidité desmomentsétantarbitraire,nousavonsétudíe les différenteslois de
comportementobtenuespour unegammede valeursde cetterigidité afin de trouver celle qui
cöıncidele plusaveclesrésultatsexpérimentaux.
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FIG. 3.4 – La directionprédominanted’une cellule de réṕetitivité mod́elisecelle d’une fibre
cardiaque.

Les tractionsuniaxialesque nousavons faitessont en incompressible,c’est-̀a-dire,nous
avonsfait varierλ f et pris λcf � λnf � 1 [¡ λ f cequi correspond̀a tenir un volumeconstant
pendantla traction.Voir paragraphe3.3.7.Les graphesqui apparaissentdansla suitecorres-
pondent̀a l’ énergiededéformationenfonctiondurapportd’extensiondela fibreλ f . La courbe
enligne continuerepŕesentele résultatdela méthoded’homoǵeńeisation,et lessymbolescor-
respondentauxdonńeesexpérimentales.

3.6 Inter pr étation desr ésultats

Pourunemêmevaleurde la rigidité desmoments,les lois homoǵeńeiśeesobtenuespour
lesdeuxformespolynomialeetexponentielleEq2dela loi decomportementducardiomyocyte
sontpeudifférentes.Ce résultatestattenduparcequeau niveaudu cardiomyocyte, cesdeux
formessontaussipeudifférentes,voir Figure3.2.D’autrepart,onremarquequepourdeschoix
différentsdela rigiditédesmomentsnousavonspuapprocherlesdonńeesmacroscopiquesdes
différentśechantillons(différentssṕecimens)̀a l’ étatpassif.

Pourmenerunecomparaisonavec les lois phénoḿenologiquespropośeespar Lin et Yin
pourle muscleà l’ étatactif, il faudraitdisposerdedonńeesexpérimentalessurle comportement
entractioncompressiondecardiomyocytesisolésactivés.En l’abscencedecesdonńees,il se-
rait envisageabled’essayerdemod́eliserl’activationdescardiomyocytesenmodifiantleurslon-
gueursneutrestoutengardantla forme(3.8)dela loi entractioncompressionet,éventuellement,
enchangeantlesraideursdesmoments.
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Chapitr e 4

Application aux nanotubesdecarbone

Intr oduction

Les nanotubesde carbone,quenousdésigneronspar NTC, sontdesmacromoĺeculescy-
lindriquesde carbonequi peuvent présenteruneou plusieurscouchesd’atomes,ils sontdits
monofeuilletsou multifeuillets.En raisonde leurspropríet́esphysiquesremarquables,tantau
plan électronique,thermiquequemécanique,les nanotubesde carbonesont l’objet d’une re-
chercheimportante.

Un NTC monofeuilletpeutêtrevu commeunefeuille degraphite,ougraph̀ene,enrouĺeesur
elle-mêmeenun cylindre fermé parunedemi-sph̀ereà chaqueextrémit́e,voir Figure4.1.Une
feuille degraphiteestforméed’atomesdecarboneli éspardesliaisonsatomiquesetarranǵesde
manìereà formerun réseaud’anneauxhexagonaux.Quandunefeuille degraphiteestenrouĺee
sur elle-même,l’arrangementde carbonedevient très rigide, de hauterésistanceaxialeet de
forte flexibilit é. La litt ératurefait mentionde moduled’Youngde l’ordre de 1 TPa pour des
NTC monofeuillets.

Depuisleurpremìeredécouverteen1991parIjima [45], denombreuxtravauxtantexpérimen-
tauxquethéoriquesont ét́e dévelopṕespourdéterminerla structuredesNTC, pourmesureret
pour calculerleurspropríet́esphysiques.Les mesuressontrenduestrèsdélicatespar la faible
taille desnanotubes.Desmesuresexpérimentalesont ét́e réaliśeesà partir de la fréquencede
vibration thermiquedansun microscopéelectroniqueen transmission,voir Treacy et al. [94],
Krishnanet al. [51]. D’autresmesuresont ét́e obtenues̀a l’aide d’un microscopèa force ato-
mique,voir parexempleWonget al. [100], Yu et al. [105], [106].

Quantauxétudesthéoriques,la dynamiquemoléculaireaét́eutiliséeavecdifférentesformes
du potentielinteratomique,voir Robertsonet al. [77], Yakobsonet al. [101], Cornwellet Wille
[24]. D’autrepart,Tu et Ou-Yang[96] ont obtenul’expressioncompl̀etedel’ énergie d’un na-
notubedéformé à partir du mod̀eled’approximationde la densit́e localepropośe par Lenosky
et al. [55], et ils ont ensuiteexprimé cetteénergie en élasticit́e classique.Récemment,Zhou
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FIG. 4.1– Un morceaud’un nanotubefaisantapparâıtreuncylindre ferméparunedemi-sph̀ere
à l’une desesextrémit́es.

et al. [110] ont meńe uneétudethéoriquebaśeesur la combinaisonlinéairedesorbitalesato-
miqueset du faisceauorbital moléculaire.Il y a, cependant,trèspeud’étudesen mécanique
desmilieux continusdesNTC parcequ’on pensegéńeralementqueles théoriesdemécanique
desmilieux continusne sont pasapplicablesà l’ échelleatomiqueou à celle du nanom̀etre.
Danscecadre,lespropríet́esélastiquesdesNTC monofeuilletset multifeuilletssontobtenues
en géńeral en couplantla mécaniquequantiqueet la théorie élastiqueclassique.La variation
desénergiesélectroniquesmicroscopiquesprovoqúeespar lesdéformationsde la structureest
d’abordcalcuĺee,ensuite,l’ énergie de déformationcorrespondanteen théorie élastiqueclas-
siqueestécriteafin d’obtenir lesconstanteśelastiquestellesquele coefficient dePoissonet le
moduled’Young.Dansles étudesen mécaniquedesmilieux continus,un NTC estmod́elisé
soit par unecoquecylindrique (par exemple,Yakobsonet al. [101]), soit par unepoutre(Liu
et al. [58]), soit par un treillis (Odegardet al. [65]). Une étudede Zhou et al. [109] baśeesur
l’ élasticit́e desmilieux continusa permisdecalculerl’ énergie dedéformationd’un NTC mo-
nofeuilletdirectement̀a partir dela structuredebandeélectroniquedesatomessansintroduire
de potentielempirique.L’ épaisseurdu nanotubeest calcuĺee de la bandedesélectronset le
moduled’Youngestobtenuen consid́erantà la fois l’ énergie de répulsionentreles ions et la
dépendancedel’ énergie électroniqueenla longueurdeliaison.Récemment,Zhanget al. [107]
ont propośe un mod̀eledemilieu continuà l’ échelledu nanom̀etreincorporantdirectementle
potentielinteratomiquedansle mod̀ele. Ils ont déduit la densit́e d’énergie de déformationdu
milieu continude l’ énergie stocḱeedansles liaisonsatomiquesen moyennantsur lesorienta-
tions et la distribution desliaisons.Ils sesontbaśessur les potentielsinteratomiquespour le
carbonedeTersoff [91] et Brenner[13]. Ensuite,Zhanget al. [108] ont géńeraliśecettethéorie
demilieu continuà l’ échelledunanom̀etresansfaired’hypoth̀esessurle potentield’interaction
et surla fonctiondensit́edeliaisons.

Desquestionssesontpośeessur l’applicabilité de la théoriedesmilieux continuspour in-
terpŕeter les réponsesmécaniquesdesnanotubes.Govindjeeet Sackman[36] ont examińe la
validitédel’utilisation desmod̀elesdecoquesetdepoutreśelastiques.Ils ontmontŕeque,pour
qu’un mod̀eledepoutreenflexion soit valide, il fautquele nanotubeait un grandnombrede
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couchesafindesupposerquela sectionestunmilieu continu.Récemment,Harik etal. [39] ont
identifié quatreclassespour lesmod̀elesdesNTC : lesmod̀elesdecoqueminceet épaisse,le
mod̀eledecoqueavecun rapportd’aspecttrèsgrand(le rapportdela longueurdunanotubesur
sonrayon),et le mod̀eledepoutre.

Nousavonsabord́e uneétudethéoriquedespropríet́es élastiquesdesNTC en utilisant la
techniqued’homoǵeńeisationque nous avons dévelopṕee dansle cadrede la mod́elisation
cardiaque.En effet, nousavons mod́elisé le réseaude lisaisonsde carbonedansles feuilles
de graphitepar un treillis bidimensionnelpériodiquede barresélastiquesli éesentreellespar
leursextrémit́esatomiques.Lesinteractionscarbone-carbonesontmod́eliséespardestensions
élastiquesetlavariationangulaireentredeuxliaisonspartageantlamêmeextrémit́eestmod́elisée
par desmoments.Tout d’abordnousavonsétudíe le mod̀ele en grandesdéformationset puis
nous nous sommesintéresśes aux déformationsen petits déplacements.Dans la deuxìeme
mod́elisation,nousavonsobtenula solutionanalytiquedu syst̀emed’autóequilibreainsi que
lesexpressionsexplicitesdu moduled’Younget du coefficient dePoissonenfonctiondesrigi-
ditésdestensionset desmoments,et dela longueurdeliaisonatomique.

Il est à soulignerque notre méthoden’est paslimit éeaux NTC monofeuillets,elle peut
aussiêtreappliqúeeà d’autresnanostructuresunefois connusle potentielinteratomiqueet la
structureatomiquedu mat́eriau.

4.1 Description géométrique et mécaniqued’un graphène

4.1.1 Géométrie du graphèneet configuration de r éférence

La structuredont nouscherchonsun mod̀ele continuéquivalentn’est pasun nanotubede
carbone,c’est la structurebidimensionnelleappeĺee graph̀eneconsid́eŕee par Odegard et al.
[65] dont la configurationneutre(configurationd’équilibreen l’abscencede chargement)est
un plan.Dansla configurationneutre,quenousprendronspar la suitecommeconfigurationde
référence,les atomesde carbonesontsituésaux nœudsd’un réseauhexagonaldont les côtés
mesurent0,14nm.Surla Figure4.2,on peutvoir quele réseauhexagonalpeutêtregéńeŕe par
la réṕetition périodiquesuivant lesvecteursy1 et y2 d’unecellule élémentaireconstitúeede2
atomesdecarbone.En adoptantla numérotationdesatomesdecarboneñ � � n � ν1 � ν2 � décrite
dansla section2.2.1où � ν1 � ν2 � numérotelescellulesélémentaireset n l’atomedansla cellule,
nousvoyonsquela positiondesatomesdansl’ étatneutredu graph̀enesontdonńeespar

RR � ñ� � ν1y1 � ν2y2 � Rn
R � (4.1)

Lesvecteursdebasei1 et i2 étantceuxdela Figure4.2,nousavonsyi � rY i avec

Y1 �2¢ 3i1 et Y2 � ¢ 3
2

i1 � 3
2

i2 � (4.2)

R1
R � 0 et R2

R � r � ¢ 3
2

i1 � 1
2

i2 � � (4.3)
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FIG. 4.2 – Treillis mod́elisant un graph̀ene.La période élémentairegéńerant le treillis est
repŕesent́eeengras.Elle consisteendeuxnœuds,troisbarreset six couplesdebarres.

où r � 0 � 14nm.

4.1.2 Modèlemécaniquedu graphène

Nousutilisonsdesdonńeesduesà Allinger et al. [1] sur la rigidité desliaisonsatomiques
et sur la rigidité de la variation angulaireentre deux lisaisonspartageantun mêmeatome.
Cesdonńeesont ét́e utiliséespar Odegardet al. [65] qui ont mod́elisé la feuille de graphite,
commenousl’avons fait, par un treillis de barresélastiques.Dansleur mod̀ele, la variation
angulaireentredeuxliaisonsatomiquespartageantun mêmeatomen’a pasét́e mod́eliséepar
desmoments.Pourcela,ils ont introduit dansle treillis de nouvellesbarresqui ont despro-
priét́esmécaniquesdifférentesdecellesmod́elisantlesliaisonsatomiques.Notreméthoded’ho-
moǵeńeisationpermetdeprendreencomptesansle modifierle mod̀eledeAllinger etal. [1].

Dansle mod̀elemécaniquepropośe parAllinger et al. [1], la tensionN d’uneliaisoninter-
atomiqueestdonńeeenfonctiondela distanceinteratomiquel par

N � 652� l � r � � (4.4)

et l’intensitédu coupleentredeuxliaisonspartageantun mêmeatomeest

M � 8 � 76 � 10� 19 1£
1 � p2

� Arccos� p� � 2π
3
� � (4.5)

où p estle produitscalairedesvecteursunitairesdesdeuxliaisons.

LesforcessontmesuŕeesenNewton, leslongueursenmètre,lesmomentsenN.m.

Avecle choixdela loi decomportementdumomentci-dessus,il estexclud’avoir decouples
formésdedeuxbarresalignées(p ¤�=¥ 1). Cechoixn’estpasrestrictifdansle casdesnanotubes
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parcequ’il semblephysiquementimpossibled’atteindreunetelle situation,c’est-̀a-dired’ali-
gnertroisatomesdecarbonesli ésentreeuxpardeuxliaisonsatomiques.

4.1.3 Description et numérotation desélémentsdu graphène

Comptetenude la mod́elisationmécaniquedu graph̀enedécritedansla section4.1.2,les
élémentsdu graph̀enesont les atomesde carboneet les liaisonsentrecarbone,ce sont les
mêmesélémentsque ceux pris en compteau chapitre2. Pour mettreen œuvrela méthode
d’homoǵeńeisationde ce chapitre,nousdevons décrire la cellule élémentaire(ou cellule de
réṕetitivité)du graph̀eneconforḿementausyst̀emedécrit dansla section2.2.1.

La cellule n’est pasun hexagone,elle rassembleles élémentsqui, par réṕetition spatiale,
géńerentla structurede la feuille degraphite,voir Figure4.2.Dansnotreétude,nouschoisis-
sonsla cellule élémentairedéfinie sur la Figure4.2. Cettecellule contientdeuxnœuds,trois
barreset six couplesdebarresdontlesnumérossontdonńesdanslestableauxsuivants:

Tableau1

b 1 2 3
OR � b� 1 1 1
ER � b� 2 2 2
δ1 � b� 0 -1 0
δ2 � b� 0 0 -1

Numérotationdesbarres.

Tableau2

c 1 2 3 4 5 6
PR � c� 2 3 1 2 3 1
DR � c� 3 1 2 3 1 2
γ1 � c� 0 0 0 -1 0 1
γ2 � c� 0 0 0 1 -1 0

Numérotationdescouplesdebarres.

Voir chapitre2 pourlesnotationset la façondedécrirela “topologie” d’unecelluleélémentaire.
Nousavonsdonc: ¦i§ ��¨ 1 � 2 © � ª § �D¨ 1 � 2 � 3 © � « § ��¨ 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 © �
4.1.4 Application de l’homogénéisationau graphène

Ainsi qu’il estexpliqué au chapitre2, la techniquedesdéveloppementsasymptotiquesde
l’homogéńeisationsupposequ’on étudieunesuitedestructuresparaḿetŕeeparε.

Il estnécessaireenparticulierdepréciserla dépendancevis-à-visdeε deslois decompor-
tementpour les tensionset lesmomentsdela suitedestructuresquenousconsid́eronsdansle
processusd’homoǵeńeisation.

En reprenantendimension2 l’argumentdévelopṕe dansla section2.2.2,nouschoisissons
la loi decomportementdestensionsdefaçon à cequ’elle soit d’ordreε :¦

εb̃ � l � � kl � l � εL ��¬ (4.6)
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où L estunelongueurderéférence.

De même,pour respecterles ordresde grandeurrelatifs entretensionset momentsnous
choisissons 

εc̃ � p� � ε2kp
1£

1 � p2
� Arccos� p� � 2π

3
� � (4.7)

Lesdéveloppements(2.32)et (2.33)deviennent¦
εb̃ � l εb̃ � � εkl � lb0 � L �]� ε2 ®°¯U¯P¯V± � ¯P¯P¯ ¬ (4.8)

εc̃ � pεc̃ � � ε2kp
1£

1 � � pc0 � 2 � Arccos� pc0 � � 2π
3
�]� ε3 ®°¯P¯U¯V± � ¯P¯P¯ � (4.9)

Les lois decomportement(2.71)intervenantdansle probl̀emesur la cellulederéṕetitivité
dela section2.2.4sontdonc

¦
b0 � l � � kl � l � L ��¬ (4.10)

c0 � p� � kp
1£

1 � p2
� Arccos� p� � 2π

3
� � (4.11)

Par coh́erenceavec les ordresde grandeurchoisispour les tensionset les moments,nous
choisissonsdeseffortsextérieursd’ordre2 parrapportà ε :

fεñ � ε2fe� n � λε � � (4.12)

4.2 Modélisationengrandestransformations

4.2.1 Loi de comportementdu milieu homoǵenéiśe

La loi de comportementestobtenueen résolvant le probl̀emesur unecellule élémentaire
décrit dansla section2.2.4.Nousrappelonsici l’ équation(2.64): ² vn ³.´ 3 ¬ n ³ ¦i§ ¬

∑
b µ·¶·¸ Nb0eb0 ¯ ∆vb � ∑

c µ·¹º¸ � Mc0 » 1
lD eD � ¯ ∆vD � ∑

c µ·¹º¸ � Mc0 » 1
lPeP � ¯ ∆vP � 0 ¬ (4.13)

avec∆vb � vER ¼ b½ � vOR ¼ b½ , ∆vP � ∆vPR ¼ c½ , et ∆vD � ∆vDR ¼ c½ .
D’après les Tableaux1 et 2, on remarqueque∆vb � ∆vP � ∆vD � v2 � v1. Par suite, la

formulationfaible(4.13)del’ équilibreseramèneà l’ équation

∑
b µ·¶·¸ Nb0eb0 � ∑

c µ·¹º¸ Mc0 »=¾ 1
lD eD � 1

lPeP ¿ � 0 � (4.14)
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Comptetenude la descriptionde la cellule élémentairedu graph̀enedécritedansles Ta-
bleaux1 et 2, lesvecteursBb0 définispar(2.21),on a

B10 � R21 � R11 ¬ B20 � R21 � R11 � ∂R0

∂λ1 ¬ B30 � R21 � R11 � ∂R0

∂λ2 � (4.15)

On constatequelesvecteursR11 et R21 n’interviennentdanslesvecteursBb0 queparU �
R21 � R11. Nousavonsaussi

M10 � M40 � 
10 � p10 � e20 » e30 ¬

M20 � M50 � 
20 � p20 � e30 » e10 ¬

M30 � M60 � 
30 � p30 � e10 » e20 � (4.16)

La loi decomportementmacroscopiqueestobtenueenrésolvantle probl̀emesuivant:

EtantdonńesG1, G2, trouverU tel que

∑
b µ·¶ ¸ Nb0eb0 � 2 À M10 »=¾ e30

l30 � e20

l20
¿ � M20 »=¾ e10

l10 � e30

l30
¿ � M30 »=¾ e20

l20 � e10

l10
¿�Á � 0 ¬

Nb0 � kl � lb0 � L �>¬
Mc0 � kp

1£
1 � � pc0 � 2 � Arccos� pc0 � � 2π

3
� ePR ¼ c½ 0 » eDR ¼ c½ 0 ¬

lb0 � �Â�
Bb0 �Â� ¬ eb0 � Bb0

lb0 ¬ pc0 � ePR ¼ c½ 0 ¯ eDR ¼ c½ 0 ¬
B10 � U ¬ B20 � U � G1 ¬ B30 � U � G2 �

(4.17)

Unefois détermińeU, oncalculelesvecteursdecontraintesS10 etS20 par(2.47)qui s’écrit
dansle casdu graph̀eneétudíe

S10 �D� N20e20 � 2
l20 � M10 � M30 � » e20 ¬ S20 ��� N30e30 � 2

l30 � M20 � M10 � » e30 � (4.18)

Onpeutaussicalculerle tenseurdecontraintesdeCauchýequivalentpar(2.49)cequi s’écrit

σ � 1
g � S10 Ã G1 � S20 Ã G2 �>¬ où g � �Ä�

G1 » G2 �Â� � (4.19)
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4.2.2 Dépendancede la loi macroscopiquevis-à-visdeL

Proposition 4.1 La solutionU duproblème(4.17)pour la sollicitationG � LG̃ � � LG̃1 ¬ LG̃2 �
estU � LŨ où Ũ estsolutionduproblème

∑
b µ·¶·¸ Ñb0eb0 � 2 À M̃10 » ¾ e30

l̃30 � e20

l̃20
¿ � M̃20 » ¾ e10

l̃10 � e30

l̃30
¿ � M̃30 » ¾ e20

l̃20 � e10

l̃10
¿�Á � 0 ¬

Ñb0 � kl � l̃b0 � 1��¬
M̃c0 � kp

L2

1£
1 � � pc0 � 2 � Arccos� pc0 � � 2π

3
� ePR ¼ c½ 0 » eDR ¼ c½ 0 ¬

l̃b0 � �Â�
B̃b0 �Â� ¬ eb0 � B̃b0

l̃b0
¬ pc0 � ePR ¼ c½ 0 ¯ eDR ¼ c½ 0 ¬

B̃10 � Ũ ¬ B̃20 � Ũ � G̃1 ¬ B̃30 � Ũ � G̃2 �
(4.20)

De plus la réponse� S10 ¬ S20� à la sollicitation G � � G1 ¬ G2 � est égaleà � LS̃10 ¬ LS̃20 � où� S̃10 ¬ S̃20� estla réponsèa la sollicitation G̃ � � G̃1 ¬ G̃2 � , c’est-̀a-dire

S̃10 �D� Ñ20e20 � 2

l̃20 � M̃10 � M̃30 � » e20 ¬ S̃20 ��� Ñ30e30 � 2

l̃30 � M̃20 � M̃10 � » e30 � (4.21)

Démonstration.Soit Ũ la solutiondu probl̀eme(4.20),on poseU � LŨ, lb0 � Ll̃b0, Nb0 �
LÑb0, Mc0 � L2M̃c0. On aalors

B10 � U ¬ B20 � U � G1 ¬ B30 � U � G2 ¬
lb0 � �Ä�

Bb0 �Ä� ¬ eb0 � Bb0

lb0 ¬ pc0 � ePR ¼ c½ 0 ¯ eDR ¼ c½ 0 ¬
Nb0 � kl � lb0 � L ��¬ Mc0 � kp

1£
1 � � pc0 � 2 � Arccos� pc0 � � 2π

3
� ePR ¼ c½ 0 » eDR ¼ c½ 0

et

∑
b µ·¶·¸ Nb0eb0 � 2 À M10 »=¾ e30

l30 � e20

l20
¿ � M20 »=¾ e10

l10 � e30

l30
¿ � M30 »=¾ e20

l20 � e10

l10
¿�Á � 0 �

Cequi montrequeU estsolutiondu probl̀eme(4.17)pourla sollicitation � G1 ¬ G2 � .
Lesvecteurscontraintes̃S10 et S̃20 peuvents’écrire

S̃10 �E� N20

L
e20 � 2

Ll20 � M10 � M30 � » e20 ¬ S̃20 �2� N30

L
e30 � 2

Ll30 � M20 � M10 � » e30 � (4.22)
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Soit encore

S̃10 � S10

L
¬ S̃20 � S20

L � (4.23)Å
Corollair e4.1 La loi de comportementdonnantles contraintesde Cauchy σ en fonctionde
G � � G1 ¬ G2 � estinvariantepar le changementd’échellesurG donńepar Gi � LG̃i .
Démonstration.D’aprèsladémonstrationdelaproposition(4.1)lesvecteurscontraintes� S̃10 ¬ S̃20�
et � S10 ¬ S20� correspondantauxsollicitationsG̃ � � G̃1 ¬ G̃2 � et G � LG̃ � � LG̃1 ¬ LG̃2 � vérifient
Si0 � LS̃i0, i � 1 ¬ 2.

Le tenseurdecontraintes̃σ

σ̃ � 1
g̃ � S̃10 Ã G̃1 � S̃20 Ã G̃2 ��¬ g̃ � �Ä�

G̃1 » G̃2 �Â� ¬
s’écrit aussi

σ̃ � 1
g � S10 Ã G1 � S20 Ã G2 ��¬ g � �Ä�

G1 » G2 �Â� ¬
cequi montrequeσ � σ̃.

Å
4.2.3 Etat neutrede la loi decomportementmacroscopique

L’ étatneutred’uneloi decomportementdemilieu continuélastiqueaét́edéfini dansla sec-
tion 1.1.3.C’est,dansle casd’unerepŕesentationlagrangiennecurviligne,lesvecteursG1

N, G2
N

donnantdescontraintesnulles,soit S10 � S20 � 0.

Lemme4.1 Les vecteurs G1
N et G2

N définis par Gi
N � LY i , i � 1 ¬ 2, où les Y i sont définis

par(4.2)formentun étatneutredela loi decomportementmacroscopique.

Démonstration.En posantUN � L �_Æ 3
2 i1 � 1

2i2 � on vérifie facilementqueles longueurslb0
N et

lesanglesArccos� pc0
N � correspondantssontégauxàL et 2π

3 . Parconśequent,lestensionsetmo-
mentsNb0

N et Mc0
N correspondantssontnulsainsiquelesvecteurscontraintesSi0

N, i Ç 1 ¬ 2. Cela
montrequeG1

N et G2
N formentun étatneutredela loi macroscopique.

Å
4.2.4 Configuration de r éférence

Il estpossibled’exprimerla loi decomportementmacroscopiqueendonnantlescontraintes
deCauchyσ en fonctiondu gradientF de la déformationdu milieu continupar rapportà une
configurationderéférence.Si la configurationderéférenceestdonńeeenrepŕesentationcurvi-
ligneparλ ÈÉ R0

R � λ � et la configuratiońetudíeeparλ ÈÉ R0 � λ � , nousavonsdonc

∂R0

∂λ
Ç F

∂R0
R

∂λ
¬ i Ç 1 ¬ 2 � (4.24)

En prenantune configurationde référencecorrespondantlocalementà un état neutredu
milieu, la loi de comportementvis-à-vis de la configurationde référenceau point consid́eŕe
s’obtientenrésolvantle probl̀eme(4.17)pourla sollicitationGi Ç FGi

N, i Ç 1 ¬ 2.
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4.2.5 Energiededéformation

Maintenantnousallonsexprimerexplicitementl’ énergiededéformationW dumilieucontinu
équivalent.Nous avons démontŕe dansle chapitre2 que la loi de comportementdu milieu
continuéquivalentesthypeŕelastique,et nousavonsobtenul’expressiondeW à l’aide despri-
mitivesde

¦
b0 � l � et


c0 � p� parrapportà l et à p respectivement,voir section2.3.1.

D’aprèsl’ équation(2.75),l’ énergie dedéformationmacroscopiqueW � G1 ¬ G2 � estdonńee
par

W Ç ∑
b µ·¶·¸ Wl � lb0 �}� ∑

c µ·¹º¸ Wp � pc0 ��¬ (4.25)

où lb0 et pc0 dépendentde � G1 ¬ G2 � parl’intermédiairedeU solutionduprobl̀eme(4.17).

LesfonctionsWl etWp sontdesprimitivesparrapportà l et p de

¦
b0 � l � et


c0 � p� , (4.10)

et (4.11),soit :

Wl � l �	Ç kl

2 � l � L � 2 ¬ Wp � p��Ç kp

2 Ê Arccos� p� � 2π
3 Ë 2 �

Soit θc0 Ç Arccos� pc0 � , l’expressionde la fonction énergie de déformationW est donc
donńeepar

W Ç ∑
b µ·¶ ¸ kl

2 � lb0 � L � 2 � ∑
c µ·¹º¸ kp

2 � θc0 � 2π
3
� 2 � (4.26)

L’ énergie de déformationW estunefonction deG1 et G2, la proposition4.1 nouspermet
d’énoncer:

Proposition 4.2 On aW � LG̃1 ¬ LG̃2 ��Ç L2W̃ � G̃1 ¬ G̃2 � , où

W̃ � G̃1 ¬ G̃2 ��Ç ∑
b µ·¶·¸ kl

2 � l̃b0 � 1� 2 � ∑
c µ·¹ ¸ kp

2L2 � θc0 � 2π
3
� 2 (4.27)

où l̃b0 et θc0 dépendentde � G̃1 ¬ G̃2 � par l’intermédiairedeŨ solutiondu problème(4.20)pour
la sollicitation � G̃1 ¬ G̃2 � .
Démonstration.D’aprèsla définitionde l̃b0 duprobl̀eme(4.20)ona lb0 Ç Ll̃b0, onobtientdonc
(4.27)enmettantL2 enfacteur.

Å
4.2.6 Calcul numérique

Pourdéterminerla loi de comportementdu milieu continu équivalentau graph̀enedécrit
dansla section4.1.1,il faut déterminerles valeursde ε, L kl , kp correspondant̀a cettestruc-
ture. Pour cela, nous commenc¸ons par faire cöıncider les positionsdes atomesde carbone
du graph̀enedansla configurationneutreavec cellesdesnœudsdu treillis donńeespar les
développementsasymptotiques̀apartir dela configurationneutredumilieu continuéquivalent.
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PourL indépendantde λ Ç � λ1 ¬ λ2 � , l’ étatneutre � G1
N ¬ G2

N � défini dansla section4.2.3lui
aussiindépendantdeλ et il estfaciledevérifierqu’uneconfigurationneutredumilieu continu,
c’est-̀a-dire une configurationcorrespondant̀a un chargementnul, est donńee par R0

N � λ �|Ç
λ1G1

N � λ2G2
N, nousavonseneffet, ∂R0

N
∂λi Ç Gi

N, i Ç 1 ¬ 2.
Lespositionsdesnœudsdela structureparaḿetŕeeparε (ε assezpetit) sontdoncdonńees

par(voir (2.19))
Rε

N � ñ��Ç ενiGi
N � εRn1

N ¬ (4.28)

où R21
N � R11

N Ç UN Ç L � Æ 3
2 i1 � 1

2i2 � .
Nousvoyonsqu’il estpossiblede faire cöınciderà l’ordre 1 cespositionsavec cellesdes

atomesdegraph̀enedonńeesdansla section4.1.1enprenantR11
N Ç 0 et εL Ç r Ç 0 ¬ 14nm.

Encomparantleslois decomportementenε, (4.8)et (4.9)dela section4.1.4aveccellesdu
graph̀enedonńeesdansla section4.1.2nousvoyonsqu’il fautprendre

kl Ç 652N.m� 1 et kp Ç 8 ¬ 76 � 10� 19

ε2 N.m¬
soit

kp

L2 Ç 8 ¬ 76 � 10� 19

r2 Ç 44¬ 7N.m� 1.

Pour étudierla loi de comportementdu milieu continu équivalentau graph̀ene,nousap-
pliquonsun gradientde déformationF à la configurationneutredu graph̀enequi estchoisie
commeconfigurationde référence.Le tenseurde contraintescorrespondantestobtenupar la
résolutiondu probl̀eme(4.17)pourla sollicitationG Ç � FG1

N ¬ FG2
N � et par lesrelations(4.19).

L’ étatneutreGN Ç � G1
N ¬ G2

N � estégalàL � Y1 ¬ Y2 � doncG Ç L � FY1 ¬ FY2 � .
D’aprèsla proposition4.1et le corollaire4.1onobtientla loi decomportementenrésolvant

le probl̀eme(4.20)avecenparticulier

Ñb0 Ç kl � l̃b0 � 1� et M̃c0 Ç kp

L2

1£
1 � � pc0 � 2 � Arccos� pc0 � � 2π

3
� ePR ¼ c½ 0 » eDR ¼ c½ 0 �

La fonction W � G1 ¬ G2 � de la section4.2.5 est unedensit́e d’énergie par rapportaux va-
riablesλ1, λ2. Commela loi decomportementestdonńeecommefonctiondeF, il estpréférable
d’utiliser commeénergie dedéformationla densit́e d’énergie par rapportà la configurationde
référencecommefonctiondeF.

SoitŴ la densit́ed’énergie parrapportà la configurationderéférence.SoitdS l’ élémentde
surfacedansla configurationderéférencedéfiniepar

R0
R � λ1 ¬ λ2 ��Ç λ1LY1 � λ2LY2 �
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Nousavonsdonc

dS Ç �Â� ∂R0
R

∂λ1
» ∂R0

R

∂λ2

�Â�
dλ1dλ2 Ç L2 �Ä�Y1 » Y2 �Ä�dλ1dλ2 Ç 3 ¢ 3L2

2
dλ1dλ2 �

Nousavonsparconśequent

Ŵ Ç 2

3 ¢ 3L2
W�

Nousavonsvu quela relationentreF et G est

G Ç L � FY1 ¬ FY2 �>¬
d’où

Ŵ � F �	Ç 2

3 ¢ 3L2
W � LFY1 ¬ LFY2 ��¬

cequi s’écrit d’apr̀esla proposition4.2dela section4.2.5

Ŵ � F ��Ç 2

3 ¢ 3
W̃ � FY1 ¬ FY2 � �

Supposonsquele tenseurdedéformationF estdonńepar

F Ç ¾ F11 F12

F21 F22

¿ �
Les essaisnumériquesque nousavons meńes correspondent̀a destractionsuniaxialesdans
la directiondu vecteuri2, c’est-̀a-direen faisantvarier le coefficient F22 du tenseurF tout en
maintenantinvariantle coefficient F11 et enconsid́erantdescisaillementsnuls,F12 Ç F21 Ç 0.
Sur la Figure4.3 nousavonstraće la densit́e d’énergie Ŵ ainsiquelescontraintesdeCauchy
σ11, σ12 etσ22 enfonctiondeF22 pourdifférentesvaleursdeF11.

4.3 Modélisationenpetits déplacements

Danscettesectionlestermesportantl’indice 0correspondent̀alaconfigurationderéférence.
Deplus,si v estunvecteurdu plan � i1 ¬ i2 � , on définit sonvecteurtransversedansle mêmeplan
parv ÌgÇ i3 » v, où � i1 ¬ i2 ¬ i3 � estunebaseorthonorḿeedirecte.

A la configurationde référence,le treillis est exactementpériodique,par conśequent,le
vecteurunitaired’une barreb̃ Ç � b ¬ ν � ne dépendpasdu numéro ν de la cellule contenantla
barreni du petit param̀etre ε ; il dépenduniquementdu numéro b de la barredansune cel-
lule de référence.Nous avons donc eεb̃

0 Ç eb
0 et l’on a pour b Ç 1 ¬ 2 ¬ 3 : e1

0 Ç 1
2 � ¢ 3i1 � i2 � ,

e2
0 Ç 1

2 � � ¢ 3i1 � i2 � , et e3
0 Ç � i2. De plus, la configurationde référenceestplaneet suppośee

setrouvantdansle plan � i1 ¬ i2 � , parsuitelesvecteursunitairesqui sonttransversesauxbarres
dansle plandu treillis sont: e1Ì0 Ç 1

2 � � i1 � ¢ 3i2 � , e2Ì0 Ç 1
2 � � i1 � ¢ 3i2 � , et e3Ì0 Ç i1.
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FIG. 4.3 – A gauche,lescontraintesen fonctiondu coefficient F22 du tenseurdedéformation,
à droite la densit́e d’énergie enfonctiondeF22. En hautF11 Ç 1, aucentreF11 Ç 1 � 2 et enbas
F11 Ç 1 � 4.
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Soituε � ñ� le champdedéplacementdesnœudsdelastructureetUεb̃ Ç uε Ê E � b̃� Ë � uε Ê O � b̃� Ë .
Pourlesmêmesraisonsquedansle cadredesgrandesdéformations,nousconsid́eronsles

deuxlois decomportementsuivantes:

Nεb̃ Ç ¦ εb̃ � l εb̃ ��¬ (4.29)

M εc̃ Ç  εc̃ � pεc̃ � eεP ¼ c̃½ » eεD ¼ c̃½ � (4.30)

Nousnousplaçonsdansle cadredespetitsdéplacements,c’est-̀a-direquenoussupposons
queles forcesexerćeessur la structuressontpetiteset qu’ellesentrâınentpar conśequentdes
déplacementspetits.La théoriedespetitsdéplacementsconsistèadévelopper̀al’ordre1parrap-
port auxdéplacementsles équationsd’équilibrede la structure.La linéarisationdeséquations
d’équilibre par rapportaux déplacementsnousramèneà écrire les équationsd’équilibresur
la configurationde référencemaisaveccommelois decomportementlespartieslinéairesdes
développementsparrapportauxdéplacementsdesloisdecomportementdonńeesparleséquations
(4.29)-(4.30).

4.3.1 Lin éarisation par rapport aux déplacements

Notation : La partielinéaireparrapportauxdéplacementsd’unequantit́e scalaire(ou vec-
torielle) Í seranot́eepar Î � Í�� et on écrit Î � Í��	ÇÏÍ 0 � δÍ où Í 0 désignela valeurde Í dans
la configurationderéférence.

Noussavonsquepourchaquebarreb̃, le vecteurBεb̃ estdonńepar

Bεb̃ Ç Rε � E � b̃�P� � Rε � O � b̃�P��¬
où Rε � ñ� désignela positiondu nœudñ dansla configurationactuelle.Soit Bεb̃

0 Ç Rε
R � E � b̃�P� �

Rε
R � O � b̃�P� .

Bεb̃ Ç Bb̃
0 � Uεb̃ �

On constatequele vecteurBεb̃ estlinéaireparrapportauxdéplacementset l’on aÎ � Bεb̃ �	Ç Bb̃
0 � δBεb̃ ¬ (4.31)

avecδBεb̃ Ç Uεb̃. Or l εb̃ Ç �Â�Bεb̃ �Â� eteεb̃ Ç Bεb̃ Ð l εb̃, onendéduitparunsimplecalculqueδl εb̃ Ç
eb

0
¯ Uεb̃ et δeεb̃ Ç 1

r Ñ Uεb̃ � � eb
0
¯ Uεb̃ � eb

0 Ò Ç 1
r � eb

0
» Uεb̃ � » eb

0. Par suite,lespartieslinéairesde l εb̃

et deeεb̃ sont Î � l εb̃ ��Ç r � eb
0
¯ Uεb̃ ¬ (4.32)Î � eεb̃ ��Ç eb

0 � 1
r � eb

0
» Uεb̃ � » eb

0 � (4.33)
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Quantà la tensionnormaleNεb̃, sapartielinéaireparrapportauxdéplacementss’écrit :Î � Nεb̃ ��ÇÏÎ � ¦ εb̃ � l εb̃ �P�ÓÇ ¦
εb̃ � r �}� δ

¦
εb̃ � r �Ç ¦

εb̃ � r �}� d

¦
εb̃

dl � r � δl εb̃ � (4.34)

De plus on a

¦
εb̃ � r ��Ç 0. Si on désignepar d Ô εb̃

dl � r ��Ç kε
l , la partie linéairede la tension

normaleNεb̃ devient Î � Nεb̃ ��Ç kε
l e

b
0
¯ Uεb̃ � (4.35)

D’une façonsimilaire,la linéarisationdu moment


εc̃ � pεc̃ � donneÎ �  εc̃ � pεc̃ �P�	Ç  εc̃ � pc

0 �]� d


εc̃

dp � pc
0 � δpεc̃ ¬ (4.36)

où

δpεc̃ Ç δ � eεP ¼ c̃½ ¯ eεD ¼ c̃½ ��Ç δeεP ¼ c̃½ ¯ eDR ¼ c½
0 � ePR ¼ c½

0
¯ δeεD ¼ c̃½Ç 1

r Õ ePR ¼ c½
0

» UεP ¼ c̃½ � eDR ¼ c½
0

» UεD ¼ c̃½yÖ ¯ Õ ePR ¼ c½
0

» eDR ¼ c½
0

ÖÇ sin� θc
0 �

r Õ ePR ¼ c½
0

» UεP ¼ c̃½ � eDR ¼ c½
0

» UεD ¼ c̃½ Ö×¯ i3Ç sin� θc
0 �

r Õ ePR ¼ c½ Ì
0

¯ UεP ¼ c̃½ � eDR ¼ c½ Ì
0

¯ UεD ¼ c̃½ Ö � (4.37)

Le termeθc
0 désignel’angle quefait ePR ¼ c½

0 et eDR ¼ c½
0 . Or


εc̃ � pc

0 �	Ç 0, alorsla partielinéairedu
momentM εc̃ s’écrit sousla formeÎ � M εc̃ ��Ç sin� θc

0 �
r

d


εc̃

dp � pc
0 � Õ ePR ¼ c½ Ì

0
¯ UεP ¼ c̃½ � eDR ¼ c½ Ì

0
¯ UεD ¼ c̃½ØÖ ePR ¼ c½

0
» eDR ¼ c½

0 � (4.38)

Onvaconsid̀ererdanscettemod́elisationla loi decomportementdumomentqu’onautilisée
dansla mod́elisationengrandesdéformationset inspiréedestravauxd’Allinger et al. [1] :

εc̃ � p�	Ç kε
p

1£
1 � p2 Ê Arccos� p� � 2π

3 Ë �
Danscecasparticulier, la partielinéairedu momentpar rapportauxdéplacementsestdonńee
par: Î � M εc̃ �	Ç kε

p

r Õ eDR ¼ c½ Ì
0

¯ UεD ¼ c̃½ � ePR ¼ c½ Ì
0

¯ UεP ¼ c̃½ Ö i3 � (4.39)

4.3.2 Equationsd’ équilibre

Commenousl’avons cité préćedemment,la linéarisationdeséquationsd’équilibre (2.3)
et (2.4) revient à les écrire sur la configurationde référence.Par conśequent,les équations
d’équilibrelinéariśeess’écrivent² ñ ³ ˜

¦ ¬ ∑
b̃ µ O Ù 1 ¼ ñ ½ Î � Tb̃ � � ∑

b̃ µ E Ù 1 ¼ ñ½ Î � Tb̃ �]�gÎ � fe� ñ ��Ç 0 (4.40)
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et ² b̃ ³ ˜ª ¬ ∑
c̃ µ P Ù 1 ¼ b̃½ Î � M c̃ � � ∑

c̃ µ D Ù 1 ¼ b̃½ Î � M c̃ �]� reb
0
» Î � Tb̃ ��Ç 0 � (4.41)

L’ étapesuivanteconsistèadévelopperlestermesquiapparaissentdansleséquationsd’équilibre
linéariśeesensériesdeε.

4.3.3 Développementsen série de ε
Noussupposonsqu’apr̀esdéformation,le treillis restequasiṕeriodique.Ceci va nousper-

mettredesupposerquele développementdu champde déplacementsuε s’écrit de la manìere
suivante:

uε � ñ��Ç u0 � λε �]� εun1 � λε �]� ¯P¯P¯ � (4.42)

Or, Uεb̃ Ç uε Ê E � b̃� Ë � uε Ê O � b̃� Ë . En ajoutantdeshypoth̀esesderégularit́e sur le champuε,

on endéduitle développementensériedeε duchampUεb̃ :

Uεb̃ Ç εUb1 � ¯P¯P¯ Ç ε Õ uER ¼ b½ 1 � uOR ¼ b½ 1 � ∂u0

∂λi δib Ö � ¯P¯P¯ � (4.43)

D’autrepart,on supposequela rigidité destensionsnormaleskε
l estd’ordre0 enε et celle

desmomentskε
p estd’ordre2.Onreprendlesnotationsutiliséesdansla mod́elisationengrandes

déformations:
kε

l Ç kl ¬ kε
p Ç ε2kp � (4.44)

Parconśequent,la tensionnormaleestd’ordre1 enε et le momentestd’ordre2, et l’on a :Î � Nεb̃ ��Ç εNb0 � ¯P¯P¯ ¬ Î � M εc̃ ��Ç ε2Mc0i3 � ¯P¯U¯ ¬ (4.45)

avec,

Nb0 Ç kle
b
0
¯ Ub1 ¬ Mc0 Ç kp

L Ú eDR ¼ c½ Ì
0

¯ UDR ¼ c½ 1 � ePR ¼ c½ Ì
0

¯ UPR ¼ c½ 1 Û � (4.46)

D’après les équationsd’équilibre linéariśees,on trouve que les tensionstransversessont de
mêmeordreenε quelestensionsnormales,i.e. ellessontd’ordre1 :Î � Tεb̃

t ��Ç εTb0
t � ¯P¯U¯ ¬ avec Tb0

t Ç Tb0
t ebÌ0 � (4.47)

NousrappelonsqueTb0
t ¬ b ³ ª § , sontdesinconnuesdu probl̀eme.Soit Tb0 Ç Nb0eb

0 � Tb0
t et

Mc0 Ç Mc0i3.

Quantauxeffortsextérieurs,nousleschoisissonsdanscecasaussi,aveclesmêmesraisons
quedansle casdesgrandesdéformations,d’ordre2 enε

fεe� ñ Ç ε2fe� n � λε � � (4.48)
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Soit U Ç u21 � u11. En résuḿe,on a :

U11 Ç U ¬ U21 Ç U � ∂u0

∂λ1 ¬ U31 Ç U � ∂u0

∂λ2 ¬ (4.49)

N10 Ç kl e
1
0
¯ U ¬ N20 Ç kl e

2
0
¯ Õ U � ∂u0

∂λ1
Ö ¬ N30 Ç kle

3
0
¯ Õ U � ∂u0

∂λ2
Ö ¬ (4.50)

M10 Ç M40 Ç kp

L ÕPÊ e3Ì0 � e2Ì0 Ë ¯ U � e3Ì0 ¯ ∂u0

∂λ2 � e2Ì0 ¯ ∂u0

∂λ1
Ö ¬

M20 Ç M50 Ç kp

L ÕPÊ e1Ì0 � e3Ì0 Ë ¯ U � e3Ì0 ¯ ∂u0

∂λ2
Ö ¬

M30 Ç M60 Ç kp

L ÕPÊ e2Ì0 � e1Ì0 Ë ¯ U � e2Ì0 ¯ ∂u0

∂λ1
Ö � (4.51)

4.3.4 Autoéquilibre et r ésolutionanalytique

En suivant le processusd’homoǵeńeisationdécrit dansle chapitre2, on obtientle syst̀eme
d’autóequilibreécrit surunecellulederéférence:² vn ¬ n ³ ¦:§ ¬ ∑

b µ·¶·¸ Tb0 ¯ � vOR ¼ b½ � vER ¼ b½ �ÜÇ 0 ¬ (4.52)² wb ¬ b ³ ª § ¬ ∑
c µ·¹º¸ Mc0 ¯ � wPR ¼ c½ � wDR ¼ c½ �}� L ∑

b µ·¶ ¸ � eb
0
» Tb0 � ¯ wb Ç 0 � (4.53)

L’ équation(4.52)s’écrit :² v1 ¬ v2 ³w´ 3 ¬ T10 ¯ Ñ v1 � v2 Ò � T20 ¯ Ñ v1 � v2 Ò � T30 ¯ Ñ v1 � v2 Ò Ç 0 ¬ (4.54)

cequi estéquivalentà
T10 � T20 � T30 Ç 0 � (4.55)

D’autrepart,l’ équation(4.53)s’écrit :² w1 ¬ w2 ¬ w3 ³.´ 3 ¬ M10 ¯ Ñw2 � w3 Ò � M20 ¯ Ñw3 � w1 Ò � M30 ¯ Ñ w1 � w2 Ò� M40 ¯ Ñw2 � w3 Ò � M50 ¯ Ñw3 � w1 Ò � M60 ¯ Ñ w1 � w2 Ò� LT10
t i3 ¯ w1 � LT20

t i3 ¯ w2 � LT30
t i3 ¯ w3 Ç 0 ¬ (4.56)

cequi conduitauxtrois équationsscalairessuivantes� M20 � M30 � M50 � M60 � LT10
t Ç 0 ¬ (4.57)� M30 � M10 � M60 � M40 � LT20
t Ç 0 ¬ (4.58)� M10 � M20 � M40 � M50 � LT30
t Ç 0 � (4.59)
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On obtientl’ équationfinaleenéliminantlestensionstransversesdel’ équation(4.55)et en
utilisantlesrelations(4.57)-(4.58)-(4.59):

N10e1
0 � N20e2

0 � N30e3
0 �� 2

L Õ � M20 � M30 � e1Ì0 � � M30 � M10� e2Ì0 � � M10 � M20 � e3Ì0 Ö Ç 0 � (4.60)

Enutilisantlesexpressionsdonńeesdansleséquations(4.50)et (4.51),onobtientuneéquation
linéaireenU. Cecinousconduitdirectement̀a l’expressiondeU enfonctionde ∂u0

∂λ1 et ∂u0

∂λ2 :

U Ç 2L2

3 � klL2 � 6kp � À Ú kl e2
0
Ã e2

0 � 6kp

L2 e2Ì0 Ã e2Ì0 Û ∂u0

∂λ1 � Ú kl e3
0
Ã e3

0 � 6kp

L2 e3Ì0 Ã e3Ì0 Û ∂u0

∂λ2
Á �

(4.61)
En reportantl’expressionde U dansles équations(4.50) et (4.51),nousobtenonsles ex-

pressionsdestensionsnormalesetdesmoments.Parconśequent,nousdéterminonslesvecteurs
de contraintesdéfinis dansla descriptionlagrangienneen utilisant l’ équationsuivantequi est
l’ équivalentenpetitsdéplacementsdel’ équation(2.47): pour i Ç 1 ¬ 2 ¬

Si0 Ç ∑
b µ·¶·¸ Nb0eb

0 δib � ∑
c µ·¹ ¸ Mc0 » 1

L Õ eDR ¼ c½
0 δiDR ¼ c½ � ePR ¼ c½

0 δiPR ¼ c½ Ö � (4.62)

Aprèssimplification,lesexpressionsdeS10 et S20 sont

S10 Ç � N20e2
0 � 2

L � M10 � M30 � » e2
0 ¬ S20 Ç � N30e3

0 � 2
L � M20 � M10� » e3

0 � (4.63)

Le tenseurde contraintesde Cauchypeutêtreobtenupar le changementde variablesx Ç
R0

R � λ � et l’on a :

σ Ç 1
g

Si0 Ã ∂R0
R

∂λi Ç 1
g Ú S10 Ã ∂R0

R

∂λ1 � S20 Ã ∂R0
R

∂λ2
Û ¬ (4.64)

où g estle jacobiendecechangementdevariables.

D’autrepart,del’ équation(4.1)on a R0
R � λ ��Ç λ1LY1 � λ2LY2 parsuiteon obtientlesvec-

teurs∂R0
R

∂λ1 Ç LY1 et ∂R0
R

∂λ2 Ç LY2.

De plus,ce mêmechangementde variablesdonnel’expressionde � ∂u0

∂λ1 ¬ ∂u0

∂λ2 � en termesde� ∂u0

∂x1 ¬ ∂u0

∂x2 � et parsuiteen termesdu tenseurdedéformationlinéariśe défini par : εi j Ç 1
2 � ∂u0i

∂x j �
∂u0 j

∂xi ��¬ i ¬ j Ç 1 ¬ 2, où u0 Ç � u01 ¬ u02� . Cecinouspermetd’exprimer le tenseurde contraintesde
Cauchyentermesdu tenseurdedéformationlinéariśe.

Finalement,apr̀esun long calcul,on obtientl’expressionhabituelleenélasticit́e linéairedu
tenseurdecontraintesdeCauchy:

σi j Ç λ̃ � ε11 � ε22 � δi j � 2µ̃εi j ¬ i Ç 1 ¬ 2 ¬ (4.65)
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où λ̃ et µ̃ sontlescoefficientsdeLamé du milieu élastiquebidimensionnelqui sontdonńespar
lesformulesanalytiquessuivantes:

λ̃ Ç 1
6

kl ¢ 3 � klL2 � 6kp �
kl L2 � 6kp

¬ µ̃ Ç 2kpkl ¢ 3
kl L2 � 6kp

� (4.66)

Soit aussi

λ̃ Ç 1

2 ¢ 3

kl � kl � 6kp

L2 �
kl � 6kp

L2

¬ µ̃ Ç 2 ¢ 3
kl

kp

L2

kl � 6kp

L2

� (4.67)

Cesexpressionspermettentdecalculerlesmoduleśequivalents̃λ et µ̃ pourle graph̀eneà l’aide
desvaleursnumériquesdekl et kp

L2 rappeĺeesdansla section4.2.6.

En inversantl’ équation(4.65)en

εi j Ç 1 � ν̃
Ẽ

σi j � ν̃
Ẽ
� σ11 � σ22� δi j ¬ i ¬ j Ç 1 ¬ 2 ¬ (4.68)

on déduitlesmodulesd’YoungẼ et coefficientdePoissoñν bidimensionnels:

Ẽ Ç 4µ̃ � λ̃ � µ̃�
λ̃ � 2µ̃

ν̃ Ç λ̃
λ̃ � 2µ̃

(4.69)

cequi, enfonctionde(4.67),donne

Ẽ Ç 8 ¢ 3kl
kp

L2

kl � 18kp

L2

¬ ν̃ Ç kl � 6kp

L2

kl � 18kp

L2

� (4.70)

Module d’Younget coefficientdePoissontridimensionnels Plusieursarticlesdela litt érature
fontmentiondemoduled’YoungetcoefficientdePoissontridimensionnels(lesmodulesd’Young
sontenfait mesuŕesenPa) pourlesgraph̀enes.Bien quecenesoit pasexplicite, il sembleque
la déterminationde cescoefficientssoit baśeesur uneanalogieavec les coefficientsde mem-
braned’unestructurelinéairement́elastiquemince.Il fautnoterquele passagedescoefficients
d’élasticit́e à ceuxde la membranenécessitede connâıtre l’ épaisseurde la structureminceet
quecetteépaisseursembledifficile àdéfinir d’un pointdevuephysique,c’estpeut-̂etrela raison
dela disparit́edesépaisseurspropośeesdansla litt érature,voir Tableau3.

Rappelons,brièvement,la déterminationdescoefficientsde membranéequivalentsd’une
structureminced’épaisseurh.

Soientλ et µ lescoefficientsdeLaméd’un milieu élastiquetridimensionnel,on a

σi j Ç λ � ε11 � ε22 � ε33� δi j � 2µεi j ¬ i ¬ j Ç 1 ¬ 2 ¬ 3 � (4.71)
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L’hypothèsepour passerau mod̀ele de membranerevient à supposerquel’ étatde contraintes
estplan,c’est-̀a-direqueσ13 Ç σ23 Ç σ33 Ç 0 enparticuliercelaentrâıne:

λ � ε11 � ε22 �]� � λ � 2µ� ε33 Ç 0

et

ε11 � ε22 � ε33 Ç � ε11 � ε22� � 1 � λ
λ � 2µ

��Ç 2µ
λ � 2µ � ε11 � ε22� �

On endéduitalors

σαβ Ç 2λµ
λ � 2µ � ε11 � ε22 � δαβ � 2µεαβ ¬ α ¬ β Ç 1 ¬ 2 � (4.72)

Par intégrationsur l’ épaisseurnousendéduisonsensupposantεαβ, α ¬ β Ç 1 ¬ 2, constantsdans
l’ épaisseur

hσαβ Ç 2λµ
λ � 2µ

h � ε11 � ε22 � δαβ � 2µhεαβ ¬ α ¬ β Ç 1 ¬ 2 ¬ (4.73)

les hσαβ sont les contraintesmembranaires.Cetteapprocherapidea ét́e justifiée depuisles
anńees80 pardestechniquesdeconvergence.

Si onassimilela feuille degraph̀eneàunemembranemince,onadoncencomparant(4.73)
à (4.65)

λ̃ Ç 2λµ
λ � 2µ

h ¬ µ̃ Ç µh

d’où

Ẽ Ç µ
3λ � 2µ

λ � µ
h ¬ ν̃ Ç λ

2 � λ � µ� �
SoientE et ν le moduled’Younget le coefficient dePoissontridimensionnels,nousavons

pardéfinitiondecescoefficients:

εi j Ç 1 � ν
Ẽ

σi j � ν
E � σ11 � σ22 � σ33 � δi j ¬ i ¬ j Ç 1 ¬ 2 ¬ 3 ¬ (4.74)

d’où

E Ç µ
3λ � 2µ

λ � µ
¬ ν Ç λ

2 � λ � µ� �
Cequi montreque

E Ç Ẽ Ð h ¬ ν Ç ν̃ � (4.75)

4.3.5 Application numérique

Danscettepartienousutilisonslesmêmesdonńees,duesà Allinger et al. [1], quedansle
casdesgrandesdéformations.Nousavonsvu dansla section4.2.6qu’il convient de prendre
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kl Ç 652N.m� 1 et kp

L2 Ç 44¬ 7 N.m� 1 pourl’applicationdel’homogéńeisationaugraph̀ene.

En utilisantlesformules(4.70)nousobtenonspourẼ et ν̃

Ẽ Ç 278N.m� 1 ¬ ν̃ Ç 0 ¬ 26� (4.76)

Dansnotreétudenousavonsmod́elisé la feuille degraphiteparunmilieu continubidimen-
sionnelplan.Doncnousn’avonspasintroduituneépaisseur. Afin decomparernosrésultatsavec
ceuxqui existentdansla litt érature,nousavonscalcuĺe le rapportdu moduled’Youngqu’on a
trouvé sur l’ épaisseurenutilisant lesvaleursdel’ épaisseurpropośeesparcertaineśetudes,no-
tamentles étudesde Yakobsonet al. [101], Lu [59], Zhou et al.[109], et Tu et Ou-Yang[96].
Nousrésumonsdansle tableausuivantleursrésultats.

Tableau3

E enTPa ν h ennm
Yakobsonet al.[101] 5,5 0,19 0,066
Lu [59] 0,97 0,28 0,34
Zhouet al.[109] 5 0,24 0,07
Tu et Ou-Yang[96] 4,7 0,34 0,074

Quelquesrésultatssurle moduled’Young,le coefficient
dePoissonet l’ épaisseurd’un nanotubedecarbone.

Lesvaleursdumoduled’YoungtridimensionnelE quenousavonstrouvéesàpartirdenotre
valeurdeẼ sontprésent́eesdansle tableausuivant:

Tableau4

h ennm 0,066 0,074 0,34
E enTPa 4,2 4 0,82

Lesrésultatsdu rapportdumoduled’Young
surl’ épaisseurd’un nanotubedecarbone.

Par exemplepouruneépaisseurde0,34nm nousavonstrouvé un moduled’Youngde0,82
TPa alorsqueLu [59] a trouvé la valeur0,97 TPa. Et pour uneépaisseurde 0,066nm nous
avonstrouvéunmoduled’Youngde4,2TPaalorsqueYakobsonetal.[101]ont trouvé la valeur
5,5TPa.

En résuḿe, lesvaleursdu moduled’Younget du coefficient dePoissonobtenuesparnotre
méthoded’homoǵeńeisationsontcoh́erentesaveccellesobtenuespard’autresméthodesexpérimentales,
Lu [59], ou théoriques,Yakobsonet al.[101], Zhouet al.[109], Tu etOu-Yang[96].
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4.4 Comparaisondesmodèlesenpetitesetengrandesdéformations

Afin de comparerles résultatsobtenusen petiteset en grandesdéformations,nousavons
repŕesent́e les courbesde contraintesdesdeuxmod̀elessur unemêmefigure en fonction du
tenseurde déformationde GreenEi j qui est équivalent au tenseurde déformationlinéariśe
εi j . On remarqueque pour despetitesdéformationsles courbesdescontraintesen grandes
déformationset lescontraintesdu mod̀elelinéairesontconfondues,voir Figure4.4à gauche.

FIG. 4.4 – A gaucheles courbesdescontraintesobtenuespar les deuxmod̀eles.A droite les
composantesdusecondtenseurdecontraintesdePiola-Kirchhoff.

Deplusnousavonscalcuĺele secondtenseurdecontraintesdePiola-Kirchhoff, pourvérifier
si le mod̀eleengrandesdéformationscorrespond̀aun milieu deSaint-VenantKirchoff ou non,
c’est-̀a-diresi le secondtenseurde contraintesde Piola-Kirchhoff est linéairepar rapportau
tenseurdedéformationdeGreenE. Le résultatmontrequelescomposantesdu secondtenseur
decontraintesdePiola-Kirchhoff nesontpaslinéairesenfonctiondescomposantesdeE, voir
Figure4.4à droite.



Conclusion

Une nouvelle approched’homoǵeńeisationa ét́e présent́ee.Cetteméthodeconisteà rem-
placerun mod̀elediscretdetreillis quasiṕeriodiquedebarresparun mod̀eledemilieu continu.
Au niveaumicroscopique,c’est-̀a-direà l’echelled’unebarre,deuxcomportementsmécaniques
doivent êtredéfinis : la tensionnormaled’une barreet le momententredeuxbarresayantun
nœudcommun.La loi de comportementmacroscopiqueest obtenuepar la résolutionpar la
méthodede Newton d’un syst̀emed’auto-́equilibre faisantintervenir les barreset couplesde
barresd’unepériodeélémentairedu treillis. L’avantagedecetteméthodeestsasimplicité dans
la miseenœuvreet sonimplémentation.

A partir de donńeesmécaniquesexpérimentalesmicroscopiquesobtenuessur descardio-
myocytesisolés,nousavonsobtenuuneloi decomportementmacroscopiquea ét́e construite.
Cesdonńeesnouspermettentde définir la tensionnormale,alors qu’il n’exsite pasdansla
litt ératurede donńeessur les momentsqui existentau niveaudesanastomosespour lesquels
nousavons choisi une expressionfonction de la variation angulaireentre les directionsdes
deuxcardiomyocytes.Nousavonsremarqúequ’il y aunelég̀erela différenceentrelesdonńees
mécaniques̀a l’ étatpassifet cellesà l’ étatactif, nousavonsutilisé la mêmeexpressionpour
la tensionnormaledanslesdeuxétatspassifet actif descardiomyocytes.Afin de trouver une
expressiondesmomentsmod́elisantaumieux le comportementdescardiomyocytesauniveau
desanastomoses,nousavonsfait desétudespourdesvaleursdifférentesdela rigidité desmo-
ments.En comparantnos résultatsaux donńeesexpérimentalesmacroscopiques,nousnous
sommesaperçus que la rigidité desmomentsjouent le rôle d’un param̀etre mod́elisantl’ac-
tivationélectriquedu cœur.

Pouruneautreapplicationde la techniqued’homoǵeńeisationaux nanotubesde carbone,
nousavonsobtenudeuxmod̀elesengrandeset enpetitesdéformations.Dansl’hypothèsedes
petitsdéplacements,nousavonsobtenula solutionanalytiquedusyst̀emed’auto-́equilibreet les
formulesexplicitesdu moduled’Younget du coefficient dePoisson.Lesrésultatsnumériques
quenousavonsobtenuessonttrèsprochesdesrésultatsexpérimentauxetdesrésultatsthéoriques
propośesdansla litt érature.
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Conclusiongénérale

En se basantsur desméthodesnumériquespour la résolutiondessyst̀emesd’équations
différentielles,nousavonsdévelopṕe desalgorithmespermettantde suivre point par point les
trajectoiresdesfibresmyocardiques̀apartir dedonńeesanatomiquesobtenuesparla technique
demicroscopieenlumièrepolariśeedévelopṕeeparJouket al. [47], ainsiquedesalgorithmes
dereconstructiondesurfaces.La formegéoḿetriquederévolutionduventriculegauchenousa
permisd’utiliser l’invariancede la constantedeClairautle long desgéod́esiquesdessurfaces
derévolution pourvérifier la conjecturedeStreetersurceventriculetout entier. Desdifficultés
ont ét́e rencontŕeeslorsdela vérificationdecetteconjecturesurle ventriculedroit àcausedesa
formegéoḿetriquecompliqúeeetdu manquedeprécisiondesdonńeesanatomiques.

D’un point de vue mécanique,nousproposonsd’utiliser unenouvelle approche,uneap-
prochemicro-macro,pour déterminerune nouvelle loi de comportementmacroscopiquedu
myocardeparhomoǵeńeisation.L’arrangementdescardiomyocytesestmod́eliséparunsyst̀eme
quasiṕeriodique(treillis) debarreśelastiques.Cetteméthodeestbaśeesurladescriptiongéoḿetrique
microscopiquede l’arrangementdescardiomyocyteset de leur comportementmécaniquein-
dividuel et elle permetde remplacerun mod̀ele discretde l’ équilibredu treillis qui pourrait
prendreen comptesépaŕementtoutesles barrespar un mod̀ele de milieu continu.C’est une
adaptationaux milieux discretsde la méthodedes développementsasymptotiquesde l’ho-
moǵeńeisationdesmilieux périodiques.

De plus, nousavons appliqúe la méthoded’homoǵeńeisationaux nanotubesde carbone
en mod́elisant le réseaude lisaisonsde carbonedansles feuilles de graphitepar un treillis
bidimensionnelpériodiquedebarreśelastiquesli éesentreellesparleursextrémit́esatomiques.
Les interactionscarbone-carbonesont mod́eliséespar destensionsélastiqueset la variation
angulaireentredeux liaisonspartageantla mêmeextrémit́e est mod́eliséepar desmoments.
Dansle casparticulierdespetitsdéplacements,nousavonsobtenulesexpressionsanalytiques
du moduled’Younget du coefficientdePoisson.
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[12] BraemerJ.M. (1976)- Géoḿetrie descourbeset dessurfaces, Hermann,Paris.

[13] BrennerD.W. (1990)- Empiricalpotentialfor hydrocarbonsfor usein simulatintheche-
mical vapordepositionof diamondfilms, PhysicalReview B, vol. 42,pp.9458-9471.

[14] BrezziF. etFortin M. (1991)- MixedandHybrid Finite ElementMethods, SpringerSeries
in ComputationalMathematics15,Springer-Verlag,New-York.

[15] BrianeM. (1993)- Threemodelsof nonperiodicfibrousmaterialsobtainedby homoge-
nization,MathematicalModellingandNumericalAnalysis, vol. 27,pp.759-775.

177



BIBLIOGRAPHIE 178

[16] CaiH. (1998)- Loi decomportementengrandesdéformationsdumuscleà fibresactives.
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AnnexeA

Techniquede microscopieen lumi ère
polarisée

L’ équipeRFMQ du laboratoireTIMC a dévelopṕe une nouvelle technique,la technique
de microscopieen lumièrepolariśee,pour déterminerl’orientation desfibresdansdescœurs
fœtaux,[46], [47].

FIG. A.1 – Cartesangulairesde l’angle d’élévation (à gauche)et l’angle d’azimut (à droite)
obtenuespourplusieurscoupesdela basejusqu’̀a l’apex. L’angled’élévationestmesuŕe entre
0Ý et 90Ý , et l’angled’azimutestmesuŕeentre0Ý et 180Ý .
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ANNEXE A. TECHNIQUE DE MICROSCOPIEEN LUMI ÈREPOLARISÉE 188

Aprèssonprélèvement,la partieventriculaireestinséŕeedansunerésinetransparentedans
laquelleapr̀espolymérisationles ventriculessontclairementvisibles.On effectuedescoupes
d’épaisseur500 µm. Cescoupespeuvent être coronales(orthogonales̀a l’axe du ventricule
gauche),sagittales(parall̀elesau septum)ou transversales(orthogonalesau septum).La tech-
nique de mesurereposesur la propríet́e de biréfringencedesfilamentsde myosine: la pro-
pagationde la lumièreestplus lentele long de la directionlongitudinaled’une cellulequele
long d’une directionradiale.Le collag̀eneestfaiblementprésentdansles cœursfœtauxet ne
gènepaslesmesures.Notonsquel’indice derefractiondela résinechoisieestprochedecelui
du collag̀ene.Pourle myocardepost-nataldeslimitationsapparaissentdu fait probablementde
l’augmentationdela teneurencollag̀ene.

Lesrésultatssontconstitúesdecartesangulairesfourniessousformedecoupesdiscr̀etiśees
envoxels.Danschaquevoxeluneinformationmoyenneestcollect́ee; deuxanglessontmesuŕes,
l’angle d’élévationet l’angle d’azimut.L’angled’élévationestl’angle quefait la fibre avec le
plan de coupeet l’angle d’azimut est l’angle que fait la projectionde la fibre sur le plan de
coupeavecunedirectionfixedeceplan.



AnnexeB

Modélisationpar descourbeset surfaces
B-splines

Danscetteannexenousprésentonsuneintroductiongéńeralesurlescourbeset lessurfaces
B-splinesobtenues̀a partir de courbeset de surfacesde Bézier. Pouruneétudebien détaillée
surla théoriedesB-splines,voir Farin [30]. Ensuite,on utilise cetypedesurfacespourétablir
desmod̀elesgéoḿetriquespourlesdeuxventriculessurlesquelsonpeuttracerdesgéod́esiques
enutilisantunalgorithmedévelopṕepourtracerdespluscourtscheminssurtellessurfaces.

B.1 NotionsdeBase

Soit n unentiernaturel.

Définition B.1 : LespolynômesdeBernsteinsontdéfinispar :

Bn
k � t �ÞÇ Ck

n � 1 � t � n � ktk ¬
avec0 ß k ß n etCk

n Ç n!
k! ¼ n � k ½ ! .

Les polynômesde Bernsteinsont de degré n et définissentune basepour les polynômesde
degré inférieurou égalàn.

Définition B.2 : étantdonńe � n � 1� pointsP0 ¬ P1 ¬ �P�P� ¬ Pn de ´ d , la courbedeBézierΓ polyno-
mialededegrén de ´ d assocíeeauxpoints ¨ Pk © k à 0 ��á�á�áâ� n, estla courbepolynomialeparamétrée
par φ définiepar :

φ � t �	Ç n

∑
k à 0

PkB
n
k � t � t ³ ® 0 ¬ 1± � (B.1)

Les points ¨ Pk © k à 0 ��á�á�á�� n sontappeĺesles pointsde contr̂ole de la courbeΓ et le polygone ãäÇ
P0P1 �P�P� Pn estsonpolygonede contr̂ole. La courbede BézierΓ passepar les pointsP0 et Pn,
elle est tangenteen P0 au segmentP0P1 et en Pn au segmentPn � 1Pn. En plus,elle a d’autres
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proprìet́esgéoḿetriques,citonsparexemplel’invariancepartranslationet rotation,l’invariance
partransformationaffinedeparam̀etre,...

Les courbesde Béziersontun outil puissantpour tracerdescourbes,maisellesont quelques
limitations.Descourbespluscomplexespeuventcependant̂etremod́eliséesgrâceauxcourbes
polynomialesparmorceauxqui sontappeĺeeslessplines.

P

P
P

P

1

2
3

4

FIG. B.1 – Un exempled’unecourbedeBézierpolynomialededegré3.

Définition B.3 : LesfonctionsB-splinesuniformesNn
k de degré n suṕerieur à 1 sontdéfinies

par la relationderécurrence:

Nn
k � t �ÞÇ t � k

n
Nn � 1

k � t �]� k � n � t
n

Nn � 1
kå 1 � t �>¬

avecla B-splinededegré0

N0
k � t �ÞÇçæ 1 sik ß t è k � 1 ¬

0 sinon�
Définition B.4 : UnecourbeB-splinededegré n de ´ d estunecourbedeclasseCn � 1 polyno-
mialepar morceauxdontla restrictionà chaquemorceauestunecourbedeBézierpolynomiale
dedegrén de ´ d . Lepolygoneobtenuà partir despolygonesdeBézierdetouteslescourbesde
Bézierdéfinissantla B-spline, estdit le polygoneB-splineou bienle polygonedeDeBoor.

UnecourbeB-splineuniformeΓ dedegrén de ´ d s’écrit sousformeparaḿetŕee:

φ � t �qÇ ∑
k

DkN
n
k � t � t ³ ® 0 ¬ 1± ¬ (B.2)

où lesDk
³w´ d sontlespointsdeDeBoor.

L’avantagedescourbesB-splinessurleslescourbesdeBézierestle contrôle local. En fait,
pourunecourbedeBézier, un changementd’un despointsdecontr̂ole changetoutela courbe,
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c’estun changementglobal,alorsqu’un changementd’un despointsdecontr̂ole d’unecourbe
B-splinen’affectequequelquessegmentsdecourbeauvoisinagedupoint modifié.

A partir de courbesde Bézier et B-splines,on peut obtenir dessurfacesparaḿetŕeesen
faisantle produit tensorieldedeuxfonctionsdebaseensuivantdeuxdirectionsorthogonales.
On appellecessurfacesrespectivementles surfacesde Bézier et les surfacesB-splines.Par
exemplel’ équationparaḿetriqued’unesurfacedeBéziers’écrit :

S� u ¬ v�	Ç n

∑
k à 0

m

∑
l à 0

Pkl B
n
k � u� Bm

l � v� � u ¬ v� ³ ® 0 ¬ 1± 2 ¬ (B.3)

et d’unesurfaceB-spline:

S� u ¬ v��Ç ∑
k

∑
l

Dkl N
n
k � u� Nm

l � v� � u ¬ v� ³ ® 0 ¬ 1± 2 ¬ (B.4)

avec,les ¨ Pkl © sontlespointsdecontr̂ole dela surfacedeBézieret les ¨ Dkl © sontlespointsde
DeBoordela surfaceB-spline.

B.2 Application au myocarde

B.2.1 Modèlesgéométriquespour lesdeuxventricules

Danscettepartie,on utilisedessurfacesB-splinesdeclasseC2 polynomialesparmorceaux
dedegré3.

Modèlepour le VG :

La surfaceexterneduVG estconsid́eŕeecommeunesurfacetoröıdale,elle ressemblèaune
partied’ellipsöıde.L’extrémit́edela partieinférieureestconsid́eŕecommeunpetit orifice,voir
Figure2.7. Cettesurfacepeut êtreobtenuepar rotationd’une courbeplanefermée,ayantla
forme d’un croissant,autourd’un axe contenudansle mêmeplan quela courbeet qui ne la
coupepas.

Modèlepour le VD :

Le mod̀eleétablipourle VD résultedesobservationsanatomiquesclassiques.Toutd’abord,
on a construitun tore, puis on l’a allonǵe de manìere à obtenir une surface“cylindrique” à
paroieépaisse.Ensuite,onatordule cylindrepourobteniruneformedetubeenU etfinalement
on amodifié la grandeurdesorifices,voir Figure2.8.
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FIG. B.2 – Le mod̀eleduVG.

FIG. B.3 – Le mod̀eledu VD.
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B.2.2 Pluscourts cheminssur dessurfacesB-splines

Pourdéterminerunegéod́esiqueonpeutproćederdedeuxmanìeres,soitfixerunpointdela
géod́esiqueet la tangenteencepoint,soit fixerdeuxpointsdela géod́esique.Nousutilisonsun
algorithmequi a ét́edévelopṕepar[73] pourtracerdesgéod́esiquessurdessurfacesB-splines.
Cetalgorithmepermetdetracerun pluscourtcheminentredeuxpointsdela surface.

Si on cherchèa tracerdesgéod́esiquespériodiques,on constatequelesgéod́esiquesobte-
nuesparcetalgorithmesontbienferméesmaisellesneseraccordentpasdemanìererégulìere,
voir Figure 2.9. Ce probl̀emeest du en principe au fait que la surfacepeut ne pasavoir de
géod́esiquespériodiquespassantparle point consid́eŕe.

FIG. B.4 – Desgéod́esiquestraćeessur les mod̀elesdesdeuxventriculesen utilisant l’algo-
rithmedévelopṕepar[73]. Onvoit despointsanguleuxauxpointsderaccord.


