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Cadredu travall

Cetravail derechercheluridisciplinaireentredansle cadredu projetMathématiquegpour
ADéMo (Acquisition et Décisionconduitespar le Modele) de la région Rhdne-Alpeset de
I'A ClI “Modélisationmathematique mécaniquest numériqguedu myocarde”,sousla direction
de Denis Calillerie (laboratoire3S) et Annie Raoult (laboratoireLMC). Il estréali€ en col-
laborationavec |’ équipeRFMQ (ReconnaissanagesFormeset MicroscopieQuantitatve) du
laboratoireTIMC et I'unité fonctionnelleBiologie du Développementt Gérétique Clinique
du CHU de Grenoble(Pierre-SimonJouk, Yves Ussonet Gabrielle Michalowicz) ainsi que
I’ équipede géontetriedu laboratoireLMC (Luc Biard et NicolasSzafran).

Le pointde départétaitla recherchel’'unemeilleureconnaissancdel’architecturefibreuse
du myocarde Plusieursmocklesde la structuremyocardiqueont ét€ propogsdurantles cent
derneresanrees: mocklesenrubans,mocklesentrois couches..Le mockle le plus complet
estcelui de Streete(1979)qui proposeuneorganisatiordesfibresengéocesiquesie surfaces
embadtées.

La premerepartiedenotretravail étaitconsaceeaunevérificationpartiellede cetteconjec-
ture et a reconstruirdes fibres et les surfacessur lesquellescourentles fibres. En effet, nous

disposonsle donréesexpérimentalesur'orientation desfibresobtenuegparl’ équipeRFMQ
gracea unetechniquade microscopieguantitatve enlumierepolarise.

Dansla partiemécaniquenousavons établiunenouelle loi de comportemeniacrosco-
pigue du myocardepar une techniqued’homogeréisationdiscrete a partir de la description
microscopiquede I'arrangementdescellulescardiaqueset de leur comportementnécanique
individuel. Cetteloi de comportemenprenden comptela structurefibreuse.De plus, nous
avons utilisé notre techniqued’homogenrgisationpour mockliserle comportemenmeécanique
desnanotubesie carbone.

Mots clés: myocardefibre, geéodesique surface,loi de comportementélasticié nonlinéaire,
grandesdéformations,homogeréisationdiscrete, treillis quasiggriodique,nanotubesle car
bone.






Intr oduction generale

Chaqueanree,il néat enFrance 6500a8000enfantsatteintsparunemalformationdu cceur
La plupartde cescardiopathiezongenitalessontmaintenanturables Cependantgdans20 %
descas,les solutionsthérapeutiquesonduisenta desrésultatstres variables.Presqueoutes
les formesde cardiopathieslterentla topographieventriculaire,et ceschangementslansla
configurationventriculairepeuwent produiredesdysfonctionnementdansle cycle cardiaque.
Le comportemeninécaniquedu myocardeestfortementli € a sonarchitecturdibreusequ’il est
indispensablele prendreencomptedanstoutemocélisationmécaniqueou numériquedu caeur
Une descriptionde I'organisationgéongtrique desfibres myocardiqueset une mocklisation
mécaniquedu myocardedevraientpermettrede mieuxenappghendete fonctionnemenetles
dysfonctionnementsn particulier les anomaliesde croissancenenanta desmalformations.
De plus,ellespourraientapporterdesvaleursprédictivesde performanceventriculaire.

Le point de départestla recherchead’'une meilleureconnaissancede I'architecturefibreuse
du myocarde.Le myocardeestun muscledifferentdesmusclessquelettiquesD’une part, il
n'estattacte a aucunos,d’autrepart,lesfibresn’y sontpasaussiclairementidentifiablesLeur
dispositiontresparticuliereesten effet difficile a obtenirparlestechniqueslassiquesle dis-
sectionou de pelagequi consistent arrachelesfibrespourfaire apparére leur organisation.
Cestechniguese sontpasfiablescar le gestechirumical induit la directiona priori incon-
nue.L’ équipeRFMQ avecqui nouscollaboronsal’excluswité d’'unetechniquede microscopie
guantitatve enlumierepolarig€equi fournit I'orientationdesfibresde coeurdoetaux Jouketal.
[46], Jouketal.[47].

Plusieursmocklesde la structuremyocardiqueont éte propo®s durantles centderneres
anrees: Krehl [50], Robbet Robb[75], Torrent-Guasg93], Streete85], Chadwick[20], Le
Griceetal. [53], Jouketal. [46] ... Le mocklele pluscompletestcelui de Streete85], qui re-
prend88 ansplustarddesobsenationsde Krehl (1891),etqui proposeen1979,pourlesfibres
du ventriculegaucheuneorganisationen géocesiquesle surfacestoroidalesembdtéesdontil
vérifie expérimentalemenla validité sur la partie libre équatorialedu ventricule.Notonsque
I’hypothesegéoesiquea ét€ étudieed’un point de vue théoriquepar Peskinqui a examing sa
validité surdesmocdelessimplifiesdeslois de comportementCetteinformationsurl’organisa-
tion géonetriqguedesfibrespourraitpermettred’améliorernosconnaissancesurles proprietes
biomécaniquegtla propagatiorde I'activationélectriquedansle myocarde.



INTRODUCTION 4

La premerepartiedenotretravail aété consaceeaunevérificationpartiellede cetteconjec-
ture. En effet, nousdisposongie donréesexpérimentalessur I'orientation desfibresobtenues
parJouketal.[47]. Nousavonspu,aumoinssurle ventriculegauchegracea un criterequanti-
tatif simplesurlesgéodesiquesiessurfacesderéwlution, vérifier la coincidenceentrenappes
defibreset nappesde geocesiquesDe plus, nousavonsdéwveloppe un algorithmede suivi de
fibresquenousavonsgérérali enun algorithmede reconstructiorde surfaces.Un travail en
coursde développemenestdestire a validerunedescriptionsimilaire pourle ventriculedroit.

D’un point de vue mécanique)'expérimentationest difficile et le processusl’activation
rajoute une complité a la mocelisation. Plusieurslois de comportementiu myocardeont
ete propoges.Les premiersmocdelesdu myocardeétaienttres simples,les étudesétaientli-
mitéesa trouver dessolutionsanalytiquesa desproblemessimplifiesou le VG était mocklisé
parun cylindre ou unesplereet ou le musclecardiaquettait suppog avoir un comportement
linéaire, élastique,isotrope et homogne (Gould et al. [35], Sandleret Dodge [80], Wong
et Rautoharju[100]). Grace a desnouwlles donréesphysiologiqueset obsenations anato-
miques(Chadwick[20], Jouk et al. [46], Jouk et al. [47], Le Grice et al. [52], Le Grice et
al.[53], Sanchez-Quintanet al. [79], Streeteletal. [84], Streete85]), unenou\elle classade
modelisationestapparuecelledesmocklesanisotropeprenantencomptela structurefibreuse
et I’h éterogeréité du muscle.Les premierstravaux étaientdansle cadrede |’ élasticig linéaire
enpetitesdéformationg Chadwick[20], Ohayonet Chadwick[69]). Desmodelesnonlinéaires
tenantcomptedela structurefibreusestdel’anisotropieontéte ensuitedéveloppesdande cadre
degrandesiéformationgvoir parexempleBogen[9], Fung[33], Hunteretal. [43], McCulloch
[60], Smaill et Hunter[83]). Parmi les nouwelleslois de comportementiu myocardeon peut
distinguerdeuxclasses leslois de comportemenisotropestrans\ersegCai [16], Humphre
etal. [41], Lin etYin [57], Taberet Perucchig90]), et les lois de comportemenbrthotropes
(Nashet Hunter[63], Usyk et al. [97]). La plupartde ceslois de comportementeposesurle
postulatquele tenseurde contraintesde Cauchyo estlasommeos = —pl + TT® T+ op d’un
tenseudecontraintesaictvesTT® T ou T désignde vecteurunitairedirecteurdelafibreet T est
latensionactive,d’un tenseudecontraintepassvesop, etd’un termedi al'incompressibilié.

Nousproposonglesuivre uneapprochalifféerenteet nouservisageonsle construireuneloi
decomportementacroscopiqudumyocardea partirdemodelesmécaniquesnicroscopiques.
Nousdesignongpar échellemicroscopiqud’ échelled’une cellule cardiaqueLes cellulescar
diaquespu cardiomyogtes,sontdespetitesstructureylindriguesde 60-100um de longueur
Elles sontattacteesbout a bout par desanastomosegui formentdesjonctionsenY ouenl|
et fournissentesfibresmyocardiquesNotre mocelisationestbagesurla petitessalu rapport
delalongueurd’un cardiomyogte surla taille du myocarde gt surl’arrangementépétitif des
cardiomyogtes.Unetelle procédureappartienau domainedestechniquesi’homogeréisation
dontunedescriptiongéréralepeutétretrouveéedansBensoussapt al. [5], Cioranesclet Saint
JearPaulin[23], Sanchez-Blencig78]. Cettetechniquegpermetderemplaceunmocelediscret
del’ équilibredu myocardequi devrait entouterigueurprendreen comptesépaémenttousles
cardiomyogtespar un mockle de milieu continu.Notonsqued’un point de vue expérimental
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desdonreesmécaniquesurdescellulesisoleessontaujourd’huidisponiblesyoir parexemple
Zile etal. [111]], Zile etal. [112]. Les méthodesd’homocereisationont ét€ appligLeesa plu-

sieursproblemesphysiquescommeles magriaux compositeset les treillis. Plusieurstech-

niquespourdémontreresrésultatde convergenceont éte aussidéveloppees Dansnotreétude
noussuivonsuneapprochel’homogeréisationdiscretedéveloppeedansTollenaereet Caillerie

[92], etdansMoreauet Caillerie [61]. Cetteapprocheestbienadapéeauxstructuregdiscretes.
MentionnongqueBriane[15] étaitle premier a notreconnaissancejui a utilisé lestechniques
d’homoceréisationpourmockliserle tissucardiagueDanssontravail, I @chellemicroscopique
étaitcelled’unefibre, et soncadreétaitl’ élasticie linéaire.

Commenotretechniqued’homogeréisationconsistearemplacemntreillis discretdebarres
elastiquegpar un mocele de milieu continu, on constateque cette méthodepeut s’appliquer
aux nanotubesle carbone Ce sontdesmacro-moéculesde carboneaux proprietes physiques
remarquablegjui peuventétrevuescommeunefeuille de graphiteenroukesurelle-memeen
un cylindre fermé par unedemi-splerea chaqueextremité. Unefeuille de graphiteestformée
d’atomesde carbondiéspardesliaisonsatomiquesielongueur0.14nm enun réseathexago-
nal.

A causede leur taille de quelgueshanongtres,une mesuredirectedesproprietes desna-
notubegde carboneestextrémementlifficile. Unemodelisationmécaniqueestdoncessentielle
et danscettedirection, repsenterun nanotubede carbonepar un mocele de milieu continu
appar# etreuneapprocheviable. Nousmocklisonsle réseaude lisaisonsde carbonedansles
feuilles de graphitepar un treillis bidimensionnepériodiquede barresélastiquediéesentre
ellesparleursextrémitesatomiquesLesinteractionscarbone-carbonsontmockliseespardes
tension€lastique®tla variationangulaireentredeuxliaisonspartageanta mémeextrémité est
modeliseepardesmomentsDansle casparticulierdespetitsdéplacementsjousobtenonda
solutionanalytiqueainsiquelesexpressionslu moduled’Younget du coeficientde Poisson.






Chapitre 1

Physiologiedu coeurhumain

1.1 Anatomie-Histologie

1.1.1 Mor phologiecardiaque

Le cceurestun muscleactif formé de deux partiesprincipales,le cceurgaucheet le cceur
droit, sepaéespar un mur musculaire Je septum.Chaquepartie contientune oreillette et un
ventricule Le ventriculegaucheestplusépaisguele ventriculedroit. Le sangyvenantdesveines
cavessuperieureetinférieure entredand’oreillette droite, puisdande ventriculedroit atravers
la valvetricuspide|l estensuitepropul$ dans’arterepulmonaireatraversla valve pulmonaire
pour aller s’oxygénerau contactdespoumonsLe sang,riche en oxygene,estconduitparles
veinespulmonairegusqu’a l'oreillette gauchell passedansla valve mitrale et atteintainsile
ventriculegaucheEnfin, le sangestreje€ dansl’aorte a traversla valve aortiquepourapporter
lesnutrimentsauxcellulesdesorganesiu corps.Lesvalvesmitraleettricuspidesontrattaclees
ala paroiventriculairepardespiliers musculairesVoir Figure1.1.

La paroi descavitésinternesdesventriculesestrecou\erte par un tissuqui s’appellel’endo-
carde.La paroiexterneestrecouerteparunemembrandissulaire |’ épicardegt finalemente
cceurestcontenudansun sacfibreux, le péricarde permettanaumyocardederésisterauxaug-
mentationgapidesde taille du musclecardiaqueDansle cceurgauchel n’y a pasde muscles
entrela valve mitrale et la valve aortique cesdeuxvalvessontsépagespardu tissuconjonctif.
Par contredansle coeurdroit, la valve tricuspideet la valve pulmonairesontsépagespar une
régionmusculaireappeéela créetesupraentriculaire.

Le ventricule gauchea une forme géonetriquerelatvementsimple, proched’une partie
d’ellipsoide. On consicere qu’il a une forme de réwlution. Le ventriculedroit a une forme
géonetriquepluscompliqlee,il ressemblé&untubeenU collé auventriculegauche.

7



CHAPITRE.

PHYSIOLOGIEDU CEEURHUMAIN
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FIG. 1.1- Dessindu cceurfaisantapparére lesquatrecavités,lesquatrevalveset !’ épaisseur

1.1.2 Description a I’ @chellemicroscopique

Les cellulesmyocardiquespu cardiomyogtes,sontcylindriqueset tres petites,10-20 um
dediametreet 60-100um delongueur Chaquecardiomyogte estformé pardesunitéscontrac-
tiles, les sarcongres(1,6-2,5um de longueur)qui sontles élementsbasiquesesponsablede
la contractioncardiaquela structured’'un sarcongreconsisteen un arrangemenparalkle de
filamentsd’actine et de myosine,Figure 1.2. Un sarcongére se déecomposenunestrie Z, une
demi-bandd, unebandeA qui contientunezoneH, unedemi-bandd etunestrieZ. La bande
A estsombre biréfringenteet compogede filamentsmincesd’actineet de filamentsépaisde
myosine.La zoneH estégalemensombre biréfringenteet contientde la myosine.La bandel
estclaire,monogfringenteet contientde I'actine.

Lesmyofilamentssontcapablesie produireuneforce dansla directionparalklealeur lon-
gueur L’énepgie chimique pour la gérérationde force estcontdlée par la concentratiordu
calcium,[C&2"]. La libérationde calciumC&* estactiveée parI’excitation électriquedescel-
lules myocardiquesLe calciumagit surles sarcongresafin de formerdes“ponts” d’actineet
demyosine et produitle glissemenentrecesmyofilamentsce qui conduitala contraction.

Lescardiomyogtessontattactesboutaboutpardesanastomosegui formentdesjonctions
enY ouenl. Localemenunedirectionprivil égieepeutétredétermiree,la directiondela fibre.
De plus,on obsene quesurunepartiede leur parcoursgdesfibresvoisinesrestentparalkleset
formentune mémecouche voir plusloin. Pourles musclespapillairesqui relientles valvesa
la surfaceendocardiquéa déterminationdesdirectionsprincipalesdesfibresne poseaucune
difficulté, lesfibressonttoutesparalkleslesunesauxautresPar contre lesfibresdu ventricule
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FIG. 1.2— Structured’un sarconére: les seggmentsverticauxen grassontles striesZ séparant
deuxsarcongres les sggmentshorizontauxcorresponderaux filamentsde myosineengraset
auxfilamentsd’actine.

gauchesuiventdestrajectoiresqui sontcirculairesou presquecirculairesau niveauéquatorial

du milieu de ' épaisseuet ellesdeviennentprogressiementinclinéeslorsquel’on sedéplace
vers|’ épicardeoul’endocardeavecdesorientationoppoges Figurel.3.

Les fibresmyocardiquedaignentdansune matriceextracellulairede collageneet d’élas-
tine qui lesproteged’élongationsexcessveset sertatransérerla forceactive atraversle tissu,
Figurel.4.

FIG. 1.3— A gauchedescoupesbtenuesuniveauéquatorialalela partielibre du ventricule
gauchede I’ épicarde(a) a 'endocarde(e), (Younget al. [104]). A droite, un dessinmontrant
I'organisatiordesfibresdu ventriculegaucheensurfacesembadtéeset leur orientation (Feneis
[31]).
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FIG. 1.4—-Un cardiomyogte entoué et conneck a d’autrescardiomyogtespar desfibresde
collagene(Robinsoretal. [76]).

1.1.3 Orientation desfibres

Plusieursetudesont éte consaceesa decrirel’organisatiorgeomnetriquedesfibresmyocar
diques,Krehl [50], Robbet Robb[75], Torrent-Guasg93], Feneis[31], Robinsonet al. [76],
Streeteletal. [84], Streete85], Chadwick[20], Le Griceetal. [53], Jouketal. [46]. Leslimi-
tationsdesmodelesbagssurla techniquede dissectioront et prouveesrécemment.

Krehl (1891)[50] estle premieraavoir obsenerquelesfibresduventriculegauchegorment
desspires unemémefibre estsousépicardiquesurunepartiedesonparcouretsous-endocardique
sur une autre partie. Elle passede I’ épicardea I'endocardepar I'apex et de I'endocardea
I' épicardeau niveaude l'orifice mitro-aortique.L’apex doit &tre compriscommeun point de
passagele fibres, mais non commeun orifice biologique.Cette descriptiona éte validée et
précige 88 ansplus tard par Streeter(1979) [84] qui a introduit un mocele topologiquedu
ventriculegaucheou les fibres courentcommedesgéocesiquessur un ensemblele surfaces
toroidalesembdtées c’est-a-direqu’ellessuiventdespluscourtscheminsLe mocklede Stree-
teraété étendypar Sanchez-Quintangtal. [79] qui ontconsicere quelesfibresétaientrangges
entrois couches superficielle(sousépicardique)moyenne et profonde(sous-endocardique).
Les couchessuperficielleet profondesont présenteglansles deux ventriculestandisque la
couchemoyenneesttrouvéeseulementiansle ventriculegaucheet elle estconstitieedefibres
circulaires.La distinctionentreles trois couchesttait bage sur le changemenprogressifdes
directionsdesfibres.
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LesnouwellesmesurembtenueparlLe Griceetal. [53] sontcohérentesveccellesde Stree-
ter, maiscettefois-ci unedescriptionglobalede la microstructurecardiaqueestpropo£e.En
effet, leursétudesont montté quecroisant’organisatiorencouchegiéja évoquee, il existeune
structureenfeuilles, voir Figure 1.5. Cesfeuilles ont en moyennequatrecellulesd’épaisseuyr
les feuilles voisinessontliéesles unesaux autreset elles sontentouéespar une matricede
collagene La natureetl’'arrangementlesbranchementgarientselonla positiondansle muscle
cardiaquelL’orientationdesfeuilles esten géréral perpendiculair@ux surfacesventriculaires.
Cettestructurdaminairefait apparére desespacesgntrelesdifferentesouchest parsuitedes
plansdeclivagepeuwentétreobsenes.

FIG. 1.5—ModeledelLe Griceetal. [53].

PlusréecemmentJouk et al. [47] ont étendule mockle de Streetera I'ensembledu myo-
cardeselonla repesentatiorsuivante,Figure 1.6. lls ont par ailleursdéveloppe unetechnique
sophistig@ede mesuredel’orientationdesfibresquenousdécrvonsen Annexe A.

1.2 Contraction musculaire

Lesquatrepompescardiaquegdeuxoreillettesetdeuxventriculesedilatentetsecontractent
defagn synchronegjuandle cceurbat.La mémequantie du sangpassedanschaqueventricule
pendanta contraction Pourplusde détails,voir Katz [48] et Swynghedauw87].
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FIG. 1.6—Modelede Jouketal. [47].

1.2.1 Préchamgeet postcharge

Deux conceptdres importantsinterviennentdansle mécanismedu musclecardiaqueon
parlede la préchage et la postchage. La préechage peutétre vue commeun poids étirantle
muscleavantqu’il soitstimulépoursecontracterLa postchagejouele rbled’'un poidsaccrocle
aumusclesansinfluencersonétirement(parexemple,l’'on imagineun poidssupporé parune
table,voir Figure1.7), etil n’entreen jeu qu’'apesquele musclecommencea secontracter
Pourle musclecardiaquele retour veineuxpendantla diastoleconstituela prechage parce
gu'’il dilate les ventriculesen étatde reposélectrique tandisque le sangsouspressiondans
les grandsvaisseaux|’aorte et I'artere pulmonaire)repesentda postchage qui n’intervient
gu’apresqueles ventriculesdéveloppentune pressionsignificative pour la contractionet que
lesvalvesaortiqueet pulmonairesoientouvertes,ce qui fait doncquela postchage s’opposea
I éjectiondu sangparlesventricules.

1.2.2 La courbecharge-vitesse

Apresétrepréétire aunecertaindongueurl (longueutinitiale imposequi peutétreobtenue
enaccrochantinepréchage a un échantillondu musclea I’ étatpassif),unechage P jouantle
role d’'une postchage estaccroclée a un échantillondu musclequi estensuitestimulée élec-
triqguementL’ échantillonsecontractedoncavecunecertainevitessequ’on mesureaudehut de
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FiG. 1.7 — Différenceentrepréchage et postchage. La préchage allongele muscleaurepos,
alorsquela postchage estsupporéede fagon qu’elle n’est pasressentigoar le muscleavant
gu'’il secontractgKatz[48]).
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la contraction Plusla postchage estélevée,plusla vitessederaccourcissememstlente. A la

limite, pourunechage Py importantele musclene secontracterglus. En revanchela vitesse
de raccourcissemergeramaximale pour une chage presquenulle. Ceci fait que la courbe
chage-vitessaleraccourcissemerguneformehyperboliqueyoir Figure1.8.Hill apu établir
a partir d’expérienced’expressiorreliantla chage P etla vitessederaccourcissemen, d’ou

la fameusequationdite I’ equationde Hill [40] :

(P+a)(v+b)=(Po+a)b, (1.1)

ou a estuneconstantecaracéristiquedu musclequi définit la quantié de chaleurlib&rée pour
chaquecentimetrede raccourcissemeniy, estuneconstantale proportionnalié.

En prenantP = 0 dansl’ équationde Hill on obtientVmax= gPo gui estun parangtretres
important,caracéristiqued’un muscledonre, caril estindépendante la chage P. En effet,
pouruneautrelongueurinitiale, c’est-a-direpouruneautrepréchage, etenstimulantle muscle
electriguemennretrouwe la mémevaleurVmayx, Katz[48]. Donc,pourun muscledonrg,toutes
lescourbeschage-vitessgourdelongueursnitialesdifferenteserecoupenaumémeendroit
surl’axe desvitessesyoir Figure1.8.

La vitesseVmax dépendde capaciés intrinseques géerétiguemenidétermireesdu muscle.
Elle dependausside la vitessea laquelleles mouvementsntracellulairesdu calciumsontef-
fectues.On peutlamodifierpardesagentsnotropescommeescagécholaminesuladigitaline,
qui agissensurla transitionintracellulaireencalcium.

1.2.3 Lescourbeslongueur-tension

z

Commetouteautrestructureélastiquegen|’ étiranta I’ étatpassif,le muscledéveloppeune
tensionqu’on appelletensionpassve. La courbelongueurtensionpassve metenévidencdes
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FIG. 1.8— La courbechage-vitesseonstruitepour differentedongueursnitialesobtenuesn
préétirantla fibre a deslongueurscroissantes q, Lo, L3 (Swynghedauv87]).

proprietespassvesdu muscle La difféerenceentrelestissusmusculaire®tlestissusindustriels
élastiquegésidedansla forme de la courbelongueurtension.Pourles tissusmusculaireda
tensioncroit de fagon exponentielleavec la longueur alors que dansla plupartdesmoceles
elastiqueslassique®lle estpolynomiale,voir Figure 1.9 a gaucheLa rigidité tissulaired’un
muscledépendde satexture et entout premierlieu de saconcentratiorencollagene.

Tension passive Tension active
4 myocarde 4

myocarde
muscle squelettique
muscle squelettique
T > ‘ >
Lmax Lmax
Longueur en % Lmax Longueur en % Lmax

FIG. 1.9 - Les courbeslongueurtensionpassve a gaucheet longueurtensionactive a droite
pourlesmusclessquelettiquest cardiaqug Swynghedauw87]).

Pourunelongueurinitiale obtenueen lui accrochantune certainepréchage, et en le sti-
mulantélectriguementle musclese contracteet developpeune certainetensiondite tension
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active. Plusle muscleestétiré avant stimulation,plus la tensiondéveloppge apres stimulation
estgrande.

Les courbedongueurtensionactive obtenuesontdansles casdesmuclessquelettiquest
cardiaquedifféerentesDansle casdu musclesquelettiquela courbelongueurtensionactive
a uneforme de cloche,la tensionest maximalepour une longueurintermédiairedu muscle,
notte Lmax. La relationlongueurtensionactive du musclepapillaire estparticuliere et differe
decelledu muscled’origine squelettiqueElle esten effet beaucoupplus pentue et sursapor-
tion ascendantéa tensioncroit beaucouplus rapidemengue ce n’estle casdansle muscle
squelettiqueCette propriete permetau myocardede se mettreen tension,de développerune
tensionmaximaletresrapidemenpourdeschangementselatvementmineursde longueurini-
tiale, voir Figure1l.9 adroite.Unelongueuroptimaledu sarcongérede 2,2 um erviron appari
guandla force développeeestmaximale c’estla positionou la superpositiodesmyofilaments
estmaximale.La relationlongueurtensiondu sarcongre joue un role tresimportantdansla
régularisatiorde la gérérationde force par le musclecardiaquela longueurdessarconeres
estdétermireeparla préchage qui elle aussiestinfluen@e parle volumedu sangretournant
pendanta diastoleet celui restantdanslesventriculesapesla systoleprécedente Cecipermet
alarelationlongueurtensiondejouerunrble majeurenajustant’abilit € du coeurde compenser
leschangementdu retourveineuxet du volumerésidueldu sanget d’équilibrerle volumedu
sangsortantdesdeuxventricules.

1.3 La pompecardiaque

1.3.1 Cyclecardiaque

Pendante cycle cardiaqueon distinguequatrephaseprincipales remplissagegontraction
isovolumique,&jectionet relaxationisovolumique.A la fin du remplissagela télédiastole)es
deuxventriculessontremplisde sang les quatrevalves(mitrale,aortique tricuspideet pulmo-
naire)sontfermées.A cetinstantet apressonpassagea traversle nceudauriculo-ventriculaire,
'onde électriquearrive aux branchesdu tissu de conductiondansla partie ventriculaireet
la contractiondesventriculesse déclencheavec les valves fermées,donc a volume de sang
constantd’ou le nomdecontractionsovolumique(presques0 msecdansle coeuradulte).Pen-
dantcettephasda pressiordansla cavité ventriculairegauchgresp.droite) augmentgusqua
cequ’elleatteignda pressiordel’aorte (resp.la pressiordel’arterepulmonaire) cequi conduit
al'ouverturede la valve aortique(resp.pulmonaire)et le sangestainsi propul€ dansl’'aorte
(resp.l'artere pulmonaire),on parle doncde la phased’éjection.Les deux valves se ferment
erviron 300 msecapesleur ouverture,on estaumaximumd’activation, la télesystoleComme
la pressiondansl’artere pulmonaireest plus petite que celle de l'aorte, la valve pulmonaire
s’ouvreenfait avantet sefermeapiesla valve aortique Ensuite Jesquatrevalvessontfermées,
lesventriculesserelachentc’estla phasede la relaxationisovolumiquequi dure presquel00
msec.Pendantcette phaseles ventriculessontencoreactivés, la pressionventriculairechute
jusquaatteindrda pressiorauriculaired’ou I'ouverturedesvalvesmitrale ettricuspideetdonc
le remplissagalesventricules.On peutdecomposecettephaseen deuxparties: un remplis-
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sagerapidependantiequel presquer0% du volumetotal du sangentrantdansles ventricules
prendplacedansles cavitéset un remplissagdéent pendantequelle restedu sangoccupantes
oreillettesestpropuls verslesventriculesLe remplissageapideestdi a 'aspirationdu sang
par les ventriculesa causede la difféerencede pressionPendante remplissagdent la partie
ventriculaireestdansun étatpassif.Apresle remplissagalesventriculesqui dureerviron 300
msec,le gradientde pressionestrernvers®, d’ou la fermeturedesvalves mitrale et tricuspide.
Cettefermeturene peutpasétrecompktemenpassve carles cotésauriculairedesvalvesmi-
traleettricuspide contrairemenauxvalvesaortigueet pulmonaire sontcoupEsélectriquement
aveclesoreillettes Et ainsile cycle serépete,voir Figuresl.10et1.11.

120
FE Ejection

100+ DE

80

60| RI Cl

Pression (mmHg)

40

204 DR Remplissage FR

0 \ \ \
100 120 140 160 180

Volume ventriculaire (ml)

FIG. 1.10- La courbepression-elume pendantun cycle cardiaque Avec les notationssui-
vantesPDR : début duremplissagerR : fin duremplissageCl : contractionisovolumique,DE :

z

déehut del’ éjection,FE : fin del’ éjection,et Rl : relaxationisovolumique(Cai[16]).

Pendanta contraction’ épaisseudu musclecardiaqueaugmentede presquet0% de son
épaisseun |’ étatpassifet I'axe longitudinalseraccourcitde presque20%. La plupartdeslois
mécaniquepropoesdansla littératurepour le myocardesontconsicereesincompressibles.
La fraction d’éjectionestdéfinie commeétantle rapportentrele volume éjece et le volume

telediastoliguePourun coeumormalla fractiond’éjectionestégalea peupresa 50%.

1.3.2 Courbe pression-wlume

Les parangtresmécaniquedes plus basiquesdécrivant la performancede la pompecar
diaquesontla pressiondu sangdansles cavités ventriculaireset son volume. Les relations
pression-elume pendante cycle cardiaquedesdeuxventriculesont la mémeforme maisla
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pressiondu ventriculegaucheestpresques fois plus grandequecelle du ventriculedroit. Les
phasessovolumiquesdu cycle cardiaquecorrespondenaux deux sggmentsverticauxde la
bouclepression-velume,alorsquela partieinférieurerepresentde remplissageentriculaireet
la partie superieurerepiesentda phased’éjection.La differencesurl’axe horizontalentreles
deuxsegmentsverticauxcorresponcuvolumedu sangéjece.

tP SvsTOLEINT DisToLE
Cl |Ejection| RI RYR RYL SA
0A |
FAo — ] '_‘—————_________
Diastole pﬂss_
1 ole active
FOG ﬂ temps
— |
PVQG EM M

FIG. 1.11- Les differentesphaseddu cycle cardiaque Cl : Contractionisovolumique,FAo :
Fermetureaortique FM : Fermeturamitrale,OAo : Ouwertureaortique OM : Ouverturemitrale,
PAo : Pressionaortique,POG: Pressiornde I'oreillette gauche PVG : Pressiornventriculaire
gaucheRI : Relaxationisovolumique,RV : Remplissageentriculaireent, RVR : Remplissage
ventriculairerapide,SA : Systoleauriculaire(Denis[27]).

En sebasantsur desexpériencedaitessurun cceurisolé de grenouille,Frank (1895) s’est
apera quelesaugmentationdgu volumetélédiastoliquest de la pressiorsystoliquesontli ées.
Sonexpérienceconsistea étudierla pressionintraventriculaired’'un cceurde grenouilleclampe
al'aorte maisdontle remplissageventriculairepersiste Denis[27]. Dansdesconditionsplus
prochesde la réalite, Starling (1914) a étudi sur le coeurisolé de chien I'influence de la
préchage. Il a mis au point la préparationcceurpoumonsqui consistea laisserle circuit pul-
monaireintact, et a brancherentrel’origine de I'aorte et la terminaisondesveinescaves, un
circuit syseémiqueartificiel, Denis[27]. Il estpossible enagissansurle calibred’une portion
du circuit sysemique,de faire varier les résistances I' écoulementu sang il estde méme
possiblede faire varier la pressionde remplissagealu cceurdroit, enintercalanta la terminai-
sondu circuit, un réseroir de hauteurréglable la pressionde remplissageestd’autantplus
élevéequele réserwir estplace plus hautparrapportaucoeur Il aremarq@ qu’endehorsde
toute innenation le coeurva éjectersponta@mentautantdu sangqu’il en regit. Cetterela-
tion porteun nom particulieren physiologiecardiaque c’estla loi de Starling. En effet, une
augmentatiorde la pressionde remplissage¢’est-a-dire la pressionveineuse conduita une
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augmentatioru volumetélédiastoliquest ainsia unedilatationdela cavité ventriculaire Ceci
revientaaugmenteparétirementa longueurinitiale alaquellele musclevasecontracteet par
suitela force de contractiondevient plus importanteselonla relationlongueurtensiondécrite
précedemmentlLe volumequi seraensuitegjeceé a chaquebattementugmentergproportion-
nellementuvolumetélédiastoliqueLesexpériencesle Starling(etdeFrank)ontaussiconsisé
a faire 'expérienceinverse,c’esta-direa montrerquele volumetélédiastoliqueaugmenteen
réponsea une élévation de la pressiond’€jectionou du volume éjece. Pourdespressionou
desvolumestélediastolique£levés, la relationdevient inverse et la pressiond’ €jection,aussi
bien quele volume &jece diminuent.Danscesconditions,le myocardeatteintrapidemenun
etatd’instabilité et de défaillance.

200/

Pression (mmHg)

TDPV

T T
0 100 200
Volume ventriculaire (ml)

\

FiG. 1.12—- Plusieursbouclespression-elumeobtenuesen variantla préchage tout en main-
tenantla pressiontélésystolique.La courbe TDPV repsentela relation pression-elume
telediastoligugSwynghedauw87]).

Les changementsle la pressionde remplissaged’un ventricule (préchage) déeplacentle
point téleédiastoliqude long d’'une courbeappeée la relation pressionvolumetélédiastolique
etnotee(TDPV), voir Figure1.12.Cettecourberepésentde remplissaggassifdeschambres
qui estdétermire par la forme géonetriquedu muscleet de soncomportemengélastiquenon
linéaire.De méme,si le postchage du ventriculegaucheaugmentele volumeégjeceé diminue.
Le pointtélesystoliquevarie surunecourbeappeéela relationpression-elumetélesystolique
etnotéepar(TSPV),voir Figure1.13.

La courbe(TSVP) serta déterminere degré d'insuffisancecardiaqueen clinique. Elle est
analoguea celle de la relationlongueurtensionactive illustréedansFigure 1.9 a droite et elle
comporteune partieascendantet unepartiedescendantd.a courbe(TDPV) correspond la
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FiG. 1.13 — Plusieursbouclespression-elume obtenuesen variant la postchage tout en
maintenante volumetélédiastoliqguelLa courbeTSPV repesentda relationpression-elume
telesystoliqug Swynghedauw87]).

courbetensionpassve Figure 1.9 a gaucheet donneuneidéedu degré de rigidité du ventri-

cule.Cesdeuxcomparaisonpeuwentétreexpliquéesparle fait quel’augmentatiordu volume
cavitaire (télédiastoliqueou télésystolique)conduita I' étirementdu muscle,et donca l'aug-

mentationdela longueurdescardiomyogtes.Et commele muscleétiré développeunecertaine
tensionqui augmentewvec!’ étirementsaufdansle casd’étirementsexcessifsou la tensionac-
tive décroit,alorscettetensioninflue surla pressiorventriculaire(télediastoliqueou systolique)
gui augmenteguandla tensionaugmenteet diminue quandla tensiondiminue,doncelle varie

dela mémefagon quela tensionenfonctiondu volumetélédiastolique.

1.4 L’activiteéelectrique

L’activationélectriquedu cceurestiniti éesponta@mentet périodiquemenau nceudsinusal
situé a cdté dela jonctionentrela veinecave sugerieureet'oreillette droite. Ce nceudconsiste
enunrassemblemerntte cellulesappeéescellules‘pacemaler”. Lessignauxdedépolarisation,
aussidits les potentielsd’action, sontgéréresparle nceudsinusala unefréquencele 60 a 100
par minute. De ce nceudle potentield’action se propaged’une cellule a une autrea travers
I'oreillette droite et puis I'oreillette gaucheavec une vitessede conductionde 1 m.s 1 jus-
gu’'acequ’il atteignele nceudauriculo-\entriculaire.Celui-ci estformé de cellulespacemakr
similairesacellesdunceudsinusal maisbattantsponta@mentaunevitessepluslente,approxi-
mativement40 a 50 battementgpar minute.Elles sontgouwerréesparla propagatiorvenantdu
nceudsinusal.
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FIG. 1.14— Sysemede conductiondu cceur(Sandg81]).

La conductiona traversle nceudauriculo-ventriculairese fait a une fréquenceplus lente
(0,05m.s1 erviron) laissante tempsauxoreillettesde secontracteret pompere sangversles
ventriculesavantquele potentield’action arrive aux ventriculeset declenchdeur contraction.
Ce nceudestla seuleconneion électriqueentreles oreilletteset les ventricules.La propaga-
tion électriqueentreensuitedansle faisceaude His qui estla partie sugerieuredu sysemede
conductionventriculaireet qui descengbresdu coté droit du septumLe faisceatsedecompose
ensuiteendeuxbranchesdroite et gaucheLa branchedroite continueversle basdu coté droit
du septum tandisquela branchegauchese decomposesn deux branchegrincipalesdansle
coté gauchedu septum.Toutescesbranchesontinuenta sesubdviserenun résealcomplece
de fibresappeéesles fibres de Purkinje qui se propagent traversl’endocardeet les régions
sous-endocardiquekesdeuxventricules C'estdansle faisceaude His etle réseawde Purkinje
quela conductionestla plusrapide,elle estapproximatvementa 2 m.s1 ce qui fait quel’en-
docardeestexcité tout entierpresquesimultarementVoir Figure1.14.

Dansla partieventriculaire le septumestactivé en premieretil pousseversle ventricule
gaucheLes musclespapillairessontaussiactivestot et ainsiils empechenties valvesmitrale
et tricuspidede s’ouvrir pendantle systole.L’excitation se propagea I'extérieura traversle
muscleventriculaireavec unevitessede 0,32 0,4m.s 1, etla prem@repartiequi s’excite dans
I épicardeestla portionfine duventiculedroit. Lesrégionsbasalesonthabituellemenactivées
endernier
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FIG. 1.15— Potentield’action cardiaqugSwynghedauvj87]).

Principe : Au repos)a celluleestpolarieetelle auncertainpotentielappet “potentielde
repos”’dontlesmodificationsformentce qu’on appellele potentield’actionqui consisteenune
commandetlectriquetransmisepar un messagecellulaire,le calcium.Le potentield’action
dureun peuplus de 300 msecet comportecing phaseglifferentes La phase0 estunebrutale
dépolarisatioraugmentania perneéabilite dela membraneusodiumNa’. Ensuite Ja phasel,
pour unecourtedurée,estunerepolarisatiorduea la fermeturedescanauxde sodium,suvie
parla phase2 qui consisteen un plateauqui estmaintenupar un courantentrantde calcium.
Cettephasepeutdurer100 msecerviron et elle apparé@ seulementianslesfibresde Purkinje
etles cardiomyogtes.Le plateauestresponsablée la longueduréedu potentield’action. La
repolarisationphase3, estdue a de plusieurscourantssortantde potassiumet elle remetle
potentield’actiona sonétatderepos,a phaset. Voir Figurel1.15.
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Intr oduction

La premire partie de notretravail estconsacee a testera partir de donreesanatomiques
la conjecturede Streeterselonlaquelleles fibres courentcommedesgéocdesiquessur dessur
facesembdtées,et a reconstruirdes fibres et les surfacessur lesquelleselles courent.Nous
définissondesfibrescommedescourbegangentegn chaquepointa un champdonre devec-
teursetnouscherchons'il existedessurfacesdontcesfibresseraientdesgeocesiques.

Dansle premier chapitre,nous présentonaune introductiona la géomnétrie des courbes
et dessurfaceset nousnousintéressongn particuliera I etudedesgéocesiquespériodiques
dessurfacesde réwlution. Ensuite,nousconstruisonsin mocele abstraitdu ventriculegauche
qui consisteen dessurfacestoroidalesembdtéesrecouertespar desréseauxde géocesiques
périodiguesCemockleestutilisé pourvaliderlesalgorithmeswumériguesdereconstructiorde
courbesetdesurfaces.

Pourla mocelisationdu ventriculedroit dontla stuctureestplus complexe, nousutilisons
desoutils de conceptiongéonetriqueassisée par ordinateuy plus préci€ment,les courbeset
surfacesB-splines.Cesmocelessontprésengsdansl’annexe B.

Dansle deuximechapitre pnpasseutraitementdedonreesexpérimentalesNousprésentons
guelquesnéthodeswunmeriquesqui sontutiliseescommealgorithmesde suivi defibrespouren
reconstruirdes trajectoires Ensuite,nousveérifionsla conjecturede Streetersur le ventricule
gaucheenutilisant!’in variancede la quantié de Clairautle long desgéodesiquesdessurfaces
deréwlution. Finalementnousproposonsain algorithmedereconstructiorde surfaces.
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Chapitre 1

Geometrie descourbeset dessurfaces

Nousprésentonslansce chapitredesnotionsde basepourla géonetrie descourbeset des
surfaces pourplusde détailsvoir Lelong-Ferrandet Arnaudies[54], Braemer{12], Do Carmo
[29], Bemer et Gostiaux[6], Klingenbeg [49] et Schwartz [82]. Ensuite,nousobtenonsun
résultatsurlesgéodesiquegériodiquesdessurfacestoroidales.

1.1 Courbesparamétrees

1.1.1 Représentationparametrique

Définition 1.1 : On appelle courbeparanétrée de R® une application continue@: t € | —
@(t) € R3, | étantunintervalledeR.

Une courbeparangétrée @ estde classeC' (r entier >1) si ¢ pos®dedesdériveessuccessies
jusqual'ordrer, continuegdansl’int érieurdel .

Deux courbesparanétrees: | — R2 et : J — R® sontdites équivalentess’il existe une
bijection@: | — J telleque@= Yo 6. Onremarquaguedeuxcourbegaranetreeséquivalentes
ont la mémeimagedansR2, maisla réciproquen’est pasvraie. Consiceronspar exempleles
courbegaraneétreessuivantes @:t € [0, 21— (codt,sint,0) ety : t € [0, 41— (cod,sint, 0).
Cesdeuxcourbesont la mémeimagequi estle cercledu planOxy, de centrel’origine O etde
rayonl, pourtantcesdeuxcourbese sontpaséquvalentes.

Définition 1.2 : Une courbegéonétrique de R® estune classel” de courbesparamétrées
equivalentes.

Une courbeparangtrée @ dela classel estdite unerepiésentatiorparangtriquedel . La va-
riableréellet qui parcourt’ensemblel estdite un paranetreder .

Dansla suitede ce chapitre,on désigneraunerepesentatiorparangtrique@ d’'une courbe
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I parle couple(T, @).

Silarepesentatioparangtriquegd’unecourbel” estinjective,ondit que(Il, @) estunecourbe
paramétréesimple Dansl’hypothésecontraireun pointM del tel queg~*(M) contienneplus
d’'un élémentestun point multiple de la courbeparangtrée (I, ) dontla multiplicité estle
cardinalde @ (M).

Définition 1.3 : Soit(I", @) unecourbeparamétréetelle quegestdéfiniesur unintervallefermé
[a,b]. Si@(a) = @(b), on dit quela courbel estfermée Si, enoutre, la courbeparamétrée
(F,(q[a,b[) estsimple ' estappeEeunecourbede Jordan

Définition 1.4 : Soit(I", ) unecourbeparamétréetelle quel’intervalle de définitionde ¢ est
R. La courbel estdite périodiquesi @ estunefonctionpériodique

Soit T > 0 la périodede @, Po,1] estunereptéesentatiorparanétriquede " qui estunecourbe
fermée. Si, de plus, (T, @) estde classeC', alors: @0) = ¢(T),¢ (0) = ¢(T),---,¢")(0) =
@ (T).

1.1.2 Longueur d’'une courbe - Abscissecurviligne

Définition 1.5 : Une courbeparamétrée (I', @) de classeC! estdite réguliére si pour tout t
dansl’int érieurdel onal|@(t)|| # 0.

Dansla suiteon consideredescourbesparangtréesrégulieresaumoinsde classeC?.

Définition 1.6 : Soit (I, ®) unecourbeparamétréeet a et b appartenant |. On appellelon-
gueurde (I, @) deaab, I’intégralefef’H(d(t)Hdt.

Onvérifiedirectementjuesi @: | — R3 ety : J — R3 sontdeuxrepiésentationparanétriques
équivalentegleclasseC! d'unecourber, alors f, ||¢ (t)||dt = [;||w/(t)||dt.

Définition 1.7 : Si (I', @) estune courbe paramétrée on définit 'abscissecurvilignede ™ a
partir d’'un pointty appartenang | par:

t
viel, st)= [ [[g(u)ldu
to
Le point@(tp) del estl'origine del'abscissecurvilignes.

Il estclair ques(t) estlalongueurde (I, @) detp at.
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Pourquele parangtret coincide,auneconstantadditive pres,aveclalongueurdela courbe
entreun point de parangtrety et le point de parangtret, il fautetil sufiit que,pourtoutt € I,
l|@(t)|| = 1. Danscecas,s=t —to. Ondit alorsquel’on aparangtré parl’abscissecurviligne.

Si [ estunecourbegéonetriqueet @ une paranetrisationde I' parl’abscissecurviligne s qui
appartienta I'intervalle (a,b), alors  définie sur (—b,—a) par Y(u) = @(—u) estune autre
parangtrisationde I' parI'abscissecurviligne, maiselle estdécrite dansla directionoppoge
de celle de @. On dit que (I, @) et (I',P) sontdeux courbesparanétréesqui differentparle
changement’orientation.Ici, I'intervalle (a,b) peutétrefermé, ouvertou biensemi-ouert.

Proposition1.1 : Toute courbegéonetriquel” de R® admetdesparamétrisationspar I'abs-
cissecurviligne Si@enestune touteautre estdela formes+— @(s+a) ous— @(—s+a), avec
aréelquelconque

Démonstration. voir Bergeret Gostiaux[6]. O

La propositionsuivantedécouleimmédiatementie la définition dela longueur

Proposition 1.2 : Soit (I', @) une courbe paramétrée par I'abscissecurviligne Si (I',@) est
periodiquedepériodeT > 0, alors T estla longueurdela courbedeOaT.

1.1.3 Tangenteet normale a une courbe

Soit (I, @) unecourbeparanetrée de classeC?. La tangentea I au point M = @(t) estla
droitepassanparM etdevecteurdirecteurd (t). Le vecteurunitairetangental” estdoncdéfini

par g
__ 9@

e

Commert(t) estdenormel,onaVt e, 1(t)-T(t) =0.

Pardéfinition,la courtureent estdonréepark(t) =|| t'(t) ||, etle rayondecourhure(éventuellement
infini) parR(t) = k(t)~1. Entout point ol la courture estnonnulle, on définit la normaleprin-
cipaleunitairen(t) etle vecteurbinormaleb(t) par

r’(t):—% et b(t)=1(t) An(t).

1.2 Surfacesparameétrées

On supposealansce qui suit R® rapporé & un répereorthonorné qu’on noteOxyz.

Définition 1.8 : unesurfaceparamétreede R® estuneapplicationcontinueS: (u,v) € w +—
S(u,v) € R3, w étantun ouvertconnexedeR?.
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UnesurfaceparanetreeS deR3 estdite declasseC' lorsqu’elleposgdedesdérivéespartielles
successiesjusqual’ordre r, continuedans!’int érieurde w. On pose:

0uS= ou ov

Commedansle casde courbesparanétrées,deux surfacesparanétréeesS; : w; — R3 et
S, : wp — R® sontditeséquivalentess’il existeunebijection® : w; — wy tellequeS; = S, 0 6.
On remarqueaussique deux surfacesparanétréeséquivalentesont la mémeimagedansR3,
maisla réciproquen’estpasvraie.

Définition 1.9 : Une surface geonétrique de R3 estune classeX de surfacesparamétrees
equivalentes.

Une surfaceparanétrée S : w — R3 de la classeX estdite une repéesentatiorparanétrique
de Z. Dansla suite,on désigneraune surfacegéonetrique parle couple(Z,S) ou S estune
repesentatiorparanetriquede 2.

Définition 1.10 : Unesurfacegéonetrique(Z, S) deR® estdite surfacerégulieresila differentielle
de S enchaquepointde w estuneapplicationlinéaire derang2.

Proposition 1.3 : Une surfacegéonetrique (%, S) de R® estréguliere si et seulemensi pour
tout (u,v) € w, lesvecteus d,S et d,S sontlinéairementsndépendants.

Le plantangentmy a Z au point M estle plan engendé par d,S et 0,S. Le produit vectoriel
0uSA 0,S estdifferentde zéro et estnormala 1y, on dit qu’il estnormala Z. On définit le
vecteumormaleunitairev par:
Y 0uSA S
|| 0uSA 0S|

On constateaisfmentqueTyy etv sontindependantslela parangtrisation.

Surfacesderéwlution Unesurfacederéwlution = d’axe Oz declasseC? dansR® peutétre
définie paranétriquemenpar:

S(u,Vv) = (f(v) cosu, f(v)sinu,g(v)), (1.1)

ou f et g sontdeux fonctionsréellesde classeC?. Cette surface est obtenuepar rotation
autourde I'axe Oz d’une courbeplane méridienneCy dont I' équationdansle plan xOz est
définie paranétriquemenparv — (f(v),g(v)). On supposejuela courbeCy estréguliere,i.e.
Vv, f2(v) +g?(v) # 0, etquela fonction f nes’annulepas.Elle gardedoncun signeconstant,
par exemplepositif. Le parangtre u estl'angle de rotation autourde I'axe Oz et f(v) estla
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distancedespointsde = a 'axe Oz. Les vecteursangentsaux lignesde courbesenu etenv
sontrespectrement

0uS= (—f(v)sinu, f(v)cosu,0), et a,S= (f'(v)cosu, f'(v)sinu,g (v)). (1.2)

Onremarqualansce casquecesdeuxvecteursontorthogonauxDe plus,avecleshypotheses
faitessur f etg, cesdeuxvecteurssontnonnulsetsontdonchienlinéairementndépendants.

Surfacestoroidales ConsiceronsunecourbeméridienneCy du planxOz périodiquedepériode
p etrégulierederepésentatiorparangtrique( f (v),g(v)). On supposejuetout couple(vy, vz)
tel que(f(v1),9(v1)) = (f(v2),9(v2)) vérifie v, —v1 € pZ, cequi signifie quela courbeCy est
simple.Enfin, commeci-dessuson supposeaqueCy ne rencontrepasl’axe Oz, et quela fonc-
tion f eststrictementpositive. Nousdisonsquela surfacede réwlution engendee parCy est
toroidale.

Exempled’unesurfacetoroidale: Le tore.SoitCy le cercledu planxOz derayonr etdecentre
(x=R,z=0), o0 R>r > 0. Cecerclepeutétredéfinie par f (v) = R+r cosv etg(v) = rsinv.
La surfaceengendeeparla rotationde Cy autourde 'axe Oz estappeéetore.

1.3 Courbe traceéesur une surfacede réwolution

Soit X une surfacede réwlution et soit (I, @) une courbeparanétrée tracte sur X. Cette
courbepeutétredéfinie paranétriquemenpar:

t > @(t) = S(u(t), v(t)).

Un simplecalculpermetd’obtenirle résultatsuivant:

Lemme 1.1 : Une paramétrisation @ d’'une courbesur une surfacede révolutionestune pa-
rametrisationpar I'abscissecurviligne si et seulemensi

(f2+ g+ faAl =1. (1.3)

Intéressons-noumaintenantwux courbedermeestraccessurdessurfacesoroidales.

Lemme 1.2 : Dansle casou X estunesurfacetoroidale, siI” estfermég | = [a,b] I'intervalle
dedeéfinitiondeq, il existedeuxentiersk etk’ telsque: u(b) = u(a) + 2k'mtetv(b) = v(a) + kp.
Démonstration. Commel estfermée,alorsS(u(a),v(a)) = S(u(b),v(b)). De I’ équation(1.1)
etdel’hypothésef (v) > 0,ontired’abordf(v(a)) = f(v(b)) etg(v(a)) =g(v(b)), puiscoqu(a)) =
coqu(b)) etsin(u(a)) = sin(u(b)). D'apresla définition dessurfacestoroidales,il existedonc
deuxentiersk etk’ telsqueu(b) = u(a) + 2k'rtetv(b) = v(a) + kp. O
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Proposition 1.4 : Soitl" unecourbepériodiquede période T > 0 et de classeC! tracce sur
unesurfacetoroidale Alorsil existedeuxentiersk etk’ telsquepourtoutt € R

ut+T)=u(t)+ 2K, Vv(t+T)=v(t)+kp. (1.4)

Démonstration. Le fait quel” estpériodiqueentrane qu’elle estferméesurlintervalle [t t +
T] pourtoutt € R. D'apresle lemmeprécedent,il existe deux entiersk(t) et K'(t) tels que
ut+T) = u(t) + 2K (t)tetv(t + T) = v(t) + k(t) p. Montronsmaintenantjuepourtoutt,

ut) =u(t+T), v(t)=v({t+T). (1.5)

Commel estpériodiquedeclasseCt, ona@(\) = ¢ (A +T). Or, pourtoutt € R nousavons:
@ (t) = 0,Su(t) +9,Sv(t). Enutilisantlesexpressionsled, S etd,S donreesparl’ équation(1.2)
nousobtenons

v(t) f(v(t)) cogu(t)) — u(t) f (v(t)) sin(u(t))
@ (1) =] V() F'(v(t)) sin(u(t)) + a(t) f (v(t)) cou(t))
v()g'(v(t))

Enécrivantd@(t) = ¢ (t+ T), nousdistinguonsleuxcas:
1. d'(v(t)) # 0: danscecasontrouve facilementgueu(t) = U(t+T) etv(t) = v(t +T).

2. d'(v(t)) =0:dufaitque(f'(v),d'(v)) # (0,0) pourtoutv € R, ondéduitque f’(v(t)) #0
etparsuiteon obtientanouveauu(t) = u(t+T) etv(t) = v(t+T).

Enintégrante syseme(1.5)on obtientquek etk’ sontindépendantslet. O

1.4 Geodesiquesd’une surface

1.4.1 Cadregéneral

Soit (%, S) unesurfacerégulierede R3.

Définition 1.11 : On appellegéocesiquede la surfaceX toute courbeparamétrée (I, @) deZ
dontentoutpointM = @(t) le vecteury’ (t) estorthogonalauplanty tangentenM ala surface

Remarque : Lorsquela normaleprincipalea unegéodesiqueexiste,alorselle caincideavecla
normaleala surface.

Donnonsmaintenanteséquationglifferentiellesd’'une géocesique.

Proposition 1.5 : Soit (", @) unecourbetractesur unesurfaceX. C'estunegéodesiquesi et
seulementsi, elle estsolutiondu sysemed’ équationdifféerentielles(1.6).
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Eli+ FV+0,S- 02,50 + 20,S- 02,5V + 9,S- 92,97 = 0,
(1.6)
Fii+GU+0,S-02,S0% 4 20,S- 92, Siv+ 8,S- 02,57 = 0,

oU E(u,v) =|| 8,S||% F(u,v) = 8,S-98,SetG(u,v) =|| ,S||%.

Démonstration. Pourtraduirele fait quel” estunegéocesiquec’esta-direquele vecteurg’(t)
estorthogonalau plan Tty tangentenM ala surface, il suffit d’'écrirequece vecteurestortho-
gonala deuxvecteurdinéairementndépendantsie ce plance qui estle casdesdeuxvecteurs
d,Seto,S.

Enécrivantleséquation,S- ¢’ (t) = 0 et0,S- ¢’ (t) = 0 onobtientle syseme(1.6). O

Cesysemepeuts’écriresousforme matricielle:

"2

) 3,S-02,S AS-3,S S92 !

E F u ..
[F G][v]—l- 2av | =0. a.7)

0,S-02,S 08,S-02,S 9,S-93 72

D’apresl'ind épendancelesvecteurstangentda matrice qui apparé devant les dérivéesse-
condegdeu etv estderang2. Une géocesiqueestdoncsolutiond’un sysemenonlinéairede
deuxéquationglifférentiellesordinairesdu seconcdordre.

De cettecaracérisationdesgeodesiquespntire unrésultatd’existencelocal.

Théoremel.1 : Pour tout point M de Z, il existeun € > 0 tel que pour tout T de Ty et de
normel, il existeunegéodesiquede Z de vecteurvitessenitiale égala 1 et qui estdéfinieau
moinssur l'intervalle | — €, €[. Lorsquet parcourtI’ensemblede cesvecteus unitairesde iy,
lesgéodesiquesassoceesl ; remplissenexactementa boulemétriqueouverteB(M, €) formée
despointsde X dontla distancea M estinférieure a €. En outre, pourtout 0 < €' < ¢, la res-
triction del"; a [0, €'] estl'unique pluscourt cheminde Z qui joint sesextremies.

Démonstration. voir Bergeret Gostiaux[6]. O

Dansle casdessurfacedermeesqui estcelui qui nousintéressalansla suite,on disposele
résultatgglobaux.

Proposition 1.6 : SoitZ unesurfacefermée Alors,toutegéodesiqudocale peutétre prolongee
enunegeocesiquedéefiniesurR toutentier De plus,deuxpointsdeZ peuventoujoursétrejoints
par au moinsunegéocesiquedonnantie minimumdela longueur

Démonstration. voir Schwartz[82]. O
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Proposition 1.7 : Toute paramétrisationd’une géocesique(l", @) estproportionnellea I'abs-
cissecurviligne

Démonstration. Le vecteurq’(t) estorthogonalau planty doncil estorthogonalauvecteur
@ (t), c’esta-direqueq (t) - ¢’ (t) = 0 et parsuite ||¢(t)|| = c ol ¢ estune constantePosons
s=ct etY(s) = @(t). Ona||y/'(s)|| = 1, c’estuneparanttrisationparl’abscissecurviligne. [

1.4.2 Casdessurfacesde réwlution

Soit Z unesurfacederéwlution définiecommeonl'a vu auparagraphd.2 par:

S(u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinu,g(v)),

ou f etg sontdeuxfonctionsréellesassezéguliéres(aumoinsde classeC?).

D’apresleséquationg1.2) donnan®,S etd, S pourlessurfacesderéwlutionona:

E(uv) = f2(v), FuVv)=0 G(uv)="f?v)+g*V). (1.8)
Soit (I, @) unecourbeparanetréetraccesurz,
t () = ((F(v(t)) cosu(t), F(v(t)) sinu(t), g(u(1))),

ou u etv sontdeuxfois differentiables.

Proposition 1.8 : Leséquationsd’'une geocesiqued’'une surfacederévolutions’écrivent:

f2l+2f f'uv =0, (1.9)
(f’2+g’2)\-/-_ ff/02+(f/f/’+g/gI/)V2=O, .
Démonstration. Le syseme(1.9) s’obtientfacilementa partir du syseme(1.6). O

Corollaire 1.1 Propriété de Clairaut : Le long d'une géodesique il existe une constanteC
telle que:

vt, f2(v(t))u(t) =C. (1.10)
Démonstration. La premereéquationdu syseme(1.9) s’écrit %(fz(v(t))U(t)) = 0.l existe
doncuneconstanteC, telle quepourtoutt ona f2(v(t))u(t) = C. O

Consiceronsmaintenantesparanetrisationsp parl’abscissecurviligne.Alors C définiepar
(1.10) estappeée constantade Clairaut. Donnonsl’interprétationgéonetriquede la propriete
de Clairautdansce cas.Soit0 < 6 < 11/2 I'angle quefait la geocesiqueavecle paralkle qui la
coupeenun pointdonre.Ona

0.S- ¢

cosf=-—"—
|0uS]|

= |ful.
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Sir désignela distancedu point consiceré a I'axe de réwlution, r = f, on obtientla relation
suiante:

rcose = [C|. (1.11)

FIG. 1.1— Géockesiquesurunesurfacederéwlution.

D’apresl’ équation(1.10),la fonctionu gardeun signeconstaniui correspond I'orienta-
tion dela géocesique Nouschoisissongourl'orientationdesgéoesiquede senddirectdero-
tationautourde Oz. Cechoix correspon@ prendreu(s) > 0 etparsuiteC > 0. Lesgéodesiques
correspondard C = 0 sontlesméridiens voir la propositionl.9 ci-dessousLa relation(1.11)
devientC =r cos6 eton peutremarqueueC < minsf (v(s)).

Donnonsmaintenantieuxcasparticuliers.

Proposition 1.9 : Lesméridiens@(s) = S(uo, v(s)) sontdesgéocesiquesie.

Démonstration. La premire équationdu syseme(1.9) esttrivialementvérifiee. D’autre part
I’ équation(1.3) devient : (f'2 + g'z)\'/2 = 1. Par dérivation par rapporta s nousobtenonsla
deuxiemeéquationdu syseme(1.9). O

Proposition 1.10 : Un paralléle@(s) = S(u(s), vo) estunegéocksiquesi etseulemensi f/(vp) =
0.
Démonstration. Commev = 0, I’ équation(1.3) fournit

Vs, f2(v(s))u?(s) =1,

cequi prouwe enparticulierque
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D’apres sacontinuit, u gardeen fait une valeur constanteget donc i = 0. Ainsi, I’ équation
(1.9) estvérifiee.L’ équation(1.9), devientéquivalentea f/(vp) = 0. O

Corollaire 1.2 : Unecourbecoincidantsur unintervalleavecun parallele correspondané vp
estunegéodesiquesi et seulemensi f'(vp) = 0 etsi elle coincidepartoutavecle parallele
Démonstration. Il sufiit d’utiliser le fait quesi deuxgéodesiquescoincidentsur un intervalle
ellescaincidentpartout. O
La propositionsuivantecaracériselesgéocesiquesa l'exceptiondesparalkles.

Proposition 1.11 : Toutecourbegéocesiqueparanmetréepar I'abscissecurviligne vérifie

{ (F24+ gV + fP =1
f

1c. fPi=c. (1.12)

Réciproguementtoutecourbeparametréevérifiant (1.12)et necoincidantsur aucunintervalle
avecun paralleleestunegéocesique
Démonstration. Le sensdirectestévident.
Réciproquementsupposonsgueleséquationg1.12)sontsatishites.Alors I equation(1.9); est
trivialementsatishite.Intéressons-nousl’ équation1.9),. Par dérivationdel’ équation(1.12),
ona

f200+ f 0P+ (F2+g2) W (' +dg" )V =0,

quel’on peutécrireaussi
(F2042f F'UV) U+ [(F2+g2)V— FH02+ (F' 7+ o )WP]v=
Commeon adéjavu que(1.9); estsatishite,onadonc
[(f24+g2)v— fHP 4 (F' £ +dg")VP]v=D0.

Entoutpointtel quev(s) # 0,1’ équation(1.9) estdoncsatishite.Etenunpointtel quev(s) =0,
commepar hypotresev n’est pasidentiquementulle suraucunsous-interalle ouvert conte-
nants, I’ équation(1.9), estaussisatishite parcontinuit. O

L'intérét deséquationg(1.12) par rapportau syseme(1.9) estqu’elles sontd’ordre 1 et
gu’ellespermettentle calculeren un point donreé et pour uneconstantade Clairautdonréela
tangentdnitiale a la géocesique Voyonsmaintenantenquoi ellespermettentie construireles
géocksiguesautresqueles paralkles.Nousavonsdéja vu quela constantele Clairautvérifie
0 < C < minsf(v(s)), etqu’elle estnulle pourlesméridiens.Par ailleurs,la constantele Clai-
rautd’'une géocesiqueparalkle ou tangentea un paralkle, correspondara vp vaut f (vp).

Proposition 1.12 : SoitMg = S(up, Vo) un point de la surfacede révolutionet soit C vérifiant
0< C < f(vp). Il existeexactementieuxgéodesiquegpassanpar Mg ayantC commeconstante
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deClairaut. Ellessontsynétriquespar rapportau plan méridienpassanpar M.
Démonstration. PuisqueC < f(vp), une géocesiquepassanpar Mo ne peutpasétre un pa-
ralleleetnouspouwonsutiliser la propositionprécedentel.11.Leséquationg1.12)prisesensy
I'abscissecurvilignede Mg fournissent

U(So)=% et P(s) =

Onvoit doncquedeuxdirectionsde départpeuventétrepriseset qu’ellessontsymétriquespar
rapportauplanmeéridien.ll sufiit ensuited’appliquerle theormed’existenced’unegéodsique.
U

1— £2(vo)UP(s0)
'2(vo) +92(vo)

1.4.3 Geodesiquesperiodiques

Définition 1.12 : Une géodesiqueestdite périodiquesi elle estunecourbepériodique

Dansle casd’'unesurfacequelconquel existenced’'unegéodesiquepériodiquen’estpasévidente.
Pourtantjl y ale résultatsuvantsurun casparticulierde surfaces

Théoremel.2 : SoitZ une surfacecompkte homeéomorphea un plan, un cylindre ou a une
bandede Mobius.Si Z a uneaire finie, alors il existe uneinfinité de geodesiquepériodiques
sur.

Démonstration. voir Bangert4]. O

Larecherchelesgéocesiquepériodiquesurdessurfacegoroidalesestrelatvementsimple.
Dansla suiteZ désigneunesurfacetoroidaleet (I, @) unegéodesiquepériodiquede périodeT
parangetréeparl’abscissecurviligne.On avu dansla propositionl.4 qu’il existedeuxentiersk
etk’ telsquepourtouts:

{ u(s+T) =u(s)+2K'm, (1.13)

V(s+T) = v(s) +kp.

Remarque-Deéfinition : onpeutfacilemeninterpeterk’ commele nombre (positif ou nul) de

tours autour del'axe deréwlution. Eneffet, d’apresla propriete de Clairaut,eéquation(1.10),

— ou bien,pourtouts, u(s) = 0, i.e., la fonctions — u(s) estconstanteLa géocesiqueest

un méridien: elle n’effectueaucuntour autourde I'axe. Par ailleurs,k’ défini par(1.13)
esttrivialementnul.

— ou bien, pourtout s, u(s) eststrictementpositif. L'angle polaire estune fonction stric-
tementcroissantede s, on en déduitquek’ > 0. Commeu estcontinue,l'angle polaire
prenddefagon bijective touteslesvaleurscomprisentreu(0) etu(T) = u(0) +k'2m: la
géockesiqueeffectuek’ toursautourdel’axe deréwlution.
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Intéressons-noumaintenant I'interprétationdu nombrek. Donnonsun lemmedéduitde
la propositionl.11.Dansla suitenousnoteronamle minimumdela fonction f sur[0, p|. C’est
aussisonminimumsur R. Commef estde classeC?, si m estatteinten v, alors f/(vp) = 0.
Nousnoteronsmg le minimumdes— f(v(s)) le long d’'unegéocesiquepériodique(l”, ). Au-
trementdit, ceminimumestprisindifferemmensur[0, T] ousurR. Si m estatteintensy, alors
f/(v(s0))V(s0) = 0. Pourla compéhensiorgéonetriquedesrésultatsqui suivent,il estutile de
rappelemue f (v) désignela distancea 'axe deréwlution detout pointde parangtres(u, v) de
la surface.

Lemme 1.3 : S'il existesy tel quev(sp) = 0, alors my, estatteintensy, etla constantede Clai-
rautC verifieC = f(v(sp)) = me.

Démonstration. D’apres les équations(1.12), en sp tel que v(sp) = 0, on a immédiatement
f(v(s0)) = C ou C estla constantede Clairautassocee a la géocesique.On a déja vu que,
d’apressoninterptétationgéonetriqgue,C < minsf (v(s)). Ainsi, C = f(v(Sp)) = minsf(v(s)) =
M. 0

Proposition 1.13 -Définition : Sik = 0, oubienla geéoesiquesstun parallele oubienil existe
un parallele gu’elle nerenconte pas.On dit qu’elle n’effectueaucunespire autour dela sur-
face

Démonstration. Commek =0, V(T ) = v(0) etil existesy €]0, T| tel quev(sp) = 0.Lagéodesique
esttangenteen@(sp) auparalkle passanpar @(sp).

- oubien, f'(v(sp)) = 0 etla geocesiquecaincideavecceparalkle.

- ou bien, f’(v(sp)) # 0 et m ne peutétre atteinten v(sp). Cependantd’apresle lemme1.3,
my, estatteinten sp. Ainsi, my > m. Autrementdit, la distancea I'axe surla géoesiquereste
strictemensuperieurea savaleurminimalesurun méridienou surla surface.ll existedoncau
moinsun paralkle quela géocesiquenerencontregpas. O

Passonswucask # 0.

Proposition 1.14 : Le nombe k estnon nul si et seulemensi la fonctions+— v(s) eststricte-
mentmonotone

Démonstration. - Supposon& # 0. Remarquongoutd’abordquecommela fonctions+— v(s)
estcontinuesurRR, elle estsurjective sur[v(0),v(T)] = [v(0),v(0) + kp]. Commek # 0, on en
déduitquela fonctions+— f(v(s)) estsurjectvedeR surlmf. Ainsi m= m,.

Supposons nonstrictementnonotonell existedoncsy tel quev(sp) = 0. D’aprésle lemmel.3,
my, estatteintensg. Commem, = m, v— f(v) atteintsonminimumenv(sy) etnécessairement
f/(v(s0)) = 0. La géocesiquecoincidedoncavec le paralkle passanpar @(so). Il estévident
gu’alorsk = 0, ce qui esten contradictionavec ’hypothese.Par suitev eststrictemenimono-
tone.

- Si v eststrictemenimonotone par exemplestrictementroissantejl estévidentquev(T) >
v(0), doncv(0) + kp > v(0), d’'ou k # 0. O
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Remarque-Définition : Si k # 0, la fonctions+— v(s) étantstrictementmonotoneet continue
estbijectivede[0, T| sur[v(0),v(T)] = [v(0),v(0) + kp|. Surlintervalle [0, T], elle croisek fois
chaqueparalkle. On dit qu’elle effectuek spiresautourde la surface.On peutnoterquedeux
géocksiguesymetriquesparrapporta un méridienontdesnombresie spiresoppoes.

Poursuvons|’ étudedesgéodesiquedellesquek estnon nul. Définissonsp : ¢ € [0, m[—
¢(c) € R par

2 /2 1/2
d(c) =/Oph(c,v) dv, ou h(cv)= ¢ <f2f( )(\(2;_(\?) _(\22)> (1.14)

Théoremel.3 : Sila géodesique(l, g) estpériodique et fait au moinsune spire, alors sa
constantede Clairaut C eststrictementinférieure a m et elle estlieéeau nombe de tours k' et
au nombe de spiresk par la relation
k/
$(C) = m (1.15)

Démonstration. Commela géodesique(l, @) fait au moinsunespire,alorselle croisek fois
chaqueparalkleetonam= my. OrC < mydoncC < m. SiC = m, doncC = my, alorsil existe
S tel queC = f(v(sp)). D’aprésles équationg1.12),Vv(s9) = O, par suitela fonction v n’est
passtrictemenimonotonece qui esten contradictionavecla propositionl.14.Par congquent,
C<m

D’autre part,d’apresleséquationg1.12),et commev gardeun signeconstaniui estcelui
dek, ona, pourtouts,

. c o 2(Y(3) - C? v
U= 209y V(S)—Sgr(k)(fz(v(s))(f’Z(v(s))+g’2(V(S)))) '

Intégranta premireéquatiorentre0 et T, et effectuante changemendlevariablev = v(s) qui
estpossiblequeparcequev eststrictementmonotonenousobtenons

o T ds B v(T) (f'2(v)+g'2(v))1/2
K = C/O e — sign(k)C /(0) f()(f2(v)—C2)1/2dV

( v))l/ (1.16)
= signk)kC
0 fv)(fZ 2)1/2
d’apresla périodicitt de f etg.
Autrementdit, / /
K K
$(C) = SigNOK ~ TN (2.17)
Ul

Donnonsmaintenantineréciproqueaurésultatprécedent.
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Théoremel.4 : SiC € [0,m| esttelle que$(C) € Q, alors les géocesiquesayantC comme
constantede Clairaut sontpériodiques.
/

Démonstration. Posong)(C) = qa avecq etq € N premierentreeux.

Remarquongout d’abord que v(s) eststrictementmonotone parcequesinon,il existe sy tel
queVv(sp) = 0. Or, d’apresle lemme 1.3 aissmentétenduaux géocesiquesquelconquespn
obtientC = f(v(sp)) = minsf(v(s)) > m, ce qui constitueune contradiction.Nous supposons
désormaispourfixerlesidéesy(s) strictementroissante.

Démontrongjuev(s) n’estpasborrée.Nousdistinguonsieuxcas.

e Uu(s) n'estpashorrée: alorsu(s) — +o quands — +o. Soientn € N* ets; unevaleur
positive del'abscissecurviligne,alorsil existeT; > 0 telle queu(s; + T1) = u(sy) + 2ngTtdonc

s1+Th
/ u(s) ds= 2ngm Entenantcomptedeséquationg1.12)et enfaisantle changementle
S1
variablesv = v(s), nousobtenons

V(s1+T1)
/ h(C,v)dv=nd.
V(s1)

/ P
D’autrepart,de¢(C) = qa noustironsaussi/ h(C,v)dv= % Maish(C,.) estdepériodep,
0

donc

v(s1)+ngp p
/ h(C,v)dv= nq/ h(C,v)dv=nd.
v(s1) 0

v(s1)+nap V(s1+T1) . v(s1)+nap i

D’ou,/ h(C,v) dv:/ h(C,v)dy, parswte,/ h(C,v)dv=0.Cerésultat
v(s1) V(s1) V(s1+Ty)

n’estvrai quesi v(sy + T1) = v(s1) + ngp.

Donc, pours; fixée,pourtout entiern, il existe T; > 0 tel quev(s; + T1) = v(s1) + ngp. Alors
v(s) n'estpasborrée.

e Uu(s) estborrée: doncil existe u. € R telle que u(s) — U« quands — +o. Raisonnons
par absurde Supposongu’il existe v, € R telle quev(s) — V. quands — +o. Donc quand
S — 400, S(u(s),Vv(s)) corverge versle point S(u,Vw). D’autre part, d’aprés les équations
(1.12) nousobtenongyuei(s) — C/ f?(v») quands — + et queV(s) corverge versunecer
tainevaleurquenousnotonsv, quands — +co. Par congquentje point S(U, V) €Stun point
limite dela géodesiqud™ dontla tangenteence point estporteeparle vecteur

Voo T/ (Voo ) COHUoo ) — Uoo T (Veo ) SIN(Uo )

Too = | Voo I/ (Veo) SIN(Uoo) 4 Uso T (Voo ) COF Uco)

Veod' (Veo)
Or, il existeunegéocesique qui n'estautrequela suitedel”, ayantle point S(Uw, V) COMmMe
origine et T, commetangente Par suite le point S(U.,V,) N’est pasun point limite de la
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géocksiqud cequi estabsurde.

Finalementy(s) n'estpasborrée.Soit s unevaleurquelconquelel'abscissecurviligne, il
existedoncTp > Otel quev(sp+ To) = V(So) +qp.

Ona: ¢(C) = q

!
q c'esta- dlre/ h(C,v)dv = g
0

qT Mais f et g sontpériodiquesde période

v(s0)+ap
P, alors/ h(C,v)dv = . En faisantle changementle variablesv = v(s), et en te-
Vi

(s0)
So+To

nantcomptedeséquations(1.12) nousobtenons. / u(s)ds = 2q'm, doncu(sg+ To) =
S
u(so) + 29’1

De plus, en utilisant le fait quev(sp+ To) = V(So) + gp les équationg1.12) nousdonnent
U(so+To) = U(so) etv(so+ To) = V(o). Aveccesrésultatousvérifionsfacilemenguelesvec-
teurstangentsa la géoesiqueens = 5y etens = s+ Tp sontconfondusAinsi la géocesique
enguestionestpériodique. O

Proposition 1.15 : Lafonction¢ : c € [0,m[— ¢(c) € R eststrictementroissante
Démonstration. Il estévidentque¢ estunefonctioncontinuesur [0, m[ et dérivablesur]0, m[
etl'on a:

(o) = [ IEY oY) _ 1 1) (129 +g?y Y
¢ (C) _/0 ac dV, avec ac E[fz(V)—Cz(fz(v)(fz(V)—Cz)> . (118)

oh(c,v L : R .
Comme% estpositive pourtout c €]0, m[ alorsil enestde mémepourd’(c). Par suitela
fonction¢ eststrictementroissante. O

Proposition 1.16 : Sila fonction f estdeclasseC! et dérivabledeuxfois, alors

lim ¢(c) = +oo. (1.19)

c—m

!2 12 1/2
Démonstration. Posond (c) = /p ( v +97(v) ) dv.
o \ F2(v)(f3(v) —¢?)
Commef’ et g sontcontinuessur R, p-périodiqueset 1:'2—1-9'2 # 0, alorsil existey > 0 tel
quef'2+g'2 > y2. D’autre part f estcontinuesurR et p-périodique,alorsil existe M tel que
0<m< f(v) <M pourtoutv € R. Onendéduit:

vee [o,m], I(c)> (1.20)

e w—

. L 1
Etudionsmaintenant)(c dv. Il sufiit del’ étudierpourc? = n? — ~ Nous

= | e
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avonsdonc:

J(cn) = / P ! dv.

n) — .
0 \J13v)—mP+ L
: : 1 . S e,

Il estclair quela suiten — estcroissanteenn (av fixé). DoncJ(c,) estune

f2(v) —m2+ 1
suitenumérique(positive) croissanteOn endéduitdeuxpossibilies:

oubienJ(c,) estmajoree.Alors Y(v) = ! estintégrablestJ(c )—>/p ! dv
" ' f2(v) — P Vo /F(v) — P

quandn — 4o,
— oubienJ(c,) — 4+ quandn — +-oo.

Montronsque le premiercasne peutpasse produire.Soit Vg € [0, p| tel que f atteigneson
minimumenvp, onsaitque f’(vp) = 0. Commef estdeclasseC! et deuxfois dérivable,alors:

F(v) = f(vo) + '
Donc f2(v) = m? + 2mn (v
1 1

PP AW

vo)(V—Vo)+Nn(v), avec neClet|n(v)| < kylv—vol?

~~

+n2(v) = m? +fj(v), avecO < fj(v) < ks|v— Vvo|. Parsuiteona:

~—

qui estnonintégrableauvoisinagede vp.
' “v—vol

Onadoncl (c) — + etdp(c) — 4o quandc — m. O

Corollaire1.3 : Im¢ = ¢([0,m[) = [0, +oo].
Démonstration. Il sufiit deremarqueique$ estcontinue,croissante$(0) = 0 et gi_r>nm¢(c) =
00, Ul

Proposition 1.17 : Lesentiesk etk’ del’ @quation(1.13)sontpremiess entre eux.

Démonstration. Remarquongout d’abord que dansl’ équation(1.13), T estla périodede la

géocksique(l, @), etquek estdemémesignequev qu’on supposeositif.
! /

: : : K [ .
Soientqetq € N deuxentlersprem|ersx—:-ntreeuxtelsqueE = qa Onadonc: $(C) = qa Ceci
entrdned’apresle theoemel.4qu'il existe Ty > Otel que:

u(s+T) = u(s) +2q'm
{ V(s+T1) = Vv(s)+qp. (1.21)

On peutfacilementvérifier que @(s+ T1) = @(s), par suiteon en déduitqu'’il existe un entier
n tel que Ty = nT. En utilisant maintenantes équationg1.13) et (1.21),0n obtientq = nk et
g =nkK. Or g etq sontpremiersentreeux,ceciimpliquequen = 1, et parcongquentk etk’
sontpremiersentreeux. O
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Enrésung, le problemed’existenced’unegéoesiquepériodiquefaisantaumoinsunespire
sur une surfacetoroidale revient donc au problemede trouver une valeurde la constantede
ClairautC telle que¢(C) € Q. Commelmé = [0, +oo[, alorsil existeuneinfinité devaleursde
C dontlesimagespar ¢ sontdansQ. Par con€quent,sur unesurfacetoraidale,il existe une
infinité degéodesiquegpériodiquedaisantaumoinsunespire.De plus,le nombredetoursetle
nombrede spires(# 0) quedoit faire unegéodesiquepériodiquesontpremiersentreeux.

Algorithme

Donneru(0), v(0), k etk’

Calculerla constantele Clairautdel’ équation(1.15)‘

Calculeru(0) etv(0) enutilisantle syseme(1.12)

‘ Résoudrde syseme(1.9) pourobtenirleséquationgela géooésiquq

Validation : Pourtracerune géocesiquepériodiqueil sufiit de fixer les valeursinitiales u(0)

etv(0), et de choisirle nombrede toursautourde I'axe de réwlution et le nombrede spires
guedoit fairela géodesique La constantale Clairautestobtenueparla résolutiondel’ @équation
(1.15) ce qui permettrad’obtenir, en utilisant le syseéme (1.12), les valeursinitiales u(0) et
v(0). Par suite,les équationsde la géocesiquesont obtenuesen résohant le syseme(1.9).
Dansles exemplesque nousprésentongiansce chapitre,nousavonsrésolule syseme(1.9)

numeriqguemengvecle logiciel MAPLE.

FiG. 1.2—Desgéocesiquegpériodiquedracessuruntore.Ellescorrespondentespectrement
ak=6,K=1), (k=13 kK =1)et(k=13 K =5).
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FIG. 1.3— Desgéodtsiquegériodiquesraccessur une surfacetoroidale mocklisantla forme
géonetriquedu ventriculegauche Elles correspondentespectiementa (k= 1, k' = 1), (k=
2,k =1 etk=1K=2).

1.5 Construction d’'un modeleabstrait pour le ventricule gauche

Afin de vérifier quelesfibresmyocardiquesontorganigesen surfacesdontellessontles
géocksiquesil estutile dedisposed’un mockleabstraitpourvaliderlesdifférentsalgorithmes
guenousdéwveloppongdansle chapitresuivant.

D’apresles obsenationsanatomiquesle ventriculegauchepourraitétre modelisé parune
formetoroidale.Nousavonsdoncconstruitunmodelederéwlutionformé desurfacedoraidales
embdtéesyoir Figurel.4.Cessurfacessontgéréreesparlarotationautourdel’axe deréwlution
de courbeaméridiennesenforme de croissantLa courbeméridiennede la surfacela plus ex-
terneestune courbeB-spline de classeC? polynomialede degré 3 obtenueavec cing points
de contdle, voir annee B. La distancede cettecourbea I'axe de réwlution estprochede 0,
maisn’estpaségalea 0. Elle estminimaleau niveaude I'apex ou lesfibrespeuentpassede
I épicardeal’endocardeles courbesméridiennesiesautressurfacessontdeduitesde cellede
la surfacela plus externeenlui appliguantunehomottétiederapportA, 0 < A < 1 etdecentre
choiside fagon a ce que les courbesobtenuese se croisentpas.Donc a chaquevaleurde A
correspondinesurfacequ’on notes,.

Nous avons construit sur chacunedes surfacesainsi définies un réseaude géocdesiques
périodiquesqui se deduisent’'une de I'autre par rotation autourde I'axe de réwolution. Par
conequentlesgéocesiquesiechaqueaéseawntunemémeconstanteleClairaut.Lesgéodsiques
sontchoisiesde fagon a effectuerun seultour autourde I'axe de réwolution et, unespire pour
lessurfacesnonprofondeset deuxspirespourlessurfacesprofondedc’est-a-direpourA petit).

La structuredu ventriculedroit estassezomplexe. Les outils classiquesie géontetrie ne
semblentpastres puissantgour en construireun mocele. La disponibilite de nouwelles ma-
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Axe de révolution

FIG. 1.4 — Le mockle abstraitdu ventricule gauche.A gauche,des courbesméridiennes
embdtéesqui gérerentdessurfacesembdtées(aucentre)enlesfaisanttournerautourdel’axe

deréwlution. A droitedesgéocesiquegpériodiquesjui sedéduisent'une del’autre parrotation

autourde 'axe deréwlution.

chinesetdenouweauxoutils permetla repesentatiomdeformes3D a partirdecourbestdesur
facegparanetrées Nousprésentonslans’annexe B desmocdelespourlesformesgéontetriques
desdeux ventriculesa I'aide dessurfacesB-splinessur lesquellesnous pouvons tracerdes
géocksiquesn utilisantun algorithmedéwelopge par Valérie Pham-Tong[73] pourtracerdes
pluscourtscheminssurcetype desurfaces.
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Chapitre 2

Outils numeriques- Application au
myocarde

2.1 Intr oduction

SelonStreetef85], lesfibresmyocardiquesontorgani€esensurfacegoroidalesembdtées
dontellessontles geéoesiquesPartantde donreesexpérimentalespbtenuegar la technique
de microscopieen lumiere polarisee développee par Jouket al. [47], nousvoulonsd’un coté
reconstruirdes fibres et les surfacessur lesquellescourentles fibres, et d’'un autre coté ten-
ter de vérifier la conjecturede StreeterLa techniqueexpérimentalemesurepour un nombre
de pointssetrouvantdansdessectionsdifferentesdansle myocardedeuxanglesa partir des-
guelsl’'orientationdela fibre peutétredéduite Autrementdit, le travail expérimentalfournit un
champdiscrettridimensionnebesdirectionsdesfibres.

Dansnotretravail noussupposongjuele ventriculegauchea une structurede réwolution.
Plus précig£ment,nous voyons sa surface externe gérérée par rotation autourd’'un axe de
réwolution d’'une courbeméridiennequi a la forme d’un croissant.Ce mocele simplifié nous
permetd’utiliser I'in variancede la constantade Clairautle long desgéodesiquesdessurfaces
deréwlution. La propriéte de Clairauta d’ailleurs &t utiliseepar Streeteiqui disposaitde me-
suresdansla partieéquatorialdibre du ventriculegauche.

Dansce chapitre,nousprésentongout d’abordle cadremattematiquedanslequelsesitue
notre problemeainsi que quelquesméthodesnumériquesqui sontutiliséesdansla suite pour
déwelopperdesalgorithmesde suivi de fibres et de reconstructiorde surfaces.Ensuite,nous
construisongdes mocdeles abstraitspour les formes geoneétriquesdes deux ventriculespour
pouwir validerlesdifferentsalgorithmesquenousavonsdéveloppes.

Afin devérifier la conjecturede Streeternouscalculonsentout point du ventriculegauche
la quantié de Clairautet noustragonssesisovaleursdansdessectionshorizontalestverticales.
De plus, nousutilisonsl’algorithme de suwvi defibrespour obteniruneinformationsurchaque
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fibre sepaément.Nousremarquonsjuele long d’'unefibre donréela quantié de Clairautreste
invariante Enfin,nousutilisonsl’algorithmedesuwi defibrespourvisualiseessurfacesd’iso-

valeursdunombredeClairaut.Lessurfacesobtenuesnontrentclairementa structuretoroidale
duventriculegaucheet la forme hélicoidaledestrajectoiredesfibres.

La structurerelatvementsimple du ventricule gauchen’est plus valable pour le ventri-
culedroit, les algorithmesde reconstructiorde surfacess’averentsensibles la précisiondes
donréesanatomiquegout celaalimit & nosrésultatsau ventriculegaucheuniquement.

2.2 Donnéesanatomiques

L’ équipeRFMQdulaboratoireTIMC adéwveloppe unetechniquedemicroscopieenlumiere
polari€e, pour déterminerl’orientation des fibres dansdes coeursfoetaux. Une description
compktedu protocoleestdonréedansl’annexe A.

Azimut == o Elevation m B

FIG. 2.1— Cartesangulaires agauche)angle d'azimutqui variede 0 a1, etadroite,'angle
d’élévationqui variedeO atr/2.

Lesrésultatssontconstitlesde cartesangulairedourniespour descoupesdisciétistesen
voxels,voir Figure2.1. Danschaquevoxel uneinformationmoyenneestcollecée,deuxangles
sont mesues, I'angle d’élévation ou latitude 0 et I'angle d’azimut ou longitude ¢. L’angle
d’élevation estl'angle quefait la fibre avec le plan de coupeet I'angle d’azimut estl’angle
guefait la projectionde la fibre sur le plan de coupeavec unedirectionfixe de ce plan, voir
Figure2.2.

Pour déterminerla positiond’un vecteurdansl'espace,l'angle ¢ varie entre0 et 21, et
I'angle 8 entre—J et 7. Par contre,dansle casd’unedroite, il sufiit deconnatre ¢ entre0 et
etd entre—7J et T pourdéterminersadirection.Par congquentuneconnaissanckecaledeces
deuxanglescomprisentreQ ettpour et—7 et Z pour8 déterminecompktementa direction
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T delafibre:
Tx = cosBcos
T=| Ty = cosBsin¢ (2.1)
T,=sinB

Latechniquautiliseenepermetpasdedistinguerentred et —0. Lesvaleursfourniespour8 sont

doncmesueesdanslintervalle [0, 5].
D’un point de vue matlématique,on peutdire gu'on a un champde vecteursdiscietise
répartidansl’ épaisseudu musclecardiaqueet lesfibressontconsicereescommedescourbes
Axe longitudinal

A

tangentegnchaqueooint a ce champtridimensionnel.

N X
9 <T o
7
&Q@
&

A

FIG. 2.2— Repgsentatiorscrematiquedesanglesd’élevationet d’azimut.

2.3 Reconstructionnumerique descourbes

Etantdonre un champde vecteurst : Q — R3, il s'agit de reconstruiredescourbesqui y
soienttangentegntout point. Nousles cherchonsousforme parangétréet — x(t). Autrement

dit, nouscherchons solutiondel’ équationdifférentielledu premierordrex’(t) = t(x(t))

2.3.1 Formulation mathematiquedu probleme
Rappelongci quelguesésultat€lémentairesurleséquationglifféerentiellesyoir parexemple

Cartan[19] et Demailly [26].
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R N R /

e N

FIG. 2.3— Un exempled’'une courbetangentea un champde vecteurgdonre.

SoitU unouvertdeRx RMet f : U — R™ uneapplicationcontinue Onconsicerel’ équation
differentielle

X' =f(t,x), (t,x)eU. (2.2)

Définition 2.1 : Unesolutionde(2.2)surunintervallel C R estunefonctiondérivablex: | —
R™ telleque: Vt €1, (t,x(t)) € U, etx/(t) = f(t,x(t)).

Définition 2.2 (Problémede Cauchy) : Etantdonréunpoint (to, Xo) € U, le problémede Cau-
chy consistea trouverunesolutionx : | — R™ de(2.2) surunintervallel contenanty dansson
intérieur, telle quex(to) = Xo.

Définition 2.3 : Une courbeintégralede (2.2) estune courbedifferentiablel” qui a pour tan-
genteenchaquepointM = (to, Xo) € I la droite Dy d’équation:

X —Xo = (t—to) f (o, Xo)-

Dansle cas1D (m= 1), f(to,Xo) estdoncla pentedela tangent&al” aupointM, etdansle cas
géréral, f(to, Xp) estle vecteurdirecteurdela tangenteenM ar .

Revenonsau problemede départ.On sedonneun champde vecteurst, on lui associeune
équationdifférentielleautonomex’(t) = 1(x(t)) eton suppose assezégulierpour quecette
equationdifférentielleadmetteune solutionuniqguequandune valeurinitiale estdonree.Les
courbesgui sonttangente®n tout point a ce champne sontautresqueles courbesintégrales
de cetteéquationdifférentielle.Trouver cescourbesc’estdoncrésoudreun problemede Cau-
chy. Obtenirune solutionexacte (analytique)du problemede Cauchyn’est pasgéeréralement
possiblemémelorsquef estdonréesousformeanalytiqueetil existedenombreuseméthodes
de résolutionnumériguepar disciétisation.Dansnotre cas,le secondmembret n’est connu
gue sousforme d’'une carteau départdiscete gue nousétendonsen une cartecontinue.Ces
méthodesontdoncbienadapéesa notreétude.
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Nousrappelondgci quelquesnéthodeausuellesPourl’ étudede la stabilite, la consistance,
la corvergenceet I'ordre d’approximationnousrenvoyonsaux ouvragesd’analysenumerique
elémentaireCitonsparexempleCrouzeixet Mignot [25], Dieudonre [28], Demailly [26].

2.3.2 Résolutionnumerique du problemede Cauchy

Notre problemearésoudres’écritdonc:

{ X' =1(x), 2.3)

X(to) = Xo.

Soittg < t1 < ... <ty =to+ T une subdvision de [to,to + T]. Il s’agit de déterminer
desvaleursapprockeesxg, X1, ..., Xy desvaleursx(t,) prisespar la solution exactex. Soit
hh=thw1—th, 0<n<N-1lepasal étapen, onle prendengéréralconstant.

On distinguedeux typesde méthodes. méthodesa un paset méthodesa plusieurspas.
Une méthodea un paspermetde calculerx,,1 a partir de la seulevaleurang&rieurex,. Une
méthodear pasutilise lesr valeursangérieuresxy, ...,Xn_r+1 afin decalculerx,1. La partie
initialisationd’'une méthodea deuxpas,c’est-a-direle calculdex, peuts’effectuerenutilisant
uneméthodea un pas.

M éthoded’Euler explicite: C’estuneméthodeaunpasd’ordrel.

Xnt-1 = Xn+ hnT(Xn). (2.4)
M éthodedu point milieu : Elle estd’ordre2 etaun pas.

h
Xy = Xn+ Enr(xn),
Pn :T(Xn+%)7 (2.5)
Xn+1 = Xn+ hnpPn.

M éthodedu point milieu modifie: C’estuneméthodeadeuxpasd’ordre2. Elle sedistingue
delaméthodedu pointmilieu parle calculdu pointinternédiairexn+% ou aulieu d’utiliser t(xp)

dontle calculestcolteuxon utilise T(x,, %) qui estdéja calcuk aupaspréccdent.

Xn3 =X+ 5” Pr-1,
Pn = T(Xn—l—%)7 (2.6)
Xnt+1 = Xn+ hnpn.

Examinonaun aspechumériquequenousa sembé intéressantiansle trace descourbesgen
particuliersdang’utilisation denosalgorithmegarnoscolleguesdebiologie-medecineC’est
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celuidutrace d'unecourbedansles“deux sens”.

Soit (I',x) la courbeparanétréeou x : t € [to,to+ T] — Xx(t) estla solutiondu probkeme
(2.3).Posonxt = X(tg+ T). Faisonsmaintenanun changemerndeparanetresdet en—t. Pour
t € [-to— T, —to], onnoteX(t) = x(—t). DoncX etx sontdeuxparaneétrisationgquivalentesie
. DeplusX estsur[—tg— T, —tg], la solutiondu problemesuiant:

X = —1(%),
{ %(—to—T) = xr. 1)
Maintenantdu point de vue numérigue,on sedemandesi lesvaleursapproclkeesxy, ..., XN de
x obtenuegar la résolutionnumériquede (2.3) avec la conditioninitiale x(tp) = Xo sontles
mémesque les valeursapprocleéesde X obtenuegparla résolutionnumériquede (2.7) avecla
conditioninitiale X(—to — T) = Xo = Xn. Autrementdit, on construittout d’aborden partantde
Xo hotresuite(finie) depointsxo, . .., XN, etensuiteenutilisantla valeurobtenuexy onconstruit
enpartantde xy la suiteXo,...,Xn. La questionestdonc,lesdeuxsuitesde pointssont-elledes
mémes? Silaréponsestnégative,ondit quela méthodenumériqueutiliséen’estpasréversible.

La méthoded’Euler explicite, la méthodedu point milieu et la méthodedu point milieu
modifié ne sontpasréwersibles.

Méthodede Nystrom: C’estuneméthoded’ordre 2, adeuxpas.Sonsclemaestle suivant:

Xnt1 = Xn—1+ 2ht(Xn),
thr1 =th+h

Montronsquecetteméthodeestréwersible.En effet, soientxg, X1, ..., XN construitegarla
méthodede Nystrom sur

(2.8)

{ X/(t) :T(X(t)), o<t StO‘{‘T; (29)

X(tg) = Xo.
Consiceronsmaintenant

() = —1(X(®), —to—T <<y,
{ R(—to-T)=xu. i (2.10)

Posono = Xy etchoisisson&; = xn_1. La méthodede Nystrom surle syseme(2.10)fournit
Xo = XN, X1 =XN_1

Montronsque,pourtout0 < p < N, X, = Xn—p. C'estvrai pourp = 0 et p= 1 parconstruction.

Supposonsguec’estvrai jusqu’a p. Alors deséquations

(2.11)

Xpr1=Xp-1—2h1(Xp),
et
XN—p+1 = XN—p—1+ 2hT(XN—p),
ontire Xpt1 = XN—p-1. D’ou le résultatannoneé.
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Validation numérique

Lesméthodegrésenéesci-dessu®nt été teskessurplusieursexemplesdechampsievec-
teursplansainsiquevolumiques.

1- Cercle plan : On consiceredansle plan (Oxy) le champde vecteursdéfini par I’ équation
suivante:

N
VY2 (2.12)

Ve+Y

La solutionde (2.12) pour la conditioninitiale (x(0) = Ry, y(0) = 0) estdonréepar (x(s) =
Rocos(%),y(s) = Rosin(%)). Sacourbeintégraleestle cerclede centrel’'origine et derayon

Ro: X2 +Yy? = R3. Soit (X, Yn) le pointobtenualit érationn, onnoteR, = /X2 +y2. L'erreura

[Rn—Ro| |Rn— Ryl
Ro Ro

cetteitérationestégalea etl'erreur globaleestmax;, , C'esta-dire,l'erreur

L*® relative.

2- Courbe plane en forme de croissant: Cetexemplecorrespondaux courbesmeéridiennes
embadtéesutiliséesdansla mocelisationabstraitedu ventriculegauchedansla partie1.5. Dans
le plan (Oxz), chacunede ces courbesméridiennesest obtenuea partir de la plus externe
entreellespar unehomottetie de rapportA €]0, 1] et sonéquationparangétriquedansce plan
est (x\(s),2\(s)). Si un point (x,z) esta l'intérieurde la courbela plus externe,alorsil ap-
partienta une courbequi est compktementdéfinie par une valeur réelle A €]0,1], soit I,
cettecourbe.Le champde vecteursen ce point correspondau vecteurunitairetangenta Iy,
1(X,2) = (1x(X,2),T2(X,2)). Entermed’équationdifférentielle cetexemples’écrit :

X = TX(X7 Z)a
{ Z =14(x,2). (2.13)

La courbeintégralede (2.13)pourla conditioninitiale (x(0) = xo,2(0) = 29), 0l (X0, 20) € 'y,

estla courbel,,. A Tt érationn, on obtientle point (x,,z,) auquelcorrespondune valeur

|7\n - )\O|
Ao

An € [0,1]. Nouschoisissoneommemésuredel’erreur a cetteitérationla quantié et

[An— Aol
Ao

3- Géodesiquesdu modele abstrait du ventricule gauche: C’estle mockle construitdans
la partie1.5. 1l s’agitd’'un ensemblale surfacestoroidalesembdtéessurlesquelleson a trace
desréseauxde géoesiquespériodiques.Chaquepoint (x,y,z) du domaineappartienta une
surface définie par un nombreréel A € [0,1], notee S, et il se trouve sur une géocesique
périodiquedontla constantele ClairautestnoteeC, . Ondéfinitle champdevecteursenunpoint
(%,Y,2) dudomainecommeétantle vecteurunitairetangentence point a la géocesiquepassant

I'erreur globaleestmanx;,
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parcepoint, T(X,Y,2) = (Tx(X, ¥, 2), Ty(X, ¥, 2), Tz(X, ¥, 2)). Entermed’équationdifférentiellecet
exemples’écrit:

XJ - TX(X7 Y, Z)a
}/ = Ty(X, y7 2)7 (214)
Z= TZ(X7 Y, Z)'

Pourune conditioninitiale (x(0) = xo,y(0) = yo0,2(0) = 29), 0U (Xo,Y0,20) € S,,, correspond
commecourbeintégralede (2.14) la géocesiquetracte sur S, et qui passepar (xo, Yo, 20)- A

I'it érationn, on obtientle point (xn, Yn, Zn) @qui correspondinevaleurA,, € [0, 1]. L'erreurme-
An—A An—A

[An=Ao| etl’erreurglobaleestmamM.

)\0 )\O

4- Champ de vecteurssousforme discrétisee: Pourserapprochedu casde donréesana-
tomiques,le champde vecteurscorrespondanau modele du ventriculegaucheconsiceré ci-
dessusestalorsconsicere sousforme discietisee.Ensuite nousavonsreconstruitun champde
vecteurgiéfini entout pointdu domaineparinterpolationgrilin éairesdesvaleursdu champdis-
cretaux pointsvoisinsdu point consiceré. Avec ce nouveauchampde vecteursnoussommes

dansle mémecasqueceluidel’exempleprécedent.

sureeacetteitérationestégalea

FIG. 2.4— Cettefigure correspona la méthodede Nystrom.Onvoit clairementesoscillations
dansl’allure du polygoneM;_1M;M;_+1M;2Mi 3.

Donnonsmaintenaninos conclusions Bien que nousayonsau départretenula méthode
de Nystrom poursaréversibilité, nousavonsconstag quele trace detrajectoiregrésentaitles
oscillationsyoir Figure2.6.Cephénoneneestexpliquésurla Figure2.4.Dansle casduchamp
devecteurdliscretJa méthodedu pointmilieu estla meilleureentermedeprécisionvoir Figure
2.5.Pourcela,la méthodedu point milieu a et utiliseedansla suitepourla reconstructiorde
fiboresmyocardiques.
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FIG. 2.5— L'erreur L* relative esttracge en fonction du pash. En haut,a gauchele casdu
cercleplanetadroitele casde courbeanéridienneembdtées En basle modele du ventricule

gauchea gauchde champdetangentesiéfini entout point du mocele et a droite le champde

tangentesliscret.
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FIG. 2.6 — Unetrajectoired’une fibre obtenuepar la méthodede Nystrom. On remarquedes
oscillationsquefait cettetrajectoire.

2.3.3 Algorithme de suivi defibres

Afin dereconstruirdestrajectoireslesfibresmyocardiquesa partirdedonréesanatomiques,
nousavonsdéweloppe desalgorithmesbha$s surles méthodesnumériquesprésenéesdansla
partie2.3.2,permettang partir decesdonréesde suivre chaqudibre point parpointle long de
satrajectoire.

Formulation du probleme:

Nousdisposongl’un champdiscretde vecteuraunitairestangentsauxfibres.Lespointsou
ce champestdéfini sontles nceudsd’'un maillagetridimensionelparalElipipédiqueuniforme.
Pourobtenirun champde vecteuraunitairesdéfini enun point quelconqueM du muscle,nous
interpolonsavecpourcoeficientsdeponcerationlescoordon@esharycentriquedesdirections
desfibres aux points voisins M; du maillageet puis nousnormalisonde vecteurobtenu.La
formuled’interpolationpeutétreécritesousla forme suivante:

T = (1—y) [(1— B) ((1— a)T1+aT2> +B((1— a)T4+ar3)} +
v[(@-B)((1-)ts+ate) +B((1-a)ts+ar7)] (2.15)
T

*

T=
lsln

avect; =1(M;),i=1...8ett=1(M). Lesvaleursa, ety € [0, 1] etellessontlescoordoni@es
barycentriqueslu point M, voir Figure2.7.
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Mg M.
M. M
| M
M M
y
B
M M,
a

FIG. 2.7 — Les points M; sontles sommetsdu paralElipipéde du maillage contenantM et
a,Bety € [0, 1] sontlescoordon@esbarycentriquesiu point M.

Si on cherchdestrajectoiresdesfibrescommedescourbesparangétreesparl’abscissecur-
viligne, cescourbessontalorslescourbedntégralesdel’ équationdifferentielle(2.16)

X' =1(x). (2.16)

Pour résoudrel’ équation(2.16), nousavons selectionreé parmi les méthodesnumériques
présenéesdansla section2.3.2,celledu point milieu. DésignongarT; le vecteurt(x;) etparh
un pasconstantL’algorithme de suivi de fibresestdonc:

h
Xn+% = Xn + ETnJ

(2.17)
Xnt1 = xn+hrn+%.

2.4 Conjecturede Streetersur le ventricule gauche

En 1979, Streeter [85] a obtenudes mesuregpartiellesde I'orientation des fibres myo-
cardiqueset il a exprimé I'’hypotheseque les fibres courentcommedes géocesiquessur un
ensemblele surfacesembdtées.ll a vérifié cettehypothesesur la partielibre équatorialedu
ventriculegaucheensesenantdela propriéte de Clairaut.

Pourpouwir utiliser lesdonreesanatomiquesjui nousfournissenenun échantillonde points
du muscleles composantesles vecteursunitairestangentsaux fibres, nous avons exprimé

rcosd en fonction de cesdonrees.En effet, soit (x,y,z) les trois coordon@esd’un point et

T = (Tx, Ty, Tz) le vecteurunitaire tangenta la fibre en ce point. Le vecteurunitaire tangent
au paralkle en ce point a pour composantes = (—%, %,0) (ou l'axe desz du réperecarésien
consiceré estsuppog étrel’axe deréwlution), ce qui fait que:

rcosd = rt.t = Xty — yy. (2.18)
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FIG. 2.8 — Des trajectoiresobtenuespar 'algorithme de suivi de fibres, deux positions
differentesdu coeur

Si la conjecturede Streeterestvraie pour le ventriculegauchetout entier c’esta-direqueles
fibressontles géocesiquesd’'un ensemblale surfacestoroidalesembdtées alorspourtousles
pointsd’une fibre donrée nousdevonstrouver la mémevaleurde la quantié de Clairaut.De
plus, si pour une surfacedonree les fibres recouvrenttoute la surface, et que les fibres sont
déduitesl'une de l'autre par rotation autourde I'axe de réwlution ce qui estune hypotrese
naturelle alorsla quantie de Clairautdoit &treconstantesurla surface.

FIG. 2.9 - Isovaleursde C obtenussur dessectionscoronalesA gauche chaquecouleurcor-
responda unevaleurdeC dontlestracessontdescerclesconcentriquesA droite,deuxcercles
qui correspondera la mémevaleurdeC.
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Notreidéeestd’évaluerla quanti€ de ClairautC aux pointsde |’ échantillonde donreesen
utilisantla formule préedente(2.18) et ensuitede tracerles isovaleursde cettequantié dans
desplansde sectionscoronalegperpendiculairea I'axe deréwlution du ventriculegauche ket
dansdesplansverticauxpassanpar’axe du ventriculegauche/'un paralkle et I'autre ortho-
gonalauseptumnommneéssagittalet trans\ersalrespectrement.

Commec’étaitpréevu, pourdesvaleursdifferentesle C, les courbesd’isovaleursdansunesec-
tion coronaledonrée sont des cerclesconcentriquesyoir Figure 2.9. De plus, a une valeur
donréedeC correspondentieuxcerclesconcentriquese qui “prouve” quelesfibrescourent
sur dessurfacestoroidalesen effectuantau moinsune spire et qu’elles sont, sur chacunedes
surfacesjnvariantegarrotationautourdel’axe deréwlution. En paralkle,ensuvantlesfibres
point parpoint pourfaire apparére leurstrajectoirespn constatequ’unefibre donréetraverse
lescerclesd’isovaleursqui corresponderéunemémevaleurdeC, ce qui confirmequele long

de la fibre la quantié C estconstanteyoir Figure2.10.Lesisovaleursde C dansdessections
verticalessontdescourbegméridienneembdtéesayantla formedecroissantyoir Figure2.11.

Par congquentpon peutdire quelesfibressetrouventsurdessurfacesembatées.

FIG. 2.10— Destrajectoiresobtenuegar 'algorithme de suivi defibres.Ellestraversentdans
coupedifféerentedescerclesqui corresponderd la mémevaleurdeC.

Reconstructionde nappesde fibres Nousavonstrace lestrajectoiresdesfibresissuesd’un

cercle d’isovaleur de la constantede Clairaut C. Nous avons remarqé& que cestrajectoires
formentune nappede fibres qui restentparalklesles unesaux autres.Cette nappede fibres
traversebien dansles autressectionsdu cceurles cerclesde la mémevaleurde C que celle
du cercledespoints de départdesfibres, voir Figure 2.12. Cesnappesmontrentla structure
toroidaledu ventriculegaucheet la forme hélicoidalequesuit chacunealesfibres.

Pourconfirmerqueles nappesainsi construitesorrespondenivien aux surfacestoroidales
embdtéeset qued’autresnappesjui necorrespondentasa dessurfacesembadtéesne peuvent
pasexister, nousavonstrace lestrajectoiresdesfibresissuesd’'un ensemblale pointsqui n’ont
pasnécessairemena mémevaleurdeC. Le résultatobtenumontrebienquecesfibresneres-
tent plus paralklesles unesaux autres.Par exempledansle casou les pointssontchoisissur
un sggmentde I’ épicardea I'endocardetraversantl’ épaisseudu ventriculegauchees fibres
s’enfoncent desniveauxdifféerentsdansle musclepourfinir pars’éloigner voire diverger, les
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FIG. 2.11 - Tracesd’isovaleursde C dansdessectionslongitudinales: paralkle (gauche)et
orthogonalddroite) auseptuminterventriculaire.

FiG. 2.12— Deux posistionddifféerentesd’'une imagede nappede fibressontissuesde points
setrouvantsurun cercled’isovaleursdeC.

unesdesautresyoir Figure2.13.

L’ étudeduventriculedroit estpluscompligléeparcequ’il neposedepasuneformegéonetrique
simpleetil n’existepasdequantiestellesquela constantele Clairautqui facilitentla vérification
dela conjecture Pourcelanoussommesobligésde revenir a la définition d’'une géocesique:
“c’estunecourbedontla normaleprincipale entout point coincideavecla normalea la sur-
face”. L'id éeestdereconstruirdes surfaces si ellesexistent,surlesquellescourentlesfibres,
de déterminemumériquemenentout point d'une fibre la normaleprincipaleet vérifier si elle
coincideavecla normaleala surfacequi estelle aussidétermireenumériquement.
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FIG. 2.13— Destrajectoirede fibresissuesde pointssetrouvantsurun sggmentdel’ épicarde
al’endocardest n’ayantpasla mémevaleurdeC.

2.5 Reconstructionde surfaces

Il s’agitdeconstruiredessurfacesgangentesiunchampdevecteurdridimensionnet. Nous
n'aborderongasici I' étuded’existencede tellessurfaces Ce problemeappartient la théorie
dessysemedlifféerentielscompktementntégrablepourlesquelslesrésultatgthéoriqguesxistent
(parexemplele theoemede Frobenius).

2.5.1 Principe del'algorithme

Dansnotrecas,les surfacesquenouscherchonsontdessurfaces(nappesie fibres.Donc
nous cherchonsdes surfacesengendéespar des courbestangentesau champt. Ceci nous
ramenea développerdesalgorithmesspecifiquesa ce type de problemebagssurl'algorithme
desuwi defibresquenousavonsdéwvelope dansla section2.3.2.

Notre idée estla suivante: partantd’'un point donré du domaine,il seraappeé point de
départ,nousconstruisonsl’aide del’algorithmedesuivi defibresla courbetangenteauchamp
1. Nouspouwnsensuitecalculer(numériquement)a normaleprincipalen etle vecteurbinor-
maleb a cettecourbe Ceciveutdire qu’on peutdéfinir unchampdevecteursinormalesiéfini
danstout le domaine Ensuite,a partir du point de départ,nouspouvonsconstruirea I'aide de
I'algorithme de suivi defibresla ligne tangenteau champdesbinormales Si maintenannous
supposonsgjuecetteligne estunecourbedela surfacerechercke,alorsla surfaceseraobtenue
entracantlescourbegangentesit ets’appuyansurla lignetangenteauchampdesbinormales.
Desvariantesde cetteméthodesontpossiblesgllesconsistent tracerles courbesangentes
T ets’appuyansuruneligne d’'un champrt + pb, ou p estunefonctionscalaire.
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Construirela surfacerevient donc a déterminerune ligne de champdesbinormales.La
guestionqu’on sepose: commentcalculerla binormale? Pourrépondrea cettequestionnous
avons déwveloppe deux méthodespour determinera normaleprincipalen et la binormaleb a
unecourbe.

2.5.2 Calcul dela normale principale et dela binormale

(a) Premereméthode Consiceronsunecourbes— @(s) paranétréeparl’abscissecurviligne,
ets— 1(s) (resp.n(s), b(s)) sestangentegunitaires(resp.normalesprincipales binormales).
Onapourtout(s,s+1)

@(si+1) —@(s) = (s+1—5)T(s) + (SLZ_S)ZT’(S) +0((s+1-5)?)
etdonc )

(0s0) - 0(s)) () = 7305 nv(s) +of(sa - 9)7).
Oort'(s) = —%, parsuite

_g)2
(0(si+1) —9(s)) AT(s) = (SHZ s) gg;

Ceciconduita définir unevaleurapprocleeb; deb(s) par

b (PS+1) —0(s)) AT(S)
T (e(s10) —o(s) Ats)]

Pourunecourbeobtenuenumériqguemenparl’algorithmedesuii defibresapartird’'un champ
T, etM;, M;; 1 deuxpointssuccessifslela courbe nousposons

LA et nj=DbjAT;,
HMiﬁiH—l/\TiH

ou T, nj etb; désignentespectremente vecteurtangentja normaleprincipaleapprocleeetla
binormaleapprocleeenM;. Cetteméthodeestrepesenkéegraphiquemergurla Figure2.14(a).

+0((s11-9)9).

b =

(b) Deuxiememéthode Cetteméthodeconsistearemplaceentretrois pointssuccessifsyl; 1,
M;, Mi_ 1, unecourbeobtenuenumériquemenpar 'algorithme de suvi defibresa partir d’'un
champr, parunecourbeparangtriquepolynomialel” passanparcestrois pointsetqui soittan-
genteen chacunde cespointsau champt. Pourcelanouscherchond’ équationparangtrique
dela courbel” et ensuitenouscalculonssanormaleprincipalen; au point M; et sabinormale
bi = t; Anj. NousapprochongnM; la normaleprinicpaledela courbeobtenueparl’algorithme
desuwi defibresparn; etsabinormaleparb;. Voir Figure2.14(b).
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(b)

FIG. 2.14— Lesrepesentationgraphiqueslesméthodegie calculde la normaleprincipaleet
la binormalea unecourbe.

Validation Nous avons validé cesalgorithmessur le mocdele abstraitdu ventricule gauche
préseng dansla section1.5. Le mockle consisteen un ensemblede surfacesembdtéessur
chacunedesquellesourtun réseaule courbesggéocesiqguesNoussavons,d’apresla définition
d’'unegéocksiquequelanormaleala surfaceestégaleala normaleprincipaleala geoesiqueet
guele plantangent la surfaceestle plancontenanta tangenteala géocesiqueet sabinormale.
Donc I'hypothesequela ligne tangenteau champdesbinormalessoit sur la surfaceestsatis-
faite. L'initialisation desalgorithmesconsistea donnerles coordonieesd’un point de départ
du domaineétudi, et I'on obtientensuiteun ensemblede courbesdu réseaude géosiques
appartenana la surfacesurlaquellesetrouve le point de depart.La Figure2.15 montretrois
surfacesobtenuesen validantles differentesméthodesde calcul desvecteursn et b (dessins
de gaucheet au centre),ainsi qu’unevariantede I'algorithme s’agissante tracerles courbes
tangentesu champrt et s’appuyansurla ligne du champrt + pb dontla composantenz (axe
deréwlution Oz) estnulle (dessindedroite).

Application aux donnéesanatomiques L'algorithmede reconstructiorde surfacesn’a pas
fonctionré correctementors de son applicationaux donréesanatomiquesCeci est di au
problemede la sensibilie de I'algorithme a la précisiondesdonréesanatomiqueskn effet,
d’un cdte la précisiondesdonreesanatomiquesctuellesn’est passuffisantepour pouwoir ap-
pliquercetalgorithmeetd’un autrecdté I'algorithmenécessitée calculdela normaleprincipale
etla binormalece qui nousramenea approximeita déeriveesecondealu vecteurpositionx.
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Fic. 2.15— Dessurfacesobtenuesn validantles méthodesde reconstructiorde surfacessur
un mockleabstraitde réwolution du ventriculegauche.

2.6 Calcul dedivt

Peskin[72] introduit la notion de “tubes de fibres”, c’est-a-dire de surfacestubulairesa
I'int érieurdesquellegt surla surfacelatéraledesquellesourentesfibres.De plus,unesurface
tubulaireestsuppogepos£derdessectionrthogonalesuxfibres.Notonsquel’existencede
telstubesde fibrespourun champde vecteursarbitrairen’est pasassuee,puisqu’ellerequiert
la conditiondeFrobeniusToutefoissiI'existencedetelsvoisinage®stvraieentout point, il est
aise demontrerquesi, deplus,lessectionorthogonalesontde mémeaire,alorsla divergence
du champdevecteurs estnulle. Peskinsupposalansla suitede sonanalysequedivt = 0.

Il estintéressant’examinercettehypotheseal'aide de donréesanatomiques.

Utilisantleurspropresdonrees,Geertset al. ontrecemmentait de telscalculs,voir Geerts
et al. [34]. Dansleursrésultats)a quantié divt sembleétreinférieurea 0,07 mm 1 atravers
le myocarde saufdansles sitesde fusionentrele ventriculegaucheet le ventriculedroit etles
sitesd’insertiondesmusclegapillairesou savaleurpeutétreélevée.

Nous avons souhaié effectuerun nouweau calcul de cette quantié a partir desdonrees
anatomiqueslontnousdisposonslL’expressiorde la divergenceestdonreeparl’ équationdiv

0ty Ot ., . ; e
T a—x + a—;’ + a—z Nous avons approximeé cette quantie par une méthodede differences
finies

Nous constatongjue les valeurscalcukesde la divergencedu champd’orientationdes
fibres, qui devraientétre prochesde zéro selonPeskin[72], ne sont pasexactementproches
de zéro. Par exemple,pour unesectionau niveauéquatorialdu myocardeou la divergenceest
calcubeauxsommetsd’'un maillagecar€, nousavonstrouvé queseulemen4%decesvaleurs
sontpluspetitesquel mm~* etque2,3%plus petitesque0,1 mm~1, voir Figure2.16.
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FiG. 2.16— Histogrammeslela divergence: divt mesuéeenpum~! enabscisseet le pourcen-
tagedu nombrede pointsdanschaqueclasseen ordonrée.Ceshistogrammesorrespondera
unesectionéquatorialedu myocarde la largeurd’uneclasseestde 1 mm~1 gaucheetde0,1
mm~1 adroite.






Conclusion

Dansun premiertemps,nousavonsétudé quelquegpropriétesdescourbesraccessurune
surface. Nous nous sommesintéresgs en particulier aux geodesiquespériodiquesdes sur
facestoroidales.Dans cette direction, nous avons trouvé une relation qui doit étre satishite
par la constantede Clairautet les nombresde tours et de spiresque doit faire la géocesique
péeriodique.En sebasantsur ce résultat,nousavons construitun mocele abstraitpour le ven-
tricule gauche.Ce mockle consisteen dessurfacestoroidalesembdtéesrecouertespar des
réseawde geodesiquegeériodiques.

La géonetriederéwlution du ventriculegauchenousa permisd’utiliser I'in variancede la
constantele Clairautle long desgéocesiquesiessurfacesderéwlution pourvérifier la conjec-
ture de Streetersur ce ventriculetout entier Notonsquela quantie de Clairautestfacilement
calculablea partir desdonréesanatomiques.

En paralkle,nousavonsdéveloppe un algorithmede suivi de fibresbas surdesméthodes
numeriquespour la résolutiondu problemede Cauchy En tracant les trajectoiresdesfibres
issuesde tracesd’isovaleursde la constantede Clairautdansdessectionshorizontalespous
avonsremarq@ quecesfibresformentdesnappegefletantla structuretoroidale du ventricule
gauche Ensuite,nous avons gérérali€ I'algorithme de suvwi de fibres en un algorithmede
reconstructiorde surfacesqui a ét€ validé surle modele abstraitquenousavonsconstruitpour
le ventriculegaucheLors desonapplicationauxdonreesanatomiques| appar# qu’il diverge
rapidementgceci pourraitétredd a la sensibile de l'algorithme aux donréesanatomiquesjui
contiennentleserreurs.
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Deuxiemepartie

Modelisation M ecanique
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Intr oduction

Le premierchapitrede la partie mécaniqueconsistea présentelles élementsnécessaires
pour toute mocklisationen mécaniquedesmilieux continuset ensuitenousexposonsdeslois
decomportementiu myocardepropo€esdansla litt érature.

Dansle deuxemechapitrenousdévelopponainetechniqued’homogereisationdiscretedes
milieux périodiquesCettetechniqueconsistearemplaceun mocelediscretdetreillis debarres
élastigueparunmocdeledemilieu continuensebasansurla petitesselurapportdelalongueur
d’'unebarresurlartaille dutreillis, et surla repétitivité dutreillis. Elle permetd’obtenirala fois
I’ équilibre du milieu continuéquvalentet saloi de comportementmacroscopiquela loi de
comportemens’obtientpar l'intermédiairede la résolutiond’un sysemed’auto-£€quilibrenon
linéaireécritsurunecellulederéférencedela structurediscrete.Nousdémontronsaussiguela
loi decomportementiumocelelimite esthypeglastiquegetobjective souscertainesonditions.

Afin d’obtenir uneloi de comportementlu myocarde housprésentonglansle troisieme
chapitrel’application de la techniqued’homogergisationen utilisant de donreesmécaniques
expérimentale®btenuesurdescellulescardiaquessolees Nouscomparongnsuitenosrésultats
surla loi macroscopiquevec deslois de comportementlu myocardea I’ état passiftrouvees
dansla littérature.

Une autreapplicationde la techniqued’homogeréisationest présenke dansle quatreme

chapitre Elle consisteamockliserun nanotubeale carbongarunmilieu continu.Nousétudions
lesdeuxaspects grandest petitesdéformations.
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Chapitre 1

Elasticite non lineaire - Lois de
comportementdu myocarde

Cechapitreestcompo dedeuxparties.

La premere partie contientles basesde la mécaniquedesmilieux continus.Apresintro-
duction desoutils de descriptiondesdifféerentstenseursgpouvant décrire les déformationsfi-
nies d’un milieu continu, on décrit les efforts intérieurset extérieursafin de définir les ten-
seurgdecontrainteetd’obtenirleséquationgd’équilibrea partir du principefondamentatiela
mécaniquel.a suiteestle véritablebut decechapitre: uneintroductionsurleslois decomporte-
ment.Ceslois de comportemengxprimentla relationentreles contraintest les déformations.
Apres quelquesdéfinitions fondamentalegobjectvité, homogeréité, parite,...), on établit les
équationggéréralesde I’ élasticié tridimensionnellenon linéairedesmilieux hypeglastiques
isotropeset isotropestrans\erses,compressible®u non. Ensuite,on donnel’expressiondu
tenseurde contraintesdansun sysemede coordon@escurvilignesgéréralies.Pourplus de
détails sur cettepartie, on fait réferencea (Washizu[98], Truesdell[95], Gurtin [38], Ciarlet
[22], Le Tallec[56], Ogden[67]).

Dansla deuxemepartienousprésentonsleslois de comportementiu myocardepropoges
dansla littérature.

1.1 Elasticiténon linéaire - Grandesdéformations

1.1.1 Cinématique

Le cadreappropré ala mocklisationmécaniquede la plupartdesorganegels quele myo-
cardeestceluidela mécaniquadesmilieux continus Enraisondescaracéristiquesnécaniques
desorganes'mous” et dessollicitationsauxquellesls sontsoumis,|'approximationdite “des
petitesdéformations”de la mécaniquedesmilieux continusn’est pasadapée.Pourmockliser
mécaniquementesorganesjl estnécessairele mettreenceuvrdesoutils dela mécaniqueles
milieux continusdansleur compkte géréralite et de se placerdansle cadredit “des grandes
déformations”.
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L'objet dela mécaniqueestl’ étudedel’ évaluationdesdistance®ntredespointsmagriels,
pour celail estindispensablal’identifier cespoints. En mécaniquedesmilieux continus,les
pointsmatrielsoccupentdesensemblesonneesde I'espacephysique mocklise commepar
un espaceeuclidiende dimension3, doncpour identifierles pointsmatrielson a besoind’un
syseémede 3 nombregéels,cesysemeconstitudesvariabledagrangiennedumilieu continu.
L’'espaceétantrapporé a un repere, par exempleorthonorng, il esttresfrequentd’identifier
les points matériels du milieu continu par les coordonesdansce repere de leurs positions
dansune configurationparticuliere dite de réference C’est ce sysemequi estutilisé dansla
présentatiorgui suit. D’autressysemesd’identificationdespoints magriels peuwent étre uti-
lisés.Pourlesbesoingdel’ étuded’homogeréisationdu chapitre2, la modelisationdesmilieux
continusdansun sysemede coordonmescurvilignesestpréesenéeauparagraphd.l1.4.

L’espacettantrapporéaunrepereorthonorne,onnoteQ ¢ RS la configuratiorderéférence
du milieu continu,Q estl'adhérencede Q ouvertborré connee deR3, I' désignela frontiére
de Q suppogesufisammentréguliere.Un point matriel P du milieu continuestdonciden-
tifi & parles coordon@esx?, X2, X2 de sapositiondanscetteconfiguration On noteX le triplet
(X1,X2,X3) de R3. De fagon équivalentele point magriel peut étre identifie par le vecteur
X = X'g ol ey, &, &3 sontlestrois vecteursde basedu repreutilisé.

On appelledéformationde la configurationde réferenceuneapplicationd : Q — R® suffi-
sammentégulierequi soitinjective surQ ettelle que:

detx¢ >0 surQ, (1.2)

ou Ox¢ estle gradientpar rapporta X de la déformation¢ et il seranotégansla suite par
F. L'ensembled(Q) estappeé configurationdéformée. On supposejue ¢ (Q) estencoreun
domainecompacideR® etque:

6@ =0(Q), 6(02)=3(6(Q)), ntd(Q) = 6(Q). (1.2)
Ondésignedansla suite:
Q® =¢(Q), r*=0aq°. (1.3)

Soitx = X g la positiondansla configuratiordeforméedu pointmaérielidentifie parP dans
la configurationde réference.Les coordonesx = (x%,x?,x3) sont obtenuespar I équation
x = ¢(X). Le champde déplacemenassock a la déformationd estla fonctionu : Q — R3
définiepar:

u(X) =x—X. (1.4)

Le gradientde déplacementlyu satishit la relationsuivante:
Uxu= Dx¢—|d, (1.5)

avecld le tenseuidentite.
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Physiquemente gradientdedéformationpermetdedécrirecommenta distanceentredeux
pointsmatrielsvoisinsP etP’ changeap@squele makriausoitdéformé. DésignonpardX =
dX'g etdx = dX'g lesvecteurdiant P a P’ avantet apresdéformationrespectiement.lls sont
reliesparleséquationsuivantes

i — X 4x% doncdx — FdX (1.6)
O T '
Ensuite Ja distanceentreles pointsmatrielsapresdéeformation,c’est-a-direla longueurd’arc
ds du segmentdéformeé dx, peutétremesueepar

ds® = dx'dx = dx"dx = (FdX)TFdX = dXTFTFdX = dXTCdX, (1.7)

ol C = F'F estle tenseurde deformationde Cauchya droite. On définit égalemente tenseur
de déformationde Cauchya gauchepar B = FFT. Commel’objet de la mécaniqueest!’ étude
del’ éwlution desdistance®ntreles pointsmagriels,la notionimportanteen cinématiquedes
milieux continusestle tenseurC.

Décompositionpolaire Le tenseumgradientde déformationF peutétredécompog defagon
uniqueendeuxparties. unerotationetunedeformationpure.Cettedécompositiorpolairepeut
etrerepesenée matrematiquemengn consicerantle tenseurgradientde déformationcomme
étantle produit: F = RU, ou R estuntenseurotationorthogonaktU estuntenseusymétrique
défini positif dit tenseurde déformationpurea droite. De la mémefagon on peutécrireF sous
la forme: F = VR avecV estun tenseursymétriquedéfini positif dit tenseurde déformation
pureagauche.

Onalarelationsuivante:
C=F'F=(RU)TRU=U"RTRU=UTU = U2 (1.8)

NotonsqueC est,commel, untenseusymétriquedéfini positif, cequi fait qu'’il atroisvaleurs
propresstrictemengpositives,onles désignepar()\iz(C))izl,z,g.

Unequanti€é scalairef fonctiond’un tenseuA deMj3 estdite uninvariantde A si etseule-
mentsi, pourtoutQ € Oz, ona f(QAQT) = f(A).

En 3D le tenseude déformationC pos®detrois invariantsprincipauxdonréspar:

11(C) = tr(C),
12(C) = L{(tr(C))2—tr(C?

)} =tr(Cof(C)), (1.9)
I3(C) = detC = (detF)2=J?,

ou tr désignela traced’'une matriceet Cof(C) estla matricedescofacteursdde C, (Cof(C));j =
detAjj, avecAj; estla matriceobtenueapartirdeC enéliminantlaiemeligne etlajemecolone.
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On peutaussiexprimer cesinvariantsenfonctiondesvaleurspropresde C :
11(C) = A +A3+2%,
12(C) = )\?\gt ASAS+A5ME, (1.10)
Soitdsy la longueurd’arc du segmentqui joint deuxpointsmatérielsP et P’ dansl’ étatnon
déeformeé. La differenceentrelescariésdeslongueurdd’arc ds et dsy estd’apres(1.7):

ds? — ds% = (Gjj — &;j)dX'dX], (1.11)
Le tenseulk défini par:
E:%(C—Id) (1.12)

estappeé tenseurdesdéformationsde Green.Si nécessairele tenseurE peutétreexprimé en
fonctiondu champde déplacementi mesué parrapporta la configurationderéferenceQ par:

E=E()= %(DUT-i—Du—i—DuTDu). (1.13)

Un élementdevolumedX dela configurationderéferencesetransformeapresdéformation
enun élementde volumedx dela configurationdéformee:

dx = (detF)dX = JdX. (1.14)

De la mémefagn, soit N le vecteurunitaire normal a un élémentde surface dA de la
configurationde référence et n le vecteurunitaire normalau mémeélementde surface mais
consiceré ala configurationdéforméequ’on noteda. LesquantiesN dA etnda sontrelieespar
I’ équationsuivante:

nda= (detF)F~"NdA = (CofF)NdA. (1.15)

1.1.2 Tenseursde contraintes - Equationsd’équilibre

En mécaniqualesmilieux continus,un corpssolidedanssonétatactuel(doncdéforme) est

soumisatroistypesdeforces:

— forcesvolumiques: f : Q% — R3, ou f® estunedensié deforcesdevolumeparunite de
volumedela configurationdéeformee.

— forcessurfaciques g? : I? — R3, ol g® estunedensié deforcesdesurfaceparunite de
surfacedela configurationdéforméedéfiniesurla frontierer®.

— forcesde contact: t : QF x S — R® ol t?(x,n) da repesentda force exercée par une
partieB ¢ Q? du solidesurl'autre partieautraversla surfacenda. L’ensembleS? estla
sprereunite S = {v € R3; ||v|| = 1} etpourx € 9B, n désignde vecteurunitairenormale
a0dB enx. Le vecteurt? s'appellele vecteurde contraintesde Cauchy Il mesuredoncla
forceparunité desurfacedéforméeagissansurun élémentde surfacedela configuration
deformeée.
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A I'équilibre,lesvecteurs?, g ett? vérifientle principefondamental(voir parexemple
Ciarlet[22] et Gurtin[38]), etl'on ale theoemesuivantdit le theoremede Cauchy:

Théorémel.1 : Soud’hypothesederégularitesurf?, g® ett?, il existeunefonctiono : Q% —
M3 telle quepourtoutx € Q% ettoutn € S ona:

t¢ (Xa n) = G(X)n,
{ o(x) estsymétrique (1.16)

Deplusonaal équilibre:

{ —diva(x) = f*(x), vxe Q?,

ox)n(x) = g®(x), vxer?. (1.17)

L'opérateur div estla divergencepar rapport a la variable euleriennex. Les équationsdu
syseme(1.17)s’appellentles équationsd’ équilibre du solidedanssa configuation defornée
L'application o s’appellele tenseurde contraintesde Caudy.

La formulationvariationnelleassodeée au syseme(1.17) s’obtientenle multipliant parun
champdevitessesiirtuellesv?® : Q% — R3 etpuisenintégrantsurle domaineQ?. En utilisant
la formulede Greenon obtient:

/ G:va¢dx:/ f¢-v¢dx+/ g?-v®da, (1.18)
Qo Q¢ ro

ou [y estle gradientparrapportala variableeuleriennex, - et: désignentesproduitsscalaires
usuelsdesvecteurset destenseurgespectrement.L’ équation(1.18) estla formulationfaible
ou formulationenpuissancesirtuellesdesequationgd’équilibre(1.17).

Commela fonction$ estl'inconnuedu problemedoncla configurationdéformeeestelle-
mémeinconnuepnadoncintérétaexprimerleséquationsd’ équilibredansla configurationde
réferencequi estconnue.Pourcela,on fait dansl’ équation(1.18) le changementle variables
x = ¢(X) pourobtenirle principedestravauxvirtuelsdansla configurationde référence

/QT:vadX:/Qf-vdX-l—/rg'VdAa (1.19)
avec,

T(X) = a(¢(X))F~T(X)(detF(X)),

f(X) = f"’(¢(><))(get':(x))’ (1.20)

000 = g60x) %2 |

v(X) = v¥(@(X)).

Le tenseurT s’appellele premiertenseurde contraintesde Piola-Kirchhof. Il repésentdes
forcesagissansurun élementde surfacede la configurationdéformée maismesué par unité
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de surfacenondéformeée.ll estsouwentutilisé pendanties expériencesou la force estmesuee

dansl’ étatdeformé maisla surfacesurlaquelleelle agit estmesuéedans!’ étatnondéformeé.

Les equationsd’équilibre en termedu premiertenseurde contraintesde Piola-Kirchhof
s’écrivent:

—DivT = f dansQ,

{ TN = g surl. (1.21)

L'opérateuDiv estla divergenceparrapporta la variablelagrangiennex.

Il estsouhaitabled’introduire un tenseurde contraintessymétrique défini sur la configu-
ration de référence.C’est pour cela qu’on définit le secondtenseurde contraintesde Piola-
Kirchhoff parla relation:

S(X) = FY{(X)T(X). (1.22)

Le tenseurS repiesentdes forcesmesugespar unité de surfacenon deformeeagissansurun
elementde surfacedela configurationnon déformée.C’estun tenseursymeétrique.Le principe
destravauxvirtuelsdansla configurationderéferences’écritentermesdutenseursS:

%/ S: (FTOyv + DXVTF)dXZ/ f-vdX+/g-vdA. (1.23)
Q Q r

Onaenrésunt lesrelationssuivantesentrelestrois tenseursle contraintes

T = FS= (detF)oF T,
S=F T = (detF)F 1oF T, (1.24)

o = (detF) TFT = (detF) FSF'.

1.1.3 Lois de comportement

Du point de vue mathematiqueainsi que du point de vue physiquele probleme aborde
dansles sectionsprécédentesestincomplet.En effet, les équationsd’équilibred’'une part ont
plusd’inconnuegles contrainteset les deformations)qued’équationgeliantcesinconnueset
d’autre part elles ne prennentpasen compteles proprietes mécaniquesiu magriau étudi et
ellessontvalablespour plusieursmatériaux.Doncil fautcompkterceséquationgarde nou-
velleséquationssoulignantes proprietesmécaniquesiu magriauconsiceré etenmémetemps
reliantlesinconnuesiu problemeentreelles.Unetelle relationestappeéela relationconstitu-
tive ou bienla loi decomportementlu magriau.Elle estétabliea partir d’expériencesDansla
suiteon nes’intéressa@u’auxmatriauxelastiguegton exposelesnotionscommel’objectivité
etlesparitesdansce cadreseulement.



79 1.1. ELASTICITE NON LIN EAIRE - GRANDESDEFORMATIONS

Définition 1.1 (Elasticité) : Un matriau est dit élastiquesi et seulemensi en tout point
maeriel P(X) le tenseurdecontrainteso estunefonctionde X etdugradientdela déformation
F mesué a partir dela configuationderéference o = S(X,F).

Définition 1.2 (Homogénreité) : Le magriau estdit homaenesi sadensié de masseet saloi
decomportemerdgontindependantedela particuleP(X). Danscecasle tenseurdecontraintes
s'écrita = S(F).

Proposition 1.1 (Principe de I'indiff érencematérielle) : La loi de comportemente dépend
pasdu réferentiel danslequelles déformationssontobsenees.Par congequentle tenseurde
contraintesde Caudy vérifie la relationsuivante

S(X,QF) =QS(X,F)QT, VQe O3 FeMs.

Changementde configuration der éférence Dansla loi decomportemenglastiqueconsicerée,
F estle gradientde déformationdu milieu par rapporta la configurationde réference,l est
doncévidentquela forme de la loi de comportementlonrée par la fonction § dépendde la
configurationde réferencechoisie.Pour étudierles propriétes d’isotropie d’'un matriau, qui
traduisendesinvariancegarchangemente configurationderéférencejl estindispensablee
déterminede changemendeformedela loi decomportementiansun changemente configu-
rationderéférence.

SoientQ; et Qo deuxconfigurationsde réferenced’'un mémematriauet, F; et F, leurs
gradientsde deformationen Q? respectiement.Désignonspar.s; et.S» leslois de comporte-
mentdu magériauparrapportaQ; et Q- respectrement.SoitG le gradientdela transformation
de Q; enQ,. OnalarelationF1 = F2G. Si X1 € Q1 et Xo € Q, sontles coordon@esd’un
mémepoint matériel dansles configuration2; et Q, alors,ona $1(X1,F1) = S2(X2, F2), soit
S1(Xq, F2G) = S2(Xz, Fa).

Définition 1.3 (Points matérielsisomorphes): DeuxpointsmatrielsP; etP, sontisomorphes
s'il existedeuxconfigumtionsderéferenceQ; et Q; tellesque Sy (Xy, F) = S2(X2, F) pour tout

F e M2, ou.$; et.$, sontleslois de comportemendu magériau par rapporta Q4 etQ, respec-
tivementet, X; € Q; et X, € Q, sontlescoordonreesde P; et P, respectivementoir Truesdell

[95].

Les propriétes d’isotropie traduisent’in variancede la loi de comportementanscertains
changemendeconfiguratiorderéferencecesontdespropriéteslocaledi éesaunpointmariel.
Soit P(X) un point maériel du matriau, on consicere un changementle configurationde
réferenceaissantX invariantet correspondaribcalement uneisométrie de matriceG € Os.
La matriceG estunesymétrie matrielle du magriauen X si les contrainteso résultantde la
mémedéformationF relative auxdeuxconfigurationsleréférenceconsicereessontlesmeémes.
Cequi comptetenudela relationde changemendle configurationde réferencesetraduitpar



CHAPITRE1. ELASTICITE NON LIN EAIRE - LOIS DE COMPORTEMENT DU MY OCARDE 80

Définition 1.4 (Symétrie matérielle) : UntenseurG € O3 estunesynetrie maérielleenX si
pourtoutF € M2 ona
S(X,F) = S8(X,FG). (1.25)

Proposition 1.2 L'ensemblegG = {G € Oz, G estunesymétriemaérielle} estun sous-goupe
de O3. Voir Gurtin [38].

Définition 1.5 (Orthotr opie) : Par définition,un matriau estorthotropelorsqu’il a au moins
deuxplansdesynetriemagérielle orthogonauxpu lespropriétesmagériellessontindépendantes
desdirectionsdanschaqueplan.

Définition 1.6 (Isotropie transverse) : Une classespéciale des matriaux orthotropessont
ceuxqui ont les mémespropriétes matrielles dansun plan et differentespropriétesdansla
directionnormalea ce plan, leurs proprietessontdoncinvariantespour touterotation locale
du corpsautourcettedirectionprivil égiee De telsmatriauxsontdits isotropestransveses.

Définition 1.7 (Isotropie): Le matriau estdit isotropelorsquesespropriétesmatriellessont
indépendantedetoutedesdirections ellessontinvariantespourtouterotationlocaledu corps.
En particulier, I' équation(1.25) estvéerifieepour touterotationG € SOs.

Une caracéristiquetresimportantedestissusbiologiqguesmousestl'anisotropiedansleurs
proprietesmécaniquesCettecaracéristiqueestassockeala variationdel’orientationdesfibres
etal’'existencedesfibresdecollagenequi sontdistribueesdande magriauetinduisentcertaines
proprietesdansdesdirectionsprivil égiees.Dansle casdu musclecardiaquel existeunedirec-
tion privil égiéequi estcelle desfibresmyocardiques.

Définition 1.8 (Etat neutre) : Nousappelepbnsétatneute du magriau, s'il existeuntenseur
Fn € M2 tel ques(X,Fn) = 0.

Définition 1.9 (Hyperélasticité) : Un matriau élastiqueestdit hypeglastiques’il existeune
fonctionréelleWw = W(X,F) définiesur Q x M3 , dérivablepar rapporta la variable F telle
guele premiertenseurde contraintesde Piola-Kirchhof soit la deriveede W par rapporta
F,T= BMF La fonctionW estappekeénegie de deformation,elle estmesuée par unitée de
volumedela configuiationderéference

Un matériauhypeglastiqguea un comportemenimécaniqueéversible,c’esta-direquetout
cycle dechagemenin’engendreaucunedissipation.

Le principe de I'indif ferencematrielle en hypeglasticié setraduit par le fait gu’aucune
rotationQ du réferentieldanslequelles deformationssontobseneesne doit affecterla valeur
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del’ énegie dedéformationWw :
W(X,QF) =W(X,F), VQ€SOs,FeM. (1.26)

Par congquent,et en utilisant la décompositiorpolaire du gradientde déformationF = RU,
on peutvoir W commeétantunefonction du tenseurde deformationpureU. En effet, pourle
choix Q = RT, I'équation(1.26) donne: W(X,F) = W(X,U). A partir deséquationg1.8) et
(1.12)on peutécrireW enfonctiondu tenseurde déformationde Cauchya droite C ou bienen
fonctiondutenseurde déformationde Greenk. On supposequeW = W(X,C).

Pourunmatériauhypeglastiquesandiaisonsinternescomme’incompressibilig, le tenseur
decontraintesle Cauchyo estobtenueparla relationsuivante:

o= 2(detF)1Fg—Vc\:/

L’ équationd’équilibre en formulation variationnelle(1.23) peut étre obtenueen minimisant
I’ énegie potentielleglobaledu syseme:

w(v):/QW(x,C(v))dX—/Qf-vdX—/rg-vdA. (1.28)

Fr. (1.27)

: . i , oV
En effet, si cettefonctionnelleestminimalepourle champde déplacementi alors— (u) = 0.

ov
or,Vv:Q— R3ona:
a—W(u)VZ/ w. (DVTF+FTDv)dX—/f-vdX—/g-vdA. (1.29)
ov qQ dC Q r

e : w W
Onretrouvedoncl’ équatiord’équilibre(1.23)etlarelationS= Zg—c, ainsiquec = 2(detF)_1Fg—C

Dansle casd’'un magériauhypeglastiqudasotrope |’ énepgie de déformationW satishit :
W(X,QTCQ)=W(X,C), VQ e 0s. (1.30)

Proposition 1.3 : L’énegie de déformationW d’'un magriau hypeglastiqueisotropeestune
fonctiondestroisinvariantsprincipaux,ly, I2, etls, définisdansl’ @équation(1.9):

W =W(lg, 2, 13). (1.31)

L'expressiordu tenseude contraintesle Cauchyo peutétreobtenuecommecongquencealu
théomede Rivlin-Eriksen.Pourun magriauhypeglastiqguasotropecompressiblele tenseur
o estdonre par(Ogden[67]) :

=

o= 2(detF)—1[|3vv3|d +(Wo+11Wo)B—WeB2|, avec W =ow/dl,,i=123. (1.32)

Soitt le champdevecteursunitairesdela directionprivil égieed’'un magriauhypeglastique
isotropetrans\ersea I’ étatde réference Un tel magriaupeutétrecaracérise parunefonction
énegie de déformationqui dépenddu gradientde déformationet du vecteurt :

W =W(C,1). (1.33)



CHAPITRE1. ELASTICITE NON LIN EAIRE - LOIS DE COMPORTEMENT DU MY OCARDE 82

Proposition 1.4 : L'isotropietransvesefait depende la fonctionW destrois invariantsprin-
cipauxdéfinisdansl’ équation(1.9), 14,12, etl3, etdesinvariantsmixtesde C etdet, appeks
impropremeninvariantsadditionneldl4 etl5 dependantlet etdéfinispar :

l4=1-(C1) et ls=1-(C?1), (1.34)
ou C estle tenseurde déformationde Caudy a droite. EtI'on a:
W =W(ly,l2,13,14,1s). (1.35)

Notonsquel'in variantmixte |4 repesentd’ elongationle long dela directiont.

Quande matriauesthypeglastiquasotropetrans\erseetcompressiblde tenseudecontraintes
de Cauchyo estexprimé dela fagon suvante(Ogden[67]) :

o = 2(detF)~} [Ig\/\/g,ld+(Wl-l-I1\N2)B—WZBZ+W4(FT)T®(FT)T
+Ws((BFD)T @ (FU)T + (F)T @ (BFY)T) |,

avecW, =0W/al;, i=1,...,5.PourunmatriauisotropelestermesenW; etWs sontsupprines.

(1.36)

Définition 1.10 (Incompressibil€) : un magriau estincompessiblequand son volumene
change paspendantia déformation.Cecisetraduit par écrire unecontrainte cinematiquesur
le champde déformation:

J=detF =A1AoA3 =1, Cc'esta-direlz=1. (2.37)
Pour un matériau hypeglastiqueincompressiblde tenseurde contraintesde Cauchyo est
donré par(Ogden[67]) :
ow

o=—pld +2F%FT, detF = 1. (1.38)

ou p estle multiplicateurde lagrangeassoct a la contrainted’'incompressibilié, il estappeé
“pressionhydrostatique”.

Si de plus le matriau estisotrope,l’expressionéquivalentedu tenseurde contrainteso
s’écrit(Ogden[67]) :

0= —pld +2(Wy + 1;Wb)B — 2WeB?,  detF =1, (1.39)
ouW estlafonctionénegie dedéformatiorécriteenfonctionde(l1, 12) etW = oW/al;, i = 1,2.
Dansle casisotropetrans\erseincompressiblele tenseurde contrainteso se simplifie en
(Ogden[67]) :
o = —pld+2(Wi+11Ws)B — 2W6B% + 2W(FT)T @ (F1)T
+20((BFT)T @ (FT)T + (FT)T @ (BFT)T),
qvecde}F = 1. La fonction\W estl’ €negie de deformationécriteenfonction de(ly,lz,14,15) et
W =0W/al;, i=1,2,4,5.

(1.40)
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1.1.4 Sysemede coordonneescurvilignes

Commeonl’a vudandasection(1.1.1),danda configuratiorderéférenceun pointmatériel
P estreperé par les coordon@escarésiennesX = (X1, X2,X3) € Q et son vecteurposition
danscette configurationest défini par X = X' ot les vecteurse formentles vecteursuni-
tairesde basedu sysemede coordon@escarésiennesDe la mémefagn, dansla configu-
ration deformée, la position du point matriel P estdonrée par les coordoneescargésiennes
x= (x},%x2,x3) € Q% etle vecteurpositionde P estdéfini parx = x'g.

SoitA = (A1, A?,A3) € @ descoordoneescurvilignesgéréraligesidentifiantle point P. La
positionx du point P estdonrée par unefonction vectoriellex = P(A1,A2,A3) Les vecteurs
de basecovariantseg‘) du sysemede coordonescurvilignessont définis commeétantles
deriveesdela fonction s parrapportaux coordont@esik :

1

Lesvecteurde basecontravariantsdu sysemede coordonréescurvilignese'(‘x) sontdéfinis
parlesrelationssuivantes

dx = eMdAl. (1.41)

ou 6ij estle symbolede Kronecler.

Afin d’obtenirl’expressiondu tenseurde contraintesdansle sysemede coordonigescur-
vilignes géréraliges,on fait dansl’ @quation(1.18) du principe destravaux virtuels dansla
configurationdéforméele changementle variablesx = x(A).

Eneffet, soitg le jacobiendecettetransformationgx = gd\, etsoitv® : Q% — R3 unchamp

devitessesirtuelles.Ona: 5
Vo

Oyv® = oY D€y, (1.43)
etle premiertermedel’ équation(1.18)devient:
ov®
- ¢ bl
/mc.DXv dx = /o (6)\' ®e' )) g = /(oe‘ ) a)\' gd)\ (1.44)

D’ou, la définition desvecteursde contraintesdansle syseme de coordoneescurvilignes
gérerali®es: . .

On peutaussiexprimer le tenseurde containtesle Cauchyo enfonctiondescontraintesS
ecritesdansle sysemede coordoneescurvilignesgeréraliges:

o= és‘ e, (1.46)

Dansle chapitre2, nousallonsutiliserla formule (1.46)pourdéfinir le tenseudecontaintes
de Cauchyencoordonreescarésiennesisuelles.
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1.2 Lois decomportementdu myocarde

Lespremieranocelesdu myocardectaientressimples lesétudesetaientimit éesatrouver
dessolutionsanalytiquesie problemessimplifiésou le ventriculegaucheestmocglisé pardes
cylindres ou dessphereset le musclecardiaqueest suppog avoir un comportementinéaire,
elastiquejsotropeet homogene(Sandleret Dodge[80], Wong et al. [100], Gould et al. [35]).
Cesmocklesn’ont paspu décrire correctemente processugl’éjection (voir [68]). Gracea
desnou\ellesdonréesphysiologique®t obsenationsanatomiquegStreeteetal. [84], Streeter
[85], Chadwick[20], Robinsor[76], Le Griceetal.[52], Le Griceetal.[53], Sanchez-Quintana
etal. [79], Jouket al. [46], Jouket al. [47]), unenouwelle classede mocelisationestapparue,
les mocklesanisotropeprenanten comptela structurefibreuseet I'h éterogeréité du muscle.
Cesétudesttaientdansle cadredel’ élasticig linéaireen petitesdeformationg Chadwick[20],
Ohayonet Chadwick[69]). Desmodelesnonlinéairesenantcomptede la structurefibreuseet
del’anisotropieont ét développesdande cadredegrandesiéformationgvoir parexempleOg-
den[66], McCulloch[60], Bogen[9], Fung[33], Hunteret Smaill [43], Smaill et Hunter[83]).
De nouwelleslois de comportementlu myocardeprenanten comptel’anisotropiedu muscle
ont éte propoges: deslois de comportemenisotropedrans\ersegHumphreg etal. [41], Lin
etYin [57], Cai[16], Taberet Perucchid90]), et deslois de comportemenobrthotropegNash
etHunter[63], Usyketal. [97]).

Enrésung,laplupartdeslois decomportementesplusrécentepropoesdandallitt érature
sontdeslois hypeglastiquesncompressibleanisotropesisotropegrans\erseuorthotropes).
Cescaracéristiques glasticie, incompressibilié et anisotropie semblenten effet essentielles
dansle comportementlu myocardeDeseffetsvisqueuxont éte signabsmaisengéréralils ont
ete négligés.Enraisondela présenceal’eaudanda plupartdestissus Jesmusclesnparticulier
ceux-cisontincompressiblest cettecaracéristiqueestun aspecimportantdu comportement.
De méme,l'organisatiorspatialedescardiomyogteset leur rdle dansla contractiondu myo-
cardeentrdnentnécessairemenineanisotropiemarqueedu comportementiu myocardeCette
anisotropieetantauminimumuneisotropietrans\erse.On peutremarqueru’enraisondesva-
riationsd’un pointal'autre del'orientationdescardiomyogtes,les directionscaracéristiques
de l'anisotropievarientégalementce qui fait quela loi de comportementlu myocarden’est
pashomogneau sensdéfini en Définition 1.2.

La contractili® du myocardeestintroduitede differenteagnsdansles difféerentedois de
comportemeninaison constatde plussouwentquecelarevientaconsicereruneloi dependant
d’un parangtre(scalaireou éventuellementensoriel)modifiantle comportementlu muscleen
fonctiondel’activationélectrique.
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1.2.1 Lois de comportementisotropestransverses
Modelede Humphr ey-Strumpf-Yin

Humphre et al. ont suppog le myocardepassifhypeglastique jsotropetrans\erseet in-
compressiblells ont determire la loi de comportementlu myocardeentermesd’unefonction
d’énegie de déformationdont la forme estbage sur la théorie et les expériencesde traction
biaxiale,voir Humphre etal. [41] et [42]. Cesseuleshypothesesne sontpassuffisantespour
obteniruneloi decomportementridimensionnelleLesauteursontchoisidenefairedépendre
le potentielélastiqueW quede |, et I4 enignorantla dependancen |, et ls. Dansce casle
tenseurde contraintegle Cauchys’écrit:

0= —pld + 2WiB+ 2WsFTQTF', (1.47)
ouW, = % etW, = %.

Cetteloi decomportemenh’estpashomogneenraisondela présencealer.

LadépendancedeW vis-a-visdel, permetauxauteursiedéterminete potentieMW al’aide
d’expériencede tractionsimple et de cisaillement.L’identification deslois de comportement
sefait enlaboratoireal’aide d’expériencesiomognesgc’est-a-direou I'on s’efforcederéaliser
desessaiou lesdéformationset lescontraintessonthomogenesdansl’ échantillon.

L'expérienceest réali€e de fagon a ce que le premiertenseurde contraintesde Piola-
Kirchhoff soitdela forme

T2 0 O
T= 0O T 0 ]. (1.48)
0O 0 O

Onsupposeyuele gradientde déformationF estconstanetdela forme

A1 pp O
0 0 A3

cequi correspond la fonctionplacement
X1 =AM Xy 4+ Xo, Xo=A2Xo+ Xy, X3 = A3Xs, (1.50)

ou X; etx; sontlescoordon@esd’uneparticuledandesconfigurationsondéeformeeetdeformee
respectrementLesA; corresponderd desélongationsimplesdansles 3 directionsde baseet
W ety adescisaillementsianslesdirectionsl et 2.

Onendeéduit
I3 = A2+ A3+ 1/[A1h2 — papo]® + 1E + 5. (1.51)
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De plus,sila direction1 estcelledesfibres,c’esta-diret = (1,0,0), ona
lg= A3+ 5. (1.52)
Le muscleétantincompressiblepnadetF=1 etd’apres(1.24)
MTi1 P O

o= | WT2 A2T2 O (1.53)
0 0 0

Commeo estsymétrique,il fautque o Ti1 = 1 To2 Soit satishite. La mesurede T permetla
déterminatiorde o et parsuitel'identification dela loi. Eneffet, d'apres(1.47)ona

011 = 2Wi&1+2Wa2, 022 = 2Wi&3+ 2Wsé 4, (1.54)
avec
R
EZ = )\%7
G = MB-A2
& = 15

Le syseme(1.54),dontles inconnuessontles W, et W,, peutétre résoluexplicitementpour
obtenir:

(1.55)

Wi = (§4011—&2022)/ (8184 — &283),
Wy = (§1022—&3011)/(8184 — €283).

Notonsqueles secondsmembresdeséquationsdu syseme(1.56) contiennenseulementies
guantieésqu’on peutdéterminerexpérimentalementiinsi on peutdéterminetdesfonctionsW

etW, directement partir de protocolesxpérimentauxdanslesquelsun invariantestmaintenu
constanpendaniquel’autre varie, et vice-versace qui permetd’obtenirla fonction énegie de
déformationw.

(1.56)

Lesrésultatexpérimentawont monte queW, crait presqudinéairementvecl,, maisdécrdt
presqudinéairementni = Ij/z. De plus,W; croit nonlinéairementmaisnonexponentielle-
ment,quandA¢ croit et décrdt presqudinéairementjuandls croit. Seloncesobsenationset
enrespectantuelquesontraintessurla fonction énepie de déformationW, Humphrey et al.
[41] ontpropo% unenouwelle forme polynomialedeW contenanseulementing parangtres:

W =ci(Af —1)%+co(Af —1)3+c3(l1 — 3) + ca(l1— 3) (At — 1) +-c5(11— 3)2. (1.57)
Onendéduit

1
Wi =c3+Ca(As—1)+2¢5(11—3), Wpg=_—— [C4(|1—3) +2c1 (A —1)+3c(Af — 1)2].

2\t
(1.58)
Pourobtenirles contraintes| sufiit deremplace, etW, dansl’ équation(1.47)parleurs
expressionsdonréespar I' équation(1.58). On remarqueque les contraintess’annulentpour
un gradientde déformationégalea l'identité F = Id. Ceciveutdire que la configurationde
réferenceconsiceréecorrespondienal’ étatneutre.
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ModeéledeLin etYin

Une nouwelle étudede Mulieri et al. [62] a mont®é que le 2,3-tutanedione2-monoxime
(2,3BDM) protegele tissumyocardiquele “trauma” mécaniquesCe résultata rendupossible
I'activation d’échantillonsdu myocardependantde longuesdurées.En utilisant ce résultatet
enappliquania méthodedécritedansHumphrey etal. [41] pourle tissual’ étatpassif,Lin et
Yin ont propo% desnou\elleslois de comportemeninultiaxialespourle myocardepassifetle
myocardeactif, voir Lin et Yin [57]. Dansles deuxétatspassifet actif du myocardegcertaines
hypothesesnt éte faites,commel’hyperélasticig, 'incompressibilié et I'isotropie trans\erse,
la directionprivil egiéeétantla directionpredominantelesfibresmyocardiquesDe pluslafonc-
tion énepie de déformationestsuppogedépendantelesdeuxinvariantsde deformationl; et
l4. Lesdéformationsdesdeuxétatspassifet actif du myocardesontmesueesparrapporta un
mémeétatderéférencequi estle myocardegpassifaureposlls ontnote qu'il y adescontraintes
significatvesdéveloppeesdansla directiontrans\erseauxfibres.Cecimontrel’effet important
di auxfibresde collagenequi protegentle muscled’étirementexcessif.

Pourle myocardepassif,ils ont choisiunefonction exponentielleplutdt que polynomiale
pourexprimer|’ énegie de déformationentermesdesinvariantsly etly :

Whas=C1(69—1), avec, Q=Cp(l1—3)°+C3(l1—3)(la—1) +Ca(ls—1)%.  (1.59)

A I’ étatactif, leursdonréesont montié quelesréponsesiescontraintesontpluslinéaires
guecellesal’etat passif.Cecisuggrequelesmyocardepassifetactif sontdeuxtypesdifférents
dematriauxet gu'’ils ont desfonctionsénegie de déeformationdifferentesiécrivantleurspro-
prietesrhéologiqueslls ontdoncpropo® unefonctionpolynomialepourl’ énegie dedéformation
du myocardeactif dontl’'expressiorestla suivante:

Waa =Co+Ca(l1—3)(la—1) +Ca(l1 — 3)*+Ca(la — 1)*+ Ca (11— 3) +- Cs(l4— 1).  (1.60)

Danslesdeuxexpressionslelafonctionénepgie dedéformation)esparanetresrhéologiques
C; doiventsatishire certainesonditions.Pourplusde détailsvoir Lin et Yin [57].

Onconstateuelescontrainteslumyocardepassifs’annulenpourungradiendedéformation
égalealidentitée F = Id cequin’estpasle caspourle myocardeactif. Lin etYin reportentcette
différenceaufait quele muscleseraccourcitquandil estactiveé etlesdéeformationsqui appa-
raissenpendant’activationsontmesugesparrapportal’ étatpassifsanschagement.

Modelede Cai

Cai[16] proposeun nouveaumocklebas surlesétudesanérieuresde Taber[88] et [89] et
de Oddouet Ohayon[64] et c’estuneextensionenthéorie desgrandesdéformationsde la loi
decomportemenéactive écriteenélasticie linéairepar Ohayonet Chadwick[69].

Il consickretrois étatsdifferentsdu muscle:
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— L’ étatpassif,note Qp, repesentda configurationou le muscleestnon activé et ou les
contraintesinterneset le chagementsont nuls. Cet état corresponch I’ état neutredu
muscle.

— L’étatactif sanschagement,noté Qa(t), repesenteune configurationou le muscleest
activé,leschagementsontnulsetlescontraintesnternespeuwentexister.

— L’ étatactuelavecchagementnoté Qc(t), repesentauneconfigurationpassve ou active
du musclequi estcettefois-ci soumisa deschagementgdoncil estdansuneconfigura-
tion déformée.

Le comportementlu myocardeestsuppog isotropetrans\erseet incompressiblel’activation
electrigueestrepriesenéeen deuxparties: unepartieestconsicereeenajoutantun termedans
I'expressiordel’ énepgie dedéformationglobaleetl’autre partieappard directementand’ex-

pressiordu tenseurde contraintesle Cauchy

Il autiliséle mémetype de fonctionsd’énegie queproposelaberdans[88]. Si Cpc désignde
tenseuide déformationde Cauchyadroitedel’ étatQp al’ étatQc(t), I’ énegie dedéformation
totale, W(Cpc) exprimée par unité de volume du seul état de réferenceQp, estconsicerée

commeeétantla sommedetroistermes:

W(Cpc) = WRa+Wiast B(t)Wagk

avec
Wg)ggt _ a (eb(llP_3) _ 1) ’
fib f [br(AFp—1) 2 (1.61)
Wpas = b_f[e _1_bf(7\fP_1)}a

: Cf 2 ) df
Wia = d_f<)\fP+)‘fP_2> )

ol les termesWia, Wik et Wi sontdlis respectiementa la présencede la matricede col-

lagene,descomposantepassvesetdescomposanteactivesdesfibresmyocardiques.a quan-
tité I1p estle premierinvariantdutenseudedéformationde Cauchyadroite Cpc (11p = trCpc),

etAtp = ||Fpctp|| estl’ élongatiordanda directiondesfibresmusculairesnesuéeparrapporta
I' étatQp ou tp estle vecteurdirecteurunitairedelafibre al’ étatQp. Lafonction(t) mocelise
I'activationdu musclecardiaqueeglle estcompriseentreO et 1, ou 3 = 0 entélédiastoleetf = 1

entéléesystoleLesconstantes, b, as, bs, c¢,ds sontlesparangtresmatérielsdu myocarde.

L’expressiondu tenseurde contraintesde Cauchyoc a un étatQc(t) du muscleestsuppoge
avoir la forme suivante:

oW
oc = —pcld —|—2chng¢+ B(t) Totlc ® T, (1.62)
PC

z

ou Fpc estle tenseugradientde la transformatiorpour le passagelel’ étatQp al’ étatQc(t),
pc estun multiplicateurde lagrangeassoce a la contrainted’incompressibilé du myocarde,
To estla tensionmaximaleque peutdélivrer la fibre a sonzéro d’élongationic estle vecteur
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directeurunitairedela fibre &I’ étatQc(t).

N

Proposition 1.5 : Son\/\/,\(t A) uneprimitive par rapporta A dela fonctionB(t)T°§ , c'esta-
dire queW, (t,A) = B(t) % W) onal egalite suivante
)
2ch0&’\’A — B ToMN) e ®Te. (1.63)
Démonstration. NoussavonsqueA?p = ||FpcTp|[> = Tp - (CpcTp), parsuite,endérivantpar
rapporta Cpc on obtient
OAtp
ZAfPaCPC =TpQ®Tp,
donc
To(A
B)To(Atp)Tc®1c = PB(t) O)(\ZfP)chTp@)chTp
P
To(A
= B(t) O)(\sz)FPc(TPGNP)FEc
P
To(Atp) = OAtp
= 2B(t F F
Bt Atp P;)\OCPC PC (1.64)
. fP T
= Z\N)\(t,)\fp)ch%g\:PCch
. fP T
— 2chv(\3/©\(; Afp)aCPCFPC
= 2F t,\tp)Fpc-
PC3Cne (t,Atp)
U

Par congquentsi on désigneparWqaie = W +W, qu’on appellela fonctionénegie totale
dedéformation)'expressiordutenseudecontraintesle Cauchy(1.62)peutétrealorsobtenue
delafagn suivante:
a\Motale

0Cpc

Celamontrequela loi decomportementléveloppeepar Cai estuneloi hypeglastiquejncom-
pressiblejsotropetrans\erse,déependant’un parangtrescalaire3(t) qui permetde mockliser
la contractiondu myocarde.

oc = —pcld + 2Fpc Fc. (1.65)

Modelede Taber et Perucchio

Taberet Perucchid90] proposenuneloi de comportemenincluanta la fois les effets de
croissanceet de la contractionactive pour les coceursd’embryonsde poulets.Cesdeux effets
sontmocklisés a partir deschangementsle la configurationa contraintesnulles. Dansnotre
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etude nousprésentonseur mockle sanda croissance.

A linstantt = 0 le muscleestdansun état sanschagementet sanscontraintesnoté Q.
Ensuite,on imagineque Q estdécoup en élémentsinfiniment petits pour obtenirl’ état pas-
sif sanscontrainteQp. L'étatQp estactivé pour former I étatactif sanscontraintesQao(t).
Les élementsde Qap(t) sontrassemt#spour obtenirla configurationQa(t). Cetteprocgdure
conduita unedéformationqui produitdescontraintegésiduellesFinalementdeschagements
sontappliquessur Qa(t) pourobtenirla configuratiorfinaledutissuQc(t).

Soit F4 le tenseugradientde déformationdd & la contractionactive, passagele Qp a Qao(t).
De plus,on désignepar Fp et Fa lestenseurgradientsde déformationrelatifs aux étatspassif
etactif sanscontraintesespectrementc’esta-direle passagee Qp A Qc(t) etceluide Qap(t)
aQc(t). SoitaussiF le tenseugradientde déformationde I’ étatinitial Q a I’ étatfinal Qc(t).
Onalesrelationssuivantes

F =Fp = FaFa (1.66)

Laloi decomportemengstexpriméeentermesdeCp = F,EFp etCa= F,T\ Fa. Laformegérérale
dela fonction énepie de deformationestsuppogecompogede deuxpartiessepagées: partie
passve Wh(Cp) exprimée par unité de volume de I état de réferenceQp(t) et partie active
Wa(Ca) expriméeparunité devolumedel étatderéferenceQao(t). Dansce casle tenseurde
contraintegle Cauchys’écrit:

oWp OWa

= —pld + 235 Fp——FL 4+ 23, 1 FA—2FX 1.67
o pld + 2Jp PaCP p+2da AaCA A ( )

ou p estun multiplicateurde lagrange Dansle casincompressibl®na:
Jp=detFp =1 et Ja=detFa=1,

etdansle cascompressiblep = 0.

Pourlesfonctions\We etWp, Taberproposdes expressionsuivantes
W = g(ebQP —1)+ at [ebf (Atp—1)> _ 1} ’
b by

C(t) ~d) | Ci(t) (ydit) | —di(®)
Wa = - =) ()\ A IO _ 2) ,
A d(t) Qa '+ ds (t) fA TAaA
ou A¢p etAta sontlesrapportsd’élongationpassve et active, respectrement,dansla direction
desfibres.Enplus,a, b, c,d etas, b, cs,ds sontlesparanetresdu magriau,et Q estlafonction

suiante:

(1.68)

Q=1l;—3+ 1_\)2" [lgv/(l‘zv)—l], (1.69)

avec,l; etlz sontlesinvariantsdu tenseurde déformationde Cauchya droite correpondanty
estuneconstanteet Qp = Q(Cp) etQa = Q(Ca).
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Enreprenante termedel’ équation(1.67)qui correspond la configurationQap(t), parun
changementle configurationgde réference on peutexprimerla loi de comportemenéa partir
d’'uneseuleconfigurationderéferenceQ.

En effet, soit C = FTF = F] CaF, etJ = detF = det(FaFa) = JaJa. SoitWa I’ énepgie de
déformationactive expriméeparunité de volumede I’ étatde réferenceQ et écriteenfonction
dutenseurC : Wa(C) = Wa(Ca). On peutdémontrerfacilementgue:

OWA OWa 1
o = Fae2F 1.7
aCA aaC a’ ( O)
etl'on a:
oW, oW, oW,
-1 AT _ 1-19-1 1 A TeT _ 1-1(1-1 AT
IS F =51, FaFa(Fa e T)FIFR =% (33 Fa Aae.T N @
SoitWa = Wa(C) = JaWa(Ca), onadonc:
oW, oW,
-1 AT 1 AT
Fo—F Faz—FX. 1.72
TS I FAGCA (1.72)

Finalementgsoit I énegie totale de deformationWyae(C) = We(C) +Wa(C) définie a partir
d’une seuleconfigurationde réféerenceQ. La loi de comportement{1.67) peutétre donc ex-
priméedela fagon suivante:

aV\'{otale

oC
Dansle casincompressible vautl, etencompressiblgp = 0. On endéduitquela loi decom-
portemenpropogepar Taberet Perucchid90] estuneloi hypeglastiquejsotropetrans\erse,
dépendant’un paranetreF; mocklisantla contractionactive du myocarde.

= —pld + 20 IF=22CF T, (1.73)

1.2.2 Lois de comportementorthotr opes

L'intérét de I'hypothesed’isotropie trans\erseest que dansce casla forme fonctionnelle
del’ énepgie de déformationsedéduitdirectement partir de donréesexpérimentalesMais le
problemeestqueplusieursdonréesexpérimentalesontredisentettehypothese Par exemple,
desétudesanatomiguesnontrentque le myocardeest constitle de plusieurscouchesplans
declivage,voir Le Griceetal. [53]. Cescouchessontforméespar desfibresmyocardique®t
ellesse connectenentreelles par desfibresde collagenequi sontorthogonalesux plansde
cescouchesCetypedestructurecorrespond desstructuresorthotropesL’orthotropiene de-
mandepasseulementineformulationpluscompliqueequecelle delisotropie trans\ersemais
enplusdesmesuregxpérimentaleslescontrainteset desdéformationsdansla troisiemedirec-
tion pourfournir desdonreesexpérimentalesufiisantegpermettantie déduireunetelle loi de
comportementl’architecturelaminairedu myocardea motivé le développementesmockles
décrivantla variationdumuscleventriculairedandestrois directionssuivantes I'axe desfibres,
I'axe trans\erseauxfibresettangentaux couchesontenantesfibreset'axe orthogonak ces
couchesCesaxessontappeéslesaxesmatrielsdu myocarde.
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Modeélede Nashet Hunter

Nash et Hunter [63] proposentune loi de comportemenbrthotropebase sur destests
biaxiauxin vitro et sur desobsenationsde la microstructurecardiaque Cetteloi estutilisée
pourdécrirelesproprietescontraintes-éformationsdutissumyocardiquelLesparangetresdela
relationconstitutve sontestimésenutilisantunecombinaisordetestscontraintes-é@formations
biaxiauxsur deséchantillonsmincesdu tissumyocardigueet de champsde déformations3D
dérivesd’'imagesiRM non-irvasves.A I étatpassif,le myocardesstsuppog hypeglastiquece
qui fait quela relationentreles contrainteset les deformationsdérive d'un potentiel.La forme

z

fonctionnellechoisiepour!’ €negie de déformationdu myocardea |’ étatpassifestla suivante:

Efzf E2 EZ
Wpas = Kif +k > — +kn =
pas |aff . E;f ‘fo SS‘aSS_ ESS‘(XSS n ‘ann_ En2n|ann (1-74)
+Ks SE +k —Egn f _ B
S‘ fs— Efg|%fs Srl|asn—Esn‘0(S” n|afn—Efn‘am'

Par suite,le tenseude contraintegppassvesestobtenupar!’ équationsuivante

awpas
oF

Les six termesqui apparaisserdansl’expressionde I’ énegie de deformationcorrespondent
aux six composantesndépendanteslu tenseurde déformationde GreenE dansle syseme
des axes matriels du myocarde,c’esta-dire, f, s et n désignent,dansla configurationde
réference,la direction de la fibre, la tangentea la fibre dansla couchede fibres et la nor-
male a la couchede fibres respectrement. Chaquecomposantecontribue independamment
dansl’ énepie de déformationtotaledu tissu.La fonction énegie de deformationWjas estdite
avoir uneforme“pdle-zero”et c’estunerelationempirique. Plusieurscaracéristiguessontim-
plicites danscetterelation. Tout d’abord les comportementse long desaxes magriels sont
assezdifférentset le comportemente long d’'un axe particulier est presqueindependantdu
degré d’élongationle long desautresdeux axes. En plus les contraintesaxialessonttres pe-
tites pour desdéformationsaxialestres petites,mais elles deviennenttrés grandesgquandles
déformationgdeviennentprocheslecertainevaleurslimites appeées‘poles”. Lespoles,notés
aj i, j € {f,s,n}, sontleslimites élastiquesAu deladeceslimites, il apparé desdéformations
irréparablesiu tissuduesa unesuretensionde la matricede collagene.

Opas= —pld + Fr. (1.75)

D’autrepart,ils ontsuppog qu’apresstimulationlesfibrescardiaquegérerentuneforceactive
dansla directionde leursaxeslongitudinauxuniguementDoncafin de moceliserle comporte-
mentactif du myocardeun seultermea été ajoui autenseurde contraintegpassves:

oW,
o=—pld + a—gasFT +TFTQFT, (1.76)

ou T = T(t,\s,[Ca&t];) estla tensionactive gérérée par unefibre & un instantt, A¢ désigne
le rapportd’extensionde la fibre, et [C&*]; estla concentratiordu calciumintracellulairequi
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estconsicerée pour caracériserle niveaud’activation d’'un myocyte. Le vecteurt désignele
vecteurunitairedela fibre dansl’ étatpassif.

La fonction T estsuppoge varier linéairementen fonction de A; avec une penteg—l = 145

kPa ou unepenteadimensionnell@ = [%?j_-}l\—])\:]. = 1.45. Au reposalongueurd’un sarconere

estconsicereeégalea l.9um (cecascorrespon@A ; = 1 sangensionpassve),latensionactive

Le tenseurde contraintesde Cauchydonre par |’ équation(1.76) peutétre obtenua partir
d’unefonction énegie de déformationtotale contenanun termepour I étatpassifet un autre
termepour!’ étatactif.

Dansla suitede ce paragraph@ousallonsomettrela dependancdeT ent et[C&];.

Proposition 1.6 : SoitW,, uneprimitive par rapporta A dela fonctionAT (M), c’esta-dire que
W, =AT(A). Onal égalite suivante:

M T _ TFT®FT. (1.77)
oF
. : , OW, 0N oA
Démonstration. Toutd’abordona “SF _WAﬁ = )‘T()‘)ﬁ'

La quantie A désignel’ élongationde la fibre, c’esta-dire A2 = 14 = 1- (C1) =|| FT ||%. En

L . . oA . L, R
dérivantparrapporé F on obtient: 2)\£ = 2FT®T. Parsuite,la dérivé deA parrapporta F est

} LON 1 N .

egaleaﬁ = XFT@T. D’ou I’ équation(1.77). O
Par congquentsoitWgale = W +W,, c’estla fonctionénepie totalede déformation L'ex-

pressiordutenseudecontraintesle Cauchy(1.76)peutétrealorsobtenuelelafagon suvante:

a\Motale

S Fr. (1.78)

o=—pld+

Commepourles mocelesprecedents)’ équation(1.78) montrequela loi de comportementle
Nashet Hunterestaussiuneloi hypeglastiqueprthotrope dépendantie deuxparangtrest et
[C&*]; mocklisantla contractiondu myocarde.

Modelede Usyk-Mazhari-McCulloch

Onreprendesnotationd, s, n, F, ... dumodelede Nashet Huntet

Usyk etal. [97] ont étudi les effetsde I'orthotropie dansle ventriculegauchedeschiensa
la fin dela diastoleetalafin dela systole.lls ontutilisé pourle ventriculegaucheal’ étatpassif
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unerelationdecomportemendiéfinie parunefonctionénepie dedéformationexponentielléV,
correspondard un comportemenhonlinéaire,orthotropeet presquencompressible

W = C(e®—1)+Ceompr(JINI—J+1),
Q = byiEff+bsEd+ banEint (1.79)
bts(Efs+ EZ) +bin(Efn+ Efr) + bns(Efs+ E3),

ou Ejj sontles composantesiu tenseurde deformationde GreenE dansle sysemed’axes
matriels (f,s,n). Le termeJ estle déterminantdu tenseurgradientde déformationF et les
constantesnagériellessontles suvantes: C = 0,88 kPa; bss = 6,0; bss= 7,0; bnn = 3,0;
bts=12,0; bfn=3,0; bhs= 3,0; etCcompr = 100,0 kPa.

La quasi-incompressib#itestobtenuepar penalisationEn effet, le termeCeoppr (JINJ — I+ 1)

estintroduit avec un coeficient Cconpr assezgrandce qui oblige la quantieé JInJ—-J+1 a
étretrespetite, voire égalea 0, pour quele produit Ceompr (JINJ — J + 1) soit de mémegran-
deurquele termeC(eR — 1). Parcongquent)a valeurdeJ vaétreforcéed’étretrésprochede 1.

La contractionventriculairea étt mocelisée en définissantle tenseurde contraintesde Cau-
chy o commeétantla sommedu tenseurde contraintepassvesc'P) qui dérive dela fonction
enegie de déformationet du tenseurde contraintesactiveso(® :

o=0P +0@, (1.80)

Lescomposantesi(?) dutenseudecontraintesctivesdériventdu tenseudecontraintesliago-
nal oagive réféeré aux coordoneesmatrielles(Xs, Xs, Xn) enutilisantla matricerotationq qui
définit la relationentrele sysemedescoordonresutilisé et le sysemelocal de coordonees
magrielles:
@ = qToaqi 1.81
G ={( Oadived- (1.81)

Les composantedu tenseuroagive SONtdesfonctionsdela concentratiordu calciumintracel-
lulaire Ca(t) etdeslongueursiessarcongéres.

t
Ca(t) = Ca+ (Canax— Cap)——e' /e, (1.82)
Ca
ou Cg désignda concentratiomu calciumintracellulaireaureposet Canax €stla valeurmaxi-
male que peutatteindreCa(t) a l'instantt = 1ca. lls ont choisi pour les parangtresqui ap-
paraissentlansl’expressiorde Ca(t) lesvaleurssuivantes. Ca = 0,01uM, Canax = 1uM et
Tca= 60ms

1.2.3 Autre
Modelede Bestel-CEment-Sorine

Besteletal. ontélabogé un modeledu musclecardiaqueavec pourpoint de départla struc-
ture microscopiquanockliséepar A.F. Huxley [44], sousle nomdethéoriedesfilamentsglis-
sants,voir Bestel[7] et Bestelet al. [8]. Souslinfluence dela concentratiorde Calcium,des
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“ponts” élastiquesecreententrelesfilamentsd’actineetdemyosine Jesfaisantglisserlesuns
par rapportaux autrescréantainsile mouvement.Le mockle du filamentglissantde Huxley
donneune descriptionstatistiquede ce phénonene,permettanie passerde I’ échellede ces
ponts(quelqueddizainesde nanonetres)a celle du sarcongre. Pour passera I’ échelled’une
fibre,cemodkle estintegre dansun modceledeHill atrois élementsce qui permetde modeliser
lescontractioretrelaxationisométriquesetle comportemendu muscleal’ étatpassif.En effet,
lessarcongressontrassemléset appeésélementcontractileEC qui estmocelise parun “res-
sortnonlinéairecommané@”. Ensuiteun secondessortESestplace ensérieavecEC pourtenir
comptedu fait quele musclepeutétreactive, doncdéwvelopperuneforce, sansquesalongueur
totale change(contractionisométrique: la longueurde chacundesdeux ressortspeutvarier
tout en maintenantia longueurtotale constante)L’ élementES mocelise un degré de liberté
internepourla déformationdela fibre. Finalementun troisiemeressorteP estintroduit, soiten
paralkle de EC (mockle de Hill-V oigt), soit en paralkle du montagesérie EC-ES(mockle de
Hill-Maxwell). CeressortEP mocelisele fait quele musclene peutpasétreétiré sandimite (la
forcederappelcrééeparcetélementdevient nonnégligeablea partir d’une certaindongueur).
Cestrois elementseC, ES, et EP sontsuppogs avoir le mémecomportementhéologique:
comportemenglasto-plastiqueDansla suite,c’estle mocelede Hill-Maxwell qui a éte choisi.
Danscecasla contraintedansES estégalea celledanseC : 0. = 0s. La contraintetotaleestla
sommedescontraintesiansEC etdansEP: ¢ = ¢ + 0.

z

A I' échelledu coeurentier chaqueventriculeestmaintenanmocglisé parun assemblag&C,

ES

AN

J commande chimique

EP
Fic. 1.1—ModeledeHill-Maxwell.

ES, EP larelationcontrainte-&formationdevenant

0=0p+0c, Oc=0s,
(1.83)
€= ep == 8C+SS,

ou Oy etey avecx € {c, s, p} désignenta contraintedans!’ élémentx et sadéformationrespec-
tivement.Silg, Is etl désignentieslongueursde I’ élémentcontractileEC, I' €éléementsérie ES
et de la fibre entiererespectiement,et |, |y et lp leurslongueursrespectiesdansl|’ étatde

réferencealorsly = Ixo(1+ €x) pourx=c,s,.
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SoitK(t) laraideurrésultanteotaledansun sarcongreetke(t) = K(t)i, ou 5o et A4y désignent
la longueuretl'aire dela sectiond’'un sarcongéredansl’ étatderéférence.

En exprimantla raideuret la contrainterésultantde I'ensembledespontsactine-myosineun
modceledifféerentieldel’ elémentcontractileestobtenu:

ke = —(|u| + [£c| ke + kolul +
(1.84)
GC == —(|U\ + |SCDO-C+ kcéc+0-0‘U|+.

La fonction u(t) estla commandegui contdle le cycle d’attachement-gtachementlesponts

actine-myosine elle estrelieea I'activité chimiquede la myosine,donca la concentratiordu
. — o . .

calcium. Les grandeurskg = %k et op= > sontles valeurslimites en contractionde la

raideuret la contrainterespectrementk et o sontla raideurmaximaleet la contraintelagran-
giennemaximaledansun sarcongrerespectrement Dansce mocklek; et o, sontlesvariables
d’étatet I'entréeestle couple(gg, u). Pourlinstant, la deformationg; estsuppogeconnuell
restea moceliserlesressortpassifsESet EP

L’ élementES estsuppog secomportedinéairementvecuneraideurks : 0s = ks€s. Le montage
sérieimposela relationsuivanteentreles differentegléformations

I I
€= Oe iosc, (1.85)
P )

ainsiquel’ égali€ descontrainteddlanseC etdansES:

Oc = ks%g - ks:gEC. (186)

Silalongueurtotaledela fibre lge estconnue on obtientle sysemefinal suivant:
ke = —(|ul + [&c| ke + Kolul 1,
Oc = —(|u[ + [€c|) Oc + KeEc + Tolul 4, (1.87)

I@O-C + ksl Coi-lc == ksl 08

Pourle ressorparalkle EP, Bestelet al. sesontréférésalla litt ératurepourenchoisirunerela-
tion contrainte-&formationdetypeexponentielou la contrainteestnulle pourunedéformation
nulle:

Op= k—f;(ekpl8 —1). (1.88)



Chapitre 2

Du micro au macro : Technigue
d’homogeneisation

Nous avons vu au chapitrel que les modelisationsmécaniquesiu myocardese situent
dansle cadredes milieux continuset que les lois de comportemen{relations contraintes-
déformationskontdétermireesapartird’expériencesnacroscopiquegui masquentparcongquent,
I'existencedescardiomyogtes.Unealternatve a cetteapprochenacroscopiquestde deduire
la loi de comportementu myocardedu comportementécaniquedescardiomyogteset de
leur organisatiorgéonetrique,c’est-a-dired’homogeréiserle réeseaude cardiomyogtes.Cette
démarched’homogeréisationestdéveloppeedansce chapitreet le suivant.

Le point de départde I'homogérgéisationestla mocelisationmécaniquedu milieu étudie
au niveaumicroscopiqueici le réseaude cardiomyogtes.Nousavonschoiside moceliserle
réseawcommeun treillis de barrestravaillant en traction-compressiogt interagissanpar des
couplesje cadreestcelui desgrandedransformationsLa mocelisationmécaniquecorrespon-
danteestdécrite et justifiee dansla section2.1. Pourhomogereiserle réseaude cardiomyo-
cytes, nousavons adapak, a la mocelisationchoisie,la méthoded’homogeréisationdiscrete
déweloppeedansTollenaereet Caillerie [92]. Le principede la méthodeet sonapplicationau
réseauwde cardiomyogtessontdéveloppesdansla section2.2. La section2.3 estconsacee a
descompEmentssurl’'objectivité etle caracérehypeglastiquedela loi de comportemenma-
croscopiquebtenugparhomogereisationet dansla section2.4 nousdécrivonsl’applicationde
la méthodede Newton au problemedetreillis permettantie determinercetteloi.

2.1 Modelisation mécaniquedu réseaude cardiomyocytes

Commenousl’avonsvu aupremierchapitrede la these lescardiomyogtessontdespetits
batonnetallongésreliesentreeuxparlesanastomoses.esquelqueessaignécaniquesBrady
[10], Zile etal. [111], meréessur descardiomyogtesisolésont porte surleur comportement
entraction-compressiolongitudinale Le cardiomyogte estvu alorscommeun ressoriou une
barreélastiquenonlinéairedontla loi decomportementeliantla tensionala longueurdepend

97
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de I'activation du cardiomyogte. Le comportemengen traction-compressiodes cardiomyo-
cytesrend bien comptede I’ €lasticieé du myocardedansle sensdesfibres mais ne peut pas
rendrecomptedel’ élasticié trans\erseauxfibres.Cetteélasticié trans\erseestdueenpartiea
la matriceextracellulaire en particulierauxfibresde collagenemaiselle résulteaussidesliai-

sonsdescardiomyogtespardesanastomosasonterminales|’assemblagelescardiomyogtes

estunvéritablerésealpouvantétreassimik aun grillage, voir Figure?2.1.

FIG. 2.1—- A gauchedescardiomyogtesliéspardesanastomosesonterminalesA droite,un
réseaue barresmocelisantun échantillonde cardiomyogtes.

Pourprendreen compteles liaisonspar les anastomosemtermédiaires,nousmocelisons
chaquesegmentde cardiomyogte par une barrerestantrectiligne dontle comportementn
traction-compressioest connu.Les barresne sontliéesentreelles qu’a leurs extrémites ce
qui fait de leur assemblagein treillis. De plus, desbarresadjacentes¢’esta-dire liéespar
une extrémité, interagissenpar desmomentsdépendante I'angle entreles barres.L'image
mécaniquda plussimplede cesinteractionsestcelle desressortspiraux.

La connaissancdespositionsdesnceudsd’une telle structuredeterminecompktementsa
géonetrie, elle permeten effet de calculerles longueursdesbarreset les anglesentrebarres.
Il seraitpossibled’envisagerune modelisationplus sophistiq@edu réseawde cardiomyogtes
en assimilantchaquecardiomyogte a une poutre élastiquepouvant travailler, non seulement
en traction-compressionnais aussien flexion et torsion. La mise en ceuvrede la méthode
d’homogeréisationauraitamere a étendreaucasnonlinéairelestravauxde Pradel[74]. Nous
avonschoisiunmoceleplussimplecarlesdonreesexpérimentalesctuellementisponiblese
permettenpasde caracériserle comportemenen flexion et torsiondescardiomyogtes,une
modelisationplus complee nécessitantinetelle caracérisationne sejustifie, parcongquent,
pas.
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2.1.1 Descriptiondu treillis

Onappellgreillis unassemblagdebarregoudepoutres)i éesentreelle parleursextréemites.
Lespointsdeliaisondesbarregoudespoutres)sontappeéslesnoeudsiu treillis. Dansla suite
nousutiliseronsle termebarrecar la flexion n’intervient pasdansla mocélisationdescardio-
myogytes.

Appliguer le principefondamentalle la dynamique(PFD) a un milieu ou & une structure
mécaniqueeviental'appliquerachacunalespartiesdu milieu ou dela structure Dansle cas
dutreillis lesélémentssontlesbarresetlesnceudsl’applicationdu PFD autreillis seramenea
sonapplicationa chagueelément.

Au préalablejl estnécessaire’identifierlesélémentgdutreillis, pourcelaon numéroteles
nceudgu treillis pardesii qui peuwentétredesentiersou tout autresysemed’indexation, on
note 2\ 'ensembledesnceudsi du treillis. De mémeon numéroteles barrespar desb et on
noteB 'ensembledesbarresdu treillis.

Pourl’ écrituredeséquationsdu mouvementdu treillis, il estutile d’orienterles barresce
qui, dansles deuxnceudsauxquelsestlieela barreb, définit un nceudorigine note O(b) etun
nceudextrémité noté E(b) ol O et E sontdesfonctionsdéfiniesde B dans\(. Lesensembles
O1(A) etE~1(A) désignentespectrement’ensembledesbarresdontfi estl'origine et celui
dontii estl'extrémité. L'orientationdesbarresestarbitraire.

Notre mocklisationdu réseaude cardiomyogtesfait intervenir desinteractionsentreles
barrespardesmomentsLescouplesdebarresninteractionsontnotes€ avec¢ € C. De méme,
quepourlesbarres;jl estutile d’orientercescouplespn noteP( €) etD(€) lesbarresdu couple
& oll P et D sontdesfonctionsde ¢ dans3, P~ 1(p) et D-1(b) désignentrespectiement,
I'ensembledescouplesde barreseninteractiondontb estla premerebarre,respectrementia
dernere.

2.1.2 Geéometrie et cinématiquedu treillis

L’objectif de I etudemécaniqued’un treillis estde déeterminerson mouvementdansl’es-
pace,c’esta-direl’ éwlution de sagéonetrie au coursdu temps.Dansnotre mocelisationdu
réseauwde cardiomyogtes,les barressontsuppogesresterrectilignes,la geéonétrie du treillis
estdonccompktementdétermirée par la donréedespositionsdesnceudsOn note R(fi,t) la
positiondu nceudi al'instantt. La cinematiquede la structure c’est-a-direl'ensembledesvi-

tessegsle cespointsmagriels,est,parcongquentdétermireecompktemenparla donréedes
vitesseR(A,t) = dR(”t) desnceudglutreillis.

OnnoteB(b) le vecteur

B(b) = R(E(b)) ~R(O(b)),



CHAPITRE2. DU MICRO AU MACRO : TECHNIQUE D’HOMOGENEISATION 100

lalongueurdela barrel? estdonc

6 ~
1”=[B(b)]].
On note€® le vecteurunitairedela barreb avecla mémeorientation,on a
5 B(b)
=
Endérivantparrapportat ona o
B(b) = IPe +1P&.

Onposewf’:ef’/\'ef’. Ona

PP = —PAEPAP) =&
carcommee® estunitaire,eE’ & =o.

Onendéduitdonc L
B(b) = I’ + 1°(w’ A €”)
cequi montrequeooE’ estle vecteurrotationinstantan@edela barreb.

Onad’autrepart
donc

Par congquent,

2.1.3 Meécaniquedu treillis
Efforts intérieurs et efforts extérieurs

Le treillis estun sysememécaniquequi consisteen desnceudset desbarres.Les nceuds
sontdespoints.Doncils peuwentétre soumisuniqguement desforces.Noussupposonsgu’ils
interagissenaveclesbarresauxquellesls sontli és.Consiceronsunebarreb avecuneextremite
. Nous d(’—:-signonsp~arfb/ﬁ la force exercee par b surfi. Donc, envertu du principe d’action-
reaction,la force f/P = —fb/ estexerceparle nceudd surla barreb. Quantaux couplesde
barres(B, 6’) ayantuneextrémite communenoussupposonsgu’ellesinteragissenpardesmo-
ments.Soit MP/? le momentexerce par b surb/ a leur extrémite communedoncle principe
d’action-éactiondonneM?/0 = — Mo/

Nous supposongjue les seulsefforts extérieursagissansur le treillis sontles forcesfé/n
exerceesauxneceuds.
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Equations d’équilibre

Nous limitons notre étudeau cadrestatique,c’esta-dire que nousnégligeonsles termes
d’inertie. L’ équilibredutreillis résultedel’ equilibrede chaqueelémentdu syseEmemécanique.
Consiceronstout d’abordl’ équilibredesnceudsPourtoutf, il s'écrit

fb/fi _ge/fl — 0, (2.1)
beO-1(R)UE—1(f)

L’ équilibre de chaquebarreb resultede I' équilibre desforceset de I' equilibre desmoments
auxquelselle estsoumisel’ équilibredesforcess’écrit

fO(B)/b | ¢E(B)/b _ (2.2)
Posons pour chaquebarre b, TP = fE(®)/b nous remarquonsmmédiatementyue fO(0)/b —
—TP. Insérantcetterelationdans(2.1) et utilisantle principed’action-ieactiondesforces,les
équationg2.1)-(2.2)sesimplifienten

vied, Y TP- y TPyl (2.3)

beO-1(fi) beE—1(f)

L’ équilibredesmomentsexercespartoutesles barresipteragissanavecB peutétreexpriméen
toutpointdeR3. Nouschoisissonslel'exprimerenO(b). Soit, pourchaque, M¢ = MP(©)/P(©)
utilisantle principed’action-eactiondesmoments)’ équilibredesmomentss’écrit
vhed, I M- Y ME+IPPATP=0 (2.4)
&eP-1(b) &eD(b)

Leséquationg2.3)-(2.4)sontlaformulationforte deséquationsl’ équilibre.Pouruneutilisation
faciledela techniqued’homogenréisation|l estpréférabledelesréécriredansleur formulation
faible,appeteaussiformulationdespuissancesirtuelles.Cetteformulationfaible estobtenue
enmultipliant(2.3) pardestranslationsirtuellesv(i) € R3, enmultipliant(2.4) pardesvitesses
derotationvirtuellesw(b) € R3 etenfaisania sommesurfi etb. Un changemendesommation
qui peutétrevu commeuneintégrationpar partiesdiscreteconduitau sysemesuivant

V() t N~ RS, sz O(b)) — ]+ 3 v =0, (25)
beB AeN
vYw(-): B R3, > ME-[w w(D(@))] Z bEPATP). WD) =0.  (2.6)
ceC beB

Nousdécomposonseffort Then sescomposanteaxiale (ou normale)et trans\ersalepar
rapporta e? S o
= NP+ TP, avec TP-&=0. (2.7)
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L’additionde(2.5)et(2.6)donndaformulationenpuissancesirtuellessuivantedel’ équilibre
dutreillis

Vv(): 9;[»—>R3 Vw(-): B RS,

3 N [(OB) ~VEB)] + 5 M- W(P(@) ~w(D(O)] 28)
+Zﬂ{mqm—mam+ﬁmm@ﬂ+zwn(pq

beB Ae A

oll v;(O(b)) et v(E(b)) sontles composantesrans\ersesde v sur &b, Cetteformulation est
éguvalenteauxéquationg2.5) et (2.6).

Lesvecteursw(b) sontlesvitessesiirtuellesderotationdesbarresOnavu dansla section
2.1.2queles vitessesréellesde rotation desbarressontliéesaux vitessesdesnoeuds Si on
imposeuneconditionidentiqueauxvitessewirtuellesc’est-a-diresi on pose

w(b) = Ilb A [V(E(B)) —v(O(b))]. (2.9)

T

onalbw(b) A& = v(E(B) — v(O(B)) - | [V(E(B)) —v(O(B)] - & | & = w(E(B) — w(O(B),
):

etla formulation(2.8) devient: Yv(-) : A - R3,
3 NP [v( ) ~V(ED)] + Y ME [W(P(©) - J+ 3 v =0. (2.10)
beB ceC AeN

On voit queles composantesranS\e[sesTP ont été éliminéesde la formulation en puis-

sancesvirtuelles. Celamontrequeles TP sontles multiplicateursde Lagrangeassodgs a la
conditioncinematiqug(2.9).

Les T{?’ etantdesmultiplicateursde Lagrangejls ne peuwent pasfaire I'objet d’'une loi de
comportemenet nousverronsparla suitequ'il estpossibledeformulerle problemedutreillis
enleséliminant.ll estcependanpossiblede determineres efforts trans\ersesT P & partir des
momentsM ¢, eneffet, enmultipliant (2.4) vectoriellemenpar€?, il vient

Z - Z } (2.11)

&eD-1 gep-1

vbe B, {3:

=~
|_|

Lois de comportement- Indiff erencematérielle

Commenousl’avons au paragraphqaréo’edent,seulsNE’ et M¢ sontl'objet d’une loi de
comportementNous supposongjue la tensionaxiale de chaquebarre NP ne dependque de
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la positionde la barreBP et queles momentsM¢ entrebarresne dependentjue desvecteurs
unitairesdesbarreseninteraction: 3 o

NP = NP(BP), (2.12)

ME = ME(®, P @), (2.13)

Proposmon 2.1 : Leprincipedel’indif ferencematrielle (ou principed’objectivite) qui s’écrit
pour NP etM¢ i i
VX,BeR3etQ € O°, NP(X+QB)=NP(B), (2.14)

vel,éeR?’ le'|=|€|l = 1,etQ € 0%, ME(Qe',Qe?) = defQ)QME(e",¢?), (2.15)

impliquequeNP b 6t M€ sontdela forme

NP(BP) = A®(1P), ot 1P =BP], (2.16)

Me(ep(e)’ eD(e)) _ Me(pe) O NP oy pf = P©). PO (2.17)
Déemonstration. Commenonspar la tensionnormale.ChoisissonslorsunerotationQ qui

transformee vecteure? en un vecteurunitairequelconquee;, par exemplele vecteurunitaire
del'axe desabscissedDanscecas,la tensions’écrit :

NP(BP) = NP(QBP) = NP(1PQeP) = NP(1Pe;) = AP(1P).
D’autre part,encequi concernde momentM¢, nousdistinguongdeuxcas:

— Les vecteurse”© et P9 sontindependants on consickre la seuleisométrie Q qui
consere "€ et P(©, c'esta-direla symétrie par rapportau plan contenantesdeux
vecteursCetteisométrie estdoncdéfinie par

er(e) — eP(C) QeD(C) — eD(C) Q(ep(e) A eD(C)) — _eP(C) A eD(C)-

7 9

Onadet(Q) = —1 etM¢(eP©, P©) = _QME(eP® eP(9)) qui peutétredecomposé de
la fagon suivante

ME(P@, L) = LeP® 4 2eP( )+g\7[5(eP(6)’eD(é))eP(é)/\eD(ﬁ)’
parsuiteQM(e”©, eP(®)) = ulep(ﬁ) +12P® — arE(P®, L) PO A PO
La conditionM¢(eP(©), eP(©) = —Ql\ﬁé(ep(ﬁ),eD@) entraineu! = O etp? = 0 et
ME(P©), Py = arE(P©, P(©)P(E) A PO
Par congquent) objectivité desmomentss’écrit sousla forme

VQ e 0%, ME(QE,QeP®) = (@, L),
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Maintenant,nousdécomposong™® en: ?@ = (eP© . P(©)eP(® 4 &P oy 2@ est
un vecteur qui n’est pasng'—:‘cessqiremgnmitaire,de normea, orthogonala eP(©. Nous
avonsa? = 1— (p®)?, ot p¢ = & .eP(O, Consiceronsa rotationQ qui transformee™(©)

ene; et eL( 9 en o0&y ou e; et e sontdeuxvecteursunitairesorthogonauxquelconques
(consiceronsparexempleunebaseorthonormalgey, e, €3)). Danscecas

QP9 =e, Q&M% = pler +aey,
parsuite M E(P(©, L)) = a¢(QeP©, QeP©) = e (pfey + aey, 1) = ME(F).
— Lesvecteur’(© eteP(© sontlinéairementiépendantstl'on ae”® = £eP© :onprend
unerotationQ laissaninvariante”©, alorseP(© estinvariant,etl'on aM¢(e?©,eP(©)) =

QME(eP©),P(9). Ceciveutdire queME estinvariantpour toute rotation laissante™©
invariantce qui implique queM¢ estparalklea e”© :

Mé(ep(é), eD(e)) _ ﬂj[e(ep(e)’ eD(e)) PO

OnconsiceremaintenantinesymetrieS laissaninvariante”© parexempleunesymétrie
parrapporta un plancontenant”®, alorsonadetS) = —1 et

ME(P©), P ))eP(e) - m}e(e%),eD(e)) SO = _arS(eP©,P©)PO)
et parconsaquenm/[c( ©) =
Enconclusionpna B
MC(GP(C),GD(C)) _ Mﬁ( pC) eP(C) /\eD(C)’
ot p¢ = €79 . P On peutfacilementvérifier quecetteexpressiorestobjective. O

Problemede déformation du tr eillis

Quandil estsoumisa desforcesextérieureset a desconditionsde placemente certains
nceudsle treillis sedéforme.Le problemede déformationdu treillis revient a determineres
positionsR(fi) desnceudsyui ne sontpassoumisa desconditionsde placementCespositions
sontlesinconnuegprimalesdu problemequi estconstitle deséquationgd’équilibredu treillis
(2.10)etdeslois decomportemenf2.12)et (2.13).

En supposante probkemebien po et résolu,il estpossiblede déterminerles tensions
axialesNP par(2.12),lesmomentsM¢ par(2.13)ainsiqueles efforts trans\ersauxT P qui sont
desmultiplicateursde Lagrangepar(2.11).

2.2 Homogéeneisationd’un treillis repetitif

La mocklisationdu réseaude cardiomyogtes par un treillis de barresayantété décrite
aux paragraphedela sectionprécdentenousallonsmaintenantléveloppera méthoded’ho-
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mogenreisationdiscrete,[92], pour cettemocelisationparticuliere.

L’homogenreéisationdiscrete estune méthodepour déterminere milieu continuéquivalent
d’unestructurediscreterépétitive obtenueparla répétition d’un grandnombrede motif ou cel-
lule élementaireElle estinspireede ’lhomogénrgisationdesmilieux continuspériodiqueqBa-
khvalov et Panasené& [3], Panasen& [71], SancheZ78]). L'homogeréisationdiscete,comme
celledesmilieux continuspériodiquesestbagesurdescorvergence®usurdesdéveloppements
asymptotiquesis-a-visd'un petit parangtrec qui esttypiquemente rapportd’unelongueurca-
raceristiqgued’une cellule elementairesur unelongueurcaracéristiquede la structureétudiee,
ici nousutilisons les développementasymptotiquesPourqueles développementasympto-
tiguesaientun sensjl estnécessairée consicererquele parangetre€ tendvers0, cequi signi-
fie gu’on n’étudiepasunestructureparticuliere,maisunesuitede structuregaranétréepare.
Il faut, par congquentdécrirecompktementa dépendanceesstructureservisaggesenfonc-
tion du paranetree. Celaconcerneevidemment'aspectgéonetriquedesstructuresnaisaussi
I'aspectmécaniquegn particulieril fautpréciserla déependanceis-a-visdee deslois decom-
portemenimpliqguéesdansla descriptionmécaniquedesstructurestudées.Le choix de cette
dépendancenflue defagonimportantesurle modelehomogeréist obtenu.

Danscettesection,nousallonsdécrireun sysemede numérotationdesnceudst desbarres
qui traduitla repetitivité du treillis et qui facilite la miseen ceuvredesdéveloppementasymp-
totiques.Puis,nousallonsdéduiredesdéveloppementasymptotiqueteséquationsd’ équilibre
etla loi decomportementiu milieu continuéquwalent.

2.2.1 Description d’un treillis répétitif et numérotation

Décrivonstoutd’aborduntreillis infini. Nousconsiceronsdestreillis dontlesconfigurations
deréférencgdensembledenombreglansnotremocélisation)sontobtenueparla répetition sur
72 d’'une cellule élementairgun ensembldini denombresdansnotremodélisation),quenous
appelons:elIuIederéférenceCetteceIIuIecontientdes“noeuds”etdes“barres”.Leursnum’eros
appartiennené des sous-ensemblefinis Az et Bx de N. A toutv = (vi,v?v3) € Z3, on
associda cellulev qui contientCard\z nceudsetCardBg barresDoncIesnoeudsatIesbarres
du treillis infini tout entier sontmaintenannuméroes par desquadrupletdi = (n, viv2 v3)
dansi\g x Z3, b= (b,v,v2,v3) dansBg x Z3. Ceciveutdire quele noeud(respectvement
barre)refere par i (respecttementb) estle nceud(respectiementbarre)ayantle numéron
(respectsvementb) dansla cellulev. SO|entf7\[°° Ng % 73 et B® = By X 73, nousdisonsque

9\[“ (respectvementhm) estl’ensembledesnceudgrespectrementbarres)utreillis infini.

b by b, by by bg
Or(b) [Nt N2 M M3 n3
Er(b) [N ng n3 n m
by |0 1 0 0 1
®b)y|]0 0 0 1 1
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FIG. 2.2 — En gras, une cellule élementairea trois nceudscoloriés en rouge et cing
barres: Ng = {n1,np,n3}, Bg = {b1,bo,b3,b4,bs}. Il 'y a douze interactions: Cg =
{c1, ¢z, C3, €4, Cs, Cs, C7, Cg, €9, C10, C11, C12} -

Tableaul : Numérotationdesbarres.

C Ci C C €C C C C7 C C Ci0 Ci1 Ci2
Pr(C) [by by by b3 bs bg by by by by by by
D
Y

R( C) bz b3 b3 b4 b5 b5 bz b4 b5 b4 b5 b5
'¢cy]O 0 0 0 0 O -1 0 -1 1 0 -1
Y¥co|0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 O

Tableaw? : Numérotationdesinteractionsntrebarres.

Nousallonsmaintenanexpliquercommentesnceudseconnectenéntreeux. Toutd'abord

noussupposongjue chaquebarrede B joint deuxnceudsA chaquebarreb nousassocions
un nceudorigine O(b) etun nceudextrémité E(b). D’apresnotredescriptionci-dessuschaque
noeudO(b) etchaquenceude (b) peutétreécritsousla formed’un quadrupletNoussupposons
quele nceudorigine O(b) dela barreb = (b,v1,v2 v3) assodkea la cellule (v1,v2 v3) appar
tientacettecellule.Donc,il existeunentiern tel queO((b,vt,v?,v3)) = (n,vi,v2 v3). Deplus,
afind’exprimerla répetitivité dutreillis, nousimposongjuel’entier n dependuniquementieb.
Il coincideavecle numérodu nceudorigine dela barreb dansla cellule deréferenceet il peut
étredésigre par Or(b). Au contraire le nceudextrémité E(b) qu’on peutécriresousla forme
(m, b, 12, u3) n'appartienpasnécessairemeritla mémecellulequeb. Danstouslescas,il ap-
partientaunecellulequi peutétrenumérogepar (v + &8, v? + 8%, v3 + &%), ol (&%, &%, 8°) € Z3.
A nouweau,commele treillis estrépgtitif, m, 8, 3% et & dépendenuniquementde b et ils
peuentétredésigresparEr(b), 51, 8 et 5. Autrementdit,

O((b,v%,v2,v3)) = (Or(b),V,v2,v3),  E((b,v,v2,v)) = (Er(b), v+ 8%, v2 + 522,03 45%),

Un exempled’unetelle numérotationpourl’exemplebidimensionnetiela Figure2.2 estdonré
dansle Tableaul.
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Remarquonguenouspourrionsdécrirele treillis dela fagon équivalentesuivante Consicerons
deuxsous-ensembleinis Az et B; deN, appeésrespectrement’ensembledesnceudsde
réferenceet 'ensembledesbarresde réference ChoisissonsgleuxapplicationsOg, Er : B —
Nz etuneapplicationd: Bg — Z3 tellesquepourtoutb € By, (Or(b),0) # (Er(b), &( )) et
tellesquel’application Og x (ER, d) soitinjective. Ensuite 'ensembledesnceudgrespectre-
mentbarres)du treillis assock estdéfini par A = Ng x Z3 = {fi= (n,v);n € Ng,v € Z3}
(respectiementB® = Bz x Z3 = {b= (b,v);be Bg,v € Z3}). Toutv € Z3 estsuppoédéfinir
unecellulev dontl’ ensembIedesnoeuds{respectvementbarres)estdonre par{(n v);ne Ng }
(respectrement{(b,v); b € B }). LesapplicationgylobalesO, E : B 9\[°° sontdéfiniespar

Vb= (b,v) € 3, O((b,v)) = (Or(b),v), E((b,v)) = ((ER(D),V +35(b)).

Quandunebarreappartient une cellule numérog parv, sonorigine appartienta cetteméme
cellule.

Avec les numérotationsdesnceudset desbarresci-dessusune configurationde référence
d’un treillis infini estbien définie. Introduisonsmaintenanuune fagon de numéroterles inter-
actionsentreles barres.Une telle numérotationpeut naturellemengétre écrite en termesdes
définitionsprécadentesnaisafin d’avoir desrotationspluslégeres,nousla définissondirecte-
ment.Noussupposonslansla suitequedeuxbarrespartageantin nceudcommuninteragissent
mécaniquement partir dela repetitivité dela configurationde reference chaquebarre(b,v)
de B” interagitavec un nombrefini de barres,et ce nombrene dépendpasdev. Il dépendde
b uniquementDe plus, si unebarre(b,v) interagitavec (b/,v'), alorspourtout p de Z3, (b, )
interagitavec (b', 1+ Vv’ —v). Par congquent)'ensembleglobalde touteslesinteractionentre
lesbarresconneckespeutétredéfini par

C” ={(c,v);ce Cg,veZ%

ou chaquec € C¢ C N réferealinteraction entredesbarresqui peuventétreécrites(b(c),v)

et (b’(c),v + y(c)). Dansune telle numérotation,nous prenonsgardea ne pastenir compte
d’une interactionglobale deuxfois. Pourcela,il estcorvenablede consicererque toutesles
interactionst dansle treillis apparaissergntreunepremerebarreP(€) et unedeuxemebarre
D(€). Une interactionrépetée réferée par ¢ fonctionneentreune premere barre (Pr(c),v) et
unedeuximebarre (Dg(c),v + Y(c)). En résung, toutesles interactionst = (c,v) s’écrivent
¢=(P(6),D(?)) avec

P() = (FR(OV' V2 V), D(©) = (DR(G),VEH Y V2 V2 vy,

Un exemple d’une telle numérotationest donreé dansle Tableau2. Remarquongjue notre

méthodes’étendfacilementa d’autrescas.Par exemple,nouspourrionssupposeguequelques
connectionentrebarressontactivéeset d’autresne le sontpas.Dansla mesureou ce mocele

estrépgtitif, il peutétrefacilementnclusdansla définitiondel'ensembleCy C N etlesappli-

cationsPr,Dr: Cg +— Bg ety: Cg — Z2.
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FIG. 2.3 - Un exemplede trois structurespériodiquesobtenuesa partir d’'une mémecellule
deréférenceavec un nombredifférentde périodestlémentairesDe gauchea droite, structures
avec10,50 et 150cellulesélementairesespectiement.

Nousretournonsnaintenantaucasdestreillis finis quenousconsiceronsdansle restedece
travail. Suivantla techniqued’homogeréisationgérérale,nousintroduisonsunesuite de confi-
gurationsderéferenceparanétréepare. Soitw undomainedeR3. Pourtoute, nousdéfinissons
un sous-ensemblgt deZ2 par

Z8 = {v=(vLvZ V3 e Z3ev € w}. (2.18)

Ceci définit les cellulesd’un réseaufini. Nous définissonsune configurationde réferenceas-
Soceéea ¢ parl'ensemblede sc—:‘~snoeuds7\[8 = Nz x Z¢ etparl'ensemblede sesbarresB® =
{b= (b,v) € Bg x Z8E(D) € A!}. Lesinteractiongylobalessontalorsdécritespar (¢ = {& =
(c,v) € Cg x Z%,D(€) € B}, Remarquongjue les cellules“prochesde la frontiere” de w ne
sontpasunerépétition exactede la cellule de réference Quelquesharreset quelquesnterac-
tionssontignorées.Cecin’a pasde congequencssurle processusl’homogereisationqui traite
lescellulesintérieureset netient pascomptedesconditionsauxbords.

Dansla suite, nous utiliseronsla notationA® = (gvl,ev? ev3). Les cellulesd’un e-treillis
sont,selonla terminologiede Truesdell[95], désigreesparv € Z& ou parA® € w. Donc,v ou
At jouentle role devariabledagrangiennesliscretes.La configurationlagrangiennealu milieu
continuqu'il fautdéfinir seraw et savariablelagrangienneerak = (A\1,A2,\3).

LaFigure2.4montreunexempled’untreillis obtenuparlarépetitiond’'unecelluleélementaire.
Cemockle correspondh dessurfacestoroidalesembdtées.Le dessina gaucherepiésenteune
surfacetoroidalerecou\erte par un reseaude barresou unedirectionprivilégieepeutétredis-
tinguée,c’estcellequi correspondwuxfibres.Doncunefibre estrepésenkeparunarrangement
de cellulesélementairesuivant une certainedirection. A droite, on repesentetrois surfaces
embdtéessurchacunal’ellesonatracé uneseulefibre. Lesfibressontchoisiesdefagpnacou-
rir commedesgéocesiquegériodiqueset a avoir unevariationprogressie de leursdirections
enpassant’unecoucheauneautre.
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FIG. 2.4—Modeled’un treillis debarresrepesentantdessurfacestoroidalesembdatées.

2.2.2 Deéweloppementsasymptotiques
Déweloppementsasymptotiquesdespositionsdesnoeuds

Commeil estexpliqué danslintroduction, nous utilisons la separationd’échellespour
modceliserlestreillis de barrespar un milieu continu. Nous avons déja introduit la procadure
d’homogeréisationqui consistea consicererunesuitedetreillis paranétristepare etaidenti-
fier lesinconnueset, surtout,le modele queleurstermesdominantssatisfontparle moyendes
développementasymptotiques.

Nousrappelongjuew estle domainede R3, et que,pourtoute > 0, Z¢ et A® sontdéfinis
parZt = {v = (v},v2,v3) € Z3ev € w} et At = A x Z&. Enles utilisant pour un e-treillis,
leséquationsd’équilibreet leséquationgle comportementjuenousavonsdonréesdans(2.5),
(2.6),(2.16) et (2.17) serontappekes(2.5¢), (2.6¢), (2.16¢) et (2.17;). Nous supposongjue
dansn’'importequelétatdéfornmg, lestreillis restenguasigriodiquesLa méthoded’homogeréisation
discrete estbage sur’Ansatz que,pourtoutn € N, il existe desfonctionsvectoriellesR°,

R, R", ... définiessurwtellesque,pourtouts > 0 etpourtoutfi € A(¢, lespositionsactuelles
desnceudgpeuentétredéveloppeesen

RE(fi) = RO(A®) + eRM(A®) + 2R (AE) +- - - | (2.19)

oufi=(n,v) etA® = ev.

Remarquonsgjue noussupposonsgjue R% ne dependpasde n. Ceciveutdire quele terme
dominantestle mémepourtouslesnceudgiela cellulenumérogeparv. Donc,il localisela po-
sition actuelledela cellule,et parcongquentserainterpete commela fonctionde déformation
dumilieu continuéquivalent.LestermessuivantsR™, R" ... du développemenasymptotique
dépendende n, ils donnentpour desordresdifférentsla positiondu nceudn de la cellule v
relatvementa RO(A%).
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Proposition 2.2 : En ajoutantquelqueshypottesesde régularite sur RO, le developpemerdu
vecteurBe® = RE(E(b)) — RE(O(b)) s’écrit

Ve, Vb e B¢, B = eBO(A¥) + £2BPL(NE) +--- | (2.20)
ol B : o — R3 estdéfiniepar

\ b)) — RER(DIL()) _ RORMIL ) aRO()‘)éjb 29
VA € @, BO(N) = REXDL() — RO 1 g (2.21)

Démonstration. Eneffet, a partirde (2.19),nousavonssimultarement
RE(O(b)) = ROA®) + eRORIL(\E) 4 2 RORBIZ(ZE) 4. (2.22)
et
RE(E(b)) = RO(A® + £3°) + eRERPIL(AE 1 £3P) + e? RER(DIZ(\E 1 g8P) + ... | (2.23)
En utilisantle développementie Taylor de R°

0RO(A%)

RO(AE +&3°) = RO(A®) +5W51b+ e (2.24)

il suitque )
Ve, Vb e B, BE® = eBO(AE) + 2B (%) +-- - (2.25)
ol B : o R3 estdéfinieparl’ équation(2.21) O

CeciconduitimmédiatemenauxdéveloppementasymptotitquesleISE’ etesd. Plusprécigment,
Ve, Vb e BF, 1% = el(A%) + 2P0 (A%) + -+, et & = O(NF) + e (AE) + -+, (2.26)

X e B0
ol 1" s R ete™ : w— R3 sontdéfiniespar!™ = ||BX||, ete™ = 50

Déweloppementsasymptotiquesdestensionset desmoments

Lesdéveloppementdel £ etef? quenousavonsobtenusianda sectionprécedenteonduisent
aux déwveloppementslesefforts par l'intermédiairedeséquationsde comportemen{2.16;) et
(2.17;). Neanmoinsnousdevons indiquer commentles lois de comportement\(¢° et Ar&c
dépendente¢. En particulier il estnécessairele préciserles ordresde grandeurdestensions
etdesmomentsvis-a-visdee. Le choix relatif determinele modele homogereise parcontrele
choixabsolunefait quedécaleldesordresdegrandeuyil nemodifiepasle modelehomogeréise.
De mémela dependancene desforcesextérieures€e/M doit &trepréecise.
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Pour justifier les choix faits, nous commenons par décrire la méthodeque nous utili-
sonsdansla section2.2.3 pour déterminerles contraintesequivalentesdu milieu continuho-
mogereis enfonctiondestensionset momentdu milieu discret.

Pouravoir uneidéesurcesordresdegrandeueng, nousallonsdécomposeendeuxchacune
dessommationsle!’ @équation(2.10),c’est-a-dire,nousutilisons

2 =2 2 2= 2 2 =2 D

Aeae V'EZEneNy  beBe ViEZEbeBg  gece  VieZEcE(y
Par suitel’ équation(2.10)devient

S 3 NP [E(O(B) - VED)]+ T T M- [We(P(§) - wE(D(E))]
vieZebe By ) viezecely (2.27)
+ 3 3 ) =0,

vieZeneNy

Soitv : w— R® unchampdevitessewirtuellesmacroscopiquest, pourtoute, pourtoutfi € :7([8,
nouschoisissons® (i) = v(A?). Un développementle Taylor conduita:

ov

€\ xib
—Es (A4 (2.28)

VE(O(b)) — VE(E(D)) = V(A®) — v(A® +£8P) =
Cecimontrequevé(O(b)) — vE(E(b)) estd’ordre 1 ene.

Larelationde compatibili& (2.9) etle developpementie Taylor precedent(2.28)entrainent
quewt(P(€)) —w&(D(€)) estd’ordre0 enc.

D’autre partnousavonsle résultatsuivant

Lemme 2.1 : Pour toute fonction assezréguliere g, la quantig &3 Y vieze g(ev') peutétre in-
terpréttecommeainesommeleRiemanrd’uneintégrale sur w. Elle tendvers f;g(A) dA, quand
e tendvers 0. En2D, nousavonse? y iz g(ev') — [, g(A) dA quande — 0.

Donc,pourpassedans’ equation(2.27)d’'une sommediscretea uneintégrale etentenant
comptedesordresdegrandeueng dqu(O(B)) —VE(E(b)), wE(P(€)) —wE(D(€)) etvE(fi), nous
devonschoisir la tensionnormaleNe® d’ordre 2, le momentME¢ d’ordre 3 et I'effort extérieur
fé¢/f d'ordre 3. D’'une fagon équivalente nouspourrionsparexemplechoisirla tensionnormale
d’ordre O, le momentd’ordre 1 et I'effort extérieurd’ordre 1, ce qui reviendraita multiplier
I équation(2.27)pare?.

Parcongquentle choixdel’ordre degrandeuene delatensionnormalepeutétreun choix
arbitrairemaisil fautchoisirle momentetl'effort extérieurd’ordresuperieurde 1 deceluidela
tensionnormale Nousremarquonsjuesi la rigidité desmomentsesttresfaible parrapportala
rigidité delatensionalorslesmomenta’apparaissergasdande modelecontinu,et, si deplus
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le treillis n’estpastrianguke, le mocelecontinuéquivalentestsinguliera causedesmécanismes
internes.Au contraire,si la rigidité desmomentsesttresgrande,alorsle modele continune
prendpasencomptedestensiongdesbarres.

Dansla suitede cechapitre noussupposonsjue,pourtoutb € B¢, laloi decomportement

9\[85 estd’ordre2 ene. Plusprécimentnoussupposongu’il existe A’ : R x Rt — R telle
que o
Ve, Vb e BE, ACP(1P) = 20 (10(A%)) +- €3]+ --. (2.29)

Afin d’obtenir, avec ce choix de la tensionnormale,le modele continule plusriche incor
poranta la fois les tensionset les momentsil faut chosirun ordre de grandeurde 3 pourles
momentsAutrementdit, noussupposongu’il existe M@ : [-1,1] — R telle que

Ve, VEe CF, M(p*) = ML (pO(A%)) + e ]+, (2.30)
ot p® = R(©)0. Pr(C)0 10 - (5,5 R.

Lesindicesb etc dansa\(™ et M permettent’avoir deslois différentegpourchacunales
barresou chacundescouplesde barresde la cellule de répetitivité. La variationd’une cellule
al'autre pour deuxbarresou deuxcoupleshomologuesstdécriteparla dependancee ™ et
p vis-a-visdeAE.

Finalementnousprenonst¥/f d'ordre 3 ettelle que
Ve, Vi e N, fe/M = g3f¢/n(A%), (2.31)

Examinonsles congquencesieschoix (2.29) et (2.30), et desdéveloppementasympto-
tiguesobtenusdansla section2.2.2,surles ordresde grandeurgiestensionset desmoments.
De (2.26)et(2.29)nousobtenongjue

Ve, Vb e BE, NPt = 20 (1P0(\E)) O(AE) +- €3]] +--- . (2.32)
Utilisant(2.26)et (2.30),nousobtenons
Ve, V&€ 8, M€ = 2P (pP(A%)) REOONE) A PREONE) L e .]+-... (2.33)

Rappelongque, commec’est expliqué préecedemmentdansla section2.1.3,les forcesde
cisaillementpeuwentétreéliminéeset sontdonréesparl’ équation(2.11).Cecimontrequ’elles
ontle mémeordredegrandeurene quelestensionsNEPef? et nouspouvonsdoncécrire

Ve, Vb e BE, T = e2T0e) 4 3. ]+ -+ . (2.34)
Finalementsoient

T — NP0 L TP hi— R3, et MP = (P(pP) RO A PRIO0: (55 RS, (2.35)
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ot NP = a/P0(1b0y ‘parsuitenousobtenondes développementguenousavonsvisés

Ve, Vb e B, V&€ (5, TP = e2TP0NE) 4+ €3 ]+ -+, MEC = SMPONE) €%+ ] +
(2 36)
Dansla suite de ce chapitre,afin de simplifier les notations Jes exposantsPr(c) et Dr(c)
serontrempla@&sparP et D respectiement.

2.2.3 Tenseurdecontraintesde Cauchy et eéquationsd’ équilibre du milieu
continu

Les efforts intérieursdansles treillis sont les tensionset les moments.Dansun milieu
continu, tousles efforts sontdécrits par un champde tenseurgie contraintesqui estune ap-
plication définie sur une configurationde réféerence(ou bien sur une configurationdéeformee)
a valeursdans(R®)® (ou bien dansl’'ensembleM; desmatricesréelles3 x 3). Cettesection
estconsacee a définir un tenseurde contraintesa partir d’ensemblegliscretsde tensionsde
barreset de moments.En mémetemps,nous dérivons les équationsaux dériveespartielles
de I’ équilibre vérifieespar les contraintes.Tout d’abord, nousobtenondes efforts intérieurs
du milieu continu et seséquationsd’équilibre dansla repsentatiorcurviligne lagrangienne
donreeparla variable(A?,A%,A3), voir chapitrel. Ensuite nousécrivonsnosrésultatsdansla
repiesentatiorusuelleenespaceCargesien.

Représentationcurviligne lagrangienne

Equation d’equilibre L’'équationd’équilibredu milieu continuestobtenueenfaisanttendre
€ vers0 dansla formulation despuissancesirtuelles (2.5¢)-(2.6¢) del’ équilibre destreillis.
Elle apporterda définition deseffortsintérieurscontinus.

z

Proposition 2.3 : La formulationdespuissancesirtuellesdel’ @quationd’équilibre du milieu
continuéquivalents’écrit

VW0 RS, Vi =0, /SO S [ fvan=o (2.37)
o f = ¥ neay, f" €t pourtouti = 1,2,3, le vecteurS® : w+— R estdefini par

S0=— S ThO5®. (2.38)
bE@R

Démonstration. Choisissonslans(2.5¢) desvitessewirtuellesv(fi) caincidantaveclesva-
leursenA® d’un champrégulierde vitessesvirtuelles macroscopique®lus précisement,soit
v: w— R® unchampdevitessewirtuellesmacroscopiquégala 0 surdw, et, pourtoute, pour
toutfi € A%, soitvE(fi) = v(A?). Un développementle Taylor conduita:

VE(O(B)) = VE(E(D)) = v(A®) —v(AS + £3P) = —e L (&) 3 + - (2.39)

oA
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Insérantdans(2.5), il app.a.rii dessommelszﬁg;[E (resp..zﬁleég) sur'ensemblede tousles
nceudqresp.barres)estreillis, dontle cardinaltendversl’infini quande tendverszéro.Pour
réglerceprobleme nousdecomposonsessommesndeuxsommesUCCeSSeS Y yicze Y neag,
(resp.yyicze zbe%) surtouteslescellulesettouslesnceudgresp.barres)de chaquecellule.

Utilisonsle lemme2.1, et faisonstendree vers0, nousobtenonda formulationdespuissances
virtuellesdel’ équationd’équilibredu milieu continuéquialentdonréeparl’ équation(2.37).
]

Lestrois vecteursS? doivent@treinterpretes commeles vecteursde contraintesdécrivant
les efforts internesd’un milieu continudanssareptéesentatiorparanétriquelagrangienneyoir
Washizu[98]. L’ équation(2.38)donneleur définition entermesdesforcesinternesdela struc-
turediscrete.Pourplusdedétailssurcettedéfinition, voir Caillerieet Cambou[18].

Les vecteursde contraintesS©,i = 1, 2,3, ont ét définis par I' équation(2.38), ou tout
T b € B4, estdonre par I' équation(2.35). Cette équationcontientles termesTP qui ne
suiventpasuneloi decomportementet qui serontenfait desinconnuesiu problemedu treillis
sur une cellule de réference voir 2.2.4. Ecrivons une autreexpressionde S°,i = 1,2, 3, qui
n’utilise pascestermes.

Proposition 2.4 : Lesvecteus decontraintesS,i = 1,2, 3, peuvenetre exprimésdela fagon

suivante
0 b0 b0 i 0, €0 _ €0 5p
_ | Cl | |
SO= 5 NYF 4 5 MOp | 5580 - 15 8F). (2.40)
Démonstration. Soit V' : w— R3,i = 1,2, 3, trois champsde vecteursmacroscopiquest

choisissongnaintenantlans(2.6;) lesvitesseslerotationvirtuellesw(b) tellesque,pourtout
g, pourtoutb = (b,v,v2 v3),

| =

WE(D) = £ P AV (ev) 5P (2.41)

O

Noussasonsa partir de(2.26)quew8(l3) sedéweloppeen
N 1 o
we(b) = (Iﬁeboxw' SPYAE) + - (2.42)
Donc,lesdeuxtermesde (2.6¢) sedéweloppenten

M. [WE(P(§) —wE(D(§)| = 53M00-[<T;§8P—%8D> AV 4+
i i (2.43)
= é[m%(%aip—%a“’)}-vi+---,
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et

IPE@ATP) - wi(b) = e3(@ATY). (0AV EP) +---

= [@ATO) A viEP
(2.44)
_ 83[Tb0_(-|-b0_eb0)eb0] RVE I

= T.vigh4...,

Faisonsla sommesur ¢ et B¢, et utilisonsla convergencedessommesde Riemannversdes
intégralesievolume,nousobtenonda relationprévueentrelestermesdominantsiesmoments
etdesforcesdecisaillementPluspréci€mentyYVv' : w— R3,i =1,2,3,

0 0 . .
/w[ >3 MC%(%&P—%&D)JF S Ttboes'b} VdA =0, (2.45)

cely beBg
ou biendefagon équivalente,
. 0 DO
bO ib 0 P D
y T =— 3 MO /\[mé' ~ 7508 } (2.46)
beBg ceCy

La définition (2.38)de S, qui peutétreécritecommeS® = S (NP0 1 TPOY 5P devient
bE@R
| | PO PO
0 b0 b0 xib 0 D P
SO= § NOSOL 5 MO /\[WB' ~ 7508 ] (2.47)
beBg ceECy

d

Représentationen espaceet tenseurde contraintes de Cauchy

Dansla proccdured’homogereisation)Jesvariablediscretes\® = v, v € Z%, deviennentdes
variablescontinueg A, A2, A3) qui désignentes pointsmatérielsdu milieu continuéquialent.
D’apres(2.19),nouspouwonsvoir quela positiondansl’espacephysiqued’un point magriel
déesigre par (A1, A%, A3) estRO(A1, A2, A%), et quela configurationdéforméedu milieu continu
estQ = R%(w). LescoordonigesCarésienneslans’espaceusueldela configuratiordéformee
Q serontnotéespar x, (x = R%()\)). La descriptionde basedesefforts internesd’un milieu
continuestdonrée par le tenseurde contraintesde Cauchyqui estdéfini en chaquepoint de
la configurationen espaceadéformée et, en chaquepoint, estun opérateurinéairede I'espace
physique Expliquonscommentle tenseurde contraintesde Cauchyo : Q +— L(R3) du milieu
continuéquivalentpeutétreexprimé entermesdesvecteursS®: w— R3,i = 1,2,3. Soit§(\) =

|‘gTRf, ‘gTRS, gTR2|()\) le produitmixte desdériveespartiellesdeRP, et,g(x) = §(A) = §o (R%)~1(x).
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Proposition2.5 : La formulation des puissancewirtuelles de I’ équilibre du milieu continu
ecritesurla configuation deformeedansl’espaceusuelestdonreepar

Vv:Q— ]R3,v|aQ =0, —/ o: vadx-l—/ éf-vdx: 0, (2.48)
Q Q
ou o estle tenseurde contraintesde Caudy défini par
oRO
1 g0
S 0)\' . (2.49)

Démonstration. Il sufiit d’utiliser R® commeun changementle variablesentrela configura-
tion paranétriquelagrangiennen etla configurationdeformée Q = R%(w). A toutv : w+— R3,
nouspouvonsassocier o (R%)~1: Q — R3. Gardonda mémenotationpour les deuxchamps
v et vo (R%)~1, et désignonspar Oyv le tenseurgradientde v par rapporta x. Nous avons
évidemment

ov 0RO
La formulationdespuissancesirtuelles(2.37)devient:
: 3 o OR°
VviQ =R,V =0, —/(S' ®a)\|) Uxv— dx+/fv dx =0, (2.51)

ou : désignele produitscalairede deuxtenseursDonc, le tenseurde contraintesde Cauchyo
estdonre par (2.49) et vérifie la formulationdespuissancesirtuellesde |’ equilibredu milieu
continu(2.48). O

Symétrie du tenseurde contraintes de Cauchy

En mécaniqueadesmilieux continus’existenced’un tenseurde contraintesle Cauchyetle
fait qu'il estsymétriquedériventdesprincipesfondamentauxci, nousavonsobtenuuntenseur
decontraintesle Cauchya partirdetensionsetmomentsiela structurediscrete.Vérifionsqu'il
estsynmetrique.

Proposition 2.6 : L'application y e, B AT : (9 — R3 estidentiquememulle. Démonstration. Nous
traitons(2.6¢) dela mémefagn que(2.5¢) lorsdel’'obtentiondel’ équationd’équilibredu mi-

lieu continu. Soitw : w +— R2 un champmacroscopiquele vitessesde rotation et, pour tout

€, pourtoutb = (b,v) € B¢, soitw?(b) = w(A%®). Donc, la differencew?(P(€)) — w#(D(€)) est

d’ordre 1 et, de (2.36), M- [w¥(P(€)) —w?(D(€))] estd’'ordre4. D'ou, le développementle

(2.6¢) donne dans’’ensembledesapplicationsie w dansR3, I'identité

> BOATM = 0. (2.52)
bE@R

O
DésignongarL” la partieantisyrétriqued’'un endomorphisme.
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Lemme 2.2 : Pour touta etb dansR®, nousavons
[aAnb=0] < [(bea)*=0].
Démonstration. Le tenseua® b estdéfini par: (a® b)c = (c-b)a pourtoutc dansR3. Or,
(aAb)Ac= (a-c)b—(b-c)a= (b®a)c— (a®b)c=2(b®a)”c.
D'oulerésultafanb = 0] < [(b®a)* =0].

O

Théoréme2.1 : Le tenseurde contraintesde Caudy o estégal a é Sbes, T ©BY etest
synetrique

Démonstration. Soit A(-) : w— M3 un champrégulierdetenseursle secondrdreet choisis-
sonsv(fi) = A(A\®)R™(A®) dans(2.5¢). Le développementle (2.5¢) conduita

/ [ 5 T REOL_ROOL)] : Ad =0, (2.53)
w bE@R

ou bien,defagn équialente,

Y TPeR%OI_R*ON —0, (2.54)
beBg

Lesdéfinitions(2.49)et (2.38)dec et SO, etl' équation(2.21),donnent

_ 0
o:éSo oR® 1

W =3 S TV@(BY—R&=OILRKOM), (2.55)
begy{

qui par(2.54)conduitac = £ ypep, TP BY.

D’apresle lemmeprécdentet la propositionprecedente)’ équation(2.52) estéequivalentea

S (BYeT®)A=0. (2.56)
bE@R

D’ou la symétriedeo. O

2.2.4 Equationsd’autoéquilibre - Loi de comportementmacroscopique

Pour compEterle mockle continu équivalentdu treillis, il restea determinerla relation
contraintes-éformationsdu milieu continu.Dansle cadredel’ élasticie quenousconsicerons,
ceciveutdire guenouscherchonsineloi decomportement

(A, G = (G G2 G3) e wx (R%)3— (), G) € (R®)®
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telle que, pourtoutedéformationR? : w — R3, lesvecteursde contraintesS?, i = 1,2, 3, sont
donrés,entoutA € w, par

A 0 0 0
S0 = (S1ON), o), S°)) = B, T3 (), TS (), T V):

Nous avons déja donré dans(2.38) et (2.47) les expressionsde Sio Nousrappelonsque les
termesdumembrededr0|tedecesequatlonszontlennen&Iaf0|s ? etlesdifference®REr(D)1
RORMOL b e Bg , voir (2.21),(2.35).Donc nousda/onsaller un paspluslom et étrecapables
d'exprimerRER(®)T _ ROROL, b ¢ By, enfonctionde &7

Commec’est usuelen homogeréisationdes milieux périodiques(voir Sanchez-&lencia
[78], par exemple),ceci esteffectle par la résolutiond’un problememécanique‘a I’ échelle
d’'unecelluleélémentaire” Ce problemeestconstitie desrelationsde comportementlesbarres
etcouplesdebarregguenousavonsobtenueslanda section2.2.2 etdeséquationsl’autcéquilibre
d’unecellulederéference Nouscommenonspar établirceséquationsd’équilibre.

Equations d’autoéquilibre

Par un choix corvenablede fonctionstest, les équationsd’autcequilibre d'une cellule de
réferencedériventdeséquationsl’équilibredutreillis. Plusprécimentpourtoutn € A, soit
v dansR3, etpourtoutb € Bg, soitw® dansR®. Dans(2.5¢)-(2.6¢), prenons/E(ii) = eB(AS)V"
etwé(b) = en (A€)wP ol1 8 etn sontdeschampsscalaireséguliersdéfinissurw. Donc,

Ve, Vb € B, v¥(O(b)) — VE(E(D)) = £[B(AE)VORP) — (AE + 8P)VERP)], (2.57)
et, parun développementie Taylor,
Ve, Vb € B, v¥(O(b)) — VE(E(D)) = eB(A®) [VORP) —vERO)] ... (2.58)
De la mémefagon, nousavons:
Ve, VE € CF, WE(P(€)) —WE(D(€)) = en(A%) [wP —wP] +---. (2.59)

Déweloppons(2.5¢)-(2.6¢), nous obtenonspar identification des termesdominantsles deux
éguationsuiantes

VO:w— R W' e RS, /w 8(A) I TOM)- VRO _vEB]dA =0,  (2.60)
bEQ;R

VN :w— R, VwP e RS,

v el beBg
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Ellessonttrivialementquialentesauxidentittssuivantesdand’espacedesfonctionsscalaires
définiessurw:

VW eRLneAz, Y T [vOR(®) _yEr(D)] = o, (2.62)
bE@R
et,
VWP € R be By, S MO WP —wP]+ ¥ (BOATO) . wP =0 (2.63)
cECy be By

Leséquationg2.62)et (2.63)sontsimilairesauxéquationgl’equilibredutreillis (2.5)-(2.6)
aveclesquellesiousavonscommené. Au lieu d’avoir dessommessurl’ensembledetoutesles
barresB® ou biensurl'ensembleC® tout entier ellesutilisentseulementes ensemble®,, et
Cg quisontassodesaunecellulederéferenceEn plus,ellesnecontiennentucunchagement
extérieur d’ou le termed’équationgi’autcequilibre.

Elimination desforcesde cisaillement

LesvecteurglecisaillementT® peuwentétreéliminésdu syséme(2.62)-(2.63)et nousob-
tenonsun probmedontlesinconnuesontlesvecteursR™, n € Ak

Afin desimplifier lesnotations nousdésignonsiansla suitevEr(®) — yOr(®) parAvP,
Proposition 2.7 : Le syséme(2.62)-(2.63)peutétre reduita Vv" € R, n € N,

1 1
S NP+ S (MCO/\l—DeD)-AvD— S (MCO/\I—PeP)-AVP:O. (2.64)
beBg ceCy ceCy

Démonstration. Soit v € R3, n € Nz , un champde translationsvirtuelles, et choisissons
WP, b € By, delafagpnsuivante:

wh = llb(eboA (vER) —yOx(0)). (2.65)
Pourcechoixdew®, nousavons

B WP — BbO/\Iib(ebOAAvb) NG
(2.66)

= (0.aP)e0— (0. 0)AP = [P0 —Id]AvP.
Il suit

(TOABDY. WP = TPO.(BOAWP) = TPO. (€. AVP)e™ — (- ) AvP]
(2.67)
= (e0.AP). (TP0.&0) —TP. AP = —TPO. AVP.
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Additionnonsleséquationg2.62)et (2.63)

VWheR neng, 5 NOO. VRO _vRO] 4§ MO WP —wP] 0. (2.68)

beBy celCy
Or,
M. WP —wP] = MP. [—D(eD/\Av )——P(eP/\Av )]
| D | (2.69)
= (MOA5) V0 = (MDA ) - AP,
D’ou I' équationd’autcequilibrefinale (2.64). O

Le problemed’une cellule deréférence.Loi de comportement

Le problemecompletd’une cellule deréferenceestconstitie del’ équationd’autcequilibre
(2.64) et deséquationde comportementlansl’espacedesfonctionsscalairesou vectorielles
définiessurw

NOQ) = A°(1PM), MPA) = ML (pP() () AP (), (2.70)

ol pour tout b € By, B = RERDIL _ ROr(D)1 +6RO b |b0 — ||Bb0|| et 0 = |b0’ et pour
toutce Cg, p p® = €. eP. Dans!’ équationd’ autoequmbre (2.64), la variable d’espaceagit
commeun parangtre. En effet, pour tout A dansw, les quantiesN®(A), MP(A) et BPO())
vérifientl’ équation(2.64)consicereeenA. Uneremarquesimilaires’appliquequandl’ eéquation
(2.70) estajoute. Pourun A donré et pour une valeurde 2R~ o ()\) I =1,2,3, 'ensembledes
equationsdétermine,a condition d’étre bien pos, les quantiés que nous pouvons appeées
BO()), bo()\), be Bg , MP(X), ce (g, quialeurtourdéterminentS°(\), S?9(A), S*O()).
Commed3- (A),i = 1,2, 3, peutétren’importe quel (G, G2, G3) dans(R3)3, ceciconstruiten
fait uneapplicationde w x (R®)2 dans(R®)3. Cetteapplicationn’estautrequela loi de com-
portement.

Résumonda constructionde la loi de comportementSoit A dansw, et soit G le triplet
(G1,G2,G3) dans(R%)3. TrouverR™ € R3, n e N, telsque,posantpourtoutb € By , B® =

RER(DL_ROR(L L Gigib, [P = ||BP|| eteP = —, etdéfinissanN™ etM par

|b'
b0 _ NbO(lb)’ MCO _ MCO(GP-GD) eP/\eD’ (271)

alorsl’ équationsuivantesoit satishite

1 1
WhER?, Y NYeA+ Y (MCO/\I—De )P -y (MCO/\IPe) AP =0. (2.72)
beBg ceCy ceCy
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Ensuite définir SO par

vi=123 5= § NP1 ¥ MC%[%SD—%SP]. (2.73)

Nousavonsun probkmedontlesinconnuesontlesvecteursR™, n € N . Il estclairqu'une
solutionne peutpasétreuniqueparcequecesvecteursapparaisseniniquement traversleurs
differencedREr(1 _ ROR(1 |5 peurent, au mieux, treuniquementétermiresa un vecteur
additif pres.Autressingulariéset un manqued’unicité ou d’existencepeuentappardtre, liés,
parexemple,auflambementlela cellulederéféerence.

L’ensembledestrois dernireséquationsassociea tout (A, G = (G, G?,G3%)) € wx (R%)3
trois vecteursSO(A, G) dansR3. Il définit la relationde comportementiu milieu continu,qui
estcommeprévu élastique La variableA entreen jeu a traversla longueurau reposet peut
rendrela loi decomportemenhonhomogene.

Dansla section2.3.2il estdemonté que,gracea I'objectivité deséquationsde comporte-
ment(2.16),(2.17)desbarrestdescouplesiebarres)aloi decomportemendumilieu continu
eéguvalentvérifieaussi’indif ferencemagérielle.Cetteproprieté peutaussitreunecongquence
del'indif féerencematrielledel’ énepie potentielleélastiquedétermireedansla section2.3.1.

2.3 Complementssur la loi de comportement

2.3.1 Hyperélasticite

Nous démontronsdanscette sectionque le milieu continu équivalentest hypeglastique,
c’esta-dire,quela loi de comportementiérive d’un potentiel,voir, parexemple,Ciarlet[22],
Gurtin[38].

Les équationsde comportementesbarreset descouplesde barresont éte définiesdans
(2.29) et dans(2.30) commedesapplications — A(1) de R+ dansR et p — M?(p) de
[—1,1] dansR. Quandles déweloppementsisymptotique®nt été écrits,nousavons déja sup-
po< quecesapplicationssontcontinuesce qui estunehypothesemécaniquementaisonnable.
Elles sontdoncévidemmentes dériveesde certainedonctionsrégulieres.Définissondes po-
tentielsWw®(-) etWe(-) par

b Cc
VIER—FaNbO(l):% :dW

dp

(l)’ VDE [_1’1]7_M00(p) (p)a

oll nousomettonsa dependancen | et en pS. Commenous|'avons mentionré dansla sec-
tion 2.2.4,'ensembledeséquationg2.71)-(2.72)qui définit la loi de comportemenassocie
(a conditionqu'il soit bienpos) atout G = (G, G?,G3) € ((R)3)3 un ensemblale vecteurs
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BP(G) = RERP)L _RORMIL L GIgIP, oub € By . Aveclesmémesotations)eséquationg2.72)-
(2.71)définissenpourtoutb € B etpourtoutc € C¢ lesapplications

G — 1°(G) etG — p°(G) = €7(G) - €°(G). (2.74)

Il estbienconnuquedansun sysememécaniqudesénegiessontadditives.Cecinousconduit
apréwir qu'uneénepgie pourle milieu continuestdonréepar

W(GLG%GY = § WP(I°(GL,G%GY))+ § W(p8(G,G%,GY), (2.75)
bE@R CECR

cequela propositionsuivantedémontre.
Proposition 2.8 : L'applicationW(-) = 3 peag, WP(1°(-)) + ¥ ce o, WE(p%(-)) définiesur (R%)3
etavaleurdansR estuneénegie du milieu équivalent.

Démonstration. Nousdevonsdémontrerque, pour tout G dans(R3)3, et pourtouti = 1,2, 3,

SO(G) = 24(G) ou S° estdéfini par les équations(2.72)-(2.71)-(2.73)Dans (2.75), nous

devonsdériver P et p¢ parrapporta G, i = 1,2, 3. Nousutilisonsdesnotationsincrementales.
Pourtoutb € Bg, soit UP = RErR(D)1 _ ROr(D)1 gt definissonsiUP, pourtoutb € Bg, par
duP = UP(G1 4+ dG?, G?+ dG?, G2+ dG?) — UP(GY, G2, G3).

Desdeéfinitionsanalogues’appliquenta dBP, dIP, de?, b € Bg, etadp®, c € (. A partir des
définitionsdetoutesles applicationsnousobtenongoutd’abord

dB? =dUP+dG' 8P +-.., dI°P=€&.dB"+---, (2.76)

cequi fournit o
di® =P duP+€&-dG' 3P +- - . (2.77)

Puis,nousobtenons
deP = Ilb[de—(de-eb)eb]—l-"‘ , dp°=€"-deP+de’- P+, (2.78)

apartirduguelnouspouwonsécrireque

D P
dpt = [ep—(ep-eD)eD}-dliD+[eD—(eD-ep)ep}-dl;?D
P D
= (eP/\eD)-[eP/\dl;?,— D/\dliDH—---
f D | (2.79)
= (eP/\eD)-[<|—P6'P—|—D§'D)/\dG'
eF eP

P D
+1p AdUT - 5 AdU ]+,
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ou nousavonsutilisé (2.76)danda dernereidentite. DérivonsmaintenanV. Enutilisant(2.77)
et(2.79),nousobtenons

= NP(1°) (€°-dG' 3 +-€P - dUP) -, (2.80)

|P |D

eP

|_P/\dUP_|_D/\dU |+

dwe = Mco(pc)(ep/\eD)'[<eP6'PeDE)':Q/\dGi
(2.81)

SoientN™ = A/™0(1b) etM P = AP (p°) €’ A €, nouspouvonsconclureque

w = ¥ dWP + 3 dwe
beBg ceCy

el:)6ID _ {6IP):| . dGI

|D |P
e o €
;5 /AdU —|—p/\dU]

— [ z Nboebéib—l- Z MCO (
beBg cECy
+ 5 NP dUP+ 5 MO

be By ceCy

(2.82)

D'aprés (2.47), la deuxemeligne dans(2.82) coincideavec S°- dG'. On demontreque la
troisitmeestégalea 0 enchoisissant” = dR™ dansla formulationdespuissancesirtuelles
del'autoéquilibredela cellule deréference(2.64). Donc, nousavonsdémonté que, pour tout

i=1,2,3,8= 2 (G1,G2,G3). O

2.3.2 Indiff erencemateérielle

Danscettesectionnousallonsdémontrerquegraceal'objectivité deslois de comportement
destensionsnormaleset desmomentsja loi de comportemenimacroscopiquestelle-méme
objective, c’est-a-direquepourtouterotationQ etpourtoutG = (G*, G2, G®), lesvecteursSto,
S0, S0 verifientSO(QG) = QSY(G), i = 1,2,3, ol QG estle triplet (QG, QG2?,QG3).

Théoreme2.2 : Souda conditionquele probleme(2.71)-(2.72)soit bienpo<, la loi decom-
portemenmacioscopiqueadu milieu continuéquivalentvérifie I'indif ferencematrielle.
Démonstration. On sait que pour G = (G, G2, G?), la résolutiondu syséme (2.71)-(2.72)
fournit, & une translationpres, les vecteursR™ ol n € AR, c’esta-dire nousobtenonspour
toutebarreb e B I'expressiorde RErRP)1 — ROr(M)1 defagon uniquecequi permetdedéfinir les
vecteursBP(G) = RER(DL _ ROr(D)1 1 G, Désignongar UP = RER(P)1 _ ROR(D)L et ART =
(UP)pes,, NOUspouvons donc définir une application? : G — AR?Y, o AR! = 2(G) estla
solutiondu syseme(2.71)-(2.72)correspondantautenseulG.

Rappelonsiousquela tensionN® estunefonctiondela longueur |B?|| etle momenti/®©
estunefonctiondu produitscalairep® = €° - €P. Nousallonsprocederendeuxétapes.
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Etapel : Soit AR = (UP)ycp, = P(G) et BP(G) = UP+ G'8P, b € Bz. Démontronstout
d’abord que pour toute rotation Q, QAR! = P(QG), c’esta-dire, QAR estla solution de
I équation(2.72)correspondantautenseuiQG ol QAR = (QUb)bquR.

CommeQ estunerotation,alors

QB[ =|B”|, Q€”-QeP=€"-€”, (Qe"AQe”)AQe’ =Q("AeP)AEP

Par congquent,
N"O(]|QBP|[)Qe”- Av® = N™(||B||)e>- QTav, (2.83)
0/AP D QeP D_ (pcO/P D eP T AuD
(M (Q€”, Qe )/\HQBDH)-AV _(M (&, ¢ )/\HBDH)-Q AVP, (2.84)
(M0(Qe”,QeP) A Qe” )P = (MO, &) e ) Qv (2.85)
1QBP| |IBP]

Par suiteVv", n € Ng,

S NP([QB°[)Qe’- v+ § (M°°(QeP,QeD)A o )-AvD

beBg ceECy HQBDH
eP
_ MP(Qe”, QeP) A Q AP
2, (M0 A o)
= 3 NS QT (ML) Qe @
be By ceCy |B ||
eP
0l T AvP
- 3, (MDA gey) Qv
=0.

Donc QAR? estla solution de I' équation(2.72) correspondantau tenseurQG, c’esta-dire

QAR! = P(QG). ParcongquentB°(QG) = QBP(G) et’(QG) = QEP(G).

Etape2 : Démontronsmaintenant’objectivité de la loi de comportementPour cela, il faut
demontrerqueS°(QG) = QSY(G), i = 1,2,3. Eneffet, d’apresl’ équation(2.73) nousavons,
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Vi=123,
§°QG)= Y N*(/B"(QG)|)e”(QG)3"
beBg
c0 D e(QG) o €(QG) g
+ 3 M@0 LQ@ON A Eagey® ~ Terae
= 3 N(10B°(6)])0e (@) "
00/ AP P Qe°(G) » QF(G) 1 (287
2 Meeene (G))/_\[HQBD(G)HG oo’ )
—Q Y NP(B%G))¢(G) 3"
T (G (G
+Q 3 M6 20 [15m; 8 ey ]
ceCy
=QS?(G).

2.4 Deétermination numérique dela loi de comportement

La nonlinéarié estprésentede deuxfagonsdansle probleme(2.72)-(2.71).Toutd’abord,
la loi decomportemenéstnonlinéaire.Deuxiement,commenoustravaillonsdansle cadrede
grandesdéformations,nousn’avons paslinéari®e dansnotre mocelisationles termescomme
M A £€P, oubien!P. Lesinconnuesiu probkmesontles R™ ou B? = REr(P)1 — RO 4

GI1alP, 1P = ||BY||, ete = ?—f. Les donréessontles déformationsmacroscopiques; est-a-dire

lesGl. Ceprobmenonlinéairepeutétrerésoluparuneméthodeitérative. Nousavonsmis en
ceuvresarésolutionparla méthodede Newton.

2.4.1 La méthodede Newton

La méthodedeNewton permetderésoudrenumériguementeséquationglelaformeF (x) =
0.
— Casscalairef(x) =0
Pourle distinguerd’autresindiceséventuels,le numéro desitérationsestindiqué entre
parentl®sesOn supposejue f estdérivableet a chaquetération,on remplacef (x) par
I’ équatiordelatangentaugraphede f aupointx(¥), c’esta-direqu’onrésout’ équation

f(x®) + £/ (x®) (x—x0) = 0, (2.88)

o o)

i — )
dontla solutionx = x f'(x(k))

definit xkt1) pourl'it érationsuivante.
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La méthodede Newton estuneméthodede pointfixe, la solutionvérifie I @quation:

x=x— 1) (2.89)

En notantdx®) = x(k+1) — x( ' equation(2.88)s’écrit:
f(x) + £/ (xK)ax¥ = 0 (2.90)

dontle termede gaucheestle développemenasymptotiquel’'ordre 1 de f (x(") + 6x("))
enx(k :
f(xX® + ax®¥) = £ (x8) + £/ (x¥)ax® + .. =0. (2.91)

— CasvectorielF(x1,...,xny) =0,i=1,...,N:
Cetteéquationestrésolueenla rempla@nta chaqudtérationpar:

vi, ROGY )+ S a0 = 0. (2.92)

(k)
i
. - oF L
la matrlcedecoefluents& estréguliere.
i

Ceséquationsen dx; ’ formentun sysemecaré qui estrésolublesi, a chaquetération,

2.4.2 Reésolutiondu problemepar la méthodede Newton

Afin defaciliter les calculsdansle développemente |’ équation(2.72) par la méthodede
Newton, nousdonnonduneautreexpressiorequialentea cetteéquation.

Proposition 2.9 : SoitAP = [€®® €® —1d], N® = N™/IP b € By etM® = 4P(p°)/(IPID),
Cc € Cg. L'équation(2.72)estéquivalente

WeR, Y NPOBP.AVP + S MP[APBP.AVP+APBP.AVP] = 0. (2.93)
bEBy cECy

Démonstration. Tout d’abordnousavonsM ® = 4O (p°)e” A eP = MPBP A BP. Pourétablir
I’ équivalenceentre(2.72)et (2.93),il suffit deremarquegue

e . e "
M@ A 5= MPAPBP, et MDA = —M%APBP.

Maintenantjl s’agitdoncderésoudrd’ équation(2.93)parla méthodede Newton.
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A Iit érationk dela méthodede Newton nousconnaissontes R"K et, parcongquentjes
BP(k) |b(k) gt ghlk)

o b(k)
BbK) — RERDI) _ RObIIN  Eigib b  ||gbl)| b — ?W' (2.94)

De plus, nousconnaissontestensionsnormalesdesbarresN®™®) = NP0(1°K)) etlesmoments
entrebarresM k) = MO(pck),

On cherchdes R"(k+1) sousla forme:
Rnl(k+1) — Rnl(k) +6Rn1(k), (295)
ol les8R™K) vérifientl’ équationsuivante: Yv" € R, ne€ Ay,

[BNP00IB 4 NPOMIaBPI] . AP+ 5 NP B . AvP
beBg beBg

+ Z [6|\7|CO(k)AP(k)BD(k) + MCO(k)a(AP(k) BD(k))] 'AVP
CGCR
(2.96)
+ Z [6MCO(|()AD(|() BP(k) 4+ MCO(k)é(AD(k) BP(k))] 'AVD
CECR

+ z MOk AP(KIBD(K) . AP 1 z MOk oADK BP(K) . AyP — (.
ceECy ceECy

ExplicitonsmaintenantestermesdNPo BPK) et sMOK AP (K BPK)  Nousavons:

Jbo(k
Rk — Ndl( '3 b(k)  5b(k) — 5BbK) . bk} bk — FRER(DILK) _ ROR(DILK) (2 97)
Nousavons,
Sb0(k NPO(k
RO bl _ deI( ) [6Bb(k) .eb(k)} BbK) — Ib%dNTI()(Bb(k) ® B8P0, (2.98)

D’autrepart,

~ A c0(k) 1 1 dareok)
cO(k) __ _ 0(k k
3N = & o) = (e ) MY + o ap P (@99)

Pourcalculerdp®®), nousdifferentiond’ equationp®®) = ) . eP(K) et nousobtenons

5pek) = 5P . P 1 P(K) . 5eP(K) (2.100)
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or,

dou:

5pcl) = _[i P 5BPK) . ePK) 4 P(K)

AD(K 550K
P "D ) 58°0|

— P D P D D(k
W[A()B (K . 5P L ADKB ().53()]

Le termeESpCAb'Bb s’écritfinalementsousla forme suivante:

, 1 :
el AV (K gblk) _ (0080 g APWEE(0 ) 5BPH
SpFIATIOBNY — | (AP BN @ APHBPM) ) 5B

n ( AP (WBDK) & AD(k)gP(k)) 53D<k)} ,

De la mémefagon, nousobtenondes expressionsuivantes

1\ atogok _ AW B @BPI gy
6(|P(k)|D(k>)A B = —rwpw TP D(SB
B ®B D(K)
WTESB '

AP (Rt — 1 g9 gbiky g4 g0 g Bb(k)] AV (K5 (K

|b2(K)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)
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En utilisanttouscescalculs,’ équation(2.96)devient: Vv" € R3, ne€ Ak,

1 dNPOK b B <k X U i
[bo(k) (B" @ BPM)3B°H 1+ ()68()}-Av + 3 N (K RPK . Ay
| dl 2
BPK & BPK) BD(K & BD(K)
G LT
BP() @ BP(K)
G G

be Q;K

68'300} - AVP
CGCR

M S0(k) A D(K) [ 5BD(|<)] . AVP

ce CR

1 ndO(k)
_CEZC (IPIDY2" dp [
1 daeow

_CZ (|P|D)2 dp
Nc0(K)

B EZC |P2(K)
MCO k)

2(k)

(APBP © APBP)3BP + (APBP @ ADBP)asD} N

(2.106)

[(ADBP®APBD)68P+ (ADBF’@ADBP)GBD} -AVP

[(Bp(k) .BPM)1d+BPM & BD(k)] APK sBPK) . AP

[ BP® . gPK) 4+ BPK g BP(")]AD(")SBD(") AP

CECR
BPK . AvP + Z MK APk gP(k) . AP — .

2

Z c0(k) AP() 58P(K) . AP 1 3 Ni<0(K) AD(K) 5gP(K) . A\
ceCy

L

C CECR

Commele problemea unesolutiona unetranslationpres,nousfixons un nceudde la structure
parpénalisation.

Conclusion

Nous avons demonté qu’un treillis de barresélastiquesinteragissanpar des moments
elastiquesestéquivalenta un milieu continuquandle nombrede sescellulesélementairegst
grand.Nous avons obtenuune définition des contraintesdu milieu équivalenten termesdes
tensionsdesbarreset desmomentsentrecouplesde barres et nousavonsdétermire la loi de
comportementlu milieu équivalent.Cetteloi estobtenuepar la résolutiond’'un problemede
treillis surunecellule élementaireDe plus, nousavonsdémontg quela loi estobjectve, hy-
petlastiquegetfacilea calculer
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Chapitre 3

Application au myocarde: nouvelleloi de
comportement

Au chapitreprécdentnousavons décrit la mocdelisationmécaniquedu réseaude cardio-
myocytespar un treillis de barresen interactionet nousavons déweloppe une méthoded’ho-
mogereisationpermettantle determinera loi de comportementiu milieu continuéquivalent
auntreillis répétitif. Nousallonsmaintenantappliquercesrésultatsa un treillis particulieren
utilisant desdonréesexpérimentalessur le comportementlescardiomyogteset nousallons
compareliesrésultatobtenusauxlois de comportemenphénonénologiguesnacroscopiques
construitesa partir d’essaissur deséchantillonsde myocarde La comparaisorestnumérique
carla constructiordela loi de comportemenparhomogereisationnécessitda résolutiond’un
problemesur une cellule de périodicite du treillis ce qui estfait numériquementen utilisant
uneméthodede Newton. Préalablemena cescalculs,il fautdéfinir la cellule de repgtitivité et
exposeresrésultatsxpérimentauxsurles cardiomyogtesdela litt érature.

3.1 Cellule derepetitivitée

Les cellulescardiaquespu cardiomyogtes,sontdespetitesstructurescylindriques,de 60
a 100 um de longueur Elles sontattacteesbout a bout par desanastomosegqui formentdes
jonctionsenY ouenl etfournissentesfibresmyocardiquesyoir Figure3.1.

Saufmentioncontraire,nousdésignerongarle mot “cellule” une périodeéléementairedu
treillis danssonsensclassiqualansle cadredela théoried’homogeréisationll n'y aurapasde
confusionaveclescellulescardiaguegjuenousappeloncardiomyogtes.

Conformementauparagraph@.2.1duchapitreprecedent pourdécrirela cellulederépétitivité
(ou cellule élementaire)jl faut définir 'ensembledesnceudsn de la cellule, I'ensembledes
barresb en précisantle nceudorigine Or(b), le nceudextrémité Er(b) et les parangtresd'®,
&, 3% donnantla positionrelative de la cellule du noeudextrémite. De mémeil faut définir
I'ensembledescouplesc de barreseninteractionavecla donréede la premirebarrePr(c) et

131
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FIG. 3.1 — Des cardiomyogtes connecés par anastomoseg& gauche)ou une direction pri-
vilégiee peut étre détermiree (au centre).A droite un exempled’une cellule élémentairede
barrestlastiquesnocelisant’arrangementiescardiomyogtes.

dela dernrebarreDg(c) ; les parangtresy'c, y*¢, y*¢ de positionde la cellule de la dernire
barresontinutiles carils n’interviennentpasdansla déterminationde la loi de comportement
du paragraph@.2.4.

Pourla miseen ceuvrede ’lhomogéreisationeffectuiée dansce chapitre nousavonschoisi,
a partir d’'obsenationsd’'imagesmicroscopiquesle I'arrangementiescardiomyogtes(Figure
3.1 a gauche)unecellule relatvementsimple de la forme donréepar la Figure 3.1 a droite.
C’estunecellulea 3 nceudsrumeroescommeindigué. Elle comported barreset 48 couplesde
barres.Les numérosdesbarreset descouplesde barressontdonrésdansles tableauxl et 2.
D’autresdéveloppementavecdescellulespluscomplexesnenécessiteraiergueplusdetemps
decalculmaisnousverronsalafin decechapitrequela cellulechoisiepermetdéjaderetrouver
assedienleslois decomportemenmacroscopiquedela litt érature.

b [1]2[3[4[5]6[7][8]9
Orb)[1]2]2]2[2]3]3][3]3
Er(p) [2]1]2]21]3[1[1]1]1
d(() [o[1|1]0f[ofo0|1][1]0
@b) [olo[1][1]0]0[0[1]1
M) |o]o]ofojof1]1]1]1

Tableaul : Numérotationdesbarres.
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c |1]2|3]4][5]6]|7|8]9]10[11]12]13]14[15]16
PRC) | 1|1 |1|1|2]2]|2|3|3|4[5[5|5|5]|6]6
Dr(c) | 2 | 3| 4|5|3|4|5|4|5|5|6|7][8|9]|7]|8

C |17|18|19]20]21]22(23[24|25|26]27]28]29|30]31] 32
PRC) | 6| 7|7 |8 1111|111 ]2]2]2|2]2
Drc)| 9 | 8| 9|9 |23 |4|6|7|8|9|3|4|6]|7]8

C |33|34(35|36|37|38|39|40[41|42]43| 44| 45| 46|47 48
PRC) | 2 | 3|3 |3|3|3|4|4|4|4|6|6|6|7]|7]8
DrO)| 9 | 4|6 |7 |8|9|6|7|8|9|7|8|9[8[9]9

Tableaw2 : Numérotationdescouplesdebarres.

3.2 Donneesexperimentalessur descellulesisolees

Plusieurgechniquesl’essaismécaniquesur descardiomyogtesisoléssontdécritesdans
la litt érature Chaqueméthodefournit desinformationssurles proprietesconstitutvesdescar
diomyog/tes mais présentedeslimitations qui perturbentia déterminationdu comportement.
Par exemple,Brady [10] a attacte les cardiomyogtesa un capteurde force ou de longueur
unelimitation importantede cetteméthodeestquele cardiomyogte estextrémemensensible
al'effort applique. Une varianteconsistea maintenirdescardiomyogtesentredeuxmicropi-
pettesconcentriquesBrady [11]. Les forcesutiliséespour attacherle cardiomyogte aux mi-
cropipettepeuentétresuffisantespour changeies propriétesmécaniquesll existe uneautre
techniquequi consistea attachere cardiomyogte a desaiguillesde verre, Sweitzeret Moss
[86], GranzieretIrving [37]. Cependantaumoins75%descardiomyogtesattaclesenutilisant
cetteméthodesontde mauwaisequalite, ou bienils sontendommags pendant’attachement.
Zile etal., [111], [112], ont mesue les proprietesde comportementiescardiomyogtesenles
plongeantdansun gel et enutilisant uneméthoded’étirementdu gel. Cettetechniquen’exige
pasl’attachementlirectdu cardiomyogte a un capteurde force ou de longueur et la force est
appligieesurlalongueurentieredu cardiomyogte. RecemmentyYasudaetal. [102] ontattacle
les cardiomyogtesa desfibresde carbone Cetteméthode,qui a été aussiutilisée par Fish et
al. [32], exige un processusle préparationqui peutchangeres proprietes de comportement
visccélastiguedescardiomyogtes.

Dansnotre étude,nousutilisonsles résultatsde Zile et al., [111], [112], surle comporte-
mentélastiquedu cardiomyogte passifobtenugparla méthoded’ étirementugel. Lesdonrées
expérimentalesnesuéespar cetteméthodesontles contraintesdu gel et les déformationsdu
cardiomyogte. Les contraintesdu gel ne sont pasles mémesque cellesdu cardiomyogte
plongg dansle gel. Zile et al. ont calcuk les contraintesdu cardiomyogte entrois étapes(1)
Toutd’abordils ontdéfinilaloi decomportemendlu gela partird’essaisnécaniquesletraction
compressiomlu gel, (2) ensuitdls ontutilisé uneméthoded’ élementdinis pourdécrirelaloi de
comportementiu cardiomyogte. En effet, ils supposentuele cardiomyogte estplonge dans
un cylindre de gel de longueurinfinie et quele sysemegel-cardiomyogte estaxisynetrique.
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Deplus,ils supposenguele gel etle cardiomyogte sontdesmatériauxhypeglastiquesncom-
pressibleslls choisissenta forme de la loi de comportementu cardiomyogte, par exemple
o = C10+C,07, ol o repiésentde rapportd’extensiondu cardiomyogte, o = ',‘% | désigne
la longueurdu cardiomyogte déeforme et lg salongueuraurepos.lis initialisentles constantes
C; etC, enutilisantlescontrainteslu gel etlesdéformationsdu cardiomyogte obtenuegparla
méthoded’ étirementdu gel. Maintenantesvaleursdesdéformationdongitudinaleetradialedu
cardiomyogte obtenuegparla méthoded’élementdinis, sontcompaéesaveccellesobsenees
expérimentalementgtlesconstante€,; etCy sontajuséesenutilisantuneméthodedemoindres
carés. Cetteprocdureestitéreejusqua ce que les deformationscalcukescollent au mieux
aveclesdéeformationbsenees.Unefois cetteprocdureitératve compktee,lesdernieresva-
leursdeC; etC, sontutiliseespourdeéfinir la loi decomportementiu cardiomyogte. (3) Fina-
lement,ils ontobtenulescontrainteslu cardiomyogte a partir desdonréesexpérimentalesur
lesdéformationsdu cardiomyogte enutilisantla loi de comportemenbbtenugoarla méthode
d’élémentdinis.

Quatretypesde fonctionsont éte propogspour la relation contraintes-dformationsd’un

cardiomyogte. Cesfonctionssontrésunéesdansle tableausuivant.Les graphegde cesfonc-
tionssontrepésenéssurla Figure3.2. LescontraintesontmesuéesenkN.m=2.

Polynomiale ExponentielleEql ExponentielleEq2 ExponentielleEq3

295
0=300u+102m? 0=0,75" 0=1450e"*¥-1) o=F2 (¥ 1)
bl
Lois de comportement du cardiomyocyte passif
™ ' S ' ' ‘ ‘ ' h
-< polynomiale /
— -0 expanentielle eql '
NE 60 =7 exponentielle eg? I
g axpanentielle eq3
et /
g /
240 i )
z A
EE : '8/
& /g,/
= »
3
2m e“";%/ -
g )@";V/J Rl
é ot S = =i
s /vH a-
i =H g~ 8

0 00l 002 003 004 005 OO OO7 008 009
Rapport d'extension du cardiomyocyte o

FIG. 3.2—Lesgraphesiesdifferentedois decomportemendu cardiomyogte passifpropoges
parZile etal.[112].

Nous remarquongjue les graphesde la forme polynomialeet la deuxieme forme expo-
nentielleEq2 sonttresproches’'un de l'autre, alors que les graphesdesdeux autresformes
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exponentielle€£ql et Eq3sonttreséloignesdesdeuxpremiers Nousn’avonspastrouve d’ex-
plicationsde cettedifféerencedanslesarticlesde Zile etal.,[111], [112].

3.3 Loi decomportementmacroscopique

Ladéterminatiordelaloi decomportementnacroscopiqudumyocardgparhomogeréisation
passepar la résolutiond’un problemed’élasticie non linéairesur une cellule de réepétitivité
(voir paragraph®.2.4).Celanécessitale définir leslois de comportemen(2.71)du probleme
enquestion.Dansl’application au myocardejes lois (2.71) sontdétermireesa partir deslois
decomportementlescardiomyogtespardeschangementd’échellesNousavonsdonchesoin
dedéfinir leslois (2.16)et (2.17)écritessousla forme

e () (3.1)
MEE = Msé(psé) eeP(G) A eeD(é). (3.2)

Laloi (3.1) portantsurla tensionnormaledansles cardiomyogtesestdétermireea partir
deslois propogesdansZile etal. [111]. Pourla loi en moment,nousne disposongi’aucune
donrée expérimentaleet cetteloi estchoisiele plus simplementpossiblec’est-a-direlinéaire
parrapportal’angle quefont lesdeuxbarreseninteraction.

3.3.1 Loi entraction compressiondescardiomyocytes

Leslois propogesparZile etal. [111] pourle comportemenentractioncompressiordes
cardiomyogtessontdeslois scalairesencontrainteslela forme

0 = o(a),

ou a estle rapportd’extensiondu cardiomyogte et o estune contrainte.Cetteloi n’est pas
uneloi tensorielleet, bien que ce ne soit pasprécis dansl’article, o esttresprobablementa
contraintenormalea unesectionde cardiomyogte moyenréesurcettesection.

Pourobtenirl’effort normaldansle cardiomyogte, il fautmulitplier o parunesurface,en
touterigueurla surfacede la sectiondu cardiomyogte déeformé. Nousavons choisi de multi-
plier par la surfacede la sectiondu cardiomyogte non déformeé. Ce choix donneuneloi de
comportemenplus simplea utiliser que celui consistant multiplier parla surfacedéformée
qui sembleplus rigoureux, il estjustifié parle manquede précisionsur la démarcheutilisée
par Zile et al. En effet, Zile et al. font un calcul par élementsfinis pour déterminerleur loi
maisla loi de comportementridimensionnelledu cardiomyogte utiliséedansce calcul n’est
pascompktementpréciee, seuleuneloi scalaireestdonrée.On peutaussijustifier le choix
simplifié fait en remarquantuele calcul par élémentsfinis de Zile et al. estfait surun seul
cardiomyogte mocele qui estcylindrique et que,pourdéterminer’ énepgie dedéformationdes
cardiomyogtes,ils utilisentunesectionmoyenne.
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Laloi decomportemenéntractioncompressiomesbarresutiliséeparla suiteest

|eB_|eB

ACP(P) = Afo(a®), ob o= 0 ¢

Le termerb ala dimensiond unesurfaceet o estl'une deslois propogespar Zile etal. Or,
Nous pouwons écrire AOb Y- ou V¢ désignele volume d’'un cardiomyogte qu’on suppose
O

independantle b, ce qui veutdire quetousles cardiomyogtesont le mémevolume.De plus,

Zile etal. ontsuppog quele cardiomyogte estincompressibledoncV® nechangegpaspendant
la deformation.Doncnousfaisonsdépendrd’ équationde comportemende Neb explicitement
d’'un paramiatrelsb Ceparangtreestla longueuraureposdeb etil esttel quef?\[ab(lab) 0.

Dansle processudg’homogeréisationdu chapitre2, € estunpetitparanetreliéalataille des
cardiomyogtes,typiqguement’estle rapportdela longueurd’'un cardiomyogte surla taille du
myocardell estdonclogiquede consicrerquele volumed'un cardiomyogte estd’ordre €3
ets’écritVe = 3V Par suitel'expressiordela tensionnormaleest

Nﬁm%—s%q&% (3.4)

Il estlogique égalemente supposeique la Iongueurneutrelgb desbarresestd’ordre €. De
plus, noussupposongjue cettelongueurneutreadmetun développementnaloguea celui de

|€b donre par!’ équation(2.26) )
120 = glPO(\®) ... . (3.5)
1E0 = elB(AE) + - - (3.6)
Laloi decomportemensedéveloppeenfonctiondee en

. vV, |b0_|b
Neb“ab):eZ_oo-(abo)_i_...’ ou abO: B 0 (3.7)

Laloi (2.71)intervenantdansle problemed’élasticie dela cellulederépétitivité estalors

— AO(1%0) = \I’gc(a ). (3.8)

3.3.2 Loi decomportementdesmoments

La loi de comportementiesmomentsentrebarres(2.17) ne peut pasétre bage sur des
donréesexpérimentaleguisqu’il n'y ena pasde disponiblesNousl'avons choisiede fagon
acequ’elle corresponde celle d’'un ressortspiral, c’esta-direquel’amplitude de M€ surle
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vecteureP(© A &P© estproportionnellea la differenceentrel’angle 6°¢ = (e#7(©), &P0) et
I'angle dereposby®, appeé aussiangleneutre La loi decomportemen¢2.17)s’écritdonc

(eSC eSC)

keC g P(€) /\eF.D(ﬁ)7 (3.9)

ol 8¢ = Arccog p¥¢) avec pt¢ = &P(© . PO || estclair que cetteloi n'est définie que si
psé 7£ +1.

DoncM¢&€ dépencbxplicitementd’un paranﬁatre pgé Ceparanetreestle produitscalairedes
vecteure”(© eteP(© aurepos,p = cosBE, etil esttel que MEE(pES) = 0.

Pourrespectet’ordre de grandeurvis-a-vis de € entreles tensionset les momentsnous
prendronskeC d’ordree?, kgc £3kg. De plus,commepourla longueumeutredesbarresnous
supposonguel’angle neutreE)SC sedéweloppeen

= BS(AE) 4+ (3.10)
Donc ps’ = cosBE sedéveloppeen
pEC = p§(AE) +---, ol p§ = coshg. (3.11)
D’aprés(2.26), pt€ sedéveloppeen
peC = pP(A%) +---, ol p® = R(©)0. R0, (3.12)

Soit 8% = Arccog p®). Par suitel'angle 8¢ sedéwveloppeen
0% = 0O(AE) + - - (3.13)

La loi de comportemente (2.71) intervenantdansle problemed’élasticié de la cellule de
périodicite du paragraph@.2.4estalors

Arccog p®®) — Arccog p§))
— (p*0)2

Cetterelationdevient singuliéresi p© = +1 ce qui estévitéesi les deformationsde la cellule
nesontpastrop grandes.

. (3.14)

c0 _ MCO(pCO) ePR(C)O/\ eDR(C)O7 oll MCO(pCO) = kg (

3.3.3 Problemesur la cellule de répétitivité - Loi de comportement ma-
croscopique

Ainsi qu'’il estdécritau paragraph.2.4,la loi de comportementnacroscopiquéelu myo-
cardes’obtienten résohant un problemed’élasticie nonlinéairesur la cellule de périodicité.
Ceproblemeestconstitie deséquationgd’équilibre(2.72) et deslois de comportemeng3.8) et
(3.14),il s’écritdansle casétudgici :
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Etantdonrés 3 vecteursGl, G2, G3 repesentanta sollicitation macroscopiquetrouver
Rl R?l R3!telsqueleséquations!’équilibre

VW ER, Y NPPL.AP+ § (MPA ePr()) . AyPR()

| Dr(C)
bE@R ceCy

L (3.15)

— Z (MPA =) AvRO =,

& |PR(©)
e

ol Vb € By, AvP = vERP) _yOr(D) etles|ois decomportement

N0 — YO o(a®), MP =k (Arccog(p°) — 65) e®(©) A PrR(©) (3.16)

S8 1—(p°)2
soientsatisfites,ou

b
BP — RER(D)1 _RORMI1  Gigib, |b— ||BY||, eb:?_t”

|b . |b
pC — ePR(C) . eDR(C)’ ab — 0 A
18
Ce problemeétantrésolu,la loi de comportemenmacroscopiquestobtenueen calculant
toutd’abordlesvecteurgie contraintesnacroscopiqueS© par

ePr(©) er(0)

s i0 b0 ib c0 iDr(c) iPr(C)
Vi=123 S _bz NYPEE 1§ M /\[IDR(C)ES L R Y
€ By celCy
et ensuiteencalculantle tenseurde contraintesie Cauchydéfini par
1o i
0:69 ®G', (3.18)

ol g = |G, G? G?| estle produitmixte de G, G2, G2,

3.3.4 Loi decomportementmacroscopiqueinverse- état neutre

On peutdétermineria loi macroscopiquénverseen se donnantles contraintesnacrosco-
piquesou, defagon équivalente les S° de (3.17)etencherchanR!!, R?1, R3! et G1, G?, G3
telsquetoutesles équationglu problemesoientsatishitent.

Cettedernerefagond’envisageialoi decomportementnacroscopiqupermetdedéterminer
I étatneutredelaloi définieauchapitrel. Quandonutilise descoordoneescurvilignescomme
c’estle casici, I étatneutreestle triplet (G, G2, G3) tel queles vecteursSt9, $?0, S0 soient
nuls. Il estclair quel’ étatneutredela loi homogereiseedépenddela “topologie” dela cellule
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derépetitivite, c’esta-diredu nombrede nceudsde barresde couplesde barreset desconnec-
tiviteésentrecesélémentanaisaussideslois de comportementet enparticulierdansnotrecas,
deslongueurset anglesneutresi‘g et 65. Le changemende cesvaleursmodifie leslois decom-
portementdestensionseet desmomentset parcongquent’ étatneutredela loi macroscopique.
Le choix de longueurset anglesneutresdépendante la variablelagrangienne\ permetde
décrirelesvariationsdela loi decomportementiu myocarded’un pointal’autre duesauchan-

gementd’orientationlocaledescardiomyogtes.

Pourcompareta loi decomportemenbbtenugparhomogeréisationavecleslois macrosco-
piquesdeLin etYin [57], il faututiliserunemémeconfiguratiorderéférencequi, dande casde
Lin etYin, correspona |’ étatneutredu myocardepassif,voir chapitrel. La comparaisomntre
les lois nécessitadonc de déterminerl’ état neutrede la loi de comportemenhomogréise.
Pourcefaire,il estpossiblede procedercommeindiqué precedemmentOn peutaussisedon-
nerdesvecteursRE, R3!, R3! et GL, G&, G2, ce qui déterminela positiondesnceudsl, 2 et
3 dela cellule deréférenceet de sesvoisines,en deduireleslongueursdesbarreset lesangles
entrebarrescorrespondantst prendrecesvaleurscommelongueurset anglesneutresdansles
lois de comportementCeschoix assurentjuelestensionset les momentscorrespondanta la
géonetrie définie sontnuls et doncl’ étatmacroscopiqueéfini par Gk, G4 et G3 estneutre.

3.3.5 Configuration deréference

Il a été souligré au chapitrel quel'expressiond’'une loi de comportementépendde la
configurationderéferenceutiliseepourdéterminete tenseude déformationde CauchyC, voir
paragraphel.1.3.Dansla littérature la configurationde réferenceutilisee pour formuler les
lois de comportementiu myocardeestl’ étatneutredu myocardepassif,c’estla configuration
adopéeparLin etYin [57]. Pourpouwir menerdescomparaisonavecdeslois macroscopigues
phénoneénologiguesnousdevonsexprimerla loi de comportemenhomogeréiseeenfonction
del'applicationlinéairetangentd- entrel’ étatneutredéfinissania configurationde réference
etla configurationdeéformeedu milieu continuéquialent.

Soit ¢ la fonctiondonnantia positiondansla configurationdéforméed’un point magriel P
depositionX dansla configurationderéférenceyoir paragraphd.1.1.0Onrappelleque

F = Oxo.

Au chapitre2, nousavonsultilisé desvariabledagrangiennesurvilignesA = (A1,A2,A3) et
la positiond’un point magriel dansune configurationquelconquesstdonrée par R%(A), voir
paragraphe.2.2.La positiond’'un point maériel dansla configurationcorrespondana I état
neutrepour ce point estnotée R%()\). Quandla configurationde réferencecorrespondh I’ état
neutrepourle pointconsiceré, on a pourtouteconfigurationdéformée

RO(\) = 0(RR(N)),

et pardeérivationon obtient _ _ _
G' = Ox¢Gk = FGk,
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? etGL = R =123,

ouG'= N

6)\'

Pourobtenirla loi homogereissecommefonctiondeF, il sufiit donc,unefois I étatneutre
delaloi détermirée,de résoudrde problemedu paragraphe.3.3avec commedonreeG' =
FGRr i=1,23.

3.3.6 Energie de deformation élastique

Au paragraphe2.3.1 du chapitre2, nous avons montté que la loi de comportemento-
mogereisge esthypeglastique c’est-a-dire qu’elle dérive d’une fonction W qui estla densié
d’énegie de déformationélastiqueen coordonieescurvilignesA. Pourun milieu continuhy-
petlastigue Ja donreede W définit compktementia loi de comportementC’est souscette
forme queLin et Yin donnentleurslois de comportementmacroscopiquest c’est souscette
forme guenouscomparongeurslois avecla loi homogeréise.

Les énegiesde déformationdesbarreset descouplesde barresdu paragraph&.3.1sont
définiespar
dwP

Ve R, = (1) =A%), (3.19)
dwe 0
Vpe]-1,1], d—p(p) = —M(p). (3.20)
Pourlaloi polynomiales(a) = kia + k02 propogepar Zile etal., on obtientdonc
k k | —18
by .| K2, K 3 N _ 0
W(I)_Vo[zcx +30(], ou o B (3.21)

etpourlaloi decomportementiesmomenty3.14)ona

ke

W¢(p) = 5 (8- 85)2, ou B = Arccoq p) et8 = Arccog pj). (3.22)

La densit d’énegie de déformationélastiqueW estdoncdansce casd’apres!’ équation
(2.75),

W(GLG%6Y) = ¥ Wb(lb(Gl,Gz,G3)>+ s WC(pC(Gl,GZ,GS)>, (3.23)
bE@R CECR

qui s’écritdoncdansce cas
b

|b—|
W:bEZQ;KVo[kzl( |8 0)2+k—§<

oul les!® et 6¢ sontdesfonctionsde G, G2, G3 parl'intermédiairede R11, R21, R3L,

|b_|b
. 0)3} +y %(ec—eg)z, (3.24)

0 ce CR
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Pour menerla comparaisoravec la densié d’énegie de deformationélastiquepropoge
par Lin et Yin [57], il fautrameneW qui estla densié d’énegie par unité de volume en
coordoniéescurvilignesA aunedensieW parunité devolumedela configurationderéference
correspondanti al’ étatneutrecommeexpligué auparagraph@&.3.3.0na

W :W/|G]IQ7G2R7G§R)|7

ol |G}, G&, G2/ estle produitmixte de Gk, G&, G2 définisauparagraph@.3.4.

3.3.7 Incompressibilite

Leslois decomportementiu myocardepropo€esdansla litt eraturesonttoutesincompres-
sibles.L'incompressibilie estdueala matriceextracellulaireessentiellemerdompoged’eau.
Dansle mocele de réseaude cardiomyogtes décrit au chapitre2, nousn’avons paspris en
comptecettematriceextracellulaireetla loi homognreissequenousavonsobtenuen’a aucune
raisond’étreincompressibleNousallonsmaintenanintroduire de fagon simplifieela matrice
extracellulairedansle modkele pour obteniruneloi de comportemenincompressiblePource
faire,nousnousbasonsurdesrésultatobtenugparhomogeréisationpourdesproblemesana-
logues,Caillerie[17].

Noussupposonsgjuele réseaude cardiomyogtesbaignedansun liquide visqueuxincom-
pressiblell estpeuraisonnablegu’aucoursdescyclesdesystolestdiastolesddumyocardese
produiseun ecoulemensignificatif du liquide extracellulairerelatvementaux cardiomyogtes,
celarevient a supposeen quelquesortequele liquide suit le reseaude cardiomyogtesdans
sonmouvementNoussupposonguelesvitessesie déformationdansle liquide restentfaibles
etquelescontraintes; s'y resumeng unecompressiomniforme:

o = —pl.

L’action du liquide extracellulairesur les cardiomyogtes se limite dansce casa desforces
de pressionjes forcesduesa la viscosié du liquide sontnégligees.Commeles cardiomyo-
cytessonteux-neémesincompressiblesjouspouvonssupposequela pressionexercee parle

liquide ne changepasleur comportementlastique d’ailleurs notre mocélisationdescardio-
myogytespar desbatonnetsansepaisseuexclut la priseen compted’une pressionfluide sur
cesbatonnetsLes hypothesesprécedenteentranentquele seulcouplagemécaniquesxistant
entrele réseauwecardiomyogtesetle liquide extracellulaireestl’absencalemouvementelatif

entrecesdeuxconstituantslu modele mécaniqueCelasignifie en particulierquele probleme
de déformationdu réseaude cardiomyogtes peutétre résolucommes’il n'y avait pasde li-

guide.Danscesconditions,le réle du liquide selimite a deuxaspectsD’une partinterdireles
déformationsmacroscopiqueavec le changementle volume et celaen tous pointsdu milieu

continu équivalentpuisqu’il n’y a pasd’écoulementu liquide relatvementaux cardiomyo-
cytes.D’autre part ajouteraux contraintesmacroscopiqueduesau réseaule cardiomyogtes
unepressioruniforme—pl, p étantle multiplicateurde Lagrangeassoct al'incompressibilié.
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Transpoé a la cellule de repétitivité, le rdle du liquide serésumeaussiaux deux aspects
ewguesci-dessusPar congguentja loi de comportemenincompressibldhomogenreiseeque
nous utilisons pour menerdescomparaisonsvec la loi de Lin et Yin se décrit de la fagon
suivante: Les contrainteanacroscopiques sedécomposenén la sommedescontraintesde
compressiorsimpleduesauliquide o, etdescontraintes,, duesauréseaule cardiomyogtes

0=—pl+0om.

Seuloy, faitvéritablementobjet d’'uneloi decomportemenqui estobtenugparlarésolution
du probleme(3.15)-(3.16)ou pourrespectetincompressibilie macroscopiquéa sollicitation
(G, G2, G®) doit correspondré unedéformationconserantle volume,c’esta-diretelle que

IG,G?,G% = |Gk, G&, G-

3.4 Donnéesexpérimentalesmacroscopiques

Lin et Yin ont propo€ deslois de comportemenpour le myocardepassifet le myocarde
actif, voir [57]. Ceslois sontdécritesdansle chapitrel. Dansles deuxétatspassifet actif du
myocarde certaineshypothesesont et faites,commel’hyperélasticig, I'incompressibilié et
l'isotropie trans\erseou la directionprivilégieeestla direction prédominantedesfibresmyo-
cardiquesLa loi de comportemengestdonree par I'intermédiairede la fonction énepie de
déformation.Lin et Yin ont suppog quecettefonctionne dépendquedel’invariantl; etdela
guantie l4, voir chapitrel.

Pourle myocardepassif,ils ont choisiunefonctionexponentielle
Wpas=C1(€2—1), avec, Q=Cy(l1—3)?+C3(l1—3)(la— 1) +Ca(ls—1)%  (3.25)

Lesexpéerienceont éte mereessurplusieursspecimenslemyocardedelapin. Dansleurarticle
Lin etYin fournissentesconstantepour7 specimendifféerents(S1,S2,S3,54,S5,S6,S7):

Specimen | S1 | S2 | S3 ] S4 | S5 | S6 | S7
Ci(gcnt?) | 1,01 | 2,42 | 9,86] 2,92 | 2,62 | 1,67 | 6,85
C,(g.cnm?) | 3,05 | 12,13| 4,62 3,21 | 2,40 | 1,70 2,88
Cs(g.cm d) | -2,24| 0,63 | 2,37 -2,60] -0,89| 1,90 -0,76
Ca(gcnm?d) | 1,92 | 1,05 | 0,09] 2,01 | 2,01 | 0,38] 0,38

Casdu myocardepassif.

Lesunitésutiliséesfont queW s’exprimeengf.cm2 ol gf signifiegramme-forceg’estla force
subiepar1 grammede matieredansle champde pesanteuterrestre.

Pour pouwir comparera fonction densié d’énepie de déformationW(N.m*Z) obtenue
parla méthoded’homogeréisationavecles donreesexpérimentalesnacroscopiquede Lin et
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Yin, nousavonscorvertienN.m—2 lesfonctionsd’énegie propogesparLin etYin etqui sont
expriméesengf.cm 2 enutilisantla corversion:

1gf.cm?=10"3x 9,81N.cn? = 10x 9,81N.nT"2.

Sur la Figure 3.3, on trace les énegies de déformationdes 7 spécimens,expriméesen

N.m~2, en fonction du rapportd’extensionde la fibre A s = Ij/z. On constatesur la Figure
3.3quelesénepgiesdedéformationsontassedifferentesd’un specimenal’autre.

Donnges expérimentales du myocarde passif
200 . T T . T T .

‘ 0o
[+ specimen
180+ 1
< specimen2
| O specimen3
o 160 =] specimend
5 140 A specimens
= specimené o
=] %/ specimen?
w/120r T
£
2 100 4
E-] o &
Z &0 4
@
==l u] é 1
&
= k4
i oant g i - ]
[z
aof a8 ¢ Z
6 # v F

1102 104 106 108 11 142 114 16 118 1.2
Rapport d'extension de la fibre R

FIG. 3.3—LescourbesdesénegiespassvespropogesparlLin etYin, [57].

3.5 Resultatsnumeériques

La cellule de répetitivité choisiepos®deune direction privil égiée mocelisantla direction
d’unefibre cardiaqueyoir Figure3.4.Afin decomparemnotreloi decomportemenbbtenuepar
homogeréisationavec desrésultatsexpérimentauxnousavonsfait desessaisnumeriquesde
tractionuniaxialele long dela directionprivil égiéede la cellule elémentairequi repiesentda
directionde la fibre cardiaque On désignepar A ¢ le rapportd’extensiondansla directionde
la fibre, A¢t le rapportd’extensiondansla directiontrans\ersea celle dela fibre et setrouvant
dansla couchecontenanta fibre, et Ah¢ le rapportd’extensiondansla directionorthogonale
la couchecontenanta fibre.

Nousavonsmere desessaisiumériquespourlesformespolynomiale(c = 3000 + 102012)
etexponentielleEq2 (o = 14,5(e*4> — 1)) delaloi decomportementiescardiomyogtespro-
poseparZile etal. [111].

Le choix de la rigidité desmomentsétantarbitraire,nousavons étude les difféerentedois de
comportemenbbtenuegpour unegammede valeursde cetterigidité afin de trouver celle qui
coincidele plusaveclesrésultatsxpérimentaux.
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FIG. 3.4 — La direction predominanted’une cellule de répétitivité mocelise celle d'une fibre
cardiaque.

Les tractionsuniaxialesque nousavons faites sont en incompressible¢’esta-dire, nous
avonsfait varier At etpris A¢i = Anf = 1/\/)Tf ce qui correspondh tenir un volume constant
pendanta traction.Voir paragraphe.3.7.Les graphesqui apparaissendansla suite corres-
pondentl’ énegie dedéformationenfonctiondu rapportd’extensiondela fibre As. La courbe
enligne continuerepesentde résultatde la méthoded’homogeréisation,et les symbolescor

respondenauxdonréesexpérimentales.

3.6 Inter prétation desrésultats

Pourune mémevaleurde la rigidité desmomentsJes lois homogereisesobtenuegpour
lesdeuxformespolynomialeetexponentielleEg2dela loi decomportemendlu cardiomyogte
sontpeudifférentesCe résultatestattenduparceque au niveaudu cardiomyogte, cesdeux
formessontaussipeudifféerentesyoir Figure3.2.D’autre part,onremarqueguepourdeschoix
différentsdela rigidité desmomentsousavonspu approchetesdonreesmacroscopiguedes

z

differentsechantillongdifféerentsspecimenshl’ étatpassif.

Pour menerune comparaisoravec les lois phénorénologiquegpropogespar Lin et Yin
pourle muscleal étatactif, il faudraitdisposededonréesexpérimentalesurle comportement
entractioncompressiore cardiomyogtesisolesactives.En 'abscencede cesdonrees,il se-
rait ervisageablel’essayede moceliserl’activationdescardiomyogtesenmodifiantleurslon-
gueursneutregoutengardantaforme(3.8)delaloi entractioncompressioet,éventuellement,
enchangeankesraideursdesmoments.
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Chapitre4

Application aux nanotubesde carbone

Intr oduction

Les nanotubesle carbone gue nousdésignerongpar NTC, sontdesmacromoéculescy-
lindriquesde carbonequi peuwent présenterune ou plusieurscouchesd’atomes,ils sontdits
monofeuilletsou multifeuillets. En raisonde leurs proprietes physiquesemarquablegant au
plan électroniquethermiqueque mécaniquejes nanotubegle carbonesontl’'objet d’une re-
cherchamportante.

Un NTC monofeuilletpeutétrevu commeunefeuille degraphite ou graptene enroubesur
elle-mémeenun cylindre fermé parunedemi-spkerea chaqueextrémite, voir Figure4.1.Une
feuille degraphiteestforméed’atomesde carbondi éspardesliaisonsatomiquestarrangsde
manereaformerun réseawd’anneauhexagonauxQuandunefeuille de graphiteestenrouke
sur elle-méme,l'arrangementde carbonedevient tresrigide, de hauterésistanceaxiale et de
forte flexibilit €. La littératurefait mentionde moduled’Youngde I'ordre de 1 TPa pour des
NTC monofeuillets.

Depuisleurpremeredécouserteen1991parljima [45], denombreuxravauxtantexpérimen-
taux quethéoriquesont éte développespour déterminera structuredesNTC, pour mesureret
pour calculerleursproprietes physiquesLes mesuresontrenduedresdélicatespar la faible
taille desnanotubesDes mesuresxpérimentalesont été réaligesa partir de la frequencele
vibration thermiquedansun microscopetlectroniquesn transmissionyoir Treaq et al. [94],
Krishnanet al. [51]. D’autresmesureont éte obtenues I'aide d’un microscopea force ato-
mique,voir parexempleWongetal. [100], Yu etal. [105], [106].

Quantauxétudeghéoriquesla dynamiquemoléculairea ét utiliséeavecdifferentegormes
du potentielinteratomiqueyoir Robertsoretal. [77], Yakobsonetal. [101], Cornwellet Wille
[24]. D’autre part, Tu et Ou-Yang[96] ont obtenul’expressioncompktedel’ énegie d’'un na-
notubedéforme a partir du mockle d’approximationde la densi€ locale propo£ par Lenosky
et al. [55], et ils ont ensuiteexprimé cette énegie en élasticieé classigue RecemmentZhou
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FIG. 4.1- Un morceauwd’'un nanotubdaisantapparére un cylindre fermé parunedemi-splere
al'une desesextrémités.

etal. [110] ont mere une étudethéoriqguebasesurla combinaisoriinéairedesorbitalesato-
miqueset du faisceauworbital moléculaire.ll y a, cependantires peud’étudesen mécanique
desmilieux continusdesNTC parcequ’on pensegéréralementuelesthéoriesde mécanique
desmilieux continusne sont pasapplicablesa I' échelleatomiqueou a celle du nanongtre.
Dansce cadre les proprietesélastiquesiesNTC monofeuilletset multifeuillets sontobtenues
en géréral en couplantla mécaniquequantiqueet la théorie élastiqueclassiquela variation
desénegiesélectroniquesnicroscopiqueprovoqueesparles déformationsde la structureest
d’abord calcuke, ensuite |’ énegie de déformationcorrespondanten théorie élastiqueclas-
sigueestécriteafin d’obtenirles constante€lastiquegellesquele coeficient de Poissoret le
moduled’Young. Dansles étudesen mécaniquedesmilieux continus,un NTC estmocelisé
soit par une coquecylindrique (par exemple,Yakobsonet al. [101]), soit par une poutre(Liu
et al. [58]), soit parun treillis (Odegardet al. [65]). Une étudede Zhou et al. [109] bagesur
I' élasticié desmilieux continusa permisde calculerl’ €énegie de déformationd’un NTC mo-
nofeuilletdirectement partir dela structurede bandeélectroniquedesatomessansintroduire
de potentielempirique.L’ épaisseudu nanotubeest calcuke de la bandedesélectronset le
moduled’Youngestobtenuen consiceranta la fois I’ €negie de répulsionentrelesions et la
dépendancedel’ énegie électroniqueenla longueurde liaison.ReécemmentZhangetal. [107]
ont propo£ un mockle de milieu continua I’ échelledu nanongtreincorporantdirectemente
potentielinteratomiquedansle mockle. lls ont déduitla densié d’énegie de deformationdu
milieu continude I’ énegie stockeedansles liaisonsatomiguesen moyennantsur les orienta-
tions et la distribution desliaisons.lls se sontbasssur les potentielsinteratomiquegour le
carbonade Tersof [91] et Brenner{13]. Ensuite Zhangetal. [108] ont gérérali€ cettethéorie
demilieu continual’ échelledu nanonetresangdaire d’hypothesessurle potentield’interaction
etsurla fonctiondensié deliaisons.

Desquestionssesontposessur l'applicabilité de la theoriedesmilieux continuspourin-
terpiéeterles reponsesnécaniquesiesnanotubesGovindjee et Sackman36] ont examirg la
validité del'utilisation desmocklesde coquesetdepoutrestlastiqueslls ontmonté que,pour
gu’'un mockle de poutreenflexion soit valide, il fautquele nanotubeait un grandnombrede
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couchesafin de supposeguela sectionestun milieu continu.RécemmentHarik etal. [39] ont
identifié quatreclassegourles modelesdesNTC : les mocklesde coqueminceet épaissele
modelede coqueavecunrapportd’aspectresgrand(le rapportdela longueurdu nanotubesur
sonrayon),etle moceledepoutre.

Nous avons abord une étudethéoriquedespropriétes elastiqueslesNTC en utilisant la
techniqued’homogeréisationque nous avons déweloppee dansle cadrede la mocelisation
cardiaque En effet, nousavons mocklisé le réeseaude lisaisonsde carbonedansles feuilles
de graphitepar un treillis bidimensionnepériodiquede barresélastiquedi éesentreelles par
leursextrémitesatomiquesLesinteractionscarbone-carbonsontmockliséespar destensions
elastique®tlavariationangulaireentredeuxliaisonspartagearnta mémeextrémite estmodelisée
par desmoments.Tout d’abord nousavons étudi le mocdele en grandesdéformationset puis
nous nous sommesintéresgs aux déformationsen petits déplacementsDans la deuxeme
modcelisation,nousavons obtenula solution analytiguedu sysemed’autcéquilibre ainsi que
lesexpressiongxplicitesdu moduled’Younget du coeficient de Poissorenfonction desrigi-
ditésdestensionsetdesmomentsget dela longueurdeliaisonatomique.

Il esta soulignerque notre méthoden’est paslimitée aux NTC monofeuillets,elle peut
aussiétre appliglee a d'autresnanostructuresnefois connusle potentielinteratomiqueet la
structureatomiquedu magriau.

4.1 Description geomeétrique et mecaniqued’un graphene

4.1.1 Geéometrie du grapheneet configuration deréeférence

La structuredont nouscherchonsin mockle continuéquialentn’est pasun nanotubede
carbone,c’est la structurebidimensionnelleappeée graplene consiceréee par Odegard et al.
[65] dontla configurationneutre(configurationd’équilibre en I'abscencede chagement)est
un plan.Dansla configurationneutre,quenousprendrongarla suitecommeconfigurationde
réference)es atomesde carbonesontsituésaux nceudsd’un réseathexagonaldont les cotes
mesuren,14nm. Surla Figure4.2, on peutvoir quele résealthexagonalpeutétregénréré par
la répetition périodiquesuivantles vecteursy! ety? d’une cellule éléementaireconstitieede 2
atomesde carbone En adoptanta numérotationdesatomesde carboneii = (n,v?,v?) décrite
dansla section2.2.10u (vi,v?) numérotelescellulesélementaireet n 'atome dansla cellule,
nousvoyonsquela positiondesatomesdansl’ étatneutredu graptenesontdonréespar

Rr(f) = viyl +v2y? + R 4.1)
Lesvecteurglebasei! eti? étantceuxdela Figure4.2, nousavonsy' = rY' avec
Yl=v3i' et Y2= £|1+§| (4.2)

RL=0 et R2_r(\/_1 (4.3)

+512),
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FIG. 4.2 — Treillis mocelisantun graplene.La période élementairegérérantle treillis est
repiesenéeengras.Elle consisteendeuxnceudstrois barreset six couplesde barres.

our=0,14nm.

4.1.2 Modelemeécaniquedu graphene

Nousutilisonsdesdonréesduesa Allinger et al. [1] surla rigidité desliaisonsatomiques
et sur la rigidité de la variation angulaireentre deux lisaisonspartageanun méme atome.
Cesdonreesont éte utiliseespar Odegard et al. [65] qui ont mocklisé la feuille de graphite,
commenousl'avonsfait, par un treillis de barresélastiquesDansleur mocele, la variation
angulaireentredeuxliaisonsatomiquesartageantin mémeatomen’a pasété mocklisée par
desmoments.Pourcela,ils ont introduit dansle treillis de nouwellesbarresqui ont despro-
prietesmécaniqueslifferenteglecellesmocelisantlesliaisonsatomiquesNotreméthoded’ho-
mogenreisationpermetde prendreencomptesande modifierle modeledeAllinger etal. [1].

Dansle modele mécaniquepropo% parAllinger etal. [1], la tensionN d’uneliaisoninter-
atomigueestdonreeenfonctiondela distancanteratomique par

N=6521—r), (4.4)
etl'intensité du coupleentredeuxliaisonspartageantin mémeatomeest
1 21
M =8,76x 10— (Arccogp) — =), (4.5)
V1—p? 3
ou p estle produitscalairedesvecteuraunitairesdesdeuxliaisons.

LesforcessontmesuéesenNewton, leslongueursenmetre,lesmomentenN.m.

Avecle choixdelaloi decomportementilu momenti-dessusi] estexclu d’avoir decouples
formésdedeuxbarresalignees(p # +1). Cechoix n’estpasrestrictif dansle casdesnanotubes
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parcequ’il semblephysiquemenimpossibled’atteindreunetelle situation,c’est-a-dire d’ali-
gnertrois atomesde carbonedi ésentreeux pardeuxliaisonsatomiques.

4.1.3 Description et numeérotation desélémentsdu graphéene

Comptetenude la mocklisationmécaniquedu graplenedécrite dansla section4.1.2,les
elementsdu graplene sont les atomesde carboneet les liaisons entre carbone,ce sontles
mémesélémentsque ceux pris en compteau chapitre2. Pour mettre en ceuvrela méthode
d’homocereéisationde ce chapitre,nousdevons décrire la cellule élementaire(ou cellule de
répétitivité) du grapreneconformémentau sysemedécritdansla section2.2.1.

La cellule n’est pasun hexagone elle rassembldes élémentsqui, par répétition spatiale,
gérérentla structurede la feuille de graphite,voir Figure4.2. Dansnotre étude,nouschoisis-
sonsla cellule élementairedéfinie sur la Figure 4.2. Cettecellule contientdeux nceudstrois
barreset six couplesde barresdontlesnumérossontdonrésdanslestableauxsuiants:

Tableaul Tableaw?

b 1123 C 1123456
Orb) 1|11 Pr(c) |2]3|1]2]3|1
Er(b) |2] 2| 2 Dr(c) 32|23 |12
d(b) [0[-1]0 yi(c) [0|O0|0[-1] 01
»Mb) [0 0]-1 y¥’(c) [0[o]o|1]-1]0
Numérotationdesbarres. Numérotationdescouplesdebarres.

Voir chapitre2 pourlesnotationsetla fagon dedécrirela “topologie” d’'unecellule élementaire.
Nousavonsdonc:

%{:{172}a @R: {17273}7 CK:{la2737475a6}'

4.1.4 Application de’lhomogénéisationau graphéene

Ainsi qu'il estexpligué au chapitre2, la techniquedesdéveloppementasymptotiqueslie
’lhomogéreisationsupposeaju’on etudieunesuitede structuregparanetréepare.

Il estnécessairenparticulierde préciserla dependanceis-a-visde € deslois de compor
tementpour lestensionset lesmomentsde la suitede structuregquenousconsiceronsdansle
processusg’homogenrgéisation.

En reprenanendimension2 'argumentdéweloppe dansla section2.2.2,nouschoisissons
la loi decomportementlestensiondefagonacequ’elle soitd’ordree :

AE(1) = k(1 L), (4.6)
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ou L estunelongueurderéféerence.

De méme, pour respectetes ordresde grandeurrelatifs entretensionset momentsnous
choisissons

€C _ g2 1 _2_T[
M=(p) =¢ kpﬂ(Arccos(p) 3). 4.7)
Lesdéweloppement$2.32)et(2.33)deviennent
AP() = elg (10— L) €2+ 4+, (4.8)
€6 EC) _ o2 coy _ 2M 3.4 ...
ME(p*) =¢ ka(Arccos(p ) 3)+8[ ]+---. (4.9)

Leslois de comportemen(2.71)intervenantdansle problemesurla cellule de répetitivité
dela section2.2.4sontdonc

A =k (1-L), (4.10)
MO(p) = kp Jll_ipz(Arccos( o) — %T[). (4.11)

Par cohérenceavec les ordresde grandeurchoisispour les tensionset les momentsnous
choisissonslesefforts extérieursd’ordre 2 parrapportac :

feh — g2F¢/N(£%). (4.12)

4.2 Modéelisation engrandestransformations

4.2.1 Loi decomportementdu milieu homogeneise
La loi de comportemenestobtenueen résohantle problemesur unecellule élémentaire
décritdansla section2.2.4.Nousrappelonsci I’ équation(2.64): Vv" € R3, ne Ng

1 1
S NP+ S (MCO/\l—DeD)-AvD— S (MCO/\I—PeP)-AvP:O, (4.13)
bE@R CGCR CECR

avecAvP = vER(D) _yOr(b) AP — AVPR(E) et AVP = AVPR(O),

D’aprésles Tableauxl et 2, on remarqueque Av® = AvP = AVP = v2 — v1. Par suite, la
formulationfaible (4.13)del’ équilibreserameneal’ équation

1 1
S NP0 1 > M A (I—DeD—l—eP> =0. (4.14)
bGQ;R CECR
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Comptetenude la descriptionde la cellule élementairedu graprenedécrite dansles Ta-
bleauxl et 2, lesvecteursB™ définispar(2.21),ona

BIO_R21_Rll 20_R2l_RIl_ oR? B30 _ R2L_RIl_ oR° (4.15)

AL’ N2

On constatequelesvecteursR!! et R?! n'interviennentdansles vecteursB® queparU =
R?1 — Rl Nousavonsaussi

M0 — M4 — g/10(pl0)g20p 30
= M20(p?0) e30nel®, (4.16)
M30 — M6O — a730(p30)el0n g2,

<
S
I

<
g
I

La loi decomportemeninacroscopiguestobtenuesnrésohantle problemesuiant:
EtantdonrésG?, G2, trouver U tel que

eSO e20 elO eSO e20 elO
MO (W_IZ_O> +MZA (m—m> +M3A (IZ_O_ITM =0,

N0 =k (10~ L),

)3 NPO0 1 2
beBg

M = kg (Arccosp®©) — %’T)ePR(c)o A PROO (4.17)

1

b0
IbO:HBbOH7 ebO: B pCO_ePR(C)O_eDR(C)O

|bO T

I

BI=uU, B®¥=U-G! B¥=U-G2

Unefois détermire U, on calculelesvecteurdde contraintesst et S20 par(2.47) qui s’écrit
dansle casdu grapteneétudié

2 2
glo_ —N20e20+|7)(M10—M3O)/\e20, 20 _ —N3Oe3o+m(M20—Mlo)/\e30. (4.18)

Onpeutaussicalculerle tenseudecontraintesle Cauchyequialentpar(2.49)cequi s’écrit

o= :—é(SlO®G1+SZO®GZ), oll g= HGl/\GZH (419)
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4.2.2 Deéependancedela loi macroscopiquevis-a-visde L

Proposition4.1 La solutionU du probleme(4.17)pour la sollicitation G = LG = (LG, LG?)
estU = LU ou U estsolutiondu probleme

. ~ 30 20 . el0 30 ) 20 gl

P00 10 20 30 _
5 e o iion (8- £0) i (G- %) ein (% - 50) | <o
beB I | i | | |

R
b0 — iy (0 - 1),
M = %W(Arccoq p®) — %’T) PR(G)0 A PRIC)O (4.20)
— (P
~ Bbo
NbO:HBbOH7 ebo_ |~b07 pCO:ePR(C)O-eDR(C)O’

BIO_(0, BO-0 G, BY-0_ G

De plusla réponse(S'°, %) a la sollicitation G = (G*,G?) estégalea (LS',LS?) ou
(S10,820) estla reponsei la sollicitation G = (G1, G?), c’'esta-dire

. . 2 .
SlO NZOeZO |20<M 10 _ 30) A 920, SZO NSO + |30(M 20 M 10) A 830. (4.21)

Démonstration. Soit U la solutiondu probeme(4.20),0n poseU = LU, %0 = L0, NP0 =

LNPO, M0 — L2M . Onaalors

B=uU, B®¥=U-G' B=U-G?

b0 b0 PO B 0 A0 D00
=[BY, €' =15, P =€77-€

NP = (10 —L), MP= kp%(Arccos( p%0) — %n)ePR(C)O/\ ePr(©)0

et

)3 NP0 1 2
bE@K

e0 X el ¥ 0 elo
Mlo/\<|3o |2o)+M20/\<m—m)+|\/|30/\<|2—0—m)]:O.

Cequi montrequeU estsolutiondu probkeme(4.17)pourla sollicitation (G, G?).

LesvecteursontraintesSt0 et 320 peuvents’ecrire

<10 NZO O 10 30 0 <20 N30 30 2 20 10 30
S :—Te2 LlZO(M ~M3Ae, S =€+ M -MT)Ae. (4.22)
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Soitencore
SZO

SlO
L L

§0= §0= (4.23)

U
Corollaire4.1 La loi de comportementionnantles contraintesde Caudy o en fonctionde
G = (G1,G?) estinvariantepar le changement’échellesur G donré par G' = LG'.
Démonstration. D'apresla demonstratiomlela proposition(4. 1)Iesvecteurs:ontralnteis10 Szo)
et (S0, %) correspondarauxsollicitationsG = (G*,G?) etG = LG = (LG?,LG?) vérifient
S0=189%i=1,2.

Le tenseude contraintesy
. 1~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
=§(slo®el+52°®ez), §=||G*AG?|,

s'écritaussi 1
G = 6(810®G1+820®Gz)’ g=||G'AG?|,

cequi montrequeo = 0. O

4.2.3 Etat neutredela loi de comportementmacroscopique

L’ étatneutred’'uneloi decomportementle milieu continuélastiquea été défini dansla sec-
tion 1.1.3.C’est,dansle casd’'unerepiésentatiofagrangienneurviligne, lesvecteursay,, G,Z\l
donnantdescontraintesulles,soit St = 20 = 0.

Lemme 4.1 Les vecteus G} et GZ définis par G = LY, i = 1,2, ot les Y' sont définis
par(4.2)formentun étatneute dela loi decomportemenmacioscopique

Démonstration. En posantUy = L(@il-l— 3i2) on verifie facilementqueles longueurs et
IesanglesArccos(p&o) correspondantsontégauxa L et%". Par congquent)estensionset mo-
mentsNE° et M correspondantsontnulsainsiquelesvecteursontraintesS¥, i = 1,2. Cela
montreque G, et GZ formentun étatneutredela loi macroscopique. O

4.2.4 Configuration deréference

Il estpossibled’exprimerla loi decomportemeniacroscopiquendonnaniescontraintes
de Cauchyo enfonctiondu gradientF dela déformationdu milieu continuparrapporta une
configurationderéferenceSi la configurationde réferenceestdonréeen repesentatiorcurvi-
ligne parA — R%() etla configurationetudieeparA — RO(\), nousavonsdonc

o0R® 9RO
) =F N i=12. (4.24)

En prenantune configurationde référencecorrespondantocalementa un état neutredu
milieu, la loi de comportemenvis-a-vis de la configurationde réféerenceau point consiceré
s’obtientenrésohantle probme(4.17)pourla sollicitationG' = FGl, i = 1, 2.
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4.2.5 Energiede déformation

Maintenannhousallonsexprimerexplicitement’ énegie dedéformatior’V dumilieu continu
eguialent. Nous avons demonté dansle chapitre2 que la loi de comportementdu milieu
continuéquivalentesthypeglastique et nousavonsobtenul’expressiordeW a l'aide despri-
mitivesde AL°(1) et M (p) parrapportal eta p respectiementyoir section2.3.1.

D'aprésl’ équation(2.75),I’ énegie de deformationmacroscopiqusV(G*, G?) estdonrée
par
W= WO+ $ Wy(p®), (4.25)

be By ceCy

ou 1?0 et p®® dependentle (G, G?) parlintermédiairede U solutiondu probkme(4.17).

LesfonctionsW etW, sontdesprimitivesparrapportal et p de A’™(1) et MP(p), (4.10)
et(4.11),soit:
ki

W)= 50172 W(p) = 2 (arccostp) - )2

Soit 8% = Arccog p®), I'expressionde la fonction énegie de déformationW estdonc
donréepar
w=y Sz y

beBg 2 ceCy

kp
2

2n

c0
(07 -3

)2, (4.26)

L’énegie de déformationW estunefonction de G et G2, |a proposition4.1 nouspermet
d’énoncer.

Proposition4.2 OnaW(LG?, LG?) = LAW(GL, G2), ol

ML G2y — Ki (700 2 Kp /qc0
W(G ,G)_bz S(P=1)2+ 5 5%
€Bg ceCy

2n

2
3 ) (4.27)

ot [P et 6 dépendentle (G, G2) par l'intermédiaire de U solutiondu probleme(4.20) pour
la sollicitation (G, G?).

Démonstration. D’apresla définitionde ™ duprobeme(4.20)onal® = Li*, onobtientdonc
(4.27)enmettantL? enfacteur O

4.2.6 Calcul numeérique

Pourdéterminerla loi de comportementiu milieu continu équivalentau graptene décrit
dansla section4.1.1,il fautdéterminerles valeursdeeg, L kj, kp correspondana cettestruc-
ture. Pour cela, nous commenons par faire coincider les positionsdes atomesde carbone
du graplenedansla configurationneutreavec cellesdesnceudsdu treillis donreespar les
déweloppementasymptotiques partir dela configurationneutredu milieu continuéquialent.
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PourL indépendantle A = (A1,A?), I étatneutre(G3, Gg,) défini dansla section4.2.3ui
aussiindépendantle A etil estfacilede vérifier qu’'uneconfiguratiomneutredu milieu continu,

c’est-a-dire une configurationcorrespondané un chagementnul, est donrée par Rﬁ A) =
0 .

MG +A2GZ, nousavonseneffet, aa—F;,M =G|, i=12.

Les positionsdesnceuddle la structureparanétrée par€ (€ assezetit) sontdoncdonrees
par(voir (2.19))

R (A) = ev'GL +eRM, (4.28)

ol RZ — Rit = Uy = L(Rit + 1i2).

Nousvoyonsqu'il estpossiblede faire coincidera l'ordre 1 cespositionsavec cellesdes
atomesdegraplenedonréesdansla sectiond.1.1enprenaniRit = O etel = r = 0,14 nm.

En comparanteslois decomportemenéne, (4.8)et(4.9)dela sectiord.1.4aveccellesdu
graprenedonreesdansla section4.1.2nousvoyonsqu’il fautprendre

8,76x 1019

— 1 —
k =652N.m~ et kp= )

N.m

I

_kp 8,76x1071° .
SOt 5 = ——5—— =44 7N.m %,

Pour étudierla loi de comportementu milieu continu équialentau graptene,nousap-
pliguonsun gradientde déformationF a la configurationneutredu graplenequi estchoisie
commeconfigurationde réference Le tenseurde contraintescorrespondangéstobtenupar la
résolutiondu probme(4.17)pourla sollicitation G = (FG, FGﬁ,) et parlesrelations(4.19).

L’ étatneutreGy = (G}, G3) estégalaL(Y?!,Y?) doncG = L(FY! FY?).

D’apresla propositiord.1etle corollaire4.1onobtientla loi decomportemenénrésohant
le probleme(4.20)avecenparticulier

~ ~ k Tt
b0 _ (b0 _ c0_ P cOy Pr(c)0 r(c)0
N kK(I™-1) et M 2 e (pco)z(Arccos(p ) 3 e A €PRE0,

La fonction W (G2, G?) de la section4.2.5 estune densié d’énegie par rapportaux va-
riablesAl, A2. Commelaloi decomportemengéstdonreecommefonctiondeF, il estpréférable
d’utiliser commeénepgie de deformationla densié d’énegie par rapporta la configurationde
réeferencecommefonctiondeF.

Soit\W la densié d’énegie parrapporta la configurationde réference SoitdSI’ elementde
surfacedansla configurationde réferencedéfinie par

ROI(ALAZ) = ALY+ A2LY2,
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Nousavonsdonc
ORY ORX | 12 210l w2 dn2  SV3LZ g,
dS_H—a)\1 /\—a)\zud)\ dA® =L4|Y-AY?||dA"dA =5 dA-dA“.
Nousavonsparcongquent
A 2
W = W.
3v/3L2

Nousavonsvu quela relationentreF et G est

G =L(FYLFY?),

d’ou )
W(F) = W(LFYL LFY?),
(F) = 352 )
cequis’écritd’apresla proposition4.2 dela section4.2.5
R 2 .
W(F) = ——W(FYL FY?).
(F) = 52 )

Supposonsgjuele tenseude déformationF estdonre par

F_ Fi1 Fo2

1 o2
Les essaisnumériquesque nous avons meres correspondena destractionsuniaxialesdans
la directiondu vecteuri?, c’esta-dire enfaisantvarier le coeficient F»» du tenseurF tout en
maintenantnvariantle coeficient F11 et enconsicerantdescisaillementquls, Fi2 = F»1 = 0.

Surla Figure4.3 nousavonstrac la densié d’énegie W ainsiqueles contraintesde Cauchy
011, 012 ety enfonctionde R, pourdifférentes/aleursde F1 1.

4.3 Modéelisation en petits deplacements

Danscettesectionlestermegortant’indice 0 corresponderila configuratiorderéference.
De plus,si v estunvecteurdu plan (i1,i?), on définit sonvecteurtrans\ersedansle mémeplan
parvt =i3Av, ol (i%,i2,i3) estunebaseorthonornéedirecte.

A la configurationde référence le treillis est exactementpériodique,par congquent,le
vecteurunitaired’une barreb = (b,v) ne dépendpasdu numérov de la cellule contenanta
barreni du petit paranetre € ; il dépenduniquementdu numéro b de la barredansune cel-
lule de réference Nous avonsdonc €& = €5 et'on a pourb =1,2,3 : e = 3(/3i1 +i?),
& = 1(—V3it +i?), ete} = —i2. De plus, la configurationde référenceestplaneet suppoge
setrouvantdansle plan (i,i?), par suiteles vecteursunitairesqui sonttrans\ersesaux barres
dansle plandutreillis sont: e}* = 3(—i1+v/3i2), &' = (i1 — /3i?), etedt =il.
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Tenseur de contraintes de Cauchy en grandes déformations
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FIG. 4.3— A gaucheles contraintesen fonction du coeficient F», du tenseurde déformation,
adroitela densié d’énegie enfonctionde F»». EnhautFy1 = 1, aucentreF;; = 1.2 etenbas
Fi1=1.4.
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Soitut(fi) le champdedéplacementiesnceudsiela structurest U = ué(E(b)) —ut(O(b)).

Pourles mémesraisonsque dansle cadredesgrandesdéformationsnousconsickeronsles
deuxlois decomportemensuivantes

Ma(”: — Maé(pa(”:) eEP(C) A esD((”:). (4.30)

Nousnousplagnsdansle cadredespetitsdéplacements;’est-a-dire que noussupposons
gueles forcesexerceessur la structuressontpetiteset qu’ellesentranentpar congquentdes
déplacementpetits.Lathéoriedespetitsdeplacementsonsisteadévelopperal’ordre 1 parrap-
port aux deplacementtes équationgd’équilibrede la structure La linéarisationrdeséquations
d’équilibre par rapportaux déplacementsiousramenea écrire les équationsd’équilibre sur
la configurationde réferencemaisavec commelois de comportementes partieslinéairesdes
déweloppementparrapportauxdéeplacementdeslois decomportemendonreesparleséquations
(4.29)-(4.30).

4.3.1 Linéarisation par rapport aux deplacements

Notation : La partielinéaireparrapportaux déplacementsd’une quantié scalaire(ou vec-
torielle) 4 seranoteepar L(A4) etonécrit L(A) = 4y + 84 ou 4y désignela valeurde 4 dans
la configurationderéféerence.

Noussavonsquepourchaquebarreb, le vecteurBe estdonre par

~

B = R¢(E(b)) — RE(O(b)),

ou R#(i) désignela positiondu nceudi dansla configurationactuelle Soit BgB = R&(E(D)) -

RR(O(b)). o
B = Bf + U

On constatequele vecteurBeP estlin eaireparrapportauxdéplacementstl’'on a
£(B%P) = BB+ 5B, (4.31)

avecdBEP = UL, Or |0 = ||BEb|| etefd = B“:b/lsb onendéduitparun simplecalcul qued| = =
eB-U8b~et6e£b_ L[Ueb — (- UeP)el] = 1 (&) A UEP) A 6. Par suite,les partieslinéairesde =2
etdee® sont

L(|€5 =r+6 U, (4.32)
e8+ (BAUD) A el (4.33)
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Quanta la tensionnormaleNEP, sapartielinéaireparrapportauxdéplacements’écrit:

L(ND) = L(NP(®)) = AC(r) +3AC(r)

= A+ dgfb(r)& b @39

De plusona 9\[55( r) = 0. Si on désignepar =; dN =k, la partielinéairede la tension
normaleNEP devient

L(NP) = kéel - UEP, (4.35)

D’une fagon similaire, la linéarisatiordu moment ¢ p¢) donne

€€/ ~EC €€/ AC dMse C eC
LME(P)) = M (po) + == (Po)OP™, (4.36)
ou
6p€5 _ 5(e,ep(e) _esD(é)) _ 6eﬁP(é)_egR(C) JreoF’re(c) . 5D (©)
_1 [eopR(c) AUEP(O) _ RO er(e)} . [eOPR(c) A egmc)}

r,
_ sin(8g) [eOPR(C) AUEPO _ egR(C) AUL@] i3 (4.37)

_ Singeg) [eOPR(C)L . UEP(© _ PROL UsD(C)].
Le termebg désigne’angle quefait eOPR(C) etegR(c). Or M¢(pg) = 0, alorsla partielinéairedu
momentM ¢ s’écritsousla forme

. i C eC
LM = smEBO) dgf)

Onvaconsicrerdanscettemocklisationla loi decomportemendumomentgu’onautilisée
dansla mocklisationengrandesiéformationsetinspireedestravauxd’Allinger etal. [1] :

(pS) [eOPR(C)L . UEP© _ e([))R(C)L ‘ UgD(e)] eoPR(c) A egR(c). (4.38)

& 1 21
€(p) = k§——— (A .
M*=(p) = ki — p2( rccoq p) 3)
Dansce caspatrticulier la partielinéairedu momentpar rapportaux déplacementgstdonree

par:
€
ko
r

L(M 86) — [eo ( ) USD eOPR USP((N'J)i| i3. (439)

4.3.2 Equationsd’équilibre

Commenousl’avons cité precedemment]a linéarisationdeséquationsd’équilibre (2.3)
et (2.4) revient a les écrire sur la configurationde référence.Par con€quent,les équations
d’équilibrelinéarigess’écrivent

Ve, Y LT)- ¥ LT)+L(M=0 (4.40)
beO-1(f) beE-1(f)
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et
vbeB, S LMMOH— T LMO+regAL(T") =0, (4.41)
ceP-1(b) ¢eD1(b)
L’ étapesuivanteconsisteadéveloppelestermegjui apparaissertandeséquationsl’équilibre
linéarigesensériesdec.

4.3.3 Déweloppementsnseriedec

Nous supposongju’apresdéformation,le treillis restequasiggriodique.Ceciva nousper
mettrede supposerjuele développementiu champde déplacementsi® s’écrit de la maniére
suivante:

U (A) = u(\®) +-eu™ (A®) + - - (4.42)

or, U = u¢(E(b)) — u? (O(b)). En ajoutantdeshypottesesderégularié surle champu?,
on endéduitle developpemenensériedes duchampUeP :

. 0
UEb — £Ub1+ J— £[UER(b)1 _ UOR(b)1+ %Sb] + cee (443)
|
D’autre part,on supposejuela rigidité destensionsnormalesk® estd’ordre0 ene etcelle
desmoment§<§, estd’ordre2. Onreprendesnotationautiliseesdanda mocelisationengrandes
déformations

K=k, K= £%Kp. (4.44)
Par congquentja tensionnormaleestd’ordre 1 ene etle momentestd’ordre 2, etl’on a:
LINP) = NP4 ... (M) = e2M03 4 ... | (4.45)
avec,
k
NbO: k|€8 Ubl, MCO: fp(egR(C)J_' UDR(C)l—eopR(C)J_'UPR(C)]'). (4.46)

D’apres les equationsd’équilibre linéariges,on trouve que les tensionstrans\ersessont de
mémeordreene quelestensionsormalesij.e. ellessontd’ordrel :

L(TEB) =eTP+..., avec TO=TXe". (4.47)

Nousrappelongjue T, b € By, sontdesinconnuesiu probkme.Soit TP = N0e + T et
MO = M3,

Quantaux efforts extérieurs,nousles choisissonslansce casaussiaveclesmémesaisons
guedansle casdesgrandesiéformationsd’ordre2 ene

&/ = g8/ (\%). (4.48)
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SoitU = u?! — ul, Enrésungé,ona:

11 _ 21 _ _aUO 31_ _aUO
Ut=U, UP=U-=7, U%=U-=5 (4.49)
10 _ 20 auP 30 .3 ou®
NO—kef-U, NP=ke[U- 5], NO=ke-[u-T5], (450
MlO:M40:&_(egL_e(Z)L)_U_ng_.a_lﬂ_i_e%L_a_Lp]
L1 6)\% ALl
Mzo_Mso_% (e%L_egL)_U_}_egL.%]’ (4.51)
kp [ ou®
30 p60 _ Kplr2l 11y gy 2L 99U
e (Gl D RUET i

4.3.4 Autoéquilibre et résolutionanalytique

En suivantle processusl’homogeréisationdécrit dansle chapitre2, on obtientle syseme
d’autcequilibreécrit surunecellulederéference

wWhneag, S THO. (vORD) _\Er()y = 0 (4.52)

beQ%R
vwhbeBg, 5 MO (WERO_wPRE) L1 5 (GATV) W = 0. (4.53)
ceECy beBy
L’équation(4.52)s’écrit :
vwivieR3, T vE-vZ] 4720 [vE-v?] + T30 v -v?] =0, (4.54)
cequi estéquialenta
TO+T24+7%=0. (4.55)

D’autrepart,I’ équation(4.53)s’écrit:
vwi w2 w3 e RS, M0 [Wz —w3] M. [w3 _Wl] YEY [Wl _Wz]
+ M40 (w2 —w3] + M0 [w3 —wl] + M0 [wl—w?] (4.56)

+ L'I't10i3 . W1+ Lthoi3 . W2 + |_Tt30i3 -W3 — O,
cequi conduitauxtrois équationscalairesuiantes

—MZ 4 MO MO MO LT = o, (4.57)
~MP4MO-MO L ML LT = o, (4.58)
~MI0 L MO MO MO0 LT3 = 0. (4.59)
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On obtientl’ équationfinale en éliminantlestensiongrans\ersede I’ équation(4.55) eten
utilisantlesrelations(4.57)-(4.58)-(4.59)

N0} + N2%e3 4 N30g3-+

+§[(MZO_MSO)G%L+(M30_MlO)%L_i_(Mlo_MZO)egj_] —o. (4.60)

Enutilisantlesexpressionslonréesdansleséquationg4.50)et(4.51),0n obtientuneéquation

0
linéaireenU. Cecinousconduitdirectemengl’'expressiorde U enfonctlonde Y ° et g;‘z ;

22

Y= 32+ eky)

6k 6k ou®
(kbod- Fog oe) 20 (Me8®e8+L—;e8L®e8L)W].
(4.61)
En reportantl’expressionde U dansles équationg4.50) et (4.51), nousobtenondes ex-
pressionslestensionsiormalestdesmomentsPar congquentnousdéeterminongesvecteurs

de contraintesdéfinis dansla descriptionlagrangiennesn utilisant I’ équationsuivantequi est
I’ équivalentenpetitsdéplacementdel’ équation(2.47): pouri = 1,2,

0= 3 NS+ 3 MON[ [0 - fHOFO]. (a6
beBg ceECy

Apressimplification,les expressionsie S'° et S?° sont
2 2
§0=-NPg+ - (MP-MP)nef, = -NVg+-(M*-M")re.  (4.63)

Le tenseurde contraintesde Cauchypeutétre obtenupar le changementle variablesx =
RY(A) etl'on a:
1., ORS 1 ORY RS
S0 R = (51°® R4+ R) (4.64)

°=3> ©an N N2

ou g estle jacobiende cechangemendle variables.

D’ autre part,del’ équation(4.1)onaRJ(A) = ALLY1 4+ A2LY?2 parsuiteon obtientlesvec-

—LYlet ‘;F;; —LY2.
aud
oL’ 6)\2

0 0 . ’ . . . .
(g%, g%) et parsuiteentermesdu tenseurde déformationlinéari défini par: & = 5 % +

0j\ . . N . s . .
‘3;7), i,j=1,2,00u® = (u,u%). Cecinouspermetd’exprimer le tenseurde contraintesde

Cauchyentermesdu tenseude déformationlinéari.

De plus, ce mémechangemende variablesdonnel’expressionde (51 ) entermesde

Finalementapesun long calcul,on obtientl’'expressiorhabituelleen élasticie linéairedu
tenseurde contraintesie Cauchy:.

Oij = A(Ew1+€22)8i) + 2kEij, i=1,2, (4.65)
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ou A etjisontlescoeficientsde Lamé du milieu élastiquebidimensionnetjui sontdonréspar
lesformulesanalytiquesuivantes

5 _ Lhv/3(kL? —6kp) g:M (4.66)
6 kL%2+6kp kL2 4 6kp’ '
Soitaussi ’ ’
~ 1 k(k—673) ki
}‘:2\/§ o fl=2V3 o (4.67)
k|+6p kl+6p

Cesexpressionpermettentecalculerles modules’equi/alentsi etfipourle grapteneal’aide
desvaleursnumériquesdek et% rappeéesdansla sectiord.2.6.

Eninversant’ équation(4.65)en

1+v v .
&ij = —=0ij = E(011+ 022)6ij, 1,j=1,2, (4.68)

on déduitlesmodulesd’YoungE et coeficient de Poissori bidimensionnels

AR + )

E= o — \7:~A~ (4.69)
A 201 A 201
cequi, enfonctionde (4.67),donne
. 8V3KE . k—62
Ezikp, V= (4.70)
ki + 1875 k + 185

Module d'Y ounget coefficientde Poissontridimensionnels  Plusieursarticlesdelalitt érature
fontmentiondemoduled’Youngetcoeficientde Poissorridimensionnelglesmodulesd’Young
sontenfait mesuésen Pa) pourles graplenesBien quece ne soit pasexplicite, il sembleque
la déterminationde cescoeficients soit bage suruneanalogieavec les coeficientsde mem-
braned’unestructurdinéairementlastiquemince.ll fautnoterquele passagelescoeficients
d’élasticie a ceuxde la membranenécessitale connatre I épaisseude la structuremince et
guecetteépaisseusembledifficile adéfinir d’un pointdevuephysiqueg’estpeutétrela raison
dela disparie desépaisseurpropofesdansla litt ératureyoir Tableau3.

Rappelonsprievement,la déeterminationdes coeficients de membraneequivalentsd’une
structureminced’épaisseuh.

SoientA et lescoeficientsde Lamé d’un milieu élastiqueridimensionnelpna

0ij = AN(€11+ €22+ €33) &ij + 2€ij, 1,]=1,2,3. (4.71)



CHAPITRE4. APPLICATION AUX NANOTUBESDE CARBONE 170

L’hypothesepour passerau modele de membranaevient a supposequel’ étatde contraintes
estplan,c’esta-direqueoc;3 = 023 = 033 = 0 enparticuliercelaentrane:

A(€11+€22) + (A +2)ez3=0

et
A
B11+ €2 €33 = (B11+822) (1= 55 ) = 5~ (Bna -€20).
Onendéduitalors
2\
Oup = )\+2u(811+€22)5a;3+2u€a[3, a,p=12 (4.72)

Par intégrationsur |’ épaisseunousen déduisonsnsupposang,g, o, = 1,2, constantsians
I’ épaisseur

2
les hoyg sontles contraintesmembranalresCette approcherapidea été justifiee depuisles
anrees80 pardestechniquesle convergence.

ho-aB

Sionassimilela feuille degrapfenea unemembranemince,onadoncencomparant4.73)
a(4.65)
> 2\ ho 0

M B
drou 3A+2 A
. +2u, .
E: h V: .
A RTRL 200+ 1)

SoientE etv le moduled’Younget le coeficient de Poissontridimensionnelsnousavons
par définition de cescoeficients:

&ij = 1:5_\} - é(011+022+033)6.,, i,j=1,2,3, (4.74)
d'ou
3A+2u A
ST AR 200+
Cequi montreque i
E=E/h, v=v. (4.75)

4.3.5 Application numérique

Danscettepartienousutilisonsles mémesdonrees,duesa Allinger etal. [1], quedansle
casdesgrandesdéformationsNous avonsvu dansla section4.2.6 qu’il corvient de prendre
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kp _

=447 N.m~1 pourl'applicationde’homogéréisationaugraplene.

k = 652N.m ! et
En utilisantlesformules(4.70)nousobtenonspourE etV
E=278N.m™%, ¥=0,26. (4.76)

Dansnotreétudenousavonsmodelisé |la feuille de graphiteparun milieu continubidimen-
sionnelplan.Doncnousn’avonspasintroduituneépaisseuAfin decomparenosrésultatsavec
ceuxqui existentdansla litt érature nousavonscalcuk le rapportdu moduled’Youngqu’on a
trouvé surl’ épaisseuen utilisantlesvaleursdel’ épaisseupropogespar certainetudesno-
tamentles étudesde Yakobsonet al. [101], Lu [59], Zhou et al.[109], et Tu et Ou-Yang[96].
Nousrésumonglansle tableausuivantleursrésultats.

Tableau3

EenTPa| v | hennm
Yakobsonetal.[10]] 55 0,19| 0,066

Lu [59] 0,97 |0,28| 0,34
Zhouetal.[109] 5 0,24| 0,07
Tu etOu-Yang[96] 4,7 0,34| 0,074

Quelquesésultatssurle moduled’Young,le coeficient
dePoissoret!’ épaisseud’un nanotubede carbone.

Lesvaleursdu moduled’YoungtridimensionneE quenousavonstrouvéesa partirdenotre
valeurde E sontprésenéesdansle tableausuivant:

Tableauwd

hennm | 0,066| 0,074| 0,34
EenTPa| 4,2 4 0,82

Lesrésultatedu rapportdu moduled’Young
surl’ épaisseud’un nanotubalecarbone.

Par exemplepouruneépaisseude 0,34 nm nousavonstrouveé un moduled’Youngde 0,82
TPa alorsque Lu [59] a trouvé la valeur0,97 TPa. Et pour une épaisseude 0,066 nm nous
avonstrouve unmoduled’Youngde4,2 TPaalorsqueYakobsonetal.[101]onttrouve la valeur
55TPa.

Enrésung, lesvaleursdu moduled’Younget du coeficient de Poissorobtenuegpar notre
méthoded’homogergisationsontcohérentesveccellesobtenuepard’autreaméthodesxpérimentales,
Lu [59], outhéoriques)yakobsonetal.[10]], Zhouetal.[109, Tu et Ou-Yang[96].
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4.4 Comparaisondesmodelesenpetiteset engrandesdéformations

Afin de compareres résultatsobtenusen petiteset en grandesdéformationsnousavons
repeseng les courbesde contraintesdesdeux modelessur une mémefigure en fonction du
tenseurde déformationde GreenE;jj qui estéquivalentau tenseurde déformationlinéaris
&j. On remarquegue pour des petitesdéformationsles courbesdes contraintesen grandes
déformationsetles contraintesiu mocdelelinéairesontconfonduesyoir Figure4.4 a gauche.

Comparaison des tenseurs de contraintes de Cauchy 2éme tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff
T T T T T T T T 120 T T T T T

160
&
Mo B 1} .8
B o, - o
o _z ?zlméa\re 7;9 ] 50 -
- 11 F th -
100} |- O linaire B 494 1 - <> ptﬂ
o, lindaire = T -0 Pky
a0t - & ] B0 | Pk,
b . g y=4
B0 4 .
/E{ 4 = o )
= . =T

3 - o

40 P e)"’é""{ ol )2 e
A g . L
. i ISP Ja .-
aF = foit & o -3 e_,o
T L
D_/Q—‘? ° - M= 7 e T e T o — % — T — ¥
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FIG. 4.4— A gauchees courbesdescontraintesobtenuegar les deuxmodeles.A droite les
composantedu secondenseuide contraintesle Piola-Kirchhof.

De plusnousavonscalcuk le secondenseudecontraintesle Piola-Kirchhof, pourvérifier
sile mockle engrandesiéformationscorrespondi un milieu de Saint-\enantKirchoff ou non,
c’est-a-dire si le secondtenseurde contraintesde Piola-Kirchhof estlinéaire par rapportau
tenseurde deformationde GreenE. Le résultatmontrequeles composantedu secondenseur
de contraintesle Piola-Kirchhof ne sontpaslinéairesenfonctiondescomposantede E, voir
Figure4.4adroite.



Conclusion

Une nouwelle approched’homogeréisationa été présenée. Cette méthodeconistea rem-
placerun mocklediscretdetreillis quasigriodiquede barresparun mocdele de milieu continu.
Au niveaumicroscopiqueg’est-a-direal’echelled’unebarre deuxcomportementmécaniques
doiventétre définis: la tensionnormaled’une barreet le momententredeuxbarresayantun
nceudcommun.La loi de comportemenimacroscopiquest obtenuepar la résolutionpar la
méthodede Newton d’'un sysemed’auto-€quilibre faisantintervenir les barreset couplesde
barresd’'une périodeélementairedu treillis. L'avantagede cetteméthodeestsasimplicité dans
la miseenceuvreet sonimplémentation.

A partir de donreesmécaniquesxpérimentalesgnicroscopique®btenuessur descardio-
myogytesisolés,nousavonsobtenuuneloi de comportemenmacroscopigua été construite.
Cesdonreesnous permettentde définir la tensionnormale,alors qu'’il n’exsite pasdansla
litt eraturede donréessur les momentsqui existentau niveaudesanastomosepour lesquels
nous avons choisi une expressionfonction de la variation angulaireentreles directionsdes
deuxcardiomyogtes.Nousavonsremarq@ qu’'il y aunelégerela difféerenceentrelesdonrées
mécaniques I’ état passifet cellesa I’ étatactif, nousavons utilisé la mémeexpressionpour
la tensionnormaledansles deux étatspassifet actif descardiomyogtes.Afin de trouver une
expressionrdesmomentsmocelisantau mieuxle comportementlescardiomyogtesau niveau
desanastomosesiousavonsfait desétudespour desvaleursdifféerentesle la rigidité desmo-
ments.En comparantnos résultatsaux donréesexpérimentalesmacroscopiquesjous nous
sommesaperas que la rigidité desmomentsjouentle role d'un parangtre modcelisantl’ac-
tivationélectriquedu coeur

Pourune autreapplicationde la techniqued’homogereisationaux nanotubegle carbone,
nousavonsobtenudeuxmodelesen grandeset en petitesdéformations Dansl’hypothesedes
petitsdéplacementsjousavonsobtenua solutionanalytiquedu sysemed’auto-equilibreetles
formulesexplicites du moduled’Younget du coeficient de PoissonLesrésultatsnumériques
guenousavonsobtenuesonttresprocheslesrésultatexpérimentawetdesrésultatghéoriques
propog€sdansla litt érature.
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Conclusiongenerale

En se basantsur des méthodesnumeériquespour la résolutiondes sysemesd’équations
différentiellesnousavons déwveloppe desalgorithmespermettante suivre point par point les
trajectoiregdesfibresmyocardiques partir de donréesanatomiquesbtenuegarla technique
de microscopieenlumierepolariedéweloppeeparJouket al. [47], ainsiquedesalgorithmes
dereconstructiorde surfaces La forme géoneétriquede réwolution du ventriculegauchenousa
permisd'utiliser I'invariancede la constantele Clairautle long desgéodesiquesdessurfaces
deréwlution pourvérifier la conjecturede Streeteisur ce ventriculetout entier Desdifficultées
ontéterencontéeslors dela vérificationde cetteconjecturesurle ventriculedroit acausede sa
forme géonetriquecompliqueeet du manquede précisiondesdonreesanatomiques.

D’un point de vue mécaniquenousproposongd’utiliser une nouwelle approche une ap-
prochemicro-macro,pour déterminerune nouwelle loi de comportementnacroscopiquelu
myocardegarhomogeréisationL’arrangementiescardiomyogtesestmocklisé parunsyseme
quasigeriodiqug(treillis) debarreslastiguesCetteméthodeestbagesurla descriptiorgéonetrique
microscopiquede I'arrangementes cardiomyogtes et de leur comportementnécaniquen-
dividuel et elle permetde remplacerun mocele discretde I’ équilibre du treillis qui pourrait
prendreen comptesépaémenttoutesles barrespar un mockle de milieu continu. C’est une
adaptationaux milieux discretsde la méthodedes développementasymptotiquesie I'ho-

mogenreisationdesmilieux périodiques.

De plus, nousavons appligLe la méthoded’homogereéisationaux nanotubesde carbone
en mocelisantle réseaude lisaisonsde carbonedansles feuilles de graphitepar un treillis
bidimensionnepériodiquede barrestlastiquedi éesentreellesparleursextrémitesatomiques.
Les interactionscarbone-carbonsont mockliseespar destensionsélastiqueset la variation
angulaireentredeux liaisons partageanta méme extrémite est mocelisee par desmoments.
Dansle casparticulierdespetitsdéplacementsiousavonsobtenules expressionsanalytiques
dumoduled’Younget du coeficientde Poisson.

175






Bibliographie

[1] Allinger N.L., YuhY.H., etLii J.H.(1989)- MolecularmechanicsThe MM3 force field
for hydrocarbonsjournal of AmericanChemicalSocietyvol. 111,pp.8551-8566.

[2] Arts T., RenemarR.S., et VeenstraP.C. (1979)- A model of the mechanicf the left
ventricle,Ann.Biomed.Engng vol. 7, pp.299-318.

[3] Bakhwalov N.S.,et Panasen& G.P (1984)- Homogenizatiorprocessef periodicmedia,
Proc. of the 8-th USSRConfeenceon NumericalMethodsin the Elasticity and Plasticity
Problems Novosibirsk,pp.27-31.

[4] BangertV. (1980)- Closedgeodesic®n completesurfaces Math Ann, vol. 251,pp. 83-96.

[5] Bensoussa®\., Lions J.L., et PapanicolaouG. (1978)- AsymptoticAnalysisfor Periodic
Structues North-Holland,Amsterdam.

[6] Berger M. et GostiauxB. (1992)- Géonetrie differentielle: variétes,courbeset surfaces
2emeeéeditioncorrigée,Pressed)niversitairesde France.

[7] Besteld. (2000)- Modele differentil de la contraction musculaie contrdleee Application
au sysemecardio-vasculaie, Thesedel’'Universi€ ParisIX Dauphine.

[8] Besteld.,ClementF,, et SorineM. (2001)- A biomechanicamodelof musclecontraction,
MedicalImage Computingand ComputerAssistedntervention Utrecht.

[9] BogenD.K. (1987)- Strainenepgy descriptionsof biologicalswellingl : Singlefluid com-
partmentamodels ASMEJ. Biomed. Eng, vol. 109, pp. 252-256.

[10] BradyA.J.(1984)- Passve stiffnessof rat cardiacmyogytess,J. Biomed. Eng, vol. 106,
pp.25-30.

[11] BradyA.J.(1991)- Mechanicapropertief isolatedcardiacmyocutesPhysiol.Rev., vol.
71,pp.413-428.

[12] Braemerd.M. (1976)- Géonetrie descourbesetdessurfacesHermann Paris.

[13] BrennerD.W. (1990)- Empirical potentialfor hydrocarbongor usein simulatinthe che-
mical vapordepositionof diamondfilms, PhysicalReview B, vol. 42, pp.9458-9471.

[14] BrezziF. etFortin M. (1991)- MixedandHybrid Finite ElementMethods SpringerSeries
in ComputationaMathematicsl5, SpringefVerlag,New-York.

[15] BrianeM. (1993)- Threemodelsof non periodicfibrousmaterialsobtainedoy homoge-
nization,MathematicaModellingand NumericalAnalysis vol. 27, pp. 759-775.

177



BIBLIOGRAPHIE 178

[16] CaiH. (1998)- Loi decomportemengéngrandesdéformationsdu musclea fibresactives.
Applicationa la mécaniquedu cceurhumainet & sa croissance Thesede I'Uni versié de
Savoie, France.

[17] CalillerieD. (2002)- Modelingby homogenizatiomf the saturateghorousmediumconso-
lidationunderargedeformationsin Poromedanicsll, Secondiot Confeenceonporome-
chanics EdsAuriaultJ.-L.,Bloch J.F, BoutinC., GeindrealC., Gustae S.,Lewandavska
J.,RoyerP, Grenoblepp.141-144.

[18] Calillerie D., et CambouB. (2001)- Les techniquesde changement’échellesdansles
milieux granulairesin Micromécaniquedesmilieuxgranulaires HermesSciencesParis.

[19] CartanH. (1977)- Cours de calcul differentiel nouwelle édition refondueet corrigée,
HermannParis.

[20] ChadwickR.S.(1982)- Mechanicf theleft ventricle,Biophys.J, vol. 112,pp.333-339.

[21] ChapelleD., ClementF., GénotF., Le Tallec P, SorineM., et UrquizaJ. M. (2001) -
A Physiologically-Basedviodel for the Active CardiacMuscle Contraction,Functional
Imaging and Modelingof the Heart, Katila, Magnin, Clarysse Montagnat,NenonenEds,
LNCS 2230,pp.128-133,Springer

[22] CiarletPG. (1987)- MathematicalElasticity Volume1l : Three-DimensionaElasticity,
North-Holland,Amsterdam.

[23] CioranesclD., et SaintJeanPaulin J.(1999)- Homayenizationof ReticulatedStructues
Applied MathematicalScienced 36, Springe+Verlag,New York.

[24] CornwellC.E, etWille L.T. (1997)- Elastipropertiesof single-walled carbonnanotubes
in compressionSolid StateCommunicationsvol. 101, pp. 555-558.

[25] CrouzeixM. et Mignot A.L. (1986) - Analysenunerique deséquationsdifferentielles
MassonParis.

[26] Demailly J.P (1996)- Analysenunérique et équationsdifferentielles nouwelle édition,
Presse$Jniversitairesde Grenoble.

[27] DenisC. (2002)- Physiolagie du cceurcoursal’'Uni versi€ JeanrMonnetde Saint-Etienne,
Faculé demédecinelacqued.isfranc.

[28] Dieudonre J.(1968)- Calculinfinitesimal Hermann Paris.
[29] Do CarmoM.P. (1976)- Differential geometryof curvesandsurfacesPrentice-Halinc.

[30] Farin G. (1988)- Curvesand surfacesfor computeraided geometricdesign Academic
Pressl.ondon,1stedition.

[31] FeneidH. (1943)- Dasgerfugedesherzmusklsbeisystoleunddiastole Morpholagisches
Jahrbuch, vol. 89, pp.371.

[32] FishD., Orensteinl. et Bloom S. - Passve stiffnessof isolatedcardiacandskeletalmyo-
cytesin thehamsterCirc. Res, vol. 54, pp.267-276.

[33] FungY.C. (1993)- Biomethanics: Medanical Propertiesof Living Tissuessecondedi-
tion, SpringerVerlag,New York.



179 BIBLIOGRAPHIE

[34] Geerts-Ossmort L., Bovendeerd®?H.M., PrinzenFW., Arts T., et Nicolay K. (2001)-
Myofiber Orientationin theNormalandinfarctedHeart,Assesseavith MR-DiffusionTen-
sorlmaging,Am.J. Physiol, vol. 283,H126-H138.

[35] Gould P, GhistaD., BrombolichL., et Mirsky I. (1972)- In-vivo stressesn the human
left ventricularwall : Analysis accountingfor the irregular 3-dimensionalgeometryand
comparisorwith idealisedgeometryanalyses). Biomed., vol. 5, pp.521-539.

[36] GovindjeeS.etSackmanl.L.(1999)- Ontheuseof continuummechanicgo estimatehe
propertienf nanotubesSolid StateCommunicationsvol. 110,pp. 227-230.

[37] GranzierH.L. etlrving T.C. (1995)- Passve tensionin cardiacmuscle: contribution of
collagen,titin, microtukules, and intermediatefilaments,Biophys.J., vol. 68, pp. 1027-
1044.

[38] GurtinM. (1981)- AnIntroductionto ContinuumMedanics AcademicPressSanDiego.

[39] Harik V.M., GatesT.S., et NemethM.P. (2002) - Applicability of the continuum-shell
theorieso the mechanic®f carbonnanotubesAlAA-2002-1429

[40] Hill, A. V. (1938)- The heatof shorteningandthe dynamicconstantof muscle,Proc R
SocB, vol. 126,pp. 136-195.

[41] Humphreg J.D.,StrumpfR.K., Yin F.C.R (1990)- Determinatiorof a constitutverelation
for passve myocardium: I. A new functionalform, ASME,J. Biome&. Engng vol. 112,
pp.333-339.

[42] Humphre J.D.,StrumpfR.K., Yin F.C.R (1990)- Determinatiorof a constitutverelation
for passve myocardiunt Il. Parameteestimation ASME J. Biomed. Engng vol. 112, pp.
340-346.

[43] HunterP.J. et Smaill B.H. (1988)- The analysisof cardiacfunction: A continuumap-
proach Prog. Biophys.Molec.Biol., vol. 52, pp.101-164.

[44] Huxley A. F., (1957)- Musclestructureandtheoriesof contractionProg in BiophysMol
Biol, vol. 7, pp. 255-318.

[45] ljima S.,(1991)- Helical microtubesof graphiticcarbon Nature, vol. 354,pp. 56-58.

[46] JoukPS.,UssonY., Michalowicz G., et ParazzaF. (1995)- Mappingof the orientation
of myocardialcells by meansof polarizedlight and confocalscanninglasermicroscoypy,
Microsc.Res.Tech., vol. 30, pp.480-490.

[47] JoukPS.,UssonY., Michalowicz G.,etGrossiL. (2000)- Three-dimensionalartography
of the patternof the myofibresin the secondrimesterfetal humanheart,Anat. Embryol,
vol. 202,pp.103-118.

[48] Katz A. (1992)- Physiolay of the heart secondedition, RavenPressNew York.
[49] Klingenbeg W. (1995)- RiemanniarGeometryWalterde Gruyter Berlin-New York.

[50] KrehlL. (1891)- BeitragezurkenntnisderfullungundentleerungiesherzensAbhMath-
PhysKl Saebis AkadWiss, vol. 17, pp.341-362.

[51] KrishnanA., DujardinE., Ebbeserk., YianilosPN., et Treayy M.M.J. (1998)- Young's
modulusof single-walled nanotubesiPhysicalReview B, vol. 58, pp. 14013-14019.



BIBLIOGRAPHIE 180

[52] Le Gricel.J. (1992)- A finite elementmodelof myocadial structure : Implicationsfor
electricalactivationin the heart Thésedel’'Uni versi€ d’Auckland,Nouwvelle Zealand.
[53] Le Gricel.J.,SmaillB.H., ChailL.Z., EdgarS.G.,Gavin J.B.etHunterP.J.(1995)- Lami-
narstructureof the heart: Ventricularmyocyte arrangemeréindconnecte tissuearchitec-

turein thedog,Am.J. Physiol, vol. 269(38),pp. H571-H582.

[54] Lelong-Ferrand.etArnaudisJ.M. (1975)- Cours de mattematiquesome3 : géonetrie
etcinématiqueDunod.

[55] Lenoslk T., GonzeX., Teter M., et ElserV. (1992) - Enegetics of negatiely curved
graphiticcarbonNature, vol. 355,pp. 333-335.

[56] Le TallecP. (1994)- Numericalmethoddor nonlinearthree-dimensionatlasticity Hand-
bookof NumericalAnalysis vol. 3, EdsCiarletP.G. andLions J.L.,vol. 3, p.465-622.

[57] Lin D.H.S.etYin F.C.R (1998)- A multiaxial constitutve law for mammaliarieft ventri-
cularmyocardiumin steady-statbariumcontractureor tetanusASME,J. Biomet. Engng
\erla, vol. 120,pp.504-517.

[58] Liu J.Z.,ZhengQ., etJiangQ. (2001)- Effectof arippling modeon resonancesf carbon
nanotubesPhysicalReview Letters, vol. 86, pp.4843-4846.

[59] Lu J.P (1997)- Elasticpropertiesof carbonnanotubesnd nanoropesPhysicalReview
Letters, vol. 79, pp. 1297-1300.

[60] McCullochA. (1986)- Deformationandstressin the passiveheart Thesedel’'Universié
d’Auckland,Nouwelle Zealand.

[61] MoreauG. et Caillerie D. (1998)- Continuummodelingof lattice structuresn large dis-
placementApplicationsto buckling analysis,Computes and Structues vol. 68, pp. 181-
189.

[62] Mulieri L.A., Hasenfus<s., IttlemanF., BlanchardE.M., et Alpert N.R. (1989) - Pro-
tection of humanleft ventricularmyocardiumfrom cutting injury with 2,3 butanedione
monoxime Circ. Res, vol. 65, pp. 1441-1444,

[63] NashM.P. etHunterPJ.(2000)- Computationamechanic®f theheart,J. Elasticity, vol.
61,pp.113-141.

[64] OddouC. etOhayonJ.(1998)- Mécaniquelela structurecardiaguedansBiomécanique
desfluideset destissus,Ed Jaffrin M.Y., Masson pp.247-292.

[65] OdegardG., GatesTI.S.,NicholsonL., etWiseC. (2001)- Equivalentcontinuummodeling
of nanostructuredaterialsNASATednical Reporf NASA TM-2001-210863.

[66] OgdenR.W. (1984)- NonlinearelasticdeformationsEllis Horwood,New York.

[67] OgdenR.W. (2000) - Nonlinear elasticity anisotroly, material stability and resudial
stresse softtissue,CISM Course: Biometanicsof SoftTissue Udine, Italy.

[68] OhayonJ. (1985)- Dynamiqued’une cavité cylindrique en magriau compositdibreux:
applicationa la mécaniquecardiaque Thesedel'Uni versi€ ParisVal de Marne.

[69] OhayonJ.etChadwickR.S.(1988)- Effectsof collagenmicrostructureonthe mechanics
of theleft ventricle,Biophys.J., vol. 54, pp.145-154.



181 BIBLIOGRAPHIE

[70] OhayonJ.,UssonY., JoukP.S.,et CaiH. (1998)- Fibre orientationin humanfetal heart
andventricularmechanics A smallperturbatioranalysis ComputMethodsBiomedanics
Biomedic.Eng, vol. 2, pp.83-105.

[71] Panasen& G.R (1983)- Homogenizatiorprocesse lattice structuresMath. Sh, vol.
122:2, pp.220-231.

[72] PeskinC.S.(1989)- Fiberarchitecturef theleft ventricularwall : An asymptotianalysis,
Comm . Pure Appl. Math., XLII, pp.79-113.

[73] Pham-TongV. (2001)- Déterminationgéonetriquede cheminsgéocesiquessur dessur-
facesde subdivision Thesedel'Uni versi€ Josephourier, Grenoble France.

[74] PradelF. (1998)- Homaéreéisationdesmilieux continuset discretspériodiquesorientes
Thesedel’Ecole NationaledesPontset Chausées.

[75] RobbJ.S.etRobbR.C.(1942)- Thenormalheart: anatomyandphysiologyof the struc-
turalunits,AmHeartJ, vol. 23, pp.455-467.

[76] RobinsonT.F, Factor M.F. et SonnenblickE.H. (1986)- The heartasa succionpump,
SientificAmerican pp.84-91.

[77] RobertsorD.H., BrennerD.W., etMintmire J.W. (1992)- Enegeticsof nanoscalgraphi-
tic tubules,PhysicalReview B, vol. 45, pp.12592-12595.

[78] Sanchez-8enciaE. (1980) - Non HomayeneousMedia and Vibration Theory Mono-
graphsn Physicsl27,SpringefVerlag,Berlin.
[79] Sanchez-Quintan@., Garcia-Martine2/., ClimentV. etHurle J.M. (1995)- Morpholagi-

cal changesin the normal patternof ventricular myoachitecture in the developinghuman
heart The AnatomicalRecordyvol. 243,pp.483-495.

[80] SandlerH. et DodgeH.T. (1963)- Left ventriculartensionandstressn man,Circ. Res.
vol. 13:2, pp.91-104.

[81] Sand<G. (1996)- Mathematicaimodelof ventricularactivationin an anatomicallyaccu-
ratedeformingheart Thesedel'Universie d’Auckland,New Zealand.

[82] SchwartzL. (1997)- Analysell : Calcul differentielet équationdifféerentielles Hermann.

[83] SmaillB.H. etHunterP.J.(1991)- Structureandfunction of thediastolicheart: Material
propertiesof passve myocardium,in Theoryof Heart : Biomedhanics, Biophysics,and
NonlinearDynamicsof Cardiac Function,GlassL., Hunter P.J. andMcCulloch A.D. Eds.,
Springer-Verlag, New York, pp. 1-29.

[84] StreeteD.D., SpotnitzH.M., PatelD.P, RossJ. et Sonnenblicke.H. (1969)- Fiberorien-
tationin thecaninéeft ventricleduringdiastoleandsystole Circ. Res, vol. 24,pp.339-347.

[85] StreeterD.D. (1979)- Grossmorphologyandfiber geometryof the heart,Handbookof
Physiolgy. The cardiovascularsystemBerneR.M., SperelakidN., GeigerS.R.Eds,Am.
Phys.Soc.,Williams & Wilkins, Baltimore.

[86] SweitzerN.K. et MossR.L. (1993)-Determinant®f loadedshorteningvelocity in single
cardiacmyogytespermeabilizedvith a-hemolysin,Circ. Res, vol. 73, pp. 1150-1162.



BIBLIOGRAPHIE 182

[87] SwynghedauwB. (1995)-Le cceur: fonctionnementilysfonctionnementst traitements
Nathan-Insernedition, Paris.

[88] TaberL.A. (1991)- Onanonlineartheoryfor muscleshells: partl - Theoreticaldevelop-
ment,J. of Biomedt. Eng, vol. 113,pp.63-71.

[89] TaberL.A. (1991)- On a nonlineartheoryfor muscleshells: partll - Applicationto the
beatingleft ventricle,J. of Biomedt. Eng, vol. 114,pp.427-434.

[90] TaberL.A. etPerucchidr. (2000)- Modeling heartdevelopment,J. of Elasticity, vol. 61,
pp.165-197.

[91] Tersof J.(1988)- New empiricalapproachor the structureandenegy of covalentsys-
tems,PhysicalReview B, vol. 37, pp.6991-7000.

[92] TollenaereH. et CaillerieD. (1998)- Continuousmodelingof lattice structuredy homo-
genization Adv EngngSoftwae, vol. 29:7-9, pp.699-705.

[93] Torrent-Guasp- (1975)- Organizacionde la musculaturacardiacaventriculay Zarco P,
PerezJ. (eds)EIl Fallo Mecanicodel Corazon EdicionesToray, Barcelonapp. 3-36.

[94] Treay M.M.J., Ebbese.W., et GibsonJ.M. (1996)- Exceptionallyhigh Young's modu-
lus obseredfor individual carbonnanotubesiNature, vol. 381,pp.678-680.

[95] TruesdellC. (1977)- A FirstCoursein RationalContinuumMedanics AcademicPress,
New-York.

[96] Tu Z. etOu-YangZ. (2002)- Single-walledandmultiwalled carbonnanotubesiewedas
elastictubeswith theeffective YoungsmodulidependenbnlayernumberPhysicalReview
B, vol. 65, pp.233407-233410.

[97] UsykT.P, MazhariR, etMcCullochA.D. (2000)- Effect of laminarorthotropicmyofiber
architectureon regional stressandstrainin the canineleft ventricle,J. Elasticity, vol. 61,
pp.143-165.

[98] WashizuK. (1975)- Variational Methodsn Elasticityand Plasticity, secondedition, Per
gamonPress.

[99] WongA.Y.K. etRautharjuP.M. (1968)- Stresdistributionwithin theleft ventricularwall
approximatedsathick ellipsoidalshell, Am.Heart J., vol. 75:5, pp. 649-662.

[100] Wong E.W.,, SheehanPE., Lieber C.M. (1997) - Nanobeammechanics: elasticity
strengthandtoughnes®f nanorodsandnanotubesSciencevol. 277,pp.1971-1975.

[101] YakobsonB.l., BrabecC.J.,et BernholcJ. (1996) - Nanomechanicef carbontubes
InstabilitiesbeyondlinearresponselPhysicalReview Letters, vol. 76, pp.2511-2514.

[102] YasudaS., SugiuraS., Kobayakava N., Fukita H., YamashitaH., Katoh K., SaekiY.,
Kanelo H., SudaY., NagaiR., et SugiH. (2001)- Am.J. Physiol.Heart Circ. Physiol vol.
281,pp. H1442-H1446.

[103] Yin EC.R, StrumpfR.K.,Chenv PH., etZegerS.L. (1987)- Quantificationof themecha-
nical propertiesof noncontractinganinemyocardiumundersimultaneousiaxial loading,
J. Biomedanics vol. 20, pp.577-589.



183 BIBLIOGRAPHIE

[104] YoungA.A., LeGricel.J., YoungM.A., Smaill B.H. (1998)- Extendedconfocalmicro-
scopy of myocardiallaminaeandcollagennetwork, Journal of Microscopyvol. 192:2, pp.
139-150.

[105] Yu M.F,, FilesB.S.,Arepalli S.,et Ruoff R.S.(2000)- Tensileloadingof ropesof single
wall carbonnanotubesndtheir mechanicalproperties PhysicalReview Letters, vol. 84,
pp.5552-5555.

[106] Yu M.F., Lourie O., Dyer M.J., Moloni K., Kelly T.F,, et Ruoff R.S.(2000)- Strength
andbreakingmechanisnof multiwalled carbonnanotubesindertensileload, Sciencevol.
287,pp.637-640.

[107] ZhangP, HuangY., GaoH., et HwangK.C. (2002)- Fracturenucleationin single-wall
carbonnanotubesindertension: a continuumanalysisincorporatingntratomicpotentials,
Journal of AppliedMecdhanics vol. 69, pp.454-458.

[108] ZhangP, HuangY., GeubelleP.H., Klein PA., etHwangK.C. (2002)- The elasticmo-
dulusof single-wall carbonnanotubes a continuumanalysisincorporatingintratomicpo-
tentials,InternationalJournal of Solidsand Structues vol. 39, pp. 3893-3906.

[109] ZhouX., ZhouJ.,et Ou-YangZ. (2000)- Strainenegy andYoung’s modulusof single-
wall carbonnanotubesalculatedrom electronicenegy-bandtheory PhysicalReview B,
vol. 62,pp.13692-13696.

[110] ZhouG., DuanW., et Gu B. (2001)- First-principlesstudyon morphologyandmecha-
nical propertiesof single-walled carbonnanotubeChemicalPhysicsLetters, vol. 333, pp.
344-349.

[111] Zile M.R., CowlesM.K., Buckley J.M.,RichardsorK., CowlesB.A., BaicuC.F, Cooper
IV G., GharpurayV. (1998)- Gel stretchmethod: a new methodto measureconstitutve
propertieof cardiacmusclecells,Am.J. Physiol, vol. 274,pp.H2188-2202.

[112] Zile M.R., RichardsorK., CowlesM.K., Buckley J.M.,KoideM., CowlesB.A., Gharpu-

ray V., CooperlV G. (1998)- Constitutve propertiesof adultmammaliancardiacmuscle
cells,Circulation, vol. 98, pp.567-579.






Troisiemepartie

ANNEXES

185






AnnexeA

Techniquede microscopieen lumiere
polarisée

L’équipeRFMQ du laboratoireTIMC a déwelope une nouwelle technique Ja technique
de microscopieen lumiere polarie, pour determinerl’orientation desfibres dansdescaeurs
foetaux[46], [47].

FIG. A.1 — Cartesangulairesde I'angle d’élévation (a gauche)et I'angle d’azimut (a droite)
obtenuegpourplusieurscoupesde la basgusqual'apex. L'angled’élévation estmesue entre
0° et90r, etl'angle d’azimutestmesue entreQ° et 18C°.
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Apressonprélevementla partieventriculaireestinseréedansunerésinetransparentelans
laguelleapes polymérisationles ventriculessontclairementvisibles. On effectuedescoupes
d’épaisseu500 um. Cescoupespeuent étre coronales(orthogonalesa I'axe du ventricule
gauche)sagittaleqparalklesau septum)ou trans\ersalegorthogonalesu septum).La tech-
nique de mesurereposesur la propriete de biréfringencedesfilamentsde myosine: la pro-
pagationde la lumiereestpluslentele long de la directionlongitudinaled’une cellule quele
long d’une directionradiale.Le collageneestfaiblementprésentdansles coeursfoetauxet ne
genepasles mesuresNotonsquel’indice derefractiondela résinechoisieestprochede celui
du collagene.Pourle myocardegoost-natatleslimitations apparaisserdu fait probablementie
'augmentatiordela teneurencollagene.

Lesrésultatssontconstitiesde cartesangulairegourniessousformede coupediscretisees
envoxels.Danschagueroxel uneinformationmoyenneestcollecée; deuxanglessontmesugs,
'angle d’élevation et I'angle d’azimut. L'angle d’élévation estl’angle quefait la fibre avecle
plan de coupeet 'angle d’azimut estl’angle quefait la projectionde la fibre sur le plan de
coupeavecunedirectionfixe de ceplan.



AnnexeB

Modelisation par descourbeset surfaces
B-splines

Danscetteannee nousprésentonsineintroductiongéréralesurles courbesetlessurfaces
B-splinesobtenuesa partir de courbeset de surfacesde Bézier Pourune étudebien détaillee
surla théoriedesB-splinesvoir Farin [30]. Ensuiteon utilise cetypede surfacespour établir
desmocklesgéonetriqguespourlesdeuxventriculessurlesquelon peuttracerdesgéodesiques
enutilisantun algorithmedéveloppe pourtracerdesplus courtscheminssurtellessurfaces.

B.1 NotionsdeBase

Soitn unentiernaturel.

Définition B.1 : Lespolyndmesde Bernsteinsontdéfinispar :
BR(t) = Cr(1— )",

k n!
avecO< k<netCi= FIGERIE
Les polyndmesde Bernsteinsontde degré n et définissentune basepour les polyndmesde
degré inférieurou égalan.

Définition B.2 : étantdonré (n+ 1) pointsPy, Py,. .., P, deRY, la courbede Bézierl” polyno-
mialededegrén deRY assoceeauxpoints{P}k-o, ... n, €stla courbepolynomialeparamétrée

par @ définiepar :
n

o) = 3 RELN) te 0,1, (B.1)

k=0

Les points{R}k=o,.. n sontappeésles pointsde contdle de la courbel etle polygone? =
PoP: ... P, estsonpolygonede contidle. La courbede Bézierlr passeparles pointsPy et Py,
elle esttangenteen Py au segmentPyP; et en P, au sgmentP,_1P,. En plus, elle a d’autres

189



ANNEXE B. MODELISATION PAR DESCOURBESET SURACESB-SPLINES 190

proprietesgeomnetriqguescitonsparexemplel’in variancepartranslatioret rotation,I'in variance
partransformatioraffine de paranetre,...

Les courbesde Béziersontun outil puissantpour tracerdescourbesmaisellesont quelques
limitations. Descourbesplus complexespeuentcependanétre mockliseesgraceaux courbes
polynomialegparmorceauxqui sontappeéeslessplines.

FIG. B.1—Un exempled’'unecourbede Bézierpolynomialede degré 3.

Définition B.3 : LesfonctionsB-splinesuniformesN;' de degré n sugerieur a 1 sontdéfinies
par la relationderécurrence:

t—k . K+n—
NQ(UZTNQ L) + = Nk+1()

avecla B-splinededeggré 0

o [ 1 sik<t<k+d,
Nk(t)_{o sinon

Définition B.4 : UnecourbeB-splinededegré n deR? estunecourbedeclasseC™ ! polyno-
mialepar morceauxdontla restrictiona chaguemorceauestunecourbede Bézierpolynomiale
dedegren deRY. Le polygoneobtenud partir despolygonesie Bézierdetouteslescourbesde
Bézierdeéfinissanta B-spline estdit le polygoneB-splineou bienle polygonede De Boor.

Une courbeB-splineuniformel” dedegrén deRY s’écrit sousforme paranétrée:
D= YD) te[oL (8.2)
ol lesDy € RY sontlespointsde De Boor.

L’avantagedescourbesB-splinessurleslescourbesle Bézierestle contrdle local. Enfait,
pourunecourbede Bézier un changemend’un despointsde contdle changeoutela courbe,
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c’estun changemenglobal,alorsqu’un changemend’'un despointsde contdle d’'une courbe
B-splinen’affectequequelqueseggmentsde courbeau voisinagedu point modifié.

A partir de courbesde Bézier et B-splines,on peut obtenir des surfacesparanétréesen
faisantle produittensorielde deuxfonctionsde baseen suivantdeuxdirectionsorthogonales.
On appellecessurfacesrespectiementles surfacesde Bézier et les surfacesB-splines.Par
exemplel’ équationparangtriqued’'une surfacede Béziers’écrit :

S(u,v) = kZm;)Pkl BY(u)BM(vV) (u,v) € [0,1]%, (B.3)
etd’'unesurfaceB-spline:
S(u,v) = Z Z DuNFWN™(V)  (u,v) € [0,1)%, (B.4)

avec,les{Pq} sontlespointsdecontidle dela surlacede Bézieretles{Dy } sontlespointsde
De Boordela surfaceB-spline.

B.2 Application au myocarde

B.2.1 Modelesgeométrigues pour lesdeux ventricules

Danscettepartie,on utilise dessurfacesB-splinesde classeC? polynomialesparmorceaux
dedegré 3.

Modelepour le VG :

La surfaceexternedu VG estconsicereecommeunesurfacetoroidale,elle ressembléune
partied’ellipsoide.L’extrémité dela partieinférieureestconsideré commeun petit orifice, voir
Figure 2.7. Cette surface peut étre obtenuepar rotation d’'une courbeplanefermée, ayantla
forme d’un croissantautourd’'un axe contenudansle mémeplan quela courbeet qui nela
coupepas.

Modelepour le VD :

Le mockleétablipourle VD résultedesobsenationsanatomiqueslassiquesToutd’abord,
on a construitun tore, puis on I'a allongé de mankre a obtenir une surface“cylindrique” a
paroieépaisseEnsuite onatordule cylindre pourobteniruneformedetubeenU etfinalement
on amodifié la grandeurdesorifices,voir Figure2.8.
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Fic. B.2—Le mockledu VG.

Fic. B.3—Le modéledu VD.
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B.2.2 Pluscourts cheminssur dessurfacesB-splines

Pourdéterminemunegéocesiqueon peutprocederdedeuxmankeres soitfixerunpointdela
géocksiqueetla tangenteence point, soitfixer deuxpointsde la geéocesique Nousutilisonsun
algorithmequi a été developge par[73] pourtracerdesgéocesiquesurdessurfacesB-splines.
Cetalgorithmepermetdetracerun plus courtcheminentredeuxpointsdela surface.

Si on cherchea tracerdesgéodesiquegériodiqueson constatequeles géocesiquesobte-
nuespar cetalgorithmesontbienferméesmaisellesne seraccordenpasde mankereréguliere,
voir Figure 2.9. Ce problemeestdu en principe au fait que la surface peut ne pasavoir de
géodesiquegperiodiquegpassanparle pointconsicre.

FIG. B.4 — Desgéocesiquedracessur les mocelesdesdeux ventriculesen utilisant I'algo-
rithme déweloppe par[73]. Onvoit despointsanguleuxauxpointsderaccord.



