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1.1 Introduction

1.1.1 Position et origine du probléme

Soit V' une variété projective définie sur un corps global K, i.e. un corps
de nombres ou le corps de fonctions d'une courbe projective, lisse et géo-
métriquement intégre, définie sur un corps fini. On peut alors munir I’en-
semble V(K des points rationnels de V' de fonctions hauteurs, a valeurs
dans I'ensemble des réels strictement positifs, et permettant de mesurer la
«complexité» de ces points rationnels (nous reportons a la section 1.4 les
rappels essentiels sur la notion de hauteur). Si la hauteur H est relative a un
fibré en droites ample, pour tout réel B le nombre

est fini. Si 'ensemble V(K) est infini, la quantité ny 5 (B) tend donc vers
I'infini quand B tend vers I'infini. Une question naturelle est alors d’essayer
de décrire le comportement asymptotique de la quantité ny g (B), en d’autres
termes le comportement asymptotique du nombre de points de hauteur bor-
née. On cherche notamment a relier cette description a la géométrie de la
variété V. Pour avoir un espoir d’obtenir une telle interprétation géomé-
trique, il est clair que I'ensemble V' (K') doit étre Zariski dense. On pose plus
généralement, pour A sous-ensemble localement fermé de V/,

nan(B) = #{z € A(K), H(z) < B}

En effet, pour obtenir une interprétation pertinente, il va étre souvent indis-
pensable d’étudier non pas le comportement asymptotique de ny g (B), mais
celui de ny g (B), out U est un ouvert de Zariski non vide de V' «assez petit».

Le renouveau de l'intérét pour I’étude du comportement asymptotique
du nombre de points de hauteur bornée trouve son origine dans deux articles
(|[FrMaTs| et [BaMal) écrits par Manin et ses collaborateurs, ou sont formu-
lées plusieurs conjectures (ou plutot, comme indiqué dans [BaMa|, plusieurs
questions) précises concernant la forme de ce comportement, en fonction
d’invariants géométriques de la variété. On y trouve notamment la question
suivante :

Question 1.1.1

Soit V' une variété définie sur un corps de nombres K, projective, lisse et
géométriquement intégre. On suppose V de Fano, c’est a dire de fibré an-
ticanonique ample. On suppose en outre que 'ensemble V(K) des points
rationnels de V' est Zariski dense. Soit H une hauteur relative au faisceau
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anticanonique. Soit t le rang du groupe de Picard de V. Est-il vrai qu’il existe
un ouvert de Zariski non vide U vérifiant

nuu(B) ~ CB log(B)"! (1.1.1.1)

— 00
o1 C' est une constante strictement positive dépendant de H 7

La restriction a un ouvert U éventuellement strict de V' est nécessaire en
raison de la situtation suivante. Soit F' un fermé de V, tel que la quan-
tité ny\pu(B) est négligeable devant npy(B) quand B tend vers I'infini.
L’exemple le plus simple d’un tel fermé est le diviseur exceptionnel du plan
projectif éclaté en un point, avec H une hauteur relative au faisceau an-
ticanonique. On dit qu’un tel fermé contient un fermé accumulateur pour
la hauteur étudiée. Dans ce cas, le comportement asymptotique de ny, y(B)
s'interprétera en termes de la restriction de H a F' (voire & un fermé de F'),
et n’aura a priori aucune raison de refléter la géométrie de V. L'une des idées
essentielles de Manin est que la géométrie de V' devrait réapparaitre si on se
place sur le complémentaire des fermés accumulateurs. Dans cette optique,
un raffinement de la question 1.1.1 serait :

Question 1.1.2

Soit V' une variété de Fano telle que V(K) est Zariski dense. Soit H une
hauteur relative au faisceau anticanonique. Soit t le rang du groupe de Picard
de V. Est-il vrai qu’il existe un ouvert de Zariski non vide Uy et une constante
C > 0 vérifiant : pour tout ouvert non vide U contenu dans Uy, on a

nyw(B) ~ CBlog(B)" ? (1.1.1.2)
B—oo

Ainsi la contribution de tout fermé strict d’un tel ouvert U, au comportement

asymptotique de ny, y(B) sera négligeable : Uy ne contient pas de fermés

accumulateurs.

Les trois auteurs de larticle [FrMaTs| montrent que la formule (1.1.1.1)
est vérifiee si V' est une variété de drapeaux (avec U = V'), compatible
avec le produit de variétés et les prédictions de la méthode du cercle pour les
intersections complétes. Si V' est un espace projectif, la formule (1.1.1.1) avait
par ailleurs été démontrée une vingtaine d’années auparavant par Schanuel
dans [Sc|, avec U = V. Dans |Pel|, Peyre montre que pour les variétés de
drapeaux et certaines intersections complétes, la réponse a la question 1.1.2
est également positive, en prenant Uy = V.

L’auteur de [Pel] raffine également la formule conjecturale (1.1.1.1) en
proposant une expression de la constante C', expression dépendant d’une
part du choix de la hauteur H, d’autre part d’invariants géométriques et
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arithmétiques de la variété considérée. 11 vérifie la validité de ses prédictions
pour les variétés de drapeaux, certaines intersections complétes et certains
cas particuliers de variétés toriques. On arrive donc a la question suivante :

Question 1.1.3

Soit V une variété de Fano définie sur K un corps de nombres telle que
V(K) est Zariski dense. Soit H une hauteur issue du faisceau anticanonique,
et Cy g la constante associée définie par Peyre. Soit t le rang du groupe de
Picard de V. Est-il vrai qu’il existe un ouvert de Zariski non vide U vérifiant

nuu(B) ~ CvnB log(B)"™ 7 (1.1.1.3)

On peut bien siir également considérer I'analogue correspondant de la ques-
tion 1.1.2.

On peut également considérer une classe un peu plus large que les variétés
de Fano. Une variété V projective, lisse et géométriquement intégre sur un
corps de nombres est dite presque de Fano si la classe du faisceau anticano-
nique est a 'intérieur du cone effectif, le groupe de Picard géométrique est
sans torsion et les groupes de cohomologie H'(V, Oy) et H*(V, Oy) sont nuls.
Une variété de Fano est presque de Fano. Le faisceau anticanonique d’une
variété V' presque de Fano n’est plus nécessairement ample, mais le fait que
sa classe soit a l'intérieur du cone effectif assure 1’existence d'un ouvert U
non vide tel que, pour toute hauteur anticanonique H, I’ensemble ny 5 (B)
est fini pour tout B. On peut alors remplacer, dans les énoncés des questions
ci-dessus, «variété de Fano» par «variété presque de Fanoy.

1.1.2 Quelques cas déja traités

Le théme de I’étude du comportement asymptotique du nombre de points
de hauteur bornée s’est révélé extrémement riche et ouvert car pour la véri-
fication des prédictions de Manin pour des classes particuliéres de variétés,
des techniques trés diverses ont pu étre employées. Les textes [Ped| et [Pe5|
en décrivent un certain nombre. On y trouvera les références de nombreux
travaux sur le sujet.

La formule (1.1.1.3) est maintenant établie pour plusieurs classes de va-
riétés de Fano ou presque de Fano : variétés de drapeaux (|FrMaTs|, |Pel]),
certaines intersections complétes ([FrMaTs|,[Pel]), variétés toriques ([BaTsl|,
[BaTs3|, [Sal), compactifications équivariantes de groupes additifs (|[CLTs1],
|CLTs2|, et |[CLTs3])... Il faut toutefois signaler qu'un contre-exemple, ex-
hibé par Batyrev et Tschinkel dans [BaTs2|, a montré que la réponse a la
question 1.1.1 était parfois négative.
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Parmi les familles de variétés qui ont été traitées avec succes, le cas des
variétés toriques est trés intéressant car deux approches bien distinctes se
sont révélées fructueuses, et toutes deux peuvent (011 du moins sont suscep-
tibles de) se généraliser a des classes plus larges. Tout d’abord, Batyrev et
Tschinkel ont démontré dans |[BaTsl| et |[BaTs3| la validité de la formule
(1.1.1.3) pour les variétés toriques, 'ouvert U étant I'orbite ouverte du tore.
Pour cela ils exploitent de maniére essentielle I'action de groupe du tore sur
la variété. Une application judicieuse de la formule de Poisson leur permet
alors de trouver une représentation intégrale de la fonction zéta des hau-
teurs, qui peut s’évaluer par une utilisation répétée du théoréme des résidus.
Ces idées fournissent a priori une méthode générale d’attaque du probléme
pour toutes les variétés sur lesquelles agit un groupe algébrique avec une
orbite ouverte. La conjecture de Manin a ainsi été ensuite démontrée pour
les compactifications équivariantes de groupes additifs (|CLTs1|, [CLTs2|, et
|CLTs3|).

Par la suite, Salberger a montré dans [Sa|] comment I'usage de la notion de
torseur universel permet de ramener le décompte des points de hauteur bor-
née sur une variété torique a un probléme de dénombrement de points entiers
dans un espace affine vérifiant certaines conditions de coprimalité, probléme
que 'on peut traiter par des techniques élémentaires. Sa méthode généralisait
des démonstrations utilisées auparavant dans quelques cas particuliers (|Sc|
pour les espaces projectifs et [Pel| pour certains éclatements). Les asympto-
tiques obtenues ont été améliorées par de la Bretéche dans [dIBrl]. Comme
toute variété de Fano admet des torseurs universels, cette méthode serait a
priori susceptible d’étre largement généralisée. Cependant son succés dans
le cas des variétés toriques repose notamment sur la description particuliére-
ment agréable qu’on a des torseurs universels au dessus d’une variété torique.
En dehors des variétés toriques, la méthode a pu étre utilisée pour traiter le
cas du plan projectif éclaté en quatre points en position générale (|d1Br2|).

En restant dans le cadre des variétés toriques, et du strict point de vue des
résultats obtenus, ’avantage reste pour le moment a la méthode de Batyrev
et Tschinkel, qui permet de traiter les variétés toriques lisses non nécessaire-
ment déployées définies sur un corps de nombres quelconque. A la connais-
sance de l'auteur de ces lignes, la méthode de décompte dans les torseurs
universels a jusque la permis, en caractéristique zéro, de traiter le cas des va-
riétés toriques déployées définies sur le corps des rationnels, avec I’hypothése
supplémentaire que le faisceau anticanonique est globalement engendré ([Sa,
Theorem 11.49]).
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1.1.3 Le cas de la caractéristique non nulle

Les travaux évoqués jusqu’ici se placent dans le cadre ou le corps de
base est un corps de nombres. Le cas d'un corps global de caractéristique
non nulle (évoqué dans [BaMa, §3.1.3|) reste apparemment trés peu étudié.
Tout d’abord, il est nécessaire dans ce contexte de modifier un peu la ques-
tion 1.1.1. En effet, les hauteurs utilisées en caractéristique non nulle vont
typiquement prendre leurs valeurs dans I'ensemble ¢Z et & cause de 'aug-
mentation exponentielle des «trous» entre les valeurs possibles de la hauteur,
une formule telle que (1.1.1.1) ne sera certainement pas vérifiée.

Mais par ailleurs on sait que le comportement asymptotique du nombre
nv.u(B) est intimement 1i¢, par des théorémes taubériens, aux propriétés de

la série
Cvm(s Z H(x

zeV(K

(ou s désigne un nombre complexe), notamment a ses propriétés de conver-
gence et de prolongement méromorphe.

Dans le cas ot le corps de base K est de caractéristique non nulle, un
analogue possible de la question 1.1.3 est alors le suivant :

Question 1.1.4

Soit V' une variété presque de Fano définie sur un corps global K de carac-
téristique non nulle tel que I'ensemble V (K) des points rationnels de V' soit
Zariski dense. Soit t le rang du groupe de Picard de V. Soit H une hauteur
issue du faisceau anticanonique, et Cy y la constante associée définie par
Peyre. Est-il vrai qu’il existe un ouvert non vide U tel que la série

Conu(s Z H(x

zeU(K)

converge absolument pour R(s) > 1 et, pour un certain € > 0, se prolonge en
une fonction méromorphe sur Pouvert {R(s) > 1 —e} qui a un pole en s =1
d’ordre t, et telle que

hm(s - 1) CUH( ) == OV,H ?

s—1
La constante Cy g de I'énoncé est définie par Peyre dans |Pe2| (cf. section
1.4.1 pour un rappel de cette définition), c’est un analogue en caractéristique
non nulle de la constante qu’il avait introduite auparavant en caractéristique
zéro. On peut évidemment a nouveau raffiner en demandant que la formule
soit, vérifiée pour tout ouvert non vide U contenu dans un certain ouvert Uj.
Notons que, au vu notamment de la situation en caractéristique zéro, il est
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probablement peu raisonnable d’espérer une réponse positive a la question
ci-dessus en toute généralité.

Dans ce cadre, le cas des espaces projectifs est traité par Wan dans |Wal],
montrant ainsi une formule figurant déja dans [Se2|. Le cas des variétés de
drapeaux, qui englobe le précédent, a été traité indépendamment par Peyre
dans [Pe2] et Lai et Yeung dans [LaYe| (sans interprétation de la constante
dans ce dernier cas). Le but de cette thése est d’étudier le cas des variétés
toriques.

1.2 Reésultats obtenus dans cette thése

Dans le chapitre 2, nous considérons une surface de Hirzebruch V' définie
sur un corps global K de caractéristique non nulle. Nous y construisons une
hauteur anticanonique H, et nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 1.2.1

Pour cette hauteur H, la réponse a la question 1.1.4 est positive, en prenant
pour ouvert U le complémentaire de la courbe rationnelle de carré négatif.
On obtient en outre que la série

Comls)= Y, H(x)*

zeU(K)

admet un prolongement méromorphe sur C qui est une fonction rationnelle

en q—°, ol q est le cardinal du corps des constantes de K.

Dans le chapitre 3, nous étendons le résultat ainsi : nous considérons V'
une variété torique projective, lisse et déployée définie sur un corps global
de caractéristique non nulle. Nous y construisons une hauteur anticanonique
H (qui est simplement la translation en caractéristique non nulle de celle
utilisée par Batyrev et Tschinkel dans le cas des corps de nombres). Nous
obtenons le résultat suivant.

Théoréme 1.2.2
Pour cette hauteur H, la réponse a la question 1.1.4 est positive, en prenant
pour ouvert U l'orbite ouverte de V.

La méthode utilisée dans ces deux chapitres est différente de celle utilisée
par Batyrev et Tschinkel dans [BaTsl| et [BaTs3|, et plus élémentaire. Elle
s’inspire fortement de celle que Salberger a utilisée dans [Sa| (voir aussi [Pe3|
et [dIBr1]|) pour redémontrer le résultat de Batyrev et Tschinkel dans le cas
ou la variété torique est déployée et le corps de base est le corps des ration-
nels. Comme dans le cas des corps de nombres, la généralisation de cette
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approche au cas non déployé semble poser de grandes difficultés, ne serait-ce
que d’ordre technique.

Le but du chapitre 4 est d’établir un analogue motivique du résultat du
chapitre 2 (théoréme 4.3.2), et, sous une hypothése non démontrée (hypo-
these 4.2.1), d’étendre ce résultat a une variété torique déployée quelconque.
La définition de la fonction d’inversion de Mdobius motivique, et le lemme
de paramétrisation 4.3.1, analogues motiviques respectivement de la formule
d’inversion de Mobius de la proposition 3.4.3 et du lemme de paramétrisa-
tion 3.4.1 sont valables pour une variété torique déployée quelconque (ce qui
nous permet quand méme d’obtenir un résultat partiel dans ce cas 1a), mais
I’hypothése 4.2.1, concernant le comportement de la fonction d’inversion de
Md6bius motivique, n’a pu étre démontrée que dans le cas des surfaces de
Hirzerbruch et des espaces projectifs. Soulignons également que nous consi-
dérons uniquement le cas du corps de fonctions d’une courbe rationnelle (cf.
le chapitre lui-méme pour plus de détails).

Dans le chapitre 5, nous considérons une variété torique V' projective et
lisse définie sur un corps global de caractéristique non nulle, compactifica-
tion d'un tore algébrique 7" non nécessairement déployé. Nous adaptons la
méthode de Batyrev et Tschinkel au cas fonctionnel. La section 5.1 détaille
les étapes de cette adaptation. La encore, nous utilisons la méme hauteur H
que Batyrev et Tschinkel. Le résultat auquel nous aboutissons est le suivant.

Théoréme 1.2.3

Soit U = T Il'orbite ouverte de V' et t le rang du groupe de Picard de V. La
série (yu(s) converge absolument pour R(s) > 1 et, pour un certain € > 0,
se prolonge en une fonction méromorphe sur 'ouvert {R(s) > 1 — ¢} qui a
un pole en s =1 d’ordre t. On a

lim(s — 1)"Cu.n (5) = <(T) Cv.nr.

Le terme ¢(7') est un invariant du tore algébrique T, spécifique a la carac-
téristique non nulle, défini au début de la section 5.2.7. On voit donc que la
réponse a la question 1.1.4 est positive si ¢(7') = 1. L’égalité ¢(T)) = 1 n’a pu
cependant étre démontrée (proposition 5.2.16) que dans des cas particuliers
(tore anisotrope, tore quasi-déployé, tore déployé par une extension ne conte-
nant pas d’extension du corps des constantes, déployé par une extension du
corps des constantes, et plus généralement par une extension métacyclique).
On se reportera a la section 5.2.7 pour plus de détails. Pour ces cas particu-
liers, la réponse a la question 1.1.4 est donc positive, mais dans le cas général
la question reste ouverte.
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1.3 Rappels sur les corps globaux de caracté-
ristique non nulle

Cette section contient des définitions et résultats extrémement classiques
concernant les corps globaux de caractéristique non nulle. Nous en profitons
pour fixer quelques notations qui seront utilisées dans 1’ensemble du texte
de cette thése. On désigne par k£ un corps fini de cardinal ¢. Dans toute la
suite, a l’exception du chapitre 4, on appellera corps de fonctions le corps de
fonctions d’une courbe € projective, lisse et géométriquement intégre définie
sur un corps fini contenant k. Notons que l'introduction de ce sous-corps
absolu ne sert qu’au chapitre 5, ot entrent en jeu des extensions du corps de
fonctions de base. Pour un tel corps de fonctions K on notera ¢, le cardinal du
corps des constantes, et d, son degré absolu, de sorte que g, = ¢%<. Le corps
des constantes de K est donc le corps fini F,, a ¢, éléments. Un tel corps
de fonctions n’est rien d’autre qu'une extension finie séparable du corps des
fractions rationnelles en une indéterminée F,, (T), avec F,, algébriquement
clos dans K. On notera K une cloture algébrique de K et K P la cloture
séparable de K dans K.

Soit Pk 'ensemble des places de K, de sorte que Py s’identifie & 'en-
semble des points fermés de la courbe €. On identifiera un élément v de Pk a
la valuation normalisée associée, i.e. I’élément de v dont le groupe de valeurs
est Z. Pour v € Py, on note K, le complété de K en v,

0, ={re€K,, v(r) >0}
I’anneau de valuation de v,
M, ={z € K,, v(z) > 0}

I'idéal maximal de v, et

kv - O’U/MU
le corps résiduel de v. On notera aussi
f?; - [kv : Fq;(]

le degré résiduel. Le cardinal de k,, égal a q'}:“, sera aussi noté ¢, . Pour z € K,

on note

], = qqfv(m)-
Alors pour tout x € K* on a |z|, = 1 pour tout v € P sauf un nombre fini
et, la formule du produit

vEP K
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Soit Div(€) le groupe des diviseurs de €, en d’autres termes le groupe

abélien libre de base Pyx. Si D = > n,v est un élément de Div(C), on
vEP Kk

définit, pour v € Pg, v(D) = n,. Le support de D est
Supp(D) = {v € Pk, v(D) # 0}.

On note
Div*(@) ={D e Div(C), Vv € Pk, v(D) > 0}

I’ensemble des diviseurs effectifs de €. On écrira souvent D > 0 pour D €
Div*(€). En fait, on a une relation d’ordre partiel sur Div(€) définie par
D < D'siet seulement sionav(D) < v(D') pour tout vde Pg. Si Dy, ..., D,
sont des diviseurs on a donc

Sup(Dy,...,D,) = Z Sup(v(D1),...,v(Dy,)) v

vEP Kk

Si z € K*, le diviseur associé a = est (z) = (2)g — (%)s OU

5
8
I
|
S
=
<

VEP i, v(r)<0

autrement dit (z)g est le diviseur des zéros de la fonction rationnelle = (avec
multiplicités) et () celui des poles (avec multiplicités). Par commodité on
posera aussi (0) = (0)g = (0)oo = 0.

Deux diviseurs D et D' sont dits linéairement équivalents s’il existe x €
K* vérifiant

D — D' = (z).

On notera D ~ D' pour D et D' linéairement équivalents. Le groupe des
classes de diviseurs est le quotient de Div(€) par le sous-groupe des diviseurs
de la forme (x), ou, ce qui revient au méme, est le groupe Div(€) modulo
I’équivalence linéaire. On pose, pour D € Div(C),

deg(D) = 3 f,v(D)

vEP K

ce qui définit un homomorphisme Div(€) — Z appelé degré. On a, pour tout
r € K* deg((z)) = 0, de sorte que le morphisme ci-dessus se factorise a
travers le groupe des classes de diviseurs. On note h le nombre de classes de
diviseurs de degré zéro. Ce nombre est fini d’aprés [Wel, IV§4,Thm 7).
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Le genre de € sera noté ge ou gk, voire ¢ si le corps de fonctions est
clairement indiqué par le contexte.

Pour tout D € Div(€) on note ¢(D) la dimension (finie) du F,, -espace
vectoriel

H'(C,0¢(D)) = {z € K*, (z) + D >0} U {0}.

En particulier si deg(D) < 0 on a (D) = 0. On dispose alors du théoréme
de Riemann-Roch (|Wel, VI, Thm 2|) : si on note K un diviseur canonique
(de sorte que le degré de K est 2¢g — 2), alors pour tout diviseur D on a

{(D)— UK —-D)=deg(D)+1—g.

On a donc £(D) = deg(D)+1—g si deg(D) > 2g—2. Notons encore que si on a
D > 0alors {z € K*, (x)+D > 0}U{0} n’est autre que {z € K, ()5 < D}.

Pour tout diviseur D nous notons |D| le systéme linéaire complet associé,
soit

|D|={E >0, E~ D}
de sorte qu’on a
(D) 4

dx =~ —
D=1 -
#ID| = %

La fonction zéta de Dedekind de € (ou, ce qui revient au méme, de K),
notée (e, est définie de la maniére suivante. On pose

Zo(T) =Y 1™ = T[ (1-17#)" € 2[71]
D>0 vEP K
et Ce(s) = Ze(q,?). On dispose (|Wel, VIL§6|) des résultats suivants sur le
comportement analytique de (e : la série définissant (e(s) converge absolu-
ment pour R(s) > 1 et se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout

. R . , . hql 9
entier, avec un pole simple en s = 1 de résidu ——&
(ax—1) In(gxk)

R(s) # 1. De plus Ze(T') est une fraction rationnelle en T', plus précisément
on a

, et sans zéro pour

P(T)
(1=T)(1 = qxT)
o P est un polynome a coefficients entiers de degré 2 g (cf. [Wel, VII§ 6,Thm

4]).

Ze(T) =

1.4 Hauteurs d’Arakelov, mesure de Tamagawa
et constante de Peyre

Dans cette section, nous rappelons d’abord la construction des hauteurs
d’Arakelov sur une variété projective a partir de métriques adéliques sur
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les fibrés en droites, et leurs propriétés élémentaires. Une référence détaillée
pour ce sujet est [Pe3, chapitre 2|, auquel on pourra se référer pour plus
de précisions. Suivant Peyre (|Pe2]), nous expliquons ensuite comment une
métrique adélique sur le faisceau anticanonique d’une variété projective lisse
V' induit une mesure sur 'espace adélique associé a V', a partir de laquelle
on peut définir la constante Cy, y apparaissant dans la question 1.1.4. Nous
nous bornerons au cas d'un corps global K de caractéristique positive, les
constructions analogues existent bien siir si K est un corps de nombres.

1.4.1 Hauteurs d’Arakelov

Sur I'ensemble P"(K) des points K-rationnels de 'espace projectif de
dimension n on définit une hauteur H, par

Hy(z) = Hy(wo: ... c2) = [[ Sup; (Jily).

vEP K

La formule du produit montre que cette définition ne dépend pas du choix
des coordonnées homogénes pour x € P"(K). Cette hauteur posséde une
interprétation géométrique simple. Tout élément x de P"(K) correspond a
un F,, -morphisme
z:C—P".
On a alors i i
H,(z) = q;(ieg(m) _ qdeg(m*(o(l)))_

K

Pour démontrer cette formule, on peut supposer zy # 0. Soit Hy 'hyperplan
de P™ défini par I'annulation de la premiére coordonnée. Soit v € Py et

7, une uniformisante de v. En multipliant les coordonnées homogénes (zy :
— Inf w(z;)
i, ;70 . , ’ !
D Tp) par my on obtient des coordonnées (x;) telles que |z;[, < 1
. ’ . . . , . .
pour tout i et |z;|, = 1 pour au moins un 7, ce qui définit un morphisme de
Spec(O,) vers un ouvert affine standard de P™, qui est aussi la restriction a
~ , . ~ / .
Spec(0,) de . On en déduit v (#*(Hy)) = v(z,). Finalement

deg (7" (1) = 3 fo (ut0) = I o))

i,x;7#0
vEP Kk !

Par la formule du produit,

Z fov(z) =0,

VEP Kk

d’on le résultat.
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Soit alors V' une variété projective définie sur K. Soit L un fibré en droites
sans point-base sur V et ¢, : V — P’% un morphisme déduit de L (corres-
pondant au choix d’'un ensemble fini de sections globales de L engendrant
L), on définit une hauteur Hy, sur V(K) comme étant la composée H,, o ¢r,.
Naturellement, cette hauteur dépend du choix du morphisme ¢ry..

Une construction plus générale des hauteurs, pour un fibré en droites
L quelconque, et englobant la construction précédente, utilise la notion de
métrique adélique, que nous rappelons maintenant. Soit V' une variété pro-
jective, lisse et géométriquement intégre définie sur K, et soit L un fibré en
droites sur V. Si v est une place de K, une métrique v-adique sur L est la
donnée, pour tout point K,-rationnel x : Spec(K,) — V, d’'une norme v-
adique || .||, sur L(z) = z*L, telle que pour tout ouvert de Zariski U de V/
et toute section s de L sur U, I'application

2 = [[s(2)]]v

est continue sur U(K,) pour la topologie v-adique. La donnée d’'un modéle
projectif V de V sur Spec(O,) et d’'un modéle £ de L sur V définit de maniére
naturelle une telle métrique.

Une métrique adélique sur L est alors la donnée d’une famille (|| . ||,),ep
de métriques v-adiques sur L vérifiant la condition suivante : il existe un
ouvert U de €, un modéle projectif ¥V de V sur U, et un modele £ de L
sur V, tels que pour presque tout v de P g la métrique || .|| est définie par le
couple (V xySpec(O,), L xy Spec(O,)). Une hauteur d’Arakelov sur V' est un
couple (L, (|| . ||,)) oit L est un fibré en droites sur V et (||.||,) une métrique
adélique sur L. Deux hauteurs d’Arakelov (Ly, (|| . [|)) et (La, (]|.]]?)) sur V
sont dites isomorphes s’il existe un isomorphisme ¢ de L, sur Ly tel que pour
tout v, || .||} est le pull-back de ||. ||? par ¢. La fonction hauteur associée est
I'application qui a x € V(K associe

Hy(z) = T lls@)ll,x
vEP K

ou s est une section locale de L non nulle en x, la formule du produit montrant
que cette définition ne dépend pas du choix d’une telle section s.
Les hauteurs d’Arakelov vérifient les propriétés suivantes.

Propriétés 1.4.1

(i) Si Hy, et H, sont deux fonctions hauteurs issues de deux métriques
adéliques différentes sur le méme fibré L, il existe deux constantes strictement
positives C; et Cy telle que

Vo e V(K), Cy < Hy(z)/H, (z) < Cs.
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(ii) L’ensemble des classes d’isomorphisme de hauteurs d’Arakelov sur V
forme un groupe pour le produit tensoriel.

(iii) La hauteur H,, définie ci-dessus sur P"(K) est une fonction hauteur
associée a une hauteur d’Arakelov sur P".. Le fibré correspondant est le fibré
O(1) et la métrique adélique correspondante est issue des modéles canoniques
de P" et O(1) sur C.

(iv) Si L est un fibré en droites sans point-base et ¢; un morphisme de
V' vers P" déduit de L, la fonction H, o ¢y, est une fonction hauteur associée
a une hauteur d’Arakelov sur V.

(v) Plus généralement, si (L, (||.]||,)) est une hauteur d’Arakelov sur V
et f : W — V est un morphisme de variétés algébriques, (f*L, (f*|].]]»))
est une hauteur d’Arakelov sur W et les fonctions hauteurs correspondantes
vérifient Hy.;, = Hp o f.

(vi) Si (L, (||.]|»)) est une hauteur d’Arakelov sur V, avec L un fibré
ample, I'ensemble

{zr € V(K), H,(x) < B}

est fini pour tout B.

(vii) Si (L, (|| .||»)) est une hauteur d’Arakelov sur V', et que L a sa classe
a l'intérieur du cone effectif de V, il existe un ouvert de Zariski non vide U
de V' tel que I’ensemble

{r e U(K), Hi(z) < B}

est fini pour tout B.

1.4.2 Mesure de Tamagawa

Nous expliquons & présent comment une métrique adélique sur le faisceau
anticanonique induit une mesure sur l'espace adélique associé a V. Nous
renvoyons a |Pe2; section 2| pour plus de détails. Soit donc V' une variété
algébrique projective et lisse de dimension d définie sur K, et ([|.||,),cp, une
métrique sur le faisceau anticanonique. Pour v € Py, on définit localement
une mesure sur V(K,) de la maniére suivante : soient z € V(K,) et U un
ouvert de Zariski de V' contenant x tel qu’il existe un K-morphisme étale

f:U— A%

Ce morphisme induit pour un ouvert analytique W de V(K,) contenant z
un isomorphisme analytique

f:W = f(W)c K-
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Sur KZ on dispose d'une mesure naturelle dz; ...dz, (normalisée par les
relations fo,, dz; = 1) et d’une d-dérivation naturelle % ARERWA 8—2 On pose
alors

wwa = (/7). (‘f (50 oo n 5 ) @)

La formule du changement de variables montre que les mesures locales wyy,,
se recollent en une mesure globale wy,, sur V(K,).
er . .. !

Supposons qu'il existe un modeéle projectif et lisse V de Vi, sur Spec(O,),

dlL‘l . dJid) .

v

tel que la métrique |[.[|, soit issue du couple (V’Q;/dSpec((’)“) . Dans ces
conditions on a d’aprés [Sa, Cor 2.15]
# V(ky)

v

Nous supposons a présent que la variété V vérifie les hypothéses énoncées
dans [Pe2, 2.1], que nous rappelons briévement. On note

VP =V Xgpec() Spec(K*P)

et
V=V X Spec(K) Spec(K).

On demande alors que V' vérifie les conditions suivantes :

-la classe du faisceau anticanonique de V' appartient a l'intérieur du cone
effectif,

-le cone effectif est polyédral rationnel, i.e. engendré par un nombre fini
de classes de diviseurs,

-les groupes de cohomologie H'(V, Oy ) et H*(V,Oy) sont nuls,

-le groupe Pic(V *P) est un Z-module libre de rang fini et coincide avec
Pic(V),

plus une cinquiéme condition technique servant notamment a assurer la
convergence du produit définissant la mesure de Tamagawa ci-dessous. Toutes
ces hypothéses sont vérifiées en particulier pour les variétés toriques. Pour de
telles variétés, on peut définir la mesure de Tamagawa de la fagon suivante.

Soit G le groupe de Galois de K*P/K. Le groupe Pic(V*%P) est un G-
module libre de rang fini, et I'action continue de G sur Pic(V 5*P) fournit une
représentation

p G — Aut(Pic(V*P)).

Soit v une place non ramifiée dans p (i.e. telle que les groupes d’inerties au-
dessus de v s’envoient par p sur Id), soit Fr, un frobenius local, on pose pour
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s tel que R(s) > 0

1
I P; sep)) — ’
o (s, Pic(V>P)) det(1 — p(Fr,) ¢, )

ce qui est licite car pour tout autre choix Fr;, de Frobenius local, p(Fr,) et
p(Fr,) seront conjugués dans Aut(Pic(V 5P)).

Soit S un sous-ensemble fini de P i contenant toutes les places ramifiées.
On définit alors la fonction

Ls(s, Pic(V*®)) = [ ] Lu(s, Pic(V*)).
v S

Ce produit eulérien converge absolument pour R(s) > 1 et se prolonge en
une fonction méromorphe sur C avec un poéle d’ordre t = rg (Pic(V *P)) en
s = 1. On pose

Is(V) = £1£I}(9 —1)'Lg(s, Pic(V%P)).

La mesure de Tamagawa sur l'espace adélique V(Ak) est donnée par la
formule

wy = g O () T wve [T (Zo(1, Pic(VE2)  wysy)

veES vgS

il est aisé de voir qu’elle ne dépend pas du choix de S. Dans le cas d’une
variété projective lisse quelconque (vérifiant les hypothéses de [Pe2, 2.1]), la
convergence de cette mesure est assurée par les conjectures de Weil démon-
trées par Deligne. Dans le cas ot V' est une variété torique, qui est le cas
qui nous intéresse dans cette thése, on peut en fait, comme 'ont remarqué
Batyrev et Tschinkel, utiliser un argument plus élémentaire. On dispose en
effet d’une formule explicite du nombre de points dans les réductions modulo
v de V (|BaTsl, Proposition 2.2.4]), ce qui permet de montrer directement
la convergence.

1.4.3 La constante Cy y

Nous sommes a présent en mesure de définir la constante Cy, y apparais-
sant dans la question 1.1.4. Soit H une hauteur issue du faisceau anticano-
nique de V', définie a 'aide d’'une métrique adélique. On définit alors, suivant
Peyre, trois constantes a partir de ces données.

L’invariant o*(V') est défini comme

(V) = xoue(v) (wy')
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ott Ceg(V') est le cone effectif de V' et x¢ vy est défini pour tout élément s
de l'intérieur du cone effectif par

Xeuw(v)(s) = / e U dy
J Ceg(V)V

Cet(V)" ={y e (Pic(V)®R)",Va € Cg(V), (y, z) >0},

la mesure de Lebesgue sur (Pic(V) ® R)Y étant normalisée de sorte que le
réseau Pic(V)Y soit de covolume 1.
L’invariant 3(V) est défini comme

B(V) = # H' (K, Pic(V*P)).

Notons que les constantes (V) et 5(V') sont rationnelles (rappelons pour
a* (V) que le cone effectif est supposé polyédral rationnel) et indépendantes
du choix de la hauteur anticanonique.

Il n’en est pas de méme pour 74 (V), qui vaut par définition

i (V) = wy (W) :

en d’autre termes 7 (V') est le volume pour la mesure wy de 'adhérence des
points rationnels de V' dans I'espace adélique V (A).
La constante Cy,p est alors égale par définition a

Cvip = o (V) B(V) i (V).
La question 1.1.4 peut donc se reformuler de la fagon suivante

Question 1.4.2
Est-il vrai qu’il existe un ouvert non vide U de V' tel que la série définissant
Cru(s) converge absolument pour R(s) > 1 et, pour un certain ¢ > 0, se
prolonge sur un domaine du type R(s) > 1 — £ en une fonction méromorphe
qui a un péle d’ordre le rang de Pic(V) en s = 1, et vérifie
ll_fg(‘? — 1) p(s) = (V) BOV) (V) 2

Dans toute la suite de ce texte nous adopterons la définition suivante : si
f est une fonction méromorphe au voisinage d’un point sy de C, et possede
un pole d’ordre n en sg, nous appellerons terme principal du pole en question,
ou terme principal de f en sg, le nombre

lim (s — s¢)" f(s).

S—> S0
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Chapitre 2

Un cas particulier simple : les
surfaces de Hirzebruch
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Ce chapitre est une version légérement modifiée de 'article [Bol|.

Dans tout ce chapitre, nous fixons un corps de fonctions K, et utilisons les
notations associées telles que définies dans la section 1.3. Nous supposerons,
ce qui n’est bien sir nullement restrictif, que le corps des constantes de K
est k, et est donc de cardinal ¢. L.e but de ce chapitre est de montrer que la
réponse a la question 1.4.2 est positive pour les surfaces de Hirzebruch définies
sur K, pour un certain choix d’une hauteur anticanonique, et en prenant
pour ouvert U le complémentaire de la courbe rationnelle de carré négatif.
Les surfaces de Hirzebruch étant des cas particuliers de variétés toriques
déployées, un tel résultat est englobé par celui du chapitre suivant. 1l y a
cependant plusieurs raisons pour lesquelles il nous a semblé intéressant de le
faire figurer ici.

Tout d’abord, la démonstration utilisée est basée sur les mémes idées
que celle du cas général : paramétrisation des points rationnels a I’aide de
diviseurs effectifs, utilisation d’une formule d’inversion a la Md&bius et du
théoréme de Riemann-Roch. Cependant le degré technique de la démonstra-
tion pour les surfaces de Hirzebruch est considérablement moins élevé (méme
dans le cas ou le genre de K est non nul) que celui de la démonstration pour
une variété torique déployée quelconque. Ainsi ce chapitre nous semble un
bon préliminaire a I’appréhension de la démonstration dans le cas général, ot
les aspects techniques tendent & masquer les idées somme toute relativement
simples utilisées.

Ensuite, on obtient un résultat de prolongement méromorphe plus fort
que pour une variété torique déployée quelconque. On obtient en fait que
la fonction zéta des hauteurs est une fonction rationnelle en ¢ ~*, chose non
obtenue pour une variété torique déployée générale, et sans doute non vérifiée,
déja pour le cas du plan projectif éclaté en deux points.

Enfin, I’é¢tude ne se limite pas ici aux points rationnels de 1’orbite ouverte
(on notera d’ailleurs qu’a aucun moment on n’utilise la structure de variété
torique des surfaces de Hirzebruch). On peut d’ailleurs identifier la courbe
rationnelle de carré négatif comme sous-variété accumulatrice pour la hauteur
considérée. Dans le cas général, nous n’étudions pas le comportement des
points rationnels du bord, en particulier nous n’avons pas de description des
variétés accumulatrices.

Notons que dans le cas ol le corps de base est Q et la hauteur est issue
d’un fibré ample (en particulier non nécessairement issue du fibré anticano-
nique), le comportement des points de hauteur bornée sur les surfaces de
Hirzebruch a été étudié par Billard dans [Bi].
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2.1 Une hauteur anticanonique sur les surfaces
de Hirzebruch

Dans cette section, nous rappelons quelques faits bien connus sur les sur-
faces de Hirzebruch. Nous décrivons notamment un plongement explicite dans
un produits d’espaces projectifs, qui permet de définir une hauteur antica-
nonique. Muni de cette hauteur, nous pouvons définir notre objet d’étude,
la fonction zéta des hauteurs («restreintey & un ouvert «assez petity), et
annoncer le résultat obtenu.

2.1.1 Géométrie des surfaces de Hirzebruch

Bien que le corps de base sur lequel nous travaillons soit le corps de
fonctions K, la construction des surfaces de Hirzebruch peut se faire sur
un corps de base quelconque, voir méme un schéma de base quelconque. On
considére le produit d’espaces projectifs P4 x P qu’on munit de coordonnées
homogénes notées (xq : 21 : £9)(yo : y1). Soit m un entier naturel. L’équation
y"zo = Yy x, définit alors une sous-variété fermée et lisse de P% x PL
appelée m-éme surface de Hirzebruch et notée H,,. On notera p; et py les
projections sur le premier et le deuxiéme facteur. Il est bien connu, et facile a
vérifier, que H, est isomorphe au produit P} X P} et que H; est isomorphe
au plan projectif éclaté en un point.

La variété H,, peut étre également définie de maniére intrinséque comme
étant le P'-fibré au-dessus de P! donné par P(Op: @ Op:(m)), la fibration
correspondant au morphisme py |, 3, — P!

Comme dans [Bi|, nous noterons h la classe dans le groupe de Picard
du fibré Og¢,, (1) et f la classe d'une fibre. On a alors [pi(Op:2(1))] = h
et [p5(Op1(1))] = f, ou [.] représente la classe dans le groupe de Picard.
Rappelons que le cone effectif de H,, est défini comme étant le cone de
Pic(H,,) ® R engendré par les classes de diviseurs effectifs. Les résultats
suivants (voir [Bi, Proposition 2.3]) nous seront utiles.

Lemme 2.1.1

On a Pic(H,,) = Zh ® Z f, en particulier Pic(H,,) est libre de rang 2. La
classe du faisceau anticanonique est —w,, = 2h + (2 —m) f. Le cone effectif
est donné par {ah+0b f, (a,b) € R?, a > 0,b > —ma}. Les diviseurs amples
sont ceux dont la classe est de la forme ah + b f avec a > 0 et b > 0.

Remarques :
(i) Le faisceau anticanonique n’est ample (i.e. J,, est une variété de Fano)
que si m = 0 ou m = 1. En revanche sa classe dans Pic(H,,) est toujours a

32



I'intérieur du cone effectif.

(ii) Comme les surfaces de Hirzebruch peuvent se définir sur n’importe
quel schéma de base, on dispose en particulier d'un modeéle naturel de H,,
sur G, noté $,,, dont les fibres sont isomorphes aux surfaces H,, définies sur
les différents corps résiduels. 0

2.1.2 Construction d’une hauteur relative au faisceau
anticanonique

Nous allons nous servir des propriétés des hauteur d’Arakelov (cf. section
1.4.1) pour construire une hauteur associée au fibré anticanonique de 3,
qui posséde des points-base si m > 2. En effet comme [p;(Op2(1))] = h et
[p5(Opi(1))] = f, les projections p; et py définissent des hauteurs associées
a h et [ respectivement. Or —w,, =2h+ (2 —m) f, d’ot on déduit

Lemme 2.1.2

La hauteur H définie comme la restriction a H,,(K) de la hauteur définie sur
P?(K) x P'(K) par H(z,y) = Hy(z)* Hi(y)* ™ est une hauteur d’Arakelov
relative au fibré anticanonique de JH,,.

Remarque : La métrique dont est issue cette hauteur correspond au choix
du modéle canonique $,, de H,, sur €, et du modéle canonique de —w,, sur
Hm- Ceci est di au fait que tous les objets utilisés pour définir cette hauteur
«proviennent» en fait du modéle initial sur Spec(Z) de H,,. On retrouvera
une telle situation dans le cas des variétés toriques déployées. 0

2.1.3 Fonction zéta des hauteurs et problémes d’accu-
mulation

On définit la fonction zéta associée a la hauteur H par

Cgen(s) = DY H(x)™

2EHm (K)

ou s désigne un nombre complexe pour lequel la série converge (voir les résul-
tats de convergence ci-dessous). Comme déja indiqué, les propriétés analy-
tiques de cette fonction sont liées au comportement, asymptotique du nombre
de points de hauteur bornée de H,, c’est-a-dire a ’étude de

nge, m(B) = #{z € H,,(K), H(z) < B}

quand le réel positif B tend vers +oo.
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Ici nous voyons apparaitre une illustration du probléme des sous-variétés
accumulatrices. Considérons en effet la courbe C,,, = (xg = z; = 0) (cette
notation reprend celle de |Bi|) et U 'ouvert H,, \ Cy,. Si m > 1, cette courbe
est accumulatrice pour la hauteur étudiée : il y a «trop» de points rationnels
de hauteur donnée sur C,. Si m > 2 le phénoméne est flagrant car le nombre
ne,, u(B) n'est méme pas fini (rappelons que cela n’arrive jamais si le fibré
dont est issue la hauteur est ample), contrairement a ny g (B).

Si m = 1 le phénoméne d’accumulation est plus subtil. Dans ce cas,
nu.m(B) est négligeable devant ne, m(B) et le comportement des points ra-
tionnels de C; va masquer le comportement général des points rationnels de
H;. Ceci se voit notamment au niveau des abscisses de convergence des fonc-
tions zétas correspondantes (cf. les remarques de la fin de la derniére section
de ce chapitre). Ici, nous retrouvons simplement le fait bien connu que le
diviseur exceptionnel du plan projectif éclaté en un point est accumulateur
pour la hauteur anticanonique.

Tout ceci fait que si m > 1, suivant I'idée de Manin, on restreint I'étude
aux points de 'ouvert U et on considére donc

Comls)= Y, H(x)*

zeU(K)

ou s € Cet R(s) > 1. Le théoréme ci-dessous montre la convergence de cette
série dans ce domaine.

En exprimant (; 4(s) en fonction de (e(s) on va en fait montrer le résultat
suivant

Théoréme 2.1.3

La fonction (y u(s) converge absolument pour R(s) > 1 et se prolonge en
une fonction méromorphe sur tout le plan complexe avec un péle double en
s = 1, de terme principal égal a

41 1 2 —1\2 -1 -2
2 (m + 2) llfi(s_l)ce(s)} 26D U!;[K(l_qv ) (1 +2q¢, +4q,7)

De plus (.1 (s) est une fraction rationnelle en ¢ *.

. . o h‘qlfg
On rappelle que llg(]l (s —1)Cel(s) = CEROR

2.2 Démonstration du résultat

2.2.1 Formule d’inversion

Afin de mener a bien le calcul des fonctions zéta des hauteurs on a besoin
de la formule d’inversion rappelée dans ce qui suit. On notera p la fonction
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de Mobius Div?t(€) — {0, 1, —1}, définie par

1 si D=0
Dy > o)
(D) = (—1)"€Px siD#0 et Vo€ Pg, v(D)=0oul
0 sinon.

Pour f, g deux applications Div'(€) — C on considére leur produit de
convolution f % g défini par

VD=0, (fxg) (D)= >  f(D)g(D-D").
0<D'<D
Le produit de convolution est associatif et admet pour élément unité ¢ défini
par (D) = 1si D =0 et 0si D # 0. On vérifie de maniére combinatoire
élémentaire que 1 x = pux1 =9, ot 1 est 'application constante égale a 1.
On en déduit la formule d’inversion suivante : pour tout couple (f,g)
d’applications de Div®(K) dans C, les deux conditions

VD=0, f(D)= Y g(D)
0<D'<D
et
VD >0, g(D)= > wu(D-D')f(D)
0<D'<D

sont équivalentes. On appellera p-couple tout couple (f,g) d’applications
vérifiant ces conditions.

On a en particulier I'identité suivante

ZetT) = Z (D) T D),

D>0

En effet comme § et 1 forment un p-couple on a, pour D > 0,
Y. wD)=45(D)
0<D'<D

et donc

Z (D) T deg(D) Z T deg(D) _ Z Z M(DI) 7 deg(D)

D>0 D>0 D>0




2.2.2 Calcul de la fonction zéta
On écrit d’abord U(K) = Uy(K) [] F(K) avec
Ui(K)

:{(3301$12$2)(?/01?J1)€P2(K)XPI(K)a Toy!" = wyy et xop#0}
={(1:27:2) (1:m), (z1,22) € K?}

et
F(K)=UE)\U(K)={(0:1:2)(0:1), 25 € K }.

On décompose

Cou(s) = Z H(x)™* + Z H(z) * = Cuy.u(s) + Cru(s)

zeU1(K) TEF(K)

et on va traiter chacun des deux termes de la somme séparément. L.e deuxiéme
terme n’apporte d’ailleurs pas de contribution significative, en effet il ne
fournit qu’'un pole d’ordre un en s = 1.

Pour le premier terme, on commence par poser

Zo(T) = 3 Taes2mpm@e ) rCom @) ¢ g[[T]]

(z,y)eK 2

de sorte que

Con(s) =Y H((L:a™:y)(1:2))" = Zy,ula).

(zy)eK >

En effet si (z,y) € K? on a

H((1:2™:y)(1:x))
— H sup (1, |$‘3m, |y|12}) H sup (17 ‘x|7})27m

vEP K vEP K

= 11 sup (23 lys) [ =l
vEP k, inf(v(z),v(y))<0 VEP K, v(r)<0

_ H q fv inf(2mo(z),2v(y)) H q fo (2=m) v(z)
vEP i, inf(v(z),0(y))<0 veP K, 0(2)<0
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soit

log, (H((1:2™:y)(1:x)))
= — Z fo inf(2mo(z),2v(y))

vEP K, inf(v(z),v(y))<0

- Z ( _m) fvv(x)

VEP i, v(r)<0

— deg( 2 sup(m (2)oc, (y)ac) ) + deg( (2~ m) () ).

On écrit
Zy, n(T) =Y _ R(D) T "

D>0

ou l'on a posé pour D > 0

R(D) = #{(x,y) € K*. 2 sup(m (2)oc, (y)o0) + (2 = m)(2)o = D}.

Si on note

R(D) = #{(z.y) € K*, 2 sup(m (z)os, (¥)oc) + (2 = m) (7)o < D},

R et R forment un pi-couple. Au passage on définit aussi le y-couple (N, N) :
on pose pour tout D > 0

N(D) = #{z € K, (2) < D}

et
N(D) = #{z € K, (7)o = D}.

On a donc en particulier N(D) = ¢“P). On écrit alors

Zf?( D) T deeP Z Z ) R(D') T 9es(P)

D>0 D>0 0L<D'<D
_ Z Z R Tdeg( )+deg(D")
D>0 D'>0
<ZR Tdeg ) <Z M(DI)TdEg(D’))
D>0 D'>0
(s morre)
D>0

E Z(T) ) Ze(T).
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On note Div,,;1(€) I"'ensemble
{D>0,YvePg,vD)<(m+1)}

Ainsi, tout D > 0 s’écrit de maniére unique (m + 2) Dy + Dy avec Dy > 0
et Dy € Div,,41(€). Alors pour tout D' > 0 la condition (m + 2) D" < D
équivaut a D' < D;.

Soit a présent D > 0 fixé, et (z,y) un élément de R(D). Si on note
D' = (7) on a nécessairement (m + 2) D' < D et donc

R(D)= > N(D)#{y € K, 2 sup((y)oec, m D') + (2 — m) D' < D}
0< D' <Dy
en constatant de plus que si (m + 2) D' < D, la condition

2 Sup(()oe m D') + (2= m) D' < D

équivaut a
2(Y)oo <D+ (m—2)D'".

On a donc pour Z;(7T) I'expression

> ( > N(DY#y € K, 2(y)s < (m +2)Dy + Dy + (m — 2) D’})
D130 \0<D'<D;
DgEDivm+1(G) X Tdeg((m—l—?) D —|—D2)

En effectuant le changement de variables (D, D') ~» (D;+ D', D') on trouve
donc que Z;(T) vaut

Y ND)#Hy e K, 2(y)o < (m+2) D+ Dy +2m D'}
D3>0,D'>0
D2EDiVy41(C) X Tdeg((m+2) D+Dy+(m+2) D)

= Y ND)#yeK, 2(y)o < D+2m D}TIEPHmE D)
D>0, D'>0

En notant Div,(€) = {D > 0, Vv € Pk, v(D) < 1}, de sorte que tout
diviseur effectif D s’écrit de maniére unique 2 D + Dy avec Dy > 0 et Dy €
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Divy(C), il vient

Z(T)= Y. ND)#{yeK 2(y)w<2D+2mD' + Dy}
D>0,D'>0

deg(2 D+D1+(m+2) D’
D1 €Divy (@) x T dee 1 (m+2) DY)

- E: N(D') N(D + m D') T2 P+Dit(m+2) D)
D>0,D’'>0

D, €Div, (@)

Sim = 0, cette derniére expression montre que Z;(7") se met sous forme d’un
)
produit :

7 (T) _ (Z N(D/)TQdeg(D’)) (Z N(D)TQdeg(D)) Z Tdeg(nl)

D'>0 D>0 D; €Div, (@)

On peut alors terminer le calcul comme indiqué ci-aprés'.
Sim>1,ona

Zl(T) — Z N(D’) qlfqueg(D)—l—deg(m D) Tdeg(? D+D1+(m+2) D)
D>0,D'>0
D, €Divy(€)
+P(T) Y T

D1€Divy(€C)

ou P; est un polynome. En effet, d’une part, comme déja indiqué N(D+m D')
n’est autre que ¢“(P+mP) et d’aprés le théoréme de Riemann-Roch on a

((D+mD")=1-g+deg(D+mD")

dés que deg(D) > 2g — 2 ou deg(D') > 2¢g — 2. D’autre part ’ensemble des
couples (D, D') avec D > 0, D' > 0, deg(D) < 29 — 2 et deg(D') < 2g — 2
est un ensemble fini.

On posera P;(T) = 0 si m = 0 et on peut reprendre le calcul pour m =0
et m > 1 simultanément. En notant

Z(T) = Z,(T) — P(T) Z 7 deg(D1)

D, €Divy(€C)

'Comme Hy est isomorphe au produit P} x Pj il est en fait bien plus naturel dans
le cas m = 0 de calculer la fonction zéta des hauteurs comme produit des deux fonctions
zéta des hauteurs associées & chacun des facteurs du produit.

39



on a

Zq (T) = qu (Z N(D/)qmdeg(DI)T(erQ)deg(D')) (Z(qTQ)deg(D)>

D'>0 D>0

% Z T deg(D1)

D; €Div, (@)

soit

Z/ (Z N mdeg )T(m+2) deg(D’)) Ze (q TQ) H (1—|—Tf“)

D'>0 vEP K

Il reste a calculer 3 N(D) g™ dee(P) 7 (m+2)dea(P)  pPour cela on utilise le pi-
D30

couple (N, N) et on trouve

Z N q™ deg(D) rdeg((m+2) D)

D>0

=(q"* Ze(q™ " T™") + Po(T)/ Ze(q™ T™?)

ou P; est un polyndme.
Par ailleurs on a

I[1 @+T%)

vEP K
e (1 + Tf?)) (1 _ wa)
2

= [[a-7")

vEP Kk

1
- Ze(T?)

Calculons a présent (g pm. Siz € K on a

H((0:1:2)(0:1)) = ] sup(1,|z],)’

vEP K

de sorte que si on pose

Zpu(T) = Z T2 deg(()o0)

zeK
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on a (ppy(s) = Zpu(q*). Il vient alors

Zen(T) = 3 N(D) T2 4es(0)
D>0
= > N(D)p(D)T? )

D>0,D' >0

_ (Z N(D)T“"’g(D)> /Ze(T?)

D>0

= (""" Ze(q¢T?) + P5(T))/ Ze(T")

ou Pj est un polynodme.
On a donc en recollant les morceaux I’expression suivante

q272g Ze(qm+1 Tm+2) ZG((] T2)
Z@(TQ) Ze(qm Tm+2)
¢ Ze(qT?) P5(T)
Z@(T2) Z@(qm Tm+2)
1y Ze(qT?) . P(T) | Ps(T)

Ze(T) T Zo(T?) T Ze(T?)

ZU,H(T) =

soit pour la fonction .y

P 29C(m+2)s— (m+1))C(2s 1)
Ce(2s) Ge((m +2)s —m)
q'"9¢e(25s—1) Py(q )
Ce(2s) Ce((m+2)s—m)
L Ges—1) R | Pie)
Ce(2s) Ce(2 ) Ce(2 )
et des propriétés de la fonction (e (section 1.3) on déduit le théoréme 2.1.3.

Le pole d’ordre 2 en s = 1 provient de la contribution du premier terme de
la somme ci-dessus, et le terme principal vaut

2-2¢ 1 (Resszl CP(S) )2
T Ymr2) T (22

Cum(s) =

_|_

+4q

avec

@ =[] O-¢?)P= 1] O-a ") +2¢ "+

VEP i VEP i

ce qui montre le résultat annoncé.
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2.2.3 Compatibilité avec la conjecture de Manin fonc-
tionnelle

Nous vérifions ici que le résultat démontré entraine que la réponse a la
question 1.4.2 est positive pour la variété H,,, avec la hauteur H et I'ouvert
U considérés. Le rang du groupe de Picard de H,, est égal 4 2 (lemme 2.1.1),
et on a donc montré que notre fonction zéta des hauteurs anticanonique
converge absolument pour R(s) > 1 et se prolonge en une fonction méro-
morphe sur C avec un pole d’ordre le rang du groupe de Picard de H,, en
s = 1. Il reste a vérifier que ’expression que nous avons obtenu pour le terme
principal du poéle correspond bien & l'expression o*(H,,) 5(H,,) 7 (H,n), ces
constantes ayant été introduites a la section 1.4.1.

Rappelons que Uinvariant o (H,,) est défini comme xc,q3e,,)(wg ) oi
X Cogr(H,m) €St défini pour tout élément s de I'intérieur du cone effectif par

XCost(3n) (8) = / e ¥ dy
- Ceﬁ(g{m,)v
avec
Cet(H,n)" = {y € (Pic(H,,) @ R)Y, Vo € Cen(H,,), (y, x) = 0}.

Ainsi en notant (h*, f*) la base duale de (h, f) dans (Pic(H,,) ® R)Y et en
utilisant la description du cone effectif donnée dans le lemme 2.1.1 on obtient

O/*(fH:m) _ / ef<2h+(27m)f,y>dy
{ah*+b f*,6>0,a>m b}

:/ e(m=2)b (/ 62“da> db
b>0 az>mb

1
— _/ 67(m+2) b(]b
2 Jp>0

1
2(m+2)

La constante 3(H,,) est égal a #H' (K, Pic(HP)), o
:]—(rsrf'p =H,, X Spec(K) SpeC(Ksep).

On a donc S(H,,) = 1 puisque Pic(H¥P) est un Gal(K P/ K )-module trivial.
Par ailleurs, compte tenu toujours du fait que le groupe Pic(HP) est un
Gal(K*? /K )-module trivial, la constante 74 (H,,) est égale a

(V) = (lim(s — 1) Ge(s)) g0 ™0 TT (1 g,7) 20, (3 (K,)),

vEP K
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wy (Him (K,)) désignant le volume de 'espace v-adique H,,(K,) pour la me-
sure w, construite a partir de la métrisation du faisceau anticanonique dont
est issue la hauteur H. Le choix de la métrique effectué ici correspond, comme
déja indiqué, au choix du modéle naturel de H,, sur € (voir la remarque sui-
vant le lemme 2.1.2), et dans ces conditions pour tout v on a d’aprés la
formule (1.4.2.1)

ﬁm I{;'U
wU(}Cm(Ku)) - ?T(g({m))ﬂ

i (k,) désignant 'ensemble des points k,-rationnels de la k,-variété obtenue
par réduction modulo v du modéle, autrement dit

fjm(k'u) - {(ZL'() X xQ) (UU : Ul) € PQ(kv) X Pl (kv); Zo an =TI Uéﬂ}

On vérifie facilement, en utilisant par exemple le fait que 9,,(k,) est un
P'(k,)-fibré au-dessus de P'(k,), que # 9H,,(k,) =1+ 2q, + ¢2. Enfin on a
bien dim(H,,) = 2.

Remarquons enfin qu’il est assez aisé, avec la technique utilisée ici, de

montrer que, dans le cas m = 1, (¢, n(s) = >, H(x) ® ne converge
z€Cm(K)

absolument que pour R(s) > 2 avec un pole simple en s = 2 ce qui correspond

au phénomeéne d’accumulation évoqué a la section 2.1.3. Dans le cas m > 2,

Cc,,.mr e converge pour aucun s tel que R(s) > 0.

43






Chapitre 3

Le cas des variétés toriques
déployées
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Ce chapitre est une version légérement modifiée de 'article [Bo2|.

Ce chapitre, dans la continuité du précédent, est consacré a la démons-
tration du fait que la réponse a la question 1.4.2 est positive pour une variété
torique déployée définie sur un corps de fonctions K, en prenant pour ouvert
U l'orbite ouverte du tore. Le plan de la démonstration est similaire : réécri-
ture de la fonction zéta des hauteurs en termes de sommation sur des familles
de diviseurs effectifs, utilisation d'une inversion de Mdbius, puis utilisation
du théoréme de Riemann-Roch pour I’évaluation finale de la fonction zéta des
hauteurs en termes de séries géométriques. C’est de loin cette derniére étape
qui se révéle la plus douloureuse sur le plan technique, notamment en compa-
raison avec le cas particulier des surfaces de Hirzebruch. 1.’idée qui sous-tend
les calculs un peu pénibles de la section 3.5.3 reste cependant simple (cf. les
remarques a la fin de la section 3.5.2).

Naturellement, la technique employée ici est fortement inspirée de celle
employée par Salberger dans |Sa| pour démontrer la conjecture de Manin
pour les variétés toriques déployées définie sur Q. Notons cependant que nous
obtenons un résultat plus général en caractéristique non nulle : nous nous
plagons sur un corps de fonctions quelconque, et nous n’avons pas besoin
de supposer le faisceau anticanonique engendré par ses sections globales,
contrairement aux hypothéses de [Sa, Thm 11.49].

3.1 Quelques notations

Dans tout ce chapitre, nous fixons un corps de fonctions K et reprenons les
notations de la section 1.3. Sans perte de généralité, nous supposerons que le
corps des constantes de K est k, et est donc de cardinal ¢. Le probléme auquel
nous serons confronté pour ’évaluation des fonctions zétas des hauteurs est
que, pour g > 1, ((D) = dim H°(€C, O(D)) n’est pas une fonction de deg(D)
si deg(D) est petit. Dans le cas des surfaces de Hirzebruch, ce n’était pas
génant car la partie correspondante de la fonction zéta des hauteurs était un
polynome et ne contribuait donc pas a la partie polaire de la fonction zéta.

Cet argument ne sera plus valable pour une variété torique déployée quel-
conque. Nous sommes ainsi amené a introduire les notations suivantes. Rap-
pelons que h représente le nombre de classes de diviseurs de degré 0 de C.
Nous fixons une fois pour toutes h représentants des classes de diviseur de
degré 0, notés 09, ...,0%. Nous fixons également un diviseur de degré 1, noté
0! (il en existe par |Wel, VII§ 5,Cor 6]). Définissons alors des fonctions
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pour ¢ =1,...,h en posant pour tout n € N :
fi(n) = 1(0) +nd").

On a donc f;(n) = n+1—g dés que n > 2 g—2. Maintenant si on ne considére
que les diviseurs D astreints a la condition

D — deg(D)d' ~ ?}

pour i fixé nous avons ¢(D) = f;(deg(D)). Nous ne pouvons expliciter f;(n)
pour 0 < n < 2 ¢ — 2 mais nous allons montrer pour tout n la majoration

filn) < 1+n

qui nous suffira pour le résultat que nous avons en vue. Nous étendrons f; a
Z en posant f;(n) =14 n pour n < 0. Il pourrait sembler logique de poser
plutot dans ce cas f;(n) =1 (0Y+n0d') = 0. La définition adoptée ici est juste
un artifice de calcul, elle permettra par la suite d’écrire des majorations plus
«propres».

Pour démontrer la majoration ci-dessus, on remarque qu’étant donné D
un diviseur effectif I'application

E—FE+D
définit une injection de |K — D| dans |K| d’ou
(K — D) < ((K)
et comme ((K) = g le théoréme de Riemann-Roch entraine la majoration
(D) < 1+ deg(D)

valable pour tout diviseur effectif D.

3.2 (Géométrie des variétés toriques

Nous nous contentons de rappeler les résultats qui nous seront utiles, et
renvoyons aux références classiques sur les variétés toriques (par exemple
[Od], [Fu|, [Ew]) pour plus de détails. Les notations fixées ici seront par
ailleurs reprises dans le chapitre 4. Les résultats énoncés dans cette section
sont valables sur un corps quelconque.

Soit N un Z-module libre de rang fini dont on notera r le rang, M = NV
son dual, I'accouplement naturel entre N et M étant noté (., .) (par la suite
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nous désignerons toujours ainsi l'accouplement naturel entre un Z-module
libre de rang fini et son dual, mais aucune confusion ne devrait en résulter).
Un cone o0 de N ® R est dit polyédral rationnel s’il s’écrit

g = E R>0mi

ou I est un ensemble fini et les (m;) sont dans N. Un tel cone est dit stric-
tement convexe si 0 N —o = {0}.

Un éventail de N est alors un ensemble fini > de cones polyédraux ra-
tionnels strictement convexes de N ® R, vérifiant les conditions suivantes :
- toute face d’un céne de X est un cone de X,

- l'intersection de deux cones de ¥ est une face de chacun des deux cones.

Un éventail ¥ est dit régulier si tout cone de ¥ est engendré par une
partie d'une Z-base de N, et complet si les cones de ¥ recouvrent N ® R.

A un éventail complet et régulier est associé pour tout corps L une variété
torique déployée Xy 1, propre, lisse, de dimension r, définie sur L.

On considére désormais ¥ un éventail de N supposé projectif et régulier,
c’est-a-dire complet et régulier et tel que pour tout corps L la variété Xy p,
est projective. On notera Xy la variété Xy , et 7' son orbite ouverte (qui
est donc isomorphe a (G, i)"), M s’identifie alors au groupe des caractéres
de T et N a celui de ses cocaractéres. Pour toute extension L de K, T'(L)
s’identifie & Hom (M, L*).

Nous notons ¥(1) 'ensemble des rayons de ¥, ¢’est-a-dire les cones de ¥
de dimension 1, et pour o cone de ¥, nous notons o(1) le sous-ensemble de
¥(1) des éléments contenus dans 0. Pour o € ¥(1) nous notons p, le généra-
teur de o, ®, le diviseur T-invariant associé et D, sa classe dans le groupe
de Picard de Xy. Un diviseur anticanonique est alors donné par Y. 2,.

aeX(1)
Nous désignons par PL(X) le groupe des applications entiéres linéaires par
morceaux sur Y, qui est isomorphe au groupe des faisceaux inversibles 7-
linéarisés de Xy modulo isomorphisme, ainsi qu’au groupe abélien libre de
base (Dq4)aexq) par application
¢ — (¢(Pa))aez(1)-

Le groupe de Picard de Xy est le quotient du groupe abélien libre de base

(Da)aes() par les relations
Z (m, pa) Da

a€ex(1)
ol m parcourt M, en d’autres termes on a une suite exacte

0-—M —Z"Y — Pic(Xy) — 0.
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Pour o cone de X, nous abrégerons souvent les notations o € o(1) et
ado(l)ena€coetado.

Nous fixons pour toute la suite du chapitre une base de N dont les éléments
sont les générateurs des rayons d’un cone donné oy de dimension r (ce qui est
toujours possible car I'éventail est régulier). Notons (pj)seq, la base duale,
et posons pour 3 € oy et « ¢ oy

nga = =P, Pa)-

Alors Pic(Xy) est libre de base (D, )ag¢o,. On désigne par t son rang. On a

pour 3 € gg
Dﬂ = Z ng.a Da.
adoo

Les coordonnées de la classe du faisceau anticanonique (notée —wsy, voire en
3
général —w si I’éventail 3 est fixé par le contexte) sont donc dans cette base

(1 + nﬂ,a) ,
BE€ao

adoo

elles seront aussi notées (—wq)ago,-

3.3 Fonction zéta des hauteurs

Dans cette section nous construisons, suivant Batyrev et Tschinkel, une
certaine hauteur anticanonique sur Xy, et définissons notre objet d’étude : la
fonction zéta associée. Enfin nous énoncons notre résultat, qui sera démontré
dans les deux derniéres sections de ce chapitre.

3.3.1 Construction de la hauteur

Nous utilisons la hauteur construite par Batyrev et Tschinkel dans [BaTs1,
2.2| (& ceci prés que les auteurs de |BaTsl| travaillent sur un corps de
nombres). Nous rappelons comment elle est définie. Pour tout v € Pg le
morphisme valuation

v: Ky —Z
x — v(x)

permet, en identifiant T'(K,) & Hom(M, K}), de définir par composition un
morphisme
Jo : T(K,) — Hom(M,Z) = N
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puis pour tout ¢ € PL(X) ® C une hauteur locale

Hy,(¢) : T(K,) — C
x> exp | f, In(q) ¢(js(2))]

et enfin un accouplement noté Hy

T(K)x (PL(Y)®C) —C
(z,¢) +— I Hs.u(¢)(2)

vEP Kk
qui vérifie entre autres propriétés

Lemme 3.3.1

[BaTs1, Thm. 2.1.6 + Rk. 2.1.8] La restriction de Hy, a T(K) x PL(X) est
un systéme de hauteurs, i.e. pour tout ¢ € PL(X), la restriction de Hy, a
T(K) x {¢} est la restriction a T'(K) d’une hauteur d’Arekelov associée au
fibré correspondant a ¢ (notée Hy, 4 par la suite).

Ce lemme est d’abord montré dans le cas o ¢ correspond a un fibré tres
ample, auquel cas il résulte des propriétés de convexité de ¢, puis dans le
cas général en écrivant tout diviseur comme différence de deux diviseurs tres
amples.

Remarques :

(i) La formule du produit montre que Hy se factorise a travers T(K) X
(Pic(Xy) ® C).

(ii) Les hauteurs ainsi construites sont & valeurs dans ¢Z.

(iii) Comme Xy est une variété torique déployée, nous disposons d’un
modéle canonique Xy, de Xy, défini sur C toute entiére, et pour tout faisceau
inversible £ d’un modéle canonique £ de £ sur Xyx. La hauteur définie ci-
dessus correspond au choix de ces modéles, selon la construction définie dans
la partie 1.4.1. 0

3.3.2 Fonction zéta des hauteurs, calcul de la constante
et énoncé du résultat

Nous posons alors

(ry() = Z Hy(x,—9)

z€T(K)

pour tout ¢ = (s,) € PL(X)®C tel que la série converge (voir les résultats de
convergence ci-dessous). Dans la suite nous étudierons en fait la restriction de
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(y, a la droite complexe C ¢, ot ¢g = (1,...,1) et correspond donc, d’aprés
la section 3.2 au faisceau anticanonique. Nous noterons, pour s € C,

CT,Hg,d)O () = (r»(s ¢o)

Nous calculons a présent les constantes 3(Xx) et 7y, (Xs) définies a la
section 1.4.3. Notons X3 = Xy Xgpec(r) Spec(K*P). Comme Xy est une
variété torique déployée, Pic(Xa ") est un Gal(K**/K)-module trivial. La
constante 3(Xx) = #H' (K, Pic(Xa?)) est donc égale a 1.

Comme remarqué précédemment, le choix de la métrique effectué ici pour
construire la hauteur Hy, 4 correspond au choix du modéle naturel Xy, de Xy,
sur €. Si w, désigne la mesure induite sur Xy (K,) par cette métrique, on a
alors pour tout v d’aprés la formule (1.4.2.1)

# %Z (kv)

wv(XZ(Kv)) = ma
v
Xy.(k,) désignant ’ensemble des points k,-rationnels de la k,-variété obtenue
par réduction modulo v de Xy, (qui n’est autre que Xy, ).
Par ailleurs, comme Pic(X,") est un Gal(K P /K )-module trivial, pour

tout v € Pk on a
Ly (s, Pic(X5P)) = (1 — ¢, )"

et
L(s,Pic(X3P) = [ Lo(s, Pic(XEP)) = Ce(s)".
VEP K
Finalement on obtient
j C g dm o # X (k)
THy 4, (Xy) = (ll_rg(@ —1) CG(S)> g —9) dim(¥x) H (1—q,") tW.
vEP K v

Nous montrons dans la suite de ce chapitre le résultat suivant

Théoréme 3.3.2

Soit 3 un éventail projectif et régulier et Xy, la variété projective et lisse
définie sur K qui lui est associée. La série (r py, , (s) définie ci-dessus converge
absolument dans le domaine R(s) > 1 et pour un certain £ > 0 se prolonge
en une fonction méromorphe dans le domaine R(s) > 1 — € qui a un pole
d’ordre t, le rang du groupe de Picard de Xy, en s = 1, de terme principal

i k

s—1
vEP K

52



Remarques :

(i) Nous obtenons ainsi une réponse positive a la question 1.4.2 pour
toute variété torique lisse déployée définie sur K et munie de la hauteur
Hy, 4, définie ci-dessus, en prenant pour I'ouvert U l'orbite ouverte.

(ii) Contrairement au cas des surfaces de Hirzebruch, nous ne sommes
pas en mesure d’assurer que la fonction zéta des hauteurs est une fonction
rationnelle en ¢ *. Nous soupconnons d’ailleurs qu’elle n’admet méme pas
de prolongement méromorphe a tout le plan complexe, et ceci déja pour le
plan projectif éclaté en deux points (cf. & cet égard le commentaire qui suit
la démonstration de la proposition 3.4.3). 0

3.4 Préliminaires au calcul : paramétrage et
formule d’inversion

3.4.1 Reéécriture de la fonction zéta des hauteurs

Nous noterons Ay, le sous-ensemble de Div' (€)*() composé des éléments
(Da)aex(1) vérifiant les deux conditions

Vme M, Z (m, pa) Dy ~ 0 ()
a€ex(1)
et
() Supp (Z Da) =0 (% %)
gEX ado

la derniére condition étant équivalente a

Vv e Pk, }ng; (Zz)(Da)> =0
ado
ol encore a

Vv e Py, Jo € X, Ya ¢ o, v(D,) = 0.

Nous noterons aussi A% (respectivement A *)) I'ensemble des éléments de
Div™(€)*() vérifiant la condition (%) (respectivement (% *)).

Dans |Sa, ch. 11|, Salberger démontre la conjecture de Manin pour les
variétés toriques déployées définies sur Q en ramenant, par le biais des tor-
seurs universels, le comptage des points rationnels d'une telle variété torique
au comptage des points entiers d’un espace affine, vérifiant certaines condi-
tions de coprimalité. Ces conditions sont le strict analogue de la condition
(* ). Ici nous montrons que I'on peut paramétrer les points de T'(K) par les
éléments de Ay,
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Lemme 3.4.1
Il existe une bijection

hs : T(K)/T(k) = As,

de sorte que pour x € T(K) et ¢ € PL(X), si on note (Dq)acx() = hs(2),

on a
> ¢(pa)deg(Da)
Hy, 4(z) = g0 .

Démonstration : La démonstration donnée ici est combinatoire et ne fait
(en apparence du moins) aucun usage des torseurs universels.
On a un morphisme de groupes

div : K* —— Div(€)

de noyau k* qui induit par composition un morphisme
Y : T(K) — Hom(M,Div(C))
de noyau T'(k) = Hom(M, k*). On a donc une suite exacte
0 — T(K)/T(k) — Hom(M,Div(€C)) — Hom(M, Pic(€C)) — 0.

Maintenant soit (D,) un élément de As. L’élément de Hom(M, Div(C))

mi— Z (M, pa) Da

a€ex(1)

a par la condition (%) une image triviale dans Hom (M, Pic(C)) et il lui cor-
respond donc un élément de T'(K)/T (k).

Réciproquement, soit = un élément de T'(K)/T(k), induisant un élément
de Hom(M, Div(€)) et par composition avec v : Div(€) — Z un élément n,,
de N pour tout v, nul pour presque tout v. Si n,, = 0 on pose k,, 0 pour
tout o € X(1). Sinon n,, est dans l'intérieur relatif d’'un unique coéne o de

¥\ {0}, et donc
Ngow = Z ka,v Pa

aco

avec ko, > 0. On pose ko, = 0 pour @ ¢ o. Finalement on pose pour

a € (1)
D, = Zka,v V.
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Par construction la famille (D,) vérifie la condition (* %), et I'élément de
Hom (M, Div(@))
s S p0) D,
(0]

n’est autre que ¥ (x). Ainsi (D,) vérifie la condition (*) et les deux appli-
cations définies ci-dessus sont inverses l'une de I'autre. La formule pour la
hauteur découle de la définition méme, ce qui montre le lemme. OJ

Géométriquement ceci peut se voir de la fagon suivante. Tout = € T(K)
définit de maniére naturelle un k-morphisme

%ZG—)XEJC

dont I'image n’est pas incluse dans le complémentaire de I'orbite ouverte. On
pose alors, pour « € 3(1), D, = *(D,). Autrement dit D, est le diviseur
d’intersection de l'image de € par z avec le diviseur ®,, et les entiers k,,
définit ci-dessus sont des multiplicités d’intersections. La famille (D,) ainsi
définie n’est autre que hx(x). La formule de la page 12 de [Se2| permet
d’ailleurs de retrouver I'expression donnée pour Hy ,(z).

Corollaire 3.4.2
Posons

Z(Taesny) = (0 - 1) > [[ TP € Z[[T., a e S]]

(Da)EAs a€x(1)

Alors pour tout ¢ = (s,) € PL(X) ® C tel que Z((q **)) converge on a
Z((q ")) = ¢(9)-

Dans la suite, comme déja indiqué, nous nous intéressons au cas oll ¢ = s ¢
avec s € C et ¢ est 1’élément de PL(X) correspondant a Y ®,,. Nous étudions

«
donc

21 =@g-17 Y =" ez
(Da)EAs

3.4.2 La formule d’inversion de Mobius

Pour nous affranchir de la condition (* =), nous allons introduire une for-
mule d’inversion totalement analogue a celle utilisée par Salberger dans |Sa|
pour traiter les conditions de coprimalité évoquées ci-dessus (et qui apparait
déja dans des cas particulier dans [Sc| et [Pel]).
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Proposition 3.4.3
Il existe une unique fonction ps, = DivT(€)*(M) — C vérifiant

V(D,) € DivH(€)*W, 1 0 ((Dy)) = > s ((Ey)).
p2}
(Ea)€Divt(e)>M
(Ea)<(Da)

Cette fonction vérifie en outre les propriétés suivantes.
1) Elle est multiplicative, ¢’est-a-dire que si (E,) et (D,) vérifient

Supp(D,) N Supp(E,) = 0

pour tout o € X(1) alors

px((Da) + (Eq)) = ps((Da) ps((Ea)).

2) Pour tout v € P et tout n = (ng) € N> 1iss((nqv) ) ne dépend que
de n (et pas de v), on note u(n) cette valeur. On a p(n) =0si Y. n, =1
ou s’il existe a tel que n, > 2.

3) Considérons

Zys (Ta)aex) = Yo ws((Da) J] TSP e Z[(T)]]
)

(Do)€EDivT(R)=(M) aex(1

Alors pour tout (s,) € C¥V) du domaine R(s,) > 5 la série

Cus ((80)) = Zus (g )

est absolument convergente et définit donc une fonction holomorphe dans ce
domaine. On note pour tout n € N*W |n| = 3 n,. Alors (. (1,...,1)

vaut
I > wme™

vEP Kk neNZ(1)

et on a pour tout v € Pk la relation
_ iyt # Xs (k)
> ogm)g M= (1 g, ") =
nENZ(]) q'u
en particulier (,,,(1,...,1) est non nul.

Démonstration : La démonstration dans le cas des corps de nombres,
que l'on trouve dans [Sa] ou [Pe3|, se transpose quasiment mot a mot, en
remplacant le monoide des idéaux entiers du corps de nombres considéré par
le monoide des diviseurs effectifs. Nous rappelons les arguments.

o6



Une telle fonction puy doit vérifier pour tout (D,) € Divt (€)=

pe((Da) = Lo ((Da)) = > ux((Fa))
(Fa)<(Pa)
(Ea)A(Da)

ce qui par récurrence sur »_ deg(D,) montre I'existence et 'unicité de cette
«
fonction.

Soient (E,) et (D,) vérifiant
Supp(Da) N Supp(Fa) = 0

pour tout o € 3(1). Il est immédiat que 1 ¢ est multiplicative et on a
p2

donc
I'A(Z* *)((Da) + (Ea)) = 1‘A(E* *)((Da)) I‘A(E* *)((Ea))
= px((Dg)) px((Eq))
(D6)<(Da) (Ba)<(Ea)
Maintenant ’hypothése sur (F,) et (D,) entraine que 'application
((Da): (E)) — (Dg + E)
établit une bijection entre
{(Dg), Dy < Do} x {(E), E; < Ea}

et
{(F2), (F,) < (Do + Eq)}

et en raisonnant par récurrence sur »_  deg(D,) + deg(E,) on obtient
1o ((Da) + (Ea)) = 15((Da)) s ((Ea))
+ Y ms((F)

(Fa)<(Da+Ea)
(Fa)#(Da+Ea)

soit, par définition de us

p2((Da)) ps((Fa)) = ps((Da) + (Ea)).

ce qui démontre 1).
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La premiére assertion de 2) est immédiate. Soient v € Py et n = (n,) €
N 8%l existe ap tel que ng, > 2, définissons n' € N*() en posant n), =
Na, — 1 et n!, =ng si a # ag. 1l est alors immédiat que

IA(;*)((TL(l U)) == :lA(;*)((TL:l U))

et donc par définition de py que px((n,v)) = 0. Si maintenant (n,) vérifie
Na, = 1 pour un certain aqg et n, = 0 si a # aq alors

Ly (10 0)) = 1= i (1 0)) + p((0)a) = (0 ) +1

et 2) est démontré.
T4z 32 . . s
Par la propriété 1), Z,, s’écrit comme un produit eulérien

Zuz ((Ta)) = H Z M%(T’) H Tdfv Mo

vEP K neNx1)

Par la propriété 2), pour tout v € Pk et tout (s,) € C>M du domaine
R(sa) > £, on a

S @[La =1+ 0 ()

neND() Jomeo

avec 11 > 1 ce qui au vu du domaine de convergence de (e montre 3), exception
faite de la derniére assertion.

Celle-ci se voit simplement a ’aide des torseurs universels. Nous renvoyons
a [Sa| pour plus de détails sur cette notion, ainsi que pour la description
des torseurs universels au-dessus d’une variété torique déployée (on pourra
également se reporter a [Co| pour ce dernier point). Munissons I’espace affine

AE(]) de coordonnées (Xa)aez(l). Soit s, , I'ouvert de Akz(]) complémentaire

v bl

de I'intersection des fermés d’équations
[] X.=0
ado

pour o décrivant ¥. Cet ouvert contient le tore Us, 5, d’équation [[ X, # 0,
aeX(1)

dont le groupe des caractéres s’identifie naturellement a Z*("). Rappelons que
I’on a une suite exacte

0-—M —Z"Y — Pic(Xy) — 0.
Le morphisme de Z-modules

M — 770
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induit alors un morphisme de tores
UE,k,, — Tkﬂ
qui s’étend en un morphisme
VI 7'27]% — XZ,IC,,-

Le morphisme
Z¥ — Pic(Xy)

induit une action naturelle d'un tore isomorphe a Gf k, SUur Us ,, qui s’étend
en une action sur 7Ty, et fait de 75 x, un torseur universel au-dessus de Xy, 5,

(cf. [Sa, Proposition 8.5 & Remark 8.6(b)|). On en déduit

# { (wa) € kv, Jo € B, T 20 # 0}
ado
(q'u - l)t

(rappelons que Xy est le modéle canoniques de Xy sur €, cf. remarque (iii)
aprés I’énoncé du lemme 3.3.1). Notons

#xZ(kv) - #XZ,]CU (kv) -

AX)={ne{0,1}*Y o e %, Vad o, n, =0}

Par définition de pu$ on a alors

Vn e {07 1}2(1)7 IA(E)(n) = Z /L%(TL,)

n'<n

On en déduit

# { (xa) € I{;E(l)7 Jo € 3, H Ty # 0}

ado
= > ) #{ () €KYV 0 = 0sing =1}
ne{0,1} =)
= > mn)gO
ne{0,1} =)
ce qui montre la formule annoncée. O]

On peut se demander si la fonction ¢, se prolonge méromorphiquement
a C> voire s’exprime comme une fraction rationnelle en les ¢ —*=. Ceci est
vrai si Xy est un espace projectif ou une surface de Hirzebruch : dans ces
deux cas la fonction ps, s’exprime simplement en termes de la fonction pu
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«élémentairey, celle qui a justement été utilisée au chapitre 2. Le calcul est
aisé, et est d’ailleurs effectué au chapitre 4 dans un cadre motivique.

Cependant un cas particulier d’un théoréme de Kurokawa (|Ku|) montre
que déja pour le plan projectif éclaté en deux points il n’existe méme pas
de prolongement méromorphe. En effet dans ce cas la restriction de ¢, a la
droite (s, ..., s) s’exprime dans le domaine de convergence absolue comme le
produit eulérien

IT 0-a7) (1+3¢,°+4,%).

VEP K

Comme le polynéme (1 — T)* (1 + 3T + T?) n’a pas toutes ses racines de
module 1, un tel produit eulérien n’admet pas de prolongement méromorphe
a C.

Comme les termes d’erreur de la fonction zéta des hauteurs font intervenir
cette fonction ¢, , il est légitime de penser que la fonction zéta des hauteurs
elle-méme n’admet pas de prolongement méromorphe a C (un tel résultat ne
découle cependant pas a priori du résultat du paragraphe précédent).

Dans la suite du chapitre, pour alléger les notations, nous noterons p la
fonction py, (étant entendu que 1’éventail 3 est fixé une fois pour toutes dans
ce chapitre).

3.5 Le calcul proprement dit

3.5.1 Encore une réécriture
Nous avons
Z(T)

(¢—1)

T %deg(na)

(Do )EAs

(Da)eAS) | (Ea)eDiv(e)=M
(Ea)<(Da)

par la proposition 3.4.3. Nous utilisons les notations introduites a la section
3.2. Rappelons en particulier que oy désigne un cone de ¥ de dimension
maximale, que les (nga)seqs, sont les opposés des coordonnées des (pa)a¢a,

adop
dans la base (pg)gcq, de M et que (—wq)ags, désigne les coordonnées de la
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classe du faisceau anticanonique dans la base (D,)ag¢s, de Pic(Xy). Il vient
alors, par définition de A(Z*),

(¢ —1)""Z(T)
>_deg(Da+Ea)
= > 1(Ea)) T
(Da)eDivT(e)>M)
(Ea)€eDivt(e)>M
VﬂEUO,DB—l—EBN Z L (D(,—FE(,)
adoq
= > n((Ea))
: deg(Da+FEa ng o deg(Da+FEqo
(Da)eDiv(E)EW ><T“¢Z"0 g(Da+ )+B§0a%0 8,0 deg(Da+Ea)

(Ea)€Divt ()=

vV B€oq, DB+EBN Z ng.a (DQ+EQ)
adoq

= > u((Eo)) T] #|D_ npa(Da+ Ea) — Eg
(Eq)€Divt(e)>M BEao agoo

(Dg)eDivt(@)¥(M\ea(1) > —wa deg(Da+Eq)

X Jjagao

Nous considérons d’abord le cas oi1 € = P!. Ceci n’est pas essentiel pour le
calcul mais permet de mieux comprendre son déroulement dans le cas général.
On a alors
ql-l—deg(D) -1
#|D| = #{E > 0, deg(E) = deg(D)} = 1
si deg(D) > 0 (et bien sir #|D| = 0 si deg(D) < 0).
Considérons le terme de la fonction zéta dépendant d’'un (F,) fixé. Il vaut

> —wa deg(Da+Eq)
> T #1D. nsa(Da+ Es) — Eg| Te#0 (3.5.1.1)

(Da)aezag BEoy adoo

Soit (da)a¢e, une famille d’entiers positifs. La contribution a la somme ci-
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dessus des (Dy)ago, tels que deg(D,) = d, pour a ¢ oy est

14+ > ng o(da+deg(Eq))—deg(Eg)

q adoq — 1
#{D > 0,deg(D) = do} [ | —
BE€ao q
> —wa(da+deg(Eq))
x T e#o0
1 — Y deg(Fa)
N (g — 1)r+t q H (q" %~ qdeg(Ea))
adog
1+ Z n ,ada Z —Wa do
<T] <q oo qdeg(Eﬁ)> Todo

BEao

On en déduit que I'expression (3.5.1.1) vaut

> deg(Ea)

)DL T | (R i)

do >deg(Ea), adoo adoo
Z nB,ada > deg(Eﬂ)
agoq

1+ Z n ,ada Z —Wa Ao
X H (q agoq ’ _qdeg(E5)> T @¢o0 .

BEao

Remarquons que les inéquations
da 2 0, « §é ag

et
> ngade =0, BEay
adoo
sont celles définissant, dans la base duale de la base (Da)agﬁo, le dual du cone
effectif de Xy.
Dans le cas ou € est de genre g > 1, nous nous ramenons a une expression
sensiblement de la méme forme que ci-dessus en écrivant

(iﬂ)aeao
1<ia<h

oit Z(;y(T) se définit comme Z(T') mais en restreignant la sommation aux
(D,) vérifiant
D, — deg(Dy)d' ~ 0 .
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pour tout « ¢ oy. Il se trouve que chacun des h* termes Z;_)(T) apporte une
contribution identique au terme principal de la fonction zéta des hauteurs.
On peut rapprocher ceci du résultat obtenu par Schanuel dans [Sc|. Schanuel
étudie le comportement asymptotique du nombre de points de hauteur bor-
née sur P"(L), ou L est un corps de nombres. A chaque élément de P™(L)
est associé un élément de Pic(Oy), d’ot une partition de P"(L) en classes,
et le comportement asymptotique s’obtient en sommant les contributions
(identiques) de chacune de ces classes. Une telle paramétrisation des points
rationnels a été généralisée par Robbiani et Salberger au cas d'une variété
torique déployée sur L, en utilisant la notion de torseur universel (cf. [Ro,
§2.1]). Ici de maniére similaire nous pourrions obtenir une interprétation de
la paramétrisation des points rationnels par des éléments de Pic(€)* en terme
de ces torseurs universels.

Désormais et jusqu’a la section 3.5.4 nous supposons fixé un (i,) et nous
écrivons f, pour la fonction f; . Par abus de notation, nous désignerons par
Z(T) la fonction Z;,y. 11 faudra donc se souvenir que pour obtenir le bon
terme principal de la fonction zéta des hauteurs en s = 1, il faudra multiplier
la valeur obtenue a la proposition 3.5.2 pour le terme principal de la fonction

Z(q~*) par un facteur h'.
La encore nous fixons (E,) et regardons le terme correspondant de (qi(T))T

11 vaut

> —wa deg(Da+Eq)
T adoq

> I+

(Da)a¢00 Beao
Do —deg(Dq) 0 ~ D?a

> npa(Da+ Ea) — Eg

adog

(3.5.1.2)
La contribution & la somme ci-dessus des (Dg)a¢o, tels que pour a ¢ oy

D, — deg(Dy) 0" ~ 0}
et deg(D,) = d, est

[[ #{D>0D dyo" ~ )} [] #

(7o) ao
Be

Z nﬁ,a(bga + da 0] + Ea) — Eﬁ

adaog

> ~wa(da+deg(Eq))
x T e#e0

>° ng.al(datdeg(Ea))—deg(Eg)

N (g 11)T+t H (qf(,(d(,) - 1) H qfﬁ <a¢”0 ) -1

agag Beoo

2. —Wwa (da+deg(Fa))
x T %70
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(cf. ci-dessous pour la définition de fs et des commentaires). Finalement
I'expression (3.5.1.2) vaut

ﬁ 2 [ (g7 (PeimdeatBe)) gy ploe),
g—1)"

YEPic(Xx)Y aex(1)
VaeX(1), (y,Da)>deg(Fa)

Pour 8 € oy, fg désigne I'application définie pour n > 0 par

fs(n) =1 (nal + Z ng,a(aga —i—aga) — 0%) ;

adog

Jo désignant, pour tout « € 3(1), I'unique élément de {1,..., h} vérifiant
Eq ~ 0) +deg(E,)0".

Nous poserons aussi fz(n) = 1+ n pour n < 0. Naturellement fg dépend de
(E,) mais nous n’indiquons pas cette dépendance qui ne ferait qu’alourdir la
notation, et qu’il n’est pas essentiel de retenir puisque pour mener a bien notre
calcul nous nous servirons ensuite simplement du fait que fg(n) =1—g+n
pour tout n > 2g — 2 et

fa(n) <14+n

pour n < 2¢g — 2 (cf. 'énoncé des lemmes 3.5.3 et 3.5.5).

Dans le cas g = 0 nous poserons f,(n) =1+ n pour tout n € Z et tout
a € X(1) ce qui permet d’effectuer le calcul simultanément pour les cas g = 0
et g > 1 (il ne nuirait sans doute pas a la compréhension du calcul de traiter
le cas g = 0 séparément, mais ceci allongerait un peu trop le présent texte).

3.5.2 Meéthode utilisée

Nous aurons ainsi a estimer des séries du type suivant. Soit C' un cone
polyédral rationnel strictement convexe de A/ ® R ot N est un Z-module
libre de rang fini. Soit ng un élément de l'intérieur de C'. Nous posons

Zew(T)= S T ¢ g7,

yeCVNNY

Dans |Pe2|, Peyre utilise cette série pour une définition alternative de la
constante o et remarque qu’elle apparait comme facteur local des fonctions
L définies par Draxl dans |Dr|. Ayant normalisé la mesure de Lebesgue sur
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NV ® R par le réseau NV, nous notons x¢ la fonction caractéristique de C,

c’est a dire
XC(S) — / e*(s#/)dyj
JCV

cette expression ayant un sens pour tout élément s € N ® C qui est dans
l'intérieur de C' +i N ® R. Nous avons alors (|[Pe2, 3.1])

Proposition 3.5.1

La série Z¢ (¢ *) converge absolument pour tout s € C du domaine R(s) >
0 et se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec un poéle d’ordre
rg(N) en s = 0. Le terme principal en s = 0 est

) —rg(N)

In(g xc(no)-

Démonstration : 1.idée est d’écrire CV comme le support d'un éventail
régulier A, ce qui est toujours possible et correspond au probléme de la
résolution équivariante des singularités pour les variétés toriques. Alors C'V N
NV est la réunion disjointe des intrel(6) NAY pour § € A (intrel(d) désignant

I'intérieur relatif de 6). Si § est un cone de A, de générateurs my, ..., my, on
a
> T = T (= Timemeh= -1y,
ye Z N>0 m; i=1,...k

i=1,...,

La contribution au pole d’ordre rg(N') provient donc des cones maximaux

de A. Notons d7,...,0; ces cones maximaux. Pour 7 = 1,...,[, notons
mj1, ..., mjy; les générateurs du cone ¢;. Le terme principal en s = 0 est
alors

§: II -1
myv;no

] ]7 7lZ ]1 7

et en découpant I'intégrale sur CV en intégrales sur les d;, on obtient que

k

= Z LT (myis mo) ™!

j=1 i=1

[y

d’ou le résultat. 0
On obtient en particulier que

o (Xx) = log(q) 8Fe=)) Jim [srg(Pic(XE)) Zow(xs)—ws (@9)] . (3.5.2.1)

s—0

Nous terminons cette section par quelques remarques heuristiques qui
permettent de bien appréhender la calcul de la fonction zéta qui va suivre.
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Ce qu’on peut retenir de la démonstration précédente est : «lorsqu’on somme
une expression du type ¢ *{"0) sur des points y contenus dans un céne de
dimension donnée, on obtient une fraction rationnelle en ¢ —* avec un pole
d’ordre au plus cette dimension en s = 0». Ainsi les séries du type

ZC,nn,(d]-),(k]-)(qis) _ Z qfs(y,mﬁ
yeCVNNY
vied, (y,d;) >k;

ol (d;)es est une famille finie d’éléments de C' et (k;) e une famille d’entiers
positifs, ont le méme terme dominant que celui de Z¢ ,, (¢~ %) en s = 0, car une
telle série est obtenue a partir de Z¢,, en retirant les termes correspondants
aux y situés sur un nombre fini d’hyperplans, et ces termes ne fournissent
donc en s = 0 que des poles d’ordre strictement inférieur a celui de Z¢ ,,.
Notre fonction zéta des hauteurs s’obtient alors (du moins dans le cas g = 0)
en sommant de telles séries, et nous aurons besoin de quelques renseignements
sur le terme d’erreur pour assurer la convergence de cette sommation.

Dans le cas ¢ > 1 nous n’obtenons pas exactement des séries de ce type
puisque nous n’avons pas d’expression explicite des f,(n) pour n petit. Ce-
pendant «remplacers f,(n) par 1 — g+ n pour n petit ne modifie 1a encore la
série que sur un nombre fini d’hyperplans et le terme dominant reste inchangé.
La encore il nous faudra un controle du terme d’erreur, rendu notamment
possible par le fait que nous disposons d’une majoration explicite pour f,(n).

3.5.3 Le calcul

Nous décomposons Z(T') en une somme de plusieurs termes et nous esti-
mons le comportement de chaque terme séparément. Nous écrivons d’abord

Z(T)=(q—1)" Y (~1)** Z(T)
ACR(1)
avec, pour A C 3(1),
ZaA(T) = 1((Ea)) Zae.)(T),
(Ea)aex(1)
Z a5, (T) désignant
Z fa(<'UD >7deg(Ea))

Z q oA e T (y:—w)

yEPiC(Xz)V
(y,Da) > deg(Fa)
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(c’est-a-dire que nous développons le produit [[ (¢ —1)).
a€ex(1)
Nous écrivons alors Ceg(Xy,)Y comme le support d’un éventail régulier A,
dont 'ensemble des rayons est noté A(1). Pour ¢ € A(1) nous notons m; le

générateur du rayon i. Pour tout cone § de A nous notons également
Is={ie A(1),i € 0}

'ensemble de ses rayons (ainsi Ijoy = 0). Pour toute partie I de A(1) nous
noterons
C(I) =Y N.yom;

(avec la convention C'(()) = {0}) de sorte que C'(I5) est 'ensemble des points
du réseau Pic(Xy)Y contenu dans l'intérieur relatif du cone 0. Par la suite,
nous ne considérerons que des C'(I) avec I défini comme un sous-ensemble
d’un Is, et donc un tel C(I) est encore un C(Iy) pour un certain cone ¢'.

Nous allons traiter séparément la contribution de chacun des intérieurs
relatifs des cones de A. Nous écrivons

Za(T) =Y Zas(T)

dEA
avec
Zas(T) = Z 1((Ea)) Zas 2. (T),
(Ea)aex(1)

Z 55 (T) désignant

)

> fa((y,Da)—deg(Eq)) _
Z anA T(yr (.d>.

yeC(Is)
VaeX(1), (y,Da)2deg(Ea)

Le cas A= Ce cas correspond au terme principal de notre fonction zéta
(c’est-a-dire que les Z4(T) avec A # () ne fourniront que des poles d’ordre
< t). En fait seules les Zj; ou ¢ est de dimension maximale donneront des
poles d’ordre ¢, ce qui correspond a la remarque heuristique formulée plus
haut.

Soit § € A. Nous décomposons encore

Zos(T) = > (- 1)* Zy4,(T)
JCx(1)

avec

Zpsa(T) = Y 1l(Ea)) Zosaima)(T),

(Ba)aesn(n)
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Z(Z),d,.],(E,,) (T) désignant

> fa({(y;Pa)—deg(Fa))

Z qoesm Ty —w)

yeC(Is)
VYa€d, (y,Da) < deg(Eq)

Les termes Zy, ;(T) avec J # () sont les «termes d’erreur» qui apparaissent
quand on approxime la sommation

>

yeC(ls)
YaeS(1), (y, Do) >deg(Ea)

2.

yeC(Is)

par la sommation

qui correspond au cas J = (). Le terme dominant de Zj 5(¢*) en s = 1 sera le
méme que celui de Zj 59(¢ %), cette derniére série admettant une expression
explicite, modulo le fait qu’on approxime f,(n) par 1 — g + n.

Plus précisément nous avons

Proposition 3.5.2

La série Zy 5.5(q~*) converge absolument pour R(s) > 1 et pour un e > 0 se
prolonge en une fonction méromorphe a R(s) > 1 —¢e qui a en s =1 un pole
d’ordre dim(0) si J = 0, et d’ordre inférieur a dim(9) si J # (. Cet ordre est
de plus strictement inférieur si J # () et dim(d) = ¢. La fonction méromorphe
définie sur R(s) > 1 par

F8)=">_ Zosola™)
dEA
dim(d)=t

a un pole d’ordre t en s = 1, de terme principal

* (1) (1- —t —1\t #%E(kv)
o (Xy) ¢#O 0D ()" ] (1-4¢,7) e
vEP Kk v
Nous déduisons cette proposition du lemme suivant, qui montre en particulier
comment controler le terme d’erreur apparaissant quand on approxime f,(n)
par 1 — g + n pour n petit.
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Lemme 3.5.3

Soit (E,) un élément de Div*(C)>W). Soient § un céne de A, J une partie
(éventuellement vide) de Y:(1). Nous supposons données pour tout « € (1)
des fonctions

O L — 7
vérifiant ¢o(n) =1—g+mnsin>2qget p,(n) <1+nsin<2g.
Nous supposons également donnés pour o € J des entiers k,, vérifiant

0 < ko <29+ deg(E,).

Alors la série

> ¢a ((y,Da)—deg(Ea))

Z q aex(1) T<?/:*W>

yeC(1s)
Va€lJ, (y,Da) < ka

se déCOIHpOSQ €1 une somime

3 (H (1= (gT) ey 1}) x Pp(T)

I'cls \ier

ol Py est un polynéme a coefficients positifs. Il existe en outre un € > 0
ne dépendant que de ¥ et de A, tels que pour tout réel 6 > 1 — € on a la
majoration

7% > deg(Fa)
Pr(g?) < € Sup [29+ deg(B)] g e

ou C est une constante ne dépendant que de #3(1) et de g et qu’on pourrait
rendre explicite. Par ailleurs si ¢ est de dimension maximale, alors si J est
non vide on a P;, =0 et si J est vide, P, est constant, égal a

#X(1) (1-g)— > deg(Ea)
q a€ex(1) .

Démonstration :  Afin d’alléger un peu I’écriture, nous adoptons les nota-
tions suivantes. Pour ¢ cone de A, J C (1) et (k,) € N7/, nous désignerons
I’ensemble

{y € C(Is), Va € J, (y,Da) < ka}

par C(15) s, (k) et, pour K C ¥(1) \ J, 'ensemble

{y € C(Ls) s, (k.), Yo € K, (y,D,) < 29+ deg(E,)}
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par C(1s) 1, (ka), k-
La série a évaluer est alors égale a

Zi+ > (D Zye— Y (-D)*F Zyi
KCR(1)\J KCX(1\J
K#0 K#0
avec
Z- Y T, ot uDo)-dentBa))4 T o (ool -des(B))

> (1—-9+(y,Da)—deg(Fa) )+ > ¢a ((y,Da)—deg(Fa)) B
Z2 K= q ag¢J a€eJ T<’l/, w)

et
> ¢a ({y,Da)—deg(Ea))

Zy g = Z g o= T W=,

y€C(15) 5, (ka), K

Les termes Zy i et Zs i sont les termes d’erreur qu’on obtient en faisant
lapproximation ¢,(n) =1 — g+ n pour a ¢ J. Dans I'application que nous
faisons du lemme, si ¢ = 0 on a en fait ¢,(n) = 1+ n et ces termes d’erreurs
n’apparaissent pas. En effectuant une récurrence descendante sur # .J, on se
rameéne a traiter uniquement le terme Z;.

Si J = 0, ce terme s’évalue immédiatement, il vaut

#3(1)(1-g9)— > deg(Fa) _
q a€s(1) (H {(1 _ (qT) *(mi,w)) r 1]) .
i€l

Si J # (), nous posons
IJ,I = {Z € Ig, VOé € J, <m7,D(,> = 0}

et 1-172 = I{s \ IJ,I- EII particulier on a C’(I,]J)J7 (ka) = C(I']’l).
L’expression pour Z; se décompose alors en un produit
(y1, 3 Da)
P(T) x Y ¢ <& Twe
Y1 GC(IJ’])

ou on désigne par P(T) I'expression

> (1—9+(y2,Da)—deg(Fa) )+ 3 da ((y2,Da)—deg(Fa))

Z q agJ aed T<y2:7w>‘

y2€C(17,2) 7, (ka)
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Si Y1 € C(I.I,l); on a

<y1a ZDQ> = <y1a 7w>

ad¢lJ

et le deuxiéme facteur est égal a

[T [(1— () tmen) 1]

iEI.],l

Passons au facteur P(T). Soit y, un élément de C'(I;2) 7, (k). que I'on écrit

avec les \; dans Ny,.
Par définition de Iy, pour tout i de I;9, il existe o dans J vérifiant
(m;, Dy) > 1. Comme yy vérifie

Va € J’ <y27Da> < ka

on a
)\i < Sllp(ka)'

acJ

Ainsi C(12) ., (k) est fini (et P(T) est un polynome en 7T'), en fait son cardinal
est majoré par

Sup( ky) #7172
acJ

ce nombre étant lui-méme majoré par

Sup [2g + deg(E,)]#*W".
a€ex(1)

Par ailleurs un y, de C(1,2) (k) vérifie

0 < (y2, —w) < m Sup (29 + deg(E,))
aed(1)

ol

m = #35(1) Sup ((mi, —w)).

i€A(1)
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On a donc pour tout réel #

1—g+(y2,Da)—d Ey))+ da ((y2,Dq)—d Eq
P(qig) < Z qa%J( 9+(y2,Da)—deg(Fa) ) QZE:J ((y2,Da)—deg(Ea))
yZEC(’,],Q)J’ (ka) X q*() (y2,~w)
> (1—g+(y2,Da)—deg(FEa) )+ > 14+(y2,Da)—deg(Fa)
< Z q ¢t a€d
Y¥2€C(17,2) 7, (ka) X q70<y2’7w>
deg(Ea
< Z q#Z(l)q aezz:m 8l )q(lfﬂ) (y2,~w)
Y2€C(17,2) 7, (ka)
soit
— X deg(Ea)
P(g") < Sup [2g+ deg(E,)]*™V ¢# > g )
aeX(1)
m(1-0) (2g+ > deg(Fa))
X Sup <l,q a€x(1) ) :

I suffit donc de choisir ¢ < ﬁ pour avoir la majoration annoncée.

Notons enfin que si 6 est un cone de dimension maximale, les (m;);er,
forment une Z-base de Pic(Xx)Y, et si J # () on ne peut avoir ;5 = . Ceci
joint au calcul pour J = () montre les deux derniéres assertions du lemme. [J

Comme il résulte immédiatement de la proposition 3.4.3 que la série

—n > deg(Ea)
Z |M((Ea))| (2 g+ Sup(deg(Ea)))#E“) q a€eX(1)

(Ba)aesn)

est convergente si n > %, le lemme 3.5.3 entraine la proposition 3.5.2. Le
terme principal du pole d’ordre £ en s = 1 vaut d’aprés la démonstration de
la derniére assertion du lemme 3.5.3, la formule (3.5.2.1) et les propositions

3.4.3 et 3.5.1

#3(1) (1—g) ¢ — > deg(Fa)
q 9 1n(q) XCQH(XE)V(iw) Z u((Ey))q «=®
(Ea)aez(1)
= #0072, (0 n(0) ! X (—w)
—g) % . vt #Xu(ky
— g0 o (X () [ (- a)’ # Zr( )
veP @
K

La proposition 3.5.2 est démontrée. 0
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Le cas A # (). Comme il a déja été dit, dans ce cas Z,(T) ne fournit que
des poles d’ordre < t et ne contribue pas au terme principal de la fonction
zéta des hauteurs. Pour comprendre pourquoi, et se faire une idée des calculs
qui vont suivre, considérons la série

Z q (y,L2) q* (y,L1+L2)
yeC(Is)

ou L; et Ly sont deux éléments du cone effectif, tels que £ = L, + L, est
dans l'intérieur du cone effectif, et £, est non nul. Soit

I ={iels (m;, L) =0}
et
IQ — I{s \ Il-

Si d est de dimension maximale, I, n’est pas vide. La série se réécrit comme

un produit
Z q(]is) <’l/,£> X Z q(]is) <’lj,£2> 7S<y1£1>.
yeC(I) yeC(Iy)

La deuxiéme série converge absolument pour R(s) > 1 et la premiére fournit
un pole d’ordre # I en s = 1 (en particulier si § est de dimension maximale,
donc égale a t, le pole obtenu est d’ordre au plus ¢ —1). De plus nous retenons
que «les m; qui donnent des poles en s = 1 sont les m; tels que (m;, £1) = 0».
Dans le cas qui nous intéresse ce sont les m; tels que

(mi,» Dy) =0

acA
soit
Va € A, (mi,Da) =0.

Ceci explique en particulier la définition des ensembles 14 ;1 et I4 ;o intro-
duits plus loin.

Nous utilisons une décomposition analogue a celle du cas A = (), mais
légerement différente.

ZAv(g(T) = Z (—1)#'] ZAV&J(T)
JCE(1)\A

avec

Zaga(T) = Y wl(Ea)) Zagaeen)(T)

(Ba)aes(n)
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ot on désigne par Z ., (g.) (1) I'expression

> fa((y,Da)—deg(Ea)) B
Z anA T<y7 w)_
yeC(Is)
Va€A, (y,Da) 2deg(Fa)
Vaed, (y,Da) <deg(Ea)
Notons que les m; vérifiant Vo € A, (m;,D,) = 0 ne contribuent pas a

la premiére condition sur y, cette condition peut donc étre «oubliée» pour
trouver 'ordre du pole, cependant nous verrons ensuite que cette condition
assure la convergence de la sommation sur les (E,).

Nous montrons

Proposition 3.5.4

Pour J C X(1) \ A, la série Z,4.(q*) converge absolument pour R(s) > 1
et se prolonge en une fonction méromorphe sur R(s) > 1 —& qui a un péle en
s = 1 d’ordre inférieur a dim(d). Cet ordre est de plus strictement inférieur
si dim(§) = ¢.

Nous déduisons cette proposition du lemme suivant, d’énoncé et de démons-
tration tres similaires & ceux du lemme 3.5.3.

Lemme 3.5.5
Soit (E,) un élément de Div'(C)>(), Soient 6 un céne de A et .J une partie
(éventuellement vide) de (1) \ A. Nous supposons données pour tout o de
¥(1) des fonctions

Oo L — 7

vérifiant ¢o(n) =1—g+mnsin>2get gp,(n) <1+nsin<2g.
Nous supposons également donnés pour o € .J des entiers k, vérifiant

0< ko <29+ deg(E,).

Alors la série
> ¢a ((y,Da)—deg(Fa)) B
Z qo#a T (y:—w)
yeC(l5)
Va€A, (y,Da) 2deg(Ea)
Va€ed, (y,Da) < ka

se décompose en une somime
> (H [(1 — (qT) mee)) 1}) x Rp(T)
I'cis \ier
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ot R, est une série entiére en T a coefficients positifs. Il existe en outre un
£ > 0 ne dépendant que de X et de A tels que pour tout réel > 1 — ¢ on a
la majoration

#2(1) 3
g —2 zz:l deg(E‘a)
Ry (q ) < C | 1+ Sup (deg(E,)) g “€5W

aed(1)

ou C est une constante ne dépendant que de g et #%(1) et que I’on pourrait
rendre explicite. Par ailleurs si 0 est un cone de dimension maximale, on a
R[ - 0

)

Démonstration : Pour § cone de A, J C %(1)\ A et (k,) € N7, nous
reprenons la notation C(1s), (ko) introduite au début de la preuve du lemme
3.5.3. Par ailleurs nous désignerons 1’ensemble

{y € CUs) s k), YV € A, {y, Do) > deg(E,)}

par C(L;)f(ka) et, pour K C 3(1)\ (J U A), 'ensemble

{y € CLs) ] 1) Vo € K, (y,Da) < 29+ deg(E,) }

)

par C(15) 7}k, K-
La série a évaluer est alors égale a

Zi+ > () Ze— Y ()N Zy
KCS(1)\(JUA) KCS(1)\(JUA)
K#0 K#0

7, = Z ¢ agluA (1=g+(y,Da)—deg(Ea) )+(EJ bo ((y;Da)—deg(Ea)) T <y77w>7

]7.+.7Da —d Ea + ¢a .;Da —d Ea
Tk = Y g ooa (DI b (1D deelBa)) 1,

et
> ¢a ((y;Da)—deg(Eq))

L= Y o T

Si g = 0 seul le terme Z; apparait. Si ¢ > 1 on raisonne par récurrence sur
#.J. 1l suffit donc de traiter le terme Z;. Pour cela nous posons

IA,J,] :{iEIg,VOZEAUJ, (mi,Do) :0}
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et Ia o = I\ Ia,y1. Ainsi tout élément de C’(L;)j}‘(ka) s'écrit de manieére
unique y; + Yo avec
€ C(La)

et
Y2 € H {y € Cla12) s, (ke), YV € A, (Y, Da) = ha} .
ho €NA
ha >deg(Fq)
[’expression considérée se décompose donc en un produit
Da
R(T) x Z q<y1’a¢§u.z >T<y1fW)
y1€C(la 1)

avec

RT)= Y  Ru,)(T),
ha €ENA
ha>deg(Eq)

R, )(T) désignant I'expression

> (1-9+(y2,Da)—deg(Fa) )+ 3 ¢a ((y2,Da)—deg(Fa))

g q ag AuJ acJ

Y2€C(TA,7,2) 7, (ka)
VacA, <y27Da> =ha

w T {yz—w)
Le deuxiéme facteur est égal a
[T [(1=G@r ™ 1]
€14 7,1

De la méme facon que dans la preuve du lemme 3.5.3, on voit facilement
il n’y a qu'un nombre fini d’éléments y, de C(1a,52) 7, (k) Vérifiant

<y2a Da> - ha

pour tout o € A, et ce nombre est majoré par

#2(1)
Sup <Sup(ha), Sup(2 g + deg(Ea))> :

a€cA ag¢A

ou encore par



et un tel yo vérifie

ou 'on rappelle que

m = #3(1) Sup ((mi, —w)).

i€A(1)

Le deuxiéme facteur est donc une série entiére a coefficients positifs en 7T’
notée R(T).
Pour tout réel 6, R(ha)(q”’) peut étre majoré par I'expression

#X(1)— 3 deg(Ea) =03 (y2,DPa) (1=0) 3 (y2,Da)
q agA Z q a€A q ag A

Y2€C(1A,7.2) 7, (ka)
Va€cA, (y2,Da) = ha
#3(1)— X deg(Fa) ‘

1-6 —
<q oA > g een TP
Y2€C(14,5,2) 7, (ka)

VaeA,(y2,Da) =ha

#2(1)
_ Z ha
2g—|—Zha+Zdeg(Ea)> q €A

acA agA

#3(1)— Y deg(Fa) (
<q agd

m (1-0) (29+ > hat 3 deg(Ea)>
X Sup | 1,¢q €A agA
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Soit € < ﬁ. Pour tout réel § > 1 — ¢, R(q~?) peut alors étre majoré par

#2(1)
#3(1)— 2 deg(Fa)
q a @A Z g X ho (2g—|—2ha+2deg(Ea)>

hoeNA a€A ag¢A
vaeA, ha >deg(Fa) 129+ 3 hat Y deg(Ea)
X q a€A agA

#x(1)-2 ¥ d O
Elf eg Eo,
<q RESTeN, Z q > ha 2(]+Zh + Z deg
ha€NA a€A aex(1
4(29+Zha+ > deg(Ea)>
Xq acA a€X(1)
AE()4g_2 . #3(1)
Y(1)+2—2 eg Eo,
PHREAT T SR R EPIS oo Z deg(E
ha€NA a€A aex(1

#%(1) 3
-2 >> deg(Fa)
< C |1+ Sup (deg(E,)) g €W

a€ex(1)

avec C' une constante ne dépendant que de g, #3(1) et m.
Notons enfin que comme A est non vide, si I = I; pour un céne § maximal
I4 ;5 ne peut étre vide. Ceci montre la derniére assertion du lemme, O
D’aprés la proposition 3.4.3, la série

aed(1)

#3(1)
—n Y deg(Fa)
Z [1((Ea)) <1+ Sup (deg(Ea))> g o

(Ea)aes(1)

converge si n > % et du lemme 3.5.5 on déduit la proposition 3.5.4. OJ

78



3.5.4 Conclusion

Des propositions 3.5.2 et 3.5.4 on déduit le théoréme annoncé. Le terme
principal du pole vaut en effet (rappelons que dim(Xy) =r = # (1) — )

# Xs(ky
o (Xz) b gD n(g) (g - 1) ] (1-4,") 72( )
veEP e
K
* : ¢ - im(Xs —1\t %E(kv)
= a*(Xy) (£Lm](s_ 1)Ce(S)> g0 im) TT (1 - ;) 7#%

vEP Kk

le facteur hA' provenant du fait que le terme principal obtenu dans la proposi-
tion 3.5.2 était celui du pole d'une seule fonction Z; y(¢~*) (cf. la convention
adoptée a la section 3.5.1). Ceci clot la démonstration du théoréme 3.3.2.
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Chapitre 4

Extension possible au cadre
motivique
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Dans ce chapitre, nous considérons une nouvelle classe de fonctions zéta
des hauteurs, a savoir les fonctions zéta des hauteurs de nature motivique
sur des variétés toriques déployées. En particulier, nous pouvons travailler
sur le corps de fonctions d’une courbe définie sur un corps quelconque. Nous
donnons dans la section 4.1.2 la définition précise de ces fonctions zéta des
hauteurs motiviques, et expliquons en quel sens les fonctions zéta étudiées
au chapitre 3 en sont des spécialisations. Nous démontrons alors, en nous
limitant au cas du corps de fonctions d’une courbe rationnelle, un analogue
motivique de la conjecture de Manin dans le cas des surfaces de Hirzebruch
(théoréme 4.3.2).

Pour démontrer le théoréme 4.3.2, nous utilisons le lemme de paramétri-
sation 4.3.1, version motivique du lemme 3.4.1, et qui est valable pour une
variété torique générale quelconque, ce qui permet déja de montrer un résultat
de convergence pour la fonction zéta des hauteurs motivique. L’obstruction
majeure au traitement de la fonction zéta des hauteurs d’une variété torique
déployée générale au «point critique» (i.e. en T'= L', cf. plus bas) vient de
notre méconnaissance de la fonction de Mobius motivique (cf. section 4.2.1).
Si on suppose vérifiée une hypothése sur cette fonction de Mébius motivique
(hypothese 4.2.1) (laquelle hypothése nous semble une version motivique rai-
sonnable des propriétés de la fonction de Mobius utilisée au chapitre 3), on
montre alors qu’une adaptation au cadre motivique des techniques utilisées
au chapitre 3 permet d’obtenir un analogue motivique du théoréme 3.3.2 (cf.
question 4.2.2).

Nous insistons sur le fait que nous obtenons un résultat complet unique-
ment dans le cas des surfaces de Hirzebruch (nous aurions aussi pu traiter le
cas déja connu des espaces projectifs), et que 'hypothése sur laquelle se base
le calcul dans le cas général n’est pas démontrée. Nous rappelons également
que dans tous les cas nous nous limitons au cas du corps de fonctions d’une
courbe rationnelle.

4.1 Cadre de travail et définitions

Soit k un corps quelconque, et (Schy/k) la catégorie des schémas de type
fini sur £. On définit comme suit 'anneau de Grothendieck Ky (Schie/k) (noté
M|, par la suite) associé a cette catégorie. Le groupe sous-jacent a M est
le groupe engendré par les symboles [V] ot V' est un schéma de type fini sur
k, modulo les relations

VI=[FI+[V\F]
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pour tout sous-schéma fermé F' de V' (en particulier [V] = [Vieq]) et

si V et W sont k-isomorphes. Le produit est donné par
VIIW] =V x, WJ.

Ainsi si X — Y est une fibration localement triviale pour la topologie de
Zariski, de fibre Z, on a I’égalité

Lorsque k est de caractéristique zéro, il existe d’aprés [GiSo, Theorem 4|
un morphisme
M, — Ko(Moty)

ou Moty est la catégorie des motifs de Chow sur k et Ky(Moty) est son
anneau de Grothendieck, tel que la classe d’une variété X projective et lisse
sur k s’envoie sur la classe du motif de Chow qui lui est associé. Par abus de
langage nous apellerons également motifs les éléments de M.

On note L = [A}] le motif de la droite affine, et

M joc = My [L71]
Si le corps k est fini, de cardinal ¢, on a une application

# : Mk,loc — 7 [qil]
VIL ™" — #V(k)q .

On munit My . de la filtration décroissante suivante : pour m € Z,
F™ Mo est le sous-groupe engendré par les éléments de la forme L[V,
ot V est un schéma de type fini sur £ et i et dim(V') vérifient

i —dim(V) > m.
On a en particulier, pour m et n dans Z,
(?ka,loc) (ffn/\/lk,loc) C 9m+an,1nc
On définit

o~

M = lim Mk,loc/sthk,lnc-
pr.
Ainsi M est un anneau topologique complet (pour la topologie définie par la
filtration F™). Si Z(T) = > a, T™ est une série formelle a coefficients dans

n>0

84



M 10c (voire dans M) et M un élément de My, 1. , on dira que Z(7') converge
en T = M si la série Y a, M" converge dans M, ce qui est équivalent a la
condition suivante : il existe une fonction ¢ : N — N vérifiant

lim ¢(n) = +o0.
n—-+4oc
et
VneN, a, M" €T M, e

On notera alors Z(M) 1’élément de M défini par > a,M". Par exemple la

série > T™ converge en T = L™* pour tout entier x > 1. On a ainsi une
n>0

notion de pole pour de telles séries. Soit par exemple Z(7T) une série formelle

a coefficients dans My . telle que Z(T') diverge en T = L~ '. Supposons qu’il

existe un entier n > 1 tel que la série Z' (T') définie par le produit
(1-LT)"Z(T)

converge en T' = L' vers un élément non nul de M. On peut alors parler d'un
«pole d’ordre nen T = L', de terme principal Z (L~')» (nous rencontrerons
dans la suite de ce chapitre des exemples de telles séries).

On note Mg[T]ioc 'anneau engendré par M[T] et les éléments de la

forme
1

1—LeT®
pour a € Z et b € N, avec (a,b) # (0,0). L’anneau M[T]joc est un sous-
anneau de My joc[[T]]-

4.1.1 Fonction zéta de Dedekind motivique

Pour expliquer la motivation de I’étude des fonctions zétas des hauteurs
motiviques, on rappelle le cas déja connu de la fonction zéta de Dedekind
motivique d'une courbe € projective, lisse, géométriquement intégre définie
sur k, de genre g. On définit une série formelle a coefficients dans M, par la
formule

Zemot(T) = Z (€] T e M[[T]]

r>0

ott (" désigne la puissance symétrique d’ordre r de la courbe €. En par-
ticulier, G (k) s’identifie & 'ensemble des diviseurs effectifs de degré r sur
C.
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Dans le cas € = P! (le seul que nous considérerons a partir de la section
4.2), on a, pour tout r > 0,

PH" = pr.

Ceci peut se voir soit par le théoréme de Riemann-Roch, soit en utilisant
des recouvrement par des espaces affines et le fait que par le théoréme des
fonctions symétriques

( A1)(T) AT

On a
1

1_T)(1 _LT)

Si k est un corps fini de cardinal ¢, en applicant # aux coefficients de
Ze mot o0 obtient donc la série Ze(T) classique, en particulier s — Ze(q %)
est la série définissant la fonction zéta de Dedekind usuelle de €.

Pour un corps k quelconque et & condition que Pic'(€)(k) soit non vide,
Kapranov montre alors dans [Ka, Theorem 1.1.9] qu’il existe un polynome P
a coefficient dans My, , de degré 2 g, tel que

ZP1 ,mot (T) -

(1-T)(1 -~ LT)Zema(T) = P(T), (4.1.1.1)

en d’autre termes Ze mot (1) est dans My[T]ioc. Par ailleurs P vérifie I’équa-
tion fonctionnelle
T*LYP(L'T") = P(T)

et on a
P (L") = [Jac(C)] LY.

Si k est un corps fini, tous ces résultats se spécialisent via 'application # et
permettent de retrouver des propriétés déja connues de la fonction zéta de
Dedekind classique.

La morale de I’histoire est que ces propriétés essentielles de Ze(T'), d’'une
part se «voient» déja au niveau motivique, d’autre part que de telle propriétés
sont vraiment de nature motivique dans la mesure ou elles peuvent étre
démontrées, dans le cadre motivique, sans supposer nécessairement le corps k
fini. Dans la section suivante on va considérer des fonctions zéta des hauteurs
motiviques, se spécialisant quand k£ est fini sur les fonctions zéta des hauteurs
déja considérées. Il est alors naturel de se poser la question suivante : les
propriétés de ces fonctions zéta des hauteurs classiques sont-elles en fait de
nature motivique ?
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4.1.2 Fonction zéta des hauteurs motivique

Soit € une courbe projective, lisse, géométriquement intégre définie sur &,
et soit K son corps de fonctions. Considérons une variété projective V' définie
sur k, et soit £ un fibré ample sur V. Les éléments de V(K) s’identifient aux
k-morphismes x : € — V. Si k est fini, de sorte que K est un corps global
de caractéristique positive, la formule

H(z) = deg(z*L)

définit une hauteur d’Arakelov (logarithmique) sur V(K), relative au faisceau
L. Si k est quelconque, on peut toujours définir une fonction hauteur sur
V(K), par une formule identique.

Pour tout ouvert U de V', et tout r > 0, il existe d’aprés |Gr, 4.c| un
schéma quasi-projectif U, paramétrisant les morphismes

z:C—=V

dont I'image rencontre U et tels que deg (z*L) = r. On pose

Zmot,@,U,H - Z [Ur] T" € Mk[[T”

r>0
Ainsi, si k est fini,

#Up(k) = #{r € U(K), H(z) =r}
et la série définissant la fonction zéta des hauteurs

Zyu(T) = Z T H(z)

zeU(K)

s’obtient en applicant la fonction # aux coefficients de la série motivique
Zmot,@,U,H-

Comme déja indiqué ci-dessus, de maniére similaire au cas de la fonc-
tion zéta de Dedekind motivique, on peut se demander s’il n’existe pas pour
Zmoteu.u, des analogues motiviques des résultats obtenus (ou espérés. . .)
pour Zy u(T), et si de tels résultats ne sont pas justement de nature pure-
ment motivique.

Pour préciser ce genre de question, nous allons considérer la situation ou
V' est une variété torique déployée, L est le faisceau anticanonique et U est
l'orbite ouverte T', en nous limitant au cas € = P'. Naturellement, £ n’est
alors en général plus ample, mais méme s’il n’existe plus de schéma quasi-
projectif paramétrisant les morphismes de € vers V' de degré anticanonique
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fixé, on verra a la section 4.3.1 qu’il existe par contre un schéma quasi-
projectif paramétrisant les morphismes de € vers V' de degré anticanonique
fixé et dont I'image n’est pas incluse dans V' \ T', ce qui permet de définir la
série Zy,o,p1 7. Cette situation correspond bien stir au fait qu'une hauteur
sur une variété projective relative a un faisceau dont la classe est a 'intérieur
du cone effectif, mais non nécessairement ample, ne vérifie la propriété de
Northcott qu’en restriction a un ouvert non vide de la variété.

4.2 Le cas d’une variété torique déployée

Nous considérons un éventail projectif et lisse ¥, et Xy la variété pro-
jective et lisse définie sur £ qui lui est associée. Nous utiliserons les mémes
notations que dans le chapitre 3, en particulier celles introduites dans la
section 3.2.

4.2.1 Fonction de Mobius motivique

Dans cette section, nous introduisons un analogue motivique de la fonc-
tion d’inversion de Mobius utilisée au chapitre 3.

Soit (dy,...,d,) € N" La variété [] P% des n-uplets de diviseurs
1<rn
effectifs de P! de degrés (dy, ..., d,) contient un ouvert Uy, 4,y défini par
la condition e Supp(D,) = 0.

Soit (d,) € N*M). On a un morphisme

I] P~ - Hpa%d“

aes(1) oeS

(=)

L’image réciproque de U( = ) par ce morphisme est un ouvert Uy q4,) de
aEa “

qui envoie (D,,) sur

[T P représentant les X(1)-uples de diviseurs effectifs vérifiant la condi-
aed(1)
tion

ﬂ Supp (Z DU> =. (4.2.1.1)

oER ag¢o
On peut définir alors une fonction de Md&bius motivique

U mot - NZ M,
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par la relation

V(da) €NV [Us ] = D pumallen)) [ [P™]. (421.2)

0<ea <da aex(1)

Par récurrence sur » d,, cette fonction est bien définie.

Rappelons que dans le cas ot le corps k est fini, nous avions défini une
fonction

py : Divi(PLHED - C
vérifiant la relation (la caractérisant)
¥ (Da) € DivF (P, 1 ¢ (Do) = Yo mx((Ea))
(Ea)eDivi(P})=M
(Ea)<(Da)

En sommant 1 . ((Da)) sur tous les 3(1)-uples de diviseurs effectifs (D,)
P

de degré (d,) on obtient que
#Mz,mot((da)) - Z /LE((DQ))

(Da)eDiv(P})=M)
deg(Da)=dq

Revenons au cas général. La relation (4.2.1.2) et le fait que Uy (4,) est une
sous-variété de [[P%, donc que [Us (q,)] est dans F 2% M, ., montrent
immeédiatemment par récurrence que

_ Z da
V(dy) € N*D g 0i((da)) € F 20 My o,

mais ce résultat est insuffisant pour I’étude du comportement de la fonction
zéta des hauteurs en 7= L. On a besoin pour cela de I’hypothése suivante,
qui pourrait étre vérifiée au vu des résultats obtenus sur la fonction puy, mais
que nous ne savons pas démontrer (sauf dans le cas des espaces projectifs et
des surfaces de Hirzebruch).

Hypothése 4.2.1
Soit
TNE)
(Viay) € MY

une famille d’éléments de M\ vérifiant

do —~
V (dy) € N¥D 0 Vg cF5" M

Alors la série

Z ME,mot((dQ)) Vv(da)

(da)ENEU)

converge dans M.
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4.2.2 Calcul de pyx mot dans le cas des espaces projectifs

Soit n > 1, et calculons fis; met s X5 est I'espace projectif P”. On identifie
alors (1) a {1,...,n+ 1}.
On définit une fonction d’inversion de M&bius par la relation!

(Z umot(d)Td) Zpt r(T) = 1.
d>0

On a donc pour tout d > 0

> et (r) [PT7] = 0. (4.2.2.1)

0<r<d

Vu l'expression de Zpi1 ¢, 0n voit immédiatemment que

Mmot(o) - ]-7
Nmot(l) - 7]- 7 La
fimot(2) = L
et
Mmot(d) =0
pour d > 2.
Définissons alors une fonction sur N™*! & valeurs dans M, en posant
mot(d) si dy=---=d,4 =d,
:U’TH-I(dl: st dn-l—l) = { g Ogi(n())n. 1 ! (4222)

Pour tout (d,) € N"*! on a avec les notations de la section précédente

Us,@,) = Uta,)-

On a une décomposition en sous-variétés localement fermées

H Pt = H W(dT)lgrgnvd

1<r<n+1 0<d<Min(dy ,...,dn)

ou
W(dr),d — Pd’ X U(drfd)

'On pourrait de maniére analogue définir une fonction d’inversion pme; relative a une
courbe € de genre quelconque.
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est la sous-variété de [ P% des n-uples de diviseurs effectifs dont I'in-
1<r<n+1
tersection est de degré d. Ainsi W4,y o = Uyg,). On a donc

Min(dy,...,d;)
] _ d
I[I = > [P][Uu-al
1<r<n+1 d=1
Ecrivons cette relation pour chaque n-uples (dy, .. .,d, ) avec 0 < d, < d,,
multiplions la relation obtenue par i, (d{, cen d;l“), et faisons la somme

de toutes les relations obtenues, on obtient finalement

[U(dr)} - Z Hn+1 (dia - .,d;H) H [Pdﬁdrl} :

0§d1’§d1 1<r<n+1

0<d, . <dnt1

XCp41X

On a donc ici fis; mot = fn+1. Vu l'expression de fis mot, on obtient que I'hy-
pothése 4.2.1 est vérifiée dans ce cas.

4.2.3 Calcul de py mot dans le cas de la surface de Hir-
zebruch H,,

Soit ¥ I'éventail de Z2®@ R dont les rayons sont engendrés par p; = (1,0),
p2 = (=1,m), p3 = (0,1), ps = —p3, et Xy, = H,, la surface de Hirzebruch
associée. Ug, 4,.ds,4,) T€PTésente la variété des quadruplets de diviseurs effec-
tifs (D, Dy, D3, Dy), de degrés (dy,dy, ds, dy), et tels que Dy N Dy = () et
DsN D, = (. Ainsi on a

U(d1,d2,d3,d4) L) U(d1,d2) X U(da,d4)'

On a donc

Uldy dz,ds.ds)
= S paldr, dy) pa(ds, dy) {Pdhd{] [szfd;} {Pdg,,d;] [pdkdi}

0<d, <d
0<d, <d>
0<dy<ds
0<d;<da

de sorte que
NZ,mot(dla d2; d3; d4) = MZ(dla d2) ,u2(d3; d4)-

Dans ce cas, I’hypothése 4.2.1 est encore vérifiée.
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4.2.4 Un analogue motivique de la conjecture de Manin

Nous posons, suivant la section 3.5.2,

Zceff(XE)yfw(T) — Z T(yvfuf).

yECeff(Xg)vﬂPiC(Xg)v

ou l'on rappelle que —w désigne la classe du fibré anticanonique. Ecrivons
Cer(X5)Y comme le support d'un éventail régulier A, et reprenons les nota-
tions introduites au début de la section 3.5.3. On obtient que

1
ZCoq(X5)—ws (T) = Z H (m N 1)

SEA iy

et que

. 1
SCOE D DI | § o
ScA icly ¥ Y
dim(d)=rg(Pic(Xx))

(la constante o*(Xy) pouvant naturellement se définir quel que soit le corps
de base). Soit DA(T) le polynome a coefficients entiers

| pimiw
Da(T) = I —5——

On peut en particulier écrire

ZCeR(XZ),wa (T) = DA(T) (1 7 T)rg(Pic(Xz))

ot Na(T) est un polynome a coefficients entiers, avec

Na(1)
Da(1)

o (Xs) = (4.2.4.1)

Nous sommes maintenant en mesure de préciser un analogue motivique de la
conjecture de Manin dans le cas des variétés toriques déployées. Le fait que
Zmot,pt 7.1 (T') est bien définie si le faisceau anticanonique de Xy n’est pas

ample est justifié au lemme 4.3.1. Soit Z'(T') I'élément de M [[T]] défini par
le produit

’

Z(T) = Da(LT)(1 = LT)®"CS) Z g (T). (4.2.4.2)
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Question 4.2.2 e
Est-il vrai que pour tout k > 2, la série Z,,or pr 7.g(L™") converge dans M ?

Est-il vrai que Z (L™") converge dans M ?
Si I’hypothése 4.2.1 est vérifiée, est-il vrai que

!

Z/(L") = Na() L) ([(1 - LT) Zpt por(T)] (L)) ™
X Z:U’Z,mot((da)) Li;da ?
(da)

Pic(Xyx))

Dans ce qui suit nous montrons les choses suivantes : la réponse a la premiére
question est positive pour une variété torique déployée quelconque (cf. fin de
la section 4.3.1), la réponse aux deux derniéres questions est positive pour les
surfaces de Hirzebruch (théoréme 4.3.2, rappelons qu’on sait dans ce cas que
I’hypothése 4.2.1 est vérifiée), et, si on suppose l’hypothese 4.2.1 vérifiée, le
réponse aux deux derniéres questions est également positive pour une variété
torique déployée quelconque.

Faisons d’abord quelques remarques. Au vu de (4.2.4.1) et de (4.2.4.2), la
valeur de Z' (L) peut s’interpréter de la facon formelle suivante : le terme
principal du «pole d’ordre rg(Pic(Xs)) en L1 de Z,o0 p1 7.1 est égal &

N im( Xy _ rg(Pic(Xy
o (Xy) L9 (Xx) ([(1 —LT) Zpt ot (T)] (L 1)) )

—Sda
X ZMZ,mot((da))L * )
(da)

mais il faut noter que la constante a*(Xsy) n’est pas dans M\, et qu’il était
nécessaire pour avoir un résultat de convergence en L' de multiplier la
série Zyorpt 7. (T) par DA(LT) (1 — LT)"Pic(X2)) et non pas seulement
par (1 — L T)rsPic(Xs)),

Si le corps k est fini, une réponse positive a la question 4.2.2 ne permet
pas a priori d’obtenir par spécialisation via # des résultats sur la fonction
zéta des hauteurs usuelle concernant par exemple le domaine de convergence
ou l'expression du terme principal du pole en s = 1. Le terme principal
motivique proposé ici se spécialise «formellement» sur le terme principal de
lg\fonction zéta des hauteurs usuelle, mais la fonction # n’est pas définie sur
M.

Si la série (ot (1) se trouve appartenir & My[T]i,., on peut effecti-
vement déduire les résultats déja obtenus sur la fonction zéta des hauteurs
usuelle des résultats sur la fonction zéta des hauteurs motivique : on a dans
ce cas une identité

Q(T) Gmot,r.u(T) = P(T)
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ou P et () sont des polynomes a coefficients dans My jo.. Si on note #P et
#() les polyndmes obtenus en appliquant le morphisme # aux coefficients de
P et () respectivement, on aura l'identité

(#QNT) Zr.u(T) = (F#P)(T).

Cette situation se produit pour les espaces projectifs et, comme nous le ver-
rons ci-dessous, pour les surfaces de Hirzebruch. Naturellement, le fait que
Cmot,r,r(T) appartienne & My [T, entraine que Zy o est une fraction ration-
nelle en T', chose que, comme déja indiqué, nous suspectons étre fausse pour
une variété torique déployée générale.

4.3 Le calcul

4.3.1 Paramétrisation des morphismes

Si le faisceau anticanonique de Xy, ample, on sait a priori qu’il existe un
schéma quasi-projectif qui paramétrise les morphismes

z: P! = Xy

dont I'image rencontre 7', et de degré anticanonique d. Nous allons voir que
c’est le cas méme si le faisceau anticanonique n’est plus ample. On rappelle
qu’on désigne par r la dimension de Xy.

Lemme 4.3.1
Pour d > 0 il existe un schéma quasi-projectif V; qui paramétrise les mor-
phismes

r: P' > Xy

dont I'image rencontre T', et de degré anticanonique d.

On a
[Val = (L —1)" Z [Us: ()] -

(do)eN>()

VmGM, Z <m7pﬂ> dﬂ:ﬂv
a€ex(1)

Démonstration :  C’est en quelque sorte la version motivique du lemme
3.4.1. L’utilisation des torseurs universels est ici plus explicite.
Considérons Pespace affine A >, et soit T5; le complémentaire du fermé

m{nxa:o}.

oey \ado
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La suite exacte (introduite a la section 3.2)
0— M — Z* — Pic(Xy) — 0
induit une suite exacte de tores
0 — Tpicxy) — G2 25T — 0 (4.3.1.1)

et donc en particulier une action de Tpjc(x,,) sur 7Ty, via I'action diagonale

de G2V, On a alors d’aprés [Co| un morphisme 7y, — Xy qui identifie
Xy au quotient géométrique de Ty par 'action de Tpic(xy,), et fait de 75 un
torseur universel au-dessus de Xy. Ce morphisme est uniquement déterminé
si on impose par exemple que (1,...,1) s’envoie sur 1’élément neutre de 7.
Ce morphisme fournit en fait un systéme de coordonnées homogénes sur Xy,
ceci généralisant le cas classique de 'espace projectif. Le terme homogéne
s’entend ici par homogeéne sous 'action de Tpic(x,,).

Ceci va nous permettre de décrire explicitement les k-morphismes de P!
vers Xy dont I'image n’est pas incluse dans le bord, généralisant le cas bien
connu ot Xy, est un espace projectif.

Soit (d,) € N> veérifiant

Vm e M, Z (m, pa) do = 0. (%)

a€ex(1)

et (Pa)aex(n) des polynomes homogénes en deux variables a coefficients dans
k et de degrés (d,). On identifie un tel X(1)-uplet (P,) & un élément de

[T (A% {0}). Le tore G,V agit diagonalement sur [[ (A%F1N\ {0}), et

«
on a un morphisme

¢: J[ (A=t \{o}) — [] P*™.

aeX(1) a€eX(1)

Notons Uy (4,) l'image réciproque par ¢ de Uy 4,). Les éléments (P,) de

Us. (4, sont donc les éléments de  [] (Ad*'\ {0}) vérifiant la condition
a€ex(1)
suivante, notée (*%) : les polynomes

)

n’ont pas de zéro commun non trivial dans une cloture algébrique de k.
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Soit (Py) € Us,(4,)- Le morphisme de A%\ {0} vers A1) défini par

(u,v) — (P, (u, U))aez(l)

a par la condition (%) son image dans 7y. Par la condition (*) ce morphisme
est compatible aux actions de G,, a gauche (action diagonale) et de Tric(xy)
a droite, et passe donc au quotient, d’oti un morphisme

f(pa) : ].:)1 — XE,

*

dont I'image rencontre T', et qui vérifie, pour tout a € (1), f(Pa)(Da) =
7(P,). Son degré anticanonique est donc Y d,,.

Comme X7y, est projective, I’ensemble des morphismes f : P! — Xy, dont
I'image rencontre T s’identifie & T'(k(?)). On a une suite exacte (déja utilisée
dans la preuve du lemme 3.4.1 )

O — T(k(t))/T (k) — Hom(M, Div(P')) =% Hom(M, Z) — 0.

Si f est un élément de T'(k(¢)), son image dans Hom(M, Div(P")) est

m— Z (m, pa) f*(Da),

a€ex(1)

ou D, est le diviseur T-invariant de Xy, associé & a. Soit d, = deg(f*(Da),
la suite exacte ci-dessus montre que (d,) vérifie la condition (x). Soit alors

—~—

(Pa) € Usya, tel que ¢(P,) = (f*(Da)). Alors la suite exacte ci-dessus
montre que f et f(p,) différent par I'action au but d'un élément ¢ de T'(k).
Ainsi si u est tel que m(u) =t ona f = f,(p,)

Soient (P,) et (Qa) deux éléments de Us, 4,y tels que fip,) = fig.)- Alors
m(P,) = m(Qa) et donc (P,) = u.(Q,) ot u € G, avec de plus m(u) =1,
donc d’aprés (4.3.1.1) u € Tpic(xy)-

Ainsi tout morphisme f : P! — Xy, dont I'image rencontre T et tels que

P Sy

deg(f*(Da)) = do s'écrit fip,) avec (P,) € Us,4,), (P,) étant uniquement
déterminé modulo I'action de Tpic(x,,).

On a donc
Vi = H Us. (do)/ Tric(xs)-
(do)ENZM)
vmeM, 3> (m,pa)da=0,
a€X(1)
Y do=d
a€ex(1)
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Par ailleurs I'application

Us. 4.1/ Tric(x) = Usany/ G2V = Us (4,
est un torseur sous G,a(l)/Tpic(XE) =T, localement trivial pour la topologie

de Zariski car T est déployé. Ainsi

(J/Z,\(Z)/TPic(Xg)} = [Us, @] [T,

d’otu le résultat. O
On déduit immédiatement de ce lemme qu’on a I’expression
r Zda
Zmot,Pl,T,H(T) = (L - 1) Z [UZ,(da)] Toa . (4312)
(da)eNZM)

YmeM, " (m,pa) da=0
«@

La relation (4.3.1.2) et le fait déja noté que Us, (q,) est dans St’zd“/\/lk,loc
montrent alors que pour tout entier x > 2, la série Z,o; p1 7z (L™") converge

dans M.

4.3.2 Le cas des surfaces de Hirzebruch

Nous traitons ce cas particulier séparément, car on obtient ici le fait que
la serie Zpo1 i est dans My [T o, et de plus on sait que 'hypothése 4.2.1 est
vérifiée : notre résultat n’est ici dépendant d’aucune hypothése, contrairement
au cas général.

Soit donc ¥ I'éventail de Z? ® R dont les rayons sont engendrés par
p1 = (1,0), po = (=1,m), p3 = (0,1), ps = —p3 et Xy, = H,, la surface de
Hirzebruch associée.

Rappelons que rg(Pic(Xy)) = 2, et qu’on a

N(T)
D(T) (1 - T)?

avec N(T)=1et D(T)=(1+T)(1+T+T*+---+T™").
Pour mémoire, Z' (T) est alors I'élement de M,,[[T]] défini par le produit

ZCeff(Xz)ﬁwz (T) =

!

Z'(T) = DLT) (1 ~ LT) Zuyoy o1 1.(T):

Théoréme 4.3.2
La série 7 (T) est un élément de M [T), et donc Zye, p1 7, (T) est un élément
de My[T)jpe. La valeur de Z (T) en L™ est

L%(1-L %2
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Notons que

L2012 =12 () [T

-+ (=) ()
= L) ([(1 - LT) Zps o (1)) (L)) ™
X Zuzmm o)) L Ko :

la derniére égalité provenant de lexpressmn de g5 mos Obtenue a la section
4.2.3. Au vu de (4.2.4.1) et de (4.2.4.2), la valeur de Z (L~') peut alors
s'interpréter de la facon informelle suivante : le terme principal du «pole
d’ordre 2 en L~'» de Zmot Pt 1,1 €st égal a

0 (X)L ([(1 = LT) Zpi g (T)] (L)) B
7Zda
X Z,U/Z,mot((da))L o .
(da)

Dans le cas ou k est un corps fini de cardinal ¢, on trouvait comme terme
principal de la fonction zéta des hauteurs classique

m q2 <£1_I>I%(9 —1) CPl(S)>2 <<P11(2)> .

Nous obtenons donc bien une version motivique du résultat du chapitre 2.
Comme la fonction zéta des hauteurs motivique est dans My [T, le résultat
du chapitre 2 est méme une conséquence du résultat ci-dessus, en spécialisant
via le morphisme #.

Démonstration :  On a d’aprés le lemme 4.3.1, la formule (4.2.1.2) et la
description de X

Zmot,P1 ,T,H(T)
— (L - 1)2 Z [U(d)] Td1+d2+d3+d4

(di)€N4
d1=d>2
dz+m da=d4
= (L — 1)2 Z /,szmm,(el, €9, €3, 64) [Pdl] [P d2] [P da] [Pd4]
(d;)EN4, (e;)eN*
dy+e1—dytes w T d1+d2+ds+dstertertesteq

dz+mda+ez+mes=ds+teq
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En utilisant 'expression de py mot obtenue a la section 4.2.3 et la relation
(4.2.2.2), on voit qu’on peut restreindre la sommation aux entiers (e;) véri-
fiant e; = ey et e3 = e4 , et on obtient donc

Zrnot,P1 JT,H (T)

= (L - ].)2 Z Mmot(el) Mmot(e?)) [P d1] [PdQ] [Pd3] [Pd4]
(8(1(172)36)16\IN2 X T di+dztdstdit2er+2es

dit+e1=da+e;
dz+mda+e3+mer=ds+tes

= (Lil)Q Z ;umot(e]):umot(e3) [Pdl] [Pdl] [Pdg] [Pd3+m‘il+me1]

(d1,d3)EN?

(81763)EN2 X T(2+m) d1+2d3+(2+m) e1+2es3

En utilisant la relation (L — 1) [P?] = L*"" — 1 on trouve

Zmot,Pl ,T,H(T)
=L > tmor(e) timo(es) [PD] [PA] [P%] (LiFdtmditme )
Efi:g;))ggj x T (24m) di+2d3+(2+m) e1+2e3

= (L =1) (4(T) - Z(T))

avec
Z(T) = Z Lot (€1) ot (€3) [P d1] [P d’] [P d’3] L tdstmditme
((?1 :Zi;;ﬁj x T (24m) d1+2d3+(2+m) e1+2e3

es€N e1€N
X (Z [Pd1]2 Lmd1T(2+m)d1) (Z [Pde,] Ld3T2d3)
d1EN dseN
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et

Zy(T) = Z Hmot (€1) fimot (€3) [Pdl] [Pdl] [Pdg]

(d1,d3)eN 2
(81763)EN2 X T(2+m) d1+2d3+(2+m) e1+2es3

= <Z Nmot(e3) T283> <Z Nmot(el) T(2+m)el>

e3eN e1€N
% <Z [Pdl]Q T(2+m)d1) (Z [sz] T2d3> ]
dieN dseN
En utilisant les relations
[Pd] B L 1+d 1
L-1

et

(Z Jimot (D) T‘i> =(1-T)(1-LT)
deN

on trouve que

(1 o T2) (1 4 Lm+1 Tm+2)
(1—L2T?) (1 — LZmT2tm)

Zi(T) =1L

et,
1+ LT

- 1 — L2+mT2+m'

Zy(T)
Ainsi Z'(T) est un polynome, égal a

I+LT)1+LT+-+ LT -LT)? (L —1)(Z.(T) — Zy(T))
= (L-1)L(1-T*) A4+L™"'T™)+(L-1) (1-LT) 1+LT)(1+LT>*™)

d’on le résultat annoncé. O

4.3.3 Le cas général

On reprend les notations introduites a la section 3.2. Rappelons en parti-

culier que oy désigne un cone de ¥ de dimension maximale, que les (ng.4)geo,
adoo
sont les opposés des coordonnées des (pq)ags, dans la base (pg)seq, de M et

que (—Wq)ago, désigne les coordonnées de la classe du faisceau anticanonique
—w dans la base (Dy)a¢o, de Pic(Xs). Rappelons aussi que 7 est la dimension
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de Xy, t est le rang de Pic(Xy) et on at+r = #%(1). On a d’aprés le lemme
4.3.1et la formule (4.2.1.2)

Zda €q
Zmot,P1,T,H - (L - 1)1" E /LE,mot((eoz)) H [Pd”‘] T « *
(da)agoy aex(1)

(ea)aex)
VB€ao, dB:Z L (d(,—|—ea)785

soit encore

Zmot,PLT,H

=(L-1) Z 115 mot ((€a)) H [Pda] H [PZnB,a (da+ea)*eﬁ]

(da)agno adog B€ao
(ea)aez(l) Z *Wa(d(y‘Fea)
22180 (datea)2eg x T e#70

=L-1) " > psmallea)) [ @ — 1) T (L1 FEm0des 1)

da>eq adaog BETo Y wad
« {83
>. ngqada>ep xT %0

Rappelons que les inéquations d, > 0 et ) ng, d, > 0 sont celles définissant,
dans la base duale de la base (Dq)a¢o,, le dual du cone effectif de Xy. On
peut donc écrire

Zmot,P1,T,H
= (L - 1) ! Z NZ,mot((ea)) H (LH—(y’Da)iea - 1) T,
yEPic(XE)V an(])
(eq)eN>)

YaeX(1), (y,Da)>eq

De la méme maniére qu’au chapitre 3, nous utilisons le fait que Ceg(Xyx)Y
s’écrit comme le support d'un éventail régulier A pour en déduire une dé-
composition Z(T) en une somme de plusieurs termes, et nous estimons le
comportement de chaque terme séparément. Nous écrivons d’abord

Zmot,Pl,T,H = (q - 1) B Z (*1)#/‘ ZA(T)

ACK(1)

avec, pour A C 3(1),

ZA(T) = Z ,U/Z,mot((e(l)) ZA:(ea)(T)J

(ea)ENE(l)
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Za i) (T) désignant

Z ]+<y7Da>78a

Z Loga T (W =)

yEPic(Xx)V
VaeX(1), (y,Da) 2> ea

Puis nous écrivons

Zu(T) =Y Zas(T)
dEA
avec

Zas(T) = Z 152 mot ((€a)) Zas,ea) (1),

(ea)ENZ(D)

Z a5,(ea)(T) désignant

yeC(Is)
VaeX (1), (y,Da)>ea

Dans toute la suite du chapitre, nous supposons 'hypothése 4.2.1 vérifiée.
Nous le rappelerons d’ailleurs dans I’énoncé des propositions 4.3.3 et 4.3.5,
dont les preuves dépendent de cette hypothése. De facon similaire au cas
étudié dans le chapitre 3, une réponse positive aux deux derniéres questions
de 4 se déduit alors des propositions 4.3.3 et 4.3.5. Les preuves sont similaires
a celles des propositions analogues du capitre 3, mais sont cependant rendues
plus simples par le fait qu’on étudie ici des convergences pour une norme non-
archimédienne.

Le cas A = (. Soit § € A. Nous décomposons encore
Zos(T) = Y (-1)*7 Zy5s(T)
JCx(1)

avec

Z@,d,](T) - Z MZ,mot((ea)) Z@,J,.I,(ea) (T)a

(ea)ENZ(D)

Z@,&J,(ea) (T) désignant

Z ]+<y7Da>78a

Z Lees T (y:—w)

yeC(Is)
Vae,(y,Da) <ea

Nous démontrons alors la proposition suivante.
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Proposition 4.3.3
On suppose I’hypothése 4.2.1 vérifiée. La série

DA(LT) (1 = LT)4™® 745 ,(T)
converge pour T =L~'. Si J # () et dim(0) = ¢
[DA(LT)(1 = LT)"™ Zy5 ;] (L) = 0.

La série

f(T)=DA(LT)(1 - LT)" > Zysp(T
LISPAN
dim(8)=t

converge pour T =L~ ! et

FE) = NaOLPD ()T S,

(ea)ENZ(l)
Nous déduisons cette proposition du lemme suivant.

Lemme 4.3.4
Soit (ey) un élément de N>, Soient § un cone de A et J une partie (éven-
tuellement vide) de X(1). Alors la série

Z ]+<y,Da>78

Z L ez “ T (=)

yeC(Is)
Va€ed, (y,Da) <ea

s’écrit
(H [(1 —(LT) ) 1]) x Pp(T)

ou I' est un sous-sensemble de Is et Py est un polynéme tel que pour tout
entier Kk > 1 on a

> ea—#%(1)
PI’ ( ) 97062(1) Mk,loc-

« « . « « . !

Par ailleurs supposons 6 de dimension maximale. Alors si J est non vide, I
. . . !

est un sous-ensemble strict de Is5 et si J est vide, on a I = I5 et Pr; est une

constante, égale a

#X(1)— > ea
L a€ex(1)
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Démonstration : Nous adoptons la méme notation qu’au lemme 3.5.3 :
pour § cone de A, J C ¥(1) et (k,) € N7, nous désignerons I’ensemble

{y € C(Iy), Ya € J, (y,Da) < €40}

par C(15) J, (e.)-
La série a évaluer est alors égale a

S LE T ),
YEC(15) 7, (ca)
Si J = (), ce terme s’évalue immédiatement, il vaut
#3(1)— ¥ ea _
L aex(1) (H {( 1 — (L T) *(mi,w)) 1 1]) .
i€l
Si .J # (), nous posons
IJ,I = {Z € Ig, VOé € J, <m7,D(,> = 0}
et I-LQ = I{s \ IJ,I- EII particulier on a C(I.],l).], (ea) = C(I']’l).
[’expression pour Z; se décompose alors en un produit
(y1, 3 Da)
P(T) x 3 L@ rmee
y1€C(I1)
ou on désigne par P(T) I'expression
ST ET e,
Y2€C(15,2) 7, (eq)

Si Y1 € C(I.I,l); on a

(y1, ZDO) = (y1, —w)

ad¢lJ
et le deuxiéme facteur est égal a

11 (1 @r) )],

Passons au facteur P(7T"). Comme dans la preuve du lemme 3.5.3, on voit que
C(I2),(eq) est fini. Pour tout entier x on a

P (L*H) = L#E(l)fge“ Z L (1=r) (y2,—w)

y2€C(17,2) 7, (ea)
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Notons enfin que si ¢ est un cone de dimension maximale, les (m;);cy,
forment une Z-base de Pic(Xy)Y, et si J # () on ne peut avoir ;5 = 0. Ceci
joint au calcul pour J = () montre les deux derniéres assertions du lemme.[]

Le cas A # (. On écrit
ZAv(g(T) = Z (—1)#'] ZAV&J(T)

JCR(1)\A

avec

ZA,:S,J(T): Z MZ,mot((ea))ZA,J,.I,(&,,)(T)

(ea)EN(D)

ot on désigne par Z, 5 5 (g,)(T) I'expression

> 1+(y,Da)—ea

§ LagA ’ T<y77w>‘
yeC(Is)
VC!EA, <U7D0¢> 2804
Va€ed, (y,Da) < €a

Nous montrons la proposition suivante.

Proposition 4.3.5
On suppose I’hypothése 4.2.1 vérifiée. Pour J C ¥(1) \ A, la série

DA(LT) (1 = LT)4m0) 7,5 (T)

converge pour T'=L"', et sa valeur en L' est nulle si dim(d) = ¢.
Nous déduisons cette proposition du lemme suivant.

Lemme 4.3.6
Soient (e,) € N*M)_ ¢ un cone de A, J une partie (éventuellement vide) de
¥(1) \ A. Alors la série

Z 1+ <y1DDt>7eOé

Z I, o¢a T (y:—w)
yeC(ls)

Va€cA, (y,Da) >ea
Vaeld, (y,Da) < ea
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s’écrit
(H {(1 —(LT) me) 1]) x Rp(T)

oit I' est un sous-ensemble de I, et Ry est un élément de My, 1,.[[T]] tel que,
pour tout entier k > 1,

Ry (Liﬁ)

—~ —#E(+ X ea
converge dans M vers un élément de F e€=M - M. Par ailleurs si § est

un cone de dimension maximale, I' est un sous-sensemble strict de I;.

Démonstration :  Nous reprenons la notation du lemme 3.5.5 : nous dé-
signons |’ensemble

{y € CI5) 1,(ca); Ya € A, (y,Da) > €a}

par O(I5) (.-

La série a évaluer s’écrit donc

> (1+(y,Da)—ea)
7, = Z L a¢a T (Ys—w)

A
yEC(I,s)J’ (ea)

Nous posons
IA’,]J = {Z € I(g, Vae AU J, <m7,D(,> = 0}

et Tayo = I5 \ Ias1. Ainsi tout élément de C(L;)f}(ea) s'écrit de manieére
unique y; + Y2 avec
€ C(La)

et
Y2 € H {U € C(IA,.I,2)J,(8,,); Vae A, (y,Da) = ha} .

ha ENA
ha>eq

L’expression considérée se décompose donc en un produit

<. 1, Z Da)
R(T) x Z L M A T (y1,-w)

y1€C(Ta,51)

avec

R(T)= Y Ru,)(T),
ho EN4
ha>eq
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R,)(T) désignant I'expression

Z L o/%:A (]+<y2,Da>7ea) T(y%*‘”)_

Y2€C(14,1,2) 7, (ca)
Va€cA,(y2,Da) =ha

Le deuxiéme facteur est égal a

I1 [(1 (L) tme)) 1} .

1€14,71

De la méme facon que dans la preuve du lemme 4.3.4, on voit facilement il
n’y a qu'un nombre fini d’éléments y, de C'(14,7,2) s, () Vérifiant (y2, Do) = hq
pour tout o« € A. Pour un tel yo, on a pour tout entier x

> (14+(y2,Da)—€a ) #I(1)—#A= 3 ea— 3 ha

L o¢A T<y217w> =L agA a€cA L (1—£) (y2,~w)
—HA— eq— ha—€a
T VR

Comme (ys, —w) > 0, si kK > 1 on a donc d’aprés I'hypothése 4.2.1

> ea—#X(1)+ 3 (ha—e€a)
R(ha)(Li’{) € Foex) aca Mk,loc-

Ainsi R(L™") converge dans M vers un élément de

> ea—#E(1) _
Faen(n) M.

Notons enfin que comme A est non vide, si [ = I5 pour un céne § maximal
14,72 ne peut étre vide. Ceci montre la derniére assertion du lemme. O
Des propositions 4.3.3 et 4.3.5, on déduit que si 'hypothése 4.2.1 est vérifiée la
question 4.2.2 admet une réponse positive pour les variétés toriques déployées.
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Chapitre 5

Le cas des variétés toriques non
déployées
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Dans ce chapitre, on étudie la question 1.4.2 pour une variété torique non
déployée définie sur un corps de fonctions, en prenant pour U 1'orbite ouverte.
Nous adaptons pour cela au cas fonctionnel 'approche utilisée par Batyrev
et Tschinkel dans [BaTs1| et |[BaTs3|. La section suivante détaille cette adap-
tation. Le résultat auquel nous aboutissons (théoréme 5.3.3) montre qu’on
obtient bien le domaine de convergence et le prolongement espérés pour la
fonction zéta des hauteurs, ainsi qu'un poéle de I'ordre annoncé en s = 1.
Cependant la constante obtenue comme terme principal de la fonction zéta
des hauteurs en s = 1 s’écrit

S(T) a*(Xx) B(Xs) va (Xx)

ou T est l'orbite ouverte de Xy et ¢(7) un invariant spécifique a la caracté-
ristique non nulle, défini a la fin de la section 5.2.7. Cette constante coincide
donc avec celle de la question 1.4.2 uniquement si ¢(7') = 1. Dans certains
cas particuliers (cf. proposition 5.2.16), nous montrons que (7°) est égal a 1,
mais la question de savoir si cette égalité est vérifiée pour tout tore algébrique
T reste ouverte.

5.1 L’adaptation de la méthode de Batyrev et
Tschinkel en caractéristique positive

Dans cette section, nous résumons briévement la méthode utilisée dans
[BaTs3| et [BaTsl|, en expliquant quelles parties de la preuve nécessitent une
modification en caractéristique non nulle.

La premiére étape consiste a définir précisément un systéme de hauteurs
puis a 'étendre a 'espace adélique associé au tore. La construction est stric-
tement la méme dans le cas fonctionnel. Elle est rappelée dans les sections
5.3.2 et 5.3.5.

A ce stade, il faut bien str déja noter que la topologie de I'espace adélique
associé au tore a des propriétés différentes dans chacun des deux cas. Mo-
ralement, en fait, la situation est plus agréable en caractéristique positive :
beaucoup des groupes topologiques mis en jeu sont compacts (proposition
5.2.2 et section 5.4.6).

Pour pouvoir appliquer la formule de Poisson, il faut s’assurer de I'inté-
grabilité de la transformée de Fourier de la hauteur. Cette transformée se
décompose en produit de transformées de Fourier locales. On utilise dans le
cas arithmétique 'expression explicite de presque toutes les transformées de
Fourier locales, et des majorations pour les transformées de Fourier restantes.
La formule explicite est la méme dans le cas fonctionnel, c’est le théoréeme
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5.4.5. En ce qui concerne les transformées de Fourier locales aux places res-
tantes, leur continuité suffit pour assurer la convergence, cependant nous
avons besoin de quelques renseignements sur la forme des fonctions obtenues
(lemme 5.4.7).

Le choix d’un scindage des caractéres permet alors de constater que la
fonction zéta des hauteurs s’obtient par intégration (sur un espace vectoriel
réel dans le cas arithmétique, sur un produit de cercles dans le cas fonc-
tionnel) d’une fonction qui posséde une expression en terme de produit de
fonctions L de Hecke(|BaTsl, Theorem 3.1.3| et |[BaTs3, page 46| pour le
cas arithmétique, corollaire 5.4.9 pour le cas fonctionnel). Il faut «maitriser»
le comportement analytique de cette fonction, et dans le cas arithmétique,
on a besoin pour cela d'un controle uniforme sur les bandes verticales des
fonctions L, obtenu via le principe de Phragmen-Lindelof ([BaTs1, Theorem
3.2.3|. Dans le cas fonctionnel, ’holomorphie de la fonction L (., x) quand le
caractére y est non trivial est suffisante.

Il s’agit maintenant, pour évaluer la fonction zéta des hauteurs, de com-
prendre comment les intégrations successives modifient le comportement ana-
lytique de la fonction sous I'intégrale (cet étape n’apparait d’ailleurs pas dans
le cas des tores anisotropes). C’est I'objet de la proposition technique de Ba-
tyrev et Tschinkel |BaTs3, Theorem 6.19], qui procédent par applications
successives du théoréeme des résidus. Un analogue direct de leur méthode en
caractéristique non nulle s’avére difficile & mettre en ceuvre, car bien que
la compacité des espaces topologiques mis en jeu nous simplifie un peu les
choses, nous dispensant des hypothéses du type controle uniforme sur les
bandes verticales, indispensables en caractéristique zéro, les fonctions zétas
des hauteurs en caractéristique non nulle s’avérent posséder plus de poles
sur la droite R(s) = 1 que ceux donnés par la lfgi;K—périodicité. Ce phéno-
mene est déja visible dans le cas des variétés toriques déployées, par exemple
P' x P' : la formule de la page 41 montrent que la fonction zéta des hauteurs
de P' x P! = 3, s’écrit

Cr(s) = fila ) Ce(25 — 1) + folg®) Ce(2s — 1) + fs(q ™),

ou, pour i = 1,2,3, s — f;(¢*) est holomorphe sur le domaine R(s) > %
et s — f1(¢~°) ne s’annule pas sur ce domaine. Ainsi I’ensemble des poles
situés sur la droite R(s) = 1 est {1 + ]iong}keZ- Rappelons que dans le cas
de la caractéristique zéro, Batyrev et Tschinkel montrent que le seul pole de
la fonction zéta des hauteurs des variétés toriques sur la droite R(s) =1 est
s = 1. La gestion des poles supplémentaires en caractéristique non nulle se
révele vite étre trés délicate (voire ingérable...), si on veut suivre «au plus

prés» la méthode de Batyrev et Tschinkel. C’est pourquoi, pour aboutir a une
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version fonctionnelle de leur résultat technique, nous exploitons la périodicité
des fonctions mises en jeu pour obtenir une interprétation en terme de séries
de type combinatoire de la fonction obtenue aprés intégration sur le produit
de cercles. Les techniques utilisées pour évaluer ces séries sont alors similaires
a celles employées dans le chapitre 3. Les lemmes 5.5.5 et 5.5.6 jouent le role
en caractéristique positive de la proposition technique de Batyrev et Tschinkel
citée ci-dessus.

La description du comportement analytique de la fonction obtenue aprés
intégrations successives revient (dans un sens a préciser, cf. les lemmes 5.5.4
et 5.5.5 ainsi que 'énoncé du théoréme 6.19 de |[BaTs3]) a décrire le quotient
d’un certain Z-module. Dans le cas arithmétique, ce quotient est donnée par
la résolution flasque du groupe des caractéres du tore par le groupe de Picard
de la variété torique. Ceci vient de lI'isomorphisme entre la partie réelle de
I’espace adélique associé au tore et le groupe des caractéres du tore étendu
aux réels (cf. [BaTs3, p. 46]. Dans le cas fonctionnel, on n’a pas une situation
complétement similaire (voir en effet la proposition 5.2.3) et c’est une forme
«tordue» de la résolution flasque qui est mise en jeu (ceci apparait notamment
dans le lemme 5.4.2). On revient ensuite a la «bonne» forme par le lemme
5.5.7, moyennant l'introduction d’une constante liée a des invariants du tore
algébrique T', invariants spécifiques a la caractéristique non nulle.

La derniére étape consite a calculer explicitement le terme principal de la
fonction zéta des hauteurs en s = 1, et vérifier qu’il coincide avec la prédiction
de Peyre. On a besoin d'un théoréme d’Ono sur le nombre de Tamagawa d’un
tore algébrique (théoréme 5.2.5), lequel théoréme a été démontré dans [On3|
pour tout corps global, mais a cependant dii étre corrigé par Oesterlé dans le
cas de la caractéristique non nulle, en introduisant un facteur correctif dans
la définition du nombre de Tamagawa. On a besoin également de résultats
de Colliot-Théléne et Sansuc, démontrés pour tout corps global également,
et permettant d’obtenir le lemme 5.2.13. On peut donc ici reprendre le calcul
de Batyrev et Tschinkel (modulo bien siir les modifications en caractéristique
positive dans les définitions des constantes mises en jeu). Ceci est fait dans la
partie 5.6. On obtient finalement la constante prédite par Peyre, multipliée
par un facteur correspondant au quotient de la constante évoquée a la fin du
paragraphe précédent par le facteur correctif d’Oesterlé. La question de savoir
si ce quotient vaut 1, et donc si la constante obtenue est bien la constante
annoncée, n’a pu encore une fois recevoir une réponse positive que dans des
cas particuliers, le cas général restant ouvert.

Rappels et notations : Comme nous allons utiliser la cohomologie galoi-

sienne, nous effectuons quelques rappels sur les propriétés des groupes de
cohomologie a la Tate, renvoyant a [Se2, Chapitre VIII| pour plus de détails.
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Soit G un groupe fini. Pour tout n € Z, on peut définir sur la catégorie des
G-modules un foncteur H"(G, .), a valeurs dans la catégorie des Z-modules,
vérifiant entre autres les propriétés suivantes :

- Pour n > 1, ce foncteur coincide avec le foncteur classique H™(G, .),
n-éme foncteur dérivé droit du foncteur «points fixes sous G».

- Si M est un G-module et

Ng : m— Zg.m
geiG

est la norme, on a H(G, M) = MY /Ng M.
- Si
0—M —M-—M —0

est une suite exacte de G-modules, on a une suite exacte longue

o — HYYG, M) -5 HY(G, M) — H"(G, M)
— H"(G,M") - H (G, M) — H™ (G, M) ...

- Si M et M' sont des G-modules et m et n sont dans Z, on a un cup-

produit
H™G, M) @ H"(G, M") — H™™(G, M @ M)

qui permet en particulier, pour tout n de Z, d’identifier ﬁf"(G, M) au dual
de H™(G, MY).

- Pour tout n € Z, f[”(G, M) est tué par la multiplication par #G. Si de
plus M est de type fini, f[”(G, M) est fini.

Dans toute la suite, pour tout n € Z, nous noterons H"(G, M) le groupe
H"(G, M), sauf dans le cas ot n vaut explicitement 0, ol nous conserverons
la notation f-\IO(G, M) pour éviter toute confusion.

5.2 Tores algébriques

5.2.1 Quelques rappels

Soit K un corps quelconque, et K P une cloture séparable de K. Rap-
pelons qu'un groupe algébrique 7' défini sur K est un tore algébrique (de
dimension d) §’il existe un isomorphisme de groupes algébriques

TKsep ;) (G’m,f(sep)d.
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On note X (T') le groupe des caractéres de T, i.e.
X(T) = Homgr_al_yl(sep (T, Gmstep).

C’est un Z-module libre de rang d, sur lequel le groupe Gal(K*?/K) agit
contintiment.

Par |On2, Proposition 1.2.1] il existe une extension galoisienne finie L
de K qui déploie T', en d’autres termes on a un isomorphisme de groupes
algébriques

Ty, — (Gm,n)"
et 'action de Gal(K*P/K) sur X(7T) se factorise a travers Gal(L/K). En
fait
T +— X(T)

définit une équivalence entre la catégorie des tores algébriques définis sur K
et la catégorie des modules libres de rang fini muni d’une action continue de
Gal(K*P/K). Si L/K est finie galoisienne, I'équivalence ci-dessus induit une
équivalence entre la catégorie des tores algébriques défini sur K et déployés
par L et la catégorie des Gal(L/K)-modules libres de rang fini.

Si T est un tore algébrique déployé par une extension finie galoisienne de
groupe G, le groupe T(K) = T(L)“ des points K-rationnels de T s’identifie
canoniquement a

Homeg (X (T), L*).
Exemples :  Un exemple immeédiat de tore algébrique est fourni par les tores
déployés, c’est-a-dire les tores K-isomorphes a un produit de copies de G, .

Un autre exemple, important pour la suite, est donné par la situation
suivante : soit Ky/K une extension finie séparable, et L/K une extension
finie galoisienne de groupe G contenant K. Soit GG le groupe de Galois de
L/Ky. Au G-module de permutation Z[G/Gy| correspond, par I’équivalence
de catégories ci-dessus, la restriction a la Weil de Ky a K de Gy,, notée
Resk,/k Gy En particulier on a la propriété

(RGS[(O/KGm) (K) = (KO)* .

Un tore algébrique est dit quasi-déployé si c’est un produit de tels tores.
Un tore algébrique sur K, déployé par L, est quasi-déployé si et seulement
si son groupe des caractéres est un G-module de permutation, c’est-a-dire
posséde une Z-base stable sous I'action de G.

En fait dans la situation ci-dessus, pour tout tore algébrique 71" défini sur
Ky, on peut définir la restriction a la Weil de Ky a K de T (cf. [On2, §1.4)),
qui est un tore algébrique défini sur K vérifiant en particulier

(Resw, xT) (K) = T(Ky).

Par la suite seul le cas T = G,,, nous sera utile.
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5.2.2 L’espace adélique associé & un tore algébrique

Soit K un corps de fonctions. On notera G,,(Ax) le groupe des idéles de
K, muni de la topologie adélique classique, qui en fait un groupe topologique
localement compact. On a une injection diagonale G,,(K) — G,,(Ak) qui
identifie G,,(K) a un sous-groupe discret de G,,(Ag).

Soit
K(G.) =[] 0.
vEP Kk

c’est le sous-groupe compact maximal de G,,(Ax).
On a un morphisme degré

G.(Ax) — Z
() — X fool)

vEP K

noté deg, . Par [Wel, VII §5, Cor 6], ce morphisme est surjectif. Son noyau
sera noté G (Ag), il contient G,,(K) (par la formule du produit) et K(G,,).

Si L/ K est une extension finie séparable, G,,(A i) s’injecte naturellement
dans G,,(A}) et on a

d,, deg,l‘Gm(AK) =dy[L: K| degp, (5.2.2.1)

ot I'on rappelle que ¢% et ¢%% représentent le cardinal du corps des constan-
tes de L et K respectivement.
Si L/K est galoisienne de groupe G, G agit sur G,,,(Ap) et on a

Gn(AL)Y = G, (Ak).

On notera Cx = G,,(Ak)/G(K) le groupe des classes d’idéles de K.

Nous décrivons maintenant la généralisation de ces notions a un tore
algébrique T quelconque. Bien entendu pour 7' = G,, on retrouvera les dé-
finitions précédentes. La construction de 'espace adélique associé a un tore
algébrique T est en fait un cas particulier de la construction générale de 'es-
pace adélique associé a une variété algébrique définie sur K (cf. [We2, 1.2] et
|Oe, 1.3]). Elle peut se faire de la fagon suivante.

Pour toute place v de K, T(K,) est muni naturellement d’une structure
de groupe topologique localement compact. On désigne alors par T(0,) le
sous-groupe compact maximal de T'(K,). En fait, si S désigne I’ensemble des
places de K ramifiées dans L et S;, I'ensemble des places de L divisant une
place de S, le schéma en groupe

T = Spec (O, ® X(T))°
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est un modéle de T sur Spec (Og), et pour toutes les places v en dehors de
SonaT(0,) =T(0,), dou la notation abusive adoptée.
L’espace adélique associé a T peut alors étre décrit ensemblistement par

T(Ak) = {(TU) € HT(KU), z, € T(O,) pour presque tout v} :

On le munit de la topologie dont une base d’ouverts est donnée par les sous-

ensembles du type
[Tv. x[[7©.)

veES ¢S
ou S est un ensemble fini de places de K et, pour v € S, U, est un ouvert de
T(K,). Cette topologie, qui est plus fine que la topologie issue de la topolo-
gie produit sur [[T(K,), fait de T(Ag) un groupe topologique localement
compact. On peut alors identifier T(K) a un sous-groupe discret de T'(Ag).

On notera
K(T) = [] T(0.),

c’est le sous-groupe compact maximal de T'(Ak).

Si L est une extension finie galoisienne de K déployant 71", de groupe de
Galois G, on dispose également, comme pour T'(K), d'une description simple
de tous ces groupes en terme du G-module X(7'), pratique pour manipuler
des suites exactes. Pour toute place v de K, on a une identification naturelle

T(K,) = Home (X(T), (L ®x K,)") .

Rappelons que (L ®x K,)" s’identifie & []L%. Le sous-groupe T(0O,) s’iden-
Vv
tifie alors a

Homg | X(T), ][] 0%
Vv
Si on choisit une place V divisant v et si on note G, son groupe de décom-

position on a les identifications

T(K,) — Homg

T

(X(T), Ly)

et
T(O7,) ;> HOmp

T

(X(T),0%).
On peut identifier T(A ) au groupe

Homg (X (T), G,.(AL))
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muni de la topologie induite par celle de G,,(A ), et K(T') au groupe
Home(X(T), K(G.))-

Ezemple :  Soit K, une extension finie séparable de K, et T' = Resg,/xk G,
Alors T (A ) s’identifie canoniquement a G, (Ak,).

5.2.3 Le degré

Soit T un tore algébrique défini sur K, déployé par une extension finie
galoisienne L de groupe de Galois G. Soit m € X (T)¢. L’évaluation en m
induit un morphisme continu

m = T(Ag) = Homg(X(T),Gn(AL)) = Gu(AL)" = G, (Ak).

Plus généralement tout morphisme de K-tores algébriques induit un mor-
phisme continu sur les espaces adéliques associés. L.e morphisme défini ci-
dessus correspond au morphisme T' — G,,, dual du morphisme de GG-modules
Z — X (T) qui envoie 1 sur m.

Par composition de m avec deg, on obtient un morphisme continu

m o T(Ax) = Z.

Le morphisme
T(Ax) —— Hom (X(T) ¢ Z)

sera noté deg;. Ce morphisme est évidemment indépendant du choix de L.
Ce morphisme n’est autre que le morphisme 6 défini par Oesterlé dans |Oe,
[.5.5], composé avec log, . Par ailleurs il est clair que le degré est fonctoriel
dans le sens suivant : si

f:X(T) — X(Th)
est un morphisme de G-modules, induisant un morphisme
f:1—T1T,
de tores algébriques, ainsi qu'un morphisme
7 (xm) — (X(1)9)",

on a degy, of = fo degy, .

Le noyau de deg; sera noté T' (A ). Par la formule du produit, T'(K) est
contenu dans T"(Ay). Par ailleurs il est clair que T'(Ag) contient K(T').
En outre, T'(Ak) s’identifie au groupe

T'(Ag) = Homg(X(T),GL (AL)).
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Lemme 5.2.1

Soit Ky une extension finie séparable de K contenue dans L, T le tore
Resi,/kGm et Gy = Gal(K/Ky). Soit dy tel que g, = g%, de sorte que
dy = 'fiK—;. Alors, via les identifications naturelles T(Ag) = G,, (Ag,) et
(X(T)“)¥ = Z, le morphisme deg; n’est autre que le morphisme dy degy, .
En particulier deg; n’est pas nécessairement surjectif.

Démonstration :  Soit t € G,,,(Ak,). Via l'identification
T(Ak) — Gu(Ax,),
il Iui correspond I'élément de
T(Ak) =Homg(Z[G /Gy, G (AL))

qui envoie Gy sur t. Le Z-module Z[G/Go]“ est de rang 1 engendré par

Y>> gGy. Le morphisme degy.(t) envoie alors Y. ¢ Gy sur
9€G/Go geG/Go

d,
degr H gt S UL K] Z degy,(g1)

,(]EG/GO gEG/G()

d. #G

la premiére et la derniére égalité venant de la formule 5.2.2.1. OJ
Considérons maintenant la suite exacte

0 — G (A;) — Gn(A) %z -0,
tensorisons par X (7)Y et prenons les G-invariants, on obtient la suite exacte
0 — T (Ag) — T(Ag) — (X(T)¥)°

et donc un morphisme 7'(A ) — (X (T)"), de noyau T" (A ), noté deg. .
Si on note encore degy ;, le morphisme obtenu par composition avec l'injection
naturelle (X (7)") < (X(T)G)v, on a la relation

dr, degr, = dg [L : K] degy.

Contrairement & degy, degy, ; dépend du choix de I'extension déployant T'.
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Proposition 5.2.2
Le quotient T'(Ag)/T(K) est compact. Le quotient T'(A)/K(T).T(K)
est fini.

Démonstration : La premiére assertion est en fait valable pour tout
corps global K. Dans [Onl, Theorem 2|, ceci est montré dans le cas ou K
est le corps des rationnels, et dans [On2, Theorem 3.1.1.], il est affirmé que
la preuve s’étend a un corps global quelconque. Par ailleurs, ce résultat est
un cas particulier de [Oe, IV.1.3.]. Nous donnons pour notre part une preuve
de ce résultat pour un corps de fonctions a la section 5.2.6.

La compacité de T' (A ) /T (K) entraine celle de T' (A k) /K(T).T(K), et
donc la finitude de ce dernier groupe car il est également discret. Cependant
cette finitude peut se retrouver directement, en remarquant qu’on a

T'(Ar)" =T"(Ak),
d’ol une injection

T'(Ax)/ (K(Tp).T(L)" — (T"(A7)/K(Tr).T(L)".

Or T'(A;)/K(Tr,).T(L) n’est autre que (Pico(e))dim(T), ou € est la courbe
projective et lisse telle que F,, (€) = L. On en déduit que le groupe

T'(Ax)/ (K(T;). T(L)"
est fini. Maintenant la suite exacte
0 — K(T).T(K) — (K(TL).T(L))G — H! (G, K(T,))NT(L))

et la finitude de K(Ty,) N T(L), donc de H' (G,K(Tr,) N T(L)), montre la
finitude de T'(Ax)/K(T).T(K). O

Proposition 5.2.3
Le conoyau de deg; est fini.

Démonstration :  C’est un cas particulier de |Oe, 1.5.6.b|. Nous redémon-
trons ce résultat a la section 5.2.6. O
Nous posons

T(Ck) = Homg(X(T),Cy) = T(Cy,)“.
Le groupe T'(A)/T(K) s'injecte dans T'(Cx) mais ne lui est en général pas

égal, le défaut est mesuré par le groupe de Tate-Shafarevich de T (voir la
section 5.2.5).
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Un cas important d’égalité se produit quand 7" est la restriction a la Weil
de Ky a K de G, pour K, extension séparable de K. Dans ce cas, T'(Cf)
s’identifie a C'k,. En effet, par le théoréme de Hilbert 90,

Cr. = C,Gal(L/KO).
Bien entendu l'isomorphisme
T(Cx) — T(Ak)/T(K)

est encore valable si T" est quasi-déployé.
Notons que le morphisme deg;. s’étend de maniére naturelle en un mor-
phisme
degy : T(Cx) — (X(T)%)".

Par ailleurs, pour toute extension finie galoisienne L de K de groupe G,
déployant 7', le morphisme degy; ; s’étend de maniére naturelle en un mor-
phisme

degy, : T(Cx) — (X(T)"),

et on a a encore la relation

d, deg’T’L =dy[L: K]deg, . (5.2.3.1)

5.2.4 La dualité de Nakayama

La dualité de Nakayama donne un moyen simple de calculer la cohomo-
logie du G-module T(C}). Le résultat suivant est une conséquence de [Na,
Theorem 3|. Rappelons que les groupes de cohomologie considérés sont les
groupes de cohomologie a la Tate (cf. rappels a la fin de la section 5.1).
La théorie du corps de classe donne I’existence d'un élément distingué « de
H?*(G,Cp), engendrant H*(G,Cp), et appelé classe fondamentale.

Théoréme 5.2.4 (Nakayama)
Le cup-produit par « induit pour tout n € Z un isomorphisme

H™ (G, X(T)") = H" (G, T(C})).

En particulier les groupes de cohomologie H™ (G, T(CY,)) sont finis pour tout
n.

Rappelons que pour tout n le groupe fini H" (G, X (T)") s’identifie canoni-
quement au dual du groupe fini H "(G, X(7T)).
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5.2.5 Mesure adélique et nombre de Tamagawa d’un
tore algébrique

Nous avons rappelé dans I'introduction de cette thése (section 1.4.2) com-
ment, sur toute variété algébrique X définie sur un corps de fonctions K,
une métrisation du faisceau anticanonique permet, pour tout v € Pk, de
construire une mesure wy, sur 'espace analytique X (K,). Rappelons que
tout choix d’une section globale w partout non nulle du faisceau anticano-
nique en fournit une métrisation par la formule

Vee X(K,), Vse w)zl(x), |s]l, = M

jw(@)]y’
le choix de la valeur absolue | .|, sur wy'(z) étant arbitraire. Si X = G est
un groupe algébrique et que w est de plus choisie GG-invariante a gauche, les
mesures locales obtenues sont des mesures de Haar a gauche.

Ono, dans I'article |On2|, définit le nombre de Tamagawa d’un tore algé-
brique défini sur un corps global (de caractéristique quelconque). Dans [On3|,
il établit une relation simple entre ce nombre de Tamagawa et certains in-
variants de type cohomologique du tore (cf. le théoréme 5.2.5 ci-dessous),
montrant en particulier la rationalité du nombre de Tamagawa (chose nulle-
ment évidente sur la définiton initiale). Cette relation joue un role important
dans l'interprétation du terme principal des fonctions zéta des hauteurs des
variétés toriques, tant en caractéristique zéro qu’en caractéristique non nulle.
Cependant, dans le cas des corps de fonctions il s’est avéré que la définition
du nombre de Tamagawa d’'un tore algébrique donnée dans |On2| était in-
compatible avec la relation du théoréme 5.2.5. Par la suite Oesterlé a montré
dans |Oe| qu’en introduisant dans la définition d’Ono un facteur correctif
égal au cardinal du conoyau du degré, la relation du théoréme 5.2.5 devenait
correcte. Nous rappelons dans cette section la construction du nombre de
Tamagawa d’un tore algébrique, et le résultat principal de [On3|.

Soit T un tore algébrique de dimension d, défini sur un corps de fonctions
K. Soit Qr une d-forme différentielle K-rationnelle T-invariante sur 7' (une
telle forme est uniquement déterminée a multiplication par un élément de
K* prés). Cette forme induit donc pour tout v € Px une mesure de Haar
wry sur T(K,).

On suppose T' déployé par une extension galoisienne L de groupe de Galois
G. L’action de G sur X (T') fournit une représentation

p: G— Aut(X(T)® C).

Si v est non ramifiée dans L/K, soit Fr, un frobenius local (sa classe de
conjugaison dans G ne dépend que de v), on pose pour tout complexe s tel
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que R(s) >0
1

~ det(1— p(Fr,) g, °)

L,(s,T)

Si v est ramifiée on pose

1
) - det(l - pv(Fr?)) q’;e)

L,(s, T

ou Fr, est un frobenius local et, si on note (G, un groupe de décomposition
et I, le groupe d’inertie correspondant, p, est la représentation

py @ Gy/T, — Aut(X(T)" ® C)

déduite de p. Les fonctions L, (s,T) ne dépendent pas du choix de I'extension
L déployant T'. On a alors pour presque tout v la relation

1
Wroy = 777
./T(OU) Lv(lv T)
Posons, pour tout v,

1
Wty

L,(1,T)

JT(Oy)
pour presque tout v.

On peut alors définir une mesure de Haar wr sur T(A k) en posant

wr = qi((]ig)d H d:uv

vEP K

duv =

On aura alors

Par la formule du produit wr ne dépend pas du choix de la forme 2. Comme
T'(Ak) est ouvert dans T(Ag), la restriction de wr a T'(A k) fournit une
mesure de Haar sur T'(Ag). Soit wy la mesure quotient sur T"(Ag)/T(K),
T(K) étant muni de la mesure discréte. Soit r le rang de X (T')“. On pose

T) = log(a) [ b

T (AK)/T(K)

(rappelons que T'(Ag)/T(K) est compact). On définit aussi, si S est un
ensemble fini de places de K,

wr.s = qlglig)d H W H dﬂ?;

veES ¢S
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et

bs(T) = log(gx) ™" / w%,s-

T (Ak)/T(K)

Notons qu’en particulier

_ (-9 / / p
Wr,s = 4k Wr,p oy
./K(T) H JT(Oy) Ul;g T(Oy)

vES

est non nul.
Soit a présent

L(s,T) = [] Lu(s,7).

vEP K
Ce produit eulérien converge absolument pour R(s) > 0 et se prolonge en

une fonction méromorphe avec un pole d’ordre r en s = 1. On pose

I(T) =1lim(s —1)" L(s, T).

s—1

Si S est un ensemble fini de places de K, on pose également
Ls(s,T) = [ Lo(s, T)
¢S
et
Is(T) = liH]l(S —1)" Lg(s,T).

s—

On définit, suivant [Oe, 1.5.9 et 5.12.],

1 b(T)

(1) = # Coker(degy) I(T)

Ce nombre est appelé nombre de Tamagawa du tore algébrique T. Il est

également égal a
1 bs(T)

# Coker(deg;) 1s(T)

pour tout ensemble fini S de places de K.
Soit

WMT) =#H'(G,X(T)),
(7)) = Ker (H'(G,T(L)) = H'(G,T(AL)))

et
i(T) = #11(T).
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Ces définitions ne dépendent pas du choix de I'extension déployant 7". Notons
que la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte de G-
modules

0 —X(T)®G,(L) — X(T) @G,(A) — X(T)'®C, —0
fournit la suite exacte
0— T(K) — T(Ag) — T(Cx) — H' (G, T(L)) — H'(G,T(A}))
et donc la suite exacte
0 —T(Ag)/T(K) — T(Cx) — m(T) — 0.

L’objet de 'article [On3|, corrigé par Oesterlé dans le cas des corps de fonc-
tions, est la démonstration du

Théoréme 5.2.5 (Ono, Oesterlé)
On a la relation

Ce résultat, comme déja indiqué, nous sera utile lors de I'interprétation du
terme principal de la fonction zéta des hauteurs.

5.2.6 Résolution flasque d’un tore algébrique et appli-
cations

La notion de résolution flasque d’un tore algébrique a été introduite par
Colliot-Théléne et Sansuc dans [CTSal en vue de I’étude de la R-équivalence
sur les tores.

Soit T" un tore algébrique défini sur K, déployé par une extension L de
groupe de Galois G. Rappelons qu'un G-module M libre de rang fini est dit
flasque si pour tout sous-groupe H de G on a H '(H, M) = (. Par [CTSa,
lemme 3, page 181] il existe une suite exacte de G-modules de rang fini

0 —X(T) —P—Q—0 (5.2.6.1)

ol P est de permutation et ) est flasque. Soit Tp le tore algébrique associé au
G-module P. C’est un tore quasi-déployé. Soit Ty le tore algébrique associé
au G-module Q.

Nous avons d’abord des résultats n’utilisant pas le caractére flasque de Q).
Rappelons que les lemmes 5.2.6 et 5.2.7 sont des cas particuliers de résultats
d’Oesterlé.
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Lemme 5.2.6
Le morphisme

G
degr, « T(Ax) — (X(T)")
est de conoyau fini, et il en est de méme du morphisme

deg, : T(Ax) — (X(1)%)".

Démonstration : Le conoyau de la flache (PY) — (X(T)V)C est le
groupe H' (G, Q") qui est fini (en fait nul car @ est flasque, mais la finitude
suffit). Comme Tp est quasi-déployé, le morphisme degr, ;, est de conoyau
fini. Le diagramme commutatif

TP(A[() I T(AK)
ldeng,L ldegT,L
(PV) ——(X(1)")"
permet de conclure pour degy ;. Or on a la formule
dr, degy.;, = dg [L : K|deg;,

et (X(7)¥)“ est un sous-module d’indice fini de (X(T)G)v. On en déduit le
résultat pour deg;. O

Lemme 5.2.7
Le groupe T'(A)/T(K) est compact.

Démonstration :  Nous notons C] = G! (A)/L*. C’est un groupe com-
pact par |Wel, IV§4, Theorem 6|. Soit

T' (Cx) = Homg(X(T),C}).
Si T est quasi-déployé, on a
T'(Cx) — T'(Ag)/T(K)

car, par le théoréme de Hilbert 90, si L/K| est galoisienne, on a

) Gal(K/Ko

(ct '=cl .

Ainsi T'(Ck) est encore un groupe compact. En général, on a le diagramme
commutatif suivant

Tp(Ak)/Tr(K) —T"(Ag)/T(K)

|

Tp(Ck)

T (Ck)
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d’apres lequel il suffit de montrer que la fleche ThH(Cx) — T'(Ck) est de
conoyau fini.
La suite exacte

0-—QY——P —X(T) —0
fournit la suite exacte
T} (Cx) — T' (Cx) — H' (G.T)H(Cy)).

et il suffit donc montrer la finitude de H' (G, T3(CL)).
Pour cela, on utilise la suite exacte

0 —Q'®C; —>QV®CLM%" QY — 0.
La suite exacte de cohomologie sous G associée fournit la suite exacte
To(Cx) — Q") — H' (G.To(C})) — H'(G, To(Cr)).
Par dualité de Nakayama, H' (G,Tp(Cr)) est fini et la fleche
To(Cx) — (Q)°

n’est autre que la factorisation de degy, ; par To(Ck), son conoyau est donc
fini, d’ou le résultat. O

Nous exploitons a présent le caractére flasque de (). Soit v une place de
K, V une place de L au-dessus de v, GG, son groupe de décomposition. Le
résultat suivant est di & Draxl ([Dr, page 449]).

Proposition 5.2.8 (Draxl)
Pour toute place v de K on a une injection de groupes

T(K,)/T(0,) < (X(T)")"
de conoyau fini, et ¢’est un isomorphisme si v est non ramifiée dans L/K .

Corollaire 5.2.9
Si v est non ramifiée dans L/ K, le morphisme

TP(Kv)/TP(Ov) — T(Kv)/T(Ov)

est surjectif.
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Démonstration : En effet par 1'isomorphisme donné par le lemme ci-
dessus ce morphisme est la fleche

()5 — (X(1))

induite en prenant les GG,-invariants dans le dual de la suite exacte 5.2.6.1.
Son conoyau est donc le groupe H*(G,, Q). Ce dernier groupe est isomorphe
a H1(G,,Q) qui est nul car Q est flasque. O

Lemme 5.2.10 (Ono)
Si v est non ramifiée dans L/K le morphisme

Tp(0,) — T(0,)
est surjectif.

Démonstration :  C’est un fait général pour tout morphisme surjectif de
tores algébriques T — T. La preuve figure dans |[Onl, Lemma 4.2.1|, nous
la rappelons. On a

T(0,) — Homg, (X(T), 03),
Tp(0,) = Homg, (P, O%)

Ty

et une suite exacte
Tp(0,) — T(0,) — HY(G,,Q" ® 0%).

Or, si v est non ramifiée, O3, est cohomologiquement trivial, donc, d’aprés
[Sel, IX, §5, Corollaire]|, Q¥ ® O3 'est aussi, d’ou le résultat. O
On déduit des deux résultats précédents :

Corollaire 5.2.11
Si v est non ramifiée dans L/K, le morphisme

Tp(K,) — T(K,)
est surjectif.

Pour tout ensemble fini S de places de K, nous notons

T(Ax)s = T(Ax) [ T(K.).

ve¢S

D’aprés ce qui précéde, si S contient les places ramifiées, le morphisme

TP(AK)S — T(A[()S
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est surjectif.

Soit T(K) I'adhérence de T'(K) dans [] T(K,) muni de la topologie
vEP Kk

o= (I 7 ) 1

le groupe d’obstruction a 'approximation faible. Comme Tp est quasi-déployé
on a, par |Ha, p. 334|, A(Tp) = 0.

Soit S un ensemble fini de places de K contenant les places ramifiées dans
L/K. Le morphisme

produit et soit

est continu pour la topologle produl’r et qumechf On en déduit que T( )

contient T'(A)g. Si on désigne par T(K) 'adhérence de 'image de T'(K)

dans [[T(K,), on a donc le résultat suivant.
veES

Lemme 5.2.12
On a un scindage

T(K)NT(Ag) =T(Ak)s x T(K)

et les égalités

v

A(T) = T(Ax)/ (TIR) N T(AK)) = (HT )

ves
On a en fait le résultat suivant
Lemme 5.2.13
Le conoyau du morphisme
Tp(Ak)/Tp(K) — T(Ak)/T(K)
est exactement A(T).

Dans le cas des corps de nombres, ce résultat est indiqué dans [BaTs1, Theo-
rem 3.1.1].

Démonstration : Notons 7 le morphisme Tpr(Agx) — T(Ak) (cette no-
tation sera reprise a la section 5.4.2) et 7 le morphisme Tp(Af)/Tp(K) —
T(Ak)/T(K). En tensorisant le dual de la suite exacte 5.2.6.1 avec C, et en
prenant les GG-invariants, on obtient une suite exacte

TP(C;() — T(C[() — H] (G,TQ(CL)) — H](G, Pv X O[)
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Par dualité de Nakayama
HYG,PY®CL) — HY(G,P)* =0

car P est de permutation. On peut compléter la suite exacte obtenue en un
diagramme commutatif

TP(CK) T(C;() H] (G, TQ(CL)) —0
Tp(Ag)/Tp(K) > T(Ag)/T(K) —"—— A(T) 0

Rappelons que la fléeche verticale de gauche est un isomorphisme car Tp est
quasi-déployé. Il faut montrer que la suite du bas est exacte. Evidemment
p est surjectif. Comme A(Tp) = 0 et que 7 est continu pour la topologie
produit, on a les inclusions

7 (Tr(Ax)) =7 (Tr(K) N Tp(Ax) ) € WTp(K)NT(Ax) € TK)NT(Ax)

donc po7y = 0. Par un argument de Colliot-Théléne et Sansuc (|[CTSa, page
219]), il existe un morphisme

A(T) — HY(G,To(CL))

tel que le diagramme obtenu en rajoutant cette fléche est encore commutatif
(le lemme s’en déduit par une rapide chasse au diagramme). En effet on a un
diagramme commutatif

T(Cx) — H'(G,To(CL))

| |

Tp(Ax) —=T(Ax) —= H'(G,To(AL))

ou la ligne du bas est exacte. Comme A(Tp) = 0, I'image de Tp(Ak) est
contenue dans T(K) N T(Ak) (cf. ci-dessus) et le morphisme

T(Ag) — HY (G, Ty(CL))

factorise a travers A(T'), d’ou le morphisme recherché. O
L’argument ci-dessus permet en fait aux auteurs de |[CTSa| de montrer
que A(T) s’identifie au conoyau du morphisme

H'(G,Tq(L)) — H'(G, To(AL))
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et d’en déduire I'existence d’une suite exacte
0 — A(T) — H'(G,To(Cr)) — m(T) — 0.
Par dualité de Nakayama
H'(G, T(Cr)) — H'(G.Q)*
d’ou
Lemme 5.2.14 (Colliot-Théléne, Sansuc)
On a l’égalité
#H'(G. Q)
H#A(T) = ———=.
D=
Ceci nous servira pour le calcul du terme principal de la fonction zéta des
hauteurs dans la section 5.6.

5.2.7 Sur le calcul du cardinal du conoyau de deg;.

Soit T un tore algébrique défini sur un corps de fonctions K, de corps
des constantes k. Soit G le groupe de Galois de K *** /K, il contient un sous-
groupe distingué H tel que le quotient G/H s’identifie & & le groupe de
Galois absolu de k. La représentation continue de G dans Aut(X (7)) induit
une représentation continue

0: & — Aut (X(T)7").

Soit gr = &/ Ker(o) et dp = # gr. Ainsi le corps fini & ¢/ éléments est le
corps des constantes minimal d’une extension galoisienne L/K déployant 7.

Soit /K une extension finie galoisienne de groupe G, déployant 7. Soit
H T'image de H dans G. On peut toujours choisir L de telle sorte que G/H =
gr, ce que nous ferons pour la suite de cette section. Considérons alors une
résolution flasque R de X (T')

R:0—X(T)—P—0Q—0.
Prenons les invariants sous H, on obtient une suite exacte de gr-modules
0— X(T)" — P" — Q" 22 H'(H,X(T)) — 0.
Soit P; un G-module de permutation, on obtient une résolution flasque R,

R0 —>X(T)—PoP —QaP —0

131



et on a
Ker(dg,) — Ker(dz) & P/ .
Si
Ry :0-—>X(T) —> P, —0Qy —0

est une résolution flasque de X (T') avec Qo — @, alors P, — P et
Ker(dg) — Ker(dg,).
Si
R:0—X(T)— P —Q —0.

est une résolution flasque de X (7'), par [CTSa, lemme 5], les G-modules @ et
Q' sont isomorphes aprés addition de G-modules de permutation convenables.
En particulier, d’aprés ce qui précéde

H'(gr,Ker(dg)) — H'(gr, Ker(dg)).

Nous nous proposons a présent de donner des indices en faveur d’une réponse
positive a la question suivante.

Question 5.2.15
Légalité

(X)) [
Coker(deg, )] = 22 A (gr, Ker(9x))] (5.2.7.1)

|70 (gr, X (7))

est-elle vérifiée pour tout tore algébrique T'7

Remarquons que le membre de droite dans la formule ci-dessus est bien un
entier, car H° (gT,X(T)H) est un groupe abélien fini tué par #gr = dr
et engendré par les images des éléments d’une base de X (T)“, donc par

r G
rg (X (T)¢) éléments. Son cardinal divise donc dTg(X(T) )
On notera ¢(7T") 'invariant

re( X (TG
2T 1 (g, Ker(8s)

[Coker(degy)] |H® (g7, X(T)")

de sorte que la question 5.2.15 se reformule en : est-il vrai que ¢(7') = 1 pour
tout tore algébrique T'7
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Proposition 5.2.16
L’invariant ¢ est multiplicatif dans le sens ot si T et T' sont des tores algé-
briques on a

On a ¢(T) = 1 dans les cas suivants : T anisotrope, T quasi-déployé, gr =
1, gr = G et, comme généralisation de ce dernier cas, T déployé par une
extension métacyclique.

!

(T x T') =¢(T)<(T

Au vu de cette proposition, nous pouvons faire la remarque suivante : soit
’ "
0 —T —T —T —0

une suite exacte de tores algébriques. Si on pouvait montrer que dans une
telle situation on a encore la multiplicativité de ¢, i.e. la relation

/ "

(1) =<(1T)<(T"),

alors le fait que ¢(7') = 1 pour T quasi-déployé permettrait, par le raisonne-
ment utilisé par Ono dans [On3, p. 68|, d’en déduire que ¢(7') = 1 pour tout
tore algébrique.

Démonstration : Montrons d’abord la multiplicativité pour les produits
de tores. Soit T" un tore algébrique. Notons, pour tout quotient fini g de &
tel que gr est un quotient de g, Ny la norme sur X (7)*

Ny - m—)ng

de sorte que
HY (9, X(T)¥) = (X(T)™)® /N, X(T) ™ = X(T)¥ /N, X (T) *

Soit d = # g, on a alors pour m € X (T)%

) rg(X(1)9)

donc Ny X (7)™ est un sous-module de N, X(T)*" d’indice (

soit,

3

d
dr

[f[” (g,X(T)H)] _ (%) rg(X(1)9) [f[” (gT,X(T)H)] _

Par ailleurs, si M est un gp-module on a

H](gTaM) :H](gaM)
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d’apreés la suite exacte d’inflation-restriction.
. , ’ , . ..
Soit a présent 7" un autre tore algébrique, et choisissons pour g le groupe
de Galois d'une extension commune a kr et k. On a

X(TxT)=X(T)®X(T).
et il est clair que

Coker(deg;..;+) = Coker(deg,) Coker(deg,).

Si R et R sont des résolutions flasques de X (T) et X(T') respectivement,
R =RO R est une résolution flasque de X (7 x T"), et on a

H'(g, Ker(dgr)) = H' (g, Ker(6g) @ Ker(dgy))
= H'(g, Ker(dz)) ® H'(g, Ker(dg )

d’on

[H] (ngTz,Ker((SRH))} = [H] (gT,Ker((SR))} [H](QT’aKer((s:}z’))] :
Par ailleurs

e <g, (X(T) ® X(T'))H> — H (g, X(T)*) & H° <g, X(T’)”)

et

(x1)e X(T'))g — X(T)9 @ X(T')9
d’ou

(o (x o x)")] = [ @x@) [ (oxa)]

On en déduit

(L)

dyor [ﬁo <9TxT’=X(T X T/)Hﬂ

_ (i)rg(X(T)g) ( d >rg(X(T’)g)
dr dy

< [0 @r. X)) [A (3 x0))]

d’on le résultat.
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Montrons & présent que (7)) = 1si T est anisotrope, i.e. si X (T)% = {0}.
Dans ce cas tous les termes de 1'égalité (5.2.7.1) sont égaux a 1, sauf peut-étre
[H'(gr, Ker(dx))]. Nous allons voir que ce dernier terme vaut également 1.
Rappelons (|Sel, p. 141|) que, comme gr est cyclique, si § est un générateur
de H*(G, Z) le cup-produit par 3 défini pour tout G-module M et tout n € Z
un isomorphisme

H"(G,M) =5 H""(G, M).

La suite exacte de gr-modules
0 — X(T)" — P" — Ker(dg)) — 0
fournit la suite exacte
H (g, P") — H(gr, Ker(9x)) — H'(gr, X(T)").

Comme X (T)% = {0}, on a H(gr, X(T)") = 0. Comme P est de permu-
tation, (PH)Y ’est aussi et on a

Hﬁl(gTJPH) ;> Hl(gTJ (PH)V) = 0.

Ainsi H '(gr, Ker(d¢)) est nul, et comme gr est cyclique H'(gr, Ker(dz))
I'est également. On a donc bien ¢(7T") = 1 si T est anisotrope.

Traitons & présent les cas restants. Pour tout G-module M on note Ng
la norme qui & m € M associe I’élément de M ¢

Ng(m) = ng-

geG

Soit
¢ € T(AL) =Hom(X(T), Gn(AL)).

Le morphisme deg,.(Ng¢) envoie m € X (T)% sur

deg (H(g qﬁ)(m)) = deg (H 9- (¢(gi] m)))

9eG geG

— degy, (H g. (¢<m)))

geqG

_ [LﬂfideegL (Hg. <¢<m>>>

geaG

— dr deg, ((m)).
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La troisiéme égalité provient de la formule 5.2.2.1. Ainsi I'image de NgT' (A1)
par degy est incluse dans dp (X(7)¢)".

Soit a présent 1) un élément de dp (X(T) G) . Comme il existe des idéles
de degré 1, on peut aisément construire un morphisme

¢ € Hom(X(T),G(AL))
tel que pour m € X (T)¢ on ait

deg (o) = 2

et donc pour un tel ¢, deg,(Ng @) = 1. Ainsi la fleche

Vv

deg; : NgT(AL) — dr (X(T)9)

est surjective. Déja ceci montre que si H = G, soit gr trivial (i.e. s’il n’y
a pas d’extension du corps des constantes dans L) le morphisme deg, est
surjectif (résultat qu’on retrouvera d’ailleurs a la section 5.4.2). Les autres
termes intervenant dans la définition de ¢ sont eux aussi trivialement égaux
a 1, et on a donc bien ¢(7T') = 1 si gy est trivial.

En toute généralité on a un morphisme

degy + T(Ax)/NoT(AL) — (X(1)F)" fdr (X(T)€)"
tel que
d;g(X(T)G) {Ker <Eé%;>]

(G T(AL))|

[Coker(deg,)] = [Coker(égé;;)} =

Par un procédé similaire, il est facile de voir qu’on a un morphisme

Vv

degy : T(Ck)/NeT(Cr) — (X(T)G)v/dT (X(T) G)

r @ T
dTg(X(T) ) [Ker (degT>}

G e

et que

[Coker(deg})} =

Par ailleurs le morphisme deg/T,L et la relation (5.2.3.1) font qu'on a un
morphisme

\

degly ), + T(Cx)/NeT(C) — (X(T)9)" /#G (X (1))
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Cas ou GG = gr. Rappelons encore une fois que, comme G est cyclique,
si 8 est un générateur de H*(G,Z) le cup-produit par 8 défini pour tout
G-module M et tout n € Z un isomorphisme

H"(G,M) = H""*(G, M).
La résolution flasque ci-dessus induit un diagramme commutatif

Tp(Ak)/Tp(K) —T(Ak)/T(K)

|

Tr(Cr)

T(Ck)

H' (G, Tg(CL)) —=0

Par dualité de Nakayama, H' (G, T(C1)) est isomorphe & H (G, QV). Mais
G est cyclique, et donc H (G, QY) est isomorphe & H'(G,Q"), qui est nul
car (@ est flasque. Ainsi Tp(Ck) — T(Cf) est surjectif, comme

Tp(Cx) — Tr(Axk)/Tr(K),

le morphisme

T(Ak)/T(K) — T(Ck)
est un isomorphisme (en d’autres termes II(7") = 0). On a donc dans ce cas
[Coker(degy;)] = [Coker(deg})} :
Considérons la suite exacte de G-modules
0—>Ci—>CL%Z—>O,
qui donne naissance aux suites exactes

degL‘(,‘K

Cx —"Z —H(G,C,) — H'(G,C})

et
H2(G,Cp) &% H2(G,Z) — H3(G, ).

On a H'(G,CL) = 0 par la théorie du corps de classe. Par ailleurs comme
G =gr,onad, =dg[L: K] dou deg;|, = degy. Comme

degi : Cx — Z

est surjectif, on obtient H' (G, C}) = 0 et comme G est cyclique, H*(G,C}) =
0. Ainsi le morphisme

H*(G,Cr) “5 H(G, Z)
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est surjectif. Comme la classe fondamentale o x de H*(G,C)) engendre
H?*(G,Cy), son image 1,k par deg; doit donc engendrer H*(G,Z).
Considérons la suite exacte de G-modules

0— (X(T)/X (1)) — x(T)" % (X(1)9) —0.  (527.2)
On a un morphisme

\

X(T) @ Cp, "2 (x(T)°)

En prenant les G-invariants, on obtient le morphisme deg'T’L7 qui est ici égal

a deg; par la formule (5.2.3.1).
Si on note encore v le morphisme

H (G, X(T)) — H* (G, (X(T)G)v>

induit par 1, on a pour tout x € H 2 (G, X(T)V) et par fonctorialité du
cup-produit

(I(:g; (T U OtL/K) = ¢(z) Udeg, (OKL/K) = (x) U Br/k.

En d’autres termes on a un diagramme commutatif

(G, 7(C) == 10 (6, (X (1)9))
-U("L/KTZ -UﬁL/KTZ

H2(G,X(T)") Y~ H? (G, (X(T) G)V)

G
Comme ((X(T)/X(T)G)v) = {0}, on déduit de la suite exacte (5.2.7.2)

que le morphisme
A (G, X (1)) % B (G, (X(1)9)")
est injectif. Comme G est cyclique, le morphisme
H 2 (G X(1)) =5 12 (G, (X(1)9))

est également injectif. On a donc

e )] -0
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d’ou .
d;g(X (1)F)

[Coker(deg;)] = [ﬁO(G’X(T))] :

En particulier I'égalité ¢(T) = 1 est vérifiée dans ce cas. En effet ici H est
trivial, d’ou R R
A6, x (1)) = B (g7, X (1)")

et Ker (dx) = @ d’on
H' (gr,Ker (02)) = H'(G,Q) = H '(G.Q) =0,

la deuxiéme égalité venant du fait que GG est cyclique.

Cas général. Nous revenons pour l'instant au cas d'un tore algébrique
quelconque. Nous généralisons les calculs faits dans le cas G = gr, et en
déduisons 'égalité ¢(T) = 1 dans les cas T quasi-déployé et T' déployé par
une extension métacyclique.

Notons Ky = L. Les suites exactes

0 =C o7z 0

et

deg e,

0-—Ckx, —Cg, —Z-—0

induisent le diagramme commutatif

H? (g7, Ox,) ~= H? (G, Cr)

ldegKO ldeg L

H? (g7, 2) —— H* (G, Z)
ou les fleches horizontales sont les morphismes d’inflation. On note

511/1( = degrl(arl/r()

et
Brosr, = dege (/i)

De maniére identique au cas G = g, on a que g, /x est un générateur de
H?(gr,Z). Par ailleurs on a d’aprés la relation (5.2.3.1)

deg; oinf = (# H) inf o degy, .
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et d’apres [Sel, p. 176]

lnf(O/KO/K) = [L . Ko] O{L/K = (# H) G{L/K.
On en déduit
inf (BKO/K) = BL/K-

De la méme maniére que dans le cas particulier G = gy, on obtient un
diagramme commutatif

I
degT,L

AY(G.7(0)) —= B (G, (X(1)9)")
.UaL/KTg -UﬁL/KT

H2(G,X(T)") Y~ H? (G, (X(T) G)V)

a ceci prés bien sir que la fléche verticale de droite n’est plus nécessairement
un isomorphisme. Maintenant la formule (5.2.3.1) montre que

—_

degy, = (# H) degy

ce qui permet de définir un isomorphisme
0 (e H) B (G (X(1)9)") — B (or, (X(1)9)")

tel que

—_~—

6o deg/T’L = deg,.

Notons inf* le morphisme dual de 'inflation
H? (gr, X(1)°) = H* (G, X (1)) .

On a un diagramme

H2 (G (X(T)9)Y) % inf (H(g7.2)) = (# H) A° (G. (X(T)%)")

inf* inf [ lﬂ
U

H2(gr, (X(T)9)Y) %  H*(gr,Z) H <9T’ (X(T) G)v>

Ce diagramme est commutatif dans le sens suivant : si x est un élément de
H 2 (G, (X(T)%)V) et 8 un élément de H*(gr,Z), on a

6 (x Uinf(B)) = inf*(z) U B. (5.2.7.3)
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Il suffit pour vérifier ceci de regarder au niveau du diagramme

H2(G,Z) x inf(H*(gr,Z)) — (# H) H(G, Z)

linf" infT lﬁ
U ~

H™*(gr,Z) x H(gr,Z) H° (gr, Z)

qui «provienty du diagramme naturel

G**x Hom(gr, Q/Z) — Q/Z

T T

grx Hom(gr,Q/Z) — Q/Z

(le groupe Hom(gr, Q/Z) de la ligne du haut étant vu comme sous-groupe
naturel de Hom(G,Q/Z)) dont la commutativité est évidente. On obtient
en résumé, en utilisant la relation (5.2.7.3) avec 8 = fBg,/k, un diagramme
commutatif

(G, T(Cr) —= 1 (gr. (X(1)9)")

.Ua,‘/;(

On a donc -
[Ker(deg})] = [Ker(inf™ o ¢)].

Le morphisme de G-module X (7)¢ — X (T') induit un diagramme commu-
tatif .
H? (gr, X(T)") " H? (G, X(T))

| |

H? (gr, X (T)%) 2 B2 (G, X (T)%)
Le morphisme inf* o ¢ est donc dual du morphisme

H? (gr, X(T)“) — H*(G, X (T))
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obtenu en composant le morphisme
H? (g, X(1)“) — H* (G, X(T)")
déduit de la suite exacte de gr-modules
0 — X(1)% — X(T)" — X(T)°/X(T)" —0

avec 'inflation

H? (g7, X(T) ") — H*(G, X(T)).
On a

{0} = B (gr, X(T)"/X(T)¥) = H* (g, X(T)" /X (T))
donc le morphisme
H? (gr, X(T)¢) — H? (gr, X(T)")

est surjectif et finalement

[Ker(g;g';)] = [Coker (H2 (QT;X(T)G) — HQ(G=X(T)))]
= [Coker (H” (gr, X(T)") —— H*(G,X(T)))].
La suite exacte

0— H' (g7, X(T)") — H'(G,X(T)) — H'(H,X(T))%"
— H? (g7, X(T)") — H*(G,X(T))
— Coker (H? (gr, X (T)") — H*(G,X(T))) — 0

déduite de la suite spectrale de Hochschild-Serre montre que

(i) - [H' (g2, X(T)")] [H' (H, X (1)) ] [H*(G. X (T))]
[H(G, X (T)][H? (gr, X(T))]
Reprenons a présent notre résolution flasque R
0 —X(T)—P—Q—0
et notons Qx = Ker(dx). Cette résolution donne naissance aux suites exactes

0— X(T)% — P% — QY — HY(G,X(T)) — 0, (5.2.7.4)

0— X(T)" — P" — Qg —0,
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et
0— Qx — Q" — H'(H, X (T)) — 0.

En prenant les gr-invariants dans les deux derniéres suites exactes, on obtient
les suites exactes

0— X(T)° — P —Qy — H (g0, X(T)") — 0 (5.2.7.5)
(car P¥ est un gr-module de permutation) et

0— QY — QY — H'(H,X(T))* — H'(gr, Qx) (5.2.7.6)
— Ker (H' (g7, Q") — H'(gr, H'(H, X (T)))) — 0.

De l'égalité
QF+ PO/X(T)] = [Q°: Q¥'] [Q4 : PO/x (1))
et des suites exactes (5.2.7.4), (5.2.7.5) et (5.2.7.6) on tire

[H(G. X(T)] = [H' (gr. X(I)")] [H'(H, X (T))"]
[Ker (H'(gr, Q") — H'(gr, H'(H, X (T))))]

: [H' (g7, Qx)] ’
d’ou
[Ker((;(:g;)]
- [H*(G, X(T))] [H (g7, Q)]
[H? (g7, X(T) ")) [Ker (H' (g7, Q") — H'(gr, H'(H, X(T))))]
Du fait que

H*(G, X(T)) = H(G, T(CL))
par dualité de Nakayama, et que
H? (gp, X(T)") = H (g, X(T) )

car gr est cyclique, on obtient
{Coker(deg})]

d;g(X(T)G) [H (g7, Q)] |
A7 (gr, X (1) 1)] [Ker (H(gr, Q) — H'(gr, H'(H, X (1))
(5.2.7.7)
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Pour obtenir une réponse positive en toute généralité a la question 5.2.15, il
faudrait donc montrer que 'obstruction a ce qu’un élément de deg, (T'(Ck))
soit dans deg,(T(Ak)) est exactement décrite par le groupe

Ker (H' (g7, Q") — H'(gr, H'(H, X(T)))) -
Nous déduisons a présent de cette formule 1'égalité ¢(T") = 1 dans les cas T

quasi-déployé et T" déployé par une extension métacyclique.

Cas ou T est quasi-déployé. Si T est quasi-déployé, on a TII(7) = 0 et
donc

[Coker(deg,)| = [Coker(deg})} .

Par ailleurs
0— X(T)— X(T)—0—0

est une résolution flasque de X (7'), et donc dans la formule (5.2.7.7), on peut
prendre Q = 0. La réponse a la question 5.2.15 est donc positive dans le cas
d’un tore quasi-déployé.

Cas ou T est déployé par une extension métacyclique. Si G est
métacyclique (i.e. a ses Sylow cycliques), tout G-module flasque est coflasque
(|CTSa, corollaire 2|), et donc si @) est un G-module flasque,

HY(G,Ty(CL)) = 0.
De la méme maniére que dans le cas G = gy, on en déduit que (7)) = 0 et

[Coker(degy)| = [Coker(deg})} .

D’aprés la suite exacte de Hochschild-Serre, le groupe H'(gr, Q¥) s’injecte
dans H'(G,Q), et est donc nul. La réponse a la question 5.2.15 est donc
positive dans le cas d'un tore déployé par une extension métacyclique, et ceci
conclut la démonstration de la proposition 5.2.16. O]

5.3 Hauteurs sur une variété torique et fonc-
tion zéta associée

5.3.1 Variétés toriques non déployées

Soit M un Z-module de type fini et ¥ C M ® R un éventail projectif
et lisse. Comme déja expliqué a la section 3.2, & un tel objet combinatoire
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est associé, pour tout corps L, une compactification équivariante lisse et
projective du tore déployé G, 1, autrement dit une variété torique projective,
lisse et déployée sur L, notée Xy 1.

Soit K un corps de fonctions, qui restera fixé dans toute la suite de ce
chapitre, avec ¢, = ¢. Soit T un tore algébrique de dimension d défini sur K.
On fixe également une extension galoisienne L/K de groupe G déployant 7.
Soit ¥ C X(T)¥ ® R un éventail projectif et lisse. On suppose de plus que
Y est un G-éventail, c’est-a-dire que G agit sur ¥ en préservant les cones.
Alors G agit aussi sur la variété torique projective X 1, et on peut prendre
le quotient de Xy ; par G, ce qui donne une variété Xy, définie sur K, qui
est une compactification équivariante projective et lisse de T' (cf. [Vo, §1]).
Soit (1) I'ensemble des rayons de X, et Py le G-module de permutation
Z¥M. Le G-module Pic(Xy, ) est libre de rang fini et on a une suite exacte
de G-modules

0 — X(T') — Py, — Pic(Xy) — 0. (5.3.1.1)

De plus Pic(Xy ) est un G-module flasque. Ceci découle de la preuve de
|CTSa, proposition 6, page 189|. Choisissons en effet un corps K de carac-
téristique 0 tel qu’il existe une extension galoisienne I de K de groupe
G. Tl existe donc un tore algébrique Tp défini sur K et déployé par L', et
une compactification lisse et projective Xy, g+ de Tp, telle que les G-modules
Pic(Xy /) et Pic(Xy, ) sont isomorphe, et d’aprés |[CTSa| Pic(Xy 1) est
flasque.

5.3.2 Fonction zéta des hauteurs

Soit ¢ € PL(X)“®C. Pour v € Pk on définit, suivant [BaTs1, Definition
2.1.5] une hauteur locale

Hy, : T(K,) — C

invariante sous l'action de 7'(0,), de la fagon suivante. Soit V une place de L
divisant v, et G, le groupe de décomposition correspondant. Le morphisme
valuation

V:L, —Z

est GG,-équivariant et permet, en identifiant T'(K,) & Homg

Ty (X(T)7 L;)’ de
définir par composition un morphisme

Jo : T(K,) — Homg

T

(X(T),2) = (X(T))*
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puis pour tout ¢ € PL(X)“ ® C la hauteur locale

Hy,(¢) : T(K,) — C
x> exp | f, In(q) ¢(ju(2))].

Pour x € T(K) on pose

Hyw) = [ Houla).

vEP K

Si ¢ € PL(X)%, Hy(x) est la restriction & T(K) d’une hauteur d’Arakelov
associée au faisceau inversible représenté par ¢. On pose alors

Cy() =) Hy(x)™

z€T(K)

pour tout s € C tel que la série converge, et plus généralement

Cr () = Z H_y(x)

€T (K)

pour tout ¢ € PL(X)Y ® C tel que la série converge (cf. le résultat de
convergence ci-dessous).

5.3.3 Mesure et nombre de Tamagawa d’une variété to-
rique

Dans le cas ot ¢y € PL(X)% correspond au faisceau anticanonique de Xy,
la métrisation dont provient la hauteur Hy, induit pour tout v une mesure
Wxy o SUr Xy (K,).

Comme la forme Q utilisée dans la section 5.2.5 pour la construction des
mesures de Haar wp, sur T'(K,) est une section non nulle sur 7" du faisceau
canonique de Xy, il existe, par définition de la fonction hauteur associée a
une métrique adélique (section 1.4, page 24) une famille (o) € (Rso)” ™ avec

a, = 1 pour presque tout v et [] a, =1 telle que, pour tout =z € T(K,),
vEP K

Q0 (2) ]|, = v, Hgyo(2):

En vue du calcul du terme principal de la fonction zéta des hauteurs, nous
voulons comparer les mesures wy,, , et Hy, ,(x, ¢o) wr, sur T(K,). C'est I'ob-
jet de la proposition 3.4.4. de |[BaTsl1|, dont nous rappelons la preuve.

on a
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Soient © € T(k,) et U un ouvert de Zariski de T contenant z tel qu'il
existe un K-morphisme étale

f:U— A%,
vérifiant 5 5
AN A — ) =807
/ <6:r1 A A axd> ey

avec 5 € K*. Ce morphisme induit pour un ouvert analytique W de T'(K,)
contenant x un isomorphisme analytique

f: W= f(W)c K4
Par définition de wy, on a

Wry = ‘6|1) (fil)* (dxl e dlll'(])

et par ailleurs

wxgw = 1Bl (F1), (1Qr(f (@) oda ... dag)
d’ou
Lemme 5.3.1
11 existe une famille (o) € (Rso)”* avec a,, = 1 pour presque tout v et

] o
vEP K

telle que
Vv e PK; wXE,v|T(KU) = Qy H¢0,1)(') Wr,p-

Rappelons (cf. section 1.4.2) que le nombre de Tamagawa de Xy est alors
par définition

vr (Xs) = wxy (XZ(K)> :
ou
WXZ = q(lig) dim(XE) lQ(XE) H ng,v H Lv(la PiC(X;jep)il) ng,v-
veES v S

Lemme 5.3.2 (Batyrev, Tschinkel)

On a
/ WXE _/ WXE-
T(K)NT(Ax) X5(K)

C’est la proposition 3.4.5 de [BaTsl|. Leur preuve ne fait visiblement pas
usage de la caractéristique zéro.
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5.3.4 Le résultat

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer notre résultat principal. La
constante ¢(7") a été définie au début de la section 5.2.7.

Théoréme 5.3.3
Soit K un corps de fonctions, L/ K une extension galoisienne de groupe G,
Y un G-éventail projectif et lisse. Soit Xy la variété torique projective et
lisse, définie sur K, qui lui est associé. C’est une compactification d’un tore
algébrique T

Soit ¢y € PL(X)¢ un représentant du faisceau anticanonique de Xx. La
série (g (s ¢g) converge absolument pour (s) > 1 et pour un certain € > 0 se
prolonge en une fonction méromorphe sur un domaine du type R(s) > 1 —¢.
Cette fonction a un pole d’ordre le rang du groupe de Picard de Xy, en s =1,
et on a

lim(s — 1)"#CD ¢ (s go) = o(T) o' (X5) #H' (G, Pic(Xs1)) 7a (Xs).

Ce théoréme est 'analogue dans le cas fonctionnel du résultat démontré dans
|BaTs1]| et [BaTs3|, a ceci prés que nous ne sommes pas en mesure d’assurer
que égalité ¢(T') = 1 est vraie en toute généralité (cf. la section 5.2.7),
et donc que la constante obtenue coincide avec la constante espérée. Notre
preuve consiste, comme déja indiqué, a adapter les arguments de [BaTsl1| et
[BaTs3| en caractéristique positive.

5.3.5 Stratégie de Batyrev et Tschinkel

L’idée essentielle de Batyrev et Tschinkel pour étudier la fonction zéta
des hauteurs est d’appliquer la formule de Poisson pour obtenir une repré-
sentation intégrale de (y(¢). Pour cela, on commence par étendre la hauteur
en une fonction continue sur T'(A ) en posant pour (z,) € T(Ak)

Hy((x) = [] Houlao).

vEP Kk

Ainsi H, est invariante sous l'action de K(7") (ceci sera utile pour annu-
ler beaucoup de transformées de Fourier). On veut appliquer la formule de
Poisson sous la forme suivante (cf. [Bki, Proposition 8, p. 127]) :

Théoréme 5.3.4 (Formule de Poisson)

Soit G un groupe topologique abélien localement compact muni d’'une mesure
de Haar dg, H un sous-groupe fermé muni d’une mesure de Haar dh. Soit dz la
mesure de Haar sur le quotient §/H, normalisée par la relation dg = dx dh.
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Soit H* le groupe des caractéres de G triviaux sur H, qu’on munit de la
mesure de Haar dy duale de la mesure dx. Soit F' : G — R une fonction L'
et FF sa transformée de Fourier par rapport a dg. On suppose FF L' sur
HE.

Alors, pour presque tout g de G, la fontion g — F(gh) est L' sur H, et
on a la formule

Flahydn= [ xlo) FF)(x)dx

H
On veut appliquer ce résultat & § = T(Ag) muni de la mesure de Haar
wr,s définie a la section 5.2.5 (pour un certain ensemble fini S de places
défini a la section 5.4.5), H = T(K), identifié & un sous-groupe discret de
T(Ak) et muni de la mesure discréte, et ¢ € K(T) convenable (ceci est
possible car fK(T) wr.s # 0, cf. section 5.2.5). On munit donc (T(Ax)/T(K))"
de la mesure de Haar duale de la mesure quotient sur T(Ag)/T(K), cette
mesure duale sera notée dy. Soit maintenant ¢ € PL(X)“. Si H_, est L' sur
T(Ak), on note donc FH_, la transformée de Fourier de H_, par rapport a
la mesure wy g. Ainsi, si la restriction de FH_,4 a (T(Ak)/T(K))" est aussi
L', I'application de la formule de Poisson donne

> Holgn) —/(T(A o X(9)(F H-4)(x) dx-

z€T(K)

Comme H_,; est K(T')-invariante, (FH_;)(x) est nulle si x n’est pas tri-
vial sur K(7'), et il suffit en fait de montrer que la restriction de FH_, a
(T(Ak)/K(T).T(K))" est L'. Comme g a été choisi dans K(T'), on aura que
H 4 est L' sur 3 et la formule

> gl = | (FH-)(x) d.

2€T(K) (T(Ak)/K(T).T(K))"

Comme (T(Ak)/K(T).T(K))" est compact, la condition d’intégrabilité de
FH_; est immédiatement vérifiée dés que H_ 4 est intégrable. Pour les calculs
ultérieurs, on a bien sir besoin d’une expression relativement explicite de la
transformée de Fourier. C’est le but de la partie suivante. La représentation
intégrale est obtenue au corollaire 5.4.9.
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5.4 Calcul des transformées de Fourier et ex-
pression intégrale de la fonction zéta des
hauteurs

5.4.1 Caractéres du groupe des idéles

Soit E un corps de fonctions. Si y est un caractére de G,,(Ag), pour
v € Pg on notera y, le caractére induit sur G,,(FE,). Tout caractére de
G,.(Ag) trivial sur Kg,,.G,,(FE) est de la forme

X - (*’L‘v) — H Z:(mq,)

vEPER

avec (z,) € (S)7# (pour tout v € Py on a donc 2z, = x,(m,)). On peut alors
définir la fonction L associée
1

1 - Zy quis

LF)(S,X) — »CF)(q;:SaX) = H

vEPE

Ce produit eulérien converge absolument pour R(s) > 1. Si x est de plus
trivial sur G (Ap) il s’écrit

€T — ZdegFJ(m)

avec z € S'.
Si S est un ensemble fini de P x on définit aussi

1

Lis(s.X) = Les(a," x) =[] T2

vgS

Dans le cas ol x est trivial, on obtient une fonction zéta «tronquée» que l'on

notera
1

1— q;sl

Cr,s(s) = Zps(q,’) = H

v S
D’aprés [Wel, VII, §7, Thm 6], on a

Lemme 5.4.1
Si x n’est pas trivial sur G} (Ag), L s(s,x) s’exprime comme un polynéme
en q,°, en particulier est holomorphe sur C.
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5.4.2 Caractéres de T(Ag)

Nous notons ¥(1)s I'ensemble des orbites de ¥(1) sous 'action de G.
Pour chaque a € ¥(1)s nous choisissons un élément de «, nous notons p, le
générateur de cet élément ainsi que G, le stabilisateur de p,. Soit K, = L.
Nous noterons d, le degré absolu de K,, i.e. on a g, = ¢%

Le G-module de permutation Py = Z>() s’identifie alors a

@ yAleYieN
aeX(1
Rappelons (section 5.3.1) qu’on a une suite exacte de G-modules
0-—X(T) — @ Z[G/G.] — Pic(X5z) —0
aEZ(])(;

et que Pic(Xy ) est un G-module flasque.
Notons v le morphisme
EB Z[G/G.]

aeX(1

Pour m € X(T) on a

fy(m) = (<m:g pa>)a62(1)0
gEG/Ga

Le morphisme 7 induit par dualité un morphisme de tores algébriques

H R,GSKQ/KGm — T

{IEE(I)G

et en passant aux espaces adéliques associés un morphisme continu

] Gn(Ak,) — T(Ax).

C!EE(])(;

Ce dernier morphisme n’est autre que le morphisme

@ Homg(Z[G /Gy, Gm(AL)) — Homg(X(T), G(AL))

aeX(1

induit par la composition avec 7.
Le but de ce qui suit est d’expliciter le morphisme de caractéres

(T(Ax)/T'(AK))" — H n(Ak,)/Gn(Ax,))"

aeX(1
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induit par v.
Soit a € ¥X(1)g. En regardant G, comme un élément de Z[G/G,], on a
un morphisme (cf. lemme 5.2.1)

Homg (Z[G/Ga], Gm(AL))

— Z
o — d

« degKa (¢(G0))

Par [Wel, VII, §5,Cor 6] (existence de diviseurs de degré 1) ce morphisme a
pour image d, Z. La composition par 7 induit également un morphisme

7 7 Ma __ Hom(X(T)G’Z)’

surjectif car Z¥1¢ /X (T)¥ est sans torsion. En effet la suite exacte ci-dessus
induit la suite exacte

0 — X(T)¢ — Z"e —— Pic(Xy).
On obtient un diagramme

eg?l) Hom(:(Z[f/GaL Gnm(AL) — Homa(X(Tl), Gn(AL))

7,5()a ! Hom(X (7)€, Z)

Ce diagramme est commutatif, par fonctorialité du degré (section 5.2.3).
En particulier, on retrouve le fait que le conoyau de deg;, est fini, comme
conséquence de cette commutativité et de la surjectivité de 7. On notera que
si L a méme corps des constantes que K, les d, sont tous égaux a un, degTPE
est surjectif et donc deg, également. Ce résultat avait déja été montré a la
section 5.2.7.

Nous choisissons une fois pour toutes un scindage de deg;., ce qui fournit
un scindage

(T(AL)/T(K)" — (T(Ag)/T'(Ax))" x (T"(Ax)/T(K))"
x — (x.x)

Si x € T(Ak)* nous noterons (x,) les composantes du caractére x o, de
sorte que (xo) est un élément de G,,(Ak,)*. Nous désignerons le groupe
topologique (T'(Ax)/T*(Ak))" = Hom(Im(deg, ), St) par Sy. Pour z € Sy
et n € Im(deg;), nous noterons z" 1'élément z(n) € S'.

Six" € (T'(Ak)/T(K))" et z € Sy on notera y, le caractére défini, via
le scindage ci-dessus, par (z, x ).

Pour a € X(1)g, on notera (m, po) I'élément m — (m, p,) de (X (T)%).
Le diagramme ci-dessus montre que d,(m, p,) est dans Im(deg;.) et le
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Lemme 5.4.2
Soit x =z € (T(Ak)/T'(AKk))". Soit o € X(1)g. Alors pour z € G,,,(Ag,)

on a
(X) (.’L’) = (Zd(”(m’pa)) degy,, (z) .

On peut choisir une base (m;);=;. , de X(T)¢ ainsi qu'une base (n;)=1.
de Tm(deg;) de sorte que si (m,’) représente la base duale de (m;) on a pour
tout j=1,...,r

7’Lj = €j mjv

ol les e; sont des entiers strictement positifs. On détermine ainsi un isomor-
. . ~ T

phisme de groupes topologiques Sy —— (S!)".
Via cet isomorphisme la formule du lemme s’écrit

roda <m.,<,pa>) degye,, (2)

(X), () = (H y

=1

5.4.3 Préliminaires au calcul des transformées de Fou-
rier
Soit v une place de K. Nous choisissons une place V de L au-dessus de v,
nous notons G, son groupe de décomposition. On a une identification

T(K,) — Homg

Ty

(X(T), Ly).
Par composition avec V on obtient une injection
T(K,)/T(0,) = (X(T)")".

Nous notons ¥(1)g, l'ensemble des orbites de 3(1) sous I'action de G,, et
pour a € X(1)¢ nous notons X(1)g  le sous-ensemble de X(1)¢, des orbites
incluses dans a. Soit ¥.“ I'ensemble des cones de ¥ globalement invariants
sous l'action de (G, en d’autres termes les cones o dont I’ensemble des rayons
o (1) est stable sous I'action de G,.. Pour un cone o € X9 nous notons o(1)g,
I’ensemble des orbites de o(1) sous 'action de G, et pour a € ¥(1)g nous
notons o(1)¢. le sous-ensemble de o(1)g, des orbites incluses dans a.

Pour f € ¥(1)g, nous notons g le cardinal de 3, pg un générateur d’un

élément quelconque de [ et

= X 0] @

pGG,,.pB

On note intrel(o) l'intérieur relatif d’'un cone o.
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Lemme 5.4.3

(X(T)V)% est recouvert par les ensembles intrel(c) N (X (T)V)% pour o
décrivant X, En particulier si x € (X(T)Y)% est non nul, il existe un
élément o € X% non nul tel que x s’écrit

Tr = Z ng T

Bea(l)q,
ot les ng sont des entiers strictement positifs.

Démonstration : Soit x € (X(T)Y)%. Si x est non nul, z est dans
I'intérieur relatif d’un unique cone o de X. Alors, pour tout g € G, v = g«
est dans I'intérieur relatif du cone go de 3, et donc go = 0. Ainsi o € ¥ .
Le reste du lemme en découle aisément. 0

Considérons 'application

G/G, — {wé€ Pk, , vlw}
g +— g 'V,

Ce n’est autre que le passage au quotient par I’action de Gz, d’ol1 une corres-
[0

pondance entre (1) et les places de K, au-dessus de v. Soit 8 € X(1)g,
et wg la place correspondante. On a alors

] _ #G'U
T #(95Gag; ' NG,)

o gg € G est tel que pg = gg.pa-
Si v est non ramifiée dans L, on a alors

[k)v . kv] = #GU

et
[k\? . kwg] - # (gﬂ Ga gg] N Gv)

P l fuw o fu .
d’ou lﬁ = [k'wﬂ : kv] et Qug = QUB- Or Qug = QKGB - qd 4 5 soit f’u lﬁ = da f’wﬂ-
On a un diagramme commutatif

Gn(Ak, )/ K(Gp).Gn(K,) —>T(Ag)/K(T).T(K)

|

[T Gn(Kus)/Gm(Ouws) _ iy /1(0,) (X(T)¥)

ﬂEE(l)((’;v
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L’application +, envoie Twg SUT €3 T, OU €g désigne l'indice de ramification
de wg dans L. Elle provient du morphisme de G,-modules

X(T) — @ Z[Gu/9sGaygs' NG,].
Bes(g,

Ainsi si v n’est pas ramifice dans E, T(K,)/T(0,) s'identifie a (X (T)¥)“",
car tout élément de (X(T)Y)% s’écrit comme une combinaison entiere des
75 pour € X(1)g, et a € X(1)g. Ceci vient du fait que

HY(G,, Q") — H (G,,Q) =0

car Q est flasque. Ainsi la fleche (PY)“ — (X(T))“" est surjective. Nous
retrouvons ainsi la proposition 5.2.8 et le corollaire 5.2.9. On peut dans ce
cas définir

X?)(Tﬂ) = (Xa)wg (ﬂ-“’ﬂ) :

5.4.4 Les transformées de Fourier locales aux places non
ramifiées

Nous identifions PL(X)¢ ® C a C*Me. Si ¢ = (s,), nous désignerons
alors la fontion Hy(.) par H(., (s,)) et la fontion Hy,(.) par H,(., (s4)).

Désormais nous choisissons pour S un sous-ensemble fini de P conte-
nant toutes les places ramifiées dans L/K (ainsi, méme s'il s’agit d’un détail
purement technique, que les places v telles que fT(ov) wry # Ly(1,7T)).

Soit v € Pk \ S. Les auteurs de [BaTsl| définissent alors un polynoéme
a coefficients entiers Qy.,, en les #X (1), indéterminées (Xﬁ)ﬂez(l)c,, par la
formule

71J

QZ,U(X)
2 H fXﬂ_ I (1BX5>‘

UGZGU ﬁEU ('v ﬁEZ(U(‘
Ty

(la définition utilisée dans |[BaTsl| est en fait légérement différente car on y
utilise le polynome Qs , (Xﬂl5>, ceci étant on obtient bien la méme formule

pour la transformée de Fourier locale).
Un résultat facile mais important pour les résultats de convergence et

de prolongement de la fonction zéta des hauteurs est (|BaTsl, Proposition
2.2.3])

Proposition 5.4.4 (Batyrev, Tschinkel)
Le polynome Qs , Xéﬂ — 1 ne contient que des monémes de degré total

supérieur ou égal a 2.
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Le résultat suivant (|[BaTsl, Theorem 2.2.6]) donne une expression explicite
des transformées de Fourier locales aux places v ¢ S.

Théoréme 5.4.5 (Batyrev, Tschinkel)
Soit v ¢ S une place de K. Soit x € (T(Ak)/K(T).T(K))" et (s) € C*We,
On a

[ He )@
€T (Ky)
1

aeX(l)g BeX(1)% 1= xu(78) @v g

l55a>
X v v
QZ [(X (Tg)q Bex(1)e }

Gy an(])(;

La preuve du théoréme 5.4.5 est donnée dans [BaTs1| dans le cas des corps de
nombres, mais est strictement identique pour le cas fonctionnel. Nous la rap-
pelons briévement. On utilise I'identification de T'(K,)/T(0,) a (X (T)") %"
(proposition 5.2.8). Comme la fonction H,(.,—(s.)) est T(O,) invariante,
elle induit une fonction sur (X (7)) “v, qui sera notée de facon identique. Le
lemme 5.4.3 permet, d’écrire

/e Hy(x, —(sa))Xo(@)d gy
Z Hv(l"; —(SQ))XU(Q;)
Kv)/

dm)
Ou) 2€T(K,)/T(Oy)

— Z Z Hu(%—(sa))Xv(ff)

x € intrel(o)N(X (T) V) Gv

S SIS N

(1)GU

—

q

m

M
Q

9

m

™
Q
<

ng EZ

I I X e xE™

aeX(l)g Beo(l)g, np€Z>o

YOI TL

oceXNGv aeX(l)g Bea(l 1- X’U(Tﬁ) Q'u

(]

9

m

™
Q
<

m
I\
Q

d’ott le résultat par définition de @)y ,. L’avant-derniére égalité vient du fait
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que si ¢ = (8,), on a par définition de la hauteur locale (cf. section 5.3.2)

T,
Eo(l Go
H, Z ng 7, —(Sa) | = v
pea()a,
> nglgsa
aeS(lg fer()Q

_— qU
Les résultats de la section 5.4.3 montrent immédiatemment le

Lemme 5.4.6

On a
1 1
H 1= xo(73) g sa H 1— (Xa), (mp) q fwtasa’
pesiyy, - T AT s w

Rappelons que, d’aprés le lemme 5.4.2, si x = x,, on a

"

(o), (o) = (2 ) ™ (X)) (m). (5.4.4.1)

5.4.5 Le cas des places ramifiées

En ce qui concerne les transformées de Fourier locales aux places ramifiées,
nous avons l'existence d’un entier strictement positif m tels que les deux
résultats suivants sont vérifiés :

Lemme 5.4.7
Soit v € S, et X un caractére de (T"(Ag)/K(T).T(K))". 1l existe alors
une fonction f holomorphe sur {(z,) € C™, |z,| < 1}, une famille (v, )1<n<m

d’éléments de Im(deg,) ainsi qu’'une famille d’entiers positifs (3on)n=1,...m
{IEE(I)G
) : s .
telle que, pour tout n, I'un au moins des d,, est non nul, vérifiant

Vz €Sy, VY (sa) € C¥Ne tel que R(s,) >0,

" - Z 5(31,71,501
[ e (1) @ = (a7 o)
JzeT(Ky) v n=1,....m

geeny

Démonstration : Rappelons que nous avons identifié T'(K,)/T(0O,) a un
sous-module d’indice fini de (X(T)Y)“", et que pour tout f € ©(1)g, ce
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sous-module contient ez 75. On a, la hauteur locale étant 7'(O,)-invariante,

[ e (), o
- (fm‘”“) > Hle =) (%) @)

.’I?GT(KH)/T(O“)

Soit 0 € X et x € (o) NT(K,)/T(O,). Alors x s’écrit
T = Z TpegTg+ Y
pea(l)a,

ou les xg sont des entiers positifs et y est un élément de I’ensemble fini

Y ngms, 0<ng <ep s (V(T(K,)/T(0,)).

Bea(Va,

On a alors

Hy(w,~(s2)) (X2) (@)

v

Hyle s, () () (esm))”

2 ;
v
Bea(Va,

x Hy(y, —(5q)) (XZ) (y)

On voit qu’il suffit donc de montrer que pour tout = € T(K,)/T(O,) non nul

la fonction
(2. (s2)) — Hyw,~(s2)) (x2) (@)

)

est de la forme
- Z 6(1 Sa
(z, (5q)) — cz” ¢ *€*0c

ou v € Im(degy), les d, sont des entiers positifs non tous nuls, et ¢ est un
nombre complexe de module 1.
Soit x un tel élément, qui s’écrit d’aprés le lemme 5.4.3

r = Z Z ngTp

aeX()a ﬂea(l)gv

ou les ng sont des entiers strictement positifs. On a

Hy(z,—(s4)) = H H g el se

aeX()g Bea(1)g,
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Par ailleurs

est un caractére de Sy, d’oul

( ;)U (x) = c2”

ot v € Im(degy) et ¢ est un nombre complexe de module 1. Ceci montre le
lemme. O

Lemme 5.4.8
I existe une fonction f holomorphe sur {z € C™, |z,| < 1}, une famille d’en-

tiers positifs (kg p)n=1....m, et une famille d’entiers positifs (0q ., )n=1,...m telle
a,n seeesTly a,n yeeny
(XGZ(I)G QEE(I)G
que, pour tout n, I'un au moins des 9, , est non nul, vérifiant

Vz €Sy, V (sq) € CTe tel que R(s,) > 0,

v veS aeX(l)a

/ H(.’L‘, _(Soz)) (lz) (.’L‘) HMT,v - f H Zk“’” d“<m’pa>q7(5a’” Sa
0 s

z€T(K) n=1,...m

Rappelons que 'on désigne par T'(K) " J'adhérence de I'image de T'(K') dans

[1T(K,).
vES
Démonstration : Notons

K*=[]T(0.,).

veS
On a
[ Hule6) 1), @) [T
g vES
2T (K)
- / e 3 H(z. ~(s2)) (1) ().
WQSQKS ves 2eT(K) * [ (T(K) "nKs)
Soit (o) € [[ =% Tout élément (z,) de T(K) "/ (T(K)~ NKS) 1 (0)res
veES
s’écrit
Z :Eﬂ 66 7—6 + y'()
Be(0u)a, (1) ves
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ou les x4 sont des entiers positifs et y = (y,)yes est un élément de 'ensemble
fini

S omgms 0<ng<esy | (TE) ) (T(K) N KS) .
ﬁE(U'U)Gw(])

On a alors

H{(z, =(54)) (12) ()
= (1) (9) [ [ Holyo: —(50)) Holes 75, —(50))" (12), (5 75)".

vES

On voit qu’il suffit pour montrer le lemme de montrer que pour tout = élément
S S
non nul de T(K) / (T(K) N KS>, la fonction

(2. (s4)) — H(z, ~(s4)) (L,(x))

est de la forme

> kada <mpa> — >, daSa
(Z; (SO/)) — zaeex(g q aex(l)g :

ou les k, sont des entiers et les d, sont des entiers positifs non tous nuls. Pour

cela il suffit de remarquer la chose suivante : d’aprés la proposition 5.2.13, il

existe t € T(K) et y € T(Ak) un élément de I'image de [[G,,(Ak,) par v
[}

tels que x = yt. Comme 1, est trivial sur T'(K), on obtient

1(5) = 1.0 = T ()"

«

ou les k, sont des entiers, la derniére égalité provenant du lemme 5.4.2. Ceci
montre le lemme. O

5.4.6 Propriétés analytiques de la transformée de Fou-
rier globale

Soit @ € ¥(1)¢. Nous notons S, les places de K, au-dessus des places de
S. Rappelons que nous avons fixé un isomorphisme

(T(AK)/K(T).T(K))" 5 Sp x (T (Ax) /K(T) T(K))" .
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On déduit de ce qui précéde que pour tout (s,) € C¥1e tel que R(s,) > 1,
la fonction H(.,—(s,)) est L' sur T(Ag). En effet, par la proposition 5.4.4,
le produit eulérien

H QZ,?; |:(q’u o 90)
BeX(1)g

vgS Gv:| aeX(l)g

converge absolument pour R(s,) > 3, et on a par le théoréme 5.4.5 et le

lemme 5.4.7

/ H(z, —(8a))| wr.s
z€T(Ak)
— /GT(A )H(m,—(?R(SQ)))wT,S

= ¢(179) dim(Xy) H/ Hy(z, —(R(54)))wr.0
z€T(Ky,)

VES "
<1/ Hule - RG))dn,
v¢ S €T (Ky)
= H Zxa,sa (g ") | x [T @s. [(qvw ”’ ) }
acs(l vis BEXME, | aex(1)e

X f (q *?T":(Sa))

(les fonctions Zg, s, ont été introduites a la section 5.4.1) ou f est une
fonction holomorphe sur {(z,) € C*M | |z,| < 1}.

Plus précisément, soit x' € (T"(Ag)/K(T).T(K))". Parle théoréme 5.4.5
et les lemmes 5.4.6 et 5.4.7, il existe une fonction fx” holomorphe sur

%, R(s,) > 0}

{((SQ), (sn)) € CEHe x C™, R(s,) >

et, pour tout n = 1,...,m, des éléments v, € Im(deg;) et des entiers positifs
(8a,n)aen(1); non tous nuls, tels qu’on ait :

VY (s5q) € C¥E tel que R(sq) > 1, Vz € Sy,
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(FH(.~(5))) (X

_ / H(z, —(sa)) X (@) wrs
JzeT(Ak)

"

— ¢(1-9) dim(xXx) H/ H,(z,—(84)) (X> (z)wr,
z€T(Ky) v

vES
X H/ HU(.T,*(SQ)) (X;) (T)d'uv
¢S €T (Ky) ,
- H ‘CK(y,Sa (Zda(mVp(’)q*da Sa) X/(;)
aeX()a
* f‘ ! (Zda(m,p(’)qida Sa) ’ (nyn qi(sa,n Sﬂ)
X aex(l)g aeg)G n=1,....m

Les fonctions Lk, s, ont été introduites a la section 5.4.1. Remarquons que les
Yn €t les 6, dépendent de X, mais pour alléger 1’écriture nous n’indiquons
pas cette dépendance qui ne joue aucun role par la suite. La notation 4, , est
encore utilisée ci-dessous pour désigner d’autres entiers, encore une fois ceci
est sans importance pour la suite.

Nous obtenons également, par le théoréme 5.4.5 et les lemmes 5.4.6 et
5.4.8, le résultat suivant : il existe une fonction f holomorphe sur

{((sa), (s5n)) € C¥E 5 C™, R(sq) > =, R(s,) > 0}

1
2 bl
et, pour tout n = 1,...,m, des entiers (k,,) et des entiers positifs (,,,) non
tous nuls, tels qu’on ait

VY (s5q) € C¥E tel que R(sq) > 1, Vz € Sy,

162



/ . H(‘TJ _(Soz)) lz(x) wr.,s
2€T(K)NT(AKk)

= q(lfg) dim(Xx) (H/ Hv(xa _(Sa)) (IZ)v (‘,I")du“)
¢S z€T(Ky)

x / L H G0 () ) T

(K) vES

— q(lfg) dim(Xy) H ZKa,S'(,, (Zdﬂ<mapa>q*da Sa)
aeX(l)a

da(m,p,,) —da Sa> ( ka,nd(y(m,pa) *5(31,71, Sa)
X Z s Z
f ( q — H q

n=1,...m
0462(])(;

5.4.7 L’expression intégrale de la fonction zéta des hau-
teurs

En vue d’obtenir une formule intégrale explicite, il nous faut déterminer
la mesure de Haar sur (T(Ag)/T'(Ak))" = Sp induite par dy. Rappelons
que (T(Ag)/T'(Ak))" est un sous-groupe de (T(Ag)/K(T).T(K))" d’in-
dice fini égal au cardinal de T' (A )/K(T).T(K). Notons cl(T) ce cardinal.
En appliquant la formule de Poisson 5.3.4 avec § = T'(Ag), dg = wrs ,
H = T(K), dh la mesure discréte, et ¢ = 1, et en prenant pour fonction F'
I'indicatrice de K(7'), on obtient

# (K(T) NT(K))

fK(T) wT,S'

A
J(T(Ak)/K(T).T(K))"

(rappelons que fK(T) wrg # 0, cf. section 5.2.5). Or

| L ers = # (D) NT() / whs

K(1).T(K)/T(K)

= / W]T S
cl(T) TV AK)/T(K)

d’on
cl(T)

,X = T—
/<T(AK>/K<T).T<K>)* log(q)" bs(T)
Le volume de St pour la mesure dy est donc égal a
1
log(q)" bs(T)
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Notons dz la mesure de Haar sur Sy telle que fST dz = 1, et v* le morphisme
de caractére

(T"(Ax)/K(T).T(K))" — H (G (Ak,)/K(Gp) Gu(Ky))'

aeX(1

induit par le morphisme

[ GnAk,) — T(Ax)

{IEE(I)G

défini a la section 5.4.2.
Pour ¢ = (s,) € C*a tel que RN(s,) > 1, on obtient alors, par applica-
tion de la formule de Poisson, ’expression

Y )= X [ TH(. () (¥ ) dy

€T (K X" eKer(y*) " X €(T(AK)/T (Ak))"

1—g) dim(Xx)

q(
Pl e )

X ¢Ker

ofl, pour x ¢ Ker (v*), I (sq) est définie par I'intégrale

[T o (s )

ZEST O/GZ

Par ailleurs

E rmrinny T ()

X €Ker(y

> (FHE =) X) () ]

X GKer (v*)

/x' E(T(Ax)/T' (Ax)) (/ TNT(Ax) H(z,—(sa)) X (2 )wm> dx’
(

e 41 3
= gy s 1)

/x €(T(Ak)/T (AK))"
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ou I1(s,) est la fonction donnée par l'intégrale

H ZKe\Sa (zda(mvf’a)qfda sa)

{IEE(I)G

% ][‘ (Zda(m,p(M)q*da Sa) , ( H Zk(y,nda<mypa> q*(sa,n Sa) dZ.

C!EE(])(;

zEST

La deuxiéme égalité s’obtient par application de la formule de Poisson 5.3.4

avec § = T(Ag),H =T(K)NT(Ag),dh=dg=wrget F' = H(.,,—(s4)) X -
Rappelons que par le lemme 5.2.13, A(T')* s’identifie & Ker (7*). On obtient
finalement

Corollaire 5.4.9
Pour (s,) € C*M¢é tel que R(s,) > 1 on a la représentation intégrale suivante

_g ; "
wzm H (1, (s0)) = jorsg oy (AT Bsa) + M%(v*) I (s0))

(1-g) dim(Xx)

ou I1(s,) est la fonction donnée par I'intégrale

H ZKo.Sa (zda(mvl’a)qfda sa)

w5r o€

X f (Zda<mzpa>q*da 5a> , ( H Zka,nda<m:pa> q*(sa,n 5a> dZ

aEZ(])(;

et, pour X' ¢ Ker (v*), I (s4) est définie par I'intégrale

z€ES aEZ(])(;

X for <zd“<m’p“>q7d“5“>,<z7” H qf‘s“’”s") dz.

{IEE(I)G

La technique pour évaluer de telles intégrales est développée a la section
suivante.

165



5.5 Evaluation de l’'intégrale

Soit I un ensemble fini non vide. Si £ est un réel strictement positif et n un
entier positif, une fonction de #1I variables complexes sera appelée fonction
e-admissible de multiplicité supérieure a —n si elle est méromorphe sur le
domaine

{(si) € C!,—e < R(s;) < €}

et s’il existe une écriture

Plg)
fls) ==
I1 (1 - q*lj(si))
J=1
ou pour j = 1,...,n, [; est une forme linéaire non nulle & coefficients entiers

positifs et P une fonction holomorphe sur
{(z)eClig " <l|al<q}

pour un £ > (. Notons qu’une telle fonction f est holomorphe sur le domaine
{(s;) € C1,0 < R(si) < e}

On appelera fonction admissible de multiplicité supérieure a —n une fonction
holomorphe sur le domaine

{(si) € C", R(s;) > 0},
et s’écrivant, pour un € > 0, et pour tout s dans le domaine
{(s;) € CT,0 < R(si) < €},

comme somme finie de fonctions e-admissibles de multiplicité supérieure a
—n. Une telle fonction se prolonge donc en une fonction méromorphe sur le
domaine

{(87) € CI, SR(S,) > —8}.
Une fonction admissible de multiplicité supérieure & —n est dite de multipli-
cité —n si

lim s™ f(s,...,s) #0.

s—0
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5.5.1 Fonction associée 4 un coHne

Soit N un Z-module de rang fini, NV son dual, A un cone polyédral
rationnel d’intérieur non vide de Ng = N ® R, A" son dual. On ne suppose
pas a priori que A est strictement convexe, i.e. qu’il ne contient pas de sous-
espace linéaire de Ng. Pour tout s de N ® C tel que R(s) est dans I'intérieur
de A on pose

Lya(s)=Lalg )= > q ¥

yeAVNNY

Soit dy la mesure de Lebesgue sur NV ® R, normalisée de sorte que le réseau
NV soit de covolume 1. Au moyen d’une base, on identifie N @ C a C&N).
De telles fonctions ont déja été introduites a la section 3.5.2, ot on rappelait
la démonstration du résultat suivant.

Lemme 5.5.1

Ly a(s) est une fraction rationnelle en les (q~*")i=1, .rg(n)- Si A est strictement
convexe et ng est un élément de I'intérieur de A, Ly  (s.ng) a un pole d’ordre
rg(N) en s = 0 de terme principal

JyeAv

Rappelons que 1'on a en particulier

a*(Xx) = log(g) "D Tim [ C0) Lo ) 6 (5 [-Kxs])] -

s—0
(5.5.1.1)
Remarquons en outre que si N est libre et N' C N est un sous réseau d’indice
fini de N on a

lim (5" Ly o(s)) =[N : N'] lim (s"™M) Ly a(s))- (5.5.1.2)

s—0 s—0

Rappelons encore une fois briéevement la démonstration du lemme ci-dessus,
(ré)-introduisant ainsi des notations utilisées par la suite. On écrit AY comme
le support d’un éventail régulier A, dont ’ensemble des rayons est noté A(1).
Pour [ € A(1) nous notons my le générateur du rayon /. Pour tout cone 0 de
A nous notons également

Iy ={le A1), €}
'ensemble de ses rayons (ainsi Irgy = 0). Pour toute partie I de A(1) nous

noterons
C(I) = Z N>0 m;

el
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de sorte que C(I;) est I'ensemble des points du réseau NV contenu dans
I'intérieur relatif du cone ¢.
On a alors

Lua(s)=>_ ]] < ml’) - 1). (5.5.1.3)

0EA l€el;

Notons que le cardinal maximal des ensembles I est la dimension de AV, qui
est égale au rang de N si et seulement si A est strictement convexe.

5.5.2 Une généralisation

Nous conservons les notations de la section précédente. Soit I un ensemble

fini non vide et pour i € I, soit n; un élément de A, tel que > n; est un élément
i
de l'intérieur de A. Pour (v;) € N’, nous voulons étudier la série

yeAVNNY  del
Viel, (y,ni)2vi

ol les T; sont des indéterminées. Nous utilisons la méme technique que dans
le chapitre 3 : nous écrivons

)= Zs)(Th)

dEA

Z&,(yi)(Ti) — Z HT Yyni)

yeC(Is) i€l
Viel, (y,n;)>v;

avec

Pour § € A, nous décomposons encore

Zswy(T) =D (=)* X Zs ke 0y (T3)

KCI
avec
Zs k) (Ti) = Z H T; e,
yeC(Is) iel
VieK, (y,n;)<v;
On a alors
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Lemme 5.5.2

Soient 0 un cone de A, et K une partie (éventuellement vide) de I. Alors
il existe un sous-ensemble I i (éventuellement vide) de I tel que la série
Zs i (w)(1;) se décompose en un produit

-1
H (1 _ H]‘;(ml,m)) -1 X P&,K,(u,-)(Tii)

lels x i€l

ol Pk ;) est un polynome a coefficients positifs. Pour tout n > 0, il existe
en outre un &' > 0, ne dépendant que de A et des (n;), tel que pour tout
(#1)-uplet de réels (0;) € RL__, on a la majoration
P, 772 Vi
Psrwy (¢") < Sup ()™ ¢ & (5.5.2.1)
el

Par ailleurs si K est vide, on a I5 = I5 et P5r o, = 1.
Enfin si § est de dimension le rang de N, et si K est non vide, I5 i est
un sous-ensemble strict de I.

Démonstration : Cette démonstration est trés similaire a la preuve du
lemme 3.5.3. Si K est vide, Z; k (,,)(1;) s’évalue immédiatement en

(o)

d’ou I'avant-derniére assertion du lemme. Le fait que )  n; est dans I'intérieur

5
de A assure que pour tout [ € I, on a (my, Y n;) > 0 et donc I'un au moins
5
des (my, n;) est non nul.
Si K n’est pas vide, nous posons
I[(J:{ZGI(;,ViGK, (ml,m>:0}
et Ixo =I5\ Ix,. Soit alors y € C(I;) vérifiant
Vie K, (y,n;) <v,.

Un tel y s’écrit donc de manieére unique y; + yo avec y; € C(Ikq) et yo €
C(Ik2). Pour tout i € K on a (y,n;) = (y2,n;) et donc yo vérifie

Vie Ka <y2ani> < v;.
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Réciproquement tout y s’écrivant y; + yo avec y; € C(Ik,), y2 € C(Ik2), et
yo vérifiant
Vie K, (y2,n) < v,

est un élément de C'(I5) vérifiant
Vie K, (y,n;) <v,.
Notons
C(IK,Q)(W) ={y2 € C(Ikp), Vi€ I, (y,n:) <vi}.
La série Zs i (,)(T;) se décompose alors en un produit
Pwc(T) < 30 JT7
y1€C(Ig,1) &
ot on désigne par Pk (,,)(7;) I'expression

Z H 7 y2mi)

Y2€C (1K 2) vy €T

Le deuxiéme facteur est égal a

nf(n) ]

el

Encore une fois le fait que ) n; est dans I'intérieur de A assure que pour tout
i
| € Iy, I'un au moins des (my, n;) est non nul.

Passons au facteur Pj g (,,)(7;). Soit y, un élément de C(Ix2)(,), qu'on

écrit
Y2 = Z Himy

lEIKQ

avec les u; dans Ny.
Par définition de Ik o, pour tout | de I, il existe 7 dans K vérifiant
(my,n;) > 1 (rappelons que pour tout i on a (my, n;) > 0). Comme yo vérifie

Vi e K: <U27n7> <V
on a

< Sup v;.
€K
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Ainsi C(Ik2)@w,) est fini (et Py ,)(7;) est un polynéme en T;), en fait son

cardinal est majoré par
#IKk 2
(Sup y,;)
iIEK

Par ailleurs un y, de C(Ix2)@,) vérifie

0 < (y2, n;) < m Sup v; <mzl/i

ek el
oll on a posé

m = #1 Sup <<m1,2n7>) :

leA(1) p

On a donc pour tout (#1)-uplet de réels (§;) € RL

Prxcw (07%) = Z H g bl

yQEP IKQ)(,,) i

e'm > v
< Sup V #I q i€l
up() |

e'm#l > vy,
< Sup(v;) *'g el
€K
e m#l > v;

#Iq i€l

< Sup(v;)
iel
Il suffit donc de choisir &’ < = pour avoir la majoration annoncée.
Notons enfin que si est un cone de dimension maximale, les (my)es,
forment une Z-base de NV, et donc si K n’est pas vide, Ik, ne peut étre
vide. Ceci montre la derniére assertion du lemme. OJ

5.5.3 Applications

Soit I un ensemble fini non vide. On note (e;) la base canonique de Z’,
(e;)¥ sa base duale et pour i € I, p; la projection sur Ze;. Soit ' un sous-
module de rang 7 de Z'. Onnote 'l = 'R, ¢ =I'® C et

dr: Cl = C!Tg

I'application quotient. Nous noterons A(T") le cone ( >0)
Nous noterons Spv le groupe topologique Hom(T'V, S'), qui est isomorphe
a (S")". Si y¥ est un élément de T'V et z un élément de Spv, nous noterons
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77" 1'élément z (7) € S'. Nous munissons Spv de la mesure de Haar dz telle

que fsrv dz=1.0On a
/ 2" dz =0

7€ Spv
si yY #£ 0.
. . L1, v .
Pour i € I, on notera 7, 'image de e dans T'V. L’élément z% sera aussi
noté z;.
Le dual de Z'/T" s’identifie alors a

{UG( ) Vv er, (y,’y>:0}.

L’ensemble A(T')Y N (ZI/F)V, égal par définition a

{ye (zl/r)v7 Vm e AT), <y,m>>0},
s’identifie donc a
{?JE(ZI)V7 Vyel, (y,7)=0, Viel, <y;€i>>0}

soit encore a

{(m) € N, Zm%v —0}.

i€l

Si s est un élément de C’ et y = (n;) un élément de A(T)V N (ZI/F)V, on a
U wF Z 1 Sj.

Nous aurons en particulier & considérer la situation ou
I _
'nzs, = {0}.

Cette hypothése équivaut au fait que A(F) est strictement convexe, ou encore
que A(T")Y est d’intérieur non vide. Elle est encore équivalente a 1’existence
d’un (#7)-uplet d’entiers strictement positifs (n;) vérifiant

> iyl =0. (5.5.3.1)

Notons qu’alors, par la formule (5.5.1.3), la fonction

Lz 1/ ar)(¢r(s))
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est une fonction admissible de multiplicité —rg (Z7/T) =r — # 1.

Les lemmes 5.5.3 et 5.5.4 ne serviront pas par la suite, ils sont donnés
car leur preuve permet de mieux appréhender la démonstration des lemmes
5.5.5 et 5.5.6, légérement plus techniques.

Lemme 5.5.3
On a

1
/ I15= orq 07 = Larram (Ur(s)).
zESpv el '

Démonstration : 1l suffit d’écrire

1 Yoniyy —Yonis;
H 1—2z;,q% - Z z! ' q
(m)EN’

el
d’ou
1 —2_mi Si 2"1'77\/
[ Moo= S0 ™ [
ZESFV el niENI ZESFV
=2 ni 8
N
(n,-)ENI
>oniy) =0
_ Z q<y,¢r(5)>
yeA()VN(ZT/T)Y
= Lz 1/r A (¢r(s))
d’on le lemme. O

Afin de calculer le terme principal de la fonction zéta des hauteurs, nous
voulons généraliser ce résultat ainsi : soit P une fonction de #I variables
complexes, holomorphe sur le domaine

{(z) € C'Jai] < g7}

P (Zi qisi)iel
/ M-zq¢ "™

A SF\/ i€l

pour un £ > 0. L’intégrale

définit de toute évidence une fonction holomorphe sur le domaine
{sc C’ R(s;) >0},
notée fi(s).
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Lemme 5.5.4
On fait I’hypothése que I' N Zio = {0}. On a alors une écriture

fi(s) =P(1,....1) Ly1r aq)(¥r(s)) + g1(s)
ott g1(s) est une fonction admissible de multiplicité supérieure a r + 1 — #1.
Démonstration :  Soit
P(Z7) = Z a(yi) H Ziyi
Ui>0 i

le développement en série entiére de P en zéro, valable pour |z < ¢°. On a
ainsi pour tout s vérifiant R(s) > 0,

i —Svisi vy
P(Ziqis’) = Za(ul)q i 7 i E

IIZ‘BO

—5; S v s —> Wi Si > (witwi) 7y’
/ Hl )')dz‘Zw DI / A
_Zq SZ

Vi >0 i >0

z€Spv i€l z €Sy
721/,% —> Wi Si
=D >, 0"
v; 20 w20
Z (mi+vi) vy =0
72#75'1
=D 0wy D, 4"
v; 20 Wi 2V;
Zﬂv'yz =0
=22 si (y,¥r(es))
=D 0wy Y, 0" -
viz0 ye(z7 /) nam)Y

(yr(ei)) 2vi

On applique alors les résultat de la section 5.5.2, avec N = Z/T", C' = A(T),
n; = r(e;) et T; = ¢ —*. On obtient, avec les notations de la section 5.5.2,

fi(s)
1
K o
=>_ > (][] S G L > awPircn(a™)
JeAN KCI lels i 1—gq ‘¢! v; >0



Notons que la majoration (5.5.2.1) assure que pour un &’ > 0 assez petit, la

série
> Py (a ™)
Vi >0
converge absolument pour tout (s;) vérifiant R(s;) > —&’ et définit une fonc-
tion holomorphe sur ce domaine.
Comme par hypothése A(T")Y est d’intérieur non vide, par le lemme 5.5.2
la contribution des termes correspondant & K = () est

1
(Z a(m) X ZH TS e

v; 20 senler; \1—q i€’

= P(1,...,1) X Lz r aqry(¢r(s))

et les autres termes forment, pour un certain &' > 0, une somme de fonctions
g’-admissibles de multiplicité supérieure & r + 1 — #I, donc une fonction
admissible de multiplicité supérieure a r + 1 — #1. 0

Généralisons encore un peu : soit m > 1 un entier et P une fonction de
#1I (m + 1) variables complexe, holomorphe sur

{(zin) € ()™ 12l < 4%}

pour un € > 0. Pour 1 <n <meti € [ soit k;,, > 0 et d;, > 0 des entiers.
On posera k; g = 0; 0 = 1. L'intégrale
P (zki’”

; q*ﬁi,n Si) .
iel, 0<n<m dz

/ [1(—2iq)

z € Srv i€l

définit de toute évidence une fonction holomorphe sur
{sc C’ R(s;) >0},
notée fy(s).

Lemme 5.5.5
Il existe un &' > 0 tel qu’on a une écriture

f2(8) = ha(s) Lz 1/ a)(¢r(s)) + ga(s)

ol gs(s) est une somme de fonctions £'-admissibles de multiplicité supérieure
ar—+1—#I, et ho(s) est &'-admissible de multiplicité supérieure a zéro et
vérifie hy(0,...,0) = P(1,...,1). En particulier si P(1,...,1) # 0, fo(s) est
une fonction admissible de multiplicité r — #1, et

lim s#" f(s...,s) = P(1,...,1) lim s#'" Lz amy@r(s,...,s)).
s—0 s—0 ’

175



Démonstration : Soit

J— Vin
P(zin) = ) aw,y 1] #
, N(m+1)#I il
(vin) € o<n<m

le développement en série entiére de P en zéro, valable pour |z;,| < ¢°. On
a ainsi pour tout s vérifiant R(s;) > 0,

“Xvi0si— > X Vimbinsi > 3 kinviny)
1

P (zk g " ) =Y a4 1Snsm AR
’/i,n>0
d’on
P (z’?’*“ q Oim Si)
1
/ ———dz
. [T(1—ziq %)

zESpv el

> viosi— > 2 0inVinSi
_ § ; Kngm i
— a(lji,n) q 2 I<n<m 1
Vi n >0

72 i Si Z(ﬂv"‘ Z ki,n Vi,n)'yiv
X E q B R ogngm dZ

i z0 zZ€Spv

Cette derniére expression est égale a
=2 vi0si— 2. 2.0inVinSi
12

Z a‘(w,n) q 1<ngm i Z qfii:lti Si

Vin=>0 wi =0
Slpi+ X kinvin)yy =0

i og<nsm

elle méme égale a

Z Z Vin (ki,nfbvi,n)si 72 i Si
D g T > 0

Vin20 wiz Y kinvin
ognm

> iy =0
1

2 2 Vin (Kin=din)si I CRON()
— Z a(”i,n) q i lgngm Z q i .
Yin20 ye(z'/r)" nam)
<y,’£/}1"(8i)>2 Z ki,n Vin

ognm

X
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En appliquant le lemme 5.5.2, on obtient

1
fQ(S) = Z Z(_l)#K H S (my,si) 1
SeA KCI lelsi \1—gq i€t
X Z a(yi,n)PéaKr(Zkiqﬂ ’/iqn)(qisi)

Vin2>20

> > Vin(kin—0in)si

Choisissons &' > 0 tel que :
- la majoration (5.5.2.1) soit vérifiée avec n > 0 vérifiant

1 Sup(kin) <

N | —

- pour (s;) vérifiant —&’ < R(s;) < &', on a pour tout n=1,...,m

Alors, par la majoration (5.5.2.1), la série

>
> ) Pr Sk i) (@) X g 1SS

n
Vi,nZU

définit une fonction holomorphe sur le domaine

—' < R(s;) <&y iel,
d’ou le résultat. Le fait de devoir se limiter & une bande verticale pour la
convergence vient de ce que certains entiers k; ,, —d;,, peuvent étre strictement
positifs.
La contribution des termes correspondant a K = () est

(Z 1 <1 - qzim,,wr(si» - 1))

SEA I

> > Vin(kin—0in)s;

X E a(lji’n)q i 1<nm

Vi,nBO

= ha(s) X Lz1par)(¢r(s))
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ou hy(s) est une fonction holomorphe sur —¢’ < R(s;) < €’ pour un certain
g’ >0, et telle que hy(0,...,0) = P(1,...,1). O]

Considérons a présent la situation suivante. Pour tout 7 € I soit d; un
entier strictement positif. Soit

¢(di) : ZI — ZI

le morphisme qui envoie (m;);e; sur (d; m;);er.
Soient ig € I et T =1 \ {70} Soit p la projection Z! > 7.
Soient T' = ¢4,y (I') et I' = (T). L’ensemble A(I')¥ N (Z ’/F) s’identifie

donc a
{?JG(ZI)VNVGF, (y, (7)) =0, Viel, (y,e,;>20}

soit encore a

{n, ENI Zm 7% —0}

el

~ ~ ~\ V
De méme, A(T)Y N (z ’/r) s'identifie &

(n;) ENI Zm 7%

Si on suppose que I vérifie
rn Z;U = {O}a

il en est de méme pour . Soit (7/);<;<, une base de I'. Alors les 37 =

D (¢(di)(fy-7))) sont linéairement indépendants, en particulier I est de rang 7.

En effet si on avait une relation » Jk; 37 =0, le vecteur Zk ba;)(77) serait un
j

multiple non nul de e;, d’ot une contradiction avec le falt que I'N Z = {0},
Soit m > 1 un entier et P une fonction de #1 (m+1) variables complexes,
holomorphe sur le domaine

{(zin) € (€)™ 1200 < a7}

pour un € > 0. Pour 1 <n < meti € [ soit k;,, > 0 et d;, > 0 des entiers.
Pour i € I soit d; un entier. On posera k; o = 9,0 = d;. L'intégrale

ki  —§;  si
P(zi q % )

d
H (1 — Zgi q*disz‘) z
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définit de toute évidence une fonction holomorphe sur
{seC! Vie I,R(s;) >0},
notée f3(s).

Lemme 5.5.6
On suppose que T' vérifie T' N ZL, = {0}. Alors la fonction fs(s) est une
fonction admissible de multiplicité supérieure a r + 1 — #1.

Démonstration : Soit

P(zin) = > awy [ 20

Vin20

le développement en série entiére de P en zéro, valable pour |z;,| < ¢°. On
a ainsi pour tout s vérifiant R(s;) > 0,

. =Y vviodisi—> (X Vindin)si > ( X kinVin)v
P(Z.Z,anévi,n 5i>: § U;) 4 i€l i€l 1<n<m 7, i€1 0<n<m
(3 ‘\Vi,n :

L’intégrale

P (zf“ q i g)
dz
/ Hl R/

1dz q*di S;
2€Spv et

est alors égale a

=Y viodisi— >, > VinOinSi

E i€l 1<n<m i€l
(]’(lli’n)q i <nm i

Vin20

X E q €T g i€l 0<ngm dz

pi €N 7€ Spv

Zuidisi/ S(uidi+ Y kinvin)y
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Cette derniére expression est égale a

— > viodisi— Y. > VinOinSi =2 widis

E el 1<ng €1 § el
(]’(Vi,n)q 2 Insm q 1€

lli,nzo IMEN;
S(uidi+ Y kinvin)vy’=0
iel o<ngm
> Y Vin (kin—0in)si =2 pidi s
_ i€l 1<n<m :
= D g, ¢ S g
Vin20 uiENT
dzﬂz? Z ki,n Vin
og<nm
> pidiyy =0
iel

=22 di si (y,¥p(ed))

Z q i€l

Nous appliquons alors les résultats de 5.5.2, avec N = Zf/f (rappelons que
N est de rang #I —r=#I — 1 —r) et C = A(T"). Nous obtenons

fals) =2 > =0"" |1 <%_1>

dEA KCI lEI(;,K
—d; s;
X : : a(yi,ﬂ)PfsaKv’_%(Zki,nVi,n)j(q ' Z)
‘1

n
Vin2>0

> Y Vin(kin—0in)si

X qiET 1<ngm

d’ou le résultat. 0
Toujours avec les mémes notations que précédemment, soit d un multiple
commun des d;. Soit

d
_ I v
N(dadiar)—{éiez ;0<57:<E:;V7€F; d‘ Ei d; d; €; (7)}
=67 0<6-<i E d;6;v, € dT
2 bl N VA dZJ l 7 Y 7

et n(d, d;,T) = #N(d, d;, T).
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Lemme 5.5.7
On suppose Z' /T sans torsion et T' N ZL; = {0}. On a alors

—>.d; d; 85
LzI/F,A(F) (wﬁ(di 37)) = Z q sz/r,/\(r) (wr(d 51)) + .(1(5)

(6:)EN(d,d;,I)

otl g est une fonction admissible de multiplicité supérieure a 1 +r — #1. En
particulier

lim s #/°7 L, 1A (Yr(dis))

s—0
T linﬂl s*T Ly joamy (Wr(s, ..., ).

Démonstration : On a

LzI/F,A(F) (Vr(disi) = Z q
(m)EN’
> nid; Y =0

—>_nidis;
= >,
s;eN! n;eN'
; d .
V16170$5i<7i Vzel,nizﬁi(dii)
>onidiyY=0

1
—>d; 6; 8; —d > n;s;
6;€Z! n;EN'
<sod
00i<g; Soniy)=-3di i vy
2 2

—>_nidis;
2

Soit 6; € Z! tel que 0 < §; < %. Comme Z!/T est sans torsion, la fléche

(Z)V — TV est surjective, en d’autres termes pour tout élément " de T'V, il
existe un (#17)-uplet d’entiers (n;) vérifiant

o =1,
i
Ainsi I’équation (d’inconnue (n;))

dzni%\/: *Zdz‘(si%v

admet au moins une solution (n;) € Z! si et seulement si Y. d; d;7’ € dT,

)
i.e. si et seulement si (;) est dans N(d, d;, ['). Dans ce cas, grace a la relation
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(5.5.3.1), on peut trouver une solution dans ZL,. Notons (—v;s,)) une telle
solution. La condition

dZn,;%;v = —Zdiéi%:v

s’écrit alors

Z (ni + vigsn) v = 0.

[

On a alors
72 d; 0; 5i+dzui,(6i)5i —d Zn, S;
LzI/F,A(F) (Vr(disi)) = Z qg ! Z q '
(6;)EN(d,d;,I) niZVi,(s;)
Zni 'yiv:O
et des applications du lemme 5.5.2 permettent de conclure. 0

5.6 Application aux fonctions zéta des hauteurs

5.6.1 Préliminaires

Rappelons (corollaire 5.4.9) que pour
(s4) € {s e C¥We R(s) € ng”a}
on a la représentation intégrale

) q(Pg) dim(Xx)

= o R HAT) Li(sa) + Y. Lo(sa)

X" ¢Ker(v*)

Cr (Sa

ou I(s,) est donnée par la formule

H 2Ky ,5a (Zd,y(m,p,,)q,dasa)

ZéST aEE(l)(;

X f <Zda<mzpa>q*da Sa) , < H Zka,nda<m:pa> q*(sa,n Sa) dZ

0462(])(;
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et I, (sa) par la formule

ZGST aEZ(])(;

Lemme 5.6.1

Soient M un Z-module libre de rang fini et N un sous-module de M d’indice
fini. On munit les groupes topologiques compacts Sy = Hom(M,S'") et Sy =
Hom(N, S") respectivement des mesures de Haar dzy; et dzy de volume total
1. Soit (n;)es une famille finie d’éléments de N, et ¢ une fonction en #.J
variables continue sur S'. On a alors

S{ (2" )dzy :S{ $(2" )dz ;.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser une base de M adaptée a N, et de
remarquer que si k est un entier non nul on a pour toute fonction 1 continue
sur S!

by dz = | b(z)dz,
Js1 J st

ou dz désigne la mesure uniforme sur le cercle. OJ
Ce lemme permet de remplacer dans la formule ci-dessus I'intégration sur S¢
par l'intégration sur S y(ye)v (en notant dorénavant dz la mesure de Haar
de volume total 1 sur Sy zc)v).

Rappelons que X (7)€ s’identifie & un sous-réseau de Z*(¢ via la suite
exacte

0 — X(T)¢ — Z2"Vé —— Pic(Xy) — H'(G,X(T)) — 0, (5.6.1.1)

qui montre également que Z¥(Me /X (T)Y est sans torsion,
Rappelons que nous désignons par r le rang de X (7). Si r = 0 on
se trouve dans le cas anisotrope, il n'y a pas d’intégrale a évaluer, on a
uniquement besoin du calcul de la constante, effectué a la section 5.6.4.
Soit m € X(T)¢ vérifiant

Vae Z(l)(;, <mapoz> 2 0.

Alors on a
Vae (1), Vpea, (m,p) >0.
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L’éventail 3 étant complet, ses rayons engendrent X (7)Y, ce qui entraine
m = 0. Nous avons donc bien

X(1)¢nzZ° = {0}

(on aurait pu aussi directement utiliser le fait général que Ceg(Xy) est stric-
tement convexe).
Comme Z>(Ve /X (T)% est sans torsion, le morphisme

(z2We)" — (x(1)%)"

est surjectif, et on peut remplacer les éléments v, dans la formule donnant

Ix" par
D" han(m, pa)

C!EE(])(;

ou les h, ,, sont des entiers. On obtient donc

Lr(s0) = / [T ros. (2 melg oo )

aed(1
zES(X(T)G)v Ma

X fX” (Zda<m:pa>q*da Sa)’ ( H Zha,n<m:pa>q*6a,n 5a) dz‘

aEZ(])(;

D’aprés (5.6.1) et (5.5.3.1), on peut trouver des entiers (v,)aex(1), Stricte-
ment positifs vérifiant

> va(m,pa) = 0. (5.6.1.2)

C!EE(])(;
Pour (h,,) € Z*Mé donné on peut alors trouver des entiers (Van)aex(1)e
positifs vérifiant la condition (5.6.1.2) et
Va € X(1) g, Van + han = 0.

Comme on a

Z ha,n<mapa> Z (ha,n+ya,n) <m7pa>

€X(1 J— ex(1
ZO’ ()G 7Z(’ ()G ,

on peut supposer dans ’écriture de Ix” les entiers h, , positifs.
De méme, pour (k,,) € Z>We donné on peut alors trouver des entiers
(Van)aex(1), positifs vérifiant la condition (5.6.1.2) et

vae S(Wa, ([ ds) van + dakan > 0.
peX(l)e

et on peut supposer dans I’écriture de I; les entiers k, , positifs.
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5.6.2 Calcul de n (dr,d,, X(T)¢)

Rappelons que n (dT, Ao, X(T)G) désigne le cardinal de I'ensemble

d
{5a e N*e <6, < d—T, Vm € X(T), dr|)  d,da (m,pa)} .
Nous choisissons L de telle sorte que G/H = gy. Pour o € (1), soit g,

I'image de G, dans g;. Rappelons que nous avons une résolution flasque R
du G-module X (7')

0 —)X(T) — Py — PiC(XEVL) — 0

oil le G-module de permutation Py, = Z*(!) est isomorphe & @ Z[G/G.)].
C!EE(])(;
On notera ) le G-module flasque Pic(Xy; 1,).
Prenons les H-invariants dans la suite exacte ci-dessus. Comme Px,, étant
un G-module de permutation, est aussi un H-module de permutation, on

obtient une suite exacte de gr-modules
0— X(T)" — Pl — Q" 22 H'(H, X(T)) — 0.
Soit Qx le gr-module Ker(dg). On obtient finalement une suite exacte
H™! (QT,Pg) — H ' (g7.Qx) — Iig (gT,X(T)H) — H° (QT,PZH) :

Comme P/ est un gy-module de permutation (en particulier isomorphe a
son dual), on a
Hil (gTa-PEH) =0
et, finalement on obtient la suite exacte
0— H '(g7,Qx) — H° (g, X(T)") — @ 2Z/%%

(XGZ(I)G
m— ((m, pa)) -

Soit M le quotient de H° (gr, X(T)") par H ' (gr,Q=). On obtient donc
une injection
M — @ Z/%7
aeX() g )
m — ({m, pa))

d’ot une surjection

d
Hom | P Z/d—TZ,Z/dTZ —— Hom (M, Z/drZ).

aen(l)g @
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aeX(1)a aeX(1)a

En identifiant Hom( @ z/& tZ, Z/dTZ> » P zZ/ “Z, le morphisme

ci-dessus devient

(00) — (m — Y da 0o (m, p(X)) :

et n (dT, de, X(T)G) n’est autre que le cardinal du noyau de ce morphisme,
soit

dr
da
«

[Hom (M |, Z/drZ)]
(dp)#>(Da
~ #M][da

n (dr,do, X(T)%) =

d’ott (rappelons que comme gr est cyclique, H ' (g7, Qx) — H' (g7, Qx))

n (dr, da, X (T)°) = () *0¢ [H (gr, Qx)] (5.6.2.1)

|A° (@r X(1)")] T1d

5.6.3 Application des lemmes techniques

Soit tout d’abord x" ¢ Ker (v*) et étudions

L (sa) = / H ﬁka,sa( da(mspa) g~ de 5“7X1c1>
ZGS(X(T)G)V aer(l)a
X f‘X” (Zda(m,p(y)qid“ Sa)) < H Zha,TL(mapa)q*(sa,n S(y) dZ.

(XGZ(I)G

L’ensemble des a € ¥(1)g tel que X; est non trivial est donc non vide, et,
par le lemme 5.4.1, pour de tels « la fonction Lk, s, (., X;) est holomorphe
sur C. Pour les autres « la fonction L correspondante est une fonction zéta,
et finalement on a une écriture (posant k, g = a0 = ds)

han sPa *6a,n o
P (z n (mapa) s )aez(wg

. n=0,...,m
IX"((SQ)+(17"'71)) - / H (I_Zda(m,pﬂ)qfd,,s,,) dz

ZES(X(T)G)V QGE(I)G\{(M)}
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oit P est une fonction en (m + 1)#3(1)g variables, holomorphe sur
{(Zan) € Cmt#%(e Zam| < q%} :

et g est un élément de ¥(1)g. En appliquant le lemme 5.5.6 (I = X(1)g,
I = X(T)%, d; = d, et iy = ), on obtient que I (s4) est une fonction
admissible, de multiplicité supérieure a

Etudions & présent I;(s,), qui pour mémoire est donnée par l'intégrale

/ H ZKa,Sa da< ,pa>q —dga sa)

aeX(1
zGS(X(T)p)

« f (Zda<m,pa>qfda ) ( [ #tendetmea) gt ) dz.
{IEE(I)G
Posant k. =1 et 0,0 = dqo, On voit qu’on a une écriture

p (Z ka,n da (m,pa) q*(sa,n sa)aeg(l)(;

Il((s(’“) + (17"'71)) - / H (1 — g ta <m,pa>q*ndj0;;.)’mdz

“Sxmyeyy  ae¥()e

ol P est une fonction en (m + 1)#X (1) variables, holomorphe sur

{(zan) e C(m+1)9%'€2(1)c7 ‘zan| < q%},

Soit
P(q )

[[ (1—g )

aEZ(])(;

O (Sam) =

et 0(sa) = O(dam Sa). Nous montrons ci-dessous que la constante

(1—g) dim(X
q =) #A(T) .
lim s #*We g(s. ..
og()y be(1) om0l

CU:

est non nulle. Nous avons donc

log(q)" bs(T
P(1,...,1) =log¢™™ (Hd ) i]m)(xz) gééjl(T) Co # 0.
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Nous notons ¢4, le morphisme Z¥(V¢ — Z=e envoyant (m,) sur (dy ma)
et X(T)G = ¢a.) (X(T)%). Nous appliquons alors le lemme 5.5.5 (I = £(1)g,
X (T)%) et obtenons que

Cu((sa) +(1,...,1))
g A (h(Ga)+ 00+ 37 Tr((sa) + (10 1)
)

log(q)" bs(T)

est une fonction admissible de multiplicité r — #X(1)g = —t, et

lims'Cp(1+s,...,1+5)
5—0

= log(q (Hd ) Co lif(l)stLZZ(l)c/x( )% A(X(T)F) (%x 7(da ))

On en déduit que (o(s) = Cy((1+s,...,1+ s)) se prolonge en une fonction
méromorphe sur un ouvert du type {R(s) > 1 — e} avec un pole d’ordre ¢ en
s = 0, de terme principal

log (Hd ) CO l]i)% St LZZ(UG‘/X(T)G,A(X(T)G) ('l/}X(T)(;(da 5)) .

D’aprés le lemme 5.5.7 (I = X(1)g, I' = X(T)%, v = m; et d; = d,) et
I'égalité (5.6.2.1), cette derniére expression est égale a

e 1)

(dr)" [H' (gr, Q)]
A (gr X (T)™)| TTd

elle-méme égale, par la relation (5.5.1.2) et la suite exacte (5.6.1.1), a

(dr)" [H' (gr, Qx)]
[0 (gr, X (7))

1111’19 LZZ(l)(v/X( ) 7/\()((71)(;)(71—(3,...’S)),

log(q)**Me Cy h(T)

X }9141)% Ch Lp,c(xz) Ceﬁ(xz)(ﬂ'(s, ceey S))

ot l'on rappelle que h(T) est le cardinal de H'(G,X(T)). Finalement la
formule (5.5.1.1) montre que le terme principal vaut

(dr)" [H' (g7, Qx)]
Ho (g7, X(T)T)

log(q)" Co h(T) o*(Xx).
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5.6.4 Calcul de la constante

Nous calculons & présent la constante Cy (et montrons en particulier
qu’elle est non nulle). Le calcul est formellement le méme qu’en caracté-
ristique zéro, car toutes les propriétés utilisées pour le calcul dans |BaTs3|
ont leur pendant dans le cas fonctionnel.

On a

Osa—1) = [I Zras. (@ )| £ (g %), (g %))

aEZ(])(;

On en déduit, d’apres la derniére formule de la section 5.4.6,

TK)NT(Ax)

O(sq — 1) = q(g])dim(XZ)/ H(z, —(S4))wr,s.

On utilise alors le scindage

TE)NT(Ag) =T(K) " x T(Ag)s

(lemme 5.2.12) et les calculs explicites des transformeées de Fourier aux places
non ramifiées pour trouver que

lim (s — 1)#*We / H(z,—(s,...,9))wrs
s—1 T(K)NT(Ax)
= ]S(T) ]S(XZ) q(lig) dim(Xz) / s H Hv(xa 7(1a s 1))&)71,1}
JT(K) vES
X HQE,U(Q;lﬂ"'7q;])
v S
et
/ SHH’U('/Eﬂi(]'?""]'))wT,U X HQZ,U(q;]a"'aq;])
T(K)  yes vgS
[ Tl < T1 [ wre
T(K)  yes ¢S T(Ky)

En utilisant encore une fois le scindage T(K)NT(Ax) =T(K) xT(Ak)s,
cette derniére expression vaut

q(gfl) dim(X7y;) / Wy, = q(gfl) dim(Xy) / Wy
JTENT(AK) JX5 )
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la derniére égalité étant conséquence du lemme 5.3.2. On en déduit

_ #AT)
log(q)" bs(T)

 #HA(T)

- log(q) bs(T)

C[] ls(T) ls(Xz) / ng-

Xx(K)

ls(T) lS(XZ) / Wxsy; -

Xx(K)

Or par le lemme 5.2.14

_ #H] (G, PiC(XZ’L))

et par le théoréme d’Ono et Oesterlé (théoréme 5.2.5)

Is(T) _ 1 - i(T)
bs(T) — 7(T) # Coker(deg,)  # Coker(deg, ) h(T)
soit
Co= : lo ()7TL#H](G Pic(Xy, 1)) 1 (X)/
° 7 # Coker(deg;) gl h(T) ; w,0)) ls(Xx — Wiy,
]_ y 1
N # Coker(degy) log(q) WB(XZ)'YH(XZ)-

Le terme principal de la fonction zéta des hauteurs en s = 1 est donc

(dr)" [H' (gr,Qx)]
[f[“ (g7, X(T)H)} # Coker(deg;)
— - (dT)r [Hl (gTa Qﬂ%)] OL*(XZ) B(XZ) fYH(XZ)
|A? (g X (1)) # Coker(degy)

=¢(T) o (Xyx) B(Xs) 7u(Xy).

log(q)" hW(T) a*(Xyx) Co

Le théoréme 5.3.3 est donc démontré.
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