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1.1 Introdu
tion1.1.1 Position et origine du problèmeSoit V une variété proje
tive dé�nie sur un 
orps global K, i.e. un 
orpsde nombres ou le 
orps de fon
tions d'une 
ourbe proje
tive, lisse et géo-métriquement intègre, dé�nie sur un 
orps �ni. On peut alors munir l'en-semble V (K) des points rationnels de V de fon
tions hauteurs, à valeursdans l'ensemble des réels stri
tement positifs, et permettant de mesurer la�
omplexité� de 
es points rationnels (nous reportons à la se
tion 1.4 lesrappels essentiels sur la notion de hauteur). Si la hauteur H est relative à un�bré en droites ample, pour tout réel B le nombrenV;H(B) = # fx 2 V (K); H(x) 6 Bgest �ni. Si l'ensemble V (K) est in�ni, la quantité nV;H(B) tend don
 versl'in�ni quand B tend vers l'in�ni. Une question naturelle est alors d'essayerde dé
rire le 
omportement asymptotique de la quantité nV;H(B), en d'autrestermes le 
omportement asymptotique du nombre de points de hauteur bor-née. On 
her
he notamment à relier 
ette des
ription à la géométrie de lavariété V . Pour avoir un espoir d'obtenir une telle interprétation géomé-trique, il est 
lair que l'ensemble V (K) doit être Zariski dense. On pose plusgénéralement, pour A sous-ensemble lo
alement fermé de V ,nA;H(B) = # fx 2 A(K); H(x) 6 Bg :En e�et, pour obtenir une interprétation pertinente, il va être souvent indis-pensable d'étudier non pas le 
omportement asymptotique de nV;H(B), mais
elui de nU;H(B), où U est un ouvert de Zariski non vide de V �assez petit�.Le renouveau de l'intérêt pour l'étude du 
omportement asymptotiquedu nombre de points de hauteur bornée trouve son origine dans deux arti
les([FrMaTs℄ et [BaMa℄) é
rits par Manin et ses 
ollaborateurs, où sont formu-lées plusieurs 
onje
tures (ou plut�t, 
omme indiqué dans [BaMa℄, plusieursquestions) pré
ises 
on
ernant la forme de 
e 
omportement, en fon
tiond'invariants géométriques de la variété. On y trouve notamment la questionsuivante :Question 1.1.1Soit V une variété dé�nie sur un 
orps de nombres K, proje
tive, lisse etgéométriquement intègre. On suppose V de Fano, 
'est à dire de �bré an-ti
anonique ample. On suppose en outre que l'ensemble V (K) des pointsrationnels de V est Zariski dense. Soit H une hauteur relative au fais
eau13



anti
anonique. Soit t le rang du groupe de Pi
ard de V . Est-il vrai qu'il existeun ouvert de Zariski non vide U véri�antnU;H(B) �B!1 C B log(B)t�1 (1.1.1.1)où C est une 
onstante stri
tement positive dépendant de H ?La restri
tion à un ouvert U éventuellement stri
t de V est né
essaire enraison de la situtation suivante. Soit F un fermé de V , tel que la quan-tité nV nF;H(B) est négligeable devant nF;H(B) quand B tend vers l'in�ni.L'exemple le plus simple d'un tel fermé est le diviseur ex
eptionnel du planproje
tif é
laté en un point, ave
 H une hauteur relative au fais
eau an-ti
anonique. On dit qu'un tel fermé 
ontient un fermé a

umulateur pourla hauteur étudiée. Dans 
e 
as, le 
omportement asymptotique de nV;H(B)s'interprétera en termes de la restri
tion de H à F (voire à un fermé de F ),et n'aura a priori au
une raison de re�éter la géométrie de V . L'une des idéesessentielles de Manin est que la géométrie de V devrait réapparaître si on sepla
e sur le 
omplémentaire des fermés a

umulateurs. Dans 
ette optique,un ra�nement de la question 1.1.1 serait :Question 1.1.2Soit V une variété de Fano telle que V (K) est Zariski dense. Soit H unehauteur relative au fais
eau anti
anonique. Soit t le rang du groupe de Pi
ardde V . Est-il vrai qu'il existe un ouvert de Zariski non vide U0 et une 
onstanteC > 0 véri�ant : pour tout ouvert non vide U 
ontenu dans U0, on anU;H(B) �B!1 C B log(B)t�1 ? (1.1.1.2)Ainsi la 
ontribution de tout fermé stri
t d'un tel ouvert U0 au 
omportementasymptotique de nU0;H(B) sera négligeable : U0 ne 
ontient pas de fermésa

umulateurs.Les trois auteurs de l'arti
le [FrMaTs℄ montrent que la formule (1.1.1.1)est véri�ée si V est une variété de drapeaux (ave
 U = V ), 
ompatibleave
 le produit de variétés et les prédi
tions de la méthode du 
er
le pour lesinterse
tions 
omplètes. Si V est un espa
e proje
tif, la formule (1.1.1.1) avaitpar ailleurs été démontrée une vingtaine d'années auparavant par S
hanueldans [S
℄, ave
 U = V . Dans [Pe1℄, Peyre montre que pour les variétés dedrapeaux et 
ertaines interse
tions 
omplètes, la réponse à la question 1.1.2est également positive, en prenant U0 = V .L'auteur de [Pe1℄ ra�ne également la formule 
onje
turale (1.1.1.1) enproposant une expression de la 
onstante C, expression dépendant d'unepart du 
hoix de la hauteur H, d'autre part d'invariants géométriques et14



arithmétiques de la variété 
onsidérée. Il véri�e la validité de ses prédi
tionspour les variétés de drapeaux, 
ertaines interse
tions 
omplètes et 
ertains
as parti
uliers de variétés toriques. On arrive don
 à la question suivante :Question 1.1.3Soit V une variété de Fano dé�nie sur K un 
orps de nombres telle queV (K) est Zariski dense. Soit H une hauteur issue du fais
eau anti
anonique,et CV;H la 
onstante asso
iée dé�nie par Peyre. Soit t le rang du groupe dePi
ard de V . Est-il vrai qu'il existe un ouvert de Zariski non vide U véri�antnU;H(B) �B!1 CV;H B log(B)t�1 ? (1.1.1.3)On peut bien sûr également 
onsidérer l'analogue 
orrespondant de la ques-tion 1.1.2.On peut également 
onsidérer une 
lasse un peu plus large que les variétésde Fano. Une variété V proje
tive, lisse et géométriquement intègre sur un
orps de nombres est dite presque de Fano si la 
lasse du fais
eau anti
ano-nique est à l'intérieur du 
�ne e�e
tif, le groupe de Pi
ard géométrique estsans torsion et les groupes de 
ohomologieH1(V;OV ) et H2(V;OV ) sont nuls.Une variété de Fano est presque de Fano. Le fais
eau anti
anonique d'unevariété V presque de Fano n'est plus né
essairement ample, mais le fait quesa 
lasse soit à l'intérieur du 
�ne e�e
tif assure l'existen
e d'un ouvert Unon vide tel que, pour toute hauteur anti
anonique H, l'ensemble nU;H(B)est �ni pour tout B. On peut alors rempla
er, dans les énon
és des questions
i-dessus, �variété de Fano� par �variété presque de Fano�.1.1.2 Quelques 
as déjà traitésLe thème de l'étude du 
omportement asymptotique du nombre de pointsde hauteur bornée s'est révélé extrêmement ri
he et ouvert 
ar pour la véri-�
ation des prédi
tions de Manin pour des 
lasses parti
ulières de variétés,des te
hniques très diverses ont pu être employées. Les textes [Pe4℄ et [Pe5℄en dé
rivent un 
ertain nombre. On y trouvera les référen
es de nombreuxtravaux sur le sujet.La formule (1.1.1.3) est maintenant établie pour plusieurs 
lasses de va-riétés de Fano ou presque de Fano : variétés de drapeaux ([FrMaTs℄, [Pe1℄),
ertaines interse
tions 
omplètes ([FrMaTs℄,[Pe1℄), variétés toriques ([BaTs1℄,[BaTs3℄, [Sa℄), 
ompa
ti�
ations équivariantes de groupes additifs ([CLTs1℄,[CLTs2℄, et [CLTs3℄). . . Il faut toutefois signaler qu'un 
ontre-exemple, ex-hibé par Batyrev et Ts
hinkel dans [BaTs2℄, a montré que la réponse à laquestion 1.1.1 était parfois négative. 15



Parmi les familles de variétés qui ont été traitées ave
 su

ès, le 
as desvariétés toriques est très intéressant 
ar deux appro
hes bien distin
tes sesont révélées fru
tueuses, et toutes deux peuvent (ou du moins sont sus
ep-tibles de) se généraliser à des 
lasses plus larges. Tout d'abord, Batyrev etTs
hinkel ont démontré dans [BaTs1℄ et [BaTs3℄ la validité de la formule(1.1.1.3) pour les variétés toriques, l'ouvert U étant l'orbite ouverte du tore.Pour 
ela ils exploitent de manière essentielle l'a
tion de groupe du tore surla variété. Une appli
ation judi
ieuse de la formule de Poisson leur permetalors de trouver une représentation intégrale de la fon
tion zêta des hau-teurs, qui peut s'évaluer par une utilisation répétée du théorème des résidus.Ces idées fournissent a priori une méthode générale d'attaque du problèmepour toutes les variétés sur lesquelles agit un groupe algébrique ave
 uneorbite ouverte. La 
onje
ture de Manin a ainsi été ensuite démontrée pourles 
ompa
ti�
ations équivariantes de groupes additifs ([CLTs1℄, [CLTs2℄, et[CLTs3℄).Par la suite, Salberger a montré dans [Sa℄ 
omment l'usage de la notion detorseur universel permet de ramener le dé
ompte des points de hauteur bor-née sur une variété torique à un problème de dénombrement de points entiersdans un espa
e a�ne véri�ant 
ertaines 
onditions de 
oprimalité, problèmeque l'on peut traiter par des te
hniques élémentaires. Sa méthode généralisaitdes démonstrations utilisées auparavant dans quelques 
as parti
uliers ([S
℄pour les espa
es proje
tifs et [Pe1℄ pour 
ertains é
latements). Les asympto-tiques obtenues ont été améliorées par de la Bretè
he dans [dlBr1℄. Commetoute variété de Fano admet des torseurs universels, 
ette méthode serait apriori sus
eptible d'être largement généralisée. Cependant son su

ès dansle 
as des variétés toriques repose notamment sur la des
ription parti
ulière-ment agréable qu'on a des torseurs universels au dessus d'une variété torique.En dehors des variétés toriques, la méthode a pu être utilisée pour traiter le
as du plan proje
tif é
laté en quatre points en position générale ([dlBr2℄).En restant dans le 
adre des variétés toriques, et du stri
t point de vue desrésultats obtenus, l'avantage reste pour le moment à la méthode de Batyrevet Ts
hinkel, qui permet de traiter les variétés toriques lisses non né
essaire-ment déployées dé�nies sur un 
orps de nombres quel
onque. À la 
onnais-san
e de l'auteur de 
es lignes, la méthode de dé
ompte dans les torseursuniversels a jusque là permis, en 
ara
téristique zéro, de traiter le 
as des va-riétés toriques déployées dé�nies sur le 
orps des rationnels, ave
 l'hypothèsesupplémentaire que le fais
eau anti
anonique est globalement engendré ([Sa,Theorem 11.49℄).
16



1.1.3 Le 
as de la 
ara
téristique non nulleLes travaux évoqués jusqu'i
i se pla
ent dans le 
adre où le 
orps debase est un 
orps de nombres. Le 
as d'un 
orps global de 
ara
téristiquenon nulle (évoqué dans [BaMa, �3.1.3℄) reste apparemment très peu étudié.Tout d'abord, il est né
essaire dans 
e 
ontexte de modi�er un peu la ques-tion 1.1.1. En e�et, les hauteurs utilisées en 
ara
téristique non nulle vonttypiquement prendre leurs valeurs dans l'ensemble q Z et à 
ause de l'aug-mentation exponentielle des �trous� entre les valeurs possibles de la hauteur,une formule telle que (1.1.1.1) ne sera 
ertainement pas véri�ée.Mais par ailleurs on sait que le 
omportement asymptotique du nombrenV;H(B) est intimement lié, par des théorèmes taubériens, aux propriétés dela série �V;H(s) = Xx2V (K)H(x)�s(où s désigne un nombre 
omplexe), notamment à ses propriétés de 
onver-gen
e et de prolongement méromorphe.Dans le 
as où le 
orps de base K est de 
ara
téristique non nulle, unanalogue possible de la question 1.1.3 est alors le suivant :Question 1.1.4Soit V une variété presque de Fano dé�nie sur un 
orps global K de 
ara
-téristique non nulle tel que l'ensemble V (K) des points rationnels de V soitZariski dense. Soit t le rang du groupe de Pi
ard de V . Soit H une hauteurissue du fais
eau anti
anonique, et CV;H la 
onstante asso
iée dé�nie parPeyre. Est-il vrai qu'il existe un ouvert non vide U tel que la série�U;H(s) = Xx2U(K)H(x)�s
onverge absolument pour <(s) > 1 et, pour un 
ertain " > 0, se prolonge enune fon
tion méromorphe sur l'ouvert f<(s) > 1� "g qui a un p�le en s = 1d'ordre t, et telle que lims!1(s� 1)t�U;H(s) = CV;H ?La 
onstante CV;H de l'énon
é est dé�nie par Peyre dans [Pe2℄ (
f. se
tion1.4.1 pour un rappel de 
ette dé�nition), 
'est un analogue en 
ara
téristiquenon nulle de la 
onstante qu'il avait introduite auparavant en 
ara
téristiquezéro. On peut évidemment à nouveau ra�ner en demandant que la formulesoit véri�ée pour tout ouvert non vide U 
ontenu dans un 
ertain ouvert U0.Notons que, au vu notamment de la situation en 
ara
téristique zéro, il est17



probablement peu raisonnable d'espérer une réponse positive à la question
i-dessus en toute généralité.Dans 
e 
adre, le 
as des espa
es proje
tifs est traité par Wan dans [Wa℄,montrant ainsi une formule �gurant déjà dans [Se2℄. Le 
as des variétés dedrapeaux, qui englobe le pré
édent, a été traité indépendamment par Peyredans [Pe2℄ et Lai et Yeung dans [LaYe℄ (sans interprétation de la 
onstantedans 
e dernier 
as). Le but de 
ette thèse est d'étudier le 
as des variétéstoriques.1.2 Résultats obtenus dans 
ette thèseDans le 
hapitre 2, nous 
onsidérons une surfa
e de Hirzebru
h V dé�niesur un 
orps global K de 
ara
téristique non nulle. Nous y 
onstruisons unehauteur anti
anonique H, et nous obtenons le résultat suivant.Théorème 1.2.1Pour 
ette hauteur H, la réponse à la question 1.1.4 est positive, en prenantpour ouvert U le 
omplémentaire de la 
ourbe rationnelle de 
arré négatif.On obtient en outre que la série�U;H(s) = Xx2U(K)H(x)�sadmet un prolongement méromorphe sur C qui est une fon
tion rationnelleen q�s, où q est le 
ardinal du 
orps des 
onstantes de K.Dans le 
hapitre 3, nous étendons le résultat ainsi : nous 
onsidérons Vune variété torique proje
tive, lisse et déployée dé�nie sur un 
orps globalde 
ara
téristique non nulle. Nous y 
onstruisons une hauteur anti
anoniqueH (qui est simplement la translation en 
ara
téristique non nulle de 
elleutilisée par Batyrev et Ts
hinkel dans le 
as des 
orps de nombres). Nousobtenons le résultat suivant.Théorème 1.2.2Pour 
ette hauteur H, la réponse à la question 1.1.4 est positive, en prenantpour ouvert U l'orbite ouverte de V .La méthode utilisée dans 
es deux 
hapitres est di�érente de 
elle utiliséepar Batyrev et Ts
hinkel dans [BaTs1℄ et [BaTs3℄, et plus élémentaire. Elles'inspire fortement de 
elle que Salberger a utilisée dans [Sa℄ (voir aussi [Pe3℄et [dlBr1℄) pour redémontrer le résultat de Batyrev et Ts
hinkel dans le 
asoù la variété torique est déployée et le 
orps de base est le 
orps des ration-nels. Comme dans le 
as des 
orps de nombres, la généralisation de 
ette18



appro
he au 
as non déployé semble poser de grandes di�
ultés, ne serait-
eque d'ordre te
hnique.Le but du 
hapitre 4 est d'établir un analogue motivique du résultat du
hapitre 2 (théorème 4.3.2), et, sous une hypothèse non démontrée (hypo-thèse 4.2.1), d'étendre 
e résultat à une variété torique déployée quel
onque.La dé�nition de la fon
tion d'inversion de Möbius motivique, et le lemmede paramétrisation 4.3.1, analogues motiviques respe
tivement de la formuled'inversion de Möbius de la proposition 3.4.3 et du lemme de paramétrisa-tion 3.4.1 sont valables pour une variété torique déployée quel
onque (
e quinous permet quand même d'obtenir un résultat partiel dans 
e 
as là), maisl'hypothèse 4.2.1, 
on
ernant le 
omportement de la fon
tion d'inversion deMöbius motivique, n'a pu être démontrée que dans le 
as des surfa
es deHirzerbru
h et des espa
es proje
tifs. Soulignons également que nous 
onsi-dérons uniquement le 
as du 
orps de fon
tions d'une 
ourbe rationnelle (
f.le 
hapitre lui-même pour plus de détails).Dans le 
hapitre 5, nous 
onsidérons une variété torique V proje
tive etlisse dé�nie sur un 
orps global de 
ara
téristique non nulle, 
ompa
ti�
a-tion d'un tore algébrique T non né
essairement déployé. Nous adaptons laméthode de Batyrev et Ts
hinkel au 
as fon
tionnel. La se
tion 5.1 détailleles étapes de 
ette adaptation. Là en
ore, nous utilisons la même hauteur Hque Batyrev et Ts
hinkel. Le résultat auquel nous aboutissons est le suivant.Théorème 1.2.3Soit U = T l'orbite ouverte de V et t le rang du groupe de Pi
ard de V . Lasérie �U;H(s) 
onverge absolument pour <(s) > 1 et, pour un 
ertain " > 0,se prolonge en une fon
tion méromorphe sur l'ouvert f<(s) > 1 � "g qui aun p�le en s = 1 d'ordre t. On alims!1(s� 1)t�U;H(s) = &(T )CV;H:Le terme &(T ) est un invariant du tore algébrique T , spé
i�que à la 
ara
-téristique non nulle, dé�ni au début de la se
tion 5.2.7. On voit don
 que laréponse à la question 1.1.4 est positive si &(T ) = 1. L'égalité &(T ) = 1 n'a pu
ependant être démontrée (proposition 5.2.16) que dans des 
as parti
uliers(tore anisotrope, tore quasi-déployé, tore déployé par une extension ne 
onte-nant pas d'extension du 
orps des 
onstantes, déployé par une extension du
orps des 
onstantes, et plus généralement par une extension méta
y
lique).On se reportera à la se
tion 5.2.7 pour plus de détails. Pour 
es 
as parti
u-liers, la réponse à la question 1.1.4 est don
 positive, mais dans le 
as généralla question reste ouverte. 19



1.3 Rappels sur les 
orps globaux de 
ara
té-ristique non nulleCette se
tion 
ontient des dé�nitions et résultats extrêmement 
lassiques
on
ernant les 
orps globaux de 
ara
téristique non nulle. Nous en pro�tonspour �xer quelques notations qui seront utilisées dans l'ensemble du textede 
ette thèse. On désigne par k un 
orps �ni de 
ardinal q. Dans toute lasuite, à l'ex
eption du 
hapitre 4, on appellera 
orps de fon
tions le 
orps defon
tions d'une 
ourbe C proje
tive, lisse et géométriquement intègre dé�niesur un 
orps �ni 
ontenant k. Notons que l'introdu
tion de 
e sous-
orpsabsolu ne sert qu'au 
hapitre 5, où entrent en jeu des extensions du 
orps defon
tions de base. Pour un tel 
orps de fon
tionsK on notera qK le 
ardinal du
orps des 
onstantes, et dK son degré absolu, de sorte que qK = q dK . Le 
orpsdes 
onstantes de K est don
 le 
orps �ni FqK à qK éléments. Un tel 
orpsde fon
tions n'est rien d'autre qu'une extension �nie séparable du 
orps desfra
tions rationnelles en une indéterminée FqK(T ), ave
 FqK algébriquement
los dans K. On notera K une 
l�ture algébrique de K et K sep la 
l�tureséparable de K dans K.Soit PK l'ensemble des pla
es de K, de sorte que PK s'identi�e à l'en-semble des points fermés de la 
ourbe C. On identi�era un élément v de PK àla valuation normalisée asso
iée, i.e. l'élément de v dont le groupe de valeursest Z. Pour v 2 PK , on note Kv le 
omplété de K en v,Ov = fx 2 Kv; v(x) > 0gl'anneau de valuation de v,Mv = fx 2 Kv; v(x) > 0gl'idéal maximal de v, et kv = Ov=Mvle 
orps résiduel de v. On notera aussifv = [kv : FqK℄le degré résiduel. Le 
ardinal de kv, égal à qfvK , sera aussi noté qv . Pour x 2 K,on note jxjv = q�v(x)v :Alors pour tout x 2 K� on a jxjv = 1 pour tout v 2 PK sauf un nombre �niet la formule du produit Yv2PK jxjv = 1:20



Soit Div(C) le groupe des diviseurs de C, en d'autres termes le groupeabélien libre de base PK . Si D = Pv2PK nv v est un élément de Div(C), ondé�nit, pour v 2 PK, v(D) = nv. Le support de D estSupp(D) = fv 2 PK; v(D) 6= 0g:On note Div+(C) = fD 2 Div(C); 8 v 2 PK ; v(D) > 0gl'ensemble des diviseurs e�e
tifs de C. On é
rira souvent D > 0 pour D 2Div+(C). En fait, on a une relation d'ordre partiel sur Div(C) dé�nie parD 6 D0 si et seulement si on a v(D) 6 v(D0) pour tout v de PK . SiD1; : : : ; Dnsont des diviseurs on a don
Sup(D1; : : : ; Dn) = Xv2PK Sup(v(D1); : : : ; v(Dn)) vSi x 2 K�, le diviseur asso
ié à x est (x) = (x)0 � (x)1 où(x)0 = Xv2PK ; v(x)>0 v(x) v(x)1 = � Xv2PK ; v(x)<0 v(x) vautrement dit (x)0 est le diviseur des zéros de la fon
tion rationnelle x (ave
multipli
ités) et (x)1 
elui des p�les (ave
 multipli
ités). Par 
ommodité onposera aussi (0) = (0)0 = (0)1 = 0.Deux diviseurs D et D0 sont dits linéairement équivalents s'il existe x 2K� véri�ant D �D0 = (x):On notera D � D0 pour D et D0 linéairement équivalents. Le groupe des
lasses de diviseurs est le quotient de Div(C) par le sous-groupe des diviseursde la forme (x), ou, 
e qui revient au même, est le groupe Div(C) modulol'équivalen
e linéaire. On pose, pour D 2 Div(C),deg(D) = Xv2PK fv v(D)
e qui dé�nit un homomorphisme Div(C)! Z appelé degré. On a, pour toutx 2 K�, deg((x)) = 0, de sorte que le morphisme 
i-dessus se fa
torise àtravers le groupe des 
lasses de diviseurs. On note h le nombre de 
lasses dediviseurs de degré zéro. Ce nombre est �ni d'après [We1, IV� 4,Thm 7℄.21



Le genre de C sera noté gC ou gK, voire g si le 
orps de fon
tions est
lairement indiqué par le 
ontexte.Pour tout D 2 Div(C) on note `(D) la dimension (�nie) du FqK-espa
eve
toriel H0(C;OC(D)) = fx 2 K�; (x) +D > 0g [ f0g:En parti
ulier si deg(D) < 0 on a `(D) = 0. On dispose alors du théorèmede Riemann-Ro
h ([We1, VI, Thm 2℄) : si on note K un diviseur 
anonique(de sorte que le degré de K est 2g � 2), alors pour tout diviseur D on a`(D)� `(K �D) = deg(D) + 1� g:On a don
 `(D) = deg(D)+1�g si deg(D) > 2g�2. Notons en
ore que si on aD > 0 alors fx 2 K�; (x)+D > 0g[f0g n'est autre que fx 2 K; (x)1 6 Dg.Pour tout diviseur D nous notons jDj le système linéaire 
omplet asso
ié,soit jDj = fE > 0; E � Dgde sorte qu'on a #jDj = q `(D)K � 1qK � 1 :La fon
tion zêta de Dedekind de C (ou, 
e qui revient au même, de K),notée �C, est dé�nie de la manière suivante. On poseZC(T ) =XD>0T deg(D) = Yv2PK �1� T fv��1 2 Z[[T ℄℄et �C(s) = ZC(q�sK ). On dispose ([We1, VII,� 6℄) des résultats suivants sur le
omportement analytique de �C : la série dé�nissant �C(s) 
onverge absolu-ment pour <(s) > 1 et se prolonge en une fon
tion méromorphe sur C toutentier, ave
 un p�le simple en s = 1 de résidu h q1�gK(qK�1) ln(qK) , et sans zéro pour<(s) 6= 12 . De plus ZC(T ) est une fra
tion rationnelle en T , plus pré
isémenton a ZC(T ) = P (T )(1� T )(1� qK T )où P est un polyn�me à 
oe�
ients entiers de degré 2 g (
f. [We1, VII� 6,Thm4℄).1.4 Hauteurs d'Arakelov, mesure de Tamagawaet 
onstante de PeyreDans 
ette se
tion, nous rappelons d'abord la 
onstru
tion des hauteursd'Arakelov sur une variété proje
tive à partir de métriques adéliques sur22



les �brés en droites, et leurs propriétés élémentaires. Une référen
e détailléepour 
e sujet est [Pe3, 
hapitre 2℄, auquel on pourra se référer pour plusde pré
isions. Suivant Peyre ([Pe2℄), nous expliquons ensuite 
omment unemétrique adélique sur le fais
eau anti
anonique d'une variété proje
tive lisseV induit une mesure sur l'espa
e adélique asso
ié à V , à partir de laquelleon peut dé�nir la 
onstante CV;H apparaissant dans la question 1.1.4. Nousnous bornerons au 
as d'un 
orps global K de 
ara
téristique positive, les
onstru
tions analogues existent bien sûr si K est un 
orps de nombres.1.4.1 Hauteurs d'ArakelovSur l'ensemble Pn(K) des points K-rationnels de l'espa
e proje
tif dedimension n on dé�nit une hauteur Hn parHn(x) = Hn(x0 : : : : : xn) = Yv2PK Sup i (jxijv):La formule du produit montre que 
ette dé�nition ne dépend pas du 
hoixdes 
oordonnées homogènes pour x 2 Pn(K). Cette hauteur possède uneinterprétation géométrique simple. Tout élément x de Pn(K) 
orrespond àun FqK-morphisme ~x : C! Pn:On a alors Hn(x) = q deg(~x)K = q deg(~x�(O(1)))K :Pour démontrer 
ette formule, on peut supposer x0 6= 0. Soit H0 l'hyperplande Pn dé�ni par l'annulation de la première 
oordonnée. Soit v 2 PK et�v une uniformisante de v. En multipliant les 
oordonnées homogènes (x0 :: : : : xn) par �� Infi; xi 6=0 v(xi)v on obtient des 
oordonnées (x0i) telles que jx0ijv 6 1pour tout i et jx0ijv = 1 pour au moins un i, 
e qui dé�nit un morphisme deSpe
(Ov) vers un ouvert a�ne standard de Pn, qui est aussi la restri
tion àSpe
(Ov) de ~x. On en déduit v (~x�(H0)) = v(x00). Finalementdeg (~x�(H0)) = Xv2PK fv �v(x0)� Infi; xi 6=0 v(xi)� :Par la formule du produit, Xv2PK fv v(x0) = 0;d'où le résultat. 23



Soit alors V une variété proje
tive dé�nie sur K. Soit L un �bré en droitessans point-base sur V et �L : V ! PnK un morphisme déduit de L (
orres-pondant au 
hoix d'un ensemble �ni de se
tions globales de L engendrantL), on dé�nit une hauteur HL sur V (K) 
omme étant la 
omposée Hn Æ �L.Naturellement, 
ette hauteur dépend du 
hoix du morphisme �L.Une 
onstru
tion plus générale des hauteurs, pour un �bré en droitesL quel
onque, et englobant la 
onstru
tion pré
édente, utilise la notion demétrique adélique, que nous rappelons maintenant. Soit V une variété pro-je
tive, lisse et géométriquement intègre dé�nie sur K, et soit L un �bré endroites sur V . Si v est une pla
e de K, une métrique v-adique sur L est ladonnée, pour tout point Kv-rationnel x : Spe
(Kv) ! V; d'une norme v-adique jj : jjv;x sur L(x) = x�L, telle que pour tout ouvert de Zariski U de Vet toute se
tion s de L sur U , l'appli
ationx 7! jjs(x)jjv;xest 
ontinue sur U(Kv) pour la topologie v-adique. La donnée d'un modèleproje
tif V de V sur Spe
(Ov) et d'un modèle L de L sur V dé�nit de manièrenaturelle une telle métrique.Une métrique adélique sur L est alors la donnée d'une famille (jj : jjv)v2PKde métriques v-adiques sur L véri�ant la 
ondition suivante : il existe unouvert U de C, un modèle proje
tif V de V sur U , et un modèle L de Lsur V, tels que pour presque tout v de PK la métrique jj : jj est dé�nie par le
ouple (V�U Spe
(Ov);L�U Spe
(Ov)). Une hauteur d'Arakelov sur V est un
ouple (L; (jj : jjv)) où L est un �bré en droites sur V et (jj : jjv) une métriqueadélique sur L. Deux hauteurs d'Arakelov (L1; (jj : jj1v)) et (L2; (jj : jj2v)) sur Vsont dites isomorphes s'il existe un isomorphisme � de L1 sur L2 tel que pourtout v, jj : jj1v est le pull-ba
k de jj : jj2v par �. La fon
tion hauteur asso
iée estl'appli
ation qui à x 2 V (K) asso
ieHL(x) = Yv2PK jjs(x)jj�1v;xoù s est une se
tion lo
ale de L non nulle en x, la formule du produit montrantque 
ette dé�nition ne dépend pas du 
hoix d'une telle se
tion s.Les hauteurs d'Arakelov véri�ent les propriétés suivantes.Propriétés 1.4.1(i) Si HL et H 0L sont deux fon
tions hauteurs issues de deux métriquesadéliques di�érentes sur le même �bré L, il existe deux 
onstantes stri
tementpositives C1 et C2 telle que8x 2 V (K); C1 < HL(x)=H 0L(x) < C2:24



(ii) L'ensemble des 
lasses d'isomorphisme de hauteurs d'Arakelov sur Vforme un groupe pour le produit tensoriel.(iii) La hauteur Hn dé�nie 
i-dessus sur Pn(K) est une fon
tion hauteurasso
iée à une hauteur d'Arakelov sur PnK. Le �bré 
orrespondant est le �bréO(1) et la métrique adélique 
orrespondante est issue des modèles 
anoniquesde Pn et O(1) sur C.(iv) Si L est un �bré en droites sans point-base et �L un morphisme deV vers Pn déduit de L, la fon
tion Hn Æ�L est une fon
tion hauteur asso
iéeà une hauteur d'Arakelov sur V .(v) Plus généralement, si (L; (jj : jjv)) est une hauteur d'Arakelov sur Vet f : W ! V est un morphisme de variétés algébriques, (f �L; (f �jj : jjv))est une hauteur d'Arakelov sur W et les fon
tions hauteurs 
orrespondantesvéri�ent Hf�L = HL Æ f .(vi) Si (L; (jj : jjv)) est une hauteur d'Arakelov sur V , ave
 L un �bréample, l'ensemble fx 2 V (K); HL(x) 6 Bgest �ni pour tout B.(vii) Si (L; (jj : jjv)) est une hauteur d'Arakelov sur V , et que L a sa 
lasseà l'intérieur du 
�ne e�e
tif de V , il existe un ouvert de Zariski non vide Ude V tel que l'ensemble fx 2 U(K); HL(x) 6 Bgest �ni pour tout B.1.4.2 Mesure de TamagawaNous expliquons à présent 
omment une métrique adélique sur le fais
eauanti
anonique induit une mesure sur l'espa
e adélique asso
ié à V . Nousrenvoyons à [Pe2, se
tion 2℄ pour plus de détails. Soit don
 V une variétéalgébrique proje
tive et lisse de dimension d dé�nie sur K, et (jj:jjv)v2PK unemétrique sur le fais
eau anti
anonique. Pour v 2 PK, on dé�nit lo
alementune mesure sur V (Kv) de la manière suivante : soient x 2 V (Kv) et U unouvert de Zariski de V 
ontenant x tel qu'il existe un K-morphisme étalef : U �! AdK:Ce morphisme induit pour un ouvert analytique W de V (Kv) 
ontenant xun isomorphisme analytiquef : W ��! f(W ) � Kdv :25



Sur Kdv on dispose d'une mesure naturelle dx1 : : : dxd (normalisée par lesrelations ROv dxi = 1) et d'une d-dérivation naturelle ��x1 ^ � � � ^ ��xd . On posealors !W;v = �f�1�����������f �� ��x1 ^ � � � ^ ��xd� (f�1(x))��������v dx1 : : : dxd� :La formule du 
hangement de variables montre que les mesures lo
ales !W;vse re
ollent en une mesure globale !V;v sur V (Kv).Supposons qu'il existe un modèle proje
tif et lisse V de VKv sur Spe
(Ov),tel que la métrique jj : jjv soit issue du 
ouple �V;
�dV= Spe
(Ov)�. Dans 
es
onditions on a d'après [Sa, Cor 2.15℄!V;v(V (Kv)) = #V(kv)q dim(V )v : (1.4.2.1)Nous supposons à présent que la variété V véri�e les hypothèses énon
éesdans [Pe2, 2.1℄, que nous rappelons brièvement. On noteV sep = V �Spe
(K) Spe
(K sep)et V = V �Spe
(K) Spe
(K):On demande alors que V véri�e les 
onditions suivantes :-la 
lasse du fais
eau anti
anonique de V appartient à l'intérieur du 
�nee�e
tif,-le 
�ne e�e
tif est polyédral rationnel, i.e. engendré par un nombre �nide 
lasses de diviseurs,-les groupes de 
ohomologie H1(V;OV ) et H2(V;OV ) sont nuls,-le groupe Pi
(V sep) est un Z-module libre de rang �ni et 
oïn
ide ave
Pi
(V ),plus une 
inquième 
ondition te
hnique servant notamment à assurer la
onvergen
e du produit dé�nissant la mesure de Tamagawa 
i-dessous. Toutes
es hypothèses sont véri�ées en parti
ulier pour les variétés toriques. Pour detelles variétés, on peut dé�nir la mesure de Tamagawa de la façon suivante.Soit G le groupe de Galois de K sep=K. Le groupe Pi
(V sep) est un G-module libre de rang �ni, et l'a
tion 
ontinue de G sur Pi
(V sep) fournit unereprésentation � : G ! Aut(Pi
(V sep)):Soit v une pla
e non rami�ée dans � (i.e. telle que les groupes d'inerties au-dessus de v s'envoient par � sur Id), soit Frv un frobenius lo
al, on pose pour26



s tel que <(s) > 0Lv(s;Pi
(V sep)) = 1det(1� �(Frv) q�sv ) :
e qui est li
ite 
ar pour tout autre 
hoix Fr0v de Frobenius lo
al, �(Frv) et�(Fr0v) seront 
onjugués dans Aut(Pi
(V sep)).Soit S un sous-ensemble �ni de PK 
ontenant toutes les pla
es rami�ées.On dé�nit alors la fon
tionLS(s;Pi
(V sep)) =Yv=2S Lv(s;Pi
(V sep)):Ce produit eulérien 
onverge absolument pour <(s) > 1 et se prolonge enune fon
tion méromorphe sur C ave
 un p�le d'ordre t = rg (Pi
(V sep)) ens = 1. On pose lS(V ) = lims!1(s� 1)tLS(s;Pi
(V sep)):La mesure de Tamagawa sur l'espa
e adélique V (AK) est donnée par laformule!V = q (1�gK ) dim(V )K lS(V )Yv2S !V;vYv=2S �Lv(1;Pi
(V sep))�1 !V;v� ;il est aisé de voir qu'elle ne dépend pas du 
hoix de S. Dans le 
as d'unevariété proje
tive lisse quel
onque (véri�ant les hypothèses de [Pe2, 2.1℄), la
onvergen
e de 
ette mesure est assurée par les 
onje
tures de Weil démon-trées par Deligne. Dans le 
as où V est une variété torique, qui est le 
asqui nous intéresse dans 
ette thèse, on peut en fait, 
omme l'ont remarquéBatyrev et Ts
hinkel, utiliser un argument plus élémentaire. On dispose ene�et d'une formule expli
ite du nombre de points dans les rédu
tions modulov de V ([BaTs1, Proposition 2.2.4℄), 
e qui permet de montrer dire
tementla 
onvergen
e.1.4.3 La 
onstante CV;HNous sommes à présent en mesure de dé�nir la 
onstante CV;H apparais-sant dans la question 1.1.4. Soit H une hauteur issue du fais
eau anti
ano-nique de V , dé�nie à l'aide d'une métrique adélique. On dé�nit alors, suivantPeyre, trois 
onstantes à partir de 
es données.L'invariant ��(V ) est dé�ni 
omme��(V ) = �Ce�(V )(!�1V )27



où Ce�(V ) est le 
�ne e�e
tif de V et �Ce�(V ) est dé�ni pour tout élément sde l'intérieur du 
�ne e�e
tif par�Ce�(V )(s) = ZCe�(V )_ e�hs;yidyave
 Ce�(V )_ = f y 2 (Pi
(V )
R)_; 8 x 2 Ce�(V ); hy ; xi > 0 g;la mesure de Lebesgue sur (Pi
(V ) 
 R)_ étant normalisée de sorte que leréseau Pi
(V )_ soit de 
ovolume 1.L'invariant �(V ) est dé�ni 
omme�(V ) = #H1(K;Pi
(V sep)):Notons que les 
onstantes ��(V ) et �(V ) sont rationnelles (rappelons pour��(V ) que le 
�ne e�e
tif est supposé polyédral rationnel) et indépendantesdu 
hoix de la hauteur anti
anonique.Il n'en est pas de même pour �H(V ), qui vaut par dé�nition�H (V ) = !V �V (K)� ;en d'autre termes �H (V ) est le volume pour la mesure !V de l'adhéren
e despoints rationnels de V dans l'espa
e adélique V (AK).La 
onstante CV;H est alors égale par dé�nition àCV;H = ��(V ) �(V ) �H (V ) :La question 1.1.4 peut don
 se reformuler de la façon suivanteQuestion 1.4.2Est-il vrai qu'il existe un ouvert non vide U de V tel que la série dé�nissant�H;U(s) 
onverge absolument pour <(s) > 1 et, pour un 
ertain " > 0, seprolonge sur un domaine du type <(s) > 1� " en une fon
tion méromorphequi a un p�le d'ordre le rang de Pi
(V ) en s = 1, et véri�elims!1(s� 1) rg(Pi
(V ))�H;U(s) = ��(V ) �(V ) �H(V ) ?Dans toute la suite de 
e texte nous adopterons la dé�nition suivante : sif est une fon
tion méromorphe au voisinage d'un point s0 de C, et possèdeun p�le d'ordre n en s0, nous appellerons terme prin
ipal du p�le en question,ou terme prin
ipal de f en s0, le nombrelims!s0(s� s0)n f(s):28



Chapitre 2Un 
as parti
ulier simple : lessurfa
es de Hirzebru
h

29





Ce 
hapitre est une version légèrement modi�ée de l'arti
le [Bo1℄.Dans tout 
e 
hapitre, nous �xons un 
orps de fon
tions K, et utilisons lesnotations asso
iées telles que dé�nies dans la se
tion 1.3. Nous supposerons,
e qui n'est bien sûr nullement restri
tif, que le 
orps des 
onstantes de Kest k, et est don
 de 
ardinal q. Le but de 
e 
hapitre est de montrer que laréponse à la question 1.4.2 est positive pour les surfa
es de Hirzebru
h dé�niessur K, pour un 
ertain 
hoix d'une hauteur anti
anonique, et en prenantpour ouvert U le 
omplémentaire de la 
ourbe rationnelle de 
arré négatif.Les surfa
es de Hirzebru
h étant des 
as parti
uliers de variétés toriquesdéployées, un tel résultat est englobé par 
elui du 
hapitre suivant. Il y a
ependant plusieurs raisons pour lesquelles il nous a semblé intéressant de lefaire �gurer i
i.Tout d'abord, la démonstration utilisée est basée sur les mêmes idéesque 
elle du 
as général : paramétrisation des points rationnels à l'aide dediviseurs e�e
tifs, utilisation d'une formule d'inversion à la Möbius et duthéorème de Riemann-Ro
h. Cependant le degré te
hnique de la démonstra-tion pour les surfa
es de Hirzebru
h est 
onsidérablement moins élevé (mêmedans le 
as où le genre de K est non nul) que 
elui de la démonstration pourune variété torique déployée quel
onque. Ainsi 
e 
hapitre nous semble unbon préliminaire à l'appréhension de la démonstration dans le 
as général, oùles aspe
ts te
hniques tendent à masquer les idées somme toute relativementsimples utilisées.Ensuite, on obtient un résultat de prolongement méromorphe plus fortque pour une variété torique déployée quel
onque. On obtient en fait quela fon
tion zêta des hauteurs est une fon
tion rationnelle en q�s, 
hose nonobtenue pour une variété torique déployée générale, et sans doute non véri�ée,déjà pour le 
as du plan proje
tif é
laté en deux points.En�n, l'étude ne se limite pas i
i aux points rationnels de l'orbite ouverte(on notera d'ailleurs qu'à au
un moment on n'utilise la stru
ture de variététorique des surfa
es de Hirzebru
h). On peut d'ailleurs identi�er la 
ourberationnelle de 
arré négatif 
omme sous-variété a

umulatri
e pour la hauteur
onsidérée. Dans le 
as général, nous n'étudions pas le 
omportement despoints rationnels du bord, en parti
ulier nous n'avons pas de des
ription desvariétés a

umulatri
es.Notons que dans le 
as où le 
orps de base est Q et la hauteur est issued'un �bré ample (en parti
ulier non né
essairement issue du �bré anti
ano-nique), le 
omportement des points de hauteur bornée sur les surfa
es deHirzebru
h a été étudié par Billard dans [Bi℄.31



2.1 Une hauteur anti
anonique sur les surfa
esde Hirzebru
hDans 
ette se
tion, nous rappelons quelques faits bien 
onnus sur les sur-fa
es de Hirzebru
h. Nous dé
rivons notamment un plongement expli
ite dansun produits d'espa
es proje
tifs, qui permet de dé�nir une hauteur anti
a-nonique. Muni de 
ette hauteur, nous pouvons dé�nir notre objet d'étude,la fon
tion zêta des hauteurs (�restreinte� à un ouvert �assez petit�), etannon
er le résultat obtenu.2.1.1 Géométrie des surfa
es de Hirzebru
hBien que le 
orps de base sur lequel nous travaillons soit le 
orps defon
tions K, la 
onstru
tion des surfa
es de Hirzebru
h peut se faire surun 
orps de base quel
onque, voir même un s
héma de base quel
onque. On
onsidère le produit d'espa
es proje
tifsP2K�P1K qu'on munit de 
oordonnéeshomogènes notées (x0 : x1 : x2)(y0 : y1). Soit m un entier naturel. L'équationym1 x0 = ym0 x1 dé�nit alors une sous-variété fermée et lisse de P2K � P1Kappelée m-ème surfa
e de Hirzebru
h et notée Hm. On notera p1 et p2 lesproje
tions sur le premier et le deuxième fa
teur. Il est bien 
onnu, et fa
ile àvéri�er, que H0 est isomorphe au produit P1K �P1K et que H1 est isomorpheau plan proje
tif é
laté en un point.La variété Hm peut être également dé�nie de manière intrinsèque 
ommeétant le P1-�bré au-dessus de P1 donné par P(OP1 � OP1(m)), la �bration
orrespondant au morphisme p2jHm : Hm ! P1.Comme dans [Bi℄, nous noterons h la 
lasse dans le groupe de Pi
arddu �bré OHm(1) et f la 
lasse d'une �bre. On a alors [ p�1(OP2(1)) ℄ = het [ p�2(OP1(1)) ℄ = f , où [ : ℄ représente la 
lasse dans le groupe de Pi
ard.Rappelons que le 
�ne e�e
tif de Hm est dé�ni 
omme étant le 
�ne dePi
(Hm) 
 R engendré par les 
lasses de diviseurs e�e
tifs. Les résultatssuivants (voir [Bi, Proposition 2.3℄) nous seront utiles.Lemme 2.1.1On a Pi
(Hm) = Z h � Z f , en parti
ulier Pi
(Hm) est libre de rang 2. La
lasse du fais
eau anti
anonique est �!m = 2 h+ (2�m) f . Le 
�ne e�e
tifest donné par fa h+ b f; (a; b) 2 R2; a > 0; b > �mag. Les diviseurs amplessont 
eux dont la 
lasse est de la forme a h+ b f ave
 a > 0 et b > 0.Remarques :(i) Le fais
eau anti
anonique n'est ample (i.e.Hm est une variété de Fano)que si m = 0 ou m = 1. En revan
he sa 
lasse dans Pi
(Hm) est toujours à32



l'intérieur du 
�ne e�e
tif.(ii) Comme les surfa
es de Hirzebru
h peuvent se dé�nir sur n'importequel s
héma de base, on dispose en parti
ulier d'un modèle naturel de Hmsur C, noté Hm, dont les �bres sont isomorphes aux surfa
es Hm dé�nies surles di�érents 
orps résiduels. �2.1.2 Constru
tion d'une hauteur relative au fais
eauanti
anoniqueNous allons nous servir des propriétés des hauteur d'Arakelov (
f. se
tion1.4.1) pour 
onstruire une hauteur asso
iée au �bré anti
anonique de Hmqui possède des points-base si m > 2. En e�et 
omme [ p�1(OP2(1)) ℄ = h et[ p�2(OP1(1)) ℄ = f , les proje
tions p1 et p2 dé�nissent des hauteurs asso
iéesà h et l respe
tivement. Or �!m = 2 h+ (2�m) f , d'où on déduitLemme 2.1.2La hauteur H dé�nie 
omme la restri
tion àHm(K) de la hauteur dé�nie surP2(K)�P1(K) par H(x; y) = H2(x)2H1(y)2�m est une hauteur d'Arakelovrelative au �bré anti
anonique de Hm.Remarque : La métrique dont est issue 
ette hauteur 
orrespond au 
hoixdu modèle 
anonique Hm de Hm sur C, et du modèle 
anonique de �!m surHm. Ce
i est dû au fait que tous les objets utilisés pour dé�nir 
ette hauteur�proviennent� en fait du modèle initial sur Spe
(Z) de Hm. On retrouveraune telle situation dans le 
as des variétés toriques déployées. �2.1.3 Fon
tion zêta des hauteurs et problèmes d'a

u-mulationOn dé�nit la fon
tion zêta asso
iée à la hauteur H par�H;Hm(s) = Xx2Hm(K)H(x)�soù s désigne un nombre 
omplexe pour lequel la série 
onverge (voir les résul-tats de 
onvergen
e 
i-dessous). Comme déjà indiqué, les propriétés analy-tiques de 
ette fon
tion sont liées au 
omportement asymptotique du nombrede points de hauteur bornée de Hm 
'est-à-dire à l'étude denHm;H(B) = #fx 2 Hm(K); H(x) 6 Bgquand le réel positif B tend vers +1.33



I
i nous voyons apparaître une illustration du problème des sous-variétésa

umulatri
es. Considérons en e�et la 
ourbe Cm = (x0 = x1 = 0) (
ettenotation reprend 
elle de [Bi℄) et U l'ouvert Hm nCm. Si m > 1, 
ette 
ourbeest a

umulatri
e pour la hauteur étudiée : il y a �trop� de points rationnelsde hauteur donnée sur Cm. Si m > 2 le phénomène est �agrant 
ar le nombrenCm;H(B) n'est même pas �ni (rappelons que 
ela n'arrive jamais si le �brédont est issue la hauteur est ample), 
ontrairement à nU;H(B).Si m = 1 le phénomène d'a

umulation est plus subtil. Dans 
e 
as,nU;H(B) est négligeable devant nC1;H(B) et le 
omportement des points ra-tionnels de C1 va masquer le 
omportement général des points rationnels deH1. Ce
i se voit notamment au niveau des abs
isses de 
onvergen
e des fon
-tions zêtas 
orrespondantes (
f. les remarques de la �n de la dernière se
tionde 
e 
hapitre). I
i, nous retrouvons simplement le fait bien 
onnu que lediviseur ex
eptionnel du plan proje
tif é
laté en un point est a

umulateurpour la hauteur anti
anonique.Tout 
e
i fait que si m > 1, suivant l'idée de Manin, on restreint l'étudeaux points de l'ouvert U et on 
onsidère don
�U;H(s) = Xx2U(K)H(x)�soù s 2 C et <(s) > 1. Le théorème 
i-dessous montre la 
onvergen
e de 
ettesérie dans 
e domaine.En exprimant �U;H(s) en fon
tion de �C(s) on va en fait montrer le résultatsuivantThéorème 2.1.3La fon
tion �U;H(s) 
onverge absolument pour <(s) > 1 et se prolonge enune fon
tion méromorphe sur tout le plan 
omplexe ave
 un p�le double ens = 1, de terme prin
ipal égal à12 (m+ 2) hlims!1(s� 1) �C(s)i2 1q2 (g�1) Yv2PK(1� q�1v )2 (1 + 2 q�1v + q�2v ):De plus �U;H(s) est une fra
tion rationnelle en q�s.On rappelle que lims!1 (s� 1) �C(s) = h q1�g(q�1) ln(q) .2.2 Démonstration du résultat2.2.1 Formule d'inversionA�n de mener à bien le 
al
ul des fon
tions zêta des hauteurs on a besoinde la formule d'inversion rappelée dans 
e qui suit. On notera � la fon
tion34



de Möbius Div+(C)! f0; 1;�1g, dé�nie par�(D) = 8><>: 1 si D = 0(�1) Pv2PKv(D) siD 6= 0 et 8 v 2 PK ; v(D) = 0 ou 10 sinon.Pour f , g deux appli
ations Div+(C) ! C on 
onsidère leur produit de
onvolution f ? g dé�ni par8D > 0; (f ? g) (D) = X06D06D f(D0) g(D�D0):Le produit de 
onvolution est asso
iatif et admet pour élément unité Æ dé�nipar Æ(D) = 1 si D = 0 et 0 si D 6= 0. On véri�e de manière 
ombinatoireélémentaire que 1 ? � = � ? 1 = Æ, où 1 est l'appli
ation 
onstante égale à 1.On en déduit la formule d'inversion suivante : pour tout 
ouple (f; g)d'appli
ations de DivC(K) dans C, les deux 
onditions8D > 0; f(D) = X06D06D g(D0)et 8D > 0; g(D) = X06D06D �(D �D0) f(D0)sont équivalentes. On appellera �-
ouple tout 
ouple (f; g) d'appli
ationsvéri�ant 
es 
onditions.On a en parti
ulier l'identité suivante1ZC(T ) =XD>0�(D)T deg(D):En e�et 
omme Æ et 1 forment un �-
ouple on a, pour D > 0,X06D06D �(D0) = Æ(D)et don
XD>0�(D)T deg(D) XD>0 T deg(D) =XD>0 0BB� XD0>0;D00>0;D0+D00=D �(D0)1CCA T deg(D)=XD>0  X06D06D �(D0)! T deg(D)= 1:35



2.2.2 Cal
ul de la fon
tion zêtaOn é
rit d'abord U(K) = U1(K) ` F (K) ave
U1(K)= f (x0 : x1 : x2) (y0 : y1) 2 P2(K)�P1(K); x0 ym1 = x1 ym0 et x0 6= 0 g= f (1 : xm1 : x2) (1 : x1); (x1; x2) 2 K 2 get F (K) = U(K) nU1(K) = f (0 : 1 : x2) (0 : 1); x2 2 K g:On dé
ompose�U;H(s) = Xx2U1(K)H(x)�s + Xx2F (K)H(x)�s = �U1;H(s) + �F;H(s)et on va traiter 
ha
un des deux termes de la somme séparément. Le deuxièmeterme n'apporte d'ailleurs pas de 
ontribution signi�
ative, en e�et il nefournit qu'un p�le d'ordre un en s = 1.Pour le premier terme, on 
ommen
e par poserZU1;H(T ) = X(x;y)2K 2 T deg( 2 sup(m (x)1;(y)1)+(2�m) (x)1 ) 2 Z[[T ℄℄de sorte que�U1;H(s) = X(x;y)2K 2H( (1 : xm : y)(1 : x) )�s = ZU1;H(q�s):En e�et si (x; y) 2 K 2 on aH((1 : xm : y)(1 : x))= Yv2PK sup (1; jxj2mv ; jyj2v) Yv2PK sup (1; jxjv)2�m= Yv2PK ; inf(v(x);v(y))<0 sup (jxj2mv ; jyj2v) Yv2PK ; v(x)<0 jxj2�mv= Yv2PK ; inf(v(x);v(y))<0 q� fv inf(2mv(x);2 v(y)) Yv2PK ; v(x)<0 q� fv (2�m) v(x)
36



soit logq(H((1 : xm : y)(1 : x)))= � Xv2PK ; inf(v(x);v(y))<0 fv inf(2mv(x); 2 v(y))� Xv2PK ; v(x)<0(2�m) fv v(x)= deg( 2 sup(m (x)1; (y)1) ) + deg( (2�m) (x)1 ):On é
rit ZU1;H(T ) =XD>0 ~R(D) T deg(D)où l'on a posé pour D > 0~R(D) = #f(x; y) 2 K 2; 2 sup(m (x)1; (y)1) + (2�m)(x)1 = Dg:Si on noteR(D) = #f(x; y) 2 K 2; 2 sup(m (x)1; (y)1) + (2�m) (x)1 6 Dg;R et ~R forment un �-
ouple. Au passage on dé�nit aussi le �-
ouple (N; ~N) :on pose pour tout D > 0N(D) = #fx 2 K; (x)1 6 Dget ~N(D) = #fx 2 K; (x)1 = Dg:On a don
 en parti
ulier N(D) = q `(D). On é
rit alorsXD>0 ~R(D) T deg(D) =XD>0 X06D06D �(D �D0)R(D0) T deg(D)=XD>0 XD0>0R(D) �(D0) T deg(D)+deg(D0)=  XD>0R(D) T deg(D)!  XD0>0�(D0) T deg(D0)!=  XD>0R(D) T deg (D)! = ZC(T )déf.= Z1(T )=ZC(T ):37



On note Divm+1(C) l'ensemblefD > 0; 8v 2 PK; v(D) 6 (m+ 1)g:Ainsi, tout D > 0 s'é
rit de manière unique (m + 2)D1 + D2 ave
 D1 > 0et D2 2 Divm+1(C). Alors pour tout D0 > 0 la 
ondition (m + 2)D0 6 Déquivaut à D0 6 D1.Soit à présent D > 0 �xé, et (x; y) un élément de R(D). Si on noteD0 = (x)1 on a né
essairement (m+ 2)D0 6 D et don
R(D) = X06D06D1 ~N(D0)#fy 2 K; 2 sup((y)1; mD0) + (2�m)D0 6 Dgen 
onstatant de plus que si (m + 2)D0 6 D, la 
ondition2 sup((y)1; mD0) + (2�m)D0 6 Déquivaut à 2 (y)1 6 D + (m� 2)D0:On a don
 pour Z1(T ) l'expressionXD1>0D22Divm+1(C) X06D06D1~N(D0)#fy 2 K; 2(y)1 6 (m + 2)D1 +D2 + (m� 2)D0g!�T deg((m+2)D1+D2)En e�e
tuant le 
hangement de variables (D1; D0) (D1+D0; D0) on trouvedon
 que Z1(T ) vautXD>0;D0>0D22Divm+1(C) ~N(D0) #fy 2 K; 2 (y)1 6 (m+ 2)D +D2 + 2mD0g�T deg((m+2)D+D2+(m+2)D0)= XD>0; D0>0 ~N(D0) #fy 2 K; 2 (y)1 6 D + 2mD0gT deg(D+(m+2)D0):En notant Div1(C) = fD > 0; 8v 2 PK ; v(D) 6 1g, de sorte que toutdiviseur e�e
tif D s'é
rit de manière unique 2D1 +D2 ave
 D1 > 0 et D2 2
38



Div1(C), il vientZ1(T ) = XD>0;D0>0D12Div1(C) ~N(D0) #fy 2 K; 2 (y)1 6 2D + 2mD0 +D1g�T deg(2D+D1+(m+2)D0)= XD>0;D0>0D12Div1(C) ~N(D0) N(D +mD0) T deg(2D+D1+(m+2) D0):Si m = 0, 
ette dernière expression montre que Z1(T ) se met sous forme d'unproduit :Z1(T ) = XD0>0 ~N(D0)T 2 deg(D0)! XD>0N(D)T 2 deg(D)!0� XD12Div1(C)T deg(D1)1A :On peut alors terminer le 
al
ul 
omme indiqué 
i-après1.Si m > 1, on aZ1(T ) = XD>0; D0>0D12Div1(C) ~N(D0) q1�g q deg(D)+deg(mD0) T deg(2D+D1+(m+2)D0)+ P1(T ) XD12Div1(C)T deg(D1)où P1 est un polyn�me. En e�et, d'une part, 
omme déjà indiquéN(D+mD0)n'est autre que q`(D+mD0), et d'après le théorème de Riemann-Ro
h on a`(D +mD0) = 1� g + deg(D +mD0)dès que deg(D) > 2g � 2 ou deg(D0) > 2g � 2. D'autre part l'ensemble des
ouples (D;D0) ave
 D > 0, D0 > 0, deg(D) < 2g � 2 et deg(D0) < 2g � 2est un ensemble �ni.On posera P1(T ) = 0 si m = 0 et on peut reprendre le 
al
ul pour m = 0et m > 1 simultanément. En notantZ 01(T ) = Z1(T )� P1(T ) XD12Div1(C)T deg(D1)1Comme H0 est isomorphe au produit P1K � P1K il est en fait bien plus naturel dansle 
as m = 0 de 
al
uler la fon
tion zêta des hauteurs 
omme produit des deux fon
tionszêta des hauteurs asso
iées à 
ha
un des fa
teurs du produit.39



on aZ 01(T ) = q1�g  XD0>0 ~N(D0) qm deg(D0) T (m+2) deg(D0)!  XD>0(q T 2)deg(D)!� 0� XD12Div1(C)T deg(D1)1AsoitZ 01(T ) = q1�g  XD0>0 ~N(D0) qm deg(D0) T (m+2) deg(D0)! ZC �q T 2� Yv2PK(1+T fv):Il reste à 
al
uler PD>0 ~N(D) qm deg(D) T (m+2) deg(D): Pour 
ela on utilise le �-
ouple (N; ~N) et on trouveXD>0 ~N(D) qm deg(D) T deg( (m+2)D)= (q1�g ZC(qm+1 Tm+2) + P2(T ))=ZC(qm Tm+2)où P2 est un polyn�me.Par ailleurs on aQv2PK(1 + T fv)ZC(T ) = Yv2PK(1 + T fv) (1� T fv)= Yv2PK(1� T 2 fv)= 1ZC(T 2) :Cal
ulons à présent �F;H. Si x 2 K on aH((0 : 1 : x)(0 : 1)) = Yv2PK sup(1; jxjv)2de sorte que si on pose ZF;H(T ) =Xx2K T 2 deg((x)1)40



on a �F;H(s) = ZF;H(q�s). Il vient alorsZF;H(T ) =XD>0 ~N(D)T 2 deg(D)= XD>0;D0>0N(D)�(D0)T 2 deg(D+D0)=  XD>0N(D)T 2 deg(D)! =ZC(T 2)= (q1�g ZC(q T 2) + P3(T ))=ZC(T 2)où P3 est un polyn�me.On a don
 en re
ollant les mor
eaux l'expression suivanteZU;H(T ) = q2�2 g ZC(qm+1 Tm+2)ZC(q T 2)ZC(T 2)ZC(qm Tm+2)+ q1�g ZC(q T 2)P2(T )ZC(T 2)ZC(qm T m+2)+ q1�g ZC(q T 2)ZC(T 2) + P1(T )ZC(T 2) + P3(T )ZC(T 2)soit pour la fon
tion �U;H�U;H(s) = q2�2 g �C((m+ 2) s� (m + 1)) �C(2 s� 1)�C(2 s) �C((m + 2) s�m)+ q1�g �C(2 s� 1)P2(q�s)�C(2 s) �C((m + 2) s�m)+ q1�g �C(2 s� 1)�C(2 s) + P1(q�s)�C(2 s) + P3(q�s)�C(2 s)et des propriétés de la fon
tion �C (se
tion 1.3) on déduit le théorème 2.1.3.Le p�le d'ordre 2 en s = 1 provient de la 
ontribution du premier terme dela somme 
i-dessus, et le terme prin
ipal vautq2�2 g 12 (m+ 2) (Ress=1 �C(s) )2�C(2)2ave
 �C(2)�2 = Yv2PK (1� q�2 fv)2 = Yv2PK (1� q�fv)2 (1 + 2 q�fv + q2 fv)
e qui montre le résultat annon
é. 41



2.2.3 Compatibilité ave
 la 
onje
ture de Manin fon
-tionnelleNous véri�ons i
i que le résultat démontré entraîne que la réponse à laquestion 1.4.2 est positive pour la variété Hm, ave
 la hauteur H et l'ouvertU 
onsidérés. Le rang du groupe de Pi
ard de Hm est égal à 2 (lemme 2.1.1),et on a don
 montré que notre fon
tion zêta des hauteurs anti
anonique
onverge absolument pour <(s) > 1 et se prolonge en une fon
tion méro-morphe sur C ave
 un p�le d'ordre le rang du groupe de Pi
ard de Hm ens = 1. Il reste à véri�er que l'expression que nous avons obtenu pour le termeprin
ipal du p�le 
orrespond bien à l'expression ��(Hm) �(Hm) �H(Hm), 
es
onstantes ayant été introduites à la se
tion 1.4.1.Rappelons que l'invariant ��(Hm) est dé�ni 
omme �Ce�(Hm)(!�1Hm) où�Ce�(Hm) est dé�ni pour tout élément s de l'intérieur du 
�ne e�e
tif par�Ce�(Hm)(s) = ZCe�(Hm)_ e�hs;yidyave
 Ce�(Hm)_ = f y 2 (Pi
(Hm)
R)_; 8x 2 Ce�(Hm); hy ; xi > 0 g:Ainsi en notant (h�; f �) la base duale de (h; f) dans (Pi
(Hm) 
R)_ et enutilisant la des
ription du 
�ne e�e
tif donnée dans le lemme 2.1.1 on obtient��(Hm) = Zfa h�+b f�; b>0; a>mbg e�<2h+(2�m)f;yidy= Zb>0 e(m�2) b�Za>mb e�2 ada� db= 12 Zb>0 e�(m+2) bdb= 12 (m+ 2) :La 
onstante �(Hm) est égal à #H1(K;Pi
(H sepm )), oùH sepm = Hm �Spe
(K) Spe
(K sep):On a don
 �(Hm) = 1 puisque Pi
(H sepm ) est un Gal(K sep=K)-module trivial.Par ailleurs, 
ompte tenu toujours du fait que le groupe Pi
(H sepm ) est unGal(K sep=K)-module trivial, la 
onstante �H(Hm) est égale à�H(V ) = (lims!1(s� 1)2 �C(s)2) q(1�g) dim(Hm) Yv2PK(1� q�1v )�2 !v(Hm(Kv));42



!v(Hm(Kv)) désignant le volume de l'espa
e v-adique Hm(Kv) pour la me-sure !v 
onstruite à partir de la métrisation du fais
eau anti
anonique dontest issue la hauteurH. Le 
hoix de la métrique e�e
tué i
i 
orrespond, 
ommedéjà indiqué, au 
hoix du modèle naturel de Hm sur C (voir la remarque sui-vant le lemme 2.1.2), et dans 
es 
onditions pour tout v on a d'après laformule (1.4.2.1) !v(Hm(Kv)) = #Hm(kv)q dim(Hm)v ;Hm(kv) désignant l'ensemble des points kv-rationnels de la kv-variété obtenuepar rédu
tion modulo v du modèle, autrement ditHm(kv) = f(x0 : x1 : x2) (y0 : y1) 2 P2(kv)�P1(kv); x0 ym1 = x1 ym0 g:On véri�e fa
ilement, en utilisant par exemple le fait que Hm(kv) est unP1(kv)-�bré au-dessus de P1(kv), que #Hm(kv) = 1 + 2 qv + q 2v . En�n on abien dim(Hm) = 2.Remarquons en�n qu'il est assez aisé, ave
 la te
hnique utilisée i
i, demontrer que, dans le 
as m = 1, �Cm;H(s) = Px2Cm(K)H(x)�s ne 
onvergeabsolument que pour <(s) > 2 ave
 un p�le simple en s = 2 
e qui 
orrespondau phénomène d'a

umulation évoqué à la se
tion 2.1.3. Dans le 
as m > 2,�Cm;H ne 
onverge pour au
un s tel que <(s) > 0.
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Chapitre 3Le 
as des variétés toriquesdéployées
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Ce 
hapitre est une version légèrement modi�ée de l'arti
le [Bo2℄.Ce 
hapitre, dans la 
ontinuité du pré
édent, est 
onsa
ré à la démons-tration du fait que la réponse à la question 1.4.2 est positive pour une variététorique déployée dé�nie sur un 
orps de fon
tions K, en prenant pour ouvertU l'orbite ouverte du tore. Le plan de la démonstration est similaire : réé
ri-ture de la fon
tion zêta des hauteurs en termes de sommation sur des famillesde diviseurs e�e
tifs, utilisation d'une inversion de Möbius, puis utilisationdu théorème de Riemann-Ro
h pour l'évaluation �nale de la fon
tion zêta deshauteurs en termes de séries géométriques. C'est de loin 
ette dernière étapequi se révèle la plus douloureuse sur le plan te
hnique, notamment en 
ompa-raison ave
 le 
as parti
ulier des surfa
es de Hirzebru
h. L'idée qui sous-tendles 
al
uls un peu pénibles de la se
tion 3.5.3 reste 
ependant simple (
f. lesremarques à la �n de la se
tion 3.5.2).Naturellement, la te
hnique employée i
i est fortement inspirée de 
elleemployée par Salberger dans [Sa℄ pour démontrer la 
onje
ture de Maninpour les variétés toriques déployées dé�nie surQ. Notons 
ependant que nousobtenons un résultat plus général en 
ara
téristique non nulle : nous nousplaçons sur un 
orps de fon
tions quel
onque, et nous n'avons pas besoinde supposer le fais
eau anti
anonique engendré par ses se
tions globales,
ontrairement aux hypothèses de [Sa, Thm 11.49℄.3.1 Quelques notationsDans tout 
e 
hapitre, nous �xons un 
orps de fon
tionsK et reprenons lesnotations de la se
tion 1.3. Sans perte de généralité, nous supposerons que le
orps des 
onstantes deK est k, et est don
 de 
ardinal q. Le problème auquelnous serons 
onfronté pour l'évaluation des fon
tions zêtas des hauteurs estque, pour g > 1, `(D) = dimH0(C;O(D)) n'est pas une fon
tion de deg(D)si deg(D) est petit. Dans le 
as des surfa
es de Hirzebru
h, 
e n'était pasgênant 
ar la partie 
orrespondante de la fon
tion zêta des hauteurs était unpolyn�me et ne 
ontribuait don
 pas à la partie polaire de la fon
tion zêta.Cet argument ne sera plus valable pour une variété torique déployée quel-
onque. Nous sommes ainsi amené à introduire les notations suivantes. Rap-pelons que h représente le nombre de 
lasses de diviseurs de degré 0 de C.Nous �xons une fois pour toutes h représentants des 
lasses de diviseur dedegré 0, notés d01; : : : ; d0h. Nous �xons également un diviseur de degré 1, notéd1 (il en existe par [We1, VII� 5,Cor 6℄). Dé�nissons alors des fon
tionsfi : N! N47



pour i = 1; : : : ; h en posant pour tout n 2 N :fi(n) = l ( d0i + n d1):On a don
 fi(n) = n+1�g dès que n > 2 g�2. Maintenant si on ne 
onsidèreque les diviseurs D astreints à la 
onditionD � deg(D) d1 � d0ipour i �xé nous avons `(D) = fi(deg(D)). Nous ne pouvons expli
iter fi(n)pour 0 6 n 6 2 g � 2 mais nous allons montrer pour tout n la majorationfi(n) 6 1 + nqui nous su�ra pour le résultat que nous avons en vue. Nous étendrons fi àZ en posant fi(n) = 1 + n pour n < 0. Il pourrait sembler logique de poserplut�t dans 
e 
as fi(n) = l ( d0i +n d1) = 0. La dé�nition adoptée i
i est justeun arti�
e de 
al
ul, elle permettra par la suite d'é
rire des majorations plus�propres�.Pour démontrer la majoration 
i-dessus, on remarque qu'étant donné Dun diviseur e�e
tif l'appli
ationE 7! E +Ddé�nit une inje
tion de jK �Dj dans jKj d'où`(K �D) 6 `(K)et 
omme `(K) = g le théorème de Riemann-Ro
h entraîne la majoration`(D) 6 1 + deg(D)valable pour tout diviseur e�e
tif D.3.2 Géométrie des variétés toriquesNous nous 
ontentons de rappeler les résultats qui nous seront utiles, etrenvoyons aux référen
es 
lassiques sur les variétés toriques (par exemple[Od℄, [Fu℄, [Ew℄) pour plus de détails. Les notations �xées i
i seront parailleurs reprises dans le 
hapitre 4. Les résultats énon
és dans 
ette se
tionsont valables sur un 
orps quel
onque.Soit N un Z-module libre de rang �ni dont on notera r le rang, M = N_son dual, l'a

ouplement naturel entre N et M étant noté h: ; :i (par la suite48



nous désignerons toujours ainsi l'a

ouplement naturel entre un Z-modulelibre de rang �ni et son dual, mais au
une 
onfusion ne devrait en résulter).Un 
�ne � de N 
R est dit polyédral rationnel s'il s'é
rit� =Xi2I R>0mioù I est un ensemble �ni et les (mi) sont dans N . Un tel 
�ne est dit stri
-tement 
onvexe si � \ �� = f0g.Un éventail de N est alors un ensemble �ni � de 
�nes polyédraux ra-tionnels stri
tement 
onvexes de N 
R, véri�ant les 
onditions suivantes :- toute fa
e d'un 
�ne de � est un 
�ne de �,- l'interse
tion de deux 
�nes de � est une fa
e de 
ha
un des deux 
�nes.Un éventail � est dit régulier si tout 
�ne de � est engendré par unepartie d'une Z-base de N , et 
omplet si les 
�nes de � re
ouvrent N 
R.À un éventail 
omplet et régulier est asso
ié pour tout 
orps L une variététorique déployée X�;L, propre, lisse, de dimension r, dé�nie sur L.On 
onsidère désormais � un éventail de N supposé proje
tif et régulier,
'est-à-dire 
omplet et régulier et tel que pour tout 
orps L la variété X�;Lest proje
tive. On notera X� la variété X�;K et T son orbite ouverte (quiest don
 isomorphe à (Gm;K)r), M s'identi�e alors au groupe des 
ara
tèresde T et N à 
elui de ses 
o
ara
tères. Pour toute extension L de K, T (L)s'identi�e à Hom(M;L �).Nous notons �(1) l'ensemble des rayons de �, 
'est-à-dire les 
�nes de �de dimension 1, et pour � 
�ne de �, nous notons �(1) le sous-ensemble de�(1) des éléments 
ontenus dans �. Pour � 2 �(1) nous notons �� le généra-teur de �, D� le diviseur T -invariant asso
ié et D� sa 
lasse dans le groupede Pi
ard de X�. Un diviseur anti
anonique est alors donné par P�2�(1)D�.Nous désignons par PL(�) le groupe des appli
ations entières linéaires parmor
eaux sur �, qui est isomorphe au groupe des fais
eaux inversibles T -linéarisés de X� modulo isomorphisme, ainsi qu'au groupe abélien libre debase (D�)�2�(1) par l'appli
ation� 7�! (�(��))�2�(1):Le groupe de Pi
ard de X� est le quotient du groupe abélien libre de base(D�)�2�(1) par les relations X�2�(1)hm; ��iD�où m par
ourt M , en d'autres termes on a une suite exa
te0 �!M �! Z�(1) �! Pi
(X�) �! 0:49



Pour � 
�ne de �, nous abrégerons souvent les notations � 2 �(1) et� =2 �(1) en � 2 � et � =2 �.Nous �xons pour toute la suite du 
hapitre une base deN dont les élémentssont les générateurs des rayons d'un 
�ne donné �0 de dimension r (
e qui esttoujours possible 
ar l'éventail est régulier). Notons (���)�2�0 la base duale,et posons pour � 2 �0 et � =2 �0n�;� = �h���; ��i:Alors Pi
(X�) est libre de base (D�)�=2�0 . On désigne par t son rang. On apour � 2 �0 D� = X�=2�0 n�;�D�:Les 
oordonnées de la 
lasse du fais
eau anti
anonique (notée �!�, voire engénéral �! si l'éventail � est �xé par le 
ontexte) sont don
 dans 
ette base 1 +X�2�0 n�;�!�=2�0 ;elles seront aussi notées (�!�)�=2�0 .3.3 Fon
tion zêta des hauteursDans 
ette se
tion nous 
onstruisons, suivant Batyrev et Ts
hinkel, une
ertaine hauteur anti
anonique sur X�, et dé�nissons notre objet d'étude : lafon
tion zêta asso
iée. En�n nous énonçons notre résultat, qui sera démontrédans les deux dernières se
tions de 
e 
hapitre.3.3.1 Constru
tion de la hauteurNous utilisons la hauteur 
onstruite par Batyrev et Ts
hinkel dans [BaTs1,2.2℄ (à 
e
i près que les auteurs de [BaTs1℄ travaillent sur un 
orps denombres). Nous rappelons 
omment elle est dé�nie. Pour tout v 2 PK lemorphisme valuation v : K�v �! Zx 7�! v(x)permet, en identi�ant T (Kv) à Hom(M;K�v ), de dé�nir par 
omposition unmorphisme jv : T (Kv) �! Hom(M;Z) = N50



puis pour tout � 2 PL(�)
C une hauteur lo
aleH�;v(�) : T (Kv) �! Cx 7�! exp [ fv ln(q)�(jv(x)) ℄et en�n un a

ouplement noté H�T (K)� (PL(�)
C) �! C(x; �) 7�! Qv2PKH�;v(�)(x)qui véri�e entre autres propriétésLemme 3.3.1[BaTs1, Thm. 2.1.6 + Rk. 2.1.8℄ La restri
tion de H� à T (K) � PL(�) estun système de hauteurs, i.e. pour tout � 2 PL(�), la restri
tion de H� àT (K) � f�g est la restri
tion à T (K) d'une hauteur d'Arekelov asso
iée au�bré 
orrespondant à � (notée H�;� par la suite).Ce lemme est d'abord montré dans le 
as où � 
orrespond à un �bré trèsample, auquel 
as il résulte des propriétés de 
onvexité de �, puis dans le
as général en é
rivant tout diviseur 
omme di�éren
e de deux diviseurs trèsamples.Remarques :(i) La formule du produit montre que H� se fa
torise à travers T (K) �(Pi
(X�)
C).(ii) Les hauteurs ainsi 
onstruites sont à valeurs dans qZ.(iii) Comme X� est une variété torique déployée, nous disposons d'unmodèle 
anonique X� de X� dé�ni sur C toute entière, et pour tout fais
eauinversible L d'un modèle 
anonique L de L sur X�. La hauteur dé�nie 
i-dessus 
orrespond au 
hoix de 
es modèles, selon la 
onstru
tion dé�nie dansla partie 1.4.1. �3.3.2 Fon
tion zêta des hauteurs, 
al
ul de la 
onstanteet énon
é du résultatNous posons alors �T;�(�) = Xx2T (K)H�(x;��)pour tout � = (s�) 2 PL(�)
C tel que la série 
onverge (voir les résultats de
onvergen
e 
i-dessous). Dans la suite nous étudierons en fait la restri
tion de51



�� à la droite 
omplexe C�0, où �0 = (1; : : : ; 1) et 
orrespond don
, d'aprèsla se
tion 3.2 au fais
eau anti
anonique. Nous noterons, pour s 2 C,�T;H�;�0 (s) = �T;�(s �0):Nous 
al
ulons à présent les 
onstantes �(X�) et �H�;�0 (X�) dé�nies à lase
tion 1.4.3. Notons X sep� = X� �Spe
(K) Spe
(K sep). Comme X� est unevariété torique déployée, Pi
(X sep� ) est un Gal(K sep=K)-module trivial. La
onstante �(X�) = #H1(K;Pi
(X sep� )) est don
 égale à 1.Comme remarqué pré
édemment, le 
hoix de la métrique e�e
tué i
i pour
onstruire la hauteur H�;�0 
orrespond au 
hoix du modèle naturel X� de X�sur C. Si !v désigne la mesure induite sur X�(Kv) par 
ette métrique, on aalors pour tout v d'après la formule (1.4.2.1)!v(X�(Kv)) = #X�(kv)q dim(X�)v ;X�(kv) désignant l'ensemble des points kv-rationnels de la kv-variété obtenuepar rédu
tion modulo v de X� (qui n'est autre que X�;kv).Par ailleurs, 
omme Pi
(X sep� ) est un Gal(K sep=K)-module trivial, pourtout v 2 PK on a Lv(s;Pi
(X sep� )) = (1� q�sv )�tet L(s;Pi
(X sep� )) = Yv2PK Lv(s;Pi
(X sep� )) = �C(s) t:Finalement on obtient�H�;�0 (X�) = �lims!1(s� 1) �C(s)�t q(1�g) dim(X�) Yv2PK(1� q�1v )�t #X�(kv)q dim(X�)v :Nous montrons dans la suite de 
e 
hapitre le résultat suivantThéorème 3.3.2Soit � un éventail proje
tif et régulier et X� la variété proje
tive et lissedé�nie surK qui lui est asso
iée. La série �T;H�;�0 (s) dé�nie 
i-dessus 
onvergeabsolument dans le domaine <(s) > 1 et pour un 
ertain " > 0 se prolongeen une fon
tion méromorphe dans le domaine <(s) > 1 � " qui a un p�led'ordre t, le rang du groupe de Pi
ard de X�, en s = 1, de terme prin
ipal��(X�) �lims!1(s� 1) �C(s)�t q(1�g) dim(X�) Yv2PK(1� q�1v )�t #X�(kv)q dim(X�)v :52



Remarques :(i) Nous obtenons ainsi une réponse positive à la question 1.4.2 pourtoute variété torique lisse déployée dé�nie sur K et munie de la hauteurH�;�0 dé�nie 
i-dessus, en prenant pour l'ouvert U l'orbite ouverte.(ii) Contrairement au 
as des surfa
es de Hirzebru
h, nous ne sommespas en mesure d'assurer que la fon
tion zêta des hauteurs est une fon
tionrationnelle en q�s. Nous soupçonnons d'ailleurs qu'elle n'admet même pasde prolongement méromorphe à tout le plan 
omplexe, et 
e
i déjà pour leplan proje
tif é
laté en deux points (
f. à 
et égard le 
ommentaire qui suitla démonstration de la proposition 3.4.3). �3.4 Préliminaires au 
al
ul : paramétrage etformule d'inversion3.4.1 Réé
riture de la fon
tion zêta des hauteursNous noterons A� le sous-ensemble de Div+(C)�(1) 
omposé des éléments(D�)�2�(1) véri�ant les deux 
onditions8m 2M; X�2�(1)hm; ��iD� � 0 (�)et \�2� Supp X�=2�D�! = ; (� �)la dernière 
ondition étant équivalente à8 v 2 PK; Inf�2� X�=2� v(D�)! = 0ou en
ore à 8 v 2 PK ; 9 � 2 �; 8� =2 �; v(D�) = 0:Nous noterons aussi A(�)� (respe
tivement A(��)� ) l'ensemble des éléments deDiv+(C)�(1) véri�ant la 
ondition (�) (respe
tivement (� �)).Dans [Sa, 
h. 11℄, Salberger démontre la 
onje
ture de Manin pour lesvariétés toriques déployées dé�nies sur Q en ramenant, par le biais des tor-seurs universels, le 
omptage des points rationnels d'une telle variété toriqueau 
omptage des points entiers d'un espa
e a�ne, véri�ant 
ertaines 
ondi-tions de 
oprimalité. Ces 
onditions sont le stri
t analogue de la 
ondition(� �). I
i nous montrons que l'on peut paramétrer les points de T (K) par leséléments de A�. 53



Lemme 3.4.1Il existe une bije
tion h� : T (K)=T (k) ��! A�de sorte que pour x 2 T (K) et � 2 PL(�), si on note (D�)�2�(1) = h�(x),on a H�;�(x) = q P�2�(1)�(��) deg(D�):Démonstration : La démonstration donnée i
i est 
ombinatoire et ne fait(en apparen
e du moins) au
un usage des torseurs universels.On a un morphisme de groupesdiv : K� �! Div(C)x 7�! (x)de noyau k� qui induit par 
omposition un morphisme : T (K) �! Hom(M;Div(C))de noyau T (k) = Hom(M; k�). On a don
 une suite exa
te0 �! T (K)=T (k) �! Hom(M;Div(C)) �! Hom(M;Pi
(C)) �! 0:Maintenant soit (D�) un élément de A�. L'élément de Hom(M;Div(C))m 7�! X�2�(1)hm; ��iD�a par la 
ondition (�) une image triviale dans Hom(M;Pi
(C)) et il lui 
or-respond don
 un élément de T (K)=T (k).Ré
iproquement, soit x un élément de T (K)=T (k), induisant un élémentde Hom(M;Div(C)) et par 
omposition ave
 v : Div(C)! Z un élément nx;vde N pour tout v, nul pour presque tout v. Si nx;v = 0 on pose k�;v=0 pourtout � 2 �(1). Sinon nx;v est dans l'intérieur relatif d'un unique 
�ne � de� n f0g, et don
 nx;v =X�2� k�;v ��ave
 k�;v > 0. On pose k�;v = 0 pour � =2 �. Finalement on pose pour� 2 �(1) D� =Xv k�;v v:54



Par 
onstru
tion la famille (D�) véri�e la 
ondition (� �), et l'élément deHom(M;Div(C)) m 7�!X� hm; ��iD�n'est autre que  (x). Ainsi (D�) véri�e la 
ondition (�) et les deux appli-
ations dé�nies 
i-dessus sont inverses l'une de l'autre. La formule pour lahauteur dé
oule de la dé�nition même, 
e qui montre le lemme. �Géométriquement 
e
i peut se voir de la façon suivante. Tout x 2 T (K)dé�nit de manière naturelle un k-morphisme~x : C �! X�;kdont l'image n'est pas in
luse dans le 
omplémentaire de l'orbite ouverte. Onpose alors, pour � 2 �(1), D� = ~x�(D�). Autrement dit D� est le diviseurd'interse
tion de l'image de C par ~x ave
 le diviseur D�, et les entiers k�;vdé�nit 
i-dessus sont des multipli
ités d'interse
tions. La famille (D�) ainsidé�nie n'est autre que h�(x). La formule de la page 12 de [Se2℄ permetd'ailleurs de retrouver l'expression donnée pour H�;�(x).Corollaire 3.4.2PosonsZ �(T�)�2�(1)� = (q � 1)r X(D�)2A� Y�2�(1) T deg(D�)� 2 Z [[T�; � 2 �(1)℄℄:Alors pour tout � = (s�) 2 PL(�) 
 C tel que Z((q�s�)) 
onverge on aZ((q�s�)) = ��(�).Dans la suite, 
omme déjà indiqué, nous nous intéressons au 
as où � = s �0ave
 s 2 C et �0 est l'élément de PL(�) 
orrespondant àP� D�. Nous étudionsdon
 Z(T ) = (q � 1)r X(D�)2A� T P� deg(D�) 2 Z [[T ℄℄:3.4.2 La formule d'inversion de MöbiusPour nous a�ran
hir de la 
ondition (� �), nous allons introduire une for-mule d'inversion totalement analogue à 
elle utilisée par Salberger dans [Sa℄pour traiter les 
onditions de 
oprimalité évoquées 
i-dessus (et qui apparaîtdéjà dans des 
as parti
ulier dans [S
℄ et [Pe1℄).55



Proposition 3.4.3Il existe une unique fon
tion �� : Div+(C)�(1) ! C véri�ant8 (D�) 2 Div+(C)�(1); 1A(� �)� ((D�)) = X(E�)2Div+(C)�(1)(E�)6(D�) ��((E�)):Cette fon
tion véri�e en outre les propriétés suivantes.1) Elle est multipli
ative, 
'est-à-dire que si (E�) et (D�) véri�entSupp(D�) \ Supp(E�) = ;pour tout � 2 �(1) alors��((D�) + (E�)) = ��((D�))��((E�)):2) Pour tout v 2 PK et tout n = (n�) 2 N�(1), ��( (n� v) ) ne dépend quede n (et pas de v), on note �0�(n) 
ette valeur. On a �0�(n) = 0 si P n� = 1ou s'il existe � tel que n� > 2.3) ConsidéronsZ�� �(T�)�2�(1)� = X(D�)2Div+(C)�(1) ��((D�)) Y�2�(1) T deg(D�)� 2 Z [[(T�)℄℄Alors pour tout (s�) 2 C�(1) du domaine <(s�) > 12 la série���((s�)) = Z��( (q�s�) )est absolument 
onvergente et dé�nit don
 une fon
tion holomorphe dans 
edomaine. On note pour tout n 2 N�(1), jnj = P� n�. Alors ���(1; : : : ; 1)vaut Yv2PK Xn2N�(1) �0�(n) q�jnjvet on a pour tout v 2 PK la relationXn2N�(1) �0�(n) q�jnjv = �1� q�1v �t #X�(kv)qrven parti
ulier ���(1; : : : ; 1) est non nul.Démonstration : La démonstration dans le 
as des 
orps de nombres,que l'on trouve dans [Sa℄ ou [Pe3℄, se transpose quasiment mot à mot, enremplaçant le monoïde des idéaux entiers du 
orps de nombres 
onsidéré parle monoïde des diviseurs e�e
tifs. Nous rappelons les arguments.56



Une telle fon
tion �� doit véri�er pour tout (D�) 2 Div+(C)�(1)��((D�)) = 1A(� �)� ((D�))� X(E�)6(D�)(E�)6=(D�)��((E�))
e qui par ré
urren
e sur P� deg(D�) montre l'existen
e et l'uni
ité de 
ettefon
tion.Soient (E�) et (D�) véri�antSupp(D�) \ Supp(E�) = ;pour tout � 2 �(1). Il est immédiat que 1A(� �)� est multipli
ative et on adon
1A(� �)� ((D�) + (E�)) = 1A(� �)� ((D�)) 1A(� �)� ((E�))= 0� X(D0�)6(D�)��((D0�))1A 0� X(E0�)6(E�)��((E 0�))1A :Maintenant l'hypothèse sur (E�) et (D�) entraîne que l'appli
ation((D0�); (E 0�))! (D0� + E 0�)établit une bije
tion entref(D0�); D0� 6 D�g � f(E 0�); E 0� 6 E�get f(F 0�); (F 0�) 6 (D� + E�)get en raisonnant par ré
urren
e sur P� deg(D�) + deg(E�) on obtient1A(� �)� ((D�) + (E�)) = ��((D�))��((E�))+ X(F 0�)6(D�+E�)(F 0�)6=(D�+E�)��((F 0�))soit par dé�nition de ����((D�))��((E�)) = ��((D�) + (E�)):
e qui démontre 1). 57



La première assertion de 2) est immédiate. Soient v 2 PK et n = (n�) 2N�(1). S'il existe �0 tel que n�0 > 2, dé�nissons n0 2 N�(1) en posant n0�0 =n�0 � 1 et n0� = n� si � 6= �0. Il est alors immédiat que1A(� �)� ((n� v)) = 1A(� �)� ((n0� v))et don
 par dé�nition de �� que ��((n� v)) = 0. Si maintenant (n�) véri�en�0 = 1 pour un 
ertain �0 et n� = 0 si � 6= �0 alors1A(� �)� ((n� v)) = 1 = ��((n� v)) + ��((0)�) = ��((n� v)) + 1et 2) est démontré.Par la propriété 1), Z�� s'é
rit 
omme un produit eulérienZ�� ((T�)) = Yv2PK Xn2N�(1) �0�(n)Y� T fv n�� :Par la propriété 2), pour tout v 2 PK et tout (s�) 2 C�(1) du domaine<(s�) > 12 , on aXn2N�(1) �0�(n)Y� q�fv n� s� = 1 + Ofv!1 �q�� fv�ave
 � > 1 
e qui au vu du domaine de 
onvergen
e de �C montre 3), ex
eptionfaite de la dernière assertion.Celle-
i se voit simplement à l'aide des torseurs universels. Nous renvoyonsà [Sa℄ pour plus de détails sur 
ette notion, ainsi que pour la des
riptiondes torseurs universels au-dessus d'une variété torique déployée (on pourraégalement se reporter à [Co℄ pour 
e dernier point). Munissons l'espa
e a�neA�(1)kv de 
oordonnées (X�)�2�(1). Soit T�;kv l'ouvert deA�(1)kv 
omplémentairede l'interse
tion des fermés d'équationsY�=2� X� = 0pour � dé
rivant �. Cet ouvert 
ontient le tore U�;kv d'équation Q�2�(1)X� 6= 0,dont le groupe des 
ara
tères s'identi�e naturellement à Z�(1). Rappelons quel'on a une suite exa
te0 �!M �! Z�(1) �! Pi
(X�) �! 0:Le morphisme de Z-modules M �! Z�(1)58



induit alors un morphisme de toresU�;kv ! Tkvqui s'étend en un morphisme� : T�;kv ! X�;kv :Le morphisme Z�(1) �! Pi
(X�)induit une a
tion naturelle d'un tore isomorphe àGtm;kv sur U�;kv , qui s'étenden une a
tion sur T�;kv et fait de T�;kv un torseur universel au-dessus de X�;kv(
f. [Sa, Proposition 8.5 & Remark 8.6(b)℄). On en déduit#X�(kv) = #X�;kv(kv) = #� (x�) 2 k�(1)v ; 9� 2 �; Q�=2� x� 6= 0�(qv � 1)t(rappelons que X� est le modèle 
anoniques de X� sur C, 
f. remarque (iii)après l'énon
é du lemme 3.3.1). NotonsA(�) = fn 2 f0; 1g�(1); 9 � 2 �; 8� =2 �; n� = 0g:Par dé�nition de �0� on a alors8n 2 f0; 1g�(1); 1A(�)(n) = Xn06n �0�(n0):On en déduit#( (x�) 2 k�(1)v ; 9� 2 �; Y�=2� x� 6= 0)= Xn2f0;1g�(1) �0�(n)# f (x�) 2 k�(1)v ; x� = 0 si n� = 1 g= Xn2f0;1g�(1) �0�(n) q#�(1)�jnjv
e qui montre la formule annon
ée. �On peut se demander si la fon
tion ��� se prolonge méromorphiquementà C�(1), voire s'exprime 
omme une fra
tion rationnelle en les q�s�. Ce
i estvrai si X� est un espa
e proje
tif ou une surfa
e de Hirzebru
h : dans 
esdeux 
as la fon
tion �� s'exprime simplement en termes de la fon
tion �59



�élémentaire�, 
elle qui a justement été utilisée au 
hapitre 2. Le 
al
ul estaisé, et est d'ailleurs e�e
tué au 
hapitre 4 dans un 
adre motivique.Cependant un 
as parti
ulier d'un théorème de Kurokawa ([Ku℄) montreque déjà pour le plan proje
tif é
laté en deux points il n'existe même pasde prolongement méromorphe. En e�et dans 
e 
as la restri
tion de �� à ladroite (s; : : : ; s) s'exprime dans le domaine de 
onvergen
e absolue 
omme leproduit eulérien Yv2PK �1� q�sv �3 �1 + 3 q�sv + q�2 sv � :Comme le polyn�me (1 � T )3 (1 + 3T + T 2) n'a pas toutes ses ra
ines demodule 1, un tel produit eulérien n'admet pas de prolongement méromorpheà C.Comme les termes d'erreur de la fon
tion zêta des hauteurs font intervenir
ette fon
tion ��� , il est légitime de penser que la fon
tion zêta des hauteurselle-même n'admet pas de prolongement méromorphe à C (un tel résultat nedé
oule 
ependant pas a priori du résultat du paragraphe pré
édent).Dans la suite du 
hapitre, pour alléger les notations, nous noterons � lafon
tion �� (étant entendu que l'éventail � est �xé une fois pour toutes dans
e 
hapitre).3.5 Le 
al
ul proprement dit3.5.1 En
ore une réé
ritureNous avonsZ(T )(q � 1)r = X(D�)2A� T P� deg(D�)
= X(D�)2A(�)� 0BBBB� X(E�)2Div+(C)�(1)(E�)6(D�) �((E�))1CCCCA T P� deg(D�)

par la proposition 3.4.3. Nous utilisons les notations introduites à la se
tion3.2. Rappelons en parti
ulier que �0 désigne un 
�ne de � de dimensionmaximale, que les (n�;�)�2�0�=2�0 sont les opposés des 
oordonnées des (��)�=2�0dans la base (��)�2�0 de M et que (�!�)�=2�0 désigne les 
oordonnées de la60




lasse du fais
eau anti
anonique dans la base (D�)�=2�0 de Pi
(X�). Il vientalors, par dé�nition de A(�)� ,(q � 1)�r Z(T )= X(D�)2Div+(C)�(1)(E�)2Div+(C)�(1)8�2�0; D�+E� � P�=2�0 n�;� (D�+E�)�((E�))T P� deg(D�+E�)
= X(D�)2Div+(C)�(1)(E�)2Div+(C)�(1)8�2�0; D�+E� � P�=2�0 n�;� (D�+E�)�((E�))�T P�=2�0 deg(D�+E�)+ P�2�0 P�=2�0n�;� deg(D�+E�)
= X(E�)2Div+(C)�(1)(D�)2Div+(C)�(1)n�0(1) �((E�)) Y�2�0# �����X�=2�0 n�;�(D� + E�)� E�������T P�=2�0�!� deg(D�+E�):Nous 
onsidérons d'abord le 
as où C = P1. Ce
i n'est pas essentiel pour le
al
ul mais permet de mieux 
omprendre son déroulement dans le 
as général.On a alors#jDj = #fE > 0; deg(E) = deg(D)g = q 1+deg(D) � 1q � 1si deg(D) > 0 (et bien sûr #jDj = 0 si deg(D) < 0).Considérons le terme de la fon
tion zêta dépendant d'un (E�) �xé. Il vautX(D�)�=2�0 Y�2�0 # �����X�=2�0 n�;�(D� + E�)� E������ T P�=2�0�!� deg(D�+E�) (3.5.1.1)Soit (d�)�=2�0 une famille d'entiers positifs. La 
ontribution à la somme 
i-
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dessus des (D�)�=2�0 tels que deg(D�) = d� pour � =2 �0 est#fD > 0; deg(D) = d�gY�2�0 q1+ P�=2�0 n�;�(d�+deg(E�))�deg(E�) � 1q � 1 � T P�=2�0�!�(d�+deg(E�))= 1(q � 1)r+t q� P�2�(1) deg(E�) Y�=2�0 �q1+d� � qdeg(E�)�� Y�2�0 �q 1+ P�=2�0n�;� d� � qdeg(E�)�T P�=2�0�!� d� :On en déduit que l'expression (3.5.1.1) vautXd�>deg(E�); �=2�0P�=2�0 n�;�d�> deg(E�) 1(q � 1)r+t q� P�2�(1) deg(E�) Y�=2�0 �q1+d� � qdeg(E�)�� Y�2�0 �q 1+ P�=2�0n�;� d� � qdeg(E�)�T P�=2�0�!� d� :Remarquons que les inéquationsd� > 0; � =2 �0et X�=2�0 n�;� d� > 0; � 2 �0sont 
elles dé�nissant, dans la base duale de la base (D�)�=2�0 , le dual du 
�nee�e
tif de X�.Dans le 
as où C est de genre g > 1, nous nous ramenons à une expressionsensiblement de la même forme que 
i-dessus en é
rivantZ(T ) = X(i�)�=2�016i�6h Z(i�)(T )où Z(i�)(T ) se dé�nit 
omme Z(T ) mais en restreignant la sommation aux(D�) véri�ant D� � deg(D�) d1 � d0i�:62



pour tout � =2 �0. Il se trouve que 
ha
un des ht termes Z(i�)(T ) apporte une
ontribution identique au terme prin
ipal de la fon
tion zêta des hauteurs.On peut rappro
her 
e
i du résultat obtenu par S
hanuel dans [S
℄. S
hanuelétudie le 
omportement asymptotique du nombre de points de hauteur bor-née sur Pn(L), où L est un 
orps de nombres. A 
haque élément de Pn(L)est asso
ié un élément de Pi
(OL), d'où une partition de Pn(L) en 
lasses,et le 
omportement asymptotique s'obtient en sommant les 
ontributions(identiques) de 
ha
une de 
es 
lasses. Une telle paramétrisation des pointsrationnels a été généralisée par Robbiani et Salberger au 
as d'une variététorique déployée sur L, en utilisant la notion de torseur universel (
f. [Ro,� 2.1℄). I
i de manière similaire nous pourrions obtenir une interprétation dela paramétrisation des points rationnels par des éléments de Pi
(C)t en termede 
es torseurs universels.Désormais et jusqu'à la se
tion 3.5.4 nous supposons �xé un (i�) et nousé
rivons f� pour la fon
tion fi�. Par abus de notation, nous désignerons parZ(T ) la fon
tion Z(i�). Il faudra don
 se souvenir que pour obtenir le bonterme prin
ipal de la fon
tion zêta des hauteurs en s = 1, il faudra multiplierla valeur obtenue à la proposition 3.5.2 pour le terme prin
ipal de la fon
tionZ(q�s) par un fa
teur ht.Là en
ore nous �xons (E�) et regardons le terme 
orrespondant de Z(T )(q�1)r .Il vaut X(D�)�=2�0D��deg(D�) d1 � d0i� Y�2�0 # �����X�=2�0 n�;�(D� + E�)� E������ T P�=2�0�!� deg(D�+E�):(3.5.1.2)La 
ontribution à la somme 
i-dessus des (D�)�=2�0 tels que pour � =2 �0D� � deg(D�) d1 � d0i�et deg(D�) = d� estY�=2�0 #fD > 0; D� d� d1 � d0i�gY�2�0 # �����X�=2�0 n�;�(d0i� + d� d1 + E�)� E������� T P�=2�0�!�(d�+deg(E�))= 1(q � 1)r+t Y�=2�0 �q f�(d�) � 1� Y�2�00�qf� P�=2�0 n�;�(d�+deg(E�))�deg(E�)! � 11A� T P�=2�0�!� (d�+deg(E�))63



(
f. 
i-dessous pour la dé�nition de f� et des 
ommentaires). Finalementl'expression (3.5.1.2) vaut1(q � 1) r+t Xy2Pi
(X�)_8�2�(1); hy;D�i>deg(E�) Y�2�(1) �q f�(hy;D�i�deg(E�)) � 1�T hy;�!i:Pour � 2 �0, f� désigne l'appli
ation dé�nie pour n > 0 parf�(n) = l  n d1 + X�=2�0 n�;�(d0i� + d0j�)� d0j�! ;j� désignant, pour tout � 2 �(1), l'unique élément de f 1; : : : ; h g véri�antE� � d0j� + deg(E�) d1:Nous poserons aussi f�(n) = 1 + n pour n < 0. Naturellement f� dépend de(E�) mais nous n'indiquons pas 
ette dépendan
e qui ne ferait qu'alourdir lanotation, et qu'il n'est pas essentiel de retenir puisque pour mener à bien notre
al
ul nous nous servirons ensuite simplement du fait que f�(n) = 1� g + npour tout n > 2 g � 2 et f�(n) 6 1 + npour n 6 2 g � 2 (
f. l'énon
é des lemmes 3.5.3 et 3.5.5).Dans le 
as g = 0 nous poserons f�(n) = 1 + n pour tout n 2 Z et tout� 2 �(1) 
e qui permet d'e�e
tuer le 
al
ul simultanément pour les 
as g = 0et g > 1 (il ne nuirait sans doute pas à la 
ompréhension du 
al
ul de traiterle 
as g = 0 séparément, mais 
e
i allongerait un peu trop le présent texte).3.5.2 Méthode utiliséeNous aurons ainsi à estimer des séries du type suivant. Soit C un 
�nepolyédral rationnel stri
tement 
onvexe de N 
 R où N est un Z-modulelibre de rang �ni. Soit n0 un élément de l'intérieur de C. Nous posonsZC;n0(T ) = Xy2C_\N_ T hy;n0i 2 Z[[T ℄℄:Dans [Pe2℄, Peyre utilise 
ette série pour une dé�nition alternative de la
onstante �� et remarque qu'elle apparaît 
omme fa
teur lo
al des fon
tionsL dé�nies par Draxl dans [Dr℄. Ayant normalisé la mesure de Lebesgue sur64



N _ 
R par le réseau N _, nous notons �C la fon
tion 
ara
téristique de C,
'est à dire �C(s) = ZC_ e�hs;yidy;
ette expression ayant un sens pour tout élément s 2 N 
 C qui est dansl'intérieur de C + iN 
R. Nous avons alors ([Pe2, 3.1℄)Proposition 3.5.1La série ZC;n0(q�s) 
onverge absolument pour tout s 2 C du domaine <(s) >0 et se prolonge en une fon
tion méromorphe sur C ave
 un p�le d'ordrerg(N ) en s = 0. Le terme prin
ipal en s = 0 estln(q)�rg(N ) �C(n0):Démonstration : L'idée est d'é
rire C_ 
omme le support d'un éventailrégulier �, 
e qui est toujours possible et 
orrespond au problème de larésolution équivariante des singularités pour les variétés toriques. Alors C_\N _ est la réunion disjointe des intrel(Æ)\N _ pour Æ 2 � (intrel(Æ) désignantl'intérieur relatif de Æ). Si Æ est un 
�ne de �, de générateurs m1; : : : ; mk, ona Xy2 Pi=1;:::;kN>0mi T hy;n0i = Yi=1;:::;k �(1� T hmi;n0i)�1 � 1� :La 
ontribution au p�le d'ordre rg(N ) provient don
 des 
�nes maximauxde �. Notons Æ1; : : : ; Æl 
es 
�nes maximaux. Pour j = 1; : : : ; l, notonsmj;1; : : : ; mj;kj les générateurs du 
�ne Æj. Le terme prin
ipal en s = 0 estalors ln(q)�rg(N ) Xj=1;:::;l Yi=1;:::;kj hmj;i ; n0i�1et en dé
oupant l'intégrale sur C_ en intégrales sur les Æi, on obtient que�C(n0) = lXj=1 kjYi=1 hmj;i ; n0i�1d'où le résultat. �On obtient en parti
ulier que��(X�) = log(q) rg(Pi
(X�)) lims!0 �srg(Pi
(X�)) ZCe�(X�);�!� �q�s�� : (3.5.2.1)Nous terminons 
ette se
tion par quelques remarques heuristiques quipermettent de bien appréhender la 
al
ul de la fon
tion zêta qui va suivre.65



Ce qu'on peut retenir de la démonstration pré
édente est : �lorsqu'on sommeune expression du type q�s hy;n0i sur des points y 
ontenus dans un 
�ne dedimension donnée, on obtient une fra
tion rationnelle en q�s ave
 un p�led'ordre au plus 
ette dimension en s = 0�. Ainsi les séries du typeZC;n0;(dj);(kj)(q�s) = Xy2C_\N_8j2J; hy;dji>kj q�s hy;n0ioù (dj)j2J est une famille �nie d'éléments de C et (kj)j2J une famille d'entierspositifs, ont le même terme dominant que 
elui de ZC;n0(q�s) en s = 0, 
ar unetelle série est obtenue à partir de ZC;n0 en retirant les termes 
orrespondantsaux y situés sur un nombre �ni d'hyperplans, et 
es termes ne fournissentdon
 en s = 0 que des p�les d'ordre stri
tement inférieur à 
elui de ZC;n0.Notre fon
tion zêta des hauteurs s'obtient alors (du moins dans le 
as g = 0)en sommant de telles séries, et nous aurons besoin de quelques renseignementssur le terme d'erreur pour assurer la 
onvergen
e de 
ette sommation.Dans le 
as g > 1 nous n'obtenons pas exa
tement des séries de 
e typepuisque nous n'avons pas d'expression expli
ite des f�(n) pour n petit. Ce-pendant �rempla
er� f�(n) par 1�g+n pour n petit ne modi�e là en
ore lasérie que sur un nombre �ni d'hyperplans et le terme dominant reste in
hangé.Là en
ore il nous faudra un 
ontr�le du terme d'erreur, rendu notammentpossible par le fait que nous disposons d'une majoration expli
ite pour f�(n).3.5.3 Le 
al
ulNous dé
omposons Z(T ) en une somme de plusieurs termes et nous esti-mons le 
omportement de 
haque terme séparément. Nous é
rivons d'abordZ(T ) = (q � 1)�t XA��(1)(�1)#A ZA(T )ave
, pour A � �(1),ZA(T ) = X(E�)�2�(1) �((E�))ZA;(E�)(T );ZA;(E�)(T ) désignant Xy2Pi
(X�)_hy;D�i>deg(E�) q P�=2Af�( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!i
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(
'est-à-dire que nous développons le produit Q�2�(1) (q ::: � 1)).Nous é
rivons alors Ce�(X�)_ 
omme le support d'un éventail régulier �,dont l'ensemble des rayons est noté �(1). Pour i 2 �(1) nous notons mi legénérateur du rayon i. Pour tout 
�ne Æ de � nous notons égalementIÆ = fi 2 �(1); i 2 Ægl'ensemble de ses rayons (ainsi If0g = ;). Pour toute partie I de �(1) nousnoterons C(I) =Xi2I N>0mi(ave
 la 
onvention C(;) = f0g) de sorte que C(IÆ) est l'ensemble des pointsdu réseau Pi
(X�)_ 
ontenu dans l'intérieur relatif du 
�ne Æ. Par la suite,nous ne 
onsidérerons que des C(I) ave
 I dé�ni 
omme un sous-ensembled'un IÆ, et don
 un tel C(I) est en
ore un C(IÆ0) pour un 
ertain 
�ne Æ0.Nous allons traiter séparément la 
ontribution de 
ha
un des intérieursrelatifs des 
�nes de �. Nous é
rivonsZA(T ) =XÆ2� ZA;Æ(T )ave
 ZA;Æ(T ) = X(E�)�2�(1) �((E�))ZA;Æ;(E�)(T );ZA;Æ;(E�)(T ) désignantXy2C(IÆ)8�2�(1); hy;D�i>deg(E�) q P�=2Af�(hy;D�i�deg(E�)) T hy;�!i:Le 
as A = ; Ce 
as 
orrespond au terme prin
ipal de notre fon
tion zêta(
'est-à-dire que les ZA(T ) ave
 A 6= ; ne fourniront que des p�les d'ordre< t). En fait seules les Z;;Æ où Æ est de dimension maximale donneront desp�les d'ordre t, 
e qui 
orrespond à la remarque heuristique formulée plushaut.Soit Æ 2 �. Nous dé
omposons en
oreZ;;Æ(T ) = XJ��(1) (�1)# J Z;;Æ;J(T )ave
 Z;;Æ;J(T ) = X(E�)�2�(1) �((E�))Z;;Æ;J;(E�)(T );67



Z;;Æ;J;(E�)(T ) désignantXy2C(IÆ)8�2J; hy;D�i < deg(E�) q P�2�(1) f�( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!i:Les termes Z;;�;J(T ) ave
 J 6= ; sont les �termes d'erreur� qui apparaissentquand on approxime la sommation Xy2C(IÆ)8�2�(1); hy;D�i>deg(E�)par la sommation Xy2C(IÆ)qui 
orrespond au 
as J = ;. Le terme dominant de Z;;Æ(q�s) en s = 1 sera lemême que 
elui de Z;;Æ;;(q�s), 
ette dernière série admettant une expressionexpli
ite, modulo le fait qu'on approxime f�(n) par 1� g + n.Plus pré
isément nous avonsProposition 3.5.2La série Z;;Æ;J(q�s) 
onverge absolument pour <(s) > 1 et pour un " > 0 seprolonge en une fon
tion méromorphe à <(s) > 1� " qui a en s = 1 un p�led'ordre dim(Æ) si J = ;, et d'ordre inférieur à dim(Æ) si J 6= ;. Cet ordre estde plus stri
tement inférieur si J 6= ; et dim(Æ) = t. La fon
tion méromorphedé�nie sur <(s) > 1 par f(s) = XÆ2�dim(Æ)=t Z;;Æ;;(q�s)a un p�le d'ordre t en s = 1, de terme prin
ipal��(X�) q#�(1) (1�g) ln(q)�t Yv2PK �1� q�1v �t #X�(kv)qrv :Nous déduisons 
ette proposition du lemme suivant, qui montre en parti
ulier
omment 
ontr�ler le terme d'erreur apparaissant quand on approxime f�(n)par 1� g + n pour n petit. 68



Lemme 3.5.3Soit (E�) un élément de Div+(C)�(1). Soient Æ un 
�ne de �, J une partie(éventuellement vide) de �(1). Nous supposons données pour tout � 2 �(1)des fon
tions �� : Z �! Zvéri�ant ��(n) = 1� g + n si n > 2 g et ��(n) 6 1 + n si n 6 2 g.Nous supposons également donnés pour � 2 J des entiers k� véri�ant0 6 k� 6 2 g + deg(E�):Alors la série Xy2C(IÆ)8�2J; hy;D�i6 k� q P�2�(1)�� ( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!ise dé
ompose en une sommeXI0�IÆ Yi2I0 h� 1� (q T )�hmi;!i��1 � 1i! � PI0(T )où PI0 est un polyn�me à 
oe�
ients positifs. Il existe en outre un " > 0ne dépendant que de � et de �, tels que pour tout réel � > 1 � " on a lamajorationPI0 �q��� 6 C Sup�2�(1) [ 2 g + deg(E�)℄#�(1) q� 34 P�2�(1) deg(E�)où C est une 
onstante ne dépendant que de #�(1) et de g et qu'on pourraitrendre expli
ite. Par ailleurs si Æ est de dimension maximale, alors si J estnon vide on a PIÆ = 0 et si J est vide, PIÆ est 
onstant, égal àq#�(1) (1�g)� P�2�(1) deg(E�):Démonstration : A�n d'alléger un peu l'é
riture, nous adoptons les nota-tions suivantes. Pour Æ 
�ne de �, J � �(1) et (k�) 2 N J , nous désigneronsl'ensemble fy 2 C(IÆ); 8� 2 J; hy;D�i 6 k�gpar C(IÆ)J; (k�) et, pour K � �(1) n J , l'ensemble�y 2 C(IÆ)J; (k�); 8� 2 K; hy;D�i 6 2 g + deg(E�)	69



par C(IÆ)J; (k�);K.La série à évaluer est alors égale àZ1 + XK��(1)nJK 6=; (�1)#K Z2;K � XK��(1)nJK 6=; (�1)#K Z3;Kave
Z1 = Xy2C(IÆ)J; (k�) q P�=2J (1�g+hy;D�i�deg(E�) )+ P�2J �� ( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!i;Z2;K = Xy2C(IÆ)J; (k�); K q P�=2J (1�g+hy;D�i�deg(E�) )+ P�2J �� ( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!iet Z3;K = Xy2C(IÆ)J; (k�);K q P�2�(1)�� ( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!i:Les termes Z2;K et Z3;K sont les termes d'erreur qu'on obtient en faisantl'approximation ��(n) = 1� g + n pour � =2 J . Dans l'appli
ation que nousfaisons du lemme, si g = 0 on a en fait ��(n) = 1+ n et 
es termes d'erreursn'apparaissent pas. En e�e
tuant une ré
urren
e des
endante sur # J , on seramène à traiter uniquement le terme Z1.Si J = ;, 
e terme s'évalue immédiatement, il vautq#�(1) (1�g)� P�2�(1) deg(E�) Yi2IÆ h� 1� (q T )�hmi;!i��1 � 1i! :Si J 6= ;, nous posonsIJ;1 = f i 2 IÆ; 8� 2 J; hmi;D�i = 0get IJ;2 = IÆ n IJ;1. En parti
ulier on a C(IJ;1)J; (k�) = C(IJ;1).L'expression pour Z1 se dé
ompose alors en un produitP (T ) � Xy12C(IJ;1) q hy1 ; P�=2JD�i T hy1;�!ioù on désigne par P (T ) l'expressionXy22C(IJ;2)J; (k�) q P�=2J (1�g+hy2;D�i�deg(E�) )+ P�2J �� ( hy2;D�i�deg(E�) ) T hy2;�!i:70



Si y1 2 C(IJ;1), on a hy1;X�=2JD�i = hy1;�!iet le deuxième fa
teur est égal àYi2IJ;1 h� 1� (q T )�hmi;!i��1 � 1i :Passons au fa
teur P (T ). Soit y2 un élément de C(IJ;2)J; (k�), que l'on é
rity2 = Xi2IJ;2 �imiave
 les �i dans N>0.Par dé�nition de IJ;2, pour tout i de IJ;2, il existe � dans J véri�anthmi;D�i > 1. Comme y2 véri�e8� 2 J; hy2;D�i 6 k�on a �i 6 Sup�2J (k�):Ainsi C(IJ;2)J; (k�) est �ni (et P (T ) est un polyn�me en T ), en fait son 
ardinalest majoré par Sup�2J ( k�)#IJ;2
e nombre étant lui-même majoré parSup�2�(1) [2 g + deg(E�)℄#�(1) :Par ailleurs un y2 de C(IJ;2)J; (k�) véri�e0 6 hy2;�!i 6 m Sup�2�(1)(2 g + deg(E�))où m = #�(1) Supi2�(1)(hmi;�!i):
71



On a don
 pour tout réel �P �q��� 6 Xy22C(IJ;2)J; (k�) q P�=2J (1�g+hy2;D�i�deg(E�) )+ P�2J �� ( hy2;D�i�deg(E�) )� q�� hy2;�!i6 Xy22C(IJ;2)J; (k�) q P�=2J (1�g+hy2;D�i�deg(E�) )+ P�2J 1+hy2;D�i�deg(E�)� q�� hy2;�!i6 Xy22C(IJ;2)J; (k�) q#�(1) q� P�2�(1) deg(E�) q (1��) hy2;�!isoitP (q��) 6 Sup�2�(1) [2 g + deg(E�)℄#�(1) q#�(1) q� P�2�(1) deg(E�)� Sup�1; qm (1��) (2 g+ P�2�(1) deg(E�))� :Il su�t don
 de 
hoisir " 6 14m pour avoir la majoration annon
ée.Notons en�n que si Æ est un 
�ne de dimension maximale, les (mi)i2IÆforment une Z-base de Pi
(X�)_, et si J 6= ; on ne peut avoir IJ;2 = ;. Ce
ijoint au 
al
ul pour J = ; montre les deux dernières assertions du lemme. �Comme il résulte immédiatement de la proposition 3.4.3 que la sérieX(E�)�2�(1) j�((E�))j (2 g + Sup(deg(E�)))#�(1) q�� P�2�(1) deg(E�)est 
onvergente si � > 12 , le lemme 3.5.3 entraîne la proposition 3.5.2. Leterme prin
ipal du p�le d'ordre t en s = 1 vaut d'après la démonstration dela dernière assertion du lemme 3.5.3, la formule (3.5.2.1) et les propositions3.4.3 et 3.5.1q#�(1) (1�g) ln(q)�t �Ce�(X�)_(�!) X(E�)�2�(1) �((E�)) q� P�2�(1) deg(E�)= q#�(1) (1�g) Z��(q�1; : : : ; q�1) ln(q)�t �Ce�(X�)_(�!)= q#�(1) (1�g) ��(X�) ln(q)�t Yv2PK �1� q�1v �t #X�(kv)qrv :La proposition 3.5.2 est démontrée. �72



Le 
as A 6= ;. Comme il a déjà été dit, dans 
e 
as ZA(T ) ne fournit quedes p�les d'ordre < t et ne 
ontribue pas au terme prin
ipal de la fon
tionzêta des hauteurs. Pour 
omprendre pourquoi, et se faire une idée des 
al
ulsqui vont suivre, 
onsidérons la sérieXy2C(IÆ) q hy;L2i q�s hy;L1+L2ioù L1 et L2 sont deux éléments du 
�ne e�e
tif, tels que L = L1 + L2 estdans l'intérieur du 
�ne e�e
tif, et L1 est non nul. SoitI1 = fi 2 IÆ; hmi;L1i = 0get I2 = IÆ n I1:Si Æ est de dimension maximale, I2 n'est pas vide. La série se réé
rit 
ommeun produit Xy2C(I1) q (1�s) hy;Li � Xy2C(I2) q (1�s) hy;L2i �s hy;L1i:La deuxième série 
onverge absolument pour <(s) > 1 et la première fournitun p�le d'ordre # I1 en s = 1 (en parti
ulier si Æ est de dimension maximale,don
 égale à t, le p�le obtenu est d'ordre au plus t�1). De plus nous retenonsque �les mi qui donnent des p�les en s = 1 sont les mi tels que hmi;L1i = 0�.Dans le 
as qui nous intéresse 
e sont les mi tels quehmi;X�2AD�i = 0soit 8� 2 A; hmi;D�i = 0:Ce
i explique en parti
ulier la dé�nition des ensembles IA;J;1 et IA;J;2 intro-duits plus loin.Nous utilisons une dé
omposition analogue à 
elle du 
as A = ;, maislégèrement di�érente.ZA;Æ(T ) = XJ ��(1)nA (�1)# J ZA;Æ;J(T )ave
 ZA;Æ;J(T ) = X(E�)�2�(1) �((E�))ZA;Æ;J;(E�)(T )73



où on désigne par ZA;Æ;J;(E�)(T ) l'expressionXy2C(IÆ)8�2A; hy;D�i>deg(E�)8�2J; hy;D�i<deg(E�) q P�=2Af�(hy;D�i�deg(E�)) T hy;�!i:
Notons que les mi véri�ant 8� 2 A; hmi;D�i = 0 ne 
ontribuent pas àla première 
ondition sur y, 
ette 
ondition peut don
 être �oubliée� pourtrouver l'ordre du p�le, 
ependant nous verrons ensuite que 
ette 
onditionassure la 
onvergen
e de la sommation sur les (E�).Nous montronsProposition 3.5.4Pour J � �(1) n A, la série ZA;Æ;J(q�s) 
onverge absolument pour <(s) > 1et se prolonge en une fon
tion méromorphe sur <(s) > 1� " qui a un p�le ens = 1 d'ordre inférieur à dim(Æ). Cet ordre est de plus stri
tement inférieursi dim(Æ) = t.Nous déduisons 
ette proposition du lemme suivant, d'énon
é et de démons-tration très similaires à 
eux du lemme 3.5.3.Lemme 3.5.5Soit (E�) un élément de Div+(C)�(1). Soient Æ un 
�ne de � et J une partie(éventuellement vide) de �(1) n A. Nous supposons données pour tout � de�(1) des fon
tions �� : Z ! Zvéri�ant ��(n) = 1� g + n si n > 2 g et ��(n) 6 1 + n si n 6 2 g.Nous supposons également donnés pour � 2 J des entiers k� véri�ant0 6 k� 6 2 g + deg(E�):Alors la série Xy2C(IÆ)8�2A; hy;D�i>deg(E�)8�2J; hy;D�i6 k� q P�=2A�� ( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!i
se dé
ompose en une sommeXI0�IÆ  Yi2I0 h� 1� (q T )�hmi;!i��1 � 1i! � RI0(T )74



où RI0 est une série entière en T à 
oe�
ients positifs. Il existe en outre un" > 0 ne dépendant que de � et de � tels que pour tout réel � > 1� " on ala majorationRI0 �q��� 6 C  1 + Sup�2�(1)(deg(E�))!#�(1) q� 34 P�2�(1) deg(E�)où C est une 
onstante ne dépendant que de g et #�(1) et que l'on pourraitrendre expli
ite. Par ailleurs si Æ est un 
�ne de dimension maximale, on aRIÆ = 0.Démonstration : Pour Æ 
�ne de �, J � �(1) n A et (k�) 2 N J , nousreprenons la notation C(IÆ)J; (k�) introduite au début de la preuve du lemme3.5.3. Par ailleurs nous désignerons l'ensemble�y 2 C(IÆ)J; (k�); 8� 2 A; hy;D�i > deg(E�)	par C(IÆ)AJ; (k�) et, pour K � �(1) n (J [ A), l'ensemble�y 2 C(IÆ)AJ; (k�); 8� 2 K; hy;D�i 6 2 g + deg(E�)	par C(IÆ)AJ; (k�);K.La série à évaluer est alors égale àZ1 + XK��(1)n(J[A)K 6=; (�1)#K Z2;K � XK��(1)n(J[A)K 6=; (�1)#K Z3;Kave
Z1 = Xy2C(IÆ)AJ; (k�) q P�=2J[A (1�g+hy;D�i�deg(E�) )+ P�2J �� ( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!i;Z2;K = Xy2C(IÆ)AJ; (k�); K q P�=2J[A (1�g+hy;D�i�deg(E�) )+ P�2J �� ( hy;D�i�deg(E�) )T hy;�!iet Z3;K = Xy2C(IÆ)AJ; (k�);K q P�=2A�� ( hy;D�i�deg(E�) ) T hy;�!i:Si g = 0 seul le terme Z1 apparaît. Si g > 1 on raisonne par ré
urren
e sur#J . Il su�t don
 de traiter le terme Z1. Pour 
ela nous posonsIA;J;1 = f i 2 IÆ; 8� 2 A [ J; hmi;D�i = 0g75



et IA;J;2 = IÆ n IA;J;1. Ainsi tout élément de C(IÆ)AJ; (k�) s'é
rit de manièreunique y1 + y2 ave
 y1 2 C(IA;J;1)et y2 2 ah�2NAh�>deg(E�)�y 2 C(IA;J;2)J; (k�); 8� 2 A; hy;D�i = h�	 :L'expression 
onsidérée se dé
ompose don
 en un produitR(T )� Xy12C(IA;J;1) q hy1 ; P�=2A[JD�i T hy1;�!iave
 R(T ) = Xh�2NAh�>deg(E�) R(h�)(T );R(h�)(T ) désignant l'expressionXy22C(IA;J;2)J; (k�)8�2A; hy2;D�i=h�q P�=2A[J (1�g+hy2 ;D�i�deg(E�) )+ P�2J �� ( hy2;D�i�deg(E�) )� T hy2;�!i:Le deuxième fa
teur est égal àYi2IA;J;1 h� 1� (q T )�hmi;!i��1 � 1i :De la même façon que dans la preuve du lemme 3.5.3, on voit fa
ilementil n'y a qu'un nombre �ni d'éléments y2 de C(IA;J;2)J; (k�) véri�anthy2;D�i = h�pour tout � 2 A, et 
e nombre est majoré parSup�Sup�2A(h�); Sup�=2A(2 g + deg(E�))�#�(1) ;ou en
ore par  2 g +X�2Ah� +X�=2Adeg(E�)!#�(1)76



et un tel y2 véri�e0 6 hy2;�!i 6 m  2 g +X�2Ah� +X�=2Adeg(E�)!où l'on rappelle que m = #�(1) Supi2�(1)(hmi;�!i):Le deuxième fa
teur est don
 une série entière à 
oe�
ients positifs en Tnotée R(T ).Pour tout réel �, R(h�)(q��) peut être majoré par l'expressionq#�(1)� P�=2A deg(E�) Xy22C(IA;J;2)J; (k�)8�2A; hy2;D�i=h� q�� P�2A hy2;D�i q(1��) P�=2Ahy2;D�i
6 q#�(1)� P�=2A deg(E�) Xy22C(IA;J;2)J; (k�)8�2A; hy2;D�i=h� q� P�2Ah� q(1��) hy2;�!i6 q#�(1)� P�=2A deg(E�)  2 g +X�2Ah� +X�=2A deg(E�)!#�(1) q� P�2Ah�� Sup0�1; qm (1��) 2 g+ P�2Ah�+ P�=2Adeg(E�)!1A
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Soit " < 14m . Pour tout réel � > 1� ", R(q��) peut alors être majoré parq#�(1)� P�=2Adeg(E�) Xh�2NA8�2A; h�>deg(E�) q�P h�  2 g +X�2Ah� +X�=2Adeg(E�)!#�(1)
� q 14 2 g+ P�2Ah�+ P�=2A deg(E�)!

6 q#�(1)� 34 P�2�(1) deg(E�) Xh�2NA q�P h�0�2 g +X�2Ah� + X�2�(1) deg(E�)1A#�(1)
� q 14 2 g+ P�2Ah�+ P�2�(1) deg(E�)!6 q#�(1)+ g2� 34 P�2�(1) deg(E�) Xh�2NAq� 34 P h�0�2 g +X�2Ah� + X�2�(1) deg(E�)1A#�(1)

6 C  1 + Sup�2�(1)(deg(E�))!#�(1) q� 34 P�2�(1) deg(E�)ave
 C une 
onstante ne dépendant que de g, #�(1) et m.Notons en�n que 
omme A est non vide, si I = IÆ pour un 
�ne Æ maximalIA;J;2 ne peut être vide. Ce
i montre la dernière assertion du lemme. �D'après la proposition 3.4.3, la sérieX(E�)�2�(1) j�((E�))j  1 + Sup�2�(1)(deg(E�))!#�(1) q�� P�2�(1) deg(E�)
onverge si � > 12 et du lemme 3.5.5 on déduit la proposition 3.5.4. �
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3.5.4 Con
lusionDes propositions 3.5.2 et 3.5.4 on déduit le théorème annon
é. Le termeprin
ipal du p�le vaut en e�et (rappelons que dim(X�) = r = #�(1)� t)��(X�) ht q#�(1) (1�g) ln(q)�t (q � 1)�t Yv2PK �1� q�1v �t #X�(kv)qrv= ��(X�)�lims!1(s� 1)�C(s)�t q (1�g) dim(X�) Yv2PK �1� q�1v �t #X�(kv)qrvle fa
teur ht provenant du fait que le terme prin
ipal obtenu dans la proposi-tion 3.5.2 était 
elui du p�le d'une seule fon
tion Z(i�)(q�s) (
f. la 
onventionadoptée à la se
tion 3.5.1). Ce
i 
l�t la démonstration du théorème 3.3.2.
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Chapitre 4Extension possible au 
adremotivique

81





Dans 
e 
hapitre, nous 
onsidérons une nouvelle 
lasse de fon
tions zêtades hauteurs, à savoir les fon
tions zêta des hauteurs de nature motiviquesur des variétés toriques déployées. En parti
ulier, nous pouvons travaillersur le 
orps de fon
tions d'une 
ourbe dé�nie sur un 
orps quel
onque. Nousdonnons dans la se
tion 4.1.2 la dé�nition pré
ise de 
es fon
tions zêta deshauteurs motiviques, et expliquons en quel sens les fon
tions zêta étudiéesau 
hapitre 3 en sont des spé
ialisations. Nous démontrons alors, en nouslimitant au 
as du 
orps de fon
tions d'une 
ourbe rationnelle, un analoguemotivique de la 
onje
ture de Manin dans le 
as des surfa
es de Hirzebru
h(théorème 4.3.2).Pour démontrer le théorème 4.3.2, nous utilisons le lemme de paramétri-sation 4.3.1, version motivique du lemme 3.4.1, et qui est valable pour unevariété torique générale quel
onque, 
e qui permet déjà de montrer un résultatde 
onvergen
e pour la fon
tion zêta des hauteurs motivique. L'obstru
tionmajeure au traitement de la fon
tion zêta des hauteurs d'une variété toriquedéployée générale au �point 
ritique� (i.e. en T = L�1, 
f. plus bas) vient denotre mé
onnaissan
e de la fon
tion de Möbius motivique (
f. se
tion 4.2.1).Si on suppose véri�ée une hypothèse sur 
ette fon
tion de Möbius motivique(hypothèse 4.2.1) (laquelle hypothèse nous semble une version motivique rai-sonnable des propriétés de la fon
tion de Möbius utilisée au 
hapitre 3), onmontre alors qu'une adaptation au 
adre motivique des te
hniques utiliséesau 
hapitre 3 permet d'obtenir un analogue motivique du théorème 3.3.2 (
f.question 4.2.2).Nous insistons sur le fait que nous obtenons un résultat 
omplet unique-ment dans le 
as des surfa
es de Hirzebru
h (nous aurions aussi pu traiter le
as déjà 
onnu des espa
es proje
tifs), et que l'hypothèse sur laquelle se basele 
al
ul dans le 
as général n'est pas démontrée. Nous rappelons égalementque dans tous les 
as nous nous limitons au 
as du 
orps de fon
tions d'une
ourbe rationnelle.4.1 Cadre de travail et dé�nitionsSoit k un 
orps quel
onque, et (S
htf=k) la 
atégorie des s
hémas de type�ni sur k. On dé�nit 
omme suit l'anneau de Grothendie
k K0 (S
htf=k) (notéMk par la suite) asso
ié à 
ette 
atégorie. Le groupe sous-ja
ent à Mk estle groupe engendré par les symboles [V ℄ où V est un s
héma de type �ni surk, modulo les relations [V ℄ = [F ℄ + [V n F ℄
83



pour tout sous-s
héma fermé F de V (en parti
ulier [V ℄ = [Vred℄) et[V ℄ = [W ℄si V et W sont k-isomorphes. Le produit est donné par[V ℄ [W ℄ = [V �k W ℄ :Ainsi si X ! Y est une �bration lo
alement triviale pour la topologie deZariski, de �bre Z, on a l'égalité[X℄ = [Y ℄[Z℄:Lorsque k est de 
ara
téristique zéro, il existe d'après [GiSo, Theorem 4℄un morphisme Mk �! K0(Motk)où Motk est la 
atégorie des motifs de Chow sur k et K0(Motk) est sonanneau de Grothendie
k, tel que la 
lasse d'une variété X proje
tive et lissesur k s'envoie sur la 
lasse du motif de Chow qui lui est asso
ié. Par abus delangage nous apellerons également motifs les éléments deMk.On note L = [A1k℄ le motif de la droite a�ne, etMk;lo
 =Mk �L�1� :Si le 
orps k est �ni, de 
ardinal q, on a une appli
ation# : Mk;lo
 �! Z �q�1�[V ℄L�i 7�! #V (k) q�i:On munit Mk;lo
 de la �ltration dé
roissante suivante : pour m 2 Z,FmMk;lo
 est le sous-groupe engendré par les éléments de la forme L�i[V ℄,où V est un s
héma de type �ni sur k et i et dim(V ) véri�enti� dim(V ) > m:On a en parti
ulier, pour m et n dans Z,(FmMk;lo
) (F nMk;lo
) � Fm+nMk;lo
On dé�nit 
M = lim � Mk;lo
=FmMk;lo
:Ainsi 
M est un anneau topologique 
omplet (pour la topologie dé�nie par la�ltration Fm). Si Z(T ) = Pn>0an T n est une série formelle à 
oe�
ients dans84



Mk;lo
 (voire dans 
M) etM un élément deMk;lo
 , on dira que Z(T ) 
onvergeen T = M si la série P anMn 
onverge dans 
M, 
e qui est équivalent à la
ondition suivante : il existe une fon
tion � : N! N véri�antlimn!+1�(n) = +1:et 8n 2 N; anMn 2 F �(n)Mk;lo
:On notera alors Z(M) l'élément de 
M dé�ni par P anMn. Par exemple lasérie Pn>0T n 
onverge en T = L�� pour tout entier � > 1. On a ainsi unenotion de p�le pour de telles séries. Soit par exemple Z(T ) une série formelleà 
oe�
ients dansMk;lo
 telle que Z(T ) diverge en T = L�1. Supposons qu'ilexiste un entier n > 1 tel que la série Z 0(T ) dé�nie par le produit(1� LT )nZ(T )
onverge en T = L�1 vers un élément non nul de 
M. On peut alors parler d'un�p�le d'ordre n en T = L�1, de terme prin
ipal Z 0(L�1)� (nous ren
ontreronsdans la suite de 
e 
hapitre des exemples de telles séries).On note Mk[T ℄lo
 l'anneau engendré par Mk[T ℄ et les éléments de laforme 11� La T bpour a 2 Z et b 2 N, ave
 (a; b) 6= (0; 0). L'anneau Mk[T ℄lo
 est un sous-anneau deMk;lo
[[T ℄℄.4.1.1 Fon
tion zêta de Dedekind motiviquePour expliquer la motivation de l'étude des fon
tions zêtas des hauteursmotiviques, on rappelle le 
as déjà 
onnu de la fon
tion zêta de Dedekindmotivique d'une 
ourbe C proje
tive, lisse, géométriquement intègre dé�niesur k, de genre g. On dé�nit une série formelle à 
oe�
ients dansMk par laformule ZC;mot(T ) =Xr>0 �C(r)� T r 2 Mk[[T ℄℄où C(r) désigne la puissan
e symétrique d'ordre r de la 
ourbe C. En par-ti
ulier, C(r)(k) s'identi�e à l'ensemble des diviseurs e�e
tifs de degré r surC. 85



Dans le 
as C = P1 (le seul que nous 
onsidérerons à partir de la se
tion4.2), on a, pour tout r > 0, �P1�(r) ��! Pr:Ce
i peut se voir soit par le théorème de Riemann-Ro
h, soit en utilisantdes re
ouvrement par des espa
es a�nes et le fait que par le théorème desfon
tions symétriques �A1�(r) ��! Ar:On a ZP1;mot(T ) = 1(1� T )(1� LT ) :Si k est un 
orps �ni de 
ardinal q, en appli
ant # aux 
oe�
ients deZC;mot on obtient don
 la série ZC(T ) 
lassique, en parti
ulier s 7! ZC(q�s)est la série dé�nissant la fon
tion zêta de Dedekind usuelle de C.Pour un 
orps k quel
onque et à 
ondition que Pi
1(C)(k) soit non vide,Kapranov montre alors dans [Ka, Theorem 1.1.9℄ qu'il existe un polyn�me Pà 
oe�
ient dansMk , de degré 2 g, tel que(1� T )(1� LT )ZC;mot(T ) = P (T ); (4.1.1.1)en d'autre termes ZC;mot(T ) est dansMk[T ℄lo
. Par ailleurs P véri�e l'équa-tion fon
tionnelle T 2 g L g P �L�1 T �1� = P (T )et on a P �L�1� = [Ja
(C)℄L�g:Si k est un 
orps �ni, tous 
es résultats se spé
ialisent via l'appli
ation # etpermettent de retrouver des propriétés déjà 
onnues de la fon
tion zêta deDedekind 
lassique.La morale de l'histoire est que 
es propriétés essentielles de ZC(T ), d'unepart se �voient� déjà au niveau motivique, d'autre part que de telle propriétéssont vraiment de nature motivique dans la mesure où elles peuvent êtredémontrées, dans le 
adre motivique, sans supposer né
essairement le 
orps k�ni. Dans la se
tion suivante on va 
onsidérer des fon
tions zêta des hauteursmotiviques, se spé
ialisant quand k est �ni sur les fon
tions zêta des hauteursdéjà 
onsidérées. Il est alors naturel de se poser la question suivante : lespropriétés de 
es fon
tions zêta des hauteurs 
lassiques sont-elles en fait denature motivique ? 86



4.1.2 Fon
tion zêta des hauteurs motiviqueSoit C une 
ourbe proje
tive, lisse, géométriquement intègre dé�nie sur k,et soit K son 
orps de fon
tions. Considérons une variété proje
tive V dé�niesur k, et soit L un �bré ample sur V . Les éléments de V (K) s'identi�ent auxk-morphismes x : C ! V . Si k est �ni, de sorte que K est un 
orps globalde 
ara
téristique positive, la formuleH(x) = deg (x�L)dé�nit une hauteur d'Arakelov (logarithmique) sur V (K), relative au fais
eauL. Si k est quel
onque, on peut toujours dé�nir une fon
tion hauteur surV (K), par une formule identique.Pour tout ouvert U de V , et tout r > 0, il existe d'après [Gr, 4.
℄ uns
héma quasi-proje
tif Ur paramétrisant les morphismesx : C! Vdont l'image ren
ontre U et tels que deg (x�L) = r. On poseZmot;C;U;H =Xr>0 [Ur℄ T r 2 Mk[[T ℄℄:Ainsi, si k est �ni, #Ur(k) = # fx 2 U(K); H(x) = rget la série dé�nissant la fon
tion zêta des hauteursZU;H(T ) = Xx2U(K) T H(x)s'obtient en appli
ant la fon
tion # aux 
oe�
ients de la série motiviqueZmot;C;U;H.Comme déjà indiqué 
i-dessus, de manière similaire au 
as de la fon
-tion zêta de Dedekind motivique, on peut se demander s'il n'existe pas pourZmot;C;U;H, des analogues motiviques des résultats obtenus (ou espérés. . .)pour ZU;H(T ), et si de tels résultats ne sont pas justement de nature pure-ment motivique.Pour pré
iser 
e genre de question, nous allons 
onsidérer la situation oùV est une variété torique déployée, L est le fais
eau anti
anonique et U estl'orbite ouverte T , en nous limitant au 
as C = P1. Naturellement, L n'estalors en général plus ample, mais même s'il n'existe plus de s
héma quasi-proje
tif paramétrisant les morphismes de C vers V de degré anti
anonique87



�xé, on verra à la se
tion 4.3.1 qu'il existe par 
ontre un s
héma quasi-proje
tif paramétrisant les morphismes de C vers V de degré anti
anonique�xé et dont l'image n'est pas in
luse dans V n T , 
e qui permet de dé�nir lasérie Zmot;P1;T;H . Cette situation 
orrespond bien sûr au fait qu'une hauteursur une variété proje
tive relative à un fais
eau dont la 
lasse est à l'intérieurdu 
�ne e�e
tif, mais non né
essairement ample, ne véri�e la propriété deNorth
ott qu'en restri
tion à un ouvert non vide de la variété.4.2 Le 
as d'une variété torique déployéeNous 
onsidérons un éventail proje
tif et lisse �, et X� la variété pro-je
tive et lisse dé�nie sur k qui lui est asso
iée. Nous utiliserons les mêmesnotations que dans le 
hapitre 3, en parti
ulier 
elles introduites dans lase
tion 3.2.4.2.1 Fon
tion de Möbius motiviqueDans 
ette se
tion, nous introduisons un analogue motivique de la fon
-tion d'inversion de Möbius utilisée au 
hapitre 3.Soit (d1; : : : ; dn) 2 Nn. La variété Q16r6nP dr des n-uplets de diviseurse�e
tifs de P1 de degrés (d1; : : : ; dn) 
ontient un ouvert U(d1;:::;dn) dé�ni parla 
ondition \16r6nSupp(Dr) = ;.Soit (d�) 2 N�(1). On a un morphismeY�2�(1)P d� !Y�2�P P�2�d�qui envoie (D�) sur  X�2� D�!�2� :L'image ré
iproque de U� P�2�d�� par 
e morphisme est un ouvert U�;(d�) deQ�2�(1)P d� représentant les �(1)-uples de diviseurs e�e
tifs véri�ant la 
ondi-tion \�2� Supp X�=2� D�! = ;: (4.2.1.1)On peut dé�nir alors une fon
tion de Möbius motivique��;mot : N�(1) !Mk88



par la relation8 (d�) 2 N�(1); �U�;(d�)� = X06e�6d� ��;mot((e�)) Y�2�(1) �Pd��e�� : (4.2.1.2)Par ré
urren
e sur P� d�, 
ette fon
tion est bien dé�nie.Rappelons que dans le 
as où le 
orps k est �ni, nous avions dé�ni unefon
tion �� : Div+(P1k)�(1) ! Cvéri�ant la relation (la 
ara
térisant)8 (D�) 2 Div+(P1k)�(1); 1A(� �)� ((D�)) = X(E�)2Div+(P1k)�(1)(E�)6(D�) ��((E�)):En sommant 1A(� �)� ((D�)) sur tous les �(1)-uples de diviseurs e�e
tifs (D�)de degré (d�) on obtient que#��;mot((d�)) = X(D�)2Div+(P1k)�(1)deg(D�)=d� ��((D�)):Revenons au 
as général. La relation (4.2.1.2) et le fait que U�;(d�) est unesous-variété de QPd�, don
 que �U�;(d�)� est dans F�P d�Mk;lo
, montrentimmédiatemment par ré
urren
e que8 (d�) 2 N�(1); ��;mot((d�)) 2 F� P�2�(1)d�Mk;lo
;mais 
e résultat est insu�sant pour l'étude du 
omportement de la fon
tionzêta des hauteurs en T = L�1. On a besoin pour 
ela de l'hypothèse suivante,qui pourrait être véri�ée au vu des résultats obtenus sur la fon
tion ��, maisque nous ne savons pas démontrer (sauf dans le 
as des espa
es proje
tifs etdes surfa
es de Hirzebru
h).Hypothèse 4.2.1Soit �V(d�)� 2 
MN�(1)une famille d'éléments de 
M véri�ant8 (d�) 2 N�(1); V(d�) 2 F P� d� 
MAlors la série X(d�)2N�(1) ��;mot((d�))V(d�)
onverge dans 
M. 89



4.2.2 Cal
ul de ��;mot dans le 
as des espa
es proje
tifsSoit n > 1, et 
al
ulons ��;mot si X� est l'espa
e proje
tif Pn. On identi�ealors �(1) à f1; : : : ; n+ 1g.On dé�nit une fon
tion d'inversion de Möbius par la relation1 Xd>0 �mot(d)T d!ZP1;mot(T ) = 1:On a don
 pour tout d > 0X06r6d�mot(r) �Pd�r� = 0: (4.2.2.1)Vu l'expression de ZP1;mot, on voit immédiatemment que�mot(0) = 1;�mot(1) = �1� L;�mot(2) = Let �mot(d) = 0pour d > 2.Dé�nissons alors une fon
tion sur Nn+1 à valeurs dans Mk en posant�n+1(d1; : : : ; dn+1) = � �mot(d) si d1 = � � � = dn+1 = d;0 sinon. (4.2.2.2)Pour tout (dr) 2 Nn+1, on a ave
 les notations de la se
tion pré
édenteU�;(dr) = U(dr):On a une dé
omposition en sous-variétés lo
alement ferméesY16r6n+1Pdr = a06d6Min(d1;:::;dn)W(dr)16r6n ; doù W(dr) ; d ��! P d � U(dr�d)1On pourrait de manière analogue dé�nir une fon
tion d'inversion �mot relative à une
ourbe C de genre quel
onque. 90



est la sous-variété de Q16r6n+1Pdr des n-uples de diviseurs e�e
tifs dont l'in-terse
tion est de degré d. Ainsi W(dr) ; 0 = U(dr). On a don
Y16r6n+1 �P dr� = Min(d1;:::;dr)Xd=1 �Pd� �U(dr�d)� :E
rivons 
ette relation pour 
haque n-uples (d 01; : : : ; d 0n+1) ave
 0 6 d 0r 6 dr,multiplions la relation obtenue par �n+1 �d 01; : : : ; d 0n+1�, et faisons la sommede toutes les relations obtenues, on obtient �nalement�U(dr)� = X06d 016d1...06d 0n+16dn+1 �n+1
�d 01; : : : ; d 0n+1� Y16r6n+1 hPdr�d 0ri :

On a don
 i
i ��;mot = �n+1. Vu l'expression de ��;mot, on obtient que l'hy-pothèse 4.2.1 est véri�ée dans 
e 
as.4.2.3 Cal
ul de ��;mot dans le 
as de la surfa
e de Hir-zebru
h HmSoit � l'éventail de Z2
R dont les rayons sont engendrés par �1 = (1; 0),�2 = (�1; m), �3 = (0; 1), �4 = ��3, et X� = Hm la surfa
e de Hirzebru
hasso
iée. U(d1 ;d2;d3;d4) représente la variété des quadruplets de diviseurs e�e
-tifs (D1; D2; D3; D4), de degrés (d1; d2; d3; d4), et tels que D1 \ D2 = ; etD3 \D4 = ;. Ainsi on aU(d1;d2;d3;d4) ��! U(d1;d2) � U(d3;d4):On a don
U(d1;d2;d3;d4)= X06d 016d106d 026d206d 036d306d 046d4 �2(d1; d2)�2(d3; d4)
hP d1�d 01i hP d2�d 02i hP d3�d 03i hP d4�d 04i

de sorte que ��;mot(d1; d2; d3; d4) = �2(d1; d2)�2(d3; d4):Dans 
e 
as, l'hypothèse 4.2.1 est en
ore véri�ée.91



4.2.4 Un analogue motivique de la 
onje
ture de ManinNous posons, suivant la se
tion 3.5.2,ZCe�(X�);�!(T ) = Xy2Ce�(X�)_\Pi
(X�)_ T hy;�!i:où l'on rappelle que �! désigne la 
lasse du �bré anti
anonique. E
rivonsCe�(X�)_ 
omme le support d'un éventail régulier �, et reprenons les nota-tions introduites au début de la se
tion 3.5.3. On obtient queZCe�(X�);�!�(T ) =XÆ2� Yi2IÆ � 11� T hmi;�!i � 1�et que ��(X�) = XÆ2�dim(Æ)=rg(Pi
(X�)) Yi2IÆ 1hmi;�!i(la 
onstante ��(X�) pouvant naturellement se dé�nir quel que soit le 
orpsde base). Soit D�(T ) le polyn�me à 
oe�
ients entiersD�(T ) = Yi2�(1) 1� T hmi;�!i1� T :On peut en parti
ulier é
rireZCe�(X�);�!�(T ) = N�(T )D�(T ) 1(1� T )rg(Pi
(X�))où N�(T ) est un polyn�me à 
oe�
ients entiers, ave
��(X�) = N�(1)D�(1) : (4.2.4.1)Nous sommes maintenant en mesure de pré
iser un analogue motivique de la
onje
ture de Manin dans le 
as des variétés toriques déployées. Le fait queZmot;P1;T;H(T ) est bien dé�nie si le fais
eau anti
anonique de X� n'est pasample est justi�é au lemme 4.3.1. Soit Z 0(T ) l'élément de Mk[[T ℄℄ dé�ni parle produitZ 0(T ) = D�(LT )(1� LT ) rg(Pi
(X�)) Zmot;P1;T;H(T ): (4.2.4.2)92



Question 4.2.2Est-il vrai que pour tout � > 2, la série Zmot;P1;T;H(L��) 
onverge dans 
M ?Est-il vrai que Z 0(L�1) 
onverge dans 
M ?Si l'hypothèse 4.2.1 est véri�ée, est-il vrai queZ 0(L�1) = N�(1)L dim(X�) �[(1� LT )ZP1;mot(T )℄ (L�1)� rg(Pi
(X�))�X(d�) ��;mot((d�))L�P� d� ?Dans 
e qui suit nous montrons les 
hoses suivantes : la réponse à la premièrequestion est positive pour une variété torique déployée quel
onque (
f. �n dela se
tion 4.3.1), la réponse aux deux dernières questions est positive pour lessurfa
es de Hirzebru
h (théorème 4.3.2, rappelons qu'on sait dans 
e 
as quel'hypothèse 4.2.1 est véri�ée), et, si on suppose l'hypothèse 4.2.1 véri�ée, leréponse aux deux dernières questions est également positive pour une variététorique déployée quel
onque.Faisons d'abord quelques remarques. Au vu de (4.2.4.1) et de (4.2.4.2), lavaleur de Z 0 (L�1) peut s'interpréter de la façon formelle suivante : le termeprin
ipal du �p�le d'ordre rg(Pi
(X�)) en L�1� de Zmot;P1;T;H est égal à��(X�) L dim(X�) �[(1� LT )ZP1;mot(T )℄ (L�1)� rg(Pi
(X�))�X(d�) ��;mot((d�))L�P� d� ;mais il faut noter que la 
onstante ��(X�) n'est pas dans 
M, et qu'il étaitné
essaire pour avoir un résultat de 
onvergen
e en L�1 de multiplier lasérie Zmot;P1;T;H(T ) par D�(LT ) (1 � LT ) rg(Pi
(X�)) et non pas seulementpar (1� LT ) rg(Pi
(X�)).Si le 
orps k est �ni, une réponse positive à la question 4.2.2 ne permetpas a priori d'obtenir par spé
ialisation via # des résultats sur la fon
tionzêta des hauteurs usuelle 
on
ernant par exemple le domaine de 
onvergen
eou l'expression du terme prin
ipal du p�le en s = 1. Le terme prin
ipalmotivique proposé i
i se spé
ialise �formellement� sur le terme prin
ipal dela fon
tion zêta des hauteurs usuelle, mais la fon
tion # n'est pas dé�nie sur
M.Si la série �mot;T;H(T ) se trouve appartenir à Mk[T ℄lo
, on peut e�e
ti-vement déduire les résultats déjà obtenus sur la fon
tion zêta des hauteursusuelle des résultats sur la fon
tion zêta des hauteurs motivique : on a dans
e 
as une identité Q(T ) �mot;T;H(T ) = P (T )93



où P et Q sont des polyn�mes à 
oe�
ients dans Mk;lo
. Si on note #P et#Q les polyn�mes obtenus en appliquant le morphisme # aux 
oe�
ients deP et Q respe
tivement, on aura l'identité(#Q)(T )ZT;H(T ) = (#P )(T ):Cette situation se produit pour les espa
es proje
tifs et, 
omme nous le ver-rons 
i-dessous, pour les surfa
es de Hirzebru
h. Naturellement, le fait que�mot;H;T (T ) appartienne àMk[T ℄lo
 entraîne que ZH;T est une fra
tion ration-nelle en T , 
hose que, 
omme déjà indiqué, nous suspe
tons être fausse pourune variété torique déployée générale.4.3 Le 
al
ul4.3.1 Paramétrisation des morphismesSi le fais
eau anti
anonique de X� ample, on sait a priori qu'il existe uns
héma quasi-proje
tif qui paramétrise les morphismesx : P1 ! X�dont l'image ren
ontre T , et de degré anti
anonique d. Nous allons voir que
'est le 
as même si le fais
eau anti
anonique n'est plus ample. On rappellequ'on désigne par r la dimension de X�.Lemme 4.3.1Pour d > 0 il existe un s
héma quasi-proje
tif Vd qui paramétrise les mor-phismes x : P1 ! X�dont l'image ren
ontre T , et de degré anti
anonique d.On a [Vd℄ = (L� 1)r X(d�)2N�(1);8m2M; P�2�(1)hm;��i d�=0;P�2�(1)d�=d
�U�;(d�)� :

Démonstration : C'est en quelque sorte la version motivique du lemme3.4.1. L'utilisation des torseurs universels est i
i plus expli
ite.Considérons l'espa
e a�ne A�(1), et soit T� le 
omplémentaire du fermé\�2�(Y�=2� x� = 0) :94



La suite exa
te (introduite à la se
tion 3.2)0 �!M �! Z�(1) �! Pi
(X�) �! 0induit une suite exa
te de tores0 �! TPi
(X�) �! G�(1)m ��! T �! 0 (4.3.1.1)et don
 en parti
ulier une a
tion de TPi
(X�) sur T�, via l'a
tion diagonalede G�(1)m . On a alors d'après [Co℄ un morphisme T� �! X� qui identi�eX� au quotient géométrique de T� par l'a
tion de TPi
(X�), et fait de T� untorseur universel au-dessus de X�. Ce morphisme est uniquement déterminési on impose par exemple que (1; : : : ; 1) s'envoie sur l'élément neutre de T .Ce morphisme fournit en fait un système de 
oordonnées homogènes sur X�,
e
i généralisant le 
as 
lassique de l'espa
e proje
tif. Le terme homogènes'entend i
i par homogène sous l'a
tion de TPi
(X�).Ce
i va nous permettre de dé
rire expli
itement les k-morphismes de P1vers X� dont l'image n'est pas in
luse dans le bord, généralisant le 
as bien
onnu où X� est un espa
e proje
tif.Soit (d�) 2 N�(1) véri�ant8m 2M; X�2�(1)hm; ��i d� = 0: (�)et (P�)�2�(1) des polyn�mes homogènes en deux variables à 
oe�
ients dansk et de degrés (d�). On identi�e un tel �(1)-uplet (P�) à un élément deQ� �A d�+1 n f0g�. Le tore G�(1)m agit diagonalement sur Q� �A d�+1 n f0g�, eton a un morphisme� : Y�2�(1) �A d�+1 n f0g� �! Y�2�(1)Pd� :Notons Û�;(d�) l'image ré
iproque par � de U�;(d�). Les éléments (P�) deÛ�;(d�) sont don
 les éléments de Q�2�(1) �A d�+1 n f0g� véri�ant la 
onditionsuivante, notée (��) : les polyn�mes Y�=2� P�!�2�n'ont pas de zéro 
ommun non trivial dans une 
l�ture algébrique de k.95



Soit (P�) 2 Û�;(d�). Le morphisme de A2 n f0g vers A�(1) dé�ni par(u; v) 7�! (P�(u; v))�2�(1)a par la 
ondition (��) son image dans T�. Par la 
ondition (�) 
e morphismeest 
ompatible aux a
tions de Gm à gau
he (a
tion diagonale) et de TPi
(X�)à droite, et passe don
 au quotient, d'où un morphismef(P�) : P1 �! X�;dont l'image ren
ontre T , et qui véri�e, pour tout � 2 �(1), f �(P�)(D�) =�(P�). Son degré anti
anonique est don
 P d�.Comme X� est proje
tive, l'ensemble des morphismes f : P1 ! X� dontl'image ren
ontre T s'identi�e à T (k(t)). On a une suite exa
te (déjà utiliséedans la preuve du lemme 3.4.1 )O �! T (k(t))=T (k) �! Hom(M;Div(P1)) deg�! Hom(M;Z) ! 0:Si f est un élément de T (k(t)), son image dans Hom(M;Div(P1)) estm 7�! X�2�(1)hm; ��i f �(D�);où D� est le diviseur T -invariant de X� asso
ié à �. Soit d� = deg(f �(D�),la suite exa
te 
i-dessus montre que (d�) véri�e la 
ondition (�). Soit alors(P�) 2 Û�;(d�) tel que �(P�) = (f �(D�)). Alors la suite exa
te 
i-dessusmontre que f et f(P�) di�èrent par l'a
tion au but d'un élément t de T (k).Ainsi si u est tel que �(u) = t on a f = fu:(P�).Soient (P�) et (Q�) deux éléments de Û�;(d�) tels que f(P�) = f(Q�). Alors�(P�) = �(Q�) et don
 (P�) = u:(Q�) où u 2 G�(1)m , ave
 de plus �(u) = 1,don
 d'après (4.3.1.1) u 2 TPi
(X�).Ainsi tout morphisme f : P1 ! X� dont l'image ren
ontre T et tels quedeg(f �(D�)) = d� s'é
rit f(P�) ave
 (P�) 2 Û�;(d�), (P�) étant uniquementdéterminé modulo l'a
tion de TPi
(X�).On a don
 Vd = a(d�)2N�(1) ;8m2M; P�2�(1)hm;��i d�=0;P�2�(1)d�=d Û�;(d�)=TPi
(X�):
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Par ailleurs l'appli
ationÛ�;(d�)=TPi
(X�) ! Û�;(d�)=G�(1)m = U�;(d�)est un torseur sous G�(1)m =TPi
(X�) = T , lo
alement trivial pour la topologiede Zariski 
ar T est déployé. AinsihÛ�;(d�)=TPi
(X�)i = �U�;(d�)� [T ℄;d'où le résultat. �On déduit immédiatement de 
e lemme qu'on a l'expressionZmot;P1;T;H(T ) = (L� 1)r X(d�)2N�(1)8m2M;P� hm;��i d�=0 �U�;(d�)� T P� d� : (4.3.1.2)La relation (4.3.1.2) et le fait déjà noté que U�;(d�) est dans F�P d�Mk;lo
montrent alors que pour tout entier � > 2, la série Zmot;P1;T;H(L��) 
onvergedans 
M.4.3.2 Le 
as des surfa
es de Hirzebru
hNous traitons 
e 
as parti
ulier séparément, 
ar on obtient i
i le fait quela serie Zmot;H est dansMk[T ℄lo
, et de plus on sait que l'hypothèse 4.2.1 estvéri�ée : notre résultat n'est i
i dépendant d'au
une hypothèse, 
ontrairementau 
as général.Soit don
 � l'éventail de Z2 
 R dont les rayons sont engendrés par�1 = (1; 0), �2 = (�1; m), �3 = (0; 1), �4 = ��3 et X� = Hm la surfa
e deHirzebru
h asso
iée.Rappelons que rg(Pi
(X�)) = 2, et qu'on aZCe�(X�);�!�(T ) = N(T )D(T ) (1� T )2ave
 N(T ) = 1 et D(T ) = (1 + T ) (1 + T + T 2 + � � �+ T m+1).Pour mémoire, Z 0(T ) est alors l'élément deMk[[T ℄℄ dé�ni par le produitZ 0(T ) = D(LT ) (1� LT )2 Zmot;P1;T;H(T ):Théorème 4.3.2La série Z 0(T ) est un élément deMk[T ℄, et don
 Zmot;P1;T;H(T ) est un élémentde Mk[T ℄lo
. La valeur de Z 0(T ) en L�1 estL 2 (1� L�2)2:97



Notons queL 2 (1� L�2)2 = L 2 � 11� L�1�2 �(1� L�2)(1� L�1)�2= L 2 � 11� L�1�2 � 1ZP1;mot(L�2)�2= L dim(X�) �[(1� LT )ZP1;mot(T )℄ (L�1)� rg(Pi
(X�))�X(d�) ��;mot((d�))L�P� d� ;la dernière égalité provenant de l'expression de ��;mot obtenue à la se
tion4.2.3. Au vu de (4.2.4.1) et de (4.2.4.2), la valeur de Z 0 (L�1) peut alorss'interpréter de la façon informelle suivante : le terme prin
ipal du �p�led'ordre 2 en L�1� de Zmot;P1;T;H est égal à��(X�)L dim(X�) �[(1� LT )ZP1;mot(T )℄ (L�1)� rg(Pi
(X�))�X(d�) ��;mot((d�))L�P� d� :Dans le 
as où k est un 
orps �ni de 
ardinal q, on trouvait 
omme termeprin
ipal de la fon
tion zêta des hauteurs 
lassique12 (m+ 2) q2 �lims!1(s� 1) �P1(s)�2 � 1�P1(2)�2 :Nous obtenons don
 bien une version motivique du résultat du 
hapitre 2.Comme la fon
tion zêta des hauteurs motivique est dansMk[T ℄lo
, le résultatdu 
hapitre 2 est même une 
onséquen
e du résultat 
i-dessus, en spé
ialisantvia le morphisme #.Démonstration : On a d'après le lemme 4.3.1, la formule (4.2.1.2) et lades
ription de �Zmot;P1;T;H(T )= (L� 1)2 X(di)2N4d1=d2d3+md2=d4 �U(di)� T d1+d2+d3+d4
= (L� 1)2 X(di)2N4; (ei)2N 4d1+e1=d2+e2d3+md2+e3+me2=d4+e4��;mot(e1; e2; e3; e4) �P d1� �P d2� �P d3� �P d4��T d1+d2+d3+d4+e1+e2+e3+e4
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En utilisant l'expression de ��;mot obtenue à la se
tion 4.2.3 et la relation(4.2.2.2), on voit qu'on peut restreindre la sommation aux entiers (ei) véri-�ant e1 = e2 et e3 = e4 , et on obtient don
Zmot;P1;T;H(T )= (L� 1)2 X(di)2N4(e1;e3)2N2d1+e1=d2+e1d3+md2+e3+me1=d4+e3 �mot(e1)�mot(e3) �P d1� �P d2� �P d3� �P d4��T d1+d2+d3+d4+2 e1+2 e3= (L� 1)2 X(d1;d3)2N2(e1;e3)2N2 �mot(e1)�mot(e3) �P d1� �P d1� �P d3� �P d3+md1+me1��T (2+m) d1+2 d3+(2+m) e1+2 e3En utilisant la relation (L� 1) �Pd� = L d+1 � 1 on trouveZmot;P1;T;H(T )= (L� 1) X(d1;d3)2N2(e1;e3)2N2 �mot(e1)�mot(e3) �P d1� �P d1� �P d3� �L 1+d3+md1+me1 � 1��T (2+m) d1+2 d3+(2+m) e1+2 e3= (L� 1) (Z1(T )� Z2(T ))ave
Z1(T ) = X(d1;d3)2N2(e1;e3)2N2 �mot(e1)�mot(e3) �P d1� �P d1� �P d3� L 1+d3+md1+me1�T (2+m) d1+2 d3+(2+m) e1+2 e3= L  Xe32N�mot(e3)T 2 e3!  Xe12N�mot(e1)Lme1 T (2+m) e1!�  Xd12N �P d1�2 Lmd1 T (2+m) d1!  Xd32N �P d3� L d3 T 2 d3!
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et Z2(T ) = X(d1;d3)2N 2(e1;e3)2N2 �mot(e1)�mot(e3) �P d1� �P d1� �P d3��T (2+m) d1+2 d3+(2+m) e1+2 e3=  Xe32N�mot(e3)T 2 e3!  Xe12N�mot(e1)T (2+m) e1!�  Xd12N �P d1�2 T (2+m) d1!  Xd32N �P d3� T 2 d3! :En utilisant les relations �Pd� = L 1+d � 1L� 1et  Xd2N �mot(d)T d! = (1� T ) (1� LT )on trouve que Z1(T ) = L (1� T 2) (1 + Lm+1 T m+2)(1� L2 T 2) (1� L 2+m T 2+m)et Z2(T ) = 1 + LT 2+m1� L 2+m T 2+m :Ainsi Z 0(T ) est un polyn�me, égal à(1 + LT )(1 + LT + � � �+ (LT )m+1)(1� LT )2 (L� 1)(Z1(T )� Z2(T ))= (L�1)L (1�T 2) (1+Lm+1 T m+2)+(L�1) (1�LT ) (1+LT )(1+LT 2+m)d'où le résultat annon
é. �4.3.3 Le 
as généralOn reprend les notations introduites à la se
tion 3.2. Rappelons en parti-
ulier que �0 désigne un 
�ne de � de dimension maximale, que les (n�;�)�2�0�=2�0sont les opposés des 
oordonnées des (��)�=2�0 dans la base (��)�2�0 de M etque (�!�)�=2�0 désigne les 
oordonnées de la 
lasse du fais
eau anti
anonique�! dans la base (D�)�=2�0 de Pi
(X�). Rappelons aussi que r est la dimension100



de X�, t est le rang de Pi
(X�) et on a t+r = #�(1). On a d'après le lemme4.3.1et la formule (4.2.1.2)Zmot;P1;T;H = (L� 1)r X(d�)�=2�0(e�)�2�(1)8�2�0; d�=Pn�;� (d�+e�)�e���;mot((e�)) Y�2�(1) �Pd�� T P� d�+e�
soit en
oreZmot;P1;T;H= (L� 1)r X(d�)�=2�0(e�)�2�(1)Pn�;� (d�+e�)>e���;mot((e�)) Y�=2�0 �Pd�� Y�2�0 �PPn�;� (d�+e�)�e���T P�=2�0�!�(d�+e�)= (L� 1)�t Xd�>e�P n�;�d�>e���;mot((e�))Y�=2�0�L1+d��e� � 1� Y�2�0�L 1+P n�;� d��e� � 1��T P�=2�0�!� d� :Rappelons que les inéquations d� > 0 etP n�;� d� > 0 sont 
elles dé�nissant,dans la base duale de la base (D�)�=2�0 , le dual du 
�ne e�e
tif de X�. Onpeut don
 é
rireZmot;P1;T;H= (L� 1)�t Xy2Pi
(X�)_(e�)2N�(1)8�2�(1); hy;D�i>e���;mot((e�)) Y�2�(1) �L1+hy;D�i�e� � 1� T hy;�!i:
De la même manière qu'au 
hapitre 3, nous utilisons le fait que Ce�(X�)_s'é
rit 
omme le support d'un éventail régulier � pour en déduire une dé-
omposition Z(T ) en une somme de plusieurs termes, et nous estimons le
omportement de 
haque terme séparément. Nous é
rivons d'abordZmot;P1;T;H = (q � 1)�t XA��(1)(�1)#AZA(T )ave
, pour A � �(1),ZA(T ) = X(e�)2N�(1) ��;mot((e�))ZA;(e�)(T );101



ZA;(E�)(T ) désignant Xy2Pi
(X�)_8�2�(1); hy;D�i> e� L P�=2A1+hy;D�i�e� T hy;�!i:Puis nous é
rivons ZA(T ) =XÆ2� ZA;Æ(T )ave
 ZA;Æ(T ) = X(e�)2N�(1) ��;mot((e�))ZA;Æ;(e�)(T );ZA;Æ;(e�)(T ) désignant Xy2C(IÆ)8�2�(1); hy;D�i>e� L P�=2A1+hy;D�i�e� T hy;�!i:Dans toute la suite du 
hapitre, nous supposons l'hypothèse 4.2.1 véri�ée.Nous le rappelerons d'ailleurs dans l'énon
é des propositions 4.3.3 et 4.3.5,dont les preuves dépendent de 
ette hypothèse. De façon similaire au 
asétudié dans le 
hapitre 3, une réponse positive aux deux dernières questionsde 4 se déduit alors des propositions 4.3.3 et 4.3.5. Les preuves sont similairesà 
elles des propositions analogues du 
apitre 3, mais sont 
ependant renduesplus simples par le fait qu'on étudie i
i des 
onvergen
es pour une norme non-ar
himédienne.Le 
as A = ;. Soit Æ 2 �. Nous dé
omposons en
oreZ;;Æ(T ) = XJ��(1) (�1)# J Z;;Æ;J(T )ave
 Z;;Æ;J(T ) = X(e�)2N�(1) ��;mot((e�))Z;;Æ;J;(e�)(T );Z;;Æ;J;(e�)(T ) désignantXy2C(IÆ)8�2J; hy;D�i <e� L P�2�(1) 1+hy;D�i�e� T hy;�!i:Nous démontrons alors la proposition suivante.102



Proposition 4.3.3On suppose l'hypothèse 4.2.1 véri�ée. La sérieD�(LT ) (1� LT )dim(Æ) Z;;Æ;J(T )
onverge pour T = L�1. Si J 6= ; et dim(Æ) = t�D�(LT )(1� LT )dim(Æ) Z;;Æ;J� (L�1) = 0:La série f(T ) = D�(LT )(1� LT )t XÆ2�dim(Æ)=t Z;;Æ;;(T )
onverge pour T = L�1 etf �L�1� = N�(1)L#�(1) X(e�)2N�(1) ��;mot((e�))L�P e� :Nous déduisons 
ette proposition du lemme suivant.Lemme 4.3.4Soit (e�) un élément de N�(1). Soient Æ un 
�ne de � et J une partie (éven-tuellement vide) de �(1). Alors la sérieXy2C(IÆ)8�2J; hy;D�i<e�L P�2�(1)1+hy;D�i�e� T hy;�!is'é
rit  Yi2I0 h� 1� (LT )�hmi;!i��1 � 1i! � PI0(T )où I 0 est un sous-sensemble de IÆ et PI0 est un polyn�me tel que pour toutentier � > 1 on a PI0 �L��� 2 F P�2�(1)e��#�(1)Mk;lo
:Par ailleurs supposons Æ de dimension maximale. Alors si J est non vide, I 0est un sous-ensemble stri
t de IÆ et si J est vide, on a I 0 = IÆ et PIÆ est une
onstante, égale à L#�(1)� P�2�(1)e�:103



Démonstration : Nous adoptons la même notation qu'au lemme 3.5.3 :pour Æ 
�ne de �, J � �(1) et (k�) 2 N J , nous désignerons l'ensemblefy 2 C(IÆ); 8� 2 J; hy;D�i 6 e�gpar C(IÆ)J; (e�).La série à évaluer est alors égale àXy2C(IÆ)J; (e�) L P� 1+hy;D�i�e� T hy;�!i:Si J = ;, 
e terme s'évalue immédiatement, il vautL#�(1)� P�2�(1)e�  Yi2IÆ h� 1� (LT )�hmi;!i��1 � 1i! :Si J 6= ;, nous posonsIJ;1 = f i 2 IÆ; 8� 2 J; hmi;D�i = 0get IJ;2 = IÆ n IJ;1. En parti
ulier on a C(IJ;1)J; (e�) = C(IJ;1).L'expression pour Z1 se dé
ompose alors en un produitP (T ) � Xy12C(IJ;1) L hy1 ; P�=2JD�i T hy1;�!ioù on désigne par P (T ) l'expressionXy22C(IJ;2)J; (e�) L P� 1+hy2;D�i�e� T hy2;�!i:Si y1 2 C(IJ;1), on a hy1;X�=2JD�i = hy1;�!iet le deuxième fa
teur est égal àYi2IJ;1 h� 1� (LT )�hmi;!i��1 � 1i :Passons au fa
teur P (T ). Comme dans la preuve du lemme 3.5.3, on voit queC(IJ;2)J; (e�) est �ni. Pour tout entier � on aP �L��� = L#�(1)�P� e� Xy22C(IJ;2)J; (e�) L (1��) hy2;�!i:104



Comme hy2;�!i > 0, si � > 1 on aP �L��� 2 FP e��#�(1)Mk;lo
:Notons en�n que si Æ est un 
�ne de dimension maximale, les (mi)i2IÆforment une Z-base de Pi
(X�)_, et si J 6= ; on ne peut avoir IJ;2 = ;. Ce
ijoint au 
al
ul pour J = ; montre les deux dernières assertions du lemme.�Le 
as A 6= ;. On é
ritZA;Æ(T ) = XJ ��(1)nA (�1)# J ZA;Æ;J(T )ave
 ZA;Æ;J(T ) = X(e�)2N�(1) ��;mot((e�))ZA;Æ;J;(e�)(T )où on désigne par ZA;Æ;J;(E�)(T ) l'expressionXy2C(IÆ)8�2A; hy;D�i>e�8�2J; hy;D�i<e� L P�=2A1+hy;D�i�e� T hy;�!i:
Nous montrons la proposition suivante.Proposition 4.3.5On suppose l'hypothèse 4.2.1 véri�ée. Pour J � �(1) n A, la sérieD�(LT ) (1� LT )dim(Æ) ZA;Æ;J(T )
onverge pour T = L�1, et sa valeur en L�1 est nulle si dim(Æ) = t.Nous déduisons 
ette proposition du lemme suivant.Lemme 4.3.6Soient (e�) 2 N�(1), Æ un 
�ne de �, J une partie (éventuellement vide) de�(1) n A. Alors la série Xy2C(IÆ)8�2A; hy;D�i>e�8�2J; hy;D�i<e� L P�=2A 1+ hy;D�i�e� T hy;�!i
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s'é
rit  Yi2I0 h� 1� (LT )�hmi;!i��1 � 1i! � RI0(T )où I 0 est un sous-ensemble de IÆ, et RI0 est un élément de Mk;lo
[[T ℄℄ tel que,pour tout entier � > 1, RI0 �L���
onverge dans 
M vers un élément de F�#�(1)+ P�2�(1)e� 
M. Par ailleurs si Æ estun 
�ne de dimension maximale, I 0 est un sous-sensemble stri
t de IÆ.Démonstration : Nous reprenons la notation du lemme 3.5.5 : nous dé-signons l'ensemble�y 2 C(IÆ)J; (e�); 8� 2 A; hy;D�i > e�	par C(IÆ)AJ; (e�).La série à évaluer s'é
rit don
Z1 = Xy2C(IÆ)AJ; (e�) L P�=2A (1+hy;D�i�e� ) T hy;�!i:Nous posons IA;J;1 = f i 2 IÆ; 8� 2 A [ J; hmi;D�i = 0get IA;J;2 = IÆ n IA;J;1. Ainsi tout élément de C(IÆ)AJ; (e�) s'é
rit de manièreunique y1 + y2 ave
 y1 2 C(IA;J;1)et y2 2 ah�2NAh�>e� �y 2 C(IA;J;2)J; (e�); 8� 2 A; hy;D�i = h�	 :L'expression 
onsidérée se dé
ompose don
 en un produitR(T )� Xy12C(IA;J;1) L hy1 ; P�=2A[JD�i T hy1;�!iave
 R(T ) = Xh�2NAh�>e� R(h�)(T );106



R(h�)(T ) désignant l'expressionXy22C(IA;J;2)J; (e�)8�2A; hy2;D�i=h� L P�=2A (1+hy2 ;D�i�e� ) T hy2;�!i:Le deuxième fa
teur est égal àYi2IA;J;1 h� 1� (LT )�hmi;!i��1 � 1i :De la même façon que dans la preuve du lemme 4.3.4, on voit fa
ilement iln'y a qu'un nombre �ni d'éléments y2 de C(IA;J;2)J; (e�) véri�ant hy2;D�i = h�pour tout � 2 A. Pour un tel y2, on a pour tout entier �L P�=2A (1+hy2;D�i�e� ) T hy2;�!i = L #�(1)�#A� P�=2Aea� P�2Ah� L (1��) hy2;�!i= L #�(1)�#A� P�2�(1)ea� P�2A(h��e�) L (1��) hy2;�!i:Comme hy2;�!i > 0, si � > 1 on a don
 d'après l'hypothèse 4.2.1R(h�)(L��) 2 F P�2�(1)e��#�(1)+ P�2A(h��e�)Mk;lo
:Ainsi R(L��) 
onverge dans 
M vers un élément deF P�2�(1)e��#�(1)
M:Notons en�n que 
omme A est non vide, si I = IÆ pour un 
�ne Æ maximalIA;J;2 ne peut être vide. Ce
i montre la dernière assertion du lemme. �Des propositions 4.3.3 et 4.3.5, on déduit que si l'hypothèse 4.2.1 est véri�ée laquestion 4.2.2 admet une réponse positive pour les variétés toriques déployées.
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Chapitre 5Le 
as des variétés toriques nondéployées
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Dans 
e 
hapitre, on étudie la question 1.4.2 pour une variété torique nondéployée dé�nie sur un 
orps de fon
tions, en prenant pour U l'orbite ouverte.Nous adaptons pour 
ela au 
as fon
tionnel l'appro
he utilisée par Batyrevet Ts
hinkel dans [BaTs1℄ et [BaTs3℄. La se
tion suivante détaille 
ette adap-tation. Le résultat auquel nous aboutissons (théorème 5.3.3) montre qu'onobtient bien le domaine de 
onvergen
e et le prolongement espérés pour lafon
tion zêta des hauteurs, ainsi qu'un p�le de l'ordre annon
é en s = 1.Cependant la 
onstante obtenue 
omme terme prin
ipal de la fon
tion zêtades hauteurs en s = 1 s'é
rit&(T )��(X�) �(X�) 
H (X�)où T est l'orbite ouverte de X� et &(T ) un invariant spé
i�que à la 
ara
té-ristique non nulle, dé�ni à la �n de la se
tion 5.2.7. Cette 
onstante 
oïn
idedon
 ave
 
elle de la question 1.4.2 uniquement si &(T ) = 1. Dans 
ertains
as parti
uliers (
f. proposition 5.2.16), nous montrons que &(T ) est égal à 1,mais la question de savoir si 
ette égalité est véri�ée pour tout tore algébriqueT reste ouverte.5.1 L'adaptation de la méthode de Batyrev etTs
hinkel en 
ara
téristique positiveDans 
ette se
tion, nous résumons brièvement la méthode utilisée dans[BaTs3℄ et [BaTs1℄, en expliquant quelles parties de la preuve né
essitent unemodi�
ation en 
ara
téristique non nulle.La première étape 
onsiste à dé�nir pré
isément un système de hauteurspuis à l'étendre à l'espa
e adélique asso
ié au tore. La 
onstru
tion est stri
-tement la même dans le 
as fon
tionnel. Elle est rappelée dans les se
tions5.3.2 et 5.3.5.A 
e stade, il faut bien sûr déjà noter que la topologie de l'espa
e adéliqueasso
ié au tore a des propriétés di�érentes dans 
ha
un des deux 
as. Mo-ralement, en fait, la situation est plus agréable en 
ara
téristique positive :beau
oup des groupes topologiques mis en jeu sont 
ompa
ts (proposition5.2.2 et se
tion 5.4.6).Pour pouvoir appliquer la formule de Poisson, il faut s'assurer de l'inté-grabilité de la transformée de Fourier de la hauteur. Cette transformée sedé
ompose en produit de transformées de Fourier lo
ales. On utilise dans le
as arithmétique l'expression expli
ite de presque toutes les transformées deFourier lo
ales, et des majorations pour les transformées de Fourier restantes.La formule expli
ite est la même dans le 
as fon
tionnel, 
'est le théorème111



5.4.5. En 
e qui 
on
erne les transformées de Fourier lo
ales aux pla
es res-tantes, leur 
ontinuité su�t pour assurer la 
onvergen
e, 
ependant nousavons besoin de quelques renseignements sur la forme des fon
tions obtenues(lemme 5.4.7).Le 
hoix d'un s
indage des 
ara
tères permet alors de 
onstater que lafon
tion zêta des hauteurs s'obtient par intégration (sur un espa
e ve
torielréel dans le 
as arithmétique, sur un produit de 
er
les dans le 
as fon
-tionnel) d'une fon
tion qui possède une expression en terme de produit defon
tions L de He
ke([BaTs1, Theorem 3.1.3℄ et [BaTs3, page 46℄ pour le
as arithmétique, 
orollaire 5.4.9 pour le 
as fon
tionnel). Il faut �maîtriser�le 
omportement analytique de 
ette fon
tion, et dans le 
as arithmétique,on a besoin pour 
ela d'un 
ontr�le uniforme sur les bandes verti
ales desfon
tions L, obtenu via le prin
ipe de Phragmen-Lindelöf ([BaTs1, Theorem3.2.3℄. Dans le 
as fon
tionnel, l'holomorphie de la fon
tion L (:; �) quand le
ara
tère � est non trivial est su�sante.Il s'agit maintenant, pour évaluer la fon
tion zêta des hauteurs, de 
om-prendre 
omment les intégrations su

essives modi�ent le 
omportement ana-lytique de la fon
tion sous l'intégrale (
et étape n'apparaît d'ailleurs pas dansle 
as des tores anisotropes). C'est l'objet de la proposition te
hnique de Ba-tyrev et Ts
hinkel [BaTs3, Theorem 6.19℄, qui pro
èdent par appli
ationssu

essives du théorème des résidus. Un analogue dire
t de leur méthode en
ara
téristique non nulle s'avère di�
ile à mettre en ÷uvre, 
ar bien quela 
ompa
ité des espa
es topologiques mis en jeu nous simpli�e un peu les
hoses, nous dispensant des hypothèses du type 
ontr�le uniforme sur lesbandes verti
ales, indispensables en 
ara
téristique zéro, les fon
tions zêtasdes hauteurs en 
ara
téristique non nulle s'avèrent posséder plus de p�lessur la droite <(s) = 1 que 
eux donnés par la 2 i �log qK -périodi
ité. Ce phéno-mène est déjà visible dans le 
as des variétés toriques déployées, par exempleP1�P1 : la formule de la page 41 montrent que la fon
tion zêta des hauteursde P1 �P1 = H0 s'é
rit�H(s) = f1(q�s) �C(2 s� 1)2 + f2(q�s) �C(2 s� 1) + f3(q�s);où, pour i = 1; 2; 3, s 7! fi(q�s) est holomorphe sur le domaine <(s) > 12et s 7! f1(q�s) ne s'annule pas sur 
e domaine. Ainsi l'ensemble des p�lessitués sur la droite <(s) = 1 est f1 + i k �log qgk2Z. Rappelons que dans le 
asde la 
ara
téristique zéro, Batyrev et Ts
hinkel montrent que le seul p�le dela fon
tion zêta des hauteurs des variétés toriques sur la droite <(s) = 1 ests = 1. La gestion des p�les supplémentaires en 
ara
téristique non nulle serévèle vite être très déli
ate (voire ingérable. . .), si on veut suivre �au plusprès� la méthode de Batyrev et Ts
hinkel. C'est pourquoi, pour aboutir à une112



version fon
tionnelle de leur résultat te
hnique, nous exploitons la périodi
itédes fon
tions mises en jeu pour obtenir une interprétation en terme de sériesde type 
ombinatoire de la fon
tion obtenue après intégration sur le produitde 
er
les. Les te
hniques utilisées pour évaluer 
es séries sont alors similairesà 
elles employées dans le 
hapitre 3. Les lemmes 5.5.5 et 5.5.6 jouent le r�leen 
ara
téristique positive de la proposition te
hnique de Batyrev et Ts
hinkel
itée 
i-dessus.La des
ription du 
omportement analytique de la fon
tion obtenue aprèsintégrations su

essives revient (dans un sens à pré
iser, 
f. les lemmes 5.5.4et 5.5.5 ainsi que l'énon
é du théorème 6.19 de [BaTs3℄) à dé
rire le quotientd'un 
ertain Z-module. Dans le 
as arithmétique, 
e quotient est donnée parla résolution �asque du groupe des 
ara
tères du tore par le groupe de Pi
ardde la variété torique. Ce
i vient de l'isomorphisme entre la partie réelle del'espa
e adélique asso
ié au tore et le groupe des 
ara
tères du tore étenduaux réels (
f. [BaTs3, p. 46℄. Dans le 
as fon
tionnel, on n'a pas une situation
omplètement similaire (voir en e�et la proposition 5.2.3) et 
'est une forme�tordue� de la résolution �asque qui est mise en jeu (
e
i apparaît notammentdans le lemme 5.4.2). On revient ensuite à la �bonne� forme par le lemme5.5.7, moyennant l'introdu
tion d'une 
onstante liée à des invariants du torealgébrique T , invariants spé
i�ques à la 
ara
téristique non nulle.La dernière étape 
onsite à 
al
uler expli
itement le terme prin
ipal de lafon
tion zêta des hauteurs en s = 1, et véri�er qu'il 
oïn
ide ave
 la prédi
tionde Peyre. On a besoin d'un théorème d'Ono sur le nombre de Tamagawa d'untore algébrique (théorème 5.2.5), lequel théorème a été démontré dans [On3℄pour tout 
orps global, mais a 
ependant dû être 
orrigé par Oesterlé dans le
as de la 
ara
téristique non nulle, en introduisant un fa
teur 
orre
tif dansla dé�nition du nombre de Tamagawa. On a besoin également de résultatsde Colliot-Thélène et Sansu
, démontrés pour tout 
orps global également,et permettant d'obtenir le lemme 5.2.13. On peut don
 i
i reprendre le 
al
ulde Batyrev et Ts
hinkel (modulo bien sûr les modi�
ations en 
ara
téristiquepositive dans les dé�nitions des 
onstantes mises en jeu). Ce
i est fait dans lapartie 5.6. On obtient �nalement la 
onstante prédite par Peyre, multipliéepar un fa
teur 
orrespondant au quotient de la 
onstante évoquée à la �n duparagraphe pré
édent par le fa
teur 
orre
tif d'Oesterlé. La question de savoirsi 
e quotient vaut 1, et don
 si la 
onstante obtenue est bien la 
onstanteannon
ée, n'a pu en
ore une fois re
evoir une réponse positive que dans des
as parti
uliers, le 
as général restant ouvert.Rappels et notations : Comme nous allons utiliser la 
ohomologie galoi-sienne, nous e�e
tuons quelques rappels sur les propriétés des groupes de
ohomologie à la Tate, renvoyant à [Se2, Chapitre VIII℄ pour plus de détails.113



Soit G un groupe �ni. Pour tout n 2 Z, on peut dé�nir sur la 
atégorie desG-modules un fon
teur bHn(G; : ), à valeurs dans la 
atégorie des Z-modules,véri�ant entre autres les propriétés suivantes :- Pour n > 1, 
e fon
teur 
oïn
ide ave
 le fon
teur 
lassique Hn(G; : ),n-ème fon
teur dérivé droit du fon
teur �points �xes sous G�.- Si M est un G-module etNG : m 7!Xg2G g:mest la norme, on a bH0(G;M) =M G=NGM .- Si 0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0est une suite exa
te de G-modules, on a une suite exa
te longue: : : �! bHn�1(G;M 00) Æ�! bHn(G;M 0) �! bHn(G;M)�! bHn(G;M 00) Æ�! bHn+1(G;M 0) �! bHn+1(G;M) : : :- Si M et M 0 sont des G-modules et m et n sont dans Z, on a un 
up-produit bHm(G;M)
 bHn(G;M 0) �! bHm+n(G;M 
M 0)qui permet en parti
ulier, pour tout n de Z, d'identi�er bH�n(G;M) au dualde bHn(G;M_).- Pour tout n 2 Z, bHn(G;M) est tué par la multipli
ation par #G. Si deplus M est de type �ni, bHn(G;M) est �ni.Dans toute la suite, pour tout n 2 Z, nous noterons Hn(G;M) le groupebHn(G;M), sauf dans le 
as où n vaut expli
itement 0, où nous 
onserveronsla notation bH0(G;M) pour éviter toute 
onfusion.5.2 Tores algébriques5.2.1 Quelques rappelsSoit K un 
orps quel
onque, et K sep une 
l�ture séparable de K. Rap-pelons qu'un groupe algébrique T dé�ni sur K est un tore algébrique (dedimension d) s'il existe un isomorphisme de groupes algébriquesTK sep ��! (Gm;K sep)d:114



On note X(T ) le groupe des 
ara
tères de T , i.e.X(T ) = Homgr:al:;K sep(T;Gm;K sep):C'est un Z-module libre de rang d, sur lequel le groupe Gal(K sep=K) agit
ontinûment.Par [On2, Proposition 1.2.1℄ il existe une extension galoisienne �nie Lde K qui déploie T , en d'autres termes on a un isomorphisme de groupesalgébriques TL ��! (Gm;L)d:et l'a
tion de Gal(K sep=K) sur X(T ) se fa
torise à travers Gal(L=K). Enfait T 7�! X(T )dé�nit une équivalen
e entre la 
atégorie des tores algébriques dé�nis sur Ket la 
atégorie des modules libres de rang �ni muni d'une a
tion 
ontinue deGal(K sep=K). Si L=K est �nie galoisienne, l'équivalen
e 
i-dessus induit uneéquivalen
e entre la 
atégorie des tores algébriques dé�ni sur K et déployéspar L et la 
atégorie des Gal(L=K)-modules libres de rang �ni.Si T est un tore algébrique déployé par une extension �nie galoisienne degroupe G, le groupe T (K) = T (L)G des points K-rationnels de T s'identi�e
anoniquement à HomG(X(T ); L�):Exemples : Un exemple immédiat de tore algébrique est fourni par les toresdéployés, 
'est-à-dire les tores K-isomorphes à un produit de 
opies de Gm;K.Un autre exemple, important pour la suite, est donné par la situationsuivante : soit K0=K une extension �nie séparable, et L=K une extension�nie galoisienne de groupe G 
ontenant K0. Soit G0 le groupe de Galois deL=K0. Au G-module de permutation Z[G=G0℄ 
orrespond, par l'équivalen
ede 
atégories 
i-dessus, la restri
tion à la Weil de K0 à K de Gm, notéeResK0=KGm. En parti
ulier on a la propriété�ResK0=KGm� (K) = (K0)� :Un tore algébrique est dit quasi-déployé si 
'est un produit de tels tores.Un tore algébrique sur K, déployé par L, est quasi-déployé si et seulementsi son groupe des 
ara
tères est un G-module de permutation, 
'est-à-direpossède une Z-base stable sous l'a
tion de G.En fait dans la situation 
i-dessus, pour tout tore algébrique T dé�ni surK0, on peut dé�nir la restri
tion à la Weil de K0 à K de T (
f. [On2, �1.4℄),qui est un tore algébrique dé�ni sur K véri�ant en parti
ulier�ResK0=KT � (K) = T (K0):Par la suite seul le 
as T = Gm nous sera utile.115



5.2.2 L'espa
e adélique asso
ié à un tore algébriqueSoit K un 
orps de fon
tions. On notera Gm(AK) le groupe des idèles deK, muni de la topologie adélique 
lassique, qui en fait un groupe topologiquelo
alement 
ompa
t. On a une inje
tion diagonale Gm(K) ,! Gm(AK) quiidenti�e Gm(K) à un sous-groupe dis
ret de Gm(AK).Soit K(Gm) = Yv2PK O�v ;
'est le sous-groupe 
ompa
t maximal de Gm(AK).On a un morphisme degréGm(AK) �! Z(xv) 7�! Pv2PKfv v(x)noté degK . Par [We1, VII � 5, Cor 6℄, 
e morphisme est surje
tif. Son noyausera notéG1m(AK), il 
ontientGm(K) (par la formule du produit) etK(Gm).Si L=K est une extension �nie séparable,Gm(AK) s'inje
te naturellementdans Gm(AL) et on adL degLjGm(AK ) = dK [L : K℄ degK ; (5.2.2.1)où l'on rappelle que q dL et q dK représentent le 
ardinal du 
orps des 
onstan-tes de L et K respe
tivement.Si L=K est galoisienne de groupe G, G agit sur Gm(AL) et on aGm(AL)G = Gm(AK):On notera CK = Gm(AK)=Gm(K) le groupe des 
lasses d'idèles de K.Nous dé
rivons maintenant la généralisation de 
es notions à un torealgébrique T quel
onque. Bien entendu pour T = Gm on retrouvera les dé-�nitions pré
édentes. La 
onstru
tion de l'espa
e adélique asso
ié à un torealgébrique T est en fait un 
as parti
ulier de la 
onstru
tion générale de l'es-pa
e adélique asso
ié à une variété algébrique dé�nie sur K (
f. [We2, I.2℄ et[Oe, I.3℄). Elle peut se faire de la façon suivante.Pour toute pla
e v de K, T (Kv) est muni naturellement d'une stru
turede groupe topologique lo
alement 
ompa
t. On désigne alors par T (Ov) lesous-groupe 
ompa
t maximal de T (Kv). En fait, si S désigne l'ensemble despla
es de K rami�ées dans L et SL l'ensemble des pla
es de L divisant unepla
e de S, le s
héma en groupeT = Spe
 (OSL 
X(T ))G116



est un modèle de T sur Spe
 (OS), et pour toutes les pla
es v en dehors deS on a T (Ov) = T (Ov), d'où la notation abusive adoptée.L'espa
e adélique asso
ié à T peut alors être dé
rit ensemblistement parT (AK) = ((xv) 2Yv T (Kv); xv 2 T (Ov) pour presque tout v) :On le munit de la topologie dont une base d'ouverts est donnée par les sous-ensembles du type Yv2S Uv �Yv=2S T (Ov)où S est un ensemble �ni de pla
es de K et, pour v 2 S, Uv est un ouvert deT (Kv). Cette topologie, qui est plus �ne que la topologie issue de la topolo-gie produit sur QT (Kv), fait de T (AK) un groupe topologique lo
alement
ompa
t. On peut alors identi�er T (K) à un sous-groupe dis
ret de T (AK).On notera K(T ) = Yv2PK T (Ov);
'est le sous-groupe 
ompa
t maximal de T (AK).Si L est une extension �nie galoisienne de K déployant T , de groupe deGalois G, on dispose également, 
omme pour T (K), d'une des
ription simplede tous 
es groupes en terme du G-module X(T ), pratique pour manipulerdes suites exa
tes. Pour toute pla
e v de K, on a une identi�
ation naturelleT (Kv) ��! HomG (X(T ); (L
K Kv)�) :Rappelons que (L
K Kv)� s'identi�e à QVjvL�V. Le sous-groupe T (Ov) s'iden-ti�e alors à HomG0�X(T );YVjv O�V1A :Si on 
hoisit une pla
e V divisant v et si on note Gv son groupe de dé
om-position on a les identi�
ationsT (Kv) ��! HomGv (X(T ); L�V)et T (Ov) ��! HomGv (X(T );O�V) :On peut identi�er T (AK) au groupeHomG(X(T );Gm(AL))117



muni de la topologie induite par 
elle de Gm(AL), et K(T ) au groupeHomG(X(T );K(Gm;L)):Exemple : Soit K0 une extension �nie séparable de K, et T = ResK0=KGm.Alors T (AK) s'identi�e 
anoniquement à Gm (AK0).5.2.3 Le degréSoit T un tore algébrique dé�ni sur K, déployé par une extension �niegaloisienne L de groupe de Galois G. Soit m 2 X(T )G. L'évaluation en minduit un morphisme 
ontinum : T (AK) = HomG(X(T );Gm(AL))! Gm(AL)G = Gm(AK):Plus généralement tout morphisme de K-tores algébriques induit un mor-phisme 
ontinu sur les espa
es adéliques asso
iés. Le morphisme dé�ni 
i-dessus 
orrespond au morphisme T ! Gm dual du morphisme de G-modulesZ! X(T ) qui envoie 1 sur m.Par 
omposition de m ave
 degK on obtient un morphisme 
ontinu~m : T (AK)! Z:Le morphisme T (AK) �! Hom �X(T )G;Z�x 7�! (m 7! ~m(x))sera noté degT . Ce morphisme est évidemment indépendant du 
hoix de L.Ce morphisme n'est autre que le morphisme � dé�ni par Oesterlé dans [Oe,I.5.5℄, 
omposé ave
 logqK. Par ailleurs il est 
lair que le degré est fon
torieldans le sens suivant : si ~f : X(T2) �! X(T1)est un morphisme de G-modules, induisant un morphismef : T1 �! T2de tores algébriques, ainsi qu'un morphismef : �X(T1)G�_ �! �X(T2)G�_ ;on a degT2 Æf = f Æ degT1 .Le noyau de degT sera noté T 1(AK). Par la formule du produit, T (K) est
ontenu dans T 1(AK). Par ailleurs il est 
lair que T 1(AK) 
ontient K(T ).En outre, T 1(AK) s'identi�e au groupeT 1(AK) = HomG(X(T );G1m(AL)):118



Lemme 5.2.1Soit K0 une extension �nie séparable de K 
ontenue dans L, T le toreResK0=KGm et G0 = Gal(K=K0). Soit d0 tel que qK0 = qd0K , de sorte qued0 = dK0dK . Alors, via les identi�
ations naturelles T (AK) = Gm (AK0) et(X(T )G)_ = Z, le morphisme degT n'est autre que le morphisme d0 degK0.En parti
ulier degT n'est pas né
essairement surje
tif.Démonstration : Soit t 2 Gm(AK0). Via l'identi�
ationT (AK) ��! Gm(AK0);il lui 
orrespond l'élément deT (AK) = HomG(Z[G=G0℄;Gm(AL))qui envoie G0 sur t. Le Z-module Z[G=G0℄G est de rang 1 engendré parPg2G=G0g G0. Le morphisme degT (t) envoie alors Pg2G=G0g G0 surdegK0� Yg2G=G0 g t1A = dLdK [L : K℄ Xg2G=G0 degL(g t)= dL#GdK [L : K℄ #G0 degL(t)= dLdK [L : K0℄ degL(t)= d0 dLdK0 [L : K0℄ degL(t)= d0 degK0(t):la première et la dernière égalité venant de la formule 5.2.2.1. �Considérons maintenant la suite exa
te0 �! G1m(AL) �! Gm(AL) degL�! Z �! 0;tensorisons par X(T )_ et prenons les G-invariants, on obtient la suite exa
te0 �! T 1(AK) �! T (AK) �! (X(T )_)Get don
 un morphisme T (AK) �! (X(T )_)G, de noyau T 1(AK), noté degT;L.Si on note en
ore degT;L le morphisme obtenu par 
omposition ave
 l'inje
tionnaturelle (X(T )_)G ,! �X(T )G�_, on a la relationdL degT;L = dK [L : K℄ degT :Contrairement à degT , degT;L dépend du 
hoix de l'extension déployant T .119



Proposition 5.2.2Le quotient T 1(AK)=T (K) est 
ompa
t. Le quotient T 1(AK)=K(T ):T (K)est �ni.Démonstration : La première assertion est en fait valable pour tout
orps global K. Dans [On1, Theorem 2℄, 
e
i est montré dans le 
as où Kest le 
orps des rationnels, et dans [On2, Theorem 3.1.1.℄, il est a�rmé quela preuve s'étend à un 
orps global quel
onque. Par ailleurs, 
e résultat estun 
as parti
ulier de [Oe, IV.1.3.℄. Nous donnons pour notre part une preuvede 
e résultat pour un 
orps de fon
tions à la se
tion 5.2.6.La 
ompa
ité de T 1(AK)=T (K) entraîne 
elle de T 1(AK)=K(T ):T (K), etdon
 la �nitude de 
e dernier groupe 
ar il est également dis
ret. Cependant
ette �nitude peut se retrouver dire
tement, en remarquant qu'on aT 1(AL)G = T 1(AK);d'où une inje
tionT 1(AK)= (K(TL):T (L))G ,! �T 1(AL)=K(TL):T (L)�G :Or T 1(AL)=K(TL):T (L) n'est autre que �Pi
0(C)�dim(T ), où C est la 
ourbeproje
tive et lisse telle que FqL(C) = L. On en déduit que le groupeT 1(AK)= (K(TL):T (L))Gest �ni. Maintenant la suite exa
te0 �! K(T ):T (K) �! (K(TL):T (L))G �! H1 (G;K(TL) \ T (L))et la �nitude de K(TL) \ T (L), don
 de H1 (G;K(TL) \ T (L)), montre la�nitude de T 1(AK)=K(T ):T (K). �Proposition 5.2.3Le 
onoyau de degT est �ni.Démonstration : C'est un 
as parti
ulier de [Oe, I.5.6.b℄. Nous redémon-trons 
e résultat à la se
tion 5.2.6. �Nous posons T (CK) = HomG(X(T ); CL) = T (CL)G:Le groupe T (AK)=T (K) s'inje
te dans T (CK) mais ne lui est en général paségal, le défaut est mesuré par le groupe de Tate-Shafarevi
h de T (voir lase
tion 5.2.5). 120



Un 
as important d'égalité se produit quand T est la restri
tion à la Weilde K0 à K de Gm, pour K0 extension séparable de K. Dans 
e 
as, T (CK)s'identi�e à CK0. En e�et, par le théorème de Hilbert 90,CK0 = C Gal(L=K0)L :Bien entendu l'isomorphismeT (CK) ��! T (AK)=T (K)est en
ore valable si T est quasi-déployé.Notons que le morphisme degT s'étend de manière naturelle en un mor-phisme deg0T : T (CK) �! �X(T )G�_ :Par ailleurs, pour toute extension �nie galoisienne L de K de groupe G,déployant T , le morphisme degT;L s'étend de manière naturelle en un mor-phisme deg0T;L : T (CK) �! (X(T )_)G ;et on a a en
ore la relationdL deg0T;L = dK [L : K℄ deg0T : (5.2.3.1)5.2.4 La dualité de NakayamaLa dualité de Nakayama donne un moyen simple de 
al
uler la 
ohomo-logie du G-module T (CL). Le résultat suivant est une 
onséquen
e de [Na,Theorem 3℄. Rappelons que les groupes de 
ohomologie 
onsidérés sont lesgroupes de 
ohomologie à la Tate (
f. rappels à la �n de la se
tion 5.1).La théorie du 
orps de 
lasse donne l'existen
e d'un élément distingué � deH2(G;CL), engendrant H2(G;CL), et appelé 
lasse fondamentale.Théorème 5.2.4 (Nakayama)Le 
up-produit par � induit pour tout n 2 Z un isomorphismeHn (G;X(T )_) ��! Hn+2(G; T (CL)):En parti
ulier les groupes de 
ohomologie Hn(G; T (CL)) sont �nis pour toutn.Rappelons que pour tout n le groupe �ni Hn (G;X(T )_) s'identi�e 
anoni-quement au dual du groupe �ni H�n(G;X(T )).121



5.2.5 Mesure adélique et nombre de Tamagawa d'untore algébriqueNous avons rappelé dans l'introdu
tion de 
ette thèse (se
tion 1.4.2) 
om-ment, sur toute variété algébrique X dé�nie sur un 
orps de fon
tions K,une métrisation du fais
eau anti
anonique permet, pour tout v 2 PK , de
onstruire une mesure !X;v sur l'espa
e analytique X(Kv). Rappelons quetout 
hoix d'une se
tion globale ! partout non nulle du fais
eau anti
ano-nique en fournit une métrisation par la formule8 x 2 X(Kv); 8 s 2 !�1X (x); jjsjjv = js(x)jvj!(x)jv ;le 
hoix de la valeur absolue j : jv sur !�1X (x) étant arbitraire. Si X = G estun groupe algébrique et que ! est de plus 
hoisie G-invariante à gau
he, lesmesures lo
ales obtenues sont des mesures de Haar à gau
he.Ono, dans l'arti
le [On2℄, dé�nit le nombre de Tamagawa d'un tore algé-brique dé�ni sur un 
orps global (de 
ara
téristique quel
onque). Dans [On3℄,il établit une relation simple entre 
e nombre de Tamagawa et 
ertains in-variants de type 
ohomologique du tore (
f. le théorème 5.2.5 
i-dessous),montrant en parti
ulier la rationalité du nombre de Tamagawa (
hose nulle-ment évidente sur la dé�niton initiale). Cette relation joue un r�le importantdans l'interprétation du terme prin
ipal des fon
tions zêta des hauteurs desvariétés toriques, tant en 
ara
téristique zéro qu'en 
ara
téristique non nulle.Cependant, dans le 
as des 
orps de fon
tions il s'est avéré que la dé�nitiondu nombre de Tamagawa d'un tore algébrique donnée dans [On2℄ était in-
ompatible ave
 la relation du théorème 5.2.5. Par la suite Oesterlé a montrédans [Oe℄ qu'en introduisant dans la dé�nition d'Ono un fa
teur 
orre
tifégal au 
ardinal du 
onoyau du degré, la relation du théorème 5.2.5 devenait
orre
te. Nous rappelons dans 
ette se
tion la 
onstru
tion du nombre deTamagawa d'un tore algébrique, et le résultat prin
ipal de [On3℄.Soit T un tore algébrique de dimension d, dé�ni sur un 
orps de fon
tionsK. Soit 
T une d-forme di�érentielle K-rationnelle T -invariante sur T (unetelle forme est uniquement déterminée à multipli
ation par un élément deK� près). Cette forme induit don
 pour tout v 2 PK une mesure de Haar!T;v sur T (Kv).On suppose T déployé par une extension galoisienne L de groupe de GaloisG. L'a
tion de G sur X(T ) fournit une représentation� : G �! Aut(X(T )
C):Si v est non rami�ée dans L=K, soit Frv un frobenius lo
al (sa 
lasse de
onjugaison dans G ne dépend que de v), on pose pour tout 
omplexe s tel122



que <(s) > 0 Lv(s; T ) = 1det(1� �(Frv) q�sv )Si v est rami�ée on poseLv(s; T ) = 1det(1� �v(Frv) q�sv )où Frv est un frobenius lo
al et, si on note Gv un groupe de dé
ompositionet Iv le groupe d'inertie 
orrespondant, �v est la représentation�v : Gv=Iv ! Aut(X(T ) Iv 
C)déduite de �. Les fon
tions Lv(s; T ) ne dépendent pas du 
hoix de l'extensionL déployant T . On a alors pour presque tout v la relationZT (Ov) !T;v = 1Lv(1; T )Posons, pour tout v, d�v = 1Lv(1; T ) !T;v:On aura alors ZT (Ov) d�v = 1pour presque tout v.On peut alors dé�nir une mesure de Haar !T sur T (AK) en posant!T = q (1�g) dK Yv2PK d�v:Par la formule du produit !T ne dépend pas du 
hoix de la forme 
T . CommeT 1(AK) est ouvert dans T (AK), la restri
tion de !T à T 1(AK) fournit unemesure de Haar sur T 1(AK). Soit !1T la mesure quotient sur T 1(AK)=T (K),T (K) étant muni de la mesure dis
rète. Soit r le rang de X(T )G. On poseb(T ) = log(qK)�r ZT 1(AK)=T (K) !1T :(rappelons que T 1(AK)=T (K) est 
ompa
t). On dé�nit aussi, si S est unensemble �ni de pla
es de K,!T;S = q (1�g) dK Yv2S !T;v Yv=2S d�v123



et bS(T ) = log(qK)�r ZT 1(AK)=T (K) !1T;S:Notons qu'en parti
ulierZK(T ) !T;S = q (1�g) dK Yv2S ZT (Ov) !T;v Yv=2S ZT (Ov) d�vest non nul.Soit à présent L(s; T ) = Yv2PK Lv(s; T ):Ce produit eulérien 
onverge absolument pour <(s) > 0 et se prolonge enune fon
tion méromorphe ave
 un p�le d'ordre r en s = 1. On posel(T ) = lims!1(s� 1)r L(s; T ):Si S est un ensemble �ni de pla
es de K, on pose égalementLS(s; T ) =Yv=2S Lv(s; T )et lS(T ) = lims!1(s� 1)r LS(s; T ):On dé�nit, suivant [Oe, I.5.9 et 5.12.℄,�(T ) = 1#Coker(degT ) b(T )l(T ) :Ce nombre est appelé nombre de Tamagawa du tore algébrique T . Il estégalement égal à 1#Coker(degT ) bS(T )lS(T )pour tout ensemble �ni S de pla
es de K.Soit h(T ) = #H1(G;X(T ));X(T ) = Ker �H1(G; T (L))! H1(G; T (AL))�et i(T ) = #X(T ):124



Ces dé�nitions ne dépendent pas du 
hoix de l'extension déployant T . Notonsque la suite exa
te longue de 
ohomologie asso
iée à la suite exa
te de G-modules0 �! X(T )_ 
Gm(L) �! X(T )_ 
Gm(AL) �! X(T )_ 
 CL �! 0fournit la suite exa
te0 �! T (K) �! T (AK) �! T (CK) �! H1(G; T (L)) �! H1(G; T (AL))et don
 la suite exa
te0 �! T (AK)=T (K) �! T (CK) �!X(T ) �! 0:L'objet de l'arti
le [On3℄, 
orrigé par Oesterlé dans le 
as des 
orps de fon
-tions, est la démonstration duThéorème 5.2.5 (Ono, Oesterlé)On a la relation �(T ) = h(T )i(T ) :Ce résultat, 
omme déjà indiqué, nous sera utile lors de l'interprétation duterme prin
ipal de la fon
tion zêta des hauteurs.5.2.6 Résolution �asque d'un tore algébrique et appli-
ationsLa notion de résolution �asque d'un tore algébrique a été introduite parColliot-Thélène et Sansu
 dans [CTSa℄ en vue de l'étude de la R-équivalen
esur les tores.Soit T un tore algébrique dé�ni sur K, déployé par une extension L degroupe de Galois G. Rappelons qu'un G-module M libre de rang �ni est dit�asque si pour tout sous-groupe H de G on a H�1(H;M) = 0. Par [CTSa,lemme 3, page 181℄ il existe une suite exa
te de G-modules de rang �ni0 �! X(T ) �! P �! Q �! 0 (5.2.6.1)où P est de permutation et Q est �asque. Soit TP le tore algébrique asso
ié auG-module P . C'est un tore quasi-déployé. Soit TQ le tore algébrique asso
iéau G-module Q.Nous avons d'abord des résultats n'utilisant pas le 
ara
tère �asque de Q.Rappelons que les lemmes 5.2.6 et 5.2.7 sont des 
as parti
uliers de résultatsd'Oesterlé. 125



Lemme 5.2.6Le morphisme degT;L : T (AK) �! (X(T )_)Gest de 
onoyau �ni, et il en est de même du morphismedegT : T (AK) �! �X(T )G�_ :Démonstration : Le 
onoyau de la �è
he (P_)G ! (X(T )_)G est legroupe H1 (G;Q_) qui est �ni (en fait nul 
ar Q est �asque, mais la �nitudesu�t). Comme TP est quasi-déployé, le morphisme degTP ;L est de 
onoyau�ni. Le diagramme 
ommutatifTP (AK) //degTP ;L
��

T (AK)degT;L
��(P_)G // (X(T )_)Gpermet de 
on
lure pour degT;L. Or on a la formuledL degT;L = dK [L : K℄ degT ;et (X(T )_)G est un sous-module d'indi
e �ni de �X(T )G�_. On en déduit lerésultat pour degT . �Lemme 5.2.7Le groupe T 1(AK)=T (K) est 
ompa
t.Démonstration : Nous notons C1L = G1m(AL)=L�. C'est un groupe 
om-pa
t par [We1, IV�4, Theorem 6℄. SoitT 1 (CK) = HomG(X(T ); C1L):Si T est quasi-déployé, on aT 1(CK) ��! T 1(AK)=T (K)
ar, par le théorème de Hilbert 90, si L=K0 est galoisienne, on a�C1L�Gal(K=K0) = C1K0:Ainsi T 1(CK) est en
ore un groupe 
ompa
t. En général, on a le diagramme
ommutatif suivant T 1P (AK)=TP (K) //o

��

T 1(AK)=T (K)
� _

��T 1P (CK) // T 1(CK)126



d'après lequel il su�t de montrer que la �è
he T 1P (CK) ! T 1(CK) est de
onoyau �ni.La suite exa
te 0 �! Q_ �! P_ �! X(T )_ �! 0fournit la suite exa
teT 1P (CK) �! T 1 (CK) �! H1 �G; T 1Q(CL)� :et il su�t don
 montrer la �nitude de H1 �G; T 1Q(CL)�.Pour 
ela, on utilise la suite exa
te0 �! Q_ 
 C1L �! Q_ 
 CL Id
degL�! Q_ �! 0:La suite exa
te de 
ohomologie sous G asso
iée fournit la suite exa
teTQ(CK) �! (Q_)G �! H1 �G; TQ(C1L)� �! H1(G; TQ(CL)):Par dualité de Nakayama, H1 (G; TQ(CL)) est �ni et la �è
heTQ(CK) �! (Q_)Gn'est autre que la fa
torisation de degTQ;L par TQ(CK), son 
onoyau est don
�ni, d'où le résultat. �Nous exploitons à présent le 
ara
tère �asque de Q. Soit v une pla
e deK, V une pla
e de L au-dessus de v, Gv son groupe de dé
omposition. Lerésultat suivant est dû à Draxl ([Dr, page 449℄).Proposition 5.2.8 (Draxl)Pour toute pla
e v de K on a une inje
tion de groupesT (Kv)=T (Ov) ,! (X(T )_)Gvde 
onoyau �ni, et 
'est un isomorphisme si v est non rami�ée dans L=K.Corollaire 5.2.9Si v est non rami�ée dans L=K, le morphismeTP (Kv)=TP (Ov) �! T (Kv)=T (Ov)est surje
tif. 127



Démonstration : En e�et par l'isomorphisme donné par le lemme 
i-dessus 
e morphisme est la �è
he(P_)Gv �! (X(T )_)Gvinduite en prenant les Gv-invariants dans le dual de la suite exa
te 5.2.6.1.Son 
onoyau est don
 le groupe H1(Gv; Q_). Ce dernier groupe est isomorpheà H�1(Gv; Q) qui est nul 
ar Q est �asque. �Lemme 5.2.10 (Ono)Si v est non rami�ée dans L=K le morphismeTP (Ov) �! T (Ov)est surje
tif.Démonstration : C'est un fait général pour tout morphisme surje
tif detores algébriques T 0 ! T . La preuve �gure dans [On1, Lemma 4.2.1℄, nousla rappelons. On a T (Ov) ��! HomGv(X(T );O�V);TP (Ov) ��! HomGv(P;O�V)et une suite exa
teTP (Ov) �! T (Ov) �! H1(Gv; Q_ 
O�V):Or, si v est non rami�ée, O�V est 
ohomologiquement trivial, don
, d'après[Se1, IX, x 5, Corollaire℄, Q_ 
O�V l'est aussi, d'où le résultat. �On déduit des deux résultats pré
édents :Corollaire 5.2.11Si v est non rami�ée dans L=K, le morphismeTP (Kv) �! T (Kv)est surje
tif.Pour tout ensemble �ni S de pla
es de K, nous notonsT (AK)S = T (AK)\Yv=2S T (Kv):D'après 
e qui pré
ède, si S 
ontient les pla
es rami�ées, le morphismeTP (AK)S �! T (AK)S128



est surje
tif.Soit T (K) l'adhéren
e de T (K) dans Qv2PKT (Kv) muni de la topologieproduit et soit A(T ) =  Yv2PK T (Kv)! =T (K)le groupe d'obstru
tion à l'approximation faible. Comme TP est quasi-déployéon a, par [Ha, p. 334℄, A(TP ) = 0.Soit S un ensemble �ni de pla
es de K 
ontenant les pla
es rami�ées dansL=K. Le morphisme TP (AK)S �! T (AK)Sest 
ontinu pour la topologie produit, et surje
tif. On en déduit que T (K)
ontient T (AK)S. Si on désigne par T (K) S l'adhéren
e de l'image de T (K)dans Qv2ST (Kv), on a don
 le résultat suivant.Lemme 5.2.12On a un s
indage T (K) \ T (AK) = T (AK)S � T (K) Set les égalitésA(T ) = T (AK)=�T (K) \ T (AK)� =  Yv2S T (Kv)! =T (K) S:On a en fait le résultat suivantLemme 5.2.13Le 
onoyau du morphismeTP (AK)=TP (K) �! T (AK)=T (K)est exa
tement A(T ).Dans le 
as des 
orps de nombres, 
e résultat est indiqué dans [BaTs1, Theo-rem 3.1.1℄.Démonstration : Notons 
 le morphisme TP (AK) ! T (AK) (
ette no-tation sera reprise à la se
tion 5.4.2) et 
 le morphisme TP (AK)=TP (K) !T (AK)=T (K). En tensorisant le dual de la suite exa
te 5.2.6.1 ave
 CL et enprenant les G-invariants, on obtient une suite exa
teTP (CK) �! T (CK) �! H1(G; TQ(CL)) �! H1(G;P_ 
 CL):129



Par dualité de NakayamaH1(G;P_ 
 CL) ��! H1(G;P ) � = 0
ar P est de permutation. On peut 
ompléter la suite exa
te obtenue en undiagramme 
ommutatifTP (CK) // T (CK) // H1(G; TQ(CL)) // 0TP (AK)=TP (K)o OO 
 // T (AK)=T (K)?�

OO p // A(T ) // 0Rappelons que la �è
he verti
ale de gau
he est un isomorphisme 
ar TP estquasi-déployé. Il faut montrer que la suite du bas est exa
te. Evidemmentp est surje
tif. Comme A(TP ) = 0 et que 
 est 
ontinu pour la topologieproduit, on a les in
lusions
 (TP (AK)) = 
 �TP (K) \ TP (AK)� � 
(TP (K))\T (AK) � T (K)\T (AK)don
 p Æ 
 = 0. Par un argument de Colliot-Théléne et Sansu
 ([CTSa, page219℄), il existe un morphismeA(T ) �! H1(G; TQ(CL))tel que le diagramme obtenu en rajoutant 
ette �è
he est en
ore 
ommutatif(le lemme s'en déduit par une rapide 
hasse au diagramme). En e�et on a undiagramme 
ommutatif T (CK) // H1(G; TQ(CL))TP (AK) // T (AK) //

OO H1(G; TQ(AL))OO

où la ligne du bas est exa
te. Comme A(TP ) = 0, l'image de TP (AK) est
ontenue dans T (K) \ T (AK) (
f. 
i-dessus) et le morphismeT (AK) �! H1(G; TQ(CL))fa
torise à travers A(T ), d'où le morphisme re
her
hé. �L'argument 
i-dessus permet en fait aux auteurs de [CTSa℄ de montrerque A(T ) s'identi�e au 
onoyau du morphismeH1(G; TQ(L)) �! H1(G; TQ(AL))130



et d'en déduire l'existen
e d'une suite exa
te0 �! A(T ) �! H1(G; TQ(CL)) �!X(T ) �! 0:Par dualité de NakayamaH1(G; TQ(CL)) ��! H1(G;Q) �d'oùLemme 5.2.14 (Colliot-Thélène, Sansu
)On a l'égalité #A(T ) = #H1(G;Q)#X(T ) :Ce
i nous servira pour le 
al
ul du terme prin
ipal de la fon
tion zêta deshauteurs dans la se
tion 5.6.5.2.7 Sur le 
al
ul du 
ardinal du 
onoyau de degT .Soit T un tore algébrique dé�ni sur un 
orps de fon
tions K, de 
orpsdes 
onstantes k. Soit G le groupe de Galois de K sep=K, il 
ontient un sous-groupe distingué H tel que le quotient G=H s'identi�e à G le groupe deGalois absolu de k. La représentation 
ontinue de G dans Aut(X(T )) induitune représentation 
ontinue% : G �! Aut �X(T )H� :Soit gT = G=Ker(%) et dT = # gT . Ainsi le 
orps �ni à q dTK éléments est le
orps des 
onstantes minimal d'une extension galoisienne L=K déployant T .Soit L=K une extension �nie galoisienne de groupe G, déployant T . SoitH l'image de H dans G. On peut toujours 
hoisir L de telle sorte que G=H =gT , 
e que nous ferons pour la suite de 
ette se
tion. Considérons alors unerésolution �asque R de X(T )R : 0 �! X(T ) �! P �! Q �! 0:Prenons les invariants sous H, on obtient une suite exa
te de gT -modules0 �! X(T )H �! P H �! QH ÆR�! H1(H;X(T )) �! 0:Soit P1 un G-module de permutation, on obtient une résolution �asque R1R1 : 0 �! X(T ) �! P � P1 �! Q� P1 �! 0131



et on a Ker(ÆR1) ��! Ker(ÆR)� PH1 :Si R2 : 0 �! X(T ) �! P2 �! Q2 �! 0est une résolution �asque de X(T ) ave
 Q2 ��! Q, alors P2 ��! P etKer(ÆR) ��! Ker(ÆR2):Si R0 : 0 �! X(T ) �! P 0 �! Q0 �! 0:est une résolution �asque de X(T ), par [CTSa, lemme 5℄, les G-modules Q etQ0 sont isomorphes après addition deG-modules de permutation 
onvenables.En parti
ulier, d'après 
e qui pré
èdeH1(gT ;Ker(ÆR)) ��! H1(gT ;Ker(ÆR0 )):Nous nous proposons à présent de donner des indi
es en faveur d'une réponsepositive à la question suivante.Question 5.2.15L'égalité [Coker(degT )℄ = d rg(X(T )G)T [H1(gT ;Ker(ÆR))℄h bH0 (gT ; X(T )H)i (5.2.7.1)est-elle véri�ée pour tout tore algébrique T ?Remarquons que le membre de droite dans la formule 
i-dessus est bien unentier, 
ar bH0 �gT ; X(T )H� est un groupe abélien �ni tué par #gT = dTet engendré par les images des éléments d'une base de X(T )G, don
 parrg �X(T )G� éléments. Son 
ardinal divise don
 d rg(X(T )G)T .On notera &(T ) l'invariantd rg(X(T )G)T [H1(gT ;Ker(ÆR))℄[Coker(degT )℄ h bH0 (gT ; X(T )H)ide sorte que la question 5.2.15 se reformule en : est-il vrai que &(T ) = 1 pourtout tore algébrique T ? 132



Proposition 5.2.16L'invariant & est multipli
atif dans le sens où si T et T 0 sont des tores algé-briques on a &(T � T 0) = &(T ) &(T 0):On a &(T ) = 1 dans les 
as suivants : T anisotrope, T quasi-déployé, gT =1, gT = G et, 
omme généralisation de 
e dernier 
as, T déployé par uneextension méta
y
lique.Au vu de 
ette proposition, nous pouvons faire la remarque suivante : soit0 �! T 0 �! T �! T 00 �! 0une suite exa
te de tores algébriques. Si on pouvait montrer que dans unetelle situation on a en
ore la multipli
ativité de &, i.e. la relation&(T ) = &(T 0) &(T 00);alors le fait que &(T ) = 1 pour T quasi-déployé permettrait, par le raisonne-ment utilisé par Ono dans [On3, p. 68℄, d'en déduire que &(T ) = 1 pour touttore algébrique.Démonstration : Montrons d'abord la multipli
ativité pour les produitsde tores. Soit T un tore algébrique. Notons, pour tout quotient �ni g de Gtel que gT est un quotient de g, Ng la norme sur X(T )HNg : m!Xg2g g:mde sorte quebH0 �g; X(T )H� = �X(T )H� g =NgX(T )H = X(T )G=NgX(T )HSoit d = # g, on a alors pour m 2 X(T )HNg(m) = ddT NgT (m)don
 NgX(T )H est un sous-module de NgTX(T )H d'indi
e � ddT � rg(X(T )G),soit h bH0 �g; X(T )H�i = � ddT � rg(X(T )G) h bH0 �gT ; X(T )H�i :Par ailleurs, si M est un gT -module on aH1(gT ;M) = H1(g;M):133



d'après la suite exa
te d'in�ation-restri
tion.Soit à présent T 0 un autre tore algébrique, et 
hoisissons pour g le groupede Galois d'une extension 
ommune à kT et kT 0 . On aX(T � T 0) = X(T )�X(T 0):et il est 
lair queCoker(degT�T 0 ) = Coker(degT ) Coker(degT 0 ):Si R et R0 sont des résolutions �asques de X(T ) et X(T 0) respe
tivement,R00 = R� R0 est une résolution �asque de X(T � T 0), et on aH1(g;Ker(ÆR00 )) = H1(g;Ker(ÆR)� Ker(ÆR0 ))= H1(g;Ker(ÆR))�H1(g;Ker(ÆR0 ))d'où �H1(gT�T 0 ;Ker(ÆR00 ))� = �H1(gT ;Ker(ÆR))� �H1(gT 0 ;Ker(ÆR0 ))� :Par ailleursbH0�g;�X(T )�X(T 0)�H� = bH0 �g; X(T )H�� bH0 �g; X(T 0)H�et �X(T )�X(T 0)�G = X(T )G �X(T 0)Gd'où� bH0�g;�X(T )�X(T 0)�H�� = h bH0 �g; X(T )H�i h bH0 �g; X(T 0)H�i :On en déduit� ddT�T 0 � rg�X(T )G�X(T 0 )G� h bH0 �gT�T 0 ; X(T � T 0)H�i= � ddT � rg(X(T )G) � ddT 0 � rg�X(T 0 )G�� h bH0 �gT ; X(T )H�i h bH0 �gT 0 ; X(T 0)H�id'où le résultat. 134



Montrons à présent que &(T ) = 1 si T est anisotrope, i.e. si X(T )G = f0g.Dans 
e 
as tous les termes de l'égalité (5.2.7.1) sont égaux à 1, sauf peut-être[H1(gT ;Ker(ÆR))℄. Nous allons voir que 
e dernier terme vaut également 1.Rappelons ([Se1, p. 141℄) que, 
omme gT est 
y
lique, si � est un générateurde H2(G;Z) le 
up-produit par � dé�ni pour tout G-moduleM et tout n 2 Zun isomorphisme Hn(G;M) ��! Hn+2(G;M):La suite exa
te de gT -modules0 �! X(T )H �! PH �! Ker(ÆR)) �! 0fournit la suite exa
teH�1(gT ; PH) �! H�1(gT ;Ker(ÆR)) �! bH0(gT ; X(T )H):Comme X(T )G = f0g, on a bH0(gT ; X(T )H) = 0. Comme PH est de permu-tation, (PH)_ l'est aussi et on aH�1(gT ; PH) ��! H1(gT ; (PH)_) = 0:Ainsi H�1(gT ;Ker(ÆR)) est nul, et 
omme gT est 
y
lique H1(gT ;Ker(ÆR))l'est également. On a don
 bien &(T ) = 1 si T est anisotrope.Traitons à présent les 
as restants. Pour tout G-module M on note NGla norme qui à m 2M asso
ie l'élément de MGNG(m) =Xg2G g m:Soit � 2 T (AL) = Hom(X(T );Gm(AL)):Le morphisme degT (NG�) envoie m 2 X(T )G surdegK  Yg2G(g �)(m)! = degK  Yg2G g: ��(g�1m)�!= degK  Yg2G g: (�(m))!= dT[L : K℄ degL Yg2G g: (�(m))!= dT degL(�(m)):135



La troisième égalité provient de la formule 5.2.2.1. Ainsi l'image de NGT (AL)par degT est in
luse dans dT �X(T )G�_.Soit à présent  un élément de dT �X(T )G�_. Comme il existe des idèlesde degré 1, on peut aisément 
onstruire un morphisme� 2 Hom(X(T );Gm(AL))tel que pour m 2 X(T )G on aitdegL(�(m)) =  (m)dT ;et don
 pour un tel �, degT (NG �) =  . Ainsi la �è
hedegT : NGT (AL) �! dT �X(T )G�_est surje
tive. Déjà 
e
i montre que si H = G, soit gT trivial (i.e. s'il n'ya pas d'extension du 
orps des 
onstantes dans L) le morphisme degT estsurje
tif (résultat qu'on retrouvera d'ailleurs à la se
tion 5.4.2). Les autrestermes intervenant dans la dé�nition de & sont eux aussi trivialement égauxà 1, et on a don
 bien &(T ) = 1 si gT est trivial.En toute généralité on a un morphisme℄degT : T (AK)=NGT (AL) �! �X(T )G�_ =dT �X(T )G�_tel que [Coker(degT )℄ = hCoker(℄degT )i = d rg(X(T )G)T hKer�℄degT�ih bH0(G; T (AL))i :Par un pro
édé similaire, il est fa
ile de voir qu'on a un morphisme℄deg0T : T (CK)=NGT (CL) �! �X(T )G�_ =dT �X(T )G�_et que hCoker(deg0T )i = d rg(X(T )G)T �Ker�℄deg0T��h bH0(G; T (CL))i :Par ailleurs le morphisme deg0T;L et la relation (5.2.3.1) font qu'on a unmorphismêdeg0T;L : T (CK)=NGT (CL) �! �X(T )G�_ =#G �X(T )G�_136



Cas où G = gT . Rappelons en
ore une fois que, 
omme G est 
y
lique,si � est un générateur de H2(G;Z) le 
up-produit par � dé�ni pour toutG-module M et tout n 2 Z un isomorphismeHn(G;M) ��! Hn+2(G;M):La résolution �asque 
i-dessus induit un diagramme 
ommutatifTP (AK)=TP (K)o
��

// T (AK)=T (K)
� _

��TP (CK) // T (CK) // H1(G; TQ(CL)) // 0Par dualité de Nakayama, H1(G; TQ(CL)) est isomorphe à H�1(G;Q_). MaisG est 
y
lique, et don
 H�1(G;Q_) est isomorphe à H1(G;Q_), qui est nul
ar Q est �asque. Ainsi TP (CK)! T (CK) est surje
tif, 
ommeTP (CK) ��! TP (AK)=TP (K);le morphisme T (AK)=T (K) �! T (CK)est un isomorphisme (en d'autres termes X(T ) = 0). On a don
 dans 
e 
as[Coker(degT )℄ = hCoker(deg0T )i :Considérons la suite exa
te de G-modules0 �! C1L �! CL degL�! Z �! 0;qui donne naissan
e aux suites exa
tesCK degLjCK�! Z �! H1(G;C1L) �! H1(G;CL)et H2(G;CL) degL�! H2(G;Z) �! H3(G;C1L):On a H1(G;CL) = 0 par la théorie du 
orps de 
lasse. Par ailleurs 
ommeG = gT , on a dL = dK [L : K℄ d'où degLjCK = degK. CommedegK : CK �! Zest surje
tif, on obtientH1(G;C1L) = 0 et 
ommeG est 
y
lique,H3(G;C1L) =0. Ainsi le morphisme H2(G;CL) degL�! H2(G;Z)137



est surje
tif. Comme la 
lasse fondamentale �L=K de H2(G;CL) engendreH2(G;CL), son image �L=K par degL doit don
 engendrer H2(G;Z).Considérons la suite exa
te de G-modules0 �! �X(T )=X(T )G�_ �! X(T )_  �! �X(T )G�_ �! 0: (5.2.7.2)On a un morphisme X(T )_ 
 CL  
 degL�! �X(T )G�_ :En prenant les G-invariants, on obtient le morphisme deg0T;L, qui est i
i égalà deg0T par la formule (5.2.3.1).Si on note en
ore  le morphismeH�2 (G;X(T )_) �! H�2 �G; �X(T )G�_�induit par  , on a pour tout x 2 H�2 (G;X(T )_) et par fon
torialité du
up-produit℄deg0T �x [ �L=K� =  (x) [ degL ��L=K� =  (x) [ �L=K:En d'autres termes on a un diagramme 
ommutatifbH0(G; T (CL)) ℄deg0T // bH0 �G; �X(T )G�_�H�2 (G;X(T )_):[�L=K oOO  // H�2 �G; �X(T )G�_�:[�L=K oOO
Comme ��X(T )=X(T )G�_�G = f0g, on déduit de la suite exa
te (5.2.7.2)que le morphisme bH0 (G;X(T )_)  �! bH0 �G; �X(T )G�_�est inje
tif. Comme G est 
y
lique, le morphismeH�2 (G;X(T )_)  �! H�2 �G; �X(T )G�_�est également inje
tif. On a don
�Ker�℄deg0T�� = 0;138



d'où [Coker(degT )℄ = d rg(X(T )G)Th bH0(G;X(T ))i :En parti
ulier l'égalité &(T ) = 1 est véri�ée dans 
e 
as. En e�et i
i H esttrivial, d'où bH0(G;X(T )) = bH0 �gT ; X(T )H�et Ker (ÆR) = Q d'oùH1 (gT ;Ker (ÆR)) = H1(G;Q) = H�1(G;Q) = 0;la deuxième égalité venant du fait que G est 
y
lique.Cas général. Nous revenons pour l'instant au 
as d'un tore algébriquequel
onque. Nous généralisons les 
al
uls faits dans le 
as G = gT , et endéduisons l'égalité &(T ) = 1 dans les 
as T quasi-déployé et T déployé parune extension méta
y
lique.Notons K0 = LH . Les suites exa
tes0 �! C1L �! CL degL�! Z �! 0et 0 �! C1K0 �! CK0 degK0�! Z �! 0induisent le diagramme 
ommutatifH2 (gT ; CK0) inf //degK0
��

H2 (G;CL)degL
��H2 (gT ;Z) inf // H2 (G;Z)où les �è
hes horizontales sont les morphismes d'in�ation. On note�L=K = degL(�L=K)et �K0=L = degK0(�K0=K):De manière identique au 
as G = gT , on a que �K0=K est un générateur deH2(gT ;Z). Par ailleurs on a d'après la relation (5.2.3.1)degL Æ inf = (#H) inf Æ degK0 :139



et d'après [Se1, p. 176℄inf(�K0=K) = [L : K0℄�L=K = (#H) �L=K :On en déduit inf ��K0=K� = �L=K :De la même manière que dans le 
as parti
ulier G = gT , on obtient undiagramme 
ommutatifbH0(G; T (CL)) d̂eg0T;L // bH0 �G; �X(T )G�_�H�2 (G;X(T )_):[�L=K oOO  // H�2 �G; �X(T )G�_�:[�L=K OO

à 
e
i près bien sûr que la �è
he verti
ale de droite n'est plus né
essairementun isomorphisme. Maintenant la formule (5.2.3.1) montre qued̂eg0T;L = (#H)℄deg0T
e qui permet de dé�nir un isomorphisme� : (#H) bH0 �G; �X(T )G�_� �! bH0 �gT ; �X(T )G�_�tel que � Æ d̂eg0T;L =℄deg0T :Notons inf � le morphisme dual de l'in�ationH2 �gT ; X(T )G�! H2 �G;X(T )G� :On a un diagrammeH�2 �G; (X(T )G)_� �inf�
��

inf (H2(gT ;Z)) [ // (#H) bH0 �G; �X(T )G�_��
��H�2 �gT ; (X(T )G)_� � H2(gT ;Z)inf OO [ // bH0 �gT ; �X(T )G�_�Ce diagramme est 
ommutatif dans le sens suivant : si x est un élément deH�2 �G; (X(T )G)_� et � un élément de H2(gT ;Z), on a� (x [ inf(�)) = inf�(x) [ �: (5.2.7.3)140



Il su�t pour véri�er 
e
i de regarder au niveau du diagrammeH�2(G;Z) �inf �
��

inf (H2(gT ;Z)) [ // (#H) bH0(G;Z)�
��H�2 (gT ;Z) � H2(gT ;Z)inf OO [ // bH0 (gT ;Z)qui �provient� du diagramme naturelGab�

��

Hom(gT ;Q=Z) // Q=ZId
��gT� Hom(gT ;Q=Z)OO

// Q=Z(le groupe Hom(gT ;Q=Z) de la ligne du haut étant vu 
omme sous-groupenaturel de Hom(G;Q=Z)) dont la 
ommutativité est évidente. On obtienten résumé, en utilisant la relation (5.2.7.3) ave
 � = �K0=K , un diagramme
ommutatif bH0(G; T (CL)) ℄deg0T // bH0 �gT ; �X(T )G�_�H�2(G;X(T )_)o:[�L=K OO

 
��H�2(G; (X(T )G)_) inf � //

� Æ ( :[�L=K) ::
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v
v

v
v H�2 �gT ; �X(T )G�_�:[�K0=K oOO

On a don
 �Ker(℄deg0T )� = [Ker(inf � Æ  )℄ :Le morphisme de G-module X(T )G ! X(T ) induit un diagramme 
ommu-tatif H2 �gT ; X(T )H� inf // H2 (G;X(T ))H2 �gT ; X(T )G� inf //

OO H2 �G;X(T )G�OO

Le morphisme inf � Æ � est don
 dual du morphismeH2 �gT ; X(T )G� �! H2(G;X(T ))141



obtenu en 
omposant le morphismeH2 �gT ; X(T )G� �! H2 �G;X(T )H�déduit de la suite exa
te de gT -modules0 �! X(T )G �! X(T )H �! X(T )G=X(T )H �! 0ave
 l'in�ation H2 �gT ; X(T )H� �! H2(G;X(T )):On a f0g = bH0 �gT ; X(T )H=X(T )G� ��! H2 �gT ; X(T )H=X(T )G�don
 le morphismeH2 �gT ; X(T )G� �! H2 �gT ; X(T )H�est surje
tif et �nalement�Ker(℄deg0T )� = �Coker �H2 �gT ; X(T )G� �! H2(G;X(T ))��= �Coker �H2 �gT ; X(T )H� �! H2(G;X(T ))�� :La suite exa
te0 �! H1 �gT ; X(T )H� �! H1(G;X(T )) �! H1(H;X(T )) gT�! H2 �gT ; X(T )H� �! H2(G;X(T ))�! Coker �H2 �gT ; X(T )H� �! H2(G;X(T ))� �! 0déduite de la suite spe
trale de Ho
hs
hild-Serre montre que�Ker(℄deg0T )� = �H1 �gT ; X(T )H�� [H1(H;X(T )) gT ℄ [H2(G;X(T ))℄[H1(G;X(T ))℄ [H2 (gT ; X(T )H)℄ :Reprenons à présent notre résolution �asque R0 �! X(T ) �! P �! Q �! 0et notons QR = Ker(ÆR). Cette résolution donne naissan
e aux suites exa
tes0 �! X(T )G �! PG �! QG �! H1(G;X(T )) �! 0; (5.2.7.4)0 �! X(T )H �! PH �! QR �! 0;142



et 0 �! QR �! QH �! H1(H;X(T )) �! 0:En prenant les gT -invariants dans les deux dernières suites exa
tes, on obtientles suites exa
tes0 �! X(T )G �! PG �! Q gTR �! H1 �gT ; X(T )H� �! 0 (5.2.7.5)(
ar PH est un gT -module de permutation) et0 �! Q gTR �! QG �! H1(H;X(T ))gT �! H1(gT ; QR) (5.2.7.6)�! Ker �H1(gT ; QH) �! H1(gT ; H1(H;X(T )))� �! 0:De l'égalité�QG : PG=X(T )G� = �QG : Q gTR � �Q gTR : PG=X(T )G� ;et des suites exa
tes (5.2.7.4), (5.2.7.5) et (5.2.7.6) on tire�H1(G;X(T ))� = �H1 �gT ; X(T )H�� �H1(H;X(T ))gT �� �Ker �H1(gT ; QH)! H1(gT ; H1(H;X(T )))��[H1(gT ; QR)℄ ;d'où�Ker(℄deg0T )�= [H2(G;X(T ))℄ [H1(gT ; QR)℄[H2 (gT ; X(T )H)℄ [Ker (H1(gT ; QH)! H1(gT ; H1(H;X(T ))))℄ :Du fait que H2(G;X(T )) ��! bH0(G; T (CL))par dualité de Nakayama, et queH2 �gT ; X(T )H� ��! bH0 �gT ; X(T )H�
ar gT est 
y
lique, on obtienthCoker(deg0T )i= d rg(X(T )G)T [H1(gT ; QR)℄h bH0 (gT ; X(T )H)i [Ker (H1(gT ; QH)! H1(gT ; H1(H;X(T ))))℄ :(5.2.7.7)143



Pour obtenir une réponse positive en toute généralité à la question 5.2.15, ilfaudrait don
 montrer que l'obstru
tion à 
e qu'un élément de deg0T (T (CK))soit dans degT (T (AK)) est exa
tement dé
rite par le groupeKer �H1(gT ; QH) �! H1(gT ; H1(H;X(T )))� :Nous déduisons à présent de 
ette formule l'égalité &(T ) = 1 dans les 
as Tquasi-déployé et T déployé par une extension méta
y
lique.Cas où T est quasi-déployé. Si T est quasi-déployé, on a X(T ) = 0 etdon
 [Coker(degT )℄ = hCoker(deg0T )i :Par ailleurs 0 �! X(T ) �! X(T ) �! 0 �! 0est une résolution �asque de X(T ), et don
 dans la formule (5.2.7.7), on peutprendre Q = 0. La réponse à la question 5.2.15 est don
 positive dans le 
asd'un tore quasi-déployé.Cas où T est déployé par une extension méta
y
lique. Si G estméta
y
lique (i.e. a ses Sylow 
y
liques), tout G-module �asque est 
o�asque([CTSa, 
orollaire 2℄), et don
 si Q est un G-module �asque,H1(G; TQ(CL)) = 0:De la même manière que dans le 
as G = gT , on en déduit que X(T ) = 0 et[Coker(degT )℄ = hCoker(deg0T )i :D'après la suite exa
te de Ho
hs
hild-Serre, le groupe H1(gT ; QH) s'inje
tedans H1(G;Q), et est don
 nul. La réponse à la question 5.2.15 est don
positive dans le 
as d'un tore déployé par une extension méta
y
lique, et 
e
i
on
lut la démonstration de la proposition 5.2.16. �5.3 Hauteurs sur une variété torique et fon
-tion zêta asso
iée5.3.1 Variétés toriques non déployéesSoit M un Z-module de type �ni et � � M 
 R un éventail proje
tifet lisse. Comme déjà expliqué à la se
tion 3.2, à un tel objet 
ombinatoire144



est asso
ié, pour tout 
orps L, une 
ompa
ti�
ation équivariante lisse etproje
tive du tore déployéGm;L, autrement dit une variété torique proje
tive,lisse et déployée sur L, notée X�;L.Soit K un 
orps de fon
tions, qui restera �xé dans toute la suite de 
e
hapitre, ave
 qK = q. Soit T un tore algébrique de dimension d dé�ni sur K.On �xe également une extension galoisienne L=K de groupe G déployant T .Soit � � X(T )_ 
R un éventail proje
tif et lisse. On suppose de plus que� est un G-éventail, 
'est-à-dire que G agit sur � en préservant les 
�nes.Alors G agit aussi sur la variété torique proje
tive X�;L, et on peut prendrele quotient de X�;L par G, 
e qui donne une variété X� dé�nie sur K, quiest une 
ompa
ti�
ation équivariante proje
tive et lisse de T (
f. [Vo, �1℄).Soit �(1) l'ensemble des rayons de �, et P� le G-module de permutationZ�(1). Le G-module Pi
(X�;L) est libre de rang �ni et on a une suite exa
tede G-modules 0 �! X(T ) �! P� �! Pi
(X�;L) �! 0: (5.3.1.1)De plus Pi
(X�;L) est un G-module �asque. Ce
i dé
oule de la preuve de[CTSa, proposition 6, page 189℄. Choisissons en e�et un 
orps K 0 de 
ara
-téristique 0 tel qu'il existe une extension galoisienne L0 de K 0 de groupeG. Il existe don
 un tore algébrique TP dé�ni sur K 0 et déployé par L0 , etune 
ompa
ti�
ation lisse et proje
tive X�;K0 de TP , telle que les G-modulesPi
(X�;L0) et Pi
(X�;L) sont isomorphe, et d'après [CTSa℄ Pi
(X�;L0) est�asque.5.3.2 Fon
tion zêta des hauteursSoit � 2 PL(�)G
C. Pour v 2 PK on dé�nit, suivant [BaTs1, De�nition2.1.5℄ une hauteur lo
ale H�;v : T (Kv) �! Cinvariante sous l'a
tion de T (Ov), de la façon suivante. Soit V une pla
e de Ldivisant v, et Gv le groupe de dé
omposition 
orrespondant. Le morphismevaluation V : L�V �! Zx 7�! V(x)est Gv-équivariant et permet, en identi�ant T (Kv) à HomGv(X(T ); L�V), dedé�nir par 
omposition un morphismejv : T (Kv) �! HomGv(X(T );Z) = (X(T )_)Gv145



puis pour tout � 2 PL(�)G 
C la hauteur lo
aleH�;v(�) : T (Kv) �! Cx 7�! exp [ fv ln(q)�(jv(x)) ℄ :Pour x 2 T (K) on pose H�(x) = Yv2PK H�;v(x):Si � 2 PL(�)G, H�(x) est la restri
tion à T (K) d'une hauteur d'Arakelovasso
iée au fais
eau inversible représenté par �. On pose alors�H�(s) = Xx2T (K) H�(x)�spour tout s 2 C tel que la série 
onverge, et plus généralement�H(�) = Xx2T (K) H��(x)pour tout � 2 PL(�)G 
 C tel que la série 
onverge (
f. le résultat de
onvergen
e 
i-dessous).5.3.3 Mesure et nombre de Tamagawa d'une variété to-riqueDans le 
as où �0 2 PL(�)G 
orrespond au fais
eau anti
anonique de X�,la métrisation dont provient la hauteur H�0 induit pour tout v une mesure!X�;v sur X�(Kv).Comme la forme 
T utilisée dans la se
tion 5.2.5 pour la 
onstru
tion desmesures de Haar !T;v sur T (Kv) est une se
tion non nulle sur T du fais
eau
anonique de X�, il existe, par dé�nition de la fon
tion hauteur asso
iée àune métrique adélique (se
tion 1.4, page 24) une famille (�v) 2 (R>0)PK ave
�v = 1 pour presque tout v et Qv2PK�v = 1 telle que, pour tout x 2 T (Kv),on a ����
T (x)�1����v = �vH�0;v(x):En vue du 
al
ul du terme prin
ipal de la fon
tion zêta des hauteurs, nousvoulons 
omparer les mesures !X�;v et H�;v(x; �0)!T;v sur T (Kv). C'est l'ob-jet de la proposition 3.4.4. de [BaTs1℄, dont nous rappelons la preuve.146



Soient x 2 T (kv) et U un ouvert de Zariski de T 
ontenant x tel qu'ilexiste un K-morphisme étale f : U �! AdK;véri�ant f �� ��x1 ^ � � � ^ ��xd� = � 
�1U :ave
 � 2 K�. Ce morphisme induit pour un ouvert analytique W de T (Kv)
ontenant x un isomorphisme analytiquef : W ��! f(W ) � Kdv :Par dé�nition de !T;v on a!T;v = j�jv �f�1�� (dx1 : : : dxd)et par ailleurs!X�;v = j�jv �f�1�� �jj
T (f�1(x))�1jjvdx1 : : : dxd�d'oùLemme 5.3.1Il existe une famille (�v) 2 (R>0)PK ave
 �v = 1 pour presque tout v etYv2PK �v = 1telle que 8 v 2 PK; !X�;vjT (Kv) = �vH�0;v(:)!T;v:Rappelons (
f. se
tion 1.4.2) que le nombre de Tamagawa de X� est alorspar dé�nition 
H (X�) = !X� �X�(K)� ;où !X� = q (1�g) dim(X�) lS(X�)Yv2S !X�;vYv=2S Lv(1;Pi
(X sep� )�1)!X�;v:Lemme 5.3.2 (Batyrev, Ts
hinkel)On a ZT (K)\T (AK ) !X� = ZX�(K) !X� :C'est la proposition 3.4.5 de [BaTs1℄. Leur preuve ne fait visiblement pasusage de la 
ara
téristique zéro. 147



5.3.4 Le résultatNous sommes à présent en mesure d'énon
er notre résultat prin
ipal. La
onstante &(T ) a été dé�nie au début de la se
tion 5.2.7.Théorème 5.3.3Soit K un 
orps de fon
tions, L=K une extension galoisienne de groupe G,� un G-éventail proje
tif et lisse. Soit X� la variété torique proje
tive etlisse, dé�nie sur K, qui lui est asso
ié. C'est une 
ompa
ti�
ation d'un torealgébrique T .Soit �0 2 PL(�)G un représentant du fais
eau anti
anonique de X�. Lasérie �H (s �0) 
onverge absolument pour <(s) > 1 et pour un 
ertain " > 0 seprolonge en une fon
tion méromorphe sur un domaine du type <(s) > 1� ".Cette fon
tion a un p�le d'ordre le rang du groupe de Pi
ard de X� en s = 1,et on alims!1(s� 1)rg(Pi
(X�)) �H (s �0) = &(T )��(X�)#H1 (G;Pi
(X�;L)) 
H (X�) :Ce théorème est l'analogue dans le 
as fon
tionnel du résultat démontré dans[BaTs1℄ et [BaTs3℄, à 
e
i près que nous ne sommes pas en mesure d'assurerque l'égalité &(T ) = 1 est vraie en toute généralité (
f. la se
tion 5.2.7),et don
 que la 
onstante obtenue 
oïn
ide ave
 la 
onstante espérée. Notrepreuve 
onsiste, 
omme déjà indiqué, à adapter les arguments de [BaTs1℄ et[BaTs3℄ en 
ara
téristique positive.5.3.5 Stratégie de Batyrev et Ts
hinkelL'idée essentielle de Batyrev et Ts
hinkel pour étudier la fon
tion zêtades hauteurs est d'appliquer la formule de Poisson pour obtenir une repré-sentation intégrale de �H(�). Pour 
ela, on 
ommen
e par étendre la hauteuren une fon
tion 
ontinue sur T (AK) en posant pour (xv) 2 T (AK)H�((xv)) = Yv2PK H�;v(xv):Ainsi H� est invariante sous l'a
tion de K(T ) (
e
i sera utile pour annu-ler beau
oup de transformées de Fourier). On veut appliquer la formule dePoisson sous la forme suivante (
f. [Bki, Proposition 8, p. 127℄) :Théorème 5.3.4 (Formule de Poisson)Soit G un groupe topologique abélien lo
alement 
ompa
t muni d'une mesurede Haar dg,H un sous-groupe fermé muni d'une mesure de Haar dh. Soit dx lamesure de Haar sur le quotient G=H, normalisée par la relation dg = dx dh.148



Soit H? le groupe des 
ara
tères de G triviaux sur H, qu'on munit de lamesure de Haar d� duale de la mesure dx. Soit F : G! R une fon
tion L1et FF sa transformée de Fourier par rapport à dg. On suppose FF L1 surH?.Alors, pour presque tout g de G, la fontion g 7! F (g h) est L1 sur H, eton a la formule ZH F (g h)dh = ZH? �(g) (FF )(�)d�:On veut appliquer 
e résultat à G = T (AK) muni de la mesure de Haar!T;S dé�nie à la se
tion 5.2.5 (pour un 
ertain ensemble �ni S de pla
esdé�ni à la se
tion 5.4.5), H = T (K), identi�é à un sous-groupe dis
ret deT (AK) et muni de la mesure dis
rète, et g 2 K(T ) 
onvenable (
e
i estpossible 
ar RK(T ) !T;S 6= 0, 
f. se
tion 5.2.5). On munit don
 (T (AK)=T (K))�de la mesure de Haar duale de la mesure quotient sur T (AK)=T (K), 
ettemesure duale sera notée d�. Soit maintenant � 2 PL(�)G. Si H�� est L1 surT (AK), on note don
 FH�� la transformée de Fourier de H�� par rapport àla mesure !T;S. Ainsi, si la restri
tion de FH�� à (T (AK)=T (K))� est aussiL1, l'appli
ation de la formule de Poisson donneXx2T (K) H��(g x) = Z(T (AK)=T (K))� �(g)(FH��)(�) d�:Comme H�� est K(T )-invariante, (FH��)(�) est nulle si � n'est pas tri-vial sur K(T ), et il su�t en fait de montrer que la restri
tion de FH�� à(T (AK)=K(T ):T (K))� est L1. Comme g a été 
hoisi dans K(T ), on aura queH�� est L1 sur H et la formuleXx2T (K) H��(x) = Z(T (AK )=K(T ):T (K))�(FH��)(�) d�:Comme (T (AK)=K(T ):T (K))� est 
ompa
t, la 
ondition d'intégrabilité deFH�� est immédiatement véri�ée dès que H�� est intégrable. Pour les 
al
ulsultérieurs, on a bien sûr besoin d'une expression relativement expli
ite de latransformée de Fourier. C'est le but de la partie suivante. La représentationintégrale est obtenue au 
orollaire 5.4.9.
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5.4 Cal
ul des transformées de Fourier et ex-pression intégrale de la fon
tion zêta deshauteurs5.4.1 Cara
tères du groupe des idèlesSoit E un 
orps de fon
tions. Si � est un 
ara
tère de Gm(AE), pourv 2 PE on notera �v le 
ara
tère induit sur Gm(Ev). Tout 
ara
tère deGm(AE) trivial sur KGm:Gm(E) est de la forme� : (xv) 7�! Yv2PE z v(xv)vave
 (zv) 2 (S1)PE (pour tout v 2 PE on a don
 zv = �v(�v)). On peut alorsdé�nir la fon
tion L asso
iéeLE(s; �) = LE(q�sE ; �) = Yv2PE 11� zv q�svCe produit eulérien 
onverge absolument pour <(s) > 1. Si � est de plustrivial sur G1m(AE) il s'é
rit x 7�! zdegE(x)ave
 z 2 S1.Si S est un ensemble �ni de PK on dé�nit aussiLE;S(s; �) = LE;S(q�sE ; �) =Yv=2S 11� zv q�sv :Dans le 
as où � est trivial, on obtient une fon
tion zêta �tronquée� que l'onnotera �E;S(s) = ZE;S(q�sE ) =Yv=2S 11� q�sv :D'après [We1, VII, x 7, Thm 6℄, on aLemme 5.4.1Si � n'est pas trivial sur G1m(AE), LE;S(s; �) s'exprime 
omme un polyn�meen q�sE , en parti
ulier est holomorphe sur C.
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5.4.2 Cara
tères de T (AK)Nous notons �(1)G l'ensemble des orbites de �(1) sous l'a
tion de G.Pour 
haque � 2 �(1)G nous 
hoisissons un élément de �, nous notons �� legénérateur de 
et élément ainsi que G� le stabilisateur de ��. Soit K� = LG�.Nous noterons d� le degré absolu de K�, i.e. on a qK� = qd�.Le G-module de permutation P� = Z�(1) s'identi�e alors àM�2�(1)GZ [G=G�℄ :Rappelons (se
tion 5.3.1) qu'on a une suite exa
te de G-modules0 �! X(T ) �! M�2�(1)G Z [G=G�℄ �! Pi
(X�;L) �! 0et que Pi
(X�;L) est un G-module �asque.Notons e
 le morphismeX(T ) �! M�2�(1)G Z [G=G�℄ :Pour m 2 X(T ) on a e
(m) = (hm; g ��i)�2�(1)Gg2G=G� :Le morphisme e
 induit par dualité un morphisme de tores algébriquesY�2�(1)G ResK�=KGm �! Tet en passant aux espa
es adéliques asso
iés un morphisme 
ontinu
 : Y�2�(1)GGm(AK�) �! T (AK):Ce dernier morphisme n'est autre que le morphismeM�2�(1)G HomG(Z[G=G�℄;Gm(AL)) �! HomG(X(T );Gm(AL))induit par la 
omposition ave
 e
.Le but de 
e qui suit est d'expli
iter le morphisme de 
ara
tères�T (AK)=T 1(AK)�� �! Y�2�(1)G �Gm(AK�)=G1m(AK�)��151



induit par 
.Soit � 2 �(1)G. En regardant G� 
omme un élément de Z[G=G�℄, on aun morphisme (
f. lemme 5.2.1)HomG(Z[G=G�℄;Gm(AL)) �! Z� 7�! d� degK�(�(G�))Par [We1, VII, � 5,Cor 6℄ (existen
e de diviseurs de degré 1) 
e morphisme apour image d� Z. La 
omposition par e
 induit également un morphisme
 : Z�(1)G �! Hom(X(T )G;Z);surje
tif 
ar Z�(1)G=X(T )G est sans torsion. En e�et la suite exa
te 
i-dessusinduit la suite exa
te0 �! X(T )G �! Z�(1)G �! Pi
(X�):On obtient un diagrammeL�2�(1)G HomG(Z[G=G�℄;Gm(AL)) 
 //degTP�
��

HomG(X(T );Gm(AL))degT
��Z�(1)G 
 // Hom(X(T )G;Z)Ce diagramme est 
ommutatif, par fon
torialité du degré (se
tion 5.2.3).En parti
ulier, on retrouve le fait que le 
onoyau de degT est �ni, 
omme
onséquen
e de 
ette 
ommutativité et de la surje
tivité de 
. On notera quesi L a même 
orps des 
onstantes que K, les d� sont tous égaux à un, degTP�est surje
tif et don
 degT également. Ce résultat avait déjà été montré à lase
tion 5.2.7.Nous 
hoisissons une fois pour toutes un s
indage de degT , 
e qui fournitun s
indage(T (AK)=T (K))� �! (T (AK)=T 1(AK))� � (T 1(AK)=T (K))�� 7�! ��0 ; �00�Si � 2 T (AK)� nous noterons (��) les 
omposantes du 
ara
tère � Æ 
, desorte que (��) est un élément de Gm(AK�) �. Nous désignerons le groupetopologique (T (AK)=T 1(AK))� = Hom(Im(degT );S1) par ST . Pour z 2 STet n 2 Im(degT ), nous noterons zn l'élément z(n) 2 S1.Si �00 2 (T 1(AK)=T (K))� et z 2 ST on notera �00z le 
ara
tère dé�ni, viale s
indage 
i-dessus, par (z; �00):Pour � 2 �(1)G, on notera hm; ��i l'élément m 7! hm; ��i de �X(T )G�.Le diagramme 
i-dessus montre que d�hm; ��i est dans Im(degT ) et le152



Lemme 5.4.2Soit � = z 2 (T (AK)=T 1(AK))�. Soit � 2 �(1)G. Alors pour x 2 Gm(AK�)on a (�)� (x) = �zd�hm;��i�degK�(x) :On peut 
hoisir une base (mj)j=1;:::;r de X(T )G ainsi qu'une base (nj)j=1;:::;rde Im(degT ) de sorte que si (m_j ) représente la base duale de (mj) on a pourtout j = 1; : : : ; r nj = ej m_joù les ej sont des entiers stri
tement positifs. On détermine ainsi un isomor-phisme de groupes topologiques ST ��! (S1)r :Via 
et isomorphisme la formule du lemme s'é
rit(�)� (x) =  rYj=1 z d� hmj;��iejj ! degK�(x) :5.4.3 Préliminaires au 
al
ul des transformées de Fou-rierSoit v une pla
e de K. Nous 
hoisissons une pla
e V de L au-dessus de v,nous notons Gv son groupe de dé
omposition. On a une identi�
ationT (Kv) ��! HomGv(X(T ); L�V):Par 
omposition ave
 V on obtient une inje
tionT (Kv)=T (Ov) ,! (X(T )_)Gv :Nous notons �(1)Gv l'ensemble des orbites de �(1) sous l'a
tion de Gv, etpour � 2 �(1)G nous notons �(1)�Gv le sous-ensemble de �(1)Gv des orbitesin
luses dans �. Soit �Gv l'ensemble des 
�nes de � globalement invariantssous l'a
tion de Gv, en d'autres termes les 
�nes � dont l'ensemble des rayons�(1) est stable sous l'a
tion de Gv. Pour un 
�ne � 2 �Gv , nous notons �(1)Gvl'ensemble des orbites de �(1) sous l'a
tion de Gv, et pour � 2 �(1)G nousnotons �(1)�Gv le sous-ensemble de �(1)Gv des orbites in
luses dans �.Pour � 2 �(1)Gv nous notons l� le 
ardinal de �, �� un générateur d'unélément quel
onque de � et�� = 0� X�2Gv :�� �1A 2 (X(T )_)Gv :On note intrel(�) l'intérieur relatif d'un 
�ne �.153



Lemme 5.4.3(X(T )_)Gv est re
ouvert par les ensembles intrel(�) \ (X(T )_)Gv pour �dé
rivant �Gv . En parti
ulier si x 2 (X(T )_)Gv est non nul, il existe unélément � 2 �Gv non nul tel que x s'é
ritx = X�2�(1)Gv n� ��où les n� sont des entiers stri
tement positifs.Démonstration : Soit x 2 (X(T )_)Gv . Si x est non nul, x est dansl'intérieur relatif d'un unique 
�ne � de �. Alors, pour tout g 2 Gv, x = g xest dans l'intérieur relatif du 
�ne g � de �, et don
 g � = �. Ainsi � 2 �Gv .Le reste du lemme en dé
oule aisément. �Considérons l'appli
ationG=G� �! fw 2 PK�; vjwgg 7�! g�1:VjK�Ce n'est autre que le passage au quotient par l'a
tion de Gv, d'où une 
orres-pondan
e entre �(1)�Gv et les pla
es de K� au-dessus de v. Soit � 2 �(1)�Gvet w� la pla
e 
orrespondante. On a alorsl� = #Gv# �g�G� g�1� \Gv�où g� 2 G est tel que �� = g�:��.Si v est non rami�ée dans L, on a alors[kV : kv℄ = #Gvet [kV : kw� ℄ = # �g�G� g�1� \Gv�d'où l� = [kw� : kv℄ et qw� = q l�v . Or qw� = qfw�K� = q d� fw� soit fv l� = d� fw� .On a un diagramme 
ommutatifGm(AK�)=K(Gm):Gm(K�) 
 // T (AK)=K(T ):T (K)Q�2�(1)�GvGm(Kw�)=Gm(Ow�)OO 
v // T (Kv)=T (Ov) � � //

OO (X(T )_)Gv154



L'appli
ation 
v envoie �w� sur e� ��, où e� désigne l'indi
e de rami�
ationde w� dans L. Elle provient du morphisme de Gv-modulesX(T ) �! M�2�(1)�Gv Z �Gv=g� G� g�1� \Gv� :Ainsi si v n'est pas rami�ée dans E, T (Kv)=T (Ov) s'identi�e à (X(T )_)Gv ,
ar tout élément de (X(T )_)Gv s'é
rit 
omme une 
ombinaison entière des�� pour � 2 �(1)�Gv et � 2 �(1)G. Ce
i vient du fait queH1(Gv; Q_) ��! H�1(Gv; Q) = 0
ar Q est �asque. Ainsi la �è
he (P_� )Gv ! (X(T )_)Gv est surje
tive. Nousretrouvons ainsi la proposition 5.2.8 et le 
orollaire 5.2.9. On peut dans 
e
as dé�nir �v(��) = (��)w� ��w�� :5.4.4 Les transformées de Fourier lo
ales aux pla
es nonrami�éesNous identi�ons PL(�)G 
 C à C�(1)G . Si � = (s�), nous désigneronsalors la fontion H�(:) par H(:; (s�)) et la fontion H�;v(:) par Hv(:; (s�)).Désormais nous 
hoisissons pour S un sous-ensemble �ni de PK 
onte-nant toutes les pla
es rami�ées dans L=K (ainsi, même s'il s'agit d'un détailpurement te
hnique, que les pla
es v telles que RT (Ov) !T;v 6= Lv(1; T )).Soit v 2 PK n S. Les auteurs de [BaTs1℄ dé�nissent alors un polyn�meà 
oe�
ients entiers Q�;v en les #�(1)Gv indéterminées (X�)�2�(1)Gv par laformule X�2�Gv Y�2�(1)Gv X�1�X� = Q�;v(X�)Q�2�(1)Gv (1�X�) :(la dé�nition utilisée dans [BaTs1℄ est en fait légèrement di�érente 
ar on yutilise le polyn�me Q�;v �X l�� �, 
e
i étant on obtient bien la même formulepour la transformée de Fourier lo
ale).Un résultat fa
ile mais important pour les résultats de 
onvergen
e etde prolongement de la fon
tion zêta des hauteurs est ([BaTs1, Proposition2.2.3℄)Proposition 5.4.4 (Batyrev, Ts
hinkel)Le polyn�me Q�;v �X l�� � � 1 ne 
ontient que des mon�mes de degré totalsupérieur ou égal à 2. 155



Le résultat suivant ([BaTs1, Theorem 2.2.6℄) donne une expression expli
itedes transformées de Fourier lo
ales aux pla
es v =2 S.Théorème 5.4.5 (Batyrev, Ts
hinkel)Soit v =2 S une pla
e de K. Soit � 2 (T (AK)=K(T ):T (K))� et (s�) 2 C�(1)G .On aZx2T (Kv) Hv(x;�(s�))�v(x)d�v= 0� Y�2�(1)G Y�2�(1)�Gv 11� �v(��) q�l� s�v 1A� Q�;v ���v(��) q�l�s�v ��2�(1)�Gv ��2�(1)G :La preuve du théorème 5.4.5 est donnée dans [BaTs1℄ dans le 
as des 
orps denombres, mais est stri
tement identique pour le 
as fon
tionnel. Nous la rap-pelons brièvement. On utilise l'identi�
ation de T (Kv)=T (Ov) à (X(T )_)Gv(proposition 5.2.8). Comme la fon
tion Hv( : ;�(s�)) est T (Ov) invariante,elle induit une fon
tion sur (X(T )_)Gv , qui sera notée de façon identique. Lelemme 5.4.3 permet d'é
rireZx2T (Kv) Hv(x;�(s�))�v(x)d�v= �ZT (Ov) d�v� Xx2T (Kv)=T (Ov) Hv(x;�(s�))�v(x)= X�2�Gv Xx2 intrel(�)\(X(T )_)Gv Hv(x;�(s�))�v(x)= X�2�Gv Xn�2Z�(1)Gv>0 Hv �Xn� ��;�(s�)��v �Xn� ���= X�2�Gv Y�2�(1)G Y�2�(1)�Gv Xn�2Z>0 q�n� l� s�v �v (��)n�= X�2�Gv Y�2�(1)G Y�2�(1)�Gv �v(��) q�l� s�v1� �v(��) q�l� s�v :d'où le résultat par dé�nition de Q�;v. L'avant-dernière égalité vient du fait156



que si � = (s�), on a par dé�nition de la hauteur lo
ale (
f. se
tion 5.3.2)Hv0� X�2�(1)Gv n� ��;�(s�)1A = q P�2�(1)Gv n� �(��)v= q P�2�(1)G P�2�(1)�Gv n� l� s�v :Les résultats de la se
tion 5.4.3 montrent immédiatemment leLemme 5.4.6On a Y�2�(1)�Gv 11� �v(��) q�l� s�v = Yw2PK� ;wjv 11� (��)w (�w) q�fw d� s� :Rappelons que, d'après le lemme 5.4.2, si � = �00z , on a(��)w (�w) = �zd�hm;��i� fw ��00��w (�w) : (5.4.4.1)5.4.5 Le 
as des pla
es rami�éesEn 
e qui 
on
erne les transformées de Fourier lo
ales aux pla
es rami�ées,nous avons l'existen
e d'un entier stri
tement positif m tels que les deuxrésultats suivants sont véri�és :Lemme 5.4.7Soit v 2 S, et �00 un 
ara
tère de (T 1(AK)=K(T ):T (K))�. Il existe alorsune fon
tion f holomorphe sur f(zn) 2 Cm; jznj < 1g ; une famille (
n)16n6md'éléments de Im(degT ) ainsi qu'une famille d'entiers positifs (Æ�;n)n=1;:::;m�2�(1)Gtelle que, pour tout n, l'un au moins des Æ�;n est non nul, véri�ant8 z 2 ST ; 8 (s�) 2 C�(1)G tel que <(s�) > 0;Zx2T (Kv) Hv(x;�(s�))��00z�v (x)!T;v = f �z 
n q� P�2�(1)GÆ�;n s��n=1;:::;mDémonstration : Rappelons que nous avons identi�é T (Kv)=T (Ov) à unsous-module d'indi
e �ni de (X(T )_)Gv , et que pour tout � 2 �(1)Gv 
e
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sous-module 
ontient e� ��. On a, la hauteur lo
ale étant T (Ov)-invariante,Zx2T (Kv) Hv(x;�(s�))��00z�v (x)!T;v= �ZT (Ov) !T;v� Xx2T (Kv)=T (Ov) Hv(x;�(s�))��00z�v (x)Soit � 2 �Gv et x 2 (�) \ T (Kv)=T (Ov). Alors x s'é
ritx = X�2�(1)Gv x� e� �� + yoù les x� sont des entiers positifs et y est un élément de l'ensemble �ni8<: X�2�(1)Gv n� ��; 0 6 n� < e�9=;\ (T (Kv)=T (Ov)) :On a alorsHv(x;�(s�)) ��00z�v (x)= Y�2�(1)Gv Hv(e� ��;�(s�))x� ���00z�v (e� ��)�x�� Hv(y;�(s�)) ��00z� (y)On voit qu'il su�t don
 de montrer que pour tout x 2 T (Kv)=T (Ov) non nulla fon
tion (z; (s�)) 7�! Hv(x;�(s�))��00z�v (x)est de la forme (z; (s�)) 7�! 
 z 
 q� P�2�(1)GÆ� s�;où 
 2 Im(degT ), les Æ� sont des entiers positifs non tous nuls, et 
 est unnombre 
omplexe de module 1.Soit x un tel élément, qui s'é
rit d'après le lemme 5.4.3x = X�2�(1)G X�2�(1)�Gv n� ��où les n� sont des entiers stri
tement positifs. On aHv(x;�(s�)) = Y�2�(1)G Y�2�(1)�Gv q�n� l� s�:158



Par ailleurs z 7�! ��00z�v (x)(�00)v (x)est un 
ara
tère de ST , d'où ��00z�v (x) = 
 z
où 
 2 Im(degT ) et 
 est un nombre 
omplexe de module 1. Ce
i montre lelemme. �Lemme 5.4.8Il existe une fon
tion f holomorphe sur fz 2 Cm; jznj < 1g ; une famille d'en-tiers positifs (k�;n)n=1;:::;m�2�(1)G , et une famille d'entiers positifs (Æ�;n)n=1;:::;m�2�(1)G telleque, pour tout n, l'un au moins des Æ�;n est non nul, véri�ant8 z 2 ST ; 8 (s�) 2 C�(1)G tel que <(s�) > 0;Zx2T (K) SH(x;�(s�)) (1z) (x)Yv2S !T;v = f 0� Y�2�(1)Gz k�;n d�hm;��iq�Æ�;n s�1An=1;:::;mRappelons que l'on désigne par T (K) S l'adhéren
e de l'image de T (K) dansQv2ST (Kv).Démonstration : Notons KS =Yv2S T (Ov):On aZx2T (K) S Hv(x;�(s�)) (1z)v (x)Yv2S !T;v= 0BB� ZT (K) S\KS Yv2S !T;v1CCA Xx2T (K) S=�T (K) S\KS� H(x;�(s�)) (1z) (x):Soit (�v) 2 Qv2S�Gv . Tout élément (xv) de T (K) S=�T (K) S \KS�\ (�v)v2Ss'é
rit 0� X�2(�v)Gv (1) x� e� �� + yv1Av2S159



où les x� sont des entiers positifs et y = (yv)v2S est un élément de l'ensemble�ni 0�8<: X�2(�v)Gv (1) n� ��; 0 6 n� < e�9=;1A\T (K) S=�T (K) S \KS� :On a alorsH(x;�(s�)) (1z) (x)= (1z) (y)Yv2SHv(yv;�(s�))Hv(e� ��;�(s�))x� (1z)v (e� ��)x� :On voit qu'il su�t pour montrer le lemme de montrer que pour tout x élémentnon nul de T (K) S=�T (K) S \KS�, la fon
tion(z; (s�)) 7�! H(x;�(s�)) (1z(x))est de la forme (z; (s�)) 7�! z P�2�(1)Gk� d�<m;��> q� P�2�(1)GÆ� s�;où les k� sont des entiers et les Æ� sont des entiers positifs non tous nuls. Pour
ela il su�t de remarquer la 
hose suivante : d'après la proposition 5.2.13, ilexiste t 2 T (K) et y 2 T (AK) un élément de l'image de Q�Gm(AK�) par 
tels que x = y t. Comme 1z est trivial sur T (K), on obtient1z(x) = 1z(y) =Y� �z d�hm;��i�k� :où les k� sont des entiers, la dernière égalité provenant du lemme 5.4.2. Ce
imontre le lemme. �5.4.6 Propriétés analytiques de la transformée de Fou-rier globaleSoit � 2 �(1)G. Nous notons S� les pla
es de K� au-dessus des pla
es deS. Rappelons que nous avons �xé un isomorphisme(T (AK)=K(T ):T (K))� ��! ST � �T 1(AK)=K(T ):T (K)�� :160



On déduit de 
e qui pré
ède que pour tout (s�) 2 C�(1)G tel que <(s�) > 1,la fon
tion H(:;�(s�)) est L1 sur T (AK). En e�et, par la proposition 5.4.4,le produit eulérien Yv=2SQ�;v ��q�l�s�v ��2�(1)�Gv ��2�(1)G
onverge absolument pour <(s�) > 12 , et on a par le théorème 5.4.5 et lelemme 5.4.7Zx2T (AK) jH(x;�(s�))j!T;S= Zx2T (AK)H(x;�(<(s�)))!T;S= q (1�g) dim(X�) Yv2S Zx2T (Kv) Hv(x;�(<(s�)))!T;v�Yv=2S Zx2T (Kv) Hv(x;�(<(s�)))d�v= 0� Y�2�(1)G ZK�;S� �q�d� <(s�)�1A�Yv=2SQ�;v ��q�l�<(s�)v ��2�(1)�Gv ��2�(1)G� f �q�<(s�)�(les fon
tions ZK�;S� ont été introduites à la se
tion 5.4.1) où f est unefon
tion holomorphe sur f(z�) 2 C�(1)G ; jz�j < 1g:Plus pré
isément, soit �00 2 (T 1(AK)=K(T ):T (K))�. Par le théorème 5.4.5et les lemmes 5.4.6 et 5.4.7, il existe une fon
tion f�00 holomorphe sur�((s�); (sn)) 2 C�(1)G �Cm; <(s�) > 12 ; <(sn) > 0�et, pour tout n = 1; : : : ; m, des éléments 
n 2 Im(degT ) et des entiers positifs(Æ�;n)�2�(1)G non tous nuls, tels qu'on ait :8 (s�) 2 C�(1)G tel que <(s�) > 1; 8 z 2 ST ;
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(FH(:;�(s�)))��00z�= Zx2T (AK)H(x;�(s�))�00z(x)!T;S= q (1�g) dim(X�) Yv2S Zx2T (Kv) Hv(x;�(s�))��00z�v (x)!T;v� Yv=2S Zx2T (Kv) Hv(x;�(s�))��00z�v (x)d�v= 0� Y�2�(1)G LK�;S� �zd�hm;��iq�d� s�; �00��1A� f�00 0��zd�hm;��iq�d� s���2�(1)G ;�z
n Y�2�(1)G q�Æ�;n s��n=1;:::;m1A :Les fon
tions LK�;S� ont été introduites à la se
tion 5.4.1. Remarquons que les
n et les Æ�;n dépendent de �00 , mais pour alléger l'é
riture nous n'indiquonspas 
ette dépendan
e qui ne joue au
un r�le par la suite. La notation Æ�;n esten
ore utilisée 
i-dessous pour désigner d'autres entiers, en
ore une fois 
e
iest sans importan
e pour la suite.Nous obtenons également, par le théorème 5.4.5 et les lemmes 5.4.6 et5.4.8, le résultat suivant : il existe une fon
tion f holomorphe sur�((s�); (sn)) 2 C�(1)G �Cm; <(s�) > 12 ; <(sn) > 0�et, pour tout n = 1; : : : ; m, des entiers (k�;n) et des entiers positifs (Æ�;n) nontous nuls, tels qu'on ait8 (s�) 2 C�(1)G tel que <(s�) > 1; 8 z 2 ST ;
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Zx2T (K)\T (AK)H(x;�(s�)) 1z(x)!T;S= q (1�g) dim(X�)  Yv=2S Zx2T (Kv) Hv(x;�(s�)) (1z)v (x)d�v!� Zx2T (K) S H(x;�(s�)) (1z) (x)Yv2S !T;v= q (1�g) dim(X�) 0� Y�2�(1)G ZK�;S� �zd�hm;��iq�d� s��1A� f 0��zd�hm;��iq�d� s���2�(1)G ;� Y�2�(1)G z k�;nd�hm;��i q�Æ�;n s��n=1;:::;m1A :5.4.7 L'expression intégrale de la fon
tion zêta des hau-teursEn vue d'obtenir une formule intégrale expli
ite, il nous faut déterminerla mesure de Haar sur (T (AK)=T 1(AK))� = ST induite par d�. Rappelonsque (T (AK)=T 1(AK))� est un sous-groupe de (T (AK)=K(T ):T (K))� d'in-di
e �ni égal au 
ardinal de T 1(AK)=K(T ):T (K). Notons 
l(T ) 
e 
ardinal.En appliquant la formule de Poisson 5.3.4 ave
 G = T (AK), dg = !T;S ,H = T (K), dh la mesure dis
rète, et g = 1, et en prenant pour fon
tion Fl'indi
atri
e de K(T ), on obtientZ(T (AK )=K(T ):T (K))� d� = #(K(T ) \ T (K))RK(T ) !T;S(rappelons que RK(T ) !T;S 6= 0, 
f. se
tion 5.2.5). OrZK(T ) !T;S = #(K(T ) \ T (K)) ZK(T ):T (K)=T (K) !1T;S= #(K(T ) \ T (K))
l(T ) ZT 1(AK )=T (K) !1T;Sd'où Z(T (AK)=K(T ):T (K))� d� = 
l(T )log(q)r bS(T ) :Le volume de ST pour la mesure d� est don
 égal à1log(q)r bS(T ) :163



Notons dz la mesure de Haar sur ST telle que RST dz = 1, et 
� le morphismede 
ara
tère�T 1(AK)=K(T ):T (K)�� �! Y�2�(1)G �G1m(AK�)=K(Gm)Gm(K�)��induit par le morphisme
 : Y�2�(1)GGm(AK�) �! T (AK)dé�ni à la se
tion 5.4.2.Pour � = (s�) 2 C�(1)G tel que <(s�) > 1, on obtient alors, par appli
a-tion de la formule de Poisson, l'expressionXx2T (K)H (x;�(s�)) = X�002Ker(
�) Z�02(T (AK )=T 1(AK))�(FH(:;�(s�)))��0 �00� d�0+ X�00 =2Ker(
�) q (1�g) dim(X�)log(q)r bS(T ) I�00 (s�);où, pour �00 =2 Ker (
�), I�00 (s�) est dé�nie par l'intégraleZz2ST0� Y�2�(1)GLK�;S��zd�hm;��iq�d� s�; �00��1A� f�00 0��zd�hm;��iq�d� s��;�z
n Y�2�(1)G q�Æ�;n s��1Adz:Par ailleursX�002Ker(
�) Z�02(T (AK)=T 1(AK ))� (FH(:;�(s�)))��0 �00� d�0= Z�02(T (AK)=T 1(AK ))�0� X�002Ker(
�)�FH(:;�(s�))�0���00�1A d�0= Z�02(T (AK)=T 1(AK ))� #A(T ) �Zx2T (K)\T (AK)H(x;�(s�))�0(x)!T;S� d�0= q (1�g) dim(X�)#A(T )log(q)r bS(T ) I1(s�) 164



où I1(s�) est la fon
tion donnée par l'intégraleZz2ST 0� Y�2�(1)G ZK�;S� �zd�hm;��iq�d� s��1A� f 0��zd�hm;��iq�d� s��;� Y�2�(1)G z k�;nd�hm;��i q�Æ�;n s��1A dz:La deuxième égalité s'obtient par appli
ation de la formule de Poisson 5.3.4ave
 G = T (AK),H = T (K)\T (AK), dh = dg = !T;S et F = H(:;�(s�))�0.Rappelons que par le lemme 5.2.13, A(T )� s'identi�e à Ker (
�). On obtient�nalementCorollaire 5.4.9Pour (s�) 2 C�(1)G tel que <(s�) > 1 on a la représentation intégrale suivanteXx2T (K) H (x;�(s�)) = q (1�g) dim(X�)log(q)r bS(T )�#A(T ) I1(s�) + X�00 =2Ker(
�) I�00 (s�)�où I1(s�) est la fon
tion donnée par l'intégraleZz2ST 0� Y�2�(1)G ZK�;S� �zd�hm;��iq�d� s��1A� f 0��zd�hm;��iq�d� s��;� Y�2�(1)G z k�;nd�hm;��i q�Æ�;n s��1A dzet, pour �00 =2 Ker (
�), I�00 (s�) est dé�nie par l'intégraleZz2ST0� Y�2�(1)GLK�;S��zd�hm;��iq�d� s�; �00��1A� f�00 0��zd�hm;��iq�d� s��;�z
n Y�2�(1)G q�Æ�;n s��1Adz:La te
hnique pour évaluer de telles intégrales est développée à la se
tionsuivante. 165



5.5 Evaluation de l'intégraleSoit I un ensemble �ni non vide. Si " est un réel stri
tement positif et n unentier positif, une fon
tion de #I variables 
omplexes sera appelée fon
tion"-admissible de multipli
ité supérieure à �n si elle est méromorphe sur ledomaine f(si) 2 C I ;�" < <(si) < "g:et s'il existe une é
riture f(s) = P (q�si)nQj=1 �1� q�lj(si)�où pour j = 1; : : : ; n, lj est une forme linéaire non nulle à 
oe�
ients entierspositifs et P une fon
tion holomorphe surf(zi) 2 C I ; q� " < jzij < q "gpour un " > 0. Notons qu'une telle fon
tion f est holomorphe sur le domainef(si) 2 C I ; 0 < <(si) < "g:On appelera fon
tion admissible de multipli
ité supérieure à �n une fon
tionholomorphe sur le domainef(si) 2 C I ; <(si) > 0g;et s'é
rivant, pour un " > 0, et pour tout s dans le domainef(si) 2 C I ; 0 < <(si) < "g;
omme somme �nie de fon
tions "-admissibles de multipli
ité supérieure à�n. Une telle fon
tion se prolonge don
 en une fon
tion méromorphe sur ledomaine f(si) 2 C I ; <(si) > �"g:Une fon
tion admissible de multipli
ité supérieure à �n est dite de multipli-
ité �n si lims!0 sn f(s; : : : ; s) 6= 0:
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5.5.1 Fon
tion asso
iée à un 
�neSoit N un Z-module de rang �ni, N_ son dual, � un 
�ne polyédralrationnel d'intérieur non vide de NR = N 
R, �_ son dual. On ne supposepas a priori que � est stri
tement 
onvexe, i.e. qu'il ne 
ontient pas de sous-espa
e linéaire de NR. Pour tout s de N 
C tel que <(s) est dans l'intérieurde � on pose LN;�(s) = L�(q�s) = Xy2�_\N_ q�hy;si:Soit dy la mesure de Lebesgue sur N_
R, normalisée de sorte que le réseauN_ soit de 
ovolume 1. Au moyen d'une base, on identi�e N 
C à C rg(N).De telles fon
tions ont déjà été introduites à la se
tion 3.5.2, où on rappelaitla démonstration du résultat suivant.Lemme 5.5.1LN;�(s) est une fra
tion rationnelle en les (q�si)i=1;:::;rg(N). Si � est stri
tement
onvexe et n0 est un élément de l'intérieur de �, LN;� (s:n0) a un p�le d'ordrerg(N) en s = 0 de terme prin
ipallog(q)� rg(N) Zy2�_ e�hy;m0i dy:Rappelons que l'on a en parti
ulier��(X�) = log(q) rg(Pi
(X�)) lims!0 �srg(Pi
(X�)) LPi
(X�);Ce�(X�) (s [�KX� ℄)� :(5.5.1.1)Remarquons en outre que si N est libre et N 0 � N est un sous réseau d'indi
e�ni de N on alims!0 �s rg(n) LN 0 ;�(s)� = [N : N 0℄ lims!0 �s rg(N) LN;�(s)� : (5.5.1.2)Rappelons en
ore une fois brièvement la démonstration du lemme 
i-dessus,(ré)-introduisant ainsi des notations utilisées par la suite. On é
rit �_ 
ommele support d'un éventail régulier �, dont l'ensemble des rayons est noté �(1).Pour l 2 �(1) nous notons ml le générateur du rayon l. Pour tout 
�ne Æ de� nous notons également IÆ = fl 2 �(1); l 2 Ægl'ensemble de ses rayons (ainsi If0g = ;). Pour toute partie I de �(1) nousnoterons C(I) =Xi2I N>0mi167



de sorte que C(IÆ) est l'ensemble des points du réseau N_ 
ontenu dansl'intérieur relatif du 
�ne Æ.On a alors LN;�(s) =XÆ2� Yl2IÆ � 11� q�hml;si � 1� : (5.5.1.3)Notons que le 
ardinal maximal des ensembles IÆ est la dimension de �_, quiest égale au rang de N si et seulement si � est stri
tement 
onvexe.5.5.2 Une généralisationNous 
onservons les notations de la se
tion pré
édente. Soit I un ensemble�ni non vide et pour i 2 I, soit ni un élément de �, tel quePi ni est un élémentde l'intérieur de �. Pour (�i) 2 NI, nous voulons étudier la sérieZ(�i)(Ti) = Xy2�_\N_8 i2I; hy;nii>�iYi2I T hy;niiioù les Ti sont des indéterminées. Nous utilisons la même te
hnique que dansle 
hapitre 3 : nous é
rivonsZ(�i)(Ti) =XÆ2� ZÆ;(�i)(Ti)ave
 ZÆ;(�i)(Ti) = Xy2C(IÆ)8 i2I; hy;nii>�i Yi2I T hy;niii :Pour Æ 2 �, nous dé
omposons en
oreZÆ;(�i)(Ti) =XK�I (�1)#K ZÆ;K;(�i)(Ti)ave
 ZÆ;K;(�i)(Ti) = Xy2C(IÆ)8 i2K; hy;nii<�i Yi2I T hy;niii :On a alors 168



Lemme 5.5.2Soient Æ un 
�ne de �, et K une partie (éventuellement vide) de I. Alorsil existe un sous-ensemble IÆ;K (éventuellement vide) de IÆ tel que la sérieZÆ;K;(�i)(Ti) se dé
ompose en un produitYl2IÆ;K 24 1�Yi2I T hml;niii !�1 � 135 � PÆ;K;(�i)(Ti)où PÆ;K;(�i) est un polyn�me à 
oe�
ients positifs. Pour tout � > 0, il existeen outre un "0 > 0, ne dépendant que de � et des (ni), tel que pour tout(#I)-uplet de réels (�i) 2 RI>�"0 on a la majorationPÆ;K;(�i) �q��i� 6 Supi2I (�i)#I q � Pi2I �i (5.5.2.1)Par ailleurs si K est vide, on a IÆ;K = IÆ et PÆ;K;(�i) = 1.En�n si Æ est de dimension le rang de N , et si K est non vide, IÆ;K estun sous-ensemble stri
t de IÆ.Démonstration : Cette démonstration est très similaire à la preuve dulemme 3.5.3. Si K est vide, ZÆ;K;(�i)(Ti) s'évalue immédiatement enYl2IÆ 24 1�Yi2I T �hml;niii !�1 � 135d'où l'avant-dernière assertion du lemme. Le fait quePi ni est dans l'intérieurde � assure que pour tout l 2 IÆ, on a hml;Pi nii > 0 et don
 l'un au moinsdes hml; nii est non nul.Si K n'est pas vide, nous posonsIK;1 = f l 2 IÆ; 8 i 2 K; hml; nii = 0get IK;2 = IÆ n IK;1. Soit alors y 2 C(IÆ) véri�ant8 i 2 K; hy; nii < �i:Un tel y s'é
rit don
 de manière unique y1 + y2 ave
 y1 2 C(IK;1) et y2 2C(IK;2). Pour tout i 2 K on a hy; nii = hy2; nii et don
 y2 véri�e8 i 2 K; hy2; nii < �i:169



Ré
iproquement tout y s'é
rivant y1 + y2 ave
 y1 2 C(IK;1), y2 2 C(IK;2), ety2 véri�ant 8 i 2 K; hy2; nii < �i;est un élément de C(IÆ) véri�ant8 i 2 K; hy; nii < �i:Notons C(IK;2)(�i) = fy2 2 C(IK;2); 8 i 2 I; hy; nii < �ig :La série ZÆ;K;(�i)(Ti) se dé
ompose alors en un produitPÆ;K;(�i)(Ti) � Xy12C(IK;1) Yi T hy1;niiioù on désigne par PÆ;K;(�i)(Ti) l'expressionXy22C(IK;2)(�i) Yi2I T hy2;niii :Le deuxième fa
teur est égal àYl2IK;1 24 1�Yi2I T �hml;niii !�1 � 135 :En
ore une fois le fait quePi ni est dans l'intérieur de � assure que pour toutl 2 IK;1, l'un au moins des hml; nii est non nul.Passons au fa
teur PÆ;K;(�i)(Ti). Soit y2 un élément de C(IK;2)(�i), qu'oné
rit y2 = Xl2IK;2 �lmlave
 les �l dans N>0.Par dé�nition de IK;2, pour tout l de IK;2, il existe i dans K véri�anthml; nii > 1 (rappelons que pour tout i on a hml; nii > 0). Comme y2 véri�e8i 2 K; hy2; nii < �ion a �l < Supi2K �i:170



Ainsi C(IK;2)(�i) est �ni (et PÆ;K;(�i)(Ti) est un polyn�me en Ti), en fait son
ardinal est majoré par �Supi2K �i�#IK;2Par ailleurs un y2 de C(IK;2)(�i) véri�e0 6 hy2; nii 6 m Supi2K �i 6 mXi2I �ioù on a posé m = # I Supl2�(1) hml;Xi nii! :On a don
 pour tout (#I)-uplet de réels (�i) 2 RI>�"0PÆ;K;(�i) �q��i� = Xy22C(IK;2)(�i) Yi q��i hy2;nii6 Supi2K ( �i)#IYi q "0mPi2I�i6 Supi2K ( �i)#Iq "0m#I Pi2I�i6 Supi2I ( �i)#Iq "0m#I Pi2I�i:Il su�t don
 de 
hoisir "0 < �m#I pour avoir la majoration annon
ée.Notons en�n que si Æ est un 
�ne de dimension maximale, les (ml)l2IÆforment une Z-base de N_, et don
 si K n'est pas vide, IK;2 ne peut êtrevide. Ce
i montre la dernière assertion du lemme. �5.5.3 Appli
ationsSoit I un ensemble �ni non vide. On note (ei) la base 
anonique de Z I ,(ei)_ sa base duale et pour i 2 I, pi la proje
tion sur Z ei. Soit � un sous-module de rang r de Z I . On note �R = �
R, �C = �
C et � : CI ! CI=�Cl'appli
ation quotient. Nous noterons �(�) le 
�ne  � �RI>0�.Nous noterons S�_ le groupe topologique Hom(�_;S1), qui est isomorpheà (S1)r. Si 
_ est un élément de �_ et z un élément de S�_, nous noterons171



z
_ l'élément z (
_) 2 S1. Nous munissons S�_ de la mesure de Haar dz telleque RS�_ dz = 1. On a Zz2S�_ z
_dz = 0si 
_ 6= 0.Pour i 2 I, on notera 
_i l'image de e_i dans �_. L'élément z
_i sera aussinoté zi.Le dual de Z I=� s'identi�e alors àny 2 �Z I�_ ; 8 
 2 �; hy; 
i = 0o :L'ensemble �(�)_ \ �Z I=��_, égal par dé�nition àny 2 �Z I=��_ ; 8m 2 �(�); hy;mi > 0o ;s'identi�e don
 àny 2 �Z I�_ ; 8 
 2 �; hy; 
i = 0; 8 i 2 I; hy; eii > 0osoit en
ore à ((ni) 2 NI; Xi2I ni 
_i = 0) :Si s est un élément de C I et y = (ni) un élément de �(�)_ \ �Z I=��_, on ahy;  �(s)i =Xi2I ni si:Nous aurons en parti
ulier à 
onsidérer la situation où� \ Z I>0 = f0g:Cette hypothèse équivaut au fait que �(�) est stri
tement 
onvexe, ou en
oreque �(�)_ est d'intérieur non vide. Elle est en
ore équivalente à l'existen
ed'un (#I)-uplet d'entiers stri
tement positifs (ni) véri�antXi ni 
_i = 0: (5.5.3.1)Notons qu'alors, par la formule (5.5.1.3), la fon
tionLZ I=�;�(�)( �(s))172



est une fon
tion admissible de multipli
ité � rg �Z I=�� = r �# I.Les lemmes 5.5.3 et 5.5.4 ne serviront pas par la suite, ils sont donnés
ar leur preuve permet de mieux appréhender la démonstration des lemmes5.5.5 et 5.5.6, légèrement plus te
hniques.Lemme 5.5.3On a Zz2S�_ Yi2I 11� zi q�si dz = LZ I=�;�(�)( �(s)):Démonstration : Il su�t d'é
rireYi2I 11� zi q�si = X(ni)2N I zPi ni 
_i q�Pi ni sid'où Zz2S�_ Yi2I 11� zi q�si dz = Xni2N I q�Pi ni si Zz2S�_ zPi ni 
_i dz= X(ni)2N IPi ni 
_i =0 q�Pi ni si
= Xy2�(�)_\(Z I=�)_ q hy; �(s)i= LZ I=�;�(�)( �(s))d'où le lemme. �A�n de 
al
uler le terme prin
ipal de la fon
tion zêta des hauteurs, nousvoulons généraliser 
e résultat ainsi : soit P une fon
tion de #I variables
omplexes, holomorphe sur le domainef(zi) 2 C I ; jzij < q"gpour un " > 0. L'intégrale Zz2S�_ P (zi q�si)i2IQi2I (1� zi q�si)dzdé�nit de toute éviden
e une fon
tion holomorphe sur le domainefs 2 C I ; <(si) > 0g;notée f1(s). 173



Lemme 5.5.4On fait l'hypothèse que � \ Z I>0 = f0g: On a alors une é
rituref1(s) = P (1; : : : ; 1)LZ I=�;�(�)( �(s)) + g1(s)où g1(s) est une fon
tion admissible de multipli
ité supérieure à r + 1�#I.Démonstration : SoitP (zi) =X�i>0 a(�i) Yi z �iile développement en série entière de P en zéro, valable pour jzij < q ". On aainsi pour tout s véri�ant <(s) > 0,P �zi q�si� =X�i>0 a(�i) q�Pi �i si zPi �i
_id'oùZz2S�_ P (zi q�si)Qi2I (1� zi q�si)dz =X�i>0 a(�i) q�Pi �i si X�i>0 q�Pi �i si Zz2S�_ zPi (�i+�i) 
_i dz=X�i>0 a(�i) q�Pi �i si X�i>0Pi (�i+�i) 
_i =0q�Pi �i si=X�i>0 a(�i) X�i>�iPi �i 
_i =0q�Pi �i si=X�i>0 a(�i) Xy2(Z I=�)_\�(�)_hy; �(ei)i>�i q�Pi si hy; �(ei)i:On applique alors les résultat de la se
tion 5.5.2, ave
 N = Z=�, C = �(�),ni =  �(ei) et Ti = q�si. On obtient, ave
 les notations de la se
tion 5.5.2,f1(s)=XÆ2� XK�I(�1)#KYl2IÆ;K 0� 11� q�Pi2I hml; �(si)i � 11AX�i>0 a(�i)PÆ;K;(�i)(q�si):174



Notons que la majoration (5.5.2.1) assure que pour un "0 > 0 assez petit, lasérie X�i>0 a(�i)PÆ;K;(�i)(q�si)
onverge absolument pour tout (si) véri�ant <(si) > �"0 et dé�nit une fon
-tion holomorphe sur 
e domaine.Comme par hypothèse �(�)_ est d'intérieur non vide, par le lemme 5.5.2la 
ontribution des termes 
orrespondant à K = ; est X�i>0 a(�i)!�0�XÆ2�Yl2IÆ 0� 11� q�Pi2I hml; �(si)i � 11A1A= P (1; : : : ; 1)� LZ I=�;�(�)( �(s))et les autres termes forment, pour un 
ertain "0 > 0, une somme de fon
tions"0-admissibles de multipli
ité supérieure à r + 1 � #I, don
 une fon
tionadmissible de multipli
ité supérieure à r + 1�#I. �Généralisons en
ore un peu : soit m > 1 un entier et P une fon
tion de#I (m + 1) variables 
omplexe, holomorphe surf(zi;n) 2 �C I�m+1 ; jzi;nj < q "gpour un " > 0. Pour 1 6 n 6 m et i 2 I soit ki;n > 0 et Æi;n > 0 des entiers.On posera ki;0 = Æi;0 = 1. L'intégraleZz2S�_ P �zki;ni q�Æi;n si�i2I; 06n6mQi2I (1� zi q�si) dzdé�nit de toute éviden
e une fon
tion holomorphe surfs 2 C I ; <(si) > 0g;notée f2(s).Lemme 5.5.5Il existe un "0 > 0 tel qu'on a une é
rituref2(s) = h2(s)LZ I=�;�(�)( �(s)) + g2(s)où g2(s) est une somme de fon
tions "0-admissibles de multipli
ité supérieureà r + 1 � #I, et h2(s) est "0-admissible de multipli
ité supérieure à zéro etvéri�e h2(0; : : : ; 0) = P (1; : : : ; 1). En parti
ulier si P (1; : : : ; 1) 6= 0, f2(s) estune fon
tion admissible de multipli
ité r �#I, etlims!0 s#I�r f(s : : : ; s) = P (1; : : : ; 1) lims!0 s#I�r LZ I=�;�(�)( �(s; : : : ; s)):175



Démonstration : SoitP (zi;n) = X(�i;n)2N(m+1)#I a(�i;n) Yi2I06n6m z�i;ni;nle développement en série entière de P en zéro, valable pour jzi;nj < q". Ona ainsi pour tout s véri�ant <(si) > 0,P �zki;ni q�Æi;n si� = X�i;n>0 a(�i;n) q�Pi �i;0 si� P16n6mPi �i;n Æi;n si zPi P06n6m ki;n �i;n
_id'oùZz2S�_ P �zki;ni q�Æi;n si�Qi2I (1� zi q�si) dz= X�i;n>0 a(�i;n) q�Pi �i;0 si� P16n6mPi Æi;n �i;n si�X�i>0 q�Pi �i si Zz2S�_ zPi (�i+ P06n6mki;n �i;n)
_i dz
Cette dernière expression est égale àX�i;n>0 a(�i;n) q�Pi �i;0 si� P16n6mPi Æi;n �i;n si X�i>0Pi (�i+ P06n6mki;n �i;n)
_i =0q�Pi �i sielle même égale àX�i;n>0 a(�i;n) qPi P16n6m �i;n (ki;n�Æi;n)si X�i> P06n6mki;n �i;nPi �i 
_i =0q�Pi �i si= X�i;n>0 a(�i;n) qPi P16n6m�i;n (ki;n�Æi;n)si Xy2(Z I=�)_\�(�)_hy; �(ei)i> P06n6mki;n �i;n q�Pi si hy; �(ei)i:176



En appliquant le lemme 5.5.2, on obtientf2(s) =XÆ2� XK�I(�1)#K Yl2IÆ;K 0� 11� q�Pi2Ihml;sii � 11A� X�i;n>0 a(�i;n)PÆ;K;(Pn ki;n �i;n)(q�si)� qPi P16n6m�i;n (ki;n�Æi;n)si:Choisissons "0 > 0 tel que :- la majoration (5.5.2.1) soit véri�ée ave
 � > 0 véri�ant� Sup(ki;n) 6 12- pour (si) véri�ant �"0 < <(si) < "0, on a pour tout n = 1; : : : ; m(ki;n � Æi;n)<(si) 6 12 :Alors, par la majoration (5.5.2.1), la sérieX�i;n>0 a(�i;n)PÆ;K;(Pn ki;n �i;n)(q�si)� qPi P16n6m�i;n (ki;n�Æi;n)sidé�nit une fon
tion holomorphe sur le domaine�"0 < <(si) < "0; i 2 I;d'où le résultat. Le fait de devoir se limiter à une bande verti
ale pour la
onvergen
e vient de 
e que 
ertains entiers ki;n�Æi;n peuvent être stri
tementpositifs.La 
ontribution des termes 
orrespondant à K = ; est XÆ2�Yl2IÆ � 11� q�Phml; �(si)i � 1�!�0�X�i;n>0 a(�i;n)qPi P16n6m�i;n (ki;n�Æi;n)si1A= h2(s) � LZ I=�;�(�)( �(s))177



où h2(s) est une fon
tion holomorphe sur �"0 < <(si) < "0 pour un 
ertain"0 > 0, et telle que h2(0; : : : ; 0) = P (1; : : : ; 1). �Considérons à présent la situation suivante. Pour tout i 2 I soit di unentier stri
tement positif. Soit�(di) : ZI �! ZIle morphisme qui envoie (mi)i2I sur (dimi)i2I .Soient i0 2 I et eI = I n fi0g. Soit ~p la proje
tion Z I ! Z eI.Soient � = �(di) (�) et e� = ~p (�). L'ensemble �(�)_ \ �Z I=��_ s'identi�edon
 àny 2 �Z I�_ ; 8 
 2 �; hy; �(di)(
)i = 0; 8 i 2 I; hy; eii > 0osoit en
ore à ((ni) 2 NI ; Xi2I ni di 
_i = 0) :De même, �(e�)_ \ �Z eI=e��_ s'identi�e à8<:(ni) 2 NeI ; Xi2eI ni di 
_i = 09=; :Si on suppose que � véri�e � \ Z I>0 = f0g;il en est de même pour �. Soit (
j)16j6r une base de �. Alors les e
j =~p ��(di)(
j))� sont linéairement indépendants, en parti
ulier e� est de rang r.En e�et si on avait une relationPj kj e
j = 0, le ve
teurPj kj �(di)(
j) serait unmultiple non nul de ei0 d'où une 
ontradi
tion ave
 le fait que �\Z I>0 = f0g;Soitm > 1 un entier et P une fon
tion de #I (m+1) variables 
omplexes,holomorphe sur le domainef(zi;n) 2 �C I�m+1 ; jzi;nj < q "gpour un " > 0. Pour 1 6 n 6 m et i 2 I soit ki;n > 0 et Æi;n > 0 des entiers.Pour i 2 I soit di un entier. On posera ki;0 = Æi;0 = di. L'intégraleZz2S�_ P �zki;ni q�Æi;n si�Qi2eI �1� zdii q�di si� dz178



dé�nit de toute éviden
e une fon
tion holomorphe surfs 2 C I; 8 i 2 I;<(si) > 0g;notée f3(s).Lemme 5.5.6On suppose que � véri�e � \ Z I>0 = f0g. Alors la fon
tion f3(s) est unefon
tion admissible de multipli
ité supérieure à r + 1�#I.Démonstration : SoitP (zi;n) = X�i;n>0 a(�i;n) Y z�i;ni;nle développement en série entière de P en zéro, valable pour jzi;nj < q". Ona ainsi pour tout s véri�ant <(si) > 0,P�zki;ni q�Æi;n si�=X�i;n>0 a(�i;n) q�Pi2I �i;0 di si�Pi2I( P16n6m �i;n Æi;n)si zPi2I( P06n6mki;n �i;n)
_i :L'intégrale Zz2S�_ P �zki;ni q�Æi;n si�Qi2eI1� zdii q�di si dzest alors égale àX�i;n>0 a(�i;n)q�Pi2I �i;0disi� P16n6m Pi2I �i;n Æi;n si� X�i2N eI q�Pi2eI�i disi Zz2S�_zPi2eI(�i di+ P06n6mki;n �i;n)
_i dz
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Cette dernière expression est égale àX�i;n>0 a(�i;n) q�Pi2I �i;0 di si� P16n6m Pi2I �i;n Æi;n si X�i2N eIPi2eI(�i di+ P06n6mki;n �i;n) 
_i =0q�Pi2eI �i disi
= X�i;n>0 a(�i;n) q Pi2I P16n6m�i;n (ki;n�Æi;n)si X�i2N eIdi �i> P06n6mki;n �i;nPi2eI�i di
_i =0 q�Pi2eI�i di si
= X�i;n>0 a(�i;n) q Pi2I P16n6m�i;n (ki;n�Æi;n)si Xy2�Z eI=e��_\�(e�)_di hy; e�(ei)i> P06n6mki;n �i;n q�Pi2eIdi si hy; e�(ei)i:Nous appliquons alors les résultats de 5.5.2, ave
 N = ZeI=e� (rappelons queN est de rang #eI � r = #I � 1� r) et C = �(e�). Nous obtenonsf3(s) =XÆ2�XK�I(�1)#K Yl2IÆ;K � 11� q�Phml;sii � 1�� X�i;n>0 a(�i;n)PÆ;K;p 1di (Pn ki;n �i;n)q(q�di si)� q Pi2I P16n6m�i;n (ki;n�Æi;n)sid'où le résultat. �Toujours ave
 les mêmes notations que pré
édemment, soit d un multiple
ommun des di. SoitN(d; di;�) = (Æi 2 ZI ; 0 6 Æi < ddi ; 8 
 2 �; d �� Xi di Æi e_i (
))= (Æi 2 ZI ; 0 6 Æi < ddi ;Xi di Æi 
_i 2 d�_)et n(d; di;�) = #N(d; di;�). 180



Lemme 5.5.7On suppose Z I=� sans torsion et � \ Z I>0 = f0g. On a alorsLZ I=�;�(�) ( �(di si)) = X(Æi)2N(d;di;�)q�Pi di Æi si LZI=�;�(�) ( �(d si)) + g(s)où g est une fon
tion admissible de multipli
ité supérieure à 1 + r�#I. Enparti
ulierlims!0 s#I�r LZ I=�;�(�) ( �(di s))= n(d; di;�)d#I�r lims!0 s#I�r LZ I=�;�(�) ( �(s; : : : ; s)) :Démonstration : On aLZ I=�;�(�) ( �(di si)) = X(ni)2N IPi ni di 
_i =0 q�Pi ni di si
= XÆi2NI8 i2I; 06Æi< ddi Xni2N I8 i2I; ni�Æi� ddi �Pi ni di 
_i =0 q�Pi ni di si
= XÆi2ZI06Æi< ddi q�Pi di Æi si Xni2N IPi ni 
_i =�Pi di Æi 
_i q�d Pi ni si:

Soit Æi 2 ZI tel que 0 6 Æi < ddi . Comme ZI=� est sans torsion, la �è
he(ZI)_ ! �_ est surje
tive, en d'autres termes pour tout élément 
_ de �_, ilexiste un (#I)-uplet d'entiers (ni) véri�antXi ni 
_i = 
_:Ainsi l'équation (d'in
onnue (ni))dXi ni 
_i = �Xi di Æi 
_iadmet au moins une solution (ni) 2 ZI si et seulement si Pi di Æi 
_i 2 d�_,i.e. si et seulement si (Æi) est dans N(d; di;�). Dans 
e 
as, grâ
e à la relation181



(5.5.3.1), on peut trouver une solution dans ZI60. Notons (��i;(Æi)) une tellesolution. La 
ondition dXi ni 
_i = �Xi di Æi 
_is'é
rit alors Xi (ni + �i;(Æi)) 
_i = 0:On a alorsLZ I=�;�(�) ( �(di si)) = X(Æi)2N(d;di;�) q�Pi di Æi si+dPi �i;(Æi) si Xni>�i;(Æi)Pi ni 
_i =0 q�d Pi ni si
et des appli
ations du lemme 5:5:2 permettent de 
on
lure. �5.6 Appli
ation aux fon
tions zêta des hauteurs5.6.1 PréliminairesRappelons (
orollaire 5.4.9) que pour(s�) 2 ns 2 C�(1)G ; <(s) 2 R�(1)G>0 oon a la représentation intégrale�H (s�) = q (1�g) dim(X�)log(q)r bS(T ) 0�#A(T ) I1(s�) + X�00 =2Ker(
�) I�00 (s�)1Aoù I1(s�) est donnée par la formuleZz2ST 0� Y�2�(1)G ZK�;S� �zd�hm;��iq�d� s��1A� f 0��zd�hm;��iq�d� s��;� Y�2�(1)G z k�;nd�hm;��i q�Æ�;n s��1A dz
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et I�00 (s�) par la formuleZz2ST0� Y�2�(1)GLK�;S��zd�hm;��iq�d� s�; �00��1A� f�00 0��zd�hm;��iq�d� s��;�z
n Y�2�(1)G q�Æ�;n s��1Adz:Lemme 5.6.1Soient M un Z-module libre de rang �ni et N un sous-module de M d'indi
e�ni. On munit les groupes topologiques 
ompa
ts SM = Hom(M;S1) et SN =Hom(N;S1) respe
tivement des mesures de Haar dzM et dzN de volume total1. Soit (nj)j2J une famille �nie d'éléments de N , et � une fon
tion en #Jvariables 
ontinue sur S1. On a alorsZSN �(znj)dzN = ZSM �(znj)dzM :Démonstration : Il su�t d'utiliser une base de M adaptée à N , et deremarquer que si k est un entier non nul on a pour toute fon
tion  
ontinuesur S1 ZS1  (zk) dz = ZS1  (z) dz;où dz désigne la mesure uniforme sur le 
er
le. �Ce lemme permet de rempla
er dans la formule 
i-dessus l'intégration sur STpar l'intégration sur S(X(T )G)_ (en notant dorénavant dz la mesure de Haarde volume total 1 sur S(X(T )G)_).Rappelons que X(T )G s'identi�e à un sous-réseau de Z�(1)G via la suiteexa
te0 �! X(T )G �! Z�(1)G �! Pi
(X�) �! H1(G;X(T )) �! 0; (5.6.1.1)qui montre également que Z�(1)G=X(T )G est sans torsion.Rappelons que nous désignons par r le rang de X(T )G. Si r = 0 onse trouve dans le 
as anisotrope, il n'y a pas d'intégrale à évaluer, on auniquement besoin du 
al
ul de la 
onstante, e�e
tué à la se
tion 5.6.4.Soit m 2 X(T )G véri�ant8� 2 �(1)G; hm; ��i > 0:Alors on a 8� 2 �(1); 8 � 2 �; hm; �i > 0:183



L'éventail � étant 
omplet, ses rayons engendrent X(T )_, 
e qui entraînem = 0. Nous avons don
 bienX(T )G \ Z�(1)G>0 = f0g(on aurait pu aussi dire
tement utiliser le fait général que Ce�(X�) est stri
-tement 
onvexe).Comme Z�(1)G=X(T )G est sans torsion, le morphisme�Z�(1)G�_ �! �X(T )G�_est surje
tif, et on peut rempla
er les éléments 
n dans la formule donnantI�00 par X�2�(1)G h�;nhm; ��ioù les h�;n sont des entiers. On obtient don
I�00 (s�) = Zz2S(X(T )G)_ 0� Y�2�(1)GLK�;S��zd�hm;��iq�d� s�; �00��1A� f�000��zd�hm;��iq�d� s��;� Y�2�(1)Gzh�;nhm;��iq�Æ�;n s��1Adz:D'après (5.6.1) et (5.5.3.1), on peut trouver des entiers (��)�2�(1)G stri
te-ment positifs véri�ant X�2�(1)G ��hm; ��i = 0: (5.6.1.2)Pour (h�;n) 2 Z�(1)G donné on peut alors trouver des entiers (��;n)�2�(1)Gpositifs véri�ant la 
ondition (5.6.1.2) et8� 2 �(1)G; ��;n + h�;n > 0:Comme on a z P�2�(1)G h�;nhm;��i = z P�2�(1)G(h�;n+��;n) hm;��i;on peut supposer dans l'é
riture de I�00 les entiers h�;n positifs.De même, pour (k�;n) 2 Z�(1)G donné on peut alors trouver des entiers(��;n)�2�(1)G positifs véri�ant la 
ondition (5.6.1.2) et8� 2 �(1)G; � Y�2�(1)G d�� ��;n + d� k�;n > 0:et on peut supposer dans l'é
riture de I1 les entiers k�;n positifs.184



5.6.2 Cal
ul de n �dT ; d�; X(T )G�Rappelons que n �dT ; d�; X(T )G� désigne le 
ardinal de l'ensemble(Æ� 2 N�(1)G ; 0 6 Æ� < dTd� ; 8m 2 X(T )G; dT ��X� d� Æ� hm; ��i) :Nous 
hoisissons L de telle sorte que G=H = gT . Pour � 2 �(1)G, soit g�l'image de G� dans gT . Rappelons que nous avons une résolution �asque Rdu G-module X(T )0 �! X(T ) �! P� �! Pi
(X�;L) �! 0où le G-module de permutation P� = Z�(1) est isomorphe à L�2�(1)GZ[G=G�℄.On notera Q le G-module �asque Pi
(X�;L).Prenons les H-invariants dans la suite exa
te 
i-dessus. Comme P�, étantun G-module de permutation, est aussi un H-module de permutation, onobtient une suite exa
te de gT -modules0 �! X(T )H �! PH� �! QH ÆR�! H1(H;X(T )) �! 0:Soit QR le gT -module Ker(ÆR). On obtient �nalement une suite exa
teH�1 �gT ; PH� � �! H�1 (gT ; QR) �! bH0 �gT ; X(T )H� �! bH0 �gT ; PH� � :Comme PH� est un gT -module de permutation (en parti
ulier isomorphe àson dual), on a H�1 �gT ; PH� � = 0et �nalement on obtient la suite exa
te0 �! H�1 (gT ; QR) �! bH0 �gT ; X(T )H� �! L�2�(1)GZ=dTd�Zm 7�! (hm; ��i) :Soit M le quotient de bH0 �gT ; X(T )H� par H�1 (gT ; QR). On obtient don
une inje
tion M �! L�2�(1)GZ=dTd�Zm 7�! (hm; ��i)d'où une surje
tionHom0� M�2�(1)GZ=dTd�Z;Z=dTZ1A �! Hom(M ; Z=dTZ) :185



En identi�ant Hom L�2�(1)GZ=dTd�Z ; Z=dTZ! à L�2�(1)GZ=dTd�Z, le morphisme
i-dessus devient (Æ�) 7�!  m 7�!X� d� Æ� hm; ��i! ;et n �dT ; d�; X(T )G� n'est autre que le 
ardinal du noyau de 
e morphisme,soit n �dT ; d�; X(T )G� = Q� dTd�[Hom (M ; Z=dTZ)℄= (dT )#�(1)G#MQ� d�d'où (rappelons que 
omme gT est 
y
lique, H�1 (gT ; QR) ��! H1 (gT ; QR))n �dT ; d�; X(T )G� = (dT )#�(1)G [H1 (gT ; QR)℄h bH0 (gT ; X(T )H)i Q� d� : (5.6.2.1)5.6.3 Appli
ation des lemmes te
hniquesSoit tout d'abord �00 =2 Ker (
�) et étudionsI�00 (s�) = Zz2S(X(T )G)_ 0� Y�2�(1)GLK�;S��zd�hm;��iq�d� s�; �00��1A� f�000��zd�hm;��iq�d� s��;� Y�2�(1)Gzh�;nhm;��iq�Æ�;n s��1Adz:L'ensemble des � 2 �(1)G tel que �00� est non trivial est don
 non vide, et,par le lemme 5.4.1, pour de tels � la fon
tion LK�;S� �:; �00�� est holomorphesur C. Pour les autres � la fon
tion L 
orrespondante est une fon
tion zêta,et �nalement on a une é
riture (posant k�;0 = Æ�;0 = d�)I�00 ((s�) + (1; : : : ; 1)) = Zz2S(X(T )G)_ P�00 �zh�;n hm;��i q�Æ�;ns���2�(1)Gn=0;:::;mQ�2�(1)Gnf�0g (1� z d� hm;��i q�d� s�) dz186



où P�00 est une fon
tion en (m+ 1)#�(1)G variables, holomorphe surn(z�;n) 2 C (m+1)#�(1)G ; jz�;nj 6 q 12o ;et �0 est un élément de �(1)G. En appliquant le lemme 5.5.6 (I = �(1)G,� = X(T )G, di = d� et i0 = �0), on obtient que I�00 (s�) est une fon
tionadmissible, de multipli
ité supérieure à1 + r �#�(1)G:Etudions à présent I1(s�), qui pour mémoire est donnée par l'intégraleZz2S(X(T )G)_ 0� Y�2�(1)G ZK�;S� �zd�hm;��iq�d� s��1A� f 0��zd�hm;��iq�d� s��;� Y�2�(1)G z k�;nd�hm;��i q�Æ�;n s��1A dz:Posant k�;0 = 1 et Æ�;0 = d�, on voit qu'on a une é
ritureI1((s�) + (1; : : : ; 1)) = Zz2S(X(T )G)_ P �z k�;n d� hm;��i q�Æ�;n s���2�(1)Gn=0;:::;mQ�2�(1)G (1� z d� hm;��i q�d� s�) dzoù P est une fon
tion en (m+ 1)#�(1)G variables, holomorphe surn(z�;n) 2 C (m+1)#�(1)G ; jz�;nj 6 q 12o ;Soit �(s�;n) = P (q�s�;n)Q�2�(1)G (1� q�s�;0)et �(s�) = �(Æ�;n s�). Nous montrons 
i-dessous que la 
onstanteC0 = q (1�g) dim(X�)#A(T )log(q)r bS(T ) lims!0 s#�(1)G �(s; : : : ; s)est non nulle. Nous avons don
P (1; : : : ; 1) = log q#�(1)G  Y� d�! log(q)r bS(T )q (1�g) dim(X�)#A(T ) C0 6= 0:187



Nous notons �(d�) le morphisme Z�(1)G ! Z�(1)G envoyant (m�) sur (d�m�)etX(T )G = �(d�) �X(T )G�. Nous appliquons alors le lemme 5.5.5 (I = �(1)G,� = X(T )G) et obtenons que�H((s�) + (1; : : : ; 1))= q (1�g) dim(X�)#A(T )log(q)r bS(T ) �I1((s�)+ (1; : : : ; 1))+ X�00 =2Ker(
�)I�00 ((s�)+ (1; : : : ; 1))�est une fon
tion admissible de multipli
ité r �#�(1)G = �t, etlims!0 s t �H(1 + s; : : : ; 1 + s)= log(q)#�(1)G  Y� d�! C0 lims!0 s t LZ�(1)G=X(T )G;�(X(T )G) � X(T )G(d� s)� :On en déduit que �0(s) = �H((1 + s; : : : ; 1 + s)) se prolonge en une fon
tionméromorphe sur un ouvert du type f<(s) > 1� "g ave
 un p�le d'ordre t ens = 0, de terme prin
ipallog(q)#�(1)G  Y� d�! C0 lims!0 st LZ�(1)G=X(T )G;�(X(T )G) � X(T )G(d� s)� :D'après le lemme 5.5.7 (I = �(1)G, � = X(T )G, 
j = mj et di = d�) etl'égalité (5.6.2.1), 
ette dernière expression est égale àlog(q)#�(1)G  Y� d�! C0� (dT )r [H1 (gT ; QR)℄h bH0 (gT ; X(T )H)i Q� d� lims!0 st LZ�(1)G=X(T )G;�(X(T )G)(�(s; : : : ; s));elle-même égale, par la relation (5.5.1.2) et la suite exa
te (5.6.1.1), à(dT )r [H1 (gT ; QR)℄h bH0 (gT ; X(T )H)i log(q)#�(1)G C0 h(T )� lims!0 st LPi
(X�);Ce�(X�)(�(s; : : : ; s))où l'on rappelle que h(T ) est le 
ardinal de H1(G;X(T )). Finalement laformule (5.5.1.1) montre que le terme prin
ipal vaut(dT )r [H1 (gT ; QR)℄h bH0 (gT ; X(T )H)i log(q)r C0 h(T ) ��(X�):188



5.6.4 Cal
ul de la 
onstanteNous 
al
ulons à présent la 
onstante C0 (et montrons en parti
ulierqu'elle est non nulle). Le 
al
ul est formellement le même qu'en 
ara
té-ristique zéro, 
ar toutes les propriétés utilisées pour le 
al
ul dans [BaTs3℄ont leur pendant dans le 
as fon
tionnel.On a�(s� � 1) = 0� Y�2�(1)G ZK�;S� �q�d� s��1A f �(q�d� s�); (q�Æ�;ns�)�On en déduit, d'après la dernière formule de la se
tion 5.4.6,�(s� � 1) = q (g�1) dim(X�) ZT (K)\T (AK)H(x;�(s�))!T;S:On utilise alors le s
indageT (K) \ T (AK) = T (K) S � T (AK)S(lemme 5.2.12) et les 
al
uls expli
ites des transformées de Fourier aux pla
esnon rami�ées pour trouver quelims!1 (s� 1)#�(1)G ZT (K)\T (AK )H(x;�(s; : : : ; s))!T;S= lS(T ) lS(X�) q (1�g) dim(X�) ZT (K) SYv2SHv(x;�(1; : : : ; 1))!T;v�Yv=2SQ�;v(q�1v ; : : : ; q�1v )et ZT (K) SYv2SHv(x;�(1; : : : ; 1))!T;v � Yv=2SQ�;v(q�1v ; : : : ; q�1v )= ZT (K) S Yv2S !X�;v � Yv=2S ZT (Kv) !X�;v:En utilisant en
ore une fois le s
indage T (K)\T (AK) = T (K) S �T (AK)S,
ette dernière expression vautq (g�1) dim(X�) ZT (K)\T (AK ) !X� = q (g�1) dim(X�) ZX�(K) !X�;189



la dernière égalité étant 
onséquen
e du lemme 5.3.2. On en déduitC0 = #A(T )log(q)r bS(T ) lS(T ) lS(X�) ZX�(K) !X� := #A(T )log(q)r bS(T ) lS(T ) lS(X�) ZX�(K) !X� :Or par le lemme 5.2.14#A(T ) = #H1(G;Pi
(X�;L))i(T )et par le théorème d'Ono et Oesterlé (théorème 5.2.5)lS(T )bS(T ) = 1�(T )#Coker(degT ) = i(T )#Coker(degT ) h(T )soitC0 = 1#Coker(degT ) log(q)�r 1h(T ) #H1(G;Pi
(X�;L)) lS(X�) ZX�(K) !X�= 1#Coker(degT ) log(q)�r 1h(T ) �(X�) 
H(X�):Le terme prin
ipal de la fon
tion zêta des hauteurs en s = 1 est don
(dT )r [H1 (gT ; QR)℄h bH0 (gT ; X(T )H)i #Coker(degT ) log(q)r h(T )��(X�)C0= (dT )r [H1 (gT ; QR)℄h bH0 (gT ; X(T )H)i #Coker(degT ) ��(X�) �(X�) 
H(X�)= &(T )��(X�) �(X�) 
H(X�):Le théorème 5.3.3 est don
 démontré.
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