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Notations

Ici sont présentées les notations utilisées dans cette these. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur a 'annexe A ou aux passages correspondants dans le texte.

Les différents corollaires, lemmes, propositions, remarques et théoremes sont, dans ce
mémoire, numérotés dans chaque chapitre de maniere séquentielle. Les formules, quant
a elles, sont numérotées dans chaque chapitre par section et ce également de maniere
séquentielle. Par ailleurs, une étiquette du type (1.1.4) fera référence a la formule (1.4)
du chapitre 1.

Notations générales

X' ou X* dual topologique de X

<, > produit de dualité X', X

Br(xo) boule ouverte de centre xg et de rayon R > 0

B (xy) complémentaire de la fermeture de Bg(xg)

Br Br(xy) avec zg l'origine du systéme de coordonnées cartésiennes
BFE complémentaire de la fermeture de Bg

Qg QN Bpg

Qf QnBH

Q2 Qf N Qp,, R < Ry

0N} frontiere de €2

v vecteur normal unitaire extérieur a 0f2

u-v produit scalaire de deux vecteurs

S:T ZZ ; Si;T;; produit scalaire de deux tenseurs d’ordre deux
T v vecteur de composantes (v - T'); = >_; T;;v;

v-T vecteur de composantes (v -T); =Y. v;T;



v

supp f, supp v
fxg
{wntnen
{Sn}nen-
F(f)
FHS)
o;f, O
Vf, Vo
divv
divT
rotv

Af, Av
Def, D*v

Jv(l‘o)
o f
o(X, X"

b-p.
p.p-t.
O]

NOTATIONS

support d’un champ scalaire, de vecteurs

produit de convolution de deux fonctions

suite régularisante

Snlf) = wnx f

transformée de Fourier de la fonction f

transformée de Fourier inverse de la fonction f

ime dérivée partielle d'un champ scalaire, de vecteurs
gradient d’un champ scalaire, de vecteurs

divergence d'un champ de vecteurs

vecteur de composantes divT;, T; = (T, ..., Tin)
rotationnel d’un champ de vecteurs

Laplacien d'un champ scalaire, de vecteurs
différentielle d’ordre |a| = ), o; d'un champ scalaire,
de vecteurs

matrice Jacobienne d’un champ de vecteurs au point zq
dérivée normale extérieure d’un champ scalaire
topologie faible définie sur X

convergence faible

topologie x-faible définie sur X’

convergence x-faible

exposant conjugué de p, i.e. % + z% =1
presque partout

pour presque tout

mesure de Lebesgue de I’ensemble O



NOTATIONS

Espaces fonctionnels

CH(Q)
0=(Q)
CH(Q)

(%)

Coo(62), D(Q)
S(RM)

fonctions k fois contintiment différentiables sur €2

M C()

fonctions de C*(2) dont toutes les dérivées d’ordre |a| < k se
prolongent contintiment sur Q

fonctions de C*(Q) dont toutes les dérivées d’ordre |a| < k
satisfont une condition de Holder d’exposant 6 € (0, 1]
fonctions de C*°(Q2) a support compact dans 2

classe des fonctions a décroissance rapide de Schwartz
distributions sur 2

distributions tempérées

espace de Lebesgue equipé de la norme || - ||o,

espace des fonctions de LP()), V& C ' C Q

espace des fonctions de LP(Q)), VQ' C Q

espace de Sobolev d’ordre m equipé de la norme || - ||,
wm2(0)

fermeture de C§°(€2) par rapport a la norme || - ||,

W)

espace de Sobolev homogene d’ordre 1 equipé de la norme |- |1,
fermeture de C§°(€2) par rapport a la norme | - |1,

champs de vecteurs v de [LP(Q)]? tels que divev € LP(£2)
fonctions k fois contintiment dérivables sur I'intervalle I C R a
valeurs dans X

fonctions définies sur 'intervalle I C R a valeurs dans X et
continues par rapport a la topologie faible de X

espace de Lebesgue des fonctions définies sur l'intervalle I C R a

valeurs dans X.






Introduction

Presque deux siecles se sont écoulés depuis que le mathématicien anglais Sir George
Gabriel STOKES [74] a clarifié la mise en équations des écoulements de fluides visqueux
introduite par le mathématicien et ingénieur francais Claude Louis Marie Henry NAVIER
[55] & partir de considérations antérieures établies par le mathématicien suisse Leonhard
EULER [13] qui n’avait pas pris en compte les effets de la viscosité. Pourtant, aujourd’hui
encore, nombre de questions mathématiques concernant ces équations, dites de Navier-
Stokes, restent sans réponse. Lorsque ’écoulement est incompressible, un des problemes
qui résiste encore et toujours aux assauts des mathématiciens est ’existence de solutions
classiques globales de ces équations en trois dimensions d’espace pour des données initiales
générales (i.e. pas nécessairement régulieres). En ce qui concerne les solutions dites faibles
des équations de Navier-Stokes incompressibles, concept introduit par le mathématicien
francais Jean LERAY qui en étudia principalement I'existence [36, 38, 37|, reste a ’heure
actuelle encore totalement ouverte la question de régularité globale et d’unicité et ce en
dépit de nombreuses tentatives. Lorsque I’écoulement est compressible et barotrope, méme
le probleme d’existence de solutions faibles globales en dimension d’espace supérieure ou
égale a deux est longtemps resté sans réponse. Il existe une vaste littérature sur cette
question dans laquelle de nombreux auteurs, MATSUMURA et NISHIDA [53]|, HOFF [30] et
WEIGANT et KAZHIKOV [80] pour n’en citer que quelques uns, ont apporté des réponses
partielles sous diverses contraintes plus ou moins restrictives sur les données initiales
(régularité, petitesse) ou sur les coefficients de viscosité (dépendance par rapport a la
densité). La premiere approche rigoureuse de ce probleme dans toute sa généralité est
due & P.L. L1oNs [46] dans le cas des équations de Navier-Stokes compressibles en régime
isentropique (i.e. lorsque la loi d’état du fluide reliant la pression p a la densité p est du
type p(p) = ap” ol a est une constante strictement positive et v est la constante obtenue
par le rapport entre la chaleur spécifique a pression constante et la chaleur spécifique a
volume constant, constante dite adiabatique). Dans ses travaux, P.L.. LIONS a présenté
une théorie complete permettant d’obtenir des résultats d’existence de solutions faibles
globales en N dimensions d’espace (N > 2) et ce pour des données initiales générales.

Avant de continuer et afin que les lignes qui suivent soient claires, nous introduisons
les équations de Navier-Stokes modélisant ’évolution temporelle de la densité p et de la
vitesse u d'un fluide compressible en régime isentropique occupant une région bornée (2
de 'espace a N dimensions, N > 2. Elles s’écrivent

Op + div(pu) =0, (1)
(pu) + div(pu @ w) — A — (p1 + p2)Vdivu +aVp? = pf +g. (2)

L’équation (1), communément appelée équation de continuité, provient du principe de
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conservation de la masse, tandis que 1’équation vectorielle (2), communément appelée
équation de mouvement, provient, quant a elle, du principe de conservation de la quantité
de mouvement. Dans ces équations, a > 0, la constante adiabatique 7y satisfait v > 1, u; et
o sont les coefficients de viscosité supposés constants et satisfaisant certaines contraintes
physiques et f et g représentent respectivement les forces externes volumiques et non
volumiques agissant sur le fluide et sont des données du probleme. Lorsque 1’écoulement
est stationnaire, i.e. lorsque la densité et la vitesse du fluide ne dépendent pas de la
variable temporelle, ces équations s’écrivent

div(pu) = 0, 3)
div(pu ® u) — pAu — (g + po)Vdivu +aVp’ = pf + g. (4)

Pour que 'examen de ces équations soit un probleme mathématique a priori bien posé,
dans la présente situation ({2 est une région bornée), on impose les conditions usuelles
de non glissement. Autrement dit, on impose a la vitesse u des conditions de Dirichlet
homogenes sur la frontiere OS2 de € :

u = 0 sur 0. (5)

Dans le cas des équations non stationnaires (1)-(2), il faut également connaitre la densité
et la vitesse du fluide ou de maniere équivalente la densité et la quantité de mouvement
a l'instant initial. Ces données initiales, couramment notées p, et q,, sont des fonctions
de la position. Dans le cas des équations stationnaires, pour eviter que le systeme soit
indéterminé, on impose la masse totale du fluide contenu dans la région €2, i.e. que 1'on
souhaite que la densité p soit telle que

/deq::M>O. (6)

Reste a préciser la notion de solutions faibles du probleme de Cauchy (1)-(2) complété
par les conditions aux limites (5) et par la donnée des conditions initiales py et q,, ainsi
que celle de solutions faibles du probléme stationnaire (3)-(4) complété par les conditions
aux limites (5) et par la donnée (6).

Dans cette these, nous nous intéresserons aux solutions faibles dites renormalisées a
énergie bornée de ces problemes. On donne maintenant un bref apergu des principaux
points que doit satisfaire ce type de solutions et ce sans entrer dans les détails techniques.
Pour ce faire, il est bon de noter que si les fonctions p et w sont régulieres et satisfont
I’équation de continuité (1), pour toute fonction b € C1([0,00)), il est clair qu’elles sont
également solutions de 1’équation de continuité dite « renormalisée » ;| cette terminologie
provenant de la théorie du transport de DIPERNA et P.L. Lions [12]. Cette équation
s’écrit

Aib(p) + div(b(p)a) + {pb (p) — b(p)} dives = 0. (7)

Dans le cas stationnaire, par le méme formalisme, on récupere ’équation de continuité
renormalisée

div(b(p)u) + {pV/(p) — blp)} diveu = 0. (8)
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Pour un temps 1" € (0, 00), des forces f et g et des données initiales py et g, satisfaisant
certaines hypotheses techniques, on dira que le couple de fonctions (p, u) est une solution
faible renormalisée & énergie bornée des équations (1)-(2) s’il possede les propriétés sui-
vantes : p € L>=(0,T;L7(Q)) N C°[0,T); L] .. (), p > 0 p.p. dans Q, p(0) = py p-p-

weak

2y
dans Q, w € [L2(0,T; HY(Q)]?, plul? € L=(0,T; LY(RQ)), pu € [CO([0,T]; LI ()] et
(pu)(0) = q, p-p- dans Q; si le prolongement par zéro de (p,u) dans (0,7) x RN \ Q
est solution dans D'((0,T) x RY) des équations (1) et (7) pour une classe bien précise
de fonctions b : Ry — R; si (p,u) est solution de I’équation de mouvement (2) dans

[D'((0,T) x )]3; si p.p.t. 7 € (0,T), (p,u) satisfait I'inégalité d’énergie
Blp)(r) + [ [ {nlVa + G + )] v} e d
0 Q
<Bot [ [(f+g)udsa, 9)
0 Q

inégalité dans laquelle E(p, u)(1) = [,{5plul* + ~4p"H(7) dx désigne 'énergie totale au

temps 7 et Ey = [,{3 |'if)0‘2 Lipp>oy + 5%5p0 } dz Iénergie totale initiale.

Pour des forces f et g et une masse M données, on dira que le couple de fonctions
(p, u) est une solution faible renormalisée a énergie bornée des équations (3)-(4) sl existe
p € [3,00) tel que p € LP(R2), p > 0 p.p. dans Q et satisfait (6), u € [Hg(Q)]*; sile
prolongement par zéro de (p,u) & l'extérieur de Q est solution dans D'(RY) des équations
(3) et (8) pour une classe bien précise de fonctions b: Ry — R; si (p,u) est solution de

I'équation de mouvement (4) dans [D'(Q2)]?; si (p, u) satisfait I'inégalité d’énergie

/ |Vl + (o + o)) div ) de < / (of +9)-ude. (10)
Q Q

Dans cette these, tous les résultats sont présentés en trois dimensions d’espace. C’est
un choix de notre part. Tous sont aisément généralisables au cas de la dimension N > 2.
Lorsque N = 3, la théorie développée par P.L. LIONS [46] pour démontrer 'existence
de solutions faibles renormalisées a énergie bornée fait apparaitre une limitation sur les
valeurs autorisées pour la constante adiabatique vy, a savoir : v > % dans les équations non
stationnaires et v > g (v = g sous certaines hypotheses techniques) dans les équations
stationnaires. Nous expliquerons les grandes lignes de I’approche de P.L. LIONS pour les
équations non stationnaires dans la suite. Récemment, E. FEIREISL [16] a généralisé cette
approche pour pouvoir traiter les valeurs v > % dans le cas non stationnaire (ou plus
généralement v > % en dimension N). Son approche differe en certains points de celle
de P.L. LIONS mais en reprend les principales idées, notamment celles qui concernent la
compacité faible de la suite des flux effectifs visqueux ou pressions effectives (voir plus
loin). Nous en expliquerons également les grandes lignes dans la suite. Il semble que ce
résultat soit optimal dans le sens ou les méthodes utilisées, basées sur des estimations

d’énergie, font apparaitre de maniere redondante cette contrainte v > %

Bien souvent, dans I’étude d’un systeme non linéaire d’équations aux dérivées par-
tielles, on modifie celui-ci dans le but d’obtenir un systeme « approché » dont on sait
démontrer l'existence de solutions par des arguments standard d’analyse tel que des
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théoremes de point fixe, des approximations de type Faedo-Galerkin. Ceci se fait en intro-
duisant un, voire plusieurs parametres, puis en modifiant le systéme d’origine de telle sorte
que les solutions « approchées » du systeme obtenu tendent vers une solution du systeme
d’origine lorsque le, voire les parametres en question approchent leur valeur critique. Cette
méthode fait continuellement apparaitre le probleme de compacité d'un ensemble borné
de solutions approchées.

Lors de 'examen des équations stationnaires, la plupart des approximations que nous
utiliserons trouvent leurs origines dans les travaux de P.L. L1ONS [46]. Ce sera également
le cas lors de I'étude des équations non stationnaires dans laquelle nous adopterons une
présentation inspirée de celle de FEIREISL, NOVOTNY et PETZELTOVA [18]. Dans un
cas comme dans 'autre, a chaque niveau d’approximation, on trouvera différentes idées
et techniques mais, comme nous l'avons fait remarquer plus haut, se posera a chaque
fois le probleme de la compacité d’une suite bornée de solutions approchées. Nous allons
maintenant expliquer de fagon formelle comment résoudre ce probleme au travers de
I’étude de la compacité d’une suite bornée de solutions faibles renormalisées a énergie
bornée des équations (1)-(2). Plus exactement, nous allons maintenant donner les grandes
lign I’approch P.L. LioN i,onler lle, s’appli ry> 2 11
dg EGDS g’ZIRaEI))II;LO;u? deelle S’&pp(l)iqiqu(;u(; fye> ag).p;o‘fl?rscipfiiiuenggs ago;s E]eseotm(iisesecre IZ

) ) 2 5
preuve du théoreme suivant :

Théoréme 1 Soient T € (0,00), Q C R? un domaine borné a frontiére Lipschitzienne et
f =g =0. On suppose que {(pn, W) }nen= est une suite de solutions faibles renormalisées
a énergie bornée des équations (1)-(2) correspondant a une suite de données initiales

{(po.n, QO,n)}neN* et que lorsque n — 0o, on a

Po,n = PO dans L1<Q)7 90, — 40 dans [L1<Q)]37

104l
/{2 pon {pon>0}‘|‘7 1p0n}d:(;—>E0<oo dans R,.

Alors il existe un couple de fonctions (p,w) tel que, modulo Uextraction de sous-suites et
lorsque n — 00, on a

pn — p dans L*((0,T) x Q), wu, — u dans [L*(0,T; H}(2))]>.

En outre (p,u) est une solution faible renormalisée a énergie bornée des équations (1)-(2)
correspondant auz données initiales (po, qp)-

Tout d’abord, de I'inégalité d’énergie (9) dans laquelle p,,, w,,, Ep,, et 0 remplacent p,
u, Fy et f et g, il résulte que

[19nll oo 07527y + Nl 20, msm @z + lonltn Ml Lo o210y < (T, Eon) (11)

En accord avec ces bornes, il existe des fonctions p et w telles que, modulo I'extraction
de sous-suites et lorsque n — oo, on a

pn — p dans L®(0,T;L7(Q)), w, — u dans [L*(0,T; Hj(2))]*.
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Ceci rend possible le passage a la limite n — oo dans l’équation de continuité et dans
tous les termes qui apparaissent dans l’équation de mouvement, « excepté » dans le
terme de pression p(p,) = ap). En effet, pour s’assurer que celui-ci converge vers sa
contrepartie p(p) = ap?, il est nécessaire d’avoir plus d’informations, comme par exemple

la convergence p, — p dans Li, ((0,T) x Q) quand n — oo.

Dans un premier temps, pour éviter que la limite de la suite {ap] } ,en+ S0it une mesure,
il est intéressant de posséder davantage d’informations sur la suite {p;, }nen. Pour cela,
on teste formellement 1’équation de mouvement (2), dans laquelle p,,, u,, et 0 remplacent

p, uet fetg, par
sOZB(pi—]{lpidy)

ou B est l'opérateur de Bogovskii sur € (un inverse de l'opérateur de divergence, voir
I’annexe B pour plus de détails) et 0 < 6 < 7. Apres de nombreux calculs, on obtient

2

T
/ / it dzdt < o(T,Q, E,), 0= 37— L (12)
0 Q

Cette estimation est une observation que 'on doit & P.L. LIONs [46, Theorem 7.1] qui
I’a obtenue d'une autre maniere. Il faut tout de méme noter que pour la démontrer, on
a besoin de savoir que (p,,u,) est une solution de I’équation de continuité renormalisée
(7) dans laquelle b(s) = s’. Noter également que I'hypotheése de régularité de la région
Q) est étroitement liée a I'utilisation de 'opérateur de Bogovskii qui n’est pas défini si 2
ne possede pas la régularité minimale d’avoir une frontiere Lipschitzienne. Evidemment,
une estimation locale du type (12) suffit pour assurer que la pression limite n’est pas une
mesure. A I'aide de (12), il est alors possible de préciser certaines convergences, notamment
que modulo 'extraction de sous-suites et lorsque n — 0o, on a

),

Y

Pn — P dans CO([Oa T]7 L;Yveak<Q

)
— 110
py — pY dans L v ((0,7") x §)
27
Py, — pu dans [CO<[O> T); Lot (Q)>]37

weak

put], — puted dans D/((0,T) x ), i,j = 1,2,3.

En conséquence, les prolongements par zéro dans (0, 7)) x R3\ © des fonctions p, u et p7
encore notés p, u et p7 satisfont les équations

Oip + div(pu) = 0 dans D'((0,T) x R?), (13)
O(pu) + div(pu @ u) — prAu — (1 + pe)Vdivu
+aVp7 = 0 dans [D'((0,T) x Q)]*. (14)

La difficulté qui consiste a prouver que (p,u) est une solution faible renormalisée a
énergie bornée reste entiere et réside principalement dans la démonstration de p¥ = p? p.p.
dans (0,7") x Q. Ceci requiert une forme de compacité de la suite des densités {p;, }nen-
qui n’est pas disponible au vu des seules estimations (11)-(12). C’est une observation
cruciale de P.L. LIONS [46] qui va comblée cette lacune. Celle-ci fait état de la chose
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suivante : la suite des quantités {ap) — (21 + p2) div wy }pen+, couramment appelée suite
des flux effectifs visqueux ou suite des pressions effectives, possede une certaine forme de
compacité faible. Plus exactement, on a le

Théoréme 2 Pour toute fonction b € C*([0,00)) satisfaisant certaines conditions de
croissance a linfini, on a

T
lim / /{ap;/b — (2u1 + p2) divw, }o(py) e dz dt
o Ja

n—oo

= /0 /Q{aﬁ — (2u1 + po) divulb(p)pdrdt, ¢ € D((0,T) x Q) (15)

ot les quantités surmontées d’une barre désignent les limites faibles des suites correspon-
dantes.

Jusque la, rien ne différencie réellement les approches de P.L.. LIONS et de E. FEIREISL.
En effet, ce dernier dans son approche aura besoin d’une version semblable au théoreme
2, a savoir le

Théoreme 3 Pour toute fonction b € C([0,00)) et tout k > 0, si on dénote par by la
fonction définie par bi(s) = b(s) si s € [0,k) et bp(s) = b(k) si s € [k, 00), alors

n—oo

T
lim / /{apz — (2u1 + po) divw, }og(pn) @ dx dt
o Jao

= /0 /Q{aﬁ — (21 + po) divulb(p)p ddt, ¢ € D((0,T) x Q). (16)

Que ce soit P.L.. L1ONS ou E. FEIREISL, tous deux ont ensuite respectivement utilisé
(15) et (16) avec b(s) = s (dans ce cas by sera noté Tj). En réalité, le premier a avoir fait
cette observation, a I’aide d’une écriture de chaque intégrale de (15) faisant apparaitre
des commutateurs, est D. SERRE [71] en dimension un d’espace. En dimension supérieure,
la preuve de P.L. L1IONS est basée sur des résultats d’analyse harmonique et tient compte
des observations de D. SERRE. La preuve due a E. FEIREISL est, quant a elle, basée sur le
lemme div-rot de la théorie de la compacité par compensation introduite par F. MURAT
[54] et L. TARTAR [75] et sur I’écriture de chaque intégrale de (16) faisant apparaitre un
autre commutateur.

Voyons tout d’abord comment P.L. LIONS a conclu a la convergence forte de la suite
des densités {p, }nens vers p. Pour simplifier la présentation, supposons que s(y) > v+ 1,
i.e. que v > 3. Au vu de 'estimation (12), il est clair que p € L*((0,7") x2) si v > 2. Dans
ce cas, la théorie du transport de DIPERNA et P.L. LIONS [12] s’applique a 1’équation de
continuité (13) pour garantir la validité de I'équation (7). Alors, si b(s) = sln s, le passage
a la limite n — oo dans I’équation (7) satisfaite par p, et u,, 'équation (7) et I'identité
(15) permettent I'obtention d’'une équation d’évolution pour 'amplitude des oscillations
de la suite des densités mesurée par {pInp — pln p}. Celle-ci s’écrit

d{plnp—plnp} +div({plnp— plnp}tu)

=—— {pp—prt1} dans D'((0,T) x R3). 17
2lez{pp Pt} ((0,7) ) (17)
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L’intégration formelle de cette équation sur (0,7") x €2, la monotonie de la pression p(p) =
ap” et la convexité de la fonction s — slns, s > 0, impliquent que plnp = pln p p.p. dans
(0,T) x Q. Autrement dit, la convergence faible commute avec une fonction strictement
convexe, ce qui est totalement équivalent a la convergence forte de la suite des densités
{pn}nen= vers p dans LY((0,T) x ) et acheve la preuve du théoréme 1 dans le cas v > 3.

Voyons maintenant ou résident les améliorations de E. FEIREISL permettant de traiter
les valeurs «y pour lesquelles v < s(v) < v+1, i.e. les valeurs v € (%, 3]. Pour cet intervalle
de valeurs, on n’est pas toujours assuré que p € L*((0,T) x Q). En conséquence, il n’est
pas possible d’appliquer directement la théorie du transport de DIPERNA et P.L. LIONS
[12]. Ce manque d’information, E. FEIREISL I’a comblé par son observation cruciale :

Théoréme 4

iglg limsup |75 (pn) — Tk(ﬂ)”g;}yL(o,T)XQ < T, Eop). (18)

La démonstration de ce résultat fait usage du théoreme 3. Noter également que celle-ci
ne nécessite en aucun cas estimation (12) mais que (11) suffit. Ce résultat doit étre
percu de la fagon suivante : bien que pour les valeurs v € (%, %) la suite des densités
{pn}tnen= soit seulement bornée dans LY0((0,T) x ), Pamplitude de ses oscillations,
mesurée par le membre de gauche de I'inégalité (18), I’est toujours dans un espace meilleur
que L2((0,T) x §2). Cette propriété va ensuite se substituer & 'information manquante
p € L*((0,T)xQ) et permettre de démontrer, en particulier, que pour les valeurs y € (2, %)
le couple (p, ) est une solution de I’équation renormalisée (7). Pour conclure, E. FEIREISL
a adpaté les arguments de la fin de I’approche de P.L. L1ONS présentés plus haut. Disons
simplement qu'’il a utilisé une fonction b(s) = Lg(s) telle que sLj(s) — Li(s) = Tx(s) et

Li(s) — slns quand k& — oo a la place de b(s) = slns pour récupérer plnp = plnp p.p.
dans (0,T) x €. Dot la fin de la preuve du théoréme 1 pour les valeurs v € (3, 3].

Apres cette breve introduction de ce que 'on pourrait qualifier de point de départ de
cette these, passons maintenant a la description de son contenu et de son organisation.

Dans ce mémoire, nous traitons principalement la question d’existence de solutions
faibles renormalisées a énergie bornée des équations de Navier-Stokes compressibles en
régime isentropique.

La premiere partie de cette these est consacrée a 1’étude des écoulements stationnaires
et se divise en trois chapitres. Dans le premier chapitre, il nous a semblé utile de regrouper
des résultats spécifiques aux équations stationnaires et dont nous faisons un usage fréquent
dans les autres chapitres de cette partie. On y trouvera notamment la version stationnaire
de la théorie du transport de DIPERNA et P.L. LioNs [12] appliquée a I’équation de
continuité, ainsi que plusieurs résultats généraux ayant un rapport avec la suite des flux
effectifs visqueux ou pressions effectives. A ce propos, il est intéressant de souligner que
dans ses travaux, P.L. LIONS [46, Chapter 6] a obtenu une propriété plus forte que celle que
nous présentons. En effet, lorsque §2 est une région bornée de I'espace a trois dimensions,
P.L. LIONS a démontré que le flux effectif visqueux ap” — (2u; + po) divu € T (K),
K désignant ici tout sous-ensemble compact de €2 et h?(K) 'espace classique de Hardy
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local. Ce résultat peut étre obtenu a l'aide d’injections compactes et d’interpolations
et a également été démontré indépendamment par A. NOvOTNY [62]. Ici, nous avons
délibéremment choisi de présenter la compacité faible de la suite des flux effectifs visqueux
sous la forme exposée dans ce premier chapitre pour la simple et bonne raison que la preuve
de ce résultat suit les mémes lignes dans les cas stationnaire et non stationnaire.

Dans le deuxieme chapitre sur les écoulements stationnaires, la question d’existence
de solutions faibles renormalisées des équations de Navier-Stokes compressibles en régime
isentropique est examinée lorsque la région occupée par le fluide est bornée. Dans ses
travaux, P.L. LIONs [46, Chapter 6] en a démontré 'existence avec p = s(v), s(y) =
3(y—1) siy <3ets(y) =2ysiy >3, sous la contrainte y > 2 (y = 2 sous 'hypothese
que M3 || f]jo.00 soit suffisamment petit) pour la constante adiabatique . Comme dans le
cas non stationnaire, cette contrainte est liée au probleme mathématique de la validité
de léquation de continuité renormalisée (8) quand la densité p & L*(Q2). Le chapitre 2
expose une adaptation de la méthode proposée par E. FEIREISL et formellement présentée
auparavant. Celle-ci permet de ralaxer I’hypothese v > g et de traiter les valeurs v € (%, g]
En contrepartie de cette amélioration, cette méthode fait apparaitre (comme dans le cas
v = %, traité par P.L. LIONS) une contrainte sur les forces volumiques f agissant sur le
fluide, contrainte que nous n’avons pas cherché a affaiblir. Les forces non volumiques g,
quant a elles, restent arbitraires. Sans cette contrainte, les estimations d’énergie ne sont
plus satisfaites. Noter que mise a part cette contrainte, le résultat semble étre optimal
dans le sens o la méthode qui est utilisée pour le démontrer (basée sur des estimations
d’énergie) ne s’applique pas lorsque vy < % Pour en terminer avec le chapitre 2, il est bon de
noter que nous y présentons également une méthode permettant de relaxer les hypotheses
de régularité de la frontiere de la région €2 en la supposant seulement Lipschitzienne. Cette
limitation est étroitement liée a I'utilisation de l'opérateur de Bogovskii et constitue un
outil technique utilisé dans le chapitre 3. Sans cela, le chapitre 3 aurait été probablement
plus long et beaucoup plus difficile a rédiger (et donc a lire!).

Dans le troisieme et dernier chapitre concernant les écoulements stationnaires, c¢’est
dans des domaines non bornés que 'existence de solutions faibles des équations de Navier-
Stokes est étudiée. Plus exactement, nous nous plagons dans la situation ou la région
occupée par le fluide est un domaine ayant plusieurs sorties coniques C;, ¢ = 1,...,n, a
l'infini et nous considérons le probleme (3)-(5) auquel nous rajoutons les conditions

lim p(x)=p; et lim wu(x)=0 (19)
|| —00 || —00
z€C; z€Q

ol, sans perte de généralité, nous supposons que 0 < p, < --- < p; < oo. La notion de

solution faible differe de celle du cas borné. Elle fait notamment apparaitre le concept de
flux sortant au travers de chaque sortie conique, flux que l'on retrouve dans l'inégalité
d’énergie satisfaite par toute solution faible a énergie bornée. Nous démontrons I'existence
de ces solutions a l’aide d’une construction basée sur des approximations successives. La
méthode fait apparaitre la contrainte v > 3 sur la constante adiabatique. Sans cela, les
estimations d’énergie ne peuvent étre obtenues alors qu’elles sont indispensables au bon
fonctionnement de la méthode. Dans ce chapitre, il est important de souligner qu'une fois
de plus l'opérateur de Bogovskii est utilisé. Plus exactement, nous utilisons en fait une



INTRODUCTION 9

famille d’opérateurs dont chaque terme, noté Bg,, possede des propriétés similaires a celles
de Popérateur de Bogovskil avec toutefois la particularité de ne pas dépendre (dans un sens
a préciser) de 'indice R. Les détails de la construction d’une telle famille d’opérateurs se
trouvent dans la troisieme partie de ce mémoire qui est intitulée « Annexes » (cf. annexe
B). Disons juste que celle-ci est inspirée des idées de LADYZENSKAYA et SOLONNIKOV
[33], BORCHERS et PILECKAS [6]. Puisqu’'un domaine extérieur peut plus ou moins étre vu
comme « un cone complet », le résultat que nous obtenons généralise celui de P.L. LIONS
[46, Theorem 6.12] dans le cas de domaines extérieurs a celui de domaines avec plusieurs
sorties coniques a l'infini avec des sauts de pression non nécessairement nuls. Il généralise
également au cas des équations de Navier-Stokes compressibles en régime isentropique les
travaux dont HEYWOOD [29] est U'instigateur. Dans un deuxiéme temps, nous remplagons
les sorties coniques C;, ¢ = 1,...,n, par des sorties cylindriques. Bien que la notion de flux
et que le probleme d’existence de solutions faibles a énergie bornée semblent raisonnables,
nous montrons qu’en général il n’existe aucune solution faible a énergie bornée. Cette
observation généralise les résultats de NOVOTNY, PADULA et PENEL [63] ainsi que ceux
de P.L. L10NSs [46, Chapter 6.8] sur la non existence de solution faible localement réguliere
dans un tube (qui peut étre considéré comme un domaine a deux sorties cylindriques).
Nous terminons ce chapitre en émettant quelques conjectures sur la question d’existence
de solutions faibles a énergie bornée dans des domaines avec divers types de sorties a
I'infini.

Dans la seconde partie de cette these, divisée en deux chapitres, nous nous concentrons
sur les écoulements non stationnaires et compressibles en régime isentropique. Comme
dans la partie consacrée aux écoulements stationnaires, le premier chapitre regroupe de
nombreux outils indispensables dans la suite. On y trouvera notamment quelques résultats
d’analyse fonctionnelle, la version non stationnaire de la théorie du transport de DIPERNA
et P.L.. L1ONs [12] appliquée a I’équation de continuité, ainsi que des résultats généraux
liés a la compacité de la suite des flux effectifs visqueux ou pressions effectives.

Dans le deuxieme chapitre, notre attention se focalise sur le probleme d’existence
de solutions faibles des équations de Navier-Stokes compressibles en régime isentropique
avec des conditions aux limites de type Dirichlet non homogenes pour la vitesse. Ce
probléme est discuté dans toute sa généralité par P.L. L1ONS [46, Chapter 7.6]. A notre
connaissance, aucune preuve rigoureuse n’existe dans la littérature mathématique. C’est ce
qui, en partie, a motivé 1’écriture de ce chapitre. En réalité, le probleme que nous traitons
est particulier par le type de région €2 considérée et par le fait que 'on impose a la vitesse
du fluide d’étre constante sur une partie 0B de la frontiere 02 et nulle sur 02 \ 9B. Soit
dit en passant, il est alors nécessaire de connaitre au préalable la densité du fluide qui
pénetre a vitesse constante dans §2. On la suppose également constante. L’origine de notre
intéressement a ce probleme provient de la lecture des travaux en optimisation de formes
de E. FEIREISL [17]. Dans cet article, 'auteur introduit rigoureusement une définition
convenable de solutions faibles renormalisées a énergie bornée et en suppose 1’existence.
Nos travaux viennent donc confirmer le pressentiment de E. FEIREISL. La méthode utilisée
pour démontrer ce résultat d’existence est inspirée du schéma d’approximations proposé
par FEIREISL, NOVOTNY et PETZELTOVA [18]. Elle utilise en outre une méthode de
pénalisation de domaine. On y retrouve a divers stades les approches de P.L. LIONS et de
E. FEIREISL concernant la compacité d’'un ensemble borné de solutions approchées. Une
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fois encore, I'approche de E. FEIREISL permettra de traiter les valeurs v > % La longueur
de ce chapitre, comme celle du chapitre 2 dans la partie stationnaire, réside dans notre
souci permanent de présenter une preuve tres détaillée des résultats énoncés. Bien str,
certains passages font partie du folklore de I'analyse standard. Nous sommes convaincus
que ce choix ne peut nuire a la lecture de ce mémoire.

Dans la derniere partie, intitulée « Annexes », nous regroupons les principales nota-
tions utilisées dans ce mémoire ainsi que de nombreux rappels d’analyse dans ’annexe
A. Dans 'annexe B, nous nous intéressons a l'opérateur de divergence et a un inverse de
celui-ci, appelé opérateur de Bogovskii. A partir de résultats connus, nous construisons de
tels opérateurs avec des propriétés bien spécifiques selon le domaine considéré. Enfin, dans
I’annexe C, nous donnons un bref apercu des notions de degré topologique de Brouwer et
Schauder et ce dans le but de rendre ce mémoire encore plus autonome.

Enfin, apparait la bibliographie dans laquelle nous avons regroupé de nombreuses
références en rapport avec cette these. Cette liste est bien stir non exhaustive et certaines
entrées ne sont pas citées dans le texte.
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Dans ce chapitre sont introduits divers résultats d’usage fréquent dans cette premiere
partie. Ils sont, pour la plupart, accompagnés d'une preuve détaillée. Lorsque ce n’est pas
le cas, le lecteur est systématiquement invité a consulter les références bibliographiques
citées. Tout au long de ce chapitre, nous ne ferons pas la distinction entre une fonction
définie sur un domaine O C R3 et son prolongement par zéro a I'extérieur de O.

1 Equation de continuité, solutions renormalisées
L’équation de continuité stationnaire (1.1) possede entre autres certaines propriétés

dont nous ferons usage de nombreuses fois dans les deux prochains chapitres. Cette section
leur est entierement consacrée.

La premiere de ces propriétés concerne le prolongement de cette équation a l'extérieur
d’un domaine borné de 'espace a N dimensions, N > 2, dans le cas particulier ou N = 3.
Précisément, on a le

Lemme 1.1 Soient Q un domaine borné Lipschitzien de R3 et p > 2. On suppose que
p€LP(Q), ue [HNQ)P et f e LY(Q) satisfont

div(pu) = f dans D'(Q). (1.1)

Alors
div(pu) = f dans D'(R?). (1.2)

Preuve. Il faut démontrer que

—/ pu-Vodr = fodz, Yo € D(RY). (1.3)
RS R3

Considérons la suite de fonctions {®,, }men= C D(R) telle que pour m € N*, 0 < &, < 1,

1 si Q, dist(y,00) > 2
D, (z) = sl €y €, dist(y, 00) 2 5} . VO, (2)| <em, 2 €Q, ¢c>1. (14)
0 size{ye, dist(y,00) <L}
Clairement,
®,,(xr) — 1 quand m — oo, x € ) (1.5)
1 2
suppV®,, C {x € Q, — <dist(z,00) < —}. (1.6)
m m

En accord avec (1.1), on peut écrire que

—/ b, pu - Vodr = / fo®, dr + / opu - V&, dr, Yo € D(R?). (1.7)
RS RS RS
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Or, d’apres (1.4), (1.5) et le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, les deux
premieres intégrales de cette égalité tendent respectivement vers — fR3 pu - Vodx et
fR3 fedx. La troisieme, quant a elle, se majore e.g. par

v
dist(x, 00)

¢ sup | (2)|[lpllo.2suppve,,

TE€R3 0,2,Q2

Par ailleurs, (1.6) et I'hypothese de sommabilité sur p implique que ||p|/o2suppve,, — O
quand m — oo tandis que, puisque u € [H}(Q)]?, 'inégalité de Hardy garantit que

T © [L2(2)]3. Le passage a la limite m — oo dans (1.7) induit (1.3). D’ou le

résultat. O

En modifiant légerement cette preuve, on peut aisément démontrer le lemme suivant :

Lemme 1.2 Soient Q un domaine borné Lipschitzien de R3 et p > 2. On suppose que
p € LP(Q), ue [HYN Q)P et f e LY(Q) satisfont

div(pu) > f dans D'(Q). (1.8)
Alors
div(pu) > f dans D'(R?). (1.9)

Les résultats suivants découlent de la théorie du transport et plus particulierement du
concept de solutions renormalisées, de DIPERNA et P.L. Lions [12]. La plupart d’entre
eux sont accompagnés d’une preuve détaillée et ce, pour des raisons évidentes de clarté.
Rappelons tout d’abord la généralisation du « lemme de Friedrichs » qui est un résultat
incontournable lorsque 1’on s’intéresse au concept de solutions renormalisées.

Lemme 1.3 Soient p € [1,00], ¢ > ¢/, p € L (R3) et w € [Wo(R3)]. On dénote par

loc loc
{Sc}ec(0,1) la famille d’opérateurs de régularisation usuels. Alors

1 1 1
S&(u ' Vp) —U- VSa(p) — 0 dans L{OC(R3)7 ; = ]_) 5

ot la distribution uw - Vp est naturellement définie par u - Vp = div(pu) — pdiv u.
Preuve. Pour une démonstration sommaire, consulter par exemple [12, Lemma II.1]. O
Soit la classe de fonctions b: Ry — R telles que
be C%0,00))NCH(0,00)), Fe>0,INg <1, Vte (0,1], V()] <ct™™  (1.10)
et dont le comportement a 'infini est donné par
Je>0, I, A €R, VES> T, V()] <ct™, [tV (L) — b(t)] < ct™. (1.11)

Lemme 1.4 Soient p > 2 et

—1<A1§§—1 et 0<A2§§. (1.12)
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On suppose que p € LT (R3), p >0 p.p. dans R®, w € [H] (R*)]? et f € LlOC(Rg), q=%

si Ay >0 etqe (1,00) si \y <0, satisfont I'équation (1.2). Alors, pour toute fonction
be CY([0,0)) de la classe (1.11), (1.12), on a

div(b(p)u) + {pb'(p) — b(p)} divu = fV'(p) dans D' (R?). (1.13)
Si f =0, (1.13) est encore vraie pour toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) et (1.12).

Preuve. D’apres (1.2), — [, pu-Vodr = [, fodz, Vo € D(R?). En particulier, Vy € R?
arbitrairement fixé, on a

- [ @) Verly—ayde = [ Sty —a)pu))de = [ fahely o)

{we }eeo,1) désignant une suite régularisante et {S:}.c(o,1) la suite d’opérateurs associée.
Autrement dit,

div(S.(p)u) = . + S.(f) = div(S:(p)u) — div(S.(pu)) + S.(f) p.p. dans R®.  (1.14)

Puisque div(S.(pu)) = S.(div(pu)) dans D'(R?), en accord avec le lemme 1.3, lorsque
e—0"onar, —0dans Lj (R?), 1 =141
TP
Soit b € C'(]0,00)) une fonction de la classe (1.11) et (1.12). En multipliant (1.14)
par b'(S-(p)), il vient alors que

div(b(S:(p))w) + {S:()V (S:(p)) — b(S-(p))} divu
= S.(/)'(S-(p)) +r.b'(S-(p)) p.p. dans R3. (1.15)

Puisque, modulo I'extraction d’'une sous-suite, S.(p) — p p.p. dans w olt w C R? est un
domaine borné, il est clair que b(S:(p)), {S:(p)b'(S:(p)) —b(Sz(p))} et V' (S:(p)) convergent
respectivement vers b(p), {pb'(p) — b(p)} et b'(p) p.p. dans w. Par ailleurs, d’apres les
hypotheses de croissance de la fonction b, il est facile de vérifier que les suites {b(S:(p))}«,
{{S:=(p)V'(S=(p)) — b(Sz(p))}}< et {b’ (S:(p ))}E sont respectivement uniformément bornées
par rapport a € dans les espaces LM“( ) LA2( )et L(w), g = £ si A >0et g€ (1,00)
si A1 < 0. Ainsi, en accord avec le lemme A.6, on a

P
A+ 17
{S-(pV'(S=(p)) = b(S=(p))} — {pV'(p) — b(p)} dans L*(w) & condition que 2 < Aﬁ,

2

b(S:(p)) — b(p) dans Lg(w) a condition que g <

V' (S.(p)) — V' (p) dans L (w) & condition que 7’ < )\% si Ay > 0,

V' (S:(p)) = V'(p) dans LI(w) si \; <0,
|/ rb'(S.(p))p dz| < c/ lrep|dr — 0 quand ¢ — 07, ¢ € D(R?) si A\; < 0.

Puisque S.(f) — f dans L7 (w) ott w C R? est un domaine borné, le passage a la limite
e — 01 dans l'identité (1.15) testée par une fonction ¢ € D(R?) implique (1.13).
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Considérons maintenant le cas ou f = 0 et b est une fonction de la classe (1.10), (1.11)
et (1.12). Soient h € (0,1) et by(-) = b(- + h). Alors, en accord avec la premiere partie de
la preuve, on a

div (b, (p)u) + {pb),(p) — bu(p)} divau = 0 dans D'(R?). (1.16)

Pour terminer la démonstration, il suffit de faire tendre h vers 07. Pour ce faire, au vu
des hypotheses (1.10), pour tout ¢ > 0, on a by (t) — b(t) et tb}, (t) — by(t) — tb'(t) — b(¢)
lorsque h — 0. Ensuite, pour tout k& > 1 fixé, il est clair que

by ()| < b(t)|.
t133>,§]|h()\_tgl[0&g;]\()\

D’autre part, encore d’apres (1.10), on a

/ . < / o 1—Xo / )
I[%%qtbh(t) bh(t)|_r[g{g,§]<ltb (t) = b(t)] + ch +hr[{{g,§]<|b(t)l

De plus, en accord avec (1.11), pour tout sous-ensemble w C R? borné, remarquer que

_5 5p
||bh(:0)1{pzk}||o,g,w < kit Gple{pzk}HO?p,w

Y2
b5, (p) = b M gporylloze < (kM™% + 827 5) 012y 16 o

Enfin, pour toute fonction ¢ € D(R?), on peut écrire que

[ muVed= [ wrpau: Vedot [ b)gsu: Vods
R R R

La premiere intégrale converge vers fRS b(p)lip<kyu - Vo dr quand h — 0% d’apres le
théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, tandis que la deuxieme est bornée

5 5p , .

par kO F Loy | oo 120 suppwol Vellooo et, par conséquent, tend vers zéro
quand k — oo. L’analyse du deuxieme terme de (1.16) est tout a fait semblable et acheve
la démonstration. O

Une fois encore, il est facile d’adapter cette démonstration a celle du lemme suivant :

Lemme 1.5 Soient p > 2, p € L} (R®), p > 0 p.p. dans R, uw € [HL (R*)]® et f €
L?;C(R?’), q=+siA >0etqgé€ (1,00) si A\ <0, satisfaisant I’équation (1.9). Alors,

pour toute fonction b € C*([0,00)), non décroissante de la classe (1.11), (1.12), on a
div(b(p)u) + {pb'(p) — b(p)} divu > f/'(p) dans D'(R?). (1.17)

Soient k& > 0 et b € C''([0,00)). On pose

bty 10O STE D), (L.18)

b(k) sit> k.

Alors la dérivée a droite de cette fonction, notée (by)’, existe sur [0, 00) et la composition
(b)) o p, p € L},.(R?), est bien définie p.p. dans R?. Ces définitions en téte, on peut

loc
maintenant énoncer un corollaire du lemme 1.4.
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Corollaire 1.1 Soient p > 2, p € LY (R*), p > 0 p.p. dans R?, u € [HL (R)]? et

[ € L} (R?) satisfaisant I’équation (1.2). Alors, pour toute fonction b € C1([0,0)), on a
div(bu(p)) + {o(be, () — belp)} dives = F(by), (o) dans D'(RY), ¥k >0.  (1.19)

Preuve. Démontrons tout d’abord que
Vk >0, kdivu = f p.p. dans {p = k}. (1.20)

On fixe £ > 0. On considere une fonction b € D(R) telle que supp b C R, b(t) = ¢

dans (2k, 2k) puis on introduit bis = S¢(br+e), S désignant un opérateur régularisant

unidimensionnel. Alors, lorsque ¢ — 0™, on a
bio(t) = bi(t), VE=0, (b)) = b(t), VE#k (b)) — 1,
b,;s(t) — be(t), Vt>0, (b,;e)'(t) — b (t), Vt#k, (b)) —0

Par ailleurs, le lemme 1.4, appliqué a bia au lieu de b, garantit la validité des équations
div(b;..(p)u) + {p(bi.) (p) — bi.(p)} dive = f(bi..)'(p) dans D'(R).
On passe a la limite ¢ — 0T, il vient alors que

div(b(p)u) + {pb(p)Liprry + klip=ry — bi(p)} divu
= [{0(p)L(pzny + Lip=y} dans D'(R?),
div (b(p)u) + {pb ()L prny — br(p)} div = fb(p)1gypny dans D'(R?)

et en soustrayant la deuxieéme équation de la premiere, on récupere Iaffirmation (1.20).

A présent, démontrons le corollaire 1.1. Soient b € C'([0, 00)) et k > 0 fixé. On dénote
encore par b le prolongement de b par b(0) dans (—oo,0) et on applique le lemme 1.4 &
Se(bg), ou S¢, € € (0,1), est un opérateur de régularisation unidimensionnel. On trouve
que

div(S: (bx)(p)u) + {pS-(br)' (p

) —
Puisque b, € C°([0,00)) N CL([0,
[0, k) U (k,00), Se(be)'(£) — (be)) (¢
p.p. dans R? et S.(by) (p) — (b)),
avec (1.20), il est clair que

pSe(br) (p) divu = fS:(b)'(p) p-p. dans {p = k}.

Enfin, la forme tres particuliere de la fonction by implique que S.(by) et S.(bg)" sont
uniformément bornées par rapport a e. Ainsi, a l'aide du théoréeme de la convergence
dominée de Lebesgue, le passage a la limite ¢ — 01 dans (1.21) est completement justifié
et implique (1.19). O

S.(bx)(p)} divu = fS.(b) (p) dans D'(R?).  (1.21)

k) U (k,00)), Vt € [0,00), Sc(bi)(t) — bi(t) et, Vt €
) quand e — 07. Par conséquent, S.(bx)(p) — br(p)
(p) p.p. dans 'ensemble {p # k}. Ensuite, en accord

/

Remarque 1.1 Noter qu’en faisant tendre k& — oo dans (1.19), pour toute fonction
b e CL([0,00)) de la classe (1.11), (1.12), on récupere (1.13).
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2 Quelques problemes elliptiques

Dans cette section, nous nous concentrons sur divers problemes de type elliptique que
nous rencontrerons par la suite.

2.1 Le probleme de Neumann associé au laplacien

Soient p € (1,00), ¢ € (0,1] et © un domaine borné de R3. Etant donné un champ
de vecteurs G € [LP(2)]3, resp. un champ scalaire F € LP(Q2), le probleme de Neumann
faible, resp. fort, consiste a trouver p € WhP(Q) | resp. WP(Q), tel que

E/Vp-Vndm:—/g-Vndx, Vn € C*(Q), (2.1)
Q Q
resp.
—eAp = F dans €, (2.2)
Opp = 0 sur 0. (2.3)

Dans ce paragraphe, nous rappelons un résultat classique sur l'existence, 1'unicité et
la régularité des solutions des problemes de Neumann faible et fort associés a I'opérateur
de Laplace.

Lemme 1.6 Soient p € (1,00), Q un domaine borné de R? et 6 € (0, 1].

(i) On suppose que §) est de classe O et que G € [LP()]2. Alors il existe une fonction
p € WIP(Q) solution du probléme de Neumann faible (2.1) satisfaisant

(€, p)

Vpllop < ==

1G lo.p- (2.4)

Toute autre solution dans la classe W'P(Q) est de la forme p+ ¢, ¢ € R.
(ii) On suppose que Q est de classe C*Y et que F € LP(Q) satisfait

/Q]-"da: = 0. (2.5)

Alors il existe une fonction p € W*P(Q) solution du probléme de Neumann fort

(2.2)-(2.3) satisfaisant

(2, p)
€

IVpllp < 1 lo.p- (2.6)

On suppose en outre que G € EY(Q). Alors toute solution p € W'P(Q) du probléme
de Neumann faible (2.1) est solution du probléme de Neumann fort (2.2)-(2.3) dans
lequel F = div G et satisfait p € WP(Q), O,p = 0 sur 9Q ainsi que [’estimation

c(§2, p)
19

Vol < 1G] Bz 0)- (2.7)

Preuve. Voir par exemple NECAS [56] ou SIMADER et SOHR [72]. O
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2.2 Equation de continuité discrétisée en temps perturbée par
une dissipation artificielle

Soient v, e € (0, 1] fixés, v et h des fonctions données. Dans le prochain chapitre, nous
aurons besoin d’informations sur le probleme auxiliaire suivant :

ap + div(pv) —eAp = ah dans €, 2
Oyp = 0 sur 05, (2.9)

/mm—/hw (2.10)

Dans le théoreme qui suit, nous précisons la notion de solution de ce probleme dont nous
prouvons l’existence et I'unicité.

Théoréme 1.1 Soient a,e € (0,1] firés, Q un domaine borné de R? de classe C*?,
0 € (0,1], v € [WH>(Q)]® satisfaisant v = 0 sur O au sens des traces et h € L=(Q).
Alors il existe un unique champ scalaire p satisfaisant pour tout p € (1,00), p € WP(),
léquation (2.8) p.p. dans 2, (2.9), (2.10), ainsi que l'estimation

1ll2p < (€, p, a8, K) [ Afloco s [[0][100 < K (2.11)

Sih >0 p.p. dans Q. Alors p > 0 p.p. dans 2.

Preuve. Soient o,c € (0,1], p € (1,00) et t € [0,1]. On note T} : WHP(Q) — WHP(Q)
I'opérateur qui & tout champ scalaire p € WH?(Q) fait correspondre p = T(¢) la solution
du probleme

—eAp =t{a(h — ¢) — div(pv)} dans Q, (2.12)
Oyp = 0 sur 09, (2.13)

/pw—/hw (2.14)

En accord avec le lemme 1.6, I'opérateur T; est bien défini. Noter alors que pour démontrer
I'existence d’au moins une solution p du probleme (2.8)-(2.10), il suffit de prouver que
I'opérateur T; admet au moins un point fixe p. Pour ce faire, nous allons démontrer deux
affirmations qui permettront de conclure a 'aide de la théorie du degré topologique de
Leray-Schauder rappelée dans 1’Annexe C.

Affirmation n°® 1 On suppose que p € W'P(Q) satisfait p = Ty(p) et la contrainte (2.14)
et que ||v]|1,00 < K. Alors il existe une constante Cpp = ¢(Q, p, o, €, K, h) indépendante
de t telle que

plhp < Cpry-

Autrement dit,

0¢(1-T)0D), D ={o W@, el < Cuy. [ ods= [ nac}.
Q Q
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Preuve. Soient 8 € (0,1) et [ € (0,1]. On pose n* = (pT+1)P et n~ = —(p~ +1)°. Alors
n* et n~ sont des fonctions test admissibles de I’équation (2.12) dans laquelle on remplace
¢ par p. En effet, si p > 2, il est clair que n*,n~ € WP(Q) C W' (Q). Sip < 2, le lemme
1.6 et les injections de Sobolev garantissent que p € W2P(Q) C W"(Q). On considere
ensuite les deux situations p* > 2 et p* < 2. En répétant un nombre fini de fois cette
procédure, on arrive & la conclusion p € Wh4(2), ¢ > p’. On teste donc I'équation (2.12),
dans laquelle ¢ est remplacée par p, par n*. En accord avec les inégalités de Holder et de
Young, il vient que

iat/ plp* + 1)’ dr =
Q

:F€/Vp~V(pi+l)Bd:cj:at/

h(p*™ +1)° da j:t/ pv - V(p= + 1)’ dr
0

< =<0 [+ 0719+ DR det atllo sl + 117,
+468 [ ol(o* + D719 + Dlde -+ 81 [ [ol(p* + 0PV + D) da

B+1 B+1
—55/ P+ 1)V (" +l)|2d95+ﬁ—Hh”om ﬁJrlHP + Ulo 511

" %
Bl + U by + 012 [0l o/1) ( / ot 4+ 1PV (o +Z>|2da:)

En utilisant de nouveau l'inégalité de Young, le fait que ¢ € [0,1] et en supposant que
|v|l1.00 < K, il en résulte que

19K 0B BK?

B B+1 B+1 + B+1

sat [ plo* +0)%de < SR + T e (S5 G ) et I
(2.15)

On passe alors a la limite quand [ — 0. On trouve que

o BE?\ | 4 41 g1
(55 2—) 1715 < 5o A

BK

En choisissant ( de sorte que A1 +1

IT(p)llo.p+1 = llpllosrr < clev, e, K)l[Rllogrr,  VE €0, 1].

Soit G = t(aB(h—p) — pv), B désignant 'opérateur de Bogovskii introduit dans le lemme
B.1. D’apres la condition (2.14) complétée par le lemme B.1, uniformément par rapport
at,ona

1Gllo.541 < a(l[hllog+1 + llpllos+1) + lollos+1llvll100-

Puisque p = T;(p), il est évident que p est solution d’'un probleme de Neumann faible du
type (2.1), G étant défini ci-dessus. Par conséquent, en accord avec le lemme 1.6,

IVplloprr < (€, a8, K)|[Allo,p11-
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Ainsi, nous venons de prouver que
pll1s < (€ a6, K)[Alos s = 6+ 1. (2.16)
Dans le cas 1 < p < 4+ 1, il en résulte que
pllip < (2, a, e, K)|[Allo.0o (2.17)

et pour conclure il suffit de poser Cpip = ¢(Q, o, €, K)||h[0,00 + 1. Alors, a partir de (2.16)
et a l'aide des injections de Sobolev, on trouve que

3(B+1)
s < c(Q a,e, K)||h <c(Q a6, K)|h|os, §s=—"——.
lollos < (€02, ) logas < el@: 002, )l 5= 5700
Comme précédemment, on en déduit l'inégalité (2.16) dans laquelle s = 337(?[;:13) En

répétant un nombre fini de fois cette procédure, on obtiendra l'inégalité (2.16) dans la-
quelle s > 3. Autrement dit, on se retrouvera dans la deuxieme alternative. Par suite, les
injections de Sobolev impliqueront en particulier que

[pllos < (€, a6, K)[Allos, s € (s,00).

Il suffira alors de répéter une derniere fois la procédure présenté ci-dessus pour conclure
a l'inégalité (2.15) pour p € [1,00) puis de poser Cpir = (2, a, £, K)||h|o,00 + 1. O

Affirmation n°® 2 Lopérateur H : D x [0,1] — WYP(Q) défini par H(-,t) = Ty(-) est
une homotopie de transformations compactes.

Preuve. On démontre tout d’abord que pour tout ¢ € [0,1], H(-,t) : D — WP(Q) est
un opérateur compact. Puisque fQ pdr = fQ hdx, le lemme B.1 garantit que le champ de
vecteurs G = t(aB(h — ¢) — pv) € Ef(Q) et satisfait 1'estimation

1G 1| z5e < 2H{a(l[@llop + 1hllop) + [[@llpllvll100}-

Le lemme 1.6, quant a lui, assure l'existence et ['unicité de p = T3(p) satisfaisant (2.7), G
étant défini ci-dessus. L’inégalité de Poincaré-Wirtinger appliquée a (p — h) donne alors
une estimation de la norme LP(§2) de p qui, ajoutée a (2.7), implique que

pll2p < ctiallpllop + allbllop + llellpllvliet + [12lop
L’injection compacte W2P(Q2) cC WP(Q) assure la compacité de H(-,t), t € [0, 1].
Soient ¢ € L C D et s,t € [0,1]. Pour conclure, il suffit de démontrer 1'inégalité
IT:(p) = Tul@)ll1p < clt = sKll@llipllvllee + all@llop + allbllop}- (2.18)
Pour ce faire, on remarque que H(p,t) — H(y, s) est solution du probleme
—eA(H(p,t) — H(p,s)) = (¢ — s){alh — ¢) — div(pv)} dans .
8V<H<§07 t) - H(@? 5)) =0 sur an

/Q (H(o.t) — H(gp. 8)) dz = 0.
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Le lemme 1.6 dans lequel on pose G = (t — s){aB(h—¢) —pv} et 'inégalité de Poincaré-
Wirtinger appliquée a (p — h) conduisent alors a 'inégalité (2.18). L’affirmation est donc
démontrée. O

Ceci étant, pour tout t € [0, 1], 'existence d’au moins un point fixe de l'opérateur
H(-,t) s’en suit. En effet, lorsque ¢ = 0, en accord avec le lemme 1.6, le probleme (2.12)-
(2.14) admet une unique solution py = ﬁ Jq, hdx. Par suite, compte tenu de la définition
du degré de Leray-Schauder, on a deg(I — H(-,t),D,0) = £1. Les affirmations n°® 1 et 2
garantissent la validité des hypotheses du théoreme C.4 dont la conclusion est : pour tout
t €0,1], deg(I — H(+,t), D,0) = deg(I — H(-,0), D,0) = +1. Enfin, d’apres le théoreme
C.3, il existe au moins une solution p du probleme (2.8)-(2.10). L’estimation (2.17) est
encore vraie et donne 1'unicité de p, tandis que du lemme 1.6 il résulte que

c(,p)
£
d’on on déduit I'inégalité (2.11).

IVpllp <

{a(llpllop + lIAllop) + llollipllvllie},

Pour terminer, on suppose que h > 0 p.p. dans €. On teste 1’équation (2.12) avec
p=pparn=—(p~ +1)’ avec | € (0,1] et B € (0,1) qui sera fixé plus loin. Dans le calcul
qui nous a conduit a (2.15) avec t = 1, on utilise I'hypotheése h > 0 et on trouve que

K BEZ|Q)

2
- 4+ D de < —p + 1P}
a/ﬂp(p ) dr < ——llp” +lllop +

[P+

On passe ensuite a la limite [ — 07. Il vient alors que (a - ﬁ;f) ||p*||€1§1+1 < 0. Ainsi,

le choix 3 < min (1, 215—‘2") implique que p~ = 0 p.p. dans € et, par conséquent, termine la
preuve du théoreme 1.1. a
2.3 Systeme elliptique de Lamé

Dans ce paragraphe, nous rappelons un résultat concernant le systeme d’équations

— 1 Au — (g + p2)Vdive = F dans €, (2.19)
u = 0 sur 0N (2.20)

dans lequel nous supposons que les coefficients 1 et ps sont constants et satisfont

w1 >0, Apg + 3pue > 0. (2.21)

Lemme 1.7 Soient p € (1,00), Q un domaine borné de R?® de classe C*?, § € (0,1] et
F e [W='2(Q)]?. Alors il existe une unique fonctionu € [WyP(Q)]? satisfaisant I’équation
(2.19) dans [D'(Q))® ainsi que l’estimation

[wllp < e(QP)IFl-1p- (2.22)

On suppose en outre que §) est de classe C*Y et que F € [LP(Q)]3. Alors u € [W?P(Q)]?
satisfait I’équation (2.19) p.p. dans Q ainsi que [’estimation

[wllap < e(2, P) I F lo,p- (2.23)
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Preuve. Sous les hypotheses (2.21), 'opérateur —p1 A — (pq + p12)V div est un opérateur
fortement elliptique du second ordre. En effet, c¢’est un exercice simple que de démontrer
que

1 + (1 + p2)&ilpe = min(uy, 4 + 3p2)&i&iy, € € R
Par conséquent, les résultats classiques sur 'existence et la régularité des solutions des
systemes elliptiques s’appliquent. On renvoie le lecteur intéressé par le sujet au livre de
GILBARG, TRUDINGER [24]. O

3 Sur les opérateurs de Riesz

Nous consacrons cette section a de brefs rappels concernant les opérateurs de Riesz
R;: S(R?) — §'(R?), j = 1,2,3, définis par

Ri(f) = F U mF(f), my BP - R, € % (3.1)

ol F désigne la transformée de Fourier et F~! son inverse. A I'aide du théoréme de
Marcinkiewicz sur les multiplicateurs de Fourier, nous sommes assurés que R; : S(R?) —
LP(R3) et que

IR (Nllopes < e fllopre, 5=1,2,3, f€ SR (3.2)

et ce pour tout p € (1,00). Par conséquent, I'opérateur R;, j = 1,2, 3, peut étre prolongé
par densité en un opérateur linéaire et continu défini sur LP(R?) & valeurs dans L?(R3).
On introduit ensuite les opérateurs A; : S(R?) — S'(R?), j = 1,2, 3, définis par

A(f).= F Ui F(f), iy R R, € ﬁ (3.3)

puis, pour j,k = 1,2,3, on pose Rj; = OpA;. Clairement 'opérateur Rj; : S(R?) —
S'(R?), j,k = 1,2,3 ainsi défini est la composition des transformées de Riesz Ry, et R;.
Par suite, il peut étre prolongé en un opérateur linéaire et continu sur LP(R?) & valeurs
dans LP(R3) et

IRt (Flloprs < e fllopze, 3.k =1,2,3, f € LP(R?) (3.4)

et ce pour tout p € (1,00). D’apres la définition de A;, j = 1,2, 3, a l'aide des théoremes
d’injections de Sobolev, remarquer que

vp e (1,3), A4 (Hlloprs < cOIflloprs, € LP(R?). (3.5)

Clairement, en accord avec I'égalité de Parseval classique, pour toutes fonctions f, g de

S(R%) on a
/fA dx—/]-“ F(A(g)) de = /]—“ ‘f‘g g) d¢

/f /A Jgdx, j =1,2,3. (3.6)
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Par un simple argument de densité complété par les théoremes d’injections de Sobolev, il
est aisé de vérifier que (3.6) est encore vraie pour toute fonction f € LP(R3), p € (1,3) et
toute fonction g € D(R?). Semblablement, pour toutes fonctions f, g de S(R?), on a

fRu(g)do = [ Rou(f)gde. ik =1,2.3 (3.7)
R3 R3

Noter que (3.7) reste vrai pour f € LP(R?) et g € LP (R?), p € (1,00) puisque S(R?) est
dense dans LI(R?), ¢ € (1,00) et Ry, : LI(R?*) — L(R?) est continu. Pour terminer cette

section, nous laissons le soin au lecteur de vérifier les propriétés suivantes :
Vf€SRY), OA;(f) = Ai(0uf) = Ai(f) € C*(RY), j=1,2,3, (3.8)
VFeS®Y), Rulf) = Ru(f) Ry(f)=f, jk=1,23 (3.9)

4 Compacité par compensation, commutateurs

Dans cette section, nous rappelons la version LP-L? du lemme div-rot obtenue par Y1
[81] en théorie de la compacité par compensation introduite par MURAT [54] et TARTAR
[75]. Nous utiliserons ensuite ce résultat pour démontrer la convergence d’'une certaine
suite de commutateurs.

Lemme 1.8 Soient Q un domaine de R? et 1 < py, pa, q1,q2 < 00. On suppose que

fo— f dans [L(Q)F, g, — g dans [L”(Q)P,
div f, — div f dans W 9(Q), rotg, — rotg dans W~ 1%2(Q)]>.

Alors . . X
fo 9, —f-gdansL"(Q), -=—+—<L
rop1 P2
Lemme 1.9 On suppose que
1 1 1
fo— f dans LP(R®), g, — g dans LY(R%), —=—+4-<1.
r p g

Alors
FaRii(9n) — 02 Rij(fn) = [Rij(9) — gRi;(f) dans L' (R?), i,7 =1,2,3.

Preuve. La démonstration qui suit est due a FEIREISL [16]. Il est facile de vérifier que
la conclusion du lemme 1.9 est un cas particulier de ’affirmation plus générale

D {vhRi(wh) —wiRii(vh)} = Y {v'Rij(w’) — wRy;(v")} dans L7 (R?)

i,j=1 1,j=1

sous les hypotheses v, — v dans [LP(R?®)]3, w,, — w dans [LI(R?)]3. En effet, & I'aide de
la propriété de symétrie (3.9), on voit que

3 3 3
D VR W) —w Ry ()} =Y U= XY =U,- V=X, Y,
i=1 j=1

1,j=1
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avec
3 3 3 3

Uy, = Rij(w)), Vi =, —ZRzk L XD =) Ryi(vh), Vi =wl =Y R(w}).
j=1 i=1 k=1
Puisque l'opérateur R;; est linéaire continu de L*(R?) dans L*(R?), il en résulte que
3
U~ U = Z Rij(w’) dans LYR?),  Vi—=Vi=v'—> Ry(v") dans LP(R?),
k=1
3

X~ X7 = ZRJZ ) dans LP(R?), Y/ = Y7 =wl — ZRJk ) dans L(R?).

En accord avec la propriété (3.9), divV, =divY, =0, rotU, =rot X,, = 0 et on peut
donc appliquer le lemme 1.8. On obtient finalement

U, V,-X,-Y,~U-V—-X-Y dans L"(R?).

D’ou le résultat. O

5 Flux effectif visqueux (cas stationnaire)

Les résultats de cette section sont absolument essentiels aux preuves de 'existence de
solutions faibles des équations de Navier-Stokes données dans les chapitres 2 et 3. En gros,
ils permettront de compenser le manque de compacité de la suite des densités {p, },, in-
formation qui ne peut étre obtenue a partir des seules estimations provenant de 'inégalité
d’énergie. Plus exactement, le théoreme 1.2 garantira que la suite des flux effectifs vis-
queux {IL, — (2u; + p2) divuw, },, parfois appelée suite des pressions effectives, possede
une sorte de compacité faible. Cette observation est originellement due & SERRE [71] en
dimension un d’espace pour les écoulements non stationnaires. En dimension supérieure,
la preuve de ce résultat, due a P.L. LiONs [46], utilise principalement le fait que cette
suite soit bornée dans un certain espace de Hardy et les résultats de compacité par com-
pensation dans ce type d’espace obtenus par COIFMAN, P.L.. LIONS, MEYER et SEMMES
[9]. Ici, nous en donnons une preuve inspirée de I'approche de FEIREISL [16]. Celle-ci est
basée sur les résultats de la section précédente et nous évite d’utiliser des résultats délicats
tels que ceux concernant la régularité des équations elliptiques dans les espaces de Hardy.

Théoreme 1.2 Soient () un domame borné de R? a frontiére Lz’pschitzienne 1<p<oo,

max{2,p'} <r <oo,1<s< o0, +1<1szr<3et1<w<oo—+ <—SZT‘<OO
S <w<oosir=o00. Onsuppose que

I1,, = II dans LP(£2), (5.1)

b, = b dans L"(S2), (5.2)

F, — F dans [L*(Q)]?, (5.3)

q, — q dans [L"(Q)],

div g, — divq dans W 1"(Q),

w, — u dans [H'(Q))?. (5.5)
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On suppose en outre que pour i =1,2,3
0;(giul) — p Aul, — (g + p2)0; divu, + 11, = F! dans D'(). (5.6)

Alors
IIb — (2p1 + po)bdivu = IIb — (2p1 + po)bdivau p.p. dans €, (5.7)

ot IIb et bdivu dénotent les limites faibles des suites {I1,b, ynene €t {bp div ty, bnen- dans
les espaces LT%(Q) et L%(Q)

Preuve. On rappelle que 'on ne fait pas la distinction entre une fonction définie sur un
domaine O de R? et son prolongement par zéro a I'extérieur de O.

Dans un premier temps, noter que le systeme (5.6) testé par une fonction ¢ € [D(Q2)]?
s’écrit

- / gyl 0;" dz + / {1010;0,0;0" + (p1 + p2)(divw,)(div )} da
Q Q

—/Hn divcpdx:/F,igoidx. (5.8)
Q 0

Au vu des hypotheses (5.1)-(5.5), par un argument de densité, I'identité (5.8) reste vraie
pour toute fonction ¢ telle que d;¢ € L2(Q) N L55(Q), divep € LP (), ¢ € L (Q) et
¢ = 0 au sens des traces sur 9, i, = 1,2, 3.

Soit 7 € D(Q2). On pose ¢' = nA;(b,), i = 1,2,3. Alors, en accord avec la propriété
(3.5) de lopérateur A;, on peut vérifier que ¢’ € Wol’r(Q), i =1,2,3. Supposons r < 00.
Les hypotheses max{2,p'} < r, i + % < % impliquent que 9;¢" € L*(Q) N Lsg—liﬁ(Q),
i,j = 1,2,3 et divep € L (Q). Par ailleurs, les théoremes d’injections de Sobolev et
I’hypthese %+§ < 1 dans le cas ol r < 3 garantissent que ¢ € L* (), i = 1,2,3. Lorsque
r =00, b, € L'(Q), 7 € [1,00) et par suite ¢' € Wy (Q), 7 € (1,00). En choisissant
7 = max{2, 2% p/,s'}, on en déduit que 9;¢" € L*(Q) N L&(%G(Q), dive € LP(Q)
et o € L(Q), i = 1,2,3. En conclusion, la fonction ¢ = (¢!, ¢ ©3), ¢ = nA;(by),
i =1,2,3, est une fonction admissible dans 'identité (5.8). Avant d’utiliser cette fonction
dans (5.8), on justifie la formule suivante :

/@uflnajfli(bn) dr = —/uiﬁjnﬁj/li(bn) dx + / ul,0mb,, dx + / nby, divw, dz. (5.9)
0 Q Q 0

Pour ce faire, il suffit de remarquer que S.(b,) € D(R?). Par conséquent, d’apres (3.8),
A;i(S:(by)) € C=(R?). Par suite, il suffit de calculer 'intégrale [, 9;u’n0;A;(S:(b,)) dz &
I'aide d’intégrations par parties et des propriétés (3.9) de 'opérateur R;j, i,j = 1,2, 3,
puis de passer & la limite quand € — 0" en utilisant la continuité de cet opérateur. Apres
un long calcul plutét simple dans lequel sont utilisées plusieurs intégrations par parties,
les propriétés (3.6) et (3.7) des opérateurs A; et R;;, ,7 = 1,2, 3 et la formule (5.9), on
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obtient
/Qn{Hn — (2p1 + po) divu, }b, doe = — /Q I1,0mA;(b,) dx
+h /Q By 05 Ay (by) d — 1y /Q U, 0511 R i (bn) d + pua /Q Uy, Dby, dx
+ (1 +u2)/§28¢7}¢4i(bn) div u,, dr — /Qq,iu{ﬁjnAi(bn) dz —/QFanAi(bn) dx
- [ Riuiddinds + [ G{bRy(G0) ~ iRy} e (510)

A présent, 'objectif est de passer a la limite quand n — oo dans (5.10). Pour cela,
commengons par énumérer quelques conséquences directes des hypotheses (5.1)-(5.5). En
premier lieu, on a

{IL,, — (211 + pp) div w, }b, — TIb — (211 + p2)bdiv u dans L* (),

. 2w pr .
- = <
. min{- 2,p+r} sir < 0o, (5.11)
min{2, p} sl r = 00.

Ensuite, compte tenu de I'injection compacte H'(Q) CC L*2(), 2o € [1,6), de (5.5) il
vient que ' '
u), — v’ dans L*=(Q), j=1,2,3. (5.12)

Ceci étant, (5.12) ajoutée a (5.2) et (5.4) permet d’affirmer que

_6r_

. . 1r <
boul — bu’ dans L*(Q), z3 = "+6 LT 00, ,j=1,2,3, (5.13)
6 sir =00
¢'u! — q¢'u’ dans Lf_%(Q), i,j=1,23. (5.14)

En accord avec les convergences (5.2), (5.4) et (5.14), de la continuité forte des opérateurs
Rij: L1(R®) — LYR?), ¢ € (1,00), 4,7 = 1,2, 3, il découle que

. .

Ray(bn) — Roy(8) dans £72(@), r e 4 (171 ST i a8 (sa)
(1l,00) sir=o0

Rij(qhn) — Rij(¢'n) dans L*(Q), j =1,2,3, (5.16)

Rij(bpul) — Rij(bu’) dans L?(9), j=1,2,3. (5.17)

Par suite, pour toute fonction & € D(Q2),

ERi;i(bn) — ERy;(b) dans L™(Q), i,j =1,2,3,
EVAi(by) — EVA;(b) dans [L™(Q)]?, i =1,2,3.
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En outre, a l'aide de la propriété (3.6), on vérifie facilement que A;(b,)VE — A;(b)VE
dans D'(Q2) tandis qu'il est clair que la suite {A;(b,)VE}, est uniformément bornée dans
[L(Q)]?. Puisque  est borné, ceci est complétement équivalent a la convergence

EA(by) — EA;(D) dans W, (Q), € € D(Q), i =1,2,3.

Puisque W, (Q) CC L™=(Q), 1 <rp <risir € [2,3) et 1 <1y < 00sim € [3,00), il
s’en suit que
EA;(bn) — EA;(b) dans L™?(Q), £ € D(Q), i =1,2,3. (5.18)

En posant f, = g, et g, = V.A;(b,ul), sous la condition = + Z—IS <1, ie =++<2si

r < oo et g < w < 00 sir =00, lelemme 1.8 assure la convergence
Rij(bati)gi, — Rij(bu?)g' dans L=+ (R?). (5.19)

Enfin, en posant f,, = b, et g, = ¢.n, sous la condition % + i < 1, le lemme 1.9 garantit
que

baRij(dom) — ¢inRij(by) — bR (¢'n) — ¢'nRy;(b) dans L*(R?), j = 1,2, 3,

(1,2) sir < oo,

24 €

(L,w)  sir=o0.

A condition que z4 > g, i.€. iJr% < % sir < oo et g < w < 00 sir= o0, il en résulte que

[ bR (ain) = iRy de = [ (bR (') — Ry} de. (520

Tout est pres pour passer a la limite quand n — oo dans l'identité (5.10). On obtient
/Qn{H_b — (2p1 + p)bdivu} dr = — /Q [10inA;(b) dx

+u1/8jui ;nAi (D) d:v—pl/uiﬁjnRij(b) derpl/ui@mbdx
0 Q Q

+(p1 + p2) / 0nA;(b) divu dx — / q'v! O;nA;(b) dx — / FinA;(b) dx
Q Q Q
- [ Ry de + [ o O0Rs(a'n) R0} d (5.21)

Justifions brievement le passage a la limite dans chacun des termes du membre de droite
de (5.10) : dans le premier terme, on utilise (5.1) et (5.18) ; dans les quatre suivants, (5.5),
(5.15) et (5.18); dans le sixieme, (5.4) et (5.17); dans le septieme, (5.3) et (5.18); dans
le huitieme, (5.19); dans le neuvieme, (5.20).

Faisons maintenant tendre n — oo dans (5.6). En utilisant les convergences (5.1)-(5.5),
pour ¢ = 1,2, 3, il vient alors que

0;(q"w!) — i Au’ — (g + p2)0; divau + 9,11 = F* dans D'(12). (5.22)
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Le systeme (5.22) testé par une fonction ¢ € [D(Q)]? s’écrit
= [ Wt [{mduian + (un+ pn)(divu)(dive)} do
Q Q

—/Hdivgodx = / Flo' da. (5.23)
Q Q

Au vu des hypotheses (5.1)-(5.5), par un argument de densité, I'identité (5.23) reste vraie
pour toute fonction ¢ telle que ;9" € L*(2) N L%(Q), dive € LP(Q), o' € L¥ () et
¢ = 0 au sens des traces sur 09, 7,7 = 1,2,3. En suivant les idées présentées au début
de la preuve, on peut vérifier que la fonction ¢ = (¢!, p?, ©3), ' = nA;(b), n € D(R), est
une fonction admissible dans l'identité (5.23). Ainsi, apres un long calcul plutot simple
dans lequel sont utilisées plusieurs intégrations par parties, les propriétés (3.6) et (3.7)
des opérateurs A; et R;;, i,7 = 1,2,3 et une formule analogue a (5.9), on obtient

/Qn{H — (211 + po) divutbdr = — /Q 110,n.A;(b) dz
+11 /Q Oju'dm Ay (b) dx — 11y /Q u'0;mRy; (b) dr + /Q u'Oymb dx
+(p1 + p2) /Q OimA;(b) div u dz — /quujajn/li(b) dx — /QFin.Al-(b) dx
— /Q Rij(bu?)g'n dz + /Q w {bRy;(q'n) — ¢'Ri;(b)} de. (5.24)
En comparant (5.21) et (5.24), on récupere l'identité (5.7). D’ou le résultat. O

Corollaire 1.2 Soient Q un domaine de R? a frontiére localement Lipschitzienne, 1 <
p < oo, max{2,p'} <r<oo, 1<s< o0, %+%§15ir<3@t1<w<oo, i+%<%
s1 1T < 00, g <w < 00 sir=o00. Pour tout sous-ensemble borné Q' C ), on suppose que

I, — II dans LP(Y), (5.25)

b, = b dans L"(Q), (5.26)

F, — F dans [L*())?, (5.27)

g das @) -
div g, — divg dans W™>*(Q'),

w, — u dans [H* ()] (5.29)

En outre, on suppose que les équations (5.6) sont satisfaites pour i = 1,2,3. Alors la
conclusion du théoréme 1.2, i.e. (5.7), reste vraie.

Preuve. Soit R > 0 arbitraire. Les hypotheses (5.25)-(5.29) induisent celles du théoreme
1.2 avec Qg = Q2N By a la place de ). D’ou le résultat puisque R > 0 est arbitraire. O
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Dans ce chapitre, nous présentons nos travaux concernant l’existence de solutions
faibles des équations de Navier-Stokes stationnaires compressibles et barotropes en régime
isentropique, considérées dans des domaines bornés de 'espace a trois dimensions. Ces
travaux ont engendré les publications [59] et [60]. Ici, nous regroupons les résultats obtenus
dans ces deux articles sous la forme d’un seul, le théoreme 2.1, dont la preuve est 1’'objectif
principal de ce chapitre.

1 Formulation du probleme et résultat principal

Commencons par rappeler brievement le probleme considéré. Soit €2 un domaine borné
de R? & frontiere Lipschitzienne. Dans la suite de ce chapitre nous étudions les équations de
Navier-Stokes stationnaires modélisant 1’écoulement d’un fluide compressible isentropique
dans la région (2. Celles-ci s’écrivent

div(pu) = 0 dans €2, (1.1)
div(pu @ u) — pAu — (g + po)Vdivu + aVp? = pf + g dans €. (1.2)

Nous supposons que les coefficients de viscosité 1 et uo sont constants et satisfont les
contraintes physiquement raisonnables

2
>0, g,lh + pe >0, (1.3)

que a > 0 est une constante et que 7, la constante adiabatique, est telle que :

[\ [oV]

si rot f =0,

v > (1.4)

autrement.

wlot

Les inconnues de ce systeme d’équations sont le champ scalaire p(z), x € €2, qui représente
la densité du fluide et qui, en conséquence, doit étre non négatif et le champ de vecteurs
u(z) = (ul(x),u?(z),v*(x)), z € Q, qui, lui, représente la vitesse du fluide. Quant aux
champs de vecteurs f(x) = (f1(z), f*(z), f3(x)) et g(z) = (¢'(x), ¢*(x), g*(x)), z € Q, ils
sont donnés et correspondent aux forces externes volumiques et non volumiques agissant
sur le fluide. Les équations (1.1), (1.2) sont complétées en imposant les conditions usuelles
de non glissement

u = 0 sur 02 (1.5)

et en prescrivant la masse totale du fluide contenu dans le volume €2, c’est a dire en
imposant a la densité de vérifier

/dex:M>0. (1.6)

Précisons maintenant ce que nous entendons par solution du probleme (1.1), (1.2), (1.5)

t (1.6). Supposons satisfaites les hypotheses (1.3) et (1.4). Nous nous intéressons aux
solutions dites « solutions faibles renormalisées a énergie bornée » du probleme (1.1),
(1.2), (1.5) et (1.6) dont la définition suit.
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Définition 2.1 On considere les fonctions b: Ry — R telles que
be C%0,00))NCH(0,00)), Fe>0, INg <1, Vt e (0,1], |/ (t)] < et™ (1.7)
et dont le comportement a l’infini est donné par
Je >0, AN, A €R, VE> 1, |6 (1)] < ct™, [t (t) — b(t)| < ct?2. (1.8)

\

Soit p € [%, 00). Un couple de fonctions (p,w) sera appelé solution faible renormalisée a
énergie bornée du probléeme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6) si
(i) p € LP(Q), p >0 p.p. dans Q et satisfait (1.6), u € [H}(Q)]?;
(1) Uéquation de continuité (1.1) est satisfaite au sens des distributions dans R® & condi-
tion que (p,w) soit prolongé par zéro a lextérieur de € ;
(11i) le couple (p,w) est une solution de I’équation de continuité renormalisée au sens des
distributions dans R® a condition qu’il soit prolongé par zéro a l'extérieur de ). Plus
exactement, si pour toute fonction b satisfaisant (1.7), (1.8) avec

—1<A1§§—1, 0<A2§§, (1.9)
on a
div(b(p)u) + {pb'(p) — b(p)} divu = 0 dans D'(R?) ; (1.10)

(iv) Uéquation de mouvement (1.2) est satisfaite au sens des distributions dans € ;
(v) le couple (p,w) satisfait l'inégalité d’énergie

“£QMVuF+Qn+uﬁ@Wufhmfié@f+gyudm (1.11)

Ceci étant, nous terminons cette section introductive par I’énoncé du théoreme prin-
cipal dont la preuve fait I'objet des prochaines sections.

Théoréme 2.1 Soit Q un domaine borné de R3 a frontiére Lipschitzienne. On suppose
(1.3), (1.4), f,g € [L=(Q)]* et M > 0. Alors il existe une solution faible renormalisée d
énergie bornée (p,u) du probleme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6) telle que

t—1 1
pe L), si= 30T sh<s

2t sit > 3.

Remarque 2.1 Par densité, I'hypothese sur g peut étre relaxée en supposant seulement
ge [Lg (2)]3. De méme I'hypothese sur f n’est pas optimale mais commode pour la suite.
Diverses conditions apparaitront tout au long de la preuve du théoreme 2.1. Nous laissons
le soin au lecteur de les regrouper.

Sous I’hypothese technique (1.4), le théoreme 2.1 généralise le résultat obtenu par P.L.
LIONS [46, Theorem 6.7] au cas v > 2 et Q a frontiere Lipschitzienne. L’amélioration
des hypotheses concernant la constante adiabatique ~ était une question ouverte. Quant
a l'affaiblissement des hypotheses de régularité du domaine, nous I'utiliserons comme un
outil technique dans le prochain chapitre. Pour simplifier les notations, dans la suite, nous

considérons a = 1.
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2 Stratégie de la preuve

Pour établir la preuve du théoreme 2.1, nous utiliserons un procédé d’approximations
successives dans lequel le probleme d’origine pourrait étre vu comme « ’approximation
zéro ». Dans la suite de cette section nous décrivons chaque approximation constituant
une étape de la preuve et nous indiquons brievement comment les utiliser pour construire
une solution faible renormalisée & énergie bornée du probleme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6).

2.1 Approximation n°l (Etape n°4)

Comme nous pourrons le constater tout au long de la preuve du théoreme 2.1, le
systeme originel peut étre résolu sous ’hypothese commode, mais non optimale, v > 3.
Ainsi, pour pallier au manque de sommabilité de la densité, nous commencerons par
ajouter un terme de pression artificielle dans I’équation (1.2). Plus exactement, sous les
hypotheses du théoreme 2.1 nous considérerons le systeme d’équations de Navier-Stokes
stationnaires compressibles

div(psus) = 0 dans €, (2.1)
div(psus @ us) — pAus — (1 + o)V divas + V{pl +5(p2 + p3)}
= psf + g dans Q, (2.2)
us = 0 sur 02, (2.3)
/ psdr = M (2.4)
Q
ol
d€(0,1] et [ =max(y,3). (2.5)

Remarque 2.2 Dans la pression artificielle p(ps) = p) + d(p3 + p? ), le terme §p? n’est
pas indispensable, il simplifiera techniquement 1’obtention de certaines estimations.

Nous étudierons ce probleme dans la section 6. Plus précisément, nous démontrerons la

Proposition 2.1 Soient les hypothéses du théoréme 2.1. On suppose que § € (0,1] et que
B satisfait (2.5). Alors il existe un couple de fonctions (ps, us) satisfaisant

(6-1) ps € L*(R?), ps > 0 p.p. dans Q, ps = 0 p.p. dans R*\ Q et vérifie (2.4), us €
[HY(R?®)]?, us =0 p.p. dans R®*\ Q;

(6-2) I'équation de continuité (2.1) au sens des distributions dans R? ;

(0-3) Uéquation de continuité renormalisée
div(b(ps)us) + {pst/ (ps) — b(ps)} divus = 0 dans D'(R?) (2.6)
pour toute fonction b satisfaisant (1.7) et (1.8) avec
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(0-4) Uéquation de mouvement (2.2) au sens des distributions dans €2 ;

(6-5) Uinégalité d’énergie

/Q{ullvw|2 + (1 + p2) (div us)?} da < /Q(psf +9) usdr ; (2:8)

(0-6) les bornes uniformes par rapport a §

1
1Psllose 2 + 07 llpsllg st s < (2.9)
sl ors < c (2.10)

dans lesquelles ¢ désigne une constante arbitraire qui ne dépend que des données (2,
M; ﬁ; s f et g-
Un tel couple de fonctions (ps, ws) sera appelé solution faible renormalisée a énergie bornée
du probléme (2.1)-(2.4).

Remarque 2.3 Par densité, il est aisé de vérifier que 1’équation (2.2) reste vraie pour
toute fonction test ¢ € [Hj(Q)]3.

Lorsque nous aurons démontré la proposition 2.1, & toute suite {0, }nen< C (0, 1],
lim,, . 0, = 0, nous serons capable de faire correspondre une suite {(ps, , us, ) }nen- telle
que chacun de ses termes possede les propriétés (4-1)-(6-6) avec 6 = d,. Nous en ex-
trairons alors une sous-suite faiblement convergente dont la limite faible (p,u) est une
solution faible renormalisée a énergie bornée du probleme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6). Cette
procédure sera détaillée dans la section 7.

2.2 Approximation n°2 (Etape n°3)

Puisque I’équation de continuité (1.1) est de type hyperbolique dégénérée, il est naturel
de relaxer cette dégénérescence en s’intéressant a l'équation ap + div(pu) = 0, a >
0. Noter alors que si cette équation est satisfaite dans D’(R?) par le prolongement par
zéro des fonctions p et u & Uextérieur de , en considérant une fonction ¢ € D(R?),
0 < ¢r <1, prp = 1 dans Bg, vr = 0 dans B?% et R suffisamment grand pour que
Q C Bg, on a a [,pdr = 0. Ceci est en contradiction avec (1.6). C’est la raison pour
laquelle nous considérerons 1'équation ap + div(pu) = ah ou h = WMI Apres une telle

modification, nous introduirons le terme %ahu + %Ozpu dans I’équation de mouvement
(1.2). Ceci nous permettra d’obtenir une inégalité d’énergie (cf. (2.16)) tres utile dans la
preuve du théoréeme 3.2 (cf. Chapitre 3). En résumé, pour démontrer la proposition 2.1,
nous aurons besoin d’étudier le systeme d’équations suivant :

ape + div(paus) = ah dans €, (2.11)
1 3
éahua + 5(Pala + div(pata @ Uy) — 1A — (1 + p2)V divu,

+V{pL + (0% + p3)} = paf + g dans Q, (2.12)
u, = 0 sur 09, (2.13)

/Q,oad:p:/fzhdx (2.14)



36 2. EQUATIONS STATIONNAIRES EN DOMAINES BORNES

dans lequel o € (0,1] et h = % Nous examinerons ce systeme d’équations dans un cadre
plus général a la section 5 ol nous prouverons la proposition ci-contre.

Proposition 2.2 Soient les hypothéses de la proposition 2.1. On suppose que a € (0, 1]
et que h € L>®(Q), h > 0 p.p. dans Q2. Alors il existe un couple de fonctions (pa,Uq)
satisfaisant

(a-1) pa € L¥BR?), po > 0 p.p. dans Q, po = 0 p.p. dans R\ Q et vérifie (2.14),
u, € [H'(R®)]?, uq = 0 p.p. dans R3\ Q;

(a-2) Uéquation (2.11) au sens des distributions dans R dans laquelle h dénote encore
le prolongement par zéro a l’extérieur de ) de h ;

(a-3) U’équation
div(b(pa)ta) + {pab (pa) — b(pa)} divu, = a(h — pa)b (pa) dans D'(R?)  (2.15)

pour toute fonction b € C1([0,00)) satisfaisant (1.8) et (2.7), h dénotant encore le
prolongement par zéro a l’extérieur de €1 de h ;
(a-4) Uéquation (2.12) au sens des distributions dans € ;

(a-5) Uinégalité d’énergie

N / (h+ pa)|sal dz + / (] Vaal? + (o + o) (div )} de
Q (9]

oo /<pa St - Yy e 2P /(pa —h)(ph ' = n") dz
+25a/(/)a ~R)?dr < /(paf +g) tadr + L [ (h— pa)h? " da
Q Q v—1Jq
+_5ﬁoz (h — pa) P~ dz + 20c / (h — pa)hdz ; (2.16)
ﬁ —1 Q Q

(a-6) les bornes uniformes par rapport a o

1Pallozsrs < c, (2.17)
[talliors < c (2.18)

dans lesquelles ¢ désigne une constante arbitraire qui ne dépend que des données
97577767f796th'

Un tel couple de fonctions (pa,us) sera appelé solution faible renormalisée a énergie
bornée du probléeme (2.11)-(2.14).

Remarque 2.4 Par densité, il est facile de vérifier que I’équation (2.12) reste vraie pour
toute fonction test ¢ € [Hj(Q)]3.

Lorsque nous aurons démontré la proposition 2.2, a toute suite {ay,}nens C (0, 1],
lim,, . a, = 0, nous pourrons faire correspondre une suite {(pa,,,Ua, )} nen- telle que
chacun de ses termes possede les propriétés (a-1)-(a-6) avec @ = «,,. Nous montrerons
alors qu’il existe une sous-suite faiblement convergente de cette suite dont la limite faible
(ps, us) possede les propriétés (6-1)-(0-6). Cette procédure sera détaillée a la section 6.
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2.3 Approximation n°3 (Etape n°2)

A la lecture de la preuve du théoreme 2.1, il apparaitra clairement que nous utilisons
a diverses reprises des résultats de régularité d’équations aux dérivées partielles de type
elliptique. Nous aurons donc besoin de plus de régularité sur la frontiere 02 de 2. Ainsi,
afin de prouver la proposition 2.2, nous examinerons ’analogue du probleme (2.11)-(2.14)
formulé dans un domaine plus régulier (au moins C?*, v € (0,1]). L’introduction de ce
nouveau probleme se fait naturellement une fois démontré le résultat suivant concernant
I’approximation d'un domaine borné par une suite décroissante de domaines réguliers.

Lemme 2.1 Soient N > 2 et Q@ C RY un domaine borné a frontiére Lipschitzienne.
Alors il eziste une suite de domaines bornés {Q, }nen+ telle que

(1) pour tout n € N*, Q, est de classe C™ ;
(ii) pour tout n € N*,

1 1
{z, dist(x,Q) < n—+1} CC Q, CC {x, dist(z,Q) < E} = Q CC Qyuy CCTQ,y,

lim |, \ Q| = 0.

Preuve. Soient w, = {z, dist(z,Q) < 2} et ¢, € D(w,) telle que 0 < ¢, <1, p, =1
sur wyy1. En accord avec le théoreme de Morse-Sard, p.p.t. t € (0, 1), l'intersection de
I'ensemble de niveau {¢,, =t} et de 'ensemble des points critiques de ¢, i.e. 'ensemble
{J,, = 0}, est vide. Choisissons t,, € (0, 1) de telle sorte que cette propriété soit satisfaite
et posons Q, = {, > t,}. Alors, il est évident que pour tout n € N*, Q,, vérifie (ii). 1l
reste donc a démontrer (i). Soient n € N* et xy € 99, = {¢, = t,}. D’apres le choix de
tn, le Jacobien J,, (zo) # 0. Ainsi, le rang de la matrice Jacobienne D, (2¢) = V¢, (z0)
est maximal, i.e. égal a 1. Apres un éventuel changement de systéeme de coordonnées, il
suffit d’appliquer le théoreme des fonctions implicites pour conclure que €2, est de classe
C*. D’ou le résultat. O

Au vu de ce lemme, nous étudierons le systeme d’équations suivant :

ap, + div(p,u,) = ah, dans Q,, (2.19)
1 3
aahnun + éapn'u,n + div(ppu, ® u,) — 1A, — (1 + p2)Vdiva,
+V{pn + (0 + P2)} = pufn + g, dans Q, (2:20
u, = 0 sur 0%2,,, (2.21)

/pnd:c:/ hy, dx, (2.22)

dans lequel n € N* et les champs f,,, g,, et h,, sont définis par

fo- f dans €, g = g dans Q, Coh, = h dans (),  (2.23)

0 dans Q,\Q 0 dans Q,\Q 0 dans Q,\Q
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Dans les sections 4.1-4.2, en se plagant dans un cadre général, nous démontrerons la

Proposition 2.3 Soient G un domaine borné de R? de classe C*", v € (0,1], 6, € (0,1]
firés, f,g € [L°(G)]3, h € L=(G), h > 0 p.p. dans G et les hypothéses (1.3), (1.4) et
(2.5). Alors il existe un couple de fonctions (p,w) satisfaisant

(G-1) p € L*(R?), p> 0 p.p. dans G, p =0 p.p. dans R*\ G et vérifie [, pdx = [, hdz,
u € [HY R, uw=0 p.p. dans R*\ G ;
(G-2) ’équation
ap + div(pu) = ah dans D' (R?) (2.24)

dans laquelle h dénote encore le prolongement par zéro a l’extérieur de G de h ;
(G-3) l’équation
div(b(p)u) + {pb'(p) — b(p)} divu = a(h — p)b/(p) dans D'(R?) (2.25)

pour toute fonction b € C*(]0,00)) satisfaisant (1.8) et (2.7), h dénotant encore le
prolongement par zéro a lextérieur de G de h;

(G-4) Uéquation

1 3
aahu + SaPu + div(pu ® u) — pAu — (g + po)Vdivu

+V{p" + (0> + p")} = pf + g dans [D'(G)]? ; (2.26)

(G-5) linégalité d’énergie

o [t plufdot [ {al VP + G+ p)(dive)?) do
G G

e _ =1 _ py-1 ofa _ p—1 _ 361
+7_1/G(p M7 = W da 5 | (= B (07 = B do
—})? . e _ -1
+25a/G(p h) dxg/G(prrg) ud:c+/y_1 G(h p)h " dx
0B 51
h—ph” " d ) h—p)hdzx. )
+ﬁ—1/c;< p) x+2a/G( p)hdz (2.27)

Remarque 2.5 Par densité, il est aisé de vérifier que ’équation (2.26) reste vraie pour
toute fonction test ¢ € [H}(G)]3.

Une fois la proposition 2.3 démontrée, pour chaque €2,, n € N*, nous serons donc
assuré de l'existence d’un couple (p,, u,) satisfaisant

(n-1) p, € L**(R?), p, > 0 p.p. dans €, pn = 0 p.p. dans R \ Q, et vérifie (2.22),
u, € [H (R3], u,, = 0 p.p. dans R*\ Q,, ;

(n-2) Déquation (2.19) au sens des distributions dans R? dans laquelle h,, dénote encore
le prolongement par zéro a l'extérieur de 2,, de h,, ;
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(n-3) T'équation
div(b(pn)tn) + {pub (pn) — b(pn)} diva, = alh, — pu)V (p,) dans D'(R?) (2.28)

pour toute fonction b € C([0, 00)) satisfaisant (1.8) et (2.7), h,, dénotant encore le
prolongement par zéro a 'extérieur de €2,, de h, ;
(n-4) T'équation (2.20) au sens des distributions dans €2, ;

(n-5) T'inégalité d’énergie

o / (i + po)la]? dz + / [V + (1 + pio) (dliv )2} da
Qn Qn

)
+ 29— h) (= Y de 222 / (P — ha) (P2 = W) d
v—1Ja, B—-1Jq,
—|—2<5a/ (pn — hn)?*dx < / (onfn+ gn) - Updr + % (hy — pu)h)tda
n n - Qn
0 5.1
+5 1 (hn, — pn)hl " dx + 20 [ (hy — pp)hy dx. (2.29)
-1 Jq, n

Dans la section 4.3, nous prouverons en particulier les estimations suivantes :

[onllo2s0 < ¢, (2.30)
w120 <c, (2.31)

dans lesquelles ¢ désigne une constante arbitraire qui ne dépend que des données (2, (3,
v, 0, f, g et h. Nous montrerons alors qu’il existe une sous-suite faiblement convergente
de la suite {(pn, w,) }nen+ dont la limite faible (p,, u,) possede les propriétés (a-1)-(a-6).
Toute cette procédure constituera la section 5.

Remarque 2.6 Une question assez naturelle se pose : pourquoi ne pas effectuer cette
approximation au niveau un ou deux de notre schéma d’approximations successives?
Pour y répondre de maniere claire, supposons que 7 > 3, ce qui implique que le niveau
un est facultatif. Nous affirmons que pour chaque €2,,, il est possible d’obtenir I'existence
d’un couple (p,,w,) qui possede les propriétés (n-1)-(n-5) et qui satisfait les estimations
(2.30) et (2.31) avec [ remplacé par v. Nous verrons qu’en fait I'estimation (2.31) est
vraie si on remplace ) par €2, ce qui n’est pas le cas de I'estimation (2.30). Ceci est du
essentiellement au fait que 'on ne sache pas controler la constante qui apparait dans le
lemme B.1 concernant 'inverse de Bogovskii de I'opérateur div, lorsque G = €2,,. On peut
alors supposer, modulo Pextraction d’une sous-suite, que p,, — p dans L?(Q). En écrivant

M = pndx:/ pndaz—l—/pndx,
Q, Qn\Q Q

on s’appercoit que le manque d’information sur le comportement de la suite {p,}, a
I'extérieur de €2 nous empéche de savoir si la masse se conserve. Il est assez facile de se
convaincre, au moins formellement, que cette difficulté disparait lorsque 1'on considere
I'équation (2.19) avec la fonction h,, définie en (2.23).
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2.4 Approximation n°4 (Etape n°1)

A ce stade, ’équation (2.24) reste tout de méme de type hyperbolique. Transformer
cette équation en une équation de type elliptique en introduisant une dissipation artifi-
cielle est une voie courante pour la résoudre. Par conséquent, nous nous intéresserons a
I'équation de type elliptique ap + div(pu) — eAp = ah, € > 0. Supposons alors que la
vitesse u soit connue. Pour que cette équation soit bien posée, il faut la compléter par
une condition aux limites sur p. Celle-ci apparait naturellement au vu de la conservation
de la masse (1.6). En effet, supposons e.g. que (p,u) € CH(Q) x [CH(Q)]?, ulsq = 0, soit
solution de I"équation ap + div(pu) — eAp = ah p.p. dans €. Alors

oz/pdx—z—: aupdaza/hdx:Msih:%.
Q o9 Q €]

On voit donc que la masse est conservée si dpplag = 0. En contrepartie, I’équation (2.26)
doit étre modifiée pour qu'une inégalité d’énergie du type (2.27) soit en particulier satis-
faite. Sous les hypotheses de la proposition 2.3 et pour € € (0, 1], nous examinerons donc
le systeme d’équations suivant :

ape + div(p.u) — eAp. = ah dans G, (2.32)
1 1
ahu, + ap.u, + 5 div(p-ue ® u.) + SPUe - Vu, — piAu. — (p1 + p2)V div u,
+V{pL + (2 + p2)} = p-f + g dans G (2.33)
Opp: =0, u. = 0 sur 0G, (2.34)

/Gpad:p:/Ghd:E. (2.35)

Dans la section 3, nous focaliserons notre attention a la démonstration de la

Proposition 2.4 Soient les hypothéses de la proposition 2.3. On suppose que € € (0, 1].
Alors il existe un couple de fonctions (pe,u.) satisfaisant

(e-1) pour tout p € (1,00), p. € W?P(G), p. > dans G, d,p. = 0 sur G et vérifie (2.35),
u, € [WP(G)]3, u. = 0 sur 0G ;

(e-2) les équations (2.32)-(2.33) p.p. dans G ;

(e-3) Uinégalité d’énergie

“/ (h+ po) |2 dz + / [l Vel + (i + o) (divu.)?) do
G G

: o
+ 2 =Wy =Yy o+ 22 (= P = 1 da
v—1Jg 6—1Jg

+25a/(,05—h)2dx+555/ pf_2|Vp5|2dx+2z—:5/ V.| dx
G G G

< / (pf+g) u-dr + e (h = po)h ™ da
G v=1Jg
+ O / (h — p)hP~ da + 200 / (h — pe)h dz. (2.36)
f-1Jg G
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(e-4) les bornes uniformes par rapport da €

[Pello2s.c < ¢, (2.37)
elVoellsoc < ¢ (2.38)
[tell126 < (2.39)

dans lesquelles ¢ désigne une constante arbitraire qui ne dépend que des données GG,

B,7, 0, f, g eth.

Remarque 2.7 Par densité, il est aisé de vérifier que 'équation (2.33) reste vraie pour
toute fonction test ¢ € [W,(G)]?, ¢ € (1, 00).

Une fois démontrée la proposition 2.4, a toute suite {&,, }nen< C (0, 1], lim, oo g, = 0,
il sera possible de faire correspondre une suite {(p., ,uc, )} nen+ telle que chacun de ses
termes possede les propriétés (e-1)-(e-4) avec € = £,,. Nous en extrairons alors une sous-
suite faiblement convergente dont la limite faible (p, w) possede les propriétés (G-1)-(G-5).
Nous détaillerons toute cette procédure dans les sections 4.1-4.2.

3 Preuve : Etape n°1

Dans cette section, nous démontrons la proposition 2.4 en deux temps. Tout d’abord,
nous prouvons 'existence d'un couple de fonctions (p., u.) satisfaisant les propriétés (e-1),
(e-2), puis nous vérifions qu’il possede également les propriétés (e-3), (e-4). Cette preuve
est une application standard des résultats de régularité d’équations aux dérivées partielles
de type elliptique et de la théorie du point fixe de Leray-Schauder. Nous la présentons en
détail puisque notre objectif est de fournir une preuve complete du théoreme 2.1.

3.1 Existence d’une solution

Dénotons par T : Wy (G)]? = {v € [W'°(G)]}, v|sgg = 0} — Wy™(G)]?
Popérateur qui & tout champ de vecteurs v € Wy (G)]? fait correspondre la solution
u. = T';(v) du systeme elliptique

— i Au, — (1 + p2)Vdivu, = tF(p.,v) dans G, (3.1)
u. = 0 sur 0G (3.2)

dans lequel

1 1
F(p.,v) = —alh+ p-)v — 5 div(p.v @ v) — =p.v - Vv

2
~V{pL +6(p2 +p2)} +pef + g (3.3)
et p. désigne la solution du probleme
ap; + div(p.v) — eAp. = ah dans G, (3.4)
Oype = 0 sur 0G, (3.5)

/G o di = /G hda. (3.6)
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En accord avec le théoreme 1.1, nous savons que le probleme (3.4)-(3.6) admet une unique
solution p. € W*P(G), p € (1,00). Ainsi, nous sommes assurés que F(p.,v) € [LP(G)]?
et le lemme 1.7 garantit l'existence d’une unique solution u. = Ty (v) € [W*P(G)]? du
systeme elliptique (3.1)-(3.3). Par suite, les théorémes d’injections de Sobolev prouvent
que l'opérateur Ty, t € [0, 1], est convenablement défini. Remarquer alors que construire
un couple de fonctions (p., u.) satisfaisant les propriétés (e-1)-(e-2) revient a chercher un
point fixe u. de Uopérateur T' = T’y et a vérifier que le couple (p., u.) qui lui est associé
par la définition de T'; satisfait les propriétés (e-3)-(e-4). Pour cela, nous allons utiliser
la théorie du degré topologique de Leray-Schauder. Le lecteur intéressé par les grandes
lignes de cette théorie pourra se reporter a I'annexe C. Avant cela, nous démontrons deux
résultats préliminaires.

Affirmation n°® 1 On suppose que u. € Wy (G))? satisfait u. = T(u.). Alors il existe
une constante Cpir = (G, 8,7, 9,¢, f, g, h) indépendante de t telle que
[ue 1,00 < Chy-
Autrement dit,
0 (I-T)(0D), D={weWy QP [wlie<Cpusl}.

Preuve. Soit u. € Wy >°(G)]* un champ de vecteurs satisfaisant u. = T(u.), t € [0,1].
En accord avec le théoréme 1.1, pour tout p € (1,00) il vient que p. € W*P(G) et par
suite il découle du lemme 1.7 que u. € [W?P(G)]3. Par ailleurs, le couple (p.,u.) associé
a u. (cf. la définition de 'opérateur T';) est solution de 1’équation

t t
at(h + po)ue + 3 div(p-u. ® u.) + gPete - Vu, — piAu. — (p1 + p2)V div u,
+tV{p? +6(p? + )} = tp.f + tg p.p. dans G.

Pour des raisons similaires a celles de la remarque 2.7, toute fonction ¢ € [Wol PG,
p € (1,00), est une fonction test admissible de cette équation. Apres quelques intégrations
par parties, en testant cette équation par ¢ = u., on arrive a

ot / (h+ p) w2 dz + /{mwe\? o+ o) (div )} d
G G

yrel B G-1 61
2t [ (o= =1 da

+25at/(p€ — h)?dz + 55625/ P2V p. | dr + 255t/ Vp.|* dx
G G G

Ly / (0 — (™ — V) +
v—=1 Ja

St/(p5f+g)-uad:p+£t/(h—p€)h“/—1dx
G vy—1 Ja

;ﬁ_o‘lt /G(h — po )WV da + 250t /G(h = pe)hdz. (38.7)

Pour se ramener a cette inégalité, on a entre autres utilisé 1'identité

Vs € (1, 00), / Vol -u.de = — i / div(p.u.)ps ! dx
@ L/

S —

—as [ = n N de [ (oo - e | App s
G G s—1Ja

s—1

+
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complétée par les observations suivantes

Vs €(1,2), —¢ i /Apgpgldx
s—1 a

S

= —€
s —11-0+

lim [ A(pe + D) (p. +1)* tdr = es lim /(p8 + 1)¥72|Vp.|* dx > 0,
c =0 Ja

S

Vs € (2,00), —¢

/Apepjldxzas/pjz\Vpe\Qd:c.
1 Je ¢

A Taide de l'inégalité de Holder et de la condition (3.6), on majore le membre de droite
de l'inégalité (3.7) par

H{lo:llo,s Nl Flloo + llgllo.s)l[eacllos + (G, B, MG o + [1Pllgo + [1Bll5c)}- (3:8)

Puisque L*(G) C L5(G) et [HY(G)]* C [L5(G)]?, en utilisant I'inégalité de Young, on
peut estimer le terme (3.8) par

H{e(G)(:llo38l[ Fllo.co + lIgllo, ) I Vtello2 + (G 5,7, h) )

c(G)”
(11500102 15,55 + l1gllg. s ) + (G 8,7, h) + lol| Ve [5 o} (3.9)
2l0 5

<

s
Par ailleurs, noter que &3 [, p2~%|Vp.|* dz = 5 [, |V (p2)|* dz. Prenant en compte cette
remarque, de (3.7), (3.8) et (3.9) il vient alors que

B
2
e

IVauelloo + V(252 < co(G, B, v,e, £.9, h) (L + [lpe 5 30)- (3.10)

Par suite, d’apres les injections de Sobolev, il en résulte que

||p6||€,35 S Cl(G7ﬁ77787 f797 h)<1 + ||p5||%,3ﬁ)7

d’ott, puisque 3 > 2,
||p6||0,3ﬁ SCQ(G7ﬁ7’Y7€7 f7g7h) <311)

En accord avec (3.10), ceci implique que

”u€”172 §C3<G7577757f797h)- (312)

Soit G = —p.u. + aB(h — p.) ou B est 'opérateur de Bogovskii introduit dans le
lemme B.1. Les estimations (3.11), (3.12) complétées par le lemme B.1 nous permettent
d’affirmer que |G|, ez < ca(G, 3,7,¢, f,g,h). Ainsi en appliquant le lemme 1.6 & (3.4)

B2

et en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger pour (p. — h), on trouve que

||p6||1 68 S 05(G7ﬁ77757 f7g7 h)
> B+2

66

Brs < 6, a ’aide des injections de Sobolev, on en déduit 'inégalité suivante

Puisque 3 <

||p6||0700 < 06(G7ﬁ77787 f7ga h)
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qui elle méme implique que || F(p, u.)|-13 < (G, B,7,¢, f,g,h). Alors, d’apres le

lemme 1.7, complété par les injections de Sobolev, on peut affirmer que

\V/p € [17 00)7 ||u6||0,p S C(G)HUEHLS S CS(G7ﬁa’ya€7 fvg7 h)

Ainsi, pour tout p € (2, 00), || F(pe, ue)|_; p < (G, B,7,¢, f,g,h). En particulier, pour
’p+

tout ¢ € (3,6), on a ||[F(p,u.)||-14 < co(G, e, B,7,¢, f,g,h). Une fois encore le lemme
1.7, ajouté aux injections de Sobolev, justifie que

||u€||0,00 S C(G)Huenl,q S ClO(Gaﬁ777€7 fagv h)v q € (3a 6)

Revenons sur G. Clairement pour tout p € (1,00), [|Gllop < c11(G, 5,7,¢, f,g, h). Alaide
du lemme 1.6, de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger pour (p. — h), on en déduit que pour
tout p € (1, 00),

||p6||1,p S 612(G7 ﬁa Y&, f7g7 h)

De cette inégalité provient alors Uestimation ||F'(pe, u.)|lo2 < c13(G, B, 7.¢, f,g,h) qui,
complétée par le lemme 1.7, nous permet d’affirmer que

||u5||2,2 S 014(G7ﬁ77757 fvgv h)

Par conséquent || F(p:,u.)|os < c15(G,3,7,¢, f,g,h) et de nouveau, en accord avec le
lemme 1.7 et les injections de Sobolev, on a

[t 100 < c(G)||Ucll2s < c16(G, 8,7, €, f, 9, ).

Pour conclure la preuve il suffit de poser Cpiy = c16(G, 3,7,¢, f,g,h) + 1. a

Affirmation n°® 2 Llopérateur H : D x [0,1] — [Wy™(G)]® défini par H(-,t) = T(-)
est une homotopie de transformations compactes.

Preuve. Montrons que H(-,t) : D — [W;™(G)]® est un opérateur compact. Pour tout
p € (1,00), la norme [LP(G)]? de tF(p.,v), avec F(p.,v) définie en (3.3), est majorée par

o(G,p: B, H (I llooe + llellip)wlleo + loellpllvll o
-1 -1
(Pl oe + 10:llo5e + llpclloce) 1V oellop + llpellopll £lloco + llgllos?-
Comme v € D, le théoreme 1.1 justifie I'estimation ||p.||2, < ¢(G, p, €, Cpiy, h) pour tout

p € (1,00), ce qui entraine que t||F(p.,v)llo, < c(G,p, 5,7, €, Cpy, £, g, h)t. Mais alors,
le lemme 1.7 implique que

¥p € (3,00), Vo € D, [|H(v,t)ll2p < (G, p.B.7,,Cpiy, £, 9, ).

A T'aide des injections compactes de Sobolev, cette inégalité permet de conclure que pour
tout ¢ € [0, 1], Popérateur H (-, t) est compact.

Soient v € L C D et s,t € [0,1]. Alors la différence H (v,t) — H (v, s) est solution du
probleme (3.1)-(3.2) dans lequel le membre de droite de I'équation (3.1) doit étre remplacé
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par (t — s)F(pe,v). En suivant une démarche analogue a celle utilisée précédemment, on
trouve que

vp € (37 OO>7 Vo € LJ ||H<’U,t) - H(UVS)HZP S C(G7p75777€7 Cptf7fuguh)‘t - 8"

En accord avec les injections de Sobolev, cette inégalité nous permet d’affirmer que pour
tout v € L et tout s,t € [0,1], on a

||H(Ua t) - H(”a S)Hl,oo S C(G7p7 57775a Cptf7 .fagv h)|t - S|’
Ceci acheve la preuve de 'affirmation 2. O

Pour tout ¢ € [0, 1], 'existence d’au moins un point fixe de 'opérateur H (-, t) est une
conséquence des affirmations n°® 1 et 2. En effet, lorsque ¢ = 0, le lemme 1.7 garantit que le
probleme (3.1)-(3.2) admet une unique solution u? = 0. Compte tenu de la définition du
degré de Leray-Schauder, deg(I — H (-,0), D,0) = £1. Les affirmations n° 1 et 2 justifient
I'application du théoreme C.4 qui, pour tout ¢ € [0, 1], assure que

deg(I — H(-,t),D,0) = deg(I — H(-,0),D,0) = £1.

Ainsi, du théoréme C.3 découle l'existence d’au moins un point fixe ul de l'opérateur
H(-t),t € [0,1]. Associons y la fonction p’ solution du probleme (3.4)-(3.6) avec v = u’.
Il s’en suit que le couple (p., u.) = (pl, ul) satisfait bien les propriétés (e-1), (e-2).

3.2 Inégalité d’énergie, bornes uniformes

Noter tout d’abord que I'inégalité d’énergie (2.36) n’est rien d’autre que (3.7) dans
laquelle t = 1. Pour les mémes raisons que celles qui ont conduit a I’estimation du membre
de droite de (3.7) par (3.8), celui de (2.36) peut étre majoré par

1p:llo,s 1 Fllo.collcllos + llgllo.s luellos + e(G, B, MRG0 + 121l e + Rl ).  (3:13)

Par ailleurs 23 > £ et [Hj(G)]* € [LS(G)]?. Ceci étant, (2.36), (3.13), Ihypothese (1.3)
et I'inégalité de Young impliquent en particulier que

IVuelge + el Voello < e(G, 8,7, £.9. 1) (1 + llp-[15.26)- (3.14)

Le lemme B.1 garantit que la fonction ¢ = B(p? — |—é‘ fG p? dy), on B est Popérateur de
Bogovskii appliqué & G, est un champ de vecteurs de [Wy”(G)]?, p € (1, 00), satisfaisant

IVellop < (G, p)llpelos: (3.15)

Compte tenu de la remarque 2.7, il est clair que ¢ est une fonction test admissible
de 'équation (2.33). Ainsi, apres quelques intégrations par parties aisément justifiées,
I'équation (2.33) testée par ¢ donne l'identité suivante :

1
/pl*ﬁdfc+5/(p§5+p§”)dw=?/{p2+5(p?+p§)}dfv (/ pfdy)
G G ‘ | G G

+oz/(h + p)u. - pdr + /{ulv'ua Ve + (p1 + p2)(divu,)(dive) } de
a G

6
1 o : 1 S

—— / peuiul 00" do + = / peulOjule' do — /(pef +9) pdr= Z I. (3.16)
2 Ja 2 Ja G o
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1 28-2
L'inégalité d'interpolation [|p:(lo,s < [|p=[lo7 " lp=[lg25 » la condition (2.35) et les inclusions

L*(G) C LP(G) C L*(G) entrainent que

2-2)3
L] < (G, 8,7, B) (1< 113 5 + Nz llg 25 + IIpEIIS,m)IIpaHgE% 24 (3.17)

En accord avec l'inégalité de Holder, linclusion [L*(G)]* C [L%(G)]g, I'inégalité de
Poincaré, (3.14) et (3.15), on a

oo < (G B.7 F.g, W)L+ [lpel5ap) 10 llgs (3:18)

53—3

|| < llpe + hllozslluzlosllelly,

A T’aide de I'inégalité de Schwarz, de (3.14) et de (3.15), I3 peut étre majoré comme suit :
|13] < el Vool Veplloz < ¢(G. 8,7, £ g, h) (L + [[pello.2s) o110 26- (3.19)

A condition que l'inclusion [L*(G)]**® C [Lﬁéi’*((}’)]3X3 soit vraie, i.e. que 3 > 3, de
I'inégalité de Holder et des estimations (3.14) et (3.15), il vient que

74| < cllpellozslluc sl Veelly oo < e(G, 8,7, .9, W)L+ |lp:llg 20) lpellg g (3:20)
i3-3

1,98 68 .
Puisque 3 > 3, en utilisant P'injection [W, **~*(GQ)]® C [LQS?B (G)]? et, une fois encore,

(3.14) et (3.15), on trouve que

5] < cllpellozsllucllos|Vuclozllelly o < (G, 5,7, f.9,h)(1 + 19213 251110 25-

(3.21)
Enfin, I'inégalité de Holder, I'injection [LS(G)J® C [L%(G)]?’, I'inégalité de Sobolev et
(3.15) impliquent que

ol < llpllozsll flloccllllo 22 +lglloelellos < c(G. B, £,9) 1+ Ipelo2s)llellg 25 (3-22)
En regroupant les estimations (3.17)-(3.22) dans I'identité (3.16), par le biais de 'inégalité
de Young, on conclut finalement & l’estimation (2.37). Par suite, en accord avec (3.14),
les estimations (2.38) et (2.39) en découlent. La preuve de la proposition 2.4 est donc
complete. O

4 Preuve : Etape n°2

Cette section est consacrée a la preuve de la proposition 2.3. Tout d’abord, nous
construisons un couple de fonctions (p,w) satisfaisant les propriétés (G-1)-(G-4). Pour
ce faire, nous utilisons 'argument de compacité du a P.L. L1ONs [46, Theorem 6.4] dont
nous détaillons la démonstration et ce, parceque notre objectif est de fournir une preuve
complete du théoreme 2.1. Dans un deuxieme temps nous vérifions que le couple (p,u)
ainsi construit, possede en outre la propriété (G-5).
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4.1 Construction d’une solution (cadre général)

Soient d, @ € (0, 1] fixés. Considérons une suite {e,}nen+ C (0,1], lim,, oo, = 0 et
associons y par la proposition 2.4 la suite {(pe, , ., ) }nen+. Ici, sauf mention explicite du
contraire, nous ne ferons pas la distinction entre une fonction définie sur un domaine O
de R3 et son prolongement par zéro a 'extérieur de O. De plus, pour alléger les notations,
nous écrirons plutot (p.,u.) et ¢ — 07 au lieu de (p.,,u.,) et n — oo. Au vu des
estimations (2.37), (2.38) et (2.39), on peut supposer qu'il existe des fonctions p, u, p7,
02 et pP telles que modulo I'extraction de sous-suites et lorsque & — 0

u, — u dans [H'(R*)]?, u =0 p.p. dans R*\ G,
u, — u dans [LY(G)]?, ¢ € [1,6),
pe — p dans L**(R*), p >0 p.p. dans G, p =0 p.p. dans R*\ G, (4.2)
pl — p7 dans L¥(R3), p? — p? dans LP(R?), p? — p7 dans L*(R?),
7 =p?=pP =0p.p. dans R*\ G,
eVp. — 0 dans [L*(G))?. (4.4)

(4.1)

(4.3)

uelques intégrations par parties, licites d’apres la propriété (e-1), justifient la chaine
q g par p P prop J
d’égalités suivante :

1 o 1 [ 1 o
é/paugajuzgoldx:—a/ dlv(pgua)ue-cpd:v—a/pgugueﬁjcp dx
G G a
1

=——a/(h—pa)ue-sodx+§/Vpa-Vua-sodx

2 Ja 2 Ja

+E/0jp€ul jgoldx——/pguguwj(pzdx, e € [D(G)). (4.5)
2 Je 2 Ja

On rappelle que 1'équation (2.32) est satisfaite p.p. dans G. A la limite quand ¢ — 07,
on récupere I'équation (2.24) dans D’'(G). Par suite, puisque p € L**(G), u € [HL(G)]? et
a(h—p) € L¥(G), du lemme 1.1 on déduit la validité de (2.24) puis, d’apres le lemme 1.4,
celle de (2.25) pour toute fonction b € C*(]0, o)) satisfaisant (1.8) et (2.7). Par ailleurs,
a l'aide des convergences (4.1)-(4.4) et de (4.5), on peut passer a la limite dans 1’équation
(2.33). On obtient

1 3 _ .
éahu + —apu + div(pu @ u) — 1 Au — (p + pe)Vdivu + V{p7 + §(p> + p%)}

2
= pf + g dans [D'(Q)]°. (4.6)

Au vu de (4.6), pour conclure que le couple (p,u), défini par (4.1)-(4.2), satisfait les
propriétés (G-1)-(G-4), il suffit e.g. de démontrer que

p(p) =07 + 60+ p%) = p(p) = 9" + 8(p* + p°) p.p. dams G. (4.7)

Puisque la fonction ¢t € Ry +— 7 + §(t* + t7) est strictement convexe, ceci revient a
démontrer la convergence forte dans L'(G) de la suite {p.}. vers p. Pour ce faire, nous
allons démontrer deux lemmes intermédiaires avant de conclure dans un troisieme.
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Lemme 2.2 Pour toute fonction b € C'([0,00)) satisfaisant (1.8) et (2.7) avec A\; = 0,
on a

p(p)b(p) — (2p1 + p2)b(p) divu = p(p) b(p) — (21 + p2)b(p) divu p.p. dans G, (4.8)

ot p(p)b(p), b(p)divu et b(p) sont les limites faibles quand € — 0 des suites correspon-
dantes.

Preuve. Dans le théoreme 1.2, on pose

1 1
II, = p(pa)> be = b(Pe), F. = paf +9— O./(h + pe) - 5,05’“5 -Vu,, q. = épeua ;

1 1

Clairement, en accord avec les convergences (4.1)-(4.4), on a

I, — I dans L*(G), (4.9)

b. — b dans L* (@), (4.10)

pef +g—alh+ pJuc = pf + g —alh+ pu dans [LF75(G)F,  (411)
q. — g dans [L75 (G)P, (4.12)

TL.b. — p(p)b(p) dans L7 (G), (4.13)

b. divu. — b(p) divu dans L%(G). (4.14)

D’autre part, puisque Bﬁ—fi” > 8. de (4.1) et (4.12) il vient que

peulu! — pu'y? dans D'(G), 4,7 =1,2,3.

De plus, le passage a la limite ¢ — 0% dans la formule (4.5) donne

— lim [ p.uldjuip'de = 5&/(p —h)u-pdr — 3 / puu'0;¢" dz, o € [D(G))?.
Q 0

e—=0t Jo

Ainsi, en remarquant que 1’équation (2.24) reste vraie pour toute fonction test de 1’espace
H} (@), on en déduit que

1 L 1 L
— lim Gpeugﬁjuéwz dx = §/Gpu]8julgol dz, ¢ € [D(G)]*.

e—0t

Etant donné que la suite {p.uZd;u’}. est uniformément bornée par rapport a ¢ dans

[L%(G)]?’, il s’en suit que
F. ~ F dans [L7%(Q)]°. (4.15)

Enfin, au vu des équations (2.24), (2.32) et des convergences (4.1)-(4.4), on a

1 1 1
divg, = éa(h — pe) + éeApE — éa(h — p) = div q dans H'(G). (4.16)
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Noter que ;—ﬁg > 2. Alors les convergences (4.1), (4.9), (4.10), (4.12), (4.15) et (4.16)

garantissent que les hypotheses du théoreme 1.2 sont satisfaites pour p = w = 2, r = 203

et s = 466%. La conclusion de ce théoreme dans la présente situation n’est rien d’autre
que 'identité (4.8). D’ou le résultat. O

Soit 0 < # < 1. Au vu de l'estimation (2.37), apres d’éventuelles extractions de sous-
suites, on peut supposer que

Pl =17 dans LT (G),  plp:)pf — p(p)p” dans L7 (G). (4.17)

Lemme 2.3 Soient les hypothéses de la proposition 2.3 et 0 < 6 < 1. Alors

o () +aw{ (7))

> ah+ % {W —p(p) F} (F) ! dans D'(R?). (4.18)

Preuve. Tout d’abord, puisque pour tout p € (1,00), p. € W2P(G), il est facile de vérifier
que pour toute fonction b € C*([0,00)), on a

Ab(pe) = div(' (pe)Vpe) = V" (p) [V pe|* + ' (pe) Ape p.p. dans G.
En outre, si on suppose que la fonction b est concave, il s’en suit que
V(p-)Ap. > Ab(p:) p.p. dans G. (4.19)

Soit I € (0,1]. On pose b(t) = (t + ). Cette fonction satisfait les hypotheses du lemme
14 (f = a(h — p:) + €Apey, A1 =0, Ay = 1) dont la conclusion complétée par (4.19) nous
permet en particulier d’affirmer que

abd(p. +1)? 4+ div((p. + D°u.) + (0 — 1)(p. + 1) divu, > abh(p. + 1)
+0l(p. + 1) divau, +efdiv((p. + 1)?'Vp.) dans D'(G). (4.20)

Au vu des estimations (2.37) et (2.39), quitte & extraire des sous-suites, lorsque ¢ — 07,
on peut supposer que

(p- + 1) = (p+ 1) dans L7 (G), (4.21)
(p +1)? divu. — (p + 1)? divu dans LB%(G). (4.22)

En conséquence, de la convergence forte (4.1), il vient que
div((p- 4+ 1)?u.) — div((p + 1)%u) dans D'(G). (4.23)

Par ailleurs, noter que (p. +1)?~1 < 171, Ainsi, quitte & extraire une sous-suite, lorsque
e — 07, on peut également supposer que

(pe + 1)1 5 (p+1)-1 dans L™(G), (4.24)
(pe + 1)t divu, — (p+ 1)1 divu dans L*(G). (4.25)
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Enfin, utilisant a nouveau cette observation, couplée a la convergence (4.4), on trouve que
g0 div((p. +1)""'Vp.) — 0 dans D'(G) quand £ — 0*. (4.26)

Regroupant les informations (4.21)-(4.26), le passage a la limite ¢ — 07 dans 'identité
(4.20) implique la suivante :

ab(p+1)? +div((p + 1))
>1-0)(p+1)0divu + abh(p+ 1)1+ 0l(p + 1)~ div w dans D'(G). (4.27)

En remplagant e.g. p, p, wet f par (p+1)%, 22, uwet —ab(p+ 1)+ (1—0)(p + 1) divu +
abh(p+ 1)1+ 0l(p + 1)~ divu, il est facile de vérifier que les hypotheses du lemme 1.2,
Q) = G, sont satisfaites. Il s’en suit que l'inégalité (4.27) reste vraie dans D’(R?). Par

suite, en accord avec le lemme 1.5 dont les hypotheses sont vérifiées pour b(t) = té, on en
déduit que dans D'(R3) on a

a(m)ﬁdiv{(m)%% (g _1) (G+07) divu

> { <% - 1) (o+ )P dive -+ ahlp+ )7L+ 1(p+ )P Ldiv u} ((p T z)e) " (428)

D’apres le lemme 2.2 appliqué a b(t) = (t +1)?, cette inégalité a pour conséquence directe

a(W)éeriv{(m)éu}

o (e - e ) ()

+ah(p+ )7 ((p+1)) R oy e (Go+17)

>

1
0

1
dans D'(R%).  (4.29)

Noter alors que de la convexité de la fonction t — tl’é, t > [ > 0, provient I'inégalité
_ \1-d

((,0 + l)9> " < (p+1)° T p.p. dans G. Cette observation insérée dans (4.29) implique
que

1
571

«(@57) + i {(GF) ) 2 o+ G ()
(1-6)
e 12

1_

(P07 =) 407} ((r+17)" dans D'RY). (4.30)

Pour conclure, nous allons passer a la limite [ — 07 dans (4.30). Tout d’abord, on sait
que pour ¢ > 0 on a |(t +1)? — %] < 01° + o(l). D’autre part, la semi-continuité inférieure
faible de la norme L'(G) nous permet d’affirmer que

[+ 07 = Pllos < limin (o +1)° = ]l
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De ces deux observations, on tire aisément la convergence forte dans L'(G) de la suite
{(p+ )7}, vers pP. Puisque (p+1)? — p? € L7 (G), d’apres I'inégalité d’interpolation

_ S | 1—n)8
G+ = Flon < [+ 17 - ARG+ =PI, 5 =+ E 00

et la semi-continuité inférieure faible de la norme L% (G), on déduit alors la convergence
forte dans LP(G), p € [1,2), de la suite {(p +1)?}; vers p?. Il en résulte que

2 20 (/9" _ (7" g
Va € (0,55), Vg € [1,25), (<p+ ) ) - (p ) dans LI(G). (4.31)
Par des arguments tout a fait semblables, il est possible de démontrer que
2
wre (L2, BT I — b dans L'(G). (1.32)

Enfin, en accord avec la semi-continuité inférieure faible de la norme L?*(G) et la borne
(2.39), on voit que

Ul(p + 1)1 div oz < Uliminf ||(p. + Dt divaop < 1 lim inf || div we o, < cl’.
e—0 e—0

(4.33)
Le passage a la limite [ — 07 dans (4.30) pour récupérer (4.18) est alors justifié par (4.31)
avec e.g. a =3 oua =3 — 1, (4.32) et (4.33). Dol le résultat. O

Lemme 2.4 Pour tout p € [1,203), la convergence de la suite {p.}. vers p, est forte dans
LP(G).

Preuve. En soustrayant I’équation (2.24) de l'inégalité (4.18), il vient que

(1-10)
0211 + pi2)

ar + div(ru) > {W —p(p) pe} (F) = dans D'(R?)

1

our = (E) " p. La convexité de la fonction t — t%, t > 0, implique que r < 0 p.p. dans

G. En conséquence, on a

1=9 {p0)” =) 7} () T ds DR, (439

021 + p12)

Choisissant dans (4.34) la fonction test particuliere ¢ € D(R?), supp ¢ C Bag, 0 < ¢ <1,
¢ = 1 dans Bg et R > 0 suffisamment grand pour que G C Bpg, on se ramene a l'inégalité

suivante :
| (oo =0 2} (7)" ax <o

Par ailleurs, d’apres le lemme A.20 (monotonie de la pression p(p) = p7 +§(p*+ p”)) , on

div(ru) >

sait que {p(pa)pg — p(pa) E} > 0 p.p. dans G. On en déduit que

{p(p)pe —@F} (E) o ! =0 p.p. dans G. (4.35)



52 2. EQUATIONS STATIONNAIRES EN DOMAINES BORNES

De cette identité, il résulte immédiatement que

p(p)p” = p(p) p° p-p. dans {p* > 0}. (4.36)
A nouveau, d’apres le lemme A.20, on sait que p*+? — o5 p? > 0 p.p. dans G, s > 1. Par
suite, au vu de (4.36), on a

st — % pf =0 p.p. dans {p? >0}, s=1~,2,0. (4.37)

D’autre part, la convexité de la fonction ¢t € Ry +— t#, s > 1, implique que (F)ﬁ <
p*t0. Ainsi, (4.37) combinée a cette information montre que

P ((7)* — ) <0 p.p. dans {¢? >0}, s=17,2,8. (4.38)

Noter alors que (p?)7 < p® puisque la fonction t € R, +— t7, s > 1, est convexe. A partir
de (4.38), cette observation justifie la suivante :

(7)" < ¢ pp. dans {p? >0}, s=1,2,. (4.39)

Or la concavité de la fonction t € Ry — #3 implique que (F)% > p? p.p. dans G. A ce
stade, nous avons donc démontré que p° = (p?)% p.p. dans {p? > 0}, s = 7,2, 3. Les
inégalités p* < p° et p? < p? provenant respectivement de la convexité de la fonction
t € Ry — t° et de la concavité de la fonction t € Ry t’ permettent alors de - conclure
que p* = p® p.p. dans l'ensemble {p? > 0}, s = ~,2, 3. Ainsi, p. — p dans L'({p? > 0}).
L’interpolation de L entre L' et L?” et la semi-continuité inférieure faible de la norme
L*¥ donne alors pour tout p € [1,23) la convergence forte de la suite {p.}. vers p dans
LP({p? > 0}). En ce qui concerne I'ensemble {p? = 0}, il est évident que

01 _ 01 — —
/Qpel{peo}dxﬁfﬂp 1{p9:0}d:c—0.

Autrement dit, la suite {p?}. converge vers 0 dans L'({p? = 0}). On en déduit aisément
que pour tout p € [1, %), p? — 0 dans LP({p? = 0}). Par suite

23 23

Va € (0, ?), Vg € [1, —0), p® — 0 dans LI({p? = 0}). (4.40)

a
Au vu de (4.2), en posant a = § dans (4.40), il vient que p = 0 p.p. dans {p? =0} et le
lemme en découle. O

4.2 Inégalité d’énergie (cadre général)

Pour terminer la preuve de la proposition 2.3, il reste a vérifier que le couple (p, u)
précédemment construit, satisfait I'inégalité d’énergie (2.27). Pour ce faire, il suffit de faire
tendre ¢ — 07 dans (2.36). Justifions brievement ce passage a la limite. Tout d’abord,
remarquer que

855/p52|Vp€\2dx+255/ Vp:?dx >0
G G

et qu'en accord avec 'hypothese (1.3), v — ([, {p1|Vo|? 4 (1 + p2)(div v)Z}dq:)% est
une norme équivalente sur [Hg(G)]3. La semi-continuité inférieure faible de cette norme,
la convergence (4.1), le lemme 2.4 et e.g. le théoreme de convergence de Vitali permettent
alors de conclure. La preuve de la proposition 2.3 est donc complete. O
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4.3 Bornes uniformes (cas particulier)

Pour chaque n € N*  la proposition 2.3, appliquée avec G = €2, (cf. lemme 2.1),
f=17f.9=g,et h=h, (cf(2.23)), assure l'existence d'un couple de fonctions (p,, u,)
satisfaisant les propriétés (n-1)-(n-5). Dans cette section, nous prouvons que pour chaque
n € N*, ce couple (p,,u,) satisfait également les estimations (2.30) et (2.31).

Majorons dans un premier temps le membre de droite de 'inégalité d’énergie (2.29).
D’une part, en accord avec (2.22), on a

/ (hn — po)h ™z < |52 ( / e+ / pndx)szmumns,w,ﬂ,s:v,ﬁ,z
n Qn Qn

D’autre part, en utilisant les inégalités de Holder, de Sobolev et de Young, on trouve que

' 50 15

/ (Pnfrn+9,)  undr <|lpof +gllosallunllose, < c(F,g) L+ [lonlloso)Vunloze,
H1
< c(f,9) L+ llpallos o) + 7!\Vun!\3,z,m-

En insérant ces deux bornes dans (2.29), la positivité de h,, et p, sur €2, et 'équivalence des

. 1 . .
normes [V los, et (1] Vatnl g, (i) | div uaflos, ) sur [H3(€,)] impliquent
en particulier que

IVunllozo, < (€ f,9, )1+ [lpallog o) < (2, F,9,h) (1 + llpnllo2s.0)- (4.41)

Le fait que la norme de p, qui apparait dans cette inégalité soit une norme sur 2 est
essentiel pour la suite. En effet, le systeme (2.20) testé par une fonction ¢ € [D(Q)]?
s’écrit
[+ 8065+ ) div o =
Q
1
+§a/(h + 3pn)u, - pdx + /{ulv'un Ve + (1 + po) divu, div ¢} dx
Q Q

—/pnun@)un :Vedr — /(pnf—l—g) ~pdr. (4.42)
) Q

Ceci étant, nous laissons le soin au lecteur de vérifier par densité qu’en vertu des propriétés
(n-1) du couple (pn,u,), toute fonction ¢ € [H(Q)]* est une fonction admissible dans
l'identité (4.42). Considérons alors la fonction

B étant l'opérateur de Bogovskii introduit dans le lemme B.1 dans lequel on pose G = €2,
lemme qui garantit que @ € [Wy ()], p € (1,2] (pn € L**(Q,)), ainsi que I'inégalité

IVellops < e p)lpally o0 (4.43)
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Pour cette fonction test, I'identité (4.42) se réécrit

1
/pﬁ{p2+5(pi+p5)}dfv= —/pﬁdy/{pl+5(pi+p§)}dx
Q Q| Ja Q

1
+§a/(h + 3pn)u, - pdx + /{ulv'un Ve + (1 + po) divu, div ¢} dx
Q Q
5
—/pnun®un:Vgod:v—/(pnf+g)-gadx:ZIk. (4.44)
@ @ k=1

A ce stade, il suffit de répéter les arguments (3.17)-(3.20) et (3.22) en prenant garde de
toujours ramener la norme L° de wu, sur €, pour que I'inégalité se Sobolev soit justifiée
puisque, on le rappelle, u,, € [H3(€,)]>. On obtient

lPnllo2se < e, £, g, h), (4.45)

qui en accord avec (4.41) implique que
||vun||0,2,Q S ||Vun||0,2,ﬂn S C(Q7 f7g7 h) <446)

ou ¢(Q, f,g,h) est une constante qui ne dépend ni de n ni de . Ainsi sont prouvées les
estimations (2.30) et (2.31). O

5 Preuve : Etape n°3

Dans cette section, nous nous concentrons sur la preuve de la proposition 2.2. Par
le biais des résultats démontrés a la section 4, nous construisons un couple de fonction
(Pas Ua ) satisfaisant les propriétés (a-1)-(a-4), puis nous montrons qu’il satisfait également
les propriétés (a-5) et (a-6). Comme dans la précédente section, la distinction entre une
fonction définie sur un domaine @ C R? et son prolongement par zéro a l'extérieur de
ne sera pas faite.

5.1 Construction d’une solution

Soient 0, v € (0,1] fixés. Considérons la suite {(pn, w,)}nen+ dont chaque terme est
construit a la section 4 et satisfait les propriétés (n-1)-(n-5) ainsi que les estimations
(2.30) et (2.31). En accord avec celles-ci, on peut supposer qu’il existe des fonctions p,,

Uy, E, p_g et pg telles que modulo 'extraction de sous-suites et lorsque n — oo,

u, — u, dans [H*(R*)]?, u =0 p.p. dans R? \ Q,

u, — u, dans [LY(Q)]?, ¢ € [1,6), (5.1)

Pn — pa dans L?(Q), p, > 0 p.p. dans €, (5.2)

pl — pl dans L¥(Q), p2 — p2 dans L°(Q), p2 — pf dans L*(Q), (5.3)

Py, — Patt, dans [LffG—i’»(Q)]?’, Py @ Uy — Pally @ U, dans [L%(Q)]gxg. (5.4)
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Ceci étant, on peut passer a la limite dans les équations (2.19) et (2.20). On trouve que

apo + div(paus) = ah dans D'(9), (5.5)
1 3
5Nt + Sapatia + div(patta ® ta) = AU = (11 + 12)V div g
+V {0k + 6(02 + p2)} = paf + g dans [D'(Q)) (5.6)

Vérifions maintenant que p, satisfait la contrainte (2.14). L’équation de continuité
(5.5), testée par la fonction @, introduite en (1.1.4) s’écrit

1
/(pa —h)®,, dx = — / Pally + VO, dx.
Q Q

o

Clairement, lorsque m — oo, le membre de gauche de cette égalité tend vers fQ(pa —h)dzx.
De plus, puisque u,, € [H}(Q)]3, I'inégalité de Hardy, complétée par I'appartenance de p,,
a lespace L?%(Q) C L?(2), entraine la convergence du membre de droite vers zéro. D’out
I’affirmation annoncée.

Le prolongement de I’équation de continuité (5.5) dans D’(R?) est une application
directe du lemme 1.1 dans lequel p, u et f sont remplacées par p,, u, et a(h — p,). Dans
cette situation, le lemme 1.4 assure alors la validité de I’équation (2.15) et ce pour toute
fonction b € C'([0,00)) satisfaisant (1.8) et (2.7). Pour aboutir & la conclusion que le
couple (pa,us) défini par (5.1)-(5.2) satisfait les propriétés (a-1)-(a-4), compte tenu de
I'équation (5.6), il suffit de démontrer que

p(pa) = pa + 0(p2 + pa) = p(pa) = pL + (0% + p2) p-p. dans Q. (5.7)

A nouveau, puisque la fonction t € Ry — 7+ (% +t7) est strictement convexe, (5.7) est
équivalent & la convergence forte dans L*(€2) de la suite {p, }, vers p,. Nous conclurons
a cette convergence apres avoir énoncé et démontré deux résultats intermédiaires. Cette
démarche est analogue a celle qui a permis de démontrer le lemme 2.4.

Lemme 2.5 Pour toute fonction b € C'([0,00)) satisfaisant (1.8) et (2.7) avec Ay = 0,
on a

P(Pa)b(pa) = (21 + 112)b(pa) div the = p(pa) b(pa) = (21 + p12)b(pa) div e p.p. dans €2,

(5.8)
0t p(pa)b(pa), b(pa)divu, et b(py) sont les limites faibles quand n — oo des suites
correspondantes.

Preuve. On pose

1 3
p(pn), bn=0b(pn), Fn=pf+g-— 50N, = SAPUR, Gy = Pt ;

3

1
p(pa)a ba - b(ﬂa), Fa = poz.f +9— §ahua - éapauon 4, = PaUq.

I,
I,
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Clairement, au vu des convergences (5.1)-(5.4), on a
II, — I, dans L*(€2), (5.9)
b, — by dans L*(Q), (5.10)
F, — F, dans [L73 (Q)]°, (5.11)
q, — q, dans [L%(Q)]‘g, div q,, — div g, dans L*’(Q) (5.12)
Moby — plpa)blpa) dans LA<1(Q2), by divu, — b(pa) div ug dans LA (Q).  (5.13)

Noter que 26 > 2. Ainsi, l'injection compacte L2*(2) cC H~'(Q) et (5.12) impliquent

que div q,, — divgq, dans H~ (). Remarquer également que ;—ﬂ,’ > 2. Par conséquent,
les convergences (5.1), (5.9)-(5.12) garantissent que les hypotheses du théoréeme 1.2 sont
satisfaites pour p = w = 2, r = 20 et s = ;—g, théoreme dont la conclusion dans la
présente situation n’est rien d’autre que I'identité (5.8). La preuve du lemme 2.5 est donc

complete. O

Soit 0 < § < 1. En accord avec 'estimation (2.30), apres d’éventuelles extractions de
sous-suites, on peut supposer que

2

Pl — o dans L% (), p(pa)p’ — p(pa)pl dans L7 (). (5.14)
Lemme 2.6 Soient les hypotheses de la proposition 2.2 et 0 < 0 < 1. Alors

(i) +a{ () w.

(1-0) — [\ 7!
Zah+7{ )Pl — D(pa g} ( g) dans D'(R?). 5.15
2 ) P(pa)pl — plpa) Ph ¢ (P (R%) (5.15)
Preuve. Il suffit d’adapter a la présente situation les arguments exposés dans la preuve
du lemme 2.3 débutant apres (4.19). O

Lemme 2.7 Pour tout p € [1,20), la convergence de la suite {p,}, vers p, est forte dans
LP(Q)).

Preuve. Il suffit d’adapter a la présente situation la preuve du lemme 2.4. O

5.2 Inégalité d’énergie, bornes uniformes

En accord avec I'inégalité d’énergie (2.29), il est clair que pour tout n € N*| le couple
(pn, w,,) satisfait

“/ (h + pu)ln|? o + / [V + (1 + o) (div )} da
Q Q

Yo 1 1 yre 51 51
—h)(pl=  —h")d —h —h d
o /Q(pn (o7 Yo+ 5 /Q(pn ) (08 ) da

+25oz/(pn—h)2dx§ /(pnf+g).und:erﬁ/(h—pn)hv_ldx
Q Q v—=1Jq

0B
B—1

+

/(h — pu) P dr + 260 / (h — pp)hdz. (5.16)
Q Q
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Des arguments similaires a ceux exposés dans la section 4.2 et adaptés a la présente
situation, justifient le passage a la limite n — oo dans (5.16) et conduisent a l'inégalité
(2.16). Quant aux estimations (2.17) et (2.18), elles découlent directement de (2.30), (2.31)
et de la semi-continuité inférieure faible des normes L?*(Q) et [H}(2)]3. Ainsi, la preuve
de la proposition 2.2 est complete. O

6 Preuve : Etape n°4

Cette section est dévouée a la preuve de la proposition 2.1. En suivant une démarche
analogue a celle adoptée dans les précédentes sections, nous utilisons la proposition 2.2
pour construire un couple de fonctions (ps, us) satisfaisant les propriétés (6-1)-(0-4). Nous
prouvons ensuite qu’il satisfait également les propriétés (4-5) et (0-6).

6.1 Construction d’une solution

Soit ¢ € (0, 1] fixé. Considérons une suite {a, }nen< C (0, 1], lim,, .o a;, = 0 et faisons
y correspondre par la proposition 2.2 la suite {(pa,, Ua, ) }nen-. Comme auparavant, la
distinction entre une fonction définie sur un domaine O de R?® et son prolongement par
zéro a l'extérieur de O ne sera pas faite et nous préférerons les notations (pq, uq) et a — 07"
plutot que (pa,, Ua, ) €t n — co. En accord avec les estimations (2.17) et (2.18), on peut

supposer qu’il existe des fonctions ps, ug, p_}, p_g et p? telles que modulo 'extraction de
sous-suites et lorsque a@ — 07,

uy — us dans [H'(R?)]?, us = 0 p.p. dans R* \ Q,

6.1

u, — us dans [LY(Q)]?, ¢ € [1,6), (6.1

pa — ps dans L (R?), ps > 0 p.p. dans Q, ps = 0 p.p. dans R*\ Q, (6.2)
pl — p] dans L?(R?’), p? — pZ dans LP(R?), p? — E dans L*(R?), (6.3)

68

Patla — psus dans [LF3 (R®)]?, patte ® uq — psus @ u;s dans [L%(Rg)]gxg. (6.4)

En conséquence, du passage a la limite & — 07 dans les équations (2.11) et (2.12), il vient
que

div(psus) = 0 dans D'(R?), (6.5)

div(psus @ us) — s Aus — (1 + o)V divas + V{p] + 6(53 + p)}
= psf + g dans [D'(Q)]° (6.6)

Les hypotheses du lemme 1.4 dans lequel p et w sont remplacées par ps et us sont
clairement satisfaites. S’en suit alors la validité de I’équation (2.6) et ce pour toute fonction
b satisfaisant (1.7), (1.8) et (2.7). L’objectif étant de démontrer que le couple (ps, us) défini
par (6.1) et (6.2) satisfait les propriétés (6-1)-(9-4), il reste a prouver que

pps) = p3 +6(p% + p3) = plps) = p3 + 6(p3 + p3) p.p. dans Q, (6.7)
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ce qui, rappelons le, revient & prouver la convergence forte dans L'(Q) de la suite {pq }a
vers ps (t € Ry +— 7 + §(t? + t9) strictement convexe). Semblablement aux précédentes
sections, cette démonstration sera découpée en plusieurs lemmes intermédiaires.

Lemme 2.8 Pour toute fonction b € C'([0,00)) satisfaisant (1.8) et (2.7) avec Ay = 0,
on a

p(ps)b(ps) = (21+112)b(ps) div ws = p(ps) b(ps) = (2p1+p2)b(ps) divus p.p. dans 2, (6.8)

ot p(ps)b(ps), bps) divaus et b(ps) désignent les limites faibles quand o — 0 des suites
correspondantes.

Preuve. On pose

1
o =p(pa); ba=0b(pa), Fo=paf—+g-— 50U = A aUa; o = Palta

2
s =plps), bs=0blps), Fs=psf+g, qs=psts.

Des convergences (6.1)-(6.4), il découle alors que

I, — Il ansL

b, — bs dans L

), (6.9)
(9, (6.10)
F, — F, dans [L73 (Q)]°, (6.11)
qo — 5 dans [L7F(Q)F,

(6.12)
divq, =a(h — ps) — 0 = div g5 dans L**(Q)
[I,be — p(ps)b(ps) dans LﬁQ_fl(Q), (6.13)
b div u, — b(ps) div us dans L%(Q), . (6.14)
Pour conclure, noter que L**(Q) cc H(Q) (26 > 2), 6 +3 > 2 et appliquer le théoreme
12avecp=w=2,r =23 et s = 2. D’on le résultat. O

B+3°
Soit 0 < 6 < 1. D’apres l'estimation (2.17), quitte & extraire des sous-suites si
nécessaire, on peut supposer que

Pl — o8 dans LF(Q),  pl(pa)pts — plps)h dans L5+ (). (6.15)

Lemme 2.9 Soient les hypothéses de la proposition 2.1 et 0 < 6 < 1. Alors

div { <p_§>% ué} = % {p(pa)pg — p(ps) p_g} (P_g)%_l dans D'(R?).  (6.16)

2011 + pio
Preuve. Soit [ € (0,1]. On pose b(t) = (t+1)?. Alors, le lemme 1.4 appliqué avec p = pq,
p= %, u = u, et f =a(h— p,) garantit en particulier que
al(po + 1) + div((pa + D) + (0 — 1)(pa +1)? div ug
= af(h+ D) (pa + 1) 4 0l(po + 1)’ divu, dans D'(R?). (6.17)
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Compte tenu des estimations (2.17) et (2.18), apres d’éventuelles extractions de sous-
suites, on peut supposer que (p, + 1)? — (ps +1)? dans L¥(w), (pa + 1) divu, —

(ps + 1) div us dans Lﬁ%(w) lorsque @ — 0T, w designant tout domaine borné de R3.
S’en suit la convergence div((pa + 1)?us) — div((ps + 1)?us) dans D'(R3). Par ailleurs,
(pa +1)771 < 1%L Ainsi, quitte & extraire des sous-suites si nécessaire, on peut supposer
que (po + 1)1 2 (ps +1)7-1 dans L=(w) et (po + 1) divu, — (ps + 1)1 divus dans
L*(R)3. Ces convergences en téte, on passe a la limite & — 07 dans (6.17). On obtient

div((ps + 1)0us) = (1 — 0)(ps + 1)° divus + 0l(ps + 1)~ div us; dans D'(R?).  (6.18)

Soit alors b(t) = to. En accord avec le lemme 1.4 complété par le lemme 2.8, de (6.18) on
déduit que

-1

D=

div { ((pa + l)9>é Ua} = ﬁ {p(pa)(pa +1)? = p(ps) (ps + l)e} ((pa + l)g)

1
+H(ps + 1)1 divus ((pg + l)e) " dans D'(R?). (6.19)

La derniére étape de la preuve consiste a faire tendre [ — 07 dans (6.19). Pour cela,
comme a la fin de la preuve du lemme 2.6, il suffit d’adapter les arguments présentés dans
celle du lemme 2.3 a partir de (4.30). La preuve du lemme 2.9 est donc complete. a

Lemme 2.10 Pour tout p € [1,20), la convergence de la suite {p,}a vers ps est forte
dans LP().

Preuve. En soustrayant I’équation (2.1) de I’égalité (6.18), on trouve que

(1-6)
0211 + o)

div(rsus) = G- A} (A) " dms D@ (620)

=

ours = (p_g) " — ps. Choisissant alors dans (6.20) la fonction test ¢ € D(R3), supp ¢ C
Bor, 0 < p <1, p =1dans Bg et R suffisamment grand pour que {2 C Bpg, on récupere

1

/Q {p(ps)p§ —p(ps) p_g} (P_g) [

En découle immédiatement que

pps)pl = p(ps) P} p-p. dans {p} > 0}. (6.21)

Noter alors que dans la situation actuelle, cette identité est 'analogue de (4.36) et qu'il
suffit donc d’adapter les arguments présentés dans la preuve du lemme 2.4 a partir de
(4.36) pour conclure. D’ou le résultat. O
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6.2 Inégalité d’énergie, bornes uniformes

Pour achever la preuve de la proposition 2.1, il reste a démontrer que le couple (ps, us)
construit ci-dessus satisfait les propriétés (9-5) et (6-6). Tout d’abord, en remarquant que

o / (h+ po)lual do + 1% / (Po— W) — ) da
Q vy—1Jq

B—1Jg @

et a 'aide de la convergence forte (6.1), du lemme 2.10, de la semi-continuité inférieure

1
faible de la norme équivalente sur [Hg(Q)]2, v — ([, {p|VV|* + (1 + p2)(divw)?} dz)?,
et e.g. du théoreme de convergence de Vitali, on effectue le passage & la limite o — 0%
dans (2.16) pour finalement conclure a I'inégalité d’énergie (2.8).

Remarque 2.8 Avant de poursuivre, nous souhaitons insister sur le fait que pour les
Valeurs vye (3,30 hypothese (1.4) va étre cruciale dans 'obtention des estimations (2.9)

et (2.10) alors que jusqu’ici elle n’était pas indispensable du fait de la présence de la
pression artificielle.

Ayant a Uesprit ’hypothese (1.4), par I'inégalité de Holder on peut majorer le membre
de droite de I'inégalité d’énergie (2.8) par ||ps]|o, 6 | £ 0,00l 2s o, 6lpysey + lallo, 6 |lusllos et
en déduire, en utilisant les injections de Sobolev que

IVaslo < (2 £.g){1+ llpsllos Loz - (6.22)

Soit # € (0, 1] un réel qui sera fixé de maniere optimale ultérieurement. On pose

1
sozB(p?—@/ngdy)

olt ps = pg + 0(p3 + pg ) et B désigne 'opérateur de Bogovskii introduit dans le lemme
B.1. En accord avec la remarque 2.3, cette fonction ¢ peut étre utilisée comme fonction
test de ’équation (2.2) puisque, d’apres le lemme B.1, elle satisfait

Vi<p<z, [Vellop < c(Q0)psllo - (6.23)

N

Apres quelques intégrations par parties, I’équation (2.2) testée par ¢ implique que

/ 1+9d;c—/p5d:c |Q|/p5dy—|—/{,u1Vu5 Vo + (11 + pe) divus div g} do

—/p5u5®u5:V<pd:c—/(p5f—i—g gode[k (6.24)
Q

k=1

Majorons les intégrales I1-1,. L’inégalité de Holder, I'inclusion LP(Q2) C L?(Q) et I'inégalité

d’interpolation || ps|lo,s < |lpslle sl F (ig)s» 5 > 1, dans laquelle a, = ﬁ, impliquent
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que

__6
unswnHﬂ/nmwm%HG
1—a (1-a (1—a
< o(, M, B, ) {Ilpsl5 o + 0l pslly ras + osloaons) Hipslld 1o (6.25)

En accord avec les inégalités de Schwarz, (6.22), de Holder et d’interpolation

_ 5v(1+60) —6
a 1—a o
1osllo,s < NlpsllGallosllo ivoyr @ = 61+ 0) =6 (6.26)
on a
|1Ia| < el Vuslloz | Veelloz < e, £ 9){1 + llosllo,e 152 IPsl0,140
< (2 My, £, 9041+ 10515 0y, Lo 3y HIps 6 1 (6.27)

Sous les conditions § < # et 14+60 > %, les inégalités de Holder, (6.22), (6.26) et

6(140)
inclusion L'*(Q) C L) (Q) impliquent que
13| < ||P<5||0,(1+0)v||ua||§,6||V90||0,%
< C(Q, £.9)pslloaror L +llpsllo,c Loz Y2106 ll] sw00s0)
34 (140) -3
(1—a
< (M., £.9)osloean {1+ ool sy Hpsllse (6.28)

L’inégalité de Holder, les injections de Sobolev, (6.23), I'inclusion L*?(Q) ¢ L¥*(Q) et la
condition 1+ 6 > % justifient les majorations

[ < (lpsllo.aronllFlly,_sazo +lgllo.s)liellos < c(€ £, 9) A + llpslo.aror)IVepllos
< e F,9) 1+ llpsllo.aron)Ipsloze < e f.9) (1 + lpsllo.arop)Ipslo e (6:29)

En insérant les estimations (6.25), (6.27)-(6.29) dans l'identité (6.24), on trouve que

2(1—a)+1
1Dsllo.1r0 < e, M, 3,7, £,9)[(lpsll 40y T ||P6||o((1+gJr sy

(1—a (1—a (1—a
{1+ 5(||P6||0 1+é6)g + ||p5||0 1+B0)ﬂ) + ||p6||0(1+79 + [l psllo,1+o)y }]

inégalité de laquelle découle la suivante :

(1—a)+1
Hp(SHW 1+9)7+5”p5”0 (1+6)3 = < C(Q M, ﬁ 'va g)[(||p5”0 (1+6)~ + ||105||0 1+9))+7 )1{'y>%}
(1—a (1—a 1-a
L 0o+ NosIS G2y + sl + osllousan . (6.30)

Pour conclure a (2 9), il suffit d’utiliser I'inégalité de Young dans (6.30) puis de remarquer
que 0 = 2”’ 3 < v <3eth=1sivy>3est optimal. L'estimation (2.10), quant a elle,
est une Consequence immédiate de (6.22), et (2.9). Ceci termine la preuve de la proposition
2.1. O
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7 Preuve : Conclusion (Etude du probléeme d’origine)

Cette section constitue l'ultime étape de la preuve du théoreme 2.1, étape qui consiste
a construire une solution faible renormalisée a énergie bornée du probleme d’origine (1.1),
(1.2), (1.5) et (1.6) a partir de la proposition 2.1 démontrée auparavant. C’est ici que
va apparaitre 'adaptation au cas stationnaire de I’approche introduite par FEIREISL [16]
pour traiter les valeurs v > % dans le cas non stationnaire.

7.1 Construction d’une solution

Considérons une suite {0, tnen+ C (0, 1] telle que lim,, ., 0, = 0 et associons y par la
proposition 2.1 la suite {(ps, , us, ) }nen=- Une fois encore, la distinction entre une fonction
définie sur un domaine O de R? et son prolongement par zéro a l'extérieur de O ne sera
pas faite et nous préférerons les notations (ps, us) et 6 — 0T aux notations (ps, , us,) et
n — oo. D’apres les estimations (2.9) et (2.10), on peut supposer qu'il existe des fonctions
p, u et p7 telles que modulo I'extraction de sous-suites et lorsque § — 0T,

us — u dans [H'(R?*)]?, w = 0 p.p. dans R*\ Q,

7.1

ws — w dans [L/(Q)F, g € [1.6). =

ps — p dans LS(V)(R:S), p>0p.p. dans Q, p =0 p.p. dans R*\ Q, (7.2)
pd — p7 dans LY (R*), p7 = 0 p.p. dans R*\ Q, (7.3)

6s(v) 3s(v)
psus — pu dans [Ls(zﬂlﬁ‘ (R*]?, psus @ us — pu @ u dans [L St (R?)]?72. (7.4)

Par ailleurs, d’apres 'inégalité d’interpolation ||pslloqs < [lpsll§ 1 llos] (1]7;(2)5, dans laquelle
T
s s(vy)— Zo aSl—a 1—a)B
b<n < et a = FUSES, on peut éarire ae 8l pall o < (3,7, M)3I - loslly
Puisque % < % <1< @ (v > 2), il vient alors que
op2 — 0 dans L'(R®), 6p) — 0 dans L*(R?). (7.5)

Au vu des convergences (7.1)-(7.5), on peut passer a la limite 6 — 07 dans les équations
(2.1) et (2.2). On trouve alors que le couple (p, w) défini ci-dessus satisfait I’équation de
continuité (2.1) au sens des distributions dans R? ainsi que

— 1 Au — (g + po)Vdivu + div(pu @ u) + Vp7 = pf + g dans [D'(Q)]°. (7.6)

Remarque 2.9 Si on suppose que % << g, les hypotheses du lemme 1.4 ne sont pas

vérifiées par p, p = @,

davantage pour prouver que le couple (p, u) possede la propriété (iii) de la définition 2.1.

u et f = 0 puisque % < 2. Dans ce cas, il faut travailler

Dans la suite, nous démontrerons tout d’abord que la propriété (iii) est satisfaite par
le couple (p, u) ce qui, conformement & la remarque précédente, n’est pas immédiat. Nous
terminerons par la preuve de la convergence forte vers p dans L'(Q2) de la suite {ps}s.
Ceci étant, puisque la fonction ¢t € R, — t7 est strictement convexe, on aura p7 = p?
p.p. dans Q et nous pourrons donc conclure (cf. (7.6)). Cette démarche fait I'objet des
prochains paragraphes.
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7.2 Flux effectif visqueux

Comme dans les précédentes sections, la quantité appelée usuellement « flux effectif
visqueux » possede certaines propriétés remarquables. En particulier :

Lemme 2.11 Pour toute fonction b € C([0,0)), on a

pYbe(p) — (2p1 + p2)bi(p) divw = p7 b(p) — (21 + p2)bi(p) divw p.p. dans Q,  (7.7)

dans laquelle by, est définie en (1.1.18) et pYbi(p), br(p) divu sont les limites faibles des

suites {p(ps)br(ps)}s dans L%(Q), {br(ps) div us}s dans L*(Q), tandis que by(p) est la
limite x-faible de la suite {by(ps)}s dans L>®().

Preuve. On pose

s =p] +0(p2+05), bs=0bi(ps), Fs=psf+g, as=psus;

Des convergences (7.1)-(7.5), il découle immédiatement que

s(v)

II; — IT dans L™ (2), (7.8)
bs = b dans L™®(Q), (7.9)
Fs5 — F dans L*"(Q), (7.10)
gs — q dans [Ls?igzr)fi(())]g, divgs; =0 — 0 = div g dans W_l’s?i()zr)fi(()), (7.11)
Tsbs — p70e(p) dans L5 (), (7.12)
bs div us — b(p) divu dans L*(Q) (7.13)
S’en suit alors que les hypotheses du théoreme 1.2 sont satisfaites pour p = S(,;Y), r = 00,
s=s(y), w= S?i()l)G et par suite la validité de (7.7). D’ou le résultat. O
7.3 Une fonction de coupure bien utile
Soit £ > 0. On définit la fonction T} : R, — R, par
t sitel0,k
Ti(t) = stt € [0k), (7.14)
k sit>k.
Clairement, T}, € C°([0,00)), (T}), € L>((0,00) N C°([0, k) U (k, 0)) et vérifie
T(t) = t] < 21gezpy, [EH(T)5 (1) = Ta(t)] < Te(t)Liezny- (7.15)

Ensuite, en accord avec les inégalités a¥ — b7 > (a — b)Y et |Tj(a) — T(b)| < |a —b], vraies
pour tous 0 < b < a < 0o, on remarque que

Vs,t >0, [Tu(t) — Te(s)* < (7 — 87)(Tu(t) — Ti(s)), (7.16)
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tandis que D'inégalité |{ps > k}| < 1 [, pslips>r} dv < 1 [, ps dz < 2L nous assure que

1 1

p s()
195 l0,5(+)- (7.17)

M\ p sC
vp € [Ls(0)), Nlpslipsziillon = |
Si on dénote par Ti(p) la limite *-faible de la suite {T%(ps)}s dans L>°(Q2), la propriété
(7.15) et I'inégalité

IT5(p) = pllop < liminf |T%(ps) = psllo.
< 21im inf [lps1 2o, < CRT 77, WL < p < s(9),

sont des justifications possibles de la convergence

Vp e [1,s(vy)), Ti(p) — p dans LP(Q) quand k — oo. (7.18)
En utilisant des arguments tout a fait analogues, on pourra aisément vérifier que
Vp e [1,s(vy)), Ti(p) — p dans LP(Q) quand k — oo. (7.19)

Pour conclure ce paragraphe, nous démontrons 1’analogue de ’observation cruciale de
FEIREISL [16] qui va remplacer I'information manquante p € L*(f2) dans la théorie du
transport de DIPERNA et P.L. L1oNS [12].

Lemme 2.12

sup limsup || T3 (ps) — Ti(p)llo5+1 < € (7.20)
k>0 §—0*

ot la constante ¢ ne dépend ni de k ni de 9.

_ 5(2)
Preuve. Si on dénote par p?Ty(p) la limite faible dans LTV(Q) de la suite {psTk(ps)}s,
on a

[T - T} o

= Jim [ (53 = ") (Tilps) = Tuo)) da+ [ (57 = p)(Tilp) ~ o) d

6—0t

Puisque les fonctions ¢ — t7 et ¢t — T} (t), t > 0, sont respectivement convexe et concave,
la positivité du deuxieme terme du membre de droite est immédiate. Ceci étant, a ’aide
de (7.7) et (7.16), on obtient

lim sup / |Th(ps) — Te(p)" d < (21 + o) / (Tk(p) divu — T (p) div w) dx
Q Q

6—0*+
= (2u1 + p2) 5lir(r)1+ /(Tk(p(g) — Ti(p)) div us dz. (7.21)
=0t Jo

En tenant compte de (2.10), le terme du membre de droite de (7.21) peut étre majoré par
¢ lim / {(Tk(ps) = Te(p)) + (T (p) — Ti(p)) } div us dz
=0t Jo

< climsup | Te(os) — (o) ol div sl < elimsup [Te(ps) = Tu(o)llossn-
6—0t

6—0t

L’inégalité de Young permet alors de conclure. O
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7.4 Equation de continuité et solutions renormalisées

Dans ce paragraphe, nous revenons sur le probleme évoqué a la remarque 2.9. Plus
exactement, nous prouvons que le couple (p, u) construit auparavant est une solution de
35

I'équation de continuité renormalisée (1.10) méme pour les valeurs v € (3, 3).

Lemme 2.13 Soit b une fonction de la classe (1.7), (1.8) et (1.9) avec p = s(7y). Alors
le couple (p,u) est solution de l’équation (1.10).

Preuve. Tout d’abord, on suppose que b € C'([0,00)). D’apres le corollaire 1.1 dans
lequel on choisit b(t) = ¢, pour tout k£ > 0, on voit que

div(Ty(ps)us) + {ps(Tr)" (ps) — Ti(ps)} divus = 0 dans D'(R?).

On dénote par {p(T}), (p) — Tx(p)} diveu la limite faible quand 6 — 0 de la suite
{{ps(T)" . (ps) —Tx(ps) } div us}s dans L*(R?) puis on passe a la limite dans cette équation.
Alors, pour tout k£ > 0, on trouve que

div(Ti,(p)u) = —{p(Tr) (p) — Tu(p)} divu dans D'(R?).

Soit R > 0. Le corollaire 1.1 appliqué a Ty(p), p = oo, w, —{p(T%)"(p) — T(p)} divu et
br avec b € C1(]0,00)) garantit ensuite que pour tout k et tout R > 0,

div(ba(Ti(p))u) + {Ti(p) (br), (Ti(p)) — br(Ti(p))} divu
= —{p(T1:)' (p) — Ti(p)} divw (br)’ (Ti(p)) dans D'(R?). (7.22)

Or, lorsque k — o0, (7.18) et le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue montrent
la convergence dans D'(R?) vers div(bg(p)u) + {p(br)’. (p) — br(p)} divu du membre de
gauche de (7.22). La norme L'(2) du membre de droite, quant a elle, peut étre majorée
par

max [V'(s)] | {p(Tk)(p) = Ti(p)} divu| do

SE[O,R] ‘ Qg

ou Qp ={z € Q, Ti(p)(z) < R}. De plus, en accord avec la semi-continuité inférieure
faible de norme L', on sait que

Hp(T3)4 (p) = Ti(p) } divfjo op < liminf |[{ps(Tk)’ (ps) — Tii(ps)} divusso,n.on.

A Taide de I'inégalité de Schwarz, de (7.15) et de I'interpolation de L?*(Q2z) entre L'(Qg)
et L7T1(Qg), le membre de droite cette inégalité peut étre estimé par

10s(Tk) (p5) — Ti(ps)llo,2.0x] divus|lo2.0x

-1 241
< | Tk(p5) L5k lo2.r | divusllozan < cllTk(ps) Lips=k o7 pll Tk (05) Lips2kilo s 1.0,

Ayant a Uesprit que Ty(ps) < ps, on se sert de (7.17) avec p = 1 pour obtenir que

limsup || 7% (ps)1{ps>k}ll0,1,0, — 0 quand k& — oo.
0—07t
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D’autre part, en accord avec le lemme 2.12, on se rend compte que

lim sup | 74(05) Lips 3l lov1.00 < Timsup |72 (ps) = Telp)llovv + (o) om0

6—0t 6—0t

< c+ RIQ.

Ainsi, lorsque k — oo, le membre de droite de I’équation (7.22) tend vers 0 dans L!(€).
Par conséquent, apres le passage a la limite quand k£ — oo dans (7.22), on trouve que

div(br(p)u) + {p(br)'(p) — br(p)} divu = 0 dans D'(R?). (7.23)

Pour conclure, il suffit de faire tendre R — oo. Pour ce faire, remarquer tout d’abord qu’a
I'aide des propriétés (1.8), on a

5s(7)

_5g
1br(P)Lipzmyllo,e < cRM D780 pl oyl &0,

s(v) =

()
1{p(br)s (p) = br(P)} 12y o2 < cRY D 1o myllo2 (),

puis que [ps br(p)u - Vodz, ¢ € D(R?), peut s’écrire comme la somme des intégrales
Jos 0(P)Lipemyu - Vo du et [ br(p)1g>ryu - Vo da. La premiere intégrale converge vers

\ 53(7)
Jus b(p)1- Vg d et Ta seconde est majorée par cRA D= oL 05 [l Voo
et donc, tend vers zéro quand R — oo. L’analyse de la convergence de 'autre terme de
(7.23) est tout a fait analogue. Noter simplement qu’elle fait apparaitre la condition

p
Ao < 2.

Dans le cas ou b satisfait (1.7), (1.8) et (1.9) avec p = s(7), on copie mot a mot la
preuve du lemme 1.4 & partir de (1.1.16). D’ou le résultat. O

7.5 Convergence forte de la densité

Pour conclure la preuve du théoreme 2.1, dans ce paragraphe nous démontrons la
convergence forte de ps vers p.

Lemme 2.14 Pour tout p € [1,s(7)), la convergence de la suite {ps}s vers p est forte
dans LP(2).

Preuve. Soit £ > 0. On définit la fonction Ly : R, — R par

tint 1t k
Lty =4"" sitel0k), (7.24)

tlnk+t—Fk site [k, 00).

Alors il est clair que Ly vérifie (1.7) et (1.8) avec \; = 0 et Ay = 1. En outre, L; peut
s'écrire Ly (t) = Sk(t)+ (Ink+1)t ou Sy, satistait (1.7), (1.8) et (1.9) puisque |S}(¢)] < c(k)
sit>1ettS,(t) — Sp(t) =tL,(t) — Li(t) = Ti(t). Par conséquent, en accord avec (2.6),
on a d'une part

div(Li(ps)us) + Ti(ps) divus = 0 dans D'(R?).
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Soit R > 0 tel que 2 CC Bg. Alors, en choisissant comme fonction test la fonction
0 €D(R?),0< <1, p=1dans By et ¢ =0 dans B*?, on en déduit aisément que

/ Ty(p) divudz = 0. (7.25)

Par ailleurs, d’apres le lemme 2.13, on sait que
div(Li(p)u) + Ty(p) divau = 0 dans D'(R?)

et pour la méme raison que celle évoquée ci-dessus, on en déduit aisément que

/ Ty(p) divudr = 0. (7.26)

En injectant les identités (7.25) et (7.26) dans l'inégalité (7.21), on voit que

limsgp/ Tk (ps) — Ti(p) " dz < || Ti(p) — Ti(p)llo2]| div o,
0—0 Q
1

_ a1 o
< cl|Tu(p) = Te(p)llo7 1Te(p) = Te(p)llo7+1,
d’ot1, compte tenu de (7.18), (7.19) et (7.20), on extrait la propriété suivante :

lim limsup || 7% (ps) = Ti(p)llo,54+1 = 0 (7.27)

k—oo 5*>0+

Puisqu’a l'aide de l'inégalité triangulaire et de la formule (7.17) avec p =1, on a
lps = plloa < llps = Tilps)llox + 1 Tk(ps) — Te(p)llox + 1 Tk(p) — plloa

1
M\'"®
: (?) 10sll0,s¢v) + 1 Tk(ps) — T (p)llox + 1T (p) = pllo,1,

la convergence ps — p dans L'(2) quand § — 0T est une conséquence directe de (7.19)
et (7.27). Pour conclure, il suffit d’interpoler LP(€2) entre L'(Q2) et L*(£2). La preuve du
lemme 2.14 et donc du théoreme 2.1 est complete. O
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Suite logique du chapitre 2, celui-ci a pour but d’exposer nos travaux sur ’existence de
solutions faibles des équations de Navier-Stokes stationnaires, compressibles et barotropes
en régime isentropique, considérées dans des domaines non bornés, et plus particulierement
dans des domaines extérieurs ou dans des domaines présentant plusieurs sorties a l'infini
(coniques, cylindriques) de 'espace a trois dimensions. On retrouvera ces travaux sous une
forme plus concise dans article [58]. Bien qu’étant étroitement lié au chapitre précédent,
celui-ci n’en nécessite pas la lecture une fois la proposition 2.2 considérée comme acquise.
Il est donc volontaire de notre part de répéter certaines notions déja introduites dans le
chapitre 2. Tout au long de ce chapitre, et sauf mention explicite du contraire, n désignera
un entier positif supérieur ou égal a deux.

1 Formulation du probleme et résultats principaux

Avant tout, nous rappelons la définition d’un domaine a n sorties coniques.

Définition 3.1 Soit {s1,...,s,}, n € N*, des points de R®. Par C;, i = 1,...,n, on
dénote le cone de révolution d’aze de symétrie la droite A;, de demi-ouverture 0; € (0, ),
et de sommet s;. On dira que Q@ C R3 est un domaine a n sorties coniques de classe C*Y,

keN,0e(0,1] si
(1) il existe un nombre réel Ry > 0 tel que

Vij=1,...m i#j, C)RNC)R=0 et Q=(QNBg)ulJiCc)™

i=1

ot pour tout R > Ry, (C)® =C;\ B(s;,R), i=1,...,n et By = Ui, B(si, R) ;
(2) la frontiére O est localement de classe C*9.

Dés que 2 désignera un tel domaine, on utilisera les notations suivantes :

Qr=0N0Bp and QF =0\ By =|]J(C)".

i=1
Dans la suite, par souci de clarté et sans perte de généralité, on supposera Ry = 1.

Soit € un domaine extérieur ou a n sorties coniques de R3, & frontiere Lipschitzienne.
Nous nous intéressons au systeme d’équations de Navier-Stokes stationnaires

div(pu) = 0 dans (2, (1.1)
div(pu @ u) — 1 Au — (g + po)Vdivu + aVp” = pf + g dans Q, (1.2)

ol a > 0 est une constante et dans lequel nous supposons les coefficients de viscosité
et o constants et satisfaisant également les contraintes physiquement raisonnables

2
H1 > 0, g,ul + o > 0. (13)
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Pour simplifier les notations, dans la suite, nous considérons a = 1. Ici, comme nous le
verrons apparaitre plus loin, nous devons imposer a la constante adiabatique v I'hypothese
technique

v > 3. (1.4)
Comme dans le chapitre 2, les inconnues de ce syteme d’équations sont la densité p(z),
r € Q, et la vitesse u(z) = (u'(z),v*(z),u*(x)) du fluide, et les champs de vecteurs

fl@) = (f'(2), f2(2), f2(2)) et g(z) = (9'(x), 9°(2), (7)), = € Q, sont des données du
probléme. D’autre part, pour que le systeme (1.1)-(1.2) soit bien posé, nous le complétons
en imposant les conditions usuelles de non glissement

u = 0 sur 0f). (1.5)

Nous prescrivons également le comportement a l'infini de la densité et de la vitesse du
fluide en nous plagant dans la situation naturelle d’'un écoulement constant a I'infini. Dans
le cas d’un domaine extérieur, ceci se traduit par les conditions

‘ l‘im p(x) = po >0 et ‘l‘im u(z) = 0. (1.6);
Lorsque €2 est un domaine a n sorties coniques C;, ¢ = 1,...,n, ces conditions s’écrivent
|llim plx)=p; >0, i=1,....n et lllim u(z) = 0. (1.6)2

z€C;
Remarque 3.1 Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 < p, < --- < p; < 00.

Dans ce chapitre, nous traitons de 'existence de solutions appelées « solutions faibles
a énergie bornée » des problemes (1.1), (1.2), (1.5), (1.6); et (1.1), (1.2), (1.5), (1.6).
Précisons des a présent cette notion dans chacun des cas (domaines extérieurs, domaines
a n sorties coniques).

Définition 3.2 (Cas extérieur) Une solution faible a énergie bornée du probléeme (1.1),
(1.2), (1.5), (1.6); est un couple de fonctions (p,w) satisfaisant

(i) p€ L(Q), p>0 p.p. dans Q et (p — ps) € LF(Q) N L2 (Q), u € [Dy*(Q)?;
(i1) Uéquation de continuité (1.1) au sens des distributions dans R3, & condition qu’il
soit prolongé par zéro a l'extérieur de §2 ;
(111) ’équation de mouvement (1.2) au sens des distributions dans ) ;

(iv) linégalité d’énergie
[l + o+ o) iva)do < [ (of +9) - wie (1.7
Q Q

Remarque 3.2 Soient les fonctions b: Ry — R telles que
be C[0,00)) NCYH(0,00)), Fe>0, INg <1, Vte(0,1], V()] < ct™, (1.8)
dont le comportement a I'infini est donné par

Je >0, AN, A €R, VE> 1, |6 (1)] < ct™, [t (t) — b(t)| < ct?2. (1.9)
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Au vu de cette définition, le lemme 1.4 implique que le prolongement par zéro a l’extérieur
de © de toute solution faible a énergie bornée (p, w) du probleme (1.1), (1.2), (1.5), (1.6);
est une solution de I’équation de continuité renormalisée, i.e. de I'équation

div(b(p)u) + {pb'(p) — b(p)} divu = 0 dans D’(R?) (1.10)
et ce pour toute fonction b de la classe (1.8) et (1.9) avec
1< M <y—1 et 0< X <H. (1.11)

Avant de donner I'analogue de cette définition dans le cas d’'un domaine a n sorties
coniques, nous devons introduire la notion de flux sortant & travers chaque sortie C;.
Désignons donc par €2 C R? un domaine & n sorties coniques de classe C%!. Soient p > g
et (p,u) € L2 (Q) x [Dy*(Q)]* un couple de fonctions satisfaisant

loc
div(pu) = f dans D'(R?) (1.12)
a condition que (p,u) et f € L{ (), ¢ € (1,00), soient prolongées par zéro a I'extérieur
de Q. Introduisons ensuite les ensembles

§>2 A ={¢eD(Bs), £=1in(C;)3, £=0in ()%, j# 1},
Bi={(eC®Q), E=1m (C)3, £=01n (C;)3, j # i}

Clairement, la restriction du champ de vecteurs pu & s, resp. & (C;)5, i = 1,...,n, est

un élément de l'espace E"(£y), resp. E"((C;)3), r = min(p(:{’ﬁ, q) (cf. A.6 pour la définition
de ces espaces). D’apres le théoreme A.40, on sait qu'il existe des opérateurs linéaires

Byt BT () — W (9,)
VS ET((C)S) = WIET(O(C)S), i =1,...n,

satisfaisant

Yv € [COO( 2)]37 ’?u(v) =v- V|¢9927
Yo € [C((CH, 1.(v) = v Vyeps.

En outre, le théoreme A.40 garantit également la validité des formules de Stokes suivantes :

Yo € EN(Q), ¥n € W' (Qy), < Au(v), vo(n) >= / (0-Vy+ydive)de  (1.13)
Qo

Yo € E"((C)S), ¥n e W' ((C)S),

<7,il-('v),70(77) >:/ (v-Vn+ndive)dz, i=1,...,n, (1.14)
(C)s
dans lesquelles vy denote I'opérateur de trace usuel. Pour ¢ = 1,...,n, considérons deux

fonctions &, & € B;. Alors il est clair que n = & — & € C®(Qy) et n = 0 dans (C;)3,
2
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j =1,...,n. Par ailleurs, on peut toujours construire une fonction ¢ € D(ég) telle que
¢ =1 dans Q_% Ceci étant, on pose 11 = ny. Alors 77 € D(By), 7 = n dans Qy, et puisque

P'extension par zero de 7j en dehors de By appartient & D(R3), au vu de I'équation (1.12),
on peut écrire que

—/ pu-Vﬁd:c:/ fndx & — [ pu-Vidr= [ fndx
R3 R3 By Bs

i.e / pu - Vndx + fndx =0.
Q2

Q2

En accord avec la formule de Stokes (1.13), il en découle que

< Ywlpw), §iloa, >=< Yu(pu), &lon, >, V&1,8 € B;. (1.15)

Cette propriété induit tout naturellement la définition suivante du flux sortant ®; du
fluide a travers chaque sortie conique C;, i =1,...,n :

P, =< i,,(pu),ﬂam >, { € Bz (116)

Soit ensuite une fonction € € A7, S > 2. En conséquence, & € B; et le prolongement par
zéro a lextérieur de Bg de & est un élément de I'espace D(R3?). Avec £ comme fonction
test de I’équation (1.12), a 'aide des formules de Stokes (1.13) et (1.14), on voit que

—/ pu - VEdr = f&dx
R3 R3

i.e. —/ pu~V§dx—/ pu - VEdr = ffdx—l—/ fedx.
= ()3 2 €3

Autrement dit,

- < 75,2<pu)>€‘8(cz)§ >=< ’S/V<pu)>€‘392 >, £ € A;gv S>> 2. (117)

Pour terminer cette parenthese sur les flux, il est important de noter qu’a l'aide de (1.12)-

(1.15), et du fait que la fonction n = > ", & — 1, & € B;, appartienne a C*(€,) et soit

telle que n = 0 dans (C;)%, j = 1,...,n, on peut calculer la somme des flux sortants &
2

travers chaque sortie conique C; comme-suit :

> 0 =<A(pu), (O & = Dlan, > + < Aulpw) oo, >= [ fdz, &€ B (1.18)
i=1 i=1 Q2

Nous pouvons maintenant introduire la notion de solution faible a énergie bornée du
probleme (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)3 :

Définition 3.3 (Cas des sorties coniques) Une solution faible a énergie bornée du
probléme (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)y est un couple de fonctions (p,w) satisfaisant

)
(i) p € LQVgﬁ) p >0 pp dans Q et (p— p;) € L3((C;))*) N L2 ((C;)?), i = 1,...,n,

loc

u e [DEQ) ;
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(i1) Uéquation de continuité (1.1) au sens des distributions dans R3, & condition qu’il
soit prolongé par zéro a l’extérieur de € ;

(i1i) ’équation de mouvement (1.2) au sens des distributions dans €2 ;

(iv) Uinégalité d’énergie

[l u + o+ ) (diva)do < [ of +9) - uds
Q Q

v _ _
+ﬁ D (7 =Pl (1.19)
=2

ot ®; désigne le flux sortant du fluide & travers la i°™ sortie conique C; (cf. (1.16)).

Remarque 3.3 Pour des raisons identiques a celles évoquées dans la remarque 3.2, le
prolongement par zéro a 'extérieur de €2 de toute solution faible a énergie bornée (p, u) du
probleme (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)2 est une solution de I’équation de continuité renormalisée
(1.10) et ce pour toute fonction b de la classe (1.8), (1.9) et (1.11).

A ce stade, nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les deux principaux résultats
de ce chapitre démontrés dans les prochaines sections.

Théoréme 3.1 Soit Q un domaine extérieur a frontiére Lipschitzienne de R3. On suppose
(1.3), (1.4), f,g € [L*"(QPN[L®(Q)]? et 0 < poo < 0. Alors il existe une solution faible
a énergie bornée (p,u) du probléme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6);.

Théoréme 3.2 Soit Q un domaine a n sorties coniques a frontiére Lipschitzienne de R3.
On suppose (1.3), (1.4), f,g € [L*( QP N[L®(Q)]? et 0 < p, < -+ < p1 < 00. Alors il
existe une solution faible a énergie bornée (p,w) du probléme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)a.

Dans la suite du chapitre, nous nous concentrons sur la preuve du théoreme 3.2 qui est
plus délicate et plus générale que celle du théoreme 3.1. Nous en signalerons les adaptations
nécessaires a la preuve du théoreme 3.1.

Les théoremes 3.1 et 3.2 généralisent le résultat obtenu par P.L. LIONS [46, Theorem
6.12] au cas de domaines extérieurs a frontiere Lipschitzienne ainsi qu’a celui de domaines a
plusieurs sorties coniques avec d’éventuelles différences de pression a 'infini. Le théoreme
3.2 généralise également les résultats d’existence de solutions faibles des équations de
Navier-Stokes stationnaires incompressibles de HEYwWOOD [29], BORCHERS et SOHR [7],
LADYZHENSKAYA et SOLONNIKOV [33, 34] , PILECKAS [64], PILECKAS et SOLONNIKOV
[65], aux équations de Navier-Stokes stationnaires, compressibles et barotropes en régime
isentropique. Le lecteur intéressé par ce type de probleme pourra e.g. consulter le livre de
GALDI [22].

2 Planification de la preuve

La stratégie de la preuve du théoreme 3.2 sera semblable a celle du théoreme 2.1.
Dans un premier temps, nous modifierons le systeme d’origine en ajoutant un terme de
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pression artificielle dans 1’équation (1.2). La principale raison de cette modification réside
dans le fait que le théoreme 3.2 peut étre démontré sous I’hypothese commode, mais non
optimale, v > 4. Nous considérerons donc le systeme d’équations suivant

div(psus) = 0 dans €2, (2.1)
div(psus ® ws) — pAus — (pn + p2)Vdivus + V{p) + 5/)?} = psf + g dans Q, (2.2)
us = 0 sur 09, (2.3)
Vi=1,...,n, lim ps(x)=p; >0 et lim wus(x)=0 (2.4)

ol
€ (0,1] et B> max(y,4). (2.5)

Précisons la notion de solution faible a énergie bornée du systeme d’équations (2.1)-(2.4).

Définition 3.4 Soient les hypothéses du théoreme 3.2 et (2.5). Une solution faible a
énergie bornée du probléme (2.1)-(2.4) est un couple de fonctions (ps,us) satisfaisant
(i) ps € LZQOBC(RP’), ps >0 p.p dans Q, ps = 0 p.p. dans R>\ Q et (ps — pi) € L*(C7) N
LY(C?),i=1,...,n, us € [D"*(R?)]?, us = 0 p.p. dans R*\ Q ;
(ii) équation de continuité (2.1) au sens des distributions dans R3 ;
(i1i) ’équation de mouvement (2.2) au sens des distributions dans €2 ;

(iv) linégalité d’énergie
[l sl + G+ p)(ivus?}do < [ (psf +9) - usda
Q Q

- _ _ ) _ _
I R E (LRI (2.6

ot ®; 5 désigne le flur sortant du fluide a travers la i°™

sortie conique C; défini par
(I)Wg =< 1,,(p5u5),§|592 >, S € Bz (27)

Remarque 3.4 Une fois de plus, il est clair que toute solution faible a énergie bornée
(ps, us) du probleme (2.1)-(2.4) est une solution de 1’équation de continuité renormalisée

div(b(ps)us) + {pst' (ps) — b(ps)} divus = 0 dans D'(R?) (2.8)
et ce pour toute fonction b de la classe (1.8), (1.9) et (1.11) avec [ a la place de 7.

A la prochaine section, sous la condition 5 > max(+y,4), nous prouverons l’existence
de solutions faibles a énergie bornée du probleme (2.1)-(2.4) par le biais des résultats
obtenus dans le chapitre 2. Ainsi pour chaque § € (0, 1], nous serons donc assurés de
'existence d’au moins une solution des équations (2.1)-(2.4). Nous introduirons alors une
suite {9, fnent, 0, — 07 quand n — oo, et nous y associerons la suite {(ps,, us, ) fnen+ de
solutions faibles a énergie bornée correspondantes. Nous conclurons la preuve du théoreme
en construisant une solution faible a énergie bornée du probleme d’origine comme limite
faible de la suite {(ps, , s, ) fnen+. Cette procédure sera détaillée dans la section 4.2.
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3 Solutions du systeme avec pression artificielle

Comme annoncé, cette section a pour but la démonstration de I’existence de solutions
faibles a énergie bornée du probleme (2.1)-(2.4). Pour ce faire, nous introduisons tout
d’abord un nouveau probleme qui, en accord avec les résultats obtenus au chapitre 2,
donne lieu a une suite de solutions approchées. Le reste de la section est alors consacrée
a I’examen de cette suite.

3.1 Approximation et localisation du probleme

Comme au chapitre 2, nous relaxons le caractere hyperbolique dégénéré de 1'équation
de continuité div(pu) = 0 en nous intéressant a une équation du type ap+div(pu) = ah.
Cette modification induit alors un changement dans l’équation de mouvement afin de
récupérer une inégalité d’énergie convenable. Le probleme obtenu est semblable a celui
introduit a la section 2.2 du chapitre 2 et ne peut étre directement résolu puisqu’ici €2 est un
domaine non borné. En conséquence, nous 1’étudions sur une suite croissante de domaines
bornés a frontiere Lipschitzienne {Qg}r-o. Plus exactement, nous nous intéressons au
systeme d’équations suivant :

apo.r + div(pa,rUa.r) = ahlg, dans Qp, (3.1)
1 3 ) .
éahlﬂRua,R + 5P RW%a,R + div(pa,rUa,r @ Ua,r) — 1 AU R — (1 + t2)V div g g
+V{pL g+ 0] r} = pa.rf + g dans Qg, (3.2)
Uq g = 0 sur g, (3.3)

/ pOl’Rdx:/ hdx (3.4)
Qr Qr

dans lequel « € (0,1], R > 2 et h: R — R, est une fonction définie par

%/)n six €,

h(x) = { (pi— 3pa)|e — si| + (pn — pi) siz € (C)}
i siz € (C)?,
0 ailleurs.

Clairement, h € W1 (RR3) et satisfait
1
Vo € Q, 5Pn < h(z) < py1, suppVh C Q3. (3.5)

Remarquer que le probleme (3.1)-(3.4) n’est ni plus ni moins qu’un cas particulier du
probleme (2.2.12)-(2.2.14) introduit lors de la démonstration du théoreme 2.1. De ce fait,
la proposition 2.2 dans laquelle on remplace €2 par (2g et h par hlg, garantit que pour
tout o € (0, 1] et tout R > 2, il existe une paire de fonctions (p, g, Ua r) qui possede les
propriétés suivantes :
(i) par € L*(R?), par > 0 p.p. dans Qgr, par = 0 dans R? \ Qg et satisfait (3.4),
Uor € [HY(R?)]?, ugr = 0 dans R? \ Qg ;
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(ii) I’équation de continuité (3.1) est satisfaite au sens des distributions dans R3. Il en
est de méme de I’équation de continuité renormalisée, i.e. de I’équation

div(b(pa,r)Ua,r) + {Pa,RY (pa,r) — b(pa,r) } div Ua,r
= a(hla, — pa.r)V (par) dans D'(R?) (3.6)
pour toute fonction b € C1([0, 00)) satisfaisant (1.9), (1.11) avec 3 a la place de 7;
(iii) Iéquation de mouvement (3.2) est satisfaite au sens des distributions dans Qp ;

(iv) (pa.rs Ua,r) satisfait 'inégalité d’énergie suivante :

Oé/ (h—i—pa,R)\ua,R\de—l- {M1|VUQ,R‘2+ (,M1 +u2)(divua73)2}d:c
Qr Qr

o _ B 0B _ _
20 (= W0 = 0 dek 5 [ (= W - 0 o
v—1 Qg B—-1 Qg
< / (porf +9) - vands
Qr
22 = g e 250 [ (= pe)h da (3.7)
Y — 1 Qg ﬁ —1 Qg

3.2 Estimations indépendantes des parametres

Ici, nous travaillons sur la suite de solutions approchées {(pa. g, ua,R)}(a,R)e(o,l]x(2,oo)
dont les propriétés sont listées ci-dessus. En particulier, nous démontrons que certaines
normes L” faisant intervenir les fonctions p, r, Ua g €t h sont uniformément bornées par
rapport au parametre de relaxation « et au parametre R. Soulignons au passage que c’est
a ce moment de la preuve du théoreme 3.2 que 'hypothese 3 > 4 va intervenir.

Au vu des propriétés (3.5) de la fonction h, I'équation de mouvement (3.2) testée par
une fonction ¢ € [D(Qgr)]? s’écrit :

1 3
a/ (§h + §Pa,R)Ua,R ~pdr+ [ {mVuar: Ve + (11 + p2) divug pdive} de
Qr

Qr
—/ Pa,RUa,r @ Ui Vdr — [ {(plp—h")+ 5(p§’R — hP)} div p da
QR QR
—l—/ V(R +6h°) - pdr = / (pa.rf +g) - pd. (3.8)
0F Qr

En conséquence, puisque pa.r € L??(Qr), uar € [H}(Qr)]2 et h € WH2(Qg), il est clair
que par densité (3.8) est encore vraie pour toute fonction test ¢ € [HJ(Qr)]3.

Penchons nous maintenant sur l'inégalité d’énergie (3.7) et plus particulierement sur
son membre de droite. Tout d’abord, en accord avec les inégalités de Holder, de Sobolev
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et de Young, pour (,{’ > 0, on a

/ (pa,R.f + g) : ua,R dz
Qr

- / {(poit — W)Ly meomy + B} F + g] -t + / (Dot — W1y poon f - Uap de
Qg Qr

< A@p1 + 1)([I£llo.g + l1gllo.g) + I(Pa,r = 1)L nx2msllosll Fllg, sz }H|tea,rllos
< c(f,9) (14 [[(pa.r = P)Lip, m>2myllos) [ Veta,rllo2
<o f.9) 1+ |[(par — h)l{pa,R>2h}||(2),ﬁ) + C||Vua,R||(2),2
) 0B

__2_
< (G 10er = ) Lp >2m g + I VUarllG2 +c(C,C0, F,9) (L + a7 7).

D’autre part, étant donné que 'équation de continuité (3.1) est satisfaite dans D’(R?), &
I’aide des propriétés de la fonction A et d’'un argument de régularisation standard, il n’est
pas tres difficile de vérifier que

a/ (h — pa,R)hS_l dr = —(s — 1)/ Po,RUa,R * (hS_QVh) dx s =, [. (3.9)
Qg Qr

Par ailleurs, en utilisant une fois encore les inégalités de Holder, de Sobolev et de Young,
on peut estimer 'intégrale de droite de (3.9) comme-suit :

—(s— 1)/ ParUa.r - (R*72Vh)dx
Qr

=—(s=1) | {(pa.r — P)L{po n<ony + b+ (Pa,r — )L {p, noony Ja,r - (R°7?V) da
Qr
< 2(s = D(p1)" IVhlos 02l ta,rllos

+(s = Dp1) N (po,r = W) gpe m2m losl| VIl o5 g2llwa,rllog
, 00
g—1
Ainsi, nous venons de prouver que le membre de droite de I'inégalité d’énergie (3.7) peut
étre majoré par
6—1

Par suite, choisissant e.g. ( = &5 et (' = i, a 'aide des équivalences

__2_
1(por = W)L o ool + IV RIR 5 + c(C. ¢, 0) (1 + a7 52).

<¢

1(par = 1)Ly m2mi o5 + 26V UarllG2 + (¢, ¢, 6 £, 9)(1+a72). (3.10)

colpa,r — h1{p, p<ony < |0or — P Lipe n<ony < C1lpa,r — BlL{p, n<ony,
(pa,R - h>81{pa,R>2h} < (pZ,R - hs)l{pa,R>2h} < C2<Pa,R - h>81{Po¢,R>2h}7 s>1, (3.11)
O0<cp<c <00, c=2"—-1>1,s>1

avec s =y —1, 3 —1 et d’apres les hypotheses (1.3), § > max(v, 4), I'insertion de la borne
(3.10) dans l'inégalité d’énergie (3.7) induit I'inégalité :

(|| pa,rlta,rlog + [12]ta,rl*ll0.1) + al| Ve rl§ s + &2l (par — h) Lo, p<onylIF o

B—4
+0[(pa,r = W) Lipy poom 5 < (6, F,9) (1 + ar=2) < c(6, f.g), s =7, 0.
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On en déduit aisément que

* ([l pa,rlva,r*llox + |h[wa,r|*llo1) + @l Via rlls2 < c(d, £, 9), (3.12)
[ (pa,r = W52 < ¢(0. F,9).  &*[[(pa,r — W5 < (0, £.9), s =1, 1. (3.13)

En effet, lorsque s > 2, on a

a? / |par = D" Lip, pomy dz < (p1)° 20’ / |Pa,r = h[* L, p<ony da,
Qr Q

R

2 2—s
o / <pa,R—h>21{pa,R>2h}dxs(—) o / (Dot — D)Ly oo .
Qr pn Qr

Revenons un instant sur le membre de droite de I'inégalité d’énergie (3.7). Par des
arguments semblables a ceux présentés auparavant, il est facile de vérifier que

H1
| uf +9) - emde < A£,0)(1 + (e = W)L omlls) + 13 Vetall
R
s— H
o [ (= puah e < (15 o = WL o o) + 55 Vel s =5
R

Insérant alors ces majorations dans l'inégalité (3.7), il en découle que

IVuarlloz < c(f,9)(1 + [|(Pa.r — h) L. m>2ntllo2)- (3.14)
A ce stade, remarquer que la fonction

1
Q| Jay,
est une fonction admissible dans l'identité (3.8), Bg,, désignant I'opérateur introduit dans

le lemme B.8. Rappelons que d’apres ce lemme, pour tout g € (1,2], ¢ € [Wol’q(QR)]?’ et
satisfait I'inégalité

¢ = Bg, {(pa,R - h)ﬁl{pa,p%} - (Par — h)ﬁl{pa,p%} dy}

IVellogsn < cll(pa.r = )11 o l0g500 (3.15)
dans laquelle la constante ¢ ne dépend ni de a ni de R. Avec cette fonction ¢, (3.8) s’écrit

. {(por—h")+ 5(/)5,1% — )} (pa,r — h>ﬁ1{0a,R>2h} dz
R

1
= | {(plrn—h")+6(p] = h?)}da x oM (Par — ) 1y, poony dy
QR | R| QR

1.3 . .
—i—a/ (5 + Par)tar - pdr+ | {mVtar: Ve + (i + p2) div g, pdiv e} de
QR QR

—/ Pa,RUa,R @ Uqr : Vpd —|—/ V(R + 5hﬁ) cpdr
Qr

o

6
[ orfre) wd=Y 1 (3.16)
R k=1



80 3. EQUATIONS STATIONNAIRES EN DOMAINES NON BORNES

Commencons par majorer le premier terme de cette somme. En accord avec les estimations
(3.13) et I'inégalité de Holder, on trouve que

1 c(d, f.9)
— wr — h)P1 dy < 22222/
|QR| QR(p R ) {pa,R>2h} y — (]{2|QR| )

/ (/)Z,R —h¥)dx <c (/ PR — h‘l{pa,}ﬁ?h} dx + / (Pa,r — h>31{pa,R>2h} d:c)
Qr Qr Qr
a2

) ) Qerlz 1
< (1] e~ hlloz + lpwr — hlls.) < (5, 7,9) <—| 2 )

Ainsi, on en déduit que

1 1
L < (9, f, + )
| 11] (6, f.g) <a3|QR|% a4|QR|>

En ce qui concerne le terme suivant, des inégalités de Holder et de Sobolev complétées
par les estimations (3.12), il vient que

3
I, = 504/ (Pa.k = W) (1o, n<any + Lipa,n>2n})Ua,r - p d + 20‘/ hto,r - ¢ dr,
Qr Qr

7 3
< 504/9 hlarllel dr + Sall(par = B, no2nllo2sl|va,rllo2llello, 22,
R

[V

allbluarl?lI51l1elloz +c(6, £, )1 (o — 7)oy r>2mi lo2sl Vel
< c(0, £, 9)([IVellos + [ (par = M) 1gps r>2nyllo2sll Vel s ).

53—3

(p1)

68
53—3

N~

Par suite, par l'intermédiaire de (3.15) et de 1'observation, aisément vérifiable,

2 2;55 %
1(par = 1)L m>2m g5 < <p—) 1o = P)Vip m>omylloiags s € (1,2, (3.17)

n

on en déduit finalement que

5
54
L] < c(6, £, 9)1(pa,r — M) 1o m>2m3 1625

Pour majorer le terme I3, on peut e.g. utiliser I'inégalité de Schwarz et les estimations
(3.14), (3.15). En effet, on a

[I3] < c||[Vuarlloz( Vel
< o(f,9) 1+ (o — D)L po2mpllos) X (Pak = 1) Lgpe ns2ny 1 2s
< CLf7g)(H(pan_'h)l{mLR>2h}HgQﬂ‘FH(paii_'th{mLR>2h}H3;g)
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Les inégalités de Holder et de Sobolev ainsi que les estimations (3.14), (3.15) et (3.17)
constituent la justification de la chaine d’inégalités suivante :

R

|14 < c/ |Ua.r @ Uar : Ve d:l:—l—/ (Pa,g — 1)1y, p>om}|Ua,r @ Uk : V| da
Qg Q

< clluanl3 el Vllos + (e = )1 mom lozsltte,nll o Tl o
< o Vtba Bl (e = W) omy 1,

+¢| Vata &5 2| (P = B Lo >2 lo.28 ]| (P = D) L(p o2y ) o0

"13—3
4
38
(£,9)(1+ [|(pa.k — D) 1o, mo2mtllo28) 1 (o — B Lipn r>2m3llGog-

Ensuite, les propriétés (3.5) de la fonction h, les inégalités de Holder et de Sobolev et
I'estimation (3.15) garantissent que

[I5] < 2max(p)* [ Vil g 0z ellos < el Vepllos < el (par = 1)L {pa 20 025

' 5

Enfin, en utilisant de nouveau les inégalités de Holder et de Sobolev puis (3.15), on trouve
que

[Is] < c(f,9) (1 + [[(pa,r — 1) 1(pa m>2ny llo28) [ Vepllo2
1
< c(f, 9)(1(pask — ) Lipuno2mt 625 + (o — B)Lipe ns2nt o n)-

Ceci étant, on insere les estimations des termes I, k = 1,...,6, dans (3.16) et a l'aide de
I'inégalité de Young, on conclut a

1 1
wr — h)*1 dr < (6 1 :
/QR(/) R — )1, sy dr < (6, f,g) ( t aB|Qp|3 - a4\QR\>

Noter alors que si 'on choisit R = R(a) = a2, cette estimation induit la suivante :

H(/)a,R(Of) - h>1{pa R(a)>2h}H0 28, Qp() = c(0,f,9). (3.18)

En accord avec (3.14), il en découle alors la borne

IVta,ma) 02,050 < (9, F, ). (3.19)

Avec les estimations (3.18) et (3.19) a lesprit et en accord avec les majorations
précédant (3.14), il est facile de vérifier que le membre de droite de 'inégalité d’énergie
(3.7) est borné par une constante c(9, f, g) qui ne dépend que de § de f et de g. De cette
nouvelle information, en particulier il vient que

(|| pa, o) [ a,r@) [ llog + | Al6a,r@)) o) < (8, f, ), (3.20)
all(pare) = M)2 < c(0,£.9),  all(pari) —M)l§s < (6, f.9), s=~.8. (3.21)

A partir de maintenant, on pose R = R(a) = a2 et, pour plus de clarté, on utilise
les notations Q2p et (pa,us) au lieu des notations Qpa) et (pa, () Ua,Ra))- S0it § un
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réel strictement positif qui sera fixé ultérieurement de maniere a ce qu’il soit optimal.
Clairement, la fonction

so:BQR{sgm )l — By <any — sen(pa — )lpa — B 1{pa<2h}dy}

1| Jag

est une fonction admissible dans 'identité (3.8). Par ailleurs, d’apres le lemme B.8, pour
tout ¢ € (max(3, 1), 7] @ € [Wy'(Qr)]? et satisfait 'inégalité
IVellogen < cll(pa = M) 1ip.<anll6 go.0n

dans laquelle ¢ ne dépend pas de a. En outre, lorsque 2 < ¢f < 1+ 6, en interpolant
L?®(QR) entre L2(Qr) et L'*?(Qg), on peut préciser celle-ci en écrivant

aoe 1A 1—)

IVeellogan < cll(pa—h)1ipe<omllos0, (P h)l{pa<2h}”0 10087 gf = —+1—+9 (3.22)

D’autre part, lorsque 1+ 6 < g6, les propriétés (3.5) de la fonction h impliquent que

140

) Eluniod
(pa’ - h)l{Pa§2h}||O,ql+9,QR' (323)

Pour cette fonction ¢, I'identité (3.8) s’écrit

IVellogon < clpm)

/ (108 — 1] + 8102 — B¥]) pa — 1’1 on
Qr

1
{(pd = W) +0(pl = W)} d x 1 sgt(pa — 1) |pa — D" Lgp.<ony dy
N 2] Jo,
1 3 : :
—|—a/ (§h + §pa)ua cpdr+ | {uVue : Vo + (p1 + pe) divu, dive}de
QR QR
6
—/ Palta @ Uy : Vodr+ [ V(R +6h°) - pdx —/ (paf +9) - pdz=> "I
Qr 02 Qg Pt
Expliquons brievement comment majorer chacun des termes I, k = 1,...,6. Sous la
condition @ € [2, 3), en interpolant L¢(Q2z) entre L2(2z) et L?(Qr), on trouve que
X X ~ 2(06-40
[ Vo= b0z < 5o = L s X 15 = a7, R = ZE=30,
R

En conséquence, au vu des estimations (3.21), il est clair que

1 c(0,f,9)

o — hl’1 dy < 2 —
1973 QR|p ooy dy < 242120

‘QR‘Oz

Par ailleurs, I'inégalité de Holder, complétée une fois encore par les estimations (3.13)
nous permet d’affirmer que

Qg2 1
/ \pz—hs\d:cgc(&f,g)( f +_2>78:775'
Qg (8% (6%
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Des deux dernieres inégalités résulte alors la suivante

1 1
L| <e(s, f, 3 T X Mo |
\L] < (6, f,9) <|QR|%Q1+%‘9+%(1—)\)0 |QR|Q2+%9+%(1—)\)9>

Ensuite, sous les conditions 2 < 29 <14+6< %9, t.e. 2 < @ < 5, la combinaison des
inégalités de Holder, de Sobolev, des estimations (3.19)-(3.21) et des propriétés (3.22),

q= g, et (3.23), ¢ = %, de la fonction ¢, assure que

1
a/ (—h+§pa)ua-cpd:c:§a/ (pa—h)ua-cpd:c—l—Qa/ hu, - @ dx
Qp 2 2 2 Ja,

Qr
1 1
< cal|pa = hlozllwallosll@llos + 2(p1) 2l hluallIG [l lloz
1
< (0, f, g)a2(||Vua||o,2||V90||o,g +1IVells)

+6) 1 )6
(5 I, g)(”( )]‘{Pa<2h}||0 11 T2 H(pa - h)l{paSQh}H())\,%H( h)]‘{l)a<2h}||0 146 )
ou ici 65—9 =2 + 1+_0 r.e. A= 6};2(;3%. En conséquence, sous la condition A0 <1 i.e. 8 > 2,

(3.21) permet de conclure que

o (146) 10 — 26
|[2| < 0(57 f?g)(H< - h)1{0a<2h}”011+9 + H( - h)l{pa<2h}”01+0 )7 A= 60(0 - 1)

D’apres I'inégalité de Schwarz, la borne (3.19) et (3.23) avec ¢ =2, on a

1+9)

15| < el Vuallo2lVelloz < (0, £, 9)l1(pa = h)1ipa<anyllo £ro-
Puisque 8 > 4, sous la condition 1 + 6 > %9 i.e. 8 > 1, la succession d’inégalités
1] < clluallgel Velloz + (ko = h)Lgpasanlloslualliel Vel
< cluallgel Vellos +cll(pa — h)l{pa>2h}||§25||ua||3,6||vsollo,z

1+ ) (1+9)
c(6, F,9) | ||(pa )1{pa<2h}Ho 1vo T (pa = P)Lipa<anyllo £ro

est aisément justifiée par les inégalités de Holder, de Sobolev et la propriété (3.23), g = 2, 2,
de la fonction ¢. Les propriétés (3.5) de la fonction h, ajoutées a des arguments similaires,
impliquent que

(1+6)

15| < 2 max(p)* [Vl g 0zl llos < ellVelloz < ell(par = B)Lip, no2ns lo.fso-

15

Pour terminer, par des arguments déja utilisés a de nombreuses reprises et sous la condition
1+60<20i1e60>1,ona

+6

[Is] < c(6, F,9)(1+ [[(pa — 7)1 ipas2nyllo2s) [ Veello2 < c(0, £, 9) || (pa )l{pa<2h}||0 4o
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Noter alors qu’au vu des conditions imposées a @, il s’avere que le choix optimal est 6 = 2.
Ainsi, des estimations des termes I, Kk =1,...,6, il vient que

1(Pac = ) Lpe<any llos0n < (6, f, ). (3.24)

Finalement, remarquer que (3.18), (3.19) et (3.24) ont pour conséquences directes les
bornes :

1(pa = W)ll0s.0n < (0, F,9) (pa = M)llo2y.00 < (0, F,9),
IVualoza, < (0, f.9), R=R(a)=a"".

Résumons la situation actuelle.

Lemme 3.1 Soient Q C R3 un domaine a n sorties coniques a frontiére Lipschitzienne,
a € (0,1] tel que R = R(a) = a2 € (2,00). Alors il existe une paire de fonctions (pa, Uq)
satisfaisant

(i) pa € L*(R?), po >0 p.p. dans Qr, po =0 dans R3\ Qg, u, € [H*(R*)]3, u, =0

dans R3\ Qp et
/ Podr = / hdz ; (3.25)
Qr QR

(i1) les équations
div(patte) = a(hlo, — po) dans D'(R?) ; (3.26)
%ahlgRuQ + gapaua — 1 Auy — (p1 + p1o)V div ug, + div(pata @ uy)
+V{pL + 002} = paf + g dans [D'(QR)P, (3.27)

(iii) pour toute fonction b € C1([0,00)) satisfaisant (1.9) et (1.11) avec 3 a la place de
v, l’équation de continuité renormalisée

div(D(pa)ta) + {pal/ (Pa) = b(pa)} divua = a(hla, — pa)t/(pa) dans D'(RY)
(3.28)

(iv) Uinégalité d’énergie

oz/ (h+ p)lual?dz + | L Vata]? + (i1 + o) (div )2} do
Qr Qr

)
T = W — WYy de 220 / (po — W)(PP = WYy dz (3.29)
v—1 Qr 5—1 Qr
< / (0uf +9) - tade + 22 [ (h— poyprtde + 252 / (h— pa)h® " da ;
O v—1Ja, B—1Jq,

(v) les estimations uniformes par rapport a o

(P = W)ll0s.0n < (0 F:9): (P = P)llo2y.05 < (0, F,9), (3.30)
IVuallozer < ¢(0, f,9). (3.31)
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3.3 Introduction des flux dans ’inégalité d’énergie

Dans ce paragraphe, nous donnons une écriture de fQR<h_ pa)h®tdx, s =, 3, faisant
intervenir les flux sortant ®;, du fluide a travers chaque sortie conique C;, ¢ = 1,...,n,
qui, rappelons le, d’apres (1.16), sont définis par

Pi0 =< Tu(patha),Eloa, >, § € Bi. (3.32)

A Taide de I'équation (3.26), des propriétés (3.5) de la fonction h, de la formule de
Stokes (1.14) et des identités (1.17), (1.18) dans lesquelles S > R, p = po, U = U, et

f=alh— pa), on a
a/ (h = pa)h® ' do = pr_l/ a(h = po)de = Zp / a(h = pa)& dz
of ; ek
= Z 05 / alhle, — pa)éide = Z 05 / div(paua)é; dz
G5

/2

= Zp <Ypi(Patta): Eiloeys >= Z — )P0 — oD Pia
=1

=Y (Pt = pi )P0+ ap)! /Q (po —h)dx, s=1,3, &€ AP, & =1 dans (C)L.
2

i=2
En conséquence, on peut écrire que

n

@ / (h=pa)h*dw =3 (i7" = pi ) ®ia+a / (po =) (pi =" Y) dz, s =, 8.
QR(a) Q2

1=2

Cette information insérée dans l'inégalité d’énergie (3.29), nous permet de réécrire celle-ci
de la facon suivante :

oz/ (h+ p)lual?dz + | {m|Vatal? + (i1 + o) (div )2} da
Qg Qr

5
= /Q (o — W)y~ — W0~ - 222 /Q (pa = )(pat = hP~1) da

v—1 -1
= _ _ ) _ _
S S e R B ) L
R =2
_ 4] _
va [ (=G =0 S R e (333)

3.4 Construction d’une solution

Soient ¢ € (0,1] fixé et {a, }nen+ C (0, 1] une suite telle que {R,, = o, ?}nen- C (2, 00)
et a,, — 07 quand n — oo. En accord avec le lemme 3.1, nous pouvons y associer une
suite de couple {(pa, , Ua, ) tnen= dont chacun des termes satisfait toutes les propriétés qui
y sont listées ainsi que l'inégalité d’énergie (3.33) avec o = «, et R = R,. Par souci
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de clarté, comme souvent, nous préférerons les notations {(pa, Ua) o €t R aux notations
{(Pans Wa, ) }n €t R,. En accord avec les estimations (3.30)-(3.31), on peut supposer qu’il

existe des fonctions pg, us, p_g et p? telles que modulo 'extraction de sous-suites et lorsque
a—0F
pa — ps dans L?°(w), ps > 0 p.p. dans R,
(pa — hla,) —(ps — h) dans L3(R*) N L**(R?), ps =0 p.p. dans R*\ Q,
u, — u;s dans [L°(R?)]*, Vau, — Vu; dans [L?(R?)]**?,
Vp € [1,6), uq — us € [LP(w)]?, us =0 p.p. dans R*\ Q

(3.34)

(3.35)

Palle — psus dans [Lﬁ%(w)]?’, Pally ® Uy — psts @ us dans [L%(w)]?’x‘g’, (3.36)
pl — pI dans L¥(w), Pl — g dans L*(w), (3.37)

w C R3 désignant ici tout domaine borné arbitraire de R3. Par suite, le passage & la limite

o — 0% dans les équations (3.26)-(3.27) implique que les fonctions ps, us, p, et p? sont
solutions des équations

div(psus) = 0 dans D'(R?), (3.38)

div(psus @ us) — puAug — (1 + )V div g + V{p] +0p]}
= psf + g dans [D'(Q)]%. (3.39)

En outre, les hypotheses du lemme 1.4 étant satisfaites pour p = 20, p = ps et u = wus, il
en découle que, pour toute fonction b de la classe (1.8), (1.9) et (1.11) avec 3 a la place
de =, I’équation de continuité renormalisée (1.10) est satisfaite par (ps, ws).

Notre objectif étant de prouver I'existence d’une solution faible a énergie bornée du
probleme (2.1)-(2.4), on démontre dans un premier temps la convergence forte de la suite
{pa}ta vers p; dans Lj,.(R?), fait équivalent a I'égalité p.p. dans € des quantités p(ps) =

loc

pd+ 5/)? et p(ps) = pl+0 p? . Une fois cette convergence démontrée, nous montrerons que
le couple (ps, us) construit ci-dessus satisfait bien l'inégalité d’énergie (2.6).

Tout d’abord, nous affirmons que les lemmes 2.8 et 2.9 démontrés dans le cas d'un
domaine borné € C R? & frontiere Lipschitzienne restent vrais lorsque  est un domaine
a n sorties coniques a frontiere Lipschitzienne. Pour une meilleure lisibilité du texte,
rappelons en les énoncés.

Lemme 3.2 Pour toute fonction b € C*([0,00)) satisfaisant (1.9) et (1.11) avec 3 a la
place de v et \y =0, on a

p(ps)b(ps) — (2p1 + p12)b(ps) divus = p(ps) b(ps) — (201 + p12)b(ps) divus p.p. dans €,
(3.40

)
ot p(ps)b(ps), b(ps) divus et b(ps) désignent les limites faibles dans L;—fl(w) et L?(w)

des suites {p(pa)b(pa)ta, {0(pa) divusta et {b(pa)}a et w désignant tout domaine borné
arbitraire de R3.
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Preuve. Adapter la preuve du lemme 2.8 en utilisant le corollaire 1.2 a la place du
théoreme 1.2. O

Lemme 3.3 Soit 0 < 60 < 1. Alors il existe des fonctions p_g et p(ps)pd telles que

0 _. 9 26 0 0 28
Po = Py dans Lo (w), p(pa)pe — p(ps)ps dans L7+ (w) (3.41)

et

1

div { (p_§> ’ ué} _ 16 {p(pa)pﬁ — p(ps) p_g} (p_g) " dans D'(R%), (3.42)

0241 + pi2)

w C R3 désignant a nouveau tout domaine borné arbitraire de R3.

Preuve. Adapter a la présente situation la preuve du lemme 2.9. O

Ceci étant, on soustrait (3.38) de (3.42) et on récupere I’équation suivante :

=

1
—div(rsus) = dans D'(R?) (3.43)

U0 G0~ 7 ()

0201 + pto

1

ours = ps— <p_§) ’ > 0 p.p. dans R3 en raison de la convexité de la fonction t +— té, t>0.

Montrons alors que cette fonction rs appartient aux espaces L3(R?) N L?(R?). Laissant
au lecteur le soin de vérifier les inégalités

/ 16l = WPl g coney d < / 1pa = h* 1Ly <aney d < (5, f. 9),
R R

25
/RS(PZ —h%)% Liposonoy dx < C/R3 |pa — h|2ﬁ1{pg>2h9} dx < c(0, f,9),

apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que (p’ — h%) — (p_g —h9)
dans L3(R3)DL% (R?). Noter alors qu’au vu des équivalences (3.11) et de la semi-continuité
inférieure faible des normes L3(R3) et L%(R‘?), on a

RO
Ll
s )

Soient ensuite ¢ € D(R?) la fonction de troncature classique, c’est a dire la fonction
satisfaisant 0 < ¢ <1, p(z) = 1siz € By et p(z) =0siz € B, k€ N* et () = ¢ (5).
L’équation (3.43) testée par ¢y et le lemme A.20 (cf. p.224), dont les hypotheses sont

clairement satisfaites, impliquent que

3

) 0
1{@§2h6} dr < C/RS 05— h |31{,ng2he} dr < (4, f,9g),

_ 9 0128,
1{p§>2h9} dr < C/R3 ‘pé —h ‘ o 1{p§>2h9} dr < 6(57 f>g)

1

_ _ -1 I
| v =sa ) () <[ npwlde s
By {k<|z|<2k}
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Par ailleurs, si ¢ désigne une fonction de D(R?) telle que 1 > 0, I'inégalité de Holder
garantit que

0 0

0y 6 s s(1-6)—62 =5

/ path d :/ pg(1+s)+1 G(HSW%H% dr < (/ pff%dx) </ P ¢d$> ’
R3 R3 R3 R3

1—8
— s (s _8 s s
/ Patp du = / pi T g e < (/ pff%dx) (/ ”f””d’”>
R3 R3 R3 R3

ol s = 7, 3. En faisant tendre o — 07, on en déduit que

5 % s(1—60)—62 s . 5 1*% . % 5
ps < (p§+ ) x| ps ' et p5 < (p§+ ) X <,0§> p.p. dans R®, s =+,

ou, on le rappelle, p*, a > 1 denote la limite faible dans un certain espace de Lebesgue
de la suite {p%}ae(01]- Noter alors que dans le cas particulier § = 1, ces deux inégalités
impliquent que o

_ sl 1

psps < ps * pi pp. dans R?, s =, 3. (3.45)
A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce paragraphe, 6 = % De (3.45), il résulte que

T\ 2 1 T 1
s, e = 52 5t 75 21,2
PsTs = PsPs — Ps <P§) <{ps > — pipi}pz p.p. dans R* s =1+, f3.
Complété par (3.44) et I'inégalité de Holder, ceci montre que pour k € N*, s =, 3, on a

/ pirs da < () / (g + 5@)7‘5 dx
By

BpNQ
o Il 3 c(9)
< ¢(0) plps)ps —plps) ps  ps dv < — = rs|us| d
B,nQ {k<|z|<2k}
C<5> 1 1
< T||T5||0,3,R3||u6||0,6,R3|{k <|w| < 2k}2 < (9, f,g)k2. (3.46)

D’autre part, en accord avec la convexité de la fonction t +— t° s = ~,8,t > 0, les
equivalences (3.11) et l'inégalité de Holder, remarquer que

/ (h* — p)rsda < / (h* — p3)rs dx
{k<|a] <2k} {k<[a] <2k}

1 1
< cll(ps — M) 1gps<onyllosrellrs lloers 175 []o,2,tk<|e| <2k}

1
+cll(ps = h)Lips>amy 16 25 ms 7603, ms {F < [z < 2k}®
1 1
< c(d, f7g)(HT(SHS,L{kaEQk} + k2). (3.47)

Or, d’apres les propriétés (3.5) de la fonction h, il est évident que

2 S
/ rsdr < (—) / hrsdx, s =1, [.
{k<|x|<2k} Pn {k<|x|<2k}
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Ainsi, décomposant h* en (h* — pi) + p§ puis utilisant les estimations (3.46), (3.47) et
I'inégalité de Young, il en découle que

1

175][0,1, {k<|z|<2ny < (9, F,g)k2. (3.48)
Alors, l'inégalité de Holder associée a (3.48) nous permet d’écrire que
1 1
E 7’5|’U,5‘ dx < E T5<‘U5|1{|u6|§1} + ‘u5‘1{\u5\>1}> dx
{k<|a|<2k} {k<|a|<2k}

1

< 2 Urslloarsioi<any + Irsllosmsltsjusi>1yllo,2 20)

<

(6, £, 90k (1 + |[uslli g a) < 0, F, 90k 2.

A ce stade, nous sommes prét pour passer a la limite k& — oo dans (3.44). Pour tout
R > 0, on trouve que

/B {MPé)PE — p(ps) p3 } pi dz < 0. (3.49)
R

Or d’apres le lemme A.20 dans lequel on pose 6 = 3, on sait que {p(p(;)pg —p(ps) 03 } >0

p.p. dans R3. Combinant cette observation avec (3.49), on vérifie aisément que

T 1 1
p(ps)p; = p(ps) p; p-p. dans {p;j > 0}. (3.50)

Ici, il faut souligner que I'identité (3.50) est exactement la méme que celle obtenue dans le
cas borné, a savoir (2.6.21), lorsque 6 = 1 (cf. p.59). Nous affirmons alors qu'une simple
adaptation des arguments présentés a la fin de la preuve du lemme 2.4, débutant par

(2.4.37), permet finalement de conlure a la convergence forte de la suite {pq}ao vers ps
dans L (R?), p € [1,20).

Pour pouvoir affirmer que le couple (ps,us) est une solution faible a énergie bornée
du probleme (2.1)-(2.4), il reste a démontrer qu’il satisfait I'inégalité d’énergie (2.6).
Pour cela, remarquer tout d’abord que l'inégalité ci-contre est une conséquence directe de
I'inégalité d’énergie (3.33) :

/ [l Vta 2 + (i + i2) (v ua)?} de
(9]

- Y -1 -1 op 5-1 61
< fnd to) v ST >+—ﬁ_1<pl b dr
fy 'y—l Y= 5/3 _ ﬁ
ta /pra—h){ﬁ(pl S T - @5)

Au vu des estimations (3.30), il est bien clair que la derniére intégrale du membre de
droite de (3.51) disparait lorsque o — 0%. Par ailleurs, puisque la convergence de la suite
{pata vers ps est forte dans L7 (R?), p € [1,23), et que celle de la suite {u,}o vers u;
est forte dans [LY (R?®)]3, p € [1,6), le théoreme de convergence de Vitali garantit que

loc

/(paf +9) u,dr — /(p(;f +g) - us dw lorsque o — 0.
Q Q
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D’apres la définition (3.32) du flux @, , et la formule de Stokes (1.13), on sait également
que

CIDWZQ/ (h—pa)éd:c—i—/ Pally - VEdr, E€B;, i=1,...,n.
QQ Q2

Ici, la premiere intégrale disparait lorsque o — 07 et de nouveau d’apres (1.13), on obtient
D, — D5 = / psus - VEdx lorsque o — 07, €€ B;, i =1,...,n. (3.52)
Qo

Tous ces arguments, ainsi que la semi-continuité inférieure faible de la forme quadratique
positive convexe v € [Dy*(N]* — [, {1u|Vv|* + (11 + p2)(divv)?} dz, prouvent que le
couple (ps, us) construit auparavant satisfait 'inégalité d’énergie (2.6) et donc est une
solution faible & énergie bornée du probleme (2.1)-(2.4).

4 Solutions du systeme d’origine

Dans la section précédente, pour chaque § € (0,1] fixé, nous avons construit une
solution faible & énergie bornée du probleme (2.1)-(2.4). Dans la présente, le but est
d’éliminer le terme de pression artificielle en passant a la limite 6 — 0" pour récupérer
une solution faible & énergie bornée du probleme d’origine (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)2. Pour
cela, on introduit une suite {4, }ren+ C (0, 1] telle que 6, — 01 lorsque n — oo et on y
associe la suite {(ps,, Us, ) tnen+ de solutions faibles a énergie bornée du probleme (2.1)-
(2.4) construites précédemment. C’est une procédure analogue a celle exposée a la section
3 qui va permettre de conclure. Comme nous ’avons souvent fait, nous utiliserons les
notations (ps, us) et 6 — 01 au lieu des notations (ps, , us,) et n — oco.

4.1 Bornes uniformes par rapport au parametre introduit lors
de ’ajout de la pression artificielle

Dans ce paragraphe, nous prouvons que certaines normes LP faisant intervenir les
fonctions pg, us et h sont bornées indépendamment du parametre §.

Remarque 3.5 D’apres les propriétés (3.5) de la fonction h, ’équation (2.2) testée par
une fonction ¢ € [D(Q)]? s’écrit

/{me Ve + (1 + p2) divusdiv g} de

Q

—/(pg—h)u(;@u(;:Vgodx—/hu5®u5:Vgod:v (4.1)
Q

Q
= [ =106~ W) dived+ [ V040 pda = [ (psf +9)- o
Q Q Q

2
1

Sachant que us € [Dy*(Q)]?, (ps — h) € L3(Q) N L*(Q) et h € L>(Q), les équivalences
(3.11) et un simple argument de densité garantissent que l'identité (4.1) reste vraie pour

toute fonction test ¢ € [Dé’%(Q)]?’ N [Dy2(Q)]°.
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En premier lieu, d’apres les inégalités de Holder, de Sobolev et de Young, on vérifie
sans peine que pour ¢ > 0, on a

/Q(pgf—l-g) . Ugd.r

<ACp+ D Flloss +lgllo,e) + 15 = h)Lgos=onyllo2n [ o, e Hlntsllos
< o(¢ £ @)+ 1G5 = W) Lgpssamplloay)® + I Vas|lG .

Par ailleurs, en accord avec la formule (3.52) et, a nouveau, d’apres les inégalités de
Holder, de Sobolev et de Young, on trouve que

Ous = [ 4005 = )1 zom + s Vo + / (ps — h)Lgpyoomyus - VE di
Q2
<2p1||vs||0692+||< Wl lon IVl e o) lwsllos
< Q)1+ 1095 — W) Lpppoy o2 + CIVuglZy €€ B im1,oom (42

En choisissant par exemple ( = 6(1‘1{1), on voit que le membre de droite de l'inégalité
d’énergie (2.6) peut étre majoré par

%51
EHVu(ng,g +c(f,9)(L+ [ (ps — h)Lips>2nyllo2e)?
d’ou l'estimation :
IVuslloz < e(f,9) (1 + [[(ps — 1) 1(ps>anyllo2y)- (4.3)

Rappelons ensuite que, d’apres le lemme B.9, la fonction ¢ = Bg {(P6 — h)'yl{pp%}}
satisfait

26

1,

@ € [D"(QF, pe (1, b 1Velop < el p)I(os = h) Lipsmy - (4.4)
Puisque 2 < 22| ¢ est une fonction admissible dans l'identité (4.1) qui alors s’écrit

/Q (57— W) + 800 — W)} (ps — W) Lipyoany de

= /{M1VU5 Ve + (1 + po) divus div e} doe — /(pg — h)us @ us : Vepdz
Q Q

5
—/hu(g®u5:Vgod:v+ V(h7+5hﬁ)-godx—/(p5f+g)-gad:v:Z[k. (4.5)
@ Q@ k=1

25

En ce qui concerne le premier terme I, il peut étre majoré en utilisant 'inégalité de
Schwarz puis les estimations (4.3) et (4.4) comme-suit :

11| < | VusllozlVelloz < e(f, 9) (1 + [[(ps — )L ipss2mllo2)]1(Ps — ) Lips2m3 152,
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Ecrivant une fois encore (ps—h) = (ps —h)1{ps<2ny +(ps — 1) Lps>2n}, a 'aide des inégalités
de Hélder et de Sobolev, de I'observation (3.17) dans laquelle on remplace p, r et 5 par
ps et v et des majorations (4.3) et (4.4), on trouve que

|12+ 13| < clluslli ol Vepllos + (05 = P)Lipssom o2y a5 Vel o

< e(£.@)(1+ (05 — W) Loy llo2)? (05 = D)L gayoamyll5a,-

Les propriétés (3.5) de la fonction h complétées par les inégalités de Holder, de Sobolev
et 'estimation (4.4) assurent que

11s] < cllpllos < cllVelloz < cll(ps = M) gps>2myllo 25

Enfin, une majoration du terme I5, se justifiant encore par des arguments semblables a
ceux présentés précédemment, est donnée par

[Is| < c(F,9)(1+[[(ps — h)1ips>2myllo2) IV llo2
c(f,9) 1+ |[(ps — h)Lipssonyllozy) | (ps — P)Lips>any |19 2,

Ceci étant, toutes ces majorations insérées dans I'identité (4.5), ajoutées aux équivalences
(3.11) dans lesquelles on remplace p, p par ps, impliquent finalement, par le biais de
I'inégalité de Young, que

1(ps = 1) Lipssamyllozy < c(F.9),  dll(ps — h)Lgpssamy I35 < e(f. ), (4.6)
[Vusllo2 < c(f, 9).

Considérons maintenant la fonction ¢ = Bgq {sgn(ps — h)(ps — h)?1(,,<on} }. D’apres
le lemme B.9, celle-ci satisfait

o D), pe (S,

50l [IV@llop < c(2,p)l1(ps = 1) 1ips<om 6,2 (4.8)

D’apres la remarque 3.5, ¢ est une fonction admissible dans 'identité (4.5). Alors on a
063 = 11+ 6165 = 115 = W1 gz o

= /{,uqu(; Ve + (1 + po) divus div e} dr — /(p(; —h)us ®us : Vo dx
Q

—/hu5®u5:V<pd:c+/ V(h7+5hﬁ)~godx—/(p5f+g) cpdx_ZIk (4.9)
Q0 Q2

k=1

L’utilisation de 'inégalité de Schwarz et des estimations (4.6) et (4.7) entraine que

3
L] < cl[Vuslloall Velloz < e(f. 9)ll(ps — 1) Lips<anyll < e(F 9)l(ps — 1) Lgps<amylids-

Pour les mémes raisons, en remplacant simplement l'inégalité de Schwarz par celle de
Holder, on a

[Io+ I3 < c (H( h)Lips<onyllos + 11(ps — h)Lips<ony I, 3)
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Ensuite, les propriétés (3.5) de la fonction h, les inégalités de Holder et de Sobolev et
I'estimation (4.8) garantissent la majoration suivante du terme Iy :

3
L] < cllellos < el Velloz < ell(ps — P)Lgp<amllo g < cll(ps — P)Lgps<omyllG s

Enfin, en ce qui concerne le terme [5, on trouve que

15| < c(f,9) (1 + [[(ps = ) Lips>amyllo23) [ Vepllo2 < C(f (o5 — 7)1 ip,<omy 5.4

<c(f,9)(ps — h>1{05§2h}”§,3-

A Taide de ces majorations, insérées dans l'identité (4.9) et de I'inégalité de Young, on
conclut que

1(ps = P)Lps<omyllos < e(f, g). (4.10)

En fin de compte, en reprenant les estimations (4.2),(4.6), (4.7) et (4.10), on en déduit
aisément que

1(ps = W)llos < c(£.9). (s — D)oy < (£, 9), 677 |[(p5 — W)loes < (£, g) (4.11)
IVuslloz < e(f, 9), (4.12)
5| < c(f.g), i=1,....,n. (4.13)

En particulier, & partir de (4.11) on voit que pour tout domaine borné w C R3, on a

e 1 .
15 o 52 < 675673 9] s w0, = 077 (0747 ||ps o) < c(£,9)07%7 . (4.14)

4.2 Elimination de la pression artificielle et conclusion

En accord avec les estimations (4.11)-(4.14), a d’éventuelles extractions de sous-suites,
on peut supposer qu'il existe des fonctions p, u et p7 telles que lorsque § — 0T,

ps — p dans L*"(w), p >0 p.p. dans R®, p =0 p.p. dans R*\ Q,

4.15
(ps — h) — (p — h) dans L*(R*) N L*(R?), (4.15)
y+8
py — p7 dans L*(w), 6p§ — 0 dans L, (R?), (4.16)
us — u dans [L°(R*)]?, Vus — Vu dans [L?(R?)]**?, (4.17)
Vp € [1,6), us — u € [LP(w)]?, w=0p.p. dans R*\ Q, '
psus — pu dans [L%(W)P, pPsus @ us — pu ® u dans [L%(w)]?’x‘g’, (4.18)

w désignant ici tout domaine borné arbitraire de R3. Le passage a la limite § — 01 dans les
équations (2.1)-(2.2) montre alors que les fonctions p, u et p7 sont solutions du probleme

div(pu) = 0 dans D'(R?), (4.19)
div(pu @ u) — p1Au — (py + i) Vdivu + Vo7 = pf + g dans [D'(Q))°. (4.20)
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Noter que les hypotheses du lemme 1.4 sont satisfaites avec p = 2+. Ainsi, pour toute
fonction b de la classe (1.8), (1.9) et (1.11), I’équation de continuité renormalisée (1.10)
est satisfaite.

Nous affirmons ensuite que la preuve de la convergence forte de la suite {ps}s vers p
dans L},.(R?) et donc dans L? (R*), p € [1,27) est une simple adaptation de notations
de celle qui nous a permis d’obtenir la convergence forte de la suite {p,}. vers ps dans
LP (R?), p € [1,28), a 'étape précédente (cf. p.86-89).

Pour conclure que le couple (p, ) est une solution faible & énergie bornée du probléeme
(1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)s, il suffit de prouver qu’il satisfait I'inégalité d’énergie (1.19).
Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier en adaptant a la présente situation les
arguments présentés dans le dernier paragraphe de la section 3.4. La preuve du théoreme
3.2 est donc complete. O

Remarque 3.6 Pour démontrer le théoreme 3.1, il suffit par exemple de poser h = p; =
Poo, © = 1,...,n, dans la preuve du théoreme 3.2.

5 Commentaires

Suite au théoreme 3.2, une premiere conjecture assez naturelle est que celui-ci est
encore vrai pour des domaines ayant des sorties contenant un cone, sous réserve que 1’on
puisse démontrer des résultats semblables aux lemmes B.8 et B.9. Aucune classification de
ce type de domaines, ni aucune étude de ce type de probleme n’existe dans la littérature
mathématique.

Autre question intéressante : le théoreme 3.2 reste-t’il vrai pour des domaines a plu-
sieurs sorties cylindriques, domaines définis semblablement aux domaines a plusieurs sor-
ties coniques avec chaque cone C;, i = 1,...,n, remplacé par un cylindre de révolution
d’axe de symétrie A;, s; € A;, et de rayon r; > 0, encore dénoté C;. Dans cette configura-
tion, il est a nouveau possible de définir le flux sortant du fluide a travers chaque sortie
cylindrique par la formule (1.16). Malheureusement, bien que le probleme d’existence de
solutions faibles a énergie bornée du systeme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)2 considéré dans
un domaine a plusieurs sorties cylindriques semble étre en tout point semblable a celui
considéré dans le théoreme 3.2, c’est un probleme mal posé. En effet, comme le montre le
théoreme suivant, un tel probleme n’admet, en général, aucune solution faible a énergie
bornée.

Théoreme 3.3 Soit 2 un domaine a deux sorties cylindriques a frontiere Lipschitzienne
de R3. On suppose (1.3), (1.4), f =g =0 et 0 < py < p; < co. Alors il n’existe aucune
solution faible a énergie bornée du probléme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)s.

Preuve. Sous les hypotheses de ce théoreme, supposons que le couple (p,u) est une
solution faible & énergie bornée du probleme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6),. Soit & € AT,
S > 2, une fonction telle que ¢ = 1 dans (C;)5, |VE| < 2. Alors, en accord avec la formule
de Stokes (1.14) et 'égalité (1.17), on a

3, —/(C)w pu-Vede == [ (o= p)+pi)u- Veds

€+t
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A T'aide de I'inégalité de Holder et puisque |(C;)2 ™| = 2772, on en déduit que

5s

—6
6s

5
(@4 < 2010 = p)ll0.s/(CS T Nletllgg g + il (COS T P llwello g ez < ellallog s

ol s = 3,27, et c est une constante qui ne dépend pas de S. Par suite, puisque u €
[Dy*(Q)]3, il est clair que lorsque S — oo, ||u||0767(ci)§+1 — 0. En résulte alors que ®; = 0,
i = 1,2. L’insertion de cette information dans 'inégalité d’énergie (1.19), complétée par
le fait que u € [D(l]’z(Q)]?’, implique ensuite que u = 0 p.p. dans 2. De ’équation (1.2) en
découle alors que la densité p est constante p.p. dans {2, ce qui contredit les conditions
(p—pi) € L*((C))?), s =3,2v,i=1,2. O

Cette observation généralise le résultat de NOVOTNY, PADULA et PENEL [63] ainsi que
celui de P.L. LIONS [46] sur la non existence de solution faible a énergie bornée localement
réguliere dans un tube.

Suite a cela, il nous semble raisonnable d’émettre une seconde conjecture : le probleme
d’existence de solutions faibles & énergie bornée du systeme (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)a,
considéré dans des domaines a plusieurs sorties du type

Ci={r=(2,23) €R®, 23>0, |2/ —sf| <exi}, c€ER, s€[0,1),i=1,...,n

est un probleme mal posé. Aucune classification de ce type de domaines, ni aucune étude
de ce type de probleme n’existe dans la littérature mathématique.






Deuxieme Partie :
Equations non stationnaires

97






Chapitre 1

Résultats préliminaires

Sommaire
1 Un peu d’analyse fonctionnelle . . ... ... ..........
2 Sur I’équation de continuité . ... ... ... ... .......
3 Quelques problemes paraboliques . . . . . ... ... ......
3.1 Le probléeme de Neumann associé au Laplacien . . . . ... ..
3.2 Dissipation artificielle dans ’equation de continuité . . . . . . .
4 Flux effectif visqueux (cas non stationnaire) .. ... ... ..

5 Divers . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
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Ce chapitre est 'analogue du premier chapitre de la partie stationnaire. Il regroupe
quelques résultats souvent utilisés dans cette seconde partie. Nombre d’entre eux seront
démontrés, quant aux autres, ils seront systématiquement accompagnés de références a
la bibliographie. Tout au long de ce chapitre, nous ne ferons pas la distinction entre une
fonction définie sur (0,7) x O, T € (0,00), O C R? un domaine, et son prolongement par
zéro dans (0,T) x (R?\ Q).

1 Un peu d’analyse fonctionnelle

Dans cette section, nous donnons quelques résultats d’analyse fonctionnelle nécessaires
dans la preuve du théoreme principal du prochain chapitre.

Lemme 1.1 Soient T € (0,00), Q un domaine borné de R®, p € [1,00) et {fn}nen C
C°([0,TT; L2 (Q)) une suite bornée dans L>(0,T; LP(2)). Alors

weak

Vn e NY, sup |[fu(t)llop < sup || full Loe 0,720 (@)
t€[0,T) neN*

Preuve. Simple conséquence de la définition de I'espace C°([0,T7]; L ., (Q2)). O

weak

Lemme 1.2 Soient T € (0,00), Q un domaine borné de R3, p,q € (1,00) et { fn}nen+ C
C°([0,T]; L2 () une suite uniformément bornée dans LP()), i.e.

weak

sup sup || fn(t)[lop < ¢ (1.1)
neN* t€[0,T)

et uniformément continue dans W—11(Q), i.e.
Ve>0 30 >0 tq th,tz € [O,T], |t1—t2| <0=> ||fn(t1)—fn(t2)”_1,q <&, ne N*. (12)

Alors il existe une fonction f € C°([0,T]; L2 () telle que

weak
fo — f dans C°([0,T]; L .()). (1.3)
Si en outre,
3 3 3q
qc (175] etp e (1700) ou q € (5700) etp e <3—“H]’OO)7 (14)
on a
fn — f dans C°([0, T); W19(Q)). (1.5)

Preuve. Puisque l'injection LP(Q) € W1%(Q), go = min(3, ¢), est compacte, la suite
{fu}n est une suite uniformément bornée dans LP()) et uniformément continue dans
WL (Q). Par conséquent, le corollaire A.7 appliqué & I = (0,T), B = LP(Q) et X =
W—L(Q), assure I'existence d'une fonction f € C°([0,T]; W~19(Q)) telle que, modulo
I’ extraction d’une sous-suite,

fo— [ € C(0, T WH0(Q)).
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Par suite, en écrivant que pour m,n € N*, on a

|/Q{fm — [} (O)odz| < {fm — fu} (D)l -1qoll0ll1qy, t €10,T], ¢ € D(S),

on voit que la suite { [, fud dz},, ¢ € D(Q), est de Cauchy dans I'espace C°([0,T]). On
peut donc supposer qu’il existe une fonction f, telle que

/angbdx — fo=<f,p> dans C°([0,T]), ¢ € D(Q) (1.6)

W Lo (), Wy 0 (@)

ou < -+ > dénote le produit de dualité entre les espaces W=19((Q) et

w0 (@), W, 0 (@)
Wol’qO(Q). En accord avec (1.1), il est clair que

|f5()] < lim sup an(t)sbdl“l < c|[dlloy, t€[0,T], ¢ € D(Q). (1.7)

n—oo

Soit t € [0, 7] fixé. Alors 'opérateur Ty : ¢ € D(2) — [f4(t) est un opérateur linéaire
et continu défini sur le sous-espace vectoriel dense D(Q) de L¥ () & valeurs dans R et

satisfaisant

sup [Tyl < c.
»€D(Q)
”¢H07p/§1

Il se prolonge de maniere unique en un opérateur défini sur LP () a valeurs dans R,
encore noté Ty et satisfaisant

1Tr) | (o gy < ©

Par suite, le théoreme de représentation de Riesz garantit 1'existence d’un unique élément
de LP(Q), noté g(t), tel que

< Tf(t)a¢ >(LP’)',LP’: / g(t)qde, Hg(t)“(),p <ctle [O7T]
Q

En accord avec (1.6), il en résulte que pour tout ¢ € [0, T], f(t) € LP(2), f(t) = g(t) p.p.
dans et que

fo= [ Fitods € COO.T). ¢ €D
La densité de D(Q) dans LP'(Q) et le fait que
[0 = reeds = [ {ot) = attato =)o+ [ {10 = f(e)}da

< 2¢ll¢ — lloy + /{f(tl) — [(t)}ddx, 1,12 €[0,T], ¢ € LV (), 6 € D(Q),

montrent que la fonction t — [, f(t)pdx, ¢ € L (£2), est continue sur [0, 7. Pour conclure
a (1.3), il suffit & nouveau d’utiliser la densité de D(Q) dans L¥ () et d’écrire que

| / {fo— () dz] < / (o — g} 8)(6 — B da| + / {fa— [} ()P dal
< 2ell¢— Bl + | / (o= FYOFda], t€0,T), 6 € I7(Q), § € D).
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Sous les hypotheses (1.4), linjection LP(2) C W=14(Q) est compacte et (1.5) est
alors une conséquence directe du corollaire A.7 appliqué a I = (0,7), B = LP(Q) et
X = W=1(Q). Le lemme est donc démontré. O

Lemme 1.3 Soient T € (0,00), Q un domaine borné de R3, p € (1,00) et
feL>0,T;LP(Q)) telle que 8t(/ ft)pdx) € L'0,T), ¢ € D(Q).
Q

Alors il existe une fonction g € C°([0,T]; L2 . (Q)) telle que p.p.t. t € (0,T), g(t) = f(t)
p.p. dans €.

Preuve. Soit ¢ € D(2). D’apres le théoreme A.43, il existe une fonction f; absolument
continue sur [0, 7] telle que

/Qf(t)gb dx = fs(t) p.p.t. t € (0,T). (1.8)
Noter alors que 'identité

[fo(®] < 1 fll = m:Le @) [0llop p-p-t- T € (0,T), ¢ € DQ),

reste vraie pour tout ¢ € [0,7] puisque f, € C°([0,T]). Ceci étant, il suffit d’adapter
les arguments présentés dans la preuve du lemme 1.2, & partir de (1.7), pour conclure a
Iexistence d'une fonction g € C°([0,T]; L? ., (Q2)) telle que

weak

folt) = / g(Dédr, é€ D), te0.T)
Q
D’ou le résultat. O

Lemme 1.4 Soient T € (0,00), Q un domaine borné de R3, p € (1,00) et {fn}nen C
C°([0,TT; LE (Q)) une suite telle que f, — f dans C°([0,T); L? (). On suppose que

weak weak
3’
re(1,3) etpe (m,oo) our' €[3,00) et p € (1,00). (1.9)
Alors
fo = f dans L0, T; W (Q)]), q € [1,00) (1.10)

Preuve. Par hypotheses, on sait que la suite { [, fud dz},, ¢ € LP (), est bornée dans
C°([0,T7), i.e.

Je>0tq sup sup | [ fu(t)odx| <ec, ¢ e LP(Q).
neN* te[0,7] JQ

En particulier, si on choisit ¢ = | f,,(£)[P72f.(t), il en découle que

| fa®llop < v, te0,T],
fult) = f(2) dans L¥(Q) et || f(t)]lo, < c7, t € [0,7]. (1.11)
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Puisque sous les conditions (1.9), I'injection W' () C LP () est compacte, I'injection
duale LP(Q) C [W''(Q)]* I'est également. Apres une éventuelle extraction de sous-suite,
on peut donc supposer que

fa(t) — f(t) dans [WY(Q)]*, t e [0,T].

D’autre part, d'apres (1.11), la suite {||f.(t)[| 1y tns t € [0,7], est uniformément
bornée. Ceci garantit les hypotheses du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue
qui implique que

T
/ | fn(t) — f(t>H[W17r’(Q)]* dt — 0 quand n — oc.
0

L’affirmation (1.10) est alors une conséquence directe de l'interpolation de LP(0,7") entre
LY0,T) et L>(0,T). O

2 Sur I’équation de continuité

Comme dans le cas stationnaire (cf. 1.1), examen de ’équation de continuité non
stationnaire (2.1) donne lieu a des résultats d’usage fréquent dans le chapitre a venir.
Un outil particulierement important dans la suite réside dans la théorie du transport de
DIPERNA et P.L. L1ONS [12] appliquée a I’équation de continuité. La plupart des résultats
présentés ici ne sont que de simples adaptations de ceux DIPERNA et P.L.. LIONS et ont
déja été proposés dans leur version stationnaire. En conséquence, nombre d’entre eux ne
seront que sommairement démontrés et le lecteur désirant plus de détails est invité a se
reporter au chapitre 1.1.

Le premier résultat donne le cadre dans lequel I’équation de continuité se prolonge a
I'extérieur d’une région bornée de I'espace a N dimensions, N > 2, dans le cas particulier
N = 3, et ce pour tout temps.

Lemme 1.5 Soient T € (0,00), Q un domaine borné Lipschitzien de R3 et p > 2. On
suppose que p € LP((0,T) x Q), w € [L*(0,T; H}()]? et f € L' ((0,T) x Q) satisfont

Op + div(pu) = f dans D'((0,T) x Q). (2.1)

Alors
Oip +div(pu) = f dans D'((0,T) x R?). (2.2)

Preuve. Il faut démontrer que

T T T
—/ / POy dx dt—/ / pu-Vodrdt = / fodzdt, ¢ € D((0,T)xR?). (2.3)
R3 R3 R3

En accord avec (2.1), on peut écrire que

/ /p(ID 8tcpdxdt—/ / O, pu - Vodrdt = / fo®,, dvdt
R3 R3 R3

+/ / opu -V, drdt, ¢ € D((0,T)x R?)
o Jrs
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ou la suite {®,,},, est introduite dans la preuve du lemme 1.1. D’apres les propriétés
de cette suite, les trois premieres intégrales de cette égalité tendent respectivement vers
— fOT Jas POvp da dt, — fOT Jgs pu - Vo dz dt et fOT Jgs [ dz dt quand m — oo. Ainsi, pour
conclure, il suffit donc de montrer que

T
/ / epu - V&, drdt — 0 quand m — oo.
0 JRr3

Pour cela, nous proposons au lecteur de se reporter a la preuve du lemme 1.1 (cf. p.14)
et d’en d’adapter la fin. O

Remarque 1.1 Soient des fonctions p € L'((0,T) x Q), w € [L'((0,T) x Q)]? telles que
pu € [L'((0,T) x Q)]® et satisfaisant 'équation (2.2) avec f = 0. Alors

T
/ /pqﬁRdazdt /1/1 pu - Vogdrdt =0,
R3
Y € D0, T), R>0, ¢ € D(R?), 0 < ¢r <1, ¢g =1 dans By, ¢r = 0 dans B>~

Si R est choisi suffisamment grand pour que 2 C Bp, il en résulte que

6,5(/9 p(t) dz) = 0 dans D'(0,T).

Autrement dit, puisque p € L'((0,7T) x Q),

/p(tl) dr = / p(ta) dx p.p.t. t1,t2 € (0, 7).
0 0

En revanche, lorsque ces mémes fonctions sont seulement solutions de 1’équation (2.1),
en général, on ne sait pas si la masse se conserve. Le lemme 1.5 donne les hypotheses
de sommabilité que doivent vérifier la densité et la vitesse pour que I’équation (2.2) soit
satisfaite et donc que la masse se conserve. En particulier, il est important de souligner
que I’hypothese p > 2 dans le lemme 1.5 est essentielle.

Avant d’énoncer certains résultats de la théorie du transport de DIPERNA et P.L.
Lions [12] appliquée a 1’équation de continuité, on rappele le lemme sur lequel repose
cette théorie, a savoir le lemme de Friedrichs généralisé dans sa version non stationnaire.

Lemme 1.6 Soient T € (0,00), p,q1 € [1,00], g2 > p/, p € L=(0,T; L} (R?)) et u €
[L9(0, T; W2 (R3)]2. On dénote par {S:}eco) la famille d’opérateurs de régularisation

loc
usuels par rapport a la variable d’espace. Alors

1

S.(u-Vp) —u-VS.(p) — 0 dans L™(0,T; Lj, .(R?)), % = ]% p
2

ot la distribution w - Vp est naturellement définie par u - Vp = div(pu) — pdivu.
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Preuve. Pour une démonstration sommaire, consulter par exemple [12, Lemma II.1]. O

Soit la classe de fonctions b : R, — R telles que
be C'0,400)) NCH(0,00)), Fe>0,3INg <1, Vte (0,1], |V#) <ct™  (24)
et dont le comportement a l'infini est donné par
Je>0, I, A €R, VES> T, V()] <ct™, [t (L) — b(t)] < ct™. (2.5)

Lemme 1.7 Soient T € (0,00), Q C R3 un domaine, p > 2 et

3

—1<A1§§—1 et 0< <L (2.6)

\)

On suppose que p € L=(0,T; LY (Q)), p > 0 p.p. dans (0,T)xQ, uw € [L*(0,T; H. (R*))]?
et f e L'0,T; L]

lOC(Q)) q= 3% si\ >0etq€ (1,00) st \y <0, satisfont ’équation
(2.1). Alors, pour toute fonction b € C1([0,00)) de la classe (2.5), (2.6), on a

OM(p) + div(b(p)u) + P (p) — b(p)} dives = fU'(p) dans D'((0,T) x Q). (2.7)
Si f =0, (2.7) est encore vraie pour toute fonction b de la classe (2.4), (2.5) et (2.6).

Preuve. Soit Q' € @ C Q un domaine borné arbitraire. D’apres (2.1), si y € €,
{We Fee(0,00) €St une suite régularisante et {Se}.c(o,,) 1a suite d’opérateurs associée, pour
o suffisamment petit, on a

-/ " [ rwreto—oydoyae— [ " [ (e)a) - oty ) d)

_ /O q/,(/RB f(@)w(y — z) dz) dt, & € D0, T).

Autrement dit,

0yS=(p) + div(Sz(p)u) = So(f) + r- p.p. dans (0,7) x & (2.8)
oll, en accord avec le lemme 1.6, r. — 0 dans L*(0,T; L} (R?)) quand € — 07, = iJr 3
En multipliant (2.8) par V'(S.(p)) ou b € C([0,00)) est une fonction de la classe (2.5),
(2.6), on trouve que
0b(S:(p)) + div(b(S:(p))w) + {S:(p)b'(S=(p)) — b(S:(p)) } div
= S.(/)V'(Sc(p)) + rb'(S:(p)) p.p. dans (0,7T) x . (2.9)

On passe ensuite a la limite e — 0. Au vu des propriétés sur les suites régularisantes (cf.
lemme A.13), si p dénote encore le prolongement de p par zéro dans (R \ (0,7)) x R?, on

sait que S.(p) — p dans L>(0,T; L (R?)) et donc, modulo l'extraction d’une sous-suite,
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que S.(p) — p p.p- dans (0,T) x R3. Alors on vérifie aisément que

b(S:(p)) — b(p) dans LQ((),T; It (Q/)) S g < ﬁ’
D

{S-(p)V(S-()) — B(S-(p))} = {0 (p) — b(p)} dans L2((0,T) x ) si 2 < L,

2

B (S.(p)) = ¥ (p) dans L®(0,T; L™ () si 1’ < § si Ay >0,
1
S.(p)) = b (p) dans L>(0,T; LY(Y)) si A\, <0,

v (
T T
|/ / V' (Se(p))rep da dt| < c/ |r-| dr — 0 quand € — 07,
0 JR3 0 R3
© € D((0,T) x ), si \y <0.

Ainsi, puisque S.(f) — f dans L'(0,T; qu;c(R?’)), le passage & la limite ¢ — 0 dans

I'identité (2.9) testée par une fonction ¢ € D'((0,T) x ') est justifié et implique (2.7)
avec () a la place de §2. Puisque €' est arbitraire, (2.7) en résulte.

Dans le cas ou f = 0 et b est une fonction de la classe (2.4), (2.5) et (2.6), utiliser les
arguments présentés a la fin de la preuve du lemme 1.4 (cf. p.15).

Remarque 1.2 1l est intéressant de noter que la conclusion du lemme 1.7 reste la méme
sipe LP(0,T; LY (). Pour le voir, il suffit de remarquer que la régularisation en temps

de p est un élément de L>(0,T; LY (€2)), d’utiliser le lemme 1.7 et de faire tendre le
parametre de régularisation vers 07. D’autre part, il est également intéressant de noter
que si w est par exemple un élément de Iespace [L2(0,T; W,5°(R?))]?, les conditions (2.6)

loc
peuvent étre remplacées par
—1<XM<p—1 et 0< A <p. (2.10)

Soient k > 0 et b € C''([0,00)). Comme dans le chapitre 1.1, on considere la fonction
by définie en (1.1.18). Dans un premier temps, noter que sous les hypotheses du lemme 1.7
pour p, w et f € L} _((0,T) x ), on peut adapter la preuve du Corollaire 1.1 (cf. p.18)
et démontrer que
Vk >0, kdivu = f p.p. dans {p = k}.

Le lemme 1.7, complété par cette derniere observation, a pour conséquence immédiate le

Corollaire 1.1 Soient T € (0,00), Q C R® un domaine, p > 2, p € L>(0,T; LY (),

loc
p >0 pp. dans (0,T) x Q, w € [L*0,T; H. (R®)]?, et f € L. .((0,T) x Q) satisfaisant

loc

I’équation (2.1). Alors, pour toute fonction b € C1(]0,0)) et tout k > 0, on a

Oibi(p) + div(be(p)w) + {p(be)’ (p) — br(p)} diva = f(be)’, dans D'((0,T) x Q). (2.11)

Remarque 1.3 Noter qu’en faisant tendre & — oo dans (2.11), pour toute fonction
b e CL([0,00)) de la classe (2.5), (2.6), on récupere (2.7).

Comme on peut le voir dans le résultat ci-dessous, la notion de solution faible de
I’équation de continuité renormalisée (2.7) implique la continuité forte de la fonction p en
tant que fonction définie sur [0, 7] a valeurs dans LP(£2). Plus précisément, on a le
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Lemme 1.8 Soient T € (0,00), Q un domaine borné Lipschitzien de R®, ¢ € (1,00) et
6 € (0,min(1,%)). On suppose que p € L>(0,T; L)) N C°([0, T7; L‘fueak(Q)), p >0 p.p.
dans (0,T) x Q u € [L*(0,T; HY(Q))]? satisfont I’équation

Op” 4+ div(p’u) + (6 — 1)p? divu = 0 dans D'((0,T) x R?). (2.12)

Alors
p e C[0,T); LP(Q)), pell,q). (2.13)

Preuve. Soit ¢ € D(2). D’apres (2.12), on a

6t(/ P’ (t)¢p dr) = / PPu - Vodr+(1—0) / op° divu dz.

Q Q Q

Noter au passage que les deux intégrales de droite dans cette égalité ont bien un sens
puisque 260 < ¢. Clairement, p? € L>(0,T; L#(2)), 0:( [, p°(t (bdl‘) € L*(0,T), ¢ € D(N)

et le lemme .3 garantit I'existence d'une fonctlon g€ C°(0,TY); L@eak(Q)) telle que p.p.t.
€ (0,T), g(t) = p(t) p.p. dans Q. Remarquer que l'inégalité

lg®llo.s = 116" ®llo.s = o6 < N1I1700.7;L0(0) (2.14)
a priori Vraie p.p.t. t € (0,7) est en réalité vraie pour tout ¢ € [0,7] puisque g €
C°([0,T7; L‘f,eak(Q)). D’apres (2.12), on a

0rg + div(gu) = (1 — §)gdivu dans D'((0,T) x R?).

En régularisant cette équation par rapport a la variable d’espace a 'aide de la famille
d’opérateurs usuels {S:}.c(0,1], en accord avec le lemme 1.6, on trouve que

0,5-(g) + div(S.(9)u) = S.((1 — §)gdivu) + r. dans D'((0,T) x R?) (2.15)

ot . — 0 dans L*(0,T; L”” (R3)) quand ¢ — 0F. Puisque g € C°([0,T]; Lfveak(Q)),

loc
d’apres les propriétés standard sur la régularisation, on sait que

S.(g) € C°([0,T] x R?), (2.16)

q
= < 1,=], (2.1
g0 >0, Ve € (0, ¢0), S 1S<(gElopw < €llpll g gupmosio oy P € [Ligl (217)

pour tout domaine borné w C R3 et que, lorsque ¢ — 0", on a

Se(g(t)) — g(t) dans L*(R?), t € [0, 71, (2.18)
S.(gdivu) — gdivu dans L*(0, T LQ;—L(R‘?)). (2.19)
Il apparait alors que les hypotheses du lemme 1.7 sont satisfaites pour b(s) = s?. En

conséquence,

04 S:(9)}" + div({S:(9)} u) = 2{S:((1 — O)g divu) +r:}5:(g)
—2{S.(g9)}*divu dans D'((0,T) x R?).
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Autrement dit, pour toute fonction ¢ € D(R3) telle que ¢ = 1 dans Q, on a
e | {S:(9(t)odr =2 {55((1 —0)g(t) diva(t)) +re(t)}S:(g(t)) ¢ du
R3

—2/ o{S.(9(t)}* divau(t) dr p.p.t. t € (0, 7).

On integre cette égalité sur Uintervalle de temps (t1,%3), 0 < t; < to < T. A Daide de
I'inégalité de Holder, on trouve que

/RP)P{Sa(g(tz))}2 — {S(g(t)Y)o do < 2 sup [[S=(g(1))@lloll diveeloz, o) x0lts — ]2

t€[0,7T)]
1
#2 s [S.0(0)0l g IS = Ogiva) r}l =il
Puisque ¢ < 4, on a % € [1,%]. D’apres (2.17), (2.19) et la convergence r. — 0 dans

L*(0,T; L29+q( 3)) quand € — 0T, on peut justifier existence d’une constante ¢ > 0 qui
ne dépend pas de ¢, telle que

[ HS-0(t2)Y = {Sulalt)Plo de < clta — 1.

Ceci montre que la suite { [55{S:(9)}?¢ dr}.c(0,-0) st une suite de fonctions uniformément
continues dans R. Par ailleurs, toujours d’apres (2.17), il est clair que cette suite est
uniformément bornée dans C°([0,77]). Le corollaire A.7 dans lequel on pose I = (0,T),
B = X =R et la convergence (2.18) montrent alors que modulo I'extraction d’une sous-
suite et lorsque e — 07,

/ {S.(g) Y2 pdw — / g*dx dans C°([0,T]), V¢ € D(R?), ¢ =1 dans (.
RS Q

Ainsi, on vient de prouver que g € C°([0,T]; L*(Q)) et donc que g € C°([0,T7]; L*(R)),
p € [1,2]. A Paide de l'interpolation de L4(Q) entre L*(Q) et L#(Q), on peut écrire que

lg(t2) = g(t)llop < llg(t2) — g(t)[5,ll9(t2) — 9(t)llg 4", 1,2 €[0,T], a € (0,1)

et utiliser (2.14) pour en déduire finalement que g € C°([0,T7; LP(Q2)), p € [1,%). On

rappelle alors que p.p.t. t € (0,7T), g(t) = p?(t) p.p. dans Q, ce qui implique en particulier
que

0 L q

90l = Ip(Dllep0 b1 € 0.7, pe [5.9)

Puisque évidemment p € C°([0,T], L . (Q)), p € [1,q], cette égalité est en fait satisfaite

pour tout t € [0, 7] et termine la preuve. O

3 Quelques problemes paraboliques

Dans cette section, nous discutons de l'existence, de 1'unicité et de la régularité de
certaines équations paraboliques de type diffusion, considérées sur le cylindre (0,7) x V,
T € (0,00) et V C R? une région bornée, et pour lesquelles des conditions aux limites de
type Neumann sont imposées.
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3.1 Le probleme de Neumann associé au Laplacien

Soit € € (0,1]. On considere le probleme

— // pOyp —eVp-Vodrdt = / fedr, ¢ € C((0,T) x V), 9(0,:) = (T,:) =0,

(0,T)xV (0,T)xV

lim [ p(t,x)é(x)dx — / po(x)p(x)dz, ¢ € D(V). (3.1)
1% 1%

t—0t
Le lemme ci-dessous est une adaptation a la présente situation des résultats classiques

concernant 1’existence, I'unicité et la régularité de solutions d’équations paraboliques.

Lemme 1.9 Soient 0 < o < 1 et p,q € (1,00). On suppose que T € (0,00), V C R3?
est un domaine borné de classe C1*, py € LI(V) et que f € LP(0,T; W=14(V)). Alors il
existe une unique fonction

p € L0, T; WM (V) 1 OO0, T); L, (V)

weak

solution du probléme (3.1) satisfaisant

ol 2o o,msaqvyy + llpll e mwraeryy < e(T,V,p, ) {lpollo.gv + [ f |l ero, w19y }-

Si on suppose en outre que V. C R3 est un domaine borné de classe C*® et que f €
LP(0,T; LYV)), alors

p € LP(0,T;W2(V)) 1 CO([0, T); L(V)), dup € LP(0, T; LA(V')
et satisfait

||8tp||Lp(o,T;Lq(v)) + EHpHLp(o,T;WZQ(V)) < (T, Vip, )1llpollogv + ||f||L"(07T;L‘1(V))}'

Preuve. Ces résultats classiques sont issus du livre de LADYZHENSKAYA, SOLONNIKOV,
URALTSEVA [35]. O

3.2 Dissipation artificielle dans ’equation de continuité

Soient T' € (0,00), V C R? un domaine borné, ¢ € (0, 1] fixé et w un champ de vecteurs
donné s’annulant sur la frontiere de V. Ici, nous sommes intéressés par la perturbation de
I’équation continuité par une dissipation artificielle, i.e. par ’équation

Op + div(pu) —eAp =0 dans (0,7) x V, (3.2)
complétée par les conditions aux limites
Oyp =0 sur (0,7) x OV (3.3)
et par la condition initiale
p(0) = po dans V. (3.4)

Dans cette équation, I'inconnue est la fonction p(t, z), (t,x) € (0,7) x V et la fonction
po(x), x € V, est donnée. Notre étude du probleme (3.2)-(3.3) est résumée dans le résultat
ci-contre. Dans la suite, pour éviter de nombreux dépassement de ligne, pour tout ¢ €
[0, 7], nous utiliserons la notation [|u||coy1.0c au lieu de [[wl|jcoo,q.wrovy)s-
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Théoreme 1.1 Soient T € (0,00) et V C R3 un domaine borné de classe C**, a € (0,1].
On suppose que

po € LX(V)NHYV), 0<p<py<p<oop.p. dansV, (3.5)
u € [C°[0,T); W2 (V)]?, u =0 sur (0,T) x V.

Alors il existe une unique fonction
p € CO0, T, HY(V)) N L0, T; HA(V)), 9ip € L*((0,T) x V)

satisfaisant (3.2) p.p. dans (0,T) x V', (3.3) p.p.t. t € (0,T) au sens des traces, (3.4) p.p.
dans Vet pour tout t € [0,T] les estimations

1 t 2
o)1z < g”ﬂo”l,zﬂ + t”uHZC?;WLoo)eQ(t||ullcg;wl’°°+g”u”C?;Wl’w), (3.7)
c 3(t awtootEllulZo 1 o
HVQpHL2((O7t)XV) S ngOHL?(l + tH’U,HéS;W17w)%62( ||’U:||c?,wl ||’U||C?;W1, )’ (38)
c 3 2(tlullgo 1ot Elul?g 1 00)
HatpHL2((07t)><V) < g”p0”1,2<1 +t”u”%,?;wl’oo)262 odswi cdwl, : (39)
Be* J3 I1div w(s)lo,o0, v ds < p(t, LL‘) < pefot [l div w(s)llo,00,v ds’ VreV. (3.10)

De plus,
p € LP(0, T; W*P(V)) N C°([0,T); LP(V)), Owp € LP((0,T) x V), p € (1,00). (3.11)

Soit Uopérateur S,, : {uw € [C°([0,T]; WE(V))]?, ulsy = 0} — C°([0,T]; H'(V)) défini
par Sy (u) = p. On suppose que ||u;||coqo,mwrepp) < K, 1 =1,2. Alors

[1{Sp0(w1) = Spo(u2) } () |lo2 < (T, V, e, K)t|| pol12||wr — wallcoqo,rpymwree vy, VE € [0,T].
(3.12)

Preuve. Soit A : D(A) = {p € HX(V), [, ¢dr =0, dyplov = 0} C L}(V) — L*(V)

défini par A = —A. D’apres la formule de Green, on a

/Auvdx = / uAvdz, u,v € D(A).
1% 1%

Autrement dit, 'opérateur A est un opérateur symétrique. Par ailleurs, le lemme 1.6
garantit que pour toute fonction f € L*(V) il existe une unique fonction v € D(A) telle
que Au = f, ce qui implique que l'opérateur A est surjectif. D’autre part, la formule de
Green et I'inégalité de Poincaré-Wirtinger prouvent que

/ Auudr = / [Vul>dz > c(V)||ulf,, u € D(A)
v v

d’ot, d’apres l'inégalité de Schwarz, que

[Aulloz = e(V)lull12, uw € D(A).
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En conséquence, l'opérateur A est inversible et A1 considéré comme un opérateur de
L*(V) & valeurs dans L*(V) est compact. Puisque tout opérateur symétrique 7' défini
sur un espace de Hilbert H, a valeurs dans ce méme espace H est un opérateur borné et
autoadjoint (cf. [82, Proposition VII1.3.2]) et que L?*(V) est un espace de Hilbert séparable,
le [8, Théoreme VI.11] garantit qu’il existe une base Hilbertienne (ej,)yen+ de L2(V) ainsi
qu'une suite de réels strictement positifs (Ax)ren+, Ax — 00, satisfaisant

er € D(A), Aep = Apep.

En accord avec les résultats classiques concernant la régularité elliptique, (eg)r € C(V).
Noter que (ey,), forme aussi un systeme orthogonal complet de {¢ € H'(V), [, ¢dz =0}
muni du produit scalaire

(g1, 02)) = / Vo - Voo di.

Noter enfin qu’en posant ey = |V|*% et \g = 0 (= Aey = Aoep), la suite (ex)ren C
{p € H*(V), duplov = 0} forme une base hilbertienne de L*(V') ainsi qu'un systeme

orthogonal complet de H'(V) muni de son produit scalaire usuel.

Soient X,, = Vect(ey, k =0, ...,n) le sous-espace vectoriel de L?(V') muni du produit
scalaire induit

(801,802)=/<P1902d96
%

et P, Popérateur de projection de L?(V) sur X,. On rappelle que cet opérateur possede
les propriétés suivantes :

1Pallczzvyzoory =1, Hm [[Pag = @lloa = 0, ¢ € LA(V),

(3.13)
1Papllie < cllollre, k=1,2,

¢ désignant ici une constante indépendante du parametre n € N*. Bien sir, puisque X,
est de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes.

Par hypotheses, on a w € [C°([0,T]; H}(V))]3. Soit I'opérateur A, : [0, 7] — End(X,,)
défini par A, (t)® = AP — P,[div{Qu(t)}], t € [0,T], ¢ € X,,. On vérifie sans peine que
A,, est continu de [0, 7] a valeurs dans End(X,,). Par suite, les résultats classiques de calcul
différentiel nous permettent d’affirmer qu’il existe une unique fonction p,, € C*([0,T]; X,,)
solution du probleme

d

Epn(S) =A,(s)pn(s) pour s € [0,T],

pn(0) = Pypo.

(3.14)

En multipliant (3.14) par p,(s) et en intégrant par rapport a la variable d’espace, quelques
intégrations par parties nous conduisent a l’égalité suivante :

1

1d
33 | ve [ (Va(s)de = =3 [ pis) divuts)da, s€ 0.7),
2ds v 1 2 14
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d’ott on déduit pour tout t € [0, T] que

t t
lpn(®)115,2 + 25/ IV on(s)l152 ds < [|Papoll5 2 +/ ln ()15 211 div w(s)lo,00 ds.
0 0
D’apres le lemme de Gronwall A.14, il en résulte que
lon(®)132 < [ Papollf (o145 o) ¢ & o, 7). (3.15)

Cette estimation n’est pas suffisante pour atteindre notre objectif. A I’aide de (3.14), pour
tout s € [0, 7], on peut écrire que

= /V(ﬁspn(S) + Py[div{pn(s)u(s)}] — eApn(s))® dx
= /V[|aspn(5)|2 + |5Apn(5)|2 - (Pn[div{pn(s)u(s)}])z — 2605 pn(8)Apn(s)] dx
[ P ] @upn(s) + Pldpa(hs)H] = 2o

= /V[|83pn<s>|2 +eApn(s)|* = (Puldiv{pn(s)u(s)}])* + 220,V pu(s)Vpu(s)] da.

Il en découle que

i [ 9B+ [ (@ + AP e < [ [div(p(s)ul) P s
< ()2 IV ()12 + lon (12 div u(s)2.0).

En particulier, en intégrant cette inégalité sur I'intervalle (0,t), ¢ € [0, 7], on trouve que
AT+ [ [ (@) + 10 (0) P s
< e[[VPupolig2 + /Ot(HU(S)H(Q),ooHVpn(S)lﬁz + 1l pn () 1521l div w(s)][500) ds
< ellVPupollg2 + /t 1 PapolIf o 14 0 47| div wa(s) 3 o ds
0

t t
+/0 HU(S)\|3,OO|!V/)n(8)|!§,2dsEw(t)+/0 ()16 00V 2 ()15 2 s (3.16)

A Taide du corollaire A.9, il en résulte que
w(t) ['1 W(S) 111 ju(o)|2 . do
Vo0l < 22+ [ Zu(lf Al e as )

En insérant cette information dans l'identité (3.16), il en ressort la suivante : pour tout
t€[0,7],on a

//{ . 0n(8))? + 22| Ap,(s)|°} dx ds
O+ [ sl x (224 / 2@l ) s, (319
0
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D’autre part, ajoutée a I'inégalité (3.16), (3.17) implique que
1a (@)1 2 < [[Papoll§ efo 4o i

t t
H2O 4 [ a2 e ), 0T (319
Remarquer que pour m > n, la procédure ci-dessus aboutit également a 1’estimation

1o = )OI 2 < (B = Pu)poll3 el 14 o)l

¢ tq w t1 2

S [ ol el et ), e 1)
15 o € €

dans laquelle

w(t) = el|V(P = Po)polls s + / (P = Po) pollf elo 145 o= 97| div aa(s) |3 o dls.

Ainsi, la suite {p,}, est de Cauchy dans C°([0,T]; H'(V)). Par ailleurs, puisque on peut
e.g. majorer w(t) par
) t”u”c?;wl,oo

lpoll3 5 (1 + tllual[gpr 0 e

Y

en utilisant (3.19), on trouve que

Lt oo 1,00+ £ 120, 1.00)
lon ()12 < —Hpole( -t )t cawte=’te[0,7). (3.20)

De méme, a partir de (3.18), on obtient

HasPnHm ((0,)xV) T €|’APnHL2 (0,))xV)
c 9 3 2(25||u||00 wloeotg ||u||co wl, o)

< EHPoHl,z(l + tf|wleo, ) 2e , t€[0,T]. (3.21)
Les estimations (3.20) et (3.21) montrent que les suites {p,}n, {0ipn}n et {Vpn}n sont
respectivement uniformément bornées par rapport a n dans L2((0,T7) x V'), L*((0,T) x V)
et L*(0,T; EZ(V)). Ainsi, modulo P'extraction d’une sous-suite, on peut supposer qu'il
existe une fonction p € C°([0,T]; H*(V)) N L3(0,T; H*(V)), dyp € L*((0,T) x V), Vp €
L*(0,T; E2(V)), telle que lorsque n — oo,

pn — p dans C°([0,T]; H'(V)),
D%p,, — D%p, O,p, — Oyp dans L*((0,T) x V), Vp, — Vp dans L*(0,T; E3(V)).

On teste alors I’équation (3.14) par une fonction ¢ € L*((0,T) x V). On obtient
/ {0ipnp + div(ppu) Py — eAppp} dt dx = 0.
0,T)xV

Ayant en téte le fait que P, — ¢ dans L*((0,7) x V), on passe a la limite n — oo
dans cette identité. A ce stade, nous avons donc démontré I'existence d’une solution p
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satisfaisant (3.2) p.p. dans (0,7) x V, p.p.t. t € (0,7) (3.3) au sens des traces et (3.4)
p.p. dans V. Pour montrer que celle-ci est unique, il suffit de supposer I'existence de deux
solutions p; et pq, de tester I’équation satisfaite par la différence (p1 — p2) par (p1 — p2),
d’intégrer 'identité obtenue par rapport a la variable d’espace puis sur l'intervalle de
temps (0,1), t € [0, 7], et enfin d’utiliser le lemme de Gronwall A.14 avec ¢ = 0.

Passons a la preuve de (3.10). On introduit la fonction r(t) = £e<_f0t I div u(s)lo, o0, v ds)
qui est 'unique solution de I’équation différentielle ordinaire r" + || diva||ocov 7 = 0,
complétée par la condition initiale r(0) = p. Il est facile de voir que 7' 4 div(ru) =

r(dive — || dival/oeo,v) < 0. On dénote w(t,x) = r(t) — p(t,z). Alors il est clair que w
est une solution du probleme

dyw + div(wu) — eAw = r' + div(ru) <0 p.p. dans (0,7) x V,
Oyw = —0yp = 0 sur AV, w(0,) = p—po <0 p.p. dans V.

En intégrant la premiere équation testée par w™ par rapport a la variable d’espace, p.p.t.
s € [0,T] on obtient

Ld ()2
‘—/ |w+(8)l2d56+6/ (Vwt (s)|? da < —/ divu(s) L 4
2ds Jy v , 5

En particulier, on a

Osllw™ (s)l[.2,v < Il divaa(s)llo.co

W (s)/[6.2,v-

Ainsi, puisque w™(0,-) = 0, le lemme de Gronwall A.14 avec ¢ = 0 garantit que pour tout
t € [0, 7], lw"(t)]lo2v = 0. Finalement, on conclut que pour tout ¢ € [0, 7], r(t) < p(t, x)
p.p.t. z € V. Auvu de la régularité C°([0, T]; H*(V))NL*(0,T; H*(V)) de p, cette inégalité
est en fait vraie pour tout (¢, z) € [0, T]x V. Pour obtenir la borne supérieure, on considére
la fonction R(t) = ﬁe(f(;5 | div s(s) o,0c,v ds) qui est I'unique solution de I’équation différentielle
ordinaire R'—|| div u|g 0o,y R = 0, complétée par la condition initiale R(0) = p. Il est facile
de voir que R’ + div(Ru) = R(|| divul[oeov + divu) > R(|| divullo ey — |divu]) > 0.
On dénote W (t,x) = R(t) — p(t,x). Alors W est une solution du probléme

oW = —=0,p=0sur oV, W(0,:) =p—po >0 dans V.

oW +div(Wu) — eAW = R’ + div(Ru) > 0 p.p. dans (0,7) x V,

En testant la premiere équation par —W ™ puis en intégrant par rapport a la variable
d’espace et en suivant une démarche analogue a celle adoptée précédemment, pour tout
t € 10,77, on obtient ||[WW~(¢)|lo.2,y = 0, ce qui termine la preuve pour la borne supérieure
et par la méme occasion celle de (3.8).

Le gain de régularité (3.11) se justifie a 1'aide du lemme 1.9. En effet, d’apres (3.10),
on sait que p € L*(0,T;L>*(V)). Alors, puisque py € L¥(V), le lemme 1.9 avec f =
div(pu) garantit dans un premier temps que p € LP(0,T; Wh*(V))nC°([0,T); LE . (V)),

p € (1,00). Mais alors f € LP((0,T) x V) et, a nouveau, le lemme 1.9 nous permet de
conclure a la validité de (3.11).
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Pour terminer, on démontre 'inégalité (3.12). Pour ne pas alourdir les notations, on
pose p; = Sy, (u;), i =1,2. Alors

Oi(p1 — p2) — eA(p1 — p2) = (p1 — p2) divuy + po div(u; — uy)
+ug - V(p1 — p2) + (ug —ug) - Vo p.p. dans (0,7) x V.

On multiplie cette équation par (p; —p2) puis on integre par rapport a la variable d’espace.
Pour presque tout s € (0,77), on obtient

330 | N =pe)Pde e [ 1900 = p)(o) da
< [ 061 = p2 )Pl s (6)] + a1 = )9 o1 = p) )]
+ [ U1 div((an = w)(Dp1 = 2o} + Vpa(s) (01 = ) o1~ p) ()]}

< llua($)ll1e0ll (1 = p2)(9)ll62 + 2—1{5“”1(8)%,@“(/?1 — p2)(s)llo.2
+%HV(01 — p2)(5)llo2 + 2l p2(8) 1,20l (w1 — w2) () ll1,00ll (o1 = p2)(5)llo.2-
Puisque ||p1 — p2llo2v € H'(0,T), de I'inégalité précédente découle alors la suivante :
(o1 = p2)(8)llo.2 % Osl[(p1 = p2)(s)ll02 + %HV(M = p2) ()5
< 2 pa(s) 12/l (wr — w2)($)][1,00 X [[(p1 = p2)(5)llo,2

+(llwa(8)]]1,00 + 2—1€HU1(8)H?,OO)H(/)1 = p2)(8)llo2 X [[(p1 = p2)(5)ll0.2-

En intégrant cette inégalité sur l'intervalle de temps (0,¢), ¢ € [0, T], en particulier, on en
déduit que

[(p1 = p2) ()02 < /0 2/l p2(s)[[1.2ll (w1 — w2)(8) 1,00 ds

+/0 (leea(s)ll1.00 + %IIM(S)II?,W)II(M = p2)(s)llo2ds, Vt € [0, T].

A Taide de 'estimation (3.7) pour py, on trouve que

c 1 K2
I = p2) ()02 < Z(1 4+ KT)ex ST Dy — | cpp oo

+ [ )+ 5ol ()R e = p2) o) oads, Ve € 0.7)

D’ou I'inégalité (3.12) d’apres le lemme de Gronwall A.14. O

4 Flux effectif visqueux (cas non stationnaire)

La continuité faible de la suite des flux effectifs visqueux dans la cas stationnaire a fait
I'objet du théoreme 1.2. Cette propriété observée en dimension un d’espace par SERRE
[71] puis généralisée par P.L. LIONS [46] en N dimensions d’espaces, N > 2, aura un role
essentiel dans la preuve des résultats présentés dans le prochain chapitre.
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Théoreme 1.2 Soient I = (0,T), T € (0,00), Q un domaine borné de R® de classe C™!,

1 <p< oo, §’<T<OO max{?p}<f§oo,1<s<oo,%+%§15ir<3et

1<w<oo,a+r<—. On suppose que

II,, = II dans LP(I x Q), (
b, — b dans C°(I; L",,.()), b, — b dans L™ (I x Q), (
F, — F dans [L*(I x Q)]?, (
q, — q dans [C°(I; Ly, ()], (
{fadnew CLNI % Q) fo — [ dans L*(I;[H'(Q)]),

Ai(fn) — Ai(f) dans L*(I; L¥ (R®)), i = 1,2, 3,
u, — u dans [L*(I; H(Q))]*. (4.6)

On suppose en outre que pour i =1,2,3

Oby, + div(byuy) = fo dans D'(I x R?), (4.7)
gl + 0;(qhul) — A, — (py + p2)0; divu, + 11, = E! dans D'(I x ). (4.8)

Alors pour toute fonction 1p € D(I) et toute fonction ¢ € D(1Q2),

Jingo/lw /Q {1, — (2u1 + p2) div w, }b, dz dt = /Iw /Q A — (2p1 + p2) divutb dzd;.)

Preuve. Noter tout d’abord que le systéme (4.8) testé par une fonction ¢ = (!, 9%, p?),
pi € DI x Q),i=1,2,3, s’écrit

— / / q'.0y0; d dt + / {1050, + (1 + p2) (div w,,)(div ) } do dt
IxQ IxQ

—// gl 00" d dt — //Hndivgodxdt: // Fio'dz dt. (4.10)

IxQ IxQ IxQ

Au vu des hypotheses (4.1)-(4.6), par densité, (4.10) reste vraie pour toute fonction ¢ =
(o', 0%, %) telle que Oip' € LY(I; LY (2)), 9;¢° € L*(I; L*(Q)) N L3(I; L%(Q)), dive €
P(IxQ), o el¥IxQ),ij=123.

Soit @ € D(I x R3?). D’apres (1.3.8), la fonction A;(@), i = 1,2, 3, est une fonction
de 'espace D(I; C*(R?)). En conséquence, pour toute fonction 5 € D(R?), la fonction
b A; () € D(I x R3). L'équation (4.7) testée par ¢.A;(P) s'écrit

// bud Ai(0,3) d dt — // bl {0;0.A:(P) + dR(P)} d dt = / Fod Ai(3) da dt.

IxR3 IxR3 IxR3

(4.11)
Par hypotheses, b, € L™™37)/(R3), b,ul € Lmin(%’g_)(R‘g’), j=1,2,3, f, € L*(R?) et ce
p.p.t. t € I. Alors, en utilisant (1.3.6) et (1.3.7), de (4.11) il vient que

Oy As(bp®) + Rij (bl §) = Ai(fnd) + Ai(byul 8;6) dans D'(I x R?), ¢ € D(R®). (4.12)
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Soit ¢ € D(2). En accord avec les propriétés (1.3.4) et (1.3.5) des opérateurs R;; et
A;, sous la condition L+ + 1 < 2 on voit que ¢Ry;(byuld), pA;i(byud 0;0), A(fud) €

6’

L2(I; LY (Q)). Ainsi 9,{0A;(b,d)} € L2(I; L*' (). Par ailleurs, b, € L>(I; L"(R3)) N

L7(I x R?) et de (1.3.5), il découle que ¢p.A;(b,p) € LT(I; Wy (Q)) N L=2(1, W, " ().

Soient 1) € D(I), ¢ € D(Q) et ¢ € D(R?). On pose maintenant @' = A (bpo),

i = 1,2,3. Alors, sous la condition 2 + 1 < 2 on sait que dy¢' € L*(I; L (Q)) et que

" € L*(I; L%(Q)) tandis que, sous la condition 1 + L < 1sir < 3, le fait que
G Ai(bd) € L®(I, Wy (Q)) assure que @' € L* (I x Q), 4,5 = 1,2, 3. Par ailleurs, puisque

7 > max{2,p'} et A (byd) € L7(I;Wy"(Q)), il est clair que d;¢° € L*(I; L*()) et
dive € LP (I x Q). Ainsi, la fonction ¢ = (¢!, 9% ), ¢ = 1d.A;(b,d) est une fonction
admissible dans 'identité (4.10). Apres un long calcul dans lequel sont utilisées plusieurs
intégrations par parties, une formule analogue a (1.5.9) (cf. p.27), I'équation (4.12) et les
propriétés (1.3.6) et (1.3.7) des opérateurs A; et R;j, i, = 1,2,3, on obtient

[0 [ ot = o+ o) divu o, ddedt == [0 [ 1,004,0,6) de d
I Q I Q
- [ow [ aoawdrdcd~ [v [ goaitddra - [ [ doawado
s [ [ oo dbud) dedt = [0 [ w0,0Ry0,0) dode
+4 /I i /Q UL By b d dt + (111 + o) /I 0 /Q 0,0 A; (b @) div w, dx dt
- [ [ dwooadavi~ [v [ Foswd)dea
s [0 [ idR60) — iR, 0,0} dadr (4.13)
I Q
En particulier, en choisissant dans (4.13) ¢ € D(R3), ¢ = 1 dans €, on trouve que
/IQ/J/QQZ){HH — (2u1 + p2) divu, }b, de dt = — /IwLHnai¢Ai(bn)dx dt
- [ow [ g dedi~ [ [ oAt ded
s [ [ oo drdt—n [ [ w0,0m,i0,) de
+u1/l¢/ﬂu;&¢bn dz dt + (p +u2)/lw/98igb.,4i(bn)div u,, dzx dt
- [ [ oAt [ [ Fo)dd
4 [0 [ bRy (G0 - doRs (b)) dode. (4.14)
I Q

A présent, 'objectif est de passer a la limite n — oo dans (4.14). Pour cela, on
commence par énumérer quelques conséquences directes des hypotheses (4.1)-(4.6). En
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accord avec le lemme 1.4, puisque r > g, on a
b, — b dans L™ (I; [H (Q)]*), 1 € [1,00). (4.15)

Ceci étant, complétée par (4.6), la convergence (4.15) permet d’affirmer que

6

bnun — bu danS [L2<[7 Lrﬁr()‘

()] (4.16)

Par ailleurs, il est clair que pour tout t € I, b,(t) — b(t) dans L"(R?). De la continuité
forte des opérateurs R;; : L4(R?*) — LY(R?), q € (1,00), 4,5 = 1,2, 3, il découle alors que

Rij (bn(t)) = R (b(1)) dans L(R?), 4,j = 1,2,3.
Par suite, pour toute fonction ¢ € D(), pour tout t € I, on a

ERij(bn(t)) — Ry (b(1)) dans L™(Q), 4,5 = 1,2,3, (4.17)
EVA;i(by (1)) — EVA;(b(t)) dans [L"(Q)]?, i = 1,2, 3. (4.18)

En outre, & l'aide de la propriété (1.3.6), on vérifie facilement que pour tout t € I,
A;i(b,(8))VE — A;(b(t))VE dans D'(2) tandis qu’il est clair que la suite {A;(b,(¢))VEL,
est uniformément bornée dans [L"(£2)]3. Par conséquent, pour tout ¢ € I, V(£A4;(b,(1))) —
V(EA;(b(t))) dans [L"(2)]3. Puisque Q2 est borné, ceci est complétement équivalent a la
convergence

EA;(Dn(t)) — EA;(D(t)) dans W' (Q), £ € D(Q), t €T, i=1,23.

Puisque W, () CC L2(Q), 1<y <r*sir € [2,3) et 1 <ry < cosir € [3,00), il sen
suit que

EAi(b,(t)) — EAi(b(t)) dans L2(Q), £ € D(Q), t €1, i=1,2,3.

En accord avec la propriété (1.3.6), par densité, on peut vérifier que la suite {§.A;(b,) }n C
CO(I; L2, () est bornée dans L>(I; L2(£2)). Au vu du lemme 1.1, ceci implique que

la suitew{ezlilp 1EA;:(bn(t))]|0.70.0}n €st bornée. En utilisant le théoreme de convergence de
Vitali, on tte;ouve que
EA;(by) — &A;(b) dans L™ (I; L™ (), £ € D(Q), r3 € [1,00), i =1,2,3. (4.19)
A nouveau, puisque w > 2, le lemme 1.4 garantit que
¢’ — ¢' dans L (I; [H*(Q)]"), w; € [1,00), i = 1,2,3.
Cette observation associée aux hypotheses (4.4) et (4.6) justifie alors que
giu! — ¢'u? dans L*(I; LH%S(Q)), 1,7 =1,2,3. (4.20)

Ensuite, en utilisant D'injection L™(Q) C [H*(Q)]*, compacte puisque r > 3, de (4.17)
provient la convergence

ERii(bn(t)) — Ry (b(t)) dans [HY(Q)]*, £ € D(Q), t €1, i,5=1,2,3.
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En accord avec la propriété (1.3.7), par densité, on voit que la suite {{Rij(bn)}n C
C(I; L7, () est bornée dans L>(I;L"(2)) et le lemme I.1 implique que la suite

weak

{sup [|ER;(bn(t)) 0.0 }n est bornée. Ainsi, la suite {{R;;(by,) }n est uniformément bornée
tel
en temps dans [H'(Q)]* et comme précedemment, & Paide du théoréme de Vitali, on

trouve que
ERii(bn) — ERy;(b) dans L™(I; [H(Q)]*), € € D(Q), r4 € [1,00), 4,7 =1,2,3. (4.21)

Enfin, (4.2) et (4.4) assurent que les hypotheses du lemme 1.9 (cf. p. 25) sont satisfaites.
Celui-ci implique que

b ()R (0, (£)9) — 4, ()R (ba(t) — b()Ri; (q' (£)0) — ¢' () Ri; (b(t))
dans L7 (Q), te I, j=1

Or, on sait que ;2% > 2. Par conséquent L+ (Q) cc [HY(Q)]* et done que

b ()R (4, (£)0) — 6, ()R (b (1)) — b()Ri; (¢ (£)9) — ¢ (£) PR (b(t))
dans [H'(Q)]*, te 1, j=1,2,3.

Alors, par des arguments semblables & ceux qui nous ont permis de conclure a la conver-
gence (4.21), on peut montrer que

bnRij(4,0) — ¢,0Rij(bn) — bRi;(¢'0) — q'¢Ris (D)
dans L*(I; [H*(Q)]*), z € [1,00) j = 1,2, 3. (4.22)

Tout est pres pour passer a la limite quand n — oo dans 'identité (4.14). On obtient
lim / " / {TT, — (241 + o) div e, Yoy da dt = — / ¥ / 10,6 A(b) da dt
nemooJr Q I Q
—/atw/qiqs/tl-(b) dxdt—/z/}/qiqﬁ/li(f) dx dt
I Q 1 Ja
+M1/¢/5J‘Uiaj¢«4¢(b) dwdt—m/@b/ui i ORi; (b) dz dt
1 Ja 1 Ja
+u1/w/u"8@¢bdxdt+ (1 +M2)/¢/8¢¢Ai(b) divudzx dt
1 Ja 1 Ja
—/w/qiujajgb/li(b) dxdt—/@b/FigbAi(b) dx dt
1 Ja 1 Ja
+ [0 [ WOR0) ~ 0RO} dedr (.23

Justifions brievement le passage a la limite n — oo dans chacun des termes du membre de
droite de (4.14) : pour le premier terme, on utilise (4.1) et (4.19) ; pour le deuxieme, (4.4)
et (4.19); dans le troisieme, (4.4) et (4.5); dans les quatre suivants, (4.2), (4.6), (4.19)
et (4.21); pour le huitieme, (4.19) et (4.20); pour le neuvieme, (4.3) et (4.19); pour le
dernier, (4.6) et (4.22).
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Faisons maintenant tendre n — oo dans les équations (4.7), (4.8) et (4.12). En utilisant

les convergences (4.1)-(4.6) et les propriétés (1.3.6) et (1.3.7) des opérateurs A; et R,j,
1,7 =1,2,3, pour v = 1,2, 3, il vient alors que

Oib + div(bu) = f dans D'(I x R?), (4.24)

0. Ai(b0) + Rij (bu? ) = Ai(f6) + Ai(bu/0;0) dans D'(I x R?), ¢ € D(R®),  (4.25)

g + 0;(q'v?) — pAu’ — (py + p2)9; divu + I = F' dans D'(I x Q). (4.26)

Le systéme (4.26) testé par une fonction ¢ = (¢!, %, ¢%), ¢ € D(I x Q), i = 1,2,3,

s’écrit

- // q'Opp; da dt + / {0;u'0;0" + (1 + po)(div w)(div )} dx dt

Ix$Q2 Ix$Q2
—//qiujajgoi dxdt—//Hdivgodxdt: // Fio'dx dt. (4.27)
IxQ IxQ IxQ

Au vu des hypotheses (4.1)-(4.6), par un argument de densité, I'identité (4.27) reste vraie
pour toute fonction ¢ = (!, 2, ¢°) telle que dyp' € L' (I; LV(Q)), O € L*(1; L*(2)) N
L2(I; L5 (), divep € LP (IxQ), ¢t € L¥(IxQ), i,j = 1,2, 3. En utilisant entre autres
I’équation (4.25) et en suivant les idées présentées au début de la preuve, on peut vérifier
que la fonction @ = (@', @2 ©3), ¢ = VoA (bd), v € D(I), ¢ € D(Q) et ¢ € D(R3), est
une fonction admissible dans identité (4.27). En choisissant ¢ € D(R?) telle que ¢ = 1
dans €2, apres un long calcul plutot simple dans lequel sont utilisées plusieurs intégrations
par parties, une formule analogue a (1.5.9), I’équation (4.25) et les propriétés (1.3.6) et
(1.3.7) des opérateurs A; et R;;, 4,j = 1,2, 3, on obtient

/I W /Q {1 — (21 + 1o) div ulbdar dt — — /I ” /Q 10,6 Ay(b) da dt

—/Iat@/)/ﬂqiqbfli(b) dmdt_/lw/gqisbfli(f) d di
+/~L1/11/1/Qajui ;0.A;(D) dxdt—ul/lw/gui R (b) d dt

—/w/qiujajgb/li(b) dxdt—/@b/FigbAi(b) dz dt
1 Ja 1 Jo
1 Jao
En comparant (4.23) et (4.28), on récupere l'identité (4.9). D’ou le résultat. O

Remarque 1.4 1l est bon de noter que si les hypotheses (4.5) sont remplacées par

{fotnens C L*(I x Q),  f, — f dans L*(1; [H(Q)]"),
Ai(f) = Ai(f) dans L*(1; HY(R?)), i = 1,2, 3,

la conclusion du théoréme 1.2 reste vraie. Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier.
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Corollaire 1.2 Soient les hypotheses du théoreme 1.2. On suppose en outre que 7 > 2.
—_— 27

Alors, modulo extraction d’une sous-suite, b, divu,, — bdivu dans L2 (I x Q) quand

n — o0o. De plus, si I1b dénote la limite faible de la suite correspondante lorsque n — oo,

on a

M e L™ 750 (1 x ),
IIb — (2p1 + p2)bdivau = IIb — (21 + p)bdiva p.p. dans I x Q. (4.29)

Preuve. Puisque 7 > 2, la convergence b, divu,, — bdivu dans Lf%(f x Q) est claire.
Par conséquent, pour toute fonctions ¢ € D(I) et ¢ € D(Q2), (4.9) peut se réécrire

lim /I@/) /Q ¢I,b, dx dt = /I@/) /Q Ol(2u1 + p2)bdivu + {11 — (2u1 + po) div w}b] dx dt.

n—oo

Par densité¢ de D(I) ® D(12) dans D(I x (2), ceci a pour conséquence la convergence
faible dans Lmin{%’%}(l x ) de la suite {II,b,}, vers une limite dénotée IIb et égale &
(2u1 4 p2)bdivu + {11 — (2u1 + p2) divu}b. Ainsi, on a

//[H_b — (2p1 + p2)bdivu — {I1 = (21 + p2) div utblp dr dt = 0, Vo € D(I x Q).

IxQ
La conclusion (4.29) s’en suit. Le corollaire 1.2 est donc démontré. a
Corollaire 1.3 Soient I = (0,T), T € (0,00), Q un domaine de R* a frontiére localement

Lipschitzienne, 1 < p < 00, % <r < oo, max{2,p'} <7 <00, 1 <s< o0, %—l— % <1si
r<detl<w< oo, i + % < %. Pour tout sous-ensemble ) CC €2, on suppose que

I, — II dans LP(I x '), (4.30)

by — b dans C°(I; L . ())), by, — b dans L™ (I x ), (4.31)

F, — F dans [L*(I x )]%, (4.32)

q, — q dans [C°(I; Ly, ()], (4.33)

{fatnew C LI x ), fo — f dans L*(I; [H'(V)]"), (4.34)
Ai(fn) = Ai(f) dans L*(I; L*' (R?)), i = 1,2, 3, '

u, — w dans [L*(I; H'(Y)))°. (4.35)

En outre, on suppose que les équations (4.7), 1 = 1,2,3, (4.8) sont satisfaites. Alors la
conclusion du théoreme 1.2 reste vraie. St de plus, on suppose que 7 > 2, alors

M e L™ 7050 (1 x @),
IIb — (2p1 + p2)bdivau = IIb — (21 + po)bdiva p.p. dans I x Q. (4.36)

Preuve. Des hypothéses du corollaire 1.3, il découle celles du corollaire 1.2 avec Q' a la
place de €. D’ou le résultat. O

Remarque 1.5 En remplagant (4.34) par les hypotheses introduites dans la remarque
[.4 avec ' a la place de €2, la conclusion du corollaire 1.3 reste vraie.
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5 Divers

Dans cette derniere section, nous regroupons divers résultats utiles dans les preuves a
venir. Certains sont donnés sans preuve, celle-ci constituant alors un simple exercice.

Lemme 1.10 SoientT € (0,00), E € L>(0,T) et V, F deuz fonctions de L*(0,T). Alors
les deuz affirmations suivantes sont équivalentes :

d
EE +V < F dans D'(0,T) ; (5.1)
to t2

E(t,) _E(t1)+/ V dt g/ Fdt p.p.t. t1,ty €[0,T], ty >t (5.2)
t1 t1

Si de plus E € C°([0,T1), (5.2) est vraie pour tout t1,ts € [0,T].

Lemme 1.11 Soient T € (0,00),  C R3 un domaine borné et p;,py € [1,00). On
suppose que p € C°([0,T); Lp1 (), p >0 p.p. dans (0,T) x Q, u € L*0,T; H}()),

pu? € L*>(0,T; LY (Q)) et q ngg([(), T); L2 (Q)) satisfont
p.p.t. t € (0,T), (pu)(t) = q(t) p.p. dans Q.

weak

Alors
q(t) =0 p.p. dans V(t) ou V(t) ={x € Q, p(t,z) =0}, t € [0,T] (5.3)

et il existe un représentant u € L*(0,T; H}(QQ)) tel que
p.p.t. t €(0,T), u(t) =u(t) p.p. dans Q et ¥Vt € [0,T], q(t) = (pu)(t) p.p. dans Q.

Preuve. Commencons par démontrer (5.3). Soit ¢ € [0,7]. Si [V (¢)] = 0, (5.3) est
évident. On suppose donc que |V (¢)| > 0. On introduit ’ensemble

Q= {7 €(0.7), (pu)(7) = q(7) p.p. dans Q, [[(plul*)()llox < [lp|ul®[lz=0r;r1 @)}

En accord avec les hypotheses, |[0,7] \ Q| = 0. Par conséquent, il existe une suite
{tn}nen- C Q telle que t, — t. Par suite, puisque ¢ € C°([0,T]; L2, (Q2)), il est clair
que q(t,) — q(t) dans L'(Q). En particulier, il en résulte que

la(t)lon.vioy < liminf [lg(t,)llo. v = liminf [[(pu) (t2)llo. v
1 1 1 .. 1
< i it (o112, v 1) BN vy} < ol E 1,00y T it ()2,

D’apres 'hypothese p € C([0, T); LE: (), il est clair que ||p(t,)l0.1,ve) — ||,0(t)||0,1,\/(t)
quand n — oo et puisque ||p(t)||o,1,v) = 0, on récupere (5.3). Pour conclure, on pose

u(t,x) si(t,z) € Q x

ult, ) = § si (t,2) € [0,7]\ Q x V(¢),
28 i () € [0,TI\Q x Q\ V(1)

D’ou le résultat. O
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Ce chapitre est consacré a la preuve de l'existence de solutions faibles des équations
de Navier-Stokes non stationnaires, compressibles, en régime isentropique, considérées
dans des domaines d'un type particulier de l’espace a trois dimensions et complétées
par des conditions aux limites de Dirichlet non homogenes pour les inconnues. Cette
démonstration détaille celle de larticle [57].

1 Formulation du probleme et théoreme principal

Soient T' € (0, 00) et Q une région de R3, remplie d'un fluide compressible et barotrope.
La modélisation de 1’évolution temporelle de la densité p = p(t,z), (t,z) € (0,T) x Q et
de la vitesse u = u(t,z) = (u'(t, x),v*(t, z),u(t,z)), (t,2) € (0,T) x Q, est donnée par
le systeme d’équations de Navier-Stokes :

Op + div(pu) = 0 dans (0,7) x ©, (1.1)
O(pu) + div(pu @ u) — i Au — (pn + pe)Vdivu + Vp(p) = pf dans (0,7) x . (1.2)

Comme toujours, les coefficients de viscosité p; et ps sont supposés étre constants et
satisfaire les contraintes physiques

2
1 > 0, gul + U2 > 0. (13)

Le champ de vecteurs f = f(t,z), (t,2) € (0,T) x  est une donnée du probleme,
il correspond aux forces externes volumiques agissant sur le fluide (ici, on ne considere
pas les forces non volumiques). Dans ce chapitre, comme dans le cas stationnaire, nous
nous concentrons sur les écoulements de fluides compressibles en régime isentropique, i.e.
lorsque la pression p = p(p) est donnée par la loi d’état

p(p) =ap’, a> 0. (1.4)
Sur la constante adiabatique 7, nous faisons '’hypothese technique suivante :
3
> —. 1.5
7> (1.5)

Comme nous I’avons précisé dans l'introduction de ce chapitre, le systeme (1.1), (1.2),
(1.4) va étre examiné dans des domaines {2 d'un type particulier, & savoir des domaines
de la forme

olt 7y € R3, Ry > 0 et S est un sous-ensemble compact de Bg, (o). Par souci de clarté
et sans perte de généralité, dans la suite nous supposerons que S C Br,(xg) ou xg est
2

l'origine du systeme de coordonnées cartésiennes fixe et Ry = 1. En conséquence (2 sera
de la forme B\ S, avec S un compact de Bi.
2

Pour que le probleme (1.1), (1.2), (1.4) soit bien posé, il faut notamment prescrire des
conditions initiales pour la densité et la quantité de mouvement :

p(0,2) = po(x) > 0 dans Q, (pu)(0,z) = g,(z) dans . (1.7)
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En ce qui concerne les conditions aux limites, nous imposons a la vitesse u de coincider
avec un champ de vecteurs constant w., sur la partie extérieure 0B de la frontiere de €2
et d’étre nulle dans le profil S. Autrement dit, les conditions aux limites imposées a la
vitesse u sont les suivantes :

u(t,x) = Uy dans (0,7) x OB et u(t,z) = 0 dans (0,7") x S. (1.8)

Soit dit en passant, si 0S5 possede un minimum de régularité, la propriété du cone par
exemple, les conditions imposées a u dans le profil S peuvent se réduire aux conditions
usuelles de non glissement sur la frontiere S du profil S. Conséquence directe de (1.8),
la densité doit étre connue sur la partie de la frontiere de B par laquelle le fluide pénetre
a la vitesse u.,. Nous la supposons constante, i.e

p(t, ) = poo > 0 dans (0,7) xI', T'={x € 9B, u -v(z) <0} (1.9)
ou v dénote la normale extérieure unitaire a la frontiere 0B.

Afin de préciser la notion de solutions auxquelles nous allons nous intéresser, il nous est
nécessaire de construire un champ de vecteurs U, € [D(R?)]? tel que supp Uy, C Bag,
R > 1, U, = 0 dans un voisinage ouvert du profil S, U ., = u,, dans un voisinage ouvert
de la frontiere OB de B et satisfaisant divU,, = 0 p.p. dans R* \ B. Pour ce faire, on
consideére deux fonctions p, 9¥r € D(R?) satisfaisant

1 dans Bs, 1 dans Bsgp,
8 2

Yp =
0 dans Bi, 0 dans B*R-1i,

(p:

S0it Zoo = Us(1 — ¢)1hg. Alors, d’apres la formule de Stokes classique, on a

/ SRdivzood:c:—/ U - Vdo = 0.
BR7%0B2 8B%R

2

Par conséquent, le corollaire B.1 nous garantit 1'existence d’un champ de vecteurs v, €
[Wol’p(BQR_i NB3R)]3, p € (1, 00), satisfaisant divve = — div ze p.p. dans Byp_1 NB2E.
Il est alors facile de vérifier que le champ de vecteurs U o, = we * (Zoo + Vo), OU Voo dénote
ici le prolongement par zéro a l'extérieur de Byp 1 N B 1R de vy, et {weteeo, 1y une suite
régularisante standard, possede bien les propriétés annoncées.

Ceci étant, nous pouvons maintenant définir la notion de solutions faibles renormalisées
a énergie bornée du probleme (1.1), (1.2), (1.4), (1.7)-(1.9).

Définition 11.1 On considere les fonctions b: R, — R telles que
be C'[0,00))NCYH(0,00)), Fe>0,INg <1, Vte(0,1], V()] <ct™ (1.10)
et dont le comportement a ['infini est donné par
Je >0, AN, A €R, VE> 1, |U(1)] < ct™, [t (t) — b(t)| < ct?2. (1.11)

Etant données les conditions initiales po, q, et la force f € [L=®((0,T) x Q)]3, on dira
qu’un couple de fonctions (p,u) est une solution faible renormalisée a énergie bornée du
probleme (1.1), (1.2), (1.4), (1.7)-(1.9), s’il posséde les propriétés suivantes :
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(i) p € L0, T; L7(Q) N CO([0,TT]; L7, (), p = 0 p.p. dans (0,T) x Q, p(0) = po

p.p. dans Q, (u —Uy) € [L*(0,T; HI(B))]3, u =0 p.p. dans (0,T) x S et plul® €
L0, T3 V() pu € [CO(0, TT: L (). (o) 0) = o p.p. dans 2

weak
(ii) l'équation de continuité (1.1) est satisfaite au sens des distributions dans (0,T) x €.
Plus précisément, pour toute fonction test p € C*([0,T] x Q) telle que ¢ = 0 pour
t=0,T et dans (0,T) x (OB\T), on a

T T
/ /{p@tgoeru-Vgp} dwdt:/ /poo(uoo-y)godadt ; (1.12)
o Jo o Jr

(i1i) ’équation de continuité renormalisée est satisfaite au sens des distributions dans
(0, T) x Q. Plus précisément, pour toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) avec

—1</\1§%—1,0</\2§% (1.13)

et toute fonction test p € C=([0,T] x Q) telle que ¢ = 0 pour t = 0,T et dans
(0,7) x (0B\T), on a

/0 /Q [b(p)0p + b(p)u - Vo — p{pt(p) — b(p)} divu]dz dt

:/OT/Fb(poo)(uoo-u)godadt; (1.14)

(iv) U'équation de mouvement (1.2) est satisfaite au sens des distributions dans (0,T)x € ;

(v) p.p.t. 7€ (0,T), (p,u) satisfait l'inégalité d’énergie sous forme intégrale
Blpw)+ [ [ GnlV (=T + -+ o) div(a = U)o
< Ey— /T/P(,ooo)(uoo -v)dodt
+/T[/pf (u—Ux d:c—l—/{pu@ (U —u) : VU — p(p) divU  } dx] dt

/ / {(mVUs : V(Uso — u) + (1 + p12)(div Uoo ) (div(Uoe — w)) } daz dt,
(1.15)

E(p,u)(7) désignant p.p.t. T € (0,T) l’énergie totale définie par

Blpw)(r) = [ {Golu =Tl + P} do ot P(o) = —

et Ey l’énergie totale au temps t = 0 définie par

1 do — P Uoo 2
B [ 2=y, )+ PG} ar
Q 2 Po
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Remarque II.1 Pour que la définition II.1 soit cohérente, les conditions initiales py et
q, doivent éetre compatibles, i.e. telles que

po € L7(Q), po > 0 p.p. dans Q, (1.16)

) 2
a0 € [L7T(Q)]?, g, = 0 p.p. dans {po = 0}, ‘(11.#(”(: 0 dans {po = 0}) € L*(Q). (1.17)
0

La définition II.1 est fortement inspirée de celle proposée par FEIREISL dans ses travaux
sur 'optimisation de formes dans des fluides compressibles visqueux [17].

Ceci étant, nous pouvons maintenant énoncer notre résultat concernant ’existence de
solutions faibles renormalisées a énergie bornée du probleme (1.1), (1.2), (1.4) et (1.7)-
(1.9).

Théoreme I1.1 Soient T € (0,00) et Q C R® un domaine du type (1.6). On suppose
que les coefficients 1 et pa, la constante adiabatique v et les données initiales poy et q
satisfont respectivement (1.3), (1.5) et (1.16) et (1.17) et que f € [L>=((0,T) x Q)]3.
Alors il existe une solution faible renormalisée a énergie bornée (p,w) du probléme (1.1),
(1.2), (1.4), (1.7)-(1.9) telle que p € L7((0,T) x K), 0 = 2y — 1, K désignant tout
sous-ensemble compact de ().

Remarque I1.2 I’hypothese sur le champ de vecteurs f n’est pas optimale, mais plutot
commode pour la suite. Diverses conditions apparaitront tout au long de la preuve du
théoreme II.1. Nous laissons le soin au lecteur de les regrouper.

Le probleme résolu par le théoreme II.1 est abordé par P.L. L1ONS [46, Section 7.6]
dans toute sa généralité et sous la contrainte v > % Cependant, aucune preuve complete
de ce type de résultat n’existe dans la littérature mathématique. L’objectif de ce chapitre
est d’en fournir une pour celui énoncé dans le théoreme II.1. Noter tout de méme la
relaxation de I’hypothese émise par P.L. LIONS sur la constante adiabatique ~, puisque
I’on suppose seulement que v > % Malheureusement, comme le lecteur pourra s’en rendre
compte en lisant la preuve complete du théoreme II.1, celle-ci semble assez spécifique a la
présente situation. La géométrie relativement simple des domaines considérés et le fait que
Poo €t ul_ 1 =1,2,3, soient des constantes sont les principales raisons de cette spécificité.
Autre fait qu’il est intéressant de souligner, tout au long de la preuve du théoreme II.1,
nous verrons que la méthode utilisée pour construire une solution faible renormalisée a
énergie bornée implique également que celle-ci satisfait une inégalité d’énergie modifiée,
a savoir celle obtenue en remplacant P(-) par II(-) dans (1.15) ou

a _
M(p) = ﬁ{/ﬂ —yppl 4+ (v — Dpl}

Cette inégalité modifiée jouera un role important dans I’examen du probleme (1.1), (1.2),
(1.4), (1.7), considéré dans un domaine extérieur, probleme qui fera 'objet d’un prochain
travail.
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2 Les grandes lignes de la preuve

Cette section a pour objectif d’expliquer brievement le déroulement de la preuve du
théoreme I1.1. Pour ce faire, nous allons, une fois de plus, introduire divers parametres tout
en modifiant le systeme d’origine et obtenir ainsi un schéma d’approximations successives.
La plupart de ces approximations ont tout d’abord été proposées par P.L. LIONS [46]. Le
schéma que nous présentons ici est inspiré de celui proposé par FEIREISL, NOVOTNY
et PETZELTOVA dans [18]. A la différence du cas stationnaire et ce, pour des raisons
évidentes de clarté, le schéma est introduit en partant du niveau d’approximation le plus
élevé pour se ramener au probleme d’origine.

2.1 Approximation n°3 (Etape n°1)

A la lecture de la preuve du théoreme II.1, il apparaitra que sous ’hypothése non
optimale v > 6, celle-ci est plus simple. Ainsi, pour compenser le manque de sommabilité
de la densité, comme dans le cas stationnaire, nous commencerons par insérer un terme
de pression artificielle §Vp”, dans 1'équation de mouvement (1.2), § > 0, 3 > max(7, 6).
Puisque 1’équation de continuité (1.1) est une équation de type hyperbolique, il sera assez
naturel d’y ajouter un terme de dissipation artificielle —eAp, € > 0, pour la rendre de
type parabolique. Moralement, afin de préserver la conservation de la masse, nous devrons
compléter les équations par une condition aux limites de Neumann homogene pour la
densité p. Supposant la vitesse connue, le probleme 9;p + div(pu) — eAp=0, complété par
la condition aux limites d,p = 0, pourra étre traité a 'aide du théoreme 1.1, sous réserve
de plus d’informations sur la condition initiale py que celles données par les hypotheses
(1.16). C’est en parti pour cette raison que nous travaillerons avec des données initiales
plus régulieres. Une fois la dissipation artificielle insérée dans I’équation de continuité, afin
d’obtenir une inégalité d’énergie convenable, nous modifierons I’équation de mouvement en
y ajoutant le terme eVp- Vu. Enfin, pour des raisons qui seront plus claires dans la suite,
nous résoudrons le probleme obtenu sur (0,7) x V ou V = Byg D supp U , probleme
dans lequel nous insérerons un terme de pénalisation afin de récupérer les conditions aux
limites u = u, sur 0B.

Commencons a clarifier cette approche heuristique. Le premier probleme que nous
étudierons est semblable a celui examiné dans [18, Section 2]. La principale différence
réside dans un terme additionnel provenant de la méthode de pénalisation de domaine.
Plus précisément, nous considérerons le systeme d’équations suivant :

Oypn + div(ppu,) — eAp, = 0 dans (0,7") x €, (2.1)
O(pnttn) + div(ppty ® wy) — 1A, — (1 + p2)V divu, + Vps(pn) +eVp, - Vu,
= puf —nlyg(un, —Us) dans (0,7) x V, (2.2)

complété par les conditions aux limites et les conditions initiales modifiées :

Ovpnlov = 0 et u,|oy = 0, (2.3)
pu(0) = po € C**(V), 0 < p < po < pdans V, dupolov =0,

(pnun)(0) = qo = (90, %> @), g6 € C*(V),i=1,2,3.



I1.2. LES GRANDES LIGNES DE LA PREUVE 129

Dans les équations (2.1)-(2.2), n € N*, V = Byg D supp U, R > 1, f dénote encore le
prolongement de f par zéro dans (0,7) x V'\ ©, € € (0,1] et la pression ps(-) est donnée
par la loi d’état suivante :

ps(p) = pl(p) + 6", 6 € (0,1], 3> max(3,6). (2.6
L’examen du probleme (2.1)-(2.6) fera l'objet de la section 3 dans laquelle nous nous

affairerons en particulier a démontrer la

Proposition II.1 Soient T € (0,00), V' C R3 un domaine borné de classe C**, o €
(0,1], Q CV, 1, po ety des constantes satisfaisant (1.3) et (1.5), f € [L>=((0,T) x V)],
U, € [DR)], supp Uy, CV, 6 € (0,1], 8 > max(y,6), € € (0,1] et n € N*. On suppose
que po et g, satisfont les hypothéses (2.4) et (2.5). Alors il existe un couple de fonctions
(pn, wy,) satisfaisant

(i) pu € LYP((0,7) x V) N CU[0.T1: L2, (V). pu = 0 pop. dans (0.T) x V., p,(0) = po

p.p. dans V, D%p,, Owp,, € L*(0,T; L5+B2( V), Vo] = 2, s = %53 et p.p.t. t €

(0,7), Oupn(t g\av =0, u, € [L2(0, T Hy (V)P puw € [L2(0, T3 Wo (V)P pot €
[CO([0, T]; Ly (V)P (pnta)(0) = @ p-p- dans V' et Vp,- Vu, € [L*((0,T) x V)]

weak

(ii) Uéquation de continuité avec dissipation (2.1) p.p. dans (0,T) x V ;
(i1i) équation de mouvement (2.2) au sens des distributions dans (0,T) x V ;

(iv) au sens des distributions dans (0,T), l'inégalité d’énergie sous forme différentielle

@ By ) / (0| (U + (11 + 1)) div(ay — Uno)?} de
+55ﬁ/ ,On_2|V,0n|2dx+n/ [, — Uso|? da < / onf - (u, —Uy)dx
v V\Q Q

+ / {eVpn V(u, —Uy) U + ppty, @ (U — uy,) : VU o — ps(pp) divU o } dx
1%

- /V{MVUOO VYV (ty — Uso) + (1 + p12)(divU ) (div(w, — Us))Ydz — (2.7)

et p.p.t. T € (0,T), linégalité d’énergie sous forme intégrale

Ex(pmun)0) + [ [ G019, = U+ o1+ ) i, — Uc) 2
+z—:5ﬁ/ /pn_2|Vpn|2dxdt+n/ / |, — Uso|* da dt
0o JV 0o JV\Q
< E570+/ /pnf~ (u, — Uoo)dxdt—i—a/ / Voo -Viu, —Uy) Uy dxdt
0o Ja 0o Jv
+/ /{pnun ® Uy —uy) : VU — ps(pn) divU « } dx dt
o Jv

B /0 /V{’“VUOO  V(u, — Uso) + (1 + ) (div U o) (div(w, — Us))} da dt,
(2.8)
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dans lesquelles Es(pn,w,) dénote l'énergie totale modifiée, définie par

1 J
Es(pn, un) = /{§/Jn\un —Uc|* + Ps(pa)} da, P5(p) = P(p) + ﬁ/)ﬁ (2.9)
v
et Eso U'énergie modifiée des données initiales py et q, provenant de (2.4) et (2.5),
définie par

11q, — poU|?
Eso = /{§M + Ps(po)} da ; (2.10)
v Lo

(v) les bornes uniformes par rapport a n :

sup essl|on (D)]17., < (T, 5, po, @, Un, ), (2.11)
te(0,7)
5 sup essllpn(t) 12 5. < (T3, p0, G, Uner £), (2.12)
te(0,T)
s1p (Pl ) R < (7.5, o, 00, U, ), (2.13)
te(0,
T
/ Va2 dt < (T, 5, po, g0, Unes £, (2.14)
0
T
. / 1000y dt < e(T. 5. po, g0, Uncs £, (2.15)
0
T
60 [ [ 0 Vpf drde < 1.5, 0.0, U, £). (2.16)
0 1%
T T.6 U,
/ / |’U,n—UOO|2dl‘dt§ C( » 05 P05 4, 7f>’ (217)
0 JV\Q n
”pg”o,%,(O,T)XV < C(T7 g, 57 Po, 4y, UOO7 f) (218)

Remarque I1.3 Durant la preuve de la proposition II.1, nous montrerons également que
le couple (p,, u,,) satisfait les inégalités d’énergie modifiées, obtenues en remplacant Ps(+)
par IIs(-) dans (2.7) et (2.8) ou

ls(p) = 0(p) + 7 (67~ Fpple + (5~ Vo).

28
Remarque I1.4 Il est facile de vérifier que toute fonction ¢ € L?(0, T I/VOLB_1 (V)), Owp €
LY0,T; Lﬁl(V)) est une fonction test admissible de 'équation (2.1) et que toute fonction
@ € [LY0,T; Wy (V)]?, dwp € [L2(0,T; L%jfi(‘/))]3 est une fonction test admissible de
I'équation (2.2).

2.2 Approximation n°2 (Etape n°2)

La proposition I1.1 en téte, nous nous placerons alors dans la configuration du probleme
(2.1)-(2.6) et nous ferons tendre le coefficient n du terme pénalisé vers sa valeur critique.
Ceci engendrera la
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Proposition I1.2 Pour tout § € (0,1] fizé et € € (0,1], il existe un couple de fonctions
(pe, ue) satisfaisant

(i) p- € L3((0,T) x V)N C[0,T); L° . (V)), p- > 0 p.p. dans (0,T) x V, p-(0) = po

weak
p.p. dans 'V, D%p., Oyp. € L*(0, T} Lﬁ_f?(V)), Via| =2, s = 52—;33 etp-pt.te (0,7),
Oup-(t)|ov =0, u. € [L2(0,T; HY(V)]3, ue = Uy p.p. dans (0,T) x V\ Q, p.u. €
20

L0, T; Wy (V). peue € [CO([0,T); Lo()F, (p-uc)(0) = qq p.p. dans V,
Vpe - Vue € [L*((0,T) x V) ;

(i1) Uéquation de continuité avec dissipation

Ope + div(peue) —eAp. =0 p.p. dans (0,T) x V (2.19)

(111) ’équation de mouvement

O (peue) + div(peue @ u.) — prAue — (pg + po)Vdivaue + Vps(pe) + eVp. - Vu,
= p.f dans [D'((0,T) x Q)J* ; (2.20)

(iv) au sens des distributions dans (0,T) l'inégalité d’énergie sous forme différentielle

d .
5 Bolpe, ue) + /{M1|V(Ue —Uo)|* + (1 + p2)| div(u. — Uso)*} da
Q
< /p€f~(u€ — Uoo)d:c—l—a/ Vpe - V(u. —Uy) - Uy dx
Q Q
+/{p5’u,8 QR Uy —ue): VU — ps(pe) divU o } dx
Q

— /Q{MVUOO V(e — Us) + (1 + po) (div U oo )(div(ue — Us))ydz (2.21)

et p.p.t. 7 € (0,T) linégalité d’énergie sous forme intégrale

Es(perus) (r) + / / IV (e — U + (s + o) div(u, — U} dedt
0 (9]
§E6,0+/ /paf'(ua_Uoo)dxdt+5/ /Vpa'v(ue_Uw)'dexdt
0 Q 0 Q
+/ /{pgu6 ® (U —ue) : VU — ps(pe) divU o } dz dt
0 Q

_ /OT /Q{MlVUOO cV(ue —Uo) + (g + o) (div U o) (div(u. — Uy))} dadt ;
(2.22)
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(v) les bornes uniformes par rapport a € :

sup essl|p ()11, < (T2, po. Gos Use: £), (2.23)
te(0,7)
5 sup essllp. ()3 5 < (T3, po, @y Unes ). (2.24)
te(0,7)
sup e (y 77t )0 < 7.6 o0 U ). (2.25)
te (0,
T
| IVl de < o726 0.0, U, £). (2.26)
0
T
[ I dt < (5 0, U ), (2.27)
0
HpEHO,'y—&-l,(O,T)XK + HpEHO,ﬁ—l—l,(O,T)XK S C(T7 Q? Ka (57 o, 40, U<>07 f)7 (228)

K désignant tout sous-ensemble compact de §2.

Preuve. Voir la section 4. O

Remarque I1.5 Nous verrons que le couple (p.,u.) satisfait également les inégalités
d’énergie modifiées obtenues en remplagant Ps(-) par Ils(-) dans (2.21) et (2.22).

28
Remarque I1.6 Il est facile de vérifier que toute fonction ¢ € L?(0, T I/VOLB_1 (V), Orp €

LY(0,T; L7 (V)) est une fonction test admissible de I"équation (2.19) et que toute fonction
o € [LHO.T; Wi Q)P telle que dp € [LN0,T; Li— ()] + [L2(0,T; L5 ()],
Y C Q, est une fonction test admissible de I’équation (2.20).

2.3 Approximation n°1 (Etape n°3)

Un fois la proposition I1.2 démontrée, nous ferons tendre ¢ vers sa valeur critique dans
les équations (2.19)-(2.20). Pour ce faire, nous utiliserons une approche due a P.L. L1ONS
[46, Chapter 5,7] qui nous permettra de conclure que :

Proposition I1.3 Pour § € (0,1], il existe un couple de fonctions (ps,us) qui posséde
les propriétés suivantes :

(i) ps € LPHL(0,T; LI (Q)) N Co([o, T); L”

loc weak

(V)), ps > 0 p.p. dans (0,T) x V, p(g =0

dans (0,T) x R*\ 'V et ps(0) = py p.p. dans V, s € [L2(0,T; HY(R?))]?, us = Uy
p-p. dans (0,T) x R*\ Q, psus € [C°([0, T]; LZZJk(Q))P, (psus)(0) = qq p.p. dans
Q;

(i1) (ps,us) est solution de l’équation de continuité

Ops + div(psus) = 0 dans D'((0,T) x R?) ; (2.29)
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(iii) pour toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) et (1.13) avec (5 a la place de 7,
(ps, us) est solution de I’équation de continuité renormalisée

b ps) + div(b(ps)us) + {psb(ps) — b(ps)} divaus = 0 dans D'((0,T) x R?) ; (2.30)

(i) pour toute fonction b € C*([0,00)) et tout k > 0, (ps, us) satisfait I’équation

Aibr(ps) + div(be(ps)us) + {ps(br)’s (ps) — be(ps)} divaus = 0 dans D'((0,T) x R?) ;

(2.31)
(v) (ps,us) est solution de l’équation de mouvement
Oy (psus) + div(psus @ us) — pu1Aus — (1 + po)V divus + Vps(ps)
— s dans [D((0,T) x Q)P - (2.3
(vi) p.p.t. 7 € (0,T), (ps,us) satisfait l'inégalité d’énergie sous forme intégrale
(s, us)(r) + [ (s = U)o G ) vt ~ U i

S E5,0‘|“/ /p(;f (’U,(;—Uoo)dl‘dt
o Ja
+/ /{ngg ® (U —us) : VU — ps(ps) divU o } dx dt
0o Ja

_ /OT /Q{,lMVUOO cV(us — Uso) + (py + pi2) (div U o) (div(us — Us)) Y da dt.
(2.33)

Preuve. Voir la section 5. O

Remarque I1.7 Nous montrerons également que le couple (ps, us) satisfait I'inégalité
d’énergie modifiée, obtenue en remplacant Ps(-) par IIs(-) dans (2.33).

A ce stade de la preuve, nous introduirons une région U C V telle que I' C dU et nous
prouverons que si la condition initiale modifiée pg est telle que py = po, dans U, alors il
existe une région %(7T') C U, telle que I' C 9%(T), dans laquelle

Ps = Poo D.p- dans (0,7) x X(T). (2.34)

Sous la condition py = p, dans U qui, pour des raisons évidentes de compatibilité avec
I'hypothese (2.4), nécessite que 0 < p < poo < p < 00, de (2.34) découlera diverses
propriétés satisfaites par le couple (ps, 1_L§). Citons entre autres un affinement de I'inégalité
d’énergie (2.33). Ensuite, partant de (ps,us), nous construirons un nouveau couple de
fonctions, encore noté (ps, us), qui bien str possédera les propriétés induites par celles de
I’ancien couple (ps, us), mais également d’autres, essentielles dans le passage a la limite
0 — 0". En voici la liste sous forme de proposition.
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Proposition I1.4 Soient py satisfaisant (2.4), po = peo dans U avec 0 < p < poo < p <
oo et q, satisfaisant (2.5). Pour tout 6 € (0,1], il existe un couple de fonctions (ps, us)
satisfaisant

@meﬂmwTLmW»ﬂ°$,]Wﬁm)m>wwdwﬂﬂﬁxﬁmﬁ

loc
po p-p- dans B\ Q, 7 € [0,T], ps = pse dans (0,T) x (R*\ B), ps(0) = po p.p.
? x (R%\ ),

Ps
dans Q, (us — ) € [L*(0,T; HY(R?))]?, us = Uy p.p. dans (0,7)

psus € [CO(0,TT; LL(O)F. (p5us)(0) = @y pop. dans 2
(i1) Uéquation de continuité (2.29), l’équation de continuité renormalisée (2.30) pour
toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) et (1.13) avec B a la place de v et

Uéquation (2.31) pour toute fonction b € C([0,00)) et tout k > 0 au sens des
distributions dans (0,T) x (R3\ (0B\T)) ;

(iii) ’équation de mouvement (2.32) dans [D'((0,T) x Q)]?;
(i) p.p.t. 7 € (0, T) l'inégalité d’énergie sous forme intégrale

/{ pslus — Usol® + Ps(ps)} dx—i—/ /P5 Poo)(Uso - V) do dt
F [ iV = U0P + G+ )] divtuss = U} do d
0 Q

]_ - Uoo2 "
g/{—M}d:ch/Ps(po)dl’Jr/ /p5f~(’u,5—Uoo)d5L’dt
v o2 P0o Q 0 JQ

+/ /{p5U5 ® Uy —us) : VU — ps(ps) divU o } dx dt
o Ja

_ /OT /Q{mVUOO :V(us —Uy) + (p1 + p2)(divU o) (div(us — Uy))} dx dt.
(2.35)

Preuve. Voir la section 6. O

Remarque I1.8 Suite logique de la remarque I1.7, nous verrons que le couple (ps, us)
satisfait également l'inégalité d’énergie modifiée, obtenue en remplagant Ps(-) par ITs(+)
dans (2.35).

Remarque I1.9 Soit p € ( 211, 7JFG) Par interpolation, il est clair que p.p.t. t € (0,7,

WMWXWMWSH@WQUH}WJWWXML“Q’%:7;1

a(p) + 01— ap)).

6y

En conséquence, il est clair que psus € [Ll—a@) (0,T; LP(Q))]. Par suite, il est facile de
vérifier que toute fonction @ € [LA+1(0,T; Wy T ()]? telle que

Orp € [LM0,T; L1 ()P + [L=ow) (0, T L ()] + [L2(0, T; L5 (1)),
(=L ‘”) Lo L)+ 281 a))

y+1 v+6 2y

€
p 6

ou ' C €, est une fonction test admissible de I’équation de mouvement (2.32).
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Nous poserons ensuite

1 — poU & |?
E5(00, o) — / {§M}dm‘+ / Py(po) da. (2.36)
1% Po Q

Avec cette notation, nous montrerons que les bornes suivantes découlent de l'inégalité
d’énergie (2.35) :

s4p e a0}, 0 < (T Ex(pn, 1), U ), (237
te(0,7)
3 sup esslos(t)lo .0 < (T Es(po: 40). U, ), (2:38)
te(0,
sup e (7t~ Usl)(Oliza < o7 Eslov. o). Use ). (230
(0,
T
| IV s = U0l st < (T Ex(m,a0). U 1) (240
0

A partir de ces bornes, suivant une observation due a P.L.. L1ONS [46, Theorem 7.1], nous
récupérerons également une estimation du type

T
| [ @ v o) dode < 7.0, K Eilpna) Use f) - (24)
0 K

ou K désigne tout sous-ensemble compact de ) et 6 = %fy — 1. Cette information sera
indispensable pour assurer que la pression limite lorsque 6 — 07 n’est pas une mesure.

La derniere et ultime étape de la preuve consistera a éliminer le terme de pression
artificielle par passage a la limite § — 01 tout en relaxant les hypotheses (2.4) et (2.5)
sur les conditions initiales ainsi que I'hypothese 0 < p < poo < P < 00. Pour ce faire,
partant de conditions initiales py et g, satisfaisant (1.16) et (1.17), nous construirons des
conditions initiales modifiées po s et g, 5 satisfaisant (2.4), pos = pPoc,s = Poo + 6 dans U et
(2.5). Ces nouvelles conditions initiales modifiées auront la particularité d’étre telles que
la constante (7,2, K, Es(po,s, 9o 5), Uso, f) qui apparaitra dans les bornes (2.37)-(2.41)
reste uniforme par rapport & ¢. Finalement, pour le passage a la limite § — 0%, nous
utiliserons I'approche due & FEIREISL [16, 17], approche que nous avons adaptée dans la
partie stationnaire de ce mémoire. Cette approche differe en plusieurs points de celle due
a P.L. L1ONs [46, Chapter 5,7] et semble étre plus appropriée puiqu’elle permet de traiter
le cas v > % Les détails de cette procédure seront exposés dans la section 6.

3 Preuve : Etape n°1

Dans cette section, nous nous plagons dans les hypotheses de la proposition II.1 afin
de démontrer celle-ci. Cette preuve utilise une méthode standard consistant a introduire
une approximation de type Faedo-Galerkin, comme l'ont fait FEIREISL, NOVOTNY et
PETZELTOVA dans [18, Section 2.
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3.1 Approximation de Faedo-Galerkin

Soit A : D(A) = [H{(V)P N [HA(V)]? C [L*(V)]* — [L*(V)]® l'opérateur défini par
A= —p1A—(p1+pe)Vdiv ol iy et g sont des constantes satisfaisant (1.3). On rappelle
que sous ces hypotheses, A est un opérateur fortement elliptique. Par ailleurs, a ’aide de
la formule de Green, on vérifie sans peine que A est un opérateur symétrique alors que
le lemme 1.7 garantit que pour toute fonction f € [L?(V)]?, il existe une unique fonction
u € D(A) telle que Au = f, ce qui implique que A est surjectif. D’autre part, la formule
de Green et 'inégalité de Poincaré prouvent que

[ A wds = [ GulFu + o+ )| dival) do > oV)E ul?,, w e D(A)
1% 1%
d’otu, d’apres I'inégalité de Schwarz, que

[Auloz > (V) |z w € D(A).

En conséquence, l'opérateur A est inversible et A~! considéré comme un opérateur de
[L2(V)]? & valeurs dans [L?(V)]? est compact. Or, tout opérateur symétrique 7' défini
sur un espace de Hilbert H, a valeurs dans ce méme espace H est un opérateur borné et
autoadjoint (cf. [82, Proposition VII.3.2]). Ainsi, puisque [L?*(V)]? est un espace de Hilbert
séparable, le [8, Théoreme VI.11] garantit 'existence d’une base Hilbertienne (eg)ren+ de
[L2(V)]? et d’une suite de réels strictement positifs (Ag)ren+, A — 00, satisfaisant

e, € D(A), Ae;, = \pey.

En accord avec les résultats classiques sur la régularité elliptique, (e ), C [C*(V)]3. Noter
que (ey)r forme également un systéme orthogonal complet de [HJ(V)]> muni du produit
scalaire

(u,v)) = /V{uqu : Vo + (p1 + pe)(dive) (dive) } de.

3

Soient X, = Vect(ey, k =1,...,m) le sous-espace vectoriel de [L?(V)]*> muni du produit

scalaire induit
(u,v) = / u-vdr
14

et P, 'opérateur de projection de [L?(V)]? sur X,,. On rappelle que cet opérateur possede
les propriétés suivantes :

1Pl eqeeyp oo =1, lim [[Png — @llo2 =0, ¢ € [LA(V)],

(3.1)
[Pnllr2 < clldllra, ¢ € [H (V)P k=1,2

ol c est une constante indépendante de m € N*. De plus, remarquer que par ’absurde, il
est facile de montrer que

[(Pr — 1) 12

sup — 0 quand m — 0. (3.2)
peizp [ llo
$#£0
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Bien str, puisque X, est de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes. Dans
la suite, nous noterons par 0 < ¢ = ¢(m, k,p,l,q) < ¢ = ¢(m,k,p,l,q) les constantes
optimales dans les inégalités

cllully < llullig < ellullip, we Xm, kTN, p,q e[l o] (3-3)
et par ¢ = &(p, V) la constante optimale dans l'inégalité de Poincaré
lello, < lVellop © € Wo(V), p € [1,00). (3.4)
Soit ¢ une fonction telle que
€ CU[0, T L*(V)), O € LN(0,T; LA(V)), infess o(t,x) >0, V¢ € [0,T].  (3.5)
Pour ¢ € [0, T fixé, on introduit 'opérateur
Myw : X = X, v = Po(e(t)v). (3.6)

Cet opérateur est clairement linéaire et en accord avec les propriétés (3.1) et les inégalités
(3.3), on a

[Mowvllx,, < lle)vlloz < elle@)lozlvlx.,
d’ou on déduit que

M) |2 xm) < €l () llo,2- (3.7)

Par ailleurs,

/ Meopv-vdr = / Po(p(t)v) -vdr = / e(t)|v|* dz > infess o(t,z)|v|%,. -
Vv Vv Vv eV
Ceci prouve l'injectivité de l'opérateur M) et donc, sa bijectivité puisque X, est de
dimension finie, ainsi que 1'inégalité
(M) e ) < (infess o(t, )™ (3.5)

Considérons maintenant deux fonctions ¢;, i = 1,2, possédant les propriétés (3.5). Noter
alors que My, (1) — My, ) = M —p)() €6 Par suite que

(Meo) ™ = (Mopy9) ™ = (M) Migr—gay iy (Migyo) -
De ces remarques, complétées par les inégalités (3.7) et (3.8), il résulte que

(M) ™" = (Mor) ™ N2, xm) < emax(infess i(t, 7)) 2[[(91 = 2) (Do (3.9)

Enfin, en considérant v € X, fixé, on peut voir M, yv comme une fonction continue sur

[0, 7] & valeurs dans X,,. On calcule alors — fOT(Mg,(t)'v, O)oypdt, v € D(0,T), P € X,,.
A T’aide du théoreme de Fubini, on conclut finalement que

OMywmv € Xy pp-t. t € (0,T) et O Mypyv = Mp, v p.p. dans (0,7). (3.10)

Ces quelques notions en téte, nous pouvons énoncer le résultat suivant dont la preuve
fait I'objet de la suite et fin de cette sous-section.
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Proposition I1.5 Soient T € (0,00), V. C R?® un domaine borné de classe C*%, a €
(0,1], Q CC V, i, po ety des constantes satisfaisant (1.3) et (1.5), f € [L>°((0,T) x
V)2, Uy € [DR)]3, supp Uy, C V, § € (0,1] fizé, 3 > max(v,6), e € (0,1] et n € N
fixé. On suppose que

po € L*(V)NHNV), 0<p<po<p< oo,

2
Ug € Xm (qO = PolUg = M € LI(V)>

Po

(3.11)

Alors il existe un couple de fonctions (pm, W) qui posseéde les propriélés suivantes :
(i) pm € LP(0,T; E/ZP(V)) NC([0,T); LP(V)NHY(V)), Oipm € LP((0,T) x V), pm >0
dans [0,T] x V, Oupm(t)lov = 0 p.p.t. t € (0,T), w,, € C°([0,T]; X,n.), Oy, €
LP(0,T; X)), p € (1,00), pm(0) = po, ©m(0) = ug ;

(1) (pm,Um) est solution de l’équation de continuité avec dissipation

Orpm + div(pmtm) — eAppm = 0 p.p. dans (0,T) x V ; (3.12)

(153) (pm, Wm) satisfait
[ 0puwn) - v = [ g+ )V v} @
v v
- / {div(pmUm @ W) + Vp(pm) +eVom - Vi, } - @ dx
v

+/{,0mf —nlyg(un —Usx)} - @de p.p. dans (0,7), VO € X, ; (3.13)
1%

(1) (pm, W) satisfait l'inégalité d’énergie sous forme différentielle

s )+ [ GV G ) divee, Py de 4265 [ 59, da
< /V{pmf —nlyg(um —Ux)} - un dz p.p. dans (0,T) (3.14)
ou
Bo(pnten) = [ Gonltn + Pilpa)}do, (3.15)

aussi bien que sous la forme intégrale
Eslpmrwn)(7)+ [ [ (sl Fun 4 G + )| v, ) do
o Jv
+€55/ /ngQ\meFdxdt < Esg
o Jv

+/ /{pmf —nlyg(Um — Us)} - Uy dx dt pour tout 7 € [0, 7] (3.16)
o Jv
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ou

= 1|q,)? )
Eso= | {3 + Ps(po)} du ; (3.17)
1% Po

(v) (Pm, W) satisfait les bornes uniformes par rapport a m :

sup esslom (D3, < (T, po, o, F), (3.15)
te(0,7)
6 sup essllpull sy < o(T,m, o, . £, (3.19)
te(0,T)
sup essl|(y Bl ()3 < €T, 0, 0, 0, £, (3.20)
te(0,T)
T
| IV unliay dt < (o0, ) (3.21)
0
T
60 [ [ Vol dedt < T, oy, 5. (3.22)
0 1%
”pngL%((O,T)XV) S C(T7 n,eg, (57 Lo, q07 f)7 (323)
T
[ 1l dt < T, . ) (3.24)
0

Preuve. Soient 7" € (0,7] et g, = poto. Supposons dans un premier temps, qu’il existe
un champ de vecteurs u € C°([0, T"]; X,,,) satisfaisant

[t —ai}-wdr = [ [ Gundus o)V divuy(s)- @ dods
—/0 /V{div(pu ®@u) + Vps(p) +eVp - Vul(s) - ®dxds
—i—/t / {pf —nly\glu —Ux)}(s)  ®drds, Vte[0,T], ® € X, (3.25)

ou p=.5,(u) € Ry, S, désignant 'opérateur construit dans le théoreme 1.1 et

- {go € L2 (0. W2 (V) N CO([0, 7] LM (V) N H (V)

Op € LP((0,7) x V), p € (1,00) }, T € (0,7T].

Remarquer que les hypotheses (3.11) et w € C°([0,T"]; X,,,) assurent celles du théoreme
I.1. Ainsi p = S,,(u) € Ry a bien un sens et, on le rappelle, est I'unique solution du
probleme

Oyp + div(pu) —eAp =0 p.p. dans (0,7") x V,
dyp =0 sur OV p.p.t. t € (0,T"),
p(0) = po p.p. dans V.
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De maniere évidente, 'identité (3.25) est équivalente a

/‘/Pm(p(t)u(t)) D dr = / 1o - P dx —i—/ / P AN (p(s),u(s))} - ® dx ds,
N(p,v) = —=div(pv ® v) + 1 Av + (py + p2) Vdive — Vps(p) — Ve - Vo
+of —nlyg(v—Ux).

En accord avec le théoreme de Fubini, dont les hypotheses sont clairement satisfaites au
vu de la régularité des fonctions p, u, celle-ci peut s’écrire sous la forme

(Mymu(t), ®) = (Pngy + /Ot P AN (p(s),u(s))}ds, @), Vt€[0,T'], ® € X,,.

Puisque I'opérateur M), t € [0,7"], est bijectif, on vient finalement de montrer que le
probleme (3.25) est équivalent au probléme suivant :

u(t) = (Mp(t))l[quo+/O Pr{N(p(s), u(s))} ds], Yt €[0,T"], p= S, (u). (3.26)

Pour cette raison, nous allons nous intéresser a la résolution du probleme (3.26). Soit
I’ensemble

Qpogs = {T" € (0,7, I(p,u) € Ry x C°([0,T"]; X,,) solution de (3.26)}

Dans un premier temps, nous démontrerons l’existence d’une solution w du probleme
(3.26) locale en temps. Autrement dit, nous prouverons que 'ensemble Q, 4. est non
vide. Ensuite, par I'absurde, nous montrerons que le supremum de l'ensemble Q, 4 ne
peut étre que T'.

Soient 7 € (0,T], K > |lugl|x,, et v € C°([0,7]; X,,,) satisfaisant ||v||coo,7:x,) < K.
Alors, apres quelques intégrations par parties aisément justifiées du fait de la régularité
de v et ¢ = S, (v), on trouve que

(PN (p,v)}, @) = — / {m Vo : VO + (1 + p2)(div v)(div ®)} dz
1%
+/ v Rv: V®dr + / ps(p) div®dr + ¢ / {oAV'D" + 000" 0;®'} dx
1% 1% 1%
+/{90f —nlygv —Ux)} - ®dr, @€ X,
v

Ainsi, au vu des équivalences de normes (3.3), on a

[(PriN (e, 0)}, @) < cllVolloz| VeIloz + llellocclvlg 2 VRloe
+e([1113 00 + 2110001l div @[lo,1 + [ A0 ]loll¢ 0,00l Pllo2 + I 2llocl Vo ll02 VR lo.2
Hl#llo.col[Flloccl|Rllor + nl[vllo2 + [[Uscllo2) |02
c(m){[[vllx,, + lelloso(vll3,, + [0lx,, + I Flloce) + lllf s + 911500

+n(llvlx, + [[Usllo2) HI®ll x,,
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Or, on rappelle qu’en particulier le théoreme 1.1 garantit que
o(s,z) < ﬁefog ldive©llo.cds s  [0,7], € V. (3.27)

A Taide de cette observation et de I'hypothese ||v||co(0,1;x,,) < K, en fin de compte, on
trouve que

[1Pnf N (p(s), v(s))}Hlx,, < c(T,m,n,p, K, f), ¥s€l0,7]. (3.28)

Par ailleurs, a I’aide de la formule classique b(z1) —b(z2) = fol b (Ez1+(1—&)22) (21— 22) dE,
be C'(Ry), 21,22 € Ry, pour v; € CU[0,7]; Xn), [[villcoorgixn < K, @i = Spy(vi),
1 = 1,2, on peut calculer

(PN (p1,v1) — N(pg,v9)}, ®) = /‘/{ulA(vl —v9) + (1 + p2)Vdiv(v, —wvy)} - ®dx
1 [ [ o+ - 000 - e dcav i
+55/V /Ol(ﬁsol + (1= &))" g1 — p2) dE div @ da
+ /V(<P1 — 2V} 0] 0;®" d + /V<p2(vi — v))v]0;®" d + /‘/<p2v§(v{ — v})0;®" d
+e /V (p1 = @2) (A0} @ + 0;110; ") d + ¢ /V O { A(vi — v}) D' 4 0;(vi — v})D; D'} da
—l—/v(<p1 — o) f - <I>d:c—|—n/v('v2 — vl ®dr, @€ X,

En utilisant les équivalences (3.3) et la borne (3.27), on majore chacun des termes du
membre de droite de cette égalité. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que 'on
obtient

| PrAN (01, 01) — N (p2,v2) }(5) ]| x,,
< c(Tym,n,p, K, F){[[(vi —v2)(s)|x.. + |1 — ©2)(s)ll02}, s € [0,7].

Du théoreme 1.1 et plus particulierement de (1.3.12), il résulte que

| PrAN (01, v1) — N (02, v2) }(5) | x,,
<c(T,V,m,n,p, K,e, f)(1+ |[poll1.2) | (v1 — v2) | oo,y 5 € [0, 7]. (3.29)

D’autre part, les propriétés (3.8), (3.9) et la borne (3.28) montrent que

t

| M)~ / PN (o(s), v(s)) } ds — Moy / PN (o(s), 0(s))} dsx,,

t1

< HM«;(tl))l/ Fn{N(p(s),v(s5))} ds||x,,

t

HH{Me) ™" = (Mga(m))l}/OQ Frn{N(p(s),v(s5))} ds||x,,

<c(T,m,n,p, K, f)(infgss o(t1) " t1 — ta| 4 c(m) g%(iﬂfgss e(t:))2lle(t) — o(t2)lo2-
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Sachant que ¢ = S,,(v) € C°([0,7]; L*(V)), on vient de prouver que la fonction
t
t— (M¢(t))‘1/ P {N(¢(s),v(s))} ds € C°[0,7]; X,n). (3.30)
0
En outre, puisque d’apres le théoreme 1.1, on sait que

o(s,1) > pe” J5 I1div v©)llo,co ® Vselo,7], zeV, (3.31)
a l'aide de (3.8) et (3.28), on vérifie sans peine que

t
||(M<p(t))1/ Pm{N(QO(S)7 ’U(S))} d‘SHXm < Cl(Tv m,n, p, p, K, f)tv te [07 T}' (332)
0
Par des arguments similaires a ceux qui ont permis d’obtenir (3.30) et (3.32), il n’est pas
tres difficile de montrer que
t = (M)~ {Pngo} € C°([0, 7] Xon),
[( M) {Pndo}1x., < """ Putollx,.. t€[0,7]. (3.33)
A ce moment de la preuve, si on considere
“HIPngollx.. ) (3.34)

on remarque qu’il est toujours possible de trouver Ty = To(m, n, p,p, T, K, f) € (0,7]
satisfaisant

K > max(||luol|x,,, 2p

K K
p~ e || Pugollx,, < - eta(limnpp K, f)To < .

La situation actuelle peut étre résumée de la fagon suivante : pour tout 7 € (0,Tp], la
restriction & 'ensemble By = {v € C°([0,7]; Xn), ||v]lcoqo,r:x,) < K} de l'opérateur
Apo.q, - C°([0,7]; X)) — C°([0, 7]; X,,) défini par

Ap.a,(0)(t) = (M) { Pt +/0 EnfN(p(s),v(s))} ds}, @ = Sy ()

est a valeurs dans ce méme ensemble BJ..

Pour conclure que 'ensemble Q,, 4 est non vide, on démontre 'existence d’un temps
T4 € (0,Tp] tel que Popérateur A, 4 = C°([0,7]; X,,) — C°([0,7]; X,n), 7 € (0,T5)], est
une contraction. Les propriétés (3.8), (3.9) de 'opérateur M., avec ¢ satisfaisant (3.5)
et t € [0, 7], les estimations (3.28), (3.29), le choix de K et enfin le théoreme 1.1 sont des
arguments possibles pour justifier le calcul ci-dessous :

[{Apo.q0 (V1) = Apoq,(v2) } ()| x..
< M) ™ = (Miga) ™l X0 | Pro +/0 En{N(p1(s),v1(s))} dsl|x,,
+||(M¢2(t))_1||£(xm,xm)/0 PN (1(s), v1(s)) = N(pa(s), v2(s))}lx,, ds

) _ K _
< c(m) max(infess @i(t)) " [l(e1 = @2)()llo x {p7 + e(T,m,n,p, K, £t}
+(inf‘e/ss 0a()) Tt x (T, V,m,n,e,p, K, £)t(1 + || poll1.2)]|v1 — V2| 00,8 X,m)
S CQ(Ta ‘/7 m, n787£7 ﬁ7 K7 f)t(l + HIOOHL2)”U1 - 'U2HCO([O,2§];Xm)7 t e [077—]'
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On pose T} = min(Ty, To)(1 + llpolli2) ™, To < (co(T,V,m,n,e,p,p, K, f))~L. Noter
une fois de plus que Ty = c3(T,V,m,n,e,p,0, K, £)(1 + ||poll1.2) . Ainsi, 'opérateur
Apoqo @ Bk — By, K satisfaisant (3.34) et 7 € (0,7}, est bien une contraction et le
théoreme de point fixe de Banach assure donc 'existence d’une unique fonction w € B,
telle que A, g, = u. Autrement dit, (0,75] C Qpy.q,-

Démontrons maintenant que Q,, 4. = (0, 7. Pour cela, on pose 7" = sup Q,, 4, €t on
considere un couple (p, u) € Ry x BL solution du probleme (3.26). Alors, d’apres (3.10)
et (3.26), on a

Ma,pyu(t) + My ou(t) = 0Mppu(t) = Pu{N(p(t), u(t))} p.p.t. t € (0,77)
et donc
dru(t) = (M) " [P N (p(t), u(t)} — Moymu(t)] p-pt. t € (0,T).
A Taide de (3.7), (3.8) et (3.28), il en résulte que
10 (t)]x,,, < (infess p(t)"H{c(T,m, n,p, K, f) + [0p(t) o2l u(®)llx,, }-
Puisque d’apres le théoreme 1.1, 8;p € LP((0,7") x V), p € (1,00), on en déduit que

Ou € LP(0,T"; X,,), p € (1,00). Grace a cette nouvelle information, a partir de (3.25), il
est possible d’écrire que

/ O (pu) - ® dz + / {t1Vu : V® + (p1 + po)(divu)(div ®)} da
v 1%
—/ pu'u! ;0 dx+/ Vps(p) - ® dx
v 1%
+€/ Vu-Vp  ®dr = /{pf —nlyglu—Ux)}-®dr, @€ X, (3.35)
v 1%
Les formules suivantes se justifient aisément au vu de la régularité des fonctions p et u
T 2 1 2 1 2
O(pu) - uwdr — ,ou woju' dr = {ﬁt,o|u| + §p8t|u| — épu]8j|u| }dx
v
/ (OGP + O+ i
1
— 5 [ 0elul) + cdolul}do = 5 [ @plul’) ~ Vo (VIuf)bde (330
1% 1%
et

dlv(pu)ps’1 dx

/Vp ud:c——/pu Vptde =
1%

. 1dx——/AppS 1dx s> 1. (3.37)
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Dans le cas s € [2,00), noter que

S —

B /Apps_ldxzes/ps_2|Vp|2dx (3.38)
LJy v

tandis que si s € (1,2), on a

€S €S
— App*~tdr = lim —
5—1/ pe . li%}r s—1

/ Ap(p+1)*~"da
14

= lim es / (p+ 1) 2|Vp|*dz > 0. (3.39)
v

1—0+

En remplagant ® par u dans (3.35) et en utilisant les formules (3.36)-(3.39), on trouve
que

d ~
%Eé p,u /{,uﬂVu\ + (1 + po)| divu) }d:l:—l—aéﬁ/ A2V p|? da

< /{pf —nlyg(u —Ux)} - udr p.p. dans (0,77). (3.40)
v

Par le biais des inégalités de Holder, de Sobolev et de Young, on peut e.g. majorer le
terme de droite de (3.40) par

elvels, + ||\/:5'Uf||02 ——llPllE, + (V&) + 1 fll ), €>0.

Alors, en insérant cette observation dans (3.40) avec £ convenablement choisi, puis en
intégrant sur l'intervalle de temps (0,7), 7 € (0, 7], on se rameéne a

+c/ |w(t ||12dt+€(55// ()| Vp(t)|* dx dt

<%&ﬁdVM/G+WU|%MﬂﬁA&m)Uﬁ

0

Emﬂ+ézm@mmﬁ.

En particulier, par I'intermédiaire du corollaire A.9 (Gronwall), on en déduit que pour
tout 7 € [0,77],

Exlp.w)r) < w(r)+ [ (o) ds = F(r),
0
et par suite que

Es(p,u +c/ [|u( t)\|12dt+€5ﬁ/ / )02V p(t)|? da dt

Sw@+A (w+0wutnmm G(r), Yre[0,T7]. (3.41)
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Ici, noter que la fonction G dépend de I’énergie initiale E(;’O et des données n, V et f mais
pas de m. De (3.41), on tire les estimations suivantes :

t/(MuF)@)dxf;Z?@U,VTE[QI@ ot |[ulliormoys < VGT).  (342)
1%

Par ailleurs, puisque d’apres le théoreme 1.1 on sait que
Bef fOT ||div’u,(t)||o’oo dt S p(T7 I) S ﬁefOT ||diV’u,(t)H0’oo dt’ \V/T c [07 T/:I’ = V’

les équivalences de normes (3.3), 'inégalité de Schwarz et les estimations (3.42) montrent
que

pe VTN < p(r 2) < petVTED) Yr e [0,T], 2 € V. (3.43)

Insérée dans (3.42), cette remarque implique alors que

HUHCO([O,T/];Xm) S \/QBilG(T)eE Tem = C4(m7 n, Ba T7 V7 Lo, 4qp, f) (344)
et par suite que

lpullicoqory 2oy < eV D [ul|coqoryxm < es(m,n, p, 5. T, V, po, go, f).  (3.45)

A ce stade, tout est maintenant prét pour démontrer que 7" = T. En effet, supposons
T" < T et {Tx}ren= C (0,77] une suite croissante telle que T, — 7" quand k — oo et
posons pox = p(Tk), @y = (pu)(Tk). Alors, en remplacant la condition (3.34) par

K > max(cq, 2p" " c5)

il est possible de répéter, pour chaque k£ € N*, la procédure qui a aboutit a la preuve de
affirmation Q,, q, # ) pour d’obtenir I'existence d'un temps

Tl; = 03(T7 ‘/7 m,n,s,g, ﬁ? Kv f)(l + ||100,/€||1,2)_1

ainsi que celle d'un couple (p = pr,u = ug) C Ryy ¥ B[T(’é solution du probléme (3.25)
avec (pok; qo ) & la place de (po, qo) et pr = S, , (ur). Puisque d’apres le théoréme 1.1 on
sait que

o)z < (T, e, K)llpolh.2, t€[0,T7],
on a
T, > Ty = ¢, T, K) 'y,

Ceci étant, pour chaque k € N*, on peut définir un couple de fonction (g, vg) par

(on v (1) = 4 PO site0,Th),

(pk, U,k)(t — Tk) site [Tk,Tk + Té]
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airemen = Vi), Vk) € Ry X , T + T!]; X;n) est une solution du
Clai t (¢ S Rir; x CU[0, Ty, + Ti]; X, t lution d
probleme (3.25) avec py et g, pour conditions initiales. Puisque il existe un kqy tel que
pour tout k > ko, on ait T + Ty > 1", ceci contredit 'hypothese T = sup Q,, q,- Donc
T =T.

A ce stade, si 'on résume la situation, en notant (p = p,,u = u,) nous avons
démontré les points (i)-(iii) de la proposition I1.5 ainsi que l'inégalité d’énergie dans la
forme différentielle (3.14). L’inégalité d’énergie dans la forme intégrale (3.16) en est alors
une conséquence directe des lors que 'on remarque que E(;(pm, u,,) € C°[0,7]) et que
E(;(pm, u,)(0) = E&O. En effet, il suffit alors d’appliquer le lemme 1.10 avec

E = Es(pm, ), V = /{u1|Vum\2 + (1 4 p2)| div w,, |*} do + 55ﬁ/ P22V | o,
1% 1%
F = /{pmf —nlyg(un —Us)} - wp da.
v
Remarque I1.10 D’apres la formule de Stokes, on a

/ Ot pr dx = / div(eVpm — pmtn) dz = / (eVpm + pmty,) - vdr = 0.
1% v v

En conséquence, il est clair que %E(;(pm,um) = 4L [ A3 pm|wn|* + Us(pm)} dz p.p. dans
(0,7T) et donc (3.14) implique que

d 1 .
G | Gpnlnl? o)y do [ G Vanf? + o1+ o) v} o
tJv 2 v
+€55/ P2V pp |2 d < /{pmf —nlyg(un —Us)} - up da. (3.46)
4 \%

Enfin, puisque clairement [i,{3pm|wn|* + s(pm)} dz € C°([0,T]), Vintégration de (3.46)
sur U'intervalle de temps (0,7), 7 € [0,T], donne I'inégalité suivante :

1 T .
[ Gt s ) dz s [ Gl i+ o) i, ) ot
0

! B2 2 1|QO|2
+e03 P 2N [P ddt < [ {
o Jv v 2 po

+/ /{pmf —nlyg(tm — Us)} - U dzdt p.p. dans (0, 7). (3.47)
o Jv

+ Is(po) } dz

On rappelle que des inégalités du type (3.46), (3.47) seront importantes dans ’étude de
problemes similaires au probleme d’origine, considérés dans des domaines extérieurs.

Reste donc a démontrer les estimations uniformes en m du point (v). Clairement, les
estimations (3.18)-(3.22) découlent directement de I'identité (3.41) dans laquelle on pose
(p= pm,u =1u,,) et T"=T. De plus, comme H' (V) C L5(V), en accord avec (3.22) on a

B8
||p§1||L1(O,T;L3(V)) = ||p7gﬂ||%2(0,T;L6(V)) < C(Tv n, €, 0, po, 4o, f) (348)
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Par ailleurs, l'interpolation de L?*(V) entre L'(V) et L*(V) garantit que p.p.t. ¢t € (0,7T),
1 3
on a || pm(t)?lloz < [|om ()7 llg1 | pm (£)°]145- Cette remarque, ajoutée aux estimations (3.19)

et (3.48) implique alors que HngHL%(o,T-B(V)) < c(T,n,e,9,po, qy, f) et par suite que (3.23)

est satisfaite. Pour terminer, on teste 1’équation (3.12) par p,, puis on intégre par rapport
a la variable d’espace. On obtient

d 1

1 .
pr §|pm(t)|2dx+8/ |V o (t)|? dz = —5/(pfndlvum)(t) dz, tel0,T).
v v v

L’intégration de cette identité sur l'intervalle de temps (0,7) et l'inégalité de Holder
induisent l'estimation suivante :

1 i 1 1 .
Sllom(T)G2 + 6/0 IVpmls2dt < Slleollss + 5V T lomll ez | div tm| 2oy

En ressort en particulier (3.24) puisque p,, satisfait (3.19) et § > 4. Ceci acheve la
démonstration de la proposition II.5. O

3.2 Existence de solutions

A partir de maintenant, nous travaillons sur la suite {(pp,, wn,)}, résultant de la
proposition I1.5. Tout au long de I’étude de cette suite, n désigne un entier positif fixé.

Dans un premier temps, au vu des estimations (3.19), (3.21), (3.22) et (3.23), on
peut supposer qu’il existe un couple de fonctions (p,,u,) tel que modulo l'extraction de
sous-suites et lorsque m — oo,

pm = pn dans L2(0,T; LP(V)), (3.49)
Uy, — u, dans [L*(0,T; Hy(V))]?, (3.50)
pm — pu dans L37((0,T) x V), (3.51)
Vpm — Vp, dans [L*((0,T) x V)]*. (3.52)

De plus, puisque

|/V10mum @ dz| < |IVpmllo2slvomlwnlloallpl 22, ¢ € [DV)P,

les estimations (3.19) et (3.20) impliquent que la suite {p;,Wm }m est uniformément bornée
2

par rapport a m dans [L>°(0,T; Lﬁ_fl(V))]?’. Puisque (pp, w,,) est solution de 1'équation

(3.12), on peut évidemment écrire que

8t/pm¢dx—/pmum~v¢+€/me~V¢d:c:0p.p. dans (0,7), ¢ € D(V)
v v 1%

et en déduire que 0 fv pmddr € L*(0,T). L’identité précédente peut notamment étre
intégrée sur l'intervalle de temps (t1,t3) C (0,T). Puisque [, podz € C°([0,T]), on
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trouve que

[ tontt) = putttods = [ [ (oo V64 2Vp,- Vo) daat
1% t1 1%

to
< [ Womtunlly 25 1l 2 + €l Vpmloall Foloa

t1

1
< (V) {sup ess||(pmum)(t)llg 25 (t2 = t1) + [V pmlloz.0m)xv (t2 — 1) 2}Vl 25 .
t€(0,7) PB+1 ’B—1

L, 28
Par conséquent, la suite {pm }m est uniformément continue dans W~ "3+ (V). En accord
avec (3.19) et les lemmes 1.1 et 1.2, il en résulte que

Pm — pn dans C°([0,T); L2 (V) quand m — oo. (3.53)

weak

Ceci implique en particulier que lim o+ [;, pp(t)@ dx = [, pod dx, ¢ € D(V') et donc que
pn(0) = po p.p. dans V. D’autre part, toujours puisque (p,, U, ) est solution de I’équation
(3.12) et satisfait les estimations (3.19), (3.20) et (3.24), on vérifie tres facilement que

la suite {Oipm }m est uniformément bornée par rapport a m dans L*(0,T; Wﬁl’%(‘/)).
D’apres (3.19) et (3.24), on sait déja que la suite {p;,}m est uniformément bornée par
rapport & m dans L?*(0,7T; HY(V)). On pose alors X = HY(V), B = L*(V) et Y =
W La (V) dans le lemme A.15 (Lions-Aubin). Cela nous permet d’affirmer que modulo
I’extraction d’une sous-suite, on a

Pm — pn dans LP(0,T; LY(V)) quand m — oo, p € [1,00), ¢ € [1,2]. (3.54)

En interpolant Pespace LP((0,T) x V) entre les espaces L'((0,T) x V) et L3?((0,T) x V),
a 'aide de l'estimation (3.23), on en déduit que

4
Pm — pn dans LP((0,T) x V') quand m — oo, p € [1, gﬁ) (3.55)
Grace a cette nouvelle information, il est notamment clair que
ps — pS dans L'((0,T) x V) quand m — oo, s =1, 3. (3.56)

Examinons maintenant les suites {pm,tm }m €t {pmtm @ Wy, }o. Puisque

\/meum @ dz] < lpmlloslumllosllly o, & € [DV)],

58

d’apres les estimations (3.19), (3.21) et 'inégalité de Sobolev, s’ajoute au fait que la suite
{pmUm }m soit uniformément bornée dans [L>(0,T’; Lot (V)]? celui de I'étre également
6
dans [L?(0,T; Lﬁ_fﬁ(V))]g. Par conséquent, au vu de (3.50) et (3.55), apres d’éventuelles
extractions de sous-suites et lorsque m — oo,
PmUm — pptt,, dans [L=(0, T Lot 2
PmUm — pptt, dans [L*(0,T; L56_+56(V))]3. (3.57)
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Puisque § > 3, I'interpolation de l'espace [L"(V)]3, ;—fl <r< ﬁﬁfﬁ, entre les espaces

[L541(V)]? et L7 (V)]? 'éerit

65
lomttmllo.r < llomunll 2a lpmemll, 0.4 5 - =3B+ -0)(B+6).  (358)
Choisissant alors r de telle sorte que (1 — @)r = 2, i.e. r = 130;;3, il en résulte que la

suite {pmUm tm est uniformément bornée par rapport a m dans [L"((0,7) x V)]?. En
conséquence, le lemme 1.9 garantit que la suite {p,, },, satisfait

EHpmHLT(O,T;Wl”(V)) < C(T7 V7 n, 57 Pos 4o, .f) (359)
Ceci étant, puisque (pm,um) est solution de l'’équation de continuité avec dissipation
(3.12) et que 2 < r < L on vérifie sans peine que la suite {0} est uniformément

bornée par rapport & m dans L2(0, T; W=L7(V)). 1l suffit alors de poser X = Whr(V),
B=L(V),Y=W(V),p=r,q=2cet § =3 dans le lemme A.16 (cf. p.221) pour
justifier la relative compacité de la suite {p,}n, dans C°([0,T]; L"(V)). Autrement dit,
nous venons de voir que modulo 'extraction d'une sous-suite, on a

pm — pn dans C°([0,T]; L™(V)) quand m — oo. (3.60)

Par suite, il est clair que la suite {div(pntm) = pm div wm + Vo, - b est uniformément
2

bornée par rapport & m dans L*(0,T; LF+2(V)), L = L + 1 ie. s = 56315 et a nouveau le

lemme 1.9 garantit que

m 8 m TV 5 9 5 .
Noull, ety 100l < (T Vo6 ooy )

Modulo l'extraction de sous-suites et lorsque m — oo, on en déduit les convergences
ci-dessous :

Pm — pn dans L*(0, T WZ%(V)), O¢pm — Opn, dans L*(0, T LB%(V)). (3.61)
En conséquence, la continuité de I'opérateur de trace implique que
p.p.t. t € (0,7), Oupn(t) =7 (Vpu(t)) - v =0. (3.62)

Aprés ce bref aparté concernant de nouvelles informations sur la suite {p,, },n, revenons a
I'examen des suites {pmUm m €t {pmUm @ Uy}, Tout d’abord, puisque

[ ottt el < ol 25 mloalloly e, 13 = 1,23, 6 € DY), (363

et puisque (3 > , des observations antérieures on déduit que la sulte {pmul ul Yoy 1,5 =

2,3, est unlformement bornée par rapport a m dans L*(0, T} L7 (V)). Par ailleurs, le
couple (Pm, U ) est solution de I'équation (3.13) avec ® = P, ¢, ¢ € [D(V)]?, i.e.

/ O(pmm) - Prnpdr = — / {11Vun, : VP + (un + p2)(divuy,)(div P, @)} do
v v
+ / {pmul,ul 0; Pd' — ps(pm) div Prep — eV - Vi, - P} da
1%

+ /V{pmf —nlyg(um —Ux)} - B¢ dr p.p. dans (0,T).
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A Taide de I'inégalité et des injections de Sobolev, on peut facilement vérifier que p.p.t.
€ (0,7),on a
[ 0o ) Pachal = | [ 9Pt 0)-
< | Vun(®)llo2lVEndlloz + | (pmten @ wn) (@)l oo IV Pudlly o2

Fps(om(E))llo a1 div Proplloa + l[Vttn (8)[[0.2V o () |0, PPl 0,
Flom @ llosll llo.co | Pmdllo,s + nlllem (@) llos + [[Ussllos) | Prbllo, e
< C(Va 5>Gm<t)”Pm¢H2,27

{G . }m désignant une suite uniformément bornée par rapport a m dans L*(0,7). Ajoutée
aux propriétés (3.1) de 'opérateur de projection P,,, cette information implique que

0P, (pmum)H (Ls(0,T;H-2(V)]P < c(T,V,n,e,0,po,qo, f)-

D’autre part, en accord avec (3.58), on sait déja que p.p.t. t € (0,7,

||Pm(pmu'm)”[LT(O,T;LQ(V))]3 < C(Ta ‘/7 n, 57 P05, 4o, f)
1l suffit alors de poser X = [L*(V)]}, B = [HY(V)]? et Y = [H (V)] dans le lemme

A.15 (Lions-Aubin) pour justifier que modulo I'extraction d'une sous-suite, Py,(pmUn,)
converge fortement dans L™(0,T; [H1(V)]3), 7 € [1,7). Puisque d’apres les propriétés de
l'opérateur P, et (3.57), pour toute fonction ¢ € [D((0,7) x V)]3, lorsque m — oo,

T T T
/ / Po(pmtn) - pdzdt = / / P - P dr dt — / / Py, - @ dz dt,
0o Jv 0o Jv 0o Jv

finalement on a démontré que
Pr(pmtm) — pntty, dans L7(0, T; [H~Y(V)]*) quand m — oo.
Pour conclure que
P — Pty dans [L2(0,T; H'(V))]? quand m — oo, (3.64)
il suffit simplement de noter que d’apres (3.2), p.p.t. t € (0,7,

- " c(T,V,n, 0, po, qo; f)
R [N I

|(Pr — )| 12

< sup — 0 quand m — oc.
belL2(V)]? [¢]lo,2
$#0

1P = 1) (pmtem ) (£)]] 1.2

Ceci étant, des convergences (3.50) et (3.64) il résulte celle de la suite {p,ul ul }.,., 1,7 =
1,2, 3, au sens des distributions dans (0,7T) x V vers p,u’u’ et donc, au vu de (3.63), on
conclut finalement que

prtiysd, — pyid, dans L2(0,T; L+ (V) quand m — oo, i,j = 1,2,3.  (3.65)
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Avant de poursuivre, signalons une autre propriété intéressante de la suite {p,Um }m.
D’apres ce que nous avons vu auparavant, il est clair que la suite {p,um,}, est uni-
formément bornée par rapport & m dans [L*(0,T; W, *(V))]>. En conséquence,

Pt — pptt, dans [L5(0,T; Wy s (V)] quand m — co. (3.66)

Poursuivons notre examen par ’étude de la suite {Vp,, },,,. Comme nous 'avons déja
vu dans la preuve de la proposition I1.5, I'équation (3.12) testée par p,,, intégrée ensuite
par rapport a la variable d’espace, puis sur U'intervalle de temps (0,7), 7 € [0, T}, induit
I'identité

1 T 1 1 /[ .
Son s e [ IVpnladt=Slonls =5 [ [ v, doas
0 0 \%4

d’ou la suivante :

1 T T ) T ) 1 T T 5 .
5 lpmlloz. o)<y +¢€ IVomllz dtdr = S lpolloe — 5 P A1V WUy, dz dt d.
2 o Jo 2 2Jo Jo Jv

A Taide des convergences (3.50) et (3.55), on passe a la limite m — oco. On obtient

1 ' T T
sWonlosomyer +2 tim [ [ IVpnlf,drdr
0 0

T ) 1 T T 5 .
= —llpollg2 — = p, div u, dx dt dr. (3.67)
2 T 20 Jo Jv

Par ailleurs, en accord avec les propriétés de régularité du couple limite (p,,, u,,), le passage
a la limite m — oo dans 'équation (3.12) implique que

Oypn + div(ppuy,) —eAp, = 0 p.p. dans (0,7) x V. (3.68)

En utilisant (3.62), la formule de Stokes généralisée du théoreme A.40 et (3.66), puisque
B > 3, il est alors possible de montrer que toute fonction ¢ € L%(0,T; HY(V)) telle
que Oy € LY0,T; L7 (V)) est une fonction test admissible de Iéquation (3.68). Or,
d’apres (3.59), p, € L"(0,T; W“(V)) et r > 2, tandis que (3.61) garantit que O;p, €
L*(0,T; L;_f?(V)), s > 1et ﬁ+2 > (3’ & condition que § > 4. Ayant en téte (3.60),
I'équation (3.68) testée par p,, intégrée ensuite par rapport a la variable d’espace, puis
sur l'intervalle de temps (0,7), 7 € [0, T], nous conduit a 'identité

1 T 1 1 [ .
SonOlEa+e [ IVolRadt= Sl =5 [ [ st dvudear  (309)
0 o Jv

d’ou on tire la suivante :

||Pn||0,2,0T xv+5/ / ||Vpn||02dtd7

||p0||02 ///pndlvundxdth (3.70)
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La comparaison de (3.67) et (3.70) entraine que

lim/ / HmeHOthdr_/ / IV pul2, dt dr. (3.71)

En introduisant les fonctions Fip(1) = [ |[Vpxl[§odt, k = m,n et G(r) = 1, par des
intégrations par parties, (3.71) se reecrlt

T

T
lim (T—T)Hme(r)HS,erz/o (T =) IVpu(7)llo2 dr,

m—0o0 0
c’est a dire
||\/T — 'vpm||0727(07T)><v — || \/T — -V,on||0,27(0,T)XV quand m — OQ. (372)
Complété par (3.52), ceci implique clairement que pour tout « € (0,7), on a
Vpm — Vp, dans [L*((0,T — ) x V)]?. (3.73)

Noter alors que pour toute fonction ¢ € [D((0,T) x VI3, il existe toujours un réel o > 0
tel que supp ¢ C (0,7 —a) x V. Par conséquent, les convergences (3.50) et (3.73) assurent
la suivante lorsque m — oo : Vp,, - Vu,, — Vp, - Vu, dans [D'((0,T) x V)] d’ot, en
accord avec (3.50) et (3.59),

Vom - Vi, — Vp, - Vau, dans [L*((0,T) x V)]*. (3.74)

A ce stade, nous avons en notre possession toutes les informations pour passer a la
limite m — oo dans (3.13). Bien évidemment, ceci montre que le couple (p,,u,) est
solution de I’équation de mouvement (2.2). Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier.
Ceci étant, on peut alors utiliser les propriétés de sommabilité du couple (p,, u,,) et a partir
de (2.2), montrer que 9,( [, putty - dx) € L'(0,T), ¢ e [D(V)]3. Par suite, en accord avec

le lemme 1.3, il existe une fonction q,, € [C°([0, T7; L‘”rl (V))]? telle que p.p.t. t € (0,7T),

weak
q,(t) = (pau,)(t) p.p. dans V. En redéfinissant w,, sur un ensemble de temps de mesure

nulle & P'aide du lemme 1.11, on peut alors affirmer que p,u, € [C°([0,T7; ng;k(V))]?’.
Ceci implique en particulier que lim, o+ [i,(ppun)(t) - pdx = [, qo - pdz, ¢ € [D(V)]?,
donc que (p,u,)(0) = qq p.p. dans V.

En ce qui concerne les inégalités d’énergie, noter tout d’abord qu’en accord avec (3.55),
(3.57) et (3.65), Es(pm, Um) — Es(pn, un) dans D'(0,T). Pour le passage 4 la limite m —
oo dans les autres termes du membre de gauche de 'inégalité (3.14), il suffit simplement
d’utiliser la semi-continuité inférieure faible des fonctionnelles convexes

T
€ [L2(0,T; HY(V))F / y /V (|0l + (i + )| v o[} de dt,

9 T
ne L*0,T; H(V)) — 5/0 ¢/V V0% |2 dz dt, 1 € D(0,T).
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On trouve alors

d ~ . .
aEs(pmunH/{ul\VunI“r(m+u2)|dlvun|2}dfc+85ﬁ/ P 2V pal? d
14 14

< lim Sup/{pmf - nlv\ﬁ(um - Uoo)} S Uy, dx
1%

m—00

:/pnf~und:c—nlimsup/ |ty |* dz + n lim sup U.  u,dz
% V\Q

m—o00 m—o00 V\ﬁ

< /V{pnf —nlyg(un —Ux)} - uy, do dans D'(0,T). (3.75)

En utilisant le méme type d’arguments dans l'inégalité d’énergie sous forme intégrale
(3.16), on arrive a la conclusion que celle-ci est valide au sens des distributions dans

(0,T) avec (pm, w,) remplacé par (p,, w,). Néanmoins, puisque Ejs(pn, un) € L0, T),
on trouve finalement que

Bolpwwn)(0)+ [ [ G0+ -+ )| v ) ot

+€55/ / 2|V p,|? dz dt

< E(;,o +/ /{pnf —nlyg(un —Ux)} - uydedt ppt. 7 € (0,7). (3.76)
0o Jv

A ce stade de la preuve, on sait que le couple (p,, u,) possede les propriétés (i)-(iii) de
la proposition II.1. Montrons maintenant qu’il satisfait également les inégalités d’énergie
(2.7) et (2.8). Puisque U 4, est un champ de vecteurs régulier a support compact dans V/,
on peut utiliser la quantité YU ., ¥» € D(0,T'), comme fonction test dans I’équation de
mouvement (2.2). On trouve que

v v
—/ Py, @ Uy, : VU o do — / ps(pn) divU « dx + z—:/ Von-Vu, - U, dx
1% Q 1%
= / pnf U dx — n/ (uy, — Uy) - Uy dx dans D'(0,T) (3.77)
Q V\Q

Sachant que 0;( [, patty - Uss dx) € L'(0,T), que pyu, € [C°([0,T7; LBJrl (V))]? et donc

weak

que [, pnttn - Uss dz € C°([0,T]), en intégrant (3.77) sur lintervalle de temps (0, 7),
7 € (0,77, on obtient

/(pnun U oo)(T )d:v+/ /{mV'u,n VU » + (p1 + po)(div,)(divU ) } dz dt
v

//pnun@)un VU dxdt—/ /pg pn) divU o, dx dt
—i—a/ /Vpn-Vun~Uoodxdt:/q0-Uoodx
//pnf U dxdt—n// Uy dx dt. (3.78)
V\Q
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Par ailleurs, 'équation de continuité modifiée (2.1) testée par la fonction $9|U %, ¢ €
D(0,T), implique qu’au sens des distributions dans (0,7"), on a

1
8t(/ épnonolzdx)z/pnun®Uoo:VUoodx—€/Vpn-VUoo~Uoodx- (3.79)
1% Vv 1%

Sachant que 9;([,, 2pa|Ux|?dz) € L*(0,T), que p, € C°([0,T7; LY. (V)) et donc que
Ji 30n|Us|? dz € C°([0,T]), on peut intégrer (3.79) sur I'intervalle de temps (0,7), 7 €

[0, T], pour récupérer

1 1
3 [ P de =5 [ UL o
4 \%
+/ /pnun®Uoo:VUoo dxdt—s/ /Vpn-VUOO-UOOd:pdt. (3.80)
0 \% 0 \%

Les inégalités d’énergie (2.7) et (2.8) sont alors respectivement obtenues en soustrayant
(3.77) de (3.75) tout en tenant compte de (3.78) et en soustrayant (3.79) de (3.76) tout
en tenant compte de (3.80). En outre, comme nous l’avons souligné dans la remarque
I1.3, il est clair que le couple (p,, u,) satisfait également les inégalités d’énergie modifiées
obtenues en remplacant Ps(-) par II5(-) dans (2.7) et (2.8).

3.3 Bornes uniformes

Facon de parler, on pourrait dire que la partie « existence » de la proposition II.1 est
démontrée. Ici, nous démontrons que le couple (p,,, u,), construit auparavant, satisfait les
bornes (2.11)-(2.18).

Tout d’abord, on commence par majorer chaque intégrale se trouvant a droite dans
I'inégalité d’énergie (2.8). D’apres les inégalités de Holder et de Young, on a

)
| [t — O dede < [ Gt~ sl + 725 Il
/Hf| 25 thg/ Es(pn,w,)(t) dt + (0, f). (3.81)
’ 0

On introduit ensuite un réel strictement positif ( que 'on fixera ultérieurement. Alors,
des arguments identiques complétés par l’équivalence des normes v — || Vvl[g2,0,-)xv €t

v (fy [idml Vo2 + (p1 + pe)| divol?} da dt)z dans [L2(0, 7 H}(V))]? garantissent que
[ [ VoV~ V) Uzt <= [ IVplal Vet = Ul U o d
ATl |19t = V)t +-2 [ 19l
ANV [ [ 11V = U + (i ) v, = ) dr
#e [ 190Gy . (3.2)
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et que

_ /0 /V{/MVUOO LV (tn — Use) + (i1 + o) (div U o) (div(wy — Uno))} da dt
< lIVUcloa [ (f Gl = U + i+ ) divtas, = U)o’

= i/OT /V{mW(un — U+ (i1 + po)| div(w, — Uno) P} dwdt + ¢(T, Uso). (3.83)

L’intégrale fOT fv Pty @ (U —uy,) : VU  dz dt, quant a elle, peut se décomposer comme
suit :

/T/ Pnf{(ty, —Us) @ (Uso —up) + Us @ (Uy —uy)} - VU o dx dt.
0o Jv

Ainsi, a nouveau a l’aide des arguments utilisés ci-dessus, on trouve que

/ /,onun@)(Uoo—un):VUood:pdt
0o Jv

< (e + 2| VU ollo.00) /0 Es(pn, wn)(t) dt + ¢(T, Us). (3.84)

Enfin, de maniere évidente, on a

—/ /pg(pn) divU o, dz dt
| di Uoo o0
< 1divUccllo. ”0 / /R; pn) dadt < c(U o, )/ Es(pn, wn)(t) dt. (3.85)

En conséquence, pour tout € € (0,9 = min((4¢(¢)|Uso[§ o) ™', 1)], les estimations (3.81)-
(3.85) insérées dans l'inégalité d’énergie (2.8) induisent la suivante : p.p.t. 7 € (0,7

Eulpnw)(7) + 5 [ [ 00190 = U)o 1+ ) i, — )

+€55//pn2\Vpn\2dxdt+n// |y, — Uoo|® dav dt
o Jv o Jna

T T
SC(C,T,5,po,qo,Uoo,f)+C€/ ||Vpn(t)||3,2,vdt+/ (Uss) Es(pn, uy)(t) dt. (3.86)
0 0

En accord avec le lemme A.14 (Gronwall), il en résulte en particulier que p.p.t. 7 € (0,7

T
E‘S(pn’ u")(T) < {C(Ca Ta 57 Pos dos Uooa .f) + g{—j/ ||v:0n||8,2,v dt} X eC(Uoo)T.
0

Avec cette information supplémentaire, a partir de (3.86) on récupere finalement que

Es(puy n) (7 / / [0l (= U + (s + p12)| div(aen — Uno)P} dardt

+55ﬁ//pn‘2|vpn|2da:dt+n// |, — Uso|* da dt
o Jv 0 JV\Q

T
< ¢(¢, T, 6, p0, Qo Uso, ) + (c(Une)TeW=IT 4 1)@/ IVoull§ oy dt p.p.t. 7 € (0, 7).
0
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Noter alors que si I'on choisit ¢ de telle sorte que (c(Uy)TeU=T 4 1)¢ < 1, de cette
inégalité, on tire les estimations

T
sup esslp, (03, < T8,y U £) = [ Vol (357)
te(0,T) 0
T
5 sup essllpu ()] o < (T, 6. po, G, Uson £) + / IV a2 dt, (3.88)
tE(O,T) 0
T
sup ess (Bl D)y < 7,6, a0, U, §) - / IVpalZoy dt, (3.89)
te(0, 0
T T
/ IVeunl2 sy dt < (T, 6. po, s Unes £) + € / IVoulZordt,  (3.90)
0 0

T T
séﬁ/ / P22\ Vp, |2 dadt < (T, 5, po, g, Uso, f) + 5/ IV ol 2.1 . (3.91)
0o Jv 0

Par ailleurs, au vu de (3.69) et a 'aide de (3.88) et (3.90), on voit que

1
2

T T
1
8/ Va2 do < S{llpollf 2.0 + sup esspn ()15 0 VT / Va5 dt ) }
0 2 t€(0,T) 0

1 _2 T *
< iy + VT (T man U £) 42 [ IVl ) ) 392
0

@l
N[

Puisque 6 > 4, on a % + 3 < 1. L’inégalité de Young utilisée dans (3.92) permet de

conclure a l'estimation (2.15). Pour conclure a la validité des estimations (2.11)-(2.14),
(2.16) et (2.17), il suffit alors d’insérer (2.15) dans (3.87)-(3.91). Enfin, en ce qui concerne
(2.18), celle-ci est obtenue comme son analogue (3.23) a partir de (2.16) (cf. p.146). La
preuve de la proposition II.1 est donc complete. O

4 Preuve : Etape n°2

Dans cette section d,e € (0, 1] sont supposés fixes. A partir d’une suite de couples
{(pn, wn) tnen+, provenant de la proposition I1.1, nous démontrons la proposition II.2.
Comme le lecteur peut le constater, les informations sur la suite {(p,, u,)}, sont tres
proches de celles que nous avions sur la suite {(pm, Um)}m au début de la sous-section
3.2. En conséquence, nombre d’arguments pourront étre calqués sur ceux présentés a
la sous-section 3.2 afin de démontrer la partie « existence » de la proposition 11.2. En
revanche, pour la partie « estimations », nous verrons qu’il faudra davantage travailler
qu’a la sous-section 3.3.

4.1 Existence de solutions

Noter tout d’abord qu’en remplagant chacune des estimations (3.18)-(3.24) par leur
analogue parmi les estimations (2.11)-(2.18), les indices n par € et m par n, on peut copier
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mot a mot les lignes situées entre le début de la sous-section 3.2 et (3.63). On rappelle
tout de méme ’équivalent de (3.59), a savoir que

108 — 6
ellpnllLrorwrroyy < (T, V,6,p0,q0), 7= 38+3°

Remarquer également que I'estimation (2.17) implique que u., la limite faible de la suite
{w, }, dans [L2(0,T; Hi(V))]3, satisfait

u. = U, p.p. dans (0,T) x V' \ Q. (4.2)

(4.1)

D’autre part, puisque le couple (p,,u,) est solution de 1’équation de mouvement (2.2),
on a

8t(/ Prly, - Pdr) = — /{mVun Ve + (p + pe2)(diva,)(dive) } do
0 0
+/{pnuflu£8j¢i —ps(pn) divep —eVp, - Vu, - ¢} de
Q
+/ onf - @ dx dans D'(0,T), ¢ < [D(Q)]°.
0
Il en résulte que O,( [, pptsn - @ dx) € L'(0,T). Puisque [, potty, - pdz € C°([0,T1]), en

intégrant l'identité précédente sur 'intervalle de temps (¢1,t3) C (0,7T), puis en utilisant
a plusieurs reprises 'inégalité de Holder, on trouve que

/Q {(Prtn) (2) — (puten)(81)} - bl <

to
| el Vo [V@loza + ot @ wally go o IVl oo o}
t1

48

to
+/ {Ilps(on)llo.a v Il div @lloag + el Vunllo2 v IVonlloryl@llos .o} dt
t1

to
4 / loulosw | Flloce | bl dt.

t1
Par I'intermédiaire des injections de Sobolev, des inégalités de Poincaré et de Holder et
25
des estimations (2.11)-(2.18), on en déduit que la suite {p,u,}, C [C°([0,T]; L2 (V)]?

weak
est uniformément continue dans W13 (). Etant données les estimations (2.12)-(2.13),

3
on sait que cette suite est uniformément bornée par rapport a n dans [L>(0,T; L7+ (V))]?

et les lemmes 1.1 et 1.2 (p = ;—fl, q = %) assurent l'existence d’une fonction q. €
26
([0, T): LI () telle que

25
pntt, — q. dans [C°([0,T]; L2} (Q))]* quand n — oo,

weak

p.p.t. t € (0,7), (peu:)(t) =q.(t) p.p. dans Q.

Par conséquent, si ’on redéfinit u. sur un ensemble de temps de mesure nulle a ’aide du
lemme I.11, on conclut que

28
Pty — peu, dans [C°([0, T; L2 ()] quand n — oo. (4.3)

weak
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Par suite, puisque (5 > %, on a ;—fl > g et le lemme 1.4 garantit que
Pty — peute dans [L4(0, T; [H(Q)])]? quand n — oo, ¢ € [1,00). (4.4)

Ajoutée a (4.4), la convergence faible de la suite {w,}, vers u. dans [L?(0,T; H3(V))]?
implique celle de la suite {p,uiu },, 7,7 =1,2,3, vers p.ulu? dans D'((0,T) x ) qui elle
méme, au vu des estimations (2.12)-(2.14), implique a son tour que

putiisl, = peuiu? dans L*(0,T; L7+ (Q)) quand n — oo, i,j = 1,2,3. (45)

Ainsi, on vient de démontrer 1’analogue de (3.65), a la différence notoire que nous n’en
sommes capable seulement que sur €2 et non pas sur V. A ce stade, en remplagant a
nouveau chacune des estimations (3.18)-(3.24) par leur analogue parmi les estimations
(2.11)-(2.18), les indices n par € et m par n, on peut copier mot a mot les lignes de la
sous-section 3.2 de (3.65) jusqu’a (3.74).

Maintenant, nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’a 1’aide des informations
collectées tout au long de cette sous-section, le passage a la limite n — oo dans la restric-
tion a D'((0,T) x Q) de I'équation de mouvement (2.2) permet de conclure a la validité
de 'équation (2.20).

En ce qui concerne les inégalités d’énergie, une fois le terme positif n fV\ﬁ |, —U o |* dz
oublié, il suffit d’utiliser des arguments similaires a ceux qui ont permis le passage a la
limite m — oo dans (3.14) et (3.16) pour passer a la limite n — oo dans (2.7) et (2.8)
et enfin d’avoir a l'esprit que divU,, = 0 p.p. dans R®\ B et que u. = Uy p.p. dans
(0,T) x V '\ Q pour conclure a la validité de (2.21) et (2.22). Pour les mémes raisons, le
passage a la limite n — oo dans les inégalités d’énergie modifiées obtenues en remplacant
Ps(-) par IIs(-) dans (2.7) et (2.8) induit les inégalités analogues au niveau e.

4.2 Bornes uniformes

Pour terminer la preuve de la proposition I1.2, reste & démontrer que le couple (p., u.)
construit ci-dessus satisfait les estimations (2.23)-(2.28). Clairement, la seule estimation
a justifier est (2.28) puisque (2.23)-(2.27) découlent directement de (2.11)-(2.15) et de la
semi-continuité inférieure faible des normes entrant en ligne de compte. Noter également
que pour les mémes raisons, en accord avec (4.1), on a

‘g”p€”LT(O,T;W1”(V)) < C(T7 V7 57 Po, 4y, f) (46)

Etant donné que ’équation (2.19) est satisfaite p.p. dans (0,7") x V', pour toute fonction
¢ € D(Q), on peut écrire que

Oy (pep)+div(p.u-0—eV(p.0)) = p.u.-Vop—2eVp.-Vo—p.A¢p p.p. dans (0, T)xQ. (4.7)

Soit K un sous-ensemble compact arbitraire de €. Alors il est clair qu'il existe toujours
un sous-domaine borné a frontiere Lipschitzienne ' de € tel que K € Q' C € € Q. On
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pose

QO(t,ZL‘) = ¢(t)¢(tvx)7 (URS D(07T>a 0<¢y <1,
Plt.a) = Blox()o— F pu(tiodsa),
peD(), 0<¢p <1, ¢=1dans K, V|a| <2, |D| < ¢(K). (4.8)

ot B = (B!, B2, B3) dénote l'opérateur de Bogovskil introduit dans le lemme B.1 dans
lequel on considere G = €’ (£ est un domaine borné a frontiere Lipschitzienne), lemme
qui en particulier permet d’affirmer que p.p.t. t € (0,7,

IVe@llop.a < (& p)llpe@)llopv, pe (1,5 (4.9)

En conséquence, il est clair que ¢ € [L*(0, T WyP(Q)]3, p € (1, 3]. Par ailleurs, B étant
un opérateur linéaire et continu de L4(€) & valeurs dans [W ()3, ¢ € (1,00), il nest
pas tres difficile de se convaincre que p.p.t. t € (0,7,

OBlp.(1)0— . p(Dods] = B 00) —of phody)). (410

D’autre part, il est facile de voir que p.p.t. t € (0,7, (p-u.)(t)p —eV(p-(t)p) € [L* (V)]
et (peus)(t)p —eV(pe(t)p) - v]|oo = 0. Ainsi, en utilisant (4.7) et (4.10), p.p.t. t € (0,7,
on peut écrire que

dep(t) = ' (t)p(t) + () Bldiv((peue)(t)p — eV (p=(t)9))]
+1p(t)Bl(peu:)(t) - Vo — 1 (p-u.)(t) - Vo dy]

Ql

=29 (t)BeVp.(t) - Vo — eVpe(t) - Vo dy] — vBp.(t)A¢ — p-(t)Apdyl. (4.11)

94 94

On pose n,(t) = ¥'(t)p(t) et ny(t) = Op(t) — my(t). D’apres les injections de Sobolev,
I'inégalité de Poincaré et le lemme B.1, on trouve que

I @) llop.r < e, p)[" Ot oy, pE (1,00). (4.12)

De plus, en accord avec le lemme B.1, 'inégalité de Holder, I'inégalité de Sobolev, on a

[YB[div((p-ue)(t)d — eV (p=(t)d)]llo2.0 < () [(peue) () — eV (p=(t)D)l02.00
< Q' K){llp=(t)lloav 1w (O)llosy +llVoe(O)llo2v}
() Bl(p-ul)(t) - Vo — ][ pen)(t) - Vo dyl o

< () IVB[(peue)(t) - Vo — ][ peue)(t) - Vo dylllozer < c(X)[[(peue)(t) - Vollozo

< o, K)lpe(t)lo,3.v [[ws(t)o.6.v
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120(8)BleVpe(t) - Vo — £ eVpc(t) - Vody]lloze

o
< ()| VB[eVp.(t) - Vo — ]{) eVp(t) - Vo dylfoze
< (e[ Vpe(t) - Vollozo < e, K)e[|[Voe(t) oy
et enfin
[¥B[p-(t) Ag — . p=()Ad dylllo2.00 < c(QU)VB[p-(t)A¢ — ][Q pe()Ad dy]llozr
< (V)= () APl < (', Kl pe(t)[lo2,v-

Par suite, puisque § > 3, au vu des estimations (2.24), (2.26) et (2.27), il en résulte que
1y € [L*((0,T) x Q)] et plus précisemment que

||772||[L2((0,T)><Q’)]3 < C(Ta Q,a K7 57 Po, o, UOO) .f) (413)

Apres relecture de la remarque I1.6, puisque 3 > 4, il apparait que ¢ est une fonction test
admissible de ’équation de mouvement (2.20). Quelques calculs élémentaires consistant
principalement en des intégrations par parties, nous conduisent a l'identité suivante :

T T
| [ aodva= o[ e+t and poaar

T
+/ {mVu. : Vo + (11 + pe2)(divu.)(div ) } dz dt
0o Jor

T T
—/ / paue-atgod:vdt—/ / P @ ue : Vpdrdt
0 ' 0 '

T T 6
+€/ P Vpe-Vue-cpd:cdt—/ P pef-wdxdt:ZIk. (4.14)
0 o 0 o4 Pt
Les intégrales I, k = 1,...,6, a droite de 'égalité (4.14) sont majorées dans les lignes

ci-dessous. Tout d’abord, d’apres les estimations (2.23) et (2.24), il est clair que
‘[1‘ < C(T7 Q/7 57 Po,dos U007 f)
A T'aide de l'inégalité de Schwarz et des estimations (2.26) et (4.9), on prouve ensuite que
T
Bl < [ 1Vuloar Velooa di
0

< CﬁHUEH[L%O,T;Hé(V))]?’ |’v<P||[LOO(O,T;L2(Q’))}3X3 < C(T7 Q/7 57 Po, 4o, U007 f)

En ce qui concerne 'intégrale I3, on peut e.g. utiliser les inégalités de Holder et de Sobolev,
(4.12) et (4.13), ainsi que les estimations (2.24)-(2.27) pour montrer que

T
| 1] S/ [pettellg 28 ylImillg 28y + [lpellosvllwellosvinallosy dt
0 BT =t

T
< o(T, 0, K, 5, po, G, Une, £)(1 + / ] dt).
0
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Pour des raisons tout a fait semblables, avec (4.9) a la place de (4.12)-(4.13), complétées
par les injections de Sobolev, on trouve que

T
14| < C/ pellos v llwells s v Vellose dt < e(T, Y, 6, po, gy, Uso, f),
0

T
L) < VE / VIV llony
0

|Vuloz,v]elloca dt

T
< \/EC(Qlaﬁ)/ Vel VoelloavlVuellozvIIVellosa dt < (T, 8, po,qo, Uso, f)
0

et enfin

T
| 6] S/ lpellogv Il Fllocc.crllellos e di < (T, €, 6, po, o, Uses f)-
0

Ceci étant, le regroupement de toutes ces estimations dans (4.14) montre que pour toute
fonction ¢ € D(0,T), 0 <1 <1 et toute fonction ¢ € D(Q'), 0 < ¢ <1, ¢ =1 dans un
sous-ensemble compact K de ' C , V]|a| <2, |D*¢| < ¢(K), on a

T T
/ v [ (a7 + 8p2 o drdt < (T K0 o @y U (1 + / /| de).  (4.15)
0 ! 0

Soit alors une fonction
weC®R), 0<w<1, ws)=0sis<1, ws)=1sis>2et 0<w(s) <2, (4.16)

On considere alors dans (4.15) ¥ = 1, avec 1, (t) = w(m x min(¢t, T —t)) et on passe a la
limite m — oo. Pour toute fonction ¢ € D(£2), 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 dans un sous-ensemble
compact K de ' C Q, V]|a| <2, |DY| < ¢(K), on obtient Iestimation

T
| Gt g6 de it < o7 K 6. o U D) (4.17)
0 !

de laquelle découle directement la validité de (2.28). Ainsi se termine la preuve de la
proposition II.2. O

5 Preuve : Etape n°3

Dans cette section, 0 € (0, 1] étant supposé fixe, nous travaillons sur la suite {(p., w. )}«
associée par la proposition I1.2 & une suite de réels € € (0, 1]. Notre objectif est dans un
premier temps de démontrer la proposition I1.3. Pour cela, nous faisons tendre ¢ — 0" afin
d’éliminer le terme de dissipation artificielle qui apparait dans ’équation (2.19) aussi bien
que les quantités avec coefficient € présentes dans 1’équation (2.20). La méthode utilisée
ici est due a P.L.. L1oNs [46, Chapter 5,7]. Elle est essentiellement basée sur la propriété
de compacité faible de la suite des pressions effectives (cf. [.4), sur la théorie du transport
de DIPERNA et P.L. LiONs [12] appliquée a I’équation de continuité (cf. 1.2) et enfin, sur
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certains résultats classiques d’analyse (concavité, convexité, semi-continuité et monotonie,
cf. Annexe A). Comme le lecteur pourra le constater, cette méthode a une limitation du
fait que la densité limite doit appartenir au moins & I'espace L*((0,7T) x K). Ici cela ne
pose aucun probléeme puisque le terme de pression artificielle est toujours présent. Une
fois la proposition I1.3 démontrée, nous consacrerons la fin de cette section a la preuve de
la proposition I1.4 ainsi qu’a 'obtention de bornes uniformes par rapport au parametre
5 € (0,1] pour les solutions approchées (ps, us) données par cette proposition.

5.1 Existence de solutions

Dans la suite, nous ne ferons pas la distinction entre une fonction définie sur (0,7) x V'
et son prolongement par zéro dans (0,7) x R3\ V.

Tout d’abord, au vu des estimations (2.24), (2.26)-(2.28) et (4.6), on peut supposer

qu’il existe des fonctions ps, us, p_g et p? telles que modulo I'extraction de sous-suites et
lorsque ¢ — 0,

pe — ps dans L>=(0,T; LP(V)), p. — ps dans LPT1((0,T) x K)
ps > 0 p.p. dans (0,7) x V, ps =0 p.p. dans (0,7) x R*\ V, (5.1)
— 3 B+1
ps(p<) = pslps) = apy + 6pF dans L5 ((0,T) x K),

ol = p =0p.p. dans (0,T) x R*\ V, 5
u, — ug dans [L*(0,T; HY(R®))]?, us = Uy p.p. dans (0,T) x R*\ Q, (5.3)
eVp. — 0 dans [L*((0,T) x V)]?, 5
eVp. - Vul — 0 dans L'((0,T) x V),
eVp. - Vul — 0 dans L°((0,T) x V), i = 1,2,3, (5.5)

K désignant tout sous-ensemble compact arbitraire de €. Ensuite, a 'aide d’arguments
déja utilisés a plusieurs reprises, pour tq,ts € [0,T] et ¢ € D(V), on voit que

| / {pe(t2) — pulty)}é da]

1
< (V) {sup ess||(pewe)(t) [l 28 v [t2 — t1| + el Vpellog,omxvite — 1|2}Vl 28 -
tE(O,T) Tt "B—1°

Ceci prouve que la suite {p.}. € C°([0,T]; LY,

Wﬁl’ﬂ%ﬁl(V). Par conséquent, (2.24) et les lemmes 1.1 et 1.2 garantissent que

(V) est uniformément continue dans

pe — ps dans C°([0,T); L2 (V)) quand ¢ — 0*. (5.6)

weak

Par suite, d’apres le lemme 1.4, il en découle que
pe — ps dans L0, T; W1"(V)) quand € — 0%, ¢ €[1,00), r € (1, 00). (5.7)

Cette derniere information pour ¢ = r = 2, couplée a la convergence (5.3), implique que
peul — psub au sens des distributions dans (0,7) x V, i = 1,2,3 et de ce fait précise les
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convergences induites par les estimations (2.24)-(2.26). Autrement dit,

peul = ppu dams L0, T: L (V)),
peul — psul dans L*(0, T LﬁG_fG(V)) quand € — 07, i =1,2,3. (5.8)

Ici, il est intéressant de noter que la convergence p.u. — psus dans [C°([0, T; Lf;;k(Q))]?’

n’est pas vraie. Elle I’est uniquement sur tout sous-ensemble compact K de €2, i.e.

25
peu. — psus dans [CO([0, T); L2 (K))]* quand € — 07, (5.9)

weak

Ceci est du au fait que l'estimation améliorée (2.28) est seulement locale et non globale sur
Q. Pour s’en convaincre, il suffit d’adapter a la présente situation les arguments qui ont

5
permis de prouver (4.3). Ensuite, puisque I'injection L%(V) CC H (V) est compacte,
de (5.8), on extrait la convergence p.ul — psu§ dans L*(0,T; H-'(V)), i = 1,2,3. Cette
convergence et (5.3) nous permettent donc d’affirmer que p.ulu! — psuju} au sens des

distributions dans (0,7) x V', 4,j = 1,2,3 et de ce fait de préciser la convergence induite
par les estimations (2.24)-(2.26). Autrement dit,

peiiud — pyuiuf dans L2(0, T; L#55 (V) quand £ — 0, i,j = 1,2,3.  (5.10)

Toutes les convergences nécessaires au passage a la limite ¢ — 07 dans les équations (2.19)
et (2.20) sont maintenant a notre disposition. Il vient alors que

Oyps + div(psus) = 0 dans D'((0,T) x V), (5.11)
O (psus) + div(psus @ us) — p1Aus + (g + p2)V divus + Vps(ps)
= psf dans [D'((0,T) x Q)]*. (5.12)

Il est bon de noter que puisque ps € C°([0,T]; LY. (V)) et us = Uy = 0 p.p. dans

(0,7) x B\ Q, I'équation (5.11) implique que pour tout 7 € [0,T], ps(T) = po p.p. dans
B\ Q, tandis que I’équation (5.12) a pour conséquence directe 'identité

0 [ psus- o) == [ (Vs T+ -+ ) div ) div @)}
/{pgu(;uga](b ps(ps) div e + psf - ¢} dx dans D'(0,T), ¢ € [D(Q))?,

Celle-ci implique que 0, ( [, psus - ¢ dx) € L'(0,T), ¢ € [D(Q)]*. Puisque par ailleurs on
sait déja que psus € [L>°(0,T; L;—fl(V))]B’, en accord avec le lemme 1.3 et (5.9), on peut

affirmer que

psus € [C°([0,T7; PR ()] (5.13)

weak

Ajoutée a (5.6), (5.13) donne un sens aux conditions initiales. Plus exactement, on a

ps(0) = po p.p. dans V et (psus)(0) = q, p.p. dans 2. (5.14)
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On remarque ensuite que les hypotheses du lemme 1.5 sont satisfaites avec p = 3 et
f = 0. L’équation de continuité (5.11) peut alors étre prolongée en dehors de V. Autre-
ment dit celle-ci est vraie dans D’((0,7) x R?). On se retrouve dans la configuration du
lemme 1.7 qui assure la validité du point (iii) de la proposition I1.3 concernant ’équation
de continuité renormalisée. Noter que si b(s) = s, cette propriété n’est rien d’autre
qu'une des hypotheses du lemme 1.8 dans lequel ¢ = 3, lemme dont la conclusion est
ps € C°([0,T); LP(V)), p € [1,8). Quant au point (iv), il est une conséquence directe du
corollaire I.1.

Nous allons maintenant utiliser les résultats démontrés dans le chapitre précédent
concernant la suite des pressions effectives (flux effectifs visqueux) (cf. I.4). Nous tenons
encore une fois a insister sur le caractere essentiel de ce passage et ce malgré sa brieveté
due a notre choix de regrouper les résultats fréquemment utilisés dans cette partie dans
le chapitre I. On pose

Hs = p5<p€)7 bz—: = Pe, Fs = psf - €Vp€ : Vue, q. = PeUs, fe = dngg

s = ps(ps), bs = ps, Fs = psf, @5 = psts, f5s =0

ou

eVp. dans (0,7) x V,

€

0 dans (0,7) x R*\ V.

Alors les convergences (5.1)-(5.10) montrent que pour tout sous-ensemble compact K de
Q, on a

I, — I dans L7 ((0,T) x K),
b. — bs dans C°([0,T); LZ . (V)), b. — bs dans L7T((0,T) x K),
F. — Fjsdans L°((0,7) x V),
q. — a5 dans [C°((0, T); LT (K))]*,
fo = fs dans L*(0,T; H~ (V).
D’autre part, a I'aide des propriétés de 'opérateur A;, i = 1,2, 3, introduit dans la section
3 du chapitre 1 de la partie stationnaire, en utilisant I'inégalité de Holder, on voit que

T T T
| / A(f)6 du dt] = e] / / 0,0 Roy(6) du dt| < / 192y 2 o1l 20 g0
0 JR3 o Jr3 0 B-1 B+1

Grace a 'hypothese 5 > 6 qui implique que 2 < ;—fl <

espaces de Lebesgue d’exposant correspondant et écrire que

v <|IVoels Vo' _ € (0,1).
| Pe|’L2(07T;L;__ﬁl(v))_H PsHO,Q,(O,T)va p€HL2(o,T;L130ﬁ+36(v))’ a € (0,1)

108—6
36437

on peut interpoler les

Des deux précédentes inégalités et des estimations (2.27) et (4.6), on tire la convergence

Ai(f) — Ay(fs) dans L2(0,T; LGH) (R?), i =1,2,3.
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On vient donc de vérifier que les hypotheses du corollaire 1.3 sont satisfaites avec p = %,

r=p3r=041>2 s= %ﬁ;?’ et w = ;—fl Dénotant par ps(ps)ps la limite faible de la

suite {ps(pe)pe}e, nous sommes donc assurés que

ps(ps)ps — ps(ps)ps = (2u1 + p2){ps divus — ps divus} p.p. dans (0,7) x Q. (5.15)

D’un autre coté, les hypotheses du lemme A.20 (monotonie de la pression) sont également
satisfaites par la suite {p.}., s =, 5 et = 1. 1l en résulte que

0 < ps(ps)ps — ps(ps)ps = (21 + p2){ps divus — ps divus} p.p. dans (0,7) x Q. (5.16)

A présent, il faut se rappeler que divus = divU, = 0 p.p. dans (0,7) x V \ Q pour
déduire de (5.16) que

psdivus > psdivus p.p. dans (0,7) x V. (5.17)

Revenons un instant sur la suite {(p., u.)}.. En accord avec les propriétés listées dans
le point (i) de la proposition 1.2, le lemme 1.5 dans lequel on pose p = [ et f = cAp,
garantit que 'équation de continuité (2.19) est prolongeable dans D'((0,T) x R?). Sous

/
les conditions Ay > 0 et (%) < ;—fQ, e. 0 <\ < g — 1, on se retrouve alors dans le

cadre des hypotheses du lemme 1.7 avec p = 3, p = p., u = u. et f le prolongement par
zéro dans (0,T) x R3\ V de eAp.. En conséquence, pour toute fonction b € C*(]0, c0))
de la classe (1.10) et (1.13) avec A; > 0 et 5 a la place de 7, on a

Oib(pe) + div(b(pe)u.) + {pb'(pe) — b(pe)} divu. = fV(p.) dans D'((0,T) x R?). (5.18)

Si de plus, on suppose que la fonction b € C*([0, 0)) est une fonction convexe, il est clair
que

eAb(p:) = V" (p) |V pe|* + V' (po)eApe > V' (p)eApe p.p. dans (0,T) x V,

inégalité que I'on peut aisément prolongée & (0,7) x R? sous réserve que b(0) = 0. Autre-
ment dit, pour toute fonction b € C*([0,00)) de la classe (1.10) et (1.13) avec A\; > 0, 3
a la place de v et telle que b(0) =0, on a

eAb(p.) > (p.)f p.p. dans (0,T) x R>.
La prise en compte de cette inégalité dans (5.18) implique que

9b(pe) + div(b(pe)ue) + {pb(p=) — blpe) } divu.
—eAb(p.) < 0 dans D'((0,T) x R?). (5.19)

Bien sur, au vu des propriétés de régularité de (p., u.) listées dans le point (i) de la
proposition I1.2, cette inégalité n’est pas seulement vraie au sens des distributions mais
également p.p. dans (0,7) x R3. La fonction b(s) = sln(s + h), h € (0,1], est admissible

dans (5.19). Pour cette méme fonction, noter que p.p.t. t € (0,7, b(p:(t)) € Wl’@%?(\/),
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V(p:(t)) € WLB%(V) et Vp(t) € Wl’ﬁ%(V). Puisque § > 6, on en déduit que p.p.t.
t € (0,7), b(p(t))u(t), Vb(p.(t)) € Wl"iff%(\/) et donc que

Y0{b(pe(t))uc(t)} - v = Y0{b(p:(1)) 1ro{uc(t))} - v =0, (5.20)
Y0{Vb(p: ()} - v = 70{V/ (pe(t)) } O pe(t) = 0. (5.21)

A Taide de la formule de Stokes classique, de (5.20) et (5.21), il est possible d’intégrer
I'inégalité (5.19) par rapport a la variable d’espace puis sur Uintervalle de temps (0, 7),
T € [0,T], pour se ramener a

T 2
/ / e giv u. drdt < /{po In(po + h) — (p:In(p. + h)) (1)} dz, 7€ [0,T].
o Jvpeth v

On passe alors a la limite h — 0T en utilisant e.g. le théoréme de la convergence dominée
de Lebesgue. On trouve que

/ /pg div u, dx dt < /{po Inpg — (p-Inp:)(7)}dx, 7€[0,T]. (5.22)
o Jv v

Or, d’apres le lemme L1 appliqué & la suite {p.}. € C°([0,T]; LZ_ (V)), bornée dans

weak

L>(0,T; LP(V)), on sait que pour tout 7 € [0, 77, la suite {||p-(7)|/0.,5.,v } et donc la suite
{I|(peIn p)(T)|lopv }e, P € [1,3), est uniformément bornée par rapport a e. Ainsi, modulo
I’extraction de sous-suites, on peut supposer que

(p-In p.)(r) = Tps I ps)(7) dans Z/(V), p € (L,8), 7 € [0,7].

On passe a la limite ¢ — 07 dans (5.22) et on obtient finalement I'inégalité suivante :

/ /pg divugsdr dt < /{po Inpo — (psInps)(7)} dz, 7€ [0,T]. (5.23)
o Jv v

D’un autre c6té, pour b(s) = slns, on sait que 1’équation (2.30) est satisfaite dans
D'((0,T) x R?). Choisissant comme fonction test dans cette équation ¢ = ¢ avec ¢ €
D(0,T) et v € D(R?), v» = 1 dans V, on voit que

&g(/ pglnpgdaz)—i—/pgdivu(;d:c:Odans D'(0,T).
v v

Ceci prouve que 0y([,, psInps dx) € L*(0,T). Par ailleurs, comme on l'a fait remarquer
plus haut, ps € C°([0,T); LP(V)), p € [1,8). On a donc [, ps In psda € C°([0,T7]). Ainsi,
on peut intégrer 1’égalité précédente sur 'intervalle de temps (0,7), 7 € [0,T], pour se
ramener a

/ /p(; divus dx dt = /{polnpo— (psnps)(7)}dz, T€[0,T]. (5.24)
o Jv 1%

La comparaison des identités (5.23) et (5.24), complétée par la propriété (5.17) déduite
de la compacité faible de la suite des pressions effectives, implique finalement I'inégalité

/(p(glnpg)(T) dr < /(p(glnp(;)(T) dx, T€10,T]. (5.25)
v v
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Puisque psIn ps < psIn ps p.p. dans (0,7) x V, en fin de compte, on conclut que psIn ps =
psInps p.p. dans (0,7) x V. Autrement dit, la convergence faible commute avec une
fonction strictement convexe. En accord avec le lemme A.18, il en résulte que

p. — ps dans LP((0,T) x V)N LI((0,T) x K), p€[1,0), g€ [1,6+1),  (5.26)
K désignant tout sous-ensemble compact de Q. En particulier, ps(ps) = ps(ps) p-p- dans

(0,T) x Q et donc (ps, us) est solution de I'équation de mouvement (2.32).
5.2 Inégalité d’énergie

A premiére vue, on remarque que le manque d’information sur la suite {p?}. dans
V'\ Q est la cause de la perte de I'inégalité d’énergie sous forme différentielle. Expliquons
brievement comment le passage a la limite e — 0" dans I'inégalité (2.22) entraine (2.33).
A Paide de (5.8), (5.10) et (5.26), on voit que lorsque ¢ — 07,

1
/ 2p5|'u,€ — C>o|2(1lx—>/ —pslus — Us|*dx dans D'(0,T),

/ /pef U, — d:cdt—>/0 /Qp(;f~(u§—Uoo)d:cdt, T €1[0,T7],

/ /{,oe'u,6 R (Us —u.) : VU — ps(p:) divU o } da dt
0o Jo

— / /{p5u5 R (Uso —us) : VU — ps(ps) divU o} dae dt, 7€ [0,T].
0o Jo

e (V)), pour tout 7 € [0, 77 il est clair que
p=(T) = ps(7) quand £ — 07. Il suffit alors d’utiliser la convexité de la fonction s +— Pj(s)
et le théoreme A.49 pour justifier le fait que

/Pg(pg)(T) dr < hminf/vpg(pe) de, T€10,T).

Par ailleurs, puisque p. — ps dans C°([0, T]; L?

e—0t

Ensuite, en accord avec (5.3)-(5.5), il est clair que lorsque e — 0T, pour 7 € [0, 7], on a

/ / (¥ (s — U)P + (i + 1o)| div(ug — Un)[?) da dt
< lim inf / / [l (e — U + (1 + 1) div(ue — U2} da dt,
0 (9]

e—0t

5/ / Vo - V(u: —Uy) - U dz dt — 0,
o Ja
/ /{mVUOO V(u: —Uq) + (p1 + p2)(divU o) (div(ue — U )) } dx dt

— / /{M1VU :V(us — Ugy) + (p1 + po)(divU o) (div(us — U o)) } dx dt.

Ceci prouve que (2.33) est vraie dans D’(0,7") mais également p.p.t. 7 € (0,T) puisque
Es(ps,us) € L>(0,T). Pour les mémes raisons, le passage a la limite ¢ — 0 dans
I'inégalité d’énergie (2.22) dans laquelle Ps(-) est remplacé par Ils(-) prouve la validité de
(2.33) avec II5(+) a la place de Ps(-). Ainsi s’acheve la preuve de la proposition I11.3. O
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5.3 Comportement de la densité et conséquences

Dans cette sous-section, nous étudions le comportement au voisinage de la partie
I' de la frontiere du domaine ) par laquelle le fluide pénetre de la densité p; donnée
par la proposition I1.3. Nous montrons ensuite comment ce comportement implique un
affinement de 'inégalité d’énergie (2.33) ainsi qu’une voie naturelle pour démontrer de la
proposition I1.4.

Pour commencer, noter que sans perte de généralité (quitte a effectuer un changement
de repere par rotation), on peut supposer que uo, = (ul_,0,0), ul, > 0. D’autre part, si
on revient a la construction du champ de vecteurs U, et que 'on choisit R > 0 tel que
SR—3%> (14 a) + T|uc| olt @ > 0 est petit, alors U = tso dans B(ita)+Tjun| \Bg.

Soit s € [0,T] arbitrairement fixé. On introduit les ensembles

U={{T,re(l,1+a)} —fus, £€[0,T]},
YO ={{T,re(,1+a)} — (T —8u}, £€[0,T].

Voici schématiquement la situation pour que le lecteur puisse se faire une idée :

xs3

Puisque I’équation de continuité (2.29) est satisfaite dans D’((0, T') xR3), A I'aide du lemme
de Friedrichs généralisé 1.6, on peut la régulariser par rapport a la variable d’espace en
utilisant la famille d’opérateurs de régularisation usuels {S,, }men+. On obtient

1Sy (ps) + div(Sm(ps)us) = 7 p.p. dans (0,T) x R?,

28
T — 0 dans L?(0,T; L7F* (R?)) quand m — oo.

loc
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Avec le choix précédent de R dans la construction de U ., il en résulte que
1S (ps) + VSim(ps) - oo = T p-p. dans (0,7) x U.

Soit B une boule ouverte de 3(s) et B(t) la boule résultant du transport de B a la vitesse
Uoo & Vinstant ¢ € [0,7 — s], i.e. B(t) = B + tus,. Etant donné que les champs S,, (ps) et
U, sont continus sur [0, 7] x U et a dérivées partielles bornées dans L>((0,T) x U), on
peut calculer la dérivée par rapport au temps de l'intégrale [ B S (ps)(t) dx -

d

i S es)0) = /| D50+ V50(0) a0 = [ raar

B(t)

En intégrant cette derniere identité sur l'intervalle (¢1,t5), t1,t2 € [0, T — s, on trouve que

/E(tQ)Sm(pa)(tz)dx— /j§ (tl)Sm(pa)(tl)dxz /t ’ /I§ . T (t) da dt

d’olt on déduit, en passant a la limite m — oo, que

B(t1)

[ p5<t2)dx—/ po(tr) dz, t1,ts € [0, — 5.
B(tg)

En particulier, ceci montre que

/ p(;(t)d:v:/podx, tel0,T—s|.
B(t) B

Ainsi, pour tout point de Lebesgue x de py dans 3(s), le point = + tus, est un point de
Lebesgue de ps(t) dans (s +t), t € [0,T — s] et donc, au vu des hypotheses (2.4) sur la
condition initiale modifiée pg, on a

Vo € X(s), ps(t,r +tus) = po(z), t€[0,T — 5] (5.27)

On suppose alors que py = po dans U. Soit (7,2) € (0,7) x X(T). Le point y = = —
TU, € N(T — 7). I suffit alors d’utiliser (5.27) avec s = T — 7 pour conclure que
ps(T,2) = ps(T,y + TU) = poo- En résumé, sous la condition py = po, dans U, on a

Ps = pPoo dans (0,T") x X(T). (5.28)
Noter tout de méme que pour que la nouvelle condition py = p., dans U soit compatible

avec les hypotheses (2.4), il faut imposer a po la contrainte 0 < p < po, <0 < 00.

Montrons maintenant que (5.28) induit un affinement de 'inégalité d’énergie (2.33).
Pour cela, il faut commencer par noter que d’apres le lemme 1.7 et la remarque 1.2, on a

4 P5<p5)¢dx:/ Py(ps)U e - Vébda dans D'(0,T), ¢ €DV \B). (5.29)

dt Jy\s V\B
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Soit la suite de fonctions {@m, Ymen+, dm(x) = w(m dist(x,d(V \ B))), z € V' \ B ot w est
la fonction réelle a valeurs réelles introduite en (4.16). On pose

12

T 9 .
C"={reV\B, < dist(z,0B) < E}’ CTy=C"NX(T), ¢, =0\ O™

- 1
Cl'={xeV\B, = < dist(z, V) <

2
m

On suppose m suffissmment grand pour que C7" Nsupp Uy = P et Ty, 2 NE(T) # 0
ou ', = I, r € (1,00). Noter au passage qu'il est facile de vérifier quemuoo Vo, =
m(to - v)w'(m dist(z, (V' \ B))) > 0 dans C™,, v désignant ici la normale extérieure &
la surface 0B. Ces notations en téte, a ’aide de la formule de Stokes classique, on peut
calculer fV\E Ps(ps)U o - V¢, dx comme-suit :

/ 7P5(p5)UOO . ngm dl‘
V\B

Pg(poo)uoo . V(bm dx + / Pg(p(;)uoo . V(bm dx

Py(ps)U o - Vb dat + /
CT’T

m
cry

.

> /(Jm Ps(poo)Uso - Vo, do = /C:n’l div(Ps(poo)Uoobm) dx = / Ps(poo) (Ueo - V) do

™ ocT,

> [ i) -w) do > [ Psto) e v do

1+ r

m

D’apres (5.29) avec ¢ = ¢, on sait que 4% fV\E Ps(ps)dm dz € L'(0,T). Puisque I'on sait
également que Ps(ps)dm € L>(0,T), en accord avec le lemme 1.10, on a

[Pt = [ i) 5)omds

V\B
> / /Pg(poo)(uoo -v)dodt p.p.t. s,7 € (0,7T). (5.30)
] r

On passe a la limite m — oo dans (5.30). On trouve que

/V 5 Palps)() da = / Pr(ps)(s) da

V\B
> / /Pg(poo)(uoo -v)dodt p.p.t. s,7 € (0,T). (5.31)
s r

On rappelle que le parametre § € (0,1] est fixe. Puisque ps € C°([0, T); LZ__ (V)), il est
clair que pour tout s € [0,T], ps(s) — ps(0) dans L?(V) lorsque s — 0F. Suite & cela,
puisque Ps(-) est une fonction convexe sur Ry, on peut utiliser le théoréme A.49 (cf. p.

222) pour montrer que

/V\B Ps(po) dx :/ Ps(ps(0)) dx < liminf /V\B Ps(ps(s)) da.

V\B s—0t
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Insérée dans le passage a la limite s — 07 dans (5.31), cette observation nous permet de
conclure que p.p.t. 7 € (0,7),

/V\E Ps(ps)(T) dx — /V\E Ps(po) dz > /OTAP(;(,)OO)(%O.,,) do di. (5.32)

Pour des raisons évidentes, il n’est pas difficile de se convaincre que 'on peut également
montrer que

/_Pg(pg)(r)dx:/  Py(po)dz, 7€ [0, (5.33)
B\Q B\Q

11 suffit alors d’insérer les identités (5.32) et (5.33) dans I'inégalité d’énergie (2.33) pour
affiner celle-ci et récupérer (2.35).

On considere maintenant une fonction ¢ € D((0,7") x (BUI'UX(T"))) comme fonction
test dans I’équation de continuité (2.29). A nouveau, a l'aide de (5.28), on peut écrire que

T
0= / /{pg@tgo + psus - Vol dz dt
o Jv

T T
= / /{Psatgo + psus - Vot dx dt + / / Pocloo - Vo dz dt.
o JB 0 Ju(T)

La formule de Stokes classique nous permet alors de conclure que

T
/ / {psOrp + psus - Vol dx dt
o JB

:/OT/FpOO(’UJOO-u)godUdt, ¢ € D((0,T) x (BUT UX(T))). (5.34)

Par densité, (5.34) reste vraie pour toute fonction test ¢ € C*°([0, T| x B) telle que ¢ = 0
dans {0, T} x B et dans (0,T) x (0B \T'). A partir de maintenant, on dénote encore par
(ps, us) le prolongement par (poo, Us) dans (0,7) x R*\ B de la restriction & (0,7) x B
de (ps, us). On considere une fonction ¢ € D((0,T) x (R*\ (0B\T))). Alors il est clair que
(5.34), les propriétés du champ U, et la formule de Stokes classique justifient le calcul
cl-contre :

T
—/ /3{/)531590 + psus - Vol dz dt
0o JR
T T
= _/ /{/)5&590 + psus - Vot drdt — / / PocU o - Vi dz dt
0 JB 0 JR3\B

T T
= —/ /poo(uoo v)pdodt — / / div(peoU sop) dz dt = 0.
o Jr 0 JV\B

En résumé, on vient de démontrer que
dips + div(psus) = 0 dans D'((0,T) x (R*\ (9B \I")). (5.35)

Le lemme 1.7 et le corollaire 1.1 s’appliquent et garantissent respectivement que le couple
(ps, us) ainsi construit est solution dans D'((0,7) x (R \ (9B \ T'))) de I'équation de
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continuité renormalisée (2.30) pour toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) et (1.13)
avec 3 a la place de 7 et de I'équation (2.31) pour toute fonction b € C([0,00)) et tout
k > 0. Enfin, puisqu’aucune modification n’a été faite dans €, (ps, us) est bien solution
de I'équation de mouvement (2.32) au sens des distributions dans (0,7") x Q et p.p.t.
7 € (0,T) satisfait I'inégalité d’énergie (2.35). En d’autres termes, la proposition 11.4 est
démontrée. a

5.4 Bornes uniformes

Dans cette sous-section, on poursuit 1’étude de la nouvelle suite {(ps, us)}s provenant
de la proposition I1.4. Partant de 'inégalité d’énergie (2.35), on dérive les bornes (2.37)-
(2.40) et (2.41).

Dans un premier temps, en s’inspirant des arguments présentés a la sous-section 3.3,
nous affirmons qu’il est facile de vérifier la validité des estimations (2.37)-(2.40) a partir
de l'inégalité d’énergie (2.35).

Soient 6 > 0 et b: R, — R, définie par b(s) = s’. Cette fonction est admissible dans
I’équation (2.31) qui a ce stade, on le rappelle, est satisfaite dans D’((0, T') x (R3\ (9B\TI"))).
De plus, si {S,, }nen+ dénote la suite d’opérateurs de régularisation usuels par rapport a la
variable d’espace, a ’aide du lemme de Friedrichs généralisé 1.6 et a partir de I’équation
(2.31), on peut écrire

01Snlbr(ps)] + div(Su[br(ps)|ws) + Su[{ps(br)y (ps) — br(ps) } div us]
=r, p.p. dans (0,7) x (R*\ (0B \T)) (5.36)

ot 7, — 0 dans L2(0,T; L7 (R3)), r < 2. Puisque |0B\T'| = 0, cette égalité est vraie p.p.

loc

dans (0,T) x R3. En conséquence, pour toute fonction ¢ € D(Q), on a

Or(Snlbr(ps)]d) + div(Si[br(ps)]usd) + Sul{ps(bi)', (ps) — br(ps)} div uslé
= Sulbr(ps)|us - Vo + rpé p.p. dans (0,T) x (5.37)

Soit K un sous-ensemble compact arbitraire de €. Alors il est clair qu'il existe toujours
un sous-domaine borné a frontiere Lipschitzienne ' de € tel que K € Q' C € € Q. On
pose

plt.2) = 6(1)B(1,2), ¥ € DO.T), 0<% <1,
Blt,) = BIS. o000~ | Sulbu(ps)) )6 do)(o)
peDEY), 0<¢p <1, p =1dans K, |V¢| < ¢(K). (5.38)

ou B = (B',B?, B?) dénote l'opérateur de Bogovskil introduit dans le lemme B.1 dans
lequel on considere G = €’ (£ est un domaine borné a frontiere Lipschitzienne), lemme
qui en particulier permet de justifier que p.p.t. t € (0,7,

IVe@llop.a < (&, P) V() Sulbi(ps)] () dllopsr, p € (1,00). (5.39)
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En conséquence, il est clair que ¢ € [L>(0, T; WyP())]?, p € (1, 00). Par ailleurs, d’aprés
(5.37), p.p-t. t € (0,T), on a

Orp(t) = V' (£)p(t) + P () B[O:(Sn[br(ps(t))]) — Q/at(sn[bk(pé(t))]¢)dy]

0)
— W (0)@(1) — () BIdiv (S, [bi (o5 (1) Jua(t)) — ][ Qi (S b (5 (1)) ets (1)) iy
—Y(BIS,[{- - } div g (£)6 — ][ -} div ug) (1) dy]
OBIS (s us(t) - Vo — £ Sulbulps(t))us(t)] - Yoy

Ql

+ () Blra(t)d — (t)p dy] = Z n,(t) p.p. dans Q' (5.40)

Ql

olt les points de suspension - - - entre accolades remplacent le terme ps(by)’, (ps) — bi(ps)
et ce uniquement pour éviter un dépassement de ligne. Noter que p.p.t. t € (0,7,
Snlbr(ps(t)|us(t)p € [LE(Y)]? et S, [be(ps(t))]us(t)d - v]oor = 0. Alors, en accord avec
le lemme B.1, I'inégalité de Holder, I'inégalité de Sobolev, 'inégalité de Young sur la
convolution et la définition de la fonction by, b(s) = %, p.p.t. t € (0,T), on voit que

(Ol 2, 00 < (@D OITBSbulps0)l6 = . Sulbulosodoll e, o
< @ NI O11Sabelps Ol ez, g < D OIbelps )l o2,
< AL DO AD, o2,0

72t llo, 2 o < (', M Sulbrlps(E))]us()llo, o v
< e NSlbros ()], 22 ollus@llos. < (b5 (E))llo, 52, allws(®)lloso
< (NP5, 22, ellts®llosn ;

173 [lor.00 < c(Q, )Y VB[S,[{. ..} divus](t)¢ —][ Snl{- -} divug](t)o dy]”o,%,g/
< (Y, Pl () Snl[{ps(br)'s (ps) — br(ps)} divus](t )<25||0733+_1,;/7Q,

ou
6y 3 2y 6y )
D 7+651 5 <7<6etp€(fy+1 +6)517_6,
a0l o= o
< (L IVBLSalbr(ps()]us(t) - Vo = Salbr(ps())]us(t) - VO dylllo o2 o

Q/

< (B N)Salbr (s ()]l 32 o llus(@)llogo
< o, KN bk(ps)lo, 2, allus®llose < e(, K N)5@)]llo, 22, alluws®)lloss
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et enfin que

1m5()llo, 21, o < (X))o, o2 o
~ 5v—3

Suite & cela, sous les conditions § < 2y — £, 6 < 2y — 1, les estimations (2.37) et (2.40)
entrainent que

T
I, cuw%%&@m%xvmjx/|wwa (5.41)
0

< (T, 7,E(po.40): Uss, ), (5.42)

[L1(0,T; L_ALT(Q’

1721l 2 5825

Il

=5) (0,130 ()
< (Y, p)[vSal{ps(be)y (ps) — bi(ps)} div uslo|| () o (5.43)
@) oL @)

[LQ(OTLBTi% QN3 (T’ o e 7 55(po, QO)a U, f)) (5.44)
< C(T7 Qlufy)HrnH (545)

174

7]

(L10T:L72T ()] L2007 L53 ()

ou a(p) € [0, 1] désigne I'exposant qui apparait dans l'inégalité d’interpolation

a(p) / S 27 67
, < , € L1 (0 N L+ (), p € |[——, ——=].
lopsr < 115 11520, f € L7 @) NLFo(@), pe [, 20
Lorsque S<y<6(p= —) il est bon de noter que (5.43) peut étre précisée a l'aide de
l’megahte de Young sur la convolution, de l'inégalité de Holder et de la définition de la
fonction by, b(s) = s’. En effet, on a

130 1582 s = DN Sal{(B)' (8) = bips)} divus]g|

< (2, )l

L2(0,T5L 7555 ()3

LOO(O,T;L?%S(Q)) || div ws||o,2,0,7)x-

En conséquence, lorsque % < 7 < 6, sous la condition 6 < %7 — 1, 'estimation (2.37)
entraine que

||T’3||[L2(O T'L%(Q/))]S S C(Ta Qla 7, 55(p07 q(])a UOO? f) (546)

Dans la suite, nous démontrons l'estimation (2.41) lorsque % < 7 < 6, puis nous
indiquons au lecteur les idées pour démontrer celle-ci lorsque v > 6. Soit dit en passant,
on rappelle que lorsque v > 6, le parametre § peut directement prendre la valeur § =
0 puisque lintroduction de la pression artificielle dans le systeme d’origine n’est pas

nécessaire.

Soit 3 < v < 6. D’aprés (5.41)-(5.45), il est clair que la fonction ¢, introduite en
(5.38) satisfait 9 € [L*(0,T; L%(Q’))]?’ + [L3(0, T L%(Q’))]?’. Ainsi, si l'on se réfere

a la remarque I1.9, cette fonction ¢ est une fonction test admissible de 1’équation de
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mouvement (2.32). En conséquence, on a

/0 v Q/(a'og+5p?)sn[bk(ﬂé)]¢d:vdt
:A 1/1{(/@(an +5P§) dl‘) X (][/Sn[bk(Pé)]¢dy)}dt

T T
+/ {mVus : Vo + (pn + p2)(divus)(dive) } doe dt — / / PsUs - Opp dx dit
0 Qf 0 ’

T T 5
—/ / p5u5®u5:Vgod:pdt—/ / p(;f-god:vdtzz.fi. (5.47)
0 ! 0 ! i=1

Dans ce qui suit, on majore chaque intégrale I;, ¢ = 1,...,5. Dans chaque majoration,
on utilisera systématiquement une combinaison des arguments suivants : 'inégalité de
Holder, I'inégalité de Sobolev, (5.39), I'inégalité de Young sur la convolution, la définition
de la fonction by, b(s) = s%; et enfin les estimations (2.37)-(2.40). Afin de ne pas alourdir
la présentation, on ne le répétera pas a chaque fois. Ainsi, sous la condition 0 < 7, il est
clair que

|Il| S C(T7 Ql) L0, 40, UOO) f)||Sn[bk(p5)] ||0,17(07T)><Q
S C(T7 Ql) 56(007 q0)7 UOO) f)HngL‘X’(O,T;L%(Q)) S C(Ta Ql) 56(P0> q(])a Uooa f)
En ce qui concerne I'intégrale I, sous la condition 6§ < 3 et a I'aide de (5.39), on peut la

majorer par
T

T
Bl < e [ IVuslozol Veloaa d < @) [ [FuslozalSulba(os)loza d
0 0
< C(T> Q/v 55<p07 qO)v U, f)”pg”(),Q,(O,T)XQ < C(T, Q/, 55<p07 qO)v U, f)

Pour ce qui est de l'intégrale I3, il suffit de la décomposer en 1’écrivant

T 5
—/ /ﬂaué'(Zm)dxdt
0 ' i=1

et, sous les conditions § < 2y — 1,0 < 2y —1et § < Iy — 1, d'utiliser (5.41)-(5.45) pour
finalement obtenir que

|-[3| SC(T7Q/7K77766(p07q0)7UOO)f)(l+||Tn|| )

Enfin, sous les conditions 0 < %fy —1let # <~v—1, dans les arguments évoqués plus haut,
complétés par les injections de Sobolev et I'inégalité de Poincaré, se trouve la justification
des majorations suivantes :

_6y
L2(0,15L %773 ()

T
10 [ slloalluliool Vil e o
0 2
T
<) [ pslosalusl ol Slbelooll ey o
0

T
< C(QW)/ losllos.ellwslli g ollofllo 2 o dt < e(T, 2, E(po, o), Uso f)
0
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et

T
| 5] S/ 1sll0..0ll Fllo.coll®lloy.or dt
0

T
SC(Q',’V)/O 1sll0.0ll fllocoal Vel o di

T
SC(Q’,’V)/O 1sll0.4.ll Fllo.00.2l:5n [0k (P6)]ll0.5.c2 dt

T
< C(Q’w)/ lpslloqell Flloconlpilloqa dt < e(T.2, 7. E5(po, o), Uss, f).
0

A ce stade, nous laissons au lecteur vérifier que toutes les conditions imposées a 6 tout au
long de ces majorations induisent que le coefficient optimal est § = %7 — 1. Ceci étant, les
majorations des intégrales I;, i = 1,...,5, insérées dans (5.47) montrent que pour toute
fonction ¢ € D(0,T), 0 <1 < 1 et toute fonction ¢ € D(Q'), 0 < ¢ <1, ¢ =1 dans un
sous-ensemble compact K de ' C Q, |[V¢| < ¢(K), on a

T
/0 v Q/<apg+5/)?)Sn[bk(/)5)]¢d:cdt

T
S C(T7 Qla K7’y7€5(p07 q0)7 UOO? f)(l +/ |77Z)/| dt + ||rn|| ) (548)
0

_6y
L2(0,T;L57=3 (V)

On considere alors dans (5.48) ¢ = 1, avec ¥, (t) = w(m X min(t, T — t)) et w définie
en (4.16), puis on passe a la limite m — oo. Pour toute fonction ¢ € D('), 0 < ¢ < 1,
¢ = 1 dans un sous-ensemble compact K de Q' C Q, |V¢| < ¢(K), on a

/0 //<apg+5p?)5n[bk(ﬂé)]¢d:cdt

< (T, 9, K7, €5(p0, o) Uoo, F)(L+ 7l )- (5.49)

2(0.1L 5 (1))

Pour conclure a la validité de I'estimation (2.41), il suffit dans un premier temps de passer
a la limite n — oo a l’aide du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, du fait
que 55—13 < 2 et de la convergence r, — 0 dans L?(0,T; L? (R?)). On obtient

loc

T
/ / (apg +5p§)bk(p5)¢dxdt < C<T79a K., 85(p07q0)7Uoo>f)' (550)
0 /
Enfin, il suffit d’utiliser le lemme de Fatou pour le passage a la limite k — oo.
Lorsque v > 6 et 6 = %7 — 1, puisque v > % on a

4y +6
5y —3’

7 +3
5y —3°

2y o 6(y+0) _3(107—6)< Gy
y+1 7

a(p) 1 —al(p)

5y +60)—60  13y+3 T y+6

En conséquence, 'identité (5.47) est encore vraie pour ¢ la fonction introduite en (5.38).
Les seuls changements résident dans la majoration des intégrales I, et I3 de l'identité
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(5.47). En effet, d’apres l'inégalité de Holder, (5.39) et les propriétés de la fonction by,
b(s) =% on a

T

T
Bl <e [ IVusloaol Veloaa dt < @) [ [Tuslozall S, bups)ldloz d
0 0

< (T, 9, E5(pos @) U o, )I1Y0Slbr(ps)]Dll0,2,0,m) <
S C(T7 QI7 Y5 55(p07 q0>7 UOO7 f)”wsn[bk(pé)](b”oﬂTﬂ,(O,T)><Q’ (551)

/!
_ 2 3 NI B
’YT)—GQ’ on a q = (m) = 33 a l'aide de

(5.43) et des estimations (2.37) et (2.40), on majore I'intégrale — fOT Joy Pss - M d dt par

Ensuite, en remarquant que pour p = 5(6(w+0)

() llpsus| o [Snlpa(0e)' (ps) = br(ps) } divuslllo o.m)xer-

2
L1-a(P) (0,T;LP(Q

En accord avec les estimations (2.37) et (2.40), il est clair que ce dernier terme peut lui
méme étre majoré par

o(T,9,E5(po, @) Uoso, F)II0Sul{ps(br)', (ps) — bi(ps) } div us]@llo,g,0.7)xc-

En suivant les arguments présentés dans le cas ou % < 7y < 6 et complétés par I'inégalité
de Young, au lieu de trouver (5.49), on aura

T
| + 58, ntosiodo
0 !
< ! Y
=~ C(T7 Q ; K? e 65(p07 qO)a UOO) f){(l + ||Tn||L2(O,T;L5$7_3(Q’)))

+(15nlbr(p6)]llo, 222 0,7y xrr + I15n {6 (0k)'y (05) — i (p5)} div ws]Pllo.g,0.1)x) }-

Il suffira ensuite de passer a la limite n — oo dans cette inégalité a I’aide du théoreme de la
convergence dominée de Lebesgue, du fait que % < 2 et de la convergence r, — 0 dans

L*(0,T; L2 (R?)), puis d’utiliser I'inégalité de Holder, I'estimation (2.40) et les propriétés

loc
de la fonction by, b(s) = s¥ pour justifier la suivante :

T
| [ (a6 tos)odudt < o790, K. En 00). U £)%
O ’

X (1 + 1S [0k (p5)]8llo, 240 (0.1)xq + [1{6(0r)'y (p5) = bi(ps) } div wsPllo.q.0.1)xe)
< (T, K, 7, E(po, 40) Uoo, £) (1 + || div wslo2,0)x2) 106 (p5) Sl 240 0.7y e

< (T, K.y Ex(p0. @), Unor f) (1+(/ / <apg+6p§>bk<pa>¢dxdt) )
0 !

Pour conclure a la validité de l'estimation (2.41), il suffit d’utiliser I'inégalité de Young
classique, puis le lemme de Fatou pour passer a la limite £k — oo.
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6 Preuve: Conclusion (Etude du probléme d’origine)

Cette section constitue la derniere et ultime étape dans la preuve du théoreme I1.1. Elle
consiste a relaxer les hypotheses (2.4)-(2.5) sur les conditions initiales ainsi que I'hypothese
de compatibilité 0 < p < ps < P < 00, puis & passer a la limite 6 — 01 sur une suite
de solutions approchées {(ps, us)}s dont chaque terme satisfait les propriétés listées a la
proposition I1.4 ainsi que les estimations (2.37)-(2.41).

6.1 Relaxation des conditions initiales

Considérons des données initiales pg, g, satisfaisant les hypotheses (1.16) et (1.17) et
pse > 0. Pour tout domaine borné A C R?, on note

As_ ={x € A, dist(z,04) > 6}, As, = {x € R® dist(x, A) <}

et par {Ss(-)}se,1], on dénote la suite d’opérateurs de régularisation usuels. Ceci étant,
4
on pose

pos = Ss(polps_ + pocluy ) +0
2

ol ici pg désigne le prolongement par zéro a 'extérieur de 2 de py. On vérifie sans peine
que la suite {pos}s C C**(V) satisfait

0<d=p=<pos < ([pollo,1.0 + poo +9) =p < 00,
Quposlov =0, P05 = Poos = Poo + 6 dans U,
pos — po dans L7(Q) quand § — 07,
0<p<pPoos <p<oo.

On pose ensuite
.

do\/5*  dans {py > 0},

6= 30 dans {py = 0},

(P0sUos dans V \ Q.

- 2
Bien évidemment, la suite {quf’%}(g est uniformément bornée par rapport a ¢ dans L'(V).

D’autre part, pour tout ¢ € (0, 1], la densité des fonctions régulieres dans L?(V) garantit
qu’il existe une fonction de [C?(V)]?, notée hsg, telle que

4o

v/ 0,6

Remarquer alors que la suite {gy 5 = hs\/pos}s C [C*(V)]® est uniformément bornée par
rapport a § dans [L'(V)]? et que

— hsllo2y < 0.

dos — qo dans [L%(Q)]?’ quand § — 0.
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Il s’agit maintenant de noter que la proposition II.4 s’applique si I'on remplace py, g, et
Pso PAT Pos, Qo5 €t Poo,s. Pour la suite, I'etude du terme E5(pos, g 5) qui apparaitra dans
I'inégalité d’énergie (2.35) adaptée a la présente situation semble s’imposer. On a

11g05 — 05U x| 1laos — posUcl|?
Es(pos, Aos) = /{5 o0 + Ps(pos)} dx + / 5 o0 d
Q Po,s V\Q Po,s

et d’apres la construction de (pos, qq ), il est clair que

11q0,5 — po,sU o
/{ P+ Pilpog)}de
Po,s

1 2
/{ I o>y + p05|Uoo| ~qo;5 Uso + Ps(pos)} dv — Ey quand 6 — 07,

/ 1 @05 — Po.sUs|? J
v\a 2 0,5

a a - ,6Uoo 2
S 7{|h6— 0,5 |2+ | 0,5 pO |
V\Q v/ 0,6 £0,6

On vient donc de démontrer que £5(pos,qos) est uniformément borné par rapport a d.
Puisqu’il est évident que — fo fr Ps(poos) do dt — fo fr (poo) do dt quand 6 — 07, ce
terme n’interfere en aucun cas dans 'obtention des estimations (2.37)-(2.41) provenant de
I'inégalité d’énergie (2.35) adaptée a la présente situation, i.e. dans lesquelles E5(po s, qq )
remplace Es(po, q,). Toutes ces estimations sont donc uniformes par rapport a 0.

}dx < ¢d? — 0 quand § — 0F.

6.2 Construction d’une solution du probleme d’origine

A partir de maintenant, on travaille sur une suite de solutions approchées {(ps, us)}s
dont chaque terme est donné par la proposition I1.4 dans laquelle py, q, et ps sont
systématiquement remplacés par pos, qg s €t poo,s. En accord avec les estimations (2.37)-
(2.41) dans lesquelles E5(po s, qo 5) remplace E5(po, q) et qui, on le rappelle, sont uniformes
par rapport a d, on peut supposer qu’il existe des fonctions p, u et p7 telles que modulo
lextraction de sous-suites et lorsque 6 — 0T,

ps — p dans L>(0,T; L7(2)), ps — p dans L"((0,T) x K),

p > 0p.p. dans (0,7) X Q, p= pelgag p-p- dans (0,T) x R?\ Q, (6.1)

py = 7 dans L' ((0,T) x K), 77 = plulgas pp- dans (0,7) x R\ Q,  (6.2)
5p7 — 0 dans L% ((0,T) x K), (6.3)

us — w dans [L*(0,T; H'(R*))]?, u = U p.p. dans (0,T) x R*\ Q, (6.4)

K désignant tout sous-ensemble compact arbitraire de 2. Ensuite, de nouveau par des
arguments déja exposés a plusieurs reprises, pour t1,ts € [0,7] et ¢ € D(2), on montre

que
[ (ostt) = ps(t)}o i < @) fsup essl(psus) Ol 2, s = IVl 2

te(0,T)
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Autrement dit, la suite {ps}s € C°([0,T); L _..(€)) est uniformément continue dans

weak
W_l’%(Q). Par conséquent, 'estimation (2.37) dans laquelle on remplace Es(po, qy) par
Es(po,s, Qo 5) et les lemmes 1.1 et 1.2 nous permettent de conclure que

ps — p dans C°([0,T7; LY. (Q)) quand § — 0. (6.5)

weak

Ainsi, puisque vy > g, le lemme [.4 assure en particulier que
ps — P dans Lq(O,T, [Hl(Q)]*)v qc [17 OO) (66)

Par suite, (6.6) avec ¢ = 2 et le fait que (us — Uy) — (u—Uy) dans [L*(0,T; Hy (Q2))]?,
implique la convergence au sens des distributions dans (0,7") x €2 de la suite {psus}s vers
pu ce qui précise les convergences provenant directement des estimations (2.37) et (2.40)
dans lesquelles on remplace Es(po, qy) par E5(pos, Gos). Autrement dit

psus = pu dans [L=(0,T; L2+ (92))],
psus — pu dans [L*(0,T; L%(Q))P quand § — 07, (6.7)
Pour les mémes raisons qu’a l'etape ¢ — 07, la convergence de la suite {psus}s vers pu

2y
dans [C°([0, T); L2 (2))]® n'est pas réalisée. Elle 'est uniquement sur tout sous-ensemble
compact K de €, i.e.

2y

psus — pu dans [C°([0,T]; L2 (K))]® quand 6 — 07. (6.8)

weak
Enfin, puisque v > 2, I'injection L%(Q) CC [HY(Q)]* est compacte, de (6.7) on déduit
alors que psul — pu' dans L?(0, T; [H'()]*), i = 1,2, 3, quand § — 0. Cette convergence
et le fait que (us—Uy) — (u—Uy,) dans [L*(0, T; HY(Q))]?, garantit que psuiul — puiu’
dans D'((0,T) x Q), 7,5 = 1,2,3 et donc précise celle déduite des estimations (2.37) et
(2.40) dans lesquelles on remplace Es(po, qy) par Es(po,s, gos)- Autrement dit

psuful — pu'e? dans L*(0,T; L™ (Q)) quand 6§ — 0%, i,j = 1,2,3. (6.9)

A ce stade, nous sommes en possession de toutes les convergences pour passer a la limite
d — 01 dans les équations (2.29) et (2.32). On trouve que

Oip + div(pu) = 0 dans D'((0,T) x R*\ (9B \ ), (6.10)
O(pu) + div(pu @ u) — p1Auw — (g + p2)Vdivu + aVp?
= pf dans [D'((0,T) x Q)°. (6.11)

Comme a ’étape précédente, a partir de I’équation de mouvement (6.11) et a I’aide de

2
(6.8), on conclut que pu € [C°([0,T]; L2 (Q))]3. La convergence (6.5) et cette derniere

weak
observation conferent un sens aux conditions initiales. Plus exactement, on a

p(0) = lim pos = po p.p. dans Q, (pu')(0) = lim gy5 = gy p-p. dans Q, i =1,2,3.

Ici, il est important de souligner que les hypotheses du lemme 1.7 (cf. remarque 1.2)

ne sont pas satisfaites lorsque % < v < % Pour cette raison, afin de démontrer que

ps — p dans LP((0,T) x K), p € [1,7+0), quand § — 0", nous allons utiliser 'approche
due a FEIREISL, approche que nous avons déja adapté dans le le chapitre 2 de la partie

stationnaire. Chaque étape importante de cette approche fera 'objet d’une sous-section.
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6.3 Flux effectif visqueux

A T’aide des résultats démontrés dans la section intitulée « Flux effectif visqueux (cas
non stationnaire) » du chapitre I, on peut démontrer le

Lemme I1.1 Pour toute fonction b € C''([0,0)), on a

apby(p) — (2p1 + pi2) b (p) div w

= ap? br(p) — (21 + p2)bi(p) divu p.p. dans (0,T) x Q (6.12)

ot p7by(p), br(p) divu dénotent les limites faibles des suites {plbi(ps)}s, {br(ps) divus}s

dans LWTH)((O,T) x K), L*((0,T) x Q), K désignant tout sous-ensemble compact de §) et
be(p) la limite x-faible de la suite {bx(ps)}s dans L>((0,T) x ).

Preuve. On pose

5 = ps(ps), bs = bi(ps), Fs = psf, a5 = psus, fs = —{ps(br)’(ps) — bu(ps)} div us,
[ désignant la limite faible de la suite {f5}s dans L?((0,T) x R3), limite qui est égale a

zéro p.p. dans (0,7) x R3\ Q. Alors, les convergences (6.1)-(6.9) et les lemmes 1.1 et 1.2
montrent que pour tout sous-ensemble compact K de €2, on a

T; — I dans L5 ((0,T) x K),
bs — b dans C°([0,T); L ..(Q)), r € [1,00),
bs — b dans L>=((0,T) x Q),
Fs — F dans [L"((0,T) x K)|
a5 — @ dans [C([0.T]: L 3, ()P,
fs — f dans L*(0,T; H ().

De plus, a 'aide des propriétés de 'opérateur A;, i = 1,2, 3, exposées dans le chapitre 1
de la partie stationnaire (cf. p.24), il est clair que

Ai(fs) — Ai(f) dans L*(0,T; H*(R?)).

Il suffit alors d’appliquer le corollaire 1.3 dont on vient de vérifier les hypotheses (cf.
remarque 1.5) avec p = “’T*@, refl,o0), r=00,s=7+0etw= % pour conclure a la
validité de (6.12). D’ou le résultat. O

6.4 Mesure de 'amplitude des oscillations

Comme nous 'avons déja fait remarquer, si v < %, a priori on ne sait pas si la densité
p appartient & L2 ((0,7) x R?). En conséquence, on ne peut directement affirmer que
(p,u) est solution de I’équation de continuité renormalisée. Ce manque d’information

sera comblé par I'observation capitale suivante, due & FEIREISL [16].
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Lemme I1.2 Pour tout sous-ensemble compact K de (2,

sup limsup [Tk (ps) — Tk (p)loq+1,0,1)xx < € (6.13)
k>0 §6—0*

ot Ty = by avec b(s) = s dénote la fonction de coupure introduite dans le chapitre 2 de
la partie stationnaire (cf. p.63) et ¢ est une constante qui ne dépend ni du compact K, ni

de k et ni de d.

Preuve. Avant de lire cette preuve, le lecteur désireux de se remémorer les propriétés de
base de la fonction de coupure T} peut se reporter a la page 63.

Soit K un sous-ensemble compact de €2. En dénotant par p?Ty(p) la limite faible de

+

la suite {p)Tx(ps)}s dans LTG((O,T) x K), on a

/oT /K{P”Tk(f’) — 7 Ti(p)} da dt

6—0t

= tim [ [ 5 =)@ = Do) dzar+ [ [ @ = ) 00) = Tio) det

A Taide du lemme II.1 et de la propriété (2.7.16), on en déduit que

T
iimsup [ [ [Tu(ps) ~ (o) dwt
0 K

6—0t

< (2u1 + p2) lim /0 /K(Tk(m) — Ti(p)) divus dz dt.

6—0t+

En prenant en considération 'estimation (2.40) dans laquelle on remplace Es(po, q,) par
Es(po,s, Qo 5), le membre de droite de cette derniere inégalité peut étre majoré a I'aide de
I'inégalité de Holder comme-suit :

T
(207 + po) lim / / (Tk(ps) — Tr(p)) div us dz dt
0—0% Jo K

=yt Jim [ [ {Tlon) = Tulo) + (Tulp) = T v s d

< climsup [|Tx(ps) — Ti(p)llo.2,0,m)x & || div ws|0,2,00,7)x02

6—07+
< climsup [[T;,(ps) — Ti(p) o105
6—0
L’inégalité de Young permet alors de conclure. a

Voici comment doit étre percu le lemme I1.2 : bien que la suite {ps}s soit seulement
bornée dans L77((0,T) x K), ses oscillations, mesurées par la quantité introduite dans
la conclusion du lemme, le sont toujours dans un espace meilleur que L*((0,7) x K).
Dans la suite, nous verrons que c’est cette propriété qui remplacera la condition p €
L% ((0,T) x R?) dans la théorie du transport de DIPERNA et P.L. LIONS [12], appliquée
a I’équation de continuité.
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Le lemme I1.2 a pour conséquence immédiate

sup lim sup || T4 (ps) — T (p)llo4+1,01)x0 < €, (6.14)
k>0 §—0*

¢ désignant une constante qui ne dépend ni de k et ni de §. En effet, pour le voir, il suffit
de considérer un sous-ensemble compact K de (2 satisfaisant |2\ K| < # et d’écrire

/0 / Tulos) — Tulp) [ d dt

T T
< / / Te(ps) — Tul(p) [ dedt + / / Te(ps) — Tu(p)|™+ da dt
0o JK 0 JOK

T
: / / | Ti(ps) = Ti(p)|" ™" dardt + 27T
0o JK

6.5 Equation de continuité et solutions renormalisées

Ici, a l'aide de 'observation capitale (6.13), on montre que le couple (p,u) construit
ci-dessus est une solution de I’équation de continuité renormalisée.

Lemme I1.3 Soit b une fonction de la classe (1.10), (1.11) et (1.13). Alors
0ib(p) + div(b(p)u) + {pt'(p) — b(p)} divu = 0 dans D'((0,T) x R*\ (9B \T)). (6.15)

Preuve. Tout d’abord, on suppose que b € C''([0, 00)) satisfait (1.11) et (1.13). D’apres
le point (ii) de la proposition I1.4, pour tout £ > 0 on a

Ty (ps)+div(Ty(ps)us)+{ps(Tr)': (ps)—Tr(ps) } divus = 0 dans D'((0,T) xR*\ (9B\T)).

Puisque clairement Ty (ps) — Ti(p) dans C°([0, T); L2, (), p € [1,00) et donc Ti(ps) —
Ti(p) dans L2(0, T; [H*(Q)]*) quand § — 07T, le passage & la limite § — 0% dans la derniere

équation donne

AT (p) + div(Ti(p)u) + {p(T0), (p) — Tn(p)} dive = 0 dans D/((0,T) x B\ (9B\ I)).

Soit R > 0. Le corollaire 1.1, appliqué dans la présente situation a Ty(p), p = oo, u et
f=—{p(Ty) (p) — Ti(p)} div u, garantit alors que pour tout R > 0 et tout k£ > 0,

0r(Ti(p)) + div(br(Te(p))w) + {Ti(p) (br) (T(p)) — br(Ti(p))} divu
= —{p(T2)'(p) — Te(p)} divu(br) (Ti(p)) dans D'((0,T) x R*\ (OB\T)).  (6.16)

Lorsque £k — oo, le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue et la propriété
(2.7.18) de la fonction de coupure adaptée a la présente situation, a savoir que

Vp € [1,7), Tr(p) — p dans LP((0,T) x Q) quand k — oo,
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prouvent la convergence du membre de gauche de ’équation (6.16) lorsque k — oo vers
Dibr(p) + div(br(p)u) +{p(br)".(p) — br(p)} divu dans D'((0,T) x R*\ (OB \T)). Quant
au terme du membre de droite, sa norme L'((0,7') x ) peut étre majorée par

max |b'(s |/ |{p (Tr)' (p) — Ti(p) } div u| dx dt

s€[0,R)

ou Qf p = {(t,x) € (0,T) x Q, Ti(p)(t,z) < R}. En outre, la semi-continuité inférieure
faible de la norme L! implique que

(T (p) = Tilp)} diveulloor , < liminf [{ps(T5)’ (ps) — Trlps) } divusllorar -

D’apres 'inégalité de Schwarz, le fait que |s(7%)’ (s) —Tk(s)| < Tk(s)1{s>k}, 'interpolation
de L*(% ) entre L' (Q ) et L7 (Qf 1) et I'estimation (2.40) avec £5(po,s, qo 5) & la place
de Es(po, qy), le membre de droite de cette inégalité peut étre estimé par

Tk (p5)Lipsr3 o207 , | div usloz,0.m)x
1

y=1 +1
< e Tulps) Lipsznillo T or N Te(0s) Lpszmillg 1 0 -

'c\»—'
Qb—‘

Vp € [1,7), lpslips>rillopomxa < llpslloqomxallips>ry |7~

< |lpsllo..c07) kaV P/ /pgd£dt<c/€“f b,

En conséquence, il est clair que
”Tk<p5)1{p62k}HO,LQ{’R < lps1ips=kyllo.1,0m)x0 — 0 quand k — oo.
D’autre part, a 'aide de la conséquence (6.14) du lemme I1.2; on voit que

hgn sup ||Tk(p6)1{06>k} ||0 A+1L.0T

< imsup [ T4(p5) — Tu@ o1+ T, < €+ BI0.T) x Q17
6—0

Ces deux observations montrent que lorsque k — oo, p(T%)" (p) — Tx(p)} divu — 0 dans
LY((0,T) x Q). En conséquence, le passage a la limite k — oo dans (6.16) donne

Oib(p) + div (br(p)w) + {p(br)s (9) — br(p)} dives = 0 dans D((0,T) x R\ (OB \
6.17

Pour conclure dans le cas b € C1([0, 00)) satisfaisant (1.11) et (1.13), il suffit de passer a
la limite R — oo dans (6.17) en adaptant a la présente situation les arguments exposés a
la fin de la preuve du lemme 2.13 (cf. p.65). Enfin, dans le cas ou b satisfait (1.10), (1.11)
t (1.13), il suffit d’adapter a la présente situation les arguments exposés a la fin de la

preuve du lemme 1.4 (cf. p.15). D’ou le résultat. O
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6.6 Convergence forte de la densité et conclusion

A ce stade avancé de la preuve, nous sommes en possession de tous les éléments pour
démontrer la convergence forte de la suite de densité {ps}s. Pour ce faire, pour & > 0, on
considere la fonction Ly : R, — R qui, on le rappelle, est définie par

slns sis e |0,k),

slnk+s—k sisel[k 00).

Clairement Ly, vérifie (1.10) et (1.11) avec Ay = 0 et Ay = 1 puisque sLj(s)—Li(s) = Ti(s).
En outre, Ly peut sécrire Li(s) = Si(s) + (Ink + 1)s ou S satisfait (1.10) et (1.11) et
(1.13) puisque [S,.(s)| < c(k) si s > 1 et sS,.(s) — Sk(s) = sLj(s) — Li(s) = Ti(s). Par
conséquent, en accord avec le point (ii) de la proposition 11.4 et le lemme I1.3, on se
retrouve avec ’équation suivante :

Oi{ Li(ps) — Li(p)} + div(Li(ps)us — Lir(p)u)
+{Ti(ps) divus — Ty.(p) diva} = 0 dans D'((0,T) x R*\ (9B \ I)).

Noter alors que le point (ii) de la proposition I1.4, respectivement le lemme I1.3, assure la
validité des hypotheses du lemme 1.8 pour p = v, ps et ug, respectivement p = v, p et u,
qui entraine que ps € C°([0,T]; LP(Q)), respectivement p € C°([0,T]; LP(Q)), p € [1,7).
Il est donc clair que Li(ps), Li(p) € C°([0,T]; LP(2)), p € [1,7v). De lintégration par
rapport a la variable temps sur Uintervalle (0,7), 7 € [0,7], de la précédente équation
on déduit en particulier que pour tout 7 € [0, T] et toute fonction test ¢ € C*(B) qui
s’annule sur 0B \ T, on a

/B {Le(ps) — Lu(p)} () = /B {Le(pos) — Lu(po) o de

D’apres ce qui précede, on sait que {Ly(ps)}s est une suite de C°([0,T]; L2 . (Q)), p €

weak

[1,7). D’autre part, en accord avec le point (ii) de la proposition I1.4, pour t1, ¢, € [0, 7]
et ¢ € D(R), on voit en particulier que

/Q{Lk(pé(t2)) — Li(ps(t1))} ¢ dw

to to
= —/ /Lk(p5)u5 -Vodxdt —/ /Tk(pg) divuse dx dt
t1 Q t1 Q

d’ott on déduit que chaque élément de la suite {Li(ps)}s est uniformément continue dans
6
W hes (€2). Par suite, I'estimation (2.37) dans laquelle £5(po s, qo s) remplace Es5(po, q,)

et les lemmes 1.1 et 1.2 garantissent que pour tout p € [1,7), Li(ps) — Li(p) dans
Co([0,T7; LE . () quand § — 0. Immédiatement, il en résulte que pour tout 7 € [0, 7],

weak

Li(ps) (1) = Li(p)(7) dans LP(Q2), p € (1,7) et, d’apres le lemme 1.4 que Ly(ps) — Li(p)
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dans L?(0,T; [H'(Q)]*) puisque v > 2. Ces deux observations justifient le passage a la
limite § — 0" dans l'identité ci-dessus et nous conduisent & la suivante :

/ (Talp) — Lup)} (D) da

+/0 B{Tk(p) divu — Ti(p)divulte dedt, 7€ [0,T). (6.18)

Soit ¢ = ¢, avec ¢y, = w(m dist(z, 0B \T)), 2 € B ot w est la fonction définie en (4.16).
Alors

/ {Lk(p k(p)tu - Vo, drdt = /T {Le(p) — Lr(p)}(u —Us) - Vo, da dt
/ /{Lk (O U, - Vo, da d.
D’apres la construction du champ de vecteurs U, on sait que U, = u, dans un
voisinage de la frontiere 0B. Ainsi, pour m suffisamment grand,
/ / (Tn(p) — La(p) WU - Voo, da dt

T _—
= / / {Lix(p) — Li(p) }tboo - Vo, dz dt.
0 J{L<dist(z,0B\I'< 2}

De plus, la convexité de la fonction Lj implique que {Li(p) — Li(p)} > 0 p.p. dans
(0,7) x B tandis qu’il est facile de se convaincre que Uy - V¢, < 0 dans I'ensemble
{L <dist(z,0B\T) < 2}. Par conséquent

/ /{Lk (YU - Vb dar dt < 0.

Par ailleurs, puisque {Li(p) — Li(p)} = {Sk(p) —Sk(p)} et |Sk(s)| < k(2Ink+1) pour tout
s >0, il est tres facile de se convaincre que {Lg(p) — Lx(p)} € LP((0,T) x B), p € [1, 00).
Comme sur I'ensemble { = < dist(z,0B\I') < 2} on a [V¢,,| < 2m < 4 dist(2, 0B\T) <
4 dist(z,0B) et que (u — Uy) € [L*(0,T; HY(B))]?, a I'aide de 'inégalité de Hardy, on
prouve que

T
/ {Le(p) — Lr(p)}(u —U) - Vo, dx dt — 0 quand m — oo.
o JB

Ceci étant, on revient sur ’égalité (6.18) avec ¢ = ¢,,, et on passe a la limite m — oo. On
en déduit que

/{Lk da:</ /{Tk Ti(p)} divw da dt

/ /{Tk Ydivu — Ty(p) divul dzdt, 7€ [0,T]. (6.19)
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D’apres l'inégalité de Holder, 'interpolation de L%((0,7) x Q) entre L'((0,7) x Q) et
L0, T) x ), (6.14) et les propriétés suivantes de la fonction de troncature T}, :

Tyw(p) — p dans L*((0,T) x ), Ti(p) — p dans L'((0,T) x Q) quand k — oo,

/ / {Ti(p) — To(p)} divuwde dt < ||T(p) — Tl ooyl div ullosoyxe
LH
< d|[Tx(p) — ( )HO 1,00,T)x < thSn?)up 1Tk (p) — Tk(p6)||0?+1,(0,:r)><g — 0 quand k — oo.

En ce qui concerne l'autre intégrale du membre de droite de (6.19), en accord avec le
lemme II.1 dans lequel on pose b(s) = s, celle-ci est égale a

(77 T "Te(p)) da dt,
2Wm// FTp) - 7Th00)) da

intégrale qui, d’apres le lemme A.19 (monotonie de la pression) est négative ou nulle. On
passe maintenant a la limite kK — oo dans (6.19). Pour ce faire, noter que

11
105 (T) L ps(r) 2kt llop < k777, 7 €0, T], p€[l,7)

et que

Va € (0,y—1], In(a) >0, (v —a)(1+n(a)) < v tel que V7 € [0, T7,
[1(o5 10 s ) (7)1 s >k}H0'y a0

(14+n( 1 1 o
< ”/)5( )1{/)5(7— >Ic}”0(,y77 C“))(1+77( 0,0 < ck w G a)(1+n(a)))( +n( ))

De plus, |Lk(s) —slns| < {slns+ s(Ink + 1)}1{>ry. Quand k& — oo, ces deux dernieres
observations entrainent que

Li(p)(T) = (pInp)(7) et Li(p)(7) — plnp(7) dans LP(), p € [1,7), 7 € [0, T].

Finalement, on conclut a 'inégalité

/Q{m—plnp}(ﬂ dz <0, 7€[0,7).

Puisque la fonction t € R, +— tInt est convexe, on sait que plnp < plnp p.p. dans
(0,7) x Q. En résumé, on vient de démontrer que la convergence faible commute avec une
fonction strictement convexe. D’apres le lemme A.18; il en résulte que

ps — p dans LP((0,7) x Q)N LY(0,T) x K), pe[l,vy), g€ [l,v+6), (6.20)

K désignant tout sous-ensemble compact de . En particulier de (6.20), il vient que
p7 = p? p.p. dans (0,T) x Q et donc que (p,u) est solution de 'équation de mouvement
(1.2). Pour conclure, il suffit de passer a la limite § — 0 dans I'inégalité d’énergie (2.35)
dans laquelle pg = pos, gy = Qo5 €t Poo = Poo,s €n utilisant des arguments similaires a
ceux présentés a plusieurs reprises dans les situations analogues (semi-continuité inférieure
faible, théoreme de convergence de Vitali,...) pour récupérer (1.15). Ainsi s’acheve la
preuve du théoreme II.1. O
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192 A. NOTATIONS ET RAPPELS

Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principales notations
utilisées tout au long de ce mémoire. D’autres, plus spécifiques, seront introduites dans
le texte. Nous rappelons également divers résultats généraux qui pour la plupart sont
accompagnés de références a la bibliographie et seront utilisés dans le texte de maniere
plus ou moins transparente.

1 Généralités

Dans 'espace euclidien RY, N > 1, muni d’un systéme de coordonnées cartésiennes
d’origine O et d’axes Oxq,...,0Oxy engendrés par les vecteurs unitaires e, ..., ey, pour
distinguer les vecteurs v = (vy,...,vy) des points z = (x1,...,Zy), ceux-ci sont notés en
gras. Pour un vecteur ligne v (respectivement colonne), v” est le vecteur transposé colonne
(respectivement ligne) correspondant. Dans RY, le produit scalaire de deux vecteurs u et

v est défini par
N
u-v= E U;V;
i=1

et, les normes étant toutes équivalentes, la norme d’un vecteur v est indifféremment notée
|v|. Par u X v et u ® v, on désigne les produits vectoriel et tensoriel de deux vecteurs u
et v :

e -+ ey
u X v = det u e ouy | € u®V= {uvj}tijz1,. .~
v1 -+ UN

ou le déterminant doit étre compris dans un sens symbolique. On utilisera aussi des
tenseurs T" d’ordre deux qui peuvent étre exprimés comme des matrices {7};}; j=1,..n. Le
produit scalaire de deux tenseurs S, T' d’ordre deux et la norme d’un tenseur 7' d’ordre
deux sont définis par

N
S:T=Y S;T; et |T|=(T:T)x.

ij=1

Pour un vecteur v et un tenseur T d’ordre deux, v - T, resp. T - v, désigne le vecteur de

composantes
N

N
(v-T); = Z%‘sz ,resp. (T -v); = ZTijvj.
i—1 j=1
Soient R > 0 et x € RY. Par Bg(x), on notera la boule ouverte de RY de centre x et
de rayon R, i.e.
Br(z) = {y € R", |z —y| < R}

et par Bf(r) le complémentaire de Br(x) dans RY. Pour simplifier les notations, lorsque
le point x est l'origine du systeme de coordonnées cartésiennes O, on écrira Bpg, resp.
B plutot que Bg(z), resp. BE(z). On rappelle qu'un ensemble Q C RY qui possede la
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propriété qu’il n’existe pas de partition de 2 en des ensembles ouverts non vides, est dit
connexe. Tout au long de ce mémoire un domaine de RY désigne un ouvert connexe de
RY. Sauf mention explicite du contraire, pour un domaine Q C RY et R > 0, les notations
standard Qr = QN Br et QFf = QN B~ seront utilisées. Nous dirons que 2 C RY est un
domaine borné s’il existe un réel R tel que 2 C Bpg,. Dans le cas contraire, nous dirons
que © est un domaine non borné. Par Q € RY un domaine extérieur, il faudra comprendre
que RY \ Q est un domaine borné.

Dans ce paragraphe, nous regroupons diverses notions d’analyse fonctionnelle utilisées
de maniere intensive dans ce mémoire. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter les
livres de BREZIS [8], RUDIN [68] et YOSIDA [82] qui constituent une base solide en analyse
fonctionnelle. Nous supposons que le lecteur est familiarisé avec les notions élémentaires
de topologie. Pour les notions d’opérateur linéaire borné, non borné, de domaine, d’image,
de noyau ou de graphe d’un opérateur, d’opérateur fermé, d’adjoint, d’opérateur compact,
nous renvoyons le lecteur & [8, Chapitre II, Chapitre VI].

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés muni de leur norme respective || - ||g
et || - |- On dit qu’il y a injection de E dans F' si £ C F' au sens des ensembles et s’il
existe un opérateur linéaire I défini sur F a valeurs dans F', injectif et tel que I(z) = x
pour x € E. Si I est continu, on parle d’injection continue de E dans F', fait qui revient
a dire qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout € E, ||z||r < ¢||z|g. Enfin,
lorsque l'opérateur I est compact (on reviendra sur ce type d’opérateurs dans ’annexe
C), on dira que l'injection de E dans F' est compacte. Dans ce cas, on a la conséquence
immeédiate suivante : si une suite {x, },en+ est bornée dans F| il est possible d’en extraire
une sous-suite {x,, }ren+ qui converge dans F.

Soient £ et F' deux espaces de Banach. On désigne par L(E, F') 'espace des opérateurs
linéaires et continus de E dans F muni de la norme

1Tl eery = sup [Tz
z€E, |z| <1
Lorsque F' = R, L(E, F) est noté E’ (parfois E* comme dans la littérature américaine)
et désigne le dual topologique de F, i.e. 'espace des formes linéaires et continues sur F.
A tout élément f € E’ peut étre associé une application s : £ — R définie par pf(x) =
f(x). La topologie faible o (F, E') sur F est la topologie avec le minimum d’ouverts rendant
continues toutes les applications {¢} repr. Cette topologie est séparée et coincide avec la
topologie usuelle lorsque F est de dimension finie. Etant donnée une suite {x, }pens C E,

on écrira z, — x pour spécifier que celle-ci converge vers x pour la topologie faible
o(E,E).

Lemme A.1 Soient E un espace de Banach et {x,}nen+ une suite de E. On a
(1) dire que x,, = x est équivalent a dire que pour tout f € E', f(z,) — f(z);
(ii) si x, — x, alors x, — x;

(111) six, — x, alors {||x,]|}n est bornée et ||x|| < liminf, ||z,||;

(iv) six, = x et sif, — f dans E', alors f,(z,) — f(z).

Preuve. Voir e.g. [8, Proposition II1.5]. O
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Théoreme A.1 Soient E et F' deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire et
continu de E dans F. Alors T est continu de E muni de la topologie faible o(E, E") dans
F muni de la topologie faible o(F, F") et réciproquement.

Preuve. Voir e.g. [8, Théoreme I11.9]. O

Soit E un espace de Banach, E’ son dual et E” le dual de E/ muni de la norme duale.
Soit x € F fixé. A tout élément f € E’ peut étre associé une application J, : ' — R
définie par J,(f) = f(x). En conséquence, on peut définir une application J : £ — E”
par J(z) = J,, application qui est clairement injective mais est également une isométrie.
A Taide de cette application J, il est toujours possible d’identifier £ a un sous-espace
de E”. A tout élément x € FE peut étre associé une application ¢, : E' — R définie
par ¢.(f) = f(x). La topologie * faible (ou faible ) o(E’, E) sur E’ est la topologie
avec le minimum d’ouverts rendant continues toutes les applications {p, }.cp. Puisque
E C E”, cette topologie possede moins d’ouverts que la topologie faible o(E’, E”). Comme
la topologie faible, c’est une topologie séparée. Etant donnée une suite {f,}ren C E,
on écrira f, — f pour spécifier que celle-ci converge vers f pour la topologie * faible

o(E',E).

Lemme A.2 Soient E un espace de Banach et { f,}nen~ une suite de E'. On a
(i) dire que f, = f est équivalent a dire que pour tout x € E, f,(z) — f(z);
(1) si f, — f, alors fn = f;
(i4i) si fo = f, alors {||fnl|}n est bornée et ||f|| < liminf, || f,|l ;
(iv) si fo — f et six, — x dans E, alors f,(x,) — f(z).
Preuve. Voir e.g. [8, Proposition I11.12]. O

Soient F un espace de Banach et J 'injection de E dans E” introduite auparavant.
Si J est une application surjective, on dit que F est un espace réflexif et on identifie £ a
son bidual E” par le biais de J. Pour diverses propriétés des espaces de Banach réflexifs,
le lecteur peut consulter [8, Section II1.5]. Un résultat sur les espaces de Banach réflexifs
et la topologie faible o(E, E’) que nous utiliserons fréquemment est donné par le

Théoréeme A.2 (Kakutani) Soient un espace de Banach réflexif E et {z,}nens C E
une suite bornée. Alors il existe une sous-suite extraite {T,, }ren+ qui converge pour la
topologie o(E, E").

Preuve. Voir e.g. [8, Théoreme II1.16, Théoreme I11.27]. O

Soit E' un espace de Banach. On rappelle que E est dit séparable s’il existe un sous-
ensemble de E dénombrable et dense. Pour diverses propriétés des espaces de Banach
séparables, le lecteur peut consulter [8, Section II1.6]. Un résultat sur les espaces de
Banach réflexifs et la topologie * faible o(E’, ') que nous utiliserons fréquemment est
donné par le

Théoréme A.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Soient un espace de Banach séparable
E et {f.}nens C E" une suite bornée. Alors il existe une sous-suite extraite { fp, }ren+ qui
converge pour la topologie o(E', E).
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Preuve. Voir e.g. [8, Théoreme III.15, Théoreme I11.25, Corollaire I11.26]. a

Soit E un espace de Banach. On dit de £ qu’il est uniformément convexe si Ve > 0,
36 > 0 tel que z,y € E, ||z|| <1, |ly|| < 1 et ||z — y|| > ¢ impliquent que ||| <1 —4.
Terminons sur les notions de topologie faible et faible % par la propriété suivante des
espaces de Banach uniformément convexes :

Théoreme A.4 Soient un espace de Banach uniformément conveze E et {x,}pen C F
une suite telle que x, — x et limsup,, ||z,| < ||z||. Alors z, — =.

Preuve. Voir e.g. [8, Proposition I11.30]. O

Soit une fonction u définie sur un domaine 2 de RY & valeurs dans R dont les
dérivées partielles, notées dyu, ¢ = 1,..., N, existent. Soit o = (ay,...,ay), o € N¥
i = 1,..., N, un multi-indice de longueur |a| = a; + -+ + ay. D* dénote I'opérateur
différentiel 07" - - - Y. Avec ces notations, on désigne par V l'opérateur gradient défini
par Vu = (Ou, ..., 0nu)t.

Pour un champ de vecteurs v = (v, ..., vy) dont chaque composante est une fonction
définie sur un domaine Q de R & valeurs dans R dont les dérivées partielles existent, les
expressions suivantes désignent respectivement les opérateurs différentiels divergence et
rotationnel : divev = V - v et rot v = V x v. La matrice Jacobienne de v en zg € €2 est
la matrice notée Dwv(xg) et définie par

61?}1(!150) T 8NU1(!E0)
Dv(xg) =
81UN(!E0) T aNUN(!EO)

NxN

et par Jy(z9) = det Dv(zg), on désigne le Jacobien de v en zy. Pour une fonction v définie

sur RY & valeurs dans RM, M < N, dont chaque composante v;, i = 1,..., M, possede
des dérivées partielles Ojv;, j = 1,..., N, ces deux notions se généralisent de la facon
suivante :
81U1(SL’0) aNU1(SL’0)
D’U(ZL‘Q) =
Avm(zo) -+ Onvm(@o)) |, »

Il est alors possible de décomposer Dv(zg) en un produit d’'une matrice symétrique de
type M x M, notée S,, et de 'adjoint d’une matrice orthogonale O,, de type N x M,
i.e. Dv(zg) = S;,0},. On définit alors le Jacobien de v en wy et on le note a nouveau
Ju(0), par Jy(z¢) = det S,,. Dans le cas particulier N > 2 et M =1, D,(x0) = Vuv(xg)T
et si Jy(xg) # 0, S,, étant dans ce cas une constante, il est clair que S,, # 0. Par
conséquent, puisque O, est orthogonale, au moins une des composantes de Vuv(xy)T et
donc de Vu(xg) est non nulle. Enfin, si on suppose que chaque composante du champ
de vecteurs v défini sur Q C RY & valeurs dans RY possede des dérivées partielles du
second ordre 0;0xv;, 4,7,k =1,..., N, l'opérateur différentiel de Laplace, souvent appelé
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Laplacien, est défini par Av = (Auvy,...,Avy)" ot Av; = 9;0;v;, i = 1,...,N. Dans
cette derniere expression, comme la plupart du temps dans le texte, nous avons utilisé
la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés, a savoir que dans une
expression, une paire d’indices identiques signifie la sommation par rapport a cet indice
de cette expression. Ici, 0;0;v; = Zj:l 0;0;v;,i=1,...,N.

De maniere analogue, si T' = {T};}; j=1,..~ est un champ de tenseurs d’ordre deux
dont chaque composante est une fonction définie sur un domaine Q de RY & valeurs
dans R dont les dérivées partielles existent, on définit 'opérateur divergence divT par
(divTy,...,divTy) ou T'; désigne le vecteur de composantes (T, ..., Tin).

On rappelle maintenant les notations usuelles des espaces de fonctions continues ou
plusieurs fois continiment dérivables ou Holdériennes, a valeurs réelles, définies sur un
domaine Q de RY. Soit k € N. On notera C*(Q) 'ensemble des fonctions f qui sont telles
que, pour tout |a| < k, la fonction D f est continue. C'*°(£2) est I'ensemble des fonctions
définie sur €2 qui possedent des dérivées de tout ordre. Autrement dit,

C(Q) = () C*(Q).

Pour une fonction f : Q € RY — R, son support, 'ensemble noté supp f, est la fermeture
de 'ensemble des points de 2 pour lesquels f ne s’annule pas, i.e.

supp [ = {z € Q, f(z) # 0}.

Par C¥(Q), k € NU{oo}, on dénote I’ensemble de toutes les fonctions de C*(£2) & support
compact dans et par C5°(Q2) lensemble 7, Cg(€2). Dans ce mémoire, lorsque 1'on
désignera I'ensemble C§°(£2) en tant qu’ensemble, celui-ci sera indifféremment noté C§°(£2)
ou D(Q) et ce pour des raisons évoquées plus loin. Soit & € N. On notera C*(Q) le sous-
ensemble des fonctions f de C*(€2) pour lesquelles toutes les dérivées D f d’ordre |a| < k
sont bornées et uniformément continues sur €. De maniere équivalente, C*(Q) peut étre
caractérisé par le sous-ensemble des fonctions f de C*(€) telles que pour chaque multi-
indice |a| < k, Papplication z € Q + D®f(x) se prolonge contintiment sur ). Soient
k € Net 6 € (0,1]. On notera C*(Q) le sous-ensemble des fonctions f de C*(Q) telles
que pour tout multi-indice |a] < k, D*f satisfait une condition de Holder d’exposant 6,
i.e.

Je=c(f) >0, |Df(z) = Df(y)| < clx —y|’, Yo,y e Q.
Soient k£ € N, 6 € (0,1]. On pose

[fllor@) = max Sug|Do‘f(l“)|, fechQ),

0<|a|<k z¢

|Df(x) — D*f(y)| k070
o = oy + max su ) € C™7(Q).
1f Nl o 0(Q) ||f||ck(sz) OS\alskm,yepQ |z —y|? f (2)
z#Y
Alors || - Hck(ﬁ), resp. || -|| o) est une norme sur l'espace vectoriel C*(Q), resp. C*?(Q),

et muni de cette norme, C*(Q), resp. C*?(Q), est un espace de Banach.

Donnons maintenant quelques résultats classiques d’analyse.
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Lemme A.3 (Inégalité de Hardy (classique)) Soit f € C''([0,0)). Alors l'inégalité

ey pre—p p Y N
/O |f()[Pt dt§<|8—p+1\)/o |F/(8)|Pe di

vaut pour € >p—1 si f(oo) =0 et poure <p—1si f(0)=0.

Preuve. Voir e.g. [26]. O

Théoréme A.5 (Théoréme des fonctions implicites) Soient Q un ouvert de RM x

RN et f € [CHQ)]N, M, N € N*. On suppose que (zg,y0) € Q est tel que f(xo,y0) = 0

et que le déterminant

Ousrfr -+ Ouinh
: : : £0.

Omsrfn -+ Omanfn

Alors il existe un voisinage w de zo et une unique application @ € [CH(w)]N telle que
p(xo) = yo et pour tout x € w on ait f(x,p(x)) = 0. De plus, siz € w et f(x,y) =0
alors y = @(x) et la matrice Jacobienne de D, (x) est donnée par

-1

O fi(zy) - Ougnfi(z,y) ofilz,y) - Oufilz.y)

- s s s z s z Y=l
O+ fn(zy) - Ougnfn(z,y) Ofn(z,y) - Oufn(z,y)

Preuve. Voir e.g. [2] dans un cadre plus général ou [11]. a

Théoréme A.6 (Théoréme de Morse-Sard) Soient M, N € N* et f € [CFHRN)]M,
k=1+N— M. Alors, p.p.t. y € RN (voir plus loin pour la signification de I’abréviation

p.p.t.), on a
{z eRY, Jp(x) =0} N{z eRY, f(z) =y} =0.

Preuve. Voir e.g. [15, Section 3.4.2] pour des considérations plus générales. O

Ceci étant, lorsque € est un domaine de R, on désignera par 02 son bord ou sa
frontiere dont nous rappelons maintenant la notion de régularité. Tous les systemes de
coordonnées considérés dans la définition ci-dessous ont méme orientation que le systeme
fixe X = (ey,...,ey). Plus exactement, si X = (€y,...,€ey), la tranformation A : RY —

RV, €&, = A(e;),i=1,...,N, est de la forme
’élzz’&(ez):!&ez—FE, ’lIl,,N

ot A est une matrice de rotation et ¢ un vecteur de RY.

Définition A.1 Soient k € N et 0 € (0,1]. On dit qu’'un domaine a frontiére bornée
Q C RY est de classe C*Y et on note Q. € C* (ou parfois 00 € C*?) s’il existe
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(i) m systemes de coordonnées cartésiennes X,, r = 1,...,m, m € N*, dans lesquels
les points de RN sont notés (., ...,z ) = (), 20y) ;
(i) un nombre a > 0 et m fonctions a, € C*9(A,), r =1,...,m, avec

A, ={z, x. €] —a,a,i=1,...,N =1} ;

(iii) un nombre § > 0 tel que
~ les ensembles A, = A '({z, = (2, 2,,), 7. € A, z,, = a(z)}), A, désignant
la transformation permettant de passer du systéme de coordonnées fires X au
systeme X,., sont des sous-ensemble de 0S) satisfaisant

o2 = O A,
r=1

~ les ensembles Ut = A '({x, = (2/,1,), . € A, a(2)) < 2,y <= a(2)) + 5})
sont des sous-ensembles de €2 ;
~ les ensembles U~ = A '({x, = (20, 2,,), 7. € A, a(z)) — 6 < x,,, <= a(2’)})

sont des sous-ensembles de R \ Q.

Lorsque k = 0 et @ = 1, on dit aussi que €2 est un domaine a frontiére Lipschitzienne.
Enfin, si ) est un domaine a frontiére non bornée, on dit que € est un domaine localement
de classe C*Y si pour tout R > 0, Qr = QN By est de classe C*7.

Dans la suite, pour pouvoir introduire convenablement la notion de trace d’une fonction
appartenant & un espace de Sobolev, on aura besoin de I'application @, : A, x [—a, o],
r = 1,...,m, définie par Q,(z],&) = (2),a,(x.) + ). Cette application est inversible
sur Q, (A, X (—a,a)) = A, (U7 UA, UU) d’'inverse noté Q! et défini par Q, ' (y.,&) =
(yl, € —a,(y.)). On aura également besoin de la notion de partition de I'unité subordonnée
a un recouvrement ouvert d'un domaine Q C RV,

Théoréme A.7 Soient Q@ C RY un domaine et {U;}ic; un recouvrement ouvert de €.
Alors il existe une famille finie de fonctions {¢;}jcscr C CgP(RY), appelée partition de
lunité subordonnée au recouvrement ouvert {U;}ier de Q, telle que :

(1) pour chaque j € J, supp p; C U; pour un certain i € I ;

(1) 0<p; <1,j€J;

(i1i) D s pi(w) =1, Vo € Q.
Preuve. Voir e.g [82]. O

Dans le chapitre 3 et 'annexe B, des probléemes posés sur des domaines dits a plusieurs
sorties coniques sont examinés. Voici la définition de ce type de domaines :

Définition A.2 Soit {s1,...,s,}, n € N*, des points de R®. Par C;, i = 1,...,n, on
dénote le cone de révolution d’axe de symétrie la droite A;, de demi-ouverture 0; € (0, ),
et de sommet s;. On dira que Q@ C R3 est un domaine a n sorties coniques de classe C*?,

keN,0e(0,1] si
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(1) il existe un nombre réel Ry > 0 tel que

n

Vivjzla"'7n7 Z7é.]7 (CZ)ROQ(C])RO :@ et Q:(Qﬂé—RO)UU(CZ)RO

i=1

ot pour tout R > Ry, (C)® =C;\ B(s;,R),i=1,...,n et Bp = Ui, B(si, R) ;
(2) la frontiére 02 est localement de classe C*?.

Dés que Q) désignera un tel domaine, on utilisera les notations suivantes :

Qr=0n0Bp and QF =0\ By =|]J(C)"

i=1
Souvent, par souci de clarté et sans perte de généralité, on supposera Ry = 1.

Pour terminer avec les généralités, rappelons 'inégalité de Young

Lemme A.4 (Inégalité de Young (classique)) Soient p € (1,00), a,b € R,. Alors
pour tout € > 0, on a

P L b

a 1
ab<e—+¢e rl—
p

ou p' est l'exposant conjugué de p, i.e % + ]% =1.

2 Espaces de Lebesgue

On suppose le lecteur familiarisé avec la théorie de la mesure de Lebesgue et des
fonctions intégrables au sens de Lebesgue. Pour des rappels sur le sujet, on pourra e.g.
consulter les livres de HALMOS [25], HEWITT-STROMBERG [28] ou RUDIN [67].

Soit p € [1,00). On dénote par LP(€2) I'ensemble des fonctions mesurables sur Q a
valeurs réelles de puissance p'®™¢ intégrable et par L°°(£2) I'ensemble des fonctions mesu-
rables sur €2 a valeurs réelles essentiellement bornées. Muni de la norme

1 llopa = ( / |f(:c)|”d:c) i p e [L,00),
| fllo.co.0 = inf{c, |f(z) < ¢ p.p. dans Q} si p = oo,

LP(Q)) est un espace de Banach, séparable pour p € [1,00), et réflexif pour p € (1, 00).
Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous omettons de préciser le domaine dans la
norme. Dans ce mémoire, nous désignerons par LP(Q2) le sous-espace des fonctions de
LP(2) d’intégrale nulle, i.e.
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et

LV (Q)={f e LP(K), VK C Q, K compact},
L (Q)={f € LF(w), Yw C Q}.

loc

Rappelons divers résultats classiques. Tout au long du texte, nous utiliserons les
abréviations p.p. = presque partout et p.p.t. = pour presque tout.

Théoréme A.8 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue) On suppo-
se que { fn}nen+ est une suite de fonctions mesurables sur un ensemble 2 C RY telle que
fn — [ p-p. dans Q et qu’il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n € N*,
| fn(2)] < g(x) p.p. dans Q. Alors f € LY(Q) et

lim fn )d:c:/ﬂf(:c)dq:

n—oo
Une réciproque « partielle » du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue s’énonce

Théoréme A.9 Soient Q C RY un ensemble mesurable, p € [1,00), {fn}nen+ une suite
de fonctions de LP(QY) et f € LP(Q) telles que || fn — fllop — 0 quand n — oo. Alors il
existe une fonction g € LP(S2) et une sous-suite {fn, tren+ telles que pour tout k € N*,
|forl < g p.p. dans Q et f,, — f p.p. dans Q quand k — oo.

Lemme A.5 (Fatou) Soit {f,}nen une suite de fonctions mesurables sur un ensemble
Q C RY, p.p. positive dans Q. Alors liminf, . f,, est intégrable et

n—~o0 n—0o0

/liminffn( d:c<hm1nf/fn
0

Définition A.3 (Equi-intégrabilité) On dit d'une suite {f, }nens C LY(Q) qu’elle est
équi-intégrable si la condition suivante est satisfaite : Ve > 0, AE C Q un ensemble de
mesure finie et § > 0 tels que

Vn € N¥, / |fo(x)| doe < €
EC

VA CQ, |Al <, /|fn(:p)|dx<s.
A

Remarque A.1 Noter que lorsque €2 est de mesure finie, la notion d’équi-intégrabilité
se réduit a la seconde condition.

Théoréme A.10 (Théoréme de convergence de Vitali) Soit {f,}nen une suite de
fonctions mesurables, d’intégrale finie, sur un ensemble mesurable Q C RY de mesure
finie. On suppose que

lim f,(x) = f(x) p.p.t. x €

n—oo

et que f est presque partout une fonction finie. Alors f, — f dans L'(Q) quand n — oo
si et seulement si la suite {f,}, est equi-intégrable.
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Voici un lien entre la convergence presque partout et la convergence faible dans les
espaces LP((2).

Lemme A.6 Soient p € (1,00) et {fn}n une suite bornée dans LP(2) qui converge p.p.
dans Q vers f. Alors la suite {f,}, converge faiblement vers f dans LP(S).

Les deux théoremes suivants sont des conséquences du théoreme de la convergence
dominée de Lebesgue.

Théoréme A.11 Soient T € (0,00), Q C RY un ensemble mesurable et f une fonction
définie sur (0,T) x Q. On suppose que

(i) p.p.t. x € Q, f(-,z) est continue sur (0,T) ;
(ii) pour toutt € (0,7T), f(t,-) est mesurable sur € ;

(i1i) il existe une fonction g d’intégrale finie sur ) telle que |f(t,x)| < g(x) pour tout
t€(0,7T) et p.p.t. x € Q.
Alors

F(t) = / f(t,x)dx
Q
est continue sur (0,T).

Théoréme A.12 Soient T € (0,00), Q@ C RY un ensemble mesurable et f une fonction
définie sur (0,T) x Q. On suppose que

(i) Uintégrale
F(t) = /Qf(t,x) dx (2.1)

est finie pour au moins une valeur ty € (0,7T) ;

(11) pour toutt € (0,T), f(t,-) est mesurable sur € ;

(iii) pour toutt € (0,T) et p.p.t. x € Q, la dérivée O,f(t,x) existe et est finie;

(iv) il existe une fonction g d’intégrale finie sur Q) telle que |0, f(t,z)| < g(x) pour tout
t€(0,T) et p.p.t. x € Q. Alors, pour tout t € (0,T), lintégrale (2.1) est finie et

F’(t):/ﬂatf(t,x) dx.

Théoréme A.13 (Fubini) Soient 0 C R™M et Qy C R™ deuz ouverts et une fonction
F e LYy x Q). Alors, p.p.t. x € Qy,

F(x,y) € Ly () et /Q F(z,y)dy € LL(Q).

De méme, p.p.t. y € Q,

F(z,y) € LL(Q)) et /Q F(z,y)dx € L,(Q).

En outre, on a

/Ql dx/%ﬂ:c,y)dy:/% dy/QIF(x,y)d:c://F(:c,y)dxdy.

Ql XQQ
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Théoréme A.14 (Inégalité de Holder) Soient p € [1,00], f € LP(Q) et g € L ()
ou p' est l'exposant conjugué de p. Alors fg € LY(Q) et

17 gllo < [1flo.pllgllo.p-

Une conséquence directe et tres utile de 'inégalité de Holder est donnée par le

Corollaire A.1 (Inégalité d’interpolation) Soient 1 < p < q < oo, f € LP(Q2) N
L1(Q). Alors f € L"(Q) pour tout r € [p,q] et

1 6 1-6
| fllos < ”fHoprHoq , 0<l0,1], T » + Y

Rappelons maintenant le théoreme de représentation de Riesz permettant d’identifier
le dual (LP(2))" a l'espace L¥ (Q) ol p est 'exposant conjugué de p.

Théoréme A.15 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit F' € (LP(QQ)), p €
(1,00). Alors il existe une unique fonction f € L (Q) telle que

< F.g > @y @)= / fgdz, Vg€ LP(2)
Q

ol < -, >y, Le(Q) désigne le produit de dualité entre (LP(2))" et LP(€2).

Regroupons dans ce paragraphe quelques rappels concernant la convolution et la
régularisation Soit w € Cg°(RY) une fonction non négative satisfaisant supp w C B
et [on w(z)dz = 1. Pour € > 0, on définit la fonction w. par w.(x) = g_Nw(a) La famille
{we}eeo est appelée famille régularisante (mollifiers en anglais). Soit f € L} (RY). On
introduit la suite d’opérateurs de régularisation {S.(f)}cc(0,1) définie par la convolution

5.5 = [ wa=u)f)dy
RN

On en rappelle maintenant les principales propriétés.
Lemme A.7 Soit Q C RN un ouvert et f une fonction définie sur Q) et a valeurs réelles.
On a :

(i) si f € Lt (Q), alors S.(f) € C®(RY);

(ii) si f € C°(Q), alors lim, o+ S.(f)(x) = f(x) uniformément sur Q) ;

(117) sip € [1,00) et f € LP(Q), alors Sc(f) € LP(Y). De plus

1S(Nlop < Wfllop et lim [Se(f) = fllop =0

Preuve. Voir e.g. [14, Appendix C, Theorem 6. O
A toutes fins utiles, noter qu’'une conséquence directe de ce lemme réside dans la

densité de C5°(Q2) dans LP(Q), p € [1,00).

Terminons ce paragraphe par I’énoncé de I'inégalité de Young sur la convolution.
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Théoréme A.16 (Inégalité de Young (convolution)) Soitp,q € [1,00]. On suppose
que f € LP(RY) et g € LY(RYN). Alors

. 1 1 1
frgel'(RY), —= p g 120 e 1 gllor < [Ifllopllgllog-

Pour conclure cette section, on donne un bref apercgu de la notion de point de Lebesgue.
La valeur moyenne d’une fonction intégrable f sur un ensemble mesurable €2 sera souvent

notée fQ fdx.

Théoréme A.17 (de différentiation de Lebesgue-Besicovitch) Soit @ C RY un
ouwvert. On a

(i) si f € L}, .(Q) alors

loc

lim fdy=f(x) ppt. z€Q; (2.2)
r—0t By (x)

(ii) si f € C%Q), alors (2.2) est vraie pour tout x € §);
Tout point x € Q) satisfaisant lidentité (i) ou (ii) est appelé point de Lebesque de f.

Preuve. Voir e.g. [15] pour le point (i). O

3 Distributions

La notion de dérivée au sens des distributions ou de dérivée faible s’avere étre un outil
indispensable lorsque 1’'on s’intéresse a des équations aux dérivées partielles. Dans cette
section, on rappelle brievement les définitions de base de la théorie des distributions. Pour
plus de détails, consulter e.g. le livre de SCHWARTZ [69], référence incontournable sur la
question, mais également celui de REED-SIMON [66] ou encore celui de RUDIN [68].

L’espace des fonctions test, D(2), est C5°(2) muni de la topologie de la convergence
uniforme locale : on dira qu'une suite {¢, thens C C5°(Q2) converge dans D(€2) vers une
fonction ¢ € C§°(2) si et seulement s'il existe un ensemble compact K C € tel que le
support de ¢, C K, Vn € N* et tel que D%p,, — D%p uniformément dans K lorsque
n — oo et ce pour tout multi-indice a. Il est clair que D(2) est un espace vectoriel. Voici
donc la raison pour laquelle, comme annoncé plus haut, nous noterons indifféremment
Ce(Q) ou D(R2). Une distribution 7" est un élément du dual topologique de D(£2), noté
D'(R2), i.e. une forme linéaire et continue sur D(f2). Cela signifie que 7' € D'(Q) si les
conditions suivantes sont satisfaites :

L. < T o1+ s >= A< T, 01 > 4+u < T,y > Y\, u€Ret p1,00 € D(Q);
2. lorsque {@ytnen CD(Q), o, = o € D(Q),ona <T,p, >—<T, o>

ou < T, ¢ > dénote la valeur de la forme linéaire T" en ¢, a savoir T'(y). L’espace D'(2)
est muni d’une notion naturelle de convergence : on dit qu'une suite {7}, },en C D' ()
converge dans D'(Q2) vers T' € D'(Q2) si pour toute fonction test ¢ € D(Q2), le nombre
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< T,,¢ > converge vers < T, ¢ >. Soit, un multi-indice a. La dérivée D*T d’orde |«
d’une distribution 7" est défini par son action sur les fonctions test comme-suit :

< DT, >= (-1)l*l < T, D% > .

Ceci montre en particulier que la notion de convergence dans D’(€) est tres faible puisqu’il
est clair que la dérivation au sens des distributions est une opération continue dans D’(€2).

4 Espaces de Sobolev

Les espaces de fonctions Holdériennes n’apparaissent quasiment jamais, voire tres peu,
dans la théorie élémentaire des équations aux dérivées partielles et c¢’est parfois au prix
d’une analyse tres fine et laborieuse qu’il est possible de prouver que certaines solutions
appartiennent en fait a ces espaces. Par conséquent, il semble que le bon cadre fonctionnel
pour étudier des équations aux dérivées partielles se trouve dans des espaces de fonctions
a priori moins régulieres. Dans bon nombre de situations, ce cadre réside dans celui des
espaces de Sobolev dont on rappelle la définition et les principales propriétés dans cette
section. Pour plus de détails, le lecteur pourra e.g. consulter le livre d’ADAMS [1] ainsi
que celui de BREZIS [8] ou de KUFNER-JOHN-FUCIK [32].

4.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition A.4 Soient m € N, p € [1,00] et Q2 C RY un domaine. L’espace de Sobolev
WmP(Q) est constitué des fonctions f € Lj,.(Q) dont toutes les dérivées au sens des

distributions D*f, d’ordre |a| < m, sont des fonctions de LP(2). L’espace WP (),
p € [1,00), est muni de la norme

= D 1D fllops | -

o] <m
tandis que pour l’espace W™ (Q), on pose

[fllm.co = max [[D%flo,cc.0:
lal<m

Comme pour les normes des espaces de Lebesgue, lorsqu’aucune confusion n’est possible,
nous omettrons de préciser le domaine dans ces normes.
Le sous-espace Wi (Q) de W™P(Q), p € [1,00), est défini par la fermeture de C§°(Q)

dans l'espace WP (Q). Autrement dit Wy"*(Q) = C’go(Q)”'”m’p,

Souvent, lorsque p = 2, on utilisera les notations standard H™(Q)) = W™2(Q) et

HMQ) = W2 (Q).

L’espace de Sobolev W™P(Q)), muni de la norme correspondante, est un espace de
Banach qui est séparable si p € [1,00) et réflexif si p € (1, 00). L’espace W1>(Q) peut e.g.
étre caractérisé de la fagon suivante si (2 est un domaine borné de classe C! : f € WH>(Q)
si et seulement si f est Lipschitzienne (cf. e.g. [14]). Certains sous-espaces de fonctions
régulieres de WP (1) y sont denses comme 'affirment les théoremes suivants :
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Théoréme A.18 (Meyers-Serrin) Soit p € [1,00). Alors l'ensemble des fonctions ¢ €
C>(9Q) telles que ||p||mp < 0o est dense dans W™P(€2).

Preuve. Voir e.g. [1]. O

On rappelle quun domaine Q C RY satisfait la propriété dite du segment si pour tout
x € 09, il existe un voisinage U, de x et un vecteur non nul v, € RY tel que y + tv, € Q
pour tout y € 02 NU, et t € (0,1).

Théoreme A.19 Soient 2 un domaine de RN ayant la propriété du segment et p €
[1,00). Alors C§°(Q), l’ensemble des restrictions a ) des fonctions de C°(RY), est dense
dans WP ().

Preuve. Voir également [1]. O

Rappelons ensuite une propriété tres intéressante concernant le prolongement d’une
fonction de I'espace de Sobolev W™P(£2) a RV,

Théoreme A.20 (Nikol’ski?) Soit ) un domaine a frontiere bornée et Lipschitzienne
de RN . Alors il existe un opérateur de prolongement linéaire et continu P : W™P(Q)) —
WmP(RN).

Preuve. Voir e.g. [32]. 0

Une autre propriété intéressante concerne la composition d'une fonction réelle a valeurs
réelles avec une fonction appartenant a un espace de Sobolev.

Lemme A.8 Soient Q un domaine de RY a frontiére Lipschitzienne, G € C%(R) et
feWhr(Q), pe[l,00). Alors la fonction F = G o f appartient a W1P(Q) et

OF =G o f-0;f p.p. dans Q.
Preuve. Voir e.g. [32]. O
Lemme A.9 Soient Q un domaine de RN et f € WIP(Q), p € [1,00). Alors fT =
max(f,0), f~ = —min(f,0) € W*(Q) et
O f p.p. dans {f > 0} o.f — —0;f p.p. dans {f <0}

0 p.p. dans {f <0} 0 p.p. dans {f > 0}

ot =

Preuve. Voir e.g. [14]. O

4.2 Injections continues, compactes

Avant d’énoncer les théoremes d’injections classiques, on commence par rappeler
I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, inégalité que nous appelerons simplement
inégalité de Sobolev dans le texte.
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Théoréme A.21 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Soient Q C RY un domaine, p €
[1,N) et f € D). Alors il existe une constante c(p, N) qui ne dépend que de p et de N
telle que

£ 1o, 22 = el NIV flogp-

Preuve. Cette inégalité classique est e.g. démontrée dans [8] dans le cas ot Q = RY
et s'étend aisément au cas d’'un domaine  C RY. Par densité, elle reste vraie pour

feWyP(Q), pell,o0). O

Théoréme A.22 (Injections continues) Soient Q C RY un domaine borné a frontiére
Lipschitzienne, m € N* et p € [1,00). Alors les injections suivantes sont continues :
; m, N ; .

(1) WmP(Q) C L), q € [1, x=5-], simp < N ;

(ii) Wm2() C L4(9), q € [1,00), simp = N ;
(111) W™P(Q) C L>®(Q) si mp > N ;

(iv) sim — % > 0 n'est pas un entier, W™P(2) C C’[mf%(ﬁ) ot [a] désigne la valeur

entiere du réel o.

Preuve. Voir e.g. [8]. O

Théoréme A.23 (Rellich-Kondrachov) Soient Q@ C RY un domaine borné a frontiére
Lipschitzienne, m € N* et p € [1,00). Alors les injections suivantes sont compactes :

(i) WmP(Q) CC L9(Q), q € [1, 575), simp < N ;

(i1) W™P(Q) cC Li(Q), g € [1,00), si mp= N
(i) WmP(Q) cc C°(Q) si mp > N.

Preuve. Voir également [8]. O

4.3 Traces et relevement

Ici, nous rappelons les notions de mesure sur le bord d’'un domaine régulier, de trace,
de relevements ainsi que les formules usuelles de Green et de Stokes

Définition A.5 Soit Q C RY un domaine a frontiére bornée et Lipschitzienne. Avec les
notations introduites lors de la définition de la régqularité de la frontiére d’un domaine, on
dira que I' C 082 est un sous-ensemble nul de OS2 si pour tout r = 1,...,m, la mesure de
Lebesgue (N — 1)-dimensionnelle de l'ensemble Q' o A, (T NA,) est nulle. On dira alors
qu’une fonction [ est définie presque partout sur 0S) si les points ou f n’est pas définie
forment un sous-ensemble nul de Of).

Définition A.6 Soient Q C RY un domaine a frontiére bornée et Lipschitzienne et p €
[1,00). On dira qu’une fonction f définie presque partout sur OS2 appartient a [’espace
LP(09) si chaque fonction .f = fo Al oQ, est un élément de Uespace LP(A,), r =
1,...,m. L’espace LP(0) muni de la norme

1/ llo.q.00 = (Z/A \rf(x2,0)|”dﬂfi~>



A.4. ESPACES DE SOBOLEV 207

est un espace de Banach qui est séparable si p € [1,00) et réflexif si p € (1,00).

Avant de poursuivre, on ouvre une breve parenthese sur les fonctions Lipschitziennes.
Plus exactement, on rappelle le théoreme de Rademacher.

Théoréme A.24 (Rademacher) Soient Q C RY un domaine et f € C%1(Q). Alors f
est presque partout dérivable dans ).

Preuve. Voir e.g. [3, Théoreme VII.2]. O

A T'aide du théoreme de Rademacher, on peut définir sur LP(9€2) une norme équivalente
a celle introduite ci-dessus. Pour ce faire, il suffit de considérer 1, ..., p,, une partition
de I'unité subordonnée au recouvrement ouvert Ay, ..., A,, de 082, puis de poser

Ilopan = ([ 1Pas)’ - <Z /. |r<fsor><x;,o>|pwr<x;>de)
r=1 T

ou

(e} = {1 +NZ (5 <x;>)2}é.

Définition A.7 Soit Q C RY un domaine a frontiére bornée et Lipschitzienne. Le vecteur

normal unitaire extérieur au point x € A, r = 1,...,m, existe p.p.t. x € 0 et a pour
coordonnées dans le 7™ systéme de coordonnées locales X,
1 oa, da, , 1
v=(v,...,uN) = ( e ,—1), (2,0)=0Q," o A.(z).
Yr(zy) \ Oz, Oy, ' ' '

Introduisons ensuite les espaces de Sobolev fractionnaires, i.e. d’ordre non entier, puis
les espaces de traces.

Définition A.8 Soit Q@ C RN un domaine, m € R% et p € [1,00). On définit W™P ()
comme le sous-espace des fonctions f € WP (Q) pour lesquelles

Ia(f):/f; ) |Do¢f(x)_Daf(y)‘p

|x_mem%M)

dx dy < 0o, V|a|=[m].

L’espace W™P(Q) muni de la norme

I lwmsiey = | I flmpe+ D La(f)

|a|=[m]

est un espace de Banach qui est séparable si p € [1,00) et réflexif si p € (1,00).
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Définition A.9 Soit m € R, p € [1,00) et @ C RN un domaine a frontiére bornée
de classe CI™b1. Par W™P(0Q), on désigne le sous-espace constitué des fonctions f de
LP(OQY) pour lesquelles pour r = 1,...,m on a ,.f € W™P(A,), espace qui muni de la

£ llm.p.00 = (ZH Flmna )

est un espace de Banach qui est séparable si p € [1,00) et réflexif si p € (1,00).

1
p

Avec ces définitions en main, on peut maintenant introduire les notions de trace et de
relevement.

Théoréme A.25 (Théoréme de trace) Soient Q C RY un domaine d frontiére bornée
et Lipschitzienne et p € [1,00). Alors il existe un unique opérateur linéaire et continu
o 1 WEP(Q) — LP(9Q), appelé opérateur de trace, satisfaisant vof = flaa pour toute
fonction f € C®(Q) ou flaq désigne la restriction de la fonction f a Iensemble OS). Si

p € (1,00), lopérateur de trace vy : WHP(Q)) — Wl_%’p((’?Q) est linéaire et continu.
Preuve. Voir e.g. [32]. O

Théoréme A.26 (Théoréme de relévement) Soient Q C RY un domaine a frontiére
bornée et Lipschitzienne et p € (1,00). Alors il existe un opérateur linéaire et continu

Rg : Wlf%’p(aQ) — WHP(Q), appelé opérateur de relévement, satisfaisant vo(Rof) = f
ou o est l'opérateur de trace introduit au théoréme précédent.

Preuve. Voir également [32]. O
Dans la suite ainsi que tout au long de ce mémoire, lorsqu’aucune confusion n’est

possible, on omettra 'opérateur de trace 7, i.e. que l'on écrira f au lieu de o f.

Théoréme A.27 (Formule de Green) Soient Q@ C RY un domaine d frontiére bornée
et Lipschitzienne et p € (1,00). Alors pour toute fonction f € WHP(Q) et toute fonction
g€ WH'(Q), p' désignant l'exposant conjugué de p, on a

/@fgdifz—/f@gd:er fgvido, i=1,...,N,
Q Q o0

iéme

v; désignant ici la 1 composante de v le vecteur normal unitaire extérieur a O0S).

Preuve. Voir e.g. [3] ou [56]. 0

Corollaire A.2 (Formule de Stokes) Soient Q C RY un domaine a frontiére bornée
et Lipschitzienne et p € (1,00). Alors pour tout champ de vecteurs v € [WP(Q)], on a

/divvdm:/ v-vdo,
Q 1)

v désignant ici le vecteur normal unitaire extérieur a O0S2.
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Corollaire A.3 Soient Q C RN un domaine a frontiére bornée et Lipschitzienne et f €
WhP(RN), p e (1,00), telle que f =0 p.p. dans RN\ Q. Alors f € Wy (Q).

A Taide de la notion de dérivée normale introduite ci-apres, il est possible de généraliser
les notions de trace et de relevement.

Définition A.10 Soient Q C RN un domaine a frontiére bornée et Lipschitzienne et
fewm?(Q), me N etpe (1,00). D'apres le théoreme de trace, pour tout |o| < m—1,
Def e LP(0R). Soit k € N, k <m — 1. On définit la dérivée normale de f d’ordre k par

ok k!
ok f = 8—1/{ = Z aDo‘fua sur 02
|a|=k

ot v est le vecteur normal unitaire extérieur a OS).

Théoréme A.28 (Généralisation du théoréme de trace) Soient Q@ un domaine d
frontiére bornée de classe C™ 41 de RN, m € N* et p € (1,00). Alors il existe un unique

opérateur linéaire continu ~,—1 : W"™P(Q) — HZL;OI Wmﬁk*%’p((?ﬁ), appelé opérateur de
trace, satisfaisant Yo 1 f = (f,00f, ..., 071 f)|aq pour toute fonction f € C=(Q).

Preuve. Voir e.g. [56]. O

Théoréme A.29 (Généralisation du théoréme de relevement) Soient Q2 C RY un
domaine a frontiére bornée de classe C™', m € N* et p € (1,00). Alors il existe un

opérateur linéaire et continu Ry~ : 2”;01 Wmﬁk*%’p(aﬁ) — W™P(Q), appelé opérateur
de relévement, satisfaisant pour (fo, ..., fm-1) € [I1eg Wm_k_%’p(ﬁQ),

k

0
Rgznil<f07---afmfl):g:>8—j§:fk surd), k=1,...,m—1.

Preuve. Voir également [56]. O

On termine cette sous-section concernant les notions de trace et de relevement par
L : : 1
une caractérisation bien utile du sous espace Wy () de WHP(Q) que le lecteur pourra
aisément généraliser pour obtenir une caractérisation du sous-espace Wy""*(Q) de W™P(),
m € N*.

Théoréme A.30 Soient Q@ C RY un domaine a frontiére bornée et Lipschitzienne et
p € [1,00). Alors
Wy () = Ker(y)

ou 7o désigne l'opérateur de trace.

Preuve. Voir e.g. [32]. 0
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4.4 Inégalités

Ici, on a regroupé diverses inégalités satisfaites par des fonctions appartenant a des
espaces de Sobolev, inégalités que nous utiliserons fréquemment dans ce mémoire.

Théoréme A.31 (Inégalité de Poincaré) Soient Q2 C RY un domaine inclu dans une
bande, i.e. inclu dans le produit cartésien d’un domaine non nécessairement borné w de
RN=Y et d’un intervalle du type (—a,a), a un réel positif. Alors, pour toute fonction

feW,P(Q), on a
£ llop < 2a[IV fllo,p-

Preuve. Voir e.g. [3, Théoreme I1.56]. O
Théoréme A.32 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Soient QO C RY un domaine

borné de classe C%' et p € [1,00). Alors il existe une constante ¢ = c(Q, N,p) telle
que, pour toute fonction f € WIP(Q), on ait

I - ][ £ dylloy < |V Fllop.

Preuve. On trouvera une démonstration simple de cette inégalité, utilisant les injections
compactes de Sobolev, dans [22, p. 54-55]. O

Théoréme A.33 (Inégalité de Friedrichs) Soient Q2 un domaine borné de classe C'™
de RN, T' C 9Q une partie de la frontiére de mesure de Lebesgue (N — 1)-dimensionnelle
non nulle et p € (1,00). Alors il existe une constante ¢ = c(Q2, N, p) telle que, pour toute
fonction f € WIP(Q) satisfaisant yo(f) =0 sur T, on ait

[fllop < cllVllop-

Preuve. Voir e.g. [3, Corollaire I11.59] pour le cas p = 2. O

Dans ce mémoire, nous aurons également besoin de I'inégalité suivante, dite de Hardy :

Théoréme A.34 (Inégalité de Hardy) Soient Q C RN un domaine borné de classe
OOl et f e WyP(Q), p € [1,00). Alors la fonction x — f(x)(dist(z, Q)" est une
fonction de LP(QY) et il existe une constante c(Q, N,p) qui ne dépend que de 2, N et p
telle que

1 (dist(-, 02)) " lop < e(2 N, p)l| 1,

Preuve. Voir e.g. [32]. O

4.5 Dualité

Si p € (1,00), nous utiliserons les notations usuelles [W™P(Q)]* et W=7 (Q) pour
désigner le dual topologique des espaces W?(Q) et Wy (£2). On rappelle un résultat de
représentation des éléments de W= (Q).
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Théoréme A.35 Soient Q C RY un domaine et f € W=P(Q), m € N* et p € (1,00).
Alors il existe une famille de fonctions { fo}jaj<m C LP(Q2) telle que

m

Z DDy, dans D'(Q) (4.1)

HfH g <10 fallog

lal<k

ot linfimum est pris sur toutes les familles {fo}jaj<m C LP(2) telles que f puisse étre
exprimée par la formule (4.1).

Preuve. Voir e.g. [32]. O

Remarque A.2 Noter quune conséquence directe de ce théoreme réside dans la densité
de C§°(2) dans les espaces W~™P(Q2), m € N* et p € (1, 00).

4.6 Interpolation

Pour conclure, dans cette section on donne un résultat d’interpolation concernant les
espaces de Sobolev fractionnaires, résultat également valable pour des espaces de Sobolev
d’ordre entier.

Théoréme A.36 (Théoréme d’interpolation) Soient ) C RN un domaine, mg, m; €
[0,00) et po,p1 € [1,00). Alors, pour f € W™oPo(Q) N W™ (Q), on a

1 g 1—-46
[ llwma) < 1 FI%moroylf lpmm gy 0 € (0,1), m = Omo+(1=0)my, — = —+ :
p Do P1

Preuve. Voir e.g. [1]. O

5 Espaces de Sobolev homogenes

Dans cette section, sauf mention explicite du contraire, {2 désigne un domaine non
borné de RY. Soit p € [1,00). Les ensembles C5°(Q) et C5°(£2), equipés de la norme

[flip = IV fllope, [ € CEE(Q) ou f € C5o(Q)

sont des espaces vectoriels normés. On définit les espaces de Sobolev homogenes D?(Q)
et Dé’p (©) comme la fermeture de ces ensembles par rapport a cette norme. Autrement
dit,

DY) = CF@) 7 D) = G
Les espaces D'?(Q) et Dy (€) sont des espaces de Banach qui sont séparables sip € [1, o0)
et réflexifs si p € (1, 00).
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Remarque A.3 Définir les espaces de Sobolev homogenes Dy*(Q2) dans le cas ol Q
est un domaine borné est completement sensé, mais dans ce cas, on peut montrer que
Dy (Q) est isométriquement isomorphe & W'P(Q). Si en outre Q est un domaine borné
a frontiere Lipschitzienne, on peut méme démontré que DyP(Q) et WP(Q) coincident
algébriquement. Au contraire, la définition des espaces D1?(Q) dans le cas d’un domaine
borné, méme tres régulier, n’a pas de sens puisque | - |1, n’est plus une norme mais une
semi-norme.

Il est également intéressant de noter que par densité, I'inégalité de Sobolev reste vraie
pour des fonctions f € Dy ().

Ici, on rappelle seulement les propriétés basiques des espaces de Sobolev homogenes
et de leur dual topologique. Le lecteur désireux de plus de détails pourra parcourir le
chapitre II du livre de GALDI [22].

Théoréeme A.37 (Caractérisation des espaces de Sobolev homogeénes) Soient 2
un domaine non borné a frontiére localement Lipschitzienne de RN et p € [1,00). Alors

Doy — J T ED®), FELVH@), V@) sipelLN),
{f = {7 +heen, T € L), VT € [P} sip € [N,00)

Do) — U € D), [ € LVE(Q), VS € (L), flan =0} sip€[1N),

{feD(Q), fell(Q), Vfe[lP(]N, flia=0} sipe[N,00)

loc
ol par = on entend isométriqguement isomorphes.

Preuve. A la lecture du chapitre II du livre de GALDI apparaitra ce résultat. O

Par analogie avec les espaces de Sobolev, pour p € (1, 0), nous utiliserons les notations
[D'?(Q)]* et D=5 (Q) pour désigner le dual topologique des espaces D'P(Q) et DyP(€).
On donne un résultat de représentation des éléments de D17 (Q).

Théoréme A.38 Soient Q@ C RY un domaine non borné et f € D=5 (Q), p € (1,00).
Alors il eziste une famille de fonctions { fi}1<k<n C LP(2) telle que

f = Ok fr dans D'(Q) (5.1)

N
|flp < infz | fillop
k=1

ot infimum est pris sur toutes les familles { fx}1<k<n C LP(Q2) telles que f puisse étre
exprimée par la formule (5.1).
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6 Champs de vecteurs a divergence sommable
Soit p € (1, 00). Ce paragraphe est consacré a des rappels sur l'espace
EP(Q) = {u € [LP(Q)]?, divu € LP(Q)},

qui muni de la norme ||| grQ) = ||]|op0+ ] divaljopo est un espace de Banach séparable
et réflexif. Tous les résultats rappelés ici sont de simples généralisations de ceux démontrés
par TEMAM dans [76] et ne se limitent pas uniquement au cas de la dimension N = 3.

Théoreme A.39 S5i ) C R3 est un domaine borné a frontiére Lipschitzienne, alors
[C>=(Q)]? est dense dans EP(Q).

Théoréme A.40 Soit Q C R3 un domaine borné a frontiére Lipschitzienne. Alors il

existe un unique opérateur linéaire et continu 7, : EP(Q) — Wlﬁ’p(aQ), appelé trace
normale, satisfaisant v,(v) = v - V]sg pour tout champ de vecteurs v € [C5°(Q)]?, v

désignant le vecteur normal unitaire a 0S). En outre, on a la formule de Stokes

v by = (v divo)d EP(Q W (Q).
SO0 > = [0 TnEndive) o, v e BY@), pe W (@)

On introduit ensuite le sous-espace Eé’ (Q), p € (1, 00), défini comme étant la fermeture
de I'ensemble C§°(€2) dans l'espace EP(Q). Autrement dit, E () = mll-llm(m_

Théoréme A.41 Soit Q C R® un domaine borné a frontiére Lipschitzienne. Alors

E(Q) = Ker(y,).

7 Fonctions absolument continues

Dans cette section, on rappelle quelques rudiments sur les fonctions réelles a valeurs
réelles absolument continues.

Définition A.11 Une fonction a valeurs réelles est absolument continue sur un intervalle
I si

Ve >0 36 >0 tel que > [f(bx) — fla)| <e
k=1

lorsque a; < by < as < by < -+ < ay, < by, sont des points de I tels que Y ;- (by—ax) < 0.

Théoréme A.42 Soit p € L'(a,b). Alors la fonction 7 € [a,b] — [T @ dt est absolument
continue sur [0,T] et sa dérivée est égale a ¢ p.p. dans (0,T).
Preuve. Voir [52, Theorem 23.4]. O

Corollaire A.4 Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle [a, b]. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) [ est absolument continue ;

(ii) il existe une fonction o € L'(a,b) telle que

fla) = f@)+ [ plyar, e ot
(iii) f est presque partout différentiable, f' € L'(a,b) et

f(z) = f(a) + /T f'(t)dt, € la,b)].

Preuve. Voir [52, Corollary 23.5]. O

Corollaire A.5 Soit f une fonction absolument continue sur [a,b] telle que f' = 0
presque partout. Alors f est constante.

Preuve.Voir [52, Corollary 23.6]. O

Théoreme A.43 Soit o € Whi(a,b). Alors il existe une fonction g € C°([a,b]) telle que
© =@ p.p. dans (a,b) et

Gty) — G(t) = / LA dt, it € a1,

Preuve. Voir par exemple le [8, Théoreme VIII.2]. O

Pour terminer, les deux derniers résultats impliquent immédiatement le suivant.

Corollaire A.6 Soit ¢ € Wi(a,b). Alors il existe une fonction absolument continue sur
[a,b] telle que ¢ = @ p.p. dans (a,b) et

P(ts) — p(ty) = /y O (t) dt, Vi, ts € [a,b].

8 Multiplicateurs de Fourier

Avant d’énoncer un résultat concernant les multiplicateurs de Fourier, on commence
par rappeler les notions de distributions tempérées ainsi que la définition et les propriétés
de base de la transformée de Fourier.

8.1 Distributions tempérées

Par S(RY), on désigne I'espace de Schwartz des fonctions & décroissance rapide, i.e.
I'ensemble des fonctions f € C°°(RY) telles que pour tous multi-indices a et 3, on ait

1 flla = sup [2°D? f(2)] < c(a. B),

zERN

c(a, ) dénotant une constante positive qui ne dépend que de « et 3. Rappelons, a toutes
fins utiles, que S(RY) est dense dans LP(RY), p € [1,00). On muni S(RY) de la topologie
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de la convergence uniforme par rapport aux semi-normes || - ||,,3 : on dira qu'une suite
{pn}nens € S(RY) converge dans S(RY) vers une fonction ¢ € S(RY) si et seulement
si pour tous multi-indices «, 3 on a z®DPf, — 2*D?f uniformément dans RY lorsque
n — oo. Une distribution tempérée T est un élément du dual topologique de S(RY), noté
S'(RY). Cela signifie que T € S'(RY) si les conditions suivantes sont satisfaites

L <T, o1 +ppy >= A< T, 01 >+u<T, > Y\ pu€Ret o, € S(RY);
2. lorsque {¢y bnens C S(RY), 0, = 0 € S(RY), on a < T, ¢, >—<T,p >

olt < T, > dénote la valeur de la forme linéaire T en (, a savoir T'(p). L’espace S'(RY)
est muni d’une notion naturelle de convergence : on dit qu'une suite {7}, }pen C S'(RY)
converge dans §'(RY) vers T € S§'(RY) si pour toute fonction test ¢ € S(RY), le nombre
< T),,¢ > converge vers < T, >. Soit un multi-indice a. La notion de dérivée d’ordre
|a| d'une distribution tempérée T est clairement définie puisque S'(RY) c D'(RY).

8.2 Transformée de Fourier

On rappelle que la transformée de Fourier, notée F, est un opérateur linéaire et continu
défini sur S(RY) A valeurs dans S(RY) par

FO© = en [ e (-in-gdn, §eSRY), ¢ eRY,

En fait, on sait que la transformée de Fourier F : S(RY) — S(RY) est un isomorphisme
dont 'inverse, noté F~!, est défini par

FUNE) = m ¥ [ f@exlia-g)de, feSRY), zeRY

Il est alors possible de définir la transformée de Fourier sur ’ensemble des distributions
tempérées par son action sur les fonctions test comme-suit :

< F(T),p>=<T,F(p) >, TcSRY), ¢ocSRY).

En conséquence, F : &'(RY) — S'(RY) est un isomorphisme dont I'inverse, encore noté
F1, est défini par

<F U)o >=<T,F o) > TecSRY), pcSR"Y).

On rappelle maintenant les propriétés basiques de la transformée de Fourier dont nous
aurons besoin dans ce mémoire sous une forme condensée dans le théoreme suivant.

Théoréme A.44 On a :

(i) pour tout multi-indice o,
DF(f) = F((=ix)*f), F(Df) = (i)*F(f), fe€SRY);

(ii) la transformée de Fourier est un isomorphisme isométrique défini sur L*(RY) a
valeurs dans L*(RY) et satisfait [’égalité de Parseval-Plancherel

fgde= [ FUF@ds, foge L@
RN RN
ou zZ dénote le conjugué du nombre compleze z.

Preuve. Voir e.g. [68]. 0
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8.3 Résultats sur les multiplicateurs

Définition A.12 (Multiplicateur de Fourier) Une fonction m : RY — R mesurable
et bornée est appelée multiplicateur de Fourier de type (p,q), p,q € (1,00), sl existe une
constante positive c(p,q) qui ne dépend que de p et de q telle que

IFH mF () llogey < e, @)l flopry, f € SRY).

Suite a cette définition, on voit que si m est un multiplicateur de Fourier de type (p, q),
alors Popérateur T': D(T') = S(RY) C LP(RY) — LY(RY) défini par T(f) = F L (mF(f))
est un opérateur linéaire continu défini sur un sous-espace dense de LP(RY) & valeurs dans
LY(RY). Sa fermeture, encore dénotée par T, est par conséquent un opérateur linéaire et
continu de LP(RY) & valeurs dans L?(RY) et satisfait

IT(Nogry < e ) flopmry, | € LPRY).

On énonce maintenant des conditions suffisantes pour qu'une fonction m : RY — R
mesurable et bornée soit un multiplicateur de Fourier de type (p, p).

Théoréme A.45 Soient p € (1,00) et m € L®°(RYN) une fonction qui posséde des
dérivées au sens classique dans RN \ {0} jusqu’a l’ordre [%] + 1. On suppose qu’il existe
un nombre B > 0 tel que pour tout R > 0 et tout multi-indice o satisfaisant || < [J]+1,
on ait sout

R2°‘|N/ |D*m| dé < B, (8.1)
By

soit
|D*m(¢)] < B¢, ¢ e RV \ {0} (8.2)

Alors m est un multiplicateur de Fourier de type (p,p).

Preuve. On trouvera e.g. la preuve de ce résultat, connu sous le nom de Mikhlin’s et
Hoérmander sous la condition (8.1) et de Marcinkiewicz sous la condition (8.2), dans le
livre de TRIEBEL [77]. O

Pour une généralisation de ce théoreme aux multiplicateurs de type (p,q), le lecteur
pourra e.g. consulter les travaux de LIZORKIN [49, 50, 51].

9 Fonctions a valeurs dans un espace de Banach

Dans I’étude d’équations aux dérivées partielles faisant intervenir la variable de temps,
il est d’'usage de travailler avec des fonctions définies sur I'intervalle de temps considéré
et a valeurs dans un espace de Banach X. Si f est un fonction dont les variables (¢, x)
sont le temps et la position dans ’espace, il est souvent intéressant de considérer pour
chaque t, f(t) comme une une fonction de la variable x, fonction appartenant a un espace
fonctionnel convenable. Autrement dit f(t) représente la fonction z — f(t)(z) = f(¢t, z).
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9.1 Fonctions continues, continiiment dérivables

Soient I C R un intervalle non vide et X un espace de Banach muni de la norme || - || x.
Par C°(I; X), on désignera I’ensemble de toutes les fonctions continues sur l'intervalle [
a valeurs dans X. Cet ensemble, muni de la norme

[ flleocrx) = sup 1f@®)|lx, feC;X),

est un espace de Banach qui n’est pas réflexif et qui est séparable si X est séparable. De
maniere analogue, par C*(I; X), k € N*, on désignera I’ensemble de toutes les fonctions
k-fois continiment dérivables sur I a valeurs dans X, qui, muni de la norme

I fllerx) = max{”f(j)HCO(I;X)a j=0,...,k}, feCHI;X),

est un espace de Banach qui n’est pas réflexif et qui est séparable si X est séparable. Enfin
par C°(I; Xyyear), on désignera I'ensemble des fonctions définies sur I, & valeurs dans X
et continue par rapport a la topologie faible de X. Autrement dit :

CUL; Xpear) = {f : T — X, < T, f >x-x€ C°(I) pour tout T € X*}.

Ci-dessous, on rappelle le théoreme d’Arzéla-Ascoli sous une forme tres générale,
théoreme dont on donne un corollaire immédiat.

Théoréme A.46 (Arzéla-Ascoli) Soient K un espace métrique compact et Y un espace
métrique. Pour qu’une partie A de C'(K;Y') soit relativement compacte, il faut, et il suffit
que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

1. A est une partie équicontinue i.e.

Ve >0 30 >0 tel que di(z,y) <0 =dy(f(z), f(y)) <e, VfeA

2. pour tout x de K, A(x) = {f(z), f € A} est relativement compact dansY .

Preuve. Voir e.g. [79, Théoreme 2.34.5]. O

Corollaire A.7 Soient I C R un intervalle ouvert non vide, B, X deux espaces de
Banach tels que B CC X et {fn}tnen une suite de fonctions uniformément continues
dans X satisfaisant

Je >0 tq sup sup ||fn(t)]|s < c.
neN* tef

Alors il existe une fonction f € C°(I; X) telle que f, — f dans C°(I; X) a une éventuelle
extraction de sous-suite.

Preuve. Dans le théoréeme A.46, poser K =T et Y = X. O
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9.2 Intégrale de Bochner

Dans cette sous-section, on rappelle brievement les définitions et propriétés de base
de la notion d’intégrale de Bochner, notion qui étend celle de I'intégrale de Lebesgue aux
fonctions définie sur un intervalle ouvert borné et non vide I C R a valeurs dans un espace
de Banach X. Pour plus de détails a propos de cette notion, consulter e.g. [32, 82]

Une fonction f : I — X est appelée fonction simple s’il existe des éléments cy, ..., ¢, €
X et des sous-ensembles mesurables Jy, ..., J, de I deux a deux disjoints, tels que [ =
U?:l JZ et

n

FO)=> cdy(t), tel

i=1
ouly, 7 = 1,...,n, dénote la fonction caractéristique de l’ensemble J;. On dira alors
d’une fonction f: I — X qu’elle est fortement mesurable s'il existe une suite { f,, }nen+ de
fonctions simples telle que

Tim ([ fu(t) = f(Ollx =0 p.pt.tel.

Lemme A.10 Soit f : I — X wune fonction fortement mesurable. Alors la fonction
t— ||f(t)||x est mesurable au sens de Lebesgue.

Preuve. Voir e.g. [32, Lemma 2.19.2]. O

Définition A.13 Soit f : I — X une fonction simple. L’intégrale de Bochner de f, notée

[, f(t)dt, est définie par
/If(t) dt = Zci\Ji\.

On dira qu’une fonction f : I — X est Bochner-intégrable s’il existe une suite { fn}nen-
de fonctions simples satisfaisant

Jim [ £ () = f(O)llx =0 ppt. t e,
lim i 1fn(t) — f(8)][x dt = 0.

Pour un sous-ensemble mesurable J C I et une fonction f: I — X fortement mesurable
et Bochner-intégrable, on définit ["intégrale de Bochner fJ f(t)dt par

n—oo

/ f@)dt = lim [ f,(t)1,(¢)dt,
J I
{fn}nen+ étant une suite de fonctions simples satisfaisant les deux propriétés précédentes.

Théoréme A.47 (Théoréme de Bochner) Une fonction fortement mesurable f : I —
X est Bochner-intégrable si et seulement si la fonction t — || f(t)||x posséde une intégrale
de Lebesgue finie.

Preuve. Voir e.g. [32, Theorem 2.19.8]. O
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Corollaire A.8 Si la fonction f: I — X est Bochner-intégrable, alors

(i)
’/If(t)dt . s/}llf(t)llxdt;

(i) siT € L(X,Y) ouY est un espace de Banach, Tf : 1 — Y est Bochner-intégrable

. [rroa-r([ o).

Preuve. Voir e.g. [32, Corollary 2.19.9, Corollary 2.19.11]. O

Terminons cette breve incursion dans les bases de la théorie de I'intégrale de Bochner
par deux résultats parfois trés utiles et dont on trouvera e.g. la preuve dans [82].

Lemme A.11 Si f : I — X est une fonction Bochner-intégrable, to € I et &€ € X, alors
la fonction

g<t>=5+/ f(s)ds, teT,

est continue sur I et dérivable p.p.t. t € I. En outre, on a
d
at”

Lemme A.12 Soient f,g: I — X deux fonctions Bochner-intégrables. Alors le fait que

(t) = f(t) pp.t. t € 1.

g(t)z{—i—/ f(s)ds, to,tel, €€ X

est équivalent a chacune des conditions suivantes :
(i)
[ ey =— [growar, v p)
I

(i)

d
E <T,g>xx=< T, f >X* X VT € X*

ot la dérivée % doit étre comprise au sens des distributions sur I.

9.3 Espaces de Lebesgue a valeurs dans un espace de Banach

Soient I C R un intervalle ouvert non vide, X un espace de Banach muni de la norme
| llx et p € [1,00]. Par LP(I; X), on dénote l'espace des (classes d’équivalences de)
fonctions fortement mesurables f: I — X telles que

11l zo ) = [l xlop.r < 00

Il est possible de prouver que muni de la norme | - ||z»(1,x), LP(I; X) est un espace de
Banach séparable si X est séparable et p € [1,00) et réflexif si X est réflexif et p € (1, 00).
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Pour p € [1,00), son dual topologique s’identifie & LP (I; X*) et la dualité entre LP'(I; X*)
et LP(I; X) s’écrit

< [,9 > (r,x0),0(10) = /1 < f(t),9(t) >x-x dt, f€LV(I;X%), g€ L(I; X).

Une adaptation simple des propriétés des opérateurs de régularisation s’enonce ici
comme-suit.

Lemme A.13 Soient p,q € [1,00] et f € LP(R; LY(R?)).

(i) On suppose p € [1,00) et {S:}eco) une suite régularisante unidimensionnelle. On

dénote Sc(f)(t,x) = S:(f(x))(t). Alors
S.(f) € C(R; L1(R?)), S.(f) — f dans LP(R; LY(R?)).

(ii) On suppose q € [1,00) et {Sc}ee(o) une suite régularisante tridimensionnelle. On

dénote S-(f)(t,x) = S-(f(t))(z). Alors
S.(f) € LP(R; C™(R?)), S.(f) — f dans LP(R; LY(R?)).

Preuve. Pour (i), il suffit d’adapter la preuve lorsque f est a valeurs réelles. Pour (ii), les
outils sont e.g. I'inégalité de Young sur la convolution et le théoreme de la convergence
dominée de Lebesgue. O

Pour terminer, on rappelle un résultat d’intégration par parties dont on trouvera e.g.
la preuve dans [41].

Théoreme A.48 Soient V', H deux espaces de Hilbert tels que V' soit dense et s’injecte
de maniere continue dans H. On suppose que I C R est un intervalle ouvert non vide,
p € (1,00) et que f,g € LP(I;V), f',g € LP'(I;V*). Alors f,g € C°(I; H) et

(f(),9(t) — (f(s),9(s))m

= / {<f(7),9(1) >vey + < g (1), f(T) >vey}dr, s,;tel, s<t

9.4 Lemmes de Gronwall

Dans cette sous-section, on rappelle quelques variantes du lemme de Gronwall usuel.

Lemme A.14 Soient f,g deux fonctions continues sur l'intervalle [a,b], f,g > 0 el ¢
une constante positive. On suppose l'inégalité

flt) <c+ /tf(s)g(s) ds, t € la,b. (9.1)

Alors )
f(t) < celed® 4 ¢ e [a,b]. (9.2)
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Preuve. Voir e.g. [2, Lemme 3.1]. O
Remarque A.4 Sion suppose que f € L*(a,b), f > 0 p.p. dans (a,b), que g € L'(a,b),
g > 0 p.p. dans (a,b) et (9.1) p.p.t. t € (a,b), alors (9.2) reste vraie p.p.t. t € (a,b) (cf.
e.g. [10]).

Corollaire A.9 Soient f,g deuz fonctions continues sur l'intervalle [a,b], f,g >0, et h
une fonction continuement dérivable sur 'intervalle [a,b], h > 0. On suppose l'inégalité

+/ f(s)g(s)ds, t € [a,b].

f(t) < ht) + /0 t g(s)h(s)ek 9@V g,

Alors

9.5 Quelques résultats de compacité

On regroupe ici deux résultat de compacité dans les espaces de Lebesgue a valeurs
dans un espace de Banach. Le lecteur intéressé par ce type de résultat pourra consulter
les travaux de SIMON [73] pour plus de détails.

On commence par rapeler une variante du lemme de Lions-Aubin.

Lemme A.15 Soient T € (0,00), ¢ € (1,00], X, B, Y trois espaces de Banach tels
que X CC B C Y et {fu}tnen: une suite bornée dans L(0,T;B) N L} .(0,T; X) telle

que la suite {0y fn tnen+ soit bornée dans L*(0,T;Y). Alors la suite {f,}, est relativement
compacte dans LP(0,T; B), p € [1,q).

Preuve. Voir e.g. [73, Corollary 6]. O

Un autre résultat utile dans ce mémoire concerne la compacité des fonctions a valeurs
dans un espace intermédiaire dit de classe 6.

Lemme A.16 Soient X, B et Y trois espaces de Banach tels que X C B C Y avec
injection compacte X CC Y. On suppose qu’il eziste des constantes 0 € (0,1) et c telles
que

11l < el XIS, feXny.

Soient p € [1,00], ¢ € (1,00] et F' un sous ensemble borné dans LP(0,T; X) tel que O,F
est borné dans L1(0,T;Y). On a

(i) si 6(1 — l) < (1;0) alors F est relativement compacte dans L™(0,T; B), r € [1,r,)

on L <” 0(1—1);
0

(ii) si 9(1——) (
Preuve. Voir e.g. [73, Corollary 8, Corollary 9]. O

alors F est relativement compacte dans C°([0,T); B).
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10 Analyse convexe, fonctions monotones

Dans cette section, on regroupe quelques conséquences de résultats bien connus en
analyse convexe ainsi que quelques propriétés des fonctions monotones tres utiles tout au
long du texte.

Soient X un ensemble, ¢ : X — R U {+o00}. On désigne par dom ¢ le domaine de
¢, c’est a dire 'ensemble dom ¢ = {z € X, p(z) < +oo}, par epi ¢ I'épigraphe de ¢,
c’est a dire 'ensemble epi ¢ = {(z,t) € X xR, ¢(x) <t} et pour tout ¢ € R, on pose
o <t = {x e X, p(z) <t}

Lemme A.17 Soit (X, 7) un espace topologique et p : X — R U {+o00} une fonction.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) epi p est fermé dans X x R;
(i1) [p < A est fermé pour tout X € R;
(iii) pour tout x € X et tout € > 0, il existe un voisinage V de x tel que p(y) > p(z) —¢
pour tout y € V' ;
(iv) pour tout x € X, p(zr) < liminf, ., p(2).

Si une de ces propriétés équivalentes est satisfaite, on dit que la fonction @ est semi-
continue inférieurement.

Preuve. Voir e.g. [3, Théoreme 1.40]. O

Tres souvent, il n’est pas facile de montrer qu'une fonction définie sur un espace de
Banach, a valeurs dans R U {+o0} est semi-continue inférieurement pour la topologie
faible o (X, X’). Il est plus simple de démontrer la semi-continuité pour la topologie forte.
Pour des fonction convexes, ces deux propriétés sont équivalentes comme le rappelle le
théoreme suivant, basé sur le fait qu’un ensemble convexe C' d'un espace de Banach X
est faiblement fermé pour la topologie faible o(X, X’) si et seulement il est fortement
fermé.

Théoréme A.49 Soient X un espace de Banach et ¢ : X — R U {400} une fonction
conveze semi-continue inférieurement. Alors @ est semi continue inférieurement pour la
topologie faible o(X, X"). En particulier, si x,, — x pour la topologie (X, X'), alors

o(x) < liminf p(z,).

n—oo

Preuve. Voir e.g. [8, Corollaire I11.8]. O

Corollaire A.10 Soient Q C RY un domaine, p € (1,00) et v : R, — R une fonction
conveze continue. On suppose que {py tnen+ est une suite de fonctions non négatives de
L} (Q) telle que pour tout sous ensemble borné Q' de

pn — p dans L*(Q) et o(pn) — o(p) dans LP(Y) quand n — oc.

Alors
¢(p) < ¢(p) p.p. dans .
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Preuve. Soit ' C Q) un sous-ensemble borné. On pose

F(p) = / o(p) du.

Clairement, F : L'(Q') — R est convexe. D’autre part, la continuité de la fonction ¢ et
le théoreme de convergence de Vitali (valide puisque ||¢(pn)|lopo < ¢) garantissent que
F est semi-continue inférieurement pour la topologie forte de L'(Y’). D’apres le théoréme
A.49, il en résulte que

/lgo(p) di < liminf/lgo(pn) dr = /lmdm‘.

n—oo

Le sous-ensemble € étant arbitraire, le résultat en découle par contradiction. O

Remarque A.5 Noter que si la fonction ¢ : Ry — R, est convexe et semi-continue
inférieurement, ce résultat reste vraie méme si p = 1.

Corollaire A.11 Soient Q C RN un domaine et ¢ : R, — R, une fonction concave,
continue et bijective. On suppose que {pn}nen= est une suite de fonctions non négatives
de L} .(Q) telle que pour tout sous ensemble borné Q' de

pn — p dans L'(SY) et p(p,) — ¢(p) dans L' () quand n — oo.
Alors

¢(p) < ¢(p) p-p. dans Q.

Preuve. Il suffit d’appliquer le corollaire A.10 & o, = ©(p,), ¢ *(0,) = p, pour conclure
puisque ¢! est une fonction convexe continue. O

On rappelle maintenant un résultat donnant ’équivalence entre la commutation de la

convergence faible et d’une fonction strictement convexe avec la convergence forte.

Lemme A.18 Soient Q un domaine borné de RY, p € (1,00), ¢ : R — R une fonction
strictement conveze et une suite {py, fnen+ tels que

pn — p dans LP(Q), @(p,) = @(p) dans LP(Q) quand n — o.

Alors
pn — p dans L' (Q) quand n — oo.

Preuve. Ce type de résultat est discuté sous forme générale dans [78]. O

Pour terminer cette section, nous donnons deux résultats de monotonie sous une forme
fréquemment utilisée dans ce mémoire.

Lemme A.19 Soient Q C RY un domaine et Il : R — R une fonction continue et non
décroissante. Pour tout sous-ensemble borné ' C 0, lorsque n — oo, dans L'()), on
suppose que

Pn — P

(pn) — 1(p), W(pn)p — (p)p, (pn)pn = (p)p, H(p)(pn —p) — 0.
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Alors

(p)p = 1(p)p p-p. dans Q.

Preuve. Soit ' C Q un sous-ensemble borné. La monotonie de la fonction II garantit
que

[ 1166) = 116D 6~ p o = 0,

Par hypothese, le passage a la limite n — oo implique que

/ (I(p)p — (p)p) dz = 0.
Le sous-ensemble € étant arbitraire, le résultat en découle par contradiction. O

Remarque A.6 En supposant que les suites {pn}n, {I1(pn)}n, {I(pn)p}n, {I1(pn)pn}n

et {T1(p)(p,, — p)}» appartiennent & L}, _(Q) et ont respectivement pour limite au sens des

distributions dans € les fonctions p, I1(p), II(p)p, II(p)p et 0 appartenant toutes a L}, (),
il est évident que la conclusion reste la méme.

Une conséquence directe du résultat précédent s’énonce comme suit.

Lemme A.20 Soient Q@ C RY un domaine, s € (1,00) et § € (0,1]. Pour tout sous
ensemble borné € C Q, lorsque n — oo, on suppose que

P — pf dans L (), pS — p® dans Lise(Q'), pitl — pst0 dans L'(CY).

Alors o
p5t0 > pspf p.p. dans Q.

Preuve. Poser g, = p?, o = p? et II(t) = t¢ dans le lemme A.19. O
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Soient G un domaine de RY, F une fonction de l'espace LY(G), ¢ € (1,00). Dans
cette annexe, nous discutons de la possibilité d’associer a F un élément v de 'espace de
Sobolev homogene [Dy?(G)]N satisfaisant

divo =F p.p. dans G et ||Vvllogc < c||[Fllogc- (%)

Le lecteur aura certainement pu constater que cette question est omni-présente dans
la théorie mathématique des équations de Navier-Stokes, en particulier lorsqu’il s’agit
d’obtenir des estimations de la pression ou de la densité. Dans la majeure partie des cas,
la dépendance par rapport au domaine G de la constante qui apparait dans ’estimation
(%) sera cruciale pour l'obtention de ces estimations. Les prochaines sections traitent de
ce probleme dans divers types de domaines G tels que les domaines bornés, les domaines
extérieurs, les cones de révolutions et les domaines a plusieurs sorties coniques. Pour
leur utilisation dans ce mémoire, les résultats sont présentés pour la dimension N = 3.
Néanmoins, ils restent vrais en dimension N > 2.

1 Les domaines bornés

Soit G C R?® un domaine borné & frontiere Lipschitzienne. Dans ce cas, on rappelle
que lespace de Sobolev homogene [Dy?(G)]? coincide avec espace de Sobolev [Wy 4(G)]?.
Soit F € LUG), q € (1,00). Une condition nécessaire & D'existence de v € [Wy(G)]?
satisfaisant (x) est donnée par ’hypothese de compatibilité

/fdx:().
G

En effet, celle-ci apparait en intégrant sur G ’équation (x) a I’aide de la formule classique
de Stokes. Fin des années soixante-dix, début des années quatre-vingts, BOGOVSKIT [4],
[5] fut 'instigateur du lemme suivant.

Lemme B.1 Soit G C R® un domaine borné a frontiére Lipschitzienne. Alors il existe
un opérateur linéaire B = (B, B, B3) tel que

Vg € (1,00), B: LYG) — [Wo(G)]?, VF e LU(G), divB(F) = F p.p. dans G,
VF € LY(G), Vg € (1,00), [IVB(F)|logc < (G, )| Flloge-

Si de plus, on suppose que F = div G pour un certain G € [LP(GQ)]?, p € (1,00), satisfai-
sant G - V|pg = 0 ou v désigne le vecteur normal unitaire extérieur a OG, alors

IB(F)llopc < (G, p)IGllop.c-

Preuve. La méthode de BOGOVSKII est basée sur la formule explicite d’'une solution v
lorsque G est un domaine étoilé par rapport a tous les points d'une boule Br(zg) CC G et
F € C§°(G), puis sur la décomposition d'un domaine borné G a frontiere Lipschitzienne
en un nombre fini de domaine G; étoilé par rapport a tous les points d’une boule B; CC G}
et enfin sur la décomposition de F € L?(G) en une somme de fonction F; € LI(G) telle
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que supp F; C G; et [, F;dx = 0. On rappelle qu'un domaine G de RY est dit étoilé par
rapport au point xg € G si il existe une fonction A définie sur la sphere unité, positive et

continue, telle que
G=qzeR" |[r—xo|<h|{——) ¢
|z — ¢

Pour les détails de la démonstration, le lecteur intéressé pourra consulter le chapitre I11.3
du livre de GALDI [22]. O

Corollaire B.1 Soient G C R3 un domaine borné a frontiére Lipschitzienne, F € L(G)
et a € W' a90G)]?, q € (1,00), tels que

/fd:v:/ a-vdo.
G G

Alors il existe une fonction v € [WH(Q)]? satisfaisant

divv =F p.p. dans G, v = a sur 0G
IVllog < (G ) (1 Fllog + [VAllog) < (G a)([[Fllog + llalli-1 g06)

dans laquelle A € [W14(GQ)]? dénote un relévement continu de la fonction a.

Preuve. Soit A € [W4(Q)]® un relevement continu de a. Poser v = B(F —divA) + A
puis appliquer le lemme B.1 en utilisant les résultats sur le relevement. a

Le prochain résultat étend le lemme B.1 et donne une classe de domaines bornés pour

lesquels la constante ¢ qui apparait dans (k) est indépendante du domaine considéré.

Lemme B.2 Soit G C R? un domaine borné a frontiére Lipschitzienne. On considére
g ER3, 0# 7 €R et on pose G2 = (1 —7)xg +7G. Alors il existe un opérateur linéaire
Bgro = (Béxo,Béxo,Béxo) tel que
Vg € (1,00), Bgm : L(GF") — Wy (GP)],
VF € LIG), divBgeo(F) = F p.p. dans G,
VF € LUG), Vg € (1,00), [VB(F)|lggem0 < (G, )| Flloge

ot la constante c(G,q) ne dépend ni de F ni de xo ni de T.

Preuve. Ce lemme n’est qu'une reformulation du théoreme 2.10 de I'article de BORCHERS
et SOHR [7]. Sy reporter pour une démonstration compléte. O

2 Les domaines extérieurs

Soit 2 C R? un domaine extérieur a frontiere Lipschitzienne. Dans ce cas ’espace de
Sobolev homogene [Dy?(Q2)]? contient 'espace de Sobolev [IW,4(Q)]?. Soient ¢ € (1, o0) et
F € L(Q). Lexistence d'un v € [Dy(Q)]? satisfaisant (+) ne nécessite aucune condition
de compatibilité puisque les hypotheses nécessaires a la validité de la formule classique de
Stokes ne sont plus satisfaites.
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Lemme B.3 Soit Q C R? un domaine extérieur a frontiére Lipschitzienne. Alors il existe

un opérateur linéaire Boy = (BL,, B2, Be,) tel que

Vg € (1,00), Bew: LUQ) — [DyU(Q)), VF € LI(Q), divBew(F) = F p.p. dans Q,
VF e L1(Q), Vg e (1,00), [VBeu(F)lloga < (€, q)[[Flloge:

Preuve. Pour une démonstration complete, le lecteur pourra consulter le théoreme 3.4
du chapitre I11.3 dans livre de GALDI [22]. O

3 Les cones de révolution

Un cas tres intéressant et qui n’entre pas dans le cadre des deux précédentes sections
est celui d'un cone de révolution C C R? de sommet s € R3, d’axe de symétrie la droite A
et de demi-ouverture 6 € (0, 7). Bien que tous les résultats de cette section soient énoncés
pour de tels domaines, ils seront démontrés dans le cas particulier du cone de révolution
C C R? de sommet l'origine des coordonnées, d’axe de symétrie la droite Oz3 et de demi-
ouverture # € (0,7) et ce sans aucune perte de généralité. Par ailleurs, pour Ry > 0 et
R > Ry, nous utiliserons les notations Cp = C N By, CE =CnN B—RC et Cﬁo =Cgr\ ERO.
Une fois encore, nous allons pouvoir constater que tous les résultats de cette section sont
étroitement liés au lemme B.1.

Lemme B.4 [l existe une famille d’opérateurs linéaires {Bc, = (B}, . B>, BE )} rr, telle
que pour R > Ry, on a

Vg € (1,00), Be,, : LUCr) — [Wa(Cr))?, VF € LUCR), divBc,(F)=F p.p. dans Cg,
VF € Lq<CR)7 VQ € (17OO>7 HVBCR<F)H07€LCR < C(C,(])Hf“(thm

Preuve. Soient R > Ry fixé et F € Zq(CR). On définit la fonction F : Cr, — R par

B

7T il est clair

F (x) = R%]: (%x). Alors, en accord avec le changement de variables y =
que

_ Ro\> - R\ 14
F(z)dr = — Fly)dy=0, [[Flloger, = | 5 | Fo.q.ca-
R Cr Ry

Cry

D’aprés le lemme B.1 avec G = Cp,, la fonction & = B(F) € [Wl(Cr,)]? satisfait
divd = F p.p. dans Cg, ainsi que Vllogcr, < c(Cry, Q)HfHO,q,CRO- On définit ensuite la
fonction v : Cp — R? par v(z) = v (£2x). Il est clair que v € [W,9(Cr)]>. De plus, p.p.t.
x € Cr, on a

divo(x) = % divo <%x) = %f (%x) = F(z).
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Pour conclure que B¢, (F) = v possede toutes les propriétés requises, il suffit de noter
qu’en effectuant le changement de variables y = 22, on trouve que

v = [ (&) 19 (5)

3—q
" do = (5) | waeray
Ro)  Jen,
R

< ¢(Cry, q)* (ﬁo)g_q /CRO ()| dy = c(Cry. q)* | F ()| da.

Cr

Cr

D’ou le résultat. O

Lemme B.5 Il existe une famille d’opérateurs linéaires {Bcgo = (Bég ,ng ,ng ) }r>2R,
0 0 “0

telle que pour R > 2Ry, on a

0) - [WOLQ(C]]%O)]'?”

VF € Zq(cﬁo), div Ber (F) = F p.p. dans Ch,
0

Vg € (1,00), Ber : L(CE
)
VF € LU(CF,), Vq € (1,00), [VBer (Fllogen < c(C,a)llFlloges -

Preuve. Soient R > 2R, fixé et F € Zq(cgo). On définit la fonction F : Cg — R par

~ 1 R
Fla) = F(x) sizeClq,

0 si x € Cp,.

En accord avec le lemme B.4, la fonction v = Be,,(F) € [Wo¥(Cr)]? satisfait divo = F
p.p. dans Cg ainsi que ||V0|o ¢, < ¢(C, )||Fllo.q.cn- De plus,

—/ E-I/daz—/ 5-I/d0':—/ divvdr = — Fdxr =0.
86’3008330 8CR0 CRO CRO

En conséquence, le corollaire B.1 garantit 1'existence de w € [Wl’q(C%I:O)]?’ satisfaisant

divw = 0 p.p. dans CIQ%?", =0et

w|8c’12£‘008330 = _v|ac§’:OmaBRo’ w|ac§’:0\aBRo
IVl o < €)1y, < (€)1, e

Par suite, en accord avec la variante de Friedrichs de l'inégalité de Poincaré qui dans la
présente situation s’écrit

”E”O,q,C;}:O < C(C?%]:()u Q>(||V§”07q7cl2;:0 + /F ‘5‘ dO'), I'= 8612%?0 \ (aBRo U aBQRo)a
il est possible de majorer |[v], A2z, par [|[Vo|[o4c, pour finalement récupérer I'inégalité
b 5 RO

||v&3||07q7(};}:0 < C(C7Q)||f||0,q,6'£‘0'
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On dénote encore par w le prolongement par zéro dans C3%, de @ et on pose Ber (F) =
0
v+ w. Alors il est clair que Ber (F) € Wy ?(CE )2, div Ber (F) = F p.p. dans Ci et
0 0

IVBeg (Plloges, < IV8lloacn + VBl om0 < elC.0)Fllages,

D’otu le résultat. O
Lemme B.6 I] existe un opérateur linéaire Be = (BS, B3, BE) tel que

Vg € (1,00), Be : LI(C) — [Dy(C))?, YF € LYC), divBe(F) = F p.p. dans C,
VF € LU(C), Yq € (1,00), [VBc(F)lloqe < (@)1 Fllogc:

Preuve. La démonstration de ce lemme est une adaptation au cas d’un cone de révolution
de celle d'un résultat de BORCHERS, PILECKAS [6, Lemma 3.1] avec ¢ € (1,00). Soit
F € L%(C). Introduisons la fonction F': R, — R définie par

F(t) = / F(z)dx.
{zeC, |z|<t}

Etant donné que F € L} (C), le théoréme de différentiation de Lebesgue-Besicovitch nous

loc
assure que p.p.t. t € R, la fonction F' est dérivable en t et que

F'(t) = / F(x)do.
{zeC, |z|=t}
Par ailleurs, d’apres 1'inégalité de Holder, on voit que
|F(t)]e < ct3(q—1)/ | F(2)|?dx = lim 3@ Y|F(t)]? = 0.

{zeC, |z|<t} t—0F

En outre, en accord avec l'inégalité de Hardy classique et encore une fois a l'aide de
I'inégalité de Holder, on trouve que

/ r2(1’q)’q\F(7’)\qdr < c/ 7’2(1"1)\F'(7’)\qd7’
0 0

< c/ r?=D e, |z| = r}ﬁ/ |\F(z)|?do dr = c/ |F(z)]? dz.
0 {zeC, |z|=r} C

Considérons maintenant la fonction A dont les composantes sphériques sont :

cos — cos «
2 b

Ap(x) = {2(cosa — 1) cosa — %(cos(Qa) — 1)}t x p—

Clairement, pour tout z € C on a div A(z) = 0 et pour tout point = de JC ou la normale
extérieure existe, c’est a dire Vo € dC \ {0}, A(z) = 0. On vérifie également sans peine

que
/ Ay(z)do = 1.
{zeC, |z|=t}
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Ceci étant, on pose maintenant W (z) = A(x)F(r). Noter qu’en tout point x € 9C \ {0},
W(z) =0 et que

div W (z) = %GT(T‘QAT(ZL‘)F(T)) =A.(x)F'(r) = Ar(:p)/ F(y)do = Fi(x).
{yec, lyl=r}

Justifions au passage l'appartenance de la fonction F; a lespace LI(C) : en utilisant
I'inégalité de Holder, on peut écrire que

/\.7-"1|qd:c < c/rQq'r’Q(ql)/ |F(y)|?do dx
c C {yeq, lyl=r}

<e / P22y ) / F()|*do dr < / [F(y)|*dy.
0 {yec, ly|=r} ¢

L’inégalité de Hardy classique ajoutée au comportement de ;W , i = 1,2, 3, induit une
borne sur le gradient de W' et plus exactement que

/ IVW |?dx < c/ {7’2_3q|F<7‘)|q + TQ_QQ\F'(T)P} dr < c/ |F ()| de.
c 0 c

Soit la fonction G = F — F; € L4(C). Alors

2R
/ G(z)do =0 =VYR>0, | G(x)de= / / G(2) do dr = 0.
{zeC, |z|=r} C2R R {zeC, |z|=r}

Décomposons C en « couronnes coniques », c¢’est a dire en écrivant C comme la réunion
pour k € Z des ensembles CQZ;:H. D’apres le lemme B.2 appliqué & G = C?, y = 0 et 7 = 2,
pour tout &k € Z il existe dans chaque couronne CS:H une fonction vy, € [W, 4 (Cgf“)]?’ telle
que divwvg = G p.p. dans CS:H et satisfaisant 1'estimation HVkaO’q’CQ:H < c||g|]07q7c2;:+1
dans laquelle la constante ¢ ne dépend ni de G ni de k. On prolonge2toutes les fonction
v, par zéro dans le cone C tout entier. Ainsi la fonction v = Zkez v}, satisfait dive =G
p.p. dans C et v = 0 sur dC. Noter que les couronnes sont deux a deux disjointes. Ainsi,
I'intégrale étant dénombrablement additive, il vient que

1990 < D190kl eator < clGlE e

kEZ

On conclut, en fin de compte, en posant Be(F) = v + W. D’ou le résultat. a

Lemme B.7 Il existe un opérateur linéaire Ber, = (B}

cRoaB’ngBgRo) tel que

Vg € (1,00), Beny : L(C) — [Dy*(C™)P,
VF € LY(C™), div Ber, (F) = F p.p. dans C™,
VF € LY(C™), Vg € (1,00), |[VBeao (F)llogero < c(C.a)|Fllogeno-

Preuve. Ce lemme peut étre démontré en adaptant la preuve du lemme B.5 dans laquelle
on utilisera le lemme B.6 a la place du lemme B.4. O
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4 Les domaines a sorties coniques

Tout au long de cette section, n désignera un entier strictement positif. Une suite
logique a la section précédente est 1’étude du probleme (%) dans des domaines a n sorties
coniques (cf. la définition A.2 p.198).

Lemme B.8 Soient Q C R3 un domaine a n sorties coniques & frontiére Lipschitzienne
et Ry > 0 le nombre qui apparait dans la définition A.2. Alors il existe une famille
d’opérateurs linéaires {Bao, = (BY,,, B4, BY,,) Y ro2r, telle que pour R > 2Ry, on a
Vg € (1,00), Bay, : L(Qr) — Wy ()],
VF € L1(Qg), divBq,(F) = F p.p. dans Qp,
VF e zq<QR>7 Vg € (17OO>7 HVBQRCF)HO,CLQR < C(Q>q>‘|f”0,q,9}z'

Preuve. Soient R > 2R, fixé et F € Zq(Q r). On dénote encore par F le prolongement
par zéro a extérieur de Qp de F. On définit ensuite la fonction F : R* — R comme suit :

;

F(z) sixze Bp,
~ F(x : > >
.7-"(:1:): n~<|»:)[ SII‘GBQRO\BRO,
= C
f<x) Sil‘GBgRO
\' N

ol, on le rappelle, B r désigne la réunion des boules B(s;, R) de centre le sommet du cone
Ci,i=1,...,n. Soit ¢ une fonction de D(R?) telle que 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 dans B%RO\B%RO’
- ——C

¢ =0 dans € Bg, U Bsp, . On pose

-1
F = </ng¢dx) ( Q2R0.7-"da:) Q.

Puisque fQQRO (.7? — F)dx = 0, en accord avec le lemme B.1 dans lequel G = Qqp,, le

champ vy = B(F — F) € [W¥(Qap,)]® satisfait

divvg = F — F p.p. dans Qsp, et IV V0 ll0,g.520r, < ¢(Q2ro, Q|| F - Fllog02m,

D’apres le lemme B.7, on est assuré de I'existence d'une fonction v; = By¢,yro (%(.7? +%F ) €
[Dy((C)E)?, i = 1,...,n, satisfaisant

i 1 ~ 1 1,~ 1
divv; = 5(]—"Jr EF) p.p. dans (C;)™ et [|[Vvillg, o < C(Ci,q)||§(.7:+ gF)”(]’q,(Ci)RO.

Enfin, en adaptant a I’aide du lemme B.5, la preuve du corollaire B.1 dans laquelle G =
(Ci)% , pour i = 1,...,n, on obtient l'existence d'une fonction v; € [W,((C;)R )]? telle
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que
divo; = 1(‘7?+ lF) p.p. dans (C;)¥,
Viloc)RroB(si,r) = —’Uz|a(c VRroB(s,R)» Vilac)moBes,r) = 0,
IVOillop,cor < C(Cz,p)(ll—(f+ 1F)Ilo eof HIVvillopcor)-
On dénote encore par vg, v; et v;, i = 1,...,n, les prolongements par zéro dans QgRO,

[(C;)]€ et [(Ci)E ] de vy, v; et T;. On pose
Ba,(F)=vo+ > (v;+ 7).
i=1

En tenant compte des propriétés de la fonction ¢, de la définition de F et en écrivant
Qp comme Qp, U{UL,(C)7t U{UL, (Ci)5y, }, il est facile de vérifier que p.p. dans Qg,
divBq,(F) = F. De plus, il est clair que Bg,(F) € [W(Qgr)]* et Ba,(F)|sa, = O.

Ensuite, on a

| 1VBa(F)frde < clo |Vvo|qu+z /(

C;)Fo

|V’Uz“qd$+/c B ‘V'I’;Aqd.ﬁ(j)}

Qag, )R,

C(Q2RO7C17--- ) (Hf F”O,q Qarg + Z ”‘7:+ F”Oq(c ) ’

Par ailleurs, pour p € [1,00), noter que

(Brgo\ Brp) N Q| < | 67 de < O, .

Q2R

L’inégalité de Holder complétée par ces deux observations montre finalement que

/ VB, (F)[7dx < c(Qary. Crr . Cor )| FI[E s
Qr

La preuve est ainsi complete. O
Terminons cette section par le cas des domaines a n sorties coniques de R? & frontiere

Lipschitzienne tout entier .

Lemme B.9 Soit Q C R3 un domaine a n sorties coniques & frontiére Lipschitzienne.
Alors il existe un opérateur linéaire Bg = (B, B, BY) tel que

Vg € (1,00), Bg : L) — [Dy(Q))?, VF € LYR), divBo(F) = F p.p. dans 9,
VF € LU(Q), Vg € (1,00), [[VBa(F)lloga < (2, q)[[Fllogo-
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Preuve. Soit F € L()). On dénote encore par F le prolongement par zéro a I'extérieur
de 2 de F. II suffit alors de copier mot a mot la preuve du lemme B.8 a partir de la
définition de la fonction F jusqu’a l'introduction de vy et v;, © = 1,...,n et de poser

Bo(F)=vo+2) v
=1

En utilisant des arguments analogues a ceux présentés dans la preuve du lemme B.8, on
vérifie aisément que Bqo(F) possede les propriétés requises. D’ou le résultat. O
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Dans cette annexe, nous donnons un bref apercu de la notion de degré topologique
que ce soit en dimension finie ou infinie. Le degré deg(F, D, c¢) de F dans D par rapport
a ¢ donne une information sur le nombre de solutions de ’équation F(x) = ¢ dans un
ensemble ouvert D C X ou F : D C X — X est continue, ¢ ¢ F(0D) et X est un espace
topologique, métrique la plupart du temps.

1 Le degré topologique de Brouwer

Dans cette section, nous introduisons le degré topologique de Brouwer et nous en
rappelons les principales propriétés. Néanmoins, nous ne nous attarderons pas sur ses
possibles applications (théoremes de point fixe, théorie des points critiques. .. ). Le lecteur,
intéressé par ces questions, pourra consulter le chapitre 3 du livre de FONSECA-GANGBO
[21] ou le chapitre 2 de celui de KAVIAN [31] ainsi que les références qui y sont citées.

Commencons par introduire le degré pour les fonctions régulieres. Sans restreindre
la généralité, on considere X = RM, N > 1. Ainsi, puisque N peut étre égal a un,
exceptionnellement la notation en gras pour distinguer un champ de vecteurs d’un champ
scalaire ne sera pas utilisée.

Définition C.1 Soit F € CY(D,RY). On dit que € D est un point critique de F si
Jr(x) = 0. Dans le cas contraire, on dit que x est un point régulier de F. On dit que
c € RN est une valeur critique de F si il existe un point critique x € D de F tel que
F(z) = c. Dans le cas contraire, on dit que ¢ est une valeur réguliere de F. Dans la suite,
on notera Cx ’ensemble des points critiques de F.

Définition C.2 Soient D C RN un ouvert borné, N > 1, F € C*(D,R") et c € RY tel
que ¢ & {F(OD) U F(Cx)}. On appelle degré topologique de Brouwer de F dans D par
rapport a ¢ la quantité

deg(F,D,c) = Z sgn(Jr(z)) € Z
zeF1({c})
ot sgn désigne la fonction réelle a valeurs réelles définie par sgn(t) = 1 sit > 0 et

sgn(t) = —1 sit < 0.

Une question assez naturelle se pose : comment étendre cette définition au cas ou ¢
est une valeur critique de F 7 La réponse se trouve dans le lemme de Sard et la formule
de représentation utilisée par HEINZ [27] en 1959 pour introduire le degré topologique.

Lemme C.1 (Lemme de Sard) Soit une fonction F € CY(D,R"Y). Alors I’ensemble
F(Cx) des valeurs critiques de F est de mesure nulle.

Preuve. Voir le lemme 1.4 du chapitre 1 du livre de FONSECA-GANGBO [21]. O

Proposition C.1 Soient D C RY un ouvert borné, N > 1, F € CY(D,R") et c € RY
tel que ¢ € F(OD) U F(Cx). Soient € > 0 et ¢ est une fonction de C°((0,00)) telle que
suppp C (0,€) et [[°p(t)dt = 1. Alors pour tout 0 < e < dist(c, F(OD))

deg(F,D.c) = [ ¢l|F(w) ~ e Ir(a) do

D
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Preuve. Voir la proposition 1.7 du chapitre 1 du livre de FONSECA-GANGBO [21]. O

A Taide de plusieurs lemmes techniques et sous la condition 0 < ¢ < dist(c, F(0D)),
il est possible de démontrer que cette formule de représentation ne dépend ni de ¢ ni de
la fonction . Le lecteur intéressé pourra se reporter au chapitre 2 du livre de KAVIAN
[31] qui utilise cette version de la définition du degré topologique de Brouwer.

De la proposition C.1, il résulte la suivante.

Proposition C.2 Soient D C RY un ouvert borné, N > 1, et F € C'(D,RY). On
suppose que ¢y et ¢y sont dans la méme composante connexe de RN \ F(0D). Alors

deg(:'taDacl) = deg(f7D7C2>'

Preuve. Voir la proposition 1.8 du chapitre 1 du livre de FONSECA-GANGBO [21]. O

Considérons F € C*(D,RY), c € R tel que ¢ € F(0D) et c € F(Cx). En accord avec
le lemme de Sard, pour tout r > 0 on a B(c,r) ¢ F(Cx). De plus, puisque F(9D) est un
ensemble compact et que 'on a supposé que ¢ € F(0D), pour r > 0 suffisamment petit
on a B(c,r)NF(0D) = . Par conséquent, il existe ¢ € RN tel que ¢ ¢ F(OD)UF(Cx) et
|c—¢| < dist(c, F(OD)). Introduisons alors ¢; € RY i = 1,2, tels que ¢; ¢ F(OD)UF(Cx)
et |c — ¢ < dist(c, F(dD)). Clairement ¢; € B(c,dist(c, F(OD))) ¢ RN \ F(dD), i =
1,2. Par ailleurs, puisque B(c,dist(c, F(0D))) est un ensemble connexe contenu dans
RN\ F(9D), il est inclu dans une composante connexe de RY \ F(dD). Ainsi, en accord
avec la proposition C.2, on voit que

deg(:'taDagl) = deg(f7D7E2>'

Ces quelques lignes justifient la définition ci-contre qui permet d’étendre la notion de
degré dans le cas ou c¢ est une valeur critique de F.

Définition C.3 Soient D C RY un ouvert borné, N > 1, F € C'(D,RN) et c € RV tel
que ¢ € F(OD) et c € F(Cx). On définit le degré topologique de Brouwer de F dans D
par rapport d ¢ par

deg(F,D,c) =deg(F,D,¢), c& F(OD)UF(Cxr), |c—7|< dist(c, F(OD)).

Une nouvelle question se pose ensuite : comment étendre la notion de degré au cas
ou la fonction F est seulement continue? La réponse est une conséquence immédiate du
lemme suivant.

Lemme C.2 Soient D C RN un ouvert borné, N > 1, Fy, F» € CY(D,RY) et c € RY tel
que ¢ & F1(0D) U Fy(0D). Alors pourvu que € > 0, introduit a la proposition C.1, soit tel
que € < +dist(c, F1(OD) U F5(0D)) et que ||F1 — Falloo < €, 0n a

deg(F1, D, c) = deg(Fs, D, ¢).

Preuve. Voir la proposition 1.6 du chapitre 2 du livre de KaAvian [31]. O

Considérons F € Co(D,RY), c € RN tel que ¢ ¢ F(ID) et {Fntnen une suite de
fonctions de C1(D,RY) qui converge uniformément vers F dans D. Alors il existe un
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entier ng tel que pour n > ng, ¢ ¢ F,(9D). Ainsi, pour n > ng, le degré deg(F,, D, c) a
un sens. De plus, puisque la suite {F, },en+ est de Cauchy dans C°(D,RY), il existe un
entier ng tel que pour m,n > ny,

1
| Fon = Fullo,co < ZdiSt(c’ Fm(0D) U F,(0D)).

Ainsi, en accord avec le lemme C.2, la suite des degrés {deg(Fy, D, ¢)}n>max{nony) €St
stationnaire et la limite lim,,_, ., deg(F,, D, c) est bien définie. Montrons alors qu’elle ne
dépend pas de la suite {F,}nens. Pour cela, on introduit une autre suite {G, }nen+ qui
converge uniformément vers F dans D. Alors il existe un entier Ny tel que pour n > N,
¢ & F(0D)UG,(0D). Par ailleurs

1
ANy > Nog, Vn > N§,  |1Fn— Fllowo < gdist(c, F.(0D) U G,(0D))
et
1
ANJ > No, Vn> Ny, |G — Flloe < gdist(c, F.(0D) U G,(0D)).

On en déduit que pour n > max{ N}, Ni'}, | Fn — Gullooe < tdist(c, Fn(0D) U G,(0D)) et
donc, en accord avec le lemme C.2, que deg(F,, D, c) = deg(G,, D, ¢), ce qui prouve bien
que lim,, ., deg(F,, D, c) = lim,,_.o, deg(G,, D, c).

Définition C.4 Soient D C RY un ouvert borné, N > 1, F € C°(D,RN) et c € R tel
que ¢ € F(OD). On définit le degré topologique de F dans D par rapport a ¢ par
deg(F, D, c) = lim deg(F,, D, c)

n—oo

ot { Fp}nen+ est une suite de fonctions de C1(D,RY) qui converge uniformément vers F
dans D.

Nous allons maintenant rappeler quelques propriétés importantes du degré topologique
de Brouwer. Le premier résultat s’avere parfois utile lorsqu’il s’agit de prouver 'existence
de solutions d’équations non linéaires dans RY.

Théoréme C.1 Soient D C RY un ouvert borné, N > 1, F € C°(D,R"™) et c € RV
tel que ¢ € F(OD). Alors l’equation F(x) = ¢ admet au moins une solution dans D si

deg(F, D, c) # 0.
Preuve. Voir la proposition 2.5 du chapitre 2 du livre de KaAvian [31]. O

Toujours dans le but de démontrer I'existence de solutions d’équations non linéaires
dans RY, le théoreme C.1 est souvent complété par la propriété d’invariance par homotopie
du degré.

Définition C.5 Soient D C RY un ouvert borné, N > 1 et F,G € [C°(D)|N. On dit que
H: D x[0,1] — RY est une C°-homotopie entre F, G si H est continue sur D X [0, 1],
H(z,0) = F(x) et H(xz,1) = G(x) pour tout x € D.
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Théoréme C.2 Soient D C RN un ouvert borné, N > 1, :
C%-homotopie entre H(-,0), H(-,1) et c € RY tel que ¢ ¢ H(OD
Alors, pour tout t € [0,1], on a

D x [0,1] — RY une
,t) pour tout t € [0,1].

deg(H(-,t), D,c) = deg(H(+,0), D, c).

Preuve. Voir la proposition 2.8 du chapitre 2 du livre de KaAvian [31]. O

Pour terminer cette section, nous allons indiquer comment étendre la notion du degré
de Brouwer dans un cadre plus général. Le lemme qui suit donne une voie assez naturelle
pour introduire cette notion pour des fonctions continues F : D ¢ RN — RM ou M < N.
Soit F : D C RY — RM une fonction continue. On rappelle que RM peut étre identifié
a I'ensemble {z € RN, zp;,; = -+ = x, = 0}. Par conséquent, la fonction F peut étre
identifiée & une fonction continue sur D & valeur dans RY. On définit ensuite la fonction
G € C°(D,RY) par G(z) = x + F(z) puis on pose G = G|5-gur-

Lemme C.3 Soit c € RM tel que c ¢ G(OD). Alors
deg(G, D, c) = deg(G, DR ¢).

Preuve. Voir le lemme 1.22 du chapitre 1 du livre de FONSECA-GANGBO [21] ou le lemme
5.7 du chapitre 2 du livre de KAVIAN [31]. O.

2 Le degré topologique de Leray-Schauder

Dans cette section, nous introduisons la notion de degré topologique de Leray-Schauder
puis nous démontrons que le degré de Leray-Schauder possede des propriétés analogues a
celles du degré de Brouwer.

Soient X un espace vectoriel normé de dimension infinie, D C X un ensemble ouvert
et borné, F : D — X une fonction continue et ¢ € X tel que ¢ ¢ F(9D). Compte tenu
des propriétés du degré de Brouwer, il serait préférable que le degré de Leray-Schauder
de F dans D par rapport a ¢, deg(F, D, ¢) vérifie

(i) deg(I, D,c) = 1si c € D ou I désigne I'application identité de D dans X ;
(ii) deg(F,D,c) #0=ce F(D);

(iii) si H : D x [0,1] — X est une C°-homotopie telle que ¢ ¢ H(AD,t) pour tout
t € [0,1], alors deg(H (-, t), D, ¢) est indépendant de ¢.

Dans la section précédente, nous avons vu qu’en dimension finie, C°(D, X) est une classe
convenable de fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré, le degré de
Brouwer, satisfaisant (i)-(iii). Malheureusement, en dimension infinie, C°(D, X) n’est pas
une classe convenable. En effet, un exemple du a Leray montre qu’il faut restreindre la
classe des fonctions pour laquelle il y a existence et unicité d’'une fonction degré, le degré
de Leray-Schauder, & un ensemble strictement contenu dans C°(D, X).
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L’exemple de Leray

On considere X = C°([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme || - ||, &
savoir pour € X, ||| = max,ep1]|z(s)|. On définit la fonction zy € X par Vs € [0, 1],
2o(s) = 3 puis on introduit 'ensemble ouvert borné D = {z € X, |[z—=z| < 1}. Alors, on
peut montrer qu'il existe ¢ € X tel que pour toute fonction deg(:, D,c) : C°(D, X) — Z,
une des trois propriétés (i), (ii) ou (iii) listées ci-dessus est mise en défaut. En effet,
supposons au contraire qu'il existe une fonction deg(-, D, c) : C°(D, X) — Z satisfaisant

(i)-(iii). On définit F € C°(D, X) par F(z) =yoz oty € X,

;

s siOﬁsS%,
Y(s) =11 _ 1 5
1—s sig <s<g,

(3(s—D+1 si

ot
IA
»
IN
—_

On remarque que pour x € D, pour tout s € [0,1], 0 < x(s) < 1. Par suite, puisque
7([0,1]) = [0,1], F(D) C D. Soit H : Dx[0,1] — X définie par H(z,t) = tx+(1—1t)F(z).
Il est bien clair que H est une C°-homotopie entre 'application identité de D dans X et
F et vérifie

1
1 (t, 2) = 2ol| < tllw = zoll + (1 = )| F(2) — 0] < 3.

Montrons en outre que pour tout ¢ € [0, 1], H(0D,t) C dD. Pour ce faire, fixons ¢ € [0, 1].
Soit € AD i.e. ||z — zol| = 3. Alors pour tout s € [0,1], =3 < z(s) — zo(s) < 3 et
pour un certain sy € [0, 1], [(so) — zo(s0)| = 3, ce qui implique que z(s) € {0,1}. Par
conséquent, H(z(so),t) = z(so) et donc |H (z(sp),t) — zo(so)| = 3. Rappelons ensuite que
puisque x € 9D, pour tout s € [0,1], 0 < x(s) < 1 ce qui entraine que pour tout s € [0, 1],
0 < H(z(s),t) < 1. Autrement dit, |H (z(s),t) — zo(s)] < 1. Ainsi, on a bien démontré

que pour tout = € 9D et tout ¢ € [0,1], on a ||H(z,t) — zo|| = 3.

Soit maintenant la fonction ¢ € X définie pour s € [0,1] par c(s) = 1s+ 1. Alors
¢ ¢ 9D puisque |lc — x| = 1. Par suite, d’aprés ce qui précede, pour tout ¢ € [0,1],
c ¢ H(OD,t) et donc deg(H(+,t), D, c) est bien défini. Ainsi, en accord avec les propriétés
(i) et (iii), on a deg(F, D, c) = deg(l, D, c) = 1 et vu la propriété (ii), on déduit I'existence
de z € D tel que F(z) = v oz = c. Montrons alors que I'équation z(s) = 3 admet une
unique solution. Pour cela, a ’aide de la définition de ~, on remarque tout d’abord que

17

et = —.
20

— =¢(0) =voz(0) = x(0) = =c(l) =voux(l) = z(1)

A

Par conséquent, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation z(s) = % admet

au moins une solution § € [0, 1]. De plus, il est clair que § doit satisfaire ¢(5) = yoz(35) =
v(3) = 3 i.e. § = 5. D’olt I'unicité. Ceci étant, du théoréme des valeurs intermédiaires,

il résulte que pour tout s € (3,1], soit x(s) < 1, soit x(s) > . Le premier cas de figure
z(s) > 3. Mais comme

n’est pas possible puisque z(1) = ;—(7]. Donc pour tout s € (%, 1],
x(3) = £, il existe € > 0 tel que pour tout s € [3, 3 +¢], 2(s) € [3, 2], ce qui implique que
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vyoux(s) € [7(2),7(3)] = [2, 3] et conduit & une contradiction avec le fait que pour tout
s €1[0,1], c(s) = 35+ § = v o x(s). Ainsi, 'affirmation annoncée est démontrée.

En fait le bon cadre pour introduire la notion de degré topologique de Leray-Schauder
est celui des perturbations compactes de l'identité, c’est a dire des opérateurs du type
I — T avec T est un opérateur compact.

Définition C.6 Soient E et F' deuz espaces de Banach et A C E. On dit que T : A — F
est un opérateur compact si T est continu et si pour tout sous-ensemble borné B de A,
T(B) est relativement compact dans F.

Définition C.7 Soient E un espace de Banach et A C E. On dit que A est de dimension
fini si A est contenu dans un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

Rappelons maintenant quelques lemmes concernant les opérateurs compacts.

Lemme C.4 Soient E un espace de Banach, A C E un ouvert borné et T : A — E un
opérateur compact. On suppose que ¢ € X est tel que ¢ & (I —T)(0A). Alors il existe
r >0 tel que pour tout x € A, on ait |[c— (I —T)(x)|| > r.

Preuve. Voir le lemme 7.4 du chapitre 7 du livre de FONSECA-GANGBO [21]. O

Lemme C.5 Soient (E,|-||g) et (F,||-||r) deuz espaces de Banach, A C E un ensemble
borné et T : A — F un opérateur compact. Alors pour tout € > 0, il existe un opérateur
T.: A — F tel que T.(A) est de dimension fini et pour tout x € A, ||T.(x) — T'(z)||r < €.

Preuve. Voir le théoréeme 7.3 du chapitre 7 du livre de FONSECA-GANGBO [21] ou le
lemme 5.5 du chapitre 2 du livre de KAVIAN [31]. O

Soient (X, || - ||) un espace de Banach, dist(-,-) la distance associée & la norme || - ||,
D un ouvert borné de X, T : D — X un opérateur compact, I I'application identité
de D sur X et ¢ € X tel que ¢ € (I — T)(0D). En accord avec le lemme C.5, pour
tout ¢ > 0, il existe un opérateur compact 7. : D — X tel que le plus petit sous-
espace vectoriel contenant 7.(D), noté < T.(D) >, est de dimension finie et tel que pour
tout * € D, on a ||T.(x) — T(z)|| < e. On pose D. = DN < ¢, T.(D) >. Pour tout
0 < e < dist(e, (I —T)(0D)), en utilisant le lemme C.3, il est possible de démontrer que
le degré de Brouwer deg(/ — 1%, D, ¢) est bien défini et indépendant de ¢ (lemme 7.5 du
chapitre 7 du livre de FONSECA-GANGBO [21]). Cette observation permet de donner un
sens a la définition ci-apres.

Définition C.8 Soient (X, | - ||) un espace de Banach, dist(-,-) la distance associée a la
norme || - ||, D un ouvert borné de X, T : D — X un opérateur compact, I I’application
identité de D sur X et c € X tel que ¢ € (I — T)(OD). Le degré topologique de Leray-
Schauder de I —T dans D par rapport a ¢, noté deg(I —T, D, c), est défini par le degre de
Brouwer deg(I—T, D, ¢) dans lequel T : D — X est un opérateur compact tel que T(D) est
de dimension finie et satisfaisant pour tout x € D, | T(z) — T(x)| < dist(c, (I — T)(dD))
etD=DNX ou X désigne nimporte quel sous-espace vectoriel de X de dimension finie
contenant ¢ et T(D).
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Démontrons maintenant que le degré de Leray-Schauder satisfait les propriétés (i)-(iii)
listées a la page 239 ainsi que des résultats analogues a ceux des théoremes C.1 et C.2.

Théoréeme C.3 Soient (X, | - ||) un espace de Banach, dist(-,-) la distance associée a la
norme || - ||, D un owvert borné de X, T : D — X un opérateur compact, I lapplication
identité de D sur X et c € X tel que c € (I —T)(0D). Alors

(1) deg(I,D,c)=1sice D;

(2) deg(I,D,c)=0=c¢& D ;

(3) deg({ —T,D,c) #0= 3z € D tel que (I —T)(x) = c.

Preuve. Voir le théoreme 7.8 du chapitre 7 du livre de FONSECA-GANGBO [21]). 0

Introduisons maintenant la notion d’homotopie de transformations compactes, notion
analogue a celle d’'une C°-homotopie en dimension infinie.

Définition C.9 Soient (X, || -||) un espace de Banach et A C X. On dit que lopérateur
H:Ax[0,1] — X est une homotopie de transformations compactes si

(i) pour tout t € [0,1], H(-,t) : A — X est un opérateur compact ;

(i1) pour tout € > 0 et tout sous-ensemble borné B C A, il existe 6 > 0 tel que

|H(z,s) — H(z,t)|| <e dés que x € B et |s —t| <.

Théoréeme C.4 Soient (X, || - ||) un espace de Banach, D un ouvert borné de X, une
homotopie de transformations compactes H : D x [0,1] — X, I Uapplication identité de
D sur X et c € X tel que pour tout t € [0,1], ¢ & (I — H(-,1))(0D). Alors le degré de
Leray-Schauder deg(I — H(-,t), D, c) est indépendant de t.

Preuve. Voir le théoreme 7.10 du chapitre 7 du livre de FONSECA-GANGBO [21]). O
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Résumé. Dans cette these, nous examinons la question d’existence de solutions faibles
des équations de Navier-Stokes compressibles et isentropiques. Cette étude a été motivée par les
travaux de P.L. LIONS qui a apporté une réponse a cette question lorsque la région occupée par le
fluide est réguliere et sous des hypothéses pas toujours satisfaisantes d’un point de vue physique
pour la constante adiabatique. Récemment, E. FEIREISL a proposé une méthode permettant
d’affaiblir ces hypotheses et I’a appliquée aux équations d’évolution.

Dans le cas stationnaire, nous montrons l'existence d’une solution faible renormalisée a
énergie bornée lorsque la région d’écoulement est bornée, a régularité Lipschitzienne et nous
améliorons dans certains cas les hypotheses sur la constante adiabatique. Nous étudions ensuite
les écoulements lorsque la région est non bornée et présente plusieurs sorties a l'infini. Dans
cette situation, nous définissons les solutions faibles a énergie bornée en faisant apparaitre dans
I'inégalité d’énergie la notion de flux a travers chaque sortie ainsi que celle de saut de pression
entre les sorties. Nous démontrons ’existence de ces solutions lorsque les sorties sont coniques
alors que dans le cas ot celles-ci sont cylindriques, nous prouvons qu’en général de telles solutions
n’existent pas.

Dans le cas non stationnaire, nous démontrons l'existence de solutions faibles pour un
probléme avec afflux et débit dans une région bornée ayant une géométrie particuliere. Ces
travaux sont inspirés de ceux de E. FEIREISL en optimisation de formes dans un écoulement
compressible et visqueux.

Title : Some boundary-value problems for compressible and isentropic
Navier-Stokes equations.

Abstract. In this thesis, we deal with the problem of existence of weak solutions to the
compressible and isentropic Navier-Stokes equations. This study was motivated by the works
of P.L. LIONS in which the author solves this problem when the region filled with the fluid is
smooth and under assumptions for the adiabatic constant which are not always satisfactory from
the physical point of view. A method to weaken these assumptions was suggested recently by E.
FEIREISL and it was applied to the equations of evolution.

In the steady case, we prove existence of a renormalized bounded energy weak solution in
bounded regions with Lipschitz boundary and in some cases, we improve the assumptions for
the adiabatic constant. We also study flows in unbounded regions with several outlets at infinity.
In this case, we define bounded energy weak solutions letting appear in the energy inequality
the notion of flux through each outlet and the notion of pressure drop between the outlets. We
prove existence of such solutions when the outlets are conical while for cylindrical outlets, we
show a non-existence result.

In the unsteady case, we prove existence of weak solutions for a problem with inflow-outflow
boundary conditions in a bounded region with a special shape. This part of this thesis is inspired
by the work of E. FEIREISL about the shape optimization in a viscous compressible flow.

Mots-clés : Equations de Navier-Stokes compressibles et isentropiques, solutions faibles,
méthode d’énergie, flux effectif visqueux, oscillations, solutions renormalisées.

Laboratoire d’Analyse Non linéaire Appliquée et Modélisation, Université de Toulon et du Var,
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