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JURY

M. Eduard Feireisl Rapporteur

M. Thierry Gallouet Examinateur

M. Nader Masmoudi Rapporteur
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de son séjour à Toulon en juin 2002. Sans lui, une grande partie de cette thèse n’aurait
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Mes remerciements vont également à Monsieur Thierry Gallouet, Monsieur Patrick
Penel et Monsieur Denis Serre pour avoir accepté de faire partie du jury.
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1 Le degré topologique de Brouwer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
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Notations

Ici sont présentées les notations utilisées dans cette thèse. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur à l’annexe A ou aux passages correspondants dans le texte.

Les différents corollaires, lemmes, propositions, remarques et théorèmes sont, dans ce
mémoire, numérotés dans chaque chapitre de manière séquentielle. Les formules, quant
à elles, sont numérotées dans chaque chapitre par section et ce également de manière
séquentielle. Par ailleurs, une étiquette du type (1.1.4) fera référence à la formule (1.4)
du chapitre 1.

Notations générales

X ′ ou X∗ dual topologique de X

< , > produit de dualité X ′, X

BR(x0) boule ouverte de centre x0 et de rayon R > 0

BR(x0) complémentaire de la fermeture de BR(x0)

BR BR(x0) avec x0 l’origine du système de coordonnées cartésiennes

BR complémentaire de la fermeture de BR

ΩR Ω ∩ BR

ΩR Ω ∩ BR

ΩR2
R1

ΩR1 ∩ ΩR2 , R1 < R2

∂Ω frontière de Ω

ν vecteur normal unitaire extérieur à ∂Ω

u · v produit scalaire de deux vecteurs

S : T
∑

i,j SijTij produit scalaire de deux tenseurs d’ordre deux

T · v vecteur de composantes (v · T )i =
∑

j Tijvj

v · T vecteur de composantes (v · T )j =
∑

i viTij
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supp f , supp v support d’un champ scalaire, de vecteurs

f ∗ g produit de convolution de deux fonctions

{ωn}n∈N∗ suite régularisante

{Sn}n∈N∗ Sn(f) = ωn ∗ f

F(f) transformée de Fourier de la fonction f

F−1(f) transformée de Fourier inverse de la fonction f

∂if , ∂iv ième dérivée partielle d’un champ scalaire, de vecteurs

∇f , ∇v gradient d’un champ scalaire, de vecteurs

div v divergence d’un champ de vecteurs

div T vecteur de composantes div T i, T i = (Ti1, . . . , TiN)

rotv rotationnel d’un champ de vecteurs

∆f , ∆v Laplacien d’un champ scalaire, de vecteurs

Dαf , Dαv différentielle d’ordre |α| = ∑i αi d’un champ scalaire,

de vecteurs

Jv(x0) matrice Jacobienne d’un champ de vecteurs au point x0

∂νf dérivée normale extérieure d’un champ scalaire

σ(X,X ′) topologie faible définie sur X

⇀ convergence faible

σ(X ′, X) topologie ∗-faible définie sur X ′

∗
⇀ convergence ∗-faible

p′ exposant conjugué de p, i.e. 1
p

+ 1
p′

= 1

p.p. presque partout

p.p.t. pour presque tout

|O| mesure de Lebesgue de l’ensemble O



Notations v

Espaces fonctionnels

Ck(Ω) fonctions k fois continûment différentiables sur Ω

C∞(Ω)
⋂

k∈N
Ck(Ω)

Ck(Ω) fonctions de Ck(Ω) dont toutes les dérivées d’ordre |α| ≤ k se

prolongent continûment sur Ω

Ck,θ(Ω) fonctions de Ck(Ω) dont toutes les dérivées d’ordre |α| ≤ k

satisfont une condition de Hölder d’exposant θ ∈ (0, 1]

C∞
0 (Ω), D(Ω) fonctions de C∞(Ω) à support compact dans Ω

S(RN ) classe des fonctions à décroissance rapide de Schwartz

D′(Ω) distributions sur Ω

S ′(RN) distributions tempérées

Lp(Ω) espace de Lebesgue equipé de la norme ‖ · ‖0,p

L
p
loc(Ω) espace des fonctions de Lp(Ω′), ∀Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω

L̃p(Ω) espace des fonctions de Lp(Ω′), ∀Ω′ ⊂ Ω

Wm,p(Ω) espace de Sobolev d’ordre m equipé de la norme ‖ · ‖m,p

Hm(Ω) Wm,2(Ω)

W
m,p
0 (Ω) fermeture de C∞

0 (Ω) par rapport à la norme ‖ · ‖m,p

Hm
0 (Ω) W

m,2
0 (Ω)

D1,p(Ω) espace de Sobolev homogène d’ordre 1 equipé de la norme | · |1,p

D
1,p
0 (Ω) fermeture de C∞

0 (Ω) par rapport à la norme | · |1,p

Ep(Ω) champs de vecteurs v de [Lp(Ω)]3 tels que div v ∈ Lp(Ω)

Ck(I;X) fonctions k fois continûment dérivables sur l’intervalle I ⊂ R à

valeurs dans X

C0(I,Xweak) fonctions définies sur l’intervalle I ⊂ R à valeurs dans X et

continues par rapport à la topologie faible de X

Lp(I;X) espace de Lebesgue des fonctions définies sur l’intervalle I ⊂ R à

valeurs dans X.





Introduction

Presque deux siècles se sont écoulés depuis que le mathématicien anglais Sir George
Gabriel Stokes [74] a clarifié la mise en équations des écoulements de fluides visqueux
introduite par le mathématicien et ingénieur français Claude Louis Marie Henry Navier
[55] à partir de considérations antérieures établies par le mathématicien suisse Leonhard
Euler [13] qui n’avait pas pris en compte les effets de la viscosité. Pourtant, aujourd’hui
encore, nombre de questions mathématiques concernant ces équations, dites de Navier-
Stokes, restent sans réponse. Lorsque l’écoulement est incompressible, un des problèmes
qui résiste encore et toujours aux assauts des mathématiciens est l’existence de solutions
classiques globales de ces équations en trois dimensions d’espace pour des données initiales
générales (i.e. pas nécessairement régulières). En ce qui concerne les solutions dites faibles
des équations de Navier-Stokes incompressibles, concept introduit par le mathématicien
français Jean Leray qui en étudia principalement l’existence [36, 38, 37], reste à l’heure
actuelle encore totalement ouverte la question de régularité globale et d’unicité et ce en
dépit de nombreuses tentatives. Lorsque l’écoulement est compressible et barotrope, même
le problème d’existence de solutions faibles globales en dimension d’espace supérieure ou
égale à deux est longtemps resté sans réponse. Il existe une vaste littérature sur cette
question dans laquelle de nombreux auteurs, Matsumura et Nishida [53], Hoff [30] et
Weigant et Kazhikov [80] pour n’en citer que quelques uns, ont apporté des réponses
partielles sous diverses contraintes plus ou moins restrictives sur les données initiales
(régularité, petitesse) ou sur les coefficients de viscosité (dépendance par rapport à la
densité). La première approche rigoureuse de ce problème dans toute sa généralité est
due à P.L. Lions [46] dans le cas des équations de Navier-Stokes compressibles en régime
isentropique (i.e. lorsque la loi d’état du fluide reliant la pression p à la densité ρ est du
type p(ρ) = aργ où a est une constante strictement positive et γ est la constante obtenue
par le rapport entre la chaleur spécifique à pression constante et la chaleur spécifique à
volume constant, constante dite adiabatique). Dans ses travaux, P.L. Lions a présenté
une théorie complète permettant d’obtenir des résultats d’existence de solutions faibles
globales en N dimensions d’espace (N ≥ 2) et ce pour des données initiales générales.

Avant de continuer et afin que les lignes qui suivent soient claires, nous introduisons
les équations de Navier-Stokes modélisant l’évolution temporelle de la densité ρ et de la
vitesse u d’un fluide compressible en régime isentropique occupant une région bornée Ω
de l’espace à N dimensions, N ≥ 2. Elles s’écrivent

∂tρ+ div(ρu) = 0, (1)

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u + a∇ργ = ρf + g. (2)

L’équation (1), communément appelée équation de continuité, provient du principe de
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conservation de la masse, tandis que l’équation vectorielle (2), communément appelée
équation de mouvement, provient, quant à elle, du principe de conservation de la quantité
de mouvement. Dans ces équations, a > 0, la constante adiabatique γ satisfait γ > 1, µ1 et
µ2 sont les coefficients de viscosité supposés constants et satisfaisant certaines contraintes
physiques et f et g représentent respectivement les forces externes volumiques et non
volumiques agissant sur le fluide et sont des données du problème. Lorsque l’écoulement
est stationnaire, i.e. lorsque la densité et la vitesse du fluide ne dépendent pas de la
variable temporelle, ces équations s’écrivent

div(ρu) = 0, (3)

div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u + a∇ργ = ρf + g. (4)

Pour que l’examen de ces équations soit un problème mathématique a priori bien posé,
dans la présente situation (Ω est une région bornée), on impose les conditions usuelles
de non glissement. Autrement dit, on impose à la vitesse u des conditions de Dirichlet
homogènes sur la frontière ∂Ω de Ω :

u = 0 sur ∂Ω. (5)

Dans le cas des équations non stationnaires (1)-(2), il faut également connâıtre la densité
et la vitesse du fluide ou de manière équivalente la densité et la quantité de mouvement
à l’instant initial. Ces données initiales, couramment notées ρ0 et q0, sont des fonctions
de la position. Dans le cas des équations stationnaires, pour eviter que le système soit
indéterminé, on impose la masse totale du fluide contenu dans la région Ω, i.e. que l’on
souhaite que la densité ρ soit telle que

∫

Ω

ρ dx = M > 0. (6)

Reste à préciser la notion de solutions faibles du problème de Cauchy (1)-(2) complété
par les conditions aux limites (5) et par la donnée des conditions initiales ρ0 et q0, ainsi
que celle de solutions faibles du problème stationnaire (3)-(4) complété par les conditions
aux limites (5) et par la donnée (6).

Dans cette thèse, nous nous intéresserons aux solutions faibles dites renormalisées à
énergie bornée de ces problèmes. On donne maintenant un bref aperçu des principaux
points que doit satisfaire ce type de solutions et ce sans entrer dans les détails techniques.
Pour ce faire, il est bon de noter que si les fonctions ρ et u sont régulières et satisfont
l’équation de continuité (1), pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)), il est clair qu’elles sont
également solutions de l’équation de continuité dite « renormalisée » , cette terminologie
provenant de la théorie du transport de DiPerna et P.L. Lions [12]. Cette équation
s’écrit

∂tb(ρ) + div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u = 0. (7)

Dans le cas stationnaire, par le même formalisme, on récupère l’équation de continuité
renormalisée

div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u = 0. (8)
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Pour un temps T ∈ (0,∞), des forces f et g et des données initiales ρ0 et q0 satisfaisant
certaines hypothèses techniques, on dira que le couple de fonctions (ρ,u) est une solution
faible renormalisée à énergie bornée des équations (1)-(2) s’il possède les propriétés sui-
vantes : ρ ∈ L∞(0, T ;Lγ(Ω)) ∩ C0([0, T ];Lγ

weak(Ω)), ρ ≥ 0 p.p. dans Ω, ρ(0) = ρ0 p.p.

dans Ω, u ∈ [L2(0, T ;H1
0(Ω))]3, ρ|u|2 ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)), ρu ∈ [C0([0, T ];L

2γ
γ+1

weak(Ω))]3 et
(ρu)(0) = q0 p.p. dans Ω ; si le prolongement par zéro de (ρ,u) dans (0, T ) × RN \ Ω
est solution dans D′((0, T ) × RN) des équations (1) et (7) pour une classe bien précise
de fonctions b : R+ → R ; si (ρ,u) est solution de l’équation de mouvement (2) dans
[D′((0, T )× Ω)]3 ; si p.p.t. τ ∈ (0, T ), (ρ,u) satisfait l’inégalité d’énergie

E(ρ,u)(τ) +

∫ τ

0

∫

Ω

{µ1|∇u|2 + (µ1 + µ2)| div u|2} dx dt

≤ E0 +

∫ τ

0

∫

Ω

(ρf + g) · u dx dt, (9)

inégalité dans laquelle E(ρ,u)(τ) =
∫
Ω
{1

2
ρ|u|2 + a

γ−1
ργ}(τ) dx désigne l’énergie totale au

temps τ et E0 =
∫
Ω
{1

2
|q0|

2

ρ0
1{ρ0>0} + a

γ−1
ρ

γ
0} dx l’énergie totale initiale.

Pour des forces f et g et une masse M données, on dira que le couple de fonctions
(ρ,u) est une solution faible renormalisée à énergie bornée des équations (3)-(4) s’il existe
p ∈ [3

2
,∞) tel que ρ ∈ Lp(Ω), ρ ≥ 0 p.p. dans Ω et satisfait (6), u ∈ [H1

0 (Ω)]3 ; si le
prolongement par zéro de (ρ,u) à l’extérieur de Ω est solution dans D′(RN) des équations
(3) et (8) pour une classe bien précise de fonctions b : R+ → R ; si (ρ,u) est solution de
l’équation de mouvement (4) dans [D′(Ω)]3 ; si (ρ,u) satisfait l’inégalité d’énergie

∫

Ω

{µ1|∇u|2 + (µ1 + µ2)| div u|2} dx ≤
∫

Ω

(ρf + g) · u dx. (10)

Dans cette thèse, tous les résultats sont présentés en trois dimensions d’espace. C’est
un choix de notre part. Tous sont aisément généralisables au cas de la dimension N ≥ 2.
Lorsque N = 3, la théorie développée par P.L. Lions [46] pour démontrer l’existence
de solutions faibles renormalisées à énergie bornée fait apparâıtre une limitation sur les
valeurs autorisées pour la constante adiabatique γ, à savoir : γ ≥ 9

5
dans les équations non

stationnaires et γ > 5
3

(γ = 5
3

sous certaines hypothèses techniques) dans les équations
stationnaires. Nous expliquerons les grandes lignes de l’approche de P.L. Lions pour les
équations non stationnaires dans la suite. Récemment, E. Feireisl [16] a généralisé cette
approche pour pouvoir traiter les valeurs γ > 3

2
dans le cas non stationnaire (ou plus

généralement γ > N
2

en dimension N). Son approche diffère en certains points de celle
de P.L. Lions mais en reprend les principales idées, notamment celles qui concernent la
compacité faible de la suite des flux effectifs visqueux ou pressions effectives (voir plus
loin). Nous en expliquerons également les grandes lignes dans la suite. Il semble que ce
résultat soit optimal dans le sens où les méthodes utilisées, basées sur des estimations
d’énergie, font apparâıtre de manière redondante cette contrainte γ > 3

2
.

Bien souvent, dans l’étude d’un système non linéaire d’équations aux dérivées par-
tielles, on modifie celui-ci dans le but d’obtenir un système « approché » dont on sait
démontrer l’existence de solutions par des arguments standard d’analyse tel que des
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théorèmes de point fixe, des approximations de type Faedo-Galerkin. Ceci se fait en intro-
duisant un, voire plusieurs paramètres, puis en modifiant le système d’origine de telle sorte
que les solutions « approchées » du système obtenu tendent vers une solution du système
d’origine lorsque le, voire les paramètres en question approchent leur valeur critique. Cette
méthode fait continuellement apparâıtre le problème de compacité d’un ensemble borné
de solutions approchées.

Lors de l’examen des équations stationnaires, la plupart des approximations que nous
utiliserons trouvent leurs origines dans les travaux de P.L. Lions [46]. Ce sera également
le cas lors de l’étude des équations non stationnaires dans laquelle nous adopterons une
présentation inspirée de celle de Feireisl, Novotný et Petzeltová [18]. Dans un
cas comme dans l’autre, à chaque niveau d’approximation, on trouvera différentes idées
et techniques mais, comme nous l’avons fait remarquer plus haut, se posera à chaque
fois le problème de la compacité d’une suite bornée de solutions approchées. Nous allons
maintenant expliquer de façon formelle comment résoudre ce problème au travers de
l’étude de la compacité d’une suite bornée de solutions faibles renormalisées à énergie
bornée des équations (1)-(2). Plus exactement, nous allons maintenant donner les grandes
lignes de l’approche de P.L. Lions qui, on le rappelle, s’applique pour γ ≥ 9

5
et de celle

de E. Feireisl qui, elle, s’applique pour γ > 3
2
. Pour ce faire, nous allons esquisser la

preuve du théorème suivant :

Théorème 1 Soient T ∈ (0,∞), Ω ⊂ R3 un domaine borné à frontière Lipschitzienne et
f = g = 0. On suppose que {(ρn,un)}n∈N∗ est une suite de solutions faibles renormalisées
à énergie bornée des équations (1)-(2) correspondant à une suite de données initiales
{(ρ0,n, q0,n)}n∈N∗ et que lorsque n→∞, on a

ρ0,n → ρ0 dans L1(Ω), q0,n → q0 dans [L1(Ω)]3,

E0,n =

∫

Ω

{1

2

|q0,n|2
ρ0,n

1{ρ0,n>0} +
a

γ − 1
ρ

γ
0,n} dx→ E0 <∞ dans R+.

Alors il existe un couple de fonctions (ρ,u) tel que, modulo l’extraction de sous-suites et
lorsque n→∞, on a

ρn → ρ dans L1((0, T )× Ω), un ⇀ u dans [L2(0, T ;H1
0(Ω))]3.

En outre (ρ,u) est une solution faible renormalisée à énergie bornée des équations (1)-(2)
correspondant aux données initiales (ρ0, q0).

Tout d’abord, de l’inégalité d’énergie (9) dans laquelle ρn, un, E0,n et 0 remplacent ρ,
u, E0 et f et g, il résulte que

‖ρn‖L∞(0,T ;Lγ(Ω)) + ‖un‖[L2(0,T ;H1
0 (Ω))]3 + ‖ρn|un|2‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ c(T,E0,n) (11)

En accord avec ces bornes, il existe des fonctions ρ et u telles que, modulo l’extraction
de sous-suites et lorsque n→∞, on a

ρn
∗
⇀ ρ dans L∞(0, T ;Lγ(Ω)), un ⇀ u dans [L2(0, T ;H1

0(Ω))]3.
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Ceci rend possible le passage à la limite n → ∞ dans l’équation de continuité et dans
tous les termes qui apparâıssent dans l’équation de mouvement, « excepté » dans le
terme de pression p(ρn) = aργ

n. En effet, pour s’assurer que celui-ci converge vers sa
contrepartie p(ρ) = aργ , il est nécessaire d’avoir plus d’informations, comme par exemple
la convergence ρn → ρ dans L1

loc((0, T )× Ω) quand n→∞.

Dans un premier temps, pour éviter que la limite de la suite {aργ
n}n∈N∗ soit une mesure,

il est intéressant de posséder davantage d’informations sur la suite {ρn}n∈N∗. Pour cela,
on teste formellement l’équation de mouvement (2), dans laquelle ρn, un et 0 remplacent
ρ, u et f et g, par

ϕ = B(ρθ
n −−
∫

Ω

ρθ
n dy)

où B est l’opérateur de Bogovskĭı sur Ω (un inverse de l’opérateur de divergence, voir
l’annexe B pour plus de détails) et 0 < θ < γ. Après de nombreux calculs, on obtient

∫ T

0

∫

Ω

ργ+θ
n dx dt ≤ c(T,Ω, E0,n), θ =

2

3
γ − 1. (12)

Cette estimation est une observation que l’on doit à P.L. Lions [46, Theorem 7.1] qui
l’a obtenue d’une autre manière. Il faut tout de même noter que pour la démontrer, on
a besoin de savoir que (ρn,un) est une solution de l’équation de continuité renormalisée
(7) dans laquelle b(s) = sθ. Noter également que l’hypothèse de régularité de la région
Ω est étroitement liée à l’utilisation de l’opérateur de Bogovskĭı qui n’est pas défini si Ω
ne possède pas la régularité minimale d’avoir une frontière Lipschitzienne. Evidemment,
une estimation locale du type (12) suffit pour assurer que la pression limite n’est pas une
mesure. A l’aide de (12), il est alors possible de préciser certaines convergences, notamment
que modulo l’extraction de sous-suites et lorsque n→∞, on a

ρn → ρ dans C0([0, T ];Lγ
weak(Ω)),

ργ
n ⇀ ργ dans L

γ+θ
γ ((0, T )× Ω),

ρnun → ρu dans [C0([0, T ];L
2γ

γ+1

weak(Ω))]3,

ρnu
i
nu

j
n → ρuiuj dans D′((0, T )× Ω), i, j = 1, 2, 3.

En conséquence, les prolongements par zéro dans (0, T )×R3 \Ω des fonctions ρ, u et ργ

encore notés ρ, u et ργ satisfont les équations

∂tρ + div(ρu) = 0 dans D′((0, T )× R
3), (13)

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u

+a∇ργ = 0 dans [D′((0, T )× Ω)]3. (14)

La difficulté qui consiste à prouver que (ρ,u) est une solution faible renormalisée à
énergie bornée reste entière et réside principalement dans la démonstration de ργ = ργ p.p.
dans (0, T )× Ω. Ceci requiert une forme de compacité de la suite des densités {ρn}n∈N∗

qui n’est pas disponible au vu des seules estimations (11)-(12). C’est une observation
cruciale de P.L. Lions [46] qui va comblée cette lacune. Celle-ci fait état de la chose
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suivante : la suite des quantités {aργ
n− (2µ1 + µ2) div un}n∈N∗, couramment appelée suite

des flux effectifs visqueux ou suite des pressions effectives, possède une certaine forme de
compacité faible. Plus exactement, on a le

Théorème 2 Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant certaines conditions de
croissance à l’infini, on a

lim
n→∞

∫ T

0

∫

Ω

{aργ
n − (2µ1 + µ2) div un}b(ρn)ϕdx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

{aργ − (2µ1 + µ2) div u}b(ρ)ϕdx dt, ϕ ∈ D((0, T )× Ω) (15)

où les quantités surmontées d’une barre désignent les limites faibles des suites correspon-
dantes.

Jusque là, rien ne différencie réellement les approches de P.L. Lions et de E. Feireisl.
En effet, ce dernier dans son approche aura besoin d’une version semblable au théorème
2, à savoir le

Théorème 3 Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) et tout k > 0, si on dénote par bk la
fonction définie par bk(s) = b(s) si s ∈ [0, k) et bk(s) = b(k) si s ∈ [k,∞), alors

lim
n→∞

∫ T

0

∫

Ω

{aργ
n − (2µ1 + µ2) div un}bk(ρn)ϕdx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

{aργ − (2µ1 + µ2) div u}bk(ρ)ϕdx dt, ϕ ∈ D((0, T )× Ω). (16)

Que ce soit P.L. Lions ou E. Feireisl, tous deux ont ensuite respectivement utilisé
(15) et (16) avec b(s) = s (dans ce cas bk sera noté Tk). En réalité, le premier a avoir fait
cette observation, à l’aide d’une écriture de chaque intégrale de (15) faisant apparâıtre
des commutateurs, est D. Serre [71] en dimension un d’espace. En dimension supérieure,
la preuve de P.L. Lions est basée sur des résultats d’analyse harmonique et tient compte
des observations de D. Serre. La preuve due à E. Feireisl est, quant à elle, basée sur le
lemme div-rot de la théorie de la compacité par compensation introduite par F. Murat
[54] et L. Tartar [75] et sur l’écriture de chaque intégrale de (16) faisant apparâıtre un
autre commutateur.

Voyons tout d’abord comment P.L. Lions a conclu à la convergence forte de la suite
des densités {ρn}n∈N∗ vers ρ. Pour simplifier la présentation, supposons que s(γ) > γ+ 1,
i.e. que γ > 3. Au vu de l’estimation (12), il est clair que ρ ∈ L2((0, T )×Ω) si γ ≥ 9

5
. Dans

ce cas, la théorie du transport de DiPerna et P.L. Lions [12] s’applique à l’équation de
continuité (13) pour garantir la validité de l’équation (7). Alors, si b(s) = s ln s, le passage
à la limite n → ∞ dans l’équation (7) satisfaite par ρn et un, l’équation (7) et l’identité
(15) permettent l’obtention d’une équation d’évolution pour l’amplitude des oscillations
de la suite des densités mesurée par {ρ ln ρ− ρ ln ρ}. Celle-ci s’écrit

∂t{ρ ln ρ− ρ ln ρ}+ div({ρ ln ρ− ρ ln ρ}u)

=
a

2µ1 + µ2

{ργρ− ργ+1} dans D′((0, T )× R
3). (17)
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L’intégration formelle de cette équation sur (0, T )×Ω, la monotonie de la pression p(ρ) =
aργ et la convexité de la fonction s 7→ s ln s, s ≥ 0, impliquent que ρ ln ρ = ρ ln ρ p.p. dans
(0, T )× Ω. Autrement dit, la convergence faible commute avec une fonction strictement
convexe, ce qui est totalement équivalent à la convergence forte de la suite des densités
{ρn}n∈N∗ vers ρ dans L1((0, T )×Ω) et achève la preuve du théorème 1 dans le cas γ > 3.

Voyons maintenant où résident les améliorations de E. Feireisl permettant de traiter
les valeurs γ pour lesquelles γ < s(γ) ≤ γ+1, i.e. les valeurs γ ∈ ( 3

2
, 3]. Pour cet intervalle

de valeurs, on n’est pas toujours assuré que ρ ∈ L2((0, T )× Ω). En conséquence, il n’est
pas possible d’appliquer directement la théorie du transport de DiPerna et P.L. Lions
[12]. Ce manque d’information, E. Feireisl l’a comblé par son observation cruciale :

Théorème 4

sup
k>0

lim sup
n→∞

‖Tk(ρn)− Tk(ρ)‖γ+1
0,γ+1,(0,T )×Ω ≤ c(T,Ω, E0,n). (18)

La démonstration de ce résultat fait usage du théorème 3. Noter également que celle-ci
ne nécessite en aucun cas l’estimation (12) mais que (11) suffit. Ce résultat doit être
perçu de la façon suivante : bien que pour les valeurs γ ∈ ( 3

2
, 9

5
) la suite des densités

{ρn}n∈N∗ soit seulement bornée dans Lγ+θ((0, T ) × Ω), l’amplitude de ses oscillations,
mesurée par le membre de gauche de l’inégalité (18), l’est toujours dans un espace meilleur
que L2((0, T ) × Ω). Cette propriété va ensuite se substituer à l’information manquante
ρ ∈ L2((0, T )×Ω) et permettre de démontrer, en particulier, que pour les valeurs γ ∈ ( 3

2
, 9

5
)

le couple (ρ,u) est une solution de l’équation renormalisée (7). Pour conclure, E. Feireisl
a adpaté les arguments de la fin de l’approche de P.L. Lions présentés plus haut. Disons
simplement qu’il a utilisé une fonction b(s) = Lk(s) telle que sL′k(s) − Lk(s) = Tk(s) et
Lk(s) → s ln s quand k →∞ à la place de b(s) = s ln s pour récupérer ρ ln ρ = ρ ln ρ p.p.
dans (0, T )× Ω. D’où la fin de la preuve du théorème 1 pour les valeurs γ ∈ ( 3

2
, 3].

Après cette brève introduction de ce que l’on pourrait qualifier de point de départ de
cette thèse, passons maintenant à la description de son contenu et de son organisation.

Dans ce mémoire, nous traitons principalement la question d’existence de solutions
faibles renormalisées à énergie bornée des équations de Navier-Stokes compressibles en
régime isentropique.

La première partie de cette thèse est consacrée à l’étude des écoulements stationnaires
et se divise en trois chapitres. Dans le premier chapitre, il nous a semblé utile de regrouper
des résultats spécifiques aux équations stationnaires et dont nous faisons un usage fréquent
dans les autres chapitres de cette partie. On y trouvera notamment la version stationnaire
de la théorie du transport de DiPerna et P.L. Lions [12] appliquée à l’équation de
continuité, ainsi que plusieurs résultats généraux ayant un rapport avec la suite des flux
effectifs visqueux ou pressions effectives. A ce propos, il est intéressant de souligner que
dans ses travaux, P.L. Lions [46, Chapter 6] a obtenu une propriété plus forte que celle que
nous présentons. En effet, lorsque Ω est une région bornée de l’espace à trois dimensions,

P.L. Lions a démontré que le flux effectif visqueux aργ − (2µ1 + µ2) div u ∈ h
3(γ−1)
2γ−1 (K),

K désignant ici tout sous-ensemble compact de Ω et hp(K) l’espace classique de Hardy
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local. Ce résultat peut être obtenu à l’aide d’injections compactes et d’interpolations
et a également été démontré indépendamment par A. Novotný [62]. Ici, nous avons
délibéremment choisi de présenter la compacité faible de la suite des flux effectifs visqueux
sous la forme exposée dans ce premier chapitre pour la simple et bonne raison que la preuve
de ce résultat suit les mêmes lignes dans les cas stationnaire et non stationnaire.

Dans le deuxième chapitre sur les écoulements stationnaires, la question d’existence
de solutions faibles renormalisées des équations de Navier-Stokes compressibles en régime
isentropique est examinée lorsque la région occupée par le fluide est bornée. Dans ses
travaux, P.L. Lions [46, Chapter 6] en a démontré l’existence avec p = s(γ), s(γ) =
3(γ − 1) si γ < 3 et s(γ) = 2γ si γ ≥ 3, sous la contrainte γ > 5

3
(γ = 5

3
sous l’hypothèse

que M
2
3‖f‖0,∞ soit suffisamment petit) pour la constante adiabatique γ. Comme dans le

cas non stationnaire, cette contrainte est liée au problème mathématique de la validité
de l’équation de continuité renormalisée (8) quand la densité ρ 6∈ L2(Ω). Le chapitre 2
expose une adaptation de la méthode proposée par E. Feireisl et formellement présentée
auparavant. Celle-ci permet de ralaxer l’hypothèse γ > 5

3
et de traiter les valeurs γ ∈ ( 3

2
, 5

3
].

En contrepartie de cette amélioration, cette méthode fait apparâıtre (comme dans le cas
γ = 5

3
, traité par P.L. Lions) une contrainte sur les forces volumiques f agissant sur le

fluide, contrainte que nous n’avons pas cherché à affaiblir. Les forces non volumiques g,
quant à elles, restent arbitraires. Sans cette contrainte, les estimations d’énergie ne sont
plus satisfaites. Noter que mise à part cette contrainte, le résultat semble être optimal
dans le sens où la méthode qui est utilisée pour le démontrer (basée sur des estimations
d’énergie) ne s’applique pas lorsque γ ≤ 3

2
. Pour en terminer avec le chapitre 2, il est bon de

noter que nous y présentons également une méthode permettant de relaxer les hypothèses
de régularité de la frontière de la région Ω en la supposant seulement Lipschitzienne. Cette
limitation est étroitement liée à l’utilisation de l’opérateur de Bogovskĭı et constitue un
outil technique utilisé dans le chapitre 3. Sans cela, le chapitre 3 aurait été probablement
plus long et beaucoup plus difficile à rédiger (et donc à lire !).

Dans le troisième et dernier chapitre concernant les écoulements stationnaires, c’est
dans des domaines non bornés que l’existence de solutions faibles des équations de Navier-
Stokes est étudiée. Plus exactement, nous nous plaçons dans la situation où la région
occupée par le fluide est un domaine ayant plusieurs sorties côniques Ci, i = 1, . . . , n, à
l’infini et nous considérons le problème (3)-(5) auquel nous rajoutons les conditions

lim
|x|→∞

x∈Ci

ρ(x) = ρi et lim
|x|→∞

x∈Ω

u(x) = 0 (19)

où, sans perte de généralité, nous supposons que 0 < ρn ≤ · · · ≤ ρ1 < ∞. La notion de
solution faible diffère de celle du cas borné. Elle fait notamment apparâıtre le concept de
flux sortant au travers de chaque sortie cônique, flux que l’on retrouve dans l’inégalité
d’énergie satisfaite par toute solution faible à énergie bornée. Nous démontrons l’existence
de ces solutions à l’aide d’une construction basée sur des approximations successives. La
méthode fait apparâıtre la contrainte γ > 3 sur la constante adiabatique. Sans cela, les
estimations d’énergie ne peuvent être obtenues alors qu’elles sont indispensables au bon
fonctionnement de la méthode. Dans ce chapitre, il est important de souligner qu’une fois
de plus l’opérateur de Bogovskĭı est utilisé. Plus exactement, nous utilisons en fait une
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famille d’opérateurs dont chaque terme, noté BΩR
possède des propriétés similaires à celles

de l’opérateur de Bogovskĭı avec toutefois la particularité de ne pas dépendre (dans un sens
à préciser) de l’indice R. Les détails de la construction d’une telle famille d’opérateurs se
trouvent dans la troisième partie de ce mémoire qui est intitulée « Annexes » (cf. annexe
B). Disons juste que celle-ci est inspirée des idées de Ladyzenskaya et Solonnikov
[33], Borchers et Pileckas [6]. Puisqu’un domaine extérieur peut plus ou moins être vu
comme « un cône complet », le résultat que nous obtenons généralise celui de P.L. Lions
[46, Theorem 6.12] dans le cas de domaines extérieurs à celui de domaines avec plusieurs
sorties côniques à l’infini avec des sauts de pression non nécessairement nuls. Il généralise
également au cas des équations de Navier-Stokes compressibles en régime isentropique les
travaux dont Heywood [29] est l’instigateur. Dans un deuxième temps, nous remplaçons
les sorties côniques Ci, i = 1, . . . , n, par des sorties cylindriques. Bien que la notion de flux
et que le problème d’existence de solutions faibles à énergie bornée semblent raisonnables,
nous montrons qu’en général il n’existe aucune solution faible à énergie bornée. Cette
observation généralise les résultats de Novotný, Padula et Penel [63] ainsi que ceux
de P.L. Lions [46, Chapter 6.8] sur la non existence de solution faible localement régulière
dans un tube (qui peut être considéré comme un domaine à deux sorties cylindriques).
Nous terminons ce chapitre en émettant quelques conjectures sur la question d’existence
de solutions faibles à énergie bornée dans des domaines avec divers types de sorties à
l’infini.

Dans la seconde partie de cette thèse, divisée en deux chapitres, nous nous concentrons
sur les écoulements non stationnaires et compressibles en régime isentropique. Comme
dans la partie consacrée aux écoulements stationnaires, le premier chapitre regroupe de
nombreux outils indispensables dans la suite. On y trouvera notamment quelques résultats
d’analyse fonctionnelle, la version non stationnaire de la théorie du transport de DiPerna
et P.L. Lions [12] appliquée à l’équation de continuité, ainsi que des résultats généraux
liés à la compacité de la suite des flux effectifs visqueux ou pressions effectives.

Dans le deuxième chapitre, notre attention se focalise sur le problème d’existence
de solutions faibles des équations de Navier-Stokes compressibles en régime isentropique
avec des conditions aux limites de type Dirichlet non homogènes pour la vitesse. Ce
problème est discuté dans toute sa généralité par P.L. Lions [46, Chapter 7.6]. A notre
connaissance, aucune preuve rigoureuse n’existe dans la littérature mathématique. C’est ce
qui, en partie, a motivé l’écriture de ce chapitre. En réalité, le problème que nous traitons
est particulier par le type de région Ω considérée et par le fait que l’on impose à la vitesse
du fluide d’être constante sur une partie ∂B de la frontière ∂Ω et nulle sur ∂Ω \ ∂B. Soit
dit en passant, il est alors nécessaire de connâıtre au préalable la densité du fluide qui
pénètre à vitesse constante dans Ω. On la suppose également constante. L’origine de notre
intéressement à ce problème provient de la lecture des travaux en optimisation de formes
de E. Feireisl [17]. Dans cet article, l’auteur introduit rigoureusement une définition
convenable de solutions faibles renormalisées à énergie bornée et en suppose l’existence.
Nos travaux viennent donc confirmer le pressentiment de E. Feireisl. La méthode utilisée
pour démontrer ce résultat d’existence est inspirée du schéma d’approximations proposé
par Feireisl, Novotný et Petzeltová [18]. Elle utilise en outre une méthode de
pénalisation de domaine. On y retrouve à divers stades les approches de P.L. Lions et de
E. Feireisl concernant la compacité d’un ensemble borné de solutions approchées. Une
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fois encore, l’approche de E. Feireisl permettra de traiter les valeurs γ > 3
2
. La longueur

de ce chapitre, comme celle du chapitre 2 dans la partie stationnaire, réside dans notre
souci permanent de présenter une preuve très détaillée des résultats énoncés. Bien sûr,
certains passages font partie du folklore de l’analyse standard. Nous sommes convaincus
que ce choix ne peut nuire à la lecture de ce mémoire.

Dans la dernière partie, intitulée « Annexes », nous regroupons les principales nota-
tions utilisées dans ce mémoire ainsi que de nombreux rappels d’analyse dans l’annexe
A. Dans l’annexe B, nous nous intéressons à l’opérateur de divergence et à un inverse de
celui-ci, appelé opérateur de Bogovskĭı. A partir de résultats connus, nous construisons de
tels opérateurs avec des propriétés bien spécifiques selon le domaine considéré. Enfin, dans
l’annexe C, nous donnons un bref aperçu des notions de degré topologique de Brouwer et
Schauder et ce dans le but de rendre ce mémoire encore plus autonome.

Enfin, apparâıt la bibliographie dans laquelle nous avons regroupé de nombreuses
références en rapport avec cette thèse. Cette liste est bien sûr non exhaustive et certaines
entrées ne sont pas citées dans le texte.
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Dans ce chapitre sont introduits divers résultats d’usage fréquent dans cette première
partie. Ils sont, pour la plupart, accompagnés d’une preuve détaillée. Lorsque ce n’est pas
le cas, le lecteur est systématiquement invité à consulter les références bibliographiques
citées. Tout au long de ce chapitre, nous ne ferons pas la distinction entre une fonction
définie sur un domaine O ⊂ R3 et son prolongement par zéro à l’extérieur de O.

1 Equation de continuité, solutions renormalisées

L’équation de continuité stationnaire (1.1) possède entre autres certaines propriétés
dont nous ferons usage de nombreuses fois dans les deux prochains chapitres. Cette section
leur est entièrement consacrée.

La première de ces propriétés concerne le prolongement de cette équation à l’extérieur
d’un domaine borné de l’espace à N dimensions, N ≥ 2, dans le cas particulier où N = 3.
Précisément, on a le

Lemme 1.1 Soient Ω un domaine borné Lipschitzien de R3 et p ≥ 2. On suppose que
ρ ∈ Lp(Ω), u ∈ [H1

0 (Ω)]3 et f ∈ L1(Ω) satisfont

div(ρu) = f dans D′(Ω). (1.1)

Alors

div(ρu) = f dans D′(R3). (1.2)

Preuve. Il faut démontrer que

−
∫

R3

ρu · ∇ϕdx =

∫

R3

fϕ dx, ∀ϕ ∈ D(R3). (1.3)

Considérons la suite de fonctions {Φm}m∈N∗ ⊂ D(Ω) telle que pour m ∈ N∗, 0 ≤ Φm ≤ 1,

Φm(x) =





1 si x ∈ {y ∈ Ω, dist(y, ∂Ω) ≥ 2
m
}

0 si x ∈ {y ∈ Ω, dist(y, ∂Ω) ≤ 1
m
}
, |∇Φm(x)| ≤ cm, x ∈ Ω, c > 1. (1.4)

Clairement,

Φm(x) → 1 quand m→∞, x ∈ Ω (1.5)

supp∇Φm ⊂ {x ∈ Ω,
1

m
≤ dist(x, ∂Ω) ≤ 2

m
}. (1.6)

En accord avec (1.1), on peut écrire que

−
∫

R3

Φmρu · ∇ϕdx =

∫

R3

fϕΦm dx+

∫

R3

ϕρu · ∇Φm dx, ∀ϕ ∈ D(R3). (1.7)



1.1. Equation de continuité, solutions renormalisées 15

Or, d’après (1.4), (1.5) et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, les deux
premières intégrales de cette égalité tendent respectivement vers −

∫
R3 ρu · ∇ϕdx et∫

R3 fϕ dx. La troisième, quant à elle, se majore e.g. par

c sup
x∈R3

|ϕ(x)|‖ρ‖0,2,supp∇Φm

∥∥∥∥
u

dist(x, ∂Ω)

∥∥∥∥
0,2,Ω

.

Par ailleurs, (1.6) et l’hypothèse de sommabilité sur ρ implique que ‖ρ‖0,2,supp∇Φm → 0
quand m → ∞ tandis que, puisque u ∈ [H1

0 (Ω)]3, l’inégalité de Hardy garantit que
u

dist(x,∂Ω)
∈ [L2(Ω)]3. Le passage à la limite m → ∞ dans (1.7) induit (1.3). D’où le

résultat. 2

En modifiant légèrement cette preuve, on peut aisément démontrer le lemme suivant :

Lemme 1.2 Soient Ω un domaine borné Lipschitzien de R
3 et p ≥ 2. On suppose que

ρ ∈ Lp(Ω), u ∈ [H1
0 (Ω)]3 et f ∈ L1(Ω) satisfont

div(ρu) ≥ f dans D′(Ω). (1.8)

Alors
div(ρu) ≥ f dans D′(R3). (1.9)

Les résultats suivants découlent de la théorie du transport et plus particulièrement du
concept de solutions renormalisées, de DiPerna et P.L. Lions [12]. La plupart d’entre
eux sont accompagnés d’une preuve détaillée et ce, pour des raisons évidentes de clarté.
Rappelons tout d’abord la généralisation du « lemme de Friedrichs » qui est un résultat
incontournable lorsque l’on s’intéresse au concept de solutions renormalisées.

Lemme 1.3 Soient p ∈ [1,∞], q ≥ p′, ρ ∈ L
p
loc(R

3) et u ∈ [W 1,q
loc (R3)]3. On dénote par

{Sε}ε∈(0,1] la famille d’opérateurs de régularisation usuels. Alors

Sε(u · ∇ρ)− u · ∇Sε(ρ) → 0 dans Lr
loc(R

3),
1

r
=

1

p
+

1

q

où la distribution u · ∇ρ est naturellement définie par u · ∇ρ = div(ρu)− ρ div u.

Preuve. Pour une démonstration sommaire, consulter par exemple [12, Lemma II.1]. 2

Soit la classe de fonctions b : R+ → R telles que

b ∈ C0([0,∞)) ∩ C1((0,∞)), ∃c > 0, ∃λ0 < 1, ∀t ∈ (0, 1], |b′(t)| ≤ ct−λ0 (1.10)

et dont le comportement à l’infini est donné par

∃c > 0, ∃λ1, λ2 ∈ R, ∀t ≥ 1, |b′(t)| ≤ ctλ1 , |tb′(t)− b(t)| ≤ ctλ2 . (1.11)

Lemme 1.4 Soient p ≥ 2 et

−1 < λ1 ≤
p

2
− 1 et 0 < λ2 ≤

p

2
. (1.12)
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On suppose que ρ ∈ Lp
loc(R

3), ρ ≥ 0 p.p. dans R3, u ∈ [H1
loc(R

3)]3 et f ∈ Lq′

loc(R
3), q = p

λ1

si λ1 > 0 et q ∈ (1,∞) si λ1 ≤ 0, satisfont l’équation (1.2). Alors, pour toute fonction
b ∈ C1([0,∞)) de la classe (1.11), (1.12), on a

div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u = fb′(ρ) dans D′(R3). (1.13)

Si f ≡ 0, (1.13) est encore vraie pour toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) et (1.12).

Preuve. D’après (1.2),−
∫

R3 ρu·∇ϕdx =
∫

R3 fϕ dx, ∀ϕ ∈ D(R3). En particulier, ∀y ∈ R3

arbitrairement fixé, on a

−
∫

R3

(ρu)(x) · ∇ωε(y − x) dx =

∫

R3

∂
y
jωε(y − x)(ρuj)(x) dx =

∫

R3

f(x)ωε(y − x) dx,

{ωε}ε∈(0,1] désignant une suite régularisante et {Sε}ε∈(0,1] la suite d’opérateurs associée.
Autrement dit,

div(Sε(ρ)u) = rε + Sε(f) ≡ div(Sε(ρ)u)− div(Sε(ρu)) + Sε(f) p.p. dans R
3. (1.14)

Puisque div(Sε(ρu)) = Sε(div(ρu)) dans D′(R3), en accord avec le lemme 1.3, lorsque
ε→ 0+ on a rε → 0 dans Lr

loc(R
3), 1

r
= 1

p
+ 1

2
.

Soit b ∈ C1([0,∞)) une fonction de la classe (1.11) et (1.12). En multipliant (1.14)
par b′(Sε(ρ)), il vient alors que

div(b(Sε(ρ))u) + {Sε(ρ)b
′(Sε(ρ))− b(Sε(ρ))} div u

= Sε(f)b′(Sε(ρ)) + rεb
′(Sε(ρ)) p.p. dans R

3. (1.15)

Puisque, modulo l’extraction d’une sous-suite, Sε(ρ) → ρ p.p. dans ω où ω ⊂ R3 est un
domaine borné, il est clair que b(Sε(ρ)), {Sε(ρ)b

′(Sε(ρ))−b(Sε(ρ))} et b′(Sε(ρ)) convergent
respectivement vers b(ρ), {ρb′(ρ) − b(ρ)} et b′(ρ) p.p. dans ω. Par ailleurs, d’après les
hypothèses de croissance de la fonction b, il est facile de vérifier que les suites {b(Sε(ρ))}ε,
{{Sε(ρ)b

′(Sε(ρ))− b(Sε(ρ))}}ε et {b′(Sε(ρ))}ε sont respectivement uniformément bornées

par rapport à ε dans les espaces L
p

λ1+1 (ω), L
p

λ2 (ω) et Lq(ω), q = p

λ1
si λ1 > 0 et q ∈ (1,∞)

si λ1 ≤ 0. Ainsi, en accord avec le lemme A.6, on a

b(Sε(ρ)) ⇀ b(ρ) dans L
6
5 (ω) à condition que

6

5
≤ p

λ1 + 1
,

{Sε(ρ)b
′(Sε(ρ))− b(Sε(ρ))}⇀ {ρb′(ρ)− b(ρ)} dans L2(ω) à condition que 2 ≤ p

λ2

,

b′(Sε(ρ)) ⇀ b′(ρ) dans Lr′(ω) à condition que r′ ≤ p

λ1
si λ1 > 0,

b′(Sε(ρ)) ⇀ b′(ρ) dans Lq(ω) si λ1 ≤ 0,

|
∫

R3

rεb
′(Sε(ρ))ϕdx| ≤ c

∫

R3

|rεϕ| dx→ 0 quand ε→ 0+, ϕ ∈ D(R3) si λ1 ≤ 0.

Puisque Sε(f) → f dans Lq′(ω) où ω ⊂ R3 est un domaine borné, le passage à la limite
ε→ 0+ dans l’identité (1.15) testée par une fonction ϕ ∈ D(R3) implique (1.13).
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Considérons maintenant le cas où f ≡ 0 et b est une fonction de la classe (1.10), (1.11)
et (1.12). Soient h ∈ (0, 1) et bh(·) = b(·+ h). Alors, en accord avec la première partie de
la preuve, on a

div(bh(ρ)u) + {ρb′h(ρ)− bh(ρ)} div u = 0 dans D′(R3). (1.16)

Pour terminer la démonstration, il suffit de faire tendre h vers 0+. Pour ce faire, au vu
des hypothèses (1.10), pour tout t ≥ 0, on a bh(t) → b(t) et tb′h(t)− bh(t) → tb′(t)− b(t)
lorsque h→ 0+. Ensuite, pour tout k ≥ 1 fixé, il est clair que

max
t∈[0,k]

|bh(t)| ≤ max
t∈[0,2k]

|b(t)|.

D’autre part, encore d’après (1.10), on a

max
[0,k]

|tb′h(t)− bh(t)| ≤ max
[0,2k]

|tb′(t)− b(t)|+ ch1−λ0 + hmax
[1,2k]

|b′(t)|.

De plus, en accord avec (1.11), pour tout sous-ensemble ω ⊂ R3 borné, remarquer que

‖bh(ρ)1{ρ≥k}‖0, 6
5
,ω ≤ ck(λ1+1)− 5

6
p‖ρ1{ρ≥k}‖

5p
6

0,p,ω,

‖{ρb′h(ρ)− bh(ρ)}1{ρ≥k}‖0,2,ω ≤ c(kλ1−
p
2 + kλ2−

p
2 )‖ρ1{ρ≥k}‖

p
2
0,p,ω.

Enfin, pour toute fonction ϕ ∈ D(R3), on peut écrire que
∫

R3

bh(ρ)u · ∇ϕdx =

∫

R3

bh(ρ)1{ρ<k}u · ∇ϕdx+

∫

R3

bh(ρ)1{ρ≥k}u · ∇ϕdx.

La première intégrale converge vers
∫

R3 b(ρ)1{ρ<k}u · ∇ϕdx quand h → 0+ d’après le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue, tandis que la deuxième est bornée

par ck(λ1+1)− 5p
6 ‖ρ1{ρ≥k}‖

5p
6

0,p,supp∇ϕ‖u‖0,6,supp∇ϕ‖∇ϕ‖0,∞ et, par conséquent, tend vers zéro
quand k →∞. L’analyse du deuxième terme de (1.16) est tout a fait semblable et achève
la démonstration. 2

Une fois encore, il est facile d’adapter cette démonstration à celle du lemme suivant :

Lemme 1.5 Soient p ≥ 2, ρ ∈ L
p
loc(R

3), ρ ≥ 0 p.p. dans R3, u ∈ [H1
loc(R

3)]3 et f ∈
L

q′

loc(R
3), q = p

λ1
si λ1 > 0 et q ∈ (1,∞) si λ1 ≤ 0, satisfaisant l’équation (1.9). Alors,

pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)), non décroissante de la classe (1.11), (1.12), on a

div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u ≥ fb′(ρ) dans D′(R3). (1.17)

Soient k > 0 et b ∈ C1([0,∞)). On pose

bk(t) =






b(t) si t ∈ [0, k),

b(k) si t ≥ k.

(1.18)

Alors la dérivée à droite de cette fonction, notée (bk)
′
+ existe sur [0,∞) et la composition

(bk)
′
+ ◦ ρ, ρ ∈ L1

loc(R
3), est bien définie p.p. dans R3. Ces définitions en tête, on peut

maintenant énoncer un corollaire du lemme 1.4.
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Corollaire 1.1 Soient p ≥ 2, ρ ∈ L
p
loc(R

3), ρ ≥ 0 p.p. dans R3, u ∈ [H1
loc(R

3)]3 et
f ∈ L1

loc(R
3) satisfaisant l’équation (1.2). Alors, pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)), on a

div(bk(ρ)u) + {ρ(bk)′+(ρ)− bk(ρ)} div u = f(bk)
′
+(ρ) dans D′(R3), ∀k > 0. (1.19)

Preuve. Démontrons tout d’abord que

∀k > 0, k div u = f p.p. dans {ρ = k}. (1.20)

On fixe k > 0. On considère une fonction b ∈ D(R) telle que supp b ⊂ R+, b(t) = t

dans (3
4
k, 5

4
k) puis on introduit b±k,ε = S ε

2
(bk±ε), S ε

2
désignant un opérateur régularisant

unidimensionnel. Alors, lorsque ε→ 0+, on a

b+k,ε(t) → bk(t), ∀t ≥ 0, (b+k,ε)
′(t) → b′k(t), ∀t 6= k, (b+k,ε)

′(t) → 1,

b−k,ε(t) → bk(t), ∀t ≥ 0, (b−k,ε)
′(t) → b′k(t), ∀t 6= k, (b−k,ε)

′(t) → 0.

Par ailleurs, le lemme 1.4, appliqué à b±k,ε au lieu de b, garantit la validité des équations

div(b±k,ε(ρ)u) + {ρ(b±k,ε)
′(ρ)− b±k,ε(ρ)} div u = f(b±k,ε)

′(ρ) dans D′(R3).

On passe à la limite ε→ 0+, il vient alors que

div(bk(ρ)u) + {ρb′k(ρ)1{ρ6=k} + k1{ρ=k} − bk(ρ)} div u

= f{b′k(ρ)1{ρ6=k} + 1{ρ=k}} dans D′(R3),

div(bk(ρ)u) + {ρb′k(ρ)1{ρ6=k} − bk(ρ)} div u = fb′k(ρ)1{ρ6=k} dans D′(R3)

et en soustrayant la deuxième équation de la première, on récupère l’affirmation (1.20).

A présent, démontrons le corollaire 1.1. Soient b ∈ C1([0,∞)) et k > 0 fixé. On dénote
encore par b le prolongement de b par b(0) dans (−∞, 0) et on applique le lemme 1.4 à
Sε(bk), où Sε, ε ∈ (0, 1), est un opérateur de régularisation unidimensionnel. On trouve
que

div(Sε(bk)(ρ)u) + {ρSε(bk)
′(ρ)− Sε(bk)(ρ)} div u = fSε(bk)

′(ρ) dans D′(R3). (1.21)

Puisque bk ∈ C0([0,∞)) ∩ C1([0, k) ∪ (k,∞)), ∀t ∈ [0,∞), Sε(bk)(t) → bk(t) et, ∀t ∈
[0, k) ∪ (k,∞), Sε(bk)

′(t) → (bk)
′
+(t) quand ε → 0+. Par conséquent, Sε(bk)(ρ) → bk(ρ)

p.p. dans R
3 et Sε(bk)

′(ρ) → (bk)
′
+(ρ) p.p. dans l’ensemble {ρ 6= k}. Ensuite, en accord

avec (1.20), il est clair que

ρSε(bk)
′(ρ) div u = fSε(bk)

′(ρ) p.p. dans {ρ = k}.

Enfin, la forme très particulière de la fonction bk implique que Sε(bk) et Sε(bk)
′ sont

uniformément bornées par rapport à ε. Ainsi, à l’aide du théorème de la convergence
dominée de Lebesgue, le passage à la limite ε→ 0+ dans (1.21) est complètement justifié
et implique (1.19). 2

Remarque 1.1 Noter qu’en faisant tendre k → ∞ dans (1.19), pour toute fonction
b ∈ C1([0,∞)) de la classe (1.11), (1.12), on récupère (1.13).



1.2. Quelques problèmes elliptiques 19

2 Quelques problèmes elliptiques

Dans cette section, nous nous concentrons sur divers problèmes de type elliptique que
nous rencontrerons par la suite.

2.1 Le problème de Neumann associé au laplacien

Soient p ∈ (1,∞), ε ∈ (0, 1] et Ω un domaine borné de R3. Etant donné un champ
de vecteurs G ∈ [Lp(Ω)]3, resp. un champ scalaire F ∈ Lp(Ω), le problème de Neumann
faible, resp. fort, consiste à trouver ρ ∈ W 1,p(Ω) , resp. W 2,p(Ω), tel que

ε

∫

Ω

∇ρ · ∇η dx = −
∫

Ω

G · ∇η dx, ∀η ∈ C∞(Ω), (2.1)

resp.

−ε∆ρ = F dans Ω, (2.2)

∂νρ = 0 sur ∂Ω. (2.3)

Dans ce paragraphe, nous rappelons un résultat classique sur l’existence, l’unicité et
la régularité des solutions des problèmes de Neumann faible et fort associés à l’opérateur
de Laplace.

Lemme 1.6 Soient p ∈ (1,∞), Ω un domaine borné de R3 et θ ∈ (0, 1].

(i) On suppose que Ω est de classe C1,θ et que G ∈ [Lp(Ω)]3. Alors il existe une fonction
ρ ∈ W 1,p(Ω) solution du problème de Neumann faible (2.1) satisfaisant

‖∇ρ‖0,p ≤
c(Ω, p)

ε
‖G‖0,p. (2.4)

Toute autre solution dans la classe W 1,p(Ω) est de la forme ρ + c, c ∈ R.

(ii) On suppose que Ω est de classe C2,θ et que F ∈ Lp(Ω) satisfait
∫

Ω

F dx = 0. (2.5)

Alors il existe une fonction ρ ∈ W 2,p(Ω) solution du problème de Neumann fort
(2.2)-(2.3) satisfaisant

‖∇ρ‖1,p ≤
c(Ω, p)

ε
‖F‖0,p. (2.6)

On suppose en outre que G ∈ Ep
0(Ω). Alors toute solution ρ ∈ W 1,p(Ω) du problème

de Neumann faible (2.1) est solution du problème de Neumann fort (2.2)-(2.3) dans
lequel F = div G et satisfait ρ ∈ W 2,p(Ω), ∂νρ = 0 sur ∂Ω ainsi que l’estimation

‖∇ρ‖1,p ≤
c(Ω, p)

ε
‖G‖E

p
0 (Ω). (2.7)

Preuve. Voir par exemple Nečas [56] ou Simader et Sohr [72]. 2
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2.2 Equation de continuité discrétisée en temps perturbée par

une dissipation artificielle

Soient α, ε ∈ (0, 1] fixés, v et h des fonctions données. Dans le prochain chapitre, nous
aurons besoin d’informations sur le problème auxiliaire suivant :

αρ+ div(ρv)− ε∆ρ = αh dans Ω, (2.8)

∂νρ = 0 sur ∂Ω, (2.9)∫

Ω

ρ dx =

∫

Ω

h dx. (2.10)

Dans le théorème qui suit, nous précisons la notion de solution de ce problème dont nous
prouvons l’existence et l’unicité.

Théorème 1.1 Soient α, ε ∈ (0, 1] fixés, Ω un domaine borné de R3 de classe C2,θ,
θ ∈ (0, 1], v ∈ [W 1,∞(Ω)]3 satisfaisant v = 0 sur ∂Ω au sens des traces et h ∈ L∞(Ω).
Alors il existe un unique champ scalaire ρ satisfaisant pour tout p ∈ (1,∞), ρ ∈ W 2,p(Ω),
l’équation (2.8) p.p. dans Ω, (2.9), (2.10), ainsi que l’estimation

‖ρ‖2,p ≤ c(Ω, p, α, ε,K)‖h‖0,∞ si ‖v‖1,∞ ≤ K. (2.11)

Si h ≥ 0 p.p. dans Ω. Alors ρ ≥ 0 p.p. dans Ω.

Preuve. Soient α, ε ∈ (0, 1], p ∈ (1,∞) et t ∈ [0, 1]. On note Tt : W 1,p(Ω) → W 1,p(Ω)
l’opérateur qui à tout champ scalaire ϕ ∈ W 1,p(Ω) fait correspondre ρ = Tt(ϕ) la solution
du problème

−ε∆ρ = t{α(h− ϕ)− div(ϕv)} dans Ω, (2.12)

∂νρ = 0 sur ∂Ω, (2.13)∫

Ω

ρ dx =

∫

Ω

h dx. (2.14)

En accord avec le lemme 1.6, l’opérateur Tt est bien défini. Noter alors que pour démontrer
l’existence d’au moins une solution ρ du problème (2.8)-(2.10), il suffit de prouver que
l’opérateur Tt admet au moins un point fixe ρ. Pour ce faire, nous allons démontrer deux
affirmations qui permettront de conclure à l’aide de la théorie du degré topologique de
Leray-Schauder rappelée dans l’Annexe C.

Affirmation no 1 On suppose que ρ ∈ W 1,p(Ω) satisfait ρ = Tt(ρ) et la contrainte (2.14)
et que ‖v‖1,∞ ≤ K. Alors il existe une constante Cptf = c(Ω, p, α, ε,K, h) indépendante
de t telle que

‖ρ‖1,p < Cptf .

Autrement dit,

0 6∈ (I − Tt)(∂D), D =

{
ϕ ∈ W 1,p(Ω), ‖ϕ‖1,p < Cptf ,

∫

Ω

ϕdx =

∫

Ω

h dx

}
.
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Preuve. Soient β ∈ (0, 1) et l ∈ (0, 1]. On pose η+ = (ρ+ + l)β et η− = −(ρ−+ l)β. Alors
η+ et η− sont des fonctions test admissibles de l’équation (2.12) dans laquelle on remplace
ϕ par ρ. En effet, si p ≥ 2, il est clair que η+, η− ∈ W 1,p(Ω) ⊂ W 1,p′(Ω). Si p < 2, le lemme
1.6 et les injections de Sobolev garantissent que ρ ∈ W 2,p(Ω) ⊂ W 1,p∗(Ω). On considère
ensuite les deux situations p∗ ≥ 2 et p∗ < 2. En répétant un nombre fini de fois cette
procédure, on arrive à la conclusion ρ ∈ W 1,q(Ω), q ≥ p′. On teste donc l’équation (2.12),
dans laquelle ϕ est remplacée par ρ, par η±. En accord avec les inégalités de Hölder et de
Young, il vient que

±αt
∫

Ω

ρ(ρ± + l)β dx =

∓ε
∫

Ω

∇ρ · ∇(ρ± + l)β dx± αt

∫

Ω

h(ρ± + l)β dx± t

∫

Ω

ρv · ∇(ρ± + l)β dx

≤ −εβ
∫

Ω

(ρ± + l)β−1|∇(ρ± + l)|2 dx + αt‖h‖0,β+1‖ρ± + l‖β
0,β+1

+tβ

∫

Ω

|v|(ρ± + l)β|∇(ρ± + l)| dx+ tβl

∫

Ω

|v|(ρ± + l)β−1|∇(ρ± + l)| dx

≤ −εβ
∫

Ω

(ρ± + l)β−1|∇(ρ± + l)|2 dx+
αt

β + 1
‖h‖β+1

0,β+1 +
αtβ

β + 1
‖ρ± + l‖β+1

0,β+1

+(tβ‖v‖1,∞‖ρ± + l‖
β+1

2
0,β+1 + tβl

β+1
2 ‖v‖1,∞

√
|Ω|)

(∫

Ω

(ρ± + l)β−1|∇(ρ± + l)|2 dx
) 1

2

.

En utilisant de nouveau l’inégalité de Young, le fait que t ∈ [0, 1] et en supposant que
‖v‖1,∞ ≤ K, il en résulte que

±αt
∫

Ω

ρ(ρ± + l)β dx ≤ αt

β + 1
‖h‖β+1

0,β+1 +
tβK2|Ω|

2ε
lβ+1 + t

(
αβ

β + 1
+
βK2

2ε

)
‖ρ± + l‖β+1

0,β+1.

(2.15)
On passe alors à la limite quand l → 0+. On trouve que

t

(
α

β + 1
− βK2

2ε

)
‖ρ±‖β+1

0,β+1 ≤
αt

β + 1
‖h‖β+1

0,β+1.

En choisissant β de sorte que α
β+1

− βK2

2ε
> 0, on en déduit que

‖Tt(ρ)‖0,β+1 = ‖ρ‖0,β+1 ≤ c(α, ε,K)‖h‖0,β+1, ∀t ∈ [0, 1].

Soit G = t(αB(h−ρ)−ρv), B désignant l’opérateur de Bogovskĭı introduit dans le lemme
B.1. D’après la condition (2.14) complétée par le lemme B.1, uniformément par rapport
à t, on a

‖G‖0,β+1 ≤ α(‖h‖0,β+1 + ‖ρ‖0,β+1) + ‖ρ‖0,β+1‖v‖1,∞.

Puisque ρ = Tt(ρ), il est évident que ρ est solution d’un problème de Neumann faible du
type (2.1), G étant défini ci-dessus. Par conséquent, en accord avec le lemme 1.6,

‖∇ρ‖0,β+1 ≤ c(Ω, α, ε,K)‖h‖0,β+1.
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Ainsi, nous venons de prouver que

‖ρ‖1,s ≤ c(Ω, α, ε,K)‖h‖0,s, s = β + 1. (2.16)

Dans le cas 1 < p ≤ β + 1, il en résulte que

‖ρ‖1,p ≤ c(Ω, α, ε,K)‖h‖0,∞ (2.17)

et pour conclure il suffit de poser Cptf = c(Ω, α, ε,K)‖h‖0,∞ + 1. Alors, à partir de (2.16)
et à l’aide des injections de Sobolev, on trouve que

‖ρ‖0,s ≤ c(Ω, α, ε,K)‖h‖0,β+1 ≤ c(Ω, α, ε,K)‖h‖0,s, s =
3(β + 1)

3− (β + 1)
.

Comme précédemment, on en déduit l’inégalité (2.16) dans laquelle s = 3(β+1)
3−(β+1)

. En

répétant un nombre fini de fois cette procédure, on obtiendra l’inégalité (2.16) dans la-
quelle s ≥ 3. Autrement dit, on se retrouvera dans la deuxième alternative. Par suite, les
injections de Sobolev impliqueront en particulier que

‖ρ‖0,es ≤ c(Ω, α, ε,K)‖h‖0,es, s̃ ∈ (s,∞).

Il suffira alors de répéter une dernière fois la procédure présenté ci-dessus pour conclure
à l’inégalité (2.15) pour p ∈ [1,∞) puis de poser Cptf = c(Ω, α, ε,K)‖h‖0,∞ + 1. 2

Affirmation no 2 L’opérateur H : D × [0, 1] → W 1,p(Ω) défini par H(·, t) = Tt(·) est
une homotopie de transformations compactes.

Preuve. On démontre tout d’abord que pour tout t ∈ [0, 1], H(·, t) : D → W 1,p(Ω) est
un opérateur compact. Puisque

∫
Ω
ϕdx =

∫
Ω
h dx, le lemme B.1 garantit que le champ de

vecteurs G = t(αB(h− ϕ)− ϕv) ∈ Ep
0(Ω) et satisfait l’estimation

‖G‖E
p
0 (Ω) ≤ 2t{α(‖ϕ‖0,p + ‖h‖0,p) + ‖ϕ‖1,p‖v‖1,∞}.

Le lemme 1.6, quant à lui, assure l’existence et l’unicité de ρ = Tt(ϕ) satisfaisant (2.7), G

étant défini ci-dessus. L’inégalité de Poincaré-Wirtinger appliquée à (ρ − h) donne alors
une estimation de la norme Lp(Ω) de ρ qui, ajoutée à (2.7), implique que

‖ρ‖2,p ≤ ct{α‖ϕ‖0,p + α‖h‖0,p + ‖ϕ‖1,p‖v‖1,∞}+ ‖h‖0,p.

L’injection compacte W 2,p(Ω) ⊂⊂ W 1,p(Ω) assure la compacité de H(·, t), t ∈ [0, 1].

Soient ϕ ∈ L ⊂ D et s, t ∈ [0, 1]. Pour conclure, il suffit de démontrer l’inégalité

‖Tt(ϕ)− Ts(ϕ)‖1,p ≤ c|t− s|{‖ϕ‖1,p‖v‖1,∞ + α‖ϕ‖0,p + α‖h‖0,p}. (2.18)

Pour ce faire, on remarque que H(ϕ, t)−H(ϕ, s) est solution du problème

−ε∆(H(ϕ, t)−H(ϕ, s)) = (t− s){α(h− ϕ)− div(ϕv)} dans Ω,

∂ν(H(ϕ, t)−H(ϕ, s)) = 0 sur ∂Ω,∫

Ω

(H(ϕ, t)−H(ϕ, s)) dx = 0.
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Le lemme 1.6 dans lequel on pose G = (t− s){αB(h−ϕ)−ϕv} et l’inégalité de Poincaré-
Wirtinger appliquée à (ρ− h) conduisent alors à l’inégalité (2.18). L’affirmation est donc
démontrée. 2

Ceci étant, pour tout t ∈ [0, 1], l’existence d’au moins un point fixe de l’opérateur
H(·, t) s’en suit. En effet, lorsque t = 0, en accord avec le lemme 1.6, le problème (2.12)-
(2.14) admet une unique solution ρ0 = 1

|Ω|

∫
Ω
h dx. Par suite, compte tenu de la définition

du degré de Leray-Schauder, on a deg(I −H(·, t), D, 0) = ±1. Les affirmations no 1 et 2
garantissent la validité des hypothèses du théorème C.4 dont la conclusion est : pour tout
t ∈ [0, 1], deg(I −H(·, t), D, 0) = deg(I −H(·, 0), D, 0) = ±1. Enfin, d’après le théorème
C.3, il existe au moins une solution ρ du problème (2.8)-(2.10). L’estimation (2.17) est
encore vraie et donne l’unicité de ρ, tandis que du lemme 1.6 il résulte que

‖∇ρ‖1,p ≤
c(Ω, p)

ε
{α(‖ρ‖0,p + ‖h‖0,p) + ‖ρ‖1,p‖v‖1,∞},

d’où on déduit l’inégalité (2.11).

Pour terminer, on suppose que h ≥ 0 p.p. dans Ω. On teste l’équation (2.12) avec
ϕ = ρ par η = −(ρ− + l)β avec l ∈ (0, 1] et β ∈ (0, 1) qui sera fixé plus loin. Dans le calcul
qui nous a conduit à (2.15) avec t = 1, on utilise l’hypothèse h ≥ 0 et on trouve que

−α
∫

Ω

ρ(ρ− + l)β dx ≤ βK2

2ε
‖ρ− + l‖β+1

0,β+1 +
βK2|Ω|

2ε
lβ+1.

On passe ensuite à la limite l → 0+. Il vient alors que
(
α− βK2

2ε

)
‖ρ−‖β+1

0,β+1 ≤ 0. Ainsi,

le choix β < min
(
1, 2εα

K2

)
implique que ρ− = 0 p.p. dans Ω et, par conséquent, termine la

preuve du théorème 1.1. 2

2.3 Système elliptique de Lamé

Dans ce paragraphe, nous rappelons un résultat concernant le système d’équations

−µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u = F dans Ω, (2.19)

u = 0 sur ∂Ω (2.20)

dans lequel nous supposons que les coefficients µ1 et µ2 sont constants et satisfont

µ1 > 0, 4µ1 + 3µ2 > 0. (2.21)

Lemme 1.7 Soient p ∈ (1,∞), Ω un domaine borné de R3 de classe C1,θ, θ ∈ (0, 1] et
F ∈ [W−1,p(Ω)]3. Alors il existe une unique fonction u ∈ [W 1,p

0 (Ω)]3 satisfaisant l’équation
(2.19) dans [D′(Ω)]3 ainsi que l’estimation

‖u‖1,p ≤ c(Ω, p)‖F ‖−1,p. (2.22)

On suppose en outre que Ω est de classe C2,θ et que F ∈ [Lp(Ω)]3. Alors u ∈ [W 2,p(Ω)]3

satisfait l’équation (2.19) p.p. dans Ω ainsi que l’estimation

‖u‖2,p ≤ c(Ω, p)‖F ‖0,p. (2.23)
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Preuve. Sous les hypothèses (2.21), l’opérateur −µ1∆− (µ1 + µ2)∇ div est un opérateur
fortement elliptique du second ordre. En effet, c’est un exercice simple que de démontrer
que

µ1ξijξij + (µ1 + µ2)ξiiξkk ≥ min(µ1, 4µ1 + 3µ2)ξijξij, ξ ∈ R
3×3.

Par conséquent, les résultats classiques sur l’existence et la régularité des solutions des
systèmes elliptiques s’appliquent. On renvoie le lecteur intéressé par le sujet au livre de
Gilbarg, Trudinger [24]. 2

3 Sur les opérateurs de Riesz

Nous consacrons cette section à de brefs rappels concernant les opérateurs de Riesz
Rj : S(R3) → S ′(R3), j = 1, 2, 3, définis par

Rj(f) = F−1(mjF(f)), mj : R
3 → R, ξ 7→ iξj

|ξ| (3.1)

où F désigne la transformée de Fourier et F−1 son inverse. A l’aide du théorème de
Marcinkiewicz sur les multiplicateurs de Fourier, nous sommes assurés que Rj : S(R3) →
Lp(R3) et que

‖Rj(f)‖0,p,R3 ≤ c(p)‖f‖0,p,R3, j = 1, 2, 3, f ∈ S(R3) (3.2)

et ce pour tout p ∈ (1,∞). Par conséquent, l’opérateur Rj, j = 1, 2, 3, peut être prolongé
par densité en un opérateur linéaire et continu défini sur Lp(R3) à valeurs dans Lp(R3).
On introduit ensuite les opérateurs Aj : S(R3) → S ′(R3), j = 1, 2, 3, définis par

Aj(f),= F−1(m̃jF(f)), m̃j : R
3 → R, ξ 7→ iξj

|ξ|2 (3.3)

puis, pour j, k = 1, 2, 3, on pose Rjk = ∂kAj. Clairement l’opérateur Rjk : S(R3) →
S ′(R3), j, k = 1, 2, 3 ainsi défini est la composition des transformées de Riesz Rk et Rj.
Par suite, il peut être prolongé en un opérateur linéaire et continu sur Lp(R3) à valeurs
dans Lp(R3) et

‖Rjk(f)‖0,p,R3 ≤ c(p)‖f‖0,p,R3, j, k = 1, 2, 3, f ∈ Lp(R3) (3.4)

et ce pour tout p ∈ (1,∞). D’après la définition de Aj, j = 1, 2, 3, à l’aide des théorèmes
d’injections de Sobolev, remarquer que

∀p ∈ (1, 3), ‖Aj(f)‖0,p∗,R3 ≤ c(p)‖f‖0,p,R3, f ∈ Lp(R3). (3.5)

Clairement, en accord avec l’égalité de Parseval classique, pour toutes fonctions f, g de
S(R3) on a

∫

R3

fAj(g) dx =

∫

R3

F(f)F(Aj(g))dξ =

∫

R3

F(f)
iξj

|ξ|2F(g) dξ

= −
∫

R3

F(Aj(f))F(g)dξ = −
∫

R3

Aj(f)g dx, j = 1, 2, 3. (3.6)



1.4. Compacité par compensation, commutateurs 25

Par un simple argument de densité complété par les théorèmes d’injections de Sobolev, il
est aisé de vérifier que (3.6) est encore vraie pour toute fonction f ∈ Lp(R3), p ∈ (1, 3) et
toute fonction g ∈ D(R3). Semblablement, pour toutes fonctions f, g de S(R3), on a

∫

R3

fRjk(g) dx =

∫

R3

Rjk(f)g dx, j, k = 1, 2, 3. (3.7)

Noter que (3.7) reste vrai pour f ∈ Lp(R3) et g ∈ Lp′(R3), p ∈ (1,∞) puisque S(R3) est
dense dans Lq(R3), q ∈ (1,∞) et Rjk : Lq(R3) → Lq(R3) est continu. Pour terminer cette
section, nous laissons le soin au lecteur de vérifier les propriétés suivantes :

∀f ∈ S(R3), ∂kAj(f) = Aj(∂kf) ⇒ Aj(f) ∈ C∞(R3), j = 1, 2, 3, (3.8)

∀f ∈ S(R3), Rjk(f) = Rkj(f), Rjj(f) = f, j, k = 1, 2, 3. (3.9)

4 Compacité par compensation, commutateurs

Dans cette section, nous rappelons la version Lp-Lq du lemme div-rot obtenue par Yi
[81] en théorie de la compacité par compensation introduite par Murat [54] et Tartar
[75]. Nous utiliserons ensuite ce résultat pour démontrer la convergence d’une certaine
suite de commutateurs.

Lemme 1.8 Soient Ω un domaine de R3 et 1 < p1, p2, q1, q2 ≤ ∞. On suppose que

fn ⇀ f dans [Lp1(Ω)]3, gn ⇀ g dans [Lp2(Ω)]3,

div fn → div f dans W−1,q1(Ω), rotgn → rotg dans [W−1,q2(Ω)]3.

Alors

fn · gn ⇀ f · g dans Lr(Ω),
1

r
=

1

p1
+

1

p2
< 1.

Lemme 1.9 On suppose que

fn ⇀ f dans Lp(R3), gn ⇀ g dans Lq(R3),
1

r
=

1

p
+

1

q
< 1.

Alors

fnRij(gn)− gnRij(fn) ⇀ fRij(g)− gRij(f) dans Lr(R3), i, j = 1, 2, 3.

Preuve. La démonstration qui suit est due à Feireisl [16]. Il est facile de vérifier que
la conclusion du lemme 1.9 est un cas particulier de l’affirmation plus générale

3∑

i,j=1

{vi
nRij(w

j
n)− wj

nRij(v
i
n)}⇀

3∑

i,j=1

{viRij(w
j)− wjRij(v

i)} dans Lr(R3)

sous les hypothèses vn ⇀ v dans [Lp(R3)]3, wn ⇀ w dans [Lq(R3)]3. En effet, à l’aide de
la propriété de symétrie (3.9), on voit que

3∑

i,j=1

{viRij(w
j)− wjRij(v

i)} =

3∑

i=1

U i
nV

i
n −

3∑

j=1

Xj
nY

j
n = Un · V n −Xn · Y n
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avec

U i
n =

3∑

j=1

Rij(w
j
n), V

i
n = vi

n −
3∑

k=1

Rik(v
k
n), Xj

n =

3∑

i=1

Rji(v
i
n), Y j

n = wj
n −

3∑

k=1

Rjk(w
k
n).

Puisque l’opérateur Rij est linéaire continu de Ls(R3) dans Ls(R3), il en résulte que

U i
n ⇀ U i =

3∑

j=1

Rij(w
j) dans Lq(R3), V i

n ⇀ V i = vi −
3∑

k=1

Rik(v
k) dans Lp(R3),

Xj
n ⇀ Xj =

3∑

i=1

Rji(v
i) dans Lp(R3), Y j

n ⇀ Y j = wj −
3∑

k=1

Rjk(w
k) dans Lq(R3).

En accord avec la propriété (3.9), div V n = div Y n = 0, rotUn = rotXn = 0 et on peut
donc appliquer le lemme 1.8. On obtient finalement

Un · V n −Xn · Y n ⇀ U · V −X · Y dans Lr(R3).

D’où le résultat. 2

5 Flux effectif visqueux (cas stationnaire)

Les résultats de cette section sont absolument essentiels aux preuves de l’existence de
solutions faibles des équations de Navier-Stokes données dans les chapitres 2 et 3. En gros,
ils permettront de compenser le manque de compacité de la suite des densités {ρn}n, in-
formation qui ne peut être obtenue à partir des seules estimations provenant de l’inégalité
d’énergie. Plus exactement, le théorème 1.2 garantira que la suite des flux effectifs vis-
queux {Πn − (2µ1 + µ2) div un}n, parfois appelée suite des pressions effectives, possède
une sorte de compacité faible. Cette observation est originellement due à Serre [71] en
dimension un d’espace pour les écoulements non stationnaires. En dimension supérieure,
la preuve de ce résultat, due à P.L. Lions [46], utilise principalement le fait que cette
suite soit bornée dans un certain espace de Hardy et les résultats de compacité par com-
pensation dans ce type d’espace obtenus par Coifman, P.L. Lions, Meyer et Semmes
[9]. Ici, nous en donnons une preuve inspirée de l’approche de Feireisl [16]. Celle-ci est
basée sur les résultats de la section précédente et nous évite d’utiliser des résultats délicats
tels que ceux concernant la régularité des équations elliptiques dans les espaces de Hardy.

Théorème 1.2 Soient Ω un domaine borné de R
3 à frontière Lipschitzienne, 1 < p <∞,

max{2, p′} < r ≤ ∞, 1 < s <∞, 1
s
+ 1

r∗
≤ 1 si r < 3 et 1 < w <∞, 1

w
+ 1

r
< 5

6
si r <∞,

6
5
< w <∞ si r = ∞. On suppose que

Πn ⇀ Π dans Lp(Ω), (5.1)

bn
∗
⇀ b dans Lr(Ω), (5.2)

F n ⇀ F dans [Ls(Ω)]3, (5.3)

qn ⇀ q dans [Lw(Ω)]3,

div qn → div q dans W−1,w(Ω),
, (5.4)

un ⇀ u dans [H1(Ω)]3. (5.5)
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On suppose en outre que pour i = 1, 2, 3

∂j(q
i
nu

j
n)− µ1∆u

i
n − (µ1 + µ2)∂i div un + ∂iΠn = F i

n dans D′(Ω). (5.6)

Alors

Πb− (2µ1 + µ2)b div u = Πb− (2µ1 + µ2)b div u p.p. dans Ω, (5.7)

où Πb et b div u dénotent les limites faibles des suites {Πnbn}n∈N∗ et {bn div un}n∈N∗ dans

les espaces L
2r

r+2 (Ω) et L
pr

p+r (Ω).

Preuve. On rappelle que l’on ne fait pas la distinction entre une fonction définie sur un
domaine O de R3 et son prolongement par zéro à l’extérieur de O.

Dans un premier temps, noter que le système (5.6) testé par une fonction ϕ ∈ [D(Ω)]3

s’écrit

−
∫

Ω

qi
nu

j
n∂jϕ

i dx +

∫

Ω

{µ1∂ju
i
n∂jϕ

i + (µ1 + µ2)(div un)(div ϕ)} dx

−
∫

Ω

Πn div ϕ dx =

∫

Ω

F i
nϕ

i dx. (5.8)

Au vu des hypothèses (5.1)-(5.5), par un argument de densité, l’identité (5.8) reste vraie

pour toute fonction ϕ telle que ∂jϕ
i ∈ L2(Ω) ∩ L 6w

5w−6 (Ω), div ϕ ∈ Lp′(Ω), ϕi ∈ Ls′(Ω) et
ϕi = 0 au sens des traces sur ∂Ω, i, j = 1, 2, 3.

Soit η ∈ D(Ω). On pose ϕi = ηAi(bn), i = 1, 2, 3. Alors, en accord avec la propriété
(3.5) de l’opérateur Ai, on peut vérifier que ϕi ∈ W 1,r

0 (Ω), i = 1, 2, 3. Supposons r <∞.

Les hypothèses max{2, p′} ≤ r, 1
w

+ 1
r
< 5

6
impliquent que ∂jϕ

i ∈ L2(Ω) ∩ L 6w
5w−6 (Ω),

i, j = 1, 2, 3 et div ϕ ∈ Lp′(Ω). Par ailleurs, les théorèmes d’injections de Sobolev et
l’hypthèse 1

r∗
+ 1

s
≤ 1 dans le cas où r < 3 garantissent que ϕi ∈ Ls′(Ω), i = 1, 2, 3. Lorsque

r = ∞, bn ∈ Lr̃(Ω), r̃ ∈ [1,∞) et par suite ϕi ∈ W
1,r̃
0 (Ω), r̃ ∈ (1,∞). En choisissant

r̃ = max{2, 6w
5w−6

, p′, s′}, on en déduit que ∂jϕ
i ∈ L2(Ω) ∩ L

6w
5w−6 (Ω), div ϕ ∈ Lp′(Ω)

et ϕi ∈ Ls′(Ω), i = 1, 2, 3. En conclusion, la fonction ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), ϕi = ηAi(bn),
i = 1, 2, 3, est une fonction admissible dans l’identité (5.8). Avant d’utiliser cette fonction
dans (5.8), on justifie la formule suivante :

∫

Ω

∂ju
i
nη∂jAi(bn) dx = −

∫

Ω

ui
n∂jη∂jAi(bn) dx+

∫

Ω

ui
n∂iηbn dx+

∫

Ω

ηbn div un dx. (5.9)

Pour ce faire, il suffit de remarquer que Sε(bn) ∈ D(R3). Par conséquent, d’après (3.8),
Ai(Sε(bn)) ∈ C∞(R3). Par suite, il suffit de calculer l’intégrale

∫
Ω
∂ju

i
nη∂iAi(Sε(bn)) dx à

l’aide d’intégrations par parties et des propriétés (3.9) de l’opérateur Rij, i, j = 1, 2, 3,
puis de passer à la limite quand ε→ 0+ en utilisant la continuité de cet opérateur. Après
un long calcul plutôt simple dans lequel sont utilisées plusieurs intégrations par parties,
les propriétés (3.6) et (3.7) des opérateurs Ai et Rij, i, j = 1, 2, 3 et la formule (5.9), on
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obtient
∫

Ω

η{Πn − (2µ1 + µ2) div un}bn dx = −
∫

Ω

Πn∂iηAi(bn) dx

+µ1

∫

Ω

∂ju
i
n∂jηAi(bn) dx− µ1

∫

Ω

ui
n∂jηRij(bn) dx+ µ1

∫

Ω

ui
n∂iηbn dx

+(µ1 + µ2)

∫

Ω

∂iηAi(bn) div un dx−
∫

Ω

qi
nu

j
n∂jηAi(bn) dx−

∫

Ω

F i
nηAi(bn) dx

−
∫

Ω

Rij(bnu
j
n)qi

nη dx +

∫

Ω

uj
n{bnRij(q

i
nη)− qi

nηRij(bn)} dx. (5.10)

A présent, l’objectif est de passer à la limite quand n → ∞ dans (5.10). Pour cela,
commençons par énumérer quelques conséquences directes des hypothèses (5.1)-(5.5). En
premier lieu, on a

{Πn − (2µ1 + µ2) div un}bn ⇀ Πb− (2µ1 + µ2)b div u dans Lz1(Ω),

z1 =






min{ 2r
r+2

, pr

p+r
} si r <∞,

min{2, p} si r = ∞.

(5.11)

Ensuite, compte tenu de l’injection compacte H1(Ω) ⊂⊂ Lz2(Ω), z2 ∈ [1, 6), de (5.5) il
vient que

uj
n → uj dans Lz2(Ω), j = 1, 2, 3. (5.12)

Ceci étant, (5.12) ajoutée à (5.2) et (5.4) permet d’affirmer que

bnu
j
n ⇀ buj dans Lz3(Ω), z3 =





6r
r+6

si r <∞,

6 si r = ∞
, j = 1, 2, 3, (5.13)

qi
nu

j
n ⇀ qiuj dans L

6w
w+6 (Ω), i, j = 1, 2, 3. (5.14)

En accord avec les convergences (5.2), (5.4) et (5.14), de la continuité forte des opérateurs
Rij : Lq(R3) → Lq(R3), q ∈ (1,∞), i, j = 1, 2, 3, il découle que

Rij(bn) ⇀ Rij(b) dans Lr1(Ω), r1 ∈





(1, r] si r <∞,

(1,∞) si r = ∞
, i, j = 1, 2, 3, (5.15)

Rij(q
i
nη) ⇀ Rij(q

iη) dans Lw(Ω), j = 1, 2, 3, (5.16)

Rij(bnu
j
n) ⇀ Rij(bu

j) dans Lz2(Ω), j = 1, 2, 3. (5.17)

Par suite, pour toute fonction ξ ∈ D(Ω),

ξRij(bn) ⇀ ξRij(b) dans Lr1(Ω), i, j = 1, 2, 3,

ξ∇Ai(bn) ⇀ ξ∇Ai(b) dans [Lr1(Ω)]3, i = 1, 2, 3.
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En outre, à l’aide de la propriété (3.6), on vérifie facilement que Ai(bn)∇ξ → Ai(b)∇ξ
dans D′(Ω) tandis qu’il est clair que la suite {Ai(bn)∇ξ}n est uniformément bornée dans
[Lr1(Ω)]3. Puisque Ω est borné, ceci est complètement équivalent à la convergence

ξAi(bn) ⇀ ξAi(b) dans W 1,r1

0 (Ω), ξ ∈ D(Ω), i = 1, 2, 3.

Puisque W 1,r1

0 (Ω) ⊂⊂ Lr2(Ω), 1 ≤ r2 < r∗1 si r1 ∈ [3
2
, 3) et 1 ≤ r2 < ∞ si r1 ∈ [3,∞), il

s’en suit que
ξAi(bn) → ξAi(b) dans Lr2(Ω), ξ ∈ D(Ω), i = 1, 2, 3. (5.18)

En posant fn = qn et gn = ∇Aj(bnu
j
n), sous la condition 1

w
+ 1

z3
< 1, i.e. 1

w
+ 1

r
< 5

6
si

r <∞ et 6
5
< w <∞ si r = ∞, le lemme 1.8 assure la convergence

Rij(bnu
j
n)qi

n ⇀ Rij(bu
j)qi dans L

wz3
w+z3 (R3). (5.19)

Enfin, en posant fn = bn et gn = qi
nη, sous la condition 1

r
+ 1

w
< 1, le lemme 1.9 garantit

que

bnRij(q
i
nη)− qi

nηRij(bn) ⇀ bRij(q
iη)− qiηRij(b) dans Lz4(R3), j = 1, 2, 3,

z4 ∈





(1, rw
r+w

) si r <∞,

(1, w) si r = ∞.

A condition que z4 >
6
5
, i.e. 1

w
+ 1

r
< 5

6
si r <∞ et 6

5
< w <∞ si r = ∞, il en résulte que

∫

Ω

uj
n{bnRij(q

i
nη)− qi

nηRij(bn)} dx→
∫

Ω

uj{bRij(q
iη)− qiηRij(b)} dx. (5.20)

Tout est près pour passer à la limite quand n→∞ dans l’identité (5.10). On obtient
∫

Ω

η{Πb− (2µ1 + µ2)b div u} dx = −
∫

Ω

Π∂iηAi(b) dx

+µ1

∫

Ω

∂ju
i∂jηAi(b) dx− µ1

∫

Ω

ui∂jηRij(b) dx+ µ1

∫

Ω

ui∂iηb dx

+(µ1 + µ2)

∫

Ω

∂iηAi(b) div u dx−
∫

Ω

qiuj∂jηAi(b) dx−
∫

Ω

F iηAi(b) dx

−
∫

Ω

Rij(bu
j)qiη dx +

∫

Ω

uj{bRij(q
iη)− qiηRij(b)} dx. (5.21)

Justifions brièvement le passage à la limite dans chacun des termes du membre de droite
de (5.10) : dans le premier terme, on utilise (5.1) et (5.18) ; dans les quatre suivants, (5.5),
(5.15) et (5.18) ; dans le sixième, (5.4) et (5.17) ; dans le septième, (5.3) et (5.18) ; dans
le huitième, (5.19) ; dans le neuvième, (5.20).

Faisons maintenant tendre n→∞ dans (5.6). En utilisant les convergences (5.1)-(5.5),
pour i = 1, 2, 3, il vient alors que

∂j(q
iuj)− µ1∆u

i − (µ1 + µ2)∂i div u + ∂iΠ = F i dans D′(Ω). (5.22)
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Le système (5.22) testé par une fonction ϕ ∈ [D(Ω)]3 s’écrit

−
∫

Ω

qiuj∂jϕ
i dx +

∫

Ω

{µ1∂ju
i∂jϕ

i + (µ1 + µ2)(div u)(div ϕ)} dx

−
∫

Ω

Π div ϕ dx =

∫

Ω

F iϕi dx. (5.23)

Au vu des hypothèses (5.1)-(5.5), par un argument de densité, l’identité (5.23) reste vraie

pour toute fonction ϕ telle que ∂jϕ
i ∈ L2(Ω) ∩ L 6w

5w−6 (Ω), div ϕ ∈ Lp′(Ω), ϕi ∈ Ls′(Ω) et
ϕi = 0 au sens des traces sur ∂Ω, i, j = 1, 2, 3. En suivant les idées présentées au début
de la preuve, on peut vérifier que la fonction ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), ϕi = ηAi(b), η ∈ D(Ω), est
une fonction admissible dans l’identité (5.23). Ainsi, après un long calcul plutôt simple
dans lequel sont utilisées plusieurs intégrations par parties, les propriétés (3.6) et (3.7)
des opérateurs Ai et Rij, i, j = 1, 2, 3 et une formule analogue à (5.9), on obtient

∫

Ω

η{Π− (2µ1 + µ2) div u}b dx = −
∫

Ω

Π∂iηAi(b) dx

+µ1

∫

Ω

∂ju
i∂jηAi(b) dx− µ1

∫

Ω

ui∂jηRij(b) dx+ µ1

∫

Ω

ui∂iηb dx

+(µ1 + µ2)

∫

Ω

∂iηAi(b) div u dx−
∫

Ω

qiuj∂jηAi(b) dx−
∫

Ω

F iηAi(b) dx

−
∫

Ω

Rij(bu
j)qiη dx +

∫

Ω

uj{bRij(q
iη)− qiηRij(b)} dx. (5.24)

En comparant (5.21) et (5.24), on récupère l’identité (5.7). D’où le résultat. 2

Corollaire 1.2 Soient Ω un domaine de R3 à frontière localement Lipschitzienne, 1 <

p < ∞, max{2, p′} < r ≤ ∞, 1 < s < ∞, 1
s

+ 1
r∗
≤ 1 si r < 3 et 1 < w <∞, 1

w
+ 1

r
< 5

6

si r <∞, 6
5
< w <∞ si r = ∞. Pour tout sous-ensemble borné Ω′ ⊂ Ω, on suppose que

Πn ⇀ Π dans Lp(Ω′), (5.25)

bn
∗
⇀ b dans Lr(Ω′), (5.26)

F n ⇀ F dans [Ls(Ω′)]3, (5.27)

qn ⇀ q dans [Lw(Ω′)]3,

div qn → div q dans W−1,w(Ω′),
, (5.28)

un ⇀ u dans [H1(Ω′)]3. (5.29)

En outre, on suppose que les équations (5.6) sont satisfaites pour i = 1, 2, 3. Alors la
conclusion du théorème 1.2, i.e. (5.7), reste vraie.

Preuve. Soit R > 0 arbitraire. Les hypothèses (5.25)-(5.29) induisent celles du théorème
1.2 avec ΩR = Ω ∩BR à la place de Ω. D’où le résultat puisque R > 0 est arbitraire. 2
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Dans ce chapitre, nous présentons nos travaux concernant l’existence de solutions
faibles des équations de Navier-Stokes stationnaires compressibles et barotropes en régime
isentropique, considérées dans des domaines bornés de l’espace à trois dimensions. Ces
travaux ont engendré les publications [59] et [60]. Ici, nous regroupons les résultats obtenus
dans ces deux articles sous la forme d’un seul, le théorème 2.1, dont la preuve est l’objectif
principal de ce chapitre.

1 Formulation du problème et résultat principal

Commençons par rappeler brièvement le problème considéré. Soit Ω un domaine borné
de R3 à frontière Lipschitzienne. Dans la suite de ce chapitre nous étudions les équations de
Navier-Stokes stationnaires modélisant l’écoulement d’un fluide compressible isentropique
dans la région Ω. Celles-ci s’écrivent

div(ρu) = 0 dans Ω, (1.1)

div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u + a∇ργ = ρf + g dans Ω. (1.2)

Nous supposons que les coefficients de viscosité µ1 et µ2 sont constants et satisfont les
contraintes physiquement raisonnables

µ1 > 0,
2

3
µ1 + µ2 ≥ 0, (1.3)

que a > 0 est une constante et que γ, la constante adiabatique, est telle que :

γ >





3
2

si rotf = 0,

5
3

autrement.

(1.4)

Les inconnues de ce système d’équations sont le champ scalaire ρ(x), x ∈ Ω, qui représente
la densité du fluide et qui, en conséquence, doit être non négatif et le champ de vecteurs
u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)), x ∈ Ω, qui, lui, représente la vitesse du fluide. Quant aux
champs de vecteurs f(x) = (f 1(x), f 2(x), f 3(x)) et g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x)), x ∈ Ω, ils
sont donnés et correspondent aux forces externes volumiques et non volumiques agissant
sur le fluide. Les équations (1.1), (1.2) sont complétées en imposant les conditions usuelles
de non glissement

u = 0 sur ∂Ω (1.5)

et en prescrivant la masse totale du fluide contenu dans le volume Ω, c’est à dire en
imposant à la densité de vérifier

∫

Ω

ρ dx = M > 0. (1.6)

Précisons maintenant ce que nous entendons par solution du problème (1.1), (1.2), (1.5)
et (1.6). Supposons satisfaites les hypothèses (1.3) et (1.4). Nous nous intéressons aux
solutions dites « solutions faibles renormalisées à énergie bornée » du problème (1.1),
(1.2), (1.5) et (1.6) dont la définition suit.
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Définition 2.1 On considère les fonctions b : R+ → R telles que

b ∈ C0([0,∞)) ∩ C1((0,∞)), ∃c > 0, ∃λ0 < 1, ∀t ∈ (0, 1], |b′(t)| ≤ ct−λ0 (1.7)

et dont le comportement à l’infini est donné par

∃c > 0, ∃λ1, λ2 ∈ R, ∀t ≥ 1, |b′(t)| ≤ ctλ1 , |tb′(t)− b(t)| ≤ ctλ2 . (1.8)

Soit p ∈ [3
2
,∞). Un couple de fonctions (ρ,u) sera appelé solution faible renormalisée à

énergie bornée du problème (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6) si

(i) ρ ∈ Lp(Ω), ρ ≥ 0 p.p. dans Ω et satisfait (1.6), u ∈ [H1
0 (Ω)]3 ;

(ii) l’équation de continuité (1.1) est satisfaite au sens des distributions dans R3 à condi-
tion que (ρ,u) soit prolongé par zéro à l’extérieur de Ω ;

(iii) le couple (ρ,u) est une solution de l’équation de continuité renormalisée au sens des
distributions dans R

3 à condition qu’il soit prolongé par zéro à l’extérieur de Ω. Plus
exactement, si pour toute fonction b satisfaisant (1.7), (1.8) avec

−1 < λ1 ≤
p

2
− 1, 0 < λ2 ≤

p

2
, (1.9)

on a
div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u = 0 dans D′(R3) ; (1.10)

(iv) l’équation de mouvement (1.2) est satisfaite au sens des distributions dans Ω ;

(v) le couple (ρ,u) satisfait l’inégalité d’énergie
∫

Ω

{µ1|∇u|2 + (µ1 + µ2)(div u)2} dx ≤
∫

Ω

(ρf + g) · u dx. (1.11)

Ceci étant, nous terminons cette section introductive par l’énoncé du théorème prin-
cipal dont la preuve fait l’objet des prochaines sections.

Théorème 2.1 Soit Ω un domaine borné de R3 à frontière Lipschitzienne. On suppose
(1.3), (1.4), f , g ∈ [L∞(Ω)]3 et M > 0. Alors il existe une solution faible renormalisée à
énergie bornée (ρ,u) du problème (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6) telle que

ρ ∈ Ls(γ)(Ω), s(t) =






3(t− 1) si t < 3,

2t si t ≥ 3.

Remarque 2.1 Par densité, l’hypothèse sur g peut être relaxée en supposant seulement
g ∈ [L

6
5 (Ω)]3. De même l’hypothèse sur f n’est pas optimale mais commode pour la suite.

Diverses conditions apparâıtront tout au long de la preuve du théorème 2.1. Nous laissons
le soin au lecteur de les regrouper.

Sous l’hypothèse technique (1.4), le théorème 2.1 généralise le résultat obtenu par P.L.
Lions [46, Theorem 6.7] au cas γ > 3

2
et Ω à frontière Lipschitzienne. L’amélioration

des hypothèses concernant la constante adiabatique γ était une question ouverte. Quant
à l’affaiblissement des hypothèses de régularité du domaine, nous l’utiliserons comme un
outil technique dans le prochain chapitre. Pour simplifier les notations, dans la suite, nous
considérons a = 1.
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2 Stratégie de la preuve

Pour établir la preuve du théorème 2.1, nous utiliserons un procédé d’approximations
successives dans lequel le problème d’origine pourrait être vu comme « l’approximation
zéro ». Dans la suite de cette section nous décrivons chaque approximation constituant
une étape de la preuve et nous indiquons brièvement comment les utiliser pour construire
une solution faible renormalisée à énergie bornée du problème (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6).

2.1 Approximation no1 (Etape no4)

Comme nous pourrons le constater tout au long de la preuve du théorème 2.1, le
système originel peut être résolu sous l’hypothèse commode, mais non optimale, γ > 3.
Ainsi, pour pallier au manque de sommabilité de la densité, nous commencerons par
ajouter un terme de pression artificielle dans l’équation (1.2). Plus exactement, sous les
hypothèses du théorème 2.1 nous considérerons le système d’équations de Navier-Stokes
stationnaires compressibles

div(ρδuδ) = 0 dans Ω, (2.1)

div(ρδuδ ⊗ uδ)− µ1∆uδ − (µ1 + µ2)∇ div uδ +∇{ργ
δ + δ(ρ2

δ + ρ
β
δ )}

= ρδf + g dans Ω, (2.2)

uδ = 0 sur ∂Ω, (2.3)∫

Ω

ρδ dx = M (2.4)

où

δ ∈ (0, 1] et β = max(γ, 3). (2.5)

Remarque 2.2 Dans la pression artificielle p(ρδ) = ρ
γ
δ + δ(ρ2

δ + ρ
β
δ ), le terme δρ2

δ n’est
pas indispensable, il simplifiera techniquement l’obtention de certaines estimations.

Nous étudierons ce problème dans la section 6. Plus précisément, nous démontrerons la

Proposition 2.1 Soient les hypothèses du théorème 2.1. On suppose que δ ∈ (0, 1] et que
β satisfait (2.5). Alors il existe un couple de fonctions (ρδ,uδ) satisfaisant

(δ-1) ρδ ∈ L2β(R3), ρδ ≥ 0 p.p. dans Ω, ρδ = 0 p.p. dans R
3 \ Ω et vérifie (2.4), uδ ∈

[H1(R3)]3, uδ = 0 p.p. dans R3 \ Ω ;

(δ-2) l’équation de continuité (2.1) au sens des distributions dans R3 ;

(δ-3) l’équation de continuité renormalisée

div(b(ρδ)uδ) + {ρδb
′(ρδ)− b(ρδ)} div uδ = 0 dans D′(R3) (2.6)

pour toute fonction b satisfaisant (1.7) et (1.8) avec

−1 < λ1 ≤ β − 1, 0 < λ2 ≤ β ; (2.7)
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(δ-4) l’équation de mouvement (2.2) au sens des distributions dans Ω ;

(δ-5) l’inégalité d’énergie
∫

Ω

{µ1|∇uδ|2 + (µ1 + µ2)(div uδ)
2} dx ≤

∫

Ω

(ρδf + g) · uδ dx ; (2.8)

(δ-6) les bornes uniformes par rapport à δ

‖ρδ‖0,s(γ),R3 + δ
1
β ‖ρδ‖0,

s(γ)
γ

β,R3 ≤ c, (2.9)

‖uδ‖1,2,R3 ≤ c (2.10)

dans lesquelles c désigne une constante arbitraire qui ne dépend que des données Ω,
M , β, γ, f et g.

Un tel couple de fonctions (ρδ,uδ) sera appelé solution faible renormalisée à énergie bornée
du problème (2.1)-(2.4).

Remarque 2.3 Par densité, il est aisé de vérifier que l’équation (2.2) reste vraie pour
toute fonction test ϕ ∈ [H1

0 (Ω)]3.

Lorsque nous aurons démontré la proposition 2.1, à toute suite {δn}n∈N∗ ⊂ (0, 1],
limn→∞ δn = 0, nous serons capable de faire correspondre une suite {(ρδn ,uδn)}n∈N∗ telle
que chacun de ses termes possède les propriétés (δ-1)-(δ-6) avec δ = δn. Nous en ex-
trairons alors une sous-suite faiblement convergente dont la limite faible (ρ,u) est une
solution faible renormalisée à énergie bornée du problème (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6). Cette
procédure sera détaillée dans la section 7.

2.2 Approximation no2 (Etape no3)

Puisque l’équation de continuité (1.1) est de type hyperbolique dégénérée, il est naturel
de relaxer cette dégénérescence en s’intéressant à l’équation αρ + div(ρu) = 0, α >

0. Noter alors que si cette équation est satisfaite dans D′(R3) par le prolongement par
zéro des fonctions ρ et u à l’extérieur de Ω, en considérant une fonction ϕR ∈ D(R3),
0 ≤ ϕR ≤ 1, ϕR = 1 dans BR, ϕR = 0 dans B2R et R suffisamment grand pour que
Ω ⊂ BR, on a α

∫
Ω
ρ dx = 0. Ceci est en contradiction avec (1.6). C’est la raison pour

laquelle nous considérerons l’équation αρ + div(ρu) = αh où h = M
|Ω|

. Après une telle

modification, nous introduirons le terme 1
2
αhu + 3

2
αρu dans l’équation de mouvement

(1.2). Ceci nous permettra d’obtenir une inégalité d’énergie (cf. (2.16)) très utile dans la
preuve du théorème 3.2 (cf. Chapitre 3). En résumé, pour démontrer la proposition 2.1,
nous aurons besoin d’étudier le système d’équations suivant :

αρα + div(ραuα) = αh dans Ω, (2.11)

1

2
αhuα +

3

2
αραuα + div(ραuα ⊗ uα)− µ1∆uα − (µ1 + µ2)∇ div uα

+∇{ργ
α + δ(ρ2

α + ρβ
α)} = ραf + g dans Ω, (2.12)

uα = 0 sur ∂Ω, (2.13)∫

Ω

ρα dx =

∫

Ω

h dx (2.14)
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dans lequel α ∈ (0, 1] et h = M
|Ω|

. Nous examinerons ce système d’équations dans un cadre
plus général à la section 5 où nous prouverons la proposition ci-contre.

Proposition 2.2 Soient les hypothèses de la proposition 2.1. On suppose que α ∈ (0, 1]
et que h ∈ L∞(Ω), h ≥ 0 p.p. dans Ω. Alors il existe un couple de fonctions (ρα,uα)
satisfaisant

(α-1) ρα ∈ L2β(R3), ρα ≥ 0 p.p. dans Ω, ρα = 0 p.p. dans R3 \ Ω et vérifie (2.14),
uα ∈ [H1(R3)]3, uα = 0 p.p. dans R3 \ Ω ;

(α-2) l’équation (2.11) au sens des distributions dans R3 dans laquelle h dénote encore
le prolongement par zéro à l’extérieur de Ω de h ;

(α-3) l’équation

div(b(ρα)uα) + {ραb
′(ρα)− b(ρα)} div uα = α(h− ρα)b′(ρα) dans D′(R3) (2.15)

pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.8) et (2.7), h dénotant encore le
prolongement par zéro à l’extérieur de Ω de h ;

(α-4) l’équation (2.12) au sens des distributions dans Ω ;

(α-5) l’inégalité d’énergie

α

∫

Ω

(h+ ρα)|uα|2 dx +

∫

Ω

{µ1|∇uα|2 + (µ1 + µ2)(div uα)2} dx

+
γα

γ − 1

∫

Ω

(ρα − h)(ργ−1
α − hγ−1) dx+

δβα

β − 1

∫

Ω

(ρα − h)(ρβ−1
α − hβ−1) dx

+2δα

∫

Ω

(ρα − h)2 dx ≤
∫

Ω

(ραf + g) · uα dx+
γα

γ − 1

∫

Ω

(h− ρα)hγ−1 dx

+
δβα

β − 1

∫

Ω

(h− ρα)hβ−1 dx+ 2δα

∫

Ω

(h− ρα)h dx ; (2.16)

(α-6) les bornes uniformes par rapport à α

‖ρα‖0,2β,R3 ≤ c, (2.17)

‖uα‖1,2,R3 ≤ c (2.18)

dans lesquelles c désigne une constante arbitraire qui ne dépend que des données
Ω, β, γ, δ, f , g et h.

Un tel couple de fonctions (ρα,uα) sera appelé solution faible renormalisée à énergie
bornée du problème (2.11)-(2.14).

Remarque 2.4 Par densité, il est facile de vérifier que l’équation (2.12) reste vraie pour
toute fonction test ϕ ∈ [H1

0 (Ω)]3.

Lorsque nous aurons démontré la proposition 2.2, à toute suite {αn}n∈N∗ ⊂ (0, 1],
limn→∞ αn = 0, nous pourrons faire correspondre une suite {(ραn ,uαn)}n∈N∗ telle que
chacun de ses termes possède les propriétés (α-1)-(α-6) avec α = αn. Nous montrerons
alors qu’il existe une sous-suite faiblement convergente de cette suite dont la limite faible
(ρδ,uδ) possède les propriétés (δ-1)-(δ-6). Cette procédure sera détaillée à la section 6.
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2.3 Approximation no3 (Etape no2)

A la lecture de la preuve du théorème 2.1, il apparâıtra clairement que nous utilisons
à diverses reprises des résultats de régularité d’équations aux dérivées partielles de type
elliptique. Nous aurons donc besoin de plus de régularité sur la frontière ∂Ω de Ω. Ainsi,
afin de prouver la proposition 2.2, nous examinerons l’analogue du problème (2.11)-(2.14)
formulé dans un domaine plus régulier (au moins C2,ν , ν ∈ (0, 1]). L’introduction de ce
nouveau problème se fait naturellement une fois démontré le résultat suivant concernant
l’approximation d’un domaine borné par une suite décroissante de domaines réguliers.

Lemme 2.1 Soient N ≥ 2 et Ω ⊂ RN un domaine borné à frontière Lipschitzienne.
Alors il existe une suite de domaines bornés {Ωn}n∈N∗ telle que

(i) pour tout n ∈ N∗, Ωn est de classe C∞ ;

(ii) pour tout n ∈ N∗,

{x, dist(x,Ω) <
1

n + 1
} ⊂⊂ Ωn ⊂⊂ {x, dist(x,Ω) <

1

n
} ⇒ Ω ⊂⊂ Ωn+1 ⊂⊂ Ωn,

lim
n→∞

|Ωn \ Ω| = 0.

Preuve. Soient ωn = {x, dist(x,Ω) < 1
n
} et ϕn ∈ D(ωn) telle que 0 ≤ ϕn ≤ 1, ϕn = 1

sur ωn+1. En accord avec le théorème de Morse-Sard, p.p.t. t ∈ (0, 1), l’intersection de
l’ensemble de niveau {ϕn = t} et de l’ensemble des points critiques de ϕn, i.e. l’ensemble
{Jϕn = 0}, est vide. Choisissons tn ∈ (0, 1) de telle sorte que cette propriété soit satisfaite
et posons Ωn = {ϕn > tn}. Alors, il est évident que pour tout n ∈ N∗, Ωn vérifie (ii). Il
reste donc à démontrer (i). Soient n ∈ N∗ et x0 ∈ ∂Ωn = {ϕn = tn}. D’après le choix de
tn, le Jacobien Jϕn(x0) 6= 0. Ainsi, le rang de la matrice Jacobienne Dϕn(x0) = ∇ϕn(x0)
est maximal, i.e. égal à 1. Après un éventuel changement de système de coordonnées, il
suffit d’appliquer le théorème des fonctions implicites pour conclure que Ωn est de classe
C∞. D’où le résultat. 2

Au vu de ce lemme, nous étudierons le système d’équations suivant :

αρn + div(ρnun) = αhn dans Ωn, (2.19)

1

2
αhnun +

3

2
αρnun + div(ρnun ⊗ un)− µ1∆un − (µ1 + µ2)∇ div un

+∇{ργ
n + δ(ρ2

n + ρβ
n)} = ρnfn + gn dans Ωn, (2.20)

un = 0 sur ∂Ωn, (2.21)∫

Ωn

ρn dx =

∫

Ωn

hn dx, (2.22)

dans lequel n ∈ N∗ et les champs fn, gn et hn sont définis par

fn =






f dans Ω,

0 dans Ωn \ Ω

, gn =






g dans Ω,

0 dans Ωn \ Ω

, hn =






h dans Ω,

0 dans Ωn \ Ω

. (2.23)
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Dans les sections 4.1-4.2, en se plaçant dans un cadre général, nous démontrerons la

Proposition 2.3 Soient G un domaine borné de R3 de classe C2,ν, ν ∈ (0, 1], δ, α ∈ (0, 1]
fixés, f , g ∈ [L∞(G)]3, h ∈ L∞(G), h ≥ 0 p.p. dans G et les hypothèses (1.3), (1.4) et
(2.5). Alors il existe un couple de fonctions (ρ,u) satisfaisant

(G-1) ρ ∈ L2β(R3), ρ ≥ 0 p.p. dans G, ρ = 0 p.p. dans R3\G et vérifie
∫

G
ρ dx =

∫
G
h dx,

u ∈ [H1(R3)]3, u = 0 p.p. dans R
3 \G ;

(G-2) l’équation
αρ+ div(ρu) = αh dans D′(R3) (2.24)

dans laquelle h dénote encore le prolongement par zéro à l’extérieur de G de h ;

(G-3) l’équation

div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u = α(h− ρ)b′(ρ) dans D′(R3) (2.25)

pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.8) et (2.7), h dénotant encore le
prolongement par zéro à l’extérieur de G de h ;

(G-4) l’équation

1

2
αhu +

3

2
αρu + div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u

+∇{ργ + δ(ρ2 + ρβ)} = ρf + g dans [D′(G)]3 ; (2.26)

(G-5) l’inégalité d’énergie

α

∫

G

(h+ ρ)|u|2 dx+

∫

G

{µ1|∇u|2 + (µ1 + µ2)(div u)2} dx

+
γα

γ − 1

∫

G

(ρ− h)(ργ−1 − hγ−1) dx+
δβα

β − 1

∫

G

(ρ− h)(ρβ−1 − hβ−1) dx

+2δα

∫

G

(ρ− h)2 dx ≤
∫

G

(ρf + g) · u dx +
γα

γ − 1

∫

G

(h− ρ)hγ−1 dx

+
δβα

β − 1

∫

G

(h− ρ)hβ−1 dx+ 2δα

∫

G

(h− ρ)h dx. (2.27)

Remarque 2.5 Par densité, il est aisé de vérifier que l’équation (2.26) reste vraie pour
toute fonction test ϕ ∈ [H1

0 (G)]3.

Une fois la proposition 2.3 démontrée, pour chaque Ωn, n ∈ N∗, nous serons donc
assuré de l’existence d’un couple (ρn,un) satisfaisant

(n-1) ρn ∈ L2β(R3), ρn ≥ 0 p.p. dans Ωn, ρn = 0 p.p. dans R3 \ Ωn et vérifie (2.22),
un ∈ [H1(R3)]3, un = 0 p.p. dans R3 \ Ωn ;

(n-2) l’équation (2.19) au sens des distributions dans R3 dans laquelle hn dénote encore
le prolongement par zéro à l’extérieur de Ωn de hn ;
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(n-3) l’équation

div(b(ρn)un) + {ρnb
′(ρn)− b(ρn)} div un = α(hn − ρn)b′(ρn) dans D′(R3) (2.28)

pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.8) et (2.7), hn dénotant encore le
prolongement par zéro à l’extérieur de Ωn de hn ;

(n-4) l’équation (2.20) au sens des distributions dans Ωn ;

(n-5) l’inégalité d’énergie

α

∫

Ωn

(hn + ρn)|un|2 dx+

∫

Ωn

{µ1|∇un|2 + (µ1 + µ2)(div un)2} dx

+
γα

γ − 1

∫

Ωn

(ρn − hn)(ργ−1
n − hγ−1

n ) dx+
δβα

β − 1

∫

Ωn

(ρn − hn)(ρβ−1
n − hβ−1

n ) dx

+2δα

∫

Ωn

(ρn − hn)2 dx ≤
∫

Ωn

(ρnfn + gn) · un dx +
γα

γ − 1

∫

Ωn

(hn − ρn)hγ−1
n dx

+
δβα

β − 1

∫

Ωn

(hn − ρn)hβ−1
n dx+ 2δα

∫

Ωn

(hn − ρn)hn dx. (2.29)

Dans la section 4.3, nous prouverons en particulier les estimations suivantes :

‖ρn‖0,2β,Ω ≤ c, (2.30)

‖un‖1,2,Ω ≤ c, (2.31)

dans lesquelles c désigne une constante arbitraire qui ne dépend que des données Ω, β,
γ, δ, f , g et h. Nous montrerons alors qu’il existe une sous-suite faiblement convergente
de la suite {(ρn,un)}n∈N∗ dont la limite faible (ρα,uα) possède les propriétés (α-1)-(α-6).
Toute cette procédure constituera la section 5.

Remarque 2.6 Une question assez naturelle se pose : pourquoi ne pas effectuer cette
approximation au niveau un ou deux de notre schéma d’approximations successives ?
Pour y répondre de manière claire, supposons que γ > 3, ce qui implique que le niveau
un est facultatif. Nous affirmons que pour chaque Ωn, il est possible d’obtenir l’existence
d’un couple (ρn,un) qui possède les propriétés (n-1)-(n-5) et qui satisfait les estimations
(2.30) et (2.31) avec β remplacé par γ. Nous verrons qu’en fait l’estimation (2.31) est
vraie si on remplace Ω par Ωn, ce qui n’est pas le cas de l’estimation (2.30). Ceci est du
essentiellement au fait que l’on ne sache pas contrôler la constante qui apparâıt dans le
lemme B.1 concernant l’inverse de Bogovskĭı de l’opérateur div, lorsque G = Ωn. On peut
alors supposer, modulo l’extraction d’une sous-suite, que ρn ⇀ ρ dans L2γ(Ω). En écrivant

M =

∫

Ωn

ρn dx =

∫

Ωn\Ω

ρn dx +

∫

Ω

ρn dx,

on s’apperçoit que le manque d’information sur le comportement de la suite {ρn}n à
l’extérieur de Ω nous empêche de savoir si la masse se conserve. Il est assez facile de se
convaincre, au moins formellement, que cette difficulté disparâıt lorsque l’on considère
l’équation (2.19) avec la fonction hn définie en (2.23).
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2.4 Approximation no4 (Etape no1)

A ce stade, l’équation (2.24) reste tout de même de type hyperbolique. Transformer
cette équation en une équation de type elliptique en introduisant une dissipation artifi-
cielle est une voie courante pour la résoudre. Par conséquent, nous nous intéresserons à
l’équation de type elliptique αρ + div(ρu) − ε∆ρ = αh, ε > 0. Supposons alors que la
vitesse u soit connue. Pour que cette équation soit bien posée, il faut la compléter par
une condition aux limites sur ρ. Celle-ci apparâıt naturellement au vu de la conservation
de la masse (1.6). En effet, supposons e.g. que (ρ,u) ∈ C1(Ω)× [C1(Ω)]3, u|∂Ω = 0, soit
solution de l’équation αρ+ div(ρu)− ε∆ρ = αh p.p. dans Ω. Alors

α

∫

Ω

ρ dx− ε

∫

∂Ω

∂νρ dσ = α

∫

Ω

h dx = M si h =
M

|Ω| .

On voit donc que la masse est conservée si ∂νρ|∂Ω = 0. En contrepartie, l’équation (2.26)
doit être modifiée pour qu’une inégalité d’énergie du type (2.27) soit en particulier satis-
faite. Sous les hypothèses de la proposition 2.3 et pour ε ∈ (0, 1], nous examinerons donc
le système d’équations suivant :

αρε + div(ρεuε)− ε∆ρε = αh dans G, (2.32)

αhuε + αρεuε +
1

2
div(ρεuε ⊗ uε) +

1

2
ρεuε · ∇uε − µ1∆uε − (µ1 + µ2)∇ div uε

+∇{ργ
ε + δ(ρ2

ε + ρβ
ε )} = ρεf + g dans G (2.33)

∂νρε = 0, uε = 0 sur ∂G, (2.34)∫

G

ρε dx =

∫

G

h dx. (2.35)

Dans la section 3, nous focaliserons notre attention à la démonstration de la

Proposition 2.4 Soient les hypothèses de la proposition 2.3. On suppose que ε ∈ (0, 1].
Alors il existe un couple de fonctions (ρε,uε) satisfaisant

(ε-1) pour tout p ∈ (1,∞), ρε ∈ W 2,p(G), ρε ≥ dans G, ∂νρε = 0 sur ∂G et vérifie (2.35),
uε ∈ [W 2,p(G)]3, uε = 0 sur ∂G ;

(ε-2) les équations (2.32)-(2.33) p.p. dans G ;

(ε-3) l’inégalité d’énergie

α

∫

G

(h+ ρε)|uε|2 dx+

∫

G

{µ1|∇uε|2 + (µ1 + µ2)(div uε)
2} dx

+
γα

γ − 1

∫

G

(ρε − h)(ργ−1
ε − hγ−1) dx+

δβα

β − 1

∫

G

(ρε − h)(ρβ−1
ε − hβ−1) dx

+2δα

∫

G

(ρε − h)2 dx + εδβ

∫

G

ρβ−2
ε |∇ρε|2 dx+ 2εδ

∫

G

|∇ρε|2 dx

≤
∫

G

(ρεf + g) · uε dx +
γα

γ − 1

∫

G

(h− ρε)h
γ−1 dx

+
δβα

β − 1

∫

G

(h− ρε)h
β−1 dx+ 2δα

∫

G

(h− ρε)h dx. (2.36)
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(ε-4) les bornes uniformes par rapport à ε

‖ρε‖0,2β,G ≤ c, (2.37)

ε‖∇ρε‖2
0,2,G ≤ c, (2.38)

‖uε‖1,2,G ≤ c (2.39)

dans lesquelles c désigne une constante arbitraire qui ne dépend que des données G,
β, γ, δ, f , g et h.

Remarque 2.7 Par densité, il est aisé de vérifier que l’équation (2.33) reste vraie pour
toute fonction test ϕ ∈ [W 1,q

0 (G)]3, q ∈ (1,∞).

Une fois démontrée la proposition 2.4, à toute suite {εn}n∈N∗ ⊂ (0, 1], limn→∞ εn = 0,
il sera possible de faire correspondre une suite {(ρεn ,uεn)}n∈N∗ telle que chacun de ses
termes possède les propriétés (ε-1)-(ε-4) avec ε = εn. Nous en extrairons alors une sous-
suite faiblement convergente dont la limite faible (ρ,u) possède les propriétés (G-1)-(G-5).
Nous détaillerons toute cette procédure dans les sections 4.1-4.2.

3 Preuve : Etape no1

Dans cette section, nous démontrons la proposition 2.4 en deux temps. Tout d’abord,
nous prouvons l’existence d’un couple de fonctions (ρε,uε) satisfaisant les propriétés (ε-1),
(ε-2), puis nous vérifions qu’il possède également les propriétés (ε-3), (ε-4). Cette preuve
est une application standard des résultats de régularité d’équations aux dérivées partielles
de type elliptique et de la théorie du point fixe de Leray-Schauder. Nous la présentons en
détail puisque notre objectif est de fournir une preuve complète du théorème 2.1.

3.1 Existence d’une solution

Dénotons par T t : [W1,∞
0 (G)]3 ≡ {v ∈ [W 1,∞(G)]3, v|∂G = 0} → [W1,∞

0 (G)]3

l’opérateur qui à tout champ de vecteurs v ∈ [W1,∞
0 (G)]3 fait correspondre la solution

uε = T t(v) du système elliptique

−µ1∆uε − (µ1 + µ2)∇ div uε = tF (ρε, v) dans G, (3.1)

uε = 0 sur ∂G (3.2)

dans lequel

F (ρε, v) = −α(h + ρε)v −
1

2
div(ρεv ⊗ v)− 1

2
ρεv · ∇v

−∇{ργ
ε + δ(ρ2

ε + ρβ
ε )}+ ρεf + g (3.3)

et ρε désigne la solution du problème

αρε + div(ρεv)− ε∆ρε = αh dans G, (3.4)

∂νρε = 0 sur ∂G, (3.5)∫

G

ρε dx =

∫

G

h dx. (3.6)
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En accord avec le théorème 1.1, nous savons que le problème (3.4)-(3.6) admet une unique
solution ρε ∈ W 2,p(G), p ∈ (1,∞). Ainsi, nous sommes assurés que F (ρε, v) ∈ [Lp(G)]3

et le lemme 1.7 garantit l’existence d’une unique solution uε = T t(v) ∈ [W 2,p(G)]3 du
système elliptique (3.1)-(3.3). Par suite, les théorèmes d’injections de Sobolev prouvent
que l’opérateur T t, t ∈ [0, 1], est convenablement défini. Remarquer alors que construire
un couple de fonctions (ρε,uε) satisfaisant les propriétés (ε-1)-(ε-2) revient à chercher un
point fixe uε de l’opérateur T ≡ T 1 et à vérifier que le couple (ρε,uε) qui lui est associé
par la définition de T t satisfait les propriétés (ε-3)-(ε-4). Pour cela, nous allons utiliser
la théorie du degré topologique de Leray-Schauder. Le lecteur intéressé par les grandes
lignes de cette théorie pourra se reporter à l’annexe C. Avant cela, nous démontrons deux
résultats préliminaires.

Affirmation no 1 On suppose que uε ∈ [W1,∞
0 (G)]3 satisfait uε = T t(uε). Alors il existe

une constante Cptf = c(G, β, γ, δ, ε,f , g, h) indépendante de t telle que

‖uε‖1,∞ < Cptf .

Autrement dit,

0 6∈ (I − T t)(∂D), D = {w ∈ [W1,∞
0 (G)]3, ‖w‖1,∞ < Cptf}.

Preuve. Soit uε ∈ [W1,∞
0 (G)]3 un champ de vecteurs satisfaisant uε = T t(uε), t ∈ [0, 1].

En accord avec le théorème 1.1, pour tout p ∈ (1,∞) il vient que ρε ∈ W 2,p(G) et par
suite il découle du lemme 1.7 que uε ∈ [W 2,p(G)]3. Par ailleurs, le couple (ρε,uε) associé
à uε (cf. la définition de l’opérateur T t) est solution de l’équation

αt(h+ ρε)uε +
t

2
div(ρεuε ⊗ uε) +

t

2
ρεuε · ∇uε − µ1∆uε − (µ1 + µ2)∇ div uε

+t∇{ργ
ε + δ(ρ2

ε + ρβ
ε )} = tρεf + tg p.p. dans G.

Pour des raisons similaires à celles de la remarque 2.7, toute fonction ϕ ∈ [W 1,p
0 (G)]3,

p ∈ (1,∞), est une fonction test admissible de cette équation. Après quelques intégrations
par parties, en testant cette équation par ϕ = uε, on arrive à

αt

∫

G

(h+ ρε)|uε|2 dx+

∫

G

{µ1|∇uε|2 + (µ1 + µ2)(div uε)
2} dx

+
γα

γ − 1
t

∫

G

(ρε − h)(ργ−1
ε − hγ−1) dx+

δβα

β − 1
t

∫

G

(ρε − h)(ρβ−1
ε − hβ−1) dx

+2δαt

∫

G

(ρε − h)2 dx+ εδβt

∫

G

ρβ−2
ε |∇ρε|2 dx+ 2εδt

∫

G

|∇ρε|2 dx

≤ t

∫

G

(ρεf + g) · uε dx +
γα

γ − 1
t

∫

G

(h− ρε)h
γ−1 dx

+
δβα

β − 1
t

∫

G

(h− ρε)h
β−1 dx+ 2δαt

∫

G

(h− ρε)h dx. (3.7)

Pour se ramener à cette inégalité, on a entre autres utilisé l’identité

∀s ∈ (1,∞),

∫

G

∇ρs
ε · uε dx = − s

s− 1

∫

G

div(ρεuε)ρ
s−1
ε dx

= α
s

s− 1

∫

G

(ρε − h)(ρs−1
ε − hs−1) dx+

∫

G

(ρε − h)hs−1 dx− ε
s

s− 1

∫

G

∆ρερ
s−1
ε dx
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complétée par les observations suivantes

∀s ∈ (1, 2), −ε s

s− 1

∫

G

∆ρερ
s−1
ε dx

= −ε s

s− 1
lim
l→0+

∫

G

∆(ρε + l)(ρε + l)s−1 dx = εs lim
l→0+

∫

G

(ρε + l)s−2|∇ρε|2 dx ≥ 0,

∀s ∈ (2,∞), −ε s

s− 1

∫

G

∆ρερ
s−1
ε dx = εs

∫

G

ρs−2
ε |∇ρε|2 dx.

A l’aide de l’inégalité de Hölder et de la condition (3.6), on majore le membre de droite
de l’inégalité (3.7) par

t{(‖ρε‖0, 6
5
‖f‖0,∞ + ‖g‖0, 6

5
)‖uε‖0,6 + c(G, β, γ)(‖h‖γ

0,∞ + ‖h‖β
0,∞ + ‖h‖2

0,∞)}. (3.8)

Puisque L3β(G) ⊂ L
6
5 (G) et [H1(G)]3 ⊂ [L6(G)]3, en utilisant l’inégalité de Young, on

peut estimer le terme (3.8) par

t{c(G)(‖ρε‖0,3β‖f‖0,∞ + ‖g‖0, 6
5
)‖∇uε‖0,2 + c(G, β, γ, h)}

≤ t{c(G)2

2l0
(‖f‖2

0,∞‖ρε‖2
0,3β + ‖g‖2

0, 6
5
) + c(G, β, γ, h) + l0‖∇uε‖2

0,2}. (3.9)

Par ailleurs, noter que εβ
∫

G
ρβ−2

ε |∇ρε|2 dx = ε 4
β

∫
G
|∇(ρ

β
2
ε )|2 dx. Prenant en compte cette

remarque, de (3.7), (3.8) et (3.9) il vient alors que

‖∇uε‖2
0,2 + ‖∇(ρ

β
2
ε )‖2

0,2 ≤ c0(G, β, γ, ε,f , g, h)(1 + ‖ρε‖2
0,3β). (3.10)

Par suite, d’après les injections de Sobolev, il en résulte que

‖ρε‖β
0,3β ≤ c1(G, β, γ, ε,f , g, h)(1 + ‖ρε‖2

0,3β),

d’où, puisque β > 2,
‖ρε‖0,3β ≤ c2(G, β, γ, ε,f , g, h). (3.11)

En accord avec (3.10), ceci implique que

‖uε‖1,2 ≤ c3(G, β, γ, ε,f, g, h). (3.12)

Soit G = −ρεuε + αB(h − ρε) où B est l’opérateur de Bogovskĭı introduit dans le
lemme B.1. Les estimations (3.11), (3.12) complétées par le lemme B.1 nous permettent
d’affirmer que ‖G‖0,

6β
β+2

≤ c4(G, β, γ, ε,f, g, h). Ainsi en appliquant le lemme 1.6 à (3.4)

et en utilisant l’inégalité de Poincaré-Wirtinger pour (ρε − h), on trouve que

‖ρε‖1,
6β

β+2
≤ c5(G, β, γ, ε,f , g, h).

Puisque 3 < 6β

β+2
< 6, à l’aide des injections de Sobolev, on en déduit l’inégalité suivante

‖ρε‖0,∞ ≤ c6(G, β, γ, ε,f , g, h)
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qui elle même implique que ‖F (ρε,uε)‖−1,3 ≤ c7(G, β, γ, ε,f , g, h). Alors, d’après le
lemme 1.7, complété par les injections de Sobolev, on peut affirmer que

∀p ∈ [1,∞), ‖uε‖0,p ≤ c(G)‖uε‖1,3 ≤ c8(G, β, γ, ε,f , g, h).

Ainsi, pour tout p ∈ (2,∞), ‖F (ρε,uε)‖−1,
6p

p+6
≤ c9(G, β, γ, ε,f , g, h). En particulier, pour

tout q ∈ (3, 6), on a ‖F (ρε,uε)‖−1,q ≤ c9(G,α, β, γ, ε,f, g, h). Une fois encore le lemme
1.7, ajouté aux injections de Sobolev, justifie que

‖uε‖0,∞ ≤ c(G)‖uε‖1,q ≤ c10(G, β, γ, ε,f, g, h), q ∈ (3, 6).

Revenons sur G. Clairement pour tout p ∈ (1,∞), ‖G‖0,p ≤ c11(G, β, γ, ε,f , g, h). A l’aide
du lemme 1.6, de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger pour (ρε − h), on en déduit que pour
tout p ∈ (1,∞),

‖ρε‖1,p ≤ c12(G, β, γ, ε,f, g, h).

De cette inégalité provient alors l’estimation ‖F (ρε,uε)‖0,2 ≤ c13(G, β, γ, ε,f, g, h) qui,
complétée par le lemme 1.7, nous permet d’affirmer que

‖uε‖2,2 ≤ c14(G, β, γ, ε,f , g, h).

Par conséquent ‖F (ρε,uε)‖0,6 ≤ c15(G, β, γ, ε,f, g, h) et de nouveau, en accord avec le
lemme 1.7 et les injections de Sobolev, on a

‖uε‖1,∞ ≤ c(G)‖uε‖2,6 ≤ c16(G, β, γ, ε,f , g, h).

Pour conclure la preuve il suffit de poser Cptf = c16(G, β, γ, ε,f , g, h) + 1. 2

Affirmation no 2 L’opérateur H : D × [0, 1] → [W1,∞
0 (G)]3 défini par H(·, t) = T t(·)

est une homotopie de transformations compactes.

Preuve. Montrons que H(·, t) : D → [W1,∞
0 (G)]3 est un opérateur compact. Pour tout

p ∈ (1,∞), la norme [Lp(G)]3 de tF (ρε, v), avec F (ρε, v) définie en (3.3), est majorée par

c(G, p, β, γ)t{(‖h‖0,∞ + ‖ρε‖1,p)‖v‖1,∞ + ‖ρε‖1,p‖v‖2
1,∞

+ (‖ρε‖γ−1
0,∞ + ‖ρε‖β−1

0,∞ + ‖ρε‖0,∞)‖∇ρε‖0,p + ‖ρε‖0,p‖f‖0,∞ + ‖g‖0,p}.

Comme v ∈ D, le théorème 1.1 justifie l’estimation ‖ρε‖2,p ≤ c(G, p, ε, Cptf , h) pour tout
p ∈ (1,∞), ce qui entrâıne que t‖F (ρε, v)‖0,p ≤ c(G, p, β, γ, ε, Cptf,f , g, h)t. Mais alors,
le lemme 1.7 implique que

∀p ∈ (3,∞), ∀v ∈ D, ‖H(v, t)‖2,p ≤ c(G, p, β, γ, ε, Cptf ,f , g, h)t.

A l’aide des injections compactes de Sobolev, cette inégalité permet de conclure que pour
tout t ∈ [0, 1], l’opérateur H(·, t) est compact.

Soient v ∈ L ⊂ D et s, t ∈ [0, 1]. Alors la différence H(v, t)−H(v, s) est solution du
problème (3.1)-(3.2) dans lequel le membre de droite de l’équation (3.1) doit être remplacé
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par (t− s)F (ρε, v). En suivant une démarche analogue à celle utilisée précédemment, on
trouve que

∀p ∈ (3,∞), ∀v ∈ L, ‖H(v, t)−H(v, s)‖2,p ≤ c(G, p, β, γ, ε, Cptf ,f , g, h)|t− s|.
En accord avec les injections de Sobolev, cette inégalité nous permet d’affirmer que pour
tout v ∈ L et tout s, t ∈ [0, 1], on a

‖H(v, t)−H(v, s)‖1,∞ ≤ c(G, p, β, γ, ε, Cptf ,f , g, h)|t− s|.
Ceci achève la preuve de l’affirmation 2. 2

Pour tout t ∈ [0, 1], l’existence d’au moins un point fixe de l’opérateur H(·, t) est une
conséquence des affirmations no 1 et 2. En effet, lorsque t = 0, le lemme 1.7 garantit que le
problème (3.1)-(3.2) admet une unique solution u0

ε = 0. Compte tenu de la définition du
degré de Leray-Schauder, deg(I−H(·, 0), D, 0) = ±1. Les affirmations no 1 et 2 justifient
l’application du théorème C.4 qui, pour tout t ∈ [0, 1], assure que

deg(I −H(·, t), D, 0) = deg(I −H(·, 0), D, 0) = ±1.

Ainsi, du théorème C.3 découle l’existence d’au moins un point fixe ut
ε de l’opérateur

H(·, t), t ∈ [0, 1]. Associons y la fonction ρt
ε solution du problème (3.4)-(3.6) avec v = ut

ε.
Il s’en suit que le couple (ρε,uε) ≡ (ρ1

ε,u
1
ε) satisfait bien les propriétés (ε-1), (ε-2).

3.2 Inégalité d’énergie, bornes uniformes

Noter tout d’abord que l’inégalité d’énergie (2.36) n’est rien d’autre que (3.7) dans
laquelle t = 1. Pour les mêmes raisons que celles qui ont conduit à l’estimation du membre
de droite de (3.7) par (3.8), celui de (2.36) peut être majoré par

‖ρε‖0, 6
5
‖f‖0,∞‖uε‖0,6 + ‖g‖0, 6

5
‖uε‖0,6 + c(G, β, γ)(‖h‖γ

0,∞ + ‖h‖β
0,∞ + ‖h‖2

0,∞). (3.13)

Par ailleurs 2β > 6
5

et [H1
0 (G)]3 ⊂ [L6(G)]3. Ceci étant, (2.36), (3.13), l’hypothèse (1.3)

et l’inégalité de Young impliquent en particulier que

‖∇uε‖2
0,2 + ε‖∇ρε‖2

0,2 ≤ c(G, β, γ,f , g, h)(1 + ‖ρε‖2
0,2β). (3.14)

Le lemme B.1 garantit que la fonction ϕ = B(ρβ
ε − 1

|G|

∫
G
ρβ

ε dy), où B est l’opérateur de

Bogovskĭı appliqué à G, est un champ de vecteurs de [W 1,p
0 (G)]3, p ∈ (1,∞), satisfaisant

‖∇ϕ‖0,p ≤ c(G, p)‖ρε‖β
0,pβ. (3.15)

Compte tenu de la remarque 2.7, il est clair que ϕ est une fonction test admissible
de l’équation (2.33). Ainsi, après quelques intégrations par parties aisément justifiées,
l’équation (2.33) testée par ϕ donne l’identité suivante :

∫

G

ργ+β
ε dx+ δ

∫

G

(ρ2β
ε + ρ2+β

ε ) dx =
1

|G|

∫

G

{ργ
ε + δ(ρβ

ε + ρ2
ε)} dx

(∫

G

ρβ
ε dy

)

+α

∫

G

(h+ ρε)uε ·ϕ dx+

∫

G

{µ1∇uε : ∇ϕ + (µ1 + µ2)(div uε)(div ϕ)} dx

−1

2

∫

G

ρεu
i
εu

j
ε∂jϕ

i dx+
1

2

∫

G

ρεu
j
ε∂ju

i
εϕ

i dx−
∫

G

(ρεf + g) ·ϕ dx =

6∑

k=1

Ik. (3.16)
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L’inégalité d’interpolation ‖ρε‖0,β ≤ ‖ρε‖
1

2β−1

0,1 ‖ρε‖
2β−2
2β−1

0,2β , la condition (2.35) et les inclusions

L2β(G) ⊂ Lβ+γ(G) ⊂ L2(G) entrâınent que

|I1| ≤ c(G, β, γ, h)(‖ρε‖γ
0,2β + ‖ρε‖β

0,2β + ‖ρε‖2
0,2β)‖ρε‖(

2β−2
2β−1)β

0,2β . (3.17)

En accord avec l’inégalité de Hölder, l’inclusion [L2(G)]3 ⊂ [L
6β

5β−3 (G)]3, l’inégalité de
Poincaré, (3.14) et (3.15), on a

|I2| ≤ α‖ρε + h‖0,2β‖uε‖0,6‖ϕ‖0, 6β
5β−3

≤ c(G, β, γ,f , g, h)(1 + ‖ρε‖2
0,2β)‖ρε‖β

0,2β. (3.18)

A l’aide de l’inégalité de Schwarz, de (3.14) et de (3.15), I3 peut être majoré comme suit :

|I3| ≤ c‖∇uε‖0,2‖∇ϕ‖0,2 ≤ c(G, β, γ,f , g, h)(1 + ‖ρε‖0,2β)‖ρε‖β
0,2β . (3.19)

A condition que l’inclusion [L2(G)]3×3 ⊂ [L
6β

4β−3 (G)]3×3 soit vraie, i.e. que β ≥ 3, de
l’inégalité de Hölder et des estimations (3.14) et (3.15), il vient que

|I4| ≤ c‖ρε‖0,2β‖uε‖2
0,6‖∇ϕ‖0,

6β
4β−3

≤ c(G, β, γ,f , g, h)(1 + ‖ρε‖2
0,2β)‖ρε‖β+1

0,2β. (3.20)

Puisque β ≥ 3, en utilisant l’injection [W
1,

6β
4β−3

0 (G)]3 ⊂ [L
6β

2β−3 (G)]3 et, une fois encore,
(3.14) et (3.15), on trouve que

|I5| ≤ c‖ρε‖0,2β‖uε‖0,6‖∇uε‖0,2‖ϕ‖0,
6β

2β−3
≤ c(G, β, γ,f , g, h)(1 + ‖ρε‖2

0,2β)‖ρε‖β+1
0,2β.

(3.21)

Enfin, l’inégalité de Hölder, l’injection [L6(G)]3 ⊂ [L
2β

2β−1 (G)]3, l’inégalité de Sobolev et
(3.15) impliquent que

|I6| ≤ ‖ρε‖0,2β‖f‖0,∞‖ϕ‖0,
2β

2β−1
+‖g‖0, 6

5
‖ϕ‖0,6 ≤ c(G, β,f , g)(1+‖ρε‖0,2β)‖ρε‖β

0,2β. (3.22)

En regroupant les estimations (3.17)-(3.22) dans l’identité (3.16), par le biais de l’inégalité
de Young, on conclut finalement à l’estimation (2.37). Par suite, en accord avec (3.14),
les estimations (2.38) et (2.39) en découlent. La preuve de la proposition 2.4 est donc
complète. 2

4 Preuve : Etape no2

Cette section est consacrée à la preuve de la proposition 2.3. Tout d’abord, nous
construisons un couple de fonctions (ρ,u) satisfaisant les propriétés (G-1)-(G-4). Pour
ce faire, nous utilisons l’argument de compacité du à P.L. Lions [46, Theorem 6.4] dont
nous détaillons la démonstration et ce, parceque notre objectif est de fournir une preuve
complète du théorème 2.1. Dans un deuxième temps nous vérifions que le couple (ρ,u)
ainsi construit, possède en outre la propriété (G-5).
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4.1 Construction d’une solution (cadre général)

Soient δ, α ∈ (0, 1] fixés. Considérons une suite {εn}n∈N∗ ⊂ (0, 1], limn→∞ εn = 0 et
associons y par la proposition 2.4 la suite {(ρεn,uεn)}n∈N∗. Ici, sauf mention explicite du
contraire, nous ne ferons pas la distinction entre une fonction définie sur un domaine O
de R

3 et son prolongement par zéro à l’extérieur de O. De plus, pour alléger les notations,
nous écrirons plutôt (ρε,uε) et ε → 0+ au lieu de (ρεn,uεn) et n → ∞. Au vu des
estimations (2.37), (2.38) et (2.39), on peut supposer qu’il existe des fonctions ρ, u, ργ ,
ρ2 et ρβ telles que modulo l’extraction de sous-suites et lorsque ε→ 0+

uε ⇀ u dans [H1(R3)]3, u = 0 p.p. dans R
3 \G,

uε → u dans [Lq(G)]3, q ∈ [1, 6),
(4.1)

ρε ⇀ ρ dans L2β(R3), ρ ≥ 0 p.p. dans G, ρ = 0 p.p. dans R
3 \G, (4.2)

ργ
ε ⇀ ργ dans L

2β
γ (R3), ρ2

ε ⇀ ρ2 dans Lβ(R3), ρβ
ε ⇀ ργ dans L2(R3),

Llργ = ρ2 = ρβ = 0 p.p. dans R
3 \G,

(4.3)

ε∇ρε → 0 dans [L2(G)]3. (4.4)

Quelques intégrations par parties, licites d’après la propriété (ε-1), justifient la châıne
d’égalités suivante :

1

2

∫

G

ρεu
j
ε∂ju

i
εϕ

i dx = −1

2

∫

G

div(ρεuε)uε ·ϕ dx− 1

2

∫

G

ρεu
j
εu

i
ε∂jϕ

i dx

= −1

2
α

∫

G

(h− ρε)uε ·ϕ dx+
ε

2

∫

G

∇ρε · ∇uε ·ϕ dx

+
ε

2

∫

G

∂jρεu
i∂jϕ

i dx− 1

2

∫

G

ρεu
j
εu

i
ε∂jϕ

i dx, ϕ ∈ [D(G)]3. (4.5)

On rappelle que l’équation (2.32) est satisfaite p.p. dans G. A la limite quand ε → 0+,
on récupère l’équation (2.24) dans D′(G). Par suite, puisque ρ ∈ L2β(G), u ∈ [H1

0 (G)]3 et
α(h−ρ) ∈ L2β(G), du lemme 1.1 on déduit la validité de (2.24) puis, d’après le lemme 1.4,
celle de (2.25) pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.8) et (2.7). Par ailleurs,
à l’aide des convergences (4.1)-(4.4) et de (4.5), on peut passer à la limite dans l’équation
(2.33). On obtient

1

2
αhu +

3

2
αρu + div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u +∇{ργ + δ(ρ2 + ρβ)}

= ρf + g dans [D′(Ω)]3. (4.6)

Au vu de (4.6), pour conclure que le couple (ρ,u), défini par (4.1)-(4.2), satisfait les
propriétés (G-1)-(G-4), il suffit e.g. de démontrer que

p(ρ) ≡ ργ + δ(ρ2 + ρβ) = p(ρ) ≡ ργ + δ(ρ2 + ρβ) p.p. dans G. (4.7)

Puisque la fonction t ∈ R+ 7→ tγ + δ(t2 + tβ) est strictement convexe, ceci revient à
démontrer la convergence forte dans L1(G) de la suite {ρε}ε vers ρ. Pour ce faire, nous
allons démontrer deux lemmes intermédiaires avant de conclure dans un troisième.
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Lemme 2.2 Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.8) et (2.7) avec λ1 = 0,
on a

p(ρ)b(ρ)− (2µ1 + µ2)b(ρ) div u = p(ρ) b(ρ)− (2µ1 + µ2)b(ρ) div u p.p. dans G, (4.8)

où p(ρ)b(ρ), b(ρ) div u et b(ρ) sont les limites faibles quand ε → 0 des suites correspon-
dantes.

Preuve. Dans le théorème 1.2, on pose

Πε = p(ρε), bε = b(ρε), F ε = ρεf + g − α(h+ ρε)−
1

2
ρεuε · ∇uε, qε =

1

2
ρεuε ;

Π = p(ρ), b = b(ρ), F = ρf + g − α(h+ ρ)− 1

2
ρu · ∇u, q =

1

2
ρu.

Clairement, en accord avec les convergences (4.1)-(4.4), on a

Πε ⇀ Π dans L2(G), (4.9)

bε → b dans L2β(G), (4.10)

ρεf + g − α(h+ ρε)uε ⇀ ρf + g − α(h+ ρ)u dans [L
6β

β+3 (G)]3, (4.11)

qε ⇀ q dans [L
6β

β+3 (G)]3, (4.12)

Πεbε ⇀ p(ρ)b(ρ) dans L
2β

β+1 (G), (4.13)

bε div uε ⇀ b(ρ) div u dans L
2β

β+1 (G). (4.14)

D’autre part, puisque 6β

β+3
≥ 6

5
, de (4.1) et (4.12) il vient que

ρεu
i
εu

j
ε → ρuiuj dans D′(G), i, j = 1, 2, 3.

De plus, le passage à la limite ε→ 0+ dans la formule (4.5) donne

1

2
lim

ε→0+

∫

Ω

ρεu
j
ε∂ju

i
εϕ

i dx =
1

2
α

∫

Ω

(ρ− h)u ·ϕ dx− 1

2

∫

Ω

ρujui∂jϕ
i dx, ϕ ∈ [D(G)]3.

Ainsi, en remarquant que l’équation (2.24) reste vraie pour toute fonction test de l’espace
H1

0 (G), on en déduit que

1

2
lim

ε→0+

∫

G

ρεu
j
ε∂ju

i
εϕ

i dx =
1

2

∫

G

ρuj∂ju
iϕi dx, ϕ ∈ [D(G)]3.

Etant donné que la suite {ρεu
j
ε∂ju

i
ε}ε est uniformément bornée par rapport à ε dans

[L
6β

4β+3 (G)]3, il s’en suit que

F ε ⇀ F dans [L
6β

4β+3 (G)]3. (4.15)

Enfin, au vu des équations (2.24), (2.32) et des convergences (4.1)-(4.4), on a

div qε =
1

2
α(h− ρε) +

1

2
ε∆ρε →

1

2
α(h− ρ) = div q dans H−1(G). (4.16)
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Noter que 6β

β+3
> 2. Alors les convergences (4.1), (4.9), (4.10), (4.12), (4.15) et (4.16)

garantissent que les hypothèses du théorème 1.2 sont satisfaites pour p = w = 2, r = 2β
et s = 6β

4β+3
. La conclusion de ce théorème dans la présente situation n’est rien d’autre

que l’identité (4.8). D’où le résultat. 2

Soit 0 < θ < 1. Au vu de l’estimation (2.37), après d’éventuelles extractions de sous-
suites, on peut supposer que

ρθ
ε ⇀ ρθ dans L

2β
θ (G), p(ρε)ρ

θ
ε ⇀ p(ρ)ρθ dans L

2β
β+θ (G). (4.17)

Lemme 2.3 Soient les hypothèses de la proposition 2.3 et 0 < θ < 1. Alors

α
(
ρθ

) 1
θ

+ div

{(
ρθ

) 1
θ

u

}

≥ αh+
(1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρ)ρθ − p(ρ) ρθ

}(
ρθ

) 1
θ
−1

dans D′(R3). (4.18)

Preuve. Tout d’abord, puisque pour tout p ∈ (1,∞), ρε ∈ W 2,p(G), il est facile de vérifier
que pour toute fonction b ∈ C2([0,∞)), on a

∆b(ρε) = div(b′(ρε)∇ρε) = b′′(ρε)|∇ρε|2 + b′(ρε)∆ρε p.p. dans G.

En outre, si on suppose que la fonction b est concave, il s’en suit que

b′(ρε)∆ρε ≥ ∆b(ρε) p.p. dans G. (4.19)

Soit l ∈ (0, 1]. On pose b(t) = (t + l)θ. Cette fonction satisfait les hypothèses du lemme
1.4 (f ≡ α(h− ρε) + ε∆ρε, λ1 = 0, λ2 = 1) dont la conclusion complétée par (4.19) nous
permet en particulier d’affirmer que

αθ(ρε + l)θ + div((ρε + l)θuε) + (θ − 1)(ρε + l)θ div uε ≥ αθh(ρε + l)θ−1

+θl(ρε + l)θ−1 div uε + εθ div((ρε + l)θ−1∇ρε) dans D′(G). (4.20)

Au vu des estimations (2.37) et (2.39), quitte à extraire des sous-suites, lorsque ε→ 0+,
on peut supposer que

(ρε + l)θ ⇀ (ρ+ l)θ dans L
2β
θ (G), (4.21)

(ρε + l)θ div uε ⇀ (ρ+ l)θ div u dans L
2β

β+θ (G). (4.22)

En conséquence, de la convergence forte (4.1), il vient que

div((ρε + l)θuε) → div((ρ+ l)θu) dans D′(G). (4.23)

Par ailleurs, noter que (ρε + l)θ−1 ≤ lθ−1. Ainsi, quitte à extraire une sous-suite, lorsque
ε→ 0+, on peut également supposer que

(ρε + l)θ−1 ?
⇀ (ρ + l)θ−1 dans L∞(G), (4.24)

(ρε + l)θ−1 div uε ⇀ (ρ + l)θ−1 div u dans L2(G). (4.25)
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Enfin, utilisant à nouveau cette observation, couplée à la convergence (4.4), on trouve que

εθ div((ρε + l)θ−1∇ρε) → 0 dans D′(G) quand ε→ 0+. (4.26)

Regroupant les informations (4.21)-(4.26), le passage à la limite ε → 0+ dans l’identité
(4.20) implique la suivante :

αθ(ρ + l)θ + div((ρ+ l)θu)

≥ (1− θ)(ρ + l)θ div u + αθh(ρ+ l)θ−1 + θl(ρ + l)θ−1 div u dans D′(G). (4.27)

En remplaçant e.g. ρ, p, u et f par (ρ+ l)θ, 2β

θ
, u et −αθ(ρ+ l)θ +(1− θ)(ρ + l)θ div u+

αθh(ρ+ l)θ−1 +θl(ρ+ l)θ−1 div u, il est facile de vérifier que les hypothèses du lemme 1.2,
Ω = G, sont satisfaites. Il s’en suit que l’inégalité (4.27) reste vraie dans D ′(R3). Par

suite, en accord avec le lemme 1.5 dont les hypothèses sont vérifiées pour b(t) = t
1
θ , on en

déduit que dans D′(R3) on a

α
(
(ρ+ l)θ

) 1
θ

+ div

{(
(ρ + l)θ

) 1
θ

u

}
+

(
1

θ
− 1

)(
(ρ+ l)θ

) 1
θ

div u

≥
{(

1

θ
− 1

)
(ρ + l)θ div u + αh(ρ + l)θ−1 + l(ρ + l)θ−1 div u

}(
(ρ + l)θ

) 1
θ
−1

. (4.28)

D’après le lemme 2.2 appliqué à b(t) = (t+ l)θ, cette inégalité a pour conséquence directe

α
(
(ρ + l)θ

) 1
θ

+ div

{(
(ρ+ l)θ

) 1
θ

u

}

≥ (1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρ)(ρ+ l)θ − p(ρ) (ρ+ l)θ

}(
(ρ+ l)θ

) 1
θ
−1

+αh(ρ + l)θ−1
(
(ρ+ l)θ

) 1
θ
−1

+ l(ρ+ l)θ−1 div u
(
(ρ+ l)θ

) 1
θ
−1

dans D′(R3). (4.29)

Noter alors que de la convexité de la fonction t 7→ t1−
1
θ , t ≥ l > 0, provient l’inégalité(

(ρ+ l)θ

)1− 1
θ ≤ (ρ + l)θ−1 p.p. dans G. Cette observation insérée dans (4.29) implique

que

α
(
(ρ+ l)θ

) 1
θ

+ div

{(
(ρ + l)θ

) 1
θ

u

}
≥ αh+ l(ρ+ l)θ−1 div u

(
(ρ+ l)θ

) 1
θ
−1

+
(1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρ)(ρ + l)θ − p(ρ) (ρ + l)θ

}(
(ρ + l)θ

) 1
θ
−1

dans D′(R3). (4.30)

Pour conclure, nous allons passer à la limite l → 0+ dans (4.30). Tout d’abord, on sait
que pour t ≥ 0 on a |(t+ l)θ − tθ| ≤ θlθ + o(l). D’autre part, la semi-continuité inférieure
faible de la norme L1(G) nous permet d’affirmer que

‖(ρ+ l)θ − ρθ‖0,1 ≤ lim inf
ε→0+

‖(ρε + l)θ − ρθ
ε‖0,1.
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De ces deux observations, on tire aisément la convergence forte dans L1(G) de la suite

{(ρ+ l)θ}l vers ρθ. Puisque (ρ+ l)θ − ρθ ∈ L 2β
θ (G), d’après l’inégalité d’interpolation

‖(ρ+ l)θ − ρθ‖0,p ≤ ‖(ρ+ l)θ − ρθ‖η
0,1‖(ρ+ l)θ − ρθ‖(1−η)

0,
2β
θ

,
1

p
= η +

(1− η)θ

2β

et la semi-continuité inférieure faible de la norme L
2β
θ (G), on déduit alors la convergence

forte dans Lp(G), p ∈ [1, 2β

θ
), de la suite {(ρ+ l)θ}l vers ρθ. Il en résulte que

∀a ∈ (0,
2β

θ
), ∀q ∈ [1,

2β

aθ
),

(
(ρ+ l)θ

)a

→
(
ρθ

)a

dans Lq(G). (4.31)

Par des arguments tout à fait semblables, il est possible de démontrer que

∀r ∈ [1,
2β

β + θ
), p(ρ)(ρ+ l)θ → p(ρ)ρθ dans Lr(G). (4.32)

Enfin, en accord avec la semi-continuité inférieure faible de la norme L2(G) et la borne
(2.39), on voit que

l‖(ρ + l)θ−1 div u‖0,2 ≤ l lim inf
ε→0+

‖(ρε + l)θ−1 div uε‖0,2 ≤ lθ lim inf
ε→0+

‖ div uε‖0,2 ≤ clθ.

(4.33)
Le passage à la limite l → 0+ dans (4.30) pour récupérer (4.18) est alors justifié par (4.31)
avec e.g. a = 1

θ
ou a = 1

θ
− 1, (4.32) et (4.33). D’où le résultat. 2

Lemme 2.4 Pour tout p ∈ [1, 2β), la convergence de la suite {ρε}ε vers ρα est forte dans
Lp(G).

Preuve. En soustrayant l’équation (2.24) de l’inégalité (4.18), il vient que

αr + div(ru) ≥ (1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρ)ρθ − p(ρ) ρθ

}(
ρθ

) 1
θ
−1

dans D′(R3)

où r ≡
(
ρθ

) 1
θ −ρ. La convexité de la fonction t 7→ t

1
θ , t ≥ 0, implique que r ≤ 0 p.p. dans

G. En conséquence, on a

div(ru) ≥ (1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρ)ρθ − p(ρ) ρθ

}(
ρθ

) 1
θ
−1

dans D′(R3). (4.34)

Choisissant dans (4.34) la fonction test particulière ϕ ∈ D(R3), supp ϕ ⊂ B2R, 0 ≤ ϕ ≤ 1,
ϕ = 1 dans BR et R > 0 suffisamment grand pour que G ⊂ BR, on se ramène à l’inégalité
suivante : ∫

G

{
p(ρ)ρθ − p(ρ) ρθ

}(
ρθ

) 1
θ
−1

dx ≤ 0.

Par ailleurs, d’après le lemme A.20 (monotonie de la pression p(ρ) = ργ + δ(ρ2 + ρβ)) , on

sait que
{
p(ρα)ρθ

α − p(ρα) ρθ
α

}
≥ 0 p.p. dans G. On en déduit que

{
p(ρ)ρθ − p(ρ) ρθ

}(
ρθ

) 1
θ
−1

= 0 p.p. dans G. (4.35)
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De cette identité, il résulte immédiatement que

p(ρ)ρθ = p(ρ) ρθ p.p. dans {ρθ > 0}. (4.36)

A nouveau, d’après le lemme A.20, on sait que ρs+θ − ρs ρθ ≥ 0 p.p. dans G, s > 1. Par
suite, au vu de (4.36), on a

ρs+θ − ρs ρθ = 0 p.p. dans {ρθ > 0}, s = γ, 2, β. (4.37)

D’autre part, la convexité de la fonction t ∈ R+ 7→ t
s+θ

s , s > 1, implique que (ρs)
s+θ

s ≤
ρs+θ. Ainsi, (4.37) combinée à cette information montre que

ρs((ρs)
θ
s − ρθ) ≤ 0 p.p. dans {ρθ > 0}, s = γ, 2, β. (4.38)

Noter alors que (ρθ)
s
θ ≤ ρs puisque la fonction t ∈ R+ 7→ t

s
θ , s > 1, est convexe. A partir

de (4.38), cette observation justifie la suivante :

(ρs)
θ
s ≤ ρθ p.p. dans {ρθ > 0}, s = γ, 2, β. (4.39)

Or la concavité de la fonction t ∈ R+ 7→ t
θ
s implique que (ρs)

θ
s ≥ ρθ p.p. dans G. A ce

stade, nous avons donc démontré que ρs = (ρθ)
s
θ p.p. dans {ρθ > 0}, s = γ, 2, β. Les

inégalités ρs ≤ ρs et ρθ ≤ ρθ provenant respectivement de la convexité de la fonction
t ∈ R+ 7→ ts et de la concavité de la fonction t ∈ R+ 7→ tθ permettent alors de conclure
que ρs = ρs p.p. dans l’ensemble {ρθ > 0}, s = γ, 2, β. Ainsi, ρε → ρ dans L1({ρθ > 0}).
L’interpolation de Lp entre L1 et L2β et la semi-continuité inférieure faible de la norme
L2β donne alors pour tout p ∈ [1, 2β) la convergence forte de la suite {ρε}ε vers ρ dans
Lp({ρθ > 0}). En ce qui concerne l’ensemble {ρθ = 0}, il est évident que

∫

Ω

ρθ
ε1{ρθ=0}

dx→
∫

Ω

ρθ1
{ρθ=0}

dx = 0.

Autrement dit, la suite {ρθ
ε}ε converge vers 0 dans L1({ρθ = 0}). On en déduit aisément

que pour tout p ∈ [1, 2β

θ
), ρθ

ε → 0 dans Lp({ρθ = 0}). Par suite

∀a ∈ (0,
2β

θ
), ∀q ∈ [1,

2β

aθ
), ρaθ

ε → 0 dans Lq({ρθ = 0}). (4.40)

Au vu de (4.2), en posant a = 1
θ

dans (4.40), il vient que ρ = 0 p.p. dans {ρθ = 0} et le
lemme en découle. 2

4.2 Inégalité d’énergie (cadre général)

Pour terminer la preuve de la proposition 2.3, il reste à vérifier que le couple (ρ,u)
précédemment construit, satisfait l’inégalité d’énergie (2.27). Pour ce faire, il suffit de faire
tendre ε → 0+ dans (2.36). Justifions brièvement ce passage à la limite. Tout d’abord,
remarquer que

εδβ

∫

G

ρβ−2
ε |∇ρε|2 dx+ 2εδ

∫

G

|∇ρε|2 dx ≥ 0

et qu’en accord avec l’hypothèse (1.3), v 7→
(∫

G
{µ1|∇v|2 + (µ1 + µ2)(div v)2} dx

) 1
2 est

une norme équivalente sur [H1
0 (G)]3. La semi-continuité inférieure faible de cette norme,

la convergence (4.1), le lemme 2.4 et e.g. le théorème de convergence de Vitali permettent
alors de conclure. La preuve de la proposition 2.3 est donc complète. 2
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4.3 Bornes uniformes (cas particulier)

Pour chaque n ∈ N∗, la proposition 2.3, appliquée avec G = Ωn (cf. lemme 2.1),
f = fn, g = gn et h = hn (cf (2.23)), assure l’existence d’un couple de fonctions (ρn,un)
satisfaisant les propriétés (n-1)-(n-5). Dans cette section, nous prouvons que pour chaque
n ∈ N∗, ce couple (ρn,un) satisfait également les estimations (2.30) et (2.31).

Majorons dans un premier temps le membre de droite de l’inégalité d’énergie (2.29).
D’une part, en accord avec (2.22), on a

∫

Ωn

(hn − ρn)hs−1
n dx ≤ ‖h‖s−1

0,∞,Ω

(∫

Ωn

hn dx +

∫

Ωn

ρn dx

)
≤ 2|Ω|‖h‖s

0,∞,Ω, s = γ, β, 2.

D’autre part, en utilisant les inégalités de Hölder, de Sobolev et de Young, on trouve que

∫

Ωn

(ρnfn + gn) · un dx ≤ ‖ρnf + g‖0, 6
5
,Ω‖un‖0,6,Ωn ≤ c(f , g)(1 + ‖ρn‖0, 6

5
,Ω)‖∇un‖0,2,Ωn

≤ c(f , g)(1 + ‖ρn‖0, 6
5
,Ω)2 +

µ1

2
‖∇un‖2

0,2,Ωn
.

En insérant ces deux bornes dans (2.29), la positivité de hn et ρn sur Ωn et l’équivalence des

normes ‖∇un‖0,2,Ωn et (µ1‖∇un‖2
0,2,Ωn

+(µ1+µ2)‖ div un‖0,2,Ωn)
1
2 sur [H1

0 (Ωn)]3 impliquent
en particulier que

‖∇un‖0,2,Ωn ≤ c(Ω,f , g, h)(1 + ‖ρn‖0, 6
5
,Ω) ≤ c(Ω,f , g, h)(1 + ‖ρn‖0,2β,Ω). (4.41)

Le fait que la norme de ρn qui apparâıt dans cette inégalité soit une norme sur Ω est
essentiel pour la suite. En effet, le système (2.20) testé par une fonction ϕ ∈ [D(Ω)]3

s’écrit
∫

Ω

{ργ
n + δ(ρ2

n + ρβ
n)} div ϕ dx =

+
1

2
α

∫

Ω

(h+ 3ρn)un ·ϕ dx+

∫

Ω

{µ1∇un : ∇ϕ + (µ1 + µ2) div un div ϕ} dx

−
∫

Ω

ρnun ⊗ un : ∇ϕ dx−
∫

Ω

(ρnf + g) ·ϕ dx. (4.42)

Ceci étant, nous laissons le soin au lecteur de vérifier par densité qu’en vertu des propriétés
(n-1) du couple (ρn,un), toute fonction ϕ ∈ [H1

0 (Ω)]3 est une fonction admissible dans
l’identité (4.42). Considérons alors la fonction

ϕ = B(ρβ
n −

1

|Ω|

∫

Ω

ρβ
n dy),

B étant l’opérateur de Bogovskĭı introduit dans le lemme B.1 dans lequel on pose G = Ω,
lemme qui garantit que ϕ ∈ [W 1,p

0 (Ω)]3, p ∈ (1, 2] (ρn ∈ L2β(Ωn)), ainsi que l’inégalité

‖∇ϕ‖0,p,Ω ≤ c(Ω, p)‖ρn‖β
0,pβ,Ω. (4.43)
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Pour cette fonction test, l’identité (4.42) se réécrit

∫

Ω

ρβ
n{ργ

n + δ(ρ2
n + ρβ

n)} dx =
1

|Ω|

∫

Ω

ρβ
n dy

∫

Ω

{ργ
n + δ(ρ2

n + ρβ
n)} dx

+
1

2
α

∫

Ω

(h+ 3ρn)un ·ϕ dx+

∫

Ω

{µ1∇un : ∇ϕ + (µ1 + µ2) div un div ϕ} dx

−
∫

Ω

ρnun ⊗ un : ∇ϕ dx−
∫

Ω

(ρnf + g) ·ϕ dx =

5∑

k=1

Ik. (4.44)

A ce stade, il suffit de répéter les arguments (3.17)-(3.20) et (3.22) en prenant garde de
toujours ramener la norme L6 de un sur Ωn pour que l’inégalité se Sobolev soit justifiée
puisque, on le rappelle, un ∈ [H1

0 (Ωn)]3. On obtient

‖ρn‖0,2β,Ω ≤ c(Ω,f , g, h), (4.45)

qui en accord avec (4.41) implique que

‖∇un‖0,2,Ω ≤ ‖∇un‖0,2,Ωn ≤ c(Ω,f , g, h) (4.46)

où c(Ω,f , g, h) est une constante qui ne dépend ni de n ni de α. Ainsi sont prouvées les
estimations (2.30) et (2.31). 2

5 Preuve : Etape no3

Dans cette section, nous nous concentrons sur la preuve de la proposition 2.2. Par
le biais des résultats démontrés à la section 4, nous construisons un couple de fonction
(ρα,uα) satisfaisant les propriétés (α-1)-(α-4), puis nous montrons qu’il satisfait également
les propriétés (α-5) et (α-6). Comme dans la précédente section, la distinction entre une
fonction définie sur un domaine O ⊂ R3 et son prolongement par zéro à l’extérieur de Ω
ne sera pas faite.

5.1 Construction d’une solution

Soient δ, α ∈ (0, 1] fixés. Considérons la suite {(ρn,un)}n∈N∗ dont chaque terme est
construit à la section 4 et satisfait les propriétés (n-1)-(n-5) ainsi que les estimations
(2.30) et (2.31). En accord avec celles-ci, on peut supposer qu’il existe des fonctions ρα,

uα, ργ
α, ρ2

α et ρβ
α telles que modulo l’extraction de sous-suites et lorsque n→∞,

un ⇀ uα dans [H1(R3)]3, u = 0 p.p. dans R
3 \ Ω,

un → uα dans [Lq(Ω)]3, q ∈ [1, 6), (5.1)

ρn ⇀ ρα dans L2β(Ω), ρα ≥ 0 p.p. dans Ω, (5.2)

ργ
n ⇀ ρ

γ
α dans L

2β
γ (Ω), ρ2

n ⇀ ρ2
α dans Lβ(Ω), ρβ

n ⇀ ρ
β
α dans L2(Ω), (5.3)

ρnun ⇀ ραuα dans [L
6β

β+3 (Ω)]3, ρnun ⊗ un ⇀ ραuα ⊗ uα dans [L
6β

2β+3 (Ω)]3×3. (5.4)
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Ceci étant, on peut passer à la limite dans les équations (2.19) et (2.20). On trouve que

αρα + div(ραuα) = αh dans D′(Ω), (5.5)

1

2
αhuα +

3

2
αραuα + div(ραuα ⊗ uα)− µ1∆uα − (µ1 + µ2)∇ div uα

+∇{ργ
α + δ(ρ2

α + ρ
β
α)} = ραf + g dans [D′(Ω)]3. (5.6)

Vérifions maintenant que ρα satisfait la contrainte (2.14). L’équation de continuité
(5.5), testée par la fonction Φm introduite en (1.1.4) s’écrit

∫

Ω

(ρα − h)Φm dx =
1

α

∫

Ω

ραuα · ∇Φm dx.

Clairement, lorsque m→∞, le membre de gauche de cette égalité tend vers
∫
Ω
(ρα−h) dx.

De plus, puisque uα ∈ [H1
0 (Ω)]3, l’inégalité de Hardy, complétée par l’appartenance de ρα

à l’espace L2β(Ω) ⊂ L2(Ω), entrâıne la convergence du membre de droite vers zéro. D’où
l’affirmation annoncée.

Le prolongement de l’équation de continuité (5.5) dans D′(R3) est une application
directe du lemme 1.1 dans lequel ρ, u et f sont remplacées par ρα, uα et α(h− ρα). Dans
cette situation, le lemme 1.4 assure alors la validité de l’équation (2.15) et ce pour toute
fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.8) et (2.7). Pour aboutir à la conclusion que le
couple (ρα,uα) défini par (5.1)-(5.2) satisfait les propriétés (α-1)-(α-4), compte tenu de
l’équation (5.6), il suffit de démontrer que

p(ρα) ≡ ρ
γ
α + δ(ρ2

α + ρ
β
α) = p(ρα) ≡ ργ

α + δ(ρ2
α + ρβ

α) p.p. dans Ω. (5.7)

A nouveau, puisque la fonction t ∈ R+ 7→ tγ + δ(t2 + tβ) est strictement convexe, (5.7) est
équivalent à la convergence forte dans L1(Ω) de la suite {ρn}n vers ρα. Nous conclurons
à cette convergence après avoir énoncé et démontré deux résultats intermédiaires. Cette
démarche est analogue à celle qui a permis de démontrer le lemme 2.4.

Lemme 2.5 Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.8) et (2.7) avec λ1 = 0,
on a

p(ρα)b(ρα)− (2µ1 + µ2)b(ρα) div uα = p(ρα) b(ρα)− (2µ1 + µ2)b(ρα) div uα p.p. dans Ω,
(5.8)

où p(ρα)b(ρα), b(ρα) div uα et b(ρα) sont les limites faibles quand n → ∞ des suites
correspondantes.

Preuve. On pose

Πn = p(ρn), bn = b(ρn), F n = ρnf + g − 1

2
αhun −

3

2
αρnun, qn = ρnun ;

Πα = p(ρα), bα = b(ρα), F α = ραf + g − 1

2
αhuα −

3

2
αραuα, qα = ραuα.
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Clairement, au vu des convergences (5.1)-(5.4), on a

Πn ⇀ Πα dans L2(Ω), (5.9)

bn ⇀ bα dans L2β(Ω), (5.10)

F n ⇀ F α dans [L
6β

β+3 (Ω)]3, (5.11)

qn ⇀ qα dans [L
6β

β+3 (Ω)]3, div qn ⇀ div qα dans L2β(Ω) (5.12)

Πnbn ⇀ p(ρα)b(ρα) dans L
2β

β+1 (Ω), bn div un ⇀ b(ρα) div uα dans L
2β

β+1 (Ω). (5.13)

Noter que 2β > 6
5
. Ainsi, l’injection compacte L2β(Ω) ⊂⊂ H−1(Ω) et (5.12) impliquent

que div qn → div qα dans H−1(Ω). Remarquer également que 6β

β+3
> 2. Par conséquent,

les convergences (5.1), (5.9)-(5.12) garantissent que les hypothèses du théorème 1.2 sont
satisfaites pour p = w = 2, r = 2β et s = 6β

β+3
, théorème dont la conclusion dans la

présente situation n’est rien d’autre que l’identité (5.8). La preuve du lemme 2.5 est donc
complète. 2

Soit 0 < θ < 1. En accord avec l’estimation (2.30), après d’éventuelles extractions de
sous-suites, on peut supposer que

ρθ
n ⇀ ρθ

α dans L
2β
θ (Ω), p(ρn)ρθ

n ⇀ p(ρα)ρθ
α dans L

2β
β+θ (Ω). (5.14)

Lemme 2.6 Soient les hypothèses de la proposition 2.2 et 0 < θ < 1. Alors

α
(
ρθ

α

) 1
θ

+ div

{(
ρθ

α

) 1
θ

uα

}

≥ αh+
(1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρα)ρθ

α − p(ρα) ρθ
α

}(
ρθ

α

) 1
θ
−1

dans D′(R3). (5.15)

Preuve. Il suffit d’adapter à la présente situation les arguments exposés dans la preuve
du lemme 2.3 débutant après (4.19). 2

Lemme 2.7 Pour tout p ∈ [1, 2β), la convergence de la suite {ρn}n vers ρα est forte dans
Lp(Ω).

Preuve. Il suffit d’adapter à la présente situation la preuve du lemme 2.4. 2

5.2 Inégalité d’énergie, bornes uniformes

En accord avec l’inégalité d’énergie (2.29), il est clair que pour tout n ∈ N∗, le couple
(ρn,un) satisfait

α

∫

Ω

(h+ ρn)|un|2 dx +

∫

Ω

{µ1|∇un|2 + (µ1 + µ2)(div un)2} dx

+
γα

γ − 1

∫

Ω

(ρn − h)(ργ−1
n − hγ−1) dx+

δβα

β − 1

∫

Ω

(ρn − h)(ρβ−1
n − hβ−1) dx

+2δα

∫

Ω

(ρn − h)2 dx ≤
∫

Ω

(ρnf + g) · un dx+
γα

γ − 1

∫

Ω

(h− ρn)hγ−1 dx

+
δβα

β − 1

∫

Ω

(h− ρn)hβ−1 dx+ 2δα

∫

Ω

(h− ρn)h dx. (5.16)
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Des arguments similaires à ceux exposés dans la section 4.2 et adaptés à la présente
situation, justifient le passage à la limite n → ∞ dans (5.16) et conduisent à l’inégalité
(2.16). Quant aux estimations (2.17) et (2.18), elles découlent directement de (2.30), (2.31)
et de la semi-continuité inférieure faible des normes L2(Ω) et [H1

0 (Ω)]3. Ainsi, la preuve
de la proposition 2.2 est complète. 2

6 Preuve : Etape no4

Cette section est dévouée à la preuve de la proposition 2.1. En suivant une démarche
analogue à celle adoptée dans les précédentes sections, nous utilisons la proposition 2.2
pour construire un couple de fonctions (ρδ,uδ) satisfaisant les propriétés (δ-1)-(δ-4). Nous
prouvons ensuite qu’il satisfait également les propriétés (δ-5) et (δ-6).

6.1 Construction d’une solution

Soit δ ∈ (0, 1] fixé. Considérons une suite {αn}n∈N∗ ⊂ (0, 1], limn→∞ αn = 0 et faisons
y correspondre par la proposition 2.2 la suite {(ραn ,uαn)}n∈N∗. Comme auparavant, la
distinction entre une fonction définie sur un domaine O de R3 et son prolongement par
zéro à l’extérieur deO ne sera pas faite et nous préférerons les notations (ρα,uα) et α→ 0+

plutôt que (ραn ,uαn) et n→∞. En accord avec les estimations (2.17) et (2.18), on peut

supposer qu’il existe des fonctions ρδ, uδ, ρ
γ
δ , ρ

2
δ et ρβ

δ telles que modulo l’extraction de
sous-suites et lorsque α→ 0+,

uα ⇀ uδ dans [H1(R3)]3, uδ = 0 p.p. dans R
3 \ Ω,

lluα → uδ dans [Lq(Ω)]3, q ∈ [1, 6),
(6.1)

ρα ⇀ ρδ dans L2β(R3), ρδ ≥ 0 p.p. dans Ω, ρδ = 0 p.p. dans R
3 \ Ω, (6.2)

ργ
α ⇀ ρ

γ
δ dans L

2β
γ (R3), ρ2

α ⇀ ρ2
δ dans Lβ(R3), ρβ

α ⇀ ρ
β
δ dans L2(R3),

Llρ
γ
δ = ρ2

δ = ρ
β
δ = 0 p.p. dans R

3 \ Ω,
(6.3)

ραuα ⇀ ρδuδ dans [L
6β

β+3 (R3)]3, ραuα ⊗ uα ⇀ ρδuδ ⊗ uδ dans [L
6β

2β+3 (R3)]3×3. (6.4)

En conséquence, du passage à la limite α→ 0+ dans les équations (2.11) et (2.12), il vient
que

div(ρδuδ) = 0 dans D′(R3), (6.5)

div(ρδuδ ⊗ uδ)− µ1∆uδ − (µ1 + µ2)∇ div uδ +∇{ργ
δ + δ(ρ2

δ + ρ
β
δ )}

= ρδf + g dans [D′(Ω)]3 (6.6)

Les hypothèses du lemme 1.4 dans lequel ρ et u sont remplacées par ρδ et uδ sont
clairement satisfaites. S’en suit alors la validité de l’équation (2.6) et ce pour toute fonction
b satisfaisant (1.7), (1.8) et (2.7). L’objectif étant de démontrer que le couple (ρδ,uδ) défini
par (6.1) et (6.2) satisfait les propriétés (δ-1)-(δ-4), il reste à prouver que

p(ρδ) ≡ ρ
γ
δ + δ(ρ2

δ + ρ
β
δ ) = p(ρδ) ≡ ρ

γ
δ + δ(ρ2

δ + ρ
β
δ ) p.p. dans Ω, (6.7)
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ce qui, rappelons le, revient à prouver la convergence forte dans L1(Ω) de la suite {ρα}α

vers ρδ (t ∈ R+ 7→ tγ + δ(t2 + tβ) strictement convexe). Semblablement aux précédentes
sections, cette démonstration sera découpée en plusieurs lemmes intermédiaires.

Lemme 2.8 Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.8) et (2.7) avec λ1 = 0,
on a

p(ρδ)b(ρδ)−(2µ1+µ2)b(ρδ) div uδ = p(ρδ) b(ρδ)−(2µ1+µ2)b(ρδ) div uδ p.p. dans Ω, (6.8)

où p(ρδ)b(ρδ), b(ρδ) div uδ et b(ρδ) désignent les limites faibles quand α → 0+ des suites
correspondantes.

Preuve. On pose

Πα = p(ρα), bα = b(ρα), F α = ραf + g − 1

2
αhuα −

3

2
αραuα, qα = ραuα ;

Πδ = p(ρδ), bδ = b(ρδ), F δ = ρδf + g, qδ = ρδuδ.

Des convergences (6.1)-(6.4), il découle alors que

Πα ⇀ Πδ dans L2(Ω), (6.9)

bα ⇀ bδ dans L2β(Ω), (6.10)

F n ⇀ F α dans [L
6β

β+3 (Ω)]3, (6.11)

lqα ⇀ qδ dans [L
6β

β+3 (Ω)]3,

div qα =α(h− ρα) ⇀ 0 = div qδ dans L2β(Ω)
(6.12)

Παbα ⇀ p(ρδ)b(ρδ) dans L
2β

β+1 (Ω), (6.13)

bα div uα ⇀ b(ρδ) div uδ dans L
2β

β+1 (Ω), . (6.14)

Pour conclure, noter que L2β(Ω) ⊂⊂ H−1(Ω) (2β > 6
5
), 6β

β+3
> 2 et appliquer le théorème

1.2 avec p = w = 2, r = 2β et s = 6β

β+3
. D’où le résultat. 2

Soit 0 < θ < 1. D’après l’estimation (2.17), quitte à extraire des sous-suites si
nécessaire, on peut supposer que

ρθ
α ⇀ ρθ

δ dans L
2β
θ (Ω), p(ρα)ρθ

α ⇀ p(ρδ)ρ
θ
δ dans L

2β
β+θ (Ω). (6.15)

Lemme 2.9 Soient les hypothèses de la proposition 2.1 et 0 < θ < 1. Alors

div

{(
ρθ

δ

) 1
θ

uδ

}
=

(1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρδ)ρθ

δ − p(ρδ) ρθ
δ

}(
ρθ

δ

) 1
θ
−1

dans D′(R3). (6.16)

Preuve. Soit l ∈ (0, 1]. On pose b(t) = (t+ l)θ. Alors, le lemme 1.4 appliqué avec ρ = ρα,
p = 2β

θ
, u = uα et f = α(h− ρα) garantit en particulier que

αθ(ρα + l)θ + div((ρα + l)θuα) + (θ − 1)(ρα + l)θ div uα

= αθ(h+ l)(ρα + l)θ−1 + θl(ρα + l)θ−1 div uα dans D′(R3). (6.17)
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Compte tenu des estimations (2.17) et (2.18), après d’éventuelles extractions de sous-

suites, on peut supposer que (ρα + l)θ ⇀ (ρδ + l)θ dans L
2β
θ (ω), (ρα + l)θ div uα ⇀

(ρδ + l)θ div uδ dans L
2β

β+θ (ω) lorsque α → 0+, ω designant tout domaine borné de R3.
S’en suit la convergence div((ρα + l)θuα) → div((ρδ + l)θuδ) dans D′(R3). Par ailleurs,
(ρα + l)θ−1 ≤ lθ−1. Ainsi, quitte à extraire des sous-suites si nécessaire, on peut supposer

que (ρα + l)θ−1 ?
⇀ (ρδ + l)θ−1 dans L∞(ω) et (ρα + l)θ−1 div uα ⇀ (ρδ + l)θ−1 div uδ dans

L2(R)3. Ces convergences en tête, on passe à la limite α→ 0+ dans (6.17). On obtient

div((ρδ + l)θuδ) = (1− θ)(ρδ + l)θ div uδ + θl(ρδ + l)θ−1 div uδ dans D′(R3). (6.18)

Soit alors b(t) = t
1
θ . En accord avec le lemme 1.4 complété par le lemme 2.8, de (6.18) on

déduit que

div

{(
(ρδ + l)θ

) 1
θ

uδ

}
=

(1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρδ)(ρδ + l)θ − p(ρδ) (ρδ + l)θ

}(
(ρδ + l)θ

) 1
θ
−1

+l(ρδ + l)θ−1 div uδ

(
(ρδ + l)θ

) 1
θ
−1

dans D′(R3). (6.19)

La dernière étape de la preuve consiste à faire tendre l → 0+ dans (6.19). Pour cela,
comme à la fin de la preuve du lemme 2.6, il suffit d’adapter les arguments présentés dans
celle du lemme 2.3 à partir de (4.30). La preuve du lemme 2.9 est donc complète. 2

Lemme 2.10 Pour tout p ∈ [1, 2β), la convergence de la suite {ρα}α vers ρδ est forte
dans Lp(Ω).

Preuve. En soustrayant l’équation (2.1) de l’égalité (6.18), on trouve que

div(rδuδ) =
(1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρδ)ρθ

δ − p(ρδ) ρθ
δ

}(
ρθ

δ

) 1
θ
−1

dans D′(R3) (6.20)

où rδ ≡
(
ρθ

δ

) 1
θ − ρδ. Choisissant alors dans (6.20) la fonction test ϕ ∈ D(R3), supp ϕ ⊂

B2R, 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 dans BR et R suffisamment grand pour que Ω ⊂ BR, on récupère

∫

Ω

{
p(ρδ)ρ

θ
δ − p(ρδ) ρ

θ
δ

}(
ρθ

δ

) 1
θ
−1

dx = 0.

En découle immédiatement que

p(ρδ)ρθ
δ = p(ρδ) ρθ

δ p.p. dans {ρθ
δ > 0}. (6.21)

Noter alors que dans la situation actuelle, cette identité est l’analogue de (4.36) et qu’il
suffit donc d’adapter les arguments présentés dans la preuve du lemme 2.4 à partir de
(4.36) pour conclure. D’où le résultat. 2
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6.2 Inégalité d’énergie, bornes uniformes

Pour achever la preuve de la proposition 2.1, il reste à démontrer que le couple (ρδ,uδ)
construit ci-dessus satisfait les propriétés (δ-5) et (δ-6). Tout d’abord, en remarquant que

α

∫

Ω

(h+ ρα)|uα|2 dx+
γα

γ − 1

∫

Ω

(ρα − h)(ργ−1
α − hγ−1) dx

+
δβα

β − 1

∫

Ω

(ρα − h)(ρβ−1
α − hβ−1) dx+ 2δα

∫

Ω

(ρα − h)2 dx ≥ 0

et à l’aide de la convergence forte (6.1), du lemme 2.10, de la semi-continuité inférieure

faible de la norme équivalente sur [H1
0 (Ω)]3, v 7→

(∫
Ω
{µ1|∇v|2 + (µ1 + µ2)(div v)2} dx

) 1
2 ,

et e.g. du théorème de convergence de Vitali, on effectue le passage à la limite α → 0+

dans (2.16) pour finalement conclure à l’inégalité d’énergie (2.8).

Remarque 2.8 Avant de poursuivre, nous souhaitons insister sur le fait que pour les
valeurs γ ∈ ( 3

2
, 5

3
] l’hypothèse (1.4) va être cruciale dans l’obtention des estimations (2.9)

et (2.10) alors que jusqu’ici elle n’était pas indispensable du fait de la présence de la
pression artificielle.

Ayant à l’esprit l’hypothèse (1.4), par l’inégalité de Hölder on peut majorer le membre
de droite de l’inégalité d’énergie (2.8) par ‖ρδ‖0, 6

5
‖f‖0,∞‖uδ‖0,61{γ> 5

3
} + ‖g‖0, 6

5
‖uδ‖0,6 et

en déduire, en utilisant les injections de Sobolev, que

‖∇uδ‖0,2 ≤ c(Ω,f , g){1 + ‖ρδ‖0, 6
5
1{γ> 5

3
}}. (6.22)

Soit θ ∈ (0, 1] un réel qui sera fixé de manière optimale ultérieurement. On pose

ϕ = B(pθ
δ −

1

|Ω|

∫

Ω

pθ
δ dy)

où pδ = ρ
γ
δ + δ(ρ2

δ + ρ
β
δ ) et B désigne l’opérateur de Bogovskĭı introduit dans le lemme

B.1. En accord avec la remarque 2.3, cette fonction ϕ peut être utilisée comme fonction
test de l’équation (2.2) puisque, d’après le lemme B.1, elle satisfait

∀1 < p ≤ 2

θ
, ‖∇ϕ‖0,p ≤ c(Ω, p)‖pδ‖θ

0,pθ. (6.23)

Après quelques intégrations par parties, l’équation (2.2) testée par ϕ implique que

∫

Ω

p1+θ
δ dx =

∫

Ω

pδ dx−
1

|Ω|

∫

Ω

pθ
δ dy +

∫

Ω

{µ1∇uδ : ∇ϕ + (µ1 + µ2) div uδ div ϕ} dx

−
∫

Ω

ρδuδ ⊗ uδ : ∇ϕ dx−
∫

Ω

(ρδf + g) ·ϕ dx

4∑

k=1

Ik. (6.24)

Majorons les intégrales I1-I4. L’inégalité de Hölder, l’inclusion Lβ(Ω) ⊂ L2(Ω) et l’inégalité
d’interpolation ‖ρδ‖0,s ≤ ‖ρδ‖as

0,1‖ρδ‖1−as

0,(1+θ)s, s > 1, dans laquelle as = θ
(1+θ)s−1

, impliquent
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que

|I1| ≤ |Ω|−
θ

1+θ

∫

Ω

pδ dx‖pδ‖θ
0,1+θ

≤ c(Ω,M, β, γ){‖ρδ‖(1−aγ )γ

0,(1+θ)γ + δ(‖ρδ‖2(1−aβ)

0,(1+θ)β + ‖ρδ‖(1−aβ)β

0,(1+θ)β)}‖pδ‖θ
0,1+θ. (6.25)

En accord avec les inégalités de Schwarz, (6.22), de Hölder et d’interpolation

‖ρδ‖0, 6
5
≤ ‖ρδ‖a

0,1‖ρδ‖1−a
0,(1+θ)γ , a =

5γ(1 + θ)− 6

6γ(1 + θ)− 6
, (6.26)

on a

|I2| ≤ c‖∇uδ‖0,2‖∇ϕ‖0,2 ≤ c(Ω,f , g){1 + ‖ρδ‖0, 6
5
1{γ> 5

3
}}‖pδ‖θ

0,1+θ

≤ c(Ω,M, γ,f , g){1 + ‖ρδ‖1−a
0,(1+θ)γ1{γ> 5

3
}}‖pδ‖θ

0,1+θ. (6.27)

Sous les conditions θ ≤ 2γ−3
γ

et 1 + θ > 3
2γ

, les inégalités de Hölder, (6.22), (6.26) et

l’inclusion L1+θ(Ω) ⊂ L
3γθ(1+θ)

2γ(1+θ)−3 (Ω) impliquent que

|I3| ≤ ‖ρδ‖0,(1+θ)γ‖uδ‖2
0,6‖∇ϕ‖

0,
3γ(1+θ)

2γ(1+θ)−3

≤ C(Ω,f , g)‖ρδ‖0,(1+θ)γ{1 + ‖ρδ‖0, 6
5
1{γ> 5

3
}}2‖pδ‖θ

0,
3γθ(1+θ)

2γ(1+θ)−3

≤ C(Ω,M, γ,f , g)‖ρδ‖0,(1+θ)γ{1 + ‖ρδ‖2(1−a)
0,(1+θ)γ1{γ> 5

3
}}‖pδ‖θ

0,(1+θ). (6.28)

L’inégalité de Hölder, les injections de Sobolev, (6.23), l’inclusion L1+θ(Ω) ⊂ L2θ(Ω) et la
condition 1 + θ > 6

5γ
justifient les majorations

|I4| ≤ (‖ρδ‖0,(1+θ)γ‖f‖0,
6γ(1+θ)

5γ(1+θ)−6
+ ‖g‖0, 6

5
)‖ϕ‖0,6 ≤ c(Ω,f , g)(1 + ‖ρδ‖0,(1+θ)γ)‖∇ϕ‖0,2

≤ c(Ω,f , g)(1 + ‖ρδ‖0,(1+θ)γ)‖pδ‖θ
0,2θ ≤ c(Ω,f , g)(1 + ‖ρδ‖0,(1+θ)γ)‖pδ‖θ

0,1+θ. (6.29)

En insérant les estimations (6.25), (6.27)-(6.29) dans l’identité (6.24), on trouve que

‖pδ‖0,1+θ ≤ c(Ω,M, β, γ,f , g)[(‖ρδ‖1−a
0,(1+θ)γ + ‖ρδ‖2(1−a)+1

0,(1+θ)γ )1{γ> 5
3
}

+{1 + δ(‖ρδ‖2(1−aβ)

0,(1+θ)β + ‖ρδ‖(1−aβ)β

0,(1+θ)β) + ‖ρδ‖(1−aγ )γ
0,(1+θ)γ + ‖ρδ‖0,(1+θ)γ}]

inégalité de laquelle découle la suivante :

‖ρδ‖γ

0,(1+θ)γ + δ‖ρδ‖β

0,(1+θ)β ≤ c(Ω,M, β, γ,f , g)[(‖ρδ‖1−a
0,(1+θ)γ + ‖ρδ‖2(1−a)+1

0,(1+θ)γ )1{γ> 5
3
}

+{1 + δ(‖ρδ‖2(1−aβ)

0,(1+θ)β + ‖ρδ‖(1−aβ)β

0,(1+θ)β) + ‖ρδ‖(1−aγ )γ

0,(1+θ)γ + ‖ρδ‖0,(1+θ)γ}]. (6.30)

Pour conclure à (2.9), il suffit d’utiliser l’inégalité de Young dans (6.30) puis de remarquer
que θ = 2γ−3

γ
si 3

2
< γ < 3 et θ = 1 si γ ≥ 3 est optimal. L’estimation (2.10), quant à elle,

est une conséquence immédiate de (6.22), et (2.9). Ceci termine la preuve de la proposition
2.1. 2
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7 Preuve : Conclusion (Etude du problème d’origine)

Cette section constitue l’ultime étape de la preuve du théorème 2.1, étape qui consiste
à construire une solution faible renormalisée à énergie bornée du problème d’origine (1.1),
(1.2), (1.5) et (1.6) à partir de la proposition 2.1 démontrée auparavant. C’est ici que
va apparâıtre l’adaptation au cas stationnaire de l’approche introduite par Feireisl [16]
pour traiter les valeurs γ > 3

2
dans le cas non stationnaire.

7.1 Construction d’une solution

Considérons une suite {δn}n∈N∗ ⊂ (0, 1] telle que limn→∞ δn = 0 et associons y par la
proposition 2.1 la suite {(ρδn ,uδn)}n∈N∗. Une fois encore, la distinction entre une fonction
définie sur un domaine O de R3 et son prolongement par zéro à l’extérieur de O ne sera
pas faite et nous préférerons les notations (ρδ,uδ) et δ → 0+ aux notations (ρδn ,uδn) et
n→∞. D’après les estimations (2.9) et (2.10), on peut supposer qu’il existe des fonctions
ρ, u et ργ telles que modulo l’extraction de sous-suites et lorsque δ → 0+,

uδ ⇀ u dans [H1(R3)]3, u = 0 p.p. dans R
3 \ Ω,

duδ → u dans [Lq(Ω)]3, q ∈ [1, 6),
(7.1)

ρδ ⇀ ρ dans Ls(γ)(R3), ρ ≥ 0 p.p. dans Ω, ρ = 0 p.p. dans R
3 \ Ω, (7.2)

ρ
γ
δ ⇀ ργ dans L

s(γ)
γ (R3), ργ = 0 p.p. dans R

3 \ Ω, (7.3)

ρδuδ ⇀ ρu dans [L
6s(γ)

s(γ)+6 (R3)]3, ρδuδ ⊗ uδ ⇀ ρu⊗ u dans [L
3s(γ)

s(γ)+3 (R3)]3×3. (7.4)

Par ailleurs, d’après l’inégalité d’interpolation ‖ρδ‖0,ηβ ≤ ‖ρδ‖a
0,1‖ρδ‖1−a

0,
s(γ)

γ
β
, dans laquelle

1
β
< η <

s(γ)
γ

et a = s(γ)−ηγ

η(s(γ)β−γ)
, on peut écrire que δ‖ρδ‖β

0,ηβ ≤ c(β, γ,M)δaδ1−a‖ρδ‖(1−a)β

0,
s(γ)

γ
β
.

Puisque 1
β
< 2

β
< 1 < s(γ)

γ
(γ > 3

2
), il vient alors que

δρ2
δ → 0 dans L1(R3), δρ

β
δ → 0 dans L1(R3). (7.5)

Au vu des convergences (7.1)-(7.5), on peut passer à la limite δ → 0+ dans les équations
(2.1) et (2.2). On trouve alors que le couple (ρ,u) défini ci-dessus satisfait l’équation de
continuité (2.1) au sens des distributions dans R3 ainsi que

−µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u + div(ρu⊗ u) +∇ργ = ρf + g dans [D′(Ω)]3. (7.6)

Remarque 2.9 Si on suppose que 3
2
< γ < 5

3
, les hypothèses du lemme 1.4 ne sont pas

vérifiées par ρ, p = s(γ)
γ

, u et f ≡ 0 puisque s(γ)
γ

< 2. Dans ce cas, il faut travailler

davantage pour prouver que le couple (ρ,u) possède la propriété (iii) de la définition 2.1.

Dans la suite, nous démontrerons tout d’abord que la propriété (iii) est satisfaite par
le couple (ρ,u) ce qui, conformement à la remarque précédente, n’est pas immédiat. Nous
terminerons par la preuve de la convergence forte vers ρ dans L1(Ω) de la suite {ρδ}δ.
Ceci étant, puisque la fonction t ∈ R+ 7→ tγ est strictement convexe, on aura ργ = ργ

p.p. dans Ω et nous pourrons donc conclure (cf. (7.6)). Cette démarche fait l’objet des
prochains paragraphes.
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7.2 Flux effectif visqueux

Comme dans les précédentes sections, la quantité appelée usuellement « flux effectif
visqueux » possède certaines propriétés remarquables. En particulier :

Lemme 2.11 Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)), on a

ργbk(ρ)− (2µ1 + µ2)bk(ρ) div u = ργ bk(ρ)− (2µ1 + µ2)bk(ρ) div u p.p. dans Ω, (7.7)

dans laquelle bk est définie en (1.1.18) et ργbk(ρ), bk(ρ) div u sont les limites faibles des

suites {p(ρδ)bk(ρδ)}δ dans L
s(γ)

γ (Ω), {bk(ρδ) div uδ}δ dans L2(Ω), tandis que bk(ρ) est la
limite ∗-faible de la suite {bk(ρδ)}δ dans L∞(Ω).

Preuve. On pose

Πδ = ρ
γ
δ + δ(ρ2

δ + ρ
β
δ ), bδ = bk(ρδ), F δ = ρδf + g, qδ = ρδuδ ;

Π = ργ, b = bk(ρ), F = ρf + g, q = ρu.

Des convergences (7.1)-(7.5), il découle immédiatement que

Πδ ⇀ Π dans L
s(γ)

γ (Ω), (7.8)

bδ
?
⇀ b dans L∞(Ω), (7.9)

F δ ⇀ F dans Ls(γ)(Ω), (7.10)

qδ ⇀ q dans [L
6s(γ)

s(γ)+6 (Ω)]3, div qδ = 0 → 0 = div q dans W−1,
6s(γ)

s(γ)+6 (Ω), (7.11)

Πδbδ ⇀ ργbk(ρ) dans L
s(γ)

γ (Ω), (7.12)

bδ div uδ ⇀ b(ρ) div u dans L2(Ω) (7.13)

S’en suit alors que les hypothèses du théorème 1.2 sont satisfaites pour p = s(γ)
γ

, r = ∞,

s = s(γ), w = 6s(γ)
s(γ)+6

et par suite la validité de (7.7). D’où le résultat. 2

7.3 Une fonction de coupure bien utile

Soit k > 0. On définit la fonction Tk : R+ → R+ par

Tk(t) =






t si t ∈ [0, k),

k si t ≥ k.

(7.14)

Clairement, Tk ∈ C0([0,∞)), (Tk)
′
+ ∈ L∞((0,∞) ∩ C0([0, k) ∪ (k,∞)) et vérifie

|Tk(t)− t| ≤ 2t1{t≥k}, |t(Tk)
′
+(t)− Tk(t)| ≤ Tk(t)1{t≥k}. (7.15)

Ensuite, en accord avec les inégalités aγ − bγ ≥ (a− b)γ et |Tk(a)−Tk(b)| ≤ |a− b|, vraies
pour tous 0 ≤ b ≤ a <∞, on remarque que

∀s, t ≥ 0, |Tk(t)− Tk(s)|γ+1 ≤ (tγ − sγ)(Tk(t)− Tk(s)), (7.16)
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tandis que l’inégalité |{ρδ ≥ k}| ≤ 1
k

∫
Ω
ρδ1{ρδ≥k} dx ≤ 1

k

∫
Ω
ρδ dx ≤ M

k
nous assure que

∀p ∈ [1, s(γ)), ‖ρδ1{ρδ≥k}‖0,p ≤
(
M

k

) 1
p
− 1

s(γ)

‖ρδ‖0,s(γ). (7.17)

Si on dénote par Tk(ρ) la limite ∗-faible de la suite {Tk(ρδ)}δ dans L∞(Ω), la propriété
(7.15) et l’inégalité

‖Tk(ρ)− ρ‖0,p ≤ lim inf
δ→0+

‖Tk(ρδ)− ρδ‖0,p

≤ 2 lim inf
δ→0+

‖ρδ1{ρδ≥k}‖0,p ≤ Ck
1

s(γ)
− 1

p , ∀1 ≤ p < s(γ),

sont des justifications possibles de la convergence

∀p ∈ [1, s(γ)), Tk(ρ) → ρ dans Lp(Ω) quand k →∞. (7.18)

En utilisant des arguments tout a fait analogues, on pourra aisément vérifier que

∀p ∈ [1, s(γ)), Tk(ρ) → ρ dans Lp(Ω) quand k →∞. (7.19)

Pour conclure ce paragraphe, nous démontrons l’analogue de l’observation cruciale de
Feireisl [16] qui va remplacer l’information manquante ρ ∈ L2(Ω) dans la théorie du
transport de DiPerna et P.L. Lions [12].

Lemme 2.12
sup
k>0

lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,γ+1 ≤ c (7.20)

où la constante c ne dépend ni de k ni de δ.

Preuve. Si on dénote par ργTk(ρ) la limite faible dans L
s(γ)

γ (Ω) de la suite {ρδTk(ρδ)}δ,
on a ∫

Ω

{ργTk(ρ)− ργ Tk(ρ)} dx

= lim
δ→0+

∫

Ω

(ργ
δ − ργ)(Tk(ρδ)− Tk(ρ)) dx+

∫

Ω

(ργ − ργ)(Tk(ρ)− Tk(ρ)) dx.

Puisque les fonctions t 7→ tγ et t 7→ Tk(t), t ≥ 0, sont respectivement convexe et concave,
la positivité du deuxième terme du membre de droite est immédiate. Ceci étant, à l’aide
de (7.7) et (7.16), on obtient

lim sup
δ→0+

∫

Ω

|Tk(ρδ)− Tk(ρ)|γ+1 dx ≤ (2µ1 + µ2)

∫

Ω

(Tk(ρ) div u− Tk(ρ) div u) dx

= (2µ1 + µ2) lim
δ→0+

∫

Ω

(Tk(ρδ)− Tk(ρ)) div uδ dx. (7.21)

En tenant compte de (2.10), le terme du membre de droite de (7.21) peut être majoré par

c lim
δ→0+

∫

Ω

{(Tk(ρδ)− Tk(ρ)) + (Tk(ρ)− Tk(ρ))} div uδ dx

≤ c lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,2‖ div uδ‖0,2 ≤ c lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,γ+1.

L’inégalité de Young permet alors de conclure. 2
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7.4 Equation de continuité et solutions renormalisées

Dans ce paragraphe, nous revenons sur le problème évoqué à la remarque 2.9. Plus
exactement, nous prouvons que le couple (ρ,u) construit auparavant est une solution de
l’équation de continuité renormalisée (1.10) même pour les valeurs γ ∈ ( 3

2
, 5

3
).

Lemme 2.13 Soit b une fonction de la classe (1.7), (1.8) et (1.9) avec p = s(γ). Alors
le couple (ρ,u) est solution de l’équation (1.10).

Preuve. Tout d’abord, on suppose que b ∈ C1([0,∞)). D’après le corollaire 1.1 dans
lequel on choisit b(t) = t, pour tout k > 0, on voit que

div(Tk(ρδ)uδ) + {ρδ(Tk)
′
+(ρδ)− Tk(ρδ)} div uδ = 0 dans D′(R3).

On dénote par {ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u la limite faible quand δ → 0+ de la suite
{{ρδ(Tk)

′
+(ρδ)−Tk(ρδ)} div uδ}δ dans L2(R3) puis on passe à la limite dans cette équation.

Alors, pour tout k > 0, on trouve que

div(Tk(ρ)u) = −{ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u dans D′(R3).

Soit R > 0. Le corollaire 1.1 appliqué à Tk(ρ), p = ∞, u, −{ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u et
bR avec b ∈ C1([0,∞)) garantit ensuite que pour tout k et tout R > 0,

div(bR(Tk(ρ))u) + {Tk(ρ)(bR)′+(Tk(ρ))− bR(Tk(ρ))} div u

= −{ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u (bR)′+(Tk(ρ)) dans D′(R3). (7.22)

Or, lorsque k →∞, (7.18) et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue montrent
la convergence dans D′(R3) vers div(bR(ρ)u) + {ρ(bR)′+(ρ)− bR(ρ)} div u du membre de
gauche de (7.22). La norme L1(Ω) du membre de droite, quant à elle, peut être majorée
par

max
s∈[0,R]

|b′(s)|
∫

ΩR

|{ρ(Tk)
′
+(ρ)− Tk(ρ)} div u| dx

où ΩR = {x ∈ Ω, Tk(ρ)(x) ≤ R}. De plus, en accord avec la semi-continuité inférieure
faible de norme L1, on sait que

‖{ρ(Tk)
′
+(ρ)− Tk(ρ)} div u‖0,1,ΩR

≤ lim inf
δ→0+

‖{ρδ(Tk)
′
+(ρδ)− Tk(ρδ)} div uδ‖0,1,ΩR

.

A l’aide de l’inégalité de Schwarz, de (7.15) et de l’interpolation de L2(ΩR) entre L1(ΩR)
et Lγ+1(ΩR), le membre de droite cette inégalité peut être estimé par

‖ρδ(Tk)
′
+(ρδ)− Tk(ρδ)‖0,2,ΩR

‖ div uδ‖0,2,ΩR

≤ ‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖0,2,ΩR
‖ div uδ‖0,2,ΩR

≤ c‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖
γ−1
2γ

0,1,ΩR
‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖

γ+1
2γ

0,γ+1,ΩR
.

Ayant à l’esprit que Tk(ρδ) ≤ ρδ, on se sert de (7.17) avec p = 1 pour obtenir que

lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)1{ρδ>k}‖0,1,ΩR
→ 0 quand k →∞.
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D’autre part, en accord avec le lemme 2.12, on se rend compte que

lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖0,γ+1,ΩR
≤ lim sup

δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,γ+1,Ω + ‖Tk(ρ)‖0,γ+1,ΩR

≤ c +R|Ω| 1
γ+1 .

Ainsi, lorsque k → ∞, le membre de droite de l’équation (7.22) tend vers 0 dans L1(Ω).
Par conséquent, après le passage à la limite quand k →∞ dans (7.22), on trouve que

div(bR(ρ)u) + {ρ(bR)′+(ρ)− bR(ρ)} div u = 0 dans D′(R3). (7.23)

Pour conclure, il suffit de faire tendre R→∞. Pour ce faire, remarquer tout d’abord qu’à
l’aide des propriétés (1.8), on a

‖bR(ρ)1{ρ≥R}‖0, 6
5
≤ cR(λ1+1)− 5

6
s(γ)‖ρ1{ρ≥R}‖

5s(γ)
6

0,s(γ),

‖{ρ(bR)′+(ρ)− bR(ρ)}1{ρ≥R}‖0,2 ≤ cR(λ1+1)−
s(γ)

2 ‖ρ1{ρ≥R}‖
s(γ)
2

0,s(γ),

puis que
∫

R3 bR(ρ)u · ∇ϕdx, ϕ ∈ D(R3), peut s’écrire comme la somme des intégrales∫
R3 b(ρ)1{ρ<R}u · ∇ϕdx et

∫
R3 bR(ρ)1{ρ≥R}u · ∇ϕdx. La première intégrale converge vers

∫
R3 b(ρ)u ·∇ϕdx et la seconde est majorée par cR(λ1+1)−

5s(γ)
6 ‖ρ1{ρ≥R}‖

5s(γ)
6

0,s(γ)‖u‖0,6‖∇ϕ‖0,∞

et donc, tend vers zéro quand R → ∞. L’analyse de la convergence de l’autre terme de
(7.23) est tout à fait analogue. Noter simplement qu’elle fait apparâıtre la condition
λ2 ≤ p

2
.

Dans le cas où b satisfait (1.7), (1.8) et (1.9) avec p = s(γ), on copie mot à mot la
preuve du lemme 1.4 à partir de (1.1.16). D’où le résultat. 2

7.5 Convergence forte de la densité

Pour conclure la preuve du théorème 2.1, dans ce paragraphe nous démontrons la
convergence forte de ρδ vers ρ.

Lemme 2.14 Pour tout p ∈ [1, s(γ)), la convergence de la suite {ρδ}δ vers ρ est forte
dans Lp(Ω).

Preuve. Soit k > 0. On définit la fonction Lk : R+ → R par

Lk(t) =






t ln t si t ∈ [0, k),

t ln k + t− k si t ∈ [k,∞).

(7.24)

Alors il est clair que Lk vérifie (1.7) et (1.8) avec λ1 = 0 et λ2 = 1. En outre, Lk peut
s’écrire Lk(t) = Sk(t)+(ln k+1)t où Sk satisfait (1.7), (1.8) et (1.9) puisque |S ′k(t)| ≤ c(k)
si t ≥ 1 et tS ′k(t)− Sk(t) = tL′k(t)− Lk(t) = Tk(t). Par conséquent, en accord avec (2.6),
on a d’une part

div(Lk(ρδ)uδ) + Tk(ρδ) div uδ = 0 dans D′(R3).
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Soit R > 0 tel que Ω ⊂⊂ BR. Alors, en choisissant comme fonction test la fonction
ϕ ∈ D(R3), 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 dans BR et ϕ = 0 dans B2R, on en déduit aisément que

∫

Ω

Tk(ρ) div u dx = 0. (7.25)

Par ailleurs, d’après le lemme 2.13, on sait que

div(Lk(ρ)u) + Tk(ρ) div u = 0 dans D′(R3)

et pour la même raison que celle évoquée ci-dessus, on en déduit aisément que

∫

Ω

Tk(ρ) div u dx = 0. (7.26)

En injectant les identités (7.25) et (7.26) dans l’inégalité (7.21), on voit que

lim sup
δ→0+

∫

Ω

|Tk(ρδ)− Tk(ρ)|γ+1 dx ≤ ‖Tk(ρ)− Tk(ρ)‖0,2‖ div u‖0,2

≤ c‖Tk(ρ)− Tk(ρ)‖
γ−1
2γ

0,1 ‖Tk(ρ)− Tk(ρ)‖
γ+1
2γ

0,γ+1,

d’où, compte tenu de (7.18), (7.19) et (7.20), on extrait la propriété suivante :

lim
k→∞

lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,γ+1 = 0. (7.27)

Puisqu’à l’aide de l’inégalité triangulaire et de la formule (7.17) avec p = 1, on a

‖ρδ − ρ‖0,1 ≤ ‖ρδ − Tk(ρδ)‖0,1 + ‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,1 + ‖Tk(ρ)− ρ‖0,1

≤
(
M

k

)1− 1
s(γ)

‖ρδ‖0,s(γ) + ‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,1 + ‖Tk(ρ)− ρ‖0,1,

la convergence ρδ → ρ dans L1(Ω) quand δ → 0+ est une conséquence directe de (7.19)
et (7.27). Pour conclure, il suffit d’interpoler Lp(Ω) entre L1(Ω) et Ls(γ)(Ω). La preuve du
lemme 2.14 et donc du théorème 2.1 est complète. 2
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Suite logique du chapitre 2, celui-ci a pour but d’exposer nos travaux sur l’existence de
solutions faibles des équations de Navier-Stokes stationnaires, compressibles et barotropes
en régime isentropique, considérées dans des domaines non bornés, et plus particulièrement
dans des domaines extérieurs ou dans des domaines présentant plusieurs sorties à l’infini
(côniques, cylindriques) de l’espace à trois dimensions. On retrouvera ces travaux sous une
forme plus concise dans l’article [58]. Bien qu’étant étroitement lié au chapitre précédent,
celui-ci n’en nécessite pas la lecture une fois la proposition 2.2 considérée comme acquise.
Il est donc volontaire de notre part de répéter certaines notions déjà introduites dans le
chapitre 2. Tout au long de ce chapitre, et sauf mention explicite du contraire, n désignera
un entier positif supérieur ou égal à deux.

1 Formulation du problème et résultats principaux

Avant tout, nous rappelons la définition d’un domaine à n sorties côniques.

Définition 3.1 Soit {s1, . . . , sn}, n ∈ N∗, des points de R3. Par Ci, i = 1, . . . , n, on
dénote le cône de révolution d’axe de symétrie la droite ∆i, de demi-ouverture θi ∈ (0, π),
et de sommet si. On dira que Ω ⊂ R3 est un domaine à n sorties côniques de classe Ck,θ,
k ∈ N, θ ∈ (0, 1] si

(1) il existe un nombre réel R0 > 0 tel que

∀i, j = 1, . . . , n, i 6= j, (Ci)R0 ∩ (Cj)R0 = ∅ et Ω = (Ω ∩ B̃R0) ∪
n⋃

i=1

(Ci)
R0

où pour tout R ≥ R0, (Ci)
R = Ci \B(si, R), i = 1, . . . , n et B̃R =

⋃n
i=1B(si, R) ;

(2) la frontière ∂Ω est localement de classe Ck,θ.

Dès que Ω désignera un tel domaine, on utilisera les notations suivantes :

ΩR ≡ Ω ∩ B̃R and ΩR ≡ Ω \ B̃R =

n⋃

i=1

(Ci)
R.

Dans la suite, par souci de clarté et sans perte de généralité, on supposera R0 = 1.

Soit Ω un domaine extérieur ou à n sorties côniques de R
3, à frontière Lipschitzienne.

Nous nous intéressons au système d’équations de Navier-Stokes stationnaires

div(ρu) = 0 dans Ω, (1.1)

div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u + a∇ργ = ρf + g dans Ω, (1.2)

où a > 0 est une constante et dans lequel nous supposons les coefficients de viscosité µ1

et µ2 constants et satisfaisant également les contraintes physiquement raisonnables

µ1 > 0,
2

3
µ1 + µ2 ≥ 0. (1.3)
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Pour simplifier les notations, dans la suite, nous considérons a = 1. Ici, comme nous le
verrons apparâıtre plus loin, nous devons imposer à la constante adiabatique γ l’hypothèse
technique

γ > 3. (1.4)

Comme dans le chapitre 2, les inconnues de ce sytème d’équations sont la densité ρ(x),
x ∈ Ω, et la vitesse u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)) du fluide, et les champs de vecteurs
f(x) = (f 1(x), f 2(x), f 3(x)) et g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x)), x ∈ Ω, sont des données du
problème. D’autre part, pour que le système (1.1)-(1.2) soit bien posé, nous le complétons
en imposant les conditions usuelles de non glissement

u = 0 sur ∂Ω. (1.5)

Nous prescrivons également le comportement à l’infini de la densité et de la vitesse du
fluide en nous plaçant dans la situation naturelle d’un écoulement constant à l’infini. Dans
le cas d’un domaine extérieur, ceci se traduit par les conditions

lim
|x|→∞

ρ(x) = ρ∞ > 0 et lim
|x|→∞

u(x) = 0. (1.6)1

Lorsque Ω est un domaine à n sorties côniques Ci, i = 1, . . . , n, ces conditions s’écrivent

lim
|x|→∞

x∈Ci

ρ(x) = ρi > 0, i = 1, . . . , n et lim
|x|→∞

u(x) = 0. (1.6)2

Remarque 3.1 Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 < ρn ≤ · · · ≤ ρ1 <∞.

Dans ce chapitre, nous traitons de l’existence de solutions appelées « solutions faibles
à énergie bornée » des problèmes (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)1 et (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)2.
Précisons dès à présent cette notion dans chacun des cas (domaines extérieurs, domaines
à n sorties côniques).

Définition 3.2 (Cas extérieur) Une solution faible à énergie bornée du problème (1.1),
(1.2), (1.5), (1.6)1 est un couple de fonctions (ρ,u) satisfaisant

(i) ρ ∈ L2γ
loc(Ω), ρ ≥ 0 p.p. dans Ω et (ρ− ρ∞) ∈ L3(Ω) ∩ L2γ(Ω), u ∈ [D1,2

0 (Ω)]3 ;

(ii) l’équation de continuité (1.1) au sens des distributions dans R3, à condition qu’il
soit prolongé par zéro à l’extérieur de Ω ;

(iii) l’équation de mouvement (1.2) au sens des distributions dans Ω ;

(iv) l’inégalité d’énergie
∫

Ω

{µ1|∇u|2 + (µ1 + µ2)(div u)2} dx ≤
∫

Ω

(ρf + g) · u dx. (1.7)

Remarque 3.2 Soient les fonctions b : R+ → R telles que

b ∈ C0([0,∞)) ∩ C1((0,∞)), ∃c > 0, ∃λ0 < 1, ∀t ∈ (0, 1], |b′(t)| ≤ ct−λ0 , (1.8)

dont le comportement à l’infini est donné par

∃c > 0, ∃λ1, λ2 ∈ R, ∀t ≥ 1, |b′(t)| ≤ ctλ1 , |tb′(t)− b(t)| ≤ ctλ2 . (1.9)
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Au vu de cette définition, le lemme 1.4 implique que le prolongement par zéro à l’extérieur
de Ω de toute solution faible à énergie bornée (ρ,u) du problème (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)1

est une solution de l’équation de continuité renormalisée, i.e. de l’équation

div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u = 0 dans D′(R3) (1.10)

et ce pour toute fonction b de la classe (1.8) et (1.9) avec

−1 < λ1 ≤ γ − 1 et 0 < λ2 ≤ γ. (1.11)

Avant de donner l’analogue de cette définition dans le cas d’un domaine à n sorties
côniques, nous devons introduire la notion de flux sortant à travers chaque sortie Ci.
Désignons donc par Ω ⊂ R

3 un domaine à n sorties côniques de classe C0,1. Soient p > 6
5

et (ρ,u) ∈ Lp
loc(Ω)× [D1,2

0 (Ω)]3 un couple de fonctions satisfaisant

div(ρu) = f dans D′(R3) (1.12)

à condition que (ρ,u) et f ∈ Lq
loc(Ω), q ∈ (1,∞), soient prolongées par zéro à l’extérieur

de Ω. Introduisons ensuite les ensembles

S > 2, AS
i = {ξ ∈ D(B̃S), ξ = 1 in (Ci)2

3
2

, ξ = 0 in (Cj)
3
2 , j 6= i},

Bi = {ξ ∈ C∞(Ω2), ξ = 1 in (Ci)
2
3
2

, ξ = 0 in (Cj)
2
3
2

, j 6= i}.

Clairement, la restriction du champ de vecteurs ρu à Ω2, resp. à (Ci)
S
2 , i = 1, . . . , n, est

un élément de l’espace Er(Ω2), resp. Er((Ci)
S
2 ), r = min( 6p

p+6
, q) (cf. A.6 pour la définition

de ces espaces). D’après le théorème A.40, on sait qu’il existe des opérateurs linéaires

γ̃ν : Er(Ω2) → W 1− 1
r
,r(∂Ω2)

γS
ν,i : Er((Ci)

S
2 ) →W 1− 1

r
,r(∂(Ci)

S
2 ), i = 1, . . . , n,

satisfaisant

∀v ∈ [C∞(Ω2)]
3, γ̃ν(v) = v · ν|∂Ω2 ,

∀v ∈ [C∞((Ci)S
2 )]3, γS

ν,i(v) = v · ν|∂(Ci)S
2
.

En outre, le théorème A.40 garantit également la validité des formules de Stokes suivantes :

∀v ∈ Er(Ω2), ∀η ∈ W 1,r′(Ω2), < γ̃ν(v), γ0(η) >=

∫

Ω2

(v · ∇η + η div v) dx (1.13)

∀v ∈ Er((Ci)
S
2 ), ∀η ∈ W 1,r′((Ci)

S
2 ),

< γS
ν,i(v), γ0(η) >=

∫

(Ci)S
2

(v · ∇η + η div v) dx, i = 1, . . . , n, (1.14)

dans lesquelles γ0 denote l’opérateur de trace usuel. Pour i = 1, . . . , n, considérons deux
fonctions ξ1, ξ2 ∈ Bi. Alors il est clair que η = ξ1 − ξ2 ∈ C∞(Ω2) et η = 0 dans (Cj)2

3
2

,
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j = 1, . . . , n. Par ailleurs, on peut toujours construire une fonction ϕ ∈ D(B̃2) telle que

ϕ = 1 dans Ω 3
2
. Ceci étant, on pose η̃ = ηϕ. Alors η̃ ∈ D(B̃2), η̃ = η dans Ω2, et puisque

l’extension par zero de η̃ en dehors de B̃2 appartient à D(R3), au vu de l’équation (1.12),
on peut écrire que

−
∫

R3

ρu · ∇η̃ dx =

∫

R3

f η̃ dx⇔ −
∫

eB2

ρu · ∇η̃ dx =

∫

eB2

f η̃ dx

i.e

∫

Ω2

ρu · ∇η dx+

∫

Ω2

fη dx = 0.

En accord avec la formule de Stokes (1.13), il en découle que

< γ̃ν(ρu), ξ1|∂Ω2 >=< γ̃ν(ρu), ξ2|∂Ω2 >, ∀ξ1, ξ2 ∈ Bi. (1.15)

Cette propriété induit tout naturellement la définition suivante du flux sortant Φi du
fluide à travers chaque sortie cônique Ci, i = 1, . . . , n :

Φi =< γ̃ν(ρu), ξ|∂Ω2 >, ξ ∈ Bi. (1.16)

Soit ensuite une fonction ξ ∈ AS
i , S > 2. En conséquence, ξ ∈ Bi et le prolongement par

zéro à l’extérieur de B̃S de ξ est un élément de l’espace D(R3). Avec ξ comme fonction
test de l’équation (1.12), à l’aide des formules de Stokes (1.13) et (1.14), on voit que

−
∫

R3

ρu · ∇ξ dx =

∫

R3

fξ dx

i.e. −
∫

Ω2

ρu · ∇ξ dx−
∫

(Ci)S
2

ρu · ∇ξ dx =

∫

Ω2

fξ dx+

∫

(Ci)S
2

fξ dx.

Autrement dit,

− < γS
ν,i(ρu), ξ|∂(Ci)S

2
>=< γ̃ν(ρu), ξ|∂Ω2 >, ξ ∈ AS

i , S > 2. (1.17)

Pour terminer cette parenthèse sur les flux, il est important de noter qu’à l’aide de (1.12)-
(1.15), et du fait que la fonction η =

∑n
i=1 ξi − 1, ξi ∈ Bi, appartienne à C∞(Ω2) et soit

telle que η = 0 dans (Cj)2
3
2

, j = 1, . . . , n, on peut calculer la somme des flux sortants à

travers chaque sortie cônique Ci comme-suit :

n∑

i=1

Φi =< γ̃ν(ρu), (

n∑

i=1

ξi − 1)|∂Ω2 > + < γ̃ν(ρu), 1|∂Ω2 >=

∫

Ω2

f dx, ξi ∈ Bi. (1.18)

Nous pouvons maintenant introduire la notion de solution faible à énergie bornée du
problème (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)2 :

Définition 3.3 (Cas des sorties côniques) Une solution faible à énergie bornée du
problème (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)2 est un couple de fonctions (ρ,u) satisfaisant

(i) ρ ∈ L
2γ
loc(Ω), ρ ≥ 0 p.p. dans Ω et (ρ − ρi) ∈ L3((Ci)

2) ∩ L2γ((Ci)
2), i = 1, . . . , n,

u ∈ [D1,2
0 (Ω)]3 ;
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(ii) l’équation de continuité (1.1) au sens des distributions dans R3, à condition qu’il
soit prolongé par zéro à l’extérieur de Ω ;

(iii) l’équation de mouvement (1.2) au sens des distributions dans Ω ;

(iv) l’inégalité d’énergie

∫

Ω

{µ1|∇u|2 + (µ1 + µ2)(div u)2} dx ≤
∫

Ω

(ρf + g) · u dx

+
γ

γ − 1

n∑

i=2

(ργ−1
1 − ρ

γ−1
i )Φi (1.19)

où Φi désigne le flux sortant du fluide à travers la ième sortie cônique Ci (cf. (1.16)).

Remarque 3.3 Pour des raisons identiques à celles évoquées dans la remarque 3.2, le
prolongement par zéro à l’extérieur de Ω de toute solution faible à énergie bornée (ρ,u) du
problème (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)2 est une solution de l’équation de continuité renormalisée
(1.10) et ce pour toute fonction b de la classe (1.8), (1.9) et (1.11).

A ce stade, nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les deux principaux résultats
de ce chapitre démontrés dans les prochaines sections.

Théorème 3.1 Soit Ω un domaine extérieur à frontière Lipschitzienne de R
3. On suppose

(1.3), (1.4), f , g ∈ [L1(Ω)]3 ∩ [L∞(Ω)]3 et 0 < ρ∞ <∞. Alors il existe une solution faible
à énergie bornée (ρ,u) du problème (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)1.

Théorème 3.2 Soit Ω un domaine à n sorties côniques à frontière Lipschitzienne de R3.
On suppose (1.3), (1.4), f , g ∈ [L1(Ω)]3 ∩ [L∞(Ω)]3 et 0 < ρn ≤ · · · ≤ ρ1 < ∞. Alors il
existe une solution faible à énergie bornée (ρ,u) du problème (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)2.

Dans la suite du chapitre, nous nous concentrons sur la preuve du théorème 3.2 qui est
plus délicate et plus générale que celle du théorème 3.1. Nous en signalerons les adaptations
nécessaires à la preuve du théorème 3.1.

Les théorèmes 3.1 et 3.2 généralisent le résultat obtenu par P.L. Lions [46, Theorem
6.12] au cas de domaines extérieurs à frontière Lipschitzienne ainsi qu’à celui de domaines à
plusieurs sorties côniques avec d’éventuelles différences de pression à l’infini. Le théorème
3.2 généralise également les résultats d’existence de solutions faibles des équations de
Navier-Stokes stationnaires incompressibles de Heywood [29], Borchers et Sohr [7],
Ladyzhenskaya et Solonnikov [33, 34] , Pileckas [64], Pileckas et Solonnikov
[65], aux équations de Navier-Stokes stationnaires, compressibles et barotropes en régime
isentropique. Le lecteur intéressé par ce type de problème pourra e.g. consulter le livre de
Galdi [22].

2 Planification de la preuve

La stratégie de la preuve du théorème 3.2 sera semblable à celle du théorème 2.1.
Dans un premier temps, nous modifierons le système d’origine en ajoutant un terme de
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pression artificielle dans l’équation (1.2). La principale raison de cette modification réside
dans le fait que le théorème 3.2 peut être démontré sous l’hypothèse commode, mais non
optimale, γ ≥ 4. Nous considérerons donc le système d’équations suivant

div(ρδuδ) = 0 dans Ω, (2.1)

div(ρδuδ ⊗ uδ)− µ1∆uδ − (µ1 + µ2)∇ div uδ +∇{ργ
δ + δρ

β
δ } = ρδf + g dans Ω, (2.2)

uδ = 0 sur ∂Ω, (2.3)

∀i = 1, . . . , n, lim
|x|→∞

x∈Ci

ρδ(x) = ρi > 0 et lim
|x|→∞

uδ(x) = 0 (2.4)

où

δ ∈ (0, 1] et β ≥ max(γ, 4). (2.5)

Précisons la notion de solution faible à énergie bornée du système d’équations (2.1)-(2.4).

Définition 3.4 Soient les hypothèses du théorème 3.2 et (2.5). Une solution faible à
énergie bornée du problème (2.1)-(2.4) est un couple de fonctions (ρδ,uδ) satisfaisant

(i) ρδ ∈ L
2β
loc(R

3), ρδ ≥ 0 p.p dans Ω, ρδ = 0 p.p. dans R
3 \ Ω et (ρδ − ρi) ∈ L3(C2

i ) ∩
L2γ(C2

i ), i = 1, . . . , n, uδ ∈ [D1,2(R3)]3, uδ = 0 p.p. dans R3 \ Ω ;

(ii) l’équation de continuité (2.1) au sens des distributions dans R3 ;

(iii) l’équation de mouvement (2.2) au sens des distributions dans Ω ;

(iv) l’inégalité d’énergie
∫

Ω

{µ1|∇uδ|2 + (µ1 + µ2)(div uδ)
2} dx ≤

∫

Ω

(ρδf + g) · uδ dx

+

n∑

i=2

{ γ

γ − 1
(ργ−1

1 − ρ
γ−1
i ) +

δβ

β − 1
(ρβ−1

1 − ρ
β−1
i )}Φi,δ (2.6)

où Φi,δ désigne le flux sortant du fluide à travers la ième sortie cônique Ci défini par

Φi,δ =< γ̃ν(ρδuδ), ξ|∂Ω2 >, ξ ∈ Bi. (2.7)

Remarque 3.4 Une fois de plus, il est clair que toute solution faible à énergie bornée
(ρδ,uδ) du problème (2.1)-(2.4) est une solution de l’équation de continuité renormalisée

div(b(ρδ)uδ) + {ρδb
′(ρδ)− b(ρδ)} div uδ = 0 dans D′(R3) (2.8)

et ce pour toute fonction b de la classe (1.8), (1.9) et (1.11) avec β à la place de γ.

A la prochaine section, sous la condition β ≥ max(γ, 4), nous prouverons l’existence
de solutions faibles à énergie bornée du problème (2.1)-(2.4) par le biais des résultats
obtenus dans le chapitre 2. Ainsi pour chaque δ ∈ (0, 1], nous serons donc assurés de
l’existence d’au moins une solution des équations (2.1)-(2.4). Nous introduirons alors une
suite {δn}n∈N∗, δn → 0+ quand n→∞, et nous y associerons la suite {(ρδn,uδn)}n∈N∗ de
solutions faibles à énergie bornée correspondantes. Nous conclurons la preuve du théorème
en construisant une solution faible à énergie bornée du problème d’origine comme limite
faible de la suite {(ρδn ,uδn)}n∈N∗. Cette procédure sera détaillée dans la section 4.2.
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3 Solutions du système avec pression artificielle

Comme annoncé, cette section a pour but la démonstration de l’existence de solutions
faibles à énergie bornée du problème (2.1)-(2.4). Pour ce faire, nous introduisons tout
d’abord un nouveau problème qui, en accord avec les résultats obtenus au chapitre 2,
donne lieu à une suite de solutions approchées. Le reste de la section est alors consacrée
à l’examen de cette suite.

3.1 Approximation et localisation du problème

Comme au chapitre 2, nous relaxons le caractère hyperbolique dégénéré de l’équation
de continuité div(ρu) = 0 en nous intéressant à une équation du type αρ+div(ρu) = αh.
Cette modification induit alors un changement dans l’équation de mouvement afin de
récupérer une inégalité d’énergie convenable. Le problème obtenu est semblable à celui
introduit à la section 2.2 du chapitre 2 et ne peut être directement résolu puisqu’ici Ω est un
domaine non borné. En conséquence, nous l’étudions sur une suite croissante de domaines
bornés à frontière Lipschitzienne {ΩR}R>2. Plus exactement, nous nous intéressons au
système d’équations suivant :

αρα,R + div(ρα,Ruα,R) = αh1ΩR
dans ΩR, (3.1)

1

2
αh1ΩR

uα,R +
3

2
αρα,Ruα,R + div(ρα,Ruα,R ⊗ uα,R)− µ1∆uα,R − (µ1 + µ2)∇ div uα,R

+∇{ργ
α,R + δρ

β
α,R} = ρα,Rf + g dans ΩR, (3.2)

uα,R = 0 sur ∂ΩR, (3.3)∫

ΩR

ρα,R dx =

∫

ΩR

h dx (3.4)

dans lequel α ∈ (0, 1], R > 2 et h : R3 → R+ est une fonction définie par

h(x) =





1
2
ρn si x ∈ Ω1,

(ρi − 1
2
ρn)|x− si|+ (ρn − ρi) si x ∈ (Ci)

2
1,

ρi si x ∈ (Ci)
2,

0 ailleurs.

Clairement, h ∈ W 1,∞(R3) et satisfait

∀x ∈ Ω,
1

2
ρn ≤ h(x) ≤ ρ1, supp∇h ⊂ Ω2

1. (3.5)

Remarquer que le problème (3.1)-(3.4) n’est ni plus ni moins qu’un cas particulier du
problème (2.2.12)-(2.2.14) introduit lors de la démonstration du théorème 2.1. De ce fait,
la proposition 2.2 dans laquelle on remplace Ω par ΩR et h par h1ΩR

garantit que pour
tout α ∈ (0, 1] et tout R > 2, il existe une paire de fonctions (ρα,R,uα,R) qui possède les
propriétés suivantes :

(i) ρα,R ∈ L2β(R3), ρα,R ≥ 0 p.p. dans ΩR, ρα,R = 0 dans R3 \ ΩR et satisfait (3.4),
uα,R ∈ [H1(R3)]3, uα,R = 0 dans R3 \ ΩR ;
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(ii) l’équation de continuité (3.1) est satisfaite au sens des distributions dans R3. Il en
est de même de l’équation de continuité renormalisée, i.e. de l’équation

div(b(ρα,R)uα,R) + {ρα,Rb
′(ρα,R)− b(ρα,R)} div uα,R

= α(h1ΩR
− ρα,R)b′(ρα,R) dans D′(R3) (3.6)

pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.9), (1.11) avec β à la place de γ ;

(iii) l’équation de mouvement (3.2) est satisfaite au sens des distributions dans ΩR ;

(iv) (ρα,R,uα,R) satisfait l’inégalité d’énergie suivante :

α

∫

ΩR

(h+ ρα,R)|uα,R|2 dx+

∫

ΩR

{µ1|∇uα,R|2 + (µ1 + µ2)(div uα,R)2} dx

+
γα

γ − 1

∫

ΩR

(ρα,R − h)(ργ−1
α,R − hγ−1) dx+

δβα

β − 1

∫

ΩR

(ρα,R − h)(ρβ−1
α,R − hβ−1) dx

≤
∫

ΩR

(ρα,Rf + g) · uα,R dx

+
γα

γ − 1

∫

ΩR

(h− ρα,R)hγ−1 dx+
δβα

β − 1

∫

ΩR

(h− ρα,R)hβ−1 dx. (3.7)

3.2 Estimations indépendantes des paramètres

Ici, nous travaillons sur la suite de solutions approchées {(ρα,R,uα,R)}(α,R)∈(0,1]×(2,∞)

dont les propriétés sont listées ci-dessus. En particulier, nous démontrons que certaines
normes Lp faisant intervenir les fonctions ρα,R, uα,R et h sont uniformément bornées par
rapport au paramètre de relaxation α et au paramètre R. Soulignons au passage que c’est
à ce moment de la preuve du théorème 3.2 que l’hypothèse β ≥ 4 va intervenir.

Au vu des propriétés (3.5) de la fonction h, l’équation de mouvement (3.2) testée par
une fonction ϕ ∈ [D(ΩR)]3 s’écrit :

α

∫

ΩR

(
1

2
h +

3

2
ρα,R)uα,R ·ϕ dx+

∫

ΩR

{µ1∇uα,R : ∇ϕ + (µ1 + µ2) div uα,R div ϕ} dx

−
∫

ΩR

ρα,Ruα,R ⊗ uα,R : ∇ϕ dx−
∫

ΩR

{(ργ
α,R − hγ) + δ(ρβ

α,R − hβ)} div ϕ dx

+

∫

Ω2
1

∇(hγ + δhβ) ·ϕ dx =

∫

ΩR

(ρα,Rf + g) ·ϕ dx. (3.8)

En conséquence, puisque ρα,R ∈ L2β(ΩR), uα,R ∈ [H1
0 (ΩR)]3 et h ∈ W 1,∞(ΩR), il est clair

que par densité (3.8) est encore vraie pour toute fonction test ϕ ∈ [H 1
0 (ΩR)]3.

Penchons nous maintenant sur l’inégalité d’énergie (3.7) et plus particulièrement sur
son membre de droite. Tout d’abord, en accord avec les inégalités de Hölder, de Sobolev
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et de Young, pour ζ, ζ ′ > 0, on a
∫

ΩR

(ρα,Rf + g) · uα,R dx

=

∫

ΩR

[{(ρα,R − h)1{ρα,R≤2h} + h}f + g] · uα,R dx+

∫

ΩR

(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}f · uα,R dx

≤ {(2ρ1 + 1)(‖f‖0, 6
5

+ ‖g‖0, 6
5
) + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,β‖f‖0, 6β

5β−6
}‖uα,R‖0,6

≤ c(f , g)(1 + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,β)‖∇uα,R‖0,2

≤ c(ζ,f , g)(1 + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖2
0,β) + ζ‖∇uα,R‖2

0,2

≤ ζ ′
δβα

β − 1
‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β

0,β + ζ‖∇uα,R‖2
0,2 + c(ζ, ζ ′, δ,f , g)(1 + α

− 2
β−2 ).

D’autre part, étant donné que l’équation de continuité (3.1) est satisfaite dans D ′(R3), à
l’aide des propriétés de la fonction h et d’un argument de régularisation standard, il n’est
pas très difficile de vérifier que

α

∫

ΩR

(h− ρα,R)hs−1 dx = −(s− 1)

∫

ΩR

ρα,Ruα,R · (hs−2∇h) dx s = γ, β. (3.9)

Par ailleurs, en utilisant une fois encore les inégalités de Hölder, de Sobolev et de Young,
on peut estimer l’intégrale de droite de (3.9) comme-suit :

−(s− 1)

∫

ΩR

ρα,Ruα,R · (hs−2∇h) dx

= −(s− 1)

∫

ΩR

{(ρα,R − h)1{ρα,R≤2h} + h+ (ρα,R − h)1{ρα,R>2h}}uα,R · (hs−2∇h) dx

≤ 2(s− 1)(ρ1)
s−1‖∇h‖0, 6

5
,Ω2

1
‖uα,R‖0,6

+(s− 1)(ρ1)
s−2‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,β‖∇h‖0,

6β
5β−6

,Ω2
1
‖uα,R‖0,6

≤ ζ ′
δβα

β − 1
‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β

0,β + ζ‖∇uα,R‖2
0,2 + c(ζ, ζ ′, δ)(1 + α−

2
β−2 ).

Ainsi, nous venons de prouver que le membre de droite de l’inégalité d’énergie (3.7) peut
être majoré par

2ζ ′
δβα

β − 1
‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β

0,β + 2ζ‖∇uα,R‖2
0,2 + c(ζ, ζ ′, δ,f , g)(1 + α−

2
β−2 ). (3.10)

Par suite, choisissant e.g. ζ = µ1

12
et ζ ′ = 1

4
, à l’aide des équivalences

c0|ρα,R − h|1{ρα,R≤2h} ≤ |ρs
α,R − hs|1{ρα,R≤2h} ≤ c1|ρα,R − h|1{ρα,R≤2h},

(ρα,R − h)s1{ρα,R>2h} ≤ (ρs
α,R − hs)1{ρα,R>2h} ≤ c2(ρα,R − h)s1{ρα,R>2h}, s > 1, (3.11)

0 < c0 < c1 <∞, c2 = 2s − 1 > 1, s > 1

avec s = γ−1, β−1 et d’après les hypothèses (1.3), β ≥ max(γ, 4), l’insertion de la borne
(3.10) dans l’inégalité d’énergie (3.7) induit l’inégalité :

α2(‖ρα,R|uα,R|2‖0,1 + ‖h|uα,R|2‖0,1) + α‖∇uα,R‖2
0,2 + α2‖(ρα,R − h)1{ρα,R≤2h}‖2

0,2

+α2‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖s
0,s ≤ c(δ,f , g)(1 + α

β−4
β−2 ) ≤ c(δ,f , g), s = γ, β.
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On en déduit aisément que

α2(‖ρα,R|uα,R|2‖0,1 + ‖h|uα,R|2‖0,1) + α‖∇uα,R‖2
0,2 ≤ c(δ,f , g), (3.12)

α2‖(ρα,R − h)‖2
0,2 ≤ c(δ,f , g), α2‖(ρα,R − h)‖s

0,s ≤ c(δ,f , g), s = γ, β. (3.13)

En effet, lorsque s ≥ 2, on a

α2

∫

ΩR

|ρα,R − h|s1{ρα,R≤2h} dx ≤ (ρ1)
s−2α2

∫

ΩR

|ρα,R − h|21{ρα,R≤2h} dx,

α2

∫

ΩR

(ρα,R − h)21{ρα,R>2h} dx ≤
(

2

ρn

)2−s

α2

∫

ΩR

(ρα,R − h)s1{ρα,R>2h} dx.

Revenons un instant sur le membre de droite de l’inégalité d’énergie (3.7). Par des
arguments semblables à ceux présentés auparavant, il est facile de vérifier que
∫

ΩR

(ρα,Rf + g) · uα,R dx ≤ c(f , g)(1 + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β)2 +
µ1

12
‖∇uα,R‖2

0,2,

α

∫

ΩR

(h− ρα,R)hs−1 dx ≤ c(1 + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β)2 +
µ1

12
‖∇uα,R‖2

0,2, s = γ, β.

Insérant alors ces majorations dans l’inégalité (3.7), il en découle que

‖∇uα,R‖0,2 ≤ c(f , g)(1 + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β). (3.14)

A ce stade, remarquer que la fonction

ϕ = BΩR

{
(ρα,R − h)β1{ρα,R>2h} −

1

|ΩR|

∫

ΩR

(ρα,R − h)β1{ρα,R>2h} dy

}

est une fonction admissible dans l’identité (3.8), BΩR
désignant l’opérateur introduit dans

le lemme B.8. Rappelons que d’après ce lemme, pour tout q ∈ (1, 2], ϕ ∈ [W 1,q
0 (ΩR)]3 et

satisfait l’inégalité
‖∇ϕ‖0,q,ΩR

≤ c‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β
0,qβ,ΩR

(3.15)

dans laquelle la constante c ne dépend ni de α ni de R. Avec cette fonction ϕ, (3.8) s’écrit

∫

ΩR

{(ργ
α,R − hγ) + δ(ρβ

α,R − hβ)}(ρα,R − h)β1{ρα,R>2h} dx

=

∫

ΩR

{(ργ
α,R − hγ) + δ(ρβ

α,R − hβ)} dx× 1

|ΩR|

∫

ΩR

(ρα,R − h)β1{ρα,R>2h} dy

+α

∫

ΩR

(
1

2
h +

3

2
ρα,R)uα,R ·ϕ dx+

∫

ΩR

{µ1∇uα,R : ∇ϕ + (µ1 + µ2) div uα,R div ϕ} dx

−
∫

ΩR

ρα,Ruα,R ⊗ uα,R : ∇ϕ dx+

∫

Ω2
1

∇(hγ + δhβ) ·ϕ dx

−
∫

ΩR

(ρα,Rf + g) ·ϕ dx =

6∑

k=1

Ik. (3.16)
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Commençons par majorer le premier terme de cette somme. En accord avec les estimations
(3.13) et l’inégalité de Hölder, on trouve que

1

|ΩR|

∫

ΩR

(ρα,R − h)β1{ρα,R>2h} dy ≤
c(δ,f , g)

α2|ΩR|
,

∫

ΩR

(ρs
α,R − hs) dx ≤ c

(∫

ΩR

|ρα,R − h|1{ρα,R≤2h} dx+

∫

ΩR

(ρα,R − h)s1{ρα,R>2h} dx

)

≤ c(|ΩR|
1
2 ‖ρα,R − h‖0,2 + ‖ρα,R − h‖s

0,s) ≤ c(δ,f , g)

(
|ΩR|

1
2

α
+

1

α2

)
.

Ainsi, on en déduit que

|I1| ≤ c(δ,f , g)

(
1

α3|ΩR|
1
2

+
1

α4|ΩR|

)
.

En ce qui concerne le terme suivant, des inégalités de Hölder et de Sobolev complétées
par les estimations (3.12), il vient que

I2 =
3

2
α

∫

ΩR

(ρα,R − h)(1{ρα,R≤2h} + 1{ρα,R>2h})uα,R ·ϕ dx+ 2α

∫

ΩR

huα,R ·ϕ dx,

≤ 7

2
α

∫

ΩR

h|uα,R||ϕ| dx+
3

2
α‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β‖uα,R‖0,2‖ϕ‖0, 2β

β−1

≤ 7

2
(ρ1)

1
2α‖h|uα,R|2‖

1
2
0,1‖ϕ‖0,2 + c(δ,f , g)‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β‖∇ϕ‖0, 6β

5β−3

≤ c(δ,f , g)(‖∇ϕ‖0, 6
5

+ ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β‖∇ϕ‖0,
6β

5β−3
).

Par suite, par l’intermédiaire de (3.15) et de l’observation, aisément vérifiable,

‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β
0,sβ ≤

(
2

ρn

) 2−s
s

β

‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖
2β
s

0,2β, s ∈ (1, 2], (3.17)

on en déduit finalement que

|I2| ≤ c(δ,f , g)‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖
5
3
β

0,2β.

Pour majorer le terme I3, on peut e.g. utiliser l’inégalité de Schwarz et les estimations
(3.14), (3.15). En effet, on a

|I3| ≤ c‖∇uα,R‖0,2‖∇ϕ‖0,2

≤ c(f , g)(1 + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β)× ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β
0,2β

≤ c(f , g)(‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β
0,2β + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β+1

0,2β).
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Les inégalités de Hölder et de Sobolev ainsi que les estimations (3.14), (3.15) et (3.17)
constituent la justification de la châıne d’inégalités suivante :

|I4| ≤ c

∫

ΩR

|uα,R ⊗ uα,R : ∇ϕ| dx+

∫

ΩR

(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}|uα,R ⊗ uα,R : ∇ϕ| dx

≤ c‖uα,R‖2
0,6‖∇ϕ‖0, 3

2
+ ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β‖uα,R‖2

0,6‖∇ϕ‖0,
6β

4β−3

≤ c‖∇uα,R‖2
0,2‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β

0, 3
2
β

+c‖∇uα,R‖2
0,2‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β

0, 6β2

4β−3

≤ c(f , g)(1 + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β)2‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖
4
3
β

0,2β.

Ensuite, les propriétés (3.5) de la fonction h, les inégalités de Hölder et de Sobolev et
l’estimation (3.15) garantissent que

|I5| ≤ 2 max
s=γ,β

(ρ1)
s−1‖∇h‖0, 6

5
,Ω2

1
‖ϕ‖0,6 ≤ c‖∇ϕ‖0,2 ≤ c‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β

0,2β.

Enfin, en utilisant de nouveau les inégalités de Hölder et de Sobolev puis (3.15), on trouve
que

|I6| ≤ c(f , g)(1 + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖0,2β)‖∇ϕ‖0,2

≤ c(f , g)(‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β
0,2β + ‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖β+1

0,2β).

Ceci étant, on insère les estimations des termes Ik, k = 1, . . . , 6, dans (3.16) et à l’aide de
l’inégalité de Young, on conclut à

∫

ΩR

(ρα,R − h)2β1{ρα,R>2h} dx ≤ c(δ,f , g)

(
1 +

1

α3|ΩR|
1
2

+
1

α4|ΩR|

)
.

Noter alors que si l’on choisit R ≡ R(α) = α−2, cette estimation induit la suivante :

‖(ρα,R(α) − h)1{ρα,R(α)>2h}‖0,2β,ΩR(α)
≤ c(δ,f , g). (3.18)

En accord avec (3.14), il en découle alors la borne

‖∇uα,R(α)‖0,2,ΩR(α)
≤ c(δ,f , g). (3.19)

Avec les estimations (3.18) et (3.19) à l’esprit et en accord avec les majorations
précédant (3.14), il est facile de vérifier que le membre de droite de l’inégalité d’énergie
(3.7) est borné par une constante c(δ,f , g) qui ne dépend que de δ de f et de g. De cette
nouvelle information, en particulier il vient que

α(‖ρα,R(α)|uα,R(α)|2‖0,1 + ‖h|uα,R(α)|2‖0,1) ≤ c(δ,f , g), (3.20)

α‖(ρα,R(α) − h)‖2
0,2 ≤ c(δ,f , g), α‖(ρα,R(α) − h)‖s

0,s ≤ c(δ,f , g), s = γ, β. (3.21)

A partir de maintenant, on pose R ≡ R(α) = α−2 et, pour plus de clarté, on utilise
les notations ΩR et (ρα,uα) au lieu des notations ΩR(α) et (ρα,R(α),uα,R(α)). Soit θ un
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réel strictement positif qui sera fixé ultérieurement de manière à ce qu’il soit optimal.
Clairement, la fonction

ϕ = BΩR

{
sgn(ρα − h)|ρα − h|θ1{ρα≤2h} −

1

|ΩR|

∫

ΩR

sgn(ρα − h)|ρα − h|θ1{ρα≤2h} dy

}

est une fonction admissible dans l’identité (3.8). Par ailleurs, d’après le lemme B.8, pour
tout q ∈ (max( 1

θ
, 1), 2β

θ
], ϕ ∈ [W 1,q

0 (ΩR)]3 et satisfait l’inégalité

‖∇ϕ‖0,q,ΩR
≤ c‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖θ

0,qθ,ΩR

dans laquelle c ne dépend pas de α. En outre, lorsque 2 ≤ qθ < 1 + θ, en interpolant
Lqθ(ΩR) entre L2(ΩR) et L1+θ(ΩR), on peut préciser celle-ci en écrivant

‖∇ϕ‖0,q,ΩR
≤ c‖(ρα−h)1{ρα≤2h}‖λθ

0,2,ΩR
‖(ρα−h)1{ρα≤2h}‖(1−λ)θ

0,1+θ,ΩR
,

1

qθ
=
λ

2
+

1− λ

1 + θ
. (3.22)

D’autre part, lorsque 1 + θ ≤ qθ, les propriétés (3.5) de la fonction h impliquent que

‖∇ϕ‖0,q,ΩR
≤ c(ρ1)

qθ−(1+θ)
q ‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖

1+θ
q

0,1+θ,ΩR
. (3.23)

Pour cette fonction ϕ, l’identité (3.8) s’écrit
∫

ΩR

(|ργ
α − hγ|+ δ|ρβ

α − hβ|)|ρα − h|θ1{ρα≤2h} dx

=

∫

ΩR

{(ργ
α − hγ) + δ(ρβ

α − hβ)} dx× 1

|ΩR|

∫

ΩR

sgn(ρα − h)|ρα − h|θ1{ρα≤2h} dy

+α

∫

ΩR

(
1

2
h+

3

2
ρα)uα · ϕdx+

∫

ΩR

{µ1∇uα : ∇ϕ+ (µ1 + µ2) div uα div ϕ} dx

−
∫

ΩR

ραuα ⊗ uα : ∇ϕ dx+

∫

Ω2
1

∇(hγ + δhβ) ·ϕ dx−
∫

ΩR

(ραf + g) ·ϕ dx =
6∑

k=1

Ik.

Expliquons brièvement comment majorer chacun des termes Ik, k = 1, . . . , 6. Sous la
condition θ ∈ [2, β), en interpolant Lθ(ΩR) entre L2(ΩR) et Lβ(ΩR), on trouve que

∫

ΩR

|ρα− h|θ1{ρα≤2h} dy ≤ ‖(ρα− h)1{ρα≤2h}‖eλθ
0,2×‖(ρα− h)1{ρα≤2h}‖(1−eλ)θ

0,β , λ̃ =
2(β − θ)

θ(β − 2)
.

En conséquence, au vu des estimations (3.21), il est clair que

1

|ΩR|

∫

ΩR

|ρα − h|θ1{ρα≤2h} dy ≤
c(δ,f , g)

|ΩR|α
eλθ
2

+ 1
β
(1−eλ)θ

.

Par ailleurs, l’inégalité de Hölder, complétée une fois encore par les estimations (3.13)
nous permet d’affirmer que

∫

ΩR

|ρs
α − hs| dx ≤ c(δ,f , g)

(
|ΩR|

1
2

α
+

1

α2

)
, s = γ, β.
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Des deux dernières inégalités résulte alors la suivante

|I1| ≤ c(δ,f , g)

(
1

|ΩR|
1
2α

1+
eλθ
2

+ 1
β
(1−eλ)θ

+
1

|ΩR|α2+
eλθ
2

+ 1
β

(1−eλ)θ

)
.

Ensuite, sous les conditions 2 ≤ 6
5
θ < 1 + θ ≤ 3

2
θ, i.e. 2 ≤ θ ≤ 5, la combinaison des

inégalités de Hölder, de Sobolev, des estimations (3.19)-(3.21) et des propriétés (3.22),
q = 6

5
, et (3.23), q = 3

2
, de la fonction ϕ, assure que

α

∫

ΩR

(
1

2
h+

3

2
ρα)uα ·ϕ dx =

3

2
α

∫

ΩR

(ρα − h)uα ·ϕ dx+ 2α

∫

ΩR

huα ·ϕ dx

≤ cα‖ρα − h‖0,2‖uα‖0,6‖ϕ‖0,3 + 2(ρ1)
1
2α‖h|uα|2‖

1
2
0,1‖ϕ‖0,2

≤ c(δ,f , g)α
1
2 (‖∇uα‖0,2‖∇ϕ‖0, 3

2
+ ‖∇ϕ‖0, 6

5
)

≤ c(δ,f , g)(‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖
2
3
(1+θ)

0,1+θ + α
1
2‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖λθ

0,2‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖(1−λ)θ
0,1+θ )

où ici 5
6θ

= λ
2

+ 1−λ
1+θ

i.e. λ = 10−2θ
6θ(θ−1)

. En conséquence, sous la condition λθ ≤ 1 i.e. θ ≥ 2,

(3.21) permet de conclure que

|I2| ≤ c(δ,f , g)(‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖(1−λ)θ
0,1+θ + ‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖

2
3
(1+θ)

0,1+θ ), λ =
10− 2θ

6θ(θ − 1)
.

D’après l’inégalité de Schwarz, la borne (3.19) et (3.23) avec q = 2, on a

|I3| ≤ c‖∇uα‖0,2‖∇ϕ‖0,2 ≤ c(δ,f , g)‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖
(1+θ)

2
0,1+θ.

Puisque β ≥ 4, sous la condition 1 + θ ≥ 3
2
θ i.e. θ ≥ 1, la succession d’inégalités

|I4| ≤ c‖uα‖2
0,6‖∇ϕ‖0, 3

2
+ ‖(ρα − h)1{ρα>2h}‖0,6‖uα‖2

0,6‖∇ϕ‖0,2

≤ c‖uα‖2
0,6‖∇ϕ‖0, 3

2
+ c‖(ρα − h)1{ρα>2h}‖

β
3
0,2β‖uα‖2

0,6‖∇ϕ‖0,2

≤ c(δ,f , g)

(
‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖

2
3
(1+θ)

0,1+θ + ‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖
(1+θ)

2
0,1+θ

)
.

est aisément justifiée par les inégalités de Hölder, de Sobolev et la propriété (3.23), q = 3
2
, 2,

de la fonction ϕ. Les propriétés (3.5) de la fonction h, ajoutées à des arguments similaires,
impliquent que

|I5| ≤ 2 max
s=γ,β

(ρ1)
s−1‖∇h‖0, 6

5
,Ω2

1
‖ϕ‖0,6 ≤ c‖∇ϕ‖0,2 ≤ c‖(ρα,R − h)1{ρα,R>2h}‖

(1+θ)
2

0,1+θ.

Pour terminer, par des arguments déjà utilisés à de nombreuses reprises et sous la condition
1 + θ ≤ 2θ i.e θ ≥ 1, on a

|I6| ≤ c(δ,f , g)(1 + ‖(ρα − h)1{ρα>2h}‖0,2β)‖∇ϕ‖0,2 ≤ c(δ,f , g)‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖
1+θ
2

0,1+θ.
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Noter alors qu’au vu des conditions imposées à θ, il s’avère que le choix optimal est θ = 2.
Ainsi, des estimations des termes Ik, k = 1, . . . , 6, il vient que

‖(ρα − h)1{ρα≤2h}‖0,3,ΩR
≤ c(δ,f , g). (3.24)

Finalement, remarquer que (3.18), (3.19) et (3.24) ont pour conséquences directes les
bornes :

‖(ρα − h)‖0,3,ΩR
≤ c(δ,f , g), ‖(ρα − h)‖0,2γ,ΩR

≤ c(δ,f , g),

‖∇uα‖0,2,ΩR
≤ c(δ,f , g), R = R(α) = α−2.

Résumons la situation actuelle.

Lemme 3.1 Soient Ω ⊂ R3 un domaine à n sorties côniques à frontière Lipschitzienne,
α ∈ (0, 1] tel que R = R(α) = α−2 ∈ (2,∞). Alors il existe une paire de fonctions (ρα,uα)
satisfaisant

(i) ρα ∈ L2β(R3), ρα ≥ 0 p.p. dans ΩR, ρα = 0 dans R3 \ ΩR, uα ∈ [H1(R3)]3, uα = 0
dans R3 \ ΩR et ∫

ΩR

ρα dx =

∫

ΩR

h dx ; (3.25)

(ii) les équations

div(ραuα) = α(h1ΩR
− ρα) dans D′(R3) ; (3.26)

1

2
αh1ΩR

uα +
3

2
αραuα − µ1∆uα − (µ1 + µ2)∇ div uα + div(ραuα ⊗ uα)

+∇{ργ
α + δρβ

α} = ραf + g dans [D′(ΩR)]3, (3.27)

(iii) pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.9) et (1.11) avec β à la place de
γ, l’équation de continuité renormalisée

div(b(ρα)uα) + {ραb
′(ρα)− b(ρα)} div uα = α(h1ΩR

− ρα)b′(ρα) dans D′(R3)
(3.28)

(iv) l’inégalité d’énergie

α

∫

ΩR

(h + ρα)|uα|2 dx+

∫

ΩR

{µ1|∇uα|2 + (µ1 + µ2)(div uα)2} dx

+
γα

γ − 1

∫

ΩR

(ρα − h)(ργ−1
α − hγ−1) dx+

δβα

β − 1

∫

ΩR

(ρα − h)(ρβ−1
α − hβ−1) dx (3.29)

≤
∫

ΩR

(ραf + g) · uα dx+
γα

γ − 1

∫

ΩR

(h− ρα)hγ−1 dx+
δβα

β − 1

∫

ΩR

(h− ρα)hβ−1 dx ;

(v) les estimations uniformes par rapport à α

‖(ρα − h)‖0,3,ΩR
≤ c(δ,f , g), ‖(ρα − h)‖0,2γ,ΩR

≤ c(δ,f , g), (3.30)

‖∇uα‖0,2,ΩR
≤ c(δ,f , g). (3.31)
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3.3 Introduction des flux dans l’inégalité d’énergie

Dans ce paragraphe, nous donnons une écriture de
∫
ΩR

(h−ρα)hs−1 dx, s = γ, β, faisant
intervenir les flux sortant Φi,α du fluide à travers chaque sortie cônique Ci, i = 1, . . . , n,
qui, rappelons le, d’après (1.16), sont définis par

Φi,α =< γ̃ν(ραuα), ξ|∂Ω2 >, ξ ∈ Bi. (3.32)

A l’aide de l’équation (3.26), des propriétés (3.5) de la fonction h, de la formule de
Stokes (1.14) et des identités (1.17), (1.18) dans lesquelles S > R, ρ = ρα, u = uα et
f = α(h− ρα), on a

α

∫

ΩR
2

(h− ρα)hs−1 dx =

n∑

i=1

ρs−1
i

∫

(Ci)R
2

α(h− ρα) dx =

n∑

i=1

ρs−1
i

∫

(Ci)R
2

α(h− ρα)ξi dx

=
n∑

i=1

ρs−1
i

∫

(Ci)S
2

α(h1ΩR
− ρα)ξi dx =

n∑

i=1

ρs−1
i

∫

(Ci)S
2

div(ραuα)ξi dx

=

n∑

i=1

ρs−1
i < γS

ν,i(ραuα), ξi|∂(Ci)S
2
>=

n∑

i=2

(ρs−1
1 − ρs−1

i )Φi,α − ρs−1
1

n∑

i=1

Φi,α

=
n∑

i=2

(ρs−1
1 − ρs−1

i )Φi,α + αρs−1
1

∫

Ω2

(ρα − h) dx, s = γ, β, ξi ∈ AS
i , ξi = 1 dans (Ci)

R
2 .

En conséquence, on peut écrire que

α

∫

ΩR(α)

(h− ρα)hs−1 dx =

n∑

i=2

(ρs−1
1 − ρs−1

i )Φi,α + α

∫

Ω2

(ρα − h)(ρs−1
1 − hs−1) dx, s = γ, β.

Cette information insérée dans l’inégalité d’énergie (3.29), nous permet de réécrire celle-ci
de la façon suivante :

α

∫

ΩR

(h+ ρα)|uα|2 dx +

∫

ΩR

{µ1|∇uα|2 + (µ1 + µ2)(div uα)2} dx

+
γα

γ − 1

∫

ΩR

(ρα − h)(ργ−1
α − hγ−1) dx+

δβα

β − 1

∫

ΩR

(ρα − h)(ρβ−1
α − hβ−1) dx

≤
∫

ΩR

(ραf + g) · uα dx+
n∑

i=2

{ γ

γ − 1
(ργ−1

1 − ρ
γ−1
i ) +

δβ

β − 1
(ρβ−1

1 − ρ
β−1
i )}Φi,α

+α

∫

Ω2

(ρα − h){ γ

γ − 1
(ργ−1

1 − hγ−1) +
δβ

β − 1
(ρβ−1

1 − hβ−1)} dx. (3.33)

3.4 Construction d’une solution

Soient δ ∈ (0, 1] fixé et {αn}n∈N∗ ⊂ (0, 1] une suite telle que {Rn = α−2
n }n∈N∗ ⊂ (2,∞)

et αn → 0+ quand n → ∞. En accord avec le lemme 3.1, nous pouvons y associer une
suite de couple {(ραn ,uαn)}n∈N∗ dont chacun des termes satisfait toutes les propriétés qui
y sont listées ainsi que l’inégalité d’énergie (3.33) avec α = αn et R = Rn. Par souci
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de clarté, comme souvent, nous préférerons les notations {(ρα,uα)}α et R aux notations
{(ραn ,uαn)}n et Rn. En accord avec les estimations (3.30)-(3.31), on peut supposer qu’il

existe des fonctions ρδ, uδ, ρ
γ
δ et ρβ

δ telles que modulo l’extraction de sous-suites et lorsque
α→ 0+

ρα ⇀ ρδ dans L2β(ω), ρδ ≥ 0 p.p. dans R
3,

(ρα − h1ΩR
) ⇀(ρδ − h) dans L3(R3) ∩ L2β(R3), ρδ = 0 p.p. dans R

3 \ Ω,
(3.34)

uα ⇀ uδ dans [L6(R3)]3, ∇uα ⇀ ∇uδ dans [L2(R3)]3×3,

∀p ∈ [1, 6), uα → uδ ∈ [Lp(ω)]3, uδ = 0 p.p. dans R
3 \ Ω

(3.35)

ραuα ⇀ ρδuδ dans [L
6β

β+3 (ω)]3, ραuα ⊗ uα ⇀ ρδuδ ⊗ uδ dans [L
6β

2β+3 (ω)]3×3, (3.36)

ργ
α ⇀ ρ

γ
δ dans L

2β
γ (ω), ρβ

α ⇀ ρ
β
δ dans L2(ω), (3.37)

ω ⊂ R3 désignant ici tout domaine borné arbitraire de R3. Par suite, le passage à la limite

α → 0+ dans les équations (3.26)-(3.27) implique que les fonctions ρδ, uδ, ρ
γ
δ et ρβ

δ sont
solutions des équations

div(ρδuδ) = 0 dans D′(R3), (3.38)

div(ρδuδ ⊗ uδ)− µ1∆uδ − (µ1 + µ2)∇ div uδ +∇{ργ
δ + δρ

β
δ }

= ρδf + g dans [D′(Ω)]3. (3.39)

En outre, les hypothèses du lemme 1.4 étant satisfaites pour p = 2β, ρ = ρδ et u = uδ, il
en découle que, pour toute fonction b de la classe (1.8), (1.9) et (1.11) avec β à la place
de γ, l’équation de continuité renormalisée (1.10) est satisfaite par (ρδ,uδ).

Notre objectif étant de prouver l’existence d’une solution faible à énergie bornée du
problème (2.1)-(2.4), on démontre dans un premier temps la convergence forte de la suite
{ρα}α vers ρδ dans L1

loc(R
3), fait équivalent à l’égalité p.p. dans Ω des quantités p(ρδ) ≡

ρ
γ
δ + δρ

β
δ et p(ρδ) ≡ ρ

γ
δ + δρ

β
δ . Une fois cette convergence démontrée, nous montrerons que

le couple (ρδ,uδ) construit ci-dessus satisfait bien l’inégalité d’énergie (2.6).

Tout d’abord, nous affirmons que les lemmes 2.8 et 2.9 démontrés dans le cas d’un
domaine borné Ω ⊂ R3 à frontière Lipschitzienne restent vrais lorsque Ω est un domaine
à n sorties côniques à frontière Lipschitzienne. Pour une meilleure lisibilité du texte,
rappelons en les énoncés.

Lemme 3.2 Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.9) et (1.11) avec β à la
place de γ et λ1 = 0, on a

p(ρδ)b(ρδ)− (2µ1 + µ2)b(ρδ) div uδ = p(ρδ) b(ρδ)− (2µ1 + µ2)b(ρδ) div uδ p.p. dans Ω,
(3.40)

où p(ρδ)b(ρδ), b(ρδ) div uδ et b(ρδ) désignent les limites faibles dans L
2β

β+1 (ω) et L2β(ω)
des suites {p(ρα)b(ρα)}α, {b(ρα) div uα}α et {b(ρα)}α et ω désignant tout domaine borné
arbitraire de R3.
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Preuve. Adapter la preuve du lemme 2.8 en utilisant le corollaire 1.2 à la place du
théorème 1.2. 2

Lemme 3.3 Soit 0 < θ < 1. Alors il existe des fonctions ρθ
δ et p(ρδ)ρ

θ
δ telles que

ρθ
α ⇀ ρθ

δ dans L
2β
θ (ω), p(ρα)ρθ

α ⇀ p(ρδ)ρθ
δ dans L

2β
β+θ (ω) (3.41)

et

div

{(
ρθ

δ

) 1
θ

uδ

}
=

(1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρδ)ρ

θ
δ − p(ρδ) ρ

θ
δ

}(
ρθ

δ

) 1
θ
−1

dans D′(R3), (3.42)

ω ⊂ R3 désignant à nouveau tout domaine borné arbitraire de R3.

Preuve. Adapter à la présente situation la preuve du lemme 2.9. 2

Ceci étant, on soustrait (3.38) de (3.42) et on récupère l’équation suivante :

− div(rδuδ) =
(1− θ)

θ(2µ1 + µ2)

{
p(ρδ)ρ

θ
δ − p(ρδ) ρ

θ
δ

}(
ρθ

δ

) 1
θ
−1

dans D′(R3) (3.43)

où rδ = ρδ−
(
ρθ

δ

) 1
θ ≥ 0 p.p. dans R3 en raison de la convexité de la fonction t 7→ t

1
θ , t ≥ 0.

Montrons alors que cette fonction rδ appartient aux espaces L3(R3) ∩ L2β(R3). Laissant
au lecteur le soin de vérifier les inégalités

∫

R3

|ρθ
α − hθ|31{ρθ

α≤2hθ} dx ≤ c

∫

R3

|ρα − h|31{ρθ
α≤2hθ} dx ≤ c(δ,f , g),

∫

R3

(ρθ
α − hθ)

2β
θ 1{ρθ

α>2hθ} dx ≤ c

∫

R3

|ρα − h|2β1{ρθ
α>2hθ} dx ≤ c(δ,f , g),

après extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que (ρθ
α − hθ) ⇀ (ρθ

δ − hθ)

dans L3(R3)∩L 2β
θ (R3). Noter alors qu’au vu des équivalences (3.11) et de la semi-continuité

inférieure faible des normes L3(R3) et L
2β
θ (R3), on a

∫

R3

∣∣∣∣
(
ρθ

δ

) 1
θ − h

∣∣∣∣
3

1
{ρθ

δ≤2hθ}
dx ≤ c

∫

R3

|ρθ
δ − hθ|31

{ρθ
δ≤2hθ}

dx ≤ c(δ,f , g),

∫

R3

∣∣∣∣
(
ρθ

δ

) 1
θ − h

∣∣∣∣
2β

1
{ρθ

δ
>2hθ}

dx ≤ c

∫

R3

|ρθ
δ − hθ| 2β

θ 1
{ρθ

δ
>2hθ}

dx ≤ c(δ,f , g).

Soient ensuite ϕ ∈ D(R3) la fonction de troncature classique, c’est à dire la fonction
satisfaisant 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(x) = 1 si x ∈ B1 et ϕ(x) = 0 si x ∈ B2, k ∈ N∗ et ϕk(·) = ϕ

(
·
k

)
.

L’équation (3.43) testée par ϕk et le lemme A.20 (cf. p.224), dont les hypothèses sont
clairement satisfaites, impliquent que

∫

Bk

{
p(ρδ)ρθ

δ − p(ρδ) ρθ
δ

}(
ρθ

δ

) 1
θ
−1

dx ≤ c

k

∫

{k≤|x|≤2k}

rδ|uδ| dx (3.44)
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Par ailleurs, si ψ désigne une fonction de D(R3) telle que ψ ≥ 0, l’inégalité de Hölder
garantit que

∫

R3

ραψ dx =

∫

R3

ρ
θ(1+ θ

s
)+1−θ(1+ θ

s
)

α ψ
θ
s
+1− θ

s dx ≤
(∫

R3

ρs+θ
α ψ dx

) θ
s
(∫

R3

ρ
s(1−θ)−θ2

s−θ
α ψ dx

)1− θ
s

,

∫

R3

ρs
αψ dx =

∫

R3

ρ
(s+θ)(1− θ

s
)+s−(s+θ)(1− θ

s
)

α ψ1− θ
s
+ θ

sdx ≤
(∫

R3

ρs+θ
α ψ dx

)1− θ
s
(∫

R3

ρθ
αψ dx

) θ
s

où s = γ, β. En faisant tendre α→ 0+, on en déduit que

ρδ ≤
(
ρs+θ

δ

) θ
s ×

(
ρ

s(1−θ)−θ2

s−θ

δ

)1− θ
s

et ρs
δ ≤

(
ρs+θ

δ

)1− θ
s ×

(
ρθ

δ

) θ
s

p.p. dans R
3, s = γ, β

où, on le rappelle, ρa, a > 1 denote la limite faible dans un certain espace de Lebesgue
de la suite {ρa

α}α∈(0,1]. Noter alors que dans le cas particulier θ = 1
2
, ces deux inégalités

impliquent que

ρs
δρδ ≤ ρ

s+ 1
2

δ ρ
1
2
δ p.p. dans R

3, s = γ, β. (3.45)

A partir de maintenant et jusqu’à la fin de ce paragraphe, θ = 1
2
. De (3.45), il résulte que

ρs
δrδ = ρs

δρδ − ρs
δ

(
ρ

1
2
δ

)2

≤ {ρs+ 1
2

δ − ρs
δρ

1
2
δ }ρ

1
2
δ p.p. dans R

3, s = γ, β.

Complété par (3.44) et l’inégalité de Hölder, ceci montre que pour k ∈ N∗, s = γ, β, on a
∫

Bk

ρs
δrδ dx ≤ c(δ)

∫

Bk∩Ω

(ργ
δ + δρ

β
δ )rδ dx

≤ c(δ)

∫

Bk∩Ω

{
p(ρδ)ρ

1
2
δ − p(ρδ) ρ

1
2
δ

}
ρ

1
2
δ dx ≤

c(δ)

k

∫

{k≤|x|≤2k}

rδ|uδ| dx

≤ c(δ)

k
‖rδ‖0,3,R3‖uδ‖0,6,R3|{k ≤ |x| ≤ 2k}| 12 ≤ c(δ,f , g)k

1
2 . (3.46)

D’autre part, en accord avec la convexité de la fonction t 7→ ts, s = γ, β, t ≥ 0, les
equivalences (3.11) et l’inégalité de Hölder, remarquer que

∫

{k≤|x|≤2k}

(hs − ρs
δ)rδ dx ≤

∫

{k≤|x|≤2k}

(hs − ρs
δ)rδ dx

≤ c‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖0,3,R3‖r
1
2

δ ‖0,6,R3‖r
1
2

δ ‖0,2,{k≤|x|≤2k}

+c‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖s
0,2s,R3‖rδ‖0,3,R3|{k ≤ |x| ≤ 2k}| 16

≤ c(δ,f , g)(‖rδ‖
1
2

0,1,{k≤|x|≤2k} + k
1
2 ). (3.47)

Or, d’après les propriétés (3.5) de la fonction h, il est évident que

∫

{k≤|x|≤2k}

rδ dx ≤
(

2

ρn

)s ∫

{k≤|x|≤2k}

hsrδ dx, s = γ, β.
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Ainsi, décomposant hs en (hs − ρs
δ) + ρs

δ puis utilisant les estimations (3.46), (3.47) et
l’inégalité de Young, il en découle que

‖rδ‖0,1,{k≤|x|≤2k} ≤ c(δ,f , g)k
1
2 . (3.48)

Alors, l’inégalité de Hölder associée à (3.48) nous permet d’écrire que

1

k

∫

{k≤|x|≤2k}

rδ|uδ| dx ≤
1

k

∫

{k≤|x|≤2k}

rδ(|uδ|1{|uδ |≤1} + |uδ|1{|uδ |>1}) dx

≤ 1

k
(‖rδ‖0,1,{k≤|x|≤2k} + ‖rδ‖0,3,R3‖uδ1{|uδ |>1}‖0, 3

2
,R3)

≤ c(δ,f , g)k−
1
2 (1 + ‖uδ‖4

0,6,R3) ≤ c(δ,f , g)k−
1
2 .

A ce stade, nous sommes prêt pour passer à la limite k → ∞ dans (3.44). Pour tout
R > 0, on trouve que ∫

BR

{
p(ρδ)ρ

1
2
δ − p(ρδ) ρ

1
2
δ

}
ρ

1
2
δ dx ≤ 0. (3.49)

Or d’après le lemme A.20 dans lequel on pose θ = 1
2
, on sait que

{
p(ρδ)ρ

1
2
δ − p(ρδ) ρ

1
2
δ

}
≥ 0

p.p. dans R3. Combinant cette observation avec (3.49), on vérifie aisément que

p(ρδ)ρ
1
2
δ = p(ρδ) ρ

1
2
δ p.p. dans {ρ

1
2
δ > 0}. (3.50)

Ici, il faut souligner que l’identité (3.50) est exactement la même que celle obtenue dans le
cas borné, à savoir (2.6.21), lorsque θ = 1

2
(cf. p.59). Nous affirmons alors qu’une simple

adaptation des arguments présentés à la fin de la preuve du lemme 2.4, débutant par
(2.4.37), permet finalement de conlure à la convergence forte de la suite {ρα}α vers ρδ

dans Lp
loc(R

3), p ∈ [1, 2β).

Pour pouvoir affirmer que le couple (ρδ,uδ) est une solution faible à énergie bornée
du problème (2.1)-(2.4), il reste à démontrer qu’il satisfait l’inégalité d’énergie (2.6).
Pour cela, remarquer tout d’abord que l’inégalité ci-contre est une conséquence directe de
l’inégalité d’énergie (3.33) :

∫

Ω

{µ1|∇uα|2 + (µ1 + µ2)(div uα)2} dx

≤
∫

Ω

(ραf + g) · uα dx+

n∑

i=2

{ γ

γ − 1
(ργ−1

1 − ρ
γ−1
i ) +

δβ

β − 1
(ρβ−1

1 − ρ
β−1
i )}Φi,α dx

+α

∫

Ω2

(ρα − h){ γ

γ − 1
(ργ−1

1 − hγ−1) +
δβ

β − 1
(ρβ−1

1 − hβ−1)} dx. (3.51)

Au vu des estimations (3.30), il est bien clair que la dernière intégrale du membre de
droite de (3.51) disparâıt lorsque α→ 0+. Par ailleurs, puisque la convergence de la suite
{ρα}α vers ρδ est forte dans Lp

loc(R
3), p ∈ [1, 2β), et que celle de la suite {uα}α vers uδ

est forte dans [Lp
loc(R

3)]3, p ∈ [1, 6), le théorème de convergence de Vitali garantit que
∫

Ω

(ραf + g) · uα dx→
∫

Ω

(ρδf + g) · uδ dx lorsque α→ 0+.
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D’après la définition (3.32) du flux Φi,α et la formule de Stokes (1.13), on sait également
que

Φi,α = α

∫

Ω2

(h− ρα)ξ dx +

∫

Ω2

ραuα · ∇ξ dx, ξ ∈ Bi, i = 1, . . . , n.

Ici, la première intégrale disparâıt lorsque α→ 0+ et de nouveau d’après (1.13), on obtient

Φi,α → Φi,δ =

∫

Ω2

ρδuδ · ∇ξ dx lorsque α→ 0+, ξ ∈ Bi, i = 1, . . . , n. (3.52)

Tous ces arguments, ainsi que la semi-continuité inférieure faible de la forme quadratique
positive convexe v ∈ [D1,2

0 (Ω)]3 7→
∫
Ω
{µ1|∇v|2 + (µ1 + µ2)(div v)2} dx, prouvent que le

couple (ρδ,uδ) construit auparavant satisfait l’inégalité d’énergie (2.6) et donc est une
solution faible à énergie bornée du problème (2.1)-(2.4).

4 Solutions du système d’origine

Dans la section précédente, pour chaque δ ∈ (0, 1] fixé, nous avons construit une
solution faible à énergie bornée du problème (2.1)-(2.4). Dans la présente, le but est
d’éliminer le terme de pression artificielle en passant à la limite δ → 0+ pour récupérer
une solution faible à énergie bornée du problème d’origine (1.1), (1.2), (1.5), (1.6)2. Pour
cela, on introduit une suite {δn}n∈N∗ ⊂ (0, 1] telle que δn → 0+ lorsque n → ∞ et on y
associe la suite {(ρδn,uδn)}n∈N∗ de solutions faibles à énergie bornée du problème (2.1)-
(2.4) construites précédemment. C’est une procédure analogue à celle exposée à la section
3 qui va permettre de conclure. Comme nous l’avons souvent fait, nous utiliserons les
notations (ρδ,uδ) et δ → 0+ au lieu des notations (ρδn ,uδn) et n→∞.

4.1 Bornes uniformes par rapport au paramètre introduit lors
de l’ajout de la pression artificielle

Dans ce paragraphe, nous prouvons que certaines normes Lp faisant intervenir les
fonctions ρδ, uδ et h sont bornées indépendamment du paramètre δ.

Remarque 3.5 D’après les propriétés (3.5) de la fonction h, l’équation (2.2) testée par
une fonction ϕ ∈ [D(Ω)]3 s’écrit

∫

Ω

{µ1∇uδ : ∇ϕ + (µ1 + µ2) div uδ div ϕ} dx

−
∫

Ω

(ρδ − h)uδ ⊗ uδ : ∇ϕ dx−
∫

Ω

huδ ⊗ uδ : ∇ϕ dx (4.1)

−
∫

Ω

{(ργ
δ − hγ) + δ(ρβ

δ − hβ)} div ϕ dx+

∫

Ω2
1

∇(hγ + δhβ) ·ϕ dx =

∫

Ω

(ρδf + g) ·ϕ dx.

Sachant que uδ ∈ [D1,2
0 (Ω)]3, (ρδ − h) ∈ L3(Ω) ∩ L2β(Ω) et h ∈ L∞(Ω), les équivalences

(3.11) et un simple argument de densité garantissent que l’identité (4.1) reste vraie pour

toute fonction test ϕ ∈ [D
1, 3

2
0 (Ω)]3 ∩ [D1,2

0 (Ω)]3.
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En premier lieu, d’après les inégalités de Hölder, de Sobolev et de Young, on vérifie
sans peine que pour ζ > 0, on a

∫

Ω

(ρδf + g) · uδ dx

≤ {(2ρ1 + 1)(‖f‖0, 6
5

+ ‖g‖0, 6
5
) + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ‖f‖0, 6γ

5γ−3
}‖uδ‖0,6

≤ c(ζ,f , g)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ)
2 + ζ‖∇uδ‖2

0,2.

Par ailleurs, en accord avec la formule (3.52) et, à nouveau, d’après les inégalités de
Hölder, de Sobolev et de Young, on trouve que

Φi,δ =

∫

Ω2

{(ρδ − h)1{ρδ≤2h} + h}uδ · ∇ξ dx+

∫

Ω2

(ρδ − h)1{ρδ>2h}uδ · ∇ξ dx

≤ (2ρ1‖∇ξ‖0, 6
5
,Ω2

+ ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ‖∇ξ‖0, 6γ
5γ−3

,Ω2
)‖uδ‖0,6

≤ c(ζ)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ)
2 + ζ‖∇uδ‖2

0,2, ξ ∈ Bi, i = 1, . . . , n. (4.2)

En choisissant par exemple ζ = µ1

6(n−1)
, on voit que le membre de droite de l’inégalité

d’énergie (2.6) peut être majoré par

µ1

6
‖∇uδ‖2

0,2 + c(f , g)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ)
2

d’où l’estimation :

‖∇uδ‖0,2 ≤ c(f , g)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ). (4.3)

Rappelons ensuite que, d’après le lemme B.9, la fonction ϕ = BΩ

{
(ρδ − h)γ1{ρδ>2h}

}

satisfait

ϕ ∈ [D1,p
0 (Ω)]3, p ∈ (1,

2β

γ
], ‖∇ϕ‖0,p ≤ c(Ω, p)‖(ρδ − h)γ1{ρδ>2h}‖p

0,pγ. (4.4)

Puisque 2 ≤ 2β

γ
, ϕ est une fonction admissible dans l’identité (4.1) qui alors s’écrit

∫

Ω

{(ργ
δ − hγ) + δ(ρβ

δ − hβ)}(ρδ − h)γ1{ρδ>2h} dx

=

∫

Ω

{µ1∇uδ : ∇ϕ + (µ1 + µ2) div uδ div ϕ} dx−
∫

Ω

(ρδ − h)uδ ⊗ uδ : ∇ϕ dx

−
∫

Ω

huδ ⊗ uδ : ∇ϕ dx +

∫

Ω2
1

∇(hγ + δhβ) ·ϕ dx−
∫

Ω

(ρδf + g) ·ϕ dx =

5∑

k=1

Ik. (4.5)

En ce qui concerne le premier terme I1, il peut être majoré en utilisant l’inégalité de
Schwarz puis les estimations (4.3) et (4.4) comme-suit :

|I1| ≤ c‖∇uδ‖0,2‖∇ϕ‖0,2 ≤ c(f , g)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ)‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖2
0,2γ .
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Ecrivant une fois encore (ρδ−h) = (ρδ−h)1{ρδ≤2h}+(ρδ−h)1{ρδ>2h}, à l’aide des inégalités
de Hölder et de Sobolev, de l’observation (3.17) dans laquelle on remplace ρα,R et β par
ρδ et γ et des majorations (4.3) et (4.4), on trouve que

|I2 + I3| ≤ c‖uδ‖2
0,6‖∇ϕ‖0, 3

2
+ ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ‖uδ‖2

0,6‖∇ϕ‖0,
6γ

4γ−3

≤ c(f , g)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ)
2‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖

4
3
γ

0,2γ .

Les propriétés (3.5) de la fonction h complétées par les inégalités de Hölder, de Sobolev
et l’estimation (4.4) assurent que

|I4| ≤ c‖ϕ‖0,6 ≤ c‖∇ϕ‖0,2 ≤ c‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖γ
0,2γ .

Enfin, une majoration du terme I5, se justifiant encore par des arguments semblables à
ceux présentés précédemment, est donnée par

|I5| ≤ c(f , g)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ)‖∇ϕ‖0,2

≤ c(f , g)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ)‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖γ
0,2γ .

Ceci étant, toutes ces majorations insérées dans l’identité (4.5), ajoutées aux équivalences
(3.11) dans lesquelles on remplace ρα,R par ρδ, impliquent finalement, par le biais de
l’inégalité de Young, que

‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ ≤ c(f , g), δ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖γ+β
0,γ+β ≤ c(f , g), (4.6)

‖∇uδ‖0,2 ≤ c(f , g). (4.7)

Considérons maintenant la fonction ϕ = BΩ

{
sgn(ρδ − h)(ρδ − h)21{ρδ≤2h}

}
. D’après

le lemme B.9, celle-ci satisfait

ϕ ∈ [D1,p
0 (Ω)]3, p ∈ [

3

2
, β], ‖∇ϕ‖0,p ≤ c(Ω, p)‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖2

0,2p. (4.8)

D’après la remarque 3.5, ϕ est une fonction admissible dans l’identité (4.5). Alors on a
∫

Ω

{|ργ
δ − hγ|+ δ|ρβ

δ − hβ|}(ρδ − h)21{ρδ≤2h} dx

=

∫

Ω

{µ1∇uδ : ∇ϕ + (µ1 + µ2) div uδ div ϕ} dx−
∫

Ω

(ρδ − h)uδ ⊗ uδ : ∇ϕ dx

−
∫

Ω

huδ ⊗ uδ : ∇ϕ dx +

∫

Ω2
1

∇(hγ + δhβ) ·ϕ dx−
∫

Ω

(ρδf + g) ·ϕ dx =

5∑

k=1

Ik. (4.9)

L’utilisation de l’inégalité de Schwarz et des estimations (4.6) et (4.7) entrâıne que

|I1| ≤ c‖∇uδ‖0,2‖∇ϕ‖0,2 ≤ c(f , g)‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖2
0,4 ≤ c(f , g)‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖

3
2
0,3.

Pour les mêmes raisons, en remplaçant simplement l’inégalité de Schwarz par celle de
Hölder, on a

|I2 + I3| ≤ c
(
‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖2

0,3 + ‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖
3
2
0,3

)
.
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Ensuite, les propriétés (3.5) de la fonction h, les inégalités de Hölder et de Sobolev et
l’estimation (4.8) garantissent la majoration suivante du terme I4 :

|I4| ≤ c‖ϕ‖0,6 ≤ c‖∇ϕ‖0,2 ≤ c‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖2
0,4 ≤ c‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖

3
2
0,3.

Enfin, en ce qui concerne le terme I5, on trouve que

|I5| ≤ c(f , g)(1 + ‖(ρδ − h)1{ρδ>2h}‖0,2γ)‖∇ϕ‖0,2 ≤ c(f , g)‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖2
0,4

≤ c(f , g)‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖
3
2
0,3.

A l’aide de ces majorations, insérées dans l’identité (4.9) et de l’inégalité de Young, on
conclut que

‖(ρδ − h)1{ρδ≤2h}‖0,3 ≤ c(f , g). (4.10)

En fin de compte, en reprenant les estimations (4.2),(4.6), (4.7) et (4.10), on en déduit
aisément que

‖(ρδ − h)‖0,3 ≤ c(f , g), ‖(ρδ − h)‖0,2γ ≤ c(f , g), δ
1

γ+β ‖(ρδ − h)‖0,γ+β ≤ c(f , g) (4.11)

‖∇uδ‖0,2 ≤ c(f , g), (4.12)

|Φi,δ| ≤ c(f , g), i = 1, . . . , n. (4.13)

En particulier, à partir de (4.11) on voit que pour tout domaine borné ω ⊂ R
3, on a

δ‖ρβ
δ ‖0,

γ+β
β

,ω
≤ δ

γ
γ+β δ

β
γ+β ‖ρβ

δ ‖0,
γ+β

β
,ω

= δ
γ

γ+β (δ
1

γ+β ‖ρδ‖0,γ+β,ω)β ≤ c(f , g)δ
γ

γ+β . (4.14)

4.2 Elimination de la pression artificielle et conclusion

En accord avec les estimations (4.11)-(4.14), à d’éventuelles extractions de sous-suites,
on peut supposer qu’il existe des fonctions ρ, u et ργ telles que lorsque δ → 0+,

ρδ ⇀ ρ dans L2γ(ω), ρ ≥ 0 p.p. dans R
3, ρ = 0 p.p. dans R

3 \ Ω,

(ρδ − h) ⇀ (ρ− h) dans L3(R3) ∩ L2γ(R3),
(4.15)

ρ
γ
δ ⇀ ργ dans L2(ω), δρ

β
δ → 0 dans L

γ+β
β

loc (R3), (4.16)

uδ ⇀ u dans [L6(R3)]3, ∇uδ ⇀ ∇u dans [L2(R3)]3×3,

∀p ∈ [1, 6), uδ → u ∈ [Lp(ω)]3, u = 0 p.p. dans R
3 \ Ω,

(4.17)

ρδuδ ⇀ ρu dans [L
6γ

γ+3 (ω)]3, ρδuδ ⊗ uδ ⇀ ρu⊗ u dans [L
6γ

2γ+3 (ω)]3×3, (4.18)

ω désignant ici tout domaine borné arbitraire de R3. Le passage à la limite δ → 0+ dans les
équations (2.1)-(2.2) montre alors que les fonctions ρ, u et ργ sont solutions du problème

div(ρu) = 0 dans D′(R3), (4.19)

div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u +∇ργ = ρf + g dans [D′(Ω)]3. (4.20)
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Noter que les hypothèses du lemme 1.4 sont satisfaites avec p = 2γ. Ainsi, pour toute
fonction b de la classe (1.8), (1.9) et (1.11), l’équation de continuité renormalisée (1.10)
est satisfaite.

Nous affirmons ensuite que la preuve de la convergence forte de la suite {ρδ}δ vers ρ
dans L1

loc(R
3) et donc dans Lp

loc(R
3), p ∈ [1, 2γ) est une simple adaptation de notations

de celle qui nous a permis d’obtenir la convergence forte de la suite {ρα}α vers ρδ dans
L

p
loc(R

3), p ∈ [1, 2β), à l’étape précédente (cf. p.86–89).

Pour conclure que le couple (ρ,u) est une solution faible à énergie bornée du problème
(1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)2, il suffit de prouver qu’il satisfait l’inégalité d’énergie (1.19).
Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier en adaptant à la présente situation les
arguments présentés dans le dernier paragraphe de la section 3.4. La preuve du théorème
3.2 est donc complète. 2

Remarque 3.6 Pour démontrer le théorème 3.1, il suffit par exemple de poser h = ρi =
ρ∞, i = 1, . . . , n, dans la preuve du théorème 3.2.

5 Commentaires

Suite au théorème 3.2, une première conjecture assez naturelle est que celui-ci est
encore vrai pour des domaines ayant des sorties contenant un cône, sous réserve que l’on
puisse démontrer des résultats semblables aux lemmes B.8 et B.9. Aucune classification de
ce type de domaines, ni aucune étude de ce type de problème n’existe dans la littérature
mathématique.

Autre question intéressante : le théorème 3.2 reste-t’il vrai pour des domaines à plu-
sieurs sorties cylindriques, domaines définis semblablement aux domaines à plusieurs sor-
ties côniques avec chaque cône Ci, i = 1, . . . , n, remplacé par un cylindre de révolution
d’axe de symétrie ∆i, si ∈ ∆i, et de rayon ri > 0, encore dénoté Ci. Dans cette configura-
tion, il est à nouveau possible de définir le flux sortant du fluide à travers chaque sortie
cylindrique par la formule (1.16). Malheureusement, bien que le problème d’existence de
solutions faibles à énergie bornée du système (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)2 considéré dans
un domaine à plusieurs sorties cylindriques semble être en tout point semblable à celui
considéré dans le théorème 3.2, c’est un problème mal posé. En effet, comme le montre le
théorème suivant, un tel problème n’admet, en général, aucune solution faible à énergie
bornée.

Théorème 3.3 Soit Ω un domaine à deux sorties cylindriques à frontière Lipschitzienne
de R

3. On suppose (1.3), (1.4), f = g = 0 et 0 < ρ2 < ρ1 < ∞. Alors il n’existe aucune
solution faible à énergie bornée du problème (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)2.

Preuve. Sous les hypothèses de ce théorème, supposons que le couple (ρ,u) est une
solution faible à énergie bornée du problème (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)2. Soit ξ ∈ AS+1

i ,
S > 2, une fonction telle que ξ = 1 dans (Ci)

S
2 , |∇ξ| ≤ 2. Alors, en accord avec la formule

de Stokes (1.14) et l’égalité (1.17), on a

Φi = −
∫

(Ci)
S+1
2

ρu · ∇ξ dx = −
∫

(Ci)
S+1
S

{(ρ− ρi) + ρi}u · ∇ξ dx.
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A l’aide de l’inégalité de Hölder et puisque |(Ci)
S+1
S | = 2πr2

i , on en déduit que

|Φi| ≤ 2‖(ρ− ρi)‖0,s|(Ci)
S+1
S | 5s−6

6s ‖u‖0,6,(Ci)
S+1
S

+ ρi|(Ci)
S+1
S | 56‖u‖0,6,(Ci)

S+1
S

≤ c‖u‖0,6,(Ci)
S+1
S

où s = 3, 2γ, et c est une constante qui ne dépend pas de S. Par suite, puisque u ∈
[D1,2

0 (Ω)]3, il est clair que lorsque S →∞, ‖u‖0,6,(Ci)
S+1
S

→ 0. En résulte alors que Φi = 0,

i = 1, 2. L’insertion de cette information dans l’inégalité d’énergie (1.19), complétée par
le fait que u ∈ [D1,2

0 (Ω)]3, implique ensuite que u = 0 p.p. dans Ω. De l’équation (1.2) en
découle alors que la densité ρ est constante p.p. dans Ω, ce qui contredit les conditions
(ρ− ρi) ∈ Ls((Ci)

2), s = 3, 2γ, i = 1, 2. 2

Cette observation généralise le résultat de Novotný, Padula et Penel [63] ainsi que
celui de P.L. Lions [46] sur la non existence de solution faible à énergie bornée localement
régulière dans un tube.

Suite à cela, il nous semble raisonnable d’émettre une seconde conjecture : le problème
d’existence de solutions faibles à énergie bornée du système (1.1), (1.2), (1.5) et (1.6)2,
considéré dans des domaines à plusieurs sorties du type

Ci = {x = (x′, x3) ∈ R
3, x3 > 0, |x′ − s′i| ≤ cxs

3}, c ∈ R+, s ∈ [0, 1), i = 1, . . . , n

est un problème mal posé. Aucune classification de ce type de domaines, ni aucune étude
de ce type de problème n’existe dans la littérature mathématique.
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Ce chapitre est l’analogue du premier chapitre de la partie stationnaire. Il regroupe
quelques résultats souvent utilisés dans cette seconde partie. Nombre d’entre eux seront
démontrés, quant aux autres, ils seront systématiquement accompagnés de références à
la bibliographie. Tout au long de ce chapitre, nous ne ferons pas la distinction entre une
fonction définie sur (0, T )×O, T ∈ (0,∞), O ⊂ R3 un domaine, et son prolongement par
zéro dans (0, T )× (R3 \ Ω).

1 Un peu d’analyse fonctionnelle

Dans cette section, nous donnons quelques résultats d’analyse fonctionnelle nécessaires
dans la preuve du théorème principal du prochain chapitre.

Lemme I.1 Soient T ∈ (0,∞), Ω un domaine borné de R3, p ∈ [1,∞) et {fn}n∈N∗ ⊂
C0([0, T ];Lp

weak
(Ω)) une suite bornée dans L∞(0, T ;Lp(Ω)). Alors

∀n ∈ N
∗, sup

t∈[0,T ]

‖fn(t)‖0,p ≤ sup
n∈N∗

‖fn‖L∞(0,T ;Lp(Ω)).

Preuve. Simple conséquence de la définition de l’espace C0([0, T ];Lp
weak(Ω)). 2

Lemme I.2 Soient T ∈ (0,∞), Ω un domaine borné de R3, p, q ∈ (1,∞) et {fn}n∈N∗ ⊂
C0([0, T ];Lp

weak
(Ω)) une suite uniformément bornée dans Lp(Ω), i.e.

sup
n∈N∗

sup
t∈[0,T ]

‖fn(t)‖0,p ≤ c (1.1)

et uniformément continue dans W−1,q(Ω), i.e.

∀ε > 0 ∃δ > 0 tq ∀t1, t2 ∈ [0, T ], |t1−t2| < δ ⇒ ‖fn(t1)−fn(t2)‖−1,q < ε, n ∈ N
∗. (1.2)

Alors il existe une fonction f ∈ C0([0, T ];Lp
weak

(Ω)) telle que

fn → f dans C0([0, T ];Lp
weak

(Ω)). (1.3)

Si en outre,

q ∈ (1,
3

2
] et p ∈ (1,∞) ou q ∈ (

3

2
,∞) et p ∈ (

3q

3 + q
,∞), (1.4)

on a
fn → f dans C0([0, T ];W−1,q(Ω)). (1.5)

Preuve. Puisque l’injection Lp(Ω) ⊂ W−1,q0(Ω), q0 = min(3
2
, q), est compacte, la suite

{fn}n est une suite uniformément bornée dans Lp(Ω) et uniformément continue dans
W−1,q0(Ω). Par conséquent, le corollaire A.7 appliqué à I = (0, T ), B = Lp(Ω) et X =
W−1,q0(Ω), assure l’existence d’une fonction f ∈ C0([0, T ];W−1,q0(Ω)) telle que, modulo
l’ extraction d’une sous-suite,

fn → f ∈ C0([0, T ];W−1,q0(Ω)).
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Par suite, en écrivant que pour m,n ∈ N∗, on a

|
∫

Ω

{fm − fn}(t)φ dx| ≤ ‖{fm − fn}(t)‖−1,q0‖φ‖1,q′0
, t ∈ [0, T ], φ ∈ D(Ω),

on voit que la suite {
∫
Ω
fnφ dx}n, φ ∈ D(Ω), est de Cauchy dans l’espace C0([0, T ]). On

peut donc supposer qu’il existe une fonction fφ telle que
∫

Ω

fnφ dx→ fφ =< f, φ >
W−1,q0 (Ω),W

1,q′
0

0 (Ω)
dans C0([0, T ]), φ ∈ D(Ω) (1.6)

où < ·, · >
W−1,q0 (Ω),W

1,q′
0

0 (Ω)
dénote le produit de dualité entre les espaces W−1,q0(Ω) et

W
1,q′0
0 (Ω). En accord avec (1.1), il est clair que

|fφ(t)| ≤ lim sup
n→∞

|
∫

Ω

fn(t)φ dx| ≤ c‖φ‖0,p′, t ∈ [0, T ], φ ∈ D(Ω). (1.7)

Soit t ∈ [0, T ] fixé. Alors l’opérateur Tf(t) : φ ∈ D(Ω) 7→ fφ(t) est un opérateur linéaire
et continu défini sur le sous-espace vectoriel dense D(Ω) de Lp′(Ω) à valeurs dans R et
satisfaisant

sup
φ∈D(Ω)
‖φ‖

0,p′
≤1

|Tf(t)φ| ≤ c.

Il se prolonge de manière unique en un opérateur défini sur Lp′(Ω) à valeurs dans R,
encore noté Tf(t) et satisfaisant

‖Tf(t)‖(Lp′ (Ω))′ ≤ c.

Par suite, le théorème de représentation de Riesz garantit l’existence d’un unique élément
de Lp(Ω), noté g(t), tel que

< Tf(t), φ >(Lp′ )′,Lp′=

∫

Ω

g(t)φ dx, ‖g(t)‖0,p ≤ c, t ∈ [0, T ].

En accord avec (1.6), il en résulte que pour tout t ∈ [0, T ], f(t) ∈ Lp(Ω), f(t) = g(t) p.p.
dans Ω et que

fφ =

∫

Ω

f(t)φ dx ∈ C0([0, T ]), φ ∈ D(Ω).

La densité de D(Ω) dans Lp′(Ω) et le fait que
∫

Ω

{f(t1)− f(t2)}φ dx =

∫

Ω

{g(t1)− g(t2)}(φ− φ) dx+

∫

Ω

{f(t1)− f(t2)}φdx

≤ 2c‖φ− φ‖0,p′ +

∫

Ω

{f(t1)− f(t2)}φdx, t1, t2 ∈ [0, T ], φ ∈ Lp′(Ω), φ ∈ D(Ω),

montrent que la fonction t 7→
∫
Ω
f(t)φ dx, φ ∈ Lp′(Ω), est continue sur [0, T ]. Pour conclure

à (1.3), il suffit à nouveau d’utiliser la densité de D(Ω) dans Lp′(Ω) et d’écrire que

|
∫

Ω

{fn − f}(t)φ dx| ≤ |
∫

Ω

{fn − g}(t)(φ− φ) dx|+ |
∫

Ω

{fn − f}(t)φdx|

≤ 2c‖φ− φ‖0,p′ + |
∫

Ω

{fn − f}(t)φdx|, t ∈ [0, T ], φ ∈ Lp′(Ω), φ ∈ D(Ω).
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Sous les hypothèses (1.4), l’injection Lp(Ω) ⊂ W−1,q(Ω) est compacte et (1.5) est
alors une conséquence directe du corollaire A.7 appliqué à I = (0, T ), B = Lp(Ω) et
X = W−1,q(Ω). Le lemme est donc démontré. 2

Lemme I.3 Soient T ∈ (0,∞), Ω un domaine borné de R3, p ∈ (1,∞) et

f ∈ L∞(0, T ;Lp(Ω)) telle que ∂t(

∫

Ω

f(t)φ dx) ∈ L1(0, T ), φ ∈ D(Ω).

Alors il existe une fonction g ∈ C0([0, T ];Lp
weak

(Ω)) telle que p.p.t. t ∈ (0, T ), g(t) = f(t)
p.p. dans Ω.

Preuve. Soit φ ∈ D(Ω). D’après le théorème A.43, il existe une fonction fφ absolument
continue sur [0, T ] telle que

∫

Ω

f(t)φ dx = fφ(t) p.p.t. t ∈ (0, T ). (1.8)

Noter alors que l’identité

|fφ(t)| ≤ ‖f‖L∞(0,T ;Lp(Ω))‖φ‖0,p′ p.p.t. t ∈ (0, T ), φ ∈ D(Ω),

reste vraie pour tout t ∈ [0, T ] puisque fφ ∈ C0([0, T ]). Ceci étant, il suffit d’adapter
les arguments présentés dans la preuve du lemme I.2, à partir de (1.7), pour conclure à
l’existence d’une fonction g ∈ C0([0, T ];Lp

weak(Ω)) telle que

fφ(t) =

∫

Ω

g(t)φ dx, φ ∈ D(Ω), t ∈ [0, T ].

D’où le résultat. 2

Lemme I.4 Soient T ∈ (0,∞), Ω un domaine borné de R3, p ∈ (1,∞) et {fn}n∈N∗ ⊂
C0([0, T ];Lp

weak
(Ω)) une suite telle que fn → f dans C0([0, T ];Lp

weak
(Ω)). On suppose que

r′ ∈ (1, 3) et p ∈ (
3r′

4r′ − 3
,∞) ou r′ ∈ [3,∞) et p ∈ (1,∞). (1.9)

Alors
fn → f dans Lq(0, T ; [W 1,r′(Ω)]∗), q ∈ [1,∞) (1.10)

Preuve. Par hypothèses, on sait que la suite {
∫
Ω
fnφ dx}n, φ ∈ Lp′(Ω), est bornée dans

C0([0, T ]), i.e.

∃c > 0 tq sup
n∈N∗

sup
t∈[0,T ]

|
∫

Ω

fn(t)φ dx| ≤ c, φ ∈ Lp′(Ω).

En particulier, si on choisit φ = |fn(t)|p−2fn(t), il en découle que

‖fn(t)‖0,p ≤ c
1
p , t ∈ [0, T ],

fn(t) ⇀ f(t) dans Lp(Ω) et ‖f(t)‖0,p ≤ c
1
p , t ∈ [0, T ]. (1.11)
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Puisque sous les conditions (1.9), l’injection W 1,r′(Ω) ⊂ Lp′(Ω) est compacte, l’injection
duale Lp(Ω) ⊂ [W 1,r′(Ω)]∗ l’est également. Après une éventuelle extraction de sous-suite,
on peut donc supposer que

fn(t) → f(t) dans [W 1,r′(Ω)]∗, t ∈ [0, T ].

D’autre part, d’après (1.11), la suite {‖fn(t)‖[W 1,r′(Ω)]∗}n, t ∈ [0, T ], est uniformément
bornée. Ceci garantit les hypothèses du théorème de la convergence dominée de Lebesgue
qui implique que

∫ T

0

‖fn(t)− f(t)‖[W 1,r′(Ω)]∗ dt→ 0 quand n→∞.

L’affirmation (1.10) est alors une conséquence directe de l’interpolation de Lp(0, T ) entre
L1(0, T ) et L∞(0, T ). 2

2 Sur l’équation de continuité

Comme dans le cas stationnaire (cf. 1.1), l’examen de l’équation de continuité non
stationnaire (2.1) donne lieu à des résultats d’usage fréquent dans le chapitre à venir.
Un outil particulièrement important dans la suite réside dans la théorie du transport de
DiPerna et P.L. Lions [12] appliquée à l’équation de continuité. La plupart des résultats
présentés ici ne sont que de simples adaptations de ceux DiPerna et P.L. Lions et ont
déjà été proposés dans leur version stationnaire. En conséquence, nombre d’entre eux ne
seront que sommairement démontrés et le lecteur désirant plus de détails est invité à se
reporter au chapitre 1.1.

Le premier résultat donne le cadre dans lequel l’équation de continuité se prolonge à
l’extérieur d’une région bornée de l’espace à N dimensions, N ≥ 2, dans le cas particulier
N = 3, et ce pour tout temps.

Lemme I.5 Soient T ∈ (0,∞), Ω un domaine borné Lipschitzien de R3 et p ≥ 2. On
suppose que ρ ∈ Lp((0, T )× Ω), u ∈ [L2(0, T ;H1

0(Ω))]3 et f ∈ L1((0, T )× Ω) satisfont

∂tρ+ div(ρu) = f dans D′((0, T )× Ω). (2.1)

Alors
∂tρ+ div(ρu) = f dans D′((0, T )× R

3). (2.2)

Preuve. Il faut démontrer que

−
∫ T

0

∫

R3

ρ∂tϕdx dt−
∫ T

0

∫

R3

ρu·∇ϕdx dt =

∫ T

0

∫

R3

fϕ dx dt, ϕ ∈ D((0, T )×R
3). (2.3)

En accord avec (2.1), on peut écrire que

−
∫ T

0

∫

R3

ρΦm∂tϕdx dt−
∫ T

0

∫

R3

Φmρu · ∇ϕdx dt =

∫ T

0

∫

R3

fϕΦm dx dt

+

∫ T

0

∫

R3

ϕρu · ∇Φm dx dt, ϕ ∈ D((0, T )× R
3)
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où la suite {Φm}m est introduite dans la preuve du lemme 1.1. D’après les propriétés
de cette suite, les trois premières intégrales de cette égalité tendent respectivement vers
−
∫ T

0

∫
R3 ρ∂tϕdx dt, −

∫ T

0

∫
R3 ρu · ∇ϕdx dt et

∫ T

0

∫
R3 fϕ dx dt quand m→∞. Ainsi, pour

conclure, il suffit donc de montrer que

∫ T

0

∫

R3

ϕρu · ∇Φm dx dt→ 0 quand m→∞.

Pour cela, nous proposons au lecteur de se reporter à la preuve du lemme 1.1 (cf. p.14)
et d’en d’adapter la fin. 2

Remarque I.1 Soient des fonctions ρ ∈ L1((0, T )× Ω), u ∈ [L1((0, T )× Ω)]3 telles que
ρu ∈ [L1((0, T )× Ω)]3 et satisfaisant l’équation (2.2) avec f = 0. Alors

−
∫ T

0

ψ′
∫

R3

ρφR dx dt−
∫ T

0

ψ

∫

R3

ρu · ∇φR dx dt = 0,

ψ ∈ D(0, T ), R > 0, φR ∈ D(R3), 0 ≤ φR ≤ 1, φR = 1 dans BR, φR = 0 dans B2R.

Si R est choisi suffisamment grand pour que Ω ⊂ BR, il en résulte que

∂t(

∫

Ω

ρ(t) dx) = 0 dans D′(0, T ).

Autrement dit, puisque ρ ∈ L1((0, T )× Ω),

∫

Ω

ρ(t1) dx =

∫

Ω

ρ(t2) dx p.p.t. t1, t2 ∈ (0, T ).

En revanche, lorsque ces mêmes fonctions sont seulement solutions de l’équation (2.1),
en général, on ne sait pas si la masse se conserve. Le lemme I.5 donne les hypothèses
de sommabilité que doivent vérifier la densité et la vitesse pour que l’équation (2.2) soit
satisfaite et donc que la masse se conserve. En particulier, il est important de souligner
que l’hypothèse p ≥ 2 dans le lemme I.5 est essentielle.

Avant d’énoncer certains résultats de la théorie du transport de DiPerna et P.L.
Lions [12] appliquée à l’équation de continuité, on rappele le lemme sur lequel repose
cette théorie, à savoir le lemme de Friedrichs généralisé dans sa version non stationnaire.

Lemme I.6 Soient T ∈ (0,∞), p, q1 ∈ [1,∞], q2 ≥ p′, ρ ∈ L∞(0, T ;Lp
loc(R

3)) et u ∈
[Lq1(0, T ;W 1,q2

loc (R3))]3. On dénote par {Sε}ε∈(0,1] la famille d’opérateurs de régularisation
usuels par rapport à la variable d’espace. Alors

Sε(u · ∇ρ)− u · ∇Sε(ρ) → 0 dans Lq1(0, T ;Lr
loc(R

3)),
1

r
=

1

p
+

1

q2

où la distribution u · ∇ρ est naturellement définie par u · ∇ρ = div(ρu)− ρ div u.
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Preuve. Pour une démonstration sommaire, consulter par exemple [12, Lemma II.1]. 2

Soit la classe de fonctions b : R+ → R telles que

b ∈ C0([0,+∞)) ∩ C1((0,∞)), ∃c > 0, ∃λ0 < 1, ∀t ∈ (0, 1], |b′(t)| ≤ ct−λ0 (2.4)

et dont le comportement à l’infini est donné par

∃c > 0, ∃λ1, λ2 ∈ R, ∀t ≥ 1, |b′(t)| ≤ ctλ1 , |tb′(t)− b(t)| ≤ ctλ2 . (2.5)

Lemme I.7 Soient T ∈ (0,∞), Ω ⊂ R3 un domaine, p ≥ 2 et

−1 < λ1 ≤
p

2
− 1 et 0 < λ2 ≤

p

2
. (2.6)

On suppose que ρ ∈ L∞(0, T ;Lp
loc(Ω)), ρ ≥ 0 p.p. dans (0, T )×Ω, u ∈ [L2(0, T ;H1

loc(R
3))]3

et f ∈ L1(0, T ;Lq′

loc(Ω)), q = p

λ1
si λ1 > 0 et q ∈ (1,∞) si λ1 ≤ 0, satisfont l’équation

(2.1). Alors, pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) de la classe (2.5), (2.6), on a

∂tb(ρ) + div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u = fb′(ρ) dans D′((0, T )× Ω). (2.7)

Si f ≡ 0, (2.7) est encore vraie pour toute fonction b de la classe (2.4), (2.5) et (2.6).

Preuve. Soit Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω un domaine borné arbitraire. D’après (2.1), si y ∈ Ω′,
{ωε}ε∈(0,ε0] est une suite régularisante et {Sε}ε∈(0,ε0] la suite d’opérateurs associée, pour
ε0 suffisamment petit, on a

−
∫ T

0

ψ′(

∫

R3

ρ(x)ωε(y − x) dx) dt−
∫ T

0

ψ(

∫

R3

(ρu)(x) · ∇ωε(y − x) dx) dt

=

∫ T

0

ψ(

∫

R3

f(x)ωε(y − x) dx) dt, ψ ∈ D(0, T ).

Autrement dit,

∂tSε(ρ) + div(Sε(ρ)u) = Sε(f) + rε p.p. dans (0, T )× Ω′ (2.8)

où, en accord avec le lemme I.6, rε → 0 dans L2(0, T ;Lr
loc(R

3)) quand ε→ 0+, 1
r

= 1
p
+ 1

2
.

En multipliant (2.8) par b′(Sε(ρ)) où b ∈ C1([0,∞)) est une fonction de la classe (2.5),
(2.6), on trouve que

∂tb(Sε(ρ)) + div(b(Sε(ρ))u) + {Sε(ρ)b
′(Sε(ρ))− b(Sε(ρ))} div u

= Sε(f)b′(Sε(ρ)) + rεb
′(Sε(ρ)) p.p. dans (0, T )× Ω′. (2.9)

On passe ensuite à la limite ε→ 0+. Au vu des propriétés sur les suites régularisantes (cf.
lemme A.13), si ρ dénote encore le prolongement de ρ par zéro dans (R \ (0, T ))×R3, on
sait que Sε(ρ) → ρ dans L∞(0, T ;Lp

loc(R
3)) et donc, modulo l’extraction d’une sous-suite,
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que Sε(ρ) → ρ p.p. dans (0, T )× R3. Alors on vérifie aisément que

b(Sε(ρ)) ⇀ b(ρ) dans L2(0, T ;L
6
5 (Ω′)) si

6

5
≤ p

λ1 + 1
,

{Sε(ρ)b
′(Sε(ρ))− b(Sε(ρ))}⇀ {ρb′(ρ)− b(ρ)} dans L2((0, T )× Ω′) si 2 ≤ p

λ2
,

b′(Sε(ρ))
∗
⇀ b′(ρ) dans L∞(0, T ;Lr′(Ω′)) si r′ ≤ p

λ1
si λ1 > 0,

b′(Sε(ρ))
∗
⇀ b′(ρ) dans L∞(0, T ;Lq(Ω′)) si λ1 ≤ 0,

|
∫ T

0

∫

R3

b′(Sε(ρ))rεϕdx dt| ≤ c

∫ T

0

∫

R3

|rεϕ| dx→ 0 quand ε→ 0+,

ϕ ∈ D((0, T )× Ω′), si λ1 ≤ 0.

Ainsi, puisque Sε(f) → f dans L1(0, T ;Lq′

loc(R
3)), le passage à la limite ε → 0+ dans

l’identité (2.9) testée par une fonction ϕ ∈ D′((0, T ) × Ω′) est justifié et implique (2.7)
avec Ω′ à la place de Ω. Puisque Ω′ est arbitraire, (2.7) en résulte.

Dans le cas où f = 0 et b est une fonction de la classe (2.4), (2.5) et (2.6), utiliser les
arguments présentés à la fin de la preuve du lemme 1.4 (cf. p.15).

Remarque I.2 Il est intéressant de noter que la conclusion du lemme I.7 reste la même
si ρ ∈ Lp(0, T ;Lp

loc(Ω)). Pour le voir, il suffit de remarquer que la régularisation en temps
de ρ est un élément de L∞(0, T ;Lp

loc(Ω)), d’utiliser le lemme I.7 et de faire tendre le
paramètre de régularisation vers 0+. D’autre part, il est également intéressant de noter
que si u est par exemple un élément de l’espace [L2(0, T ;W 1,∞

loc (R3))]3, les conditions (2.6)
peuvent être remplacées par

−1 < λ1 ≤ p− 1 et 0 < λ2 ≤ p. (2.10)

Soient k > 0 et b ∈ C1([0,∞)). Comme dans le chapitre 1.1, on considère la fonction
bk définie en (1.1.18). Dans un premier temps, noter que sous les hypothèses du lemme I.7
pour ρ, u et f ∈ L1

loc((0, T )× Ω), on peut adapter la preuve du Corollaire 1.1 (cf. p.18)
et démontrer que

∀k > 0, k div u = f p.p. dans {ρ = k}.
Le lemme I.7, complété par cette dernière observation, a pour conséquence immédiate le

Corollaire I.1 Soient T ∈ (0,∞), Ω ⊂ R3 un domaine, p ≥ 2, ρ ∈ L∞(0, T ;Lp
loc(Ω)),

ρ ≥ 0 p.p. dans (0, T )× Ω, u ∈ [L2(0, T ;H1
loc(R

3))]3, et f ∈ L1
loc((0, T )× Ω) satisfaisant

l’équation (2.1). Alors, pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) et tout k > 0, on a

∂tbk(ρ) + div(bk(ρ)u) + {ρ(bk)′+(ρ)− bk(ρ)} div u = f(bk)
′
+ dans D′((0, T )× Ω). (2.11)

Remarque I.3 Noter qu’en faisant tendre k → ∞ dans (2.11), pour toute fonction
b ∈ C1([0,∞)) de la classe (2.5), (2.6), on récupère (2.7).

Comme on peut le voir dans le résultat ci-dessous, la notion de solution faible de
l’équation de continuité renormalisée (2.7) implique la continuité forte de la fonction ρ en
tant que fonction définie sur [0, T ] à valeurs dans Lp(Ω). Plus précisément, on a le
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Lemme I.8 Soient T ∈ (0,∞), Ω un domaine borné Lipschitzien de R3, q ∈ (1,∞) et
θ ∈ (0,min(1, q

4
)). On suppose que ρ ∈ L∞(0, T ;Lq(Ω)) ∩ C0([0, T ];Lq

weak
(Ω)), ρ ≥ 0 p.p.

dans (0, T )× Ω, u ∈ [L2(0, T ;H1
0(Ω))]3 satisfont l’équation

∂tρ
θ + div(ρθu) + (θ − 1)ρθ div u = 0 dans D′((0, T )× R

3). (2.12)

Alors
ρ ∈ C0([0, T ];Lp(Ω)), p ∈ [1, q). (2.13)

Preuve. Soit φ ∈ D(Ω). D’après (2.12), on a

∂t(

∫

Ω

ρθ(t)φ dx) =

∫

Ω

ρθu · ∇φ dx+ (1− θ)

∫

Ω

φρθ div u dx.

Noter au passage que les deux intégrales de droite dans cette égalité ont bien un sens
puisque 2θ ≤ q. Clairement, ρθ ∈ L∞(0, T ;L

q
θ (Ω)), ∂t(

∫
Ω
ρθ(t)φ dx) ∈ L2(0, T ), φ ∈ D(Ω)

et le lemme I.3 garantit l’existence d’une fonction g ∈ C0([0, T ];L
q
θ

weak(Ω)) telle que p.p.t.
t ∈ (0, T ), g(t) = ρθ(t) p.p. dans Ω. Remarquer que l’inégalité

‖g(t)‖0,
q
θ

= ‖ρθ(t)‖0,
q
θ

= ‖ρ(t)‖θ
0,q ≤ ‖ρ‖θ

L∞(0,T ;Lq(Ω)) (2.14)

a priori vraie p.p.t. t ∈ (0, T ) est en réalité vraie pour tout t ∈ [0, T ] puisque g ∈
C0([0, T ];L

q
θ

weak(Ω)). D’après (2.12), on a

∂tg + div(gu) = (1− θ)g div u dans D′((0, T )× R
3).

En régularisant cette équation par rapport à la variable d’espace à l’aide de la famille
d’opérateurs usuels {Sε}ε∈(0,1], en accord avec le lemme I.6, on trouve que

∂tSε(g) + div(Sε(g)u) = Sε((1− θ)g div u) + rε dans D′((0, T )× R
3) (2.15)

où rε → 0 dans L2(0, T ;L
2q

2θ+q

loc (R3)) quand ε → 0+. Puisque g ∈ C0([0, T ];L
q
θ

weak(Ω)),
d’après les propriétés standard sur la régularisation, on sait que

Sε(g) ∈ C0([0, T ]× R
3), (2.16)

∃ε0 > 0, ∀ε ∈ (0, ε0), sup
t∈[0,T ]

‖Sε(g(t))‖0,p,ω ≤ c‖ρ‖
L∞(0,T ;Lmax(p, 1

θ
)θ(Ω))

, p ∈ [1,
q

θ
], (2.17)

pour tout domaine borné ω ⊂ R
3 et que, lorsque ε→ 0+, on a

Sε(g(t)) → g(t) dans L2(R3), t ∈ [0, T ], (2.18)

Sε(g div u) → g div u dans L2(0, T ;L
2q

2θ+q (R3)). (2.19)

Il apparâıt alors que les hypothèses du lemme I.7 sont satisfaites pour b(s) = s2. En
conséquence,

∂t{Sε(g)}2 + div({Sε(g)}2u) = 2{Sε((1− θ)g div u) + rε}Sε(g)

−2{Sε(g)}2 div u dans D′((0, T )× R
3).
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Autrement dit, pour toute fonction φ ∈ D(R3) telle que φ = 1 dans Ω, on a

∂t

∫

R3

{Sε(g(t))}2φ dx = 2

∫

R3

{Sε((1− θ)g(t) div u(t)) + rε(t)}Sε(g(t))φ dx

−2

∫

R3

φ{Sε(g(t))}2 div u(t) dx p.p.t. t ∈ (0, T ).

On intègre cette égalité sur l’intervalle de temps (t1, t2), 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T . A l’aide de
l’inégalité de Hölder, on trouve que
∫

R3

[{Sε(g(t2))}2 − {Sε(g(t1))}2]φ dx ≤ 2 sup
t∈[0,T ]

‖Sε(g(t))φ‖0,4‖ div u‖0,2,(0,T )×Ω|t2 − t1|
1
2

+2 sup
t∈[0,T ]

‖Sε(g(t))φ‖0,
2q

q−2θ
‖{Sε((1− θ)g div u) + rε}‖

L2(0,T ;L
2q

2θ+q (R3))
|t2 − t1|

1
2 .

Puisque θ ≤ q

4
, on a 2q

q−2θ
∈ [1, q

θ
]. D’après (2.17), (2.19) et la convergence rε → 0 dans

L2(0, T ;L
2q

2θ+q (R3)) quand ε→ 0+, on peut justifier l’existence d’une constante c > 0 qui
ne dépend pas de ε, telle que

∫

R3

[{Sε(g(t2))}2 − {Sε(g(t1))}2]φ dx ≤ c|t2 − t1|
1
2 .

Ceci montre que la suite {
∫

R3{Sε(g)}2φ dx}ε∈(0,ε0) est une suite de fonctions uniformément
continues dans R. Par ailleurs, toujours d’après (2.17), il est clair que cette suite est
uniformément bornée dans C0([0, T ]). Le corollaire A.7 dans lequel on pose I = (0, T ),
B = X = R et la convergence (2.18) montrent alors que modulo l’extraction d’une sous-
suite et lorsque ε→ 0+,

∫

R3

{Sε(g)}2φ dx→
∫

Ω

g2 dx dans C0([0, T ]), ∀φ ∈ D(R3), φ = 1 dans Ω.

Ainsi, on vient de prouver que g ∈ C0([0, T ];L2(Ω)) et donc que g ∈ C0([0, T ];Lp(Ω)),
p ∈ [1, 2]. A l’aide de l’interpolation de Lq(Ω) entre L2(Ω) et L

p
θ (Ω), on peut écrire que

‖g(t2)− g(t1)‖0,p ≤ ‖g(t2)− g(t1)‖α
0,2‖g(t2)− g(t1)‖1−α

0,
q
θ

, t1, t2 ∈ [0, T ], α ∈ (0, 1)

et utiliser (2.14) pour en déduire finalement que g ∈ C0([0, T ];Lp(Ω)), p ∈ [1, q

θ
). On

rappelle alors que p.p.t. t ∈ (0, T ), g(t) = ρθ(t) p.p. dans Ω, ce qui implique en particulier
que

‖g(t)‖0,p = ‖ρ(t)‖θ
0,pθ p.p.t. t ∈ (0, T ), p ∈ [

1

θ
,
q

θ
].

Puisque évidemment ρ ∈ C0([0, T ], Lp
weak(Ω)), p ∈ [1, q], cette égalité est en fait satisfaite

pour tout t ∈ [0, T ] et termine la preuve. 2

3 Quelques problèmes paraboliques

Dans cette section, nous discutons de l’existence, de l’unicité et de la régularité de
certaines équations paraboliques de type diffusion, considérées sur le cylindre (0, T )× V ,
T ∈ (0,∞) et V ⊂ R3 une région bornée, et pour lesquelles des conditions aux limites de
type Neumann sont imposées.
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3.1 Le problème de Neumann associé au Laplacien

Soit ε ∈ (0, 1]. On considère le problème

−
∫∫

(0,T )×V

ρ∂tϕ− ε∇ρ · ∇ϕdx dt =

∫∫

(0,T )×V

fϕ dx, ϕ ∈ C∞((0, T )× V ), ϕ(0, ·) = ϕ(T, ·) = 0,

lim
t→0+

∫

V

ρ(t, x)φ(x) dx→
∫

V

ρ0(x)φ(x) dx, φ ∈ D(V ). (3.1)

Le lemme ci-dessous est une adaptation à la présente situation des résultats classiques
concernant l’existence, l’unicité et la régularité de solutions d’équations paraboliques.

Lemme I.9 Soient 0 < α ≤ 1 et p, q ∈ (1,∞). On suppose que T ∈ (0,∞), V ⊂ R3

est un domaine borné de classe C1,α, ρ0 ∈ Lq(V ) et que f ∈ Lp(0, T ;W−1,q(V )). Alors il
existe une unique fonction

ρ ∈ Lp(0, T ;W 1,q(V )) ∩ C0([0, T ];Lq
weak(V ))

solution du problème (3.1) satisfaisant

‖ρ‖L∞(0,T ;Lq(V )) + ε‖ρ‖Lp(0,T ;W 1,q(V )) ≤ c(T, V, p, q){‖ρ0‖0,q,V + ‖f‖Lp(0,T ;W−1,q(V ))}.
Si on suppose en outre que V ⊂ R3 est un domaine borné de classe C2,α et que f ∈
Lp(0, T ;Lq(V )), alors

ρ ∈ Lp(0, T ;W 2,q(V )) ∩ C0([0, T ];Lq(V )), ∂tρ ∈ Lp(0, T ;Lq(V ))

et satisfait

‖∂tρ‖Lp(0,T ;Lq(V )) + ε‖ρ‖Lp(0,T ;W 2,q(V )) ≤ c(T, V, p, q){‖ρ0‖0,q,V + ‖f‖Lp(0,T ;Lq(V ))}.
Preuve. Ces résultats classiques sont issus du livre de Ladyzhenskaya, Solonnikov,
Uraltseva [35]. 2

3.2 Dissipation artificielle dans l’equation de continuité

Soient T ∈ (0,∞), V ⊂ R3 un domaine borné, ε ∈ (0, 1] fixé et u un champ de vecteurs
donné s’annulant sur la frontière de V . Ici, nous sommes intéressés par la perturbation de
l’équation continuité par une dissipation artificielle, i.e. par l’équation

∂tρ+ div(ρu)− ε∆ρ = 0 dans (0, T )× V, (3.2)

complétée par les conditions aux limites

∂νρ = 0 sur (0, T )× ∂V (3.3)

et par la condition initiale
ρ(0) = ρ0 dans V. (3.4)

Dans cette équation, l’inconnue est la fonction ρ(t, x), (t, x) ∈ (0, T ) × V et la fonction
ρ0(x), x ∈ V , est donnée. Notre étude du problème (3.2)-(3.3) est résumée dans le résultat
ci-contre. Dans la suite, pour éviter de nombreux dépassement de ligne, pour tout t ∈
[0, T ], nous utiliserons la notation ‖u‖C0

t ;W 1,∞ au lieu de ‖u‖[C0([0,t];W 1,∞(V ))]3 .
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Théorème I.1 Soient T ∈ (0,∞) et V ⊂ R3 un domaine borné de classe C2,α, α ∈ (0, 1].
On suppose que

ρ0 ∈ L∞(V ) ∩H1(V ), 0 < ρ ≤ ρ0 ≤ ρ <∞ p.p. dans V, (3.5)

u ∈ [C0([0, T ];W 1,∞(V ))]3, u = 0 sur (0, T )× ∂V. (3.6)

Alors il existe une unique fonction

ρ ∈ C0([0, T ];H1(V )) ∩ L2(0, T ;H2(V )), ∂tρ ∈ L2((0, T )× V )

satisfaisant (3.2) p.p. dans (0, T )×V , (3.3) p.p.t. t ∈ (0, T ) au sens des traces, (3.4) p.p.
dans V et pour tout t ∈ [0, T ] les estimations

‖ρ(t)‖1,2 ≤
c

ε
‖ρ0‖1,2(1 + t‖u‖2

C0
t ;W 1,∞)e

1
2
(t‖u‖

C0
t ;W1,∞+ t

ε
‖u‖2

C0
t ;W1,∞ )

, (3.7)

‖∇2ρ‖L2((0,t)×V ) ≤
c

ε2
‖ρ0‖1,2(1 + t‖u‖2

C0
t ;W 1,∞)

3
2 e

1
2
(t‖u‖

C0
t ;W1,∞+ t

ε
‖u‖2

C0
t ;W1,∞)

, (3.8)

‖∂tρ‖L2((0,t)×V ) ≤
c

ε
‖ρ0‖1,2(1 + t‖u‖2

C0
t ;W 1,∞)

3
2 e

1
2
(t‖u‖

C0
t
;W1,∞+ t

ε
‖u‖2

C0
t ;W1,∞ )

, (3.9)

ρe−
R t
0 ‖ div u(s)‖0,∞,V ds ≤ ρ(t, x) ≤ ρe

R t
0 ‖ div u(s)‖0,∞,V ds, ∀x ∈ V . (3.10)

De plus,

ρ ∈ Lp(0, T ;W 2,p(V )) ∩ C0([0, T ];Lp(V )), ∂tρ ∈ Lp((0, T )× V ), p ∈ (1,∞). (3.11)

Soit l’opérateur Sρ0 : {u ∈ [C0([0, T ];W 1,∞(V ))]3, u|∂V = 0} → C0([0, T ];H1(V )) défini
par Sρ0(u) = ρ. On suppose que ‖ui‖C0([0,T ];[W 1,∞(V )]3) ≤ K, i = 1, 2. Alors

‖{Sρ0(u1)− Sρ0(u2)}(t)‖0,2 ≤ c(T, V, ε,K)t‖ρ0‖1,2‖u1 − u2‖C0([0,T ];[W 1,∞(V )]3), ∀t ∈ [0, T ].
(3.12)

Preuve. Soit A : D(A) = {ϕ ∈ H2(V ),
∫

V
ϕdx = 0, ∂νϕ|∂V = 0} ⊂ L̃2(V ) → L̃2(V )

défini par A = −∆. D’après la formule de Green, on a
∫

V

Auv dx =

∫

V

uAv dx, u, v ∈ D(A).

Autrement dit, l’opérateur A est un opérateur symétrique. Par ailleurs, le lemme 1.6
garantit que pour toute fonction f ∈ L̃2(V ) il existe une unique fonction u ∈ D(A) telle
que Au = f , ce qui implique que l’opérateur A est surjectif. D’autre part, la formule de
Green et l’inégalité de Poincaré-Wirtinger prouvent que

∫

V

Auu dx =

∫

V

|∇u|2 dx ≥ c(V )‖u‖2
1,2, u ∈ D(A)

d’où, d’après l’inégalité de Schwarz, que

‖Au‖0,2 ≥ c(V )‖u‖1,2, u ∈ D(A).
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En conséquence, l’opérateur A est inversible et A−1 considéré comme un opérateur de
L̃2(V ) à valeurs dans L̃2(V ) est compact. Puisque tout opérateur symétrique T défini
sur un espace de Hilbert H, à valeurs dans ce même espace H est un opérateur borné et
autoadjoint (cf. [82, Proposition VII.3.2]) et que L̃2(V ) est un espace de Hilbert séparable,

le [8, Théorème VI.11] garantit qu’il existe une base Hilbertienne (ek)k∈N∗ de L̃2(V ) ainsi
qu’une suite de réels strictement positifs (λk)k∈N∗, λk →∞, satisfaisant

ek ∈ D(A), Aek = λkek.

En accord avec les résultats classiques concernant la régularité elliptique, (ek)k ∈ C∞(V ).
Noter que (ek)k forme aussi un système orthogonal complet de {ϕ ∈ H1(V ),

∫
V
ϕdx = 0}

muni du produit scalaire

((ϕ1, ϕ2)) =

∫

V

∇ϕ1 · ∇ϕ2 dx.

Noter enfin qu’en posant e0 = |V |− 1
2 et λ0 = 0 (⇒ Ae0 = λ0e0), la suite (ek)k∈N ⊂

{ϕ ∈ H2(V ), ∂νϕ|∂V = 0} forme une base hilbertienne de L2(V ) ainsi qu’un système
orthogonal complet de H1(V ) muni de son produit scalaire usuel.

Soient Xn = Vect(ek, k = 0, . . . , n) le sous-espace vectoriel de L2(V ) muni du produit
scalaire induit

(ϕ1, ϕ2) =

∫

V

ϕ1ϕ2 dx

et Pn l’opérateur de projection de L2(V ) sur Xn. On rappelle que cet opérateur possède
les propriétés suivantes :

‖Pn‖L(L2(V ),L2(V )) = 1, lim
n→∞

‖Pnϕ− ϕ‖0,2 = 0, ϕ ∈ L2(V ),

‖Pnϕ‖k,2 ≤ c‖ϕ‖k,2, k = 1, 2,
(3.13)

c désignant ici une constante indépendante du paramètre n ∈ N∗. Bien sûr, puisque Xn

est de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes.

Par hypothèses, on a u ∈ [C0([0, T ];H1
0(V ))]3. Soit l’opérateur An : [0, T ] → End(Xn)

défini par An(t)Φ = ε∆Φ− Pn[div{Φu(t)}], t ∈ [0, T ], Φ ∈ Xn. On vérifie sans peine que
An est continu de [0, T ] à valeurs dans End(Xn). Par suite, les résultats classiques de calcul
différentiel nous permettent d’affirmer qu’il existe une unique fonction ρn ∈ C1([0, T ];Xn)
solution du problème

d

ds
ρn(s) =An(s)ρn(s) pour s ∈ [0, T ],

ρn(0) = Pnρ0.

(3.14)

En multipliant (3.14) par ρn(s) et en intégrant par rapport à la variable d’espace, quelques
intégrations par parties nous conduisent à l’égalité suivante :

1

2

d

ds

∫

V

|ρn(s)|2 dx+ ε

∫

V

|∇ρn(s)|2 dx = −1

2

∫

V

ρ2
n(s) div u(s) dx, s ∈ [0, T ],
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d’où on déduit pour tout t ∈ [0, T ] que

‖ρn(t)‖2
0,2 + 2ε

∫ t

0

‖∇ρn(s)‖2
0,2 ds ≤ ‖Pnρ0‖2

0,2 +

∫ t

0

‖ρn(s)‖2
0,2‖ div u(s)‖0,∞ ds.

D’après le lemme de Gronwall A.14, il en résulte que

‖ρn(t)‖2
0,2 ≤ ‖Pnρ0‖2

0,2e
(

R t
0 ‖ div u(s)‖0,∞ ds), t ∈ [0, T ]. (3.15)

Cette estimation n’est pas suffisante pour atteindre notre objectif. A l’aide de (3.14), pour
tout s ∈ [0, T ], on peut écrire que

0 =

∫

V

(∂sρn(s) + Pn[div{ρn(s)u(s)}]− ε∆ρn(s))2 dx

=

∫

V

[|∂sρn(s)|2 + |ε∆ρn(s)|2 − (Pn[div{ρn(s)u(s)}])2 − 2ε∂sρn(s)∆ρn(s)] dx

+

∫

V

[2Pn[div{ρn(s)u(s)}](∂sρn(s) + Pn[div{ρn(s)u(s)}]− ε∆ρn(s))] dx

=

∫

V

[|∂sρn(s)|2 + |ε∆ρn(s)|2 − (Pn[div{ρn(s)u(s)}])2 + 2ε∂s∇ρn(s)∇ρn(s)] dx.

Il en découle que

ε
d

ds

∫

V

|∇ρn(s)|2 dx+

∫

V

{(∂sρn(s))2 + ε2|∆ρn(s)|2} dx ≤
∫

V

| div(ρn(s)u(s))|2 dx

≤ (‖u(s)‖2
0,∞‖∇ρn(s)‖2

0,2 + ‖ρn(s)‖2
0,2‖ div u(s)‖2

0,∞).

En particulier, en intégrant cette inégalité sur l’intervalle (0, t), t ∈ [0, T ], on trouve que

ε‖∇ρn(t)‖2
0,2 +

∫ t

0

∫

V

{(∂sρn(s))2 + ε2|∆ρn(s)|2} dx ds

≤ ε‖∇Pnρ0‖2
0,2 +

∫ t

0

(‖u(s)‖2
0,∞‖∇ρn(s)‖2

0,2 + ‖ρn(s)‖2
0,2‖ div u(s)‖2

0,∞) ds

≤ ε‖∇Pnρ0‖2
0,2 +

∫ t

0

‖Pnρ0‖2
0,2e

R s
0 ‖ div u(σ)‖0,∞ dσ‖ div u(s)‖2

0,∞ ds

+

∫ t

0

‖u(s)‖2
0,∞‖∇ρn(s)‖2

0,2 ds ≡ w(t) +

∫ t

0

‖u(s)‖2
0,∞‖∇ρn(s)‖2

0,2 ds. (3.16)

A l’aide du corollaire A.9, il en résulte que

‖∇ρn(t)‖2
0,2 ≤

w(t)

ε
+

∫ t

0

1

ε
‖u(s)‖2

0,∞

w(s)

ε
e

R t

s
1
ε
‖u(σ)‖20,∞ dσ ds. (3.17)

En insérant cette information dans l’identité (3.16), il en ressort la suivante : pour tout
t ∈ [0, T ], on a

∫ t

0

∫

V

{(∂sρn(s))2 + ε2|∆ρn(s)|2} dx ds

≤ w(t) +

∫ t

0

‖u(s)‖2
0,∞ × (

w(s)

ε
+

∫ s

0

1

ε
‖u(σ)‖0,∞

w(σ)

ε
e

R s

σ
1
ε
‖u(τ)‖20,∞ dτ dσ) ds. (3.18)
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D’autre part, ajoutée à l’inégalité (3.16), (3.17) implique que

‖ρn(t)‖2
1,2 ≤ ‖Pnρ0‖2

0,2e
R t
0 ‖ div u(s)‖0,∞ ds

+
w(t)

ε
+

∫ t

0

1

ε
‖u(s)‖2

0,∞

w(s)

ε
e

R t
s

1
ε
‖u(σ)‖20,∞ dσ ds), t ∈ [0, T ]. (3.19)

Remarquer que pour m > n, la procédure ci-dessus aboutit également à l’estimation

‖(ρm − ρn)(t)‖2
1,2 ≤ ‖(Pm − Pn)ρ0‖2

0,2e
R t

0
‖ div u(s)‖0,∞ ds

+(
w̃(t)

ε
+

∫ t

0

1

ε
‖u(s)‖2

0,∞

w̃(s)

ε
e

R t

s
1
ε
‖u(σ)‖20,∞ dσ ds), t ∈ [0, T ]

dans laquelle

w̃(t) = ε‖∇(Pm − Pn)ρ0‖2
0,2 +

∫ t

0

‖(Pm − Pn)ρ0‖2
0,2e

R s
0 ‖ div u(σ)‖0,∞ dσ‖ div u(s)‖2

0,∞ ds.

Ainsi, la suite {ρn}n est de Cauchy dans C0([0, T ];H1(V )). Par ailleurs, puisque on peut
e.g. majorer w(t) par

‖ρ0‖2
1,2(1 + t‖u‖2

C0
t ;W 1,∞)e

t‖u‖
C0

t
;W1,∞

,

en utilisant (3.19), on trouve que

‖ρn(t)‖1,2 ≤
c

ε
‖ρ0‖1,2(1 + t‖u‖2

C0
t ;W 1,∞)e

1
2
(t‖u‖

C0
t ;W1,∞+ t

ε
‖u‖2

C0
t ;W1,∞ )

, t ∈ [0, T ]. (3.20)

De même, à partir de (3.18), on obtient

‖∂sρn‖L2((0,t)×V ) + ε‖∆ρn‖L2((0,t)×V )

≤ c

ε
‖ρ0‖1,2(1 + t‖u‖2

C0
t ;W 1,∞)

3
2 e

1
2
(t‖u‖

C0
t ;W1,∞+ t

ε
‖u‖2

C0
t ;W1,∞)

, t ∈ [0, T ]. (3.21)

Les estimations (3.20) et (3.21) montrent que les suites {ρn}n, {∂tρn}n et {∇ρn}n sont
respectivement uniformément bornées par rapport à n dans L2((0, T )×V ), L2((0, T )×V )
et L2(0, T ;E2

0(V )). Ainsi, modulo l’extraction d’une sous-suite, on peut supposer qu’il
existe une fonction ρ ∈ C0([0, T ];H1(V )) ∩ L2(0, T ;H2(V )), ∂tρ ∈ L2((0, T )× V ), ∇ρ ∈
L2(0, T ;E2

0(V )), telle que lorsque n→∞,

ρn → ρ dans C0([0, T ];H1(V )),

Dαρn ⇀ Dαρ, ∂tρn ⇀ ∂tρ dans L2((0, T )× V ), ∇ρn ⇀ ∇ρ dans L2(0, T ;E2
0(V )).

On teste alors l’équation (3.14) par une fonction ϕ ∈ L2((0, T )× V ). On obtient
∫∫

(0,T )×V

{∂tρnϕ+ div(ρnu)Pnϕ− ε∆ρnϕ} dt dx = 0.

Ayant en tête le fait que Pnϕ → ϕ dans L2((0, T ) × V ), on passe à la limite n → ∞
dans cette identité. A ce stade, nous avons donc démontré l’existence d’une solution ρ
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satisfaisant (3.2) p.p. dans (0, T ) × V , p.p.t. t ∈ (0, T ) (3.3) au sens des traces et (3.4)
p.p. dans V . Pour montrer que celle-ci est unique, il suffit de supposer l’existence de deux
solutions ρ1 et ρ2, de tester l’équation satisfaite par la différence (ρ1 − ρ2) par (ρ1 − ρ2),
d’intégrer l’identité obtenue par rapport à la variable d’espace puis sur l’intervalle de
temps (0, t), t ∈ [0, T ], et enfin d’utiliser le lemme de Gronwall A.14 avec c = 0.

Passons à la preuve de (3.10). On introduit la fonction r(t) = ρe(−
R t
0 ‖ div u(s)‖0,∞,V ds)

qui est l’unique solution de l’équation différentielle ordinaire r′ + ‖ div u‖0,∞,V r = 0,
complétée par la condition initiale r(0) = ρ. Il est facile de voir que r′ + div(ru) =
r(div u − ‖ div u‖0,∞,V ) ≤ 0. On dénote w(t, x) = r(t) − ρ(t, x). Alors il est clair que w
est une solution du problème

∂tw + div(wu)− ε∆w = r′ + div(ru) ≤ 0 p.p. dans (0, T )× V,

∂νw = −∂νρ = 0 sur ∂V, w(0, ·) = ρ− ρ0 ≤ 0 p.p. dans V.

En intégrant la première équation testée par w+ par rapport à la variable d’espace, p.p.t.
s ∈ [0, T ] on obtient

1

2

d

ds

∫

V

|w+(s)|2 dx + ε

∫

V

|∇w+(s)|2 dx ≤ −
∫

V

div u(s)
|w+(s)|2

2
dx.

En particulier, on a

∂s‖w+(s)‖2
0,2,V ≤ ‖ div u(s)‖0,∞,V ‖w+(s)‖2

0,2,V .

Ainsi, puisque w+(0, ·) = 0, le lemme de Gronwall A.14 avec c = 0 garantit que pour tout
t ∈ [0, T ], ‖w+(t)‖0,2,V = 0. Finalement, on conclut que pour tout t ∈ [0, T ], r(t) ≤ ρ(t, x)
p.p.t. x ∈ V . Au vu de la régularité C0([0, T ];H1(V ))∩L2(0, T ;H2(V )) de ρ, cette inégalité
est en fait vraie pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×V . Pour obtenir la borne supérieure, on considère

la fonction R(t) = ρe(
R t
0 ‖ div u(s)‖0,∞,V ds) qui est l’unique solution de l’équation différentielle

ordinaire R′−‖ div u‖0,∞,V R = 0, complétée par la condition initiale R(0) = ρ. Il est facile
de voir que R′ + div(Ru) = R(‖ div u‖0,∞,V + div u) ≥ R(‖ div u‖0,∞,V − | div u|) ≥ 0.
On dénote W (t, x) = R(t)− ρ(t, x). Alors W est une solution du problème

∂tW + div(Wu)− ε∆W = R′ + div(Ru) ≥ 0 p.p. dans (0, T )× V,

∂νW = −∂νρ = 0 sur ∂V, W (0, ·) = ρ− ρ0 ≥ 0 dans V.

En testant la première équation par −W− puis en intégrant par rapport à la variable
d’espace et en suivant une démarche analogue à celle adoptée précédemment, pour tout
t ∈ [0, T ], on obtient ‖W−(t)‖0,2,V = 0, ce qui termine la preuve pour la borne supérieure
et par la même occasion celle de (3.8).

Le gain de régularité (3.11) se justifie à l’aide du lemme I.9. En effet, d’après (3.10),
on sait que ρ ∈ L∞(0, T ;L∞(V )). Alors, puisque ρ0 ∈ L∞(V ), le lemme I.9 avec f =
div(ρu) garantit dans un premier temps que ρ ∈ Lp(0, T ;W 1,p(V ))∩C0([0, T ];Lp

weak(V )),
p ∈ (1,∞). Mais alors f ∈ Lp((0, T ) × V ) et, à nouveau, le lemme I.9 nous permet de
conclure à la validité de (3.11).
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Pour terminer, on démontre l’inégalité (3.12). Pour ne pas alourdir les notations, on
pose ρi = Sρ0(ui), i = 1, 2. Alors

∂t(ρ1 − ρ2)− ε∆(ρ1 − ρ2) = (ρ1 − ρ2) div u1 + ρ2 div(u1 − u2)

+u1 · ∇(ρ1 − ρ2) + (u1 − u2) · ∇ρ2 p.p. dans (0, T )× V.

On multiplie cette équation par (ρ1−ρ2) puis on intègre par rapport à la variable d’espace.
Pour presque tout s ∈ (0, T ), on obtient

1

2

d

ds

∫

V

|(ρ1 − ρ2)(s)|2 dx + ε

∫

V

|∇(ρ1 − ρ2)(s)|2 dx

≤
∫

V

{|(ρ1 − ρ2)(s)|2| div u1(s)|+ |u1(s)||∇(ρ1 − ρ2)(s)||(ρ1 − ρ2)(s)|} dx

+

∫

V

{|ρ2(s)|| div((u1 − u2)(s))||(ρ1 − ρ2)(s)|+ |∇ρ2(s)||(u1 − u2)(s)||(ρ1 − ρ2)(s)|} dx

≤ ‖u1(s)‖1,∞‖(ρ1 − ρ2)(s)‖2
0,2 +

1

2ε
‖u1(s)‖2

1,∞‖(ρ1 − ρ2)(s)‖2
0,2

+
ε

2
‖∇(ρ1 − ρ2)(s)‖2

0,2 + 2‖ρ2(s)‖1,2‖(u1 − u2)(s)‖1,∞‖(ρ1 − ρ2)(s)‖0,2.

Puisque ‖ρ1 − ρ2‖0,2,V ∈ H1(0, T ), de l’inégalité précédente découle alors la suivante :

‖(ρ1 − ρ2)(s)‖0,2 × ∂s‖(ρ1 − ρ2)(s)‖0,2 +
ε

2
‖∇(ρ1 − ρ2)(s)‖2

0,2

≤ 2‖ρ2(s)‖1,2‖(u1 − u2)(s)‖1,∞ × ‖(ρ1 − ρ2)(s)‖0,2

+(‖u1(s)‖1,∞ +
1

2ε
‖u1(s)‖2

1,∞)‖(ρ1 − ρ2)(s)‖0,2 × ‖(ρ1 − ρ2)(s)‖0,2.

En intégrant cette inégalité sur l’intervalle de temps (0, t), t ∈ [0, T ], en particulier, on en
déduit que

‖(ρ1 − ρ2)(t)‖0,2 ≤
∫ t

0

2‖ρ2(s)‖1,2‖(u1 − u2)(s)‖1,∞ ds

+

∫ t

0

(‖u1(s)‖1,∞ +
1

2ε
‖u1(s)‖2

1,∞)‖(ρ1 − ρ2)(s)‖0,2 ds, ∀t ∈ [0, T ].

A l’aide de l’estimation (3.7) pour ρ2, on trouve que

‖(ρ1 − ρ2)(t)‖0,2 ≤
c

ε
(1 +KT )e

1
2
(KT+ K2

ε
T )‖u1 − u2‖C0

t ;W 1,∞

+

∫ t

0

(‖u1(s)‖1,∞ +
1

2ε
‖u1(s)‖2

1,∞)‖(ρ1 − ρ2)(s)‖0,2 ds, ∀t ∈ [0, T ].

D’où l’inégalité (3.12) d’après le lemme de Gronwall A.14. 2

4 Flux effectif visqueux (cas non stationnaire)

La continuité faible de la suite des flux effectifs visqueux dans la cas stationnaire a fait
l’objet du théorème 1.2. Cette propriété observée en dimension un d’espace par Serre
[71] puis généralisée par P.L. Lions [46] en N dimensions d’espaces, N ≥ 2, aura un rôle
essentiel dans la preuve des résultats présentés dans le prochain chapitre.
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Théorème I.2 Soient I = (0, T ), T ∈ (0,∞), Ω un domaine borné de R3 de classe C0,1,
1 < p < ∞, 3

2
≤ r < ∞, max{2, p′} ≤ r̃ ≤ ∞, 1 < s < ∞, 1

s
+ 1

r∗
≤ 1 si r < 3 et

1 < w <∞, 1
w

+ 1
r
< 5

6
. On suppose que

Πn ⇀ Π dans Lp(I × Ω), (4.1)

bn → b dans C0(Ī;Lr
weak

(Ω)), bn
∗
⇀ b dans Lr̃(I × Ω), (4.2)

F n ⇀ F dans [Ls(I × Ω)]3, (4.3)

qn → q dans [C0(Ī;Lw
weak

(Ω))]3, (4.4)

{fn}n∈N∗ ⊂ L1(I × Ω), fn ⇀ f dans L2(I; [H1(Ω)]∗),

Ai(fn) → Ai(f) dans L2(I;Lw′(R3)), i = 1, 2, 3,
(4.5)

un ⇀ u dans [L2(I;H1(Ω))]3. (4.6)

On suppose en outre que pour i = 1, 2, 3

∂tbn + div(bnun) = fn dans D′(I × R
3), (4.7)

∂tq
i
n + ∂j(q

i
nu

j
n)− µ1∆u

i
n − (µ1 + µ2)∂i div un + ∂iΠn = F i

n dans D′(I × Ω). (4.8)

Alors pour toute fonction ψ ∈ D(I) et toute fonction φ ∈ D(Ω),

lim
n→∞

∫

I

ψ

∫

Ω

φ{Πn − (2µ1 + µ2) div un}bn dx dt =

∫

I

ψ

∫

Ω

φ{Π− (2µ1 + µ2) div u}b dx dt.
(4.9)

Preuve. Noter tout d’abord que le système (4.8) testé par une fonction ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3),
ϕi ∈ D(I × Ω), i = 1, 2, 3, s’écrit

−
∫∫

I×Ω

qi
n∂tϕi dx dt+

∫∫

I×Ω

{µ1∂ju
i
n∂jϕ

i + (µ1 + µ2)(div un)(div ϕ)} dx dt

−
∫∫

I×Ω

qi
nu

j
n∂jϕ

i dx dt−
∫∫

I×Ω

Πn div ϕ dx dt =

∫∫

I×Ω

F i
nϕ

i dx dt. (4.10)

Au vu des hypothèses (4.1)-(4.6), par densité, (4.10) reste vraie pour toute fonction ϕ =

(ϕ1, ϕ2, ϕ3) telle que ∂tϕ
i ∈ L1(I;Lw′(Ω)), ∂jϕ

i ∈ L2(I;L2(Ω))∩L2(I;L
6w

5w−6 (Ω)), div ϕ ∈
Lp′(I × Ω), ϕi ∈ Ls′(I × Ω), i, j = 1, 2, 3.

Soit ϕ̃ ∈ D(I × R3). D’après (1.3.8), la fonction Ai(ϕ̃), i = 1, 2, 3, est une fonction

de l’espace D(I;C∞(R3)). En conséquence, pour toute fonction φ̃ ∈ D(R3), la fonction

φ̃Ai(ϕ̃) ∈ D(I × R3). L’équation (4.7) testée par φAi(ϕ̃) s’écrit

−
∫∫

I×R3

bnφ̃Ai(∂tϕ̃) dx dt−
∫∫

I×R3

bnu
j
n{∂jφ̃Ai(ϕ̃) + φ̃Rij(ϕ̃)} dx dt =

∫∫

I×R3

fnφ̃Ai(ϕ̃) dx dt.

(4.11)

Par hypothèses, bn ∈ Lmin(r,3−)(R3), bnu
j
n ∈ Lmin( 6r

r+6
,3−)(R3), j = 1, 2, 3, fn ∈ L2(R3) et ce

p.p.t. t ∈ I. Alors, en utilisant (1.3.6) et (1.3.7), de (4.11) il vient que

∂tAi(bnφ̃) +Rij(bnu
j
nφ̃) = Ai(fnφ̃) +Ai(bnu

j
n∂jφ̃) dans D′(I × R

3), φ̃ ∈ D(R3). (4.12)
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Soit φ ∈ D(Ω). En accord avec les propriétés (1.3.4) et (1.3.5) des opérateurs Rij et

Ai, sous la condition 1
w

+ 1
r
≤ 5

6
, on voit que φRij(bnu

j
nφ̃), φAi(bnu

j
n∂jφ̃), φAi(fnφ̃) ∈

L2(I;Lw′(Ω)). Ainsi ∂t{φAi(bnφ̃)} ∈ L2(I;Lw′(Ω)). Par ailleurs, bn ∈ L∞(I;Lr(R3)) ∩
Lr̃(I × R

3) et de (1.3.5), il découle que φAi(bnφ̃) ∈ Lr̃(I;W 1,r̃
0 (Ω)) ∩ L∞(I,W 1,r

0 (Ω)).

Soient ψ ∈ D(I), φ ∈ D(Ω) et φ̃ ∈ D(R3). On pose maintenant ϕi = ψφAi(bnφ̃),
i = 1, 2, 3. Alors, sous la condition 1

w
+ 1

r
≤ 5

6
, on sait que ∂tϕ

i ∈ L2(I;Lw′(Ω)) et que

∂jϕ
i ∈ L2(I;L

6w
5w−6 (Ω)) tandis que, sous la condition 1

s
+ 1

r∗
≤ 1 si r < 3, le fait que

φAi(bnφ̃) ∈ L∞(I,W 1,r
0 (Ω)) assure que ϕi ∈ Ls′(I ×Ω), i, j = 1, 2, 3. Par ailleurs, puisque

r̃ ≥ max{2, p′} et φAi(bnφ̃) ∈ Lr̃(I;W 1,r̃
0 (Ω)), il est clair que ∂jϕ

i ∈ L2(I;L2(Ω)) et

div ϕ ∈ Lp′(I × Ω). Ainsi, la fonction ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), ϕi = ψφAi(bnφ̃) est une fonction
admissible dans l’identité (4.10). Après un long calcul dans lequel sont utilisées plusieurs
intégrations par parties, une formule analogue à (1.5.9) (cf. p.27), l’équation (4.12) et les
propriétés (1.3.6) et (1.3.7) des opérateurs Ai et Rij, i, j = 1, 2, 3, on obtient

∫

I

ψ

∫

Ω

φ{Πn − (2µ1 + µ2) div un}bnφ̃ dx dt = −
∫

I

ψ

∫

Ω

Πn∂iφAi(bnφ̃) dx dt

−
∫

I

∂tψ

∫

Ω

qi
nφAi(bnφ̃) dx dt−

∫

I

ψ

∫

Ω

qi
nφAi(fnφ̃) dx dt−

∫

I

∫

Ω

qi
nφAi(bnu

j
n∂jφ̃) dx dt

+µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

∂ju
i
n∂jφAi(bnφ̃) dx dt− µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

ui
n∂jφRij(bnφ̃) dx dt

+µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

ui
n∂iφbnφ̃ dx dt+ (µ1 + µ2)

∫

I

ψ

∫

Ω

∂iφAi(bnφ̃) div un dx dt

−
∫

I

ψ

∫

Ω

qi
nu

j
n∂jφAi(bnφ̃) dx dt−

∫

I

ψ

∫

Ω

F i
nφAi(bnφ̃) dx dt

+

∫

I

ψ

∫

Ω

uj
n{bnφ̃Rij(q

i
nφ)− qi

nφRij(bnφ̃)} dx dt. (4.13)

En particulier, en choisissant dans (4.13) φ̃ ∈ D(R3), φ̃ = 1 dans Ω, on trouve que
∫

I

ψ

∫

Ω

φ{Πn − (2µ1 + µ2) div un}bn dx dt = −
∫

I

ψ

∫

Ω

Πn∂iφAi(bn) dx dt

−
∫

I

∂tψ

∫

Ω

qi
nφAi(bn) dx dt−

∫

I

ψ

∫

Ω

qi
nφAi(fn) dx dt

+µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

∂ju
i
n∂jφAi(bn) dx dt− µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

ui
n∂jφRij(bn) dx dt

+µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

ui
n∂iφbn dx dt+ (µ1 + µ2)

∫

I

ψ

∫

Ω

∂iφAi(bn) div un dx dt

−
∫

I

ψ

∫

Ω

qi
nu

j
n∂jφAi(bn) dx dt−

∫

I

ψ

∫

Ω

F i
nφAi(bn) dx dt

+

∫

I

ψ

∫

Ω

uj
n{bnRij(q

i
nφ)− qi

nφRij(bn)} dx dt. (4.14)

A présent, l’objectif est de passer à la limite n → ∞ dans (4.14). Pour cela, on
commence par énumérer quelques conséquences directes des hypothèses (4.1)-(4.6). En
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accord avec le lemme I.4, puisque r > 6
5
, on a

bn → b dans Lr1(I; [H1(Ω)]∗), r1 ∈ [1,∞). (4.15)

Ceci étant, complétée par (4.6), la convergence (4.15) permet d’affirmer que

bnun ⇀ bu dans [L2(I;L
6r

r+6 (Ω))]3. (4.16)

Par ailleurs, il est clair que pour tout t ∈ I, bn(t) ⇀ b(t) dans Lr(R3). De la continuité
forte des opérateurs Rij : Lq(R3) → Lq(R3), q ∈ (1,∞), i, j = 1, 2, 3, il découle alors que

Rij(bn(t)) ⇀ Rij(b(t)) dans Lr(R3), i, j = 1, 2, 3.

Par suite, pour toute fonction ξ ∈ D(Ω), pour tout t ∈ I, on a

ξRij(bn(t)) ⇀ ξRij(b(t)) dans Lr(Ω), i, j = 1, 2, 3, (4.17)

ξ∇Ai(bn(t)) ⇀ ξ∇Ai(b(t)) dans [Lr(Ω)]3, i = 1, 2, 3. (4.18)

En outre, à l’aide de la propriété (1.3.6), on vérifie facilement que pour tout t ∈ I,
Ai(bn(t))∇ξ → Ai(b(t))∇ξ dans D′(Ω) tandis qu’il est clair que la suite {Ai(bn(t))∇ξ}n

est uniformément bornée dans [Lr(Ω)]3. Par conséquent, pour tout t ∈ I,∇(ξAi(bn(t))) ⇀
∇(ξAi(b(t))) dans [Lr(Ω)]3. Puisque Ω est borné, ceci est complètement équivalent à la
convergence

ξAi(bn(t)) ⇀ ξAi(b(t)) dans W 1,r
0 (Ω), ξ ∈ D(Ω), t ∈ I, i = 1, 2, 3.

Puisque W 1,r
0 (Ω) ⊂⊂ Lr2(Ω), 1 ≤ r2 < r∗ si r ∈ [3

2
, 3) et 1 ≤ r2 <∞ si r ∈ [3,∞), il s’en

suit que

ξAi(bn(t)) → ξAi(b(t)) dans Lr2(Ω), ξ ∈ D(Ω), t ∈ I, i = 1, 2, 3.

En accord avec la propriété (1.3.6), par densité, on peut vérifier que la suite {ξAi(bn)}n ⊂
C0(I;Lr2

weak(Ω)) est bornée dans L∞(I;Lr2(Ω)). Au vu du lemme I.1, ceci implique que
la suite {sup

t∈I

‖ξAi(bn(t))‖0,r2,Ω}n est bornée. En utilisant le théorème de convergence de

Vitali, on trouve que

ξAi(bn) → ξAi(b) dans Lr3(I;Lr2(Ω)), ξ ∈ D(Ω), r3 ∈ [1,∞), i = 1, 2, 3. (4.19)

A nouveau, puisque w > 6
5
, le lemme I.4 garantit que

qi
n → qi dans Lw1(I; [H1(Ω)]∗), w1 ∈ [1,∞), i = 1, 2, 3.

Cette observation associée aux hypothèses (4.4) et (4.6) justifie alors que

qi
nu

j
n ⇀ qiuj dans L2(I;L

6w
w+6 (Ω)), i, j = 1, 2, 3. (4.20)

Ensuite, en utilisant l’injection Lr(Ω) ⊂ [H1(Ω)]∗, compacte puisque r ≥ 3
2
, de (4.17)

provient la convergence

ξRij(bn(t)) → ξRij(b(t)) dans [H1(Ω)]∗, ξ ∈ D(Ω), t ∈ I, i, j = 1, 2, 3.
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En accord avec la propriété (1.3.7), par densité, on voit que la suite {ξRij(bn)}n ⊂
C0(I;Lr

weak(Ω)) est bornée dans L∞(I;Lr(Ω)) et le lemme I.1 implique que la suite
{sup

t∈I

‖ξRij(bn(t))‖0,r,Ω}n est bornée. Ainsi, la suite {ξRij(bn)}n est uniformément bornée

en temps dans [H1(Ω)]∗ et comme précedemment, à l’aide du théorème de Vitali, on
trouve que

ξRij(bn) → ξRij(b) dans Lr4(I; [H1(Ω)]∗), ξ ∈ D(Ω), r4 ∈ [1,∞), i, j = 1, 2, 3. (4.21)

Enfin, (4.2) et (4.4) assurent que les hypothèses du lemme 1.9 (cf. p. 25) sont satisfaites.
Celui-ci implique que

bn(t)Rij(q
i
n(t)φ)− qi

n(t)φRij(bn(t)) ⇀ b(t)Rij(q
i(t)φ)− qi(t)φRij(b(t))

dans L
rw

r+w (Ω), t ∈ I, j = 1, 2, 3.

Or, on sait que rw
r+w

> 6
5
. Par conséquent L

rw
r+w (Ω) ⊂⊂ [H1(Ω)]∗ et donc que

bn(t)Rij(q
i
n(t)φ)− qi

n(t)φRij(bn(t)) → b(t)Rij(q
i(t)φ)− qi(t)φRij(b(t))

dans [H1(Ω)]∗, t ∈ I, j = 1, 2, 3.

Alors, par des arguments semblables à ceux qui nous ont permis de conclure à la conver-
gence (4.21), on peut montrer que

bnRij(q
i
nφ)− qi

nφRij(bn) → bRij(q
iφ)− qiφRij(b)

dans Lz(I; [H1(Ω)]∗), z ∈ [1,∞) j = 1, 2, 3. (4.22)

Tout est près pour passer à la limite quand n→∞ dans l’identité (4.14). On obtient

lim
n→∞

∫

I

ψ

∫

Ω

φ{Πn − (2µ1 + µ2) div un}bn dx dt = −
∫

I

ψ

∫

Ω

Π∂iφAi(b) dx dt

−
∫

I

∂tψ

∫

Ω

qiφAi(b) dx dt−
∫

I

ψ

∫

Ω

qiφAi(f) dx dt

+µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

∂ju
i∂jφAi(b) dx dt− µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

ui∂jφRij(b) dx dt

+µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

ui∂iφb dx dt+ (µ1 + µ2)

∫

I

ψ

∫

Ω

∂iφAi(b) div u dx dt

−
∫

I

ψ

∫

Ω

qiuj∂jφAi(b) dx dt−
∫

I

ψ

∫

Ω

F iφAi(b) dx dt

+

∫

I

ψ

∫

Ω

uj{bRij(q
iφ)− qiφRij(b)} dx dt. (4.23)

Justifions brièvement le passage à la limite n→∞ dans chacun des termes du membre de
droite de (4.14) : pour le premier terme, on utilise (4.1) et (4.19) ; pour le deuxième, (4.4)
et (4.19) ; dans le troisième, (4.4) et (4.5) ; dans les quatre suivants, (4.2), (4.6), (4.19)
et (4.21) ; pour le huitième, (4.19) et (4.20) ; pour le neuvième, (4.3) et (4.19) ; pour le
dernier, (4.6) et (4.22).
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Faisons maintenant tendre n→∞ dans les équations (4.7), (4.8) et (4.12). En utilisant
les convergences (4.1)-(4.6) et les propriétés (1.3.6) et (1.3.7) des opérateurs Ai et Rij,
i, j = 1, 2, 3, pour i = 1, 2, 3, il vient alors que

∂tb + div(bu) = f dans D′(I × R
3), (4.24)

∂tAi(bφ̃) +Rij(bu
jφ̃) = Ai(fφ̃) +Ai(bu

j∂jφ̃) dans D′(I × R
3), φ̃ ∈ D(R3), (4.25)

∂tq
i + ∂j(q

iuj)− µ1∆u
i − (µ1 + µ2)∂i div u + ∂iΠ = F i dans D′(I × Ω). (4.26)

Le système (4.26) testé par une fonction ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), ϕi ∈ D(I × Ω), i = 1, 2, 3,
s’écrit

−
∫∫

I×Ω

qi∂tϕi dx dt+

∫∫

I×Ω

{µ1∂ju
i∂jϕ

i + (µ1 + µ2)(div u)(div ϕ)} dx dt

−
∫∫

I×Ω

qiuj∂jϕ
i dx dt−

∫∫

I×Ω

Π div ϕ dx dt =

∫∫

I×Ω

F iϕi dx dt. (4.27)

Au vu des hypothèses (4.1)-(4.6), par un argument de densité, l’identité (4.27) reste vraie
pour toute fonction ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) telle que ∂tϕ

i ∈ L1(I;Lw′(Ω)), ∂jϕ ∈ L2(I;L2(Ω)) ∩
L2(I;L

6w
5w−6 (Ω)), div ϕ ∈ Lp′(I×Ω), ϕi ∈ Ls′(I×Ω), i, j = 1, 2, 3. En utilisant entre autres

l’équation (4.25) et en suivant les idées présentées au début de la preuve, on peut vérifier

que la fonction ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), ϕi = ψφAi(bφ̃), ψ ∈ D(I), φ ∈ D(Ω) et φ̃ ∈ D(R3), est

une fonction admissible dans l’identité (4.27). En choisissant φ̃ ∈ D(R3) telle que φ̃ = 1
dans Ω, après un long calcul plutôt simple dans lequel sont utilisées plusieurs intégrations
par parties, une formule analogue à (1.5.9), l’équation (4.25) et les propriétés (1.3.6) et
(1.3.7) des opérateurs Ai et Rij, i, j = 1, 2, 3, on obtient

∫

I

ψ

∫

Ω

φ{Π− (2µ1 + µ2) div u}b dx dt = −
∫

I

ψ

∫

Ω

Π∂iφAi(b) dx dt

−
∫

I

∂tψ

∫

Ω

qiφAi(b) dx dt−
∫

I

ψ

∫

Ω

qiφAi(f) dx dt

+µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

∂ju
i∂jφAi(b) dx dt− µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

ui∂jφRij(b) dx dt

+µ1

∫

I

ψ

∫

Ω

ui∂iφb dx dt+ (µ1 + µ2)

∫

I

ψ

∫

Ω

∂iφAi(b) div u dx dt

−
∫

I

ψ

∫

Ω

qiuj∂jφAi(b) dx dt−
∫

I

ψ

∫

Ω

F iφAi(b) dx dt

+

∫

I

ψ

∫

Ω

uj{bRij(q
iφ)− qiφRij(b)} dx dt. (4.28)

En comparant (4.23) et (4.28), on récupère l’identité (4.9). D’où le résultat. 2

Remarque I.4 Il est bon de noter que si les hypothèses (4.5) sont remplacées par

{fn}n∈N∗ ⊂ L2(I × Ω), fn ⇀ f dans L2(I; [H1(Ω)]∗),

Ai(fn) ⇀ Ai(f) dans L2(I;H1(R3)), i = 1, 2, 3,

la conclusion du théorème I.2 reste vraie. Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier.
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Corollaire I.2 Soient les hypothèses du théorème I.2. On suppose en outre que r̃ > 2.

Alors, modulo l’extraction d’une sous-suite, bn div un ⇀ b div u dans L
2r̃

r̃+2 (I × Ω) quand
n→∞. De plus, si Πb dénote la limite faible de la suite correspondante lorsque n→∞,
on a

Πb ∈ Lmin{ 2r̃
r̃+2

, r̃p
r̃+p

}(I × Ω),

Πb− (2µ1 + µ2)b div u = Πb− (2µ1 + µ2)b div u p.p. dans I × Ω. (4.29)

Preuve. Puisque r̃ > 2, la convergence bn div un ⇀ b div u dans L
2r̃

r̃+2 (I × Ω) est claire.
Par conséquent, pour toute fonctions ψ ∈ D(I) et φ ∈ D(Ω), (4.9) peut se réécrire

lim
n→∞

∫

I

ψ

∫

Ω

φΠnbn dx dt =

∫

I

ψ

∫

Ω

φ[(2µ1 + µ2)b div u + {Π− (2µ1 + µ2) div u}b] dx dt.

Par densité de D(I) ⊗ D(Ω) dans D(I × Ω), ceci a pour conséquence la convergence

faible dans Lmin{ 2r̃
r̃+2

,
r̃p

r̃+p
}(I ×Ω) de la suite {Πnbn}n vers une limite dénotée Πb et égale à

(2µ1 + µ2)b div u + {Π− (2µ1 + µ2) div u}b. Ainsi, on a
∫∫

I×Ω

[Πb− (2µ1 + µ2)b div u− {Π− (2µ1 + µ2) div u}b]ϕdx dt = 0, ∀ϕ ∈ D(I × Ω).

La conclusion (4.29) s’en suit. Le corollaire I.2 est donc démontré. 2

Corollaire I.3 Soient I = (0, T ), T ∈ (0,∞), Ω un domaine de R3 à frontière localement
Lipschitzienne, 1 < p < ∞, 3

2
≤ r < ∞, max{2, p′} ≤ r̃ ≤ ∞, 1 < s < ∞, 1

s
+ 1

r∗
≤ 1 si

r < 3 et 1 < w <∞, 1
w

+ 1
r
< 5

6
. Pour tout sous-ensemble Ω′ ⊂⊂ Ω, on suppose que

Πn ⇀ Π dans Lp(I × Ω′), (4.30)

bn → b dans C0(Ī;Lr
weak

(Ω′)), bn
∗
⇀ b dans Lr̃(I × Ω′), (4.31)

F n ⇀ F dans [Ls(I × Ω′)]3, (4.32)

qn → q dans [C0(Ī;Lw
weak

(Ω′))]3, (4.33)

{fn}n∈N∗ ⊂ L1(I × Ω′), fn ⇀ f dans L2(I; [H1(Ω′)]∗),

Ai(fn) → Ai(f) dans L2(I;Lw′(R3)), i = 1, 2, 3,
(4.34)

un ⇀ u dans [L2(I;H1(Ω′))]3. (4.35)

En outre, on suppose que les équations (4.7), i = 1, 2, 3, (4.8) sont satisfaites. Alors la
conclusion du théorème I.2 reste vraie. Si de plus, on suppose que r̃ > 2, alors

Πb ∈ Lmin{ 2r̃
r̃+2

,
r̃p

r̃+p
}(I × Ω′),

Πb− (2µ1 + µ2)b div u = Πb− (2µ1 + µ2)b div u p.p. dans I × Ω. (4.36)

Preuve. Des hypothèses du corollaire I.3, il découle celles du corollaire I.2 avec Ω′ à la
place de Ω. D’où le résultat. 2

Remarque I.5 En remplaçant (4.34) par les hypothèses introduites dans la remarque
I.4 avec Ω′ à la place de Ω, la conclusion du corollaire I.3 reste vraie.
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5 Divers

Dans cette dernière section, nous regroupons divers résultats utiles dans les preuves à
venir. Certains sont donnés sans preuve, celle-ci constituant alors un simple exercice.

Lemme I.10 Soient T ∈ (0,∞), E ∈ L∞(0, T ) et V , F deux fonctions de L1(0, T ). Alors
les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

d

dt
E + V ≤ F dans D′(0, T ) ; (5.1)

E(t2)− E(t1) +

∫ t2

t1

V dt ≤
∫ t2

t1

F dt p.p.t. t1, t2 ∈ [0, T ], t2 ≥ t1. (5.2)

Si de plus E ∈ C0([0, T ]), (5.2) est vraie pour tout t1, t2 ∈ [0, T ].

Lemme I.11 Soient T ∈ (0,∞), Ω ⊂ R3 un domaine borné et p1, p2 ∈ [1,∞). On
suppose que ρ ∈ C0([0, T ];Lp1

weak
(Ω)), ρ ≥ 0 p.p. dans (0, T ) × Ω, u ∈ L2(0, T ;H1

0(Ω)),
ρu2 ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)) et q ∈ C0([0, T ];Lp2

weak
(Ω)) satisfont

p.p.t. t ∈ (0, T ), (ρu)(t) = q(t) p.p. dans Ω.

Alors
q(t) = 0 p.p. dans V (t) où V (t) = {x ∈ Ω, ρ(t, x) = 0}, t ∈ [0, T ] (5.3)

et il existe un représentant ũ ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) tel que

p.p.t. t ∈ (0, T ), ũ(t) = u(t) p.p. dans Ω et ∀t ∈ [0, T ], q(t) = (ρũ)(t) p.p. dans Ω.

Preuve. Commençons par démontrer (5.3). Soit t ∈ [0, T ]. Si |V (t)| = 0, (5.3) est
évident. On suppose donc que |V (t)| > 0. On introduit l’ensemble

Q = {τ ∈ (0, T ), (ρu)(τ) = q(τ) p.p. dans Ω, ‖(ρ|u|2)(τ)‖0,1 ≤ ‖ρ|u|2‖L∞(0,T ;L1(Ω))}.
En accord avec les hypothèses, |[0, T ] \ Q| = 0. Par conséquent, il existe une suite
{tn}n∈N∗ ⊂ Q telle que tn → t. Par suite, puisque q ∈ C0([0, T ];Lp2

weak(Ω)), il est clair
que q(tn) ⇀ q(t) dans L1(Ω). En particulier, il en résulte que

‖q(t)‖0,1,V (t) ≤ lim inf
n→∞

‖q(tn)‖0,1,V (t) = lim inf
n→∞

‖(ρu)(tn)‖0,1,V (t)

≤ lim inf
n→∞

{‖ρ(tn)‖
1
2

0,1,V (t)‖(ρ|u|2)(tn)‖
1
2

0,1,V (t)} ≤ ‖ρ|u|2‖
1
2

L∞(0,T ;L1(Ω)) lim inf
n→∞

‖ρ(tn)‖
1
2

0,1,V (t).

D’après l’hypothèse ρ ∈ C0([0, T ];Lp1

weak(Ω)), il est clair que ‖ρ(tn)‖0,1,V (t) → ‖ρ(t)‖0,1,V (t)

quand n→∞ et puisque ‖ρ(t)‖0,1,V (t) = 0, on récupère (5.3). Pour conclure, on pose

ũ(t, x) =





u(t, x) si (t, x) ∈ Q× Ω,

0 si (t, x) ∈ [0, T ] \Q× V (t),

q(t,x)
ρ(t,x)

si (t, x) ∈ [0, T ] \Q× Ω \ V (t).

D’où le résultat. 2
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5.3 Comportement de la densité et conséquences . . . . . . . . . . 168

5.4 Bornes uniformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

6 Preuve : Conclusion (Etude du problème d’origine) . . . . . . 178

6.1 Relaxation des conditions initiales . . . . . . . . . . . . . . . . 178

6.2 Construction d’une solution du problème d’origine . . . . . . . 179

6.3 Flux effectif visqueux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

6.4 Mesure de l’amplitude des oscillations . . . . . . . . . . . . . . 181
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Ce chapitre est consacré à la preuve de l’existence de solutions faibles des équations
de Navier-Stokes non stationnaires, compressibles, en régime isentropique, considérées
dans des domaines d’un type particulier de l’espace à trois dimensions et complétées
par des conditions aux limites de Dirichlet non homogènes pour les inconnues. Cette
démonstration détaille celle de l’article [57].

1 Formulation du problème et théorème principal

Soient T ∈ (0,∞) et Ω une région de R3, remplie d’un fluide compressible et barotrope.
La modélisation de l’évolution temporelle de la densité ρ = ρ(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Ω et
de la vitesse u = u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)), (t, x) ∈ (0, T )× Ω, est donnée par
le système d’équations de Navier-Stokes :

∂tρ+ div(ρu) = 0 dans (0, T )× Ω, (1.1)

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u +∇p(ρ) = ρf dans (0, T )× Ω. (1.2)

Comme toujours, les coefficients de viscosité µ1 et µ2 sont supposés être constants et
satisfaire les contraintes physiques

µ1 > 0,
2

3
µ1 + µ2 ≥ 0. (1.3)

Le champ de vecteurs f = f(t, x), (t, x) ∈ (0, T ) × Ω est une donnée du problème,
il correspond aux forces externes volumiques agissant sur le fluide (ici, on ne considère
pas les forces non volumiques). Dans ce chapitre, comme dans le cas stationnaire, nous
nous concentrons sur les écoulements de fluides compressibles en régime isentropique, i.e.
lorsque la pression p = p(ρ) est donnée par la loi d’état

p(ρ) = aργ , a > 0. (1.4)

Sur la constante adiabatique γ, nous faisons l’hypothèse technique suivante :

γ >
3

2
. (1.5)

Comme nous l’avons précisé dans l’introduction de ce chapitre, le système (1.1), (1.2),
(1.4) va être examiné dans des domaines Ω d’un type particulier, à savoir des domaines
de la forme

Ω = BR0(x0) \ S (1.6)

où x0 ∈ R3, R0 > 0 et S est un sous-ensemble compact de BR0(x0). Par souci de clarté
et sans perte de généralité, dans la suite nous supposerons que S ⊂ BR0

2
(x0) où x0 est

l’origine du système de coordonnées cartésiennes fixe et R0 = 1. En conséquence Ω sera
de la forme B \ S, avec S un compact de B 1

2
.

Pour que le problème (1.1), (1.2), (1.4) soit bien posé, il faut notamment prescrire des
conditions initiales pour la densité et la quantité de mouvement :

ρ(0, x) = ρ0(x) ≥ 0 dans Ω, (ρu)(0, x) = q0(x) dans Ω. (1.7)
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En ce qui concerne les conditions aux limites, nous imposons à la vitesse u de cöıncider
avec un champ de vecteurs constant u∞ sur la partie extérieure ∂B de la frontière de Ω
et d’être nulle dans le profil S. Autrement dit, les conditions aux limites imposées à la
vitesse u sont les suivantes :

u(t, x) = u∞ dans (0, T )× ∂B et u(t, x) = 0 dans (0, T )× S. (1.8)

Soit dit en passant, si ∂S possède un minimum de régularité, la propriété du cône par
exemple, les conditions imposées à u dans le profil S peuvent se réduire aux conditions
usuelles de non glissement sur la frontière ∂S du profil S. Conséquence directe de (1.8),
la densité doit être connue sur la partie de la frontière de B par laquelle le fluide pénètre
à la vitesse u∞. Nous la supposons constante, i.e

ρ(t, x) = ρ∞ ≥ 0 dans (0, T )× Γ, Γ = {x ∈ ∂B, u∞ · ν(x) < 0} (1.9)

où ν dénote la normale extérieure unitaire à la frontière ∂B.

Afin de préciser la notion de solutions auxquelles nous allons nous intéresser, il nous est
nécessaire de construire un champ de vecteurs U∞ ∈ [D(R3)]3 tel que supp U∞ ⊂ B2R,
R > 1, U∞ = 0 dans un voisinage ouvert du profil S, U∞ = u∞ dans un voisinage ouvert
de la frontière ∂B de B et satisfaisant div U∞ = 0 p.p. dans R

3 \ B. Pour ce faire, on
considère deux fonctions ϕ, ψR ∈ D(R3) satisfaisant

ϕ =





1 dans B 5
8
,

0 dans B
3
4 ,

ψR =





1 dans B 3
2
R,

0 dans B2R− 1
4 .

Soit z∞ = u∞(1− ϕ)ψR. Alors, d’après la formule de Stokes classique, on a
∫

B
2R− 1

4
∩B

3
2 R

div z∞ dx = −
∫

∂B 3
2 R

u∞ · ν dσ = 0.

Par conséquent, le corollaire B.1 nous garantit l’existence d’un champ de vecteurs v∞ ∈
[W 1,p

0 (B2R− 1
4
∩B 3

2
R)]3, p ∈ (1,∞), satisfaisant div v∞ = − div z∞ p.p. dans B2R− 1

4
∩B 3

2
R.

Il est alors facile de vérifier que le champ de vecteurs U∞ = ωε ∗ (z∞+v∞), où v∞ dénote

ici le prolongement par zéro à l’extérieur de B2R− 1
4
∩ B 3

2
R de v∞ et {ωε}ε∈(0, 1

8
) une suite

régularisante standard, possède bien les propriétés annoncées.

Ceci étant, nous pouvons maintenant définir la notion de solutions faibles renormalisées
à énergie bornée du problème (1.1), (1.2), (1.4), (1.7)-(1.9).

Définition II.1 On considère les fonctions b : R+ → R telles que

b ∈ C0([0,∞)) ∩ C1((0,∞)), ∃c > 0, ∃λ0 < 1, ∀t ∈ (0, 1], |b′(t)| ≤ ct−λ0 (1.10)

et dont le comportement à l’infini est donné par

∃c > 0, ∃λ1, λ2 ∈ R, ∀t ≥ 1, |b′(t)| ≤ ctλ1 , |tb′(t)− b(t)| ≤ ctλ2 . (1.11)

Etant données les conditions initiales ρ0, q0 et la force f ∈ [L∞((0, T ) × Ω)]3, on dira
qu’un couple de fonctions (ρ,u) est une solution faible renormalisée à énergie bornée du
problème (1.1), (1.2), (1.4), (1.7)-(1.9), s’il possède les propriétés suivantes :
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(i) ρ ∈ L∞(0, T ;Lγ(Ω)) ∩ C0([0, T ];Lγ
weak

(Ω)), ρ ≥ 0 p.p. dans (0, T ) × Ω, ρ(0) = ρ0

p.p. dans Ω, (u−U∞) ∈ [L2(0, T ;H1
0(B))]3, u = 0 p.p. dans (0, T )× S et ρ|u|2 ∈

L∞(0, T ;L1(Ω)), ρu ∈ [C0([0, T ];L
2γ

γ+1

weak
(Ω))]3, (ρu)(0) = q0 p.p. dans Ω ;

(ii) l’équation de continuité (1.1) est satisfaite au sens des distributions dans (0, T )×Ω.
Plus précisément, pour toute fonction test ϕ ∈ C∞([0, T ]× Ω) telle que ϕ ≡ 0 pour
t = 0, T et dans (0, T )× (∂B \ Γ), on a

∫ T

0

∫

Ω

{ρ∂tϕ+ ρu · ∇ϕ} dx dt =

∫ T

0

∫

Γ

ρ∞(u∞ · ν)ϕdσ dt ; (1.12)

(iii) l’équation de continuité renormalisée est satisfaite au sens des distributions dans
(0, T )× Ω. Plus précisément, pour toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) avec

−1 < λ1 ≤
γ

2
− 1, 0 < λ2 ≤

γ

2
(1.13)

et toute fonction test ϕ ∈ C∞([0, T ] × Ω) telle que ϕ ≡ 0 pour t = 0, T et dans
(0, T )× (∂B \ Γ), on a

∫ T

0

∫

Ω

[b(ρ)∂tϕ+ b(ρ)u · ∇ϕ− ϕ{ρb′(ρ)− b(ρ)} div u] dx dt

=

∫ T

0

∫

Γ

b(ρ∞)(u∞ · ν)ϕdσ dt ; (1.14)

(iv) l’équation de mouvement (1.2) est satisfaite au sens des distributions dans (0, T )×Ω ;

(v) p.p.t. τ ∈ (0, T ), (ρ,u) satisfait l’inégalité d’énergie sous forme intégrale

E(ρ,u)(τ) +

∫ τ

0

∫

Ω

{µ1|∇(u−U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(u−U∞)|2} dx dt

≤ E0 −
∫ τ

0

∫

Γ

P (ρ∞)(u∞ · ν) dσ dt

+

∫ τ

0

[

∫

Ω

ρf · (u−U∞) dx+

∫

Ω

{ρu⊗ (U∞ − u) : ∇U∞ − p(ρ) div U∞} dx] dt

−
∫ τ

0

∫

Ω

{µ1∇U∞ : ∇(U∞ − u) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(U∞ − u))} dx dt,
(1.15)

E(ρ,u)(τ) désignant p.p.t. τ ∈ (0, T ) l’énergie totale définie par

E(ρ,u)(τ) =

∫

Ω

{1

2
ρ|u−U∞|2 + P (ρ)}(τ) dx où P (ρ) =

a

γ − 1
ργ

et E0 l’énergie totale au temps t = 0 définie par

E0 =

∫

Ω

{1

2

|q0 − ρ0U∞|2
ρ0

1{ρ0>0} + P (ρ0)} dx.
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Remarque II.1 Pour que la définition II.1 soit cohérente, les conditions initiales ρ0 et
q0 doivent être compatibles, i.e. telles que

ρ0 ∈ Lγ(Ω), ρ0 ≥ 0 p.p. dans Ω, (1.16)

q0 ∈ [L
2γ

γ+1 (Ω)]3, q0 = 0 p.p. dans {ρ0 = 0}, |q0|2
ρ0

(= 0 dans {ρ0 = 0}) ∈ L1(Ω). (1.17)

La définition II.1 est fortement inspirée de celle proposée par Feireisl dans ses travaux
sur l’optimisation de formes dans des fluides compressibles visqueux [17].

Ceci étant, nous pouvons maintenant énoncer notre résultat concernant l’existence de
solutions faibles renormalisées à énergie bornée du problème (1.1), (1.2), (1.4) et (1.7)-
(1.9).

Théorème II.1 Soient T ∈ (0,∞) et Ω ⊂ R3 un domaine du type (1.6). On suppose
que les coefficients µ1 et µ2, la constante adiabatique γ et les données initiales ρ0 et q0

satisfont respectivement (1.3), (1.5) et (1.16) et (1.17) et que f ∈ [L∞((0, T ) × Ω)]3.
Alors il existe une solution faible renormalisée à énergie bornée (ρ,u) du problème (1.1),
(1.2), (1.4), (1.7)-(1.9) telle que ρ ∈ Lγ+θ((0, T ) × K), θ = 2

3
γ − 1, K désignant tout

sous-ensemble compact de Ω.

Remarque II.2 L’hypothèse sur le champ de vecteurs f n’est pas optimale, mais plutôt
commode pour la suite. Diverses conditions apparâıtront tout au long de la preuve du
théorème II.1. Nous laissons le soin au lecteur de les regrouper.

Le problème résolu par le théorème II.1 est abordé par P.L. Lions [46, Section 7.6]
dans toute sa généralité et sous la contrainte γ ≥ 9

5
. Cependant, aucune preuve complète

de ce type de résultat n’existe dans la littérature mathématique. L’objectif de ce chapitre
est d’en fournir une pour celui énoncé dans le théorème II.1. Noter tout de même la
relaxation de l’hypothèse émise par P.L. Lions sur la constante adiabatique γ, puisque
l’on suppose seulement que γ > 3

2
. Malheureusement, comme le lecteur pourra s’en rendre

compte en lisant la preuve complète du théorème II.1, celle-ci semble assez spécifique à la
présente situation. La géométrie relativement simple des domaines considérés et le fait que
ρ∞ et ui

∞, i = 1, 2, 3, soient des constantes sont les principales raisons de cette spécificité.
Autre fait qu’il est intéressant de souligner, tout au long de la preuve du théorème II.1,
nous verrons que la méthode utilisée pour construire une solution faible renormalisée à
énergie bornée implique également que celle-ci satisfait une inégalité d’énergie modifiée,
à savoir celle obtenue en remplaçant P (·) par Π(·) dans (1.15) où

Π(ρ) =
a

γ − 1
{ργ − γρργ−1

∞ + (γ − 1)ργ
∞}.

Cette inégalité modifiée jouera un rôle important dans l’examen du problème (1.1), (1.2),
(1.4), (1.7), considéré dans un domaine extérieur, problème qui fera l’objet d’un prochain
travail.
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2 Les grandes lignes de la preuve

Cette section a pour objectif d’expliquer brièvement le déroulement de la preuve du
théorème II.1. Pour ce faire, nous allons, une fois de plus, introduire divers paramètres tout
en modifiant le système d’origine et obtenir ainsi un schéma d’approximations successives.
La plupart de ces approximations ont tout d’abord été proposées par P.L. Lions [46]. Le
schéma que nous présentons ici est inspiré de celui proposé par Feireisl, Novotný
et Petzeltovà dans [18]. A la différence du cas stationnaire et ce, pour des raisons
évidentes de clarté, le schéma est introduit en partant du niveau d’approximation le plus
élevé pour se ramener au problème d’origine.

2.1 Approximation no3 (Etape no1)

A la lecture de la preuve du théorème II.1, il apparâıtra que sous l’hypothèse non
optimale γ ≥ 6, celle-ci est plus simple. Ainsi, pour compenser le manque de sommabilité
de la densité, comme dans le cas stationnaire, nous commencerons par insérer un terme
de pression artificielle δ∇ρβ, dans l’équation de mouvement (1.2), δ > 0, β ≥ max(γ, 6).
Puisque l’équation de continuité (1.1) est une équation de type hyperbolique, il sera assez
naturel d’y ajouter un terme de dissipation artificielle −ε∆ρ, ε > 0, pour la rendre de
type parabolique. Moralement, afin de préserver la conservation de la masse, nous devrons
compléter les équations par une condition aux limites de Neumann homogène pour la
densité ρ. Supposant la vitesse connue, le problème ∂tρ+div(ρu)− ε∆ρ=0, complété par
la condition aux limites ∂νρ = 0, pourra être traité à l’aide du théorème I.1, sous réserve
de plus d’informations sur la condition initiale ρ0 que celles données par les hypothèses
(1.16). C’est en parti pour cette raison que nous travaillerons avec des données initiales
plus régulières. Une fois la dissipation artificielle insérée dans l’équation de continuité, afin
d’obtenir une inégalité d’énergie convenable, nous modifierons l’équation de mouvement en
y ajoutant le terme ε∇ρ ·∇u. Enfin, pour des raisons qui seront plus claires dans la suite,
nous résoudrons le problème obtenu sur (0, T ) × V où V = B2R ⊃ supp U∞, problème
dans lequel nous insérerons un terme de pénalisation afin de récupérer les conditions aux
limites u = u∞ sur ∂B.

Commençons à clarifier cette approche heuristique. Le premier problème que nous
étudierons est semblable à celui examiné dans [18, Section 2]. La principale différence
réside dans un terme additionnel provenant de la méthode de pénalisation de domaine.
Plus précisément, nous considérerons le système d’équations suivant :

∂tρn + div(ρnun)− ε∆ρn = 0 dans (0, T )× Ω, (2.1)

∂t(ρnun) + div(ρnun ⊗ un)− µ1∆un − (µ1 + µ2)∇ div un +∇pδ(ρn) + ε∇ρn · ∇un

= ρnf − n1V \Ω(un −U∞) dans (0, T )× V, (2.2)

complété par les conditions aux limites et les conditions initiales modifiées :

∂νρn|∂V = 0 et un|∂V = 0, (2.3)

ρn(0) = ρ0 ∈ C2,α(V ), 0 < ρ ≤ ρ0 ≤ ρ dans V , ∂νρ0|∂V = 0, (2.4)

(ρnun)(0) = q0 = (q1
0, q

2
0, q

3
0), q

i
0 ∈ C2(V ), i = 1, 2, 3. (2.5)
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Dans les équations (2.1)-(2.2), n ∈ N∗, V = B2R ⊃ supp U∞, R > 1, f dénote encore le
prolongement de f par zéro dans (0, T )× V \ Ω, ε ∈ (0, 1] et la pression pδ(·) est donnée
par la loi d’état suivante :

pδ(ρ) = p(ρ) + δρβ, δ ∈ (0, 1], β ≥ max(γ, 6). (2.6)

L’examen du problème (2.1)-(2.6) fera l’objet de la section 3 dans laquelle nous nous
affairerons en particulier à démontrer la

Proposition II.1 Soient T ∈ (0,∞), V ⊂ R3 un domaine borné de classe C2,α, α ∈
(0, 1], Ω ⊂ V , µ1, µ2 et γ des constantes satisfaisant (1.3) et (1.5), f ∈ [L∞((0, T )×V )]3,
U∞ ∈ [D(R3)]3, supp U∞ ⊂ V , δ ∈ (0, 1], β ≥ max(γ, 6), ε ∈ (0, 1] et n ∈ N∗. On suppose
que ρ0 et q0 satisfont les hypothèses (2.4) et (2.5). Alors il existe un couple de fonctions
(ρn,un) satisfaisant

(i) ρn ∈ L
4
3
β((0, T )× V )∩C0([0, T ];Lβ

weak
(V )), ρn ≥ 0 p.p. dans (0, T )× V , ρn(0) = ρ0

p.p. dans V , Dαρn, ∂tρn ∈ Ls(0, T ;L
2β

β+2 (V )), ∀|α| = 2, s = 5β−3
4β

et p.p.t. t ∈
(0, T ), ∂νρn(t)|∂V = 0, un ∈ [L2(0, T ;H1

0(V ))]3 ρnun ∈ [Ls(0, T ;W 1,s
0 (V ))]3, ρnun ∈

[C0([0, T ];L
2β

β+1

weak
(V ))]3, (ρnun)(0) = q0 p.p. dans V et ∇ρn ·∇un ∈ [Ls((0, T )×V )]3 ;

(ii) l’équation de continuité avec dissipation (2.1) p.p. dans (0, T )× V ;

(iii) l’équation de mouvement (2.2) au sens des distributions dans (0, T )× V ;

(iv) au sens des distributions dans (0, T ), l’inégalité d’énergie sous forme différentielle

d

dt
Eδ(ρn,un) +

∫

V

{µ1|∇(un −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(un −U∞)|2} dx

+εδβ

∫

V

ρβ−2
n |∇ρn|2 dx+ n

∫

V \Ω

|un −U∞|2 dx ≤
∫

Ω

ρnf · (un −U∞) dx

+

∫

V

{ε∇ρn · ∇(un −U∞) ·U∞ + ρnun ⊗ (U∞ − un) : ∇U∞ − pδ(ρn) div U∞} dx

−
∫

V

{µ1∇U∞ : ∇(un −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(un −U∞))} dx (2.7)

et p.p.t. τ ∈ (0, T ), l’inégalité d’énergie sous forme intégrale

Eδ(ρn,un)(τ) +

∫ τ

0

∫

V

{µ1|∇(un −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(un −U∞)|2} dx dt

+εδβ

∫ τ

0

∫

V

ρβ−2
n |∇ρn|2 dx dt+ n

∫ τ

0

∫

V \Ω

|un −U∞|2 dx dt

≤ Eδ,0 +

∫ τ

0

∫

Ω

ρnf · (un −U∞) dx dt+ ε

∫ τ

0

∫

V

∇ρn · ∇(un −U∞) ·U∞ dx dt

+

∫ τ

0

∫

V

{ρnun ⊗ (U∞ − un) : ∇U∞ − pδ(ρn) div U∞} dx dt

−
∫ τ

0

∫

V

{µ1∇U∞ : ∇(un −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(un −U∞))} dx dt,
(2.8)
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dans lesquelles Eδ(ρn,un) dénote l’énergie totale modifiée, définie par

Eδ(ρn,un) =

∫

V

{1

2
ρn|un −U∞|2 + Pδ(ρn)} dx, Pδ(ρ) = P (ρ) +

δ

β − 1
ρβ (2.9)

et Eδ,0 l’énergie modifiée des données initiales ρ0 et q0 provenant de (2.4) et (2.5),
définie par

Eδ,0 =

∫

V

{1

2

|q0 − ρ0U∞|2
ρ0

+ Pδ(ρ0)} dx ; (2.10)

(v) les bornes uniformes par rapport à n :

sup ess
t∈(0,T )

‖ρn(t)‖γ
0,γ,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.11)

δ sup ess
t∈(0,T )

‖ρn(t)‖β
0,β,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.12)

sup ess
t∈(0,T )

‖(√ρn|un|)(t)‖2
0,2,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.13)

∫ T

0

‖∇un‖2
0,2,V dt ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.14)

ε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.15)

εδβ

∫ T

0

∫

V

ρβ−2
n |∇ρn|2 dx dt ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.16)

∫ T

0

∫

V \Ω

|un −U∞|2 dx dt ≤
c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f)

n
, (2.17)

‖ρβ
n‖0, 4

3
,(0,T )×V ≤ c(T, ε, δ, ρ0, q0,U∞,f). (2.18)

Remarque II.3 Durant la preuve de la proposition II.1, nous montrerons également que
le couple (ρn,un) satisfait les inégalités d’énergie modifiées, obtenues en remplaçant Pδ(·)
par Πδ(·) dans (2.7) et (2.8) où

Πδ(ρ) = Π(ρ) +
δ

β − 1
{ρβ − βρρβ−1

∞ + (β − 1)ρβ
∞}.

Remarque II.4 Il est facile de vérifier que toute fonction ϕ ∈ L2(0, T ;W
1,

2β
β−1

0 (V )), ∂tϕ ∈
L1(0, T ;Lβ′(V )) est une fonction test admissible de l’équation (2.1) et que toute fonction

ϕ ∈ [L4(0, T ;W 1,4
0 (V ))]3, ∂tϕ ∈ [L2(0, T ;L

6β
5β−6 (V ))]3 est une fonction test admissible de

l’équation (2.2).

2.2 Approximation no2 (Etape no2)

La proposition II.1 en tête, nous nous placerons alors dans la configuration du problème
(2.1)-(2.6) et nous ferons tendre le coefficient n du terme pénalisé vers sa valeur critique.
Ceci engendrera la
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Proposition II.2 Pour tout δ ∈ (0, 1] fixé et ε ∈ (0, 1], il existe un couple de fonctions
(ρε,uε) satisfaisant

(i) ρε ∈ L
4
3
β((0, T )× V ) ∩ C0([0, T ];Lβ

weak
(V )), ρε ≥ 0 p.p. dans (0, T )× V , ρε(0) = ρ0

p.p. dans V , Dαρε, ∂tρε ∈ Ls(0, T ;L
2β

β+2 (V )), ∀|α| = 2, s = 5β−3
4β

et p.p.t. t ∈ (0, T ),

∂νρε(t)|∂V = 0, uε ∈ [L2(0, T ;H1
0(V ))]3, uε = U∞ p.p. dans (0, T )× V \ Ω, ρεuε ∈

[Ls(0, T ;W 1,s
0 (V ))]3, ρεuε ∈ [C0([0, T ];L

2β
β+1

weak
(Ω))]3, (ρεuε)(0) = q0 p.p. dans V ,

∇ρε · ∇uε ∈ [Ls((0, T )× V )]3 ;

(ii) l’équation de continuité avec dissipation

∂tρε + div(ρεuε)− ε∆ρε = 0 p.p. dans (0, T )× V ; (2.19)

(iii) l’équation de mouvement

∂t(ρεuε) + div(ρεuε ⊗ uε)− µ1∆uε − (µ1 + µ2)∇ div uε +∇pδ(ρε) + ε∇ρε · ∇uε

= ρεf dans [D′((0, T )× Ω)]3 ; (2.20)

(iv) au sens des distributions dans (0, T ) l’inégalité d’énergie sous forme différentielle

d

dt
Eδ(ρε,uε) +

∫

Ω

{µ1|∇(uε −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(uε −U∞)|2} dx

≤
∫

Ω

ρεf · (uε −U∞) dx+ ε

∫

Ω

∇ρε · ∇(uε −U∞) ·U∞ dx

+

∫

Ω

{ρεuε ⊗ (U∞ − uε) : ∇U∞ − pδ(ρε) div U∞} dx

−
∫

Ω

{µ1∇U∞ : ∇(uε −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(uε −U∞))} dx (2.21)

et p.p.t. τ ∈ (0, T ) l’inégalité d’énergie sous forme intégrale

Eδ(ρε,uε)(τ) +

∫ τ

0

∫

Ω

{µ1|∇(uε −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(uε −U∞)|2} dx dt

≤ Eδ,0 +

∫ τ

0

∫

Ω

ρεf · (uε −U∞) dx dt+ ε

∫ τ

0

∫

Ω

∇ρε · ∇(uε −U∞) ·U∞ dx dt

+

∫ τ

0

∫

Ω

{ρεuε ⊗ (U∞ − uε) : ∇U∞ − pδ(ρε) div U∞} dx dt

−
∫ τ

0

∫

Ω

{µ1∇U∞ : ∇(uε −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(uε −U∞))} dx dt ;

(2.22)
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(v) les bornes uniformes par rapport à ε :

sup ess
t∈(0,T )

‖ρε(t)‖γ
0,γ,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.23)

δ sup ess
t∈(0,T )

‖ρε(t)‖β
0,β,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.24)

sup ess
t∈(0,T )

‖(√ρε|uε|)(t)‖2
0,2,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.25)

∫ T

0

‖∇uε‖2
0,2,V dt ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.26)

ε

∫ T

0

‖∇ρε‖2
0,2,V dt ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.27)

‖ρε‖0,γ+1,(0,T )×K + ‖ρε‖0,β+1,(0,T )×K ≤ c(T,Ω, K, δ, ρ0, q0,U∞,f), (2.28)

K désignant tout sous-ensemble compact de Ω.

Preuve. Voir la section 4. 2

Remarque II.5 Nous verrons que le couple (ρε,uε) satisfait également les inégalités
d’énergie modifiées obtenues en remplaçant Pδ(·) par Πδ(·) dans (2.21) et (2.22).

Remarque II.6 Il est facile de vérifier que toute fonction ϕ ∈ L2(0, T ;W
1,

2β
β−1

0 (V )), ∂tϕ ∈
L1(0, T ;Lβ′(V )) est une fonction test admissible de l’équation (2.19) et que toute fonction

ϕ ∈ [L4(0, T ;W 1,4
0 (Ω′))]3 telle que ∂tϕ ∈ [L1(0, T ;L

2β
β−1 (Ω′))]3 + [L2(0, T ;L

6β
5β−6 (Ω′))]3,

Ω′ ⊂ Ω, est une fonction test admissible de l’équation (2.20).

2.3 Approximation no1 (Etape no3)

Un fois la proposition II.2 démontrée, nous ferons tendre ε vers sa valeur critique dans
les équations (2.19)-(2.20). Pour ce faire, nous utiliserons une approche due à P.L. Lions
[46, Chapter 5,7] qui nous permettra de conclure que :

Proposition II.3 Pour δ ∈ (0, 1], il existe un couple de fonctions (ρδ,uδ) qui possède
les propriétés suivantes :

(i) ρδ ∈ Lβ+1(0, T ;Lβ+1
loc (Ω)) ∩ C0([0, T ];Lβ

weak
(V )), ρδ ≥ 0 p.p. dans (0, T )× V , ρδ = 0

dans (0, T )× R
3 \ V et ρδ(0) = ρ0 p.p. dans V , uδ ∈ [L2(0, T ;H1(R3))]3, uδ = U∞

p.p. dans (0, T ) × R3 \ Ω, ρδuδ ∈ [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak
(Ω))]3, (ρδuδ)(0) = q0 p.p. dans

Ω ;

(ii) (ρδ,uδ) est solution de l’équation de continuité

∂tρδ + div(ρδuδ) = 0 dans D′((0, T )× R
3) ; (2.29)
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(iii) pour toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) et (1.13) avec β à la place de γ,
(ρδ,uδ) est solution de l’équation de continuité renormalisée

∂tb(ρδ) + div(b(ρδ)uδ) + {ρδb(ρδ)− b(ρδ)} div uδ = 0 dans D′((0, T )× R
3) ; (2.30)

(iv) pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) et tout k > 0, (ρδ,uδ) satisfait l’équation

∂tbk(ρδ) + div(bk(ρδ)uδ) + {ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ = 0 dans D′((0, T )× R

3) ;
(2.31)

(v) (ρδ,uδ) est solution de l’équation de mouvement

∂t(ρδuδ) + div(ρδuδ ⊗ uδ)− µ1∆uδ − (µ1 + µ2)∇ div uδ +∇pδ(ρδ)

= ρδf dans [D′((0, T )× Ω)]3 ; (2.32)

(vi) p.p.t. τ ∈ (0, T ), (ρδ,uδ) satisfait l’inégalité d’énergie sous forme intégrale

Eδ(ρδ,uδ)(τ) +

∫ τ

0

∫

Ω

{µ1|∇(uδ −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(uδ −U∞)|2} dx dt

≤ Eδ,0 +

∫ τ

0

∫

Ω

ρδf · (uδ −U∞) dx dt

+

∫ τ

0

∫

Ω

{ρδuδ ⊗ (U∞ − uδ) : ∇U∞ − pδ(ρδ) div U∞} dx dt

−
∫ τ

0

∫

Ω

{µ1∇U∞ : ∇(uδ −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(uδ −U∞))} dx dt.
(2.33)

Preuve. Voir la section 5. 2

Remarque II.7 Nous montrerons également que le couple (ρδ,uδ) satisfait l’inégalité
d’énergie modifiée, obtenue en remplaçant Pδ(·) par Πδ(·) dans (2.33).

A ce stade de la preuve, nous introduirons une région U ⊂ V telle que Γ ⊂ ∂U et nous
prouverons que si la condition initiale modifiée ρ0 est telle que ρ0 = ρ∞ dans U , alors il
existe une région Σ(T ) ⊂ U , telle que Γ ⊂ ∂Σ(T ), dans laquelle

ρδ = ρ∞ p.p. dans (0, T )× Σ(T ). (2.34)

Sous la condition ρ0 = ρ∞ dans U qui, pour des raisons évidentes de compatibilité avec
l’hypothèse (2.4), nécessite que 0 < ρ ≤ ρ∞ ≤ ρ < ∞ , de (2.34) découlera diverses
propriétés satisfaites par le couple (ρδ,uδ). Citons entre autres un affinement de l’inégalité
d’énergie (2.33). Ensuite, partant de (ρδ,uδ), nous construirons un nouveau couple de
fonctions, encore noté (ρδ,uδ), qui bien sûr possédera les propriétés induites par celles de
l’ancien couple (ρδ,uδ), mais également d’autres, essentielles dans le passage à la limite
δ → 0+. En voici la liste sous forme de proposition.
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Proposition II.4 Soient ρ0 satisfaisant (2.4), ρ0 = ρ∞ dans U avec 0 < ρ ≤ ρ∞ ≤ ρ <

∞ et q0 satisfaisant (2.5). Pour tout δ ∈ (0, 1], il existe un couple de fonctions (ρδ,uδ)
satisfaisant

(i) ρδ ∈ Lβ+1(0, T ;Lβ+1
loc (Ω))∩C0([0, T ];Lβ

weak
(Ω)), ρδ ≥ 0 p.p. dans (0, T )×Ω, ρδ(τ) =

ρ0 p.p. dans B \ Ω, τ ∈ [0, T ], ρδ = ρ∞ dans (0, T ) × (R3 \ B), ρδ(0) = ρ0 p.p.
dans Ω, (uδ − U∞) ∈ [L2(0, T ;H1(R3))]3, uδ = U∞ p.p. dans (0, T ) × (R3 \ Ω),

ρδuδ ∈ [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak
(Ω))]3, (ρδuδ)(0) = q0 p.p. dans Ω ;

(ii) l’équation de continuité (2.29), l’équation de continuité renormalisée (2.30) pour
toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) et (1.13) avec β à la place de γ et
l’équation (2.31) pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) et tout k > 0 au sens des
distributions dans (0, T )× (R3 \ (∂B \ Γ)) ;

(iii) l’équation de mouvement (2.32) dans [D′((0, T )× Ω)]3 ;

(iv) p.p.t. τ ∈ (0, T ) l’inégalité d’énergie sous forme intégrale
∫

Ω

{1

2
ρδ|uδ −U∞|2 + Pδ(ρδ)}(τ) dx+

∫ τ

0

∫

Γ

Pδ(ρ∞)(u∞ · ν) dσ dt

+

∫ τ

0

∫

Ω

{µ1|∇(uδ −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(uδ −U∞)|2} dx dt

≤
∫

V

{1

2

|q0 − ρ0U∞|2
ρ0

} dx+

∫

Ω

Pδ(ρ0) dx+

∫ τ

0

∫

Ω

ρδf · (uδ −U∞) dx dt

+

∫ τ

0

∫

Ω

{ρδuδ ⊗ (U∞ − uδ) : ∇U∞ − pδ(ρδ) div U∞} dx dt

−
∫ τ

0

∫

Ω

{µ1∇U∞ : ∇(uδ −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(uδ −U∞))} dx dt.
(2.35)

Preuve. Voir la section 6. 2

Remarque II.8 Suite logique de la remarque II.7, nous verrons que le couple (ρδ,uδ)
satisfait également l’inégalité d’énergie modifiée, obtenue en remplaçant Pδ(·) par Πδ(·)
dans (2.35).

Remarque II.9 Soit p ∈ ( 2γ

γ+1
, 6γ

γ+6
). Par interpolation, il est clair que p.p.t. t ∈ (0, T ),

‖(ρδuδ)(t)‖0,p,Ω ≤ ‖(ρδuδ)(t)‖α(p)

0,
2γ

γ+1
,Ω

(ρδuδ)(t)‖1−α(p)

0,
6γ

γ+6
,Ω
,

1

p
=
γ + 1

2γ
α(p) +

γ + 6

6γ
(1− α(p)).

En conséquence, il est clair que ρδuδ ∈ [L
2

1−α(p) (0, T ;Lp(Ω))]3. Par suite, il est facile de
vérifier que toute fonction ϕ ∈ [Lβ+1(0, T ;W 1,β+1

0 (Ω′))]3 telle que

∂tϕ ∈ [L1(0, T ;L
2β

β−1 (Ω′))]3 + [L( 2
1−α(p))

′

(0, T ;Lp′(Ω′))]3 + [L2(0, T ;L
6β

5β−6 (Ω′))]3,

p ∈ (
2γ

γ + 1
,

6γ

γ + 6
),

1

p
=
γ + 1

2γ
α(p) +

γ + 6

6γ
(1− α(p))

où Ω′ ⊂ Ω, est une fonction test admissible de l’équation de mouvement (2.32).
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Nous poserons ensuite

Eδ(ρ0, q0) =

∫

V

{1

2

|q0 − ρ0U∞|2
ρ0

} dx+

∫

Ω

Pδ(ρ0) dx. (2.36)

Avec cette notation, nous montrerons que les bornes suivantes découlent de l’inégalité
d’énergie (2.35) :

sup ess
t∈(0,T )

‖ρδ(t)‖γ
0,γ,Ω ≤ c(T, Eδ(ρ0, q0),U∞,f), (2.37)

δ sup ess
t∈(0,T )

‖ρδ(t)‖β
0,β,Ω ≤ c(T, Eδ(ρ0, q0),U∞,f), (2.38)

sup ess
t∈(0,T )

‖(√ρδ|uδ −U∞|)(t)‖2
0,2,Ω ≤ c(T, Eδ(ρ0, q0),U∞,f), (2.39)

∫ T

0

‖∇(uδ −U∞)‖2
0,2,Ω dt ≤ c(T, Eδ(ρ0, q0),U∞,f). (2.40)

A partir de ces bornes, suivant une observation due à P.L. Lions [46, Theorem 7.1], nous
récupérerons également une estimation du type

∫ T

0

∫

K

(aργ+θ
δ + δρ

β+θ
δ ) dx dt ≤ c(T,Ω, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f) (2.41)

où K désigne tout sous-ensemble compact de Ω et θ = 2
3
γ − 1. Cette information sera

indispensable pour assurer que la pression limite lorsque δ → 0+ n’est pas une mesure.

La dernière et ultime étape de la preuve consistera à éliminer le terme de pression
artificielle par passage à la limite δ → 0+ tout en relaxant les hypothèses (2.4) et (2.5)
sur les conditions initiales ainsi que l’hypothèse 0 < ρ ≤ ρ∞ ≤ ρ < ∞. Pour ce faire,
partant de conditions initiales ρ0 et q0 satisfaisant (1.16) et (1.17), nous construirons des
conditions initiales modifiées ρ0,δ et q0,δ satisfaisant (2.4), ρ0,δ = ρ∞,δ ≡ ρ∞ + δ dans U et
(2.5). Ces nouvelles conditions initiales modifiées auront la particularité d’être telles que
la constante c(T,Ω, K, Eδ(ρ0,δ, q0,δ),U∞,f) qui apparâıtra dans les bornes (2.37)-(2.41)
reste uniforme par rapport à δ. Finalement, pour le passage à la limite δ → 0+, nous
utiliserons l’approche due à Feireisl [16, 17], approche que nous avons adaptée dans la
partie stationnaire de ce mémoire. Cette approche diffère en plusieurs points de celle due
à P.L. Lions [46, Chapter 5,7] et semble être plus appropriée puiqu’elle permet de traiter
le cas γ > 3

2
. Les détails de cette procédure seront exposés dans la section 6.

3 Preuve : Etape no1

Dans cette section, nous nous plaçons dans les hypothèses de la proposition II.1 afin
de démontrer celle-ci. Cette preuve utilise une méthode standard consistant à introduire
une approximation de type Faedo-Galerkin, comme l’ont fait Feireisl, Novotný et
Petzeltová dans [18, Section 2].
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3.1 Approximation de Faedo-Galerkin

Soit A : D(A) = [H1
0 (V )]3 ∩ [H2(V )]3 ⊂ [L2(V )]3 → [L2(V )]3 l’opérateur défini par

A = −µ1∆− (µ1 +µ2)∇ div où µ1 et µ2 sont des constantes satisfaisant (1.3). On rappelle
que sous ces hypothèses, A est un opérateur fortement elliptique. Par ailleurs, à l’aide de
la formule de Green, on vérifie sans peine que A est un opérateur symétrique alors que
le lemme 1.7 garantit que pour toute fonction f ∈ [L2(V )]3, il existe une unique fonction
u ∈ D(A) telle que Au = f , ce qui implique que A est surjectif. D’autre part, la formule
de Green et l’inégalité de Poincaré prouvent que

∫

V

Au · u dx =

∫

V

{µ1|∇u|2 + (µ1 + µ2)| div u|2} dx ≥ c(V )
µ1

3
‖u‖2

1,2, u ∈ D(A)

d’où, d’après l’inégalité de Schwarz, que

‖Au‖0,2 ≥ c(V )
µ1

3
‖u‖1,2, u ∈ D(A).

En conséquence, l’opérateur A est inversible et A−1 considéré comme un opérateur de
[L2(V )]3 à valeurs dans [L2(V )]3 est compact. Or, tout opérateur symétrique T défini
sur un espace de Hilbert H, à valeurs dans ce même espace H est un opérateur borné et
autoadjoint (cf. [82, Proposition VII.3.2]). Ainsi, puisque [L2(V )]3 est un espace de Hilbert
séparable, le [8, Théorème VI.11] garantit l’existence d’une base Hilbertienne (ek)k∈N∗ de
[L2(V )]3 et d’une suite de réels strictement positifs (λk)k∈N∗, λk →∞, satisfaisant

ek ∈ D(A), Aek = λkek.

En accord avec les résultats classiques sur la régularité elliptique, (ek)k ⊂ [C∞(V )]3. Noter
que (ek)k forme également un système orthogonal complet de [H1

0 (V )]3 muni du produit
scalaire

((u, v)) =

∫

V

{µ1∇u : ∇v + (µ1 + µ2)(div u)(div v)} dx.

Soient Xm = Vect(ek, k = 1, . . . , m) le sous-espace vectoriel de [L2(V )]3 muni du produit
scalaire induit

(u, v) =

∫

V

u · v dx

et Pm l’opérateur de projection de [L2(V )]3 sur Xm. On rappelle que cet opérateur possède
les propriétés suivantes :

‖Pm‖L([L2(V )]3,[L2(V )]3) = 1, lim
m→∞

‖Pmφ− φ‖0,2 = 0, φ ∈ [L2(V )]3,

‖Pmφ‖k,2 ≤ c‖φ‖k,2, φ ∈ [Hk(V )]3, k = 1, 2
(3.1)

où c est une constante indépendante de m ∈ N
∗. De plus, remarquer que par l’absurde, il

est facile de montrer que

sup
φ∈[L2(V )]3

φ6=0

‖(Pm − I)φ‖−1,2

‖φ‖0,2
→ 0 quand m→∞. (3.2)
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Bien sûr, puisque Xm est de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes. Dans
la suite, nous noterons par 0 < c = c(m, k, p, l, q) < c = c(m, k, p, l, q) les constantes
optimales dans les inégalités

c‖u‖k,p ≤ ‖u‖l,q ≤ c‖u‖k,p, u ∈ Xm, k, l ∈ N, p, q ∈ [1,∞] (3.3)

et par c̃ = c̃(p, V ) la constante optimale dans l’inégalité de Poincaré

‖ϕ‖0,p ≤ c̃‖∇ϕ‖0,p, ϕ ∈ W 1,p
0 (V ), p ∈ [1,∞). (3.4)

Soit ϕ une fonction telle que

ϕ ∈ C0([0, T ];L2(V )), ∂tϕ ∈ L1(0, T ;L2(V )), infess
x∈V

ϕ(t, x) > 0, ∀t ∈ [0, T ]. (3.5)

Pour t ∈ [0, T ] fixé, on introduit l’opérateur

Mϕ(t) : Xm → Xm, v 7→ Pm(ϕ(t)v). (3.6)

Cet opérateur est clairement linéaire et en accord avec les propriétés (3.1) et les inégalités
(3.3), on a

‖Mϕ(t)v‖Xm ≤ ‖ϕ(t)v‖0,2 ≤ c‖ϕ(t)‖0,2‖v‖Xm

d’où on déduit que

‖Mϕ(t)‖L(Xm,Xm) ≤ c‖ϕ(t)‖0,2. (3.7)

Par ailleurs,
∫

V

Mϕ(t)v · v dx =

∫

V

Pm(ϕ(t)v) · v dx =

∫

V

ϕ(t)|v|2 dx ≥ infess
x∈V

ϕ(t, x)‖v‖2
Xm
.

Ceci prouve l’injectivité de l’opérateur Mϕ(t) et donc, sa bijectivité puisque Xm est de
dimension finie, ainsi que l’inégalité

‖(Mϕ(t))
−1‖L(Xm,Xm) ≤ (infess

x∈V
ϕ(t, x))−1. (3.8)

Considérons maintenant deux fonctions ϕi, i = 1, 2, possédant les propriétés (3.5). Noter
alors que Mϕ1(t) −Mϕ2(t) = M(ϕ1−ϕ2)(t) et par suite que

(Mϕ2(t))
−1 − (Mϕ1(t))

−1 = (Mϕ2(t))
−1M(ϕ1−ϕ2)(t)(Mϕ1(t))

−1.

De ces remarques, complétées par les inégalités (3.7) et (3.8), il résulte que

‖(Mϕ2(t))
−1 − (Mϕ1(t))

−1‖L(Xm,Xm) ≤ cmax
i=1,2

(infess
x∈V

ϕi(t, x))
−2‖(ϕ1 − ϕ2)(t)‖0,2. (3.9)

Enfin, en considérant v ∈ Xm fixé, on peut voir Mϕ(·)v comme une fonction continue sur

[0, T ] à valeurs dans Xm. On calcule alors −
∫ T

0
(Mϕ(t)v,Φ)∂tψ dt, ψ ∈ D(0, T ), Φ ∈ Xm.

A l’aide du théorème de Fubini, on conclut finalement que

∂tMϕ(t)v ∈ Xm p.p.t. t ∈ (0, T ) et ∂tMϕ(t)v = M∂tϕ(t)v p.p. dans (0, T ). (3.10)

Ces quelques notions en tête, nous pouvons énoncer le résultat suivant dont la preuve
fait l’objet de la suite et fin de cette sous-section.
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Proposition II.5 Soient T ∈ (0,∞), V ⊂ R3 un domaine borné de classe C2,α, α ∈
(0, 1], Ω ⊂⊂ V , µ1, µ2 et γ des constantes satisfaisant (1.3) et (1.5), f ∈ [L∞((0, T ) ×
V )]3, U∞ ∈ [D(R3)]3, supp U∞ ⊂ V , δ ∈ (0, 1] fixé, β ≥ max(γ, 6), ε ∈ (0, 1] et n ∈ N

fixé. On suppose que

ρ0 ∈ L∞(V ) ∩H1(V ), 0 < ρ ≤ ρ0 ≤ ρ <∞,

u0 ∈ Xm (q0 = ρ0u0 ⇒
|q0|2
ρ0

∈ L1(V )).
(3.11)

Alors il existe un couple de fonctions (ρm,um) qui possède les propriétés suivantes :

(i) ρm ∈ Lp(0, T ;W 2,p(V ))∩C0([0, T ];Lp(V )∩H1(V )), ∂tρm ∈ Lp((0, T )× V ), ρm > 0
dans [0, T ] × V , ∂νρm(t)|∂V = 0 p.p.t. t ∈ (0, T ), um ∈ C0([0, T ];Xm), ∂tum ∈
Lp(0, T ;Xm), p ∈ (1,∞), ρm(0) = ρ0, um(0) = u0 ;

(ii) (ρm,um) est solution de l’équation de continuité avec dissipation

∂tρm + div(ρmum)− ε∆ρm = 0 p.p. dans (0, T )× V ; (3.12)

(iii) (ρm,um) satisfait
∫

V

∂t(ρmum) · Φ dx =

∫

V

{µ1∆um + (µ1 + µ2)∇ div um} · Φ dx

−
∫

V

{div(ρmum ⊗ um) +∇p(ρm) + ε∇ρm · ∇um} · Φ dx

+

∫

V

{ρmf − n1V \Ω(um −U∞)} · Φ dx p.p. dans (0, T ), ∀Φ ∈ Xm ; (3.13)

(iv) (ρm,um) satisfait l’inégalité d’énergie sous forme différentielle

d

dt
Ẽδ(ρm,um) +

∫

V

{µ1|∇um|2 + (µ1 + µ2)| div um|2} dx+ εδβ

∫

V

ρβ−2
m |∇ρm|2 dx

≤
∫

V

{ρmf − n1V \Ω(um −U∞)} · um dx p.p. dans (0, T ) (3.14)

où

Ẽδ(ρm,um) =

∫

V

{1

2
ρm|um|2 + Pδ(ρm)} dx, (3.15)

aussi bien que sous la forme intégrale

Ẽδ(ρm,um)(τ) +

∫ τ

0

∫

V

{µ1|∇um|2 + (µ1 + µ2)| div um|2} dx dt

+εδβ

∫ τ

0

∫

V

ρβ−2
m |∇ρm|2 dx dt ≤ Ẽδ,0

+

∫ τ

0

∫

V

{ρmf − n1V \Ω(um −U∞)} · um dx dt pour tout τ ∈ [0, T ] (3.16)
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où

Ẽδ,0 =

∫

V

{1

2

|q0|2
ρ0

+ Pδ(ρ0)} dx ; (3.17)

(v) (ρm,um) satisfait les bornes uniformes par rapport à m :

sup ess
t∈(0,T )

‖ρm(t)‖γ
0,γ,V ≤ c(T, n, ρ0, q0,f), (3.18)

δ sup ess
t∈(0,T )

‖ρm‖β
0,β,V ≤ c(T, n, ρ0, q0,f), (3.19)

sup ess
t∈(0,T )

‖(√ρm|um|)(t)‖2
0,2,V ≤ c(T, n, ρ0, q0,f), (3.20)

∫ T

0

‖∇um‖2
0,2,V dt ≤ c(T, n, ρ0, q0,f), (3.21)

εδβ

∫ T

0

∫

V

ρβ−2
m |∇ρm|2 dx dt ≤ c(T, n, ρ0, q0,f), (3.22)

‖ρβ
m‖L

4
3 ((0,T )×V )

≤ c(T, n, ε, δ, ρ0, q0,f), (3.23)

ε

∫ T

0

‖∇ρm‖2
0,2,V dt ≤ c(T, n, δ, ρ0, q0,f). (3.24)

Preuve. Soient T ′ ∈ (0, T ] et q0 = ρ0u0. Supposons dans un premier temps, qu’il existe
un champ de vecteurs u ∈ C0([0, T ′];Xm) satisfaisant

∫

V

{(ρu)(t)− q0} ·Φ dx =

∫ t

0

∫

V

{µ1∆u + (µ1 + µ2)∇ div u}(s) ·Φ dx ds

−
∫ t

0

∫

V

{div(ρu⊗ u) +∇pδ(ρ) + ε∇ρ · ∇u}(s) ·Φ dx ds

+

∫ t

0

∫

V

{ρf − n1V \Ω(u−U∞)}(s) ·Φ dx ds, ∀t ∈ [0, T ′], Φ ∈ Xm (3.25)

où ρ = Sρ0(u) ∈ RT ′ , Sρ0 désignant l’opérateur construit dans le théorème I.1 et

Rτ =

{
ϕ ∈ Lp(0,τ ;W 2,p(V )) ∩ C0([0, τ ];Lp(V ) ∩H1(V )),

∂tϕ ∈ Lp((0, τ)× V ), p ∈ (1,∞)

}
, τ ∈ (0, T ].

Remarquer que les hypothèses (3.11) et u ∈ C0([0, T ′];Xm) assurent celles du théorème
I.1. Ainsi ρ = Sρ0(u) ∈ RT ′ a bien un sens et, on le rappelle, est l’unique solution du
problème

∂tρ + div(ρu)− ε∆ρ = 0 p.p. dans (0, T ′)× V,

∂νρ = 0 sur ∂V p.p.t. t ∈ (0, T ′),

ρ(0) = ρ0 p.p. dans V.
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De manière évidente, l’identité (3.25) est équivalente à

∫

V

Pm(ρ(t)u(t)) ·Φ dx =

∫

V

Pmq0 ·Φ dx+

∫ t

0

∫

V

Pm{N (ρ(s),u(s))} ·Φ dx ds,

N (ϕ, v) = − div(ϕv ⊗ v) + µ1∆v + (µ1 + µ2)∇ div v −∇pδ(ϕ)− ε∇ϕ · ∇v

+ϕf − n1V \Ω(v −U∞).

En accord avec le théorème de Fubini, dont les hypothèses sont clairement satisfaites au
vu de la régularité des fonctions ρ, u, celle-ci peut s’écrire sous la forme

(Mρ(t)u(t),Φ) = (Pmq0 +

∫ t

0

Pm{N (ρ(s),u(s))} ds,Φ), ∀t ∈ [0, T ′], Φ ∈ Xm.

Puisque l’opérateur Mρ(t), t ∈ [0, T ′], est bijectif, on vient finalement de montrer que le
problème (3.25) est équivalent au problème suivant :

u(t) = (Mρ(t))
−1[Pmq0 +

∫ t

0

Pm{N (ρ(s),u(s))} ds], ∀t ∈ [0, T ′], ρ = Sρ0(u). (3.26)

Pour cette raison, nous allons nous intéresser à la résolution du problème (3.26). Soit
l’ensemble

Qρ0,q0
= {T ′ ∈ (0, T ], ∃(ρ,u) ∈ RT ′ × C0([0, T ′];Xm) solution de (3.26)}

Dans un premier temps, nous démontrerons l’existence d’une solution u du problème
(3.26) locale en temps. Autrement dit, nous prouverons que l’ensemble Qρ0 ,q0

est non
vide. Ensuite, par l’absurde, nous montrerons que le supremum de l’ensemble Qρ0,q0

ne
peut être que T .

Soient τ ∈ (0, T ], K ≥ ‖u0‖Xm et v ∈ C0([0, τ ];Xm) satisfaisant ‖v‖C0([0,τ ];Xm) ≤ K.
Alors, après quelques intégrations par parties aisément justifiées du fait de la régularité
de v et ϕ = Sρ0(v), on trouve que

(Pm{N (ϕ, v)},Φ) = −
∫

V

{µ1∇v : ∇Φ + (µ1 + µ2)(div v)(div Φ)} dx

+

∫

V

ϕv ⊗ v : ∇Φ dx +

∫

V

pδ(ϕ) div Φ dx+ ε

∫

V

{ϕ∆viΦi + ϕ∂jv
i∂jΦ

i} dx

+

∫

V

{ϕf − n1V \Ω(v −U∞)} ·Φ dx, Φ ∈ Xm.

Ainsi, au vu des équivalences de normes (3.3), on a

|(Pm{N (ϕ, v)},Φ)| ≤ c‖∇v‖0,2‖∇Φ‖0,2 + ‖ϕ‖0,∞‖v‖2
0,2‖∇Φ‖0,∞

+c(‖ϕ‖γ
0,∞ + ‖ϕ‖β

0,∞)‖ div Φ‖0,1 + ‖∆v‖0,2‖ϕ‖0,∞‖Φ‖0,2 + ‖ϕ‖0,∞‖∇v‖0,2‖∇Φ‖0,2

+‖ϕ‖0,∞‖f‖0,∞‖Φ‖0,1 + n(‖v‖0,2 + ‖U∞‖0,2)‖Φ‖0,2

≤ c(m){‖v‖Xm + ‖ϕ‖0,∞(‖v‖2
Xm

+ ‖v‖Xm + ‖f‖0,∞) + ‖ϕ‖γ
0,∞ + ‖ϕ‖β

0,∞

+n(‖v‖Xm + ‖U∞‖0,2)}‖Φ‖Xm
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Or, on rappelle qu’en particulier le théorème I.1 garantit que

ϕ(s, x) ≤ ρe
R ξ

0
‖ div v(ξ)‖0,∞ dξ, ∀s ∈ [0, τ ], x ∈ V . (3.27)

A l’aide de cette observation et de l’hypothèse ‖v‖C0([0,τ ];Xm) ≤ K, en fin de compte, on
trouve que

‖Pm{N (ϕ(s), v(s))}‖Xm ≤ c(T,m, n, ρ,K,f), ∀s ∈ [0, τ ]. (3.28)

Par ailleurs, à l’aide de la formule classique b(z1)−b(z2) =
∫ 1

0
b′(ξz1+(1−ξ)z2)(z1−z2) dξ,

b ∈ C1(R+), z1, z2 ∈ R+, pour vi ∈ C0([0, τ ];Xm), ‖vi‖C0([0,τ ];Xm) ≤ K, ϕi = Sρ0(vi),
i = 1, 2, on peut calculer

(Pm{N (ϕ1, v1)−N (ϕ2, v2)},Φ) =

∫

V

{µ1∆(v1 − v2) + (µ1 + µ2)∇ div(v1 − v2)} ·Φ dx

+γ

∫

V

∫ 1

0

(ξϕ1 + (1− ξ)ϕ2)
γ−1(ϕ1 − ϕ2) dξ div Φ dx

+δβ

∫

V

∫ 1

0

(ξϕ1 + (1− ξ)ϕ2)
β−1(ϕ1 − ϕ2) dξ div Φ dx

+

∫

V

(ϕ1 − ϕ2)v
i
1v

j
1∂jΦ

i dx+

∫

V

ϕ2(v
i
1 − vi

2)v
j
1∂jΦ

i dx+

∫

V

ϕ2v
i
2(v

j
1 − v

j
2)∂jΦ

i dx

+ε

∫

V

(ϕ1 − ϕ2)(∆v
i
1Φ

i + ∂jv
i
1∂jΦ

i) dx+ ε

∫

V

ϕ2{∆(vi
1 − vi

2)Φ
i + ∂j(v

i
1 − vi

2)∂jΦ
i} dx

+

∫

V

(ϕ1 − ϕ2)f ·Φ dx + n

∫

V

(v2 − v1)1V \Ω ·Φ dx, Φ ∈ Xm.

En utilisant les équivalences (3.3) et la borne (3.27), on majore chacun des termes du
membre de droite de cette égalité. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que l’on
obtient

‖Pm{N (ϕ1, v1)−N (ϕ2, v2)}(s)‖Xm

≤ c(T,m, n, ρ,K,f){‖(v1 − v2)(s)‖Xm + ‖(ϕ1 − ϕ2)(s)‖0,2}, s ∈ [0, τ ].

Du théorème I.1 et plus particulièrement de (I.3.12), il résulte que

‖Pm{N (ϕ1, v1)−N (ϕ2, v2)}(s)‖Xm

≤ c(T, V,m, n, ρ,K, ε,f)(1 + ‖ρ0‖1,2)‖(v1 − v2)‖C0([0,τ ];Xm), s ∈ [0, τ ]. (3.29)

D’autre part, les propriétés (3.8), (3.9) et la borne (3.28) montrent que

‖(Mϕ(t1))
−1

∫ t1

0

Pm{N (ϕ(s), v(s))} ds−Mϕ(t2))
−1

∫ t2

0

Pm{N (ϕ(s), v(s))} ds‖Xm

≤ ‖Mϕ(t1))
−1

∫ t1

t2

Pm{N (ϕ(s), v(s))} ds‖Xm

+‖{(Mϕ(t1))
−1 − (Mϕ(t2))

−1}
∫ t2

0

Pm{N (ϕ(s), v(s))} ds‖Xm

≤ c(T,m, n, ρ,K,f)(infess
V

ϕ(t1)
−1|t1 − t2|+ c(m) max

i=1,2
(infess

V
ϕ(ti))

−2‖ϕ(t1)− ϕ(t2)‖0,2.
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Sachant que ϕ = Sρ0(v) ∈ C0([0, τ ];L2(V )), on vient de prouver que la fonction

t 7→ (Mϕ(t))
−1

∫ t

0

Pm{N (ϕ(s), v(s))} ds ∈ C0([0, τ ];Xm). (3.30)

En outre, puisque d’après le théorème I.1, on sait que

ϕ(s, x) ≥ ρe−
R ξ
0 ‖ div v(ξ)‖0,∞ dξ, ∀s ∈ [0, τ ], x ∈ V , (3.31)

à l’aide de (3.8) et (3.28), on vérifie sans peine que

‖(Mϕ(t))
−1

∫ t

0

Pm{N (ϕ(s), v(s))} ds‖Xm ≤ c1(T,m, n, ρ, ρ,K,f)t, t ∈ [0, τ ]. (3.32)

Par des arguments similaires à ceux qui ont permis d’obtenir (3.30) et (3.32), il n’est pas
très difficile de montrer que

t 7→ (Mϕ(t))
−1{Pmq0} ∈ C0([0, τ ];Xm),

‖(Mϕ(t))
−1{Pmq0}‖Xm ≤ ρ−1eKτ‖Pmq0‖Xm , t ∈ [0, τ ]. (3.33)

A ce moment de la preuve, si on considère

K > max(‖u0‖Xm , 2ρ
−1‖Pmq0‖Xm), (3.34)

on remarque qu’il est toujours possible de trouver T0 = T0(m,n, ρ, ρ, T,K,f) ∈ (0, T ]
satisfaisant

ρ−1eKT0‖Pmq0‖Xm ≤
K

2
et c1(T,m, n, ρ, ρ,K,f)T0 ≤

K

2
.

La situation actuelle peut être résumée de la façon suivante : pour tout τ ∈ (0, T0], la
restriction à l’ensemble Bτ

K = {v ∈ C0([0, τ ];Xm), ‖v‖C0([0,τ ];Xm) ≤ K} de l’opérateur
Aρ0,q0

: C0([0, τ ];Xm) → C0([0, τ ];Xm) défini par

Aρ0,q0
(v)(t) = (Mϕ(t))

−1{Pmq0 +

∫ t

0

Pm{N (ϕ(s), v(s))} ds}, ϕ = Sρ0(v)

est à valeurs dans ce même ensemble Bτ
K.

Pour conclure que l’ensemble Qρ0,q0
est non vide, on démontre l’existence d’un temps

T ′0 ∈ (0, T0] tel que l’opérateur Aρ0,q0
: C0([0, τ ];Xm) → C0([0, τ ];Xm), τ ∈ (0, T ′0], est

une contraction. Les propriétés (3.8), (3.9) de l’opérateur Mϕ(t) avec ϕ satisfaisant (3.5)
et t ∈ [0, τ ], les estimations (3.28), (3.29), le choix de K et enfin le théorème I.1 sont des
arguments possibles pour justifier le calcul ci-dessous :

‖{Aρ0,q0
(v1)−Aρ0,q0

(v2)}(t)‖Xm

≤ ‖(Mϕ1(t))
−1 − (Mϕ2(t))

−1‖L(Xm,Xm)‖Pmq0 +

∫ t

0

Pm{N (ϕ1(s), v1(s))} ds‖Xm

+‖(Mϕ2(t))
−1‖L(Xm,Xm)

∫ t

0

‖Pm{N (ϕ1(s), v1(s))−N (ϕ2(s), v2(s))}‖Xm ds

≤ c(m) max
i=1,2

(infess
V

ϕi(t))
−2‖(ϕ1 − ϕ2)(t)‖0,2 × {ρ

K

2
+ c(T,m, n, ρ,K,f)t}

+(infess
V

ϕ2(t))
−1 × c(T, V,m, n, ε, ρ,K,f)t(1 + ‖ρ0‖1,2)‖v1 − v2‖C0([0,t];Xm)

≤ c2(T, V,m, n, ε, ρ, ρ,K,f)t(1 + ‖ρ0‖1,2)‖v1 − v2‖C0([0,t];Xm), t ∈ [0, τ ].
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On pose T ′0 = min(T0, T̃0)(1 + ‖ρ0‖1,2)
−1, T̃0 < (c2(T, V,m, n, ε, ρ, ρ,K,f))−1. Noter

une fois de plus que T ′0 = c3(T, V,m, n, ε, ρ, ρ,K,f)(1 + ‖ρ0‖1,2)
−1. Ainsi, l’opérateur

Aρ0,q0
: Bτ

K → Bτ
K, K satisfaisant (3.34) et τ ∈ (0, T ′0], est bien une contraction et le

théorème de point fixe de Banach assure donc l’existence d’une unique fonction u ∈ Bτ
K,

telle que Aρ0,q0
u = u. Autrement dit, (0, T ′0] ⊂ Qρ0,q0

.

Démontrons maintenant que Qρ0,q0
= (0, T ]. Pour cela, on pose T ′ = supQρ0,q0

et on
considère un couple (ρ,u) ∈ RT ′ ×BT ′

K solution du problème (3.26). Alors, d’après (3.10)
et (3.26), on a

M∂tρ(t)u(t) +Mρ(t)∂tu(t) = ∂tMρ(t)u(t) = Pm{N (ρ(t),u(t))} p.p.t. t ∈ (0, T ′)

et donc

∂tu(t) = (Mρ(t))
−1[Pm{N (ρ(t),u(t))} −M∂tρ(t)u(t)] p.p.t. t ∈ (0, T ′).

A l’aide de (3.7), (3.8) et (3.28), il en résulte que

‖∂tu(t)‖Xm ≤ (infess
V

ρ(t))−1{c(T,m, n, ρ,K,f) + ‖∂tρ(t)‖0,2‖u(t)‖Xm}.

Puisque d’après le théorème I.1, ∂tρ ∈ Lp((0, T ′) × V ), p ∈ (1,∞), on en déduit que
∂tu ∈ Lp(0, T ′;Xm), p ∈ (1,∞). Grâce à cette nouvelle information, à partir de (3.25), il
est possible d’écrire que

∫

V

∂t(ρu) ·Φ dx+

∫

V

{µ1∇u : ∇Φ + (µ1 + µ2)(div u)(div Φ)} dx

−
∫

V

ρuiuj∂jΦ
i dx+

∫

V

∇pδ(ρ) ·Φ dx

+ε

∫

V

∇u · ∇ρ ·Φ dx =

∫

V

{ρf − n1V \Ω(u−U∞)} ·Φ dx, Φ ∈ Xm. (3.35)

Les formules suivantes se justifient aisément au vu de la régularité des fonctions ρ et u :

∫

V

∂t(ρu) · u dx−
∫

V

ρuiuj∂ju
i dx =

∫

V

{∂tρ|u|2 +
1

2
ρ∂t|u|2 −

1

2
ρuj∂j|u|2} dx

=
1

2

∫

V

{∂t(ρ|u|2) + (∂tρ + div(ρu))|u|2 dx

=
1

2

∫

V

{∂t(ρ|u|2) + ε∆ρ|u|2} dx =
1

2

∫

V

{∂t(ρ|u|2)− ε∇ρ · (∇|u|2)} dx (3.36)

et

∫

V

∇ρs · u dx =
s

s− 1

∫

V

ρu · ∇ρs−1 dx = − s

s− 1

∫

V

div(ρu)ρs−1 dx

=
s

s− 1

∫

V

∂tρρ
s−1 dx− εs

s− 1

∫

V

∆ρρs−1 dx, s > 1. (3.37)
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Dans le cas s ∈ [2,∞), noter que

− εs

s− 1

∫

V

∆ρρs−1 dx = εs

∫

V

ρs−2|∇ρ|2 dx (3.38)

tandis que si s ∈ (1, 2), on a

− εs

s− 1

∫

V

∆ρρs−1 dx = lim
l→0+

− εs

s− 1

∫

V

∆ρ(ρ + l)s−1 dx

= lim
l→0+

εs

∫

V

(ρ+ l)s−2|∇ρ|2 dx ≥ 0. (3.39)

En remplaçant Φ par u dans (3.35) et en utilisant les formules (3.36)-(3.39), on trouve
que

d

dt
Ẽδ(ρ,u) +

∫

V

{µ1|∇u|2 + (µ1 + µ2)| div u|2} dx+ εδβ

∫

V

ρβ−2|∇ρ|2 dx

≤
∫

V

{ρf − n1V \Ω(u−U∞)} · u dx p.p. dans (0, T ′). (3.40)

Par le biais des inégalités de Hölder, de Sobolev et de Young, on peut e.g. majorer le
terme de droite de (3.40) par

ξ‖∇u‖2
0,2 +

1

2
‖√ρu‖2

0,2 +
a

γ − 1
‖ρ‖γ

0,γ + c(V, ξ, n)(1 + ‖f‖
2γ

γ−1

0,
2γ

γ−1

), ξ > 0.

Alors, en insérant cette observation dans (3.40) avec ξ convenablement choisi, puis en
intégrant sur l’intervalle de temps (0, τ), τ ∈ (0, T ′], on se ramène à

Ẽδ(ρ,u)(τ) + c

∫ τ

0

‖u(t)‖2
1,2 dt+ εδβ

∫ τ

0

∫

V

ρ(t)β−2|∇ρ(t)|2 dx dt

≤ {Ẽδ,0 + c(V, n)

∫ τ

0

(1 + ‖f(t)‖
2γ

γ−1

0,
2γ

γ−1

) dt}+

∫ τ

0

Ẽδ(ρ,u)(t) dt

≡ w(τ) +

∫ τ

0

Ẽδ(ρ,u)(t) dt.

En particulier, par l’intermédiaire du corollaire A.9 (Gronwall), on en déduit que pour
tout τ ∈ [0, T ′],

Ẽδ(ρ,u)(τ) ≤ w(τ) +

∫ τ

0

w(s)eτ−s ds ≡ F (τ),

et par suite que

Ẽδ(ρ,u)(τ) + c

∫ τ

0

‖u(t)‖2
1,2 dt+ εδβ

∫ τ

0

∫

V

ρ(t)β−2|∇ρ(t)|2 dx dt

≤ w(τ) +

∫ τ

0

(w(t) +

∫ t

0

w(s)et−s ds) dt ≡ G(τ), ∀τ ∈ [0, T ′]. (3.41)
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Ici, noter que la fonction G dépend de l’énergie initiale Ẽδ,0 et des données n, V et f mais
pas de m. De (3.41), on tire les estimations suivantes :

∫

V

(ρ|u|2)(τ) dx ≤ 2G(T ), ∀τ ∈ [0, T ′] et ‖u‖[L2(0,T ′;H1
0 (V ))]3 ≤

√
G(T ). (3.42)

Par ailleurs, puisque d’après le théorème I.1 on sait que

ρe−
R τ

0
‖ div u(t)‖0,∞ dt ≤ ρ(τ, x) ≤ ρe

R τ

0
‖ div u(t)‖0,∞ dt, ∀τ ∈ [0, T ′], x ∈ V ,

les équivalences de normes (3.3), l’inégalité de Schwarz et les estimations (3.42) montrent
que

ρe−c
√

TG(T ) ≤ ρ(τ, x) ≤ ρec
√

TG(T ), ∀τ ∈ [0, T ′], x ∈ V . (3.43)

Insérée dans (3.42), cette remarque implique alors que

‖u‖C0([0,T ′];Xm) ≤
√

2ρ−1G(T )ec
√

TG(T ) ≡ c4(m,n, ρ, T, V, ρ0, q0,f) (3.44)

et par suite que

‖ρu‖[C0([0,T ′];L2(V ))]3 ≤ ρec
√

TG(T )‖u‖C0([0,T ′];Xm) ≤ c5(m,n, ρ, ρ, T, V, ρ0, q0,f). (3.45)

A ce stade, tout est maintenant prêt pour démontrer que T ′ = T . En effet, supposons
T ′ < T et {Tk}k∈N∗ ⊂ (0, T ′] une suite croissante telle que Tk → T ′ quand k → ∞ et
posons ρ0,k = ρ(Tk), q0,k = (ρu)(Tk). Alors, en remplaçant la condition (3.34) par

K > max(c4, 2ρ
−1c5)

il est possible de répéter, pour chaque k ∈ N∗, la procédure qui a aboutit à la preuve de
l’affirmation Qρ0,q0

6= ∅ pour d’obtenir l’existence d’un temps

T ′k = c3(T, V,m, n, ε, ρ, ρ,K,f)(1 + ‖ρ0,k‖1,2)
−1

ainsi que celle d’un couple (ρ = ρk,u = uk) ⊂ RT ′
k
× B

T ′k
K solution du problème (3.25)

avec (ρ0,k, q0,k) à la place de (ρ0, q0) et ρk = Sρ0,k
(uk). Puisque d’après le théorème I.1 on

sait que

‖ρ(t)‖1,2 ≤ c(T, ε,K)‖ρ0‖1,2, t ∈ [0, T ′],

on a

T ′k ≥ T ′′0 = c(ε, T,K)−1T ′0.

Ceci étant, pour chaque k ∈ N∗, on peut définir un couple de fonction (ϕk, vk) par

(ϕk, vk)(t) =






(ρ,u)(t) si t ∈ [0, Tk),

(ρk,uk)(t− Tk) si t ∈ [Tk, Tk + T ′k].
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Clairement (ϕk = Sρ0(vk), vk) ∈ RTk+T ′
k
× C0([0, Tk + T ′k];Xm) est une solution du

problème (3.25) avec ρ0 et q0 pour conditions initiales. Puisque il existe un k0 tel que
pour tout k > k0, on ait Tk + T ′′0 > T ′, ceci contredit l’hypothèse T ′ = supQρ0,q0

. Donc
T ′ = T .

A ce stade, si l’on résume la situation, en notant (ρ = ρm,u = um) nous avons
démontré les points (i)-(iii) de la proposition II.5 ainsi que l’inégalité d’énergie dans la
forme différentielle (3.14). L’inégalité d’énergie dans la forme intégrale (3.16) en est alors

une conséquence directe dès lors que l’on remarque que Ẽδ(ρm,um) ∈ C0([0, T ]) et que

Ẽδ(ρm,um)(0) = Ẽδ,0. En effet, il suffit alors d’appliquer le lemme I.10 avec

E = Ẽδ(ρm,um), V =

∫

V

{µ1|∇um|2 + (µ1 + µ2)| div um|2} dx+ εδβ

∫

V

ρβ−2
m |∇ρm|2 dx,

F =

∫

V

{ρmf − n1V \Ω(um −U∞)} · um dx.

Remarque II.10 D’après la formule de Stokes, on a

∫

V

∂tρm dx =

∫

V

div(ε∇ρm − ρmum) dx =

∫

∂V

(ε∇ρm + ρmum) · ν dx = 0.

En conséquence, il est clair que d
dt
Ẽδ(ρm,um) = d

dt

∫
V
{1

2
ρm|um|2 + Πδ(ρm)} dx p.p. dans

(0, T ) et donc (3.14) implique que

d

dt

∫

V

{1

2
ρm|um|2 + Πδ(ρm)} dx+

∫

V

{µ1|∇um|2 + (µ1 + µ2)| div um|2} dx

+εδβ

∫

V

ρβ−2
m |∇ρm|2 dx ≤

∫

V

{ρmf − n1V \Ω(um −U∞)} · um dx. (3.46)

Enfin, puisque clairement
∫

V
{1

2
ρm|um|2 + Πδ(ρm)} dx ∈ C0([0, T ]), l’intégration de (3.46)

sur l’intervalle de temps (0, τ), τ ∈ [0, T ], donne l’inégalité suivante :

∫

V

{1

2
ρm|um|2 + Πδ(ρm)}(τ) dx+

∫ τ

0

∫

V

{µ1|∇um|2 + (µ1 + µ2)| div um|2} dx dt

+εδβ

∫ τ

0

∫

V

ρβ−2
m |∇ρm|2 dx dt ≤

∫

V

{1

2

|q0|2
ρ0

+ Πδ(ρ0)} dx

+

∫ τ

0

∫

V

{ρmf − n1V \Ω(um −U∞)} · um dx dt p.p. dans (0, T ). (3.47)

On rappelle que des inégalités du type (3.46), (3.47) seront importantes dans l’étude de
problèmes similaires au problème d’origine, considérés dans des domaines extérieurs.

Reste donc à démontrer les estimations uniformes en m du point (v). Clairement, les
estimations (3.18)-(3.22) découlent directement de l’identité (3.41) dans laquelle on pose
(ρ = ρm,u = um) et T ′ = T . De plus, comme H1(V ) ⊂ L6(V ), en accord avec (3.22) on a

‖ρβ
m‖L1(0,T ;L3(V )) = ‖ρ

β
2
m‖2

L2(0,T ;L6(V )) ≤ c(T, n, ε, δ, ρ0, q0,f). (3.48)
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Par ailleurs, l’interpolation de L2(V ) entre L1(V ) et L3(V ) garantit que p.p.t. t ∈ (0, T ),

on a ‖ρm(t)β‖0,2 ≤ ‖ρm(t)β‖
1
4
0,1‖ρm(t)β‖

3
4
0,3. Cette remarque, ajoutée aux estimations (3.19)

et (3.48) implique alors que ‖ρβ
m‖L

4
3 (0,T ;L2(V ))

≤ c(T, n, ε, δ, ρ0, q0,f) et par suite que (3.23)

est satisfaite. Pour terminer, on teste l’équation (3.12) par ρm puis on intègre par rapport
à la variable d’espace. On obtient

d

dt

∫

V

1

2
|ρm(t)|2 dx + ε

∫

V

|∇ρm(t)|2 dx = −1

2

∫

V

(ρ2
m div um)(t) dx, t ∈ [0, T ].

L’intégration de cette identité sur l’intervalle de temps (0, T ) et l’inégalité de Hölder
induisent l’estimation suivante :

1

2
‖ρm(T )‖2

0,2 + ε

∫ τ

0

‖∇ρm‖2
0,2 dt ≤

1

2
‖ρ0‖2

0,2 +
1

2

√
T‖ρm‖L∞(0,T ;L4(V ))‖ div um‖L2((0,T )×V ).

En ressort en particulier (3.24) puisque ρm satisfait (3.19) et β ≥ 4. Ceci achève la
démonstration de la proposition II.5. 2

3.2 Existence de solutions

A partir de maintenant, nous travaillons sur la suite {(ρm,um)}m résultant de la
proposition II.5. Tout au long de l’étude de cette suite, n désigne un entier positif fixé.

Dans un premier temps, au vu des estimations (3.19), (3.21), (3.22) et (3.23), on
peut supposer qu’il existe un couple de fonctions (ρn,un) tel que modulo l’extraction de
sous-suites et lorsque m→∞,

ρm
∗
⇀ ρn dans L∞(0, T ;Lβ(V )), (3.49)

um ⇀ un dans [L2(0, T ;H1
0(V ))]3, (3.50)

ρm ⇀ ρn dans L
4
3
β((0, T )× V ), (3.51)

∇ρm ⇀ ∇ρn dans [L2((0, T )× V )]3. (3.52)

De plus, puisque

|
∫

V

ρmum · φ dx| ≤ ‖√ρm‖0,2β‖
√
ρm|um|‖0,2‖φ‖0,

2β
β−1

, φ ∈ [D(V )]3,

les estimations (3.19) et (3.20) impliquent que la suite {ρmum}m est uniformément bornée

par rapport à m dans [L∞(0, T ;L
2β

β+1 (V ))]3. Puisque (ρm,um) est solution de l’équation
(3.12), on peut évidemment écrire que

∂t

∫

V

ρmφ dx−
∫

V

ρmum · ∇φ+ ε

∫

V

∇ρm · ∇φ dx = 0 p.p. dans (0, T ), φ ∈ D(V )

et en déduire que ∂t

∫
V
ρmφ dx ∈ L2(0, T ). L’identité précédente peut notamment être

intégrée sur l’intervalle de temps (t1, t2) ⊂ (0, T ). Puisque
∫

V
ρmφ dx ∈ C0([0, T ]), on
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trouve que

∫

V

{ρm(t2)− ρm(t1)}φ dx =

∫ t2

t1

∫

V

{ρmum · ∇φ+ ε∇ρm · ∇φ} dx dt

≤
∫ t2

t1

‖ρmum‖0,
2β

β+1
‖∇φ‖0,

2β
β−1

+ ε‖∇ρm‖0,2‖∇φ‖0,2 dt

≤ c(V ){sup ess
t∈(0,T )

‖(ρmum)(t)‖0,
2β

β+1
(t2 − t1) + ε‖∇ρm‖0,2,(0,T )×V (t2 − t1)

1
2}‖∇φ‖0,

2β
β−1

.

Par conséquent, la suite {ρm}m est uniformément continue dans W−1, 2β
β+1 (V ). En accord

avec (3.19) et les lemmes I.1 et I.2, il en résulte que

ρm → ρn dans C0([0, T ];Lβ
weak(V )) quand m→∞. (3.53)

Ceci implique en particulier que limt→0+

∫
V
ρn(t)φ dx =

∫
V
ρ0φ dx, φ ∈ D(V ) et donc que

ρn(0) = ρ0 p.p. dans V . D’autre part, toujours puisque (ρm,um) est solution de l’équation
(3.12) et satisfait les estimations (3.19), (3.20) et (3.24), on vérifie très facilement que

la suite {∂tρm}m est uniformément bornée par rapport à m dans L2(0, T ;W−1,
2β

β+1 (V )).
D’après (3.19) et (3.24), on sait déjà que la suite {ρm}m est uniformément bornée par
rapport à m dans L2(0, T ;H1(V )). On pose alors X = H1(V ), B = L2(V ) et Y =

W−1,
2β

β+1 (V ) dans le lemme A.15 (Lions-Aubin). Cela nous permet d’affirmer que modulo
l’extraction d’une sous-suite, on a

ρm → ρn dans Lp(0, T ;Lq(V )) quand m→∞, p ∈ [1,∞), q ∈ [1, 2]. (3.54)

En interpolant l’espace Lp((0, T )×V ) entre les espaces L1((0, T )×V ) et L
4
3
β((0, T )×V ),

à l’aide de l’estimation (3.23), on en déduit que

ρm → ρn dans Lp((0, T )× V ) quand m→∞, p ∈ [1,
4

3
β). (3.55)

Grâce à cette nouvelle information, il est notamment clair que

ρs
m → ρs

n dans L1((0, T )× V ) quand m→∞, s = γ, β. (3.56)

Examinons maintenant les suites {ρmum}m et {ρmum ⊗ um}m. Puisque

|
∫

V

ρmum · φ dx| ≤ ‖ρm‖0,β‖um‖0,6‖φ‖0,
6β

5β−6
, φ ∈ [D(V )]3,

d’après les estimations (3.19), (3.21) et l’inégalité de Sobolev, s’ajoute au fait que la suite

{ρmum}m soit uniformément bornée dans [L∞(0, T ;L
2β

β+1 (V ))]3 celui de l’être également

dans [L2(0, T ;L
6β

β+6 (V ))]3. Par conséquent, au vu de (3.50) et (3.55), après d’éventuelles
extractions de sous-suites et lorsque m→∞,

ρmum
∗
⇀ ρnun dans [L∞(0, T ;L

2β
β+1 (V ))]3,

ρmum ⇀ ρnun dans [L2(0, T ;L
6β

β+6 (V ))]3. (3.57)
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Puisque β > 3
2
, l’interpolation de l’espace [Lr(V )]3, 2β

β+1
< r < 6β

β+6
, entre les espaces

[L
2β

β+1 (V )]3 et [L
6β

β+6 (V )]3 s’écrit

‖ρmum‖0,r ≤ ‖ρmum‖θ

0,
2β

β+1

‖ρmum‖1−θ

0,
6β

β+6

,
6β

r
= 3θ(β + 1) + (1− θ)(β + 6). (3.58)

Choisissant alors r de telle sorte que (1 − θ)r = 2, i.e. r = 10β−6
3β+3

, il en résulte que la

suite {ρmum}m est uniformément bornée par rapport à m dans [Lr((0, T ) × V )]3. En
conséquence, le lemme I.9 garantit que la suite {ρm}m satisfait

ε‖ρm‖Lr(0,T ;W 1,r(V )) ≤ c(T, V, n, δ, ρ0, q0,f). (3.59)

Ceci étant, puisque (ρm,um) est solution de l’équation de continuité avec dissipation
(3.12) et que 54

21
< r < 10

3
, on vérifie sans peine que la suite {∂tρm}m est uniformément

bornée par rapport à m dans L2(0, T ;W−1,r(V )). Il suffit alors de poser X = W 1,r(V ),
B = Lr(V ), Y = W−1,r(V ), p = r, q = 2 et θ = 1

2
dans le lemme A.16 (cf. p.221) pour

justifier la relative compacité de la suite {ρm}m dans C0([0, T ];Lr(V )). Autrement dit,
nous venons de voir que modulo l’extraction d’une sous-suite, on a

ρm → ρn dans C0([0, T ];Lr(V )) quand m→∞. (3.60)

Par suite, il est clair que la suite {div(ρmum) = ρm div um+∇ρm ·um}m est uniformément

bornée par rapport à m dans Ls(0, T ;L
2β

β+2 (V )), 1
s

= 1
r

+ 1
2

i.e. s = 5β−3
4β

et à nouveau le
lemme I.9 garantit que

ε‖ρm‖
Ls(0,T ;W

2,
2β

β+2 (V ))
+ ‖∂tρm‖

Ls(0,T ;L
2β

β+2 (V ))
≤ c(T, V, n, δ, ρ0, q0,f).

Modulo l’extraction de sous-suites et lorsque m → ∞, on en déduit les convergences
ci-dessous :

ρm ⇀ ρn dans Ls(0, T ;W 2,
2β

β+2 (V )), ∂tρm ⇀ ∂tρn dans Ls(0, T ;L
2β

β+2 (V )). (3.61)

En conséquence, la continuité de l’opérateur de trace implique que

p.p.t. t ∈ (0, T ), ∂νρn(t) = γ0(∇ρn(t)) · ν = 0. (3.62)

Après ce bref aparté concernant de nouvelles informations sur la suite {ρm}m, revenons à
l’examen des suites {ρmum}m et {ρmum ⊗ um}m. Tout d’abord, puisque

|
∫

V

ρmu
i
mu

j
mφ dx| ≤ ‖ρmum‖0,

2β
β+1
‖um‖0,6‖φ‖0,

6β
2β−3

, i, j = 1, 2, 3, φ ∈ D(V ), (3.63)

et puisque β > 3
2
, des observations antérieures on déduit que la suite {ρmu

i
mu

j
m}m, i, j =

1, 2, 3, est uniformément bornée par rapport à m dans L2(0, T ;L
6β

4β+3 (V )). Par ailleurs, le
couple (ρm,um) est solution de l’équation (3.13) avec Φ = Pmφ, φ ∈ [D(V )]3, i.e.
∫

V

∂t(ρmum) · Pmφ dx = −
∫

V

{µ1∇um : ∇Pmφ + (µ1 + µ2)(div um)(div Pmφ)} dx

+

∫

V

{ρmu
i
mu

j
m∂jPmφ

i − pδ(ρm) divPmφ− ε∇ρm · ∇um · Pmφ} dx

+

∫

V

{ρmf − n1V \Ω(um −U∞)} · Pmφ dx p.p. dans (0, T ).
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A l’aide de l’inégalité et des injections de Sobolev, on peut facilement vérifier que p.p.t.
t ∈ (0, T ), on a

|
∫

V

∂t(ρmum)(t) · Pmφ dx| = |
∫

V

∂tPm(ρmum)(t) · φ dx|

≤ c‖∇um(t)‖0,2‖∇Pmφ‖0,2 + ‖(ρmum ⊗ um)(t)‖0,
6β

4β+3
‖∇Pmφ‖0,

6β
2β−3

+‖pδ(ρm(t))‖0, 4
3
‖ divPmφ‖0,4 + ε‖∇um(t)‖0,2‖∇ρm(t)‖0,r‖Pmφ‖0,s′

+‖ρm(t)‖0,β‖f‖0,∞‖Pmφ‖0,β′ + n(‖um(t)‖0,6 + ‖U∞‖0,6)‖Pmφ‖0, 6
5

≤ c(V, β)Gm(t)‖Pmφ‖2,2,

{Gm}m désignant une suite uniformément bornée par rapport à m dans Ls(0, T ). Ajoutée
aux propriétés (3.1) de l’opérateur de projection Pm, cette information implique que

‖∂tPm(ρmum)‖[Ls(0,T ;H−2(V ))]3 ≤ c(T, V, n, ε, δ, ρ0, q0,f).

D’autre part, en accord avec (3.58), on sait déjà que p.p.t. t ∈ (0, T ),

‖Pm(ρmum)‖[Lr(0,T ;L2(V ))]3 ≤ c(T, V, n, δ, ρ0, q0,f).

Il suffit alors de poser X = [L2(V )]3, B = [H−1(V )]3 et Y = [H−2(V )]3 dans le lemme
A.15 (Lions-Aubin) pour justifier que modulo l’extraction d’une sous-suite, Pm(ρmum)
converge fortement dans Ler(0, T ; [H−1(V )]3), r̃ ∈ [1, r). Puisque d’après les propriétés de
l’opérateur Pm et (3.57), pour toute fonction ϕ ∈ [D((0, T )× V )]3, lorsque m→∞,

∫ T

0

∫

V

Pm(ρmum) ·ϕ dx dt =

∫ T

0

∫

V

ρmum · Pmϕ dx dt→
∫ T

0

∫

V

ρnun ·ϕ dx dt,

finalement on a démontré que

Pm(ρmum) → ρnun dans Ler(0, T ; [H−1(V )]3) quand m→∞.

Pour conclure que

ρmum → ρnun dans [L2(0, T ;H−1(V ))]3 quand m→∞, (3.64)

il suffit simplement de noter que d’après (3.2), p.p.t. t ∈ (0, T ),

‖(Pm − I)(ρmum)(t)‖−1,2 ≤
c(T, V, n, δ, ρ0, q0,f)

‖(ρmum)(t)‖0,2
‖(Pm − I)(ρmum)(t)‖−1,2

≤ sup
φ∈[L2(V )]3

φ6=0

‖(Pm − I)φ‖−1,2

‖φ‖0,2
→ 0 quand m→∞.

Ceci étant, des convergences (3.50) et (3.64) il résulte celle de la suite {ρmu
i
mu

j
m}m, i, j =

1, 2, 3, au sens des distributions dans (0, T )× V vers ρnu
i
nu

j
n et donc, au vu de (3.63), on

conclut finalement que

ρmu
i
mu

j
m ⇀ ρnu

i
nu

j
n dans L2(0, T ;L

6β
4β+3 (V )) quand m→∞, i, j = 1, 2, 3. (3.65)
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Avant de poursuivre, signalons une autre propriété intéressante de la suite {ρmum}m.
D’après ce que nous avons vu auparavant, il est clair que la suite {ρmum}m est uni-
formément bornée par rapport à m dans [Ls(0, T ;W 1,s

0 (V ))]3. En conséquence,

ρmum ⇀ ρnun dans [Ls(0, T ;W 1,s
0 (V ))]3 quand m→∞. (3.66)

Poursuivons notre examen par l’étude de la suite {∇ρm}m. Comme nous l’avons déjà
vu dans la preuve de la proposition II.5, l’équation (3.12) testée par ρm, intégrée ensuite
par rapport à la variable d’espace, puis sur l’intervalle de temps (0, τ), τ ∈ [0, T ], induit
l’identité

1

2
‖ρm(τ)‖2

0,2 + ε

∫ τ

0

‖∇ρm‖2
0,2 dt =

1

2
‖ρ0‖2

0,2 −
1

2

∫ τ

0

∫

V

ρ2
m div um dx dt

d’où la suivante :

1

2
‖ρm‖0,2,(0,T )×V + ε

∫ T

0

∫ τ

0

‖∇ρm‖2
0,2 dt dτ =

T

2
‖ρ0‖2

0,2 −
1

2

∫ T

0

∫ τ

0

∫

V

ρ2
m div um dx dt dτ.

A l’aide des convergences (3.50) et (3.55), on passe à la limite m→∞. On obtient

1

2
‖ρm‖0,2,(0,T )×V + ε lim

m→∞

∫ T

0

∫ τ

0

‖∇ρm‖2
0,2 dt dτ

=
T

2
‖ρ0‖2

0,2 −
1

2

∫ T

0

∫ τ

0

∫

V

ρ2
n div un dx dt dτ. (3.67)

Par ailleurs, en accord avec les propriétés de régularité du couple limite (ρn,un), le passage
à la limite m→∞ dans l’équation (3.12) implique que

∂tρn + div(ρnun)− ε∆ρn = 0 p.p. dans (0, T )× V. (3.68)

En utilisant (3.62), la formule de Stokes généralisée du théorème A.40 et (3.66), puisque
β > 3, il est alors possible de montrer que toute fonction ϕ ∈ L2(0, T ;H1(V )) telle
que ∂tϕ ∈ L1(0, T ;Lβ′(V )) est une fonction test admissible de l’équation (3.68). Or,
d’après (3.59), ρn ∈ Lr(0, T ;W 1,r(V )) et r > 2, tandis que (3.61) garantit que ∂tρn ∈
Ls(0, T ;L

2β
β+2 (V )), s > 1 et 2β

β+2
> β ′ à condition que β > 4. Ayant en tête (3.60),

l’équation (3.68) testée par ρn, intégrée ensuite par rapport à la variable d’espace, puis
sur l’intervalle de temps (0, τ), τ ∈ [0, T ], nous conduit à l’identité

1

2
‖ρn(τ)‖2

0,2 + ε

∫ τ

0

‖∇ρn‖2
0,2 dt =

1

2
‖ρ0‖2

0,2 −
1

2

∫ τ

0

∫

V

ρ2
n div un dx dt (3.69)

d’où on tire la suivante :

1

2
‖ρn‖0,2,(0,T )×V + ε

∫ T

0

∫ τ

0

‖∇ρn‖2
0,2 dt dτ

=
T

2
‖ρ0‖2

0,2 −
1

2

∫ T

0

∫ τ

0

∫

V

ρ2
n div un dx dt dτ. (3.70)
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La comparaison de (3.67) et (3.70) entrâıne que

lim
m→∞

∫ T

0

∫ τ

0

‖∇ρm‖2
0,2 dt dτ =

∫ T

0

∫ τ

0

‖∇ρn‖2
0,2 dt dτ. (3.71)

En introduisant les fonctions Fk(τ) =
∫ τ

0
‖∇ρk‖2

0,2 dt, k = m,n et G(τ) = 1, par des
intégrations par parties, (3.71) se réécrit

lim
m→∞

∫ T

0

(T − τ)‖∇ρm(τ)‖2
0,2 dτ =

∫ T

0

(T − τ)‖∇ρn(τ)‖2
0,2 dτ,

c’est à dire

‖
√
T − ·∇ρm‖0,2,(0,T )×V → ‖

√
T − ·∇ρn‖0,2,(0,T )×V quand m→∞. (3.72)

Complété par (3.52), ceci implique clairement que pour tout α ∈ (0, T ), on a

∇ρm →∇ρn dans [L2((0, T − α)× V )]3. (3.73)

Noter alors que pour toute fonction ϕ ∈ [D((0, T )× V ]3, il existe toujours un réel α > 0
tel que supp ϕ ⊂ (0, T−α)×V . Par conséquent, les convergences (3.50) et (3.73) assurent
la suivante lorsque m → ∞ : ∇ρm · ∇um → ∇ρn · ∇un dans [D′((0, T )× V )]3 d’où, en
accord avec (3.50) et (3.59),

∇ρm · ∇um ⇀ ∇ρn · ∇un dans [Ls((0, T )× V )]3. (3.74)

A ce stade, nous avons en notre possession toutes les informations pour passer à la
limite m → ∞ dans (3.13). Bien évidemment, ceci montre que le couple (ρn,un) est
solution de l’équation de mouvement (2.2). Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier.
Ceci étant, on peut alors utiliser les propriétés de sommabilité du couple (ρn,un) et à partir
de (2.2), montrer que ∂t(

∫
V
ρnun ·φ dx) ∈ L1(0, T ), φ ∈ [D(V )]3. Par suite, en accord avec

le lemme I.3, il existe une fonction qn ∈ [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(V ))]3 telle que p.p.t. t ∈ (0, T ),
qn(t) = (ρnun)(t) p.p. dans V . En redéfinissant un sur un ensemble de temps de mesure

nulle à l’aide du lemme I.11, on peut alors affirmer que ρnun ∈ [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(V ))]3.
Ceci implique en particulier que limt→0+

∫
V
(ρnun)(t) · φ dx =

∫
V

q0 · φ dx, φ ∈ [D(V )]3,
donc que (ρnun)(0) = q0 p.p. dans V .

En ce qui concerne les inégalités d’énergie, noter tout d’abord qu’en accord avec (3.55),

(3.57) et (3.65), Ẽδ(ρm,um) → Ẽδ(ρn,un) dans D′(0, T ). Pour le passage à la limite m→
∞ dans les autres termes du membre de gauche de l’inégalité (3.14), il suffit simplement
d’utiliser la semi-continuité inférieure faible des fonctionnelles convexes

v ∈ [L2(0, T ;H1
0(V ))]3 7→

∫ T

0

ψ

∫

V

{µ1|∇v|2 + (µ1 + µ2)| div v|2} dx dt,

η ∈ L2(0, T ;H1(V )) 7→ 2

β

∫ T

0

ψ

∫

V

|∇η β
2 |2 dx dt, ψ ∈ D(0, T ).
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On trouve alors
d

dt
Ẽδ(ρn,un) +

∫

V

{µ1|∇un|2 + (µ1 + µ2)| div un|2} dx+ εδβ

∫

V

ρβ−2
n |∇ρn|2 dx

≤ lim sup
m→∞

∫

V

{ρmf − n1V \Ω(um −U∞)} · um dx

=

∫

V

ρnf · un dx− n lim sup
m→∞

∫

V \Ω

|um|2 dx+ n lim sup
m→∞

∫

V \Ω

U∞ · um dx

≤
∫

V

{ρnf − n1V \Ω(un −U∞)} · un dx dans D′(0, T ). (3.75)

En utilisant le même type d’arguments dans l’inégalité d’énergie sous forme intégrale
(3.16), on arrive à la conclusion que celle-ci est valide au sens des distributions dans

(0, T ) avec (ρm,um) remplacé par (ρn,un). Néanmoins, puisque Ẽδ(ρn,un) ∈ L∞(0, T ),
on trouve finalement que

Ẽδ(ρn,un)(τ) +

∫ τ

0

∫

V

{µ1|∇un|2 + (µ1 + µ2)| div un|2} dx dt

+εδβ

∫ τ

0

∫

V

ρβ−2
n |∇ρn|2 dx dt

≤ Ẽδ,0 +

∫ τ

0

∫

V

{ρnf − n1V \Ω(un −U∞)} · un dx dt p.p.t. τ ∈ (0, T ). (3.76)

A ce stade de la preuve, on sait que le couple (ρn,un) possède les propriétés (i)-(iii) de
la proposition II.1. Montrons maintenant qu’il satisfait également les inégalités d’énergie
(2.7) et (2.8). Puisque U∞ est un champ de vecteurs régulier à support compact dans V ,
on peut utiliser la quantité ψU∞, ψ ∈ D(0, T ), comme fonction test dans l’équation de
mouvement (2.2). On trouve que

∂t(

∫

V

ρnun ·U∞ dx) +

∫

V

{µ1∇un : ∇U∞ + (µ1 + µ2)(div un)(div U∞)} dx

−
∫

V

ρnun ⊗ un : ∇U∞ dx−
∫

Ω

pδ(ρn) div U∞ dx + ε

∫

V

∇ρn · ∇un ·U∞ dx

=

∫

Ω

ρnf ·U∞ dx− n

∫

V \Ω

(un −U∞) ·U∞ dx dans D′(0, T ) (3.77)

Sachant que ∂t(
∫

V
ρnun · U∞ dx) ∈ L1(0, T ), que ρnun ∈ [C0([0, T ];L

2β
β+1

weak(V ))]3 et donc
que

∫
V
ρnun · U∞ dx ∈ C0([0, T ]), en intégrant (3.77) sur l’intervalle de temps (0, τ),

τ ∈ [0, T ], on obtient
∫

V

(ρnun ·U∞)(τ) dx+

∫ τ

0

∫

V

{µ1∇un : ∇U∞ + (µ1 + µ2)(div un)(div U∞)} dx dt

−
∫ τ

0

∫

V

ρnun ⊗ un : ∇U∞ dx dt−
∫ τ

0

∫

Ω

pδ(ρn) div U∞ dx dt

+ε

∫ τ

0

∫

V

∇ρn · ∇un ·U∞ dx dt =

∫

V

q0 ·U∞ dx

+

∫ τ

0

∫

Ω

ρnf ·U∞ dx dt− n

∫ τ

0

∫

V \Ω

(un −U∞) ·U∞ dx dt. (3.78)
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Par ailleurs, l’équation de continuité modifiée (2.1) testée par la fonction 1
2
ψ|U∞|2, ψ ∈

D(0, T ), implique qu’au sens des distributions dans (0, T ), on a

∂t(

∫

V

1

2
ρn|U∞|2 dx) =

∫

V

ρnun ⊗U∞ : ∇U∞ dx− ε

∫

V

∇ρn · ∇U∞ ·U∞ dx. (3.79)

Sachant que ∂t(
∫

V
1
2
ρn|U∞|2 dx) ∈ L2(0, T ), que ρn ∈ C0([0, T ];Lβ

weak(V )) et donc que∫
V

1
2
ρn|U∞|2 dx ∈ C0([0, T ]), on peut intégrer (3.79) sur l’intervalle de temps (0, τ), τ ∈

[0, T ], pour récupérer

1

2

∫

V

ρn(τ)|U∞|2 dx =
1

2

∫

V

ρ0|U∞|2 dx

+

∫ τ

0

∫

V

ρnun ⊗U∞ : ∇U∞ dx dt− ε

∫ τ

0

∫

V

∇ρn · ∇U∞ ·U∞ dx dt. (3.80)

Les inégalités d’énergie (2.7) et (2.8) sont alors respectivement obtenues en soustrayant
(3.77) de (3.75) tout en tenant compte de (3.78) et en soustrayant (3.79) de (3.76) tout
en tenant compte de (3.80). En outre, comme nous l’avons souligné dans la remarque
II.3, il est clair que le couple (ρn,un) satisfait également les inégalités d’énergie modifiées
obtenues en remplaçant Pδ(·) par Πδ(·) dans (2.7) et (2.8).

3.3 Bornes uniformes

Façon de parler, on pourrait dire que la partie « existence » de la proposition II.1 est
démontrée. Ici, nous démontrons que le couple (ρn,un), construit auparavant, satisfait les
bornes (2.11)-(2.18).

Tout d’abord, on commence par majorer chaque intégrale se trouvant à droite dans
l’inégalité d’énergie (2.8). D’après les inégalités de Hölder et de Young, on a

∫ τ

0

∫

Ω

ρnf · (un −U∞) dx dt ≤
∫ τ

0

{1

2
‖√ρn|un −U∞|‖2

0,2,V +
δ

β − 1
‖ρn‖β

0,β,V dt

+c(δ)

∫ τ

0

‖f‖
2β

β−1

0,
2β

β−1
,Ω
dt ≤

∫ τ

0

Eδ(ρn,un)(t) dt+ c(δ,f). (3.81)

On introduit ensuite un réel strictement positif ζ que l’on fixera ultérieurement. Alors,
des arguments identiques complétés par l’équivalence des normes v 7→ ‖∇v‖0,2,(0,τ)×V et

v 7→ (
∫ τ

0

∫
V
{µ1|∇v|2 + (µ1 +µ2)| div v|2} dx dt) 1

2 dans [L2(0, τ ;H1
0(V ))]3 garantissent que

ε

∫ τ

0

∫

V

∇ρn · ∇(un −U∞) ·U∞ dx dt ≤ ε

∫ τ

0

‖∇ρn‖0,2,V ‖∇(un −U∞)‖0,2,V ‖U∞‖0,∞ dt

≤ c(ζ)ε‖U∞‖2
0,∞

∫ τ

0

‖∇(un −U∞)‖2
0,2,V dt+ ζε

∫ τ

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt

≤ c(ζ)ε‖U∞‖2
0,∞

∫ τ

0

∫

V

{µ1|∇(un −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(un −U∞)|2} dx dt

+ζε

∫ τ

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt. (3.82)
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et que

−
∫ τ

0

∫

V

{µ1∇U∞ : ∇(un −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(un −U∞))} dx dt

≤ c‖∇U∞‖0,2

∫ τ

0

(

∫

V

{µ1|∇(un −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(un −U∞)|2} dx) 1
2 dt

≤ 1

4

∫ τ

0

∫

V

{µ1|∇(un −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(un −U∞)|2} dx dt+ c(T,U∞). (3.83)

L’intégrale
∫ τ

0

∫
V
ρnun⊗(U∞−un) : ∇U∞ dx dt, quant à elle, peut se décomposer comme

suit : ∫ τ

0

∫

V

ρn{(un −U∞)⊗ (U∞ − un) + U∞ ⊗ (U∞ − un)} : ∇U∞ dx dt.

Ainsi, à nouveau à l’aide des arguments utilisés ci-dessus, on trouve que
∫ τ

0

∫

V

ρnun ⊗ (U∞ − un) : ∇U∞ dx dt

≤ (c+ 2‖∇U∞‖0,∞)

∫ τ

0

Eδ(ρn,un)(t) dt+ c(T,U∞). (3.84)

Enfin, de manière évidente, on a

−
∫ τ

0

∫

Ω

pδ(ρn) div U∞ dx dt

≤ ‖ div U∞‖0,∞

γ − 1

∫ τ

0

∫

V

Pδ(ρn) dx dt ≤ c(U∞)

∫ τ

0

Eδ(ρn,un)(t) dt. (3.85)

En conséquence, pour tout ε ∈ (0, ε0 = min((4c(ζ)‖U∞‖2
0,∞)−1, 1)], les estimations (3.81)-

(3.85) insérées dans l’inégalité d’énergie (2.8) induisent la suivante : p.p.t. τ ∈ (0, T )

Eδ(ρn,un)(τ) +
1

2

∫ τ

0

∫

V

{µ1|∇(un −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(un −U∞)|2} dx dt

+εδβ

∫ τ

0

∫

V

ρβ−2
n |∇ρn|2 dx dt+ n

∫ τ

0

∫

V \Ω

|un −U∞|2 dx dt

≤ c(ζ, T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + ζε

∫ T

0

‖∇ρn(t)‖2
0,2,V dt+

∫ τ

0

c(U∞)Eδ(ρn,un)(t) dt. (3.86)

En accord avec le lemme A.14 (Gronwall), il en résulte en particulier que p.p.t. τ ∈ (0, T )

Eδ(ρn,un)(τ) ≤ {c(ζ, T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + ζε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt} × ec(U∞)T .

Avec cette information supplémentaire, à partir de (3.86) on récupère finalement que

Eδ(ρn,un)(τ) +
1

2

∫ τ

0

∫

V

{µ1|∇(un −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(un −U∞)|2} dx dt

+εδβ

∫ τ

0

∫

V

ρβ−2
n |∇ρn|2 dx dt+ n

∫ τ

0

∫

V \Ω

|un −U∞|2 dx dt

≤ c(ζ, T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + (c(U∞)Tec(U∞)T + 1)ζε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt p.p.t. τ ∈ (0, T ).
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Noter alors que si l’on choisit ζ de telle sorte que (c(U∞)Tec(U∞)T + 1)ζ ≤ 1, de cette
inégalité, on tire les estimations

sup ess
t∈(0,T )

‖ρn(t)‖γ
0,γ,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + ε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt, (3.87)

δ sup ess
t∈(0,T )

‖ρn(t)‖β
0,β,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + ε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt, (3.88)

sup ess
t∈(0,T )

‖(√ρn|un|)(t)‖2
0,2,V ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + ε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt, (3.89)

∫ T

0

‖∇un‖2
0,2,V dt ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + ε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt, (3.90)

εδβ

∫ T

0

∫

V

ρβ−2
n |∇ρn|2 dx dt ≤ c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + ε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt. (3.91)

Par ailleurs, au vu de (3.69) et à l’aide de (3.88) et (3.90), on voit que

ε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dx ≤

1

2
{‖ρ0‖2

0,2,V + sup ess
t∈(0,T )

‖ρn(t)‖2
0,4,V

√
T

(∫ T

0

‖∇un‖2
0,2,V dt

) 1
2

}

≤ 1

2
{‖ρ0‖2

0,2,V + δ−
2
β

√
T

(
c(T, δ, ρ0, q0,U∞,f) + ε

∫ T

0

‖∇ρn‖2
0,2,V dt

) 2
β
+ 1

2

}. (3.92)

Puisque β > 4, on a 2
β

+ 1
2
< 1. L’inégalité de Young utilisée dans (3.92) permet de

conclure à l’estimation (2.15). Pour conclure à la validité des estimations (2.11)-(2.14),
(2.16) et (2.17), il suffit alors d’insérer (2.15) dans (3.87)-(3.91). Enfin, en ce qui concerne
(2.18), celle-ci est obtenue comme son analogue (3.23) à partir de (2.16) (cf. p.146). La
preuve de la proposition II.1 est donc complète. 2

4 Preuve : Etape no2

Dans cette section δ, ε ∈ (0, 1] sont supposés fixes. A partir d’une suite de couples
{(ρn,un)}n∈N∗, provenant de la proposition II.1, nous démontrons la proposition II.2.
Comme le lecteur peut le constater, les informations sur la suite {(ρn,un)}n sont très
proches de celles que nous avions sur la suite {(ρm,um)}m au début de la sous-section
3.2. En conséquence, nombre d’arguments pourront être calqués sur ceux présentés à
la sous-section 3.2 afin de démontrer la partie « existence » de la proposition II.2. En
revanche, pour la partie « estimations », nous verrons qu’il faudra davantage travailler
qu’à la sous-section 3.3.

4.1 Existence de solutions

Noter tout d’abord qu’en remplaçant chacune des estimations (3.18)-(3.24) par leur
analogue parmi les estimations (2.11)-(2.18), les indices n par ε et m par n, on peut copier
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mot à mot les lignes situées entre le début de la sous-section 3.2 et (3.63). On rappelle
tout de même l’équivalent de (3.59), à savoir que

ε‖ρn‖Lr(0,T ;W 1,r(V )) ≤ c(T, V, δ, ρ0, q0), r =
10β − 6

3β + 3
. (4.1)

Remarquer également que l’estimation (2.17) implique que uε, la limite faible de la suite
{un}n dans [L2(0, T ;H1

0(V ))]3, satisfait

uε = U∞ p.p. dans (0, T )× V \ Ω. (4.2)

D’autre part, puisque le couple (ρn,un) est solution de l’équation de mouvement (2.2),
on a

∂t(

∫

Ω

ρnun · φ dx) = −
∫

Ω

{µ1∇un : ∇φ + (µ1 + µ2)(div un)(div φ)} dx

+

∫

Ω

{ρnu
i
nu

j
n∂jφ

i − pδ(ρn) div φ− ε∇ρn · ∇un · φ} dx

+

∫

Ω

ρnf · φ dx dans D′(0, T ), φ ∈ [D(Ω)]3.

Il en résulte que ∂t(
∫
Ω
ρnun · φ dx) ∈ L1(0, T ). Puisque

∫
Ω
ρnun · φ dx ∈ C0([0, T ]), en

intégrant l’identité précédente sur l’intervalle de temps (t1, t2) ⊂ (0, T ), puis en utilisant
à plusieurs reprises l’inégalité de Hölder, on trouve que

∫

Ω

{(ρnun)(t2)− (ρnun)(t1)} · φ dx ≤
∫ t2

t1

{c‖∇un‖0,2,V ‖∇φ‖0,2,Ω + ‖ρnun ⊗ un‖0, 6β
4β+3

,V
‖∇φ‖0, 6β

2β−3
,Ω} dt

+

∫ t2

t1

{‖pδ(ρn)‖0, 4
3
,V ‖ div φ‖0,4,Ω + ε‖∇un‖0,2,V ‖∇ρn‖0,r,V ‖φ‖0,s′,Ω} dt

+

∫ t2

t1

‖ρn‖0,β,V ‖f‖0,∞,Ω‖φ‖0,β′,Ω dt.

Par l’intermédiaire des injections de Sobolev, des inégalités de Poincaré et de Hölder et

des estimations (2.11)-(2.18), on en déduit que la suite {ρnun}n ⊂ [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(V ))]3

est uniformément continue dans W−1, 4
3 (Ω). Etant données les estimations (2.12)-(2.13),

on sait que cette suite est uniformément bornée par rapport à n dans [L∞(0, T ;L
2β

β+1 (V ))]3

et les lemmes I.1 et I.2 (p = 2β

β+1
, q = 4

3
) assurent l’existence d’une fonction qε ∈

[C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(Ω))]3 telle que

ρnun → qε dans [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(Ω))]3 quand n→∞,

p.p.t. t ∈ (0, T ), (ρεuε)(t) = qε(t) p.p. dans Ω.

Par conséquent, si l’on redéfinit uε sur un ensemble de temps de mesure nulle à l’aide du
lemme I.11, on conclut que

ρnun → ρεuε dans [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(Ω))]3 quand n→∞. (4.3)



158 II. Equations non stationnaires en domaines bornés

Par suite, puisque β > 3
2
, on a 2β

β+1
> 6

5
et le lemme I.4 garantit que

ρnun → ρεuε dans [Lq(0, T ; [H1(Ω)]∗)]3 quand n→∞, q ∈ [1,∞). (4.4)

Ajoutée à (4.4), la convergence faible de la suite {un}n vers uε dans [L2(0, T ;H1
0(V ))]3

implique celle de la suite {ρnu
i
nu

j
n}n, i, j = 1, 2, 3, vers ρεu

i
εu

j
ε dans D′((0, T )×Ω) qui elle

même, au vu des estimations (2.12)-(2.14), implique à son tour que

ρnu
i
nu

j
n ⇀ ρεu

i
εu

j
ε dans L2(0, T ;L

6β
4β+3 (Ω)) quand n→∞, i, j = 1, 2, 3. (4.5)

Ainsi, on vient de démontrer l’analogue de (3.65), à la différence notoire que nous n’en
sommes capable seulement que sur Ω et non pas sur V . A ce stade, en remplaçant à
nouveau chacune des estimations (3.18)-(3.24) par leur analogue parmi les estimations
(2.11)-(2.18), les indices n par ε et m par n, on peut copier mot à mot les lignes de la
sous-section 3.2 de (3.65) jusqu’à (3.74).

Maintenant, nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’à l’aide des informations
collectées tout au long de cette sous-section, le passage à la limite n→∞ dans la restric-
tion à D′((0, T )× Ω) de l’équation de mouvement (2.2) permet de conclure à la validité
de l’équation (2.20).

En ce qui concerne les inégalités d’énergie, une fois le terme positif n
∫

V \Ω
|un−U∞|2 dx

oublié, il suffit d’utiliser des arguments similaires à ceux qui ont permis le passage à la
limite m → ∞ dans (3.14) et (3.16) pour passer à la limite n → ∞ dans (2.7) et (2.8)
et enfin d’avoir à l’esprit que div U∞ = 0 p.p. dans R3 \ B et que uε = U∞ p.p. dans
(0, T )× V \ Ω pour conclure à la validité de (2.21) et (2.22). Pour les mêmes raisons, le
passage à la limite n→∞ dans les inégalités d’énergie modifiées obtenues en remplaçant
Pδ(·) par Πδ(·) dans (2.7) et (2.8) induit les inégalités analogues au niveau ε.

4.2 Bornes uniformes

Pour terminer la preuve de la proposition II.2, reste à démontrer que le couple (ρε,uε)
construit ci-dessus satisfait les estimations (2.23)-(2.28). Clairement, la seule estimation
à justifier est (2.28) puisque (2.23)-(2.27) découlent directement de (2.11)-(2.15) et de la
semi-continuité inférieure faible des normes entrant en ligne de compte. Noter également
que pour les mêmes raisons, en accord avec (4.1), on a

ε‖ρε‖Lr(0,T ;W 1,r(V )) ≤ c(T, V, δ, ρ0, q0,f). (4.6)

Etant donné que l’équation (2.19) est satisfaite p.p. dans (0, T )×V , pour toute fonction
φ ∈ D(Ω), on peut écrire que

∂t(ρεφ)+div(ρεuεφ−ε∇(ρεφ)) = ρεuε·∇φ−2ε∇ρε·∇φ−ρε∆φ p.p. dans (0, T )×Ω. (4.7)

Soit K un sous-ensemble compact arbitraire de Ω. Alors il est clair qu’il existe toujours
un sous-domaine borné à frontière Lipschitzienne Ω′ de Ω tel que K ⊂ Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω. On
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pose

ϕ(t, x) = ψ(t)ϕ̃(t, x), ψ ∈ D(0, T ), 0 ≤ ψ ≤ 1,

ϕ̃(t, x) = B[ρε(t)φ−−
∫

Ω′
ρε(t)φ dy](x),

φ ∈ D(Ω′), 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 1 dans K, ∀|α| ≤ 2, |Dαφ| ≤ c(K). (4.8)

où B = (B1,B2,B3) dénote l’opérateur de Bogovskĭı introduit dans le lemme B.1 dans
lequel on considère G = Ω′ (Ω′ est un domaine borné à frontière Lipschitzienne), lemme
qui en particulier permet d’affirmer que p.p.t. t ∈ (0, T ),

‖∇ϕ(t)‖0,p,Ω′ ≤ c(Ω′, p)‖ρε(t)‖0,p,V , p ∈ (1, β]. (4.9)

En conséquence, il est clair que ϕ ∈ [L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))]3, p ∈ (1, β]. Par ailleurs, B étant

un opérateur linéaire et continu de L̃q(Ω′) à valeurs dans [W 1,q
0 (Ω′)]3, q ∈ (1,∞), il n’est

pas très difficile de se convaincre que p.p.t. t ∈ (0, T ),

∂tB[ρε(t)φ−−
∫

Ω′
ρε(t)φ dy] = B[∂t(ρε(t)φ)− ∂t(−

∫

Ω′
ρε(t)φ dy)]. (4.10)

D’autre part, il est facile de voir que p.p.t. t ∈ (0, T ), (ρεuε)(t)φ− ε∇(ρε(t)φ) ∈ [L2(Ω′)]3

et (ρεuε)(t)φ− ε∇(ρε(t)φ) · ν|∂Ω′ = 0. Ainsi, en utilisant (4.7) et (4.10), p.p.t. t ∈ (0, T ),
on peut écrire que

∂tϕ(t) = ψ′(t)ϕ̃(t) + ψ(t)B[div((ρεuε)(t)φ− ε∇(ρε(t)φ))]

+ψ(t)B[(ρεuε)(t) · ∇φ−−
∫

Ω′
(ρεuε)(t) · ∇φ dy]

−2ψ(t)B[ε∇ρε(t) · ∇φ−−
∫

Ω′
ε∇ρε(t) · ∇φ dy]− ψB[ρε(t)∆φ−−

∫

Ω′
ρε(t)∆φ dy]. (4.11)

On pose η1(t) = ψ′(t)ϕ̃(t) et η2(t) = ∂tϕ(t) − η1(t). D’après les injections de Sobolev,
l’inégalité de Poincaré et le lemme B.1, on trouve que

‖η1(t)‖0,p,Ω′ ≤ c(Ω′, p)|ψ′(t)|‖ρε(t)‖0,β,V , p ∈ (1,∞). (4.12)

De plus, en accord avec le lemme B.1, l’inégalité de Hölder, l’inégalité de Sobolev, on a

‖ψB[div((ρεuε)(t)φ− ε∇(ρε(t)φ))]‖0,2,Ω′ ≤ c(Ω′)‖(ρεuε)(t)φ− ε∇(ρε(t)φ)‖0,2,Ω′

≤ c(Ω′, K){‖ρε(t)‖0,3,V ‖uε(t)‖0,6,V + ε‖∇ρε(t)‖0,2,V },

‖ψ(t)B[(ρεuε)(t) · ∇φ−−
∫

Ω′
(ρεuε)(t) · ∇φ dy]‖0,2,Ω′

≤ c(Ω′)‖∇B[(ρεuε)(t) · ∇φ−−
∫

Ω′
(ρεuε)(t) · ∇φ dy]‖0,2,Ω′ ≤ c(Ω′)‖(ρεuε)(t) · ∇φ‖0,2,Ω′

≤ c(Ω′, K)‖ρε(t)‖0,3,V ‖uδ(t)‖0,6,V ,
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‖2ψ(t)B[ε∇ρε(t) · ∇φ−−
∫

Ω′
ε∇ρε(t) · ∇φ dy]‖0,2,Ω′

≤ c(Ω′)‖∇B[ε∇ρε(t) · ∇φ−−
∫

Ω′
ε∇ρε(t) · ∇φ dy]‖0,2,Ω′

≤ c(Ω′)ε‖∇ρε(t) · ∇φ‖0,2,Ω′ ≤ c(Ω′, K)ε‖∇ρε(t)‖0,2,V

et enfin

‖ψB[ρε(t)∆φ−−
∫

Ω′
ρε(t)∆φ dy]‖0,2,Ω′ ≤ c(Ω′)‖∇B[ρε(t)∆φ−−

∫

Ω′
ρε(t)∆φ dy]‖0,2,Ω′

≤ c(Ω′)‖ρε(t)∆φ‖0,2,Ω′ ≤ c(Ω′, K)‖ρε(t)‖0,2,V .

Par suite, puisque β > 3, au vu des estimations (2.24), (2.26) et (2.27), il en résulte que
η2 ∈ [L2((0, T )× Ω)]3 et plus précisemment que

‖η2‖[L2((0,T )×Ω′)]3 ≤ c(T,Ω′, K, δ, ρ0, q0,U∞,f). (4.13)

Après relecture de la remarque II.6, puisque β > 4, il apparâıt que ϕ est une fonction test
admissible de l’équation de mouvement (2.20). Quelques calculs élémentaires consistant
principalement en des intégrations par parties, nous conduisent à l’identité suivante :

∫ T

0

ψ

∫

Ω′
(aργ+1

ε + δρβ+1
ε )φ dx dt =

∫ T

0

ψ(

∫

Ω′
(aργ

ε + δρβ
ε ) dx)(−

∫

Ω′
ρεφ dy) dt

+

∫ T

0

∫

Ω′
{µ1∇uε : ∇ϕ + (µ1 + µ2)(div uε)(div ϕ)} dx dt

−
∫ T

0

∫

Ω′
ρεuε · ∂tϕ dx dt−

∫ T

0

∫

Ω′
ρεuε ⊗ uε : ∇ϕ dx dt

+ε

∫ T

0

ψ

∫

Ω′
∇ρε · ∇uε ·ϕ dx dt−

∫ T

0

ψ

∫

Ω′
ρεf · ϕdx dt =

6∑

k=1

Ik. (4.14)

Les intégrales Ik, k = 1, . . . , 6, à droite de l’égalité (4.14) sont majorées dans les lignes
ci-dessous. Tout d’abord, d’après les estimations (2.23) et (2.24), il est clair que

|I1| ≤ c(T,Ω′, δ, ρ0, q0,U∞,f).

A l’aide de l’inégalité de Schwarz et des estimations (2.26) et (4.9), on prouve ensuite que

|I2| ≤ c

∫ T

0

‖∇uε‖0,2,V ‖∇ϕ‖0,2,Ω′ dt

≤ c
√
T‖uε‖[L2(0,T ;H1

0 (V ))]3‖∇ϕ‖[L∞(0,T ;L2(Ω′))]3×3 ≤ c(T,Ω′, δ, ρ0, q0,U∞,f).

En ce qui concerne l’intégrale I3, on peut e.g. utiliser les inégalités de Hölder et de Sobolev,
(4.12) et (4.13), ainsi que les estimations (2.24)-(2.27) pour montrer que

|I3| ≤
∫ T

0

‖ρεuε‖0, 2β
β+1

,V
‖η1‖0, 2β

β−1
,V

+ ‖ρε‖0,3,V ‖uε‖0,6,V ‖η2‖0,2,V dt

≤ c(T,Ω′, K, δ, ρ0, q0,U∞,f)(1 +

∫ T

0

|ψ′| dt).
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Pour des raisons tout à fait semblables, avec (4.9) à la place de (4.12)-(4.13), complétées
par les injections de Sobolev, on trouve que

|I4| ≤ c

∫ T

0

‖ρε‖0,3,V ‖uε‖2
0,6,V ‖∇ϕ‖0,3,Ω′ dt ≤ c(T,Ω′, δ, ρ0, q0,U∞,f),

|I5| ≤
√
ε

∫ T

0

√
ε‖∇ρε‖0,2,V ‖∇uε‖0,2,V ‖ϕ‖0,∞,Ω′ dt

≤ √εc(Ω′, β)

∫ T

0

√
ε‖∇ρε‖0,2,V ‖∇uε‖0,2,V ‖∇ϕ‖0,β,Ω′ dt ≤ c(T,Ω′, δ, ρ0, q0,U∞,f)

et enfin

|I6| ≤
∫ T

0

‖ρε‖0,β,V ‖f‖0,∞,Ω′‖ϕ‖0,β′,Ω′ dt ≤ c(T,Ω′, δ, ρ0, q0,U∞,f).

Ceci étant, le regroupement de toutes ces estimations dans (4.14) montre que pour toute
fonction ψ ∈ D(0, T ), 0 ≤ ψ ≤ 1 et toute fonction φ ∈ D(Ω′), 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 1 dans un
sous-ensemble compact K de Ω′ ⊂ Ω, ∀|α| ≤ 2, |Dαφ| ≤ c(K), on a

∫ T

0

ψ

∫

Ω′
(aργ+1

ε + δρβ+1
ε )φ dx dt ≤ c(T,Ω′, K, δ, ρ0, q0,U∞,f)(1 +

∫ T

0

|ψ′| dt). (4.15)

Soit alors une fonction

w ∈ C∞(R), 0 ≤ w ≤ 1, w(s) = 0 si s ≤ 1, w(s) = 1 si s ≥ 2 et 0 ≤ w′(s) ≤ 2. (4.16)

On considère alors dans (4.15) ψ = ψm avec ψm(t) = w(m×min(t, T − t)) et on passe à la
limite m → ∞. Pour toute fonction φ ∈ D(Ω), 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 1 dans un sous-ensemble
compact K de Ω′ ⊂ Ω, ∀|α| ≤ 2, |Dαφ| ≤ c(K), on obtient l’estimation

∫ T

0

∫

Ω′
(aργ+1

ε + δρβ+1
ε )φ dx dt ≤ c(T,Ω′, K, δ, ρ0, q0,U∞,f), (4.17)

de laquelle découle directement la validité de (2.28). Ainsi se termine la preuve de la
proposition II.2. 2

5 Preuve : Etape no3

Dans cette section, δ ∈ (0, 1] étant supposé fixe, nous travaillons sur la suite {(ρε,uε)}ε

associée par la proposition II.2 à une suite de réels ε ∈ (0, 1]. Notre objectif est dans un
premier temps de démontrer la proposition II.3. Pour cela, nous faisons tendre ε→ 0+ afin
d’éliminer le terme de dissipation artificielle qui apparâıt dans l’équation (2.19) aussi bien
que les quantités avec coefficient ε présentes dans l’équation (2.20). La méthode utilisée
ici est due à P.L. Lions [46, Chapter 5,7]. Elle est essentiellement basée sur la propriété
de compacité faible de la suite des pressions effectives (cf. I.4), sur la théorie du transport
de DiPerna et P.L. Lions [12] appliquée à l’équation de continuité (cf. I.2) et enfin, sur
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certains résultats classiques d’analyse (concavité, convexité, semi-continuité et monotonie,
cf. Annexe A). Comme le lecteur pourra le constater, cette méthode à une limitation du
fait que la densité limite doit appartenir au moins à l’espace L2((0, T )× K). Ici cela ne
pose aucun problème puisque le terme de pression artificielle est toujours présent. Une
fois la proposition II.3 démontrée, nous consacrerons la fin de cette section à la preuve de
la proposition II.4 ainsi qu’à l’obtention de bornes uniformes par rapport au paramètre
δ ∈ (0, 1] pour les solutions approchées (ρδ,uδ) données par cette proposition.

5.1 Existence de solutions

Dans la suite, nous ne ferons pas la distinction entre une fonction définie sur (0, T )×V
et son prolongement par zéro dans (0, T )× R3 \ V .

Tout d’abord, au vu des estimations (2.24), (2.26)-(2.28) et (4.6), on peut supposer

qu’il existe des fonctions ρδ, uδ, ρ
γ
δ et ρβ

δ telles que modulo l’extraction de sous-suites et
lorsque ε→ 0+,

ρε
∗
⇀ ρδ dans L∞(0, T ;Lβ(V )), ρε ⇀ ρδ dans Lβ+1((0, T )×K)

ρδ ≥ 0 p.p. dans (0, T )× V, ρδ = 0 p.p. dans (0, T )× R
3 \ V, (5.1)

pδ(ρε) ⇀ pδ(ρδ) = aρ
γ
δ + δρ

β
δ dans L

β+1
β ((0, T )×K),

ρ
γ
δ = ρ

β
δ = 0 p.p. dans (0, T )× R

3 \ V, (5.2)

uε ⇀ uδ dans [L2(0, T ;H1(R3))]3, uδ = U∞ p.p. dans (0, T )× R
3 \ Ω, (5.3)

ε∇ρε → 0 dans [L2((0, T )× V )]3, (5.4)

ε∇ρε · ∇ui
ε → 0 dans L1((0, T )× V ),

ε∇ρε · ∇ui
ε ⇀ 0 dans Ls((0, T )× V ), i = 1, 2, 3, (5.5)

K désignant tout sous-ensemble compact arbitraire de Ω. Ensuite, à l’aide d’arguments
déjà utilisés à plusieurs reprises, pour t1, t2 ∈ [0, T ] et φ ∈ D(V ), on voit que

|
∫

V

{ρε(t2)− ρε(t1)}φ dx|

≤ c(V ){sup ess
t∈(0,T )

‖(ρεuε)(t)‖0,
2β

β+1
,V
|t2 − t1|+ ε‖∇ρε‖0,2,(0,T )×V |t2 − t1|

1
2}‖∇φ‖0,

2β
β−1

,V
.

Ceci prouve que la suite {ρε}ε ⊂ C0([0, T ];Lβ
weak(V )) est uniformément continue dans

W
−1, 2β

β+1 (V ). Par conséquent, (2.24) et les lemmes I.1 et I.2 garantissent que

ρε → ρδ dans C0([0, T ];Lβ
weak(V )) quand ε→ 0+. (5.6)

Par suite, d’après le lemme I.4, il en découle que

ρε → ρδ dans Lq(0, T ;W−1,r(V )) quand ε→ 0+, q ∈ [1,∞), r ∈ (1,∞). (5.7)

Cette dernière information pour q = r = 2, couplée à la convergence (5.3), implique que
ρεu

i
ε → ρδu

i
δ au sens des distributions dans (0, T )× V , i = 1, 2, 3 et de ce fait précise les
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convergences induites par les estimations (2.24)-(2.26). Autrement dit,

ρεu
i
ε

∗
⇀ ρδu

i
δ dans L∞(0, T ;L

2β
β+1 (V )),

ρεu
i
ε ⇀ ρδu

i
δ dans L2(0, T ;L

6β
β+6 (V )) quand ε→ 0+, i = 1, 2, 3. (5.8)

Ici, il est intéressant de noter que la convergence ρεuε → ρδuδ dans [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(Ω))]3

n’est pas vraie. Elle l’est uniquement sur tout sous-ensemble compact K de Ω, i.e.

ρεuε → ρδuδ dans [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(K))]3 quand ε→ 0+. (5.9)

Ceci est dû au fait que l’estimation améliorée (2.28) est seulement locale et non globale sur
Ω. Pour s’en convaincre, il suffit d’adapter à la présente situation les arguments qui ont

permis de prouver (4.3). Ensuite, puisque l’injection L
2β

β+1 (V ) ⊂⊂ H−1(V ) est compacte,

de (5.8), on extrait la convergence ρεu
i
ε → ρδu

i
δ dans L2(0, T ;H−1(V )), i = 1, 2, 3. Cette

convergence et (5.3) nous permettent donc d’affirmer que ρεu
i
εu

j
ε → ρδu

i
δu

j
δ au sens des

distributions dans (0, T )× V , i, j = 1, 2, 3 et de ce fait de préciser la convergence induite
par les estimations (2.24)-(2.26). Autrement dit,

ρεu
i
εu

j
ε ⇀ ρδu

i
δu

j
δ dans L2(0, T ;L

6β
4β+3 (V )) quand ε→ 0+, i, j = 1, 2, 3. (5.10)

Toutes les convergences nécessaires au passage à la limite ε→ 0+ dans les équations (2.19)
et (2.20) sont maintenant à notre disposition. Il vient alors que

∂tρδ + div(ρδuδ) = 0 dans D′((0, T )× V ), (5.11)

∂t(ρδuδ) + div(ρδuδ ⊗ uδ)− µ1∆uδ + (µ1 + µ2)∇ div uδ +∇pδ(ρδ)

= ρδf dans [D′((0, T )× Ω)]3. (5.12)

Il est bon de noter que puisque ρδ ∈ C0([0, T ];Lβ
weak(V )) et uδ = U∞ = 0 p.p. dans

(0, T )× B \ Ω, l’équation (5.11) implique que pour tout τ ∈ [0, T ], ρδ(τ) = ρ0 p.p. dans
B \ Ω, tandis que l’équation (5.12) a pour conséquence directe l’identité

∂t(

∫

Ω

ρδuδ · φ dx) = −
∫

Ω

{µ1∇uδ : ∇φ + (µ1 + µ2)(div uδ)(div φ)} dx

+

∫

Ω

{ρδu
i
δu

j
δ∂jφ

i − pδ(ρδ) div φ + ρδf · φ} dx dans D′(0, T ), φ ∈ [D(Ω)]3,

Celle-ci implique que ∂t(
∫
Ω
ρδuδ · φ dx) ∈ L1(0, T ), φ ∈ [D(Ω)]3. Puisque par ailleurs on

sait déjà que ρδuδ ∈ [L∞(0, T ;L
2β

β+1 (V ))]3, en accord avec le lemme I.3 et (5.9), on peut
affirmer que

ρδuδ ∈ [C0([0, T ];L
2β

β+1

weak(Ω))]3. (5.13)

Ajoutée à (5.6), (5.13) donne un sens aux conditions initiales. Plus exactement, on a

ρδ(0) = ρ0 p.p. dans V et (ρδuδ)(0) = q0 p.p. dans Ω. (5.14)
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On remarque ensuite que les hypothèses du lemme I.5 sont satisfaites avec p = β et
f = 0. L’équation de continuité (5.11) peut alors être prolongée en dehors de V . Autre-
ment dit celle-ci est vraie dans D′((0, T )× R3). On se retrouve dans la configuration du
lemme I.7 qui assure la validité du point (iii) de la proposition II.3 concernant l’équation
de continuité renormalisée. Noter que si b(s) = sθ, cette propriété n’est rien d’autre
qu’une des hypothèses du lemme I.8 dans lequel q = β, lemme dont la conclusion est
ρδ ∈ C0([0, T ];Lp(V )), p ∈ [1, β). Quant au point (iv), il est une conséquence directe du
corollaire I.1.

Nous allons maintenant utiliser les résultats démontrés dans le chapitre précédent
concernant la suite des pressions effectives (flux effectifs visqueux) (cf. I.4). Nous tenons
encore une fois à insister sur le caractère essentiel de ce passage et ce malgré sa brièveté
due à notre choix de regrouper les résultats fréquemment utilisés dans cette partie dans
le chapitre I. On pose

Πε = pδ(ρε), bε = ρε, F ε = ρεf − ε∇ρε · ∇uε, qε = ρεuε, fε = div gε

Πδ = pδ(ρδ), bδ = ρδ, F δ = ρδf , qδ = ρδuδ, fδ = 0

où

gε =





ε∇ρε dans (0, T )× V ,

0 dans (0, T )× R3 \ V .

Alors les convergences (5.1)-(5.10) montrent que pour tout sous-ensemble compact K de
Ω, on a

Πε ⇀ Πδ dans L
β+1

β ((0, T )×K),

bε → bδ dans C0([0, T ];Lβ
weak(V )), bε ⇀ bδ dans Lβ+1((0, T )×K),

F ε ⇀ F δ dans Ls((0, T )× V ),

qε → qδ dans [C0([0, T ];L
2β

β+1 (K))]3,

fε ⇀ fδ dans L2(0, T ;H−1(V )).

D’autre part, à l’aide des propriétés de l’opérateur Ai, i = 1, 2, 3, introduit dans la section
3 du chapitre 1 de la partie stationnaire, en utilisant l’inégalité de Hölder, on voit que

|
∫ T

0

∫

R3

Ai(fε)φ dx dt| = ε|
∫ T

0

∫

R3

∂jρεRij(φ) dx dt| ≤ ε

∫ T

0

‖∇ρε‖0,
2β

β−1
,V
‖φ‖0,

2β
β+1

,R3

Grâce à l’hypothèse β ≥ 6 qui implique que 2 < 2β

β−1
< 10β−6

3β+3
, on peut interpoler les

espaces de Lebesgue d’exposant correspondant et écrire que

‖∇ρε‖
L2(0,T ;L

2β
β−1 (V ))

≤ ‖∇ρε‖α
0,2,(0,T )×V ‖∇ρε‖1−α

L2(0,T ;L
10β−6
3β+3 (V ))

, α ∈ (0, 1).

Des deux précédentes inégalités et des estimations (2.27) et (4.6), on tire la convergence

Ai(fε) → Ai(fδ) dans L2(0, T ;L( 2β
β+1)

′

(R3)), i = 1, 2, 3.
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On vient donc de vérifier que les hypothèses du corollaire I.3 sont satisfaites avec p = β+1
β

,

r = β, r̃ = β + 1 > 2, s = 5β−3
4β

et w = 2β

β+1
. Dénotant par pδ(ρδ)ρδ la limite faible de la

suite {pδ(ρε)ρε}ε, nous sommes donc assurés que

pδ(ρδ)ρδ − pδ(ρδ)ρδ = (2µ1 + µ2){ρδ div uδ − ρδ div uδ} p.p. dans (0, T )× Ω. (5.15)

D’un autre côté, les hypothèses du lemme A.20 (monotonie de la pression) sont également
satisfaites par la suite {ρε}ε, s = γ, β et θ = 1. Il en résulte que

0 ≤ pδ(ρδ)ρδ − pδ(ρδ)ρδ = (2µ1 + µ2){ρδ div uδ − ρδ div uδ} p.p. dans (0, T )× Ω. (5.16)

A présent, il faut se rappeler que div uδ = div U∞ = 0 p.p. dans (0, T ) × V \ Ω pour
déduire de (5.16) que

ρδ div uδ ≥ ρδ div uδ p.p. dans (0, T )× V. (5.17)

Revenons un instant sur la suite {(ρε,uε)}ε. En accord avec les propriétés listées dans
le point (i) de la proposition II.2, le lemme I.5 dans lequel on pose p = β et f = ε∆ρε

garantit que l’équation de continuité (2.19) est prolongeable dans D′((0, T ) × R3). Sous

les conditions λ1 > 0 et
(

β

λ1

)′
≤ 2β

β+2
, i.e. 0 < λ1 ≤ β

2
− 1, on se retrouve alors dans le

cadre des hypothèses du lemme I.7 avec p = β, ρ = ρε, u = uε et f le prolongement par
zéro dans (0, T ) × R3 \ V de ε∆ρε. En conséquence, pour toute fonction b ∈ C1([0,∞))
de la classe (1.10) et (1.13) avec λ1 > 0 et β à la place de γ, on a

∂tb(ρε) + div(b(ρε)uε) + {ρεb
′(ρε)− b(ρε)} div uε = fb′(ρε) dans D′((0, T )× R

3). (5.18)

Si de plus, on suppose que la fonction b ∈ C2([0,∞)) est une fonction convexe, il est clair
que

ε∆b(ρε) = b′′(ρε)|∇ρε|2 + b′(ρε)ε∆ρε ≥ b′(ρε)ε∆ρε p.p. dans (0, T )× V,

inégalité que l’on peut aisément prolongée à (0, T )×R
3 sous réserve que b(0) = 0. Autre-

ment dit, pour toute fonction b ∈ C2([0,∞)) de la classe (1.10) et (1.13) avec λ1 > 0, β
à la place de γ et telle que b(0) = 0, on a

ε∆b(ρε) ≥ b′(ρε)f p.p. dans (0, T )× R
3.

La prise en compte de cette inégalité dans (5.18) implique que

∂tb(ρε) + div(b(ρε)uε) + {ρεb
′(ρε)− b(ρε)} div uε

−ε∆b(ρε) ≤ 0 dans D′((0, T )× R
3). (5.19)

Bien sûr, au vu des propriétés de régularité de (ρε, uε) listées dans le point (i) de la
proposition II.2, cette inégalité n’est pas seulement vraie au sens des distributions mais
également p.p. dans (0, T )× R3. La fonction b(s) = s ln(s+ h), h ∈ (0, 1], est admissible

dans (5.19). Pour cette même fonction, noter que p.p.t. t ∈ (0, T ), b(ρε(t)) ∈ W 1,
6β

β+12 (V ),
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b′(ρε(t)) ∈ W
1, 6β

β+6 (V ) et ∇ρε(t) ∈ W
1, 2β

β+2 (V ). Puisque β ≥ 6, on en déduit que p.p.t.

t ∈ (0, T ), b(ρε(t))uε(t),∇b(ρε(t)) ∈ W 1, 6β
4β+12 (V ) et donc que

γ0{b(ρε(t))uε(t)} · ν = γ0{b(ρε(t))}γ0{uε(t))} · ν = 0, (5.20)

γ0{∇b(ρε(t))} · ν = γ0{b′(ρε(t))}∂νρε(t) = 0. (5.21)

A l’aide de la formule de Stokes classique, de (5.20) et (5.21), il est possible d’intégrer
l’inégalité (5.19) par rapport à la variable d’espace puis sur l’intervalle de temps (0, τ),
τ ∈ [0, T ], pour se ramener à

∫ τ

0

∫

V

ρ2
ε

ρε + h
div uε dx dt ≤

∫

V

{ρ0 ln(ρ0 + h)− (ρε ln(ρε + h))(τ)} dx, τ ∈ [0, T ].

On passe alors à la limite h→ 0+ en utilisant e.g. le théorème de la convergence dominée
de Lebesgue. On trouve que

∫ τ

0

∫

V

ρε div uε dx dt ≤
∫

V

{ρ0 ln ρ0 − (ρε ln ρε)(τ)} dx, τ ∈ [0, T ]. (5.22)

Or, d’après le lemme I.1 appliqué à la suite {ρε}ε ⊂ C0([0, T ];Lβ
weak(V )), bornée dans

L∞(0, T ;Lβ(V )), on sait que pour tout τ ∈ [0, T ], la suite {‖ρε(τ)‖0,β,V }ε et donc la suite
{‖(ρε ln ρε)(τ)‖0,p,V }ε, p ∈ [1, β), est uniformément bornée par rapport à ε. Ainsi, modulo
l’extraction de sous-suites, on peut supposer que

(ρε ln ρε)(τ) ⇀ (ρδ ln ρδ)(τ) dans Lp(V ), p ∈ (1, β), τ ∈ [0, T ].

On passe à la limite ε→ 0+ dans (5.22) et on obtient finalement l’inégalité suivante :
∫ τ

0

∫

V

ρδ div uδ dx dt ≤
∫

V

{ρ0 ln ρ0 − (ρδ ln ρδ)(τ)} dx, τ ∈ [0, T ]. (5.23)

D’un autre côté, pour b(s) = s ln s, on sait que l’équation (2.30) est satisfaite dans
D′((0, T ) × R3). Choisissant comme fonction test dans cette équation ϕ = ψφ avec ψ ∈
D(0, T ) et ψ ∈ D(R3), ψ = 1 dans V , on voit que

∂t(

∫

V

ρδ ln ρδ dx) +

∫

V

ρδ div uδ dx = 0 dans D′(0, T ).

Ceci prouve que ∂t(
∫

V
ρδ ln ρδ dx) ∈ L2(0, T ). Par ailleurs, comme on l’a fait remarquer

plus haut, ρδ ∈ C0([0, T ];Lp(V )), p ∈ [1, β). On a donc
∫

V
ρδ ln ρδ dx ∈ C0([0, T ]). Ainsi,

on peut intégrer l’égalité précédente sur l’intervalle de temps (0, τ), τ ∈ [0, T ], pour se
ramener à

∫ τ

0

∫

V

ρδ div uδ dx dt =

∫

V

{ρ0 ln ρ0 − (ρδ ln ρδ)(τ)} dx, τ ∈ [0, T ]. (5.24)

La comparaison des identités (5.23) et (5.24), complétée par la propriété (5.17) déduite
de la compacité faible de la suite des pressions effectives, implique finalement l’inégalité

∫

V

(ρδ ln ρδ)(τ) dx ≤
∫

V

(ρδ ln ρδ)(τ) dx, τ ∈ [0, T ]. (5.25)
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Puisque ρδ ln ρδ ≤ ρδ ln ρδ p.p. dans (0, T )×V , en fin de compte, on conclut que ρδ ln ρδ =
ρδ ln ρδ p.p. dans (0, T ) × V . Autrement dit, la convergence faible commute avec une
fonction strictement convexe. En accord avec le lemme A.18, il en résulte que

ρε → ρδ dans Lp((0, T )× V ) ∩ Lq((0, T )×K), p ∈ [1, β), q ∈ [1, β + 1), (5.26)

K désignant tout sous-ensemble compact de Ω. En particulier, pδ(ρδ) = pδ(ρδ) p.p. dans
(0, T )× Ω et donc (ρδ,uδ) est solution de l’équation de mouvement (2.32).

5.2 Inégalité d’énergie

A première vue, on remarque que le manque d’information sur la suite {ρβ
ε}ε dans

V \Ω est la cause de la perte de l’inégalité d’énergie sous forme différentielle. Expliquons
brièvement comment le passage à la limite ε→ 0+ dans l’inégalité (2.22) entrâıne (2.33).
A l’aide de (5.8), (5.10) et (5.26), on voit que lorsque ε→ 0+,

∫

Ω

1

2
ρε|uε −U∞|2 dx→

∫

Ω

1

2
ρδ|uδ −U∞|2 dx dans D′(0, T ),

∫ τ

0

∫

Ω

ρεf · (uε −U∞) dx dt→
∫ τ

0

∫

Ω

ρδf · (uδ −U∞) dx dt, τ ∈ [0, T ],

∫ τ

0

∫

Ω

{ρεuε ⊗ (U∞ − uε) : ∇U∞ − pδ(ρε) div U∞} dx dt

→
∫ τ

0

∫

Ω

{ρδuδ ⊗ (U∞ − uδ) : ∇U∞ − pδ(ρδ) div U∞} dx dt, τ ∈ [0, T ].

Par ailleurs, puisque ρε → ρδ dans C0([0, T ];Lβ
weak(V )), pour tout τ ∈ [0, T ] il est clair que

ρε(τ) ⇀ ρδ(τ) quand ε→ 0+. Il suffit alors d’utiliser la convexité de la fonction s 7→ Pδ(s)
et le théorème A.49 pour justifier le fait que

∫

V

Pδ(ρδ)(τ) dx ≤ lim inf
ε→0+

∫

V

Pδ(ρε) dx, τ ∈ [0, T ].

Ensuite, en accord avec (5.3)-(5.5), il est clair que lorsque ε→ 0+, pour τ ∈ [0, T ], on a
∫ τ

0

∫

Ω

{µ1|∇(uδ −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(uδ −U∞)|2} dx dt

≤ lim inf
ε→0+

∫ τ

0

∫

Ω

{µ1|∇(uε −U∞)|2 + (µ1 + µ2)| div(uε −U∞)|2} dx dt,

ε

∫ τ

0

∫

Ω

∇ρε · ∇(uε −U∞) ·U∞ dx dt→ 0,

∫ τ

0

∫

Ω

{µ1∇U∞ : ∇(uε −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(uε −U∞))} dx dt

→
∫ τ

0

∫

Ω

{µ1∇U∞ : ∇(uδ −U∞) + (µ1 + µ2)(div U∞)(div(uδ −U∞))} dx dt.

Ceci prouve que (2.33) est vraie dans D′(0, T ) mais également p.p.t. τ ∈ (0, T ) puisque
Eδ(ρδ,uδ) ∈ L∞(0, T ). Pour les mêmes raisons, le passage à la limite ε → 0+ dans
l’inégalité d’énergie (2.22) dans laquelle Pδ(·) est remplacé par Πδ(·) prouve la validité de
(2.33) avec Πδ(·) à la place de Pδ(·). Ainsi s’achève la preuve de la proposition II.3. 2
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5.3 Comportement de la densité et conséquences

Dans cette sous-section, nous étudions le comportement au voisinage de la partie
Γ de la frontière du domaine Ω par laquelle le fluide pénètre de la densité ρδ donnée
par la proposition II.3. Nous montrons ensuite comment ce comportement implique un
affinement de l’inégalité d’énergie (2.33) ainsi qu’une voie naturelle pour démontrer de la
proposition II.4.

Pour commencer, noter que sans perte de généralité (quitte à effectuer un changement
de repère par rotation), on peut supposer que u∞ = (u1

∞, 0, 0), u1
∞ > 0. D’autre part, si

on revient à la construction du champ de vecteurs U∞ et que l’on choisit R > 0 tel que
3
2
R− 1

8
> (1 + α) + T |u∞| où α > 0 est petit, alors U∞ = u∞ dans B(1+α)+T |u∞| \B 7

8
.

Soit s ∈ [0, T ] arbitrairement fixé. On introduit les ensembles

U = {{rΓ, r ∈ (1, 1 + α)} − ξu∞, ξ ∈ [0, T ]},
Σ(ξ) = {{rΓ, r ∈ (1, 1 + α)} − (T − ξ)u∞}, ξ ∈ [0, T ].

Voici schématiquement la situation pour que le lecteur puisse se faire une idée :

x1

x3

S

BΓU

Σ(T )

V

u∞

Puisque l’équation de continuité (2.29) est satisfaite dansD′((0, T )×R3), à l’aide du lemme
de Friedrichs généralisé I.6, on peut la régulariser par rapport à la variable d’espace en
utilisant la famille d’opérateurs de régularisation usuels {Sm}m∈N∗. On obtient

∂tSm(ρδ) + div(Sm(ρδ)uδ) = rm p.p. dans (0, T )× R
3,

rm → 0 dans L2(0, T ;L
2β

β+2

loc (R3)) quand m→∞.
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Avec le choix précédent de R dans la construction de U∞, il en résulte que

∂tSm(ρδ) +∇Sm(ρδ) · u∞ = rm p.p. dans (0, T )× U .

Soit B̃ une boule ouverte de Σ(s) et B̃(t) la boule résultant du transport de B̃ à la vitesse

u∞ à l’instant t ∈ [0, T − s], i.e. B̃(t) = B̃ + tu∞. Etant donné que les champs Sm(ρδ) et
u∞ sont continus sur [0, T ]× U et à dérivées partielles bornées dans L∞((0, T )× U), on
peut calculer la dérivée par rapport au temps de l’intégrale

∫
eB(t)

Sm(ρδ)(t) dx :

d

dt

∫

eB(t)

Sm(ρδ)(t) dx =

∫

eB(t)

{∂tSm(ρδ) +∇Sm(ρδ) · u∞}(t) dx =

∫

eB(t)

rm(t) dx.

En intégrant cette dernière identité sur l’intervalle (t1, t2), t1, t2 ∈ [0, T −s], on trouve que

∫

eB(t2)

Sm(ρδ)(t2) dx−
∫

eB(t1)

Sm(ρδ)(t1) dx =

∫ t2

t1

∫

eB(t)

rm(t) dx dt

d’où on déduit, en passant à la limite m→∞, que

∫

eB(t2)

ρδ(t2) dx−
∫

eB(t1)

ρδ(t1) dx, t1, t2 ∈ [0, T − s].

En particulier, ceci montre que

∫

eB(t)

ρδ(t) dx =

∫

eB
ρ0 dx, t ∈ [0, T − s].

Ainsi, pour tout point de Lebesgue x de ρ0 dans Σ(s), le point x + tu∞ est un point de
Lebesgue de ρδ(t) dans Σ(s+ t), t ∈ [0, T − s] et donc, au vu des hypothèses (2.4) sur la
condition initiale modifiée ρ0, on a

∀x ∈ Σ(s), ρδ(t, x+ tu∞) = ρ0(x), t ∈ [0, T − s] (5.27)

On suppose alors que ρ0 = ρ∞ dans U . Soit (τ, x) ∈ (0, T ) × Σ(T ). Le point y = x −
τu∞ ∈ Σ(T − τ). Il suffit alors d’utiliser (5.27) avec s = T − τ pour conclure que
ρδ(τ, x) = ρδ(τ, y + τu∞) = ρ∞. En résumé, sous la condition ρ0 = ρ∞ dans U , on a

ρδ = ρ∞ dans (0, T )× Σ(T ). (5.28)

Noter tout de même que pour que la nouvelle condition ρ0 = ρ∞ dans U soit compatible
avec les hypothèses (2.4), il faut imposer à ρ∞ la contrainte 0 < ρ ≤ ρ∞ ≤ ρ <∞.

Montrons maintenant que (5.28) induit un affinement de l’inégalité d’énergie (2.33).
Pour cela, il faut commencer par noter que d’après le lemme I.7 et la remarque I.2, on a

d

dt

∫

V \B

Pδ(ρδ)φ dx =

∫

V \B

Pδ(ρδ)U∞ · ∇φ dx dans D′(0, T ), φ ∈ D(V \B). (5.29)
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Soit la suite de fonctions {φm}m∈N∗ , φm(x) = w(m dist(x, ∂(V \B))), x ∈ V \B où w est
la fonction réelle à valeurs réelles introduite en (4.16). On pose

Cm
+ = {x ∈ V \B, 1

m
< dist(x, ∂V ) <

2

m
},

Cm
− = {x ∈ V \B, 1

m
< dist(x, ∂B) <

2

m
}, Cm

−,l = Cm
− ∩ Σ(T ), Cm

−,r = Cm
− \ Cm

−,l.

On suppose m suffisamment grand pour que Cm
+ ∩ supp U∞ = ∅ et Γ1+ 2

m
∩ Σ(T ) 6= ∅

où Γr = rΓ, r ∈ (1,∞). Noter au passage qu’il est facile de vérifier que u∞ · ∇φm =
m(u∞ · ν)w′(m dist(x, ∂(V \B))) ≥ 0 dans Cm

−,r, ν désignant ici la normale extérieure à
la surface ∂B. Ces notations en tête, à l’aide de la formule de Stokes classique, on peut
calculer

∫
V \B

Pδ(ρδ)U∞ · ∇φm dx comme-suit :

∫

V \B

Pδ(ρδ)U∞ · ∇φm dx

=

∫

Cm
+

Pδ(ρδ)U∞ · ∇φm dx+

∫

Cm
−,l

Pδ(ρ∞)u∞ · ∇φm dx +

∫

Cm
−,r

Pδ(ρδ)u∞ · ∇φm dx

≥
∫

Cm
−,l

Pδ(ρ∞)u∞ · ∇φm dx =

∫

Cm
−,l

div(Pδ(ρ∞)u∞φm) dx =

∫

∂Cm
−,l

Pδ(ρ∞)(u∞ · ν)φm dσ

≥
∫

Γ
1+ 2

m

Pδ(ρ∞)(u∞ · ν) dσ ≥
∫

Γ

Pδ(ρ∞)(u∞ · ν) dσ.

D’après (5.29) avec φ = φm, on sait que d
dt

∫
V \B

Pδ(ρδ)φm dx ∈ L1(0, T ). Puisque l’on sait

également que Pδ(ρδ)φm ∈ L∞(0, T ), en accord avec le lemme I.10, on a

∫

V \B

Pδ(ρδ)(τ)φm dx−
∫

V \B

Pδ(ρδ)(s)φm dx

≥
∫ τ

s

∫

Γ

Pδ(ρ∞)(u∞ · ν) dσ dt p.p.t. s, τ ∈ (0, T ). (5.30)

On passe à la limite m→∞ dans (5.30). On trouve que

∫

V \B

Pδ(ρδ)(τ) dx−
∫

V \B

Pδ(ρδ)(s) dx

≥
∫ τ

s

∫

Γ

Pδ(ρ∞)(u∞ · ν) dσ dt p.p.t. s, τ ∈ (0, T ). (5.31)

On rappelle que le paramètre δ ∈ (0, 1] est fixe. Puisque ρδ ∈ C0([0, T ];Lβ
weak(V )), il est

clair que pour tout s ∈ [0, T ], ρδ(s) ⇀ ρδ(0) dans Lβ(V ) lorsque s → 0+. Suite à cela,
puisque Pδ(·) est une fonction convexe sur R+, on peut utiliser le théorème A.49 (cf. p.
222) pour montrer que

∫

V \B

Pδ(ρ0) dx =

∫

V \B

Pδ(ρδ(0)) dx ≤ lim inf
s→0+

∫

V \B

Pδ(ρδ(s)) dx.
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Insérée dans le passage à la limite s→ 0+ dans (5.31), cette observation nous permet de
conclure que p.p.t. τ ∈ (0, T ),

∫

V \B

Pδ(ρδ)(τ) dx−
∫

V \B

Pδ(ρ0) dx ≥
∫ τ

0

∫

Γ

Pδ(ρ∞)(u∞ · ν) dσ dt. (5.32)

Pour des raisons évidentes, il n’est pas difficile de se convaincre que l’on peut également
montrer que ∫

B\Ω

Pδ(ρδ)(τ) dx =

∫

B\Ω

Pδ(ρ0) dx, τ ∈ [0, T ]. (5.33)

Il suffit alors d’insérer les identités (5.32) et (5.33) dans l’inégalité d’énergie (2.33) pour
affiner celle-ci et récupérer (2.35).

On considère maintenant une fonction ϕ ∈ D((0, T )× (B∪Γ∪Σ(T ))) comme fonction
test dans l’équation de continuité (2.29). A nouveau, à l’aide de (5.28), on peut écrire que

0 =

∫ T

0

∫

V

{ρδ∂tϕ+ ρδuδ · ∇ϕ} dx dt

=

∫ T

0

∫

B

{ρδ∂tϕ+ ρδuδ · ∇ϕ} dx dt+
∫ T

0

∫

Σ(T )

ρ∞u∞ · ∇ϕdx dt.

La formule de Stokes classique nous permet alors de conclure que

∫ T

0

∫

B

{ρδ∂tϕ+ ρδuδ · ∇ϕ} dx dt

=

∫ T

0

∫

Γ

ρ∞(u∞ · ν)ϕdσ dt, ϕ ∈ D((0, T )× (B ∪ Γ ∪ Σ(T ))). (5.34)

Par densité, (5.34) reste vraie pour toute fonction test ϕ ∈ C∞([0, T ]×B) telle que ϕ = 0
dans {0, T}×B et dans (0, T )× (∂B \ Γ). A partir de maintenant, on dénote encore par
(ρδ,uδ) le prolongement par (ρ∞,U∞) dans (0, T )×R

3 \B de la restriction à (0, T )×B

de (ρδ,uδ). On considère une fonction ϕ ∈ D((0, T )×(R3\(∂B \Γ))). Alors il est clair que
(5.34), les propriétés du champ U∞ et la formule de Stokes classique justifient le calcul
ci-contre :

−
∫ T

0

∫

R3

{ρδ∂tϕ+ ρδuδ · ∇ϕ} dx dt

= −
∫ T

0

∫

B

{ρδ∂tϕ+ ρδuδ · ∇ϕ} dx dt−
∫ T

0

∫

R3\B

ρ∞U∞ · ∇ϕdx dt

= −
∫ T

0

∫

Γ

ρ∞(u∞ · ν)ϕdσ dt−
∫ T

0

∫

V \B

div(ρ∞U∞ϕ) dx dt = 0.

En résumé, on vient de démontrer que

∂tρδ + div(ρδuδ) = 0 dans D′((0, T )× (R3 \ (∂B \ Γ))). (5.35)

Le lemme I.7 et le corollaire I.1 s’appliquent et garantissent respectivement que le couple
(ρδ,uδ) ainsi construit est solution dans D′((0, T ) × (R3 \ (∂B \ Γ))) de l’équation de
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continuité renormalisée (2.30) pour toute fonction b de la classe (1.10), (1.11) et (1.13)
avec β à la place de γ et de l’équation (2.31) pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) et tout
k > 0. Enfin, puisqu’aucune modification n’a été faite dans Ω, (ρδ,uδ) est bien solution
de l’équation de mouvement (2.32) au sens des distributions dans (0, T ) × Ω et p.p.t.
τ ∈ (0, T ) satisfait l’inégalité d’énergie (2.35). En d’autres termes, la proposition II.4 est
démontrée. 2

5.4 Bornes uniformes

Dans cette sous-section, on poursuit l’étude de la nouvelle suite {(ρδ,uδ)}δ provenant
de la proposition II.4. Partant de l’inégalité d’énergie (2.35), on dérive les bornes (2.37)-
(2.40) et (2.41).

Dans un premier temps, en s’inspirant des arguments présentés à la sous-section 3.3,
nous affirmons qu’il est facile de vérifier la validité des estimations (2.37)-(2.40) à partir
de l’inégalité d’énergie (2.35).

Soient θ > 0 et b : R+ → R+ définie par b(s) = sθ. Cette fonction est admissible dans
l’équation (2.31) qui à ce stade, on le rappelle, est satisfaite dansD′((0, T )×(R3\(∂B\Γ))).
De plus, si {Sn}n∈N∗ dénote la suite d’opérateurs de régularisation usuels par rapport à la
variable d’espace, à l’aide du lemme de Friedrichs généralisé I.6 et à partir de l’équation
(2.31), on peut écrire

∂tSn[bk(ρδ)] + div(Sn[bk(ρδ)]uδ) + Sn[{ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ]

= rn p.p. dans (0, T )× (R3 \ (∂B \ Γ)) (5.36)

où rn → 0 dans L2(0, T ;Lr
loc(R

3)), r ≤ 2. Puisque |∂B \Γ| = 0, cette égalité est vraie p.p.
dans (0, T )× R

3. En conséquence, pour toute fonction φ ∈ D(Ω), on a

∂t(Sn[bk(ρδ)]φ) + div(Sn[bk(ρδ)]uδφ) + Sn[{ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ]φ

= Sn[bk(ρδ)]uδ · ∇φ+ rnφ p.p. dans (0, T )× Ω (5.37)

Soit K un sous-ensemble compact arbitraire de Ω. Alors il est clair qu’il existe toujours
un sous-domaine borné à frontière Lipschitzienne Ω′ de Ω tel que K ⊂ Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω. On
pose

ϕ(t, x) = ψ(t)ϕ̃(t, x), ψ ∈ D(0, T ), 0 ≤ ψ ≤ 1,

ϕ̃(t, x) = B[Sn[bk(ρδ)](t)φ−−
∫

Ω′
Sn[bk(ρδ)](t)φ dy](x),

φ ∈ D(Ω′), 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 1 dans K, |∇φ| ≤ c(K). (5.38)

où B = (B1,B2,B3) dénote l’opérateur de Bogovskĭı introduit dans le lemme B.1 dans
lequel on considère G = Ω′ (Ω′ est un domaine borné à frontière Lipschitzienne), lemme
qui en particulier permet de justifier que p.p.t. t ∈ (0, T ),

‖∇ϕ(t)‖0,p,Ω′ ≤ c(Ω′, p)‖ψ(t)Sn[bk(ρδ)](t)φ‖0,p,Ω′, p ∈ (1,∞). (5.39)
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En conséquence, il est clair que ϕ ∈ [L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω′))]3, p ∈ (1,∞). Par ailleurs, d’après

(5.37), p.p.t. t ∈ (0, T ), on a

∂tϕ(t) = ψ′(t)ϕ̃(t) + ψ(t)B[∂t(Sn[bk(ρδ(t))]φ)−−
∫

Ω′
∂t(Sn[bk(ρδ(t))]φ) dy]

= ψ′(t)ϕ̃(t)− ψ(t)B[div(Sn[bk(ρδ(t))]uδ(t)φ)−−
∫

Ω′
div(Sn[bk(ρδ(t))]uδ(t)φ) dy]

−ψ(t)B[Sn[{· · · } div uδ](t)φ−−
∫

Ω′
Sn[{· · · } div uδ](t)φ dy]

+ψ(t)B[Sn[bk(ρδ(t))]uδ(t) · ∇φ−−
∫

Ω′
Sn[bk(ρδ(t))uδ(t)] · ∇φ dy]

+ψ(t)B[rn(t)φ−−
∫

Ω′
rn(t)φ dy] =

5∑

i=1

ηi(t) p.p. dans Ω′ (5.40)

où les points de suspension · · · entre accolades remplacent le terme ρδ(bk)
′
+(ρδ) − bk(ρδ)

et ce uniquement pour éviter un dépassement de ligne. Noter que p.p.t. t ∈ (0, T ),
Sn[bk(ρδ(t))]uδ(t)φ ∈ [L6(Ω′)]3 et Sn[bk(ρδ(t))]uδ(t)φ · ν|∂Ω′ = 0. Alors, en accord avec
le lemme B.1, l’inégalité de Hölder, l’inégalité de Sobolev, l’inégalité de Young sur la
convolution et la définition de la fonction bk, b(s) = sθ, p.p.t. t ∈ (0, T ), on voit que

‖η1(t)‖0, 2γ
γ−1

,Ω′ ≤ c(Ω′, γ)|ψ′(t)|‖∇B[Sn[bk(ρδ(t))]φ−−
∫

Ω′
Sn[bk(ρδ(t))]φ dy]‖0, 6γ

5γ−3
,Ω′

≤ c(Ω′, γ)|ψ′(t)|‖Sn[bk(ρδ(t))]φ‖0,
6γ

5γ−3
,Ω′ ≤ c(Ω′, γ)|ψ′(t)|‖bk(ρδ(t))‖0,

6γ
5γ−3

,Ω

≤ c(Ω′, γ)|ψ′(t)|‖ρθ
δ(t)‖0, 6γ

5γ−3
,Ω ;

‖η2(t)‖0, 6γ
5γ−6

,Ω′ ≤ c(Ω′, γ)‖Sn[bk(ρδ(t))]uδ(t)φ‖0, 6γ
5γ−6

,Ω′

≤ c(Ω′, γ)‖Sn[bk(ρδ(t))]‖0,
3γ

2γ−3
,Ω‖uδ(t)‖0,6,Ω ≤ c(Ω′, γ)‖bk(ρδ(t))‖0,

3γ
2γ−3

,Ω‖uδ(t)‖0,6,Ω

≤ c(Ω′, γ)‖ρθ
δ(t)‖0,

3γ
2γ−3

,Ω‖uδ(t)‖0,6,Ω ;

‖η3(t)‖0,p′,Ω′ ≤ c(Ω′, p)ψ(t)‖∇B[Sn[{. . .} div uδ](t)φ−−
∫

Ω′
Sn[{. . .} div uδ](t)φ dy]‖0,

3p′

3+p′
,Ω′

≤ c(Ω′, p)‖ψ(t)Sn[{ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ](t)φ‖0, 3p′

3+p′
,Ω′

où

p =
6γ

γ + 6
si

3

2
< γ < 6 et p ∈ (

2γ

γ + 1
,

6γ

γ + 6
) si γ ≥ 6 ;

‖η4(t)‖0,
6γ

5γ−6
,Ω′

≤ c(Ω′, γ)‖∇B[Sn[bk(ρδ(t))]uδ(t) · ∇φ−−
∫

Ω′
Sn[bk(ρδ(t))]uδ(t) · ∇φ dy]‖0,

6γ
5γ−6

,Ω′

≤ c(Ω′, K, γ)‖Sn[bk(ρδ(t))]φ‖0,
3γ

2γ−3
,Ω′‖uδ(t)‖0,6,Ω

≤ c(Ω′, K, γ)‖bk(ρδ(t))‖0, 3γ
2γ−3

,Ω‖uδ(t)‖0,6,Ω ≤ c(Ω′, K, γ)‖ρθ
δ(t)]‖0, 3γ

2γ−3
,Ω‖uδ(t)‖0,6,Ω
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et enfin que

‖η5(t)‖0,
2γ

γ−1
,Ω′ ≤ c(Ω′, γ)‖rn(t)‖0,

6γ
5γ−3

,Ω′.

Suite à cela, sous les conditions θ ≤ 5
6
γ − 1

2
, θ ≤ 2

3
γ − 1, les estimations (2.37) et (2.40)

entrâınent que

‖η1‖
[L1(0,T ;L

2γ
γ−1 (Ω′))]3

≤ c(T,Ω′, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)

∫ T

0

|ψ′| dt, (5.41)

‖η2‖
[L2(0,T ;L

6γ
5γ−6 (Ω′))]3

≤ c(T,Ω′, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f), (5.42)

‖η3‖
[L

( 2
1−α(p))

′

(0,T ;Lp′(Ω′))]3

≤ c(Ω′, p)‖ψSn[{ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ]φ‖

[L
( 2

1−α(p))
′

(0,T ;L
3p′

3+p′ (Ω′))]3
(5.43)

‖η4‖
[L2(0,T ;L

6γ
5γ−6 (Ω′))]3

≤ c(T,Ω′, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f), (5.44)

‖η5‖
[L1(0,T ;L

2γ
γ−1 (Ω′))]3

≤ c(T,Ω′, γ)‖rn‖
L2(0,T ;L

6γ
5γ−3 (Ω′))

. (5.45)

où α(p) ∈ [0, 1] désigne l’exposant qui apparâıt dans l’inégalité d’interpolation

‖f‖0,p,Ω′ ≤ ‖f‖α(p)

0,
2γ

γ+1
,Ω′
‖f‖1−α(p)

0,
6γ

γ+6
,Ω′
, f ∈ L 2γ

γ+1 (Ω′) ∩ L 6γ
γ+6 (Ω′), p ∈ [

2γ

γ + 1
,

6γ

γ + 6
].

Lorsque 3
2
< γ < 6 (p = 6γ

γ+6
), il est bon de noter que (5.43) peut être précisée à l’aide de

l’inégalité de Young sur la convolution, de l’inégalité de Hölder et de la définition de la
fonction bk, b(s) = sθ. En effet, on a

‖η3‖
[L2(0,T ;L

6γ
5γ−6 (Ω′))]3

≤ c(Ω′, γ)‖ψSn[{ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ]φ‖

[L2(0,T ;L
6γ

7γ−6 (Ω′))]3

≤ c(Ω′, γ)‖ρθ
δ‖

L∞(0,T ;L
3γ

2γ−3 (Ω))
‖ div uδ‖0,2,(0,T )×Ω.

En conséquence, lorsque 3
2
< γ < 6, sous la condition θ ≤ 7

6
γ − 1, l’estimation (2.37)

entrâıne que

‖η3‖
[L2(0,T ;L

6γ
5γ−6 (Ω′))]3

≤ c(T,Ω′, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f). (5.46)

Dans la suite, nous démontrons l’estimation (2.41) lorsque 3
2
< γ < 6, puis nous

indiquons au lecteur les idées pour démontrer celle-ci lorsque γ ≥ 6. Soit dit en passant,
on rappelle que lorsque γ ≥ 6, le paramètre δ peut directement prendre la valeur δ =
0 puisque l’introduction de la pression artificielle dans le système d’origine n’est pas
nécessaire.

Soit 3
2
< γ < 6. D’après (5.41)-(5.45), il est clair que la fonction ϕ, introduite en

(5.38) satisfait ∂tϕ ∈ [L1(0, T ;L
2γ

γ−1 (Ω′))]3 + [L2(0, T ;L
6γ

5γ−6 (Ω′))]3. Ainsi, si l’on se réfère
à la remarque II.9, cette fonction ϕ est une fonction test admissible de l’équation de
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mouvement (2.32). En conséquence, on a
∫ T

0

ψ

∫

Ω′
(aργ

δ + δρ
β
δ )Sn[bk(ρδ)]φ dx dt

=

∫ T

0

ψ{(
∫

Ω′
(aργ

δ + δρ
β
δ ) dx)× (−

∫

Ω′
Sn[bk(ρδ)]φ dy)} dt

+

∫ T

0

∫

Ω′
{µ1∇uδ : ∇ϕ + (µ1 + µ2)(div uδ)(div ϕ)} dx dt−

∫ T

0

∫

Ω′
ρδuδ · ∂tϕ dx dt

−
∫ T

0

∫

Ω′
ρδuδ ⊗ uδ : ∇ϕ dx dt−

∫ T

0

∫

Ω′
ρδf ·ϕ dx dt =

5∑

i=1

Ii. (5.47)

Dans ce qui suit, on majore chaque intégrale Ii, i = 1, . . . , 5. Dans chaque majoration,
on utilisera systématiquement une combinaison des arguments suivants : l’inégalité de
Hölder, l’inégalité de Sobolev, (5.39), l’inégalité de Young sur la convolution, la définition
de la fonction bk, b(s) = sθ, et enfin les estimations (2.37)-(2.40). Afin de ne pas alourdir
la présentation, on ne le répétera pas à chaque fois. Ainsi, sous la condition θ ≤ γ, il est
clair que

|I1| ≤ c(T,Ω′, ρ0, q0,U∞,f)‖Sn[bk(ρδ)]‖0,1,(0,T )×Ω

≤ c(T,Ω′, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)‖ρθ
δ‖L∞(0,T ;L

γ
θ (Ω))

≤ c(T,Ω′, Eδ(ρ0, q0),U∞,f).

En ce qui concerne l’intégrale I2, sous la condition θ ≤ γ

2
et à l’aide de (5.39), on peut la

majorer par

|I2| ≤ c

∫ T

0

‖∇uδ‖0,2,Ω‖∇ϕ‖0,2,Ω′ dt ≤ c(Ω′)

∫ T

0

‖∇uδ‖0,2,Ω‖Sn[bk(ρδ)]‖0,2,Ω dt

≤ c(T,Ω′, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)‖ρθ
δ‖0,2,(0,T )×Ω ≤ c(T,Ω′, Eδ(ρ0, q0),U∞,f).

Pour ce qui est de l’intégrale I3, il suffit de la décomposer en l’écrivant

−
∫ T

0

∫

Ω′
ρδuδ · (

5∑

i=1

ηi) dx dt

et, sous les conditions θ ≤ 5
6
γ − 1

2
, θ ≤ 2

3
γ − 1 et θ ≤ 7

6
γ − 1, d’utiliser (5.41)-(5.45) pour

finalement obtenir que

|I3| ≤ c(T,Ω′, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)(1 + ‖rn‖
L2(0,T ;L

6γ
5γ−3 (Ω′))

).

Enfin, sous les conditions θ ≤ 2
3
γ− 1 et θ ≤ γ− 1, dans les arguments évoqués plus haut,

complétés par les injections de Sobolev et l’inégalité de Poincaré, se trouve la justification
des majorations suivantes :

|I4| ≤
∫ T

0

‖ρδ‖0,γ,Ω‖uδ‖2
0,6,Ω‖∇ϕ‖0,

3γ
2γ−3

,Ω′ dt

≤ c(Ω′, γ)

∫ T

0

‖ρδ‖0,γ,Ω‖uδ‖2
0,6,Ω‖Sn[bk(ρδ)]‖0,

3γ
2γ−3

,Ω dt

≤ c(Ω′, γ)

∫ T

0

‖ρδ‖0,γ,Ω‖uδ‖2
0,6,Ω‖ρθ

δ‖0,
3γ

2γ−3
,Ω dt ≤ c(T,Ω′, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)
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et

|I5| ≤
∫ T

0

‖ρδ‖0,γ,Ω‖f‖0,∞,Ω‖ϕ‖0,γ′,Ω′ dt

≤ c(Ω′, γ)

∫ T

0

‖ρδ‖0,γ,Ω‖f‖0,∞,Ω‖∇ϕ‖0,γ′,Ω′ dt

≤ c(Ω′, γ)

∫ T

0

‖ρδ‖0,γ,Ω‖f‖0,∞,Ω‖Sn[bk(ρδ)]‖0,γ′,Ω dt

≤ c(Ω′, γ)

∫ T

0

‖ρδ‖0,γ,Ω‖f‖0,∞,Ω‖ρθ
δ‖0,γ′,Ω dt ≤ c(T,Ω′, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f).

A ce stade, nous laissons au lecteur vérifier que toutes les conditions imposées à θ tout au
long de ces majorations induisent que le coefficient optimal est θ = 2

3
γ− 1. Ceci étant, les

majorations des intégrales Ii, i = 1, . . . , 5, insérées dans (5.47) montrent que pour toute
fonction ψ ∈ D(0, T ), 0 ≤ ψ ≤ 1 et toute fonction φ ∈ D(Ω′), 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 1 dans un
sous-ensemble compact K de Ω′ ⊂ Ω, |∇φ| ≤ c(K), on a

∫ T

0

ψ

∫

Ω′
(aργ

δ + δρ
β
δ )Sn[bk(ρδ)]φ dx dt

≤ c(T,Ω′, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)(1 +

∫ T

0

|ψ′| dt+ ‖rn‖
L2(0,T ;L

6γ
5γ−3 (Ω′))

). (5.48)

On considère alors dans (5.48) ψ = ψm avec ψm(t) = w(m × min(t, T − t)) et w définie
en (4.16), puis on passe à la limite m → ∞. Pour toute fonction φ ∈ D(Ω′), 0 ≤ φ ≤ 1,
φ = 1 dans un sous-ensemble compact K de Ω′ ⊂ Ω, |∇φ| ≤ c(K), on a

∫ T

0

∫

Ω′
(aργ

δ + δρ
β
δ )Sn[bk(ρδ)]φ dx dt

≤ c(T,Ω′, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)(1 + ‖rn‖
L2(0,T ;L

6γ
5γ−3 (Ω′))

). (5.49)

Pour conclure à la validité de l’estimation (2.41), il suffit dans un premier temps de passer
à la limite n → ∞ à l’aide du théorème de la convergence dominée de Lebesgue, du fait
que 6γ

5γ−3
≤ 2 et de la convergence rn → 0 dans L2(0, T ;L2

loc(R
3)). On obtient

∫ T

0

∫

Ω′
(aργ

δ + δρ
β
δ )bk(ρδ)φ dx dt ≤ c(T,Ω, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f). (5.50)

Enfin, il suffit d’utiliser le lemme de Fatou pour le passage à la limite k →∞.

Lorsque γ ≥ 6 et θ = 2
3
γ − 1, puisque γ > 3

2
on a

2γ

γ + 1
≤ p =

6(γ + θ)

5(γ + θ)− 6θ
=

3(10γ − 6)

13γ + 3
≤ 6γ

γ + 6
, α(p) =

4γ + 6

5γ − 3
, 1− α(p) =

γ + 3

5γ − 3
.

En conséquence, l’identité (5.47) est encore vraie pour ϕ la fonction introduite en (5.38).
Les seuls changements résident dans la majoration des intégrales I2 et I3 de l’identité
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(5.47). En effet, d’après l’inégalité de Hölder, (5.39) et les propriétés de la fonction bk,
b(s) = sθ, on a

|I2| ≤ c

∫ T

0

‖∇uδ‖0,2,Ω‖∇ϕ‖0,2,Ω′ dt ≤ c(Ω′)

∫ T

0

‖∇uδ‖0,2,Ω‖ψSn[bk(ρδ)]φ‖0,2,Ω dt

≤ c(T,Ω′, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)‖ψSn[bk(ρδ)]φ‖0,2,(0,T )×Ω′

≤ c(T,Ω′, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)‖ψSn[bk(ρδ)]φ‖0, γ+θ
θ

,(0,T )×Ω′. (5.51)

Ensuite, en remarquant que pour p = 6(γ+θ)
5(γ+θ)−6θ

, on a q ≡
(

2
1−α(p)

)′
= 3p′

3+p′
, à l’aide de

(5.43) et des estimations (2.37) et (2.40), on majore l’intégrale −
∫ T

0

∫
Ω′
ρδuδ ·η3 dx dt par

c(Ω′, γ)‖ρδuδ‖
L

2
1−α(p) (0,T ;Lp(Ω))

‖ψSn[{ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ]φ‖0,q,(0,T )×Ω′.

En accord avec les estimations (2.37) et (2.40), il est clair que ce dernier terme peut lui
même être majoré par

c(T,Ω, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)‖ψSn[{ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ]φ‖0,q,(0,T )×Ω′.

En suivant les arguments présentés dans le cas où 3
2
< γ < 6 et complétés par l’inégalité

de Young, au lieu de trouver (5.49), on aura

∫ T

0

∫

Ω′
(aργ

δ + δρ
β
δ )Sn[bk(ρδ)]φ dx dt

≤ c(T,Ω′, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f){(1 + ‖rn‖
L2(0,T ;L

6γ
5γ−3 (Ω′))

)

+(‖Sn[bk(ρδ)]φ‖0,
γ+θ

θ
,(0,T )×Ω′ + ‖Sn[{ρδ(bk)

′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ]φ‖0,q,(0,T )×Ω′)}.

Il suffira ensuite de passer à la limite n→∞ dans cette inégalité à l’aide du théorème de la
convergence dominée de Lebesgue, du fait que 6γ

5γ−3
≤ 2 et de la convergence rn → 0 dans

L2(0, T ;L2
loc(R

3)), puis d’utiliser l’inégalité de Hölder, l’estimation (2.40) et les propriétés
de la fonction bk, b(s) = sθ pour justifier la suivante :

∫ T

0

∫

Ω′
(aργ

δ + δρ
β
δ )bk(ρδ)φ dx dt ≤ c(T,Ω′, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)×

×(1 + ‖Sn[bk(ρδ)]φ‖0,
γ+θ

θ
,(0,T )×Ω′ + ‖{ρδ(bk)

′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδφ‖0,q,(0,T )×Ω′)

≤ c(T,Ω′, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)(1 + ‖ div uδ‖0,2,(0,T )×Ω)‖bk(ρδ)φ‖0,
γ+θ

θ
,(0,T )×Ω′

≤ c(T,Ω′, K, γ, Eδ(ρ0, q0),U∞,f)

(
1 +

(∫ T

0

∫

Ω′
(aργ

δ + δρ
β
δ )bk(ρδ)φ dx dt

) θ
γ+θ

)
.

Pour conclure à la validité de l’estimation (2.41), il suffit d’utiliser l’inégalité de Young
classique, puis le lemme de Fatou pour passer à la limite k →∞.
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6 Preuve : Conclusion (Etude du problème d’origine)

Cette section constitue la dernière et ultime étape dans la preuve du théorème II.1. Elle
consiste à relaxer les hypothèses (2.4)-(2.5) sur les conditions initiales ainsi que l’hypothèse
de compatibilité 0 < ρ ≤ ρ∞ ≤ ρ < ∞, puis à passer à la limite δ → 0+ sur une suite
de solutions approchées {(ρδ,uδ)}δ dont chaque terme satisfait les propriétés listées à la
proposition II.4 ainsi que les estimations (2.37)-(2.41).

6.1 Relaxation des conditions initiales

Considérons des données initiales ρ0, q0 satisfaisant les hypothèses (1.16) et (1.17) et
ρ∞ ≥ 0. Pour tout domaine borné A ⊂ R

3, on note

Aδ,− = {x ∈ A, dist(x, ∂A) > δ}, Aδ,+ = {x ∈ R
3, dist(x,A) < δ}

et par {S δ
4
(·)}δ∈(0,1], on dénote la suite d’opérateurs de régularisation usuels. Ceci étant,

on pose
ρ0,δ = S δ

4
(ρ01Bδ,−

+ ρ∞1U δ
2 ,+

) + δ

où ici ρ0 désigne le prolongement par zéro à l’extérieur de Ω de ρ0. On vérifie sans peine
que la suite {ρ0,δ}δ ⊂ C2,α(V ) satisfait

0 < δ ≡ ρ ≤ ρ0,δ ≤ (‖ρ0‖0,1,Ω + ρ∞ + δ) ≡ ρ <∞,

∂νρ0,δ|∂V = 0, ρ0,δ = ρ∞,δ ≡ ρ∞ + δ dans U ,
ρ0,δ → ρ0 dans Lγ(Ω) quand δ → 0+,

0 < ρ ≤ ρ∞,δ ≤ ρ <∞.

On pose ensuite

q̃0,δ =






q0

√
ρ0,δ

ρ0
dans {ρ0 > 0},

0 dans {ρ0 = 0},

ρ0,δU∞ dans V \ Ω.

Bien évidemment, la suite { |eq0,δ |
2

ρ0,δ
}δ est uniformément bornée par rapport à δ dans L1(V ).

D’autre part, pour tout δ ∈ (0, 1], la densité des fonctions régulières dans L2(V ) garantit
qu’il existe une fonction de [C2(V )]3, notée hδ, telle que

‖ q̃0,δ√
ρ0,δ

− hδ‖0,2,V ≤ δ.

Remarquer alors que la suite {q0,δ ≡ hδ
√
ρ0,δ}δ ⊂ [C2(V )]3 est uniformément bornée par

rapport à δ dans [L1(V )]3 et que

q0,δ → q0 dans [L
2γ

γ+1 (Ω)]3 quand δ → 0+.
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Il s’agit maintenant de noter que la proposition II.4 s’applique si l’on remplace ρ0, q0 et
ρ∞ par ρ0,δ, q0,δ et ρ∞,δ. Pour la suite, l’etude du terme Eδ(ρ0,δ, q0,δ) qui apparâıtra dans
l’inégalité d’énergie (2.35) adaptée à la présente situation semble s’imposer. On a

Eδ(ρ0,δ, q0,δ) =

∫

Ω

{1

2

|q0,δ − ρ0,δU∞|2
ρ0,δ

+ Pδ(ρ0,δ)} dx+

∫

V \Ω

1

2

|q0,δ − ρ0,δU∞|2
ρ0,δ

dx

et d’après la construction de (ρ0,δ, q0,δ), il est clair que

∫

Ω

{1

2

|q0,δ − ρ0,δU∞|2
ρ0,δ

+ Pδ(ρ0,δ)} dx

=

∫

Ω

{1

2

|q0|2
ρ0

1{ρ0>0} +
1

2
ρ0,δ|U∞|2 − q0,δ ·U∞ + Pδ(ρ0,δ)} dx→ E0 quand δ → 0+,

∫

V \Ω

1

2

|q0,δ − ρ0,δU∞|2
ρ0,δ

dx

≤
∫

V \Ω

{|hδ −
q̃0,δ√
ρ0,δ

|2 +
|q̃0,δ − ρ0,δU∞|2

ρ0,δ

} dx ≤ cδ2 → 0 quand δ → 0+.

On vient donc de démontrer que Eδ(ρ0,δ, q0,δ) est uniformément borné par rapport à δ.
Puisqu’il est évident que −

∫ τ

0

∫
Γ
Pδ(ρ∞,δ) dσ dt→ −

∫ τ

0

∫
Γ
P (ρ∞) dσ dt quand δ → 0+, ce

terme n’interfère en aucun cas dans l’obtention des estimations (2.37)-(2.41) provenant de
l’inégalité d’énergie (2.35) adaptée à la présente situation, i.e. dans lesquelles Eδ(ρ0,δ, q0,δ)
remplace Eδ(ρ0, q0). Toutes ces estimations sont donc uniformes par rapport à δ.

6.2 Construction d’une solution du problème d’origine

A partir de maintenant, on travaille sur une suite de solutions approchées {(ρδ,uδ)}δ

dont chaque terme est donné par la proposition II.4 dans laquelle ρ0, q0 et ρ∞ sont
systématiquement remplacés par ρ0,δ , q0,δ et ρ∞,δ. En accord avec les estimations (2.37)-
(2.41) dans lesquelles Eδ(ρ0,δ, q0,δ) remplace Eδ(ρ0, q0) et qui, on le rappelle, sont uniformes
par rapport à δ, on peut supposer qu’il existe des fonctions ρ, u et ργ telles que modulo
l’extraction de sous-suites et lorsque δ → 0+,

ρδ
∗
⇀ ρ dans L∞(0, T ;Lγ(Ω)), ρδ ⇀ ρ dans Lγ+θ((0, T )×K),

ρ ≥ 0 p.p. dans (0, T )× Ω, ρ = ρ∞1
R3\B p.p. dans (0, T )× R

3 \ Ω, (6.1)

ρ
γ
δ ⇀ ργ dans L

γ+θ
γ ((0, T )×K), ργ = ργ

∞1
R3\B p.p. dans (0, T )× R

3 \ Ω, (6.2)

δρ
β
δ → 0 dans L

β+θ
β ((0, T )×K), (6.3)

uδ ⇀ u dans [L2(0, T ;H1(R3))]3, u = U∞ p.p. dans (0, T )× R
3 \ Ω, (6.4)

K désignant tout sous-ensemble compact arbitraire de Ω. Ensuite, de nouveau par des
arguments déjà exposés à plusieurs reprises, pour t1, t2 ∈ [0, T ] et φ ∈ D(Ω), on montre
que

∫

Ω

{ρδ(t2)− ρδ(t1)}φ dx ≤ c(Ω){sup ess
t∈(0,T )

‖(ρδuδ)(t)‖0,
2γ

γ+1
,Ω|t2 − t1|}‖∇φ‖0,

2γ
γ−1

,Ω.
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Autrement dit, la suite {ρδ}δ ⊂ C0([0, T ];Lγ
weak(Ω)) est uniformément continue dans

W−1,
2γ

γ+1 (Ω). Par conséquent, l’estimation (2.37) dans laquelle on remplace Eδ(ρ0, q0) par
Eδ(ρ0,δ, q0,δ) et les lemmes I.1 et I.2 nous permettent de conclure que

ρδ → ρ dans C0([0, T ];Lγ
weak(Ω)) quand δ → 0+. (6.5)

Ainsi, puisque γ > 6
5
, le lemme I.4 assure en particulier que

ρδ → ρ dans Lq(0, T ; [H1(Ω)]∗), q ∈ [1,∞). (6.6)

Par suite, (6.6) avec q = 2 et le fait que (uδ −U∞) ⇀ (u−U∞) dans [L2(0, T ;H1
0(Ω))]3,

implique la convergence au sens des distributions dans (0, T )×Ω de la suite {ρδuδ}δ vers
ρu ce qui précise les convergences provenant directement des estimations (2.37) et (2.40)
dans lesquelles on remplace Eδ(ρ0, q0) par Eδ(ρ0,δ, q0,δ). Autrement dit

ρδuδ
∗
⇀ ρu dans [L∞(0, T ;L

2γ
γ+1 (Ω))]3,

ρδuδ ⇀ ρu dans [L2(0, T ;L
6γ

γ+6 (Ω))]3 quand δ → 0+. (6.7)

Pour les mêmes raisons qu’à l’etape ε → 0+, la convergence de la suite {ρδuδ}δ vers ρu

dans [C0([0, T ];L
2γ

γ+1

weak(Ω))]3 n’est pas réalisée. Elle l’est uniquement sur tout sous-ensemble
compact K de Ω, i.e.

ρδuδ → ρu dans [C0([0, T ];L
2γ

γ+1

weak(K))]3 quand δ → 0+. (6.8)

Enfin, puisque γ > 3
2
, l’injection L

2γ
γ+1 (Ω) ⊂⊂ [H1(Ω)]∗ est compacte, de (6.7) on déduit

alors que ρδu
i
δ → ρui dans L2(0, T ; [H1(Ω)]∗), i = 1, 2, 3, quand δ → 0+. Cette convergence

et le fait que (uδ−U∞) ⇀ (u−U∞) dans [L2(0, T ;H1
0(Ω))]3, garantit que ρδu

i
δu

j
δ → ρuiuj

dans D′((0, T ) × Ω), i, j = 1, 2, 3 et donc précise celle déduite des estimations (2.37) et
(2.40) dans lesquelles on remplace Eδ(ρ0, q0) par Eδ(ρ0,δ, q0,δ). Autrement dit

ρδu
i
δu

j
δ ⇀ ρuiuj dans L2(0, T ;L

6γ
4γ+3 (Ω)) quand δ → 0+, i, j = 1, 2, 3. (6.9)

A ce stade, nous sommes en possession de toutes les convergences pour passer à la limite
δ → 0+ dans les équations (2.29) et (2.32). On trouve que

∂tρ+ div(ρu) = 0 dans D′((0, T )× R
3 \ (∂B \ Γ)), (6.10)

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− µ1∆u− (µ1 + µ2)∇ div u + a∇ργ

= ρf dans [D′((0, T )× Ω)]3. (6.11)

Comme à l’étape précédente, à partir de l’équation de mouvement (6.11) et à l’aide de

(6.8), on conclut que ρu ∈ [C0([0, T ];L
2γ

γ+1

weak(Ω))]3. La convergence (6.5) et cette dernière
observation confèrent un sens aux conditions initiales. Plus exactement, on a

ρ(0) = lim
δ→0+

ρ0,δ = ρ0 p.p. dans Ω, (ρui)(0) = lim
δ→0+

qi
0,δ = qi

0 p.p. dans Ω, i = 1, 2, 3.

Ici, il est important de souligner que les hypothèses du lemme I.7 (cf. remarque I.2)
ne sont pas satisfaites lorsque 3

2
< γ < 9

5
. Pour cette raison, afin de démontrer que

ρδ → ρ dans Lp((0, T )×K), p ∈ [1, γ + θ), quand δ → 0+, nous allons utiliser l’approche
due à Feireisl, approche que nous avons déjà adapté dans le le chapitre 2 de la partie
stationnaire. Chaque étape importante de cette approche fera l’objet d’une sous-section.
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6.3 Flux effectif visqueux

A l’aide des résultats démontrés dans la section intitulée « Flux effectif visqueux (cas
non stationnaire) » du chapitre I, on peut démontrer le

Lemme II.1 Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)), on a

aργbk(ρ)− (2µ1 + µ2)bk(ρ) div u

= aργ bk(ρ)− (2µ1 + µ2)bk(ρ) div u p.p. dans (0, T )× Ω (6.12)

où ργbk(ρ), bk(ρ) div u dénotent les limites faibles des suites {ργ
δ bk(ρδ)}δ, {bk(ρδ) div uδ}δ

dans L
γ+θ

γ ((0, T )×K), L2((0, T )× Ω), K désignant tout sous-ensemble compact de Ω et
bk(ρ) la limite ∗-faible de la suite {bk(ρδ)}δ dans L∞((0, T )× Ω).

Preuve. On pose

Πδ = pδ(ρδ), bδ = bk(ρδ), F δ = ρδf , qδ = ρδuδ, fδ = −{ρδ(bk)
′
+(ρδ)− bk(ρδ)} div uδ,

Π = aργ , b = bk(ρ), F = ρf , q = ρu, f = −{ρ(bk)′+(ρ)− bk(ρ)} div u,

f désignant la limite faible de la suite {fδ}δ dans L2((0, T )× R3), limite qui est égale à
zéro p.p. dans (0, T )× R3 \ Ω. Alors, les convergences (6.1)-(6.9) et les lemmes I.1 et I.2
montrent que pour tout sous-ensemble compact K de Ω, on a

Πδ ⇀ Π dans L
γ+θ

γ ((0, T )×K),

bδ → b dans C0([0, T ];Lr
weak(Ω)), r ∈ [1,∞),

bδ
∗
⇀ b dans L∞((0, T )× Ω),

F δ ⇀ F dans [Lγ+θ((0, T )×K)],

qδ → q dans [C0([0, T ];L
2γ

γ+1

weak(K))]3,

fδ ⇀ f dans L2(0, T ;H−1(Ω)).

De plus, à l’aide des propriétés de l’opérateur Ai, i = 1, 2, 3, exposées dans le chapitre 1
de la partie stationnaire (cf. p.24), il est clair que

Ai(fδ) ⇀ Ai(f) dans L2(0, T ;H1(R3)).

Il suffit alors d’appliquer le corollaire I.3 dont on vient de vérifier les hypothèses (cf.
remarque I.5) avec p = γ+θ

γ
, r ∈ [1,∞), r̃ = ∞, s = γ + θ et w = 2γ

γ+1
pour conclure à la

validité de (6.12). D’où le résultat. 2

6.4 Mesure de l’amplitude des oscillations

Comme nous l’avons déjà fait remarquer, si γ < 9
5
, a priori on ne sait pas si la densité

ρ appartient à L2
loc((0, T ) × R3). En conséquence, on ne peut directement affirmer que

(ρ,u) est solution de l’équation de continuité renormalisée. Ce manque d’information
sera comblé par l’observation capitale suivante, due à Feireisl [16].
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Lemme II.2 Pour tout sous-ensemble compact K de Ω,

sup
k>0

lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,γ+1,(0,T )×K ≤ c (6.13)

où Tk = bk avec b(s) = s dénote la fonction de coupure introduite dans le chapitre 2 de
la partie stationnaire (cf. p.63) et c est une constante qui ne dépend ni du compact K, ni
de k et ni de δ.

Preuve. Avant de lire cette preuve, le lecteur désireux de se remémorer les propriétés de
base de la fonction de coupure Tk peut se reporter à la page 63.

Soit K un sous-ensemble compact de Ω. En dénotant par ργTk(ρ) la limite faible de

la suite {ργ
δTk(ρδ)}δ dans L

γ+θ
γ ((0, T )×K), on a

∫ T

0

∫

K

{ργTk(ρ)− ργ Tk(ρ)} dx dt

= lim
δ→0+

∫ T

0

∫

K

(ργ
δ − ργ)(Tk(ρδ)− Tk(ρ)) dx dt+

∫ T

0

∫

K

(ργ − ργ)(Tk(ρ)− Tk(ρ)) dx dt.

A l’aide du lemme II.1 et de la propriété (2.7.16), on en déduit que

lim sup
δ→0+

∫ T

0

∫

K

|Tk(ρδ)− Tk(ρ)|γ+1 dx dt

≤ (2µ1 + µ2) lim
δ→0+

∫ T

0

∫

K

(Tk(ρδ)− Tk(ρ)) div uδ dx dt.

En prenant en considération l’estimation (2.40) dans laquelle on remplace Eδ(ρ0, q0) par
Eδ(ρ0,δ, q0,δ), le membre de droite de cette dernière inégalité peut être majoré à l’aide de
l’inégalité de Hölder comme-suit :

(2µ1 + µ2) lim
δ→0+

∫ T

0

∫

K

(Tk(ρδ)− Tk(ρ)) div uδ dx dt

= (2µ1 + µ2) lim
δ→0+

∫ T

0

∫

K

{(Tk(ρδ)− Tk(ρ)) + (Tk(ρ)− Tk(ρ))} div uδ dx dt

≤ c lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,2,(0,T )×K‖ div uδ‖0,2,(0,T )×Ω

≤ c lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,γ+1,(0,T )×K .

L’inégalité de Young permet alors de conclure. 2

Voici comment doit être perçu le lemme II.2 : bien que la suite {ρδ}δ soit seulement
bornée dans Lγ+θ((0, T )× K), ses oscillations, mesurées par la quantité introduite dans
la conclusion du lemme, le sont toujours dans un espace meilleur que L2((0, T ) × K).
Dans la suite, nous verrons que c’est cette propriété qui remplacera la condition ρ ∈
L2

loc((0, T )×R3) dans la théorie du transport de DiPerna et P.L. Lions [12], appliquée
à l’équation de continuité.
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Le lemme II.2 a pour conséquence immédiate

sup
k>0

lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,γ+1,(0,T )×Ω ≤ c, (6.14)

c désignant une constante qui ne dépend ni de k et ni de δ. En effet, pour le voir, il suffit
de considérer un sous-ensemble compact K de Ω satisfaisant |Ω \K| ≤ 1

kγ+1 et d’écrire

∫ T

0

∫

Ω

|Tk(ρδ)− Tk(ρ)|γ+1 dx dt

≤
∫ T

0

∫

K

|Tk(ρδ)− Tk(ρ)|γ+1 dx dt+

∫ T

0

∫

Ω\K

|Tk(ρδ)− Tk(ρ)|γ+1 dx dt

≤
∫ T

0

∫

K

|Tk(ρδ)− Tk(ρ)|γ+1 dx dt+ 2γ+1T.

6.5 Equation de continuité et solutions renormalisées

Ici, à l’aide de l’observation capitale (6.13), on montre que le couple (ρ,u) construit
ci-dessus est une solution de l’équation de continuité renormalisée.

Lemme II.3 Soit b une fonction de la classe (1.10), (1.11) et (1.13). Alors

∂tb(ρ) + div(b(ρ)u) + {ρb′(ρ)− b(ρ)} div u = 0 dans D′((0, T )× R
3 \ (∂B \ Γ)). (6.15)

Preuve. Tout d’abord, on suppose que b ∈ C1([0,∞)) satisfait (1.11) et (1.13). D’après
le point (ii) de la proposition II.4, pour tout k > 0 on a

∂tTk(ρδ)+div(Tk(ρδ)uδ)+{ρδ(Tk)
′
+(ρδ)−Tk(ρδ)} div uδ = 0 dans D′((0, T )×R

3\(∂B\Γ)).

Puisque clairement Tk(ρδ) → Tk(ρ) dans C0([0, T ];Lp
weak(Ω)), p ∈ [1,∞) et donc Tk(ρδ) →

Tk(ρ) dans L2(0, T ; [H1(Ω)]∗) quand δ → 0+, le passage à la limite δ → 0+ dans la dernière
équation donne

∂tTk(ρ) + div(Tk(ρ)u) + {ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u = 0 dans D′((0, T )× R
3 \ (∂B \ Γ)).

Soit R > 0. Le corollaire I.1, appliqué dans la présente situation à Tk(ρ), p = ∞, u et
f ≡ −{ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u, garantit alors que pour tout R > 0 et tout k > 0,

∂tbR(Tk(ρ)) + div(bR(Tk(ρ))u) + {Tk(ρ)(bR)′+(Tk(ρ))− bR(Tk(ρ))} div u

= −{ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u(bR)′+(Tk(ρ)) dans D′((0, T )× R
3 \ (∂B \ Γ)). (6.16)

Lorsque k → ∞, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue et la propriété
(2.7.18) de la fonction de coupure adaptée à la présente situation, à savoir que

∀p ∈ [1, γ), Tk(ρ) → ρ dans Lp((0, T )× Ω) quand k →∞,
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prouvent la convergence du membre de gauche de l’équation (6.16) lorsque k → ∞ vers
∂tbR(ρ) + div(bR(ρ)u) + {ρ(bR)′+(ρ)− bR(ρ)} div u dans D′((0, T )×R3 \ (∂B \Γ)). Quant
au terme du membre de droite, sa norme L1((0, T )× Ω) peut être majorée par

max
s∈[0,R]

|b′(s)|
∫

ΩT
k,R

|{ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u| dx dt

où ΩT
k,R = {(t, x) ∈ (0, T ) × Ω, Tk(ρ)(t, x) ≤ R}. En outre, la semi-continuité inférieure

faible de la norme L1 implique que

‖{ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u‖0,1,ΩT
k,R
≤ lim inf

δ→0+
‖{ρδ(Tk)

′
+(ρδ)− Tk(ρδ)} div uδ‖0,1,ΩT

k,R
.

D’après l’inégalité de Schwarz, le fait que |s(Tk)
′
+(s)−Tk(s)| ≤ Tk(s)1{s≥k}, l’interpolation

de L2(ΩT
k,R) entre L1(ΩT

k,R) et Lγ+1(ΩT
k,R) et l’estimation (2.40) avec Eδ(ρ0,δ, q0,δ) à la place

de Eδ(ρ0, q0), le membre de droite de cette inégalité peut être estimé par

‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖0,2,ΩT
k,R
‖ div uδ‖0,2,(0,T )×Ω

≤ c‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖
γ−1
2γ

0,1,ΩT
k,R

‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖
γ+1
2γ

0,γ+1,ΩT
k,R

.

Or,

∀p ∈ [1, γ), ‖ρδ1{ρδ≥k}‖0,p,(0,T )×Ω ≤ ‖ρδ‖0,γ,(0,T )×Ω|1{ρδ≥k}|
1
p
− 1

γ

≤ ‖ρδ‖0,γ,(0,T )×Ω k
1
γ
− 1

p

∫ T

0

∫

K

ρδ dx dt ≤ ck
1
γ
− 1

p .

En conséquence, il est clair que

‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖0,1,ΩT
k,R
≤ ‖ρδ1{ρδ≥k}‖0,1,(0,T )×Ω → 0 quand k →∞.

D’autre part, à l’aide de la conséquence (6.14) du lemme II.2, on voit que

lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)1{ρδ≥k}‖0,γ+1,ΩT
k,R

≤ lim sup
δ→0+

‖Tk(ρδ)− Tk(ρ)‖0,γ+1,(0,T )×Ω + ‖Tk(ρ)‖0,γ+1,ΩT
k,R
≤ c+R|(0, T )× Ω| 1

γ+1 .

Ces deux observations montrent que lorsque k → ∞, ρ(Tk)′+(ρ)− Tk(ρ)} div u → 0 dans
L1((0, T )× Ω). En conséquence, le passage à la limite k →∞ dans (6.16) donne

∂tbR(ρ) + div(bR(ρ)u) + {ρ(bR)′+(ρ)− bR(ρ)} div u = 0 dans D′((0, T )× R
3 \ (∂B \ Γ)).

(6.17)
Pour conclure dans le cas b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant (1.11) et (1.13), il suffit de passer à
la limite R→∞ dans (6.17) en adaptant à la présente situation les arguments exposés à
la fin de la preuve du lemme 2.13 (cf. p.65). Enfin, dans le cas où b satisfait (1.10), (1.11)
et (1.13), il suffit d’adapter à la présente situation les arguments exposés à la fin de la
preuve du lemme 1.4 (cf. p.15). D’où le résultat. 2
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6.6 Convergence forte de la densité et conclusion

A ce stade avancé de la preuve, nous sommes en possession de tous les éléments pour
démontrer la convergence forte de la suite de densité {ρδ}δ. Pour ce faire, pour k > 0, on
considère la fonction Lk : R+ → R qui, on le rappelle, est définie par

Lk(s) =






s ln s si s ∈ [0, k),

s ln k + s− k si s ∈ [k,∞).

Clairement Lk vérifie (1.10) et (1.11) avec λ1 = 0 et λ2 = 1 puisque sL′k(s)−Lk(s) = Tk(s).
En outre, Lk peut s’écrire Lk(s) = Sk(s) + (ln k + 1)s où Sk satisfait (1.10) et (1.11) et
(1.13) puisque |S ′k(s)| ≤ c(k) si s ≥ 1 et sS ′k(s) − Sk(s) = sL′k(s) − Lk(s) = Tk(s). Par
conséquent, en accord avec le point (ii) de la proposition II.4 et le lemme II.3, on se
retrouve avec l’équation suivante :

∂t{Lk(ρδ)− Lk(ρ)}+ div(Lk(ρδ)uδ − Lk(ρ)u)

+{Tk(ρδ) div uδ − Tk(ρ) div u} = 0 dans D′((0, T )× R
3 \ (∂B \ Γ)).

Noter alors que le point (ii) de la proposition II.4, respectivement le lemme II.3, assure la
validité des hypothèses du lemme I.8 pour p = γ, ρδ et uδ, respectivement p = γ, ρ et u,
qui entrâıne que ρδ ∈ C0([0, T ];Lp(Ω)), respectivement ρ ∈ C0([0, T ];Lp(Ω)), p ∈ [1, γ).
Il est donc clair que Lk(ρδ), Lk(ρ) ∈ C0([0, T ];Lp(Ω)), p ∈ [1, γ). De l’intégration par
rapport à la variable temps sur l’intervalle (0, τ), τ ∈ [0, T ], de la précédente équation
on déduit en particulier que pour tout τ ∈ [0, T ] et toute fonction test φ ∈ C∞(B) qui
s’annule sur ∂B \ Γ, on a

∫

B

{Lk(ρδ)− Lk(ρ)}(τ)φ dx =

∫

B

{Lk(ρ0,δ)− Lk(ρ0)}φ dx

+

∫ T

0

∫

B

{Lk(ρδ)uδ − Lk(ρ)u} · ∇φ dx dt+
∫ T

0

∫

B

{Tk(ρ) div u− Tk(ρδ) div uδ}φ dx dt.

D’après ce qui précède, on sait que {Lk(ρδ)}δ est une suite de C0([0, T ];Lp
weak(Ω)), p ∈

[1, γ). D’autre part, en accord avec le point (ii) de la proposition II.4, pour t1, t2 ∈ [0, T ]
et φ ∈ D(Ω), on voit en particulier que

∫

Ω

{Lk(ρδ(t2))− Lk(ρδ(t1))}φ dx

= −
∫ t2

t1

∫

Ω

Lk(ρδ)uδ · ∇φ dx dt−
∫ t2

t1

∫

Ω

Tk(ρδ) div uδφ dx dt

d’où on déduit que chaque élément de la suite {Lk(ρδ)}δ est uniformément continue dans

W
−1,

6γ
5γ−6 (Ω). Par suite, l’estimation (2.37) dans laquelle Eδ(ρ0,δ, q0,δ) remplace Eδ(ρ0, q0)

et les lemmes I.1 et I.2 garantissent que pour tout p ∈ [1, γ), Lk(ρδ) → Lk(ρ) dans
C0([0, T ];Lp

weak(Ω)) quand δ → 0+. Immédiatement, il en résulte que pour tout τ ∈ [0, T ],

Lk(ρδ)(τ) ⇀ Lk(ρ)(τ) dans Lp(Ω), p ∈ (1, γ) et, d’après le lemme I.4 que Lk(ρδ) → Lk(ρ)
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dans L2(0, T ; [H1(Ω)]∗) puisque γ > 6
5
. Ces deux observations justifient le passage à la

limite δ → 0+ dans l’identité ci-dessus et nous conduisent à la suivante :
∫

B

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}(τ)φ dx

=

∫ T

0

∫

B

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}u · ∇φ dx dt+

∫ T

0

∫

B

{Tk(ρ)− Tk(ρ)}(div u)φ dx dt

+

∫ T

0

∫

B

{Tk(ρ) div u− Tk(ρ) div u}φ dx dt, τ ∈ [0, T ]. (6.18)

Soit φ = φm avec φm = w(m dist(x, ∂B \Γ)), x ∈ B où w est la fonction définie en (4.16).
Alors
∫ T

0

∫

B

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}u · ∇φm dx dt =

∫ T

0

∫

B

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}(u−U∞) · ∇φm dx dt

+

∫ T

0

∫

B

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}U∞ · ∇φm dx dt.

D’après la construction du champ de vecteurs U∞, on sait que U∞ = u∞ dans un
voisinage de la frontière ∂B. Ainsi, pour m suffisamment grand,

∫ T

0

∫

B

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}U∞ · ∇φm dx dt

=

∫ T

0

∫

{ 1
m
≤dist(x,∂B\Γ)≤ 2

m
}

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}u∞ · ∇φm dx dt.

De plus, la convexité de la fonction Lk implique que {Lk(ρ) − Lk(ρ)} ≥ 0 p.p. dans
(0, T ) × B tandis qu’il est facile de se convaincre que u∞ · ∇φm ≤ 0 dans l’ensemble
{ 1

m
≤ dist(x, ∂B \ Γ) ≤ 2

m
}. Par conséquent

∫ T

0

∫

B

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}U∞ · ∇φm dx dt ≤ 0.

Par ailleurs, puisque {Lk(ρ)−Lk(ρ)} = {Sk(ρ)−Sk(ρ)} et |Sk(s)| ≤ k(2 ln k+1) pour tout
s ≥ 0, il est très facile de se convaincre que {Lk(ρ)−Lk(ρ)} ∈ Lp((0, T )×B), p ∈ [1,∞).
Comme sur l’ensemble { 1

m
≤ dist(x, ∂B \Γ) ≤ 2

m
} on a |∇φm| ≤ 2m ≤ 4 dist(x, ∂B \Γ) ≤

4 dist(x, ∂B) et que (u − U∞) ∈ [L2(0, T ;H1
0(B))]3, à l’aide de l’inégalité de Hardy, on

prouve que
∫ T

0

∫

B

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}(u−U∞) · ∇φm dx dt→ 0 quand m→∞.

Ceci étant, on revient sur l’égalité (6.18) avec φ = φm et on passe à la limite m→∞. On
en déduit que

∫

Ω

{Lk(ρ)− Lk(ρ)}(τ) dx ≤
∫ τ

0

∫

Ω

{Tk(ρ)− Tk(ρ)} div u dx dt

+

∫ τ

0

∫

Ω

{Tk(ρ) div u− Tk(ρ) div u} dx dt, τ ∈ [0, T ]. (6.19)
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D’après l’inégalité de Hölder, l’interpolation de L2((0, T ) × Ω) entre L1((0, T ) × Ω) et
Lγ+1((0, T )× Ω), (6.14) et les propriétés suivantes de la fonction de troncature Tk :

Tk(ρ) → ρ dans L1((0, T )× Ω), Tk(ρ) → ρ dans L1((0, T )× Ω) quand k →∞,

on a
∫ τ

0

∫

Ω

{Tk(ρ)− Tk(ρ)} div u dx dt ≤ ‖Tk(ρ)− Tk(ρ)‖0,2,(0,T )×Ω‖ div u‖0,2,(0,T )×Ω

≤ c‖Tk(ρ)− Tk(ρ)‖
γ−1
2γ

0,1,(0,T )×Ω × lim sup
δ→0+

‖Tk(ρ)− Tk(ρδ)‖
γ+1
2γ

0,γ+1,(0,T )×Ω → 0 quand k →∞.

En ce qui concerne l’autre intégrale du membre de droite de (6.19), en accord avec le
lemme II.1 dans lequel on pose b(s) = s, celle-ci est égale à

1

(2µ1 + µ2)

∫ τ

0

∫

Ω

a(ργ Tk(ρ)− ργTk(ρ)) dx dt,

intégrale qui, d’après le lemme A.19 (monotonie de la pression) est négative ou nulle. On
passe maintenant à la limite k →∞ dans (6.19). Pour ce faire, noter que

‖ρδ(τ)1{ρδ(τ)≥k}‖0,p,Ω ≤ ck
1
γ
− 1

p , τ ∈ [0, T ], p ∈ [1, γ)

et que

∀α ∈ (0, γ − 1], ∃η(α) > 0, (γ − α)(1 + η(α)) < γ tel que ∀τ ∈ [0, T ],

‖(ρδ ln ρδ)(τ)1{ρδ(τ)≥k}‖0,γ−α,Ω

≤ ‖ρδ(τ)1{ρδ(τ)≥k}‖(1+η(α))
0,(γ−α)(1+η(α)),Ω ≤ ck

( 1
γ
− 1

(γ−α)(1+η(α))
)(1+η(α))

.

De plus, |Lk(s)− s ln s| ≤ {s ln s + s(ln k + 1)}1{s≥k}. Quand k →∞, ces deux dernières
observations entrâınent que

Lk(ρ)(τ) → (ρ ln ρ)(τ) et Lk(ρ)(τ) → ρ ln ρ(τ) dans Lp(Ω), p ∈ [1, γ), τ ∈ [0, T ].

Finalement, on conclut à l’inégalité
∫

Ω

{ρ ln ρ− ρ ln ρ}(τ) dx ≤ 0, τ ∈ [0, T ].

Puisque la fonction t ∈ R+ 7→ t ln t est convexe, on sait que ρ ln ρ ≤ ρ ln ρ p.p. dans
(0, T )×Ω. En résumé, on vient de démontrer que la convergence faible commute avec une
fonction strictement convexe. D’après le lemme A.18, il en résulte que

ρδ → ρ dans Lp((0, T )× Ω) ∩ Lq((0, T )×K), p ∈ [1, γ), q ∈ [1, γ + θ), (6.20)

K désignant tout sous-ensemble compact de Ω. En particulier de (6.20), il vient que
ργ = ργ p.p. dans (0, T )× Ω et donc que (ρ,u) est solution de l’équation de mouvement
(1.2). Pour conclure, il suffit de passer à la limite δ → 0+ dans l’inégalité d’énergie (2.35)
dans laquelle ρ0 = ρ0,δ, q0 = q0,δ et ρ∞ = ρ∞,δ en utilisant des arguments similaires à
ceux présentés à plusieurs reprises dans les situations analogues (semi-continuité inférieure
faible, théorème de convergence de Vitali,. . . ) pour récupérer (1.15). Ainsi s’achève la
preuve du théorème II.1. 2
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Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principales notations
utilisées tout au long de ce mémoire. D’autres, plus spécifiques, seront introduites dans
le texte. Nous rappelons également divers résultats généraux qui pour la plupart sont
accompagnés de références à la bibliographie et seront utilisés dans le texte de manière
plus ou moins transparente.

1 Généralités

Dans l’espace euclidien RN , N ≥ 1, muni d’un système de coordonnées cartésiennes
d’origine O et d’axes Ox1,. . . ,OxN engendrés par les vecteurs unitaires e1, . . . , eN , pour
distinguer les vecteurs v = (v1, . . . , vN) des points x = (x1, . . . , xN), ceux-ci sont notés en
gras. Pour un vecteur ligne v (respectivement colonne), vT est le vecteur transposé colonne
(respectivement ligne) correspondant. Dans RN , le produit scalaire de deux vecteurs u et
v est défini par

u · v =
N∑

i=1

uivi

et, les normes étant toutes équivalentes, la norme d’un vecteur v est indifféremment notée
|v|. Par u× v et u⊗ v, on désigne les produits vectoriel et tensoriel de deux vecteurs u

et v :

u× v = det




e1 · · · eN

u1 · · · uN

v1 · · · vN




et u⊗ v = {uivj}i,j=1,...,N

où le déterminant doit être compris dans un sens symbolique. On utilisera aussi des
tenseurs T d’ordre deux qui peuvent être exprimés comme des matrices {Tij}i,j=1,...,N . Le
produit scalaire de deux tenseurs S, T d’ordre deux et la norme d’un tenseur T d’ordre
deux sont définis par

S : T =

N∑

i,j=1

SijTij et |T | = (T : T )
1
2 .

Pour un vecteur v et un tenseur T d’ordre deux, v · T , resp. T · v, désigne le vecteur de
composantes

(v · T )j =

N∑

i=1

viTij , resp. (T · v)i =

N∑

j=1

Tijvj.

Soient R > 0 et x ∈ R
N . Par BR(x), on notera la boule ouverte de R

N de centre x et
de rayon R, i.e.

BR(x) = {y ∈ R
N , |x− y| < R}

et par BR(x) le complémentaire de BR(x) dans RN . Pour simplifier les notations, lorsque
le point x est l’origine du système de coordonnées cartésiennes O, on écrira BR, resp.
BR, plutôt que BR(x), resp. BR(x). On rappelle qu’un ensemble Ω ⊂ RN qui possède la
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propriété qu’il n’existe pas de partition de Ω en des ensembles ouverts non vides, est dit
connexe. Tout au long de ce mémoire un domaine de RN désigne un ouvert connexe de
RN . Sauf mention explicite du contraire, pour un domaine Ω ⊂ RN et R > 0, les notations
standard ΩR = Ω ∩ BR et ΩR = Ω ∩BR seront utilisées. Nous dirons que Ω ⊂ RN est un
domaine borné s’il existe un réel R0 tel que Ω ⊂ BR0 . Dans le cas contraire, nous dirons
que Ω est un domaine non borné. Par Ω ⊂ RN un domaine extérieur, il faudra comprendre
que R

N \ Ω est un domaine borné.

Dans ce paragraphe, nous regroupons diverses notions d’analyse fonctionnelle utilisées
de manière intensive dans ce mémoire. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter les
livres de Brézis [8], Rudin [68] et Yosida [82] qui constituent une base solide en analyse
fonctionnelle. Nous supposons que le lecteur est familiarisé avec les notions élémentaires
de topologie. Pour les notions d’opérateur linéaire borné, non borné, de domaine, d’image,
de noyau ou de graphe d’un opérateur, d’opérateur fermé, d’adjoint, d’opérateur compact,
nous renvoyons le lecteur à [8, Chapitre II, Chapitre VI].

Soient E et F deux espaces vectoriels normés muni de leur norme respective ‖ · ‖E

et ‖ · ‖F . On dit qu’il y a injection de E dans F si E ⊂ F au sens des ensembles et s’il
existe un opérateur linéaire I défini sur E à valeurs dans F , injectif et tel que I(x) = x

pour x ∈ E. Si I est continu, on parle d’injection continue de E dans F , fait qui revient
à dire qu’il existe une constante c > 0 telle que pour tout x ∈ E, ‖x‖F ≤ c‖x‖E. Enfin,
lorsque l’opérateur I est compact (on reviendra sur ce type d’opérateurs dans l’annexe
C), on dira que l’injection de E dans F est compacte. Dans ce cas, on a la conséquence
immédiate suivante : si une suite {xn}n∈N∗ est bornée dans E, il est possible d’en extraire
une sous-suite {xnk

}k∈N∗ qui converge dans F .

Soient E et F deux espaces de Banach. On désigne par L(E, F ) l’espace des opérateurs
linéaires et continus de E dans F muni de la norme

‖T‖L(E,F ) = sup
x∈E, ‖x‖E≤1

‖Tx‖F .

Lorsque F = R, L(E, F ) est noté E ′ (parfois E∗ comme dans la littérature américaine)
et désigne le dual topologique de E, i.e. l’espace des formes linéaires et continues sur E.
A tout élément f ∈ E ′ peut être associé une application ϕf : E → R définie par ϕf(x) =
f(x). La topologie faible σ(E,E ′) sur E est la topologie avec le minimum d’ouverts rendant
continues toutes les applications {ϕf}f∈E′. Cette topologie est séparée et cöıncide avec la
topologie usuelle lorsque E est de dimension finie. Etant donnée une suite {xn}n∈N∗ ⊂ E,
on écrira xn ⇀ x pour spécifier que celle-ci converge vers x pour la topologie faible
σ(E,E ′).

Lemme A.1 Soient E un espace de Banach et {xn}n∈N∗ une suite de E. On a

(i) dire que xn ⇀ x est équivalent à dire que pour tout f ∈ E ′, f(xn) → f(x) ;

(ii) si xn → x, alors xn ⇀ x ;

(iii) si xn ⇀ x, alors {‖xn‖}n est bornée et ‖x‖ ≤ lim infn ‖xn‖ ;

(iv) si xn ⇀ x et si fn → f dans E ′, alors fn(xn) → f(x).

Preuve. Voir e.g. [8, Proposition III.5]. 2
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Théorème A.1 Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire et
continu de E dans F . Alors T est continu de E muni de la topologie faible σ(E,E ′) dans
F muni de la topologie faible σ(F, F ′) et réciproquement.

Preuve. Voir e.g. [8, Théorème III.9]. 2

Soit E un espace de Banach, E ′ son dual et E ′′ le dual de E ′ muni de la norme duale.
Soit x ∈ E fixé. A tout élément f ∈ E ′ peut être associé une application Jx : E ′ → R

définie par Jx(f) = f(x). En conséquence, on peut définir une application J : E → E ′′

par J(x) = Jx, application qui est clairement injective mais est également une isométrie.
A l’aide de cette application J , il est toujours possible d’identifier E à un sous-espace
de E ′′. A tout élément x ∈ E peut être associé une application ϕx : E ′ → R définie
par ϕx(f) = f(x). La topologie ∗ faible (ou faible ∗) σ(E ′, E) sur E ′ est la topologie
avec le minimum d’ouverts rendant continues toutes les applications {ϕx}x∈E. Puisque
E ⊂ E ′′, cette topologie possède moins d’ouverts que la topologie faible σ(E ′, E ′′). Comme
la topologie faible, c’est une topologie séparée. Etant donnée une suite {fn}n∈N∗ ⊂ E ′,

on écrira fn
∗
⇀ f pour spécifier que celle-ci converge vers f pour la topologie ∗ faible

σ(E ′, E).

Lemme A.2 Soient E un espace de Banach et {fn}n∈N∗ une suite de E ′. On a

(i) dire que fn
∗
⇀ f est équivalent à dire que pour tout x ∈ E, fn(x) → f(x) ;

(ii) si fn → f , alors fn
∗
⇀ f ;

(iii) si fn
∗
⇀ f , alors {‖fn‖}n est bornée et ‖f‖ ≤ lim infn ‖fn‖ ;

(iv) si fn
∗
⇀ f et si xn → x dans E, alors fn(xn) → f(x).

Preuve. Voir e.g. [8, Proposition III.12]. 2

Soient E un espace de Banach et J l’injection de E dans E ′′ introduite auparavant.
Si J est une application surjective, on dit que E est un espace réflexif et on identifie E à
son bidual E ′′ par le biais de J . Pour diverses propriétés des espaces de Banach réflexifs,
le lecteur peut consulter [8, Section III.5]. Un résultat sur les espaces de Banach réflexifs
et la topologie faible σ(E,E ′) que nous utiliserons fréquemment est donné par le

Théorème A.2 (Kakutani) Soient un espace de Banach réflexif E et {xn}n∈N∗ ⊂ E

une suite bornée. Alors il existe une sous-suite extraite {xnk
}k∈N∗ qui converge pour la

topologie σ(E,E ′).

Preuve. Voir e.g. [8, Théorème III.16, Théorème III.27]. 2

Soit E un espace de Banach. On rappelle que E est dit séparable s’il existe un sous-
ensemble de E dénombrable et dense. Pour diverses propriétés des espaces de Banach
séparables, le lecteur peut consulter [8, Section III.6]. Un résultat sur les espaces de
Banach réflexifs et la topologie ∗ faible σ(E ′, E) que nous utiliserons fréquemment est
donné par le

Théorème A.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Soient un espace de Banach séparable
E et {fn}n∈N∗ ⊂ E ′ une suite bornée. Alors il existe une sous-suite extraite {fnk

}k∈N∗ qui
converge pour la topologie σ(E ′, E).
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Preuve. Voir e.g. [8, Théorème III.15, Théorème III.25, Corollaire III.26]. 2

Soit E un espace de Banach. On dit de E qu’il est uniformément convexe si ∀ε > 0,
∃δ > 0 tel que x, y ∈ E, ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 et ‖x− y‖ > ε impliquent que ‖ x+y

2
‖ < 1− δ.

Terminons sur les notions de topologie faible et faible ∗ par la propriété suivante des
espaces de Banach uniformément convexes :

Théorème A.4 Soient un espace de Banach uniformément convexe E et {xn}n∈N∗ ⊂ E

une suite telle que xn ⇀ x et lim supn ‖xn‖ ≤ ‖x‖. Alors xn → x.

Preuve. Voir e.g. [8, Proposition III.30]. 2

Soit une fonction u définie sur un domaine Ω de R
N à valeurs dans R dont les

dérivées partielles, notées ∂iu, i = 1, . . . , N , existent. Soit α = (α1, . . . , αN), αi ∈ N∗,
i = 1, . . . , N , un multi-indice de longueur |α| = α1 + · · · + αN . Dα dénote l’opérateur
différentiel ∂α1

1 · · ·∂αN

N . Avec ces notations, on désigne par ∇ l’opérateur gradient défini
par ∇u = (∂1u, . . . , ∂Nu)

T .

Pour un champ de vecteurs v = (v1, . . . , vN) dont chaque composante est une fonction
définie sur un domaine Ω de RN à valeurs dans R dont les dérivées partielles existent, les
expressions suivantes désignent respectivement les opérateurs différentiels divergence et
rotationnel : div v = ∇ · v et rot v = ∇× v. La matrice Jacobienne de v en x0 ∈ Ω est
la matrice notée Dv(x0) et définie par

Dv(x0) =




∂1v1(x0) · · · ∂Nv1(x0)

...
...

...

∂1vN (x0) · · · ∂NvN(x0)




N×N

et par Jv(x0) = detDv(x0), on désigne le Jacobien de v en x0. Pour une fonction v définie
sur RN à valeurs dans RM , M ≤ N , dont chaque composante vi, i = 1, . . . ,M , possède
des dérivées partielles ∂jvi, j = 1, . . . , N , ces deux notions se généralisent de la façon
suivante :

Dv(x0) =




∂1v1(x0) · · · ∂Nv1(x0)

...
...

...

∂1vM(x0) · · · ∂NvM(x0)




M×N

.

Il est alors possible de décomposer Dv(x0) en un produit d’une matrice symétrique de
type M ×M , notée Sx0 et de l’adjoint d’une matrice orthogonale Ox0 de type N ×M ,
i.e. Dv(x0) = Sx0O

∗
x0

. On définit alors le Jacobien de v en x0 et on le note à nouveau
Jv(x0), par Jv(x0) = detSx0 . Dans le cas particulier N ≥ 2 et M = 1, Dv(x0) = ∇v(x0)

T

et si Jv(x0) 6= 0, Sx0 étant dans ce cas une constante, il est clair que Sx0 6= 0. Par
conséquent, puisque Ox0 est orthogonale, au moins une des composantes de ∇v(x0)

T et
donc de ∇v(x0) est non nulle. Enfin, si on suppose que chaque composante du champ
de vecteurs v défini sur Ω ⊂ RN à valeurs dans RN possède des dérivées partielles du
second ordre ∂j∂kvi, i, j, k = 1, . . . , N , l’opérateur différentiel de Laplace, souvent appelé
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Laplacien, est défini par ∆v = (∆v1, . . . ,∆vN)T où ∆vi = ∂j∂jvi, i = 1, . . . , N . Dans
cette dernière expression, comme la plupart du temps dans le texte, nous avons utilisé
la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés, à savoir que dans une
expression, une paire d’indices identiques signifie la sommation par rapport à cet indice
de cette expression. Ici, ∂j∂jvi :=

∑N
j=1 ∂j∂jvi, i = 1, . . . , N .

De manière analogue, si T = {Tij}i,j=1,...,N est un champ de tenseurs d’ordre deux
dont chaque composante est une fonction définie sur un domaine Ω de RN à valeurs
dans R dont les dérivées partielles existent, on définit l’opérateur divergence div T par
(div T 1, . . . , div T N) où T i désigne le vecteur de composantes (Ti1, . . . , TiN).

On rappelle maintenant les notations usuelles des espaces de fonctions continues ou
plusieurs fois continûment dérivables ou Höldériennes, à valeurs réelles, définies sur un
domaine Ω de RN . Soit k ∈ N. On notera Ck(Ω) l’ensemble des fonctions f qui sont telles
que, pour tout |α| ≤ k, la fonction Dαf est continue. C∞(Ω) est l’ensemble des fonctions
définie sur Ω qui possèdent des dérivées de tout ordre. Autrement dit,

C∞(Ω) =

∞⋂

k=0

Ck(Ω).

Pour une fonction f : Ω ⊂ RN → R, son support, l’ensemble noté supp f , est la fermeture
de l’ensemble des points de Ω pour lesquels f ne s’annule pas, i.e.

supp f = {x ∈ Ω, f(x) 6= 0}.

Par Ck
0 (Ω), k ∈ N∪{∞}, on dénote l’ensemble de toutes les fonctions de Ck(Ω) à support

compact dans Ω et par C∞
0 (Ω) l’ensemble

⋂∞
k=0C

k
0 (Ω). Dans ce mémoire, lorsque l’on

désignera l’ensemble C∞
0 (Ω) en tant qu’ensemble, celui-ci sera indifféremment noté C∞

0 (Ω)
ou D(Ω) et ce pour des raisons évoquées plus loin. Soit k ∈ N. On notera Ck(Ω) le sous-
ensemble des fonctions f de Ck(Ω) pour lesquelles toutes les dérivées Dαf d’ordre |α| ≤ k

sont bornées et uniformément continues sur Ω. De manière équivalente, Ck(Ω) peut être
caractérisé par le sous-ensemble des fonctions f de Ck(Ω) telles que pour chaque multi-
indice |α| ≤ k, l’application x ∈ Ω 7→ Dαf(x) se prolonge continûment sur Ω. Soient
k ∈ N et θ ∈ (0, 1]. On notera Ck,θ(Ω) le sous-ensemble des fonctions f de Ck(Ω) telles
que pour tout multi-indice |α| ≤ k, Dαf satisfait une condition de Hölder d’exposant θ,
i.e.

∃c = c(f) > 0, |Dαf(x)−Dαf(y)| ≤ c|x− y|θ, ∀x, y ∈ Ω.

Soient k ∈ N, θ ∈ (0, 1]. On pose

‖f‖Ck(Ω) = max
0≤|α|≤k

sup
x∈Ω

|Dαf(x)|, f ∈ Ck(Ω),

‖f‖Ck,θ(Ω) = ‖f‖Ck(Ω) + max
0≤|α|≤k

sup
x,y∈Ω

x6=y

|Dαf(x)−Dαf(y)|
|x− y|θ , f ∈ Ck,θ(Ω).

Alors ‖ · ‖Ck(Ω), resp. ‖ · ‖Ck,θ(Ω), est une norme sur l’espace vectoriel Ck(Ω), resp. Ck,θ(Ω),

et muni de cette norme, Ck(Ω), resp. Ck,θ(Ω), est un espace de Banach.

Donnons maintenant quelques résultats classiques d’analyse.
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Lemme A.3 (Inégalité de Hardy (classique)) Soit f ∈ C1([0,∞)). Alors l’inégalité

∫ ∞

0

|f(t)|ptε−p dt ≤
(

p

|ε− p+ 1|

)p ∫ ∞

0

|f ′(t)|ptε dt

vaut pour ε > p− 1 si f(∞) = 0 et pour ε < p− 1 si f(0) = 0.

Preuve. Voir e.g. [26]. 2

Théorème A.5 (Théorème des fonctions implicites) Soient Ω un ouvert de RM ×
RN et f ∈ [C1(Ω)]N , M,N ∈ N∗. On suppose que (x0, y0) ∈ Ω est tel que f(x0, y0) = 0
et que le déterminant ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂M+1f1 · · · ∂M+Nf1

...
...

...

∂M+1fN · · · ∂M+NfN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0.

Alors il existe un voisinage ω de x0 et une unique application ϕ ∈ [C1(ω)]N telle que
ϕ(x0) = y0 et pour tout x ∈ ω on ait f(x,ϕ(x)) = 0. De plus, si x ∈ ω et f(x, y) = 0
alors y = ϕ(x) et la matrice Jacobienne de Dϕ(x) est donnée par

−




∂M+1f1(x, y) · · · ∂M+Nf1(x, y)

...
...

...

∂M+1fN (x, y) · · · ∂M+NfN(x, y)




−1


∂1f1(x, y) · · · ∂Mf1(x, y)

...
...

...

∂1fN (x, y) · · · ∂MfN(x, y)



, y = ϕ(x).

Preuve. Voir e.g. [2] dans un cadre plus général ou [11]. 2

Théorème A.6 (Théorème de Morse-Sard) Soient M,N ∈ N∗ et f ∈ [Ck(RN)]M ,
k = 1 +N −M . Alors, p.p.t. y ∈ RN (voir plus loin pour la signification de l’abréviation
p.p.t.), on a

{x ∈ R
N , Jf (x) = 0} ∩ {x ∈ R

N , f(x) = y} = ∅.
Preuve. Voir e.g. [15, Section 3.4.2] pour des considérations plus générales. 2

Ceci étant, lorsque Ω est un domaine de RN , on désignera par ∂Ω son bord ou sa
frontière dont nous rappelons maintenant la notion de régularité. Tous les systèmes de
coordonnées considérés dans la définition ci-dessous ont même orientation que le système
fixe X = (e1, . . . , eN). Plus exactement, si X̃ = (ẽ1, . . . , ẽN ), la tranformation Ã : RN →
RN , ẽi = Ã(ei), i = 1, . . . , N , est de la forme

ẽi = Ã(ei) = Ãei + c̃, i = 1, . . . , N

où Ã est une matrice de rotation et c̃ un vecteur de RN .

Définition A.1 Soient k ∈ N et θ ∈ (0, 1]. On dit qu’un domaine à frontière bornée
Ω ⊂ RN est de classe Ck,θ et on note Ω ∈ Ck,θ (ou parfois ∂Ω ∈ Ck,θ) s’il existe
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(i) m systèmes de coordonnées cartésiennes Xr, r = 1, . . . , m, m ∈ N∗, dans lesquels
les points de RN sont notés (xr1 , . . . , xrN

) = (x′r, xrN
) ;

(ii) un nombre α > 0 et m fonctions ar ∈ Ck,θ(∆r), r = 1, . . . , m, avec

∆r = {x′r, xri
∈]− α, α[, i = 1, . . . , N − 1} ;

(iii) un nombre δ > 0 tel que
– les ensembles Λr = A

−1
r ({xr = (x′r, xrN

), x′r ∈ ∆r, xrN
= a(x′r)}), Ar désignant

la transformation permettant de passer du système de coordonnées fixes X au
système Xr, sont des sous-ensemble de ∂Ω satisfaisant

∂Ω =

m⋃

r=1

Λr ;

– les ensembles U+
r = A

−1
r ({xr = (x′r, xrN

), x′r ∈ ∆r, a(x
′
r) < xrN

<= a(x′r) + δ})
sont des sous-ensembles de Ω ;

– les ensembles U−
r = A

−1
r ({xr = (x′r, xrN

), x′r ∈ ∆r, a(x
′
r) − δ < xrN

<= a(x′r)})
sont des sous-ensembles de RN \ Ω.

Lorsque k = 0 et θ = 1, on dit aussi que Ω est un domaine à frontière Lipschitzienne.
Enfin, si Ω est un domaine à frontière non bornée, on dit que Ω est un domaine localement
de classe Ck,θ si pour tout R > 0, ΩR = Ω ∩ BR est de classe Ck,θ.

Dans la suite, pour pouvoir introduire convenablement la notion de trace d’une fonction
appartenant à un espace de Sobolev, on aura besoin de l’application Qr : ∆r × [−α, α],
r = 1, . . . , m, définie par Qr(x

′
r, ξ) = (x′r, ar(x

′
r) + ξ). Cette application est inversible

sur Qr(∆r × (−α, α)) = Ar(U
−
r ∪ Λr ∪ U+

r ) d’inverse noté Q−1
r et défini par Q−1

r (y′r, ξ) =
(y′r, ξ−ar(y

′
r)). On aura également besoin de la notion de partition de l’unité subordonnée

à un recouvrement ouvert d’un domaine Ω ⊂ R
N .

Théorème A.7 Soient Ω ⊂ RN un domaine et {Ui}i∈I un recouvrement ouvert de Ω.
Alors il existe une famille finie de fonctions {ϕj}j∈J⊂I ⊂ C∞

0 (RN), appelée partition de
l’unité subordonnée au recouvrement ouvert {Ui}i∈I de Ω, telle que :

(i) pour chaque j ∈ J , supp ϕj ⊂ Ui pour un certain i ∈ I ;

(ii) 0 ≤ ϕj ≤ 1, j ∈ J ;

(iii)
∑

j∈J ϕj(x) = 1, ∀x ∈ Ω.

Preuve. Voir e.g [82]. 2

Dans le chapitre 3 et l’annexe B, des problèmes posés sur des domaines dits à plusieurs
sorties côniques sont examinés. Voici la définition de ce type de domaines :

Définition A.2 Soit {s1, . . . , sn}, n ∈ N∗, des points de R3. Par Ci, i = 1, . . . , n, on
dénote le cône de révolution d’axe de symétrie la droite ∆i, de demi-ouverture θi ∈ (0, π),
et de sommet si. On dira que Ω ⊂ R3 est un domaine à n sorties côniques de classe Ck,θ,
k ∈ N, θ ∈ (0, 1] si
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(1) il existe un nombre réel R0 > 0 tel que

∀i, j = 1, . . . , n, i 6= j, (Ci)R0 ∩ (Cj)R0 = ∅ et Ω = (Ω ∩ B̃R0) ∪
n⋃

i=1

(Ci)
R0

où pour tout R ≥ R0, (Ci)
R = Ci \B(si, R), i = 1, . . . , n et B̃R =

⋃n
i=1B(si, R) ;

(2) la frontière ∂Ω est localement de classe Ck,θ.

Dès que Ω désignera un tel domaine, on utilisera les notations suivantes :

ΩR ≡ Ω ∩ B̃R and ΩR ≡ Ω \ B̃R =
n⋃

i=1

(Ci)
R.

Souvent, par souci de clarté et sans perte de généralité, on supposera R0 = 1.

Pour terminer avec les généralités, rappelons l’inégalité de Young

Lemme A.4 (Inégalité de Young (classique)) Soient p ∈ (1,∞), a, b ∈ R+. Alors
pour tout ε > 0, on a

ab ≤ ε
ap

p
+ ε

− 1
p−1

bp
′

p′

où p′ est l’exposant conjugué de p, i.e 1
p

+ 1
p′

= 1.

2 Espaces de Lebesgue

On suppose le lecteur familiarisé avec la théorie de la mesure de Lebesgue et des
fonctions intégrables au sens de Lebesgue. Pour des rappels sur le sujet, on pourra e.g.
consulter les livres de Halmos [25], Hewitt-Stromberg [28] ou Rudin [67].

Soit p ∈ [1,∞). On dénote par Lp(Ω) l’ensemble des fonctions mesurables sur Ω à
valeurs réelles de puissance pième intégrable et par L∞(Ω) l’ensemble des fonctions mesu-
rables sur Ω à valeurs réelles essentiellement bornées. Muni de la norme

‖f‖0,p,Ω =

(∫

Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

si p ∈ [1,∞),

‖f‖0,∞,Ω = inf{c, |f(x) ≤ c p.p. dans Ω} si p = ∞,

Lp(Ω) est un espace de Banach, séparable pour p ∈ [1,∞), et réflexif pour p ∈ (1,∞).
Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous omettons de préciser le domaine dans la
norme. Dans ce mémoire, nous désignerons par L̃p(Ω) le sous-espace des fonctions de
Lp(Ω) d’intégrale nulle, i.e.

L̃p(Ω) ≡
{
f ∈ Lp(Ω),

∫

Ω

f dx = 0

}
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et

L
p
loc(Ω) = {f ∈ Lp(K), ∀K ⊂ Ω, K compact},

L
p
loc(Ω) = {f ∈ Lp(ω), ∀ω ⊂ Ω}.

Rappelons divers résultats classiques. Tout au long du texte, nous utiliserons les
abréviations p.p. = presque partout et p.p.t. = pour presque tout.

Théorème A.8 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue) On suppo-
se que {fn}n∈N∗ est une suite de fonctions mesurables sur un ensemble Ω ⊂ RN telle que
fn → f p.p. dans Ω et qu’il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n ∈ N∗,
|fn(x)| ≤ g(x) p.p. dans Ω. Alors f ∈ L1(Ω) et

lim
n→∞

∫

Ω

fn(x) dx =

∫

Ω

f(x) dx.

Une réciproque « partielle » du théorème de la convergence dominée de Lebesgue s’énonce

Théorème A.9 Soient Ω ⊂ RN un ensemble mesurable, p ∈ [1,∞), {fn}n∈N∗ une suite
de fonctions de Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω) telles que ‖fn − f‖0,p → 0 quand n → ∞. Alors il
existe une fonction g ∈ Lp(Ω) et une sous-suite {fnk

}k∈N∗ telles que pour tout k ∈ N∗,
|fnk

| ≤ g p.p. dans Ω et fnk
→ f p.p. dans Ω quand k →∞.

Lemme A.5 (Fatou) Soit {fn}n∈N∗ une suite de fonctions mesurables sur un ensemble
Ω ⊂ RN , p.p. positive dans Ω. Alors lim infn→∞ fn est intégrable et

∫

Ω

lim inf
n→∞

fn(x) dx ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω

fn(x) dx.

Définition A.3 (Equi-intégrabilité) On dit d’une suite {fn}n∈N∗ ⊂ L1(Ω) qu’elle est
équi-intégrable si la condition suivante est satisfaite : ∀ε > 0, ∃E ⊂ Ω un ensemble de
mesure finie et δ > 0 tels que

∀n ∈ N
∗,

∫

EC

|fn(x)| dx < ε ;

∀A ⊂ Ω, |A| < δ,

∫

A

|fn(x)| dx < ε.

Remarque A.1 Noter que lorsque Ω est de mesure finie, la notion d’équi-intégrabilité
se réduit à la seconde condition.

Théorème A.10 (Théorème de convergence de Vitali) Soit {fn}n∈N∗ une suite de
fonctions mesurables, d’intégrale finie, sur un ensemble mesurable Ω ⊂ R

N de mesure
finie. On suppose que

lim
n→∞

fn(x) = f(x) p.p.t. x ∈ Ω

et que f est presque partout une fonction finie. Alors fn → f dans L1(Ω) quand n →∞
si et seulement si la suite {fn}n est equi-intégrable.



A.2. Espaces de Lebesgue 201

Voici un lien entre la convergence presque partout et la convergence faible dans les
espaces Lp(Ω).

Lemme A.6 Soient p ∈ (1,∞) et {fn}n une suite bornée dans Lp(Ω) qui converge p.p.
dans Ω vers f . Alors la suite {fn}n converge faiblement vers f dans Lp(Ω).

Les deux théorèmes suivants sont des conséquences du théorème de la convergence
dominée de Lebesgue.

Théorème A.11 Soient T ∈ (0,∞), Ω ⊂ R
N un ensemble mesurable et f une fonction

définie sur (0, T )× Ω. On suppose que

(i) p.p.t. x ∈ Ω, f(·, x) est continue sur (0, T ) ;

(ii) pour tout t ∈ (0, T ), f(t, ·) est mesurable sur Ω ;

(iii) il existe une fonction g d’intégrale finie sur Ω telle que |f(t, x)| ≤ g(x) pour tout
t ∈ (0, T ) et p.p.t. x ∈ Ω.

Alors

F (t) =

∫

Ω

f(t, x) dx

est continue sur (0, T ).

Théorème A.12 Soient T ∈ (0,∞), Ω ⊂ RN un ensemble mesurable et f une fonction
définie sur (0, T )× Ω. On suppose que

(i) l’intégrale

F (t) =

∫

Ω

f(t, x) dx (2.1)

est finie pour au moins une valeur t0 ∈ (0, T ) ;

(ii) pour tout t ∈ (0, T ), f(t, ·) est mesurable sur Ω ;

(iii) pour tout t ∈ (0, T ) et p.p.t. x ∈ Ω, la dérivée ∂tf(t, x) existe et est finie ;

(iv) il existe une fonction g d’intégrale finie sur Ω telle que |∂tf(t, x)| ≤ g(x) pour tout
t ∈ (0, T ) et p.p.t. x ∈ Ω. Alors, pour tout t ∈ (0, T ), l’intégrale (2.1) est finie et

F ′(t) =

∫

Ω

∂tf(t, x) dx.

Théorème A.13 (Fubini) Soient Ω1 ⊂ R
N1 et Ω2 ⊂ R

N2 deux ouverts et une fonction
F ∈ L1(Ω1 × Ω2). Alors, p.p.t. x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) et

∫

Ω2

F (x, y) dy ∈ L1
x(Ω1).

De même, p.p.t. y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) et

∫

Ω2

F (x, y) dx ∈ L1
y(Ω2).

En outre, on a
∫

Ω1

dx

∫

Ω2

F (x, y) dy =

∫

Ω2

dy

∫

Ω1

F (x, y) dx =

∫∫

Ω1×Ω2

F (x, y) dx dy.
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Théorème A.14 (Inégalité de Hölder) Soient p ∈ [1,∞], f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω)
où p′ est l’exposant conjugué de p. Alors fg ∈ L1(Ω) et

‖fg‖0,1 ≤ ‖f‖0,p‖g‖0,p′.

Une conséquence directe et très utile de l’inégalité de Hölder est donnée par le

Corollaire A.1 (Inégalité d’interpolation) Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω) ∩
Lq(Ω). Alors f ∈ Lr(Ω) pour tout r ∈ [p, q] et

‖f‖0,r ≤ ‖f‖θ
0,p‖f‖1−θ

0,q , θ ∈ [0, 1],
1

r
=
θ

p
+

1− θ

q
.

Rappelons maintenant le théorème de représentation de Riesz permettant d’identifier
le dual (Lp(Ω))′ à l’espace Lp′(Ω) où p′ est l’exposant conjugué de p.

Théorème A.15 (Théorème de représentation de Riesz) Soit F ∈ (Lp(Ω))′, p ∈
(1,∞). Alors il existe une unique fonction f ∈ Lp′(Ω) telle que

< F, g >(Lp(Ω))′ ,Lp(Ω)=

∫

Ω

fg dx, ∀g ∈ Lp(Ω)

où < ·, · >(Lp(Ω))′ ,Lp(Ω) désigne le produit de dualité entre (Lp(Ω))′ et Lp(Ω).

Regroupons dans ce paragraphe quelques rappels concernant la convolution et la
régularisation. Soit w ∈ C∞

0 (RN) une fonction non négative satisfaisant supp w ⊂ B1

et
∫

RN w(x) dx = 1. Pour ε > 0, on définit la fonction wε par wε(x) = ε−Nw(x
ε
). La famille

{wε}ε∈(0,1] est appelée famille régularisante (mollifiers en anglais). Soit f ∈ L1
loc(R

N). On
introduit la suite d’opérateurs de régularisation {Sε(f)}ε∈(0,1] définie par la convolution

Sε(f) =

∫

RN

wε(x− y)f(y) dy.

On en rappelle maintenant les principales propriétés.

Lemme A.7 Soit Ω ⊂ RN un ouvert et f une fonction définie sur Ω et à valeurs réelles.
On a :

(i) si f ∈ L1
loc(Ω), alors Sε(f) ∈ C∞(RN) ;

(ii) si f ∈ C0(Ω), alors limε→0+ Sε(f)(x) = f(x) uniformément sur Ω ;

(iii) si p ∈ [1,∞) et f ∈ Lp(Ω), alors Sε(f) ∈ Lp(Ω). De plus

‖Sε(f)‖0,p ≤ ‖f‖0,p et lim
ε→0+

‖Sε(f)− f‖0,p = 0.

Preuve. Voir e.g. [14, Appendix C, Theorem 6]. 2

A toutes fins utiles, noter qu’une conséquence directe de ce lemme réside dans la
densité de C∞

0 (Ω) dans Lp(Ω), p ∈ [1,∞).

Terminons ce paragraphe par l’énoncé de l’inégalité de Young sur la convolution.
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Théorème A.16 (Inégalité de Young (convolution)) Soit p, q ∈ [1,∞]. On suppose
que f ∈ Lp(RN) et g ∈ Lq(RN ). Alors

f ∗ g ∈ Lr(RN),
1

r
=

1

p
+

1

q
− 1 ≥ 0 et ‖f ∗ g‖0,r ≤ ‖f‖0,p‖g‖0,q.

Pour conclure cette section, on donne un bref aperçu de la notion de point de Lebesgue.
La valeur moyenne d’une fonction intégrable f sur un ensemble mesurable Ω sera souvent
notée −

∫
Ω
f dx.

Théorème A.17 (de différentiation de Lebesgue-Besicovitch) Soit Ω ⊂ RN un
ouvert. On a

(i) si f ∈ L1
loc(Ω) alors

lim
r→0+

−
∫

Br(x)

f dy = f(x) p.p.t. x ∈ Ω ; (2.2)

(ii) si f ∈ C0(Ω), alors (2.2) est vraie pour tout x ∈ Ω ;

Tout point x ∈ Ω satisfaisant l’identité (i) ou (ii) est appelé point de Lebesgue de f .

Preuve. Voir e.g. [15] pour le point (i). 2

3 Distributions

La notion de dérivée au sens des distributions ou de dérivée faible s’avère être un outil
indispensable lorsque l’on s’intéresse a des équations aux dérivées partielles. Dans cette
section, on rappelle brièvement les définitions de base de la théorie des distributions. Pour
plus de détails, consulter e.g. le livre de Schwartz [69], référence incontournable sur la
question, mais également celui de Reed-Simon [66] ou encore celui de Rudin [68].

L’espace des fonctions test, D(Ω), est C∞
0 (Ω) muni de la topologie de la convergence

uniforme locale : on dira qu’une suite {ϕn}n∈N∗ ⊂ C∞
0 (Ω) converge dans D(Ω) vers une

fonction ϕ ∈ C∞
0 (Ω) si et seulement s’il existe un ensemble compact K ⊂ Ω tel que le

support de ϕn ⊂ K, ∀n ∈ N
∗ et tel que Dαϕn → Dαϕ uniformément dans K lorsque

n→∞ et ce pour tout multi-indice α. Il est clair que D(Ω) est un espace vectoriel. Voici
donc la raison pour laquelle, comme annoncé plus haut, nous noterons indifféremment
C∞

0 (Ω) ou D(Ω). Une distribution T est un élément du dual topologique de D(Ω), noté
D′(Ω), i.e. une forme linéaire et continue sur D(Ω). Cela signifie que T ∈ D′(Ω) si les
conditions suivantes sont satisfaites :

1. < T, λϕ1 + µϕ2 >= λ < T, ϕ1 > +µ < T, ϕ2 >, ∀λ, µ ∈ R et ϕ1, ϕ2 ∈ D(Ω) ;

2. lorsque {ϕn}n∈N∗ ⊂ D(Ω), ϕn → ϕ ∈ D(Ω), on a < T, ϕn >→< T, ϕ >

où < T, ϕ > dénote la valeur de la forme linéaire T en ϕ, à savoir T (ϕ). L’espace D ′(Ω)
est muni d’une notion naturelle de convergence : on dit qu’une suite {Tn}n∈N∗ ⊂ D′(Ω)
converge dans D′(Ω) vers T ∈ D′(Ω) si pour toute fonction test ϕ ∈ D(Ω), le nombre
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< Tn, ϕ > converge vers < T, ϕ >. Soit, un multi-indice α. La dérivée DαT d’orde |α|
d’une distribution T est défini par son action sur les fonctions test comme-suit :

< DαT, ϕ >= (−1)|α| < T,Dαϕ > .

Ceci montre en particulier que la notion de convergence dans D′(Ω) est très faible puisqu’il
est clair que la dérivation au sens des distributions est une opération continue dans D ′(Ω).

4 Espaces de Sobolev

Les espaces de fonctions Höldériennes n’apparâıssent quasiment jamais, voire très peu,
dans la théorie élémentaire des équations aux dérivées partielles et c’est parfois au prix
d’une analyse très fine et laborieuse qu’il est possible de prouver que certaines solutions
appartiennent en fait à ces espaces. Par conséquent, il semble que le bon cadre fonctionnel
pour étudier des équations aux dérivées partielles se trouve dans des espaces de fonctions
a priori moins régulières. Dans bon nombre de situations, ce cadre réside dans celui des
espaces de Sobolev dont on rappelle la définition et les principales propriétés dans cette
section. Pour plus de détails, le lecteur pourra e.g. consulter le livre d’Adams [1] ainsi
que celui de Brézis [8] ou de Kufner-John-Fuc̆́ık [32].

4.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition A.4 Soient m ∈ N, p ∈ [1,∞] et Ω ⊂ RN un domaine. L’espace de Sobolev
Wm,p(Ω) est constitué des fonctions f ∈ L1

loc(Ω) dont toutes les dérivées au sens des
distributions Dαf , d’ordre |α| ≤ m, sont des fonctions de Lp(Ω). L’espace Wm,p(Ω),
p ∈ [1,∞), est muni de la norme

‖f‖m,p,Ω =




∑

|α|≤m

‖Dαf‖0,p,Ω





1
p

,

tandis que pour l’espace Wm,∞(Ω), on pose

‖f‖m,∞,Ω = max
|α|≤m

‖Dαf‖0,∞,Ω.

Comme pour les normes des espaces de Lebesgue, lorsqu’aucune confusion n’est possible,
nous omettrons de préciser le domaine dans ces normes.

Le sous-espace Wm,p
0 (Ω) de Wm,p(Ω), p ∈ [1,∞), est défini par la fermeture de C∞

0 (Ω)

dans l’espace Wm,p(Ω). Autrement dit Wm,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
‖·‖m,p

.

Souvent, lorsque p = 2, on utilisera les notations standard Hm(Ω) ≡ Wm,2(Ω) et
Hm

0 (Ω) ≡ W
m,2
0 (Ω).

L’espace de Sobolev Wm,p(Ω), muni de la norme correspondante, est un espace de
Banach qui est séparable si p ∈ [1,∞) et réflexif si p ∈ (1,∞). L’espace W 1,∞(Ω) peut e.g.
être caractérisé de la façon suivante si Ω est un domaine borné de classe C1 : f ∈ W 1,∞(Ω)
si et seulement si f est Lipschitzienne (cf. e.g. [14]). Certains sous-espaces de fonctions
régulières de Wm,p(Ω) y sont denses comme l’affirment les théorèmes suivants :
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Théorème A.18 (Meyers-Serrin) Soit p ∈ [1,∞). Alors l’ensemble des fonctions ϕ ∈
C∞(Ω) telles que ‖ϕ‖m,p <∞ est dense dans Wm,p(Ω).

Preuve. Voir e.g. [1]. 2

On rappelle qu’un domaine Ω ⊂ RN satisfait la propriété dite du segment si pour tout
x ∈ ∂Ω, il existe un voisinage Ux de x et un vecteur non nul vx ∈ R

N tel que y+ tvx ∈ Ω
pour tout y ∈ ∂Ω ∩ Ux et t ∈ (0, 1).

Théorème A.19 Soient Ω un domaine de RN ayant la propriété du segment et p ∈
[1,∞). Alors C∞

0 (Ω), l’ensemble des restrictions à Ω des fonctions de C∞
0 (RN), est dense

dans Wm,p(Ω).

Preuve. Voir également [1]. 2

Rappelons ensuite une propriété très intéressante concernant le prolongement d’une
fonction de l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) à RN .

Théorème A.20 (Nikol’skĭi) Soit Ω un domaine à frontière bornée et Lipschitzienne
de RN . Alors il existe un opérateur de prolongement linéaire et continu P : Wm,p(Ω) →
Wm,p(RN).

Preuve. Voir e.g. [32]. 2

Une autre propriété intéressante concerne la composition d’une fonction réelle à valeurs
réelles avec une fonction appartenant à un espace de Sobolev.

Lemme A.8 Soient Ω un domaine de RN à frontière Lipschitzienne, G ∈ C0,1(R) et
f ∈ W 1,p(Ω), p ∈ [1,∞). Alors la fonction F = G ◦ f appartient à W 1,p(Ω) et

∂iF = G′ ◦ f · ∂if p.p. dans Ω.

Preuve. Voir e.g. [32]. 2

Lemme A.9 Soient Ω un domaine de RN et f ∈ W 1,p(Ω), p ∈ [1,∞). Alors f+ =
max(f, 0), f− = −min(f, 0) ∈ W 1,p(Ω) et

∂if
+ =





∂if p.p. dans {f > 0}

0 p.p. dans {f ≤ 0}
, ∂if

− =





−∂if p.p. dans {f < 0}

0 p.p. dans {f ≥ 0}
.

Preuve. Voir e.g. [14]. 2

4.2 Injections continues, compactes

Avant d’énoncer les théorèmes d’injections classiques, on commence par rappeler
l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, inégalité que nous appelerons simplement
inégalité de Sobolev dans le texte.
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Théorème A.21 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Soient Ω ⊂ R
N un domaine, p ∈

[1, N) et f ∈ D(Ω). Alors il existe une constante c(p,N) qui ne dépend que de p et de N
telle que

‖f‖0, Np
N−p

≤ c(p,N)‖∇f‖0,p.

Preuve. Cette inégalité classique est e.g. démontrée dans [8] dans le cas où Ω = RN

et s’étend aisément au cas d’un domaine Ω ⊂ R
N . Par densité, elle reste vraie pour

f ∈ W 1,p
0 (Ω), p ∈ [1,∞). 2

Théorème A.22 (Injections continues) Soient Ω ⊂ RN un domaine borné à frontière
Lipschitzienne, m ∈ N∗ et p ∈ [1,∞). Alors les injections suivantes sont continues :

(i) Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), q ∈ [1, Np

N−mp
], si mp < N ;

(ii) Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), q ∈ [1,∞), si mp = N ;

(iii) Wm,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) si mp > N ;

(iv) si m − N
p
> 0 n’est pas un entier, Wm,p(Ω) ⊂ C

[m−N
p

](Ω) où [α] désigne la valeur
entière du réel α.

Preuve. Voir e.g. [8]. 2

Théorème A.23 (Rellich-Kondrachov) Soient Ω ⊂ RN un domaine borné à frontière
Lipschitzienne, m ∈ N∗ et p ∈ [1,∞). Alors les injections suivantes sont compactes :

(i) Wm,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω), q ∈ [1, Np

N−mp
), si mp < N ;

(ii) Wm,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω), q ∈ [1,∞), si mp = N ;

(iii) Wm,p(Ω) ⊂⊂ C0(Ω) si mp > N .

Preuve. Voir également [8]. 2

4.3 Traces et relèvement

Ici, nous rappelons les notions de mesure sur le bord d’un domaine régulier, de trace,
de relèvements ainsi que les formules usuelles de Green et de Stokes

Définition A.5 Soit Ω ⊂ RN un domaine à frontière bornée et Lipschitzienne. Avec les
notations introduites lors de la définition de la régularité de la frontière d’un domaine, on
dira que Γ ⊂ ∂Ω est un sous-ensemble nul de ∂Ω si pour tout r = 1, . . . , m, la mesure de
Lebesgue (N − 1)-dimensionnelle de l’ensemble Q−1

r ◦Ar(Γ∩Λr) est nulle. On dira alors
qu’une fonction f est définie presque partout sur ∂Ω si les points où f n’est pas définie
forment un sous-ensemble nul de ∂Ω.

Définition A.6 Soient Ω ⊂ RN un domaine à frontière bornée et Lipschitzienne et p ∈
[1,∞). On dira qu’une fonction f définie presque partout sur ∂Ω appartient à l’espace
Lp(∂Ω) si chaque fonction rf = f ◦ A−1

r ◦ Qr est un élément de l’espace Lp(∆r), r =
1, . . . , m. L’espace Lp(∂Ω) muni de la norme

‖f‖0,q,∂Ω =

(
m∑

r=1

∫

∆r

|rf(x′r, 0)|p dx′r

) 1
p
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est un espace de Banach qui est séparable si p ∈ [1,∞) et réflexif si p ∈ (1,∞).

Avant de poursuivre, on ouvre une brève parenthèse sur les fonctions Lipschitziennes.
Plus exactement, on rappelle le théorème de Rademacher.

Théorème A.24 (Rademacher) Soient Ω ⊂ RN un domaine et f ∈ C0,1(Ω). Alors f
est presque partout dérivable dans Ω.

Preuve. Voir e.g. [3, Théorème VII.2]. 2

A l’aide du théorème de Rademacher, on peut définir sur Lp(∂Ω) une norme équivalente
à celle introduite ci-dessus. Pour ce faire, il suffit de considérer ϕ1, . . . , ϕm une partition
de l’unité subordonnée au recouvrement ouvert Λ1, . . . ,Λm de ∂Ω, puis de poser

‖f‖0,p,∂Ω =

(∫

∂Ω

|f |p dσ
) 1

p

=

(
m∑

r=1

∫

∆r

|r(fϕr)(x
′
r, 0)|pψr(x

′
r) dx

′
r

) 1
p

où

ψr(x
′
r) =

{
1 +

N−1∑

i=1

(
∂ar

∂xri

(x′r)

)2
} 1

2

.

Définition A.7 Soit Ω ⊂ RN un domaine à frontière bornée et Lipschitzienne. Le vecteur
normal unitaire extérieur au point x ∈ Λr, r = 1, . . . , m, existe p.p.t. x ∈ ∂Ω et a pour
coordonnées dans le rième système de coordonnées locales Xr

ν = (ν1, . . . , νN) =
1

ψr(x′r)

(
∂ar

∂xr1

, . . . ,
∂ar

∂xrN−1

,−1

)
, (x′r, 0) = Q−1

r ◦Ar(x).

Introduisons ensuite les espaces de Sobolev fractionnaires, i.e. d’ordre non entier, puis
les espaces de traces.

Définition A.8 Soit Ω ⊂ RN un domaine, m ∈ R∗
+ et p ∈ [1,∞). On définit Wm,p(Ω)

comme le sous-espace des fonctions f ∈ W [m],p(Ω) pour lesquelles

Iα(f) =

∫

Ω

∫

Ω

|Dαf(x)−Dαf(y)|p
|x− y|N+p(m−[m])

dx dy <∞, ∀|α| = [m].

L’espace Wm,p(Ω) muni de la norme

‖f‖W m,p(Ω) =


‖f‖[m],p,Ω +

∑

|α|=[m]

Iα(f)




1
p

est un espace de Banach qui est séparable si p ∈ [1,∞) et réflexif si p ∈ (1,∞).



208 A. Notations et Rappels

Définition A.9 Soit m ∈ R
∗
+, p ∈ [1,∞) et Ω ⊂ R

N un domaine à frontière bornée
de classe C [m],1. Par Wm,p(∂Ω), on désigne le sous-espace constitué des fonctions f de
Lp(∂Ω) pour lesquelles pour r = 1, . . . , m on a rf ∈ Wm,p(∆r), espace qui muni de la
norme

‖f‖m,p,∂Ω =

(
m∑

r=1

‖rf‖p

W m,p(∆r)

) 1
p

est un espace de Banach qui est séparable si p ∈ [1,∞) et réflexif si p ∈ (1,∞).

Avec ces définitions en main, on peut maintenant introduire les notions de trace et de
relèvement.

Théorème A.25 (Théorème de trace) Soient Ω ⊂ RN un domaine à frontière bornée
et Lipschitzienne et p ∈ [1,∞). Alors il existe un unique opérateur linéaire et continu
γ0 : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω), appelé opérateur de trace, satisfaisant γ0f = f |∂Ω pour toute
fonction f ∈ C∞(Ω) où f |∂Ω désigne la restriction de la fonction f à l’ensemble ∂Ω. Si

p ∈ (1,∞), l’opérateur de trace γ0 : W 1,p(Ω) →W
1− 1

p
,p(∂Ω) est linéaire et continu.

Preuve. Voir e.g. [32]. 2

Théorème A.26 (Théorème de relèvement) Soient Ω ⊂ RN un domaine à frontière
bornée et Lipschitzienne et p ∈ (1,∞). Alors il existe un opérateur linéaire et continu

RΩ : W 1− 1
p
,p(∂Ω) → W 1,p(Ω), appelé opérateur de relèvement, satisfaisant γ0(RΩf) = f

où γ0 est l’opérateur de trace introduit au théorème précédent.

Preuve. Voir également [32]. 2

Dans la suite ainsi que tout au long de ce mémoire, lorsqu’aucune confusion n’est
possible, on omettra l’opérateur de trace γ0, i.e. que l’on écrira f au lieu de γ0f .

Théorème A.27 (Formule de Green) Soient Ω ⊂ RN un domaine à frontière bornée
et Lipschitzienne et p ∈ (1,∞). Alors pour toute fonction f ∈ W 1,p(Ω) et toute fonction
g ∈ W 1,p′(Ω), p′ désignant l’exposant conjugué de p, on a

∫

Ω

∂ifg dx = −
∫

Ω

f∂ig dx+

∫

∂Ω

fgνi dσ, i = 1, . . . , N,

νi désignant ici la iième composante de ν le vecteur normal unitaire extérieur à ∂Ω.

Preuve. Voir e.g. [3] ou [56]. 2

Corollaire A.2 (Formule de Stokes) Soient Ω ⊂ RN un domaine à frontière bornée
et Lipschitzienne et p ∈ (1,∞). Alors pour tout champ de vecteurs v ∈ [W 1,p(Ω)]3, on a

∫

Ω

div v dx =

∫

∂Ω

v · ν dσ,

ν désignant ici le vecteur normal unitaire extérieur à ∂Ω.
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Corollaire A.3 Soient Ω ⊂ R
N un domaine à frontière bornée et Lipschitzienne et f ∈

W 1,p(RN), p ∈ (1,∞), telle que f = 0 p.p. dans RN \ Ω. Alors f ∈ W 1,p
0 (Ω).

A l’aide de la notion de dérivée normale introduite ci-après, il est possible de généraliser
les notions de trace et de relèvement.

Définition A.10 Soient Ω ⊂ RN un domaine à frontière bornée et Lipschitzienne et
f ∈ Wm,p(Ω), m ∈ N∗ et p ∈ (1,∞). D’après le théorème de trace, pour tout |α| ≤ m−1,
Dαf ∈ Lp(∂Ω). Soit k ∈ N, k ≤ m− 1. On définit la dérivée normale de f d’ordre k par

∂k
νf =

∂kf

∂νk
=
∑

|α|=k

k!

α!
Dαfνα sur ∂Ω

où ν est le vecteur normal unitaire extérieur à ∂Ω.

Théorème A.28 (Généralisation du théorème de trace) Soient Ω un domaine à
frontière bornée de classe Cm−1,1 de RN , m ∈ N∗ et p ∈ (1,∞). Alors il existe un unique

opérateur linéaire continu γm−1 : Wm,p(Ω) → ∏m−1
k=0 W

m−k− 1
p
,p(∂Ω), appelé opérateur de

trace, satisfaisant γm−1f = (f, ∂νf, . . . , ∂
m−1
ν f)|∂Ω pour toute fonction f ∈ C∞(Ω).

Preuve. Voir e.g. [56]. 2

Théorème A.29 (Généralisation du théorème de relèvement) Soient Ω ⊂ RN un
domaine à frontière bornée de classe Cm,1, m ∈ N

∗ et p ∈ (1,∞). Alors il existe un

opérateur linéaire et continu Rm−1
Ω :

∏m−1
k=0 W

m−k− 1
p
,p(∂Ω) → Wm,p(Ω), appelé opérateur

de relèvement, satisfaisant pour (f0, . . . , fm−1) ∈
∏m−1

k=0 W
m−k− 1

p
,p(∂Ω),

Rm−1
Ω (f0, . . . , fm−1) = g ⇒ ∂kg

∂νk
= fk sur ∂Ω, k = 1, . . . , m− 1.

Preuve. Voir également [56]. 2

On termine cette sous-section concernant les notions de trace et de relèvement par
une caractérisation bien utile du sous espace W 1,p

0 (Ω) de W 1,p(Ω) que le lecteur pourra
aisément généraliser pour obtenir une caractérisation du sous-espaceWm,p

0 (Ω) deWm,p(Ω),
m ∈ N∗.

Théorème A.30 Soient Ω ⊂ RN un domaine à frontière bornée et Lipschitzienne et
p ∈ [1,∞). Alors

W
1,p
0 (Ω) = Ker(γ0)

où γ0 désigne l’opérateur de trace.

Preuve. Voir e.g. [32]. 2
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4.4 Inégalités

Ici, on a regroupé diverses inégalités satisfaites par des fonctions appartenant à des
espaces de Sobolev, inégalités que nous utiliserons fréquemment dans ce mémoire.

Théorème A.31 (Inégalité de Poincaré) Soient Ω ⊂ R
N un domaine inclu dans une

bande, i.e. inclu dans le produit cartésien d’un domaine non nécessairement borné ω de
RN−1 et d’un intervalle du type (−a, a), a un réel positif. Alors, pour toute fonction
f ∈ W 1,p

0 (Ω), on a

‖f‖0,p ≤ 2a‖∇f‖0,p.

Preuve. Voir e.g. [3, Théorème II.56]. 2

Théorème A.32 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Soient Ω ⊂ RN un domaine
borné de classe C0,1 et p ∈ [1,∞). Alors il existe une constante c = c(Ω, N, p) telle
que, pour toute fonction f ∈ W 1,p(Ω), on ait

‖f −−
∫

Ω

f dy‖0,p ≤ c‖∇f‖0,p.

Preuve. On trouvera une démonstration simple de cette inégalité, utilisant les injections
compactes de Sobolev, dans [22, p. 54-55]. 2

Théorème A.33 (Inégalité de Friedrichs) Soient Ω un domaine borné de classe C 0,1

de RN , Γ ⊂ ∂Ω une partie de la frontière de mesure de Lebesgue (N − 1)-dimensionnelle
non nulle et p ∈ (1,∞). Alors il existe une constante c = c(Ω, N, p) telle que, pour toute
fonction f ∈ W 1,p(Ω) satisfaisant γ0(f) = 0 sur Γ, on ait

‖f‖0,p ≤ c‖∇f‖0,p.

Preuve. Voir e.g. [3, Corollaire II.59] pour le cas p = 2. 2

Dans ce mémoire, nous aurons également besoin de l’inégalité suivante, dite de Hardy :

Théorème A.34 (Inégalité de Hardy) Soient Ω ⊂ RN un domaine borné de classe
C0,1 et f ∈ W

1,p
0 (Ω), p ∈ [1,∞). Alors la fonction x 7→ f(x)(dist(x, ∂Ω))−1 est une

fonction de Lp(Ω) et il existe une constante c(Ω, N, p) qui ne dépend que de Ω, N et p
telle que

‖f(dist(·, ∂Ω))−1‖0,p ≤ c(Ω, N, p)‖f‖1,p.

Preuve. Voir e.g. [32]. 2

4.5 Dualité

Si p ∈ (1,∞), nous utiliserons les notations usuelles [Wm,p(Ω)]∗ et W−m,p′(Ω) pour
désigner le dual topologique des espaces Wm,p(Ω) et Wm,p

0 (Ω). On rappelle un résultat de
représentation des éléments de W−m,p′(Ω).
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Théorème A.35 Soient Ω ⊂ R
N un domaine et f ∈ W−m,p(Ω), m ∈ N

∗ et p ∈ (1,∞).
Alors il existe une famille de fonctions {fα}|α|≤m ⊂ Lp(Ω) telle que

f =

m∑

|α|=0

(−1)|α|Dαfα dans D′(Ω) (4.1)

‖f‖−m,p ≤ inf
∑

|α|≤k

‖fα‖0,p

où l’infimum est pris sur toutes les familles {fα}|α|≤m ⊂ Lp(Ω) telles que f puisse être
exprimée par la formule (4.1).

Preuve. Voir e.g. [32]. 2

Remarque A.2 Noter qu’une conséquence directe de ce théorème réside dans la densité
de C∞

0 (Ω) dans les espaces W−m,p(Ω), m ∈ N∗ et p ∈ (1,∞).

4.6 Interpolation

Pour conclure, dans cette section on donne un résultat d’interpolation concernant les
espaces de Sobolev fractionnaires, résultat également valable pour des espaces de Sobolev
d’ordre entier.

Théorème A.36 (Théorème d’interpolation) Soient Ω ⊂ RN un domaine, m0, m1 ∈
[0,∞) et p0, p1 ∈ [1,∞). Alors, pour f ∈ Wm0,p0(Ω) ∩Wm0,p0(Ω), on a

‖f‖W m,p(Ω) ≤ ‖f‖θ
W m0,p0 (Ω)‖f‖1−θ

W m1,p1 (Ω), θ ∈ (0, 1), m = θm0+(1−θ)m1,
1

p
=

θ

p0
+

1− θ

p1
.

Preuve. Voir e.g. [1]. 2

5 Espaces de Sobolev homogènes

Dans cette section, sauf mention explicite du contraire, Ω désigne un domaine non
borné de RN . Soit p ∈ [1,∞). Les ensembles C∞

0 (Ω) et C∞
0 (Ω), equipés de la norme

|f |1,p ≡ ‖∇f‖0,p,Ω, f ∈ C∞
0 (Ω) ou f ∈ C∞

0 (Ω)

sont des espaces vectoriels normés. On définit les espaces de Sobolev homogènes D1,p(Ω)
et D1,p

0 (Ω) comme la fermeture de ces ensembles par rapport à cette norme. Autrement
dit,

D1,p(Ω) = C∞
0 (Ω)

|·|1,p

, D
1,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
|·|1,p

Les espaces D1,p(Ω) etD1,p
0 (Ω) sont des espaces de Banach qui sont séparables si p ∈ [1,∞)

et réflexifs si p ∈ (1,∞).
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Remarque A.3 Définir les espaces de Sobolev homogènes D
1,p
0 (Ω) dans le cas où Ω

est un domaine borné est complètement sensé, mais dans ce cas, on peut montrer que
D

1,p
0 (Ω) est isométriquement isomorphe à W 1,p(Ω). Si en outre Ω est un domaine borné

à frontière Lipschitzienne, on peut même démontré que D1,p
0 (Ω) et W 1,p(Ω) cöıncident

algébriquement. Au contraire, la définition des espaces D1,p(Ω) dans le cas d’un domaine
borné, même très régulier, n’a pas de sens puisque | · |1,p n’est plus une norme mais une
semi-norme.

Il est également intéressant de noter que par densité, l’inégalité de Sobolev reste vraie
pour des fonctions f ∈ D1,p

0 (Ω).

Ici, on rappelle seulement les propriétés basiques des espaces de Sobolev homogènes
et de leur dual topologique. Le lecteur désireux de plus de détails pourra parcourir le
chapitre II du livre de Galdi [22].

Théorème A.37 (Caractérisation des espaces de Sobolev homogènes) Soient Ω
un domaine non borné à frontière localement Lipschitzienne de RN et p ∈ [1,∞). Alors

D1,p(Ω) =





{f ∈ D′(Ω), f ∈ L Np
N−p (Ω), ∇f ∈ [Lp(Ω)]N} si p ∈ [1, N),

{f = {f + c}c∈R, f ∈ Lp
loc(Ω), ∇f ∈ [Lp(Ω)]N} si p ∈ [N,∞),

D
1,p
0 (Ω) =





{f ∈ D′(Ω), f ∈ L Np
N−p (Ω), ∇f ∈ [Lp(Ω)]N , f |∂Ω = 0} si p ∈ [1, N),

{f ∈ D′(Ω), f ∈ Lp
loc(Ω), ∇f ∈ [Lp(Ω)]N , f |∂Ω = 0} si p ∈ [N,∞)

où par = on entend isométriquement isomorphes.

Preuve. A la lecture du chapitre II du livre de Galdi apparâıtra ce résultat. 2

Par analogie avec les espaces de Sobolev, pour p ∈ (1,∞), nous utiliserons les notations
[D1,p(Ω)]∗ et D−1,p′(Ω) pour désigner le dual topologique des espaces D1,p(Ω) et D1,p

0 (Ω).
On donne un résultat de représentation des éléments de D−1,p′(Ω).

Théorème A.38 Soient Ω ⊂ RN un domaine non borné et f ∈ D−1,p′(Ω), p ∈ (1,∞).
Alors il existe une famille de fonctions {fk}1≤k≤N ⊂ Lp(Ω) telle que

f = ∂kfk dans D′(Ω) (5.1)

|f |−1,p ≤ inf
N∑

k=1

‖fk‖0,p

où l’infimum est pris sur toutes les familles {fk}1≤k≤N ⊂ Lp(Ω) telles que f puisse être
exprimée par la formule (5.1).
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6 Champs de vecteurs à divergence sommable

Soit p ∈ (1,∞). Ce paragraphe est consacré à des rappels sur l’espace

Ep(Ω) = {u ∈ [Lp(Ω)]3, div u ∈ Lp(Ω)},

qui muni de la norme ‖u‖Ep(Ω) = ‖u‖0,p,Ω+‖ div u‖0,p,Ω est un espace de Banach séparable
et réflexif. Tous les résultats rappelés ici sont de simples généralisations de ceux démontrés
par Temam dans [76] et ne se limitent pas uniquement au cas de la dimension N = 3.

Théorème A.39 Si Ω ⊂ R3 est un domaine borné à frontière Lipschitzienne, alors
[C∞(Ω)]3 est dense dans Ep(Ω).

Théorème A.40 Soit Ω ⊂ R3 un domaine borné à frontière Lipschitzienne. Alors il

existe un unique opérateur linéaire et continu γν : Ep(Ω) → W
1− 1

p
,p(∂Ω), appelé trace

normale, satisfaisant γν(v) = v · ν|∂Ω pour tout champ de vecteurs v ∈ [C∞
0 (Ω)]3, ν

désignant le vecteur normal unitaire à ∂Ω. En outre, on a la formule de Stokes

< γν(v), γ0(η) >
W

1− 1
p ,p

(∂Ω),W
1− 1

p′
,p′

(∂Ω)
=

∫

Ω

(v·∇η+η div v) dx, v ∈ Ep(Ω), η ∈ W 1,p′(Ω).

On introduit ensuite le sous-espace Ep
0(Ω), p ∈ (1,∞), défini comme étant la fermeture

de l’ensemble C∞
0 (Ω) dans l’espace Ep(Ω). Autrement dit, Ep

0(Ω) = C∞
0 (Ω)

‖·‖Ep(Ω)
.

Théorème A.41 Soit Ω ⊂ R3 un domaine borné à frontière Lipschitzienne. Alors

E
p
0(Ω) = Ker(γν).

7 Fonctions absolument continues

Dans cette section, on rappelle quelques rudiments sur les fonctions réelles à valeurs
réelles absolument continues.

Définition A.11 Une fonction à valeurs réelles est absolument continue sur un intervalle
I si

∀ε > 0 ∃δ > 0 tel que

m∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε

lorsque a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ am < bm sont des points de I tels que
∑m

k=1(bk−ak) < δ.

Théorème A.42 Soit ϕ ∈ L1(a, b). Alors la fonction τ ∈ [a, b] 7→
∫ τ

a
ϕdt est absolument

continue sur [0, T ] et sa dérivée est égale à ϕ p.p. dans (0, T ).

Preuve. Voir [52, Theorem 23.4]. 2

Corollaire A.4 Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un intervalle [a, b]. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) f est absolument continue ;

(ii) il existe une fonction ϕ ∈ L1(a, b) telle que

f(x) = f(a) +

∫ τ

a

ϕ(t) dt, τ ∈ [a, b] ;

(iii) f est presque partout différentiable, f ′ ∈ L1(a, b) et

f(x) = f(a) +

∫ τ

a

f ′(t) dt, τ ∈ [a, b].

Preuve. Voir [52, Corollary 23.5]. 2

Corollaire A.5 Soit f une fonction absolument continue sur [a, b] telle que f ′ = 0
presque partout. Alors f est constante.

Preuve.Voir [52, Corollary 23.6]. 2

Théorème A.43 Soit ϕ ∈ W 1,1(a, b). Alors il existe une fonction ϕ̃ ∈ C0([a, b]) telle que
ϕ = ϕ̃ p.p. dans (a, b) et

ϕ̃(t2)− ϕ̃(t1) =

∫ y

x

ϕ′(t) dt, ∀t1, t2 ∈ [a, b].

Preuve. Voir par exemple le [8, Théorème VIII.2]. 2

Pour terminer, les deux derniers résultats impliquent immédiatement le suivant.

Corollaire A.6 Soit ϕ ∈ W 1,1(a, b). Alors il existe une fonction absolument continue sur
[a, b] telle que ϕ = ϕ̃ p.p. dans (a, b) et

ϕ̃(t2)− ϕ̃(t1) =

∫ y

x

ϕ′(t) dt, ∀t1, t2 ∈ [a, b].

8 Multiplicateurs de Fourier

Avant d’énoncer un résultat concernant les multiplicateurs de Fourier, on commence
par rappeler les notions de distributions tempérées ainsi que la définition et les propriétés
de base de la transformée de Fourier.

8.1 Distributions tempérées

Par S(RN ), on désigne l’espace de Schwartz des fonctions à décroissance rapide, i.e.
l’ensemble des fonctions f ∈ C∞(RN) telles que pour tous multi-indices α et β, on ait

‖f‖α,β = sup
x∈RN

|xαDβf(x)| ≤ c(α, β),

c(α, β) dénotant une constante positive qui ne dépend que de α et β. Rappelons, à toutes
fins utiles, que S(RN ) est dense dans Lp(RN), p ∈ [1,∞). On muni S(RN ) de la topologie
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de la convergence uniforme par rapport aux semi-normes ‖ · ‖α,β : on dira qu’une suite
{ϕn}n∈N∗ ⊂ S(RN ) converge dans S(RN ) vers une fonction ϕ ∈ S(RN ) si et seulement
si pour tous multi-indices α, β on a xαDβfn → xαDβf uniformément dans R

N lorsque
n→∞. Une distribution tempérée T est un élément du dual topologique de S(RN ), noté
S ′(RN). Cela signifie que T ∈ S ′(RN) si les conditions suivantes sont satisfaites

1. < T, λϕ1 + µϕ2 >= λ < T, ϕ1 > +µ < T, ϕ2 >, ∀λ, µ ∈ R et ϕ1, ϕ2 ∈ S(RN ) ;

2. lorsque {ϕn}n∈N∗ ⊂ S(RN ), ϕn → ϕ ∈ S(RN ), on a < T, ϕn >→< T, ϕ >

où < T, ϕ > dénote la valeur de la forme linéaire T en ϕ, à savoir T (ϕ). L’espace S ′(RN)
est muni d’une notion naturelle de convergence : on dit qu’une suite {Tn}n∈N∗ ⊂ S ′(RN)
converge dans S ′(RN ) vers T ∈ S ′(RN) si pour toute fonction test ϕ ∈ S(RN ), le nombre
< Tn, ϕ > converge vers < T, ϕ >. Soit un multi-indice α. La notion de dérivée d’ordre
|α| d’une distribution tempérée T est clairement définie puisque S ′(RN) ⊂ D′(RN).

8.2 Transformée de Fourier

On rappelle que la transformée de Fourier, notée F , est un opérateur linéaire et continu
défini sur S(RN ) à valeurs dans S(RN ) par

F(f)(ξ) = (2π)−
N
2

∫

RN

f(x) exp (−ix · ξ) dx, f ∈ S(RN ), ξ ∈ R
N .

En fait, on sait que la transformée de Fourier F : S(RN ) → S(RN ) est un isomorphisme
dont l’inverse, noté F−1, est défini par

F−1(f)(x) = (2π)−
N
2

∫

RN

f(ξ) exp (ix · ξ) dξ, f ∈ S(RN ), x ∈ R
N .

Il est alors possible de définir la transformée de Fourier sur l’ensemble des distributions
tempérées par son action sur les fonctions test comme-suit :

< F(T ), ϕ >=< T,F(ϕ) >, T ∈ S ′(RN), ϕ ∈ S(RN ).

En conséquence, F : S ′(RN) → S ′(RN) est un isomorphisme dont l’inverse, encore noté
F−1, est défini par

< F−1(T ), ϕ >=< T,F−1(ϕ) >, T ∈ S ′(RN), ϕ ∈ S(RN ).

On rappelle maintenant les propriétés basiques de la transformée de Fourier dont nous
aurons besoin dans ce mémoire sous une forme condensée dans le théorème suivant.

Théorème A.44 On a :

(i) pour tout multi-indice α,

DαF(f) = F((−ix)αf), F(Dαf) = (iξ)αF(f), f ∈ S ′(RN) ;

(ii) la transformée de Fourier est un isomorphisme isométrique défini sur L2(RN) à
valeurs dans L2(RN) et satisfait l’égalité de Parseval-Plancherel

∫

RN

fg dx =

∫

RN

F(f)F(g)dx, f, g ∈ L2(RN)

où z̄ dénote le conjugué du nombre complexe z.

Preuve. Voir e.g. [68]. 2
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8.3 Résultats sur les multiplicateurs

Définition A.12 (Multiplicateur de Fourier) Une fonction m : RN → R mesurable
et bornée est appelée multiplicateur de Fourier de type (p, q), p, q ∈ (1,∞), s’il existe une
constante positive c(p, q) qui ne dépend que de p et de q telle que

‖F−1(mF(f))‖0,q,RN ≤ c(p, q)‖f‖0,p,RN , f ∈ S(RN ).

Suite à cette définition, on voit que si m est un multiplicateur de Fourier de type (p, q),
alors l’opérateur T : D(T ) = S(RN ) ⊂ Lp(RN) → Lq(RN ) défini par T (f) = F−1(mF(f))
est un opérateur linéaire continu défini sur un sous-espace dense de Lp(RN) à valeurs dans
Lq(RN). Sa fermeture, encore dénotée par T , est par conséquent un opérateur linéaire et
continu de Lp(RN) à valeurs dans Lq(RN) et satisfait

‖T (f)‖0,q,RN ≤ c(p, q)‖f‖0,p,RN , f ∈ Lp(RN).

On énonce maintenant des conditions suffisantes pour qu’une fonction m : RN → R

mesurable et bornée soit un multiplicateur de Fourier de type (p, p).

Théorème A.45 Soient p ∈ (1,∞) et m ∈ L∞(RN) une fonction qui possède des
dérivées au sens classique dans RN \ {0} jusqu’à l’ordre [N

2
] + 1. On suppose qu’il existe

un nombre B > 0 tel que pour tout R > 0 et tout multi-indice α satisfaisant |α| ≤ [N
2
]+1,

on ait soit

R2|α|−N

∫

B2R
R
2

|Dαm| dξ ≤ B, (8.1)

soit

|Dαm(ξ)| ≤ B|ξ|−|α|, ξ ∈ R
N \ {0}. (8.2)

Alors m est un multiplicateur de Fourier de type (p, p).

Preuve. On trouvera e.g. la preuve de ce résultat, connu sous le nom de Mikhlin’s et
Hörmander sous la condition (8.1) et de Marcinkiewicz sous la condition (8.2), dans le
livre de Triebel [77]. 2

Pour une généralisation de ce théorème aux multiplicateurs de type (p, q), le lecteur
pourra e.g. consulter les travaux de Lizorkin [49, 50, 51].

9 Fonctions à valeurs dans un espace de Banach

Dans l’étude d’équations aux dérivées partielles faisant intervenir la variable de temps,
il est d’usage de travailler avec des fonctions définies sur l’intervalle de temps considéré
et à valeurs dans un espace de Banach X. Si f est un fonction dont les variables (t, x)
sont le temps et la position dans l’espace, il est souvent intéressant de considérer pour
chaque t, f(t) comme une une fonction de la variable x, fonction appartenant à un espace
fonctionnel convenable. Autrement dit f(t) représente la fonction x 7→ f(t)(x) = f(t, x).
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9.1 Fonctions continues, continûment dérivables

Soient I ⊂ R un intervalle non vide et X un espace de Banach muni de la norme ‖·‖X .
Par C0(I;X), on désignera l’ensemble de toutes les fonctions continues sur l’intervalle I
à valeurs dans X. Cet ensemble, muni de la norme

‖f‖C0(I;X) = sup
t∈I

‖f(t)‖X , f ∈ C0(I;X),

est un espace de Banach qui n’est pas réflexif et qui est séparable si X est séparable. De
manière analogue, par Ck(I;X), k ∈ N∗, on désignera l’ensemble de toutes les fonctions
k-fois continûment dérivables sur I à valeurs dans X, qui, muni de la norme

‖f‖Ck(I;X) = max{‖f (j)‖C0(I;X), j = 0, . . . , k}, f ∈ Ck(I;X),

est un espace de Banach qui n’est pas réflexif et qui est séparable si X est séparable. Enfin
par C0(I;Xweak), on désignera l’ensemble des fonctions définies sur I, à valeurs dans X
et continue par rapport à la topologie faible de X. Autrement dit :

C0(I;Xweak) = {f : I → X, < T, f >X∗,X∈ C0(I) pour tout T ∈ X∗}.

Ci-dessous, on rappelle le théorème d’Arzéla-Ascoli sous une forme très générale,
théorème dont on donne un corollaire immédiat.

Théorème A.46 (Arzéla-Ascoli) Soient K un espace métrique compact et Y un espace
métrique. Pour qu’une partie A de C(K;Y ) soit relativement compacte, il faut, et il suffit
que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

1. A est une partie équicontinue i.e.

∀ε > 0 ∃δ > 0 tel que dK(x, y) < δ ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε, ∀f ∈ A

2. pour tout x de K, A(x) = {f(x), f ∈ A} est relativement compact dans Y .

Preuve. Voir e.g. [79, Théorème 2.34.5]. 2

Corollaire A.7 Soient I ⊂ R un intervalle ouvert non vide, B, X deux espaces de
Banach tels que B ⊂⊂ X et {fn}n∈N∗ une suite de fonctions uniformément continues
dans X satisfaisant

∃c > 0 tq sup
n∈N∗

sup
t∈I

‖fn(t)‖B ≤ c.

Alors il existe une fonction f ∈ C0(I;X) telle que fn → f dans C0(I;X) à une éventuelle
extraction de sous-suite.

Preuve. Dans le théorème A.46, poser K = I et Y = X. 2
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9.2 Intégrale de Bochner

Dans cette sous-section, on rappelle brièvement les définitions et propriétés de base
de la notion d’intégrale de Bochner, notion qui étend celle de l’intégrale de Lebesgue aux
fonctions définie sur un intervalle ouvert borné et non vide I ⊂ R à valeurs dans un espace
de Banach X. Pour plus de détails à propos de cette notion, consulter e.g. [32, 82]

Une fonction f : I → X est appelée fonction simple s’il existe des éléments c1, . . . , cn ∈
X et des sous-ensembles mesurables J1, . . . , Jn de I deux à deux disjoints, tels que I =⋃n

i=1 Ji et

f(t) =

n∑

i=1

ci1Ji
(t), t ∈ I

où 1Ji
, i = 1, . . . , n, dénote la fonction caractéristique de l’ensemble Ji. On dira alors

d’une fonction f : I → X qu’elle est fortement mesurable s’il existe une suite {fn}n∈N∗ de
fonctions simples telle que

lim
n→∞

‖fn(t)− f(t)‖X = 0 p.p.t. t ∈ I.

Lemme A.10 Soit f : I → X une fonction fortement mesurable. Alors la fonction
t 7→ ‖f(t)‖X est mesurable au sens de Lebesgue.

Preuve. Voir e.g. [32, Lemma 2.19.2]. 2

Définition A.13 Soit f : I → X une fonction simple. L’intégrale de Bochner de f, notée∫
I
f(t) dt, est définie par ∫

I

f(t) dt =

n∑

i=1

ci|Ji|.

On dira qu’une fonction f : I → X est Bochner-intégrable s’il existe une suite {fn}n∈N∗

de fonctions simples satisfaisant

lim
n→∞

‖fn(t)− f(t)‖X = 0 p.p.t. t ∈ I,

lim
n→∞

∫

I

‖fn(t)− f(t)‖X dt = 0.

Pour un sous-ensemble mesurable J ⊂ I et une fonction f : I → X fortement mesurable
et Bochner-intégrable, on définit l’intégrale de Bochner

∫
J
f(t) dt par

∫

J

f(t) dt = lim
n→∞

∫

I

fn(t)1J(t) dt,

{fn}n∈N∗ étant une suite de fonctions simples satisfaisant les deux propriétés précédentes.

Théorème A.47 (Théorème de Bochner) Une fonction fortement mesurable f : I →
X est Bochner-intégrable si et seulement si la fonction t 7→ ‖f(t)‖X possède une intégrale
de Lebesgue finie.

Preuve. Voir e.g. [32, Theorem 2.19.8]. 2
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Corollaire A.8 Si la fonction f : I → X est Bochner-intégrable, alors

(i) ∥∥∥∥
∫

I

f(t) dt

∥∥∥∥
X

≤
∫

I

‖f(t)‖X dt ;

(ii) si T ∈ L(X, Y ) où Y est un espace de Banach, Tf : I → Y est Bochner-intégrable
et ∫

I

Tf(t) dt = T

(∫

I

f(t) dt

)
.

Preuve. Voir e.g. [32, Corollary 2.19.9, Corollary 2.19.11]. 2

Terminons cette brève incursion dans les bases de la théorie de l’intégrale de Bochner
par deux résultats parfois très utiles et dont on trouvera e.g. la preuve dans [82].

Lemme A.11 Si f : I → X est une fonction Bochner-intégrable, t0 ∈ I et ξ ∈ X, alors
la fonction

g(t) = ξ +

∫ t

t0

f(s) ds, t ∈ I,

est continue sur I et dérivable p.p.t. t ∈ I. En outre, on a

d

dt
g(t) = f(t) p.p.t. t ∈ I.

Lemme A.12 Soient f, g : I → X deux fonctions Bochner-intégrables. Alors le fait que

g(t) = ξ +

∫ t

t0

f(s) ds, t0, t ∈ I, ξ ∈ X

est équivalent à chacune des conditions suivantes :

(i) ∫

I

f(t)ϕ(t) dt = −
∫

I

g(t)ϕ′(t) dt, ∀ϕ ∈ D(I) ;

(ii)
d

dt
< T, g >X∗,X=< T, f >X∗,X , ∀T ∈ X∗

où la dérivée d
dt

doit être comprise au sens des distributions sur I.

9.3 Espaces de Lebesgue à valeurs dans un espace de Banach

Soient I ⊂ R un intervalle ouvert non vide, X un espace de Banach muni de la norme
‖ · ‖X et p ∈ [1,∞]. Par Lp(I;X), on dénote l’espace des (classes d’équivalences de)
fonctions fortement mesurables f : I → X telles que

‖f‖Lp(I;X) = ‖‖f‖X‖0,p,I <∞.

Il est possible de prouver que muni de la norme ‖ · ‖Lp(I;X), L
p(I;X) est un espace de

Banach séparable si X est séparable et p ∈ [1,∞) et réflexif si X est réflexif et p ∈ (1,∞).
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Pour p ∈ [1,∞), son dual topologique s’identifie à Lp′(I;X∗) et la dualité entre Lp′(I;X∗)
et Lp(I;X) s’écrit

< f, g >Lp′ (I;X∗),Lp(I;X)=

∫

I

< f(t), g(t) >X∗,X dt, f ∈ Lp′(I;X∗), g ∈ Lp(I;X).

Une adaptation simple des propriétés des opérateurs de régularisation s’enonce ici
comme-suit.

Lemme A.13 Soient p, q ∈ [1,∞] et f ∈ Lp(R;Lq(R3)).

(i) On suppose p ∈ [1,∞) et {Sε}ε∈(0,1] une suite régularisante unidimensionnelle. On
dénote Sε(f)(t, x) = Sε(f(x))(t). Alors

Sε(f) ∈ C∞(R;Lq(R3)), Sε(f) → f dans Lp(R;Lq(R3)).

(ii) On suppose q ∈ [1,∞) et {Sε}ε∈(0,1] une suite régularisante tridimensionnelle. On
dénote Sε(f)(t, x) = Sε(f(t))(x). Alors

Sε(f) ∈ Lp(R;C∞(R3)), Sε(f) → f dans Lp(R;Lq(R3)).

Preuve. Pour (i), il suffit d’adapter la preuve lorsque f est à valeurs réelles. Pour (ii), les
outils sont e.g. l’inégalité de Young sur la convolution et le théorème de la convergence
dominée de Lebesgue. 2

Pour terminer, on rappelle un résultat d’intégration par parties dont on trouvera e.g.
la preuve dans [41].

Théorème A.48 Soient V , H deux espaces de Hilbert tels que V soit dense et s’injecte
de manière continue dans H. On suppose que I ⊂ R est un intervalle ouvert non vide,
p ∈ (1,∞) et que f, g ∈ Lp(I;V ), f ′, g′ ∈ Lp′(I;V ∗). Alors f, g ∈ C0(I;H) et

(f(t), g(t))H − (f(s), g(s))H

=

∫ t

s

{< f ′(τ), g(τ) >V ∗,V + < g′(τ), f(τ) >V ∗,V } dτ, s, t ∈ I, s ≤ t.

9.4 Lemmes de Gronwall

Dans cette sous-section, on rappelle quelques variantes du lemme de Gronwall usuel.

Lemme A.14 Soient f, g deux fonctions continues sur l’intervalle [a, b], f, g ≥ 0 et c
une constante positive. On suppose l’inégalité

f(t) ≤ c+

∫ t

a

f(s)g(s) ds, t ∈ [a, b]. (9.1)

Alors
f(t) ≤ ce

R t

a
g(s) ds t ∈ [a, b]. (9.2)
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Preuve. Voir e.g. [2, Lemme 3.1]. 2

Remarque A.4 Si on suppose que f ∈ L∞(a, b), f ≥ 0 p.p. dans (a, b), que g ∈ L1(a, b),
g ≥ 0 p.p. dans (a, b) et (9.1) p.p.t. t ∈ (a, b), alors (9.2) reste vraie p.p.t. t ∈ (a, b) (cf.
e.g. [10]).

Corollaire A.9 Soient f, g deux fonctions continues sur l’intervalle [a, b], f, g ≥ 0, et h
une fonction continuement dérivable sur l’intervalle [a, b], h ≥ 0. On suppose l’inégalité

f(t) ≤ h(t) +

∫ t

a

f(s)g(s) ds, t ∈ [a, b].

Alors

f(t) ≤ h(t) +

∫ t

0

g(s)h(s)e
R t

s
g(σ) dσ ds.

9.5 Quelques résultats de compacité

On regroupe ici deux résultat de compacité dans les espaces de Lebesgue à valeurs
dans un espace de Banach. Le lecteur intéressé par ce type de résultat pourra consulter
les travaux de Simon [73] pour plus de détails.

On commence par rapeler une variante du lemme de Lions-Aubin.

Lemme A.15 Soient T ∈ (0,∞), q ∈ (1,∞], X, B, Y trois espaces de Banach tels
que X ⊂⊂ B ⊂ Y et {fn}n∈N∗ une suite bornée dans Lq(0, T ;B) ∩ L1

loc(0, T ;X) telle
que la suite {∂tfn}n∈N∗ soit bornée dans L1(0, T ;Y ). Alors la suite {fn}n est relativement
compacte dans Lp(0, T ;B), p ∈ [1, q).

Preuve. Voir e.g. [73, Corollary 6]. 2

Un autre résultat utile dans ce mémoire concerne la compacité des fonctions à valeurs
dans un espace intermédiaire dit de classe θ.

Lemme A.16 Soient X, B et Y trois espaces de Banach tels que X ⊂ B ⊂ Y avec
injection compacte X ⊂⊂ Y . On suppose qu’il existe des constantes θ ∈ (0, 1) et c telles
que

‖f‖B ≤ c‖f‖1−θ
X ‖f‖θ

Y , f ∈ X ∩ Y.
Soient p ∈ [1,∞], q ∈ (1,∞] et F un sous ensemble borné dans Lp(0, T ;X) tel que ∂tF

est borné dans Lq(0, T ;Y ). On a

(i) si θ(1 − 1
q
) ≤ (1−θ)

p
alors F est relativement compacte dans Lr(0, T ;B), r ∈ [1, r∗)

où 1
r∗

= (1−θ)
p
− θ(1− 1

q
) ;

(ii) si θ(1− 1
q
) > (1−θ)

p
alors F est relativement compacte dans C0([0, T ];B).

Preuve. Voir e.g. [73, Corollary 8, Corollary 9]. 2
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10 Analyse convexe, fonctions monotones

Dans cette section, on regroupe quelques conséquences de résultats bien connus en
analyse convexe ainsi que quelques propriétés des fonctions monotones très utiles tout au
long du texte.

Soient X un ensemble, ϕ : X → R ∪ {+∞}. On désigne par dom ϕ le domaine de
ϕ, c’est à dire l’ensemble dom ϕ = {x ∈ X, ϕ(x) < +∞}, par epi ϕ l’épigraphe de ϕ,
c’est à dire l’ensemble epi ϕ = {(x, t) ∈ X × R, ϕ(x) ≤ t} et pour tout t ∈ R, on pose
[ϕ ≤ t] = {x ∈ X,ϕ(x) ≤ t}.

Lemme A.17 Soit (X, τ) un espace topologique et ϕ : X → R ∪ {+∞} une fonction.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) epi ϕ est fermé dans X × R ;

(ii) [ϕ ≤ λ] est fermé pour tout λ ∈ R ;

(iii) pour tout x ∈ X et tout ε > 0, il existe un voisinage V de x tel que ϕ(y) ≥ ϕ(x)− ε
pour tout y ∈ V ;

(iv) pour tout x ∈ X, ϕ(x) ≤ lim infz→x ϕ(z).

Si une de ces propriétés équivalentes est satisfaite, on dit que la fonction ϕ est semi-
continue inférieurement.

Preuve. Voir e.g. [3, Théorème I.40]. 2

Très souvent, il n’est pas facile de montrer qu’une fonction définie sur un espace de
Banach, à valeurs dans R ∪ {+∞} est semi-continue inférieurement pour la topologie
faible σ(X,X ′). Il est plus simple de démontrer la semi-continuité pour la topologie forte.
Pour des fonction convexes, ces deux propriétés sont équivalentes comme le rappelle le
théorème suivant, basé sur le fait qu’un ensemble convexe C d’un espace de Banach X
est faiblement fermé pour la topologie faible σ(X,X ′) si et seulement s’il est fortement
fermé.

Théorème A.49 Soient X un espace de Banach et ϕ : X → R ∪ {+∞} une fonction
convexe semi-continue inférieurement. Alors ϕ est semi continue inférieurement pour la
topologie faible σ(X,X ′). En particulier, si xn ⇀ x pour la topologie σ(X,X ′), alors

ϕ(x) ≤ lim inf
n→∞

ϕ(xn).

Preuve. Voir e.g. [8, Corollaire III.8]. 2

Corollaire A.10 Soient Ω ⊂ R
N un domaine, p ∈ (1,∞) et ϕ : R+ → R une fonction

convexe continue. On suppose que {ρn}n∈N∗ est une suite de fonctions non négatives de
L1

loc(Ω) telle que pour tout sous ensemble borné Ω′ de Ω

ρn ⇀ ρ dans L1(Ω′) et ϕ(ρn) ⇀ ϕ(ρ) dans Lp(Ω′) quand n→∞.

Alors
ϕ(ρ) ≤ ϕ(ρ) p.p. dans Ω.
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Preuve. Soit Ω′ ⊂ Ω un sous-ensemble borné. On pose

F(ρ) =

∫

Ω′
ϕ(ρ) dx.

Clairement, F : L1(Ω′) → R est convexe. D’autre part, la continuité de la fonction ϕ et
le théorème de convergence de Vitali (valide puisque ‖ϕ(ρn)‖0,p,Ω′ ≤ c) garantissent que
F est semi-continue inférieurement pour la topologie forte de L1(Ω′). D’après le théorème
A.49, il en résulte que

∫

Ω′
ϕ(ρ) dx ≤ lim inf

n→∞

∫

Ω′
ϕ(ρn) dx =

∫

Ω′
ϕ(ρ) dx.

Le sous-ensemble Ω′ étant arbitraire, le résultat en découle par contradiction. 2

Remarque A.5 Noter que si la fonction ϕ : R+ → R+ est convexe et semi-continue
inférieurement, ce résultat reste vraie même si p = 1.

Corollaire A.11 Soient Ω ⊂ RN un domaine et ϕ : R+ → R+ une fonction concave,
continue et bijective. On suppose que {ρn}n∈N∗ est une suite de fonctions non négatives
de L1

loc(Ω) telle que pour tout sous ensemble borné Ω′ de Ω

ρn ⇀ ρ dans L1(Ω′) et ϕ(ρn) ⇀ ϕ(ρ) dans L1(Ω′) quand n→∞.

Alors
ϕ(ρ) ≤ ϕ(ρ) p.p. dans Ω.

Preuve. Il suffit d’appliquer le corollaire A.10 à %n = ϕ(ρn), ϕ−1(%n) = ρn pour conclure
puisque ϕ−1 est une fonction convexe continue. 2

On rappelle maintenant un résultat donnant l’équivalence entre la commutation de la
convergence faible et d’une fonction strictement convexe avec la convergence forte.

Lemme A.18 Soient Ω un domaine borné de RN , p ∈ (1,∞), ϕ : R → R une fonction
strictement convexe et une suite {ρn}n∈N∗ tels que

ρn ⇀ ρ dans Lp(Ω), ϕ(ρn) ⇀ ϕ(ρ) dans Lp(Ω) quand n→∞.

Alors
ρn → ρ dans L1(Ω) quand n→∞.

Preuve. Ce type de résultat est discuté sous forme générale dans [78]. 2

Pour terminer cette section, nous donnons deux résultats de monotonie sous une forme
fréquemment utilisée dans ce mémoire.

Lemme A.19 Soient Ω ⊂ RN un domaine et Π : R → R une fonction continue et non
décroissante. Pour tout sous-ensemble borné Ω′ ⊂ Ω, lorsque n → ∞, dans L1(Ω′), on
suppose que

ρn ⇀ ρ,

Π(ρn) ⇀ Π(ρ), Π(ρn)ρ ⇀ Π(ρ)ρ, Π(ρn)ρn ⇀ Π(ρ)ρ, Π(ρ)(ρn − ρ) ⇀ 0.
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Alors
Π(ρ)ρ ≥ Π(ρ)ρ p.p. dans Ω.

Preuve. Soit Ω′ ⊂ Ω un sous-ensemble borné. La monotonie de la fonction Π garantit
que ∫

Ω′
(Π(ρn)− Π(ρ))(ρn − ρ) dx ≥ 0.

Par hypothèse, le passage à la limite n→∞ implique que

∫

Ω′
(Π(ρ)ρ− Π(ρ)ρ) dx ≥ 0.

Le sous-ensemble Ω′ étant arbitraire, le résultat en découle par contradiction. 2

Remarque A.6 En supposant que les suites {ρn}n, {Π(ρn)}n, {Π(ρn)ρ}n, {Π(ρn)ρn}n

et {Π(ρ)(ρn− ρ)}n appartiennent à L1
loc(Ω) et ont respectivement pour limite au sens des

distributions dans Ω les fonctions ρ, Π(ρ), Π(ρ)ρ, Π(ρ)ρ et 0 appartenant toutes à L1
loc(Ω),

il est évident que la conclusion reste la même.

Une conséquence directe du résultat précédent s’énonce comme suit.

Lemme A.20 Soient Ω ⊂ RN un domaine, s ∈ (1,∞) et θ ∈ (0, 1]. Pour tout sous
ensemble borné Ω′ ⊂ Ω, lorsque n→∞, on suppose que

ρθ
n ⇀ ρθ dans L

s+θ
θ (Ω′), ρs

n ⇀ ρs dans L
s+θ

s (Ω′), ρs+θ
n ⇀ ρs+θ dans L1(Ω′).

Alors
ρs+θ ≥ ρsρθ p.p. dans Ω.

Preuve. Poser %n = ρθ
n, % = ρθ et Π(t) = t

s
θ dans le lemme A.19. 2
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Soient G un domaine de R
N , F une fonction de l’espace Lq(G), q ∈ (1,∞). Dans

cette annexe, nous discutons de la possibilité d’associer à F un élément v de l’espace de
Sobolev homogène [D1,q

0 (G)]N satisfaisant

div v = F p.p. dans G et ‖∇v‖0,q,G ≤ c‖F‖0,q,G. (∗)

Le lecteur aura certainement pu constater que cette question est omni-présente dans
la théorie mathématique des équations de Navier-Stokes, en particulier lorsqu’il s’agit
d’obtenir des estimations de la pression ou de la densité. Dans la majeure partie des cas,
la dépendance par rapport au domaine G de la constante qui apparâıt dans l’estimation
(∗) sera cruciale pour l’obtention de ces estimations. Les prochaines sections traitent de
ce problème dans divers types de domaines G tels que les domaines bornés, les domaines
extérieurs, les cônes de révolutions et les domaines à plusieurs sorties côniques. Pour
leur utilisation dans ce mémoire, les résultats sont présentés pour la dimension N = 3.
Néanmoins, ils restent vrais en dimension N ≥ 2.

1 Les domaines bornés

Soit G ⊂ R3 un domaine borné à frontière Lipschitzienne. Dans ce cas, on rappelle
que l’espace de Sobolev homogène [D1,q

0 (G)]3 cöıncide avec l’espace de Sobolev [W 1,q
0 (G)]3.

Soit F ∈ Lq(G), q ∈ (1,∞). Une condition nécessaire à l’existence de v ∈ [W 1,q
0 (G)]3

satisfaisant (∗) est donnée par l’hypothèse de compatibilité

∫

G

F dx = 0.

En effet, celle-ci apparâıt en intégrant sur G l’équation (∗) à l’aide de la formule classique
de Stokes. Fin des années soixante-dix, début des années quatre-vingts, Bogovskĭı [4],
[5] fut l’instigateur du lemme suivant.

Lemme B.1 Soit G ⊂ R3 un domaine borné à frontière Lipschitzienne. Alors il existe
un opérateur linéaire B = (B1,B2,B3) tel que

∀q ∈ (1,∞), B : L̃q(G) → [W 1,q
0 (G)]3, ∀F ∈ L̃q(G), div B(F) = F p.p. dans G,

∀F ∈ L̃q(G), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇B(F)‖0,q,G ≤ c(G, q)‖F‖0,q,G.

Si de plus, on suppose que F = div G pour un certain G ∈ [Lp(G)]3, p ∈ (1,∞), satisfai-
sant G · ν|∂G = 0 où ν désigne le vecteur normal unitaire extérieur à ∂G, alors

‖B(F)‖0,p,G ≤ c(G, p)‖G‖0,p,G.

Preuve. La méthode de Bogovskĭı est basée sur la formule explicite d’une solution v

lorsque G est un domaine étoilé par rapport à tous les points d’une boule BR(x0) ⊂⊂ G et
F ∈ C∞

0 (G), puis sur la décomposition d’un domaine borné G à frontière Lipschitzienne
en un nombre fini de domaine Gi étoilé par rapport à tous les points d’une boule Bi ⊂⊂ Gi

et enfin sur la décomposition de F ∈ Lq(G) en une somme de fonction Fi ∈ Lq(G) telle
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que supp Fi ⊂ Gi et
∫

Gi
Fi dx = 0. On rappelle qu’un domaine G de RN est dit étoilé par

rapport au point x0 ∈ G si il existe une fonction h définie sur la sphère unité, positive et
continue, telle que

G =

{
x ∈ R

N , |x− x0| < h

(
x− x0

|x− x0|

)}
.

Pour les détails de la démonstration, le lecteur intéressé pourra consulter le chapitre III.3
du livre de Galdi [22]. 2

Corollaire B.1 Soient G ⊂ R3 un domaine borné à frontière Lipschitzienne, F ∈ Lq(G)

et a ∈ [W 1− 1
q
,q(∂G)]3, q ∈ (1,∞), tels que

∫

G

F dx =

∫

∂G

a · ν dσ.

Alors il existe une fonction v ∈ [W 1,q(G)]3 satisfaisant

div v = F p.p. dans G, v = a sur ∂G

‖∇v‖0,q ≤ c(G, q)(‖F‖0,q + ‖∇A‖0,q) ≤ c(G, q)(‖F‖0,q + ‖a‖1− 1
q
,q,∂G)

dans laquelle A ∈ [W 1,q(G)]3 dénote un relèvement continu de la fonction a.

Preuve. Soit A ∈ [W 1,q(Ω)]3 un relèvement continu de a. Poser v = B(F − div A) + A

puis appliquer le lemme B.1 en utilisant les résultats sur le relèvement. 2

Le prochain résultat étend le lemme B.1 et donne une classe de domaines bornés pour
lesquels la constante c qui apparâıt dans (∗) est indépendante du domaine considéré.

Lemme B.2 Soit G ⊂ R3 un domaine borné à frontière Lipschitzienne. On considère
x0 ∈ R3, 0 6= τ ∈ R et on pose Gx0

τ = (1− τ)x0 + τG. Alors il existe un opérateur linéaire
BG

x0
τ

= (B1
G

x0
τ
,B2

G
x0
τ
,B3

G
x0
τ

) tel que

∀q ∈ (1,∞), BG
x0
τ

: L̃q(Gx0
τ ) → [W 1,q

0 (Gx0
τ )]3,

∀F ∈ L̃q(Gx0
τ ), div BG

x0
τ

(F) = F p.p. dans Gx0
τ ,

∀F ∈ L̃q(Gx0
τ ), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇B(F)‖0,q,G

x0
τ
≤ c(G, q)‖F‖0,q,G

x0
τ

où la constante c(G, q) ne dépend ni de F ni de x0 ni de τ .

Preuve. Ce lemme n’est qu’une reformulation du théorème 2.10 de l’article de Borchers
et Sohr [7]. S’y reporter pour une démonstration complète. 2

2 Les domaines extérieurs

Soit Ω ⊂ R
3 un domaine extérieur à frontière Lipschitzienne. Dans ce cas l’espace de

Sobolev homogène [D1,q
0 (Ω)]3 contient l’espace de Sobolev [W 1,q

0 (Ω)]3. Soient q ∈ (1,∞) et
F ∈ Lq(Ω). L’existence d’un v ∈ [D1,q

0 (Ω)]3 satisfaisant (∗) ne nécessite aucune condition
de compatibilité puisque les hypothèses nécessaires à la validité de la formule classique de
Stokes ne sont plus satisfaites.
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Lemme B.3 Soit Ω ⊂ R3 un domaine extérieur à frontière Lipschitzienne. Alors il existe
un opérateur linéaire Bext = (B1

ext
,B2

ext
,B3

ext
) tel que

∀q ∈ (1,∞), Bext : Lq(Ω) → [D1,q
0 (Ω)]3, ∀F ∈ Lq(Ω), div Bext(F) = F p.p. dans Ω,

∀F ∈ Lq(Ω), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇Bext(F)‖0,q,Ω ≤ c(Ω, q)‖F‖0,q,Ω.

Preuve. Pour une démonstration complète, le lecteur pourra consulter le théorème 3.4
du chapitre III.3 dans livre de Galdi [22]. 2

3 Les cônes de révolution

Un cas très intéressant et qui n’entre pas dans le cadre des deux précédentes sections
est celui d’un cône de révolution C ⊂ R3 de sommet s ∈ R3, d’axe de symétrie la droite ∆
et de demi-ouverture θ ∈ (0, π). Bien que tous les résultats de cette section soient énoncés
pour de tels domaines, ils seront démontrés dans le cas particulier du cône de révolution
C ⊂ R

3 de sommet l’origine des coordonnées, d’axe de symétrie la droite Ox3 et de demi-
ouverture θ ∈ (0, π) et ce sans aucune perte de généralité. Par ailleurs, pour R0 > 0 et

R > R0, nous utiliserons les notations CR = C ∩ BR, CR = C ∩ BR
C

et CR
R0

= CR \ BR0 .
Une fois encore, nous allons pouvoir constater que tous les résultats de cette section sont
étroitement liés au lemme B.1.

Lemme B.4 Il existe une famille d’opérateurs linéaires {BCR
= (B1

CR
,B2

R
,B3

CR
)}R>R0 telle

que pour R > R0, on a

∀q ∈ (1,∞), BCR
: L̃q(CR) → [W 1,q

0 (CR)]3, ∀F ∈ L̃q(CR), div BCR
(F) = F p.p. dans CR,

∀F ∈ L̃q(CR), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇BCR
(F)‖0,q,CR

≤ c(C, q)‖F‖0,q,CR
.

Preuve. Soient R > R0 fixé et F ∈ L̃q(CR). On définit la fonction F̃ : CR0 → R par

F̃(x) = R
R0
F
(

R
R0
x
)
. Alors, en accord avec le changement de variables y = R

R0
x, il est clair

que

∫

CR0

F̃(x) dx =

(
R0

R

)2 ∫

CR

F(y) dy = 0, ‖F̃‖0,q,CR0
=

(
R

R0

)1− 3
q

‖F‖0,q,CR
.

D’après le lemme B.1 avec G = CR0 , la fonction ṽ = B(F̃) ∈ [W 1,q
0 (CR0)]

3 satisfait

div ṽ = F̃ p.p. dans CR0 ainsi que ‖∇ṽ‖0,q,CR0
≤ c(CR0 , q)‖F̃‖0,q,CR0

. On définit ensuite la

fonction v : CR → R
3 par v(x) = ṽ

(
R0

R
x
)
. Il est clair que v ∈ [W 1,q

0 (CR)]3. De plus, p.p.t.
x ∈ CR, on a

div v(x) =
R0

R
div ṽ

(
R0

R
x

)
=
R0

R
F̃
(
R0

R
x

)
= F(x).
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Pour conclure que BCR
(F) ≡ v possède toutes les propriétés requises, il suffit de noter

qu’en effectuant le changement de variables y = R0

R
x, on trouve que

∫

CR

|∇v(x)|q dx =

∫

CR

(
R0

R

)q ∣∣∣∇ṽ
( x
R

)∣∣∣
q

dx =

(
R

R0

)3−q ∫

CR0

|∇ṽ(y)|q dy

≤ c(CR0 , q)
q

(
R

R0

)3−q ∫

CR0

|F̃(y)|q dy = c(CR0 , q)
q

∫

CR

|F(x)|q dx.

D’où le résultat. 2

Lemme B.5 Il existe une famille d’opérateurs linéaires {BCR
R0

= (B1
CR

R0

,B2
CR

R0

,B3
CR

R0

)}R>2R0

telle que pour R > 2R0, on a

∀q ∈ (1,∞), BCR
R0

: L̃q(CR
R0

) → [W 1,q
0 (CR

R0
)]3,

∀F ∈ L̃q(CR
R0

), div BCR
R0

(F) = F p.p. dans CR
R0
,

∀F ∈ L̃q(CR
R0

), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇BCR
R0

(F)‖0,q,CR
R0
≤ c(C, q)‖F‖0,q,CR

R0
.

Preuve. Soient R > 2R0 fixé et F ∈ L̃q(CR
R0

). On définit la fonction F̃ : CR → R par

F̃(x) =





F(x) si x ∈ CR
R0

,

0 si x ∈ CR0 .

En accord avec le lemme B.4, la fonction ṽ = BCR
(F̃) ∈ [W 1,q

0 (CR)]3 satisfait div ṽ = F̃
p.p. dans CR ainsi que ‖∇ṽ‖0,q,CR

≤ c(C, q)‖F̃‖0,q,CR
. De plus,

−
∫

∂CR0
∩∂BR0

ṽ · ν dσ = −
∫

∂CR0

ṽ · ν dσ = −
∫

CR0

div ṽ dx = −
∫

CR0

F̃ dx = 0.

En conséquence, le corollaire B.1 garantit l’existence de w̃ ∈ [W 1,q(C2R0
R0

)]3 satisfaisant

div w̃ = 0 p.p. dans C2R0
R0

, w̃|
∂C

2R0
R0

∩∂BR0

= −ṽ|
∂C

2R0
R0

∩∂BR0

, w̃|
∂C

2R0
R0

\∂BR0

= 0 et

‖∇w̃‖
0,q,C

2R0
R0

≤ c(C, q)‖ṽ‖1,1− 1
q
,∂CR0

≤ c(C, q)‖ṽ‖
1,q,C

2R0
R0

.

Par suite, en accord avec la variante de Friedrichs de l’inégalité de Poincaré qui dans la
présente situation s’écrit

‖ṽ‖
0,q,C

2R0
R0

≤ c(C2R0
R0

, q)(‖∇ṽ‖
0,q,C

2R0
R0

+

∫

Γ

|ṽ| dσ), Γ = ∂C2R0
R0

\ (∂BR0 ∪ ∂B2R0),

il est possible de majorer ‖ṽ‖
1,q,C

2R0
R0

par ‖∇ṽ‖0,q,CR
pour finalement récupérer l’inégalité

‖∇w̃‖
0,q,C

2R0
R0

≤ c(C, q)‖F‖0,q,CR
R0
.
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On dénote encore par w̃ le prolongement par zéro dans CR
2R0

de w̃ et on pose BCR
R0

(F) =

ṽ + w̃. Alors il est clair que BCR
R0

(F) ∈ [W 1,q
0 (CR

R0
)]3, div BCR

R0
(F) = F p.p. dans CR

R0
et

‖∇BCR
R0

(F)‖0,q,CR
R0
≤ ‖∇ṽ‖0,q,CR

+ ‖∇w̃‖
0,q,C

2R0
R0

≤ c(C, q)‖F‖0,q,CR
R0
.

D’où le résultat. 2

Lemme B.6 Il existe un opérateur linéaire BC = (B1
C,B2

C,B3
C) tel que

∀q ∈ (1,∞), BC : Lq(C) → [D1,q
0 (C)]3, ∀F ∈ Lq(C), div BC(F) = F p.p. dans C,

∀F ∈ Lq(C), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇BC(F)‖0,q,C ≤ c(q)‖F‖0,q,C.

Preuve. La démonstration de ce lemme est une adaptation au cas d’un cône de révolution
de celle d’un résultat de Borchers, Pileckas [6, Lemma 3.1] avec q ∈ (1,∞). Soit
F ∈ Lq(C). Introduisons la fonction F : R+ → R définie par

F (t) =

∫

{x∈C, |x|<t}

F(x) dx.

Etant donné que F ∈ L1
loc(C), le théorème de différentiation de Lebesgue-Besicovitch nous

assure que p.p.t. t ∈ R+, la fonction F est dérivable en t et que

F ′(t) =

∫

{x∈C, |x|=t}

F(x) dσ.

Par ailleurs, d’après l’inégalité de Hölder, on voit que

|F (t)|q ≤ ct3(q−1)

∫

{x∈C, |x|<t}

|F(x)|q dx⇒ lim
t→0+

t3(q−1)|F (t)|q = 0.

En outre, en accord avec l’inégalité de Hardy classique et encore une fois à l’aide de
l’inégalité de Hölder, on trouve que

∫ ∞

0

r2(1−q)−q|F (r)|q dr ≤ c

∫ ∞

0

r2(1−q)|F ′(r)|q dr

≤ c

∫ ∞

0

r2(1−q)|{x ∈ C, |x| = r}|
q

q′

∫

{x∈C, |x|=r}

|F(x)|q dσ dr = c

∫

C

|F(x)|q dx.

Considérons maintenant la fonction A dont les composantes sphériques sont :

Ar(x) = {2(cosα− 1) cosα− 1

2
(cos(2α)− 1)}−1 × cos θ − cosα

πr2
, Aθ(x) = 0, Aϕ(x) = 0.

Clairement, pour tout x ∈ C on a div A(x) = 0 et pour tout point x de ∂C où la normale
extérieure existe, c’est à dire ∀x ∈ ∂C \ {0}, A(x) = 0. On vérifie également sans peine
que ∫

{x∈C, |x|=t}

Ar(x) dσ = 1.
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Ceci étant, on pose maintenant W (x) = A(x)F (r). Noter qu’en tout point x ∈ ∂C \ {0},
W (x) = 0 et que

div W (x) =
1

r2
∂r(r

2Ar(x)F (r)) = Ar(x)F
′(r) = Ar(x)

∫

{y∈C, |y|=r}

F(y) dσ ≡ F1(x).

Justifions au passage l’appartenance de la fonction F1 à l’espace Lq(C) : en utilisant
l’inégalité de Hölder, on peut écrire que

∫

C

|F1|q dx ≤ c

∫

C

r−2qr2(q−1)

∫

{y∈C, |y|=r}

|F(y)|q dσ dx

≤ c

∫ ∞

0

r2r−2qr2(q−1)

∫

{y∈C, |y|=r}

|F(y)|q dσ dr ≤ c

∫

C

|F(y)|q dy.

L’inégalité de Hardy classique ajoutée au comportement de ∂iW , i = 1, 2, 3, induit une
borne sur le gradient de W et plus exactement que

∫

C

|∇W |q dx ≤ c

∫ ∞

0

{r2−3q|F (r)|q + r2−2q|F ′(r)|q} dr ≤ c

∫

C

|F(x)|q dx.

Soit la fonction G = F − F1 ∈ Lq(C). Alors

∫

{x∈C, |x|=r}

G(x) dσ = 0 ⇒ ∀R > 0,

∫

C2R
R

G(x) dx =

∫ 2R

R

∫

{x∈C, |x|=r}

G(x) dσ dr = 0.

Décomposons C en « couronnes côniques », c’est à dire en écrivant C comme la réunion
pour k ∈ Z des ensembles C2k+1

2k . D’après le lemme B.2 appliqué à G = C2
1 , y = 0 et τ = 2k,

pour tout k ∈ Z il existe dans chaque couronne C2k+1

2k une fonction vk ∈ [W 1,q
0 (C2k+1

2k )]3 telle

que div vk = G p.p. dans C2k+1

2k et satisfaisant l’estimation ‖∇vk‖0,q,C2k+1

2k

≤ c‖G‖
0,q,C2k+1

2k

dans laquelle la constante c ne dépend ni de G ni de k. On prolonge toutes les fonction
vk par zéro dans le cône C tout entier. Ainsi la fonction v =

∑
k∈Z

vk satisfait div v = G
p.p. dans C et v = 0 sur ∂C. Noter que les couronnes sont deux à deux disjointes. Ainsi,
l’intégrale étant dénombrablement additive, il vient que

‖∇v‖q
0,q,C ≤

∑

k∈Z

‖∇vk‖0,q,C2k+1

2k

≤ c‖G‖q
0,q,C.

On conclut, en fin de compte, en posant BC(F) = v + W . D’où le résultat. 2

Lemme B.7 Il existe un opérateur linéaire BCR0 = (B1
CR0

,B2
CR0

,B3
CR0

) tel que

∀q ∈ (1,∞), BCR0 : Lq(CR0) → [D1,q
0 (CR0)]3,

∀F ∈ Lq(CR0), div BCR0 (F) = F p.p. dans CR0 ,

∀F ∈ Lq(CR0), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇BCR0 (F)‖0,q,CR0 ≤ c(C, q)‖F‖0,q,CR0 .

Preuve. Ce lemme peut être démontré en adaptant la preuve du lemme B.5 dans laquelle
on utilisera le lemme B.6 à la place du lemme B.4. 2
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4 Les domaines à sorties côniques

Tout au long de cette section, n désignera un entier strictement positif. Une suite
logique à la section précédente est l’étude du problème (∗) dans des domaines à n sorties
côniques (cf. la définition A.2 p.198).

Lemme B.8 Soient Ω ⊂ R3 un domaine à n sorties côniques à frontière Lipschitzienne
et R0 > 0 le nombre qui apparâıt dans la définition A.2. Alors il existe une famille
d’opérateurs linéaires {BΩR

= (B1
ΩR
,B2

ΩR
,B3

ΩR
)}R>2R0 telle que pour R > 2R0, on a

∀q ∈ (1,∞), BΩR
: L̃q(ΩR) → [W 1,q

0 (ΩR)]3,

∀F ∈ L̃q(ΩR), div BΩR
(F) = F p.p. dans ΩR,

∀F ∈ L̃q(ΩR), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇BΩR
(F)‖0,q,ΩR

≤ c(Ω, q)‖F‖0,q,ΩR
.

Preuve. Soient R > 2R0 fixé et F ∈ L̃q(ΩR). On dénote encore par F le prolongement

par zéro à l’extérieur de ΩR de F . On définit ensuite la fonction F̃ : R3 → R comme suit :

F̃(x) =





F(x) si x ∈ B̃R0 ,

F(x)

n + 1
si x ∈ B̃2R0 \ B̃R0 ,

F(x)

n
si x ∈ B̃2R0

C

où, on le rappelle, B̃R désigne la réunion des boules B(si, R) de centre le sommet du cône

Ci, i = 1, . . . , n. Soit φ une fonction de D(R3) telle que 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 1 dans B̃ 7
4
R0
\B̃ 5

4
R0

,

φ = 0 dans ∈ B̃R0 ∪ B̃2R0

C

. On pose

F =

(∫

Ω2R0

φ dx

)−1(∫

Ω2R0

F̃ dx

)
φ.

Puisque
∫
Ω2R0

(F̃ − F ) dx = 0, en accord avec le lemme B.1 dans lequel G = Ω2R0 , le

champ v0 = B(F̃ − F ) ∈ [W 1,q
0 (Ω2R0)]

3 satisfait

div v0 = F̃ − F p.p. dans Ω2R0 et ‖∇v0‖0,q,Ω2R0
≤ c(Ω2R0 , q)‖F̃ − F‖0,q,Ω2R0

.

D’après le lemme B.7, on est assuré de l’existence d’une fonction vi = B(Ci)R0 (
1
2
(F̃+ 1

n
F )) ∈

[D1,q
0 ((Ci)

R0)]3, i = 1, . . . , n, satisfaisant

div vi =
1

2
(F̃ +

1

n
F ) p.p. dans (Ci)

R0 et ‖∇vi‖0,q,(Ci)R0 ≤ C(Ci, q)‖
1

2
(F̃ +

1

n
F )‖0,q,(Ci)R0 .

Enfin, en adaptant à l’aide du lemme B.5, la preuve du corollaire B.1 dans laquelle G =
(Ci)

R
R0

, pour i = 1, . . . , n, on obtient l’existence d’une fonction ṽi ∈ [W 1,q
0 ((Ci)

R
R0

)]3 telle
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que

div ṽi =
1

2
(F̃ +

1

n
F ) p.p. dans (Ci)

R
1 ,

ṽi|∂(Ci)R
1 ∩∂B(si,R) = −vi|∂(Ci)R

1 ∩∂B(si,R), ṽi|∂(Ci)R
1 \∂B(si,R) = 0,

‖∇ṽi‖0,p,(Ci)R
1
≤ c(Ci, p)(‖

1

2
(F̃ +

1

n
F )‖0,p,(Ci)R

1
+ ‖∇vi‖0,p,(Ci)R

1
).

On dénote encore par v0, vi et ṽi, i = 1, . . . , n, les prolongements par zéro dans ΩC
2R0

,
[(Ci)

R0 ]C et [(Ci)
R
R0

]C de v0, vi et ṽi. On pose

BΩR
(F) = v0 +

n∑

i=1

(vi + ṽi).

En tenant compte des propriétés de la fonction φ, de la définition de F̃ et en écrivant
ΩR comme ΩR0 ∪ {

⋃n
i=1(Ci)

2R0
R0
} ∪ {⋃n

i=1(Ci)
R
2R0
}, il est facile de vérifier que p.p. dans ΩR,

div BΩR
(F) = F . De plus, il est clair que BΩR

(F) ∈ [W 1,q(ΩR)]3 et BΩR
(F)|∂ΩR

= 0.
Ensuite, on a

∫

ΩR

|∇BΩR
(F)|q dx ≤ c(q){

∫

Ω2R0

|∇v0|q dx+
n∑

i=1

(

∫

(Ci)R0

|∇vi|q dx +

∫

(Ci)R
R0

|∇ṽi|q dx)}

≤ c(Ω2R0 , C1, . . . , Cn, q)

(
‖F̃ − F‖q

0,q,Ω2R0
+

n∑

i=1

‖F̃ +
1

n
F‖q

0,q,(Ci)R0

)
.

Par ailleurs, pour p ∈ [1,∞), noter que

|(B̃ 7
4
R0
\ B̃ 5

4
R0

) ∩ Ω2R0 | ≤
∫

Ω2R0

φp dx ≤ |Ω2R0 |.

L’inégalité de Hölder complétée par ces deux observations montre finalement que

∫

ΩR

|∇BΩR
(F)|q dx ≤ c(Ω2R0 , C1, . . . , Cn, q)‖F‖q

0,q,ΩR
.

La preuve est ainsi complète. 2

Terminons cette section par le cas des domaines à n sorties côniques de R3 à frontière
Lipschitzienne tout entier .

Lemme B.9 Soit Ω ⊂ R3 un domaine à n sorties côniques à frontière Lipschitzienne.
Alors il existe un opérateur linéaire BΩ = (B1

Ω,B2
Ω,B3

Ω) tel que

∀q ∈ (1,∞), BΩ : Lq(Ω) → [D1,q
0 (Ω)]3, ∀F ∈ Lq(Ω), div BΩ(F) = F p.p. dans Ω,

∀F ∈ Lq(Ω), ∀q ∈ (1,∞), ‖∇BΩ(F)‖0,q,Ω ≤ c(Ω, q)‖F‖0,q,Ω.
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Preuve. Soit F ∈ Lq(Ω). On dénote encore par F le prolongement par zéro à l’extérieur
de Ω de F . Il suffit alors de copier mot à mot la preuve du lemme B.8 à partir de la
définition de la fonction F̃ jusqu’à l’introduction de v0 et vi, i = 1, . . . , n et de poser

BΩ(F) = v0 + 2

n∑

i=1

vi

En utilisant des arguments analogues à ceux présentés dans la preuve du lemme B.8, on
vérifie aisément que BΩ(F) possède les propriétés requises. D’où le résultat. 2
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Dans cette annexe, nous donnons un bref aperçu de la notion de degré topologique
que ce soit en dimension finie ou infinie. Le degré deg(F , D, c) de F dans D par rapport
à c donne une information sur le nombre de solutions de l’équation F(x) = c dans un
ensemble ouvert D ⊂ X où F : D ⊂ X → X est continue, c 6∈ F(∂D) et X est un espace
topologique, métrique la plupart du temps.

1 Le degré topologique de Brouwer

Dans cette section, nous introduisons le degré topologique de Brouwer et nous en
rappelons les principales propriétés. Néanmoins, nous ne nous attarderons pas sur ses
possibles applications (théorèmes de point fixe, théorie des points critiques. . . ). Le lecteur,
intéressé par ces questions, pourra consulter le chapitre 3 du livre de Fonseca-Gangbo
[21] ou le chapitre 2 de celui de Kavian [31] ainsi que les références qui y sont citées.

Commençons par introduire le degré pour les fonctions régulières. Sans restreindre
la généralité, on considère X = RN , N ≥ 1. Ainsi, puisque N peut être égal à un,
exceptionnellement la notation en gras pour distinguer un champ de vecteurs d’un champ
scalaire ne sera pas utilisée.

Définition C.1 Soit F ∈ C1(D,RN). On dit que x ∈ D est un point critique de F si
JF(x) = 0. Dans le cas contraire, on dit que x est un point régulier de F . On dit que
c ∈ RN est une valeur critique de F si il existe un point critique x ∈ D de F tel que
F(x) = c. Dans le cas contraire, on dit que c est une valeur régulière de F . Dans la suite,
on notera CF l’ensemble des points critiques de F .

Définition C.2 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1, F ∈ C1(D,RN) et c ∈ RN tel
que c 6∈ {F(∂D) ∪ F(CF)}. On appelle degré topologique de Brouwer de F dans D par
rapport à c la quantité

deg(F , D, c) ≡
∑

x∈F−1({c})

sgn(JF(x)) ∈ Z

où sgn désigne la fonction réelle à valeurs réelles définie par sgn(t) = 1 si t > 0 et
sgn(t) = −1 si t < 0.

Une question assez naturelle se pose : comment étendre cette définition au cas où c

est une valeur critique de F ? La réponse se trouve dans le lemme de Sard et la formule
de représentation utilisée par Heinz [27] en 1959 pour introduire le degré topologique.

Lemme C.1 (Lemme de Sard) Soit une fonction F ∈ C1(D,RN). Alors l’ensemble
F(CF) des valeurs critiques de F est de mesure nulle.

Preuve. Voir le lemme 1.4 du chapitre 1 du livre de Fonseca-Gangbo [21]. 2

Proposition C.1 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1, F ∈ C1(D,RN) et c ∈ RN

tel que c 6∈ F(∂D) ∪ F(CF). Soient ε > 0 et ϕ est une fonction de C0((0,∞)) telle que
suppϕ ⊂ (0, ε) et

∫∞
0
ϕ(t) dt = 1. Alors pour tout 0 < ε < dist(c,F(∂D))

deg(F , D, c) =

∫

D

ϕ(|F(x)− c|)JF(x) dx.
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Preuve. Voir la proposition 1.7 du chapitre 1 du livre de Fonseca-Gangbo [21]. 2

A l’aide de plusieurs lemmes techniques et sous la condition 0 < ε < dist(c,F(∂D)),
il est possible de démontrer que cette formule de représentation ne dépend ni de ε ni de
la fonction ϕ. Le lecteur intéressé pourra se reporter au chapitre 2 du livre de Kavian
[31] qui utilise cette version de la définition du degré topologique de Brouwer.

De la proposition C.1, il résulte la suivante.

Proposition C.2 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1, et F ∈ C1(D,RN). On
suppose que c1 et c2 sont dans la même composante connexe de RN \ F(∂D). Alors

deg(F , D, c1) = deg(F , D, c2).

Preuve. Voir la proposition 1.8 du chapitre 1 du livre de Fonseca-Gangbo [21]. 2

Considérons F ∈ C1(D,RN), c ∈ R
N tel que c 6∈ F(∂D) et c ∈ F(CF). En accord avec

le lemme de Sard, pour tout r > 0 on a B(c, r) 6⊂ F(CF). De plus, puisque F(∂D) est un
ensemble compact et que l’on a supposé que c 6∈ F(∂D), pour r > 0 suffisamment petit
on a B(c, r)∩F(∂D) = ∅. Par conséquent, il existe c̃ ∈ RN tel que c̃ 6∈ F(∂D)∪F(CF) et
|c− c̃| < dist(c,F(∂D)). Introduisons alors c̃i ∈ RN , i = 1, 2, tels que c̃i 6∈ F(∂D)∪F(CF)
et |c − c̃i| < dist(c,F(∂D)). Clairement c̃i ∈ B(c, dist(c,F(∂D))) ⊂ R

N \ F(∂D), i =
1, 2. Par ailleurs, puisque B(c, dist(c,F(∂D))) est un ensemble connexe contenu dans
RN \ F(∂D), il est inclu dans une composante connexe de RN \ F(∂D). Ainsi, en accord
avec la proposition C.2, on voit que

deg(F , D, c̃1) = deg(F , D, c̃2).

Ces quelques lignes justifient la définition ci-contre qui permet d’étendre la notion de
degré dans le cas où c est une valeur critique de F .

Définition C.3 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1, F ∈ C1(D,RN) et c ∈ RN tel
que c 6∈ F(∂D) et c ∈ F(CF). On définit le degré topologique de Brouwer de F dans D
par rapport à c par

deg(F , D, c) = deg(F , D, c̃), c̃ 6∈ F(∂D) ∪ F(CF), |c− c̃| < dist(c,F(∂D)).

Une nouvelle question se pose ensuite : comment étendre la notion de degré au cas
où la fonction F est seulement continue ? La réponse est une conséquence immédiate du
lemme suivant.

Lemme C.2 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1, F1,F2 ∈ C1(D,RN) et c ∈ RN tel
que c 6∈ F1(∂D)∪F2(∂D). Alors pourvu que ε > 0, introduit à la proposition C.1, soit tel
que ε < 1

4
dist(c,F1(∂D) ∪ F2(∂D)) et que ‖F1 −F2‖0,∞ < ε, on a

deg(F1, D, c) = deg(F2, D, c).

Preuve. Voir la proposition 1.6 du chapitre 2 du livre de Kavian [31]. 2

Considérons F ∈ C0(D,RN), c ∈ RN tel que c 6∈ F(∂D) et {Fn}n∈N∗ une suite de
fonctions de C1(D,RN) qui converge uniformément vers F dans D. Alors il existe un



238 C. Le degré topologique

entier n0 tel que pour n ≥ n0, c 6∈ Fn(∂D). Ainsi, pour n ≥ n0, le degré deg(Fn, D, c) a
un sens. De plus, puisque la suite {Fn}n∈N∗ est de Cauchy dans C0(D,RN), il existe un
entier n′0 tel que pour m,n ≥ n′0,

‖Fm − Fn‖0,∞ <
1

4
dist(c,Fm(∂D) ∪ Fn(∂D)).

Ainsi, en accord avec le lemme C.2, la suite des degrés {deg(Fn, D, c)}n≥max{n0,n′0}
est

stationnaire et la limite limn→∞ deg(Fn, D, c) est bien définie. Montrons alors qu’elle ne
dépend pas de la suite {Fn}n∈N∗. Pour cela, on introduit une autre suite {Gn}n∈N∗ qui
converge uniformément vers F dans D. Alors il existe un entier N0 tel que pour n ≥ N0,
c 6∈ Fn(∂D) ∪ Gn(∂D). Par ailleurs

∃N ′
0 ≥ N0, ∀n ≥ N ′

0, ‖Fn − F‖0,∞ <
1

8
dist(c,Fn(∂D) ∪ Gn(∂D))

et

∃N ′′
0 ≥ N0, ∀n ≥ N ′′

0 , ‖Gn − F‖0,∞ <
1

8
dist(c,Fn(∂D) ∪ Gn(∂D)).

On en déduit que pour n ≥ max{N ′
0, N

′′
0 }, ‖Fn− Gn‖0,∞ < 1

4
dist(c,Fn(∂D) ∪ Gn(∂D)) et

donc, en accord avec le lemme C.2, que deg(Fn, D, c) = deg(Gn, D, c), ce qui prouve bien
que limn→∞ deg(Fn, D, c) = limn→∞ deg(Gn, D, c).

Définition C.4 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1, F ∈ C0(D,RN) et c ∈ RN tel
que c 6∈ F(∂D). On définit le degré topologique de F dans D par rapport à c par

deg(F , D, c) = lim
n→∞

deg(Fn, D, c)

où {Fn}n∈N∗ est une suite de fonctions de C1(D,RN) qui converge uniformément vers F
dans D.

Nous allons maintenant rappeler quelques propriétés importantes du degré topologique
de Brouwer. Le premier résultat s’avère parfois utile lorsqu’il s’agit de prouver l’existence
de solutions d’équations non linéaires dans RN .

Théorème C.1 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1, F ∈ C0(D,RN) et c ∈ RN

tel que c 6∈ F(∂D). Alors l’equation F(x) = c admet au moins une solution dans D si
deg(F , D, c) 6= 0.

Preuve. Voir la proposition 2.5 du chapitre 2 du livre de Kavian [31]. 2

Toujours dans le but de démontrer l’existence de solutions d’équations non linéaires
dans RN , le théorème C.1 est souvent complété par la propriété d’invariance par homotopie
du degré.

Définition C.5 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1 et F ,G ∈ [C0(D)]N . On dit que
H : D × [0, 1] → RN est une C0-homotopie entre F , G si H est continue sur D × [0, 1],
H(x, 0) = F(x) et H(x, 1) = G(x) pour tout x ∈ D.
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Théorème C.2 Soient D ⊂ RN un ouvert borné, N ≥ 1, H : D × [0, 1] → RN une
C0-homotopie entre H(·, 0), H(·, 1) et c ∈ RN tel que c 6∈ H(∂D, t) pour tout t ∈ [0, 1].
Alors, pour tout t ∈ [0, 1], on a

deg(H(·, t), D, c) = deg(H(·, 0), D, c).

Preuve. Voir la proposition 2.8 du chapitre 2 du livre de Kavian [31]. 2

Pour terminer cette section, nous allons indiquer comment étendre la notion du degré
de Brouwer dans un cadre plus général. Le lemme qui suit donne une voie assez naturelle
pour introduire cette notion pour des fonctions continues F : D ⊂ RN → RM où M ≤ N .
Soit F : D ⊂ RN → RM une fonction continue. On rappelle que RM peut être identifié
à l’ensemble {x ∈ RN , xM+1 = · · · = xn = 0}. Par conséquent, la fonction F peut être
identifiée à une fonction continue sur D à valeur dans RN . On définit ensuite la fonction
G ∈ C0(D,RN) par G(x) = x + F(x) puis on pose G̃ = G|

D∩RM .

Lemme C.3 Soit c ∈ RM tel que c 6∈ G(∂D). Alors

deg(G, D, c) = deg(G̃, D ∩ R
M , c).

Preuve. Voir le lemme 1.22 du chapitre 1 du livre de Fonseca-Gangbo [21] ou le lemme
5.7 du chapitre 2 du livre de Kavian [31]. 2.

2 Le degré topologique de Leray-Schauder

Dans cette section, nous introduisons la notion de degré topologique de Leray-Schauder
puis nous démontrons que le degré de Leray-Schauder possède des propriétés analogues à
celles du degré de Brouwer.

Soient X un espace vectoriel normé de dimension infinie, D ⊂ X un ensemble ouvert
et borné, F : D → X une fonction continue et c ∈ X tel que c 6∈ F(∂D). Compte tenu
des propriétés du degré de Brouwer, il serait préférable que le degré de Leray-Schauder
de F dans D par rapport à c, deg(F , D, c) vérifie

(i) deg(I,D, c) = 1 si c ∈ D où I désigne l’application identité de D dans X ;

(ii) deg(F , D, c) 6= 0 ⇒ c ∈ F(D) ;

(iii) si H : D × [0, 1] → X est une C0-homotopie telle que c 6∈ H(∂D, t) pour tout
t ∈ [0, 1], alors deg(H(·, t), D, c) est indépendant de t.

Dans la section précédente, nous avons vu qu’en dimension finie, C0(D,X) est une classe
convenable de fonctions pour laquelle il existe une unique fonction degré, le degré de
Brouwer, satisfaisant (i)-(iii). Malheureusement, en dimension infinie, C0(D,X) n’est pas
une classe convenable. En effet, un exemple dû à Leray montre qu’il faut restreindre la
classe des fonctions pour laquelle il y a existence et unicité d’une fonction degré, le degré
de Leray-Schauder, à un ensemble strictement contenu dans C0(D,X).
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L’exemple de Leray

On considère X = C0([0, 1],R) muni de la norme de la convergence uniforme ‖ · ‖, à
savoir pour x ∈ X, ‖x‖ = maxs∈[0,1] |x(s)|. On définit la fonction x0 ∈ X par ∀s ∈ [0, 1],
x0(s) = 1

2
puis on introduit l’ensemble ouvert borné D = {x ∈ X, ‖x−x0‖ < 1

2
}. Alors, on

peut montrer qu’il existe c ∈ X tel que pour toute fonction deg(·, D, c) : C0(D,X) → Z,
une des trois propriétés (i), (ii) ou (iii) listées ci-dessus est mise en défaut. En effet,
supposons au contraire qu’il existe une fonction deg(·, D, c) : C0(D,X) → Z satisfaisant
(i)-(iii). On définit F ∈ C0(D,X) par F(x) = γ ◦ x où γ ∈ X,

γ(s) =





s si 0 ≤ s ≤ 1
2
,

1− s si 1
2
≤ s ≤ 5

8
,

5
3
(s− 1) + 1 si 5

8
≤ s ≤ 1.

On remarque que pour x ∈ D, pour tout s ∈ [0, 1], 0 ≤ x(s) ≤ 1. Par suite, puisque
γ([0, 1]) = [0, 1], F(D) ⊂ D. Soit H : D×[0, 1] → X définie par H(x, t) = tx+(1−t)F(x).
Il est bien clair que H est une C0-homotopie entre l’application identité de D dans X et
F et vérifie

‖H(t, x)− x0‖ ≤ t‖x− x0‖+ (1− t)‖F(x)− x0‖ ≤
1

2
.

Montrons en outre que pour tout t ∈ [0, 1], H(∂D, t) ⊂ ∂D. Pour ce faire, fixons t ∈ [0, 1].
Soit x ∈ ∂D i.e. ‖x − x0‖ = 1

2
. Alors pour tout s ∈ [0, 1], − 1

2
≤ x(s) − x0(s) ≤ 1

2
et

pour un certain s0 ∈ [0, 1], |x(s0) − x0(s0)| = 1
2
, ce qui implique que x(s0) ∈ {0, 1}. Par

conséquent, H(x(s0), t) = x(s0) et donc |H(x(s0), t)− x0(s0)| = 1
2
. Rappelons ensuite que

puisque x ∈ ∂D, pour tout s ∈ [0, 1], 0 ≤ x(s) ≤ 1 ce qui entrâıne que pour tout s ∈ [0, 1],
0 ≤ H(x(s), t) ≤ 1. Autrement dit, |H(x(s), t) − x0(s)| ≤ 1

2
. Ainsi, on a bien démontré

que pour tout x ∈ ∂D et tout t ∈ [0, 1], on a ‖H(x, t)− x0‖ = 1
2
.

Soit maintenant la fonction c ∈ X définie pour s ∈ [0, 1] par c(s) = 1
2
s + 1

4
. Alors

c 6∈ ∂D puisque ‖c − x0‖ = 1
4
. Par suite, d’après ce qui précède, pour tout t ∈ [0, 1],

c 6∈ H(∂D, t) et donc deg(H(·, t), D, c) est bien défini. Ainsi, en accord avec les propriétés
(i) et (iii), on a deg(F , D, c) = deg(I,D, c) = 1 et vu la propriété (ii), on déduit l’existence
de x ∈ D tel que F(x) = γ ◦ x = c. Montrons alors que l’équation x(s) = 1

2
admet une

unique solution. Pour cela, à l’aide de la définition de γ, on remarque tout d’abord que

1

4
= c(0) = γ ◦ x(0) ⇒ x(0) =

1

4
et

3

4
= c(1) = γ ◦ x(1) ⇒ x(1) =

17

20
.

Par conséquent, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, l’équation x(s) = 1
2

admet
au moins une solution s̃ ∈ [0, 1]. De plus, il est clair que s̃ doit satisfaire c(s̃) = γ ◦x(s̃) =
γ(1

2
) = 1

2
i.e. s̃ = 1

2
. D’où l’unicité. Ceci étant, du théorème des valeurs intermédiaires,

il résulte que pour tout s ∈ ( 1
2
, 1], soit x(s) < 1

2
, soit x(s) > 1

2
. Le premier cas de figure

n’est pas possible puisque x(1) = 17
20

. Donc pour tout s ∈ ( 1
2
, 1], x(s) > 1

2
. Mais comme

x(1
2
) = 1

2
, il existe ε > 0 tel que pour tout s ∈ [ 1

2
, 1

2
+ ε], x(s) ∈ [1

2
, 5

8
], ce qui implique que
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γ ◦ x(s) ∈ [γ( 5
8
), γ(1

2
)] = [3

8
, 1

2
] et conduit à une contradiction avec le fait que pour tout

s ∈ [0, 1], c(s) = 1
2
s+ 1

4
= γ ◦ x(s). Ainsi, l’affirmation annoncée est démontrée.

En fait le bon cadre pour introduire la notion de degré topologique de Leray-Schauder
est celui des perturbations compactes de l’identité, c’est à dire des opérateurs du type
I − T avec T est un opérateur compact.

Définition C.6 Soient E et F deux espaces de Banach et A ⊂ E. On dit que T : A→ F

est un opérateur compact si T est continu et si pour tout sous-ensemble borné B de A,
T (B) est relativement compact dans F .

Définition C.7 Soient E un espace de Banach et A ⊂ E. On dit que A est de dimension
fini si A est contenu dans un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

Rappelons maintenant quelques lemmes concernant les opérateurs compacts.

Lemme C.4 Soient E un espace de Banach, A ⊂ E un ouvert borné et T : A → E un
opérateur compact. On suppose que c ∈ X est tel que c 6∈ (I − T )(∂A). Alors il existe
r > 0 tel que pour tout x ∈ ∂A, on ait ‖c− (I − T )(x)‖ ≥ r.

Preuve. Voir le lemme 7.4 du chapitre 7 du livre de Fonseca-Gangbo [21]. 2

Lemme C.5 Soient (E, ‖ ·‖E) et (F, ‖ ·‖F ) deux espaces de Banach, A ⊂ E un ensemble
borné et T : A → F un opérateur compact. Alors pour tout ε > 0, il existe un opérateur
Tε : A→ F tel que Tε(A) est de dimension fini et pour tout x ∈ A, ‖Tε(x)− T (x)‖F < ε.

Preuve. Voir le théorème 7.3 du chapitre 7 du livre de Fonseca-Gangbo [21] ou le
lemme 5.5 du chapitre 2 du livre de Kavian [31]. 2

Soient (X, ‖ · ‖) un espace de Banach, dist(·, ·) la distance associée à la norme ‖ · ‖,
D un ouvert borné de X, T : D → X un opérateur compact, I l’application identité
de D sur X et c ∈ X tel que c 6∈ (I − T )(∂D). En accord avec le lemme C.5, pour
tout ε > 0, il existe un opérateur compact Tε : D → X tel que le plus petit sous-
espace vectoriel contenant Tε(D), noté < Tε(D) >, est de dimension finie et tel que pour
tout x ∈ D, on a ‖Tε(x) − T (x)‖ < ε. On pose Dε = D∩ < c, Tε(D) >. Pour tout
0 < ε < dist(c, (I − T )(∂D)), en utilisant le lemme C.3, il est possible de démontrer que
le degré de Brouwer deg(I − Tε, Dε, c) est bien défini et indépendant de ε (lemme 7.5 du
chapitre 7 du livre de Fonseca-Gangbo [21]). Cette observation permet de donner un
sens à la définition ci-après.

Définition C.8 Soient (X, ‖ · ‖) un espace de Banach, dist(·, ·) la distance associée à la
norme ‖ · ‖, D un ouvert borné de X, T : D → X un opérateur compact, I l’application
identité de D sur X et c ∈ X tel que c 6∈ (I − T )(∂D). Le degré topologique de Leray-
Schauder de I−T dans D par rapport à c, noté deg(I−T,D, c), est défini par le degré de

Brouwer deg(I−T̃ , D̃, c) dans lequel T̃ : D → X est un opérateur compact tel que T̃ (D) est

de dimension finie et satisfaisant pour tout x ∈ D, ‖T̃ (x)− T (x)‖ < dist(c, (I − T )(∂D))

et D̃ = D ∩ X̃ où X̃ désigne n’importe quel sous-espace vectoriel de X de dimension finie
contenant c et T̃ (D).
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Démontrons maintenant que le degré de Leray-Schauder satisfait les propriétés (i)-(iii)
listées à la page 239 ainsi que des résultats analogues à ceux des théorèmes C.1 et C.2.

Théorème C.3 Soient (X, ‖ · ‖) un espace de Banach, dist(·, ·) la distance associée à la
norme ‖ · ‖, D un ouvert borné de X, T : D → X un opérateur compact, I l’application
identité de D sur X et c ∈ X tel que c 6∈ (I − T )(∂D). Alors

(1) deg(I,D, c) = 1 si c ∈ D ;
(2) deg(I,D, c) = 0 ⇒ c 6∈ D ;
(3) deg(I − T,D, c) 6= 0 ⇒ ∃x ∈ D tel que (I − T )(x) = c.

Preuve. Voir le théorème 7.8 du chapitre 7 du livre de Fonseca-Gangbo [21]). 2

Introduisons maintenant la notion d’homotopie de transformations compactes, notion
analogue à celle d’une C0-homotopie en dimension infinie.

Définition C.9 Soient (X, ‖ · ‖) un espace de Banach et A ⊂ X. On dit que l’opérateur
H : A× [0, 1] → X est une homotopie de transformations compactes si

(i) pour tout t ∈ [0, 1], H(·, t) : A→ X est un opérateur compact ;
(ii) pour tout ε > 0 et tout sous-ensemble borné B ⊂ A, il existe δ > 0 tel que

‖H(x, s)−H(x, t)‖ < ε dès que x ∈ B et |s− t| < δ.

Théorème C.4 Soient (X, ‖ · ‖) un espace de Banach, D un ouvert borné de X, une
homotopie de transformations compactes H : D × [0, 1] → X, I l’application identité de
D sur X et c ∈ X tel que pour tout t ∈ [0, 1], c 6∈ (I − H(·, t))(∂D). Alors le degré de
Leray-Schauder deg(I −H(·, t), D, c) est indépendant de t.

Preuve. Voir le théorème 7.10 du chapitre 7 du livre de Fonseca-Gangbo [21]). 2
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[3] D. Azé. Eléments d’analyse convexe et variationnelle. Ellipses, 1997.
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[19] E Feireisl and H. Petzeltová. On compactness of solutions to the Navier-Stokes
equations of compressible flow. J. Differential Equations, 163(1) :57–75, 2000.
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[58] S. Novo and A. Novotný. On the existence of weak solutions to the steady compres-
sible Navier-Stokes equations in domains with conical outlets. Preprint du laboratoire
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[59] S. Novo and A. Novotný. A remark on the smoothness of bounded regions filled
with a steady compressible and isentropic fluid. Preprint du laboratoire d’Analyse
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Résumé. Dans cette thèse, nous examinons la question d’existence de solutions faibles

des équations de Navier-Stokes compressibles et isentropiques. Cette étude a été motivée par les

travaux de P.L. Lions qui a apporté une réponse à cette question lorsque la région occupée par le

fluide est régulière et sous des hypothèses pas toujours satisfaisantes d’un point de vue physique

pour la constante adiabatique. Récemment, E. Feireisl a proposé une méthode permettant

d’affaiblir ces hypothèses et l’a appliquée aux équations d’évolution.

Dans le cas stationnaire, nous montrons l’existence d’une solution faible renormalisée à

énergie bornée lorsque la région d’écoulement est bornée, à régularité Lipschitzienne et nous

améliorons dans certains cas les hypothèses sur la constante adiabatique. Nous étudions ensuite

les écoulements lorsque la région est non bornée et présente plusieurs sorties à l’infini. Dans

cette situation, nous définissons les solutions faibles à énergie bornée en faisant apparâıtre dans

l’inégalité d’énergie la notion de flux à travers chaque sortie ainsi que celle de saut de pression

entre les sorties. Nous démontrons l’existence de ces solutions lorsque les sorties sont côniques

alors que dans le cas où celles-ci sont cylindriques, nous prouvons qu’en général de telles solutions

n’existent pas.

Dans le cas non stationnaire, nous démontrons l’existence de solutions faibles pour un

problème avec afflux et débit dans une région bornée ayant une géométrie particulière. Ces

travaux sont inspirés de ceux de E. Feireisl en optimisation de formes dans un écoulement

compressible et visqueux.

Title : Some boundary-value problems for compressible and isentropic
Navier-Stokes equations.

Abstract. In this thesis, we deal with the problem of existence of weak solutions to the

compressible and isentropic Navier-Stokes equations. This study was motivated by the works

of P.L. Lions in which the author solves this problem when the region filled with the fluid is

smooth and under assumptions for the adiabatic constant which are not always satisfactory from

the physical point of view. A method to weaken these assumptions was suggested recently by E.

Feireisl and it was applied to the equations of evolution.

In the steady case, we prove existence of a renormalized bounded energy weak solution in

bounded regions with Lipschitz boundary and in some cases, we improve the assumptions for

the adiabatic constant. We also study flows in unbounded regions with several outlets at infinity.

In this case, we define bounded energy weak solutions letting appear in the energy inequality

the notion of flux through each outlet and the notion of pressure drop between the outlets. We

prove existence of such solutions when the outlets are conical while for cylindrical outlets, we

show a non-existence result.

In the unsteady case, we prove existence of weak solutions for a problem with inflow-outflow

boundary conditions in a bounded region with a special shape. This part of this thesis is inspired

by the work of E. Feireisl about the shape optimization in a viscous compressible flow.

Mots-clés : Equations de Navier-Stokes compressibles et isentropiques, solutions faibles,

méthode d’énergie, flux effectif visqueux, oscillations, solutions renormalisées.

Laboratoire d’Analyse Non linéaire Appliquée et Modélisation, Université de Toulon et du Var,

B.P. 132, 83957 La Garde, FRANCE.


