N

N
N

HAL

open science

Distributions spectrales pour des operateurs perturbes

Jean-Marc Bouclet

» To cite this version:

Jean-Marc Bouclet. Distributions spectrales pour des operateurs perturbes. Mathématiques [math].
Université de Nantes, 2000. Frangais. NNT: .

tel-00004025

HAL Id: tel-00004025
https://theses.hal.science/tel-00004025
Submitted on 18 Dec 2003

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00004025
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE DE NANTES

ECOLE DOCTORALE
SCIENCES ET TECHNOLOGIES
DE L’INFORMATION ET DES MATERIAUX
Année : 2000 N° B.U. :

These de doctorat de I’Université de Nantes
Spécialité : MATHEMATIQUES ET APPLICATIONS

Présentée et soutenue publiquement par

Jean-Marc BOUCLET
le 22 décembre 2000
au Département de Mathématiques de I’Université de Nantes

TITRE

DISTRIBUTIONS SPECTRALES
POUR DES OPERATEURS PERTURBES

Jury

Président . Laurent GUILLOPE Professeur (Université de Nantes)
Rapporteurs :  Jean-Michel COMBES Professeur (Universités de Marseille/Toulon)

Vesselin PETKOV Professeur (Université de Bordeaux)
Examinateurs : Stéphan DE BIEVRE Professeur (Université de Lille)

Gilles CARRON Professeur (Université de Nantes)

Didier ROBERT Professeur (Université de Nantes)

Georgi VODEV C.R. CNRS (Université de Nantes)
Invité :  Bernard HELFFER Professeur (Université de Paris-Sud)

Directeur de Theése : Didier ROBERT

Laboratoire de Mathématiques (UMR 6629),

Faculté des sciences,

2 rue de la Houssiniere, BP 92208, 44322 Nantes Cedex 03. N° ED 0366-014






Table des matieres

Introduction

Résultats principaux

1 Distributions spectrales

2

1.1
1.2

1.3

Calcul fonctionnel . . . . . . . . ...
Opérateurs pseudo-différentiels . . . . . . . . ... ... .. ... ... ... ..
1.2.1 Hypotheses et notations . . . . . . . .. ..o
1.2.2 Larésolvante . . . . . . . . . . . . e
1.2.3 Estimations de la résolvante dans des espaces a poids . . . . ... ...
1.2.4  Les hamiltoniens a croissance polynoémiale . . . . . . . . ... ... ...
1.2.5  Les puissances complexes . . . . . . . ... . oo
1.2.6  Les fonctions d’opérateurs . . . . . . . . ... L Lo o
Applications aux distributions spectrales . . . . .. ... ... ... .. .. ..
1.3.1 Définitions et développements faibles . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.3.2 Opérateurs différentiels elliptiques et fonctions zeta. . . . . .. ... ..

Le cas Hilbert-Schmidt

2.1
2.2
2.3

24

2.5
2.6

Résultats . . . . . . . e
La fonction de Koplienko . . . . . . . . . ... Lo
Rappels de théorie spectrale et de diffusion . . . .. ... .. ... .......
2.3.1 Généralités . . . . . . .. e
2.3.2 Rappels sur le principe d’absorption limite . . . . . .. ... ... ...
Régularité et asymptotique de la fonction de Koplienko . . . . . .. .. .. ..
2.4.1 Formuledetrace . . . . . . . . . ...
242 Méthode . . . . . . .. e
243 Tr(aj(@,hD)E{(N)) . . ..o
244  Tr(Bi(x, hD)(E'N) —EyA)(L—9)) - oo oo
245  Tr(yj(@,hD)E'(A)@) - . oo oo
2.4.6 Amélioration possible . . . . ...
Moyennes de Riesz . . . . . . . . . L
Déterminant régularisé des matrices de diffusion . . . . . ... ... ... ...

3

11

19
19
22
22
25
28
31
32
36
40
40
43



3 Formule de Levinson

3.1 Introduction. . . . .. .. .. ... ... ... .. ..
3.2 Logcomplexes . . ... . ... . ... ...

3.3 Perturbations relativement compactes a courte portée

3.4 Le cas particulier du Laplacien . . . .. .. ... ...
3.5 Formule de Levinson . . . . . ... ... ... .....

A Opérateurs intégraux de Fourier

A.1 Opérateurs pseudo-différentiels . . . . . . .. ... ..
A.2 Une classe particuliere d’opérateurs intégraux . . . . .
A.2.1 Le lemme fondamental de développement . . .
A.2.2 Un théoreme d’Egorov . . . . . . ... ... ..
A.2.3 Paramétrixe d’Isozaki-Kitada . . . . ... ...

B Intégrales doubles d’opérateurs

Bibliographie

TABLE DES MATIERES



Remerciements

Didier Robert, qui a dirigé cette these, m’a fait découvrir la théorie spectrale. Sa passion,
sa culture et sa gentillesse ont été d’'un grand soutien particulierement lors de mes périodes
de doute. Pour tout cela, je le remercie.

J’exprime également ma reconnaissance a Jean-Michel Combes et Vesselin Petkov pour
I'intérét qu’ils ont porté a ce travail, en me faisant I’honneur d’en étre les rapporteurs.

Je remercie chaleureusement Gilles Carron, Laurent Guillopé, Bernard Helffer, Stephan de
Bievre et Georgi Vodev d’avoir accepté de faire partie du jury (au prix, parfois, d’une journée
chargée).

Je ne voudrais pas oublier tous les membres du département de mathématiques de Nantes
pour leur aide (mathématique ou non) et particulierement mes “camarades de promotion”

Benoit et Farouk.

Et évidemment, mes pensées vont a ma famille a qui cette these est dédiée.



TABLE DES MATIERES



Introduction

Soit H un opérateur h—pseudo-différentiel, définissant un opérateur auto-adjoint, non
borné sur L?(X), X désignant R? ou une variété compacte C° munie d’une densité positive.
Notons Hy(z,§) € C (T *X, ]R) son symbole principal. De fagon générale, on sait que si Hy
est confinant sur Ja, b[C R, i.e. que Hy ' (Ja,b[) est borné, alors le spectre de H va étre discret
dans ]a, b[. L’étude de ce spectre peut alors se faire a I’aide de la distribution

Ce°(la,b)) 3 f = Tr(f(H)) = > ). (

A€o (H)Nsupp(f)

—_
~—

C’est par exemple le cas lorsque X = R? et lim, ¢) oo Ho(7,§) = +00 ou lorsque Hy(z,§) =
24+ V(z) avec lim, o V(z) = 0 et @ < b < 0, comme le montrent Helffer et Robert dans [19]
(voir aussi [39]).

Un autre exemple est celui de A, opérateur de Laplace-Beltrami (positif) lorsque X est une
variété compacte (avec ou sans bord) munie de la métrique riemannienne g. Dans ce cas, le
spectre 0(Ay) est une suite de valeurs propres de multiplicités finies (Aj);jen qui converge vers
400, et on étudie traditionnellement la fonction de comptage définie par

Na,(A) =Card{j e N; \; <A}

qui définit une distribution tempérée sur R avec
Tr(7(8) == [ Na,0Nf N fESR) 2)

L’étude de Na,(\) “a haute énergie” (A — +00), se ramene a celle de Ny25 (1) au voisinage
de p = 1 lorsque h tend vers 0, puisque Nj24, (h?X) = Na,(A), c’est-a-dire une distribution de
la forme (1), avec Ja,b[=]1 — ¢,1+ ¢[ et H = h?A, dont le symbole principal (semi-classique)
est bien confinant puisque X est compacte.

Lorsque X = R? mais on peut aussi considérer des variétés hyperboliques, dans le cadre
de la diffusion, on regarde H comme une perturbation d’un opérateur libre HOY et on étudie du
spectre absolument continu; il n’est alors plus possible d’utiliser des fonctions de comptage.

Supposons que H et HO soient semi-bornés (inférieurement, pour fixer les idées) et que,
pour toute fonction f € C3°(Ja, b[) on ait

fH) - f(H®) €84 (3)

7



8 INTRODUCTION

S1 désignant I'espace des opérateurs de classe trace, Birman et Krein ont montré ’existence
d’une fonction 11 € L} (Ja,b]) telle que

Tr(f(H) — f(H) = - /R mOL RPN Y e O (Ja,b]). (4)

(Voir Krein [31], Birman-Krein [4], Yafaev [50]). Cela se produit lorsque H et H ont des
symboles principaux confinants, auquel cas {(A) = Ny (A) — Ngo(A) (voir (2)), mais ce n’est
évidemment pas pour de tels opérateurs qu’on utilise cette fonction spectrale; la propriété (3)
est vérifiée lorsque les symboles des opérateurs, H(z,¢) et HO(z, &), tendent vers I'infini avec
& et vérifient des conditions de la forme

10907 (H(x,&) — HO(2,8))] < Cap < & >M<z>77 avec p > d, (5)
I’exemple type étant celui des opérateurs
H=—n’A,  H=-hA+V, |0°V(z)|<Co<z>".
En effet, dans le calcul fonctionnel, le symbole principal de f (ﬁ )—f (I:I 9) sera la fonction

qui se trouve dans L' ainsi que toutes ses dérivées (elle est & support compact en ¢ et c’est un
O(< & >7P) en z), conditions pour qu'un opérateur pseudo-différentiel soit de classe trace.

L’étude asymptotique (h — 0 ou A — +00) des fonctions de comptage ou de la fonction
spectrale de Birman-Krein a été menée par un grand nombre d’auteurs (Hérmander [20], Ivrii
[23], [24], Melrose [32], Petkov et Popov [35], Robert [40] [41] [42], entre autres) & commencer
par H. Weyl (cf [49]) qui a montré, pour un ouvert borné de R? la formule générale

Na,(A) ~ caVol(X)A2,  cq= (2m) " Vol(S% 1) /d.

Il est bien connu que la dynamique classique, c’est-a-dire le flot du champ hamiltonien

OH OH

Sro. - S0,

o0& oz
joue un grand role dans ’étude de ces distributions. Par exemple, pour la fonction de comptage
de A4 on a la relation de Poisson

+o00 )
supp sing </ e_”’\dN()\2)) C{kl; k € Z, [ longueur de géodésique fermée}

o

(si la variété est a bord, il faut considérer des trajectoires généralisées ou billards). Voir par
exemple : Andersson-Melrose [1], Chazarain [9], Colin-de-Verdiéere [10], Duistermaat-Guillemin
[14] . De plus, si X est a bord, et que la mesure, dans S*X (fibré cosphérique), des points
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produisant des billards fermés est de mesure nulle, Ivrii a montré dans [23] une asymptotique
a deux termes pour la formule de Weyl :

NAg()\) = CdVOl(X))\g + %V l(aX) + O()\d;1)’

avec + si on a des conditions de Dirichlet et — de Neumann. Lorsque la mesure des points
ayant des trajectoires périodiques est non nulle, on peut avoir des oscillations sur le deuxieme
terme de la formule de Weyl.

Pour la fonction de Birman-Krein 7;(\, h), on a des résultats analogues. Dans le cadre de
la diffusion pour le laplacien standard, on peut considérer des hamiltoniens pour lesquels
les trajectoires classiques“partent a l'infini” (absence de trajectoire piégée) ce qui permet
d’améliorer considérablement la formule de Weyl puisqu’on peut donner des développements
asymptotiques complets de 7] suivant les puissances de h. Par contre, l’existence de trajectoires
périodiques entraine 'existence de résonances et on s’attend a une explosion exponentielle de
N7 (A, h) au pres des niveaux d’énergie correspondants (voir par exemple Petkov-Zworski [37]).

La fonction de Birman-Krein est bien adaptée a I’étude des perturbations a coefficients en
< x >7P avec p > d mais on n’a pas d’outil équivalent, en général, lorsque p > 0, ¢.e. pour
des perturbations a longue portée de HO.

Le but de cette these est ’étude de distributions pouvant couvrir ce cas général. L’'idée de
départ est la suivante : sous la condition (5) avec p > d/p on définit pour f € C§°(R)
p—1 1

<up(A h), f(A) >=Tr J'

di FH" + s(H — H))|s=o | .
7=0

qui a bien un sens car 'opérateur considéré dans le membre de droite est bien de classe trace.
Cette définition de u, est formellement la méme que celle introduite par Koplienko dans [29]
t [30] (voir aussi Neidhardt [34]), lorsque H? est un opérateur auto-adjoint quelconque et
H—H"€eS, (AeS, siles valeurs propres de (A*A)/2 sont dans IP(N)). Pour définir u,, on
fait donc un développement de Taylor a 'ordre p; il est clair, intuitivement, que la trace est
bien définie car le symbole principal de ce développement de Taylor, sera a support compact
en § et un O(< & >7PP) avec pp > d.
Notons que cet aspect “formule de Taylor non commutative” se voit également, lorsque p > d,
sur la formule de Birman-Solomyak (cf [5])

A~

1
Tr(f(H) - f(H")) = / Tr(f'(sH+(1-s)HY)(H - H%ds,  f€CE(R)
0
ou de facon équivalente
Tr(%f(ﬁ[(o) ©S(H — HO))) = Tr(f (0 + s(f — H°)) (I — 1)

tres utile pour étudier les distributions spectrales wu,()), particulierement dans le cas des
perturbations “relativement Hilbert-Schmidt” (p = 2) qui sera traité plus en détail.



10 INTRODUCTION

Précisons qu'une des motivations de I’étude des u,(\) est de montrer un théoreme de Levinson
(voir Colin-de-Verdiere [11] et Guillopé [18]) établissant un lien entre le spectre continu [0, +00]
d’un opérateur de Schrodinger —A + V' et son spectre discret, constitué d’un nombre fini de
valeurs propres négatives (lorsque V(z) = O(< & >7°), p > 2 et d = 3) dans un cas ou la
fonction de Birman-Krein n’est pas définie. Un résultat du méme type a été établi par Rybkin
[46] en dimension d = 1, mais I’étude et les applications des distributions spectrales uy(\) en
dimension d > 1, que 'on propose dans ce qui suit, ne semblent pas avoir été envisagées par
d’autres auteurs.



Résultats principaux

Nous allons considérer des réalisations auto- ad301ntes d’operateurs pseudo-différentiels,
dépendant d’un parametre h €]0, hg], qu'on notera Het H+Q ou

Hu(z) = (2r)~¢ / / ei<$_y’§>H($T+y,h£,h)u(y)dyd&, u e S(RY).

H est le quantifié de Weyl de H (z,&,h) (défini au sens des intégrales oscillantes).
On suppose que

H(z,&h) ~ Y WHi(x,§),  HjeSs(1+w,0)
7>0
Q(xvgah) ~ ZhJQJ(SC,f), Qj685(1+wa_p_j5)7 p>0
Jj=>0

ou le signe ~ signifie que pour tout N >0, h~N(H — Zj<N h/ H;) décrit un borné de S5(1 +
w,0) et h~N(Q — >_j<n W Qj) décrit un borné de Ss(1 4+ w, —p — N9).
Ss(1 + w, u) est, pour § € [0,1] et u € R, P'espace des fonctions vérifiant pour tous «, 3
0907 a(x, )| < Cap(l+w(§)) <z >0l < g >= (142"
et w est une fonction C*° positive ou nulle telle que
0w (@) < ca(l+w(§)), Vo

< cw(§) <&—n>"
— —|—oo7

avec ¢ > 0 et M > 0 indépendants de &,n. On remplacera dans certains énoncés 'hypothese
P, par la suivante :
P, 3C>0m>0 14wl)>C<e>™ VEeRY

On fait une hypothese plus faible que Dellipticité usuelle, en supposant qu’il existe Cy > 0
telle que

Ho(2,8) + Co > Cy (1 4+ w()),  (Ho+ Qo)(x,€) +Co > Cy'(1+w(€))

pour tout (m €) € R??; en particulier, inf Hy > —oo et inf(Hy+Qg) > —oc. Enfin, on suppose
que H et H 4+ Q sont symétriques sur S (RY) ¢ L?(RY). On a alors un premier lemme qui
définit les opérateurs qu’on va étudier :

11



12 RESULTATS PRINCIPAUX

Lemme 1 Pour tout Ey < min(inf Ho,lnf(Ho + Qo)) il existe hg > 0 tel que :

pour tout h €]0, ho] et tout s € [0,1] H 4 sQ est essentiellement auto-adjoint sur L*(R%) a
partir de S(R?), de domaine indépendant de s ; de plus H+ sQ > Ejy.

En outre, pour toute f € S(R), f(H + sQ) € C*°([0,1], L(L?)).

(Voir le corollaire (1.2.8)).

Notons qu’on démontrera que f(H + sQ) € C*([0,1], L(L?)) pour d’autres fonctions que les
fonctions de Schwartz, mais il suffira de considérer des fonctions test pour faire des études
spectrales locales.

Lorsque p > d (ordre de décroissance en x de @), f(I;T Q) f(H ) € S1 pour toute fonction
f € Cg°(R) et la formule

Tr(f(H+Q)~ f(H)) =< u(h), f >

définit une distribution uj(\, h) € D'(Ry). Remarquons que d’apres la théorie de Birman-
Krein, on sait qu'il existe £(\, h) € L], (R,) telle que

<uy(h), f >= —/g(/\,h)f’(A)d/\.

Lorsque p > d/p (p entier positif), on peut seulement démontrer que f(I:I—i—Q) - f(I:I) €S,et
on ne peut plus utiliser la distribution u; ci-dessus ; pour remédier a ce probléeme, on démontre
le

Théoréme-définition 2 Il existe 0 < hy < hg tel que pour toute fonction f € C§°(R) et tout
h E]O, hl]

p—1
FEH+Q) - %di 4 sQ)_, €S
=0
. p_11 d .
et <uy(h), f>= Tr( f(H+Q) - E(d_) f(H+sQ)|s_0>
k=0

définit une distribution u,(\,h) € D'(Ry) qu’on appellera distribution spectrale d’ordre p
associée au couple (I:I H+ Q)

De plus, si on remplace Uhypothése Py, par Pl,, alors uy(h,X) € S'(R).

(voir les théoremes (1.3.1) et (1.3.4).)

Comme dans le cas p = 1, déja bien étudié, on peut donner des développements suivant les
puissances de h des distributions u,(h) :

Proposition 3 pour toute fonction f € C§°(R)

<up(h), f >~ Y W< f >

720

c’est-a-dire que, pour tout N > 0 < up(h), f > =3,y hi—d < i f>= O(RN=4) et cela
uniformément par rapport a f dans un borné de C§°(R). La encore si on suppose P, vérifiée,
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on peut remplacer C§°(R) par S(R) dans cet énoncé.
Les c? sont des distributions indépendantes de h et en particulier

p—1 1
<o o=t [ [ 5+ Qo) = 3 W o bdwds.
k=0

L’une des motivations de l'introduction des distributions spectrales est 1’étude spectrale
d’opérateurs différentiels elliptiques. Considérons donc P et P+V deux opérateurs différentiels
auto-adjoints semi-bornés inférieurement, elliptiques, donc d’ordre pair 2m avec

P= Z pa(z)D, V= Z Vo () D

la|<2m laj<2m
0’ps € L, laﬁva(:v)] <Cg<ax>", Y a, 5.

Lorsque P > 0, sur une variété compacte, I’étude de Tr(e~*") et du prolongement méromorphe
de la fonction zeta Tr(P~%) sont tres importants, en particulier pour la démonstration du
théoreme de I'indice d’Atyiah-Singer. Dans notre contexte, sur R?, avec p > d, les fonctions

t— Tr(e_t(P+v) — e_tp), t>0
2= Tr((P+V)7?—P77%), R(z) >> 1

sont définies lorsque P > 0 et P+V > 0. La premiere possede un développement asymptotique
complet en t ~ 07, quant & la seconde, elle admet un prolongement méromorphe a C : ces
résultats ont, entre autres, des applications dans des calculs d’indice relatif (voir par exemple
Bruneau [7]) ou dans I’établissement de formules de Levinson (Colin-de-Verdiere [11], Guillopé
[18]). Dans le but de généraliser de telles formules, on donne le théoréme suivant qui permet
de s’affranchir de ’hypothese p > d :

Théoréme 4 Supposons p > d/p. La distribution spectrale d’ordre p du couple (P, P+V') est
définie (ie pour h =1), de plus

< up(N), e >~ ¢ cht%, t— 0.
Jj=0

La fonction zeta généralisée (p(z) =< up(A), (A — E)7% > est définie lorsque R(z) >> 1
et E vérifie R(E) < min (inf(o(P),o(P + V). De plus z — (g(z) admet un prolongement
méromorphe a C qui, lorsque d est impair, s’annule sur tous les entiers négatifs ou nuls. Pour
d quelconque, ses poles sont situés auz points de la forme

d_2k, keN, avec2k_d
2m

¢ N

2m

(voir le théoreme (1.3.8) et le corollaire (1.3.9).)

Revenons au cas des opérateurs pseudo-différentiels, mais intéressons nous a présent au
cas particulier p = 2, c’est-a-dire p > d/2. Dans cette situation, on montre que la distribution
spectrale associée est la dérivée seconde (au sens des distributions) d’une fonction localement
intégrable ; précisément, on a le



14 RESULTATS PRINCIPAUX

Théoréme-définition 5 Lorsque p > d/2, il existe n(\, h) € L} (Ry) pour tout h €]0,hq]
telle que, pour toute f € C§°(R)

Tr (0 + Q) = 1)~ 1+ 5@) ) = [ Ovan

La fonction (A, h) s’appelle la fonction de Koplienko du couple (I:I,I:I + Q) Si Uhypothese
P!, est vérifiée, alors il existe M > 0 tel que

In(A, h)|
/md)\ < +o00.

Notons que ce théoreme nous donne un objet qui généralise la fonction de Birman-Krein, dans
la mesure ou, lorsque p > d, on a

)\ A~
k) = / (s )y + Tr(En(NQ),

avec Ep()\) projecteur spectral de H sur | — oo, ] et &(u, h) la fonction de Birman-Krein du
couple (I:I JH —i—Q) . en effet, lorsque H = —h2A, par exemple, on sait calculer T'r (EA()\)Q), et
donc modulo un terme explicite, il est équivalent de connaitre les fonctions de Birman-Krein
et de Koplienko. La formule ci-dessus se montre a ’aide de la

Proposition 6 (formule de Birman-Solomyak) Lorsque p > d, pour toute fonction f €
CP(R) on a

Tr (%f(ﬁ[ + sQ)) =Tr(Qf (H+sQ)),  Vse[0,1].

(voir le théoreme (1.2.28).)

Plagons-nous a présent dans le contexte de la diffusion avec
ﬁ:w(hD):d), et QNZthj, QjeSi(1+w,—p)NSi(1+w,—7).
j=0

Soit J C]0, 4+oc[ un intervalle non critique pour w : Vw # 0 sur w~!(J). Le spectre de & y est
absolument continu et les opérateurs d’onde locaux, lorsque p > 1
Wi = lim e“@tQe—itop ()
t—+oo
existent et sont complets (E;(J) désigne le projecteur spectral de @ sur J). A partir de ces
opérateurs on obtient I'opérateur de diffusion S = Wi W_ auquel sont associées les matrices

de diffusion S(A) définies pour presque tout A € J dans la représentation diagonale de w.
Lorsque p > d, il est bien connu que, pour presque tout A € J

Det(S(N)) = 2,

Remarquons que 'on peut prendre le déterminant de S(\) car S(A) — 1 est de classe trace,
lorsque p > d. Concernant la fonction de Koplienko, on montre le
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Théoréme 7 i) n(\, h) € C®(J\opp(@+Q)), 0t opp(0+Q) est le spectre purement ponctuel
de & + Q qui, dans ce cas, est discret dans J.

i1) Lorsque p > (d+1)/2, S(A\) — 1 est de classe Hilbert-Schmidt, et on a la formule, valable
pour presque tout A € J :

Dety(S(A)) = 2 (7 un)-1r(82)

ou By = E,\Q(d} + Q o iO)_lQEf\ et Zhu = ]:hu|ZA ¥y désignant la sous-variété de Rg
w™L{A}) et Fy la transformée de Fourier semi-classique.

Comme pour la dérivée de la phase de diffusion &'(\, h) se pose alors le probléme de 'exis-
tence d’un développement asymptotique (fort) pour n”(\, h); on peut utiliser, par exemple,
de tels développements pour montrer des formules de Levinson, ou pour des résultats de diffu-
sion inverse. Remarquons aussi que ’on déduit des asymptotiques semi-classiques h \, 0, les
asymptotiques & haute énergie A /' +oo pour des opérateurs différentiels elliptiques (exemple
& = —h2?A) puisqu’on a dans ce cas

AR = R
lorsque 7(\, k) est la fonction de Koplienko de h*™P,h*™(P + V) et n celle de P,P + V
opérateurs d’ordre 2m.
La présence ou non de trajectoires captées pour le flot hamiltonien associé a (w + Qo)(z, &),
sur l'intervalle d’énergie J, joue un réle important dans le type d’asymptotique que ’on peut
obtenir. Lorsqu’on n’a pas de trajectoires captées (voir le chapitre 2 ot on donne la définition
géométrique de cette propriété), ce que 'on traduit par :
pour tout I CC J, tout k € N et tout s > 1/2 + k il existe C' > 0 telle que

| <z>@+Q—-Axi0) ' <>~ <Ch™*  Vheo,h],VAel,

on ale

Théoréme 8 Supposons p > d/2 et I non critique pour w + Qq. Si hy est assez petit, alors
opp(@ + Q) NI =0 VYh €)0,h] et si en plus, @ ~ > hIQ;, avec Qo € S1(1 +w,—p), p > d/2
et Q; € Sil+w,—p—1)NSi(1+w,—j) j > 1, on a le développement asymptotique dans
C(I) (dérivable terme a terme) :

(A h) ~ By "W ag(A).
j=>0

Par exemple, si @ = —h?A/2 et Q = Qo = V(z), avec 0°V(z) = O(< z >"P71*1) on a

d
2

ap(A) = (ZW)_dVol(Sd_l)/ (201 — V(z)))%_1 —2N)2 4 (d - 2)(2)\)%_2V(l‘)d£ﬂ.

Pour les les asymptotiques a haute énergie, si on considére le couple —A,—A + V avec
9°V (z) = O(< x >~P~1=1el) on obtient

)~ SN = ) a2 - 297 [ VP, 1)

Jj=0
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On peut également autoriser la présence de trajectoires classiques captées, a condition de faire
I’hypothese suivante :
pour tout I CC J il existe hy >0, k>0, s > 0 et C' > 0 telles que

| <z>"%(@+Q—-A+ir) L <z >7%||| < Cexp(Ch™), Vh €]0, hy], VA € I, Y1 €]0, 1]
et dans ce cas, on étudie les Riesz means définis pour v > 0 par
A
RO k) = [ (= )
pour lesquels on a le

Théoreme 9 Si I est non critique pour w + Qq, alors
]+ ‘
Ry(Ah) =h™> " cjy (MW + O(h= 471,
§=0

[v]+ €tant le plus petit entier > -.
En particulier, on en déduit une formule de Weyl (v = 0) pour la fonction de Koplienko du
couple —A, A,

d Vo d—1 d—1
n’(A):)\i%/< 9@ — 14 %tr((vjk(:n))> dr + OO, A/ +oo

avec vj(x) = gjr(x) — djk, si on a une estimation au voisinage de +oo de la forme
35> 0,k>0 telsque ||| <z>"°(=A;—A+ir) P <az>"5]|= (’)(e/\k), (2)
uniformément par rapport a 7 €0, 1]. Ici —A, désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami
Ag=g(x) ™" 3" 009(0) Pgin(@)Oug(x) Y, g(x) = det(g7(x))
1<j,k<d
associé & la métrique (¢/%(x)) = (gjx(z)) ™! telle que, pour tout « :
105 (97" () = 656)| = O(< & >~ p>df2,

d;1 désignant le symbole de Kronecker. Remarquons qu’un travail récent de Vodev [48] permet
de donner des conditions suffisantes pour I'obtention d’estimations de la fome (2), en utilisant
également 'article de Bruneau-Petkov [8].

Enfin en utilisant, en dimension d = 3, le fait que, pour un potentiel V tel que 0%V (z) = O(<
T >_f’_|a‘) avec p > 5/2, 'opérateur —A + V a un nombre fini de valeurs propres négatives
ou nulles A, -+, Ay, on démontre le

Théoréme 10 (formule de Levinson généralisée) Si0 est régulier, c¢’est-a-dire ni valeur
propre ni résonance pour —A + V, alors pour tout | € N, on a

I+2

N
> Al = lim Z’yk)ﬂ — 5y (\))dA,
j=1

les v €tant ceuz de la formule (1).
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Notons que 0 est génériquement régulier (cf Jensen-Kato [26]). Ce théoreme généralise, dans
le cas ou 0 est régulier un théoreme de Colin-de-Verdiere [11] démontré pour un potentiel
Ve C’é’o(R?’). Ajoutons que le fait de supposer 0 régulier permet de montrer la continuité
de ' au voisinage de ce point ; si on voulait traiter le cas général, il faudrait calculer le saut
7' (+0) — ' (—0) qui, lorsque V est a support compact, vaut N + € ott N est la multiplicité de
0 comme valeur propre et € = 1/2 si 0 est résonance (¢ = 0 sinon). De méme démontrer des
formules de Levinson lorsque p > d/p (et p > 2) reste un probléeme ouvert dans la mesure o,
méme la preuve d’un développement asymptotique de u,(\) pour A — 400 n’est pas établie.
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Chapitre 1

Distributions spectrales

1.1 Calcul fonctionnel

Le premier objectif de ce paragraphe est de rappeler le principe du calcul fonctionnel
par la transformée de Mellin, pour des opérateurs auto-adjoints semi-bornés. On utilise les
mémes techniques qu’Helffer-Robert dans [19], mais signalons que d’autres approches du calcul
fonctionnel existent, notamment via les extensions quasi-analytiques (voir par exemple le livre
de Dimassi-Sjostrand [13]). On fait des rappels dans un cadre abstrait avant d’appliquer cette
méthode & des opérateurs pseudo-différentiels pour obtenir des développement semi-classiques
dans le paragraphe suivant.

Le second objectif est de donner des propriétés de continuité et de dérivabilité, de fonctions
d’opérateurs f (fl + SQ) par rapport au parametre s afin de préparer la preuve de la formule
de Birman-Solomyak :

Tr(%f(ﬁ +5Q)) = Tr(Qf (H + 5Q))

valable par exemple lorsque Q est auto-adjoint de classe trace, H auto-adjoint semi-borné et
f € C3°(R). On montrera par la suite que cette formule est valable pour une classe assez
générale d’opérateurs pseudo-différentiels.

Considérons H un opérateur auto-adjoint de domaine D, sur H espace de Hilbert séparable.
On suppose en plus que pour un € > 0
H >e.

Le théoreme spectral de Von Neumann permet de définir 'opérateur borné f (fI ) pour toute
fonction f borélienne bornée sur le spectre de H. Dans la suite on utilisera des fonctions f
appartenant a la classe S, lorsque r < 0, dont on rappelle la définition

feSl e feC™, supp(f) Cl0,+oof et sup |[fO) ()7 77| < 400, V.
>0

Le calcul fonctionnel que 'on utilisera est basé sur le fait que
. 1 . ,
f(H) = 2—/M[f](w+z’y)Hxlydy, Vo<z<-—r (1.1)
T JR
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ou M([f] est la transformée de Mellin de f

+o0 )
M{f)(z + i) = /0 I f ()t

qui est définie et holomorphe pour z < —r. Celle-ci, & = fixé, est a décroissance rapide en y
en vertu du fait que

(z+j = 1+iy) - (z+ iy Mf)(a +iy) = (D MfP](z +j +iy) (1.2)
D’autre part, on a
H™=W = % N 2TTTW(H — 2) Nz, x>0 (1.3)
ou Ay est le contour défini par
les demi droites ~ Ayg = {re*®? ; r > E}
l'arc de cercle Sy = {%em ; o€ [—0,0]}
Notons que U'intégrale (1.3) est indépendante de 6 €]0, /2] ; c’est cette remarque qui permet

de faire le calcul fonctionnel qui sera développé dans la suite. En particulier, on utilisera
beaucoup le lemme tres simple suivant sur lequel seront basées de nombreuses estimations.

Lemme 1.1.1 Il existe c. > 0 tel que

O=2)7Y < alsing) 1+ [a) (1.4
IAMA=2)7Y < csing) 7l
] < ]l

pour tous 6 €]0,7/2], z € Ag, X € [e,+00[ et z,y € R.

Démonstration : Si z = 5e'® avec a € [6,0], on a

A=z > A=< >
2
et si z est sur une des demi-droites A4g
(A =2)7H < [S(2)7F = (sin ) =] 7
Ces inégalités montrent facilement (1.4). On montre (1.5) de maniere semblable en remarquant
que A — 2)7 < 1T+ |2]|(A — 2)7Y. Quant & (1.6) c’est un conséquence triviale du fait que
(pe) =] = p~re. T
Définissons I’application continue

si |yl <

RILERIN

sily| >

y€R;-><

< |~ oy
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qui vérifie alors (sin G(y))f1 =0(<y>).
En utilisant 'indépendance de (1.3) par rapport a 6, et les théorémes usuels sur les intégrales
a parametres, on obtient que Vx > 0, Vy € R

i(f] + Q)W = L ZTTW(H 4 sQ — 2) TPQ(H + sQ — 2) Nz
ds 27 Aoty

D’autre part, en utilisant (1.4), (1.5) et (1.6), on a
11277 %(H +5Q = 2) ' QH +5Q — 2) M| < Ce(L + |27 (1 + [y])? |2~

pour tous z > 0, y € R et z € Ay, ; tenant compte de la décroissance rapide en y de
M([f](z + iy), on constate qu’on a démontré la

Proposition 1.1.2 Pour toute f € S, r < 0, f(H + sQ) € C([0,1], L(H)).
De plus %f(ﬁ + 5Q) s’écrit

“gp [ MU (% /AM S 4 sQ — 2) QU + 5Q - z>—1dz) dy

les intégrales convergeant en norme d’opérateurs.

Cette forme “explicite“ de (d/ds)f (ﬁ + SQ) va étre utile pour démontrer la proposition
suivante, dont la formule de Birman-Solomyak est un corollaire tres simple.

Proposition 1.1.3 Soient f et g deux fonctions de S’ (pour un certain r < 0) telles que
FUH +5Q)Q € C°([0,1],81),  Qg(H +sQ) € C°([0,1],Sy).

Alors
(F)H +5Q) € C([0,1),81) e
d N N N N o N o N N N A
Tr(—-(f9)(Ho + sQ)) = Tr(Qg(H + sQ)f'(H + 5Q)) + Tr(g'(H + Q) f(H + sQ)Q)
Démonstration : Par la formule de Leibnitz, on a
d . A d ., - A - A - A d A
25 SO +5Q) = — f(H + sQ)g(H + 5Q) + f(H + 5Q) —-g(H + 5Q)

dont le premier terme du membre de droite s’écrit, en utilisant le fait que g(f] +5Q) commute
avec (H +sQ — z)7 1 :

1 . ' iy T A 1A f AV B A _
——/M[f](af—i—zy) L/ 2TTY(H 4 5Q — 2) 'Qg(H 4 sQ)(H + sQ — 2) " dz | dy
2m 27 Aoty
les intégrales convergeant dans S;. La trace de cet opérateur vaut, par cyclicité :

7% /M[f](w +iy) (;ﬂ /AM) 2T (H 4 sQ — 2)2Qg(H + SQ))dZ> dy
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ui, en faisant une intégration par parties (en z) s’écrit
)

1 : . —l—a—i 3 3 1A (F A
o [ MU+ i) <<_x_zy>% /A LT Q) 1@9<H+sc2>)dz> dy

ce qui vaut, en utilisant (1.2) avec j =1

% /M[f’](w +iy+ 1)Tr((H +sQ) ™" ' Qg(H + sQ))dy

c’est-a-dire
Tr(Qg(H +sQ)f (H + SQ)).
On fait de méme pour le second terme, ce qui nous donne le résultat. [
De cette proposition, on tire une premiere version de la formule de Birman-Solomyak :

ThéoréAme 1.1.4 Supposons que Q € S soit auto-adjoint et que H>e> 0, H+ Q >e>0
sur D(H). Alors, pour tout r < 0 et toute f € S, f(H + sQ) € C1([0,1], L(H)) avec une
dérivée de classe trace et on a la formule de Birman-Solomyak

Tr( U+ Q) = Tr(f(H + 5Q)Q).

Démonstration : Comme Q est compact, le domaine D(I:I +Q) = D(f[ ) et par la proposition
(1.1.2), f(fl+sQ) est bien de classe C*. En particulier, pour tout ' < 0 et toutes fi, fo € S7,
fL(H+5Q)Q, Q fo( H+5Q) sont continues de [0, 1] dans S;. Comme toute fonction de S’ s’écrit
comme produit de deux fonctions de s/ 2, on obtient le théoreme en utilisant la proposition
précédente et la cyclicité de la trace. [

A partir des résultats de la section suivante, on obtiendra la formule de Birman-Solomyak
sous des conditions plus faibles, par exemple lorsque H = —A et Q = V(x) avec 0V (z) =
O(< & >77) (p > d) pour tout «, ainsi que pour des opérateurs pseudo-différentiels assez
généraux. Ce sera une des applications de la section suivante.

1.2 Opérateurs pseudo-différentiels

1.2.1 Hypotheses et notations

Dans tout ce qui suit, d > 1.
Soit p € C°(R?, R) ayant les propriétés suivantes :
(Po)  p(&) >0, VEER
(P1) pour tout multi-indice « il existe ¢, > 0 telle que
0ep(E)l < cap(), Y EER?

(P2) il existe ¢ > 0 et M > 0 tel que

p(n) <ep(@) <&—n>Y,  VEneR”

Une fonction vérifiant ces propriétés sera appelée poids. L’exemple standard de poids est la
fonction < £ >" avec r € R.
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Définition 1.2.1 (S5(p, ) Soient 6 € [0,1] et p € R.
Ss(p, ) est Uespace des fonctions a € C(R?, C) telles que, pour tous multi-indices o, 3 il
existe C(a, 3) telle que

020¢a(z, &) < Cla,f) <o >F1 p(), Vo EeR

Pour tout A € Ss5(p, 1) on notera A son quantifié de Weyl, c’est-a-dire I'opérateur défini par
A —d icpyes (T TY d
Au(z) = (2mh) er~rTY A(T,g)u(y)dydf, u e S(RY)

au sens des intégrales oscillantes.
Dans toute la suite w est une fonction vérifiant I’hypothése

P, : 1+westun poids, et lim w({) = +oo.
€] —-+o0

Pour certains énoncés, nous remplaceront cette hypothese par la suivante :
P/, 1+ w est un poids, et Je,m > 0 tels que 1+ w(€) > e < >, VE € RY

Dans les définitions qui suivent, h €]0, 1].

Définition 1.2.2 (Hamiltonien h—admissible)
H = H(h,z,§) est dit hamiltonien h—admissible si il existe une suite (H;)jen telle que

Hj685(1+w7_j6)a Vj=>0
N-1
VN>1,  hN(H(h) - Y WH;) décrit un borné de S5(1 +w, —N06)
j=0
il existe co > 0 tel que Ho(z,€) 4 co > g ' (1 + w(€)),V(z, &) € R*

H est symétrique sur S(RY).

Définition 1.2.3 (p—perturbation) Soit p > 0.
Q = Q(h,z,§) est dite p—perturbation (de H hamiltonien h—admissible) si il existe une suite

(Qj)jen telle que

(Peryg) H + Q est un hamiltonien h — admissible

(Pery) Qj € Ss(1+w,—p—j6), V5 >0
N-1

(Perz) VN >1, R N(Q(h) — K Q;) décrit un borné de S5(1+ w, —p — NJ).
j=0

L’objectif de cette section est de donner un calcul fonctionnel pour des réalisations auto-
adjointes d’opérateurs de la forme H+ SQ, avec s € [0,1]. On pourra donc regarder s@
comme une p—perturbation “variable” ; pour cette raison, entre autres, on va définir une
topologie sur ces perturbations comme suit :
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étant donné hg > 0, et H hamiltonien h—admissible, Q,(ho, H,co, E) (ou Q, en abrégé)
désigne ’ensemble des applications

Q:10,hy]: — Ss(1+w,—p)
h = Q(h)

telles que Q(h) soit une p—perturbation de H vérifiant :

HO(xv"S) + Qo(.’L',f) +co Z cal(l +W(€)) V($,§) S Rgda
HO('Zvvé.) + QO(:U>€) > E7 V(.ﬁb,f) S R2d.

I'important étant que ¢y et £ ne dépendent pas de Q. On munit alors Q, de la topologie
définie par les semi-normes suivantes (j,k € N)

Nfl,k,w,p,(s(Q(h)) = sup Nk,ler,fpf(jJrl)é,é(Q(h))
0<h<hg

-/\/j,k,w,p,J(Q(h)) = sup Nk,l+w,fpf(j+1)6,6(h_j_l(Q(h) - QO — thj))u
0<h<hg

(Nk14w,p,5)keN étant une famille de semi-normes définissant la topologie de S5(1 + w, p').
Il s’en suit que les applications coefficient d’ordre j

Q3Q— Q; €S(1+w,—p—jo)
sont continues et que les applications reste d’ordre N
Q,3Q—Ron:=h"""HQ(h) —Qo— - hVQNn) € Ss(1+w,—p— (N+1)5)  (1.7)

sont équicontinues (par rapport a h €]0, hg]) pour tout N.
Il est clair que si Q(h) est une p—perturbation fixée, alors

{h—sQ(h);se0,1]} C Q,
puisque Hy + sQo = s(Hp + Qo) + (1 — s)Hy et donc, pour tout s € [0,1] on a

Ho(x,8) +5Qo(z,&) +co > ¢'(1+w() V(€ e R¥,
Ho(z,€) + sQo(z,§) > E, V(z,£) € R,

De méme, si y € C3°(R?) vaut 1 au voisinage de 0, et si on définit Qr(h) € S5(1 + w, —o0)
par

Qr = x(z/R)Qx(z/R)  R> Ry >0,

il est clair qu’on a

Ho(z,€) + x(z/R)*Qo(z, ) + co
Ho(z,€) + x(z/R)*Qo(x, )

cl(1+w€) V(€ eR¥,

>
> E, Y(z,£) € R,

donc
{hHQR(h) ; RZRO}CQp’(hO7H7COaE) VP/§P

et que Q@ — @ dans Q, pour tout p’ < p. Ceci nous permettra d’approcher les p— pertur-
bations par des perturbation a décroissance rapide en x.
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1.2.2 La résolvante

Le calcul fonctionnel que I'on va faire reprend les constructions de Helffer-Robert ([19],
[39]) en les suivant par rapport a des parametres, et en controlant certains restes non pas
en normes d’opérateurs mais dans des classes de Schatten. Comme, on I'a vu au début de
ce chapitre, tout repose essentiellement sur 1’étude de la résolvante, dont on commence par
rappeler la construction d’une paramétrixe.

Introduisons tout de suite les fonctions suivantes définies par récurrence lorsque z € C\ (Ho+

Qo) (R*?)

Bog: = (Ho+Qo—2)""
-1
Big: = —Bog:Y. Y. cla,B)DIOZ(H;+Q;)DS0Brg. 1>1
k=0 j+k+|a+8|=l
ou
B (—1)IAl
(. 5) = Serlapr

Rappelons le lemme purement algébrique suivant, dont la preuve se trouve dans la these de
Bruneau [7].

Lemme 1.2.4 Lorsque | > 1, on a pour tous o, 3 € N”

2-1+|a-+]
3§3§BZ,Q,,Z = Z d?:]’fQ(HO + Qo — Z)—l—k
k=1
k
dloj}ﬁiﬁ,Q = Z C(l, (l'/‘)v (ar), (ﬂr)) H 8?7"8;% (HlT + er)
(1) (), (Br))EEL ™ r=1

k k k
By = {((y), (on), (B,)) € NF x (NP s (NF 5 13 "0 = 1Y ap —al =) 6, - Bl}
r=1 r=1 r=1

et les c(l, (I,), (ar), (Br)) sont des constantes universelles.

Lorsque |a| = |3| = 0 on notera dy 1, pour dﬁfQ.

Dans tout ce qui suit,

Q € Qp(lach(]vE)
€ >0 estfixé .

En particulier, Hy(z, &) 4+ Qo(z,£) > E Y (z,€) € R?%. On a alors la proposition suivante
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Proposition 1.2.5 Pour tout I € N les applications

(C\[E—¢€+x]) xQ, — Ss((1 +w)L, —16)
(Z,Q) = Bl,Q,Z

et (lorsque 0 <k <2l —1)
Q — Ss((1+w)*,—15)
Q = dikq

sont continues. De plus les By g . sont holomorphes par rapport a z.

Démonstration de la proposition (1.2.5) : puisque le produit des symboles est continu
de Ss((1 + w)k1, —k10) x S5((1 4+ w)F2, —khd) dans Ss((1 + w)*1 2 — (k4 + k,)6) on obtient
tout de suite, la continuité de la deuxieme application, une fois remarqué le fait que

k k
07" 0% (Hy, + Qi) € Ss(1+w, —1,8 — |ay[d) avec I =D L+ |ow]| = > 1 + |5,].
r=1 r=1

Alors, étant donnée la forme des By ., il suffit de montrer la continuité de (z,Q) — By g,..
On montre donc par récurrence sur |a + | que

(2,Q) = (L +w(©))(L+ |2)) "9 0y Bog.- € L®(R*) (1.8)

est continue. Commengons par remarquer que lorsque z reste au voisinage de zg dans C\ [E —
€, +o00] il existe C' > 0 telle que

|(Ho(z,8) + Qo(x,6) —2) (1 4+w(E) <C  VY(z,&) eRM

uniformément par rapport z au voisinage de 2z et @ € Q,,.

De ceci, on déduit la propriété pour |a + | = 0 en écrivant By ¢ ., — Bo,g,» (@ € Q,) sous
la forme (Z() — Z)BO,Q’,ZBO,Q’,zo + (Qo - QIO)BO,Q,ZBO7Q’7,2-

Puis si on suppose (1.8) continue pour |a + | < k, alors axj8§8530,Q7z s’écrit

020 (— B2 o..0x, (Ho + Qo))

qui est continue par la formule de Leibnitz et I’hypothése de récurrence. On procede de méme
en dérivant par rapport a §; ce qui acheéve la démonstration. [

La proposition suivante montre que

N
L l
By, = Y_hBig.
=0

fournit le bon symbole de Weyl pour approcher (I:[ + Q — 2)7! (qui n’est pas encore définie)
modulo AV*1; on donne une forme du reste assez explicite pour nos applications.
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Proposition 1.2.6 Pour tout h €]0,1] et z ¢ [E — €, +00], on a

(H+Q—-2)o Binyg.=1+ W RN 0. (1.9)

avec RN,Q,z = ﬁQ,N o B(N),Q,z + 7%}{@ N> 0U Ron est défini par la formule (1.7) Ry y est
une combinaison linéaire a coefficients universels de symboles de la forme

i (b Hj + Qj, Bra.e)
ot, pour tous p’ et p” réels
r?\}k(hv * ) : 85(1 + wapl) X 85((1 + w)_lv p”) - 55(1’ P+ p/ - (N + 1)6)

est bilinéaire et équicontinue.

En particulier, z,Q — Ry g, .(h) est équicontinue de C\[E—e¢, +00[xQ, dans S5(0, —(N+1)d)
et holomorphe par rapport a z (pour la méme topologie).

Démonstration de la proposition (1.2.6) :

Le symbole de >,y RHEOPY (Hj 4+ Qj) o Op¥(By.g..) s'écrit, en utilisant les formules de
composition jusqu’a ’ordre N, comme la somme pour j + k < N des

N
WSS cla, B)OEDI(H; + Q)9 DY Brg.- + W e j(h, Hy + Qj, Brg.z).
=0 |a+8|=l

En regroupant les termes a j + k 4 constant (< N), on obtient, par construction des By, g -,
14+ une combinaison linéaire de symboles de la forme

W Op (08 DI(H; + Q) DiBrqs)  jtk+latfl=j+k+1>N
RITEENTLOpv (ry (b Hy + Qj, Brg.z))

qui dans les deux cas sont de la forme hV +1r3\’,k(h,H j + Qj,Brq,.) avec les propriétés de
continuité et de bilinéarité annoncées pour rf\}k. O

Une premiere conséquence de cette proposition est le résultat suivant, dont le corollaire (1.2.8)
est une conséquence immédiate.

Proposition 1.2.7 Pour toute partie bornée B C Q,(1,H,co, E), et tout € > 0, il existe hy
tel que, pour tout Q) € B, ﬁ—l—@ est essentiellement auto-adjoint a partir de S(RY), de domaine
Dom(H) et vérifie H+Q > E —e.

Démonstration : on procede comme dans [19] : il suffit de montrer que (fI +Q - Z)* est
injectif pour tout h €]0, hgl, @ € B et z dans un voisinage (dans C) de | — oo, E' — €]. Pour
cela, on commence par remarquer qu’il existe C' > 0 tel que

(1 +w(&))(Ho(z, &) + Qo(w,6) —2) 71| < C
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pour tous Q € B, z €] — 00, E — ¢/2] + iR et (z,&) € R??, ce qui est une conséquence simple
du fait que

|(Ho + Qo — 2) | < |(Ho + Qo — R(2)) ™' < [(Ho + Qo — E+¢/2)7"].

On en déduit, comme dans la preuve de la proposition (1.2.5), que (Hg + Qo — z)~! reste
dans un borné de S5((1 +w)~1,0) lorsque Q € B et z €] — o0, E — ¢/2] + iR. Alors, d’apres la
proposition précédente, on obtient que

(lﬁl +Q— Z)BOyQ,Z =1+ hRQQ’Z, avec sup H|RO,Q,zH| < 40

hSl,Q’Z

Pour h assez petit (indépendant de @, z) 1+ hRO,Q’Z est donc inversible, ce qui implique que
(H + Q — 2)* est injectif.

Il nous reste a montrer que le domaine de I'extension auto-adjointe est indépendante de Q.
En reprenant 1’écriture ci-dessus, on a

(I:I + Q — 2)71 = BO,QJ(l + hﬁ()’Q,z)fl.

A~

ce qui permet de prouver que H (ﬁ +Q - z)~! est un opérateur borné car H BQSQ’Z €
Op(S5(1,0)) et donc que Dom(H + Q) € Dom(H). De méme, (H + Q)(H — z)~" est borné,
donc Dom(H) C Dom(H + Q). O

Corollaire 1.2.8 Soient H hamiltonien h—admissible et Q) p—perturbation de H (p > 0).
Alors, pour tout € > 0 il existe hg > 0 tel que, pour tout h €]0, ho| et tout s € [0, 1]

H + sQ est essentiellement auto — adjoint sur L*(R?) & partir de S(R?)
Dom(H + sQ) = Dom/(H), Vs € [0,1]
H + sQ > min(inf(H), inf(H + Q)) — e.

Remarque : On peut démontrer directement que lorsque H+ Q est elliptique, ie si, il existe
m > 0 tel que

(H +Q)(h) € So(m, 0) et (H+Q)(x,&,h) +Cp>Cpt < e>m

pour un Cp > 0 assez grand, alors H+ Q est auto-adjoint sur I’espace de Sobolev standard
d’ordre m pour tout h €]0,1].
1.2.3 Estimations de la résolvante dans des espaces a poids

Le but de cette sous-section est essentiellement de montrer que la résolvante (I:I —|—sQA—z)*1
laisse stable les espaces L2(R%) définis par

we Ll2RY) o<z >"ue L’ (RY), veR

et de donner des estimations assez précises (pour nos applications) sur cette résolvante et ses
dérivées par rapport a s. En effet, dériver par rapport a s fait apparaitre () qui fait gagner de
la décroissance en < z > ce qui nous permettra par la suite de prouver que (d/ds)? f(H + sQ)
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est dans une certaine classe de Schatten si f € C°(R).
Dans toute cette sous-section, B est une partie bornée de Q,(ho, H, cp, ) telle que

Hy + sQq
fI—FsQ

E >0,

>
> >0 VQ € B, Vs €[0,1].
Lemme 1.2.9 1[I existe C > 0, N semi-norme de Ss(1 4+ w,0) et 0 < hy < hg tels que

I[ACH +5Q)7"[|| < CN'(4)
VQ € B, VA € §5(1 +w,0), Vh €]0,h;], Vs € [0,1].

Démonstration du lemme (1.2.9) : il suffit d’écrire que
A(H + Q)7 (1= W Ry 0) = ABN.squo

puis de remarquer que RMSQ,O décrit un borné de £(L?) et de tenir compte des estimations
de Calderén-Vaillancourt pour la norme L? du membre de droite. O
Dans toute la suite, on notera

<z >l= P, uweER
défini comme opérateur de multiplication. On fixe de plus
Mo € [07 1]

Comme [f[ +50, P,,] est un opérateur a symbole dans Ss5(1+w, 0), on démontre tres facilement
le

Lemme 1.2.10 Soit 0 < pg < 1. L’opérateur [P, (H + sQ — 2)~'] s’écrit
(H +5Q — 2) ' [H + 5Q, Py ) (H + 5Q — 2)!

Par une simple application de la proposition (A.1.2) de 'annexe A, on démontre :

Lemme 1.2.11 Pour tout A € S5(1 +w,0) et tout g € [0,1] on a
[Puov A] = hA/(h)

avec A— A'(h) € Ss(1 + w, po — 1) équicontinue (h €)0,1]).

Comme dans la premiere section, on va utiliser la formule de Cauchy sur le contour Ay (défini
au paragraphe (1.1)) c’est pourquoi, on donne la

Proposition 1.2.12 Pour tout k € Z, il existe C > 0, N > 0 et N semi norme de Ss(1+w,0)
tels que

[APF(H + sQ — z) 7t Pk ||| < C|sin§| "NV (A)
pour tous s € [0,1], h €]0,h1], Q € B, A€ Ss5(1+w,0), 0 €]0,7/2] et z € Ay.

De plus AP%’“(PAI + s@ - z)_IPllfO dépend continuement de A, Q.
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Démonstration de la proposition (1.2.12) : On fait d’abord la démonstration pour
k > 0, par récurrence.
La propriété est vraie pour k = 0 en écrivant (H + Q — z)~! sous la forme

H+Q H+QUH+Q~2)
puis en utilisant le lemme (1.2.9) et les estimations sur |||(H + Q)(H + Q — z)~!||| données

par le lemme (1.1.1).
Ensuite, en remarquant que P,Lb_ol (H +Q — 2)7'P,, s’écrit, d’apres le lemme (1.2.10)

(H+Q—2)""+P N H+Q—2) '[H+Q Pyl(H+Q—2)"
on décompose APJ)’C_I(ET +Q - z)_lP[fjl en somme de
AP F(H+Q—2)'P)
(auquel on peut appliquer I'hypothese de récurrence) et de
AP KN H +Q —2)7'PE o P FH +Q, Py |Ph o PLF(H+Q—2)"' Pl

dont le terme P/;Ok [IEI + Q, Pyo]P,lfo a son symbole dans un borné de S5(1 + w,0) d’apres le
lemme (1.2.11). On obtient de la sorte le lemme lorsque k& > 0.

Cela prouve au passage que la résolvante laisse stable L2 (R%) = N,crL2(RY). On en déduit,
par dualité, que (ﬁ +Q— z)~! se prolonge en un opérateur borné sur L? __(R?) = U,crL2(R?)
et avec les mémes méthodes on montre ’estimation pour £ < 0. J

De tout cela, on déduit la proposition suivante qui servira d’estimation a priori pour étudier
les restes dans le calcul fonctionnel.

Proposition 1.2.13 Pour tous ui, pua réels,et j € N tels que py + p2 < jp, il existe C' > 0,
N >0 et N semi-norme de Ss(1 + w,0) tels que

. d . . R
[|A <z > (@)](H—FSQ—Z)_I <z > ||| < Clsinf] NN (A)

pour tous 0 €]0,7/2], z € Ag, s € [0,1], Q € B, h €]0, h1], A € Ss(14w,0). De plus l'opérateur
considéré dépend continuement de A, Q).
Démonstration de la proposition (1.2.13) : On la fait par récurrence sur j. Le résultat est
vrai lorsque j = 0 d’apres le lemme précédent. Puis, si 11 +p2 < (j+1)p et en supposant la pro-
priété vraie aux rangs 0,1, - - - , j, on décompose A < z > < hD >~ (H+sQ—2z)"1)Ut) <
x >M2< hD >Y par la formule de Leibnitz en une combinaison linéaire a coefficients universels
des p p
A<z >m (d—)jl(ﬁ +5Q — z)*lQ(d—)jQ(lﬁI +5Q —2)7 < x>k

s S

(ot j1 472 = j) que l'on écrit comme le produit (dans cet ordre) des trois opérateurs suivants :
A<a>m ((H+sQ—2)~HU) < g >—m—iwp
< SMTIP < g SH2TIP < TP
<ax>TTRPC g P Q((H + 5Q — 2)7 )02 < g ke
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On peut appliquer ’hypothese de récurrence au premier et au troisieme (le symbole de <
x > @ reste dans un borné de Ss(1 4+ w,0)), d’ou la propriété au rang j + 1, ce qui démontre
la proposition. [

1.2.4 Les hamiltoniens a croissance polynomiale

Dans cette sous-section, on précise le comportement de la résolvante, lorsqu’on remplace
I'hypothese P, par P/,. On conserve les notations de la sous-section (1.2.3).
Le but est de donner des estimations dans des classes de Schatten; pour cela on utilisera le
lemme tres simple suivant :
Lemme 1.2.14 Soit v > 0 réel et p € N non nul tel que v > d/p. Alors, il existe C > 0 et
N semi-norme de So(—v, —v) telles que, pour tout A € So(—v, —v), on ait

Aes, et |All]p < CR=YPN(A).

Démonstration : Comme < z >"/2< hD >'< ¢ >¥/2 A dépend équicontinuement dans
L(L?) de A € Sy(—v, —v), il suffit de prouver que ||| < x >7*/2< hD >7V< x >7V/2 |||, =
(’)(h*d/ P). Comme on a un opérateur auto-adjoint positif, on peut écrire

Il <a>"2<hD>V<az>"2|E = |[|[(<z>"P<hD>"<z>"?)|
= O™

puisque le symbole de ( <x>VP<hD >TV< g >V/2 )p reste dans un borné de S(—pv, —pv)
avec pv > d, ce qui donne le résultat en utilisant les propriétés usuelles de trace pour les
opérateurs pseudo-différentiels. [J

On peut alors donner le

Lemme 1.2.15 Soient p1, ug € R tels que py + po < —d/p avec p > 0 entier. Alors si N est
un entier tel que (N + 1)m > d/p, il existe hy(u1,p2) > 0, des constantes C(u1, p2), et N
semi-norme de Ss(1 + w,0) telles que

|| <z > A(H 4 sQ) N1 <z > |||, < CN,(A)h~Y/P
pour tous A € S5(1 +w,0), s € [0,1], h €]0,h], etQ € B.
De plus, o R
$,Q <z >M A(H + SQ)_N_l < x >H?
est continue de [0,1] x B dans S,,.

Démonstration : En dérivant N fois (par rapport a z) la formule donnant la résolvante, on
obtient

N

(H+Q -2 "N =(N)"9NBog.+h)

m(ﬁ +Q—2)"N R
2 j] .

dont on déduit que

<z>MAH+ Q) N <> (14hR)=(N) "t <a>" AN Byg. <z >"
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avec R combinaison linéaire des < x >7#2 (I:I + Q)Nﬁjaiv_j]%o,@o <z >k,

Puisque oN I Ry .. € Ss((1+ w)?~N,0) en dépendant continument de @, on en déduit que
supy, g [[R[|] < +o0 et comme Q,A —< z >M AdNBygo <  >Me S, est continu si
m(N + 1) > d/p (car son symbole varie continument dans So(—m(N + 1), u1 + u2)), on
obtient facilement le résultat en multipliant 1’égalité ci-dessus par (14 hR)™!, qui existe pour
h < Rl assez petit. O

Proposition 1.2.16 Soient j entier non nul tel que jp > d/p et p € R. Il existe M > 0,
No >0, C >0 et hi(j,pu) > 0 tels que

I <2 > (LY(H+sQ—z) "M <z >, <C|sing|~Nop=d/p
pour tous h €]0,hy], 0 €]0,7/2], z € Ag, s €[0,1], Q € B.

De plus, lopérateur considéré varie continument dans S, avec s et Q).

Démonstration : La dérivée j—eme de < & ># (H+5Q —2)"M~1 < 2 >~# est combinaison
linéaire des

<z > (HA+sQ—2)"MQUH+5sQ —2)7" - QH + sQ — 2) Fitt < g >

avec k1 + -+ kjp1 = M + 1+ j et tous les k; # 0.
Nécessairement, il existe i tel que k; > 14+ M/(j + 1) > d/(mp) si M est assez grand. En
écrivant I'opérateur ci-dessus comme produit des

<z >t (H+sQ—2)MQ - (H+sQ — 2)ki1 <z >=Dp—n
<z >M_(i_1)ﬂ Q(I:I + SQ — Z)_ki <z >—M—(j—i)ﬂ
< g >HHE-1p Q(f{ 4 SQ — Z)—ki+1 . @(ﬁ + SQ — Z)—kj+1 <z >H

on obtient la proposition. En effet, la contribution des premier et troisieme termes s’obtient
a partir de la proposition (1.2.12);

le second terme est le produit de < z >H—(=1)p Q(IEI + SQ)_ki <z > FU=92 auquel on
applique le lemme ci-dessus, et de < z >#+t(—1p (ﬁ + SQ)kl(lﬁI +sQ — 2)ki < g >—n=U-ip
qui s’estime encore avec la proposition (1.2.12). [

1.2.5 Les puissances complexes

On va donner quelques propriétés des opérateurs

dj ﬁ + Q —x—1iy

7 (H +5Q)

ce qui passe par la dérivée de la résolvante et nous oblige donc a dériver la formule (1.9) avec
la regle de Leibnitz; c’est pourquoi, on cite quelques remarques élémentaires sur les symboles
dérivables par rapport a un parametre.
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Symboles et opérateurs dérivables

Définition 1.2.17 Soient k € Z et p € R. Une famille a(s) € Ss((1 + w)*, 1), s € [0,1] est
dite C* dans Ss((1 4+ w)¥, ) si

lim M =: dsa(sg)
5—50 s — Sp

existe dans S5((1 + w)¥, 1) et si Osa(s) est une famille continue dans S5((1 + w)*, ).

Par récurrence, la famille est dite C7 si Osa(s) est CI~1, et on définit avec des notations
évidentes 0a(s) lorsque 0 < i < j. La famille a(s) est dite C* (dans S5((1 +w)¥, u)) si elle
est CJ pour tout j.

On résume dans la proposition suivante quelques propriétés immédiates.

Proposition 1.2.18 Soient a(s) et b(s) des familles C7 dans Ss((1 + w)*', u1) et Ss((1 +
w)kQ, u2) respectivement. Alors pour toute application bilinéaire continue

B: S5(<1 + w)’ﬁ’ﬂl) X 85(<1 + w)k27ﬂ2) - 85((1 + w>k7 /J)
B(a(s),b(s)) est C7 dans Ss((1+ w)*, u) et on a la formule de Leibnitz :

J .
O1B(als),b(s) = 3 Z.!(j—ii)!B@;‘a(sx o57ib(s)).

Si k1 = p1 = 0 Uopérateur Op¥ (a(s)) est dans C7([0,1], L(L?)) et on a, dans L(L?) :

d

(.)Op} (a(s)) = Op; (9a(s)).

~ ~

On va évidemment appliquer cela au développement de la paramétrixe de (H + s@Q — z)7*,
c’est 'objet du

Lemme 1.2.19 Avec les notations du lemme (1.2.4) on a :
i) d.sq est O dans Ss((14+w)k, —16) et azdl,k,sv est une famille C™ de S((14+w)*, —16—7jp)
i) (Ho+ Qo — )~ est C°° dans S5((1+w)~1,0) et & (Ho+ sQo — 2)~* est une famille C>
dans Ss((1 +w)~t, —jp) et les deus sont holomorphes par rapport d z
iii) pour tout j € N, et toute semi-norme N dans Ss((1 +w)~t, —3jp) il existe C > 0, N; > 0
tels que

N (& (Hy+ sQo — 2)~1) < C|sinf|~Ni

pour tous 0 €]0,7m/2], z € Ag, s € [0,1] et Q € Q,.

Démonstration du lemme (1.2.19) : Le point i) est une conséquence triviale de la
proposition précédente. On passe directement & ii) et iii) que 'on démontre simultanément
par récurrence sur j. En utilisant la proposition (1.2.5), on obtient facilement le caractere C'*
de (Hg + 5Qo — 2)~! dont la dérivée (en s) —Qo(Hgy + sQo — z)~2 est clairement C! dans
Ss((1+w)~1, —p). De plus, en utilisant le fait que (1 + w(€))(Ho + sQo — z)~! s’écrit

(1+ w(&))(Ho + Qo) ™" x (Ho + sQo)(Ho + sQo — 2) ™"
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ol le premier terme est uniformément borné et ou le second terme a un module majoré par
C1|sin |71, avec Oy constante universelle d’apres le lemme (1.1.1), puisque Hy + sQo > FE.
Puis étant donnée la forme des dérivées successives (en x, &) de (Hg+5Qo—2) ! on obtient ii4)
lorsque 7 = 0. La récurrence est immédiate, en écrivant 8§+1(H0 +5Qo—2)"1 = &Z(—QO(HO +
5Qo — z)~2). D’olt le lemme. O

On déduit la proposition suivante qui nous donne un controle sur le reste définit dans la
proposition (1.2.6).

Proposition 1.2.20 Avec les notations de la proposition (1.2.6) Uapplication

5,2,Q = 070RN gz € Ss(1+w) ™", —jp — (N +1)d)

est continue sur [0,1] x C\ [, +00[x Q,,.
De plus, pour toute semi-norme N de Ss(1,—jp — (N + 1)8), il existe M(j,n) > 0 et C(j,n)
tels que

N(020IRn q.2) < C(j, N)|sin ]~ M0

pour tous
€[0,1], Q€ Q,, h€]0,1], 6 €l0,7/2], z€ Ag (%)

et en particulier
|| <z >M 9" Ry og.. < > ||| = O(| sin g]~MUn) (1.10)

w1+ po — (N 4+ 1)d — jp < 0 uniformément par rapport (x).
Si Uhypothése P!, est vérifie, que nm > d/p et p1 + p2 — (N +1)6 — jp < —d/p on peut
remplacer (1.10) par

|| < 2> O Ry oo <z >H2 |||p = O(h~YP|sin o]~ MUy (1.11)

uniformément par rapport a ().

Démonstration : c’est une conséquence immédiate du lemme précédent, et du lemme

(1.2.14). O

Puissances complexes : le cas général

Comme on I’a déja rappelé, (E[ + s@)_T s’écrit par la formule de Cauchy
L 2TT(H + sQ — 2)" Yz, S(r) >0
2 Ag

et ce indépendemment de 6 €0, m/2].
Comme d’autre part, on a

N
(ﬁ[ + SQ — z)’l = Zthpq,“IU(BLQ’Z) — hNJrl(f:I + SQ — Z)flRN,sQ,z
=0

en intégrant cette égalité sur le contour Ay et en reprenant les formules de [19], on obtient

N .
] A\ —T w ¢ —T (] 9 -1p5
(H+sQ) 7 = Zthph (a1,5Q,r) — hN“%/A 27T(H +5Q — 2) 'Ry sg..dz
=0 0
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avec

201

_ (t+k—
a0,sQ,r = (Ho+5Qo0)™" et ajs0r = Z dy i sQ D

] (Ho + sQo) ™"

lorsque I > 1.
Le développement est donc explicite et on va se concentrer sur ’étude du reste

i

Dy z_T(ﬁ + SQ — z)_lsz,sQ,zdz =:RnN,Qr(h). (1.12)
T

Notons que dans les formules qui précedent, il suffit d’avoir I(7) > 0 pour avoir convergence
des intégrales dans £(L?); mais comme on a besoin de pouvoir composer ces intégrales avec
des opérateurs H—bornés, i.e. dans £(Dom(H + sQ, L?)) on va considérer I(7) > 1.

Proposition 1.2.21 Soient p1, 42 € R, 7 € N et tg > 1.
Il existe C > 0, M > 0 et N, semi-norme de Ss(1 + w,0) tels que

A d .
1A <z > (ZYRNsqr <> [ < CO+[S(7)) N (4)
sip + p2 — jp— 0N <0
pour tous s € [0,1], Q@ € B, A€ S;(1+w,0), R(r) > to, et h €]0, ha]
hy étant celui de la proposition (1.2.13).
De plus, A,8,Q — A < x >M (d/ds) Ry sqr <z >H2€ L(L?) est continue.

Démonstration : La j—eme dérivée de < o >M (H + sQ — 2) 'Rysg. < © >F? est
combinaison linéaire des

d. i R d . i, o~
<a >t ()M H +sQ =) () Bnsge <@ > itz =]

La proposition est donc une conséquence directe des propositions (1.2.13) et (1.2.20), & condi-

tion de choisir ) 5
0= —— lorsque (1) > —
T

[S(7)
et = m/2 sinon. O

Le cas de ’hypothése P/,

Si 'hypothese P, est vérifiée, on peut controler le reste (1.12) dans S,.

Proposition 1.2.22 Soient ui,po € R et j € N. Il existe C > 0, M > 0, b}y > 0, N,
semi-norme de S5(1 +w,0) et t, > 0 tels que

1A <2 >m (£ RN sr <@ > [|lp < C(1+[S(r))MNL(A)h™r
si i+ pp — jp — ON < —4

pour tous s € [0,1], h €]0,hy], @ € B, A € S5(1 +w,0) et R(7) >
De plus A,5,Q — A < x > (ds)JRNSQT <z >He S, est contmue
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Démonstration : En faisant n intégrations par parties, on peut écrire (1.12) comme com-
binaison linéaires des

1 1
n—rT 1—17

/ 2”_T(fl + SQ - z)_l_"18?2RN7SQ7ZdZ, ny+ng=n
Ag

qui, dérivé j fois par rapport a s devient combinaison linéaire des

n . T : T /A z"‘T%)Jl(H +5Q = 2) MO Rz, itz =g (1.13)
On utilise alors le fait qu’on a toujours n; > n/2 ou ny > n/2 et on choisit n > 2d/(mp) ; on
choisit donc %, tel que n —t, < —1.
—si ng > n/2 > d/(mp), on utilise la proposition (1.2.16) et l'estimation (1.10) de la
proposition (1.2.20)
— si ng > n/2, on utilise la proposition (1.2.13) et 'estimation (1.11) de la proposition
(1.2.20).
On obtient alors le résultat en choisissant 8 comme dans la démonstration de la proposition
précédente. [

1.2.6 Les fonctions d’opérateurs

Une fois qu’on a obtenu les puissances complexes, on a

. . 1 +oo R «
f(H—i—SQ):% M[f](T1+iT2)(H+SQ)_TdT2, T=T14+1tT0, 0< 79 < —r

—00

lorsque f € S, r > 0, ce qui, en utilisant le développement de (I:[ + SQ)*T et les formules de
[19] nous donne

N N N hN+1 +o0
FH+5Q) = W'Opi(asq.y) — 5 MIfI(T)RN,sq,r(h)dT2,
1=0 T Joco
avec

aosQ,f = J(Ho+ sQo)
20—1

UsQ.f = Z(—l)k(k!)_ldmscgf(k) (Ho + 5Qo)
k=0

Remarquons que pour tout ! > 0, le support de a; 4 ¢ vérifie

supp(asq.f) C (Ho + sQo) ™" (supp(f))- (1.14)

Avant de donner les résultats sur ces fonctions d’opérateurs, on va démontrer deux lemmes ; on
n’y considere que des fonctions C§° ce qui est nécessaire en général si on avoir des opérateurs
dans des classes de Schatten.

B désigne toujours un borné de Q,.
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Lemme 1.2.23 Soient py, p2 € R, j € N tels que py + p2 — jp <0 et f € C5°(]0, +00[).
Alors si s € [0,1], h €]0,hs], Q € B

d . . .
<z >" (g)]f(H +5Q) < x >"2¢ L(L?) et dépend continuement de s,Q et f.

Démonstration : l'opérateur s’écrit

N
> < x> Hayegr < x> +hN“/ MIf](T) <z > P RN sqr < x >H2 dr.
_ %(T):to

1=0

Le résultat est vrai pour le développement pseudo-différentiel, quant au reste, il a le compor-
tement voulu d’apres la proposition (1.2.21) et le fait que (1 + |7|)* M[f](7) a sa norme L'
qui dépend d’un nombre fini de semi-normes de f € C5°([a,b]) (pour tous 0 < a < b). O

Lemme 1.2.24 Soient py, 2 € R, p € N\ {0} tels que g + p2 < —d/p et f € C§°(]0, +00]).
Alors il existe 0 < hg < hy tel que si s € [0,1], h €]0,hs3], Q € B

d A A
hr <z > f(H +sQ) < x > décrit un borné de S,

en dépendant continuement de s,Q et f.

Remarquons que hs dépend de p1, pa.
Démonstration : Soit fi € C§°(]0, +o0]) telle que f1f = f. On écrit que

<z >M fi(H+5Q) < x>M=< 1 >M Gy p < x> +h <x>" Ry (h) < x >M

ou le terme pseudo-différentiel est dans S,,, dépendant continuement de s, ), avec une norme
en O(h*d/p) (uniforme par rapport & s,Q) et < x >* Ry < x >"# décrit un borné de
L(L?) (et est continu par rapport a s, Q) pour tout réel x. En composant cette égalité a gauche
par 'opérateur borné < x >7H2 f(I:I + SQ) < x >M2 on obtient

(1—h<z>" Ry <a>HM)<z>" f(H+sQ) <z >H=
<z >M OpPlagsq.p) <o > <z > f(H 4 sQ) < x >H2

dont on déduit le résultat en inversant le premier facteur du membre de gauche pour h assez
petit. [

On en déduit d’abord deux théoremes, valables avec I’hypothese P, pour des fonctions f a
support compact.
Soit p > 1 un entier tel que p > d/p.

Théoréme 1.2.25 Pour tous j > 1, entier et tout I C|0, +oo[ il existe 0 < ha(j) < hg tel que
pour tout N > 1 il existe N semi-norme de C§°(I), C > 0 et N, semi-norme de Sy(1 + w,0)
vérifiant

d

N
A fH +5Q) =) | W AOp; (Aarsq.r) + BV ARy g1 ()

=0
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ou
IARN 5@, 1.lllp; < CH™PNL(AN(S),  pj = sup(1,p/j) (1.15)

pour tous h €]0,h4], s € [0,1], Q € B, A € So(1 +w,0) et f e C().

De plus, tous les termes du développement ainsi que le reste varient continuement dans S,
avec s et Q.

Démonstration : Soit fi € C§°(]0, +00]) valant 1 au voisinage de I. On utilise les notations
simplifiées suivantes :

Fy = fi(H + sQ) = Di(s) + hN Ry (s), F = f(H + sQ) = D(s) + hV R(s).

On fait une démonstration par récurrence. On commence donc par j = 1. En utilisant le fait
que F'F; = F on obtient par la formule de Leibnitz :

AF' = (AD' + W¥NAR\F, + AF(D| + W RY)).

On remarque alors que AR’ < x > est borné dans £(L?) pour h €]0,ho] (cette borne
dépendant de semi-normes de A et f) d’apres le lemme (1.2.23) et que < z >—° Fy = O(h~%/?)
dans S, pour h €]0, k3] d’aprés le lemme précédent. AR'F) vérifie donc 'estimation (1.15) et
dépend continuement de s, Q. De méme pour AFR& qu’on écrit AF(Fl <z >"P)(< x> R)).
Il reste alors & étudier A(D'F; + FD}) quon écrit

ADDy) + hNAD'R; + hWNARD),.

AD' est un opérateur pseudo-différentiel & symbole dans S(—oo, —p) ce qui nous donne la
classe Sp, quant a Ry sa norme L? est uniforme pour h €]0, ko] et dépend d’'une semi-norme
de f. Ce terme vérifie donc l'estimation (1.15). De méme on traite ARD/. Enfin, puisque
DDy = D + hV Ry avec Ry € S(—0,0) et R, € S(—o0,—p) on a facilement 'estimation
(1.15) pour AR, ce qui donne le résultat pour j = 1.
Pour j > 2 on a, toujours par la formule de Leibnitz :
AFUY) = AP R + AFFY) + Z(;l)AF(Jl)Fl(J_Jl)'

n=l

En utilisant ’hypothese de récurrence pour » j, et une méthode analogue au cas j = 1 pour

A(F(j)Fl —l—FFlj), on obtient que AF() a un reste qui vérifie 'estimation (1.15) avec p; =p/j
et un développement pseudo-différentiel valant

A(DDy)W) = ADYD 4+ BN RY)

jo ) décrivant un borné de S (—00, —jp) et ayant des semi-norme qui dépendent d’un nombre
fini de semi-normes de f et A.

Tout ceci nous donne donc le théoréme avec p} = p/j. Pour obtenir sup(1,p/j) il suffit de
pousser le développement assez loin

N 2N
AF(J) — Zth}?%](bl) + pIV+L Z hlfolOpzé)(bl) + h2N+1Rj
=0 J=N+1
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avec b € So(—o0, —jp) et R; = O(h~¥/P) dans S;. Si p/j < 1 alors jp > pp > d et donc
Op¥ (b)) = O(h~9) dans S;. D’autre part,

WNHIR, = hN+17th+dfp/jhp/jRj

avec hp/jRj dans un borné de Sy et N +d —p/j > 0 pour N assez grand, ce qui termine la
démonstration. [

Pour faire de la diffusion dans le chapitre suivant, nous aurons besoin de décroissance en
< x > et pour cela on utilisera le

Théoréme 1.2.26 Supposons 6 > 0. Pour toute f € C5°(]0,4+00[) et tout A € S5(1 + w,0),
il existe hy > 0 tel que pour tout N > Ny assez grand

N
Af(H+Q)=>_ 0py () +hN T Ry(h)
=0

avec B € S5(< & >, =19) et
| <z >®M™ Ry <z >N |||y <COnh™%  Vh€]0, h]

ot $(N) — 400 lorsque N — +o0.
Démonstration : On reprend les notations de la démonstration précedente : F = f(H+Q) =
D+hNRet Fy = fi(H+Q) = D1 +hNR; on f1 € C3°(]0, +00) vérifie f1f = f. En utilisant
la proposition (1.2.21), on obtient que < x >N%/2 R < z >N9/2 décrit un borné de L£(L?)
lorsque h €]0, ha]. On peut donc écrire R =< z >"NO/2 Ry < 2 >"No/2 gvec Ry, décrivant un
borné de L£(L?).
D’autre part,

AF = DFy + WWARF, = ADD; + N (ADR, + ARF})
avec < & >NV ARF) = (< 2 >N "1 AR <z > <z > .
Comme < z >"""' F} est de classe trace (h €]0,h3]) et < z >N=""1 AR <  >"*! horné
dans £(L?) (h €]0, hs]). En raisonnant de facon semblable pour ADR; et en remarquant que
DDy = D 4 hNRy (Ry décrivant un borné de S;(—oo, —Nd) pour h €]0,1]) on voit qu’on
peut écrire, pour N assez grand AR =< x > Notn+t1 R avec ||| Ry|||1 = O(h™%). On a donc

AF = AD+ kN < 2> "M Ry <2 > W= AD + BN < 2 > R,
avec ¢(N) — +oo. Par passage a 'adjoint on obtient de méme
Fi =Dy +hV Ry <2 > W=Dy 4 BN <2 >7*W R, < g >7¢WV)

avec des notations évidentes. Remarquons que tout cela est valable pour h €]0, hg] h3 ne
dépendant pas de IN. On écrit alors que

AF = AFF, = ADD, + hN(ADR, + ARD; + hN ARR;)
et en choisissant judicieusement les formes de AR et Ry données ci-dessus, on obtient

(ADRy + ARD; + hVN ARR)) =< z > ¢WN)n+l By g 5 =¢(N)dntl
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avec |||Rol|lr = O(h~%), h €]0, h3]. Enfin, puisque DD; = D+ un reste du méme type, on
obtient le théoreme. [J

Si on suppose 'hypothese P/, satisfaite, on peut élargir la classe de fonctions que I’on considere :

Théoréme 1.2.27 Supposons P!, vraie. Pour tout j > 1, il existe hly > 0 et r < 0 tels que :
pour tout N > 1, il existe N' semi-norme de S, C > 0 et N, semi-norme de Sp(1 + w,0)
vérifiant

d

N
A f(H +5Q) =) W AOp; (Aarsq.s) + "V AR g .15 ()
=0

ol
IARN 5@, 14lllp; < CHPINL(AN'(f),  p) = sup(L.p/5)

pour tous h €]0, b}y, s € [0,1], Q € Q,, A € So(1 +w,0) et f € S7.
De plus, tous les termes du développement ainsi que le reste varient continuement dans S,
avec s et Q.

Démonstration : Elle est immédiate en écrivant

N

PRI A ~ 1
Af(H +sQ) = Z hlAOpq,“lU(ath,f) + MfI(T)RN,s@rdT
=0 2im S(1)este>ty

avec les notations de la proposition (1.2.22), puisqu’il suffit alors de dériver cette égalité j
fois par rapport a s. L’existence de la semi-norme N’ provient du fait que, pour M > 0,
M(f](m1 + i) (1 + |72|)™ a une norme dans L'(R.,) qui s’estime & partir d'une semi-norme
de f dans S" . [

De ces résultats et de la proposition (1.1.3) on déduit immédiatement le

Théoréeme 1.2.28 Supposons p > d. Si P, est vérifiée, pour toute f € C§°(R), on a

Tr( U+ 5Q)) = Tr(QF (A +5Q),

et si Pl, est vrai le méme résultat est valide pour toute f € S avec r assez grand.

1.3 Applications aux distributions spectrales

1.3.1 Définitions et développements faibles

Considérons les réalisations auto-adjointes de H et H+Q avec H hamiltonien h—admissible
H(h,z,8) ~ Y WHx,§),  Hje€So(l+w,0)
Jj=0
3Co >0, Ho(z,&)+Co > Cyl(14w(€), V(x,8) R (1.16)
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et (Q une p—perturbation

Qh,z,8) ~ Y WQ;,  QjeSo(l+w,—p), p>0,
j=>0
(Ho+ Qo)(z,§) +Co > Ci'(l+w(g), V(z,¢eR™ (1.17)

Les réalisations auto-adjointes sont alors définies pour h €10, hol, avec hg assez petit et semi-
bornés :
dEy € Rtelleque H > Ey, H+Q > Ey VhE]O ho]

Lorsque p > d, on sait que, si w(€) — +oo, pour toute f € C°(R), f(H+Q) — f(H) € Sy et

[f = Tr(f(+ Q) - f()| € D'(R).

Pour p > 0 quelconque, on a le théoreme suivant

Théoréme 1.3.1 Si p > d/p avec p € N\ {0} et lime_cw(§) = 400, alors, il existe 0 <
h1 < hg tel que pour toute f € C§°(R)

—

p—
1 d A
_|d_ + SQ)|S:O € Sl s (118)

Q
"?
_

ot < =T+ Q)= 3 T +50), )

<.
Il
o
Py [

définit une distribution uy(h,A) € D'(Ry) supportée dans [Ey,+oo| pour tout h €]0,h;]. De
plus, on a le développement suivant, dans D'(R)

up(h, A) ~ > AL (N, J e D'(R)

>0

ce qui signifie, que pour tout N > 0 et tout intervalle [a,b], il existe N semi-norme de C§°(R)
et C >0 tels que

N
| <up(h) =D AL, f> | <CRNTTINGS),  Vf € C5R([a,b]), VR €]0, .
=0

Les distributions cg()\) sont données par < ¢}, f >=

20— p—1
(QF)de //dlef (Ho + Qo) Zj—l, di (dirsqf® (H0+SQ0))|S Jdxdé

lorsque | # 0. ¢} est définie par

-1

<C€vf>:(2ﬂ>d// f(Ho + Qo) Z D (Ho)Q} | dzde.

0
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Démonstration : c’est une conséquence immédiate du théoreme (1.2.25), en considérant
H+1—-FE>1et f(.—(1— FE)) pour se ramener au cas des opérateurs > 0. La seule chose
qui reste a vérifier, est que, pour toute f € C3°(R)

I
—

p

diof® (Hy + Qo) %(d%)j (A f® (Ho + 5Qu)),_, € L'(R*),
0 .
J - 1 |
f(Ho + Qo) — ﬁf(j)(Ho)Q% e L'(R*).
=07’

Cela s’obtient en remarquant que, par la formule de Taylor, ces fonctions s’écrivent comme
combinaison linéaire, avec ji; 4+ jo = p, des

1 . . .
/0 (15! (%)Jldl,k,sg(x, &) f*H2) (Ho(x, €) + sQo(x, €)) Qo (w, §)2ds

1
/0 (1 — 5)P £O) (Hy (x, €) + sQo(, £))Qo(w, €)Pds

qui sont a support compact en  d’apres (1.16), (1.17) et des O(< & >7PP) (car les dj 1, sq sont
des polynomes en les H,, + sQ,) d’ou le théoreme. O

Définition 1.3.2 La distribution u, définie dans ce théoréme est dite distribution spectrale
d’ordre p associée au couple (H, H + Q).
On donne le corollaire suivant, qui explicite la forme de u, “sous” le spectre de H.

Corollaire 1.3.3 Dans | — oo, infa(I:I)[ le spectre de H+ Q est discret; en particulier, pour
toute f € C3°(] — oo, inf o(H)[), f(H + Q) est de classe trace et on a

<y, f >=Tr(f(H+Q)) = - / FOINOLRYA, b €]o, ]

st N(X, h) est le nombre de valeurs propres de H+Q (comptées avec leurs multiplicités) dans
| — 00, A

Démonstration : pour tout € > 0 il existe sg > 0 tel que
H+sQ>info(H)—e,  Vsel0,s0]

et en particulier f(H + sQ) = 0 pour tout s € [0,50] si f € C3°(] — oo, info(H) — €[); cela
prouve, en utilisant (1.18), que f (I:[ + Q) est de classe trace donc que le spectre de H + Q est
discret sur le support de f, d’ou le résultat. [

Remarque : On peut rapprocher ce corollaire d’un résultat de Helffer-Robert de [19], disant
que pour a < b tel que Volgad ((ﬁg + Qo)_l(]a,b[)) < +00, o(H + Q) est discret dans ]a, b[
pour tout 0 < h < hy assez petit. Or, si a < b < infgea Ho(z,€), (Ho + Qo) '(Ja,b|) est a
support borné en £ (car Hy+ Qo — oo si £ — o0) et a support borné en x car @y — 0 lorsque
2 — 00 (et & dans un compact). Comme par ailleurs, b < inf Hy(z, ) = b < inf o(H) pour h
assez petit d’apres la proposition (1.2.7), le corollaire (1.3.3) montre que U(f] + Q) est discret

dans |a, b[ avec (Ho + Qo) *(Ja, b[) relativement compact (donc de volume fini).
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On a ainsi défini la distribution spectrale d’ordre p et donné les premieres propriétés générales ;
notons que c’est une distribution quelconque sous I’hypothese w(§) — +00. Siw croit au moins
aussi vite qu'une puissance positive de £, par exemple lorsqu’on considere des opérateurs
elliptiques, alors on obtient des distributions tempérées :

Théoréme 1.3.4 Supposons p > d/p, p € N\ {0}, et qu’il existe ¢ >0 et m > 0 tels que
L+w(é) >c< >

alors pour toute fonction f € S(R),

p—1

1
FH+Q) =3

& A
d— H+ SQ)‘SZO & Sl,
Jj= D

et u, € S'(R) est supportée dans [inf(o(H) Uo(H + Q)), 00| pour tout h €]0, hy]. De plus,
on a le développement faible suivant dans S'(Ry)

A~ CRTIED),  d(N) € SR) (1.19)

1>0

ce qui signifie que pour tout N > 0 il existe C > 0 et N semi-norme de S(R)) tel que

N
| <up(h) = > AL, f > | < CRVTITIN(S),  Vf € S(R), VR €]0,h].
=0

Les cf sont donnés par les mémes formules que dans le théoréme (1.3.1).

Démonstration : Les cf sont bien définies sur S(R) puisque, en reprenant les formules de
la démonstration du théoréme précédent, les fonctions & intégrer restes des O(< = >7PP) et
sont a décroissance rapide en £ car pour toute f € S(R) et tout N > 0 il existe Cy tel que

|f((Ho(z, ) + sQo)(2,8))| < On < >N VY(2,£) e RY, Vs € [0, 1].

L’équicontinuité du reste est une conséquence de la proposition (1.2.27). O

1.3.2 Opérateurs différentiels elliptiques et fonctions zeta.

Considérons deux opérateurs différentiels d’ordre 2m

P =3 a<omPa(x)DY P+ V =3 con (Palz) + valz)) D
OPpe € L®(R?%) Va, 8

formellement auto-adjoints sur S(R?), o1, pour tous «, 3
10%0a(2)| < Cop <z >"P,  VreRL (1.20)

On fait de plus une hypothese d’ellipticité : il existe ¢ > 0 telle que

Y pal@)e® = g, Y al@) +val2))E™ = g™, V(z,€) € R

lor|=2m |o|=2m
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Munis du domaine H?™(R%), P et P+ V sont alors auto-adjoints ; en considérant H = h2mp
et H+Q = h?>™P+h?™V qui sont semi-bornés inférieurement, pour h > 0 assez petit, d’apres
le théoreme (1.2.7), on voit que P et P + V sont semi-bornés et que pour toute f € S(R)

p—1
1 d/
f(P+V)— Z—— (P+sV)_, €8 si p>d/p,

I s=0

puisque f(P+sV) = fi(H+sQ) avec f,(\) = f(A/h*™). Notons que pour de tels hamiltoniens,
le théoreme (1.3.4) prend la forme suivante :

Théoréme 1.3.5 Soit uy(h,\) la distribution spectrale d’ordre p associée au couple H =
R*™P H 4+ Q = h®*™ (P + V). Alors u, a le développement suivant dans S'(R) :

N TR, & e SR,
1>0
Autrement dit les termes d’indices impairs de (1.19) sont nuls.

Démonstration : Supposons que V ait des coefficients a support compact. Alors

Tr(f(H+sQ) - f(H)) ~Y W <l f>.

>0

D’apres Robert [44] et Bruneau [7], les ¢}, 41,5 sont nuls pour tout s; comme par ailleurs, dans
ce cas (Va coefficients a support compact) on a

p—1 i
1 d
q = 01171 - Z (ﬁ @Czl,shs:o
=0

Jj=

on voit que cgl +1 = 0. Comme les cf dépendent continuement de V' on obtient le résultat dans
le cas général ou V vérifie (1.20). O
Donnons a présent le

Lemme 1.3.6 Pour tout E € C tel que R(E) < inf(o(P)Uo(P+V)), les fonctions suivantes
sont bien définies

Op(t) = <up(A),e tO7F) > t>0
(e(z) = <up(\),(A—E)"* >, N(z) >> 1.

0 est continue sur]0,4o00[ a décroissance rapide en +oo et (g(z) est holomorphe sur R(z) >
C>>1

Définition 1.3.7 La fonction (g s’appelle la fonction zeta généralisée du couple (P, P+ V).

Démonstration du lemme : Comme u,(A\) € S'(R), et supportée dans [Eq, +oo| avec
E, = inf(o(P),0(P +V)) < up, f > est définie pour toute fonction f C* au voisinage de
[E1, +oo[ & décroissance assez rapide en 400, ainsi qu'un nombre fini de ses dérivées. En
particulier

Op(t) =< up(N), x(N)e OB >,
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avec x € C*°(R) valant 1 au voisinage de [E, +00] et nulle pour A < Ej avec R(E) < Ey < Ej;
t = x(N)e M A~E) est alors continue de ]0, +-00[ dans S(R) ce qui prouve que (t) est continue
par rapport a t > 0. De plus, il existe N > 0 et C' > 0 tels que

0pt)| <C  sup |(1+ AN TF).
JENA>E,

Majorer |0 (t)| sur [1,+oo[ revient donc, apres translation, & savoir majorer
MNtle= X >6§>0, t>1

pour tout k € N, ce qui est tres facile puisque Netie 1A = tde10/2\ke=t(A=8/2) gyec \ke—tH(A—0/2)
qui s’étudie comme A¥e™* qui est borné car on peut I'écrire t=%(t\)Fe . O vérifie donc les
propriétés annoncées. On raisonne de méme pour (g(z) en remarquant que

2= xXA)AN—E)?

est holomorphe de R(z) > C >> 1 dans un espace de fonctions sur lequel u, est une forme
linéaire continue. [

Théoréme 1.3.8 La fonction 0 admet un développement asymptotique complet en t ~ 0T
de la forme

Op(t) ~ t73m > cj(E)tn.

Jj=0
Démonstration : En posant h = t!/2™ > 0 on remarque que
0 (t) = SE) <y (h), f >

ol uy(h,A) est la distribution spectrale d’ordre p associée aux opérateurs H = h*™ (P —
R(E)) >0, H+Q = h>(P+V —R(E)) > 0 et f(A) € S(R) coincidant avec e~ sur [0, +oo].
Le résultat est alors une conséquence du théoreme (1.3.5). O

Corollaire 1.3.9 La fonction (g admet un prolongement méromorphe sur C avec des péles
simples situés aux points de la forme

d— 2k
2m

avec k €N tel que 2k ¢ d+ 2mN.

De plus si d est impair (g s’annule sur les entiers négatifs ou nuls.

Démonstration : On suit la méthode que Bruneau [7] utilise lorsque p = 1. Partant du fait
que

“+00
(- B) = ﬁ / Fle OB gr  R(z) >0, RO — E) > 0
0

si I'(z) la fonction d’Euler définie par

+oo
I'(z) = / t* e tat R(z) >0,
0
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on a

1 [t

Ce(z) = / t*7p_(t)e dt, R(z) >>1 (1.21)
I'(z) Jo

pour tout € > 0 tel que inf(o(P) U a(P +V)) > R(E) — e. Comme I'(z)~! est une fonc-

tion holomorphe sur C le membre de droite de (1.21) est holomorphe pour $(z) > 0. Pour

prolonger, on utilise le développement donné dans le théoréeme précédent qui permet d’écrire
[ 105 _c(t)e~tdt sous la forme

+OO 1 N . . +J d_ 2.7
z— e~ € —z—
/0 7 (0p—( jgzo c;(B —e)t™ B dt + E ci(E am Tm [z — o )

dont le premier terme est holomorphe pour R(z) > (d — 2(N + 1))/2m car la partie entre
parentheses est équivalente en 0 & tENV+D=d)/2m T poles du second terme se déduisent du
fait que I' a des poles simples situés aux entiers négatifs. On obtient ainsi le prolongement
méromorphe de ((F) avec les poles annoncés. Enfin, si la dimension d est impaire, d — 2k est
impair pour tout entier k donc n’est pas dans 2mN ie —n # (d — 2k)/2m pour tous k,n € N.
On peut y donc évaluer (g(z) qui s’écrit I'(2)"1®g(z) avec @z holomorphe au voisinage de
—n ce qui prouve que (g(—n) = 0 car I'(—n)~! = 0. D’ou le résultat. O



Chapitre 2

Le cas Hilbert-Schmidt

2.1 Résultats

Dans ce chapitre, on étudie la distribution spectrale d’ordre 2 pour un couple d’opérateurs
pseudo-différentiels semi-bornés inférieurement (H, H + Q) avec

d
H(h,z,£) hamiltonien h — admissible, et Q(h,z,{) p — perturbation d’ordre p > 5

Pour I'instant on ne s’occupe pas de la dépendance en h qu’on peut donc supposer égal a hg.
Lorsque p > d, on sait que la distribution spectrale d’ordre 1 est la dérivée faible d’une fonction
&(X) localement intégrable, dite fonction de Birman-Krein. Lorsque p > d/2 on montre le
Théoréme 2.1.1 Il existe une unique fonction n € L}, (R),
nulle dans | — oo, inf (o(H) Uo(H + Q))][ telle que

~ A A d A A

Tr(JU +Q) = () = LI +5Q)) = [ a0V, VF € G (R)
Si en plus, w verifie P, alors il existe N > 0 tel que
In(A)]
— 2 —d\ < 4o00.
/R (1+[ADY

Définition 2.1.2 La ]iongtionﬁ définie dans le théoréme précédent sera appelée fonction de
Koplienko du couple (H, H 4+ Q).

En particulier, lorsque p > d la fonction de Koplienko s’exprime trés simplement a partir de
la fonction de Birman-Krein

>\ A~
n(\) = /_ E(u)dp + Tr(QEx (M)

si Eg(\) est le projecteur spectral de H sur | — o0, A
L’existence d’une telle fonction n a été démontrée pour la premiere fois par Koplienko dans
[29], avec H opérateurs auto-adjoint quelconque et Q perturbation relativement compacte
telle que

Q|fl + Z’_% € Sy

47



48 CHAPITRE 2. LE CAS HILBERT-SCHMIDT

pour I'appliquer dans [30] & un opérateur de Schrédinger en dimension 1 de la forme —(d/dz )%+
v(z) avec v(z) = O(< z >77), p > 1/2; remarquons que dans ce cas, v est une perturbation
a longue portée de —(d/dz)?. (voir aussi Neidhardt [34] et Rybkin [46]).

On se place a présent dans le cadre de la diffusion pour I'opérateur
H := w(hD), (2.1)

H est donc & partir de maintenant remplacé par @ opérateur pseudo-différentiel “a coefficients
constants” (w étant toujours la méme fonction > 0). Sur la perturbation, on fait les hypotheses
habituelles pour faire de la diffusion

S1(1+w,—p) 3 Q(h) ~ ZQJ‘(%E), avec Qj € Si(1 +w,—p)NSi(1+w,—j)
>0

I'important étant que ’'on gagne de la décroissance en x.
Pour tout intervalle I C]0,+oo[ non critique pour w (Vw # 0 sur w™1(I)), les opérateurs
d’ondes locaux X

Wi(l) := lim @@= (1)

t—+o00

existent et sont complets. Les matrices de diffusion associées Sy () sont données par la formule
de Kato-Kuroda, pour presque tout \ € I

Sx(I) =1—2imr Ay + 2inB),

avec Ay = E)\QEX By = E)\Q(d) + Q - A= iO)_IQE’;\, =y = raFn (2.2)

ott ¥y = w ({\})et rx, est Popérateur de restriction a la sous variété ¥. On a alors

Théoréme 2.1.3 Si I intervalle de ]0,4o00[ est non critique pour w, alors
n € Co(I\ app(@ + Q))

Si en plus p > (d+ 1)/2, alors pour presque tout X\ € I :

On fait a présent varier h. Si I’hypothese suivante
QjeSi(l+w,—p—1), Vi>1 (2.3)

est vérifiée, on a le

Théoréme 2.1.4 Si I est non critique pour w et w+ Qq, non captif, alors, pour tout J CC I,
il existe hs > 0 tel que opp(w + Q) N J = 0 pour tout h €0, hs]; de plus 0" (\,h) a un
développement asymptotique complet dans C*°(J) de la forme :

'\ k) ~ B4y W ag(N)
720

ce développement étant différentiable a tout ordre en M.
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On démontre ce théoreme sous la condition technique (2.3), mais il semble possible de s’en
affranchir (cf fin du chapitre).

Comme corollaire de ce théoreme, on obtient en particulier :

Corollaire 2.1.5 Si & = —h%2A/2 et & + Q= —h2A/2 +V(x), avec J non critique pour V,
on a

ao(\) = (2m)" Vol (S41) / (2(>\ - V(x))+)

d
41

— (2027 4 (d— 2)(2)) 2V (z)dx.

Siw=—-Aetw+ Q = —Ay4 > 0 opérateur de Laplace-Beltrami pour une métrique (gjk(x))
vérifiant A
105 (g% () — 6j1) = O(< & >~ A1)

0.1 désignant le symbole de Kronecker), et n’ayant pas de géodésiques captées, on a l’asymp-
J
totique complete a “haute énergie”

Zﬁk)\“k A\ — 400

k>1

0 d—1

ot on a posé (g;r(x)) = (q (z )) (z) = det(g’*(x)), et vik(z) = gjx(z) — djk-
Enfin, sio=—-Aeto+Q =—-A —|— V( ) avec |05V (z)| = O(< z >—r=1=181) Uhypothese de
non capture est vérifiée et on a

JO)~ A A e
k>3

avec

avec
Vol(S*1) d(d —

2
o 1 )/RdV(x)2dx.

Si on remplace ’hypothese de non capture par la condition suivante :
il existe C'> 0 et hy >0, k> 0 et s > 0 tels que

ll<z>"(@+Q—-Atir) t<az>*||<Ce™” (2.4)

lorsque 0 < h < hf, 0 < 7 < 1, et A € I, on obtient, comme dans [41], des développement
partiels pour les moyennes de Riesz définis par

A
Ry(A h) = / A = )" (e, h)dp.

— 00

Théoréme 2.1.6 Si I est non critique pour w et w + Qo, et que (2.4) est vérifiée, alors
]+ ‘
Ry(Ah) =071 " cj (AR + O™,

[v]+ €étant le plus petit entier > .
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2.2 La fonction de Koplienko

Soit H la réalisation auto-adjointe d’'un hamiltonien A—admissible H

H(h)~> hH;,  Hj€S8(l+w,0)
§>0

et () une p—perturbation,

Qh)~ Y WQ;,  Q;eS(1+w, —p)

320

w étant une fonction positive telle que limy w(§) = +00. On demande également qu’il existe
C > 0 telle que

Hy(z,6)+C > C Y14 w(€)), Ho(z,6)+Qo(z,6)+C > C 11 +w(¢)), V(z, &) € R¥,

Les définitions précises sont dans le chapitre précédent.

On sait que lorsque p > d, il existe une fonction ¢ € L} (R) telle que

loc
Tr(f(H + Q) — f(H)) = / FNENIA VS € CR(R).

€ est unique si on la choisit nulle pour A < inf(c(H +Q)UH) et s’appelle fonction de Birman-
Krein du couple (f] JH+ Q) Autrement dit, la distribution spectrale d’ordre 1, défine au cha-
pitre précédent, est la dérivée au sens des distributions d’une fonction localement intégrable.
Lorsque p > d/2, f (fI + Q) — f (ﬁ ) n’est a priori pas de classe trace, mais seulement de
Hilbert-Schmidt et la fonction de Birman-Krein n’est plus définie. En revanche, la distribu-
tion spectrale d’ordre 2 est bien définie; le but de cette section est de montrer que cette
distribution est la dérivée seconde d’une fonction localement intégrable.

Les outils clefs des démonstrations, calquées sur celle de Koplienko dans [29] sont la for-
mule de Birman-Solomyak, rappelée dans le premier chapitre et la théorie des intégrales
doubles d’opérateurs de Birman et Solomyak dont on rappelle les estimations qui nous se-
ront nécessaires dans ’annexe B.

Théoréme-définition 2.2.1 Supposons p > d/2 et que P, soit satisfaite, ie limy w(§) =
+o00. Alors il existe une fonction n € L} (R) telle que

loc
Tr(f(H +Q)~ F() — LI +5Q)um0) = [ FOMNaN  ¥F € CRR).

Une telle fonction est unique si on lui impose d’étre nulle pour A < inf(o(H) Uo(H + Q)).
On Uappellera dans ce cas, fonction de Koplienko de (H,H + Q).

Pour les hamiltoniens & croissance polynomiale, on utilise I’hypotese
P/, :3c>0,m >0 telsque 1+w(&)>c< &>, V¢ e RY

qui permet d’améliorer le résultat ci-dessus :
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Théoréme 2.2.2 Lorsque p > d/2 et que le poids w vérifie I'hypothése P, il existe N > 0
(indépendant de h) et € Li, (R) telle que

[n(A)]
/R i+ |/\|)Nd/\ < 400

. N . d N A

Tr(FH + Q) = S = L+ 5Q)]m0) = [ FnNdx Vf € S(R)

Le reste du paragraphe est consacré a la dé{rlonstration de ces théoremes.

On notera E () le projecteur spectral de H sur | — 0o, A] et &g la fonction de Birman-Krein

du couple (I:I , H+ Q) lorsque p > d. On a un premier lemme :

Lemme 2.2.3 Supposons p > d. La fonction

A
1o = [ €aludn-+ Tr(Ea(NQ)
est bien définie, mesurable, localement intégrable sur R et de plus

Tr(f(f +Q) ~ f() = S-S +5Qmo) = [ FOgNax  ¥f € G ()

Démonstration : Zg(A f §Q )dp est bien définie car {g est localement intégrable et
a support compact dans ] 00 )\] Zg est alors absolument continue, donc dérivable presque
partout de dérivée {q.

Par ailleurs, A — Tr(Ex(A\)Q) est une fonction réglée (qui a des limites & gauche et & droite
en tout point). En effet, si A < A, EH()\)Q s’écrit

Eg(A)e(H)Q
avec ¢ € C3°(R) valant 1 au voisinage de [inf o(H), \o] et Ex(\) qui a des limites faibles &
droite et & gauche (propriété des projecteurs spectraux).

La fonction ng est donc localement intégrable si bien que 'on peut calculer [ f”(X)ny (X)dA
pour f € C§°(R). La formule de Birman-Krein et une intégration par parties donnent immédiatement

Tr(f(H +Q) - £() = [ 1" (NZeMix
D’autre part la formule de Birman-Solomyak montre que

Tr(o-f(H +5Q)|s=0) = Tr(f'(H)Q).

Or, si (uj);>0 est une base hilbertienne de L?(R%) et » € C§°(R) vaut 1 au voisinage du
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support de f

Tr(f(H)Q) = > (f(H)Qujuy)

JEN

_ % /R ' ONA(Er (N Quy, ;) dA

= 3 [ P OB Nl Q1
jen /R

- /R—f”()\)Z(EH()\)SO(I:I)QUjan)d)\

JjeN

olt on a pu permuter [ et > car > ||g0(ﬁ)@uj|| < o0, |||Eg(N)]|] <1 et f est a support
compact, ce qui montre bien que

d

_Tr(%f(ﬁ +5Q)|s=0) = /Rf"()\)Tr(EH()\)Q)d)\

d’out le lemme. [J
Fixons a présent () p—perturbation de H avec p > d/2 et choisissons les (Q););en de la fagon
suivante :

Q; = o(x/9)Qp(x/7), 0 € C(RY), (z) = 1 au voisinage de 0 (2.1)
H+Q;>-CVj>1, H+Q>-C

ce qui est toujours possible avec C' > 0 assez grand, puisque H —|—Q est semi-borné inférieurement.
Le lemme précédent montre que la distribution spectrale d’ordre 2 est bien la dérivée seconde

d’une fonction localement intégrable ; I'idée est bien stir de montrer que la suite 7g, des fonc-

1

e vers une fonction dont la

tions de Koplienko des couples (I:I ,f[ + QJ) converge dans L
dérivée seconde sera la distribution spectrale d’ordre 2 du couple (H, H + Q).
On va montrer que, sur tout intervalle compact [a, b], la suite 7, est de Cauchy dans L1 ([a, b]).

Pour cela, on utilise le fait que, pour toute fonction g € L}OC(R)

b
/ gVl = s / FNgN)AA (2.3)
a feC§e([ab]),llfllc<l JR

oll ||.||oo désigne la norme L>®°(R).

Lemme 2.2.4 Pour toute f € C§°([a,b]), on a

1
/R (10, — 0, ) F"(VdA = /0 Tr((F/(H + 5Q5) — F/( + 5Q30))Q;)ds

1
+ /0 Tr((f'(H +5Qy) — f'(H))(Q; — Qp))ds.
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Démonstration : c’est une simple conséquence de la formule de Birman-Solomyak. En effet,
on a

1

Tr(f(H + Q) - f(H) = /()Tr(f’(ﬁ—ksé?j)é?j)ds (2.4)
1

_Tr(j FH +5Q))s=0) = /OTr(f’(ﬁ)Qj)ds. (2.5)

En écrivant f/(H + 5Q;)Q; — f'(H + sQ;/)Q; sous la forme
(f'(H + 5Qj) — f'(H + 5Q)) Qs + f'(H + 5Q;)(Q; — Q)

et en utilisant (2.4) et (2.5), on obtient le lemme. [J

Proposition 2.2.5 Pour tout € > 0, il existe jo tel que

Tr((f/(H + sQ;) — f/(H + 5Qj1))Q;)]
Tr((f(H + Q) — f'(H))(Q; — Q)|

IN

ellfloo (2.6)
el (2.7)

IN

pour tous j > jo, 7' > jo et s € [0,1].

Démonstration : On ne démontre que (2.6), la démonstration de (2.7) se faisant sur le
méme principe.

On va utiliser les estimations données par la théorie des intégrales doubles d’opérateurs (cf
Annexe B). On veut se ramener & des opérateurs auto-adjoints bornés ; pour cela, choisissons
une fonction Z € C*°(R) telle que

Z(A\) = X au voisinage de [a, ]

N
—~
Xt

I

a—1pour A<a—2
Z(A) = b+1lpour A>b+2

7 croissante sur R.

On a alors f = foZ et donc
FH + Q) = f(T(H + 5Qy)).

Comme d’autre part H + st > —(C uniformément par rapport a s € [0,1] et j € N, on peut
trouver une fonction Zy valant b + 1 en dehors d’un compact et telle que

To(H +5Q;) =IZ(H +5Q;), VYsc[0,1,¥Y5>0

(il suffit de modifier Z dans | — 0o, —C' — 1] par exemple). Zyp — b — 1 étant a support compact,
To(H + 5Q;) — To(H) est donc un opérateur de Hilbert-Schmidt, qui converge uniformément
par rapport & s vers Zo(H + sQ) — Zo(H) dans S,.

On est presque en mesure de pouvoir appliquer le théoréme (B.3); il reste juste a faire une
manipulation liée au fait que les Qj ne sont pas nécessairement de Hilbert-Schmidt. Soit donc
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¢ € C§°(R) valant 1 au voisinage de [a,b]. Comme f'¢ = f’, on peut écrire f'(H + st) -
f'(H + sQj))Q; comme la somme de

(f/(H +5Q;) — f'(H + sQj)) e(H + 5Q;)Q; (2.8)
/(H =+ SQ] ( (H + SQj) — (p(H + SQj’))Qj- (29)
Par le théoréme spectral, et le fait que (@(I:I+8Qj) —<p(I:.T+Ser))Qj est de norme aussi petite

qu’on veut dans S; pour j et j' assez grand (uniformément par rapport & s) car Q; — @,
(dans Q, pour tout p > p' > d/2) on obtient

Tr(2.9)] < (1 lsolll(0(H + 5Q;) — o(H + 5Q;)) Q;ll1
< ng”Hoo, Vsel0,1], Y i > o5 > jo

avec jo assez grand, en utilisant Pestimation triviale : || f/||coc < (b—a)||f”||oo- Par le théoréme
(B.3), on peut majorer [Tr((2.8))| par

ap 1) = SO

W A e | 11 Zo(H + 5Q5) — To(H + sQ)|ll2lll(H + sQ;) Q5|2

9 . .. .
§Hf”||007 VSE[O,l], V] >]03]/>]0

(quitte & augmenter jo) car Zo(H + st) — To(H) est de Cauchy dans Sy (uniformément par
rapport a s) et p(H + sQ)j)Q; reste dans un borné de Sy. On obtient ainsi I'estimation (2.6),
ce qui termine la démonstration. [

Démonstration du théoréme (2.2.1) : des deux lemmes précédents, on déduit que pour
tout € > 0, il existe jo > 0 tel que

’/R(UQJ- =@, )N NN < ell f"|zearpy, Vs €[0,1], Vf € C5°([a, b]) et V5, 5" > jo.

Or les ng, sont toutes supportées dans | — C' — 1, +oo|, il suffit donc de considérer [a,b] C
] = C —1,400] et comme toute fonction f; € C§°([a,b]) peut s’écrire f” sur | — C' — 1, +o0|
avec f € C3°(R), on obtient

|/R(7IQ]~ =1, ) N[N <ell fillLo(apy), Vs €[0,1], Vfi € C5°([a,b]) et V5, 5" > jo

ce qui prouve que 7, converge dans L'([a,b]) et comme on sait que nggj converge dans D’
vers ug on obtient le théoreme. OJ

Démonstration du théoréme (2.2.2) On suppose a présent ’hypothese P/, satisfaite. Les
perturbations @Q; vérifient toujours (2.1) et (2.2), et on continue de noter 7q, la fonction de

Koplienko du couple (H, H + Q;) définie par le lemme (2.2.3).
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On va démontrer qu’il existe un entier N > 0 tel que la suite (A + C + 2)"V 5o (X) soit de
Cauchy dans L!([—1 — C, +o0[,d)\) ce qui revient & démontrer que

1Q, © d)l_vl () est de Cauchy dans L'([0, 1], dy)

en faisant le changement de variable = ¢n(A\) = (A + C +2)~ V.
Pour estimer la norme L' de n; © qﬁj_\,l —1jr © <Z>]_\,1 on utilise une variante de (2.3) disant que
pour toute fonction u € L'([0,1],du) on a

1
/O ) = s | / F(wuli)du] = sup / P(pe)u(ye)d(u)|

ou f et P décrivent respectivement les fonctions continues et les polynémes de norme L>°(]0, 1])
au plus égales a 1.

Lemme 2.2.6 Soit P un polynéme et P sa primitive nulle en 0.
Il existe N € N, indépendant de P, j et j' tel que fol (nj —my) o ¢;,1 (w)P(u)dp s’écrive

1 1
/0 Tr((R(A + 5Q;) — RUT + 5Q;))Q;)ds + /0 Tr((R(A + 5Q;) — R(A))(Q; — O;))ds

ot R est la fraction rationnelle définie par R(X) = P(on(N)).

Démonstration : Par le changement de variable u = ¢n(\) on obtient

1
| 0, =,y 2 65 )P = | (0, 0, VR (NN
0 R

qui est bien défini pour N assez grand indépendant de j, ;" et P, d’apreés le théoreme (1.3.4).
En intégrant par parties, le membre de droite devient

- [ (60, ~ €0, ) R(MA — Tr(RUD(Q; - @)

avec g, fonction de Birman-Krein de H,H+ Q. Or d’aprés la formule de Birman-Solomyak,
on a

1
—/{Qj()\)R()\)dA—/ Tr(R(H + 5Q;)Q;)ds
R 0

dont on déduit facilement le résultat comme dans le lemme (2.2.4). OJ

On obtiendra alors le théoreme (2.2.2), en raisonnant comme dans le cas P, si on montre que
(nq, © N )jen est de Cauchy dans L*([0, 1]) ¢’est-a-dire que :
pour tout € > 0 il existe jo > 0 tel que pour tout 7 > jg et 5/ > jo on ait

1
| / (n =) © ox (W P()dul <& sup |P()].
0 n€[0,1]

C’est une conséquence du lemme suivant qui terminera la démonstration du théoreme (2.2.2).



56 CHAPITRE 2. LE CAS HILBERT-SCHMIDT

Lemme 2.2.7 Pour tout € > 0 il existe jo tel que pour tout j > jo, tout j° > jo et tout
s €10,1] on ait

Tr((R(H + 5Q;) = R(H + 5Q;1))Q;)| < l|Pllz=(01)

Tr((R(H + sQj) — R(H))(Qj — Qj1))| < ellPllre(0,1)-
Démonstration : On démontre la premiere inégalité, la seconde s’obtenant de facon sem-
blable. 11 suffit 14 encore essentiellement d’estimer la norme Hilbert-Schmidt de

R(P + sV;) — R(P + sVjr)
en utilisant les estimations du théoreme (B.5) et du lemme (B.6).
Précisément, on écrit (R(H + sQ;) — R(H + sQ;1))Q; sous la forme
(R(H + 5Q;) — R(H + sQ;)))(H + 5Q; + C + )N (H + 5Q; + C +1)"™Q);.
(ﬁ + st +C+ 1)*N0Qj restant dans un borné de Sg pour s € [0,1] et j > 1, on s’intéresse
a la norme Hilbert-Schmidt de 'autre facteur que ’on écrit
R(H + 5Q;) — R(H + sQjr) +
R(H + 5Q;)((H + sQjr + C + 1)No — (H + 5Q; + C + 1)) (2.10)

ot R(A) = (A4 C+1)NoR()). L’annexe B nous dit alors que ||| R(H +5Q;) — R(H +5Q;1)]||2
est majorée par

(ARl oo + 1B R|loe) (11(5Q; — sQ) (T +5Q; + C+ )05 +
10T + 5Qj + € + 1) (5Qyr = 5Qy)]I2)
ce qui prouve qu'il existe jo tel que pour tous j,j/ > jo et tout s € [0, 1]

|R(H + 5Q;) — R(H + 5Qj)||2 < € Sl[lp}lp( 0]
nelo
car ||AR||s et || BR||so sont des O(supyg 1) [P(1)]) d’apres le lemme (B.6).

Il reste & estimer le second membre de (2.10) que 'on écrit comme produit de
R(H + sQ;))(H + sQj + C +1)2Mo et de

(H+5Qj +C+ 1) ((H +5Qj + C+ 1) — (H + 5Q; + C + 1)M0) (2.11)
D’aprés le théoréme spectral, on peut majorer ||R(H + st/)(fI + str + C + 1)M|| par

sup [(A+ €+ 12%P((A+ ) N)] < sup| 2| < sup | P(w)

A>-C 01 M [0,1]
si on suppose que N > 2Ny, quant au terme (2.11) on peut rendre sa norme Sy aussi petlte
qu ‘on veut pour j, j assez grand (uniformément par rapport a s) car le symbole de (H +
5Q; +C +1)No — (H—i—sQJ/ + O +1)No est petit dans Sg((l +w)No, —p') lorsque p > p’ > d/2
done (1 +w(hD)) 2N (H + 5Q; + C + 1)No — (H + 5Q; + C + 1)™0 est petit dans Sy alors
que (H + st/ +C + 1)2Mo(1 + w(hD))?No reste dans un borné de £(L?). O
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2.3 Rappels de théorie spectrale et de diffusion

2.3.1 Généralités

Pour tout h €]0,1], & = w(hD) est essentiellement auto-adjoint sur L2(R?) & partir de
S(R?) (le calcul fonctionnel développé dans le premier chapitre est exact car (& —2)oOp¥((w—
2)™1) = 1) et si on note E,(.) la résolution spectrale associée, on a lorsque f € C5°(R) et
u,v € S(RY)

(F@uo) = [ FNA(EL(-oNuv)
— [ F©Fu©Ful)ds (21)
Supposons que [ intervalle de R soit non critique pour w, c’est-a-dire que

Vw() #0  VéEecw (D) (2.2)

la formule (2.1) s’écrit alors pour f € C§°([) sous la forme
J 1O Fra)Frowrdn @)
A

ot ) = w1 ({\}) et doy est la forme de Leray définie sur X de la facon suivante (cf [17])
doNdoy =d&1 N --- NdEg.

On en déduit que le spectre de @ est absolument continu dans I puisque, sur cet intervalle :

d(E,(—00, N)u,v) = . Fru(v)Fro(v)do(v)dr = (Kyu,v)dA

eCe(I)

ou Ky est Popérateur de noyau de Schwartz K)(x,y)

Kalag) = @) [ b o v),
DI)N

Il est alors possible de diagonaliser w sur I a partir de

(1]

cE,(IL*(RY) — /EBLQ(EA,daA)d)\
I
u = (Exu)rer

ot Zyu = Fruls, € L3(y,doy) pour tout u € L2(R%), s > 1/2.
Tout opérateur A borné sur L?(R%) et qui commute avec E,(J) pour tout intervalle J C I
possede alors la représentation faible suivante

(Au,v) = /(AAEAU,EAU)LQ(ZA)d)\, u,v € E,(I)L?. (2.3)
1
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Les opérateurs Ay, définis pour presque tout A € I, sont des opérateurs bornés sur L?(Xy, doy ).
En particulier, lorsque A = ¢(w), les Ay sont les opérateurs de multiplication par ¢(\). Soit
Q(h) une p—perturbation de w telle que & + Q) soit essentiellement auto-adjoint sur 10, ho).
Supposons de plus I CJ0, +oo[ et que w + Q n’ait pas de valeurs propres dans I (on fixe h).
Lorsque p > 1 (perturbation & courte portée), on montre (par la méthode de Cook par exemple
et grace a la théorie de Mourre) que les limites suivantes existent au sens de la convergence
forte A
lim e'n @t Qe F (1) = Wi(I) ¥ h €]0,hg).
t—=+oo
Les opérateurs W (I) sont appelés opérateurs d’onde locaux et 'opérateur de diffusion sur I
est alors
S(I) = Wi(HW-_(I).

S(I) commute avec E,(J) pour tout intervalle J C I si bien qu'on peut le diagonaliser
sur [ @L*(X))d\; les opérateurs associés a S(I) par (2.3) notés Sy(I) sont les matrices de
diffusion. Rappelons I’expression de ces matrices, donnée par le

Théoréme 2.3.1 (formule de Kato-Kuroda) Pour presque tout A € I, on a

S\(I) = 1 — 2im Ay + 2inBy

Ay =502  By=E\Q@+Q—\—i0)"'Q=5. (2.4)

Ce théoreme peut s’obtenir par la méme méthode qu’Isozaki et Kitada utilisent dans [22] pour
H=-AetQ=V.

Cette formule nécessite quelques commentaires; (& + Q — X —40)7! est la limite, en norme
d’opérateurs de (& + Q — A —ia)™' (o — 07) dans £(L2, L2,) pour tout s > 1/2. Clest le
principe d’absorption limite. L’existence de cette limite est due & Mourre (voir [33] et [28];
voir aussi Agmon [2] et [3]) et nous allons la revoir dans la section suivante.

D’autre part, pour que Sy(I) soit borné sur L?(X,, doy), on doit comprendre = AQ comme

E3Q =1+ NI 1+0)7'Q

qui, puisque (1 + d))*lQ est un opérateur pseudo-différentiel & symbole dans Sy(1, —p), est
donc un opérateurs borné de L% (RY) dans L?(Xy,doy) pour s = p/2 > 1/2. Par passage &
l’adjoint, QE’/{ est donc borné de L?(Xy,doy) dans L2(R).

2.3.2 Rappels sur le principe d’absorption limite

Dans ce paragraphe, on suppose que Q(h) est une p—perturbation de w, a longue portée
c’est-a-dire avec p > 0, et que w + @ est essentiellement auto-adjoint pour tout h €]0, hg.
L’étude du principe d’absorption limite, ie I’existence de

lim (@4 Q — A+in) ' = (@ +Q — A£i0)""

a—0t
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est tres importante en théorie de la diffusion. Les résultats que nous rappelons sont des co-
rollaires de la théorie des commutateurs positifs de Mourre.

On donne d’abord des résultats a h fixé, pour lesquels on n’utilise pas d’hypothese sur la dy-
namique classique, puis pour h €]0, ho] sous une hypothese de non capture. On notera respec-
tivement o), et o, les spectre purement ponctuels et singulierement continus des opérateurs.

Le cas h = hyg.

Théoréme 2.3.2 Pour tout J C|0,+o0[ intervalle compact et non critique pour w, on a les
résultats suivants

i) J 0 opp(@+ Q) est fini,

i) TN ose(@+ Q) =0,

iii) pour tout s > 1/2+k, <z >° (0 +Q — A+i0)~' <z >* eziste (pour la topologie de
L(L2)) sur J\ opp(@ + Q) et y est de classe CF, de dérivée k—iéme

K<z>@+Q—-A+i0) " F<g>3

(qu’on doit comprendre comme limite de < x >"° (@ + Q-+ ia) VR < 2 >~ dans L(L?)
localement uniforme en \),
) Vx € CP(J \ opp(@ + Q)) et 0 < 7 < s, il existe c(ho, x,T) telle que

I < 2> x(@+ Qe t@+Q) < & 57 ||| < c(ho,x,7) <t>TT,  VteR.

Pour certaines démonstrations, nous aurons besoin de controler les estimations de propagation
uniformément par rapport a la perturbation ; ¢’est pourquoi on donne le

Lemme 2.3.3 Soit \g > 0, tel que \g & opp(@w + Q) Alors, il existe Vg voisinage de Q) dans
S1(1 4w, —p) et Iy voisinage de Ao vérifiant :

pour tout Q' € Vg tel que Q' est symétrique, on a i) O+ Q' est auto-adjoint , de domaine
Dom(w),

it) I Nopp(@ + Q') =0,

iii) pour tout s > 1/2 il existe Cs > 0 (indépendant de Q') tel que

| <z> 0@+ Q —Atia) b <a>""||| <Cs, VA e Iy, V a€]0,1].
Démonstration : Le point i) est une conséquence du théoréeme de Kato-Rellich, puisque
NQ-AN@+Q+i)7 <1

pour Q' assez proche de Q.
Pour montrer, le point ii) on utilise le théoréme du viriel. En reprenant un argument de
Mourre dans [33], on peut trouver ¢ € C5°(]0, +o0]) valant 1 au voisinage de Ag et ¢ > 0 tel
que R o R R

$(@ + Q)ilw + Q, Dd(& + Q) > ¢¢*(@ + Q)

ot D est l'opérateur conjugué suivant (voir par exemple [43])

D= (20) ' (1 + &) Y(2.Vew(hD) + Vew(hD).x) (1 + &)~
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En utilisant le calcul fonctionnel du premier chapitre, on voit facilement que, si Q' est assez
voisin de () alors

6(&+ Qi + Q' Dlo(@ + Q) — ed*@ + Q) = —5.

Il en résulte que si ¢g¢ = ¢ alors pour tout Q' assez voisin de @) on a

do(& + QNilo + Q' Dlgo(& + Q') > = (&> + Q") (2.1)

~ NI

dont on déduit par le théoreme du viriel que opp(@ + Qj Ny t({1}) = 0.
Pour démontrer le point éii), on relit la démonstration de [33] qui repose essentiellement sur
(2.1) avec ¢ qui ne dépend pas de Q. OJ

Si h varie dans |0, k]
Soit H(z,¢) € C*®°(R?? R). On définit (zH(t,x,f),C(t,x,f)) la solution de

dz OH %__3_1‘]

% - 8—C(Z’C)7 dt - 9z (Z7C) (22)

avec les conditions initiales z(0) = z, ((0) = . Notons que si H est le symbole principal d’un

hamiltonien h—admissible, la solution maximale de cette équation différentielle est définie sur
R.

Définition 2.3.4 L’intervalle I C R est dit non captif pour H si, pour tout R > 0 il existe
T > 0 tel que
H(z,§)el, [t| =T et|z| <R = |zu(t,z,8)| > R

L’hypothese de non capture, si elle est vérifiée, permet de controler uniformément la constante
co du théoreme précédent uniformément par rapport a h et de donner d’autres estimations.

Théoreme 2.3.5 Soit I un intervalle ouvert non captif et non critique pour Hy = w + Q.
Alors, pour tout J compact de I il existe hy < hg tel que :

i) opp(@ + Q)N J =0, pour tout h €]0, hi]

i) pour tout s > k + 1/2, il existe Cy telle que

| <z>"5(H-A+i0) ' F <> |<Ch™* VRO, YAeJ
iii) pour tous 0 < 7 < s et toute x € C§°(J) il existe C(x,7) > 0 telle que
Il <a>"%x@+ Qe n@+Q <z == ||| < C(x,7) <t >, VteR, Vhel0, ]

Une premiere application de ces théoremes est la possibilité d’écrire la formule de Stone

OE. . 5 1, . 4 o A A —
a)\JrQ:%((uH—Q—)\—zO) L@+ Q- +i0)™) (2.3)

dans L£(L?,L%,) et de pouvoir la dériver, & condition d’avoir s assez grand, en gardant un
controle en A s’il y a non capture; on utilisera cette remarque abondamment dans la section
suivante.
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2.4 Régularité et asymptotique de la fonction de Koplienko

Soit I CJ0,+oo[ un intervalle non captif pour w(§) + Qo(x,&). On suppose que @Q ~
ijo hQ; avec

Sous ces hypotheses, le but de la section est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1 Si I est non critique pour w et w+ Qq, non captif pour w+ Qo, alors, pour
tout J CC 1, il existe hs > 0 tel que opp(w + Q)N J =0 pour tout h €]0, hs] ; de plus n” (X, h)
a un développement asymptotique complet dans C*°(J) de la forme :

n'(A\h) ~ By W ag(A)

>0

ce développement étant différentiable a tout ordre en .

2.4.1 Formule de trace

Soit I un intervalle ouvert, non critique pour w ie

Vew(©) #0,  VEew ().
Soit J un intervalle compact tel que J C I.
Le lemme suivant résulte d’un calcul élémentaire.
Lemme 2.4.2 Soit Q) € Cgo(Rd) telle que

w(§)
Vew ()

au voisinage de w1 (J).

Q) =

Soit D = Q(z.Vew(hD) + Vew(hD).2)Q. Alors, pour tout u € S(RY) on a
(D, )u = 2ihd'u

avec W' € CP(RY) telle que W'(€) = w(€) au voisinage de w™'(J). En particulier, pour toute
feC(J) ona

(D, O f(0)u = 2ihi f(&)u. (2.1)

Ce lemme nous fournit un opérateur conjugué, analogue au générateur des dilatations adapté
au laplacien, qui sert a démontrer la

Proposition 2.4.3 Supposons p > d.
Alors, pour toutes f, F € C3°(J) telles que F'f = f,

Tr((@+ Q) f(@+ Q) — wf (@) = Tr((Q —
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Remarque : si w(§) = Z| al=2m o€ polynéme homogene elliptique, on peut remplacer D
par le générateur des dilatations Dy = (2.hV + hV.z)/(2i) et la formule ci-dessus se simplifie

Tr(&+ Q)6 +Q) ~ 2£(@) = Tr(@ ~ 229 p( 1)

La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant inspiré d’une idée de Robert
dans [42] (voir aussi [40]).

Lemme 2.4.4 Lorsque p > d, et f € C°(R) on a

~ A~

Tr([D,&+ Qf (& + Q) — [D,a]f()) = 0.
Démonstration : Remarquons que I'opérateur
[D,&+ QIf (@ + Q) — [D, 6] (@) (2.2)

est bien de classe trace. Posons 25] = XgﬁX] ou xj(z) = x(x/j) lorsque j > 1, avec x €
O (RY) qui vaut 1 au voisinage de 0. La formule du lemme est vraie si on remplace D par
D car on peut utiliser la cyclicité de la trace.

il Sufﬁt donc de montrer que [ﬁj, &+ Qlf(&+Q) — [ﬁj, w]f(©) converge en norme trace vers
(2.2). Un calcul élémentaire montre que

A~

[Dj )

A~ A~ ~ A~

+ Q] = x5[D, & + Qlx; + x;Dlx; & + Q) — [ + Q. x;]Dx;-
Or X;[D, & + QIx; f (@ + Q) — X;[D, &]x; £ (&) sécrit
XD, 0)x; (f(@ + Q) — F(@)) + x;[D. Qlx; f(& + Q)

qui converge vers (2.2) en norme trace; en effet, pour le second terme, on utilise le fait
que le symbole de x; [15, Q]Xj converge vers celui de [2576:2] dans Sj(—o00, —p’) (pour tout
d < p/ < p). La convergence du premier terme est due au fait que le symbole de y; [ﬁ,dj} X
converge (vers celui de [D,&]) dans Si(—o0, €) pour tout € > 0 et que, pour €y > 0 assez petit,
<z > (flo+Q) — f(& )) est de classe trace (d’apres le théoreme (1.2.26)).

Il reste & montrer que les opérateurs suivants

D, @+ QIf(@+Q) — s, @1f (@) et [@+Q,xjIDx;f(@+Q) — &, x;]Dx; f (@)

convergent vers 0 en norme trace. On fait la démonstration pour le premier (le second
opérateur s’étudiant de méme). On 1’écrit

XiDlG @(f(@ + Q) — £(@) + x;Dx;, Ql <z > < 2 >~ f(&o+ Q). (2.3)

Le symbole de x; [XJ, @] tend vers 0 dans S;(—o0, ) alors que < z > (f(& + Q) — f(&))
est de classe trace, donc le premier terme de (2.3) tend vers 0 dans S;; le second terme de
(2.3) converge également vers 0 dans S; car le symbole de X]D[Xjﬂ Q] < x > tend vers 0
dans S;(—o00,0) pour tout p' < pet <z >~ o flo+ Q) est de classe trace lorsque d < p’ < p.
D’ou le lemme.
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Démonstration de la proposition (2.4.3) : en utilisant (2.1) et lemme (2.4.4), on peut
écrire Tr((w + Q) f(@0 + Q) — wf(w)) comme la trace de

@+ Qo+ - 22

Or cet opérateur s’écrit, (Q — [D/(2ih), Q) f(@ + Q) + (& — &) f(& + Q). Comme de plus
©—-dNf@+Q)=@-NF@+Q) —F@)f(®+Q)

car Ff = fet (0 —&)F(®w) = 0. On en déduit le résultat, une fois remarqué le fait que
F(&+ Q) — F(®) est de classe trace.

flo+Q).

Ces résultats préparatoires vont nous permettre de démontrer le théoreme suivant qui donne
une formule de 7" ne faisant pas intervenir (d/ds)f(® + sQ)|s=o-

Théoréme 2.4.5 Supposons p > d/2.
Soit x € C§°(R) a support dans un voisinage de J telle que x(\) = A1 sur J.
Alors, il existe ¢ € C°(R?) telle que pour toute f € C§(J)
<", f>=Tr(Q (x(&+ Q) = x() f(®)) + Tr(Q'x(© + Q)(f(@+ Q) — f(@)))
TR — &) (@ + Q) — @)@ + Q) + Tr(Re(h, Q@+ Q) (2.4)

ol

N A [25»
@ =0 2ih
pour tout N > 0, avec ¢(N) — +o0.
Démonstration : on va vérifier que la formule est vraie lorsque p > d puis, par passage
a la limite (en faisant tendre ¢(x/j)Qp(z/5) vers Q avec ¢ € C§°(RY)), on I'obtiendra pour
p>dj2.
Supposons donc p > d. La proposition précédente appliquée a la fonction xf montre que
Tr(f(@+5Q) — (&) =
sTr(Q'x(& + sQ) f(& + 5Q)) + Tr((@ — &) (F(@ + sQ) — F(@)x(@ + sQ) f(& + sQ))

sa dérivée en 0 est donc

Tr(QX(@)7(2)) + Tr((@ — &) F@ + 5Q)ls=ox(@) £ ()

]

et || <z >*WN) Re(h, Q) < & >*W) |||, < CyhY

et comme f(0)(0—w') = 0, le deuxiéme terme ci-dessus est nul par cyclicité. < n”, f > s’écrit
donc, en utilisant encore la proposition précédente :

Tr(Qx(@+ Q) f(@+Q)) — Tr(Q'x(@)f(&))
+Tr (@ — &) (F @+ Q) — F(@)x(@+ Q) f (@ + Q) (2.5)

dont la premiere ligne donne facilement la premiere ligne de (2.4). Pour traiter la deuxiéme
ligne de (2.5), I'idée est de choisir ¢ € C§°(R?) valant 1 sur une boule de rayon assez grand
pour que, sur le support de (1 — {(z)), on ait :

(,€) € (w+ Qo)™ (supp(F)) = w(€) = o' (€).



64 CHAPITRE 2. LE CAS HILBERT-SCHMIDT

Un tel choix étant fait, les composés de (1 —()(w —&') avec les opérateurs pseudo-différentiels
du développement de F'(&w + Q) ont des symboles qui sont des O(h*°) dans S;(—o0, —00).
Comme d’autre part (0 — @")F (@) = 0, la deuxieme ligne de (2.5) s’écrit

Tr(¢@ — & x@+Q)f(@+Q)) +Tr(Re(h, Q) f (@ + Q).
On obtient donc la formule pour p > d; le cas p > d/2 s’obtient par passage a la limite

comme annoncé au début, tous les opérateurs dépendant continument de () d’apres le premier
chapitre.

2.4.2 Méthode

Dans la sous-section suivante, on va démontrer le théoréme (2.4.1), ainsi que la régularité
de la fonction de Koplienko (théoréme (2.1.3)) sur I \ 0,,(& + Q). En fait, on donne seule-
ment la démonstration du théoreme (2.4.1) puisqu’il n’est que la relecture de la preuve de la
régularité de n en suivant la dépendance par rapport a h. A h fixé, on utilise les estimations
de propagation du théoreme (2.3.2), ce qui oblige a écarter le spectre purement ponctuel,
alors que pour asymptotique semi-classique, on utilisera le théoreme (2.3.5) qui contréle les
estimations du précédent par rapport a h si I’hypotheése de non capture est vérifiée.

Pour obtenir le théoreme (2.4.1), suffit de démontrer que, pour tout N on a

N
7'\ k) =h™Y " Wa;(h) + B Nay (A, h)
j=0

avec ag, - - ,ay C® sur J et ay(.,h) dans un borné de C?N)(.J), ot ¢(IN) — 400 lorsque
N — +o0. Par exemple, toutes les distributions du type
E
h® M (R(N, h)g_)\)7 avee ||| <z > R(N, k) < 2 >%W) |||, < Cy

et ®;(N) — 400 (j = 1,2) sont des termes de la forme h?™)ay(\, ), en vertu du théoréme
(2.3.5). I en est de méme pour les distributions dont la h—transformée de Fourier (Fy)
est un O(< t >—21(NV) hq’Q(N)). On ne s’occupera donc pas de ces types de terme dans les
démonstrations qui vont suivre.
Passons a présent a la description de la preuve du théoreme (2.4.1).

On commence par fixer quelques notations :

. A , 0E oF

— . /—_ ,—_

H=0+Q, HNZhJHJ By=—C  E'=—3
Jj=0

Ro(A£i0) = (@ —AFi0)™'  RA=£i0)=(H—-ATi0)"!

Ey(.) et E(.) désignant respectivement les résolutions spectrales de & et H.
La représentation de n”(\, h) donnée par le théoreme (2.4.5) nous conduit & étudier 4 types
de distributions :

i) Tr(Q' (x(H) — x(@))Ep)
i) Tr(Q'x(
i) Tr(

(

W

S
=
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ces notations devant étres comprises au sens faible. On peut d’ores et déja écarter la distri-
bution iv) en vertu de la discussion précédente.

Les résultats sur le calcul fonctionnel (cf chapitre 1), montrent que i), i) et iii) ont des
développements en puissances entieres de h (modulo les restes) de la forme

i) W Tr(aj(z, hD)Ep), a; € S1(—o00, —2p)
“)J h]TT‘(ﬁJ(JZ,hD)(E,—E())), ﬁj € Sl(—oo,—p)
Z”)J TT(((Q:)% (z, hD)E,)a € Si(—00, —p)

les aj, Bj,; ayant leurs supports contenus dans w™!(supp(x)) U Ho_l(supp(x)) et sont donc
a support compact en . (cf (1.14) au chapitre 1.)
— Les distributions de type 7); sont calculables explicitement et valent

R4 (2m) 4 /EA (/aj(x,u)d:r)da)\(y) e C™(J).

On fera toutefois quelques remarques sur ces distributions qu’on peut aussi écrire en
fonction de Tr(a;(z, hD)(@ — A £i0)71) .

— Les distributions de type iii); sont des densités spectrales locales (voir par exemple [24],
[36], [41]) et ont déja été étudiées ; en particulier, on sait que I'hypothese de non capture
permet d’en donner des développements asymptotiques. On rappellera le principe de
leur analyse qui utilise : méthode BKW, relation de Poisson semi-classique, théoréeme
d’Egorov, paramétrixe d’Isozaki-Kitada et estimations de propagation.

— Les distributions de type ii); n’ont, elles, pas été étudiées dans la littérature. Signalons
toutefois que leur analyse est tres proche des techniques de [41].

Quitte & écrire 3; = B + (1 — p)B; avec ¢ € C§(R?), on se ramene, modulo des
distributions de type 4); et iii);, &

Tr((1 - @)Bj(z, hD)(E' - Ep)),  supp(l — @) C {Jz| > R >> 1}

dont la h—transformée de Fourier est

Tr(B;(z, hD) (e~ — e 129) (1 — ). (2.1)

Grace a (1 — ¢) et 3; (par cyclicité de la trace), on est microlocalisé dans une zone
lz| > R, ¢ € wi(I1) (1 voisinage aussi proche qu’on veut de Iy par choix de R); on
fait alors un découpage de cette zone en deux morceaux : zones entrantes et sortantes,
ce qui, en utilisant une astuce, réduit (2.1) a 1’étude de

Tr(B;(, hD)(e_i%ﬁXi(x, hD) — e_i%@Xi(x, hD))), +t >0

X+ supporté dans une zone sortante et x_ dans une zone entrante. On n’étudie que le
cas sortant (avec t > 0), le cas entrant étant analogue. Par des constructions d’Isozaki-
Kitada, on a un développement

e‘i%ﬁx+(w, hD) ~ Z hk+nJ<p+(ak)e_i%@*]w(bn)*’ t=20
k.n



66

2.4.3

CHAPITRE 2. LE CAS HILBERT-SCHMIDT

les J,, (.) étant des opérateurs intégraux de Fourier de phase ¢ (x,) (indépendante
du temps) telle que

aga;(<p+(x,§)— <z,£>)=0(<x >1=r=Ivly, (2.2)

On remplace le propagateur par son développement d’Isozaki-Kitada ce qui nous conduit
a des distributions de la forme

Tr(B;(x, hD)(Jy, (ax)e 5%, (bp)* — e 5%y (z,hD)), ¢ >0

pour lesquelles on montre qu’on peut utiliser formellement la cyclicité de la trace,
c’est-a-dire les écrire

Tr((Jp, (bn)*Bj(x, hD)J,, (ar) — X+ (z, hD)B;(x, hD))e~"%%). (2.3)

Enfin, une étude assez précise du théoreme d’Egorov semi-classique, des équations de
transport conduisant aux ay, b, et (2.2) permettent de montrer que

Jo. (ba)*B;(a, AD) ], (ax) — x4 (2, hD)B; (2, D) € Opy(Si(—00, ~2p))
alors qu’il n’est a priori que dans Opy, (S1(—00, —p)), ce qui permet de conclure que (2.3)

est la transformée de Fourier d’une distribution de la forme T'r(6(z, hD) (& — A —i0) 1)
avec 0 € S1(—o00,—2p) (cf type i);), avec 2p > d.

Tr(a;(x, hD)E)(N))

g étant une fonction de C3°(I) valant 1 au voisinage de .J, on définit la distribution suivante

uj =Tr (ozj(:v, hD)g(d))E{)()\)),

qui coincide avec T (aj(z, hD)E{(X)) au voisinage de J. La formule de Stone donne, heuris-
tiquement

2imu;(A) = Tr(aj(z, hD)g(@)Ro(A +140)) — Tr(a;(z, hD)g(@)Ro(A — i0)) (2.4)

et comme d’autre part, on a

+oo

Ro(A=i0) = 5 lim U e (2.5)

il est naturel d’introduire les distributions suivantes

ur () = Fy, (T (e (2, RD)Up(t, h)) L +o0)

1[0, +00[ désignant la fonction caractérisitique de [0, -o0[.
On a alors le résultat suivant qui se démontre a partir d’'un argument simple de phase sta-
tionnaire (cf [41]).
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Proposition 2.4.6 i) u;()\) = uj'()\) — uj_()\)

i1) uf(/\) a un développement asymptotique complet dans C*°(J) de la forme

S ~ B> Rag ()

k>0

Cette proposition permet donc de montrer que pour tout N > 0

Tr(Q (x(H) — x(&))Ep) ZhﬂTr (z,hD)Ro(\ £ i0))

+h*MTr(RE (R) < o > ¢<N> Ro(A£1i0) < z >?M)) (2.6)
avec | lim ¢(N) = +oo, IRE(R)||lL < Cn ¥ h €]0, hs)

2.4.4  Tr(B;(z, hD)(E'(\) — Ej(A)(1 — @)
Posons

v = Tr(Bi(e, AD)(g(H)E'(\) — g(@) Eg(N))(1 — ¢)),
avec  ¢(z) = po(z/R), R > 0 et ¢pg =1 sur la boule unité . (2.7)

Comme [;(x, hD) est un des termes du développement de Qx(H ) avec x € C§°(I), on peut
dire, vue la forme de ce développement, que si R est assez grand, il existe un compact I; de
I tel que

2| > R et (2,€) € Hy ' (supp(x)) = € € w™ (1)

Soit 1 € C3°(I) valant 1 au voisinage de I;. Les formules de compositions montrent que pour
tout M > 0

(1= @)1 = (@))B;(x,AD) = KM ryr(z,hD, h)

avec (., ., h) dans un borné de S;(—oo, —M), donc en utilisant les inégalités de propagation
et la cyclicité de la trace on obtient

vj(X) = Tr(B;(x, hD)(g(H)E'(\) = 9(@)Ey(N)(L = )9(@)) + OA(h)

le O)\(h) étant pris pour la topologie de C*°(Iy).
Le symbole de (1 — ¢)i(w) est (1 — ¢(z))1(w(€)) que I'on peut écrire sous la forme suivante
avec o4 €] — 1, 1] bien choisis :

(1= @) (w(©)) = x4 (2. €) +x=(2,€),  supp(xs+) C T*(I1, %04, R)
avec I't (resp. I'") la zone sortante (resp. entrante) définie par
P, 4o, R) = {(2,€) € R* 5 o] = R, w(€) € I, #cos(, Vw(€)) = —ow}
Il nous suffit donc d’étudier

vE(N) = Tr(8 (e, hD) (9(H)E () — g(@)Ey(N)x (2, hD)).
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Etude de v;'()\).
La h—transformée de Fourier de v;-r est

Fuvl (t) = Tr(8;(z, hD)(g(H)U (t, h) — g(&)Uo(t, h))x (z, hD)).

Cette distribution fait intervenir g(H)U (¢, h)x+(z, hD) dont on peut donner une approxima-
tion a partir des constructions d’Isozaki-Kitada ; c’est 'objet de la proposition suivante dont
la preuve se trouve dans I'annexe A.

Proposition 2.4.7 (Isozaki-Kitada) Si R (cf (2.7)) est assez grand, il existe deuz familles
(aj)jen et (bj)jen, aj,bj € S1(—o0, —j) telles que pour tout N >0

U(ta h)X+ (:Uv hD) = ‘]<P+ (a(N)(h)7 h)UO(tv h)‘]cp+ (b(N)(h)v h)* + RN(ha t)

ot agyy(h) = YN Way, bvy(h) = YN hib; et oy € C°(R¥, R)

Toolahyua) = (2a)0 [ [ b= ata, puty)dyde,
RV (pr(@. &)= <2,6>) = O(<a>71)  (2,6) e R

De plus il existe Cy > 0 tel que pour tout h €]0, hy| et tout t >0 :

N
8

|7 (Op}y (8))9(H) R (h, 1)) | < Cnh™N (1 +)” (2.8)

Notons que cette approximation n’est valable que pour ¢ > 0, alors qu’on doit étudier fhv;-r (t)
sur R; en fait ’étude de fhv;-r(t) pour t < 0 se ramene au cas t > 0 en remarquant que, si 7

est un opérateur de classe trace, on a Tr(7*) = Tr(7). En effet, cette identité montre que

qui peut se mettre, en utilisant la cyclicité de la trace, sous la forme

avec Bj € S1(—o0, —p) et x4+ supporté dans une zone sortante. On obtient ainsi une distribu-
tion de la méme forme que fhv;f(—t) avec t < 0. Cette discussion montre donc qu’il suffit de
considérer t > 0, ce que 'on supposera jusqu’a la fin de ce paragraphe.

A~

La cyclicité de la trace et le fait que 3;(z,hD)(g(H) — g(&)) € S; montrent que
Fuof(t) = Tr(Bj(x, hD)g(H)(U(t, h) — Uo(t, h))x+ (x, hD))
+Tr (x4 (2, hD);(w, hD)(g(H) — 9(@))Uo(t, 1)

~

or x4 (z,hD)Bj(z,hD)(g9(H)—g(&)) a un développement asymptotique (cf théoréme (1.2.26)),
on peut donc appliquer au deuxiéme terme de la formule ci-dessus la proposition (2.4.6).
Il nous reste donc a considérer

7 (t) = Tr(B;(w, hD)g(H)(Jp, (ain)(h), B)Uo(t, ). (biv) (R), h)* = Uo(t, h)x+(x, hD))).
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Etant donnée la forme du développement pseudo-différentiel, de g(I:I ), on s’intéresse aux
distributions

1 (8) = Tr(Bjw(x, hD) (i, (aqny (R), B)Uo(t, h) o, by (h), h)* = U (t, h)x+(z, hD)))

avec (3 € S1(—00, —p).
Proposition 2.4.8 Si la p—perturbation Q(h) ~ ijo thj vérifie Uhypothese additionnelle

Qj651(1+W,—p_1), Vi>1
alors, lopérateur suivant

Joi (bvy (h), h)* Bjn(x, hD) o (a(ny(h), h) = X+ (€, hD)Bjk(x, hD)

est pseudo-différentiel et son symbole a un développement dans S1(—o0, —2p) ; en particulier,
il est de classe trace. De plus, on a

6;:]@(15) = T’I”((J@Jr (b(N) (h)v h)*ﬁj,k(x7 hD)J@+ (a(N) (h)7 h) - X+(£L‘, hD)ﬁj,k(xv hD)) UO(tv h)) .
Démonstration : par cyclicité de la trace, on a

@;‘,rk(t) = Mlinjlroo Tr(VarUo(t, h)) dans &',

Vi étant I'opérateur suivant :

T (bny(h), h)*do(x/M) Bk (x,hD)Jy, (ainy(h), h) — x4 (z, hD)¢o(x/M)B; (2, hD)

ol ¢g € C°(R?) vaut 1 au voisinage de 0.

D’apres le théoreme (A.2.6) et la proposition (A.2.1), Vi s’écrit Op’ (Var(h)). On va montrer
que (Vas(h))pr>1 converge dans Sy (—oo, —p') pour un certain p’ > d.

Avant de montrer cette partie technique, indiquons comment on en déduit la proposition.
Puisque son symbole décrit un borné de S;(—o0, p'/2), Var < z >F'/2< hD >F'/? reste dans
un borné de Sg(L?(R%)) pour M > 1; on peut donc en extraire une sous-suite faiblement
convergente (Sa(L?(R%)) étant un espace de Hilbert séparable); nécessairement cette limite
faible V' est

(Jos (bawy (), B)* B 1 (, AD) T (any (h), h) = X4 (2, hD) B (w, AD)) < & >/ < hD >¢'/2

qui est un opérateur pseudo-différentiel & symbole dans Sy (—oo, —p'/2). Comme d’autre part,
< hD > P'2< 2 >P'12 Uy(t,h) € So(L*(R?)), la suite extraite ci-dessus composée avec cet
opérateur vont donner une suite d’opérateurs a trace, dont la trace converge vers

Tr(V < hD >*2< 2 >7/2Uy(t, h)) (2.9)

pour tout t, et comme Upy(t,h) est unitaire, TT(VMU()(t, h)) est borné uniformément par
rapport & ¢t € R et M > 1, si bien que TT(VMUO(t,h)) converge dans &’ vers (2.9), d’ou le
résultat.

Soit donc p’ tel que d < p’ < 2p et montrons que Vs converge dans Sy (—oo, —p').

Dans la formule donnant Vy on peut remplacer ¢o(x/M)S; i (x, hD) par B),(x, hD) avec 3,
convergeant dans Sifo’fpl pour tout p; < p.
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Lemme 2.4.9

T by (1), 1)* By (2, hD) T (avy (h), h) = T, (bvy (R), )* T, (8o, h) = By (2, hD, )
avec B1,(h) qui converge dans Si(—oo, —inf(d+ 1, p+ p1)) lorsque M — +oc.
Démonstration : D’apres la proposition (A.2.1), on a

B (2, hD) g, (any(h),h) = Y~ W (By#tam)n) + ™ g, (ran(h), )
0<n+m<d

avec 14,3 (h) qui converge dans Sy (—oo0, —d—1) lorsque M — +oo0. Il suffit donc de s’intéresser
aux (B);#am)n dont on rappelle (cf formule (A.2) avec ¢ = 1) qu’ils sont combinaisons
linéaires des

(0280 (2, Bpip s (2, €))00 (@, )05 o (2,6) - Oh o (,8), Y ah=a. (210)

Si 'un des o est non nul, (2.10) converge dans Si(—o0, —p; — p) car 8§;go+(a:,£) = 0(<
x >"P); pour la méme raison, 87[735?\/1(55*, Orp+(x,8)) —agﬂ}w(:n, &) converge dans Sy (—o0, —p; —
p), si bien qu'on peut remplacer (5),#am)n par 85634(33,5)85%1(3:,5). Or, en utilisant les
remarques (A.2.12) et (A.2.13), on voit que

J‘P+ (b(N) (h)7 h)*‘]sé’+ (ar?ﬁ;\/[ (l’, g)agam(xv 6)’ h)

est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole converge dans S1(—oo, —p1 —p) sim # 0
ou (B # 0. Le lemme est donc démontré.
En fait, on a démontré que

N

Tr(Q'X(H)(E' — Ey) = > WTr (85 (x,hD)Ro(\ £ i0))
7=0

+h? M Tr (R, (k) < 2 >~ Ry(A£i0) < z >~*N))

+hMNTr (RY (1, A) < 2 >N R(A£i0) < 2 >~ (2.11)
avec 7@%71(% A) € CPN)(J,81) et

RN (B Mllx + 1R o(W)lls < Cn, VA €]0, hs).

2.4.5  Tr(y;(z, hD)E'(\)y)
Soit u(h,t) = Tr(v;(z, hD)U(t, h)p).

1

_ irA
=57 Re’ u(h,t)dt

Tr (’yj(:n, hD)E/()\)(p)
(lintégrale signifiant la h—transformée de Fourier inverse).
Contrairement au terme précédent, on ne peut pas analyser assez précisément sa transformée
de Fourier pour tout ¢. Mais comme on va le remarquer, il suffit de I’étudier pour des t =
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O(h=M).
Soit 8 € C§°(R) valant 1 au voisinage de 0. On définit

1

L ithpr1k s
57 Re R O(h t)u(h,t)dt =: ag(h, A).

En utilisant les inégalités de propagation, on démontre facilement le lemme suivant.

Lemme 2.4.10 I existe My > 0 tel que pour tout j € N et tout k € N

RE=Mo=i (g3, (h, ) — tr(@zﬁf@ﬂ%))

reste dans un borné de C7(J) lorsque h €]0, hs).

11 suffit donc de démontrer I'existence de développements asymptotiques pour les g (h, \).
Cela résulte de trois autres lemmes.

Lemme 2.4.11 Si on suppose Mg valeur non critique w + Qq, il existe tg > 0 tel que, pour
tout N > 0

N-1

1 it t — j N—n 17
| (D ulh,)dt =R S WF.(\) + BN E N (B
ok Jo O (to)“( 1) ;) J(A) + N(h,A)

ot les F, ; sont C* dans un voisinage Vo de \g (indépendant de j) et F. x(h,.) dans un borné
de C=(Vy).

Idée de la preuve : on utilise la méthode BKW pour construire une paramétrixe de
U(t, h) pres de Iénergie \g puis, et le théoréme de la phase stationnaire montre I'existence du
développement. [

On utilise aussi le lemme suivant dont la preuve se trouve dans [45]

Lemme 2.4.12 [ existe Ty > 0 tel que pour tout j € N, il existe C; > 0 tel que
lu(h,t)| < C;h7  Y|t| > Ty Vh €]0, hs) (2.12)

Enfin par la relation de Poisson semi-classique (cf [36], [39]), on obtient le lemme suivant

Lemme 2.4.13 Pour tout T > 0, u(h,t) est O(h™) dans C*([T~1,T]) c’est-a-dire que pour
tous j,7' € N

o ) 0.1
h™7 —u(h,t) est dans un borné de C"(]

: —.T)).
prv 71D

De tous ces lemmes, on déduit facilement ’existence d’un développement asymptotique pour
Tr(v;j(z, hD)E'(X)p). En utilisant d’autre part, les formules (2.6) et (2.11), on constate qu’on
a démontré le théoreme (2.4.1).
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2.4.6 Amélioration possible

Pour des raisons uniquement techniques, on a supposé que la perturbation vérifiait
Q(h) = Qo € Si(1+w,—p—1),

avec une condition de non capture sur w + (Jg. Toutefois, il doit étre possible d’obtenir les
mémes résultats lorsque les symboles du développement de Q(h) vérifient la condition naturelle

Qj681(1_}—(“)’_10)081(1_{_(‘}7_]')3 ]ZO
Pour cela, il suffit de remplacer le symbole principal Q)¢ par
Qo(h) = Qo +hQ1+ -+ thQjo

avec jo assez grand, puisqu’alors Q(h) — Qo(h) € Si(1 + w,—p — 1). Seules les fonctions
de phases @4 introduites pour les construction d’Isozaki-Kitada vont a présent dépendre de
h; pour h assez petit, elle vont certainement dépendre de fagon C*° de h, car Qu(h) est
une perturbation C*° en h de @Qg. Pour construire ces fonctions de phases, il faudrait aussi
controler uniformément par rapport a h les trajectoires de

D+ Qo(h) , _ w+ Qolh)
o0& * Oz

23

dans des zones sortantes et entrantes indépendante de h (voir le paragraphe suivant ou on
montre qu’un tel controle est possible).

On ne détaillera pas cette partie, composée essentiellement de vérifications techniques, mais
il semble donc possible de s’affranchir de la restriction technique sur Q(h) — Q.

2.5 Moyennes de Riesz

Comme on I’a vu au cours de la démonstration du théoréme (2.4.1), si les opérateurs
<z >HF(@+Q—-A+i0)"! <z >* existent pour A\ € J avec p assez grand, alors on a la
formule asymptotique suivante : il existe ¢ € C'(‘)’O(Rd) telle que pour tout N > 0

N N
n'(\ ) = WTr(¢A;(x, hD)E'(N)) + > hTr(B (z,hD)(@ — A+ i0)"1))
j=0 Jj=0
+hOMNITr(RE(R) < 2 > (o - A +i0) 7 <z >0 4
RN Tr (R (h, A0 < 2 >N (o — Q = A +i0) ! <z >7¢)),

En effet, il suffit de relire la section précédente en explicitant le reste dans la formule d’Isozaki-
Kitada Ry (t, h) en utilisant les expressions (A.31), (A.32) et (A.33) de 'annexe A ainsi que
le fait suivant :

+

0 t
Jim e t(A+i0) / AgU (t — 5)A1Up(s) Agdsdt = —AgR(\ + i0) Ay Ry (X + i0) Ay
- 0 0

(voir aussi la formule (2.5)) si Ag, A1 et Ay sont des opérateurs grace auxquels cette limite
existe. En employant la méme méthode que Robert dans [41], on obtient le théoréme
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Théoréme 2.5.1 Si J C|0,+o00| est non critique pour w et w + Qo, et que :
il existe C >0 et hi >0, k >0 et p1 > 0 tels que

ll<z>"(@+Q—-Atir) L<a>H||<Ce” (2.13)

lorsque 0 < h < hi, 0 <7 <1, et XA € J, on obtient alors
]+ ‘
Ry(AMh) =01 ey (MR + O,
=0

7]+ €étant le plus petit entier > v, et Ry (A, h) le Riesz-mean d’ordre v défini par
A
Ry k) = [ = s

—0o0

Notons qu’on en déduit des asymptotiques pour les Riesz-means d’opérateurs différentiels
elliptiques : si P = po(D) avec pp(&) = Z| al=2m a,£® polyndme homogene elliptique positif
d’ordre 2m et V = v(x, D) opérateur différentiel symétrique d’ordre 2m & symbole principal
Vo dans S1(1+w, —p) tel que P+ V soit elliptique, et v(z, &) —vom(x,€) € Si(1+w,—p—1)
et s’il existe C' >0, u >0, \g > 0 et k > 0 tels que

l|<z>F(P+V-Atir) t<a>m||<Ce, A> N, |7] €0,1]

alors on a une estimation de la forme (2.13) pour & = h?™P et Q = h¥™V avec J voisinage
de 1, et d’autre part h?"n(A/h®™) = n(\, h) si n()\) est la fonction de Koplienko associée &
(P,P+V) et n(\ h) celle associée a (R*™P, h*™(P +V)).

On peut en déduire la formule de Weyl (v = 0) pour la fonction de Koplienko du couple
A=A,

a Vol(S41 d—1
n'(\) = )\2%/ (x/g(x) -1+ %tr((vjk(x))> dr+0ON 2 ), XA/ 40

avec vj(x) = gjr(x) — djk, si on a une estimation au voisinage de +oo de la forme
35> 0,k>0 telsque ||| <z>"*(=A;—A+ir) P <z>"5||= O(e/\k)

uniformément par rapport a 7 €]0,1]. Ici —A, désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami

Ay = (33)_1/4 Z axjg($)1/2gjk(x)axkg(x)_1/4v g(x):det(gjk(x))

1<j,k<d
associé a la métrique (¢7%(z)) = (gjx(z))~! telle que, pour tout « :
102(g7" (z) — 6j)| = O(< & >—P7le), p>d/2,

d;, désignant le symbole de Kronecker.
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2.6 Déterminant régularisé des matrices de diffusion

Soit A un opérateur compact, de spectre {y; ; j € N}, avec p; — 0 lorsque j — +o00.
Lorsque A est de classe trace ), [u;| < +00, et on définit le déterminant de 1 + A :

—+00

Det(1+ A) = [J(1+ py).
§=0

Lorsque A est de Hilbert-Schmidt, on sait seulement que }_, |12 < +oo et on définit le
déterminant régularisé, d’indice 2, de 1 + A par

+oo
Dety(1 4+ A) = [J(1 + p;)e
=0

En particulier, lorsque A est de classe trace, on a
Dety(1 + A) = Det(1 + A)er(A), (2.14)

Lemme 2.6.1 Si s > d/2 et A non critique pour w, lopérateur = < x >"°%: L*(R?) —
L%(%y) est de classe Hilbert-Schmidt de norme (2mwh)~%? (daA(EA))lmH <x>"%|re.

Démonstration : Soit A = =) < x >7% . Pour obtenir le résultat, il suffit de montrer que
A*A est de classe trace dans L?(R%) et que

Tr(A*A) = (27rh)d/ <z > dx/ doy.
PN
Montrons d’abord que A*A € S;. Comme c’est un opérateur positif, il suffit, en utilisant le
lemme de Fatou, de montrer que 7r(x; A*Ax;) est borné uniformément par rapport a j > 1,
si xj(x) = x(z/4) avec x € C§°(R?) valant 1 au voisinage de 0 et telle que 0 < x < 1. Or
x;A*Ax; est Popérateur de noyau y;(z) < z >7° Ky(2,y) < y >° x;(y) € C(R*) : sa
trace s’obtient donc en 'intégrant sur la diagonale si bien que

(27h)4Tr (x; A* Ax;) = / <x>% xj(x)de/E doy < || <z >"%|[32dor(Z))
A

ce qui nous donne une borne uniforme par rapport a j, et donc que A*A est de classe trace.
Puis le théoreme de convergence dominée montre que lim; T'r(x;A*Ax;) = Tr(A*A) ce qui

donne la valeur de (TT(A*A))I/ 2 qui est la norme cherchée. [J
Remarque : on déduit de ce lemme que < x >7° E} est également de Hilbert-Schmidt et
de méme norme.

Théoréme 2.6.2 Lorsque p > (d+1)/2, alors pour presque tout A € I C]0,+oo[ non critique
pour w, on a

Det>(S\(I)) = (2o (1 )=t (By)) (2.15)

En particulier Sx(I) — 1 est de classe Hilbert-Schmidt et By est de classe trace.
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Démonstration : Tout d’abord, le fait que Sy(I) € Sy et By € S; est une conséquence du
lemme précédent.

Le principe de la démonstration de (2.15) est simple : la formule est vraie pour @ +Qj, lorsque
Q; = o(x/§)Qp(x/4) donc par passage & la limite, on doit obtenir le résultat.

En effet, pour j assez grand, Q; ainsi défini est une p—perturbation et les matrices de diffusion
associée a (IJ—i—Qj sont des perturbations de classe trace de l'identité, donc, si en notant S; (1),
Aj et Bjy la matrice de diffusion et les opérateurs associés a @); (formule (2.2)) on obtient,
pour presque tout A € T

Deta(Sja(1)) = Det(S;a(1))e~ T (5:a(0=1)

e—2i7r(—§()\)—Tr(.Aj7A)) o~ 2imTr(B; 5)

lim Dety(SjA(I)) = Detz(Sx(1)) lim Tr(B;x) =Tr(By)

j——+oo J—+oo

pour presque tout A € I. De plus, pour presque tout A € I on a, par cyclicité de la trace

or,

T?“(.Aj,)\) = TT( N

Q;)
donc
ny(A) = &) +Tr(Ajn) — 1'(A).

Mais, on doit avoir une convergence ponctuelle en A, alors qu’a priori, on a seulement conver-
gence de 773. vers 1’ au sens des distributions. Pour montrer cette convergence ponctuelle, on
fait le raisonnement suivant :

si, pour tout A\ € I et j assez grand, 7; reste dans un borné de C(V1), V1 étant un voisinage
de )\¢ indépendant de j, on obtient 1’équicontinuité des 77; sur V. Comme, d’autre part n}
converge au sens des distributions, par le théoréme d’Ascoli-Arzela, on peut en extraire une
sous-suite, 7]9, qui converge dans C°(Vy), nécessairement vers 7/, ce qui donne le théoreme.

1l suffit donc de montrer I’équicontinuité de né- sur un certain V. Le choix de ce voisinage se
fait grace au lemme (2.3.3), puisque, si Ao ¢ opp(@ + Q), alors il existe un voisinage de A et
une constante ¢ > 0 telle que oy, (& + QJ) NV =0 et

| <z>(@+Q; —Atia) <z >"|||<e, YA€V, Va€]0,1], Vj>jo>> 1.

Alors, en relisant la démonstration du théoreme (2.4.1) (& h fixé) on montre que 7" reste
dans un borné de C°(V}); en effet tous les opérateurs en facteur de E’ ot Ej dépendent
continument de @, a condition de vérifier qu’il en est de méme pour les fonctions de phase
de la paramétrixe d’Isozaki-Kitada. C’est un corollaire simple de la proposition suivante, en
procédant comme dans [41] (on n’etudie que le cas des zones sortantes) dont la démonstration
est une simple adaptation de la proposition 2.1 de [16]. D’ou le théoréme. O

Le reste du paragraphe est consacré a la preuve de la proposition suivante, ou la notation
(zp(t,x, &), Cu(t,x,£)) désigne le flot hamiltonien de H (cf (2.2)).
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Proposition 2.6.3 Pour tout o €] — 1,1[ et tout I C]0,4o00[ non critique pour w, il eziste
R>0,e9>0 etc >0 tels que

lzm(t,2,8)] > eolz]
ICa(t,z,&) =& < eaa<az>""
|z (t, 2, &) — (z+tv(§)| < et<z>"7P

pour tous (x,&) € TT(I,R,0),t >0 et H=w+Qq, Qo décrivant un borné B de Sy(1+w, —p)
(Qo a valeurs réelles).
De plus, pour tout € > 0 assez petit, on a

(zu(t,2,€),Cu(t,z,€)) € T (I, eoR, 0 — €)

Avant de donner la démonstration de cette proposition, on donne deux lemmes ; il s’agit juste
d’adapter et de controler par rapport & H les estimations de Gérard et Martinez dans [16].

Lemme 2.6.4 Soit I un intervalle compact non critique pour w. Soit o €] — 1,1[. Alors, il
existe g > 0, €1 > 0 et Ry > 0 tels que, si v(§) = Vw(§),

(1= €0)*[o(€) + 2t < @, 0¢H (x, &) > +]z]> > er(|| + t|v(€)])?
pour tous t > 0, (x,&) € U7 (I, Ry, 0) et H=w + Qp, Qo € B.
Démonstration : On part de
@+ t0H (2, )7 = |af? + 2|0 H (2, €)* + 2t < x, 9 H(x,) >

[|? + o) ? + 2t < a,v(€) >

(|0 H (2, ) = [v(€)*) + 2t < 2,0 H (,€) — v(€) >
or [v(§)| > a >0 pour w(&) € I, et

‘a§H<x7£) - U(é.)’ < CO <z >*p7 Vo € Rde(g) el

avec Cp indépendant de H. On obtient donc pour |z| > Ry assez grand indépendant de H et
w()el:
@ + t0cH (,6)* = (1 = 6)%[0(€)|? — 2t(lo] + 8)|a] [v(€)] + |z

ou § — 0 lorsque Ry — +00. Comme
@+ 40 H (0, )2 — (a2 + EJo(€)? + 2t < 3,0 H > ) = £2(w(©)]? — |9cH %)

on a pour tout (z,&) € TT(I, Ry, o) et tout H, quitte & augmenter Ry

|z + 2 |v(&)* + 2t < 2,0:H (z,€) > > (1= ) (> — 2t(|o] + &)z [v(€)] + |2/
ou ¢’ — 0 lorsque Ry — +o00. De plus, on a

(@) — 2t(lo] + &)zl [v(€)] + |z* = (1 — (lo] +8")?) ||

donc, pour tout € €]0, 1] on a

(L= (O +2t < z,0¢H (,) > +|a|” (€ =P + (1= (o] + ")) |2
e (P(&)]* + |z[*)

avec €1 > 0 si &' est assez petit, ie pour Ry assez grand, d’ou le lemme. [

>
>
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Lemme 2.6.5 Il existe K compact de R? tel que
H(z, ) el =(gt,x, ) e K, VteR, VH =w+ Qo, Qv € B.
Démonstration : par conservation de ’énergie (et ’hypothese Py,), on a
H(z,§) = H(zu(t,2,8),Cu(t,2,§)) 2 co(1 + w(Ca(t, z,8))).

Comme H(z,§) € I compact et que limy w(§) = 400, on voit facilement que (g (¢, x, &) doit
rester dans un compact indépendant de t, H. (J

Démonstration de la proposition (2.6.3) : On part de l'identité

0 oOH
a|2H‘2 =2< 7(ZH7<H)7ZH >

¢
et on en déduit que

o2 9200 aCoc

> 2|ZH|2—01<ZH>_p

avec C1 > 0 ne dépendant pas de H, en utilisant le fait que CH: 0.H (zm, () ainsi que le
lemme précédent. On définit alors Ty (x, ) comme

sup{t > 0; |zm(s,z,§)| > Rp et 2| 2y (s)\2 —C1 < zp(s)>"P>2(1— 60)2v(§)2, Vs € [0,t]}

et on montre que pour R > 0 assez grand et indépendant de H on a Ty(z,§) = 400 pour
tout (z,€) € I (I, R, o). Il est clair que si R > Ry + 1, alors pour tout (z,&) € TH(I, R, 0) et
Qo € B,on a Ty(z,£) > 0. On a alors, par intégration sur [0, ] avec ¢t € [0, Ty (z,&)] :

0

a|ZH(t, z,6)* >2(1 — e)*tv(§)* +2 < z, a—H(m,f) >

23
et donc en intégrant a nouveau

(b, ) > |+ (1— ) 20(€)? + 2t <z, %—f@,o >

e1(|z] + to(€))? (2.16)

v

d’apres le lemme (2.6.4). En utilisant alors le fait que (g (t) — & = — f(f 0. H(zp(s),Cr(s))ds
et (2.16), on obtient

t
Cu(t,e.&) =€l < Co /0 (1+ [2] + sfo(€)])*~1ds
Oz <> (2.17)

A
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ou Cy, (3 ne dépendent pas de H. De méme, on obtient

t
2m (t,2,8) —x —tv(§)] < 02/0(1+|$|+5|v(£))_pd8

< Cst<a>"F (2.18)

dont on déduit que
l2m(t, 2,8)[ = |z 4+ to(§)]/2 > 2Ry

pour (z,€) € T (I, R, o) et R >> 1 indépendant de H. D’autre part, (2.16) et (2.17) montrent
que pour t € [0, Ty (x,&)], (z,£) e T (I,R,0) on a

2| 2y (4, O = Cr < zu(t,2,8) >77 = 20cH (zu, Ci)|* = Cr < zu(t,2,6) >7°
> 2(1- D)

quitte & augmenter R de fagon indépendante de (9 € B. On a donc
2| 2 (t,2,8))* = C1 < zu(t,,8) >7°> 2(1 — €)|v ()

sur [0, T (x,&)] avec Ty (x,&) > Th(x, &) ce qui prouve que, pour R assez grand Ty (z,§) =
+00. Le lemme est alors une conséquence facile de (2.16), (2.17) et (2.18). O



Chapitre 3

Formule de Levinson

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons donné, dans le cadre de la diffusion, une formule
asymptotique donnant la distribution spectrale d’ordre 2 (ie la dérivée seconde de la fonction
de Koplienko), ainsi qu'une formule exacte reliant une primitive de celle-ci & un déterminant
régularisé des matrices de diffusion. Ces formules permettent d’étudier us (A, h) sur des niveaux
d’énergie > 0 fixé ou lorsque A — 400, mais pas lorsque A — 0.

Le premier objectif de cette partie est de donner une expression “exacte” de la distribution
spectrale d’ordre p, toujours dans le cadre de la diffusion (opérateur non perturbé a coefficients
constants) ; formellement on va montrer que

up(N) = —% (% alim+0 arg Detp,(1 + Qo — \— ia)_l)) (3.1)

si u, est la distribution spectrale associée au couple (w,w + Q) avec w = w(hD). Remar-
quons qu’une telle formule nécessite que Q(& +i)~! € S, ce qui nous oblige & considérer des
perturbations relativement compactes. La formule ci-dessus est 1’extension naturelle de

E(N) = —% aEHJ}O arg Det(14 Q& — X —ia)™Y), pour presque tout A € R
donnant la fonction de Birman-Krein (primitive de u; lorsque Q est de classe trace.

Le second objectif de cette partie est de généraliser un résultat de Colin-de-Verdiere [11] et
Guillopé [18] (voir aussi Robert [44])pour des opérateurs de Schrédinger a potentiel a support
compact au cas d'un potentiel L?. Ces derniers ont démontré que, lorsque V & Cg° (R%) en
dimension d # 1 impaire, si on note £(\) la fonction de Birman-Krein asociée & —A, —A +V
alors

too g Kl
> A+ (N + €)dor :/ )\ka( D s AP (V) dA
j=1 0 =1
si A1, , AN sont les valeurs propres strictement négatives de —A + V, répétées avec leurs

multiplicités, Ny est la multiplicité de 0 comme valeur propre, ¢ = 1/2 si 0 est résonance
(e = 0 sinon) et les s; sont les coefficients du développement asymptotique en +o00, {(A) ~

79
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>oisy AP
On va montrer une formule analogue lorsque d = 3 et

OV(x)=0(<z>"rlehy,  p>5/2

pour tout « ; dans ce cas, on remplace la fonction de Birman-Krein par la dérivée de la fonction
de Koplienko, puisque V n’est pas intégrable mais L?. Pour établir ce type de résultat, on
doit étudier ' (ou §) au voisinage de 0 (& partir de la formule (3.1)); en particulier, il faut
calculer le saut en 0 : 7' (+0) —7/(—0) qui dépend de la nature de 0 dans le spectre de —A+V
(résonance, valeur propre). Lorsque V' est a support compact, on a assez de décroissance pour
utiliser le développement de la résolvante (—A — z)~! (donné par Jensen-Kato [26]) & un
ordre suffisament élevé; avec notre choix de potentiel, ce n’est plus possible, raisons pour
laquelle on se limitera au cas o‘u 0 est régulier (ni résonance, ni valeur propre) puisque alors,
il est possible de montrer que 71’ est continue en 0. Notons que, selon Jensen-Kato, 0 est
génériqguement régulier. Pour I’étude au voisinage de 0, on utilise essentiellement Jensen-Kato
[26] ; pour aborder des problemes similaires en dimension plus grande, mentionnons ’existence
d’un autre article de Jensen [25] ainsi qu'un travail récent de Jensen-Nenciu [27].

Dans tout ce chapitre, on va utiliser des arguments de fonctions holomorphes, c¢’est pourquoi
on fixe quelques notations et résultats élihentaires dans le paragrahe qui suit.

3.2 Log complexes

Soit ¢(z) une fonction holomorphe sur Ct = {z ; (z) > 0} ne s’annulant pas. On veut

définir une branche de Logy(z) c’est-a-dire une fonction holomorphe sur C* telle que
exp (Logp(2)) = ¢(2), VzeCT.

Si ¢ prend ses valeurs dans C privé d’une demi-droite d’origine 0, il suffit de considérer
log (cp(z)), log désignant une détermination de la fonction logarithme sur ce plan coupé ; mais
on veut pouvoir tourner autour de 0 ce qui impose les constructions qui vont suivre.

Proposition 3.2.1 Supposons que

li —1.
o v(2)

R(z)=x(

Alors, il existe une unique fonction holomorphe sur CT que l’on notera Log.,p(z) telle que

exp (Logayp(2)) = ¢(2), VzeCH, (32)
C\(l)im+ Logz,p(z) = 0. (3.3)
\?R?z)::vgo

Démonstration : wunicité. Si Li(z) et La(z) sont deux solutions, (3.2) montre que Li(z) —
Lo(z) € 2inZ et donc, par connexité de CT, que Ly — Lo est constante. Cette constante est
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nulle d’apres (3.3).
Ezistence : par dérivation de (3.2), on voit que nécessairement on doit avoir

¢'(2)
p(z)

d
dz LOgCL‘OSD(Z) =

D’autre part, pour yo > 0 assez grand, il est clair que Logs,p(zo + iy) := log (cp(:):o + zy)) est
solution sur {xo } +i[yo, +00[, si log désigne la détermination principale (usuelle) du logarithme.
Notons alors zg = xg + iyo et [20, 2| le segment joignant zo a z. Alors

Logzyp(2) :=log (¢(20)) —1—/[ ] SZ((:Z)) du, zeC* (3.4)

est solution, car elle est holomorphe sur CT, et vaut log (¢(zo + iy)) sur {zo} + i[yo, +00[
donc exp (Logz,¢(2)) = ¢(z) sur un ensemble possedant un point d’accumulation. Dot la
proposition. [J

Remarquons que si, ¢1, - - , @, vérifient les mémes hypotheses que ¢ alors
n n
Logy, H ©i(z) = Z Logz,pj(2), VzeCh (3.5)
j=1 J=1

puisque cette relation est vraie sur {xo} + i[yn, +00[ avec y,, assez grand.
Remarquons également que si ¢(z +iy) — 1 uniformément sur [zg, z;] lorsque y — +oo alors

Logy,p = Logz, .

On peut alors donner la

Définition 3.2.2 On dira que ¢ admet un Log sur CT si, ¢ est une fonction holomorphe
sur CT qui ne s’annule pas, telle que, pour tout [xg, 1] C R

lirf o(x +1iy) =1, wuniformément par rapport 4 x € [xg, x1].
y—+oo

On notera alors Logy 'unique fonction holomorphe sur CT telle que

exp (Logp(z)) = ¢(z), z € C* et s(zl)iﬂoo Logy(z) = 0.
R(z)=cste

On définit également ’argument par

arg p(z) = %(Loggo(z)).
On a alors une premiere propriété :

Proposition 3.2.3 Soit (¢,), une suite de fonctions admettant un Log sur Ct et conver-
geant uniformément sur tout compact de C* vers o, ¢ admettant également un Log sur CT.
Alors

lim Logyp, = Logy

n—-+4o0o

uniformément sur tout compact de C™.
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Démonstration : c’est une conséquence immédiate de la formule (3.4), en remarquant
qu’on peut choisir yo indépendant de n > ng >> 1 tel que |1 — ¢, (zo + iy)| < 1/2 pour tous
Y € [yo,yo + 1] et n > ny. O
Notre objectif est d’étudier des limites de la forme

lim L ]
L 0go(A +ic)

et de les comparer & lim,,_, ;o limy— 19 Logyy, (A +ia). Cest la raison pour laquelle on énonce
le résultat suivant.

Proposition 3.2.4 Soient (p,)nen et ¢ des fonctions admettant un Log sur C™.
Supposons que @, et @ aient des prolongements continus a [a,b] + [0, +o0o[ qui ne s’annulent
pas sur [a,b).
Alors Logypy, et Logp ont des prolongements continus d [a,b] + i]0,+oo[, dont on note les
restrictions a [a,b] Logpy (. +1i0) et Logy(. + i0).
De plus, si @, converge vers ¢ uniformément sur [a,b] + i]0,1] et sur tout compact de C*
alors

lim Logpn (A +i0) = Logyp(A + i0)

n—-+00
uniformément sur [a,b].

Démonstration : Soit \g € [a,b] et posons e = p(\g) avec r > 0 (on identifiera ¢ et @y,
avec leurs prolongement sur [a, b]). Alors pour € > 0 assez petit,

r .
o(2) —po)l < 7, 2= Aol =€ 2 €[a, 0] +14[0,1]
et donc, pour n > ng assez grand
r .
|90n(2)—<,0()\0)‘ < 57 ‘Z_)‘0| Se? KAS [a,b]+z[0, 1]

ce qui nous permet de considérer log (¢n(z)) et log (¢(2)) sur [a,b] + i[0,1] N B(Ao, €) si log
est une détermination du logarithme sur C \ e/®+™[0, +-00[. Or on a

Logen(z) — log(en(2)) = 2inky, et Logp(z) — log(p(2)) = 2ink

avec ky, et k des entiers relatifs (indépendant de z) ; donc si on fixe z € [a, b] +14]0, 1]N B (Ao, €),
comme lim Logyy, (z) = Logp(z) et limlog (¢n(2)) = log (¢(z)), on obtient que limk, = k
c’est-a-dire que k, = k pour n assez grand. La proposition est alors une conséquence facile du
fait que, pour n assez grand (indépendant de z), sur [a,b] +4]0,1] N B(Ag,€), on a

Logpn(z) = log(¢n(z)) + 2ikm,
Logp(z) = log (p(z)) + 2ikm. O

3.3 Perturbations relativement compactes a courte portée
Le but de ce paragraphe est de donner une expression de u,(\) pour le couple w,w + Q

lorsque @ = w(hD) et
QesSi((l+w) <E>"",—p).
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Dans ce cas Q est une perturbation relativement compacte de @ puisque

Q—2)7"€Sy,  2¢0(@)

ce qui permet d’utiliser les quantités
Det,(1+ Q& — 2)71)

sip>d/petr>d/p. On va étudier u, sur le spectre absolument continu de & + Q ce qui
nous conduit a utiliser le principe d’absorption limite, raison pour laquelle on devra choisir
par la suite p > 1 + d/p. On commence en supposant que

Q € S(R?).

A partir des résultat du lemme (2.3.3), on démontre facilement le

Lemme 3.3.1 Pour tous v > 1/2, et \g > 0 non critique pour w, il existe s9 > 0 et V
voisinage de \g dans C tel que < x >7" (0 + sQ — z)~t < & >7V reste dans un borné de
L(L?) pour 0 < s<sgetzeV\R.

De plus opp(0 + 5Q) =0 et

<>V (0+sQ-A+i0) <>

est C™ sur [0, so] (en norme d’opérateur) avec ses dérivées successives dans Sy. La dérivée
k—ieme par rapport a s est :

~

(—D*E <2 > (0+sQ-A+i0) QO +5Q - A£i0) L QO+ sQ - A+£i0) <z >

et est continue par rapport a (A, s) € (VNR) x [0, so].

Comme Q est une perturbation de classe trace de @ la fonction de Birman-Krein £ est bien
définie et intégrable; de plus, on a (cf le chapitre 8 de [50])

Tr(fe+Q) — (&) = / 30

1
avec £(A) = —— hrﬁ arg D(\ + ia), pour presque tout A € R
T a—
et D(z) = Det(1+ Qo — 2)71), 3(z) >0

ot arg D(z) = S(Log(D(2))), Log(D(z)) désignant I'unique fonction holomorphe sur $(z) >
0 telle que :
exp (Log(D(2))) = D(z), S(z) >0 et lim Log(D(z)) =0.

S(z)— o0
R(z)=cste

D’autre part, si f € C§°(JA1, A2]), |A1, A2[C]0, +00] intervalle non critique pour w, alors pour

s assez petit la formule de Birman-Solomyak et le lemme (3.3.1) nous donnent

TT‘(—

e f@+35Q) = Tr(Qf’(cD+sQ)) (3.6)

_ / F'O=3 (Tr(Q@ +5Q — A —i0)"") ) dx (3.7)
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puisque, par la formule de Stone,

~ OF,
Tr (Q I

)= 28 (Tr(Q@ +5Q - A~ i0) ™))

si Fs désigne la résolution spectrale de @ + Q.
On en déduit que

dk ~ A / v Al A -\ —1 —v\k
Tr(S5 @+ 5Q)) =ck/f<x>%(Tr((<x> Q@ +sQ - A=) <z >)"))ax,
avec cp = (—1)F(k — 1)lx~ L.

Cela prouve que la distribution f — (k!)~'Tr((d/ds)" f(& + SQ))
fonction suivante :
(=D*

km

ot on doit comprendre Tr((@(d) — A —i0)"1)*) comme

, est, sur Ao, A1, la

ls=

S (Tr((@@ - A—i0)H)"))

Tri(<z>"Q<z>'<z>"" (- X—i0)"' <z >"")F) (3.8)

qui est C'°° car v peut étre choisi aussi grand qu’on veut.
Rappelons enfin que si A € S;, et p > 1 est un entier, on a (voir encore Yafaev [50])

1 _1>k

k

i)
I
—~

Dety(1+ A) = Det(1+ A)exp ( Tr(AF)). (3.9)

b
Il

1

Tenant compte de ces formules, on a démontré une partie de la

Proposition 3.3.2 Soient Q € S(R?®) et |\, A1[C]0, +0o[ un intervalle non critique pour
w tel que |Xo, Ai[Nopp(H + Q) = 0. Alors, up, la distribution spectrale d’ordre p, est C* sur
| Ao, A1 et on a :

d

1 A . N1
up(A) = 0 <; all)lzlro arg Det,(1+ Q(& — X — ia) )) )

le terme de droite étant la dérivée au sens des distribution d’une fonction continue.

Démonstration : par la formule (3.9), on a

LogDet, (1+ Q& —2)") = Log Det(1+ 0@ -2 + 3 v (G - 7)),

ou on peut remplacer Q(d} —2)7 ! par <z >V Q(d) —2)71 <2 >77 pour tout v > 1/2, en
utilisant la cyclicité de la trace et le fait que Det(1 +UAU™!) = Det(1 + A).

De plus, < z >” Q(& — A —ia)~! < 2 >~ converge lorsque a — +0 dans C°(JAg, Ai[, S1) si
v>1/2, vers < z >Y Q(0—A—i0)"! < 2 >, donc Detp(l—l—Q(d)—z)_l) a un prolongement
continu & |Ag, A1[+4[0, +00].

Montrons que ce prolongement ne s’annule pas : cela revient a montrer que 1+ < = >"
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Q& — X —1i0)~' < & >V est inversible, pour tout A €]Ao, A1[. C’est une conséquence triviale
du fait que 1+ < z > Q(@ — A —i0)~! <  >7" est la limite, en norme d’opérateurs, de
<z> @+Q—X—ia)(@— X —ia)"t <z >7Y qui admet pour inverse

<z>(0-A—ia)@+Q-A—ia) t<z>TV=1-<z> QW+ Q- N—ia) <z >7"
qui converge pour la méme topologie, lorsque o — 40, si A ¢ opp (@ + Q), prouvant ainsi que
Pinverse de (1+ < z >” Qo —A—i0) <z >" )71 =l-<z>QW+Q—-X—i0)"! <
x >"" . On est donc en position d’appliquer la proposition (3.2.4), qui nous donne :

1 A 1
- ali)mw arg Detp(1+ Q0 — X —ia) ") =

= :
5()‘)_% (Z T’I”((<.T>V Q(@—)\—iO)_l <x>—u)k))

7k
k=0

avec un membre de gauche continu et un membre de droite qui, testé contre —f" (f €
C5°([a, b)), vaut < up, f >, d’ot le résultat. O

Par passage a la limite,Aon va obtenir le théoreme suivant qui, notons le, donne u,(\) également
sur | — 00, 0[\opp(@ + Q).
Théoréme 3.3.3 Soit Q € Si((1+w) <& >"",—p) avecr >d/p et p>1+d/p.
Soit Jho, M[C R\ {0} tel que app(@ + Q)N Ao, Mi[= 0. On suppose en plus que X, \1| est non
critique pour w st |\, A\1[C]0, +00.
Alors

arg Det,(1 + Qo — X\ — i0)~') := lim arg Det,(1+ Qo —A— i)™, A €] X0, A1

a—+0
existe et est une fonction continue; de plus on a dans D'(J\g, A1]) -

d

up(N) = Y <71T arg Dety(1+ Qo — X\ — iO)_1)> .

Démonstration : Il existe Q; € S(R??) telle que

.liI_iI_l Q; = @Q dans SO((l +w) < > —p’), Vo' <r p<p.
j—o0

Si on note u,; la p—ieme distribution spectrale associée au couple w,w + Qj, on sait déja
que lim;_, 4o up; = up dans D'(R); pour obtenir le théoreme, il suffit donc de montrer, en
utilisant la proposition (3.2.4), que, pour tout A €]A\g, A1], il existe € > 0 et jo > 0 tels que

Det,(1+ Qi — X\ — ia)™!) et Det,(1 + Qo — X\ — i)™t

ont des prolongements continus a [A — €, A + €] + [0, co[ qui ne s’annulent pas, pour j > jj et
que

lim Dety(1+ Qj(@ — A —ia)™!) = Det,(1+ Q& — A —ia) ") (3.10)

jotoo
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uniformément sur [A\g — €, Ao + €] + 4]0, 1].
Commencons par remarquer qu’on peut écrire Detp(l +Qw—\— ia)_l) sous la forme

Dety(1+ <2 > QU +@) ' <a>'<a > (1+0)(@ - A —ia) ' <z >7")

pour tout v > 1/2 tel que p — 2v > d/p. < & >¥ Q(1 4+ &)~ < = > est alors dans
S, et le deuxieme facteur a un prolongement continu sur |\, A;[+i[0, +o0[, & valeurs dans
L(L?), d’apres [28]. On fait de méme pour Det,(1+Q;(& — A —ia)~") qui va alors converger
uniformément sur [\, Aj] + )0, 1] (avec [Ay, Aj] C]Ao, A1[) puisque

-1 v

lim <z > Qil+0) P <a>r=<z>" Q1 +d)
J—T00

<zT>

la convergence ayant lieu dans S,.
Il reste a vérifier ces prolongements ne s’annulent pas sur le bord. Fixons A €]Ag, A[. On sait
qu’il existe e > 0 tel que pour j > jo assez grand, [A —e, A +¢€] ﬁapp(dj—i—Qj) = () donc 'inverse
de 14+ < >" Q;(0 — XA —ia)~' <z > qui est

1- <z >” Qj(dj—i—Q—)\—ia)_l <z>""
converge en norme d’opérateur, pour A € [A — €, A + €] prouvant ainsi que I'inverse de 1+ <
x> Qi(0—X—i0)"t <z > (resp. 14+ < x> Q(& — A —i0)"! <z >7) est 1— < x >V
Qi+ Qj —A—i0)t <2 > (resp. 1— <> QW+ Q — X\ —i0)~' <z >""). Les Det,
ne s’annulent pas, ce qui termine la démonstration dans le cas ol [\, A\1[C]0, +o0].
Si JAg, A1[C] — o0, 0], alors pour toute f € C3°(JAo, A1]) on a

k

d
TG +sQ) _, =0

|s:0

pour tout k > 0 puisque & + sQ > —e(s) avec lim; . €(s) = 0. De plus, pour tout [Ay, Aj] C
Ao, A1 il existe jo tel que pour tout j > jo opp(@w + Q;) N[Ny, \j] = 0 donc

upj(A) =up(A) =0 sur [Xg, X]]

et donc )
arg Det,(1+ Q;(@w — N =0jecC sur [Ah, ).

Comme cette fonction converge uniformément sur [Aj, \j] vers
arg Det,(1 + Qo — AN

celle-ci est également constante sur l'intervalle considérée et sa dérivée coincide bien avec u,,
d’ou la proposition. [

Corollaire 3.3.4 Si on considére les opérateurs
& = p(D) et ©+Q=p(D)+ A(z,D)

avec p(§) = Zw:?m Pa€® polynéme homogéne elliptique positif d’ordre 2m et
A(z, D) = 3 |<2m ta(@) D dont les coefficients aq(x) vérifient

0%aa(2)| < Cg <z >V vVap
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alors, au voisinage de tout point N\g # 0 qui n’est pas une valeur propre de p(D) + A(x, D),
on a

up(A) = —% <%arg Det,(1+ A(z, D)(p(D) — X — iO)l))

avec p>1+d/p et d/p < 2m — 1.
En particulier, si p(D) = —A et A(x,D) = V(x) au voisinage de tout Ay qui n’est pas une
valeur propre négative ou nulle de —A+V on a

up(A) = —% (%arg Det, (14 A(z, D)(p(D) — X — iO)l))

pour tout p tel que p>1+d/p et d/p < 1.
Remarque : article [12] donne un certain nombre de cas dans lesquels o, (p(D)+A(z, D))N|0, +o00[=

(. En particulier, il montre le résultat classique : op,(—A + A(z, D))N]0, +oo[= 0 pour une
perturbation d’ordre 1 & courte portée (p > 1).

3.4 Le cas particulier du Laplacien

Dans ce paragraphe, on se place dans R? et on veut étudier la dérivée de la fonction de
Koplienko 7/, au voisinage de 0 pour le couple d’opérateurs

-A, -A+V  avec 10°V (z)| < Cp <z >"P7101 p>5/2,
D’apres Jensen-Kato [26], on sait que pour tout v,/ > 1/2 tels que v + v/ > 2, 'application

ze<e >V (A —2) <>V

définie pour (z) > 0, a un prolongement continu sur I(z) > 0 & valeurs dans £(L?), et en
particulier

llir(l) <z>V(-A—z2)l<z>V=<a>VG<z > dans L(L?),
ot G est 'opérateur de noyau (47|z — y|)~'. Rappelons la
Définition 3.4.1 ([26]) 0 est dit point régulier si
1+VGy:L? — L?
est inversible, (L2 = L?(< x > dx)) ou de fagon équivalente, si
1+ <z>VGy<z>":L?— L?

est inversible.
Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.4.2 Si 0 est régulier, il existe eg > 0 tel que 1 soit continue sur [—e, €g].
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Démonstration : Si V est a support compact, la fonction de Birman-Krein £ du couple
—A, —A+V est définie et si 0 est régulier, on sait qu’elle est continue en 0 (cf [18]) et constante
sur [—¢€g, 0] pour un €y > 0. D’autre part, on sait que

n =€) + A% x (27r)—3V05(52)/V(x)dx

qui est C* sur ]0, +oo]. 1’ est donc continue au voisinage de 0 lorsque V' est & support compact
et 0 régulier pour V.

Pour obtenir la proposition, il suffit donc de démontrer que 173-, (fonction de Koplienko associée
aV;=x(z/j)Vx(z/j)) converge uniformément sur [—eg, €o], pour un €y > 0 indépendant de
j. Or, on a vu dans le paragraphe précédent que sur |0, +o0o][ (resp | — €p,0]) on a

1
n;(\) = —;argDetg(l + Vi(—=A=X—i0)"") +ky; (resp. k_;)

ou k4 j sont des constantes. On va donc montrer successivement

)\limo argDets (1 4+ Vi(—A =X —i0)7!) = )\limo argDets (1 4+ V;(—A = X)71)
— ——

ce qui prouve que ki ; = k_ ; = kj, puis que
argDets(1 4+ V;(—A — X —i0) ") converge uniformément

sur [—€g, 0[U]0, €o]. On en déduit que 7} — k; converge dans C%([—eo, €0]); comme 1; converge
vers 7' dans D', k; est une suite convergente, donc 7 converge dans C([—e€0, €0])-

Lemme 3.4.3 Supposons 0 régulier pour V. Soit x € Cgo(Rd) valant 1 prés de 0. Posons

Vi(z) = x(2/5)V(z)x(z/5)-
Il existe eg > 0 et jo > 0 tels que, si p>2+d/p

Dety(1+V(=A—=X—i0)"") # 0 ¥V XE [—ep, 0],
Dety(1+Vi(~A—=X—i0)"") # 0 YV AE [~ e, V37> o,

de plus
argDety(1 + Vj(=A = X —i0)"') — argDet,(1 + V(=A — X —i0)™1), Jj — 400

uniformément sur [—eg, €]

Démonstration : si v > 1 vérifie p — 2v > d/p, 'opérateur
AN =<z >V <r>'<z>" (-A-XA—i0) <z >7"

est continu sur R & valeurs dans S, de plus par régularité de 0, on sait que Det,(1+A(0)) # 0,
donc pour ¢ assez petit, on a |Det,(1+ A(N))| > € pour A € [—ep, €0 et comme d’autre part

AN =<z >"Vij<z>'<az >V (-A-X—i0)"' <z >V AN
dans S, uniformément sur [—ep, €], on a, pour jo >> 1

|Det,(1+ A;(N)] > €/2, Jj > Jo, AE [—¢€o, €]
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La proposition (3.2.4) donne alors facilement le lemme. [J
En utilisant la proposition (3.2.4), on obtient que

arg Dety(1+ Vj(—=A — X —i0)™1), arg Dety(1+V(=A — X —i0)"1) € C%([—eo, €0)).

Comme par ailleurs

arg Dety(14+ A) = arg Dety(1+ A) — S(Tr(AR)) (3.11)

on va étudier les fonction I (Tr((V(—A — X —i0)~1)F)).

Lemme 3.4.4 Pour tout entier k > 2 on a

Jim S (Tr((V(—A A iO)_l)k)) —0.

Démonstration : Pour tout z € C\ R on a
) (Tr((V(—A - z)_l)k)> - QiiTr((V(—A — )Y - (V(—A —2)7Hk) (3.12)

et d’autre part, une récurrence immédiate montre que (V(—A — z)*l)k — (V(—A — 2)*1)16 =

E
—

V(A =2 )Y V(A -2 — (A —2) ) (V(-a -z~ ) (3.13)

<.
Il
o

On en déduit que pour v > 1 tel que p — v > 3/2, on a, pour un certain C' > 0 indépendant
de A

S (Tr((V(=A = A—i0)"1)9)) | <
Clll<az>""(-A-Xx—i0) <> <z>VE ANV <z>"||h

et comme < z >Y VE) (A\)V <z >Y> 0 sa norme trace est égale & sa trace qui vaut
c/ <z > V(z)dzv\
R3

d’ott le résultat puisque ||| <z >7% (=A — X —i0)~! < 2 >77 ||| est borné au voisinage de 0
siv>1.0
Comme pour A< 0Oet k> 2
S (Tr((v(-a =) =0
le lemme prouve que

& (TT((V(—A —A— iO)*l)k)> 1)0, 00| €st continue sur R

si 1)9 00| est la fonction caractéristique de ]0, +-co[. D’autre part, on a le
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Lemme 3.4.5 Pour tout entier k > 2,

S (Tr((Vi(=A = A= i0)7)%) ) 1jg oo = S (Tr((V(=A = A= i0)7)¥) ) 19 1)

uniformément sur tout compact de R.

Démonstration : En reprenant la démonstration du lemme précédent, on voit facilement
que, si v > 1 vérifie p — v > 3/2, on a, avec C' > 0 indépendant de j et A

S (Tr((V(~A = A—i0) ™)) =3 (Tr((V(-a - A—i0) ) | < c/vf(x)dm}f
(avec V,, =<z >" V) si bien que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
S (Tr((Vi(=a = A= i0)1))) =S (Tr((V(-a = A= i0))F)) | < e
pour tout j > 1 et tout A € [—§,d]. Par ailleurs, pour tout / > 1/2 tel que p — 2" > 3/2
<z>Vi(—A-X—i0) <>V o< > V(A-A—i0) <z >
dans S uniformément sur tout compact de ]0, 4o0].

On en déduit facilement le lemme. [J
fin de la démonstration de la proposition : sur [—ep, 0[U]0, €] on a

arg Deta(1+ Vj(—=A — X —i0)™') = arg Det,(1 + V;(—=A — X —i0)™ )
p—1
=SS ((CDF R (V=2 = X = i0) 7)) ) T o
k=2
et comme le membre de droite est continu en 0 on obtient
)\lirﬂo argDety (1 + Vi(—A — X — 2'0)_1) = ,\hmo argDety (1 + Vi(—A — )\)_1).
D’autre part, les lemmes (3.4.3) et (3.4.5) montrent que
argDets(1 4+ Vj(=A — X —i0)"') — argDety(1 + V(=A — X —i0)1), J— +o0

uniformément sur [—ep, 0[U]0, €g] d’ou le résultat, en vertu de la discussion du début. OJ

3.5 Formule de Levinson
Plagons nous en dimension d = 3 et considérons les opérateurs
b=-A,  O+Q=-A+V

ou V est une fonction C* a valeurs réelles telle que, pour tout multi-indice «

V(@) = O(< x> lly . ps g (3.14)
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Il est bien connu que le spectre de —A 4+ V est composé d’un nombre fini de valeurs propres
négatives ou nulles de multiplicité finie, par le principe de Birman-Schwinger (voir le tome
IV de [38]) et d’un spectre absolument continu sur [0,4o00[. Comme p > d/2, la fonction de
Koplienko 7(\) est bien définie, C*° sur |0, +o0[ et d’apres le paragraphe précédent, on sait
que si 0 est régulier, 7’ est continue au voisinage de 0. Cette connaissance de n’ au voisinage
de 0 ainsi que l'existence d’un développement asymptotique de n” vont nous permettre de
montrer le

Théoréme 3.5.1 (formule de Levinson généralisée) Supposons que 0 est régulier.
Alors pour tout entier k > 0, on a

+oo
=, [ St
A, <0 ‘ € 1=3

ot n"(N) ~ 3 yg g N¥27 (cf corollaire (2.1.5)) et les \; sont les valeurs propres négatives de
~A+V. -

Démonstration : On procede comme dans [18].

Pour R(z) suffisament grand, < us(A), (A — E)~* > est bien définie, et cela pour tout F tel
que R(E) < inf (0(—A),0(—A +V)) (théoréme (1.3.8)). De plus, on sait que sur | — oo, 0],
(corollaire (1.3.3))

() =ua(N) = Y 6= N),

A;<0
d(A) étant la masse de Dirac en 0. Comme 7’ est continue au voisinage de 0, on obtient le
Lemme 3.5.2
+o0

<up(\),(A=E)*>=> (N —E) " + Jim 7" (N (A = E)2d\ (3.15)
;<0 €

Démonstration : Comme 7 est C* sur |0, +o00|, on a, par intégration par parties

400 +o0
/ n(A)e" (N = / 1'(NS(N)dX +n'(€)p(e) = n(€)d'(e),  €>0,

et ¢ € C™ & décroissance assez rapide a 'infini. D’autre part, n’ est une fonction en escalier
sur | — 00, 0[, constante sur | — €p, 0] pour un certain ¢y > 0 donc

—€

Jm [ n(N)¢"(N)dr = §0¢<Aj> —7'(=0)¢(0) + n(=0)¢'(0)
dont on déduit que < ug, ¢ > s’écrit
;0 9(y) + lim, TGN+ (1 (+0) o/ (-0)6(0) — (1(+0) — n(~0)(0)
i< ‘
la limite étant défine car lim._, 17 (€) existe. On en déduit (3.15)

D’autre part, on a aussi le
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Lemme 3.5.3 Il existe C > 0 tel que, lorsque R(z) > C
+oo
Ew— f(E,2) = lirJrrlo (A — E)*n"(\)dA\

est holomorphe sur R(E) < 0.

Démonstration : par continuité de ' en 0 on a
+0o0
B =2 [ O By ldA -y 0)(-E)
0

ott (A — E)¥ = ¢¥198(A=F) og étant la détermination principale du logarithme sur C\ [0, +o0[;
cela donne clairement ’holomorphie de f(F, z) pour R(E) < 0.
Démonstration du théoreéme : On sait qu’au sens des développements asymptotiques au

voisinage de +00, on a
3
" )\) ~ Zal)\i_l,

>3

et comme, pour tout F tel que R(F) <0Oet v € Ron a

X~ bi(v, E)(A - E)”

Jj=0

avec bj(v, E) holomorphe par rapport a E et b;(v, E) — 0 lorsque E — 0, on a donc

")~ (BN~ B):

>3

ce qui définit les ay(F), avec limg_.o a;(E) = «y, et a;(E) holomorphe par rapport a E. Ce
développement nous permet d’écrire f(FE,z) comme

too k+2 k+2 (—E)g_l_z
li A— E)Fd)\ + —
S | Zaz ~( )~ lz;az i

qui devient alors holomorphe sur (z) > —k — 1/2.
En évaluant, alors en z = —k, k € N avec le corollaire (1.3.9), on obtient, pour R(E) <

inf (0(—A),0(-A+V))

k+2 S—l+k
E)2
0 =
> +Zaz — S
A;<0 2
k+2
+ lim Zal H(x = E)kan. (3.16)

e—40

Le membre de droite est holomorphe en E pour R(E) < 0, ce qui nous autorise a faire tendre
FE vers 0 et nous donne le théoreme. [



Annexe A

Opérateurs intégraux de Fourier

Le but principal de cette annexe est de montrer un théoréeme d’Egorov disant que

Jo(a,h)c(x,hD)J,(b,h)* = ci(z,hD,h)
Jo(b,h)*c(x,hD)Jy(a,h) = co(x,hD,h)

si Jy(a, h) est un opérateur intégral de Fourier a phase réelle de la forme
Jo(a, hyu(z) = (2rh) ™4 / / et (P@O-<vE) o Yuly)dyde,  Vu € S(RY).
Pour cela, on est conduit a montrer que
(27Th)_d/e%<x_y’§>d(fn,y,£)d£

est le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel a?(w, hD,h), avec cZ(h) dans les classes de sym-
boles que nous utilisons, sous certaines conditions de tempérence sur d.

Ces résultats sont essentiellement connus (voir par exemple Robert [39]), mais on détaille les
démonstrations car on a besoin de connaitre assez précisément les symboles des opérateurs
obtenus par le théoréme d’Egorov pour démontrer la proposition (2.4.8) qui est un point clef
du théoreme (2.4.1).

A.1 Opérateurs pseudo-différentiels

Soit p(£) un poids, c’est-a-dire une fonction > 0 telle que

Vo, Jeq |3?p(f)| < ca(p(§))
Je>0, My >0, p(n) < cp§) <&—n>" vn¢eR”

Définition A.1.1 Ss(p, p, p') est Uespace des fonctions a € C®(R3?) telles que, pour tous
k,k' € N il existe k" € N (ne dépendant que de k et k') et C (B, k, k') vérifiant

020y 0 ale,y.§)] < Cp(€) < x> <y >N < g —y SV

pour tous a, o', B multi-indices tels que || < k et |a < K.

93
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Les meilleures constantes possibles C' définissent des semi-normes qui donnent la topologie de

Ss(ppsp")-
On peut alors définir, au sens des intégrales oscillantes, la distribution suivante (dans D’(R??))

un(z,y) = (2rh) / e <TVE (0, y, ) a € Sslp, p, o).

La proposition suivante dit que cette distribution est le noyau de Schwartz d’un opérateur
pseudo-différentiel & symbole dans Ss(p, p + p’) (classe définie au paragraphe (1.2)).

Proposition A.1.2 Soit a € Ss(p,p,p').
Pour tout o € [0,1], il existe ay(h) € Ss(p,p + p') tel que

up(x,y) = (27rh)d/e;i<zy7£>ag(ax + (1 — o)y, & h)dE
o, pour tout N > 0
/ 3380‘/D0‘+°"a [E, ,
ay(x, &, h) = Z plata’| y € (z,y,8)

|a+al|[<N

ala!! ‘x:y(U - 1)|a|0—|0‘/‘ +hNTN(x>£7h)

avec a — ry(h) linéaire et équicontinue de Ss(p, p,p') dans Ss(p,p+ p' — NJ).

Démonstration : on part de la formule classique (cf [21], [39] par exemple)

4o (2,6, 1) = (2mh) / / eHUTa(a 4 (0 — Dy, a + oy,n + E)dndy

et on applique la formule de Taylor avec reste intégral a a. On obtient le développement
annoncé et une combinaison linéaire (& coefficients universels) de restes de la forme :

. 1 A ,
(2mh) 4 / / e~ h<yn> / (8?8;‘,8?@@ +t(o — D)y, z + toy, £ + tn)t! dty® T nPdydn
0

avec l[a+a' +f3|=Netj<N-1.
Utilisant le fait que (ih@n)o‘““/ exp(—7 < y,n >) = yoto! exp(—7 < y,n >), on rééerit
I'intégrale ci-dessus comme combinaison linéaire des

plocta’l—d / P Preh < (9205 97T a) (1 + to — D)y, o + toy, € + )t dtdydn
X
avec

B>p1, BitPe=a+d, ja+d + 8 =Net X =R"x[0,1].

i

. . _ . i
En posant oy = 3 — (1 et en utilisant le fait que n®te” 2 <¥"> = (ihd,)* e n <Y1 on est
PN . . e 4 . ’ -
ramené & une combinaison linéaire de termes de la forme hlate'tail=dy

/Qe‘%<y7’7>(8§+a/183,+a/1l8g+52a)(3: +t(o — Dy, + toy, € + tn) 12 grdydny (A1)

ap+af =a, =001, 8201, frtPa=a+ta et |at+a + =N
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On remarque alors que 3+ 82 = a1 + 31 + B2 = a + & + o et donc que

N
o+’ + ay| > 5

(sinon |a+ o' + 3] < |8+ fB2| + |a+ & + a1] < N). Le facteur en h devant (A.1) est donc un
O(h%_d) ; il reste donc a estimer (A.1) elle-méme.
On choisit x € C3°(R™) qui vaut 1 au voisinage de 0, et on fabrique une partition de I'unité

1= x1(y,m) + x2(y.m) + x3(y,n) + xa(y,n)

avec

x1(y,m) = x@W)x(m), x2(y.m) = x(y)(1 - x(n)),
x3(w.m) = 1= x®)x(1), xaly,n) =1 = x(w)(1 - x(n))-

Siy # 0 sur le support de x; on integre par parties en utilisant le fait que (—hQAn)N / exp(—% <
y,n >) = [y : A
avec (—h?Ay)N exp(—+ < y,n >) = [n|*V exp(—+ < y,n >) (sur le support de x4 on fait les
deux).

On voit alors facilement avec 'inégalité de Peetre, en choisissant N’ assez grand, que

%

exp(—ﬁ < y,n >) et si n # 0 sur le support de x;, on intégre par parties

(A1) < C'N(a)p(€) < @ >PH'—0%

avec C' indépendant de x, &, h, a et N semi-norme. On raisonne de méme pour les dérivées de
rn(h), et en remarquant que les termes du développement

10505 D 0l 6)

|ata
h ala!

oy (o — DGl € S5(p, p+ o/ — ji6)

on obtient aisément la proposition.

A.2 Une classe particuliere d’opérateurs intégraux

Soit ¢ une fonction C* sur R?", & valeurs réelles telle que
10907 (o)~ < 2,6 >)| < Cog <z >0 (A1)

ou v > 0 est un réel.
Etant donné a € S;(—00, po), po € R, on définit 'opérateur J,(a, h) sur S(R?) par

Jo(a, h)u(z)

oty [ [ ebe0- <0 Nafa, uly)dys
= (27Th)d/eli“"(x’g)a(x,f)fhu(f)df,u e S(RY)
avec Fru(€) = [exp(—i <y,& > /h)u(y)dy.

Le fait que C71 < 2 ><< 9ep(z,£) >< C < x > entraine que J,(a, h) est continu de S dans
S.
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A.2.1 Le lemme fondamental de développement

Pour ¢ € S1(p, p), on pose

4o (z, hD)u( (2mh)~ //eh«E Y12 gq(ox + (1 — o)y, n)u(y)dydn

ouu€S (]Rd). La proposition suivante décrit ’action de cet opérateur pseudo-différentiel sur
l'opérateur J,(a, h).
Proposition A.2.1
QU(xv hD) © le(aa h) = J@((Q#a)(h)’ h)
avec (q#a)(h) € Si(—o0, po + p) tel que
(q#ta)(h Z W (q#a); = BN ry(h)

J<N

avec (q,a) — (g#a); continue de S1(p, p) x S1(—00, po) dans Si(—o0, p+ po— J)
et (g, ) — rn(h) équicontinue de S1(p, p) X S1(—00, pg) dans S1(—oc0,p+ po — N).
De plus (¢#a); est une combinaison linéaire & coefficients universels des

(1 - 0)\(8200q) (. Drip(, €))08—~ a(w, )0 p(, €) -+ ¥ (i, €) (A.2)

avec B> a, o/ <f—a, o+ +a) =, avec |a)| # 1 pour tout | et |B| — k = j.
En particulier, on a

(q#CL)O(x?g) - q(a:,@xtp(:c,f))a(m,f) (A3)
(g#a)(e.€) = (3y0)(x. 0up(e.©).0ra(e.€) + (1 - 0) Y (95000) (. ip(.E))a(z. €)
[B]=1
5 tr((0,0) (@, 02p(, )02 0) (), € (A4)

Démonstration : Il suffit de raisonner avec a € S(R??) puisque l'espace de Schwartz est
dense dans S;(—o0, po) pour la topologie de S;(—oc, pj) pour tout pfy > po.
Un calcul direct nous donne

qo (x, hD)J,(a, h)u( (2mh)~ // i@ =<vEp (b 2 E)u(y)dyde

avec _
b(h, @,€) = "5, (2, hD)(er#*a(x, €)).
En posant
(I)(ﬁ,y,g) = (p(y7£) - So(xaf)_l_ <T-— y?&’t(p(l‘ag) >

et par un simple changement de variable, on obtient la fonction C'*°

bk, @, ) = (2mh)~ / / et (SEym @00 (o 4 (1 - o)y, + dpp(x, €))aly, €)dydn

définie comme intégrale oscillante.
Le lemme suivant, qui s’obtient trivialement par récurrence et inégalité de Peetre, nous sera
utile pour montrer la proposition.
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Lemme A.2.2

18]
9P (en®@wl)y = Z Z i (B, ﬁj)h—je%@ayﬁlq)...agj@
J=1 B=p1++B;
< Oy®(z,y,8) > < C<ax>"<xz—y>"
000 (x,y,6)] < C<y>"1 si|g>2.

D’apres la formule de Taylor, g(oz + (1 — o)y, n + 0xp(x,€)) — q(x, Ozp(x,§)) s'écrit :

> @00 del@ )1 - )Ny -2y + Y (e B )

1<|a+8|<N la+8|=N
avec ry(h, o, 8, 2,y,&,n) valant

N
alp!

La somme Zl<| a+Bl<N ci-dessus fournit le développement annoncé puisque

1
(1—0o)l(y - w)anﬁ/o (1 =N 10200 a) (@ + t(1 — o)(y — ), Dup(w, ) + ty)dt.

; 1 dyd
F(<a—ym>+2(zy.8) (1 _ 5\lel(gagh _ a8 YN
//eh a!ﬁ!(l )97 0, ) (@, Op(, §))aly, ) (y — x)™n @rh)

vaut 0 si 8 < a et

L= ) 02070) v . ) 0 (F 1Dy, )y w5

pour 3 > «, si bien que par le lemme (A.2.2), et la formule de Leibnitz, on obtient, en tenant
compte du fait que ® a un zéro d’ordre 2 en z = y, que (A.5) s’écrit comme combinaison
linéaire a coefficients universels de symboles de la forme (A.2).

Il faut maintenant etudier les restes ry(h, a, 3, z,§) définis comme suit

r(h o By, €) = (2h) / / eH (<IN Oy (o, By, Odydn.  (A6)

Pour obtenir la proposition, il suffit de prouver que :
pour tout My > 0 et tout multi-indice ~y

|(937§7“N(h,a,ﬁ,m,§)| < CM,N,A/hf(N) <z > T < g Mo

Cuy, N dépendant d’un nombre fini de semi-normes de a et g, et f(N) — +oo avec N.

On va faire la démonstration avec v = 0 les autres cas étant semblables. v
En utilisant d’abord que (y — x)%eh <*"¥7> = (ihd,)¥eh <*~¥7> puis que nlen TN =
(ihd,)) e <*=¥m> et enfin (1 — h2A,)Men<T=¥1> = (1 4 |n|2)Mei<*=¥7> on peut écrire

(A.6) comme combinaison linéaire (& coefficients universels) des

1
(%h)%'aﬂﬁi/// en<emym> (1 — yN=Yleaatbral(p |2 =M (1 - n2A,)M
0
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10 (en @y 9Py a(y, &) (0 a+ﬁl265+0‘1 x+t(l—o0)(y —x),0.p(z, &) + tn)dtdydn
Y Y

avec
aptag=a B+ar=0 Pro+ P11+ P2 =G

On découpe alors cette intégrale en deux parties avec la partition de I'unité
1= (1= xo(z —y)) + xo(z — ),

Xo étant une fonction C§° qui vaut 1 au voisinage de 0. On découpe a nouveau avec

(1—=xo0(z—y)) = (1 - xo(z—¥))xo(y) + (1 = xo(z —9))(1 - x0(y))

et
T — r—y

Xo(@ = ) = xo0(x — 1)xo0( ﬁ% 00 = )1 = xo(—=)

et on a 4 termes a étudier.

Premier terme : (1 — xo(z —y))xo0(y) = x1(z,9)

On utilise le fait que |z —y[? ex <T~Y1> = h2" A, eh <T7¥7> pour se ramener & une combinaison
linéaire de termes de la forme

h‘a+/61‘ d+2r/// <m yn> t)NiltlalJrﬁngr’B/le(x,y)|x_y|*27'
Oy (14 [n2) ™M) (1 = 28, (9 (2 9)
0" aly, )95 2O g) (@ 4 11— 0)(y — @), Duipla, €) + tn) ) dtdydn

avec |o/ + 3’| = 2r. Cette intégrale se majore alors par

Ch¥=1 sup  (|9)(en®@VO)| < g —y Shel=2r) < ¢ 5= Mo
[V ISN+M

ce sup et le suivant étant pris sur le support de xi(z,.), et C' ne dépend que d’un nombre fini
de semi-normes de a et ¢. Or, sur le support de x1(z,.), y décrit un borné et

sup |9 (e P @v) < ¢'hN-M
[VISN+M

ce qui permet donc de majorer 'intégrale par :
C'ORPr=a=N=M g Slp2l=2r ¢ S =Mo (A7)

Deuxiéme terme : (1 — xo(z —y))(1 — x0(y)) = x2(z,y)

Avec les mémes intégrations par parties en 1, on doit estimer des intégrales du méme type
que ci-dessus avec x1 remplacée par yo.

Ces nouvelles intégrales se majorent par C'h2 —d+latbil x sup

105020, a(y, )95 T2 T g) (4 t(1— 0) (y — ), Buip(, €) + 1) < y—a >~ 2 HAHL
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ce sup, et les suivants, étant pris sur le support de ya(z,.), et avec |o/ + /| = 2r. Cela se
majore, en utilisant I'inégalité de Peetre, par

C' O h2r—d+le+pi]—]81,0] <z >p1—|ﬂ1,1|+p2—|a+51,2\—l/0\[31,0|< ¢ ~—Mo
Xsup < T —y S|orH1BL1l+lp2|+]B1 2+l +volBro|—2r+d+1
(avec vy = inf(1,v) et C' dépendant d’un nombre fini de semi-normes de a et ¢) donc par

C'Oh?r—2 < p >pitr2—volatp] sup < T —y S lpul+lp2|+N=2r

Or,on a a+ B = a1+, donc |a+31| > & (car [a+/3| = N). Donc on obtient une majoration
par
C'OR¥—1 < g SPte—ny sup < x — y >Pltlezl+N=2r

Alors, en choisissant M > % et r assez grand (2r > 2N +2d + M + |p1| + |p2| + 1), on montre
que la partie de (A.6) correspondant & 1 — yo(x — y) se majore par

C'ChY < g >Pite—woy (A.8)

avec C' ne dépendant que d’un nombre fini de semi-normes de a et ¢ et C’ ne dépendant pas
de a,q, h.

Il nous reste a étudier la partie de (A.6) correspondant & xo(x — y), ie les deux derniers types
de reste.

Troisieme terme : xo(z — y)xo(%) = x3(z,y,h)

Dans cette zone, on va utiliser le fait suivant :

Card{k: || =1et 1<k <j}>j— 'ﬂ;’o‘, B+ + B = Bro.

En effet, cela montre que sur le support de x3

1810l

W@ D) - (8) @) < O'h— 5" <z >—I-v 1Bl g j < P10l ’ﬁw'

. / ’ . . . i 1810l
B (OB - (87 ®)| < C'hT < o >—I—vi-IBuol p3——5% g j > 12100

puisque la formule de Taylor donne

1
0,0(e.9.6) = [ Bpla+ tly—2). )ity )
dont on déduit que, sur le support de x3

< 8,0 (x,y,€) >= O(Vh <z >"177)
]85,@)\ = O(< 2 > 18N lorsque |3'| > 2.

On a donc, sur le support de xa,

i

|35170(6h<1’(m,y,£))| < C/h—m% <z >"1Buol
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Comme d’autre part l'intégrale fait intervenir 851’1a(y,§) et 851’2+aq, avec y — x qui reste
dans un borné, on voit qu’on peut majorer la-dite intégrale par

C'ChT 0 < g >PHP— 5 < ¢ 5= Mo (A.9)

puisque 81 = B0 + f1.1 + B2 avec |a + B1] > N/2 et qu'on a un facteur hlo+911=4 devant
I'intégrale (C' ne dépend que d’un nombre fini de semi-normes de a et ¢, et C’ ne dépend pas
de a,q,h).

Quatriéeme terme : xo(z —y)(1 — XO(%)) = xa(z,y, h)

Dans cette zone, on va gagner des puissances de h en faisant des intégrations par parties en
n avec |y — z|*en <TTYN> = B2 (—A,) ek <TTYN> ce qui est possible puisque  —y # 0 sur le
support de x4. On obtient une majoration de I'intégrale correspondante par :

C' O h2r+letpBil=1810] <z >p1—|ﬁ1,1\+p2—\a+ﬁ1,2| B=1B10l <z >—|ﬁ1,0|< ¢ ~—Mo
ie par
C'CR N < g spteey < ¢ Mo (A.10)

ou C ne dépend que d’un nombre fini de semi-normes de a et ¢, et C’ est indépendant de
a,q, h. En prenant r assez grand et tenant compte de (A.7) (A.8), (A.9) et (A.10) on obtient
que

Irn (B, B,2,6)| < C'ChT < g >P1Fre=3 < ¢ 5= Mo

d’ou la proposition. [J

A.2.2 Un théoreme d’Egorov

@ étant la méme fonction que dans le paragraphe précédent. On ajoute I’hypothese sui-
vante :

IViVep(e,€) — Tdpall S e <1V (a,6) € R (A1)
On définit alors I’application y € C*° (R34 RY) par

1
va&on) = [ Veplag+ ol - ) (A.12)
et on a le
Lemme A.2.3 i) V¢, 7 € RY
Rd - Rd
r o= y(x, &)

est un C*° difféomorphisme, dont on note la réciproque y — z(y,&,n).

”) (y7 57 77) = x(:% f, 77) est C'™ sur R3d
ii1) il existe C > 0 telle que ¥(y,&,n)

Cl<y><<a(y,&n)><C<y>
i) Yo, B8, 8" multi-indices, il existe C > 0 tel que
1090707 (x(y. &,m) — )| < C <y >0l (y,6,m) e R™.
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Citons tout de suite le lemme “dual”, concernant

1
n(e,y,€) = /0 Vao(y + ta — ), £)dt. (A.13)

On a alors

Lemme A.2.4 i) Vz,y € RY

R? — R4
§ — nz,v,8

est un C* difféomorphisme dont on note la réciproque n — &(x,y,n).
it) (z,y,n) — &(x,y,m) est C*° sur R
i11) il existe C' > 0 telle que ¥(z,y,n)

Cl<np><<é(z,y,n)><C<n>
i) Ya, o, B multi-indices, il existe C > 0 telle que
070y 8ﬁ( Ez,y,n) —n)| <C<z>Fcy >V gy SRR
Vi <lal, K < || et (x,y,1) € R34,

On ne va démontrer que la deuxieme proposition, les démonstrations étant analogues pour
i),i1) et i), et le point iv) étant un peu plus technique dans le deuxieme cas.
Démonstration : i) en utilisant la propriété (A.11), on obtient que

||D§n($’y7€)_ldR”H§€<1 ngRn

donc ||(Den(z,y,€)) 7| < (1 —€)~! pour tout &. L’affirmation 7) résulte alors de I'application
directe du théoreme 1.22 de J. T. Schwartz dans [47].
i1) On considere I’application C'*>°
F:R¥ — R
(-’E, Y, ‘fv 77) = 77(377 Y, é-) -1

On a alors D¢F(x,y,€,n) = Den(z,y,€) qui est un élément de GL(RY) en tout point, et
F(z,y,&(x,y,m),n) = 0 pour tout (x,,&,n7) € R*. Le théoréme des fonctions implicites
montre alors que &(x,y,n) est C par rapport a toutes ses variables.

iii) D’apres la formule de Taylor,

n(z,y,&) =n(z,y,0 / Ven(z,y, t&)dtE
or ||Ven(z,y,t€) — Id|| <€, donc

(I =e)lEl < Inz,y,8) —=n(z,y,0)[ < (A +)lg]  V(z,y,8).
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De plus la propriété (A.1), montre facilement que 7(x,y,0) € L®°(R?? R?), donc il existe
C > 0 tel que pour ¢ assez grand et (z,y) quelconque, on ait C~1¢| < n(z,y,£)| < Cl¢], don
on déduit (en augmentant C' au besoin) que

Cl<é><<n(z,y, &) ><C<€>.

En appliquant cet encadrement a & = £(x,y,n) on obtient le résultat.
iv) Commencons par énoncer le lemme suivant qui se démontre facilement par récurrence.

Lemme A.2.5 Soient f une fonction C® surRF et hy,--- , hy k fonctions C® sur RN . Alors

O (f(h(X), - (X)) = (V) (ha(X), -+ he( X)) (O ha(X), -+, 0% b (X)) +
2?1225;51‘,‘,:,};% CBia, sy inye o (0P ) (B -+ h) Ot higy X -+ x O hy,  (AL14)

J

avec
|ﬁ| =j, a1+ +a =«
j
ﬁ:j/z_:l(()’...70’k?1ge’0’...’0) (A.15)
L’affirmation iv) se démontre alors par récurrence sur |a + o’ 4+ 3| =: N.

Si N =0, le résultat est vrai : en effet, d’apres (A.1)

ce qui donne le cas N = 0, en appliquant 'inégalité ci-dessus en (x,y,&(z,y,1)).

Supposons la propriété vraie au rang N.
En utilisant I'inégalité de Peetre et (A.1), on obtient facilement que pour k < |af et &’ < |«

'
105050 (n(2,,€) —€)| < C <a >F<y >N g —yShht (A.16)
Notons alors 9% = 8%6;/85. On veut estimer |0?(&(x,y,n) — n)|. Pour cela, on calcule
8977J(x,y,§(x,y,77)) (A17)
(avec n = (n7)1<7<n) avec la formule (A.14). On obtient
(an)(xa Y, g(xa Y, 77))89 t(xa Y, §($, Y, 77)) +R
ol R est une combinaison linéaire (& coefficients universels) des
/ 6
(ag7y,g77J)($, Y, g(-’x? Y, n))ag,ly,nckl e az{yﬂ?ckj (A18)
olt Cy, est le kj-eme élément de (z,y,&(z,y,n)) € R3 0+ +0;=0et |0| =35> 2.

Notons que |;/] > 1 pour tout j/, et donc [#;] < N — 1 (car j > 2). On va donc pouvoir
appliquer ’hypothese de récurrence aux ij,. Pour cela, on écrit chaque 6, sous la forme
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(@) @y B
Si C’kj, = &(w,y,n), alors si 6] > 2, on a

0% C, | = 10% (&, y,m) — )| S C <@ >"M<y > < g —y Srath
pour tout 0 < a; < |agn|et 0<by < |o/(j,)|

et si |6j| =1 alors

‘aej/ckj/‘ < ‘an/ (gk(‘rvyvn) - 77/6)‘ + laej/nk’ <C<z>"<y >_b1< r—Yy >a1+b1
pour tout 0 < a3 < |agn|et 0<b < ]o/(j/)\

puisque |89J"nk\ est toujours borné, et nul si a(;) ou o/(j,) est non nul.
Lorsque C’kj, = T}, ou Y, 89J’C’kj, = O ou 1. En utilisant (A.15) du lemme, on obtient facilement

que (87" contenant au moins une dérivées en z ou y)
! - —_—
0, ens)| S<a>"M<y >V g -y SrTath

pour tous 0 < a1 < Ay et 0 < by < By, Ap étant le nombre de ij/ de la forme x; tels que

801’ij, =1, et By la méme chose avec les yy.
Finalement, on obtient

—v—k'

R|<C<a>F<y> <z —y SV

pour tous k < || et k' < |o/].
On a donc montré que

g = (Vans)(,y, &z, y,1)).0° tz + (Vyns) (2, y, E(z, y,1)).0° ty+
(Vens)(@,y,&(x,y,m)).0° *(z,y,n) + R

avec R qui vérifient les estimations du type 7v). De plus, comme 0%z et %y sont nuls pour |6] >
2, et d’apres (A.16), les deux premiers termes de droite de 1’égalité ci-dessus vérifient aussi
des estimations du type iv). Mais alors, si %7 = 0 on obtient facilement iv) (en remarquant
que ||(Ven)(z,y,€) 71| < K). Enfin si 0% # 0, on a en fait

89(51—(1,73%7]) - 77) = ((an)(xayvg(xaya 77))_1 - Ide)ﬁen

avec 07 de la forme Oy, et le membre de droite ci-dessus qui est borné, ce qui termine la preuve
de iv).

On est alors en mesure de donner notre théoreme d’Egorov :
Théoréme A.2.6 Soient a € S1(—o0,p1) et b € Si(—o0, p2). Alors
Jo(a,h) o J,(b, h)* = Opn((a <b)(h)) et Jp(a,h)* o Jy(b,h) = Opn((a>b)(h))
avec  (a<b)(h) =3 ;o nh (a<b); + AN Tlrn o(h)
et (avb)(h) =3y hi(a>b); + RN Tlry (k)
rNa(h), rNs(h) décrivant un borné de Si(—oo, p1 + p2 — N) lorsque h €]0,1] ; de plus (a <

b)j, (a>b); € Si(—o0,p1 + p2 — j) tous ces symboles dépendant de facon bilinéaire continue
de (a,b).
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Démonstration : le noyau de Schwartz de J,(a, h) o J,(b, h)* est

(27rh)—d/e%( P(@8)=e W) gz, £)b(y, €)dE (A.19)

or en utilisant (A.13), on a p(z,&) — ¢(y,§) =< x — y,n(x,y,§) > (formule de Taylor). On
fait alors le changement de variables £ = £(x,y,n) dans U'intégrale (A.19) qui s’écrit alors :

(2mh) @ / en STV A, y, )
avec

A1) = oo €Go. )0, € v | 2

|%| étant le Jacobien (partiel) de &(x,y,n).

Le point iv) du lemme (A.2.4) permet de voir que
|3§8§‘/35)A(x, yn)| < C < x>y ke gy sleltlelthithk o) =M

pour tout M, et tous k1 < ||, ko < || ce qui donne le théoréme en utilisant la proposition
(A.1.2).
Pour le second opérateur, on remarque que le noyau de Fp,J,(a, h)* o J, (b, h)F, Lest

(Qﬂh)d/eh(so(xm) »(z,8)) (x &)b(x, n)dx

qui s’écrit comme noyau de AY(n, hD,, h) avec A (n,7,h) € Si(< 7 >P17P2 —00). En utilisant
alors que (cf [39] par exemple)

Fy,  Opi (A1(h)) Fi = Op} (Ax(h)) (A.20)

avec Aa(y,n,h) = A1(n, —y, h), on obtient le résultat pour le second opérateur.

Dans nos applications, nous aurons besoin de la proposition suivante, qui résulte essentielle-
ment du fait que Vyp(7,§)— <z, >=O0(<z >7"):
Proposition A.2.7

Jy(a, h)*Jy(b,h) — a(z, hD)*b(x, hD) = c(x, hD, h)

avec a,b— c(h) équicontinue de Si(—o0, p1) X Si1(—00, p2) dans S1(—o0, p1 + p2 — V).
Démonstration : le noyau de Schwartz de Fy(J,(a, h)*J,(b,h) — a(z, hD)*b(z, hD))F; *
est

(27rh)d/€i<”£’y> <a(x(y,€ﬂ7),€)b($(y,§,77), Ol (y &)l — aly, E)b(y, 77)) dy.

A partir de la formule de Taylor et des propriétés du difféomorphisme x(y,§,n), on montre
que Pamplitude dans I'intégrale ci-dessus est dans S;(< y >P1 727" —o0, —c0) ce qui entraine
la proposition en utilisant la proposition (A.1.2) et la formule (A.20).
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A.2.3 Paramétrixe d’Isozaki-Kitada

Ce paragraphe est destiné & démontrer le lemme (2.4.7); c’est un résultat bien connu,
mais on rappelle sa démonstration car on a besoin de connaitre assez précisément la forme
des solutions des equatlons de transport. On se limitera au cas sortant.

On considere donc @ et H := &+Q vérifiant les hypotheses du paragraphe (2.3) ; en particulier
Hj désigne le symbole principal de H et

Q~> WQ;, Qi eSi(l+w,—p)NSi(1+w,—j).
320
Soit J CJ0, +o0o[ un intervalle compact. Pour tout o €] — 1, 1], et tout R > 0, on définit
I (g0, R) = {(2,€) € R [a] 2 R, w(€) € J, cos(, Vu(€)) = —o}
oll on a noté, lorsque x # 0 et 1 # 0 sont dans R?
<z,n>
|{[n]

La premiere étape consiste a résoudre ’équation de Hamilton-Jacobi qui va nous fournir la
phase 4 a partir de laquelle on va construire nos opérateurs. On cite donc la

cos(x, 1) =

Proposition A.2.8 ([41]) Soient J C|0,+oo] un intervalle non critique pour w et o €] —
1,1].
Il eziste R > 0 et o € C®°(R* R) tels que

1090 (04 (2, )~ <2,£>)| < Cog<a>'rlel vy geRr?

IV Veps (2,€) = Idpall < 5 V2,6 € R

Ho(z, 0pp+(2,8)) = w(§)  VY(z,6) €TT(J,0,R) (A.21)
Notre objectif est d’obtenir une approximation (modulo h%)
U(t, h)Jo, (a)Jp, (0)" ~ Jo (a)Uo(t, h)Jp, (b)"

U(t,h) = e—itH/h ot Uo(t,h) = e ™/" étant les propagateurs respectifs de H et &. On
commence donc construire a ~ > hfa; tel que
ot
i - -
U0 (@)= o, (@U(0) = 1 [ Ul =80T (@) = Ty (@D)0(s)ds (A2)
soit négligeable; c’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition A.2.9 Fizons J; C]0,+o0o[ intervalle non critique pour w et o1 €] —1,1[ comme
ci-dessus.

Alors, il existe Ry, et py comme dans la proposition (A.2.8) et des fonctions aj € Sifo’_k
tels que pour tout N € N

SN o Hj o Jy, (agvy(h),h) — Jo, (apvy(h),h) 0 & = Jo, (Ry(h) + hN+lry(h), h)
lim|x‘—>+oo7(a:,§)ef+ QO(.’E, 5) =1

ot acyy(h) = Zivzo h*ay, rn(h) est une famille bornée de Sy(—oo,—N) et Ry(h) est une
famille bornée de S1(—o0,0) telle que Ry (h,x,&) soit nulle au voisinage de TV (Jy, 01, Ry).
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Démonstration : Notons tout de suite que
Jo,(a,h)ow = J,, (aw,h).

D’autre part, si (ax)ren est une famille telle que ay € S;(—o00, —k), on a toujours

Zhﬂoph Zh Joilag,h) = > BRI ((H) #ar), h)

JHE+HISN

+hN g, (rn(R), h)
avec ry(h) famille bornée de S1(—o0, —(N + 1)), d’apres la proposition (A.2.1), si les HJ1 sont
les symboles du développement de H en quantification (1,0) :

H~> hHj(z,hD).
Jj=0
Pour obtenir le résultat, il suffit donc de trouver les ay dans S;(—o00, —k) tels que
Z (H}#ak)l —apw =0 au voisinage de T (Jy, o1, Ry)
k+j+i=p

pour tout 0 < p < N avec limy, (5 ¢)er+ ag(x, &) = 1; cela nous ramene a résoudre, au voisinage
de 't (Jy,01, Ry) les équations

Ho (%, 0pp4(,§))ao(z,§) = ao(z,&)w(E)

Ho(z, O+ (z,8))ar(x,§) + (Ho#ao)i(z,§) = ai(z,§w()

Ho(x,0p04(x,8))ap(x, &) + (Ho#tap—1)1(x,§) = ap(x,§)w(E)
- > (Hi#a)

j+k+l=p,k<p—2

avec p > 2 pour la derniere ligne.
Dans une zone ou I’équation de Hamilton-Jacobi (A.21) est satisfaite, ces équations se réduisent
aux équations de transport suivantes :

(Ho#ao)1(z,§) = 0 F+9(1if£l)_)ooao=1
(Ho#aph(z,6) = — Y (Hj#a)(z,§)  lima,=0 p>1
Fhktl=pt1 ‘
P

(Hotta) = (0,Ho)(r, Ouspr (x,€)) Dpa(z,€) +
(82, Ho) (2, 0o (2, ) (@2 1504 (2, )z, )

c’est-a-dire de la forme
d

(Ho#a)i(z,&) = 0;(x,€)0y,a(w, €) + b(x, €)a(w, £)

j=1
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avec b et les 0; a valeurs réelles.

On va donc passer a la résolution de ces équations de transport. Pour cela, on commence par
choisir ¢, comme dans la proposition précédente, solution de ’équation de Hamilton-Jacobi
dans T'*(Jp, 00, Rp) avec Jy voisinage compact de Ji, o9 > o1 et Ry assez grand, puis on
résout les équations de transport dans une zone sortante convenable en utilisant la méthode
des caractéristiques. On utilise, pour cela, le lemme suivant dont la démonstration se trouve
essentiellement dans [15] et [41] (voir aussi la fin du chapitre 2 dans lequel on en donne une
version uniforme par rapport au symbole principal Hp).

Lemme A.2.10 On peut choisir Ry > 0 assez grand et eqg > 0 assez petit, tels que pour tout
(z,€) € T (Jo, 00, Ro), la solution X (t,z,&) = (X;(t,2,&))1<j<a de

00X,
-7 = (X9  1<j<d
X(0,z,8) = =
existe pour tout t > 0 et vérifie

|X(t7$7£)| > eU(t + |$|), et (X(t’x7§)a£) € F+(J07007R0) (A23)

pour tout t > 0 et tout (z,&) € T (Jy, 00, Ro)-
De plus, pour tout o, 3 il existe C' > 0 telle que pour tout t > 0 et tout (x,&) € T (Jy, 09, Ro)

0907 (X (t,2,€) — (z+ tVw(€)))| < € <z >7r7lol,
On peut alors résoudre les équations de transport dans I't(Jy, 09, Rg) en remarquant que

Ao(z,€) est solution dans I'(Jy, oo, Ro) de

(Ho#Ao)1 =0 ; |hm Ap(z,8) =1
si et seulement si
Ao(X (t,z,§), )est solution de
‘?1—1; +b(X(t,2,8),&u = et limy_ oo u(t) = 1.

Cette derniere équation se résout facilement par la méthode de variation des constantes, et
on obtient

R o0
Ag(a, &) = e 0 PXEODE gy £y € TH(Jy, 09, Ro) (A.24)

qui est bien définie en utilisant (A.23) et le fait que b est d’ordre —1 — p (< —1) en z.
Puis, en posant

fol@, &) = Y (H#A)(2,€)

J+k+l=p+1
k<p

on résout par récurrence les autres équations de transport dans I'"(Jy, 09, Rg) en notant que
A, est une solution nulle en oo de (Ho#A,) = —fp si et seulement si A,(X(¢,z,§),§) est
solution de

du +b0(X(t,z,6),6u = fp(X(t,z,§),E) avec lim wu(t) =0,

dt t—-+o0
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ce qui nous donne, dans I'*(Jy, 0, Rp)
+oo R,
Ap(z,8) = / Fo(X(t,2,8), €)e o VX (1200 gy (A.25)
0

Tout ceci nous permet de déterminer les ap dans une zone sortante; pour définir les ag
globalement (sur R??), on pose, pour 0 < k < N

ap = CI)Ak, P e 81(—00,0)
® € S1(—00,0), ® =1 au voisinage de I'"(J1, 01, Ry), supp(®) C T (Jo, 00, Ro)

et il reste a vérifier que ar € Si(—o00,—k). Comme ® est a support compact en &, il suffit
essentiellement d’étudier la décroissance en x de aj, ce qui se ramene & étudier celle de Ay
dans T'F(Jp, 09, Rp). Cela se fait par récurrence avec le schéma suivant :

a partir de la derniére estimation du lemme (A.2.10), on montre que Aj et ses dérivées ont le
comportement souhaité dans ' (Jy, g, Rp) en dérivant directement la formule (A.24). Cela
montre que ag € S1(—00,0).

Puis, on suppose que a; € Si(—o00, —k) pour k < p; on en déduit que f, € Si(—o0,—p — 1)
dans ' (Jp, 00, Ro) (ie vérifie les estimations de cette classe de symbole en restriction a cette
zone). En effet, on a toujours

(Hj#ap) € Si(—00,~1 — k — j)

et comme j+k+Il=p+1lona (Hjl#ak)l € S1(—o00, —1 — p) dont on déduit facilement que
dans T'*(Jy, 09, Rg) on a

+o0o
Ay (z,6)] < C / (Lt + [2)) P dt < C'(1 + |a])
0

qui s’obtient en faisant le changement de variable ¢(1 + |z|) = ¢. On obtient de méme les
estimations pour les dérivées de Ay, ce qui prouve que a, € Si(—00, —p).

Enfin on remarque que (Hjl#ak)l - @(H}#Ak)l est nulle au voisinage de I'* (Jy, 01, R1) ce qui
donne la forme annoncée de I:IJw(a(N) (h), h)=Js(acny(h), h)w et qui termine la démonstration
de la proposition.

En utilisant Uellipticité de J,, (a(n)(h), k) (ag — 1 dans I'") on peut factoriser des opérateurs
pseudo-différentiels :

Proposition A.2.11 Soient Jo C J1 et 09 < o1. Il existe Ry > 0 tel que pour toute famille
(Xj)j>0 vérifiant x; € S1(—00, —j) et supp(x;) C I (J2, 09, R2) Vj > 0,
il existe (b;);>0 telle que
bj € S1(—00, —j)
supp(b;) CTH(Ji,01,Re)  Vj >0
To i (agny(R), h) o Jo, (b (R), h)* = Y3 Wx;(w, hD) + BN Ry (2, hD, h)

ot by (h) = Zé‘v:o hib; et Rn(h) est une famille bornée de Sy(—o0, —N).
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Démonstration : On se contente de rappeler la méthode.
Etant donnée une famille (b;);>0 quelconque (avec b; € S;(—o0, —j)), on a

Joy (a(N)(h), h)o Joy (b(N)(h)7 h)* = Z hj+kjw+(aj7 h)o Js0+(bk7 h)*
1<jk<N
= Y WHOpu((a b)) + BN ey o(w, D, R)

Jj+k+l=p
pP<N

avec 7N .q(h) dans un borné de Si(—oo, —N). On obtiendra donc la proposition si on résout
les équations suivantes :

(a0 <bo)o = Xxo
(a0<1bp)0 = Xp— Z (ajqbk)l, 1§p§N.
j+llccl-l:p

On rappelle la forme de (a < b)y qui se déduit facilement de la proposition (A.1.2) et du
théoréme (A.2.6) :

o (x,x,n)

(aQb)O(xﬂﬁ :a(il?af(x7$a77))b(377§(95737777))’ on ’

Définissons donc by par

-1
b0 ) = xolesn(a,,€)) (ao<x,s>|§—§<x,x,n(x,x,an) |

On obtient bien un élément de S;(—o00,0) ; en effet, le support de xo(x, n(x, z,&)) est contenu
dans 't (Jy, 01, Ry) & condition de choisir Ry assez grand puisque

n(x,2,8) = Vapy(2,§) =+ O(<z >77).

Les propriétés de ag et de £(.,.,.) entraine alors le fait que ag(x,&)|0¢/dn(x,z,.)| > 1/2 si
|z| > Ry assez grand.

De facon itérative, on construit de méme les b; pour j > 1 avec les propriétés demandées,
d’ou la proposition.

On fait ici deux remarques concernant la décroissance des symboles aj (K > 0). Elle n’in-
terviennent pas dans les constructions d’Isozaki-Kitada mais sont cruciales pour montrer la
régularité et I'existence d’un développement asymptotique pour la fonction de Koplienko.
Elles sont utilisées pour démontrer la proposition (2.4.8)

Remarque A.2.12 sur U~ supp(bi) on a
ap — 1 € S1(—o0, —p) (A.26)

(ie vérifie les estimations de cette classe de symboles sur les supports des by,).

Cela s’obtient directement & partir de la formule (A.24), puisque ag et Ay coincident sur le
support des b et b est d’ordre —p — 1 en z.
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Remarque A.2.13 Si on fait I’hypothése supplémentaire suivante sur la p perturbation @ ~

Y is0 M Qj
QieSi(l+w,—p-1), Vij=1 (A.27)
alors, pour tout p > 1 on a, sur |Jy>q supp(br,)
ap € S1(—o0, —p). (A.28)

Pour obtenir cela, on utilise la encore le fait que, sur le support des by, a, est donné par (A.25)
et on montre par récurrence sur p > 1 que f, € Si(—o00, —p — 1) sur le support des bx. En
effet, dans cette zone

fo= D (Qi#AN+ D (w#Ap)

j+k+l=p+1 k+l=p+1
k<p k<p

il suffit donc de vérifier que >y ;1 1 (Qo#Ar)r et 3 i1 (WH#AR) (k < p) sont bien dans
Si(—00,—p —1).

Si p = 1 la premieére somme ne contient que le terme (Qo# Ag)2 qui est dans S1(—o0, —p — 2).
Dans la seconde, il n’y a que (w#Ap)2 et ce symbole est combinaison linéaire des

O (o (2, )07 Ao, €)05 o1 (2,€) -+ 05" o (. €)
avec [B] =2+ k', o' <3, a' =aj +---+aj, et |} # 1 pour tout j; si I'un des ; est non

nul 8,7, est d’ordre —1 — p en , il reste donc a étudier 8gw(8x<p+ (x,ﬁ))ang(m, €) lorsque
|B] = 2. Comme Ay — 1 € S1(—o00, —p) sur le support des by, le symbole considéré est d’ordre
—p—2en x ce qui prouve que f; est d’ordre —p — 1 (en ) sur le support des by, et donc que
Aj est d’ordre —p.

Puis, lorsque p > 2 si on suppose Ay, ---,A,_1 d’ordre —p sur le support des by, on montre
que fp est d’ordre —p — 1. Pour cela, il suffit encore d’étudier les (Qo#Ax); (avec k+1=p+1
et k <p) et 85w(8mcp+(w,§))8§Ao(:v,§) (avec || > 2); ces symboles sont d’ordre —p — 2, ce
qui prouve que f, est d’ordre —p — 1 et donc A, d’ordre —p en utilisant la formule (A.25),
achevant la preuve de la remarque.

Remarque A.2.14 Notons x% ,, les symboles du développement de X+(x, hD)*, ie

X+(z, hD)* ~ Z han—,n($a hD).

n>0
Alors, sous U’hypothése additionnelle de la remarque précédente (A.27), on a pour tout n > 0
bn — X} n € S1(—00, —p).

Démonstration : on va noter a = b pour dire que a — b € S1(—00, —p). On fait la preuve
par récurrence sur n. On sait que pour n = 0, on a

~1
bo(€) = Xo (@ 1@ 2.8)) <a0<x,§>|§—§<w,x, e x,sm) =D = Xol.6)
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en utilisant les propriétés des difféomorphismes n(z,x,.) et &(x,x,.), ainsi que le fait que
ap — 1 = 0 sur le support de x4+ (x,n(x,z,£)). Puis, pour n > 1, on a

(ao<abn)o=— Y (ajabe)
]'Jrlkczl:n

et comme d’apres les deux remarques précédentes, on a
(aj < bk)l =0sij5>0, (ao < bk)l = (1 < bk)l et (ao < bn)O = E

on obtient, en utilisant 'hypothese de récurrence

b, = — Z(lqbk)l

k+l=n

k<n
. 0y Dy 9&(x,y,n
= - > axii=— > —0G,Ey, n))l%mzy
k+l=n kti=n
k<n k<n,|a|=l
= - Y Y- |a| —FD @), (A.29)
el

Or, en utilisant le fait que (u(x, hD)*)* = u(x,hD) et en identifiant les développements, on
voit tres facilement que

D

|a+B|=cste>0

08 D 92 D2

! ol (_1)|a|u(xv"7) =0, (IS Sl(_OO, 0) (A30)

De plus X7 ,(2,7) = Z|ﬁ|:k(ﬂ!)_1&§D£X+(x,n), donc en utilisant (A.29) on obtient

o, Dy 05 DS — Y+ (2, 1)
-Y Y SERECGED Y oiaE)

kti=n|a|=l,|8]=k k=n,|0|=k

d’otu le résultat, puisque le premier terme du membre de droite est nul d’apres (A.30).

Démonstration de la proposition (2.4.7)

On construit les opérateurs Ay (h) = Jp, (32, y h’a;, h) par la proposition (A.2.9), et By (h) =
Joy (ZjSN h7bj, h) & partir de la proposition (A.2.11) avec xo = X+ et x; = 0 pour j > 1.
Par la formule de Duhamel (A.22), on obtient que U(t, h)x+(x,hD) — An(h)Uo(t,h)Bn(h)*
est la somme des opérateurs suivants :

—hNTU(t, h)Ry (z, hD, h) (A.31)
—ih™ / U(t — s,h)Jp, (rn(h), h)Uo(s, h) Bn (h)*ds (A.32)
/ Ut — 5, 1), (Rav(h), B)Uo(s, h) B (h)*ds (A.33)

et on constate que :
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— en utilisant les inégalités de propagation et la cyclicité de la trace, on voit facilement
que l'opérateur (A.31) vérifie bien une estimation de la forme (2.8).
— Popérateur (A.32) vérifie cette estimation également car on démontre que

| < 2 >N g, (ra(B), h)Uo (s, h) By (h)* < o >IN || < (1 4 ) IV/4

en utilisant que 7 (h) reste dans un borné de S;(—oo0, —N) et en faisant des intégrations
par parties dans I’écriture intégrale du noyau de Uy(s, h)By(h)* avec Popérateur

h Ve(sw(§) + ¢+ (y,6))
i |Ve(sw(&) + o4 (y, )7

une fois remarqué que sur le support des b; (zone sortante) on a

[Ve(sw(@) + oy, ) = c(l+ [yl +5),  s=0.

— la contribution de l'opérateur (A.33) s’obtient en montrant que Kj(s,z,y), noyau de
Schwartz de J,,, (Rn(h), h)Uo(s, h) Bn(h)* vérifie VN', a,a Vs >0 Va,y € RY

10205 K (5,2.9)| < Cnraar b (1t s+ [z] + [y)) ™', (A.34)

ce qui suffit pour montrer P'estimation (2.8) en utilisant les inégalités de propagation.
Le reste du paragraphe est donc consacré a la preuve de l'estimation (A.34). Posons

N
Ry(h) = Z thN,j + hN+1RN(h)
j=0
avec Ry (h) dans un borné de S;loo’_d(NH) : donc quitte & remplacer ry(h) par ry(h)+ Ry (h)

on peut supposer que RN(h) = 0. De plus Ry ; € S;fo’_éj est a support dans
F+(J1,0'1,R2)\F+(J,O'+,Ro) J CJi, 01 > 04, Ry > Ro.

On peut donc décomposer Ry ; sous la forme R?V ;T RY; avec R(])V j a support compact (et
dans une zone sortante) et RY j supporté, pour un R’ aussi grand qu’on veut, dans

{(,8) | |z| > R et w(€) € J1\ J ou — oy > cos(x, Vw(§)) > —a1)}.

Pour a = 0 ou oo, le noyau de Jy,, (RY; h)e_%SPO»hJ¢+(bk, h)* est
(2rh) ¢ [ ehlot) (&) g, (€ By, e (A.35)

avec by a support dans I'"(Jy, 09, Rg) et Jo C J, o+ > 0p. On aura besoin des deux lemmes
suivants.

Lemme A.2.15 Si Ry et Ry sont assez grands, il existe C > 0 telle que

[Ve(spo(€) + o1 (y,€) — (2, 6))| = C(1 45+ [yl)

pour tous s > 0, (x,§) € supp(R?ij) et (y,&) € supp(by).
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Démonstration : c’est une conséquence simple du fait que

cos(n, ) > —o = |n+n| =1 l|o|\V/n?+n?
n—n'| <eln| = |cos(n”,n) —cos(n”,n')| < 2 ¥n" #0.

En effet, en choisissant ¢y < 1 tel que o1 — o4 > 2¢¢ > 0, on obtient que, pour Ry assez grand,
‘végp'i‘(y)g) - y| < 60‘y| V(y,f) € F+(J7 0+, RO) et donc que

cos(Vep(y,£), Vew(§)) = —2e0 — 04 > —01

dont on déduit pour s > 0 que

[Ve(sw(€) + 9+ (3:) > VI = [o1]y/sIVw(E)| + [Vews (3, €)]

ce qui donne facilement le lemme, puisque Vep, (z,€) est borné sur le support de R?V’ I

Lemme A.2.16 Si R’ est assez grand, il existe C > 0 tel que

[Ve(sw(€) +o1(4,6) — 4 (2,8) = C(A+ 5+ [y + |2])

pour tous s > 0, (z,§) € supp(RY ;) et (y,&) € supp(by).

Démonstration : remarquons que sur le support de Ry (z,8)bi(y,€), on a w(&) € J donc
nécessairement —o > cos(z, Vw()) > —o1 ; montrons alors que sur ce support on a

cos(Ve(o+(y,€) — ¢+(2,€)), Vw(§)) > —0" > —1.

Ce cos se décompose sous la forme

(Ve (y, )| cos(Vepy (y,€), Vw(€)) = [Vep (x,6)| cos(Vepy (2, €), Vw(£))
[Ve(os(y, &) — i (2,))] ‘

Choisissons 0 < ¢y < 1 tel que o4 — 0o > Heg et o9 + 2¢g > —1 : en prenant Ry et R assez
grands, on obtient, comme dans le lemme précédent :

cos(Vep4(y,€), Vw(§)) > —og — 2€g et — o4 + 2¢g > cos(Vep4(2,€), Vw(§)).

Comme —o + 2¢g < —og — 2€p, cela entraine

cos(Ve(p+(y,8) — p+(2,8)), Vw(§)) > —|og + 2€9| > —1.

On en déduit que pour un ¢ > 0, on a Vs > 0

IVe(o+(y,€) — o (2,€) + sw(&)| > c(s|Vw(E)| + [Velp+(y,€) — w4 (,6))]).

Il nous suffit & présent de montrer que |Ve(o4(y,&) — o4 (2,8))| > (=] + |y|) dans la zone
étudiée, pour un certain ¢’ > 0 :

cela résulte du fait que cos(—Vepy(z,€), Vepi(y,€)) > o > —1; si ce n'était pas vrai on
pourrait trouver des suites x,, yp, &, telles que

L Ve (2p, &) /[Veps (. &)l = 1 Ve (4 &)/ [Vep (yp: &)
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ce qui est exclu car

cos(Vepr (7p, &p), Vw(§p)) < —00 — 3eg et cos(Vewy (Yp, &p), Vw(&p)) > —00 — 260
d’oti le lemme. [J

Ces deux lemmes nous autorisent a faire des intégrations par parties dans (A.35) avec l'opérateur
différentiel suivant (qui laisse invariant I’exponentielle dans l'intégrale)

Qh —ih V§¢(S,$,y,€)

= MG eols oy OF 6 P mu 8 =0e(5:0) —or(5,€) — ()

ce qui nous permet de gagner autant de puissances de h et de (1 + s + |y| + |z|)~!, donc
d’obtenir 'estimation (A.34).



Annexe B

Intégrales doubles d’opérateurs

Soit H un espace de Hilbert séparable. On notera |||.||| la norme dans £(H) (opérateurs
bornés) et |||.|||2 la norme de 'idéal Sy de L(H) constituée des opérateurs de classe Hilbert-
Schmidt

KNS = Tr(K*K).

Le but de cette annexe est de donner une majoration assez précise de
f(Ho + V) = f(Ho + V)ll2

en fonction de f sous certaines hypotheses sur les opérateurs auto-adjoints Hyo+V et Hy+ V'
qui seront précisées dans la suite.

Soient (H, D(H)) et (H', D(H')) deux opérateurs auto-adjoints sur H . On note Ey(.) et
Ep(.) les résolutions spectrales associées.
On appelle rectangle, dans R?, tout produit de deux intervalles quelconques, et on appelle
R I’ensemble de toute les réunions finies de rectangles de la forme :

UjesIj x I]/-

avec ;NI =0sij#j et NI, =0sij#j"
On note F I’ensemble des fonctions étagées de la forme

FOX) =) ajly (A N)

jeJ

ou J est fini, 11],“]/, est la fonction caractéristique du rectangle I; x I} et Ujeslj x I]’- € R.
Les «; sont des nombres complexes.

Etant donnés K; et Ko deux opérateurs de classe Hilbert-Schmidt sur H, on peut définir
I’application pg par

w:F — C
Zaj].[j)d]/_ = ZOéjTT(EH/(IJ/-)KlEH(I]‘)Kg). (Bl)

On a alors le lemme suivant
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Lemme B.1 Pour toute f € F,

0 ()] < 11 ool [ K1 l[2][ Kzl|2

ot ||.||oo est la norme de L>°(R?).

Démonstration : on écrit f = Zje 7051 I, avec J fini. On construit alors une base
hilbertienne de H de la facon suivante : pour chaque j € J, on choisit (e;;)ic N; une base
hilbertienne du sous-espace fermé ImEp(I}) (N; est donc un ensemble au plus dénombrable)
que I'on complete en prenant une base hilbertienne de Im(Ex/ (R \ (U;I}))). Puisque les I
sont disjoints, les sous-espaces correspondant sont orthogonaux et on a

po(f) =D _aj > (Em(I))K1En(1;) K3eij, eij)

jeJ  iEN,
et donc
(Ol < Ifllee > Y [(Br(I)) K1 Ep(Ij) Kseij, ei5)]

jeJ ieN;

< fllee D > B el [ KTeijlln
jeJ ieN;

< 1O D 1K esl1E) 200 Y K esll3)' 2
jeJ iEN; jeJ ieN;

< [ fllool [K1 ]2l K22

d’ou le lemme. [J
On résume alors dans la proposition suivante les conséquences de ce lemme.

Proposition B.2 Il existe une unique mesure de Borel complexe sur R? que l’on notera
ou du(\, N') dont la variation totale vérifie :

|l(R?) < [[ K] | Kall2

et telle que pour toutes fonctions 1 et pa continues sur R de limites nulles a l'infini, on ait
| 102N N) = Tr(a(H) K (H)K).
R

Démonstration : En utilisant le fait que toute fonction continue sur R? nulle & infini
est limite uniforme sur R? d’éléments de F, et en utilisant le lemme précédent, on définit
facilement une forme linéaire continue sur Cp(R?) (espace de Banach des fonctions continues
nulles a l'infini muni de ||.||~) avec

pa(f) = lim po(fn)

n—-4o0o

(fn) étant une suite de F telle que ||f — fu|loo — 0. Une telle définition est indépendante du
choix de la suite (f,) d’apres le lemme et de plus, on a

11 (O] < 1 oo [ K [[2][ K22
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Le théoreme de représentation de Riesz donne alors I'existence d’une mesure complexe p sur
R? telle que |u|(R?) < ||K1|[2]| K2|[2 et

m(f) = /R TN )V € Co®?).

Enfin si ¢1 et (2 sont nulles a I'infini et continues sur R, on choisit o1, et @2, des fonctions
en escalier a support compact sur R qui convergent uniformément sur R respectivement vers
1 et @2, et on obtient

L s = paler s )
- ngr}rqooTr(cpg,n(H/)KNDl,n(H)KQ*)
= Tr(py(H)Kip1(H)KS)

ce qui donne la derniere formule de la proposition et I'unicité de .
Remarque : il est clair que dans cette proposition que le support de p (comme distribution
distribution d’ordre 0) est inclus dans o(H) x o(H').

Supposons alors que

Dom(H) = Dom(H') et H —H=K; €8s
avec H >0 et H' > 0.

On ale
Théoréeme B.3 Pour toute f € C§°(R)

1) = £l < 1Kl sup |22,

A#EN

Démonstration : avec les notation du paragraphe (1.1), on a
f(H')
1

—f
—g/_m/\/l[f](ﬂsﬁy) (g /Ae(y) ZTTW(H — 2)T WV (H - z)_ld,z) dy (B.2)

(H) =

ou les intégrales convergent dans So. D’autre part, comme on a

IFH) = F(H)|]2 = sup T ((f(H') - f(H))K3)]
K2€8;\{0} [ K2]]2

(B.3)

on calcule Tr((f(H') — f(H))K}) avec Ky € Sa, qui vaut
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car (B.2) composé avec K3 donne des intégrales qui convergent dans S;. D’apres la proposition
(B.2), cette intégrale s’écrit

_i o0 _— L Z_;g—iy _Z—l /_2—1 ! »
- [ M@y <2w/w Lo 371002 du(A,M)d)dy

On utilise alors le fait que

()\—Z)1()\/—2’)1:—()\_2)_)1\_&)/\/_Z)_1, )\7é>\/

et le théoreme de Fubini qui permettent d’écrire 'intégrale précédente comme

)\—ac—iy — N —x—1y
/ MIf)(z + iy) / - du(M\ N | dy
(H)xo (H') A=A

avec (AW — X ~T=W) (X~ X)~1 qui se prolonge facilement en une fonction continue (et nulle
a I'infini) sur R2. Une nouvelle application du théoréme de Fubini montre que cette intégrale

o FO) = 5O
AN I N
/U(H)XU(H/) A=N HAX)

dont on déduit le théoreme.

On va a présent démontrer une variante de ce théoreme, sous des hypotheses un peu plus
générales.

Supposons que (H, D(H)) soit un opérateur auto-adjoint sur H (avec D(H) dense dans
H) et que V soit une application linéaire de D(H) dans H H—bornée, symétrique, telle que
(H +V,D(H)) et soit auto-adjoint , semi-bornés. On suppose

H>1, et H+V>1
K :=VH N ¢8, pourun Ny>1
K| :=(H+V) MV es,

la derniere ligne signifiant que I'opérateur (H + V)~NoV défini sur D(H) se prolonge & H
comme opérateur borné qui est de classe Hilbert-Schmidt.
Soit z € C\ [1,4o00[. A partir de I'identité
(H-—2)'—(H+V -2 =H+V -2)"'V(H -2
et du fait que ( LONH+V —2)"' = N(H+V —2)"'"" on peut écrire (H —2)" V1 — (H +

V — 2)~N=1 sous la forme

N
S H+V —2) MV (H - 2"V
k=0
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Si N > 2(Ng—1), on sépare cette derniere somme en deux parties X1 et Yo, en faisant z = 0,
ce qui donne

No—1
El _ Z (H _|_ V)*l*kKl_HfN%*k*lﬁ’No
k=0
et
N
Yo = Z (H + V)~ LktNo gt pp=N-+k—1,
k=N

Pour tout Ky opérateur de Hilbert-Schmidt sur H, ;K3 est de classe trace (j = 1,2) et on a

No—1

Tr(2.K3) = / D ATNHREENON T R e e, (A X) (B.4)
R? =0
N

Tr(Saky) = [ 3 AN g ) (B.5)
R k=No

Un calcul facile montre que pour A # X, on a

No—1 I=No _ \—N
Y AN TNy kL _\2No-1-NATT AT
— AN =
N _ 1 _
Z )\fNJrkfl/\/Ngflfk _ _)\/ N+No—1 _ y\—N+No—1
k=N, A=A
=1ivVo

Lorsqu’on a remarqué cela, on a aisément la

Proposition B.4 Pour toute fraction rationnelle de la forme

et tout K9 € So
Tr((f(Ho +V) = £+ VK = [ AFO Ny + [ BFO N ae, (B9

ou Af et Bf sont les fonctions continues et nulles a linfini sur o(H) x o(H + V') suivantes :

AFX) = =220 f(N) fo(WN)
INo N No

avec fo(A,N) = W( Ces fonctions sont définies pour X # X mais prolongeables par
continuité sur o(H) x o(H +V).)
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Démonstration : On obtient (B.6) en faisant des combinaisons linéaires de (B.4) et (B.5).
Il reste juste a verifier les propriétés annoncées pour Af et B f. L’existence d’un prolongement
par continuité est facile et on étudie juste les limites a I'infini.
Commencons par remarquer que, puisque A\, A" € [1,+oc], on a

sup,>p |27 f ()]
A= N|

2
‘fO()‘v)‘,” < W et |Bf()\a)‘/)‘ <2

(B.7)
et donc pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que, lorsque |[A—=X| > M, [Af (A, N)|+|Bf(\N)| <
€.
Dans la zone |\ — | < M, on écrit, pour A # N

)\/

Bf(\N) = — Not™VoLf () + ™o f/(t)dt (B.8)

AN =\
et puisque sup[)\,A/](|tN0_1f(t)\ + [tNo £ (#)]) — 0 lorsque A + X — 400 et |\ — X| < M, on
obtient que Bf est nulle a U'infini. De méme, on démontre que fy est nulle & I’infini, et donc

Af également, ce qui donne la proposition.
On en déduit donc le

Théoreme B.5 Pour toute fraction rationnelle de la forme

Ny
a;
=3 5o Azl

J=2No

on a
1f(Ho+ V) = f(Ho+V)ls, < ||[Aflleol [ K1lls, + [1Bfllool [ K1l]s,- (B.9)
Démonstration : C’est une conséquence immédiate du fait que

tr(IC1 K3
Kalls, = sup SN
0<[[Kalls, <00 |12l

et que, d’apres le lemme (B.1)
1 Tr((f(Ho+ V) = f(Ho + V)| < |Aflloc|l K1l 52 || K25y + [ Bfllool K1l s |1 K25, O

Citons enfin un dernier lemme donnant des estimations de ||Af||o et ||Bf||c lorsque f est
un certain type de fraction rationnelle.

Lemme B.6 Pour tout polynome P notons P sa_primitive nulle en 0. Soit N > 4Ny un
entier. Pour tout 0 < j < 2Ny, on pose Fj(A) = MP(AN).
Alors il existe Cj > 0 telle que

|AF}||oo + |[BEFj|oo < Cj St[gpﬂ\P(w)! vP.
xe|0,
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Démonstration : on suppose A # X on a alors tout de suite

|AF; (A, N)] < (NN PAN)]|[ folloo < Hfo|roo?315\75<x>/x\ < Hfo’\oo?glll]ﬂp(@\-

Pour BFj on utilise la formule (B.8) et on remarque que
tNOF(t) = — NN NP (N Mot TP ()

NotMo L Ei(t) = NotNo-1Hip (=)

dont on déduit facilement, a partir du fait que Ng+j — N — 1 < 0 et du fait que Ng — 1 +
j < N, que leurs valeurs absolues sont majorées respectivement par (N + j) supp q] |P(z)] et
Nosupjg 1) |P(x)| ce qui termine la démonstration.
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