Coalescence et fragmentation stochastiques, arbres aléatoires et Processus de Lévy

Grégory Miermont

16 décembre 2003

Chapitres ▶ Coalescent stochastique additif et processus de Lévy ▶ Fragmentations auto-similaires et subordinateurs stables ▶ Fragmentations auto-similaires dérivées de l’arbre stable I et II ▶ Généalogie des fragmentations auto-similaires d’indice négatif ▶ Processus d’exploration et de largeur des arbres continus inhomogènes ▶ Asymptotique des p-applications

Coalescent stochastique additif

On note S = {(s1, s2, . . .) : s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ 0, ∑∞ i=1 si ≤ 1} l’espace des masses.

Si s ∈ S, s⊕(i,j) est le réarrangement décroissant de la suite s où les termes si, sj sont remplacés par leur somme.

Le coalescent additif est le processus de Markov C sur S tel que C saute de s à s^{⊕(i,j)} avec un taux s_i + s_j.

Si C est défini sur l’intervalle R, on dit que C est éternel.

Coalescent additif standard: obtenu comme limite faible de C ( t + 1 2 log n ) , t ≥ − 1 2 log n

issu de (1/n, . . . , 1/n

n fois

, 0 . . .)

Une représentation

Soit (Bexcs , 0 ≤ s ≤ 1) une excursion brownienne standard. On considère

B(t)s = Bexcs − ts 0 ≤ s ≤ 1 et B(t)s = infu∈[0,s] B(t)u . Soit FAP(t) la suite de S constituée des longueurs des intervalles de constance de B(t).

Théorème 1 (Bertoin, 2000) (FAP(e−t), t ∈ R) est le coalescent additif standard.

On obtient les lois marginales de dimension 1:

Proposition 1 (Aldous-Pitman, 1998) On a P (FAP(t) ∈ ds) = P ( Δσ1/2[0,t] | |σ1/2t = 1 )

où σ1/2 est un subordinateur stable 1/2 ( L = inverse de −B où B est un brownien standard).

On part d’une excursion brownienne...

puis on rajoute un drift de plus en plus grand...

6

7

Coalescent additif et processus de Lévy

Si maintenant on remplace Bexc par l’excursion normalisée Xexc d’un processus de Lévy X sans sauts < 0, on obtient un autre coalescent additif éternel de façon similaire: soit

X(t)s = Xexcs − ts 0 ≤ s ≤ 1

et X(t)s = infu∈[0,s] X(t)u . Soit FX(t) la suite de S constituée des longueurs des intervalles de constance de X(t).

Théorème 2 (M., 2001) (FX(e−t), t ∈ R) est une version éternelle du coalescent additif, et

P (FX(t) ∈ ds) = P ( Δσ(t)[0,t] | |σ(t)t = 1 )

où σ(t) est un subordinateur, de même loi que l’inverse T (t) de −X· − t·.

Coalescent additif ordonné

Cette représentation induit un ordre sur les fragments qui possède une interprétation intéressante (sachant que si et sj fusionnent, si se place à gauche de sj avec probabilité si/(si +sj)). On peut en fait étudier, avec ce genre de méthodes, un coalescent additif ordonné.

Fragmentations auto-similaires

Définition 1 Un processus de Markov (F (t), t ≥ 0) à valeurs dans S est une f.a.s. d’indice α ∈ R si F (0) = (1, 0, . . .) et si sachant F (t) = s, F (t + t′) a même loi que le réarrangement décroissant de siF (i)(sαi t′), i ≥ 1, où les F (i) sont des copies indépendantes de F .

α est un paramètre de vitesse. Si α < 0 on a même une perte de masse (∃t > 0 : ∑∞ i=1 Fi(t) < 1).

Théorème 3 (Bertoin, 2002) La loi d’une f.a.s. est caractérisée par un triplet (α, c, ν) où c ≥ 0 est un paramètre d’érosion et ν est une mesure de Lévy σ-finie sur S, avec ∫ S(1 − s1)ν(ds) < ∞.

Interprétation: un fragment x présent au temps t se disloque en xs avec un “taux” xαν(ds).

Exemples

▶ La fragmentation d’Aldous-Pitman F_{AP} est auto-similaire (1/2, 0, νAP), où

νAP(s1 ∈ dx) = Cdx √ x3(1 − x)3

1_{{x>1/2}}

et ν{s1 + s2 < 1} = 0 (binaire).

▶ Si F_B(t) est la suite décroissante des longueurs des composantes connexes de It = {s ∈ [0, 1] : 2Bexcs > t} alors FB est une f.a.s. (−1/2, 0, νAP).

f.a.s. et subordinateurs stables

Question: Peut-on généraliser le résultat d’Aldous-Pitman sur la loi de FAP à d’autres subordinateurs stables? Soit: existe-t-il β ∈]0, 1[ et une f.a.s. F (α, c, ν) tels que pour t ≥ 0,

P (F (t) ∈ ds) = P ( Δσβ[0,t] ∈ ds | σβt = 1 ) , (1) où σβ subordinateur stable β (processus de Lévy croissant tel que E[e−λσ^β1 ] = exp(−λβ) pour λ ≥ 0)?

Théorème 4 (M. & Schweinsberg, 2003) Si (1) est vérifiée pour tout t, alors β = 1/2 et F = FAP.

On peut montrer d’autres résultats négatifs de la même veine. Ceci souligne la difficulté à estimer le semigroupe d’une f.a.s.

Arbres continus (CRT) brownien, stables

Introduits par Aldous, Le Gall, Le Jan, Duquesne (1991–2003)

Le CRT brownien T est un espace métrique aléatoire qui est un “arbre de Galton-Watson critique de loi de reproduction de variance 1, à n individus, vu de la distance √ n”.

L est juste une excursion de marche aléatoire. Lorsque le nombre d’individus → ∞, on a convergence

(n−1/2L([nt]), t ≥ 0) L→n→∞ Bexc, et aussi (Aldous, 1993; Bennies-Kersting, 2001...)

(n−1/2h([nt]), t ≥ 0) L→n→∞ 2Bexc.

On obtient de la façon suivante les marginales de l’arbre brownien (sous-arbre engendré par la racine et k nœuds tirés au hasard):

L’arbre stable β avec β ∈]1, 2[ est l’arbre obtenu quand la loi de reproduction est dans le domaine d’attraction d’une loi stable (β) complètement asymétrique. On sait alors que a−1n L([n·]) converge vers l’excursion normalisée Xexc d’un processus de Lévy stable β sans sauts négatifs, où an varie régulièrement (1/β).

Théorème 5 (Duquesne, 2002) Le processus ann−1h([n·]) converge alors vers une excursion d’un processus de hauteur Hexc, appelé arbre stable.

Ainsi un arbre stable est-il un “gros” arbre de Galton-Watson critique convenablement renormalisé.

▶ Contrairement à l’arbre brownien, les points de branchements b d’un arbre stable sont ∞-aires. On peut mesurer leur temps local ℓb comme étant le saut de l’excursion Xexc associé à ce nœud.

Fragmentations de l’arbre stable

Les fragmentations FAP et FB ont une interprétation en termes de l’arbre continu brownien (CRT).

▶ F_B(t) revient à enlever les individus des générations ≤ t et à classer les tailles des composantes connexes de la forêt obtenue.

▶ F_{AP}(t) revient à couper l’arbre selon un processus de Poisson d’intensité t sur les arêtes (cas discret: enlever chacune des n − 1 arêtes indépendamment avec probabilité 1 − e−t/ √ n), puis classer les tailles (nombre d’individus) des composantes connexes de la forêt obtenue.

Question: Peut-on fragmenter l’arbre stable de deux façons différentes pour obtenir deux f.a.s. de même mesure de Lévy, mais l’une d’indice positif et l’autre d’indice négatif?

Soit F− le processus obtenu en enlevant les points de l’arbre stable sous la hauteur t: F−(t) est la suite décroissante des longueurs des composantes connexes de {s ∈ [0, 1] : Hexcs > t}.

Théorème 6 (M., 2003) F− est la f.a.s. (1/β − 1, 0, νβ) avec ∫ S F (s)νβ(ds) = E σ1/β1 F

Δσ1/β[0,1]

σ1/β1

Ceci est une version σ-finie des lois de Poisson-Dirichlet.

Soit F+ le processus obtenu en enlevant chaque point de branchement b de l’arbre stable avec probabilité 1 − exp(−tℓb).

Théorème 7 (M., 2003) F+ est la f.a.s. (1/β, 0, νβ).

Les preuves utilisent...

Pour F−: une discrétisation de l’espace, et uniquement (ou presque) des calculs de type combinatoire.

On se ramène à l’étude du mécanisme de dislocation de n points marqués. U1, U2 . . . uniformes iid, soit Πn(t) la partition de [n] = {1, . . . , n} définie par (i, j ≤ n) i Πn(t)

∼ j ⇐⇒ Ui, Uj ∈ même intervalle de I−(t). Soit tn le temps de la première dislocation tn = inf{t ≥ 0 : Πn(tn) ≠ {[n], ∅, . . .}}.

On note ρn(dπ) la loi de Πn(tn).

Alors ν est caractérisée à une constante près par:

▶ soit s une boîte de peinture de “loi” ν(ds), soit des godets de tailles si, i ≥ 1, mis bout-à-bout sur [0, 1]

▶ soit Γ_n la partition de [n]

i Γ^n∼ j ⇐⇒ Ui, Uj ∈ même godet,

si on restreint aux partitions non-triviales P∗n, Γn est tirée selon une mesure finie κn

alors Πn(tn) a pour loi κn/κn(P∗n) pour tout n. On remarque que Πn(tn) est la partition obtenue quand on enlève la racine de la n-ième marginale de l’arbre stable.

Un exemple: Π_7(t_7) = {{1, 2, 4, 5}, {3, 6}, {7}} t_7 ∅

La combinatoire des arbres stables est étudiée dans Duquesne-Le Gall, 2002:

P (T βn = t) = n! βn−1 [ 1 − 1β ] n−1 ∏ v∈t |[1 − β]c_v(t)| cv(t)!

On en déduit que

ρn({π}) =

CβΓ(k − β) βkΓ ( n − 1β ) k∏ i=1 [ 1 − 1 β ] ni−1

où les tailles des blocs non vides de π sont n1, . . . , nk et on reconnaît une expression proche des partitions de type “restaurant chinois” reliées aux lois de Poisson-Dirichlet. On en déduit la forme de νβ.

Pour F+: enlever un nœud de temps local ℓ, c’est retirer un saut de taille ℓ au processus X sous-jacent. Pour que les arbres subséquents soient aussi des arbres stables, il faut donc que le processus tronqué X(t) soit absolument continu par rapport à X pour tout t (ainsi ses excursions conditionnées par la durée sont les mêmes). C’est possible par un équivalent du théorème de Girsanov pour cette méthode d’épointage de l’arbre.

Pour trouver la mesure ν, on constate que le “premier nœud” à être coupé a un temps local qui est la taille d’un saut marqué de l’excursion Xexc, donc du pont (théorème de Vervaat). Sachant ce saut x, dont la loi est Cβx−βp1(−x)dx (p1(x) = P (X1 ∈ dx)), les arbres sont alors des copies de l’arbre stable dont les masses ds sont données par ΔT[0,x] sachant Tx = 1. Ceci coïncide avec la définition de νβ.

Généalogie des f.a.s. avec α < 0

Notion naturelle de généalogie pour les fragmentations de partitions. Si π ∈ P∞ est une partition de N = {1, 2, . . .}, on note π1, π2, . . . ses blocs et

|πi| = limn→∞

Card πi ∩ [n] n , les fréquences si elles existent (dans S).

Définition 2 Un processus (Π(t), t ≥ 0) est une f.a.s. d’indice α à valeurs partitions si le processus est échangeable (σΠ L = Π pour tout σ ∈ S∞) et si sachant Π(t) = π, Π(t + s) a même loi que la partition de blocs donnés par πi ∩ Π(i)

copies ind. de Π

(|πi|αs)

On sait (Berestycki, 2002) qu’à toute f.a.s. Π est associée une f.a.s. F sur S, et réciproquement.

▶ On a une notion naturelle de généalogie d’une f.a.s.: pour tout n on peut tracer l’arbre généalogique des blocs contenant 1, 2 . . . , n.

Soit Tn l’arbre construit à partir de 1, . . . , n. On a une propriété de consistance (Tn s’obtient de Tn+1 en enlevant une feuille au hasard et en renumérotant). En plus on a une métrique naturelle: si Di = inf{t ≥ 0 : {i} ∈ Π(t)},

d(i, j) = Di + Dj − 2 inf { t ≥ 0 : i

Π(t) ≁ j } .

▶ Il existe donc (Aldous, 1993) un espace métrique complet probabilisé aléatoire (T , μ) tel que T est un arbre enraciné, et tel que l’arbre engendré par la racine et n éléments indépendants pris selon μ a même loi que Tn. C’est un CRT.

Théorème 8 (Haas & M., 2003) La dimension de Hausdorff de T est |α|−1 ∧ 1 sous l’hypothèse ∫ S(s−11 − 1)ν(ds) < ∞.

On obtient entre autres la dimension de l’arbre stable = β/(β − 1) ≥ 2 (également démontré par Duquesne-Le Gall, 2003).

Arbres continus inhomogènes

Soit p = (p1, . . . , pn) une probabilité décroissante sur [n]. Le p-arbre est l’arbre enraciné étiqueté aléatoire T p sur [n] tel que (ci(t) nombre d’enfants de i dans t):

P (T p = t) = n∏ i=1 pc^i(t)i .

On peut l’obtenir par un procédé itératif: (Xi, i ≥ 0) suite iid de loi p. Racine = X0. On trace l’arête Xi → Xi+1 si elle ne forme pas de boucle, on se déplace seulement en Xi+1 sinon. Soit σ(p) = √∑ n i=1 p2i .

Théorème 9 (Camarri & Pitman, 2000) Si n → ∞ avec max i p(n)i → 0 et p(n)i /σ(p) → θi

avec ∑ i θ2i ≤ 1 et θ0 = √ 1 − ∑ i θ2i > 0 ou ∑ i θi = ∞, alors le p-arbre “vu de σ(p)−1” converge vers un CRT T θ.

Question: déterminer le processus des hauteurs de T θ.

▶ Soit b un pont brownien standard et (s ∈ [0, 1])

Xbr,θ(s) = θ0bs + ∞∑ i=1 θi(1{U_i≤s} − s)

▶ On pose Xθ = Xbr,θ(argmin(Xbr,θ)+s mod (1))−inf Xbr,θ la transformée de Vervaat.

▶ Si t_i est le temps de saut de taille θ_i, Ti = inf{t ≥ ti : Xθ(t) ≤ Xθ(ti−)}, et soit Ri nul hors de [ti, Ti] et sinon

Ri(s) = inf

u∈[ti,s]

Xθ(u) − Xθ(ti−).

On pose enfin (si θI > 0, θI+1 = 0)

Hθ = 2 θ20 Xθ − ∑ 1≤i≤I Ri .

t_1 t_3t_2 θ_1 θ_2

θ_3

0 1 0

1

L’excursion Xθ.

0 1 0

1

θ_1 θ_2 θ_3

t_1 t_2t_3

Le processus “réfléchi” Y θ

Théorème 10 (Aldous, M. & Pitman, 2003) Le processus des hauteurs de T θ est Hθ.

La méthode consiste à approcher T θ par des p-arbres, et de coder ces derniers dans des processus de saut “discrets” qui convergent vers Hθ. Ils sont aussi utilisés dans des systèmes de serveurs agrégatifs de Bertoin, 2001.

Comme pour les arbres Lévy, on a une mesure de masse μ sur T θ. On définit le processus de largeur cumulatif

W̄ θ(h) = μ{v ∈ T θ : ht(v) ≤ h}.

Théorème 11 (Aldous, M. & Pitman, 2003) La mesure dW̄ θ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, et la densité W θ vérifie

W θ((W̄ θ)−1(s)) L= Xθ(s), 0 ≤ s ≤ 1.

C’est un théorème généralisant celui de Jeulin, 1985.

Les p-applications

Les ICRT T θ ont des applications dans l’étude du coalescent additif, mais aussi dans des problèmes plus directement liés aux p-arbres, comme les p-applications (informatique, discrétisation de systèmes dynamiques, etc...)

On envoie i sur j avec probabilité pj, indépendamment sur les i.

Question: Que se passe-t-il lorsque n → ∞ avec maxi p(n)i → 0 et maxi p(n)i /σ(p) → 0?

La bijection de Joyal (1981)

Soit T p un p-arbre, X0 la racine, Xi, i ≥ 1 un tirage iid de loi p indépendant de T p. X1 est une deuxième racine et définit un tronc (chemin entre ces deux racines), tandis que les Xi, i ≥ 2 déterminent des coupes sur le tronc.

X_1

X_0

X_2

X_6

X_5

X_4

X_3

Si on forme des cycles en “bouclant” les morceaux du tronc obtenus, on obtient une application aléatoire M.

Proposition 2 L’application M est une papplication.

De ce fait, les résultats sur les p-arbres se transposent en résultats sur les p-applications. En particulier, quand n → ∞ on a convergence vers une CRM (application continue aléatoire), qui est codée par le double d’un pont brownien réfléchi (excursions: arbres issus du tronc) avec des marques supplémentaires (délimitant les bassins).

Soit B|br| un pont brownien réfléchi, L son temps local en 0, et Ui, i ≥ 1 uniformes indépendantes, et indépendantes de B|br|. Soit D0 = 0 et

Di+1 = inf{t ≥ Di+Ui+1(1−Di) : B|br|(t) = 0}.

Soit Bi, Ci, i ≥ 1 les bassins de M.

Proposition 3 (Aldous, M. & Pitman, 2002)

(p(Bi), σ(p)Card Ci)i L→ (Di−Di−1, LD_i−LD_{i−1})i.

Vert: pont brownien réfléchi B^{|br|} Bleu: les points explorant des nouveaux bassins Rouge: les marques délimitant les bassins D_i, i ≥ 1 Mauve: le temps local L le long du tronc Photo non contractuelle.