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Introduction

Cette these se compose de trois parties indépendantes, dont voici un apercu succinct. Le lecteur trouvera

plus de détails dans leurs introductions respectives.

1. Altérations et groupe fondamental premier a p.
Soient k£ un corps algébriquement clos d’exposant caractéristique p > 1, p/ ’ensemble des nombres premiers
distincts de p, X et Y deux schémas algébriques sur k, géométriquement pointés. On dispose, par fonctorialité,
d’un morphisme 1 (X x;Y) — 71 (X) x 71 (Y). Si p > 1, ce morphisme n’est pas un isomorphisme en général,
comme le montre I'exemple du plan affine sur k. L’obstruction a I’existence d’une formule de Kiinneth générale
est la ramification sauvage, qui est déja a 1’origine de la non simple connexité de la droite affine A,lc. Dans

cette partie, on démontre que la formule de Kiinneth modifiée
T (X % Y) 5 ap' (X) x 7' (Y),

ou 7r]p' désigne le plus grand quotient premier & p, est vraie. Une telle formule est établie dans [SGA 1 XI11 |
modulo la résolution forte des singularités, non démontrée & ce jour en caractéristique positive. Bien que
cette formule ait été la motivation principale de ce travail, elle n’apparait plus en fait que comme corollaire
de résultats généraux de finitude, propreté cohomologique et locale acyclicité génériques pour les ensembles

de cohomologie de degré 0 et 1. Cette partie s’achéve par une discussion du cas modéré.

I1. Conjecture de Bloch et nombres de Milnor.
Soient S = Spec(A) le spectre d’un anneau de valuation discréte hensélien de corps résiduel algébriquement
clos d’exposant caractéristique p > 1 et X un schéma régulier, séparé et de type fini sur S. Inspiré par la
formule de Milnor en géométrie algébrique complexe, Pierre Deligne a conjecturé dans [SGA 7 XVI |, dans
le cas ou X/S présente un point de non lissité isolé x, une formule exprimant le nombre de Milnor de la
singularité en x comme la dimension « totale » des cycles évanescents du faisceau étale constant Fy sur X
pour un nombre premier ¢ # p. Cette dimension totale est la somme de la dimension usuelle (virtuelle) et
d’un conducteur de Swan qui tient compte de la ramification sauvage. Par ailleurs, en 1985 [Blo87|, Spencer
Bloch a proposé, et démontré dans le cas des courbes, une autre formule dans le cas ou X/S est propre
et & fibre générique lisse mais sans hypothése supplémentaire sur le lieu de non lissité. Cette formule fait
intervenir une classe de Chern localisée du faisceau des différentielles relatives Q]X/S. Dans cette partie, on
démontre que la formule de Deligne découle de celle de Bloch. Comme corollaire, on obtient, dans le cas de
la dimension relative 1, la conjecture de Deligne, ainsi qu'une généralisation au cas d’un lieu de non lissité

propre sur S.

III. 1-motifs, d’aprés V. Voevodsky.
Si k est un corps parfait, on dispose d’au moins deux constructions de catégories de motifs (mixtes) de
dimension < 1 : la catégorie (additive) 1-Mot(k) des 1-motifs de P. Deligne, historiquement la premiére
(cf. [Del74]|), et la catégorie (triangulée) dlDMg](k) des motifs géomeétriques effectifs de dimension < 1,

introduite récemment par V. Voevodsky (cf. [Voe00]). On construit dans cette derniére partie un foncteur



triangulé naturel
D’ (1-Isomot(k)) — diDMET (k) ®z Q,

qui est une équivalence de catégories, comme annoncé dans loc. cit. (p. 218).
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Introduction

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p et soit p/ ’ensemble des nombres premiers distincts
de p. Dans [Ray71], il est démontré que, si X et Y sont des k-schémas de type fini connexes, on a alors
(X x, V) S 7 (X) x 7(Y), ou «?" désigne le plus grand quotient premier a p du groupe fondamental,
sous réserve que l’on dispose de la résolution forte des singularités. Nous prouvons dans cet article que
cette formule est valable sans restriction. Nous démontrons en fait des théorémes de finitude, propreté
cohomologique et locale acyclicité génériques sans hypothése de résolution. Il s’agit ici d’énoncés sur les
ensembles de cohomologie de degré 0 et 1. Une partie de ces résultats figurent sous forme conditionnelle dans
loc. cit. Par ailleurs, les analogues en cohomologie abélienne sont démontrés sans restriction dans [Del77].
L’ingrédient essentiel de ce travail est le théoreme ([dJ96]) de A.J. de Jong sur les altérations, qui remplace la
résolution forte des singularités. Les altérations ont en effet la propriété d’étre de descente effective universelle
pour la catégorie fibrée des faisceaux étales. Comme dans [Ray71]|, nous travaillons systématiquement dans
la 2-catégorie des champs en groupoides, qui est le pendant non commutatif de la catégorie dérivée des
faisceaux abéliens.

Au numéro 2 (respectivement 3), nous démontrons le théoréme de propreté cohomologique et construc-
tibilité (respectivement locale acyclicité) générique. Certaines démonstrations initiales de I'auteur ont été
modifiées pour faire profiter au lecteur de ’approche plus conceptuelle d’O. Gabber, qui sera certainement
plus utile & 'avenir. Le numéro 4 contient divers énoncés de constance locale générique pour les images di-
rectes de champs, ainsi que des applications au groupe fondamental premier & p : locale invariance générique
des mf " des fibres géométriques d’un morphisme, invariance par changement de corps séparablement clos et
formule de Kiinneth. Nous énongons des résultats semblables pour les groupes d’homotopie supérieurs. Enfin,
le numéro 1.4, indépendant des précédents, concerne la formule de Kiinneth et I'invariance par changement
de corps algébriquement clos pour le groupe fondamental modéré ; nous avons recours ici a des techniques

de géométrie logarithmique.

I.1. Propreté cohomologique générique

Soient X un schéma, et .# un champ (en groupoides) sur X (muni de la topologie étale). Dans toute
la suite, seuls la topologie étale et les champs en groupoides seront envisagés et nous omettrons donc ces

qualificatifs. Notons m(.%#) le faisceau associé au préfaisceau
U/X — {classes d’isomorphismes d’objets de .# (U)} ;

c’est aussi le faisceau des sous-gerbes maximales de .#. Soient U/X un ouvert étale et zyy € Ob .% (U) ; nous

noterons m (%, zy) le U-faisceau Aut(r[;(])(i). Si L est un ensemble de nombres premiers, rappelons que le

(D) Justifions rapidement ces notations. Pour toute catégorie %, on peut définir — fonctoriellement — un ensemble simplicial,
son nerf, noté Nerf(%), dont la définition est rappelée par exemple dans [III72], vi.2.1. Si ¥ est un groupoide et = un objet de
%, les m; de son nerf (pointé en z) sont nuls pour i > 2 (loc. cit. 2.6.2). Considérant les . (U) pour U variable, on obtient, par

faisceautisation, les ensembles définis plus haut.
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champ .Z est ind-L—fini, si pour toute section locale x, le faisceau en groupes 71 (%, z) est ind—L—fini au sens
de [Art73b], 1.5. Cela signifie que pour tout point géométrique &, la fibre de ce faisceau en ¢ s’identifie a la
colimite filtrante de ses sous-groupes finis de L-torsion. Le champ % est dit constructible si le faisceau mo(.%#)
et les divers 71 (.%, z) sont constructibles (cf. loc. cit., 2.3) ; nous ne considérerons que le cas d'un schéma de
base noethérien pour cette derniére notion. Pour tout schéma X, nous noterons Lx 1’ensemble des nombres
premiers inversibles sur X. (Dans le cas particulier ot seul un nombre premier p n’est pas inversible sur X,
nous noterons p/ ’ensemble Ly .)

Pour alléger les notations, nous désignerons souvent par la méme lettre un X—champ et son extension,
comme catégorie fibrée, a la catégorie des schémas sur X (cf. |Gir71]|, vi1.2.2.7). De méme, nous noterons
souvent par des égalités des fleches qui ne sont en fait que des équivalences.

Pour fixer les notations, et motiver les théorémes généraux qui vont suivre, voici quelques exemples. Le
dernier — le plus important pour nos applications — précise le lien entre variation du groupe fondamental
en famille (lié & 1’étude des faisceaux non abéliens R! f,G pour une famille f : X — S et G un groupe fini

constant) et le formalisme des images directes de champs que nous allons étudier par la suite.

I1.1.1 Exemples. —
Soient f: X — Y et g: Z — X des morphismes de schémas.
Champs de Picard. A tout complexe K = [d : £~ — £°] de faisceaux abéliens sur X, on associe
un champ ch(K). C’est le champ associé au préchamp dont le préfaisceau des objets est £, et dont
les homomorphismes entre deux sections locales a et b sur U sont les sections s € .2~ 1(U) telles que
ds = b — a. Cette construction, qui se factorise par D[*LO](X, Z), permet de retrouver tous les champs
de Picard (strictement commutatifs), définis par P. Deligne et A. Grothendieck dans [Del73]. Le champ
ch(K) est constructible si et seulement si les faisceaux de cohomologie de K le sont. Le 7y correspond au
H°, et le m, pointé en la section nulle, au H™'. On a g*ch(K) = ch(g*K) et f.ch(K) = ch(r<oRf. K).

— Champs en catégories discrétes. Soit .% un faisceau d’ensembles sur X. On peut définir un champ
CD(.#) en prenant pour CD(.#)(U) la catégorie discréte construite sur . (U). Ces groupoides sont «
totalement disconnexes » en un sens évident. Dans le cas oi .# est un faisceau abélien, on a ch(.#[0]) =
CD(.#). Le champ CD(.%#) est constructible si et seulement si .% = my(CD(.#)) 'est (car les 7y sont
tous nuls). On a ¢g*CD(.#) = CD(¢*.%) et f.CD(.%#) = CD(f..%); la situation est donc particuliérement
simple. A partir de maintenant, nous considérerons tout faisceaun .# comme un champ en lidentifiant &
CD(%#).

— Champs classifiant. Soit G un faisceau en groupes sur X. Rappelons qu'un G-torseur sur X, est
un X-faisceau T' muni d'une action de G, qui est localement isomorphe (sur X) & G muni de 'action
par translation sur lui-méme. On en fait une catégorie en appelant « morphismes » les morphismes de
G-faisceaux. Nous noterons Tors(G) le champ dont la fibre en U est la catégorie des G|y-torseurs sur
U. Dans le cas o G est abélien, on a Tors(G) = ch(G[1]); la terminologie « champs de Picard » se
justifie par le fait qu’elle englobe le cas G = G,,,. Le champ Tors(G), pour G a nouveau quelconque, est
constructible si et seulement si G est constructible ; en effet, w1 (Tors(G)), pointé en le G-torseur trivial,

n’est autre que G et mo(Tors(G)) = {@}. De méme, si G est un groupe constant fini de L-torsion, le
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champ Tors(() est ind-L—fini. On a g*Tors(G) = Tors(G|;) mais f.Tors(G) n’est pas nécessairement
un champ du meéme type(™ : cela dépend des propriétés géométriques du morphisme f. On montre
aisément que mo(f.Tors(@)) = R! .G (cohomologie non abélienne) et my (f.Tors(G)) = f.G (pointé par

I'image du revétement trivial).

Soient S un schéma, f : X — Y un S-morphisme entre S-schémas et .% un champ sur X. Nous dirons
que le couple (f,.#) est cohomologiquement propre relativement a S si pour tout S-schéma S’, la formation
du champ f,.# commute au changement de base par le morphisme Y’ Efy xgS =Y.

1.1.2 Théoréme. — Soient S un schéma noethérien et f : X — Y un S-morphisme entre S-schémas de

type fini. Alors,
a) il existe un ouvert dense U — S wérifiant les conditions suivantes :

(i) pour tout ensemble fini E, le champ fu.Ex, est constructible et le couple (fu, Ex, ) est cohomo-

logiquement propre relativement a U.

(ii) pour tout Ly —groupe fini G, le champ fu.Tors(Gx,, ) est constructible et le couple (fr, Tors(Gx,))

est cohomologiquement propre relativement a U.

b) pour tout champ F sur X, constructible, ind Lg fini, il existe un ouvert dense U — S tel que le champ

fu«Fx, soit constructible et que le couple (fu, Fx,) soit cohomologiquement propre relativement a U.
L’énonceé a) (i) était déja démontré inconditionnellement dans [Ray71].

1.1.3 Remarque. Si f: X — S est un morphisme de type fini, on peut montrer que 'image directe d’un
faisceau d’ensembles constructible est constructible dés que S est noethérien (cf. [Gab01]|). Par contre, la
constructibilité de R f,Z/nZ, avec n inversible sur S, peut étre mise en défaut avec S noethérien (cf. loc.

cit) ; on conjecture que ce phénomeéne disparait si S est excellent.
En particulier,

L.1.4 Corollaire. — Soient k un corps de caractéristique p et f : X — S = Spec(k) un k-schéma de type
fini. Pour tout champ % sur X, constructible, ind—p!—fini, le champ [« est constructible et de formation

compatible aux changements de base Y — §.

Pour démontrer le théoréme, nous ferons appel & un lemme de descente, dont I’énoncé nécessite quelques
rappels. Un schéma simplicial X, est un foncteur contravariant de la catégorie A, constituée des ensembles
finis [n] = {0,...,n} (n > 0), munis des applications croissantes, dans la catégorie des schémas (cf. e.g.
[Fri82|, chap. 1, dont nous reprenons les notations). A un tel objet est associé¢ un topos étale, que 'on
notera XJ” : ses objets sont les familles de faisceaux étales F), sur X,, pour chaque n > 0, munies, pour
chaque morphisme « : [n] = [m], d'un X, morphisme F,, — F,, (c¢’est-a-dire un morphisme X} F, — F,)

satisfaisants les conditions de transitivité évidentes pour les composés. Les champs sur ce topos admettent

(D Dans le cas oit G est abélien, cela résulte du fait que T<0(Rf.G[1]) n’est concentré en degré —1 que si R' f.G = 0, ce qui est

faux en général.
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une description explicite : un champ .% sur X correspond a la donnée d'un champ .%#,, sur chaque X,,, de
1 fleches X}.%, — %, pour chaque morphisme « : [n] — [m] dans A et d’isomorphismes de transitivité
pour les composés, satisfaisant des conditions de cocycles pour les triplets d’applications composables.

Soit € : X4 — X un schéma simplicial augmenté vers X ; on en déduit un morphisme entre les topos associés :
X — X™. Soit .%, un champ sur X, ; le champ ¢,.%, se décrit comme la catégorie fibrée dont la fibre au-
dessus d’un ouvert étale U — X est la catégorie des données de descente, c’est-a-dire des couples (z, @), on
x est un objet de (U x x Xg) et ¢ un isomorphisme (dans %1 (U x x X1)), ¢ : 9 — Ofx satisfaisant la
condition de cocycle sur Xy (dans .%o (U X x X2)) : 05005 = 0f¢. Les 0; désignent les morphismes déduits
des applications strictement croissantes dy,d; : {0} — {0,1} et do,dq,ds : {0,1} — {0,1,2}.

Pour la définition d’un hyper-recouvrement propre d’un schéma, nous renvoyons le lecteur a [Del74|, 5.3.8
ou [SDT73|.

I.1.5 Proposition (O. Gabber). Soit € : X¢ — X un hyper-recouvrement propre d’un schéma X.

Pour tout champ F sur X le 1-morphisme d’adjonction o : F — ee*F est une équivalence.

C’est I'analogue non abélien du théoréme de descente cohomologique propre de [SD73|. La fleche d’ad-

jonction associe & tout objet x sur U/X, son image inverse sur X, muni de la donnée de descente canonique.

Démonstration. Commengons par la pleine fidélité des foncteurs a(U) pour tout ouvert étale U — X.
Comme X, xXx U est encore un hyper-recouvrement propre de U, on peut supposer X = U. De plus, par
commutation de la formation des faisceaux de morphismes aux images directes et inverses (cf. |Gir71], 11.3.2.8
et 3.1.5.3), il suffit de démontrer la proposition pour un champ en catégories discrétes. Ce dernier cas résulte
du théoréeme de descente [Gro73|, viii, 9.1 qui traite le cas d’un cosquelette-0 et du fait que le morphisme
de topos induit par la surjection (0y, 1) : X1 — Xy X x Xg est conservatif, si bien que les isomorphismes de
faisceaux sur Xy X x X se testent aprés changement de base a X;.

Pour montrer que « est une équivalence, il suffit de le vérifier sur les fibres (cf. [Gir71], 111.2.1.5.8) ; on peut
donc supposer que X est un schéma strictement local. Commengons par le cas ot X est le spectre d’un corps
séparablement clos k. On peut supposer k algébriquement clos.

Si X, est le cosquelette du morphisme Xy — X, c’est-a-dire X,, = XOX’“(”H) pour tout n > 0, ’existence
d’une section s au morphisme Xy — X permet de montrer que toute donnée de descente est effective. Plus
précisément, si zg € Ob Fx,(Xo) est muni d’'une donnée de descente ¢, le couple (zg, ) est isomorphe a
I'image inverse de s*zy € Ob .% (X)) sur Xy, muni de la donnée de descente canonique (cf. e.g. [BLR90], 6.1.3).
L’essentielle surjectivité du morphisme d’adjonction en découle.

Si 'on ne suppose plus que Xo = cosqg(Xy — X), on dispose seulement, par adjonction, d'un morphisme
Xo = cosqy(Xg — X); par ce qui préceéde, il suffit de montrer que toute donnée de descente pour X, provient
d’une donnée de descente sur cosqy(Xg — X). Soit mg € Ob Fx,(Xy) et ¢ : Jyzo — d o un isomorphisme
dans Zx, (X1), dont les images inverses satisfont la condition de cocycle dans .Fx,(X32). Montrons que ¢
se descend en un morphisme ¢’ sur Xg xx Xo = X|; comme X9 — cosqy(Xo — X)2 est surjectif, la
condition de cocycle pour ¢’ résultera de celle pour ¢, comme expliqué plus haut. D’aprés [Gro73], viii, 9.2,

appliqué au faisceau Isoqu (0fF 0, 0" o), il suffit, pour prouver lexistence de ¢', de montrer que les deux
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images inverses de ¢ sur X; Xy X; coincident. Notons 1,0+ Xy X x1 X1 = Xy les deux projections. Par
hypothese, 05 o 5 = O sur Xo; il s’agit de montrer que 9" ¢ = 94" ¢. Posons Z = X9 Xg, x,.50 X0s
et notons i (resp. p) la projection i : Z — Xy (resp. p: Z — Xj). Appliquons 7* a la condition de cocycle;
elle se réécrit i*0jp = i*05p o p*sip. Comme sip = Id € Autx,(xp), on a égalité des deux images inverses
sur Z. Il nous suffit donc de montrer que le morphisme évident, défini par (01, 02), Z — X, X x1 X1 est une

surjection. Considérons les carrés cartésiens suivants :

X5 VA

o

cosqf((X.)Q ~— 7' |p

[

X5 Xo

S0

Le morphisme Z — Z' est surjectif; il reste & montrer qu’il 8’identifie au morphisme (9, 9s) : Z — X X x1 Xi.
Rappelons (cf. [Fri82], p.10) que cosqi (Xa)2 = (X1 xXx, X1) X x; X1, de sorte que le morphisme Oy :
cosqit (Xa)2 — X correspond & la premiére projection X; Xy, X1 — X;. On en déduit immédiatement le
résultat.

Si maintenant X est strictement local de point fermé z, on a un diagramme commutatif de foncteurs :

a(X)
F(X) = Folz) 2 (e, F)(X)

(exvEa™-Fu) (1)

On vient de prouver que ¢, est une équivalence; d’aprés le théoréme de changement de base propre pour les
faisceaux d’ensembles, appliqué aux faisceaux d’homomorphismes, le foncteur r est pleinement fidéle. Ainsi,

a est une équivalence.

0

1.1.6 Lemme. — Soient S un schéma noethérien et f : X — Y un S-morphisme séparé entre S-schémas
de type fini, avec Y séparé. Il existe un ouvert dense U — S et un homéomorphisme universel U' — U tels

qu’apres changement de base par U' — S, on ait un diagramme :

l; Je li
X, 7, <—D.,
|-

J

XU,C'—> VA

l/ Apre

YUI
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ot j est une immersion ouverte dominante, €z un hyper-recouvrement propre tronqué a l'ordre 2, et D,_,
un diviseur a croisements normauz relativement a U' dans le schéma simplicial tronqué Z1<2 lisse sur U',

. . /
de complémentaire X'§2'

Démonstration. Cas S = Spec(k), avec k parfait. Soit X 2y Z B Y une factorisation de f en une immer-
sion ouverte dominante et un morphisme propre.

Montrons qu'il existe un morphisme propre et surjectif a : Zy — Z, avec Zy régulier (donc lisse sur k) tel
que l'image inverse de X dans Z; soit le complémentaire d’un diviseur & croisements normaux. Le théoréme
[dJ96], 3.1 affirme que si Z est intégre séparé, il existe un morphisme r : Zy — Z propre, surjectif (géné-
riquement étale) et une compactification (projective) Zy de Zg telle que (70 - Z[]) Ur - Y(Z — X) soit un
diviseur & croisements normaux stricts dans Z ; en particulier, r ~'(X) est le complémentaire d'un diviseur
a croisements normaux dans Zg. Voyons comment cela implique notre résultat. Soit b : 7’ def [1(Za)rea — Z
le morphisme canonique, ou les Z, sont les composantes irréductibles (en nombre fini) de Z. Le morphisme
b est fini et surjectif. Les (Z,)req sont intégres donc il existe une altération ¢, : Zog — (Za)red cOmme précé-
demment, associée a ouvert (Z,)reqa Xz X. Le coproduit des ¢, définit un morphisme ¢ : Zj def 11 Z00 — 2’
propre et surjectif; le morphisme a = be : Z) — Z satisfait les conditions précédentes.

Finalement, utilisant les techniques de [Del74]|, on construit de méme Z; et Z). Ceci achéve la démonstration
du lemme dans ce cas.

Cas général. On peut supposer S connexe, puis irréductible et enfin intégre quitte a faire un changement de
base par un homéomorphisme universel. Soit 75 le point générique de S, et 7jg le spectre d'une cléture parfaite
de k(ng). D’apreés le cas précédent, il existe une compactification de frg ainsi que des hyper-recouvrements
tronqués comme dans I’énoncé, sur 77g. Comme il s’agit d’hyper-recouvrements tronqués, on peut descendre
ces constructions & une extension finie de ng, puis les étendre & un S—schéma dominant, génériquement fini

et radiciel U’, que I'on peut supposer s’envoyant sur son image par un homéomorphisme universel.

O

On peut démontrer le méme résultat sans hypothése de séparation sur Y. Il est aussi possible d’étendre
I’hyper-recouvrement tronqué de X en un hyper-recouvrement propre, mais les images directes ne dépendent
que de ces tronqués a 'ordre 2.

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme I.1.2. Ici, comme souvent par la suite, on notera
avec des égalités des équivalences.

Il est démontré dans [Ray 71|, pages 59-65, comment déduire le b) du a). Nous allons donc démontrer a), en
supposant le morphisme f et le schéma Y séparés. Soient U et U’ comme dans 1.1.6 — dont nous reprenons
les notations ; vérifions que a) vaut sur U. Comme le morphisme U’ — U est un homéomorphisme
universel, il suffit de démontrer le résultat sur U’. On peut donc supposer S = U = U’. On dispose alors
— X eteyg: Z
schémas qui s’en déduisent par changement de base relativement a S. Soit maintenant S’ — S un morphisme,

d’hyper-recouvrements (tronqués) ex : X — Z des schémas X et Z, ainsi que des

0o 0o

et .# comme dans I’énoncé. On note gy (resp. gx, resp. gx, ) la fleche de changement de base Ygr — Y (resp.
XS’ — )(7 resp. X.SQ Xgs S — X.SQ).
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Les notations sont récapitulées dans le diagramme suivant, ol les « -<9 » sont omis pour les hyper-

recouvrements tronqués.

D! 7! X! X. Zs D,
l57/ Exr T EX l/EZ
9x
7' X' 7

On a les équivalences suivantes :

oy [+F = gy fiexsex F (par descente, cf. proposition 1.1.5)
= gyD«JsExsEx ¥ (par commutativité du diagramme)
= plrijex,ex”.F (par changement de base propre appliqué a p, cf. |Gir71], vi.2.2.2)
= plriez.jeex . F (par commutativité du diagramme)
= pleg,rijeex™F (par changement de base propre appliqué a ez)
= plegde.gx.ex F (car Do est un den rel. S + hypotheése de modération, cf. [Ray71], 2.4)
= flexiex*gx*.Z (par commutativité du diagramme)
= flgx*.Z (par descente, cf. proposition 1.1.5).
Pour traiter le cas général, on se rameéne au cas ou Y est affine (la question est locale sur Y'), donc séparé.
Considérant un recouvrement ouvert affine de X et ’hyper-recouvrement associé, on se raméne aussitot au

cas out X est affine, donc f séparé.

Il nous faut maintenant démontrer la constructibilité. Commencons par rappeler le lemme :

1.1.7 Lemme (|[Ray71|, 3.1.1). — Soient ¢ : Xo — X un schéma simplicial augmenté et .# un champ

sur Xo. Pour que le champ €,.% soit constructible, il suffit que 0,.%y et €1,..%1 le soient.

En effet, dans le langage de loc. cit., on a un diagramme exact de champs :

ExF — [60*(9?0 = 61*91}.

En utilisant cette fois-ci le théoréme de constructibilité des images directes par un morphisme propre (loc.
cit., 6.2) ainsi que la constructibilité dans le cas d’une I'immersion ouverte de complémentaire un diviseur a

croisements normaux (loc. cit., 2.42)), I'énoncé de constructibilité du a) se démontre comme précédemment.
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I1.1.8 Remarque. — Dans la premiére version de se texte, on donnait une autre démonstration, par « ap-
proximations successives », du théoréme 1.1.2, indépendante de la proposition 1.1.5. Pour cela, on commence
par montrer que le morphisme de changement de base est fidéle, du moins génériquement sur la base S. Il
suffit de considérer un hyper-recouvrement tronqué a ’ordre 0 convenable (i.e. comme dans I.1.6) Xy — X,
et d’utiliser les deux théorémes de propreté cohomologique rappelés plus haut. Fort de ce résultat géné-
rique, que 'on applique ensuite aux constituants du 0-cosquelette tronqué a l'ordre 1, cosqy(Xo = X)e<1,
on démontre la pleine fidélité générique des fleches de changement de base et enfin le fait que ce sont des

équivalences, en utilisant cette fois le tronqué a 1’ordre 2. De méme pour la constructibilité.

I.2. Locale acyclicité générique

I.2.1 Théoréme (O. Gabber). Soient S un schéma noethérien et f : X — S un morphisme de type
fini. Il existe un ouvert dense U — S tel que pour tout morphisme cohérent(ii®) g:Y — Z de U-schémas,
et tout champ .F ind-Lz—fini sur Y, le morphisme de changement de base p*g..% — ¢ .p™*.F soit une

équivalence, ot g', p et p' sont les morphismes définis par le carré cartésien ci-dessous :

Y =—Y xy Xu

p

7 <—p 7 XU XU
Démonstration. Soient U et U’ comme dans I.1.6  dont nous reprenons les notations  ; montrons que
la conclusion du théoréme vaut sur U. Comme expliqué plus haut, on peut supposer U’ = U, et finalement,
pour alléger les notations, S = U. Soient g et .% comme dans I’énoncé ; considérons le diagramme cartésien

suivant :

Y<—YXSX<E—YYXSX'S2

pl
7T
Z(—prSX<E—ZZ><5X.SQ

D’aprés le théoréme de changement de base lisse pour les champs ind-finis, de torsion premiére aux
caractéristiques résiduelles (|Gir71], 2.1.2), on a

(pgz)*q*y :) Ge (plgy)*y’

car g est cohérent.

En appliquant €z, on trouve a gauche
2467 D guF < P G T,

par descente.

(D 0n rappelle que cela signifie que g est quasi-compact et quasi-séparé.
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A droite, on a, par commutativité du diagramme :

€Z*g.*(p’6y)*g; 2g:ﬁY*(pl‘gY)*tg.'
Enfin, par descente (cf. proposition I.1.5),

/ 1% ~ ] 1%
gievseyp F — g F.

Pour tout schéma X et tout point géométrique x de X, on note X (z) le localisé strict de X en z.

1.2.2 Définition. Soient f : X — S un morphisme, et # un champ sur X. On dit que (f,. %) est
localement 1 acyclique (resp. 0 acyclique, resp. —1 acyclique) si pour tout point géométrique x de X d’image
s par f, et toute générisation ¢ de s (i.e. un point géométrique de S(s)), le foncteur .# (X (z)) — F (X (z);)
est une équivalence (resp. pleinement fidele, resp. fidéle).

Les schémas X (z); seront appelés fibres de Milnor du morphisme X — S. On dira souvent localement
acyclique au lieu de localement 1 acyclique.
I1.2.3 Théoréme. — Soient S un schéma noethérien et f : X — S un morphisme de type fini. Alors,
a) il existe un ouvert dense U — S wérifiant les conditions suivantes :
(i) pour tout ensemble fini E, le couple (f, Ex) est universellement localement acyclique.
(ii) pour tout Lg groupe fini G, le couple (f, Tors(Gx)) est universellement localement acyclique.
b) pour tout champ % sur X constructible, ind-Ls—fini, il existe un ouvert dense U — S tel que le couple

(fu, #x,) soit universellement localement acyclique.

Démonstration. L’universalité résultera de la démonstration. Commengons par démontrer a). Soit U un
ouvert dense de S pour lequel les conclusions du théoréme précédent sont valables (relativement au morphisme
f:+ X — S) et montrons que 'on a (i) et (ii). Soient £ un ensemble fini (resp. G un Ly—groupe fini), z un
point géométrique de Xy et t, s comme plus haut ; considérons le carré cartésien :

Xi

i
7

b
(

S(s) =— X xpy S(s)

t

) f(s)

Notons .% le champ E; (resp. Tors(Gy)) sur t. Le morphisme f(s)*g..# — ¢'.f;% est une équivalence;

calculons sa fibre en 2. Comme 2z s’envoie sur s, on a (f(8)*gs- %)z = (9+-F)s = Z(t) tandis que (¢, f; F )z =

F (X (z);) avec les notations de loc. cit. Cela démontre que X (z); est connexe (resp. Ly simplement connexe)
d’ou le résultat.

Venons-en au cas général, i.e. b).
Commencgons par le cas d’'un champ en catégories discrétes .% = FE. On sait qu’il existe un morphisme fini

m: X' — X, un faisceau d’ensembles F constructible, constant sur chaque composante connexe de X'
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. . déf ..
nous dirons presque constant et un monomorphisme E — m,F = E'. Ainsi E = my(F) est le noyau de

la double fleche naturelle E' = E'[[, E' def

presque constant par un morphisme fini, on exprime FE comme noyau d'une double fléche entre faisceaux

E". Plongeant cette fois E” dans I'image directe d'un faisceau

constructibles du type précédent ; il suffit, par exactitude, de vérifier le théoréme pour ces faisceaux.

Soient m : X’ — X un morphisme fini et F I'image directe par m d’un faisceau constructible F' presque
constant. D’aprés a), il existe un ouvert dense U de S tel que les fibres de Milnor de X[, — U soient connexes.
Montrons que U convient pour E. Si z est un point géométrique de Xy~, E(X(z)) = F(X' xx X(z)) =
F(I1,_,X'(2")); il ne reste plus qu’a rappeler que les « restrictions » F(X'(z')) — F(X'(z');) sont des
isomorphismes.

Soit maintenant .% un champ sur X constructible, ind-Lg—fini. Tl existe un nombre fini d’ouverts étales
Uy — X (i € {1,...,r} = I) et des sections s; € Ob .#(U;) qui engendrent my(.%) (i.e. telles que pour
tout point géométrique z de X, et toute section s, € Ob %, il existe un indice i tel que z se factorise
par U; et que s, soit isomorphe & s;,). Pour tout 4,5 € I, notons U;; = U; xx Uj et F;j le U;; faisceau
Bﬂ(si‘(]i,j,s'j‘[]i,j). Soit U un ouvert dense de S tel que b) soit valable pour tous ces faisceaux; il en existe
par ce qui précéde. Soient z un point géométrique de Xy, ¢t une générisation de f(x) et «, 8 deux objets
de #(X(x)). Montrons que le morphisme Homyx ,)(a, 8) — Homx ,), (c, Bt) est un isomorphisme; cela
démontrera que le couple (fy, #x,) est localement 0-acyclique. Deux cas se présentent : soit il existe un
indice 4 tel que v = 8 = s;,, auquel cas la conclusion résulte de I’hypotheése faite sur F;; = AutUi’i(si), soit
« et [ ne sont pas isomorphes, et il faut montrer qu’ils ne le deviennent pas aprés restrictions a X (z);. I
existe i, j tels que a = s, et 8 = s; ; si 'on note encore z un point géométrique de U; ; relevant x, on a :
@ = Homy (s (. B) = Fi j(Ui (7)) et Homy(q), (s, Bi) = F; j(Uij(z)e) = @, CQFD.

La locale O-acyclicité (générique) étant acquise, nous pouvons supposer, d’aprés |Gir71], 111.2.1.5.9, que
Z est la gerbe des Aut(s;)—torseurs sur U;. Comme I est fini, cela nous rameéne a démontrer le b) dans
le cas particulier d'un champ de torseurs sous un groupe constructible ind Lg fini, noté ¢. Il existe un
monomorphisme de faisceaux en groupes ¥ — %', ou 4’ est 'image directe par un morphisme fini 7 :
X' — X d’un faisceau en groupe presque constant Lg—fini G. Il résulte de la suite exacte longue tronquée
de cohomologie non abélienne [Art73al, 3.1, qu'il suffit de traiter le cas de Tors(¥4') et de ¢'/¥. Quitte a
restreindre encore S, on peut supposer le résultat acquis pour 4'/%. D’aprés a) (ii), on peut aussi supposer
que les fibres de Milnor du morphisme X’ — S sont Lg-simplement connexe. Soient maintenant z, s, comme
dans I'énoncé; on veut montrer que H' (X (z)y, m.G) = {e}. Or, HY (X (2);, m:G) = HY(X' xx X(2);,G) =
HY ([, ., X'(z'):,G) = {e}, le premier isomorphisme vient du fait que le morphisme 7 est fini. O

Cette derniére réduction (du cas d'un groupe constructible & un groupe constant) est due a Ofer Gabber.
Dans la premiére version de ce texte, le a) était démontré sans utiliser le théoréme 1.2.1. Remarquons par
exemple que l'on peut déduire a) (i) des énoncés abéliens de P. Deligne en utilisant, si £ est un nombre
premier inversible sur S, adjoint & gauche du foncteur d’oubli {Faisceaux abéliens de ¢-torsion} — X~
parfois noté E — Fy[E].
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L1.2.}, Remarque (Variante abélienne de 1.2.1). — Soient S un schéma noethérien, X un schéma sé-
paré et f: X — S un morphisme de type fini. Il existe un ouvert dense U de S tel que pour tout morphisme
cohérent g : Y — Z de U schémas, tout n un entier inversible sur S, et tout faisceau constructible .# de
Z/nZ—modules sur Y, le morphisme p*Rg..# — Rg',p"*.%# soit un isomorphisme. A priori, on s’attendrait
4 un énoncé tronqué. Cependant, si 7 est un entier supérieur a la dimension des fibres de f, la r-acyclicité
locale générique, qui se démontre a ’aide d’un hyper-recouvrement tronqué, entraine ’acyclicité locale sur
le méme ouvert (cf. [Art73c|, 1.17, et le fait que r majore la dimension cohomologique des fibres de Milnor
qui apparaissent).

On peut aussi retrouver par la méme méthode (i.e. descente cohomologique abélienne et altérations) les
deux théorémes génériques de [Del77].

» P . . /
1.3. Locale constance générique et applications au 7r]p
I.3.1 Lemme. — Soient X un schéma et . un champ sur X constructible. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) pour tout point géométrique x de X et toute générisation y — x, le morphisme F (X (x)) — F(X(y))
est une équivalence.

(ii) le faisceau mo(.F) et, pour toute section locale s, les faisceaur m (%, s) sont localement constants.

Démonstration. — Que la premiére condition entraine la seconde résulte de [Art73b], 2.11.

Pour 'autre implication, on commence par remarquer que ’essentielle surjectivité de ces foncteurs découle
de la surjectivité de mo(F#)(X(z)) — mo(F)(X(y)). (Bien que mo(.#) ne soit que le faisceau associé au
préfaisceau des classes d’isomorphismes, cette difficulté disparait car les schémas considérés sont strictement
locaux.) Soit y — z une générisation et s,s’ € Ob .Z (X (z)) ; montrons que Hom,(s,s") = Hom, (s, s;). Si
s = ¢, on utilise 'hypothése faite sur 71 (.7, s) tandis que si s et s’ ne sont pas isomorphes, cela résulte de
I'injectivité de mo(F)(X(z)) — mo(F)(X (y)). O

Un champ satisfaisant les deux conditions précédentes est dit localement constant.

Suivant [III77], on peut définir  dans certains cas  des fléches de spécialisation et de cospécialisation
de la facon suivante. Si (f,.#) est cohomologiquement propre, et ¢ — s une spécialisation sur S (comme
dans 1.2.2), % (X xg S(s)(t)) — .Z#(Xs) est une équivalence, ou S(s)(t) désigne le normalisé de S(s) dans
t (cf. loc. cit., 1.1). Un foncteur de spécialisation est défini en composant une équivalence quasi-inverse
F(Xs) = F(X xg S(s)(t)) avec le foncteur F (X xg S(s)(t)) — F(X;). Si I'on suppose cette fois (f,.#)

toute spécialisation ¢ — s. Lorsque les fleches de spécialisation et cospécialisation sont définies, leurs composés
sont 2-isomorphes a l'identité.

Finalement, on trouve (cf. loc. cit. 2) :

1.3.2 Proposition. Soient f : X — S un morphisme cohérent et F un champ sur X tel que (f, F)

soit cohomologiquement propre et localement acyclique. Alors, f..% est localement constant.



I-12 CHAPITRE 1. ALTERATIONS ET GROUPE FONDAMENTAT, PREMIER A p

Remarquons que si .% est un champ en catégories discrétes, le couple (f,.#) sera localement acyclique si
le faisceau .Z# est localement constant et (f, F) est localement acyclique pour un ensemble fini E de cardinal
supérieur a 2.

Grace aux deux théorémes génériques, on en déduit :

1.3.3 Corollaire. — Soient S un schéma noethérien, f : X — S un morphisme de type fini, et .F un
champ constructible, ind-Ls—fini sur X. Il existe un ouvert dense U de S tel que fu,Fx, soit localement

constant, constructible et de formation compatible a tout changement de base.

1.3.4 Corollaire. — Soient S un schéma noethérien et f : X — S un morphisme séparé de type fini.
Il existe un ouvert dense U — S tel que pour tout Lg groupe fini G, toute générisation t — s de points
géométriques de U les fleches H' (X, G) + (R'f,.G)s = H! (Xs(s), G) — H' (X}, G) soient des isomorphismes.

Cela résulte immédiatement de 1.3.3. La traduction de cet énoncé en termes plus géométriques est immeé-
diate :

Si § est un schéma noethérien intégre de point générique 1 et f : X — S un morphisme de type
fini de fibre générique géométrique connexe, il existe un ouvert dense U — S tel que pour chaque
point géométrique u de U, le schéma Xj soit connexe et de groupe fondamental Lg-primaire

isomorphe a W]LS (Xp5).

On laisse le soin au lecteur de préciser cet énoncé en choisissant des points bases et des chemins.

1.3.5 Corollaire. — Soient k un corps algébriqguement clos d’exposant caractéristique p, X un k-schéma
de type fini et x un k-point de X. Pour toute extension K/k, avec K algébriquement clos, le morphisme

. / / . .
canonique 71 (X, x) = 71 (Xg, %) est un isomorphisme.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du fait que si 'on note f le morphisme X — Spec(k), pour
tout p/-groupe fini G, la formation du faisceau R' f,G commute & tous les changements de bases S — Spec(k)
(cf. 1.1.4) et en particulier & Spec(K) — Spec(k). O

Soient X un schéma noethérien et L un ensemble de nombres premiers. Suivant Artin-Mazur, on peut
définir un pro objet, noté XEI,‘T, de la catégorie homotopique des CW-complexes. Pour la définition de ce

pro—objet, nous renvoyons a [AMG69], 3.4 ainsi qu’au 4.2 pour la définition des f—équivalences.

1.3.6 Corollaire. Soient S un schéma noethérien et f : X — S un morphisme de type fini. 1l existe
un ouwvert dense U — S tel que pour toute fleche de spécialisation t — s de points géométriques de U, les
morphismes Xs — X Xg S(s)(t) < X; induisent des §—équivalences XSI;E = thgf.

Suivant Sullivan, on peut aussi définir fonctoriellement, pour chaque schéma X, un vrai type d’homo-

e ; apres application de ce foncteur, les morphismes précédents deviennent des équivalences

topie holim X

d’homotopie.
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Démonstration. — Compte-tenu des propositions 5.8, 5.9 et 6.4 de [Fri82|, qui permettent de comparer
faisceaux lisses sur X et sur Xél;t ainsi que la cohomologie de ces topos a valeurs dans ces faisceaux, le
théoreme d’Artin-Mazur-Quillen (loc. cit., 6.5) prend la forme qui suit :

Sig:Y — Z est un morphisme de schémas noethériens, et L un ensemble de nombres premiers, g* : Ye'{ — Zé‘t
est une f—équivalence si et seulement si :

(i) le morphisme H'(g,G) : H'(Z,G) — H'(Y, G) est un isomorphisme pour tout L groupe fini G,

(ii) pour tout entier m & support dans L, et tout Z/mZ faisceau lisse .Z sur Z, se factorisant par 7r|1‘(Z),

les morphismes H'(g) : H(Z,.%) — H'(Y,.Zjy) sont des isomorphismes.

Par la suite, les faisceaux lisses du (ii) seront simplement appelés faisceaux lisses L-monodromiques.

Compte-tenu du 1.3.4, on peut supposer que pour tout générisation géométrique t — s de points de S, la
condition (i) (avec L = Lg) est satisfaite pour les morphismes X, — Xg(4)() aef X (s)(t) et Xy — X (s)(t).
nous reste a vérifier I’énoncé de cohomologie abélienne.

D’apres 1.2.4, on peut supposer le morphisme f universellement localement acyclique (pour les coefficients
abéliens). Soient ¢ — s une spécialisation de points géométriques et .Z un faisceau lisse L-monodromique sur
X (s)(t). Pour chaque entier i, le morphisme H*(X (s)(t),.#) — H(X;,.Z) est un isomorphisme. Ainsi, pour
démontrer corollaire, il suffit de le vérifier le critére (ii), pour les indices i < 2d = r, ou d est un majorant de
la dimension des fibres de f. Quitte & rétrécir S, et faire un changement de base inoffensif, on peut supposer
qu’il existe un hyper-recouvrement tronqué € : Xe<,41 — X, qui soit le complémentaire d'un diviseur a
croisement normaux relatifs dans un schéma simplicial tronqué propre et lisse sur S (cf. I.1.6, et la remarque
qui suit). Nous allons voir que la conclusion du corollaire est valable sur S. Pour a € {0,...,r + 1}, notons
fa le morphisme lisse X, — S déduit de f, et f(s)(t)s les morphismes déduits par changement de base
S(s)(t) — S. Il ne nous reste plus qu’a montrer que les morphismes H*(X (s)(t),.#) — H'(X,,.%) sont des
isomorphismes pour 0 < i < r.

Pour chaque indice a, le faisceau XXQ(S)@) est par hypothése modérément ramifié & Uinfini si bien que

pour chaque i € N, la formation des S(s)()-faisceaux Rff(s)(t)a*.,?jx(s)@) est compatible au changement

de base (cf. |[II177], 1.3.3). La conclusion résulte maintenant du fait que, par descente cohomologique, on a
Iégalité : 7<,Rf(s)(1)+.Z = T<,R(f(5)(t)a<rs1),-Ze.
[l

On peut aussi montrer que les fleches X — X x g S(s) < X; induisent des | équivalences.

1.3.7 Remarque. Il est naturel de s’intéresser & la question d’uniformité en le faisceau suivante : soit
X — S un morphisme lisse, £ un nombre premier inversible sur S. Existe-t-il un ouvert dense U de S tel que
pour tout F,faisceau lisse .% sur X, et tout point géométrique u de U, les morphismes H* (X xgU(u), %) —
H*(X,,.%) soient des isomorphismes? Il n’en est rien comme le montre I'exemple suivant que LEI Fu a ai-
mablement communiqué & 'auteur.

Soient k la cléture algébrique d’un corps fini, £ un nombre premier inversible sur k, et g : X = A}C Xk A}C —
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S = A,lc la seconde projection. Notons p la premiére projection. Supposons un instant qu’il existe un ou-
vert non vide U de S tel que la formation de Rg,.# commute aux changements de bases u — U, avec
localisé en un point fermé, pour tout F, faisceau lisse .#. Par t-exactitude de la transformation de Fourier
sur S, on sait que si .Z désigne un F,faisceau lisse de rang 1 d’Artin-Schreier sur Al et .# un faisceau
sur S, Rgi(p*Z @ Z((,))) = Rg.(p*- 7 @ .Z((,))). Si maintenant a est un point géométrique de U, on a :
H2(A}, .7 ® £(za)) = H*(A}, F ® £(za)). Sil'on pose F = £(—za), le terme de gauche est non nul (par

dualité) alors que celui de droite est trivial. Absurde.

1.3.8 Proposition (Formule de Kiinneth). — Soit k un corps séparablement clos d’exposant caracté-

ristique p > 1. Soient X, Y deuz k-schémas connezes de type fini, et (x,y) € X(k) x Y (k). Le morphisme
T (X xp Y. (2,9)) = 77 (X, z) x 77 (Y, y),
défini par covariance du ﬁf', est un 1somorphisme.

Il est bien connu que cela est faux pour le 7 entier.
Pour la commodité du lecteur, nous rappelons comment déduire la formule de Kiinneth des théorémes de

propreté cohomologique et locale acyclicité génériques.

Démonstration. — Notons P le k-schéma X Xx; Y et f la projection P — Y. Il suffit de montrer que les
morphismes P, = X x {y} = P J, ¥ induisent une suite exacte :

/ / !
1 - 7(X x {y}) =« (P) = =} (V) — 1.
En effet, comme cette suite s’envoie sur la suite exacte tautologique

1— W]p'(X) — Wf’(X) X Wf’(Y) — Wf'(Y) — 1,

le morphisme 7} (X x5, Y) — «?'(X) x #}'(Y) sera un isomorphisme par exactitude.

Linjectivité (4 gauche) est automatique car le composé de 7}’ (X x {y}) — 7¥'(P) avec ¥ (P) — n?'(X) est
un isomorphisme. La surjectivité de 7% (P) — 7 (Y') se traduit de la facon suivante : pour tout revétement
étale connexe galoisien d’ordre premier a p, Y/ — Y, le schéma X x, Y’ = P xy Y’ est connexe; ¢’est évident.
Pour établir I'exactitude au centre, nous allons vérifier, comme dans [Gro71b|, 1.2, que tout p/-revétement
connexe de P scindé sur P, est image inverse d'un p/-revétement de Y. Soit P’ un tel revétement, de degré
d, et notons hpy = Homp(—, P') le faisceau de Yoneda associé, localement constant constructible. Nous

démontrerons un peu plus bas le résultat suivant :

(H) le faisceau f.hp: sur Y est localement constant constructible, et de formation compatible aux

changements de bases (relativement & Y).

Ainsi, 'espace algébrique étalé associé a ce faisceau est un revétement étale Y’ — Y. La fleche d’adjonction

)

au niveau des faisceaux f* f.hpr — hps correspond®™) a un morphisme de P-schémas étales : Y/ xy P — P'.

(i")Rappelons que si un faisceau étale .Z sur un schéma S est représenté par un S-schéma 7', pour tout morphisme c¢: S’ — S,

le S'-faisceau c¢*.# est représentable par le schéma S’ xg T.
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Regardons la fibre en z = (z,y) de ce morphisme de faisceaux : le terme de gauche est (hy/(y) =) fihp (y) =
hp: (Py) par commutation au changement de base, tandis que le terme de droite est hp/(z) = f1(2), de
cardinal d. Géométriquement, cette fleche n’est autre que la restriction des sections. Le revétement P'/P
étant scindé au-dessus de Py, hy'(y), et par conséquent le schéma Y, sont non vides si bien que le morphisme
g: P xyY'" — P’ est un morphisme entre revétements non vides de P; le schéma P’ étant connexe, le
morphisme ¢ est un revétement étale. Il en résulte que deg(Y’' xy P/P) = deg(Y'/Y) > deg(P'/P) = d.
D'un autre coté, deg(Y'/Y) = thy/(y) = ghp, (Py) < d. Finalement deg(g) = 1 et g est un isomorphisme.
Ainsi, sous nos hypotheses, P’ provient bien de la base; il reste & montrer que le revétement Y'/Y dont il
est déduit est d’ordre premier a p. On peut supposer par fonctorialité que P'/P est galoisien de groupe un
p' groupe G (scindé, donc totalement décomposé, sur Py). La surjectivité du morphisme mi(P) — m(Y)
se traduit en la pleine fidélité du foncteur RevEt(Y) — RevEt(P). Dans notre cas, cela implique 1’égalité
Auty (Y') = Autp(P') = G, si bien que Y'/Y est lui-aussi galoisien de groupe G.

Il nous faut maintenant justifier 'hypothese (H). Il existe un revétement galoisien P” de groupe G de P, et
un sous-groupe H de G tel que P' = P"/H. D’apreés [Ray71],1.13 (iii), pour démontrer la commutation au
changement de base, il suffit de vérifier que les couples (f, Tors(G)) et (f, Tors(H)) sont cohomologiquement
propres (relativement a Y'). Or, il résulte de 1.1.4 que cela est vrai pour tout p'-groupe (constant), f se
déduisant du morphisme X — Spec(k) par changement de base. Une fois la commutation au changement de

base acquise, la constructibilité est automatique, d’aprés le lemme suivant :

1.3.9 Lemme. — Soient a: A — B un morphisme de type fini entre schémas noethériens et F un faisceau
d’ensembles constructible tel que (a,.%) soit cohomologiquement propre. Alors, le faisceau a.F sur B est

constructible.

Démonstration. — En effet, par constructibilité générique, il existe un ouvert U de B tel que (a..% )y soit
constructible. Notons i : Z — B I'immersion fermée du complémentaire réduit de U dans B. Par hypothése,
le faisceau 1", # est isomorphe a I'image directe de %4, par az : Az = Axp Z — Z. Comme F |, est
constructible et que (az, #|4,) est cohomologiquement propre, on conclut par récurrence noethérienne. [

Il ne reste plus qu’a montrer que notre faisceau f.hps est localement constant. D’aprés la remarque suivant
1.3.2, compte-tenu de la propreté cohomologique, il suffit de montrer que si I est un ensemble & deux éléments,
(f,I) est localement acyclique. Or il résulte de 1.2.3, a) (i) que (X — Spec(k), I) 'est universellement, d’ou
le résultat. [l

1.3.10 Corollaire. — Soit k un corps algébriqguement clos de caractéristique p. Soient X et Y deuzr k-
schémas de type fini. Le morphisme
/ / /
(X xx V) — X7 x Y5,

est une fj équivalence.

Démonstration. — 11 suffit, comme dans 1.3.6, de vérifier deux conditions sur cette fleche : qu’elle induit
des isomorphismes d’une part sur les H' non abéliens a valeurs dans les p/-groupes, et sur tous les H’ &

valeurs dans des F, faisceaux lisses p/ monodromiques (¢ d’autre part. Compte-tenu des isomorphismes
l
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H'((X %, Y)E,G) 2 HL (X x; Y,G) = Hom(7? (X x4 Y),G) pour tout p/-groupe G, la premiére condition
résulte de la formule de Kiinneth que nous venons de démontrer et de son analogue topologique pour le produit
Xfr, X Yé];'. Pour vérifier la seconde condition, remarquons que dans le cas particulier ou £ est un Fy-faisceau
lisse p/-monodromique sur X% x Y2’ produit externe de deux faisceaux sur X% et Y2’ I'isomorphisme désiré
(pour chaque i € N) n’est autre que la formule de Kiinneth abélienne de [Del77| : R['(X x; Y, Fx X .%y) &
RI(X, Zx) ®"“ RI(Y,.Zy). Remarquons maintenant que pour tout couple de groupes finis G et G’, les
F[G x G'-modules simples sont des produits externes de représentations irréductibles de G et G'. Soient
r € N et . un Fy-faisceau lisse p/-monodromique sur X% x Y2'; posons .4, = . @5, Fyr. Pour r > 0, %,
est somme directe de produits externes de Fyr-faisceaux lisses, si bien que la seconde condition est satisfaite
pour ce faisceau. Comme le faisceau £ se plonge dans .Z;, une récurrence sur i donne I'isomorphisme des

H’ pour tout i. [l

1.3.11 Théoréme. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, X un k-sous-schéma
connexe d’un espace projectif Py sur k. Supposons X régulier de dimension > 3. Alors, si Y une section
hyperplane générale de X on a :

le schéma 'Y est conneze,

. . L . . I ! . .
pour tout point géométrique y de Y, la morphisme canonique 7t (Y,y) — w7 (X, y) est un isomorphisme.

Démonstration. L’énoncé se trouve dans [Ray74| avec 'hypothése supplémentaire que la caractéristique
est nulle. Cette hypothése était nécessaire pour pouvoir utiliser le théoréme 1.1.2. Celui-ci étant maintenant
démontré en toute généralité, la méme démonstration donne ce théoréme, a condition bien entendu de se
restreindre aux p/-groupes.

O
De méme, utilisant le théoréme de Michéle Raynaud sur les surfaces, on trouve :

1.3.12 Théoreme. Soient k un corps séparablement clos caractéristique p > 0 et X un k-schéma algé-

brique. Alors le groupe W]p’(X) est topologiquement de présentation finie.

Démonstration. — On peut supposer k algébriquement clos. Utilisant des altérations & la place de la réso-
lution des singularités, on peut se ramener facilement par descente (cf. [Ray72|) au cas d’un schéma affine
lisse. Utilisant le théoréme de Lefschetz sur les sections hyperplanes, on se raméne au cas o X est une

surface, traité dans loc. cit. [l

I.4. Discussion du cas modéré

Les résultats de cette partie utilisent la géométrie logarithmique ; nous renvoyons le lecteur a [I1102].

1.4.1. Soient k un corps algébriquement clos d’exposant caractéristique p > 1, X un schéma régulier connexe,
propre sur k et U — X le complémentaire d’un diviseur a croisements normaux Y. Nous dirons que X est une
bonne compactification de U. Soit u un point géométrique de U ; notons Wf(U/X,u) le quotient de m (U, u)

classifiant les revétements de U modérément ramifiés le long de Y = X — U ; rappelons qu’il s’agit des
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revétements de U dont les restrictions (aprés normalisation) aux localisés de X en les points génériques de Y
sont modérés, au sens valuatif classique. Il revient au méme de dire que le faisceau lisse .Z(V/U) représenté
par V sur U est modérément ramifié en ces points.

Rappelons que le groupe fondamental modéré d'un k-schéma pointé connexe U possédant une bonne com-
pactification ne dépend pas du choix de celle-ci. Soient en effet j; : U < Xy et jo : U — X9 deux telles
compactifications, 7 un point générique géométrique de U et V — U un revétement modéré de U relative-
ment & X (i.e. le long de Y7 = X7 — U); on souhaite montrer qu’il est modéré le long de Y, = Xy — U.
Soit Z une compactification de U dominant X; et X5 (quitte & la normaliser, on peut supposer Z normal).
Soit € Y5 un point de codimension 1. Le schéma Z étant intégre, séparé, et propre sur Xy, il résulte de
EGA 11 7.3.1 que Z x x, Spec(Ox, ) — Spec(Ox, ») est un isomorphisme (c’est un isomorphisme générique
sur un trait). Ainsi, il suffit de montrer que V' est modérément ramifié relativement a Z, en les points de
codimension 1, c’est-a-dire que les p-Sylow des groupes d’inertie locale en ces points agissent trivialement
sur .Z(V/U)y. Soit Z un point géométrique de Z localisé en un point maximal de Y = Z — U et notons Z7
son image dans X;. Il résulte du lemme d’Abhyankar et du théoréme de pureté de Zariski-Nagata (le schéma
X est régulier), que les p-Sylow du groupe 71 (X (Z7) % x, U, 7) agissent trivialement sur £ (V/U);. Comme
l'action de 71 (Z(Z) xz U,n) se factorise par l'action précédente, son p-Sylow agit trivialement. Le résultat
en découle. (La démonstration qui précéde est due & Michel Raynaud.)

1.4.2 Théoréme. Soient k un corps séparablement clos, (U, u) et (V,v) deux k-schémas pointés connezxes

ayant de bonnes compactifications. Alors, le morphisme
(U xg Vyu x v) — 7 (U, u) x 7t (V, v)
est un isomorphisme.

Le point clé est I'interprétation logarithmique que I'on peut donner du groupe fondamental modéré dans le
cas d’une bonne compactification : W’i(U/X, u) s’identifie, d’aprés un théoréme de K. Fujiwara et K. Kato |[FK]|
(voir aussi [I1102], 7.6), & wllog(X, u), le groupe fondamental logarithmique du log-schéma X dont le schéma
sous-jacent est X, muni de la log-structure définie par U (loc. cit. 1.7)(). Ainsi, la formule a démontrer
devient I'analogue logarithmique de la formule de Kiinneth pour les schémas propres sur k démontrée par
A. Grothendieck dans [Gro71b|, 1.7. La démonstration de loc. cit. se recopie mot a mot a condition de

vérifier I’analogue de loc. cit. 1.2 sur la factorisation de Stein. C’est 'objet de la proposition suivante :

L.4.3 Proposition (1. Vidal). — Soient U — X et V — Y de bonnes compactifications, et R — P def

X XY un revétement Kummer-étale conneze ot X et Y sont munis des log-structures définies par le diviseur
a croisements normauz a linfini. Soit R — Y — Y la factorisation de Stein du morphisme (propre) sous-

. ! z ’ e N z
jacent. Alors Y |Y est étale au-dessus de V' et modérément ramifié le long de Y — V.

(*)Dorénavant, nous notons en caractéres usuels (e.g. S) les schémas, et sans sérif (e.g. S) les log-schémas, méme si le contexte

devrait permettre d’éviter les confusions.
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Ainsi, par Fujiwara-Kato, on peut faire de Y' le schéma sous-jacent a un log-schéma fs Y’ de telle sorte

que Y’ — Y soit un revétement Kummer-étale.

Démonstration. — Le morphisme Ry = R Xy V — V est propre et log-lisse. Les fibres log-géométriques sont
donc log-réguliéres, et en particulier réduites, et s'identifient aux fibres géométriques car la log-structure de
V est triviale. Finalement, Ry — V est séparable et V' =Y’ xy V — V', qui en est la factorisation de Stein,
est étale. Il nous reste & montrer que ’extension correspondante est modérée le long de Dy =Y — V' ; pour
cela, on peut remplacer Y par son hensélisé strict en un point générique de Dy, noté S et que 'on munira
de la log-structure induite. On remplace aussi R — P par une composante connexe de R Xy S, qui est un
revétement conneze de X X S.

Le schéma S" = Y’ xy S est fini sur S; il est de plus connexe (image d’'un connexe) et normal (car Rg,
noté maintenant R, I'est). C’est donc un trait, fini et génériquement étale sur S. Soit S; 'extension modérée
maximale de S dans S’; on veut montrer que S; = S’. Le revétement S;/S est modére; le trait Sy, muni de la
log-structure naturelle, est donc un revétement Kummer-étale de S. Le morphisme R — S; est donc log-lisse
et R — S — S, en est la factorisation de Stein. Supposons I'extension totalement sauvage S'/S; non triviale,
et montrons que R n’est pas connexe. On peut donc supposer S = S; dans la suite. Notons R = R xg &'
(produit comme log-schémas fs), et 1 (resp. 7’) le point générique de S (resp. S’). Comme 7’ x, ' n’est
pas connexe, la fibre générique de R’ ne lest pas. Le log-schéma R’ étant log-régulier (car log-lisse sur S’
log-régulier), R est normal si bien que mo(R') = WU(R;Y,), Pouvert R;7, étant dense dans R'. Finalement, on
voit que R nest pas connexe; il en est donc de méme de sa log-fibre spéciale R, = Ry. Cependant, Ry — Ry
est un homéomorphisme universel de Kummer car s’ — s 'est, alors que Ry est connexe comme on le déduit

de la connexité de R par la factorisation de Stein. Absurde. [l
Cette proposition entraine, comme dans [Gro71b| 1.3-1.4, 'exactitude de la suite
T8 (X) = T8 (X X, V) = mE(Y) = 1,
dont on déduit la formule de Kiinneth (1.4.2), comme en 1.3.8.

L.4.4 Remarque. — On peut aussi montrer que si est k un corps séparablement clos, (U, u) un k-schéma
pointé connexe ayant une bonne compactification, et K/k un sur-corps séparablement clos de &, le morphisme
canonique 7} (U xj K,u) — 7 (U,u) est un isomorphisme. Indiquons rapidement l'idée, due & O. Gabber.
Soit X une bonne compactification de U, et G un groupe fini. On a un morphisme canonique de topos
a: Xget — Xet, ol Xget est le topos Kummer-étale associé a la log-structure évidente sur X, définie par
X — U. La remarque résulte du théoréme de changement de base propre pour les champs ind-finis appliqué

au morphisme propre de schémas usuels X — Spec(k) et aux champs a,(Torsgei(G)) pour G variable.
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Appendice : théoréme de changement de base propre en cohomologie Kummer-étale non

abélienne.

On précise ici 'idée d’O. Gabber, énoncée en 1.4.4.

I.4.5. Soient X un log-schéma fs, S un schéma noethérien, X le schéma sous-jacent a X, et f : X — §
un morphisme de schémas. Notons PX,f) Xket — Set le morphisme de topos naturel. Pour alléger les
notations, on note ex le morphisme ¢x 14y : Xxet — Xet, considéré dans [11102], 2.4. Pour tout morphisme
de schémas w : S’ — S, notons fg : Xg/ — S’ le morphisme déduit de f par changement de base, et Xg
le schéma Xg¢ muni de la log-structure (fs) image inverse de celle de X. Enfin, pour tout groupe fini G, on
note Torsget (X, G) le champ des G-torseurs sur X muni de la topologie Kummer-étale. On dispose alors d'un

morphisme de changement de base :
(I.4.5.a) TarP(x,f), Torsxet (X, G) = @(xg . far), Tret Tors ket (X, G)

associé au diagramme essentiellement commutatif de topos :

TKeét
Xkeot =—— X' kat

@(x,f)l l‘ﬂ(xsz,fsz)

/
Sét <77ré¢, Sét

De plus, le foncteur naturel .., Torsget (X, G) — Tors s (Xsr, G) est une équivalence (cf. [Gir71], 111.2.1.5.7).
I1.4.6 Théoréme. Si le morphisme f est propre, le foncteur 1.4.5.a est une équivalence.

1.4.7 Corollaire. Soient k un corps séparablement clos, (U, u) un schéma géométriquement pointé ayant
une bonne compactification (cf. 1.4.1) et k'/k un sur-corps séparablement clos. Le morphisme canonique

7t (Upr,u) — 7t (U, u) entre les groupes fondamentaus modérés est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit X une compactification réguliere de U telle que D = X — U soit un diviseur a
croisements normaux dans X. Soit X le log-schéma fs défini par D (cf. [I1102], 1.7). Le théoréme précédent
implique que pour tout groupe fini G, H' (Xgst, G) — H'(Xpr o, G) est une bijection i.e. Wllog(Xk/,u) =5
™% (X, u). La conclusion résulte de lisomorphisme m’8(X) ~ =t () et de Iisomorphisme analogue sur

K. O
De méme, on déduit de 1.4.6 le corollaire :

1.4.8 Corollaire. Soient S un schéma strictement local de point fermé s, X un log-schéma fs connezxe

) . . 1 | . :
de schéma sous-jacent X propre sur S. Le morphisme 7" (Xs) — 7,°(X) est un isomorphisme.

1.4.9 Lemme. — Soient g: Y — X un morphisme strict de log-schémas fs, et G un groupe fini. Alors :

1. le champ ex, Torsk a(X, G) sur Xg est ind-fini,
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2. le foncteur de changement de base
geexsTorsg (X, G) — ey.8x e Torsk (X, G)

associé au diagramme de topos

Xrer <—— Yice
Két S et Két

Xt Dy Y

est une équivalence de catégories.

Démonstration de 1.4.9. 1. Le faisceau en groupes (e, Torsget (X, G)) (pointé en un point quelconque)
est fini puisqu’il est isomorphe au faisceau étale constant fini G = ,G.

2. Soit y un point de Yy, d'image z. Par passage aux fibres, et cohérence des morphismes £ de topos, il
s’agit de montrer que le foncteur Torsget (X (2), G) — Torsget (Y (y),G) est une équivalence. Rappelons
([11102] 4.7 a,d) que si le schéma sous-jacent a un log-schéma fs S est strictement local, et que S est muni
d’un log-point géométrique § localisé en un log-point fs s, le morphisme canonique 7r]10g(s,§) — ﬁllog(S,§)
est un isomorphisme et le groupe d’inertie logarithmique 7r]1°g(s, §) est abélien d’ordre (profini) premier a
l'exposant caractéristique de (s). On est donc ramené a prouver que Hk . (X (z),G) — Hk . (Y (y),G) est
un isomorphisme dans le cas ot G est abélien fini d’ordre premier & p = exp.car. £(z). Finalement, on peut
supposer le groupe G isomorphe a A := Z/nZ, pour un entier n > 1 premier a p, et X, Y strictement locaux.

Dans ce cas, on a d’aprés loc. cit., 5.2 — dont on reprend les notations — un isomorphisme
My™ ®z A(—1) = Rlex, A,
et de méme pour Y. La conclusion résulte alors de 1'isomorphisme
(V™ @2 A(~1))s 55 (M 0z A(—1)),.
qui provient du fait que le morphisme g est supposé strict. [l

Démonstration de 1.4.6. Notons g le morphisme de schéma Xg — X. Le champ ex, Torsget (X, G) est
ind-fini donc, par le théoréme de changement de base propre pour les champs étales, le foncteur

T fers (Exa Tors et (X, G)) = forers (g5:6xs Torsger (X, G))

est une équivalence. Pour conclure, on remarque que d’aprés 1.4.9, le champ g} ex,Torsge (X, G) est équi-
valent au champ axs,*TorsKét(ng, G) sur Xg, joint au fait que P, 1), = JetxExs- [l
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Introduction

I1.0.1. Soient S = Spec(A) un trait hensélien & corps résiduel algébriquement clos, de point fermé (resp.
générique) s (resp. 1), X un S-schéma plat, séparé de type fini, purement de dimension relative n € N, et

lisse en dehors d'un unique point fermé x de la fibre spéciale X;. On suppose de plus X régulier. Soit
(I1.0.1.a) w(X/S, z) =longs @l(Qﬁ(/S, Ox)z,

le nombre de Milnor de X en z (|[SGA 7 xvi 1.2]).

Soient 77 un point géométrique localisé en 7, et £ un nombre premier inversible dans &g ; le complexe
des cycles évanescents sur X, noté ®(Fy), est concentré en z et a cohomologie constructible. Pour tout
Fs-espace vectoriel de dimension finie M, muni d’une action continue de (7, 7), on note dim tot M 'entier
dimg, (M) 4+ Swan(M). Dans [SGA 7 xvi 1.9], P. Deligne fait la conjecture suivante :

I1.0.2 Conjecture (« Deligne-Milnor »). — Sous les hypothéses précédentes, on a l'égalité :

(I1.0.2.a) w(X/S, z) = (—1)"dim tot ®(Fy),.

Cette conjecture est démontrée dans loc. cit. dans les trois cas suivants :
n =0,

— X/S présente une singularité quadratique ordinaire en z,

— S est d’égale caractéristique.

I1.0.3. Plus généralement, cette conjecture a un sens deés que k(s) est parfait. Cependant, on ignore comment
définir un second membre sans cette hypothése. Notons que, d’apres [I1100], ®(F/) est concentré en degré n,
de sorte que le second membre de I1.0.2.a est dimg, (" (Fy);) + Swan(®"(Fy),).

I1.0.4. Soient S comme précédemment et X un S-schéma régulier, plat, séparé de type fini, purement de

dimension relative n, & fibre générique lisse. Soit
Art(X/S) = dim tot R['( X, ®(Fy)),

le conducteur d’Artin. Si X/S est propre, le complexe des cycles proches calcule la cohomologie de la fibre

générique géométrique, et 'on a
Art(X/S) = x(X5) — x(Xs) + Swan RI'(X5, Fy).
Dans [Blo87|, S. Bloch définit une classe de Chern localisée
Cn+1§S(Q]X/S) € CHo(X5),
et fait la conjecture suivante :
I1.0.5 Conjecture (Bloch). — Supposons de plus X/S propre, on a :
(I1.0.5.a) Art(X/S) = (—1)" deg Cn+1§5(Q]X/S)‘
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Cette conjecture est démontrée par S. Bloch dans loc. cit. pour n = 1, et par K. Kato et T. Saito si l'on

suppose que (Xg)peq est un diviseur & croisement normaux ([KS01]).

I1.0.6. Dans [I1172], L. Illusie définit les dérivés du foncteur non additif A+, Si Zx;s C X désigne le
lieu fermé de non lissité de f: X — S, le complexe LA"HQ]X/S appartient a D%X/S(X)parf. La structure de
schéma (non nécessairement réduit) sur ’espace Zx/s est explicitée dans la section suivante. D’apres T. Saito
(|[Sai88], 2.3 et [Sai00], corrections), on a l’égalité

(11.0.6.2) deg cnpiy, (/s) = X (X, LA™IQY o),
ot x désigne le composé Kx,(X) = K(Xj) Tog K(s) = Z. Le terme de droite de I1.0.6.a nous permet

de définir le second terme de II.0.5.a en supposant seulement que Zx g est propre sur s et par la méme

d’émettre la conjecture suivante :

11.0.7 Conjyecture. Soient S et X comme dans I1.0.4. Supposons le lieuw Zx g de non lissité de X/S

propre sur s. On a :

Art(X/S) = (—1)"x(X, LA"“Q]X/S).

Nous verrons plus bas que c’est une généralisation commune de I1.0.2 et I1.0.5, démontrée pour n = 1

dans 'appendice I1.5. Le résultat principal de cette note est le théoréme suivant :
I11.0.8 Théoréme. — La conjecture I1.0.2 se déduit de la conjecture I1.0.5.
On en tire le

11.0.9 Corollaire. — La formule de Deligne-Milnor est valable en dimension relative 1.

I1.0.10. Nous vérifierons dans la section suivante que la conjecture I1.0.2 est équivalente & la conjec-
ture I1.0.7 dans le cas out Zx/g = {z}. En particulier, I1.0.2 est équivalent & I1.0.5 si X/S est propre et
présente une unique singularité dans la fibre spéciale. Il serait intéressant de généraliser 1’énoncé I1.0.8 en
une démonstration de 'implication 11.0.5 = 11.0.7.

I1.1. Nombre de Milnor et classe de Bloch

Les hypothéses sont celles du 11.0.4.
I1.1.1. Description locale du lieu singulier. — Localement sur X pour la topologie de Zariski, il
existe un S-schéma lisse P de dimension relative n + 1 et une S-immersion réguliére i : X — P (cf. par

exemple [KS01]|, §1). Pour simplifier I’écriture, nous notons encore X un tel ouvert. La suite exacte en traits

pleins

(I1.1.1.a) 0> Hyyp i Qb g — Qg =0
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est aussi exacte a gauche. En effet, le faisceau .4, p est localement libre (de rang 1) par hypothése et
I'exactitude a gauche est valable en restriction a la fibre générique X, supposée lisse sur 7. L'image _#x du

morphisme Ay, p ®gy (i*Q}J/S)V — Ox définit un sous-schéma fermé
e: 2 — X.

C'est I'idéal Jacobien #¢ ¢ (cf. |[SGA 7 vi §5]) abstraitement défini comme l'idéal de Fitting Fittn(Qﬁ(/S).
En particulier, il est indépendant du choix de P, ce qui résulte aussi de I1.1.1.d. De la suite exacte I1.1.1.a,

on déduit la suite exacte :

(I1.1.1.b) N /p @y i*Upys = i ApTE = AL = 0.

Par tensorisation avec le faisceau (1*973%)\/ localement libre de rang 1, on en déduit une suite exacte :

» dv .
(IL1.1.¢) Hxjp B0y (I"Qpys)’ = Ox = Qg @py (I7p5)" = 0.

Ainsi, on a un isomorphisme
(I1.1.1.d) Oz =0x| Jx = Qs ®ox (FQE5)Y,
11.1.2. Expression locale de T;(/S = Ext! (Q]X/S, O'x). — Plagons-nous dans un ouvert affine convenable

de X, comme dans le paragraphe précédent. La résolution localement libre de Q]X/S permet de calculer le

faisceau T;(/S. En appliquant le foncteur Hom(—, #x) a IL.1.1.a, on trouve la suite exacte :
(" Qpy5) = Ayp = Ext! (R 5, Ox) = 0.

Tensorisant I1.1.1.c avec ,/V)}//P, on obtient un isomorphisme

(I1.1.2.a) Tyis = Vs @ox Q518 ®ax Ny)p
(11.1.2.b) =0y Ry /V);//P
Ainsi, T)l(/s a pour support Z, donc est de longueur finie sur Oy, si Ziq = {z}. En particulier, si

P=A" et 0 € X = V(f) est une singularité isolée, on retrouve la définition usuelle du nombre de Milnor
donnée dans [SGA 7 xvi §1] :
of of

H(f) = lODgA A[t1 yroe 7tn+]](t1,...,tn+1)/(fa 8—7517 BRI 8tn+]

I1.1.3. Complexes de Koszul et dérivés des puissances extérieures. —

11.1.3.1. Rappels et notations. Soient R un anneau local régulier, r un entier, et u = (uy,...,u,) : R" —
R une application R-linéaire. Notons eq, ..., e, la base canonique de R’ et
Kos“(u): [0 = A"R" — .- = A"R" S A*R" — ... 5 R" B R — 0],
le complexe de Koszul usuel, ou R est placé en degré 0 et A¥TTR" — A*R" est donné par
k+1
T=ey N Nej,, | LU= Z(fl)]f]11,(67;]‘)67;1 Ao Nej Neg .
j=1
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On a H%(Kos"(u)) = R/u(R"), et le morphisme canonique Kos"(u) — R/u(R") est un isomorphisme si,
et seulement si, la suite u est réguliere (complétement sécante dans la terminologie de Bourbaki [Bou80)),
c’est-a-dire longp (R/u(RT)) < +o0 si 'on suppose de plus r = dim R.

Dualement, pour tout morphisme v : R — R", on a le complexe

Kos"(v) :[0 = R-5 R — --- » AR Y3 AFHIR™ 5 ... 5 ATR" — 0],

ou R est & nouveau placé en degré 0.
Rappelons enfin la dualité de Koszul (cf. par exemple |Eis95], 17.15) : Kos"(u)Y = Kos" (u").

I1.1.3.2. Soient R et r comme précédemment, et %, : [R — R’] un objet de D_, (R) (la catégorie des
complexes bornés supérieurement de R-modules dont les groupes de cohomologie sont de type fini), ou R est
placé en degré —1.

I1.1.3.3 Lemme. — Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme dans D_, (R) :

LA™ (%,) = Kos" (v)[r].

Démonstration. — D’aprés 'isomorphisme de Quillen (cf. [I1172], 1.4.3.2), on a LA™(%,) = LI (%,[—1])[r],
ou I' désigne le foncteur non additif « algébre a puissances divisées » (les tenseurs symeétriques). Il est
démontré dans loc. cit., vii1.2.1.2.1 que si . = [R 5 R"], ses composantes étant placées en degré 0 et 1, on
a LT"(Z) = Kos"(a). Le lemme en découle. O

On trouvera dans loc. cit. des résultats plus généraux : cas des complexes a composantes plates, etc.
En particulier, il résulte de la dualité de Koszul que le morphisme canonique LA™%, — A"H(%,) est un

isomorphisme si v est une suite réguliére.

I1.1.4. Globalisation. —

I1.1.4.1. Sous les hypothéses de I1.0.4, on a :

n+1

1. I'idéal Jacobien _Zx est I'annulateur du &’x-module QX/S.

V(Ann Q’;qu) — X.

Par la suite, nous noterons e : Zy;s5 =

2. le morphisme canonique Ly g — Q]X/S, ot Lx/g est le complexe cotangent défini dans [T1172], est un
isomorphisme (dans la catégorie dérivée adéquate).

3. on a un isomorphisme canonique

(IL.1.4.a) Tx/s = es(€ QT 5)Y @oy dét(Qy )

4. le morphisme canonique

(IL.1.4.b) LAY g = Q%

est un isomorphisme si Zy,5 est de dimension 0.
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Le premier énoncé résulte de I1.1.1.d. Le second est bien connu (cf. [KS01][, §1.5) et justifie la définition que
nous avons prise du faisceau T;(/S dans le paragraphe précédent. L’isomorphisme 11.1.4.a est une globalisation
de II.1.2.a, que nous laissons au lecteur. (Voir [KMT76| pour la définition du déterminant d’un complexe
parfait.) Rappelons cependant que localement, avec les notations de I1.1.1.a, on a dét(Qk/S) = Z*QZJ/F; ®
,/Vx/pv. Le dernier point résulte, par localisation, des calculs locaux précédents : LA”HQQS est acyclique
hors du degré 0.

Dans le cas complexe, la relation entre nombre de Milnor d’une singularité isolée et les classes de Chern

localisées du faisceau des différentielles relatives est bien connu (cf. [Ful98|, 14.1.5).

I1.1.4.2. Pour mémoire, signalons le résultat suivant. Soit £ le faisceau ﬂflLe*Q]X/S considéré dans [KSO1].

Sous les hypothéses de I1.1.1, le complexe Le*Q]X/S est (localement) isomorphe au complexe [e* Ay p RN

(ie)*Q}D/S], si bien que £ est (localement) isomorphe a e*. A, p. Le faisceau inversible £, localement

isomorphe a e*JV)(V/P, est globalement isomorphe & e*T;(/S.

I1.2. Compactification

Le résultat principal est le suivant :

I1.2.1 Proposition. — Sous les hypothéses de I1.0.2, et si l'on suppose de plus S complet, il existe un
S-schéma projectif et plat Y, purement de dimension relative n, lisse en dehors d’un unique point fermé y

de la fibre spéciale Yy, tel que les hensélisés stricts X ;) et Y(,) soient S-isomorphes.

La démonstration fait I’objet des paragraphes I1.2.2 & I1.2.7. Dans le cas de la dimension relative 1, un

autre argument, di & M. Raynaud, est donné dans l'appendice I1.4.

11.2.2. Comme X est régulier et que toute S-immersion dans un S-schéma lisse est réguliére, il existe un
entier r tel que (X, x) soit Zariski-localement isomorphe a (V(f),0), on £ = (fy,..., fr) est une suite réguliére
de A[Ty,...,Tyhir] = A[T] et {0} désigne l'origine de A", On suppose désormais S complet, X = V(f) et
z = 0. Notons m (resp. m) 'idéal maximal en l'origine de A[T] (resp. du complété A|T|) et mx (resp. my)

I'image de m dans R def 5; (resp. I'idéal maximal de Ox ;). Enfin, supposons u = pu(X/S, ) > 0.

I1.2.3 Lemme. Sous les hypothéses de I1.2.2, il existe un entier Ax g tel que pour toute suite g =
(g1,---,9r) de A[Ty, ..., Tnyr], satisfaisant les r relations de congruences g; — f; € m X+ les deuz schémas

strictement locauz V (g) (o) et X(,) soient S-isomorphes.
La démonstration se coupe en deux : une partie formelle (I1.2.4), et une de descente aux hensélisés.

I1.2.4 Lemme (Suffisance des jets). — Pour tout r-uplet d’éléments g € A|T|", satisfaisant £ — g €
(W37 il existe X = (x1,.. ., Tnyy) dans A[T]"T", tel que x = T mod t? et g(x) = 0 dans A[T]/(f). En
d’autres termes, il existe un A-isomorphisme tangent a Uidentité : A[T]/(g) = A[T|/(f), défini par t; — x;.
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ofi
a1y -

Notons f’ application linéaire A[T|"*" — A[T]", définie par les dérivées partielles Par hypothese, le

nombre de Milnor
i = long B /Im(£f) > 1.

est fini (cf. I1.1.2), ou f}, désigne f' ® oyp R. (De méme, nous noterons gr l'image dans R" d’un g, mais
nous noterons t 1'image des variables T dans R.) Ainsi, (g R)" C f,R"*". On en déduit, pour tout ¢ € N,

l'inclusion de sous-R-modules de R" :
(MATR)" C £, (RS R)™T) ().

Remarquons que si g € A[T|" satisfait les congruences fp —gr € (ﬁ1§+2)r, I'inclusion (xq) est encore valable
avec g/, a la place de f},. Considérons g € A[T]" tel que g — f € (M**)" comme dans 1’énoncé et tachons de
vérifier les conclusions de I1.2.4. Soit e € R"*"; la formule de Taylor pour g, vu comme élément de R|T]
via le plongement A — R, s’écrit :

g(t+¢) = g(t) +g'(t) - € + (termes quadratiques en ¢).

Il s’agit d’une égalité dans R". Remarquons que g(t) n’est autre que g, de méme que I'application linéraire
g'(t) correspond a gy.

D’aprés (%z,,), on peut trouver gy € (ﬁ12X“R)”+’" tel que g - €] = fr — gr. Considérons )y € AT
un relévement quelconque de eq) € R**". Notons gjg € A[T] la série formelle g(T + £(q)).

La formule précédente montre qu’on a alors g(t+¢()) (= gjo)(t)) = gr+ap), ot apy) € (tﬁi{“R)””. La nou-
velle série g|o) satisfait donc en particulier les inclusions (%), pour le méme p, car on a (g —gjo)r € (ﬁlié‘)r C
(ﬁl’;(H)’". Par récurrence, on construit de proche en proche, une suite d’éléments e}; € (ﬁ*t()?ur])“R)”” (et

leurs relévements ém), pour ¢ > 0, telle que

déf
g, = 8t +e+ - +ep)( =gyt +ep) = fr + oqign;

; L S Ré 1 ide
ou oy € (mx ). L’anneau R étant complet, on peut considérer
o
22
€= Z €[] € Mx.
1=0

On a g(t +¢) = f(t) = 0. Dongc, si £ € (m?)"*7 reléve €, alors x = T + £ vérifie les conditions de 11.2.4.

Algébrisation. Montrons que l'entier Ax ; = 3p de I1.2.4 convient pour II.2.3. Soit
B = A[Th s 7Tn+r]mh5 (fla SR afn) = F(X(a:)a ﬁ)7

par hypotheése les équations g; = - -+ = g, = 0 ont une solution dans B. Comme B est hensélisé du localisé
d’un schéma de type fini sur un trait complet donc excellent, on peut utiliser le théoréme d’approximation
de M. Artin. Ainsi, il existe des z;, 1 < i < n + r, congrus aux 7; modulo m% tels que g(x) = 0 dans B.
On peut donc définir un A-morphisme ¢ : A[T]mh’s (g) — B, par T; — =z;. Le morphisme ¢ induit sur les

complétés est un isomorphisme ; le morphisme ¢ est donc étale et, finalement, un isomorphisme.
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I1.2.5 Remarque. — On peut aussi, comme I’a remarqué le rapporteur, utiliser le lemme 2 p. 561 de [E1k 73|

pour démontrer directement le lemme I1.2.3.

I1.2.6. Soient X,n, et Ax; = A comme précédemment. Le probléme étant local au voisinage de z sur X
pour la topologie de Zariski, on peut supposer qu’il existe un entier r et un S-module & = ﬁ’g‘w tel que X
soit isomorphe & un sous-schéma fermé de V (&), défini par un S-morphisme f : 05 — S(&), satisfaisant les

hypothéses de I1.2.2. D’apreés 11.2.3, on peut supposer que f est & valeur dans
S(€)<r =05 @---®SN&).

Remarquons qu’il est important de ne pas choisir immédiatement d’isomorphisme I'(S, &) = A™*". Cela
simplifie les calculs qui vont suivre; je dois cette remarque & Luc Illusie.

Pour tout morphisme a : 65 — S(&), et pour tout entier i € N, notons all 1a composante homogéne de
degré i de a et al< = al% ... 4 al’l sa partie de degré inférieur a i. Posons E=0Osty® &, et Py = P(g)
Si a est un morphisme g — S(&)<x42, notons a = a2l 4 a1 4o 4 0724001 Enfin, notons Y (a)/S
le S schéma projectif V(a) — Pg, et y = (1,0g) € (Pg)s : c’est 'image de x par I'immersion composée
X — V(&) — Pg. Remarquons qu'en vertu de IL2.3, si a : 05 — S(&)<xq2 a pour A tronqué f, les
hensélisés stricts Y'(a)(,) et X(,) sont automatiquement S-isomorphes. On cherche a tel que Y (a) satisfasse
les autres conditions de I1.2.1, c’est-a-dire les hypothéses de lissité et de dimension relative hors de y. Il suffit
de les vérifier en les points fermés de la fibre spéciale (privée de y). En effet, si elles sont satisfaites en ces
points, le schéma Y (a) sera régulier en tous les points fermés de Y'(a)s. Comme le lieu reg(Y (a)) des points
réguliers est ouvert (cf. [Gro69] 1v.6.12.6), cet ouvert contient nécessairement toute la fibre spéciale et, par
propreté, on a ’égalité reg(Y (a)) = Y (a). De méme, le morphisme Y (a) — S est aussi plat car il est plat en
tous les points fermés de la fibre spéciale et son lieu de platitude est ouvert (cf. [Gro69] 1v.11.1.1). La fibre
générique est lisse : tout point y, de Y, est générisation d’un point y, de Y. Si y, est différent de y, la lissité
est évidente par hypothése tandis que si y; = y cela résulte du fait que 'on a supposé Spec(Ox ;) — {z}
essentiellement lisse sur S. Finalement, pour démontrer I1.2.1, il nous suffit de démontrer la proposition

suivante :

I1.2.7 Proposition. Il eviste un morphisme a : 0% — S(&) <y tel que alSN = f et Y(a) — S soit

lisse de dimension relative n en tous les points fermés de la fibre spéciale différents de y.

Considérons le S—schéma T' = V (Hom (&%, SM1(&) @ S*2(&£))Y), paramétrant les morphismes a : 0% —
S(&)<at2 tels que alsA = f. Au-dessus de T, on a la variété universelle # — Py xg T. La projection
h : % — T admet une section au-dessus de Ty, qui correspond & l'origine y, et que nous noterons donc .
Soit & le fermé complémentaire de 'ouvert ol h est lisse de dimension relative n, muni par exemple de la

structure réduite. Pour conclure, il suffit de démontrer le

I1.2.8 Lemme. Soit z # y un point fermé de Pgg, qui est dans l'image de la projection Z — Pg. La
codimension de Z N (z xgT) dans Ts vaut n+ 1+ 1.
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En effet, I1.2.8 entraine que la codimension de % dans (P g x gT); est supérieure a n+r+1 = dim Pg,+1
en tout point qui n’est pas dans y(7Ts). Ainsi, les composantes irréductibles de Z5 qui ne sont pas contenues
dans y(Ts) sont de dimension strictement inférieure & dim 7. L’union des images par h de ces composantes
est donc un sous-schéma fermé .# (car h est propre) strict de Ty. Soit .4 'ouvert % —y(Ts) de Z. Les deux
inclusions h(.# (k)) C .#(k) C T'(k) (on rappelle que k = k(s) est supposé algébriquement clos) entrainent
I'inclusion stricte h(.# (k)) C T'(k). Ainsi, si ¢ est une section de T sur S de réduction dans T'(k) — h(A# (k)),
le schéma %; — t = S est lisse en tout point fermé de (%), excepté y, d’out la proposition I1.2.7. Insistons

sur le fait que cela est a priori plus fort que la lissité de (%;)s/s (hors y).

Démonstration de I1.2.8. Soit z comme dans I’énoncé. On peut choisir un isomorphisme &S Osty ®
<@ Ostyyr tel que z € (Pg)s — P2 (resp. y) soit de coordonnées (0,0,...,0,1) (resp. (1,0,0,...,0)).
Cela résulte du fait que z est supposé différent de y. Le schéma T est S-isomorphe & un espace affine S[C(Z’,a)],
de dimension relative Ny sur S, ou 7 parcourt 'ensemble {1,...,r} et a I'ensemble des suites finies dans
N"*" de somme |a| appartenant a {A + 1, A + 2}. Le sous-schéma fermé % de Pg xg T est défini par

I'annulation des r équations :

A2 t tn+7“ A2-lal ay Qntr
2 f7(%,, )—l— E Ciaty ty "'tn—Hﬂ .
g _ Jalefirate)
gi(t07---vtn+r)

Soit Z = (z,a) un point de % au-dessus de z; en son voisinage, % est donc T-isomorphe au sous-schéma
4 1oyl ! ~ Nr+n+r . .
fermé de T[ty,t7,--- 4, 1] = Ag , d’équations

J/

~ ] ] 1IA2—|al 1o 1Qn4+r—1 1,
ai:gi(to,...,thrT,],l)—l— E Ci,ato T "'tn:—ril - 1GnAr
[0}

ma (t')

I1 résulte de cette description et du critére Jacobien, que Z5, la fibre spéciale du schéma 2, coincide avec le
lieu ot hg n’est pas lisse de dimension relative n, du moins au-dessus de l'ouvert affine S[tg, t},--- ,#, ;] de
P4 ne contenant pas y. On peut donc faire notre calcul de codimension en travaillant uniquement sur k = x(s)
(et dans l'espace affine précédent). Pour chaque i € {1,...,r}, le seul monéme m,(t’') qui ne soit pas nul

def

évalué en z est celui pour lequel a = (0,0,...,0,A+2) = . Comme le point z € quvﬂ'm'r appartient 4 %

sa seconde coordonnée a appartient au sous-espace affine L, de T, d’équations g;(0,0,...,0,1)+¢; g(a) =0,
Oa;
ou 7 appartient a {1,...,r}. Pour un tel indice i, calculons la dérivée partielle 8—1"7 en z dans ces coordonnées.
0
Elle vaut :
n-+r zéros
Ogi ———
W (0, e ,0) +ci77(a),
0

N————
Xi,0

ot v € N™*7 est la suite (0,...,0, A+ 1). En effet, pour que la dérivée partielle par rapport a ¢, du monome
t?“f‘a‘t'lm o -tﬁ’_”:jil soit non nulle évaluée en (0,...,0), il faut que @y = -+ = ap4p,—1 =0et || = A+ 1.

Pour o = 7y cette dérivée partielle vaut 1. Si maintenant j est un indice dans {1,...,n +r — 1}, on a de
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méme 9% P
a; gi
W(O’ ... ,0) = ot (0, ... ,0) +Ci,7(_j)(a),
J J
——
Xi,j

ot y(j) € N™*" est définie par y(j); = 1, ¥(j)u = 0 pour u ¢ {j,n +r}, et |y(j)] = A + 2. On peut noter
qu’avec ces conventions, on a 'égalité x; ; = 0 pour tous les couples (i, j) considérés. Cela résulte du fait que
t62 divise tous les g;. La condition zZ = (z,a) € %, est donc définie dans Ty par 'intersection du sous-espace

affine L,, de codimension r, et du sous-schéma fermé d’équations les mineurs r X r de la matrice

Cly Cryy
C19(1) o Cro(1)
Clyntr—1) " Cry(ntr—1)
Comme les suites v,7y(i), i € {1,...,n+r — 1} sont distinctes, le sous-schéma Min défini par I’annulation

de ces mineurs est de codimension n + 1 dans 'espace affine Ty (cf. par exemple [Art76]). De plus comme
ces suites sont différentes de 3, lintersection de Min avec le sous-espace affine L, est transverse. Ainsi,
codimy, (2,) =r + (n+ 1), d’on le résultat. O

I1.3. Démonstration du théoréme I1.0.8

Commencgons par remarquer que pour démontrer la conjecture 11.0.2, on peut supposer S complet. En
effet, d’aprés [SGA 4% TH. FINITUDE 3.7|, le terme étale est invariant changement de base S— S o008
désigne le complété de S le long du point fermé. L’égalité des termes cohérents, u(X/S, ) = u(Xg/S’, x),
résulte de I'isomorphisme ﬁzg = 025 ®ps Ug, dans les notations de I1.1.2.a. Ceci étant, on peut supposer
d’apres I1.2.1, que X /S est propre car les deux termes de I’égalité & démontrer ne dépendent que de ’hensélisé
(strict) en z. D'un coté on a, inconditionnellement,

II.1.4 I1.1.2.
XX LAY o) P27 x (X, Q) T =" u(X/S, x),

tandis que la conjecture de Bloch prédit que
X(X, LAY o) = (=1)"Art(X/S) = (=1)"dim tot ®(Fy).

Donc I1.0.5 implique I1.0.2.

I1.4. Appendice A : compactification en dimension relative 1

Voici 'argument de M. Raynaud qui permet de démontrer directement I1.2.1 dans le cas des courbes.
Supposons X/S affine (et S complet). Notons Y = X la fibre spéciale. Comme c’est une courbe, il existe
une compactification Y de Y, projective, et lisse hors de z. Le s-schéma Y — {z} est affine et lisse donc
(cf. [SGA 1 111 6.8]) il existe un S-schéma formel affine et lisse 7 dont Y — {z} est la fibre spéciale. L’affine

Y — {z} admet un unique relévement formel % sur S. Il est naturellement muni d’immersions ouvertes
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U — T et U — )A(, ot X désigne le complété formel le long de la fibre spéciale. On peut donc recoller
T et X le long de % : le schéma formel .7 [[,, X est une déformation plate de Y, donc propre sur S et
s’algébrise (cf. [SGA 1 111 7.2]) en un schéma X' sur S propre et lisse hors de z sur S, qui est formellement,
donc localement pour la topologie étale (cf. I1.2.2), isomorphe & X en x.

Ce type d’argument est aussi utilisé dans [Lau81]|, et repris dans |[KSS88| proposition 4.1.

I1.5. Appendice B : démonstration de la conjecture 11.0.7 en dimension relative 1

Reprenons les notations de I1.0.4, en supposant de plus que n = dim X/S = 1. Posons Z = ZX/Sréd'
Utilisant & nouveau la méthode de I'annexe 11.4, avec Z a la place de {z}, on voit qu'’il existe un schéma
X', propre sur S, obtenu par algébrisation d’'un schéma formel sur S, tel qu’on ait une immersion ouverte
X < )/(\’, induisant un isomorphisme entre les complétés formels X 7 et X’/Z le long de Z, avec ’hypothése

supplémentaire que X' est lisse sur S hors de Z.

I1.5.1 Lemme. — Sous les hypothéses précédentes, on a
dim tot R['(X,, @y (Fy)) = dim tot R[(X}, @ x/(Fy)).

Démonstration. En effet, on a RI'(X, ®x(Fy)) = RI'(Z, @x (Fy)|z) ; idem pour X'. Or, d’aprés [Ber96]
Theorem 3.1, les complexes ®x/(Fy)|; et ®x(Fy) 7 sont isomorphes comme complexes de Fy faisceaux sur

Z munis d’une action continue de (7, 7). O

Il nous faut maintenant comparer les termes cohérents.

Soit .# l'idéal de définition de Z dans X. Notons i : X, — X le morphisme d’espaces annelés cano-
nique, et 4, : Z, — X I'immersion fermée d’idéal .#"+!. Notons le/? le ﬁX/z module limite (projective)
lim,, sz/z) /s dans la suite, on identifiera (X/Z)n et Z,. Pour chaque n € N, on a un morphisme canonique
i;Qﬁ(/S — len/s- Par passage a la limite, on en déduit un morphisme lim,, i;Qﬁ(/S — Q}(/Z, que 'on peut

. . %1 . 3 1
composer avec le morphisme canonique QX/S — lim,, anX/S.

I1.5.2 Lemme. Le morphisme i*Q]X/S — le/z défini précédemment est un isomorphisme.
Démonstration. — D’aprés [Gro69] 1 10.8.8. (ii) le morphisme Z.*Qﬁ(/s — lim,, Zlv*zQ%(/S est un isomorphisme
car Qg(/s est cohérent.

Ecrivons la suite exacte associée a I'immersion fermée i, de S-schémas :
n—+1 n+1\2 -k 1 1
IV NI = 1, Qx5 = Qy g =0

Le systéme projectif .#"/(.#™)? est essentiellement nul, donc le morphisme (z,’;Qﬁ(/S)n — (len/s)" est un

isomorphisme de pro-objets. Le morphisme lim,, ’L':;,Qk/s — Q&/Z est donc également un isomorphisme. [

Comparons maintenant les puissances extérieures dérivées.

Par fonctorialité des foncteurs dérivés a gauche, on a un morphisme canonique

Li*LA%(QY/g) = LAPLI* (Q/g) = LAZ* (2 )g)-
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Il résulte de la platitude de 7 que le morphisme de foncteurs Li* — ¢* est un isomorphisme si bien que le

morphisme précédent se réécrit, compte tenu du lemme précédent, sous la forme :
A 201 ~ 1 A20]
(I1.5.2.a) i*LA Qy,g = LA Qx,,-

I1.5.3 Lemme. Pour tout compleze # € D (X)), a support dans Z, le morphisme canonique RT' (X, %) —

RI(Xz,i* ") est un isomorphisme. -

Démonstration. — 1l résulte de [Gro69| 111 5.1.2, que le morphisme RI'(X,. %) — R,F()?,i},%/) est un
isomorphisme, ot 1x : X — X désigne le morphisme canonique. Notons k£ 'immersion fermée de schémas
formels : X, i) X . Comme dans le cas non formel, les foncteurs dérivés R/ k, évalués en un faisceau cohérent
sont nuls pour j > 0 : cela résulte de la description du foncteur k, dans le cas o X, et donc X, sont affines
(cas auquel on peut se ramener). Le complexe % % =: A étant A support dans Xz, la fleche d’adjonction
H — kk* K = k. i*# est un isomorphisme. Le résultat en découle. O

Finalement, on a la chaine d’égalités suivante :

X(Xa LAQQ%(/Q)
def Z(—l)ilongA RI'(X, LiAQQ])(/S) (somme finie car LAQQ]X/S € DPZU}(X))

parf
i
= long, RI(Xz,i*LA’QY /) (d’apreés 11.5.3)
= long, RT(X/y, LA2Q}(/Z) (d’apres I1.5.2.a)
def
= X(X/ZaLAQQ]X/7)
De méme pour X'. Comme, par hypothese, X5 5 X'z, on a le résultat souhaité grace au théoreme de
Bloch (I1.0.5, en dimension 1).






CHAPITRE III

MOTIFS DE DIMENSION INFERIEURE A 1, D’APRES
V. VOEVODSKY






IIT.1. RAPPELS SUR LA CATEGORIE TRIANGULEE DES MOTIFS GEOMETRIQUES II1-1

Introduction

Dans [Voe00|, Vladimir Voevodsky définit, pour tout corps k, deux catégories triangulées, notées DMgi(k)
et DM®T (k). Il construit un foncteur [-] de la catégorie des k-schémas algébriques lisses vers DMgfn(k) et, pour
k parfait, un foncteur pleinement fideéle i : DMggn(k) — DM (k). On pourrait espérer munir DM;‘:Fn(k) d’une
t—structure dont le coeur serait la catégorie des motifs miztes sur k, dont 'existence avait été conjecturée
par Alexandre Grothendieck. Cela n’est en général pas possible & moins peut-étre de se restreindre aux
coefficients rationnels (cf. loc. cit. 4.3.8). D’un autre coté, Pierre Deligne définit dans [Del74] la catégorie
additive des 1-motifs sur un corps. Aprés tensorisation par Q, elle devient abélienne et est appelée catégorie
des 1-isomotifs sur k; on la note 1 — isomot (k). L’objet de ces notes est de construire un foncteur

D’(1 — isomot(k)) — DM, (k) ® Q,

de montrer qu'il induit une équivalence de catégories entre D?(1 — isomot(k)) et la sous-catégorie épaisse
strictement pleine de Dszfn(k) ® Q engendrée par les motifs [X], ou X est un k-schéma algébrique lisse de
dimension inférieure & 1. On note dlDMgfn(k)Q cette sous-catégorie pleine de DMgfn(k)Q. Le plan de ces notes
est le suivant. On commence par rappeler les définitions de Voevodsky, et en particulier celles des catégories
triangulées diDMan(k) (resp. ;DM (k)) pour tout entier i € N ainsi que le foncteur 7, faisant intervenir
un complexe dit de Suslin. Dans la partie suivante, on montre que la catégorie dérivée des motifs d’Artin a
coefficients rationnels est canoniquement équivalente & doDMgfn(k)Q. L’analogue a coefficients entiers ainsi
qu'une description de dgDM® (k) seront également considérés. Enfin on démontre dans une derniére partie
I’'équivalence annoncée, aprés avoir rappelé les calculs fondamentaux de I’homologie du complexe des chaines
singuliéres, dus & Andrei Suslin et V. Voevodsky [SV96]. La présentation donnée ici en est légérement

différente dans la mesure ot ’on se contente du seul calcul de 'homologie de Gy,.

II1.1. Rappels sur la catégorie triangulée des motifs géométriques

Soit k un corps et n = Spec(k). On note Z(n) la catégorie des n-schémas algébriques lisses. Si X et
Y sont deux objets de cette catégorie, on note ¢(X,Y’) le groupe abélien librement engendré par les sous-
schémas fermés intégres de X X, Y qui sont finis sur X et surjectifs sur une des composantes connexes de
X. De telles correspondances se composent (cf. [Voe00], 2.1) ce qui nous permet de définir une catégorie
additive .ZCorr(n) ayant pour objets les mémes que ceux de .Z(n) et pour morphismes entre X et Y les

correspondances précédentes. En particulier, on a un foncteur covariant
[[]: Z(n) = ZLCorr(n)

donné sur les morphismes par le graphe. (Dans sa construction de motifs de Chow, A. Grothendieck prend la
convention opposée et obtient un foncteur contravariant de la catégorie des n-schémas projectifs et lisses vers
Chow(n).) La somme directe dans ZCorr(n) est donnée sur les objets par la somme disjointe des schémas.

La catégorie des motifs géométriques effectifs

DM (1)
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s'obtient a partir de la catégorie additive K?(.ZCorr(n)) par localisation puis passage a 'enveloppe pseudo-
abélienne (ou Karoubienne). La localisation s’effectue en divisant par la sous-catégorie épaisse (|[Nee01],
2.1.6) 7 engendrée par les complexes [AL] — [X] et les [UNV] = [U] & [V] = [X] pour X la réunion des
ouverts U et V. Aprés passage a 'enveloppe pseudo-abélienne (de sorte que tout projecteur correspond a
une décomposition en somme directe), c’est encore naturellement une catégorie triangulée, cf. [BSO1].

Il est commode d’introduire la catégorie DM‘iﬂ(n) des complexes motiviques effectifs; elle a entre autres
avantages celui de posséder certains Hom internes(). Un préfaisceau (abélien) avec transferts est un foncteur
additif contravariant sur .Z’Corr(n) & valeur dans la catégorie des groupes abéliens. Il est dit de Nisnevich
si c’est un faisceau pour la topologie de Nisnevich. Rappelons que si X est un schéma hensélien, le topos
Xnis associé est local. Les préfaisceaux représentables sur ZCorr(n) sont des faisceaux de Nisnevich et
tautologiquement munis de transferts. Un préfaisceau avec transferts .% est dit invariant par homotopie si
pour tout X € Ob £ Corr(n), le morphisme .% (X) — .Z(AY) induit par la projection est un isomorphisme.
Notons NisTrans(n) la catégorie abélienne des faisceaux de Nisnevich avec transferts. La catégorie

DM (1))

est la sous-catégorie pleine de D~ (NisTrans(n)) constituée des complexes a cohomologie invariante par ho-
motopie.

Rappelons maintenant la définition, due a A. Suslin, du complexe des chaines singuliéres associé & un
faisceau de Nisnevich avec transferts .%. Soit A® I'objet cosimplicial standard dans Z(n) et notons C,(.%)
le complexe de faisceaux abéliens associé a l'objet simplicial T +— C,(F)(T) = F(T x, A"), avec la
convention classique C; = C~*. On note h;(.%) le faisceau de Nisnevich avec transferts H *(C.(.%)); il
est automatiquement invariant par homotopie (cf. loc. cit. 3.2.1). Par composition avec le foncteur com-
pleze simple associé, on en déduit un foncteur K~ (NisTrans(n)) G D~ (NisTrans(n)), qui se factorise en
K~ (NisTrans(n)) S DM (7)) < D~ (NisTrans(n)). De plus, la catégorie triangulée K~ (NisTrans(n)) recoit
naturellement la catégorie K?(.ZCorr(n)) en associant a un complexe d’objets de .ZCorr(7), le complexe de

faisceaux de Nisnevich avec transferts qu’ils représentent :
( = X, 1= X; _)Xi—l—l — ) — ( — C(*,Xifl) — C(*,Xi) — C(*,Xﬂ_l) — )
Finalement, on a un diagramme commutatif :

KP(.ZCorr(n)) — K~ (NisTrans(n))

T b

)

DMgfn(ﬁ) .............. O > DM ()

Si k est parfait, on montre (loc. cit. 3.2.6) que la fleche diagonale se factorise par un foncteur 7 qui est
pleinement fidéle. De plus, i est d'image dense, en ce sens que la catégorie localisante (cf. infra) engendrée

par l'image est DM®% (7)) tout entier.

()Nous renvoyons le lecteur a [Voe00], § 3.2 pour la définition de la structure tensorielle sur DM ().
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Convention : dorénavant, 7 est le spectre d’un corps parfait.

Soit ¢+ € N un entier. Notons ZCorr;(n) la sous-catégorie pleine de £ Corr(n) dont les objets sont les
n-schémas algébriques lisses de dimension inférieure a 7. On note diDMgﬁfn(n) (resp. d;DM®T(n)) la sous-
catégorie épaisse (|[NeeOl|, 2.1.6) (resp. localisante, loc. cit. 3.2.6) strictement pleine de DM;’:Fn(n) (resp.
DM (1)) engendrée par objets [X] (resp. les complexes C,([X]), [X] étant le faisceau de Nisnevich avec
transferts représenté par X) on X € Ob ZCorr;(n).

I11.2. Motifs de dimension nulle

Notons n = Spec(k), 7 le spectre d'une cloture séparable quelconque de k et 7 le groupe de Galois 71 (7, 77).
Rappelons (|[SGA 4 vii1 2.1]) que le foncteur X ~» X (), de la catégorie des n-schémas étales vers la catégorie
des ensembles discrets sur lesquels 7 agit contintiment est une équivalence de catégories. Un quasi-inverse est
donné par E ~ Spec Hom; _cns(E, k(n)). Le schéma X est connexe ssi X (7)) est transitif. Notons Permz(n),
ou bien Perm(n) s’il n'y a pas d’ambiguité, la catégorie sous-catégorie pleine de Mod(Z[x]) dont les objets
sont les Z[r]-modules de permutation, ¢’est-a-dire les modules de la forme Z[FE], ou E est un w-ensemble fini
continu. Il résulte du rappel précédent que le foncteur naturel des n-schémas étales de type fini vers Perm(n)
est fidele. Montrons qu'il s’étend en un foncteur £ Corrg(n) — Perm(n). Soient X et X’ deux n-schémas étales
finis. Une correspondance intégre Z € ¢(X, X') est un sous-schéma intégre de X x, X'; il est nécessairement
étale sur 7 et s’identifie & une composante connexe de X x, X' c’est-a-dire, par la théorie de Galois, & une
m-orbite de X () x X'(). A Z on associe donc une application m-équivariante yz : X (7) x X'(7) — Z,
sa fonction caractéristique, dont on déduit un morphisme Z[r]-modules ¢z : Z[X ()] — Z[X'(7)]. Si Z
n’est plus supposé connexe mais s’écrit Z = ) n;Z;, avec Z; intégre pour tout i, on pose @z = > nijpz,.

Réciproquement, tout tel morphisme dans Perm(n) s’obtient ainsi; on a donc démontré la proposition :

II1.2.1 Proposition. — Le foncteur additif £ Corrg(n) — Perm(n) ainsi construit est une équivalence de

catégories.

L'inclusion ZCorrg(n) — £ Corr(n) induit un foncteur K®(ZCorrg(n)) — K®(ZLCorr(n))/.7 , qui se facto-
rise a travers doK®(ZCorr(n))/.7, définie de maniére analogue a doDMgfn(n) mais sans passage a l’enveloppe
pseudo-abélienne.

II1.2.2 Théoréme. Le foncteur K*(ZCorrg(n)) — doK?(ZLCorx(n)), 5 est une équivalence de catégories

triangulées.

Par passage a I'enveloppe pseudo-abélienne, notée avec un indice pgap, il résulte de IT1.2.1 et 1I1.2.2 que

I'on a une équivalence de catégories :
K" (Perm (1)) psat, — doDMg, (n).

Démonstration du théoreme ITL.2.2. — Tls’agit de montrer que si A et B sont deux complexes de K?(ZCorr(n)),
constitués de schémas de dimension 0, le morphisme Homys( ocorm(n)) (A: B) = Homyo( ocorm(n)) 7 (A, B) est



111-4 CHAPITRE TI1. MOTIFS DE DIMENSION INFERIEURE A 1, D’APRES V. VOEVODSKY

un isomorphisme. Par définition des morphismes dans une catégorie localisée, et puisqu’on a calcul des
fractions, on a :

Homys( 2 corr(n)) 7 (A; B) = colim Homys( gcom(n) (A" B),
ou la colimite est relative aux fleches A’ — A dont le cone est dans .7. Par dévissage, on peut supposer que
B est concentré en un seul degré : B = [n][i], ou n'/n est fini étale et i € Z. On se raméne donc a prouver

le lemme suivant :

II1.2.3 Lemme. — Pour tout objet T € Ob 7, tout n-schéma fini étale 1’ et tout entier i € Z, on a
Homys(wcore(ny) (T [0'][]) = 0.
Démonstration de I11.2.3. Par dévissage, on peut supposer que T de la forme [A] — [X] (cas a.) (resp.
[UNV] = [Ule[V] — [X] (cas b.)) avec [AL] (vesp. [U]@®[V]) placé en degré 0 et X un 7-schéma algébrique
lisse.

Cas a. Traitons d’abord le cas ot i = 0. Il faut montrer que si f : AL, — 7’ est un morphisme de £ Corr(n),

il existe un morphisme g : X — 7’ tel que le diagramme :

0 —[AY] — [X] —

0 '] 0 0

soit commutatif, de sorte que le morphisme de complexes T' — [1][0] soit homotope au morphisme nul. Le

schéma 7' est de dimension 0 donc pour tout n-schéma algébrique lisse Y,
H(Y,y,Z) 5 (Y, 7).

1l s’agit donc de montrer que le morphisme canonique H(X,,, Z) — HU(A}(HI, Z) est surjectif. C’est méme
un isomorphisme, compte tenu de l'invariance par homotopie du 7, qui traduit le fait élémentaire que si A
est un anneau sans idempotent non trivial, il en est de méme de A[z], ot = est une indéterminée. Le cas on
1 = 1 se traite de méme; les autres cas sont triviaux.

Cas b. Soit U,V un recouvrement ouvert de X. Traitons d’abord le cas ¢ = 0. On doit montrer que pour
tout morphisme f : [U[[V] = [U] & [V] — [] dans £ Corr(n), il existe un morphisme ¢ : [X]| — [7] qui

rend commutatif le diagramme :
0.
0

Im(Z(Xy) = Z(Uy [[ Vi) = Kex(Z(Uy [] Vi) = Z(Uy 0 V)

—UnV]—[U]e V] —

I | lt

0 ']

Cela revient a montrer que l'injection naturelle

—_—

est un isomorphisme. Cela résulte du fait que le diagramme Z(X, ) — Z(X;,) = Z(X,, xx, , X;,) est exact,

~

ou l'on a posé X' = U]V, compte tenu du fait que X' x y X' = X'[[(UNV) (de méme aprés changement
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de base a n'). Les cas i € {—1,1} ne présentent guére plus de difficulté tandis que pour |7| > 1, le résultat

est évident. Cela conclut la démonstration du lemme et du théoréme. O
O

Voyons maintenant une variante a coefficients rationnels. Soit Rep{fo"t(w) la catégorie des Q[m]-modules
continus de dimension finie sur Q, il résulte du lemme de Maschke qu’elle est abélienne semi-simple. En

particulier, les foncteurs
K?(Rep&y™™" (7)) psab K" (Repy™™ () — D*(Repfy™™ (7))

sont des équivalences de catégories. Ces catégories sont aussi équivalentes a la catégorie Q[r]-mod.-Z-gradués
des Q[n] modules continus de dimension finie, Z-gradués. Notons Permgq() la catégorie des représentations

de permutation a coefficients rationnels.
I11.2.}, Lemme. — Le foncteur

K?(Permgq (7)) psab — Kb(Repgcom(ﬁ))psab ~ Q[r]-mod.-Z-gradués

déduit du foncteur pleinement fidéle Permg(m) — R,ep'gcom(w) est une équivalence de catégories.

On retrouve donc les motifs d’Artin, définis par A. Grothendieck.

Démonstration. La pleine fidélité du foncteur est évidente. Soit M une représentation (continue, de di-
mension finie) quelconque de 7 et montrons qu’elle est dans 1'image essentielle de ce foncteur. On peut
supposer M irréductible. Soit G un quotient fini & travers lequel ’action de m sur M se factorise. Il est
bien connu qu’en caractéristique 0, toute représentation irréductible d’un groupe fini est facteur direct de la
représentation réguliére. La représentation M coincide donc avec 'image d’un idempotent p : Q[G] — Q[G]

de Permq(n). Le résultat en découle puisque, par définition, K®(Permg(m))psab est pseudo-abélienne. O

II1.2.5 Remarque. — Insistons sur le fait qu’il est nécessaire de se restreindre aux représentations de
dimension finie continues de m (adjectif oublié dans [Voe00|, p. 217). En effet, il est facile de construire,
par exemple, des morphismes non continus Z, — GL,(Q) pour tout n > 1. De méme la semi-simplicité

deviendrait fausse si ’on considérait les représentations Z-adiques de dimension finie continues.
Le lemme précédent s’interpréte plus suggestivement comme un isomorphisme :
eff A
doDMgy, (n)Q =~ Q[r]-mod.-Z-gradués.
Avant d’énoncer le théoréme de comparaison pour doDMefF(n), commencons par un lemme :

IIT.2.6 Lemme. Pour tout faisceau F invariant par homotopie, le morphisme Co(F) — Co(.F) est un

quasi-isomorphisme. En particulier, si p: X — n un n-schéma algébrique étale, le morphisme de complexes
Cu([X]) < Co([X]) = puZ =: ZX/" est un quasi-isomorphisme.



I11-6 CHAPITRE TI1. MOTIFS DE DIMENSION INFERIEURE A 1, D’APRES V. VOEVODSKY

Démonstration. — Comme .% est invariant par homotopie, le complexe C.(.%#) est isomorphe au complexe :
(---&ﬁﬂﬁ&ﬁ—m—m—w--),

ol le dernier .% est placé en degré 0. Le résultat annoncé en découle. Le cas particulier résulte de l'invariance
par homotopie de ¢(—, X) = ZX/7. O

En particulier, pour deux 7-schémas étale finis X et Y, le morphisme induit par le foncteur H°,

II1.2.1

HomDM‘iﬂ(n)(C'([X])a C'([Y])) — HomDMiﬁ(n) (ZX/777 ZY/”) C(X, Y)

est un isomorphisme.

Pour toute catégorie additive C, notons .% (C') la catégorie de foncteurs additifs contravariants de C' dans
la catégorie des groupes abéliens. Le foncteur Perm(n) — % (Perm(n)), qui & X associe hx = Hom(—, X),
est pleinement fidele et tombe tautologiquement dans la sous-catégorie pleine P des objets projectifs de
Z (Perm(n)). Ainsi, son extension en un foncteur K®(Perm(n)) — D®(.#(Perm(n)) est encore pleinement
fideéle.

IT1.2.7 Lemme. — L’image du foncteur composé KP(Perm(n)) — D~ (% (Perm(n)) est dense.

Démonstration. — Commencgons par remarquer que la catégorie .# (Perm(n)) a suffisamment d’objets pro-
jectifs. En effet tout faisceau ¥ est canoniquement quotient de GB(X’Q) hx — %, ou X décrit les objets
de Perm(n) et @ € ¥4(X) = Hom(hx,¥). De plus toute somme directe d’objets projectifs est un ob-
jet projectif. Ainsi, le foncteur canonique K~ (P) — D~ (% (Perm(n)) est une équivalence. Le foncteur
K®(Perm(n)) — D~ (% (Perm(n)) <~ K~ (P) se factorise a travers K’(Perm(n)) — K’(P), trivialement d’'image
dense. Tl reste donc a montrer que la sous-catégorie K'(P) de K—(P) est dense, ce qui est un fait général.
Soit K un objet de K™ (P) et notons, pour chaque i € Z, 0>;K le tronqué naif : (0>, K)* = K si o > i et

0 sinon. Les morphismes canoniques o>; K — K s’additionnent pour donner un morphisme
/
K = ®iEZU2iK — K.

Pour chaque « € Z, on a un diagramme commutatif :

somme

Kla — ®i§aKa - > K©
l@igadaﬂw l/da
K" = @ KOS ot

Pour chaque 4 € Z, on a un morphisme canonique o>;11K — 0>;K. Cependant, définissons un autre
morphisme f : K" := ®jcz0>i411 K = ®jcz0o>;K = K'. En degré o,
(e o (e [0 o
O K™ =®ica 1K" = @i<a K* = K%,

est donné par

f(y(( axa*])) - ( yLa—1, Z *TZ)

i<a—1
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On a une suite exacte :

0—>K”'—f>K’—>K—>0,

scindée degré a degré. Comme K" et K' appartiennent a I’adhérence de I'image de K’(P) dans K~ (P), cela

achéve la démonstration du lemme. O

Le foncteur de restriction r, : NisTrans(n) — % (£ Corrg(n)) ~ .% (Perm(n)) admet un adjoint a gauche
r* : tout objet de .Z (£ Corrg(n)) est canoniquement colimite de préfaisceaux représentables; cette colimite,
vue dans NisTrans(n), donne I'adjoint cherché. Son image est constituée de faisceaux invariants par homo-

topie. Ce foncteur r* permet d’en définir un second : D~ (% (Perm(n))) — DM®T(n), qui se factorise par
doDMejr(’f]).

II1.2.8 Proposition. — Le foncteur 8 : D~ (. (Perm(n))) — doDM (1)) ainsi construit est une équivalence

de catégories triangulées.

Démonstration. Compte tenu de [Lev98|, 11.2.4.8.1 et 2.4.9, la catégorie triangulée D’(.% (Perm(n)) est
pseudo-abélienne. (Cela résulte de l'existence de coproduits dénombrables d'un méme objet, cf. loc. cit.)
Ainsi, le foncteur pleinement fidéle K®(Perm(n)) — D~ (% (Perm(n)) se factorise a travers K®(Perm(n))psan-

Le foncteur S s’inscrit dans un diagramme essentiellement commutatif :

K®(.Z Corro (1)) psab — D~ (:F (£ Corro(n)))

S

doDMSE (n) doDM®™ (1)),

ou l'on a identifié £ Corrg(n) et Perm(n). La commutativité du diagramme résulte de II1.2.6. En effet,
pour tout 7-schéma fini étale X, le complexe [X] € Ob K?(.ZCorrg(n))psab est envoyé sur ¢(—, X)[0] ~ ZX/7
par le triangle supérieur tandis qu'il est envoyé sur C,([X]) par le triangle inférieur. Il résulte de IT1.2.2 que
la premiére fleche verticale est une équivalence. Comme les foncteurs horizontaux sont d’'image dense (cf. §1

et IT1.2.7), (3 est aussi une équivalence de catégories. [l

Cela permet de munir dgDM®T (1)) d’une t-structure non dégénérée, de coeur .Z (Perm(n)).

II1.3. Motifs de dimension < 1

II1.3.1. Calcul de I’homologie du complexe des chaines singuliéres de G,, et des courbes
propres. —

II1.3.1.1 Lemme. — Soit X un schéma noethérien régulier. Les morphismes Gp(X) — Gp(AL) et
Pic(X) — Pic(AY) associés @ la projection p : AL, — X sont des isomorphismes.
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¥ est un isomorphisme ; I'invariance

Démonstration. — Pour tout anneau A réduit, I'inclusion A* — (A[z])
par homotopie de G, restreint aux schémas réguliers en résulte. La suite spectrale de Leray pour le mor-
phisme p (pour la topologie étale par exemple), ainsi que I'isomorphisme G, — p,Gy,, nous raménent &
montrer que R,étp*Gm = {1} est trivial. Le morphisme p étant cohérent, il s’agit par passage aux fibres, de
vérifier que si X' est local régulier, donc factoriel (cf. [Gro69] 1v 21.11.1), Pic(AL,) = 0. Cela résulte du fait

que A]X, est lui aussi factoriel et que le groupe de Picard d’un tel schéma est trivial (loc. cit. 21.6.10). O
De plus ces faisceaux (pour la topologie de Nisnevich) sont canoniquement munis de transferts :

II1.3.1.2 Lemme. — Soit G un n-schéma en groupes abéliens. Le faisceau de Nisnevich &G qu’il représente

sur Z(n) peut étre muni canoniquement de transferts.

Démonstration. — Soient X,Y € Ob .Z(n) supposés connexes et Z — X X, Y un sous-schéma fermé intégre
de degré fini d sur X. A un tel sous-schéma correspond un morphisme de schémas f; : X — Y@ on Y@
désigne le produit symétrique d-iéme de Y sur 5 (le schéma Y est quasi-projectif). Soit maintenant 2 € 4(Y),
vu comme morphisme de 5-schémas : z : Y — G. La fleche en pointillés du diagramme suivant est 1’élément
de 4(X) recherche.

On étend ensuite par additivité cette définition aux correspondances quelconques et aux schémas X et Y

non nécessairement connexes. O

I11.3.1.3. L’homologie de G,. Par fonctorialité, le morphisme de  schémas G,, — 7 induit un morphisme
de faisceaux représentables : ¢(—, G,,) — ¢(—,n) = Z. Construisons un morphisme ¢(—, G,;,) = G,,. Soit
T un r—schéma algébrique lisse et Z € ¢(T, G,,); on veut définir un élément de G, (7). En composant
Z — T x4 Gy, avec la projection sur G, on définit un élément f € G,,(Z). Sa norme par le morphisme fini
Z — T est un élément de 7 (I'anneau total des fractions) ; comme le schéma 7' est normal, ¢’est méme un
élement de G,,,(T'). On a construit un morphisme de faisceaux Nisnevich avec transferts ¢(—, G,,) = G, DZ.
Comme G, BZ est invariant par homotopie, G, ®Z — Cu(G,,, ®Z) est un quasi-isomorphisme. Finalement,

par application du foncteur C,, on obtient un morphisme de DMefF(n) :
¢ : Co([Grn]) = (G, @ Z)[0].

On a le résultat fondamental suivant :
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I11.3.1.4 Proposition (cf. [SV96|, 3.1). — Le morphisme ¢ est un quasi-isomorphisme.

La section unité 7 Y G,y induit un morphisme C,.([G,,]) = Cu([n]) ; notons Z(1) son conoyau, décalé de

—1. D’aprés la proposition précédente, on a
Z(1) S Gp[-1].

IT1.3.1.5. Soit f: X — 7 une courbe propre et lisse. D’aprés [Voe00| 4.3.2, on dispose, sous réserve de la
résolution des singularités, d'un isomorphisme canonique Co(X) — Homp e,y (Co (X), Z(1)[2]). Cet énonce
est en fait valable inconditionnellement, comme ’a indiqué Joél Riou & 'auteur. Voici rapidement ’argument
dont les détails sont laissés au lecteur. Soit Chow® () la catégorie des motifs (purs) de Chow effectifs (a
coefficients entiers). On prend la convention homologique de Voevodsky (et non celle initialement choisie
par Grothendieck) : si X et Y sont deux n-schémas projectifs et lisses, avec X connexe de dimension dy,
HomChoweﬁ(n) (X,Y) = A4, (X %, Y), le groupe des cycles de dimension dx modulo équivalence rationnelle.
On a un foncteur naturel (cf. loc. cit., 2.1.4) Chow®T(n) — DM;?n(n) envoyant le motif h(X) d'une variété
projective lisse X sur [X] et le motif de Lefschetz (cf. [Sch94|) sur Z(1)[2]. Soit Chow(n) la catégorie obtenue
a partir de Chow(n) en inversant formellement le motif de Lefschetz L") et DMy (n) la catégorie triangulée
obtenue en inversant le motif de Tate Z(1) (cf. [Voe00], 2.1.3). Ces deux catégories sont encore des catégories
tensorielles (cf. loc. cit., 2.1.5 pour DMg, (7)) et le foncteur Chow(n) — DMy (n) déduit de Chow®T(n) —
DMZﬁl (1) préserve le produit tensoriel. Soit X une courbe projective et lisse purement de dimension 1 sur 7
comme précédemment. Posons h(X)Y := h(X) ® L™, le motif de Chow dual de h(X). Il existe des fleches
hMX)®h(X)Y = 1,1 - h(X)®h(X)" satisfaisant les hypothéses de [LMSM86], 111.1.6. Le fait remarquable
est que, réciproquement, pour tout objet A, 'existence d'un objet B, et de fleches AQ B —>1et1 - AQB
satisfaisant ces relations implique que B ~ Hom(A,1) (et A est dit fortement dualisable). En particulier,
l'existence méme du foncteur Chow(n) — DMgm(n) montre que [X] = Hompyp,,. () ([X] ® (Z(1)[2)) ', 2Z)
(cf. loc. cit.,111.1.9). Finalement, on a la formule [X] = Hompyr, (o ([X], Z(1)[2]). 11 résulte de la pleine
fidelité du foncteur DMggn(n) — DMgm(n), démontrée inconditionnellement dans [Voe|, que le Hom-interne
Hompyr, () ([X], Z(1)[2]) coincide avec celui dans DMgi(n). De plus, il est tautologique que le Hom-interne
dans DMggn(n) coincide avec celui dans DM®T(5)) quand il existe. En conclusion, nous avons vérifié qu’il
existe un isomorphisme canonique Co(X) — Homp e,y (Co(X), Z(1)[2]).

D’aprés [Voe00] 3.2.8, Tobjet Hompy e, (Co(X), Z(1)[2]) est isomorphe au complexe Rnisf.Z(1)[2] (et
donc a R,Nisf*Gm[l]). Comme X est de dimension 1, il résulte de loc. cit. 3.2.9 que le morphisme canonique
7<0(Rnis f+Gm[1]) = Rnisf«Gm[1] est un isomorphisme. De plus, d’apres Hilbert’s 90,

7<0 (RNisf* Gm [1]) — 7<0 (Rffppff* Gm [1])

est un isomorphisme. Admettant I11.3.1.4, nous avons donc démontré le :

I11.3.1.6 Corollaire. Soit f: X — n une courbe propre et lisse, on a un isomorphisme canonique :

C. (X) :> TS[](R,fppff*Gm[l])'

(i)7] ge trouve que le produit tensoriel avec ce motif est pleinement fidéle.
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Ce résultat est un peu plus précis que [Voe00| 3.4.2, ou l'on calcule seulement la cohomologie de ce

complexe.

II1.3.1.7 Remarques.

1. Ce résultat est a rapprocher de la formule des coefficients universels de Deligne [SGA 4 xviir 1.5]
faisant intervenir le champs de Picard (pour le gros site fppf sur 7) :

PIC(X /1) := fuch(Gpp[1]) = ch(r<o(Rf.Gm[1])).

2. On peut déduire de I11.3.1.4 et 111.3.1.6 le calcul de I'homologie d’une courbe X affine et lisse sur
n. 11 suffit d’introduire une compactification lisse X de X, obtenue en rajoutant le fermé réduit Xo.
D’aprés 1T1.2.6, on a un isomorphisme Co(Xo) = ZX>~/". Le triangle de Gysin ([Voe00] 3.5.4) dans
DMt (1) se réécrit ici

G = Co(X) = T<o(Reppt f+ Gm[1]) — .

On peut en déduire que Co(X) est concentré en degré 0 et isomorphe au faisceau Pic(y Xoo) des classes
) oo
d’isomorphismes de faisceaux inversibles trivialisés a l'infini. Cela généralise I11.3.1.4 car on a un

isomorphisme @(P%’{Om}) ~ 7 ® G,,. Nous n’aurons pas besoin de cette remarque.

I11.3.2. Rappels sur les 1-motifs de Deligne. — Soit S un schéma. Nous appellerons ici S-schéma
semi-abélien tout S-schéma en groupe J commutatif, extension (pour la topologie fppf sur S) d’un schéma

abélien A par un tore T'. A isomorphisme prés, A et T sont bien déterminés.

II1.3.2.1 Définition (|Del74|, § 10). — La catégorie 1-Mot(S) des 1-motifs sur S est la sous-catégorie
pleine de C[*I’O}(Sfppf) dont les objets sont les complexes S—schémas en groupes commutatifs de longueur 1 :

M =[X — J],

ou X, placé en degré —1, est localement isomorphe pour la topologie étale & un groupe Z", r € N, et J est

un schéma semi-abélien.

Ce n’est pas une catégorie abélienne. Si S = 7 est le spectre d’un corps de point générique géométrique
7, la donnée de M = [X — J] est équivalente a la donnée d'un 7 (n,7n)-module continu Z", d’un schéma
semi-abélien J et d’un morphisme équivariant de groupes Z" — J(7).

Chaque 1-motif M = [X — J|, ou J est extension de A par T, est muni d’une filtration par le poids W,

croissante, indexée par Z, définie par
Wp(M)=0sin< -2 W o(M)=[0—-T], W_i(M) =[0—J] et W,(M) =M sim > 0.

On montre sans difficulté que tout morphisme de 1-motifs respecte la filtration par le poids et induit donc
un morphisme sur les quotients successifs, que sont : la partie torique T (poids —2), la partie abélienne A
(poids —1) et la partie étale X[1] (poids 0).

Supposons dorénavant que S est le spectre d’'un corps, de point générique noté 7.
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A toute catégorie additive C, on peut associer une catégorie Q-linéaire iso C, universelle pour les foncteurs
de C dans une catégorie Q-linéaire. Il suffit de conserver les mémes objets et de changer les fleches en
Homisoc(—, —) := Homg(—, —) ®z Q. Procédant ainsi pour la catégorie des 1-motifs sur 7, on définit la
catégorie des 1-motifs G isogénie prés. Les morphismes de 1-Mot(n) qui deviennent des isomorphismes dans
1-Isomot(n), les isogénies, sont ceux pour lesquels le morphisme sous-jacent en poids 0 est injectif de conoyau
fini, tandis que le morphisme sous-jacent entre les parties semi-abéliennes est surjectif de noyau fini. La

filtration par le poids s’étend automatiquement en une filtration dans 1-Isomot(n).

I11.3.2.2 Lemme. — Pour chaque entier i € {0, —1, =2}, la sous-catégorie des 1-isomotifs purs de poids

i est abélienne semi-simple et épaisse. De plus, la catégorie 1-Isomot(n) est abélienne.

Démonstration. Pour 4 = —1 c’est un corollaire du théoréme de compléte irréductibilité de Poincaré. En
poids 0, c’est le lemme de Maschke. Le cas du poids —2 s’en déduit, par dualité de Cartier. Que 1-Isomot(n)
soit abélienne en résulte. O

II1.3.2.3 Remarque. — Il est intéressant de remarquer que si 7 est le spectre d’un corps fini Fg, cette
catégorie est méme semi-simple. Par exemple, la classe J est extension d’une variété abélienne A par le tore
G, sa classe dans Ext! (4, G,,) = AV(F,) (fini) est de torsion. De méme,

Ext] rgomot(ry) ([Z = 01, [0 = Gi]) = Fy xzQ = 0.
Sans hypothése sur 7, on a le résultat suivant.
111.3.2.4 Proposition. La catégorie 1-Isomot(n) est de dimension cohomologique < 1.
Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour tout couple de 1-motifs purs M et M', on a
Bxt? jgomot(n) (M, M) = 0.

Pour cela on commence par vérifier que le groupe des extensions de M par M’, supposés purs, est nul si le

poids de M’ est supérieur (ou égal) au poids de M : cela résulte de calculs simples. (Si M et M’ sont de méme

poids, c’est IT1.3.2.2.) 1l résulte formellement de ce résultat que si Ext?_Isomot(n)(M, M') #£0, avec M et M’
purs, on a M = X[1] pur de poids 0 et M’ =T’ pur de poids —2. Soit e € Ext%_lsomot(")(X[l],T’) ; il existe
un 1-motif 7, et deux classes e; € Ext}_Isomot(n)(X[l],Z), ey € EXt}—Isomot(n)(Z7 T') telles que e = ey - e1.

Notons Jz (resp. Xz[1], Az) la partie semi-abélienne (resp. étale, abélienne) de Z ; compte tenu de la nullité
de Ext!(X[1], Xz[1]), la classe e; se factorise (non canoniquement) par Ext!(X[1], Jz), pour donner la classe
e aprés multiplication par I'image de ey dans Ext'(Jz,T'). On peut donc supposer Z de poids < —1.
De la méme facon, es se factorise par Ext'(Az,T") si bien que 'on peut supposer que Z est une variété
abélienne. Quitte & multiplier e; et eg par des entiers non nuls et remplacer les groupes intervenant par des
groupes isogénes, on peut supposer qu’elles correspondent a des morphismes dans 1-Mot(n). Finalement e;
correspond & une extension dans 1-Mot(n) : 0 = T" — J' = A — 0 et e 4 0 = A — My — X[1] — 0. Dans
1-Mot(n), on ne peut pas toujours relever le morphisme X — A en X — .J, mais quitte a changer X en un
groupe isogéne c’est possible (car J — A est un épimorphisme dans 1-Isomot(n)). On peut donc supposer

qu’il existe un 1-motif M de gradué (X[1], A,T") réalisant ces extensions en ce sens que e; correspond a
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W_o(M) = W_1(M) = gr_ (M) et es a gr_ (M) — M/W_y(M) — gro(M). 1l résulte du lemme suivant
que le morphisme composé correspondant gro(M) — W_o(M)[2] (dans la catégorie dérivée) est nul. O

I11.3.2.5 Lemme. Soit M un objet d’une catégorie abélienne, et 0 = M_o C M_y C M une filtration a
deuz crans de M. Soit ey la classe de Uextension 0 — M_1/M_9 — M/M_9 — M/M_1 — 0 et ey la classe
de lextension 0 — M_9 — M_1 — M_1/M_9 — 0. Alors, la classe de ey - e1 dans ExtQ(M/M,1,M,2) est

nulle.

Démonstration. — 11 suffit de constater que e; correspond au morphisme de complexes

0—>M,]—>M—>0

N

0— M s —— M | ——=0

tandis que es correspond au morphisme

) —— M,Q M,1 0
0——= M 0 0
Le produit, qui correspondant & la composition dans la catégorie dérivée, est donc nul. [l

I11.3.3. Comparaison avec la théorie de Voevodsky. —

I11.3.3.1 Lemme. — Soit X (resp. T, A) un n-schéma localement isomorphe (pour la topologie étale) a
un Z-module libre de type fini (resp. un tore, un variété abélienne surn). Le faisceau de Nisnevich représenté

par X (resp. T, A) est invariant par homotopie.

Démonstration. Par descente, on peut supposer X (resp. T') constant (resp. déployé). Dans ce cas, cela
résulte de l'invariance par homotopie du 7 (resp. de I11.3.1.1).

Soit S € Ob .Z(n); il nous reste & montrer que le morphisme A(S) — A(AL) induit par la projection
p: Alq — S est un isomorphisme. Si § est un corps c’est classique. Notons s: § — A}S la section nulle. Soit
f: A}S — A; montrons quesig= fs: S — Aet f:=gp, ona f = f, Cest-a-dire p:=f—- f = 0. Pour tout
point s de S, le morphisme composé¢ Al < A}g % A est trivial. Ainsi, le morphisme @ est topologiquement
constant. Comme A} est intégre, on a bien ¢ = 0 d’oil le résultat. O

I11.3.3.2. Notons EtTrans(r) la catégorie abélienne des préfaisceaux abéliens sur .% Corr(n) dont la restric-
tion & .Z(n) soit un faisceau pour la topologie étale et DMeffét(n) la sous-catégorie pleine de D~ (EtTrans(n))

constituée des complexes & cohomologie invariante par homotopie. D’aprés les lemmes II1.3.1.2 (exis-

tence de transferts canoniques) et II1.3.3.1 (invariance par homotopie) le foncteur canonique 1-Mot(n) —
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D™ (Zet(n)), o Zi(n) est le gros site étale sur .Z(n), induit un foncteur 1-Mot(n) — DMeffét(n). Par

tensorisation par Q et application du foncteur complexe simple associé, on obtient un foncteur
D’(1-Isomot (7)) — iso DM‘i’Tét(n).
I11.3.3.3 Proposition. — Le foncteur précédent est pleinement fidéle.

II1.3.3.4 Remarque. D’aprés [Voe00], 3.3.2, le foncteur canonique iso DM®H () — isoDM‘iffét(n) est
une équivalence de catégories. La topologie étale étant sans doute mieux connue du lecteur, nous la préférons
ici.

Prendre garde au fait que le foncteur d’oubli des transferts iso Dl\/Ieffét (n) — isoD~ (% (n)) n’est pas plei-
nement fidéle. De méme, il faut garder a l'esprit que si isoD?(Z — mod) — DP(iso Z — mod) est bien une
équivalence, il n'en va pas de méme de DP(isoZ — mod) — D?(Q — ev). (Cette difficulté disparait 1’on se

restreint aux groupes abéliens constructibles.)

Pour tout objet .# € DM, (1), nous noterons .#q son image dans iso DM (). De méme, pour tout

—,et )

groupe abélien H, on pose Hq := H ®z Q.
Démonstration de la proposition II1.3.3.3. — 11 suffit de montrer le fait suivant :

pour tout 7 € Z et tout couple de 1-motifs, M et M', le morphisme

(%) EX) gomot () (M M) = Homygpyer ) (M, M[il) (= Homp - gy rvans(y) (M, M'[il) Q)
est un isomorphisme.

Par dévissage, on peut supposer M et M’ purs. De plus, par semi-simplicité, si M (ou M') est pur de poids
0 (resp. —2), on peut supposer que M (ou M') est isomorphe & un tore GZ{" (resp. Z/M), on 7/n est fini
étale.

Nous utiliserons a plusieurs reprises la proposition suivante :

I11.3.3.5 Proposition (|[Voe00|, 3.1.9 et 3.1.12). — Soient X un n-schéma algébrique lisse et .F un
faisceau abélien étale avec transferts, invariant par homotopie. Alors, pour tout entier i € Z, on a un iso-

morphisme :
HomisoDM‘iﬂfét(n)(C'([X])Q7’gQ[Z.]): %ar(X, F)q

I11.3.3.6. Démonstration de () avec M = Z/[1] pur de poids 0. On a vu en II1.2.6 que M = C,(7)[1];
d’aprés I11.3.3.5, on a donc, pour tout 1-motif pur M’,
HOm.SO DMefét(ﬂ) (MQ, M(,Q [7]) ~ HZ?] (77’ M')Q.

1
Si M" = X'[1] est pur de poids 0, on a HZZ;; (7, M")q = H%(7}, X")q si i = 0 et 0 sinon. Ces groupes coincident
bien avec Extiilsomm(n)(zﬁ/"[l],X’[l]), isomorphe a Hom]_Mot(n)(Zﬁ/",X’)Q pour ¢ = 0. Si M’ = J' est une

variété semi-abélienne pure, HlZ;E (n,J')q est nul sauf éventuellement pour i = 1, auquel cas il s’agit de

J'(n)q. D'un autre coté, Extﬁ_lsomot(n)(zﬁ/n[l],J’) est nul sauf éventuellement pour i = 1. Dans ce cas,
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une extension représentant un élément de Ext}flsomm(n)(zﬁ/"[l], J') correspond a un isomotif [Z7/7 ER J',
uniquement défini par la fleche f € J'(7)q.

IT1.3.3.7. Démonstration de (%) avec M = G pur de poids —2. Il résulte de I11.3.1.6 que h,](P%)

Pl .
est isomorphe a M. Cela découle de l'isomorphisme Gm”/n ~ G?,{". D’apres loc. cit., le groupe hg(P%)
est isomorphe a E(P%/n), donc a Z"". Soient M’ un l-isomotif pur et i € Z. Appliquons le foncteur

HomisoDMeffét(n)(*v Mgq[i]) au triangle distingué canonique :

ho(Py)a[~2] = ho1(Pp)q = Ca(Py)q[~1] — .

Compte-tenu de 111.3.3.5, I11.3.3.6 et des calculs précédents, on obtient un triangle distingué :

Hi+] (P%a M,)Q - Homiso DMi‘Tét(n)(Gﬁm/nQa M(’Q [7]) - Hi+2(ﬁa M’)Q -

Zar Zar

Compte-tenu du diagramme commutatif

b

Cu(PL) —— hy(PL)

lisom.

by (1)

la suite exacte longue précédente fait de Hom, DMQEM(U)(—, Mgq[i]) le (i + 1)-iéme groupe de cohomologie

isom.

Ce (1)

1
d’un cone ¥ du morphisme :

RT 7.0 (7, M')q — RI'zar (P}, M')q

associé a la projection P% — 1.
On commence par en déduire que HomisoDMeﬂ‘t(n)(Gﬁm/"Q,M(’Q[z']) est nul pour i ¢ {—1,0}. En effet, ¢

est dans D% puisque P]ﬁ est de dimension 1. Pour i € {—1,0}, il est plus simple de démontrer (x) sans
utiliser I'interprétation précédente (voir aussi 111.3.3.8). Traitons en détail le cas i = —1. Si M’ est pur de

poids < 0, HomisoDMfét(n)(Gﬁm/"Q, M(’Q[—l]) est trivialement nul, car M(’Q est placé en degré 0. La nullité de

—1
1-Tsomot(n)

A = n/ — i/ —
Si M' = X'[1], H°m~soDMgffét(n)(G"m"QaX('Q[l][*l]) = Hom'soDMi‘Tét(n)(GUan’X(lQ) =0.

Ext (M, M') est également évidente.

1 1

Pour 4 = 0, si M’ est une variété abélienne A’, on a

Hom'soDMi‘Tét(n)(Gﬁm/nQ’ A,) = HomSChGrp/n(GZ{"Q, A,) Rz Q =0.

1

Les autres cas, toujours pour ¢ = 0, sont laissés au lecteur.

II1.3.3.8 Remarque. — On retrouve le fait élémentaire que si A’ est une variété abélienne, H%ar(Pflﬁ, A')q

est nul (prendre M’ = A’ i = 0 et regarder le H' de ¢, dont on vient de montrer la nullité par d’autres
moyens). Utilisant les résultats de [Voe00], 3.1.12 et I11.3.3.4 on voit que c’est aussi vrai pour la topologie
étale. Ce résultat est bien connu (cf. e.g. [Mil86], 11.5.1).



IT11.3. MOTTFS DE DIMENSION <1 III-15

IT1.3.3.9. Démonstration de (%) avec M pur de poids —1. Il résulte de [Kat99|, theorem 11, et I111.3.2.2
que 'on peut supposer A facteur direct de la jacobienne Jac d’une n-courbe C propre, lisse, géométriquement
connexe, et possédant un point rationnel. Dans la catégorie des motifs de Chow effectifs, notée Choweﬁ(n)
(cf. [Voe00], 2.1.4), ce point rationnel induit une décomposition h(C) = Z & h1(C) ® L, ou L est le motif de
Lefschetz (cf. [Sch94|, pages 167-172, mais avec une convention contravariante). L’existence d'un foncteur
covariant Chow®™ () — DMZ&(U), envoyant L sur Z(1)[2], appliqué a cette décomposition, montre que le
triangle distingue de DMt (1), h1(C)[1] = Co(C) — ho(C) —, est scindé. Le faisceau ho(C) est isomorphe
a Picy ), extension de Z par Jac. (Chaque point rationnel induit une section.) Finalement, on a (non
canoniquement) un isomorphisme :
Ce(C) ~Z @ Jac @ Gy, [1].
Soient M' un 1-isomotif pur et 4 € Z un entier. Le groupe Hom, DMeffét(n)(JacQ’ Mg[i]) est isomorphe au

noyau d’un morphisme (non canonique)

Hom, , paier, () (Ce (C)q, Mqli]) = Homy, e, ) (Q, Mqli]) & Homyg, pyierr () (Gma[1], Mqil).-

i—1

Le but de cette fleche se réécrit, compte tenu de ce qui précéde, Hi(n, M"q® Eth—Isomot(n)

(G, M"). Nous n’aurons
pas besoin de ce résultat ; voir cependant I11.3.3.10 pour une interprétation.

En particulier, Hom, | DMeffét(n)(JacQ’ Mg|i]) s'injecte dans Hom,_, DM‘fét(ﬂ)(C'(C)Q’ Mgli]) = H!

Zar

(C,M')q.
Comme la variété abélienne A qui nous intéresse est facteur direct de Jac dans 1-Isomot(n), le groupe

)
Zar

(C, M')q. En particulier, il est nul pours > 2 oui < —1.

HomisoDMefét(n) (Aq, M('Q [i]) s’injecte aussi dans H

Il en est de méme du groupe des homomorphismes calculé dans 1-Isomot(n). Traitons les différents cas res-
tants, i € {—1,0,1}, un par un.

1. i = —1. Le groupe Hompys (1_tgomo(y)) (A: M'[—1]) est nul, pour tout M'. Si M’ est de poids < —1, Mg, est
concentré en degré 0, donc H,! (C, M')q est nul aussi. Si M’ = X'[1], HomisoDMfét(n)(AQ, Mg[-1]) =
Hom g ryans(y) (A: X')q = 0 car tout morphisme de schémas en groupes de A vers Z est constant.

2.4 = 0. On veut montrer que le morphisme Homy_isomot(n) (4, M') — HomE—tTmnS(n)(A,M')Q est un
isomorphisme. Si M’ est concentré en degré 0, c’est évident. Si M’ = X'[1], le terme de gauche est

nul; la nullité du terme de droite résulte par exemple du fait que le groupe H%ar(C, X'")q, dans lequel

il s’injecte, est nul (X' est flasque).
3.i=1.Si M = X'[1], le groupe Ext}_Isomot(n)(A,X') est nul, pour des raisons de poids, tandis que
HomisoDMiffét(n)(AQvXb[l]) — H2, (C,X")q = 0. Supposons enfin M’ = J' pur de poids < 0 (i.e.

Zar

semi-abélien). On veut montrer que le morphisme Ext}_Isomot(n)(A,J’) — EXt}::)tTrans(n)(A’Jl)Q est un

isomorphisme. Cela résulte du lemme I11.3.3.11, qui achéve la démonstration du théoréme I111.3.3.3.

0

IT1.3.3.10 Remarque. — Supposons un instant que M = J = Jac(C). On a vu que Ext} - (J, M)

| : , () (
est (non canoniquement) isomorphe au noyau d’un morphisme H*(C, M') — H?(n, M')q@Ext’ ! ) (G, M').

1-Tsomot

Sii =1et M = G,,, on retrouve l'autodualité de la jacobienne : Pic%/nv(n)Q ~ Pic%/n(n)Q =
Ker (H'(C, Gp)q — Hom(Gy,, Gin)q) -
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Sii=0et M = A’, on retrouve l'interprétation de la jacobienne comme variété d’Albanese (dans le cas

des courbes).

IT1.3.3.11 Lemme. — Soient G et G' deux n-schémas en groupes commutatifs lisses, supposés de type
fini sur n ou localement pour la topologie étale isomorphe a un groupe abélien libre de type fini. Soit E un
faisceau sur ZLg(n), extension de G par G'. Alors E est représentable par un n-schéma en groupes lisse. De
plus, si G et G' sont invariants par homotopie, il en est de méme de E. Si l’on munit G et G' des transferts

canoniques (I11.8.1.2), la structure de transferts canonique sur E est la seule qui soit compatible avec celles

de G et G'.

Démonstration d’aprés M. Raynaoud. Seule la représentabilité est & démontrer : la stabilité par extension
de linvariance par homotopie ainsi que l'unicité des transferts sont évidents. Supposons pour commencer
k = k(n) séparablement clos. Le G'-torseur E sur G (pour la topologie étale) est représentable au-dessus du

point générique ng de G (essentiellement lisse sur 7)) : cela résulte du fait que la x(ng)-forme correspondante
de G’

representablhte du quotient vient du fait que G est quasi-projectif ou bien affine si G’ n’est pas algébrique

e s’obtient en quotientant le schéma G”, , pour une extension finie étale 7y, /n¢, par un groupe fini. La

sur 7. La représentabilité de E au-dessus de nG entralne le méme résultat au-dessus d'un ouvert non vide
U de G. Le schéma G étant recouvert par la réunion des g - U ot g est un point 5-rationnel de G, on peut
représenter E au-dessus de Hi:L...,n giU — G et finalement recoller les morceaux pour obtenir un 7-schéma
& représentant F sur le gros site %4 (G). En fait, le faisceau E sur % (n) est aussi représenté par &. En effet,
FE est automatiquement un faisceau pour la topologie fppf et G — 1 est couvrant pour cette topologie : si
X e0Ob.Z(n),ona E(X)=KerE(Gx) = E((Gx,G)x) = &(X). Enfin, le passage du cas k séparablement

clos au cas général se fait par descente finie étale, comme plus haut. [l

I11.3.4. Factorisation par les motifs géométriques. — Nous avons donc montré que le foncteur
D’(1-Isomot(n)) — iso DM

“¢t(n) est pleinement fidele; la proposition suivante décrit 'image essentielle

de ce foncteur.

IIT1.3.4.1 Proposition. Le foncteur pleinement fidele DP(1-Isomot(n)) — iso DM‘iffét(n) se factorise a
travers iso d1DM§]:Fn(7I) — iso DMeffét(n) et induit une équivalence :

D®(1-Isomot(n)) = iso dlDMgﬁfn(n).

La mise en garde TT1.3.3.4 ne s’applique pas ici : la catégorie iso d; DMZﬁl (n) est équivalente a d; DMgi(n, Q),
ou Dl\/Ie’clr o (n, Q) est 'analogue de DMZ&(H) construit avec des coefficients rationnels.

Démonstration. — La sous-catégorie pleine d1DMeﬂ (k, Q) de iso DM®®, (1) est par définition épaisse. Pour

—,6t

démontrer que le foncteur D?(1-Tsomot(n)) — iso DM‘Efr (n) se factorise en un foncteur pleinement fidéle

—,6ét
DP(1-Tsomot (7)) = iso d1DMZ§](n), il suffit donc de montrer que les motifs purs sont dans d]DMgﬁl(k, Q).
Que les motifs purs de poids 0 soient dans I'image résulte de I11.2.6. Les tores de la forme Gnm/77 sont donc

également obtenus car C.(P%) est extension de Z7/1 = Picp1 ), (déja dans I'image par ce qui précede),
n

par Gﬁ,{"[l]. On en déduit que tous les tores sont dans I'image. En poids —1, il suffit de montrer que les
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jacobiennes sont dans 'image, car d1DM§§](k, Q) est stable par facteur direct. Compte tenu de la présence
des tores et des 1-motifs étales sur 7, cela résulte de I11.3.1.6. Pour démontrer la pleine fidélité du foncteur
D(1-Isomot(n)) = iso dlDMgfn(n), on utilise enfin le calcul ’homologie du complexe des chaines singuliéres

(cf. TT1.3.1.7, ii). O

eff

gm (7, Q) d’une t-structure non dégénérée de coeur 1-Isomot(n).

En particulier, on peut munir d;DM
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