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1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Dans cette these nous proposons quelques contributions théoriques a I’analyse varia-
tionnelle dans les espaces métriques et a 'optimisation : régularité métrique des opérateurs
multivoques, théorie métrique des points critiques, sensibilité de constantes de Hoffman
des systemes d’inégalités et d’égalités affines, stabilité en programmation quadratique
sous contraintes d’inégalités affines. L’analyse variationnelle (et convexe) est un domaine
qui ne cesse de se développer ces dernieres années. L’introduction de nouveaux outils,
notamment les notions de sous-différentiel et récemment les notions de pentes (forte ([38],
1980) et faible ([39, 59, 62], 1990)) a permis une présentation a la fois systématique et
synthétique de tous les aspects de cette théorie: borne d’erreur, bon comportement asym-
totique, problemes bien posés d’optimisation, régularité métrique, analyse de sensibilité.
Le présent rapport est constituée de cinq chapitres principaux, ayant chacun une intro-

duction plus détaillée, qui peuvent étre lus indépendamment les uns des autres.

Apres cette breve introduction générale ou nous fixons les notations qui serons utilisées
tout le long de ce manuscrit, nous faisons dans le chapitre 2 une revue de la régularité
métrique des multi-applications. Nous revisitons ainsi, en utilisant une nouvelle approche
variationnelle développée dans [13] et basée sur le principe variationnel [41], de nombreux
théoremes classiques et nouveaux en la matiere. Nous établissons également des versions

paramétriques, et éventuellement des généralisations de quelques-uns de ces résultats.

Dans le chapitre 3 nous étudions la stabilité homotopique des points critiques is-
olés des fonctions continues sur des espaces métriques. Nous utilisons alors les outils
de la théorie métrique des points critiques. Nous établissons par conséquent les tech-
niques de déformation nécessaires a notre analyse que nous appliquons pour démontrer
un résultat de stabilité homotopique des minimiseurs. Dans le cas des points critiques (pas
nécessairement des minimiseurs) nous discutons la conservation des groupes critiques.

Dans le chapitre 4, utilisant Uapproche variationnelle de [13] et les outils de 1’analyse
convexe, nous établissons des formules explicites de constantes de Hoffman des systémes af-

fines. Lorsque ces derniers contiennent des égalités explicites, nous discutons la sensibilité
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de ces constantes aux perturbations simultanées des matrices et des vecteurs définissant
les polyedres associés.

Le chapitre 5 est un complément du chapitre 4. Ayant établi le comportement lipschit-
zien d’une fonction associée a une constante de Hoffman, nous proposons alors de calculer
son sous-différentiel de Clarke. Nous obtenons par conséquent des développements au pre-
mier ordre, et donc une meilleure précision du comportement des constantes de Hoffman.

Dans le chapitre 6 nous étudions la sensibilité des programmes quadratiques convexes.
Nous établissons des conditions caractéristiques dans ce cas. Ensuite, utilisant les résultats
du chapitre 4, nous étudions le comportement de la fonction valeur et des multi-applica-

tions des solutions primales et duales.
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Notations:

Les notations que nous introduisons ici sont communes a tous les chapitres de cette

these. Les notations spécifiques a chaque chapitre seront introduites au fur et a mesure

de leur utilisation.

Soient X un espace métrique, d une distance sur X, f : X — [—o00,+oc] une fonction,
et —oo < a <b< +4o00. On note:

dom f:={zx e X: f(r) < +oc};
epi(f) :={(z,\) e X xR: A > f(z)};
argmin x f :={zx € X : f(x) =infx f};

la<f<b]:={rx € X: a< f(x) <b}.
On dira alors que f est propre si dom f = [f<+oc] # (), et semi-continue inférieurement
(s.c.i., en abrégé) si epi(f) est fermé.
Si A,C C X et >0, On note:

fia la restriction de f sur A;

d(z,C) := inf{d(z,y) : y € C} (avec la convention d(z,)) = +00);

e(A,C) :=sup{d(x,C) : © € A} 'exces de Hausdorff de A sur B (ey(0,B) = 0);
dy(A,C) := max{e(A,C),e(C,A)} la distance de Hausdorff;

B.(C):={reX: d(z,C)<r}, B,(C):={x e X: dxC) <r};

int (C') lintérieur de C;

fr (C) la frontiere de C;

co (C) l'enveloppe convexe de C:

pos (C) I'enveloppe conique de C;

C T'adhérence de C.

Si X est un espace de Banach d’origine €, on note:

Bx = By(), Bx := B,(0);
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d, la distance associée a la norme duale;
(-,-) le produit de dualité (X*,X).
Si X :=R", neN, alors:
I|I||1 est la norme Iy;
||-||2 est la norme euclidienne;

|"|oo est la norme sup.

On note aussi
N I’ensemble des entiers naturels;
7 I'ensemble des entiers relatifs;
R I’ensemble des nombres réels.
Si m,n,p sont des entiers strictement positifs et I C [1,m] est de cardinal égal a p
(|I| = p), on note:
R™ I’espace euclidien usuel muni du produit euclidien (-,-);
R I'ensemble des réels positifs de R™;
R’ :=R°, Rl =R, ;
M.«n Vespace des matrices a m lignes et n colonnes, a coefficients réels;
S, I'espace des matrices carrées de type m;

S le come des matrices semi-définies positives de type m.
ai
SiA:=1| : | € Mpxn ({a1,..,04m} T Miyy,) et I C [1,m], on note:

)
I¢ le complémentaire de I dans [1,m];

AT la transposée de A;
R(A) et Ker(A) I'image et le noyau de A;
A; la matrice dont les lignes sont celles indexées par I;
ar == {a;, 1 € I}.
Enfin, on note:
rt = max{r,0} sir € R;
ygxsiy%xetyeA;
AxC:={(a,c): a€ A, ceC};
3¢ la fonction d’appui de C';

() {0 sizeC
ic(r) ==
¢ +oo siz ¢ C.
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2. UNE REVUE DE LA REGULARITE METRIQUE DES
MULTI-APPLICATIONS

Résumé

Ce premier chapitre est consacré a I’étude de la régularité métrique de multi-appli-
cations dépendant d’un parametre, définies sur des espaces de Banach. Nous utilisons
pour cela une approche variationnelle développée dans [13] (étendant ’approche proposée
dans [53]), basée sur le principe variationnel d’Ekeland [41], et pour laquelle la notion de
pente forte introduite par De Giorgi, Marino et Tosques [38] joue un role essentiel. Nous
montrons que de nombreux résultats connus en la matiere découlent de cette approche,
en estimant localement la pente forte. Nous en donnons des démonstrations simples et
directes, tout en considérant de plus des versions paramétriques et éventuellement des
versions plus générales. Nous revisitons ainsi les théoremes classiques pour les fonctions
univoques (Banach, Graves-Lyusternik et variantes), nous étudions les multi-applications
strictement différentiables, et nous donnons des conditions suffisantes en termes de cones

contingents et approximatifs.

2.1 Introduction

La notion de régularité métrique pour des multi-applications occupe une place im-
portante dans l'analyse multivoque. Elle est la généralisation a ce cadre des résultats
classiques connus comme les théoremes de ’application ouverte de Banach et de Graves-
Lyusternik [45, 79], qui sont des extensions du théoreme des fonctions implicites. Cette
propriété permet, entre autres, d’établir la stabilité des solutions d’équations non linéaires
ainsi que les conditions nécessaires d’optimalité. Notre but dans ce chapitre est de mon-
trer que de nombreux résultats sur la régularité métrique découlent d’une maniere simple
d’un théoréeme général établi dans [13] et qui est basé essentiellement sur le principe va-

riationnel. Cette approche trouve ses origines dans un travail de loffe [53], voir aussi [56].
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L’hypothese essentielle de ce résultat est une estimation locale de la pente forte d’une
fonction associée a la multi-application considérée.

Soient X, Y des espaces métriques, F' une multi-application qu’on identifie a son
graphe F' := {(z,y) : y€ F(x)} C X xY, et (Z,§) € F. On cherche alors I'existence
d’un réel o > 0 tel que:

od(z.F~'(y)) < d(y.F(z)) (2.1)

pour tout (z,y) proche de (Z,7). Dans ce cas F est dite métriquement réguliére au voisinage
de (7,7). En considérant la fonction a valeurs étendues f: (X xY) x Y — RU {+o0}

donnée par:
ly— 2|l si(z2) € F

i) = |

et en posant f,(x,y) := f((x,y),z), il suffit alors, pour établir (2.1), de trouver un réel

+00 sinon,

o > 0 qui vérifie:
o d((z,y),[f<0]) < (fo(z.y))* (2.2)

pour tout (x,y) proche de (Z,7). Pour montrer cette derniére inégalité (2.2), on fait appel
a une variante du principe variationnel exprimée en terme de la pente forte, une notion
introduite par De Giorgi, Marino et Tosques [38]. Dans [13], il est établi que si la pente
forte de f est minorée, sur un voisinage de (Z,7) intersecté avec [f>0], par une constante
strictement positive o, alors (2.2) a lieu, et par conséquent F' est métriquement réguliere.
Cette condition, qui est en fait nécessaire, permet d’obtenir d’autres conditions suffisantes.
Il suffit pour cela de comparer cette notion de pente avec d’autres notions de dérivées
comme par exemple les différentielles et les sous-différentiels.

Nous appliquons cette approche, dans un premier temps, au cas ou F' est univoque.
Tout d’abord, nous proposons de faire une revue du théoreme de ’application ouverte de
Banach attestant qu'une application linéaire A : X — Y continue surjective est ouverte,
et dont la démonstration originale utilise des procédures itératives. La fonction f(z) :=
|Az — yl||, y € Y, est convexe, nous obtenons alors des estimations de la pente forte en
fonction du sous-différentiel convexe, et donc nous établissons I'ouverture de A grace a
I’approche décrite ci-dessus. Lorsque A est remplacée par ¢, une application telle que
V(zg) est surjective on peut alors appliquer cette derniere méthode en calculant le sous-
différentiel de Clarke si ¢ est de classe C' qui donne donc le résultat de Lyusternik [66].
Supposant que @ est strictement différentiable en 3, nous donnons des estimations de
la pente forte en calculant les dérivées approchées. Ce résultat fut établi par Graves en

utilisant une méthode semblable & celle de Banach.
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La différentiabilité stricte de ¢ dans le résultat de Graves implique une certaine
régularité du graphe de l'application V(zg), qui devient donc un cone équi-circatangent
au graphe de ¢ en (zg,p(x)). Dans [10], les auteurs ont étendu cette propriété aux
multi-applications en introduisant la notion de différentiabilité stricte inférieure. Nous
montrons dans ce cas, en donnant une version paramétrique de [10, Theorem 3.1], que la
régularité métrique de F' découle en estimant la pente forte des fonctions f,, z € Y, a
I’aide des dérivées approchées. En dimension finie toute multi-application est strictement
différentiable, ceci est du au fait que le cone de Clarke [27] d’un ensemble est toujours
équi-circatangent a ce dernier. Ceci n’est pas évident en dimension infinie et il est tres dif-
ficile de trouver de tels cones, d’ou l'intéret d’établir des conditions suffisantes en termes
de cones contingents. Dans le Théoreme 2.6.1 nous utilisons les cones contingents exacts
pour donner une version paramétrique du résultat de [4, Theorem 2|, ainsi qu’une variante
formulée avec le cone contingent approximatif et qui inclut, contrairement a [4, Theorem
2], le résultat de Lyusternik .

Dans les résultats que nous venons de citer, il semble que la surjectivité des cones
contingents est une hypothese nécessaire. Ceci est le cas par exemple du théoreme de
Banach ou le fait que A soit surjective est nécessaire pour I'ouverture [40]. Pour cette
raison nous donnons le Théoreme 2.6.2, attestant une régularité métrique de la multi-
application sur un sous-espace que nous déterminons, en particulier nous retrouvons la
régularité métrique usuelle sur 'espace tout entier si le cone approximatif est surjectif.
Ce résultat implique aussi celui de [84, Theorem 1] établi en utilisant des cones exacts.

Apres avoir introduit dans la section 2.2 les outils nécessaires a notre analyse, qui
sont essentiellement des résultats établis dans [13] et revus dans [12], nous donnons
des démonstrations des théoremes classiques de l'application ouverte de Banach et de
Lyusternik-Graves dans la section 2.3. Apres avoir rappelé dans la section 2.4 les défini-
tions et les propriétés de la régularité métrique et établi le théoreme fondamental, nous
considérons dans la section 2.5 le cas des multi-applications strictement différentiables
entre espaces de Banach. Dans la section 2.6 nous discutons la régularité métrique des

multi-applications en étudiant des conditions suffisantes en termes de cones contingents.

Notation 2.1.1: Dans ce chapitre, X et Y sont des espaces métriques et P est un espace
topologique. On note d la distance dans X. Nous identifions toute multi-application F' de
X dans Y ason graphe F := {(z,y) € X xY : y € F(z)} C X xY. L’inverse de F, notée
F~! est la multi-application de Y dans X donnée par F~! := {(y,x) € Y x X (x,y) € F}.
Siz € X,onnote F(z) :={y €Y : (xy) € F} 'image de x par F, et domF := {z €
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X : F(x) # 0} le domaine de F. Si X et Y sont des espaces de Banach, et si F' est un

cone dans X x Y (on dit alors que la multi-application F est conique), on note:

|Fli=" sup |lz[|7"d(0,F(x))
z€dom F\{0}

la norme de F', voir [5, p. 57]. Dans toute la suite les multi-applications que nous consi-

dérons sont de domaine non vide.

2.2 QOutils variationnels

Le principe variationnel d’Ekeland est un outil trés puissant de 1’analyse non linéaire

que nous utilisons tout le long de cette these.

Théoréme 2.2.1: [41, Principe variationnel] Soient X complet, f : X — RU{+o0} une

fonction propre s.c.i., T € X, et o,r > 0 tels que:
f(z) < ir‘}ff+ar.

(En particulier, f est bornée inférieurement). Alors, il existe x € B,(Z) tel que f(z) <
f(@), et
f(x) < fly) + od(z,y) pour tous y # x . (2.3)

On rappelle la notion de pente forte de De Giorgi, Marino et Tosques [38].

Définition 2.2.1: Soient f : X — RU{+o0} une fonction s.c.i. et x € dom f. On pose:

0 si x est un minimiseur local de f,

Vfl(z) = lim supM sinon .

Pour x ¢ dom f, on pose |V f|(x) := 4o00. Le nombre réel positif étendu |V f|(x) est
appelé la pente forte de f en x.

Avec cette notion de pente on obtient une conséquence du principe variationnel (Théo-

reme 2.2.1) dont nous donnerons une autre version dans la Proposition 3.6.1.

Corollaire 2.2.1: Soient X complet, f: X — RU {400} une fonction s.c.i., T € X, et
o,r > 0 tels que:
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Démonstration. La démonstration est donnée dans [12, Corollary 2.1]. En effet, on choisit

0<r' <ret0<o <o tels que:

Appliquant ensuite le Théoreme 2.2.1 avec X := B,(Z). On trouve alors z € B,(1) C
B, (z) tel que f(z) < f(z) et [V [z, »l@) =[Vf|(z) <o <o.m
Les deux résultats suivants, qui découlent essentiellement du Corollaire 2.2.1, ont été

établis dans [13]. Ce sont les ingrédients clé dans notre analyse.

Théoréme 2.2.2: [13, Theorem 3.1] Soient X complet, f : X — RU{+o0} une fonction
propre s.c.i., ¢ € R et 0 > 0 tels que:
inf |Vf|(z)>o0. (2.4)
[f>c]
Alors :
(f —o)(x)* > od(z,[f<c]) pour tout z € X .

Le second résultat est une version locale et paramétrique du Théoreme 2.2.2, ou on

utilise la notion suivante d’épi-semi-continuité supérieure [2].
Définition 2.2.2: Soient f : X x P - RU {+00} et (Z,p) € X x P. On pose:

e—limsup f(.,p)(Z) :=sup inf sup inf f(x,p).
p—p e>0 VEV(P) peV z€B.(z)
La fonction f est dite épi-semi-continue supérieurement en (Z,p) si
e—limsup f(.,p)(z) < f(2,p) .
p—p
Théoréme 2.2.3: [13, Theorem 3.5] Soient X complet, U un ouwvert de X x P, f : U —
RU {400}, c € R, et o > 0. Supposons que :

(a) f est épi-semi-continue supérieurement en (Z,p) € U N [f<c]|;

(b) f(-,p) est semi-continue inférieurement pour tout p proche de p;

inf |V f]|(-, > 0.
(c) nf IVFICp)(z) 20
Alors, pour tout voisinage Vy de T, il existe un voisinage V. .C Vi de T et un voisinage N
de p tels que:

[fCp)<c| NV #0  pour tout p € N

et
(f = e)(x,p)™ > od(z,[f(-,p)<c]) pour tout (z,p) €V x N.



2. Une revue de la régularité métrique des multi-applications 10

Remarque 2.2.1: (a) On notera que, dans le Théoreme 2.2.2, le fait que [f<c|] # 0 est
une conclusion (voir [12, Remark 2.2 (b)] & ce sujet), tandis que dans le Théoreme 2.2.3
(et dans un résultat proche du Théoreme 2.2.2 obtenu dans [63]), on doit supposer que
[f<c] # 0. Une généralisation du Théoreme 2.2.2 a été donnée dans [12, Theorem 2.1]
en utilisant des tranches du type [a<f<b] au lieu des surniveau (voir Chapitre 4, Section
4.2).

(b) Dans [13], les résultats ci-dessus ont en fait été formulés en utilisant la notion
abstraite de paire variationnelle : on dit que (X,J) est une paire variationnelle si 0 est une
fonction qui associe a toute fonction s.c.i. f: X — RU{+o0} et a tout z € X un nombre
df(x) € [0, + o0, et les propriétés suivantes sont vérifiées:

(i) domdf C dom f;

(ii) si g : X — RU {400} est une fonction s.c.i. telle que f = g + ¢ dans un voisinage de
x, pour un certain ¢ € R, alors 0 f(z) = dg(x);

(iii) si Z € X, et o,r > 0 sont tels que f(Z) < infg .y f + or, alors pour tout A > 0, il
existe © € B, () tel que:

flx) < f(m)+ X et Of(x)<o.

En particulier, lorsque X est un espace métrique complet, (X,|V-|) est une paire variation-
nelle (ceci est une conséquence immédiate du Corollaire 2.2.1). Un autre exemple de base
de paire variationnelle est celui on X est un espace de Banach et § f(z) = d.(0,0f(z)), ou
0 est un opérateur sous-différentiel, lorsque (X,0) est une paire sous-différentielle (voir
[13, Definition 2.5]).

Cependant, les formulations données ici sont en fait équivalentes a celles de [13]. En
effet, d’'une part comme nous allons le voir, pour estimer la pente forte nous cherchons des
estimations d’autres objets qui vérifient les propriétés de paire variationnelle, et d’autre

part on vérifie facilement qu’on a:
inf \Vf|(z)> inf 0f(x). 2.5
[f>0}‘ fl(z) Foe] f(z) (2.5)

En effet, si dom f N [f>c] = (), alors la conclusion est évidente. Sinon soit o > 0 tel
que o > infipoq |V f](z). Il existe donc, puisque f est s.c.i, z € X et € > 0 tels que
B(7) C [f >, et

f(7) < inf f+oe < inf f+0'e
e iy

i
B (%) B (%)
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pour tout o' > 0. Appliquant (iii) (de la définition d’une paire variationnelle) avec A = 1,
on trouve z € B.(Z) C [f>c] tel que f(x) < f(z)+1et df(z) < o', don

inf § <a.
I =

En faisant ensuite tendre o' vers infj;~ |V f|(z), on obtient (2.5).
Voir également [12, Section 4] pour une comparaison directe entre la pente forte et la

notion de paire sous-différentielle.

On peut aussi comparer |V f| a diverses notions de 'analyse non lisse, lorsque X est
)

un espace de Banach. En particulier dans le cas convexe on a la:

Proposition 2.2.1: [12, Proposition 3.1] Soient X un espace de Banach, f : X — RU

{+o00} une fonction propre, convexe, et s.c.i., et soit x € X qui n’est pas un minimiseur
de f. Alors:

fl2) — f(z

Vi) = sp DI

=d,(0,0f(x)).
f@<f@ |7 =2l (0.0(z))

On aura besoin dans la suite des notions suivantes de dérivée directionnelle.

Définition 2.2.3: Soient X un espace de Banach, f : X — R U {+oc} une fonction
propre s.c.i., et u,x € X. On appelle dérivée contingente de f en = dans la direction u la

fonction définie par:

t —
) = {tli\r&vigi flo ”t) J@) i e dom s,
—00 sinon .

Si e > 0, la dérivée e- contingente de f en x dans la direction u est définie par:

o . f(z+tv) — f(x) 4
iz u) = {hrtn\lonf (vGBIE?f(u) ; six € dom f,
- sinon .

On déduit alors immédiatement la:

Proposition 2.2.2: Soient X un espace de Banach, f : X — R U {+oc} une fonction
propre s.c.i., x € X, u € X \ {0}, et £ > 0. Alors:

(a)

PR /4 €10 B i €50
N e R
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(b) Si f:=g+h avec h: X - RU{+o0} s.c.i., et g : X — R convezxe lipschitzienne de

rapport K > 0 au voisinage de x € domh, on a:
flz;u) < ¢'(z;u) + Kellu|| + hl(x;u).

On rappelle que si S est un fermé de X, le cone e-contingent a S en x € S (introduit
dans [70]) est défini par:

T¢(S,x) :={v e X : I(ty) \0,3(vy)n C Beypy|(v), (x +tyv,) C S},
et que:

N T°(Sx) =T(Sx) :={veX :3(t) 0,30, = v, (z+t,v,) C S}

e>0

est le cone contingent (de Bouligand) & S en x. Finalement, on rappelle que:

(is)z (2 u) = irg(@) (u) |

ol 7g est la fonction indicatrice de S.

2.3 Théoremes d’ouverture pour les applications

Comme application de 'approche variationnelle rappelée dans la section précédente
aux applications, nous revisitons des théoremes classiques de I’analyse linéaire et non
linéaire, a savoir le théoreme de ’application ouverte de Banach et sa généralisation non
linéaire, le théoreme de Graves-Lyusternik.

A partir de cette section, X et Y sont des espaces de Banach de normes notées ||-|| et

L(X,Y') désigne I'espace des applications linéaires continues de X dans Y.

Théoréme 2.3.1: (Banach) Soit A : X — Y une application linéaire continue surjec-

tive. Alors, A est ouverte.

Démonstration. Puisque A est surjective on a Y = U,>1A(nBx). Donc, d’apres le Théo-
reme de Baire, il existe ng > 1 tel que int(A(ngBx)) # 0, dont on déduit qu’il existe ¢ > 0
tel que:

By C A(By). (2.6)

Pour y € Y, on pose:
fx) = || Az —y]].



2. Une revue de la régularité métrique des multi-applications 13

Alors, f est convexe, continue, et son sous-différentiel de Fenchel est donné par:
0f (z) = A0||-[|(Az —y),

ou A* est I'opérateur adjoint de A. Soit z € X tel que f(x) > 0 et soit £ € df (z). Alors,
il existe n € By tel que ||n|l, =1, (n,Az —y) = ||Ax — y||, et £ = A*n. Grace a (2.6), on

peut trouver une suite (u,), C X telle que [ju,|] < ¢! et

Az — vy

Ay, = ———
[Az —y]|

d’ou
||§||*C_1 > <€aun> = <77aAun>'

En passant a la limite, on déduit que [[£][. > ¢. Or, |V f|(z) = d.(0,0f(x)), d’apres la

Proposition 2.2.1, on en déduit que:

inf [Vf](z) = inf d.(0.0/ (x)) > c.

Appliquant le Théoreme 2.2.2, on obtient
cd(z, A7 (y)) = cd(w,[f <0]) < f(2)" =[|Az —y||

pour tout € X. Ceci montre bien que ¢By C A(Bx).m

Définition 2.3.1: Soit xo € X. Une application ¢ : X — Y est dite strictement différ-
entiable en x¢ s’il existe £ € L(X,Y) tel que pour tout e > 0, il existe un voisinage U de

xq tel que:
le(z) = &(x) = e(y) + W < elle =yl pour tous z,y € U. (2.7)
Dans ce cas, Dp(xg) 1= € est appelée la dérivée stricte de ¢ en xg.

Lemme 2.3.1: Soient ¢ : X = Y et g € X. Supposons que ¢ est strictement différen-

tiable en xo. Alors, pour tout € > 0 il existe un voisinage U de xq tel que:
Gr(Dey(20)) C Teyp (0(x))  pour tout z € U,

ou Gr est le graphe.



2. Une revue de la régularité métrique des multi-applications 14

Démonstration. Soit € > 0 fixé. Alors, il existe un voisinage U de z, tel que (2.7) ait
lieu. Si (u,v) € Gr(Dep(xy)), posant v, =t (¢(z + t,u) — ¢(z)), ou £, — 0 est une suite
quelconque, on obtient

[[on = vf] < effull < efl(uv)]].

On en déduit que ((u,vn))n C Bejjuv) (u,v) et
(@,0(2)) + ta(w,vn) = (T + tau,p(x) + thvn) = (T + tau,p(z + tau)) € Gr(p).

Par conséquent, (u,v) € T¢, ) (z,¢(z)) pour tout z € U.m

On obtient le:

Théoréme 2.3.2: (Graves-Lyusternik) Soient ¢ : X — Y et xy € X. Supposons que
@ est strictement différentiable en xq, et que Dp(xg) est surjective. Alors, il existe un

voisinage U de xy et o > 0 tels que:
B (p(z)) C p(B:(z)) pour tout x € U (2.8)
et pour tout T > 0 tel que B.(z) C U.

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.3.1, il existe ¢ > 0 tel que:
cBy C Dy(xg)(Bx) . (2.9)

1—
Soit donc € > 0 tel que (1=e)e

(1+4¢)

> 0. Alors, il existe, d’apres le Lemme 2.3.1, un voisinage

U de xq tel que:
Gr(Dp(70)) C TGy (z,0(x)) pour tout z € U . (2.10)
Nous allons appliquer le Théoreme 2.2.3 dans X x Y muni de la norme:
I (.y)l| = max(llz(l.c™[[yl]) ,
a la fonction f: (X xY) x Y — RU {+oo} définie par:
f((@y).2) = lly — 2l +ip((z.y),2) .

ot I := Gr(g) x Y. On vérifie facilement que f satisfait les conditions (a) et (b) du
Théoreme 2.2.3. Soient x € U et y,z € Y tels que 0 < f((x,y),2) < +00. Il en résulte que
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y = @(x) et y # z. Posant v := ﬁ, on déduit que [|-||'(z — y;v) = —1, et qu'il existe
y—z
u € ¢ By tel que

(U,U) S GF(DQO(I())) - Tér(@)(ﬂf,g@(x)) )
d’aprés (2.9) et (2.10). Par conséquent, considérant les fonctions f,(z,y) := f((z,y),2), et
utilisant la Proposition 2.2.2 (b), on obtient

(f)e((@y),(ww)) < |I'(z = yiv) + ecll(u,0)[| + irg

Gr(p)

(I,y)(u,v) < —-1+4-¢.

Donc, d’apres la Proposition 2.2.2 (a), on déduit que:

1—¢ >c(1—5)

=:0>0.
T+~ 1+ 7

IV l(zy) >

Appliquant le Théoreme 2.2.3 avec V5 := X X Y, on trouve des voisinages V de xy et W
de () tels que:

d(p(x),2) > od(z, '(2)) pourtousxz € V,z € W, (2.11)

ce qui montre que By, (p(x)) C p(B;(x)) pour tout € U, et 7 > 0 tel que B,(x) CU.m

Remarque 2.3.1: (a) La démonstration du Théoreme 2.3.2 fut établie, dans un pre-
mier temps, pour des fonctions de classe C' au voisinage de 3 par Lyusternik, ensuite
par Graves pour des fonctions strictement différentiables en x, en utilisant une méthode
itérative (voir [40]). La démonstration ci-dessus devient encore plus simple si f est plus
réguliere, par exemple de classe C'. Dans ce cas, il suffit de calculer le sous-différentiel de
clarke de la fonction f := ||¢(z) — y||. En utilisant les regles de calcul (voir chapitre 5,

section 5.3) on trouve, pour tout z € [f>0],

Of (x) = V() 0ll{[(¢(x) = y),

ou Vip(z)* est I'opérateur adjoint de V(). Le reste de la preuve est le méme que dans
le Théoreme 2.3.1.

(b) Revenons-en a (2.11). Cette conclusion montre que le cone tangent & ¢~ '(yy) en
T est donné par:

Twl(yo)(xg) = 29 + Ker(Vp(xo)) ,

ol Yo := ¢(xg). En effet, étant donné £ > 0, on trouve, grace au Théoreme 2.3.2 et au fait

que ¢ est strictement différentiable en xg, des réels §, o > 0 tels que (2.11) ait lieu, et

lp(x) = @(x0) = Vip(wo) (x = z0)[| < el — o]
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pour tous x € Bjs(zg) et z € Bs(yp). En particulier, si x € Bs(zq) N (g + Ker(Vp(zo))),

on déduit que:

od(x,.¢ " (1)) < llo(z) — (@)l = llo(x) = @(w0) — Vip(wo) (z0 — 2)|| < ellz — x|,

d’ou le résultat. Ceci est donc une application importante de cette théorie qui sert en

particulier a déduire des conditions nécessaires d’optimalité de problemes du type:
minimiser f(x) sous les contraintes p(z) =0.

(c) La propriété (2.8), dite parfois ouverture a un tauz linéaire au voisinage de z, (ou
réqularité métrique au voisinage de (9,0(xq))), coincide avec 'ouverture usuelle lorsque

I est dite dans ce cas pseudo-

I'application considérée est linéaire [40]. L’application ¢~
lipschitzienne au voisinage de (¢(zo),z9). Ce qui justifie aussi I'appellation Théoréme
d’inversion pour ce résultat, dont il existe d’autres formulations plus générales (voir
[5, Chapter 3]) que nous considérons dans les sections suivantes en traitant les multi-

applications.

2.4 Régularité métrique des multi-applications

Dans cette section, nous donnons le résultat théorique de base que nous appliquons

aux sections 2.5 et 2.6 pour déduire des conditions suffisantes pour la régularité métrique.

Définition 2.4.1: Soient F C X X Y une multi-application fermée et (Z,y) € X x Y.
On dit que F est métriquement réguliere au voisinage de (z,y) s’il existe o > 0, et des

voisinages U de & et V' de i tels que:
od(z,F~'(y)) < d(y,F(z)) pourtousz €U ety € V. (2.12)

D’une fagon équivalente, F' est métriquement réguliere au voisinage de (z,7) s'il existe
o, > 0 tels que (2.12) ait lieu pour = € B.(Z) et y € B.(y) tels que d(y,F(z)) < e.
En effet, soit § > 0 tel que (0 +1)d < ¢, et soient x € Bs(Z) et y € Bs(f) tels que
d(y,F(x)) > e. Puisque d(y,F(z)) < d(y,y) < 6 < ¢, on obtient

od(x,F *(y)) <od@F '(y)+odxz) < dyF(z))+odzz)
< d+406 <e<dy,F(z)).

Il existe dans la littérature d’autres notions équivalentes a la régularité métrique.
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Proposition 2.4.1: Soient F C X x Y une multi-application fermée et (Z,5) € X x Y.

Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) F est métriquement réguliére au voisinage de (Z.7) ;
(b) F est ouverte a un tauz linéaire au voisinage de (Z,7) : il existe 0 > 0, 79 > 0, et des

voisinages U de & et V' de i tels que:
B, () C F(B;(Z)) pour tousxz € U,y € V,(x,y) € F, et 7 €]0,70].

(c) F~! est pseudo-lipschitzienne au voisinage de (Z,7) : il existe K > 0 et des voisinages
Udez etV dej tels que:

e(F Yy )NUF Yy") < Kd(y,y") pour tousz € U,y ,y" € V.

Démonstration. Voir par exemple [21, 57, 71, 78]. m

Définition 2.4.2: Soient X, Y des espaces topologiques et (Z,) € X x Y. Une multi-
application FF C X XY est dite semi-continue inférieurement en (Z,7) si pour tout voisinage

V' de y il existe un voisinage U de x tel que:
F(p)NnV #0  pour tout x € U .

Théoréme 2.4.1: [13, Theorem 5.3] Soient X, Y complets, P un espace topologique,
F C P x (X xY) une multi-application d valeurs fermées et semi-continue inférieure-
ment en (p,(Z,9)) € F, et o, p > 0.

Soit f: (X xXY) x (Y x P)— RU{+oc} la fonction définie par:

f(@).(zp) = d(y,2) + irg)(x.y) .
On munit l’espace (X xY') de la norme
dp((z,y),(¢"y")) := max{(d(z,2"),pd(y.y')) } .
Supposons qu’il existe un voisinage U de ((Z,5),(7,p)) dans (X xY) x (Y x P) tel que:

inf{|V fiopl () ().(2) €UN[f>00) > 0. (2.13)

Alors, il existe des voisinages N de p, V de T, et W de § tels que F~'(p)(2) NV # 0 pour
tout (p,z) € N x W et

od(z,F(p)~"(2)) <d(z,F(p)(x)) pour tout (p,x,z) € N xV x W .
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Remarque 2.4.1: Le Théoréme 2.4.1 a été formulé dans [13] en utilisant la notion de
paire variationnelle, une formulation a laquelle on peut se ramener selon la Remarque 2.2.1
(b), en remarquant qu’on a nécessairement op < 1, d’apres la définition de la pente forte
(Définition 2.2.1). On notera aussi que (2.13) est une condition nécessaire pour obtenir
la conclusion du théoreme, voir [57, Theorem 2], et [12, Theorem 5.3] dans le cas non

paramétrique.

Pour conclure cette section, nous donnons quelques résultats techniques que nous

utilisons par la suite. Les propositions suivantes sont aisément vérifiables.

Proposition 2.4.2: Soit F C P x (X xY') une multi-application a valeurs fermées semi-
continue inférieurement en (p,(7,y)) € P x (X X Y), et soit f: (X xYV) x (Y x P) —
R U {+oc} définie par:

f((:r,y),(z,p)) = d(y,z) + iF(P)(xﬂy) :

Alors :
(a) f est épi-semi-continue supérieurement en ((z,7),(7.p));

(b) f(.,(z,p)) est semi-continue inférieurement pour tout (z,p) € Y X P.

Proposition 2.4.3: Soient f : X x P — RU {+oc} et (z,p) € dom f. On note F C
P x (X xR) la multi-application définie par F(p) := epi(f(..p)). Alors, les deuz assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) f est épi-semi-continue supérieurement en (T,p);

(b) F est semi-continue inférieurement en (p,(Z,f(Z,p))).

2.5 multi-applications strictement différentiables

La notion de différentiabilité inférieure stricte est 'adaptation au cadre des multi-
applications dans des espaces de Banach X et Y de la différentiabilité stricte usuelle des
fonctions (Définition 2.3.1). On introduit la notion de cones équi-circatangents, dont on
rappelle sans démonstrations les propriétés essentielles. On renvoie a [10] pour plus de

détails concernant cette notion.

Définition 2.5.1: Soit A C X un fermé. Un cone C C X est dit équi-circatangent a A
ena€ A si:
lim e(CNByx,t '(A—2))=0,

(t,2)"5(0,a)
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ou P :=]0, + ool.

On déduit de cette définition que tout cone équi-circatangent a A en a est inclus dans
le cone de Clarke [27] noté C'(A,a) et défini par:
C(Aa):={ve X: lim  d(v,it '(A—2))=0}.
(t,2)"5%0,0)
D’autre part, on montre que tout sous-cone de C'(A4,a) contenu dans un sous-espace de
dimension finie de X est un cone équi-circatangent a A en a. En particulier, en dimension
finie C'(A,a) est lui-méme un cone équi-circatangent a A en a. On a la caractérisation

suivante des cones équi-circatangents [10, Proposition 2.3].

Proposition 2.5.1: Un cone C C X est équi-circatangent a A en a € A si et seulement

st pour tout € > 0 il existe un voisinage N de a tel que:
C C Ti(x) pourtoutz € NNA.

Définition 2.5.2: Une multi-application FF C X X Y est dite strictement différentiable
inférieurement en (z,y) € F s’il existe un cone {(0,0)} # L C X X Y équi-circatangent

a F en (x,y). On appelle L la différentielle inférieure stricte de F' en (x,y) et on note
DF(z,y) := L.

Remarque 2.5.1: (a) En dimension finie toute multi-application F' est strictement diff-
érentiable inférieurement, puisque C'(F,(z,y)) est équi-circatangent a F' en (z,y) pour tout
(z,y) € F.

(b) La Définition 2.5.2 recouvre le cas des applications strictement différentiables. Soit
¢ : X — Y une application strictement différentiable en zy € X. Alors, d’apres le Lemme

2.3.1, il existe un voisinage U de z, tel que:
Gr(Dy(z0)) C TGy (z,0(x)) pour tout z € U .

Donc, Gr(Dg(xg)) (qui coincide avec C(Gr(g),(zo,(zg))) est un cone équi-circatangent
a Gr(p) en (zo,p(w0)).

On introduit également la notion d’uniforme équi-circatangence.

Définition 2.5.3: Soient (A,),cp C X une famille d’ensembles fermés, p € P, eta € Aj;.
Un cone C C X est dit uniformément équi-circatangent a (A,), en a au voisinage de p si

pour tout € > 0 1l existe des voisinages N de p et V' de a tels que:

CCT;(x) pourtousz € AyNV et peN.
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Théoréme 2.5.1: Soit FF C P x (X xY) une multi-application a valeurs fermées semi-
continue inférieurement en (p,(Z,y)) € F. Supposons qu’il existe un cone C C X XY tel
que :
(a) C est surjective, c¢’est-a-dire pour tout y € Y il existe x € X tel que (x,y) € C;

)

(b) C est uniformément équi-circatangent a (F(p)),ep en (Z,7) au voisinage de p;

(c) lc7H = sup |ly|7'd(0,C7 (y)) < +oc.
yedomC~!
Alors, pour tous e > 0 et v > ||CY|, posant o := (11_;)7 , il existe des voisinages N de p,

V de Z et W de § tels que pour tout (p,x,2) € NXV x W ona F(p)~'(2)NV #0 et

od(w,F(p)~'(2)) < d(z,F (p)()).

Démonstration. Soient v et £ tels que ||C™'|| < v et 0 < & < 1. Utilisant (b) on trouve un
voisinage U de (p,(Z,7)) dans P x (X x Y) tel que:

C C Ti(2y) pour tout (p,(zy)) € UNF. (2.14)

On introduit la fonction f: (X xY) x (Y x P) = RU {+oc} définie par:

F((@y),(z.p)) = lly = 2ll + irg) (2.9) ,

et on munit l'espace X xY" de la norme ||(z,y) ||, = max({[z[|.7]ly[)). On a f((Z.5).(7.p)) =
0, et de la Proposition 2.4.2 on déduit que f est épi-semi-continue supérieurement en
((z,5),(y,p)), et que les fonctions f(.,(z,p)) sont semi-continues inférieurement pour tous

z €'Y et p proche de p. Soient (p,(z,y)) € U et z € Y tels que

0 < feep(zy) = f(zy),(2.p) < +oc.

On en déduit que (p,(z,y)) € F et y # 2. Posant alors v := HZ—:%” € By, il existe, d’aprés
(a) et (c), un vecteur u € X tel que ||u|| < v et (u,w) € C. Par conséquent, de (2.14) on

déduit que (u,v) € Tf, (z,y). Utilisant la Proposition 2.2.2 (b), on obtient

(fea)e (@), () < |N'(y = 250) + ey N (wo)| + irg, @y (uv) < —1+¢,

d’ou, d’apres la Proposition 2.2.2, on obtient
1—¢

Vie ) = =
‘ f( :P)‘(xy) (1+5)7 o

A ce stade il suffit d’appliquer le Théoreme 2.4.1. m
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On peut également formuler le Théoreme 2.5.1 (on se restreint au cas non paramétri-

que) en utilisant la notion de module de surjection [54, 55].

Définition 2.5.4: Soient F C X X Y une multi-application et (z,y) € F. On appelle

module de surjection de F' en (x,y) la fonction Sur(F,z,y) donnée, pour t > 0, par:
Sur(F,z,y)(t) :=sup{r > 0: B(y,r) C F(B(z,1))}.

Le réel positif sur(F,xy) := ligrl)i(Jnf t 'Sur(F,z,y)(t) est appelé constante de surjection de

F en (xy).

Corollaire 2.5.1: Soient F C X XY une multi-application fermée et (Z,y) € F. Suppo-
sons que F est strictement différentiable inférieurement en (,y), que DF(Z,y) est sur-
jective, et que ||DF(Z,5) || < 4+o0. Alors, pour tous e > 0 et y > [|[DF(z,5) ||, il existe

un voisinage U de (Z,7) tel que:

1—¢
sur(F.x,y) > ———  pour tout (x,y) € U.
(Flz.y) iroy 7 (z,y)
E ticuli (F,z,y) > !
n particulier, sur(F\z,y) > ——=——.
IDF(z.) !

Remarque 2.5.2: (a) Lorsque F'(p) = F, le Théoreme 2.5.1 a été obtenu dans [10] en
utilisant une méthode itérative. Quant au Corollaire 2.5.1, il est la version multivoque du

résultat de Graves-Lyusternik (Théoreme 2.3.2).

2.6 Conditions suffisantes en termes de cones

contingents

Pour appliquer le Théoreme 2.5.1 il faut trouver un cone équi-circatangent, ce qui n’est
pas évident en dimension infinie. Pour cela, nous donnons des conditions suffisantes pour

la régularité métrique en termes de cones contingents et contingents approximatifs.

Théoréme 2.6.1: Soient F C P x (X xY) une multi-application d valeurs fermées

semi-continue inférieurement en (p,(Z,y)) € F, a € [0,1], et ¢ > 0. Supposons que :

limsup  e(By,Trgp)(7,y)(cBx)) < a. (2.15)
(b)) 5 (7(@:3))



2. Une revue de la régularité métrique des multi-applications 22

Alors, F' est métriquement réquliére en (p,(Z,y)). En particulier, il existe un voisinage U
de (p.(7,y)) tel que:

1 _
sur(F(p),z,y) > a

pour tout (p,(z,y)) € UNF.

c
14«

Démonstration. On munit X xY de la norme ||(z,y)|| := max(]||=|| lyl]), et on introduit

sur (X xY) x (Y x P) la fonction f définie par:

F(z.9),(z.p) = lly = 2| + i (@),

ol F:=Y x F. Alors, f((z,9),(g,p)) = 0, et de la Proposition 2.4.2 on déduit que f
est épi-semi-continue supérieurement en ((z,7),(7,p)), et que les fonctions f(.,(z,p)) sont
semi-continues inférieurement pour tous z € Y et p proche de p. Utilisant (2.15), on trouve

un voisinage U de (p,(Z,7)) dans P x (X x Y) tel que:

sup  e(By,Trp)(z,y)(cBx)) < a. (2.16)
(p,z,y)eUNF

Soient alors (p,(z,y)) € Uet z € Y tels que 0 < f, ) (z,y) := f((z,y),(2,p)) < +o0. Donc,

(x,y) € F(p) et y # z. Posant v := ﬁ, on déduit que ||-||'(y — z;v) = —1. Utilisant

(2.16), on trouve des vecteurs u € X et w € Y qui vérifient :
(uv —w) € Trpy(z,y), ull <e, [Jul| <a, (2.17)
d’on, appliquant la Proposition 2.2.2 (b) avec £ = 0,
fem (@), (ww = w)) < |-['(y = 20) + |wl + iry @) (w0 — w) < =1+ .

Par conséquent,

Vieal@y) > =l —w) | f.,) (@y), (uo —w)) >

La conclusion découle donc du Théoreme 2.4.1 appliqué avec o := .m

Remarque 2.6.1: (a) Le Théoreme 2.6.1 donne une version paramétrique de [4, Theorem
2]. 1l contient aussi le résultat de [55, Corollary 2.1] et [69, p. 30] qui correspondent a @ = 0.
(b) La conclusion du Théoreme 2.6.1 demeure vraie si on remplace le cone contin-

gent Tp(p(2,y) par le cone contingent approximatif T (x,y). Ceci ne change rien a
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la démonstration, mais il donne une condition suffisante plus faible pour la régularité
métrique (voir [13, Corollary 5.10]):
Soient F' C P x (X xY') une multiapplication & valeurs fermées semi-continue
inféireurement en (p,(z,y)) € F, a € [0,1[, ¢ > 0 et 0 < e < (1 + a)/p?, on
p:= max{1l + «,c}. Supposons que:
limsup  e(By,Trg,(z,y)(cBx)) < a. (2.18)
(p.(2) 5 (5.(5.9)
Alors, F' est métriquement réguliere en (p,(7,7)). En particulier, il existe un

voisinage U de (p,(7,7)) tel que:

1—a—(egp?)/c
c+cu

sur(F(p),z,y) > pour tout (p,(z,y)) € UNF.

(c) L'hypothese (2.18) est moins forte que celle du Théoréme 2.5.1. En effet, s'il existe
7 > 0 et C un cone équi-circatangent uniforme a (F(p)),ep en (Z,7) au voisinage de p,
surjectif, et vérifiant ||C || < 7, alors pour tout e > 0, il existe un voisinage U de (p,(z,y))

tel que pour tout (p,(x,y)) € U on a:
C C Thpy(zy).
Ceci montre que:

By C C(yBx) C Ty, (x.y)(yBx) pour tout (p,(z,y)) € U.
Donc (2.18) a lieu pour tout a € [0,1].

Comme nous 'avons vu jusqu’a maintenant dans tous les résultats sur la régularité
métrique, la surjectivité d’un cone contingent exact ou approximatif est une hypothese
incontournable. Le cas linéaire en témoigne puisque dans le Théoreme 2.3.1 le fait que A
est surjective est nécessaire pour que A soit ouverte, voir [40]. Dans le théoréme suivant,
utilisant une variante de (2.18), nous donnons un résultat garantissant un certain com-
portement des multi-applications, et qui en particulier donne la régularité métrique si le

cone approximatif est surjectif.

Théoréme 2.6.2: Soient F C Px (X xY') une multi-application a valeurs fermées semi-
continue inférieurement en (p,(z,5)) € F. On suppose qu’il existe un voisinage ouvert W
de (Z,7), a € [0,1] et c,e > 0 tels que:

lmsup  e(By N Trpy(e0)(X), Tog (@) (Bx)) <a.  (219)

F(p)nW ,_ _ _
(zy) 2 (2.9),p—P
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l—a—e(1+a)

Posant 0 := > 0, il existe des voisinages N de p, U de z, et V de y tels
c
que :
F(p) () NnU #0  pour tout (p,z) € N x (VN Z(W))
et

od(w,F(p)~'(2)) < d(2,F (p)(x))
pour tout (p,x,z) € N x U x (VN Z(W)), ot

ZW)= (1 W+TrpEyX)). (2.20)

(z,y)EF(p)NW

Démonstration. 1’ensemble Z (W) est un fermé de Y, donc c’est un espace métrique
complet muni de la topologie induite. On munit également 'espace X x Y de la norme
[(z,y)]| == max([[z|,s5 lyl]) , et on définit la fonction f : (X x V) x (Z(W) x P) —
R U {+oc} par:
f(zy),(zp) = |ly = 2l + irg)(2zy) -

Alors, f((7,5),(y,p)) = 0, et de la Proposition 2.4.2 on déduit que f est épi-semi-continue
supérieurement en ((7,7),(y,0)), et que les fonctions f(.,(z,p)) sont semi-continues infé-
rieurement pour tous z € Y et p proche de p. D’apres (2.19), il existe des voisinages N
dep, U dezetVdejtelsqueUxV CW et

e(By N Tr(p)(2,y)(X), Ty (2,y)(cBx) ) < a  pour tout (p,(x,y)) € (N x (UxV))NF.

(2.21)
Soient (p,x,y) € N x U x Vet z € Z(W) tels que 0 < fi.,(z,y) == f((z,y),(2,p)) <
+oo. Alors, y # z et (z,y) € F(p). Posons donc v := ﬁ Alors, d’'une part on a

I-I'(y — z;v) = —1, et d’autre part, de la définition de Z (W) (voir (2.20)) on obtient

z—y € Trp)(z,y)(X) pour tous z,y € W,

dont on déduit que v € Tr)(2,y)(X), donc v € By N Ty (2,y)(X). Utilisant (2.21), on
trouve u € By et w € Y tels que:

ful <c. Nlwll <a, (uv—w)e Tig(zy),

d’on, par la Proposition 2.2.2 (b), on obtient

1+ «)

o) (@y)(wy —w) < [y = 20) + w] + =

IN

||U - w” + Z‘Tlfﬂ(p)(ac,y)(uav - w)

< —l+a+e(l+a).
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Par conséquent,

\Vf(,(z,p))|(:1:,y) = |Vf(z,p)‘(x;yazap) Z 1= 0(41_+5£)1€+ CY) =:0>0.

Pour finir il suffit donc d’appliquer le Théoreme 2.4.1 avec (U x V') x (Z(W) x N) pour
voisinage de ((Z,7),(7,D)). m

Remarque 2.6.2: (a) Observons que Z(W) =Y si et seulement si
Trp(zy)(X) =Y (2.22)

pour tout (p,z,y) tel que (x,y) € F(p) N W. Dans ce cas, sous I'hypthese (2.19), F est
métriquement réguliere en (p,Z,y). On retrouve ainsi le Théoreme 2.6.1 quand a = 0.

(b) Le Théoréme 2.6.2 recouvre le résultat de [84, Theorem 1] quand o = ¢ = 0 et
F(p)=F.

(c) Sur les quelques exemples que nous avons traités, on voit bien que la recherche d’une
condition suffisante (et méme nécessaire et suffisante, voir [58, 12]) pour qu'une multi--
application soit métriquement réguliere au voisinage d’un point de son graphe se ramene a
I’estimation de la pente forte d’une certaine fonction. De méme, le cas de conditions a base
de codérivées, comme dans [68], et le cas des multi-applications fortement lipschitziennes

voir [61] entrent dans ce cadre. Nous renvoyons a [13, 12] pour ces cas.
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3. STABILITE HOMOTOPIQUE DES POINTS CRITIQUES
ISOLES DES FONCTIONS CONTINUES

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité homotopique des points critiques isolés
des fonctions continues définies sur des espaces métriques complets. En plus du prin-
cipe variationnel et de la pente forte déja introduits dans le chapitre 2, nous utiliserons
pour cela la notion de pente faible et les techniques de déformation de la théorie des
points critiques introduits dans [34, 39]. En utilisant également le principe de changement
de métrique introduit dans [31], nous donnons ainsi une approche plus simple et claire
des résultats principaux de Ioffe et Schwartzman [59], concernant le cas des minimiseurs
locaux. Dans le méme cadre, nous donnons aussi un résultat de stabilité homotopique
des groupes critiques d’un point critique isolé, étendant un résultat de K.-C. Chang [24]
établi pour des fonctions de classe C? définies sur un espace de Hilbert. Ce chapitre re-
prend pour l'essentiel I'article [35] par rapport auquel nous donnons ici des rappels et des
détails de démonstration supplémentaires, mais nous omettons quelques commentaires

bibliographiques.

3.1 Introduction

Soient X un espace de Hilbert et (fy)ejo,1] une famille de fonctions de classe C? définies
sur une boule fermée B,(z) C X, telle que pour tout A € [0,1], f\ satisfait la condition
classique de Palais-Smale dans B, (z) et z est I'unique point critique de fy. Il est établi
dans [19] que si lapplication A — fy est continue par rapport a la topologie C! et si 2
est un minimiseur (qui est nécessairement strict) de fo, alors z est aussi un minimiseur de
fx pour tout A € [0,1]. Plus généralement, il est établi dans [24] que les groupes critiques
Cy(fr; 2), ¢ € Z, sont indépendants de .

Ce type de résultat est obtenu en utilisant les techniques de déformation de la théorie

des points critiques, et conduit a des applications de la méthode classique d’homotopie
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a des problemes variationnels: on observera en effet que, sous les hypotheses faites, la
fonction f:[0,1] x X — R définie par f(\u) := fi(u) (u € H) est continue, c’est-a dire
f est une homotopie entre fy et f.

Motivés par des applications a des problemes du Calcul des variations oti, de fagon
naturelle, les fonctionnelles associées ne sont pas différentiables, et ’espace fonctionnel
sur lequel elles sont bien définies n’est pas un espace de Hilbert, Ioffe et Schwartzman
[59] ont étendu le premier résultat (le cas des minimiseurs) au cadre général ou X est
un espace métrique complet et les fy sont continues. Dans leurs démonstrations ils ont
utilisé une extension convenable de la notion de point critique permettant de développer
les techniques de déformation. Un ingrédient essentiel dans leur approche est le théoreme
dit “du puits de potentiel” [59, Theorem 2|, donnant une estimation a priori de la taille
du puits de potentiel associé a un minimiseur local strict.

Il nous est apparu que les techniques et les arguments utilisés dans la preuve de ce
dernier résultat sont tres complexes et rendent la démonstration délicate a comprendre.
Notre premiere motivation est donc de donner une démonstration plus claire et simple de
ce résultat. Dans ce but, nous utilisons les outils et les méthodes de la théorie métrique
des points critiques introduite indépendamment dans [34, 39], et basée sur la notion de
pente faible (introduite aussi indépendamment dans [62]), laquelle differe légerement de
la notion correspondante de [59]. Comme son nom indique, la pente faible est plus petite
que la pente forte.

Dans notre approche, nous utilisons le principe de changement de métrique introduit
dans [31, 32] qui nous permet d’invoquer une version (relativement) simple du principe
de déformation (une légere extension de [32, Theorem 2]) pour donner une démonstration
transparente du théoreme du puits de potentiel.

Pour établir le théoreme de stabilité homotopique d'un minimiseur local, il s’agit, de

facon classique, de montrer que I'ensemble :
[':={)X€[0,1] : 2z est un minimiseur local de f,}

(qui contient 0) est ouvert et fermé. La partie difficile consiste & montrer que I est fermé, ce
qu’on déduit du théoreme du puits de potentiel. Quant a ’ouverture de I', nous montrons
qu’il s’agit d’une conséquence du principe variationnel (utilisant la pente forte): il n’est
donc pas nécessaire d’employer les techniques de déformation, comme c’est le cas dans
[59].

Nous profitons de notre étude pour revoir un autre résultat de Ioffe et Schwartzman
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[60], qui est une version abstraite du théoreme de bifurcation variationnel de Rabino-
witz [73], dont la démonstration utilise le théoréme du puits de potentiel et une version
métrique du théoreme du col d’Ambrosetti et Rabinowitz. Nous avons ici besoin de mo-
difier légerement la définition de point critique, en donnant une définition “symétrique”
de cette notion.

La derniere section du chapitre est consacrée a la stabilité homotopique des groupes
critiques des points critiques isolés. Nous donnons a ce sujet un résultat qui est une
conséquence immédiate du résultat de théorie de Morse locale suivant: soient f et ¢
deux fonctions continues définies sur un espace métrique complet X et U un ouvert
de X. Supposons que f et g satisfont la condition de Palais-Smale sur U, et que f et
g possédent chacune un unique point critique dans U: 2,2, € U. Supposons de plus
(9 — f)‘ﬁ est lipschitzienne et bornée. Alors, si la constante de Lipschitz de (g — f)‘ﬁ
et ||(¢ — f)plleo sont suffisamment petits, on a Cy(f;2r) = Cy(g;24) pour tout ¢ € Z.
Les résultats principaux de cette section étendent ceux de K.-C. Chang [24] établis dans
le cadre classique mentionné au début de cette introduction, et illustrent l'efficacité des
méthodes de la théorie métrique des points critiques.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous rappelons la notion de
la pente faible, en rappelant divers liens avec d’autres notions (pente forte, différentielle
de Gateaux, opérateurs sous-différentiels). Dans les sections 3.3, 3.4, et 3.5, nous donnons
les outils nécessaires a notre analyse, notamment le principe de changement de métrique,
la condition de Palais-Smale, et un théoreme de déformation. La section 3.6 est consacrée
aux estimations quantitatives aux voisinage des minimiseurs locaux, que nous appliquons
dans les sections 3.7 et 3.8 pour établir la stabilité homotopique des minimiseurs locaux
et une version abstraite du théoreme de bifurcation de Rabinowitz. Dans la section 3.9,

nous étudions la stabilité homotopique des groupes critiques des points critiques isolés.

Notation 3.1.1: Dans ce chapitre X est un espace métrique muni d’une distance notée
d.

3.2 La pente faible

Définition 3.2.1: Soient f : X — R une fonction continue et u € X. On appelle pente

faible de f en u, qu’on note |df|(u), la borne supérieure des réels positifs o tels qu’il existe
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d > 0 et une fonction H : Bs(u) x [0,0] — X continue qui vérifient
d(H(v,t)v) < t, (3.1)

f(H(vt)) < f(v) —ot. (3:2)

Les inégalités (3.1) et (3.2) étant toujours vérifiées pour o = 0, avec 6 > 0 arbitraire et

H(v,t) = v, on voit que |df|(u) € [0, 4+ ool est bien défini.

Observons que |df|(u) = 0 si u est un minimiseur local de f. Dans ce cas en effet, (3.2)
implique que

ot < fu) = f(H(ut)) <0

pour t > 0 suffisamment petit, d’'ou o = 0.

Proposition 3.2.1: Soit f : X — R une fonction continue. Alors, l'application u +—>

|df |(u) est semi-continue inférieurement.

Démonstration. Soit u € X tel que |df|(u) > 0, et soit o > 0 tel que |df|(u) > 0. Alors, il
existe 6 > 0 et une fonction H : Bs(u) X [0,6] — R avec les propriétés (3.1) et (3.2). Soit
p:=6/2. Alors, pour v € B,(u) et (w,t) € B,(v) x [0,p], on a:

dH(wt)w) <t, f(H(wt)) < f(w)—ot,

d’ou |df|(v) > 0. Donc liminf,_,, |df|(v) > |df|(u), ce qui est (trivialement) vrai aussi si
|df|(u) = 0.m

Le lien entre les pentes forte et faible est donné dans la proposition suivante, qui

explique la terminologie.

Proposition 3.2.2: Soit f : X — R une fonction continue, alors:
|V fl(u) > |df|(u) pour tout u € X .

Démonstration. On peut supposer que |df|(u) > 0 (donc, u n’est pas un minimiseur
local de f). Soit donc o > 0 tel que |df|(u) > o. Alors, il existe 6 > 0 et une fonction
H : Bs(u) x [0,6] = R qui vérifient (3.1) et (3.2). On obtient

od(v,H(v,t)) < ot < f(v) — fF(H(vt)),

pour tout v € Bs(u) et t € [0,0], d’on |V f|(u) > o, et la conclusion. m
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Comme en ce qui concerne la pente forte, on peut comparer la pente faible avec
diverses notions de différentielle ou de sous-différentielle. Nous nous contenterons ici de
la proposition suivante, voir la Remarque 3.2.1 ci-dessous pour d’autres commentaires et

références a ce sujet.

Proposition 3.2.3: Soient X un espace normé, f : X — R une fonction Gateauz-
différentiable dont la différentielle f' : X — X* est continue par rapport aux topologies
forte dans X et *-faible dans X*. Alors:

|df [(w) > ||f'(w)]|  pour tout u € X . (3.3)
En particulier, si f est de classe C*, alors:
df[(u) = [V fl(u) = ||f' ()]l pour tout u € X . (3.4)

Démonstration. Montrons (3.3). L’inégalité est évidente si ||f'(u)|| = 0. Soit donc o > 0
tel que [|f'(u)|| > o. Alors, on trouve w € X tel que ||w|| = 1 et f'(u)(w) < —0o et,
d’aprés la propriété de continuité de f’ il existe § > 0 tel que f'(v)(w) < —o pour tout
v € Bag(u). Pour (v,t) € Bs(u) x [0,0] on pose:

H(v,t) :=v+tw.
Alors H est continue et vérifie:
fH(v,t) = f(v) =tf' (v +Tw)(w) < —ot,

ou 7 = 7(v,t) €0,t[, d’ott v + 7w € Bys(u). Done, |df|(u) > o, d’ou |df|(u) > || f'(u)]|.
On montre que ||f'(u)|| > |V f|(u) si f est Fréchet-différentiable en u, d’ou (3.4),
d’aprés la Proposition 3.2.2 et (3.3). Soit € > 0, on trouve § > 0 tel que:

v—u ) Zf(u)—f(v)

lu— o] lu = o]

— & pour tout v € Bs(u),

171> 1
d’ou ||f'(u)]| > |V f|(u) — ¢, et la conclusion puisque ¢ est arbitraire. m
On introduit donc la notion métrique des points critiques.

Définition 3.2.2: Soit f : X — R une fonction continue. Un élément u € X est appelé
point critique de f si |df|(u) = 0.
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Remarque 3.2.1: (a) La Définition 3.2.1 a été introduite dans [39], et indépendamment
dans [62], tandis qu'une variante a été donnée dans [59]. La notion de pente faible permet
de développer une théorie des points critiques générale, dans un cadre métrique, pour les
fonctions continues, de fagon cohérente avec les applications a I'existence de solutions de
problemes variationnels.

Une telle théorie générale n’est pas possible pour les fonctions s.c.i. arbitraires: voir
[39] ol1, cependant, la notion de pente faible, et donc la notion métrique de point critique,
sont aussi naturellement étendues aux fonctions s.c.i., ce qui permet d’appliquer la théorie
métrique des points critiques a diverses classes de fonctions semi-continues inférieurement.
A cet effet, on établit des comparaisons entre la pente faible et diverses notions de différen-
tielle ou de sous-différentiel : voir par exemple [39, 23, 30]. La Proposition 3.2.3 n’est
qu'un cas tres particulier de telles comparaisons, qui montre déja que la Définition 3.2.2
généralise la notion “classique” de point critique.

Dans [22], une notion nouvelle d’opérateur sous-différentiel 9 a été introduite, de telle

fagon que:
|df|(u) < 400 = Of(u) #0 et |df|(u) > d.(0,0f(u)),

si f: X — RU {400} est une fonction s.c.i. sur l'espace de Banach X. En particulier, si
f X — R est localement lipschitzienne, alors df(u) coincide avec le sous-différentiel de
Clarke de f en u, et 'inégalité ci-dessus peut étre stricte dans ce cas (voir [22]).

(b) On a vu qu’un minimiseur local d’une fonction continue f est un point critique
de f, mais on ne sait pas, en général, si un maximum local I'est. Dans la section 3.8, on
modifiera la Définition 3.2.2, en la rendant bilatérale, afin que les maxima locaux soient

aussi des points critiques.
Notation 3.2.1: Si f: X — R est continue et a € R, on note:
K,:={ue X : |df|(u) =0, f(u) = a}

I'ensemble des points critiques de f au niveau a. Si K, # ), on dit que a est une valeur
critique de f.
3.3 Le principe de changement de métrique

Les diverses assertions du théoréme suivant ont été démontrées successivement dans

[31], [32] et [35]. Nous donnons ici les principes des démonstrations données dans [31] et



3. Stabilité homotopique des points critiques isolés 33

[32], ainsi que les démonstrations données dans [35].

Théoréme 3.3.1: Soient A un ensemble non vide, fermé de X et 3 : [0,+oc[— [0, 4 0]
une fonction continue telle que 3(s) > 0 pour tout s > 0. Supposons que : ou bien 3(0) > 0,
ou bien A est compact et ses composantes connexes sont des points.

Alors, il existe une métrique d sur X, topologiquement équivalente a d, et telle que :

(a) pour tousr >0, R>2r, etu; € X,i=1,2, on a:

o < d(u,A) < R = d(uy,uy) > ({rr&?}ﬂ) min{r,d(uy,us)};

(b) pour tout u € X on a:
~ d(u,A)
d(u,A) = / B(t)dt .
0

+oo ~
(c) si / B(t)dt = +oc et si (X,d) est complet, alors (X,d) est complet;
0
(d) si f: X - RU{+oc} est une fonction s.c.i., alors
VfI(u)
f(d(u,A))

ou Ag :={u € X : fB(d(u,A)) =0} et \$f| est la pente forte de f par rapport a la

métrique d;

IV f|(u) = pour tout u ¢ Ag,

(e) Si f: X — R est une fonction continue, alors

|df|(u) = _dfl(w) pour tout u ¢ Ag,

f(d(u,A))

ou \Jf| est la pente faible de f par rapport a la métrique d.

Démonstration. D’apres le théoreme d’Arens-Eells (voir par exemple [43, p.110]), on peut
plonger isométriquement X dans un espace de Banach qu’on note Y. Dans la suite de
la démonstration, on identifie donc (X,d) & un sous-espace (métrique) de (Y||-||). Si u,

v €'Y on note
Tuo:={y € CY[0,1,Y) : v(0)=u,v(1) = v},

et on pose:
- 1

d(u,v) = inf [ B(d(y(1),A)]7'(t)lldt (3-5)

’)’eru,v 0

ou on note encore d la distance associée a la norme Y.
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Dans le cas ou 5(0) > 0, il est facile de vérifier que d est une métrique sur Y. Dans le
cas ou 3(0) = 0, on doit expliciter le fait que J(u,v) > 0 si u # v. Pour cela, on montre

que si u € Y et r > 0, alors il existe § > 0 tel que
|u—v|| >r = d(uw) >4;

ceci est établi dans [32], grace a I'hypothése que A est compact et ses composantes
connexes sont des points. Comme par ailleurs on voit facilement, en considérant les seg-

ments, que si B est un borné de Y, alors il existe p > 0 tel que:

d(uw) < pllu —v|| pour tous u,w € B,

on en déduit également que d est topologiquement équivalente a d.

(a) Soit § := miny, gy, B. Pour v € Ty, 4,, on pose:
ty :=sup{t € [0,1] : r <d(y(s),A) < R+r pour tout s € [0,t]} > 0.

Alors: t
/07 Bld(y(s), AN (s)llds = 6[lur — v(t,)[| = 6 min{r,[lur — ual|}, (3.6)
la dernieére inégalité dans (3.6) étant obtenue en distinguant les cas ¢, < 1 (qui implique:
d(v(t,),A)) =r oud(y(t,),A)) = R+r), et t, = 1.
(b) Soient v € A, t € [0,1] et v € I',,, on pose: p(t) := d(v(t),A). Alors, p est
localement lipschitzienne sur [0,1], et vérifie p(0) = 0, p(1) = d(u,A) et [p'(t)] < ||V (¢)]]
presque partout sur ]0,1[. Par une formule de changement de variable (voir [43, Theorem

3.2.5]), on obtient

d(u,A)
0

[ stae@. 0l > [ e lo @l > [ swar

1
0
Comme v et «y sont arbitraires dans A et I',, respectivement, on en déduit en passant

aux bornes inférieures sur v € I, ,, puis sur v € A, que:
- d(u,A)
d(u,A) > / B(t)dt . (3.7)
0
Donc, pour conclure nous allons montrer I'inégalité inverse :
- d(u,A)
d(u,A) < / B(t)dt. (3.8)
0
On fixe € > 0, il existe alors 6 > 0 tel que: 0 < § < min{e,1} et

0<7<7 <du,A)+1,7—7<4 = B(r) <p(7') +e. (3.9)



3. Stabilité homotopique des points critiques isolés 35

Soient v € A et y € T',,, tels que:
|lu—v| <du,A)+6 et ~(t):=u+tlu—wv), te|01].
Alors, on a:
d(~(t),A4) < |lv(#) = of| = (1 = ) ]lu = vf| < min{d(y(t),A),d(u,A)} + 6.
Par conséquent, en appliquant (3.9) avec 7 := d(y(t),A4) et 7' := (1 —1¢)||u—wv]|, on obtient
- . 1 ,
d(u,A) < dww) < [ BEOE).A) I @)t
1
/0 (B( =Dl = vll) +&)llu = v[|dt
[[u—vl|
< [T B0t +elu—ol
0

< / T Bt =(d(u,A) + )
0

IN

et donc 'inégalité (3.8) en faisant tendre ¢ vers 0.

(c) Dans le cas ou 3(0) > 0, la démonstration est donnée dans [31], elle est plus simple
que dans le cas ou $(0) = 0, que nous reproduisons d’apres [32].

Soit (us) une suite de Cauchy dans (X,d). D’aprés (3.7), la suite (d(up,A)) est alors
bornée, et en particulier, p := liminf}, d(u;,A) < 4+00. Si p = 0, puisque A est compact

il existe une sous-suite (up,) de (u;) qui converge dans (X,d), et donc aussi dans (X,d),
vers un point u € A, d’ot la suite (u,) converge vers u dans (X,d). Si p > 0, il existe
0 < 2r < R tels que 2r < d(up,A) < R pour h suffisamment grand, d’ott on déduit de (a)
que (up) est une suite de Cauchy dans (X,d). Si (X,d) est complet, (up) converge dans

(X,d), donc aussi dans (X,d).
(d) Soit uw € dom f \ Ag et 0 < e < f(d(u,A)). Alors, il existe dy > 0 tel que:

|B(d(v,A)) — B(d(u,A))| < e pour tout v € By, (u). (3.10)
Si o > [Vf|(u), on trouve alors 0 < § < &, tel que:
f(u) = f(v) < od(u,w) pour tout v € By, (u). (3.11)

Soit v € Bs(u), on considere le chemin « donné par (t) := v + t(u — v), t € [0,1]. On a:

d(uv) < /01 Bld(y(1),A))l[u = vl[ds < (5(d(u,A) + &))u = ]|,
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d’otl par (3.11) on obtient
f(u) — f(v) < oB(d(u,A) + ¢)||u —v|| pour tout v € Bs(u),

d’ou |Vf|(u) < op(d(u,A) + ). Puisque € > 0 est arbitraire, on en déduit que |V f|(u) <
IV f|(u)3(d(u,A)), cette inégalité étant évidente si [V f](u) = +o0.

Inversement, si o > |V f|(u), on peut trouver 0 < ¢ < dp tel que:
f(u) — f(v) < ollu—wv|| pour tout v € Bs(u) . (3.12)
Soient v € Bs(u) et v € T',,. On pose:
5:=sup{s € [0,1] : v(r) € Bs(u) pour tout 0 < r < s}.

Alors:

[ B (s). 4Dl ()l ds

0

Vv

(B(d(u,A)) = £)[|7(5) — ul
> (6(d(u,A)) = e)lJu —v].

Ceci montre que d(u,v) > (B(d(u,A)) — €)||u — v]|, d’ott, d’apres (3.12) :

o ~ _
— < —d tout B
f(u) f(’l)) = 5(d(U,A)) _c (U,U) pour tout v € J(U)a
= o
et par conséquent, |V f|(u) < ————— Puisque ¢ > 0 est arbitraire, on en déduit
VI = Bty 2
- V() R B
que |V fl(u) < , cette inégalité étant évidente si |V f|(u) = +oo.

~ Bld(u,A))

La démonstration de (e), dont le principe est analogue a celle de (d) (en plus technique,
parce que la définition de la pente faible est plus complexe que celle de la pente forte),

est donnée dans [31]. m

1
Remarque 3.3.1: (a) Si X est un espace de Banach, A := {0} et §(t) := 177 la

métrique obtenue dans le Théoreme 3.3.1 est celle de Cerami [26]:

d(u,v) == inf t_ @l
T yetunJo 14 ||y(8)]]

J(U,O)z/ou dt

1+t
Les pentes dans cette métrique sont données par:

dt |

en particulier, on a:

Vi) = 1+ lul) VfI(),  1dfi() = 1+ [ull)ldf|().
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La métrique de Cerami a été tres utilisée pour obtenir des résultats d’existence de solutions
de problemes variationnels, voir par exemple [42].

(b) Dans [25, Theorem 2.1], on trouve le résultat suivant :

Soient X un espace de Banach, f : X — RU{+oo} une fonction s.c.i., propre,

minorée et Gateaux-différentiable sur son domaine effectif, et h : [0, + co[ —
oo dt

[0,4 oc[ une fonction continue croissante telle que / ———— = +oc. Alors,

o 14h(t)
pour tout € > 0, pour tout y € X tel que:

fly) <inff+e,
et pour tout A > 0, il existe z € X tel que:
£
FE < W), <yl +7. et I G < s
AL+ h(|Jul])
1 7 est tel L s
ol 7 est tel que / —dt >
il 1+ h()

Ce résultat est obtenu comme conséquence d’une généralisation du principe variationnel,
pour une fonction s.c.i. définie sur un espace métrique complet, et est appliqué pour
obtenir des variantes de résultats de type min-max en théorie des points critiques.
Grace au principe de changement de métrique, on voit que le résultat ci-dessus est
en fait une conséquence immeédiate du Corollaire 2.2.1, et donc du principe variationnel

“usuel”. En effet, soit d la métrique associée a

1
A:={0 t)i=———, t>0
O}, A= 1 20,
selon le Théoreme 3.3.1. Alors, d est topologiquement équivalente & [|-|| et (X,d) est

complet. Soient £,A > 0 fixés, posons o := ¢/, on considere donc y € X tel que:
fly) < ig}ff+a)\.

D’apres le Corollaire 2.2.1, il existe z € X tel que:

F(2) < fy), dzy) <X, [Vfl(z) <o

[ o0y = d(e0) < de) + dtw0) <3+ [ sy < [ sy an
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d’apres le Théoreme 3.3.1 (b), d’ot ||z|| < |ly|| + 7, et

1
T+ h(]Ju])

o

IVAG) < T

1) < 1V F1(2) = BNV (2)

d’apres le Théoreme 3.3.1 (d).
De la méme fagon, les résultats d’existence de points critiques de [25] sont des consé-
quences des résultats “usuels” de la théorie métrique des points critiques, en considérant

la métrique d; voir la Remarque 3.4.1 (b) ci-dessous.

3.4 La condition de Palais-Smale

La condition de Palais-Smale est une condition de compacité qui joue un role fon-
damental dans la théorie des points critiques. Dans cette section, nous établissons des

aspects quantitatifs de cette condition en utilisant la notion de module.

Définition 3.4.1: Soient f: X — R une fonction continue, U un fermé de X et c € R.

On dit qu’une suite (up), C U est une suite de Palais-Smale pour f dans U si (f (up))s
est bornée et |df|(un) — 0.

On dit qu’une suite (up), C X est une suite de Palais-Smale pour f au niveau ¢ si
flup) = c et |df|(ug) — 0.

On dit que f satisfait la condition de Palais-Smale dans U ((PS) dans U, en abrégé),
si toute suite de Palais-Smale pour f dans U contient une sous-suite convergente.

On dit que [ satisfait la condition de Palais-Smale au niveau ¢ ((PS).), en abrégé),

st toute suite de Palais-Smale pour f au niveau ¢ contient une sous-suite convergente.

Observons que grace a la semi-continuité inférieure de la pente faible (Proposition
3.2.1), on déduit que toute limite d’une suite de Palais-Smale pour f (dans U C X) est
un point critique de f, et que lorsque f satisfait la condition (PS)., 'ensemble K, des

points critiques de f au niveau ¢ est compact.

Remarque 3.4.1: (a) Si f : X — R U {400} est une fonction s.c.i., on peut bien sir
formuler une condition de Palais-Smale a I’aide de la pente forte: si ¢ € R, on dit que f
satisfait la condition (PS), si toute suite (u) C X telle que f(uy) — ¢ et |[Vf|(up) — 0
contient une sous-suite convergente.

Il est bien connu que cette condition donne un résultat d’existence de minimiseur,

comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 3.4.1: Soient X complet, f : X — RU {+oo} une fonction s.c.i., propre,
bornée inférieurement et (vy) une suite minimisante de f : f(vy) — c:=infx f. Alors, il

existe une suite (up) C X telle que:

flun) < f(op), d(upvp) =0 et |[Vfl(up) —0.

Par conséquent, si [ satisfait la condition (f@)c; alors toute suite minimisante de f

contient une sous-suite qui converge vers un minimiseur de f.

Démonstration. Soit (£,) C R% une suite telle que f(vj,) < c+¢j pour tout h € N. D’aprés

le Corollaire 2.2.1, il existe une suite (u;) € X telle que:

flun) < flon),  dupon) <en et |df [(un) <[V fl(un) <ep.

Par conséquent, f(uy) — ¢, et si f satisfait la condition (PS),, il existe une sous-suite (u, )

de (up) et u € X tels que up, — u, d’ott vy, » wet ¢ < f(u) <liminfy o f(up,) =c.m

(b) Dans [25], l'auteur obtient des résultats d’existence de points critiques pour une
fonction f : X — RU {400} s.c.i. propre sur 'espace de Banach X, en supposant que
f est Gateaux-différentiable sur son domaine effectif et que f': dom f — X* est norme—
*_faible continue (en particulier, f est localement lipschitzienne sur dom f, comme il est

indiqué dans [30]). Ces résultats utilisent la condition de type Palais-Smale suivante :

toute suite (x,) C X telle que (f(z,)) est bornée et || f'(z,)||(1+h(||z,|])) — 0

contient une sous-suite convergente,

ou h a les propriétés de la Remarque 3.3.1 (b). Si d est la métrique définie dans cette
remarque, il découle de la Proposition 3.2.3 et du Théoreme 3.3.1 (e) que la condition
ci-dessus implique que f satisfait la condition (PS) dans dom f par rapport a la métrique
d. Il s’ensuit que les résultats d’existence de points critiques de [25] sont des conséquences

de ceux obtenus par la théorie métrique des points critiques, notamment des résultats de
[34].

Définition 3.4.2: Soient P un espace topologique, f, : X — R, p € P, une famille de
fonctions continues, et U un fermé de X. On dit que (f,)pep satisfait la condition de
Palais-Smale uniforme dans U ((PS) dans U, en abrégé), si toute suite (pp,up) C P X U
telle que la suite (fy,, (up)) est bornée et |df,, |(un) — 0 contient une sous-suite convergente

vers (p,u) € P x U avec |df,|(u) = 0.
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Remarquons que si (f,)yep satisfait (PS) dans U, alors pour tout p € P, la fonction
fp satisfait (PS) dans U.

Définition 3.4.3: On appelle module une fonction 3 : [0, + oo[ — [0, + oo continue,
croissante, et telle que (3(s) > 0 pour tout s > 0.

Dans la proposition qui suit nous donnons un critere pour qu’'une famille de fonctions
satisfasse (PS) dans U.

Proposition 3.4.2: Soient P un espace topologique compact, f, : X = R, p € P, une
famille de fonctions continues, et U un fermé de X. Supposons que pour tout p € P, la
fonction f, est bornée sur U, satisfait (PS) dans U, et

li;gzi)?fir‘}f |df,| > ir‘}f dfy,|  pour tout py € P et tout fermé V C U . (3.13)

Alors, (f,)pep satisfait la condition (PS) dans U.

Démonstration. Considérons des suites (py) C P et (up) C U telles que |dfy, |(un) — 0.
Comme P est compact, on peut supposer que p, — p € P. Soit V := (uy,). De (3.13), on
déduit que:
e S _
0 lér_r)l_:&f (H‘}f dfph> > 1r‘}f |df,|
Comme f, satisfait la condition (PS) dans U, il existe donc une sous-suite de (u) qui

converge vers u € U, et puisque |dfp| est s.c.i., d’apres la Proposition 3.2.1, on obtient que
|dfyl(u) = 0. m

Dans la proposition suivante on établit un aspect quantitatif de la condition de Palais-

Smale.

Proposition 3.4.3: Soient P un espace topologique, U un fermé de X, et f: PxU — R
une fonction continue. On pose f, == f(p,"), p € P. Supposons que [ est bornée sur Px U,
que (fy)pep satisfait la condition (PS) dans U, et que pour chaque p € P, f, a un unique
point critique z, dans U. Alors:

(a) p— z, est continue;

(b) il existe un module (3 tel que B(0) =0 et

\dfp| (u) > B(d(u,z,))  pour tous u € U\ {2,} et p e P. (3.14)
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Démonstration. (a) Soient p € P et une suite (py)n, C P tels que p, — p, alors |df,, |(2,,) =
0. Puisque (fp)pep satisfait la condition (PS) dans U, toute sous-suite de (z,,) possede
une sous-suite convergente vers z € U qui vérifie |df,|(z) = 0. Par conséquent, z = z, (car
2, est 'unique point critique de f, dans U) et z,, — 2, quand h — +o0.

(b) Pour p € P et s > 0, on pose:

B(s) = Ii)g}f;{\dfp\(u) cu €U, d(uyz) > s}.

Alors, (3 : [0, + oo[— [0, + 00] est une fonction croissante qui vérifie 3(0) = 0. On montre
que 3(s) > 0 si s > 0. Par contradiction, supposons qu’il existe s > 0 tel que 3(s) = 0.
Alors, on peut trouver des suites (py) C P et (up) C U telles que |df,, |(un) — 0 et

d(un,2p,) > s pour tout h € N. (3.15)

Puisque (f,),cp satisfait (PS) dans U, alors il existe une sous-suite de (pp,up) notée
encore (pp,up), et (p,u) € P x U tels que (pp,un) — (p,u) et |df,|(u) = 0. Donc u = 2,
une contradiction avec (3.15).

Notons B la régularisation semi-continue inférieurement de 8, alors B vérifie les mémes

propriétés mentionnées ci-dessus que B On pose:
1 A
B(s) := Einf{\s — 7|+ 6(r) : T>0}.

On voit que 3 : [0, + oo[— [0, 4+ oo[ est continue, croissante, et vérifie 3(s) > 0 si et

seulement si s > 0. De plus, pour tout p € Pet u € U\ {2,} on a:

Bld(,2)) < 5 Byldn2,)) < ldfy (m).

d’ou la conclusion. m

Remarque 3.4.2: Lorsque f, = f dans la Proposition 3.4.3, on retrouve [32, Lemma).

3.5 Techniques de déformation

Définition 3.5.1: On appelle déformation de X, toute application continue n : X X
[0,1] = X telle que n(u,0) = 0 pour tout u € X.

Le théoreme suivant a été établi dans [34, Theorem 2.8]. Il s’agit du résultat de base
permettant d’obtenir une déformation globale de ’espace métrique X, en “recollant” les

“déformations locales” données dans la définition de la pente faible.
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Théoréme 3.5.1: Soient f : X - R et o: X — [0, + o] des fonctions continues telles

que:

df [(u) #0 = [df|(u) > o(u) > 0.
Alors, il ezxiste une fonction continue 7 : X — [0, + oo[ telle que:
T(u) =0 <= |df|(u) =0,

et une application continue n: X x [0, + oo[— X telle que:
(a) d(n(ut)u) <t, f(n(ut)) < flu);

(b) t > 7(u) = n(u.t) = n(u,7(u));

(€) 0<t<7(u) = fn(ut)) < f(u) —o(u)t.

Maintenant nous donnons le théoreme principal de déformation.

Théoreme 3.5.2: Soient X complet, f : X — R une fonction continue, C' C X, o, py,
p2 >0, et c € R. Supposons que :

|df|(u) > o pour tout u € B, 4,,(C) N[e<f<ctops]. (3.16)

Alors, il existe une fonction continue 7 : B,, (C)N[f<c+ops] — [0,+00] et une application
continue 1 : (B, (C) N [f<ctops]) x [0,1] = X telles que :

(a) T(u) =0 <= f(u) <c;

(b) d(ﬁ(“:t):u) < T(u)t;
(c) f(n(ut)) < f(u) —or(u)t;
(d) f(n(u,1)) <c

Démonstration. Posant U := B, 1,,(C) N [e<f<c+0ops], on trouve, grace au Théoreme
3.5.1 appliqué dans I’espace métrique U (muni de la topologie induite par celle de X) avec

o(.) := o, une fonction continue 75 : U — [0, + oc[ telle que:
o(u) =0 < |df|(u) =0, (3.17)

et une application continue 7y : U X [0, + oc[ = U qui vérifie avec 7y les propriétés (a),
(b) et (c) du Théoreme 3.5.1.

On définit par récurrence des suites

U X [0,+00][—=U et 7,:U —]0,pf
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comme suit: pour h > 1 et (u,t) € U x [0, + oo|, on pose:
nn—1(u,t) sio 0<t<m 1(u)
nh(u:t) = .
Mo (=1 (w,Tho1 (), t — Tho1(u)) si > Tpo1(u),
et
mh(u) = o1 (u) + 1o (p_1 (u,mh_1(u))) . (3.18)
Alors, pour tous h € Net u € U, ny, et 7, sont continues, la suite (7,(u)), est strictement
croissante a termes strictement positifs, et

d(nh(u’t)au) < t,

t = mn(u) = mn(ut) = nn(uma(u)),
0<t<mu) = flm(ut)) < flu)—ot, (3.19)
(11 (T () (7 (1)) < T () = 7w (w) = 70 (nn (u,7h (1)) - (3.20)

Soit u € B,, (C) N [e<f<c+apy] C U, alors d’apres (3.19), on a:

0 < 7(u) <o *(f(u) —c) pour tout h € N,

d’out (7,(u)) est bornée, on a donc 7,(u) — 7(u) €]0,p2]. De (3.20) on déduit que
nn(u,m (1)) converge vers 4 € U. On a: f(4) = c. En effet, on a clairement ¢ < f(#) <

¢ + opy; supposons que f(u) = c+ (< f(u)) pour un € > 0. Alors:
c+e < fimu(u,m(u))) < f(u) —om(u) < c+o(py — m(u))
d’ou
d(nh(U:Th(U)):U) S Th(u) < p2 — E/U:

pour tout A € N. Il s’en suit que d(@,u) < po, donc @ € U, et 79(2) = 0, une contradiction.

Pour (u,t) € (B,, (C)N[f<c+ops]) x [0,1], on pose:

h—+o00

u sif(u) <e,

n(ut) = { B mlprlu)) siflu) > e

et on pose 7(u) := 0 si u € B,,(C) N[f<c]. L’application 7 est bien définie. En effet,
siu € Uett e [0,1], alors il existe hy tel que t7(u) < 7,(u) pour tout h > hy. Donc
n(u,t) = npy(u,tr(u)). Sit =1, on a:

n(u,1) := li}gn nn(u,m(u)) = li}En nu(u,m(w)) .
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Il est clair que 7 est continue, quand a n on établit sa continuité exactement comme dans
[32, Theorem 2]. m

Si C':= X, le Théoreme 3.5.2 se réduit a [32, Theorem 2], qui a été appliqué dans [32]
pour déduire la version métrique suivante du Deuziéme Lemme de Déformation (selon la

terminologie de K.-C. Chang [24]), dont nous aurons besoin a la section 3.9.

Théoréme 3.5.3: Soient f : X — R une fonction continue, a € R, b € RU {400},

a < b. Supposons que:

(i) f n’a pas de points critiques dans [a<f<b];

(ii) ou bien K, est vide, ou bien ses composantes connezxes sont des points;

(iii) pour tout ¢ € [ab], [a<[f<c|] est complet et f satisfait la condition (PS) dans
[a<f<c].

Alors, il existe une déformation n : [f<b] x [0,1] — [f<b] telle que:

(a) f(n(u;t)) < f(u);

(b) ue K, = n(u,t) =u;

(¢) n([f<b].1) C [f<a] U K,.

Remarque 3.5.1: Comme le suggere I’hypothese (ii), la démonstration de ce résultat
utilise le Théoreme 3.3.1. En fait, le Principe de changement de métrique apporte un
éclairage nouveau sur cette hypothese, qui apparait déja dans la version du résultat donnée
dans [24, Theorem 1.3.2], ot X est une variété de Finsler de classe C? et f est de classe

C!, et les techniques de déformation sont “classiques”.

Le résultat suivant est une version métrique du célebre Théoreme du Col d’Ambrosetti
et Rabinowitz (voir [1, 74]), et un cas particulier de [34, Theorem 3.7]. Nous en donnons
une démonstration rapide basée sur le Théoreme 3.5.2, qui donne une premiere illustration

du role des techniques de déformation en théorie des points critiques.

Théoreme 3.5.4: Soient X complet, f : X — R une fonction continue, et u,v € X. On

suppose que :
D= {ye O(0,1,X) : 7(0) = u,7(1) = v} # 0,

et on pose:

;= inf t)).
c ;gptrg[gﬁf(v( )

Si ¢ > max{f(u),f(v)} et si f vérifie la condition (PS), alors K. # (.
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Démonstration. Par contradiction, supposons que K. = (). D’apres la condition (PS),, il

existe € € ]0,c — max{f(u),f(v)}] et o > 0 tels que:
|df|(u) > o pour tout u € [c—e<f<c+e].

D’apres le Théoreme 3.5.2, appliqué avec C' := X il existe une déformation n de [f<c+<]
telle que:

welf<c—e] = n(ut) =u et n((f<ctell) C [f<c—e].
Soit alors v € T tel que 7([0,1]) C [f<c+e], on pose:
3(t) :=n(v(t),1) pour tout ¢ € [0,1].

Alors, on voit que 4 € T', tandis que 7([0,1]) C [f<c—¢], ce qui contredit la définition de

c.m

3.6 Estimations quantitatives au voisinage d’un

minimiseur local isolé

Dans cette partie, nous établissons des estimations quantitatives au voisinage des
minimiseurs locaux stricts. Nous commencons par donner une conséquence du Principe

variationnel d’Ekeland en termes de pente forte.

Proposition 3.6.1: Soient X complet, f : X — RU {+oc} une fonction s.c.i., C C X,
o, p1 >0, et py > 0. Supposons que :

_inf f< inf fH4ops.
By, (C) Bpi+ps

Alors, pour tout ¢ > 0, il existe u € X tel que:

d(u,C) < pr+pa, flu)< _in(f)f+5 et |Vfl(u) <o.
P1
Démonstration. Soit € > 0 fixé. Soient u € B, (C), p < p2, 0 < 7 < 0, et 0 <& < ¢ tels
que:

u) < _inf f+4+< inf +ap.
f( ) - Epl(c) f o Bp1+p2(c)f P
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Soit pa € |p,p2[, alors B, (%) C By, 4,,(C), et donc on a:

f(u) < inf f+ap.

Bpy (w)

Appliquant le Théoréme 2.2.1, on trouve u € B,(u1) C B,,1,,(C) tel que:

flu) < f(u) < inf f4+e< inf f4e
By, (C) By, (O)

et
f(u) < f(v) +ad(v,u) pour tout v € Bj, ()

(en particulier, pour tout v € B, ,(u)), d’ou d’apres la définition de |V f|, on déduit que
IVfl(u) < <o.m

Proposition 3.6.2: Soient X complet, f: X — RU{+o0} une fonction s.c.i., z € X et
o, p1, p2 > 0. Supposons que :

f(u) > f(z) —apa et |Vf|(u) >0 pourtout u € B, 4, (2)\ {z}.
Alors, z est un minimiseur de f sur la boule B, (2).

Démonstration. Par contradiction, supposant que f(z) > inf f, on obtient
By, (2)

_inf f<f(z) < inf f+opy

By, (2) By 40y (2
d’on, grace a la Proposition 3.6.1 appliquée avec C := {z} et ¢ := f(2) — infgpl(z) f>0,

on trouve un élément u € B, 1,,(2) tel que:

flu) < inf f4+e=f(2) et |[Vfl(u) <o,

BP1 (2)
une contradiction. m

Gréce au principe de changement de métrique (Théoreme 3.3.1), on en déduit immé-

diatement une autre formulation de la Proposition 3.6.2.

Corollaire 3.6.1: Soient X complet, f : X — RU {400} une fonction s.c.i., 3 : [0, +
oo[ — [0, + oo un module, z € X et p > 0. Supposons que :

f(u) > f(z) —pBp) et |Vf|(u)> B(d(u,z)) pour tout u € Byy(z). (3.21)

Alors, z est un minimiseur de f sur la boule B,(z).
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“+oc

Démonstration. Observons que / B(t)dt = +oc, donc par le Théoréme 3.3.1, appliqué
0

avec f§ et A := {z}, on trouve une métrique d équivalente a d telle que (X,CZ) est complet,

et pour tout u # z on a:

i) = [ B0 9610 = 0

Si @ > 0, on note & := / B(t)dt et Bs(z) := {u € X : d(u,z) < &}, la boule dans (X,d).
~ U —_—

On voit que B,(z) = Ba(z). On pose: p; := p et py := 2p — p. Comme 3 est croisssante,

on déduit que py > pB3(p), et donc (3.21) devient

fu)> f(z) —pa et |Vfl(u)>1 pour tout u € B, 4, (2).

Appliquons ensuite la Proposition 3.6.2 dans (X,d). Alors il s’ensuit que z est un minimi-
seur de f sur B;(2) = B,(2).

Corollaire 3.6.2: Soient X complet, f, : X — R, h € N, une suite de fonctions conti-
nues, 3 : [0, + oo[ = [0, + oo[ un module, z € X et p > 0. Supposons que z soit un
minimiseur local de fy et que:

(i) fn = fo uniformément sur By,(z), quand h — +00;

(i) [V ful(u) > B(d(u,2)) pour tous u € By,(2) et h € N*.

Alors, z est un minimiseur local de f, pour tout h assez grand.

Démonstration. Soit 0 < r < p tel que fo(u) > fo(2) pour tout u € By, (z). Alors, pour h

assez grand, on obtient

fn(u) > frn(z) = rp(r) pour tout u € By, (2),

d’aprés (i), et du fait que §(r) > 0. Par conséquent, la conclusion découle du Corollaire

3.6.1, grace a (ii). m
Maintenant nous pouvons énoncer le théoreme du puits de potentiel.

Théoreme 3.6.1: Soient X complet et localement connexe, f : X — R une fonction

continue, z € X, et ry, ro > 0. Supposons que z est un minimiseur local de f et que:
|df|(u) > 1 pour tout u € B, 4+, (2) \ {2}.
Soit 0 < r <7y tel que B,(z) est conneze et

f(u) < f(z) +r2  pour tout u € B,(2).
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Alors,
f(u) > f(2) +d(u,2)  pour tout u € B,(2).

Démonstration. Observons tout d’abord que z est nécessairement un minimiseur local
strict de f puisque |df|(u) > 1 pour tout u € B, 4,(2) \ {2} et les minimiseurs locaux

sont des points critiques. Appliquons ensuite le Théoreme 3.5.2 avec
C:={z}, c:=f(2), pr:=r1, pr:i=ry et o:=1.
Puisque B,(z) = B,(2) N [f<c+7y], on trouve des applications continues
7:B,(2) = [0,+00[ et n:B.(2)x][0,1] = X,

qui vérifient les propriétés (a), (b), (c) et (d) du Théoreme 3.5.2. En particulier, de (a) et
(b) on obtient
d(n(z,1),2) < 7(2) =0,

d’on z = n(z,1) € n(B,(2),1). Puisque n(B,(2),1) est connexe et z est un minimiseur local
strict de f, on déduit de (c) que:

f(n(u,1)) < ¢ pour tout u € B,(2),
et que 1(B,(2),1) = {z}. Par conséquent, pour tout u € B,(z), on obtient grace a (b):
d(u.2) = din(uL)u) < 7(u)

d’on en utilisant (c), on trouve

ceci acheve la preuve. m

Le corollaire suivant est une version légerement affinée du théoreme du puits de po-
tentiel de Ioffe et Schwartzman [59, Theorem 2].

Corollaire 3.6.3: Soient X complet et localement connexe, f : X — R une fonction
continue, 3 : [0, 4 oco] — [0, 4 oo un module et z € X. Supposons que z est un minimiseur

local de f, et que pour p >0 on a:

|df |(u) > B(d(u,z)) pour tout u € Byy(z) \ {2} .



3. Stabilité homotopique des points critiques isolés 49

Soit 0 < r < p tel que B,(z) est conneze et

f(u) < f(2) +pB(p)  pour tout u € B,(2).

Alors,
d(u,z _
f(u) > f(2) -|-/0 ( )ﬁ(t)dt pour tout u € B,(z) .

Démonstration. Soit d la métrique donnée par le Théoréme 3.3.1 appliqué avec A := {z}

et (3, en particulier d est topologiquement équivalente & d, donc (X,d) est localement
oo

+
connexe. De plus, puisque / B(t)dt = +oc, on déduit que (X,d) est un espace complet.
0

On a aussi pour tout u # z:

&mazﬁmﬂmmu|wmn=a%£%.

Appliquant le Théoreme 3.6.1 & f et (X;d) avec
ri=p, r2::§7)—/3, ri=r

et observant que 9 > pf3(p), que z est aussi un minimiseur local strict de f et que §r(z)

est connexe, on obtient
- d(u,z)
Fw) = fE) +dluwe) = f(2)+ [ B,
pour tout u € Er(z) = B,(2).m

Corollaire 3.6.4: Soient X complet et localement connezxe, fr, : X — R, h € N des
fonctions continues, (3 : [0, + oo[— [0, + oo| un module, z € X et p > 0. Supposons que

z est un minimiseur local de f, pour tout h € N* et que
(i) up = v = fn(un) = fo(u) pour tout u € Byy(z), quand h — +o0o;
(ii) |dfal(u) > B(d(u,z)) pour tout u € Byy(z) \ {2} et h € N*.

Alors, z est un minimiseur local de fy. De plus, il existe r > 0 tel que
fu(w) > fu(2)  pour tout u € B,.(2)\ {z} et h € N.
Démonstration. Soit 0 < r < p tel que B,(z) est connexe et

fu(u) < fun(2) + pB(p) pour tous u € B,(z) et h € N*,
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d’apres (i). De (ii) et du Corollaire 3.6.3, on déduit que pour tout h € N* on a:

fu(u) > fr(2) + /Od(u’z)ﬁ(t)dt pour tout u € B,(z),

d’olt z est un minimiseur strict de f; sur B,(z) pour tout h € N. m

Remarque 3.6.1: (a) Le Corollaire 3.6.2 peut étre généralisé de la fagon suivante : soient
X complet, f, : X = R, h € N, une suite de fonctions continues, 3 : [0, + oo[ — [0, + oc|
un module, U un ouvert de X, et (2,)peny C U. Supposons que zp est un minimiseur local
de fy et que:

(i) fn — fo uniformément sur U et z, — 2, quand h — +00;

(i) |V fol(u) > B(d(u,z)) pour tout u € U et h € N*,
Alors, z, est un minimiseur local de f;, pour tout h assez grand. En effet, Soit p > 0 tel
que Bs,(z9) C U et fo(u) > fo(zo) pour tout u € By,(zp). En utilisant (i), on peut trouver

r < p tel que pour h assez grand, on a:

fu(u) > fr(zn) —rB(r) pour tout u € Bay(24) .

La conclusion découle du Corollaire 3.6.1.

On peut également formuler ce résultat, et donc le Corollaire 3.6.2, en utilisant la
condition de Palais-Smale. On suppose pour cela que, au lieu de (ii), la condition suivante
ait lieu:

(ii") (fa)nen est uniformément bornée et satisfait (PS) dans U, et zj, est 'unique point
critique de f, dans U, pour tout h € N.
En effet, d’apres la Proposition 3.4.3, on déduit que z;, — 29 quand h — +oc et qu’il
existe un module £ : [0, + oo[ — [0, + oo] tel que:

V ful(u) > |dfn|(u) > B(d(u,z,)) pour tout u € U\ {z,} et tout h € N,
d’ou les conditions (i) et (ii) ci-dessus.
(b) Quand au Corollaire 3.6.4, une telle généralisation n’est pas immédiate. Par exem-

ple on peut donner une version semblable au Corollaire 3.6.2, si X est fortement localement

conneze, ¢’est-a-dire X est localement connexe et la fonction § : X — ]0, + oo| définie par
§(t) :==sup{d > 0 : Bs(u) est connexe}

est s.c.i. sur X. Dans ce cas en effet, si z; — 2q, on trouve r > 0 tel que B,(z;) est connexe

pour tout h € N. Evidemment, un espace de Banach est fortement localement connexe.
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Mais, dans ce cas, on peut au contraire se ramener au contexte du Corollaire 3.6.4, en
considérant les fonctions f, 1= (o4 zn — 20).

(c) 11 n’est pas difficile de voir que la conclusion du Corollaire 3.6.1 demeure valable
si, a la place de la condition (3.21), on suppose que:

inf  f> inf [ pBipr). (3.22)

Bp1+p2(z) By, (2)

et |V f|(u) > B(d(u,2)) pour tout u € B, ,,(2)\ {z}. En effet, soit d la métrique donnée
par le Théoréme 3.3.1 appliqué avec A := {z} et 3. Posant r := p; et ry :=ptpa— p1, on
obtient

=" st~ [ s = [T syt > g0,

0 P1
et donc (3.22) devient

_inf  f>_inf f—rs.
BT1+7‘1(Z) Brl(z)

De plus, grace au Théoreme 3.3.1, on a:

IV f|(u) = Vi) >1  pour tout u € By, 4, (2) \ {2}.

p(d(u,z2))
Si z n’est pas un minimiseur local sur B, (z) = En (2), alors e := f(z) — inf
et il existe, d’apres le Corollaire 2.2.1, u € §T1+r2(z tel que:
fu) < inf f+e=f(2) et |[Vf|(u)<1,
B, (2)

une contradiction.

3.7 Stabilité homotopique d’un minimiseur local
isolé

Le résultat suivant est une légere variante de [59, Theorem 3], qui est le résultat abstrait
ayant motivé Ioffe et Schwartzman a développer leur approche de la théorie métrique des

points critiques.

Théoréme 3.7.1: Soient X complet et localement conneze, fy : X — R, X € [0,1], une
famille de fonctions continues, 3 : [0, + oo[ = [0, + oo| un module, z € X, et p > 0.
Supposons que :

(i) pour tout Ao € [0,1], fx = fi, uniformément sur B,(z), quand X\ — Xo;
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(ii) |dfxl(u) > B(d(u,z)) pour tout u € B,(z) \ {z} et A € [0,1].
Alors, les deuzx assertions suivantes sont équivalentes :
(a) z est un minimiseur local de fo;

(b) z est un minimiseur local de fy pour tout A € [0,1]. De plus, il existe r > 0 tel que:
f(w) > fa(z)  pour tout u € B,(2) \ {z}.
Démonstration. On pose:
A:={X€0,1] : z est un minimiseur local de f)}. (3.23)

Alors, A # () (0 € A), ouvert, d’apres le corollaire 3.6.2, et fermé, d’apres le Corollaire

3.6.4, d’'ou A = [0,1]. La derniére conclusion dans (b) découle aussi du corollaire 3.6.4. m

Remarque 3.7.1: (a) Dans Le Théoreme 3.7.1, la fonction f : [0,1] x B,(2) — R définie
par f(A\u) := fy(u) est continue, ainsi qu’il découle de I'hypothese (i) et du fait que
chaque fonction f) est continue. Il s’agit donc d’une homotopie entre les fonctions fy et
f1 (on dit aussi que fy et f; sont homotopes).

(b) La condition (ii) est vérifiée si la famille (f))icjo,1) est uniformément bornée et
satisfait (PS) dans B,(z), et si pour tout A\ € [0,1], z est 'unique point critique de f,
dans B,(z), voir Proposition 3.4.3.

3.8 Une version abstraite du théoreme de

bifurcation de Rabinowitz

Nous nous intéressons dans cette section au théoreme de bifurcation de Rabinowitz.
Dans ce but, et uniquement dans cette section, nous modifions légerement la définition

de point critique.

Définition 3.8.1: Si f : X — R une fonction continue. Un élément u € X est appelé
point critique de f si min{|df|(u), — |df|(u)} = 0.

On remarquera que les maxima locaux sont aussi des points critiques.

Définition 3.8.2: Soient z € X, U un voisinage de z, 1 > 0 et f: [—p,u] x U = R une
fonction continue tels que z est un point critique de fy := f(A\,") pour tout X\ € [—p,pul.
On dit que A = 0 est un point de bifurcation de f s’il existe une suite (Ap,up) — (0,2)

telle que pour tout h, u, # z et uy, est un point critique de fy, .
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Théoreme 3.8.1: Soient X un espace de Banach d’origine 0, u > 0, fy : X — R,
A € [—u,u], une famille de fonctions continues et p > 0. On définit la fonction f :
[— 1] X B,(0) = R par f(\u) := fr(u), et on suppose que:

(i) 0 est un point critique de fo, un minimiseur local de fy pour X\ > 0, et un mazimum

local de fy pour A < 0;

(ii) fr — fo uniformément sur B,(), quand X — 0;

(i) (fa)rej—pu € (= A)rei—pp vérifient (PS) dans B,(6).

Alors, A = 0 est un point de bifurcation de f. De plus, une des trois possibilités suivantes

a liew:

(a) 0 n’est pas un point critique isolé de fo;

(b) il existe un voisinage A de 0 tel que pour tout A € A\ {0}, fi posséde au moins un
point critique uy # 0, avec uy — 6 quand A — 0;

(c) il existe Ao € |—p,pu[\{0} tel que pour tout X € [Xg,0] si \g < O (ou A €]0,\o] si
Ao > 0), fx posséde au moins deuz points critiques distincts uy, vy, différents de 8,

et tels que uy,vy — 0 quand X — 0.

Démonstration. On suppose que fy(f) = 0 pour tout A € [u,pu] (on peut s’y ramener en
considérant les fonctions u — fy(u) — fr(f)), et que f est bornée sur [—u,u] x B,(6). Si
(a) a lieu, alors A = 0 est un point de bifurcation. Donc, dorénavant nous supposons que
f est un point critique isolé de fj.

Si (b) n’a pas lieu, alors il existe 0 < r < p et une suite A\, — 0, h € N* (qui est soit
dans |0, + oo[ ou dans | — 00,0 ), tels que 6 est I'unique point critique de fy et fy, dans
B,.(6). On suppose que X\, > 0, et on pose: f, := fy,. Alors, de (iii) on déduit que (f5)nen
satisfait (PS) dans B, (). Appliquant ensuite la Proposition 3.4.3, on trouve un module
G tel que:

dfn|(u) > B(JJul|) pour tout 0 < ||u|]| < r et tout h € N.

Puisque # est un minimiseur local de chaque fonction fj,, h € N*, on déduit du Corollaire
3.6.4, que 0 est aussi un minimiseur local de f;. De méme, en utilisant un argument
semblable avec la fonction — f, on montre que si A\, < 0, alors # est un maximum local de
fo. Ceci montre que 6 n’est pas un extremum local de fy, et donc (b) a lieu.

Par conséquent, nous supposons que f est un extremum local (strict) de fy, et nous
montrons que (¢) ait lieu. Supposons alors en premier temps que 6 est un maximum local

de fy. Observons que chaque fonction fy et —fy, A\ € [—p,p] satisfait (PS) dans B,(0).
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D’autre part, pour tout £ € N, k£ > %, on trouve ay < 0 tel que:

full = 3 = folu) < 205 (3.24)

De (ii), on déduit que pour tout k > %, il existe dx > 0 tel que

1
0<)\§5k,||u||:% = fulu) < ay.

On montre que, pour tout A €]0,0x], la fonction f\ possede deux points critiques non
triviaux dans B%(G). On peut supposer que  est un minimiseur local isolé de fy (sinon,

la conclusion découle.) Alors, il existe 0 < 7\ < % et oy, > 0 tels que:
|ul| =7 = falu) > oy .

On pose:

By :=B1(), my:=supf € oy, + oof.

By,
Puisque |d(—fyg,)|(u) = |d(—=f\)|(u) pour tout u € By N [fy > 0], d’apres (3.24), on
déduit que la fonction — fy g, , satisfait la condition (PS) dans B, N [fy > 0]. D’apres la

1
2

Proposition 3.4.1, on déduit qu’il existe uy € B%(G) tel que:

A(=F)I(ux) = 0, fa(ur) = ma,

d’olt uy est un minimiseur de — fp,, d’aprés la Proposition 3.4.1. En particulier, uy # 6.

Posons uy := —uy/k||u,||,
I':={v: [0,1] = By : ~ est continu, y(0) = 0,y(1) = @},

et

:= inf .
¢x = inf r[%g?(fx 0y) € [ax,my]

Si ¢y = m,, alors en considérant le segment liant 6 et uy, on trouve donc ¢ €]0,1] tel que
le vecteur vy = tuy € B%(B) est un maximum local de fy, et donc un point critique de
fx, différent de wu,.

Si ¢y < my, de (3.24) on déduit que:

\dfy B, |(w) = |dfs|(u)  pour tout u € By N [fy > 0],

d’ont fyp, satisfait la condition (PS) dans By N [fy > 0]. Appliquant le Théoreme 3.5.4,

on trouve un vecteur vy € B%(H) tel que:

dfa[(va) =0, fa(va) = e,
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i.e. vy est un point critique de fy 5. Le cas ou 6 est un minimiseur local de f; se traite
Al By,

de la méme fagn en remplacant f) par —f,.m

Remarque 3.8.1: Dans [59, Theorem 2], les auteurs ont supposé a la place de (ii), que la
fonction f : [—u,u] X B,(2) — R est continue. Or, ceci n’est pas suffisant sauf si X est de
dimension finie, auquel cas la formulation se simplifie considérablement car, dans ce cas,
les maxima sont en fait des points critiques au sens de la Définition 3.2.2. Le Théoreme
3.8.1 est une version abstraite du résultat de Rabinowitz ([73], [74, Theorem 11.35]) sur
la bifurcation des opérateurs potentiels de classe C? dans les espaces de Hilbert.

La méthode de démonstration de la partie (¢) du Théoréme 3.8.1 remonte & Rabino-
witz, tandis que l'utilisation du théoréme de puits du potentiel pour établir (b) est due
a Toffe et Schwartzman [59], une démarche qui a simplifié les arguments de [73], qui sont

aussi basés sur le théoreme du col (Théoréme 3.5.4).

3.9 Stabilité homotopique des points critiques isolés

Dans cette section nous donnons un résultat de stabilité homotopique au voisinage d’'un
point critique isolé qui n’est pas nécessairement un minimiseur. Pour cela nous utilisons

des outils de topologie algébrique.

Si A est un espace topologique et si B C A, on notera:
H.(A,B) :== {H,(A,B)}en

le groupe gradué d’homologie singuliére (relative), a coefficients dans R, de la paire topolo-
gique (A,B). Les groupes H,(A,B), q € N, sont alors, en fait, des espaces vectoriels réels.
Si B = (), on note H,(A) := H,(A,0). On renvoie le lecteur & [80] pour une description
détaillée de la théorie de I’homologie singuliére (en particulier, pour sa définition), et a
[24, Chapter I, Section I| pour une description plus succinte. Nous nous contenterons ici
de rappeler les propriétés de base dont nous aurons besoin dans la suite.

Si (A’,B') est une autre paire topologique et f : (A,B) — (A’,B’) est une application
continue, ¢’est-a-dire f : A — A’ est continue et f(B) C B’, il existe un morphisme induit

fe (f« = (fy)qen, et chaque f, est en fait une application linéaire) :
f«: H(A,B) — H,(A",B);

en particulier Id,, le morphisme induit par Id : (A,B) — (A,B), est I'idendité.
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Propriété de fonctorialité: Si f : (A,B) — (A',B') et g : (A",B") — (A",B") sont des

applications continues (entre paires topologiques), alors:

(gOf)*Zg*Of*.

Propriété d’homotopie: Si f : [0,1] X (A,B) — (A’,B') est une application continue
(une homotopie de (A,B) dans (A",B')), et fo := f(0,:), f1:= f(1,-), alors:

(fO)* = (fl)*

Propriété d’excision : Si (A,B) est une paire topologique et U est tel que U est contenu

dans l'intérieur de B, alors I'application induite par I'inclusion (A\U,B\U) — (A4,B):
H,.(A\U,B\U) — H,(A,B)

est un isomorphisme.

Si A est un espace topologique et si C' C B C A, alors la suite:
... = H(B,C) = Hy(A,C) — H,(A,B) % H, 1(B,C) = ... — Hy(A,B) = 0,

ou 0 est I'opérateur de bord et les autres fleches sont induites par les inclusions (B,C) —
(A,C) et (A,C) — (A,B), est ezacte, ¢’est-a-dire le noyau d’une fleche est égal a 'image de
la fleche qui la précede. Cette suite est appelée la longue suite exacte du triplet topologique

(A,B,C). On en déduit notamment que H,(A,A) = {0} pour tout espace topologique A.

Proposition 3.9.1: Soient B C A C X et n une déformation de A dont la restriction a
B x [0,1] est une déformation de B, bet telle que n(A,1) C B. Alors Uapplication (induite
par Uinclusion) :
Hy(B) = Hy(A)
est un tsomorphisme pour tout ¢ € N.
Par conséquent, H,(A,B) = {0} pour tout ¢ € N, et si C C B (resp., A C C), alors

Uapplication (induite par linclusion) :
H,(B,C) — H,(A,C) (resp., H,(C,B) — H,(C,A))

est un isomorphisme pour tout ¢ € N.
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Démonstration. Soient n(-,1) : A — B, et i : B — A l'inclusion de B dans A. D’apres
les hypotheses, i o n(+,1) est homotope & l'identité de A, et n(-,1) o i est homotope &
Iidentité de B, ’homotopie étant donnée par la déformation 7. Par conséquent, d’apres
la propriété d’homotopie de 1’homologie singuliere, puisque (i o n(-,1)), = i, o n(-,1), et
(n(-,1)o1), = n(-,1),01,, et que 'application induite par I'identité est I'identité, on obtient
que les applications induites n(-,1), et i, sont des isomorphismes (inverses I'un de l'autre).

La deuxieme conclusion s’en déduit en considérant la portion suivante de la longue

suite exacte d’homologie du triplet (A4,B,0):
H,(B) — H,(A) = H,(A,B) % H, (B) = H,_1(4),

ou la premiere et la derniere fleche sont des isomorphismes.
La troisieme conclusion se déduit de la deuxieme en considérant la portion suivante
de la longue suite exacte d’homologie du triplet (A,B,C) (resp., (C,A,B)):
{0} = H,41(A,B) 2 H,(B,C) — H,(A,C) — H,(A,B) = {0},

(vesp., {0} = H,(A,B) — H,(C,B) — H,(C,A) % H, ,(A,B) = {0}).

Définition 3.9.1: [29, Definition 3.1] Soit f : X — R une fonction continue, u € X,
c:= f(u) et W C X un voisinage de u. On pose:

Co(fru) = Hy(([f<c]U{up) "W [f< N W), geN
et
Cu(fsu) = {Cq(f;u) bgen = Ho(([f <] U{u}) NW[f <] N W),
L’espace vectoriel Cy(f;u) est appelé le g-iéme groupe critique de f en u.
Remarque 3.9.1: (a) Grace a la propriété d’excision de I'homologie singuliére relative,
la définition de C.(f;u) est indépendante du choix du voisinage W.

(b) Si f: X — R est continue et u est un minimiseur local de f, alors
R sig=0
Gt = (b ={ o S0
Si X = R"” et u est un maximum local strict de f, alors
1 R sig=n
A R PR

Voir [24] pour plus de détails.
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La proposition suivante justifie la terminologie de groupes critiques.

Proposition 3.9.2: [29, Proposition 3.4] Soit f : X — R une fonction continue et u €
X.Ona:

df[(u) #0 = C.(f;u) = {0}.

Démonstration. Comme |df|(u) # 0, on déduit en utilisant la Définition 3.2.1, qu’il existe
o>0,d€]0,1] et H: Bs(u) x [0,0] = X tels que:

d(H(v,t),w) <t, f(H(vt)) < f(v)—ot.

Pour (v,t) € X x [0,0], on pose:

[ H(vt(6 —d(uw))) siv€ Bs(u),
n(vd) = {v siv & Bs(u).

Alors, n est bien définie et continue. De plus, on a:

n(([f <] U {u}) x[0,0]) C [f<cfU{u}, n(lf<c] x[0,0]) C [f<c]

et
n([f <] U{u},0) C [f<d],

donc, d’apres la Proposition 3.9.1, on déduit que:

Co(fru) = Ho([f <cJU {u}[f<d]) = {0}..

Remarque 3.9.2: La Proposition précédente et la Remarque 3.9.1 (b) montrent que si

u est un maximum local strict de f : R” — R continue, alors |df|(u) = 0.

Proposition 3.9.3: Soient X complet, f; : X — R des fonctions continues, z; € X, et
—00 < a; < by < +oo tels que f(z;) > b, i = 1,2. Supposons que pour i =1,2:
(i) fi satisfait (PS) dans [f; > a;l;
(i) z; est Uunique point critique de f; dans [f; > a;);
(iil) [fa<as] C [fi<ai] C [fa<bs] C [f1<by].
Alors :
Cilfii21) = Ho(X,[fi<h]) = Ho(X,[fa<an]) = C(f2: 22) -
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Démonstration. Posant ¢; := f;(z), i = 1,2, on déduit de (i), (ii) et de la Proposition
3.5.3, que les paires (A,B):

(4,B) = (X,[fi<a]U{z}), ([h<allfi<bi]), ([f2<c][f2<a2]), ([fi<bi][fi<ai])

sont tels que: B C A et il existe  une déformation de A dont la restriction & B x [0,1] est
une déformation de B, et telle que n(A,1) C B. Par conséquent, d’aprés la Proposition
3.9.1, on obtient H,(A,B) = {0}, pour ces paires et :

Cu(fi,21) = Ho([fi<a]| U{z L[ fi<e]) = H (X [fi<a]) = H (X [fi<h]),

Ci(f2,22) = Ho([f2<c2] U {22}, [ fo<ca]) = Ho(X,[fo<co]) = H.(X,[fo<as]),
et
H.([fi<b],[f2<a2]) = H.([f1<b1],[f2<b2]) (3.25)

(ces égalités étant, formellement, des isomorphismes). Or, le triangle suivant (ou les fleches
désignent les applications linéaires induites par les inclusions) est commutatif, d’apres la

propriété de fonctorialité :

H,([fi<bi],[f1<a1])
a e
H, ([f1<b1],[f2<as]) — H. ([fi<bi],[fa<by]),

donc H*([f1<b1],[f2<a2]) = {0} d’aprés (325) et le fait que H*([f1<b1],[f1<a1]) = {0}*

Utilisant a nouveau la Proposition 3.9.1, on obtient
H*(X;[f1<bl]) = H*(X:[f2<a2]) s

d’ou la conclusion. m

Proposition 3.9.4: Soient f; : X — R, i = 1,2 des fonctions continues telles que f1 — fo
est k—lipschitzienne dans un voisinage de uw € X. Alors, il existe g > 0 tel que si o > 0,
§ € 10,00] et H: Bs(u) x [0,0] = X continue et satisfait

d(H(U:t):U) <t, fl(,H(U:t)) < fl(v) —ot,

alors :

fa(H(v,t)) < fa(v) — (0 — k)t pour tout (v,t) € Bs(u) x [0,0].

En particulier, on a:
dfr|(u) = k < [dfa|(u) < |dfi](u) + k.
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Démonstration. En choisissant §y > 0 tel que f; — fo est k—lipschitzienne dans By, (u),
la premiere conclusion est immédiate, tandis que la seconde découle de la définition de la
pente faible (Définition 3.2.1.) m

Etant donnée une fonction f: X — R, on pose:

[ flloo == sup |fl, Lip(f) := WD)

et
111,00 := max{|[floc, Lip(f)} .

Observons que || f||1,00 < +00 si et seulement si f est bornée et lipschitzienne sur X.

Le théoreme suivant est le résultat principal de cette section.

Théoreme 3.9.1: Soient X complet, f: X — R une fonction continue, U un ouvert de
X, et z; € U. Supposons que z; est l'unique point critique de f dans U et que f satisfait
(PS) dans U. Alors, il existe ¢ > 0 tel que pour toute fonction continue g : X — R

possédant un unique point critique z, € U, vérifiant (PS) dans U, et telle que:

lgw — fivlhieo <€,

on a:

Ci(g;2g) = Culf5 24) -

Démonstration. On pose: ¢ := f(zy). On peut supposer que U est borné et que f est

bornée sur U. Soit 3 : [0, + oo[ — [0, + oc[ un module tel que:
() > A(d{wzy)) pour tout u e T {27}

d’apres la Proposition 3.4.3. Soit cZ, la métrique donnée par le Théoreme 3.3.1 appliqué a

(et zp. Donc, utilisant le Théoreme 3.3.1 (e), on obtient
[df|(u) > 1 pour tout u € U\ {z}.
Soient o € ]0,1[ et p > 0 tels que B, (27) == {u € X : ad(u,z;) < 2p} C U. On pose:

We={ueX : f(u)— f(z) + ad(u,z) < p}, (3.26)

donc W est un voisinage fermé de z; dans (X,d) comme dans (X,d). Par conséquent, W

est un complet dans (X,d). Observons que:

Wnilf>c—p] C B%’Z(Zf) cU. (3.27)
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Soient r € ]0,p/3] et s > 0 tels que:
u € Bys(zp) => u € int(W) et f(u) >c—r

(ou int(W) est l'intérieur de W). Soit g : X — R une fonction comme dans le théoreme

avec

€= %min{(l —a)f(s),r} >0.

Nous montrons que:

[dgjw|(u) > |dg|(u) pour tout u € W N [f>c—p|. (3.28)

En fait, on a I'égalité si u € int(IW) D Ba,(2f) (la pente faible est une notion locale).
D’apres le Théoreme 3.3.1 (e), il suffit donc, pour établir (3.28), de montrer que:

dgiw(u) > |dg|(u) pour tout u € (W N [f>c—p]) \ Bas(zf)
Puisque U est borné et la fonction [ est croissante, on a:
d(v,w) > B(s) min{s,d(v,w)} pour tout v,w € U\ Bas(z;),

d’apres le Théoreme 3.3.1 (a). Comme Lip(g;y — fiy) < €, on déduit que la fonction (g— f)

13
B(s)
Donc, en utilisant la Proposition 3.9.4, on obtient

est -lipschitzienne par rapport a d dans un voisinage de chaque point de U \ Bas(zy).

dg|(u) > |df|(u) — % >1- % >0 pour tout u € U\ Bay(zy).

En particulier, on déduit que z, € Bas(zs), et que W est un voisinage de z,.
Soient maintenant u € (W N [f>c—p]) \ Bas(zf) et 1 — 5 S0 < dg|(u). Soit donc
§ >0 et H : By(u) x [0,6] = X continue tels que:

d(H(vt)v) <t g(H(vt)) < g(v) —ot,

£
Hw,it) — flv) < —|oc———]t,
(o) = 7o) < = (0= 505)
d’aprés la méme Proposition 3.9.4. Si v € Bs(u) N W et t € [0,d], alors:

FH (1) = fzp) + ad(H(v,t),2) < f(H(v,t) = f(v) + p+ ad(H(v,t).0)

IN

)t+p§p-

—(a—%—a
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Par conséquent, H(v,t) € W, et donc \cZg‘W|(u) > o, d’ou (3.28).
Comme ||gjy — flulle <e<r/2,0na:

g(zg)Zf(zg)—gzc—r—g

et
[f<c—p] C [g<c—2r—e] C [f<e—=2r] C [g<c—r—e] C [f<c—r1].

Appliquons ensuite la Proposition 3.9.3 avec X := W, f :== fiw, fo := gw, a1 := ¢ — 2r,
by :=c—r,ay :=c—2r —e, et by := ¢ —r — e. En effet, les conditions (i) et (ii) de la
Proposition 3.9.3 découlent respectivement de (3.28) et (3.27).m

Remarque 3.9.3: Soit f une fonction comme dans le Théoreme 3.9.1, et W := W (p,«)
défini comme dans (3.26), et tel que (3.27) a lieu. On vient de montrer en fait, que pour
tout € €]0,p| on a:

Ci(fr; zp) = H{(WW N [f<c—¢]) (3.29)

(ceci est aussi vrai si @ = 1). La paire (W,W N [f<c—¢]) est un substitut de la paire de
Gromoll-Meyer utilisée dans le contexte de I'analyse lisse, voir [46] et [24, Definition 5.1].
La formule (3.29) correspond a [24, Theorem 5.2], et le Théoreme 3.9.1 étend au cadre

non lisse, les résultats de ce dernier théoreme et de [24, Lemma 5.2].
Comme conséquence du Théoreme 3.9.1, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.9.2: Soient X complet, f : X — R, A € [0,1], une famille de fonctions
continues, U un ouvert de X et soit (zy)x C U telle que zy est l'unique point critique de
fr dans U pour tout X € [0,1]. Supposons que :

(i) pour tout g € [0,1], || fajw — Fraoltllico = 0, quand A — Ag;

(ii) pour tout X € [0,1], fy satisfait (PS) dans U.
Alors, C.(fx; 2)) est indépendant de A € [0,1].

Remarque 3.9.4: (a) Les conditions (i) et (ii) du Théoréme 3.9.2 impliquent que la
famille (fy)rejo,1] satisfait (PS) dans U, d’apreés la Proposition 3.4.2.

(b) En raisonnant de fagon similaire a [24, Theorem 1.4.6], on montre que si X est connexe
par arcs, et si f : X — R est une fonction continue, et satisfait (P.S) dans un voisinage
de point critique isolé u qui n’est pas un minimiseur local, alors Cy(f;u) = {0}. Par

conséquent, si dans le Théoreme 3.9.2, X est connexe par arcs et z; est un minimiseur
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local de fy, alors z, est aussi un minimiseur local de fy pour tout A € [0,1]. Ceci est donc
la conclusion du Théoreme 3.7.1, mais on observera que ’hypothese (i) dans ce résultat
est plus faible que la condition (i) du Théoréme 3.9.2.

(c) Le Théoreme 3.9.2 généralise le résultat de K.-C. Chang [24, Theorem 5.6], ou X
est un espace de Hilbert, les fonctions fy, A € [0,1], sont de classe C', et A\ — fy est

continue par rapport & la topologie C'!(U,R).
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4. SENSIBILITE DE CONSTANTES DE HOFFMAN DES
SYSTEMES D’INEGALITES AFFINES COMPORTANT DES
EGALITES EXPLICITES.

Résumé

Ce chapitre est consacré a I’étude de constantes de Hoffman d’un polyedre contenant
a la fois des inégalités et des égalités explicites. En utilisant ’approche variationnelle
développée dans [13] et basée sur le principe variationnel, nous donnons diverses for-
mules explicites de ces constantes. Ceci nous permet d’étudier le comportement de telles
constantes sous l'effet de perturbations des données, matrices et vecteurs définissant le
polyedre en question. Nous revisitons ainsi, a I’aide des techniques de I’analyse convexe, un
résultat de stabilité établi dans [65], en montrant que sous une condition caractérisant la
stabilité, condition dont nous établissons des équivalences géométriques et analytiques, des
constantes de Hoffman ont un comportement lipschitzien. Les démonstrations sont simples
et claires, ce qui prouve que cette approche, déja appliquée dans [11] aux polyedres sans
égalités explicites, est aussi efficace dans ce cas plus général. Ces résultats sont appliqués

au chapitre 6 dans 1’étude de la sensibilité des problemes quadratiques convexes.

4.1 Introduction

Nous proposons d’étudier le comportement des constantes de Hoffman des polyedres

non vides de la forme:
PA,G,b,h = {x eER": Ax <b,Gzx = h}, (41)

ol A € Muysn, G € Miyn, mnk € N, b € R" et h € RF. Nous cherchons alors a

exprimer des constantes K > 0 vérifiant I'inégalité

Kd(z,Pacsn) < |((Az —b)",Gz — h)| pour tout z € R". (4.2)
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On sait depuis Hoffman [52] qu’il existe une constante K = K, indépendante de b
et h vérifiant (4.2), qu'on appelle par conséquent une constante de Hoffman. Nous nous
intéressons dans ce chapitre au comportement des constantes K4 ¢ sous l'effet des per-
turbations simultanées de A, G, b et h en étudiant les propriétés topologiques (continuité)
et différentielles (lipschitzianité) de la fonction (A,G) — K4 ¢pn- Lorsque le polyedre ne
comporte que des inégalités, il est établi dans [11], en utilisant 'approche variationnelle
introduite dans [13] et rappelée au chapitre 2, qu’il existe des constantes de Hoffman qui
sont localement lipschitziennes en tant que fonction de A et G. Dans [65], Luo et Tseng
ont traité le cas contenant des égalités et ont montré, d’'une maniere qui nous semble
tres complexe, qu’il existe des constantes de Hoffman qui sont localement uniformément
bornées. De plus, leurs démonstrations sont tres différentes de celles établies pour des
polyedres ne comportant pas d’égalités explicites. Pour toutes ces raisons, notre but dans
cette partie consiste a établir ce résultat d’une maniere simple en montrant le comporte-
ment lipschitzien de ces constantes en tant que fonctions des variables A, G, b et h. En
effet, en utilisant des techniques de I’analyse convexe, nous montrons que ’approche de
[11] s’applique aussi pour ces polyedres (4.1) de forme générale.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.2 nous rappelons le résultat
principal établi dans [11] et qui donne une condition nécessaire et suffisante de 1’existence
d’'une estimation d’erreur globale. Nous utilisons ce résultat dans la section 4.3 pour
donner des formules explicites de plus grandes constantes de Hoffman. Nous rappelons
ainsi la constante liée a la norme sup, et nous établissons celle liée a la norme euclidienne
dont on déduit une formule de la plus grande constante du polyedre G~'(h) en montrant
qu’elle coincide en fait avec la plus petite valeur propre non nulle de GG”. Nous mettons
aussi en évidence une autre constante de Hoffman o4 ¢ (voir (4.3.3)), dont nous étudions
le comportement a la section 4.5. Pour cela nous consacrons la section 4.4 aux résultats
préliminaires que nous utilisons alors pour donner des conditions suffisantes assurant que

04, ait un bon comportement.

4.2 Bornes d’erreur globales

Le probleme de l'existence d’une constante de Hoffman d’un polyedre donné est
un probleme d’estimation des bornes d’erreur d’une fonction, dont le sous-niveau en 0

coincident avec ce polyedre.
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Définition 4.2.1: Soient X un espace métrique (muni d’une distance d) et f : X —
RU{+oc} une fonction s.c.i.. On dit que f posséde une estimation globale (resp., locale)

de borne d’erreur au niveau ¢ € R si:

_ e fla)—c
o.(f) = f(l;f;c A f<d) >0 (4.3)
(resp., il existe € > 0 tel que o..(f) :==  inf m > 0),

e<f(@)<ete d(z,[f<c])
avec la convention que o.(f) =0 si [f<c] =0 (resp., o..(f) = +00 si [c<f<c+¢e] = 0;
Oee(f) =0 si[f<c]=0).
S7il est strictement positif, o.(f) (resp., o..(f)) est la borne supérieure des réels T

strictement positifs tels que :
rd(z,[f<c]) < (f(z) — )" pour tout x € X
(resp., Td(z,[f<c]) < (f(x) — )T pour tout x € [f<c+e]).
Appliquant le Théoreme 2.2.2 et la Proposition 2.2.1, on déduit que:

O > inf |V /f|(z resp., Oc. > inf V fl(x) pour e > 0). 4.4
()2 inf [Vfl@) (esp, 0e(f) = _inf_ |VSl(a) D ) ()
Lorsque X est un Banach, dont on note d, la distance associée a la norme duale, on

a le résultat suivant.

Théoréme 4.2.1: [11, Theorem 3.1] Soient f : X — RU {400} une fonction conveze,
s.c.i., propre, et ¢ € R. Alors, pour tout € > 0 tel que [f<c+e] #0, on a:
inf |Vf|(z) =0, = 0., = inf d,(0,0f(x 4.5
nf [VS1@) = o) = 0ue($) = int d.(0.07(a) (45)
(avec la convention que o..(f) = +oo si[e<f<c+e|=0; 0.(f) =0 si [f<c]=0.)

Remarque 4.2.1: Le Théoreme 4.2.1 montre que dans le cas convexe les notions de
borne d’erreur locale et globale au niveau c tel que [f<c|] # () coincident et que f possede

une estimation globale d’erreur si f(i%f |V fl(x) > 0, ce qui est un critere primal, ou si
T)>c

f(i%f d.(0,0f(x)) > 0, ce qui est un critere dual. Ce théoréme est un cas particulier de
T)>c

[11, Theorem 2.1] établi dans un espace métrique complet pour des fonctions s.c.i.. Dans

ce cas, on a:

inf }\Vf\: inf o, .(f).

[e< f<c+te c<y<c+te
Dans le cas convexe, les premieres caractérisations de 'existence d’estimation de borne

d’erreur remontent a [28, 63, 72].
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4.3 Formules explicites des constantes de Hoffman

Soit ||-|| une norme sur R", et ||-||. sa norme duale. On notera dans la suite d et d, les
distances associées respectivement a ||-|| et a ||-|]..

Soit le polyedre donné par:
PA,G,b,h = {x eR": Az <b, Gx = h}’

ou m,n,k € N¥,

T

91
A= emena G = eMan, beRm, heRk
T

T
U Ik

Dans le cas ou G = 0 et h = 0, le polyedre Pa gy, sécrit
Pap:={r € R" : Az <b}.

On inclut donc le cas des polyedres ne comportant pas d’égalité explicite. Nous cherchons
alors I'existence et des formules explicites de constantes de Hoffman. Dans toute la suite

de ce chapitre, nous supposons que le polyedre P4 s, est non vide.

Définition 4.3.1: Soit | - | une norme sur R™*. On dit que 0 > 0 est une constante de

Hoffman de Pa g pn relativement a || (et a ||-]|) si:
od(x,Pacon) < |((Az —b)T,Gz — h)|  pour tout x € R" . (4.6)

Une constante o > 0 est dite de Hoffman s’il eziste une norme |- | sur R™* telle que

o est une constante de Hoffman relativement a cette norme.

D’apres [52], une constante de Hoffman du polyedre Py ;55 existe. Ce résultat est en
fait, une conséquence immédiate du Théoreme 4.2.1, qui nous permet de plus de donner
des formules explicites des plus grandes constantes de Hoffman. Le cas des polyedres ne
comportant pas d’égalités explicites, qui correspond & G = 0 et h = 0, a été traité dans

[11], d’ol1 on tire le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1: [11, Theorem 3.3] Posons:

o :=min{d,(0,co(as)) : J C Jap(x), v & Pay, (as) linéairement indépendants}
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ot Jap(x) = {j € [Im] : alx — bj = maxicjcm(ajr — by)}. Alors, o est la plus grande
des constantes de Hoffman de Pay relativement a la norme ||-||«, ¢’est-a-dire o est la plus

grande des constantes T > 0 telles que :
T7d(z,Pap) < ||[(Az = b)"||s pour tout z € R" .

Nous établissons un résultat similaire en considérant la norme euclidienne ||-||» au lieu

de la norme ||-||oo.
Théoréme 4.3.2: Posons:
o:=d,(0,A"((R(A) — R";IJ)Jr ns)),

ou S :={x € R™: ||z||o = 1}. Alors, o est la plus grande des constantes de Hoffman de
Pay relativement a la norme ||-||2, ¢’est-a-dire o est la plus grande des constantes T > 0

telles que:
7d(x,Pay) < ||(Az —b)T|ls  pour tout x € R".

Démonstration. Soit o € P4 ;. Observons tout d’abord que o > 0. Procédons par contra-
diction, supposons alors qu’il existe une suite (y,), C (R(A) — R.b)T N S telle que
ATy, — 0, et soient des suites (z,), C R" et (6,) C RY telles que y, = (Az, — d,b)". On

a pour tout n:
(A, — 6b)", Az, — 5,b)

< ((Az, — 6b)",Ax, — 5 Axg)
(A"(Azy — 8,0) T 2 — 8pg) = (ATyp,x — dx0) — 0,

L= lynll3

une contradiction. Soit f : R* — R la fonction définie par:
f(@) = |(Az = b)"|2.

Alors, f est convexe, différentiable, et [f<0] = P4y = {x € R" : Az < b}. Soit z € [f>0].

On a:
_ AT(Axz - D)t

Az b))

Par conséquent, on déduit du Théoreme 4.2.1 que:

Vf(z) € AT((R(A) —R.D)* N S).

oo(f) = inf [V f(x)l. > du(0.AT((R(A) - R.b)TNS)) =0
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Réciproquement, soient (y,), C R et (0,), C R’ des suites telles que [[(Ay,—0,b)" ||, =1
et
AT (Ayn, — 8,0) ||l — 0.
Posant z, := A" (A(y, — 0,0)"), on déduit que:
_ AT(A(%, 'ya = b))
A ) = 57
Comme f (6, 'y,) = || (A6, yn) — b)T|| = 6,1 > 0, on déduit de (4.7) que:

lzall = 19 (37 9m) 1| > dnf [IVF(@)]- (4.8)

=Vf (6;1yn) . (4.7)

De plus, puisque ||z,|| = [|A"(Ayn — 0,b)T ||« — o on obtient, en apssant & la limite dans
(4.8),
o 2 inf [|Vf(@)].

f>0

Pour conclure il suffit d’appliquer le Théoreme 4.2.1. m

Corollaire 4.3.1: Posons:
o:=d.,(0,G"(R(G)NS)).

ot S = {z € R¥ : ||z||; = 1}. Alors, o est la plus grande des constantes de Hoffman de
G~ !(h) relativement a la norme euclidienne.

En particulier, si ||-|| est la norme euclidienne, alors on a:

7 = N (GG).

ou A (GGT) est la plus petite valeur propre non nulle de GG”.

Démonstration. On écrit le polyedre G~1(h) sous la forme:
G 'h)={reR": Gz <h,— Gz < —h}.
Alors, d’apres le Théoreme 4.3.2 appliqué au polyedre G1(h), il faut vérifier que:

o =d,(0,G"(R(G) - R.R)* N S)),

- G\ -~ h
011G:z< ),h:z( h>,et5::{x€R2k:||:1:||2:1}.Ona:

o = inf{||G"(Gz —ah) |, : z € R, a € R, ||(Gx — ah)T|]y = 1}
= inf{||G"((Gz — ah)t — (~Gz +ah)?)|.: 2 €R", a € R, ||Gz — ah)*|y = 1}
= d.(0,G"(R(G)NS)),
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d’ou la premiére conclusion. Supposons maintenant que ||-|| est la norme euclidienne. On

a la formulation variationnelle de Rayleigh pour A\’ . (GG"):

min

GG") = min Yy GGy,

 {llyll=1,€(Ker (GGT)) L}

ot (Ker (GGT))* est I'espace ortogonal du noyau de GG*. Observons que GGTx = 0 si et
seulement si GTx = 0, d’ou (Ker (GGT))* = (Ker (GT))* = R(G). Donc on obtient

A (GG = HGrnHin_l(Gx)T(GGT)G:r = ||Gm”in_l d(0,G"(Gx))* = d(0,G"(R(G)NS))* = o2,
ce qui montre le résultat. m

Corollaire 4.3.2: Posons:

o= inf{d,(0,A"(Az — ab)* + G"(Gz — ah)): z € R",a e R},
|((Az — ab)t,Gx — ah)||s = 1} .

Alors, o est la plus grande des constantes de Hoffman de Pa g p relativement a la norme

euclidienne.

Démonstration. On écrit le polyedre P4 sous la forme:
Pacon={r e R": Ax <b,Gx < h,— Gz < —h}.

Alors, d’apres le Théoreme 4.3.2, il faut vérifier que:

7 = d. 0 AT(R(A) ~ RD)* 1)), (1.9
A b

owA:=| G |,b:=| h |, et S:={z e R*"™ . ||z||, = 1}. La conclusion découle
-G —h

en développant (4.9):
o = inf{||[A"(Az — ab)*|.: a € Rz € R ||(Az — ab) ¥, = 1}
= inf{||A"(Az —b)" + G"(Gz — ah)|.,a € R} .z € R",
I((Az — ab)* .Gz = h)[ls =1} .
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Remarque 4.3.1: (a) Le Corollaire 4.3.1 montre que la notion de plus grande constante
de Hoffman est fortement liée a celle de valeur propre. Dans le chapitre 5, nous donnons
diverses formulations variationnelles de constantes de Hoffman, et nous discutons les liens
avec d’autres notions, notamment les valeurs propres des multi-applications.

(b) On remarque que la plus grande constante de Hoffman du polyedre G='(h) (re-
lativement a la norme euclidienne) ne dépend pas du vecteur h, et que les plus grandes
constantes de Hoffman des polyedres G(0) et G"'(0) sont les mémes lorsque ||-|| est
également la norme euclidienne. Ceci découle du fait que les matrices GG” et GG ont

les mémes valeurs propres (voir [83]).

Nous introduisons maintenant une constante de Hoffman de P4 ¢ pn, dont nous étu-
dierons le comportement a la section 4.5.

Etant donné I C [1,m], on pose:

k
Spo={0:=05,0) eR. xR Y0, +> 10;] =1}, (4.10)
T j=1
GAI,G = {A?@[ + G760 - (0[,9) € E[}, (411)
et
jA,G = {I C [l,m] : 0 §é @AI;G}' (412)

On note o4 ¢ la constante définie par:

OAG ‘= inf d*(O,@AI,G). (413)

IeJa,a

Alors, 04,6 > 0, d’apres la définition de J4 . Pour montrer que o4 ¢ est une constante

de Hoffman on utilise le lemme suivant.

Lemme 4.3.1: [64, Lemma 2.1] Supposons que (GT)~'(0) = {0}, c’est-a-dire gi,...,gx
(les vecteurs lignes de G) sont linéairement indépendants. Si I C [I,m], y € R", et
(By) € RE X RF sont tels que y = AT + GT, alors il existe J C I, B e R] ety € RF

tels que (ay,g9p1,) sont linéairement indépendants et y = AﬂﬁA + G"A.
On obtient :

Théoréme 4.3.3: Supposons que {g;, i € [1,k]}, les vecteurs lignes de G, sont lin. ind..
Alors, o4, (défini dans (4.13)) est une constante de Hoffman de P pp relativement

la norme |||, ¢’est-a-dire

oacd(x,Pacon) < |((Az —0)",Gz — h)||  pour tout z € R".
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Démonstration. Soit f la fonction donnée par:

f(x) = |((Az — b)",Gx — h)||oc = max ( sup (a;x —b;), sup |g;z — hi> :

ic[1,m] i€[1,k]

et soient x € [f>0] et z une projection de = sur Py gps. Notant J := [1,k] et I C [1,m)]
Pensemble des i € [1,m] tels que afz = b;, il existe donc £ € R” et (8;,0;) € RL x R*\ {0}
tels que ||€]l, = 1, € = AT0; + G760, et (£,x — 2) = ||z — z||. Utilisant le Lemme 4.3.1,
on déduit qu'il existe I C I et 0 := (éj,é]) € Rf; x R¥ tels que & = A?él‘ + G70; et les

vecteurs a; U g; sont linéairement indépendants. Donc Ie Jac et on a:

) > max (swp(ars — 00" s oo - )
’in iE[l,k}

> mm(wﬂﬁm—wnﬂﬂmgﬂx—@>
ief Z'E[l,k}

~

<m%?m%u_¢»agw_zn>2

—_

o, &

Par conséquent, posant (0;,0;) := ﬁ ’

f(x) > [|[A70; + G0, |.d(2,Pagpn) > di(0,04,.6) d(,Pagpn) > 0acd(®,Pacpn)

d’ou la conclusion. m

4.4 Quelques résultats techniques

La deuxieme motivation de ce chapitre est I'étude du comportement de constantes de
Hoffman du polyédre P4 g5 sous effet des perturbations des données A, G, b et h. Dans

cette section nous donnons les outils nécessaires a notre analyse.

Proposition 4.4.1: Soient I C [1,m] et ¢ la fonction définie par:

- r r
() := max (rglealx(aZ ), max 9] x|> :
Si mglx(afx) > 0 pour tout x tel que Gz =0, alors 0(0) = Oy, ¢.
7

Démonstration. La fonction ¢ est convexe continue et s’écrit sous la forme

Y(z) = ieu’fﬂl’;ﬁél’k}(a?w,gﬁ, —g;7).



4. Sensibilité de constantes de Hoffman des systémes affines avec égalités 74

On déduit donc que ©4, ¢ C 0Y(0) = colar.gnu, — gn)- En effet, si £ € Oy, g et
0 € R x R* sont tels que [|0]l; = 1 et & = 37 0;a; + X[ 40595, alors £ = ¥, 0;a; +
Sk 0) 95— Xp 0595 - O,

DO+ OF+ D 07 =30+ [0 =6l =1,

T [L£] [1,k] i [1,k]
d'ot £ € 9i(0).

Posant J := [1,k], on affirme qu’il existe §° := (69,09) € (R, x R*) \ {(0,0)} tel que

16°]]; = 1 et AT09 + GT0% = 0. En effet, soit ¢ la fonction définie par:

o(x) = mIaX(aiTLE) +ig-1(0)(2) -

Alors, ¢ est convexe, s.c.i. et p(x) > ¢(0) = 0 pour tout x € R", d’apreés ’hypothese. On
en déduit que:
0 € 0p(0) = co(ar) + R(G"), (4.14)

ainsi il suffit de prendre 6° := [|0]|7'0 ot 6 := (0;,0;) € (RL x RF)\ (0,0) est tel que
AT0r + G"0; = 0, d’apres (4.14).

Soit & € 91p(0). Alors, il existe § € R} xR* tel que & = Xy b;a:+ 31 4 0,95 et [|0]1 < 1.
Choisissant s > 0 tel que |6+ s6°(]; = 1, on a & = (0 + 567 )a; + (1 (0, + 567 ) g5, d’ott
€O, ¢ n

Proposition 4.4.2: Soit I C [1,m]. Si (G")"1(0) = {0}, alors les assertions suivantes

sont équivalentes.

(a) 0¢ Oa,c;

(b) 0 ¢ co(ar) + R(G");

(c) il existe z € R™ tel que Arz <0 et Gz =0.

Démonstration. On pose: ¢(x) := max;(aj x) 4+ ig-1(0)(x). Alors, ¢ est convexe, s.c.i., et
d¢(0) = co(ay) + R(G™). Donc, (c) ayant lieu si et seulement si 0 n’est pas un minimiseur
de ¢, ce qui est équivalent a 0 ¢ co(ay)+R(G™"). Par conséquent, (b) et (¢) sont équivalents.

Si 0 € Oy,.q, alors il existe § € ¥; tel que 0 = >2;60a; + 21,k 0;9;. Donc, 0; # 0 car
6 # 0 et les vecteurs (gp ) sont linéairement indépendants. Ecrivant 0 = ¥, H(fﬁai +
> [1k] ”:ﬁgj, on déduit que 0 € co(ay) + R(G") = 0p(0). Par conséquent, {z € R :
Az <0, Gz =0} = 0.
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Réciproquement, si {x € R" : Az < 0, Gz = 0} = (), alors ¢(z) > ¢(0) pour tout
r € R", ot Y(z) := max(max;(af z), maxp 4 |g] v|). Donc, 0 € 0¢(0) = ©,,,¢, d'apres la

Proposition 4.4.1. Par conséquent, (a) et (¢) sont équivalents, d’ou la conclusion. m

Si E C R” est un cone, on note £~ le cone dual négatif de E' défini par:
E-={2€eR": 2"z <0 pour tout z € E}.
On a la proposition suivante.

Proposition 4.4.3: Soit I C [1,m]. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) 0 € int(Oa,a);

(b) AJ(RL) + R(G") = R";

(c) {x eR" : Ajx <0, Gox =0} = {0}.

Démonstration. Les assertions (b) et (c) se déduisent I'une de 'autre en passant au dual,
voir [81]:

{xeR": Az <0,Gr=0} =AJ(R) + R(G").
Donc A7(RL) 4+ R(G") = R" si et seulement si {zx € R" : A;x <0, Gz =0} = (R")” =
{0}.

Si 0 € int (B4, ), alors il existe 0 > 0 tel que 0Bgrn C Oy, ¢ C 9YP(0), onr ¢ est la

fonction définie par:
- T T
() ;= max {r?gx(al ), max 9] x} : (4.15)
On en déduit que ¢ (z) > ol|z|| pour tout z € R". Donc,

{r eR": Az <0,Gzx =0} = [¢p<0] = {0},

d’oul (c¢). Supposons que 0 ¢ int (O4, ). Si {x € R* : A;x < 0,Gz = 0} = {0}, alors
d’apres la Proposition 4.4.1 on a 0¢(0) = O 4, . Donc 0 ¢ int (9¢(0)). Par conséquent,

on peut trouver une suite (z,), C R" telle que:
Y(xp) < p7'|zplls pour tout p > 1.

Il existe alors y € [)<0]\ {0} (un point adhérent de la suite (||z,|/;'}),). Donc y vérifie

Ary <0 et Gy = 0, une contradiction. Par conséquent, (a) et (c) sont équivalentes. m
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Proposition 4.4.4: Soit I C [1,m]. Si (G")~'(0) = {0}, alors les ensembles :
{(A,G) € Mppsn X Migxn: 0€ 04,6} et {(AG) € Mpxn X Miypn: 0€ int(O©4,6)}
sont des ouverts dans My,xn X Mpixn. Par conséquent, si on a:
0¢&1fr(0a,¢) pourtout I C [1,m],
alors il existe un voisinage U de (A,G) tel que Ta.c = Ta e pour tout (A',G') € U.

Démonstration. Soient (A™.G™)p, C Musn X Mixn et (A,G) € Mpxn X Mgy tels que

0 € ©4n g pour tout n. Alors, il existe (0™), C X7, une suite telle que:

> 6ral + > 607¢g" =0 pour tout n.
I [1,k]

On trouve donc, en passant & une sous-suite, f € ¥; tel que ||f]|; =1 et

> Oiai+ Y 0ig;=0,
I [1,k]
d'ot 0 € O, 6.
Soit (A,G) € Myxn X My, tel que 0 € int (04, ). Alors, d’apres la Proposition
4.4.3, on a:
{r eR" : Az <0, Gz =0} = {0}.

Par conséquent, {z € R" : Ajx <0, G’z =0} = {0}, pour tout (A",G") proche de (A,G).
Appliquant la Proposition 4.4.3 de nouveau, on déduit que 0 € int (4, o) pour tout
(A",G") proche de (A,G).

Supposons maintenant que 0 € fr(©4,,¢) pour tout I C [1,m]. Alors, 0 € int (O4,.¢)
pour tout I ¢ Jac. Or, d’apres la premiere partie de la démonstration, il existe un
voisinage V de (A,G) tel que 0 € int (@AIPG:), d'ou I ¢ Ju ¢, et donc Ja @ C Ja,q pour
tout (A',G') € V. Réciproquement, soit I C [1,m] tel que 0 ¢ O 4, ¢, alors il existe, d’apres
la premiere partie de la démonstration, un voisinage U C V de (A,G) tel que 0 & O 4/ o
pour tout (A',G") € U. On déduit donc que Ja ¢ C Jare pour tout (A',G') € U, d’'ou le

résultat. m
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4.5 Comportement de constantes de Hoffman sous

des perturbations quelconques

Considérons la constante 04, := min{d.(0,04, ) : I € Jac} définie dans (4.13), et
0a,Gp,n 1a plus grande constante de Hoffman de P4 5,5 relativement a la norme euclidienne
définie dans le Corollaire 4.3.2. D’apres le Théoreme 4.3.3, 04, est une constante de
Hoffman de tout polyedre P4 gy non vide, ol V' et h' sont des vecteurs quelconques
dans R™ et RF respectivement, pourvu que les vecteurs lignes de C' sont linéairement

indépendants. De plus, sous cette derniere hypothese et la condition:
0 ¢ fr(©a,¢) pour tout I C [1,m]

on peut trouver, d’apres la Proposition 4.4.4, un voisinage U de (A,G) dans M5, X Mgsn,
tel que Jag:={I C[Im]: 0¢ Ou et ={IC[lm]: 0¢ Ou &} = Tac pour tout

(A',G") € U. Par conséquent, la constante donnée par:
oaqr = min{d*(O,@AfPG/) 1 e jA,G}

est une constante de Hoffman de tout polyedre P4 ¢y non vide, on (A',G") e U, V' et
h' sont des vecteurs quelconques dans R™ et R¥ respectivement. Nous nous intéressons
en particulier au comportement lipschitzien de o en tant qu’application réelle définie sur
UC Mwn X My, par:

o (A’,G’) — O'(A’,Gl) =oh .G = inf{d*(O,GA/PG,), Ie jA,G}- (416)

Dans cette partie, les vecteurs lignes de G sont supposés linéairement indépendants, i.e.
(GT)71(0) = {0}. En dehors de quelques situations simples ot G~1(0) = {0}, cette condi-
tion est nécessaire comme nous le montrons dans la Proposition 4.5.1 ci-dessous.

Le théoreme suivant est le résultat principal de cette section.
Théoréme 4.5.1: (a) Supposons que :
0 fr(Oa,c) pourtout I C [1,m]. (4.17)

Alors, il existe un voisinage U de (A,G) tel que lapplication o définie dans (4.16) est
lipschitzienne sur U et oa g est une constante de Hoffman de Par gy p relativement a
la norme ||-||oc pour tout (A"\G'0',h') € U x R™ x R" tels que Parcrprr # 0.
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b) Réciproquement, s’il existe I C [1,m] tel que 0 € fr (O 4, ), alors pour tout E,iz €
I,
R™ x R¥ tel que Pacii + 0, pour tout xy € Pacii €t e >0, il existe des matrices
AT G°) e M X M des vecteurs (b°, h?) € R™ x RF et I C I tels que:
( mxn kxmns ) q

Paccepene 0,

lim (A°,G°.b0°,h°) = (A,G.b,h),
e—0

lim 4= e pepe = 0,

e—0

~

ot Bf = Ajxg, ch = bje, et 0a- e pe €St la constante de Hoffman de Pac ge pe p- relati-

vement a la norme euclidienne.

Démonstration. On vient de voir (discussion ci-dessus) qu’il existe U, un voisinage de
(A,G) tel que:

oae =min{d, (0,04, ) : I € Jac}
est une constante de Hoffman de Pa gy 4 pour tout (A',G') € U,V € R™ et h' € RF
tels que Par gy # 0. Soient (A4;,G;) € U et (b;,h;) € R™ x R* tels que Pa, g, p.n, 7 0,
i =12, et soient I € Ju et (0,y) € Xy. 11 existe alors § > 0 tel que pour toute norme

sur My, €t Mpxp, que nous noterons également ||-||, on a:
o6 < di(0.00a),,60) < [(A)10+GT| < 0] A=Az || +6]|Gr = G| +[|(A2) 10+ Gyl
d’oli en passant a I'infimum sur X; puis sur J4,¢, on obtient

Oana < Oagay + ||[AL — Ao+ [|G1 — Go| .

De méme, on montre que o4,,¢, < 04,6, + ||[A1 — As|| + [|G1 — G2||, d’ott la premiere
conclusion.
Réciproquement, soit I C [1,m] tel que 0 € fr(©4,). On note J := [L,k]. Alors,

d’apres les Propositions 4.4.2 et 4.4.3, il existe z € R” et § := (0;,0;) € Rl x RF tels que:
lzlla =10l =1, A;2<0, Gz=0, Af6;,+G"0;,=0.

Soient I :={ieI: a’z=0}et [:={iel: a’2z<0}. Alors, I # () car si A;z < 0
alors {r e R" : Ajx < 0,Gx =0} # 0, et donc 0 ¢ Oy, g, d’apres la Proposition 4.4.2,

une contradiction. On a:

(2,A701 + GT0;) = (A12,0r) = (Az,05) = 0.
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Comme Ajz < 0, on en déduit que §; = 0. Par conséquent, I vérifie:
Ajz=0, Gz=0, A0;+G"0;=0.
Soient b € R™, h € R¥, x4 € Pacii > et € > 0. Posant:
AS = A+ el A5 = A, GF=G+ 350,27,
bs = Ao + b2 + £20; bs, = l;fc + 2e[Az2|t, BT = h+ 5052 3,

on obtient G*zo—h® = 0, ASxo—b5 = —£%0; <0, et Aswo—b5, = Ajero—bie —2¢e[Ajez]T <

0. Donc xg € Pac g pe pe. Soit 2. € R”, le vecteur donné par: z. = o + 2e2. Alors:
(ASz, — b?)Jr = 529f, (AS.z. — b?C)Jr =0, Gz.—h®=¢c%,,

d’olt m. & Pac ge pe pe. D’apres le Corollaire 4.3.2, la meilleure constante de Hoffman de

Pas e pe pe Telativement a la norme euclidienne est donnée par:

04z Ge e pe o= Inf{d(0,A°T (A2 — ab®)" + G*7(G°x — ah®)) : 2 € R",a € R,
(A% — ab®) TGz — ah®) ||, = 1},

ou d est dans ce cas la distance euclidienne. Comme . ¢ Pac gepepe et ||((A°z. —
V)G — hE)||2 = [|(£260;,6%0) ]2 = €]|0]|2 = €2, on obtient

O A= G b h® S 872||AET(AE.IE — b5)+ + GET(GEQTE - hE)HQ

< e EPALO; + G0y + 222 |5 = 2¢||2]|2 = 2e,

d’ou la conclusion. m

La condition (GT)~'(0) = {0} dans le théoréme précédent est nécessaire pour le bon
comportement des constantes de Hoffman comme le montre la proposition suivante. Une
situation simple se présente lorsque G~1(0) = {0} auquel cas le polyedre P4 g se réduit
APagon=1{reR: Gx=d} =: G (h). La constante de Hoffman de P4 g, coincide
alors avec celle de G='(h), déja établie dans le Corollaire 4.3.1 et dont le comportement

lipschitzien est évident.

Proposition 4.5.1: Supposons que:

GT'(0) £ {0} et GTT(0) #{0}.
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Alors, pour tout € > 0, il existe une matrice G° € My, et des vecteurs b° € R™ et
he € RF tels que:

Pagepeps 0,

llg%(G b°.h°) = (G,b,h) ,

limJAGsbshs :U
e—0 o

Démonstration. Soient € RF et 2 € R® tels que [|f]|s = [|2]], = 1, GTO =0, Gz = 0, et

soit @y € Pa,gp,n. Posant:
G'=G+e02", h"=h+elz"xy, V" =b+e(A2)",

on obtient G°rg — h® = 0 et Azg —b° = Axg — b —e(Az)T < 0, d'ott g € Pagepepe-

Soit z., le vecteur donné par: z. = xy + €z, alors G°z, — h* = £20 et Az, — b. < 0. Soit

0A,G= = b la constante de Hoffman du polyedre Py ge - = donnée dans le Corollaire 4.3.2:
oA,Ge e pe = Inf{d(0,A"(Az — ab”)" + G*T(G°z — ah®)): 2 € R",a e R,
|((Az — ab®) "G 2 — ah®)|, = 1},

ou d est la distance euclidienne dans ce cas. Comme z. ¢ P4 = pe pe, €t
1((Az. —0°)" .G — h¥)|l = £2[|0]]s = %,

on obtient \
|GZ(Gewe = he)ll2 _ [le72l2 _

OA,Ge b he <
g2 g2

Remarque 4.5.1: (a) En modifiant légerement la définition de 04, on peut donner,
comme dans [11, Theorem 4.2] et [65, Theorem 2.4], des conditions caractérisant le com-
portement lipschitzien de o. Introduisant l'ensemble Ty, = {I C [1,m] : Pagpn N
A7N(b) # 0 ou Pagoo N A;H(0) # {0}}, on montre ([65, Theorem 2.4]) qu'il existe un
voisinage U de (A,G,b,h) tel que:

{I C [1,m] : Alfl(b’l) N PA’,G’,b’,h’ + @, (AI,G’,b’,h’) S U} C IA,b- (418)
A T'aide du Théoreme 4.3.3, en appliquant (4.18), on déduit que la constante :

Ragr = min d*(O,G)A: ,G’)
{I€Zap: 0€O4;,c} !
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est une constante de Hoffman relativement a la norme ||-||, de tout polyédre non vide

Pacry o, avee (A G'0',h') € U. De plus, la condition:
0¢Z1fr(0a,c) pourtoutl €Zy,, (4.19)

est une condition nécessaire et suffisante pour que « ait un comportement lipschitzien.

(c) Lorsque le systeme {Ax < b,Gx = h} vérifie la condition de Slater, c’est-a-dire
s'il existe xy tel que Azy < b et Gxy = h, alors la condition (4.19) est équivalente a
0 ¢ fr(X4¢), voir le Lemme 6.3.4.
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5. SENSIBILITE AU PREMIER ORDRE DES CONSTANTES
DE HOFFMAN D’UN SYSTEME D’INEGALITES AFFINES.

Résumé

Ce chapitre est un complément du chapitre précédent, ot nous étudions avec précision
le comportement des constantes de Hoffman d’un polyédre non vide. Ayant montré au
chapitre 4, sous de conditions de régularité géométriques et analytiques, le comporte-
ment lipschitzien de ces constantes en tant que fonctions réelles, il s’agit maintenant
d’établir leurs développements au premier ordre. Nous proposons pour cela de calculer le
sous-différentiel de Clarke de quelques fonctions liées aux constantes de Hoffman, dont
nous donnons dans un premier temps des formulations variationnelles. Nous établissons
ainsi des comparaisons entre cette notion et d’autres théories, notamment celle des va-
leurs propres des multi-applications et les inéquations variationnelles. En particulier, deux
catégories de constantes sont considérées. La premiere est celle relative a la norme eucli-
dienne, pour laquelle nous donnons des formules implicites du sous-différentiel. Quant a
celle relative a la norme ||-||;, utilisant la caractérisation des solutions des programmes

quadratiques convexes, nous établissons des formules explicites du sous-différentiel.

5.1 Introduction

Soit Py le polyedre donné par:
Pap:={r eR": Az < b},

ou A € My,xn et b € R™. Nous avons montré dans le chapitre 4 que sous I’hypothese de
régularité

0 ¢ fr(co(ay)) pour tout I C [1,m],

I’application définie par:

A e Myn = (AN :=  min  d(0,co(d}
; gl i d0co(al)
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est lipschitzienne au voisinage de A et que p(A’) est une constante de Hoffman du polyedre
Pary pour tout A’ proche de A et pour tout ' € R™ tels que Py # (. Il est donc
naturel de chercher a calculer le sous-différentiel de Clarke de ¢ [47]. Ceci nous permet
d’étudier avec précision le comportement des constantes de Hoffman puisque nous donnons
le développement au premier ordre des applications associées a ces constantes.

Dans ce but, nous donnons dans un premier temps des formules explicites d’une
constante de Hoffman o liée a la norme euclidienne. Cette norme étant maniable, nous en
déduisons alors des formules variationnelles de cette constante, que nous utilisons pour
établir des comparaisons entre cette notion et celle de valeur propre.

Grace aux regles de calcul du sous-différentiel de Clarke et aux formulations variation-
nelles établies, nous donnons une premiere formule du sous-différentiel de ’application as-
sociée a la constante de Hoffman o (voir Définition 5.2.2). Cette formule (voir Théoreme
5.4.1) est définie implicitement a partir des programmes quadratiques avec contraintes
quadratiques. Ceci est du a l'utilisation de la norme euclidienne.

Pour donner des formules explicites du sous-différentiel nous utilisons la constante
d’Azé-Corvellec introduite dans [11] et qu’on note k. Cette constante est donnée en fonc-
tion de la norme |[|-||; (voir Théoréme 4.3.1) qui engendre, au niveau de la formule implicite
du sous-différentiel relativement a cette constante x, des programmes quadratiques avec
contraintes linéaires. Donnant des caractérisations des solutions de ces programmes en uti-
lisant des conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) et aussi des caractérisations données

dans [67], nous établissons une formule explicite du sous-différentiel de .

Notation 5.1.1: Soient p, ¢ € N*. Dans ce chapitre, les espaces des matrices M, sont
munis du produit scalaire (U,V)) := tr(U"V), dont la norme, qu’on note |||, est celle de

Frobenius:

1<i,5<q

1/2
U] := (UTU)? = ( > Ufj) :

En particulier, si p = ¢ et M, est I'espace des matrices symétriques, on retrouve le

produit scalaire usuel des matrices symétriques:

(UVY) :==tr (UV).
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5.2 Formulations variationnelles de constantes de

Hoffman

Nous cherchons dans cette section & établir des formules variationnelles de constantes
de Hoffman. On pose:

= inf inf ATO|5 . 5.1
74 Ilele{oeRglzn\qu:uH 0l (5:1)

ou

Ja:={IC[l,m]: 0¢co(ar)}.

Observons que o4 > 0, d’apres le Lemme 4.4.2. Plus précisément, on a la:

Proposition 5.2.1: La constante o4 est une constante de Hoffman de tout polyedre non

vide Pay , V' € R™ relativement a la norme euclidienne :
oad(z,Pay) < ||(Az = b")*]l2  pour tout x € R",
ot d est la distance euclidienne. De plus, sous la condition :
0 ¢ fr(co(ay)) pour tout I C [1,m], (5.2)
Uapplication o : A" — o(A") := o4 est lipschitzienne au voisinage de A.

Démonstration. Pour x & P4y, on note z une projection de z sur Pyy. Il existe donc

J C [1,m] et v; € R] tels que:
Ajz=by,x—z=Aly;.

Appliquant le Lemme 4.3.1, on trouve I C J et § € RL tels que les vecteurs (a;) sont

linéairement indépendants et © — 2z = A76, on en déduit que I € J, et
1(Az = b)*ll2 > [|(Arz — br) " [l2 = [[(Ar(z — 2)) [l = [|(ArAT0) 7|2
Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

10112 1(A ATO) |2 > (0,(A7AT0)") > (0,A1A70) = || A76]3,

[(Az = )" _ I(Az = b)" [l _ [I(A7A70) " ]la _ [|A7O]]o
d(2,Pap) lo =zl = A0l T (6]l

>0
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) o Az — b)),
Par conséquent, inf ——=
q z¢Pa d(x,'PA,b)

Supposons que (5.2) ait lieu, alors d’apres le Lemme 4.4.4, il existe un voisinage U de

> 04, et il est de méme pour tout polyedre Py # 0.

A tel que:
Ja=Jn ={I C[lm]: 0¢co(aj)}

pour tout A" € U et donc, pour tout A" € U et i’ € R™, o4 est une constante de Hoffman
de tout polyedre non vide P4y relativement a la norme euclidienne. Soient A4; € U,
b eR™, i=12,1T€ Jaet {0 ecR : ||6]],=1}. En utilisant la premiére partie, on
déduit que

= inf inf A)70]a < [|(A1)70]]2 < |[(A2)70 Ay — Asf].
o= gt A0 < (A7 < 42700+ 40~ A

La conclusion découle en passant a infimum sur {# € R! : ||f]|; = 1} puis sur J4.m

Comme conséquence, on obtient une formulation variationnelle de o 4.

Corollaire 5.2.1: On a:

2 . . T T
= 00" A ALY .
T4 PR ey (00T ATALD

Démonstration. Soient I € Jy et 0 € {§ € RL : [|f][> =1}. On a:
|ATO|I; = (A70,A70) = (0,ArA70) = (00", Ar A7) ,

La conclusion découle en élevant o4 au carré. m

On rappelle quelques propriétés liées aux fonctions d’appui. Si I C [1,m], de cardinal

égal a p € N*, on pose:
Qr:==co{00”: 0 R, 0], =1}. (5.3)
Alors, €2 est un convexe, compact dans M, et sa fonction d’appui:
o, (M) i= max(C.01)

est convexe lipschitzienne. Comme la valeure de ¥, est le maximum d’un programme
linéaire, alors ce maximum est atteint sur des points extrémaux de {2; qui sont en fait des
points de ensemble {#07 : 6 € R! , [|0]|, = 1}. Alors, Xq, s’écrit

o, (M) = C,M)) .
M) = or, 0B oo VMY
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On obtient une autre écriture de ¢ a ’aide des fonctions d’appui.

Corollaire 5.2.2: On a:

2 T
05 = —max2q,(—A;AT).
A TeT, QI( 1 I)

Remarque 5.2.1: Observons que si 0 € co(ap m)), alors o4 s’écrit :

(667 AATY .

o4 = min
{OeRT: [|6]l2=1}

Par ailleurs, la plus petite valeur propre de la matrice AA”, notée Amin(AA”), est donnée

grace a la formule variationnelle de Rayleigh par:

Amin(AAT) = min
{0€R™: [|6]l2=1}

(0,AAT0)) .

Nous introduisons la notion de K -valeur propre ou K est un cone convexe fermé. Pour

plus de détails sur cette notion, on renvoie a [82].

Définition 5.2.1: Soient p € N*, K un cone convexe fermé de RP et B une matrice
carrée de type p. Un réel \ est dit K—valeur propre de B s’il existe un vecteur non nul
x € RP tel que:

vre€K, Bt — x € Kt, (z, Bt — \z) =0, (5.4)

ou KT :={x eR": (x,y) >0 Vyée& K} estlecine dual positif.
En termes d’inéquation variationnelle, le systeme (5.4) est équivalent a:
r € K\ {0}, (Br — Az,v —z) > 0 pour tout v € K .
Remarquons aussi que B est K —semi-définie positive, c’est-a-dire
(x,Bx) >0 pour tout z € K,

si et seulement si les K —valeurs propres de B sont positives. En particulier, si K = RP,
alors on retrouve les définitions usuelles des matrices semi-définies positives. Par analogie

aux valeurs singuliéres, on introduit la notion de K —valeur singuliere d’'une matrice.

Définition 5.2.2: Soient p,g € N*, K un cone conveze fermé de RP et B une matrice
de type p x q (B € Myy,). Un réel ux est dit K—valeur singuliére de B si 3 est une

K —valeur propre de BB". On note pp i la plus petite valeur singuliere de B.
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On donne le théoreme principal de cette section qui exprime la constante de Hoffman

04 introduite dans (5.1) en fonction des valeurs singuliéres (conique).

Théoreme 5.2.1: On a:
op = min{uAhRﬁr c 1€ Jat.

En particulier, si 0 ¢ co(ap,m)) alors o4 = pAR?, la plus petite R, —valeur singulicre de

la matrice A.

Démonstration. Observons tout d’abord que pour tout I € Jy, les Rfr —valeurs propres de
A7 A7 sont positives. Ceci est dii au fait que la matrice A;A7 est semi-définie positive, donc
R} —semi-définie positive. On montre qu'elles (les R! —valeurs propres de A;A7) sont en
fait strictement positives. En effet, supposons le contraire. Alors, il existe z € RL \ {0}
tel que:

x>0, AjA7x >0, (z,A;A7x) =0.

On en déduit que A7z =0, d’ot1 0 € co(ay), une contradiction.

La constante o, s’écrit 04 = Imén{ Im‘i‘nH }(9,A1Af9), d’apres le Corollaire 5.2.1.
€Jda 06R+: 0|la=1

On peut trouver donc I € K4 et 6 € Rfr tels que ||6g]]2 = 1 et (0y,A;AT0,) = o%. Posons
A= (00, A1 AT6p). Alors, X est la plus petite R —valeur propre de A;A7. En effet, A > 0
puisque I € J,4, d’apreés le Lemme 4.4.2 et

<90,A1A?90 - )\90> = <90,A1A3:90> - )\ = 0

Pour montrer que A;A76; — My > 0, on procede comme dans [82, Lemme 2.2]. On

considere la fonction G définie sur R par:
G(0) == (0.A1A70) — A([0]] — 1),

et pour § € RL \ {0}, on construit la trajectoire donnée par:

t0 + (1 — )6y
160 + (1 —t)6o]|’

u(t) == t€0,1].

On en déduit que u([0,1]) € {6 € R : ||f]]» = 1} et que le minimum de la fonction

g(t) := G(u(t)) est atteint en ¢t = 0. Par conséquent, la dérivée a droite de g en 0 s’écrit :

94(0) = (G'(u(0)),u’(0)) = (A A7 — Abo,u'(0)) > 0,
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avec u'(0) = 6 — (0y,0)6,, d’on
(ArAT0y — Mo,/ (0)) = (A7 AT0y — M\o,0) > 0 pour tout § € R. .

Par conséquent, A est une R! —valeur propre de A;A7.
Maintenant soit A; une autre RL —valeur propre de A;A7. Alors, il existe §; € R} tel
que ||01||2 =1et <91,A1A}191 — )\101) = 0, d’ou

)\1 = <91,A1A}101> Z 0'124 = A.

Donc /X est la plus petite R/ —valeur singuliere de A7, d’ott la conclusion. m

En donnant des caractérisations des ensembles Q; définis dans (5.3), nous établissons
une autre interprétation des constantes de Hoffman. On utilisera les familles suivantes des

matrices (voir par exemple [20]).

Définition 5.2.3: Soit p € N*. Une matrice M € S, est dite copositive si
z"Mx > 0 pour tout x € RY .

On note C, l’ensemble de ces matrices.

Définition 5.2.4: Soit p € N*. Une matrice M € S, est dite completement positive sl
eziste | € N* et 0y,---.0, € R} tels que M = Y\_, 6;67. On note C; Uensemble de ces

matrices.
Ainsi définis, les ensembles C;“ et C, sont des cones convexes fermés de M, et on a:
+ +
C, CS, CCp.

On remarque aussi que C;“ est le cone dual positif de C, et vice versa, ceci justifie les

notations introduites. Pour une étude détaillée de ces familles, on renvoie le lecteur a [36].

Proposition 5.2.2: Soient I C [1,m] et p € N* tels que |I| = p. Alors, ’ensemble Q
défini dans (5.8) s’écrit :
Q={CecC,: tr(C) =1}, (5.5)

c’est-a-dire Qp est une face de Cl‘f.
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Démonstration. Soit C' € M, telle que C' = 00" out € R, et [|f]|; = 1, alors C' € C,
d’apres la Définition 5.2.4 d'une part et d’autre part, notant id, la matrice identité dans
M, on obtient

tr (C) = (Ciidy)) = [|0]I5 =1,
d'ot Q; C {C € Cf : tr(C) = 1}. Réciproquement, soit C' € C; telle que tr (C) = 1. Tl
existe donc [ € N* et 0y,---,0, € Rfr non nuls tels que C' = 0,07 + --- 4+ 6,0] et

ZIJ 16:13 = <<21: 0,07 id,) = tr (C) = 1.

Ecrivant C sous la forme

C = 10:130:07 + -+ 10.]150:07 ,
. 0;

ou #; := m, on déduit que C' € Qy, d’ol la conclusion. m

Théoréme 5.2.2: On a:

04 = min max \/X,
T€Ta {XeR: ArAT —Xidp€Cp}

ou idy, est la matrice identité dans M,,.

Démonstration. Soient I € J4 et p € N* tels que |I| = p. Considérons le probleme conique

donné par:

i C,A;ATY) . 5.6
{cecﬂlﬁmzl}« 1A7) (5.6)

Comme le cone Cl‘f est convexe, fermé et pointé (car son cone dual est d’intérieur non

vide), alors le probleme dual de (5.6) est donné par:

max A. (5.7)
{AeR: ArAT —NidpeCp}

Observons aussi que (5.7) est borné supérieurement. En effet, soit A € R tel que A; A7 —

Mid,, € Cp,. Alors, pour tout € R? on obtient:
(x,AfAJx — Ax) > 0.

AT 2
Donc, sup < | 1x2||
{AeR: A7 AT —NidyeCp} |l

< +o0. Par ailleurs, comme 0 ¢ co(az), on a:

B AT 2
25 = inf 1417
w0 |z

> 0.
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On vérifie alors aisément que 0 € int{\ € R : A;AT — X[, € C,}. Le probleme dual
(5.7) étant donc strictement faisable. On déduit grace aux résultats de dualité en pro-
grammation conique (voir [16, Chapitre 2.2]), que les valeurs optimales de (5.6) et (5.7)
sont égales. On obtient donc, en utilisant la formule de o4 dans la Proposition 5.2.2 et la
caractérisation de €); dans le Corollaire 5.2.1,

= min min 00" A AT
g4 TET4 {0cR, - \\9\\2:1}« 1Ar)

= mi i C,A/AT
PR e, 2 CALAT)

— 3 3 T

= minmin{C,ArA;))

= min max A

TeJa {XeR: A;AT —Xidy€Cp}

Remarque 5.2.2: Les problemes:

. 99TA AT I
{QERi{lﬁab:l}« i I>>’ € Ja,

sont appelés aussi programmes copositifs, voir [20] par exemple, ot une méthode numérique
est proposée pour résoudre ce type de programmes, en approchant le cone C, des matrices
copositives par des inégalités matricielles linéaires. Les probléemes duaux

max AT eTa,
{AeR: Ar AT —XidyeCp}

peuvent donc étre approchés par des programmes semi-définis positifs.

5.3 Rappels sur le sous-différentiel de Clarke

Nous rassemblons dans cette section les résultats sur le sous-différentiel de Clarke
qui nous serons utiles par la suite. Pour plus de détails concernant cette théorie, nous
renvoyons a [27].

Soient X, Y et Z des espaces de Banach tels que Y € X. On munit X de la norme
IIIl, le dual de X est noté X* muni de la norme duale ||-||. et on note (-,-) le produit de
dualité X x X*. L’ensemble L(X,7) désigne I'espace des applications linéaires continues
de X dans 7.



5. Sensibilité au premier ordre des constantes de Hoffman 92

Etant donnée f : X — R une fonction localement lipschitzienne, on rappelle la
définition de la dérivée directionnelle généralisée de Clarke de f enx € X dans la direction

veX: / ,
f°(z,w) := limsup f@'+t) = f(@) :

' =z, t—0+ t

La fonction f°(x,) est finie, positivement homogene, sous-additive, donc convexe et vérifie
fo(z, —v) = (= f)°(z,v). Le théoreme de Hahn-Banach assure que ’ensemble de X*:

f(x):={£e€ X" f(x,w) > ({w) pour tout v € X}

est non vide. Cet ensemble, qui est de fait, convexe et *-faiblement compact dans X*,
est appelé le sous-différentiel de Clarke de f en z. Cet ensemble coincide avec le sous-

différentiel de Fenchel si f est convexe et vérifie:

fo(z5v) = Eop(a)(§) = max{(&v) : £ €df(x)}.

Lorsque f est strictement différentiable en z (Voir Définition 2.3.1) on note f!(z) la dérivée
stricte de f en x. On sait alors que f est strictement différentiable en x si et seulement
¢'il existe £ € X* tel que Of (z) = {£}. De plus, si X est de dimension finie, alors f est de
classe C'!' sur un voisinage de = si et seulement si df(y) est un singleton dans ce voisinage.

La fonction f est dite réguliére en x si la dérivée généralisée coincide, pour tout v € X,

avec la dérivée directionnelle usuelle :

ooy e fle ) = f(a)
f(x;v) :== lim :
t—0+ t
Comme exemples de fonctions lipschitziennes régulieres, on a les fonctions strictement
différentiables, les fonctions convexes, les combinaisons coniques de fonctions régulieres,
le maximum d’un nombre fini de fonctions régulieres.

Soit f;, 1 = 1,...,k une famille de fonctions localement lipschitziennes en x, alors

Ofi+ -+ fi)(w) COfs(x) +- -+ dfe(x),

et 'égalité a lieu si les fonctions f;, 1 = 1,...,k, sont régulieres en z.
Soient F' : Y — Z et g: Z — R des fonctions telles que F' est strictement
différentiable en z et g est localement lipschitzienne en F'(z), alors la fonction f := go F

est localement lipschitzienne en z et on a:

0f (z) C 9g(F(x)) o Fi(x),
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I'égalité a lieu si g est réguliere en F(z).
On note h(x) := max{fi(z),....fr(z)} et I(z) := {i € [1,k] : fi(x) = h(x)}. Alors, on
Oh(z) C co{dfi(x): i€ I(x)},

I'égalité a lieu si f; est réguliere en x pour tout i € I(x).
Si g : R — R est une fonction localement lipschitzienne en f(z), alors la fonction

h := g o f est localement lipschitzienne en z et on a:

Oh(z) C {af: € df(x), a € yg(f(x))},

I'égalité a lieu si g est strictement différentiable en f(z).

5.4 Formules implicites du sous-différentiel de

fonctions liées aux constantes de Hoffman

Dans cette partie nous établissons des formules implicites du sous-différentiel et de la
dérivée généralisée de la fonction o : M,,«, — R associée a la constante de Hoffman o4
définie dans (5.1):

o: A= o(A) =0y = inf inf A0,
(4) 4 T€Tar {0eRL: [0]2=1} 14°3 61l

ou Ja :={I C[I,m]: 0¢ co(a))}. Sous I'hypothése de régularité (5.2):
0 ¢ fr(co(ar)) pour tout I C [1,m],

la fonction o est localement lipschitzienne, d’apres la Proposition 5.2.1. Le sous-différentiel

de Clarke de o en A, étant donc non vide, est donné par:
do(A) ={C € Mysn: 0°(A;C) > (C,H) pour tout H € M,,xn},

ou 0°(A;-) est la dérivée généralisée de o qui coincide en fait avec la fonction d’appui
EBJ(A) de aO'(A)
Pour simplifier les formulations nous fixons quelques notations. On rappelle que Qj

(voir (5.3)) est donné, dépres la Proposition 5.2.2, par:

Qr:=coffd": eR, [0, =1} ={CeC :trC=1}.



5. Sensibilité au premier ordre des constantes de Hoffman 94

Notation 5.4.1: Si I C [1,m], on note ¢; et fr les fonctions définies par:
¢1(C) = =C1Cr, f1(C) = max(H,6:(C)),
et on pose:
Qi(A) = {o € in (H.A147) = ((C,AIA?»} (5.8)

et
I(A):={I€ Js: f1(A)=—-0%}. (5.9)

Utilisant la Notation 5.4.1, o s’écrit:

0% = —max fi(4).

Il faut donc vérifier la régularité et la dérivabilité des fonctions ¢; et f;. Les deux résultats

suivants sont aisément vérifiables.

Lemme 5.4.1: Soit I C [1,m]. Alors, la fonction ¢; est de classe C™ sur My, et on
a:
¢1(C)(V) = =CiVy = ViCY

pour tous C.V € M, «n.

Comme I’ensemble €2; est convexe et compact, on a immédiatement la:

Proposition 5.4.1: Soit I C [1,m] de cardinal égal a p € N*. Alors, ¥q,, la fonction
d’appui de Sy, est convexe, lipschitzienne (donc réguliére), finie, et pour tout C € S, on
a:

0(Zq,)(C) = {H € Qr: Zq,(C) = (HC)} .
Par conséquent,
S, (C5V) = 4, (C1V) = Sz o) (V) = max ((HV) : H € O, 50, (C) = (H.O)}
pour tout V€ S, .

Toute fonction fr, I C [1,m] (voir Notation 5.4.1) est la composée d'une fonction
convexe lipschitzienne ¥, et d’une fonction de classe C*°. On en déduit donc que f; est

localement lipschitzienne et réguliere (voir [27]). On obtient la proposition suivante.
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Proposition 5.4.2: Soit I C [1,m] et soit p € N* tel que |I| = p. Alors, le sous-
différentiel de f; en A est donné par:

Ofr(A) = {(_QCAI> L C € a(znl)(—A,A?)} , (5.10)

m=p

autrement dit :

o) ={( )5 € e pin AT = (Carp) |

Oy

ot 0, est la matrice nulle dans Mm_pyxn-

Démonstration. Pour simplifier les notations nous supposons que I = [I,m]. On note
donc [ = frm), Q= Qum et ¢ := @y m. Soient Vet ¢ > 0 fixés. En utilisant des

développements au premier ordre des fonctions ¢ et ¥, on obtient :

F(A+1V) =Xa(¢(A+1V)) = Xa(d(A) +1¢'(AV) + o(t))
= Zo(o(4) + ' (AV)) +o(t)
= Zo(¢(4)) +156(6(A) : ¢'(AV)) + o(t)
= f(A) +t55(p(A) ; —AVT — VAT + o(t)

= f(A) + 1Sy aamy(—AVT = VAT) 4 o(t) .
Or, pour C' € Q on a:
(CLAVT £ VA™Y = tr (CAVT) + tr (AV7C) = 2t (CAVT) = 2(CAVY .
d'ott
Soa)(—aar) (—AVT = VAT) =555y aamya(V) -

On en déduit que:
fA+V) = f(A) + 15 5520y aamya(V) +o(t) .

Par conséquent, f'(4; V) =¥ _s45,)(—a4a7)a(V). Comme f est réguliere, on en déduit que
fI(A; V) = fo(A; V) = Zaf(A)(V) On obtient

O (A) = —20(Sq)(—AAT)A = {—2CA . e, min(H,AA") = <<C,AAT>>} .
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On obtient alors le théoreme principal de cette section.

Théoréme 5.4.1: Supposons que Uhypothése (5.2) a lieu: 0 ¢ fr(co(a;)) pour tout I C

[1,m]. Alors, le sous-différentiel de o en A est donné par:

607 A
Jdo(A) :aglco{< o I)} :
Oy

ou 0, I et p sont tels que:

rcfim], [Il=p [A70rll2 = [[A70rll2 = 04(>0), 0 2 0, [|0r][2 = 1.

, min
{01>0,07]]2=1}

Par conséquent, la dérivée directionnelle est donnée par:

o' (A;H) = lemax{«ﬂfﬂf,H]Af)) 0 >0, |02 =1,
[A701la = [|A70r]]2 = 04>0}

min
{01>0,]|07]2=1}

pour tout H € M, «n.

, . L 2 o .
Démonstration. Posons g(A) := o(A)* = max fr(A). On a o(A) = 1/g(A). Appliquant

les regles de calcul rappelées dans la section 5.3, on obtient,

do(A) = %89(14).

Puisque les fonctions f; sont régulieres et dg(A) = —9(—g)(A), on déduit que:

9g(A) = - <max f,) (A) = —co {0f1(A), T € T(A)} .

I€ega

—2CA
Or, d’apres la Proposition 5.4.2, on a df;(A) = {( I) : C e QI(A)} (Qr(A) est
m—p
’ensemble introduit dans la Notation 5.4.1). On obtient,

CA;

do(A) :aA1C0{<O ) : CGQI(A),IG]I(A)}. (5.11)

m—p

Observons que Q; est convexe et compact, donc Qr(A) s’écrit:

{0120,[107[]2=1}

Qr(A) =co {019? : min I|A7 012 = ||A?91||2} .
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[’ensemble do(A) est convexe et compact par construction, donc il est I’enveloppe convexe

de ces points extrémaux. En particulier on obtient, en utilisant (5.11),

CAr
do(A e . C € ;07 : i ATO;||, = || A% T el(A
o(Ad) =0y, CO{<0 ) CO{ 91 {912&%?”2:1}” 1912 = |41 zllz} ( )}

m—=p

;0T A
:UAICO{< (I)I I>! 0r >0,|0r] =1

m—p

|A701ll2 = | A7 012, € H(A)}

, min
{0120, (10rl2=1}

0107 Ar
-1 I . - .
=0, co 0 >0, |07]]2 =1, min A7l = ||A70r||l2 =04 >0
A {( O ) 120,672 {0120,”61\\2:1}” 701ll2 = [|ATOrll2 = 0a }

ou le passage de l'avant-derniere a la derniere égalité est di, grace au Lemme 4.4.2

(appliqué avec C' = 0), au fait que: I € I(A) si et seulement si

min A70r|la = ||A701]|]2 = 04 > 0.
orzoimy 147012 = 147 61llz = 04

La deuxieme conclusion découle du fait que o est réguliere. On a donc:

0° (A1 H) = 0'(A; H) = Sop(a)(H) .

Remarque 5.4.1: Le Théoreme 5.4.1 donne des formules implicites du sous-différentiel
de o et de sa dérivée directionnelle, ces objets étant définis a partir des problemes d’op-
timisation qui sont en fait équivalents a des programmes quadratiques convexes avec des

contraintes quadratiques.

5.5 Formules explicites du sous-différentiel des

fonctions liées aux constantes de Hoffman

Dans cette section nous proposons de calculer le sous-différentiel de la fonction k :

Miwn — R, associée a la constante d’Azé-Corvellec, introduite dans [11], donnée par:

k: A= k(A) =k = inf inf 1A'70]] . (5.12)
IeJ), {0eRI: ||0||1=1, 6>0}

On rappelle que Ja :={I C [1,m] : 0 ¢ co(a})}. On a k4 > 0 et

kad(z,Pay) < |[(Az —b)¥||o pour tout z € R",
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ici d est la distance associée a la norme euclidienne. Sous I'hypothése (5.2), on montre,
comme dans la Proposition 5.2.1, que x est localement lipschitzienne au voisinage de A

(voir aussi [11]). Par conséquent, 0k(A) est bien défini.

Notation 5.5.1: Soit I C [1,m], on note I'; 'ensemble donné par:
Tr:=co{00”: 0 R, [0, =1},
et on pose:
J(A) :={I € Ja: max({H,p;(A)) = —r%}
HEFI
et

My(4) :={C € Ty min(C',ALAT) = (C.AIAT)}

En procédant comme dans la section 5.2, nous donnons une formulation variationnelle

de la constante k4.
Proposition 5.5.1: On a:

2 T
k5 = —max 2, (—A;AT).
A TeT s FI( 1 I)

Démonstration. Elevant « au carré, on obtient :
kK3 = min min |A70]3
T€TA {9eR: ||0]l1=1}

= min min (6,A1A70)
TeTa {0€RL: ||0]|1=1}

= i i 00" A AT
PRI (oex Py, oy 0097 AT

= min min C,A[AT) .
TETA {C=00T: 66R1,||0||1:1}<< rAr)

Or,

i C,AATY = i C,AATY = min(C, A, AT
P 52&”9”1:1}« ALAT) CECO{%T}{;&,”9”121}« ArAT) = min(C, A AT)

d’ou le résultat. m
Comme pour les ensembles €27, nous donnons une caractérisation des ensembles I';.

Proposition 5.5.2: Soient I C [1,m] et p € N* tels que |I| = p. Alors,

rr={cec/: > C;=1}. (5.13)

1<4,j<p
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Démonstration. Si C' € S, est telle que C' = 00" avec 6 € R}, et [|0]|; = 1, alors C' € C,
d’apres la Définition 5.2.4. De plus, on a:
o Cii= D 00M),= > 0:0,= > 6; > 0;=1.
1<4,j<p 1<4,j<p 1<4,j<p 1<i<p  1<5<p
Or, I'ensemble {C' € Cf : Yi<;<,Cij = 1} est convexe, donc I'y C {C € C :

Y1<ij<p Cij = 1}. Réciproquement, soit C' € C;’ telle que Z C;j = 1. 1l existe donc
1<i,j<p
leN et ', -0 € Rl non nuls tels que C = 0'0'" + .-+ 00" et

Zneknl—z P Y Y G- Y Y e - Y -1

k=1 k=11<i,j<p 1<i,j<p k=1 1<i,j<p

Ecrivant C sous la forme:

C = |0uI360:07 + -+ 16.130.67 .

~

ou f; := on déduit que C' € T'7, d’otut la conclusion. m

_r
16: 11
On obtient ainsi, par analogie avec le Théoreme 5.4.1, le sous-différentiel de x donné

sous une forme implicite.

Théoréme 5.5.1: Supposons que la condition de régularité (5.2) ait lieu. Alors, le sous-

différentiel de Clarke de la fonction k en A est donné par:
0;07 A

0k(A) = KJAlCO{< o I>} :
Om—p

I c[1,m], |I| = p, d(0,co(ar)) = ||A70r]]2 = ka(>0), 0, >0, > 6, =1,

el

ou 07, I et p sont tels que :

Démonstration. Le résultat découle en procédant exactement comme dans la démonstra-

tion du Théoreme 5.4.1. On montre que le sous-différentiel de k en A est donné par:
1 CAI
Ok(A) = Kk, co

En développant cette derniere expression on aboutit a la conclusion. m

> : Ce MI(A),IGJI(A)} .

m—p

Pour expliciter la formule de dx(A) dans le Théoreme 5.5.1 nous allons chercher les
vecteurs 0; € R tels que d(0,co(ar)) = ||A76;]|2 pour tout I € J(A). Ceci est équivalent
a résoudre des programmes de la forme:

min 0"HO, ke N, HeS;. (5.14)
{9eRE: S8 0;=1}
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Pour k € N* et H € S fixés, on note A := diag(\,---,\x) la matrice diagonale ou

Ay < -+ < \g sont les valeurs propres de H rangées dans ’ordre croissant en comptant les

D1

valeurs multiples. Alors, il existe une matrice de passage orthogonale P = | : | € O(k)
Pk

(p1, - -+ ,p sont des vecteurs lignes dans R¥) & une base orthonormale de vecteurs propres

{v1,--- 0} telle que H = PAP".
Proposition 5.5.3: Soient k € N*, H € S;" et p € Ry tel que:

= min 0" HE .
{9eRE: SO 0;=1}

Alors, p = 0"HO pour tout 0 vérifiant :

{0 R 2 0]y =1,HO — pe >0, (HO — pe)if; = 0 pour tout i € [1,k]} (5.15)

1

oue:= | : |. Deplus, sify est tel que u = 05 HOy alors, u = 0" HO pour tout § vérifiant :
1

{0eR . ||10), =1,H0 = Hb,}. (5.16)

Démonstration. Observons que le probleme min 0" HO est un programme qua-

k
{0eRE: >, 0i=1}
dratique convexe (avec contraintes affines) fini:

min 0"HO > 0.
{GER’jF: Zle 6;=1}

On déduit grace au théoréme de Frank-Wolfe [44] qu’il a des solution et donc p est bien
défini. Faisant le changement de variables h = P70, on trouve
min  (#0" H)) = min  (PT6,AP"6)
{0eRY: [l6]1=1} {0eRY: [l6]1=1}
= min (h,Ah) .

{heRE: Ph>0, S pih=1}

On note (Q) le probleme défini par:

min (h,Ah) .
{heRF: PheRE, S¥  ph=1}
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Alors, (Q) est un programme quadratique convexe, dont les conditions de Karush-Kuhn-

Tucker s’écrivent :

(( 20+ YE &pT +yXE pf =0, £€<0, y€ER

(KKT) : § &pih =0 pour tout i € [1,k]

| Ph>0, SF  ph=1

Multipliant (en faisant le produit scalaire) la premiere ligne de (KKT) par p; , j € [1,k]

et utilisant le fait que P est orthogonale, on obtient
2p; AR +&+v=0.
Multipliant scalairement la deuxiéme ligne de (KKT) par h, on trouve
2h"Ah+~v=0.

On déduit que:
v=—=2h"Ah, & =2(h" —p;)Ah.

En reportant ces valeurs dans la premiere ligne de (KKT), on trouve

k k
2AR+ Y &l + ) pf =0.
i=1 i=1

Il en résulte donc que le systeme (KKT) est équivalent au systéme suivant :

(S5 pih=1, Ph>0

(pi — h")Ahp;h =0  pour tout i € [1,k] .

(pi — K™)AL >0 pour tout i € [1,k]

Soit § € R: tel que |0y = 1 et = 6" H. Alors, h = P70 est une solution de (Q). On a
donc
pih = 0;, piAh = e, PAh = e, PAP"Ph = (H0);, h"Ah = pu,
d’ou
HO — pe >0, (HO — pe);6; =0  pour tout i € [1,k].
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Réciproquement, si 6 vérifie (5.15), alors

k

Z(He)igi =K.

i=1
Donc, 6" HO = p.
La deuxieme affirmation (5.16) résulte de la caractérisation des solutions d'un pro-

gramme quadratique convexe donnée dans [67]. m
On obtient le théoreme suivant qui donne la formule explicite du sous-différentiel de
K.

Théoréme 5.5.2: Supposons que la condition de régularité (5.2) ait lieu. Alors, le sous-

différentiel de Clarke de la fonction k en A est donné par:

6,07 A
Ok(A) = HA1C0{< o I)} ,
Oy

ou O, I et p sont tels que I C [I,m], |[I| =p et
0r >0, Yier i =1

AjATOr — kpae >0 : (5.17)

L (A1AT0 — Kae)i0; =0  pour tout i € T

Démonstration. Soit I C [1,m]. On a:

M[(A) = {019}1,0[ Z 0, 201 = 1,d(0,co(a[)) = ||A}1(91)||2} s
iel
Or, M;(A) est décrit, d’apres la Proposition 5.5.3, par:
My(A) = {007 : 01 > 0, ||04][» =1, ArA70; — pre > 0,
(AjA76 — pre);0; = 0 pour tout i € I},
ou py = d(0,co(ar)). En particulier, si I € J(A) alors, p;y = d(0,co(ar)) = k4 > 0. Il suffit
alors d’appliquer le Théoréeme 5.5.1. m

Utilisant la carctérisation (5.16), on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 5.5.1: Supposons que la condition de régularité (5.2) ait lieu. Si pour chaque
I €J(A), 69 est une solution de (5.17) alors, le sous-différentiel de Clarke de la fonction

k en A est donné par:
0;07 A
Ok(A) = HA1C0{< o I)} ,
Om—p
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ou 07, I et p sont tels que :

IC [1,m], |I‘ =p, AIA?GI = A[A?a?, 0[ Z 0, 291 =1.
iel
Remarque 5.5.1: (a) Si 0 ¢ co(ap,m)), alors k4 = d(0,co(ap m))). Dans ce cas, I'hy-
pothese (5.2) est satisfaite et le sous-différentiel de A est donné, d’apres le Théoreme
9.0.2, par:
Ok(A) = k' co{HT A},
ou f est tel que:

(0>0, 5 6,=1

1€[1,m]

S AATO — ke >0 : (5.18)

| (AA"0 — Kk4e);0; =0 pour tout i € [1,m]
D’une facon équivalente, d’apres le Corollaire 5.5.1, si Ay est une solution du systeme
(5.18), alors

Ok(A) =k, co {GGTA :0>0, > 6;,=14A"0= AATGO} .
1€[1,m]
En particulier, si le systeme (5.18) admet une unique solution 6y, alors x est strictement
différentiable et
Vi(A) = k,'0007 A.

(b) Si les vecteurs (afi m) sont linéairement indépendants, alors on a nécessairement 0 ¢
co(ap,m). Dans ce cas, « est de classe C* (voir section 5.3) et sont gradient en A est donné
par:

Vi(A) = k,'00" A,

ot § € R™ est I'unique vecteur vérifiant § > 0, ", 6; = 1 et d(0,co(ap m))) = ||A"0].
(c) Les formulations variationnelles établies pour les constantes de Hoffman permettent
aussi d’étudier le comportement au second ordre et plus généralement la stabilité de toutes

les valeurs propres multivoques comme dans le cas des valeurs propres usuelles traité dans
[49, 50, 51].
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6. QUANTITATIVE STABILITY IN CONVEX QUADRATIC
PROGRAMMING

Abstract

Given a quadratic convex mimization problem, we investigate the dependence of the
value function and of the primal and dual solution sets with respect to all the data of
the problem. This leads us to a slight extension of the results of [17, 18] along with a
simplification and clarification based on the systematic use of convex analysis techniques.
Moreover some quantitative estimates are given on the rate of change of the primal and
dual solution set as well as the Lipschitzian behaviour of the optimal value function with

respect to the data.

6.1 Introduction and notations

Given a matrix A € M,,,, (the set of real matrices with m rows and n columns) whose
aj

rows are denoted by af,---,a’ so that A = : |, and a vector b € R™ such that the

T

O

convex polyhedron
Pyp:={x e R": Az < b}

is nonempty, we consider the convex quadratic minimization problem on R"

(Pr) min (x Az _ yTx>

Az<b 2

where H € S (R) (the set of real symmetric positive semidefinite matrices) and y € R".

We denote by
7= (HAby) € Tl :=85(R) x M, »,(R) x R™ x R*

the natural parameter attached to our problem when dealing with its stability. We are
interested in finding a necessary and sufficient condition ensuring that S; # 0, the so-

lutions of (P;), for all 7 = (ﬁ,fl,i),g}) close enough to 7. In other words we are seeking
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for finding the interior of the domain of the multifunction S(-) := (). We also want to
x"Hx

investigate the continuity of the value function 7 — £nl<r%)
x_

to m = (H,A,b,y) and the behaviour of the primal and dual solution sets. In the posi-

- yTx> with respect

tive definite case, one can find a thorough study of these questions in [37], see also [15]
and references therein. In the semidefinite case the situation is more involved [14]. Some
answers to these questions of stability have been provided in [17, 18]. In [17], rectified in
[18], the authors characterize the interior of the domain of the multifunction S,y with H
fixed and establish some directional continuity properties of the value function at a point
of the interior of the domain. In [18], it is proved that the value function is continuous at
any m = (H,A,b,y) € int (dom &) and that the multifunction S(+) is upper semicontinuous
at any point 7 interior to the domain of S(+). In this paper, we slightly extend the quoted
results in two directions. The matrix H is allowed to vary in the context of [17], and we
also study the behaviour of the dual solution sets. Moreover, we provide a quantitative
approach to stability by giving some rates of change for the primal and dual solution sets
and for the optimal value function. We mainly rely on convex analysis and convex duality

leading to an attempt of simplification and clarification of the results and of their proofs.

We shall freely use the usual definitions and notations of convex analysis which can be

found e.g in [48, 77, 8, 85]. Let H € S (R) be the set of symmetric positive semidefinite
x"Hx

matrices, and let @) : R® — R be the convex quadratic function defined by Q(z) =
for all x € R™. It is noteworthy that dom (Q*) = R(H) := H(R"). Given 7 € II let us

introduce the convex function ¢, (-), or briefly ¢(-) if there is no risk of confusion, by

gr () = Q) +ip,, (7) (6.1)
where ip, , () denotes the indicator function of the set P, that is

0 iffEEPA’b
—+00 ifxgéPA’b'

iraste) = {

We further denote by og the support function of a subset S C R", that is o5(y) = supy” .
TES
Given m = (H,A,b,y) € T , we shall be dealing with the convex quadratic minimization

problem:

(P,) inf (Q(z) —y"x) = inf ¢(x) —y"x,

T€EPA reR”

whose infimal value is equal to —¢*(y). It is well-known, according to the Frank-Wolfe

theorem [44], that (P,) admits solutions if and only if y € dom (¢*) that is ¢*(y) < +oc;
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in that case, we denote by Sy the set of solutions of (P,). Observe that for any x € Py,
we have

9q(r) = Hx 4 pos (a, ,())
where Jay(z) = {j € [1,m] : alz = b;} and pos(a;) = A"(R]) = > Ria; for any

jed
J C [1,m] with the convention pos® = {0}. In other words, for all 2z € P4, one has

dq(x) = {Hx+ATu c peRY, p"(Az —b) = 0}.

We shall denote by dq the graph of the subdifferential of ¢, that is 9g = {(z,2) € R* xR" :
z € 0q(z)}. The following lemma will be of interest.

Lemma 6.1.1: Let J = {Jau(z) : © € Pay} and let us set, for all J € T,
Iy={(z2) € xR":2€ Hr + A%(R])},
where Qy = Pay N A7 (by) with the convention Ay =0, by = 0. Then

JeJg

Proof. Let (2,2) € dq, so that € P4y and there exists u € R] with z = Ha+ A%u where
J = Jap(z) € J. It follows that = € Q; from which we get (z,z) € I';. Conversely, given
J € J,wehave 'y C Jq. Indeed let x € Q;, z € R”, u € ]RJJr be such that z = Hx + A%y,
then J C Jau(x). Setting p; = 0 for all j € J¢, we get 2 = Hx+ A" and p”" (Az —b) = 0.
Thus z € 0¢(z), and then 0¢g = Jjc; ;. m

Remark 6.1.1: As I'; is a convex polyhedron for all J € 7, it follows from [76] that
the multifunction d¢ ! is upper Lipschitzian at any y € R® which means that there exist
¢ > 0 and n > 0 such that 9¢~'(2) C d¢~"(y) + ¢||z — y||Bg~ for all z € y + nBgx. In
particular, the range R(0q) = U,er» 0¢() is closed.

The previous remark leads to an interesting property satisfied by the convex quadratic
function ¢. Following [6, 7], see also [3, 72], we say that a closed convex function f : R" —
RU{+o00} has a good asymptotic behaviour whenever (f(z;))ren converges to infga f for
any sequence (zx)reny C R™ such that d(0,0f(x,)) converges to 0.

Proposition 6.1.1: For any y € R”, the function f(x) = q(x) — y"x has a good asymp-

totic behaviour.
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Proof. Let (zx)ren C R™ be a sequence such that d(0,0f(xy)) converges to 0. Thus there
exists a sequence (wy)ren C R” such that wy, € dq(xy) and (wy)ren converges to y. Relying
on remark 6.1.1, there exists a constant ¢ > 0 and a sequence (zx)ren C R” such that

2z € 07 'q(y) (that is z; € S;) and such that ||z — 21| < ¢|ly — wy|| eventually. One gets

1
f(fl?k) = f(Zk) + §(IL’k — Zk)TH(ZL’k — Zk) + (xk — Zk)T(HZk — y)
As Hz, = HZ for a fixed Z € S; (see [67, Corollary 1]), it follows that limy_, f(zx) =
infgn f(x). m
Given a solution = € S, one has 0 € df(x) where f(z) = q(z) — y"x. The set of
multipliers associated to the solution x is the set, denoted by Sy, of those u € R} such

that
y=Hzx+ A"

(6.2)
pr(Az —b) =0
It is noteworthy that if (6.2) is in force for some 2 € P4y and po € RT, then z is a solution

of (P;), and p is a multiplier associated with z.

6.2 Stability in convex quadratic programming

From now on, we shall posit that the polyhedron Py, is nonempty. In the linear case,
corresponding to H = 0, it is well-known from the duality theory in linear programming
that (Po as,) has solutions if and only if y € AT(RT ). In fact this result extends to the
quadratic case under the following slight variant of the Wolfe duality.

Theorem 6.2.1:

(a) For ally € R, it holds

¢ (y) = Mrgg&%(fb +Q (y — A'w)), (6.3)
and
dom (¢*) = A"(RT) + R(H). (6.4)

(b) For all y € dom (¢*) and for all m € TI, we have

Sr={peRy :p"b+Q"(y—A"n) =q"(y)}.
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Proof. (a) Observing that the convex function () is continuous, we can use the classical

result about the conjugate of a sum of convex functions (see [48, 77]) yielding

¢*(y)= min  (op,,(2) + Q" (y — 2)).

z€dom (O'PA,b)
From the duality Theorem in linear programming (observe that P4, # )), we obtain that
o (2) = Wi R, A= )

for all z € dom (op,,) = A"(RT), thus

*(y) = min min Th4+ Q*(y — 2)) = min (17b+ OQ*(y — AT ).
¢ = _min, e (7 + Q' = 2)) = min (70 -+ Q*(y — A7)
AT =z

Let us prove now that dom (¢*) = A"(R7 ) + R(H). Indeed, assuming that
y = A"y + Hzg
for some 19 € RT and zy € R?, then pib+ Q" (y — A" j1g) < 400 yielding

¢'(y) = inf (1" +Q"(y — Ap)) < pod + Q" (y — A'puo) < +o0.
+

Conversely, if y € dom (¢*), with P4, # (), then the minimization problem (P,) admits

at least a solution z € P4 for which
0€0Q(z) —y+pos(as,,@) C RH)—y+A"(RT),

yielding y € A"(R}) + R(H).

(b) Let ;1 € 8 be a multiplier associated to a solution x of (P,). We have Az < b,
Hx=y— A"p and p"(Az — b) = 0, leading to

. x"Hx
Q'(y — AT = ——,
and
b'p=p"Ar =2"A"p=a"y — 2" Hzx,
thus

Vu+@Q(y—A'p) =27y — Q) = ¢"(y) = min ("0 + Q" (y — A"w)).
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On the other hand, let ;€ R be such that
b+ Q (y—A"n) =q'(y).

Observe that Q*(y — A"\) < +oo if and only if y — A"\ = Hx for some x € R” and that,
T
H
in that case, one has Q*(y — A"\) = r T

we obtain that (Z,u) is a minimizer for the problem

. Thus, considering some & € H '(y — ATp),

T
H
min ATh 4 2 x,
A eR?Y 2
AT A+ Hx =y

T

which is the Wolfe dual. As the convex function (z,\) — A"b+ °
can find £ € R™ and z € R” such that

(o) =) (5)+ () ()

and £"p = 0. Thus we get

is continuous, we

Hx+Hz=0
pr(Az =b) =& =0
b+Az+&6=0
Setting x = —z, it follows that
ATu+Hzx =y
Ar—b=¢<0
=20

from which we derive that x is a solution to (P,) associated to the Lagrange multiplier
.
Remark 6.2.1: (a) In the case H = 0, we have Q* = iyo; hence, for A € R,
+oo it ATAF#y
Q' (y—A")) = :
0 if A"A=y
thus the previous theorem reduces to the usual duality in linear programming.

(b) If « is a solution of P, and if p € R is a multiplier associated to x, then

z"Hz
2

q"(y) = b+ (6.5)
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zTHzx

Indeed, one has ¢*(y) = p"b+ Q*(y — A™p) = u"b +

since ATuy=y— Hz.

(c) It is well-known that the problem (P,) admits solutions if and only if y € dom ¢*,
according to the Frank-Wolfe theorem [44]. This can be easily proved by observing that
the function ¢ — y”(+) is bounded from below whenever y € dom ¢*. Thus, by the Ekeland
variational principle, we get y € R(dq), hence (P;) has solutions since R(dq) is closed
(see Remark 6.1.1). It is interesting to observe that the set of y € R" such that S, # 0 is

a closed convex cone equal to dom¢* = R(H) + A" (R7).

(d) The function p—> h*(p) = p"b+Q*(y — A" 1) + irm (1) whose minimizers are the
multipliers is closely related to a perturbation of the problem (P;). Indeed, introducing

the function
h(z) = inf (Q(z) —y =),

TEPA by

one easily checks that, for all 4 € R™,

W' () = "o+ Q" (y — A" ) + irm (k). (6.6)

Frow now on, we intend to study the behaviour of the quadratic problem (P,) with respect

to perturbations of the data represented by the parameter
7= (HAby) el =8 (R) x M, x R" x R".

Let us recall that we have denoted by ¢ = q(s, 4, the function

tTHx .
9 + ZPA,b(x):

qﬂ-(ZL’) = Q(ZL’) + Z.PA,b(x) =

and by S, := argmin (¢, — y"(+)) the solution set of the problem (P,). We also denote by
S; the set of multipliers.

Given zy € S;, it is shown in [67, Corollary 1] that
Se={r€Pap:Hr=Huxo,y'v =y"z0} ={x € Pyp: Hr = Hxg,y"x > y"x0}.

In the sequel, we shall need such a result for multipliers.

Lemma 6.2.1: Let py € S; associated to vy € S;. Then

Si={peR} A=A, b p=>0"po} ={p e R : A" = Ao, b"p < b"puo }.
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Proof. Let 1 > 0 be such that A"y < A" o and b = b" ig. We have
y=Hzxqg+ A"y = Hxg+ A" p,
and
W (Ay — b) = a2 ATp — 1T > i (Azg — b) = 0,
hence p"(Azg — b) = 0, thus u € Sk Conversely, it follows from [67, Corollary 1] that
Se={r€Psy: Hr =Huzo,y 'z =y x0}.
Now let u € S} associated to a solution z € S;. We obtain that Hx = Hxg, thus

ATn=y— Hx =y — Hxzg = A" 9. On the other hand, we have (see (6.5))

2THz T+ xi Hxg

bT
pt 5

from which we get 6" = b" . m
Definition 6.2.1: Let 7 = (H,Ab,y) € II. We say that (P,) is stable if
7 € int(dom (S))

that is, there exists a neighborhood N of 7 in II such that Sz # 0 for all # = (H,A b)) €
N.

We shall need the following classical lemma.
Lemma 6.2.2: Let /- RP — R? be a linear mapping and let C' C RP be a closed convex
subset such that int (((C)) > y. Then, there exists r > 0 such that y € int (¢(C N rBgs)).
Proof. From our assumptions, we have
R? = |J n(¢(C N nBrs) — y).

neN
As n(¢(C NnBgry) — y) is closed, we derive from Baire’s Theorem that there exists n € N
such that int n(¢(C' N nBgy) — y) # 0, from which it is easily deduced that 0 € int (£(C' N
nBr») — y) yielding the conclusion of the lemma. m
The following result extends the Robinson-Ashmanov Theorem (see [9, 75]) on stability
in linear programming. It also extends the stability result of [17] in which H was fixed.
Theorem 6.2.2: The problem (Py) is stable at 7 = (H,A,by) if and only if the two
following properties hold

(Ry) R" = R(H) + A"(RY) — Ry,
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and
(Ro) there exists 2o € R” such that Azy < b.

Proof. Assume that (P,) is stable. Then P4y 4. # () for all ¢ > 0 small enough where
1

e= | : | € R". Thus there exists z; € R"” such that Azy < b. On the other hand, as

1
Sir,apg) # 0 for all § close to y, we derive that y is an interior point of dom ¢*, that is

y € int (R(H) + A"(RT)), hence
R" =R, (R(H) + A"(R}) —y) = R(H) + A"(R') — Ry.y,

thus (Ry) is satisfied.

Conversely, let us assume that (R;) and (Ry) hold true. From (Ry), we get y €
int (R(H) + A"(R7)). Then, there exists from Lemma 6.2.2 positive real numbers 1 and
r such that

Y+ nBrn C H(rBrr) + A"(RT N7Brm).

We derive that, for all (H,4) € S (R) x M,

Y + nBRn C H(TBRn) + AT (RT N TBRm)

C H(rBgn) + AT(R? NrBgn) +r(|H — H| + ||A — A||) Bgn.

Thus we get

y + C H(rBgn) + A"(R™ N rBgm),
for all (H,A) € 8; (R) x M,,,, such that r||H — H|| < /4 and r||A — A|| < /4, and then
§ € H(rBgn) + A" (R™ N rBgm), (6.7)

for all ||g—y| < n/2, and for all (H,A,j) € S; (R) X My, (R) x R" such that 7| H — H|| <
n/4 and r||A — A|| < n/4. As there exists xy such that Azy < b, we can assume that 7 is
small enough in order that Pj; # () whenever |A— Al < n/4 and ||b—b| < n. Tt follows
that S; # 0 for all # = (H,A,b,5j) close enough to m = (H,A,b,y) thus (P;) is stable. m

Remark 6.2.2: Observe that (Ry) is equivalent to

(R(H) + A"(R}') =Ry y)” = {0},
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where K~ stands for the negative polar of the cone K, which in turn is equivalent to the

fact that the system
(y"2 >0

Az <0

\Hz=0
has z = 0 as unique solution. This amounts to say that S, is bounded since S, is the

polyhedron defined by Sy ={x € R" : Az < b,Hx = Hzxg,y"x > y 2o} where zq is an
element of S;. One can also observe that (R;) is equivalent to the strict feasibility of the

dual problem, that is there exist y > 0, x € R" such that y = A"y + Hzx.

On the other hand, (Ry) is equivalent to the fact that S’ is bounded. Indeed, thanks
to Lemma 6.2.1, the polyhedron S} is bounded if and only if the system
(ATh <0

A>0

(ATA =0

has A = 0 as unique solution which is equivalent to (Ryb+ R(A) — R7)~ = {0}, that is
R™ =R b+ R(A) — R} which is equivalent to b € int (R(A) + R7) and then equivalent
to (Rg) by a straightforward computation. Thus S is bounded if and only if (Rs) is in

force.

Theorem 6.2.3: Assume that the problem (P.) where m = (H,Ab,y) is stable. Then
there exists a neighborhood N of m in II and ¢ > 0 such that

S; U S; C cBrnypm
for all # = (H,A,bj) € N.

Proof. From Theorem 6.2.2, there exists a neighborhood A of 7 in §;F (R) X M., ,, X R™ xR"
such that S; # 0 for all # = (H,A,b.j) € N. As (P,) is stable, there exists z, € R" such

that Azg < b, thus there exists § > 0 such that Azy < b— de for all (A,b) close enough to
1

(Ab) where e = | i | € R™. For 7 € N, let us set,

~

h(z) = inf (Q(x)—§"w),

Amgi)—z
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for all z € R". One has (see (6.6))
() = 1"b+ Q(§ — ATp) + imp ().
As Azy < b— de, we then have

h(z) < Qxg) — §7mo < ¢

for all 2 € §Brm and for all # € N, leading to h<c+ iB(0,)- Taking the conjugate on
both sides,

~

Wb+ Q (5 — ATp) + iwm (p) = h* (1) > 6||p|l — ¢ for all peR™ (6.8)
From (6.7), there exists r > 0 such that for all 7 € N,

§g=A"\+ Hx

for some A > 0 with ||[A|| < r, x € rBgn, thus

0‘>
@
Il
>
N
[
+
)
*
B
=
Il
>
H
S
+
O
=2

(1Y) < A

and then,

Thus, for all 1 € §%, we get

||H||T

Sl — e < ATh+Q (5 — ATj) = g2 () < ||bllr + —— 5
yielding the uniform boundedness of S} for T = (I:I,fl,l;,gj) close enough to m = (H,A,b,y).

Assuming that S; is not contained in some ball for 7 close enough to 7, there exists
a sequence (m)gen = ((Hg,Ag,br,yr))ken converging to m = (H,A,b,y) and an unbounded
sequence (xy)ken such that z; € S;,. We can assume that z; = ||z 'z converges to

some z such that ||z|| = 1. Given any multiplier s, € R} associated to zj, we obtain
yr = App + Hay,

thus
N2kl ye = okl Af e + H 2.

As |Jpk]| < ¢, it follows that Hz = 0. Moreover, we have Az < 0 and

Zeye = Wy Az + 2 Hayp = ||z ||~ ppbr + 2 Hoy > ||| ™" 0F i,
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from which we get y"z > 0 which contradicts assumption (R;). m
Theorem 6.2.4: Assume that the problem (P,) with m = (H,A,b,y) is stable. Then
0 #limsupS; C S,

T

0 #limsupS; C S,

R
where T — m means T goes to w. Moreover, we have convergence of the infimum values,
lim ¢3(5) = 42().

Proof. Let (m)ren be a sequence converging to 7 in S (R) x M,,, x R™ x R" and let
(zk)ken be a sequence converging to some z € R” such that z, € S, (such a sequence
exists due to Theorem 6.2.3). We can assume that a sequence (u)ren such that py € Sy,
is a multiplier associated to z; also converge to some pu € R™. We have Apxp < by,
yr = Hyxp + ALy and uf (b, — Agzy) = 0. Passing to the limit as &k goes to +oo, it
follows Az < b, y=Hx+ A" and " (b — Axz) = 0 thus 2 € S;. The same proof leads to

0 # limsup,_,, S C S

Assume now that ¢Z(9) does not tend to ¢i(y) as © goes to m. Thus there exists a

sequence (mg)ren C I, 7 = (Hy,Ag,bg,yx) converging to 7 and § > 0 such that

|07, (k) — @2 ()| > 6, (6.9)

for all £ € N. We can assume that (x;)gen converges to some z belonging to S, thanks

to the first part of the proof. Thus we get

lim (Qk(zk) = yrar) = Qx) =y,

k——+oc
*THyx
2

where Q¢ (z) = , thus

Jm gz (k) = ¢z (),

which contradicts (6.9). m

6.3 Quantitative aspects

In this section, we put a quantitative insight into the stability results of the previous
one. Given a closed convex subset E C R", let us set ¢(z) = %d2(:1:,E) for all z € R,
where 7 > 0. We shall freely use the following evident fact that:

1
v (y) = gllyll2 +op (y) for all y € R (6.10)
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We shall rely on the following theorem taken from [11], see also [28, 63, 72].
Theorem 6.3.1: Let X be a Banach space, let f: X — RU {400} be a proper, convez,

and lower semicontinuous function. Then,

| e @
wlltly MO = B Gt <o)

(with the convention that the right hand side is zero if [f < 0] =10).

In Theorem 6.3.1, d,.(-,-) denotes the distance function to subsets of X* with respect to
the dual norm [|-||. of the norm ||-||. This theorem tells us that a necessary and sufficient

condition for the existence of a positive real number 7 > 0 such that
1
d(z,[f <0]) < = f(x)" forall z € X,
T

lllf d* 3 ; .

It also proves that i[r}fo} d.(0,0f(x)) is then the optimal (i.e. the largest) positive real
TE[f>

number 7 such that the global error bound holds true.
Lemma 6.3.1: Let H € S, (R) \ {0} and let
O = d(0,H" (R(H) N Sg)),
where Sgn s the unit sphere of R". Then,
O = Amin(H )

where Apin(H) is the smallest positive eigenvalue of H, and for all y € R(H),

O d(z,H *(y)) < ||Hz — y|| for all x € R".
Moreover O is the largest positive real number T such that

rd(z,H '(y)) < ||Hz — y|| for all x € R".

Proof. Observe that d(0,H"(Sg» N R(H))) > 0. Let us set ¢(z) = ||[Hz — y|| where
y € R(H) so that [p < 0] = H™'(y). For all z € R" with ¢(x) > 0, we get

Hx —y

b _ T
v = H oy

C H™(Sp N R(H)),
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then
d(0,0¢(z)) > d(0,H" (Sra N R(H))) = 0.

Now let y = Hx € Sgn be such that d(0,H" (Sg= N R(H))) = ||[H"y||. Setting & = zo + x
where xg € H™'(y), we get (&) > 0 and 0y (z) = H"y, so that

d(0,0¢(2)) = [H y|| = On,

thus

O = min d(0.00(x),

and then the second conclusion of the lemma follows from Theorem 6.3.1. On the other
hand, one has

O = min Hyl| > min "Hy = Amin(H),

B entiit o MYl 2 in v Hy (H)
and, assuming that § € R(H) N Sgm is such that §"Hy = A\ynin(H), one has |Hy|| =
)\min(H)a thus 9H = )\min(H)- |

In the unconstrained case, we have the following simple result.
Proposition 6.3.1: Let H € S (R) \ {0}. Then, for all y € R(H) = dom Q*, one has

d*(z,H ' (y)) < r"Hx

)‘mzn(H) 9 ) > 9

—y'x — p for allz € R",

where p = zlelgn(Q(Z) —y'2) = —Q"(y) and Apin(H) is the smallest positive eigenvalue of
H.

Proof. Let xy € R" be such that Hxy = y and let 2 = Hx € dom@Q* = R(H). From
Lemma 6.3.1, one has A\ (H) d(20,H '(y + 2)) < ||z||. Thus we can find £ € H *(y + 2)
such that A\yin(H) ||zo — &|| < ||2|]. We then have

Qy+2) = 5?5
_ %Tf;xo T 4 (f—xo)Tf(f—xo)
< Q*(y) + 2"z + Amin(H)) ™ ”2”2
< Q') +on14)(2) + Amin(H)) ™! ”22”2,

Now if 2 ¢ R(H) then op-1(,)(2) = +00, so that

2]l
2

Q* (y+2) <Q*(y) + om14)(2) + Amin(H)) ™ for all z € R".



6. Quantitative stability in convex quadratic programming 119

Then the conclusion of the proposition follows from taking the conjugate in both sides
and relying on (6.10). m
Given matrices C' € M,,, and G € M, ,, it is known since [52] that there exists a

positive number ¢ such that for any nonempty polyhedron
Q={zeR":Cx <d,Gx =h}
where d € R™ and h € RP, one has

od(z,Q) < (max (cjz —d;)" + |Gz — h].

1<5<

We shall call such a constant ¢ a Hoffman’s constant associated to the polyhedron 2. In

the constrained case (compared to Proposition 6.3.1), we have:

Theorem 6.3.2: Asssume that H € S;"(R) \ {0}, let y € int(domq*), let 1 > 0 be such
that B(y,r) C dom ¢* and let

ve = inf ((2) —y"2) = —4*(y).

Then, there exists 6 > 0 such that
x"Hx

ors(d(z,Sr)) < —y'x —v; for all x € Pyy,

L if0<t<oér

where ¢, 5(t) = { 20

o . In particular
rt— 0% ift>1rd

d*(z,S,) < t"Hzx
20 -2

—y'x — v for all x € Py such that d(z,S;) < r0.

Proof. Let z € B(0,r) and (2g,/t0) € Sz xS}, so that zg € Pay, ptg € R, A"po+Hzg =y,
xiHxg
2

15 (Ao — b) = 0 and ¢*(y) = pgb +
polyhedron

. Let us consider in R” x R™ the nonempty

Q={(z,p) eR" xR} : A"u+ Hzx =y + z}.
From Hoffman’s Theorem, there exists a constant ¢ > 0 such that
d((l‘o,/ig),@) S CHATMO + HmO —Yy—- Z”a
It follows that there exists (x,) € R x R} such that A"y + Hx = 2z 4+ y and

[z = 2ol < [[(0,10) = (2,0l < €l Ao + Hao =y — 2[| = ¢f|z]].
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Thus we obtain

T
H
Fy+2) < uTb+x2x
zrHz z—x9)"H(x — 2
< pgb+ 02 0 4 L 0)2( U)—l—:rOTH(x—xg)—l—(u—ug)Tb.

As H(x — xg) = 2 — A"(p — o), it holds

&

I
2 3

0" (y+2) < q'(y) + 2"wo + (1 — po)" (b — Azo) + || H|

and, using the fact that p”(b — Azy) <0 and pf(b— Azy) =0,

I211*

9 + Z.E(O,T) (Z)

¢ (y+2) <q'(y) +o0s,(2) +0

with § = ¢||H]||. Setting f = ¢ — y”(-); taking the conjugate in both sides of the previous
inequality and relying on (6.10) yields

f(z) = inf f + ¢p 5(d(2,55)) for all 2 € R,
which is exactly the conclusion of the theorem. m

Remark 6.3.1: (a) Assuming that dom ¢* = R", that is A"(R7)+R(H) = R", we obtain
from Theorem 6.3.2 that
d*(z,S,) < 2"Hzx
20 - 2

—y'x — v, for all x € Pyy,.

Nevertheless, the previous global inequality does not hold in general whenever dom ¢* #
R"™. For example if S, is bounded and dom ¢* # R™ then it is possible to find z € R" such

that ¢*(y + z) = +o00 but ¢*(y) +0s, (2) +(5”22H2 is always finite. For example, one can take

1 1
n=2 H(z1,2)=(2,0), A=(0 —1),b=0,y= (1) for which & = {<0>}

(b) Assume that H is definite positive. Then, taking into account the fact that H is

bijective, it is easily seen that the previous result takes the form

x"Hx s e 4 |z — z||?
—yr > v =
2 2|/ H-]

|z — z|”

Vx + Amin(H) for all z € Py,

where Apin(H) is the smallest eigenvalue of H and 7 is the unique element of S;.
We need the following lemma.
Lemma 6.3.2: Assume that (Py) is stable. Then, we have

vr < ve + O(||7 — ).
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Proof. Let N be a neighrorhood of m = (H,A,b,y) such that S; is bounded for all 7 € N/
(see Theorem 6.2.3) and let o > 0 be a Hoffman’s constant of the polyhedron P, . Given
7 €N and € S;, we can find 2 € Py such that

s TA_ . +
ol = =] < (max (477~ b,)*.

As S, and S; are uniformly bounded on N, we derive that

oll# — x|l < max (a7F — b)) + O(|I% — 7)) = O(||F — ).

It then follows
Ur < (7)) —y'2 < 2 (2) — 972 + O(|7 — 7)) = va + O([|7 — []) .

]

We shall also use the following

Lemma 6.3.3: Let x¢ and jq be respectively a solution of (P,) and an associated mul-
tiplier. Then, we have

(v — 20)"H(x — x0) < 2"Hzx
2 - 2

—y'r — vy + pg (Ax — b) for all z € R,

and

| H(x — x0)]|? < xTHz
2Q0max(H)  — 2

where Aya.(H) is the greatest positive eigenvalue of H.

—y'r — vy + pg (Ax — b) for all z € R”

Proof. Let x € R", from the symmetry of H and the optimality conditions, we deduce
that
zoHr = (y — A"po) "z = y"x — pg Ax.

Thus one gets, using (6.5),
(x —xo)"H(x —z9) = 2"Hx+zxiHxy— 2z Hzx
= o"Hr+xgHrg — 2y o + 2p5 (Ax — b) + 2pugb
= x"Hzx —2y"z — 2u, + 2uf (Ax — b),

yielding the first conclusion of the lemma. The second one fellows since

|H(z = 2)||* = (2 —x0)"H*(z — o)

max ANx — o) H(x — 2q) < Max(H)(x — 20)"H(x — x0),
A€ Sp(H)

IN
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where Sp(H) denotes the set of eigenvalues of H.m
We are now in a position to give the announced quantitative stability result. Let us
denote by e(C,D) = sup, . d(z,D) the Hausdorff excess of C' C R" over D C R".

Theorem 6.3.3: Assume that (P;) is stable. Then
(a) e(S#.8x) = O([|7 — =|'/?).

(b) e(85:S8x) = O([|7 — [|'/?),

() |vi = val = O(f|7 — ).

Proof. (a) From Theorem 6.2.3, we can find a neighborhood A and ¢ > 0 such that
S US: C c¢Broxgm,
for all 7 € M. Let 2 be a solution of P,. From [67, Corollary 1], it follows that
Sr={2€R":Hz=Hz, —y'z2< —y'z, Az < b}.
Thus we can find a Hoffman’s constant o > 0 such that

od(2,8:) < |H(z —2)|| + (—y"(z —2))" + ‘rr[llax}(afz —b;)* for all z € R".
€| l,m

~

Let 7 = (H,A,gj,l;) €N, i€ S; and i € 8¢ an associated multiplier, then we have

od(2,S;) < |[H(z—2)||+ (=y" (2 —2))" + max (a]z — b;)"

1€[1,m]
< | H(E = o)+ (=97 (3 — 2))" +O(|lr — 7)) (6.11)
Applying Lemma 6.3.3 to P;, we deduce that
H s 2 TH R .
[H = 2)|” :L:)” < Z x—gT{E—Uﬁ—"'/jLT(A.'E—b)

20max (H) 2

< vp—ve + (A= Az — (b—1b)) + O(|x — 7))
As, from Lemma 6.3.2, we have v, < v; + O(||m — 7|), we get
1A (& - 2)|)* = O(||lx — 7). (6.12)
It follows, using the optimality conditions for problem (P;),

— (& —2)=(Hi+ A")"(x — &) = 2"H(z — 2) + 4" (Az — b)
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and
" (Az = b) = p"(Az = b) + O(||7 — 7)) < O(||w — #]),
since Axr —b < 0 and g > 0, yielding

—y"(# —x) <@TH(x —2) + O(||r — 7)),

which, combined with (6.12), leads to (=" (2 — 2))" = O(||r — #||'/?), from which we
derive that d(#,P;) = O(||m — 7||'/?), hence e(S;,S;) = O(||7 — 7||'/?).

(b) Let 1 € S be a multiplier associated to some solution z € S; and let x € S, be
such that |2 — z|| = d(2,S;) = O(||# — 7||'/?), and let yy € S* be an associate multiplier.

Relying on Lemma 6.2.1, we derive that
Sy ={n>0:ATp=A"p, 0" =0"po} .
Consequently, there exists n > 0 such that
nd(11.82) < | A (= po) | + |7 (1t — )| for all o € R .
Thus we can find p € S such that
nllio = ull < I1A™ (i = )| + b7 (o = o) = 1IA™Gi— )l + 67— )] . (6.13)
Using the fact that Hx — y + A" = 0 and Hi — U+ AT[L = 0, one obtains

~

AN(p—p) = (AT =AT)j

Since (P, ) is stable and ||z — #|| = O(||# — =||*/?), we deduce that
14T (i = )| = O(ll& — =[[''?). (6.14)
Now, using the fact that u”(Az —b) = 0 and 4" (A% — b) = 0, one obtains

0 (i—p) = Ba—b"p+ (b—b)"p

= [TAi —p"Az+ (b—b)"j
= (f—p") Az + " (A2 — Az) + (b= b))
= 2"AT(j—p) + pT(A— A+ JTAGE — ) + (b—b)"
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thus by (6.14) and the fact that ||# — z|| = O(||# — 7||'/?) we deduce that
b (= | = 07 —=|'?). (6.15)
Thus the conclusion (b) follows from (6.14) and (6.15).

(c) In order to prove the last assertion observe that

b (i+x)T§I(i—x) (e —2) AT(H — H)

_ (@- x)T(gf:% THT) e — )+ 0 — ).

As Hi+ Hr =§+y— ATji— A"p, i7" (Az —b) = 0 and " (Az — b)) < 0, we obtain

(2 —2)"(Hi + Hz) = (§+y)"( —2)+ (x = 2) (A4 + A"p)

= 2"(@ —x) + (z - 2)" (A" + A"p) + O([|7 — =[]).
Now, from (6.14), we get

(x—2)" (A" + ATn) = (fr — B)TAT (= ) + (2 — 2)" (AT + AT)jy
< 24"(Ax —b) + O([|7 — )
vielding
(z—x)" (Hx—i—H:v) <297z —x)+O(||7 —7|),

since 1" (Ax — b) < 0. Thus one gets

(i - x)T(fMH«’r) — " (@ — ) < O — )

and then
vi < vp +O(||T — 7)),

from which the conclusion (c) follows since v, < vz + O(||7 — 7|), according to Lemma
6.3.2.

Remark 6.3.2: It is probably uneasy, except in the definite positive case treated in [37],
to obtain lower semicontinuity stability results in convex quadratic problems with pertur-
bations of the quadratic part. Indeed, assuming that S, does not reduce to a singleton;
then the unique solution z. of the problem associated to H, = H + €I,, converges, when

e goes to 0, to the least norm solution of the unperturbed problem.
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When strenghtening the regularity assumptions (R;) and (Ry) of Theorem 6.2.2, we shall
prove that the value function is, in that case, Lipschitzian near 7. To this end, we need

some material from [11, 65]. Given a nonempty polyhedron P 4, we set
Toa:={J C[1,m]: PoanCy'(ds) # 0y U{J C[1L,m]: PeonCy'(0) # {0}},

then

e min d* O,CO ¢ s
e {J€Zc,q: 0¢co(Ey)} ( ( J))

is a Hoffman constant for all nonempty polyhedron Py, ; whenever (C’,d) is close enough

to (C,d). Moreover, under the regularity assumption
0 ¢ bdry(co(cy)) for all J € Ze 4, (6.16)

the function C' — Te is Lipschitz near C' and then is bounded away from 0 in a neighbo-
rhood of C. Observe that 0 ¢ bdry(co(cy)) if and only if either there exists z € R" such
that C;z < 0 or Cjz < 0 implies z = 0.

Lemma 6.3.4: Assume that there exists xog € R* such that Cxy < d. Then the regularity
assumption (6.16) is equivalent to 0 ¢ bdry(co(cpim))).

Proof. Assume that 0 € bdry(co(cpm)), then there exists A € R7 \ {0} and z € R} \ {0}
such that C*A = 0 and Cz < 0. Let J = {i € [1,m] : A\; > 0}, we have 0 = 2"C"\ =
A7Crz, thus Cyz = 0. It follows that J € Zgy and 0 € bdry(co(cy)) since C"\;=0
and Cyz = 0 with z # 0, from which (6.16) does not hold. Conversely, assume that
0 ¢ bdry(co(cpi,m))) and let J € Zgq. If there exists z € R* such that Cz < 0 then
Cyz < 0 and we are done. If Cz < 0 implies z = 0, then there exists z € PcgN C;'(dy),
thus C (29 — 2) < 0 from which 0 ¢ bdry(co(cy)). =

As a consequence, we get

Proposition 6.3.2: Assume that (P,) is stable and that 0 ¢ bdry(co(aji,m))). Then the

value function v(.y is Lipschitzian near .

Proof. As (P;) is stable, there exists, from Theorem 6.2.2, a neighborhood U of 7 such
that, for all # € U, S; is uniformly bounded. From Lemma 6.3.4, we obtain that (6.16)
is satisfied, thus we can find o > 0 a Hoffman constant for any polyhedron Pj;; where
T = (I:I,fl,l;,gj) € U. Then the conclusion of the proposition follows along the lines of the

proof of Lemma 6.3.2. m



6. Quantitative stability in convex quadratic programming 126




Bibliographie 127

1]

2]

[10]

[11]

[12]

[13]

BIBLIOGRAPHIE

A. AMBROSETTI, P. H. RABINOWITZ, Dual variational methods in critical point
theory and applications, J. Funct. Anal. 14 (1973), 349-381.

H. ArTtoucH, “Variational Convergence for Functions and Operators”, Applicable
Mathematics Series, Pitman, 1984.

D. Ausser, C. C. CHoOu, Asymptotical well behavior for constrained minimization
problems, Bull. Austral. Math. Soc. 66 (2002), 499-516.

J.-P. AUBIN, Lipschitz behavior of solutions to conver minimization problems, Math.
Oper. Res. 9 (1984), 87-111.

J.-P. AuBIN, H. FRANKOWSKA, “Set-Valued Analysis”, Birkhauser, Boston, 1990.
A. AUSLENDER, R. COMINETTI, J.-P. CROUZEIX, Convez functions with unboun-
ded level sets, STAM J. Optim. 3 (1993), 669-687.

A. AUSLENDER, J.-P. CROUZEIX, Well behaved asymptotical convex functions, Ann.
Inst. Henri Poincaré, Anal. Non Linéaire 6 (1989), 101-121.

A. AUSLENDER, M. TEBOULLE, “Asymptotic Cones and Functions in Optimization
and Variational Inequalities”, Springer Monographs in Mathematics, Springer-Verlag,
New York, 2003

S. A. AsHMANOV, Stability conditions for linear programming problems, U.S.S.R.
Comput. Maths. Math. Phys. 21 (1981), 40-49.

D. Azg, C. C. CHoU, On a Newton type iterative method for solving inclusions,
Math. Oper. Res. 20 (1995), 790-800.

D. Azg, J.-N. CORVELLEC, On the sensitivity analysis of Hoffman constants for
systems of linear inequalities, STAM J. Optim. 12 (2002), 913-927.

D. Az, J.-N. CoRVELLEC, Characterization of error bounds for lower semiconti-
nuous functions on metric spaces, pré-publication, Université Paul Sabatier, 2003.
D. Azg, J.-N. CorVvELLEC, R. E. LuccHETTI, Variational pairs and applications
to stability in nonsmooth analysis, Nonlinear Anal. 49 (2002), 643-670.



Bibliographie 128

[14]

[15]

[16]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

D. Az, A. HANTOUTE, Quantitative stability in conver quadratic programming
revisited, article soumis, 2003.

B. Bank, J. GuppAaT, D. KLATTE, B. KuMMER, K. TAMMER, “Nonlinear Para-
metric Optimization”, Birkhauser, 1983.

A. BEN-TAL, A. NEMIROVSKI, “Lectures on Modern Convex Optimization, Analy-
sis, Algorithms, and Engineering Applications”, MPS-SIAM Series on Optimization,
2000.

M. J. BEsT, M. CHAKRAVARTI, Stability of linearly constrained convex program-
ming, J. Optim. Theory Appl. 64 (1990), 43-53.

M. J. Best, B. DING, On the continuity of the minimum in parametric quadratic
programs, J. Optim. Theory Appl. 86 (1995), 240-250.

N. A. BOBYLEV, On deformation of functionals with a unique critical point, Math.
Zametki 34 (1983), 387-398.

I. M. Bomze, A. DE KLERK, Solving standard quadratic optimization problems
via linear, semidefinite and copositive programming, J. Global Optim. 24 (2002),
163-185.

J. M. BORWEIN, D. M. ZHUANG, Verifiable necessary and sufficient conditions
for openness and regularity of set-valued maps, J. Math. Anal. Appl. 134 (1988),
441-459.

I. CAMPA, M. DEGIOVANNI, Subdifferential calculus and nonsmooth critical point
theory, STAM J. Optim. 10 (2000), 1020-1048.

A. CANINO, M. DEGIOVANNI, Nonsmooth critical point theory and quasilinear el-
liptic equations, Proc. NATO ASI & Séminaire de Mathématiques Supérieures, “To-
pological Methods in Differential Equations and Inclusions” (A. Granas, M. Frigon
Eds.), Montréal 1994, Kluwer, Dordrecht, 1995, pp. 1-50.

K. C. CHANG, “Infinite Dimensional Morse Theory and Multiple Solution Pro-
blems, Progress in Nonlinear Differential Equations and their Applications” Vol. 6,
Birkhauser, Boston, 1993.

7. CHENG-KUI, On Ekeland’s variational principle and a minmax theorem, J. Math.
Anal. Appl. 205 (1997), 239-250.

G. CERAMI, Un criterio di esistenza per i punti critici su varieta illimitate, Rend.
Acad. Sc. Lett. Istit. Lombardo 112 (1978), 332-336.



Bibliographie 129

[27]

28]

[36]

[37]

[38]

F. H. CLARKE, “Optimization and Nonsmooth Analysis”, Second ed. Classics Appl.
Math. Vol. 5, STAM, Philadelphia, 1990.

O. CorNEJO, A. JOURANI AND C. ZALINESCU, Conditioning and upper-Lipschitz
inverse subdifferentials in nonsmooth optimization problems, J. Optim. Theory Appl.
95 (1997), 127-148.

J.-N. CORVELLEC, Morse theory for continuous functionals, J. Math. Anal. Appl.
196 (1995), 1050-1072.

J.-N. CORVELLEC, A note on coercivity of lower semicontinuous functions and nons-
mooth critical point theory, Serdica Math. J. 22 (1996), 57-68.

J.-N. CORVELLEC, Quantitative deformation theorems and critical point theory, Pa-
cific J. Math. 187 (1999), 263-279.

J.-N. CORVELLEC, On the second deformation lemma, Topol. Methods Nonlinear
Anal. 17 (2001), 55-66.

J.-N. CORVELLEC, M. DEGIOVANNI, Nontrivial solutions of quasilinear equations
via nonsmooth Morse theory, J. Differential Equations 136 (1997), 268-293.

J.-N. CORVELLEC, M. DEGIOVANNI, M. MARZOCCHI, Deformation properties for
continuous functionals and critical point theory, Topol. Methods Nonlinear Anal. 1
(1993), 151-171.

J.-N. CorVELLEC, A. HANTOUTE, Homotopical stability of isolated critical points
of continuous functionals, Set-Valued Anal. 10 (2002), 143-164.

R. W. CorTLE, J.-S. PANG, R. E. STONE, “The Linear Complementarity Pro-
blem”, Academic Press, San Diego, 1992.

J. W. DANIEL, Stability of the solution of definite quadratic programs, Math. Pro-
gram. 5 (1973), 41-53.

E. DE GIioraGl, E. MARINO, M. T0OSQUES, Problem: di evoluzione in spazi metrici
e curve di massima pendenza, Atti Accad. Naz. Lincei Cl. Sci. Fis. Mat. Natur. 68
(1980), 180-187.

M. DEGIOVANNI, M. MARZOCCHI, A critical point theory for nonsmooth functio-
nals, Ann. Mat. Pura Appl. 167 (1994), 73-100.

A. L. DoNTCHEV, The Graves Theorem revisited, J. Convex Anal. 3 (1996), 45-53.
I. EKELAND, Nonconvex minimization problems, Bull. Amer. Math. Soc. 1 (1979),
443-474.



Bibliographie 130

[42]

[43]
[44]

[45]
[46]

[47]

48]

[54]

[55]
[56]

I. EKELAND, “Convexity Methods in Hamiltonian Mechanics”, Springer-Verlag,
1990.

H. FEDERER, “Geometric Measure Theory”, Springer-Verlag, 1969.

M. FrANK, P. WOLFE, An algorithm for quadratic programming, Naval Research
Logistics Quarterly 3 (1956), 95-110.

L. M. GRAVES, Some mapping theorems, Duke Math. J. 17 (1950), 111-114.

D. GromorLL, W. MEYER, On differentiable functions with isolated critical points,
Topology 8 (1969), 361-369.

A. HANTOUTE, On the first order sensitivity of the Hoffman constant of systems
with affine inequalities, pré-publication, Université Paul Sabatier, 2003.

J.-B. HIRIART-URRUTY, C. LEMARECHAL, “Convex Analysis and Minimization
Algorithms I and IT”, Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, Vol. 305 &
306, Springer-Verlag, 1993.

J.-B. HIRIART-URRUTY, A. S. LEWIS, The Clarke and Michel-Penot subdifferen-
tials of the eigenvalues of a symmetric matriz, Comput. Optim. Appl. 13 (1999),
13-23.

J.-B. HIRIART-URRUTY, M. TORKI, Analyse de la sensibilité du second ordre de
toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. 1
Math. 324 (1997), 1071-1074.

J.-B. HIRIART-URRUTY, D. YE, Sensitivity analysis of all eigenvalues of a symme-
tric matriz, Numer. Math. 70 (1995), 45-72.

A. J. HOFFMAN, On approximate solutions of systems of linear inequalities, J. Res.
Nat. Bur. Stand. 49 (1952), 263-265.

A. TOFFE, Regular points of Lipschitz functions, Trans. Amer. Math. Soc. 251 (1979),
61-69.

A. TIOFFE, Nonsmooth analysis: Differential calculus of nondifferentiable mappings,
Trans. Amer. Math. Soc. 266 (1981), 1-56.

A. TOFFE, On the local surjection property, Nonlinear Anal. 11 (1987), 565-592.

A. TorrE, Variational methods in local and global nonsmooth analysis, Proc. NATO
ASI & Séminaire de Mathématiques Supérieures, “Topological Methods in Diffe-
rential Equations and Inclusions” (F. H. Clarke, R. J. Stern Eds.), Montréal 1998,
Kluwer, Dordrecht, 1999, pp. 447-502.



Bibliographie 131

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

A. TOFFE, Metric reqularity and subdifferential calculus, Russian Math. Surveys 55
(2000), 501-558.

A. ToFFE, Towards metric theory of metric reqularity, Proc. Fifth Int. Conf. on
Approximation and Optimization in the Carabbean, “Approximation, Optimization
and Mathematical Economics” (M. Lassonde Ed.), Guadeloupe 1999, Physica-Verlag,
Heidelberg, 2001, pp. 165-176.

A. TOFFE, E. SCHWARTZMAN, Metric critical point theory 1. Morse reqularity and
homotopic stability of a minimum, J. Math. Pures Appl. 75 (1996), 125-153.

A. ToFrrE, E. SCHWARTZMAN, An extension of the Rabinowitz bifurcation theorem to
Lipschitz potential operators in Hilbert spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 125 (1997),
2725-2732.

A. JourANI, L. THIBAULT, Metric reqularity for strongly compactly lipschitzian
mappings, Nonlinear Anal. 24 (1995), 229-240.

G. KATRIEL, Mountain pass theorem and global homeomorphism theorems, Ann.
Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire 11 (1994), 189-209.

B. LEMAIRE, Well-posedness, conditioning and reqularization of minimization, in-
clusion and fized-point problems, Pliska Stud. Math. Bulgar. 12 (1998), 71-84.

W. L1, The sharp Lipschitz constant for feasible and optimal solutions of a perturbed
linear program, Linear Algebra Appl. 187 (1993), 15-40.

7.-Q. Luo, P. TSENG, Perturbation analysis of a condition number for convex
inequalities systems and global error bounds for analytic systems, Math. Program.
83 (1998), 265-282.

L. A. LUSTERNIK, On the conditional extrema of functionals, Math. Sbornik 41
(1943), 390-401.

O. L. MANGASARIAN, A simple characterization of solution sets of convexr programs,
Operations Research Letters 7 (1988), 21-26.

B. S. MORDUKHOVICH, Y. SHAO, Stability of set-valued mappings in infinite dimen-
sions: Point criteria and applications, STAM J. Control Optim. 35 (1997), 295-314.
J.-P. PENOT, Open mapping theorems and linearization stability, Numer. Funct.
Anal. Optim. 8 (1985), 21-35.

J.-P. PENOT, About linearization, conization, calmmness, opennes and regularity,
Nonlinear Anal. ed. by Lakshmikantam, Chap. 56, 439-450, Marcel Dekker, New
York.



Bibliographie 132

[71]

[72]

73]

[74]

[83]
[84]

[85]

J.-P. PENOT, Metric reqularity, openness and lipschitz multifunctions, Nonlinear
Anal. 13 (1989), 629-643.

J.-P. PENOT, Well-behavior, well-posedness and nonsmooth analysis, Pliska Stud.
Math. Bulgar. 12 (1998), 141-190.

P. H. RABINOWITZ, A bifurcation theorem for potential operators, J. Funct. Anal.
25 (1977), 412-424.

P. H. RABINOWITZ, “Minimax Methods in Critical Point Theory with Applications
to Differential Equations”, CBMS Reg. Conf. Series Math. Vol. 65, Amer. Math. Soc.
Providence, R.I., 1986.

S. M. ROBINSON, A characterization of stability in linear programming, Operations
Research 25 (1977), 435-447.

S. M. ROBINSON, Some continuity properties of polyhedral multifunctions, Math.
Program. St. 14 (1981), 206-214.

R. T. ROCKAFELLAR, “Convex Analysis”, Princeton University Press, 1967.

R. T. ROCKAFELLAR, Lipschitzian properties of multifunctions, Nonlinear Anal. 9
(1985), 867-885.

W. RUDIN, “Functional Analysis”, Second ed. McGraw-Hill, New York, 1991.
E. H. SPANIER, “Algebraic Topology”, McGraw-Hill, New York, 1966.

A. SCHRIIVER, “Theory of Linear and Integer Programming”, Wiley, New York,
1986.

A. SEEGER, FEzistence de valeurs propres pour les systéemes multivoques : résultats
anciens et nouveaur, Ann. Sci. Math. Québec 25 (2001), 47-70.

G. W. STEWART, J.-G. SUN, “Matrix Perturbation Theory”, Academic Press, 1990.

C. UrsEscu, Tangency and openness of multifunctions in Banach spaces, An. Stiint.
Univ. “Al. I. Cuza” Tasi 34 (1988), 221-226.

C. ZALINEScU, “Convex Analysis in general vector spaces”, World Scientific Publ.
Co. River Edge, NJ, 2002.






Contribution a la sensibilité et a la stabilité en optimisation et en théorie

métrique des points critiques

Résumé:

Dans cette thése nous proposons quelques contributions a l'analyse variationnelle dans les es-
paces métriques et & 'optimisation: régularité métrique, théorie métrique des points critiques,
sensibilité de constantes de Hoffman, stabilité en programmation quadratique.

Dans le cas polyédral nous établissons des formules explicites de constantes de Hoffman des
polyedres avec égalités explicites. Ensuite, en mettant en évidence le caractere lipschitzien de
ces constantes, nous calculons le sous-différentiel de Clarke des fonctions associées. Nous fai-
sons également une revue de la régularité métrique des multi-applications, et nous traitons la
stabilité d’un probléme quadratique convexe. La considération du concept de pente faible, et
donc des techniques de déformation appropriées, nous permet d’établir des résultats de stabilité

homotopique des points critiques isolés des fonctions continues.

Contribution to stability and sensitivity in optimization and in metric critical

point theory

Abstract:

In this thesis, we propose some contributions to variational analysis in metric spaces and to
optimization: metric regularity, metric critical point theory, sensitivity of Hoffman constants,
stability in quadratic programming.

In the polyhedral case, we establish explicit formulae for Hoffman constants of polyhedrons with
explicit equalities. As these constants, under some regularity conditions, have a Lipschitzian
behaviour, we calculate then the Clarke subdifferential of the associated functions. We also make
a review of the metric regularity of multifunctions, and we treat some questions of stability in
convex quadratic programming. The consideration of the notion of weak slope, and thus of
appropriate deformation tools, allows us to establish results on the homotopical stability of

isolated critical points of continuous functions on metric spaces.

Key words:
Sensitivity analysis, variational principles, weak and strong slopes, subdifferentials, global er-
ror bounds, metric regularity, Hoffman constants, quadratic programming, metric critical point

theory, deformation tools, homotopical stability, bifurcation.
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