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INTRODUCTION ET NOTATIONS





1. Introdution et notations 1
1. INTRODUCTION ET NOTATIONSDans ette th�ese nous proposons quelques ontributions th�eoriques �a l'analyse varia-tionnelle dans les espaes m�etriques et �a l'optimisation : r�egularit�e m�etrique des op�erateursmultivoques, th�eorie m�etrique des points ritiques, sensibilit�e de onstantes de Ho�mandes syst�emes d'in�egalit�es et d'�egalit�es aÆnes, stabilit�e en programmation quadratiquesous ontraintes d'in�egalit�es aÆnes. L'analyse variationnelle (et onvexe) est un domainequi ne esse de se d�evelopper es derni�eres ann�ees. L'introdution de nouveaux outils,notamment les notions de sous-di��erentiel et r�eemment les notions de pentes (forte ([38℄,1980) et faible ([39, 59, 62℄, 1990)) a permis une pr�esentation �a la fois syst�ematique etsynth�etique de tous les aspets de ette th�eorie : borne d'erreur, bon omportement asym-totique, probl�emes bien pos�es d'optimisation, r�egularit�e m�etrique, analyse de sensibilit�e.Le pr�esent rapport est onstitu�ee de inq hapitres prinipaux, ayant haun une intro-dution plus d�etaill�ee, qui peuvent être lus ind�ependamment les uns des autres.Apr�es ette br�eve introdution g�en�erale o�u nous �xons les notations qui serons utilis�eestout le long de e manusrit, nous faisons dans le hapitre 2 une revue de la r�egularit�em�etrique des multi-appliations. Nous revisitons ainsi, en utilisant une nouvelle approhevariationnelle d�evelopp�ee dans [13℄ et bas�ee sur le prinipe variationnel [41℄, de nombreuxth�eor�emes lassiques et nouveaux en la mati�ere. Nous �etablissons �egalement des versionsparam�etriques, et �eventuellement des g�en�eralisations de quelques-uns de es r�esultats.Dans le hapitre 3 nous �etudions la stabilit�e homotopique des points ritiques is-ol�es des fontions ontinues sur des espaes m�etriques. Nous utilisons alors les outilsde la th�eorie m�etrique des points ritiques. Nous �etablissons par ons�equent les teh-niques de d�eformation n�eessaires �a notre analyse que nous appliquons pour d�emontrerun r�esultat de stabilit�e homotopique des minimiseurs. Dans le as des points ritiques (pasn�eessairement des minimiseurs) nous disutons la onservation des groupes ritiques.Dans le hapitre 4, utilisant l'approhe variationnelle de [13℄ et les outils de l'analyseonvexe, nous �etablissons des formules expliites de onstantes de Ho�man des syst�emes af-�nes. Lorsque es derniers ontiennent des �egalit�es expliites, nous disutons la sensibilit�e



1. Introdution et notations 2de es onstantes aux perturbations simultan�ees des matries et des veteurs d�e�nissantles poly�edres assoi�es.Le hapitre 5 est un ompl�ement du hapitre 4. Ayant �etabli le omportement lipshit-zien d'une fontion assoi�ee �a une onstante de Ho�man, nous proposons alors de alulerson sous-di��erentiel de Clarke. Nous obtenons par ons�equent des d�eveloppements au pre-mier ordre, et don une meilleure pr�eision du omportement des onstantes de Ho�man.Dans le hapitre 6 nous �etudions la sensibilit�e des programmes quadratiques onvexes.Nous �etablissons des onditions arat�eristiques dans e as. Ensuite, utilisant les r�esultatsdu hapitre 4, nous �etudions le omportement de la fontion valeur et des multi-applia-tions des solutions primales et duales.



1. Introdution et notations 3Notations :Les notations que nous introduisons ii sont ommunes �a tous les hapitres de etteth�ese. Les notations sp�ei�ques �a haque hapitre seront introduites au fur et �a mesurede leur utilisation.Soient X un espae m�etrique, d une distane sur X, f : X ! [�1;+1℄ une fontion,et �1 � a < b � +1. On note :dom f := fx 2 X : f(x) < +1g;epi(f) := f(x;�) 2 X � R : � � f(x)g;argminXf := fx 2 X : f(x) = infX fg;[f<b℄ := fx 2 X : f(x) < bg;[f�b℄ := fx 2 X : f(x) � bg;[f>a℄ := fx 2 X : f(x) > ag;[f�a℄ := fx 2 X : f(x) � ag;[f=a℄ := fx 2 X : f(x) = ag;[a<f<b℄ := fx 2 X : a < f(x) < bg.On dira alors que f est propre si dom f = [f<+1℄ 6= ;, et semi-ontinue inf�erieurement(s..i., en abr�eg�e) si epi(f) est ferm�e.Si A;C � X et r > 0, On note :fjA la restrition de f sur A;d(x;C) := inffd(x;y) : y 2 Cg (ave la onvention d(x;;) = +1);e(A;C) := supfd(x;C) : x 2 Ag l'ex�es de Hausdor� de A sur B (eH(;;B) = 0);dH(A;C) := maxfe(A;C);e(C;A)g la distane de Hausdor�;Br(C) := fx 2 X : d(x;C) < rg, Br(C) := fx 2 X : d(x;C) � rg;int (C) l'int�erieur de C;fr (C) la fronti�ere de C;o (C) l'enveloppe onvexe de C;pos (C) l'enveloppe onique de C;C l'adh�erene de C.Si X est un espae de Banah d'origine �, on note :BX := B1(�), BX := B1(�);



1. Introdution et notations 4d� la distane assoi�ee �a la norme duale;h�;�i le produit de dualit�e (X�;X).Si X := Rn , n 2 N , alors :k�k1 est la norme l1;k�k2 est la norme eulidienne;k�k1 est la norme sup.On note aussiN l'ensemble des entiers naturels;Z l'ensemble des entiers relatifs;R l'ensemble des nombres r�eels.Si m;n;p sont des entiers stritement positifs et I � [1;m℄ est de ardinal �egal �a p(jIj = p), on note :Rm l'espae eulidien usuel muni du produit eulidien h�;�i;Rm+ l'ensemble des r�eels positifs de Rm ;RI := Rp , RI+ := Rp+ ;Mm�n l'espae des matries �a m lignes et n olonnes, �a oeÆients r�eels;Sm l'espae des matries arr�ees de type m;S+m le ône des matries semi-d�e�nies positives de type m.Si A := 0BB� a1...am1CCA 2 Mm�n (fa1;:::;amg � M1�n) et I � [1;m℄, on note :I le ompl�ementaire de I dans [1;m℄;AT la transpos�ee de A;R(A) et Ker(A) l'image et le noyau de A;AI la matrie dont les lignes sont elles index�ees par I;aI := fai; i 2 Ig.En�n, on note :r+ := maxfr;0g si r 2 R;y A! x si y ! x et y 2 A;A� C := f(a;) : a 2 A;  2 Cg;�C la fontion d'appui de C;iC(x) := ( 0 si x 2 C+1 si x =2 C.
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2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 5
2. UNE REVUE DE LA R�EGULARIT�E M�ETRIQUE DESMULTI-APPLICATIONSR�esum�eCe premier hapitre est onsar�e �a l'�etude de la r�egularit�e m�etrique de multi-appli-ations d�ependant d'un param�etre, d�e�nies sur des espaes de Banah. Nous utilisonspour ela une approhe variationnelle d�evelopp�ee dans [13℄ (�etendant l'approhe propos�eedans [53℄), bas�ee sur le prinipe variationnel d'Ekeland [41℄, et pour laquelle la notion depente forte introduite par De Giorgi, Marino et Tosques [38℄ joue un rôle essentiel. Nousmontrons que de nombreux r�esultats onnus en la mati�ere d�eoulent de ette approhe,en estimant loalement la pente forte. Nous en donnons des d�emonstrations simples etdiretes, tout en onsid�erant de plus des versions param�etriques et �eventuellement desversions plus g�en�erales. Nous revisitons ainsi les th�eor�emes lassiques pour les fontionsunivoques (Banah, Graves-Lyusternik et variantes), nous �etudions les multi-appliationsstritement di��erentiables, et nous donnons des onditions suÆsantes en termes de ônesontingents et approximatifs.2.1 IntrodutionLa notion de r�egularit�e m�etrique pour des multi-appliations oupe une plae im-portante dans l'analyse multivoque. Elle est la g�en�eralisation �a e adre des r�esultatslassiques onnus omme les th�eor�emes de l'appliation ouverte de Banah et de Graves-Lyusternik [45, 79℄, qui sont des extensions du th�eor�eme des fontions impliites. Cettepropri�et�e permet, entre autres, d'�etablir la stabilit�e des solutions d'�equations non lin�eairesainsi que les onditions n�eessaires d'optimalit�e. Notre but dans e hapitre est de mon-trer que de nombreux r�esultats sur la r�egularit�e m�etrique d�eoulent d'une mani�ere simpled'un th�eor�eme g�en�eral �etabli dans [13℄ et qui est bas�e essentiellement sur le prinipe va-riationnel. Cette approhe trouve ses origines dans un travail de Io�e [53℄, voir aussi [56℄.



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 6L'hypoth�ese essentielle de e r�esultat est une estimation loale de la pente forte d'unefontion assoi�ee �a la multi-appliation onsid�er�ee.Soient X, Y des espaes m�etriques, F une multi-appliation qu'on identi�e �a songraphe F := f(x;y) : y 2 F (x)g � X � Y , et (�x;�y) 2 F . On herhe alors l'existened'un r�eel � > 0 tel que : � d(x;F�1(y)) � d(y;F (x)) (2.1)pour tout (x;y) prohe de (�x;�y). Dans e as F est ditem�etriquement r�eguli�ere au voisinagede (�x;�y). En onsid�erant la fontion �a valeurs �etendues f : (X � Y ) � Y �! R [ f+1gdonn�ee par : f((x;y);z) := ( ky � zk si (x;z) 2 F+1 sinon,et en posant fz(x;y) := f((x;y);z), il suÆt alors, pour �etablir (2.1), de trouver un r�eel� > 0 qui v�eri�e : � d((x;y);[fz�0℄) � (fz(x;y))+ (2.2)pour tout (x;y) prohe de (�x;�y). Pour montrer ette derni�ere in�egalit�e (2.2), on fait appel�a une variante du prinipe variationnel exprim�ee en terme de la pente forte, une notionintroduite par De Giorgi, Marino et Tosques [38℄. Dans [13℄, il est �etabli que si la penteforte de f est minor�ee, sur un voisinage de (�x;�y) interset�e ave [f>0℄, par une onstantestritement positive �, alors (2.2) a lieu, et par ons�equent F est m�etriquement r�eguli�ere.Cette ondition, qui est en fait n�eessaire, permet d'obtenir d'autres onditions suÆsantes.Il suÆt pour ela de omparer ette notion de pente ave d'autres notions de d�eriv�eesomme par exemple les di��erentielles et les sous-di��erentiels.Nous appliquons ette approhe, dans un premier temps, au as o�u F est univoque.Tout d'abord, nous proposons de faire une revue du th�eor�eme de l'appliation ouverte deBanah attestant qu'une appliation lin�eaire A : X ! Y ontinue surjetive est ouverte,et dont la d�emonstration originale utilise des pro�edures it�eratives. La fontion f(x) :=kAx � yk, y 2 Y , est onvexe, nous obtenons alors des estimations de la pente forte enfontion du sous-di��erentiel onvexe, et don nous �etablissons l'ouverture de A grâe �al'approhe d�erite i-dessus. Lorsque A est rempla�ee par ', une appliation telle quer'(x0) est surjetive on peut alors appliquer ette derni�ere m�ethode en alulant le sous-di��erentiel de Clarke si ' est de lasse C1 qui donne don le r�esultat de Lyusternik [66℄.Supposant que ' est stritement di��erentiable en x0, nous donnons des estimations dela pente forte en alulant les d�eriv�ees approh�ees. Ce r�esultat fut �etabli par Graves enutilisant une m�ethode semblable �a elle de Banah.



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 7La di��erentiabilit�e strite de ' dans le r�esultat de Graves implique une ertainer�egularit�e du graphe de l'appliation r'(x0), qui devient don un ône �equi-iratangentau graphe de ' en (x0;'(x0)). Dans [10℄, les auteurs ont �etendu ette propri�et�e auxmulti-appliations en introduisant la notion de di��erentiabilit�e strite inf�erieure. Nousmontrons dans e as, en donnant une version param�etrique de [10, Theorem 3.1℄, que lar�egularit�e m�etrique de F d�eoule en estimant la pente forte des fontions fz, z 2 Y , �al'aide des d�eriv�ees approh�ees. En dimension �nie toute multi-appliation est stritementdi��erentiable, ei est dû au fait que le ône de Clarke [27℄ d'un ensemble est toujours�equi-iratangent �a e dernier. Cei n'est pas �evident en dimension in�nie et il est tr�es dif-�ile de trouver de tels ônes, d'o�u l'int�erêt d'�etablir des onditions suÆsantes en termesde ônes ontingents. Dans le Th�eor�eme 2.6.1 nous utilisons les ônes ontingents exatspour donner une version param�etrique du r�esultat de [4, Theorem 2℄, ainsi qu'une varianteformul�ee ave le ône ontingent approximatif et qui inlut, ontrairement �a [4, Theorem2℄, le r�esultat de Lyusternik .Dans les r�esultats que nous venons de iter, il semble que la surjetivit�e des ônesontingents est une hypoth�ese n�eessaire. Cei est le as par exemple du th�eor�eme deBanah o�u le fait que A soit surjetive est n�eessaire pour l'ouverture [40℄. Pour etteraison nous donnons le Th�eor�eme 2.6.2, attestant une r�egularit�e m�etrique de la multi-appliation sur un sous-espae que nous d�eterminons, en partiulier nous retrouvons lar�egularit�e m�etrique usuelle sur l'espae tout entier si le ône approximatif est surjetif.Ce r�esultat implique aussi elui de [84, Theorem 1℄ �etabli en utilisant des ônes exats.Apr�es avoir introduit dans la setion 2.2 les outils n�eessaires �a notre analyse, quisont essentiellement des r�esultats �etablis dans [13℄ et revus dans [12℄, nous donnonsdes d�emonstrations des th�eor�emes lassiques de l'appliation ouverte de Banah et deLyusternik-Graves dans la setion 2.3. Apr�es avoir rappel�e dans la setion 2.4 les d�e�ni-tions et les propri�et�es de la r�egularit�e m�etrique et �etabli le th�eor�eme fondamental, nousonsid�erons dans la setion 2.5 le as des multi-appliations stritement di��erentiablesentre espaes de Banah. Dans la setion 2.6 nous disutons la r�egularit�e m�etrique desmulti-appliations en �etudiant des onditions suÆsantes en termes de ônes ontingents.Notation 2.1.1: Dans e hapitre, X et Y sont des espaes m�etriques et P est un espaetopologique. On note d la distane dans X. Nous identi�ons toute multi-appliation F deX dans Y �a son graphe F := f(x;y) 2 X�Y : y 2 F (x)g � X�Y . L'inverse de F , not�eeF�1, est la multi-appliation de Y dans X donn�ee par F�1 := f(y;x) 2 Y �X (x;y) 2 Fg.Si x 2 X, on note F (x) := fy 2 Y : (x;y) 2 Fg l'image de x par F , et domF := fx 2



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 8X : F (x) 6= ;g le domaine de F . Si X et Y sont des espaes de Banah, et si F est unône dans X � Y (on dit alors que la multi-appliation F est onique), on note :kFk := supx2domFnf0g kxk�1d(0;F (x))la norme de F , voir [5, p. 57℄. Dans toute la suite les multi-appliations que nous onsi-d�erons sont de domaine non vide.2.2 Outils variationnelsLe prinipe variationnel d'Ekeland est un outil tr�es puissant de l'analyse non lin�eaireque nous utilisons tout le long de ette th�ese.Th�eor�eme 2.2.1: [41, Prinipe variationnel℄ Soient X omplet, f : X ! R [f+1g unefontion propre s..i., �x 2 X, et �;r > 0 tels que :f(�x) � infX f + �r :(En partiulier, f est born�ee inf�erieurement). Alors, il existe x 2 Br(�x) tel que f(x) �f(�x), et f(x) < f(y) + �d(x;y) pour tous y 6= x : (2.3)On rappelle la notion de pente forte de De Giorgi, Marino et Tosques [38℄.D�e�nition 2.2.1: Soient f : X ! R[f+1g une fontion s..i. et x 2 dom f . On pose :jrf j(x) := 8><>: 0 si x est un minimiseur loal de f ,lim supy!x f(x)� f(y)d(x;y) sinon .Pour x =2 dom f , on pose jrf j(x) := +1. Le nombre r�eel positif �etendu jrf j(x) estappel�e la pente forte de f en x.Ave ette notion de pente on obtient une ons�equene du prinipe variationnel (Th�eo-r�eme 2.2.1) dont nous donnerons une autre version dans la Proposition 3.6.1.Corollaire 2.2.1: Soient X omplet, f : X ! R [ f+1g une fontion s..i., �x 2 X, et�;r > 0 tels que : f(�x) < infBr(�x) f + �r :Alors, il existe x 2 Br(�x) tel que f(x) � f(�x) et jrf j(x) < �.



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 9D�emonstration. La d�emonstration est donn�ee dans [12, Corollary 2.1℄. En e�et, on hoisit0 < r0 < r et 0 < �0 < � tels que :f(�x) � infBr(�x) f + �0r0 :Appliquant ensuite le Th�eor�eme 2.2.1 ave X := Br(�x). On trouve alors x 2 Br0(�x) �Br(�x) tel que f(x) � f(�x) et jrfjBr0(�x)j(x) = jrf j(x) � �0 < �.Les deux r�esultats suivants, qui d�eoulent essentiellement du Corollaire 2.2.1, ont �et�e�etablis dans [13℄. Ce sont les ingr�edients l�e dans notre analyse.Th�eor�eme 2.2.2: [13, Theorem 3.1℄ Soient X omplet, f : X ! R[f+1g une fontionpropre s..i.,  2 R et � > 0 tels que :inf[f>℄ jrf j(x) � � : (2.4)Alors : (f � )(x)+ � �d(x;[f�℄) pour tout x 2 X :Le seond r�esultat est une version loale et param�etrique du Th�eor�eme 2.2.2, o�u onutilise la notion suivante d'�epi-semi-ontinuit�e sup�erieure [2℄.D�e�nition 2.2.2: Soient f : X � P ! R [ f+1g et (�x;�p) 2 X � P . On pose :e�lim supp!�p f(:;p)(�x) := sup">0 infV 2V(�p) supp2V infx2B"(�x) f(x;p) :La fontion f est dite �epi-semi-ontinue sup�erieurement en (�x;�p) sie�lim supp!�p f(:;p)(�x) � f(�x;�p) :Th�eor�eme 2.2.3: [13, Theorem 3.5℄ Soient X omplet, U un ouvert de X �P , f : U !R [ f+1g,  2 R, et � > 0. Supposons que :(a) f est �epi-semi-ontinue sup�erieurement en (�x;�p) 2 U \ [f�℄;(b) f(�;p) est semi-ontinue inf�erieurement pour tout p prohe de �p;() inf[f>℄\U jrf j(�;p)(x) � �.Alors, pour tout voisinage V0 de �x, il existe un voisinage V � V0 de �x et un voisinage Nde �p tels que : [f(�;p)�℄ \ V 6= ; pour tout p 2 Net (f � )(x;p)+ � �d(x;[f(�;p)�℄) pour tout (x;p) 2 V �N :



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 10Remarque 2.2.1: (a) On notera que, dans le Th�eor�eme 2.2.2, le fait que [f�℄ 6= ; estune onlusion (voir [12, Remark 2.2 (b)℄ �a e sujet), tandis que dans le Th�eor�eme 2.2.3(et dans un r�esultat prohe du Th�eor�eme 2.2.2 obtenu dans [63℄), on doit supposer que[f�℄ 6= ;. Une g�en�eralisation du Th�eor�eme 2.2.2 a �et�e donn�ee dans [12, Theorem 2.1℄en utilisant des tranhes du type [a<f<b℄ au lieu des surniveau (voir Chapitre 4, Setion4.2).(b) Dans [13℄, les r�esultats i-dessus ont en fait �et�e formul�es en utilisant la notionabstraite de paire variationnelle : on dit que (X;Æ) est une paire variationnelle si Æ est unefontion qui assoie �a toute fontion s..i. f : X ! R [f+1g et �a tout x 2 X un nombreÆf(x) 2 [0;+1℄, et les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees :(i) dom Æf � dom f ;(ii) si g : X ! R [ f+1g est une fontion s..i. telle que f = g+  dans un voisinage dex, pour un ertain  2 R, alors Æf(x) = Æg(x);(iii) si �x 2 X, et �;r > 0 sont tels que f(�x) < infBr(�x) f + �r, alors pour tout � > 0, ilexiste x 2 Br(x) tel que :f(x) < f(�x) + � et Æf(x) < � :En partiulier, lorsque X est un espae m�etrique omplet, (X;jr�j) est une paire variation-nelle (ei est une ons�equene imm�ediate du Corollaire 2.2.1). Un autre exemple de basede paire variationnelle est elui o�u X est un espae de Banah et Æf(x) = d�(0;�f(x)), o�u� est un op�erateur sous-di��erentiel, lorsque (X;�) est une paire sous-di��erentielle (voir[13, De�nition 2.5℄).Cependant, les formulations donn�ees ii sont en fait �equivalentes �a elles de [13℄. Ene�et, d'une part omme nous allons le voir, pour estimer la pente forte nous herhons desestimations d'autres objets qui v�eri�ent les propri�et�es de paire variationnelle, et d'autrepart on v�eri�e failement qu'on a :inf[f>℄ jrf j(x) � inf[f>℄ Æf(x) : (2.5)En e�et, si dom f \ [f>℄ = ;, alors la onlusion est �evidente. Sinon soit � > 0 telque � > inf [f>℄ jrf j(x). Il existe don, puisque f est s..i, �x 2 X et " > 0 tels queB"(�x) � [f>℄, et f(�x) � infB"(�x) f + �" < infB"(�x) f + �0"



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 11pour tout �0 > �. Appliquant (iii) (de la d�e�nition d'une paire variationnelle) ave � = 1,on trouve x 2 B"(�x) � [f>℄ tel que f(x) < f(�x) + 1 et Æf(x) < �0, d'o�uinf[f>℄ Æf(x) � �0 :En faisant ensuite tendre �0 vers inf [f>℄ jrf j(x), on obtient (2.5).Voir �egalement [12, Setion 4℄ pour une omparaison direte entre la pente forte et lanotion de paire sous-di��erentielle.On peut aussi omparer jrf j �a diverses notions de l'analyse non lisse, lorsque X estun espae de Banah. En partiulier dans le as onvexe on a la :Proposition 2.2.1: [12, Proposition 3.1℄ Soient X un espae de Banah, f : X ! R [f+1g une fontion propre, onvexe, et s..i., et soit x 2 X qui n'est pas un minimiseurde f . Alors : jrf j(x) = supf(z)<f(x) f(x)� f(z)kx� zk = d�(0;�f(x)) :On aura besoin dans la suite des notions suivantes de d�eriv�ee diretionnelle.D�e�nition 2.2.3: Soient X un espae de Banah, f : X ! R [ f+1g une fontionpropre s..i., et u;x 2 X. On appelle d�eriv�ee ontingente de f en x dans la diretion u lafontion d�e�nie par :f 0(x; u) := 8<: lim inft&0;v!u f(x + tv)� f(x)t si x 2 dom f ,�1 sinon .Si " > 0, la d�eriv�ee "- ontingente de f en x dans la diretion u est d�e�nie par :f 0"(x; u) := 8<: lim inft&0  infv2B"kuk(u) f(x+ tv)� f(x)t ! si x 2 dom f ,�1 sinon .On d�eduit alors imm�ediatement la :Proposition 2.2.2: Soient X un espae de Banah, f : X ! R [ f+1g une fontionpropre s..i., x 2 X, u 2 X n f0g, et " > 0. Alors :(a) jrf j(x) � � f 0"(x; u)(1 + ")kuk � �f 0(x; u)kuk :



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 12(b) Si f := g + h ave h : X ! R [ f+1g s..i., et g : X ! R onvexe lipshitzienne derapport K � 0 au voisinage de x 2 domh, on a :f 0"(x; u) � g0(x; u) +K"kuk+ h0"(x; u) :On rappelle que si S est un ferm�e de X, le ône "-ontingent �a S en x 2 S (introduitdans [70℄) est d�e�ni par :T "(S;x) := fv 2 X : 9(tn)& 0; 9(vn)n � B"kvk(v); (x+ tnvn) � Sg ;et que : \">0T "(S;x) = T (S;x) := fv 2 X : 9(tn)& 0; 9vn ! v; (x+ tnvn) � Sgest le ône ontingent (de Bouligand) �a S en x. Finalement, on rappelle que :(iS)0"(x; u) = iT "S(x)(u) ;o�u iS est la fontion indiatrie de S.2.3 Th�eor�emes d'ouverture pour les appliationsComme appliation de l'approhe variationnelle rappel�ee dans la setion pr�e�edenteaux appliations, nous revisitons des th�eor�emes lassiques de l'analyse lin�eaire et nonlin�eaire, �a savoir le th�eor�eme de l'appliation ouverte de Banah et sa g�en�eralisation nonlin�eaire, le th�eor�eme de Graves-Lyusternik.�A partir de ette setion, X et Y sont des espaes de Banah de normes not�ees k�k etL(X;Y ) d�esigne l'espae des appliations lin�eaires ontinues de X dans Y .Th�eor�eme 2.3.1: (Banah) Soit A : X ! Y une appliation lin�eaire ontinue surje-tive. Alors, A est ouverte.D�emonstration. Puisque A est surjetive on a Y = [n�1A(nBX). Don, d'apr�es le Th�eo-r�eme de Baire, il existe n0 � 1 tel que int(A(n0BX)) 6= ;, dont on d�eduit qu'il existe  > 0tel que : BY � A(BX) : (2.6)Pour y 2 Y , on pose : f(x) := kAx� yk :



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 13Alors, f est onvexe, ontinue, et son sous-di��erentiel de Fenhel est donn�e par :�f(x) = A��k�k(Ax� y) ;o�u A� est l'op�erateur adjoint de A. Soit x 2 X tel que f(x) > 0 et soit � 2 �f(x). Alors,il existe � 2 B�Y tel que k�k� = 1, h�;Ax� yi = kAx � yk, et � = A��. Grâe �a (2.6), onpeut trouver une suite (un)n � X telle que kunk � �1 etAun ! Ax� ykAx� yk ;d'o�u k�k��1 � h�;uni = h�;Auni :En passant �a la limite, on d�eduit que k�k� � . Or, jrf j(x) = d�(0;�f(x)), d'apr�es laProposition 2.2.1, on en d�eduit que :inff>0 jrf j(x) = inff>0 d�(0;�f(x)) �  :Appliquant le Th�eor�eme 2.2.2, on obtient d(x;A�1(y)) =  d(x;[f � 0℄) � f(x)+ = kAx� ykpour tout x 2 X. Cei montre bien que BY � A(BX).D�e�nition 2.3.1: Soit x0 2 X. Une appliation ' : X ! Y est dite stritement di��er-entiable en x0 s'il existe � 2 L(X;Y ) tel que pour tout " > 0, il existe un voisinage U dex0 tel que : k'(x)� �(x)� '(y) + �(y)k � "kx� yk pour tous x;y 2 U : (2.7)Dans e as, D'(x0) := � est appel�ee la d�eriv�ee strite de ' en x0.Lemme 2.3.1: Soient ' : X ! Y et x0 2 X. Supposons que ' est stritement diff�eren-tiable en x0. Alors, pour tout " > 0 il existe un voisinage U de x0 tel que :Gr(D'(x0)) � T "Gr(')(x;'(x)) pour tout x 2 U ;o�u Gr est le graphe.



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 14D�emonstration. Soit " > 0 �x�e. Alors, il existe un voisinage U de x0 tel que (2.7) aitlieu. Si (u;v) 2 Gr(D'(x0)), posant vn = t�1n ('(x+ tnu)� '(x)), o�u tn ! 0 est une suitequelonque, on obtient kvn � vk � "kuk � "k(u;v)k :On en d�eduit que ((u;vn))n � B"k(u;v)k(u;v) et(x;'(x)) + tn(u;vn) = (x+ tnu;'(x) + tnvn) = (x + tnu;'(x+ tnu)) 2 Gr('):Par ons�equent, (u;v) 2 T "Gr(')(x;'(x)) pour tout x 2 U .On obtient le :Th�eor�eme 2.3.2: (Graves-Lyusternik) Soient ' : X ! Y et x0 2 X. Supposons que' est stritement diff�erentiable en x0, et que D'(x0) est surjetive. Alors, il existe unvoisinage U de x0 et � > 0 tels que :B�� ('(x)) � '(B� (x)) pour tout x 2 U (2.8)et pour tout � > 0 tel que B� (x) � U .D�emonstration. D'apr�es le Th�eor�eme 2.3.1, il existe  > 0 tel que :BY � D'(x0)(BX) : (2.9)Soit don " > 0 tel que (1� ")(1 + ") > 0. Alors, il existe, d'apr�es le Lemme 2.3.1, un voisinageU de x0 tel que : Gr(D'(x0)) � T "Gr(')(x;'(x)) pour tout x 2 U : (2.10)Nous allons appliquer le Th�eor�eme 2.2.3 dans X � Y muni de la norme :k(x;y)k := max(kxk;�1kyk) ;�a la fontion f : (X � Y )� Y ! R [ f+1g d�e�nie par :f((x;y);z) := ky � zk + iF̂ ((x;y);z) :o�u F̂ := Gr(') � Y . On v�eri�e failement que f satisfait les onditions (a) et (b) duTh�eor�eme 2.2.3. Soient x 2 U et y;z 2 Y tels que 0 < f((x;y);z) < +1. Il en r�esulte que



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 15y = '(x) et y 6= z. Posant v := z � yky � zk , on d�eduit que k�k0(z � y; v) = �1, et qu'il existeu 2 �1BX tel que (u;v) 2 Gr(D'(x0)) � T "Gr(')(x;'(x)) ;d'apr�es (2.9) et (2.10). Par ons�equent, onsid�erant les fontions fz(x;y) := f((x;y);z), etutilisant la Proposition 2.2.2 (b), on obtient(fz)0"((x;y);(u;v)) � k�k0(z � y; v) + "k(u;v)k+ iT "Gr(')(x;y)(u;v) � �1 + " :Don, d'apr�es la Proposition 2.2.2 (a), on d�eduit que :jrfzj(x;y) � 1� "(1 + ")k(u;v)k � (1� ")1 + " =: � > 0 :Appliquant le Th�eor�eme 2.2.3 ave V0 := X � Y , on trouve des voisinages V de x0 et Wde '(x0) tels que :d('(x);z) � �d(x;'�1(z)) pour tous x 2 V; z 2 W ; (2.11)e qui montre que B�� ('(x)) � '(B� (x)) pour tout x 2 U , et � > 0 tel que B� (x) � U .Remarque 2.3.1: (a) La d�emonstration du Th�eor�eme 2.3.2 fut �etablie, dans un pre-mier temps, pour des fontions de lasse C1 au voisinage de x0 par Lyusternik, ensuitepar Graves pour des fontions stritement di��erentiables en x0 en utilisant une m�ethodeit�erative (voir [40℄). La d�emonstration i-dessus devient enore plus simple si f est plusr�eguli�ere, par exemple de lasse C1. Dans e as, il suÆt de aluler le sous-di��erentiel delarke de la fontion f := k'(x) � yk. En utilisant les r�egles de alul (voir hapitre 5,setion 5.3) on trouve, pour tout x 2 [f>0℄,�f(x) = r'(x)��k�k('(x)� y) ;o�u r'(x)� est l'op�erateur adjoint de r'(x). Le reste de la preuve est le même que dansle Th�eor�eme 2.3.1.(b) Revenons-en �a (2.11). Cette onlusion montre que le ône tangent �a '�1(y0) enx0 est donn�e par : T'�1(y0)(x0) = x0 +Ker(r'(x0)) ;o�u y0 := '(x0). En e�et, �etant donn�e " > 0, on trouve, grâe au Th�eor�eme 2.3.2 et au faitque ' est stritement di��erentiable en x0, des r�eels Æ, � > 0 tels que (2.11) ait lieu, etk'(x)� '(x0)�r'(x0)(x� x0)k � "kx� x0k



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 16pour tous x 2 BÆ(x0) et z 2 BÆ(y0). En partiulier, si x 2 BÆ(x0) \ (x0 +Ker(r'(x0))),on d�eduit que :�d(x;'�1(y0)) � k'(x)� '(x0)k = k'(x)� '(x0)�r'(x0)(x0 � x)k � "kx� x0k ;d'o�u le r�esultat. Cei est don une appliation importante de ette th�eorie qui sert enpartiulier �a d�eduire des onditions n�eessaires d'optimalit�e de probl�emes du type :minimiser f(x) sous les ontraintes '(x) = 0 :() La propri�et�e (2.8), dite parfois ouverture �a un taux lin�eaire au voisinage de x0 (our�egularit�e m�etrique au voisinage de (x0;'(x0))), o��nide ave l'ouverture usuelle lorsquel'appliation onsid�er�ee est lin�eaire [40℄. L'appliation '�1 est dite dans e as pseudo-lipshitzienne au voisinage de ('(x0);x0). Ce qui justi�e aussi l'appellation Th�eor�emed'inversion pour e r�esultat, dont il existe d'autres formulations plus g�en�erales (voir[5, Chapter 3℄) que nous onsid�erons dans les setions suivantes en traitant les multi-appliations.2.4 R�egularit�e m�etrique des multi-appliationsDans ette setion, nous donnons le r�esultat th�eorique de base que nous appliquonsaux setions 2.5 et 2.6 pour d�eduire des onditions suÆsantes pour la r�egularit�e m�etrique.D�e�nition 2.4.1: Soient F � X � Y une multi-appliation ferm�ee et (�x;�y) 2 X � Y .On dit que F est m�etriquement r�eguli�ere au voisinage de (�x;�y) s'il existe � > 0, et desvoisinages U de �x et V de �y tels que :� d(x;F�1(y)) � d(y;F (x)) pour tous x 2 U et y 2 V : (2.12)D'une fa�on �equivalente, F est m�etriquement r�eguli�ere au voisinage de (�x;�y) s'il existe�;" > 0 tels que (2.12) ait lieu pour x 2 B"(�x) et y 2 B"(�y) tels que d(y;F (x)) � ".En e�et, soit Æ > 0 tel que (� + 1)Æ < ", et soient x 2 BÆ(�x) et y 2 BÆ(�y) tels qued(y;F (x)) > ". Puisque d(y;F (�x)) � d(y;�y) � Æ < ", on obtient� d(x;F�1(y)) � � d(�x;F�1(y)) + � d(x;�x) � d(y;F (�x)) + � d(x;�x)� Æ + �Æ � " � d(y;F (x)) :Il existe dans la litt�erature d'autres notions �equivalentes �a la r�egularit�e m�etrique.



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 17Proposition 2.4.1: Soient F � X � Y une multi-appliation ferm�ee et (�x;�y) 2 X � Y .Alors, les assertions suivantes sont �equivalentes :(a) F est m�etriquement r�eguli�ere au voisinage de (�x;�y) ;(b) F est ouverte �a un taux lin�eaire au voisinage de (�x;�y) : il existe � > 0, �0 > 0, et desvoisinages U de �x et V de �y tels que :B�� (�y) � F (B� (�x)) pour tous x 2 U; y 2 V; (x;y) 2 F; et � 2 ℄0;�0℄ :() F�1 est pseudo-lipshitzienne au voisinage de (�x;�y) : il existe K > 0 et des voisinagesU de �x et V de �y tels que :e(F�1(y0) \ U;F�1(y00)) � Kd(y;y00) pour tous x 2 U; y0; y00 2 V :D�emonstration. Voir par exemple [21, 57, 71, 78℄.D�e�nition 2.4.2: Soient X, Y des espaes topologiques et (�x;�y) 2 X � Y . Une multi-appliation F � X�Y est dite semi-ontinue inf�erieurement en (�x;�y) si pour tout voisinageV de �y il existe un voisinage U de �x tel que :F (p) \ V 6= ; pour tout x 2 U :Th�eor�eme 2.4.1: [13, Theorem 5.3℄ Soient X, Y omplets, P un espae topologique,F � P � (X � Y ) une multi-appliation �a valeurs ferm�ees et semi-ontinue inf�erieure-ment en (�p;(�x;�y)) 2 F , et �, � > 0.Soit f : (X � Y )� (Y � P )! R [ f+1g la fontion d�e�nie par :f((x;y);(z;p)) := d(y;z) + iF (p)(x;y) :On munit l'espae (X � Y ) de la normed�((x;y);(x0;y0)) := maxf(d(x;x0);�d(y;y0))g :Supposons qu'il existe un voisinage U de ((�x;�y);(�y;�p)) dans (X � Y )� (Y � P ) tel que :inffjrf(z;p)j(x;y) : ((x;y);(z;p)) 2 U \ [f>0℄g � � : (2.13)Alors, il existe des voisinages N de �p, V de �x, et W de �y tels que F�1(p)(z)\V 6= ; pourtout (p;z) 2 N �W et� d(x;F (p)�1(z)) � d(z;F (p)(x)) pour tout (p;x;z) 2 N � V �W :



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 18Remarque 2.4.1: Le Th�eor�eme 2.4.1 a �et�e formul�e dans [13℄ en utilisant la notion depaire variationnelle, une formulation �a laquelle on peut se ramener selon la Remarque 2.2.1(b), en remarquant qu'on a n�eessairement �� � 1, d'apr�es la d�e�nition de la pente forte(D�e�nition 2.2.1). On notera aussi que (2.13) est une ondition n�eessaire pour obtenirla onlusion du th�eor�eme, voir [57, Theorem 2℄, et [12, Theorem 5.3℄ dans le as nonparam�etrique.Pour onlure ette setion, nous donnons quelques r�esultats tehniques que nousutilisons par la suite. Les propositions suivantes sont ais�ement v�eri�ables.Proposition 2.4.2: Soit F � P�(X�Y ) une multi-appliation �a valeurs ferm�ees semi-ontinue inf�erieurement en (�p;(�x;�y)) 2 P � (X � Y ), et soit f : (X � Y ) � (Y � P ) !R [ f+1g d�e�nie par : f((x;y);(z;p)) := d(y;z) + iF (p)(x;y) :Alors :(a) f est �epi-semi-ontinue sup�erieurement en ((�x;�y);(�y;�p));(b) f(:;(z;p)) est semi-ontinue inf�erieurement pour tout (z;p) 2 Y � P .Proposition 2.4.3: Soient f : X � P ! R [ f+1g et (�x;�p) 2 dom f . On note F �P�(X�R) la multi-appliation d�e�nie par F (p) := epi(f(:;p)). Alors, les deux assertionssuivantes sont �equivalentes :(a) f est �epi-semi-ontinue sup�erieurement en (�x;�p);(b) F est semi-ontinue inf�erieurement en (�p;(�x;f(�x;�p))).2.5 multi-appliations stritement di��erentiablesLa notion de di��erentiabilit�e inf�erieure strite est l'adaptation au adre des multi-appliations dans des espaes de Banah X et Y de la di��erentiabilit�e strite usuelle desfontions (D�e�nition 2.3.1). On introduit la notion de ônes �equi-iratangents, dont onrappelle sans d�emonstrations les propri�et�es essentielles. On renvoie �a [10℄ pour plus ded�etails onernant ette notion.D�e�nition 2.5.1: Soit A � X un ferm�e. Un ône C � X est dit �equi-iratangent �a Aen a 2 A si : lim(t;x)P�A! (0;a) e(C \ BX ; t�1(A� x)) = 0 ;



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 19o�u P :=℄0;+1[.On d�eduit de ette d�e�nition que tout ône �equi-iratangent �a A en a est inlus dansle ône de Clarke [27℄ not�e C(A;a) et d�e�ni par :C(A;a) := fv 2 X : lim(t;x)P�A! (0;a) d(v;t�1(A� x)) = 0g :D'autre part, on montre que tout sous-ône de C(A;a) ontenu dans un sous-espae dedimension �nie de X est un ône �equi-iratangent �a A en a. En partiulier, en dimension�nie C(A;a) est lui-même un ône �equi-iratangent �a A en a. On a la arat�erisationsuivante des ônes �equi-iratangents [10, Proposition 2.3℄.Proposition 2.5.1: Un ône C � X est �equi-iratangent �a A en a 2 A si et seulementsi pour tout " > 0 il existe un voisinage N de a tel que :C � T "A(x) pour tout x 2 N \ A :D�e�nition 2.5.2: Une multi-appliation F � X � Y est dite stritement di��erentiableinf�erieurement en (x;y) 2 F s'il existe un ône f(0;0)g 6= L � X � Y �equi-iratangent�a F en (x;y). On appelle L la di��erentielle inf�erieure strite de F en (x;y) et on noteDF (x;y) := L.Remarque 2.5.1: (a) En dimension �nie toute multi-appliation F est stritement di�-�erentiable inf�erieurement, puisque C(F;(x;y)) est �equi-iratangent �a F en (x;y) pour tout(x;y) 2 F .(b) La D�e�nition 2.5.2 reouvre le as des appliations stritement di��erentiables. Soit' : X ! Y une appliation stritement di��erentiable en x0 2 X. Alors, d'apr�es le Lemme2.3.1, il existe un voisinage U de x0 tel que :Gr(D'(x0)) � T "Gr(')(x;'(x)) pour tout x 2 U :Don, Gr(D'(x0)) (qui o��nide ave C(Gr(');(x0;'(x0))) est un ône �equi-iratangent�a Gr(') en (x0;'(x0)).On introduit �egalement la notion d'uniforme �equi-iratangene.D�e�nition 2.5.3: Soient (Ap)p2P � X une famille d'ensembles ferm�es, �p 2 P , et a 2 A�p.Un ône C � X est dit uniform�ement �equi-iratangent �a (Ap)p en a au voisinage de �p sipour tout " > 0 il existe des voisinages N de �p et V de a tels que :C � T "Ap(x) pour tous x 2 Ap \ V et p 2 N :



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 20Th�eor�eme 2.5.1: Soit F � P � (X � Y ) une multi-appliation �a valeurs ferm�ees semi-ontinue inf�erieurement en (�p;(�x;�y)) 2 F . Supposons qu'il existe un ône C � X � Y telque :(a) C est surjetive, 'est-�a-dire pour tout y 2 Y il existe x 2 X tel que (x;y) 2 C;(b) C est uniform�ement �equi-iratangent �a (F (p))p2P en (�x;�y) au voisinage de �p;() kC�1k := supy2domC�1 kyk�1d(0;C�1(y)) < +1.Alors, pour tous " > 0 et  > kC�1k, posant � := 1�"(1+") , il existe des voisinages N de �p,V de �x et W de �y tels que pour tout (p;x;z) 2 N � V �W on a F (p)�1(z) \ V 6= ; et�d(x;F (p)�1(z)) � d(z;F (p)(x)) :D�emonstration. Soient  et " tels que kC�1k <  et 0 < " < 1. Utilisant (b) on trouve unvoisinage U de (�p;(�x;�y)) dans P � (X � Y ) tel que :C � T "F (p)(x;y) pour tout (p;(x;y)) 2 U \ F : (2.14)On introduit la fontion f : (X � Y )� (Y � P )! R [ f+1g d�e�nie par :f((x;y);(z;p)) := ky � zk + iF (p)(x;y) ;et on munit l'espae X�Y de la norme k(x;y)k = max(kxk;kyk). On a f((�x;�y);(�y;�p)) =0, et de la Proposition 2:4:2 on d�eduit que f est �epi-semi-ontinue sup�erieurement en((�x;�y);(�y;�p)), et que les fontions f(:;(z;p)) sont semi-ontinues inf�erieurement pour tousz 2 Y et p prohe de �p. Soient (p;(x;y)) 2 U et z 2 Y tels que0 < f(z;p)(x;y) := f((x;y);(z;p)) < +1 :On en d�eduit que (p;(x;y)) 2 F et y 6= z. Posant alors v := z�yky�zk 2 BY , il existe, d'apr�es(a) et (), un veteur u 2 X tel que kuk �  et (u;v) 2 C. Par ons�equent, de (2.14) ond�eduit que (u;v) 2 T "F (p)(x;y). Utilisant la Proposition 2.2.2 (b), on obtient(f(z;p))0"((x;y);(u;v)) � k�k0(y � z; v) + "�1k(u;v)k+ iT "F (p)(x;y)(u;v) � �1 + " ;d'o�u, d'apr�es la Proposition 2.2.2, on obtientjrf(z;p)j(x;y) � 1� "(1 + ") =: � :�A e stade il suÆt d'appliquer le Th�eor�eme 2.4.1.



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 21On peut �egalement formuler le Th�eor�eme 2.5.1 (on se restreint au as non param�etri-que) en utilisant la notion de module de surjetion [54, 55℄.D�e�nition 2.5.4: Soient F � X � Y une multi-appliation et (x;y) 2 F . On appellemodule de surjetion de F en (x;y) la fontion Sur(F;x;y) donn�ee, pour t > 0, par :Sur(F;x;y)(t) := supfr � 0 : B(y;r) � F (B(x;t))g :Le r�eel positif sur(F;x;y) := lim inft!0 t�1Sur(F;x;y)(t) est appel�e onstante de surjetion deF en (x;y).Corollaire 2.5.1: Soient F � X � Y une multi-appliation ferm�ee et (�x;�y) 2 F . Suppo-sons que F est stritement di��erentiable inf�erieurement en (�x;�y), que DF (�x;�y) est sur-jetive, et que kDF (�x;�y)�1k < +1. Alors, pour tous " > 0 et  > kDF (�x;�y)�1k, il existeun voisinage U de (�x;�y) tel que :sur(F;x;y) � 1� "(1 + ") pour tout (x;y) 2 U :En partiulier, sur(F;�x;�y) � 1kDF (�x;�y)�1k .Remarque 2.5.2: (a) Lorsque F (p) � F , le Th�eor�eme 2.5.1 a �et�e obtenu dans [10℄ enutilisant une m�ethode it�erative. Quant au Corollaire 2.5.1, il est la version multivoque dur�esultat de Graves-Lyusternik (Th�eor�eme 2.3.2).2.6 Conditions suÆsantes en termes de ônesontingentsPour appliquer le Th�eor�eme 2.5.1 il faut trouver un ône �equi-iratangent, e qui n'estpas �evident en dimension in�nie. Pour ela, nous donnons des onditions suÆsantes pourla r�egularit�e m�etrique en termes de ônes ontingents et ontingents approximatifs.Th�eor�eme 2.6.1: Soient F � P � (X � Y ) une multi-appliation �a valeurs ferm�eessemi-ontinue inf�erieurement en (�p;(�x;�y)) 2 F , � 2 [0;1[, et  > 0. Supposons que :lim sup(p;(x;y)) F!(�p;(�x;�y)) e(BY ;TF (p)(x;y)(BX)) � � : (2.15)



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 22Alors, F est m�etriquement r�eguli�ere en (�p;(�x;�y)). En partiulier, il existe un voisinage Ude (�p;(�x;�y)) tel que :sur(F (p);x;y) � 1� � pour tout (p;(x;y)) 2 U \ F :D�emonstration. On munitX�Y de la norme k(x;y)k := max(kxk; 1+�kyk), et on introduitsur (X � Y )� (Y � P ) la fontion f d�e�nie par :f((x;y);(z;p)) := ky � zk + iF̂ (z;p)(x;y) ;o�u F̂ := Y � F . Alors, f((�x;�y);(�y;�p)) = 0, et de la Proposition 2:4:2 on d�eduit que fest �epi-semi-ontinue sup�erieurement en ((�x;�y);(�y;�p)), et que les fontions f(:;(z;p)) sontsemi-ontinues inf�erieurement pour tous z 2 Y et p prohe de �p. Utilisant (2.15), on trouveun voisinage U de (�p;(�x;�y)) dans P � (X � Y ) tel que :sup(p;x;y)2U\F e(BY ;TF (p)(x;y)(BX)) � � : (2.16)Soient alors (p;(x;y)) 2 U et z 2 Y tels que 0 < f(z;p)(x;y) := f((x;y);(z;p)) < +1. Don,(x;y) 2 F (p) et y 6= z. Posant v := z�yky�zk , on d�eduit que k�k0(y � z; v) = �1. Utilisant(2.16), on trouve des veteurs u 2 X et w 2 Y qui v�eri�ent :(u;v � w) 2 TF (p)(x;y); kuk � ; kwk � � ; (2.17)d'o�u, appliquant la Proposition 2.2.2 (b) ave " = 0,f 0(z;p)((x;y);(u;v � w)) � k�k0(y � z; v) + kwk+ iTF (p)(x;y)(u;v � w) � �1 + � :Par ons�equent,jrf(z;p)j(x;y) � �k(u;v � w)k�1f 0(z;p)((x;y);(u;v � w)) � 1� � > 0 :La onlusion d�eoule don du Th�eor�eme 2.4.1 appliqu�e ave � := 1�� .Remarque 2.6.1: (a) Le Th�eor�eme 2.6.1 donne une version param�etrique de [4, Theorem2℄. Il ontient aussi le r�esultat de [55, Corollary 2.1℄ et [69, p. 30℄ qui orrespondent �a � = 0.(b) La onlusion du Th�eor�eme 2.6.1 demeure vraie si on remplae le ône ontin-gent TF (p)(x;y) par le ône ontingent approximatif T "F (p)(x;y). Cei ne hange rien �a



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 23la d�emonstration, mais il donne une ondition suÆsante plus faible pour la r�egularit�em�etrique (voir [13, Corollary 5.10℄) :Soient F � P � (X�Y ) une multiappliation �a valeurs ferm�ees semi-ontinueinf�eireurement en (�p;(�x;�y)) 2 F , � 2 [0;1[,  > 0 et 0 < " < (1 + �)=�2, o�u� := maxf1 + �;g. Supposons que :lim sup(p;(x;y)) F!(�p;(�x;�y)) e(BY ;T "F (p)(x;y)(BX)) � � : (2.18)Alors, F est m�etriquement r�eguli�ere en (�p;(�x;�y)). En partiulier, il existe unvoisinage U de (�p;(�x;�y)) tel que :sur(F (p);x;y) � 1� �� ("�2)=+ "u pour tout (p;(x;y)) 2 U \ F :() L'hypoth�ese (2.18) est moins forte que elle du Th�eor�eme 2.5.1. En e�et, s'il existe > 0 et C un ône �equi-iratangent uniforme �a (F (p))p2P en (�x;�y) au voisinage de �p,surjetif, et v�eri�ant kC�1k < , alors pour tout " > 0, il existe un voisinage U de (�p;(�x;�y))tel que pour tout (p;(x;y)) 2 U on a :C � T "F (p)(x;y) :Cei montre que :BY � C(BX) � T "F (p)(x;y)(BX) pour tout (p;(x;y)) 2 U :Don (2.18) a lieu pour tout � 2 [0;1[.Comme nous l'avons vu jusqu'�a maintenant dans tous les r�esultats sur la r�egularit�em�etrique, la surjetivit�e d'un ône ontingent exat ou approximatif est une hypoth�eseinontournable. Le as lin�eaire en t�emoigne puisque dans le Th�eor�eme 2.3.1 le fait que Aest surjetive est n�eessaire pour que A soit ouverte, voir [40℄. Dans le th�eor�eme suivant,utilisant une variante de (2.18), nous donnons un r�esultat garantissant un ertain om-portement des multi-appliations, et qui en partiulier donne la r�egularit�e m�etrique si leône approximatif est surjetif.Th�eor�eme 2.6.2: Soient F � P�(X�Y ) une multi-appliation �a valeurs ferm�ees semi-ontinue inf�erieurement en (�p;(�x;�y)) 2 F . On suppose qu'il existe un voisinage ouvert Wde (�x;�y), � 2 [0;1[ et ;" > 0 tels que :lim sup(x;y)F (p)\W�! (�x;�y); p!�p e(BY \ TF (p)(x;y)(X); T "F (p)(x;y)(BX) ) � � : (2.19)



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 24Posant � := 1� �� "(1 + �) > 0, il existe des voisinages N de �p, U de �x, et V de �y telsque : F (p)�1(z) \ U 6= ; pour tout (p;z) 2 N � (V \ Z(W ))et �d(x;F (p)�1(z)) � d(z;F (p)(x))pour tout (p;x;z) 2 N � U � (V \ Z(W )), o�uZ(W ) := \(x;y)2F (p)\W(y + TF (p)(x;y)(X) ) : (2.20)D�emonstration. L'ensemble Z(W ) est un ferm�e de Y , don 'est un espae m�etriqueomplet muni de la topologie induite. On munit �egalement l'espae X � Y de la normek(x;y)k := max(kxk; 1+�kyk) , et on d�e�nit la fontion f : (X � Y ) � (Z(W ) � P ) !R [ f+1g par : f((x;y);(z;p)) := ky � zk + iF (p)(x;y) :Alors, f((�x;�y);(�y;�p)) = 0, et de la Proposition 2.4.2 on d�eduit que f est �epi-semi-ontinuesup�erieurement en ((�x;�y);(�y;�p)), et que les fontions f(:;(z;p)) sont semi-ontinues inf�e-rieurement pour tous z 2 Y et p prohe de �p. D'apr�es (2.19), il existe des voisinages Nde �p, U de �x et V de �y tels que U � V � W ete(BY \ TF (p)(x;y)(X); T "F (p)(x;y)(BX) ) � � pour tout (p;(x;y)) 2 (N � (U � V )) \ F :(2.21)Soient (p;x;y) 2 N � U � V et z 2 Z(W ) tels que 0 < f(z;p)(x;y) := f((x;y);(z;p)) <+1. Alors, y 6= z et (x;y) 2 F (p). Posons don v := z�ykz�yk . Alors, d'une part on ak�k0(y � z; v) = �1, et d'autre part, de la d�e�nition de Z(W ) (voir (2.20)) on obtientz � y 2 TF (p)(x;y)(X) pour tous x;y 2 W ;dont on d�eduit que v 2 TF (p)(x;y)(X), don v 2 BY \ TF (p)(x;y)(X). Utilisant (2.21), ontrouve u 2 BX et w 2 Y tels que :kuk �  ; kwk � � ; (u;v � w) 2 T "F (p)(x;y) ;d'o�u, par la Proposition 2.2.2 (b), on obtient(f(z;p))0"((x;y);(u;v � w)) � k�k0(y � z; v) + kwk+ "(1 + �) kv � wk+ iT "F (p)(x;y)(u;v � w)� �1 + � + "(1 + �) :



2. Une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations 25Par ons�equent,jrf(:;(z;p))j(x;y) = jrf(z;p)j(x;y;z;p) � 1� �� "(1 + �)(1 + ") =: � > 0 :Pour �nir il suÆt don d'appliquer le Th�eor�eme 2.4.1 ave (U � V )� (Z(W )�N) pourvoisinage de ((�x;�y);(�y;�p)).Remarque 2.6.2: (a) Observons que Z(W ) = Y si et seulement siTF (p)(x;y)(X) = Y (2.22)pour tout (p;x;y) tel que (x;y) 2 F (p) \W . Dans e as, sous l'hypth�ese (2.19), F estm�etriquement r�eguli�ere en (�p;�x;�y). On retrouve ainsi le Th�eor�eme 2.6.1 quand � = 0.(b) Le Th�eor�eme 2.6.2 reouvre le r�esultat de [84, Theorem 1℄ quand � = " = 0 etF (p) � F .() Sur les quelques exemples que nous avons trait�es, on voit bien que la reherhe d'uneondition suÆsante (et même n�eessaire et suÆsante, voir [58, 12℄) pour qu'une multi--appliation soit m�etriquement r�eguli�ere au voisinage d'un point de son graphe se ram�ene �al'estimation de la pente forte d'une ertaine fontion. De même, le as de onditions �a basede od�eriv�ees, omme dans [68℄, et le as des multi-appliations fortement lipshitziennesvoir [61℄ entrent dans e adre. Nous renvoyons �a [13, 12℄ pour es as.
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3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 27
3. STABILIT�E HOMOTOPIQUE DES POINTS CRITIQUESISOL�ES DES FONCTIONS CONTINUESR�esum�eDans e hapitre, nous �etudions la stabilit�e homotopique des points ritiques isol�esdes fontions ontinues d�e�nies sur des espaes m�etriques omplets. En plus du prin-ipe variationnel et de la pente forte d�ej�a introduits dans le hapitre 2, nous utiliseronspour ela la notion de pente faible et les tehniques de d�eformation de la th�eorie despoints ritiques introduits dans [34, 39℄. En utilisant �egalement le prinipe de hangementde m�etrique introduit dans [31℄, nous donnons ainsi une approhe plus simple et lairedes r�esultats prinipaux de Io�e et Shwartzman [59℄, onernant le as des minimiseursloaux. Dans le même adre, nous donnons aussi un r�esultat de stabilit�e homotopiquedes groupes ritiques d'un point ritique isol�e, �etendant un r�esultat de K.-C. Chang [24℄�etabli pour des fontions de lasse C2 d�e�nies sur un espae de Hilbert. Ce hapitre re-prend pour l'essentiel l'artile [35℄ par rapport auquel nous donnons ii des rappels et desd�etails de d�emonstration suppl�ementaires, mais nous omettons quelques ommentairesbibliographiques. 3.1 IntrodutionSoientX un espae de Hilbert et (f�)�2[0;1℄ une famille de fontions de lasse C2 d�e�niessur une boule ferm�ee Br(z) � X, telle que pour tout � 2 [0;1℄, f� satisfait la onditionlassique de Palais-Smale dans Br(z) et z est l'unique point ritique de f�. Il est �etablidans [19℄ que si l'appliation � 7! f� est ontinue par rapport �a la topologie C1 et si zest un minimiseur (qui est n�eessairement strit) de f0, alors z est aussi un minimiseur def� pour tout � 2 [0;1℄. Plus g�en�eralement, il est �etabli dans [24℄ que les groupes ritiquesCq(f�; z), q 2 Z, sont ind�ependants de �.Ce type de r�esultat est obtenu en utilisant les tehniques de d�eformation de la th�eoriedes points ritiques, et onduit �a des appliations de la m�ethode lassique d'homotopie



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 28�a des probl�emes variationnels : on observera en e�et que, sous les hypoth�eses faites, lafontion f : [0;1℄�X ! R d�e�nie par f(�;u) := f�(u) (u 2 H) est ontinue, 'est-�a diref est une homotopie entre f0 et f1.Motiv�es par des appliations �a des probl�emes du Calul des variations o�u, de fa�onnaturelle, les fontionnelles assoi�ees ne sont pas di��erentiables, et l'espae fontionnelsur lequel elles sont bien d�e�nies n'est pas un espae de Hilbert, Io�e et Shwartzman[59℄ ont �etendu le premier r�esultat (le as des minimiseurs) au adre g�en�eral o�u X estun espae m�etrique omplet et les f� sont ontinues. Dans leurs d�emonstrations ils ontutilis�e une extension onvenable de la notion de point ritique permettant de d�evelopperles tehniques de d�eformation. Un ingr�edient essentiel dans leur approhe est le th�eor�emedit \du puits de potentiel" [59, Theorem 2℄, donnant une estimation a priori de la tailledu puits de potentiel assoi�e �a un minimiseur loal strit.Il nous est apparu que les tehniques et les arguments utilis�es dans la preuve de edernier r�esultat sont tr�es omplexes et rendent la d�emonstration d�eliate �a omprendre.Notre premi�ere motivation est don de donner une d�emonstration plus laire et simple dee r�esultat. Dans e but, nous utilisons les outils et les m�ethodes de la th�eorie m�etriquedes points ritiques introduite ind�ependamment dans [34, 39℄, et bas�ee sur la notion depente faible (introduite aussi ind�ependamment dans [62℄), laquelle di��ere l�eg�erement dela notion orrespondante de [59℄. Comme son nom l'indique, la pente faible est plus petiteque la pente forte.Dans notre approhe, nous utilisons le prinipe de hangement de m�etrique introduitdans [31, 32℄ qui nous permet d'invoquer une version (relativement) simple du prinipede d�eformation (une l�eg�ere extension de [32, Theorem 2℄) pour donner une d�emonstrationtransparente du th�eor�eme du puits de potentiel.Pour �etablir le th�eor�eme de stabilit�e homotopique d'un minimiseur loal, il s'agit, defa�on lassique, de montrer que l'ensemble :� := f� 2 [0;1℄ : z est un minimiseur loal de f�g(qui ontient 0) est ouvert et ferm�e. La partie diÆile onsiste �a montrer que � est ferm�e, equ'on d�eduit du th�eor�eme du puits de potentiel. Quant �a l'ouverture de �, nous montronsqu'il s'agit d'une ons�equene du prinipe variationnel (utilisant la pente forte): il n'estdon pas n�eessaire d'employer les tehniques de d�eformation, omme 'est le as dans[59℄.Nous pro�tons de notre �etude pour revoir un autre r�esultat de Io�e et Shwartzman



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 29[60℄, qui est une version abstraite du th�eor�eme de bifuration variationnel de Rabino-witz [73℄, dont la d�emonstration utilise le th�eor�eme du puits de potentiel et une versionm�etrique du th�eor�eme du ol d'Ambrosetti et Rabinowitz. Nous avons ii besoin de mo-di�er l�eg�erement la d�e�nition de point ritique, en donnant une d�e�nition \sym�etrique"de ette notion.La derni�ere setion du hapitre est onsar�ee �a la stabilit�e homotopique des groupesritiques des points ritiques isol�es. Nous donnons �a e sujet un r�esultat qui est uneons�equene imm�ediate du r�esultat de th�eorie de Morse loale suivant : soient f et gdeux fontions ontinues d�e�nies sur un espae m�etrique omplet X et U un ouvertde X. Supposons que f et g satisfont la ondition de Palais-Smale sur U , et que f etg poss�edent haune un unique point ritique dans U : zf ;zg 2 U . Supposons de plus(g � f)jU est lipshitzienne et born�ee. Alors, si la onstante de Lipshitz de (g � f)jUet k(g � f)jUk1 sont suÆsamment petits, on a Cq(f ; zf) = Cq(g; zg) pour tout q 2 Z.Les r�esultats prinipaux de ette setion �etendent eux de K.-C. Chang [24℄ �etablis dansle adre lassique mentionn�e au d�ebut de ette introdution, et illustrent l'eÆait�e desm�ethodes de la th�eorie m�etrique des points ritiques.Ce hapitre est organis�e omme suit. Dans la setion 3.2, nous rappelons la notion dela pente faible, en rappelant divers liens ave d'autres notions (pente forte, di��erentiellede Gâteaux, op�erateurs sous-di��erentiels). Dans les setions 3.3, 3.4, et 3.5, nous donnonsles outils n�eessaires �a notre analyse, notamment le prinipe de hangement de m�etrique,la ondition de Palais-Smale, et un th�eor�eme de d�eformation. La setion 3.6 est onsar�eeaux estimations quantitatives aux voisinage des minimiseurs loaux, que nous appliquonsdans les setions 3.7 et 3.8 pour �etablir la stabilit�e homotopique des minimiseurs loauxet une version abstraite du th�eor�eme de bifuration de Rabinowitz. Dans la setion 3.9,nous �etudions la stabilit�e homotopique des groupes ritiques des points ritiques isol�es.Notation 3.1.1: Dans e hapitre X est un espae m�etrique muni d'une distane not�eed. 3.2 La pente faibleD�e�nition 3.2.1: Soient f : X ! R une fontion ontinue et u 2 X. On appelle pentefaible de f en u, qu'on note jdf j(u), la borne sup�erieure des r�eels positifs � tels qu'il existe



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 30Æ > 0 et une fontion H : BÆ(u)� [0;Æ℄! X ontinue qui v�eri�entd(H(v;t);v) � t ; (3.1)f(H(v;t)) � f(v)� �t : (3.2)Les in�egalit�es (3.1) et (3.2) �etant toujours v�eri��ees pour � = 0, ave Æ > 0 arbitraire etH(v;t) � v, on voit que jdf j(u) 2 [0;+1℄ est bien d�e�ni.Observons que jdf j(u) = 0 si u est un minimiseur loal de f . Dans e as en e�et, (3.2)implique que �t � f(u)� f(H(u;t)) � 0pour t > 0 suÆsamment petit, d'o�u � = 0.Proposition 3.2.1: Soit f : X ! R une fontion ontinue. Alors, l'appliation u 7!jdf j(u) est semi-ontinue inf�erieurement.D�emonstration. Soit u 2 X tel que jdf j(u) > 0, et soit � > 0 tel que jdf j(u) > �. Alors, ilexiste Æ > 0 et une fontion H : BÆ(u)� [0;Æ℄! R ave les propri�et�es (3.1) et (3.2). Soit� := Æ=2. Alors, pour v 2 B�(u) et (w;t) 2 B�(v)� [0;�℄, on a :d(H(w;t);w) � t ; f(H(w;t)) � f(w)� �t ;d'o�u jdf j(v) � �. Don lim infv!u jdf j(v) � jdf j(u), e qui est (trivialement) vrai aussi sijdf j(u) = 0.Le lien entre les pentes forte et faible est donn�e dans la proposition suivante, quiexplique la terminologie.Proposition 3.2.2: Soit f : X ! R une fontion ontinue, alors :jrf j(u) � jdf j(u) pour tout u 2 X :D�emonstration. On peut supposer que jdf j(u) > 0 (don, u n'est pas un minimiseurloal de f). Soit don � > 0 tel que jdf j(u) > �. Alors, il existe Æ > 0 et une fontionH : BÆ(u)� [0;Æ℄! R qui v�eri�ent (3.1) et (3.2). On obtient�d(v;H(v;t)) � �t � f(v)� f(H(v;t)) ;pour tout v 2 BÆ(u) et t 2 [0;Æ℄, d'o�u jrf j(u) � �, et la onlusion.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 31Comme en e qui onerne la pente forte, on peut omparer la pente faible avediverses notions de di��erentielle ou de sous-di��erentielle. Nous nous ontenterons ii dela proposition suivante, voir la Remarque 3.2.1 i-dessous pour d'autres ommentaires etr�ef�erenes �a e sujet.Proposition 3.2.3: Soient X un espae norm�e, f : X ! R une fontion Gâteaux-di��erentiable dont la di��erentielle f 0 : X ! X� est ontinue par rapport aux topologiesforte dans X et *-faible dans X�. Alors :jdf j(u) � kf 0(u)k pour tout u 2 X : (3.3)En partiulier, si f est de lasse C1, alors :jdf j(u) = jrf j(u) = kf 0(u)k pour tout u 2 X : (3.4)D�emonstration. Montrons (3.3). L'in�egalit�e est �evidente si kf 0(u)k = 0. Soit don � > 0tel que kf 0(u)k > �. Alors, on trouve w 2 X tel que kwk = 1 et f 0(u)(w) < �� et,d'apr�es la propri�et�e de ontinuit�e de f 0 il existe Æ > 0 tel que f 0(v)(w) � �� pour toutv 2 B2Æ(u). Pour (v;t) 2 BÆ(u)� [0;Æ℄ on pose :H(v;t) := v + tw :Alors H est ontinue et v�eri�e :f(H(v;t))� f(v) = tf 0(v + �w)(w) � ��t ;o�u � = �(v;t) 2 ℄0;t[, d'o�u v + �w 2 B2Æ(u). Don, jdf j(u) � �, d'o�u jdf j(u) � kf 0(u)k.On montre que kf 0(u)k � jrf j(u) si f est Fr�ehet-di��erentiable en u, d'o�u (3.4),d'apr�es la Proposition 3.2.2 et (3.3). Soit " > 0, on trouve Æ > 0 tel que :kf 0(u)k � f 0(u) v � uku� vk! � f(u)� f(v)ku� vk � " pour tout v 2 BÆ(u) ;d'o�u kf 0(u)k � jrf j(u)� ", et la onlusion puisque " est arbitraire.On introduit don la notion m�etrique des points ritiques.D�e�nition 3.2.2: Soit f : X ! R une fontion ontinue. Un �el�ement u 2 X est appel�epoint ritique de f si jdf j(u) = 0.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 32Remarque 3.2.1: (a) La D�e�nition 3.2.1 a �et�e introduite dans [39℄, et ind�ependammentdans [62℄, tandis qu'une variante a �et�e donn�ee dans [59℄. La notion de pente faible permetde d�evelopper une th�eorie des points ritiques g�en�erale, dans un adre m�etrique, pour lesfontions ontinues, de fa�on oh�erente ave les appliations �a l'existene de solutions deprobl�emes variationnels.Une telle th�eorie g�en�erale n'est pas possible pour les fontions s..i. arbitraires : voir[39℄ o�u, ependant, la notion de pente faible, et don la notion m�etrique de point ritique,sont aussi naturellement �etendues aux fontions s..i., e qui permet d'appliquer la th�eoriem�etrique des points ritiques �a diverses lasses de fontions semi-ontinues inf�erieurement.�A et e�et, on �etablit des omparaisons entre la pente faible et diverses notions de di��eren-tielle ou de sous-di��erentiel : voir par exemple [39, 23, 30℄. La Proposition 3.2.3 n'estqu'un as tr�es partiulier de telles omparaisons, qui montre d�ej�a que la D�e�nition 3.2.2g�en�eralise la notion \lassique" de point ritique.Dans [22℄, une notion nouvelle d'op�erateur sous-di��erentiel � a �et�e introduite, de tellefa�on que : jdf j(u) < +1 =) �f(u) 6= ; et jdf j(u) � d�(0;�f(u)) ;si f : X ! R [ f+1g est une fontion s..i. sur l'espae de Banah X. En partiulier, sif : X ! R est loalement lipshitzienne, alors �f(u) o��nide ave le sous-di��erentiel deClarke de f en u, et l'in�egalit�e i-dessus peut être strite dans e as (voir [22℄).(b) On a vu qu'un minimiseur loal d'une fontion ontinue f est un point ritiquede f , mais on ne sait pas, en g�en�eral, si un maximum loal l'est. Dans la setion 3.8, onmodi�era la D�e�nition 3.2.2, en la rendant bilat�erale, a�n que les maxima loaux soientaussi des points ritiques.Notation 3.2.1: Si f : X ! R est ontinue et a 2 R, on note :Ka := fu 2 X : jdf j(u) = 0; f(u) = agl'ensemble des points ritiques de f au niveau a. Si Ka 6= ;, on dit que a est une valeurritique de f .3.3 Le prinipe de hangement de m�etriqueLes diverses assertions du th�eor�eme suivant ont �et�e d�emontr�ees suessivement dans[31℄, [32℄ et [35℄. Nous donnons ii les prinipes des d�emonstrations donn�ees dans [31℄ et



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 33[32℄, ainsi que les d�emonstrations donn�ees dans [35℄.Th�eor�eme 3.3.1: Soient A un ensemble non vide, ferm�e de X et � : [0;+1[! [0;+1[une fontion ontinue telle que �(s) > 0 pour tout s > 0. Supposons que : ou bien �(0) > 0,ou bien A est ompat et ses omposantes onnexes sont des points.Alors, il existe une m�etrique ~d sur X, topologiquement �equivalente �a d, et telle que :(a) pour tous r > 0, R > 2r, et ui 2 X, i = 1;2, on a :2r � d(ui;A) � R =) ~d(u1;u2) �  min[r;R+r℄�!minfr;d(u1;u2)g ;(b) pour tout u 2 X on a : ~d(u;A) = Z d(u;A)0 �(t)dt :() si Z +10 �(t)dt = +1 et si (X;d) est omplet, alors (X; ~d) est omplet;(d) si f : X ! R [ f+1g est une fontion s..i., alorsjfrf j(u) = jrf j(u)�(d(u;A)) pour tout u =2 A� ;o�u A� := fu 2 X : �(d(u;A)) = 0g et jfrf j est la pente forte de f par rapport �a lam�etrique ~d;(e) Si f : X ! R est une fontion ontinue, alorsj edf j(u) = jdf j(u)�(d(u;A)) pour tout u =2 A� ;o�u j edf j est la pente faible de f par rapport �a la m�etrique ~d.D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme d'Arens-Eells (voir par exemple [43, p.110℄), on peutplonger isom�etriquement X dans un espae de Banah qu'on note Y . Dans la suite dela d�emonstration, on identi�e don (X;d) �a un sous-espae (m�etrique) de (Y;k�k). Si u,v 2 Y on note �u;v := f 2 C1([0;1℄;Y ) : (0) = u; (1) = vg ;et on pose : ~d(u;v) := inf2�u;v Z 10 �(d((t);A))k0(t)kdt ; (3.5)o�u on note enore d la distane assoi�ee �a la norme Y .



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 34Dans le as o�u �(0) > 0, il est faile de v�eri�er que ~d est une m�etrique sur Y . Dans leas o�u �(0) = 0, on doit expliiter le fait que ~d(u;v) > 0 si u 6= v. Pour ela, on montreque si u 2 Y et r > 0, alors il existe Æ > 0 tel queku� vk � r =) ~d(u;v) � Æ ;ei est �etabli dans [32℄, grâe �a l'hypoth�ese que A est ompat et ses omposantesonnexes sont des points. Comme par ailleurs on voit failement, en onsid�erant les seg-ments, que si B est un born�e de Y , alors il existe � > 0 tel que :~d(u;v) � �ku� vk pour tous u;v 2 B ;on en d�eduit �egalement que ~d est topologiquement �equivalente �a d.(a) Soit Æ := min[r;R+r℄ �. Pour  2 �u1;u2, on pose :t := supft 2 [0;1℄ : r � d((s);A) � R + r pour tout s 2 [0;t℄g > 0 :Alors : Z t0 �(d((s);A))k0(s)kds � Æku1 � (t)k � Æminfr;ku1 � u2kg ; (3.6)la derni�ere in�egalit�e dans (3.6) �etant obtenue en distinguant les as t < 1 (qui implique :d((t);A)) = r ou d((t);A)) = R + r), et t = 1.(b) Soient v 2 A, t 2 [0;1℄ et  2 �v;u, on pose : �(t) := d((t);A). Alors, � estloalement lipshitzienne sur [0;1℄, et v�eri�e �(0) = 0, �(1) = d(u;A) et j�0(t)j � k0(t)kpresque partout sur ℄0;1[. Par une formule de hangement de variable (voir [43, Theorem3.2.5℄), on obtientZ 10 �(d((t);A))k0(t)kdt � Z 10 �(�(t))k�0(t)kdt � Z d(u;A)0 �(t)dt:Comme v et  sont arbitraires dans A et �u;v respetivement, on en d�eduit en passantaux bornes inf�erieures sur  2 �v;u puis sur v 2 A, que :~d(u;A) � Z d(u;A)0 �(t)dt : (3.7)Don, pour onlure nous allons montrer l'in�egalit�e inverse :~d(u;A) � Z d(u;A)0 �(t)dt: (3.8)On �xe " > 0, il existe alors Æ > 0 tel que : 0 < Æ � minf";1g et[0 � � � � 0 � d(u;A) + 1 ; � 0 � � � Æ℄ =) �(�) � �(� 0) + " : (3.9)



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 35Soient v 2 A et  2 �u;v tels que :ku� vk � d(u;A) + Æ et (t) := u+ t(u� v) ; t 2 [0;1℄ :Alors, on a :d((t);A) � k(t)� vk = (1� t)ku� vk � minfd((t);A);d(u;A)g+ Æ :Par ons�equent, en appliquant (3.9) ave � := d((t);A) et � 0 := (1� t)ku�vk, on obtient~d(u;A) � ~d(u;v) � Z 10 �(d((t);A))k0(t)kdt� Z 10 (�((1� t)ku� vk) + ")ku� vkdt� Z ku�vk0 �(t)dt+ "ku� vk� Z d(u;A)+"0 �(t)dt+ "(d(u;A) + ") ;et don l'in�egalit�e (3.8) en faisant tendre " vers 0.() Dans le as o�u �(0) > 0, la d�emonstration est donn�ee dans [31℄, elle est plus simpleque dans le as o�u �(0) = 0, que nous reproduisons d'apr�es [32℄.Soit (uh) une suite de Cauhy dans (X; ~d). D'apr�es (3.7), la suite (d(uh;A)) est alorsborn�ee, et en partiulier, � := lim infh d(uh;A) < +1. Si � = 0, puisque A est ompatil existe une sous-suite (uhk) de (uh) qui onverge dans (X;d), et don aussi dans (X; ~d),vers un point u 2 A, d'o�u la suite (uh) onverge vers u dans (X; ~d). Si � > 0, il existe0 < 2r < R tels que 2r � d(uh;A) � R pour h suÆsamment grand, d'o�u on d�eduit de (a)que (uh) est une suite de Cauhy dans (X;d). Si (X;d) est omplet, (uh) onverge dans(X;d), don aussi dans (X; ~d).(d) Soit u 2 dom f n A� et 0 < " < �(d(u;A)). Alors, il existe Æ0 > 0 tel que :j�(d(v;A))� �(d(u;A))j � " pour tout v 2 BÆ0(u) : (3.10)Si � > jfrf j(u), on trouve alors 0 < Æ � Æ0 tel que :f(u)� f(v) � � ~d(u;v) pour tout v 2 BÆ0(u) : (3.11)Soit v 2 BÆ(u), on onsid�ere le hemin  donn�e par (t) := v + t(u� v), t 2 [0;1℄. On a :~d(u;v) � Z 10 �(d((t);A))ku� vkds � (�(d(u;A) + "))ku� vk ;



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 36d'o�u par (3.11) on obtientf(u)� f(v) � ��(d(u;A) + ")ku� vk pour tout v 2 BÆ(u) ;d'o�u jrf j(u) � ��(d(u;A) + "). Puisque " > 0 est arbitraire, on en d�eduit que jrf j(u) �jfrf j(u)�(d(u;A)), ette in�egalit�e �etant �evidente si jfrf j(u) = +1.Inversement, si � > jrf j(u), on peut trouver 0 < Æ � Æ0 tel que :f(u)� f(v) � �ku� vk pour tout v 2 BÆ(u) : (3.12)Soient v 2 BÆ(u) et  2 �u;v. On pose :~s := supfs 2 [0;1℄ : (r) 2 BÆ(u) pour tout 0 � r � sg :Alors : Z ~s0 �(d((s);A))k0(s)kds � (�(d(u;A))� ")k(~s)� uk� (�(d(u;A))� ")ku� vk :Cei montre que ~d(u;v) � (�(d(u;A))� ")ku� vk, d'o�u, d'apr�es (3.12) :f(u)� f(v) � ��(d(u;A))� " ~d(u;v) pour tout v 2 BÆ(u) ;et par ons�equent, jfrf j(u) � ��(d(u;A))� " . Puisque " > 0 est arbitraire, on en d�eduitque jfrf j(u) � jrf j(u)�(d(u;A)), ette in�egalit�e �etant �evidente si jrf j(u) = +1.La d�emonstration de (e), dont le prinipe est analogue �a elle de (d) (en plus tehnique,pare que la d�e�nition de la pente faible est plus omplexe que elle de la pente forte),est donn�ee dans [31℄.Remarque 3.3.1: (a) Si X est un espae de Banah, A := f0g et �(t) := 11 + t , lam�etrique obtenue dans le Th�eor�eme 3.3.1 est elle de Cerami [26℄ :~d(u;v) := inf2�u;v Z 10 k0(t)k1 + k(t)kdt ;en partiulier, on a : ~d(u;0) = Z kuk0 dt1 + t :Les pentes dans ette m�etrique sont donn�ees par :jfrf j(u) = (1 + kuk)jrf j(u) ; j ~df j(u) = (1 + kuk)jdf j(u) :



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 37La m�etrique de Cerami a �et�e tr�es utilis�ee pour obtenir des r�esultats d'existene de solutionsde probl�emes variationnels, voir par exemple [42℄.(b) Dans [25, Theorem 2.1℄, on trouve le r�esultat suivant :Soient X un espae de Banah, f : X ! R[f+1g une fontion s..i., propre,minor�ee et Gâteaux-di��erentiable sur son domaine e�etif, et h : [0; +1[![0;+1[ une fontion ontinue roissante telle que Z +10 dt1 + h(t) = +1. Alors,pour tout " > 0, pour tout y 2 X tel que :f(y) < infX f + " ;et pour tout � > 0, il existe z 2 X tel que :f(z) � f(y) ; kzk � kyk+ �r ; et kf 0(z)k � "�(1 + h(kuk)) ;o�u �r est tel que Z kyk+�rkyk 11 + h(t)dt � �.Ce r�esultat est obtenu omme ons�equene d'une g�en�eralisation du prinipe variationnel,pour une fontion s..i. d�e�nie sur un espae m�etrique omplet, et est appliqu�e pourobtenir des variantes de r�esultats de type min-max en th�eorie des points ritiques.Grâe au prinipe de hangement de m�etrique, on voit que le r�esultat i-dessus esten fait une ons�equene imm�ediate du Corollaire 2.2.1, et don du prinipe variationnel\usuel". En e�et, soit ~d la m�etrique assoi�ee �aA := f0g ; �(t) := 11 + h(t) ; t � 0 ;selon le Th�eor�eme 3.3.1. Alors, ~d est topologiquement �equivalente �a k�k et (X; ~d) estomplet. Soient ";� > 0 �x�es, posons � := "=�, on onsid�ere don y 2 X tel que :f(y) < infX f + �� :D'apr�es le Corollaire 2.2.1, il existe z 2 X tel que :f(z) � f(y) ; ~d(z;y) < � ; jfrf j(z) < � :On a : Z kzk0 �(t) dt = ~d(z;0) � ~d(z;y) + ~d(y;0) < �+ Z kyk0 �(t) dt � Z kyk+�r0 �(t) dt ;



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 38d'apr�es le Th�eor�eme 3.3.1 (b), d'o�u kzk � kyk+ �r, etkf 0(z)k � jrf j(z) = �(kzk)jfrf j(z) = 11 + h(kuk) jfrf j(z) < �1 + h(kuk) ;d'apr�es le Th�eor�eme 3.3.1 (d).De la même fa�on, les r�esultats d'existene de points ritiques de [25℄ sont des ons�e-quenes des r�esultats \usuels" de la th�eorie m�etrique des points ritiques, en onsid�erantla m�etrique ~d; voir la Remarque 3.4.1 (b) i-dessous.3.4 La ondition de Palais-SmaleLa ondition de Palais-Smale est une ondition de ompait�e qui joue un rôle fon-damental dans la th�eorie des points ritiques. Dans ette setion, nous �etablissons desaspets quantitatifs de ette ondition en utilisant la notion de module.D�e�nition 3.4.1: Soient f : X ! R une fontion ontinue, U un ferm�e de X et  2 R.On dit qu'une suite (uh)h � U est une suite de Palais-Smale pour f dans U si (f(uh))hest born�ee et jdf j(uh)! 0.On dit qu'une suite (uh)h � X est une suite de Palais-Smale pour f au niveau  sif(uh)!  et jdf j(uh)! 0.On dit que f satisfait la ondition de Palais-Smale dans U ((PS) dans U , en abr�eg�e),si toute suite de Palais-Smale pour f dans U ontient une sous-suite onvergente.On dit que f satisfait la ondition de Palais-Smale au niveau  ((PS)), en abr�eg�e),si toute suite de Palais-Smale pour f au niveau  ontient une sous-suite onvergente.Observons que grâe �a la semi-ontinuit�e inf�erieure de la pente faible (Proposition3.2.1), on d�eduit que toute limite d'une suite de Palais-Smale pour f (dans U � X) estun point ritique de f , et que lorsque f satisfait la ondition (PS), l'ensemble K despoints ritiques de f au niveau  est ompat.Remarque 3.4.1: (a) Si f : X ! R [ f+1g est une fontion s..i., on peut bien sûrformuler une ondition de Palais-Smale �a l'aide de la pente forte : si  2 R, on dit que fsatisfait la ondition (dPS) si toute suite (uh) � X telle que f(uh) !  et jrf j(uh) ! 0ontient une sous-suite onvergente.Il est bien onnu que ette ondition donne un r�esultat d'existene de minimiseur,omme le montre la proposition suivante.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 39Proposition 3.4.1: Soient X omplet, f : X ! R [ f+1g une fontion s..i., propre,born�ee inf�erieurement et (vh) une suite minimisante de f : f(vh)!  := infX f . Alors, ilexiste une suite (uh) � X telle que :f(uh) � f(vh) ; d(uh;vh)! 0 et jrf j(uh)! 0 :Par ons�equent, si f satisfait la ondition (dPS), alors toute suite minimisante de fontient une sous-suite qui onverge vers un minimiseur de f .D�emonstration. Soit ("h) � R�+ une suite telle que f(vh) < +"2h pour tout h 2 N . D'apr�esle Corollaire 2.2.1, il existe une suite (uh) 2 X telle que :f(uh) � f(vh) ; d(uh;vh) < "h et jdf j(uh) � jrf j(uh) � "h :Par ons�equent, f(uh)! , et si f satisfait la ondition (dPS), il existe une sous-suite (uhk)de (uh) et u 2 X tels que uhk ! u, d'o�u vhk ! u et  � f(u) � lim infk!+1 f(uhk) = .(b) Dans [25℄, l'auteur obtient des r�esultats d'existene de points ritiques pour unefontion f : X ! R [ f+1g s..i. propre sur l'espae de Banah X, en supposant quef est Gâteaux-di��erentiable sur son domaine e�etif et que f 0 : dom f ! X� est norme{�-faible ontinue (en partiulier, f est loalement lipshitzienne sur dom f , omme il estindiqu�e dans [30℄). Ces r�esultats utilisent la ondition de type Palais-Smale suivante :toute suite (xn) � X telle que (f(xn)) est born�ee et kf 0(xn)k(1+h(kxnk))! 0ontient une sous-suite onvergente,o�u h a les propri�et�es de la Remarque 3.3.1 (b). Si ~d est la m�etrique d�e�nie dans etteremarque, il d�eoule de la Proposition 3.2.3 et du Th�eor�eme 3.3.1 (e) que la onditioni-dessus implique que f satisfait la ondition (PS) dans dom f par rapport �a la m�etrique~d. Il s'ensuit que les r�esultats d'existene de points ritiques de [25℄ sont des ons�equenesde eux obtenus par la th�eorie m�etrique des points ritiques, notamment des r�esultats de[34℄.D�e�nition 3.4.2: Soient P un espae topologique, fp : X ! R, p 2 P , une famille defontions ontinues, et U un ferm�e de X. On dit que (fp)p2P satisfait la ondition dePalais-Smale uniforme dans U ((PS) dans U , en abr�eg�e), si toute suite (ph;uh) � P � Utelle que la suite (fph(uh)) est born�ee et jdfphj(uh)! 0 ontient une sous-suite onvergentevers (p;u) 2 P � U ave jdfpj(u) = 0.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 40Remarquons que si (fp)p2P satisfait (PS) dans U , alors pour tout p 2 P , la fontionfp satisfait (PS) dans U .D�e�nition 3.4.3: On appelle module une fontion � : [0; + 1[! [0; + 1[ ontinue,roissante, et telle que �(s) > 0 pour tout s > 0.Dans la proposition qui suit nous donnons un rit�ere pour qu'une famille de fontionssatisfasse (PS) dans U .Proposition 3.4.2: Soient P un espae topologique ompat, fp : X ! R, p 2 P , unefamille de fontions ontinues, et U un ferm�e de X. Supposons que pour tout p 2 P , lafontion fp est born�ee sur U , satisfait (PS) dans U , etlim infp!p0 infV jdfpj � infV jdfp0j pour tout p0 2 P et tout ferm�e V � U : (3.13)Alors, (fp)p2P satisfait la ondition (PS) dans U .D�emonstration. Consid�erons des suites (ph) � P et (uh) � U telles que jdfphj(uh) ! 0.Comme P est ompat, on peut supposer que ph ! p 2 P . Soit V := (uh). De (3.13), ond�eduit que : 0 = lim infh!+1 �infV jdfphj� � infV jdfpj :Comme fp satisfait la ondition (PS) dans U , il existe don une sous-suite de (uh) quionverge vers u 2 U , et puisque jdfpj est s..i., d'apr�es la Proposition 3.2.1, on obtient quejdfpj(u) = 0.Dans la proposition suivante on �etablit un aspet quantitatif de la ondition de Palais-Smale.Proposition 3.4.3: Soient P un espae topologique, U un ferm�e de X, et f : P�U ! Rune fontion ontinue. On pose fp := f(p;�), p 2 P . Supposons que f est born�ee sur P�U ,que (fp)p2P satisfait la ondition (PS) dans U , et que pour haque p 2 P , fp a un uniquepoint ritique zp dans U . Alors :(a) p 7! zp est ontinue;(b) il existe un module � tel que �(0) = 0 etjdfpj(u) > �(d(u;zp)) pour tous u 2 U n fzpg et p 2 P : (3.14)



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 41D�emonstration. (a) Soient p 2 P et une suite (ph)h � P tels que ph ! p, alors jdfphj(zph) =0. Puisque (fp)p2P satisfait la ondition (PS) dans U , toute sous-suite de (zph) poss�edeune sous-suite onvergente vers z 2 U qui v�eri�e jdfpj(z) = 0. Par ons�equent, z = zp (arzp est l'unique point ritique de fp dans U) et zph ! zp quand h! +1.(b) Pour p 2 P et s � 0, on pose :~�(s) := infp2Pfjdfpj(u) : u 2 U; d(u;zp) � sg :Alors, ~� : [0;+1[! [0;+1℄ est une fontion roissante qui v�eri�e ~�(0) = 0. On montreque ~�(s) > 0 si s > 0. Par ontradition, supposons qu'il existe s > 0 tel que ~�(s) = 0.Alors, on peut trouver des suites (ph) � P et (uh) � U telles que jdfphj(uh)! 0 etd(uh;zph) � s pour tout h 2 N : (3.15)Puisque (fp)p2P satisfait (PS) dans U , alors il existe une sous-suite de (ph;uh) not�eeenore (ph;uh), et (p;u) 2 P � U tels que (ph;uh) ! (p;u) et jdfpj(u) = 0. Don u = zp,une ontradition ave (3.15).Notons �̂ la r�egularisation semi-ontinue inf�erieurement de ~�, alors �̂ v�eri�e les mêmespropri�et�es mentionn�ees i-dessus que ~�. On pose :�(s) := 12 inffjs� � j+ �̂(�) : � � 0g :On voit que � : [0; +1[! [0; +1[ est ontinue, roissante, et v�eri�e �(s) > 0 si etseulement si s > 0. De plus, pour tout p 2 P et u 2 U n fzpg on a :�(d(u;zp)) � 12�p(d(u;zp)) < jdfpj(u) ;d'o�u la onlusion.Remarque 3.4.2: Lorsque fp � f dans la Proposition 3.4.3, on retrouve [32, Lemma℄.3.5 Tehniques de d�eformationD�e�nition 3.5.1: On appelle d�eformation de X, toute appliation ontinue � : X �[0;1℄! X telle que �(u;0) = 0 pour tout u 2 X.Le th�eor�eme suivant a �et�e �etabli dans [34, Theorem 2.8℄. Il s'agit du r�esultat de basepermettant d'obtenir une d�eformation globale de l'espae m�etrique X, en \reollant" les\d�eformations loales" donn�ees dans la d�e�nition de la pente faible.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 42Th�eor�eme 3.5.1: Soient f : X ! R et � : X ! [0; +1[ des fontions ontinues tellesque : jdf j(u) 6= 0 =) jdf j(u) > �(u) > 0 :Alors, il existe une fontion ontinue � : X ! [0;+1[ telle que :�(u) = 0 () jdf j(u) = 0 ;et une appliation ontinue � : X � [0;+1[! X telle que :(a) d(�(u;t);u) � t, f(�(u;t)) � f(u) ;(b) t � �(u) =) �(u;t) = �(u;�(u)) ;() 0 � t � �(u) =) f(�(u;t)) � f(u)� �(u)t .Maintenant nous donnons le th�eor�eme prinipal de d�eformation.Th�eor�eme 3.5.2: Soient X omplet, f : X ! R une fontion ontinue, C � X, �, �1,�2 > 0, et  2 R. Supposons que :jdf j(u) > � pour tout u 2 B�1+�2(C) \ [<f<+��2℄ : (3.16)Alors, il existe une fontion ontinue � : B�1(C)\[f<+��2℄! [0;+1[ et une appliationontinue � : (B�1(C) \ [f<+��2℄)� [0;1℄! X telles que :(a) �(u) = 0() f(u) �  ;(b) d(�(u;t);u) � �(u)t ;() f(�(u;t)) � f(u)� ��(u)t ;(d) f(�(u;1)) �  .D�emonstration. Posant U := B�1+�2(C) \ [<f<+��2℄, on trouve, grâe au Th�eor�eme3.5.1 appliqu�e dans l'espae m�etrique U (muni de la topologie induite par elle de X) ave�(:) := �, une fontion ontinue �0 : U ! [0;+1[ telle que :�0(u) = 0() jdf j(u) = 0 ; (3.17)et une appliation ontinue �0 : U � [0; +1[! U qui v�eri�e ave �0 les propri�et�es (a),(b) et () du Th�eor�eme 3.5.1.On d�e�nit par r�eurrene des suites�h : U � [0;+1[! U et �h : U ! ℄0;�2[



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 43omme suit : pour h � 1 et (u;t) 2 U � [0; +1[, on pose :�h(u;t) = 8<: �h�1(u;t) si 0 � t � �h�1(u)�0(�h�1(u;�h�1(u)); t� �h�1(u)) si t � �h�1(u) ;et �h(u) = �h�1(u) + �0(�h�1(u;�h�1(u))) : (3.18)Alors, pour tous h 2 N et u 2 U , �h et �h sont ontinues, la suite (�h(u))h est stritementroissante �a termes stritement positifs, etd(�h(u;t);u) � t ;t � �h(u) =) �h(u;t) = �h(u;�h(u)) ;0 � t � �h(u) =) f(�h(u;t)) � f(u)� �t ; (3.19)d(�h+1(u;�h+1(u));�h(u;�h(u))) � �h+1(u)� �h(u) = �0(�h(u;�h(u))) : (3.20)Soit u 2 B�1(C) \ [<f<+��2℄ � U , alors d'apr�es (3.19), on a :0 � �h(u) � ��1(f(u)� ) pour tout h 2 N ;d'o�u (�h(u)) est born�ee, on a don �h(u) ! �(u) 2 ℄0;�2℄. De (3.20) on d�eduit que�h(u;�h(u)) onverge vers �u 2 U . On a : f(�u) = . En e�et, on a lairement  � f(�u) <+ ��2; supposons que f(�u) =  + "(< f(u)) pour un " > 0. Alors :+ " � f(�h(u;�h(u))) � f(u)� ��h(u) < + �(�2 � �h(u))d'o�u d(�h(u;�h(u));u) � �h(u) < �2 � "=� ;pour tout h 2 N . Il s'en suit que d(�u;u) < �2, don �u 2 U , et �0(�u) = 0, une ontradition.Pour (u;t) 2 (B�1(C) \ [f<+��2℄)� [0;1℄, on pose :�(u;t) := 8><>: limh!+1�h(u;t�(u)) si f(u) > u si f(u) �  ;et on pose �(u) := 0 si u 2 B�1(C) \ [f�℄. L'appliation � est bien d�e�nie. En e�et,si u 2 U et t 2 [0;1[, alors il existe h0 tel que t�(u) < �h(u) pour tout h � h0. Don�(u;t) = �h0(u;t�(u)). Si t = 1, on a :�(u;1) := limh �h(u;�(u)) = limh �h(u;�h(u)) :



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 44Il est lair que � est ontinue, quand �a � on �etablit sa ontinuit�e exatement omme dans[32, Theorem 2℄.Si C := X, le Th�eor�eme 3.5.2 se r�eduit �a [32, Theorem 2℄, qui a �et�e appliqu�e dans [32℄pour d�eduire la version m�etrique suivante du Deuxi�eme Lemme de D�eformation (selon laterminologie de K.-C. Chang [24℄), dont nous aurons besoin �a la setion 3.9.Th�eor�eme 3.5.3: Soient f : X ! R une fontion ontinue, a 2 R, b 2 R [ f+1g,a < b. Supposons que :(i) f n'a pas de points ritiques dans [a<f<b℄;(ii) ou bien Ka est vide, ou bien ses omposantes onnexes sont des points;(iii) pour tout  2 [a;b[, [a�f�℄ est omplet et f satisfait la ondition (PS) dans[a�f�℄.Alors, il existe une d�eformation � : [f<b℄� [0;1℄! [f<b℄ telle que :(a) f(�(u;t)) � f(u);(b) u 2 Ka =) �(u;t) = u;() �([f<b℄;1) � [f<a℄ [Ka.Remarque 3.5.1: Comme le sugg�ere l'hypoth�ese (ii), la d�emonstration de e r�esultatutilise le Th�eor�eme 3.3.1. En fait, le Prinipe de hangement de m�etrique apporte un�elairage nouveau sur ette hypoth�ese, qui apparâ�t d�ej�a dans la version du r�esultat donn�eedans [24, Theorem I.3.2℄, o�u X est une vari�et�e de Finsler de lasse C2 et f est de lasseC1, et les tehniques de d�eformation sont \lassiques".Le r�esultat suivant est une version m�etrique du �el�ebre Th�eor�eme du Col d'Ambrosettiet Rabinowitz (voir [1, 74℄), et un as partiulier de [34, Theorem 3.7℄. Nous en donnonsune d�emonstration rapide bas�ee sur le Th�eor�eme 3.5.2, qui donne une premi�ere illustrationdu rôle des tehniques de d�eformation en th�eorie des points ritiques.Th�eor�eme 3.5.4: Soient X omplet, f : X ! R une fontion ontinue, et u;v 2 X. Onsuppose que : � := f 2 C([0;1℄;X) : (0) = u; (1) = vg 6= ; ;et on pose :  := inf2� maxt2[0;1℄ f((t)) :Si  > maxff(u);f(v)g et si f v�eri�e la ondition (PS), alors K 6= ;.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 45D�emonstration. Par ontradition, supposons que K = ;. D'apr�es la ondition (PS), ilexiste " 2 ℄0;�maxff(u);f(v)g[ et � > 0 tels que :jdf j(u) > � pour tout u 2 [�"<f<+"℄ :D'apr�es le Th�eor�eme 3.5.2, appliqu�e ave C := X, il existe une d�eformation � de [f<+"℄telle que : u 2 [f��"℄ =) �(u;t) = u et �([f<+"℄;1) � [f��"℄ :Soit alors  2 � tel que ([0;1℄) � [f<+"℄, on pose :~(t) := �((t);1) pour tout t 2 [0;1℄ :Alors, on voit que ~ 2 �, tandis que ~([0;1℄) � [f��"℄, e qui ontredit la d�e�nition de. 3.6 Estimations quantitatives au voisinage d'unminimiseur loal isol�eDans ette partie, nous �etablissons des estimations quantitatives au voisinage desminimiseurs loaux strits. Nous ommen�ons par donner une ons�equene du Prinipevariationnel d'Ekeland en termes de pente forte.Proposition 3.6.1: Soient X omplet, f : X ! R [ f+1g une fontion s..i., C � X,�, �1 � 0, et �2 > 0. Supposons que :infB�1 (C) f < infB�1+�2(C) f + ��2 :Alors, pour tout " > 0, il existe u 2 X tel que :d(u;C) < �1 + �2 ; f(u) < infB�1(C) f + " et jrf j(u) < � :D�emonstration. Soit " > 0 �x�e. Soient �u 2 B�1(C), � < �2, 0 < �� < �, et 0 < �" < " telsque : f(�u) � infB�1(C) f + �" � infB�1+�2(C) f + ��� :



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 46Soit ��2 2 ℄�;�2[, alors B ��2(�u) � B�1+�2(C), et don on a :f(�u) � infB ��2 (�u) f + ��� :Appliquant le Th�eor�eme 2.2.1, on trouve u 2 B�(�u) � B�1+�2(C) tel que :f(u) � f(�u) � infB�1(C) f + �" < infB�1(C) f + "et f(u) � f(v) + ��d(v;u) pour tout v 2 B ��2(�u)(en partiulier, pour tout v 2 B ��2��(u)), d'o�u d'apr�es la d�e�nition de jrf j, on d�eduit quejrf j(u) � �� < �.Proposition 3.6.2: Soient X omplet, f : X ! R [f+1g une fontion s..i., z 2 X et�, �1, �2 > 0. Supposons que :f(u) � f(z)� ��2 et jrf j(u) � � pour tout u 2 B�1+�2(z) n fzg :Alors, z est un minimiseur de f sur la boule B�1(z).D�emonstration. Par ontradition, supposant que f(z) > infB�1 (z) f , on obtientinfB�1(z) f < f(z) � infB�1+�2(z) f + ��2d'o�u, grâe �a la Proposition 3.6.1 appliqu�ee ave C := fzg et " := f(z)� infB�1(z) f > 0,on trouve un �el�ement u 2 B�1+�2(z) tel que :f(u) < infB�1 (z) f + " = f(z) et jrf j(u) < � ;une ontradition.Grâe au prinipe de hangement de m�etrique (Th�eor�eme 3.3.1), on en d�eduit imm�e-diatement une autre formulation de la Proposition 3.6.2.Corollaire 3.6.1: Soient X omplet, f : X ! R [ f+1g une fontion s..i., � : [0; +1[! [0;+1[ un module, z 2 X et � > 0. Supposons que :f(u) � f(z)� ��(�) et jrf j(u) � �(d(u;z)) pour tout u 2 B2�(z) : (3.21)Alors, z est un minimiseur de f sur la boule B�(z).



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 47D�emonstration. Observons que Z +10 �(t)dt = +1, don par le Th�eor�eme 3.3.1, appliqu�eave � et A := fzg, on trouve une m�etrique ~d �equivalente �a d telle que (X; ~d) est omplet,et pour tout u 6= z on a :~d(u;z) = Z d(u;z)0 �(t)dt; jfrf j(u) = jrf j(u)�(d(u;z)) :Si � > 0, on note ~� := Z �0 �(t)dt et eB~�(z) := fu 2 X : ~d(u;z) < ~�g, la boule dans (X; ~d).On voit que B�(z) = eB~�(z). On pose : �1 := ~� et �2 := f2�� ~�. Comme � est roisssante,on d�eduit que �2 � ��(�), et don (3.21) devientf(u) � f(z)� �2 et jfrf j(u) � 1 pour tout u 2 eB�1+�2(z) :Appliquons ensuite la Proposition 3.6.2 dans (X; ~d). Alors il s'ensuit que z est un minimi-seur de f sur eB~�(z) = B�(z).Corollaire 3.6.2: Soient X omplet, fh : X ! R, h 2 N, une suite de fontions onti-nues, � : [0; + 1[! [0; + 1[ un module, z 2 X et � > 0. Supposons que z soit unminimiseur loal de f0 et que :(i) fh ! f0 uniform�ement sur B2�(z), quand h! +1;(ii) jrfhj(u) � �(d(u;z)) pour tous u 2 B2�(z) et h 2 N� .Alors, z est un minimiseur loal de fh pour tout h assez grand.D�emonstration. Soit 0 < r � � tel que f0(u) � f0(z) pour tout u 2 B2r(z). Alors, pour hassez grand, on obtientfh(u) � fh(z)� r�(r) pour tout u 2 B2r(z) ;d'apr�es (i), et du fait que �(r) > 0. Par ons�equent, la onlusion d�eoule du Corollaire3.6.1, grâe �a (ii).Maintenant nous pouvons �enoner le th�eor�eme du puits de potentiel.Th�eor�eme 3.6.1: Soient X omplet et loalement onnexe, f : X ! R une fontionontinue, z 2 X, et r1, r2 > 0. Supposons que z est un minimiseur loal de f et que :jdf j(u) > 1 pour tout u 2 Br1+r2(z) n fzg :Soit 0 < r � r1 tel que Br(z) est onnexe etf(u) < f(z) + r2 pour tout u 2 Br(z) :



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 48Alors, f(u) � f(z) + d(u;z) pour tout u 2 Br(z) :D�emonstration. Observons tout d'abord que z est n�eessairement un minimiseur loalstrit de f puisque jdf j(u) > 1 pour tout u 2 Br1+r2(z) n fzg et les minimiseurs loauxsont des points ritiques. Appliquons ensuite le Th�eor�eme 3.5.2 aveC := fzg ;  := f(z); �1 := r1 ; �2 := r2 et � := 1 :Puisque Br(z) = Br(z) \ [f<+r2℄, on trouve des appliations ontinues� : Br(z)! [0;+1[ et � : Br(z)� [0;1℄! X ;qui v�eri�ent les propri�et�es (a), (b), () et (d) du Th�eor�eme 3.5.2. En partiulier, de (a) et(b) on obtient d(�(z;1);z) � �(z) = 0 ;d'o�u z = �(z;1) 2 �(Br(z);1). Puisque �(Br(z);1) est onnexe et z est un minimiseur loalstrit de f , on d�eduit de () que :f(�(u;1)) �  pour tout u 2 Br(z) ;et que �(Br(z);1) = fzg. Par ons�equent, pour tout u 2 Br(z), on obtient grâe �a (b) :d(u;z) = d(�(u;1);u) � �(u) ;d'o�u en utilisant (), on trouvef(z) = f(�(u;1)) � f(u)� �(u) � f(u)� d(u;z) ;ei ah�eve la preuve.Le orollaire suivant est une version l�eg�erement aÆn�ee du th�eor�eme du puits de po-tentiel de Io�e et Shwartzman [59, Theorem 2℄.Corollaire 3.6.3: Soient X omplet et loalement onnexe, f : X ! R une fontionontinue, � : [0;+1[! [0;+1[ un module et z 2 X. Supposons que z est un minimiseurloal de f , et que pour � > 0 on a :jdf j(u) > �(d(u;z)) pour tout u 2 B2�(z) n fzg :



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 49Soit 0 < r � � tel que Br(z) est onnexe etf(u) < f(z) + ��(�) pour tout u 2 Br(z) :Alors, f(u) � f(z) + Z d(u;z)0 �(t)dt pour tout u 2 Br(z) :D�emonstration. Soit ~d la m�etrique donn�ee par le Th�eor�eme 3.3.1 appliqu�e ave A := fzget �, en partiulier ~d est topologiquement �equivalente �a d, don (X; ~d) est loalementonnexe. De plus, puisque Z +10 �(t)dt = +1, on d�eduit que (X; ~d) est un espae omplet.On a aussi pour tout u 6= z :~d(u;z) = Z d(u;z)0 �(t)dt ; j ~df j(u) = jdf j(u)�(d(u;z)) :Appliquant le Th�eor�eme 3.6.1 �a f et (X; ~d) aver1 := ~� ; r2 := f2�� ~� ; r := ~ret observant que r2 � ��(�), que z est aussi un minimiseur loal strit de f et que eB~r(z)est onnexe, on obtientf(u) � f(z) + ~d(u;z) = f(z) + Z d(u;z)0 �(t)dt ;pour tout u 2 eB~r(z) = Br(z).Corollaire 3.6.4: Soient X omplet et loalement onnexe, fh : X ! R, h 2 N desfontions ontinues, � : [0; +1[! [0; +1[ un module, z 2 X et � > 0. Supposons quez est un minimiseur loal de fh pour tout h 2 N� et que(i) uh ! u =) fh(uh)! f0(u) pour tout u 2 B2�(z), quand h! +1;(ii) jdfhj(u) > �(d(u;z)) pour tout u 2 B2�(z) n fzg et h 2 N� .Alors, z est un minimiseur loal de f0. De plus, il existe r > 0 tel quefh(u) > fh(z) pour tout u 2 Br(z) n fzg et h 2 N :D�emonstration. Soit 0 < r � � tel que Br(z) est onnexe etfh(u) < fh(z) + ��(�) pour tous u 2 Br(z) et h 2 N� ;



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 50d'apr�es (i). De (ii) et du Corollaire 3.6.3, on d�eduit que pour tout h 2 N� on a :fh(u) � fh(z) + Z d(u;z)0 �(t)dt pour tout u 2 Br(z) ;d'o�u z est un minimiseur strit de fh sur Br(z) pour tout h 2 N .Remarque 3.6.1: (a) Le Corollaire 3.6.2 peut être g�en�eralis�e de la fa�on suivante : soientX omplet, fh : X ! R, h 2 N , une suite de fontions ontinues, � : [0;+1[! [0;+1[un module, U un ouvert de X, et (zh)h2N � U . Supposons que z0 est un minimiseur loalde f0 et que :(i) fh ! f0 uniform�ement sur U et zh ! z0, quand h! +1;(ii) jrfhj(u) � �(d(u;zh)) pour tout u 2 U et h 2 N� .Alors, zh est un minimiseur loal de fh pour tout h assez grand. En e�et, Soit � > 0 telque B2�(z0) � U et f0(u) � f0(z0) pour tout u 2 B2�(z0). En utilisant (i), on peut trouverr � � tel que pour h assez grand, on a :fh(u) � fh(zh)� r�(r) pour tout u 2 B2r(zh) :La onlusion d�eoule du Corollaire 3.6.1.On peut �egalement formuler e r�esultat, et don le Corollaire 3.6.2, en utilisant laondition de Palais-Smale. On suppose pour ela que, au lieu de (ii), la ondition suivanteait lieu :(ii') (fh)h2N est uniform�ement born�ee et satisfait (PS) dans U , et zh est l'unique pointritique de fh dans U , pour tout h 2 N .En e�et, d'apr�es la Proposition 3.4.3, on d�eduit que zh ! z0 quand h ! +1 et qu'ilexiste un module � : [0;+1[! [0;+1[ tel que :jrfhj(u) � jdfhj(u) > �(d(u;zh)) pour tout u 2 U n fzhg et tout h 2 N ;d'o�u les onditions (i) et (ii) i-dessus.(b) Quand au Corollaire 3.6.4, une telle g�en�eralisation n'est pas imm�ediate. Par exem-ple on peut donner une version semblable au Corollaire 3.6.2, siX est fortement loalementonnexe, 'est-�a-dire X est loalement onnexe et la fontion Æ : X ! ℄0;+1℄ d�e�nie parÆ(t) := supfÆ > 0 : BÆ(u) est onnexegest s..i. sur X. Dans e as en e�et, si zh ! z0, on trouve r > 0 tel que Br(zh) est onnexepour tout h 2 N . Evidemment, un espae de Banah est fortement loalement onnexe.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 51Mais, dans e as, on peut au ontraire se ramener au ontexte du Corollaire 3.6.4, enonsid�erant les fontions ~fh := fh(:+ zh � z0).() Il n'est pas diÆile de voir que la onlusion du Corollaire 3.6.1 demeure valablesi, �a la plae de la ondition (3.21), on suppose que :infB�1+�2(z) f > infB�1 (z) f � �2�(�1) ; (3.22)et jrf j(u) � �(d(u;z)) pour tout u 2 B�1+�2(z) n fzg. En e�et, soit ~d la m�etrique donn�eepar le Th�eor�eme 3.3.1 appliqu�e ave A := fzg et �. Posant r1 := ~�1 et r2 := g�1+�2� ~�1, onobtient r2 = Z �1+�20 �(t)dt� Z �10 �(t)dt = Z �1+�2�1 �(t)dt � �2�(�1) ;et don (3.22) devient infeBr1+r1(z) f > infeBr1 (z) f � r2 :De plus, grâe au Th�eor�eme 3.3.1, on a :jfrf j(u) = jrf j(u)�(d(u;z)) � 1 pour tout u 2 eBr1+r2(z) n fzg :Si z n'est pas un minimiseur loal sur B�1(z) = eBr1(z), alors " := f(z)� inf eBr1 (z) f > 0,et il existe, d'apr�es le Corollaire 2.2.1, u 2 eBr1+r2(z) tel que :f(u) � infeBr1(z) f + " = f(z) et jfrf j(u) < 1 ;une ontradition.3.7 Stabilit�e homotopique d'un minimiseur loalisol�eLe r�esultat suivant est une l�eg�ere variante de [59, Theorem 3℄, qui est le r�esultat abstraitayant motiv�e Io�e et Shwartzman a d�evelopper leur approhe de la th�eorie m�etrique despoints ritiques.Th�eor�eme 3.7.1: Soient X omplet et loalement onnexe, f� : X ! R, � 2 [0;1℄, unefamille de fontions ontinues, � : [0; +1[! [0; +1[ un module, z 2 X, et � > 0.Supposons que :(i) pour tout �0 2 [0;1℄, f� ! f�0 uniform�ement sur B�(z), quand �! �0;



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 52(ii) jdf�j(u) > �(d(u;z)) pour tout u 2 B�(z) n fzg et � 2 [0;1℄.Alors, les deux assertions suivantes sont �equivalentes :(a) z est un minimiseur loal de f0;(b) z est un minimiseur loal de f� pour tout � 2 [0;1℄. De plus, il existe r > 0 tel que :f�(u) > f�(z) pour tout u 2 Br(z) n fzg:D�emonstration. On pose :� := f� 2 [0;1℄ : z est un minimiseur loal de f�g : (3.23)Alors, � 6= ; (0 2 �), ouvert, d'apr�es le orollaire 3.6.2, et ferm�e, d'apr�es le Corollaire3.6.4, d'o�u � = [0;1℄. La derni�ere onlusion dans (b) d�eoule aussi du orollaire 3.6.4.Remarque 3.7.1: (a) Dans Le Th�eor�eme 3.7.1, la fontion f : [0;1℄�B�(z) ! R d�e�niepar f(�;u) := f�(u) est ontinue, ainsi qu'il d�eoule de l'hypoth�ese (i) et du fait quehaque fontion f� est ontinue. Il s'agit don d'une homotopie entre les fontions f0 etf1 (on dit aussi que f0 et f1 sont homotopes).(b) La ondition (ii) est v�eri��ee si la famille (f�)�2[0;1℄ est uniform�ement born�ee etsatisfait (PS) dans B�(z), et si pour tout � 2 [0;1℄, z est l'unique point ritique de f�dans B�(z), voir Proposition 3.4.3.3.8 Une version abstraite du th�eor�eme debifuration de RabinowitzNous nous int�eressons dans ette setion au th�eor�eme de bifuration de Rabinowitz.Dans e but, et uniquement dans ette setion, nous modi�ons l�eg�erement la d�e�nitionde point ritique.D�e�nition 3.8.1: Si f : X ! R une fontion ontinue. Un �el�ement u 2 X est appel�epoint ritique de f si minfjdf j(u);� jdf j(u)g = 0.On remarquera que les maxima loaux sont aussi des points ritiques.D�e�nition 3.8.2: Soient z 2 X, U un voisinage de z, � > 0 et f : [��;�℄� U ! R unefontion ontinue tels que z est un point ritique de f� := f(�;�) pour tout � 2 [��;�℄.On dit que � = 0 est un point de bifuration de f s'il existe une suite (�h;uh) ! (0;z)telle que pour tout h, uh 6= z et uh est un point ritique de f�h.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 53Th�eor�eme 3.8.1: Soient X un espae de Banah d'origine �, � > 0, f� : X ! R,� 2 [��;�℄, une famille de fontions ontinues et � > 0. On d�e�nit la fontion f :[��;�℄� B�(�)! R par f(�;u) := f�(u), et on suppose que :(i) � est un point ritique de f0, un minimiseur loal de f� pour � > 0, et un maximumloal de f� pour � < 0;(ii) f� ! f0 uniform�ement sur B�(�), quand �! 0;(iii) (f�)�2[��;�℄ et (�f�)�2[��;�℄ v�eri�ent (PS) dans B�(�).Alors, � = 0 est un point de bifuration de f . De plus, une des trois possibilit�es suivantesa lieu :(a) � n'est pas un point ritique isol�e de f0;(b) il existe un voisinage � de � tel que pour tout � 2 � n f0g, f� poss�ede au moins unpoint ritique u� 6= �, ave u� ! � quand �! 0;() il existe �0 2 ℄��;�[nf0g tel que pour tout � 2 [�0;0[ si �0 < 0 (ou � 2℄0;�0℄ si�0 > 0), f� poss�ede au moins deux points ritiques distints u�, v�, di��erents de �,et tels que u�;v� ! � quand �! 0.D�emonstration. On suppose que f�(�) = 0 pour tout � 2 [�;�℄ (on peut s'y ramener enonsid�erant les fontions u 7! f�(u)� f�(�)), et que f est born�ee sur [��;�℄� B�(�). Si(a) a lieu, alors � = 0 est un point de bifuration. Don, dor�enavant nous supposons que� est un point ritique isol�e de f0.Si (b) n'a pas lieu, alors il existe 0 < r � � et une suite �h ! 0, h 2 N� (qui est soitdans ℄0; +1[ ou dans ℄ �1;0[ ), tels que � est l'unique point ritique de f0 et f�h dansBr(�). On suppose que �h > 0, et on pose : fh := f�h . Alors, de (iii) on d�eduit que (fh)h2Nsatisfait (PS) dans Br(�). Appliquant ensuite la Proposition 3.4.3, on trouve un module� tel que : jdfhj(u) � �(kuk) pour tout 0 < kuk < r et tout h 2 N :Puisque � est un minimiseur loal de haque fontion fh, h 2 N� , on d�eduit du Corollaire3.6.4, que � est aussi un minimiseur loal de f0. De même, en utilisant un argumentsemblable ave la fontion �f , on montre que si �h < 0, alors � est un maximum loal def0. Cei montre que � n'est pas un extremum loal de f0, et don (b) a lieu.Par ons�equent, nous supposons que � est un extremum loal (strit) de f0, et nousmontrons que () ait lieu. Supposons alors en premier temps que � est un maximum loalde f0. Observons que haque fontion f� et �f�, � 2 [��;�℄ satisfait (PS) dans B�(�).



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 54D'autre part, pour tout k 2 N , k � 1� , on trouve �k < 0 tel que :kuk = 1k =) f0(u) � 2�k : (3.24)De (ii), on d�eduit que pour tout k � 1� , il existe Æk > 0 tel que0 < � � Æk; kuk = 1k =) f�(u) � �k :On montre que, pour tout � 2℄0;Æk℄, la fontion f� poss�ede deux points ritiques nontriviaux dans B 1k (�). On peut supposer que � est un minimiseur loal isol�e de f� (sinon,la onlusion d�eoule.) Alors, il existe 0 < r� < 1k et �k > 0 tels que :kuk = rk =) f�(u) � �k :On pose : Bk := B 1k (�) ; m� := supBk f 2 [�k;+1[ :Puisque jd(�f�jBk)j(u) = jd(�f�)j(u) pour tout u 2 Bk \ [f� � 0℄, d'apr�es (3.24), ond�eduit que la fontion �f�jBk , satisfait la ondition (PS) dans Bk \ [f� � 0℄. D'apr�es laProposition 3.4.1, on d�eduit qu'il existe u� 2 B 1k (�) tel que :jd(�f�)j(u�) = 0; f�(u�) = m�;d'o�u u� est un minimiseur de �f�jBk , d'apr�es la Proposition 3.4.1. En partiulier, u� 6= �.Posons �u� := �u�=kku�k,� := f : [0;1℄! Bk :  est ontinu, (0) = �;(1) = �u�g ;et � := inf2�max[0;1℄ (f� Æ ) 2 [��;m�℄ :Si � = m�, alors en onsid�erant le segment liant � et �u�, on trouve don t 2℄0;1[ tel quele veteur v� := t�u� 2 B 1k (�) est un maximum loal de f�, et don un point ritique def�, di��erent de u�.Si � < m�, de (3.24) on d�eduit que :jdf�jBkj(u) = jdf�j(u) pour tout u 2 Bk \ [f� � 0℄;d'o�u f�jBk satisfait la ondition (PS) dans Bk \ [f� � 0℄. Appliquant le Th�eor�eme 3.5.4,on trouve un veteur v� 2 B 1k (�) tel que :jdf�j(v�) = 0; f�(v�) = �;



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 55i.e. v� est un point ritique de f�jBk . Le as o�u � est un minimiseur loal de f0 se traitede la même fa�on en rempla�ant f� par �f�.Remarque 3.8.1: Dans [59, Theorem 2℄, les auteurs ont suppos�e �a la plae de (ii), que lafontion f : [��;�℄�B�(z)! R est ontinue. Or, ei n'est pas suÆsant sauf si X est dedimension �nie, auquel as la formulation se simpli�e onsid�erablement ar, dans e as,les maxima sont en fait des points ritiques au sens de la D�e�nition 3.2.2. Le Th�eor�eme3.8.1 est une version abstraite du r�esultat de Rabinowitz ([73℄, [74, Theorem 11.35℄) surla bifuration des op�erateurs potentiels de lasse C2 dans les espaes de Hilbert.La m�ethode de d�emonstration de la partie () du Th�eor�eme 3.8.1 remonte �a Rabino-witz, tandis que l'utilisation du th�eor�eme de puits du potentiel pour �etablir (b) est due�a Io�e et Shwartzman [59℄, une d�emarhe qui a simpli��e les arguments de [73℄, qui sontaussi bas�es sur le th�eor�eme du ol (Th�eor�eme 3.5.4).3.9 Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�esDans ette setion nous donnons un r�esultat de stabilit�e homotopique au voisinage d'unpoint ritique isol�e qui n'est pas n�eessairement un minimiseur. Pour ela nous utilisonsdes outils de topologie alg�ebrique.Si A est un espae topologique et si B � A, on notera :H�(A;B) := fHq(A;B)gq2N ;le groupe gradu�e d'homologie singuli�ere (relative), �a oeÆients dans R, de la paire topolo-gique (A;B). Les groupes Hq(A;B), q 2 N , sont alors, en fait, des espaes vetoriels r�eels.Si B = ;, on note Hq(A) := Hq(A;;). On renvoie le leteur �a [80℄ pour une desriptiond�etaill�ee de la th�eorie de l'homologie singuli�ere (en partiulier, pour sa d�e�nition), et �a[24, Chapter I, Setion I℄ pour une desription plus suinte. Nous nous ontenterons iide rappeler les propri�et�es de base dont nous aurons besoin dans la suite.Si (A0;B0) est une autre paire topologique et f : (A;B)! (A0;B0) est une appliationontinue, 'est-�a-dire f : A! A0 est ontinue et f(B) � B0, il existe un morphisme induitf� (f� = (fq)q2N, et haque fq est en fait une appliation lin�eaire) :f� : H�(A;B)! H�(A0;B0) ;en partiulier Id�, le morphisme induit par Id : (A;B)! (A;B), est l'idendit�e.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 56Propri�et�e de fontorialit�e : Si f : (A;B) ! (A0;B0) et g : (A0;B0) ! (A00;B00) sont desappliations ontinues (entre paires topologiques), alors :(g Æ f)� = g� Æ f� :Propri�et�e d'homotopie : Si f : [0;1℄ � (A;B) ! (A0;B0) est une appliation ontinue(une homotopie de (A;B) dans (A0;B0)), et f0 := f(0;�), f1 := f(1;�), alors :(f0)� = (f1)� :Propri�et�e d'exision : Si (A;B) est une paire topologique et U est tel que U est ontenudans l'int�erieur de B, alors l'appliation induite par l'inlusion (AnU;BnU) ! (A;B) :H�(AnU;BnU) ! H�(A;B)est un isomorphisme.Si A est un espae topologique et si C � B � A, alors la suite :: : :! Hq(B;C) ! Hq(A;C) ! Hq(A;B) �! Hq�1(B;C) ! : : :! H0(A;B) ! 0 ;o�u � est l'op�erateur de bord et les autres �ehes sont induites par les inlusions (B;C) !(A;C) et (A;C) ! (A;B), est exate, 'est-�a-dire le noyau d'une �ehe est �egal �a l'image dela �ehe qui la pr�e�ede. Cette suite est appel�ee la longue suite exate du triplet topologique(A;B;C). On en d�eduit notamment que H�(A;A) = f0g pour tout espae topologique A.Proposition 3.9.1: Soient B � A � X et � une d�eformation de A dont la restrition �aB� [0;1℄ est une d�eformation de B, bet telle que �(A;1) � B. Alors l'appliation (induitepar l'inlusion) : Hq(B) ! Hq(A)est un isomorphisme pour tout q 2 N.Par ons�equent, Hq(A;B) = f0g pour tout q 2 N, et si C � B (resp., A � C), alorsl'appliation (induite par l'inlusion) :Hq(B;C) ! Hq(A;C) (resp., Hq(C;B) ! Hq(C;A))est un isomorphisme pour tout q 2 N.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 57D�emonstration. Soient �(�;1) : A ! B, et i : B ! A l'inlusion de B dans A. D'apr�esles hypoth�eses, i Æ �(�;1) est homotope �a l'identit�e de A, et �(�;1) Æ i est homotope �al'identit�e de B, l'homotopie �etant donn�ee par la d�eformation �. Par ons�equent, d'apr�esla propri�et�e d'homotopie de l'homologie singuli�ere, puisque (i Æ �(�;1))� = i� Æ �(�;1)� et(�(�;1)Æi)� = �(�;1)�Æi�, et que l'appliation induite par l'identit�e est l'identit�e, on obtientque les appliations induites �(�;1)� et i� sont des isomorphismes (inverses l'un de l'autre).La deuxi�eme onlusion s'en d�eduit en onsid�erant la portion suivante de la longuesuite exate d'homologie du triplet (A;B;;) :Hq(B) ! Hq(A)! Hq(A;B) �! Hq�1(B)! Hq�1(A) ;o�u la premi�ere et la derni�ere �ehe sont des isomorphismes.La troisi�eme onlusion se d�eduit de la deuxi�eme en onsid�erant la portion suivantede la longue suite exate d'homologie du triplet (A;B;C) (resp., (C;A;B)) :f0g = Hq+1(A;B) �! Hq(B;C) ! Hq(A;C) ! Hq(A;B) = f0g ;(resp., f0g = Hq(A;B) ! Hq(C;B)! Hq(C;A) �! Hq�1(A;B) = f0g ):D�e�nition 3.9.1: [29, De�nition 3.1℄ Soit f : X ! R une fontion ontinue, u 2 X, := f(u) et W � X un voisinage de u. On pose :Cq(f ; u) := Hq(([f<℄ [ fug) \W;[f<℄ \W ); q 2 Net C�(f ; u) := fCq(f ; u)gq2N = H�(([f<℄ [ fug) \W;[f<℄ \W ) :L'espae vetoriel Cq(f ; u) est appel�e le q-i�eme groupe ritique de f en u.Remarque 3.9.1: (a) Grâe �a la propri�et�e d'exision de l'homologie singuli�ere relative,la d�e�nition de C�(f ; u) est ind�ependante du hoix du voisinage W .(b) Si f : X ! R est ontinue et u est un minimiseur loal de f , alorsCq(f ; u) = Hq(fug;;) = (R si q = 0f0g si q > 0 :Si X = Rn et u est un maximum loal strit de f , alorsCq(f ; u) = Hq(Bn;Sn�1) = (R si q = nf0g si q 6= n :Voir [24℄ pour plus de d�etails.



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 58La proposition suivante justi�e la terminologie de groupes ritiques.Proposition 3.9.2: [29, Proposition 3.4℄ Soit f : X ! R une fontion ontinue et u 2X. On a : jdf j(u) 6= 0 =) C�(f ; u) = f0g :D�emonstration. Comme jdf j(u) 6= 0, on d�eduit en utilisant la D�e�nition 3.2.1, qu'il existe� > 0, Æ 2 ℄0;1℄ et H : BÆ(u)� [0;Æ℄! X tels que :d(H(v;t);v) � t ; f(H(v;t)) � f(v)� �t :Pour (v;t) 2 X � [0;Æ℄, on pose :�(v;t) := (H(v;t(Æ � d(u;v))) si v 2 BÆ(u) ;v si v 62 BÆ(u) .Alors, � est bien d�e�nie et ontinue. De plus, on a :�(([f<℄ [ fug)� [0;Æ℄) � [f<℄ [ fug ; �([f<℄� [0;Æ℄) � [f<℄et �([f<℄ [ fug;Æ) � [f<℄ ;don, d'apr�es la Proposition 3.9.1, on d�eduit que :C�(f ; u) := H�([f<℄ [ fug;[f<℄) = f0g� :
Remarque 3.9.2: La Proposition pr�e�edente et la Remarque 3.9.1 (b) montrent que siu est un maximum loal strit de f : Rn ! R ontinue, alors jdf j(u) = 0.Proposition 3.9.3: Soient X omplet, fi : X ! R des fontions ontinues, zi 2 X, et�1 < ai < bi < +1 tels que f(zi) � bi, i = 1;2. Supposons que pour i = 1;2 :(i) fi satisfait (PS) dans [fi � ai℄;(ii) zi est l'unique point ritique de fi dans [fi � ai℄;(iii) [f2<a2℄ � [f1<a1℄ � [f2<b2℄ � [f1<b1℄.Alors : C�(f1; z1) = H�(X;[f1<b1℄) = H�(X;[f2<a2℄) = C�(f2; z2) :



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 59D�emonstration. Posant i := fi(zi), i = 1;2, on d�eduit de (i), (ii) et de la Proposition3.5.3, que les paires (A;B) :(A;B) = (X;[fi<i℄ [ fzig); ([f1<1℄;[f1<b1℄); ([f2<2℄;[f2<a2℄); ([fi<bi℄;[fi<ai℄)sont tels que : B � A et il existe � une d�eformation de A dont la restrition �a B� [0;1℄ estune d�eformation de B, et telle que �(A;1) � B. Par ons�equent, d'apr�es la Proposition3.9.1, on obtient H�(A;B) = f0g� pour es paires et :C�(f1;z1) := H�([f1<1℄ [ fz1g;[f1<1℄) = H�(X;[f1<1℄) = H�(X;[f1<b1℄) ;C�(f2;z2) := H�([f2<2℄ [ fz2g;[f2<2℄) = H�(X;[f2<2℄) = H�(X;[f2<a2℄) ;et H�([f1<b1℄;[f2<a2℄) = H�([f1<b1℄;[f2<b2℄) (3.25)(es �egalit�es �etant, formellement, des isomorphismes). Or, le triangle suivant (o�u les �ehesd�esignent les appliations lin�eaires induites par les inlusions) est ommutatif, d'apr�es lapropri�et�e de fontorialit�e : H�([f1<b1℄;[f1<a1℄)% &H�([f1<b1℄;[f2<a2℄) �! H�([f1<b1℄;[f2<b2℄) ;don H�([f1<b1℄;[f2<a2℄) = f0g d'apr�es (3.25) et le fait que H�([f1<b1℄;[f1<a1℄) = f0g�.Utilisant �a nouveau la Proposition 3.9.1, on obtientH�(X;[f1<b1℄) = H�(X;[f2<a2℄) ;d'o�u la onlusion.Proposition 3.9.4: Soient fi : X ! R, i = 1;2 des fontions ontinues telles que f1�f2est k�lipshitzienne dans un voisinage de u 2 X. Alors, il existe Æ0 > 0 tel que si � > 0,Æ 2 ℄0;Æ0℄ et H : BÆ(u)� [0;Æ℄! X ontinue et satisfaitd(H(v;t);v) � t ; f1(H(v;t)) � f1(v)� �t ;alors : f2(H(v;t)) � f2(v)� (� � k)t pour tout (v;t) 2 BÆ(u)� [0;Æ℄ :En partiulier, on a : jdf1j(u)� k � jdf2j(u) � jdf1j(u) + k :



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 60D�emonstration. En hoisissant Æ0 > 0 tel que f1 � f2 est k�lipshitzienne dans B2Æ0(u),la premi�ere onlusion est imm�ediate, tandis que la seonde d�eoule de la d�e�nition de lapente faible (D�e�nition 3.2.1.)Etant donn�ee une fontion f : X ! R, on pose :kfk1 := supX jf j; Lip(f) := supu6=v jf(u)� f(v)jd(u;v) ;et kfk1;1 := maxfkfk1; Lip(f)g :Observons que kfk1;1 < +1 si et seulement si f est born�ee et lipshitzienne sur X.Le th�eor�eme suivant est le r�esultat prinipal de ette setion.Th�eor�eme 3.9.1: Soient X omplet, f : X ! R une fontion ontinue, U un ouvert deX, et zf 2 U . Supposons que zf est l'unique point ritique de f dans U et que f satisfait(PS) dans U . Alors, il existe " > 0 tel que pour toute fontion ontinue g : X ! Rposs�edant un unique point ritique zg 2 U , v�eri�ant (PS) dans U , et telle que :kgjU � fjUk1;1 � " ;on a : C�(g; zg) = C�(f ; zf) :D�emonstration. On pose :  := f(zf). On peut supposer que U est born�e et que f estborn�ee sur U . Soit � : [0;+1[! [0;+1[ un module tel que :jdf j(u) > �(d(u;zf)) pour tout u 2 U n fzfg ;d'apr�es la Proposition 3.4.3. Soit ~d, la m�etrique donn�ee par le Th�eor�eme 3.3.1 appliqu�e �a� et zf . Don, utilisant le Th�eor�eme 3.3.1 (e), on obtientj ~df j(u) > 1 pour tout u 2 U n fzfg :Soient � 2 ℄0;1[ et � > 0 tels que eB 2�� (zf ) := fu 2 X : � ~d(u;zf) < 2�g � U . On pose :W := fu 2 X : f(u)� f(zf) + � ~d(u;zf) � �g ; (3.26)don W est un voisinage ferm�e de zf dans (X; ~d) omme dans (X;d). Par ons�equent, West un omplet dans (X;d). Observons que :W \ [f���℄ � eB 2�� (zf) � U : (3.27)



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 61Soient r 2 ℄0;�=3℄ et s > 0 tels que :u 2 B2s(zf) =) u 2 int(W ) et f(u) � � r(o�u int(W ) est l'int�erieur de W ). Soit g : X ! R une fontion omme dans le th�eor�emeave " := 12 minf(1� �)�(s);rg > 0 :Nous montrons que :jdgjW j(u) � jdgj(u) pour tout u 2 W \ [f���℄ : (3.28)En fait, on a l'�egalit�e si u 2 int(W ) � B2s(zf ) (la pente faible est une notion loale).D'apr�es le Th�eor�eme 3.3.1 (e), il suÆt don, pour �etablir (3.28), de montrer que :j ~dgjW j(u) � j ~dgj(u) pour tout u 2 (W \ [f���℄) nB2s(zf ) :Puisque U est born�e et la fontion � est roissante, on a :~d(v;w) � �(s)minfs;d(v;w)g pour tout v;w 2 U nB2s(zf) ;d'apr�es le Th�eor�eme 3.3.1 (a). Comme Lip(gjU�fjU) � " , on d�eduit que la fontion (g�f)est "�(s) -lipshitzienne par rapport �a ~d dans un voisinage de haque point de U nB2s(zf).Don, en utilisant la Proposition 3.9.4, on obtientj ~dgj(u) � j ~df j(u)� "�(s) > 1� "�(s) > 0 pour tout u 2 U nB2s(zf ) :En partiulier, on d�eduit que zg 2 B2s(zf), et que W est un voisinage de zg.Soient maintenant u 2 (W \ [f���℄) n B2s(zf) et 1� "�(s) � � < j ~dgj(u). Soit donÆ > 0 et H : eBÆ(u)� [0;Æ℄! X ontinue tels que :~d(H(v;t);v) � t; g(H(v;t)) � g(v)� �t ;f(H(v;t))� f(v) � � � � "�(s)! t ;d'apr�es la même Proposition 3.9.4. Si v 2 eBÆ(u) \W et t 2 [0;Æ℄, alors :f(H(v;t))� f(zf ) + � ~d(H(v;t);zf ) � f(H(v;t))� f(v) + � + � ~d(H(v;t);v)� ��� � "�(s) � ��t + � � � :



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 62Par ons�equent, H(v;t) 2 W , et don j ~dgjW j(u) � �, d'o�u (3.28).Comme kgjU � fjUk1 � " � r=2 , on a :g(zg) � f(zg)� " � � r � "et [f<��℄ � [g<�2r�"℄ � [f<�2r℄ � [g<�r�"℄ � [f<�r℄ :Appliquons ensuite la Proposition 3.9.3 ave X := W , f1 := fjW , f2 := gjW , a1 := � 2r,b1 :=  � r, a2 :=  � 2r � ", et b2 :=  � r � ". En e�et, les onditions (i) et (ii) de laProposition 3.9.3 d�eoulent respetivement de (3.28) et (3.27).Remarque 3.9.3: Soit f une fontion omme dans le Th�eor�eme 3.9.1, et W := W (�;�)d�e�ni omme dans (3.26), et tel que (3.27) a lieu. On vient de montrer en fait, que pourtout " 2 ℄0;�℄ on a : C�(f�; zf) = H�(W;W \ [f<�"℄) (3.29)(ei est aussi vrai si � = 1). La paire (W;W \ [f<�"℄) est un substitut de la paire deGromoll-Meyer utilis�ee dans le ontexte de l'analyse lisse, voir [46℄ et [24, De�nition 5.1℄.La formule (3.29) orrespond �a [24, Theorem 5.2℄, et le Th�eor�eme 3.9.1 �etend au adrenon lisse, les r�esultats de e dernier th�eor�eme et de [24, Lemma 5.2℄.Comme ons�equene du Th�eor�eme 3.9.1, on obtient le r�esultat suivant.Th�eor�eme 3.9.2: Soient X omplet, f� : X ! R, � 2 [0;1℄, une famille de fontionsontinues, U un ouvert de X et soit (z�)� � U telle que z� est l'unique point ritique def� dans U pour tout � 2 [0;1℄. Supposons que :(i) pour tout �0 2 [0;1℄, kf�jU � f�0jUk1;1 ! 0, quand �! �0;(ii) pour tout � 2 [0;1℄, f� satisfait (PS) dans U .Alors, C�(f�; z�) est ind�ependant de � 2 [0;1℄.Remarque 3.9.4: (a) Les onditions (i) et (ii) du Th�eor�eme 3.9.2 impliquent que lafamille (f�)�2[0;1℄ satisfait (PS) dans U , d'apr�es la Proposition 3.4.2.(b) En raisonnant de fa�on similaire �a [24, Theorem I.4.6℄, on montre que si X est onnexepar ars, et si f : X ! R est une fontion ontinue, et satisfait (PS) dans un voisinagede point ritique isol�e u qui n'est pas un minimiseur loal, alors C0(f ; u) = f0g. Parons�equent, si dans le Th�eor�eme 3.9.2, X est onnexe par ars et z0 est un minimiseur



3. Stabilit�e homotopique des points ritiques isol�es 63loal de f0, alors z� est aussi un minimiseur loal de f� pour tout � 2 [0;1℄. Cei est donla onlusion du Th�eor�eme 3.7.1, mais on observera que l'hypoth�ese (i) dans e r�esultatest plus faible que la ondition (i) du Th�eor�eme 3.9.2.() Le Th�eor�eme 3.9.2 g�en�eralise le r�esultat de K.-C. Chang [24, Theorem 5.6℄, o�u Xest un espae de Hilbert, les fontions f�, � 2 [0;1℄, sont de lasse C1, et � 7! f� estontinue par rapport �a la topologie C1(U;R).
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4. SENSIBILIT�E DE CONSTANTES DE HOFFMAN DESSYST�EMES D'IN�EGALIT�ES AFFINES COMPORTANT DES�EGALIT�ES EXPLICITES.R�esum�eCe hapitre est onsar�e �a l'�etude de onstantes de Ho�man d'un poly�edre ontenant�a la fois des in�egalit�es et des �egalit�es expliites. En utilisant l'approhe variationnelled�evelopp�ee dans [13℄ et bas�ee sur le prinipe variationnel, nous donnons diverses for-mules expliites de es onstantes. Cei nous permet d'�etudier le omportement de tellesonstantes sous l'e�et de perturbations des donn�ees, matries et veteurs d�e�nissant lepoly�edre en question. Nous revisitons ainsi, �a l'aide des tehniques de l'analyse onvexe, unr�esultat de stabilit�e �etabli dans [65℄, en montrant que sous une ondition arat�erisant lastabilit�e, ondition dont nous �etablissons des �equivalenes g�eom�etriques et analytiques, desonstantes de Ho�man ont un omportement lipshitzien. Les d�emonstrations sont simpleset laires, e qui prouve que ette approhe, d�ej�a appliqu�ee dans [11℄ aux poly�edres sans�egalit�es expliites, est aussi eÆae dans e as plus g�en�eral. Ces r�esultats sont appliqu�esau hapitre 6 dans l'�etude de la sensibilit�e des probl�emes quadratiques onvexes.4.1 IntrodutionNous proposons d'�etudier le omportement des onstantes de Ho�man des poly�edresnon vides de la forme : PA;G;b;h = fx 2 Rn : Ax � b; Gx = hg; (4.1)o�u A 2 Mm�n, G 2 Mk�n, m;n;k 2 N� , b 2 Rm et h 2 Rk . Nous herhons alors �aexprimer des onstantes K > 0 v�eri�ant l'in�egalit�eK d(x;PA;G;b;h) � j((Ax� b)+;Gx� h)j pour tout x 2 Rn : (4.2)



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 66On sait depuis Ho�man [52℄ qu'il existe une onstante K = KA;G ind�ependante de bet h v�eri�ant (4.2), qu'on appelle par ons�equent une onstante de Ho�man. Nous nousint�eressons dans e hapitre au omportement des onstantes KA;G;b;h sous l'e�et des per-turbations simultan�ees de A, G, b et h en �etudiant les propri�et�es topologiques (ontinuit�e)et di��erentielles (lipshitzianit�e) de la fontion (A;G) 7! KA;G;b;h. Lorsque le poly�edre neomporte que des in�egalit�es, il est �etabli dans [11℄, en utilisant l'approhe variationnelleintroduite dans [13℄ et rappel�ee au hapitre 2, qu'il existe des onstantes de Ho�man quisont loalement lipshitziennes en tant que fontion de A et G. Dans [65℄, Luo et Tsengont trait�e le as ontenant des �egalit�es et ont montr�e, d'une mani�ere qui nous sembletr�es omplexe, qu'il existe des onstantes de Ho�man qui sont loalement uniform�ementborn�ees. De plus, leurs d�emonstrations sont tr�es di��erentes de elles �etablies pour despoly�edres ne omportant pas d'�egalit�es expliites. Pour toutes es raisons, notre but dansette partie onsiste �a �etablir e r�esultat d'une mani�ere simple en montrant le omporte-ment lipshitzien de es onstantes en tant que fontions des variables A, G, b et h. Ene�et, en utilisant des tehniques de l'analyse onvexe, nous montrons que l'approhe de[11℄ s'applique aussi pour es poly�edres (4.1) de forme g�en�erale.Ce hapitre est organis�e omme suit. Dans la setion 4.2 nous rappelons le r�esultatprinipal �etabli dans [11℄ et qui donne une ondition n�eessaire et suÆsante de l'existened'une estimation d'erreur globale. Nous utilisons e r�esultat dans la setion 4.3 pourdonner des formules expliites de plus grandes onstantes de Ho�man. Nous rappelonsainsi la onstante li�ee �a la norme sup, et nous �etablissons elle li�ee �a la norme eulidiennedont on d�eduit une formule de la plus grande onstante du poly�edre G�1(h) en montrantqu'elle o��nide en fait ave la plus petite valeur propre non nulle de GGT . Nous mettonsaussi en �evidene une autre onstante de Ho�man �A;G (voir (4.3.3)), dont nous �etudionsle omportement �a la setion 4.5. Pour ela nous onsarons la setion 4.4 aux r�esultatspr�eliminaires que nous utilisons alors pour donner des onditions suÆsantes assurant que�A;G ait un bon omportement.4.2 Bornes d'erreur globalesLe probl�eme de l'existene d'une onstante de Ho�man d'un poly�edre donn�e estun probl�eme d'estimation des bornes d'erreur d'une fontion, dont le sous-niveau en 0o��nident ave e poly�edre.



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 67D�e�nition 4.2.1: Soient X un espae m�etrique (muni d'une distane d) et f : X !R [f+1g une fontion s..i.. On dit que f poss�ede une estimation globale (resp., loale)de borne d'erreur au niveau  2 R si :�(f) := inff(x)> f(x)� d(x;[f�℄) > 0 (4.3)(resp., il existe " > 0 tel que �;"(f) := inf<f(x)<+" f(x)� d(x;[f�℄) > 0) ;ave la onvention que �(f) = 0 si [f�℄ = ; (resp., �;"(f) = +1 si [<f< + "℄ = ;;�;"(f) = 0 si [f�℄ = ;).S'il est stritement positif, �(f) (resp., �;"(f)) est la borne sup�erieure des r�eels �stritement positifs tels que :�d(x;[f�℄) � (f(x)� )+ pour tout x 2 X(resp., �d(x;[f�℄) � (f(x)� )+ pour tout x 2 [f<+"℄) :Appliquant le Th�eor�eme 2.2.2 et la Proposition 2.2.1, on d�eduit que :�(f) � inff(x)> jrf j(x) (resp., �;"(f) � inf<f(x)<+" jrf j(x) pour " > 0) : (4.4)Lorsque X est un Banah, dont on note d� la distane assoi�ee �a la norme duale, ona le r�esultat suivant.Th�eor�eme 4.2.1: [11, Theorem 3.1℄ Soient f : X ! R [ f+1g une fontion onvexe,s..i., propre, et  2 R. Alors, pour tout " > 0 tel que [f<+ "℄ 6= ;, on a :inff(x)> jrf j(x) = �(f) = �;"(f) = inff(x)> d�(0;�f(x)) (4.5)(ave la onvention que �;"(f) = +1 si [<f<+ "℄ = ;; �;"(f) = 0 si [f�℄ = ;.)Remarque 4.2.1: Le Th�eor�eme 4.2.1 montre que dans le as onvexe les notions deborne d'erreur loale et globale au niveau  tel que [f�℄ 6= ; o��nident et que f poss�edeune estimation globale d'erreur si inff(x)> jrf j(x) > 0, e qui est un rit�ere primal , ou siinff(x)> d�(0;�f(x)) > 0, e qui est un rit�ere dual . Ce th�eor�eme est un as partiulier de[11, Theorem 2.1℄ �etabli dans un espae m�etrique omplet pour des fontions s..i.. Danse as, on a : inf[<f<+"℄ jrf j = inf��+"�;"(f) :Dans le as onvexe, les premi�eres arat�erisations de l'existene d'estimation de borned'erreur remontent �a [28, 63, 72℄.



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 684.3 Formules expliites des onstantes de Ho�manSoit k�k une norme sur Rn , et k�k� sa norme duale. On notera dans la suite d et d� lesdistanes assoi�ees respetivement �a k�k et �a k�k�.Soit le poly�edre donn�e par :PA;G;b;h := fx 2 Rn : Ax � b; Gx = hg ;o�u m;n; k 2 N� ,A := 0BBB� aT1...aTm 1CCCA 2 Mm�n ; G := 0BBB� gT1...gTk 1CCCA 2 Mk�n ; b 2 Rm ; h 2 Rk :Dans le as o�u G = 0 et h = 0, le poly�edre PA;G;b;h s'�eritPA;b := fx 2 Rn : Ax � bg :On inlut don le as des poly�edres ne omportant pas d'�egalit�e expliite. Nous herhonsalors l'existene et des formules expliites de onstantes de Ho�man. Dans toute la suitede e hapitre, nous supposons que le poly�edre PA;G;b;h est non vide.D�e�nition 4.3.1: Soit j � j une norme sur Rm+k . On dit que � > 0 est une onstante deHo�man de PA;G;b;h relativement �a j � j (et �a k�k) si :� d(x;PA;G;b;h) � j((Ax� b)+;Gx� h)j pour tout x 2 Rn : (4.6)Une onstante � > 0 est dite de Ho�man s'il existe une norme j � j sur Rm+k telle que� est une onstante de Ho�man relativement �a ette norme.D'apr�es [52℄, une onstante de Ho�man du poly�edre PA;G;b;h existe. Ce r�esultat est enfait, une ons�equene imm�ediate du Th�eor�eme 4.2.1, qui nous permet de plus de donnerdes formules expliites des plus grandes onstantes de Ho�man. Le as des poly�edres neomportant pas d'�egalit�es expliites, qui orrespond �a G = 0 et h = 0, a �et�e trait�e dans[11℄, d'o�u on tire le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 4.3.1: [11, Theorem 3.3℄ Posons :� := minfd�(0;o(aJ)) : J � JA;b(x) ; x =2 PA;b ; (aJ) lin�eairement ind�ependantsg ;



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 69o�u JA;b(x) := fj 2 [1;m℄ : aTj x � bj = max1�j�m(aTj x � bj)g. Alors, � est la plus grandedes onstantes de Ho�man de PA;b relativement �a la norme k�k1, 'est-�a-dire � est la plusgrande des onstantes � > 0 telles que :� d(x;PA;b) � k(Ax� b)+k1 pour tout x 2 Rn :Nous �etablissons un r�esultat similaire en onsid�erant la norme eulidienne k�k2 au lieude la norme k�k1.Th�eor�eme 4.3.2: Posons :� := d�(0;AT ((R(A)� R�+b)+ \ S)) ;o�u S := fx 2 Rm : kxk2 = 1g. Alors, � est la plus grande des onstantes de Ho�man dePA;b relativement �a la norme k�k2, 'est-�a-dire � est la plus grande des onstantes � > 0telles que : � d(x;PA;b) � k(Ax� b)+k2 pour tout x 2 Rn :D�emonstration. Soit x0 2 PA;b. Observons tout d'abord que � > 0. Pro�edons par ontra-dition, supposons alors qu'il existe une suite (yn)n � (R(A) � R�+b)+ \ S telle queATyn ! 0, et soient des suites (xn)n � Rn et (Æn) � R�+ telles que yn = (Axn� Ænb)+. Ona pour tout n :1 = kynk22 = h(Axn � Æb)+;Axn � Ænbi� h(Axn � Æb)+;Axn � ÆAx0i= hAT (Axn � Ænb)+;xn � Ænx0i = hATyn;x� Æx0i ! 0 ;une ontradition. Soit f : Rn ! R la fontion d�e�nie par :f(x) := k(Ax� b)+k2 :Alors, f est onvexe, di��erentiable, et [f�0℄ = PA;b := fx 2 Rn : Ax � bg. Soit x 2 [f>0℄.On a : rf(x) = AT (Ax� b)+k(Ax� b)+k2 2 AT ((R(A)� R�+b)+ \ S) :Par ons�equent, on d�eduit du Th�eor�eme 4.2.1 que :�0(f) = inff(x)>0 krf(x)k� � d�(0;AT ((R(A)� R�+b)+ \ S)) =: � :



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 70R�eiproquement, soient (yn)n � Rn et (Æn)n � R�+ des suites telles que k(Ayn�Ænb)+k2 = 1et kAT (Ayn � Ænb)+k� ! � :Posant zn := AT (A(yn � Ænb)+), on d�eduit que :zn = AT (A(Æ�1n yn � b)+)k(A(Æ�1n yn)� b)+k2 = rf �Æ�1n yn� : (4.7)Comme f (Æ�1n yn) = k(A(Æ�1n yn)� b)+k = Æ�1n > 0, on d�eduit de (4.7) que :kznk = krf �Æ�1n yn� k � inf[f>0℄ krf(x)k : (4.8)De plus, puisque kznk = kAT (Ayn � Ænb)+k� ! � on obtient, en apssant �a la limite dans(4.8), � � inf[f>0℄ krf(x)k :Pour onlure il suÆt d'appliquer le Th�eor�eme 4.2.1.Corollaire 4.3.1: Posons : � := d�(0;GT (R(G) \ S)) :o�u S := fx 2 Rk : kxk2 = 1g. Alors, � est la plus grande des onstantes de Ho�man deG�1(h) relativement �a la norme eulidienne.En partiulier, si k�k est la norme eulidienne, alors on a :� = q��min(GGT ) ;o�u ��min(GGT ) est la plus petite valeur propre non nulle de GGT .D�emonstration. On �erit le poly�edre G�1(h) sous la forme :G�1(h) = fx 2 Rn : Gx � h;�Gx � �hg :Alors, d'apr�es le Th�eor�eme 4.3.2 appliqu�e au poly�edre G�1(h), il faut v�eri�er que :� = d�(0; eGT ((R( eG)� R�+eh)+ \ S)) ;o�u eG :=  G�G!, eh :=  h�h!, et S := fx 2 R2k : kxk2 = 1g. On a :� = inffk eGT ( eGx� �eh)+k� : x 2 Rn ; � 2 R�+ ; k( eGx� �eh)+k2 = 1g= inffkGT ((Gx� �h)+ � (�Gx + �h)+)k� : x 2 Rn ; � 2 R�+ ; k eGx� �eh)+k2 = 1g= d�(0;GT (R(G) \ S)) ;



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 71d'o�u la premi�ere onlusion. Supposons maintenant que k�k est la norme eulidienne. Ona la formulation variationnelle de Rayleigh pour ��min(GGT ) :��min(GGT ) = minfkyk2=1;y2(Ker (GGT ))?g yTGGTy ;o�u (Ker (GGT ))? est l'espae ortogonal du noyau de GGT . Observons que GGTx = 0 si etseulement si GTx = 0, d'o�u (Ker (GGT ))? = (Ker (GT ))? = R(G). Don on obtient��min(GGT ) = minkGxk2=1(Gx)T (GGT )Gx = minkGxk2=1 d(0;GT (Gx))2 = d(0;GT (R(G)\S))2 = �2 ;e qui montre le r�esultat.Corollaire 4.3.2: Posons :� := inffd�(0;AT (Ax� �b)+ +GT (Gx� �h)) : x 2 Rn ;� 2 R�+ ;k((Ax� �b)+;Gx� �h)k2 = 1g :Alors, � est la plus grande des onstantes de Ho�man de PA;G;b;h relativement �a la normeeulidienne.D�emonstration. On �erit le poly�edre PA;G;b;h sous la forme :PA;G;b;h = fx 2 Rn : Ax � b;Gx � h;�Gx � �hg :Alors, d'apr�es le Th�eor�eme 4.3.2, il faut v�eri�er que :� = d�(0; eAT ((R( eA)� R�+eb)+ \ S)) ; (4.9)o�u eA := 0BB� AG�G1CCA, eb := 0BB� bh�h1CCA, et S := fx 2 R2k+m : kxk2 = 1g. La onlusion d�eouleen d�eveloppant (4.9) :� = inffk eAT ( eAx� �eb)+k� : � 2 R�+ ;x 2 Rn ;k( eAx� �eb)+k2 = 1g= inffkAT (Ax� b)+ +GT (Gx� �h)k�; � 2 R�+ ;x 2 Rn ;k((Ax� �b)+;Gx� h)k2 = 1g :



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 72Remarque 4.3.1: (a) Le Corollaire 4.3.1 montre que la notion de plus grande onstantede Ho�man est fortement li�ee �a elle de valeur propre. Dans le hapitre 5, nous donnonsdiverses formulations variationnelles de onstantes de Ho�man, et nous disutons les liensave d'autres notions, notamment les valeurs propres des multi-appliations.(b) On remarque que la plus grande onstante de Ho�man du poly�edre G�1(h) (re-lativement �a la norme eulidienne) ne d�epend pas du veteur h, et que les plus grandesonstantes de Ho�man des poly�edres G�1(0) et GT�1(0) sont les mêmes lorsque k�k est�egalement la norme eulidienne. Cei d�eoule du fait que les matries GGT et GTG ontles mêmes valeurs propres (voir [83℄).Nous introduisons maintenant une onstante de Ho�man de PA;G;b;h, dont nous �etu-dierons le omportement �a la setion 4.5.Etant donn�e I � [1;m℄, on pose :�I := f� := (�I ; �) 2 RI+ � Rk : XI �i + kXj=1 j�jj = 1g ; (4.10)�AI ;G := fATI �I +GT� : (�I ; �) 2 �Ig ; (4.11)et JA;G := fI � [1;m℄ : 0 =2 �AI ;Gg : (4.12)On note �A;G la onstante d�e�nie par :�A;G := infI2JA;G d�(0;�AI ;G) : (4.13)Alors, �A;G > 0, d'apr�es la d�e�nition de JA;G. Pour montrer que �A;G est une onstantede Ho�man on utilise le lemme suivant.Lemme 4.3.1: [64, Lemma 2.1℄ Supposons que (GT )�1(0) = f0g, 'est-�a-dire g1;:::;gk(les veteurs lignes de G) sont lin�eairement ind�ependants. Si I � [1;m℄, y 2 Rn , et(�;) 2 RI+ � Rk sont tels que y = ATI � +GT, alors il existe J � I, �̂ 2 RJ+ et ̂ 2 Rktels que (aJ ;g[1;k℄) sont lin�eairement ind�ependants et y = ATJ �̂ +GT ̂.On obtient :Th�eor�eme 4.3.3: Supposons que fgi; i 2 [1;k℄g, les veteurs lignes de G, sont lin. ind..Alors, �A;G (d�e�ni dans (4.13)) est une onstante de Ho�man de PA;G;b;h relativement �ala norme k�k1, 'est-�a-dire�A;Gd(x;PA;G;b;h) � k((Ax� b)+;Gx� h)k1 pour tout x 2 Rn :



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 73D�emonstration. Soit f la fontion donn�ee par :f(x) := k((Ax� b)+;Gx� h)k1 = max supi2[1;m℄(aTi x� bi); supi2[1;k℄ jgTi x� hij! ;et soient x 2 [f>0℄ et z une projetion de x sur PA;G;b;h. Notant J := [1;k℄ et I � [1;m℄l'ensemble des i 2 [1;m℄ tels que aTi z = bi, il existe don � 2 Rn et (~�I ;~�J) 2 RI+ �Rk nf0gtels que k�k� = 1, � = ATI ~�I + GT ~�J et h�;x � zi = kz � xk. Utilisant le Lemme 4.3.1,on d�eduit qu'il existe Î � I et �̂ := (�̂Î ;�̂J) 2 RÎ+ � Rk tels que � = AT̂I �̂Î + GT �̂J et lesveteurs aÎ [ gJ sont lin�eairement ind�ependants. Don Î 2 JA;G et on a :f(x) � max supi2Î (aTi x� bi)+; supi2[1;k℄ jgTi x� hij!� max supi2Î (aTi (x� z))+; supi2[1;k℄ gTi (x� z)!� * �̂k�̂k1 ;((AÎ(x� z))+;G(x� z))+ � 1k�̂k1 h�;x� zi :Par ons�equent, posant (�Î ;�J) := �̂k�̂k1 ,f(x) � kAT̂I �Î +GT�Jk�d(x;PA;G;b;h) � d�(0;�AÎ ;G) d(x;PA;G;b;h) � �A;Gd(x;PA;G;b;h) ;d'o�u la onlusion.4.4 Quelques r�esultats tehniquesLa deuxi�eme motivation de e hapitre est l'�etude du omportement de onstantes deHo�man du poly�edre PA;G;b;h sous l'e�et des perturbations des donn�ees A, G, b et h. Dansette setion nous donnons les outils n�eessaires �a notre analyse.Proposition 4.4.1: Soient I � [1;m℄ et  la fontion d�e�nie par : (x) := max maxi2I (aTi x); maxj2[1;k℄ jgTj xj! :Si maxi2I (aTi x) � 0 pour tout x tel que Gx = 0, alors � (0) = �AI ;G.D�emonstration. La fontion  est onvexe ontinue et s'�erit sous la forme (x) = maxi2[1;m℄;j2[1;k℄(aTi x;gTj x;� gTj x) :



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 74On d�eduit don que �AI ;G � � (0) = o(aI ;g[1;k℄; � g[1;k℄). En e�et, si � 2 �AI ;G et� 2 RI+ � Rk sont tels que k�k1 = 1 et � = PI �iai + P[1;k℄ �jgj, alors � = PI �iai +P[1;k℄ �+j gj �P[1;k℄ ��j gj . Or,XI �i +X[1;k℄ �+j +X[1;k℄ ��j =XI �i +X[1;k℄ j�jj = k�k1 = 1 ;d'o�u � 2 � (0).Posant J := [1;k℄, on aÆrme qu'il existe �0 := (�0I ;�0J) 2 (RI+ � Rk ) n f(0;0)g tel quek�0k1 = 1 et ATI �0I +GT�0J = 0. En e�et, soit ' la fontion d�e�nie par :'(x) := maxI (aTi x) + iG�1(0)(x) :Alors, ' est onvexe, s..i. et '(x) � '(0) = 0 pour tout x 2 Rn , d'apr�es l'hypoth�ese. Onen d�eduit que : 0 2 �'(0) = o(aI) +R(GT ) ; (4.14)ainsi il suÆt de prendre �0 := k�k�11 � o�u � := (�I ;�J) 2 (RI+ � Rk) n (0;0) est tel queATI �I +GT�J = 0, d'apr�es (4.14).Soit � 2 � (0). Alors, il existe � 2 RI+�Rk tel que � = PI �iai+P[1;k℄ �jgj et k�k1 � 1.Choisissant s � 0 tel que k�+ s�0k1 = 1, on a � = PI(�i+ s�0i )ai+P[1;k℄(�j + s�0j )gj, d'o�u� 2 �AI ;G.Proposition 4.4.2: Soit I � [1;m℄. Si (GT )�1(0) = f0g, alors les assertions suivantessont �equivalentes.(a) 0 62 �AI ;G ;(b) 0 62 o(aI) +R(GT ) ;() il existe z 2 Rn tel que AIz < 0 et Gz = 0 .D�emonstration. On pose : '(x) := maxI(aTi x) + iG�1(0)(x). Alors, ' est onvexe, s..i., et�'(0) = o(aJ)+R(GT ). Don, () ayant lieu si et seulement si 0 n'est pas un minimiseurde ', e qui est �equivalent �a 0 62 o(aJ)+R(GT ). Par ons�equent, (b) et () sont �equivalents.Si 0 2 �AI ;G, alors il existe � 2 �I tel que 0 = PI �iai +P[1;k℄ �jgj. Don, �I 6= 0 ar� 6= 0 et les veteurs (g[1;k℄) sont lin�eairement ind�ependants. �Erivant 0 = PI �ik�Ik1ai +P[1;k℄ �jk�Ik1 gj, on d�eduit que 0 2 o(aJ) + R(GT ) = �'(0). Par ons�equent, fx 2 Rn :AIx < 0; Gx = 0g = ;.



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 75R�eiproquement, si fx 2 Rn : AIx < 0; Gx = 0g = ;, alors  (x) �  (0) pour toutx 2 Rn , o�u  (x) := max(maxI(aTi x);max[1;k℄ jgTj xj). Don, 0 2 � (0) = �AI ;G, d'apr�es laProposition 4.4.1. Par ons�equent, (a) et () sont �equivalents, d'o�u la onlusion.Si E � Rn est un ône, on note E� le ône dual n�egatif de E d�e�ni par :E� := fz 2 Rn : zTx � 0 pour tout x 2 Eg :On a la proposition suivante.Proposition 4.4.3: Soit I � [1;m℄. Alors, les assertions suivantes sont �equivalentes.(a) 0 2 int (�AI ;G) ;(b) ATI (RI+) +R(GT ) = Rn ;() fx 2 Rn : AIx � 0; Gx = 0g = f0g.D�emonstration. Les assertions (b) et () se d�eduisent l'une de l'autre en passant au dual,voir [81℄ : fx 2 Rn : AIx � 0; Gx = 0g� = ATI (RI+) +R(GT ) :Don ATI (RI+) + R(GT ) = Rn si et seulement si fx 2 Rn : AIx � 0; Gx = 0g = (Rn)� =f0g.Si 0 2 int (�AI ;G), alors il existe � > 0 tel que �BRn � �AI ;G � � (0), o�u  est lafontion d�e�nie par :  (x) := max�maxi2I (aTi x);maxj2J jgTj xj� : (4.15)On en d�eduit que  (x) � �kxk pour tout x 2 Rn . Don,fx 2 Rn : AIx � 0; Gx = 0g = [ �0℄ = f0g ;d'o�u (). Supposons que 0 62 int (�AI ;G). Si fx 2 Rn : AIx � 0; Gx = 0g = f0g, alorsd'apr�es la Proposition 4.4.1 on a � (0) = �AI ;G. Don 0 =2 int (� (0)). Par ons�equent,on peut trouver une suite (xp)p � Rn telle que : (xp) � p�1kxpk2 pour tout p � 1 :Il existe alors y 2 [ �0℄ n f0g (un point adh�erent de la suite (kxpk�12 xp)p). Don y v�eri�eAIy � 0 et Gy = 0, une ontradition. Par ons�equent, (a) et () sont �equivalentes.



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 76Proposition 4.4.4: Soit I � [1;m℄. Si (GT )�1(0) = f0g, alors les ensembles :f(A;G) 2 Mm�n �Mk�n : 0 62 �AI ;Gg et f(A;G) 2 Mm�n �Mk�n : 0 2 int (�AI ;G)gsont des ouverts dans Mm�n �Mk�n. Par ons�equent, si on a :0 62 fr(�AI ;G) pour tout I � [1;m℄ ;alors il existe un voisinage U de (A;G) tel que JA;G = JA0;G0 pour tout (A0;G0) 2 U .D�emonstration. Soient (An;Gn)n � Mm�n �Mk�n et (A;G) 2 Mm�n �Mk�n tels que0 2 �AnI ;Gn pour tout n. Alors, il existe (�n)n � �I , une suite telle que :XI �ni ani +X[1;k℄ �ni gni = 0 pour tout n :On trouve don, en passant �a une sous-suite, �� 2 �I tel que k��k1 = 1 etXI ��iai +X[1;k℄ ��igi = 0 ;d'o�u 0 2 �AI ;G.Soit (A;G) 2 Mm�n �Mk�n tel que 0 2 int (�AI ;G). Alors, d'apr�es la Proposition4.4.3, on a : fx 2 Rn : AIx � 0; Gx = 0g = f0g :Par ons�equent, fx 2 Rn : A0Ix � 0; G0x = 0g = f0g, pour tout (A0;G0) prohe de (A;G).Appliquant la Proposition 4.4.3 de nouveau, on d�eduit que 0 2 int (�A0I ;G0) pour tout(A0;G0) prohe de (A;G).Supposons maintenant que 0 62 fr (�AI ;G) pour tout I � [1;m℄. Alors, 0 2 int (�AI ;G)pour tout I =2 JA;G. Or, d'apr�es la premi�ere partie de la d�emonstration, il existe unvoisinage V de (A;G) tel que 0 2 int (�A0I ;G0), d'o�u I =2 JA0;G0, et don JA0;G0 � JA;G pourtout (A0;G0) 2 V. R�eiproquement, soit I � [1;m℄ tel que 0 =2 �AI ;G, alors il existe, d'apr�esla premi�ere partie de la d�emonstration, un voisinage U � V de (A;G) tel que 0 62 �A0I ;G0pour tout (A0;G0) 2 U . On d�eduit don que JA;G � JA0;G0 pour tout (A0;G0) 2 U , d'o�u ler�esultat.



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 774.5 Comportement de onstantes de Ho�man sousdes perturbations quelonquesConsid�erons la onstante �A;G := minfd�(0;�AI ;G) : I 2 JA;Gg d�e�nie dans (4.13), et�A;G;b;h la plus grande onstante de Ho�man de PA;G;b;h relativement �a la norme eulidienned�e�nie dans le Corollaire 4.3.2. D'apr�es le Th�eor�eme 4.3.3, �A;G est une onstante deHo�man de tout poly�edre PA;G;b0;h0 non vide, o�u b0 et h0 sont des veteurs quelonquesdans Rm et Rk respetivement, pourvu que les veteurs lignes de C sont lin�eairementind�ependants. De plus, sous ette derni�ere hypoth�ese et la ondition :0 62 fr (�AI ;G) pour tout I � [1;m℄on peut trouver, d'apr�es la Proposition 4.4.4, un voisinage U de (A;G) dansMm�n�Mk�ntel que JA;G := fI � [1;m℄ : 0 =2 �AI ;Gg = fI � [1;m℄ : 0 =2 �A0I ;G0g =: JA0;G0 pour tout(A0;G0) 2 U . Par ons�equent, la onstante donn�ee par :�A0;G0 = minfd�(0;�A0I ;G0) : I 2 JA;Ggest une onstante de Ho�man de tout poly�edre PA0;G0;b0;h0 non vide, o�u (A0;G0) 2 U , b0 eth0 sont des veteurs quelonques dans Rm et Rk respetivement. Nous nous int�eressonsen partiulier au omportement lipshitzien de � en tant qu'appliation r�eelle d�e�nie surU �Mm�n �Mk�n par :� : (A0;G0) 7! �(A0;G0) := �A0;G0 := inffd�(0;�A0I ;G0); I 2 JA;Gg : (4.16)Dans ette partie, les veteurs lignes de G sont suppos�es lin�eairement ind�ependants, i.e.(GT )�1(0) = f0g. En dehors de quelques situations simples o�u G�1(0) = f0g, ette ondi-tion est n�eessaire omme nous le montrons dans la Proposition 4.5.1 i-dessous.Le th�eor�eme suivant est le r�esultat prinipal de ette setion.Th�eor�eme 4.5.1: (a) Supposons que :0 62 fr(�AI ;G) pour tout I � [1;m℄ : (4.17)Alors, il existe un voisinage U de (A;G) tel que l'appliation � d�e�nie dans (4.16) estlipshitzienne sur U et �A0;G0 est une onstante de Ho�man de PA0;G0;b0;h0 relativement �ala norme k�k1 pour tout (A0;G0;b0;h0) 2 U � Rm � Rn tels que PA0;G0;b0;h0 6= ;.



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 78(b) R�eiproquement, s'il existe I � [1;m℄ tel que 0 2 fr (�AI ;G), alors pour tout (b̂;ĥ) 2Rm � Rk tel que PA;G;̂b;ĥ 6= ;, pour tout x0 2 PA;G;b̂;ĥ et " > 0, il existe des matries(A" G") 2 Mm�n �Mk�n, des veteurs (b"; h") 2 Rm � Rk et Î � I tels que :8>>>><>>>>: PA";G";b";h" 6= ; ;lim"!0 (A";G";b";h") = (A;G;�b;ĥ) ;lim"!0 �A";G";b";h" = 0 ;o�u �bÎ := AÎx0, �bÎ := b̂Î, et �A";G";b";h" est la onstante de Ho�man de PA";G";b";h" relati-vement �a la norme eulidienne.D�emonstration. On vient de voir (disussion i-dessus) qu'il existe U , un voisinage de(A;G) tel que : �A0;G0 = minfd�(0;�A0I ;G0) : I 2 JA;Ggest une onstante de Ho�man de PA0;G0;b0;h0 pour tout (A0;G0) 2 U , b0 2 Rm et h0 2 Rktels que PA0;G0;b0;h0 6= ;. Soient (Ai;Gi) 2 U et (bi;hi) 2 Rm � Rk tels que PAi;Gi;bi;hi 6= ;,i = 1;2, et soient I 2 JA;G et (�;) 2 �I . Il existe alors Æ > 0 tel que pour toute normesur Mm�n et Mk�n, que nous noterons �egalement k�k, on a :�A1;G1 � d�(0;�(A1)I ;G1) � k(A1)TI �+GT1k� � ÆkA1�A2k+ÆkG1�G2k+k(A2)TI �+GT2k� ;d'o�u en passant �a l'in�mum sur �I puis sur JA;G, on obtient�A1;G1 � �A2;G2 + kA1 � A2k+ kG1 �G2k :De même, on montre que �A2;G2 � �A1;G1 + kA1 � A2k + kG1 � G2k, d'o�u la premi�ereonlusion.R�eiproquement, soit I � [1;m℄ tel que 0 2 fr (�AI ;G). On note J := [1;k℄. Alors,d'apr�es les Propositions 4.4.2 et 4.4.3, il existe z 2 Rn et � := (�I ;�J) 2 RI+ �Rk tels que :kzk2 = k�k2 = 1; AIz � 0; Gz = 0 ; ATI �I +GT�J = 0 :Soient Î := fi 2 I : aTi z = 0g et ~I := fi 2 I : aTi z < 0g. Alors, Î 6= ; ar si AIz < 0alors fx 2 Rn : AIx < 0; Gx = 0g 6= ;, et don 0 =2 �AI ;G, d'apr�es la Proposition 4.4.2,une ontradition. On a :hz;ATI �I +GT�Ji = hAIz;�Ii = hA~Iz;�~Ii = 0 :



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 79Comme A~Iz < 0, on en d�eduit que �~I = 0. Par ons�equent, Î v�eri�e :AÎz = 0; Gz = 0 ; AT̂I �Î +GT�J = 0 :Soient b̂ 2 Rm , ĥ 2 Rk , x0 2 PA;G;̂b;ĥ , et " > 0. Posant :A"̂I := AÎ + "�ÎzT ; A"̂I := AÎ ; G" := G+ "2�JzT ;b"̂I := AÎx0 + "�ÎzTx0 + "2�Î ; b"̂I := b̂Î + 2"[AÎz℄+ ; h" := ĥ + "2�JzTx0 ;on obtient G"x0�h" = 0, A"̂Ix0�b"̂I = �"2�Î � 0, et A"̂Ix0�b"̂I = AÎx0�bÎ�2"[AÎz℄+ �0. Don x0 2 PA";G";b";h". Soit x" 2 Rn , le veteur donn�e par : x" = x0 + 2"z. Alors :(A"̂Ix" � b"̂I)+ = "2�Î ; (A"̂Ix" � b"̂I)+ = 0 ; G"x" � h" = "2�J ;d'o�u x" =2 PA";G";b";h". D'apr�es le Corollaire 4.3.2, la meilleure onstante de Ho�man dePA";G";b";h" relativement �a la norme eulidienne est donn�ee par :�A";G";b";h" := inffd(0;A"T (A"x� �b")+ +G"T (G"x� �h")) : x 2 Rn ;� 2 R�+ ;k((A"x� �b")+;G"x� �h")k2 = 1g ;o�u d est dans e as la distane eulidienne. Comme x" =2 PA";G";b";h" et k((A"x" �b")+;G"x" � h")k2 = k("2�Î ;"2�J)k2 = "2k�k2 = "2, on obtient�A";G";b";h" � "�2kA"T (A"x" � b")+ +G"T (G"x" � h")k2� "�2k"2AT̂I �Î + "2GT�J + 2"3zk2 = 2"kzk2 = 2" ;d'o�u la onlusion.La ondition (GT )�1(0) = f0g dans le th�eor�eme pr�e�edent est n�eessaire pour le bonomportement des onstantes de Ho�man omme le montre la proposition suivante. Unesituation simple se pr�esente lorsque G�1(0) = f0g auquel as le poly�edre PA;G;b;h se r�eduit�a PA;G;b;h = fx 2 Rn : Gx = dg =: G�1(h). La onstante de Ho�man de PA;G;b;h o��nidealors ave elle de G�1(h), d�eja �etablie dans le Corollaire 4.3.1 et dont le omportementlipshitzien est �evident.Proposition 4.5.1: Supposons que :G�1(0) 6= f0g et GT�1(0) 6= f0g :



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 80Alors, pour tout " > 0, il existe une matrie G" 2 Mk�n et des veteurs b" 2 Rm eth" 2 Rk tels que : 8>>>><>>>>: PA;G";b";h" 6= ; ;lim"!0(G";b";h") = (G;b;h) ;lim"!0�A;G";b";h" = 0 :D�emonstration. Soient � 2 Rk et z 2 Rn tels que k�k2 = kzk2 = 1, GT� = 0, Gz = 0, etsoit x0 2 PA;G;b;h. Posant :G" = G + "�zT ; h" = h+ "�zTx0 ; b" = b + "(Az)+ ;on obtient G"x0 � h" = 0 et Ax0 � b" = Ax0 � b � "(Az)+ � 0, d'o�u x0 2 PA;G";b";h".Soit x", le veteur donn�e par : x" = x0 + "z, alors G"x" � h" = "2� et Ax" � b" � 0. Soit�A;G";b";h" la onstante de Ho�man du poly�edre PA;G";b";h" donn�ee dans le Corollaire 4.3.2 :�A;G";b";h" := inffd(0;AT (Ax� �b")+ +G"T (G"x� �h")) : x 2 Rn ;� 2 R�+ ;k((Ax� �b")+;G"x� �h")k2 = 1g ;o�u d est la distane eulidienne dans e as. Comme x" =2 PA;G";b";h", etk((Ax" � b")+;G"x" � h")k2 = "2k�k2 = "2 ;on obtient �A;G";b";h" � kGT" (G"x" � h")k2"2 = k"3zk2"2 = " :
Remarque 4.5.1: (a) En modi�ant l�eg�erement la d�e�nition de �A;G, on peut donner,omme dans [11, Theorem 4.2℄ et [65, Theorem 2.4℄, des onditions arat�erisant le om-portement lipshitzien de �. Introduisant l'ensemble IA;b := fI � [1;m℄ : PA;G;b;h \A�1I (b) 6= ; ou PA;G;0;0 \ A�1I (0) 6= f0gg ; on montre ([65, Theorem 2.4℄) qu'il existe unvoisinage U de (A;G;b;h) tel que :fI � [1;m℄ : A0�1I (b0I) \ PA0;G0;b0;h0 6= ;; (A0;G0;b0;h0) 2 Ug � IA;b : (4.18)�A l'aide du Th�eor�eme 4.3.3, en appliquant (4.18), on d�eduit que la onstante :�A0;G0 := minfI2IA;b: 062�AI;Gg d�(0;�A0I ;G0)



4. Sensibilit�e de onstantes de Ho�man des syst�emes aÆnes ave �egalit�es 81est une onstante de Ho�man relativement �a la norme k�k1 de tout poly�edre non videPA0;G0;b0;h0, ave (A0;G0;b0;h0) 2 U . De plus, la ondition :0 62 fr (�AI ;C) pour tout I 2 IA;b ; (4.19)est une ondition n�eessaire et suÆsante pour que � ait un omportement lipshitzien.() Lorsque le syst�eme fAx � b; Gx = hg v�eri�e la ondition de Slater , 'est-�a-dires'il existe x0 tel que Ax0 < b et Gx0 = h, alors la ondition (4.19) est �equivalente �a0 62 fr (�A;G), voir le Lemme 6.3.4.
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5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 83
5. SENSIBILIT�E AU PREMIER ORDRE DES CONSTANTESDE HOFFMAN D'UN SYST�EME D'IN�EGALIT�ES AFFINES.R�esum�eCe hapitre est un ompl�ement du hapitre pr�e�edent, o�u nous �etudions ave pr�eisionle omportement des onstantes de Ho�man d'un poly�edre non vide. Ayant montr�e auhapitre 4, sous de onditions de r�egularit�e g�eom�etriques et analytiques, le omporte-ment lipshitzien de es onstantes en tant que fontions r�eelles, il s'agit maintenantd'�etablir leurs d�eveloppements au premier ordre. Nous proposons pour ela de aluler lesous-di��erentiel de Clarke de quelques fontions li�ees aux onstantes de Ho�man, dontnous donnons dans un premier temps des formulations variationnelles. Nous �etablissonsainsi des omparaisons entre ette notion et d'autres th�eories, notamment elle des va-leurs propres des multi-appliations et les in�equations variationnelles. En partiulier, deuxat�egories de onstantes sont onsid�er�ees. La premi�ere est elle relative �a la norme euli-dienne, pour laquelle nous donnons des formules impliites du sous-di��erentiel. Quant �aelle relative �a la norme k�k1, utilisant la arat�erisation des solutions des programmesquadratiques onvexes, nous �etablissons des formules expliites du sous-di��erentiel.5.1 IntrodutionSoit PA;b le poly�edre donn�e par :PA;b := fx 2 Rn : Ax � bg ;o�u A 2 Mm�n et b 2 Rm . Nous avons montr�e dans le hapitre 4 que sous l'hypoth�ese der�egularit�e 0 62 fr(o(aI)) pour tout I � [1;m℄ ;l'appliation d�e�nie par :' : A0 2 Mm�n 7! '(A0) := minfI : 062o(a0I )g d(0;o(a0I))



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 84est lipshitzienne au voisinage de A et que '(A0) est une onstante de Ho�man du poly�edrePA0;b0 pour tout A0 prohe de A et pour tout b0 2 Rm tels que PA0;b0 6= ;. Il est donnaturel de herher �a aluler le sous-di��erentiel de Clarke de ' [47℄. Cei nous permetd'�etudier ave pr�eision le omportement des onstantes de Ho�man puisque nous donnonsle d�eveloppement au premier ordre des appliations assoi�ees �a es onstantes.Dans e but, nous donnons dans un premier temps des formules expliites d'uneonstante de Ho�man � li�ee �a la norme eulidienne. Cette norme �etant maniable, nous end�eduisons alors des formules variationnelles de ette onstante, que nous utilisons pour�etablir des omparaisons entre ette notion et elle de valeur propre.Grâe aux r�egles de alul du sous-di��erentiel de Clarke et aux formulations variation-nelles �etablies, nous donnons une premi�ere formule du sous-di��erentiel de l'appliation as-soi�ee �a la onstante de Ho�man � (voir D�e�nition 5.2.2). Cette formule (voir Th�eor�eme5.4.1) est d�e�nie impliitement �a partir des programmes quadratiques ave ontraintesquadratiques. Cei est dû �a l'utilisation de la norme eulidienne.Pour donner des formules expliites du sous-di��erentiel nous utilisons la onstanted'Az�e-Corvelle introduite dans [11℄ et qu'on note �. Cette onstante est donn�ee en fon-tion de la norme k�k1 (voir Th�eor�eme 4.3.1) qui engendre, au niveau de la formule impliitedu sous-di��erentiel relativement �a ette onstante �, des programmes quadratiques aveontraintes lin�eaires. Donnant des arat�erisations des solutions de es programmes en uti-lisant des onditions de Karush-Kuhn-Tuker (KKT) et aussi des arat�erisations donn�eesdans [67℄, nous �etablissons une formule expliite du sous-di��erentiel de �.Notation 5.1.1: Soient p, q 2 N� . Dans e hapitre, les espaes des matries Mp�q sontmunis du produit salaire hhU;V ii := tr(UTV ), dont la norme, qu'on note k�k, est elle deFrobenius : kUk := tr(UTU)1=2 = 0� X1�i;j�qU2ij1A1=2 :En partiulier, si p = q et Mp�p est l'espae des matries sym�etriques, on retrouve leproduit salaire usuel des matries sym�etriques :hhU;V ii := tr (UV ) :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 855.2 Formulations variationnelles de onstantes deHo�manNous herhons dans ette setion �a �etablir des formules variationnelles de onstantesde Ho�man. On pose : �A := infI2JA inff�2RI+: k�k2=1g kATI �k2 : (5.1)o�u JA := fI � [1;m℄ : 0 =2 o(aI)g :Observons que �A > 0, d'apr�es le Lemme 4.4.2. Plus pr�eis�ement, on a la :Proposition 5.2.1: La onstante �A est une onstante de Ho�man de tout poly�edre nonvide PA;b0 , b0 2 Rm relativement �a la norme eulidienne :�Ad(x;PA;b0) � k(Ax� b0)+k2 pour tout x 2 Rn ;o�u d est la distane eulidienne. De plus, sous la ondition :0 =2 fr(o(aI)) pour tout I � [1;m℄ ; (5.2)l'appliation � : A0 7! �(A0) := �A0 est lipshitzienne au voisinage de A.D�emonstration. Pour x 62 PA;b, on note z une projetion de x sur PA;b. Il existe donJ � [1;m℄ et J 2 RJ+ tels que : AJz = bJ ; x� z = ATJJ :Appliquant le Lemme 4.3.1, on trouve I � J et � 2 RI+ tels que les veteurs (aI) sontlin�eairement ind�ependants et x� z = ATI �, on en d�eduit que I 2 JA etk(Ax� b)+k2 � k(AIx� bI)+k2 = k(AI(x� z))+k2 = k(AIATI �)+k2 :Utilisant l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz, on obtient :k�k2 k(AIATI �)+k2 � h�;(AIATI �)+i � h�;AIATI �i = kATI �k22 ;d'o�u k(Ax� b)+kd(x;PA;b) = k(Ax� b)+k2kx� zk2 � k(AIATI �)+k2kATI �k2 � kATI �k2k�k2 � �A :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 86Par ons�equent, infx=2PA;b k(Ax� b)+k2d(x;PA;b) � �A, et il est de même pour tout poly�edre PA;b0 6= ;.Supposons que (5.2) ait lieu, alors d'apr�es le Lemme 4.4.4, il existe un voisinage U deA tel que : JA = JA0 := fI � [1;m℄ : 0 =2 o(a0I)gpour tout A0 2 U et don, pour tout A0 2 U et b0 2 Rm , �A0 est une onstante de Ho�mande tout poly�edre non vide PA0;b0 relativement �a la norme eulidienne. Soient Ai 2 U ,bi 2 Rm , i = 1;2, I 2 JA et � 2 f� 2 RI+ : k�k2 = 1g. En utilisant la premi�ere partie, ond�eduit que�A1 = infI2JA inff�2RI+: k�k2=1g k(A1)TI �k2 � k(A1)TI �k2 � k(A2)TI �k2 + kA1 � A2k :La onlusion d�eoule en passant �a l'in�mum sur f� 2 RI+ : k�k2 = 1g puis sur JA.Comme ons�equene, on obtient une formulation variationnelle de �A.Corollaire 5.2.1: On a :�2A = minI2JA minf�2RI+ : k�k2=1ghh��T ;AIATI ii :D�emonstration. Soient I 2 JA et � 2 f� 2 RI+ : k�k2 = 1g. On a :kATI �k22 = hATI �;ATI �i = h�;AIATI �i = h��T ;AIATI i ;La onlusion d�eoule en �elevant �A au arr�e.On rappelle quelques propri�et�es li�ees aux fontions d'appui. Si I � [1;m℄, de ardinal�egal �a p 2 N� , on pose : 
I := of��T : � 2 RI+ ; k�k2 = 1g : (5.3)Alors, 
I est un onvexe, ompat dans Mp�p et sa fontion d'appui :�
I (M) := max
I hhC;Miiest onvexe lipshitzienne. Comme la valeure de �
I est le maximum d'un programmelin�eaire, alors e maximum est atteint sur des points extr�emaux de 
I qui sont en fait despoints de l'ensemble f��T : � 2 RI+ ; k�k2 = 1g. Alors, �
I s'�erit�
I (M) = maxf��T : �2RI+ ; k�k2=1ghhC;Mii :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 87On obtient une autre �eriture de � �a l'aide des fontions d'appui.Corollaire 5.2.2: On a : �2A = �maxI2JA�
I (�AIATI ) :Remarque 5.2.1: Observons que si 0 62 o(a[1;m℄), alors �A s'�erit :�2A = minf�2Rm+ : k�k2=1ghh��T ;AAT ii :Par ailleurs, la plus petite valeur propre de la matrie AAT , not�ee �min(AAT ), est donn�eegrâe �a la formule variationnelle de Rayleigh par :�min(AAT ) = minf�2Rm: k�k2=1ghh�;AAT�ii :Nous introduisons la notion de K-valeur propre o�u K est un ône onvexe ferm�e. Pourplus de d�etails sur ette notion, on renvoie �a [82℄.D�e�nition 5.2.1: Soient p 2 N� , K un ône onvexe ferm�e de Rp et B une matriearr�ee de type p. Un r�eel � est dit K�valeur propre de B s'il existe un veteur non nulx 2 Rp tel que : x 2 K; Bx� �x 2 K+; hx; Bx� �xi = 0 ; (5.4)o�u K+ := fx 2 Rn : hx;yi � 0 8 y 2 Kg est le ône dual positif.En termes d'in�equation variationnelle, le syst�eme (5.4) est �equivalent a :x 2 K n f0g; hBx� �x;v � xi � 0 pour tout v 2 K :Remarquons aussi que B est K�semi-d�e�nie positive, 'est-�a-direhx;Bxi � 0 pour tout x 2 K ;si et seulement si les K�valeurs propres de B sont positives. En partiulier, si K = Rp ,alors on retrouve les d�e�nitions usuelles des matries semi-d�e�nies positives. Par analogieaux valeurs singuli�eres, on introduit la notion de K�valeur singuli�ere d'une matrie.D�e�nition 5.2.2: Soient p;q 2 N� , K un ône onvexe ferm�e de Rp et B une matriede type p � q (B 2 Mp�q). Un r�eel �K est dit K�valeur singuli�ere de B si �2K est uneK�valeur propre de BBT . On note �B;K la plus petite valeur singuli�ere de B.



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 88On donne le th�eor�eme prinipal de ette setion qui exprime la onstante de Ho�man�A introduite dans (5.1) en fontion des valeurs singuli�eres (onique).Th�eor�eme 5.2.1: On a : �A = minf�AI ;RI+ : I 2 JAg :En partiulier, si 0 62 o(a[1;m℄) alors �A = �A;Rn+, la plus petite Rn+�valeur singuli�ere dela matrie A.D�emonstration. Observons tout d'abord que pour tout I 2 JA, les RI+�valeurs propres deAIATI sont positives. Cei est dû au fait que la matrie AIATI est semi-d�e�nie positive, donRI+�semi-d�e�nie positive. On montre qu'elles (les RI+�valeurs propres de AIATI ) sont enfait stritement positives. En e�et, supposons le ontraire. Alors, il existe x 2 RI+ n f0gtel que : x � 0; AIATI x � 0; hx;AIATI xi = 0 :On en d�eduit que ATI x = 0, d'o�u 0 2 o(aI), une ontradition.La onstante �A s'�erit �2A = minI2JA minf�2RI+: k�k2=1gh�;AIATI �i, d'apr�es le Corollaire 5.2.1.On peut trouver don I 2 KA et �0 2 RI+ tels que k�0k2 = 1 et h�0;AIATI �0i = �2A. Posons� := h�0;AIATI �0i. Alors, � est la plus petite RI+�valeur propre de AIATI . En e�et, � > 0puisque I 2 JA, d'apr�es le Lemme 4.4.2 eth�0;AIATI �0 � ��0i = h�0;AIATI �0i � � = 0 :Pour montrer que AIATI �0 � ��0 � 0, on pro�ede omme dans [82, Lemme 2.2℄. Ononsid�ere la fontion G d�e�nie sur RI+ par :G(�) := h�;AIATI �i � �(k�k � 1) ;et pour � 2 RI+ n f0g, on onstruit la trajetoire donn�ee par :u(t) := t� + (1� t)�0kt� + (1� t)�0k ; t 2 [0;1℄ :On en d�eduit que u([0;1℄) � f� 2 RI+ : k�k2 = 1g et que le minimum de la fontiong(t) := G(u(t)) est atteint en t = 0. Par ons�equent, la d�eriv�ee �a droite de g en 0 s'�erit :g0+(0) = hG0(u(0));u0(0)i = hAIATI �0 � ��0;u0(0)i � 0 ;



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 89ave u0(0) = � � h�0;�i�0, d'o�uhAIATI �0 � ��0;u0(0)i = hAIATI �0 � ��0;�i � 0 pour tout � 2 RI+ :Par ons�equent, � est une RI+�valeur propre de AIATI .Maintenant soit �1 une autre RI+�valeur propre de AIATI . Alors, il existe �1 2 RI+ telque k�1k2 = 1 et h�1;AIATI �1 � �1�1i = 0, d'o�u�1 = h�1;AIATI �1i � �2A = � :Don p� est la plus petite RI+�valeur singuli�ere de AI , d'o�u la onlusion.En donnant des arat�erisations des ensembles 
I d�e�nis dans (5.3), nous �etablissonsune autre interpr�etation des onstantes de Ho�man. On utilisera les familles suivantes desmatries (voir par exemple [20℄).D�e�nition 5.2.3: Soit p 2 N� . Une matrie M 2 Sp est dite opositive sixTMx � 0 pour tout x 2 Rp+ :On note Cp l'ensemble de es matries.D�e�nition 5.2.4: Soit p 2 N� . Une matrie M 2 Sp est dite ompl�etement positive s'ilexiste l 2 N� et �1; � � � ;�l 2 Rp+ tels que M = Pli=1 �i�Ti . On note C+p l'ensemble de esmatries.Ainsi d�e�nis, les ensembles C+p et Cp sont des ônes onvexes ferm�es de Mp, et on a :C+p � S+p � Cp :On remarque aussi que C+p est le ône dual positif de Cp et vie versa, ei justi�e lesnotations introduites. Pour une �etude d�etaill�ee de es familles, on renvoie le leteur �a [36℄.Proposition 5.2.2: Soient I � [1;m℄ et p 2 N� tels que jIj = p. Alors, l'ensemble 
Id�e�ni dans (5.3) s'�erit : 
I = fC 2 C+p : tr(C) = 1g ; (5.5)'est-�a-dire 
I est une fae de C+p .



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 90D�emonstration. Soit C 2 Mp telle que C = ��T o�u � 2 RI+ et k�k2 = 1, alors C 2 C+p ,d'apr�es la D�e�nition 5.2.4 d'une part et d'autre part, notant idp la matrie identit�e dansMp, on obtient tr (C) := hhC;idpii = k�k22 = 1 ;d'o�u 
I � fC 2 C+p : tr (C) = 1g. R�eiproquement, soit C 2 C+p telle que tr (C) = 1. Ilexiste don l 2 N� et �1; � � � ;�l 2 RI+ non nuls tels que C = �1�T1 + � � �+ �l�Tl etlX1 k�ik22 = hh lX1 �i�Ti ;idpii = tr (C) = 1 :�Erivant C sous la forme C = k�1k22�̂1�̂T1 + � � �+ k�lk22�̂l�̂Tl ;o�u �̂i := �ik�ik2 , on d�eduit que C 2 
I , d'o�u la onlusion.Th�eor�eme 5.2.2: On a : �A = minI2JA maxf�2R: AIATI ��idp2Cpgp� ;o�u idp est la matrie identit�e dans Mp.D�emonstration. Soient I 2 JA et p 2 N� tels que jIj = p. Consid�erons le probl�eme oniquedonn�e par : minfC2C+p : tr (C)=1ghhC;AIATI ii : (5.6)Comme le ône C+p est onvexe, ferm�e et point�e (ar son ône dual est d'int�erieur nonvide), alors le probl�eme dual de (5.6) est donn�e par :maxf�2R: AIATI ��idp2Cpg� : (5.7)Observons aussi que (5.7) est born�e sup�erieurement. En e�et, soit � 2 R tel que AIATI ��idp 2 Cp. Alors, pour tout x 2 Rp� on obtient :hx;AIATI x� �xi � 0 :Don, supf�2R: AIATI ��idp2Cpg� � kATI xk2kxk2 < +1. Par ailleurs, omme 0 =2 o(aI), on a :2�Æ := infx6=0 kATI xk2kxk2 > 0 :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 91On v�eri�e alors ais�ement que �Æ 2 int f� 2 R : AIATI � �Ip 2 Cpg. Le probl�eme dual(5.7) �etant don stritement faisable. On d�eduit grâe aux r�esultats de dualit�e en pro-grammation onique (voir [16, Chapitre 2.2℄), que les valeurs optimales de (5.6) et (5.7)sont �egales. On obtient don, en utilisant la formule de �A dans la Proposition 5.2.2 et laarat�erisation de 
I dans le Corollaire 5.2.1,�A = minI2JA minf�2RI+ : k�k2=1ghh��T ;AIATI ii= minI2JA minfC=��T : �2RI+; k�k2=1ghhC;AIATI ii= minI2JA min
I hhC;AIATI ii= minI2JA maxf�2R: AIATI ��idp2Cpg� :Remarque 5.2.2: Les probl�emes :minf�2RI+ : k�k2=1ghh��T ;AIATI ii ; I 2 JA ;sont appel�es aussi programmes opositifs, voir [20℄ par exemple, o�u une m�ethode num�eriqueest propos�ee pour r�esoudre e type de programmes, en approhant le ône Cp des matriesopositives par des in�egalit�es matriielles lin�eaires. Les probl�emes duauxmaxf�2R: AIATI ��idp2Cpg� ; I 2 JA ;peuvent don être approh�es par des programmes semi-d�e�nis positifs.5.3 Rappels sur le sous-di��erentiel de ClarkeNous rassemblons dans ette setion les r�esultats sur le sous-di��erentiel de Clarkequi nous serons utiles par la suite. Pour plus de d�etails onernant ette th�eorie, nousrenvoyons �a [27℄.Soient X, Y et Z des espaes de Banah tels que Y � X. On munit X de la normek�k, le dual de X est not�e X� muni de la norme duale k�k� et on note h�;�i le produit dedualit�e X �X�. L'ensemble L(X;Z) d�esigne l'espae des appliations lin�eaires ontinuesde X dans Z.



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 92�Etant donn�ee f : X ! R une fontion loalement lipshitzienne, on rappelle lad�e�nition de la d�eriv�ee diretionnelle g�en�eralis�ee de Clarke de f en x 2 X dans la diretionv 2 X : f Æ(x;v) := lim supx0!x; t!0+ f(x0 + tv)� f(x0)t :La fontion f Æ(x;�) est �nie, positivement homog�ene, sous-additive, don onvexe et v�eri�ef Æ(x;� v) = (�f)Æ(x;v). Le th�eor�eme de Hahn-Banah assure que l'ensemble de X� :�Æf(x) := f� 2 X� : f Æ(x;v) � h�;vi pour tout v 2 Xgest non vide. Cet ensemble, qui est de fait, onvexe et *-faiblement ompat dans X�,est appel�e le sous-di��erentiel de Clarke de f en x. Cet ensemble o��nide ave le sous-di��erentiel de Fenhel si f est onvexe et v�eri�e :f Æ(x; v) = ��f(x)(�) := maxfh�;vi : � 2 �f(x)g :Lorsque f est stritement di��erentiable en x (Voir D�e�nition 2.3.1) on note f 0s(x) la d�eriv�eestrite de f en x. On sait alors que f est stritement di��erentiable en x si et seulements'il existe � 2 X� tel que �f(x) = f�g. De plus, si X est de dimension �nie, alors f est delasse C1 sur un voisinage de x si et seulement si �f(y) est un singleton dans e voisinage.La fontion f est dite r�eguli�ere en x si la d�eriv�ee g�en�eralis�ee o��nide, pour tout v 2 X,ave la d�eriv�ee diretionnelle usuelle :f 0(x; v) := limt!0+ f(x + tv)� f(x)t :Comme exemples de fontions lipshitziennes r�eguli�eres, on a les fontions stritementdi��erentiables, les fontions onvexes, les ombinaisons oniques de fontions r�eguli�eres,le maximum d'un nombre �ni de fontions r�eguli�eres.Soit fi, i = 1;:::;k une famille de fontions loalement lipshitziennes en x, alors�(f1 + � � �+ fk)(x) � �f1(x) + � � �+ �fk(x) ;et l'�egalit�e a lieu si les fontions fi, i = 1;:::;k, sont r�eguli�eres en x.Soient F : Y ! Z et g : Z ! R des fontions telles que F est stritementdi��erentiable en x et g est loalement lipshitzienne en F (x), alors la fontion f := g Æ Fest loalement lipshitzienne en x et on a :�f(x) � �g(F (x)) Æ F 0s(x) ;



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 93l'�egalit�e a lieu si g est r�eguli�ere en F (x).On note h(x) := maxff1(x);:::;fk(x)g et I(x) := fi 2 [1;k℄ : fi(x) = h(x)g. Alors, ona : �h(x) � of�fi(x) : i 2 I(x)g ;l'�egalit�e a lieu si fi est r�eguli�ere en x pour tout i 2 I(x).Si g : R ! R est une fontion loalement lipshitzienne en f(x), alors la fontionh := g Æ f est loalement lipshitzienne en x et on a :�h(x) � f�� : � 2 �f(x); � 2 �g(f(x))g ;l'�egalit�e a lieu si g est stritement di��erentiable en f(x).5.4 Formules impliites du sous-di��erentiel defontions li�ees aux onstantes de Ho�manDans ette partie nous �etablissons des formules impliites du sous-di��erentiel et de lad�eriv�ee g�en�eralis�ee de la fontion � : Mm�n ! R assoi�ee �a la onstante de Ho�man �Ad�e�nie dans (5.1) :� : A0 ! �(A0) := �A0 := infI2JA0 inff�2RI+: k�k2=1g kA0TI �k ;o�u JA0 := fI � [1;m℄ : 0 =2 o(a0I)g. Sous l'hypoth�ese de r�egularit�e (5.2) :0 =2 fr(o(aI)) pour tout I � [1;m℄ ;la fontion � est loalement lipshitzienne, d'apr�es la Proposition 5.2.1. Le sous-di��erentielde Clarke de � en A, �etant don non vide, est donn�e par :��(A) = fC 2 Mm�n : �Æ(A;C) � hhC;Hii pour tout H 2 Mm�ng ;o�u �Æ(A; �) est la d�eriv�ee g�en�eralis�ee de � qui o��nide en fait ave la fontion d'appui���(A) de ��(A).Pour simpli�er les formulations nous �xons quelques notations. On rappelle que 
I(voir (5.3)) est donn�e, d�apr�es la Proposition 5.2.2, par :
I := of��T : � 2 RI+ ; k�k2 = 1g = fC 2 C+p : trC = 1g :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 94Notation 5.4.1: Si I � [1;m℄, on note �I et fI les fontions d�e�nies par :�I(C) := �CICTI ; fI(C) := maxH2
IhhH;�I(C)ii ;et on pose : QI(A) := �C 2 
I : minH2
IhhH;AIATI ii = hhC;AIATI ii� (5.8)et I(A) := fI 2 JA : fI(A) = ��2Ag : (5.9)Utilisant la Notation 5.4.1, � s'�erit :�2A = �maxI2JA fI(A) :Il faut don v�eri�er la r�egularit�e et la d�erivabilit�e des fontions �I et fI . Les deux r�esultatssuivants sont ais�ement v�eri�ables.Lemme 5.4.1: Soit I � [1;m℄. Alors, la fontion �I est de lasse C1 sur Mm�n et ona : �0I(C)(V ) = �CIV TI � VICTIpour tous C;V 2 Mm�n.Comme l'ensemble 
I est onvexe et ompat, on a imm�ediatement la :Proposition 5.4.1: Soit I � [1;m℄ de ardinal �egal �a p 2 N� . Alors, �
I , la fontiond'appui de 
I, est onvexe, lipshitzienne (don r�eguli�ere), �nie, et pour tout C 2 Sp ona : �(�
I )(C) = fH 2 
I : �
I (C) = hhH;Ciig :Par ons�equent,�0
I (C;V ) = �Æ
I (C;V ) = ��(�
I )(C)(V ) = max fhhH;V ii : H 2 
I ;�
I (C) = hhH;Ciigpour tout V 2 Sp .Toute fontion fI , I � [1;m℄ (voir Notation 5.4.1) est la ompos�ee d'une fontiononvexe lipshitzienne �
I et d'une fontion de lasse C1. On en d�eduit don que fI estloalement lipshitzienne et r�eguli�ere (voir [27℄). On obtient la proposition suivante.



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 95Proposition 5.4.2: Soit I � [1;m℄ et soit p 2 N� tel que jIj = p. Alors, le sous-di��erentiel de fI en A est donn�e par :�fI(A) = ( �2CAI0m�p ! : C 2 �(�
I )(�AIATI )) ; (5.10)autrement dit :�fI(A) = ( �2CAI0m�p ! : C 2 
I ; minH2
IhhH;AIATI ii = hhC;AIATI ii) ;o�u 0m�p est la matrie nulle dans M(m�p)�n.D�emonstration. Pour simpli�er les notations nous supposons que I = [1;m℄. On notedon f := f[1;m℄, 
 := 
[1;m℄ et � := �[1;m℄. Soient V et t > 0 �x�es. En utilisant desd�eveloppements au premier ordre des fontions � et �
, on obtient :f(A+ tV ) = �
(�(A+ tV )) = �
(�(A) + t�0(A;V ) + o(t))= �
(�(A) + t�0(A;V )) + o(t)= �
(�(A)) + t�0
(�(A) ;�0(A;V )) + o(t)= f(A) + t�0
(�(A) ;�AV T � V AT ) + o(t)= f(A) + t��(�
)(�AAT )(�AV T � V AT ) + o(t) :Or, pour C 2 
 on a :hhC;AV T + V AT ii = tr (CAV T ) + tr (AV TC) = 2tr (CAV T ) = 2hhCA;V ii ;d'o�u ��(�
)(�AAT )(�AV T � V AT ) = ��2�(�
)(�AAT )A(V ) :On en d�eduit que : f(A+ tV ) = f(A) + t��2�(�
)(�AAT )A(V ) + o(t) :Par ons�equent, f 0(A;V ) = ��2�(�
)(�AAT )A(V ). Comme f est r�eguli�ere, on en d�eduit quef 0(A;V ) = f Æ(A;V ) = ��f(A)(V ). On obtient�f(A) = �2�(�
)(�AAT )A = ��2CA : C 2 
 ;minH2
hhH;AAT ii = hhC;AAT ii� :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 96
On obtient alors le th�eor�eme prinipal de ette setion.Th�eor�eme 5.4.1: Supposons que l'hypoth�ese (5.2) a lieu : 0 =2 fr(o(aI)) pour tout I �[1;m℄. Alors, le sous-di��erentiel de � en A est donn�e par :��(A) = ��1A o( �I�TIAI0m�p !) ;o�u �I , I et p sont tels que :I � [1;m℄; jIj = p; minf�I�0; k�Ik2=1g kATI �Ik2 = kATI �Ik2 = �A(> 0) ; �I � 0 ; k�Ik2 = 1 :Par ons�equent, la d�eriv�ee diretionnelle est donn�ee par :�0(A;H) = ��1A maxfhh�I�TI ;HIATI ii : �I � 0; k�Ik2 = 1;minf�I�0;k�Ik2=1g kATI �Ik2 = kATI �Ik2 = �A>0gpour tout H 2 Mm�n.D�emonstration. Posons g(A) := �(A)2 = �maxI2KA fI(A). On a �(A) = qg(A). Appliquantles r�egles de alul rappel�ees dans la setion 5.3, on obtient,��(A) = 12�A�g(A):Puisque les fontions fI sont r�eguli�eres et �g(A) = ��(�g)(A), on d�eduit que :�g(A) = �� �maxI2JA fI� (A) = �o f�fI(A); I 2 I(A)g :Or, d'apr�es la Proposition 5.4.2, on a �fI(A) = ( �2CAI0m�p ! : C 2 QI(A)) (QI(A) estl'ensemble introduit dans la Notation 5.4.1). On obtient,��(A) = ��1A o( CAI0m�p ! : C 2 QI(A); I 2 I(A)) : (5.11)Observons que 
I est onvexe et ompat, don QI(A) s'�erit :QI(A) = o(�I�TI : minf�I�0; k�Ik2=1g kATI �Ik2 = kATI �Ik2) :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 97L'ensemble ��(A) est onvexe et ompat par onstrution, don il est l'enveloppe onvexede es points extr�emaux. En partiulier on obtient, en utilisant (5.11),��(A) = ��1A o( CAI0m�p! : C 2 o(�I�TI : minf�I�0; k�Ik2=1g kATI �Ik2 = kATI �Ik2) ; I 2 I(A))= ��1A o( �I�TIAI0m�p ! : �I � 0; k�Ik2 = 1; minf�I�0; k�Ik2=1g kATI �Ik2 = kATI �Ik2; I 2 I(A))= ��1A o( �I�TIAI0m�p ! : �I � 0; k�Ik2 = 1; minf�I�0; k�Ik2=1g kATI �Ik2 = kATI �Ik2 = �A > 0)o�u le passage de l'avant-derni�ere �a la derni�ere �egalit�e est dû, grâe au Lemme 4.4.2(appliqu�e ave C = 0), au fait que : I 2 I(A) si et seulement siminf�I�0; k�Ik2=1g kATI �Ik2 = kATI �Ik2 = �A > 0 :La deuxi�eme onlusion d�eoule du fait que � est r�eguli�ere. On a don :�Æ(A;H) = �0(A;H) = ���(A)(H) :
Remarque 5.4.1: Le Th�eor�eme 5.4.1 donne des formules impliites du sous-di��erentielde � et de sa d�eriv�ee diretionnelle, es objets �etant d�e�nis �a partir des probl�emes d'op-timisation qui sont en fait �equivalents �a des programmes quadratiques onvexes ave desontraintes quadratiques.5.5 Formules expliites du sous-di��erentiel desfontions li�ees aux onstantes de Ho�manDans ette setion nous proposons de aluler le sous-di��erentiel de la fontion � :Mm�n ! R, assoi�ee �a la onstante d'Az�e-Corvelle, introduite dans [11℄, donn�ee par :� : A0 ! �(A0) := �A0 := infI2J 0A inff�2RI: k�k1=1; ��0g kA0TI �k2 : (5.12)On rappelle que JA0 := fI � [1;m℄ : 0 =2 o(a0I)g. On a �A > 0 et�A d(x;PA;b) � k(Ax� b)+k1 pour tout x 2 Rn ;



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 98ii d est la distane assoi�ee �a la norme eulidienne. Sous l'hypoth�ese (5.2), on montre,omme dans la Proposition 5.2.1, que � est loalement lipshitzienne au voisinage de A(voir aussi [11℄). Par ons�equent, ��(A) est bien d�e�ni.Notation 5.5.1: Soit I � [1;m℄, on note �I l'ensemble donn�e par :�I := of��T : � 2 RI+ ; k�k1 = 1g ;et on pose : J(A) := fI 2 JA : maxH2�IhhH;�I(A)ii = ��2Aget MI(A) := fC 2 �I : min�I hhC 0;AIATI ii = hhC;AIATI iig :En pro�edant omme dans la setion 5.2, nous donnons une formulation variationnellede la onstante �A.Proposition 5.5.1: On a : �2A = �maxI2JA ��I (�AIATI ) :D�emonstration. �Elevant � au arr�e, on obtient :�2A = minI2JA minf�2RI+: k�k1=1g kATI �k22= minI2JA minf�2RI+: k�k1=1gh�;AIATI �i= minI2JA minf�2RI+: k�k1=1ghh��T ;AIATI ii= minI2JA minfC=��T : �2RI+; k�k1=1ghhC;AIATI ii :Or, minfC=��T : �2RI+; k�k1=1ghhC;AIATI ii = minC2of��T : �2RI+; k�k1=1ghhC;AIATI ii = min�I hhC;AIATI ii ;d'o�u le r�esultat.Comme pour les ensembles 
I , nous donnons une arat�erisation des ensembles �I.Proposition 5.5.2: Soient I � [1;m℄ et p 2 N� tels que jIj = p. Alors,�I = fC 2 C+p : X1�i;j�pCij = 1g : (5.13)



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 99D�emonstration. Si C 2 Sp est telle que C = ��T ave � 2 RI+ et k�k1 = 1, alors C 2 C+p ,d'apr�es la D�e�nition 5.2.4. De plus, on a :X1�i;j�pCij = X1�i;j�p(��T )ij = X1�i;j�p �i�j = X1�i�p �i X1�j�p �j = 1 :Or, l'ensemble fC 2 C+p : P1�i;j�pCij = 1g est onvexe, don �I � fC 2 C+p :P1�i;j�pCij = 1g. R�eiproquement, soit C 2 C+p telle que X1�i;j�pCij = 1. Il existe donl 2 N� et �1; � � � ;�l 2 RI+ non nuls tels que C = �1�1T + � � �+ �l�lT etlXk=1 k�kk21 = lXk=1(�k1 + � � �+ �kp)2 = lXk=1 X1�i;j�p �ki �kj = X1�i;j�p lXk=1 �ki �kj = X1�i;j�pCij = 1 :�Erivant C sous la forme : C = k�1k21�̂1�̂T1 + � � �+ k�lk21�̂l�̂Tl ;o�u �̂i := �ik�ik1 , on d�eduit que C 2 �I , d'o�u la onlusion.On obtient ainsi, par analogie ave le Th�eor�eme 5.4.1, le sous-di��erentiel de � donn�esous une forme impliite.Th�eor�eme 5.5.1: Supposons que la ondition de r�egularit�e (5.2) ait lieu. Alors, le sous-di��erentiel de Clarke de la fontion � en A est donn�e par :��(A) = ��1A o( �I�TIAI0m�p !) ;o�u �I , I et p sont tels que :I � [1;m℄; jIj = p; d(0;o(aI)) = kATI �Ik2 = �A(> 0); �I � 0; Xi2I �i = 1 ;D�emonstration. Le r�esultat d�eoule en pro�edant exatement omme dans la d�emonstra-tion du Th�eor�eme 5.4.1. On montre que le sous-di��erentiel de � en A est donn�e par :��(A) = ��1A o( CAI0m�p ! : C 2 MI(A) ; I 2 J(A)) :En d�eveloppant ette derni�ere expression on aboutit �a la onlusion.Pour expliiter la formule de ��(A) dans le Th�eor�eme 5.5.1 nous allons herher lesveteurs �I 2 RI+ tels que d(0;o(aI)) = kATI �Ik2 pour tout I 2 J(A). Cei est �equivalent�a r�esoudre des programmes de la forme :minf�2Rk+: Pki=1 �i=1g �TH� ; k 2 N� ; H 2 S+k : (5.14)



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 100Pour k 2 N� et H 2 S+k �x�es, on note � := diag (�1; � � � ;�k) la matrie diagonale o�u�1 � � � � � �k sont les valeurs propres de H rang�ees dans l'ordre roissant en omptant lesvaleurs multiples. Alors, il existe une matrie de passage orthogonale P = 0BB� p1...pk 1CCA 2 O(k)(p1; � � � ;pk sont des veteurs lignes dans Rk ) �a une base orthonormale de veteurs propresfv1; � � � ;vkg telle que H = P�P T .Proposition 5.5.3: Soient k 2 N� , H 2 S+k et � 2 R+ tel que :� = minf�2Rk+: Pki=1 �i=1g �TH� :Alors, � = �TH� pour tout � v�eri�ant :f� 2 Rk+ : k�k1 = 1; H� � �e � 0; (H� � �e)i�i = 0 pour tout i 2 [1;k℄g (5.15)o�u e := 0BB� 1...11CCA. De plus, si �0 est tel que � = �T0H�0 alors, � = �TH� pour tout � v�eri�ant :f� 2 Rk+ : k�k1 = 1; H� = H�0g : (5.16)D�emonstration. Observons que le probl�eme minf�2Rk+: Pki=1 �i=1g �TH� est un programme qua-dratique onvexe (ave ontraintes aÆnes) �ni :minf�2Rk+: Pki=1 �i=1g �TH� � 0 :On d�eduit grâe au th�eor�eme de Frank-Wolfe [44℄ qu'il a des solution et don � est biend�e�ni. Faisant le hangement de variables h = P T�, on trouveminf�2Rk+: k�k1=1ghh��T ;Hii = minf�2Rk+: k�k1=1ghP T�;�P T�i= minfh2Rk: Ph�0;Pki=1 pih=1ghh;�hi :On note (Q) le probl�eme d�e�ni par : minfh2Rk: Ph2Rk+;Pki=1 pih=1ghh;�hi :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 101Alors, (Q) est un programme quadratique onvexe, dont les onditions de Karush-Kuhn-Tuker s'�erivent :
(KKT ) : 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

2�h+Pki=1 �ipTi + Pki=1 pTi = 0; � � 0;  2 R�ipih = 0 pour tout i 2 [1;k℄Ph � 0; Pki=1 pih = 1 :
Multipliant (en faisant le produit salaire) la premi�ere ligne de (KKT) par pj , j 2 [1;k℄et utilisant le fait que P est orthogonale, on obtient2pj�h+ �j +  = 0 :Multipliant salairement la deuxi�eme ligne de (KKT) par h, on trouve2hT�h+  = 0 :On d�eduit que :  = �2hT�h ; �j = 2(hT � pj)�h :En reportant es valeurs dans la premi�ere ligne de (KKT), on trouve2�h+ kXi=1 �ipTi +  kXi=1 pTi = 0 :Il en r�esulte don que le syst�eme (KKT) est �equivalent au syst�eme suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Pki=1 pih = 1; Ph � 0(pi � hT )�hpih = 0 pour tout i 2 [1;k℄(pi � hT )�h � 0 pour tout i 2 [1;k℄ :Soit � 2 Rk+ tel que k�k1 = 1 et � = �TH�. Alors, h = P T� est une solution de (Q). On adon pih = �i; pi�h = eTi P�h = eTi P�P TPh = (H�)i; hT�h = � ;d'o�u H� � �e � 0; (H� � �e)i�i = 0 pour tout i 2 [1;k℄ :



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 102R�eiproquement, si � v�eri�e (5.15), alorskXi=1(H�)i�i = � :Don, �TH� = �.La deuxi�eme aÆrmation (5.16) r�esulte de la arat�erisation des solutions d'un pro-gramme quadratique onvexe donn�ee dans [67℄.On obtient le th�eor�eme suivant qui donne la formule expliite du sous-di��erentiel de�.Th�eor�eme 5.5.2: Supposons que la ondition de r�egularit�e (5.2) ait lieu. Alors, le sous-di��erentiel de Clarke de la fontion � en A est donn�e par :��(A) = ��1A o( �I�TIAI0m�p !) ;o�u �I , I et p sont tels que I � [1;m℄, jIj = p et8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�I � 0; Pi2I �i = 1AIATI �I � �Ae � 0(AIATI � � �Ae)i�i = 0 pour tout i 2 I : (5.17)D�emonstration. Soit I � [1;m℄. On a :MI(A) = (�I�TI ; �I � 0; Xi2I �i = 1; d(0;o(aI)) = kATI (�I)k2) ;Or, MI(A) est d�erit, d'apr�es la Proposition 5.5.3, par :MI(A) = f�I�TI : �I � 0 ; k�Ik1 = 1 ; AIATI �I � �Ie � 0;(AIATI � � �Ie)i�i = 0 pour tout i 2 Ig ;o�u �I = d(0;o(aI)). En partiulier, si I 2 J(A) alors, �I = d(0;o(aI)) = �A > 0. Il suÆtalors d'appliquer le Th�eor�eme 5.5.1.Utilisant la art�erisation (5.16), on d�eduit le orollaire suivant.Corollaire 5.5.1: Supposons que la ondition de r�egularit�e (5.2) ait lieu. Si pour haqueI 2 J(A), �0I est une solution de (5.17) alors, le sous-di��erentiel de Clarke de la fontion� en A est donn�e par : ��(A) = ��1A o( �I�TIAI0m�p !) ;



5. Sensibilit�e au premier ordre des onstantes de Ho�man 103o�u �I , I et p sont tels que :I � [1;m℄; jIj = p; AIATI �I = AIATI �0I ; �I � 0 ; Xi2I �i = 1 :Remarque 5.5.1: (a) Si 0 =2 o(a[1;m℄), alors �A = d(0;o(a[1;m℄)). Dans e as, l'hy-poth�ese (5.2) est satisfaite et le sous-di��erentiel de A est donn�e, d'apr�es le Th�eor�eme5.5.2, par : ��(A) = ��1A of��TAg ;o�u � est tel que : 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
� � 0; Xi2[1;m℄ �i = 1AAT� � �Ae � 0(AAT� � �Ae)i�i = 0 pour tout i 2 [1;m℄ : (5.18)D'une fa�on �equivalente, d'apr�es le Corollaire 5.5.1, si �0 est une solution du syst�eme(5.18), alors ��(A) = ��1A o8<:��TA : � � 0; Xi2[1;m℄ �i = 1; AAT� = AAT�09=; :En partiulier, si le syst�eme (5.18) admet une unique solution �0, alors � est stritementdi��erentiable et r�(A) = ��1A �0�T0A :(b) Si les veteurs (a[1;m℄) sont lin�eairement ind�ependants, alors on a n�eessairement 0 =2o(a[1;m℄). Dans e as, � est de lasse C1 (voir setion 5.3) et sont gradient en A est donn�epar : r�(A) = ��1A ��TA ;o�u � 2 Rm est l'unique veteur v�eri�ant � � 0, Pmi=1 �i = 1 et d(0;o(a[1;m℄)) = kAT�k.() Les formulations variationnelles �etablies pour les onstantes de Ho�man permettentaussi d'�etudier le omportement au seond ordre et plus g�en�eralement la stabilit�e de toutesles valeurs propres multivoques omme dans le as des valeurs propres usuelles trait�e dans[49, 50, 51℄.
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6. QUANTITATIVE STABILITY IN CONVEX QUADRATICPROGRAMMINGAbstratGiven a quadrati onvex mimization problem, we investigate the dependene of thevalue funtion and of the primal and dual solution sets with respet to all the data ofthe problem. This leads us to a slight extension of the results of [17, 18℄ along with asimpli�ation and lari�ation based on the systemati use of onvex analysis tehniques.Moreover some quantitative estimates are given on the rate of hange of the primal anddual solution set as well as the Lipshitzian behaviour of the optimal value funtion withrespet to the data.6.1 Introdution and notationsGiven a matrix A 2 Mm;n (the set of real matries with m rows and n olumns) whoserows are denoted by aT1 ; � � � ;aTm so that A = 0BB� aT1...aTm 1CCA, and a vetor b 2 Rm suh that theonvex polyhedron PA;b := fx 2 Rn : Ax � bgis nonempty, we onsider the onvex quadrati minimization problem on Rn(P�) minAx�b xTHx2 � yTx!where H 2 S+n (R) (the set of real symmetri positive semide�nite matries) and y 2 Rn .We denote by � = (H;A;b;y) 2 � := S+n (R) �Mm;n(R) � Rm � Rnthe natural parameter attahed to our problem when dealing with its stability. We areinterested in �nding a neessary and suÆient ondition ensuring that S�̂ 6= ;, the so-lutions of (P�̂), for all �̂ = (Ĥ;Â;b̂;ŷ) lose enough to �. In other words we are seeking



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 106for �nding the interior of the domain of the multifuntion S(�) := S(�). We also want toinvestigate the ontinuity of the value funtion � 7�! minAx�b xTHx2 � yTx! with respetto � = (H;A;b;y) and the behaviour of the primal and dual solution sets. In the posi-tive de�nite ase, one an �nd a thorough study of these questions in [37℄, see also [15℄and referenes therein. In the semide�nite ase the situation is more involved [14℄. Someanswers to these questions of stability have been provided in [17, 18℄. In [17℄, reti�ed in[18℄, the authors haraterize the interior of the domain of the multifuntion S(H;�) with H�xed and establish some diretional ontinuity properties of the value funtion at a pointof the interior of the domain. In [18℄, it is proved that the value funtion is ontinuous atany � = (H;A;b;y) 2 int (domS) and that the multifuntion S(�) is upper semiontinuousat any point � interior to the domain of S(�). In this paper, we slightly extend the quotedresults in two diretions. The matrix H is allowed to vary in the ontext of [17℄, and wealso study the behaviour of the dual solution sets. Moreover, we provide a quantitativeapproah to stability by giving some rates of hange for the primal and dual solution setsand for the optimal value funtion. We mainly rely on onvex analysis and onvex dualityleading to an attempt of simpli�ation and lari�ation of the results and of their proofs.We shall freely use the usual de�nitions and notations of onvex analysis whih an befound e.g in [48, 77, 8, 85℄. Let H 2 S+n (R) be the set of symmetri positive semide�nitematries, and let Q : Rn �! R be the onvex quadrati funtion de�ned by Q(x) = xTHx2for all x 2 Rn . It is noteworthy that dom (Q�) = R(H) := H(Rn). Given � 2 � let usintrodue the onvex funtion q�(�), or briey q(�) if there is no risk of onfusion, byq�(x) = Q(x) + iPA;b(x) (6.1)where iPA;b(x) denotes the indiator funtion of the set PA;b that isiPA;b(x) = ( 0 if x 2 PA;b+1 if x =2 PA;b :We further denote by �S the support funtion of a subset S � Rn , that is �S(y) = supx2S yTx.Given � = (H;A;b;y) 2 � , we shall be dealing with the onvex quadrati minimizationproblem:(P�) infx2PA;b(Q(x)� yTx) = infx2Rn q(x)� yTx;whose in�mal value is equal to �q�(y). It is well-known, aording to the Frank-Wolfetheorem [44℄, that (P�) admits solutions if and only if y 2 dom (q�) that is q�(y) < +1;



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 107in that ase, we denote by S� the set of solutions of (P�). Observe that for any x 2 PA;b,we have �q(x) = Hx+ pos (aJA;b(x))where JA;b(x) = fj 2 [1;m℄ : aTj x = bjg and pos (aJ) = AT (RJ+) =Xj2J R+aj for anyJ � [1;m℄ with the onvention pos ; = f0g. In other words, for all x 2 PA;b, one has�q(x) = nHx+ AT� : � 2 Rm+ ; �T (Ax� b) = 0o:We shall denote by �q the graph of the subdi�erential of q, that is �q = f(x;z) 2 Rn�Rn :z 2 �q(x)g. The following lemma will be of interest.Lemma 6.1.1: Let J = fJA;b(x) : x 2 PA;bg and let us set, for all J 2 J ,�J = f(x;z) 2 
J � Rn : z 2 Hx+ ATJ(RJ+)g;where 
J = PA;b \ A�1J (bJ) with the onvention A; = 0, b; = 0. Then�q = [J2J �J :Proof. Let (x;z) 2 �q, so that x 2 PA;b and there exists � 2 RJ+ with z = Hx+ATJ� whereJ = JA;b(x) 2 J . It follows that x 2 
J from whih we get (x;z) 2 �J . Conversely, givenJ 2 J , we have �J � �q. Indeed let x 2 
J , z 2 Rn , � 2 RJ+ be suh that z = Hx+ATJ�,then J � JA;b(x). Setting �j = 0 for all j 2 J, we get z = Hx+AT� and �T (Ax� b) = 0.Thus z 2 �q(x), and then �q = SJ2J �J :Remark 6.1.1: As �J is a onvex polyhedron for all J 2 J , it follows from [76℄ thatthe multifuntion �q�1 is upper Lipshitzian at any y 2 Rn whih means that there exist � 0 and � > 0 suh that �q�1(z) � �q�1(y) + kz � ykBRn for all z 2 y + �BRn. Inpartiular, the range R(�q) = Sx2Rn �q(x) is losed.The previous remark leads to an interesting property satis�ed by the onvex quadratifuntion q. Following [6, 7℄, see also [3, 72℄, we say that a losed onvex funtion f : Rn �!R[f+1g has a good asymptoti behaviour whenever (f(xk))k2N onverges to infRn f forany sequene (xk)k2N � Rn suh that d(0;�f(xn)) onverges to 0.Proposition 6.1.1: For any y 2 Rn , the funtion f(x) = q(x)� yTx has a good asymp-toti behaviour.



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 108Proof. Let (xk)k2N � Rn be a sequene suh that d(0;�f(xk)) onverges to 0. Thus thereexists a sequene (wk)k2N � Rn suh that wk 2 �q(xk) and (wk)k2N onverges to y. Relyingon remark 6.1.1, there exists a onstant  � 0 and a sequene (zk)k2N � Rn suh thatzk 2 ��1q(y) (that is zk 2 S�) and suh that kxk � zkk � ky � wkk eventually. One getsf(xk) = f(zk) + 12(xk � zk)TH(xk � zk) + (xk � zk)T (Hzk � y)As Hzk = H�z for a �xed �z 2 S� (see [67, Corollary 1℄), it follows that limk!1 f(xk) =infRn f(x).Given a solution x 2 S�, one has 0 2 �f(x) where f(x) = q(x) � yTx. The set ofmultipliers assoiated to the solution x is the set, denoted by S��, of those � 2 Rm+ suhthat 8>><>>: y = Hx+ AT��T (Ax� b) = 0 : (6.2)It is noteworthy that if (6.2) is in fore for some x 2 PA;b and � 2 Rm+ , then x is a solutionof (P�), and � is a multiplier assoiated with x.6.2 Stability in onvex quadrati programmingFrom now on, we shall posit that the polyhedron PA;b is nonempty. In the linear ase,orresponding to H = 0, it is well-known from the duality theory in linear programmingthat (P0;A;b;y) has solutions if and only if y 2 AT (Rm+ ). In fat this result extends to thequadrati ase under the following slight variant of the Wolfe duality.Theorem 6.2.1:(a) For all y 2 Rn , it holds q�(y) = min�2Rm+(�T b+Q�(y � AT�)); (6.3)and dom (q�) = AT (Rm+ ) +R(H): (6.4)(b) For all y 2 dom (q�) and for all � 2 �, we haveS�� = f� 2 Rm+ : �T b+Q�(y � AT�) = q�(y)g:



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 109Proof. (a) Observing that the onvex funtion Q is ontinuous, we an use the lassialresult about the onjugate of a sum of onvex funtions (see [48, 77℄) yieldingq�(y) = minz2dom(�PA;b )(�PA;b(z) +Q�(y � z)):From the duality Theorem in linear programming (observe that PA;b 6= ;), we obtain that�PA;b(z) = minf�Tb : � 2 Rm+ ; AT� = zg;for all z 2 dom (�PA;b) = AT (Rm+ ), thusq�(y) = minz2AT (Rm+ ) min(� 2 Rm+AT� = z (�T b+Q�(y � z)) = min�2Rm+(�Tb +Q�(y � AT�)):Let us prove now that dom (q�) = AT (Rm+ ) +R(H). Indeed, assuming thaty = AT�0 +Hx0for some �0 2 Rm+ and x0 2 Rn , then �T0 b+Q�(y � AT�0) < +1 yieldingq�(y) = inf�2Rm+(�T b+Q�(y � AT�)) � �T0 b +Q�(y � AT�0) < +1:Conversely, if y 2 dom(q�), with PA;b 6= ;, then the minimization problem (P�) admitsat least a solution �x 2 PA;b for whih0 2 �Q(�x)� y + pos (aJA;b(�x)) � R(H)� y + AT (Rm+ );yielding y 2 AT (Rm+ ) +R(H).(b) Let � 2 S�� be a multiplier assoiated to a solution x of (P�). We have Ax � b,Hx = y � AT� and �T (Ax� b) = 0, leading toQ�(y � AT�) = xTHx2 ;and bT� = �TAx = xTAT� = xTy � xTHx;thus bT�+Q�(y � AT�) = xTy �Q(x) = q�(y) = min�2Rm+(�T b+Q�(y � ATw)):



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 110On the other hand, let � 2 Rm+ be suh that�Tb+Q�(y � AT�) = q�(y):Observe that Q�(y�AT�) < +1 if and only if y�AT� = Hx for some x 2 Rn and that,in that ase, one has Q�(y � AT�) = xTHx2 . Thus, onsidering some x̂ 2 H�1(y � AT�),we obtain that (x̂;�) is a minimizer for the problemmin(� 2 Rm+AT�+Hx = y �Tb + xTHx2 ;
whih is the Wolfe dual. As the onvex funtion (x;�) 7�! �T b+ xTHx2 is ontinuous, wean �nd � 2 Rm� and z 2 Rn suh that 00! =  0b !+  Hx̂0 !+  0� !+  HzAz ! ;and �T� = 0. Thus we get 8>><>>:Hx̂+Hz = 0�T (Ax� b) = �T� = 0b+ Az + � = 0 :Setting x = �z, it follows that 8>><>>:AT�+Hx = yAx� b = � � 0�T� = 0 ;from whih we derive that x is a solution to (P�) assoiated to the Lagrange multiplier�.Remark 6.2.1: (a) In the ase H = 0, we have Q� = if0g hene, for � 2 Rm+ ,Q�(y � AT�) = 8>><>>:+1 if AT� 6= y0 if AT� = y ;thus the previous theorem redues to the usual duality in linear programming.(b) If x is a solution of P� and if � 2 Rm+ is a multiplier assoiated to x, thenq�(y) = �Tb + xTHx2 : (6.5)



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 111Indeed, one has q�(y) = �T b+Q�(y � AT�) = �Tb+ xTHx2 sine AT� = y �Hx.() It is well-known that the problem (P�) admits solutions if and only if y 2 dom q�,aording to the Frank-Wolfe theorem [44℄. This an be easily proved by observing thatthe funtion q� yT (�) is bounded from below whenever y 2 dom q�. Thus, by the Ekelandvariational priniple, we get y 2 R(�q), hene (P�) has solutions sine R(�q) is losed(see Remark 6.1.1). It is interesting to observe that the set of y 2 Rn suh that S� 6= ; isa losed onvex one equal to dom q� = R(H) + AT (Rm+ ).(d) The funtion � 7�! h�(�) = �Tb+Q�(y�AT�)+ iRm+ (�) whose minimizers are themultipliers is losely related to a perturbation of the problem (P�). Indeed, introduingthe funtion h(z) = infx2PA;b+z(Q(x)� yTx);one easily heks that, for all � 2 Rm ,h�(�) = �Tb +Q�(y � AT�) + iRm+ (�): (6.6)Frow now on, we intend to study the behaviour of the quadrati problem (P�) with respetto perturbations of the data represented by the parameter� = (H;A;b;y) 2 � = S+n (R) �Mm;n � Rm � Rn :Let us reall that we have denoted by q� = q(H;A;b;y) the funtionq�(x) = Q(x) + iPA;b(x) = xTHx2 + iPA;b(x);and by S� := argmin (q� � yT (�)) the solution set of the problem (P�). We also denote byS�� the set of multipliers.Given x0 2 S�, it is shown in [67, Corollary 1℄ thatS� = fx 2 PA;b : Hx = Hx0; yTx = yTx0g = fx 2 PA;b : Hx = Hx0; yTx � yTx0g:In the sequel, we shall need suh a result for multipliers.Lemma 6.2.1: Let �0 2 S�� assoiated to x0 2 S�. ThenS�� = f� 2 Rm+ : AT� = AT�0; bT� = bT�0g = f� 2 Rm+ : AT� = AT�0; bT� � bT�0g:



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 112Proof. Let � � 0 be suh that AT� � AT�0 and bT� = bT�0. We havey = Hx0 + AT�0 = Hx0 + AT�;and �T (Ax0 � b) = xT0AT�� �Tb � �T0 (Ax0 � b) = 0;hene �T (Ax0 � b) = 0, thus � 2 S��. Conversely, it follows from [67, Corollary 1℄ thatS� = fx 2 PA;b : Hx = Hx0; yTx = yTx0g:Now let � 2 S�� assoiated to a solution x 2 S�. We obtain that Hx = Hx0, thusAT� = y �Hx = y �Hx0 = AT�0. On the other hand, we have (see (6.5))bT�+ xTHx2 = bT�0 + xT0Hx02 ;from whih we get bT� = bT�0.De�nition 6.2.1: Let � = (H;A;b;y) 2 �. We say that (P�) is stable if� 2 int (dom (S))that is, there exists a neighborhood N of � in � suh that S�̂ 6= ; for all �̂ = (Ĥ;Â;b̂;ŷ) 2N .We shall need the following lassial lemma.Lemma 6.2.2: Let ` : Rp �! Rq be a linear mapping and let C � Rp be a losed onvexsubset suh that int (`(C)) 3 y. Then, there exists r � 0 suh that y 2 int (`(C \ rBRp)).Proof. From our assumptions, we haveRq = [n2N n(`(C \ nBRp)� y):As n(`(C \ nBRp)� y) is losed, we derive from Baire's Theorem that there exists n 2 Nsuh that intn(`(C \ nBRp)� y) 6= ;, from whih it is easily dedued that 0 2 int (`(C \nBRp)� y) yielding the onlusion of the lemma.The following result extends the Robinson-Ashmanov Theorem (see [9, 75℄) on stabilityin linear programming. It also extends the stability result of [17℄ in whih H was �xed.Theorem 6.2.2: The problem (P�) is stable at � = (H;A;b;y) if and only if the twofollowing properties hold(R1) Rn = R(H) + AT (Rm+ )� R+y;



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 113and(R2) there exists x0 2 Rn suh that Ax0 < b:Proof. Assume that (P�) is stable. Then PA;b�te 6= ; for all t > 0 small enough wheree = 0BB� 1...11CCA 2 Rm . Thus there exists x0 2 Rn suh that Ax0 < b. On the other hand, asS(H;A;b;ŷ) 6= ; for all ŷ lose to y, we derive that y is an interior point of dom q�, that isy 2 int (R(H) + AT (Rm+ )), heneRn = R+(R(H) + AT (Rm+ )� y) = R(H) + AT (Rm+ )� R+y;thus (R1) is satis�ed.Conversely, let us assume that (R1) and (R2) hold true. From (R1), we get y 2int (R(H) + AT (Rm+ )). Then, there exists from Lemma 6.2.2 positive real numbers � andr suh that y + �BRn � H(rBRn) + AT (Rm+ \ rBRm):We derive that, for all (Ĥ;Â) 2 S+n (R) �Mm;n,y + �BRn � H(rBRn) + AT (Rm+ \ rBRm)� Ĥ(rBRn) + ÂT (Rm+ \ rBRm) + r(kĤ �Hk+ kÂ� Ak)BRn:Thus we get y + �BRn2 � Ĥ(rBRn) + ÂT (Rm+ \ rBRm);for all (Ĥ;Â) 2 S+n (R)�Mm;n suh that rkĤ�Hk � �=4 and rkÂ�Ak � �=4, and thenŷ 2 Ĥ(rBRn) + ÂT (Rm+ \ rBRm); (6.7)for all kŷ�yk � �=2, and for all (Ĥ;Â;ŷ) 2 S+n (R)�Mm;n(R)�Rn suh that rkĤ�Hk ��=4 and rkÂ� Ak � �=4. As there exists x0 suh that Ax0 < b, we an assume that � issmall enough in order that PÂ;̂b 6= ; whenever kÂ�Ak � �=4 and kb̂� bk � �. It followsthat S�̂ 6= ; for all �̂ = (Ĥ;Â;b̂;ŷ) lose enough to � = (H;A;b;y) thus (P�) is stable.Remark 6.2.2: Observe that (R1) is equivalent to(R(H) + AT (Rm+ )� R+y)� = f0g;



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 114where K� stands for the negative polar of the one K, whih in turn is equivalent to thefat that the system 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
yTz � 0Az � 0Hz = 0has z = 0 as unique solution. This amounts to say that S� is bounded sine S� is thepolyhedron de�ned by S� = fx 2 Rn : Ax � b;Hx = Hx0; yTx � yTx0g where x0 is anelement of S�. One an also observe that (R1) is equivalent to the strit feasibility of thedual problem, that is there exist � > 0, x 2 Rn suh that y = AT�+Hx.On the other hand, (R2) is equivalent to the fat that S�� is bounded. Indeed, thanksto Lemma 6.2.1, the polyhedron S�� is bounded if and only if the system8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�Tb � 0� � 0AT� = 0has � = 0 as unique solution whih is equivalent to (R+b + R(A) � Rm+ )� = f0g, that isRm = R+b +R(A)� Rm+ whih is equivalent to b 2 int (R(A) + Rm+ ) and then equivalentto (R2) by a straightforward omputation. Thus S�� is bounded if and only if (R2) is infore.Theorem 6.2.3: Assume that the problem (P�) where � = (H;A;b;y) is stable. Thenthere exists a neighborhood N of � in � and  � 0 suh thatS�̂ [ S �̂� � BRn�Rmfor all �̂ = (Ĥ;Â;b̂;ŷ) 2 N .Proof. From Theorem 6.2.2, there exists a neighborhoodN of � in S+n (R)�Mm;n�Rm�Rnsuh that S�̂ 6= ; for all �̂ = (Ĥ;Â;b̂;ŷ) 2 N . As (P�) is stable, there exists x0 2 Rn suhthat Ax0 < b, thus there exists Æ > 0 suh that Âx0 � b̂� Æe for all (Â;b̂) lose enough to(A;b) where e = 0BB� 1...11CCA 2 Rm . For �̂ 2 N , let us set,ĥ(z) = infÂx�b̂�z(Q̂(x)� ŷTx);



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 115for all z 2 Rn . One has (see (6.6))ĥ�(�) = �T b̂ + Q̂�(ŷ � ÂT�) + iRm+ (�):As Âx0 � b̂� Æe, we then have ĥ(z) � Q̂(x0)� ŷTx0 � for all z 2 ÆBRm and for all �̂ 2 N , leading to ĥ �  + i �B(0;Æ). Taking the onjugate onboth sides, �T b̂ + Q̂�(ŷ � ÂT�) + iRm+ (�) = ĥ�(�) � Æk�k �  for all � 2 Rm : (6.8)From (6.7), there exists r � 0 suh that for all � 2 N ,ŷ = ÂT�+ Ĥxfor some � � 0 with k�k � r, x 2 rBRn, thusq�̂�(ŷ) � �T b̂ + Q̂�(ŷ � ÂT�) = �T b̂+ Q̂�(Ĥx) = �T b̂+ Q̂(x);and then, q�̂�(ŷ) � kb̂kr + kĤkr22 :Thus, for all �̂ 2 S �̂�, we getÆk�̂k �  � �̂T b̂ + Q̂�(ŷ � ÂT �̂) = q�̂�(ŷ) � kb̂kr + kĤkr22 ;yielding the uniform boundedness of S �̂� for �̂ = (Ĥ;Â;b̂;ŷ) lose enough to � = (H;A;b;y).Assuming that S�̂ is not ontained in some ball for �̂ lose enough to �, there existsa sequene (�k)k2N = ((Hk;Ak;bk;yk))k2N onverging to � = (H;A;b;y) and an unboundedsequene (xk)k2N suh that xk 2 S�k . We an assume that zk = kxkk�1xk onverges tosome z suh that kzk = 1. Given any multiplier �k 2 Rm+ assoiated to xk, we obtainyk = ATk�k +Hxk;thus kxkk�1yk = kxkk�1ATk�k +Hzk:As k�kk � , it follows that Hz = 0. Moreover, we have Az � 0 andzTk yk = �TkAzk + zTkHxk = kxkk�1�Tkbk + zTkHxk � kxkk�1bTk�k;



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 116from whih we get yTz � 0 whih ontradits assumption (R1).Theorem 6.2.4: Assume that the problem (P�) with � = (H;A;b;y) is stable. Then; 6= lim sup�̂!� S�̂ � S�;; 6= lim sup�̂!� S �̂� � S��;where �̂ ! � means �̂ goes to �. Moreover, we have onvergene of the in�mum values,lim�̂!� q�̂�(ŷ) = q��(y):Proof. Let (�k)k2N be a sequene onverging to � in S+n (R) �Mm;n � Rm � Rn and let(xk)k2N be a sequene onverging to some x 2 Rn suh that xk 2 S�k (suh a sequeneexists due to Theorem 6.2.3). We an assume that a sequene (�k)k2N suh that �k 2 S��kis a multiplier assoiated to xk also onverge to some � 2 Rm . We have Akxk � bk,yk = Hkxk + ATk�k and �Tk (bk � Akxk) = 0. Passing to the limit as k goes to +1, itfollows Ax � b, y = Hx+AT� and �T (b�Ax) = 0 thus x 2 S�. The same proof leads to; 6= lim sup�̂!� S �̂� � S��.Assume now that q�̂�(ŷ) does not tend to q��(y) as �̂ goes to �. Thus there exists asequene (�k)k2N � � , �k = (Hk;Ak;bk;yk) onverging to � and Æ > 0 suh thatjq��k(yk)� q��(y)j � Æ; (6.9)for all k 2 N . We an assume that (xk)k2N onverges to some x belonging to S� thanksto the �rst part of the proof. Thus we getlimk!+1(Qk(xk)� yTkxk) = Q(x)� yTx;where Qk(x) = xTHkx2 , thus limk!+1 q��k(yk) = q��(y);whih ontradits (6.9).6.3 Quantitative aspetsIn this setion, we put a quantitative insight into the stability results of the previousone. Given a losed onvex subset E � Rn , let us set '(x) = 2d2(x;E) for all x 2 Rn ,where  > 0. We shall freely use the following evident fat that :'�(y) = 12kyk2 + �E (y) for all y 2 Rn : (6.10)



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 117We shall rely on the following theorem taken from [11℄, see also [28, 63, 72℄.Theorem 6.3.1: Let X be a Banah spae, let f : X ! R [ f+1g be a proper, onvex,and lower semiontinuous funtion. Then,infx2[f>0℄ d�(0;�f(x)) = infx2[f>0℄ f(x)d(x;[f � 0℄)(with the onvention that the right hand side is zero if [f � 0℄ = ;).In Theorem 6.3.1, d�(�;�) denotes the distane funtion to subsets of X� with respet tothe dual norm k�k� of the norm k�k. This theorem tells us that a neessary and suÆientondition for the existene of a positive real number � > 0 suh thatd(x;[f � 0℄) � 1� f(x)+ for all x 2 X;is that infx2[f>0℄ d�(0;�f(x)) > 0:It also proves that infx2[f>0℄ d�(0;�f(x)) is then the optimal (i.e. the largest) positive realnumber � suh that the global error bound holds true.Lemma 6.3.1: Let H 2 S+n (R) n f0g and let�H = d(0;HT (R(H) \ SRn));where SRn is the unit sphere of Rn . Then,�H = �min(H)where �min(H) is the smallest positive eigenvalue of H, and for all y 2 R(H),�H d(x;H�1(y)) � kHx� yk for all x 2 Rn :Moreover �H is the largest positive real number � suh that�d(x;H�1(y)) � kHx� yk for all x 2 Rn :Proof. Observe that d(0;HT(SRn \ R(H))) > 0. Let us set  (x) = kHx � yk wherey 2 R(H) so that [ � 0℄ = H�1(y). For all x 2 Rn with  (x) > 0, we get� (x) = HT Hx� ykHx� yk � HT (SRn \R(H));



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 118then d(0;� (x)) � d(0;HT (SRn \R(H))) = �H :Now let y = Hx 2 SRn be suh that d(0;HT (SRn \ R(H))) = kHTyk. Setting x̂ = x0 + xwhere x0 2 H�1(y), we get  (x̂) > 0 and � (x̂) = HTy, so thatd(0;� (x̂)) = kHTyk = �H ;thus �H = min (x)>0 d(0;� (x));and then the seond onlusion of the lemma follows from Theorem 6.3.1. On the otherhand, one has �H = miny2R(H); kyk=1 kHyk � miny2R(H); kyk=1 yTHy = �min(H);and, assuming that �y 2 R(H) \ SRm is suh that �yTH�y = �min(H), one has kH�yk =�min(H), thus �H = �min(H).In the unonstrained ase, we have the following simple result.Proposition 6.3.1: Let H 2 S+n (R) n f0g. Then, for all y 2 R(H) = domQ�, one has�min(H) d2(x;H�1(y))2 ) � xTHx2 � yTx� � for all x 2 Rn ;where � = infz2Rn(Q(z)� yTz) = �Q�(y) and �min(H) is the smallest positive eigenvalue ofH.Proof. Let x0 2 Rn be suh that Hx0 = y and let z = Hx 2 domQ� = R(H). FromLemma 6.3.1, one has �min(H) d(x0;H�1(y + z)) � kzk. Thus we an �nd � 2 H�1(y+ z)suh that �min(H) kx0 � �k � kzk. We then haveQ�(y + z) = �TH�2= xT0Hx02 + zTx0 + (� � x0)TH(� � x0)2� Q�(y) + zTx0 + (�min(H))�1kzk22� Q�(y) + �H�1(y)(z) + (�min(H))�1kzk22 :Now if z =2 R(H) then �H�1(z)(z) = +1, so thatQ�(y + z) � Q�(y) + �H�1(y)(z) + (�min(H))�1kzk22 for all z 2 Rn :



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 119Then the onlusion of the proposition follows from taking the onjugate in both sidesand relying on (6.10).Given matries C 2 Mm;n and G 2 Mp;n, it is known sine [52℄ that there exists apositive number � suh that for any nonempty polyhedron
 = fx 2 Rn : Cx � d;Gx = hgwhere d 2 Rm and h 2 Rp , one has� d(x;
) � ( max1�j�m(Tj x� dj))+ + kGx� hk:We shall all suh a onstant � a Ho�man's onstant assoiated to the polyhedron 
. Inthe onstrained ase (ompared to Proposition 6.3.1), we have :Theorem 6.3.2: Asssume that H 2 S+n (R) n f0g, let y 2 int (dom q�), let r > 0 be suhthat B(y;r) � dom q� and letv� = infz2Rn(q(z)� yTz) = �q�(y):Then, there exists Æ > 0 suh that'r;Æ(d(x;S�)) � xTHx2 � yTx� v� for all x 2 PA;b;where 'r;Æ(t) = 8<: t22Æ if 0 � t � Ærrt� Æ r22 if t � rÆ . In partiulard2(x;S�)2Æ � xTHx2 � yTx� v� for all x 2 PA;b suh that d(x;S�) � rÆ:Proof. Let z 2 B(0;r) and (x0;�0) 2 S��S��, so that x0 2 PA;b, �0 2 Rm+ , AT�0+Hx0 = y,�T0 (Ax0 � b) = 0 and q�(y) = �T0 b + xT0Hx02 . Let us onsider in Rn � Rm the nonemptypolyhedron 
 = f(x;�) 2 Rn � Rm+ : AT�+Hx = y + zg:From Ho�man's Theorem, there exists a onstant  � 0 suh thatd((x0;�0);
) � kAT�0 +Hx0 � y � zk;It follows that there exists (x;�) 2 Rn � Rm+ suh that AT�+Hx = z + y andkx� x0k � k(x0;�0)� (x;�)k � kAT�0 +Hx0 � y � zk = kzk:



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 120Thus we obtainq�(y + z) � �Tb + xTHx2� �T0 b + xT0Hx02 + (x� x0)TH(x� x0)2 + xT0H(x� x0) + (�� �0)T b:As H(x� x0) = z � AT (�� �0), it holdsq�(y + z) � q�(y) + zTx0 + (�� �0)T (b� Ax0) + kHkkzk22 ;and, using the fat that �T (b� Ax0) � 0 and �T0 (b� Ax0) = 0,q�(y + z) � q�(y) + �S�(z) + Ækzk22 + iB(0;r)(z):with Æ = kHk. Setting f = q � yT (�); taking the onjugate in both sides of the previousinequality and relying on (6.10) yieldsf(x) � infRn f + 'r;Æ(d(x;S�)) for all x 2 Rn ;whih is exatly the onlusion of the theorem.Remark 6.3.1: (a) Assuming that dom q� = Rn , that is AT (Rm+ )+R(H) = Rn , we obtainfrom Theorem 6.3.2 thatd2(x;S�)2Æ � xTHx2 � yTx� v� for all x 2 PA;b:Nevertheless, the previous global inequality does not hold in general whenever dom q� 6=Rn . For example if S� is bounded and dom q� 6= Rn then it is possible to �nd z 2 Rn suhthat q�(y+z) = +1 but q�(y)+�S�(z)+ Æ kzk22 is always �nite. For example, one an taken = 2, H ( x1;x2 ) = ( x1;0 ), A = ( 0 �1 ), b = 0, y =  11! for whih S� = ( 10!).(b) Assume that H is de�nite positive. Then, taking into aount the fat that H isbijetive, it is easily seen that the previous result takes the formxTHx2 � yTx � v� + kx� �xk22kH�1k = v� + �min(H)kx� �xk22 for all x 2 PA;b;where �min(H) is the smallest eigenvalue of H and �x is the unique element of S�.We need the following lemma.Lemma 6.3.2: Assume that (P�) is stable. Then, we havev� � v�̂ +O(k�̂ � �k):



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 121Proof. Let N be a neighrorhood of � = (H;A;b;y) suh that S�̂ is bounded for all �̂ 2 N(see Theorem 6.2.3) and let � > 0 be a Ho�man's onstant of the polyhedron PA;b. Given�̂ 2 N and x̂ 2 S�̂, we an �nd x 2 PA;b suh that�kx̂� xk � ( max1�j�m(aTj x̂� bj))+:As S� and S�̂ are uniformly bounded on N , we derive that�kx̂� xk � max1�j�m(âTj x̂� b̂j)+ +O(k�̂ � �k) = O(k�̂ � �k) :It then followsv� � q�(x)� yTx � q�̂(x̂)� ŷT x̂+O(k�̂ � �k) = v�̂ +O(k�̂ � �k) :We shall also use the followingLemma 6.3.3: Let x0 and �0 be respetively a solution of (P�) and an assoiated mul-tiplier. Then, we have(x� x0)TH(x� x0)2 � xTHx2 � yTx� v� + �T0 (Ax� b) for all x 2 Rn ;and kH(x� x0)k22�max(H) � xTHx2 � yTx� v� + �T0 (Ax� b) for all x 2 Rnwhere �max(H) is the greatest positive eigenvalue of H.Proof. Let x 2 Rn , from the symmetry of H and the optimality onditions, we deduethat xT0Hx = (y � AT�0)Tx = yTx� �T0Ax:Thus one gets, using (6.5),(x� x0)TH(x� x0) = xTHx+ xT0Hx0 � 2xT0Hx= xTHx+ xT0Hx0 � 2yTx+ 2�T0 (Ax� b) + 2�T0 b= xTHx� 2yTx� 2v� + 2�T0 (Ax� b);yielding the �rst onlusion of the lemma. The seond one fellows sinekH(x� x0)k2 = (x� x0)TH2(x� x0)� max�2 Sp(H) �(x� x0)TH(x� x0) � �max(H)(x� x0)TH(x� x0);



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 122where Sp(H) denotes the set of eigenvalues of H.We are now in a position to give the announed quantitative stability result. Let usdenote by e(C;D) = supx2C d(x;D) the Hausdor� exess of C � Rn over D � Rn .Theorem 6.3.3: Assume that (P�) is stable. Then(a) e(S�̂;S�) = O(k�̂ � �k1=2),(b) e(S �̂�;S�) = O(k�̂ � �k1=2),() jv�̂ � v�j = O(k�̂ � �k).Proof. (a) From Theorem 6.2.3, we an �nd a neighborhood N and  � 0 suh thatS�̂ [ S �̂� � BRn�Rm;for all �̂ 2 N . Let x be a solution of P�. From [67, Corollary 1℄, it follows thatS� = fz 2 Rn : Hz = Hx; � yTz � �yTx;Az � bg:Thus we an �nd a Ho�man's onstant � > 0 suh that� d(z;S�) � kH(z � x)k + (�yT (z � x))+ + maxi2[1;m℄(aTi z � bi)+ for all z 2 Rn :Let �̂ = (Ĥ;Â;ŷ;b̂) 2 N , x̂ 2 S�̂ and �̂ 2 S �̂� an assoiated multiplier, then we have� d(x̂;S�) � kH(x̂� x)k+ (�yT (x̂� x))+ + maxi2[1;m℄(aTi x̂� bi)+� kĤ(x̂� x)k+ (�ŷT (x̂� x))+ +O(k� � �̂k) (6.11)Applying Lemma 6.3.3 to P�̂, we dedue thatkĤ(x̂� x)k22�max(Ĥ) � xT Ĥx2 � ŷTx� v�̂ + �̂T (Âx� b̂)� v� � v�̂ + �̂T ((Â� A)x� (b̂� b)) +O(k� � �̂k) :As, from Lemma 6.3.2, we have v� � v�̂ +O(k� � �̂k), we getkĤ(x̂� x)k2 = O(k� � �̂k): (6.12)It follows, using the optimality onditions for problem (P�̂),�ŷT (x̂� x) = (Ĥx̂ + ÂT �̂)T (x� x̂) = x̂T Ĥ(x� x̂) + �̂T (Âx� b̂)



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 123and �̂T (Âx� b̂) = �̂T (Ax� b) +O(k� � �̂k) � O(k� � �̂k);sine Ax� b � 0 and �̂ � 0, yielding�ŷT (x̂� x) � x̂T Ĥ(x� x̂) +O(k� � �̂k);whih, ombined with (6.12), leads to (�ŷT (x̂ � x�))+ = O(k� � �̂k1=2), from whih wederive that d(x̂;P�) = O(k� � �̂k1=2), hene e(S�̂;S�) = O(k�̂ � �k1=2).(b) Let �̂ 2 S �̂� be a multiplier assoiated to some solution x̂ 2 S�̂ and let x 2 S� besuh that kx̂� xk = d(x̂;S�) = O(k�̂� �k1=2), and let �0 2 S�� be an assoiate multiplier.Relying on Lemma 6.2.1, we derive thatS�� = f� � 0 : AT� = AT�0; bT� = bT�0g :Consequently, there exists � > 0 suh that�d(�;S��) � kAT (�� �0)k+ jbT (�� �0)j for all � 2 Rm+ :Thus we an �nd � 2 S�� suh that�k�̂� �k � kAT (�̂� �0)k+ jbT (�̂� �0)j = kAT (�̂� �)k+ jbT (�̂� �)j : (6.13)Using the fat that Hx� y + AT� = 0 and Ĥx̂� ŷ + ÂT �̂ = 0, one obtainsAT (�̂� �) = (AT � ÂT )�̂+ ÂT �̂� AT�= (AT � ÂT )�̂+ ŷ � y +Hx� Ĥx̂= (AT � ÂT )�̂+ ŷ � y +H(x� x̂) + (H � Ĥ)x̂:Sine (P�) is stable and kx� x̂k = O(k�̂ � �k1=2), we dedue thatkAT (�̂� �)k = O(k�̂ � �k1=2) : (6.14)Now, using the fat that �T (Ax� b) = 0 and �̂T (Âx̂� b̂) = 0, one obtainsbT (�̂� �) = b̂T �̂� bT�+ (b� b̂)T �̂= �̂T Âx̂� �TAx + (b� b̂)T �̂= (�̂� �T )Ax+ �̂T (Âx̂� Ax) + (b� b̂)T �̂= xTAT (�̂� �) + �̂T (Â� A)x̂ + �̂TA(x̂� x) + (b� b̂)T �̂



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 124thus by (6.14) and the fat that kx̂� xk = O(k�̂ � �k1=2) we dedue thatjbT (�̂� �)j = O(k�̂ � �k1=2): (6.15)Thus the onlusion (b) follows from (6.14) and (6.15).() In order to prove the last assertion observe thatv�̂ � v� = (x̂+ x)TH(x̂� x)2 � yT (x̂� x)� x̂T (H � Ĥ)x̂2 � (ŷ � y)T x̂= (x̂� x)T (Ĥx̂ +Hx)2 � ŷT(x̂� x) +O(k�̂ � �k):As Ĥx̂+Hx = ŷ + y � ÂT �̂� AT�, �̂T (Âx̂� b̂) = 0 and �̂T (Ax� bi) � 0, we obtain(x̂� x)T (Ĥx̂ +Hx) = (ŷ + y)T (x̂� x) + (x� x̂)T (ÂT �̂+ AT�)= 2ŷT(x̂� x) + (x� x̂)T (ÂT �̂+ AT�) +O(k�̂ � �k):Now, from (6.14), we get(x� x̂)T (ÂT �̂+ AT�) = (x� x̂)TAT (�� �̂) + (x� x̂)T (ÂT + AT )�̂� 2�̂T (Ax� b) +O(k�̂ � �k)yielding (x̂� x)T (Ĥx̂ +Hx) � 2ŷT (x̂� x) +O(k�̂ � �k);sine �̂T (Ax� b) � 0. Thus one gets(x̂� x)T (Ĥx̂ +Hx)2 � ŷT (x̂� x) � O(k�̂ � �k)and then v�̂ � v� +O(k�̂ � �k) ;from whih the onlusion () follows sine v� � v�̂ + O(k�̂ � �k); aording to Lemma6.3.2.Remark 6.3.2: It is probably uneasy, exept in the de�nite positive ase treated in [37℄,to obtain lower semiontinuity stability results in onvex quadrati problems with pertur-bations of the quadrati part. Indeed, assuming that S� does not redue to a singleton;then the unique solution x" of the problem assoiated to H" = H + "In onverges, when" goes to 0, to the least norm solution of the unperturbed problem.



6. Quantitative stability in onvex quadrati programming 125When strenghtening the regularity assumptions (R1) and (R2) of Theorem 6.2.2, we shallprove that the value funtion is, in that ase, Lipshitzian near �. To this end, we needsome material from [11, 65℄. Given a nonempty polyhedron PC;d, we setIC;d := fJ � [1;m℄ : PC;d \ C�1J (dJ) 6= ;g [ fJ � [1;m℄ : PC;0 \ C�1J (0) 6= f0gg;then �Ĉ := minfJ2IC;d: 0=2o (̂J )g d�(0;o(̂J));is a Ho�man onstant for all nonempty polyhedron PĈ;d̂ whenever (Ĉ;d̂) is lose enoughto (C;d). Moreover, under the regularity assumption0 =2 bdry(o(J)) for all J 2 IC;d; (6.16)the funtion Ĉ 7! �Ĉ is Lipshitz near C and then is bounded away from 0 in a neighbo-rhood of C. Observe that 0 =2 bdry(o(J)) if and only if either there exists z 2 Rn suhthat CJz < 0 or CJz � 0 implies z = 0.Lemma 6.3.4: Assume that there exists x0 2 Rn suh that Cx0 < d. Then the regularityassumption (6.16) is equivalent to 0 =2 bdry(o([1;m℄)).Proof. Assume that 0 2 bdry(o([1;m℄)), then there exists � 2 Rm+ n f0g and z 2 Rn+ n f0gsuh that CT� = 0 and Cz � 0. Let J = fi 2 [1;m℄ : �i > 0g, we have 0 = zTCT� =�TJCJz, thus CJz = 0. It follows that J 2 IC;d and 0 2 bdry(o(J)) sine CT�J=0and CJz = 0 with z 6= 0, from whih (6.16) does not hold. Conversely, assume that0 =2 bdry(o([1;m℄)) and let J 2 IC;d. If there exists z 2 Rn suh that Cz < 0 thenCJz < 0 and we are done. If Cz � 0 implies z = 0, then there exists z 2 PC;d \ C�1J (dJ),thus CJ(x0 � z) < 0 from whih 0 =2 bdry(o(J)).As a onsequene, we getProposition 6.3.2: Assume that (P�) is stable and that 0 =2 bdry(o(a[1;m℄)). Then thevalue funtion v(�) is Lipshitzian near �.Proof. As (P�) is stable, there exists, from Theorem 6.2.2, a neighborhood U of � suhthat, for all �̂ 2 U , S�̂ is uniformly bounded. From Lemma 6.3.4, we obtain that (6.16)is satis�ed, thus we an �nd � > 0 a Ho�man onstant for any polyhedron PÂ;b̂ where�̂ = (Ĥ;Â;b̂;ŷ) 2 U . Then the onlusion of the proposition follows along the lines of theproof of Lemma 6.3.2.
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Contribution �a la sensibilit�e et �a la stabilit�e en optimisation et en th�eoriem�etrique des points ritiquesR�esum�e :Dans ette th�ese nous proposons quelques ontributions �a l'analyse variationnelle dans les es-paes m�etriques et �a l'optimisation : r�egularit�e m�etrique, th�eorie m�etrique des points ritiques,sensibilit�e de onstantes de Ho�man, stabilit�e en programmation quadratique.Dans le as poly�edral nous �etablissons des formules expliites de onstantes de Ho�man despoly�edres ave �egalit�es expliites. Ensuite, en mettant en �evidene le arat�ere lipshitzien dees onstantes, nous alulons le sous-di��erentiel de Clarke des fontions assoi�ees. Nous fai-sons �egalement une revue de la r�egularit�e m�etrique des multi-appliations, et nous traitons lastabilit�e d'un probl�eme quadratique onvexe. La onsid�eration du onept de pente faible, etdon des tehniques de d�eformation appropri�ees, nous permet d'�etablir des r�esultats de stabilit�ehomotopique des points ritiques isol�es des fontions ontinues.Contribution to stability and sensitivity in optimization and in metri ritialpoint theoryAbstrat:In this thesis, we propose some ontributions to variational analysis in metri spaes and tooptimization: metri regularity, metri ritial point theory, sensitivity of Ho�man onstants,stability in quadrati programming.In the polyhedral ase, we establish expliit formulae for Ho�man onstants of polyhedrons withexpliit equalities. As these onstants, under some regularity onditions, have a Lipshitzianbehaviour, we alulate then the Clarke subdi�erential of the assoiated funtions. We also makea review of the metri regularity of multifuntions, and we treat some questions of stability inonvex quadrati programming. The onsideration of the notion of weak slope, and thus ofappropriate deformation tools, allows us to establish results on the homotopial stability ofisolated ritial points of ontinuous funtions on metri spaes.Key words:Sensitivity analysis, variational priniples, weak and strong slopes, subdi�erentials, global er-ror bounds, metri regularity, Ho�man onstants, quadrati programming, metri ritial pointtheory, deformation tools, homotopial stability, bifuration. Abderrahim HantouteToulouse, le 29 septembre 2003


