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INTRODUCTION

Dans le présent travail de thése nous nous sommes intéressés a la marche aléatoire unidimensionnelle récurrente
en milieu aléatoire, définie par F. Solomon en 1975. En particulier nous avons mis I'accent sur les propriétés
de localisation et de concentration de ce processus. Avant de préciser ces notions, revenons & la définition de la
marche aléatoire en milieu aléatoire dont il sera question ici. Un milieu aléatoire sera défini comme une suite
de variables aléatoires (;,i € Z) indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans |0, 1[2. La variable
aléatoire «; (i € Z) représente la probabilité pour le processus noté (X, n € N) et appelé Marche Aléatoire
en Milieu Aléatoire (M.A.M.A. ) d’effectuer un saut a droite lorsqu’il se trouve sur le site i. Si on impose une
condition sur le milieu de maniére & ce qu’aucune direction (droite ou gauche) ne soit privilégiée, F. Solomon
([95]) montre que le processus (X,,n € N) est récurrent c’est a dire qu’il visite une infinité de fois chacun des
points du réseau Z avec une probabilité un. Cette condition de récurrence se traduit de la facon suivante :

1—
(H.1) Eo {m 0‘0} =0,
&%)

ot Eg représente la moyenne relative au milieu aléatoire. Si on utilise uniquement cette premiére hypothése, le
processus (X,,,n € N) sera bien entendu récurrent, mais cela ne suffit pas pour obtenir une M.A.M.A. | pour
cela on doit imposer I’hypothése supplémentaire suivante :

1—
(H.2) Varg [ln ao] >0,
Qo

ot Varg désigne la variance relative au milieu aléatoire. Cette derniére condition implique que le processus
(X, n € N) n’est pas réduit a une marche aléatoire simple effectuant des sauts de longueur +1 ou -1 avec
une probabilité 1/2. Nous appellerons les hypothéses H.1 et H.2 les hypothéses nécessaires pour obtenir une
M.A.M.A. récurrente.

Localisation de la M.A.M.A. récurrente. La premiére question qui se pose est : quel comportement
asymptotique peut avoir un tel processus ? Pour répondre a cette question une hypotheése sur les v.a. (a;, ¢ € Z)
est ajoutée aux hypothéses nécessaires :

(H.3) Qm<ar<l-g=1 0<n<;,

nous appellerons hypothése de régularité toute hypothése de type H.3, c’est a dire toute hypothése ajoutée aux
deux hypothéses nécessaires. Y. Sinai [92] parvient, sous ces trois hypothéses, a répondre a la question posée
précédemment : il montre, pour un instant n donné, non seulement que le comportement asymptotique de la
M.A.M.A. est en (Inn)? mais, de plus, que la M.A.M.A. est localisée au voisinage d'un point bien défini du
réseau Z. Ce point que nous noterons mg est une variable aléatoire dépendant uniquement du milieu et de n.
La premiére constatation est que I’hypothése H.2 impose a la M.A.M.A. d’étre sous-diffusive en opposition &
une marche aléatoire simple qui se comporte en /n. Ce phénoméne de localisation confirme en outre que le
comportement d’'une M.A.M.A. récurrente est trés différent de celui de la marche aléatoire récurrente classique.
La partie II de cette thése est entiérement consacrée & cet aspect de localisation, en particulier on donne une
preuve alternative au résultat de Y. Sinai sous une hypothése de régularité plus faible que H.3.



Concentration de la M.A.M.A. récurrente. Le second aspect que nous traitons dans ce travail et qui
constitue la partie originale de cette thése est ce que nous appelons la concentration de la M.A.M.A. récurrente.
Nous avons fait I’étude du temps local de la M.A.M.A. , d’une part dans un voisinage du point de localisation
mo et d’autre part au point mg lui méme. Le temps local en un point k£ € Z jusqu’a un instant n, est une v.a.
directement liée au processus (X,,,n € N) qui compte le nombre de fois ou la M.A.M.A. est passée par le point
k. Sous les hypothéses H.1, H.2 et H.3, nous avons montré que la M.A.M.A. dépense la quasi totalité de son
temps dans un petit voisinage de g négligeable devant (Inn)?, la M.A.M.A. est donc non seulement localisée
mais également extrémement concentrée au voisinage de mg. Nous avons également montré sous ces mémes
hypothéses que le temps local en m était de I'ordre de n en probabilité. Ce dernier résultat est une conséquence
directe d’un résultat plus fort que nous expliciterons dans le troisiéme paragraphe ci-dessous.

Nous décrivons maintenant les quatre parties de cette thése.

La partie I comporte deux chapitres. Dans le premier on donne une vue d’ensemble des résultats connus a ce
jour sur les M.A.M.A. unidimensionnelles, ’accent ayant été mis sur le cas des M.A.M.A. récurrentes. Dans
le second chapitre on donne quelques résultats élémentaires sur les processus de naissance et de mort que I'on
appellera M.A.M.I. pour "Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne", la majorité de ces résultats étant dus a
K.L. Chung [23]. En fin de chapitre on montre le résultat de F. Solomon [95] qui donne le critére de récurrence
pour les M.A.M.A. unidimensionnelles (H.1).

La partie II est consacrée a la preuve de la localisation de M.A.M.A. récurrente. Dans le premier chapitre nous
énoncerons les hypothéses qui seront utilisées dans cette partie et les résultats que nous montrerons : ceux de Y.
Sinai [92] et de H. Kesten [56]. Dans un second chapitre, on décrit en détail le comportement du milieu aléatoire
sous ces hypothéses, nous introduisons pour cela la notion de potentiel aléatoire, de vallée et de raffinement.
Aprés avoir défini la vallée "minimale" { M}, g, My} dans laquelle la M.A.M.A. reste la totalité du temps
n qui lui est imparti, on effectue un découpage ordonné en vallées a partir de I'opération de raffinement. Ce
découpage "ordonné" nous permettra de comprendre intuitivement et par le calcul pourquoi la M.A.M.A. est
localisée. Les propriétés du milieu aléatoire dont nous aurons besoin sont montrées en détail dans ce second
chapitre. Ces propriétés sont ensuite regroupées dans la définition d’un ensemble que nous appellerons ensemble
des "bons" environnements. Dans le troisiéme chapitre de cette partie nous montrerons la sous-diffusivité de la
M.A.M.A. récurrente puis nous ferons une bréve analyse du temps de retour au point du réseau ou la marche
se concentre : mg. Le quatriéme chapitre de cette partie est consacré a la preuve du théoréme de Y. Sinai : avec
une @ probabilité aussi proche de un que 'on veut

Xn

(0.1) T

— mg, en P® probabilité ,

ol ) est la mesure de probabilité associée au milieu aléatoire et P* la mesure associée au processus (X,,n € N),
P* étant une v.a. pour la mesure (). Ce type de résultat est appelé résultat "trempé" en référence a la mé-
tallurgie (quenched pour les anglophones) car on travaille & milieu fixé, c’est a dire sous la mesure P% puis on
explicite le résultat en () probabilité. Nous donnons dans un premier temps une preuve de ce résultat basée sur
la construction ordonnée en vallées effectuée dans le second chapitre et ’étude des temps de retour a mg faite
au troisiéme chapitre. Nous exposons ensuite les principaux arguments de la preuve de Y. Sinai. Nous avons
simplifié et clarifié plusieurs points de sa démonstration en donnant les définitions probabilistes des objets qu’il
introduit pour sa preuve. C’est le dernier point de son calcul dont nous n’avons pu clarifier la méthode de calcul
qui a motivé I'élaboration d’une preuve alternative avec une approche différente. Nous terminons ce chapitre
par le résultat de H. Kesten [56] et A. O. Golosov [38] qui donnent explicitement la distribution limite de la
M.A.M.A. normalisée. Nous décrivons alors en détail la démarche de H. Kesten qui est une discussion basée
uniquement sur le milieu aléatoire. La partie III de cette thése, que I'on introduit ci-dessous, a été motivé d’une
part par certaines remarques de Y. Sinai concernant les temps locaux et d’autre part par la méthode qu’utilise
H. Kesten pour caractériser le point de localisation défini par Y. Sinai.

Dans la partie III nous nous intéressons au temps local de la M.A.M.A. , plus particuliérement au temps local
de la M.A.M.A. dans le voisinage ainsi qu’au point de localisation my. Comme pour la partie II, le premier

chapitre est consacré a 1’énoncé des hypothéses et des résultats qui seront montrés dans les chapitres suivants.
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Dans le second chapitre nous rappelons quelques propriétés élémentaires du milieu aléatoire que nous avions
exposées et montrées dans la partie II. Dans le troisiéme chapitre nous faisons une analyse fine de la Q v.a. :
(0.2) ES, [L(k,T™0~™0)] | ke {M), My+1,--- o, -+, Mo+1, Mo},

qui est la moyenne du temps local de la M.A.M.A. au point k£ en un temps de retour au point 1. Les résultats
obtenus nous ont permis de montrer que le temps local dans un voisinage de 1 de taille (Inlnn)? jusqu’a un
instant n est plus grand que n(1 — o(1)) : avec une @ probabilité aussi proche de un que nous souhaitons,

(0.3) L (Vig,n) > n(l — d,) avec une P* probabilité tendant vers 1,

ot limy, o0 0y, = 0 et Vi, est le voisinage de mg de taille (Inln n)2. Ce résultat met en évidence que la M.A.M.A.
dépense la quasi totalité de son temps dans Vi, c’est a dire qu’elle se concentre dans ce voisinage. Notre second
résultat est le suivant : avec une @) probabilité aussi proche de 1 que nous voulons :
L(mg,n 1 -
(0.4) (1720, ) — — en P* probabilité .
" R [Vt T )]

0,m0,Mo?

N - _ 9 . , .. “r) o~ ~ .
ou V; NI o, Ko} €5t lensemble des points contenus dans la vallée minimale {M{, Mg, My}. Nous terminons ce
chapitre en montrant que nos résultats ont des conséquences directes sur le maximum des temps locaux et sur

le lieu favori de la M.A.M.A. . Tous les résultats que nous avons obtenus sont donc de type "trempés".

La partie IV de cette thése est une discussion heuristique sur les résultats des parties II et IIT avec un support
numérique. Nous avons programmé une application permettant la visualisation ainsi que I’étude d’une M.A.M.A.
récurrente. Une des possibilités de cette application est de faire apparaitre les phénoménes de localisation et de
concentration.

il



iv



Table des matiéres

INTRODUCTION

I Historique et résultats élémentaires sur les M.A.M.A. unidimensionnelles

1 Historique sur I’étude des Marches Aléatoires en Milieux Aléatoires (M.A.M.A. )
1.1 Définition des M.A.M.A. et propriétés élémentaires . . . . . . . . . . . . . ... ... ....
1.2 Les MLALMLA. récurrentes . . . . .« . o oo e e e
1.3 Les MLAM.A. transitoires . . . . . . . ...
2 Résultats Elémentaires sur la M.A.M.A. et la M.A.M.I. Unidimensionnelle
2.1 Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne (MLAM.I ) . . . .. ..o oo oL
2.2 Marche Aléatoire en Milieu Aléatoire (MLAM.A. ). . . . . o oo Lo o
Annexes

A Invariance par translation et propriété de Markov forte

A.1 Chaines de Markov Homogénes . . . . . . . . . ... .
A.2 Propriété de Markov forte . . . . . . . oL

B Quelques résultats sur les sommes de v.a. i.i.d.

IT

3

4

Localisation de la M.A.M.A. récurrente

Hypothéses et Résultats.

Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6
4.1 Définition du potentiel aléatoire et controle des fluctuations . . . . . . .. ... ... ....
4.2 Découpage ordonné en vallées . . . . . . ... oL

4.3 Propriétés de 'ensemble des "bons" environnements . . . . . . .. ... Lo

Comportement sous-diffusif et analyse des temps de retour au point mg

5.1 Comportement sous diffusif de la MLA.M.A. récurrente . . . . . . . .. .. ... ... ....

15
15
29

33

33
33
34

37

41

43

45
45
50
64

87



5.2 Analyse du temps de retour 77070 92

6 Preuves du théoréme de Localisation 103
6.1 Preuve par analyse des temps de retour . . . . . . .. .. Lo 103
6.2 Preuve de Y. Sinai (par analyse de temps locaux) . . . .. ... .. ... ... ... 111
6.3 Distribution limite pour la M.A.M.A récurrente . . . . . . . . .. ... ... ... ...... 121

IITI Concentration de la M.A.M.A. récurrente 129

7 Hypothéses et Résultats 131
7.1 Hypotheéses et Notations . . . . . . . . . . .. 131
7.2 Temps local dans un voisinage de g . . . . . . . ... L Lo e 132
7.3 Temps local au point mqg . . . . . . . .. 133
7.4 Conséquences sur le maximum des temps locaux et le lieu favori de la MLAM.A. . . . . .. 135

8 Propriétés élémentaires du milieu aléatoire sous les hypothéses H.1, H.2 et H.3 137
8.1 Rappels sur 'hypothése H.3 et surlesvallées . . . . . . . . . ... ... .. ... ... .... 137
8.2 Description du milieu aléatoire sous H.1, H2et H.3 . . . . . . .. .. ... ... ... .... 139

9 Etude de la @ variable aléatoire : (E%O [L(k,TTMo=m0)], k€ V{Mg,mo,Mo}) 151
9.1  Etude de la Q variable aléatoire B, L(Vo, TMo~mo) oo 151
9.2 Etude de la Q v.a. E% [L(Viag, TT07™0)] Lo 166
9.3 Variations maximales du potentiel aléatoire dans le voisinage Viz, . . . . . . . . . ... ... 177
9.4 Définition de I’ensemble des "bons" environnements . . . . . . ... .. ... ... ... 181

10 Temps local au point de localisation 7 (preuve des théorémes 7.2.1 et 7.3.1) 185
10.1 Temps local dans le voisinage du point 7 (preuve du théoréme 7.2.1) . . . . . ... . ... 185

10.2 Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mg (preuve du théoréme
T31) 189

10.3 Conséquences sur le maximum des temps locaux et le lieu favori de la M.A.M.A. (preuves

des corollaires) . . . . .. 206
IV  Visualisation numérique d’une M.A.M.A. récurrente 209
Conclusion et Projets de Recherche 221
Bibliographie 227

vi



Liste des Notations

Abréviations.
v.a. variable(s) aléatoire(s) ,
p-s. presque stirement
iid. indépendant(e)(s) identiquement distribué(e)(s)

M.A.M.A. Marche Aléatoire en Milieu Aléatoire |,
M.A.M.I.  Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne ,
M.A.R.S. Marche Aléatoire Récurrente Simple.

Conventions et symboles.

o(X) o-algébre engendrée par la variable aléatoire X |,
alNb minimum de a et b ,

aVb maximum de a et b |

O (h) de lordre de h

0 symbole de Kronecker

[a] partie entiére de a € R |

|A] ou #A le nombre d’éléments dans A.

vii



viii



Tout vrai langage est incompréhensible.

J. Cocteau

Partie 1

Historique et résultats élémentaires sur
les M.A.M.A. unidimensionnelles

Le premier chapitre de cette partie est consacré d’une part a la description du modéle dont il est question dans
ce travail de theése : les Marches Aléatoires en Milieu Aléatoire (M.A.M.A. ) et d’autre part & un bref historique
sur un certain nombre de résultats obtenus depuis 1975 jusqu’a nos jours sur ces processus. Le but est de donner
au lecteur un bref apercu des connaissances actuelles sur les M.A.M.A. unidimensionnelles et de lui permettre
de situer nos travaux dans cette thématique. Le second chapitre est un rappel de résultats, en grande partie dus
a K. L. Chung [23], sur les processus de naissance et de mort. Les travaux de K. L. Chung constituent la base
des calculs qui nous permettrons I’étude de la M.A.M.A. . Ce second chapitre donne une certaine autonomie a
ce travail. Le lecteur pourra faire une lecture compléte de la thése sans se référer a d’autres ouvrages. A la fin
de ce chapitre on présente le résultat de F. Solomon [95] qui donne un critére de récurrence pour la M.A.M.A.
unidimensionnelle.






Chapitre 1

Historique sur I’étude des Marches
Aléatoires en Milieux Aléatoires

(M.AM.A. )

On présente dans ce chapitre quelques résultats retragant I’étude des Marches Aléatoires en Milieux Aléatoires
(ML.AM.A. ) sur le réseau Z. Le but est de donner au lecteur un bref apercu de ce qui a été étudié sur les
M.A.M.A. depuis leur apparition en physique et théorie des probabilités au milieu des années 70. Ce premier
chapitre permet également de situer les recherches menées dans cette thése. Pour des résumés plus détaillés sur
les M.A.M.A. et plus généralement les milieux aléatoires voir les notes de O. Zeitouni [117], A. S. Sznitman
[101], S. A. Molchanov [76] et les livres de B. D. Hughes [47] et P. Revesz [84]. Dans ce chapitre on s’est restreint
essentiellement & une M.A.M.A. effectuant des sauts sur ses plus proches voisins et on a mis l'accent sur le cas
récurrent car c’est cet aspect qui fait ’objet de nos recherches.

Dans le premier paragraphe on donne la définition du modéle puis on énonce le résultat de F. Solomon [95]
qui donne une premiére classification des M.A.M.A. en fonction d’hypothéses faites sur le milieu aléatoire. Ce
premier résultat ainsi que les travaux de H. Kesten, M. V. Kozlov et F. Spizer ([57], 1975) puis ceux de Y.
Sinai ([92] 1982) mettent en évidence la diversité des comportements de la M.A.M.A. : récurrente sous-diffusive,
transitoire sous balistique, transitoire balistique.

Le second paragraphe est consacré a la M.A.M.A. récurrente. Nous commengons par énoncer le résultat de Y.
Sinai qui montre, pour un instant n donné, la sous-diffusivité ainsi que la localisation la M.A.M.A. . Le point
du réseau Z au niveau duquel la M.A.M.A. se localise est une v.a. dépendant uniquement du milieu et de n
dont la distribution limite est déterminée indépendamment par A. O. Golosov [39] et H. Kesten [56] (1986). Les
premiers résultats obtenus avec une probabilité égale & 1 sont montrés par P. Deheuvels et P. Revesz [29], [84]
et [85] (1986), en particulier sur le maximum et le temps local de la M.A.M.A. . Il faut ensuite attendre la fin
des années 90 pour voir apparaitre de nouveaux résultats sur la M.A.M.A. récurrente : par le biais du calcul
stochastique H. Shi et Y. Hu. résolvent un grand nombre de problémes classiques qui étaient résolus uniquement
dans le cas des marches aléatoires récurrentes simples.

Le troisiéme paragraphe est une trés courte introduction aux M.A.M.A. transitoires. On distingue deux types
de marches transitoires celles dites balistiques ayant une vitesse non nulle et celles sous-balistiques avec une
vitesse nulle. Pour ces M.A.M.A. | dont I’étude commence avec H. Kesten, M. V. Kozlov et F. Spizer ([57],
1975), on observe un nombre important de résultats sur les grandes déviations (1994-2001). La double stochas-
ticité des M.A.M.A. offre, en effet, deux possibilités de résultats pour les grandes déviations : soit & milieu
fixé (dit "Quenched") soit aprés avoir moyenné sur le milieu ("dit annealed"). Enfin un résultat presque str,
obtenu récemment par Z. Shi et N. Gantert (2001), sur le temps local de la M.A.M.A. sous-balistique est présenté.



Chapitre 1. Historique sur I’étude des Marches Aléatoires en Milieux Aléatoires (M.A.M.A. )

1.1 Deéfinition des M.A.M.A. et propriétés élémentaires .

Définissons dans un premier temps une marche aléatoire en milieu inhomogéne (ou a milieu fixé) : la ML.A.M.I. .

Définition 1.1.1. Soit (a;, ¢ € Z) une suite de nombres réels strictement compris entre 0 et 1, on appellera
Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne (M.A.M.I. ) une chaine de Markov Homogéne (X,,, n € N) a valeurs
dans Z définie sur l’espace probabilisé (2, Fy,P?), ayant pour matrice de transition : pour tout ¢ € Z et tout
n>1,

(].].) P« [Xn =1+ ].‘Xn,1 = Z] = Oy,

Pe [Xn =17 — I‘Xn—l = ’L] =1 — E,Bz'.
La mesure de probabilité P> [.| Xy = a] sera notée P% [.], et E* désignera la moyenne associée a P2.
Remarque 1.1.2. — Cette chaine de Markov est un processus de naissance et de mort irréductible.

— La mesure associée a cette chaine de Markov est notée P pour rappeler qu’elle est définie a partir de la suite
(Oti7 1€ Z)

On définit maintenant ce qu’on appellera "milieu aléatoire" :

Définition 1.1.3. On appellera milieu aléatoire et on notera a une suite de variables aléatoires (a;, i € Z) a
valeurs dans |0, 1[Z définie sur ’espace probabilisé (Q2, F2, Q). On notera Eg la moyenne associée & @) et Varg
la variance.

Soit Ay € Fa, pour tout w € A fixé, a(w) € ]0, l[Z est une réalisation de I’environnement «, pour simplifier les
notations on notera o € As plutdt que w € As. Soit B € Fi, on écrira par exemple : pour tout o € Ay

(1.2) PY[Bl=---,
plutot que : pour tout w € As
(1.3) P [B] = .

On remarque que cette notation est cohérente avec la définition de la M.A.M.I. (X,,,n € N), en effet pour définir
cette chaine de Markov il faut fixer une suite (o;, i € Z) dans ]0, 1[%.

Définissons enfin la M.A.M.A. :

Définition 1.1.4. Une Marche Aléatoire en Milieu Aléatoire est une suite de variables aléatoires (X, n € N)
définie sur l'espace probabilisé (21 x Qqo, F = F; x Fa, P), telle que :

e (X,, n €N) est la chaine de Markov définie en 1.1.1 sous la mesure P*, et

] VAl € fl et VAQ € .7:2, P [Al X A2] = fAz Q(dwg) fAl ]P)a(wQ)(dwl).

Dans ce travail de thése on supposera que les v.a. («;,¢ € Z) sont indépendantes et identiquement
distribuées.

Remarque 1.1.5. La premiére constatation est que P® est une variable aléatoire définie sur I’espace probabilisé
(Q2, F2, Q) on ne peut donc pas exploiter P* comme une mesure associée a la chaine de Markov (X,,,n € N).
Cependant si on fixe w dans €, alors P = P*(%) est la mesure de probabilité associée a la chaine de Markov
définie en 1.1.1. On rappelle que 'on a adopté la notation suivante, soit Ay € F> :

(1.4) we Ay & a e As.

Dans ce chapitre nous serons amenés a étudier les variables aléatoires suivantes :
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1.2. Les M.A.M.A. récurrentes

Définition 1.1.6. Soient xt € Z et n € N :

~ L(z,n)=>1_, Ifx, =z}, est le temps local de (X, k € N) au point x pour un temps compris entre 1 et n.
- L*(n) = max,{L(x,n)} (le maximum des temps locaux).

~ F(n) = {z € Z, L(x,n) = maxyez, L(y,n)} est 'ensemble des lieux favoris de (X, k € N).

— F(n) = max{zr € Z*, x € F(n)} (le plus grand des points favoris de (X, k € N)).

Nous serons amenés a comparer certains résultats de la M.A.M.A. & ceux d’une marche aléatoire simple effectuant
des sauts de longueur +1 ou —1 avec une probabilité égale & 1/2. Nous noterons M.A.R.S. (Marche Aléatoire
Récurrente Simple) cette marche aléatoire.

Le résultat suivant d a F. Solomon (1975) [95], permet de donner une premiére classification des comportements
que présentent les M.A.M.A. | il s’agit du "critére de récurrence" :

Théoréme 1.1.7. On a :

L
(1.5) Eqg |In Nl <0= lim X,=00 Pps.,
L a() ] n— 00
o]
(1.6) Eqg |In W1 S 0= lim X,=—-00 Pps.,
L ao ] n—oo
[ 1- Oéo- .
(1.7) Eq |In =0= (X, n €N) est récurrente P p.s. .
L Qo |

Nous donnerons la preuve de ce résultat dans le chapitre suivant (page 30).

Remarque 1.1.8. Notons (S, = Y1, &,n € N) o (¢, i € N) est une suite de v.a. i.i.d. On sait que le
critére de récurrence pour (S,, n € N) est que la moyenne d’un incrément soit nulle i.e. E [¢y] = 0. Ceci semble
également vrai pour une M.A.M.A. si on définit les incréments comme étant : ¢; = =% j € Z, a la différence
prés qu'il ne s’agit plus de l'incrément de la M.A.M.A. (X, j € N) proprement dite mais d’une variable aléatoire
relative au milieu aléatoire (S,,,n € N). L’hypothése E [¢g] = 0 implique donc que le milieu aléatoire ne permet

pas a la M.A.M.A. d’avoir une direction (droite ou gauche) privilégiée.

1.2 Les M.A.M.A. récurrentes

Dans ce paragraphe nous travaillerons sous 'hypothése de récurrence :

(H.1) Eo {m 1= 0‘0} = 0.
o

1.2.1 Premiers résultats : localisation de la M.A.M.A. (1975-1986)

Y. Sinai [92] (1982) étudie le premier rigoureusement le cas délicat de la M.A.M.A. récurrente & une dimension.
Avant lui G. A. Ritter [87] (1976) s’ intéresse déja a cette marche mais ne parvient pas a résoudre complétement
le probléme. Sinai montre sous I’hypothése H.1, ainsi que les deux hypothéses suivantes :

1
(H.2) Varg {ln ao} =02>0,
Qg
1
(H.3) Qm<ag<1l—n =1, 0<n§§,

que la M.A.M.A. a non seulement un comportement sous-diffusif(!) (en (Inn)?) mais qu’elle se localise au
voisinage d’un point mg pour un instant n avec une probabilité proche de 1, ce point my dépendant uniquement
de n ainsi que du milieu « :

Lon entend sous-diffusif par opposition au comportement d’une marche aléatoire récurrente simple dont le comportement "dif-

fusif" est en y/n.



Chapitre 1. Historique sur I’étude des Marches Aléatoires en Milieux Aléatoires (M.A.M.A. )

Théoréme 1.2.1. Supposons H.1 et H.2 et H.3 pour tout € > 0 et tout § > 0 il existe ng = no(e,0) tel que pour
tout n > ng, pour tout milieu o € C,, :

Xn
In“n

> 5] — 0, quand n — oo,

avec Q[Cp] >1—¢ etmoz(hﬁhig)z.

Nous préciserons dans la partie II de ce travail le role de C,, et mg, nous donnerons une preuve alternative a ce
résultat puis nous expliquerons en détail la démarche de Y. Sinai.

Discutons maintenant des hypothéses nécessaires et celles utilisées en pratique pour montrer ce résultat : on
sait que la M.A.M.A. est récurrente si et seulement si H.1 est vérifiée, donc H.1 fait partie des hypothéses
nécessaires, de méme H.2 est une condition nécessaire pour que la M.A.M.A. ne soit pas réduite & une marche
aléatoire simple récurrente, en effet :

1—040

&%)

1
(1.13) H.2 & Varg {ln ] >0=0Q {ao = 2} <1

A ces deux hypothéses élémentaires il faut ajouter une hypothése de régularité supplémentaire. L’hypothése la
plus simple & laquelle on pense est :

11—«
Qo

(H.4) Varg {ln 0} =0? < 400 .

Cette hypothése permet de faire I’étude d’un potentiel aléatoire associé au milieu, défini comme somme partielle
des v.a. (In 1;—”‘, 1 € Z) dont la moyenne est nulle et la variance est finie, en utilisant la convergence en distri-
bution vers le mouvement Brownien de ce potentiel rendue possible gace & H.4. Nous verrons que 1’étude de ce
potentiel aléatoire, qui sera défini le moment venu, est fondamentale pour ’étude des M.A.M.A. . Cependant a
ma connaissance le résultat de Y. Sinai n’a pas été montré sous H.4. C’est en général ’hypothése forte H.3 qui
est la plus souvent utilisée pour étudier les M.A.M.A. récurrentes. Nous utiliserons nous méme cette hypothése
dans la troisiéme partie de cette thése. Dans le paragraphe 1.2.3 et 1.2.4 nous introduirons deux autres hypo-
théses de régularité.

Les hypotheses H.1 et H.2 seront appelées "hypothéses nécessaires" et les hypothéses H.3, H.4 et H.6 (page
12) "hypothéses de régularité".

Nous appellerons marche de Sinai une M.A.M.A. récurrente c’est & dire sous les hypothéses
"nécessaires" H.1 et H.2 avec de plus une hypothése de régularité.

Revenons maintenant a notre discussion sur la M.A.M.A. | la distribution limite de mg est déterminée (indé-
pendamment) par A. Kesten [56] et A. O. Golosov [38] (1986), ils en déduisent le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.2. Supposons H.1, H.2 et H.3 alors :

Xn o
(1.14) 21 5s— — L, en distribution
n“n
ot
dP[L<z] 2= (=1) (2k + 1)27?
1.15 sy _ 2 D LD R
(1.15) dr - 1;) 2k+1) P ra——

On expose la preuve de H. Kesten dans la Partie II. On note également que M. Nauenberg [77] donne, en 1985,
un argument heuristique sur la forme de la distribution limite de mg sans parvenir tout a fait au résultat (voir
la remarque de H. Kesten [56] page 300).

A. O. Golosov (1986) [37] étudie un cas trés similaire de M.A.M.A. sur ZT ayant une probabilité non nulle de
rester sur place, il aboutit & un résultat similaire & Sinai. Dans [39] Golosov montre, en plus, que X,, —mg(Inn)?
(sans facteur de normalisation) a une distribution limite, résultat qu’il généralise dans [38] & la marche sur Z :
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Théoréme 1.2.3. Supposons H.1, H.2 et H.3, il existe une suite aléatoire (g = mo(Inn)?,n € N*) telle que
pour tout —oo < y < 00

(1.16) lim P[X, — g <y] = F(y),

n—-+oo

la fonction de distribution F(y) étant inconnue.

Comme nous 'avons déja fait remarquer la Partie II de ce travail est consacrée, entre autre, aux preuves des
théorémes que 'on vient d’énoncer (excepté le théoréme 1.2.3), on invite donc le lecteur a se reporter a cette
partie pour plus de détails (voir également O. Zeitouni [117] pour une extension du théoréme de Sinai & des
milieux stationnaires ergodiques et R. Durett [32] pour une généralisation en dimension quelconque).

1.2.2 Premiers résultats, presque strs, sur le maximum et les temps locaux (1986-
1988)

P. Deheuvels et P. Révész [29] (1986) s’intéressent au maximum de la M.A.M.A. . Le résultat ci-dessous donne
les corrections que I’on doit apporter au résultat de Sinai (qui montre le comportement en (Inn)?) pour obtenir
un résultat presque sir :

Théoréme 1.2.4. Supposons vérifiees les hypothéses H.1, H.2 et H.3. Pour tout € > 0, tout p > 3 et tout n
assez grand on a :

2
In“n

(1.17) < max (|X;]) < (Innlnlnn---In,4 n(lnpn)He)2 P p.s. .

(Inlnn)2te ~ 0<k<n
In, n est le p ieme itéré du logarithme de n.

ce résultat a été précisé par Y. Hu et Z. Shi ([44]) sous une hypothése de régularité plus faible que H.3, voir le
théoréme 1.2.18.

P. Revesz s’intéresse également (voir [84] et [85]) au temps local en O :

Théoréme 1.2.5. Sous les hypothéses H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0 et tout n suffisamment grand :

Inn
1.1 > —_ P.p.s.

Inn
1.1 < D — .s. P.p.s.
(1.19) L(0,n) <exp ((lng n)le) i.s. P.p.s. |
(1.20) L(0,n) > elnn(k“‘g”) i.s. P.p.s.

on
(1.21) L(0,n) < elnn(l_“‘3“) Pp.s.,

Ing n

C—==5 . . . .
ou C =C(0), 0, = (Inn) ~msm'? s signifiant "infiniment souvent".

Remarque 1.2.6. On rappelle (voir par exemple [85]) que pour une marche aléatoire récurrente simple
(M.A.R.S.) on a le résultat suivant, Ve > 0 :

(1.22) L;0,n) < (1+¢€)V2nlnlnn Pp.s.,
vn

. >(1—€¢)—— .p.S.

(1.23) Lo > (1-0 V" P

ot L£4(0,n) est le temps local en 0 de la M.A.R.S. . 1.20 implique que le temps local en 0 de la M.A.M.A. peut
&tre vraiment trés grand puisque quasiment de l'ordre de n en comparaison a la M.A.R.S. (1.22) qui est au plus
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comme v/2n Inlnn. Par contre 1.19 implique que £(0,n) peut également étre trés petit (plus petit que n’importe
quelle valeur de la forme n®, § > 0) contrairement & £,(0,n) qui par 1.23 reste plus grand que n/2=%" pour
tout &' > 0. On en déduit que méme si la M.A.M.A. reste localisée (par le théoréme de Sinai et le théoréme
1.2.4) dans une région de taille de 'ordre (Inn)? cela n’implique pas nécessairement que le temps local en 0 soit
plus grand que le temps local en 0 d’'une M.A.R.S. . Comme on va le voir dans le prochain résultat ainsi que
la partie IIT de cette thése ceci est di au fait que la M.A.M.A. privilégie certains points (aléatoires) du réseau
(pour un instant donné n).

Le théoréme 1.2.5 a été précisé par Y. Hu et Z. Shi [45], voir les théorémes 1.2.20 et 1.2.21, page 11.

Revesz ([85], [84]) s’intéresse également au maximum des temps locaux de la M.A.M.A. (Définition 1.1.6), il
£*(n)

n

s’interroge sur la lim sup , il ne parvient a résoudre le probléme que dans le cas particulier suivant :

Théoréme 1.2.7. Supposons que Qlag = p] = Qlag = 1 —p] = 1/2 02 0 < p < 1/2, alors il existe une
constante g = g(p) > 0 telle que :

(1.24) lim sup £r(n)

n—o00 n

>g(p) Pps. .

Remarque 1.2.8. L’hypothése du théoréme 1.2.7 implique bien H.1 :

1- 1. 1-— 1
ao} :flnierflnL:O,
Qo 2 P 2 1—-p

(1.25) Eo {m

et également H.2 et H.3 puisque 0 < p < 1/2.
On rappelle que pour la M.A.R.S. on a le résultat suivant dit & H. Kesten [53]

L£x(n)

(1.26) limsup ——=—==1 p.s..

n—+oo V2nlnlnn

La M.A.M.A. semble donc bien privilégier certains points bien plus que la M.A.R.S. . Nous montrerons (partie
III) que ceci est dii & la trés forte concentration de la M.A.M.A. dans un petit voisinage du point 7y défini par
Y. Sinai; concentration due & la configuration du milieu sous H.1, H.2 et H.3.

Z. Shi [90] généralise le théoréme 1.2.7 dans le cas plus général on seulement H.1, H.2 et H.3 sont vérifiées, voir
le théoréme 1.2.22.

Enfin énongons un dernier résultat de Révesz (issu des mémes références que précédemment) :

Théoréme 1.2.9. Supposons que Qlay = p] = Qlag = 1 —p] = 1/2 ou 0 < p < 1/2, alors il existe une
constante n = n(p) > 0 telle que

E*
(1.27) lim inf P [(”) > 77] > 0.
n—-4oo n
Nous montrerons un résultat ("trempé") en probabilité sur le maximum des temps locaux dans la partie III.

On note également, dans la méme période, les travaux de M. Csorgd, L. Horvath et P. Révész [86] qui étudient
les moments exponentiels de certains temps locaux, résultats que nous exploiterons dans la partie III.

1.2.3 La M.A.M.A. : approche par le calcul stochastique (1986 - 2003)

Un grand nombre de résultats récents (1997 - 2003) sur la M.A.M.A. de Y. Sinai sont dus & Y. Hu et Z. Shi qui
utilisent le calcul stochastique pour étudier ce modéle. T. Brox [14] (1986) introduit un processus de diffusion
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continu en milieu aléatoire équivalent au modele de Y. Sinai (voir les deux définitions suivantes). Il montre que
le comportement asymptotique de ce processus est le méme que celui de Y. Sinai et S. Schumacher [88] (1985)
donne un moyen de relier les modéles de type modéle de T. Brox a la marche de Sinai. La méthode du calcul
stochastique ne s’applique donc pas directement & la marche de Sinai mais plutot & un modéle & temps continu
que l'on associe a la marche de Sinai par un principe d’invariance (remarque de Z. Shi [91]). En nous inspirant
d’un résumeé récent de Z. Shi [91] nous décrirons comment on peut générer la marche de Sinai par I'introduction
d’un processus stochastique équivalent. Nous donnerons ensuite quelques uns des résultats obtenus par Y. Hu
et Z. Shi ([44]-[46]), Y. Hu ([42],[43]) et Z. Shi (|90]) par le biais de cette méthode.

Pour définir I’équivalent continu (temps et espace) de la M.A.M.A., on introduit un potentiel aléatoire :

Définition 1.2.10. Soit V = (V(z),z € R) un processus stochastique défini sur R & valeurs dans R tel que
V(0) = 0, cadlag (i.e V est continu & droite et posséde une limite a gauche) et localement borné.

On peut définir alors :

Définition 1.2.11. Un processus de diffusion Xy sur un potentiel aléatoire V', est défini comme un processus
dont le générateur conditionné par V' (i.e & V fixé) est donné par :

(1.28) %eXp (V(x)) % (exp(—V(m))dci) , x€R

Remarque
— Le processus Xy est une solution formelle de I’équation différentielle stochastique :

(1.29) dXv(t) = dﬁ&){))— jg’(xv(t))dt,

ou (B(t),t > 0) est le mouvement Brownien standard indépendant de V.

— C’est T. Brox [14] qui s’intéresse pour la premiére fois en 1986 & un tel processus dans le cas particulier ou
V est le mouvement Brownien standard.

Comment générer la marche de Sinai & partir de Ay ?

Introduit comme ceci il est difficile de voir directement le rapport entre ce processus de diffusion Xy et la
marche de Sinai qui nous intéresse! De la méme fagon que 'on peut construire pas & pas la M.A.R.S. &
partir du mouvement Brownien par 'argument de Skorokhod (voir [12], [28]), S. Shumacher [88] montre qu'il
est également possible de construire la marche de Sinai a partir d’un processus de diffusion dont le potentiel
aléatoire serait défini de la fagon suivante :

Définition 1.2.12. On appellera potentiel aléatoire d’'une M.A.M.A. | le processus :

(1.30) V(z) = Zln Yodsige [n,n + 1] pour n € Z,
i=1

Q;

ou (e, © € Z) est une suite de v.a. On adopte de plus les conventions suivantes : Z?:1 = 0, 2?171 a; =
a_14---+ap, sin<O0.

Ainsi {V(z),z € R} est une fonction en escalier telle que V' (0) = 0, qui est plate sur tout intervalle [n,n + 1] et
qui effectue un saut a chaque entier n de hauteur : V(n) —V(n~) = V(n) — V(n — 1) = In 1=,

QAn

Remarque 1.2.13. Si l’on veut générer le modéle de la marche de Y. Sinai on supposera que les variables «;
sont i.i.d. et vérifient les hypothéses H.1, H.2 ainsi qu’une hypothése de régularité. En fait nous verrons plus
tard que Y. Hu et Z. Shi introduisent une hypothése de régularité que nous n’avons pas encore mentionnée.
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Maintenant que le potentiel est choisi on obtient par la défintition 1.2.11 un processus de diffusion Xy avec V'
défini en 1.2.12.

Définissons la suite de temps d’arrét :

Définition 1.2.14.

(1.31) po =0,

(1.32) = inf{t > pp_1, X () — Xy (pn—1)| =1}, n > 1.

Définissons aussi pour V fixé, A, la fonction de changement d’échelle du processus Xy :

Définition 1.2.15. :

(1.33) Ay = / exp V(y)dy.
0
Avec ces définitions on peut écrire pour tout n € N :
. _ A, — Aim
(1.34) Py [ Xy (pngr) =i + 1| Xy () = i] = ———=L =@,
Aip1 — A

Autrement dit le processus (Xy (i), n > 0) est distribué comme la marche de Sinai (X,,,n > 0), on obtient par
cette construction le théoréme de S. Schumacher [88] (1985) :

Théoréme 1.2.16. Soit (X,,, n > 0) la marche de Sinai et soit V défini en 1.2.12. Si Xy est un processus de
diffusion dans le potentiel V, et si (un, n € N) est définie comme en 1.2.14, alors (Xy(un);n > 0) a la méme
distribution que (X,, n > 0).

Si on veut maintenant "remplacer” le temps aléatoire (u,,n) on utilise la :

Proposition 1.2.17. (p, — pin—1,n > 1) est une suite de v.a. i.i.d. ayant méme distribution que inf{t >
0, |Bt| =1}, ot B est le mouvement Brownien standard.

On sait de plus que p; a un moment exponentiel fini tel que : E[u;] = 1, donc par la loi des grands nombres
presque stirement £ — 1.

Pour étudier le comportement de la marche de Sinai (par exemple la convergence de 05(7)2)’ on peut donc étudier
le processus Xy (n) par des méthodes de calcul stochastique puis utiliser le théoréme 1.2.16 pour conclure sur
la marche de Sinai. Nous ne développerons pas ici les méthodes de calculs utilisées par Y. Hu et Z. Shi, pour
une premiére approche voir [91].

L’hypothése de Y. Hu et Z. Shi.

Comme on ’a vu dans le paragraphe précédent, c’est le potentiel aléatoire de la M.A.M.A. (définition 1.2.12)
et non plus directement les probabilités d’aller a gauche (1 — «;, i € Z) et a droite (a;, ¢ € Z) comme on l'a vu
définition 1.1.1 que 'on exploite pour définir la M.A.M.A. d’un point de vue du calcul stochastique.

On peut alors facilement généraliser le potentiel défini en 1.2.12 qui conservait strictement les hypothéses H.1 |
H.2 ainsi qu’une hypothése de régularité, par un potentiel aléatoire tel que pour tout n suffisamment grand :

m

(H.5) Q| sup Z In

1<|m|<n j=1

1_041’ 02
o —oW(m)| > Cilan §m7

ot les C; (1 < i < 3) et o sont des constantes strictement positives et finies et W est le mouvement brownien
standard : (W (y),y € R).

Remarque Par le théoréme d’approximation forte de Kolmos-Major-Tusnady (voir [28] par exemple) les hy-

pothéses H.1, H.2 et H.3 impliquent bien I’hypothése H.5 et les résultats de F. Solomon [95] impliquent la
récurrence de la M.A.M.A. définie sur ce potentiel.
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Les résultats de Y. Hu et Z. Shi

Nous présentons maintenant quelques uns des résultats des travaux de Y. Hu et Z. Shi. Nous ne donnerons pas
de preuve de ces résultats. L’idée générale est la suivante : ils résolvent le probléme dans le cas du processus de
diffusion que l'on a décrit dans le paragraphe précédent en utilisant des méthodes propres au calcul stochastique
(changement d’échelle, théoréme de Ray-Knight ...). Puis ils utilisent Pargument de S. Schumacher pour obtenir
le résultat pour la marche de Sinai.

Le premier résultat que nous présentons, dt & Y. Hu et Z. Shi [44] (1998) donne le comportement exacte de X,
avec une P probabilité égale a un :
Théoréme 1.2.18. Supposons que l'hypothése H.5 soit vérifiée on a :

X, 8
1.35 li = P.p.
( ) lnnisolip (Inn)2lnlnlnn 7202 P55

on peut remplacer X,, par maxo<g<n |Xx| 0@ maxo<p<n Xi dans 1.35. On a aussi :

. . .Inlnlnn 1
(1.36) ol Ty o5, Xl =5z Bps
Inlnn)® i a <
(1.37) lim inf (Inlnn) max Xj = 0 s = 0 P.p.s. .
n—oo (Inn)? o0<k<n oo sinon

Le théoréme suivant est également obtenu par Y. Hu [42] :

Théoréme 1.2.19. Soit ¢ une constante fixée : (0 < ¢ < ”28"2). Supposons que les hypothéses H.1, H.2 et H.3
soient vérifiées, alors P-presque siirement pour toute fonction continue presque partout telle que
sup,eg | f(2)] exp(—c|z|) < oo, on a :

n

1 1 Xe\ L
(1.38) ninn kz k:lnkf <ln2k> as E (f ((72))

=3

L est donnée par 1.15.

Dans [45] (1998) Y. Hu et Z. Shi continuent les travaux de P. Revesz (|84]) sur le temps local de la M.A.M.A. .
Les théorémes 1.2.20 et 1.2.21 suivants précisent donc les résultats obtenus par P. Révesz.

Théoréme 1.2.20. Soit (a,)n>0 une suite croissante de nombres positifs et x € Z, supposons que l’hypothése
H.5 soit vérifiée alors :

InL(z,n) 1. 0 - 1 < 00
(1.39) P{Zl—;l.s.}z{ 1 = Z?)MQ{

Inn an 2lnn | =00

Théoréme 1.2.21. Soient (b,)n>0 une suite croissante de nombres positifs et x € Z, supposons que [’hypothése
H.5 soit vérifiée alors :

InL(z,n) 1 . 0 = 1 < 00
. —=0 0 < s = -
(1.40) IP’{ = bn,zs] { 1 = ;nbnlnn{ — =

Z. Shi [90] (1998) montre dans le cas général le résultat proposé par Révesz sur le maximum des temps locaux :

Théoréme 1.2.22. Supposons vérifiées les hypothéses H.1, H.2 et H.3, alors il existe une constante co > 0 telle
que :

*

(1.41) lim sup

n—oo

>co Puop.s. .
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Chapitre 1. Historique sur I’étude des Marches Aléatoires en Milieux Aléatoires (M.A.M.A. )
Remarque 1.2.23. Z. Shi montre que le comportement pour le processus de diffusion (en milieu aléatoire) est
sensiblement différent.

En ce qui concerne la limite inférieure de £*(n) le probléme n’a pas encore été résolu & ma connaissance,
cependant la conjecture suivante a été proposée par Revesz [85] :

* Inl 2
(1.42) liming £ ORIy
n—oo n
* Inl 3
(1.43) lim inf £(n)(InInn)” =400 P.p.s.
n—oo

On énonce également le résultat suivant, toujours di & Y. Hu et Z. Shi, sur la localisation du lieu favori de la
marche [46] (2000) F(n) (voir la définition 1.1.6) :

Théoréme 1.2.24. Supposons H.1, H.2 et H.3, alors

. F(n) 8

1.44 1 = P.p.

( ) 17111’1_)50111:) (Inn)?lnlnlnn 7202 PS5

(1.45) liming IR FR) _f 0 sia<2 o,
n—00 (Inn)? 00 stnon

Remarque 1.2.25. On remarque que le comportement asymptotique avec probabilité 1 de F'(n) est le méme
que celui de X, on rappelle en effet (théoréme 1.2.18) que :
X, 8

1.4 li = P.p.s.
(1.46) ey (Inn)?lnlnlnn 7202 p-s

Une conséquence des résultats que 'on obtient dans la troisiéme partie de cette thése montre que (51(7?;2 et

—Xn_ ont, méme distribution limite.
(Inn)

Avant de terminer ce paragraphe sur les M.A.M.A. récurrentes nous souhaitons revenir sur les différentes hypo-
theses de régularité :

1.2.4 A propos des hypothéses H.3, H.5 et H.6

On commence par introduire ’hypothése de régularité H.6 qui sera utilisée dans la seconde partie de cette thése
soit kT € R :

11—«
(H.6) Eq {e”ln “00} < 00,

pour tout k € R* tel que |x| < kT. Par le théoréme de J. Kolmés, P. Major et G. Tusnady (voir par exemple
[28] page 107) on a :

(1.47) H1, H2 H6=HS5,
de plus :
(1.48) H3=H6.

en effet pour tout x € R :
(1.49) Qn<ay<l—-n=1=Eqg {e"lnl%} <Eg [e"°] <Eg {e’““ﬁ] <00,

Ainsi I’hypothése de régularité la plus faible dans notre discussion sur la marche de Sinai est H.5 utilisée par Y.
Hu et Z. Shi. La plus fréquemment utilisée est bien entendu H.3, c’est d’ailleurs celle-ci que Y. Sinai exploite

12



1.3. Les M.A.M.A. transitoires

dans [92]. A ma connaissance aucun résultat sur la marche de Sinai n’a été montré avec, uniquement, ’existence
du second moment de la v.a. In % —>2 en plus des hypothéses nécessaires. Dans la seconde partie nous donnerons
une preuve alternative au resultat de Y. Sinai sous H.1, H.2 et H.6, nous verrons que cette hypothése nous

permet d’avoir un controéle suffisant sur les v.a. (ln 1ai e Z) c’est a dire tel que la fluctuation d’une de ces

variables aléatoires ne vienne pas "tuer" les ﬂuctuatlons d’une somme partielle de ces mémes v.a. .
2
On remarque que toute hypothése de type H.6 ou H.3 rend I’hypothése H.4 : Eg [(hl ;—?1) } < 400 obsoléte.

On donne maintenant trés sommairement un historique de ’étude des M.A.M.A. transitoires :

1.3 Les M.A.M.A. transitoires

Comportements balistiques et sous-balistiques (1975)

Par le théoréme 1.1.7 on sait que la condition nécessaire et suffisante pour que la marche aléatoire en milieu
aléatoire soit transitoire est :

17&0

Eq [1n =] 20

Qo

Le théoréme suivant dit & F. Solomon ([95]) donne une premiére précision sur le comportement général des
M.A.M.A. transitoires :

Théoréme 1.3.1. On a :

1-ag x, 1-Eq [1;%]
(1.50) JEQ{ ]<1:> lim = — L% ] pyg,
(o)) n—oo N 1+EQ [1 a0:|
X, 1-Eq { = }
(1.51) EQ{ a0 ]<1:>Iim——10 P p.s,
] <1
0
1 Xn
(1.52) < 1<Eg|—2 | = lim 22 =0 Pps.
Eq [1,%} 1—ag n—oo n
[e7s)

Dans les cas 1.50 et 1.51 on obtient un résultat similaire & une marche aléatoire simple dont la moyenne des
incréments est non nulle, on dit que ces M.A.M.A. sont transitoires balistiques car si on définit la vitesse comme
étant le rapport de X, sur n, il apparait que cette vitesse est P.p.s. non nulle.

Dans le cas 1.52 on distingue le cas récurrent, c’est a dire si E {1n 1= ;"0} = 0, du cas transitoire sous balistique
si E [ln } £ 0.

Kesten Kozlov et Spizer [57] (1975) montrent, dans le cas sous-balisique (]E {1n ﬂ} <0 et Eg [ﬂ} > 1)

avec ’hypothése supplémentaire que la distribution de In 00 ne soit pas arithmétique, que le comportement
asymptotique de ces M.A.M.A. est caractérisé par une valeur x > 0 qui vérifie :

(1.53) Eq Kl ao“”)? ~ 1.

Résultats de grande déviation (1994-2000)

On distingue deux types de résultats : ceux a milieu fixé (dit "quenched" i.e trempé) et ceux a milieu non fixé
(dit "annealed" i.e recuit). Dans le cas quenched le résultat de grande déviation est donné pour la mesure P<,
Q presque strement voir les travaux de H. den Hollander et A. Greven [40] et de N. Gantert et O. Zeitouni
[120]. Pour le cas annealed le résultat de grande déviation est donné pour la mesure de probabilité totale P voir
pour cela les travaux de F. Comets N. Gantert et O. Zeitouni [26], de A. Dembo Y. Perez et O. Zeitouni [119]
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Chapitre 1. Historique sur I’étude des Marches Aléatoires en Milieux Aléatoires (M.A.M.A. )

et A. Pisztora, T. Povel et O. Zeitouni [121]. Pour une revue de ces résultats voir les notes de O. Zeitouni et N.
Gantert [36], de O. Zeitouni [117] et également I'introduction de la thése de M. Taleb [107].

Pour terminer ce bref paragraphe sur les marches transitoires on propose d’énoncer le résultat suivant sur le
temps local des M.A.M.A. .

Un résultat presque siir pour le temps local d’une M.A.M.A. transitoire (2000).

Le résultat suivant est di a N. Gantert et Z. Shi [35] :

Théoréme 1.3.2. Supposons que

170[0

(1.54) —oo < E {ln } <0,

Qo

qu’il existe k > 0 tel que

(1.55) E Kl ;OO‘OY} -1,

(1.56) E{(l_a‘))ﬂlnl_ao} < o0,

(%))

et que la distribution de In 1;;'“0 ne soit pas arithmétique, alors si 0 < k < 1, il existe une constante ¢ > 0 telle
que :
E*
(1.57) lim sup (n) =c, Pp.s.,
n— oo n
stk >1
L:*
(1.58) lim sup (n) =0, Pp.s. .
n— oo n

On remarque que 1.57 est similaire au cas récurrent (théoréme 1.2.7). Afin de pouvoir bien distinguer les deux
cas il serait intéressant de déterminer la limite inférieure de £*(n) pour ces deux M.A.M.A. .

1.3.1 Autres modéles de M.A.M.A. unidimensionnels.

Dans cet historique on s’est uniquement préoccupé des M.A.M.A. effectuant des sauts sur ses plus proches
voisins, on voudrait dire quelques mots sur les autres modéles. L’équivalent continu de la M.A.M.A. a déja été
évoqué au paragraphe concernant la marche récurrente. Comme dans le cas de la M.A.M.A. on distingue les
processus de diffusion en milieu aléatoire récurrent et transitoire, pour le cas récurrent voir par exemple l'article
fondateur de T. Brox [14] ainsi que les travaux de Y. Hu et Z. Shi évoqués dans le paragraphe sur les M.A.M.A.
récurrentes. Pour le cas transitoire je recommande la thése de M. Taleb [107] qui offre, entre autre, un résumé
sur les résultats obtenus jusqu’a nos jours (notre bibliographie comporte également quelques références sur cette
thématique).

Notons également le cas d’'une M.A.M.A. effectuant des sauts bornés dont un critére de récurrence a été dé-
terminé par E. S. Key [58] (1984) voir également les travaux de E. Andjel [5] (1988) sur le méme type de
problémes.
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Chapitre 2

Résultats Elémentaires sur la M.A.M.A.
et la M.A.M.I. Unidimensionnelle

Dans ce chapitre on présente les résultats obtenus essentiellement par K. L. Chung [23] qui nous permettront
d’étudier la M.A.M.A. sous la mesure P® c’est & dire lorsque la M.A.M.A. est réduite a la chaine de Markov que
nous avons définie au début du chapitre précédent (la M.A.M.IL. ). C’est un chapitre "formulaire" qui permettra
au lecteur d’avoir & portée de main les résultats et preuves des outils nécessaires a I'étude de la M.A.M.A. &
milieu fixé. En fin de chapitre on montre le résultat de F. Solomon [95] qui donne le critére de récurrence de
cette MLALMLA. .

2.1 Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne (M.A.M.I. )

Nous commencerons ce paragraphe en rappelant la définition d’une marche aléatoire en milieu inhomogéne notée

M.AM.I. .

Définition 2.1.1. Soit (a;, ¢ € Z) une suite de nombres réels strictement compris entre 0 et 1, on appellera
Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne (M.A.M.I. ) une chaine de Markov Homogéne (X,,, n € N) a valeurs
dans Z définie sur 'espace probabilisé (21, F1,P%), ayant pour matrice de transition : pour tout ¢ € Z et tout

n>1,

(2.1) P (X, =i+ 1 X1 =] = i,
Pa[Xn:i—l‘Xn_l :Z] :1—(11‘551'.

La mesure de probabilité P> [.| Xy = a] sera notée P? [.], et E* désignera la moyenne associée a P2.
On adoptera pour ce paragraphe la notation suivante :
(2.2) (i, i €7) €)0,1[* <= a €y .

cette notation est cohérente avec celle adoptée suite & la définition 1.1.3 out €25 est I'ensemble de toutes les
configurations possibles de la suite («;, i € Z).

Dans le paragraphe suivant nous allons donner les expressions explicites de probabilités d’événements écrits en
fonction des temps d’arréts définis ci-dessous (résultats de K. L. Chung [23]), ainsi que les moments de temps
locaux arrétés.
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Chapitre 2. Résultats Elémentaires sur la M.A.M.A. et la M.A.M.I. Unidimensionnelle

Définition 2.1.2. Soient z, a et b dans Z, a # b, n € N*,

a inf{k € N*, X}, =b avec Xy =a},
(2.3) * Ty = { ~+00, si un tel k n’existe pas.
(2.4) o Tu—T — pu—w _ o _ inf{k € N*, X} =z avec Xg = z},
: L= x +00, si un tel k n’existe pas.

25) e {WOR2 T ),

400, si un tel k n’existe pas.

On pose TF~* = 0.

2.1.1 Expressions explicites.

Pour le lemme suivant on s’est inspiré de K. L. Chung [23] (pages 71-74), voir aussi P. Revesz [85] (pages
9273-274) :

Lemme 2.1.3. Soient a,b,x € Z tels que a < x < b pour tout o € Qg :

E““l M...@+1

i=a+1 ,
(2.6) PSTE > T = S e
Bapr | Bi 4 q
i=a+1 agq1 o
de méme :

b—1 i ap—
Zi:w+1 % e g:,i +1

(2.7) PolTe < Ty = 7, _ :
Yicar1 B Ey T

Avec la convention Zf:l =0si k<l

Preuve.
Prenons a < x < b, on a :

(2.8) PO(Ty > Ty = Y PY[I¥ =n, Tf > Ty ,
n=1
s} n—1
= Y Py {Xi#b, Xi#a}, X, =b, Xﬁea] .
n=1 =1
Pour n > 1

n—1
P2 n{Xl#ba Xy #a}, Xn, =0, Xn?'éa‘|
Li=1
n—1
(2.9) = P |({Xi#b X1 #a}, X, =b, X, #a, X1 =2+1
Li=1
n—1
+ PO ({Xi#b X1 #a}, Xp=b, Xp#a, Xy =2-1
Li=1

n—1
(210) CMI]P)OC lﬂ{Xl 7& b7 Xl ;é a}, Xn = b, Xn 7504 Xl =+ 1, XO =T (1 —(ngil)

=2

n—1

+ ﬁmpa[m{Xl7ébv Xl7éa}7 Xn:b7 Xn#a

=1

Xlil’*l, X0$‘| (176271),
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2.1. Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne (M.A.M.I. )

ol 4 est le symbole de Kronecker, par la propriété de Markov on obtient :

n—1
P lﬂ{xl #b, X;#a}, X, =0, Xn;éa]
=1

n—1
= qyP¢ [m{X;;ﬁIL X #a}, X, =b, X, Z2a|/ X1 =2+1 (1—(5:71)
=2
n—1
(2.11) + BPe [ﬂ{xl £b, X;#al, Xo=b, Xpn#a| X, =z — 1] (1-771y,
=1

Iinvariance par translation dans le temps implique donc :

n—1
P [ﬂ{xl £b, X, #£a}, X, =b, Xn7éa1
=1
n—2
= P, [ﬂ {X1#b, X #a}, Xn_1=b, Xpn_1 # a‘| (1—621

=1

n—2
(2.12) + 6P, [m {X1#b, X; #a}, Xpno1=b, Xpn_1# a} (1- 5;”_1) ,
=1
ainsi, en reprenant les notations avec les temps d’arréts, pour tout n>1 :
PO T =n,TE >T)] = aPoyy [TFT =n—1, T&H > T (1-6771)
(2.13) + BPY [T =n—1, TP ST (162 .

Pour n=1

n—1

Pg [H{Xl 7£b7 Xl?’éa}’v Xn:baXn#a]
=1

OéIIPg[Xlzb, Xl#a, X1=$+1]+ﬂIP3[X1:b, Xl;éa, Xlzl‘—l]

x+1
(2.14) = a6t

En remplacant 2.13 et 2.14 dans 2.8, on obtient :

POTE > TP = 00 +a,(1—6771) ZIP_%H [T =n — 1,75 > T
n=2
(2.15) + Be(l—6r > P [Ty =n -, T > T
n=2
donc :
PY[TY >TF] = Py [T2 > T (1—67)
(2.16) + BePy [T5 > Ty (L= 854q) + awdy_y.

On remarque que résoudre I’équation 2.16 revient a résoudre le systéme suivant :

P T2 > TP] = a,Poy, (T80 > TP + B,Pe_, [T > T ']

2.1
(2.17) Py TP >TY =1 PY[Te <Ty)=0.

En effet, prenons a+1 < z < b—1, alors 2.16 est exactement la premiére équation du systéme 2.17. Si on prend
maintenant = a + 1, (par hypothése b > a + 1) alors 2.16 s’écrit :

a

(2.19) = aa+1Pg+2[Tg+2 > T;+2] + Bar1 PRI < T,

(2.18) PO [T > T = agaPo, (1072 > T3+

17



Chapitre 2. Résultats Elémentaires sur la M.A.M.A. et la M.A.M.I. Unidimensionnelle

car P2[T¢ < T¢] = 0 dans 2.17, on effectue le méme raisonnement pour z = b — 1.

Remarque Le systéme 2.17 se comprend intuitivement : la probabilité que partant de ’état = la marche ren-
contre le point b avant le point a est égale a la probabilité que (partant de x) la marche atteigne le point
x4+ 1 (qui est égal & o) multipliée par la probabilité que partant de = + 1 la marche rencontre b avant a plus
la probabilité de 1'événement symétrique. De plus si @ = b Pévénement est réalisé ainsi PY[T? > T¢] = 1 et
inversement P¢[T¢ > T = 0.

On va maintenant résoudre le systéme 2.17, notons Py (7T¢ > TY) = u,, avec cette notation le systéme 2.17
s’écrit :

(2.20) Uy = Uyl + Byiy—1 a<y<b,

U =0, up=1.

L’équation 2.20, avec la condition u, = 0, donne alors :

By fun

(2.21) Uy+1 — Uy = ay et (Uat1 = 0),

en sommant 2.21 pour tout a +1 <y <b—1 , on obtient :

(2.22) Ugt1 = = L 3 e
1+Zy=a+1?§"'ﬁ

En sommant maintenant 2.21 sur tout a +1 < y < x — 1 on obtient :

By . Batr,

Qg Qg1

r—1
(2.23) Up = Ugp1 = D

y=a+1

a+1 -

2.22 et 2.23 impliquent alors le résultat suivant :

Zw—l ﬁa+l%+1

i=a+1 ag41

(2.24) PO TT > TF] =

b=1  fat1 ., _Bi '
i=a+1 ag41 a;+1 +1

ce qui donne 2.6, on effectue les mémes opérations pour trouver 2.7. W

Nous verrons que ce simple lemme nous sera trés utile tout au long de cette thése. On remarque de plus que
pour tout a,x,b dans Z, si a # b alors T?7 # T}, donc :

(2.25) PO T < T¥) = BS[T2 < T3] .

De maniére similaire on peut faire le calcul de la moyenne du temps défini ci-dessous :

Définition 2.1.4. Soient a, m, b€ Z, telsque a < m < b :
T AT =inf{t >0, X; =a ou X; = b avec Xg =m}

c’est le temps nécessaire a la marche pour atteindre I'un des deux points a ou b partant de m.

Remarque 2.1.5. T;" A'T" est un temps d’arrét, comme minimum des deux temps d’arréts T, et T;".

Montrons dans un premier temps que le moment d’ordre | € N* du temps défini ci-dessus vérifie I’équation du
lemme suivant :
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2.1. Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne (M.A.M.I. )

Lemme 2.1.6. Soient a, m, b dans Z tels que a < m < b et | € N*, pour tout o € Q5 on a :
1

g [z amy] = 30 (0) (am [ azhy]

j=0
+ BnEs (@ AT
avec E [(Tg A T;)l] = Ep [(Tg A T,f)l} =0.

Preuve.
La preuve ne présente aucune difficulté on utilise les mémes idées que pour la preuve du lemme 2.1.3, on a :

E%, [(T;ﬂ A Tg")l} i KBS [T AT = k]

k=1
(2.26) = Bl + and] T + i E'P [T AT = K]
k=2
= Bnby "+ amdy
(2.27) + i B (amP oy [TPT AT =k — 1] + BnPY_y [T AT =k —1]) .

k=2

La derniére égalité est obtenue par la propriété de Markov et I'invariance par translation dans le temps, on en
déduit :

Eg, [T ATy

m—1 m+1
= Bml, +am5b+

3

(2.28) + (k+ D (amP oy [T AT = k] + 8Py [T AT =k])
k=1

De plus :

NE

(k+ 1) (amPhpy [T AT = k] 4 B Ph o [T AT = K))

k=1
(2.29) = ; <Jl> kilki (amP% oy [T AT = k] + BPo_y [T AT = k)
+ i (P ) [T AT = k] + By [T AT =K])
k=1
orona:
(2.30) i]}»‘fnﬂ [T AT =k = 1P [T AT =0 =1 -6,
k=1

ol d: est le symbole de Kronecker, de méme :
(2.31) P  [TTIAT T =k =160
k=1
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En remplacant 2.30 et 2.31 dans 2.29 on obtient :

(2.32) SOk 1) (P [T AT = k] + By [T AT = 1))
k=1
l 00
(2.33) = 2 C) SR (Pl [T AT = &) 4+ GBSy [T AT = E])
Jj=1 k=1
(2.34) + Oém(l — 5;n+1) + ﬁm(l _ 521—1).

En remplacant cette derniére expression dans 2.28 on obtient le lemme. W

On donne maintenant une expression explicite pour le premier moment de T;* A Ty"

Lemme 2.1.7. Soient a, m, b dans Z tels que a < m < b, pour tout a € Q3 on a :

b—1
Zl atl Laj= l(ilF( l)

(2.35) E, [Tet ATE] = -
Zj:aJrl F(J) ) +1
m—1 m—1 m—1 1
(2.36) Eo [T AT =Egy, [Te AT (14 Y F —F(j.1
Jj=a+1 l=a+1 j=lI L
ot
. Biv1 B
F(j,1) = [ R et A
Qjt+1 aj
Preuve.

En utilisant la notation suivante : u; = E¢ {Tg A Tg }, on obtient du lemme 2.1.6 (en prenant ! = 1) que u; est

solution du systéme :

(2.37) { u; =1+ ajujpr + Bjuj—1 a<j<b,

U, =0 u,=0.

Résolvons le systéme 2.37, on a :

1 B
(238) u; = 1+ QjUj+1 +ﬁj’u]‘_1 < Ujpl —Uj = —— + —](uj - Uj_l) ,
Q; a;
ainsi :
1 1 i 1 a ] J )
(2.39) uj+1_uj:_<+ 5J+...+ﬁ+2,.,ﬂﬂ)+ 11 guaﬂ,
j Qi1 Q Fatl Yotz QG Sy i

En sommant 2.39 pour tout a +1 < j < b — 1 on obtient :

b—1
(2.40) —Ugq1 = Z Z —F G0+ Y. Flia)tag

l=a+1j= a+1 j=a+1
ce qui donne 2.35 puisque :
j -1 b-1
(2.41) Z Z —F D= D —FG1).
j=at1imat1 & l—at1 j=1 1

En sommant maintenant 2.39 pour tout a +1 < 7 < m — 1 on obtient 2.36. W
On déduit des lemmes 2.1.3 et 2.1.7 :
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2.1. Marche Aléatoire en Milieu Inhomogéne (M.A.M.I. )

Lemme 2.1.8. Soient a, b, © € Z tels que a < x < b, pour tout a € Qy on a :

(2.42) lim P2 [T > TF] = P [U (X, = b}] :
(2.43) Jim P T < T = P [U (X, = a}] :
(2.44) SiEy [T] < oo alors  lim EY [T{lpesrs| = ES [T] .

a——00

Preuve.
Montrons 2.44, pour tout n > 0, par la propriété de Markov forte (voir Annexe A page 34) on a :

n—1
(2.45) Py =n) = Py =n, T7 > Ty + ) PY[T5 =k Ty <TyP [Ty =n—k] ,
k=0
on a :
n—1 n—1
(2.46) N OBSTI =k, Ty <T{|Pu [Ty =n—k| <Y PY[T7 =k,
k=0 k=0
de plus pour tout n > 0 :
n—1
(2.47) i NPT =k=0,
k=0
ainsi pour tout n >0 :
(2.48) lim PS[TF =n, T2 >TF) =PS [Ty =n] .
a——00
Par hypothese E,, [T}¥] < oo donc :
(o) e}
(2.49) ES [Tilrgste] = nPy [Ty =n, T > T <Y nPS [Ty =n] =B, [Tf] < 00,
n=1 n=1
par 2.48 et la convergence dominée on en déduit :
(2.50) im B [Tilrgsry] = lim > 0P [Ty =n, TS > Ty]
n=1
(2.51) = > 0Py [Ty =n] =ES[T}] .
n=1

Ceci donne 2.44 ; 2.42 et 2.43 se déduisent également de ce calcul. W

Rappelons la définition du temps local en un point z € Z d’un processus discret (X,,, n € N) pour un instant
I:

Définition 2.1.9. Soient I € N* et z € Z, le temps local en z du processus (X,,, n € N) pour un instant I est
donné par :

I
(2.52) L(zD)=> Tx,—..
j=1
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On remarque que ’on peut calculer explicitement les probabilités d’événements simples écrits en terme de temps
locaux ainsi que les moments de temps locaux si I’on prend, pour 'instant I, un temps d’arrét. Ceci fait 'objet
des trois lemmes suivants.

Pour le résultat suivant on s’est inspiré de P. Révesz [85] (page 278-279) :

Lemme 2.1.10. Soit o € €, soient a,m, b,z dans Z tels que a < m < b et a < z < b et soit ¢=0 ou 1. Si
z<mona:

B [(L(z, Ty ATE) (L(z, T AT = 1))
Py [T < T3]

(253) = 1 1 1 1
(a=Pgyy [T57 > T7 ] 4+ 8P [T > T 7])

1+q -~

Siz>mona:
B [(L(z, T" ATFM) (L(2, T ATR) — 1)1
Po [T < T3]
(a:Poyy [T20 > T 4 gpe (127 > 1)

(2.54) =

De plus L(m, T} NTY) suit une loi géométrique de paramétre :
(2.55) Py [T < T + By [Tt < T

Preuve.
Supposons z < m, on obtient par la propriété de Markov forte :
Pr L0z, T AT =]
= P (TP < Ty li (l ; 1) (P, [T < 1Y) (BP0, (127 < T21]) 77 x
(1- Py, [TZZ+01 < TP+ 8Py (T2 < T )
= P T < T (0Pl [T < T+ + BB [T < T27Y) 7 x

(1= 0Py [T < T5H0] 4+ poPo, [T270 < T71)

2.53 s’obtient en utilisant la définition de la moyenne d’une v.a, un calcul identique donne 2.54. W

On a également :

Lemme 2.1.11. Soit o € 3, soient m,i,b dans Z et soit l € N. Si i <b on a :
esii+1<m<b—-1

- .
(2.556) ¢ [L(m, T}) =] :{ P [T <17 ) S Bo [T > T i 120
s1t=0,

en particulier
1

2.57 ES [L(m, TH] =
( ) 7 [ (ma b)] amP%H,l [T:r,:_g_l >Tgn+1] )

esim>b+1

(2.58) P [L(m, T}) =0] =1,
esim==5b
(2.59) Py [L(m,Ty) =1] =1.
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Sii>b, ona:
esib+1<m<i—1

_ 11y -1 o . m— .
(2.60) P [L(m,T}) = 1] = { (()am + BBy [T <T]) T BulPhy [T > T s 'Zz> 00’
sil=0,

en particulier
1

2.61 E® [L(m,T})] =
( ) 7 [ (ma b)] ﬁmp%71 [Tf{'{‘*l >Tb7n,1] )

esim<b-1

(2.62) P [L(m,T;) =0] =1,
esim=>h

(2.63) Py [L(m,Ty) =1] =1.
Sii=bona:

e sim>1

(2.64) Py [L(m, T"") =]

265) = 1 0P [T5 < T (o + Aoy [Tt < T8 ])7 Bubhy [T > 1] sil >0,
B+ ailPgyy [T < T sil=0,

en particulier

Oti]P),?Jrl [TiJrl < Tii"'_l]

2. E Ti—=H)] = m
( 66) 7 [‘C(mv ):I ﬂmp%,l [T:nnfl N Timfl] ’
o sim <1

(2.67) P [L(m, T") =]

(2.68) = By [T < T (amPo g [Tt < T +/6m)l_1amp;ln+1 [T+t > 1 sil>0),
' a; + BiPe [T < Ti Y] sil=0,

en particulier

APy [Tt <T7']

(2.69) ES [L(m,T")] = o Pe | [T ¥ > ]
e stm=1

(2.70) Py [L(m, T =1] = 1.
Preuve.

La preuve de ce lemme est similaire & la preuve du lemme 2.1.10 : on itére la propriété de Markov forte. W

Pour ce dernier lemme on s’est inspiré des travaux de [86] :
Lemme 2.1.12. Soit a € Qa, soient m,i et b dans Z tels que i < b, m < b et m # i et soit A € R tel que
A< —In(1—a,P, [Tm+ > T"), ona:

o, Py [T+t > T
1— e (1—auPe,, [Twth > 1)) -

(2.71) E2 [eWWvT@} = 1-PO [T}, < T{] +P¢ [TV, < T
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Supposons m < i, soit X € RY tel que A < —In (1 — apPS, [To T > T[”HD ona:

(2.72) E2 [&“mf“"?}
APy [Tot > 1]

1—er (1—amPe,, [Tt > T H])

= 1-BPy [T/ > T + BBy, [T > T

K2 7

Supposons m > i, soit A € R} tel que A < —In (1 — BmPS_4 [T,?}‘l > Tim_l]) on a :

(2.73) E® [eAL(m’THi)}
B Py [Tt > T
1—er(1=BuPe_y [T~ >T" 1)

= 1—oP¢y [T/ > TH] + P [TV > T

m

Preuve.
Montrons 2.71, on a :

(2.74) B [M0TD] = P [L(m,T) = 0] + Y NP [£0m, 1) = 1]
=1

“+o0
P (Th > Ti] + Y MNP [L(m, T}) =1] .
=1

(2.75)

D’aprés 2.56, pour tout 0 < A < —In (1 — o, P2 [T7F > T7"%1]), on a -

+oo /\l .
(276) ZTP? [E(m7sz) _ l]

=1

) ] +oo -
@10 = BT < T (anPh [T < T 4 B) anBr [T > T
1=1
A o m+1 m+1

(2.78) — P [T}, < T}] era, Py [Tt > T

1—e* (1—amPoy, [T > 1)

En remplacant ceci dans 2.75 on obtient le lemme. W

2.1.2 Critére de récurrence pour une M.A.M.I.
Commengons par rappeler la définition de récurrence pour une chaine de Markov :

Définition 2.1.13. Soit (X,,, n € N) une chaine de Markov définie sur un espace probabilisé (2, F, P) a valeur
dans Z, on dira que (X,, n € N) est récurrente si et seulement si pour tout a € Z, T%* est fini P.p.s. Une
chaine de Markov non récurrente est dite transitoire.

Rappelons la définition du temps d’occupation d’un état a € € :
o0

(2.79) L(a,00) =Y Ix,—a -
n=1

On rappelle le résultat d’équivalence suivant (S. Asmussen [7]) :
Proposition 2.1.14. Soit a € 2,
1. les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Uétat a est récurrent
it) L(a,00) =00 Pp.s,
ii) E[L(a,00)] = oo.
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2. de méme les assertions suivantes sont équivalentes :

i)

i

i) létat a est transitoire
L(a,00) < o0 Pp.s,

1) E[L(a,o0)] < 0.

Dire qu'une chaine de Markov est récurrente équivaut donc a dire que tout point de I’espace des états de cette
chaine est visité une infinité de fois. En particulier ceci implique qu’aucun point dans I'espace des états n’est

privilégié pour un temps infini.

On peut maintenant énoncer le lemme suivant qui donne un critére de récurrence pour la marche aléatoire en
milieu inhomogeéne (résultat dia & K. L. Chung [23]).

Lemme 2.1.15. Pour tout a € Qs, on a :

o~ Cn g — 51 Bn : B o
(2.80) ; A 00, ; o <o = nh—>Holo X, =0 P“ps,
. « >3 I6;
-n —1 1 n . o
—~Q_n ) B B .
2.82 — =00 = — ... — = X, est récurrente .
(2.82) 112::1 Ben B ; ar Qg
Preuve.

Soient a,x,b dans Z tels que a < < b d’aprés 2.6 :

z—1 ﬁa+1 &
Zi=a+1 Qgt1 ;g +]‘

(2.83) PO Tr > Ty = Z?;iﬂ zzi % 1
b=1 fat1 B
(2.84) = 1- ;_iif‘g*:l “%
b=1 8. . B
ainsi d’aprés 2.42 :
I TRV B /=1
(2.86) o nLZJl{ n =0} _1—2?:()0%”%.
On en déduit donc :
. el B oo = Y U { X =0} < 1
250 ;;_m%"’%:mﬁpg Un21{Xn:b} =1,
de méme :
9,88 Zzl%%<ooépg Un21{Xn:a} <1,
(255 Zil%%:m:‘]}bg Unzl{Xn:a} =1
De ceci on peut en déduire le lemme, en effet, supposons :
-1 o0
(2.89) i;wf;---f;:ooet ;f:ﬁ--~gz<oo,
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alors :

(2.90) P | | J{Xn=a}| <1etPY | [ J{Xn =0} =1,

n>1 n>1

ce qui implique que lim,,_, o, X;,, = 0o P¥.p.s., on obtient 2.81 de facon similaire. Pour 2.82 il suffit de remarquer :

(2.91) P T% < 400] = P[22, {Xn = al]
(2.92) = Pop [UpZi {Xn = a}] + BuPo_y [UnZy {Xn = a}]
(293) = +ﬁa =1.

|

2.1.3 Critére d’existence de la moyenne des temps de retour

Définition 2.1.16. Une chaine de Markov (X,,, n € N) définie sur Pespace probabilisé (€2, F, P) est positi-
vement récurrente si elle est récurrente et si de plus pour tout a € Z, EY [T* %] < +oco. Inversement on dira
qu’elle est récurrente nulle si elle est récurrente et pour tout a € Z, E¢ [T* %] = +o0.

On propose de montrer la proposition suivante (voir K. L. Chung [23] pages 45-75) :

Proposition 2.1.17. Soit a € Qa, supposons (X,,, n € N) récurrente, on a :

+0 ag | Qk-1 1
Zk:l Bo Br—1 B <00,

(2.94) (Xn, n €N) est positivement récurrente <= et
22: A Brtr on e

—00 ap Qg41 B

Pour montrer cette proposition on montre les deux lemmes suivants :
Lemme 2.1.18. Soit a € Qo, supposons (X,,, n € N) récurrente, soit a € Z, on a :

+oo oo
(2.95) Eg [T%7 < 400 <= > Y Py[X, =k {X; #a}] <o0.

k=—ocon=1

Preuve.
Soit n € N*, on a :

—+00
(2.96) > B [Xn=k0S X #a}] = PBY[MS{X #a}]
k=—o00
“+o0
(2.97) = Y Byt =],
l=n

la seconde égalité vient du fait que I'on a supposé la marche récurrente et donc que P* [T 7% < oo] = 1. Ainsi
en sommant 2.97 sur n = 1,--- , 400 on obtient :

+oo +oo +oo +oo

(2.98) S Py [Xn =k, X # al] SN pgre =1

k=—oon=1 n=1l=n

“+o00
(2.99) > PYTT > n] =B [T .
n=1

ce qui donne le lemme. W
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Lemme 2.1.19. Soient o € Qa, a et k dans Z, supposons que (X,,, n € N) soit récurrente, on a :

400
_ P [T¢ < T9~9]
2.100 § P [X, =k, N {X =_ark ="
( ) s a [ s =1 {Xi # a}] P [Th < TF—F]

Preuve.
On effectuera la preuve de ce lemme en deux étapes. Premiére étape, soit n € N*, on a :

(2.101) PY [ X, =k, N} {X) # a}]
n—1

P (X =k, M X # a, Xi#KY] + > PY (X = k05 X0 # o), T =m]
m=1

(2.102)
(2.103) = PO[T > TP, TF =)

n—1
+ Y PR [N = kPTG # 0} PY [T = m, N2 (X # a)]
m=1

La derniére égalité est obtenue par la propriété de Markov forte. On somme maintenant cette derniére équation
den=1an=NoulN >1, ce qui donne :

hE

(2.104) P [ X, =k, N} { X1 # a}]
n=1
N
(2.105) = Y Py ST, T =1
n=1
N-1 N-—-m
(2.106) + D Py (X =k X A a}] D P TR = 0,0 (X # a)]
m=1 n=1
N
(2.107) = Y P[> T, T =n]
n=1
N-1 N—m
(2.108) + Y P (X =k X £ )] Y BT > Ty Ty =)
m=1 n=1
N N—n
(2.109) = Z]Pg‘ [T~ > T, T = n] (1 + Z P [ X = k.02 X # a}]> .
n=1 m=1

On a ij:l P [T~ > T, T =n] <1, si on fait tendre N vers I'infini on obtient donc :

+oo +oo
(2.110) Z P [X, =k, N[ {X0 # a}] =PY [T > T (1 + Z P [Xon =k, N2 X # a}]> ,
n=1 m=1

cette égalité étant vraie méme si les séries divergent car par convention PY [T%* > T¢] x +oo = 400 si
Po [T~ > T¢] > 0.
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Deuxiéme étape, on a :

(2.111) P [Xn = a, N { Xy # a}]

(2.112) = Py [X,=a ' {Xi #k X, #a}]

(2.113) + Y P [Xn = a, M X # a}, X = kO { Xy # k)]
(2.114) = Py [TFF > TF TF =n]

Y PR (X = a, M X # kX A a}| PR [ X = k0 X # a)]

(2.115) Py [ThF > TF, TF = n]

+ D Py [TER S TR, TE =n—m] PR [ X = k07X £ )]

On a utilisé la propriété de Markov et I'invariance par translation dans le temps pour obtenir la seconde égalité.
Si on effectue maintenant la méme opération que précédemment (on somme la derniére équation de 1 & N puis
on passe a la limite) on obtient :

+oo
(2.116) > P [Xn = a, M5 X # a)]
n=1
+oo
(2.117) = Py [TFF > T (1 + ) PR (X =k X A a}]> ,

or par hypothése (X,,, n € N) est récurrente, cette derniére équation est donc réduite a :

“+o0
(2.118) 1=Py [TFF > T)] <1 + ) PR (X =k, 0 X # a,}]> .
m=1

On obtient alors le lemme en faisant la division de 2.110 par 2.118. W
Preuve (Proposition 2.1.17).
Par les lemmes 2.1.18 et 2.1.19 on a :
+oo
P [T < T*9]
2.11 E, [T ek =
(2.119) [T°7%) < +o0 = k;w Be [T < TE0F]

< +00 .

Etant donné que (X,, n € N) est une chaine de Markov irréductible, on sait que pour tout a € Qs :
(2.120) Eq [T7% < 400 <= Eo [T97%] < 0.

11 suffit donc de trouver une condition telle que Eg [TOHO] < 00, par 2.119 on a :

0, pg[1P < TO~] X P [T < T°°]
0—0 Ok— 0
(2.121) E, [T < +oo] — k; ]P)% [Té < Tk_’k < 00 et Z Pa Tk < Tk—»lc]

<00 .

On va donc calculer : Pg [T,? < TO*O] et PY [Té“ < Tk_’k}. Pour tout k € Z on a :

(2.122) Py (TP < T°7° = aoP§ [T} < Ty + 6P [T} < Ty

supposons d’abord k > 2 on a alors P§ [T < T°7°] = agP§ [T} < 1], par I'équation 2.6 (en prenant x=0,
a=1 et b=k) on obtient :

ag

k—1 2 )
Zi:l &“-%—1—1

ay

(2.123) Py [Ty <T°7°] =
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de plus si k =1, P§ [T} < T°7%) = ay.
En utilisant la convention Z?:l = 0, on obtient que pour tout k > 1 :

Qg
(2.124) Py [TR < T°7°] = —— _ ,
S BB
par les mémes calculs, pour tout £ > 1 :
Br
(2.125) Py [Ty < Tk = -
18 . Br—1
Zizl (e %) A —1 + 1
par 2.124 et 2.125 on obtient :
]P)Sz [Tl? < TOHO] oy ap_1 1

2.126 Solfp <t ) o ke 1o
( : Py [Ty < TF—F] "B Bt br

On en déduit :

+oo 0 0—0
Pg [T < T°™0) o 1
2.127 —_—— = L 00 = . — < 00
( ) Z P [T < Tk—F] Z B0 Br1 b
On effectue les mémes calculs pour tout £ < 0, on obtient :
0 a [0 0—0 0
P TP < T 1
oz S BET L f lhea

W PR T < ThH] aragr1 B

On déduit la Proposition de 2.121, 2.127 et 2.128. R

2.2 Marche Aléatoire en Milieu Aléatoire (M.A.M.A. )

Dans ce paragraphe on rappelle la définition d’une marche aléatoire en milieu aléatoire, puis on détaille les
différents comportements (critére de récurrence) que présente la M.A.M.A. en fonction des caractéristiques du
milieu aléatoire.

2.2.1 Rappel des Definitions
Milieu Aléatoire :

Définition 2.2.1. On appellera milieu aléatoire et on notera « une suite de variables aléatoires (a;, i@ € Z) a
valeurs dans 0, 1[2 définie sur lespace probabilisé (Q2, F2, Q). On notera Eg la moyenne associée & () et Varg
la variance.

Soit Ay € Fo, pour tout w € Ay fixé, a(w) € ]0, 1[Z est une réalisation de ’environnement «, pour simplifier les
notations on note o € As plutot que w € As.

On rappelle que les v.a. («;, i € Z) sont indépendantes et identiquement distribuées.
Marche Aléatoire en Milieu Aléatoire : Une Marche Aléatoire en Milieu Aléatoire est une suite de
variables aléatoires (X,,, n € N) définie sur 'espace probabilisé (21 x Qq9, F = F x Fa,P), telle que :
e (X,,, n €N) est la chaine de Markov définie en 2.1.1, et
.VAl Efl et VAQ GFQ, A1 XAQ fA dwg) fAl Pa(wz)(dwl).

Remarque : Si la suite (X,,, n € N) a certaines propriétés P* p.s presque stirement pour () presque tout
environnement «, alors X,, posséde ces propriétés P p.s autrement dit :
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Lemme 2.2.2. Soit A € Fy, supposons que P*[A] =1 Q p.s. alors : P[A] = 1.
Preuve.

Ona:P[A]= [P*[4]dQ =1 1

2.2.2 Critére de récurrence.

On montre maintenant le résultat de F. Solomon [95] qui donne un critére de récurrence pour la marche aléatoire
en milieu aléatoire & une dimension :

Théoréme 2.2.3. On a :

1 o]
(2.129) Eg|ln—22| <0= lim X, =00 P p.s.,

L ao i n—oo

1 o]

Eg |In il >0= lim X,, =—-c0 Pp.s.,

L ao i n—oo

o]
(2.130) Eg |In - W= (Xn, n €N) est récurrente P.p.s .

0

Pour montrer ceci nous avons besoin de résultats sur les sommes de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées, que 'on trouvera dans 'annexe B (page 37).

Notation
1—aq i
(2.131) € = ln< a ) =In (f}) :
; Q;

(2.133) Sn=> .

Commengons par montrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.4. On a :

oo s
n>1
(2.134) Z M <oo= lim X, =00 Pups,
= Q¢S < 1]
2.135 “ > o= lim X, = 00 Pps,
( ) ; - 00 = lim. oo Pop.s
e Qe >1]
n=1 n -
(2.136) et = (Xp, n € N) est récurrente P.p.s .
ZOO Q[eS“>1] o
n=1 n -
Preuve.

Montrons 2.134 (les autres cas se déduisent de fagon similaire), par hypothése on a :

00 S o]
e’ >1 Sp >0
s ol L_s@ls=0_
n=1 n n=1 n

ce qui implique par la proposition B.0.5 :

Nt Nt 61 ﬁn
2.137 eSn = 2 co Qps,
(2.137) n; ;al Q.p

o2
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or €5 et e~ ont méme distribution d’ou :

o0

(2.138) > esw

n=1

—— =00 Q.p.s.
B-1

On déduit de 2.137, 2.138 et du lemme 2.1.15 que pour () presque tout environnement lim,, ., X,, = 0o, donc

par le lemme 2.2.2 lim,, ., X,, = oo P.p.s.
[ |
Le lemme suivant est montré dans ’annexe B :

Lemme 2.2.5. On a :

[ 1— ] 2 Q[es > 1]
2.139 Eo |1 0= R
(2.139) Q= < Z - < o0,
[ 1-— Oéo_ < 1
Eqg |In >0= — < 0,
o Q[ew] _
[ 1—04()- Zn:l n -
(2.140) Eg |In =0=q et
- s, AT o

Preuve (Théoréme 2.2.3).
Le théoréme se déduit des lemmes 2.2.4 et 2.2.5. W

2.2.3 Existence du premier moment des temps de retour ?

Le résultat suivant implique que si la M.A.M.A. est récurrente alors elle est récurrente nulle :

Proposition 2.2.6. Si H.1 est vérifiée alors la M.A.M.A. (X,,, n € N) est récurrente nulle P.p.s.

Preuve.
Cela vient du fait que l'on a choisi les variables aléatoires (ay, ¢ € Z) identiquement distribuées. On a
E [ o0 ] - _E [ln ﬂ} — 0, on en déduit par le lemme 2.2.5 et la proposition B.0.5 (implication B.14)
9 Qo
que :
(2.141) Z RS Q p.s.,
ﬁl ﬂn
or d’aprés la Proposition 2.1.17 pour que (X,,, n € N) soit récurrente positive, il faut :
= o o 1
2.142 o <00 Qps.
mais G- g::i 5% > G %%, ce qui donne la proposition. H
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Annexe A

Invariance par translation et propriété de
Markov forte

On rappelle dans cette annexe quelques propriétés élémentaires sur les chaines de Markov homogénes. On ne
donnera pas les résultats en toute généralité étant donné que les processus de Markov que nous traitons dans
ce travail sont simples. Soit (X,,, n € N, Xy = 0) une chaine de Markov homogéne (& temps discret) a valeurs
dans un espace d’état £, on note P la mesure de probabilité associée.

A.1 Chaines de Markov Homogénes

On rappelle quune chaine de Markov (X,,,n € N) est homogéne si et seulement si pour tout (i,j) € £2 :
(A1) P[X,41 = j| X, =i] ne dépend pas de n .

On dit que les probabilités de transition de (X,,,n € N) sont stationnaires, ou que P[. | .| est invariante par
translation dans le temps.

Deux exemples : 1) par définition la M.A.M.I, définie au chapitre 2, est un exemple simple de chaine de Markov
homogene. 2) Une somme (S, = >, €,n € Z, Sy = 0) ou (¢, i € Z) est une suite de v.a. i.i.d. & valeurs
dans Z, est une chaine de Markov homogéne. En effet, c’est une chaine de Markov par indépendance des v.a.
(e;,4 € Z) : supposons P [S, = b, -+ ,51 =b1] >0, on a

P[S7L+1_Sn:a_bna Sp =bp, - 751:b1}

(A2)  P[Sps1=alSy=bp, .S =b] = TR —
(A.3) = P[Sui1— Sp=a— byl

(A~4) = P [Sn+1 - S, =a— bn‘ Sp = bn]
(A.5) = P[Sut1=a|S,=0b,] ,

ou la seconde et la troisiéme égalité sont obtenues par indépendance. De plus (S, ), est homogéne car les v.a.
(ei,1 € Z) sont i.d. :

(AG) P [Sn+1 = a| Sn = b] = P [En+1 = a— b]
(A7) = Pleo=a—b| .
En particulier il nous arrivera souvent d’écrire pour tout B,y € 0 (Xy41, -, Xptk) €t tout j € Q :

Ainsi méme si la M.A.M.A. ne posséde pas ces propriétés, la M.A.M.I ainsi que certaines fonctions du milieu
notamment (S, =Y ., €,n € Z, Sy = 0) sont des chaines de Markov homogénes. La propriété que nous uti-
liserons sans modération dans ce travail, caractéristique des processus Markovien, est la propriété de Markov
forte.
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A.2 Propriété de Markov forte

La propriété de Markov forte est une conséquence de la propriété de Markov et de ’homogénéité du processus
dans le temps. Rappelons la définition d’un temps d’arrét :

Définition A.2.1. Notons F,, = o (X1, ,X,,), une variable aléatoire T est un temps d’arrét si et seulement
si:

(A.9) T est a valeurs dans NU {400},

(A.10) et {T'=n}eF,.

on dit que T est adapté a la chaine de Markov (X,,, n € N).

Soit T" un temps d’arrét, la propriété de Markov forte peut se traduire par ’énoncé suivant, soit Ar € Fr tel
que :

(A.11) P[T < +o0, Ap, X7 =i >0,
on a :

(Al?) P[XT+1:b1, XT+2:b2, ""T<OO, AT, XT:i]:Pi[Xlibl, X2:b2, ] s

en effet :

(A13) P[XTJrl = by, XT+2 =by, -+, T <0, AT7 Xr = ’L}

(A.14) = Y PXpp1=b1, Xpnp2=by, -+, A, X, =i, T =n
n>0

(A.15) = ZP[Xn+1 =by, Xpyo=bo, ---| X, =i]| P[An, Xn =i, T =n)
n>0

(A.16) = Y P[Xi=bi, Xo=by, | Xp=i]P[An, X, =i, T =n]
n>0

(Al?) = Pi[Xlzbl, X2:b2, ]P[AT, XT:i,T<+OO] y

ou la seconde égalité vient de la propriété de Markov et la troisiéme de 'homogénéité dans le temps. On obtient
alors A.12 par définition d’une probabilité conditionnelle.

La propriété de Markov forte nous sera notamment utile pour montrer I'indépendance de variables aléatoires,
un exemple typique est le suivant : soit (a;,7 € N) une suite d’éléments appartenant & &, notons (T, ; = inf{k >
To, 1i-1, Xk =a;}, 1 <i<n, neN* T, o=0) une suite de v.a. . On montre facilement que ces v.a. sont
des temps d’arréts. Pour tout A > 0, on a alors, par la propriété de Markov forte :

n

(A.18) E[e X onn] =[] Ea,y [e737]
i=1
ou (T,, =inf{k >0, Xy =a;}, 1 <i<n, neN*")en effet :
E [e *enn]

(A19) = > > o Y eMPT, =l To,o=1la,, Tayn=ln]

121 1l2=l1+1 ln=lpn-1+1

l1—1 In—1

(A20) = Z Z e Z e_MP ﬂ {Xll 7é a1}7 Xll =as, -, m {Xln 7é an}7 Xl2 = an

121 1l=l1+1 In=lp_1+1 k1=1 k=ln_1+1

I1—1

A= Y Y X | £ X —a]

121 1l2=l1+1 ln=lp-1+1 k1=1

lo—1 In—1
(A22) P m {Xl2 7é CLQ}, Xl2 =az,- ", ﬂ {Xln 75 an}, Xln = Qp, Xl1 = aj 5
ko=l1+1 k=lp_1+1
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ou la derniére égalité est obtenue par la propriété de Markov, I'invariance par translation dans le temps implique :

lo—1 ln—1
(A.23) Pl () (Xu#a}, Xpy,=az,-+, (] {Xi, #an}, Xp, =an| Xi, =1
ka=Il1+1 k=l,_1+1
lo—Il1—1 ln—11—1
(A24) - Pa1 m {Xl2—11 7é a2}a Xl2—l1 =az, -, ﬂ {Xln,_ll 7é an}7 Xln—h =0an| ,
ko=1 k=l,_1—11+1

par récurrence on obtient :

lo—1 l,—1
(A25) P ﬂ {Xlz 7é a2}7 Xl2 =a, -, m {Xln 7é an}7 Xln = Qn Xl1 =a
ko=l1+1 k=lp_1+1
n li—li—1—1 n
(A26) = HPai—l m {Xk 7é ai}’ Xli*li—l =a;| = HPai—l [Tai =1l — lifl] .
=2 k=1 =2

En remplacant ceci dans A.22 on obtient

(A.27) Ele o] = 3 3 o Y e [[Pu [Ta =l = L]

>1la=l141  lp=lp_1+1 i=1

on effectue maintenant le changement de variable I, = I; — [;_1, on obtient :

(A28) E [e_ATan'n] = H Z e_Al(iPai71 [Tai = l;]

ce qui donne A.18.
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Annexe B

Quelques résultats sur les sommes de v.a.
1.1.d.

Soit (€;, i € N) une suite de v.a i.i.d définie sur I'espace probabilisé (22, Fa2, @), définissons la marche aléatoire
simple, pour tout n > 1 :

n

(B]-) Sn = Zei ,

i=1

telle que Sy = 0.
Les résultats qui suivent sont des résultats classiques sur les sommes de v.a. i.i.d. On rappelle qu'une v.a. €y est
dégénérée si elle posséde un atome en un point i.e : s’il existe a € R tel que Q [ep = a] = 1.

Théoréme B.0.2. Supposons que €y soit non dégénérée, alors :

(B.2) soit S, — o0 p.s

(B.3) ou S, — —00 p.s

(B.4) ou S, =0 p.spour toutn > 1,

(B.5) ou limsup S, = oo et liminf S,, = —oc0

Preuve.
On ne présentera pas de preuve ici (voir par exemple W. Stout [98]). W

Définition B.0.3. Soitn >1:

(B.6) Ny =) g0} -
=1

Pour tout s € R tel que |s| <1 :

(B.7) A(s) =D _Q[Sn > 0]s"

(B.8) P(s)=> Q[N,=n]s",
n=0

(B.9) K(s) =) Q[N,=0]s",
n=0



Annexe B. Quelques résultats sur les sommes de v.a. i.i.d.

Le résultat suivant est di a E. S. Andersen [4] :

Théoréme B.0.4. Posons Q[Ng=0]=1 et Q[N_; =0] =0. Alors on a :

(B.10) P(s) =exp </05 Mda),

(B.11) K(s) = 1iseXp<_/OSA,(70)dU):(1_sl)p(s)‘

Proposition B.0.5. On a :

oo —+o0
(B.12) M < 400 = Z e < 400 Q.p.s |
n
n=1 n=1
QS < 0] = s
B.13 —— <t = e " < +oo @.p.s,
(B.13) ; - nzl Q-p
Q8. >0 =QIS.<0]
(B.14) ZQ Z = +o0 iZe"—Ze Sn = 400 Q.p.s .

n=1 n=1 n=1

Pour la preuve de cette proposition on montre les deux lemmes suivants :

Lemme B.0.6. On a :

= Q[S, > 0] . _
(B.15) Z p <0 = ngrfw S, =-00 @ p.s,
= Q[S, <] .
(B.16) 7;1 — < &= nl—1>r—ir-1<>o Sp =400 @ p.s,
(B.17) M Z @[Sn < 0] <= —oo = liminf S,, < limsup S,, = +o0 Q@ p.s .

n—-+00 n—-+oo

Preuve.
Montrons 1’équivalence B.15.
Soit 7, = Q [S; < 0 pour tout 0 <i < n, S, > 0] pour tout n > 1, rappelons que Sy = 0 on pose donc rg =0 .

Appelons R(.) la fonction génératrice définie par R(s) =Y. ° | r,s". Soit :
. . Bl 1
(B.18) W, — { min{k € N*, #{S; > 0, | <k} = j} s.11 existe
00 sinon
Supposons que lim,,_,, S, = —00  Q.p.s alors lim,,_, 1 o, Q [W,, = oo] = 1. W,, est la somme de n v.a.i, chacune

ayant pour fonction génératrice R(.). On doit avoir Q [W; = oo] > 0 puisque @ [W; = oo] = 0 implique que
Q [W,, = oo] = 0 pour tout n > 1. Ainsi :

1):ZQ[W1ZH]:Q[W1<OO]<1,
ainsi par le théoréme B.0.4 (?) on obtient :

ZQ[SZL>O] < 0o
n=1

Réciproquement, supposons @ [lim,,_,~, S, = —o0] < 1, par le théoréme B.0.2, on a limsup Sn =00 Q p.s.
Ainsi Q [W7 = oo] = 0 donc R(1) =1 et par le théoreme B.0.4, on obtient Y ° Q{S >0} —
On fait un calcul identique pour obtenir B.16. B.17 se déduit de B.15, B.16 et du theoreme B O 2. 1

2i] suffit de remarquer que : gn_1 = gn + T, donc que (s —1)K(s) = R(s) — 1 et ainsi In (ﬁ%s)) Z+°° M n
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Lemme B.0.7. On a :
(B.19) nETan -0 @Qps = Zexp y<oo Qp.s,

(B.20) —0o = liminf S,, < limsup S,, = +c0 @ p.s = Zexp(—Sn) =00 = Zexp(Sn) Q p.s.

n—+o00 n——+oo

Preuve.
On a besoin du résultat de C. J. Stone [97] suivant :

Sn Sn
(B.21) limsup —~ =+0c0 @ p.s ou hmmf =-00 @p.s
msup nint
Pour B.19 on a par hypothése que lim,, .o S, = —00 @ p.s, donc lim,, % = —0o0, ainsi S, < —n'/? et

il existe un entier N tel que :

0< i exp(Sy) Z exp(— 1/2 ,
n=N

ce qui montre B.19, 'implication B.20 est claire compte tenu de I’hypothése. B

Lemme B.0.8. On a :

Su>1
(B.22) €1<0$Z ]<oo,
(B.23) ]E[]>O:>Z en<]<
. € ——= <
Q €1 n ’
o QeSm>1
Zn:l [ n ] )
(B.24) Eglaa] =0=< et
o~ Q eSn>1
Zn:l ¥ =
Preuve.
On a : Eg [e1] < 0 si et seulement si (®) lim,, 0o Sp, = —00  Q.p.s. si et seulement si

(B.25) i @15 >0 i >1]<oo,

d’aprés le lemme B.0.6 ce qui donne B.22. B.23 et B.24 s’obtiennent de la méme fagon. W

3par loi forte des grands nombres voir par exemple [22] page 121
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La Nature est un temple ou de vivants piliers
Laissent parfois sortir de confuses paroles;
L’homme y passe a travers des foréts de symboles
Qui 'observent avec des regards familiers.

C. Baudelaire

Partie 11

Localisation de la M.A.M.A. récurrente

Cette partie est consacrée a la preuve du théoréme de localisation de Sinai. Aprés le rappel des hypothéses H.1,
H.2, et H.6 qui seront utilisées pour cette partie et I’énoncé du théoréme de localisation on effectue, dans le
second chapitre de cette partie (chapitre 4 de la thése), une analyse détaillée du milieu aléatoire :

Nous introduisons un potentiel aléatoire associé au milieu aléatoire, la notion de vallée ainsi que ’opération de
raffinement. Nous donnons ensuite quelques résultats élémentaires (temps d’atteinte, fluctuations maximales,
...) sur le potentiel aléatoire. Parmi les vallées que nous pouvons construire a partir du milieu aléatoire 1'une
d’entres elles nous intéressera plus particulierement que les autres, nous 'appellerons la vallée "minimale",
on la notera : {Mg),mo, Mo} ou M(’J et M, sont des maximisants du potentiel aléatoire et mg un minimisant.
On effectue ensuite & l'intérieur de cette vallée une construction basée sur 'opération de raffinement. Cette
construction nous permettra de comprendre intuitivement et par le calcul pourquoi la M.A.M.A. est localisée
au voisinage de myg. Les propriétés du milieu aléatoire que nous utiliserons pour montrer la localisation sont
rassemblées dans la définition de I’ensemble des "bons" environnements que 'on trouvera & la fin du chapitre
4. Le lecteur a donc la possibilité de passer directement au chapitre 5 en ayant juste en téte les définitions de
la vallée minimale et de I’ensemble des bons environnements. Nous appuyons ici sur le fait que les résultats
du chapitre 4 sont connus dans la littérature mais que nous les avons redémontrés point par point pour les
hypothéses H.1, H.2 et H.6. Ces résultats sont obtenus par I'application de techniques élémentaires en théorie
des probabilités : I'inégalité de Bernstein, I'inégalité de Ottaviani, une inégalité de concentration, I'identité de
Wald pour une martingale et un temps d’arrét régulier et le théoréme de la limite centrale.

Dans le chapitre 5 on montre la sous diffusivité de la M.A.M.A. puis on fait une bréve étude du temps de retour
en My, ce qui termine la préparation de la preuve du théoréme de localisation.

Le dernier chapitre de cette partie (chapitre 6) est donc consacré a la preuve du théoréme de Y. Sinai. Nous
commengcons par une démonstration basée sur la construction ordonnée en vallées effectuée au chapitre 4. Nous
verrons que cette méthode nous donne un résultat légérement plus fort que celui de Y. Sinai tout en donnant
une explication intuitive & ce comportement. Cette preuve alternative utilise les hypothéses H.1, H.2 et H.6.
Nous détaillons ensuite la démarche de Y. Sinai : on rappelle le résultat qu’il utilise pour le milieu aléatoire puis
on introduit le processus auxiliaire sur lequel est basé 1’ argument principal de sa preuve. Nous terminons ce
chapitre en présentant le résultat de H. Kesten [56] et A. O. Golosov [38] (obtenu indépendamment), qui donne
la distribution limite de la M.A.M.A. correctement normalisée, la preuve de H. Kesten est ensuite détaillée.
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Chapitre 3

Hypothéses et Résultats.

Commencons par donner les hypothéses que nous utiliserons dans cette partie, on rappelle d’abord celles qui
sont nécessaires pour obtenir une M.A.M.A. récurrente :

(H.1) Egle] =0,
ol (60 =In %), qui implique que la M.A.M.A. est P.p.s. récurrente (voir le Théoréme 2.2.3) et

(H.2) Varg [eo] =02 >0,

qui nous assure que la M.A.M.A. n’est pas réduite & une marche aléatoire récurrente simple. On utilisera de
plus ’hypothése de régularité suivante, soit kT € R% -

(H.6) Eq [e"°] < o0,
pour tout x € R* tel que |k| < k™. Voici les principaux résultats qui seront montrés dans cette partie.

Premiérement, le résultat de sous diffusivité :

Proposition 3.0.9. Supposons H.1 et H.2 et soit k €]0,k™[ tel que H.6 soit vérifiée, soit {Mg,mo,z\%} la
vallée "minimale" (définie au paragraphe 4.2.2), pour tout € > 0 et tout v > 2 il existe ng = no(e, k, C,0,7) tel
que pour tout n > ng et tout milieu o € Gy, on a :

(3.1) P [Lnj { X ¢ [ 305, 00, }] < # :

m=0

en particulier :

" 2F
leY 2 2
(3.2) P3 go{xm ¢ [~BE(lnn)? E(lnn) ]}] < Tanyi?
avec Q[Gr] > 1—¢€, C =Eqg[e*°]VEqg[e "], E = % et R = 1000.

Ce résultat montre que jusqu’a l'instant n la M.A.M.A. est prisonniére entre les deux @ v.a. ]\;[6, My qui sont
fonction du milieu aléatoire et de plus que ces deux variables sont au plus éloignées de I'origine d’une valeur de
I'ordre de (Inn)?, et donc que la M.A.M.A. est sous diffusive.

On énonce maintenant le théoréme de localisation de Y. Sinai :
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Théoréme 3.0.10. Supposons H.1 et H.2 et soit k €]0,xT| tel que H.6 soit vérifiée, pour tout € > 0, il existe

no = ng(e, k,0,E [\60\3] JE [Eé] ,C) tel que pour tout n > ng et tout milieu o € Gy, :

_ (Y(ninn)® 1/2 - AES
Inn ~ (volnnlnlnn)t/2’

2|l <
avec Q[G,] > 1 —¢€. G = (7(1000)%E)?, E = %, R =1000, 0 = 22 + 11, C = Eq [e"°] V Eq [e"*].

o = mo(Inn)? est le minimisant de la vallée { M}, o, Mo} que l'on définira au paragraphe 4.2.2.

Xn
— mg
277,

(3.3) Pa [

In

Ce résultat montre que la M.A.M.A. récurrente est localisée & un instant n dans le voisinage du point mg
dépendant du milieu aléatoire, ce voisinage a de plus une taille trés négligeable devant la distance parcourue.

Pour terminer cette partie on donnera la preuve de H. Kesten qui donne la distribution limite de la M.A.M.A. :

Théoréme 3.0.11. Supposons H.1 et H.2 et H.6 on a :

2
Xn o
(3.4) 7 s— — L, en distribution ,
In“n
ol
dP[L<z] 2= (=1)F (2k 4+ 1)2m?
3-5 _—mnmn —— —_——— .
(3:5) dz 7r kZ:O 2k+1) P ra——
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Chapitre 4

Description du milieu aléatoire sous H.1,
H.2 et H.6

Dans ce chapitre on a rassemblé les propriétés essentielles du milieu aléatoire qui nous permettrons dans le
chapitre 6 de donner une preuve alternative au théoréme de localisation sous les hypothéses H.1, H.2 et H.6.
Toutes ces propriétés ont été rassemblées dans la définition de ’ensemble des "bons" environnements (page 83).

On commence par rappeler la définition que I’on a donnée d’un milieu aléatoire :

On appellera milieu aléatoire et on notera « une suite de variables aléatoires (o, @ € Z) a valeurs dans |0, 1[Z
définie sur l'espace probabilisé (Qg, F2, Q). On notera Eg la moyenne associée & @) et Varg la variance.

On rappelle, de plus, que 'on a supposé que la suite (a;, i@ € Z) est indépendante et identiquement distribuée
(on dira aussi indépendante et stationnaire). Les notations suivantes ont été adoptées, dans la partie I, pour
tout 1 € Z :

(41) ﬂizl—ai, 6i21H<1_ai>.

Q;

4.1 Deéfinition du potentiel aléatoire et controle des fluctuations

4.1.1 Controle des v.a. («;, i € Z)

On s’intéresse dans ce paragraphe aux fluctuations des v.a. (a;,—L < i < L, L € N*). L’hypothése H.6 nous
permet d’avoir le contréle suivant :

Lemme 4.1.1. Soit k €]0, k™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout entier L > 0 et tout D >0 on a :

(4.2) Q {EQ}QL (oﬁ;) < DG/H] > (2L + 11))IEQ [e<0] |
(4.3) Q {ing)é]; (O‘:) < DG/K] >1_ (2L + 1)11)[3(? [e=re0] |

de plus si D > 211+/6 .

1 27(2L 4+ 1)Eq [e"°]
. m — )< DOF| >1—
(4.4) Q [—Lg%}éL (%’) <D >1 76 ,
1 25(2L + 1)Eqg [e "]
< 6//{ > _ Q .
(4.5) Q [ing)éL <Z> <D ] >1 76
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

Preuve.
Montrons 4.2, soit x €]0, k*[ tel que H.6 soit vérifiée, par indépendance et stationnarité de la suite (oy, i € Z) :

(46) @ [ max (1> < Dﬁ/“} = (Q [1 < Dﬁ/“Dml = (1 -Q [1 > DG/“DM+1 .
—L<i<L \«y ) — [ &%)

Ona:
1

1 1 1 1
(4.7) Q|—>DV*| =Q|—>D" ay<=|+Q|—>D" ay>=|,
Qg Qg 2 g 2

or pour tout D > 21+%/6 [aio > DS/5 g > 1/2} = 0. Donc pour tout D > 2'+%/6 on obtient :

(4.8) Q [1 > D6/“] = Q L > D%y < 1}
() L &0 2
(49) = Q % > ﬁ0D6/K, ap < ;:|
:ﬁo Db/x
(4.10) < Q _070 > 5 ]
(4.11) = Q|kln (?) >6(InD) — K;ln(2)]
L 0
QREQ |:€Hln<§8):|
(4.12) < G )

On déduit 4.4 en remplacant 4.12 dans 4.6 et en remarquant que (1 — )% > 1 — ax, pour tout 0 < x < 1 et tout
a>1.4.2 4.3 et 4.5 s’obtiennent de fagon similaire. W

4.1.2 Définition du potentiel aléatoire et premiéres propriétés

On définit maintenant le processus (S5, s € R) (et son équivalent normalisé (S”, s € R)) qui est fonction des

s
variables aléatoires («;, 7 € Z) caractérisant le milieu aléatoire :

Définition 4.1.2. On appellera potentiel aléatoire et 'on notera (Ss, s € R), le processus défini par :

S. = Zlgigsei’ 821727"' ;
L=
Ds<ic_16iy S=—1,-2,---,

pour les autres s, tels que s ¢ Z, S, est défini par interpolation linéaire et Sy = 0. De plus, le potentiel aléatoire
normalisé associé & (Ss, s € R) est défini par :

1
S?:mss, Vs eR.

Notation : on notera pour tout t € R,
(4.13) t=tx (Inn)?.

Lemme 4.1.3. Supposons H.1 H.2 et H.6, alors le processus Sf%] converge en loi vers un mouvement Brownien
(W(t))¢er de moyenne nulle, de variance ot et tel que W(0) = 0.

Preuve.

Pour la preuve de ce lemme on renvoie le lecteur au théoréme de Donsker, voir par exemple [8] page 137. On
remarque en effet que les hypothéses de ce théoréme sont vérifiées ici : les variables aléatoires («y, i € Z)

Qg

étant indépendantes par hypothése, on a I'indépendance des variables <ln 1_?”’, i€ Z), par 'hypothése H.1

2
Eq [ln 1;%} = 0, enfin par H.6, Eg {ln (1;%) ] =0?<co. N
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4.1. Définition du potentiel aléatoire et controle des fluctuations

4.1.3 Controle des fluctuations du potentiel aléatoire (S,, r € R)
On commence par montrer une inégalité de type "inégalité de Bernstein"

Lemme 4.1.4. Supposons H.1, H.2 et soit k €0, k[ ot kT € R tel que H.6 soit vérifiée, pour tout p > 0 et

tout ¢ > 0 tel que g < (0%kp) A ("42’%3’)) on a:

24C

(414) Q [lSp| > q] S 26_237210(1_04'%3?) ,

Pour tout p > 1, tout s > 0 et tout k > 1 tel que Ink < (1 + 8)320%k3p, on a pour tout 0 < j < p :

k4 oDk (o2,

(4.15) Q ISy = Sil > (3201 + s)oPplnk) /7] < 2e” IR TG 7S
ot C = (Eq [e"]) V (Eq [e7"*]).

Preuve.

Soient p > 0 et ¢ >0, on a :

(4.16) QlSpl >4 < QSy>q+Q[-5 >4 .

Estimons Q [S, > ¢, soit t € R, par I'inégalité de Markov et I'indépendance des v.a. (o, @ € Z) on a :
(4.17) QSy,>q < Eg [etSP] e ' = (Eq [eteo])p et
Par hypothese, on a :

2 t'E
(4.18) ]EQ[tEO]—l-f—O-FtO'-FZﬂ.
=3

En prenant

Considérons la fonction f : t — p02§ —tq, f admet un minimum en t; = —& et f(t1) = f%.

k €]0,x*[on a :

= 1Eq [e)] ~( q\ Eql]

(4.19) Z:; il T = (02p> il

00 2 E 1.1
(4.20) _ ( q Q L’T €0

— \0?pK i

3 +oo i3 | (ki
(4.21) = ( - ) ( . ) N [f o]
o2pr ) < o2pK il

prenons 0 < ¢ < o?pk, on obtient :
+00 44 i 3 oo i i
t1Eq [66} q Eq [/466]
(4.22) > = o) ) o
=3 ;

(4.23)

IA
Q
VRS

)
=R
=N
N———
w

ou Cy = Eg [e"°] < co par H.6. En prenant ¢ = ¢; et en utilisant l'inégalité 1 + = < e” Vz € R, on déduit de
4.18 et 4.23, que pour tout 0 < g < o2pk :

2.2 +0uip e\
(4.24) (IEQ [etleg])p eTha = <1 + tng + Z; A4 L0) q;! [60] > et
(4_25) < ePU t1q+P01(0pN)3
(4.26) _ o ra(as) ,
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

ainsi pour tout p > 0 et 0 < g < (02kp) A (”;'gjp), on déduit de 4.17 et 4.26 que :

P _L(l_ 2C14q )
(4.27) Q[Sp > q] < (Eq [e"°]) e ™ < e 2% T ot |
On effectue les mémes calculs pour le second terme de 4.16, en remarquant que —S, = Y »_ In 7=, on obtient

pour tout p > 0 et tout 0 < g < (a2kp) A (J;gzp) :

_ ~ 5ty (1)
(4.28) Q[-Sp>q<e » v/,

ou Cy =Eg[e™"°] < 0o par H.6. En remplacant 4.27 et 4.28 dans 4.16 on obtient 4.14.

On montre maintenant 4.15, soient p > 1 et k > 1 notons ¢ = (32(1 +s)o?pln k)l/z, pour tout 1 < 5 < p, tout
t > 0 et tout ¢ > 0, par un calcul similaire & celui effectué pour montrer 4.17 on a :

(129) QIIS, ~ Si| > a] < 7 (Bq [e])" 4717 (g [e] )" .

Estimons e~ (Eq [e!*])""”, par hypothése on a :

o?t2 X HE [(eo)i]

(430) EQ [6&0] = 1 + T + 1
1!
i=3
Soit x €]0, k[ tel que H.6 soit vérifiée, soient k > 1 et s > 0, en prenant t = %, on obtient :
i3 i
Bg [efer] = 1+ Ink (In k)3/2 Z (Ink)'/2 E [(keo)’]
@ (1+5)64p ' ((1+ 5)3202k2p)3/2 1+ 5)3202k2p)1/2 i
Supposons Ink < (1 + s)3202k%p, on obtient :
Ink (Ink)3/2 meo
4.31 E teo]l < 1 VO
(431) qle] < +(1+s)64p+(((1+s32a2/-;p?>/2Z
Ink (In k)3/2
4.32 -1 c
(4.32) + (1+5)64p ' ((1+ )3202k2p)3/2 !
o C; =E[e"°]. On a ¢ = (32(1 + s)o”pIn k)1/2, en remarquant que 1 + z < e® pour tout z € R on en déduit
que pour tout Ink < (1 + 5)320%K2p :
—tq teo1) (P—9) —Ink+ (ﬁéiéﬁf* l(p;?;;i);/zgm c
(4.33) e ' (Eq [¢"]) <e (+s) »)
Par un calcul identique, pour tout & > 1 tel que Ink < (1 + 5)3202k?2
que, p q

p—j)ln p—3)(n k)3/2

(434) eithQ |:eft60(p7j):| <e —Ink+ ((1+S>)é4§+((1(+S)3)2(;2§;3/2K,3 C2 .

En remplacant 4.33 et 4.34 dans 4.29 on obtient 4.15. W

Le lemme suivant donne une borne supérieure a la plus grande fluctuation du potentiel (S,,r € R) dans un bloc
de taille B a I'intérieur d’un intervalle donné :

Lemme 4.1.5. Supposons H.1, H.2 et soit r €]0,r.| ou kT € R tel que H.6 soit vérifiée, pour tout s > 0,
tout entier K > 1 et tout entier B > 1 tels que In K < 0?k%¢gB on a :

) 2 1/2
Q [ K— 1<>§<KIB<3H<1(1}3-1)BzB<l<(1+1)B(|Sl Sil) > (14 5)320°BIn K)

2 1
4. « = |4
( 35) - KS—O(lnBK)l/z < + 0O <K1614(9(1"BK)1/2>>




4.1. Définition du potentiel aléatoire et controle des fluctuations

Pour tout L > 1, tout K > 1 et tout entier B > 1 tel que [L]+ 1 = K x B et tel que pour tout s > 0
In K < 0%k%eoB, on a :

- S 1 202B1n K)'/?
Q |: [L]— 1<?n<[L]+1 m<rlria131(+B 7rL<Ijn<a7)>§+B(|Sl SJD = <( + 8)3 7 n )
2(B+1) 1
(4.36) < ———37 1+0 - ——7 ,
K5 o(=x) Kl—ﬁ—o( )
N ag 54
ol eg = (32(11+S) N merarsy A (326(1 + s)))

Preuve.
Montrons 4.35, soient s > 0, K > 1 et B > 1 deux entiers positifs, notons ¢ = ((1 + 5)32¢2B1n K)'/? par
indépendance et stationnarité des v.a. (a;,% € Z) on a :

(4.37) @ [ K Si< i —zB<rjn<(z+1)BzB<l<(z+l)B(|Sl Sil) > q]
2K+2
(438) < 1= (1-Q |, s (5= 55 > a) )
2K+2
(4.39) < 1- <1 -Q [2 ax. (1S;1) > q}) .
<<

Par I'inégalité de Ottaviani (voir par exemple [12] page 45) :

Q[|SB| > q/4]
~ 1—supi<j<p QIS — Sj| > q/4])

Eq [e"¢] V Eq [e~ "] et soit x €]0, 7| tel que C' < +o0, en utilisant 4.14, on a pour tout

(4.40) Q [2 max (1S;) > q}

Notons C' = C(k) =
q < (02/£B) ( 42033) :

(4.41) Q[1S5| > ¢/4] < 2¢~ 775 (1~ 5ti55)

)

or ici ¢ = ((1 + 3)3202Ban)1/2, ou s > 0, on en déduit que pour tout K > 1 tel que In K < (%) A
+3k°B .
(12802(1+s)) on a:

7an(1+s (9(

£)'7)

De méme par 4.15, pour tout K > 1 tel que In K < (1 + 5)320%+2B, on a :

(4.42) QlISBl > q/4] <2e

_ In K (n K)3/2
(4.43) sup Q[|Sp—Sj|>q < 2e B e T BT (o peanye72,a ©
0<j<B
2 2
(4'44) - 1 InK\1/2 — 1 Ink\1/2 °
K- aroe —O(F) K1—s1i—0(%)

Ainsi en remplacant 4.42 et 4.44 dans 4.40 on obtient pour tout K > 1 tel que In K < o2k%egB oil ¢y =
1 oSkt .
(32(1+s) A 13scz(igs) (32k(1 + 3))) :

(4.45) Q |2 nax (|S ) > ((1+45)3202BIn K)Y?| < 2 7 ! 5
K1+s O( ) 1—41 In K \1/2
o ()
2 1
4.4 = — |1 .
40 o) ( +O<Klﬁao<h‘3f<>“2>>
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

En remplacant ce résultat dans 4.39 et en remarquant que (1 —x)* > 1 — ax pour tout 0 <z < leta>1on
obtient 4.35.

On montre maintenant 4.36, soient L > 1, B > 1 un entier et K > 1 tel que [L]+ 1 = K x B, on a
[K] x B<[L]+1<([K]+1)x B on remarque que :

(4.47) max max max (]S — 55|
(L)~ 1<m<[L]+1 m<I<m+B m<j<m+B
(4.48) < max max max (IS: = S;1) »

max
0<q<B —[K]-1<i<[K]—1iB+q<I<(i+1)B+qiB+q<j<(i+1)B+gq

on en déduit :

_gq. 2 1/2
(4.49) Q [Lm<?nx<L e max (IS1 = S;1) > (1 +5)320°BIn K)
< [ max max max max (151 —S;]) >
0<¢<B —[K]-1<i<[K]—-1iB+q<I<(i+1) B+q iB+q<j<(i+1) B+q
(4.50) ((1+ 5)320°B1In K)l/ﬂ
< S —S5]) >
S0 S IR SN T - S
0<q<B
(4.51) ((1+ 5)320°BIn K)l/ﬂ
= (B+1)xQ [ max max max (]S —S;]) >
~[K]-1<i<[K]-1iB<I<(i+1)BiB<j<(i+1) B
(4.52) ((1+ 5)320°B1In K)l/ﬂ ,

ou la derniére égalité est obtenue par invariance par translation. On peut alors utiliser 4.35, on obtient ainsi
4.36. &

On introduit maintenant les notions de vallée et de raffinement :

4.2 Découpage ordonné en vallées

4.2.1 Vallées et opération de raffinement

Définition 4.2.1. On dira que le triplet {M’, 7, M”} est une vallée si :

(4.53) Sy, = max S,
MY <t<rh

(454) S;\L;[N = maX~ SZL ?
m<t< M

(4.55) S = min_ S} .
M’/ <t<M"

Si m n’est pas unique, on choisira pour m le point vérifiant 4.55 ayant la plus petite valeur absolue.

Notations : Les maximisants d’une vallée seront notés M, les minimisants mm_, on rappelle que @ = a(lnn)?, a €
R. On désignera également une vallée {M ! i, M } par lintervalle {M ' M }

Définition 4.2.2. On appellera profondeur de la vallée {M;,m, My} et on notera d([M;, Ms]) la quantité
(4.56) min(S;\’Z1 — S;%L,S]’&b — Sy .

On définit maintenant ’opération de raffinement :
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4.2. Découpage ordonné en vallées

Définition 4.2.3. Soit {M;,mZ,MZ} une vallée et soient M” et m” tels que m; < M" < m'” < M; et

(4.57) S, — S max _ (Sy —Sp),

1 m’’ = -
M s <t/ <t/ < I

on appelle raffinement & droite l'opération qui consiste a singulariser les points m" et M (voir Fig. 4.1). Si
le couple (M, M"") n’est pas unique, on prendra celui tel que m” et M’ aient la plus petite valeur absolue. On
définit de méme 'opération de raffinement & gauche.

St
A
/\ A teR
v
FiGc. 4.1 —
Définition 4.2.4. Soient :
(4.58) M* =inf{t >0, SP =1} ,
(4.59) M~ =sup{t <0, S} =1} ,
(4.60) mtel que: SF =  min S} .
N = <t<M+

Si m n’est pas unique on prendra le plus petit point en valeur absolue vérifiant 4.60.

Remarque 4.2.5. Par définition {M~, 7, M*} est une vallée.

On a le résultat suivant :

Proposition 4.2.6. Supposons H.1, H.2 et soit k €]0, k™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout € > 0
il existe ng = ng(e, R,0,E er\?’]) tel que pour tout n > ng :

1 EC, 2+
(4.61) @ _7E(lnn)I2n§az)§E(lnn)2 <al>} =1- (1;7”)4 ’
[ 1 EC,2r+1
(4.62) QB S e (61)} =1 (15771)4 ’
(4.63) Qi < E(lnn)ﬂ >1- % ,
(4.64) Q> —E(lnn)ﬂ >1- ?Lpf .
ot Cy = Eq [e"°], Co = Eg [ef*°], E = %. R est un parametre libre qui sera choisi ultérieurement.
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Pour la preuve de cette proposition on montre le lemme 4.2.7 suivant, on introduit pour cela la notation suivante,
soit a > 0 :

+ + n *\ inf{t>0, S;nza},

(4.65) Us =U (S, teRy) = { 400, si un tel ¢ n’existe pas.
— — rrt(am .y inf{t>0, St"g—a},

(4.66) Ug =US (S8, teRy) = { 400, si un tel t n’existe pas.

Lemme 4.2.7. Supposons H.1 et H.2, et soit  €]0,k™[ tel que H.6 soit vérifiée. Soient a > 0, ¢ > 0, notons
2
d=aVc. Il existe ng = ng (d, o, E [‘60‘3}) tel que pour tout n > ng, tout L > w +1ettoutD>1:

Lo2
(4.67) Q Uy NUF > L] < 2¢m 70"
1 Lo?

_ 1 1 [ og ®“=™%" 6D  L¥%(C)Y%0
4.68 U <Uf| < — 1 ,
(4.68) Q. C}*c—&—a C+lnn 1—q + K + D3

N 1 1 | oq bt e 6lnD  L32(C)/2%0

4. - < —
(4.69) QlU; >UC},c+a a+— T +——+ D5

3,75Eq [|eo ]

ot C = C(k) = Eq [e"0] VEq [e7"*], 0 = Eq [e3] et 1 = 0.7+ ez < L.

Preuve.

Soient @ > 0, ¢ > 0, notons d =a V¢, on a :

(4.70) QU NUSF>L] < Q[U; NU; > L]
(4.71) = Q Jmax \Sl| < (dlnn)

Soit b = [(2(%*))2] + 1, pour tout L > b il existe k = k(b,L) tel que k x b < L < b x (k+ 1), notons [k] la
partie entiére de k, on a :

QU NUF>L] < Q[U; NU; > L]

(4.72) <

QU; ANUS > [k] x b]

[ [K]b j

(4.73) < Q {0<Z£I(l[?f])( 1)b|Sl| < (dlnn)} ﬂ S(k]—1) + Z €| < (dlnn)
L J=([k]-1)b+1 i=([k]—1)b+1
[ [k]b i

. < .

(4.74) < Q {oglg(l[%(—l)blsl' < (dlnn)} | ﬂ | Z €| <2(dlnn)
I =11 | fi=R— Db+
_ [k]b J

(4.75) = Q {O<lg(1[ i 1)b|Sl‘ < (dlnn)}] Q m Z €| < 2(dlnn)

J=([k]-1)b+1 | |i=([k]—-1)b+1
En itérant cette opération, on obtient :

j (%]

>
i=1

. ”D (@]
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4.76) QU NUSF>L] < (Q ﬂ{

ol

< 2(dlnn)}

Sh

Ub1/2

(4.77)

IN

Zﬁi

i=1

2(dlnn) (k]
obl/2 '




4.2. Découpage ordonné en vallées

On utilise maintenant le théoréme de Berry-Essen (voir par exemple [22] page 299) : pour tout 0 < ¢ < 1 il
existe une constante universelle F' = F(§) > 0 telle que :

2

Sy 2(dlnn)] _ 1_2/+°° e, FEq [leol>*]
- 2

obl/2

X
g'bl/2 (dlnn) 27-(- + b5/2g2+6 ’
ab1/2

(4.78) Q [

de plus, on travaille sous 'hypothése H.6, on peut donc prendre § = 1 car Eq [|eo]®] < oo, dans ce cas on a
F < 7,5. Ainsi en remplacant la valeur de b dans 4.78 on obtient :

S 2(d1 3, 75E 3
(4.79) Q|2 nn) / o [lal’]
abl/? abl/2 Vor (dlnn)o?
De plus 2f0 (0,d,Eq [|eo]?]) tel que pour tout n > ng :
3,75Eq [|eol?]

4.80 =07+ —/———————=<1.

(4.80) N * (dlnn)o?

On déduit de 4.77, 4.79 et 4.80 que pout tout n > ng :
Lo

(4.81) QUIAUF>L] < M <gbt <agh =2¢f <2qFmF7

avec q; < 1 ce qui donne 4.67.

Pour montrer 4.68 on utilise Iidentité de Wald (voir J. Neveu [78]) pour la martingale (S7, t € R) et le temps
d’arrét régulier U = U, AUJ (en effet d’aprés le premiére partie du lemme, on a : Eg [U] < oo donc U est
régulier). Par l'identité de Wald on a donc :

(1) o 53] = 0.

On en déduit :

(4.83) Eq[Sy]l = Eq {S;};]IUJ<UC+} +Eq {SZJHUJZU?}

(4.84) = Eq {(535 + a) HU;<UJ} +Eq [(SZJ - C) HUL:zUc*}
(4.85) —aQ [U; <UM +eQ[U; > U]

(4.86) =0,

de plus Eq [ (Sp +a) I, | <0 donc:

(4.87) Quy <UH] < Cja + CiaEQ [(s;;c+ — )l SU;] :
On a:

(488)Eq [(Sps — My <oz | =Fa [(Shr — Mz cor vswn| +Ba [(Sgr = My cvz vy -

On estime maintenant chacun des termes du membre de droite de cette égalité, pour le second terme on a :

(L]
(4.89) Eq {( ;};r —C)HU;rgU;,U<[L]+1] = ZEQ[ U+<U U= 1]
(4.90) < mZEQ [(ei)HUng;,Uzz} )
i=1
en effet :
€
(4.91) (ST — o)1 UF<U- U=i = (S, — C)I[U;rgU;,U:i + HHUng;,U:i ,
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or par définition de U, (571 — ¢)ly+ - y—; < 0. Pour tout D > 1, on a:

(L]

1 _
(4.92) RZEQ (fi)HUng;,U:z}
i=1 B
1 (L] _
(493) = RZEQ ( )HU+<U J U=i,max;<j<[L (ej)<61nD:|
i=1
1 (L] _
(4-94) + EZEQ »(ei)HU:rgU;,U=i,max1§j§[L](ej)>%ln D}

(4.95) <

klnn Inn

1/2
6lnD+G[L]<Q[ max (ej)>2lnD}> ,

1<5i<[L]

en effet, pour 4.93 on a majoré les €; par > S1n D (ce qui donne le premier terme de I'inégalité ) et pour 4.94 on
a utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz (ce qui donne le second terme de 4.95). Pour finir on utilise I'inégalité

4.2, pour tout D > 21+#/6 .
5 1/2
gup Y (EQ [em(ag)D
+ .

klnn D3lnn

(4.96) Eq [(53; - C)HUrgU;,U<[L]+1]

Pour le premier terme de 1’égalité 4.88, on utilise la remarque qui nous a permis d’écrire I'inégalité 4.90, ainsi
que 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n 1

(497) EQ |:( UQ' - C)HUJSUJ,UZ[L]+1:| S m Z [ U+<Ua U=i

o oo
(4.98) < 17 Z QU > i) 1/2 ’

nn
I’inégalité 4.67 donne alors :

o0 2 b o
o %% 2 @ 2(dInn))2+o

4.99 E n,o—o)l . ] < 9gZCmmZ? - 20
( ) Q|( Ur c) US<U; ,U>[L]+1| = lnni_%:ﬂ a, S 1

€ 3
o g1 =0.7+ %M, de plus pour tout n > ng, ¢ < 1. Par 4.87, 4.88, 4.96 et 4.99, on obtient 4.68. W

Avant de montrer la proposition 4.2.6, on fait la remarque suivante :
Remarque 4.2.8. Pour tout a >0,b>0et{>0o0n a:

(4.100) QUS> <QUI AU, >1|+Q[US >U, ] .
En effet, on a :

(4.101) {UF>1y = {UF>1, U <vUfyu{Uuf >1, Ur >Ut}
(4.102) c {UFAUF>Bu{Uf>US}.

ce qui donne 4.100. On dira que 'on "symétrise" lorsqu’on écrit 'inégalité 4.100.

Preuve (Proposition 4.2.6).
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Montrons 4.61 Soit E > 0, on va appliquer I'inégalité 4.4 en prenant L = E(Inn)? et D = Inn, on obtient
que pour tout n > 621+H/6 on a :

(4.103) Q { max (1> < (lnn)g] >1- M ,

—E(lnn)2<I<E(Inn)2 \ o (Inn)*

ou C1 = Eg [ef], k €]0, k1| tel que H.6 soit vérifiée, 4.62 se montre de la méme fagon.
Montrons 4.63 (le probléme étant symétrique 4.64 se montre de la méme fagon). On a M™* = U1Jr , en symé-
trisant le probléme (remarque 4.2.8), on obtient pour tout G > 1 :

(4.104) Q [JW > E(lnn)Q} < Q[Uf > E(nn)?)
(4.105) QU AUG > E(nn)’] +Q U > Ug] .

A

Prenons a = G, c=1 (on a alors d = a V ¢ = G) dans 4.67, il existe n; = n1(G, 0,Eq [|eo]?]) tel que pour tout
n>n1,toutL2(2G;%‘)2+1:

__Le?
(4106) Q [U;r A Ué N L] < 2q14G2(1u71)2+r12 7
avec q; < 1. Avec L = E(Inn)?, on obtient pour tout n > n; et £ > 40%2 + ﬁ
E<72
2 462+ 102 2
(4.107) QU+ AUG > E(nn)?] <2¢, ™7
G > 1 donc :
EO'Q E’O’2 0'2
4.1 > 1 —"
( 08) 4G2 + _ o2 = 4G2 < 4(lnn)2> )

(Inn)?

ainsi il existe ny = na(o) tel que pour tout n > ng :

Eo? Eo?
(4.109) 7 >
4G? + (157)2 8G2
On obtient donc pour tout tout G > 1, tout n > nq V ng et tout £ > 40%2 + (ln1n)2 :
Eg?
(4.110) QUi NUG > E(lnn)?] < 2¢57 .
En prenant D = Inn dans 4.68 on a pour tout n > ny Vng :
1 Inlnn
4.111 Uf>Us|<=+4+0 .
( ) Q[I—G}—G—F (hln)

De 4.110 et 4.111, on obtient que pour tout G > 1 tout n > nj V nsy tout £ > 40(;22 + ﬁ :

. 1 Eq? Inl
(4.112) Q [M+ > E(lnn)ﬂ < 5 +2057 +0 < = “”) .

Inn

3,75Eq o]’

W20-7d0nc#<3

R
Soient R > 1 et € > 0, prenons G = % et soit By = 8G2 [In | Onaq =0.7+ Ma] =

o2 [Ingq]

on en déduit :

2 R

In —
€

(4.113) Eo <24

02¢€2
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On prend donc pour E la valeur suivante :

R2

022

R

(4.114) E=24 In =
€

)

on remarque qu'il existe ng = n3(R,€,0) tel que pour tout n > ng on a bien :

2 |In & 4G2 1
(4.115) _ 87| 4G

o2 |lng| = o2 (Inn)2 ’

On en déduit que pour tout € > 0, il existe ng = ng(e, R, 0, Eqg [|60|3]) =n1 Vng Vng tel que pour tout n > ng :

(4.116) Q [M* > E(lnn)ﬂ <

= &

ol K est donnée en 4.115, on a ainsi obtenu 4.63. W

4.2.2 Définition et existence de la vallée "minimale" { M}, g, My}

Définition 4.2.9. Soient n > 3, et v > 0, la vallée, {M;,, 7m;,, M;,} est de profondeur supérieure a 1 + (n) si
et seulement si :

(4.117) @ ({Niy, 714y, M }) 2 1+ 2()

ou d(.,.) a été défini en 4.2.2, v(n) = Vllr;ll:;” et 7 est un parameétre libre que I'on choisira ultérieurement.

Définition 4.2.10. On dira que la vallée {Mil,ﬁziz, Miz} contient le point 0 et est de profondeur supérieure a
1+ v(n) si et seulement si

1. 0 € [Mi17Mi2] R
2. d({Mi“MiQ}) Z 1—|—'y(n) y

.o~ n n
3. simy, <0, SMi2 — maxy,, <t<o (57')
si ﬁli2 > 0, S]?Z — MaXo<t <y, (Szl)

21

(n)

A\VARLY

v
v(n)

ou d(.,.) a été défini en 4.2.2, v(n) = 711?1171:” et v > 0 est un parameétre libre que l'on choisira ultérieurement.

Notation : notons &} 'ensemble des vallées contenant 0 et de profondeur supérieure a 1+ y(n).

Remarques :
— d’apres la définition précédente si m;, < 0 et si maxo<i<im,, (Sf*) — S, < 1alors SJT\EL:I —maxo<¢<m,, (S§') >
~v(n) car d ({Mi1>Mi2}) > 1+ ~(n), remarque similaire si m;, > 0.

— si g, = 0, alors la vallée [M;,, M;,] contient nécessairement le point 0, pour qu’elle appartienne a £ il suffit
donc que d ({Mil,Miz}) > 1+ 7(n).

Lemme 4.2.11. Supposons H.1 et H.2 et soit k €]0, k™[ tel que H.6 soit vérifice, il existe ng = no(v, o, E[leo|*])
tel que pour tout n > ng

(4.118) Q[5€=®]§Slnlnn(v+i+0< ! ))

Inn Inlnn

avec v > 0.
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Preuve.
Soient v > 0, k > 0, tel que H.6 soit vérifiée, pour montrer ce lemme il suffit de montrer que :

(4.119) Q [{M—,m7M+}¢5g} < 311112” (y+i+o< ! )) .

Inlnn

Vérifions que {]\;I_, mLM+}~ satisfait chacun des trois points de la définition 4.2.10 :
1. par définition 0 € [M~, M *]. )
2. Par définition de (S?',t € R) on a U;” = M*. En prenant a = y(n) et ¢ = 1 dans 4.69 on sait qu'il existe

n1 = n1(v,0,Eq [|eo|*]) tel que pour tout n > ny d =1 et en prenant D =Inn et L = (Inn)? on a :

~(n) 1 6lnlnn
< 1
}_1+7(n)+lnn+wlnlnn< K o))

(4.120) Q [M* <Us,

or par définition Sp, = miny -, v+ (S7'), ainsi MT > U7 = S < —7(n), d'ou par 4.120 :

Inl 6 1
(1.121) Qisy > ) < oot (v+ 240 (1))
mais par définition S}éj L= S}@f =1 ainsi :
(4122)  Qd (M MITY) <1+9(m)| = Q[(Sh — Sa) A (Siye — i) < 1+7(n)]
(4.123) < Q[SE = —y(n)]
(4.124) < Inlnn +§+(9 1
' = Tmmn \' Tk Inlnn '

3. Supposons m > 0, on remarque qu’estimer [Sj@f — maxg<i<m (S7) < 'y(n)} revient, par définition de M —,

& estimer : Q [maxo<t<m (SP*) > 1 — 7(n)]. Par définition de 7 et M+ on a :

(4.125) Jmax (S7) < [ na (5¢) =Sy =1,
donc

. ny > — — - < <1
(4.126) Q| max (57 2 1-9()| = @ 1= < g (57)<1]

On rappelle que l'on a montré au point 2 qu'il existe ny = ny(y,0,E er\?’]) tel que pour tout n > nq :

(1.127) szs~WMz1—mm”@+i+o( 1)).

Inn Inlnn

Notons A = {1 — y(n) < maxo<i<m (S7) <1, S < —v(n)}, par 4.126 et 4.127 on a :

Inlnn 6 1
(4.128) Q| max (S7) =1 7(”)} S QA+ - — (7+ P <lnlnn>> ’
définissons
_ [ inf{m eN*, S € [1—~(n),1]},
(4.129) Hym) = { +00, si un tel m n’existe pas.
On a :
J
(4.130) Ac J (Sist), (] Asis1ry .

I>Hoy ) k=Hy(n)+1
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ainsi :
(4.131) QMAI<Q| |J SSr<—m), [ {Sr<y}

I>H(n) k=H,n)+1
En partitionnant sur les valeurs de H.,(,) on a :

J

(4.132) Ql U ({sr<—m), [ {Se<1}
j>H,Y(,,L) k?:H.Y(n)-i-l
+o0
(4.133) = > Q U{S”< —(n ﬂ {5k <1}} =7
r=0 j>r k=r+1
on remarque que H.,y =7 = S, € [1 —7(n), 1], ainsi par la propriété de Markov :
J
(4.134) Q| U (Sr<—n, [ {SF<i
J>Hy(n) k=H,(n)+1
+oo .1 J
(4.135) = Z/ QU {sy <—n), ) {Sk< 1}} St edr| Q[Hym =1, SI€dx]
r=0 1=7(n) j>r k=r+1
posons S = St =S i>r,ona:
(4.136) QU {S;-” < —v(n ﬂ {sp < 1}} S € da
j>r k=r+1

(4.137) = Q U{S;’<—7(n)—m, N {S;;<1—x}}

k=r+1
(4.138) = Q {UJ(n)ﬂ < Uf—x} =Q {U?n)ﬂ < Ultw] )

ou la derniére égalité est obtenue par stationnarité du milieu et pour tout f > 0, Uj? =U ; (S’y, j €Z). On en
déduit :

J

(4.139) Ql U {sr<—n), () {Si<1}

I>Hey(n) k:Hv(mH
4.140 < su U_, <U+ / =71, Sy €dr
(4140 Iy 2est <Q[ P =T Z 1= (n) o }

(4.141)

IN

Qur <Ui,] .

on utilise maintenant le lemme 4.2.7, on obtient qu’il existe ny = na (o, E[|€o]?]) tel que pour tout n > ny :

Inlnn 6 1
(4.142) Q[UV(") >Ur ] ~ Ilnn <’Y+K+O<lnlnn)> ’
de 4.128, 4.131, 4.141 et 4.142 on en déduit :
2Inlnn 6 1
4.14 1-— < m < —
(4.143) Q{ v(n) Or<nax (5¢) < ] ~ Inn (7+ K +0 <1nlnn>>

On déduit le lemme de 1. 2. et 3 et en prenant ng =n, Vng. W
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4.2. Découpage ordonné en vallées

Lemme 4.2.12. Soient {M;, 7, M;,} et {M,

1+ v(n) et contenant le point 0, alors [M;,, M;, } [M{l,Mi’Z] est encore une vallée de profondeur supérieure &
14+ v(n) contenant le point 0.

Ve L ey .
12, 12} deux vallées distinctes de profondeur supérieure a

Preuve.

Il y a deux cas possibles :

Premier cas (trivial) : supposons que I'une des deux vallées soit entiérement contenue dans 'autre, par exemple :
supposons [M;,, M;,] C [lelsz‘/z]v alors (par définition) [M;,, M;,] N [MZ’I,M’} [M;,, M;,], est une vallée de
profondeur strictement supérieure a 1 et contenant 0. (voir figure 4.2 Cas 1)

Deuxiéme cas (figures 4.2, Cas 2 a) et b)) : [M;,, M;,] N [M{I,Mi’ = [M“,M ] ou [M;,, M;,] N [M{l,
[Ml’1 , M;,], montrons, par exemple, que [M“,M | vérifie bien les trois points de la définition 4.2.10 :

1.0 € [M;,, M! ,]; car les deux vallées : [M;,, M;,] et [M] , M! ,] contiennent ce point.

119 117

i) =

2. e montrons que nécessairement 1, ou mj, est dans [M“,M ! ]. En effet, supposons le contraire (m;, ¢
[M;,, Mj,] et m; ¢ [M;,, M])]) alors : m,, € [MZQ,M ] et mj, € [Mi’z,Mig], on a donc : M < mj, < M; <
M’ <My, < MZ

n : s - ny _ Qn T/ /
Supposons Sy > SM/ , alors on obtient une contradiction car MaX g <y< iy, (Sp) = SMi1 et donc { M| ,m;,, M| L)
ne serait pas une Vallee
. n n . s . ny __
Supposons SMi1 < SM, , alors on obtient encore une contradiction car MaX iy <icm, (Sp) = SM/ et donc

{M;,,7s,, My, } ne seralt pas une vallée.
On remarque de plus que les deux vallées ont soit leur minimum en commun (figure 4.2, Cas 2 b)) soit deux
minimums distincts (figure 4.2, Cas 2 a)) et dans ce dernier cas le minimum m de la vallée obtenu par intersec-

tion est tel que : S} = max (S%Q,S%,‘ )
2

e On montre maintenant que la vallée obtenue par intersection [M“,M | est de profondeur strictement supé-
rieure & 1. D’apreés ce que 1'on vient de montrer ('intersection des deux vallees contient I'un des mlnlmum) on
a l'un des deux cas (équivalents) suivants : M < my, < M;, < 1y < M’ < M;, ou M' < M;, < my, <
M{Q < 1, < M;,, montrons donc que d ([M M’ ])

219
Supposons le contraire alors S%, — S” < 1, car par définition d ([M“,M ]) > 1, alors nécessairement

i
n H . / o !
SM{ < SMn’ et on aboutit a une contradlctlon car dans ce cas : max <<ty et donc {Mh,mw,M } ne

serait pas une vallée. } ~

3. Prenons le cas M;, < mj, < M; < m;, < M, < M;,, e supposons 7i;, > 0 alors par définition on

a bien : SXZ- — MaXo<t<im,, (Sf) > ~(n). e Si maintenant mi2 < 0,on a: SE, — maxm,, <i<o (Sp) >
, L

/

Spy = maXm: <i<o (S7) > ~(n) par définition de la vallée {M, i ilsz'lz} avec 1y, < 0. @ Si m;, = 0 on

n’a pas besom de vérifier le point 3. W

Construction de la vallée "minimale" {Mé,mo,Mo} :

lére étape : considérons la vallée {M ~m,M T} effectuons un raffinement & droite et a gauche de cette vallée, on
obtient les points (classés par ordre croissant de valeur) {M~, 1/}, M{, i, My,m,, Mt} ou M| € Z et M, € Z
sont des maximisants relatifs et m} € Z et m; € Z des minimisants relatifs. Parmi les 3 vallées obtenues :
(M=, M}, {M], 7, My} et {M;,mm;, Mt} une seule contient le point 0 notons {M{l g, , My, } cette vallée.

117

Sid ([M M,; ]) >1 + ~(n) on réitére lopération de raffinement sur la vallée {M/ 7, M;, } jusqu’a obtenir

les vallées { M, i My, M} et { Ml,mm“MiM} contenant le point 0 telles que :
(4.144) d ([M;k , Mik]) > 1+ (n) et
(4.145) a(IV],,, Vi, ]) < 1+ 7(n),
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

Cas 1 (trivial) : Cas 2 :
“
. , a)
N 4 N
N . // \ .
N N A 7z
N [ \ .7
N R - ke \ -
< Mi, 70 \ -, e
N A i I,
N g #3— - =
' : ' Ml My X M/ M
/ V] 0 V] Y i [N i | . i i
Mi1 Miy ~ Al M, M-Zz ! v P 2
\\ 4 (A
N
.
b) :
RN :
N . :
N e :
N R S VN .
N Miy :
NN BT :
’ T 0. %, ’ r.
Mi1 M, AN L ]\/[12 M,
N\
Fic. 4.2 -

sinon on conserve la vallée {M~,m, M*}. Notons {M’, g, M} la vallée finalement obtenue ({Mgk,mik,Mik}

ou {M~, 7, M*t}), par construction cette vallée contient le point 0 et d ([M', M]) > 14 v(n). Cette premiére
étape nous a permis de singulariser le minimisant de la vallée "minimale" : mg . _ ~

2iéme étape : on extrait les deux maximisants Mgy € Z~ et My € ZT tels que { My, 1o, Mo} soit la plus petite
vallée contenant le point 0 et de profondeur supérieure a 1+ v(n), c’est a dire que l'on définie M et My de la
facon suivante : si mg > 0

(4.146) M} = sup {l €Z_, 1 <mg, SI'"—Sh, >1+~(n), S —  Inax Sk > 'y(n)} ,
SRSMo

(4.147) My =inf{l € Zy, I > 1ng, S/ — Sk, >1+~(n)} .

Simg <0:

(4.148) Mj=sup{l€Z_, I <ing, S} — St >1+7(n)} ,

(4.149) My = inf {l € Zy, 1 >mg, SI'—Sp, >1+~(n), S — ~1&2&}@)205;C > V(n)} :
MoSR>

Simg=0:

(4.150) Mj=sup{l€Z_, I <, S-St >1+v(n)} ,

(4.151) My=inf{l € Zy, I > g, S;'— Sk, >1+7(n)} .

Lemme 4.2.13. Supposons H.1 et H.2 et soit k €0, kT tel que H.6 soit vérifice, il existe ng = no(7, o, E[|eo|?])
tel que pour tout n > ng

(4.152) Q [{M67m0,M0} em’ste} >1- 61111111;1n (’y—i— g +0 <lnllnn)) )

Preuve.

Deux cas peuvent se présenter : soit [Mé, Moy] € [M*,M~], dans ce cas par construction {Mé,mo, My} existe
si et seulement si ) est non vide, or par le lemme 4.2.11 on a: Q [E] > 1 — % (v+2+4+0(z%=)). On
remarque que [M}, Mo] = [M*, M~] uniquement si M+ et M~ sont des entiers. Supposons maintenant que
(M}, Mo) € [M+, M~ on sait que si {M*,7m, M~} est une vallée contenant 0 et de profondeur supérieure a
1 + ~(n) alors la vallée {M;, g, My} telle que : My = [MT] +1 et My = [MT] + 1 contient le point 0 et
est de profondeur supérieure & 1 4+ y(n). Or par les calculs effectués dans la preuve du lemme 4.2.11 on sait
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4.2. Découpage ordonné en vallées

que : Q@ {M+,m,M—} €&l >1- % (7—}— % + 0 (#)) donc, dans ce cas il suffit de prendre pour

Inlnn
{]\Zfé, mo, Mg}, la vallée {Ml,mm ]\ng} On en déduit le lemme. W
On a le résultat suivant :

Proposition 4.2.14. Supposons H.1, H.2 et H.6, pour tout R > 1, tout v > 0 et tout € > 0, il existe ng =
ng (e,’y, o, E [\GO\SD tel que pour tout n > ng :

(4.153) Q [MO < E(lnn)g} >1- % ,
(4.154) Q [Mé > —E(lnn)z} >1— % ,
1 Ge
4.155 max — >1——,
( ) @ [M5<1<M0 <az>] - R
1 6e
4.156 max — >1——.
( ) N lM6<l<M0 (ﬁzw - R
24R?|1n £| R . ..
avec B = ——5—. R est un parametre libre que nous choisirons le moment venu.

Preuve.

4.153 (respectivement 4.154) se déduit de 4.63 (respectivement 4.64). 4.155 (respectivement 4.156) se déduit de
4.153 et 4.61 (respectivement 4.154 et 4.62). W

Cette proposition nous permet de définir 'intervalle (déterministe) dans lequel nous allons étudier les fluctuations
du potentiel aléatoire. Dans la suite de la preuve nous considérerons le découpage (déterministe) suivant, soit
n>1:

(4.157) E(Inn)? =k, x b,

Les valeurs de k,, et b, seront fixées ultérieurement, nous verrons alors que les valeurs de b, et k,, satisfaisantes
pour nos calculs sont :

(4.158) by = E(lnn)3/2(71nlnn)1/2] 41,
2
(4.159) ky = E(lbﬂ :

on rappelle que v > 0 est un paramétre libre, introduit dans la définition 4.2.10, que ’on choisira ultérieurement.

4.2.3 Découpage ordonné en vallées
Construction de I’ensemble de maximisants et minimisants M

Soit n > 1, on définit la suite positive I,, = Do?Ink, ol D est une valeur numérique. La forme de [,, et la valeur
du paramétre D seront justifiées lors de la preuve du lemme 4.3.1.

On effectue la construction suivante : prenons { My, 7o, My} comme vallée initiale et notons Mj = { M}, 7o}
et Mo = {ﬁ’LmMg}.

Considérons le premier raffinement a droite de la vallée { M}, 7o, My} notons {My,7,} le couple de maxi-
misant et minimisant obtenu aprés ce raffinement, ajoutons ces points a I’ensemble M. On considére main-
tenant le premier raffinement de {mo,Ml}, on obtient le couple {Mg,ﬁzg} que l'on ajoute a Iensemble M,
et ainsi de suite jusqu’a obtenir les points {Mr,ﬁmr} tels que M,_1 — 1y > lybn et M, — g < lpbn.
On obtient par cette construction un ensemble de maximisants et minimisants (& droite de 1mg) : My =

{mo,Mnmm .. ,Ml,ﬁh,Mo}, de cardinal 2r + 3, (voir figure 4.3). De méme on construit I’ensemble M

en effectuant de fagon équivalente des raffinements a gauche de la vallée {M(g,mo, Mo} : on effectue un pre-
mier raffinement ce qui donne les points {/m}, M;}, on raffine ensuite { M7, mo} et ansi de suite jusqu’a obtenir
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

{m!.,, M/, } tels que my — M;,_l > b,l, et my — M;, < buly, (on note M cet ensemble de maximisants et
minimisants a gauche de mg). On obtient ainsi un ensemble de minimisants et maximisants que ’on notera

M EM/OUMOZ{M(/)vm/DM{v 7M//7m0aM’r‘7"' 7M17m17M0}‘

T

s¢

A

tER

Mg b

FiG. 4.3 -
La construction que l'on a effectuée ci-dessus n’a de sens que si My — g > byl et g — M(’) > byl,. On montre
(en probabilité) que l'on a mieux que cela, en effet :

Lemme 4.2.15. Supposons H.1, H.2 et soit  €]0, k™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout v > 0 et
tout € > 0, il existe ng = ng (e,’y, R,0,E {|eo|3] ,C) tel que pour tout n > ng :

~ . (Inn)? Ge 4FE
4.160 Mo — g < 2 | b A
( ) @ [ 0T mo = 6502(Inlnn) | — R + (Inn)t/33
~ Inn)? e 4F
4.161 T/ L) i [
( ) @ [mo 0= 6502(1n1nn)] =rT (Inn)t/33
24R|In &|

ot C' =Eq [e"°] VEq [e7"], E = ——5==. R est un paramétre libre que nous choisirons le moment venu..

Preuve.
La preuve de ce lemme utilise la méme idée que la preuve du lemme 4.1.5. D’aprés la proposition 4.2.14 on sait

que pour tout R > 1 et tout € > 0, il existe nj = ny (e, o, E [|eo|3D tel que pour tout n > ny :

(4.162) Q [ty > B(nny?, 3§ < ~E(mn)?| < % ,

201 R - -
avec F = %. Notons Ag = {Mo > E(Inn)?, M} < fE(lnn)Q}, soit u, une suite d’entiers et v,, une

seconde suite toutes deux positives et croissantes en n et telles que u, x v, = [E(Inn)?] + 1, par 4.162 on a :

Ge

(4.163) Q [8to = 1o < up] < Q [Ny =10 < un, Ao + .
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or par définition SMO — Sme > Inn, on en déduit :

(4.164) Q | Mo — 19 < un, Ao
(4.165) [ ax max max (]S, —5;]) >nn| ,
[E(Inn)?]— 1<m<[E(ln n)2]4+1 m<I<m+u, m<j<m-+tu,
par définition, v, vérifie ([v,])u, < [E(Inn)?] +1 < ([v,] + 1)u, ainsi :
(4.166) max max max (IS, —S;])
—[E(Inn)?2]—-1<m<[E(Inn)2]+1 m<I<m+u, m<j<m+tun,
(4.167) <  max max max (IS1 = S;1) »

0<qg<un —[’Un]_lgig[vn]_l (i)un+qgl§(i+1)un+q (i)un+qgj§(i+1)un+q

on obtient donc par un calcul similaire & celui effectué dans la preuve du lemme 4.1.5 :

(4.168) 0 [MO — o < U, Ao]

2[vn]+2
Su > Inn
(4.169) < (up+1)1-(1- @ H | } on
1 —Supy<jcy, (|Sun -S| > T)

Par le lemme 4.1.4, pour tout & €]0, k™[ tel que H.6 soit vérifiée, si IHT" < (02/%”) A (%) on a :

In (Inn) _ 2Clnn
(4.170) {|su”| > 4”} < 9¢ 3207 25 (1-2ek2) 7

2
ou C =Eg [e"°] VEq [e™"], en prenant u, = [%} + 1 on montre qu’il existe ny = nq(co, C, k) tel que

4,3
pour tout n > nq, lnT" < (02mun) A (‘7 ;C“”), on obtient donc pour tout n > ny :

Inn 2
4.171 Su, | > —| < .
( ) Q |:| n 4 :| — (lnn)2+1/3270(hi;x;n)
En prenant p = u,, s=0et Ink = % dans 4.15, il existe ns = na(o, k) tel que pour tout n > ny :
(4.172) Ink <Inlnn < 320%x%u, ,
on obtient donc par 4.15 que pour tout n > nsy :
1 kg lnk | (nk)3/2
(4.173) sup (Q {|Su" -S| > nn]) < 2 Ikt 6T+ 5202,8,172 ’
1<j<un 4

de plus il existe ng = n3(o, k) tel que pour tout n > ng

Ink (In k)3/2
(4.174) 1—01nlnn<lnk‘—|—a-l-mgpl/2 :

On déduit de 4.173 et 4.174 que pour tout n > ny V ng :

Inn 1
4175 S, —Si>2t) o< 4
(4.175) ST (Q [' -5l > 4D S

En remarquant que (1 —z)* > 1 — ax pour tout 0 < z <1 et a > 1, on déduit de 4.171 et 4.175 que pour tout
n>nyVneVng:

2[vp]+2
[|Sun| > lnn]
4.1 1-—
( 76) < 1 lnn)

— SuPi<j<u, (|Sun - Sj‘ >

2(vn, + 1) 1
1-— 1 —_
(1nn)2+1/32 oty ( +0 ((mn)l/lo)) )
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en remplacant 4.177 dans 4.169 et en remplagant u, v, par E(Inn)2, on obtient qu'il existe ny > ny V ny V ng
tel que pour tout n > ny :

~ - 4F
(4178) Q MO — my S Unp,, A0i| S W s

en remplagant ceci dans 4.163 et en prenant ng = ng V ng on obtient 4.160. On effectue des calculs similaires
pour obtenir 4.161. W

4.3 Propriétés de ’ensemble des "bons" environnements

4.3.1 Ecart minimal entre les deux points issus d’un raffinement

Le lemme suivant est fondamental : il donne un lien entre le découpage ordonné en vallées de []\;[6, Mg] (para-
graphe 4.2.3) et le découpage déterministe en blocs de taille b,, de 'intervalle [M{, My] C [-E(Inn)?, E(Inn)?]
(voir proposition 4.2.14 et équation 4.157).

Lemme 4.3.1. Supposons H.1, H.2 et soit k €)0,k™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout € > 0 et
tout v > 0 il existe ng = no(e, R, 0, K, E [|eo|3] ,C,7) tel que pour tout n > ng :

" 1 e 1
4.1 M —m) <b,}| < — .
( 79) Q l:LJl{ i My = } - R +0 ((lnn)1/33) !
" 1 18 1
4.180 M;—m; <b,}| <—+0 | ——— ) ,
( ) Q l=U1{ m } 7 + ((lnn)1/33)
24R?|In &

ot b, = [E(lnn)*?(cylnlnn)'/?2] +1, E = =3 C = Eq[e"] V Eqg [e"], r et v’ ont été définis au
paragraphe 4.2.5. R et v sont des parameétres libres qui seront choisis le moment venu.

Preuve. 2 R ~ _
Soient ¢ > 0, R > 1, E = % et v > 0, en notant Ay = {Mé > —FE(lnn)?, M, < E(lnn)Q}, par la

proposition 4.2.14 il existe n; = ni (e, R, 0, E [||*]) tel que pour tout n > ny on a :

(4.181) QAo > 1 % .

On rappelle que l'on a effectué le découpage suivant, pour tout n > 3 :

(4.182) E(Inn)? =k, x b,

avec

(4.183) by = [E(mn)2(yInlnn) 2| +1,
et

(4.184) Ep = E(lbLn)z :

Nous verrons que pour obtenir ce lemme on fixera la suite /,, introduite au paragraphe 4.2.3 de la fagon suivante :

(4.185) l, = Do*(Ink,)?* avec D = 1000.
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Montrons 4.179.
Notons :

(4.186) Ay = J{M] - m] < b,}
=0

(4.187) AZ: U U

[kn]+1 [n]-&-l{
=[kn]=1 =1+,

(I+1)by, <w<z<jb, by, <m<(j+1)b, m<lu<v<m-+b,

on va montrer qu’il existe ny = ng(e, R, 0, k, Eg [|60|3} ,C,7) tel que pour tout n > ng :
L QA1 < Q[Ao) + T + fires

2. Q[A2]<o(%) .

Montrons 1.

Notons
r’ [kn]+1
(4.188) a=N U {M; € [lbn,(l+1)bn]} :
7=01l=—[kn]—1
[kn]+1
(4.189) Co=|J {0 € [lbn, 1+ 1)b]}
I=—[kn]—1
r'—1
(4.190) Cs= [ AM] = o —lnbn}

On commence par les remarques suivantes :
A) pour tout n > nq :

(4.191) QIC1]>1- oe ;
R
en effet, on a :
(4.192) Qcr] = Q| {=Wkal + 1)bu < ML < ([hn] + 1) |
_‘7:0
(4.193) < Q {—E(lnn)z < M! gE(lnn)2}
_‘j:O
(4.194)
or par construction (voir page 61) on a :
(4.195) M, > —E(Inn)?, My < E(lnn)?>=Vi, 0<i<r,—E(lnn)?> < M/ < E(Inn)?
ainsi
(4.196) QIC1] = @ [Ay] |

on obtient donc la remarque A) par 4.181.
B) pour une raison similaire a celle évoquée pour A) pour tout n > n; :

(4.197) QC2] = Q[ ([kn] + by < mo < ([kn] + 1)by]
(4.198) > 1—%.
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C) D’aprés le lemme 4.2.15 il existe ny = ng (e, R,0,E {|€0|3} ,c) tel que pour tout n > no :

' —1
(4.199) Q| () {M] = 1o —lnbn}| < QM) > 1ig — by
i=0
6e 4F
4.2 < =4
(4.200) =~ R + (Inn)L/33
o ¢ = Eg [e"°] VEg [e~"].
On a d’apreés la remarque A), pour tout n > ny :
6e
(4.201) QA < Q[A1701]+E
" el 1 6e
. < V! —m) < ! -
(4.202) < QU {Ml ml_bn}, U {M 1€[lbn,(l+1)b}} + %
i=1 I=—[kn]—1
— 7_/ k‘ ]+1 66
. = f—m) < M -
(4.203) Q U U {M m', < by, Zle[lbn,(lﬂ)b]} + 5
i=ll=—[kn]—1
on utilise maintenant la remarque C) on obtient pour tout n > ng :
[ a1 )
(4.204) QlU U {M;—m; <bn, M_, € [an,(z+1)bn]}
Li=11=—[k,]—1
r [kn]+1
~ Ge 4F
. < " —ml <b, / " =y
(4.205) < Q i—Uu__%fJ]_l{Mz M), < by, M!_y € [lbn, (1 +1)b ]} G|+ 7+ T
v’ [ka]+1 _ 5 -
-olU U {M; ol < b, My € [lbn, (1 + 1)bn], M, <m0 —lnbn}
i=11=—[k,]—1
6e 4F
4.2 — 4 ——
(4.206) * R (Inn)t/33 7

enfin on utilise la remarque B) pour tout n > n; :

% [kn]+1
(4.207) QU U M —mi, < by, M]
’L 1i=—[ky,]—
S
(4.208) <olU U {0 =m0, < b, WLy € [, (14 )b,
Li=11=—[k,]-1
[fen]+1 6e
(4.209) U i € bugibul+ DI} + 7 -
j:_[kn]_l

On remarque maintenant que :

{

N

(4210) 1 S ﬁlO - lnbn7
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on en déduit :

(4.211) U U M= mi b, My € ltbn, (0 1)ba), My < 1itg — Lubn,
i=11l=—[kn]—1
[kn]+1
(4.212) U {0 € bud ba(G + D]} }
j=_[kn]_1
(4.213) clJ U u {M{—mé < by My € (g, (1+ 1)ba],
=1 1=—[k,]—1 j=I+[ln]
(4.214) 1o € [bnj, bu(j + 1)]} ;

de plus, si on effectue un raffinement de {Mi,l, Mo} on obtient les point M{ et M tels que :

(4.215) Sy — Sy = max (S, — Sw) ,

N, <w<z<mo

on en déduit :

(4.216) {M’ — ) < by, My € [lbn, (1 + 1)bn], 110 € [bjs bu(j + 1)]}
(4.217) = {M',lgqlifzsmo (9 = Su) < b, <m<%+1)b m<usoLmtby (S0 = Su),
(4.218) M!_, € [tby, (L + 1)by), 1720 € [bnj, bu(j + 1)]} :

ainsi :

(4.219) { I/ —m), < by, My € [lbn, (14 1)by)], g € [bnj,bn(j—i-l)]}

(4.220) < {(l+1)bnn<1%X<z<jb (s = Su) < Lo <me(1)bn M<uS oSt (S“_S”)} '

En remplacant 4.220 dans 4.214, on obtient :

o el
(4.221) U U {M;— — < by, M!_y € [lbn, (1 + 1)bn], ML, < 1htg — by,
i=11=—[k,]—1
[knl+1
(4.222) U {0 € baisbalG + D]} }
Jj==lkn]-1
[kn]+1  [kn]+1
< {(l+1)bnrr<lix<z<jbn (5 = Su) < Lo <me (1) m<uSoLm-+b, (S = S“)}
l=—[kn]—1j=l+[ln] T
(4.223) = A,

on déduit de cette derniére inclusion, de 4.209, 4.206 et 4.203 le 1.
Montrons 2. on introduit ’événement :

4.224) Ay = 1) < (14 5)320%0, Ik, )2
( ) ° —([kn]+1)by <%z<([kn]+1)b m<l<%n+b m<3<m+b (150 = Sj1) < (1 + 8)3207bn In k)
on a :

(4.225) Q[A2] < Q[As, As] +Q[AS] .
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On applique maintenant 'inégalité 4.36 en prenant [L] + 1 = ([k,] + 1)by, et In K = In(k,,) dans cette inégaliteé,
pour tout s > 0 il existe ng = n3(¢, R, 0, s, k, E [|eo|3, C’]) tel que pour tout n > ng :

(4.226) In(k,) < o%k%eoby, ,

0_6

oll eg = (32(11+S) N 1386 ’E;H) A (326(1 4+ s))) On en déduit par 4.36 que pour tout n > ng :

2(b, +1 1
s Eg(mkn ))1/2 1 + o 1_7_0(111“)1/2
kn on kn

Pour simplifier cette expression on choisie ny > ns tel que pour tout n > ny :
4b,,
kﬁ

En remplacant ceci dans 4.225, il vient pour tout n > ny :

(4.227) QA3 <

(4.228) QlA5] <

(4.229) Q[Az] < Q[As, As] + 4b§

n

11 reste donc & estimer @Q [As, A3z], on a :

K]+l [kn]+l
(4.230) QM2 4<e| J U {

l=—[kn]—1j=i+[ln]

oit g, = ((14 8)320%b,, Ink,)'/?, de plus :

max (S. = Sw) < gn} )

(I+1)bp Sw<z<j5by,

[kn +1 [kn]+
(4.231) Q L+J[ {(H—l)b sz (82 = 5u) < gn}
[kn]+1 ]+
(4232) < Z__[; Q =it {(1+1)bn<w<z<]bn (SZ a Sw) = g’ﬂ}

On remarque que ’événement {maxibn§w<z§jbn (S, — Sw) < gn} est décroissant en j, ainsi :

[kn]+1

2 SZ - Sw S n

( ) © Z%CJ e ZLJFJ {z+1)bnm<?ux<z<jbn( ) <9 }
(kn]+1

4.234 < S5, <anl .

( ) - Z |:(i+1)bnfu{2§}é(i+[ln])bn( )<g }

i=—[kn]—1

On effectue le nouveau découpage suivant, [l,] = d,, X a,, ou a,, € N* ainsi :

4.235 S, —Sw) < gn

( ) |:(z'+1)bn§wl<njgx(i+1+ln)bn ( ) =9 }
[dn]—-1

(4.236) < Q@ ﬂ {S(aanriJrl)bn = Slan(j+1)+i+1)bn < gn} )
=0

par indépendance et stationnarité du milieu on a :

[dn]—1
(4.237) Q ﬂ {S(@nitit)bn = San(G+1)+i+1)b, < In}
7=0
Sab g [dn]—1
4238 = Sa < n [dn] — AnOn < n )
(4.239) (QUSun, < 0™ = (@[ Dot < e
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On utilise maintenant le résultat de Berry-Essen (voir par exemple [22] page 299) : pour 0 < § < 1 il existe une
constante universelle H = H(§) > 0 telle que :

Sanb In /+°° e HgnEq [|eol*™]
4.239 LA <1-— d )
( ) Q ((Lnbn)l/2 - (anbn)l/Q] - : :n>1/2 \/ﬂ x + (anbn)5/202+6

De plus comme on travaille sous ’hypothése H.6 on a Eq [|eo|3} < 00, on peut donc prendre § = 1, A. C. Essen
montre dans ce cas que H < 7,5. On a g, = ((1 4 8)320%b,, Ink,)'/? en prenant a,, = [(1+ s)320%Ink,] +1 on
obtient :

7.5Eq [|eo|*T]
(gn)t/20®

en remplacant 4.240 dans 4.238 puis en remplacant le résultat dans 4.234 on obtient :

1 a2

€
4.240 Sanb, S gn] <2 dx +
(4.240 QlSun <o) < 2 =

+
4.241 — <
( ) Q U U {(1+1)b <w<z<]b (SZ Sw) - gn}
—lkn]l=1j=i+[l
1 —2’,‘2 } 1
€ T.5Eq [leol® }
4.242 < (2lkn] +2 / dx + ,
(4242) (2lk] +2) ( - e
)
on rappelle de plus que fol eﬁdaj < 0,7 donc il existe ns = ns(o, ¢, R, Eqg [|€0|3} ,7) tel que pour tout n > ns :
1 .2
z 7 5E
(4.243) / e Q [|3€0| I .1
0 \/27T gn0
On a:
1 _ 2 3 [dn]_l x
e~ 75EQ [‘60‘ ] (dn72)<ln< o dm) +rn>
4.244 2k, + 2 / dx + < (2lkn] +2)e var ,
(4.244)  (2[ky] )(0\/% 7,03 (2[kn] +2)

. 7.5Eq [|eo |2
our, = Q[ljl 7112 ,on prend d,, = —(1 4 s2)
(gn)*/203 [} < d

1111(’“7“) + 2 avec sp > 0, on en déduit que :
ln<f e 2 )

V2T

n]+1
- <
Q U U {(1+1)b <w<Z<Jb (Sz Sw) < gn}

—[kn]—1 j=itln]

(4.245)

lnk3 1/4 (Inlnn)® 1/8 . .
De plus d,r, = O ( ) =0 (7) , donc il existe ng = ng(ns, s2) > ns tel que pour tout n > ng :

b, (Inn)3

(En]+1  [kn]+
4.24 — <
(4.246) @ U U {(z+1 b S <2< by (5 = Su) < g"}
—[kn]—1 j=i+[l
2
(4.247) < =

En remplacant 4.247 dans 4.230 puis le résultat obtenu dans 4.229, on obtient pour tout n > n4 V ng :

2 4b,
(4.248) QU= 35+
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avec b, = [E(lnn)*?(ocylnlnn)'/?] et k, = E(%”)Q si Pon prend s = 4 et so = 1, on obtient qu’il existe
ny =n7(e, R,0,k,Eqg [|eo|3} ,C,y) > nyg V ng tel que pour tout n > ny :

(Inln n)5/2>

(4.249) QA <O ( TOLE

ce qui donne 2. On obtient 1. et 2. en prenant ny, = nyVngVny, ce qui donne 4.179 en prenant ng = ny VngVn;.
En effectuant des calculs similaires on montre que ce résultat est aussi vrai pour ’ensemble des raffinements a
droite de { M, mg, My} ce qui donne le lemme.

Contrainte sur [, : on voit que la partie de la preuve que 'on vient d’effectuer impose la valeur de 1.,

ona: [l,] =a, x d, avec a, = ([(1+5)320% Ink,] +1) et d, = —(1 + 52)% +1,avec s=4et so =1,
n 0 x)ax

on a donc :

(4.250) l, = Do*(Ink,)?

avec D = 1000, b, = [E(lnn)3/2(’y lnlnn)l/Q] et k, = E(lg’”")z. [ |

On déduit du lemme 4.3.1 le résultat suivant :

Corollaire 4.3.2. Supposons H.1, H.2 et soit k €]0, x| tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout ¢ > 0
il existe ng = no(e, R, 0, E [|60|3] ,C, ) tel que pour tout n > ng

24e 1
4.251 <2k, +1]>1 - -0 —rrn |,
(1.251) Q' <2k +1021- 2 -0 (i)
24e 1
4.252 <2k,+1>1— — — _— | -
(4.252) Qlr< +1] R O((lnn)1/33)
ot k, = E(Inn)?/b,,, avec b, = [E(lnn)3/?(oyInlnn)/?| +1 et E = %. C =Eq e VEqg[e "], r

et ' ont été définis au paragraphe 4.2.3. R et v sont des parameétres libres qui seront choisis le moment venu.

Preuve.
Soit € > 0, R > 1. Montrons 4.251, par construction :

(4.253)  M{ > —knby 10 < knby =V 0 < j <1/, M} € [~kpbn, knby], M; € [—knbn, knba]
de plus :

(4.254) Vi O<j<r, Mj—m}> by, M€ [—knbn,knbn], M} € [—knbpn, knby] = 1" < 2k ,
donc :

(4.255) Vi, 0 < <oy Mi—m)y > bu, Mj> —knbn ,1ng < kpby = 1" < 2k,

On en déduit :

(4.256) QU <2k, +1] > Q |[(V{Mj—my>bn}, My > ~knby , 120 < knbn
j=0
(4.257) > QNI = ~kabu , 1o < nba] = Q | | {0 = m <ba}|

=0

la seconde inégalité est obtenue en remarquant que pour tout événement A et B : Q[A, B] > Q[B] — Q[A°]. On
sait d’apres le lemme 4.3.1, qu’il existe n; = nq1(¢, R, 0, E [|60|3] ,C,~y) tel que pour tout n > n; :

v 18¢ 1
. <ot < B0 (L )
(4 258) Q H {Mz m; = b } - R +0 ((lnn)1/33>
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De plus par le lemme 4.403 il existe ny = ns(e, R, 0, E [|60|3]) tel que pour tout n > no :

(4.259) Q [Mg > knby 10 < knbn} > Q [Mg > —knbn} — Q[0 > knbn)

(4.260) > Q [Mg) > fknbn} —Q {MO > knbn}

(4.261) = Q [M(g > —E(lnn)Q] —Q [MO > E(lnn)ﬂ
(13

4.262 > 11— —.

En remplacant 4.258 et 4.262 dans 4.257 on obtient 4.251 en prenant ng = n1 V ny. On fait un calcul similaire
pour obtenir 4.252. W

4.3.2 Conséquences du découpage ordonné en vallées
On adopte les notations suivantes :

Sio<i,j<r: Sio<,j<r:
— ! _
5i7j_SJT\L~/ji _S?r}n,jv 52,]_55\7‘7[1/_‘512737

4.263 J— mn n — n n
(4.263) Mig = S%, — Syp0 | M = Sy~ Sgpro
i =S =S | L = S = Sh.
v 2 i J

Premiéres remarques

D’aprés la construction que 'on a effectuée page 61, sans calcul supplémentaire, on a :

(4.264) (50,0 > (5171 > > 6r,r >0,
(4.265) (51,0 > (5271 > > (5T’0 >0,
de méme :

(4.266) 800> 011> ->0,.,>0,
(4267) 1’0 > 65’0 > A > 6,’/,,/’0 2 0 .

De plus par la définition d’une vallée de profondeur supérieure & 1+ v(n) on a :

(4.268) 0,0 > 1+~(n),
(4.269) 80> 1+(n),
on a aussi :

(4270) 0 S ) S T — 1, Mii+1 Z 0 s
(4.271) 0<i<r —1, ;41 >0.

Distance minimale entre deux maximums relatifs successifs

Proposition 4.3.3. Supposons H.1, H.2 et soit k €]0,x™ [ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout ¢ > 0,
tout v > 0 il existe ng = ng(e, R, 0, k,E [\60\3] JE [eé] ,C,7) tel que pour tout n > ng :

r—1
€ (127)1/2 Inlnn
: iibl = >1-= — | = — ],
(4.272) Q[Q{n,ﬂ ’V(n)}] 1 R<24+|1n§|1/2 O\ Ty
r'—1
12m)1/2 Inlnn
12 TR ST PYRIIL ki) Y
(4.273) @ ioo{n““_%n)} - R( +|ln§]1/2 O((lnn)1/4>7

Inlnn

ot y(n) =yt C =Eq [e"°] VEq [e7"], les v.a. r et ' ont élé définies au paragraphe 4.2.3, 1. etn’ ont
été définis 4.263. R et v sont des parametres libres qui seront choisis le moment venu.
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Preuve.

Montrons 4.273

Pour montrer cette proposition on va se servir du découpage en blocs b,, de l'intervalle [~ E(Inn)?, E(Inn)?]
ainsi que du lemme 4.3.1. Soient n > 3, R > 1, € > 0 et v > 0, on rappelle les notations suivantes :

24R?|In £|
(4.275) b, = [E(lnn)?’m(avlnlnn)l/z} +1,
E(Inn)?
(4.276) fen = % .
On note :
(4.277) A= ﬂ { (Inn)* < M/ < E(lnn)2} :
, n]+1
(4.278) U U {mi € bud, bl + V)], M] € [buj, ba(G + D]}
i=1j=—[k,]—1
, n]+1
(4.279) U U {M] € bniibnG+ 1)), My € [bagiba(G+ D]}
i=1 j=—[kn] -1
(4.280) Az = J{0<n,n <v(n)}

i=0
En se plagant sous les hypothéses et notations du lemme 4.3.3 on a : 1) par la proposition 4.2.14, il existe

ny =nq(e, R,0,E [|60|3]) tel que pour tout n > nq :

6
(4.281) QA >1- =,
R
(en effet A est égal a ’événement C; dans la preuve du lemme 4.3.1).
ar définition des raffinements on a As C A, de plus A; C —mh < , ainsi par 4.179, il existe
Par deéfi d fhi Ay C Ay, deplus A 71M’ m} < by insi 4.179, il exi

ng = no(e, R,0,E Heo\ ] ,C,7) tel que pour tout n > ng :

18¢ 1
4.282 A< —+0| —s | -
(1.2 Q) < 40 (s

Par 1) et 2) on a donc pour tout n > ny V ng :

24e

(4.283) QlAs] < Q[As, AT, AJ+ —+0 ((hml)l/gg) -

Notons :

[kn]+1  [kn]+1

4.284 Ay = 0< Sy) — S < )
oz a= U U s, e 60, e 60 <000)

par définition des raffinements, on a :

Vi 1! 5 _ . . I
(4.285) M| < M, et SM£>SM£+1,WO§1§T 1,
ainsi :
(4.286) {43, A5, A} C A,.
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Ainsi

(4.288) < QA4
[ [kn]+1 [Bnl+1

4.289 < oy .

( ) B Q i—EkJ] 17 LZJ',-Q { by, 2<I£Ii%x(z+1) ( k bnjglnglgz((.]+1) ( l ) — ’Y(n)}
[ k]l

| : e '—9]1{ - bniglgé%i((i‘f’l)( i) bn(i+1)12lagxbn(i+2)( )= v(n)}

On veut maintenant estimer les deux probabilités 4.289 et 4.290 ceci fait objet (respectivement) des lemmes
4.3.4 et 4.3.5. Pour la preuve de ces lemmes on a utilisé les notes en préparation de [20].

Lemme 4.3.4. Supposons H.1, H.2 et H.6, pour tout E > 0, tout v > 0 il existe nj, = nj (a,v,E [63]) tel que
pour tout n > ny :

[kn]+1  [kn]

n _ n <
? U U {bnz'g?%%f(m)(s’“) baj<ISbu(G4+1) (Sl)}_%n)

i=—[kn]—1 j=i+2

1/2 vlnlnn

(4.291) < 10(%) W([k”]

+1)%2

ot k, = E(%")?, b, = [E(Inn)*?(oyInln n)1/2] +1 etvy(n)= 71&% v est un parameétre libre qui sera choisi
le moment venu.

Preuve.
On a:
n]+1 [kn]+1
4.292 0< S7) — ST <
(4292) 9 U] 1JL1J+2{ S by 8 l)_V(n)}

knl+1  [kn]+1

. < ™ — "< .
azs) < Y Y Qlfos, me S0, (89 <a00 |

i=—lkn]—17=1+2
On partitionne la double somme de la fagon suivante :

[kn]+1  [kp]+1

. ny n) <
(4.204) > > offos, -, w6 <am)]

i=—lkn]—17=1+2
—2 0
(4.295) = > S Q]
i=—[kn]—1Jj=14+2

k] +1

(4.296) + Z > QL]

i=—[kn]—1 j=1

—1 [kn]+1
(4.297) + > >l

1=—2 j=142

[kn]+1 [kn]+1
(4.298) + 0> > Q]

i=0 j=i+2
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4.295 correspond aux termes : i < 0 et j < 0, 4.296 et 4.297 correspondent aux termes : ¢ < 0 et 5 > 1 enfin
4.298 correspond aux termes : i > 0. On veut maintenant écrire maxy, j<x<p, (i+1) (Sk) — maxy, j<i<p, (j+1) (S1)
comme somme de deux blocs indépendants. Selon les valeurs de ¢ et j on obtient : @ pour i > 0 :

by (i+1) (i+1)b,

1 1
4.299 ma; S = — - min — ,
( ) bnigkgbf(wl)( ) Inn lz “l ibn <k<(i+1)b, InN n;c em
bn (5) 1 k
4.300 ma ma; — ,
( ) bnjﬁlébf(ﬁl) Z jbn—i-lgkg}((j—&-l)bn Inn Z em
=0 m=3b,+1

donc pour i > 0
(4.30) b iy K)o (5F)

1 bnj 1 (i+1)byn 1 k

= -7 Z € —  min — Z €m — max. i Z €m -

Inn b AL 41 by, <k<(i+1)b, InN ot Gbn+1<k<(j+1)b, InN 1
e Pour i <0, j>1:
( ) bniﬁlg%i{(iwq)( i) bnjélrggi{(ﬁrl)( ')

1 b j 1 (i+1)by 1 k

= Z €+ Z €m max. i Z €m -
Inn ) b, <k<(z+1)b ~1lnn ot ]bn+1§k§(j+1)bn Inn 41

e Pour: <0, <0
( ) bnigﬁ%f(iﬂ)( i) bnjélrggf(ﬁrl)( ")

1 by j 1 k 1 (G+1)bn

" Ton Z UF keterba—1 Inn Z N r1en S, Inn 2, em-
=b, (i+1) m=ib, m=k

On va maintenant estimer la probabilité @ [() < maxy, j<k<b, (i+1) (S§) — maxy j<i<p, +1) (57") < v(n )} Pour
le cas ¢ > 0, on a par 4.301 :

Qo ) ()t (5T <20)
bnj (i+1)by, k
= Q0L — Z ‘@ <kn<11£1Jr1 Z €m ]bn+1£%}({j+1)bn Z em < y(n)lnn
I=bp (i+1)+1 m=jby
bnj
(4.304) = /Q 0<— Z eg—xz<~vyMn)lnn, Y edzr| ,
R l=bn (i+1)+1
ot Y = —ming, <p<(i+1)b Z(Hl)b" — MAaXjp, 4 1<k<(j+1)bn an:jbn €m par indépendance des v.a. (€;);cz on
obtient :
_ bnj
(4.305) / Q|0 — Z g—z<~v(n)lnn, Y e€dx
Bl —by, (i4+1)+1
I bnj
(4.306) = / Q|0<— Z e—z<~vyn)lnn| QY € dz]
R I=bn (i4+1)+1
bnj
(4.307) < sup|Q |z<— Z € <vy(n)lnn+x
r I=by, (i+1)+1
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Pour estimer ce dernier terme on utilise I'inégalité de concentration (voir [18]), ce résultat donne :

bn(j—i—1)
(4.308) sup | Q |z < — Z e <vyn)lnn+z| | <
o =1

2(71.)1/2
Z )

ot Z%2 = Z2(y(n)) = Z? U=y [1 A (W) } et € la variable symétrisée associée a (e *).

On a:
1A Y >E 67?2]1 —;E(S)QI[
ymmn) | =7 |\Amn) i | T Gymn2 - [N s

Par I'inégalité de Schwarz et 1'inégalité de Markov on a :

(4.309) E

(4.310) E [(ef) ]11>Msm] = E|(¢)°|-E _(e?) H1<M51M]
(4.311) > E ()] _E:(E?)ﬂl Q2 (e} > ~(n) Inn]
[/ s\2] [ sa]/? (E {(67)2})1/2
(4.312) 2 E|(@)|-E|(«) } " ylnlnn
1/2
E [(es) o2)1/2
(4.313) = 207 - {( ) } ) :

vlnlnn
ot v > 0 par hypothése. On déduit qu’il existe nj, = nj, (o’, v, E [efﬂ) tel que pour tout n > ny :

302
>

512
(4.314) E [(el) H1>W] z—
En remplagant ceci dans 4.309 on obtient pour tout n > nj :

€5 2 302
(4.315) E [1 A (7(n)llnn) ] = 2 (n) n)?

Ainsi pour tout n > nj :

(4.316) Z>\/ \/b 1’_1

nn

En remplagant ceci dans 4.308 puis le résultat obtenu dans 4.307 et dans 4.304 on en déduit pour n > ny :

4.31 < Y — " <
(4:317) @ {O = i<k (i4+1) (5%) b j<IS0 (j41) (5i) <)
1/2
87 v(n)Inn
(4.318) < (32> LW
g (bn)/(]_l_l)

On peut maintenant estimer la somme 4.298 en utilisant 4.318, pour tout n > ng :

rultt 8\ /2 'y(n)lnn[]%]-~_1[’%]—~_1 1
(4.319) Z Z QI <3U2> NOSER Z Z T iz

<
=0 j=i+2 =0 j=i+2 (] — 1= 1)
8\ /2 v(n)lnn 4 32 _ 5 (m\/2yInlnn 3/2
. < —_— _— < Z (=

4on prend € = ¢ — €, ot €] et ¢ sont i.i.d. .
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

En effectuant des calculs similaires pour les autres sommes 4.295 & 4.297, on montre que 1’on peut borner cha-
cune d’elle par 4.320 ce qui nous donne le lemme 4.3.4. W

Contrainte sur k, et b, : Ce dernier calcul impose des contraintes sur k,, et b,,, on rappelle que ’on a imposé :
kn X b, = E(Inn)?, on veut que

([ka] +1)**

(4.321) (W)l/Q'ylnlnn

soit le plus proche de 0 possible, et b, le moins grand possible. Pour cela on prend :

o2

(4.322) by = [E(lnn)?’/z('y 1n1nn)1/2} +1,
ky, = E(%"F donc :
m\1/2vIlnlnn 3/2 T\ 1/2 2/2(1 + ﬁ)sm
T\1/2 E3/2(Inn)?(1 + ;1 )3/2
. < = n

(4.324) < 10(5) " ylln iy
o2 (14 ,%")3/2

(4.325) < 0(5)"

on remarque que k, = k,(E,7), soit ng = nz(E,v) tel que pour tout n > ns, k% < 1/5. On obtient donc pour
tout n > ng :

m\/2 vInlnn 3/2 T\/2 1
(4.326) 10 (ﬁ) oo [l + D7 <2 (ﬁ) =73 -
2 HE
Soient R > 1 et € > 0, on prend F = % d’oit en remplacant 4.326 dans le résultat du lemme 4.3.4, on

obtient que pour tout v > 0, R > 1 et € > 0 il existe n} = n)(e, R, 0,7, E[e}]) > n{ V nz tel que pour tout
n>nj:

[kUl [kn]+1 (127‘(’)1/26
nn Q (o D=, e (1) <00} < 2
i [hn]—1 j=it2 bni<k<bn (i+1) b <I<bp (5+1) R]1n§| /

On montre maintenant :

Lemme 4.3.5. Supposons H.1, H.2 et soit k €]0, k™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout € > 0 et

" —

tout v > 0 il existe ny = ng(e, R, 0,E [|eo|*] . E [e}] , C,7) tel que pour tout n > ny :

[kn]+1
4.328 0 < oy ol -
) ¢ -9]1{ - bniﬁlirél%f(wl)( &) bn(z'+1)12?§an(i+2)( ! )} <1(n)
(2[kn] +3)(Inln n)5/2 167 5
4.329 < 2 bl [ S
| : B (by)1/2 v 302 ) o(Inlnn)3/2

ot ky, = E(%"ﬁ, avec b, = [E(Inn)*2(oyInlnn)t/?| +1 et E = UEIML o Eq [e"°] VEqg [e”"]. R et v

n o2€2
sont des parametres libres qui seront choisis le moment venu.

Preuve.
On a:
[kn]+1

4' < ny __ n <
(4.330) @ i_y]_l{obnisg%f(m) (5%) b (i41) S1Sb,, (142) (Sl)} <7(n)

[kn]+1
4.331 < 0< ST — ST < .
(43 S 2 om0, L, (S0
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Or maxy,, (i+1)<i<b, (i+2) (S") = X +maxy (i41)+1<i<b, (i+2) (E;:bn(zﬁrl)) avec X € 0 (e1,-+ , €, (i+1)), de plus
Y =max, j<p<p, (i+1) (S7) €0 (61, e vebn(z‘-s-l)) d’ou par indépendance des v.a. (€;)cz :
4.332 0< SP) — S <
( 33 ) @ [ - bﬂ,igl?%%f(i+l)( k) bn(i+1)rglagxbn(i+2)( ! ) - ’y(n)]
I
4.333 = —x < < — X+Yed
(433) Ja|-es, om0 ) <am-a| @y edd
I=by, (i+1)+1

!

(4.334) < sup|Q|z<  max Z <x+7(n)
z by (i+1)+1<I<b, (i+2) Kby, (121) 41
4. = < ™ <
(4.339) o (@ o< max (51) <249 )
la derniére égalité étant obtenue par stationnarité du milieu, en remplagant ceci dans 4.331, on obtient :
[kn]+1

4.336 0< SP) — SP) p <
(4.336) © ,__%cj]_l { S i OB T B ) )} =)
(4.337)
(4338) < el + 3 (Qfr< ma (50) <o)

Pour estimer sup,, (Q [z < maxi<g<p, (SJ) < x + v(n)]) on commence par écrire :

(4.339) Q [x < nax (Sp) <=z +7(n)] = Q _U; <b, < U:ﬂ(n)}

(4.340) = Q :UI < %” Ulirim) Z b”}

(4.341) + Q b2" <Uf <b, < U;ﬂ(n)}

On va estimer chacune des probabilités 4.340 et 4.341. On commence par 4.341, on remarque que :
(4.342) M UF <b<Uf s < s (SP) < @t y(n)

on en déduit par 'inégalité de concentration (voir [18]) déja utilisée pour la preuve du lemme précédent (équation
4.308 a 4.318) qu'il existe ny = nq(e, R,0,E [eé]) tel que pour tout n > ny :

by + +
, - <b, < < " <
(4.343) Q 5 < U <b, < Umﬂ(n)} < Q {1: < bn/glgakxgbn (Sp) <=z +’Y(n)}
(4.344) < sup (Q [y < Sy <yt v(n)D
)
167\ /2 yInlnn
4.345 — .
(4.345) (302> (by)1/2

On estime maintenant 4.340, par la propriété de Markov forte on a :

b
+ noorrt
L + +
(4.347) = Z/Z QIUSF =15 €edy|Q [ Uty =00 =1

=0
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

de plus z — y < 0, ainsi :

(4.348) o) [ Ul ey = bo — 1] <Q [ Uiy 2 bo — 1} ,

on en déduit :

(4.349) Q {U* <ELUE 2 ] <Q[ U, =02 .

Pour estimer cette probabilité on commence par la symétriser (voir remarque 4.2.8), soit @ > 0, on a :

(4.350) Q [ U, > bn/Z} <Q { U, AU; 2 bn/2] +Q { U > Ug] .

On applique maintenant le lemme 4.2.7, prenons ¢ = 711?11:", a = 1nn5?§f;/:)3/2’ L =1b,/2, D = lnn, et on
rappelle que b, = [E(ln n)3/2(yInln n)l/2] + 1, avec E = %, donc il existe ns = ns(e, R, 0,7) tel que
pour tout n > ns :

(4.351) c<a(=d=aVc=a),

(4.352) L> (2‘1(17#)2 1.

on a donc d’aprés le lemme 4.2.7 qu’il existe ng = ng(e, R, 0, k, 7, E[|eo]?], E[ed], C) > ns tel que pour tout
n>neg:

2y(InInn)°/2

(4.353) Q [ U SE

v(n) 2bn/2] <

En remplacant 4.345 et 4.353 dans (respectivement) 4.340 et 4.341 puis en remplacant le résultat obtenu dans
4.338 on obtient pour tout n > ng :

(kn]+1
4.354 < — <
(43 O U om0t 0} 500
(2[kn] + 3)(Inlnn)>/? 167 v
4.355 < 2 — |
( ) - (by)1/2 T\ 302 o(lnlnn)3/2 )’

ce qui donne le lemme 4.3.5 en prenant nj = ng Vng. W
On rappelle que b, = [E(Inn)3/?(yInlnn)'/?] + 1 et k, = M, on obtient donc par le lemme 4.3.5, pour

tout R > 1, tout € > 0, tout v > 0 il existe n{ = nf(e, R,0,x,E [[eo|?] ,E [¢§] ,C,7) > ny tel que pour tout
n>nf :

[kn]+1
4. < n n <
(4.356) @ __[ij]_ {O S pi<heba(itl) (%) = b (1) 12 b (1-42) (S )} <7(n)
Inlnn
4.35 < ] .
(4.357) < ()

On termine maintenant la preuve de la proposition 4.3.3. En regroupant 4.357 et 4.327 que 'on remplace
respectivement dans 4.290 et 4.289, puis en remplagant le résultat obtenu dans 4.283, on obtient alors qu’il
existe ng = no(e, R, 0, k, E er|3] , [60] C,v) > ny Vnz Vnj VnY tel que pour tout n > ng :

-1
/ (12m)!/2 1
(4.358) Q L:JO {0<min <y} <5 (24 + ’nZ|1/2> +0 ((mn)l/&s> ‘

Le probléme étant symétrique on montre 4.272 par des calculs similaires. W
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Distance minimale entre le maximum et le minimum issus d’un raffinement.

Proposition 4.3.6. Supposons H.1, H.2 et soit k €]0, 7| tel que H.6 soit vérifice, pour tout R > 1, tout € > 0,
tout v > 0 il existe ng = no(e, R,0,E [|60|3} JE [eé} ,C,7) tel que pour tout n > ng :

r—1
€ (12m)'/? Inlnn
(4.359) Q Q) {0it1,i41 > 7(”)}] >1- R (24 + |1n%’1/2 -0 (Inn)i/4)
r'—1
, € (127r)1/2 Inlnn
(4.360) Q Q) {01 =)} 21— R (24 ™ W -0 (Inn)l/4 )’

Inlnn

ot y(n) =y nE, O =Eq [e"°] VEqg [e77], les v.a. et v’ ont été définies au paragraphe 4.2.3, 6. et o' ont
été définis en 4.263. R et v sont des paramétres libres qui seront choisis le moment venu.

Preuve.
Pour montrer cette proposition on commence par remarquer que par construction I’événement {(5i+1)i+1 > ’y(n)}
est décroissant en i, on obtient donc :

r—1

(4.361) Q ﬂ {0it1i01 2 7(M)}H = Qorr = y(n)] ,

=0

pour terminer la preuve il suffit de faire des calculs similaires a ceux effectués pour montrer la proposition 4.3.3.
|

Distance minimale entre les minimums issus des raffinements et le minimum absolu Sy,,.

Proposition 4.3.7. Supposons H.1, H.2 et soit k €]0,x7 | tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout ¢ > 0,
tout v > 0 il existe ng = no(e, R,0,E [|60|3} JE [efﬂ ,C,7y) tel que pour tout n > ng :

r—1 € (127)%/? Inlnn
(4.362) Q [Q {piz1,0 > v(n)}] 21l-7 (24 + m Y% (W) ’

-1 , ¢ (127)1/2 Inlnn
(4.363) Q Q){MH,OZV(”)} z1-5 (24+|1n§|1/2 —O((lnn)w) ’

Inlnn /

ot y(n) = v SR, C = Eq €] VEq [e7"], les v.a. r et v’ ont été définies au paragraphe 4.2.8, p.. et p'
ont été définies en 4.263. R et vy sont des paramétres libres qui seront choisis le moment venu.

Preuve.
Pour montrer cette proposition il suffit d’appliquer la méthode utilisée pour montrer la proposition 4.3.3. W
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Controle du premier et du dernier raffinement.

Proposition 4.3.8. Supposons H.1, H.2 et soit k €]0,x™ | tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout ¢ > 0,
tout v > 0 il existe ng = ng(e, R,0,E [|60|3} JE [63} ,C, ) tel que pour tout n > ng :

Inlnn

ot y(n) =y, C =Eq [e"°]VEq [e7"], les v.a. 7 et v’ ont été définies au paragraphe 4.2.3, 6. et d’ ont
été définis en 4.263. R et v sont des paramétres libres qui seront choisis le moment venu.

Preuve.
Montrons 4.364, par construction on sait que 611 < 1+ ~y(n). Il faut donc montrer que pour tout v > 0
I’événement

(4.368) —y(n) <011 —1<7v(n),

a une probabilité proche de 0, pour cela il suffit d’utiliser les mémes techniques que celles, déja présentées, pour
montrer la proposition 4.3.3. La méme remarque est valable pour 4.365.

Montrons 4.366, soient ¢ >0, R > 1, et £ = % par construction, on a :
(4.369) M, < M, < My,
(4.370) M, — 1y < I, x bn ,
et on a posé :
. n = nn yinlnn +1,
4.371 by, = [E(Inn)*?(yInlnn)*/?] +1
E(lnn)?
(4.372) ko = % ,
(4.373) l, = 100002 (In k,, )?

par 4.369 et la proposition 4.2.14, on sait qu’il existe n; = n, (e, o, E [|eo|3D tel que pour tout n > ny :

~ 6
(4.374) Q [—E(lnn)2 < M, < E(lnn) } >1- EE
avec : B = %. Considérons le découpage suivant : [E(Inn)? 4+ 1] = b, x k], ou b}, = [l X b,] + 1
(k! = E(lél,n)z), on a 8, > d,, donc :
—E(Inn)? < M, < E(lnn)?
=T = S < 6y St =S¥ .
et mg — M, <1, X b, = O S 0n0 = —[E(Inn)2]— 1<37L<[E(1nn)2]+1 m<_]<%n+b’ m<1l2%r)z(+b' (| ! J D

On déduit de ceci et de 4.374 que pour tout n > n; on a :

(4.375) Q[awg (st - sz)] =1 - 5.

max max
—[E(Inn)?2]-1<m<[E(Inn)2]4+1 m<j<m+b/, m<l<m+b’
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On va maintenant appliquer le lemme 4.1.5, soit s > 0, dans 4.36 on prend K = k/,, [L] +1 = [E(Inn)?] + 1 et
=1, il est clair qu'il existe ny = na (e,R7 0,8, Kk, R [\60| } , ) tel que pour tout n > no :

(4.376) In(k.) < o?k?egll, |

6

ol eg = (32(11+8) N T55& ’E" = (326(1 4+ s))) On en déduit par 4.36 que pour tout n > ns :

. 1 2 21/ 1 r\1/2
@ |:—[E(lnn)2]—1nglar;z(§[E(lnn) ]+1m<§n<?q)f+b' m<1l’2173,{+b’ (150 = S51) > (14 5)320°0,, In k)
2(b), +1 1
(4.377) < % 140 —
A o) k! 1= -0( )

Pour simplifier cette expression on choisit ng > ns tel que pour tout n > ns :

X 1 ) lel kl 1/2
Q |:—[E(1nvz)2]—1rga1;LX§[E(lnn) ]+1m<§n<?71+b’ m<§2m+b’ (|Sl SJD > (( +S)3 g On n)
4!
4378) < —m
( ) - k/ 3—25

En prenant s =4 on a :

4b!, bi> b3 (100002 In(k Inlnn)7/?
(4.379) o = " < (10007 H(S DA ((nnn)) ;
k! 525 E(lnn)8*5 E4(lnn)8* 5 (Inn)i/4
de 4.375, 4.378 et 4.379 on obtient donc pour tout n > ng :
e (Inlnn)7/?
271 1\1/2 e
(4.380) Q 9,r(Inn) < (1600°D), Ink;,) >1 R O ((lnn)1/4 ,

on remarque de plus qu'il existe ny = ny4 (¢, R, 0, s, k) tel que pour tout n > ny que :

2
E(lnn) < (1000)2(7)Y2E(Inlnn)>+1/2(Inn)3/? .

4.381 160020, In k. = ([1,b,,] + 1) In "
(4.381) 600°b;, In k], ([lb]—|—)n[lnbn]+1_

On obtient 4.366, en prenant ng = n; V ng. On effectue le méme raisonnement pour 5;,)T,. | |

Distance maximale entre m et le plus grand des deux maximisants M, et M/,

Nous montrons la derniére propriété suivante, soit n > 3, définissons les points M< et M> :

i 1 1
(4.382) M. = sup {mEZ, m < ing, SI—Sp > W} ,

~ 1 1
M>:inf{mez, m > i, ST Sh > <q<>7>} ,
Inn
ol g(n) est défini dans le lemme suivant, on a :

Lemme 4.3.9. Supposons H.1, H.2 et soit k €]0, k™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout R > 1, tout € > 0, tout
~v > 0 il existe ng = ng(e, R,7y,0,E [\60\3]) tel que pour tout n > ng :

2
(4383) it > o (B0 ] <o (1)
2
(1384 e < - (Y | <o (L)
o R Inn
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

((1000)27E(1n Inn)3+t1/2(In n)3/2)1/2 et B = 24R?|In 2

ot g(n) =e , R et v sont des paramétres libres qui seront fixés

o2€2

ultérieurement.
Preuve.
On a:

B 2
(4.385) Q | M > g + (8111((1(71)71“)) lnlnn‘|

g

r 2

(4.386) = Q inf{m > 1hg, SI— Sh > hl(‘z(")m”)} > 1 + (WMH")) lnlnn‘|
Inn o
] ] ] 1 2
(4.387) = Q inf{m > iig, |ST — 5% | > W} > g + (“Wl”n”)) Inlnn| |
g

car mg est le minimisant de la vallée {M(g,mo, My} et par définition My > M-. Soient € > 0 et R > 1, par la

proposition 4.2.14, on sait qu’il existe ny = n; (R,¢,0,E [|eo|3D tel que pour tout n > nq :

(4.388) Q [~E(Inn)® <o < E(lnn)?] > 1 - % ,
24R?|1In £|
avec B/ = ————, donc pour tout n > ny :
1 1 1 1 ?
(4389) O [mf {m > g, ST, — 1| 2 <q<>v>} _— (MM)) mnn]
Inn o
[E(nn)®]+1 2
1 1 1 1
< Z Qlinf{m>k’ |S%—S,’:2W}2k+(8n(q<nw> Inlnn +%.
k=—[E(Inn)2]-1 nn g
Par stationnarité du milieu on obtient pour tout n > ny :
1 1 1 1 ?
(4.390) Q |inf {m > 1, ST — SB[ > W} > g + <W> lnlnn]
1 1 1 1 2
(4.391) < 2([E(nn)?+1)Q inf{m >0,|5"| > H(Q(m“”)} > (811(‘1(”)“1")> mlnn| + 5
Inn o R
81 1 2 6
(4.392) = 2(EMmn)2 4 DQ |Untmimm AUt iamrsimm > (Il(‘](”)”")) Inlnn| + Ee .
Inn Inn g

On applique maintenant I'inégalité 4.67, on obtient qu’il existe ny = no (R,e,U,E [|60|3D tel que pour tout
n>nyg:

(4.393) Q

2
Ul;(q(n)wlnn) A U+ > <81n(q(n)’y 1nn)> 1n1nn‘| é O (1) .
Inn

1 1 -
n(q(;ln);// nn) o lnn

En remplagant ceci dans 4.392 puis le résultat obtenu dans 4.387, on obtient 4.383 en prenant ng = nj V nag,
4.384 s’obtient de fagon identique. W

On donne maintenant la définition de ’ensemble des "bons" environnements G’ :
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4.3. Propriétés de I'ensemble des "bons" environnements

4.3.3 Définition de ’ensemble des "bons" environnements GG

Définition 4.3.10. Soient n > 3, € > 0, R > 1, k €]0,ky[ (k4 € R%), v > 0 et soit w € s, on dira que
a = a(w) est un "bon” environnement si et seulement si la suite (o, ¢ € Z) = (a;(w), @ € Z) vérifie les propriétés
4.394 4 4414 :

(4.394) e La vallée {M}, g, Mo} existe, en particulier :
(4.395) 0 € [Mg, Mo),
(4396) 50,0 > 1+ 7(”); 56,0 > 1+7(n) )
(4.397) Si 1 > 0, Sy, = | max () < 1-9(n) |
(4.398) si g < 0,5y, = max_ (S3) < 1-9(n).
(4399) L] (51 1 <1- ’)/(TL) 5
(4.400) 11<1—7(n).
(4.401) . ax 1 < (lnn)g ,
M}<I<My \
1
(4.402) _max _ () < (lnn)g
W <i<ito \ B
(4.403) e My < E(lnn)? —M} < E(lnn)? .
e Pourtout 0<i<r—1:
(4.404) Niit1 > v(n) ,
(4.405) Sit1,i+1 > (n)
(4.406) pit1,0 > v(n) -
e Pourtout0<i<y¢ —1:
(4.407) M1 = (n),
(4.408) Oit1ie1 > (n),
(4.409) Hiv1,0 = 7(n) .
(Inn)t/2
4.410 —_—
( ) * = (yInlnn)t/2 "’
Inn)t/2
4.411 I < 2(7 .
( ) "= (yInlnn)t/2
(4412) e 5, < D)
’ Inn
(4.413) 5, < )
' L b E
- 1 1 2 - 1 1 2
(4.414) M. > g — (811(‘1(")“1")) Inlnn, M <o+ (811@(”)“1")> Inlnn .
o o
2|1, R /
on y(n) = A, B = %7 q(n) = e((1000) Y Enln m)™* /2 nn)*2)* "5 p1ouvera les définitions de

n.,,n ., 0 etd  en4.263 (page 71), r et r’' ont été définies au paragraphe 4.2.3, les points M}, M} et g qui
forment la vallée minimale sont définis au paragraphe 4.2.2 enfin M~ et M. sont définis en 4.382.

Proposition 4.3.11. Soit G,, = {w € O, a(w) est un "bon” environement }. Supposons H.1, H.2 et soit Kk €
10, k[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout € > 0 et tout v > 0, il existe ng = ng(€, 0, K, E [|€0|3} JE [eé} ,C,7) tel
que pour tout n > ng :

(4.415) Qe weG,>1—¢.
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Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

Preuve.

Il suffit de rassembler les résultats des propositions : 4.2.6, 4.2.14, 4.272, 4.359, 4.3.7, 4.3.8 du corollaire 4.410
et des lemmes 4.3.9 et 4.2.13, puis d’ajuster la constante : R = 1000. W

Par abus de langage on dira que a € Gy, si « est un "bon” environnement.

4.3.4  Variables aléatoires caractéristiques fonctions du potentiel S"
On remarque que I'on peut exprimer le résultat du lemme 2.1.3 en fonction du potentiel aléatoire S™ :

Lemme 4.3.12. Soient a,x,b € Z tels que a < x < b, pour tout a € Qs on a :

Yoicarrexp (Inn(SP —S7)) +1

(4.416) PO TY > Tf) = — (1 ) ,
> i—ap1 XD (lnn(Sf - S{;)) +1
Zf,; exp (lnn(SP—Sp)) +1

(4.417) Po[Te < TF) = =20 (1 ),
T e (57— 7)) 71

Avec la construction que I'on a effectuée page 61 et les notations que 'on a adoptées page 71, on a :

Lemme 4.3.13. Soit n > 1, et soient mj € Mg et §;, € My, si0<i<j<rona:

(4.418) nfi < zi exp (ln” (Sln - S%j)) < |mj — si|(Inn)*n’i

=mj

avecéi,j:SXZingLj,sir2i>j20 on a :

(4.419) n%i < i: exp (lnn (Sl" — S%J)) < |my — sil(Inn)?n%-

l=m;
o =40 _qn
avec 0j SMj Smj.

Soient]\;[je/\/lo et ;€ My, si0<i<j<rona:

(4.420) nli-1i-1 < Z exp (lnn (Sl" - S;@)) < |Mj — M;|(Inn)*nli—ti=t
l:mj ’

avec 0j_1 j—1 = S??[j,l — S%j_l, str>1>3>0o0na:

(4.421) n'ii < Z exp (lnn (Sl” — Sﬁ)) < |M; — M;|(Inn)?n"i |
—

o gn _gn
avec 1;,; SMj Sm'

Soient]\ijEMo et 3, e My, si0<i+1l<j<rona:

Git1,5+1 < Z ( ( n_ gn )) < . 2 05+1,5+1
(4.422) n < liZ» exp (Inn (5] SMj <|M; —m;|(Inn)*n ,
avec 0j_1,j—1 = S’I\L;[j_1 — S%j,la sir>i>j3>0o0na:
. M < n_ gn < C—m. 2pMivi
(4.423) n'lii < lizbexp (lnn<Sl SMj)) <|M; —m;|(Inn)*n

84



4.3. Propriétés de I'ensemble des "bons" environnements

Preuve.
Montrons 4.418, par construction de I’ensemble Mg on a : MT < m, < Mr_l < - < Ml < m; < Mg, et

S}l < SJT\‘;I . <..- < S;\’;I . On en déduit que si on fixe m; € Mg (un minimisant) alors pour tout i < j tel que
r r— 0
$; € Mg, on a:
(4.424) 5> M, 5 >my,
(4.425) _max  (Sy,) < S .
M; <m<s; ‘

De plus
(4.426) max _ (S;,)=SY, ,

’ﬁ’LJSmSML °

on déduit de 4.425 et 4.426 que :

(4.427) m]rggxgg? (Sm) =Sy, -
Ce qui donne :
(1.425) g = S~ Sy = 0 (Sm) = SR,

on en déduit 4.418, les autres relations se déduisent par un raisonnement similaire. W

85



Chapitre 4. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.6

86



Chapitre 5

Comportement sous-diffusif et analyse des
temps de retour au point my

5.1 Comportement sous diffusif de la M.A.M.A. récurrente

L’objet de ce paragraphe est de montrer que la marche aléatoire en milieu aléatoire (X,,, n € N) se comporte,
pour une échelle de temps donnée n, en (Inn)?. Plus précisément on montre qu’avec une probabilité proche de
un la M.A.M.A. reste prisonniére dans la vallée "minimale" {Mé,mo,Mo} définie au paragraphe 4.2.2. Pour
établir ce résultat nous allons exploiter les résultats que 'on a obtenus pour la M.A.M.I (partie I chapitre 2)
ainsi que quelques propriétés de I’ensemble des "bons" environnements. (Définition 4.3.10).

On rappelle la définition de la v.a. :

Définition 5.1.1. Soient a et b dans Z, a # b, n € N*|

(5.1) 7o — { inf{k € N*, X}, = b avec Xy = a},

400, si un tel k n’existe pas.

Nous rappelons également, qu’afin d’alléger les notations, nous avons introduit dans le chapitre précédent la
notation suivante, soit a € R :

(5.2) a = a(lnn)?

2
On remarque qu’avec cette notation T'A™™), =

b(lnn)2 = Tf, de plus 0 = 0.

Proposition 5.1.2. Supposons H.1 et H.2 et soit k €]0,xT[ tel que H.6 (cf. page 43) soit vérifie, soit
{M{, mo, My} la vallée définie au paragraphe 4.2.2, pour tout € > 0 et tout v > 2 il existe ng = ng(e, k,C,0,7)
tel que pour tout n > ng et tout milieu a € G, on a :

(5.3) Pg [U {Xom ¢ 815, 810 }] < # 7

2F

< 2=
= (lnn)r—2"

m=0

(5.4) Pg lU {Xm ¢ [~E(Inn)?, E(lnn)?]}

2 €
avec Q [Gp] > 1—¢, C =Eg[e"°|VEg[e "], E = % et R =1000 (I’ensemble G,, est définie page 83).
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Chapitre 5. Comportement sous-diffusif et analyse des temps de retour au point mg

Pour la preuve de cette proposition, on montre que partant de 0 la probabilité de rencontrer 1mg avant de toucher
I'un des deux points Mgy —1 ou My + 1 tend vers 1 (lemme 5.1.3) et que, partant de 7, la probabilité de sortir
de lintervalle [M{, Mp] en un temps n tend vers 0 quand n tend vers Uinfini (lemme 5.1.5).

On supposera mg < 0, (les calculs sont similaires pour mg > 0).

Lemme 5.1.3. Supposons H.1 et H.2 et soit k €]0, 7| tel que H.6 soit vérifice, soit { M}, g, Mo} la vallée
définie au paragraphe 4.2.2, pour tout € > 0 et tout v > 2 il existe ng = no(e, k, C, 0,7) tel que pour tout n > ng
et tout milieu o € G, on a :

a 5 E 1
: pe (10 > 70 } < = o
(5:5) O [Fmo = TMo+1] = (Inn)v—2 +0 n(lnn)v
24Rz| In E| K€ —KE
et QIGn] > 1—¢€, E = ——z= avec R =1000 et C = Eq [e"°] V Eq [e™"].

Preuve.
Montrons que la marche partant de 0 rencontre le point g avant de rencontrer le point My + 1 :
Soit n > 1, par le lemme 4.3.12 pour tout o € Q5 on a :

Zi;lmoﬂ exp (lnn(Sf — S:;LO)) +1
S e (Inn(sr - 55,)) +1
Imo|(Inn)? maxm,+1<i<—1 (exp (lnn(Sf — S%O))) +1

Z?Z(;%H exp (lnn(Sf - S%O))

o [0 < 70
5 [Tmo Z Tty

)

par 4.418, on a donc pour tout n > 1 et tout o € Qs :

|mo|(Inn)? MaXho4+1<i<—1 (exp (lnn(S{L — SZ%O))) +1

exp (lnn(S’AL;IO — SZ%LO))

mo —

o [70 5 70
Py [T5, > T ]

= |mo|(Inn)? .\ O( 1 )
exp (lnn (S;\’% — MaXyp4+1<i<—1 (Slﬂ))) n(lnn)v

On rappelle que 'on a supposé my < 0, on en déduit, par la définition 4.3.10 de ’ensemble des "bons" envi-

ronnements, que pour tout € > 0 et tout v > 0 il existe ng = ng(e, o, E [\60\3] ,E [6%] ,C,7) tel que pour tout

n > ng, et tout a« € G,,, on a :

n - Ylnlnn
. - ny> 10
(5:6) Sty otlgic—1 (57) Inn
(5.7) Imo| < E .
24R?%|1n & .
avec ' = —_;—>— on prend 7 > 2 on obtient pour tout n > ng et tout a € G, :
a 5 E 1
5.8 PS [TQ T } < 0 .
(58) 0 [Fmo = Fan| = (Inn)v—2 + n(lnn)v

on obtient ainsi le lemme 5.1.3. W

Remarque 5.1.4. : par hypothése M{) < 1o < 0, ainsi
(5.9) pe [Tgo > 10 } —0

M1
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5.1. Comportement sous diffusif de la M.A.M.A. récurrente

Le lemme 5.1.5 suivant montre que partant de mg avec une probabilité qui tend vers 1 quand n tend vers l'infini
le temps d’atteinte de I'un des deux points M — 1 ou My + 1 est supérieur a n :

Lemme 5.1.5. Supposons H.1, H.2 et soit r €]0,k™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout € > 0, tout v > 0 il
existe ng = no(e, R, 0, E [|eo|3] JE [eé] ,C,7) tel que pour tout n > ng :

o Mo mo _
(5.10) P [TM(,—1 N1 > n} 21 (Inn)>

et Q[Gr] > 1—¢€, avec R =1000 et C' = Eq [e*°] V Eq [e7"]. En particulier :

e m m
(5.11) P, |:T—[OE(lnn)2]—1 A B nny2) 41 > ”} z1- (Inn)”

24R?|In &|
o2e? '

et Q[Gn] >1—¢€ avec E =

Preuve.

Pour faire ce calcul, on va montrer que la marche aléatoire "préfére" visiter n fois le point mg plutot que de
dépasser les points My ou M.

Pour commencer, on rappelle la définition suivante :

imo _pa—a _ [ I0F{k €N, Xp =z avec X = 1},
(5.12) =T - { —+00, si un tel k n’existe pas.
e inf{k > T; 1, Xy =z}, -
(5.13) T - { 400, si un tel k n’existe pas . =1,

et on pose T§~* = 0. On notera 7; = 1;*~* — T*7*, pour tout 7 > 1.

On introduit maintenant I’événement certain :

(5.14) T =N " sy
i=1

on a Tiﬁlo_’mo > 2 donc la probabilité de I’événement 5.14 est bien égale & un, on a donc :

n
le] mo mo _ Q. mo mo Mo —"1Mmo
(5.15) Pe [TMé_l ATE > n] = B3, | T AT, > T > n] ,
i=1
On a:
n
mo mo Mo —"Mmo
(5.16) {TM(,)_l AT, >, > > n}
i=1
n n
_ o o o — g o Mo o — o
= TM(;—1/\TMO+1>ZTZ' >n U n<TM6—1/\TMO+1<ZTZ’ ,
i=1 i=1
ainsi :
B n
167 ’ﬁ’Lo ’ﬁlo o ’ﬁlo ’ﬁ’Lo moﬂﬁlo
P, [TMé_l AT >n] > P, TR ATR >3 > n]
L i=1
B n n
_ o mo mo Mo —mo mo—mo
(5.17) = Ph | T ATy, > > o > T > n]
L i=1 i=1
B n
_ o Mo Mo Mo —Mo
(5.18) = o, | T AT, > > o ] ,
L i=1
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Chapitre 5. Comportement sous-diffusif et analyse des temps de retour au point mg
de plus on peut écrire 5.18 de la fagon suivante :

(0%
]P’rhg

n
77L(J mg 'ﬁL()—V!’;’LO
TM’ TM 17 ZTi ]
i=1

k k+1
= Pz, [SUP {va N e < < ZT{””*’”“} < My +1,

i=1 =1
k k+1
inf{Xm, D e < < ZT;”O*"LO} >M,—1 k=0,...,n— 1]
i=1 =1
_ Yo' mo—mo mo mo Mo—1mMo mg mo
- Py [rl STRe AT 7 < Ty AT +J .

Or on sait par la propriété de Markov forte que la suite de variables (7,7 ™°)1<;<p est i.i.d. , on obtient donc :

(5.19) Pe (TM’?’:J AT > n) > (Pa {Tmﬁmo <TRe A TESHD

On voudrait maintenant évaluer le terme obtenu en 5.19, pour cela on fait le calcul suivant :
Soit P (T7 AT < T*~7) la probabilité que partant de x la marche aléatoire touche a ou b avant de revenir a
z.0Onapoura<xz<b:

(5.20) PY(TEATE < T"7%) = a,PY (T5T > T + B,PY_ T2 < 7271,

On comprend bien 5.20 intuitivement, sinon on peut effectuer un calcul similaire & celui exposé¢ pour obtenir
I’équation du systéme 2.17. Prenons x = g, a = M} — 1 et b = My + 1, on obtient de 5.20 :

(5:21) Py, [T <10 AT | = 0P [Tt < TR0 4 B P,y [T~} < Ton

De 4.416 et 4.418 on obtient pour tout o € Qs :
1
EMO exp (Inn(SP—87 )) +1
i=rmo+1 OXP i Mo
< exp(—dp,olnn) .

le} m mo—+1
(5.22) P2 ., [TMOLI Tt } -

Soient € > 0 et 7 > 0, par la propriété 4.394, il existe ng = no(e¢,0,E [|eo|3] JE [Eé] ,C,7) tel que pour tout
n > ng et tout a € G,

(523) 5070 Z 1 + ’)/(TL) 5
o y(n) = 711?117’:"7 donc pour tout n > ng et tout o € Gy,
1
mo+1 mo+1
(5.24) o1 {TMUJrl < Ty } S e

de méme de 4.417 et de 4.419 on obtient pour tout v > 0, n > ng et tout a € G,

1

[} mo—1 mo 1
(5.25) omt [T <Tie™'] < =

mo—1 ]\/[/

on déduit de 5.21 et des estimations 5.24 et 5.25 que pour tout v > 0, n > ng et tout a € G,

leY m m mo—m 1
(5.26) 2 [TM? ATZo | < T 0} < = -

En remplacant 5.26 dans 5.19 et en utilisant que (1 — sr:)n >1—nx, pour tout 0 < x <1 et tout n >1onen
déduit que pour tout v > 0, tout n > ng et tout a € G,

1 1
o mo mo = -
(527) Pmo [TM'_l TM[J 1 > Tl:| =z 1 n’Y(") =1 (111 n)"’
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5.1. Comportement sous diffusif de la M.A.M.A. récurrente

ce qui termine la preuve du lemme 5.1.5. W

Preuve (Proposition 5.1.2).

En résumé on a donc (on rappelle que l'on a supposé my < 0), par la propriété de Markov forte et en utilisant
la remarque 5.1.4 :

e - Y e m m e 0 0
(5.28) PS8 [ﬂ {Xm € [M(’],Mo] }] > e [TMg_l ATE > n} —PS [Tmo >10 ]
k=0

En utilisant les lemme 5.1.3 et 5.1.5, on obtient donc que pour tout 7 > 2 et tout € > 0 il existe ng =
no(e, R, 0, E [\60|3] JE [e‘é] ,C,7) tel que pour tout n > ng :

(5.29) Pa L@){Xm € {M(),MO} }] >1- n%i .

ce qui termine la preuve de 5.3, on obtient 5.4 en utilisant la propriété 4.403 de I’ensemble des "bons" environ-
nements. W

On montre maintenant le lemme suivant qui sera utile pour montrer la localisation de la M.A.M.A. (dans le
chapitre suivant) :

Lemme 5.1.6. Supposons H.1, H.2 et soit r €]0,k™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout € > 0, tout v > 0 il
existe ng = no(e, R, 0, E [|60|3] B [eé] ,C,7) tel que pour tout n > ng :

1
(Inn)Y

(5.30) PZ, [T{“O AT™o > q(n)} >1-
mo—

(St inm )2y T 4 (SnlayInm )2y g
. 2 3+1/2 3/2\1/2 24R?|In &
et Q[Gn] >1—¢, ot q(n) = e((1000) 3y B(nInm) > 2 (nm)22) 05 oy gy #

Preuve. ~ ~
On rappelle la définition des points M~ et M. :

- 1 1
(5.31) M. = sup {m €Z, m <mg, Sy, — S, > n(q(;;)lnn)} ,
- 1 1
(5.32) M. = inf{m €Z, m>mg, S —Sn > W} .
nn

En suivant la démarche effectuée pour montrer le lemme 5.1.5, on obtient qu'il existe n; = n1(¢, 0, E [|eo|3] JE [eg] ,C,7)
tel que pour tout n > ny :

le% m m q(n) _ 1
(5.33) P2 {TMiil ATEO > q(n)} 2 1= g =1 Gy

de plus par la propriété 4.414 de ’ensemble des bons environnements, on sait que pour tout n > n; et tout
o € G, on a aussi :

2 2
(5.34) Mo > g — (81n(q(n)’ylnn)) Inlnn et Ms < g+ (81n(q(n)’ylnn)) Inlnn

(o g

on en déduit le lemme. W
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Chapitre 5. Comportement sous-diffusif et analyse des temps de retour au point mg

5.2 Analyse du temps de retour 7"~

Dans ce paragraphe on s’intéresse au temps de retour, noté 7700 de la M.A.M.A. au minimisant de la vallée
{]\Zfé, mo, Mg} : mp. Comme on ’a vu (proposition 2.2.6), la M.A.M.A. sous H.1 est récurrente nulle P.p.s, en
particulier : EZ [Tﬁm_’ﬁlo] = 00 Q.p.s. . On voudrait cependant avoir une borne supérieure de la probabilité :
P, [T™0~™0 > k] (ou k est un entier positif).

Dans tout ce paragraphe nous travaillerons a milieu fixé tout en ayant en téte le découpage en vallées effectué
dans le chapitre 4 :

Rappelons I'idée du découpage ordonné en vallées effectué au paragraphe 4.2.3 (page 61). On part de la vallée
"minimale" {Mé, mo, ]\;[0}, puis on construit pas a pas I’ensemble de maximisants et minimisants M : on effectue
un premier raffinement & gauche et a droite de cette vallée on obtient quatre points : m/, M{, my et M; on
ajoute ces points a ensemble M. Puis on effectue une opération similaire sur la vallee {M], g, M;} et ainsi
de suite jusqu’a ce qu’on obtienne les points 7., et M;/ a gauche de myg et M, et m, a droite de g tels que :

(5.35) o — M., > lby et g — M., < l,b,
(5.36) M,_1 — 119 > lpby, et M, — g < Lyby

ou pour n >3, € >0ety >0 fixés :

(5.37) by = [E(Inn)*?(yInlnn)*/?] + 1,
E(Inn)?

(5.38) ko = % ,

(5.39) I, = 100002 (In k,,)? ,
24R*In £

11 est donc clair que r et v’ sont des @) v.a. On renvoie le lecteur au chapitre précédent (paragraphe 4.2.3) pour
plus de détails. Par construction les points contenus dans M vérifient :

(5.41) My <y < Mj <. <l < M, <o < M, <y <+ < My <1ng < My,

On rappelle que I'on a adopté les notations suivantes :
Sio<,j<r: Sio<,j<r:
_ o
0ij = S]’\L;[i =S5 | 0= SXZ; — S:fn;,
. —Qn _ Qn /o _ Qn  _ Qn
i =Sy, = S | Mg = Sk — S

J
.. _Qn _ Qn /I _ Qn _ Qn
tij = Sp, Sm_,»- Hij = S*g Sm;'

m

(5.43)

5.2.1 Temps de retour a my, (premiére méthode).
On commence par rappeler la définition 2.1.4 et le lemme 2.1.7 :

Définition 5.2.1. Soient z,a et b dans Z, tels que a < x < b :
TP NTY =inf{m e N*, X,,, =aou X,, =b,Xo =2z} .

Lemme 2.1.7 (rappel) Pour tout a € 3, on a :

b—1 b—1 )
_ Di—a+1 j=l a%Fn(Jal)

(5.44) Eg [ToH AT = .
ij(lH_l Fn(J,a) +1
x—1 a—1 a—1
a . 1 )
(5.45) ES (T8 AT =E [T AT (14 ) FalGoa) | — >0 > a—an(jJ) ,
j=a+1 l=a+1 j=I
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5.2. Analyse du temps de retour T ™0

ou
F,(j,1) = exp (lnn(S -SM) .

Lemme 5.2.2. Pour tout o € Q5 et tout n > 1, on a :

(5.46) 1<ES, ., [T;nh;“ T’"Of] < Ci(lnn)*, Vi, 0<i<r.
(5.47) 1<EZ% [Tmo AT 11] <Cl(lnn)*, Vi, 0<i<r'.

Cl=Cl(a) = MaX <)<, (ﬁ’) (M} —mg)? et C; = Ci(a) = max,;, <1<, ( ) (M; —mqg)?.

Preuve.

Soit 1 <4 <r —1, calculons E, {T,fnnooﬂ A T;;D_:'ll} par le lemme 2.1.7 on a :

o m m Zl m, +1Z .l o ( l)
(5.48) E% ., [T °+1/\TM°:11} N .
Zj:m0+1 Fn(J,mo) +1
On a:
M; 1 1 M;
(5.49) | max _ Z— < max () F,.(j,m0) ,
{mo+1<I<M;} = (7} mo<I<M,; \ X j=rmot+1
et
(5.50) max _ Fu(j,mo) = Fu(M;,mo)
{mo+1<j<M;}
ainsi
M; M; 1
(5.51) —F.(,l) < Ci(inn) (M, o) = Ci(Inn)indio
~ l
l=mo+1 j=I

N _ _ 2 1
ou C; = Ci() = (M —mo)” max <<, (CTZ)
1<i<
Pour minimiser le dénominateur de 5.48 on remarque que :

M;
(5.52) D> Fuliime) + 12 Fy(M;, i) = n’e
j=mo+1
et donc par 5.51 et 5.52 :
ES . [T;?;“ Tt < Cilnn)!
De plus il faut au moins un pas a la marche pour passer de mg + 1 a mg donc E¢ [T;’ZSJH A TE?H} > 1. Un
calcul identique & celui-ci donne 5.47. W

On s’intéresse également au second moment :

Lemme 5.2.3. Pour tout o € Qs et toutn > 1, on a :

2
(553) E%@O-t,-l |:(Tm0+1 /\T]ZO:E) :| < Di(lnn)l()n(5i+1,i+1*771',1‘+1)\/(]’ VZ, 0<i<r ,
~ 2 ! ’
(5.54) E%, {(T;’j(;’ YA TA”/;? 11) ] < Di(Inn)0nCirin=ma)V0 w0 < <o

2 2
D! = Di(a) = | M} —my|® (max]\;[,<l<mo (é)) et D; = D;i(a) = |M; —mg|® (maxﬁloﬁlﬁl\;fi (()%)) , VOIT auSSt
5.48, pour les notations de : nj ;y1, O;1 1 11, Mii+1 € Oiy1iv1-
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Preuve.
Les preuves de 5.53 et de 5.54 étant identiques on montrera seulement 5.53.
D’aprés le lemme 2.1.6 (en prenant [ = 2), et en posant, v, = ES, [(T7 A T;™)?] et up, = E [T ATy, on a

(5.55) Um = AmUm+t1 + BmVm—1 + 2 (@mtm—1 + Bmtm—1) + 1.
De plus toujours par le lemme 2.1.6 (en prenant [ = 1), on a :

(5.56) 2 (@mUm—1 + Bmtm—1) = 2(um — 1) ,

ainsi, on doit résoudre 1’équation :

(5.57) Um = QmUm+1 + BmVm—1 + 2(um — 1)+ 1.

avec v, = Up = ug = up = 0. On utilise la méme méthode que pour le premier moment (voir la preuve du lemme
2.1.7), équation 5.57 est équivalente a :

ﬁm Um 1
5.58 o —w, = My )2
( ) mt1 Y O (v Y 1) Am M Om
ﬁm ﬁm—l 1
5.59 = m—1 — Um— 1T — 2wy, — (1 = 2up,) ,
( ) O Qm—1 (U ! Y 2) * CVrn,fl( “ 1) * m ( “ )

en itérant cette derniére opération et en utilisant le fait que v, = u, = 0, on obtient :

1-2 1— 2u,,_ 1-2 MLENNCY
(560) Vgl — U = Um+ Um, 1ﬂ7m++ Ug+1 ﬂa+2. ﬂirn H &U(H-l .

o 1« o o T ;
m m—1 m a+1 a+2 mi:a—i—l 7

En sommant cette derniére égalité pour a — 1 < m < b —1 et en utilisant que vy = 0 , on obtient :

b—1 l b—

(561) —VUg4+1 = Z Z 2’(” —|— Fn Ua+1 ,

l=a+1j=a+1 j=a+1

H

avec F,(j,a) = exp (Inn(S} — S;)). On obtient donc :

l u
Zl at1 2ajmatl : o LE,(4,0)
=1 '
Y jmar1 Fnlia) +1

(562) Va+1 =

On rappelle que :

(5.63) varr = Eg (T ATY)?]
(5.64) w=E [Tt AT}] .

dans notre cas on prend : a = 1y et b= M, + 1, on a donc :

l 2u;—1
Zl m0+12j:m0+1 u(il F(4,1)

M~ .
Zj:m0+1 Fn(]a mO) +1

)

m T 2
(5.65) E2, {(ngﬂ /\TMO-H) }

avec (lemme 2.1.7) :

-1 -1
1
(5.66) U = Um, | 1+ E (g mo) | — g _E alen(J,k),
j=mo+1 k=mo+1 j=k

Zl mﬁ-lzj lal (al) .

M
Zj:mo_i,_l Fn(%mo) +1
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5.2. Analyse du temps de retour T ™0

On veut majorer 5.65, pour ¢a on doit majorer 5.66 et donc 5.67, d’aprés le lemme 5.2.2 en prenant C; =
Ci(e) =max;, oy () (M; —mg)® on a:

(5.68) Uy, < Ci(Inn)?t

on en déduit :

(5.69) w < Ci(lnn)* [ 1+ Z n(J, o)

j=mo+1
Pour le numérateur de 5.65 on a par 5.69 :

M; l

> M iRG,

l=mo+1 j=mo+1

M; l i,
(5.70) < 20(mm)t > N (HE o1 £ O)) Fo(5,0) -
oy

I=mo+1 j=mo+1

Considérons maintenant le premier raffinement du couple {mg, M;}, notons ;11 le minimisant obtenu et M, 4
le maximisant, on a (voir figure 5.1) :

M; l 1"‘21 o F,(i,mo)
> X ( — °>Fn(j,l)

l=mo+1 j=mo+1

< |Mi—m0|3(lnn)6 max (1> n(S"(Mi)fS"(ﬁlo))\/(S( Mg 1)—S™(0)+S™ (Miy1)—S™ (it1))
- 2 o <I<M; \ QU
6
(5.71) = |Mi — m0|3(1n n) max (1) n(0:,0)V(8it1,048i41,i41) ,
2 mo<I<M; \ Q1
par 5.70 et 5.71 on a donc :
M, Loou -1
L~ ; 10,,(04,0)V(dit1,0+0i41,i41)
5.72 —F,(j,1) < D;(1 FLOTOit 1,41
512 S Y Bln 0 <Dy

I=rmo+1 j=mo+1

2
ou D; = |M; —my® (maxmoglgm (i)) . Pour le dénominateur de 5.65, comme on I’a déja vu, (lemme 5.2.2)

il vérifie :
M;
(5.73) > Fulgiig) = n
j=mo-+1

En remplacant 5.72 et 5.73 dans 5.65 on obtient 5.53. W

Montrons maintenant la proposition suivante :

Proposition 5.2.4. Pour tout o € Qo, tout n > 1 et tout ¢ >0 on a :
(Ci + CL)(Inn)? N 1 N

q n(;i’ ,0 77,6“3

(5.74) P, [T > g+1] < CYi0<i<r Vi 0<i <r.

D; (ln ’I’L) 1On(5i+1,i+1 —ni,i+1)VO0

2 + n6i,0 ’

(5.75) P o [T > ¢]

mo

IA

Vio<i<r.
q
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i i1

Cas : Miit1 < dig1,it1 Cas : Mii+1 > 0it1,i41
Fic. 5.1 -
FEt
- D' (Inn)109, 01,4175 i41)VO 1
(5.76) %0_1 [Tg{?il > q] < il ) P2 + g Vi0o<i<rp.
n’

- L 2 ~ 1 r !l 2 . 1
C; = |M; — myg| MaX,;, << iy, (az)’ =M/, —mg| MAX 71, <1< (Bz)

2 2
D; = |M; —mo|? (maxmoglgm (i>) , D! = | M/ —mgl® (maXMgglgmo (%)) , voir aussi 5.43 (page 92) pour

o
- YA ! /
les notations de : 6; g, 1 ;415 0115 01,05 Misi+1 €t Oi1it1-

Une remarque avant d’effectuer la preuve de cette proposition :

Remarque 5.2.5. 5.75 n’implique pas que PZ ., [T}ZL[?‘H > q] soit sommable en ¢, en effet malgré la présence
de q%, il reste une masse indépendante de g : n‘5+4>’ ce résultat n’est donc pas en contradiction avec le fait que
la M.A.M.A. sous H.1 soit récurrente nulle (proposition 2.2.6), une remarque similaire est vraie pour 5.76. On

remarque également que 5.75 et 5.76 implique que pour tout 0 <4 <7 et tout 0 <4’ <7’ :

P [T707™0 > g +1]
Di(lnn)lon(‘si“vi“*mvi“)vo D{(lnn)wn(‘s;’ﬂ,i'ﬂ777;',¢'+1)V0 1 1
_"_ 3

_|_
e e noo 8,

3

(5.77) <

on remarque alors que les masses (indépendantes de ¢) sont identiques pour les estimations 5.74 et 5.77. On voit
également que 5.77 a un meilleur comportement en g que 5.74 mais cependant a un moins bon comportement
en n. Nous verrons dans le prochain chapitre que cette proposition est un des résultats clé de notre preuve de
la localisation.

Montrons maintenant cette proposition :
Preuve (Proposition 5.2.4).
Soit ¢ € N* on a :

(5.78) Ph, [T77™ > q+1] = amPh, i [Toe™ > a] + BaoPh 1 [The ™ > 4]
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5.2. Analyse du temps de retour T ™0

Estimons Pg, [T@OH > g, soit 0 <4 <, on remarque que :

mo
(5.79) {T’?“’“ >q} = {T@OH > g} m [{Tfnle < Tn}oﬂ} U {T@oﬂ < T(hoﬂH
mo Mo mo = T M;+1 M;+1 mo
(5.80) = {mpett > g mget <o M Tt > g, Tt < Tt
mo-+1 mo-+1 mmo+1 mmo+1
(5.81) c {rgertariorl s qp Y {Tpen < et}
on en déduit :
(5.82) B3, [Toot! > g <P3, ., [TE0 T ATEOH > g + B3, [Toetd > 7ol

On estime maintenant chacun des deux termes de la somme précédente. Par 4.417 et 4.418, en posant §; 9 =
Sy — Si, on obtient :

_ . 1
o mo+1 mo+1
(583) Pﬁl0+1 |:Tfn00 > TM?+1:| S n(;f,,o )

Par I'inégalité de Markov on a :

Eo {T’ﬁlo-ﬁ-l A T7fl0+1

o mo+1 mo+1 mo+1 | 1o M;+1
(5.84) P31 [T AT > q] < - :
par le lemme 5.2.2 on obtient :
. . Ci(lnn)*
o4 mo+1 mo+1 7
(5.85) P o+1 [Tmoo ATl > Q} < —
ou C; = |M; —mg|? max, -y, ((%l), en remplagant les estimations 5.85 et 5.83 dans 5.82 on obtient :
. 1 Ci(lnn)*
a mo+1 4
(5.86) P o1 [Tt > ¢q] < S

par un calcul identique pour tout ¢/, 0 <4’ <r
1 N C!,(Inn)*

n‘;é’,o q

(5.87) P2

mo—l [Tﬁlﬁlé]_l > q] S

)

B
5.75, on procéde de la méme facon en utilisant le second moment plutot que le premier pour l'inégalité de

Markov en 5.84, et on utilise estimation 5.53 du lemme 5.2.3 (on effectue des calculs identiques pour obtenir
5.76). W

ou Cl, = |M/, — mO‘QmaXM{,glgmo (i) On obtient 5.74 en remplacant 5.87 et 5.86 dans 5.78. Pour obtenir

5.2.2 Temps de retour a m, (deuxiéme méthode)

Dans ce paragraphe on donne d’autres estimations des probabilités de la proposition 5.2.4. On a besoin, pour
cela, de majorer le premier et second moment des temps locaux définis ci-dessous. Pour tout 0 <7 <r et tout
mo+1<k<M,:

7ot ApTotl
mo M, +1

(5.88) c (l%, T+ /\TE?:ll) = Y Iy
=1

Pourtoutogigr’ettou‘cMi’gl;gmo—l,

ng—1 ng—1
T AT
mQ ]VIi —1

(559 c(b T ATl ) = X Ty

=1

On montre maintenant le lemme suivant :
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Lemme 5.2.6. Pour tout o € Qo, tout n > 1, tout 0 < i <7 et tout mo + 1 < k < Mi, on a :

o f. ol \ o+l [mo — M;|(Inn)?
(5.90) E5o+1 [ﬁ (k7 T5 TMO+1>} < BpnAimmo

o [ ).

(Inn)*| M; — mol? 1 1
. < T
(5.91) = BrnAimo o B, +0 (Inn)? ’

poyr— N, P -
n" M.k n- {mo+1,k—1},k

ot gy = S8 — S et Afgpy,c = maxacjcy (S7) — SP , sik=1hg+1 :

C

52 o[£ (5 T ATED)] = g
(5.93) ES [(c (k Tt ATZ’QOE)) ] < m .

Pour tout o € Qg tout n > 1, tout 0 <7 <7’ ettoutM{+l§l~c<r~n0—1 on a :
M — mg|(lnn)?

o mo 1 mo—1 < 7
(5.94) Eo—1 {ﬁ (k T /\TM/ 1)} = O%nAIQ,mO ’
o [(e e 7 )
mo—1 Mi'—l
1 4 M! — 2 1 1
(5.95) < (nn)] A o B; o +O<(lnn)2) ’
- k,m E E
apn 0 nWLE D B kL mo 1),k
5@']2;:7’71071 on a :
1
a M 1 m 1
(5.96) B [0 (b T AT )] <
(5 97) Ee ([/ (k Tmo 1 Tm071>>2 < #
. o—1 M!-1 - (amofl)z ’
Preuve.

Soient n >1,0<i<retmo+1< k< M, , On utilise le lemme 2.1.10 (en prenant, g = 0, a = mg, m = mo+1
et b= M, + 1), pour tout « € Qs on a :

7 g+l o+1 Pio+1 [TmOH < TmOH}
(5.98) By [£(k TR AT S
m m i+1 o k+1 k+1 _ma k—1 k—1
Pk+1 {Tk > TM +1} +ﬁkP%71 {Tk > Tmo }
on a par 4.416 :
7 1
o k+1 k+1 _
(5.99) P, [Tg > Tk +J = — e
2 exp (Inn (7 =57 ) ) +
(5.100) > ! :
(Inn)?|M; — k| exp (lnn (SXL - Sg))
de méme :
~ 1
(5.101) P2 ., [Tmf’“ ngﬂ] = —
Zz mo—+1 €xp (lnn(s Sn ))
(5.102) < !

exp (lnn(maxm0+1<l<k 1SSk )) ’
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par 4.417
k k 1
(5.103) pe  [pE-1 S pR-1] ]
k—1 k mo 1 - -
D imrno+1€XP (hm (Si — Sk)> +1
1
(5.104) >

(Inn)? [k — mg| exp <lnn (maXmOJrlSiSfcfl SP — Sg)) ’

en remplacant 5.100, 5.102 et 5.104 dans 5.98 on obtient :

5 ol s ol
(5.105) Bt {E (k’ Tag " Ny )}
(5.106) < (nnPIM; —mol !

exp (hln (SZ - S};O» Qf, exp (hl” (maXmgﬂgz‘gfeH Sit - S;\})) + 0
(Inn)?|M; — my|

ﬁfCTLA"“mO

(5.107)

ce qui donne 5.90. On prend maintenant ¢ = 1 dans le lemme 2.1.10 on obtient :

2
«a 7. mo+1 mo+1
Fros [(‘ (k. Tt nied) ]

o mo+1 mo+1 o mo+1 Mo+1
B B, [T7 < 10t B [T < 0]
= - : . - 5 _ _ _ _
_pa b1 o kit o -1 k1 po Rl S PR } _po { k1 ’f—l]
(akphl [ch > TM#J +ﬂkp/’%—1 [Tlé > T, D akpkﬂ {Tk = TMi+1 +ﬁkpk71 Tk > T,
Inn)*|M; — mg? 1 1 1
< +0
© exp (lnn (SP —sn )) B k + B (Inn)2 ’
k mo exp(lnn(SMi—S,;» exp(lnn(maxﬁm+1Si§,~€71 S?—Sfc))

ce qui donne 5.91. On effectue les mémes calculs pour obtenir les autres estimations du lemme. W

Avec les calculs que 'on vient de faire nous pouvons maintenant écrire une autre version de la proposition 5.2.4 :

Proposition 5.2.7. Pour tout o € Qo, tout n > 1 et tout ¢ >0, on a :

Ei El/l 4 1 1
(Ei + Ej)(Inn)* | +——, Vi0<i<r Vi0<i <,

5.108) PY [T™mo—70 1] < ;
( ) mo [ (]+ ] — q néi/,D n9i,0

n(éi,i+1_Hi+1,0)A(6i,i_lLi+l,0)

(5.109) P21 (T2t > g] < Fi(lnn)® Z + 5 Vi0<i<m
et
~ (87 ip1 =M1, i —1i1,0) 1
(0% - n .
(5.110) Po, 1 [Tt > q] < F/(Inn)® Z + Vo<i<r!

R L 2 - 1 / ! 2 - 1
E; = |M; — my| MaX,, o<, (ﬁz)’ ElL|M] — mg| MAX 7 <1<y -1 (az)’

2 2
L L 4 N 1 / 1 4 N 1
F;, = |M; — my| (maxmo_i_lngMi (T/\al)) , B! = |M! —myg| (maXM;Slgmo—lv (TAO”))
voir également 5.43 pour les notations de 0; i1, 0j ;1 1, Oiir Of ;5 Mit1,0 €t fiyqo-

Preuve.
Soit g € N tel que g > 1, on a:

(5.111) Po, [T70770 > g+ 1] = g Py o1 [T > q] + B Py 1 [T ™' > q]
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On estime le premier terme du membre de droite de cette égalité de la méme fagon que dans la premiére méthode
(voir équations 5.82 et 5.83), on obtient pour tout 0 <i <r:

_ 1
1 1 1
(5.112) Pe v [Toot > q] <P% 4 [Tmﬁ /\T]\TZOL > q] + =
On fait maintenant la remarque suivante :
(5.113) {ngﬂ ATEHD > q} Y =z (k,ngﬂ T’”O“) F1>qp ,

k=mo+1

le "+1" (devant > q) correspond au dernier saut qu’effectue la marche pour atteindre M; + 1 ou my. Pour
obtenir 5.108 on utilise 'inégalité de Markov ainsi que les estimations 5.90 et 5.92 on obtient pour tout ¢ > 1
et 0<i<r:

1 1.1 K |mg—kl(Inn)?

5.114) P L, |Toot Aottt 5 gl < T
( o+1 10 M;+1 ﬂm0+1 q q R ﬁknskf 2
(5.115) (Inm)*C;

q

En remplagant 5.115 dans 5.112, puis en faisant un calcul identique pour PZ, [Tgﬁ_l > q] on obtient 5.108
par 5.111. Montrons maintenant 5.109, il suffit d’appliquer I'inégalité de Tchebichev :

+1 A +1 = not+l A +1
{Tmo T17;0+1 > q] = Py {T,’{;: Tm:)+1 Zaq+ 1}
M; M;

1 mo+1 mo—+1 m +1 mo+1
3 S0 B [£(k TR AT £ (1 TR AT )]

k=mo+11l=mo+1

IN
\

1 & 21\ /?
(5.116) < 5 kz%ﬂ (Eimﬂ {(5 (k. e AT ) D
i N 172
x l:%:ﬂ (E;;goﬂ {(c (1 Tt AT ) D
(5.117) < M- ”;02|2(1n”)4 o (EMJrl [(/L (k Tt A Tg"jf)) ]) :

ou la seconde inégalité a été obtenue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, par 5.91, 5.93 et en utilisant la figure
5.1, on obtient :

2
@ fno-‘rl mo+1
(5.118) mg-iglglfgl\% <Em0+1 [(ﬁ (k’ T T]\/[ +1 )) ])
1 4 Mz _ 2 1 2 1 1
(5.119) < ) Mizmolt ( ) T T +0 ( 2> :
n mis1 Pmo o+1<I<M; ﬂl Ae7; L ST —sT (hl n)
n M; it n Mit1 it

ot M1 et M,y sont obtenus par raffinement de {mg, M;}, ainsi :

2
12 X ( ( m0+1 m0+1))
(5.120) ot 1Sk, (E “H[ EU T A
1 2
(5.121) < (Inn)Y|M; — mo|Pner—ritno)AGii—pivio)  ax ( ) ,
mo+1<i<i; \ B A\ ay

voir 5.43 pour les notations, en remplagant 5.121 dans 5.117 puis le résultat obtenu dans 5.112 on obtient 5.109,
un calcul identique donne 5.110. W
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5.2.3 A propos de ces deux méthodes et de I’hypothése H.6

Comparons les résultats obtenus dans les propositions 5.2.4 et 5.2.7. On remarque que ces deux méthodes de
calculs donnent des résultats sensiblement différents. Nous voudrions, cependant, faire remarquer les points
suivants :

e Etant donné que les deux méthodes commencent par le méme calcul ("symétrisation") on trouve de part et
d’autre les mémes masses de probabilité indépendantes de q.

e Le second point commun est la présence des @ v.a. d_ et ¢’ . qui produisent un effet négatif pour la majoration
des probabilités dans les deux méthodes.

e Enfin, on remarque que les variables aléatoires : max;_, (é) et max; <i> apparaissent également

ag
dans les deux méthodes de calculs. Nous remarquons, pour ce dernier point, que grace a ’hypothése H.6 on
controle assez bien ces v.a., en effet par les propriétés 4.401 et 4.402 de ’ensemble des bons environnements on

sait pour € > 0 fixé qu’il existe ng tel que pour tout n > ng et tout a € G, :

o

(5.122) max <1> <(lnn)~ ,

Mj<i<mo—1 \ X

(5.123) max (1> < (Inn)*

mo+1<I<My \ Pl
avec Q [Gp] =1 —¢€, k €]0, ™[ tel que H.6 soit vérifice.

Pour la preuve de la localisation que nous présentons dans le chapitre suivant, nous aurons besoin des estimations
données par I'une de ces deux propositions. Nous avons choisi la premiére méthode car elle donne des estimations
simples.
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Chapitre 6

Preuves du théoréme de Localisation

Dans ce chapitre on commence par présenter une preuve de la localisation de la marche sous les hypothéses
H.1 H.2 et H.6. Cette preuve est basée sur le découpage "ordonné" en vallées décrit au chapitre 4. Grace a
ce découpage on montre qu’il n’existe pas d’échelle de temps, assez grande, comprise entre 0 et n telle que la
M.A.M.A. ne revienne pas au minimisant mg. On énonce ensuite le théoréme de Y. Sinai tel qu’il le donne dans
[92], puis on détaille la démarche qu’il utilise sous les hypothéses H.1, H.2 et H.3 pour montrer son résultat.
Dans le troisiéme paragraphe on expose la méthode de la preuve de H. Kesten qui donne la distribution limite
de la M. AMLA. .

6.1 Preuve par analyse des temps de retour

On montre dans cette section le théoréme suivant :

Théoréme 6.1.1. Supposons H.1 et H.2 et soit k €]0, x| tel que H.6 soit vérifiée, pour tout € > 0, il existe
ng = no(e, k,0,E [\60\3] JE [63] ,C) tel que pour tout n > ng et tout milieu o € Gy, :

Xn G(Inlnn)? 1/2 4E5
6.1 Py — —_ <
(6.1 O m2n o >( Inn ~ (volnnlnlnn)t/2’
2 17\2 24R2‘1n§| 12 Ke —Ke
avec Q[Gp] > 1 —€. G = (%(1000)°E)?, E = ——=", R=1000, o = 3= + 11, C = Eq [e"°] VEq [e™"].

Preuve.

Le schéma de la preuve est le suivant : on montre (avec une probabilité qui tend vers un) que la M.A.M.A
(Xk)1<k<n atteint 7 en un temps < n puis qu’il n’existe pas d’'instant 1 < k < n —q (¢ = g(n) << n) tel
que la M.A.M.A. ne retourne pas a mg (proposition 6.1.2). On montre ensuite que partant de g, en un temps
inférieur & n — (n — ¢) = ¢ la MLA.M.A ne peut pas s’échapper d’une petite région autour de g (proposition
6.1.6) .

Pour effectuer les calculs on travaille sous la mesure de probabilité P, puis on estime les probabilités obtenus
en prenant « dans Pensemble des "bons" environnements G,, (défini page 83).

2 ~ ~
On rappelle les notations suivantes : @ = a(Inn)? ainsi T;l(ﬂ?:)L = Tf, et 0 = 0. On rappelle aussi que
Pe | Xy = 0] = P2 [].

On introduit I’événement suivant, soitn > let 1 <g<mn:

(6.2) A= |J Xk =m0} .

n—q<k<n
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Soit 64 > 0, on a :

Q ‘(n _ Q ‘(n _ Q ‘<’fl _ c
(6.3) P§ H ()2 —mo| > 54 = P H ()2 mo| > dg, Aq} + P9 H ()2 mo| > dq, Aq}
e ;(n o c
(64) S ]P)O HW — Mmg| > (Sq, .Aq:| + PO [Aq] .

On va estimer chacune des probabilités du membre de droite de 6.4 dans les propositions 6.1.2 et 6.1.6.

Proposition 6.1.2. Supposons H.1 et H.2 et soit  €]0,kT[ tel que H.6 soit vérifice, pour tout ¢ > 0, tout
N> 1—: + 10 4+ 1/2, il existe ny = ny(e, k,v,0,E [\60\30] JE [63] ,C) tel que pour tout n > ny{, et tout milieu
a€ Gy, ona:

2E° 1
. o ¢l <
(6.5) Py [A5] < (7 Inlnn) /2 (In )7 (2 +1051/2) +0 ((lnn)a,_(e/n%)) )
1/2 2| 1n B
avee Q [Gn] >1—¢, ol qp = |:e((100c7)2’yE(1nInn)3+1/2(1nn)3/2) }; E— %7 R = 1000 et C — EQ [emo] vV
EQ [6_'/”60].
Preuve.

Pour montrer cette proposition on commence par remarquer que pour tout n > let tout 1 <g<n:
(6.6) PG [A] = P§[AS, T9, >n] +P§ [AS, T3, <n]
(6.7) Py [Ty, > n] +P§ [AS, T, <n] .

IA

On va maintenant estimer chacun des deux termes de la somme précédente, le premier dans le lemme 6.1.3 le
second dans le lemme 6.1.4 :

Lemme 6.1.3. Supposons H.1 et H.2 et soit x €]0, ™[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout € > 0, tout vy > %—1—4,
il existe ny =nf(e, k,7v,0,E [|eo|3c] JE [eg] ,C) tel que pour tout n > n} et tout milieuw o € Gy, on a :

5E2
(6.8) Pg 10 >n]<—— .
(1nn)7_<?+4)
avec Q[Gl]>1—€. E= %, R = 1000.
Preuve.

On considére la plus petite vallée {M{), mo, MO} de profondeur supérieure a 1 contenant le point 0, on supposera
Mo > 0 ( les calculs sont similaires si my < 0). On a :

(6.9) P19, >n] < P§ [T,%O AT > n} +Pg [T]?Z(,rl < T,%O} .

En effet :

(6.10) {1, >n} = {75, >} [{70, <78 JU{T2 ) < 75, }]
(6.11) = {18, >0 18, <1, JU{TS, >0, 18, <718, }
(6.12) c {To, AT > U TS, <o}

On estime maintenant les termes de la somme 6.9. Pour le second terme on a déja vu (lemme 5.1.3) que pour
tout € > 0 et tout v > 2 il existe n; = ny(e, K, C,0,7) tel que pour tout n > ny et tout milieu o € G, :

E
e 0 0
(6.13) Py (T8, <15,] < o
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21y B
avec Q[G,]| >1—¢ E = %. Pour le premier terme on utilise I'inégalité de Markov :
E, [T ATO
o M1
(6.14) i [TO AT > n] < -

Pour calculer cette moyenne on se sert du résultat du lemme 2.1.7, on rappelle que pour tout o € €5 :

T?Lojl Zmo 1 1 F( l)

! T/ ’ l

6.15 By, [The AT | = S
( ) Mg |7 M{—1 0 1+ ZmoM} (],M/ _ 1)

J

K i —1 ~ -1 -1 1
(6.16) Eg [T&, 1/\T,(~,)m} E* [T s 1ATMO} 1+ Y R -1) ) - Y Zaan i),
=M} 1=y J=l
ou
Fo(j,1) = exp (Inn(S)" — SJ")) .
On a donc :
N i
(6.17) ES [T}\}, IAT%D] < Eg, [TMEAATMO} 1+ Z (G, MY — 1)
j=M}
mo—1mpg—1 1+Z (.7 M _ 1)
]. / bl 0

(6.18) = > Y —F.(.0) fnoMl

i Q 1+ s Fn (j, My — 1)

moflﬁmfl 1
6.19 < 7Fn 7l ’
(6.19) < Y Y LR

car par hypothése my > 0. Il suffit maintenant de considérer le premier raffinement du couple {MO, mo} (c'est &
dire celui qui donne la plus grande vallée & 'intérieur de {MO7 mo}), ce raffinement donne les points : M| (pour
le maximisant) et /M) (pour le minimisant), on obtient alors :

m[) 1m0 1
1 -
(6.20) > Z —F (5,0 < (My—mo)*(lnn)* _max () Fo(M{,m})
=11 J=l Mg<isimo \ 4
1 n,—Sn,
(6.21) = (M} —mg)*(Inn)* max () Sy =5
M} <i<ino \
(6.22) = Co(lnn)*niis

on rappelle que 01 ; = ST, = Sh . de plus Cp = Co(a,n) = (M} —myg)? MAX s <1<, (i) En remplagant 6.22
1 1 ==
dans 6.19 on en déduit que :

(6.23) o [TO

1 /\T%O] < Co(Inn)*nra

En remplacant 6.23 dans 6.14 on a donc pour tout a € {2 :

Co(Inn)*niia

(6.24) Pg {TO AT
n

M- 1>n}§

De plus, pour tout x €]0, k[ (k € R%) tel que H.6 soit vérifiée, il existe no = na(e, 0,E [|eo|*] L E [€}] . C, ) tel
que pour tout n > ngy et tout a € Gy, on a (voir définition 4.3.10 formules 4.400, 4.401 et 4.403) :

(6.25) 01 <1=7(n),
1
(6.26) _max () < (lnn)% ,
M <i<iing \ U
(6.27) \M}| < E, |ig| <E .
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2lm &
et QIG,] 2 1 =€ 7(n) = % et £ = %, R = 1000, donc pour tout v > £ +4, n > ny et tout a € Gy,
on a donc :
le% (2E)2(1nn)6/;§+4n1_71];;7nnn
(6.28) Pg [19, AT, >n] < :
4E?
(6.29) T I

(In n)“’*(%+4)

on déduit le lemme 6.1.3 de I'inégalité 6.9 des estimations 6.13 et 6.29 et en prenant n} =n; Vny. B
On estime maintenant le second terme de la somme 6.7 dans le lemme suivant :

Lemme 6.1.4. Supposons H.1 et H.2 et soit k €]0,5T[ tel que H.6 soit vérifiée, pour tout € > 0, tout y >
12 410+ 1/2, il ewiste nf = nf (e, k,0,E [|eo]c] ,E [ed] ,C,7) tel que pour tout n > ny et tout milieu o € G,
on a :

4F5 1
6.30 Py [AS, TR, <n] < = o
(6:30) A Tng <] < (yInlnn)/2(Inn)r=(E+10+1/2) * <(1nn)v1/2(1n1nn)1/2)

nL 1/2
avec Q[Gn] >1—¢, ot E = AR B 1000 et G = |:e((1000)2’yE(1nlnn)3+1/2(lnn)3/2) } ey

0'262 )
Preuve.
On rappelle que pour tout 1 < ¢ < n on a posé :
(6.31) Ac= [ Xk #mo} .

n—q<k<n

On commence par la remarque suivante :

(6.32) | {Xe#mo}, TS, <ny C U {{Xp=mo} N {Xm#mo}} :

n—q<k<n 1<p<n—g-1 m=p+1

en effet, si la M.A.M.A. a atteint myg i.e. T%O < n, et qu’aprés un certain instant k (n — g < k < n) elle ne
revient plus a mo i.e. [, _,<p<, {Xk # Mo} alors il existe un certain instant p (1 <p <n—gq—1) tel que la
M.A.M.A. rencontre mg pour la derniére fois.

On cherche donc maintenant a majorer la probabilité :

(6.33) Pl U {{X =} () {Xﬁm}}

1<p<n—q-1 m=p+1

On a une union disjointe (en p) donc :

(6.34) Pg U {{Xp = 1o} ﬂ { X # mo}}

1<p<n—q—-1 m=p+1

(6.35) = > Py |{Xp=m0} [) {Xm#mo}]
1<p<n—q—1 L m=p+1

n

(6.36) = > P () { Xm#Am0}

Xo=0, X, :mol PS [X, = 1o

1<p<n—q-—1 L m=p+1
(6.37) = Yo P () { X £ o} X, = mO] Pg [X, = 7]
1<p<n—q—1 L m=p+1
n—p
(6.38) = ). Py, [ﬂ { X # 00} | PG X, = 0]
1<p<n—q-—-1 m=1
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la troisiéme égalité est obtenue par la propriété de Markov, la quatriéme par invariance par translation dans le
temps, en posant k = n — p, on obtient de la derniére égalité ci-dessus :

(6.39) PG U {{Xp = 1o} ﬂ { Xm # mo}}

1<p<n—g—1 m=p+1

k
(6.40) < > P, [ﬂ { X # mo}] PG [{Xn—r = 1m0}]
q+1<k<n-—1 m=1
k
(6.41) < > P [ﬂ { Xon # mo}] :
q+1<k<n-—-1 m=1
par définition on a :
k ~ ~
(642) Paﬁlo lm { Xm 7é mo}] = H’Daﬁlo [Tmo—>m0 > k:l 5
m=1

ainsi

(6.43) Pg U {{Xp = 1o} ﬂ { X # m0}}

1<p<n—g-1 m=p+1
(6.44) < > By, [T > k]
g+1<k<n—1

Remarque 6.1.5. : On rappelle que la M.A.M.A. est récurrente nulle P.p.s (proposition 2.2.6), donc on ne
peut a ce stade rien conclure sur le comportement de la somme : Zq+1§k§n71 Pz, [Tﬁm—’ﬁ“} > k}

C’est ici que 'on va se servir de la construction faite au paragraphe 4.2.3, on commence par écrire :

49 S B = Y an B [T >4
q+1<k<n-—1 q<k<n—2

(6.46) DL PaPh, [Thy T > K]
q<k<n—2

On va maintenant effectuer les calculs qui nous permettrons de majorer 6.45 (ils sont similaires pour 6.46). Le
but est de trouver g le plus petit possible mais tel que la somme 6.45 tende vers 0. Pour ¢a on va appliquer pas
a pas I'inégalité 5.75 du lemme 5.2.4 a P74 [Tﬁ”;f“ > k]. Par la construction effectuée au paragraphe 4.2.3 on
a un ensemble de maximisants et minimisants noté M = {Mg,’ﬁ’bll,M{, e ,m;,M;,mO,MT,mT, e ,ml,MO}
tel qu’avec les notations suivantes :

(6.47) 8ij=S% — S
(6.48) Mg = Sz, = S,
(6.49) iy = Sp — Sk

pour tout 0 < i <ret0<j<ronait:

(6.50) 0,0 > 010>+ > 0rp
6.51) 51,1 > (5272 > > 5r,7. .
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Notons de plus que :

(6.52) 03,0 — 055 = iy -
La somme 6.45 peut donc se décomposer de la fagon suivante, en prenant g = [n‘srvr] +1:
(6.53) > P [Tt > k]
q<k<n-—2
n—2
(6.54) = Z Po 1 [Thot! > k]
k:[n51=1]+1

n’hi]
(6.55) + Z Z P2 (T2t > k] .

=1 — [n itlit1] 4]

Pour la premiére somme (6.54) on a, par I'inégalité 5.75 (en prenant ¢ = 0), pour tout o € 5 :

n—2
(659 > B, [T > A

k=[n’1.1]+1

_ ml11 n 10,,(81,1—n0,1) VO

n —n’t Dy(Inn)tonlora—mo,
(6.57) < et X =

k=[n%1.1]+1

n Dy (Inn) 0 (01,1 =m0,1)V0

(6.58) < i
_on Dy(Inn)t0

(659) B n50,o+ nd1,1An01 '

1

2
ot Do = |Mg —mg|® (mzabxmﬂélsﬂ;[0 (a—l)) . Pour les termes (1 <i <r — 1) de la deuxiéme somme (6.55) on a

par l'inégalité 5.75, pour tout o € Qg :
[n%:1]
mo+1
(660) Z P3 mo+1 [Tm;}—’_ > k}
k=[nbi+1.i+1]41

]

néi,i _ n6i+1,i+1 D,(]n n)lon(5i+1,i+1—m,i+1)\/0

(6.61) < B r— + Z 12
E=[nli+1i+1]41
0ii ) 10, (i41,i+1—"i,i+1)VO0
n’i  D;(Inn)'On o=t
(6'62) S ndi,0 nOit1,it1
1 D;(Inn)™
(6.63) = 4 D) 7

nHio0 n5i+1,i+1/\77i,7‘,+1

2
ou D; = |M; —mgl® (maxmoglgm <i>> et on a utilisé 6.52. Ainsi pour la somme 6.55 on obtient de 6.63 que

aj

pour tout a € Qg :

[n i) r—1 —
. i(Inn)?
mo+1
(6.64) Z Z ]Pmo-H [Tﬁu? > k] < Z ki 0 Z 51+1 i+1ANi i1
=1 p— [n i+t 1=1 3
r—1 (r —1)(Inn)*°D,
(6.65) < pming<;<r—1(ki,0) pming<i<r—1(0it1,i41AN4,i41)

car D; est décroissante en i. En regroupant les termes 6.65 et 6.59 on obtient pour tout a € )5 :

n r—1 r(lnn)t¥Dy

n0,0 pmini<i<r—1(ki0) pmino<i<r—1(Fit1,i41AN5,i41)

(6.66) > P o1 (TR0 > k]
[norr]41<k<n—2
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De plus, pour tout x €]0,x"[ (k € R%) tel que H.6 soit vérifice, tout € > 0 et tout v > 0 il existe ny =
ni(e,0,E [|eo|3] JE [efﬂ ,C,~) tel que pour tout n > n; et tout a € Gy, on a (voir définition 4.3.10) :

(6.67) max (1> < (lnn)*

mo<I<M, \ ¥
. Y(nlnn
(6.68) oJuin (Oig1,i41) = (lnin) )
Inl
(6.69) doo =1+ 7(inlnn) )
Inn
) ~v(Inlnn)
(6.70) ocmn (Mii+1) = TTan
) ~v(Inlnn)
) P A S A
(6.71) o R (pi0) = o
Inn 1/2
6.73 <2
(6.73) "= (7111 lnn) ’

1/2
(6.74) 5 < ((1000)°yE(Inlnn)*+!/2(Inn)*/2)

)

Inn

R?|In &

et QIGr] > 1—¢€ v(n) = %, E=2 —5>— et R = 1000, donc pour tout y > % + 10, n > ny et tout

a € G, on obtient, en remplagant 6.67 a4 6.73 dans 6.66 :

1 2(Inn)t/? 2E(Inn) = 10+1/2

Pt [Taott > k—1] <
Z o P41 [T I < (Inn)v * (yInlnn)/2(Inn)r = (yInlnn)t/2(Inn)v

[nPrr]+1<k<n—2

2E° 1
6.75 = o :
( ) (7ln1nn)1/2(1nn)7_(1?2+10+1/2) + ((lnn)7_1/2(lnlnn)l/2>

En utilisant maintenant 6.74, on en déduit, en notant gy = + 1 que pour tout

72%+10+1/2,t0utn>n1 et tout a € G, :

|:e((1000')2'yE(1n Inn)3+1/2(In n)3/2)1/2:|

(6.76) Z i Py 41 [T;nh(?+1 >k < Z g P11 [Tgfﬂ > k|
q0<k<n-2 g=[norr]+1<k<n—2
2E° 1
6.77 < 0]
(6.77) T (yInlnn)Y/2(lnn)r—(F+H10+1/2) * ((lnn)Wl/z(lnlnn)1/2>

En effectuant un calcul similaire pour 6.46 on obtient une estimation identique i.e pour tout n > n; et tout
a€Gy:

2E° Lo 1
(v1nlnn)l/2(Inn)y—(2+10+1/2) (Inn)¥=1/2(lnlnn)'/2

(6.78) > Ba,Pa, i [THo7 > k]

qo<k<n—2

En remplagant 6.77 et 6.78 dans (respectivement) 6.46 et 6.45 avec ¢ = qo, puis le résultat obtenu dans 6.44 on
obtient le lemme 6.1.4 par 6.32 et en prenant n{ =n;. A
On déduit la proposition 6.1.2 en remplagant les résultats des lemmes 6.1.3 et 6.1.4 dans 6.7, en prenant

ng=mnyVnletqg=q = [e((loo")z'yE(lnln n)? /2 (In ")3/2>1/2} +1 m

Proposition 6.1.6. Supposons H.1 et H.2 et soit k €]0,kT[ tel que H.6 soit vérifice, pour tout € > 0, tout
v >0, i existe ny =n((e, k,y,0,E [\60\30] JE [efﬂ ,C) tel que pour tout n > nf et tout miliew o € Gy, on a :

(6.79) Pg H(hﬁl)? —mg

> 5‘10’ Aq0:| <

~ (Inn)7’
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2 3+1/2 3/2\1/2 8ln(agylnn) 2Inlnn nk
avec Q[Gn} >1—¢ q= e((100::r) ~vE(Inlnn)3t/2(In n)3/ ) i| +1, 6% _ ( o(lnn)E , — % et
R = 1000.

Preuve.
Soit n > 3, on rappelle que pour tout 1 < g <n
(6.80) A= |J  {Xe=r0} .
n—q<k<n
Introduisons la v.a. :
(6.81) Tio(q) =inf{l >n—q, X;=mo} ,
on remarque :
(6.82) A eon—q<Tsp,(¢) <n.
Soient € > 0 et v > 0 on prendra désormais ¢ = gy, on a :
le% n o Xn
IPg (Inn)? —mo| > 0g, Ag| = PG |n—q0 < Tiny(q0) <, (mny? —mo| > g,

(6.83) = Z Py {Trho (90) =1, ﬁ —mo| > 5(10]

l=n—qo

= le% X’ﬂ*l o

(684) = Z Pﬁmo (lnn)g —mo| > 5(10 ]PO [Tﬁlo (qo) = l] ’

l=n—qo
la derniére égalité vient de la propriété de Markov forte, on a donc :

q0 ~ ~
(6.85) P§ { (mg)z —mg| > gy Aqo} < D Py [T&mqo) AT 5 <o l] P2 [Ti (q0) = 1]
1=0
~ ~ 40
(686> = P;Xho |:T(Th00+5~qo) A T&OO*SQQ) < q0i| ZPO(X [Tﬁmo (qo) - l]
1=0
) < 6% mo mo

(6 87) - Pmo |:T(ﬁl0+5tm) 4 T(ﬁlo_‘sfm) < q0:| ’
ol 0y, = 04 (In7n)2. Pour terminer la preuve on utilise le lemme 5.1.6 : soit ¢ > 0 et 4 > 0 en prenant
~ 2 1/2
dgo = M) Inlnn avec qg = [e«looa)%E(lnln”)3+1/2(1n")3/2) } + 1, on obtient par ce lemme qu’il

existe ng = ny (€, k,7,0,E [\60\30] JE [eé] ,C) tel que pour tout n > ng et tout milieu a € G, :

' o Mo B Mo _ <
(6 88) Pmo |:T(Tho+5q0) A T('ﬁloféqo) < q0:| - (ln n)“’

et Q[Gy,] > 1 — €. En remplagant 6.88 dans 6.87 on termine la preuve de la proposition 6.1.6. B
On écrit maintenant la preuve du théoréme 6.1.1 :
Supposons H.1 et H.2 et soit £ €]0,x¥[ tel que H.6 soit vérifiée, soit € > 0 et fixons v = v = 12 + 11. En

K
81n(gg lnlnn)\ 2
-

Inlnn 2 3+1/2 3/2)1/2 . 24R?|In &
prenant §; = 6q, = (T n)? avec ¢ = qo = [6((1000) voB(nlnn) (Inn)*/?) +1lou E== g‘zlenzfe l

et R = 1000, dans 6.4 on déduit des propositions 6.1.2 et 6.1.6 qu’il existe n; = n1(¢, K, 0, E [|eo|3c] JE [eg] ,C)
tel que pour tout n > ny et tout milieu o € G, on a :

(6.89) Pg — mo

X sl < 28° o 1
(Inn)? ©] = (yoInlnn)/2(Inn)l/2 (Inn)70—(6/5+6) )
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avec @ [G,] > 1 — e. On remarque de plus qu'il existe ny > n; tel que pour tout n > ny on a :

2
81In(go Inlnn)
( s ) Inlnn (1000) Yo E(Inlnn)*+1/2

(Inn)? - (Inn)t/2

(6.90) Sqy =

on obtient ainsi le théoréme. M

Idée intuitive de la preuve du théoréme 6.1.1 :

La preuve de ce théoréme est basée sur le découpage de l'intervalle de temps {1,--- ,n} en plusieurs intervalle
de temps qui sont dépendants de la configuration du milieu aléatoire, par exemple si on travaille a droite de my
on prend :

{1a 7n} = {17 v[ndyw}v“‘ a[n&.il’ril]?'” 7[,”/51.1]’_._ ,TL},

essayons de comprendre intuitivement pourquoi un tel découpage fonctionne : supposons que la M.A.M.A. parte
de Mo + 1 et a a sa disposition un intervalle de temps égal a {[ndi+1.1] [poitiet] 41 ... ,[n‘;i""]}, quel est
I’événement qui pourrait faire que la M.A.M.A. ne revienne pas a mg 7 Simplement, I’événement tel que la marche
atteigne le minimum de la vallée {J\;[l, m;, ]\;[Z-,l} (de profondeur SMi — S, = 0;;) et ne puisse pas en ressortir
car il lui faudrait un temps supérieur a [n% 7] pour y parvenir. Cependant, partant de 7o + 1, si la MLA.M.A. a
atteint 7m;, c’est qu’elle avait & sa disposition un intervalle de temps au moins de I’ordre de n%-° pour franchir
la barriére de potentiel égale a 6;0 = Sy; — Sm,- Mais si elle dispose vraiment de ce temps (n%.0) alors elle
s’échappera avec une probabilité proche de un de la vallée {]\Zz7 mi, Mi,l}, car 6;, 0 —0i+1,i+1 = Mi+1,0, €t de plus
par la propriété 4.362 ;11,0 > y(n), et ainsi retournera a 7mg. En itérant ce raisonnement on montre que, pour

tout les intervalles de temps {[n‘s”l‘i“], cee [n‘s“]}, r —1 <4 <1, ainsi que pour l'intervalle { 1] . n}
la M.A.M.A. revient & mg (fin de la preuve de la proposition 6.1.2).
Que peut-il se passer dans l'intervalle de temps qui reste [1,-- -, [n%]]? On rappelle que le §,.,. provient du

dernier raffinement que 1’on effectue et donc en particulier du plus petit. Le découpage en vallée que nous avons
effectué nous permet donc d’avoir un bon contréle de 4, , et ainsi de montrer que la M.A.M.A. n’a pas le temps
de s’échapper d’une petite vallée autour de myq si elle dispose au plus d’un temps [n‘sm] (fin de la preuve de la
proposition 6.1.6).

6.2 Preuve de Y. Sinai (par analyse de temps locaux)

Dans ce paragraphe on donne les arguments de la preuve de la localisation donnée par Y. Sinai ([92]). On
conserve les définitions de M+ et M~ ainsi que celle de la vallée minimale {MO, mo, MO} données au chapitre
2 méme si celle de Y. Sinai différe 1égérement. Sinai formule son résultat de la fagon suivante :

Théoréme 6.2.1. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout tout € > 0 et tout § > 0 il existe ng = ng(e,d) tel que
pour tout m > mng on a :

Xn
(6.91) lim sup Pg H2 —mg
In"n

n—=+0 aed,

> 5} =0
avec Q [Cr] > 1 — ¢, ou C), est défini dans le paragraphe suivant.
On rappelle que 'hypothése H.3 est la suivante :

1
(H.3) Qnsao<l-n=1 0<n<g,

Dans le paragraphe suivant on donne le résultat sur le milieu exploité par Y. Sinai dans sa preuve, on explique
ensuite sa démarche puis on donne quelques détails sur les calculs qu’il effectue.
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6.2.1 Deécoupage en vallées de Sinai et définition de ’ensemble des bons environ-
nements C,,.

Y. Sinai donne (sans démonstration) le résultat suivant :

Lemme 6.2.2. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout ¢ > 0 et tout 6 > 0 il existe no = ng(e,d) tel que
pour tout n > ng, il existe un ensemble C,, tel que Q(Cp) > 1 — € un entier r > 0 et 61 > 0 tel que pour

tout milieu o € C,, on peut obtenir en utilisant r raffinements un ensemble de minimisants et mazximisants :
M ={M~,my, My,...,mp, M., m, 1, MT} & partir de l’ensemble {M~,m, M} tel que :

. i 17; - 17;/ > )
(6 93) t/,t”eﬂl’{l t’;ét” |St St | - 51
. i n_ 1>
(6 94) teM’, gl]\r/lfo,Mv-Jrl | ¢ 1| 2 01y
(6.95) min |¢| > dy,
te M’
1
(6.96) M, - M_<—,
01
(697) OIE;E(T(MJ'_‘J — M]) S é.

Remarque 6.2.3. Nous ne donnerons pas de preuve de ce lemme. On renvoie le lecteur au chapitre 2 pour
les définitions des points Mt et M~ et de I'opération de raffinement (voir paragraphe 4.2.1). Les notations
qu’utilise Y. Sinai sont légérement différentes des notres, en particulier :

— Y. Sinai note mg le point que nous notons m qui est le minimisant de la vallée {M*, M~ },

— Y. Sinai note m(©® le point que nous notons my,

~ Y. Sinai note M (respectivement Mio)) le point que nous notons M| (respectivement M),

— Y. Sinai note son potentiel aléatoire (w™(t),t € R) de plus w"(t) = S"(t(Inn)?) pour tout ¢t € R.

Bien entendu nous garderons dans cette discussion nos propres notations. Les éléments de M’ sont classés par
ordre croissant et ils sont normalisés (a € M’ < a = a(Inn)? € Z).

Analysons les résultats de ce lemme (voir figure 6.1) et comparons les & ceux que nous avons obtenus dans le
second chapitre (définition 4.3.10).

Y. Sinai n’explique pas comment il effectue les raffinements a partir de la vallée {M~,m, M} pour obtenir
Pensemble M’; qui correspond a 1’ensemble M que l'on a construit au chapitre 2 (voir paragraphe 4.2.3). Il dit
seulement qu’avec un nombre fini r de raffinements, les points obtenus par ce procédé vérifient les propriétés
6.93 & 6.97 avec une @ probabilité proche de 1.

Commengons par une premiére remarque entre les propriétés énoncées dans le lemme 6.2.2 et celles énoncées
dans la définition 4.3.10, le paramétre d; > 0 qu’introduit ici Y. Sinai est remplacé dans notre définition par
v(n) = %, o v > 0. Le fait d’utiliser v(n) qui tend vers 0 quand n tend vers plus 'infini plutét que
le paramétre §; > 0 fixé nous a permis d’effectuer un plus grand nombre de raffinements et donc finalement

d’obtenir un voisinage de localisation plus restreint que celui de Y. Sinai.

1. L’inégalité 6.93 implique que pour deux éléments quelconques a, b dans I’ensemble des maximisants et
minimisants, la différence |SZ — Sgb| est toujours supérieure & un nombre §; qui est strictement positif,
sur le dessin (figure 6.1) : @ = mq et b = m3. Cette propriété joue un role similaire aux propriétés 4.404
a 4.409 de la définition 4.3.10, elle n’est cependant pas équivalente, car notre découpage en vallées étant
"ordonné" on n’a pas besoin de comparer tous les éléments de M entre eux.

2. 6.94 implique que tout maximum (excepté St et SXZ—) est distant de 1 par au moins ¢; , sur la figure

6.1 on prend t = Mj3. Cette propriété correspond aux propriétés 4.397 et 4.398 de la définition 4.3.10.

3. 6.95 est clair : tout point dans M’ est assez éloigné de I'origine. Cette propriété n’a pas d’équivalent dans
la définition 4.3.10 car elle n’a pas été utile pour notre preuve.

4. 6.96 : les maximisants M~ et M+ sont au plus distants de %. Cette propriété correspond & la propriété
4.403 de la définition 4.3.10.
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5. 6.97 : La différence entre deux maximisants a et b successifs de M’ est toujours plus petite qu'une valeur
fixée § > 0, sur 'exemple : a = M; et b = M. Cette propriété joue un role similaire a la propriété 4.414.

Mt

—t o teR

(Inn)2>

IN
1=

Fic. 6.1 —

Il est donc clair que I’ensemble des propriétés du lemme 6.2.2 et I’ensemble des propriétés de la définition 4.3.10
ne sont pas totalement équivalents. Ceci est dii au fait d’une part que les besoins pour notre preuve et la preuve
de Y. Sinai sont différents et d’autre part que Y. Sinai travaille avec des hypothéses plus fortes que les notres.
Par exemple les propriétés 4.401 et 4.402 nous sont utiles car nous travaillons sous 'hypothése H.6.

Une derniére remarque avant d’expliquer la démarche de Y. Sinai. Dans son article Y. Sinai appelle les éléments
de M’ symboles, de plus on rappelle qu’ils sont normalisés : (a € M’ < a(lnn)? € Z).

6.2.2 Démarche de la preuve de Y. Sinai

L’idée de la preuve de Y. Sinai est la suivante, pour 1 < k < n, la M.A.M.A. reste prisonniére dans une région
donnée de Pespace : la vallée minimale {My}, 7o, My} (voir la proposition 5.1.2). Cette région nous est décrite
ici par le lemme 2.1.3, en effet ce lemme caractérise les points issus de la vallée initiale {M +om, M ~} par
lopération de raffinement, en particulier {Mé, Mo, My} est obtenue a partir de {M*, 7, M~}. Y. Sinai définit
une variable aléatoire w qu’il appelle message, w est un vecteur (aléatoire) dont les coordonnées sont des points
de M’. Un message w retrace la chronologie de certains événements de la M.A.M.A. : chaque fois que la marche

normalisée (Or;)(inb)z’ 1< < n) passe par un point appartenant & M’, ce point est inscrit dans le message w. Les

coordonnées du message w (w1, ws, ...) forment ainsi un processus aléatoire dont I’espace des états est M’. On
remarque, d’'un point de vue de la M.A.M.A. , que le temps de passage d'un état w; & I'état suivant w;y; est
aléatoire.

Y. Sinai montre, dans un premier temps, que dans un message le nombre de coordonnées différentes de mg est
négligeable par rapport au nombre de coordonnées égales & mg. Il montre ainsi qu’a partir d’un certain ¢ = ¢(n)
la probabilité que w; (j > ¢) soit égale & mg tend vers un quand n tend vers l'infini (proposition 6.2.5). Ce
premier résultat est basé sur une analyse de moyenne de temps locaux ( paragraphe 6.2.5). Il montre dans un
second temps qu’il existe un entier positif ¢ tel que : w, = my, le temps d’atteinte de w,. (T.(M")) est inférieur a
n et le temps d’atteinte de weyq1 (Tey1 (M) est supérieur a n. Or si w. = My alors cela signifie que wey; = M’
OU Wet1 = Mg OU Werg = M”, ot M’ et M" sont des maximisants de M’ les plus proches de mg et d’aprés
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6.97 M' — M" < 5. On en déduit finalement que si T.(M’) < n et Ty (M) > n avec w. = mg cela implique
qu’au temps n la M.A.M.A. se trouve quelque part dans la vallee {M’, mo, M} dont la taille est plus petite
que 6(Inn)?, ce qui montre le théoréme 6.2.1.

Etant donné que Y. Sinai travaille avec la M.A.M.A. normalisée on adopte la notation suivante :

(6.98) (xiz X ieN).

(Inn)2’

6.2.3 Définition et résultats sur les "messages"

Définition d’un message.

Définissons d’abord les v.a. suivantes :

Soit Ty (M) = inf{m >0, z,, € M’}
et Tj(M') = inf{m > Tj_1(w), zm € M}, j=2.

Définition 6.2.4. Soient I et ¢ = ¢(I) deux entiers positifs tels que :

(6.99) T. M) <I, Toyy(M)>T,
on définit les coordonnées d’un message w = (wy,ws, -+ ,wet1) de la fagon suivante :
(6.100) wj = T, () pour tout 1 < j <c+ 1.

I sera un temps arrét dans tout le paragraphe présent et un entier n fixé dans le paragraphe 6.2.4.

Résultats sur les messages.

Sinai montre la proposition suivante (théoréme 2 page 266 de [92]) :

Proposition 6.2.5. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0 et tout 6 > 0 il existe ng = ng(e,d) tel que
pour tout n > ng, tout environnement o € Cy,, il existe r > 0 et il existe 61 > 0 tel que pour tout 0 < p < §; et
toutn! F <c<n:

o (2r+2) (Inn)?>  (2r +2) (Inn)®
(6.101) PG [we =mo] 2 1 = — =5 — — 5

et Q[Cr] > 1 —€ (n > 0 vient de I’hypothése H.3).

Ce résultat montre qu’a partir d’un certain n et a partir d’une certaine coordonnée ¢ = c¢(n), w, est égale a
mg avec une probabilité proche de un. La preuve de ce résultat est basée sur des calculs de moyennes de temps
locaux que l'on a résumés dans le paragraphe 6.2.5.

Notons M* = M’ \ {mg} commencgons par définir la v.a. N(g) qui est le nombre total d’éléments appartenant
a M* rencontrés dans w jusqu’a ce que myg ait été observé g fois :

Définition 6.2.6. Soit ¢ > 0, prenons I = TfonO dans la définition d’un message, soit :

(6.102) N(q) = Z Zﬂ{wi:a}v

aeEM* i=1

avec Te(w) < T~ et Toyq(w) > Ty, on pose N(0) = 0.

114



6.2. Preuve de Y. Sinai (par analyse de temps locaux)

Remarque 6.2.7. Soit ¢ > 0, étant donné que ’on a pris I = T,flo%mo dans la définition de N(q) et mg € M’
on a T,(w) = T;"~"™  donc on peut aussi définir N(q) de la fagon suivante :

T(;ﬁoﬂﬁlo
(6.103) Ng)y= > Y Igea= Y. L@I07")
aeM* k=1 aceM*

ou L est le temps local de la M.A.M.A. | qui a été défini de la fagon suivante, soient m € Z et J un entier
positif :

J
k=1
J pouvant étre une v.a. ou déterministe.

Il est simple alors de montrer le lemme suivant :

Lemme 6.2.8. Soit ¢ > 0, N(q) s’écrit comme une somme de v.a. indépendantes (v;, 0 < j <gq) :

q
(6.105) N@=> v,
=0
ot
(6.106) Y=Y LTy,
aeM*

et (vj, 1 <j <gq) est identiquement distribuée a :
(6.107) n= > L@,
aeM*

Preuve.
Ce résultat est une conséquence de la propriété de Markov forte. W

Le lemme suivant donne une estimation du premier moment de la variable N(q) :

Lemme 6.2.9. Supposons H.1, H.2 et H.3, soit ¢ > 0, pour tout € > 0 et tout § > 0 il existe ng = ng(e, o) tel
que pour tout n > ng et tout environnement o € C,,, il existe r > 0 et 61 > 0 tel que :

E&[N(q)] < (2r +2) (Inn)? n (2r 4 2) n' 7% (Inn)?
¢ — mbn% 1o q '
et Q[Cp] > 1—€ (n> 0 vient de l’hypothése H.3).

(6.108)

Preuve.
On déduit de I’égalité 6.105 et de la linéarité de I'espérance :

(6.109) E§[N(g) = Ef Z%]
=0
(6:110) = D ES[L@TR)] +a D ER, [L@TTT]

acM* acM*
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On a donc :

(6.111)  EF[N(9)] < g#(M") max {Ef [£(a, T 7™0)] } + #(M") max {EF,, [£(a,T5,)] }

ot #M* est le nombre d’élément dans M*. Soient ¢ > 0 et § > 0, par les lemme 6.2.12 et 6.2.13 il existe
ny = ny(e, d) tel que pour tout n > ny et tout o € C,, on a :

e iR 1 (Inn)?
(6.112) max {3, [£(@T{"7™)]} < —
et :
=012 p
6.113 Eg [£(a,T12,)]) < =™
(6.113) e (Bf [£(0.Ta,)]) < —5—

avec Q[C,] > 1 — €. De plus pour tout n > ny et tout a € C,, il existe r > 0 tel que :
(6.114) #AM*} =2(r +1).

car pour obtenir M* on effectue r raffinements, or a chaque raffinement on ajoute deux points & I’ensemble
initial : {M~,m, M*}, ainsi #M*=3+2r-1=2r+2. On obtient le lemme en remplacant 6.112, 6.113 et 6.114
dans 6.111 et en prenant ng =n;. M

Ce lemme montre qu’en moyenne, pour g suffisamment grand le nombre de symboles différents de mg insérés
dans w est négligeable devant ¢ qui est le nombre de fois ot I’on rencontre mg dans w.

Preuve (Proposition 6.2.5).
On commence par remarquer que ’événement {w. = mg} peut s’écrire de la fagon suivante :

(6.115) {we=mo} = |J {a+N(g)=¢},

1<g<c

En effet si on veut que la coordonnée ¢ de w (w,) soit égale & my, alors il faut qu’il existe un entier ¢ (qui est le
nombre de fois ou la M.A.M.A. a atteint mg) tel que ¢ plus le nombre de points appartenant & M* rencontrés
entre ces ¢ passages a mg (N(q)) soit égal a c.

Remarque 6.2.10. Dans sa preuve Y. Sinai applique le théoréme de la limite centrale local & N(gq) (voir page
266 de son article), nous proposons ici une preuve de cette proposition en utilisant une inégalité de Markov.

Soit ¢ > 0, notre méthode consiste & majorer la probabilité :

(6.116) P§ [we # mo) = P§ 1<ﬂ< {N(q)+q#c}

Notons : -

(6.117) A= <ﬂ< {N(@)+q<c},

(6.118) AzquJC{N(quq1<c, N(g)+q>c},
(6.119) As = 1626{1\7((1) +q>c} .
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On a:

(6.120) (] {N(@)+aq#c}=AUAUA; .
1<¢<c

On calcule :

(6.121) PY [As] = Z]P’O‘ (g—1)+qg—1<e¢, N(g)+q>(

(6.122) = ZZPO‘ (q—1)=—q+k, N(q)+q>
qg=1 k=1

(6.123) = ZZW g—1)=—q+k N(g)—N(g—1)>c—k ,
q=1 k=1

par le lemme 6.2.8 N(q) — N(¢ — 1) et N(g) sont indépendants, d’ou :

(6.124) P
(6.125) = P

[N(g—=1)=Fk, N(g) = N(g—1)>c—q—k
[N(g—1) = —q + k] P%, [L(M*,TT0770) > c— k] |

©Q ©oR

en remplagant ceci dans 6.123 on obtient :
(6.126) Pg [Ag] = Z]P’ L(M*,Tmomm0) > ¢ — k ZIP’“ (g—1)=—q+#k ,
par définition N(q) est croissant en ¢ ainsi :

(6.127) PS [Ag] = ZIP’ L (M, TMo=m0) > ¢ — k] Pg O{N(q—l)

—q+k}

(6.128)

IN

ZIP’ LM, Tmo7m0) > c—k+1]

on utilise maintenant 1’'inégalité de Markov, on obtient :

(6.129) Pg[Ag] < EG, [L(M*,T70mm0)]}
k=1

1

m_E [ (M 71—110 0)]1110.

Soit € > 0 et § > 0, par le lemme et 6.2.12 on déduit de 6.129 qu’il existe n; = ny(e, d) tel que pour tout n > ny
et tout a € C,

(2r + 2) Inc(Inn)?
no nd

(6.130) PG [A2]

car on a vu que #M™* = 2r 4+ 2. On remarque que :
(6.131) PS [Ay] =

en effet 41 = n(c) < 0or N(q) >0, Vg > 0. On estime maintenant P§ [As], par I'inégalité de Markov :

(6.132) PO [As] = PY[N(1)>c—1]
(6133) = Hpgz [ ( >f<7 mo) > c— 1]
(6.134) . ERle (M7 Tho)l

Cc—

117



Chapitre 6. Preuves du théoréme de Localisation

par le lemme et 6.2.13 on déduit de l'inégalité ci-dessus qu'’il existe ny = na(e, d) tel que pour tout n > ng et
tout o € C), :

2r + 2 (Inn)?n'—%
nd c—1

On déduit de 6.120, 6.130, 6.131 et 6.135 que pour tout n > n; V ny et tout a € C,, :

(6.135) Pg [As]

(2r +2)(In¢)(Inn)? n (2r 4+ 2) (Inn)2n'—%

(6.136) Py | () {N(@+a#c}H| < on® o c—1

1<g<c

pour que cette inégalité soit intéressante il faut prendre n'=* < ¢ < n, avec p < 461, on obtient alors la
proposition 6.2.5 en prenant ng =n; Vny,. B

Dans la section suivante on donne le lien entre la M.A.M.A. prise a I'instant n et le temps d’atteinte de la
coordonnée ¢ d’un message telle que w, = my.

6.2.4 Relations entre les messages et la M.A.M.A.

Y. Sinai montre la proposition suivante (voir page 267 de [92]) dont on peut déduire son théoréme final :

Proposition 6.2.11. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0 il existe ng = ng(e) tel que pour tout n > ng
et tout environnement o € C,, on a :

(6.137) Py [ JAT(M) <0, Topa(M) > n, we=mo}| =1-0(1) ,
c>1

avec Q[Cp] > 1 —€ (lim, 4o 0(1) =0).

La proposition ci-dessus montre qu’avec une probabilité qui tend vers un le temps d’atteinte d’une coordonnée ¢
du message w (w.) avec w. = my est proche de n. Nous ne donnerons pas tous les détails de la preuve car nous
n’avons pas réussi a élucider tous les arguments de calcul que donne Y. Sinai. Cependant toute la démarche est
présentée ci-dessous.

Dans ce paragraphe nous prendrons I = n dans la définition d’un message w ¢’est & dire que w = (w1, -+ , We, Wer1
) ’ ’ -+

avec T,(M') <n, Toy (M) > n.
Pour la preuve de la proposition 6.2.11 on commence par réécrire la probabilité 6.137, on a :

P | | {T(M) < n, Tepr (M) > n, w, = mo}

c>1
(6.138) = > P (M) >i] Y P T.(M) =n—i, we=mg] ,
i=0 c>1
en effet :
(6.139) Py | JA{T-(M') <0, Tepr(M') > n, we =mo}
c>1
(6.140) = > > > PYT(M) =k, Topa (M) =j, we =my] ,

e>1 k=0 j=n+1
de plus par la propriété de Markov forte :
(6.141) PG [Te(M') =k, Terar(M') = 4, we = my)
(6.142) = PG [T (M) =k, we=mg|Py, [[1(M')=j—k] ,
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on en déduit :

(6.143) Ps L>J1 {T.(M") <n, T(Wesr) > n, we=mg}

(6.144) = ; anO _il%o [T1(M) = j — k]G [To(M') = k, we = mo]
(6.145) = ; kzn:_olpgm [Ty (M) > n— k] PY [To(M) = k, we = my]
(6.146) = épgm [Ty (M) > 1] ;Pg [T, (M') =n —i, we =my] ,

ce qui donne 6.138. Suite a cela Y. Sinai fait remarquer que, pour n suffisamment grand, on a :

(6.147) > P [TU(M) > i] > B, [Ty(M)] (1 —o(1)) .

i=0
Le point surprenant, compte tenu que la M.A.M.A. est récurrente nulle P.p.s., est que Y. Sinai n’insiste pas sur
le fait que E [T1(M’)] est bornée. Ceci est effectivement le cas, car partant de 1o on a :

(6148) XTl(M’) = Tho ou XTl(M’) = MI ou XTl(M’) = M” s

ot M’ € M’ est le plus grand maximisant avant mg et M"” € M’ le plus petit maximisant aprés mg, ainsi :

N __ m mo—1m m
(6.149) Ty (M) = To A T™o=0 AT

or nous savons que les moments de TE? ATo=mo A TE?, sont bornés (voir par exemple le lemme 5.2.2). De plus

T.(M’) s’écrit comme une somme de v.a. indépendantes par la propriété de Markov forte, et pour des raisons
similaires & celles que 1’on vient d’évoquer les premiers et seconds moments de ces v.a. sont bornés.

Y. Sinai utilise alors la proposition 6.2.5, le lemme 6.2.9 et le théoréme de la limite centrale local appliqué a
T. (M) (voir page 267 de [92]) et montre que pour n suffisamment grand :

1

o N ; —

(6150) ZPO [TC(M ) =N —1 W= m()] Z W 5

c>1 m

c’est précisément ce dernier argument que nous n’avons pas réussi a rendre rigoureux en totalité.

Si on accepte 6.150, on déduit la proposition 6.2.11 de 6.138, 6.147 et 6.150.

La preuve du théoréme principal est alors une simple conséquence de la proposition dont on vient de donner les
arguments de preuve :

Preuve (Théoréme 6.2.1).

Par la proposition 6.2.11, pour tout € > 0 il existe n; = n1(€) tel que pour tout n > n; et tout environnement
aec(C,ona:

(6.151) Pg (| J{T(M) <, Tosn (M) > 0, we =mo}| =1-0(1) ,

avec @ [Cp] > 1 — €. On en déduit pour tout n > ny :

(6.152) Po S Xe=r0, [ {M <X;<M"} 3| =1-0(1),
k<n Jj=k+1
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avec @ [Cp] > 1 — €. En effet 6.151 implique que la derniére fois que la M.A.M.A. atteint un point de M’ =
{M~,- M’ ;mg,M",--- ,M*+} avant I'instant n est mq, donc entre cet instant (T,(M) < n) et instant n la
marche reste dans Uintervalle [M’, M"'] (avec un probabilité proche de 1). Or par 6.97 pour tout € > 0 et § > 0,
il existe ny = na(e, d) tel que pour tout n > ng et tout a € Cy, :

(6.153) \M" — M| <6,

on en déduit alors le théoréme en prenant ng =n; Vns. B

6.2.5 Calculs de moyennes de temps locaux.

Les résultats suivants sont suggérés par Y. Sinai dans [92] (page 263-264).
Voici les deux résultats principaux qui nous permettent de montrer la proposition 6.2.5 et le lemme 6.2.9.

Lemme 6.2.12. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0 et tout § > 0 il existe ng = no(e,d) tel que pour
tout n > ng et tout environnement o € C,,, il existe 61 > 0 tel que :

(6.154) < max (E%, [L(a,T™~™)]) <

(Inn)2ndt ~ aem= ¥ M0 né  no

et Q[Cp] > 1 —e€. (n>0 vient de 'hypothése H.3).

Preuve.
11 suffit d’appliquer le lemme 6.2.2 au lemme 6.2.14 ci dessous. W

On a également :
Lemme 6.2.13. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0 et tout § > 0 il existe ng = ng(e,d) tel que pour
tout n > ng et tout environnement o € Cy,, il existe 61 > 0 tel que :

(6.155) max (E§ [ﬁ(&,T%O)]) < —(Inn)*n' % |

S
aeM* 775
et Q[Cp] > 1 —€ (n> 0 vient de l’hypothése H.3).

Preuve.
on obtient ce résultat par le lemme 6.2.15 et le lemme 6.2.2. W

Pour montrer ces deux lemmes nous avons besoin des calculs exacts de la partie I chapitre 2, en particulier
du lemme 2.1.11. On a également besoin du lemme 4.3.12. Etant donné que nous discuterons longuement des
temps locaux dans la partie III, nous ne donnerons pas le détail des différentes preuves.

Moyenne du temps local en a € M* entre un temps de retour a my

Lemme 6.2.14. Soit a € M*, sia > mg, on a :

anm g To(Inm)?
6.156 —— N AL L A
( ) ﬁ&né"' ’

671[0(11177,)2715(1 — 1o [E(d,TThO—WhO)]

IN

ot 8q = SF — S et In = |a —mol. Sia<mg, ona:

/B’ﬁl ~ 7 o B’fn Io(lnn)2
6.157 __Pmo  ge [p(g. To—mo)] « 2o 0V T
( ) azlp(Inn)2nda — M0 [ (@, )} - agnda ’
Preuve.
On obtient 6.156 en utilisant le lemme 2.1.11 équation 2.66, 4.417 et 4.418. 6.157 s’obtient de fagon similaire.
|
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Moyenne du temps local en a € M* entre un passage de 0 & mg

Lemme 6.2.15. Soita € M*, ona : 510 < a < myg

A 2, A
n{amo}.a o . Iy(Inn)?n={amo}.a
(6.158) ———— <Ef [L(a,T3,)] < :

Qg Qg

ot A{a,mo},a = MaXgeM*, a<k<ing (Sn(‘];;) - Sn(&)) et Ip = |a - mO‘-
Sia<0<mg
nA{amg}.a

aglo(Inn)2nsia.or0

Io(Inn)2nstamor.a

a&nA{a,O},O

(6.159)

b

0l Afq,03,0 = MaXkeM=, a<k<0 (S"(l%) —~ S"(a)).

Preuve.

Pour le premier cas 0 < @ < my, on utilise le lemme 2.1.11 égalité 2.57, puis 4.416 et enfin 4.418. Pour le second
cas il suffit de multiplier les estimations du premier cas par la probabilité Pg [Tg < T,%O] et d’estimer cette
derniére en utilisant 4.417 puis le lemme 4.3.13. W

6.3 Distribution limite pour la M.A.M.A récurrente

H. Kesten [55] et A. O. Golosov [38], donnent (indépendamment) la distribution limite de la M.A.M.A. . On
reprend dans ce paragraphe la démarche de H. Kesten :

Théoréme 6.3.1. Supposons H.1, H.2 et H.3 alors :

Xn o

(6.160) 21 5— — L, en distribution ,

n“n
ol

dQIL<z] 2 (—1)F (2k + 1)272

6.161 —_— = — —_ _
(6.161) dz 7r kZ:O 2k+1) P s 1#l)
Par le théoréme de localisation de Y. Sinai on a :

Xn ey
(6.162) (nn)2 — myg, en probabilité.

nn

ol myg est la v.a. fonction du potentiel aléatoire (S}, ¢ € R) définie paragraphe 4.2.2. On rappelle de plus que
S[Tti] converge en loi vers le mouvement brownien (W (t);, t € R, W(0) = 0) de variance to2. On en déduit :

0’27’710
(Inn)?

(6.163) — L, en distribution ,

ot L est une fonctionnelle du mouvement Brownien standard (W (t),t € R,W(0) = 0) que l'on caractérise
ci-dessous, on en déduit :

02X,

(6.164) Tan)?

— L, en distribution .

Les notions de vallées et raffinement pour le mouvement Brownien sont semblables & celles définies pour le
potentiel aléatoire (S}',t € R), le lecteur peut donc se reporter a la page 50 pour un rappel des définitions.
Notons {a’,b’, '} la plus petite vallée contenant le point 0 et de profondeur strictement supérieure a 1, cette
vallée correspond a la vallée minimale "{]\Zfé,ﬁzo, Mo}” définie au paragraphe 4.2.2. Pour obtenir cette vallée
il suffit donc de reprendre les notions que 'on a développées pour le potentiel aléatoire S}*. Le point que nous
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Chapitre 6. Preuves du théoréme de Localisation

notions myq est donc ici b’, et on notera L = V’. On va maintenant donner une caractérisation fine de L suivant
les cas ot L > 0 ou L < 0, on adopte pour cela les notations suivantes :

m4(t) =min{W(s) : 0 < s <t}, m_(t) =min{W(-s):0<s <t}
T, =inf{s: W(s) —m4(s) =1}, T = —inf{s: W(—s) —m_(s) = 1},
sy : temps pour lequel m, (T) est atteint , s_ : temps pour lequel m_(7_) est atteint,
ST =max{W(s):0<s<s;:}, S =max{W(s):s_ <s <0},
tgr = inf{t : W(t) = ST},
tg- =inf{t: W(t)=5"}.
Remarque 6.3.2. On a conservé les notations de H. Kesten excepté pour ST et S~ qu’il note (respectivement)

M™ et M. Par rapport aux notations que I'on a adoptées pour (Sf*,¢ € R) on a :
e s, joue le role de mg si my > 0, s_ joue le role de mg si mg < 0.

o T ( respectivement T7) joue le role de My (respectivement M}) si mg > 0 ( respectivement mg < 0). On
remarque aussi que, par construction, (W(t),t € R% ) est indépendant de (W(t),t € R*).

W (t)
s—
st (N
L 1
o Li/ st=v by
\/ — 0 .

W (t)

o=
s+
y - /\/\ /\/\/\ o =
T T \4 )

FiG. 6.2 —

La preuve se décompose en trois parties : on montre d’abord que L = s ou s_ avec une probabilité égale a un.

On caractérise ensuite les événements L = sy et L = s_, puis on détermine la loi de s; on en déduit celle de
S_ par symétrie.

6.3.1 L = s, ou s_ avec une probabilité un

Lemme 6.3.3. on a :

(6.165) QIL=54L>0=Q[L=s_|L<0]=1.
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Preuve.

On rappelle que 'on a posé L =/, ou {a’, ¥, ¢’} est la vallée minimale contenant 0 et de profondeur : d([a’, ¢']) >
1.

Supposons b’ > 0 montrons dans ce cas que L = b’ = s, avec une probabilité 1.

Par définition W (c') — W(b') > d([a’,']) > 1, ainsi Tt < ¢/, on a alors deux choix possibles :

Soit b < T < ¢’ alors par définition de b on a donc b’ = s.

Soit T+ < b < ¢ dans ce cas on arrive a une contradiction. En effet, effectuons un raffinement a gauche de
{d', b/, '} : soient d’ et € tels que,

(6.166) =W(e') -W(d),

O
par hypothese 0 > sy < T < b donc :

(6.167) W)y -=WQO)>W(Ty) -W (),
on en déduit :

(6.168) W)y -we')>1 ps.,

on aboutit donc & une contradiction puisque :

Soit ¢/ < 0 < ¢’ et dans ce cas on a trouvé une plus petite vallée [¢/,b’, '] de profondeur > 1 d’aprés 6.168
contenant 0 ce qui contre dit la minimalité de [d/, ¥, ¢/].

Soit @’ < 0 < €', alors nécessairement par définition de T : 0 < T+ < €/ < ¥ ce qui impliquerait ’existence
d’un point b” (0 < b” < TT) tel que W(TT) — W(b") = 1 ce qui est en contradiction avec la minimalité de la
vallée [a’, V', ].

Si on suppose maintenant b’ < 0 par le méme type de raisonnement, on montre que L = s_ p.s.

]

6.3.2 Caractérisation des événements L = s, et L = s_
Lemme 6.3.4. avec une probabilité 1 on a :

W(s_)>W(sy) et ST < (W(s_)+1)VS,
(6.169) L=s; <= ou
W(sy)>W(s_) et S™>W(sy)+1) VST,

Wisy)>W(s_) et S < (W(sy)+1)vSt,
5. = ou
Wis_)>W(sy) et S > (W(sy)+1)VST.

(6.170) L

On fera la preuve de ce lemme dans le paragraphe 6.3.4.

6.3.3 Discussion heuristique sur le comportement de la M.A.M.A. avec L = s

Ce paragraphe nous permet de comprendre heuristiquement pourquoi L = s, ¢’est a dire, pourquoi la M.A.M.A.
se concentre en sy si le milieu vérifie :

(6.171) Wi(s_)>W(sy)et ST < (W(s_)+1)VS,
(6.172) Wi(sy)>W(s_)et ST > W(sy)+1)VSTt.

e [’événement 6.171 s’écrit :

(6.173) 6.171 < W(s_)>W(sp)et S™ <W(s_)+1let ST <W(s_)+1,
ou
(6.174) Wi(sy)>W(s_)et S™>W(s_)+1let St <S5 .
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Si on se place dans le cas 6.173, on a :

(6.175) ST<W(so)+1l <<= ST -W(s_)<1,
et
(6.176) ST<W(s_)+1 < St-W(s_)<1,

ainsi quelque soit les deux cas : ST < S~ ou St > S~ si la marche “tombe” dans le minimum en s_ alors
elle aura une barriére de hauteur strictement inférieure a 1 (ST — W(s_) ou S~ — W(s_)) pour passer de ce
minimum au minimum plus profond s .

Si on se place maintenant dans le cas 6.174, on a :

(6.177) ST>W(s_)+1 < ST —-W(s_)>1,
or W(sy) < Wi(s_) donc
(6.178) ST —Wi(sy)>1,

comme ST < S~ avec une probabilité tendant vers un la marche visitera s, avant de visiter s_ et comme elle
ne peut pas (en un temps n) franchir des barriéres supérieures a 1 elle ne visitera pas s_ (en un temps n).

Remarque dans le cas 6.173, si ST > S~ la marche visitera le point s_ avec une probabilité tendant vers 1, de
meéme si ST < S~ et que ST — w(sy) < 1 alors la marchera visitera d’abord s (avec une probabilité tendant
vers 1), mais visitera également s_ avec une probabilité proche de 1.

e Evénement 6.172
(6.179) 6.172 < Wi(s_)>Wi(sy)et ST > (W(sy)+1)et S > St

St < S~ implique que la marche (avec une probabilité tendant vers un) commence par visiter s, avant de
dépasser S, de plus S~ > W(sy) +1 <= S~ — W(sy) > 1 implique qu’elle ne visitera pas s_ avec une
probabilité tendant vers un.

6.3.4 Preuve du lemme 6.3.4

On montre maintenant 6.169 :
1) Montrons l'implication suivante :

(6.180) L=s et W(s_)>W(sy)=ST<(W(_)+1)VvS,

L=s; =¥V >0donca <0<V =sy <, on distingue deux cas :
eSis_<a <0Oalorss_ <a <0<tgr <Ty <c(5) donc :

(6.181) S™= max W(s) > max W(s)=W(d),

5_<s<0 a’'<s<0
or par définition de la vallée {a’,b’,c'} on a aussi ( °) :
(6.182) W(a') > STt p.s.
ainsi par 6.181 et 6.182 :

(6.183) L=s,, 5. <ad<0=8 >8"ps.,

5tS+ est le temps d’atteinte de ST.
SWia') —W(sy)>1et ST —W(sy) <W(TH) —W(sy) = 1.
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eSiad <s_ona:d <s_<0<tg: <V =sy <TT,
effectuons un raffinement a gauche de la vallée {a’,V’, ¢’} (comme en 6.166) on a donc

(6.184) W(e)-W¥)> St -W(s_),

car W(e') > ST et W(s_) > W(sy) = W(¥) par hypothése. Raisonnons alors par 'absurde, supposons
ST >W(s_)+1, alors :

(6.185) W(e')—Ww(@')>1p.s..

Deux cas possibles, contredisant la minimalité de la vallée {a’,b’, '}, peuvent alors se présenter :

— Si e <0, alors la vallée {e/,b’, ¢’} contient le point 0 et d([¢’,¢']) > 1 par 6.185

— Sie’ >0, alors la vallée {a/,d’, e’} est telle que 0 € [a/,€'] et d([a/,¢]) > 1 car d([a’,€']) > W (e) = W(s_) >
St —W(s_)>1Q p.s.

on en déduit :

(6.186) L=sy, W(s_)>W(sp)etad <s_ <0=ST" <W(s_)+ 1.

De 6.183 et 6.186 on en déduit 6.180.
2) Réciproquement, montrons l'implication :

(6.187) Wi(s_)>W(sy)et ST < (W(s_)+1)VS = L=s;,

on distingue deux cas :

e s_ < a' <0, ceci implique directement que b’ = s; car s_ ¢ [a/,].

e a’ < s_, le cas délicat serait que sy > ¢ > 0, mais cela ne peut pas étre le cas, en effet supposons sy > ¢ > 0,
alors :

max W(s)=W(d)< max W(s)=ST <1+W(s_),

0<s<c’ T 0<s<s4
de plus

/ /
L=b=s_carsy >,

ce qui impliquerait : d([a’,c']) < ST — W(s_) < 1 qui contredit I’hypothése d([a’,¢']) > 1. Ce qui donne 6.187.
Par un raisonnement similaire, on obtient les deux résultats suivants :

(6.188) L=syetW(sy)>W(s_)=S5">STVvW(Ty),
(6.189) Wi(s ) <W(sy)et S™>W(sy)+1) VSt =>L=s, .

De 6.180, 6.187, 6.188 et 6.188 on obtient 6.169. On refait un raisonnement similaire pour obtenir 6.170.
6.3.5 Calcul de la Transformée de Laplace de la v.a L avec L > 0.

On a le résultat suivant :

Proposition 6.3.5. Soit 6 > 0, on a :

1 1
6.190 E [eF1 = = (1 ) .
( ) le £>0) 20 cosh v/20
Preuve.
Notons :
Ay = W(s_)>W(sy)et ST < (W(s_)+1)vS,
Ay = Wi(sy)>W(s_)et S~ > (W(sy)+1)vSt,
By = W(s_)>W(sy)et S™ <W(s_)+1let ST <W(s_)+1,
By = W(s_)>W(sy)et S~ >W(s_)+1let ST <S8 .
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On a Ay = B1 U By, B N By = @, avec ces notations et d’apreés les lemme 6.3.3 et 6.3.4 :

(6.191) E[e % 1150] = E[e "1, ]
(6.192) = E[e”“hluh}
(6.193) = E[e %I, ] +E[e?*Ip,] +E[e%14,] .

Evaluons chacun des trois termes de la derniére égalité :

(6.194) E[e *Ly,] = Ele" Iws)swis ) et 5->W(sy)+1)vs+)

(6.195) = E [3_95+HW(5+)>W(5_), S5 (W(s4)+1), 5—>5+]

+o0o
(6.196) // E [ Tw(sy)> -y, W(ss)<—(1-a), S+<z, S~ cdz, W(s_)e(—dy)] -
0 1—y

On utilise maintenant le fait que les processus (W (t),t > 0) et (W (t),¢ < 0) sont indépendants, ainsi :

E e,

s d d _

(6197) = / dy/ de 0 +]IW(S+)>7y, W(s4)<—(1—z), S+<z] didiQ [S < x,W(s_) < *y]

1 €T ay

4 d 05 d d _

(6.198) = - ; dy 1y dx : dzaE [e Ty (s, )>—=, 5+<z] %@Q [S <z, W(s) §—y]

(6.199) = /Ood /+Oodx/y dzi S+ ]ddQ[S <z, W(s_) > —y]

. - o Y 1y - dz W(sy)>—z, St<z dxdy =4, . Yyl -

Par les mémes calculs :

E [e %+15,]
(6.200) = El[e” +]IW(9+)<W(9 ), S=<(W(s_)+1), S+<W(s_)+1]
e s d d _
(6.201) = / dy / Az €™ Iy (s, )<y, S+<1y) o [S™ <a,W(s-) < —y]
0 €T ay
[ee) 1-y “+o00 oe d d B
(6202) = /0 dy / dﬂ?/ dZ; [ +HW(S+)< z, St<1— y] deyQ [S < x,W(S_) < _y]
[ee) 1-y “+o00 os d d B
(6.203) = /0 dy/ da:/ dz—z le™ " Iy (s, )>—2, s+<1-y] dm@Q [S™ <z, W(s-) > -yl .
de méme :
[6_98+HBQ:|
(6.204) = E[e " Iw(s yswis,), 5->W(s_)+1), S+<5-)
d d _
(6.205) = / dy / AR [ Ty (o ycy, sva] 72 Q [S7 <2, W(s) < —y]
1 x dy
(6.206) = / d/ dac/ dzi ! ]ddQ[S <, W(s_) < —y]
: - 0 Y Y ; dz W(sy)<—z, St<z dx dy = 4Ly -)=>"Y
(6.207) /Ood /Md /ood d]E[*‘)SﬂI ]ddQ[S*< W(s_-) > —y]
. = X Z— e —_— X S_ — .
o Y 1y Y dz W(sy)>—z2, Stz Az dy >~ 4, Yy

Afin de déterminer ces intégrales H. Kesten montre le lemme suivant :
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Lemme 6.3.6. Soient z >0, 0 < x <1 pour tout 0 >0, on a :

sinh(zm) )
d sinh((z+2)v20) siz<l—x,

6.208) —E [e % Iyp(s )5 a stan] =4 S0B(EE2)V20)
( el W(ss)>—z. §+<z) YD (- 14 2)cotb (VD) siz 1

—z stz<1l—x,
(6.209) %@Q[ (s)>—2, S <za]= {élt)y)exp(—(z—l—i—x)) siz>1—m.

de plus QST >1]=QI[S™ >1]=0, (ST>W(0)=0, S~ >W(0) =0).
Preuve.

H. Kesten montre 6.208 en considérant une marche aléaroire récurrente simple plutot que le mouvement Brow-
nien puis en passant a la limite. Nous avons laissé de coté cette partie de la preuve. W

Ona:
E [e %+1p,

(6.210) = /OOO dy/_:y dw/ym dzd%E[ Iy (sy)>—z, St<ioy] di ddyQ[S <@, W(s-) > —y]

o)~ [ Ly / T / T [ s st a] @[5 S0 W(s ) > )

(6.212) = /Oldy/()ly dx/;oo dzsm};(iilh(_\/%\)/@) exp(—v/20(z — y) coth(@))(mf_/y)Q

(6.213) = /0 iy /y o dzsm};(ii(j’;e‘)@) exp(—v20(z — y) coth(v20))(1 — 1)

B ! +eo sinh(zv/26) 3 Yo
6.214) = /de/H gy, SV 4 1) cob(V20)a

B oo ! sinh(z/26) B B
(6.215) = /0 dz/lzdxsinh(\/@) exp(—V260(z + z — 1) coth(v/26))z

lavant derniére égalité est obtenue en faisant le changement de variable x = 1 — y, la derniére en changeant
I’ordre d’intégration. De méme

E [ —98+HA2]
s, d d _
(6.216) dy dz dz— Iy (s y>—=, S+ <z) d—d—Q [S™ <a, W(s_) > —y]
1—y 1—x €T ay
h
(6.217) / dy/ dm/ sm x\/>) exp(—V20(z — 1 + z) coth(v20))(1 — ) exp (—(y — 1 + ) ,
1y 1—a smh V20)
enfin :
E [e=%+1p,]
(6.218) = /00 dy /+OO dz /OO dziIE [e_esﬂl +<z] ii@ [S™ <2, W(s_) > —y]
. 0 L ) dz W(s4)>—z, St<z dx dy —= -
(6.219) = /ood /1 dx/oodziE[—‘)SﬂI ]iiQ[S—<xW(s)>—}
: = o Y Y dz W(sy)>—z, St<z dx dy ) - Yy

(6.220) = /00 dy/1 dx /OO dzsmh x\/>) exp(—V20(z — 1 + z) coth(v'20))(1 — ) exp (—(y — 1 + ) .

0 sinh(v/26)
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En sommant 6.217 et 6.220, on obtient :

(6.221) E[e % +1p,] + E [ 14,]
(6.222) = / dy/1 , (Jlﬂz:/1 b:fhx\/;)) exp(—V20(z — 1 + z) coth(v'20))(1 — z) exp (—(y — 1 + )

(6.223)

/ dz/l . dx/l bsli:lhm\/;)) exp(—V20(z — 1+ x) coth(v'20))(1 — z) exp (—(y — 1 + x))

(6.224) = / dz/l Z S:fhm/;)) exp(—V20(z — 1 + z) coth(v20))(1 — z) .

En sommant 6.215 et 6.224 on obtient :

(6.225) E[e %+1p,] + E[e7%+14,] + E [e %14, ]

(6.226) - / dz 112d S;Tn};ff};) exp(—V20(z — 1 + z) coth(v/26))
(6.227) = /Oldxm /H dz exp(—V20(z — 1 + z) coth(V/26))
6229 - [ e

(6.229) _ (cosf\l/(%?) - \/12*9> m@;}(@) _ % (1 _ M) .

ce qui donne 6.230. W

Pour obtenir 6.161, H. Kesten utilise la représentation de Mittag-Leffer de m :
(6.230) E e 11s0] = 219 (1 - (:()bhlf)

(6:231) - ?6 E:: 21: + 2k + 1)1271'2 + 86

(6.232) _ iki o /+<>° (o+er? )
e

par identification on en déduit :

(6.234)

dQ[L <, L>0) gi “DF ()
dx T k:O

on obtient 6.161 par symétrie.
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Quand je considére la petite durée de ma vie,
absorbée dans 1’éternité précédente et suivante,
[...] je m’effraie.

B. Pascal

Partie 111

Concentration de la M.A.M.A. récurrente

Dans cette partie on étudie le temps local de la M.A.M.A. , plus particuliérement on s’intéresse au temps local
de la M.A.M.A. dans un petit voisinage autour du point de localisation mg et au point /M lui méme. Le premier
chapitre de cette partie (chapitre 7 de la thése) est consacré a 'énoncé des hypothéses qui seront utilisées ainsi
qu’a la présentation des résultats. Dans un second chapitre (chapitre 8) on donne quelques résultats élémentaires
sur le milieu aléatoire sous les hypothéses H.1, H.2 et H.3, ainsi qu'une caractérisation du point mgy. Dans le
troisiéme chapitre (chapitre 9) on fait I’étude de la @ variable aléatoire :

]E;Xho [;C(k,TﬁLO_)mO)] , ke V{Nfé,ﬁlo,Mo} .

EZ, [E(k, TmO*mo)] représente la moyenne du temps local de la M.A.M.A. en un point k entre deux passages

a mo et V{Mé,rho,l\?lo} = {]\Zf(’), M{J +1,--- ,mg, - ,MO -1, MO} est I’ensemble des points contenus dans la vallée

minimale notée { M), 7, My}. Nous verrons que la variable aléatoire Eg, [L(k,TMo=m0)] | k€ Viaty o, Nt}
témoigne de la concentration de la M.A.M.A. dans un petit voisinage autour de . En effet nous montrerons
dans le quatriéme chapitre de cette partie (chapitre 10) qu’en plus d’étre localisée pour un instant donné n
(objet de la partie II) la marche est concentrée, c’est a dire qu’elle passe la quasi totalité de son temps n dans
un voisinage de 7o de taille au plus de I'ordre de (Inlnn)2. Le second résultat que nous montrerons est que
le temps local en my au temps n normalisé par n converge avec une @ probabilité aussi proche de 1 que nous
voulons en P probabilité vers la @ v.a. :

1
EZ,, [L(V{Mé,mo,Mo}a Tro—rio)

b

N « - - mo— Mo , < o & _ ~
ou EZ [E (V{ NI o, 8o} T )] est la moyenne du temps local dans la vallée Vi, 0 vy entre deux
passages & mg. Nous montrerons, enfin, que ces deux résultats ont des conséquences directes sur le maximum
des temps locaux de la M.A.M.A. ainsi que sur son lieu favori.
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Chapitre 7

Hypothéses et Résultats

7.1 Hypothéses et Notations

Dans ce chapitre on conservera les deux hypothéses nécessaires pour obtenir une M.A.M.A. récurrente :

1—
(H.1) Eq [m O‘O} =0,
Qg
1—
(H.2) Varg {ln ao} =0>0.
o

Et 'on considérera de plus I’hypothése de régularité suivante :

1
(H.3) QIn<ay<1-—n =1, O<n<g.

Cette derniére hypothése remplace I'hypothése plus faible H.6 (page 43) de la partie précédente. Nous discute-
rons dans la conclusion (page 221) des extensions possibles de nos résultats a des hypothéses plus faibles que H.3.

Une premiére remarque sur H.3, cette hypothése implique qu’il existe nj > n et i > n tels que :

(7.1) sup{z, Qao = a] =1} =1 ,
(7.2) sup{z, Qg <1—a]=1} =1y ,

pour simplifier les notations on supposera, sans perte de généralité, que 7, = 1} = 19. On remarque de plus que

H.2 implique que 79 < %, en effet :

1 1 1
(7.3) H.2:Q{a0:2} < 1= sup{z, Q[aOZx]:1}<§<:H70<§.

On adoptera la notation suivante :

1—’/]0 1
(7.4) I, =1n o (0<n0<2).

Dans cette partie {Mé, Mo, My} désignera la vallée "minimale" dans laquelle la M.A.M.A. est prisonniére (voir
la partie II chapitre 5), on renvoie le lecteur au paragraphe 8.2.2 pour la définition des points g, M{ et M.
On notera :

(75) V{]\;[(’),ﬁy,m]\:[()} = {M(l) ) M(l) +1 3T ﬁlo,"' ’ MO - 1a MO} )
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i.e. V{Mé,mo’]%} est ensemble des points appartenant a Z, contenus dans la vallée {Mé,ﬁzo, Mo}. Soit n > 3,
on notera

(76) VmDEVmO(f,n):{ﬁlo—f(n), 7ﬁ7,0, ) ’ffl()"‘f(n)},

ot f(n) = [F(Inlnn)?], F > 1 sera précisée dans le paragraphe suivant, V., désignera le complémentaire dans
Z de Vi, . On notera aussi :

(7.7) Vo= {M{),--- o — f(n) — 1} u {m0+f(n) 1, ,MO} ,

qui est le complémentaire de Vj,, dans V{ NI 0, Mo} Enfin notons :

(78) Vﬁto = Vmo AN {’ﬁ’Lo} ,
(7.9) Vi ={mo+1,---, mo+ f(n)},
(710) Vﬁ_Lo = {ﬁlo—f(ﬂ), ,’ﬁ’Lo—l} .

Soit k € Z, on rappelle que L (k,T) est le temps local de la M.A.M.A. en k en un temps T (ot T peut é&tre une
variable aléatoire ou déterministe). Soit A C Z on note

T
(7.11) LAT)=Y LGT) =D Iix,—j -

jeA i=1jeA

Une derniére notation avant d’énoncer nos résultats, si A C Z, |A| désignera le nombre d’éléments dans A.
On a obtenu deux résultats principaux sur le temps local de la M.A.M.A. pour un instant donné n : les théorémes
7.2.1 et 7.3.1, le premier concerne le :

7.2 Temps local dans un voisinage de m,

Théoréme 7.2.1. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (6,, n € N) positive décroissante telle que

lim,, o0 6, (InInn)? = co et lim, .o 8, = 0, tout € > 0 il existe ng = no (67_[770,0', Eg [|60|3} ,Q [60 < —1"70} ,

Q [60 > I”T"} ) tel que pour tout n > ng et tout o« € G, on a :

(7.12) pe [ﬁ(VﬁO,n)zn(l—én)]Zl—;m—@(mln) ,
R 2
B=2EE o g = 1000.

Remarque 7.2.2. L’ensemble des bons environnements G’ joue un role similaire a ’ensemble des bons envi-
ronnements G de la partie II, il sera défini dans le chapitre 3 (page 181).

Ce résultat montre que pour tout environnement o dans I’ensemble des "bons" environnements G’ la M.A.M.A.
reste un temps supérieur a n(1 — §,) (out 6, — 0), dans un voisinage de 7o au plus de taille F(Inlnn)? avec
une P“ probabilité proche de 1. On a donc non seulement une localisation de la M.A.M.A. récurrente (résultat
de Y. Sinai), mais également une concentration de la M.A.M.A. dans un petit intervalle. On remarque de plus
que la taille du voisinage que nous avons trouvée pour la localisation (voir 6.1) n’est pas aussi réduite que celle
que nous trouvons pour la concentration.
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7.3. Temps local au point my

Pour montrer le théoréme 7.2.1 nous avons étudié le potentiel aléatoire (S,,, m € Z) dans le complémentaire du
voisinage de mg noté V;l’or, la proposition ci-dessous est le résultat clé sur le milieu aléatoire qui nous a permis
de montrer ce théoréme :

Proposition 7.2.3. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0, il existe ng = ng (e,],,o,o, Eq [|60|3] ,Q [eo > I”TOD

tel que pour tout n > ng on a :

«@ c,r Mo —1Mo 3 1 €
(7.13 @B, (e o> 2o <
(7.14) f(n) = [F(lnlan)?, F= (2LE + 1)(I, V1) ¢ 2
' ’ (Qleo < =11y /2))Y2Q[e0 > Iy /2] )
B =212 0 R = 1000,

Ce résultat montre que la somme Y, oy e.r B2 [L(k, T™0~0)] tend vers 0 avec une @ probabilité proche de un.
Mg

En particulier cela signifie, qu’avec une () probabilité aussi proche de 1 que I'on veut, en moyenne, la M.A.M.A.
V|

n’atteindra aucun point k& € V" en un temps de retour a mg. Et ceci malgré le fait que ~1et

Viatg e, o3|
que la M.A.M.A. reste la totalité de son temps dans V{ NI, o, Mo} AVEC une P* probabilité proche de 1.
Le second résultat montre la convergence en P* probabilité de L0.n) Gors une variable dépendant uniquement
du milieu « et de n avec une () probabilité aussi proche de 1 que 'on veut :

7.3 Temps local au point m,

Le théoréme ci-dessous précise le théoréme 7.2.1 tout en se limitant au point mg, c’est un résultat de type loi
faible des grands nombres pour le temps local de la M.A.M.A. en 7. Nous avons ainsi obtenu une convergence
du temps local en 7y normalisé par n, du méme type que celle qu’obtient Y. Sinai pour (X,,n € N), vers une
quantité dépendant uniquement du milieu aléatoire et de n :

Théoréme 7.3.1. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (6,,n € N) positive décroissante telle que
lim,, .o 0, (Inlnn)? = oo et lim, .o 6, = 0, pour tout € > 0, tout 6§ > 0, tel que Su < 1 il existe ng =

ng (e,é,u,[no,a, Eg [|eo|3] ,Q |:60 > %} ,Q [60 < —%D tel que pour tout n > ng et tout « € GJ, on a :

~ 1 4 1 4_ﬁn1/2
P B T Wy
n Eraho [E(V{Mé,mo,lﬁfo}’Tmoﬂmo)] To ninn)“o,
2 Ing
AR E - (21E4+1)(Ip VD) & _ 2 2e~ 1 (E2+3) 3(Ea—1)
Qi) 2 1. F = (it ) =3, () () )

- R I (IngV1)(21E+1) _ 24R?*|In & _
E2 =l <6 (Q[60>MTOTO/\QW[060<—120])Q[60>%} >’ b= ore et Jt = 1000.

On peut donner facilement une idée intuitive de ce résultat : on sait que la M.A.M.A. reste prisonniére
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dans la vallée {M],7no, My} avec une probabilité proche de un (voir proposition 5.1.2) jusqu’a un instant
donné n. Ainsi on peut considérer que jusqu’a cet instant n le temps moyen de retour en 7y est égal &

EZ., [E(V{M(g,mo,MOPTmOHmU)}’ on peut donc découper Uintervalle de temps {1,--- ,n} en L(1g,n) tranches

de longueur E |:’C(Vv{1\;fé,ﬁ’bo,1\;lo}v Tﬁ%oamo)}, d’onl

E(ﬁzo,n) - 1
" ES., [E(V{M(;,mo,Mo}a Tﬁlo_’ﬁ“’)}

(7.16) 0~ L0 WES, [£(Vixiy g 1y T ™)) &

mo

Une remarque importante est qu’avec une () probabilité proche de un EZ, [ﬁ(V{ VLY a0, T} o —1ig )} est bor-

née par une constante ne dépendant pas de n, nous montrerons en effet dans le chapitre 9 (troisiéme de cette
partie) la proposition suivante :

Proposition 7.3.2. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0 il existe ng = ng (e, I,,0.Eq [|eo|3] ,Q [eo > %D
tel que pour tout n > ng :

(7.17) Q [, [L(Vig, T ™)] > p] < e,
o
Ing
- —1
(7.18) PN (Eet3) | 351

o (176—’10)3 (1,6—”%)2 18

B R Iy (IngV1)(21E+41) _ 24R?*|In £ N
E2 =l <E (Q[60>IWTD]U/\Q[060<*I”TO])Q[60>IWTO} )7 b= ore ’ et 1 = 1000.

On remarque dans ce résultat le phénoméne suivant : bien que V;,, soit une fonction de n (|Viz,,| = 2F (Inlnn)?+
1), avec une @ probabilité proche de un la M.A.M.A. en un temps de retour a g visite, en moyenne, au plus
quelques points de Vi, un nombre de fois trés limité (tel que la somme ", Vg B [L(k,T™o=™0)] soit bornée
par une valeur indépendante de n). Si on rassemble maintenant les résultats des propositions 7.2.3 et 7.3.2 on
obtient (pour n suffisamment grand) :

(7.19) E%O E(V{M&mo,l\?[omeo_)ﬁm)} — E?ﬁo [E(Vm()’Tﬁlo—)Tho)] +]E%O [[,(V;%;,Tﬁm_’m(’)]
2

(7.20) <t p

(7.21) < 2,

avec une @ probabilité aussi proche de 1 que nous voulons. Ce qui montre bien que E® [L(V{ NI o, i} Tmo—mo)
est bornée par une constante indépendante de n avec une () probabilité aussi proche de 1 que nous souhaitons.

Du théoréme 7.3.1 on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 7.3.3. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (0,, n € N) positive décroissante telle que

lim,, .o 0, (Inlnn)? = 0o et lim,, .o d, = 0, tout € > 0, il existe ng = ng (e,lno,a, Eqg [|eo|3} ,Q [eo < —I”T‘)} ,

Q [eo > 17170} ) tel que pour tout n > ng et tout o € G, on a :

n 4 1 1
. o o7 > | > - =-——— - _ Tl
(7.22) P {ﬁ(mo,n) > 2/J >1 o F(lnIn )20, (2u)e
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7.4. Conséquences sur le maximum des temps locaux et le lieu favori de la M.A.M.A.

2
(21E+1)(I,,,v1) £ w=3+ 2 2
(Qleo<—TIng /2])1/2Q[e0>1ny /2] ) 7 " (1 _I%Q>3 <1_6_m> o IZ |

etQ[G;]>1—e,F:<

—e

Ey=In( 2 Ing IngVD@IELD | p_ 2RI El b 0.
(<] [co>2]

60>IT’TO] /\Q[60<*I"TO})Q o?e

Ces résultats montrent donc qu’en plus d’étre localisée la M.A.M.A. est concentrée et que le lieu de concen-
tration et celui de la localisation sont extrémement liés. Dans le paragraphe suivant nous montrons que ce

phénomeéne de concentration de la M.A.M.A. a des conséquences sur le maximum des temps locaux et le lieu
favori de la M.A.M.A. :

7.4 Conséquences sur le maximum des temps locaux et le lieu favori
de la M.A.M.A.

Rappelons la définition de I’ensemble des lieux favoris de la M.A.M.A. et du maximum des temps locaux pour
un instant n fixé :

Définition 7.4.1.

(7.23) F(n) = {k €z, L(k,n)= I}lgzx{ﬁ(j,n)}} ,
(7.24) L*(n) = max (L(k,n)) .

Le corollaire 7.3.3 implique :

Corollaire 7.4.2. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (0,, n € N) positive décroissante telle que

lim,, o0 6, (Inlnn)? = co et lim, .o §, = 0, tout € > 0 il existe ng = no (e,[no,a, Eg [|eo|3] ,Q [eo < —%} ,

Q |:€0 > I”T‘)] ) tel que pour tout n > ng et tout o € G, on a :

n 4 1 1,1/2
2 Pe L) > — | >1—- ——— —  (9y)e" 2"
(7.25) Flemz ] 21 2 e

QI[G)] > 1 —€ (lexpression de p est donnée en 7.18, celle de F' en 7.14).

On remarque que ce résultat est compatible avec, par exemple, le résultat P.p.s. de Z. Shi [90] suivant, supposons
H.1, H.2 et H.3 alors :

(7.26) lim sup

n—-+o0o

ﬁ*
(n) > co Pp.s.
n

ol cg > 0.

Le résultat ci-dessous est une conséquence du théoréme 7.2.1 et du corollaire 7.4.2 :

Corollaire 7.4.3. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (0,,, n € N) positive décroissante telle que

lim,, .o 6, (Inlnn)? = co et lim, o0 8, = 0, tout € > 0 il existe ng = no (571710an Eq [|eo|3] ,Q |:60 < f%} ,

Q [60 > Ig(’} ) tel que pour tout n > ng et tout « € G, on a :

~ ] 1 112 1
. o ~ > - 2#” —
(7.27) PG [F(n) C Vin] 2 1 no F(Inlnn)24, (2p)e © ((lnn)) 7
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en particulier pour tout § > 0 :

(728)  rg| U {

k*€F(n)

kB
(Inn)?

—my

8 1 _1 /2 1
P 2™
> 5} ~ no F(Inlnn)24, + (2p)e +0 ((lnn)>

avec Q[G,] > 1 —e. L’expression de F est donné par 7.14 et de p par 7.18.

Notons F(n) = max{m € Z, m € F(n)}, on déduit de ce corollaire et du théoréme de Y. Sinai que % et

(11)1(7;;)2 ont la méme P distribution limite (voir théoréme 6.3.1). On note que ceci est en accord avec les résultats

P.p.s. de Y. Hu et Z. Shi ([44],[46]) :

: F(n) , X, 8
2 1 gy =1 = Pp.s .
(729 lisolip (Inn)?lnlnlnn lflriso%p (Inn)?2lnlnlnn 7202 p-3

On trouvera dans la conclusion une série de questions et de conjectures sur le maximum des temps locaux et le
lieu favori de la M.A.M.A. en relation avec les résultats que nous venons de présenter.
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Chapitre 8

Propriétés élémentaires du milieu
aléatoire sous les hypothéses H.1, H.2 et
H.3

Dans ce paragraphe on commence par rappeler des conséquences simples de I’hypothése H.3 et 1la notion de vallée.
On adapte ensuite certains résultats relatifs au milieu aléatoire, montrés dans la partie II sous I’hypothése H.6
(voir page 43), & I'hypothése H.3. Etant donné que H.3 est plus forte que H.6 nous verrons que I'expression
de certains résultats obtenus dans la partie II est simplifiée. On montre ensuite quelques résultats élémentaires
supplémentaires (lemmes 8.2.7 & 8.2.11) puis on caractérise le point my.

8.1 Rappels sur ’hypothése H.3 et sur les vallées

8.1.1 Sur ’hypothése H.3

On rappelle que pour simplifier les écritures on a choisi :
(8.1) sup{z, Qoo > 2] =1} =sup{z, Qlag <1l—-2a]=1}=ny, 0<n <1/2.

On a alors adopté la notation suivante :

1—mno
8.2 I, =1 0 —
( ) 7o o ’ ( <mno < 2) )
ainsi :
(8.3) inf{z, Qleo <z|=1} =1, ,
(84) sup {{L‘, Q [60 > {E] = 1} = _Ino ’

on rappelle que €5 = 1_8"0 . On s’est donc restreint au cas ou le support de €y est symétrique, cependant €y n’est

pas, a priori, une variable aléatoire symétrique.
Une derniére remarque trés simple qui nous sera utile dans le paragraphe 8.2.3 et le chapitre 9 : par 8.3

Q [eo > Ig(’} > 0 et de méme @ [60 < —Ig(’} > 0 par 8.4.

8.1.2 Rappels sur les vallées

Dans cette partie nous avons supprimé 'interpolation linéaire pour la définition du potentiel aléatoire (S,,, m €
Z),on a :
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Définition 8.1.1. Nous appellerons potentiel aléatoire et nous noterons (S,,, m € Z), le processus défini par :

S, = Di<ick € k=12,
Zk§¢S71 €, k= _17_2a"' )

et Sy =0 avec (eizln%, iEZ) . De plus :

(8.5) sn o= 2m

On rappelle également la définition d’une vallée et de la profondeur d’une vallée pour le potentiel aléatoire
(S, meZ):

Définition 8.1.2. On dira que le triplet {M’, 7, M”} est une vallée si :

(8.6) Sp = max S,
M<t<mn

(8.7) Sy = max_ S,
<< M

(8.8) Sm= _min_ Sy .
M <t< N

si m n’est pas unique, on choisira le point vérifiant 8.8 ayant la plus petite valeur absolue.

Dans cette partie la notion de raffinement définie au paragraphe 4.2.1 n’intervient pas directement, on la laisse
donc de coté.

Définition 8.1.3. On appellera profondeur de la vallée {M;,7m M} et on notera d([M;, Ms]) la quantité :
(8.9) min(SMl - Sﬁ“ SM2 - Sm) .
On termine ces rappels par la :

Définition 8.1.4. Soient v > 0 et n > 3, on dira que la vallée {M;, 1y, My} contient le point 0 et est de
profondeur supérieure a4 I'y, = Inn + vInlnn si et seulement si :

1. 0 € [Ml,MQ],
2. d({Ml,Mz}) >T, ,

3. simg <0, Syz, — maxm,<t<o (St) > vInlnn
simg >0, Sy — maxXo<i<im, (St) > yInlnn .

On renvoie le lecteur & la page 56, pour la construction de la vallée "minimale" {Mé,mo,z\%}. On rappelle
cependant les propriétés élémentaires de cette vallée qui nous servirons dans cette partie. {M{), mo, Mg} contient
le point 0 et est de profondeur supérieure a I';,, de plus elle est "minimale" c’est & dire que tout autre vallée
contenue dans cette vallée ne contient pas le point 0 ou n’est pas de profondeur supérieure a I',, (i.e ne vérifie
pas la définition 8.1.4). De plus on rappelle que 'on peut définir J\Zfé et Moy a partir de mg de la fagon suivante :
simg >0

(8.10) M} = sup {l €Z_, 1l <mg, S;— Sme>Tn, Si— oJoax Sk > *ylnlnn} )
(8.11) My=inf{l € Z,, | > g, S; — Sm, >Tpn} .

Simg<0:

(8.12) My =sup{l € Z_, | < g, S;— Smy >Tn} ,

(8.13) M, = inf {l €Zy, I >mg, S —Smy =Ty, S1— m?gc)iosk > vlnlnn} )
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Si o =
(8.14) Mj=sup{l€Z*, Sy~ Sm, >T,} ,
(8.15) My=inf{le€Z%, S —Sm, >Tn} .

Nous avons également montré dans la seconde partie que la vallée {Mé, mo, MO} existait avec une @) probabilité
proche de 1 (voir lemme 4.2.13, page 60) :

Lemme 8.1.5. Supposons H.1 et H.2 et H.3, pour tout v > 0 il existe ng = no(0, 7, E[|eo]®]) tel que pour tout
n>ng on a:

Inn

- - Inl
(8.16) Q |01, 7o, My} em‘ste} >1- ( t n") .
Remarque 8.1.6. Dans toute la suite on se servira du lemme 8.1.5, on ne fera cependant pas toujours apparaitre
la dépendance en v qui apparaitra dans les choix de ng, nq ...

On rappelle maintenant quelques résultats que ’on a montrés dans la partie II et dont on va se resservir dans
cette partie.

8.2 Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.3

8.2.1 Reésultats élémentaires

On ne donnera pas de preuves des résultats ci-dessous, elles sont une version simplifiée de ce qui a déja été fait
dans le second chapitre de la partie IT. On travaillera toujours a droite de l’origine, c’est a dire avec (S, m € N),
on obtient par symétrie des résultats identiques pour m € Z_.

Commengons par I'inégalité de Bernstein :

2¢1n0

Lemme 8.2.1. Supposons H.1, H.2 et H.3. Pour tout ¢ > 0 et p > 0 tels que ¢ < (0%p) A ( o’p ) on a :

(8.17) QISy >dq < 26_2‘32?( _%>

)

Pour tout p > 1, tout s > 0 et tout k > 1 tel que Ink < (1 + 5)320%p, on a pour tout 0 < j <p :

(p=j)lnk | (p=j)(nk)3/2e’m0

(8.18) Q [\S,, — S| > (32(1 + s)o2pnk) " 2} < 9¢” MR IR G net, 72

On adoptera les notations suivantes, soit a > 0 :

+ _yt(Q. s . lnf{m eN*, Spn > a} )
(8.19) Vo =V (85,0 €N) = { 400, si un tel m n’existe pas.

(o s [ inf{m eN*, S, < —a},
(8.20) Vo =V (85,5 €N) = { 400, si un tel m n’existe pas.
On a:

Lemme 8.2.2. Supposons H.1, H.2 et H.3, soient a >0, ¢>0 on a :

c+1
8.21 Vo<Vt < 1o 7
(8:21) Qv <V < i

a+ 1
8.22 VoSVl < ——1
( ) Q[a C]*C_Fa_i_lno
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ou I, = In % Soient a = a(n) et ¢ = ¢(n) deux suites positives croissantes tel que lim,_ ., a(n) =

lim,, oo ¢(n) = +o00, notons d = a V ¢, alors il existe ng = no(d, o, El|eo|®]) tel que pour tout n > ng et
tout L > (2d*) +1 on a :

Lo2
(8.23) QVe AV > L] <2907,

3
ot o =Eq [6%] etq1=0.7+%‘gso‘]<l.

On voit que ’hypothése H.3 rend les expressions 8.21 et 8.22 plus simple que 4.68 et 4.69 (page 52) en réduisant
les termes correctifs.

Notation : On notera Q[.|So = y] = Qy[.] (Q[.|So = 0] = Qo[.] = Q[.])-

Remarque 8.2.3. e Soit ¢ >0, on a :

I
8.24 Vo>V < o
( ) Q[ 0 C]—In0+c
En effet soit @ > 0, on a par 8.22 :

a+ 1
825 V* V+ < 7o
(8:25) Q[“>°]_a+fno+c’

I'événement V- > V. étant décroissant lorsque a décroit, on obtient :

1

7o .
Ino +c

(8.26) lim Q [V, > V] = Qg > V] <

e Soit ¢> 0,0 <y <ceta>0tel quea—c>0alors Q,[V," <V, | est croissante en y, en effet :

(8.27) QVe" <Vyl = QIV,., <V/]
(8.28) = Q| max (Sp)>a-—y
0<m<V,~

la premiere égalité est obtenue par stationnarité du milieu. V,~ étant croissant en y, max,_, ., <V (Sm) Lest

C e e . + - .
aussi, ainsi 'événement max,_ . <V, (Sm) +y > a est croissant en y donc Q,[V," < V] est croissante en y.

On termine ce paragraphe par la remarque suivante :

Remarque 8.2.4. Pour tout a > 0,b>0et ! >0o0n a:
(8.29) QIVF > <[V AV, >1+Q[VS>V, ] .
En effet, on a :

(8.30) (Vor >t = (V"> VP <V u{vh > L V> V)
(8.31) c {VIAVE ST u{v > vty

ce qui donne 8.29. Nous appellerons symétrisation 'opération qui consiste & écrire 1'inégalité 8.29.

8.2.2 Reésultats sur la vallée {MO,mO,M{)}.

Les deux lemmes suivants sont extraits de la partie IT (a partir de la page 61).
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Lemme 8.2.5. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0, il existe ng = ng (R, €,1,,0,Eq [\60\3])
tel que pour tout n > ng, on a :

~ 3
(8.32) Q [MO < E(lnn)ﬂ >1- EE :
~ 3
(8.33) Q [ /> —E(lnn)ﬂ >1- EE ,
. 7 _ 24R%|In & \ . ) .
ot B = ———>—, R est un parametre libre que l’on choisira le moment venu.

Lemme 8.2.6. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout e > 0, il existe ng = ng (R, €, Iny,0,EqQ [\60\3])
tel que pour tout n > ng, on a :

- _ (Inn)? 6e 4F
8.34 My — > | >l = - ——
(8:34) @ [ 070 = 5502 (Inlnn) R~ (nn)i/3°

~ Inn)? 6e 4F
8.35 T 7 L) o S
(8:35) @ [mo 0= 6502(Inln n)} R (lnn)t/33”°
., 24R%|In & R . s .

ot B = ———=—, R est un parametre libre que l’on choisira le moment venu.

On termine ce paragraphe en montrant le :

Lemme 8.2.7. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout ¢ > 0, et tout F > 1, il existe ng =
ng (R,E,F, Ip,,0,Eq [|60|3D tel que pour tout n > ng, on a :

(5.30) Q [ > o + fi)] = 1= -
supposons de plus mg > 0, alors pour tout n > ng :
(3.37) Qline > fm) > 1- % 0 (1) .
R (Inn)t/33
ot E = % et f(n) = [F(Inlnn)?]. R et F sont des parametres libres qui seront choisis ultérieurement.
Preuve.

On remarque d’abord que 8.36 est une conséquence directe du lemme 8.2.6.
On effectue maintenant la preuve de 8.37 . Par le lemme 8.2.6 pour tout R > 1, tout € > 0, il existe n; =
ny (R, €, 1y, 0,EqQ [|eo|3]) tel que pour tout n > nq, on a :

(Inn)? Ge 4F

8.38 My —tg> —— 2 | >1 - — —
(8:38) @ Mo=m0 = Gty | = TR T @mn)i/m

on a supposé mg > 0 donc par définition Sy, = ming, 57 (S;), on en déduit que pour tout n > ny :

Ge 4F
(8-39) Q|Sn, <  min (S| Z1-m———
" s gl R )/
De plus par la remarque 8.2.4 on a :
_ (Inn)? _ . (In )2 B
8.40 v, —— 1 <Q |V AV, 7 [V v } 7
540 @ (lnlnn)3>6502(lnln”) =9 Vo g(”)>6502(ln1nn) Qo > Vo

oit g(n) = (Inn)*/* (7), par le lemme 8.2.2, on obtient qu’il existe ny = ny (R, €,In,,0,Eq [|eo|3]) tel que pour
tout n > ng, on a :

(8.41) Q {V(_ < (I )} >1-0 (W> .

Inlnn)® = 6552 (Inlnn (Inn)t/4

"Nous ne cherchons pas ici quelque chose d’optimal, ce choix pour g(n) est le plus simple qui nous est apparu.
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Or:

- (In7n)? : 3
< ———>2—— A < < -
(842) Viminmys < 6502(Inlnn)’ Sro O<t<4m(l;")2 (5e) ¢ = Smp < ~(Inlnn)”,
='=%552(Inlnn)

On déduit de 8.39, 8.41 et 8.42 que pour tout n > n; Vns on a :

6e 1

3

Soit f(n) = [F(Inlnn)?] avec F > 1, on remarque qu'il existe n3g = n3(F,I,,) tel que pour tout n > ns,
(Inlnn)3

= > f(n). Donc pour tout n > n3, méme en effectuant uniquement des sauts maximums (égaux a I,),
10

le potentiel aléatoire ne peut pas atteindre une valeur inférieure ou égale & —(Inlnn)? en un temps F(Inlnn)?,
ainsi pour tout n > ng :

(8.44) Vininny > f(n)
est toujours vrai. Or :

(8.45) Ve

(Inlnn

) > f(n), Smy, < —(Inlnn)® =g > f(n) .

On en déduit par 8.43 que pour tout n > n; Vng Vng :

(8.46) Qo > fm] 21~ % 0 ((1> ,

In n)1/33

on obtient le lemme en prenant ng =ny Vng Vnsg. B

8.2.3 Derniers résultats

Soit a = 2 (on sait que 0 < I, =In1=1 < 400) et soit i € N, i > 1, définissons :
4 no 10
[ inf{m >0, S, €a(i —1),ai[} ,
(8.47) Hiax = { +00, si un tel m n’existe pas.
{ inf{m > Hyq k-1, Sm € [a(i — 1),ai[} ,

. . k>1.
400, si un tel m n’existe pas. >

(848) Hia,k =

On montre alors le résultat suivant :

Lemme 8.2.8. Soit k > 1, pour tout i > 1, on a :

~ B I B k—1
(8'49) Q [VO > Hia,k} < Q [Vo > V(J[_l)a} <1 - Q [50 < _20:| Q(ifl)afI"TO [V(—;__l)a > Vo }) ’

pourt =1, on a :

I k-1
(8.50) Q[Vy > Hax <Qleo >0 (1 -Q [60 < ZO}) .
Preuve.
On commence par effectuer une partition sur les valeurs de H;q,1—1, on a :
+o0 l Hia,l
(8.51) QVy >Hian] = D> Q| ({5 >0}, Hiapr =1, [\ {Sm>0}| ,
1=1 m=1 m=l+1
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8.2. Description du milieu aléatoire sous H.1, H.2 et H.3

ol

~ [ mf{j>1, S;ela(i—1),a} ,
(8.52) Hia, = { +00, si un tel j n’existe pas.

On remarque que Hiq p—1 =1 = (1 —1)a < 5; < 'ia ainsi :

l Hm,z
(8.53) Q) {Sm>0}, Hiapr =1, ) {Sm >0}
m=1 m=Il+1
ia i l Hia,
(8.54) = / Q| () {Sm >0}, Hiapr =1, Si€dy, () {Sm >0}
(i—1)a | m=1 m=Il+1
ia [ 1 Hiq,
(8.55) - / Q) {Sm >0}, Higp1=1, S € dy} Q| () {Sm>0} S edy
(i-Da | =1 m=l+1
ia [
(8.56) = / Q n {Sm > 0}, Hm,k—l =1, 5 € dy} Qy [Hia,l < VE;} ,
(i—1)a Lm=1

ou la seconde égalité est obtenue par la propriété de Markov et la derniére par la stationnarité du milieu. On
effectue maintenant la remarque suivante :

Remarque 8.2.9. e Pour tout ¢ > 1on a:

1 1
Qy [Hia,l < %_] = Qy Hia,l < VO_’ S1 > (Z — 1)CL — ZO:| + Qy |:Hm,1 < VO_’ S1 < (Z — 1)CL — ZO:|
: ; ITIU — ; IV](J
(857) < Qy Sp > (Z — 1)0, — T + Qy Hia,l < VO , S < (Z — l)a — T
: ; Iﬁo — ; I770
(858) = Qy S, > (Z — l)a — T + Qy Hia7l < ‘/O , 0<851 < (Z — l)a — T s

la derniére égalité vient du fait que @y [Hm,l <Vy, Si< 0] = 0. De plus par hypothése Q [|eo] < I,,)] =1 et
y > (i—1)a ainsi :

T,
(859) Qy |:Hia,1 < VO_’ 0< 851 < (Z — l)a — ZO:|
(i—1)a— 00 I
(860) = / Qy |:Hia,1 < VO_, 0< 51 < (Z — l)a - ﬂ, S1 € dZ:| s
((i=1)a—I,,)VO 4

en utilisant la propriété de Markov ainsi que la stationnarité du milieu on obtient :

I
Qy |:Hia71 < ‘/0_7 0<85; < (i— 1)(1— 770:|

4
(i—1)a— 1m0 I
(8.61) = / Q- [Hian < V5 | Qy [0 <Si<(i—1la—-2 8 € dz}
((i=1)a—TI,,)VO 4
(i-1)a— 32 I
(8.62) < / Q. [V(Ztl)a < V(;] Q, [o <Si<(i—1a—"" 8 ¢ dz]
((i=1)a—TI,,)VO 4
(i—1)a— 110 I
(8.63) < Quya i Vi ne < Vo] / Qy {o <Si<(i-la-, Sie dz}
1 ((i—1)a—TI,,)VO0
_ , I
(8.64) < Q(i—l)a—l%Q |:V(J¢r,1)a <V } Qy [51 <(i—-1)a-— ZO:| ,
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ou la premiére inégalité est due au fait que V(;’_l)a < Hiq,1 et la seconde inégalité est obtenu par la croissance

de application z — Q. [ < V{}, en remplagant 8.64 dans 8.58 on obtient :

(i—1)a

_ ) I, _ . I,
Qy [Hia,l < VO ] < Qy |:S1 > (l — 1)& — :| + Q(l 1)a—17% {‘/Y(Jiil)a < VO ] Qy |:Sl < (l — 1)(1 — %
I,
(8.65) = 1-Q, y), ™ [v(j_l)a > Vy } Qy [Sl <(i—1)a- 4} :
Pour tout (i — 1)a <y <ia ,
. T, . 1

(8.66) Qy [51 <(i—-1)a— ZO} > Qia [Sl <(i—1)a— ZO]
(8.67) = Qo [51 < —12] =Q |:6(] < —I;O} ,

ot les deux égalités sont obtenues en utilisant la stationnarité du milieu. Or par hypothése I, est le plus petit
réel tel que

(8.68) Q[-I,, <el=1,
donc
I770
(8.69) Q |eo < -5 | > 0.
En remplacant 8.67 dans 8.65 on obtient :
— I7 —
(870) Qy [Hia,l < VO ] < 1-Q |:€0 < —2]0:| Q(ifl)aflnTO |:Vv(-;__1)a > VO ] .

e Pourt=1onapourtout 0 <y<a:

(8.71) Qy[Han <V ] = Qy[inf{m>0, S, €[0,a[} <Vy]
(8.72) < Qv < Vg ]

(8.73) < Qa[Voh <V ]

(8.74) < Q[S1>—-al=Q[eg > —a] ,

la derniére égalité est obtenue en utilisant la stationnarité du milieu. Par un raisonnement similaire a celui
effectué un peu plus haut (voir 8.68-8.69) on a :

(8.75) Qleo > —a] = Q [60 > —*’H <1

Cette remarque nous a permis de donner une borne supérieure a la probabilité @, [Hm,1 < VO_} indépendante
de y.

On continue maintenant le calcul de la fagon suivante :

e Pour ¢ > 1, en remplagant 8.70 dans 8.56, on obtient :

Hia,l

1
8.76) Q| () {Sm =0}, Hiup—r =1, [) {Sm >0}

m=1 m=I[+1
l

(877) § /( 1)aQ [ﬂ {Sm Z 0}7 Hia,k—l = la Sl € dy] <1 7Q |:€O < ];0:| Q(l 1)a—-20 [V’(;"‘ 1a Z V :|)

= m=1

l
(878) = Q [ﬂ {Sm = 0}, Higpor = z] ( -Q [60 < —I” Qi ryatnn Vi VO]) :

m=1
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en remplagant maintenant 8.78 dans 8.51 on a :

(8.79) Q Vi > Hiax)
1
I _
s < ¥a [ﬂl (S = 0}, Hiuior = z} (1-Qfa< -] @ Vi, 2 %))
_ I _
B0 = @V > Hae] (1-0 [0 < 2] [Vin, 2 w])
par récurrence on en déduit :
(8.82) Q[Vy > Hia ]
I k—1
o2 i) (1-ele < Mz w])
e Pour ¢ = 1, on a par un raisonnement similaire :
I k—1
(8.8) Qs > s = Qlaz0l(1-Q[w<-2]) .

ce qui termine la preuve du lemme. W
On montre maintenant le lemme suivant :

Lemme 8.2.10. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0, il existe ng = ng (R, €,Q [60 < —I"TOD

tel que pour tout n > ng, on a :

E(Inn)?

(8.85) > Q[Vy >l <Hln,
=0

I"IO

sous les mémes hypothéses, pour tout R > 1 et tout € > 0, il existe ng = ng (R, €Q [eo > = D tel que pour

tout n > ng, on a :

E(Inn)?
(8.86) Y Q> <H'n,
1=0
2
ot H = ﬁ, H = waiﬁo} et £ = % , on notera h(n) = Hlun, et h'(n) = H'Inn.
el ——5— €Q>—5-
Preuve.

On rappelle que pour tout n > 1, tout £ > 0 et tout I >0 :

(8.87) Vo > = {Wy > l7V1;‘_I,,O mn < Vo YU{Ve > 1, Vl;‘_[,,o mn > Vo )
(888> C {VEI,,O Inn < ‘/07} U {VEIT,O Inn A V07 > l} ’

on en déduit :

E(Inn)? E(Inn)? E(Inn)?
(8.89) YoV > < > @ [VJ;‘FI"O mn S Voi} + >, Q [VE+I,,O mnANVo >
1=0 1=0 1=0
On estime maintenant chacune des sommes en 8.89, par 8.22, on a :
In,

8.9 [ + < V*} < fm
( 0) Q VEI,,mlnn = "0 — EI??U hln—|—[no
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ainsi :
E(Inn)?
(8.91) > Q[Vi e <Ve | <tan.
1=0
On rappelle que :
E(Inn)?
(8.92) Z Q Vit n AVe > EQ [Vi A Vi, ian)

on fait maintenant la remarque suivante :

IN

(8.93) Eo [V AVilwn] < Eo [£(10.BLynnl, Vi AV, 10, )] +1

Eq [E ([O,EL,0 lnn],VO_)] +1,

—
®
Ne
=

~—

AN

il est facile de montrer dans le cas d’une marche aléatoire effectuant des sauts de longueur +X ou —A (A > 0)
avec une probabilité 1/2 que :

(8.95) Eq [£ ([0, ELy, Inn),V5")] < El,lnn

en effet dans ce cas Eq [ﬁ (k:, VO_)] =1, k € Z*, voir par exemple [85] page 96. Nous allons maintenant effectuer
un calcul qui nous confirme le comportement en Inn dans le cas plus général du potentiel aléatoire (S,,n € Z)
sous H.1, H.2 et H.3. On commence par effectuer le découpage suivant :

(8.96) Eq [£ ([0, EI,, Inn], Vy") Z]EQ a(i—1),ail,Vy)] ,
oua=1I,/4et Ny = {%} +1, on utilise maintenant le fait que £ ([a(i — 1), ai[, V) est une v.a. positive :

(8.97) Eq [£ ([a(i — 1), ail,Vy) ZQ la(i —1),ail, V5 ) > 1] .

Pour tout 7 > 1, on rappelle que :

~_J inf{m >0, S, €la(i —1),ai[} ,
(8.98) Hia 1 = { 400, si un tel m n’existe pas.
~_ J inf{m > Hia k1, Sm € [a(i —1),ail} ,
(8.99) Hia = { ~+00, si un tel m n’existe pas. k>1
on a :
(8.100) L([a(i—1),ail,Vy ) > 1= Hiqu41 < Vy

On veut donc estimer Q [Hia,l+1 < VO_], étant donné que (H;q 41,!) est une suite de temps d’arrét on s’attend
4 un comportement "géométrique" c’est a dire de la forme Q[A;] x (Q [As2])! ceci nous est confirmé par le lemme
8.2.8, on obtient pour tout ¢ > 1 :

!

_ _ I _
(8101) Q [Higy11 <Vy] < @Q [ (i-1a < Vo } (1 -Q {60 < —;0} Q(z‘q)aJ"TO {V(j_l)a >Vy D ;
et pouri=1:

1

(8.102) Q[Hai1<Vy] < Qleo >0 (1 —Q {60 < _Z]Dl :
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Par 8.97, 8.100, 8.101 et 8.102, on obtient :

(8.103) Eq [£ ([a(i — 1), ail, Vg ") ZQ (i —1),ail, Vy) > ]
Q {V(iq)a < Voi} Q [0 > 0]

(8.104) < - n .

2O P (T iy Ay
On utilise maintenant la stationnarité du milieu et le lemme 8.2.2, on obtient :

I 4
8.105 v Vi | < o =
( ) Q[(l—l)a< 0}_(1—1)a+In0 341
(8.106) Q Vi >Ve]=evi>v- > a __
: (i—)a—220 | V(i-D)a =~ Y0 | = (i-Da—"2 | = (i —Da+1, 3+i

En remplacant 8.105 et 8.106 dans 8.104, on en déduit :
4 Q [60 > 0] 5
I o] S I,]"
o< Qo] Qo<

ce résultat est trés satisfaisant car il ne dépend pas de ¢ comme pour le cas des marches aléatoires effectuant
des sauts constants. En remplagant 8.107 dans 8.96, on obtient donc pour tout n>1 :

(8.107) Eq [£([a(i —1),ai[,Vy )] <

5
(8.108) Eq [E ([O,EIn0 Inn), VO_)] < Mi——77
o< 4]
20E'1 5
(8.109) UEnnto ,
Qs
en remplagant ceci dans 8.94 on obtient pour tout n > 1 :
_ 20EInn+5
(8.110) Eq Vi AVii,mn| € —F—r 1.
Qoo <]
On déduit de ceci qu’il existe ng = ng (E Q [eo < ——D tel que pour tout n > ng :
21FEInn

- +
(8.111) Eq (Vo AVl mn] < -
@fo <]
En remplacant 8.111 dans 8.92 puis le résultat obtenu ainsi que 8.91 dans 8.89 on obtient pour tout n > ng :

E(Inn)?
(8.112) Y Qv > < @IE+Dn
Q [Eo < - "O}

ce qui donne 8.85. On fait un calcul similaire pour 8.86. W

Pour terminer ce paragraphe montrons le lemme suivant :

Lemme 8.2.11. Supposons H.1, H.2 et H.8, pour tout F > 1, il existe ng = ng ( I,,F,Q {60 < ——D tel que
pour tout n > ng, on a :

I 21
(8.113) QVy > fn)] < -+ 9(n) —
9 L, f)Q [e0 < 122
ot f(n) = [F( Inlnn)?], et g(n) est une suite croissante positive telle que lim, ., g(n) = +oo et g(n) <
I
I, f(n < — "0
mof (%) 2[10< ] . I est un parameétre libre qui sera choisi ultérieurement.
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Preuve.
Par la remarque 8.2.4, on a :

(8.114) Qe > 1] < @[V, <Vi|+Q|Vi Ve >im)] .
Par 8.22, on a :

I 0 I 0
(8.115) 0 [V;(n) <V ] < g(n)jrlno < 9(2) .

Par I'inégalité de Markov :

B[Vt A Vo |
(8.116) Q Vi AV > f(n)] < —
Par un calcul similaire & celui effectué pour montrer 8.111, on montre qu’il existe ng = ng ( nos £ Q |:60 —Ino } )
tel que pour tout n > nyg :

21g(n)

(8.117) E {V;(n) A VO‘} < 7 {60 > 7%} o

En remplacant 8.117 dans 8.116 puis le résultat obtenu ainsi que 8.115 dans 8.114 on obtient le lemme. W
8.2.4 Caractérisation du point m,

Dans le lemme suivant on donne deux facons de caractériser le point mg :

Lemme 8.2.12. Soit n > 3, supposons mgy > 0, pour tout I € N* on a :

mﬁ;é {S;— 5 >0} et

. v
(8.118) mo =1 = Nt {Si— 81 >0} et
My =Vgir, 1
ol
+ _ i+ s . lnf(m>l, szz)a
(8.119) Vz,l - VZJ (85,0 = 1) = { 400, si un tel m n’existe pas.

etl', =Inn+ylnlnn, v> 0. Si de plusz € R on a :

Nizo {8i > —a} et

- vt

(8.120) mo =1, Sm, € (—dz) = N ,ﬁ:{n LS > —x} et
MO V—1+F,L,l .

Preuve.

Ce lemme est une conséquence directe de la définition de la vallée {MO, mo, Mo} avec mg > 0. Montrons 8.118,
supposons mg > 0 et soit [ € N* par définition mg est le plus petit minimisant absolu de la vallée {MO, mo, MO}
on a donc bien :

-1
(8.121) g =1=[{Si— S >0},

=0

comme Mg > 0 on a par définition :

(8.122) My =inf{k € Zy, k > 10, Sk — Smy > Tnl} .
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donc :
(8.123) g =1= My=inf{k€Zy, k>1, S, =5 >Tn} =V 1 |,

mais comme 7 est un minimisant absolu de la vallée { M|, Mo, Mo} on a aussi :

+
VS],+Fn=l

(8.124) mo =1= {Tho =1, MO = V§;+Fn,l} = m {Sl > Sl} .
i=l+1

la preuve de 8.120 est identique. H
On peut faire une caractérisation similaire de mg si mg < 0 (le cas mg = 0 est trivial).
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Chapitre 9

Etude de la () variable aléatoire :

Dans ce chapitre nous allons faire I’étude de la ) variable aléatoire (EQ‘ [L(k, T™o=m0)] k€ V{M&mm]%}),

mo

plus exactement nous ferons séparément ’étude de :

0.1) B, [L(VEy 7o)
dans le paragraphe 9.1 (voir ci-dessous pour la définition de Vﬁcmr) et :
(9.2) ES, [L(Viag, TT0~™0)]

dans le paragraphe 9.2 (voir 7.6 pour la définition de V). Nos résultats montrent que 9.1 tend vers 0 et
que 9.2 est bornée par une constante indépendante de n avec une () probabilité aussi proche de 1 que I'on
veut. Dans toutes les preuves que nous effectuerons nous supposerons mg > 0, des calculs similaires & ceux
que nous effectuons donnent des résultats identiques pour le cas mg < 0. En fin de chapitre nous donnerons la
deéfinition de I’ensemble des bons environnements de cette partie que nous noterons G,,. Dans ce chapitre nous
effectuerons un certain nombre de calculs explicites relativement longs, tous sont basés sur la caractérisation
du point my donnée au lemme 8.2.12. Le lecteur peut cependant laisser de coté ce chapitre en se reportant
directement a la définition 9.4.1 qui résume les propriétés de 'ensemble des bons environnements G/, nécessaires
a la compréhension du chapitre 10.

9.1 Etude de la @ variable aléatoire E, L(V", T0~"m)

Mo

On rappelle que :

(9.3) Ve = {05, g = f(m) = 1} U {70 + F(0) + 1, B

Enongons le résultat principal qui nous intéresse :

9.1.1 Reésultat principal
On va montrer le résultat suivant :

Proposition 9.1.1. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0, il existe ng = ng (R,e,[,,o,a,
Eq [|eo|3] ,Q [eo > IT’TO] ,Q {eo —IT’TO} ) tel que pour tout n > ng on a :

_ - 2 1 140e
9.4 ES [L(Ver, Tro—mo)] s 2 2 mos o) < ,
4 QB lews: > e ™ R
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m

2
R 2|y B .
ot f(n) = [F(Inlnn)?], F = ((Q[€0<(i]:3+/;]))(f7ggiﬁ)of>ln /2]) et £ = %, R est un paramétre libre que
m0 0

lon fizera ultérieurement.

Ce résultat montre avec une @) probabilité proche de 1 (en prenant par exemple R = 140), que la moyenne du

temps local de la M.A.M.A. dans Vﬁcmr en un temps de retour & mg tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Cette

proposition est le résultat principal sur le milieu aléatoire qui nous permettra de montrer que la M.A.M.A. est
concentrée (voir paragraphe 10.1).

Dans le paragraphe suivant nous donnons une borne supérieure de E7, [C(Vﬁi’;, Tﬁ"”oamo)] dépendant du po-
tentiel aléatoire (S,,n € Z) (voir 9.21). Ce résultat préliminaire est une conséquence des calculs exacts effectués
dans la partie I chapitre 2. Il apparait alors que montrer la proposition 9.1.1 revient a faire I’étude des fluctua-
tions du potentiel aléatoire dans Vﬁi{: Le paragraphe 9.1.3 est donc consacré a I’étude de ces fluctuations.

9.1.2 Préliminaires a la preuve du résultat

Par linéarité de P'espérance on sait que EZ [E(Vﬁi’g, Tm‘)*m“)} est la somme de la moyenne des temps locaux
E3, [E(k,T'h"Hmo)], pour k € {M{J, <o yomg — f(n),mo + f(n),- - ,M(')}.

Par le lemme 2.1.11 (page 22) :

Lemme 9.1.2. Soit a € Qo, soit k € Z tel que k > mg on a :

i P g1 [T < Too™]

BrlPy_4 [T/f_l > Tf%f]

(9.5) E2, [L(k,T™0~™0)] =

)

de méme si k < mg :

= 677101?%071 [T’:?ho_l < T’f’;lh(?_l]

9.6 E2 [L(k, T~ ;
) o [FL = e S TR

et

(9.7) E2, [L(g, T™07™0)] =1 .

Preuve.

On obtient 9.5 en prenant ¢ = mg et m = k dans 2.66, de méme pour 9.6 mais en utilisant 2.69 et 9.7 est
obtenue par 2.70. W

Montrons le lemme suivant :

Lemme 9.1.3. Supposons H.3, pour tout ]\;[6 <k<DM,k % mg :

Y 1 o mo—m 1 1
0 <E% [L(k,TT07™0)] € — ———

9.8 ———
( ) 1—no eSk—Smg Mo e

avec une @ probabilité égale & un.

Preuve.
Supposons k > mg (la preuve est identique pour k < mg). Par 9.5 et le lemme 4.3.12 on a :

k—1 Si—Sk
04777,0 Zi:ﬁuﬁ»l e + 1

(9.9) B [L(k,T0=™0)] = i -
’ Bk Zi:mo+1 eSimSmo 41
k=1 S; S
(9.10) _ Qw1 Diicmpp1 € €7
ﬁk eSk—5mg Zf:_n}%ngl eSi + esmo ’
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Pour la borne inférieure, on a g + 1 < k < My donc Si > S, ainsi :

k—1 k—1

(911) Z eSi +eSk > Z eSi -|—@S"7L0 ’

i=mp+1 i=mo+1
ainsi par H.3 :

o mo—m (677 1
(9.12) E2, [E(k,T 0 0)] > ﬁikoesk—ismo

1

(9.13) >

1 — g eSs=5mo

avec une ) probabilité égale & un. Pour la borne supérieure, on a :

k—1 S S S S.-
A e’i 4 e’k k "
(9.14) z;;:lmﬁl S = 1+ kj — s
Zi:mo+1 eSi + emo Zi:m0+1 eSi 4 e%mo
(9.15) -
9.15 < 1+ -
Z§:%0+1 eSi + 65'7710
Sk ﬁ
€ o k
(9.16) < I go =l
donc par H.3 :
(9.17) E2, [L(k,T™~™0)] < L — + B
' mo ’ - ﬂk eSk_SﬁLO (a2
©.18) B 1 Loty 1 1
. - amO eSkfs,;LO ﬂk o — eSkfsﬁzO 770 :
avec une () probabilité égale & un. W
On rappelle que 'on veut trouver une borne supérieure de :
(9.19) Eg, [L(Var, Tmomo)]
Mo } } mo—f(n)—1 } }
(9.20) = > Ry, [e@ T 4+ > B [£0, T
I=rmo+f(n)+1 =M,
ot f(n) = [F(Inlnn)?] et F > 1 est un paramétre libre qui sera fixé le moment venu. Par le lemme 9.1.3 il
suffit, pour cela, de majorer :
Mo 1 mo—f(")—l 1
(921) Z eS1—Smg + Z eS1—Smg
l=mo+f(n)+1 l:M(/J
Supposons pour l'instant que :
(9.22) Sk — Sy > 2In(|k — 1g)), Yk € {M}),--- ;10 — f(n), o+ f(n), -, M},
avec une () probabilité proche de 1. Alors pour tout k € {Mé, <o ymo — f(n), mo + f(n),--- ,M(’)} :

1 < 1
eSk*SﬁLO — (k_mo)z )

ceci implique la convergence des sommes partielles en 9.21 et donc avec une ) probabilité proche de 1 :

(9.23)

Mo mo—f(n)—1

c,T mo— 1M 1 1 1
(9:24) N L B TP D= D DI =
I=rno+f(n)+1 1=M/,
1 2
9.25 —
(9.25) no f(n) +1

ce qui montre la proposition 9.1.1. Dans le paragraphe suivant on montre 9.22 en deux temps (Proposition 9.1.4
et 9.1.6).
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m

9.1.3 Etude du potentiel (5,,, m € Z) a ’extérieur du voisinage Vj,

Pour la preuve des deux propositions de ce paragraphe nous supposerons mg > 0 (les calculs sont similaires
pour le cas mgy < 0).

Proposition 9.1.4. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0, et tout F > 1 il existe nj =
ng <R,e,F, I,,0,Eq [|eo|3] ,Q {eo > I"TO] ,Q [60 < fI"TOD tel que pour tout n > n{, on a :

Mo
(9.26) Q U Sk — Sm, < 2I(k —1itg)}, 1i2g > 0
k=mo+f(n)
I, Inl 21 Inl 1 4F
(9.27) < %—i—SH’ o AT g(”)nn”I (1+O(1n{<”))>+ 7
g(n) I, f(n)Q [60 < _%} nlnn (Inn)
N _ 2 ’ 21E+1 o 24R2|1n§\ . . L.
ot f(n) = [F(lnlnn)’], H = == E = ——5=, g(n) est une suite croissante positive telle que

Q[€0>I"TO]
Ly (m)Q[co<— 3]
21

lim,, 400 g(n) = 400 et g(n) < . F et R sont des paramétres libres que l’on choisira le moment
venu, de méme la suite (g(n),n € N) sera fizée en fin de discussion de maniére a neutraliser 3H'I, Inlnn.

Preuve (Proposition 9.1.4).
Soient R > 1, ¢ > 0, FF > 1, par 8.32 et 8.36, il existe n; = ny (R,eJnO,U, F,Eq [|60|3]) tel que pour tout
n>mni:

Mo

(9.28) Q U {8k = Smo < 2In(k — 1)}, 7i2g > 0

| k=mo+f(n)

o

< Q U {8k = Sm, < 2In(k =10}, 1m0 + f(n) < My < E(Inn)?, o > 0| +
| k=mo+f(n)

3e  Ge 4F

9.29 — 4+ =+ ——
(9:29) +R+R+(lnn)1/33 ’

N 24R?|In &
ouE:72‘2‘|.Ona:
g“€

Ko
(9.30) Q U {Sk— Smo < 2In(k —1i0)}, 10 + f(n) < My < E(Inn)?, rizg >0
k=mo+f(n)

en posant :
M() B
(9.31) A(l) = U {Sk— Smo <2In(k —1m0)}, 1+ f(n) < My < E(lnn)?, g =1
k=l+f(n)
Par le lemme 8.2.12 (implication 8.118) on a :

(9.32) Al € AL ()N A_(D)
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avec :
-1
(9.33) A_(I) = {ﬂ {Si =S > 0}} ;
i=0
VSJ§+F,,,,L VSJ;*-FT,,,L
(9.34) A (1) = (N S-S >0}, |J {Se—Si<2m(k—D}, I+ f(n) <V, , < E(nn)?
i=l+1 k=f(n)+l
on remarque que A_(1) € o (eq, -+ ,€¢) et Ay (l) € o (€41,---) ainsi ces deux événements sont indépendants,
on en déduit :
(9.35) QIMAD] = QALDIQA-(D] ,
posons S; = Sj1; — S) et Vrt, = VFJ; (S’j, j> 1) (voir page 139 pour la définition de V1) on obtient :
(9.36) QA+ ()]
[, Vi,
(9.37) = Q ﬂ {S; =0}, J {Si<2m@)}, f(n) <V < E(lnn)
i i=f(n)
v+ Vit
(9.38) = Q ﬂ {S; >0}, U {S; <2(i)}, f(n) < Vi < E(lnn)?| |
i=f(n)

ou la derniére égalité est obtenue par stationnarité du milieu. En remplacant 9.38 dans 9.35 on obtient :

(9-39) QA

1—1 VIJ*;L
< Q[ﬂ{5i5z>0} Q ﬂ{S>0} U {8 <2m(@)}, f(n) < Vi < Emn)?|
=1 = f(n)

on remarque que le terme 9.38 ne dépend pas de [. En remplacant 9.39 dans 9.30 on obtient donc :

Mo
(9.40) Q U {Sk — Siny < 2In(k —100)}, 0 + f(n) < My < E(lnn)2]
V+ Vi, E(lnn)?  [i—1
< Q ﬂ{s >0}, |J {Si<2m(i)}, f(n) < V& < E(nn)?| Y Q[ﬂ{si—sl>o}] .
i=f(n) =1 i=0
Or par 8.85, il existe ny = no (R, €,Q [60 < - D tel que pour tout n > no, on a :
E(Inn)? -1 E(lnn)*
(9.41) > lﬂ {Si— S > 0}1 Yo Q=1 <k,
=1 i=0 =1
avec h'(n) = H'lnn, ou H' = Qfliiﬂﬂ} et £ = %. Ainsi pour tout n > ng :
€0 5
Mo )
(9.42) Q| U {Shotr — Smo <2k}, f(n) < My < E(lnn)?
k=f(n)
Vi Vit
(9.43) < HW(n ﬂ {S; >0}, U {S; <2m(i)}, f(n) <V{ < E(lnn)?| |

i=f(n)
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Pour estimer 9.43 on effectue la partition suivante sur les valeurs de Sy, :

[ v+
VF n

(9.44) Q| U {Sk<2mk}, Vi >V, f(n) <V < E(lnn)?
k=f(n)

e
U {Sk<2mi}, Vi >V, f(n) < Vi < E(lnn)?, Sy <2Inf(n)| +
k=f(n)

(9.45)

Il
O

Vit
(9.46) Q| U {Sk<2mk}, Vi > Vi, f(n) <V <E(Inn)?, Sy, > 21 f(n)
k=1 (n)

Commengons par estimer 9.45, on remarque que :
(9.47) Vo >V, Vil > f(n)} = Spmy 20,

on a donc par la propriété de Markov et la stationnarité du milieu :

VF+n
Q| U {Sk=<2mk}, Vi > Vi, Vif > f(n), Spm) <2Inf(n)
k=f(n)
21n f(n) Vlj;z
= / Q U {Sk <2k}, Vo >Vi", Vi > f(n), Spm) € dy
0 k=1(n)
21n f(n) _f(n)
(9.48) < /0 QN {8k =0}, Sy € dy| Q, [VO_ >V _y] ,

k=1

or Qy [Vof > Vrtﬁy} est croissante en y (voir remarque 8.2.3), on en déduit :

VF_tl
Q| U {Sk<2mk}, Vi >V, Vi > f(n), Sy < 2In f(n)
k=f(n)
21In f(n) f(n)
(9'49) < Qanf(n) [Vo_ > Vlj;l—an(f(n))] /0 Q m {Sk > 0}7 Sf(n) € dy
k=1
f(n)
(9.50) = @ ﬂ {Sk > 0} | Qa1n () [Vo_ > Vrt,_mnf(n)]
k=1
(9.51) = Q[Vy > f(n)] Q2 s [Vo_ > VF—:,—anf(n)} :
Estimons maintenant 9.46, pour cela définissons la v.a. :
(9.52) Weeny =1inf {m > f(n), Sy, <Ilnm} ,
on remarque que :
Ve,
(9.53) U Sk <2k}, Sy 220 f(n) ¢ = {f(n) < Wi < Vi }
k=f(n)
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en notant :
(9.54) A (D)

F+
(9.55) = U {Sk <2k}, Vi > Vi, f(n) <Vi < E(lnn)® Spuy >2Inf(n), Weey =1,

k=F(n)
on a donc :
vih
(9.56) Q| U {Sk<2mk}, Vi > Vi, f(n) <V <E(nn)?, Sy, > 21 f(n)
k=Ff(n)

E(Inn)?
(9.57) = > QAW

1=f(n)

par hypotheése @ [—I,,, < ey < I,,] =1 donc :

(9.58) Wiy =1=Inl—I,, <S5 <Inl Q.ps.,
ainsi :

E(Inn)?

> QAW
I=f(n)
E(lnn Inl
_ Z / 0 U {Sk <2k}, Vi > Vi,
Inl— I k=f(n)
-1
(9.59) fn) < Vi < E(lnn)®, Sy >2Inf(n), () {S; <lnj}, Siedy
i=f(n)

Par la propriété de Markov et la stationnarité du milieu on obtient :

E(Inn)? E(lnn)?* 14
(960) > QW < Y / S Ve > W] x
I=f(n) I=f(n) 70" f”o
l -1
(9.61) Q | Simy > 2In f(n ﬂ {S; >0}, () {Sj<Inj}, Siedy
J=0 i=f(n)
Qy [Vof > Vrtﬁy} étant croissante en y on obtient :
E(Inn)? E(Inn)?
962) D QAWM < Y. Qui[Ve >V ] x
I=f(n) I=f(n)
Inl
(9.63) / ﬂ{s >0}, ﬂ {S; <Inj}, S;edy
=g i=f(n)
E(Inn)? f(n)
(9.64) < an(E(lnnP) [Vo_ > VF—:—ln(E(lnnP):I Z Q m {Si >0}, Wf(n) =1
I=f(n) i=1
(9.65) = an(E(lnn)z) |:V0 > VF _1n(E(1nn)2)] Q [VO_ > f(n)] .
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En remplacant 9.51 dans 9.45, et 9.65 dans 9.57 puis le résultat obtenu dans 9.46 on a :

Vi,
(9.66) Q| U {Sk<2mk}, Vi >V, f(n) < Vi < E(lnn)?
k=f(n)
(967) < Q [VO_ > f(?’l)] (QQIH f(n) |:Vb— > Vl"-:,—an f(n):| + an(E(lnn)Q) ‘/0_ > VI'-‘:,—ln(E(lnn)Q):|) :
On rappelle que T',, = Inn + yInlnn, f(n) = [F(lnlnn)?] et E = % ou~vy>0,F>1et R>1sont des

parameétres libres que I'on choisira le moment venu. Par le lemme 8.2.2; en utilisant la stationnarité du milieu
on a pour tout n > 16 :

_ 2In f(n)+ 1 2In f(n) + 1,
. + < 70 < 7o
(9.68) Qun(s(n) {VO = VF'"_zlnf(”)] “Inn+ylnlnn—2Inf(n)+ 1L, ~ Inn—2Inf(n)’
_ In(E(Inn)?) + I In(E(Inn)?) + I
. 2 ’ < 10 < .
(9.69) @m(Banny?) {VO > VFn—h‘(E(IH”)2)} “Inn+ylnlnn—In(E(nn)2 = Inn — In(E(Inn)2

On en déduit qu'’il existe ng = ng (R, €, F, I,;,) tel que pour tout n > ngs, on a :

_ 31n f(n)
(9.70) Q21n(f(n)) [Vo >V o f(n)} S
_ 3lnlnn
(971) QIH(E(IU7L)2) |:V0 > VF—:—ZIH(E(lnn)z)} < Inn

Par le lemme 8.2.11, il existe ny = ngy (InO,F7 Q {eo < —I”T"D tel que pour tout n > n4 on a :

) I, 21g(n)
(9.72) @ty = fmi= ' |
[ 0 ] g(n) I, f(n)Q [60 < _IHTO}

I
: . . . Ino f(n)Q|eo<——0 . .
otl g(n) est une suite croissante positive telle que lim,, _ 4o g(n) = 0 et g(n) < — ;0 d } qui sera choisie

ultérieurement. En remplacant 9.72, 9.71, 9.70 dans 9.67 on obtient pour tout n > ng V ny :

Vi,
(9.73) Q| U {Sk<2mk}, Vi >V, f(n) <V < E(lnn)?
k=f(n)
(9.74) < I, + 21g(n) . <3llnlnn 31nl(f(n)))
o0 " g o< ) Un T an
(9.75) < li Inolnlnn+ 21g(n)1nlnnI <1+O<1111J1£(ﬂ)>> ’
nn g(n) L, f(n)Q [60 < _%} nlnn
en remplagant ceci dans 9.43 on obtient pour tout n > ns Vng Vny :
M, }
(9.76) Q U {Sk—Sm, <2k}, f(n)+1ig < Mo < E(Inn)?, 1ig > 0
k=mo+f(n)
(9.77) < 31 I,]Olnlnn+ 21g(n)lnlnnI <1+O<lnf(n))> 7
g(n) Inof(n)Q {60 < 7%} Inlnn
en remplagant 9.77 dans 9.29 on obtient la proposition 9.1.4 en prenant nj, = n; V na V ng V ng, ainsi

T 3 I, I,
ny = nyg (R,E,F,IWO,O',EQ [\60\ ] ,Q {eo —TO} ,Q [60 > TOD [ ]
On montre maintenant un résultat similaire & celui que l'on vient de montrer mais a "gauche" de myg :
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Proposition 9.1.5. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0, et tout F' > 1 il existe nj =
(R e, F I,,0,Eq [|eo|3] ,Q [60 > 1"70} Q |:60 < ——D tel que pour tout n > ng, on a :

mo—f(n)
15¢ 51, Inlnn 43g(n)Inlnn
Q S; — Sp, <2In -0}, myg>0 < — 41 H’( 1o +
l%,{ o = 2o = 0} o R g0 T L f Qe < —In/2
1
9.78 O —__
7 + 0 ()
ou f(n) = [F(Inlnn)?], H = ﬁ, E = %, g(n) est une suite croissante positive telle que
€0 5
1, € ~Ino
lim, 400 g(n) = 400 et g(n) < mf(n)Q;[K d ] F et R sont des paramétres libres que l'on choisira le

moment venu, la suite (g(n),n > 3) sera également choisie ultérieurement.

Preuve.
On commence par séparer la probabilité en deux parties que I'on traitera séparément dans les lemmes 9.1.6 et
9.1.7 :

[0—f(n)
979 Q U {S1 = Smy < 2In(rig — 1)}, g >0

mo—f(n)
9.80)< Q U {S1 = Sy < 2In(iig =D}, Mo >0 +Q | | {81 = Sm, <2In(g — 1)}, 19 >0

L1=n1

On montre maintenant le lemme suivant :

Lemme 9.1.6. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0, et tout F > 1 il existe nj =
n} (R76,F, I,,0,Eq [|eo|3] ,Q |:€0 > 1,2,0] Q [eo < — "“D tel que pour tout n > nl, on a :

mo—f(n)

- . 9¢ 51, Inlnn 43Inlnng(n)
Q S; — Sm, <2In(mg — 1}, mo >0 < =41 H'( Uu + +
U {80 S, < 2t =D} g e ) R N [ e e A
1

9.81 O —_

(51 * 0 ()

ou f(n) = [F(Inlnn)?], H = ﬁ, E = % et g(n) est une suite croissante positive telle que

€0
I, € _Ino
lim,— 400 g(n) = 400 et g(n) < mf(n)Q;[K d ] F et R sont des paramétres libres que l'on choisira le

moment venu.

Preuve.
Soient R > 1 et € > 0, on commence par la remarque suivante déduite de 8.32, il existe ny = nq (R €, 1yy,0,Eqg [\60\3])
tel que pour tout n > ny :

(9.82) Q[mo < E(nn)?] > Q [MO < E(1nn)2}
3e
9.83 > 1——=
(98 > 1-%,
ou K = w Soit F' > 1, par 8.37 il existe no = ng (R &, F I,,0,Eqg [|60| D tel que pour tout n > ny on
a:
9.84) Qo > fn), o> 0] >1- % o —L__
. 0 » 1o = R (lnn)1/33 ’
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ot f(n) = [F(Inlnn)?]. Pour tout n > ny V ng, on a donc par 9.83 et 9.84 :

mo f(n)
(9.85) Q U {S) — Sy < 2In(rng — 1)}, Mg > o]
:mO*f(") ) . ) 9¢ 1
(9.86) < Q IEJO {51 = Simy < 2In(mo = 1)}, f(n) <7io < E(lun)”| + 5 +0 <(hm)1/33> ,

On remarque que :

(9.87) f(n) <mo < E(lnn)? 1 >0=1mp—1< FE(nn)?,
ainsi :
mo—f(n
(9.88) U {Sl Sin, < 2In(mg — 1)}, f(n) < me < E(Inn)?
mo—f(n)
C U {Sg—S,;,O < 2In(E(Inn)? } f(n) <y < E(lnn)? 3 |
1=0
on a donc :
mo—f(n)
(9.89) Ql U {88 <2In(mg—1)}, f(n) <o < E(lnn)?
1=0
mo—f(n)
(9.90) <Q| U {8-5m <2m(E(nn)*)}, f(n) <ig < E(lnn)®| .
1=0
On écrit que :
mo—f(n) E(Inn)?
(9.91) Ql U {S—5Sm <2n(E(mn)®)}, f(n) <o < E(nn)*| = Y QDk)],
=0 (n)+1
ou :
k—f(n)
(9.92) Dk)y=14 |J {9 -5 <2Wm(E(nn)*)}, o=k .
1=0
Par le lemme 8.2.12 (implication 8.118) on a :
(9.93) D(k) c D_(k)ND4(k) ,
ou
k—f(n) k—1
(9.94) D_(k)=3 |J {Si—Sk<2m(Emn)*)}, ({8 —Sk >0},
1=0 i=0
Vg;cﬂ"n,k
(9.95) Di(k)y= () {Si—=S=0}, Vi . ,=if{m>k S-S >Tn},
i=k+1
on remarque que D_(k) € o (€1, -+ ,€;) et Dy(k) € 0 (€41, -+ ) ces deux événements sont donc indépendants
d’ot par 9.93 :
(9.96) QIDK)] <Q[D-(R]Q[D (k)] -
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Par stationnarité du milieu, on a :
(9.97) QDL =QVy =V ],

donc @ [D4 (k)] ne dépend pas de k. On en déduit en remplagant 9.97 dans 9.96 puis le résultat obtenu dans
9.91:

E(Inn)? E(lnn)?
(9.98) Y. epmi<ey =W ] Y QD-(k)].
k=f(n)+1 k=f(n)+1

On estime maintenant la somme obtenue en 9.98, on commence par remarquer que :

k—f(n)
(9.99) U {8 =Sk <2m(En)*)} = 0<Vig L0 pnne <k —f0),
=0
o Vg oinmanny2) = {7 =0, S; — Sy < 2In(E(Inn)?)}, ainsi :
k—f(n) k-1
(9.100) QID-(M < > Q|Vis smmwnmey =5 [ {Si— Sk >0}
s=0 =0

or

s—1
{V_Sk S n(E(nn)2) = s} = {ﬂ {S; — Sk >2In(E(Inn)®)}, 2In(E(Inn)?) — I,, < Sy — S < 21n(E(1nn)2)}
j=0

avec une ( probabilité égale & 1, de plus on a :
(9.101) {S; — Sx = S; — Ss + Ss — Sk > 2In(E(lnn)?), S, — Sy < 2In(E(lnn)*)} = S; — S > 0.

On en déduit :

s—1
{V‘SHQIH(EUM)Q) = s} = { ﬂ {S; — Ss >0}, 2In(E(Inn)?) — I, <Sg— 8, < 21n(E(1nn)2)} 7
j=0

en remplagant ceci dans 9.100, on obtient

k—f(n)

(9.102) QD-(k)] < Z QIG-(5), Gu(s. k)]

s—1
(9.103) G_(s)=[){S; - S >0},
(9.104) Gi(s, k) = {2ln(E(lnn)2) — I, <S5 — Sk <2In(E(lnn)? m {S; — S > 0}}
de plus
(9.105) G- (s)€o(er, ,¢€5)
(9.106) Gi(s,k) €0 (€sp1, " s€k) 5
par indépendance des v.a. (€;,4 € Z) on obtient :
(9.107) QIG-(s), G+(s,k)] = QG-(s)]Q[G+(s,k)] .
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En remplacant ceci dans 9.102 puis en sommant sur k pour f(n) +1 < k < E(Inn)? on obtient :

E(Inn)? E(Inn)? k—f(n)
(9.108) oIk < DY D QIO-(5)] QG+ (s, k)]
k=f(n)+1 k=f(n)+1 s=0
E(Inn)? E(lnn)?
(9.109) < DRI Y QIG(sk)]
s=0 k=f(n)+s+1
Par stationnarité du milieu on a :
(9.110) QI-(=Q[V >s] .

Par définition on a :

k—1
(9.111) G4 (s, k) = {QIH(E(lnn) Z em < 2In(E(Inn)? ﬂ { Z €m > O}} ,

m=s+1 i=s m=i+1

donc par stationnarité du milieu on obtient :

k—s—1
(9.112) Q[G+(s,k)]=0Q l—Zln(E(lnn)Q) < Spos—1 < —2In(E(Inn)?) + I, ﬂ {S; < O}]

or

k—s—1
{—21n(E(1nn)2) < Sp—so1 < —2In(E(nn)®) + I, () {Si < 0}} = Votn gany?)_1, =k—s-1,

i=1 "
d’ot :
(9.113) Q[T+ (5. k)] < Q Vo sy 1, =k —5—1] -

en remplagant 9.110 et 9.113 dans 9.109 on obtient :

E(lnn)? E(In E(lnn)?
(9.114) Z Q[D_(k)] < Z QVe" > 5] Z Q |:V2?1nE(lnn)2) =k—s— 1}
1 =0 k=1 ()5 +1
E(Inn)?
(9.115) < Q [VQflnE(lnn )2y > f(n)] > QW >4 .
s=0

En remplacant 9.115 dans 9.98 puis le résultat obtenu dans 9.91 on obtient :

mo—f(n)
(9.116) Q| U {9—Sm <2In(E(nn)*)}, f(n) < < E(lnn)?
E(Inn)?
(9.117) < Qe 2V Q[Vatmpgens > )] X Q> o]
s=0

Par le lemme 8.2.10 il existe ng = ng3 (R, € Q {eo > I"TOD tel que pour tout n > ng :

E(Inn)?

(9.118) > QI >s] <h(n),

s=0
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21y B
ou h'(n) = H'lnn, avec H' = Q[?lEiﬂo} et £ = %. Par le lemme 8.2.2 on a :
€0>—5
I
9.119 Vo > Vi<
( ) Q[O—Fn]—lnn’
On rappelle que f(n) = [F(Inlnn)?] avec F > 1, on montre par des calculs similaires & ceux effectués pour

montrer le lemme 8.2.11, qu’il existe ngy = ny (R,E,Ino, Foo,Q {60 < f%D tel que pour tout n > ny on a :

B 21, In(E(lnn)?) 21 x 2In(E(Inn)?)g(n)
9.120 Q |V o > f(n)] < o ;
(9.120) { SIn(B(nny?) > I )} 9(n) Lo f()Qeo < —1Lyy /2]
ot f(n) = [F( Inlnn)?] et g(n) est une suite croissante positive telle que lim, i g(n) = 0 et g(n) <

Iy f(m)Q[eo<— 3]
421n(2E(Inn)?)

. Donc il existe ns > ny tel que pour tout n > ns :

51, Inlnn 43g(n)Inlnn
g(n) Inof(”)Q [60 < _In0/2] )

En remplacant 9.118, 9.119 et 9.121 dans 9.117 on obtient pour tout n > n3 V ns :

(9.121) Q [Vatasuny > fm)] <

mo—f(n)
(9.122) Q| U {9—Sm <2In(E(nn)*)}, f(n) < < E(lnn)?
1=0
h'(n) (5In0 Inlnn 431Inlnng(n) >
(9.123) = ™ lnn g(n) Ly f(n)Qleo < —1Ip,/2])

on obtient le lemme en remplagant 9.123 dans 9.86 et en prenant nf =n; Vna VnzVns. B

Lemme 9.1.7. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0, il existe n} = nf (R, €,1pn,,0,Eq [\60\3])
tel que pour toutm >nf, on a :

-1
6¢e Inlnn
9.124 S, — Sme < 2In(me — 1)}, mo>0| <=+0 ,
(0.121) @ | U (51 80, < 20— ) 1o > 0| < 55+ 0 (527)
1=,
N 24R?|In £| R . , .
ot B = ———=—, R est un parametre libre que l’on choisira le moment venu.
Preuve.

On a supposé 1o > 0 donc, d’aprés la définition 8.1.4 (page 138) d’une vallée de profondeur supérieure & I'y,,
M, verifie :

(9.125) SM(g — Ogrglnz%)%m Sm = ~vInlnn et SMé — S > Tn

on sera donc amené, pour caractériser Z\Z(’), 4 faire une partition sur les valeurs de maxo<m<m, Sm. On rappelle
aussi qu'étant donné que les v.a. (a;,¢ € Z) sont indépendantes et Sy = 0 les processus (S,, n € N*) et
(S_n, n € N*) sont indépendants. Soient R > 1 et € > 0, par 8.32 et 8.33 il existe n; = ny (R, €, Iyy,0,EqQ [\60\3])
tel que pour tout n > nj, on a :

[ -1
(9.126) Q| U {8 = Smy < 2In(iig — 1)}, g >0
Li=p14
M1
= ~ 2 2 6e
(9.127) < Q| U {8 —Sm <2In(iig — 1)}, 0<ig < E(lnn)®, My > —E(Inn)*| + B
L1=215
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2
ou B = A2
(9.128)
(9.129) <

, on a donc :

U {si-

L1=11;

U {si-

L=

Sie < 2In(2E(Inn)?

mo

Sie < 2In(1mg — 1)}, 0 < 1o < E(lnn)?

)}, 0<my < E(lnn)?,

[L(k, T™o=m0)], k€ V{M(;,mo,m})

, M} > —E(Inn)?

M} > —E(Inn)?

On fixe maintenant la valeur de Sy, on remarque par définition que Sy, < So =0, ainsi :

1=,

(9.130)
—+o0
(9.131) <
0
+oo
(9.132) <

0

[ 1
Q

Li=M}
Q

1=

-1
U {8 <2m@EWn)?) -2}, 0 < g, Sp, €

On partitionne maintenant sur les valeurs de maxo<m<mo Sm (* ) :

(9.133)

+oo
(9.134) < Sy <2In(2E(Inn)?) —x}, Sp, € (—dz),
ol U )

Par 9.125 on a :

-1
U {s <2m@B(nn)) 2}, 0 <o, S, €

1=}

lM’

max S, € dy,
0<m<mo
Inn—z) = sup (p < 07

(9.135)

ou V(J%n*x)v(erw In
(9.136) Q
(9.137) < @
(9.138) Q

I=vt

Sﬁlo S

U {S; < 2In(2E(Inn)?)
L1=11;

-1

U

(Tn—a)V(y+~Inlnn—a)

(—d.’E),

S

Sp> Ty —x)V

- x} Sme €

{S; <2In(2E(Inn)?

max S,, € dy, mg >0
0<m<rmo m Y, 0

8par définition maxo<m<my Sm > So = 0.
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(_dx) = M(/) = V(t“nfx)v(er'y Inlnn—z)

(—dx),

fx}

(_

(~de)

dzx)

max
0<m<mg

—1
U {8 = S, <2m(2E(Inn)*)}, 0 < 1mg < E(Inn)?, Mj > —E(Inn)?

U {8 < 21n(2E(Inn)?) — x}, 0<mg < E(lnn)?, M, > —E(Inn)?, Sz, €

Sm € dy, mg >0

(y +vInlnn — z)). Ainsi par indépendance :

max S, € dy, mo >0

0<m<myg

-1

N

I=vt

(Tp—2)V(y+vInln n—z)

{Sl > *I}

(—dz)

)

X
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Par des calculs similaires a ceux effectués pour montrer le lemme précédent, on montre que :

—1 —1
(9.139) Q U {8 < 2Im(2E(Inn)?) — 2}, N {S; > —x}
lzui} —a)v( _ I=vt _
n—z)V(y+vInlnn—a) (Pp—2)V(y+vInlnn—a)

(9.140) < Q2mEE@nn)?)—« {V(—;‘n—x)\/(y+'ylnln7l—x) = V;]
p— + .
(9141) = Q2ln(2E(lnn)2) |:]/(F,,L)\/(y+’y Inlnn) > }
(9.142) < Q2m2E@nn)?) [Vfrn > Vo_] = Q21m(2E(nn)?) [Vrt < VO_] J

ou 'égalité 9.141 ainsi que la derniére équivalence sont obtenus par stationnarité du milieu. En remplagant ceci
dans 9.137 on obtient :

-1

. < -

(9.143) Q U {S, <2In(2E(Inn)?) — z}, Si, € (—dz), 0<I¥1n3g§n05 edy, mo>0
1=

(9144) < Q21n(2E(lnn)2) [Vlj; < VO_] Q Smo S (—dI) O<Hn11£?7(nos edy, mg>0

On remplace maintenant 9.144 dans 9.134 puis le résultat obtenu dans 9.132, on obtient :

-1

Q U {81 = S, <2In(2E(Inn)*)}, 0 < 1o < E(Inn)?, M} > —E(Inn)?

=M},
< QameEmn?) Vi, < Vi)
Inlnn
9.145 < 0
( ) - ( Inn ) ’

ou la derniére égalité est obtenue par 8.21, en remplacant 9.145 dans 9.127 on obtient le lemme en prenant
nf =n;. B

Pour finir la preuve de la proposition 9.1.6 il suffit de remplacer les résultats des lemmes 9.1.7 et 9.1.6 dans 9.80
et prendre ny =nj vny. B

Preuve (Proposition 9.1.1).

Soient € > 0, R > 1 et n > 3 on pose :

R
(9.146) g(n) = Glnlnn, avec G = I,, (I, V1)H' — ,

€

2
g9(n) 1
9.147 f(n) = ( ) ,
(447 " In ) Q< 1,72
ou H = ﬁ, et £ = %. En remplacant ceci dans les propositions 9.1.4 et 9.1.6, on obtient qu’il
€0>3

existe ng = ng (R,e,]no,a, Eq [|eo|3} ,Q [eo f%} ,Q [

2’°D > ng Vg tel que pour tout n > ng on a :

[mo—f(n)
60€
(9.148) Q| U {8 —Sm, <2W(mg— 1)}, 1o > 0| < -
= M’
S
(9.149) Q U {8k = Sm, < 2In(k — o)}, g > 0| < % ,
| k=mo+f(n)

on en déduit, par passage au complémentaire que pour tout n > ng 9.22 est vraie avec une Q probabilité

supérieure a 1 — 1%5, ou R > 1 est un parameétre libre que I'on fixera ultérieurement. On remarque de plus, par
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définition de H’, que :

(I, v 1)H'E)?

(9.150) fln) = leo<—In/2]

(Inln n)Q]

(9.151)

(21E + 1)(1,, V1) & ? (ol )
Qleo < —Ip /) 2Qle0 > Iy/2] ) 0

(21E+1)(L,,,v1) £
(Qeo<—Ing /2])/2Q[e0>Iny /2

2
on notera F' = ( ]) ce qui termine la preuve de la proposition. W

9.2 Etude de la ) v.a. E%O L(Viz Tﬁ%oﬁmo)]

0

Voici le résultat principal de ce paragraphe :

9.2.1 Résultat principal

Proposition 9.2.1. Supposons H.1, H.2 et H.8, pour tout R > 1, tout € > 0 il existe
ng = ng (R,e,[no,a, Eg [|eo|3] ,Q [60 > I"T"D tel que pour tout n > ng :

S 110 1
(9.152) Q [EL, [L(Ving, T™7™0)] > p] < ‘o (1> ,
R (Inn)=s
ot = 3+ 2 26*1%l -+ (E2+3)  + 3(E2—1) Ey=In|E Ing (1o V1)(21E+1)
Q[eo<—120]770 (1_671—2&) (1—@’17’4 ) 176*11 ’ ¢ (Q[eo>172'0]/\Q{eo<—%})@[eo>[go}
2y R
et £ = %, R est un paramétre libre que l'on choisira le moment venu.

Ce résultat montre que Eg, [C(V,;LO,TW’H’%O )] est bornée par une constante indépendante de n avec une @
probabilité aussi proche de 1 que 'on veut. Cette proposition, est le point clé concernant le milieu qui nous
permettra de montrer la convergence en P* probabilité du temps local normalisé par n de la M.A.M.A. au point
Mo en un instant n (voir paragraphe 10.2). Pour montrer cette proposition on se sert de résultats obtenus dans
le paragraphe 9.1.2, on obtient alors une borne supérieure pour Eg, [E(Vmo, T 77”0*77L°)] (paragraphe qui suit)

qui fait apparaitre que pour borner cette Q v.a. il suffit de faire ’étude du potentiel aléatoire dans le voisinage
Vine (inégalité 9.161), cette étude fera 'objet du paragraphe 9.2.3.

9.2.2 Préliminaire a la preuve du résultat

Par le lemme 9.1.3 on a :

mo+f(n) mo—1
(9.153) B, [L(Ving, T™07™)] = > B [LGT™7™0) + Y Ex [LG,T™07T)] +1
j=ro+1 j=rio—f(n)

(9.154) ! Z) ! . Z) ! +1
’ Mo = eSg+i—Sig No st eSig—i—Smg ’

IN

avec une () probabilité égale a 1. Le +1 dans 9.154 venant du fait que Ef, [E(mo, T™mo—mo )] = 1, pour montrer
la proposition il suffit donc de montrer que les deux sommes en 9.154 sont bornées par une fonction ne dépendant
pas de n. Pour cela on commence par montrer le lemme préliminaire suivant :
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Lemme 9.2.2. Soient a € Qo, F>1etn >3, ona:

1) Z(n)+1
(9.155) Z Smoﬂ s— <1+ Z a(l T Z Sy —Simo €lali=1),ail
f(n) Z(n)+1 f(”)

(9156) Z Smo =5 <1+ Z a(z ) ZHSmO j—Smg€la(i—1),ai[ >

ol a = % et Z(n) = [W}, et f(n) = [F(Inlnn)?].

Preuve.
Montrons 9.155 (9.156 se montre de la méme fagon)

f(n) 1 f(n) 1 f(n) 1
(9.157) Z oSmoti—Sme Z eSo+i—Smg IS sgi— mo<1nf(n>+z eSmo+i—Smg IS0 45=Simp>In £(n)
Jj=1 j=1 j=1
f(n)

1
Z SmO+7 S'mo ]ISmO+J Smo <lnf(n) + 1
j=1

IN

(9.158)

Notons a = IT, Z(n) = [%], avec ceci :

f(n) 1 Z(n)+1f(n)
(9.159) mﬂsﬁoﬂfsﬁogln fn) =< Z Z Smot3—Smg Sm0+] S €Ela(i—1),ad[
=1 P
Z(n)+1 1 f(n)
(9.160) S Y i 2 L Smpclatio.ail -
i=1 j=1
|

On déduit de 9.154 et du lemme 9.2.2 que pour tout F' > 1letn > 3:

E2,, [L(Ving, T™07™0)]

Z(n)+1 1 f(n) 1 Z(n)+1 1 f(n)
(9.161) < 3+ - Z pricEy) Z LSy 45— Smg €lali—1),ail T " Z Y Z Lsy = Smy€lali—1),ai[ »
i=1 j=1 i=1

avec une () probabilité égale & un.
On va montrer dans le paragraphe suivant (lemmes 9.2.3 et 9.2.4) que les sommes Zf(:ﬁ) HSmoﬂ—Smoe[a(i—l),ai[

et Zf(n) Simg—i—SmyElali—1),ai[ S€ comportent polynémialement en ¢, ceci revient a faire I’étude du potentiel
aleat01re dans le voisinage de V.

9.2.3 Etude du potentiel aléatoire dans le voisinage Vj;,

On supposera que my > 0, les calculs sont symétriquement similaires pour le cas mg < 0 et le cas my = 0 est
trivial. On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 9.2.3. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0 et tout Ey > 1, il existe n, =
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m

(R €,1n,,0,Eq [|eo|3] ,Q [60 > I”TUD tel que pour tout n > ng, on a :

Z(n)+1 [ f(n)

Ql U D Tsmys—8myelati=1)ail > 9(i) ¢, 120 >0
j=1

i=1
(9.162) < % + 2—51—H/I”° e P 4 74191 5
foet] T
ot (i) = w H = Bl o= o, Z(n) = [20], B = 2L f(n) = [F(intnn)?) et
F= ((Q[€O<(f1[i+/;]))(f7g(\;i€)f>% /2]>2. R et Ey sont des paramétres libres qui seront choisis ultérieurement.
Preuve.

Soient R > 1 et € > 0, par 8.32 et 8.36 il existe n; = ny (R, €, In,,0,Eq [|60|3}) tel que pour tout n > njy, on a :

Z(n)+1 [ f(n) E(Inn)? 19¢ 1
(9.163) Q Z:U1 ; Is;y 4= Simg €la(i—1),ai] > g(@) ¢, mo >0 < ; Q[A()] + " +0 <(hm)1/33> )
ou :
Z(m)+1 (£(n) )
(9.164) AD =14 U D Isiy,—siclati=tyai > 90) ¢, 10 =1, Mo > 1o+ f(n) p
i=1 | j=1
par le lemme 8.2.12 (implication 8.118), on a :
(9.165) A c A ()N AL,
ou :
(9.166) A_(1) = () {S: — 5 >0}
Véira 241 ( £n)
(9.167) A (=S () {Si=S =0}, |J ¢ Is,—siclat-1a > 96) ¢ L+ f(n) < Vi,
i=141 i=1 J=1
On remarque que A_(l) € o (e1,--- ,€) et AL (1) € 0 (€141, ) on en déduit par indépendance des v.a. (€;, €
Z):
(9.168) QAN < QA-(D] QAL D] ,
Par un raisonnement similaire & celui effectué entre 9.35 et 9.38, on a :
Ve, Z(n)+1 ( f(n)
(9.169)  Q[AL() ﬂ {Si>0}, U D Tsetutnyei > 900) po F(n) < Vi |,
i=1 | j=1

on remarque que @ [A4(1)] = Q [A4] ne dépend pas de [, en remplagant 9.169 dans 9.168 puis le résultat obtenu
dans 9.163 on obtient donc pour tout n > ny :

Zm)+1 [ f(n)

Q U Z HS,;zOJijSﬁzOE[a(ifl),ai[ > g(l) ? mO > O

i=1 j=1
E(lnn

(9.170) < Q[AY] Z QLA +@<(1nnl)1/33>v
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par stationnarité on a :
(9.171) QIA-=Q [Vt >1-1],

donc par le lemme 8.2.10, il existe ny = ng (R, €Q [eo > I"TOD tel que pour tout n > ng, on a :

E(Inn)? E(Inn)?
(9.172) Y QA< Y Q=1 <),
1=1 1=0

ou H' = ﬁ et E = %. Ainsi en remplagant 9.172 dans 9.170, on obtient pour tout n > ni Vng :

€0 3

SRR BRI 12¢ 1
01y Q| U Z Singts—Smg €la(i-1),ail > 9(i) ¢, 10 >0 < h'(n)Q[A4] + & TO (W’) :

i=1

On estime maintenant Q [A], on a :

Z(n)+1 | f(n) v,
(9.174) QUM < Y QD Ts,cra-1air > 90), f(n) <Vi, (){Si >0}
i=1 j=1 i=1
Z(n)+1  f(n) f(n) Vi,
(9.175) = > Y QD Iscui-ra =k fn) <V, () {S: >0}
i=1 k=g(i)+1 j=1 i=1
On rappelle que :
(9.176) Hio1 =inf{m >0, S, € [a(i —1),ai[} ,
(9.177) Higp=inf{m > H;y -1, Sm € [a(i —1),ai[}, k>1.
On a:
f(n) Vit
(9.178) Q | > Iselati—1)ai = k: f(n) < Vi, [ {S: =0}
j=1 =1
OB D Ve,
(9179) = Q Z HSjG[a(ifl),ai[ =k, f(TL) < VFJ:L7 ﬂ {Sz > O}) Hia,k =1
I=k—1 j=1 i=1
onl Vit
(9.180) < Q ﬂ {Spm >0}, Hiap =1, ﬂ {8, >0}, f(n) <inf{m >1, S,, >T,}
I=k—1 m=l+1

ou VFJ;J =inf{m >1, S,, >T,}. Deplus Hyop =1 = a(i — 1) < S; < ai, on en déduit :

Vit
(9.181) ﬂ {Sm >0}, Higp =1, ﬂ {Sm >0}, f(n) < Vi,
m=Il+1
ai [ l Vrt“l
(9.182) = / Q) {50 >0}, Hix =1, Syedy, () {Sm>0}, f(n) < Vi,
a(i—1) m=0 m=Il+1
ai [ Vrt“l
(9.183) = / Q[ {Sm =0}, Har=1, S €dy|Q| () {Sm=0}, f(n) <V |Siedy| ,
a(i—1) Lm=0 m=Il+1
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la derniére égalité est obtenue par la propriété de Markov. Par stationnarité du milieu on a :

+ +
Vi Ve,

(9184) Q| [) {Sm =0}, f(n) <V |Siedy| = Qu|[) {Sm =0}, f(n) <V,
m=Il+1 m=1

+
VF,L 1

Qy m {Sm > O} = Qy [VO_ > VF—;]

m=1

(9.185)

IN

Qia [Vo > Vi

la derniére inégalité est due au fait que @, [V}f > VFJCL] est croissante en y. On remarque que 9.186 ne dépend
ni de y ni de [, en remplagant 9.186 dans 9.183 puis le résultat obtenu dans 9.180 on obtient :

(9.186)

IN

£(n) Vi,
(9.187) Q | > Iselati=tyai = ks f(n) < Vi, ({8 =0} <Q[Vy > Hiak] Qia [Vo > Vi ].
j=1 i=1

Il reste donc a estimer @ [VO_ > Hmyk] (on connait Q;q [VO_ > VFJ;] par le lemme 8.2.2). Par le lemme 8.2.8, on
apouri>1:

) I, A
(9188) Q[Vy > Hias] <Q[V5 > V), <1 -Q [60 <- }Q(l Dot V>V D :

et pouri=1:
I k—1
(9.189) Q[Vy > Hax| <Qleo > 0] (1 -Q |:60 < _ZOD :
En remplacant 9.188 dans 9.187 (si i>1) et 9.189 dans 9.187 (si i=1) puis les résultats obtenus dans 9.175, on
a:

(9.190) QA4

Z(n)+1  f(n)

k—1
(0191) < 3> Qi >V, (1—Q[eo<—{ﬂ Qoo [Vina >V0D X

=2 k=g(i)+1

f(n) k-1
(9.192) Qi Vo > Vi ]+ Y Qleo>0] (Q [60 > —{ZOD Qa[Vo >V ] .

k=g(1)+1

Les sommes sur k sont des sommes géométriques d’ott :

Vi, Z(n)+1 ( f(n)
(9.193) QN {S=0y, U D Isclatin.ai > 9(0) p» f(n) <V

i=1 i=1 j=1

Z(n)+1 (1 _ ’I”i)g(i)
(9.194) < > @ [Vo‘ > V(T_l)a] QYo > W ]+
i=2 !
1— g(1)

(9.195) b Qo> T g, vy s i)

To

N B I,
Ouri:Q{60<_7} Q(z a— [V(z 1)u>‘/0:| et TOZQ[60<—T"}.
Commengons par estimer 9.194, par stationnarité du milieu et le lemme 8.22, on a :

+ o + -
(9.196) Q(i-nya-t0 [V(i—Da > Vo } = ¢ [V’go ~ V(i_l)a_fzﬂ]
I 1 1
(9.197) > o -

4 (i—la+1I, i+3’
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de méme :
(9.198) Qi [Vo >Vi] = Q[Vig >V ]
- _datly, _ Iy(it4)
T Dadlyy  ATn+Iy)
et
I 4
(9.200) QVy > V(;F_l)a < 1o =

(i—1a+1, i+3’

on en déduit :

Z(n)+1 (1 _ T-)g(i)
(9.201) > Qe > Vi) T Qu Ve > V]
=2 v
Z(n)+1 9(9) : -
4 I 1 i+3 I,,(i+4)
(9.202) < , (1 —Q {60 < no] . ) o
; i+3 2 |i+3 Q[€O<_L770}4(rn+1no)
Z(n)+1 g(i)
1 1, 1, 1
9.203 = 0 i +4) (1 — _— .
I e
Soit Fy > 1, en choisissant g(i) = %, on a pour tout 7 > 2 :
eo<——>
I 1 \% . _
(9.204) (1 -Q {eo < ;0] +3) < e~ (im14B2) _ o—(i=14FEz)
i
De plus :
Z(n)+1 Z(n)+1 1 3
o (i—1) _ o~ (i—1) _ _ e
(9.205) 2; ie = 2 ie 15(1_1)2 1<3,
Z(n)+1 1 6
9.206 -1 < < —.
(9.206) ; ‘ S e—1-10
On déduit des trois derniéres estimations :
Z(n)+1 I 1 9(3)
9.207 i+4)(1-— . <de P2
( ) ;(z—i—)( Q{€0< 2]i+3> <Ae
En remplagant ceci dans 9.203 on obtient :
Z(n)+1 (1)
— (1 - Ti)g _ _E 1 41,
9.208 [V >Vt Y Qe Ve sVl < 2 m__
( ) ; Q|Vo (i-1)a ) Q [ 0 Fn] =€ 0 [60 < 1%] T, + I,
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De méme pour 9.195 on a :

(9.209) Qleo > 0] Qu [Vo > Vi ]
Q [60 < "0}

51,, Qleo > 0] ( { IWODQ{EO?IT ]
9.210 U 1- _ o
(9-210) < 4(Fn+ln0)Q[€0 —1770} Qleo <

4By Ing (Q{€O<7MTO])2

51, Q [60 > O] 7Q[<0<—I—"Q} (Q[Eo<4} - p)
9.211 U ]
( ) = 4(Fn+fno)Q[eo<_Ij’T0}e
(9.212) < el ! 5Ly

Q {60 < _%} AT, + I,

En remplacant 9.208 ainsi que 9.212 dans respectivement 9.194 et 9.195 on obtient :

Vi, Z(n)+1 [ f(n)
(9.213) Q ﬂ {8 > 0}, U Z I3, efa(i=1),aif > 9(0) ¢ » f(n) < Vi
i=1 i=1 j=1
1 41, 1 I
(9.214) < e B2 - M 4B . 51y,
Q[eo<—%} | T Q{60<_%} AT, + L)
1 I —3E;
(9.215) < B . 0 <4+ Se )
Q [60 < —%} Ly, +I770 4
21 —E T
(9.216) € o

4 Q {60 < —I"TO} Lo+ Iy .
En remplacant ceci dans 9.173, on obtient pour n > ny V ng :

Z(n)+1 ( f(n)
Q U Z HSmO+J‘—SmOE[a(i—1),ai[ > g(l) Y ﬁlo > O

i=1 j=1

I,,W(n) 21 e b2 12¢ 1
(9.217) < P = +—=+0 <> .
L + 1770 4 Q {60 < —IT'TO} R (lnn)l/BS

On obtient le lemme en remplagant h'(n) = H'lnn et T';, = Inn + y1lnn et en prenant nj =n1 Vng. W

On montre maintenant un résultat similaire mais a "gauche" de my :

Lemme 9.2.4. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0 et tout Ey > 0, il existe nj =
ngy (R,e,]nwa, Eg [|eo|3} ,Q [60 > I%D tel que pour tout n > n{, on a :

Z(n)+1 ( f(n)
Q U Z HSmO,j—SmOG[a(i—l),ai[ > g(l) , o >0

i=1 j=1

12 5 I2H 1
(9.218) < =42 me e Byo(— ),

R 2T 1] T

2
. . 2 R
ot g(i) = (g—f)(z—le}z) L H = Q[QlE";jo} ,E = 24R02‘612 <l Ret E5 sont des parametres libres qui seront choisis
Co<——3~ o>

ultérieurement.
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Preuve.
La démarche est similaire & celle que ’on a déja appliquée pour les lemmes précédents, soient € > 0, R > 1, par
8.32 et 8.37 il existe n; =ny (R, e, F 1,,0,Eq [|eo|3}), tel que pour tout n > ny on a :

[Zz(n)+1 [ f(n)

9219) Q| U D Tsms—Smgclati-1).ai > 9(0) {7720 >0
i=1 j=1

[Z(m)+1 ( f(n)
6e 1
. ~ 2
(9.220) < @ Z:U1 Z Ls, = Smgelali—1),aif > 9(2) ¢ f(n) <no < E(lnn)®| + 710 <(lnn)1/33)

j=1
B(lnn)? 12 1
(9.221) = l_%ﬂ@ DO+ 5 +0 ((lnn)l/?’?’) :
ou :
Z(n)+1 ((f(n)
(9.222) D=4 U D Is,—sicla(i-ty.aif > 9(0) o, o =15

i=1 j=1

par le lemme 8.2.12 (implication 8.118) on a :

(9.223) D) c D_()NnD4(1),
ou

Z(n)+1 [ f(n) -1
(9.224) D-() =% U 4D Is_,-sicla(i-1).ai > 9(i ﬂ {Si—Si >0}, ,

i=1 | j=1
V;;Jrl“n,[

(9.225) Di()= () {Si-S=>0}.

i=l+1
On remarque que D_(1) € o (e1, -+ ,€¢) et Dy(l) € o (€141, -+ ) ces deux événements sont donc indépendants
d’ou par 9.223 :
(9.226) QDM <QD-D]Q[D+(1)] -
Par stationnarité du milieu, on a :
(9.227) QI M =Q[Vy =2W] ,
donc @ [D4(1)] ne dépend pas de 1. En remplagant 9.227 dans 9.226, puis en sommant le résultat obtenu sur I,

f(n)+1 <1< E(Inn)? on en déduit que :

E(ln’n)2 E(lnn)2
(9.228) Y Qo <Qvy =] Y Q- .
I=f(n)+1 I=f(n)+1

Estimons maintenant la somme obtenue en 9.228, par stationnarité du milieu on a :

Z(n)+1 [ f(n) -1
(9.229) RQID-M] = Q| U D Isyei-ai—a—1)>9@) p.[){S: <0}
i=1 =1 i=1
n)+1 | f(n)
(9230) < Z Z HS €]l—ai,—a(i—1)] > g ﬂ {S < 0}
i=1 j=1
Z(n)+1  f(n) f(n)
(9231) = Z Z ]IS €]—ai,—a(i—1)] = k n {S < O} )
i=1 k=g(i)+1 | i=1
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soit :
(9.232) H_jo1=inf{m >0, S, €] —ia,—a(i —1)]}
(9.233) H_jor=inf{m > H_;,x_1, Sm €] —ia,—a(i —1)]}, k> 1.

on remarque que :

f(n) -1
D s elai—ati-n) =k [){Si <0}, 1> f(n) = Hojor <V, Hoian < f(n), N2 1 {Si <0},
j=1 i=1

ainsi par la propriété de Markov et la stationnarité du milieu :

J(n) -1
(9.234) Q Z HSje]fai,fa(ifl)} =k, ﬂ {S; < 0}
j=1 i=1

f(n)
(9.235) < > Q[Hoian < Vo', Hoiar=m, N2} {Si < 0}]

m=1

f(n) i —(i-1)a
(9.236) < > / Q[Hotar < Vo' H_jor, =m, S € dy] Q, [NZ7 1 {S; < 0}] .

m=17 "

De plus pour tout —ia <y < —(i —1)aet 1 <m < f(n) on a:
9.237)  Qy (NI {8: < 0] < Qi [NZ{™ S < 0} = Quia [V > 1= f(0) 1]

en remplagant ceci dans 9.236, on obtient :

f(n) -1
(9.238) QD Is,eai—a(i-1) =k [ 1{Si <0} € Q[Hosak <Vi'] Quia [Vo" > 1~ f(n)—1] ,
j=1 i=1

en remplacant 9.238 dans 9.231 puis le résultat obtenu dans 9.228 on obtient :

E(Inn)?
(9.239) > QD)
I=f(n)+1
E(lnn)? Z(n)+1 f(n)
(9.240) < QVy =W Q[H-iakr < V'] Qoia [Vo" > 1— f(n) — 1]
I=f(n)+1 =1 k=g(i)+1
Z(n)+1  f(n) E(Inn)?
(9.241) = QVy >V] QH iak <Vg'] Y. Quia[Vg" >1- f(n)—1]
i=1 k=g(i)+1 I=f(n)+1
Z(n)+1  f(n) E(Inn)?
(9.242) < Qe 2wl Y QH iak <Vg'] Y. Quia Vg >1] .
i=1  k=g(i)+1 1=0

par des calculs similaires & ceux effectués pour montrer le lemme 8.2.10, il existe ng = ng (R, €,Q [60 > %D

tel que pour tout n > no :

E(Inn)?

(9.243) > Quia [Vo" > 1] < (ia)l (n)
=0
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avec h'(n) = H'lnn, H' = ﬁ, en remplagant ceci dans 9.242, on obtient pout tout n > ns :

€ 2

E(Inn)?
(9.244) > QW)

I=f(m)+1

Z(n)+1 f(n)
(9.245) < WmQVy 2ViE] Y (ia) Y QHowwk <V .
i=1 k=g(i)+1

On veut maintenant estimer [H —iak < VO+], en effectuant des calculs similaires & ceux effectués pour montrer
le lemme 8.2.8, on a : pour ¢ > 1

B I B k—1
(9246)  Q[Hoiap < V5] £Q [V ), > Vi'] (1 ~Q {60 > ;0] Qs 1o Vi 1e > vﬂ) :

epouri=1:

k—1
(9.247) QH-ar <Vy] <Qleo < 0] (1 -Q [60 > {Z‘JD .

Par 9.246 et 9.247 on obtient :

A (1— ri)g(i)
(9.248) > QHur <Vt = @V, > V]
k=g(i)+1 v
f(n)
1 — rq)9D)
(9.249) Y QH-ax<Vy] < Qleo<0] A =rog)”” :
k=g(1)+1 "o
avec r :Q[ I"O} ;= Lo " * i ité ili 1
0 €0 > | etr; =Q e > Q(¢—1)a—ILO V(i_l)(1 > V" |. Par stationnarité du milieu et le lemme
4
8.2.2:
I 1
9.250 ;> ol _—
(9-250) ’"—Q[€°>2L+3
on déduit de 9.248 et 9.250 :
Z(n)+1 f(n) Z(n)+1  f(n)
(9.251) (ia) > QH iwax<Vg'] = a > > iQ[H jar <V;']
i=2 k=g(i)+1 1=2  k=g(i)+1
Zm)+1 . g(4)
I 1
(9.252) < a) W(l—@[eo>"°}, ) .
i=2 Q[€0>%} 2 ]i+3
Soit E5 > 1, en prenant g(i) = w on a:
(9.253) 1-Qlep> | L " < e (4B +3E2 _ o= (i-1+F2)
' 2 |i+3 - ’
or :
Z(n)+1 1 3
254 e < - _1<Z
(9:254) ;w S —1/e2 =27
Z(n)+1 9
2 i(i—1e "D < —— 2 <
(9.255) ; i(i—1)e S CA=1jeE S 3
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On déduit de ces trois derniéres estimations et de 9.252 que :

Z(n)+1 f(n) 91
(9.256) Y Ga) > QH_wr<Vy'] < e P2
i—2 k=g (i)+1 4Q [Eo > %]
De méme, par 9.249, le terme i = 1 avec g(1) = —2E2_ gécrit
oo 78]
f(n) —2E, I e—2E2
(9.257) o Y QH-ak<V] < aQleo<0) ——p—< 20—
k=g(1)+1 Q [60 > %} 4Q [60 > %]
De 9.256 et 9.257 on déduit :
Z(n)+1 f(n) —2FE
91 1, 2
(9258) (’La) Z Q [H—ia B < %+] S 7o e—Ez + 10 €
; , ' 4 Ing 4 Iny
i=1 k=g(i)+1 Q [60 > = } Q {60 > =3 }
5 1,
(9.259) < SR
2Q o> 7]
On rappelle de plus que (lemme 8.2.2) :
I I
2 DS Vol B/ R gl
(9:260) Ve =] = p+1,,  lnn’
en remplagant 9.259 et 9.260 dans 9.245 on obtient pour tout n > no :
E(lnn)2 h'(n) 9]’2 5 1'2 H/
(9.261) > Q)< P = 3 o e P2

I"] I'U
I=f(n)+1 nn 4q {60 > 70} Q {60 > 7‘)}
en remplagant 9.261 dans 9.221, on obtient pour tout n > ny V ng :

Z(m)+1 (f(n)

(9.262) Q U Zﬂsﬁm,sﬁoe[a(i,lw[ > g(i) », g >0
i=1 j=1
I2 H' 12 1
(9.263) < 2t w120, () |
2 9] {60 > 1%] R (Inn)t/33

on obtient le lemme en prenant ng =nq Vng. W

On montre maintenant la proposition 9.2.1 :

Preuve (Proposition 9.2.1).

Soient € > 0 et R > 1, supposons mg > 0, on commence par choisir la valeur de Fy qui était un paramétre libre
dans les lemmes 9.2.3 et 9.2.4, prenons donc :

R H'I, (I, V1
(9.264) Ey=In| = - no (g V1) i ;
€ Q|:€0> %} /\QI:EO<_%i|
2, B
ou H = — 24l _ ot | = %, on obtient des lemmes 9.2.3 et 9.2.4 qu’il existe

Q[60>IT'70]
ng = No (R,e,[no,a, Eq [|eo|3] ,Q [60 > I"T"D tel que pour tout n > ng :

[z(n)+1 (£(n) i 81e
(9.265) Q| U {2 Tsugrs-Smpclatin.al > 9(0) ¢, 0 > 0| < =,

i=1 j=1

[z(n)+1 (£(n) i 90¢
(9.266) Q| U {2 Tsuys—sncati-n.ai > 9(0) 0 70 > 0] < T

| i=1 j=1 i
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9.3. Variations maximales du potentiel aléatoire dans le voisinage Vi,

ou g(i) = % Par 9.161 on a aussi :
2

E2, [L(Ving, T™07™0)]

Z(n)+1 1 f(n) 1 Z(n)+1 1 f(n)
(9.267) < 3+ o Z cali—1) Z ISimg45—Smq €lati=1),ail + o Z cai—1) Ismg—i-Smy€lati-1),0il »
i=1 =1 i=1 j=1

avec une ) probabilité égale & un. Donc par 9.265, 9.266 et 9.267 on obtient pour tout n > ng :

PR ARE! 60¢
e - Mo —1mMo = 5 g
(9.268) Q |E%, [£(Vig, T )] > " ; G T30 > 0| < =
or
Z(n)+1 1
(9269) Zl mg(l)
1 Z(n)+1 1
(9.270) = ooz ma] Z o i+ 3)(i =1+ Ba)
I 0 2 | =1
1 Z(n)+1 i(i—1) Z(n)+1 ; Z(n)+1 1
027) = | Y o t(Et3) Y oy t3E-1) Y
Q_60<—%_ i=1 eali=1) i=1 eeli=) i=1 eeli=1)
1 1 2 1 1
Q<] \ " (1-3) - %)
ol a= Ij’TO et B =1n (15 Q[%:f%loljm/\(g[’::i)_ T } > . Pour montrer la proposition il suffit donc de prendre :
I, I,
(9.273) p = pleRI,,Q 60>7 ,Q €0<—7
Ing
2 2e” 4 Ey+3 3(Ey —1
(9.274) — 34 . €I3+(21)2+(2%),
Q{60<—%} Mo (1—3— ZO> (1_6—%) 1l—e
ou :
L, (I DHRIE+1
(9.275) E;, = In R - o (Lo V 1)( : +1) . ’
@l 3 reo<-¥)efo> 3]
ot B=2E0Y .

9.3 Variations maximales du potentiel aléatoire dans le voisinage V;,
On adopte les notations suivantes :

(9.276) Vo = {mo+1,---, mo + f(n)}
(9.277) Vi, = {0 = f(n), -+ ,mo — 1} .
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Chapitre 9. Etude de la ) variable aléatoire : (E"f JL(k, T ke V{Mé,mo,Mo})

m

ot f(n) = [F(lnlnn)?], F > 1, et

(9.278) U o = B Pr_y [T >TE] eV,
(9.279) Vi e = Py [TET > TR ke Vi,

Le but de cette section est de montrer le lemme suivant :

Lemme 9.3.1. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout R > 1, tout € > 0, il existe
ng = ng (R,e,[,,o,o, Eg [|60|3] ,Q [eo > I"TO} Q {60 < ——D tel que pour tout n > ng, on a :

1 9e (InInlnn)*/?
. _ < —
(9.280) Q Lgﬂ Uk g o)’ mo > 01 <3 +(’)< i )
1 9¢ (Inlnlnn)/?
281 < — < — -_
(9.281) QLIErgn Viog < )’ mo >0 _R+(’)< i ,

2
of(n))2 Inlnlnn)*/? 21E+1)(I,, V1) & 24R?|In &
avee o) = P ) ) — [Ptnn?], £ = (g B ) - 2

R est un paramétre libre qui sera fixé ultérieurement.

Ce lemme donne une borne inférieure uniforme en k aux probabilités uy ; ouk € Vg et vi - ouk € V7 avec
une (Q probabilité aussi proche de 1 que 'on veut. C’est un lemme technique nous apportant peu de chose sur
le comportement de la M.A.M.A. mais qui nous sera utile pour montrer le théoréme 7.3.1 dans le paragraphe
10.2. Nous verrons dans le calcul préliminaire présenté ci-dessous que montrer le lemme 9.3.1 revient & étudier
les variations maximales du potentiel aléatoire dans le voisinage Vi, .

Preuve.

On rappelle que pour tout k € Vﬁfg :

; 1
9.282 homo = BB P [T > T =
( ) Ui mo = PrPEP* [T i) 5’625 mop1 €575 +1
1 1
(9.283) > o—r  min_ ——c
| 07k| mo+1<j<k 65 —Sk
1
(9.284) o i :

f(n) o195 <k €51~ 5k
(9.285)

avec une () probabilité égale & 1, ainsi :

1
9.286 min u} ——— min min = ———— .p.S.
( ) KeVE, kao f( ) kevf, motl<jsk €55k @p-s.

on en déduit :

1 1
9.287 min uj . < —— = o min min < 1
( k,mo S;—S
Revi, g(n) F(n) kevy mo+1<jsk e g(n)
(9.288) & max max {S;— Sk} >In tog(n )
k€V+ mo+1<j<k ( )

avec une @ probabilité égale a 1. 9.288 montre que minorer mmkevﬁfo uj m, Tevient a majorer les fluctuations

du potentiel (S,,n € Z) dans le voisinage V5, de my.

e((2\/§0f(n))2 Inlnln n)1/2

Soient R > 1, € > 0 et n > 16, prenons g(n) = , on rappelle que f(n) = [F(Inlnn)?],
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(21E+1)(I,,,v1) £
€0<_I770/2])1/2Q[50>1770/2]

F= ((Q[

2
o

4 9.43 (page 154) on sait quil existe ny = ny (R, €, 1,0, Eq [|eo]?] |

9.3. Variations maximales du potentiel aléatoire dans le voisinage Vi,

24R?|In & Ca . . ,
#. En effectuant des calculs similaires & ceux effectués de 9.29

Q[eo > I, /2]) tel que pour tout n > ny :

1 - nog(n)
— S} >
| v =gy 0] < @ e 1550 2 o
7709( ) 0 + +
. < K - >1
(9.289) < KW(n)Q L<rkn<a;<(n) 1r£1]a<xk{5 Sk} >In ) VZ>VEn Vi > f(n)
n 9e 4F
R (Inn)t/33°
oﬂh'(n)EH'lnnole’:miﬁletE:%. On a:
Q[eo>-10] e
m09(n) o _ 4 vt
>
R TRAACAGED
nog(n) - + +
2 < >1 \% V>, Vi
(9.290) < @ e 15— 50 > B0 v v v s g
on remarque que :
f(n)
. > <
(9.291) JOO {S; >0} =  nax ){ Sk} <0,
or
f(n)
(9.292) Vo >V, Vb > f(n) = () {S; =0},
7=0
on en déduit :
i n0g(n) - ot
>1
[ S8 5 7 S 2Ty T > Ve T = S
mg(n) - ot
. < > In
(9 293) = Q 1<1;n<ajgc(n){5 } f(TL) VO > VF,,Lv VF,,L > f(n)
(9.294) = Q Jnog(m < f(n), Vo > Vrtv Vrt > f(n)] .
f(n)

On effectue maintenant une partition

+
In 109(n)

(9.295)

=¢=1In

sur les valeurs de V , et on se sert du fait que :

n M09(n)
F(n)

nog(n)
f(n)

nog(n)
f(n)

<S5 <In

avec une @ probabilité égale & 1. On obtient :

(9.296) Q [Vljmw <
f(n)
f(n) 770J(n)+
(9.297) <
— /i nog(")

< f(n), Vo > VP—:a Vrt, > f(n)

I,
+

@V -
N ON

In 109(n)
n

i, Vo > VFJ:L, Vlfn > f(n), S; € dz

179



Chapitre 9. Etude de la ) variable aléatoire : (E;"ho [L(k, TmMo=m0)] k€ V{Mé,mo,Mo})

Par la propriété de Markov et la stationnarité du milieu on a :

Q [Vﬂ,og(,;) < Jn), Vi S Vi Vi > f(nﬂ

f(n) "09<">+n i1
(9.298) < Z/ o QN {o<sj <In 7709 } S; € de| Q. [Vg~ > Vi ]
TFmy Jj=0
[) ol BED 41y, |l mog(n)

. < nog(n + i
(0209) < Qe Vo > Vi, Z/Wm Q QO o<s <In f(n)},Sedx
(9'300) S an 77(}.271(7";) +I"OQ [‘/E)i > Vlj;:l Q |:V+ 7 g(n — n)

301 < von - + > 7709()

0300 < Q. QL% >Vrn]QL<gl<a;<( (I5ely 2 20

ou I'inégalité 9.299 est obtenue en remarquant que @, [VO_ > VFn] est croissante en x. Par 'inégalité de Ottaviani
(voir par exemple [12] page 45) on a :

0g(n)
1mg(n) [ |Srm] 2 25 }
(9.302) Q| max {lsuly > 2] < .
1<k f(n) 1 — supy<ic {|S | > 4 1n o) ) }

on utilise maintenant le lemme 8.2.1 (°), on montre alors qu’il existe ny = no(R, €, I,,,0,F) tel que pour tout
n>ng:

lnw 2
(9.30) Qfisrwl >z UL
| - 2
1-— ) [ Sl i>1 nog(n)} 1 990
SUP1<i< () @ |1Si] 5 2> In 575 . _6_%

(21E+1)(I,,,v1) £
(Qeo<—1Ing /2])/2Q[e0>In, /2

2
on rappelle de plus que f(n) = [F(Inlnn)?] avec F = ( }> et on a posé g(n) =

e((4\/§”ﬂ”))2 InlnIn ")1/2 on obtient donc :

2
n0g(n)
( f(n) ) (InInlnn)?
.304 > 3lnlnlnn — —_—
(9.304) 602/ (n) = 3lnlnlnn (9< (nTnn)2 ,
In nog(n )) 2
f(n) 3 (Inlnlnn)
9.305 ———— > —Inlhln-0(—F"—"-| .
(9.305) 16002f(n) = 10 0" ( (Inlnn)?
En remplacant 9.304 et 9.305 dans 9.303 puis le résultat obtenu dans 9.302 on obtient pour tout n > ns :
no0g(n) 1 1
9.306 Skl} > < 440 —F+ .
( ) Q[Krkng;(( {15k} = f(n) ] ~ (Inlnn)3 ( + <(lnlnn)3/10
De plus en utilisant la stationnarité du milieu et 'inégalité 8.22 on a :
— +1 - +
O, @ Vo > V2] = Q {Vln mates 7, Ve, o sgate _IJ
In 09 4 o
(9-307) = f(nzog(n) &
n—2In i) — 21,
2 2 1/2
(9.308) < 4v/3Fc?(Inlnn)?(Inlnlnn) 140 1 7
Inn (Inlnn)2(Inlnlnn)t/2

9Ce calcul a été effectué plusieurs fois dans la partie II on ne le détaille donc pas ici.
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9.4. Définition de I’ensemble des "bons" environnements

En remplacant 9.306 et 9.308 dans 9.301 on obtient pour tout n > ns :

(9.309) Q [V* <) Vi > VL GE > f(n)} < 4y/(3)Fo*(Inlnlnn)'/? (1 o ((1>) .

In n92(m) = lnnlnlnn Inlnn)3/10

En remplacant ceci dans 9.294 puis le résultat obtenu dans 9.290 et enfin dans 9.289 on obtient pour tout
n>nVng:

. 1 )
(9:310) Q L?‘%o Uk iy < 9’ mg >0
(9.311) o 9, W(m)(AV3Fo?)(Inlnlnn)/2 (1 +O< 1 )) L 4B
= R Inninlnn (Inlnn)3/10 (lnn)i/3
(9.312) _ 9, H@AVBFo)(nlnlnn)'2 - (Onlnlnn)l/g>
R Inlnn (Inlnn)1+3/10 ) 7

ce qui donne 9.280 en prenant ng = ni V ns.
Pour 9.281 on utilise une méthode identique a celle que l'on vient d’exposer ainsi que des arguments similaires
a ceux utilisés pour montrer le lemme 9.1.6. W

9.4 Définition de ’ensemble des "bons" environnements

Dans ce paragraphe on définit 'ensemble des bons environnement G, on rappelle que ’'on a adopté les notations
suivantes :

(9.313) % = Varg [m - ao] ,
o

1—mno
Mo

(9.314) I, =In L 0<mo<1/2,

(]

ou 7y vérifie :

(9.315) sup{z, Qag > z]=1} =1,
(9.316) sup{z, Qlag <l—-z]=1} =10 .

On définit donc :

Définition 9.4.1. Soient € > 0, R > 1,y > 0, et soit w € s, on dira que & = a(w) est un "bon” environnement
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m

si et seulement si la suite (a;, i@ € Z) = (o;(w), i € Z) vérifie les propriétés de 9.317 & 9.329 :

(9.317) e La vallée { M}, g, My} existe, en particulier :
(9.318) 0 € [M}, 1o, My),

. i s — <1-
(9.319) Simo >0, Sy o Jnax (Sm)<1—~Inlnn,

. i1 S <1-—
(9.320) si mo <0, Sy, amax (Sm) <1l—~Inlnn,
(9.321) SM(g — Sy > Inn+~vyInlnn ,
(9.322) S, = Sie > Inn+yInlnn .
(9.323) . SM{ = Spm, <Inn—ylnlhn,
(9.324) Sy, — Smy, <lnn—vlnlnn .
(9.325) e M} > E(Inn)? My < E(nn)?.

M 2
9.326 EZ, [L(VEr, TMo—mo)] < =
( ) d nzo[ ( mo ? )} = f(n)+1
(9.327) o E2 [L(Ving, T™07™0)] < pu.
1
9.328 e min (GPY , [TF 1> T < — )
( ) keVih (B [Ty o 1) = g(n)
1

9.329 min (o Pe,, TPt > TEH]) < — .
( ) ke\}i ( k k+1[ k o ]) = g(n)

me

ot M 1 et Th~’1 sont respectivement le maximisant et minimisant obtenus par le premier raffinement & gauche de
la valléee { M|, mo, My}, de méme M et my sont respectivement le maximisant et minimisant obtenus par le
premier raffinement a droite de la vallée { M, mg, My}. Et

24R?|In §|
(9.330) E = —a
2
_ 2 _ (21E+1)(I,, V1) &
(9331) f(n) - [F(lnlnn) ]7 = ((Q [EO < 71170/2])1/2Q[60 > Ino/z] 3
(9.332) Vi ={img+1,--, o+ f(n)},
(9333) Vﬁ’_l() = {7’710 - f(n)a e 77710 - 1} 5
(9.334) p=3+ 2 . 2e” - (B, +13) 2 3(E, _130) |
Q[€0<—%] Mo (176— ZO) (176—%) 1l—e 1
R I, (L, V1)(21E + 1)
(9.335) Ey=In|= no\Ln 7
@l B o< el F
(9336) g(n) — e((4\/§af(n))21n In lnn)l/z

Proposition 9.4.2. Soit G/, = {w € Qa, a(w) est un "bon” environnement }, supposons H.1, H.2 et H.3, pour

tout € > 0 et tout v > 0 1l existe ng = ng (e,fy,[no,a, Eq [|eo|3} ,Q [eo < 7172’0} ,Q [eo > %D tel que pour tout
n>nyg ona:

(9.337) Qe weG]>1—c¢.
Preuve.

Les propriétés 9.317 & 9.322 sont issues du lemme 8.1.5, les propriétés 9.323 et 9.324 proviennent de la partie II
(Proposition 4.3.8) et 9.325 de la proposition 8.2.5. Par les résultats des propositions 9.1.1 et 9.2.1 et du lemme
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9.4. Définition de I’ensemble des "bons" environnements

9.3.1 on obtient les quatres derniéres propriétés pour mg > 0. On obtient, également, par des calculs similaires &
ceux exposés dans ce chapitre les trois résultats 9.1.1, 9.2.1 et 9.3.1 pour my < 0, on obtient alors la proposition
9.4.2 en regroupant tous les résultats cités et en prenant R = 1000. W
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Chapitre 10

Temps local au point de localisation mg
(preuve des théorémes 7.2.1 et 7.3.1)

Dans ce chapitre on montre deux résultats principaux, le premier (théorémes 7.2.1) concerne le temps local de
la M.A.M.A. dans le voisinage V. Ce résultat montre que la M.A.M.A. est concentrée dans une petite région
de I'espace par rapport a la distance parcourue avec une () et une P® probabilité aussi proche de un que 1'on
veut. La preuve de ce résultat fait ’'objet du paragraphe 10.1. Le second résultat principal (théoréme 7.3.1) est
de type loi faible des grands nombres avec la convergence en P* probabilité du temps local en g vers une v.a.
dépendant du milieu aléatoire avec une () probabilité aussi proche de un que l'on veut, on trouvera la preuve
de ce théoréme dans le paragraphe 10.2. Nous montrerons que ces deux résultats ont des conséquences directes
sur le maximum des temps locaux et le lieu favori de la marche (Corollaires 7.4.3 et 7.4.2) dans le paragraphe
10.3.

10.1 Temps local dans le voisinage du point 1 (preuve du théoréme
7.2.1)

Pour montrer le théoréme 7.2.1 que l'on rappelle ci-dessous, on utilise la propriété 9.326 ainsi que le résultat de
sous-diffusivité de la M.A.M.A. (proposition 5.1.2 page 87).

Ce résultat est donc une simple conséquence de I’étude que nous venons de faire du milieu a I'extérieur du
voisinage Vi, . Il a été motivé par les remarques de Y. Sinai (voir [92] fin de la page 263 et début de la 264) :

Théoréme 10.1.1. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (0, n € N) positive décroissante telle que

lim,, o0 6, (Inlnn)? = co et lim, .o 8, = 0, tout € > 0 il eviste ng = ng (e,Ino,U, Eq [|eo|3] ,Q [eo < f%} ,

I,
Q [60 > 30

] ) tel que pour tout n > ng et tout o« € G, on a :

4 1 1
. a Vs > — >] - — _
(10.1) Po 1L (Ving,m) 2 (1= 0n)] 2 1 Mo 0, F(Inlnn)? o <1nn> ’

2
S 1 Ve — (i N g (2LE+1) (I, V1) &
etQ[Gn] 2 1 €. Vmo - {m() [F(lnlnn) }7 , Mo, 7m0+[F(1n1nn) ]} ) F - ((Q[50<InQ/Q])l/gQ[50>InO/2}> )

24R*|In £|
022

E= . et R =1000.

La preuve de ce résultat ne présente pas de difficulté moyennant I’étude de la variable aléatoire E7, [ﬁ (Vﬁi’;, Tlﬁ “’_’mo)]
effectué au paragraphe 9.1. On commence par rappeler deux résultats obtenus dans la partie II, puis on montre
le théoréme 10.1.1 :
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Chapitre 10. Temps local au point de localisation mq (preuve des théorémes 7.2.1 et 7.3.1)

10.1.1 Rappels de résultats de la partie 11

!

On sait que pour tout instant compris entre 1 et n, la M.A.M.A. est localisée dans la "vallée minimale"

{M(/)7 'I’ho, MO} .

Proposition 10.1.2. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0 et tout v > 2 il existe

ng = No (e,y,[no,a, Eg [|€0|3] ,Q {60 < —I"TO} ,Q {eo > I%D tel que pour tout n > ng et tout milieuw o € GJ,,
ona:

I 2F
(10.2) o [U {Xm ¢ V{Ms,moﬂo}}] = Many—2

m=0

2 nl €
avee Q[G] > 1 — ¢, B =215l o k1000,

Preuve.
On effectue strictement les mémes calculs que pour montrer la proposition 5.1.2. On remarque que pour montrer
cette proposition on se sert de la propriété 9.323 et 9.325 de I’ensemble des bons environnements G/,. W

On a aussi le lemme suivant qui montre que le temps d’atteinte du point mg est négligeable devant n :

Lemme 10.1.3. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0, tout v > 10, il existe

ng = no (e,*y,[no,cr, Eqg [|eo|3] ,Q {eo < —IT’TO} ,Q {eo > I"TOD tel que pour tout n > ng et tout milievw o € G),,
on a :

n < 2F3

(Inn)*| = no(lnn)r—10 "’

, R = 1000.

(10.3) Py {T,%O >

24R?|In &|
o2e2

avec Q[Gl]>1—¢€, E=

Preuve.

La preuve de ce lemme est identique & la preuve du lemme 6.1.3, on effectue donc les mémes calculs. La seule
différence est que nous travaillons, ici, avec '’hypothése forte H.3. On remarque de plus que pour montrer ce
lemme on utilise les propriétés 9.323 et 9.325 de I’ensemble des bons environnements G,. W

10.1.2 Preuve du théoréme 10.1.1
Preuve (Théoréme 10.1.1).

. I I
Soit € > 0 et v > 10, pour cette preuve on prendra ny = ng (67’7, I,,,0,Eq [|60|3] ,Q [eo < —%} ,Q [eo > %D
tel que pour tout n > ny :

(10.4) QIG,]>1—€.
Pour montrer ce résultat on va majorer la probabilité suivante :
(10.5) P§ (£ (Vis,,n) = 6an]

ol Vﬁcz0 est le complémentaire de V5, dans Z et (J,,, n» € N) une suite décroissante positive telle que lim,, o 6, =
0.
On commence par se servir de la proposition 10.1.2 afin de réduire I'ensemble Vg | par la proposition 10.1.2

I”O

il existe ny = ny (e,’y,[no,m Eq [|€0|3] ,Q |:6() < - ] ,Q {eo > %D tel que pour tout m > no et tout milieu
acG) :

N " 2F
(106) ]P)'ﬁl() lU {Xk ¢ V:{Mé,ﬁ’bo,]\zo}}‘| =< W ’

k=0
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10.1. Temps local dans le voisinage du point g (preuve du théoréme 7.2.1)

ot {M(,, mo, Mg} est la plus petite vallée de profondeur supérieure a I'(n) = Inn + v Inlnn, contenant le point

0 et ayant pour minimum g (voir paragraphe 8.1.2).
On en déduit pour tout n > ny et tout o € G, :

(10.7) P§ [£ (V. n) > 6,n]
(6% (& 2E
(10.8) < IP)0 L (Vrno? ) > Onl, ﬂ { Xy € V{Mé’mo’MO}} + W
0<k<n
N . 2F
(10.9) < B [L(Vigom) 2 0un] + s

N c,r __ - -
ou Vi =Vg N V{Mof,mo,Mo}-
On utilise maintenant le fait que le temps d’atteinte du point mg est négligeable devant n. Par le lemme 10.1.3,
il existe nz = n3 (e,’y, I,,0,Eq [|eo|3] ,Q {eo < f%} , Q {60 > I’Q’“D tel que pour tout n > ns et tout a € G,
on a :

(10.10) PG [£ (V" n) > 6nn]

(10.11) < P [z (VST n) > dn, TO, < (1&)4} +P {T,%O > (th;)4]
(10.12) < P [z (VT n) > b,m, TY, < (1&)4} + no(ljf;_lo -
Soit a € €, par définition du temps local on a

(10.13) P§ {E (Var,m) > ban, T2, (ln’;)}

(10.14) < Z]Pa ") >0, T, =]

l
(10.15) = Z]P)a [ Z {XkEVF r > dpn — ZH{XJCEV,;‘OT ) T,%O = l]

k=Il+1 k=0

ou Ny = }—I—l or pour tout 0 <! < Ny, on a :

[

l
(10.16) ZH xeevir) <1< Ny .
k=0

Par la propriété de markov forte on obtient :

leY c,r 0 n
(10.17) P {/: (Vr,n) = 6un, Tp, < (1nn)4]

n
!

k=1

oud, =04, — =+

n - ~
Introduisons mamtenant I’événement certain 7,*°~™° > n, on obtient :

(10.18) P2, [Z H{xkev;:;‘} > négl = P2, Zl{xkev,;g} > ndlp, TMo—Mo > n]
k=1 Lk=1

[T70—m0

(1019) S P%o Z H{Xkevgﬂ‘} 2 6;1 n, T:lﬁo—"ﬁl() Z n
| k=1 o
—leoﬁmo

10.20 ~ po Lo o>dnl

( ) mo i —~ {Xkevmo} n
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de plus :
M() Tho—f(”)—l
(10.21) H{Xkevgg} - Z [ixp=s1) + Z Iixi=s0}
s1=mo+f(n)+1 52:]\;[(’)

on a donc par la définition du temps local en un point :

T, mo Mo T, mo g —f(n) =1 T"0 "m0
(10.22) Z H{Xkev,‘jf = Z Z H{szsl} + Z Z H{szsz}
k=1 © si=mo+f(n)+1 k=1 s2= M, k=1
Mo mo—f(n)—1
(10.23) = S (s o)+ Y Lo, T T™)
s1=mo+f(n)+1 szzM(’]
ainsi :
-T,:ZLO*)”;LO
(10.24) el DI [xeevir) >dn
| k=1
[ Mo 'fho—f(”)—l 5 5
(10.25) = P2, S LT+ > L(so, TOTT) = ahn|
| s1=mo+f(n)+1 so=M],

En utilisant I'inégalité de Markov :

T0 =m0
(1026) P%O Z H{Xke\/,flor} > &Ln
k=1
(10.27) S 0 B [£ (o1, TR)] 4 SR B [£ (52, )
| - orn

On utilise le fait que les v.a. £ (SQ,TZmO_’mO) =L (sz,TlTi_’mO Timo_”%) (0 <i<n-—1) sont i.i.d par la
propriété de Markov forte on obtient :

T mo
10.28 pe I a4
( ) mo ’; {Xkevﬁ,jo} n
10.99 _ Lot fny+1 By [£ (51, T ™) 4+ 7 IVJ; YE2 [£ (s2, Ty ™))
(10.29) < 5
]Ea‘~ c,T Tm0—>mo
(10.30) _ B £ (Vi )]

op

On utilise maintenant la propriété 9.326 de ’ensemble des "bons environnements", pour tout n > n; et tout
aeG

2 1

10.31 E& T prmo—mo)] « 2 &
(10.31) o [£ (Vi T )]*nof(n)ﬂ’

2
21E+1)(I,,, V1) & 24R*|In
on rappelle que f(n) = [F(lnlnn)?], F = <(Q[60<(I”O/2]))(1/’363[30;1"0/2]) , B = # et R = 1000.

En regroupant ce qui a été fait jusqu’a maintenant, on obtient pour tout n > n; Vng Vng :

2 1 2 287
. 7 n S o
(10.32) PG [£ (Vig,n) > 0un] o G +0or T uny2 T a0
3
(10.33) : : 5 0

no F(Inlnn)28, + (Inn)v—2 * no(lnn)r—10 ’
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10.2. Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mq (preuve du théoréme 7.3.1)

ou b, = 0, —

n’

N, = {ﬁ}, pour que 10.33 tende vers 0 quand n tend vers l'infini, il faut donc que

=0 — N>

F(Inlnn)26!, tende vers I'infini. On choisit ng > ny V ng V n3 tel que pour tout n > ng , 9,

Pour tout n > ng on obtient donc :
< 4 1 N 2F N 2F3
~ no F(lnlnn)25, (Inn)"=2  no(lnn)r—10 "’

en prenant v = 79 = 11 ce qui donne le théoréme. W

(10.34) Pg (£ (V

mo’

n) > (5nn]

On montre maintenant la proposition suivant qui nous sera utile dans le paragraphe 10.2 :

Proposition 10.1.4. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (0,,n € N) positive décroissante telle que

lim,, 00 6, (InInn)? = co et lim,, .o 0, = 0, pour tout v > 0, tout € > 0 il existe ng = ng (e,'anwo, Eq [|60|3} ,

Q [eo < —%} ,Q [60 > I%}) tel que pour tout n > ng, tout a € G, et tout 0 < & <1 on a :

o , , 2 1 1
(1035) Pﬁzg [[’ (V’ﬁlo? [5 n]) 2 [’I’Lf ] (1 - 671)] >1- % F(ln lnn)25n - (lnn)W ’
et QIGL] > 1 —¢€. Vg = {0 — [F(Inlnn)?],--- ;mg, -+ ,mo + [F(Inlnn)?]} ,

2
_ (2LE+1)(Iy V1) & _ 4RI -
F = <(Q[€O<_I770/2])1/3Q[60>IT,0/2]) , E=—x27=, et R=1000.

Preuve.
Pour la preuve de cette proposition on suit la méme démarche que pour montrer le théoréme 10.1.1, c’est & dire
que l'on veut majorer : P £ (V%07 [¢'n]) > [¢'n)6,] on 0 < & < 1.

On rappelle le lemme suivant montré dans la partie IT (lemme 5.1.5) :

Lemme 10.1.5. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0, tout v > 0 il existe ny = ny (e,m[nwo, Eq [|60|3} ,
Q [eo < —%} ,Q [60 > I%} ) tel que pour tout n > ny et tout o € G, :

1
(Inn)r -

(10.36) P2, [TME_ AT > > 1-

Ce lemme permet donc de réduire 'ensemble Vg a Vi car [£'n] < n pour tout 0 < ¢ < 1. On en déduit que
pour tout n > ny et tout o € G, :

1
(Inn)Y
En effectuant les mémes calculs que ceux effectués de 10.18 a 10.31, on obtient que pour tout n > n; et tout
aeG):

)

(10.37) B2, (£ (Ve [€'n]) > ale'n]] < B, [£(VED,['m]) > dale/n]] +

mo ?

2 1 1
10.38 PY [L(VE  €n) > ,[¢n]] < =
( ) mo [ ( mo» & n) > Onl¢ n]] ~ no F(Inlnn)?6, + (Inn)r ’
2
avec F' = ((Q[ 0<(211EJ;;}))(1I;’;’5E)0§>1 /2]> , B = %, et R = 1000, ce qui donne la proposition en prenant
€0~ 4Ing € n0

ng=n;. A

10.2 Convergence en probabilité du temps local au point de concen-
tration m, (preuve du théoréme 7.3.1)

L’objet de ce paragraphe est de montrer le théoréme 7.3.1. Dans le paragraphe 10.2.1 on commence par rappeler
ce résultat puis on donne les outils de la preuve. Dans le paragraphe 10.2.2 on fait un calcul préliminaire a
milieu fixé concernant la transformé de Laplace de la v.a. £ (an , T’ﬁo_’ﬁ“}), on utilise pour cela un résultat du
chapitre 2 partie I que nous rappellerons, ainsi qu’un résultat de P. Révész, L. Horvath et M. Csorgo [86] que
nous redémontrerons. Enfin on donne la preuve du théoréme 7.3.1 dans le paragraphe 10.2.3.
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Chapitre 10. Temps local au point de localisation mq (preuve des théorémes 7.2.1 et 7.3.1)

10.2.1 Enoncé du résultat principal et outils de la preuve
On rappelle la notation suivante :
(1039) V{Méyﬁlml\;lo} = {Mé’ Mé + 1, ,mo, - 7M0 -1, MO} ;

qui est Pensemble des points (dans Z) contenus dans la "vallée minimale" notée {M(’), mo, Mo}.

Théoréme 10.2.1. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (§,,n € N) positive décroissante telle que
lim,, o0 6n(Inlnn)? = oo et lim, o0 6, = 0, pour tout e > 0, tout § > 0, tel que du < 1 il existe ng =

no (e,é, o Iy, 0,Q {60 > 1,2,0} ,Q [eo < f%]) tel que pour tout n > ng tout « € G, on a :
(10.40) po ||£0M0n) ! sel<d 1 de i
n Ee [E(V{Mé,mo,l\?lo}v Tﬁzo%ﬁto)} 1o F(Inlnn)24, )
waieiz er = (i) 1 =S apnn, Ry Ry
By =In (15 (Q[eo>’gf)]]mA(c;n[eriQ’l'g]jjr)lig[60>I"#} ) E= % et R = 1000.

Pour la preuve de ce théoréme nous avons eu besoin de plusieurs résultats intermédiaires :

Concernant le milieu, le résultat principal qui nous est utile est le fait que :

(10.41) E* | L(Viitg gty T ™)

soit bornée par une constante indépendante de n avec une () probabilité aussi proche de 1 que l'on veut, ce
résultat a été montré dans le chapitre précédent (proposition 9.2.1). Un résultat secondaire plus technique est
la connaissance des fluctuations maximales du potentiel aléatoire dans le voisinage V5, (lemme 9.3.1). D’autres
propriétés sur le milieu aléatoire, moins importantes, ont été utilisées, voir la définition 9.4.1 pour un résumé.

Concernant la M.A.M.A. | l'ingrédient principal de la preuve a été de comparer le temps local £(mg,n) avec
le temps local L(V}5,,n) ceci a été rendu possible grace au premier résultat que nous avons montré (théoréme
10.1.1). Nous avons besoin également d’une inégalité de type Markov exponentielle. Pour pouvoir appliquer cette
inégalité nous avons eu besoin du fait que 10.41 soit bornée par une constante indépendante de n avec une @
probabilité proche de 1. Enfin, pour terminer les estimations des probabilités obtenues, nous utilisons le résultat
de la proposition 10.2.2 (ci-dessous) ainsi que les propriétés 9.328 et 9.329 concernant le milieu aléatoire.

On rappelle les notations suivantes, soit n > 3 :

(10.42) Vi = {0 — [F(InInn)?], -+ 1g, -, /o + [F(Inlnn)?]}

(10.43) Vi = Vi ~ {io}

(10.44) Voo ={g— [F(lnlnn)?),--- ,mo — 1}, Vi ={mo+1,-- Mo+ [F(lnlnn)?} ,
ou F'>1,et:

(10.45) Up o = BPr_y [T >TE] eV,

(10.46) Ve = Py [TET > TR, ke Vi .

On notera de plus :

(10.47) Uinng ke = Qg Pl 41 [Ta0 ™ > T ke Vi,

(10.48) Vrinosk = Bring Py 1 [Tt > T ] ke Vi

On commence par effectuer un calcul préliminaire concernant la M.A.M.A. & milieu fixé :
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10.2. Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mq (preuve du théoréme 7.3.1)

10.2.2 Moments exponentiels de temps locaux
Dans cette section on montrera la proposition suivante :
Proposition 10.2.2. Soient o € Q3 et (0k, k € V3, ) une suite strictement positive telle que ) oy« i =1,

pour tout A < min (— minkevﬁto (% In (1 — u,’;mu)) ,— 1vﬂinke‘/ﬁ:0 (& In (1 — v,;mﬂ))), on a :

E%o {e/\(c(vﬁlo TTOTT0) B [L(Ving IO 0] )]

220, gk Umg.k  (Uimg k)2 02732\ 2
Zkev:*' = (2(u 2 Tt _0)2 +0 ut
e

%
kg

mQ z,ﬁto k,m, k,mq
2 v vy (v, )2 2/34\ 3
> AZ0y o _Ymg.k __ Vmg.k _ (Vmgk +0 (Og) A
kE€Vz, 2 Whmg)® Yhmg  (Phimg)” Yk,
(10.49) xe 0 o : o :

On commence par rappeler le lemme suivant :

Lemme 10.2.3. Soient a € Qo, k € V2

mo’

Or > 0, si k > 1o pour tout A < —éln (1 - UZm(,) ona:

A0 L(k,T™0—70 g 5
gy — s
(10.50) ES, [@ wL(k, )} =1 — Uy ko + Uiy e 7;;2 — )
,Mo
stk < mg pour tout A < —é In (1 - v,’;ﬁm) on a:
A0y, %

mo—m, € v e
10.51 E [6>‘9’“£(k’T 0 0)} —1— - - k.o
(10.51) ok Vo \ T T g

Preuve.
voir le lemme 2.1.12 (page 23). B

Pour le lemme suivant on s’est inspiré de [86] page 280 (voir également [85]) :

Lemme 10.2.4. Soient o € (o, k € an;o, 0r > 0, si k> mqg pour tout A\ < —gik In (1 — uZﬁIO) Lona:
B, [P (ET™0 )85 (k™))
mo

3
2 ~ - - 2
(10.52) _ 1 08 (2(um0,k g (ing.r) ) w( Oi\ ) |

2 UZI,’V;L(J)z u:},’ﬁLo (uz,m0)2 Z,?’ho

st k < mg pour tout A < —é In (1 _ U;,mo) Cona:
0y (L(k,T0—™0)—E2 [£(k,TT0~™0
ES, [e k(£( )-E2, [£( )})}

3
2 _ - - 2
(10.53) = 14 Q%) <2 Uiok - Vmok _ (Umo.k) ) +O< O X )

2 (Uz,mo)2 ”Z,ﬁm (Uz,mo )? l:ﬁzo

Preuve.
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Soit k € Vr;to’ supposons A < fé In <1 — uzﬁm) , on écrit le développement en série de Taylor de

10.54 Ol _
(1054 T (i-up,y) | 1- e
k,mq
o0 o—0kA !
(10.55) = Z
1=0 koo
oo
O\ — 9k>\) /24+ 0 (Hk/\)
(10.56) = ( *
O\ i\ ? 0:0)? i\ ’
(10.57) S A A3 I G0 O :
ko k7o 2ug o Uk i
d’aprés 10.50 on en déduit :
(10.58) EZ, eAgkﬁ(va?;LOmho)}
O\ i\ ? 00)? i\ ’
(10.59) = =gk Umgp | 14+ —— + [ == _ i Lo *
U i k7o 2ug o Uk i
O\ %) ? 0 N)? Op A ’
(10.60) S T (B (T T ) e
k,iho Uk g 2U7, g Uk g
On rappelle de plus, par 2.66, que :
(10.61) B, [£ (k, To—m0)] = Zhok
Uk i
d’ou en effectuant le développement en série de Taylor de e AOKE® (k.m0 m0)] on obtient :
(10.62) Eg,, [0 (Eermomme)-e e(eamom o))
O\ or \’ ’
= 1 T Using *k + *k ( Ii ) * x
Uk o Uk 1m0 C2u Uk “k,mo
oA 1 or or
(10.63) X 1= w2 + 3 Uio k= |+ O g p— :
uk),’ﬁlg uk,ﬁlo ukffho

on en déduit 10.52, un calcul identique donne 10.53. W
On montre maintenant la proposition qui nous intéresse :
Preuve (Proposition 10.2.2).

On a:

(1060) B, [HE00 T ") [e(Vay T 0] g [MEVa T070) B (Vi)

™mo

car EZ [E (Vmo, T’hoﬂmo)] =L (Vmo, Tﬁmﬁmo) = 1, par l'inégalité de Holder on obtient :

S om0y T\ 1/0
a AL(V5 , T™0 0 A0 L(Op, T 00
(10.65) ES, [e (Vi } [ (Emo [ k(O )D :
kGV*
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10.2. Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mq (preuve du théoréme 7.3.1)

ot pour tout k € V7 , 0 > 0 avec D, v« é =1, on en déduit :
o

(10.66) ES, [EAE(VﬁIO,Tmoamo)f]E%O [[:(Vﬁlo,TﬁLO*)ﬁ"O)]}
g — o Qo — T O
(1067) < H (E%o |:e)\9k(£(k,T 0 0)*]15,;10[12(k,T 0 U)D:Dl/ k .
keVz,,

Pour pouvoir appliquer le lemme 10.2.4 pour tout k € V7 = on doit prendre :

1 1
A < min [ — min ( In(1 — uj ﬁlo)> , — min ( In(1 — v mo)) )
revi \ bk ’ kev \Ok ’

on en déduit :

10.68 a e)‘(L(VTﬁO’TmO_’mO)fE%o[ﬁ(vﬁlovaO_’mo)D
mo
(26,) Uig b %mgk  (Wmg,k)? ( 01 )
(10.69) < ¢V T ln<1+ <2<“2ﬁo>2 g <“inao>2)+o "o
1 (20;,)2 Vg, b Vrgk | (mg,k)” ( 0 )3
(10.70) we <V % ln<1+ ’ (2“’1‘51%’2 “Fomo (1),;,7;10)2)*0 ko))
De plus In(1 + z) < z Va > 0, ainsi pour tout k € Vr;fo on a :
3
(10.71) iln 1+ (Mx)* gtk Umok (Wing 1) 1O Ok
Ok 2 (Uz,m0)2 UL o (Ultmo 2 UL e

3
2 N N 2 2/3
(10.72) < 2 (2 Ungk _ Ugsk _ (iosk) ) +0 (wk*) A) :

(u;:‘,ﬁ‘t())Q u};,’fhg (uk,’ﬁ’bo)Q ,Mo

en effectuant la méme remarque pour les k € V7~ puis en remplagant dans 10.70 et le résultat obtenu dans
10.67 on obtient la proposition. W

On remarque que par une méthode similaire on obtient :

Proposition 10.2.5. Soit a € Qs, supposons mg > 0, soit (0, k) une suite strictement positive telle que

1 _ s 1 % .
ZlceV,;U 3. = 1 supposons A < mingey— (Ok In(1 — vy z,) ) alors on a :

. . > B 220, +O((9k)2/dx>3
(10.73) E§ [eA(E(Vﬁ‘O’TT'"o)ng[E(Vﬁl()’Tﬁlo)])} < e Vi Mimg N\ b )
Supposons mg < 0, soit (0, k) une suite strictement positive telle que Zkevf é = 1, supposons A <

mQ
_minkevy;:o (é In(1 — Uz,m0)>7 alors on a :
220y, ((%)2/%)3
o = +0O %

(10.74) g [A(E0m Th) B0 T D] < vty T\ Hiy )

Pour la preuve de cette proposition on commence par rappeler le :

Lemme 10.2.6. Soient o € o, si mg > 0 pour tout k € Vi, tout 0 > 0 et tout \ < —é In (1 — ”Z,mo) on
a:

.
10.75 Eg { 2L (kT )} - ho :
( ) 0 |€ © 1—6/\9’@(1—UZ~ )

,1Mo
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simo < 0, pour tout k € VI | tout 0, > 0 et tout A < —i In (1 - uzfno) on a:

mo’

*

UL ~
10, Bg [0eclvTh)] = |
(10.76) o e 0 1_6/\%(1_“2’7%)

Preuve.
Voir le lemme 2.1.12. W

Lemme 10.2.7. Soient a € o, si mo > 0 pour tout k € Vi, tout 0 > 0 et tout A < fé In (1 — vz’mo) on

a:
M)? 1 oix \’
(10.77) By [0 (E(6Th0) B[R] =1 4 G0 O (L
2 (”k,mo) k, 7o
st mo < 0, pour tout k € V,:Lro, tout O, > 0 et tout \ < _9%. In (1 — UZmO) on a:
) 3
(1078) ]Eg [6)\9k(ﬁ(k,T.%o)*]Eg‘[E(k,T,%O)D:| -1 + ()‘ak) % + O zk)\ ’
2 (ukmo) U o

Preuve.
Soient mg < 0, k € Vﬁfo, O >0et A < 79% In (1 — u,";)mo), par des calculs similaires a ceux effectués pour

obtenir le lemme 10.2.4 on a :

(10.79) E§ [0 (605 )2 (b7, )])]
2 3
2
= |1+ z’“A Y T L’ff) Lo X

U i k.o QUk,mO U i

or 1 on )\ or
(10.80) x [1-=F +<*’“ ) +0<*’“ ) :

UL 2\ U m Ug

s 1Tt s 1Tt » 11O

on obtient alors le lemme en développant ce terme. W
Preuve (Proposition 10.2.5).

Apreés avoir remarqué que si mg > 0 (respectivement mg < 0), £ (V;;O, T%O) = 0, (respectivement £ (Vﬁ:0 , T,%O) =

0) on effectue des calculs similaires & ceux effectués pour obtenir la proposition 10.2.2 W

10.2.3 Preuve du résultat principal (Théoréme 10.2.1)

Soit € > 0 et v > 0, dans toute la suite de la preuve on prendra n; = n; (e,y,[,,o,a, Eq [|60|3} ,Q [eo < —%} ,

Q [eo > I"T"} ) tel que pour tout n > ny :

(10.81) QRIG,)>1—e
Soit § > 0, pour commencer on va majorer la probabilité :
L(ﬁlo, n) 1
10.82 Py — —
( 0.8 ) 0 H n E« [E(VmO,TmO_)mO)] > 1) )
on déduira le résultat 10.40 de cette majoration. On a :
,C(’I’ho, n) 1 - 1
10.83) Py — — ol < P§|L —— —
( ) P§ H " e [L (Vi T0—0)] > < Py [L(mg,n) <n B (L (Vo To—m)]
o - 1
(1084 + #2000 > n (g ey )
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Notons :

1 1

= — — —(5 = = = 5.
ES [L(Ving, Tro—m0)] & " = B [L(Vg, T —m0)]

(10.85) m

On va maintenant estimer chacun des termes 10.83 et 10.84 dans les propositions 10.2.8 et 10.2.12 :

Proposition 10.2.8. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (6,,n € N) positive décroissante telle
que lim, o 6,(InInn)? = oo et lim, .00 0, = 0, tout € > 0, tout § > 0, tel que op < 1 il existe ng =

no (e,é,,u,[no,cr,Q [eo > I"TO} , @ [eo —I"TOD tel que pour tout n > ng, et tout « € G}, on a :

9 1 2676711/2 1
10.86 P2 [L (1o, n) < mn] < — o1
s Gl < = iy, T ((1nn)1/2>
tQGL] 21— F = @B V) S =3 2 2e” 4 (E2+3) 3(F—1)
’ Q[ ”] B ‘ <(Q[€O<_I"0/2])1/2Q[60>Iﬁ0/2] K +Q[60<—I72]0]770 (1—67%)3 : (1_6711 >2 " 17671
2 R

By=ln| ¢ 2 L BE=2E10050 o R = 1000.

2 n <e (Q[ep%’]AQ[eo<—I”7°])Q[GO>WTo} ’ o2¢2 e

Preuve.

Le schéma de la preuve de la proposition 10.2.8 est le suivant :

— On commence par se ramener a une marche partant de mg (10.87 a 10.95).

— On utilise ensuite la proposition 10.1.4 pour ramener le probléme & une comparaison entre deux temps locaux
(équations 10.96 a 10.98).

— On montre ensuite le lemme 10.2.9 qui implique que partant de 7 le temps local en Mg en un temps proche
de n est plus grand que ﬁ (10.99 a 10.117).

— On se raméne alors & un probléme simple de I’é¢tude du temps local dans le voisinage Vi, en un instant qui
est un temps arrét (10.118 a 10.122).

— On veut ensuite utiliser une inégalité de Markov exponentiel, pour cela on doit montrer le lemme 10.2.10 qui
est un résultat sur le milieu aléatoire, obtenu grace a la propriété 9.327 de I’ensemble des bons environnements
(10.123 4 10.135).

— On utilise donc l'inégalité de Markov exponentielle puis la propriété de Markov forte ce qui raméne le calcul
a I'évaluation de la transformée de Laplace de la v.a. £(Vi,, T™0~™0) (10.136 & 10.143).

— On se sert & ce moment de la proposition 10.2.2 pour estimer cette transformée de Laplace, puis on simplifie
les expressions obtenues en choisissant le paramétre A (de la transformée de Laplace) puis en montrant le
lemme 10.2.11 (10.144 a 10.157)

— De 10.158 a la fin de la preuve on remplace ’estimation obtenue pour la transformée de Laplace dans les
estimations des probabilités que 'on avait obtenues antérieurement puis on évalue le paramétre \ de la
transformée de Laplace grace aux propriétés 9.328 et 9.329 de I’ensemble des bons environnements, enfin on
simplifie les expressions.

On commence maintenant la preuve de cette proposition :

Soient € > 0, v > 10, par le lemme 10.1.3, il existe ny = no (e,’y,lno,a, Eq [\60\3] , Q {eo < —I"TO] ,Q [eo > I"TOD

tel que pour tout n > ng et tout milieu « € G}, on a :

You
(10.87) PS [T,%O> - }

<
(Inn)*| — no(Inn)¥y—10 "~

24R%|In &|
o2e?

avec Q[Gl]| >1—e E = , R =1000.
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Chapitre 10. Temps local au point de localisation mq (preuve des théorémes 7.2.1 et 7.3.1)

Par 10.87 et la définition du temps local on a pour tout n > ny et tout o € G, :

(10.88) PG (£ (o, n) < mn]
2F3
10.89 < P LA 79 i
( ) = 0 |: (m0>n) < mn, mo — (lnn)4] no(lnn)‘Y*lO
TO
n mQ 3
o o 0 n 2F
(10.90) - B > Ixmme <mn— Zﬂxj:m, 79, < Tyt | T
J:TTQ”O-‘,-l 7=0

T
Pour tout a € Qg, on obtient par la propriété de Markov forte et le fait que ) j!g Ix,—mo =1

TO
n mQo
o n
(10.91) PS> Ixmme <mn— > Ix,—mg, Ty < L
Jj= =79 41 7=0

mo

n

No
Z Pg Z ]IXj:ﬁLo <mn, T’r%() =m

(10.92) <
m=1 j= Tmo—&-l
0 n—m
(10.93) = Z Paﬁzo Z HXj:ﬁ’bo < mn, ]Pg [Tglo = m]
_ j=1
(10.94) < Pg, [£(me,n(1=¢n)) <mn] ,

ot Ny = [ﬁ} +1let(, = % En remplagant 10.94 dans 10.90 on obtient pour tout n > ng et tout a € G, :

2F3

(10.95) Py [£ (10, n) < mn] <Pg, (£ (Mo, n(1 — ) < mn] + W .

Par la proposition 10.1.4, en prenant £’ = 1-¢,,, il existe ng = ns (6 Iy, 0,.Eq [leo]®] ,Q |:60 < ——} ,Q [eo > %D

tel que pour tout n > ng et tout milieu € G, on a :

P, [£ (10, n(1 = Ca)) < min]
< PR, [L£ (M0, (1 = Gu)) <mn, L(Ving, (1= Ga)n) = (1= 0n)(1 = Cu)n]
2 1 1

10.96 il
( ) 1o F(lnlnn)24, + (Inn)r ’
ou F = (21E+1)(1n0 V1) B E = 24R?|In £| et (0,,n € N) est une suite positive décroissante telle que
60< Ing /2 /\Q[60>I1,0/2} ’ 022 nsy

hmn_,oo 571 Inln ’I’L) = 00. Notons 771 (1_5"7)7%, on a:

(10.97) { §<($f;fff<1f_<£n)>>§2"& ey = Llmen(=G)) < ML Vg, (1 = Ca))
PP, [£ (Mo, n(1 = Ga)) < nmy L(Viagsn(1 = Ga)) 2 (1 = 8n)(1 = G)]
(10.98) < PR, [L (M0, n(1 = Ga)) <L(Ving, (1 = Ga))] -

On veut maintenant estimer 10.98, pour cela on commence par montrer le lemme suivant :
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10.2. Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mq (preuve du théoréme 7.3.1)

Lemme 10.2.9. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute > 0, tout 0 < £ < 1, il existe ny = ny (e,[no, o, Eq [|60|3] ,

Q |:€0 < —%} ,Q [60 > I"TO} ) tel que pour tout n > ny et tout o € G, on a :

n 16E3
P | £ (o, > S —
mo |: (mO §n) = (lnn)7] = ngf(lnn)1/2

i b B AL
Preuve. ~ ~ ~ R
Deéfinissons les points M. € [M{, mo] et Ms € [mg, M) :

- - 1
(10.99) M, = sup {t, 0>t>M, S — Sz, >Inn— <6 + 2) lnlnn} ,

- - 1
(10.100) M-~ = inf {t, 0<t< My, S— Smn, >Inn— (6 + 2) lnlnn} ,

Il est important de remarquer que ces deux points existent, en effet par définition de la vallée {J\Zfé, mo, Mg},
on a pour tout n > nj et tout a € G, :

(10.101) SJ\?I(, — Sy >Inn+~vyInlnn ,
(10.102) Syty, — Sme = Inn+vInlnn
de plus par hypothese (H.3) Q [—1,,, < € < I,;,] = 1, donc :

1
(10.103) Inn— {6+ Inlnn < SM< — S, <lnn — (6+ 2) Inlnn + I, ,

N = N =
N— —

1
(10.104) Inn — (6—|— Inlnn < Sy — Sm, <Inn— (6+ 2) Inlnn+ I, ,

avec une @) probabilité égale a 1.
Par l'inégalité de Markov on a :

1 Ms+1
én

En utilisant le lemme 2.1.7 (page 20), puis en effectuant des calculs similaires a ceux effectués au paragraphe
5.2 (page 92) on obtient :

« m m
Eg, [The_ aTEo ]

(10.105) P2 [TEiH ATEO > {n} <

(Spr o =Smg)V(Sxry, —Smg)

é&n
Par 10.99 et 10.100 et par la propriété 9.325 de I'’ensemble des bons environnements, on sait qu’il existe ny; =
ny <€,InD,U, Eg [|60|3] ,Q [eo < —I"T"} ,Q |:€0 > IWTOD tel que pour tout n > ny et tout a € G, :

(10.106) P [Tgiil AT > En} < M — Ms*(lnn)®

8E3(Inn)S 8E3elno < 8E3

Inlnn _ Ing

non(6+3) R - e ~p(lnn)2€ T nd(lnn)3E

(10.107) P2 [Tgi_l ATEO > gn] <

)

on en déduit que pour tout n > n; et tout a € G, :

n ~ _ n 8E3
: o ; > | > P2 0, T7° 1) 2 - :
(].0 108) ]Pmo |:»C (m07£n) = (lnn)7] e IP)TTLO |:’C' (mO’TM<71 A TM>+1> - (1nn)7:| ng(lnn)%f

On sait par le lemme 2.1.10 (page 22) qu’a milieu fixé £ (Tho,TEO AT ) suit une loi géométrique de
—

1 N 1
parametre :
(10.109) Py i1 [Toe ™ < TR 4 55 PG,y [Too ™t < TR0 7]
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ainsi pour tout o € Qg :

fe} ~ mo mo n
o [e (o 72 > ]

o

(10.110) - S e, {/: (mo,ﬂ /\Tgiﬂ) :j}
i=[ ] +1
—n |4
(10.111) = (mPhyer [Toe < TEOH| + 65 PG, 1 [Tao ™ < TR0 tood
~ . R

(10112) = < amo]Pﬂ’Lo"rl |:T7;Ln[?+l Tm0+1:| 6mo mo—1 |:Tﬁn:oo_l TEi—ll:|> [(lnn)’?} :
De plus par 4.416 (page 84) on a pour tout « € Qs :

1
(10.113) Pe [T’"O“ >T’"0+1] -

M +1 Z?Sﬁo-i-l exp(lnn(S{L*S%O)) +1
1 1

(10.114) < = ,

exp (lnn(S]’\L;I> — S:;ELO)) exp (SM> — Smo)
de méme par 4.417 on a :

1 1
exp(lnn(S;@< —ng)) exp (SM< —Smg)

mo—1 mo—1
(10.115) Pg, [T, O 1} <

)

D’ou par définition de M et M. :

m m mo— mo— (h’ln)6+%
(10.116) 11— amP%, ., [T o+l 5 7 0“} BinoPL 1 {ng > 1} > 10

mo - n

ainsi en remplagant 10.116 dans 10.112 et en remarquant que (1 —z)™ > 1 —ma pour tout 0 <z < letm > 1
on a :

n 1
10.11 pe YA IS S P .
(10.117) mo [c (0, T AT ) 2 (nn)? } = (Inn)i/?

en remplacant 10.117 dans 10.108 on obtient le lemme. W
Le lemme que 'on vient de montrer implique que pour tout n > ny4 et tout milieu e € G, on a :

P(rlho [‘C (mo,n(l - <n>) < ni‘c(vﬁlm (1 - Cn)n)]

< P, {umo,( =) < L Vg, (1= Gm), £ (g, n(1 = G,)) 2 <1n7;>7]

16E3
(10-118) RWm) 2 (1—G,)
ou F = %. Notons Ny = {ﬁ], on a :
(10.019) B, [ 001 = 6)) < L0V, (1= G, £ (n(1 = G) = i
(101200 = 3P £V (1= G > —, £ (0, n(1 = G)) =

=N, - n

_ .

(10.121) = Z P3| £(Ving, (1 = Ga)n) > g Ty < (1= (), Ty ™ >n(1—gn)]

=N, L 1

i !
(10.122) < Z Po | LVings TS0 > — |

/
= N1 B 771
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10.2. Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mq (preuve du théoréme 7.3.1)

ot ’on rappelle la notation suivante :
T =inf {k > T/, Xy =1no}, 1 >0,
T —

Pour pouvoir poursuivre notre discussion nous allons montrer le lemme suivant, on rappelle que pour tout 6 > 0
on a définit :

T E—
m E[L(Ving,T™0—70)]

(1 - 5n)(1 - Cn) (1 - 5n)(1 - Cn) 7

(10.123) ,

montrons donc :

Lemme 10.2.10. Soit § > 0 tel que ou < 1 et soit (pn,n € N) une suite positive décroissante telle que
lim, 400 pn = 0, alors il existe ns = ng ((5,#,,6,]77070, Eq [|60|3} ,Q [60 > I%D > ny tel que pour tout n > ns

et tout miliew a € G}, on a :
1 o o
(10124 = By [£(Vig 7] = o > 8(B [ (Vi T )] > 0,
1
ol
I'WO
2 2”4 E Ey—1
(10.125) L= 3+ e 4 - (2+3)2+3(21) ’
Ing Ing Ing _Ing
Q[Eo<*7} Mo (1—6_7) (176—T> l—e 2
avec
(10.126) E, = In E Iy (I, V1)(21E + 1)
oo Fjnelo<-])efu> 5]
24R?|In &|
Preuve.
On a:
g rmo=oy] 2
T E|L(Vimg, T™0—"70)
10.128 N, = — ,
( ) ! (1 - §n)(1 - Cn) (1 - 5n)(1 - Cn)
ainsi :
1 1
(10.129) — = - 5= 5’flb +&n - n fngn .
Ui ]E[ﬁ(VﬁlO ™Mo =10 )] ]E%LO [‘C(Vﬁzo T™m0—"m0 )] ]E%O [E(Vr'no Tio—mo )]

De plus, par la propriété 9.327, de ’ensemble des bons environnements, on sait que pour tout n > n; et tout
a€eGy:

(10130) E%O [‘C(Vmo’TﬁlO*’ﬁlo)] <,
ol i est définie en 10.125. Donc pour tout § > 0, tel que du < 1 et tout n > ny on a pour tout a € G, :
1 E2 [L(Vi,, TTo—m0
(10-131) L PR ?}OE£ (c v, Tﬁzow)go
Egm[ﬁ(vmo,T%Hmo)] B B mo[ ( mo>» )l
(10.132) > Eaﬁzo I:;C(Vﬁl(),TmO_)mO)] (1 +5E;lho [E(meTmoamo)]
a ho—T 2
+ (OB, [L(Ving, T~ 7)]) ) :
(10.133) = B2, [L(Vig, T™7™)] + 6(BS, [L(Ving, T™0~™0)])?

+ 8% (BY, [L(Vig, T ™0)])°
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Or lim,, o 6, = limy o0 § = limy, o0 p, = 0 et B [/.Z(Vmo, T’ﬁoﬁmo)] > 1, il existe donc ns = ns(ny, o, u) >
n1 tel que pour tout n > ns :

(10.134)  6* (E,, [L(Ving, T ™0)])" — : —+ - —5 =0
EZ,, [£(Ving,T70="70)] EZ,, [£(Ving, T0—770)]
On déduit de 10.134, 10.133 et 10.129 que pour tout n > nj :
1 o Mo —m a mo—m,
(10.135) o — K2, [L(Ving, T™07™)] — pr > 6(BS, [L(Viny, T™7™)])* >0,
ce qui donne le lemme. W
On revient maintenant & 10.122, en notant #1 = E%,  [L(Vi,, T™~™)] on a :
- . n
(10.136) Pg, [E (mo,n(1 = ) < N L(Ving, (1 = Ca)n), L (o, n(1—¢)) > (lnn)7]
" [ - l
(10.137) < P | L(Ving, TRT™) > ,]
=Ny L n
= [ Mo—mMm 1 1
(10.138) = Z P 1LV, TR™0) = (I + 1)z > 1 (, — 1 (1 + l))}
=N, - "
= a [ mo—"1Mo 1 1
(10.139) < Y P LWV, TR = (4 Day > 1 = —ay (14 ~ .
I=N, : h 1
ry — L

Par le lemme 10.2.10, en prenant p, = % =

] , on sait que pour tout & > 0 tel que pud < 1 il existe

ns = ns (e,u,6, I,,,0,Eq [|€0|3] ,Q {eo < —%} , Q [eo > I"TOD tel que pour tout n > nj et tout milieu « € G,
on a:

1 1
(10.140) ,—x1<1+N1>Eni—x1—pn26m§>0.

Pour tout n > njy et tout a € G, on peut donc utiliser I'inégalité de Markov exponentielle en 10.139, soit A > 0
on a pour tout § > 0 tel que pud < 1, tout n > n; et tout « € G, :

S 1 1
(10.141) P%o |:‘C(Vﬁz0, Tl?:nf(i*)mo) . (l + 1).’1?1 > (i — I (1 + M>>:|

B2 |:e>\(£(vﬁzov Tm*%)—(m)xl)}

6>\l(ﬁ711(1+ﬁ))
Par la propriété de Markov forte on obtient pour tout o € Qs :

(10143) E%O |:e)\(£(Vmov TLT?_'ﬁO)_(l+1)3L‘1>:| _ (E%O |:6A(‘C’(Vﬁlo7 T’ﬁo—’mo),zl)})H’l .

(10.142) <

On utilise maintenant la proposition 10.2.2, pour tout a € 25 et tout

(10.144) A < min < min (01 In (1 — ult,m,)) , min (01 In (1 — UZ,W;))) ,

" -
kevi \Ok kev, \Ok
on a :
_ mo—1mQgY _

(10.145) ES, [ex(z(vmo, T ) zl)}

U 2/3,\ 3 Vo k 0.2/33\ 3

220, —mo:k +o(“’&’ ) Y a2, ok +c9( i

(10.146) ezkev%r'o PO ng) "k, Zkevﬁm Mk )2 Yk, g
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10.2. Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mq (preuve du théoréme 7.3.1)

O UF, s VR s Uing k€6 Ui i sONt définies de 10.45 & 10.48 et (Ok, k € Vi3 ) est une suite strictement positive

telle que » -, oy é = 1. Pour simplifier 10.146 on va choisir A, pour commencer fixons la valeur de 6y, prenons
Ox = |V}, |- On rappelle que V3, = Vi, \ {mo}, ott Vim, = {—f(n) + 1m0, 1m0, , 1m0 + f(n)} et

(21E 4+ 1)(I,, V1) & )2
] b)

= nlnn)? =
(10.147) f(n) = [F(lnlon)7,  F ((Q o < =1 /2])Y/2Q [0 > I, /2

on remarque que l'on a bien ), i . é =1, on prend :
me Z

2
* *
\ (rrunkeVJr (uk’mo) A mmkeV* (Uk,m()))

o
(V5 D?

(10.148)

On remarque que on a bien A < min (— minkevgo (é In (1 — “Zmo)> ,— minkeVﬁ:O (i In (1 — ”Zm0)>) car
—In(1 —x) > z,Vx > 0, avec ce choix pour A, on obtient le lemme suivant :

Lemme 10.2.11. Supposons 10.148, on a :

3
m 0 2/3)\ m 0 2/3)\
D ] (U N N SO P
(Uk o) uj, (VF ) U

kEVJO k,mo Ran keVW_LO Yk, o ;Mo
1 1
10.149 < A +O<)> .
(10149) (o (s
Preuve.

Supposons 10.148 on a :

U k Uy, U,k Urng,k
(10.150) MOy, " 9 < 0.k et A0 - g < o
Uk me)® ~ Vi |? (Vi me)? [ Vine 2

d’out on déduit :

1 1
(10.151) A vy, Ot <uk O Vol Lokevy, Mok < 7o

' Azkev,io 78 k>2 < ool Lkevy, Viok < [ -
De méme :

3 . * 3 : *
(ek)\)Q/S mlnkevﬁzo (uk,rh0> (ek)\)2/3 mlnkevﬁzo (’Ukﬁ%)
(10.152) - < V| et - < V| ,
k,mgo mo Uk,mo mo
ainsi
(9 >\ wr, 1
1015320 R +Zo S Zo( ) < m°3)§0<3),
+ 'Fno + k‘,'ﬁlo k ‘V'ﬁl0| |V'ﬁ'7f | |Vm0|
kevi keVi EVing

car wy, = max (minkevﬁm0 (“Z,mo) , Migev, (v}’;mo)) <1l
Par 10.151 et 10.153 on obtient :

9 3
(10.154) 3 2%, (“mo’) +@((9/> Y a2 vmo,) O<(9k*) /3A>
uk) v

kev;;o Uk,mo mo keV k.o

1 1
10.155 < A + O ()) .
( ) (|Vm0| |Vﬁ7,0|3
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ce qui termine la preuve. W
En remplacant 10.149 dans 10.146 puis le résultat obtenu dans 10.143 on obtient :

(10.156) E3,, [ek(uvfno, T;ir’”w(””“)} o Mmrre(mis)) o+

)

side plusl > N; on a :
(10.157) Eaﬁzo [e)\(ﬁ(vﬁlo’ Tlficlﬁmo)(prl)zl)} < e)\l(Wloﬁo(W))(H_N%) .

En remplagant ceci dans 10.142, on a donc pour tout ¢ > 0 tel que pd < 1, tout n > ns tout a € GJ, et tout
N1 S l S n:

P |:£(VT7107 TT™) = (L4 Day > (773 - (1 + M))}
1
6A1<%7<E[£(Vmo T0=m0)] 4 oy '+O<W)> (1+Ni1))

On en déduit donc, en remplacant 10.158 dans 10.139, que pour tout § > 0 tel que pd < 1, tout n > ns et tout
aeGh:

(10.158) <

P;zo[ﬁ(mo,( ) < L Wi (L= Co)m), £ (o1 = o)) ”]

- 1
(10.159) < l;;l ek(m (E;;O[.c(vmg T0=m0) |4 1 |+O(W)>(1+1/Nl)>
7N1>\<ﬁ7( o [£(Ving TT0770) | 4 oty |+O<ﬁ>>(1+1/N1)>
(10.160) < £ ’

) _e—A(%—(E%O[[l(VmO,TT”O_”"U)]+|V ﬁ@(W))(lH/Nl)) .

Par le lemme 10.2.10, en prenant p, = §-E% [L(Vi,,T™07™0)] + (\V{ +0 <‘V_1 ‘3)) (14+1/Ny) avec
1 mQ mo

Ny = {ﬁ], on sait que pour tout § > 0 tel que ud < 1, il existe

ng = nf (e,u,d Iy, 0.Eq [leo]®] @ {eo ”270} ,Q [eo > I"TOD tel que pour tout n > nf et tout milieu o € G,

on a :

1 - 1 1 S
(10161) 77*3 — <E(7X'n0 [c(va,TmU"mO)] + W + 0O (|‘/~|3>) (1 + 1/N1) >4 (E%’Lo [E(VmO’Tmoﬂmo)])Q .

Par 10.161 on déduit également que pour tout n > nj :

a _ Mg — 1 1
1 (G (ol el emreo( ) ) avasm)

(10.162)
(10.163) > 1 _Aé(E;’tLO[L(‘/;hO7T77LO~>77LO)])2
(10-164) > NS(ES, [L(Ving, T™07™0)])2 — O (A26%(E,, [L Vi, T ™0)])%)

Par 10.161 et 10.164 que l'on remplace dans 10.160 on obtient que pour tout § > 0 tel que pud < 1, tout
n > mns Vng et tout a € G,

PR, [£ (0, n(1 = n)) < M L(Ving, (1 = Cu)n), L (g, n(1 = Gn)) > Ny
e—NlAﬁ(]E“ [L(vm(J ™00 })2

< —— — .
T A(ER, [L(Ving, TTo=m0)])2 — O (N202(Eg,, [L(Ving, T™0=™0)])4)

(10.165)
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10.2. Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mq (preuve du théoréme 7.3.1)

On donne maintenant une borne inférieure pour A, on rappelle que l'on a fixé :

2
M * : *
(mmkevgo (ukmo) /\mmkevﬁjo (Ukﬁlo>)

10.166 \ = 7
(10.166) (VZ TP

on rappelle aussi que |V | = 2f(n) = 2[F(Inln n)?] ott F est donnée par 10.147, par les propriétés 9.328 et
9.329 de l’ensemble des bons environnements, on en déduit que pour tout n > ny et tout a € G, on a :

1
(10.167) A2 ()8 ntnn)®

avec g(n) = (AW B)af(m)* nlninn) /2 po plus par définition :

1
. A ——————
(10.168) ~ 8F3(Inlnn) ’

or on rappelle que la propriété 9.327 implique que pour tout n > ny et tout a € G, :
(10.169) ES, [L(Viny, T™ ™) < pu,

ot 4 est donné en 10.125, donc il existe ng(u, d,n1) > ny tel que pour tout n > ng :

(10.170) AS(E, [£(Ving, TT07™0)])? = O (N6*(Ey, [£(Ving, T™07™)])*)
(10.171) = M(EL, [L(Ving, T ™0)])2 (1 = O (M(ES,, [L(Ving, T™07™)])?))
(10.172) > A T By [£Vig, T T0)])2

De plus Eg, [L'(Vm 7Tm"*mo)] > 1 car L(Vg,, T™~"0) =1, donc pour tout n > ng

(10.173) AS(Efy [£(Ving, T™0770)])? = O (A26%(Eg,, [£(Ving, T™™)])*)

v
|

par la méme remarque on a aussi :
(10.174) M(ES, [L(Ving, T™07™0)])? > A6 .

En remplagant 10.173 et 10.174 dans 10.165 on a donc pour tout 6 > 0 tel que ud < 1, tout n > nz V n§ V ng et
tout o € G, :

_ _ 2€_N1)\5
(10.175) Py [£ (0, n(1 = Gn)) < mL(Ving, (1= Gu)n), £ (g, n(1 = Gr)) 2 Ni] £ —=—
on utilise maintenant 10.167 on en déduit pour tout n > ns V ng V ng et tout a € GJ, :
o - n
P, [ £ 0.n(1 = G0) < L0V, (L= G, £ o1 = ) =
2163 6
(10.176) < (g(n)) 161;‘ (Inlnn) e——(g(n))zg‘;]él(lnmn)S 7
ou Ny = {W}v g(n) = (Yo f () mininm)!/2 o f(n) est donnée par 10.147. On montre sans difficulté
qu’il existe ny = n7(F, o) tel que pour tout n > ny :
2 3 6 —ont/?
(10.177) lo(n)) 161; (Inlnn) e*w(n))?sﬁg’lanmn)ﬁ < © 5

En remplagant ceci dans 10.176 puis en regroupant les termes 10.122, 10.118, 10.98, 10.96 et enfin 10.95 on
obtient la proposition 10.2.8 en prenant v = vy =11 et njy =na VngVngVns VoL VngVny. B

On montre maintenant la proposition suivante :
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Chapitre 10. Temps local au point de localisation mq (preuve des théorémes 7.2.1 et 7.3.1)

Proposition 10.2.12. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour tout € > 0, tout § > 0, tel que du < 1 il existe

" —

ng =ng (e,d,,u,[no,cr,Q [eo > I"TO} ,Q [eo < —I"TOD tel que pour tout n > n(, et tout o« € G, on a :

_snt/?
o - e 1
Ing
, B ) se e, _ 2 2e” 4 (E2+43) 3(E2—1)
et Q[Gh)] > 1—e. 2 est donné par I’égalité 10.85, pn = 3+Q[Eo<*IT’TD]770 (1_671%0)3 + ( —52IZO>2 + 1_;1%0 ,
Ey—1n| B Lo (Ing V1) (21 E41) E = 24R?|In £| t R = 1000.
2 n (6 (Q[60> ]AQ[eo<fﬂ])Q[eo>%} o2z €

Preuve.
La preuve de cette proposition est plus directe que la précédente et on peut utiliser la méme méthode. Par le

lemme 10.1.3 (avec v = 11) on sait qu’il existe nj = n} (e,],,o,a, Eq er|3] ,Q [eo < —I%] ,Q [eo > I”TOD tel

que pour tout n > n} et tout milieu o € G, :

(10.179) PG [L(mo,n) <mnmp] = P, [L(mo,n) < nn — <1nn>
1
(10.180) — P2 [L(rig,n) < ni, L(Ving,n) < n] — O(lnn)
1
10.181 > P 7 I G
(10.151) > B, (L0 < LV -0 (1) |
Par le lemme 10.2.9, pour tout n > ny et tout milieu o € G}, on a :
(10.182) PR, [L(0, 1) > L(Ving, 1)02]
n 16E3
10.1 < Pg 7 > I > :
(10.183) < P, [ﬁ(mo, n) 2 L(Vig, n)n2, L(ho,n) = (1nn)7] e (Inn)l/2
On a:

(10.184) P%,. {c(mo, n) = LV, n)n2, L(1ho,n) = (mT;)?]

I l
10.185) < P3, [£L(Vig,n) < —, L(mg,n) =1
(10.185) ZN (Vo) < -0 Lo, n) ]

" [ l
(10.186) < Y P c(vmo,Tm0~m0)<}
I=N, L "2

- Mo —m «@ mo—m 1 «@ mo—m,
(10.187) < > Po | L(Vig, T} 7™0) — IES, [L(Ving, T 7)) gl(m E2, [L(Ving, T 0)])} .
l:Nl -

ou Ny = {ﬁ} On a le lemme suivant :

Lemme 10.2.13. Soit 6 > 0 tel que du < 1 et soit (pn,n € N) une suite positive décroissante telle que
limy,— oo pn = 0, alors il existe nf = nf (5, €Iy, 0,Eq [|eo| ] [60 > I”TOD > ny tel que pour tout n > nj

et tout milieu « € G, on a :

n’

(10.188) ni — B2, [L(Ving, T™07™)] + pr, < —=0(E, [L(Ving, T 7™0)])? <0 .
2
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10.2. Convergence en probabilité du temps local au point de concentration mq (preuve du théoréme 7.3.1)

ol
ITI()
2 2e” 4 E By —1
(10.189) o= 3+ e * . (2+3)2+3(2 1) ’
Ino — I _Ing _Ing
Q[60<*2}770 (1—6 4) (1—6 4) 1—e 4
avec
(10.190) o i Lo (Ing V1)(21E + 1)
€ (Q [60>%]/\Q[60 —1”70})62[60>1"7"}
24R2|In £|
(10.191) p= 2 R =000
Preuve.

La preuve de ce lemme est identique & celle du lemme 10.2.10 W

Pour tout n > nj et tout a € G7,, on peut donc appliquer I'inégalité de Markov exponentielle (Pg, [V < —a] <
EZ., [eiY] e ® a>0)a10.187, pour tout A >0 on a:

o4 Mo— 1M Io% mo—m l
(10.192) P%, [C(Vmo,Tl 070y — KX LV, TTT™0)] < _77’]
2
(10.193) < E2 [ew—ﬁ(‘%o»Tz’ﬁ'O“’i'“>+lE%Lo[“Vmwa”“”"”)])}en’a*
— mo

Par la propriété de Markov forte :

- o l
(10.194) P2 l:E(VmWTImOHmO) — IE%, [‘C(V’I"I"L07T{n0*>mo)j| < _77/:|
2
_ . _ _ l
(10.195) < (o, [orr(vmare s e )Y o

{eA(c(vﬁlo 070 LB, £ (Ving T 07 70)]) e)\(ﬁ(anO T7OT0) K, [£(Ving 10T 70)] ) }

On remarque que E et K7,

ont des estimations similaires, on en déduit le résultat en effectuant les méme calculs que dans la preuve de la
proposition 10.2.8 & partir de 10.143. W

On termine maintenant la preuve du théoréme 10.2.1. En remplagant les résultats des propositions 10.2.8 et
10.2.12 dans (respectivement) 10.83 et 10.84 on obtient pour tout € > 0, tout 6 > 0 tel que du < 1 (i est donné
par 10.189) et tout n > ng V ng :

i 1 2 1 9e—0n'/? 1
@o100)eg || K00 gy > 9) < o g g O ()
Par définition on a :
(10.197) EZ,, E(‘Gmé,mo,mo}7T’7L°_’m°)} =1+ 29 ,
ol
(10.198) z1 =K% [L(Ving, TT07™0)]
(10.199) zy =B, [L(VET, Tmo=mo)]

mo € Vi, done x1 > 1 de plus par la propriété 9.327 on sait que pour tout n > nq et tout a € G, :

(10.200) <z <p
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Chapitre 10. Temps local au point de localisation mq (preuve des théorémes 7.2.1 et 7.3.1)

ot p est donné par 10.189. De plus la propriété 9.326 donne également que pour tout n > n; et tout a € G, :
S 2
10.201 =E2 [L(VoT, Tmo—mo)| < —
( ) T2 Mo [ ( Mo )} = f(?’l)
ot f(n) = [F(Inlnn)?] (F est donné par 10.147). On a :

1 1
(10.202) S - B—
r14+xe oz (T +x2)

soit ng = na(u, F') tel que pour tout n > ngy :

T2 1)
10.203 < —.
( ) z1(z1 +22) ~ 2
On obtient pour tout n > ng :
L(m 1 L(m 1
(10.204) (0, m) _ ah e [Hmom) L m
n 1+ 29 n x1  x1(x1 + 22)
L(my, 1
(10.205) L |Emen) L)
n T ry (w1 + T2)
L (1, 1 5
(10.206) o |£lRen) 1] 0
n 1 2
On obtient donc pour tout n > ny V ng V ng :
L 1 [ L7 1 5
n 1+ X2 n T 2
2 1 TP L 1
10.208 — O
( ) no F(Inlnn)?4, 5t ((lnn)l/Q) ’

ce qui donne le théoréme 10.2.1.

10.3 Conséquences sur le maximum des temps locaux et le lieu favori
de la M.A.M.A. (preuves des corollaires)

Commengons par une premiére conséquence directe du théoréme précédent :

Corollaire 10.3.1. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (§,, n € N) positive décroissante telle que
lim,, o0 6, (Inlnn)? = co et lim, .o &, = 0, tout € > 0 il existe ng = ng <e,],,0,a, Eg [|60|3} ,Q [eo < —1"7“} ,

Q [60 > I"T"} ) tel que pour tout n > ng, et tout « € G, on a :

n 4 1 1,1/2
10.2 Py i > —|>1—-———-— —(2ue 2"
(10.209) etz ] 2 1- 2 e
2 Ing
/ > o — (21E+1)(Ivm\/1)§ — 2 2e 4 _ (E2+3) 3(E271)
a2 1-e F= (et oy ) nmerd () o) e )
Ey—In |2 Ing (Ing VD (21E+1) JE=2EZ g — 1000.
2 . <6 (Q[EO>177TO]/\Q[€0<—IWTO])Q[€O>%} oZe ¢
Preuve.
Ce corollaire se déduit de la proposition 10.2.8 en prenant § = -~. W

2p

On donne maintenant quelques conséquences de nos résultats sur le maximum des temps locaux et le lieu favori
de la marche. On rappelle pour cela les définitions suivantes :
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10.3. Conséquences sur le maximum des temps locaux et le lieu favori de la M.A.M.A. (preuves des corollaires)

Définition 10.3.2.

(10.210) F(n) = {kz €Z, L(k,n)= Iygg{{ﬁ(j,n)}} ,
(10.211) L*(n) = max (L(k,n)) .

10.3.1 Sur le maximum des temps locaux.

Corollaire 10.3.3. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (§,, n € N) positive décroissante telle que

lim,, .o 0, (Inlnn)? = co et lim, oo 8, = 0, tout € > 0 il existe ng = ng (E,Ino,d, Eg [|eo|3] ,Q [60 —%} ,

Q |:60 > I"TO] ) tel que pour tout n > ng, et tout « € G, on a :

n 4 1 112
10.212 Py | L* > —|>1-——— — (2u)e "
( ) 0 |: (TL) = 2,“4:| = o F(lnlnn)25n ( u)e 2 )

et Q[Gh] > 1 —¢€ (voir lexpression de p et de F dans le corollaire 10.5.1).

Preuve.
Ceci est une conséquence directe du corollaire 10.3.1. W

10.3.2  Sur le lieu favori de la M.A.M.A. .
Corollaire 10.3.4. Supposons H.1, H.2 et H.3, pour toute suite (6, n € N) positive décroissante telle que

lim,, 00 6, (Inlnn)? = co et lim, .o, 8, = 0, tout € > 0 il existe ng = no (e,Ino,cr, Eg [|60|3] ,Q [eo < —%} ,

Q [eo > I"TO} ) tel que pour tout n > ng, et tout « € G, on a :

B 8 1 1 .1/2 1
) o ~ >1- - - “opn _
(10.213) Pg [F(n) C Vino] > 1 o Fnlnm)Zs, ~ (0e © <(lnn)> ’

et Q[Gl] > 1 —¢, en particulier pour tout 6 >0 :

k* 8 1 112 1
>5} < 7+(2u)6_ﬁn/ —|—O< ) ,

(Inn)?

— o = 0o F(Inlnn)26,

(10214) P | |J {

k*cF(n)

avec Q [G)] > 1 — €. Lexpression de F est donnée dans le corollaire 10.3.1.

Preuve.

10.213 est une conséquence de la proposition 10.1.2 du théoréme, 10.1.1 et du corollaire 10.3.3 : fixons € > 0,
par la proposition 10.1.2, en prenant v = 11 on sait qu’il existe n; = ny (e,[no, 0,Q {eo > I”TU} ,Q |:€0 < —I"T"D

tel que pour tout n > n; et tout « € G, on a :

n - - 2F
10.21 P2 {X {M’,-~.,M}} >1— :
o ° LO S O D
N _ 24R?|In & .. ;.
ol B = —— . Ainsi, pour tout n > n; et tout a € G, :
_ ~ - 2F
. o A >1— .
(10.216) PS {]F(n) c {Mm ,MOH 21—

On rappelle que 'on a décomposée la vallée minimale de la facon suivante :

mo

(10.217) {M(;, - 7]\*40} Y UV
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Chapitre 10. Temps local au point de localisation mq (preuve des théorémes 7.2.1 et 7.3.1)

avec

(10218) Vﬁ?::{ML M;h0+177m0_f(n>_17 m0+f<n)+17aMO} )

mo’

ot f(n) = [F(Inlnn)?]. Or par le théoréme 10.1.1, on sait qu’il existe ny = ny (e, I,,0,Q |:€0 > %} ,Q |:6() < 7172’“])
tel que pour tout n > ng et tout « € GJ, on a :

4 1 1
1021 P (L (Ve n) <ndp] >1- ——— O — ] .
(10.219) 0 ['C (V’”O’n) = nén] = no F(Inlnn)24, 0 <1nn>

ol (d,,n > 3) est une suite positive décroissante telle que lim,, . 6,(Inlnn)? = oo, et lim,, .o d, = 0. De plus
par le corollaire 10.3.3, il existe ng = ng (e,InO,U,Q [eo > %} ,Q {60 < —%D tel que pour tout n > ng et

tout o € G}, on a :

4 1
no F(lnlnn)24,

1/2

(10.220) PG [£*(n) > pn] > 1 - (2;;)67%”

En prenant ng = ni V no V ng on obtient 10.213 de 10.216, 10.219 et 10.220 car :

L (V;,’Ora TL) < ndy, = c,r
(10.221) et maxpen £ (kin) > pn } =F(n) L V5",
et
(10.222) [ﬁ(n) : V’% ~ = F(n) C Vi
ot F(n)C {M(),-.- ,MO} h

De plus 10.214 est une conséquence directe de 10.213. W
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Les hommes 7 Il en existe, je crois, six ou sept.
Je les ai apercgus il y a des années. Mais on ne
sait jamais ou les trouver. Le vent les proméne.

A. De Saint-Exupéry

Partie 1V

Visualisation numérique d’'une M.A.M.A.
récurrente
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Introduction

On a programmé une application qui simule une marche aléatoire unidimensionnelle sur un milieu aléatoire. Le
but dans un premier temps est d’avoir un support visuel au comportement de ces processus afin d’en étudier
les différents aspects (sous-diffusivité, localisation, concentration), et également de comparer les comportements
d’une M.A.M.A. et d’'une M.A.R.S.. A terme cette application a pour but une étude statistique de ce modéle.

Présentation du Logiciel de Calcul

Le logiciel est simple d’utilisation avec une interface graphique générée par Matlab. La programmation a été
effectuée avec le langage C puis compilée pour Matlab. Ce procédé permet notamment un gain en temps de
calcul significatif. Selon I’étude que I’on décide de faire la fenétre de simulation change légérement, typiquement
on obtient :

J SimRandWalk
File Edit Wiew Insert Tools Window Help

Dennzs: Bembedepss:N= 100 o | 2= oy v | Disbut Fatmer
Mzrchs zléstodrs e Milizs Alfstols (M AN A Marche Alsatoiss Riurents Simple (MAR )
Parzmwates (miliza) foos -

T S

Dotantisl &léstoins s 1 MARSR N

Moyenns: - 0415755 Maoyenns Moyenna ! B3E
siafE zx): DSEEE43 N : Min: o M=m: 34
T{min) : -3 mex gL 37 (L) | g

pointla+Feg . k* -7 _j:s:i*ir-.t1a‘-i_a§:k“ 4

PMHMESIJW.K.USIENF MARE R (11kaN)

Temgs losm Lt N} MARE)
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Dans cet exemple on veut comparer les comportements d’une M.A.M.A. et d'une marche aléatoire récurrente
simple (M.A.R.S. ) couplées (on donnera plus de détail dans le paragraphe suivant). L’utilisateur a la possibilité
de changer le nombre de pas (N) que les marches effectuerons et pour la M.A.M.A. le paramétre du milieu c’est
a dire le support de mesure de probabilité Q). Le germe permet a l'utilisateur de conserver ou pas une méme
suite de valeurs aléatoires qui servent a la génération des deux marches.

Ces trois paramétres sont donc les trois valeurs typiques pouvant étre modifiées par 1'utilisateur et apparaissant
dans les différentes fenétres de simulation.

Le générateur aléatoire est celui inclus au langage C, on ne s’est donc pas préoccupé des problémes de dépendance
entre les valeurs pseudo-aléatoires générées par la machine.

On présente dans ce travail quelques simulations qui donne un support visuel aux comportements de la M.A.M.A.
que 'on a étudiée dans les parties II et III : la localisation et la concentration de la M.A.M.A. .

Visualisation d’une M.A.M.A.

Couplage entre une M.A.M.A. et une M.A.R.S. (localisation).

Dans les pages suivantes on compare les comportements d’'une M.A.M.A. et d’'une M.A.R.S.. En particulier on
met en évidence la sous-diffusivité et la localisation de la M.A.M.A. .

Le couplage entre la M.A.M.A. et la M.A.R.S. est effectué de la fagon suivante : on commence par tirer une
premiére valeur oy comprise entre 0 et 1, si cette valeur est acceptable compte tenu du paramétre du milieu,
elle constitue la probabilité de faire un saut 41 si la M.A.M.A. se trouve sur le site 0. On tire ensuite une valeur
p toujours entre 0 et 1, si p < g la M.A.M.A. effectue un saut +1 sinon elle effectue un saut —1, de méme si
p < 1/2 alors la M.A.R.S. fait un saut a droite sinon un saut a gauche. Et ainsi de suite, le milieu aléatoire est
donc généré au fur et & mesure que la M.A.M.A. visite de nouveaux sites. On remarque que défini comme cela
g suit une loi uniforme, or on a :

1- to1—
(10.223) Eq [m ao] = / In
0

&)

ainsi la M.A.M.A. obtenue est bien récurrente.
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Prenons N = 15000, le parameétre du milieu égal a 0.075, c’est & dire 0.075 < «ap < 0.925, et fixons le germe &
9, on obtient :

Donnbes commmunes:  Noabes de pas H{m ‘gﬂm=’m ’ Dbt ‘ ‘F&rm&r|
[Masche aléatoire en Milien Aléatoire (MAMA)

| Permius du milise sléatoise | s -

Marche Aléatoirs Récurrente Simple (MARS)

| Valeurs smpiviques [ Valzurs smpiriques
| Potentisl Alsztoir= 3 1 ‘ MAMAXEN ’ MARSE N
=: (DBRIT I_g

Movenns: 0.0817814 Morvenn 203431 | Movenne:  -177.074

lmins s): 11323 | Biin{ 40 [pes:[ 4 [ Min: | 207 [Max: 2

| stmin) : | -5 o= st 3045 | ez 24N 178
|poi.11tle+igq:1:"| -8 [mi_nttnjm:k" =110

X loAPotentieI Aléatoire S /MAMA.X (1<k<N) M.AR.S. R (L<k<N)

15 T T 15000

k (temps)

<+— MAMA. T
X

0.5 k
10000 |
0
-05 S, |
. <&— Potentiel Aéatoire T 5000 |
-1.5 X
_ . . . . 0 . . . . . ;
-40 -30 -20 -10 0 10 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50
espace x espace x

Pour les valeurs empiriques on remarque sur cet exemple que la M.A.M.A. dont le minimum est égal a -40 et
le maximum & 4, diffuse beaucoup moins que la M.A.R.S. dont le minimum est égal & -297 et le maximum &
2, on remarque également que la trajectoire de la M.A.M.A. se concentre dans l'intervalle [-40,-20]. Si on inclut
le potentiel aléatoire dans notre analyse, on remarque également que la moyenne empirique de la M.A.M.A.
est proche de la valeur du minimisant absolu du potentiel aléatoire S (égale a 29). On voit également que le
couplage entre la M.A.M.A. et la M.A.R.S. s’efface dés que la M.A.M.A. atteint le point ou elle se concentre.
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Gardons maintenant les parameétres précédents excepté N que 'on augmente jusqu’a la valeur 50000 :

‘Dmméssm:

Numuepam{h;.;;.;. - ‘gsm=‘g - ’Deb‘u.tl ’Fam&r|

‘Ma.fche aléatoirs en Milien Alsatoire (ML ANLA )

 Marche Aldatoirs Récurrents Simpls (LARS.)

| Paramites dumilisu alintoies [0 -

| e [ Valeurs smpiriques

| Potentis! Atéstoirs s | MAMAXN | MARSEN

Movenns: 00469883 | [Movenns: 543438 _Movenne: 171348

[mings xx): 003824 |Min] 78 [Mzx:| 4 CMin: | 207 [Max: 2

| slminy:| 69 |mex xLd: 4851 |mex xLizdy): 578
|point e+ freg : k+ | 60 [point le+ g k* 200

<10  Potentiel Aléatoire S /MAMA. X (L<ksN) w10t

MARS.R (1<k<N)

-40

-60

-80

-20 20

espace X

On remarque que le point de localisation de la M.A.M.A. s’est déplacé, il ne se trouve plus autour de -30 comme
pour N = 15000 mais plutoét autour de -70, on voit que le minimum absolu du potentiel s’est déplacé et se
situe également autour de -70 (-69 d’aprés la valeur empirique). On sait que ce phénomeéne est di au fait que la
barriére de potentiel obtenue pour n = 15000 n’est pas assez importante pour retenir la marche un temps bien
supérieur a 15000, la M.A.M.A. franchit donc cette barriére et se retrouve rapidement emprisonnée dans une
nouvelle vallée. On remarque que la moyenne empirique de la M.A.M.A. (= —54) est en transition de la valeur

0 . . . r
-300 -250 -200 -150 -100
espace X

-50 50

-29 vers la valeur -69 coordonnée du nouveau point de localisation.
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Augmentons encore N, on obtient alors :

‘Duu'méﬁcmm:

st v] By =] oew| | re|

|I'.'Ia.ﬂ:he aléatoirz =n Mili=w Aléatoirs (MLAMAD)

| Parzmite du milisy aléatoir [ oo -

| Valnrs smpiriques

Marche Aléatoirs Récurrente Simple (ML ARS)

| Valeurs empirigues
| Potential Aléstoir= 5 x ‘ MAMA XN | MARSEN
Movenns: 00271148 | [Movenne: 645443 [ sion am
Feqils |
(mins 25): -101083 | Min] -850 [Max:| 4 Ca T o7 Ta 3
stiny:| 53 e | 80430 | ey 1708
|pointl2+F=q: k% | 68 [point la+fieq - 1* 340
«10° Potentiel Aléatoire S / MAMA. X (1<k<N) <10° MARS.R (1<ksN)
6 T T 5
4 -
4 -
2 -
3 -
0 -
2 -
_2 -
-4} 1r
-6 L L L L L L L L
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200
espace x espace x

Il apparait clairement que la M.A.M.A. diffuse beaucoup moins que la M.A.R.S. . Le graphique de gauche
confirme également le précédent : la M.A.M.A. se localise au niveau du point de coordonnée -69, on voit
d’ailleurs que la moyenne empirique de la M.A.M.A. est maintenant proche de -69 (-65 d’aprés la valeur empi-
rique). Il apparait clairement, en outre, que l'effet du couplage de ces deux marches est totalement effacé.
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Jusqu’a présent, on a seulement joué sur le facteur temps, on obtient des configurations similaires si on change
le germe c’est a dire la suite de nombres pseudo-aléatoires générée par 'ordinateur. Par contre si on augmente
la valeur du paramétre du milieu, ce qui revient & imposer au potentiel de faire des plus petites fluctuations et
donc a la M.A.M.A. de se rapprocher de la M.A.R.S. , on obtient que la M.A.M.A. diffuse un peu plus tout en

restant localisée, par exemple, en prenant la valeur du paramétre du milieu égale & 0,35 tout en conservant N
4 500000, on obtient :

‘Dou'méssm: Nudndepmﬂ{m ‘gum=’9 - ] Dbt | ’F&rmer|
[Marche aléatoirs en Milis Aléatoirs (MAMA) | | Marche Aléatoire Récurrente Simple QLARS.)

| Potentis! Atéztois S x | MAMAXN | MARSE N

Movenne . DDD5IT1TE Mopenne -374931

(mins 257 0281084 | Dding -547 [Max:| 7

| Movenns: 410143

[ Min: | ©47 [M=m: 32

| Z{min) : ‘ -335 |:|:|:a: :;:_'L{:,Hj}| 14537 ‘:IIEE LN 1737
|points+Foq: k| 458 |point 1+ g k<300
«10° Potentiel Aléatoire S /MAMA. X (1sksN) 100 MARS.R (1<k<N)
5 5 .

ot

-1}

2 . . . . . . 0 . . . R
-600 -500 -400 -300 -200 -100 0 100 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200
espace X espace X

Ici on s’est clairement rapproché de la M.A.R.S. puisque 0.35 < ag < 0.65 on remarque que la M.A.M.A. diffuse
beaucoup plus que dans le cas précédent. On remarque également par rapport aux simulations précédentes que
le milieu fluctue beaucoup moins mais que cependant la M.A.M.A. reste localisée.

Dans le prochain paragraphe nous visualiserons le temps local de la M.A.M.A. ce qui mettra en relief les résultats
de la partie III sur la concentration de la M.A.M.A. .
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Temps locaux de M.A.M.A. et concentration.

Dans ce paragraphe on visualise les temps locaux de la M.A.M.A.

qu’a la premiére simulation, on obtient :

| Mlzeche zléatoirs 2o milize 2liatoirs

{ Vileurs smpiriques

_ Potentis! Alssioir= 3 s | Marche Aléatoire X_N

|Movenna: 00817814 [ Moyenne : 193421

| min(S x3): 1138 IMin| 40 |[M=:| 4

| xjmin) | 20 |pointle+feq k¥ 28
|mnladm:| 3045

. En prenant les mémes paramétres utilisateurs

‘I.:-_r.car|’Fa:nar|

Nombee depas : S| 13000 vl
’ meéu'e(lﬁli.eu.}‘ 0.075 -
‘ geme:‘;- -

Potentiel Aléatoire S

Temps locaux L(x,N)

3500

3000

2500

2000

1500 |

1000 |

500

-40 -3 -30 -25 -20 ~-15 ~-10 -5 0 5 40 -35
espace x

Zone de concentration

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5
espace x

trois plus grandes fluctuations du temps local, on remarque de plus, que ces trois maximums locaux du temps
local correspondent & trois minimums locaux du potentiel. Il apparait aussi clairement que la M.A.M.A. reste
concentrée dans un voisinage de la valeur —29 dont la taille est inférieure a 10.
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Pour cette simulation on augmente le nombre de pas a 50000 :

__ Marche aléatoire en milies aléatoire | Lew | | P |
[ Valsurs smpiriques
— - Zoomon | | Zocmct |
| Dotentisl Alistoire 3 _x | Marchs Aléatoire X_N ‘ =
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] ‘ Paramatre {milien) | 0 073 *
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4 5000
2 B 4500
0 4000
o 3500
3000
-4
2500
-6
2000
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1500
10 1 1000
-12 1 500
-14 = L L L L - + . 0 —
-80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 -80 =70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10
espace x espace X

Zone de concentration

La M.A.M.A. a eu suffisamment de temps pour s’échapper de la vallée localisée entre -40 et -20, le point
de localisation de la marche s’est donc déplacé de la coordonnée -29 & la coordonnée -69. Parallélement, on
remarque que le temps local est maximal dans un petit voisinage autour de -69, c’est a dire que la M.A.M.A. est
maintenant concentrée dans cette région. On remarque également que la coordonnée ou le temps local atteint
son maximum est égale au minimum absolu du potentiel.
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On fixe maintenant N & 5.10°, on obtient :

| hlzrche aléatoirs =n milizs aléatoirs
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Zohe de concentration

ces graphiques confirment la concentration de la M.A.M.A. dans le voisinage du minimisant du potentiel aléatoire
(-69).
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Fixons maintenant N & 5.10°

| Mlasche aléatoirs zn milizy aléatoirz ’ : | ’ — |
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 Potentiel Aléstoire S_x | Merche Al&atoins XN ‘ fecmen | ‘ zcj"’E‘”’f|
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Zone de concentration

dans ce cas la M.A.M.A. se trouve dans une phase de transition, cette phase est caractérisée par une différence
significative entre le minimum absolu du potentiel visité par la M.A.M.A. (-358 ici) et la coordonnée ot le temps
local de la M.A.M.A. est maximal (-69 ici).
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Terminons en prenant N = 107 :
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Zohe de concentration

le point de concentration apparait de nouveau trés clairement en effet le temps local dans un petit voisinage
autour de -515 monopolise la quasi totalité du temps imparti & la marche.
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Conclusion et Projets de Recherche

Dans le présent travail nous avons mis en relief d’une part la localisation de la M.A.M.A. récurrente, c’est a dire
que pour un instant n fixé la M.A.M.A. se situe avec une probabilité proche de un dans le voisinage d’un point.
Ce point qui dépend uniquement du milieu et de n a été parfaitement défini par Y. Sinai (1982) et on connait
également la distribution limite grace aux travaux de H. Kesten ([56]) et A. O. Golosov ([38]) (1986). D’autre
part la concentration, c’est & dire, que si on regarde 'ensemble des points visités par la M.A.M.A. entre 'instant
0 et l'instant n, on remarque que c’est dans une région négligeable devant (Inn)? que la M.A.M.A. passe la
quasi totalité de son temps. C’est cet aspect que nous avons appelé "concentration" et qui constitue la partie
originale de cette thése. Grace a ce résultat nous avons montré la convergence en probabilité du temps local au
point de localisation mg. Ces résultats ont abouti a des conséquences directes sur le maximum des temps locaux
ainsi que sur le lieu favori de la M.A.M.A. . On donne maintenant quelques perspectives de recherche :

Sur la M.A.M.A. unidimensionnelle.

Pour le temps local
Conjectures "trempées" : La premiére conjecture que nous faisons est qu’avec une @ probabilité aussi
proche de 1 que 'on veut,

mo € F(n), avec une P* probabilité tendant vers 1.

ot F(n) est I'ensemble des lieux favoris de la marche. Un résultat naturel qui apparait suite a ce résultat, est le
suivant, soit k* € F(n) avec une ) probabilité aussi proche de 1 que l'on veut :

. 1
L(E"n) en P® probabilité

n ]E%‘LO {‘C:(Vt{M{)JhO,MOpTThO_)ﬁO)]

Ceci suggére d’é¢tudier précisément la ) v.a EF [E(V{ NIl 0, 0} Tﬁ“)ﬁm“)} qui dépend uniquement du milieu
et dont on connait explicitement la forme. On rappelle de plus que H. Kesten ([55]) donne une caractérisation

des v.a. mg, Mé et M, que l'on voit apparaitre explicitement dans E7 | £(V{Mé’m07];[0}, Tmo—mo) |

Question "recuite" : Nous aimerions préciser avec une probabilité égale a 1, le plus petit voisinage autour
de Mg dans lequel la M.A.M.A. est concentrée, c’est a dire, trouver le plus petit voisinage V' de mg tel que

L(V,n) >n(l—=46,) P ps.,
avec lim, 1 0, = 0.

Sur la marche transitoire sous-balistique :

Enfin une derniére remarque pour le temps local sur la marche transitoire sous-balistique : bien que celle-ci soit
transitoire les résultats récents de N. Ganter et Z. Shi [35] montrent que le maximum des temps locaux de ce
processus peut étre trés grand. Bien entendu un phénoméne de concentration ne se pose pas car la marche est
transitoire, par contre ce résultat suggére qu’il doit exister un point tel que si I’on prend un voisinage V' autour
de ce point, négligeable devant la distance parcourue on ait qu’il existe 0 < n < 1 tel que L(V,n) > nn en Q et
P probabilité.
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La M.A.M.A. comme modéle de prévision ?

Le dernier point suivant que nous sommes en train de formaliser a été motivé par les simulations numériques que
nous avons effectuées mais qui ne sont pas présentes dans ce travail de thése. On a remarqué qu’il existait des
liens extrémement étroits entre certaines fonctions du temps local en un point quelconque de la vallée minimale
{M, Mo, Mo} et la valeur du potentiel aléatoire en ce méme point. Ce lien est tel que 'on peut reconstruire la
quasi totalité du potentiel aléatoire dans la vallée { M), My, Mo} en connaissant uniquement le temps local de la
M.A.M.A. en ces points. En plus de connaissances nouvelles apportées & la compréhension du comportement de
la M.A.M.A. | cet aspect fait apparaitre naturellement un modéle de prévision qui pourrait avoir de nombreuses
applications en physique, biologie, finance ...

Généralisation des résultats

Résultats de la partie II1

La méthode que nous avons utilisée dans la partie III pour étudier le temps local s’applique également si on
substitue I’hypothése H.3 par 'hypothése H.6 utilisée dans la partie II. Cependant il faudra modifier une partie
des calculs car ils sont basés sur le fait que la v.a. 1n1;ﬁ est bornée ce qui ne sera plus le cas avec H.6.
Les résultats obtenus avec cette hypothése devraient cependant étre trés similaires & ceux obtenus avec H.3.
Si maintenant on veut travailler simplement avec un milieu stationnaire ergodique, ce qui signifie se passer
totalement de I'indépendance des v.a. (a;, i@ € Z), alors il faudra revoir une grande partie de la méthode de
calcul (sur le milieu aléatoire) ce qui n’empéchera pas de conserver 'idée des différentes preuves.

Questions avec une hypothése de régularité faible :
On rappelle que avons introduit les deux hypothéses suivantes

1—
(H.1) Eq {m O‘O} =0,
Qo
1—
(H.2) Varg {ln ao] =02>0.
Qo

que nous avons appelé hypothéses nécessaires. A ma connaissance peu de chose ont été étudiés avec uniquement
ces hypothéses et 02 < oo, (avec bien évidemment 1’hypothése d’un milieu i.i.d.). Voila la question que I'on se
pose : peut-on montrer facilement que la M.A.M.A. est localisée 7 Un des résultats que nous pensons fermement
est que le point de localisation et de concentration sont confondus et donc que trouver le point de localisation
revient & trouver le point de concentration. Il suffit donc d’étudier le temps local, ceci peut nous aider car le
temps local est généralement moins délicat a traiter que la M.A.M.A. elle méme. Le temps local nous permet
en effet d’oublier qu’il existe une chronologie dans les événements successifs d’un processus qui est une source
de problémes supplémentaires.

Sur la M.A.M.A. multidimensionnelle

Dans ce travail de thése nous avons discuté uniquement d’un modéle de M.A.M.A. unidimensionnelle. Cependant
de trés nombreux travaux ont été effectués en dimension supérieure a 1 (quelques uns d’entre eux apparaissent
dans notre bibliographie), nous souhaiterions donc dire quelques mots sur ces modeéles. La généralisation du
modéle unidimensionnelle en dimension supérieure est source de trés nombreux nouveaux problémes, la preuve
en est qu’en dimension 2 il n’existe pas de critére de récurrence dans le cas général! Nous disons, cas général,
car la marche de Y. Sinai en dimension quelconque existe : on pourrait ’appeler la marche de "Durrett" [32].
R. Durrett construit un potentiel aléatoire de maniére a ce que la M.A.M.A. (en dimension quelconque) qu’il
construit soit réversible comme 1’est celle de Y. Sinai en dimension 1. Il obtient ainsi un critére de récurrence
et montre que dans le cas récurrent le processus est sous-diffusif.

222



Voici les questions qui nous intéressent :

Que peut on dire du temps local de la M.A.M.A. de R. Durrett et existe-t-il un phénomeéne de concentration
dans le cas récurrent ?

L’étude du temps local en dimension 2 peut-elle nous aider a trouver un critére de récurrence dans le cas
général 7
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Bref Souvenir

Je te propose de ne plus penser,
Laissons le temps nous retrouver.
Une exigence tu as : étre 14,
Qui sommes nous au-dela ?

Toi tu regardes, tes yeux aveugles,
Interdisent couleur et beauté.
Seul sur ce chemin, tu régles,
Tes différents de 1’étre aimé.

Non tu ne dois plus penser,
Tes yeux trahissent la douleur,
Comment en reconnaitre la valeur ?
Au pouvoir de création laissé.

Tu marches sous un ciel grisé,
Acceptant ton échec face au réel,
Garde contre toi ce qui scelle,
Ton appartenance & 'humanité.

AP

225



226



(1]
2]

13l
4]

51
6]
17
8]
9]

[10]

11]

12]

13]

14

15]

16]

[17]

(18]
[19]

[20]
[21]

22]

Bibliographie

V.I. Afanas’ev. On a maximum of a transient random walk in random environment. Theor. Probab. Appl.,
35 : 205-215, (1990).

S. Alili. Asymptotic behaviour for random walks in random environments. J. Appl. Probab., 36(2) :
334-349, (1999).

S. Alili. Persistent random walks in stationnary environment. Journal of Stat. Phys., 94(3/4), (1999).

E. S. Andersene. On sums of symmetrically dependent random variables. Scand. Aktuarietidskr, 36 :
123-138, (1953).

E. Andjel. A zero or one law for one dimensional random walks in random environments. Ann. Probab.,
16(2) : 722-729, 1988.

V. V. Anshelevich, K. M. Khanin, and Ya. G. Sinai. Symmetric random walks in random environments.
Com. Math. Phy., 85 : 449-470, (1982).

S. Asmussen. Applied Probability and Queues. Springer-Verlag, New York, -.
P. Billingsley. Convergence of Probability Measures. John Wiley Sons, 1968.

D. Boivin. Weak convergence for reversible random walks in a random environment. Ann. Probab., 21(3) :
1427-1440, 1993.

J.P. Bouchaud, A. Comtet, A. Georges, and P. Le Doussal. Anomalous diffusion in random media of any
dimensionality. J. Physique, 48 : 1445-1450, 1987.

M. Bramson and R. Durrett. Random walk in random environment : A counter exemple? Comm. Math
Phys., 119 : 199-420, (1988).

L. Breiman. Probability. Addison-Wesley Publishing Company, Inc, 1968.
J. Brémont. On some random walks on z in random medium. Preprint, (2000).

Th. Brox. A one-dimensional diffusion process in a wiener medium. Ann. Probab., 14(4) : 1206-1218,
(1986).

A. A. Butov. Random walks in random environments of a general type. Stochastics Stochastics Rep.,
48(3-4) : 145-160, (1994).

A. A. Butov. Martingale methods for studying random walks in a one-dimensional random environment.
Theory Probab. Appl., 39(4) : 558-572, (1995).

A. A. Butov and E. V. Krichagina. A functional limit theorem for a symmetric walk in a random
environment. Russian Math. Surveys, 43(2) : 163-164, (1988).

L. Le Cam. Asymptotic methods in statistical decision theory. Springer-Verlag, 1986.

P. Carmona. The mean velocity of a brownian motion in a random lévy potential. Ann. Probab., 25(4) :
1774-1788, 1997.

M. Cassandro, E. Orlandi, P. Picco, and M. E. Varés. One dimensional random field kac’s model :
localisation of the phases. Preprint.

A. A. Chernov. Replication of a multicomponent chain, by the "lightning mechanism". Biophysics, 12 :
336-341, (1962).

Y. S. Chow and H. Teicher. Probability Theory. Srpinger, third edition, 1997.

227



Bibliographie

23]
[24]

[25]
[26]
27]
28]
[29]
[30]
[31]
32]

[33]
[34]

135]

[36]

137]
[38]
[39]
[40]
[41]
[42]
[43]
[44]
[45]
[46]

[47]
(48]

K. L. Chung. Markov Chains. Springer-Verlag, 1967.

F. Comets and S. Popov. Limit law for transition probabilities and moderate deviations for sinai’s random
walk in random environment. Preprint, (2003).

F. Comets and O. Zeitouni. A law of large numbers for random walk in random environments. To appear
in Ann. Probab.

F. Comets, O. Zeitouni, and N. Gantert. Quenched, annealed and functional large deviations for one-
dimensional random walk in random environment. (1999).

J. G. Conlon. Homogenization of random walk in asymmetric random environment. Preprint, (2001).
M. Csorgd and P. Révész. Strong Approximations in Probability and Statistics. Academic Press, 1981.

P. Deheuvels and P. Révész. Simple random walk on the line in random environment. Probab. Theory
Related Fields, 72 : 215-230, (1986).

A. Dembo, A. Guionnet, and O. Zeitouni. Aging properties of sinai’s model of random walk in random
environment. In St. Flour summer school 2001 lecture notes, (2001).

P. Le Doussal, C. Monthus, and D. Fisher. Random walkers in one-dimensional random environments :
Exact renormalization group analysis. Phys, Rev. E, pages 4795-4840, (1999).

R. Durrett. Some multidimensional rwre with subclassical limiting behavior. Commun. Math. Phys.,
104 : 87-102, (1986).

D. S. Fisher. Random walks in random environments. Phys. Review A, 30(2) : 960-964, (1984).

D. S. Fisher. Random walks in two-dimensional random environments with constrained drift forces. Phys.
Review A, 31(6) : 3841-3845, (1985).

N. Gantert and Z. Shi. Many visits to a single site by a transient random walk in random environment.
Stochastic Processes and their applications, 99 : 159-176, 2002.

N. Gantert and O. Zeitouni. Large deviations for one-dimensional random walk in random environment -
a survey. Proceedings of the conference on random walks, Budapest, Bolyai society mathematical studies,
9: 127-165, (1998).

A. O. Golosov. Limit distributions for random walks in random environments. Soviet Math. Dokl., 28 :
18-22, (1983).

A. O. Golosov. Localization of random walks in one-dimensional random environments. Communications
in Mathematical Physics, 92 : 491-506, (1984).

A. O. Golosov. On limiting distribution for a random walk in a critical one-dimensional random environ-

ment. Com. of the Mosc. Math. Soc., pages 199-200, (1986).

A. Greven and F. Hollander. Large deviation for a walk in random environment. Ann. probab., 27(4) :
1381-1428, (1994).

K. Kawazu H. Tanaka. A diffusion process in a brownian environment with drift. J. Math. Soc. Japan,
49 : 189-211, (1997).

Y. Hu. The logarithmic average of sinai’s walk in random environment. Period. Math. Hungar., 41 :175—
185, (2000).

Y. Hu. Tightness of localization and return time in random environment. Stochastic Process. Appl.,
86(1) : 81-101, (2000).

Y. Hu and Z. Shi. The limits of sinai’s simple random walk in random environment. Ann. Probab., 26(4) :
1477-1521, (1998).

Y. Hu and Z. Shi. The local time of simple random walk in random environment. Journal of Theoritical
Probability, 11(3), (1998).

Y. Hu and Z. Shi. The problem of the most visited site in random environment. Probab. Theory Related
Fields, 116(2) : 273-302, (2000).
B.D. Hughes. Random Walks and Random Environment, volume 2. Clarendon Press, Oxford, (1996).

A. Kupiainen J. Bricmont. Random walks in asymetric random environments. Comm. in Math. Phys.,
142 :342-420, (1991).

228



[49]
[50]

[51]
[52]

53]
[54]

[55]
[56]
[57]
[58]
[59]
[60]

[61]
[62]

(63]
[64]
[65]
(6]
(67]
[68]
[69]
[70]
[71]
[72]

(73]

B. de Dohlen J. G. Conlon. Numerical simulations of random walks in random environment. Journal
Stat. Phys., 92(3/4) : 571-586, (1998).

B. Derrida J. M. Luck. Diffusion on a random lattice : Weak-disorder expansion in arbitrary dimension.
Phys. Rew. B, 28(12), (1983).

S. A. Kalikow. Generalised random walk in random environment. Ann. Probab., 9(5) : 753768, (1981).

K. Kawazu, Y. Tamura, and H. Tanaka. Limit theorems for one-dimensional diffusions and random walks
in random environments. Probab. Theory Related Fields, 80 : 501-541, (1989).

H. Kesten. An iterated logarithm law for the local time. Duke Math., 32 : 447-456, (1965).

H. Kesten. Random difference equations and rnewal theory for products of random matrices. Acta. Math.,
131 : 208-248, (1973).

H. Kesten. A renewal theorem for random walk in random environment. Proc. Sympos. Pure Maith,
31 :67-77, 1977.

H. Kesten. The limit distribution of sinai’s random walk in random environment. Physica, 138 A : 299-309,
(1986).

H. Kesten, M.V. Kozlov, and F. Spitzer. A limit law for random walk in a random environment. Comp.
Math., 30 : 145-168, 1975.

E. S. Key. Recurrence and transience criteria for random walk in a random environment. Ann. of Probab.,
9 : 529-560, (1984).

T. Komorowski and G. Krupa. The law of large numbers for ballistic, multidimensional random walks on
random lattices with correlated sites. Ann. Inst. H. Poincare, 39 : 263-285, 2003.

T. Komorowski and S. Olla. A note on central limit theorem for two-fold stochastic random walks in a
random environment. Bull. Polish Acad. Sciences, 51 : 1222-1245, 2003.

M. V. Kozlov. Random walk in one-dimensional random medium. Theo. Prob. Appl., 18 : 387-388, (1973).

M. V. Kozlov. The method of averaging and walks in inhomogeneous environments. Russian Math.
Surveys, 40 : 73-145, (1985).

S. Lalley. An extension of kesten’s renewal theorem for random walk in a random environment. Adv Appl
Math, 7 : 80-100, (1986).

G. F. Lawler. Weak convergence of a random walk in a random environment. Commun. Math. Phys.,
87 : 81-87, (1982).

A. V. Letchikov. Localization of one-dimensional random walks in random environments. Mathematical
Physics Reviews, 8 : 173-220, (1989).

A. V. Letchikov. A criterion for the applicability of the central limit theorem to onedimensional random
walks in random environments. Theor. Prob. Appl., 37 : 553-557, (1992).

J.M. Luck. Diffusion in a random medium : A renormalization group approach. Nuclear Physics, pages
169-184, 1983.

J.M. Luck. A numerical study of diffusion and conduction in a 2d random medium. J. Phys. A, 17 :
20692077, 1984.

E. Marinari, G. Parisi, D. Ruelle, and P. Windey. On the interpretation of 1/f noise. Comm. Math Phys.,
89 : 1-12, (1983).

E. Marinari, G. Parisi, D. Ruelle, and P. Windey. Random walk in random environment and 1/f noise.
Phys. Rev. Lett., 50(17) : 1223-1225, 1983.

J. Matcha. Generalized diffusion coeflicient in one-dimensional random walks with static disorder. Phy.
Rew. B, 24(9), (1981).

P. Mathieu. Zero white noise limit through dirichlet forms, with application to diffusions in a random
media. Proba. Theory Relat. Fields.

P. Mathieu. Limit theorems for diffusions with a random potential. Stochastic Process. Appl., 60 : 103111,
1995.

229



Bibliographie

[74]
[75]

[76]
[77]

(78]
[79]

[80]
[81]
[82]
[83]
[84]

[85]
[86]

187]
[88]
[89]

[90]
91]
92]

193]

94]
195]
196]

197]
98]
9]

[100]

[101]
[102]

P. Mathieu. On random perturbations of dynamical systems and diffusion with a random potentiel in
dimension one. Stochastic Process. Appl., 77 : 53-67, 1998.

F. Merkl and M. Zerner. A zero-one law for plamar random walks in random environment. Ann. Probab.,
to appear.

S. A. Molchanov. Lectures On the Random Media (Summer school, St-Floor France). Springer, 1994.

M. Nauenberg. Random walk in a random medium in one dimension. Jour. of Stat. Phys., 41(5/6) :
803-810, (1985).

J. Neveu. Martinguales a temps discret. Masson et Cie, 1972.

S. Olla. Notes on the central limit theorems for tagged partcles and diffusions in random fields. Panorama
et Syntheses, 12 : 75-100, (2001).

A. Pisztora and T. Povel. Large deviation principle for random walk in a quenched random environment
in the low speed regime. Ann. Probab., 27 : 13891413, (1999).

F. Rassoul-Agha. Large deviations for random walks in a mixing random environment, and other (non-
markov) random walk. Preprint, 2003.

F. Rassoul-Agha. The point of view of the particule on the law of large numbers for random walks in a
mixing random environment. Ann. Probab., 31 : 1441-1463, 2003.

N. E. Ratanov. Random walks of a particle in an inhomogeneous one-dimensional environment with
reflection and absorption. Theoret. and Math. Phys., 112(1) : 857-865, (1998).

P. Révész. In random environment the local time can can be very big. Astérisque, pages 157-158,321-339,
1988.

P. Révész. Random walk in random and non-random environments. World Scientific, (1989).

P. Révész, L. Horvath, and M. Csorgo. Stability and instability of local time of random walk in random
environment. Stoch Peroc Appl., 25 : 185-202, (1987).

G.A. Ritter. Random Walk in a Random Environment, critical case. PhD thesis, Cornell, (1976).
S. Schumacher. Diffusions with random coeflicients. Contemp. Math., 41 : 351-356, (1985).

L. Shen. A law of large numbers and a central limit theorem for biased random motions in random
environment. To appear in Ann. Probab.

Z. Shi. A local time curiosity in random environment. Stochastic Process. Appl., 76(2) : 231-250, (1998).
Z. Shi. Sinai’s walk via stochastic calculus. Panoramas et Synthéses, 12 : 53-74, (2001).

Ya. G. Sinai. The limit behaviour of a one-dimensional random walk in a random medium. Theory Probab.
Appl., 27(2) : 256268, 1982.

Ya. G. Sinai. Lorentz gas and random walk. Math. Problems in Theor. Physics, Lecture Notes in Physics,
Springer Verlag, 153 :12—-14, 1982.

Ya. G. Sinai. A random walk with random potential. Theory Probab. Appl., 38 : 382-385, (1985).
F. Solomon. Random walks in random environment. The Annals of Probability, 3(1) : 1-31, (1975).

M. J. Stephen and R. Kariotis. Diffusion in a one-dimensional disordered system. Phy. Rew. B, 26 : 2917,
(1982).

C. J. Stone. The growth of a random walk. Ann. of Math. Stat., 40(6) : 2203-2206, (1969).
F. Stout. Almost sure convergence. Academic Press, 1974.

D. Szasz and B. T6th. Persistent random walks in one dimensional random environment. Journal of Stat.
Phys., 37(1/2), (1984).

A. S. Sznitman. An effective criterion for ballistic behavior of random walk in random environement.
Probability Theory and Related Fields, Preprint, (1999).

A. S. Sznitman. Lectures on random motions in random media. Preprint, (1999).

A. S. Sznitman. Slowdown and neutral pockets for a random walk in random environment. Probability
Theory and Related Fields, 115, (1999).

230



[103] A.S. Sznitman. Topics in random wlks in random environment. Preprint; School in Trieste, (1999).

[104] A.S. Sznitman. On a class of transient random walks in random environment. Ann. Probab., 29(2) :723—
764, (2001).

[105] A.S. Sznitman. On new examples of ballistic random walks in random environment. Ann. Probab., 31(1) :
285-322, (2003).

[106] A. Z. Sznitman and M. Zerner. A law of large number for random walks in random environment. Ann.
Probab., 27(4) : 1851-1869, (1999).

[107] M. Taleb. Grandes déviations pour une diffusion en milieu aléatoire. PhD thesis, Université de Paris VII,
(2000).

[108] M. Taleb. Large deviations for a brownian motion in a drifted brownian potential. Ann. Probab., 29(3) :
1173-1204, (2001).

[109] M. Taleb. Tail estimates for a brownian motion in a drifted brownian potential. Preprint, (2001+).

[110] H. Tanaka. Localization of a diffusion process in a one-dimensional brownian environmement. Comm.

Pure Appl. Math., 17 : 755-766, (1994).
[111] H. Tanaka. Diffusion processes in random environment. pages 1047-1054. Birkh&user Boston, 1995.

[112] H. Tanaka. Limit theorem for a brownian motion with drift in a white noise environment. Chaos Solitons

Fractals, 11 : 18071816, (1997).
[113] B. Toth. Persistent random walks in random environment. Prob. Theo. Relat. Fields, 71 : 615-625, (1986).

[114] S. R. S. Varadhan. Large deviations for random walks in random environment. Comm. Pure Appl. Math.,
56(8) : 1222-1245, 2003.

[115] I. Webman. Effective-medium approximation for diffusion on a random lattice. Phys. Rew. Lett., 47,
(1981).

[116] M. Yor Y. Hu, Z.Shi. Rates of convergence for one-dimensional diffusion in a drifted brownian potential.
Trans. Amer, Math. Soc, (2000).

[117] O. Zeitouni. Lectures notes on random walks in random environment. St Flour Summer School, (2001).
[118] O. Zeitouni. Notes of Rio lectures. Preprint, (2003).

[119] O. Zeitouni, A. Dembo, and Y. Perres. Tail estimates for one-dimensional random walk in random
environment. Com. Math. Phy., 181 : 667683, (1996).

[120] O. Zeitouni and N. Gantert. Quenched sub-exponential tail estimates for one-dimentional random walk
in random environment. Comm. Math. Phys., 194 : 177-190, (1998).

[121] O. Zeitouni, A. Pisztora, and T. Povel. Precise large deviation estimates for a one-dimensional random
walk in a random environment. Probab. Theory Related Fields, 113 : 191-219, (1999).

[122] M. Zerner. Lyapounov exponents and quenched large deviations for multidimentional random walk in
random environment. Ann. Probab., 26(4) : 1446-1476, (1998).

[123] M. Zerner. Velocity and lyapounov exponents of some random walks in random environment. Ann. Inst.
H. Poincaré Probab. Statist., 36(6) : 737-748, (2000).

[124] M. Zerner. A non-ballistic law of large numbers for random walks in i.i.d. random environment. FElect.
Comm. in Probab, 7(19) : 191-197, (2002).

231



