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Un grand mer
i �a tous 
eux qui ont rendu possible l'a

omplissement de 
ette th�ese.Je pense parti
uli�erement �a mon dire
teur, Jean-Louis Loday et aux nombreuses heures qu'il apass�ees �a m'expliquer, ave
 une passion toujours vive, 
ette \math�ematique bleue" que nous trou-vons si belle. Je dois aussi beau
oup aux di��erents membres de mon jury, notamment pour avoirlu, relu et 
ritiqu�e 
ette th�ese.Deux personnes m'ont soutenu durant 
e travail, 
omme elles l'ont fait depuis si longtemps. Lapudeur m'interdit de les nommer i
i, mais je sais qu'elles se re
onnâ�tront dans 
es mots. Cetteth�ese est la vôtre.





\C'est grâ
e au progr�es fantastique de la s
ien
eque l'on sait maintenant que,quand on plonge un 
orps dans une baignoire,le t�el�ephone sonne." Pierre Desproges





Introdu
tionLe but de 
ette th�ese est d'�etablir une th�eorie de dualit�e de Koszul pour les PROPs, 
'est-�a-dire lesobjets qui mod�elisent les op�erations �a plusieurs entr�ees et sorties sur di��erents types de stru
turesalg�ebriques, 
omme les alg�ebres et les big�ebres par exemple.La dualit�e de Koszul des alg�ebres asso
iatives est une th�eorie qui a �et�e d�evelopp�ee par S. Priddy[Pr℄ dans les ann�ees 1970 . Elle asso
ie �a toute alg�ebre quadratique A une 
og�ebre duale A!�et un 
omplexe de 
hâ�nes appel�e 
omplexe de Koszul. Lorsque 
e dernier est a
y
lique, on ditque l'alg�ebre A est de Koszul. Une telle alg�ebre, ainsi que ses repr�esentations, ont de nombreusespropri�et�es (
f. les travaux de Beilinson, Ginzburg et Soergel, entre autres [BGS℄).Dans les ann�ees 1990, une th�eorie similaire a �et�e d�evelopp�ee par V. Ginzburg et M. M. Kapranov[GK℄ pour les op�erades alg�ebriques. Une op�erade est un objet qui mod�elise les op�erations d'un typed'alg�ebre donn�e et les 
ompositions de 
elles-
i. La dualit�e de Koszul des op�erades a de nombreusesappli
ations : 
onstru
tion d'un \petit" 
omplexe pour le 
al
ul des groupes d'homologie d'unealg�ebre, notion d'alg�ebre �a homotopie pr�es, mod�ele minimal d'une op�erade.Les op�erades ne tiennent 
ompte que des op�erations �a n entr�ees et une seule sortie. Or, dans le
as des big�ebres, on a des op�erations et aussi des 
oop�erations (�a plusieurs sorties) . On doit alorsenri
hir la notion d'op�erade, 
'est-�a-dire travailler ave
 des PROPs.Il est naturel d'essayer d'�etendre la dualit�e de Koszul des op�erades aux PROPs. Plusieurs travauxexistent d�ej�a dans 
ette dire
tion par W. L. Gan [G℄, M. Markl et A. A. Voronov [MV℄ mais,dans le premier 
as par exemple, l'auteur ne traite qu'une sous-
at�egorie stri
te de PROPs.Pour tout PROP quadratique P , nous d�e�nissons i
i un 
oPROP dual, not�e P <, qui est uneg�en�eralisation des notions de 
og�ebre duale et de 
oop�erade duale. En outre, nous g�en�eralisonsaux PROPs les notions de bar et de 
obar 
onstru
tions, not�ees respe
tivement B et B
. Rappe-lons que dans le 
adre des alg�ebres et des op�erades de Koszul, la 
obar 
onstru
tion fournit uner�esolution quasi-libre de l'alg�ebre (ou de l'op�erade) de d�epart. Nous �etendons 
e th�eor�eme auxPROPs.Le prin
ipal r�esultat de 
ette th�ese est le th�eor�eme suivant qui donne un 
rit�ere pour que la 
obar
onstru
tion sur le 
oPROP dual fournisse une r�esolution quasi-libre du PROP de d�epart.Th�eor�eme (Crit�ere de Koszul des PROPs). Soit P un PROP di��erentiel quadratique. Les pro-positions suivantes sont �equivalentes :(1) Le 
omplexe de Koszul P < � P est a
y
lique.(2) Le morphisme naturel de PROPs di��erentiels gradu�es par un poids �B
(P <) ! P est unquasi-isomorphisme.Lorsque 
'est le 
as, on dit que P est un PROP de Koszul et la r�esolution (2) fournit le mod�eleminimal de P .Dans 
ette th�ese, nous 
ommen�
ons par g�en�eraliser les notions relatives aux anneaux et auxalg�ebres �a toute 
at�egorie mono��dale. Par exemple, on d�e�nit les notions de module, moduleslin�eaire et multilin�eaire sur un mono��de, de produit relatif, et d'id�eal d'un mono��de. Notons que



INTRODUCTION
es g�en�eralisations ne sont pas imm�ediates, notamment lorsque le produit mono��dal n'est pas bi-lin�eaire.Nous donnons aussi une 
onstru
tion du mono��de libre. Dans le 
as o�u le produit mono��dal estbiadditif (ou bilin�eraire, 
'est-�a-dire lorsqu'il pr�eserve les 
oproduits �a gau
he et �a droite), on saitque le mono��de libre sur un objet V est donn�e par les mots en V . Le 
as g�en�eral est plus 
om-pliqu�e et a �et�e tr�es peu �etudi�e. Nous d�e
rivons i
i la 
onstru
tion du mono��de libre dans le 
as o�ula 
at�egorie mono��dale pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifs. Notons que 
ette hypoth�ese est assezpeu restri
tive. Nous montrons que les fon
teurs analytiques s
ind�es pr�eservent les 
o�egalisateursr�e
exifs. Comme tous les produits mono��daux, que nous �etudions dans 
ette th�ese, induisent desfon
teurs analytiques s
ind�es, 
ette propri�et�e est v�eri��ee par tous nos exemples. On peut don
 leurappliquer la 
onstru
tion propos�ee i
i.Pour d�emontrer le th�eor�eme �enon
�e pr�e
�edemment, on se pla
e dans la 
at�egorie des S-bimodules.Un S-bimodule est une 
olle
tion de (Sm; Sn)-bimodules, o�u Sn est le groupe sym�etrique. Les S-bimodules servent �a repr�esenter les op�erations �a n entr�ees et m sorties sur un 
ertain type de g�ebre(alg�ebre, 
og�ebre, big�ebre, et
 ...) : P(m; n) 
 A
n ! A
m. Dans 
e 
adre, nous introduisonsun analogue au produit tensoriel 
k des espa
es ve
toriels sur un 
orps k et au produit Æ de
omposition des op�erades, que l'on note �. Pour deux S-bimodules Q et P , le produit Q � Prepr�esente les 
ompositions d'op�erations de P ave
 
elles de Q. Comme 
e produit n'a pas d'unit�e,on ne 
onsid�ere que la partie de 
elui-
i qui s'�e
rit �a l'aide de graphes 
onnexes. Le produit engendr�eest unitaire et on le note �
.Un PROP est d�e�ni 
omme une \alg�ebre" pour le produit �. Comme toute l'information desPROPs que nous 
onsid�erons i
i s'�e
rit �a l'aide du produit 
onnexe �
, nous d�e�nissons un ana-logue 
onnexe aux PROPs que nous appelons les prop�erades. Une prop�erade est un mono��de dansla 
at�egorie mono��dale des S-bimodules munie du produit �
. D�es lors, on travaille au niveau desprop�erades. Ce 
hoix de pr�esentation permet d'obtenir des r�esultats un peu plus �ns et il n'estpas r�edu
teur. Les 
at�egories des PROPs et des prop�erades sont reli�ees par une paire de fon
teursadjoints. A partir d'un PROP, on d�e�nit une prop�erade en oubliant les 
ompositions non 
onnexes.Ce fon
teur admet un adjoint �a gau
he S
 bas�e sur le produit de 
on
at�enation des S-bimodules
qui est bien 
onnu, notamment du point de vue homologique. Pour �etudier le produit �, il suÆt defaire l'�etude sur le produit mono��dal�
 et d'utiliser 
et adjoint �a gau
he. Ainsi tous les th�eor�emesdonn�es dans 
ette th�ese au niveau des prop�erades ont un �equivalent au niveau des PROPs.La diÆ
ult�e pour g�en�eraliser la dualit�e de Koszul des alg�ebres aux op�erades vient du fait que leproduit tensoriel 
k est bilin�eaire alors que le produit Æ n'est lin�eaire qu'�a gau
he et qu'il s'ex-prime ave
 des a
tions du groupe sym�etrique. Le produit �
 (et �) introduit i
i n'est lin�eaire ni�a gau
he ni �a droite et il s'�e
rit lui aussi ave
 des a
tions du groupe sym�etrique. A�n de surmon-ter 
ette diÆ
ult�e, nous �etudions les propri�et�es homologiques du produit �
, en g�en�eralisant lad�emar
he 
on
eptuelle de B. Fresse [Fr℄ des op�erades aux prop�erades. Pour mener �a bien 
ette�etude, on ne peut pas se 
ontenter de reproduire simplement les d�emonstrations du 
as op�eradique.L'id�ee prin
ipale que nous ajoutons i
i vient du fait que le produit mono��dal �
 induit des fon
-teurs analytiques. Et 
'est pr�e
isement les graduations induites par 
es fon
teurs analytiques quinous permettent de d�e
omposer les di��erents 
omplexes de 
hâ�nes en jeu, et ainsi de 
on
lure lesd�emonstrations.Nous �etendons le produit �
 (et �) au 
adre des S-bimodules di��erentiels gradu�es par un poids.Dans le même 
hapitre, nous d�e�nissons les notions de P-module quasi-libre et de prop�erade quasi-libre et nous en �etudions les propri�et�es. Nous poursuivons ave
 la g�en�eralisation des notions debar et de 
obar 
onstru
tions aux prop�erades (et aux PROPs). Les d�e�nitions de 
es 
onstru
tionsreposent sur des g�en�eralisations naturelles des notions d'edge 
ontra
tion et de vertex expansion8



INTRODUCTIONdonn�ees par M. Kontsevi
h dans la 
adre de la (
o)homologie des graphes (
f. [Ko℄). Nous montronsun premier r�esultat signi�
atif :Th�eor�eme (A
y
li
it�e de la bar 
onstru
tion augment�ee). Pour toute prop�erade di��erentielle P,le morphisme d'augmentation P �
 �B(P)! Iest un quasi-isomorphisme.Nous utiliserons 
e r�esultat homologique pour 
onstruire des r�esolutions au niveau des prop�erades.Pour 
ela, on d�emontre les deux lemmes de 
omparaison suivants.Th�eor�eme (Lemme de 
omparaison des modules quasi-libres analytiques). Dans la 
at�egoriemono��dale des S-bimodules di��erentiels gradu�es par un poids, on 
onsid�ere 	 : P ! P 0 un mor-phisme de prop�erades augment�ees et (L; �) et (L0; �0) deux modules quasi-libres analytiques surP et P 0 de la forme L =M � P et L0 = M 0 � P 0. Soit � : L! L0 un morphisme de P-modulesanalytiques, o�u la stru
ture de P-module sur L0 est 
elle donn�ee par le fon
teur de restri
tion 	!.On pose �� : M !M 0 le morphisme de dg-S-bimodules induit par �.Si deux des trois morphismes suivants 8<: 	 : P ! P 0�� : M !M 0� : L! L0 sont des quasi-isomorphismes, alors letroisi�eme est aussi un quasi-isomorphisme.Th�eor�eme (Lemme de 
omparaison des prop�erades quasi-libres). Soient M et M 0 deux dg-S-bimodules gradu�es par un poids et de degr�e sup�erieur �a 1. Soient P et P 0 deux prop�erades quasi-libres de la forme P = F(M) et P 0 = F(M 0), munies de d�erivations d� et d�0 provenant demorphismes � : M ! Ls�2 F(s)(M) et �0 : M 0 ! Ls�2F(s)(M 0) qui pr�eservent la gradua-tion totale venant de 
elle de M et M 0. Et soit, un morphisme de dg-S-bimodules � : P ! P 0qui respe
te la graduation analytique de F et la graduation totale. Alors, � induit un morphisme�� : M = F(1)(M)!M 0 = F(1)(M 0).Le morphisme � est un quasi-isomorphisme si et seulement si �� est un quasi-isomorphisme.Ces deux lemmes sont des g�en�eralisations aux prop�erades de lemmes donn�es par B. Fresse [Fr℄ dansle 
adre des op�erades. Comme les objets li�es au produit Æ se d�e
rivent �a l'aide des arbres, l'auteurutilise les propri�et�es des arbres pour 
onstruire des suites spe
trales dont la 
onvergen
e permetde d�emontrer les deux lemmes. N'ayant pas de telles propri�et�es dans le 
ontexte des PROPs, nousavons raÆn�e le raisonnement en introduisant une graduation suppl�ementaire qui vient du nombrede sommets des graphes 
onsid�er�es dans le 
as des prop�erades quadratiques. Un autre avantagede 
ette d�emar
he est qu'elle in
lut le 
as des alg�ebres.Le lemme de 
omparaison des modules quasi-libres analytiques joint �a l'a
y
li
it�e de la bar
onstru
tion augment�ee permet de montrer le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme (R�esolution bar-
obar). Pour toute prop�erade di��erentielle augment�ee gradu�ee par unpoids P, le morphisme naturel d'augmentation�B
( �B(P))! Pest un quasi-isomorphisme.En�n, on peut 
on
lure la d�emonstration du th�eor�eme de dualit�e de Koszul des prop�erades ave
le lemme de 
omparaison des prop�erades quasi-libres.Th�eor�eme (Dualit�e de Koszul des prop�erades). Soit P une prop�erade di��erentielle quadratique.Les propositions suivantes sont �equivalentes(1) Le 
omplexe de Koszul P < �
 P est a
y
lique.(2) Le morphisme de prop�erades di��erentielles gradu�ees par un poids �B
(P <) ! P est unquasi-isomorphisme. 9



INTRODUCTIONComme le fon
teur S
 qui relie les prop�erades aux PROPs pr�eserve l'homologie et 
omme, danstous les 
omplexes pr�esents i
i, la di��erentielle agit 
omposante 
onnexe par 
omposante 
onnexe,on g�en�eralise tous 
es r�esultats au 
adre des PROPs. Ce
i permet d'a
hever la d�emonstration duth�eor�eme de dualit�e de Koszul pour les PROPs. En�n, on montre qu'un PROP est de Koszul siet seulement si la prop�erade qui lui est asso
i�ee par le fon
teur oubli est de Koszul, 
e qui justi�e,�a nouveau, le fait de travailler au niveau des prop�erades.Remarquons que les alg�ebres asso
iatives et les op�erades sont des exemples de prop�erades. Ainsi,les th�eor�emes d�emontr�es i
i s'appliquent �a 
es deux 
as parti
uliers. On retrouve exa
tement lesr�esultats de B. Fresse [Fr℄ pour les op�erades. Par 
ontre, les d�emonstrations de B. Fresse n'in
luentpas le 
as des alg�ebres, alors que 
elles donn�ees i
i les in
luent.Pour pouvoir monter qu'une prop�erade est de Koszul, il reste �a montrer que le 
omplexe de Koszulest a
y
lique. En s'inspirant des travaux de T. Fox et M. Markl (
f. [FM℄), on introduit une large
lasse de prop�erades P d�e�nies 
omme un \m�elange" de deux prop�erades A et B plus simples.Nous d�emontrons que lorsque 
es deux prop�erades A et B sont de Koszul, la prop�erade P est deKoszul. Ce r�esultat permet d'aÆrmer que la prop�erade BiLie des big�ebres de Lie (
f. V. Drinfeld[Dr℄) et la prop�erade "Bi des big�ebres de Hopf in�nit�esimales (
f. M. Aguiar [Ag1℄ et [Ag2℄)sont de Koszul. (Elles sont 
onstruites �a partir de deux op�erades de Koszul �a 
haque fois). Eninterpr�etant la 
obar 
onstru
tion sur les duales de telles prop�erades, on peut 
al
uler la 
ohomo-logie de 
ertains graphes au sens de M. Kontsevit
h [Ko℄. Dans les 
as BiLie et "Bi, on retrouveles r�esultats de [MV℄ sur la 
ohomologie des graphes 
lassiques ainsi que des graphes ribbons.Dans une derni�ere partie, nous g�en�eralisons les d�e�nitions des s�eries de Poin
ar�e des alg�ebreset des op�erades aux prop�erades. Nous �etablissons une �equation fon
tionnelle qui relie la s�eriede Poin
ar�e d'une prop�erade de Koszul �a 
elle de sa duale. Ce
i nous permet de g�en�eraliser auxop�erades quadratiques quel
onques les r�esultats obtenus par [GK℄ au niveau des op�erades binaires.En appliquant 
ette �equation fon
tionnelle �a une op�erade libre parti
uli�ere, nous red�emontrons uneformule v�erif�ee par la s�erie g�en�eratri
e des polytopes de Stashe�.
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ConventionsOn travaille sur un 
orps de base k de 
ara
t�eristique nulle (sauf au 
hapitre 3).0.1. Les di��erentes 
at�egories en jeu. La premi�ere 
at�egorie pr�esente dans 
ette th�eseest 
elle des modules sur le 
orps k (espa
es ve
toriels sur k) que l'on note k-Mod. Munie duproduit tensoriel 
k, elle forme une 
at�egorie mono��dale. (Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e, on note
e produit 
).Soient V , W et A des modules sur k et f : V ! W un morphisme de k-modules. L'appli
ationf 
k idA : V 
k A ! W 
k A sera souvent not�e f 
k A. Et on fera de même dans toutes les
at�egories mono��dales pr�esentes i
i.On travaillera aussi dans la 
at�egorie des k-modules gradu�es, not�ee g-Mod. La graduation est i
ipositive et un k-module gradu�e V est un module sur k qui admet une d�e
omposition de la formeV =Ln2N Vn. On dit qu'un morphisme de modules gradu�es f : V ! W est homog�ene de degr�ed si f(Vn) �Wn+d pour tout n dans N.On 
onsid�ere la 
at�egorie des k-modules di��erentiels gradu�es, not�ee dg-Mod. Un k-module di��e-rentiel gradu�e V est un module sur k qui admet une d�e
omposition de la forme V =Ln2N Vn etqui est muni d'une di��erentielle Æ : Vn ! Vn�1, 
'est-�a-dire un morphisme de degr�e �1 qui v�eri�eÆ2 = 0. La 
at�egorie g-Mod des modules gradu�es est une sous-
at�egorie pleine de la 
at�egoriedg-Mod des modules di��erentiels gradu�es. Elle 
orrespond aux modules di��erentiels gradu�es dontla di��erentielle Æ est nulle. On note H�(V ) l'homologie du 
omplexe de 
hâ�nes d�e�nie par Vet jvj = n repr�esente le degr�e homologique n d'un �el�ement v de V . On dit qu'un morphismede modules di��erentiels gradu�es f : V ! W est homog�ene de degr�e d si f(Vn) � Wn+d pourtout n dans N et s'il 
ommute ave
 les di��erentielles respe
tives. On appelle quasi-isomorphismetout morphisme homog�ene de degr�e 0, f : V ! W , qui induit un isomorphisme en homologieH�(f) : H�(V )! H�(W ).Un point 
ru
ial dans le pr�esent travail est l'utilisation d'une graduation suppl�ementaire donn�eepar un poids . Les k-modules V qui admettent une d�e
omposition en fon
tion d'un poids V =L�2N V (�) forment une 
at�egorie not�ee gr-Mod. Dans le même esprit, on appelle module di��erentielgradu�e par un poids tout module di��erentiel V qui se d�e
ompose en une somme dire
te de sous-modules di��erentiels not�es V (�). On note la 
at�egorie asso
i�ee gr-dg-Mod. Ces modules sont bi-gradu�es par le degr�e homologique d'une part et par un poids d'autre part. On note la graduationhomologique par Vn et 
elle donn�ee par le poids par V (�) (voire V(�)). On dit qu'un fon
teur estexa
t lorsqu'il pr�eserve l'homologie.Toutes les in
lusions de 
at�egories sont r�esum�ees dans le diagrammek-Mod //

��

g-Mod
��

// dg-Mod
��gr-Mod // gr-g-Mod // gr-dg-Mod:



CONVENTIONSToutes 
es 
at�egories sont munies d'un produit tensoriel. A partir de V et W deux modulesdi��erentiels, on asso
ie la produit V 
k W , d�e�ni par (V 
k W )n = Li+j=n Vi 
k Wj et ladi��erentielle Æ d'un tenseur �el�ementaire homog�ene v 
k w est donn�ee par Æ(v 
k w) = Æ(v) 
kw + (�1)jvjv 
k Æ(w). On utilise dans 
e 
adre les r�egles de signe de Koszul-Quillen: lorsque l'ondoit 
ommuter deux objets (morphismes, �el�ements, et
 ...) de degr�e d et e, on introduit un signe(�1)de.A deux modules (�eventuellement di��erentiels) gradu�es par un poids V et W , on asso
ie le produitV 
k W donn�e par la formule analogue (V 
k W )(�) =Ls+t=� V (s) 
k W (t).Ces produits mono��daux transforment les in
lusions pr�e
�edentes en in
lusions de 
at�egories mo-no��dales.0.2. n-uplets. Pour simpli�er les �e
ritures, un n-uplet (i1; : : : ; in) sera not�e �{. On aura a�airei
i �a des n-uplets d'entiers stri
tement positifs. Et on repr�esente la quantit�e i1 + � � � + in par j�{j.Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur les nombres de termes, on note �1 le n-uplet (1; : : : ; 1).On se sert de la notation �{ pour repr�esenter des produits d'�el�ements indi
�es par le n-uplet(i1; : : : ; in). Par exemple, dans le 
adre des k-modules, V�{ 
orrespond au produit Vi1 
k � � �
k Vin .0.3. Groupe sym�etrique. On note Sn le groupe des permutations de f1; : : : ; ng. On re-pr�esente une permutation � de Sn par la n-uplet (�(1); : : : ; �(n)). On prolonge la remarquepr�e
�edente, pour tout n-uplet (i1; : : : ; in), on note S�{ le sous-groupe Si1�� � ��Sin de Sj�{j. A partirde toute permutation � de Sn et de tout n-uplet �{ = (i1; : : : ; in), on asso
ie une permutation deSj�{j dite permutation par blo
s d�e�nie par��{ = �i1;:::; in = (i1 + � � �+ i��1(1)�1 + 1; : : : ; i1 + � � �+ i��1(1); : : : ;i1 + � � �+ i��1(n)�1 + 1; : : : ; i1 + � � �+ i��1(n)):0.4. Suites spe
trales asso
i�ees �a un bi
omplexe. Soit (V; Æh; Æv) un bi
omplexe. A 
ebi
omplexe, on asso
ie deux suites spe
trales qui 
onvergent vers l'homologie du 
omplexe totalÆ = Æh + Æv. Ir(V )) H�(V; Æ) et IIr(V )) H�(V; Æ):Plus pr�e
isement, on a(I0s; t; d0) = (Vs; t; Æv); (I1s; t; d1) = (Ht(Vs; �; Æv); Æh) et I2s; t = Hs(Ht(V�; �; Æv); Æh):Et pour la se
onde suite spe
trale, on a(II0s; t; d0) = (Vs; t; Æh) ; (II1s; t; d1) = (Hs(V�; t; Æh); Æv) et II2s; t = Ht(Hs(V�; �; Æh); Æv):0.5. G�ebre. On regroupe sous le terme g�en�erique de g�ebre touts les di��erents types d'alg�e-bres, de 
og�ebres, de big�ebres, et
 ... Cette terminologie a �et�e propos�ee par Jean-Pierre Serre (
f.[S℄).
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CHAPITRE 1Notions Mono��dalesLe but de 
e 
hapitre est d'abord de �xer les notions que l'on ren
ontre dans di��erentes 
at�egoriesmono��dales. La plus utilis�ee est probablement 
elle de mono��de. La notion de mono��de in
lut 
ellesd'anneau, d'alg�ebre et d'op�erade. L'utilisation de la notion de 
at�egorie mono��dale permet deg�en�eraliser les raisonnements e�e
tu�es dans le 
adre des anneaux et des alg�ebres. On donne parexemple les d�e�nitions de module sur un mono��de, de produits relatifs, de mono��de libre et d'id�eald'un mono��de.Il faut 
ependant faire attention lorsque l'on g�en�eralise 
es notions. Elles viennent toutes d'un 
adretr�es parti
ulier o�u le produit mono��dal est biadditif. Plusieurs g�en�eralisations d'une même notionsont possibles, et 
ertaines reposent sur 
e que nous appelons les parties lin�eaires et multilin�eairesdu produit mono��dal. La d�e�nition d'id�eal que nous proposons i
i entre dans 
e 
as de �gure. Lag�en�eralisation stri
to sensu de la notion d'id�eal ne permet pas de 
onserver la propri�et�e que lequotient d'un mono��de par un id�eal est muni d'une stru
ture naturelle de mono��de. Pour pallier
ette diÆ
ult�e, nous d�e�nissons les id�eaux �a partir de la notion plus �ne de partie multilin�eaire.Il en va de même pour la 
onstru
tion du mono��de libre. Le 
as biadditif est 
onnu depuis longtemps(
f. [Ma
L1℄). Pour avoir le mono��de libre sur un objet V , il suÆt alors de prendre les mots enV . Le 
as g�en�eral a �et�e tr�es peu trait�e. Nous donnons �a la se
tion 6, une 
onstru
tion dans le 
aso�u le produit mono��dal pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifs. Cette hypoth�ese est v�eri��ee par tousles produits ren
ontr�es dans 
ette th�ese.1. Cat�egorie mono��daleOn rappelle i
i rapidement les d�e�nitions usuelles des 
at�egories mono��dales. Pour plus de d�etails,on renvoie le le
teur au livre de S. Ma
 Lane [Ma
L1℄ (
hapitre VII). La d�e�nition de 
at�egoriemono��dale est inspir�ee par la 
at�egorie des k modules munie du produit tensoriel sur k.1.1. Cat�egorie mono��dale stri
te.D�efinition (Cat�egorie mono��dale stri
te). On appelle 
at�egorie mono��dale stri
te toute 
at�egorieA munie d'un bifon
teur 2 : A�A ! A asso
iatif, 
'est-�a-dire v�eri�ant l'identit�e2(2� idA) = 2(idA � 2) : A�A�A ! A;et d'un objet I , unit�e �a gau
he et �a droite pour le produit mono��dal 2, 
'est-�a-dire v�eri�antl'identit�e 2(I � idA) = 2(idA � I) = idA:On la note (A; 2; I).Exemple : La 
at�egorie des endofon
teurs d'une 
at�egorie C munie de la 
omposition des fon
-teurs et du fon
teur identit�e (CC ; Æ; idC) est une 
at�egorie mono��dale stri
te (�a 
ause de la stri
teasso
iativit�e de la 
omposition).1.2. Cat�egorie mono��dale. Comme nous venons de le voir, la d�e�nition pr�e
�edente est troprigide pour in
lure tous les 
as que nous aimerions traiter. Pour pouvoir englober plus de 
as, ilfaut rela
her les hypoth�eses et 
onsid�erer l'asso
iativit�e et les unit�es �a isomorphisme pr�es.D�efinition (Cat�egorie mono��dale). Une 
at�egorie mono��dale est une 
at�egorie A munie{ d'un bifon
teur 2 : A�A ! A et d'une famille d'isomorphismes�a; b; 
 : (a2b)2
 �= a2(b2
)



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESnaturels en a; b et 
, tels que le pentagone suivant 
ommute pour tout a; b; 
; d dans A :(a2(b2
))2d �a;b2
;d // a2((b2
)2d) a2�b;
;d
''PPPPPPPPPP((a2b)2
)2d�a;b;
2d 77oooooooooo �a2b;
;d

++WWWWWWWWWWWWWWWWWW
a2((b2(
2d))(a2b)2(
2d) �a;b;
2d 33gggggggggggggggggg{ et d'un objet I ainsi que deux isomorphismes �a : I2a �= a et �a : a2I �= a naturels ena tels que le diagramme triangulaire suivant 
ommute pour tout a; 
 dans A :(a2I)2
 �a;I;
 //�a2
 %%JJJJJJJJJ

a2(I2
)a2�
yyttttttttta2
et tels que �I = �I : I2I ! I:On la note (A; 2; I; �; �; �) voire (A; 2; I).D�efinition (Fon
teurs mono��daux). Tout fon
teur entre deux 
at�egories mono��dales qui pr�eservela stru
ture mono��dale est appel�e fon
teur mono��dal.1.3. Exemples.(1) La 
at�egorie des ensembles munie du produit 
art�esien et d'un ensemble �a un �el�ementpour unit�e forme une 
at�egorie mono��dale not�ee (Ens; �; f�g).(2) Sur le même mod�ele, la 
at�egorie des espa
es topologiques forme une 
at�egorie mono��dalepour le produit et un ensemble r�eduit �a un point pour unit�e (Top; �; f�g).(3) Les groupes ab�eliens ave
 le produit tensoriel sur Z et le groupe Z lui-même forment une
at�egorie mono��dale not�ee (Ab; 
Z; Z).(4) Vient ensuite la famille d'exemples form�ee par les 
at�egories de k-modules. Le plus simpleest 
elui de la 
at�egorie des modules sur k munie du produit tensoriel 
lassique 
k ave
 kpour unit�e. On la note (k-Mod; 
k; k). Puis, en aÆnant la d�e�nition du produit tensoriel(
f. Conventions), on fournit �a la 
at�egorie des k-modules gradu�es et �a 
elle des k-modules di��erentiels gradu�es une stru
ture de 
at�egorie mono��dale not�ees respe
tivement(g-Mod; 
k; k) et (dg-Mod; 
k; k). On peut aussi 
iter l'exemple des repr�esentationsve
toriels sur di��erentes stru
tures alg�ebriques (
f. D. Calaque et P. Etingof [EC℄).(5) Un exemple plus 
ompliqu�e, inspir�e par la th�eorie des op�erades (
f. V. Ginzburg et M.M.Kapranov [GK℄ et J.-L. Loday [L3℄) , est donn�e par la 
at�egorie des S-modules. UnS-module est une 
olle
tion (P(n))n2N� de modules sur Sn. On munit 
ette 
at�egorie duproduit Æ d�e�ni parP Æ Q (n) = M16k6ni1+���+ik=n P(k)
Sk Q(i1)
k � � � 
k Q(ik)et de l'unit�e I = (k; 0; : : :). Elle est not�ee (S-Mod; Æ; I). Remarquons que dans tousles exemples pr�e
�edents le produit mono��dal pr�eserve les 
oproduits �a gau
he 
omme �adroite, alors que 
et exemple-
i ne v�eri�e 
ette propri�et�e qu'�a gau
he.Remarque : Dans la th�eorie des groupes quantiques, on se sert de la notion de 
at�egorie tensoriellequi est une 
at�egorie mono��dale dont les morphismes (Homs) sont munis d'une stru
ture de k-modules de dimension �nie. I
i, il nous suÆra de 
onsid�erer seulement une 
at�egorie mono��daleab�elienne. 14



1. CAT�EGORIE MONO�IDALED�efinition (Cat�egorie mono��dale sym�etrique). Une 
at�egorie mono��dale est dite sym�etrique sielle poss�ede des isomorphismes �a;b : a2b ! b2a naturels en a; b tels que�a;b Æ �b;a = idb2a; �b = �b Æ �b;I ;et tels que le diagramme suivant 
ommute :(a2b)2
 �a;b;
 //�a;b2

��

a2(b2
) �a;b2
 // (b2
)2a�b;
;a
��(b2a)2
 �b;a;
 // b2(a2
) b2�a;
 // b2(
2a):Les exemples de (1) �a (4) sont des exemples de 
at�egories mono��dales sym�etriques.1.4. Th�eor�eme de 
oh�eren
e de Ma
 Lane. Grâ
e au th�eor�eme suivant, on peut souventse passer des isomorphismes �, � et � pour ne 
onsid�erer que des 
at�egories mono��dales stri
tes.C'est pourquoi, on omet souvent en pratique d'�e
rire 
es trois isomorphismes.Th�eor�eme 1 (Th�eor�eme de 
oh�eren
e de Ma
 Lane, 
f. [Ma
L1℄). Toute 
at�egorie mono��dale est�equivalente �a une 
at�egorie mono��dale stri
te. (La relation d'�equivalen
e est 
elle des 
at�egoriesmono��dales).Corollaire 2. Tout diagramme 
onstruit ave
 les isomorphismes �, � et �, les identit�es et lesproduits mono��daux est 
ommutatif.1.5. Cat�egories mono��dales ab�eliennes. Soit (A; 2; I) une 
at�egorie mono��dale ab�eli-enne. Dans l'�etude d'une telle 
at�egorie, un des enjeux fondamentaux est de 
omprendre le 
om-portement du produit mono��dal vis-�a-vis du 
oproduit. Pour 
ela, on introduit les deux fon
teurssuivants :D�efinition (Fon
teurs de multipli
ation). Dans une 
at�egorie mono��dale (A, 2, I), pour toutobjet A, on appelle fon
teur de multipli
ation (ou de 
omposition) �a gau
he par A (respe
tivement�a droite), le fon
teur d�e�ni par LA : N 7! A2N (respe
tivement, RA : N 7! N2A).D�efinition (Cat�egorie biadditive). On appelle 
at�egorie biadditive toute 
at�egorie mono��daleab�elienne telle que les fon
teurs de multipli
ation LA etRA soient additifs pour tout objet A,
'est-�a-dire qu'ils pr�eservent le 
oproduit.Dans une 
at�egorie biadditive A, on sait 
onstruire 
ertains objets importants 
omme le mono��delibre par exemple (
f. se
tion 6). Par 
ontre, le 
as g�en�eral est plus 
ompliqu�e et il faut souventfaire la distin
tion entre deux types de notions. Pour 
ela, on d�e�nit l'objet suivant :D�efinition (Partie multilin�eaire). Soient A; B; X et Y des objets de A. On appelle partie mul-tilin�eaire en X le 
onoyau de l'appli
ationA2Y 2B A2iY 2B������! A2(X � Y )2B;que l'on note A2(X � Y )2B.Exemples :{ Dans le 
as d'une 
at�egorie mono��dale biadditive, on a toujours A2(X � Y )2B =A2X2B.{ Dans le 
as des S-modules, A Æ (X � Y ) 
orrespond aux �el�ements de la forme A(n)
SnZ(i1) 
k � � � 
k Z(in) ave
 Z = X ou Y mais ave
 globalement au moins un X , d'o�u lanotation.Remarque : La partie multilin�eaire en X de l'expression A2(X � Y ) montre le d�efaut pour lefon
teur RA : Z ! A2Z �a pr�eserver les 
onoyaux. En e�et, si 
e fon
teur pr�eserve les 
onoyaux,alors la partie multilin�eaire A2(X � Y ) se r�eduit �a A2X . On voit par exemple, que le fon
teurZ ! A Æ Z li�e aux S-modules ne pr�eseve en g�en�eral pas les 
onoyaux.15



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESLemme 3. Soient A et B deux objets d'une 
at�egorie ab�elienne A. Soient � et i deux morphismesB i // A�ootels que i soit une se
tion de �, 
'est-�a-dire � Æ i = idA. Alors le noyau de � est naturellementisomorphe au 
onoyau de i.D�emonstration. Comme i est une se
tion de �, l'objet B se d�e
ompose sous la forme B 'imA� ker�. Ce qui montre que 
oker i ' ker�. �Grâ
e �a 
e lemme, on peut �e
rire la partie multilin�eaire en X 
omme un sous-objet de A2(X �Y )2B.Corollaire 4. La partie multilin�eaire en X 
orrespond aussi au noyau de l'appli
ationA2(X � Y )2B A2�Y 2B������! A2Y 2B;o�u �Y est la proje
tion X � Y ! Y .Nous aurons besoin plus loin du lemme te
hnique suivant.Lemme 5. On se pla
e dans une 
at�egorie mono��dale ab�elienne (A; 2; I). Soit C = A � B unobjet de A. Alors, le 
onoyau de iA2iA : A2A ,! C2C est donn�e par C2(A�B) + (A�B)2C.D�emonstration. On a le diagramme 
ommutatif suivant :A2(A �B) � � //

		

C2(A�B) //

		

(C2C)=(A2A)A2C � � iA2C //

OOOO C2COOOO 66 66mmmmmmmmmmmmm
// // (A�B)2COO

llA2A iA2iA 77ooooooooooooo?�

A2iA OO

� � iA2A // C2A?�

C2iAOO

// // (A�B)2A?�

OO

llD'o�u, C2C = C 2A� C2(A�B)= A2A� (A�B)2A� C2(A �B)| {z }
oker(iA2iA):De la même mani�ere, C2C = A2A�A2(A�B)� (A�B)2C| {z }
oker(iA2iA) :Ainsi, C2(A�B) + (A�B)2C ,! (C2C)=(A2A) et l'�egalit�e vient de la pr�e
�edente 
ombin�ee �aA2(A�B) ,! C2(A�B). �Remarque : Le 
orollaire pr�e
�edent montre que le 
onoyau de iA2iA peut être vu 
omme unsous-objet de C2C. Plus pr�e
isement, le lemme 3 montre que le 
onoyau de iA2iA 
orrespond aunoyau de �A2�A (
'est-�a-dire �a C2(A�B) + (A�B)2C).2. Mono��deLa notion de mono��de est la g�en�eralisation naturelle de 
elle d'alg�ebre.16



2. MONO�IDE2.1. D�e�nition.D�efinition (Mono��de). Dans une 
at�egorie mono��dale (A; 2; I), un mono��de est un objet Mmuni de deux morphismes :{ une 
omposition (ou multipli
ation) � : M2M !M ,{ une unit�e � : I !Mtels que les deux diagrammes suivants soient 
ommutatifs(M2M)2M�2M
xxrrrrrrrr

�M;M;M // M2(M2M)M2�
&&LLLLLLLLM2M �

**UUUUUUUUUUUUUUUUU M2M�
ttiiiiiiiiiiiiiiiiiMI2M �2M //�M %%JJJ

JJ
JJ

JJ
J M2M�

��

M2IM2�oo �M
yytttt

tt
tt

ttMOn le note souvent (M; �; �).2.2. Exemples. Dans le 
as stri
t, un mono��de dans la 
at�egorie (CC ; Æ; idC)) des endofon
-teurs d'une 
at�egorie C n'est autre qu'une monade.Dans les exemples de 
at�egories mono��dales donn�es pr�e
�edemment, la notion de mono��de 
orres-pond aux d�e�nitions suivantes :(1) Dans la 
at�egorie des ensembles, on retrouve la notion 
lassique de mono��de.(2) Dans le 
as des espa
es topologiques, on parle de mono��de topologique.(3) La d�e�nition d'un anneau est exa
tement 
elle d'un mono��de dans la 
at�egorie (Ab, 
Z, Z).(4) Pour les 
at�egories 
onstruites �a partir de k-modules, la d�e�nition de mono��de est 
ellede k-alg�ebre (k-alg�ebre gradu�ee et k-alg�ebre di��erentielle gradu�ee).(5) La donn�ee d'un mono��de dans la 
at�egorie des S-modules est 
elle d'une op�erade.D�efinition (Morphismes de mono��des). Un morphisme de mono��des est un morphisme qui 
om-mute ave
 les 
ompositions et les unit�es des mono��des sour
e et but.Ainsi, les mono��des de A munis de leurs morphismes forment une 
at�egorie not�ee MonA.Dualement, on a la notion de 
omono��de.D�efinition (Comono��de). On appelle 
omono��de (C; �; ") de la 
at�egorie (A; 2; I), tout mono��dedans la 
at�egorie oppos�ee (Aop; 2op; I).De mani�ere e�quivalente un 
omono��de C est la donn�ee{ d'un morphisme � : C ! C2C appel�e 
omultipli
ation,{ et d'un morphisme " : C ! I appel�e 
ounit�e.La 
omultipli
ation est 
oasso
iative, 
e qui se repr�esente (en omettant les isomorphismes naturels)par le diagramme 
ommutatif C � //�
��

C2CC2�
��C2C �2C// C2C2C:17



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESEt la relation de 
ounit�e s'�e
rit C2I �C // C�
��

I2C�CooC2C:C2"ccHHHHHHHHH "2C ;;vvvvvvvvv2.3. Mono��de augment�e. En�n, dans de nombreux 
as, nous aurons a�aire �a des mono��desmunis d'une 
ounit�e.D�efinition (Mono��de augment�e). Un mono��de (M; �; �) est dit augment�e s'il poss�ede un mor-phisme de mono��des " : M ! I . Cela signi�e que le diagramme suivant 
ommute :M2M "2" //�
��

I2I�I=�I
��M " // Iet que I � // M " // I = idI :Si, de plus,A est une 
at�egorie ab�elienne, on poseM = ker ", que l'on appelle id�eal d'augmentationde M .Proposition 6. Dans une 
at�egorie mono��dale ab�elienne, tout mono��de augment�e est isomorphe�a M � I.D�emonstration. Le morphisme � est un rel�evement de la suite exa
teM � � ker " // M " // I:�oo �3. Modules sur un mono��dePlusieurs g�en�eralisations de la notion de module sur une alg�ebre sont propos�ees i
i. Elles sonttoutes �equivalentes dans le 
as d'une 
at�egorie biadditive.3.1. D�e�nition de module.D�efinition (Module sur un mono��de). Un module �a gau
he R sur un mono��de (M; �; �) est ladonn�ee d'un objet R de A ave
 un morphisme r : M2R ! R tels que les diagrammes suivants
ommutent (M2M)2R�2R

yyssssssss

�M;M;R // M2(M2R)M2r
%%KKKKKKKKM2R r

**UUUUUUUUUUUUUUUUU M2Rr
ttiiiiiiiiiiiiiiiiiRI2R �2R //�R $$IIIIIIIII M2Rr

��R:On note la 
at�egorie des modules �a gau
he sur M par M -Mod.18



3. MODULES SUR UN MONO�IDELa d�e�nition de module �a droite (L; l) est sym�etrique et on note la 
at�egorie asso
i�ee Mod-M .En�n, on appellera bimodule tout objet B qui est �a la fois un module �a gau
he et �a droite et telsque les deux a
tions 
ommutent. On note 
ette 
at�egorie M -biMod.Exemple : Un mono��de (M; �; �) agit sur lui-même par multipli
ation �. On parle alors derepr�esentation r�eguli�ere.Remarque : Comme les d�e�nitions entre les modules �a gau
he et les modules �a droite sont simi-laires, on se 
ontentera dans la suite de ne d�etailler qu'un des deux 
as.En dualisant la d�e�nition de module sur un mono��de, on aboutit �a 
elle de 
omodule sur un
omono��de.D�efinition (Comodule sur un 
omono��de). Soit (C; �; ") un 
omono��de. Un objet R de A munid'un morphisme r : R ! C2R est appel�e 
omodule sur C �a gau
he si (R; r) est un module �agau
he dans la 
at�egorie oppos�ee (Aop; 2op; I).3.2. Module libre. L'oubli de la stru
ture de module d�e�nit un fon
teur de la 
at�egorie desmodules (�a gau
he) sur un mono��de M vers la 
at�egorie A.U : (R; r) 7! R:Ce fon
teur admet un adjoint �a gau
he qui est donn�e dans la proposition suivante.Proposition 7. Pour tout objet A de A, l'objet M2A ave
 le morphismeM2(M2A)��1M;M;A// (M2M)2A �2A // M2Aforment le module �a gau
he libre sur A.De la même mani�ere, on a :Proposition 8. Pour tout objet A de A, l'objet C2A ave
 le morphismeC2A �2A // (C2C)2A �C;C;A// C2(C2A)forment le 
omodule �a gau
he 
olibre sur A.3.3. Modules multilin�eaire et lin�eaire. Dans le 
adre d'une 
at�egorie mono��dale ab�eli-enne, on peut proposer deux autres g�en�eralisations de la notion 
lassique de module sur un anneau,
elles de module multilin�eaire et de module lin�eaire.D�efinition (Module multilin�eaire). Un objet R est un module multilin�eaire �a gau
he s'il admetun morphisme r : M2(M �R)! R v�eri�ant les diagrammes 
ommutatifs suivants :(M2M)2(M �R)�2(M�R)
uukkkkkkkkkkkk

�M;M;(M�R) // M2(M2(M �R)�M2M)M2(r+�)
))TTTTTTTTTTTTTTM2(M �R) r

,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX M2Rr
rreeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeRI2R �2R // �R

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU M2R // M2(M �R)r
��R:On a alors le même type de propoposition pour le module multilin�eaire libre.Proposition 9. Pour tout objet A de A, l'objet M2(M � A) muni du morphisme d�e�ni par la
omposition 19



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESM2(M�M2(M �A)) ��1M;M;M�AÆM2(M2�+M2(M�A))�����������������������! (M2M)2(M�A) �2(M�A)�������!M2(M�A)forme le module lin�eaire �a gau
he libre sur A.La terminologie de \modules multilin�eaires" vient du fait que l'on fait agir M sur des �el�ements deM et de R mais ave
 au moins un �el�ement de R.Une autre notion, 
elle de module lin�eaire, a �et�e introduite dans le 
adre de la 
ohomologie deQuillen des mono��des par H. J. Baues, M. Jibladze et A. Tonks dans [BJT℄. La d�e�nition demodule lin�eaire se r�esume en disant que M agit sur des �el�ements de M et de R mais ave
 un seul�el�ement de R.Pour pouvoir d�e�nir la partie de M2(M � R) qui s'�e
rit ave
 un seul �el�ement de R �a droite, onlin�earise le fon
teur R : X !M2(M �X).D�efinition (E�et 
rois�e). Soit � : A ! A un endofon
teur de la 
at�egorie ab�elienne A. Pourdeux objets X et Y de A, on d�e�nit l'e�et 
rois�e �(X jY ) par le noyau de l'appli
ation�(X jY ) = ker��(X � Y ) �(�X )��(�Y )���������! �(X)� �(Y )� :L'image de l'e�et 
rois�e �(X jX) via l'appli
ation�(X jX) ,! �(X �X) �(+)���! �(X);
orrespond �a la partie non additive du fon
teur �. Il suÆt don
 de quotienter �(X) par 
et objetpour obtenir un fon
teur additif.Proposition 10. Le fon
teur �add d�e�ni par�add(X) = 
oker��(X jX) ,! �(X �X) �(+)���! �(X)�est un fon
teur additif.De plus, la transformation de fon
teurs add : �! �add fa
torise de mani�ere unique toute trans-formation naturelle �! �, o�u � est un fon
teur additif.Lorsque l'on lin�earise le fon
teur R : X ! M2(M � X), on obtient la partie lin�eaire en X del'expression M2(M �X).D�efinition (Partie lin�eaire). La partie multilin�eaire en X de l'expressionM2(M�X) 
orrespond�a l'image Radd(X).On d�e�nit la notion de module lin�eaire grâ
e �a 
et objet de A.D�efinition (Module lin�eaire). On appelle module lin�eaire �a gau
he, tout objet R de A muni d'unmorphisme r : Radd(R) ! R qui v�eri�e le même type de diagrammes 
ommutatifs que 
eux desdeux d�e�nitions de modules pr�e
�edentes.Corollaire 11. Lorsque la 
at�egorie A est biadditive, les notions de module, module lin�eaire etmodule multilin�eaire se 
onfondent.D�emonstration. Lorsque la 
at�egorie A est biadditive, la partie lin�eaire et multilin�eaire en Rde M2(M �R) 
orrespond �a M2R. �4. Produits mono��daux relatifsLa d�e�nition du produit mono��dal relatif est la g�en�eralisation naturelle de la notion de produittensoriel relatif sur une alg�ebre.A partir de maintenant, nous nous pla
erons toujours dans une 
at�egorie mono��dale ab�elienne(A; 2; I). Soit (M; �; �) un mono��de de A. 20



4. PRODUITS MONO�IDAUX RELATIFS4.1. D�e�nition et premi�eres propri�et�es.D�efinition (Produit mono��dal relatif). Soient (L; l) un M -module �a droite et (R; r) un M -module �a gau
he. On d�e�nit le produit mono��dal relatif L2MR par le 
onoyau deL2M2R l2R //L2r // L2R 
oker // // L2MR:On a les premi�eres propri�et�es suivantes.Proposition 12. Pour R un M-module �a gau
he, on a M2MR = R.Et pour un M-module libre �a droite A2M , on a (A2M)2MR = A2R.D�emonstration. On montre que r 
orrespond au 
onoyau voulu. D�ej�a, la 
ompositionM2M2R �2R //M2r // M2R r // // Rest nulle par d�e�nition de l'a
tion r. Ensuite, 
onsid�erons f : M2R! A telle queM2M2R �2R�M2r // M2R f // Asoit nulle. L'appli
ation (�2R) Æ (�2M2R) est un isomorphisme de I2M2R vers M2R. Onregarde alors la 
ompositionf Æ (�2R) Æ (�2M2R) = f Æ (M2r) Æ (�2M2R)= f Æ (�2R) Æ (I2r):Posons �f = f Æ (�2R). Alors, aux isomorphismes li�es �a I pr�es, f se fa
torise en f = �f Æ r. Commer est un �epimorphisme (r Æ � = �), on en 
on
lut qu'une telle appli
ation �f est unique. �4.2. Fon
teurs de restri
tion et d'extension. Soit un morphisme de mono��des � : M !M 0. On 
onstruit �a partir de � deux fon
teurs entre les modules sur M et 
eux sur M 0.D�efinition (Fon
teur de restri
tion). On appelle fon
teur de restri
tion induit par �, le fon
teur�! : M 0-Mod!M -Mod d�e�ni parM2R0 �2R0
// M 02R0 r0

// R0:Le morphisme � induit sur M 0 une a
tion �a droite par M . On peut d�e�nir un fon
teur re
iproque�a �!.D�efinition (Fon
teur d'extension). Le fon
teur d'extension issu de � est le fon
teur �! :M -Mod!M 0-Mod donn�e par le produit de 
omposition relatif�!(R) = M 02MR:Proposition 13. Les deux fon
teurs �! : M-Mod / M 0-Mod : �!o sont adjoints.D�emonstration. Commen�
ons par d�e�nir les deux transformations suivantes :{ L'unit�e d'adjon
tion u : idM-Mod ) �! Æ�! est donn�ee paruR : R =M2MR 7!M 02MR = �2MR:{ Quant �a la 
ounit�e 
 : �! Æ�! ) idM 0-Mod, elle 
orrespond au passage au quotient, pourle produit relatif sur M , du 
onoyau d�e�nissant le produit relatif sur M 0 de M 02R0. Ce21



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESqui se r�esume ainsi :M 02M�!(R0) 
R0 // M 02M 0R0 = R0M 02R0
okerggggNNNNNNNNNNN 
oker 77 77ooooooooooooM 02M 02R0�02R0 77ooooooooooo M 02r0 77ooooooooooo M 02M2R0:(�02R0)Æ(M02�2R0)ggPPPPPPPPPPPP

(M02r0)Æ(M02�2R0)ggPPPPPPPPPPPPM 02�2R0llOn v�eri�e ensuite les relations voulues :(1) La 
omposition �!(R) �!(u) // �! Æ�! Æ�!(R) 
�!(R) // �!(R)
orrespond au morphisme identit�e id�!(R).En e�et, on a le diagramme 
ommutatif suivant :M 02MR �!(u) // M 02M (M 02MR) 
�!(R) // M 02MRM 02R = M 02(M2MR)
oker OOOO

// 
oker 11
M 02(M 02MR)
oker OOOO 
oker // // M 02M 0(M 02MR) =M 02MRM 02M2RM 02 
oker OO M 02�2R // M 02M 02R 
oker2R //

M 02 
oker OO M 02R:
oker OOOO(2) D'autre part, on a�!(R0) u(�!) // �! Æ�! Æ�!(R0) �!(
R0 )// �!(R0) =R0 // M 02MR0 // R0 = idR0 : �4.3. Quotient ind�e
omposable. Lorsque (M; �; I; ") est un mono��de augment�e (
f. sous-se
tion 2.3), la o
unit�e " induit un fon
teur "! : I-Mod = A !M -Mod qui fournit une stru
turede M -module �a tout objet de A. On parle alors d'a
tion triviale ou d'a
tion s
alaire . En outre,on a un fon
teur "! : M -Mod! I-Mod = A tel que "!(R) = I2MR.D�efinition (Quotient ind�e
omposable). Le produit relatif R = I2MR est appel�e quotient ind�e-
omposable de R.La bije
tion naturelle d'adjon
tion s'�e
rit alorsHomA(R; A) �= HomM-Mod(R; "!(A)):Et, l'unit�e d'adjon
tion devientR = M2MR uR="2MR// // I2MR = R:Remarque : Le nom (quotient ind�e
omposable) vient du fait que, dans un 
adre ensembliste, ilrepr�esente les �el�ements du module qui ne peuvent être obtenus 
omme image d'autres �el�ementspar l'a
tion de M .Rappelons que lorsqu'un mono��de est augment�e, alors on aA = A2I A2� // A2M A2" // A = idA:22



5. CO�EGALISATEURS R�EFLEXIFSCe
i donne la proposition suivante.Proposition 14. Lorsque le mono��de M est augment�e, on peut identi�er le quotient ind�e
ompo-sable de la repr�esentation r�eguli�ere ave
 I et 
elui du module libre M2A ave
 A lui-même.5. Co�egalisateurs r�e
exifsNous avons vu que, dans l'�etude d'une 
at�egorie mono��dale ab�elienne, on 
her
hait �a 
omprendre le
omportement du produit mono��dal vis-�a-vis du 
oproduit. Plus fort en
ore, on peut aussi 
her
her�a savoir si le produit mono��dal pr�eserve les 
onoyaux. Dans le 
as du produit tensoriel 
lassique
k, 
omme les fon
teurs de multipli
ationRA et LA sont des adjoints �a gau
he d'autres fon
teurs,ils sont exa
ts �a droite. Et 
omme ils sont additifs, ils pr�eservent les 
onoyaux. Plus g�en�eralement,un fon
teur pr�eserve les 
onoyaux si et seulement si il pr�eserve les 
oproduits et qu'il est exa
t�a droite. On voit don
 que, dans une 
at�egorie mono��dale qui n'est pas biadditive, le produitmono��dal n'a au
une 
han
e de pr�eserver les 
onoyaux. C'est pour 
ela que nous avons introduitla notion de partie multilin�eaire qui sert �a mesurer le d�efaut pour les fon
teurs de multipli
ation�a pr�eserver les 
onoyaux (
f. se
tion 1).On sait que dans un 
at�egorie ab�elienne, la notion de 
o�egalisateur 
orrespond �a 
elle de 
onoyau.Par 
ontre, il existe une notion plus �ne, 
elle de 
o�egalisateur r�e
exif. Cette notion est plusfa
ilement pr�eserv�ee par les fon
teurs, notamment les fon
teurs de multipli
ations. Pour preuve, leproduit mono��dal Æ pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifs (
f. [GH℄). Nous verrons �a la se
tion 8 quetout fon
teur analytique s
ind�e pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifs et que produits mono��daux,que nous 
onsid�erons dans 
ette th�ese, induisent tous des fon
teurs analytiques s
ind�es.5.1. D�e�nition et premi�eres propri�et�es.D�efinition (Paire r�e
exive). Une paire de morphismes X1 d0 //
d1 // X0 est dite r�e
exive s'il existeun morphisme s0 : X0 ! X1 tel que d0 Æ s0 = d1 Æ s0 = idX0 .D�efinition (Co�egalisateur r�e
exif). On appelle 
o�egalisateur r�e
exif tout 
o�egalisateur prove-nant d'une paire r�e
exive.Proposition 15. Soit � : A ! A un endofon
teur d'une 
at�egorie ab�elienne A. Si � pr�eserveles 
o�egalisateurs r�e
exifs alors � pr�eserve les �epimorphismes.D�emonstration. Soit B � // C un �epimorphisme. Comme on s'est pla
�e dans une 
at�egorieab�elienne, on sait que � 
orrespond au 
onoyau de son noyau (que l'on note i)A � � i // B � // // C:Le 
onoyau � peut s'�e
rire 
omme le 
o�egalisateur r�e
exif de la paire suivanteA�B d0 //

d1 // Bs0
zz � // // C;o�u d0 = i+ idB, d1 = idB et s0 = iB.Comme � pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifs, on obtient que �(�) est le 
o�egalisateur de (�(d0),�(d1)). En tant que 
o�egalisateur, �(�) est un �epimorphisme. �5.2. Lien ave
 le produit mono��dal. Nous allons �etudier 
ertaines propri�et�es v�eri��ees parun produit mono��dal lorsque 
e dernier pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifs.D�efinition. On dit d'un produit mono��dal (A; 2; I) qu'il pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifssi pour tout objet A de A, les fon
teurs de multipli
ations RA et LA pr�eserve les 
o�egalisateursr�e
exifs. 23



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESProposition 16. Soit A est une 
at�egorie mono��dale ab�elienne dont le produit pr�eserve les
o�egalisateurs r�e
exifs. SoientM1 d0 //
d1 // M0s0

zz �M // // M et N1 d0 //
d1 // N0s0

zz �N // // Ndeux 
o�egalisateurs r�e
exifs. Alors M2N est le 
o�egalisateur deM12N1 d02d0 //
d12d1 // M02N0s02s0

zz �M2�N // // M2N :D�emonstration. Soit � : M02N0 ! A un morphisme tel que �(d02d0) = �(d12d1).L'hypoth�ese que le produit mono��dal 2 pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifs donne que M02�N estle 
o�egalisateur de (M02d0; M02d1). Comme�(M02d0) = �(d02d0) Æ (s02N1)= �(d12d1) Æ (s02N1)= �(M02d1);on a que � se fa
torise de mani�ere unique sous la forme � = �1 Æ (M02�N ), o�u �1 : M02N ! A.On veut montrer que �1(d02N) = �1(d12N). Pour 
ela, il suÆt de montrer que �1(d02�N ) =�1(d12�N ) par
e que M12�N est un 
o�egalisateur (r�e
exif) et don
 un �epimorphisme. On a�1(d02�N ) = �(d02N0)= �(d02d0) Æ (M12s0)= �(d12d1) Æ (M12s0)= �(d12N0)= �1(d12�N ):Comme �M2N est le 
o�egalisateur de (d02N; d12N), on peut fa
toriser de mani�ere unique �1en �1 = e� Æ (�M2N) ave
 e� : M2N ! A. Ainsi, on a pu fa
toriser � par �M2�N , puisque� = e� Æ (�M2�N ).Soit � = e Æ (�M2�N ) une autre fa
torisation , on a alors que ( e � e�) Æ (�M2�N ) = 0. D'apr�es laproposition 15, �M2�N apparait 
omme une 
omposition de deux �epimorphismes, il s'agit don
d'un �epimorphisme, d'o�u e = e�. �6. Mono��de libreDans une 
at�egorie mono��dale ab�elienne (A; 2; I), pour tout objet A, on peut 
onsid�erer lesdeux fon
teurs de multipli
ation (
omposition) �a gau
he et �a droite par A (LA : N 7! A2N etRA : N 7! N2A). Lorsque 
es fon
teurs pr�eservent les 
oproduits, 
'est-�a-dire qu'ils sont additifs,alors la des
ription du mono��de libre sur V est assez simple et est donn�ee par les mots en V (
f.[Ma
L1℄ VII.3).Dans le 
as o�u seul un de 
es deux fon
teurs est additif, la 
onstru
tion du mono��de libre peuts'�e
rire �a l'aide d'une 
olimite astu
ieusement 
hoisie. (
f. [BJT℄ Appendix B). L'exemple desop�erades entre dans 
e 
adre. Ainsi, l'op�erade libre, d�ej�a expli
it�ee en terme d'arbres par V.Ginzburg et M.M. Kapranov dans [GK℄ 
orrespond �a 
ette 
olimite.Par 
ontre, le 
as g�en�eral a �et�e tr�es peu trait�e. Seul E. Dubu
 propose une solution dans ([D℄) �al'aide d'un raÆnement trans�ni de la 
onstru
tion usuelle. Nous proposons i
i, une 
onstru
tiondi��erente et plus 
on
r�ete qui s'applique aux exemples que nous �etudierons par la suite.24



6. MONO�IDE LIBRE6.1. Constru
tion du mono��de libre. On se pla
e dans une 
at�egorie mono��dale ab�elienne(A; 2; I) telle que, pour tout objet A de A, les fon
teurs de multipli
ations LA et RA pr�eserventles 
olimites s�equentielles ainsi que les 
o�egalisateurs r�e
exifs.Soit V un objet de A. On 
onsid�ere l'objet augment�e V+ = I�V , et on pose � : I ,! V+ l'inje
tionde I dans V+ et " : V+ � I la proje
tion de V+ sur I . On note Vn = (V+)2n (par 
onventionV0 = (V+)20 = I) et on appelle FS(V ) l'objet d�e�ni parLn>0 Vn.Remarque : Cette objet est muni de d�eg�en�eres
en
es�i : Vn = (V+)2i2I2(V+)2(n�i) Vi2�2Vn�i // (V+)2i2V+2(V+)2(n�i) = Vn+1 :Et, lorsque V est un mono��de augment�e, FS( �V ) est muni de fa
es pour donner la bar 
onstru
tionsimpli
iale sur V (
f. 
hapitre 6).D�efinition (Les 
at�egories simpli
iales � et �fa
e). La 
at�egorie �fa
e est une sous-
at�egorie dela 
at�egorie simpli
iale �. Dans les deux 
as, les objets 
orrespondent aux ensembles �nis ordonn�es[n℄ = f0 < 1 < � � � < ng, pour n 2 N. Les ensembles de morphismes Hom�([n℄; [m℄) sont form�esdes appli
ations 
roissantes de [n℄ vers [m℄. Pour i = 0; : : : ; n, on d�e�nit les appli
ations fa
es "ipar "i(j) = � j si j < i;j + 1 si j � i:Les ensembles de morphismes de �fa
e sont form�es des seules 
ompositions d'appli
ations fa
es(et des identit�es id[n℄).Remarque : La 
at�egorie �fa
e est parfois not�ee �+ dans la litt�erature.Dans le 
as o�u le produit mono��dal pr�eserve les 
oproduits �a gau
he 
omme �a droite, la 
olimite deFS(V ) sur la petite 
at�egorie �fa
e 
orrespond aux mots en V et fournit ainsi le mono��de libre surV not�e F(V ). C'est le 
as dans les exemples num�erot�es de (1) �a (4) pr�e
�edemment (
f. se
tion 1).Ce
i explique pourquoi la 
onstru
tion du mono��de 
lassique libre (
at�egorie Ens, exemple (1)),de l'anneau libre (
at�egorieAb, exemple (3)) et de l'alg�ebre libre (
at�egorie k-Mod, exemple (4))se fait selon le même s
h�ema.Dans le 
as 
ontraire, la 
olimite Colim�fa
e FS(V ) est un objet trop gros pour être un bon 
an-didat au mono��de libre. Dit autrement, le morphisme de 
on
at�enation Vn2Vm ! Vn+m ne passepas �a la 
olimite. On quotiente don
 les Vn avant de passer �a la 
olimite sur �fa
e.Posons � : V ! V2 le morphisme d�e�ni par la 
ompositionV ��1V ���1V // I2V � V 2I iI2iV �iV 2iI // (I � V )2(I � V ) = V2 :Pour A;B deux objets de A, A2V22B s'inje
te dans A2(V2 � V )2B via le monomorphismeA2iV22B. En 
onsid�erant la partie multilin�eaire en V de l'objet A2(V2 � V )2B, on aA2(V � V2)2B = A2V22B � A2(V2 � V )2B:On d�e�nitRA;B = im�A2(V2 � V )2B ,! A2(V � V2)2B A2(�+idV2)2B����������! A2V22B� :D�efinition (eVn). On d�e�nit eVn pareVn = 
oker n�2Mi=0 RVi; Vn�i�2 ! Vn! :On le note aussi Vn=(Pn�2i=0 Ri;n�i�2). 25



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESRemarque : Dans le 
as des op�erades, le S-module Vn 
orrespond aux arbres �a n niveaux dontles sommets sont indi
�es par des �el�ements de V . Alors que Ln eVn 
orrespond aux arbres sansniveaux. En e�et, quotienter par le S-module Pn�2i=0 Ri;n�i�2 revient �a identi�er un arbre ave
pour sous-arbre AA }}VI au même arbre ave
 le sous-arbre I @@ I
~~V �a la pla
e.Lemme 17.(1) Les morphismes �i entre Vn et Vn+1 passent au quotient pour donner des appli
ations e�ide eVn vers eVn+1.(2) Pour tout 
ouple i; j, les appli
ations e�i et e�j sont �egales.D�emonstration.(1) Il suÆt de voir que l'on a8<: �i(Rj; n�j�2) � Rj; n�j�1 si j � i� 2;�i(Rj; n�j�2) � Rj+1; n�j�2 si j � i;�i(Ri�1; n�i�1) � Ri�1; n�i +Ri; n�i�1 lorsque i = 1; : : : ; n� 1:(2) Comme (e�i � e�i+1)(Vn) � Ri; n�i�1, on a e�i = e�i+1. �On pose alors,D�efinition (F(V )). On d�e�nit l'objet F(V ) par la 
olimite s�equentielle suivante :I e� //j0

%%KKKKKKKKKKKK
eV1 = V1 = V+ e� //j1

��

eV2 e� //j2
yyssssssssssss

eV3 e� //j3
uukkkkkkkkkkkkkkkkkkk

eV4 � � �j4
sshhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhF(V ) = ColimN eVn:Le fait d'avoir quotient�e les Vn en eVn a permis de transformer une 
olimite sur la 
at�egorie �fa
een une 
olimite s�equentielle. L'hypoth�ese que le produit mono��dal 2 pr�eserve 
e type de 
olimitedonne i
i la propri�et�e suivante :Lemme 18. Pour tout objet A de A, les fon
teurs de multipli
ation �a gau
he et �a droite par A,LA et RA, pr�eserve la 
olimite pr�e
�edente F(V ). De mani�ere expli
ite, on aA2ColimN eVn �= ColimN (A2eVn) et ColimN eVn2A �= ColimN (eVn2A):On va maintenant 
her
her �a munir l'objet F(V ) d'une stru
ture de mono��de.L'unit�e, not�ee �� 
orrespond au morphisme j0 : I ! F(V ). Quant au produit, on le d�e�nit �a partirde la 
on
at�enation Vn2Vm ! Vn+m. Posons�n;m : Vn2Vm � // Vn+m // // eVn+m jn+m // F(V ) :Posons Rn =Pn�2i=0 Ri; n�i�2, on a alors la suite exa
te 
ourte0 // Rn � � in // Vn �n // // eVn // 0:Proposition 19. Il existe une unique appli
ation e�n;m : eVn2eVm ! F(V ) qui fa
torise �n;m dela mani�ere suivante Vn2Vm �n2�m// //�n;m

%%JJJJJJJJJJ
eVn2eVme�n;m

��F(V ):26



6. MONO�IDE LIBRED�emonstration. On �e
rit les 
onoyaux eVn 
omme des 
o�egalisateurs r�e
exifs sous la formeRn � Vn d0 //
d1 // Vns0

xx �n // // eVn;ave
 d0 = in + idVn , d1 = idVn et s0 = iVn . L'hypoth�ese que le produit mono��dal 2 pr�eserve les
o�egalisateurs r�e
exifs permet d'aÆrmer, grâ
e �a la proposition 16, que �n2�m est le 
o�egalisateur(r�e
exif) de (d02d0; d12d1). La proposition d�e
oule de la propri�et�e universelle v�eri��ee par les
o�egalisateurs. Il suÆt pour 
ela de montrer que �n;m(d02d0) = �n;m(d12d1). Cette �egalit�e vientdu diagramme suivant(Rn � Vn)2(Rm � Vm)id2id
��

(in+id)2(im+id) // Vn2Vm // Vn+m�n+m
��Vn2Vm // Vn+m �n+m // eVn+m;qui est 
ommutatif en vertu des in
lusions (Rn�Vn)2Vm ,! Rn;m et Vn2(Rm�Vm) ,! Rn;m. �Lemme 20. Il existe un unique morphisme e�n; � rendant le diagramme suivant 
ommutatifeVn2I eVn2e� //e�n; 0

��

WWWWWWWWWWWWWWWWW

++WWWWWWWWWWWWW

eVn2eV1 eVn2e� //e�n; 1
zztttttttttt SSSSSSS

))SSSSSSSSSSS

eVn2eV2 � � �e�n; 2ssggggggggggggggggggggggggggggggggg

��F(V ) eVn2F(V ) = ColimN(eVn2eVm):9! e�n; �ooD�emonstration. D�ej�a, les appli
ations e�n;m 
ommutent ave
 les eVn2e�eVn2eVm eVn2e� //e�n;m
��

eVn2eVm+1e�n;m+1xxqqqqqqqqqqF(V ):Par d�e�nition de la 
olimite, elles engendrent don
 une unique appli
atione�n; � : ColimN (eVn2eVm)! F(V )rendant le diagramme de l'�enon
�e 
ommutatif. On 
on
lut en utilisant le lemme 18 pour justi�erque ColimN(eVn2eVm) = eVn2F(V ): �De la même mani�ere, on a le lemme suivant.Lemme 21. Il existe un unique morphisme �� rendant le diagramme suivant 
ommutatifI2F(V ) e�2F(V ) //e�0; �
��

XXXXXXXXXXXXXXXXXXX

,,XXXXXXXXXXXXXX

eV12F(V ) e�2F(V ) //e�1; �
xxqqqqqqqqqqq TTTTTTT

**TTTTTTTTTTTT

eV22F(V ) � � �e�2; �rrffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

��F(V ) F(V )2F(V ) = ColimN(eVn2F(V )):9! ��ooD�emonstration. Les arguments sont les mêmes. �Remarque : La 
onstru
tion de �� en 
ommen�
ant �a passer �a la 
olimite par la gau
he puis parla droite donnerait le même morphisme.Proposition 22. L'objet F(V ) muni de la multipli
ation �� et de l'unit�e �� forme un mono��dedans la 
at�egorie (A; 2; I).De plus, 
e mono��de est augment�e et on note F(V ) son id�eal d'augmentation.27



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESD�emonstration. La relation v�eri��ee par l'identit�e est �evidente. L'asso
iativit�e de �� vient de
elle des �n;m.On d�e�nit la 
ounit�e par passage �a la 
olimite des appli
ationsRn =Pn�2i=0 Ri; n�2�i � � // Vn = (V � I)2n 
oker // //"2n
��

eVn9!g"2nwwo o o o o o oI2n = I:qui, apr�es passage �a la 
olimite, donne la 
ounit�e " voulue. �Th�eor�eme 23 (Mono��de libre). Dans une 
at�egorie mono��dale ab�elienne qui admet des 
olimitess�equentielles et telle que le produit mono��dal pr�eserve 
e type de 
olimite ainsi que les 
o�egalisateursr�e
exifs, le mono��de (F(V ); ��; ��) est libre sur V .D�emonstration. L'unit�e d'adjon
tion est d�e�nie paruV : V � � // V � I j1 // F(V ):Quant �a la 
ounit�e 
M : F(M)!M , pour un mono��de (M; �; �) de A, on la d�e�nit par passage�a la 
olimite des appli
ations f�n suivantes :Rn =Pn�2i=0 Ri; n�2�i � � // Mn = (M � I)2n 
oker // //�nÆ(M+�)2n
��

fMn9!f�n
wwn n n n n n n nM;o�u les morphismes �n repr�esentent n�1 
ompositions de � : M2n �n��!M . Les f�n sont bien d�e�nispar
e que �n Æ (M + �)2n(Ri; n�2�i) = 0, pour tout i.On a alors imm�ediatement les deux relations d'adjon
tionF(V ) F(uV ) // F(F(V )) 
F(V ) // F(V ) = idF(V ) etM uM // F(M) 
F(M) // M = idM : �Remarque : Dans le 
as des S-modules, l'objet F(V ) 
orrespond �a la somme dire
te sur les arbresdes S-modules obtenus en indi�
ant les sommets des arbres par des �el�ements de V . On retrouvel'op�erade libre donn�ee par [GK℄ en termes d'arbres (sans niveau) ainsi que la 
onstru
tion de[BJT℄.6.2. Comono��de 
olibre. On a une autre d�e�nition �equivalente du mono��de libre. Lorsqu'ilexiste, le mono��de libre sur V est l'unique objet (�a isomorphisme pr�es) qui v�eri�e la propri�et�esuivante : pour tout morphisme f : V !M o�u M est un mono��de, il existe un unique morphismede mono��des ef : F(V )!M tel que le diagramme suivant soit 
ommutatifV e� //f ""DD

DD
DD

DD
D F(V )ef

��M:On peut dualiser 
ette d�e�nition pour obtenir 
elle de 
omono��de 
olibre.D�efinition (Comono��de 
olibre). Soit V un objet de A. Lorsqu'il existe, le 
omono��de 
olibre estl'unique objet F
(V ) tel que pour tout morphisme f : C ! V , o�u C est un 
omono��de, il existe28



7. ID�EALun unique morphisme de 
omono��des ef : C ! F
(V ) rendant le diagramme suivant 
ommutatifV F
(V )e"oo C:efOOfbbEEEEEEEEE

7. Id�ealRappelons qu'un id�eal d'une alg�ebre A est un sous-module de J de A tel que A 
 J ��! J etJ 
 A ��! J . Lorsque J est un id�eal d'une alg�ebre A, le module quotient A=J est naturellementmuni d'une stru
ture d'alg�ebre.Nous avons vu pr�e
�edemment (
f. se
tion 3) que le 
as biadditif ne permettait pas de faire ladi��eren
e entre les di��erentes notions de modules. De la mêmemani�ere lorsque l'on veut g�en�eraliserla notion d'id�eal dans une 
at�egorie mono��dale quel
onque, si on veut 
onserver la propri�et�e quel'objet quotient est naturellement muni d'une stru
ture de mono��de, il ne faut pas prendre pourd�e�nition d'id�eal la g�en�eralisation stri
to sensu A2J ��! J et J2A ��! J . La d�e�nition que nousproposons i
i ne repose pas sur le produit A2J mais sur la partie multilin�eaire A2(A � J).7.1. D�e�nition et mono��de quotient. Pour J ,!M un sous-objet de M dans A, on noteM=J le 
onoyau (quotient) de M par J , soitJ � � i // M �=
oker i // // M=J:D�efinition (Id�eal). Un sous-objet J d'un mono��de (M; �; �) est appel�e id�eal de M si la 
ompo-sition � Æ � Æ ker(�2�) est nulleKJ � � ker�2� // M2M � // M � // // M=J :La d�e�nition d'id�eal est faite pour avoir la proposition suivante.Proposition 24. Dans une 
at�egorie mono��dale ab�elienne (A; 2; I) telle que le produit mono��dalpr�eserve les �epimorphismes, le quotient M=J est muni d'une stru
ture naturelle de mono��de.D�emonstration. D'apr�es la 
ondition de l'�enon
�e sur les �epimorphismes, �2� est un �epimorphi-sme. Comme A est une 
at�egorie ab�elienne, �2� = 
oker(ker(�2�)). Par d�e�nition du 
onoyau,il existe un unique morphisme � rendant le diagramme suivant 
ommutatifM=J2M=J �� //___ M=JM2M � //

�2� OOOO M� OOOO

KJ?�ker(�2�) OO J:?�i OO29



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESOn d�e�nit l'unit�e par �� = � Æ � : I � // M � // M=J : On peut montrer l'asso
iativit�e de �� �apartir de 
elle de � :M2M2M M2� //�2�2� ** **TTTTTTTTTTTTTTTT�2M
��

M2M�2�
vvmmmmmmmmmmmmm �

��

M=J2M=J2M=J M=J2�� //��2M=J
��

M=J2M=J��
��M=J2M=J �� // M=JM2M �2� 55jjjjjjjjjjjjjjjj � // M;�hhQQQQQQQQQQQQQQQpar
e que �2�2� est un �epimorphisme. On pro
�ede de la même mani�ere pour montrer la relationv�eri��ee par l'unit�e. �Remarque : Gra
̂e �a la proposition 15, on a que 
ette proposition est vraie dans toute 
at�egoriemono��dale ab�elienne qui pr�eserve les 
onoyaux r�e
exifs.On justi�e la terminologie utilis�ee pour les mono��des augment�es par la proposition suivante.Proposition 25. Soit (M; �; �; ") un mono��de augment�e. Alors l'id�eal d'augmentation M estbien un id�eal au sens pr�e
�edent.D�emonstration. Par d�e�nition de " morphisme de mono��des, on a " Æ� Æ ker("2") = �I Æ "2" Æker("2") = 0. �Maintenant, le probl�eme est de savoir �a quoi ressemble le noyau KJ = ker(�2�) pour pouvoirbien 
omprendre l'hypoth�ese �a v�eri�er.Proposition 26. Dans une 
at�egorie mono��dale ab�elienne (A; 2; I), soit J un sous-objet de Mtel que le 
onoyau M=J poss�ede une se
tion. Alors, le noyau ker(�2�) 
orrespond �a l'image deM2(M � J)� (M � J)2M dans M2M via l'appli
ation M2(M + iJ) + (M + iJ)2M que nousnoterons KJ = M2(M � J) + (M � J)2MD�emonstration. Cette proposition est une 
ons�equen
e dire
te de la remarque qui suit lelemme 5. �Tout 
e
i permet de donner une autre d�e�nition, �equivalente dans le 
as s
ind�e, de la notiond'id�eal.Corollaire 27. Un sous-objet J � � i // M d'un mono��de M , tel qu'il existe un objet N v�eri�antJ �N = M , est un id�eal de M si et seulement si8><>: M2(M � J) M2(M+i) // M2M � // J(M � J)2M (M+i)2M // M2M � // J:Remarque : Il est �equivalent de dire que J est un bimodule multilin�eaire sur M pour la repr�e-sentation r�eguli�ere.Ce
i ressemble plus �a la d�e�nition 
lassique d'un id�eal. En e�et, dans le 
as d'un produit mono��dalbiadditif, 
ela revient �a exiger que 8<: M2J � // JJ2M � // J:30



8. FONCTEURS POLYNOMIAUX ET ANALYTIQUESOn re
onnait bien la notion d'id�eal pour un anneau ou une alg�ebre.Dans le 
as des op�erades (
at�egorie des S-modules munie du produit Æ), la d�e�nition devient8>><>>: M 
SnM(i1)
 � � � 
 J(ik)
 � � � 
M(in)| {z }au moins un J � // JJ ÆM � // J:On retrouve la d�e�nition donn�ee dans [GK℄ et par M. Markl dans [Ma1℄.7.2. Id�eal engendr�e. Supposons maintenant que la 
at�egorieA soit petite et 
ompl�ete, pourpouvoir d�e�nir l'interse
tion d'un 
ertain ensemble d'objets (
f. [Ma
L1℄).D�efinition (Id�eal engendr�e). Soit R un sous-objet d'un mono��de M . On appelle id�eal engendr�epar R, le plus petit id�eal de M 
ontenant R. Ce dernier existe et est donn�e par l'interse
tion TJ Jpour J id�eal de M 
ontenant R (R ,! J ,! M). On le note (R)M voire (R) lorsqu'il n'y a pasd'amibigu��t�e.Pour R un sous-objet de M , on 
onsid�ere la partie multilin�eaire en R de M2(M � R)2M 
'est-�a-dire M2(M �R)2M = 
oker(M 2M2M !M2(M �R)2M):Le des
ription de l'id�eal engendr�e sur R �a l'aide d'une interse
tion n'�etant pas tr�es expli
ite, on endonne une autre forme. Comme la d�e�nition d'id�eal repose sur la notion de partie multilin�eaire,l'id�eal libre se 
onstruit aussi ave
 
ette notion.Proposition 28. Soit R un sous-objet d'un mono��de M . Alors l'id�eal engendr�e par R 
orrespond�a l'image du morphisme M2(M �R)2M �2Æ(M2(M+i)2M) // Mque l'on notera (R).D�emonstration. A l'aide de la deuxi�eme 
ara
t�erisation d'un id�eal (
orollaire 27), on voit que(R) est un id�eal de M . Puis, pour tout id�eal J de M 
ontenant R, on a queM2(M �R)2M �2 // J:Don
, (R) est in
lus dans tout J et ainsi (R) = TJ J . �Remarque : L'id�eal libre (R) 
orrespond au bimodule multilin�eaire libre engendr�e par R.On retrouve le 
as des anneaux et des alg�ebres(R) = �2(A
R
A);ainsi que 
elui des op�erades. Par exemple, V. Ginburg et M. M. Kapranov dans [GK℄ d�e
riventl'id�eal engendr�e par un S-moduleR ave
 les arbres dont les sommets sont indi
�es par des �el�ementsde M , en imposant qu'au moins un sommet soit indi
�e par un �el�ement de R.8. Fon
teurs polynomiaux et analytiquesLa notion de fon
teur analytique, qui est une 
olimite de fon
teurs polynomiaux, est essentielledans le reste de 
e travail.Dans la suite de 
ette th�ese, nous introduirons un nouveau produit mono��dal �
 que nous �etudi-erons en d�etails. Une propri�et�e fondamentale de 
e produit est que les fon
teurs de multipli
ationinduits sont des fon
teurs analytiques s
ind�es. Comme les fon
teurs analytiques s
ind�es pr�eserventles 
o�egalisateurs r�e
exifs, on pourra appliquer la 
onstru
tion du mono��de libre �a 
ette 
at�egorie.En outre, le fait de re
onnaitre sur les produits A�
 B une stru
ture analytique permet d'intro-duire une graduation suppl�ementaire (voire une bigraduation) sur de tels objets. C'est 
ette id�ee31



CHAPITRE 1. NOTIONS MONO�IDALESqui nous permettra de d�emontrer les lemmes homologiques sur lesquels repose toute 
ette th�ese.On se pla
e dans une 
at�egorie mono��dale sym�etrique ab�elienne (A; 
; k). Soit �n le fon
teurdiagonal A ! A�n.D�efinition (Fon
teurs polynomiaux homog�enes). On appelle fon
teur polynomial homog�ene dedegr�e n tout fon
teur f : A ! A qui s'�e
rit sous la forme f(n) = fn Æ�n ave
 fn un fon
teur deA�n ! A additif en 
ha
une de ses entr�ees.D�efinition (Fon
teurs polynomiaux s
ind�es). Un fon
teur f : A ! A est dit polynomial s
ind�es'il se d�e
ompose en somme dire
te de fon
teurs polynomiaux homog�enes f =LNn=0 f(n).Les fon
teurs que nous ren
ontrerons par la suite ne s'expriment pas tous �a l'aide de sommes �nies.D�efinition (Fon
teurs analytiques s
ind�es). On appelle fon
teur analytique s
ind�e, tout fon
teurf : A ! A qui s'�e
rit sous la forme f =L1n=0 f(n) o�u f(n) est un fon
teur polynomial homog�enede degr�e n.Exemple : Le fon
teur de S
hur SP asso
i�e �a une op�erade PSP(V ) = 1Mn=0P(n)
Sn V 
nest un fon
teur analytique s
ind�e.Dans la suite, nous utiliserons la graduation naturelle fourni par de tels fon
teurs. Nous la noteronstoujours entre parenth�eses (n). Et, par abus de langage, on utilisera dans la suite le terme defon
teur analytique pour parler de fon
teurs analytiques s
ind�es.Proposition 29. Tout fon
teur analytique s
ind�e pr�eserve les 
o�egalisateurs r�e
exifs.D�emonstration. Soient X1 d0 //
d1 // X0s0

zz � // // X un 
o�egalisateur r�e
exif et f = L1n=0 f(n) unfon
teur analytique s
ind�e. Posons f(n) = fn Æ�n o�u fn : A�n ! A est un fon
teur n-additif. Ler�esultat vient de l'�egalit�enXi=1 fn(X0; : : : ; (d0 � d1)(X1)| {z }i�eme pla
e ; : : : ; X0) = (fn(d0; : : : ; d0)� fn(d1; : : : ; d1)) Æ�n(X1):L'in
lusion � est toujours vraie et vient de la formulefn(d0; : : : ; d0)� fn(d1; : : : ; d1) = nXi=1 fn(d0; : : : ; d0; d0 � d1| {z }i�eme pla
e; d1; : : : ; d1):L'in
lusion inverse � repose sur le rel�evement s0 et vient defn(X0; : : : ; X0; (d0 � d1)(X1); X0; : : : ; X0)= fn(X0; : : : ; d0(X1); : : : ; X0)� fn(X0; : : : ; d1(X1); : : : ; X0)= fn(d0s0(X0); : : : ; d0(X1); : : : ; d0s0(X0))� fn(d1s0(X0); : : : ; d1(X1); : : : ; d1s0(X0)): �
32



CHAPITRE 2Prop�erades et PROPsOn poursuit i
i la même d�emar
he qui a men�e �a l'introdu
tion des op�erades. Les op�erades ont �et�ed�e�nies pour mod�eliser les op�erations �a n entr�ees et une sortie ??��sur les di��erents types d'alg�ebres.Pour repr�esenter alg�ebriquement l'ensemble des op�erations agissant sur un type alg�ebres A, onutilise des Sn-modules : P(n)
Sn A
n ! A.Dans 
ertains 
as, 
omme 
eux des big�ebres et des big�ebres de Lie, on veut pouvoir repr�esenterdes op�erations �a plusieurs entr�ees et plusieurs sorties ??��
��?? agissant sur un module A. Pour 
ela,on introduit i
i la notion de (Sm; Sn)-bimodule : P(m; n) 
Sn A
n ! A
m. On d�e�nit ensuiteun produit � dans la 
at�egorie des S-bimodules qui repr�esente alg�ebriquement les 
ompositionsd'op�erations. Ce produit peut aussi s'�e
rire �a l'aide de graphes dirig�es.En partant de l'observation que les di��erents types de g�ebres, que l'on 
onsid�ere en pratique, sontd�e�nies par des g�en�erateurs et des relations bas�es sur des graphes 
onnexes, il suÆt de prendreen 
ompte les 
ompositions �e
rites �a l'aide de graphes 
onnexes pour obtenir toute l'informa-tion es
ompt�ee. On d�e�nit ainsi le produit �
 en se restreignant aux graphes 
onnexes. A ladi��eren
e du produit �, le produit �
 est un produit mono��dal dans la 
at�egorie des S-bimodules.R�e
iproquement, on retrouve le produit � �a partir du produit �
 par 
on
at�enation.Nous d�e�nissons une prop�erade 
omme un mono��de dans la 
at�egorie mono��dale des S-bimodulesmunie du produit 
onnexe �
. Un PROP 
orrespond �a un \mono��de" pour le produit � ave
 enplus un morphisme de 
on
at�enation des op�erations. Nous montrons que 
es deux notions sontreli�ees par une paire de fon
teurs adjoints.1. La 
at�egorie des S-bimodulesA�n de repr�esenter les op�erations �a n entr�ees et m sorties, on introduit une 
at�egorie dont lesobjets sont des S-bimodules.1.1. S-bimodules.D�efinition (S-bimodule). On appelle S-bimodule, une 
olle
tion de (P(m; n))m;n2N, o�u 
haquek-module P(m; n) est muni d'une a
tion de Sm �a gau
he et d'une a
tion de Sn �a droite, telles que
es deux a
tions 
ommutent entre elles.Un morphisme entre deux S-bimodules P , Q est une 
olle
tion d'appli
ations lin�eaires fm;n :P(m; n)! Q(m; n) �equivariantes �a gau
he par Sm et �a droite par Sn.Les S-bimodules et leurs morphismes forment une 
at�egorie que l'on note S-biMod.D�efinition (S-bimodule r�eduit). Lorsqu'un S-bimodule P v�eri�e P(0; n) = 0 et P(m; 0) = 0pour tous les entiers n et m, on dit qu'il est r�eduit.Les S-bimodules servent �a 
oder les op�erations sur un 
ertain type de g�ebre. Il faut maintenantexpliquer 
omment on repr�esente alg�ebriquement les 
ompositions entre 
es op�erations.1.2. Permutations 
onnexes. A la di��eren
e du 
as g�en�eral des PROPs (
f. se
tion 3), onne 
onsid�ere i
i que les 
ompositions d'op�erations bas�ees sur des graphes 
onnexes.On 
her
he �a �e
rire 
es 
ompositions �a l'aide d'un produit mono��dal. Et l'�e
riture alg�ebrique de
e produit repose sur une sous-
lasse de permutations de SN.D�efinition (Permutations 
onnexes). Soit N un nombre entier. Soient �k = (k1; : : : ; kb) un b-uplet et �| = (j1; : : : ; ja) un a-uplet tels que j�kj = k1 + � � �+ kb = j�|j = j1 + � � �+ ja = N .



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPSOn d�e�nit les permutations (�k; �|)-
onnexes de SN 
omme l'ensemble des permutations de SN dontle graphe est 
onnexe, si on relie les entr�ees indi
�ees par j1 + � � �+ ji + 1; : : : ; j1 + � � �+ ji + ji+1,pour 0 � i � a � 1, et les sorties indi
�ees par k1 + � � � + ki + 1; : : : ; k1 + � � � + ki + ki+1, pour0 � i � b� 1.On note 
et ensemble S
�k; �|.Exemple : Dans S4, 
onsid�erons la permutation (1324) et sa repr�esentation g�eom�etrique suivante :1�� 2� �666666 3�
��
����� 4��1 2 3 4:Si on prend �k = (2; 2) et �| = (2; 2), on relie les entr�ees 1, 2 et 3, 4 ainsi que les sorties 1, 2 et 3,4. Ce qui donne le graphe 
onnexe � �
??

??
??

? �
��

�

��
�

�� � � �Ainsi, la permutation (1324) est une permutation 
onnexe pour (2; 2) et (2; 2), (1324) 2 S
(2;2); (2; 2).Contre-exemple : On prend toujours la permutation (1324) de S4 mais maintenant �k = (1; 1; 2)et �| = (2; 1; 1) 
ette fois-
i. Ce
i donne le graphe non 
onnexe suivant :� �
??

??
??

? �
��

�

��
�

�� � � �Citons en�n une proposition �evidente qui permettra notamment de faire le lien ave
 les op�erades.Proposition 30. Lorsque �k est r�eduit �a (N), �k = (N), toutes les permutations de SN sont((N); �|)-
onnexes, 
'est-�a-dire S
((N);�|) = SN.Et si �k est di��erent de (N), on a S
�k; (1; :::; 1) = ;.1.3. Composition verti
ale 
onnexe des S-bimodules. On peut maintenant d�e�nir, surla 
at�egorie des S-bimodules, la stru
ture mono��dale qui nous int�eresse.Pour deux a-uplets �| et �{, on utilise les 
onventions d'�e
riture suivantes. On note P(�|; �{) le produittensoriel P(j1; i1) 
k � � � 
k P(ja; ia) et S�| l'image du produit dire
t des groupes Sj1 � � � � � Sjbdans Sj�|j.D�efinition (Produit mono��dal�
). Soient Q, P deux S-bimodules. Le produit mono��dal 
onnexede Q et P est le S-bimodule Q�
 P donn�e parQ�
 P(m; n) =MN2N0� M�l; �k; �|;�{ k[Sm℄
S�l Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)
S�{ k[Sn℄1A,� ;o�u la somme dire
te 
ourt sur les b-uplets �l, �k et les b-uplets �|, �{ tels que j�lj = m, j�kj = j�|j = N ,j�{j = n et o�u la relation d'�equivalen
e � est donn�ee par� 
 q1 
 � � � 
 qb 
 � 
 p1 
 � � � 
 pa 
 ! �� ��1�l 
 q��1(1) 
 � � � 
 q��1(b) 
 ��k � ��| 
 p�(1) 
 � � � 
 p�(a) 
 ��1�l !;pour � 2 Sm, ! 2 Sn, � 2 S
�k; �| et pour � 2 Sb ave
 �k1;:::; kb la permutation par blo
s 
orrespondante(
f. 
onventions), � 2 Sa et �j1;:::; ja la permutation par blo
s 
orrespondante.Remarque : A 
ause de la lourdeur de l'�e
riture, nous omettrons souvent dans la suite lesrepr�esentations induites. (C'est souvent le 
as pour les op�erades).Proposition 31. L'objet Q�
 P est bien d�e�ni.34



1. LA CAT�EGORIE DES S-BIMODULESD�emonstration. Pour �l et �k deux b-uplets tels que j�lj = m et j�kj = N , on pose �l0 = (l��1(1),: : :, l��1(b)) et �k0 = (k��1(1); : : : ; k��1(b)) qui v�eri�ent aussi j�l0j = m et j�k0j = N . De plus, toutepermutation (�k; �|)-
onnexe � donne par 
omposition �a gau
he ave
 une permutation par blo
s dutype ��k et �a droite par une permutation par blo
s du type ��| une permutation (�k0; �|0)-
onnexe.En e�et, les repr�esentations g�eom�etriques de � 2 SN et de ��k � ��| sont hom�eomorphes et on relieexa
tement les mêmes points. En r�esum�e, si � 2 S
�k; �| on a en
ore ��k � ��| 2 S
�k0; �l0 . �Ce produit mono��dal est d�e�ni ainsi pour 
orrespondre �a la 
omposition verti
ale de graphes
onnexes.D�efinition (Graphes dirig�es). Ce que l'on appelle i
i par graphes dirig�es sont des graphes nonplanaires, dirig�es par un 
ot, dont les arêtes entrant et sortant d'un noeud (ou sommet) sontindi
�ees par des entiers f1; : : : ; ng, tout 
omme le sont les entr�ees et sorties du graphe. On supposede plus que 
haque noeud admette au moins une entr�ee et une sortie.D�efinition (Graphes 
onnexes). On dit qu'un graphe est 
onnexe s'il est 
onnexe en tant qu'es-pa
e topologique.Pour d�e
rire le produit mono��dal �
, on se sert des graphes �a niveaux 
onnexes , 
'est-�a-dire desgraphes dont les noeuds se r�epartissent sur des niveaux. La �gure 1 repr�esente un graphe �a deuxniveaux o�u les noeuds sont indi
�es par �i.1 1 ��@
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___4 1 2 3Fig. 1. Exemple de graphe 
onnexe �a deux niveaux.A l'aide des graphes 
onnexes �a deux niveaux G
2, on 
onstruit le produit mono��dal �G
 sur les S-bimodules. Pour un graphe g, on appelle N1 l'ensemble des noeuds appartenant au premier niveau(en fon
tion de la dire
tion donn�ee par le 
ot global) et N2 l'ensemble des noeuds appartenant ause
ond niveau. Pour un noeud �, on 
onsid�ere les deux ensembles In(�) et Out(�) 
ompos�es desarêtes entrant et sortant du noeud. On note jOut(�)j et jIn(�)j les 
ardinaux de 
es ensembles.D�efinition (Produit mono��dal�G
 ). A Q et P deux S-bimodules, on asso
ie le S-bimoduleQ�G
 Pdonn�e par la formuleQ�G
 P = 0�Mg2G
2 O�2N2Q(jOut(�)j; jIn(�)j)
 O�2N1 P(jOut(�)j; jIn(�)j)1A,� ;35



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPSo�u la relation d'�equivalen
e � est engendr�ee par1 ��>
>>

>>
>>

> 2
�� 3����

��
��

�� �(1) ##GG
GG

GG
GG

G �(2)
�� �(3)zzuuuuuuuuu�1

����
��

��
��2

��

3
��=

==
==

==
= � ��1 � ��(1)

{{ww
ww

ww
ww

w�(2)
��

�(3)
$$HH

HH
HH

HH
H :Ce
i qui revient �a indi
er les sommets des graphes �a deux niveaux par des �el�ements de Q et de P ,et �a relier les indi
es des sorties (resp. entr�ees) d'un sommet �a l'a
tion de Sm �a gau
he (resp. Sn�a droite) sur l'�el�ement 
orrespondant.Remarque : Par sou
i de 
on
ision, on omettra souvent dans la suite d'�e
rire la relation d'�e-quivalen
e. Ainsi, lorsque l'on parlera de graphes indi
�es par des S-bimodules, on quotienteraimpli
itement par 
ette relation d'�equivalen
e.Proposition 32. Pour tout 
ouple (Q; P) de S-bimodules, les deux produits Q �
 P et Q�G
 Psont naturellement isomorphes.D�emonstration. A tout �el�ement � 
 q1 
 � � � 
 qb 
 � 
 p1 
 � � � 
 pa 
 ! de k[Sm℄
Q(�l; �k)
k[S
�k; �|℄
P(�|; �{)
 k[Sn℄, on asso
ie un graphe 	(�
 q1 
 � � � 
 qb 
 �
 p1 
 � � � 
 pa 
!) dont lesnoeuds sont indi
�es par les q� et les p�. Pour 
ela, on 
onsid�ere une repr�esentation g�eom�etriquede �. On regroupe et r�eindi
e les sorties en fon
tion de �k et les entr�ees en fon
tion de �|. Onindi
e les noeuds ainsi 
r�e�es �a l'aide des q� et p�. Puis pour 
haque q� on 
onstruit l� arêtessortant que l'on indi
e par 1; : : : ; l� . On pro
�ede de même ave
 p� et les entr�ees du graphe.En�n, on num�erote les sorties du graphe ave
 � et les entr�ees ave
 !. Par exemple, l'�el�ement(4123)
 q1 
 q2 
 (1324)
 p1 
 p2 
 (12435) donne le graphe repr�esent�e �a la �gure 2.1 1 ��@
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 q1 
 q2 
 (1324)
 p1 
 p2 
 (12435).Soit �	(�
 q1
 � � � 
 qb
�
 p1
 � � � 
 pa
!) la 
lasse d'�equivalen
e de 	(�
 q1
 � � � 
 qb
�
p1 
 � � � 
 pa 
 !) pour la relation �. Grâ
e �a 
ette relation d'�equivalen
e, l'appli
ation �	 passenaturellement au quotient k[Sm℄ 
S�l Q(�l; �k) 
S�k k[S
�k; �|℄ 
S�| P(�|; �{) 
S�{ k[Sn℄. Quant �a la relationd'�equivalen
e �, elle 
orrespond �a un r�earrangement (hom�eomorphe) dans l'espa
e du grapheengendr�e. Le graphe ainsi 
r�e�e �etant non-planaire, il est invariant sur les 
lasses d'�equivalen
espour la relation �. On a �nalement une appli
ation e	 de Q�
P vers Q�G
 P . Comme tout grapheadmet une repr�esentation de la forme � 
 q1 
 � � � 
 qa 
 � 
 p1 
 � � � 
 pb 
 !, on peut exhiberune r�e
iproque �a e	. Ainsi, les deux produits Q�
 P et Q�G
 P sont naturellement isomorphes etrepr�esentent la même information. �36



1. LA CAT�EGORIE DES S-BIMODULESIl reste �a d�e�nir l'objet qui jouera le rôle d'unit�e dans 
ette 
at�egorie. On poseI = � I(1; 1) = k;I(m; n) = 0 sinon:Proposition 33. La 
at�egorie (S-biMod; �
; I) est une 
at�egorie mono��dale.D�emonstration. Pour montrer la relation d'unit�e sur P �
 I(m; n), il faut �etudier S
�k; �| pour�| = (1; : : : ; 1). Ce dernier est vide sauf si on r�eunit toutes les sorties, soit pour �k = (n). Et dans
e 
as S
(n);(1; :::; 1) vaut Sn (
f. Proposition 30). Ainsi, on aP �
 I(m; n) = P(m; n)
Sn k[Sn℄
S�n1 k
n = P(m; n)
 k:idn 
 k
n = P(m; n):(Le 
as I �
 P = P est parfaitement sym�etrique.)Pour montrer la relation d'asso
iativit�eR�
 (Q�
 P) = (R�
Q)�
 P du produit �
, on utilisele produit �G
 . En e�et, il suÆt de voir que les S-bimodules R �G
 (Q �G
 P) et (R �G
 Q) �G
 P
orrespondent aux graphes �a 3 niveaux indi
�es par des �el�ements de R, Q et P , soit0�Mg2G
3 O�2N3R(jOut(�)j; jIn(�)j) 
 O�2N2Q(jOut(�)j; jIn(�)j) 
 O�2N1 P(jOut(�)j; jIn(�)j)1A,� :(La 
omposition verti
ale de graphes 
onnexes donne en
ore un graphe 
onnexe). �1.4. Les sous-
at�egories mono��dales (k-Mod; 
; k) et (S-Mod; Æ; I). Les deux 
at�e-gories mono��dales k-Mod et S-Mod apparaissent 
omme des sous-
at�egories mono��dales pleines dela 
at�egories des S-bimodules ave
 le produit �
 d�e�ni pr�e
�edemment.En 
e qui 
on
erne la 
at�egorie des modules sur k munie du produit tensoriel 
lassique, il suÆtd'asso
ier �a tout module V le S-bimodule suivant :� V (1; 1) = V;V (j; i) = 0 sinon:On retrouve alors le produit tensoriel sur k 
ar pour V et W deux modules, on a V �
 W (1; 1) =V 
k W et 
omme il n'existe pas de permutations 
onnexes asso
i�ees �a des a; b-uplets de la forme(1; : : : ; 1) (
f. proposition 30), on a V �W (j; i) = 0 pour (j; i) 6= (1; 1). Et les morphismes entredeux S-bimodules 
ompos�es uniquement d'un (S1; S1)-module 
orrespondent aux morphismes dek-modules.La 
at�egorie des S-bimodules 
ontient aussi les S-modules li�es aux op�erades. De la même mani�ere,�a partir d'un S-module P , on d�e�nit un S-bimodule:� P(1; n) = P(n) pour n 2 N� ;P(j; i) = 0 si j 6= 1:Nous avons vu �a la proposition 30 que S
(N);(1; :::; 1)) = SN. Ce qui se traduit i
i parQ�
 P(1; n) = MN�n Mi1+���+iN=nQ(1; N)
SN k[SN℄
S�N1 P(1; �{)
S�{ k[Sn℄!,� ;o�u la relation d'�equivalen
e � s'�e
rit i
iq 
 �� 
 p1 
 � � � 
 pN � q 
 � 
 p�(1) 
 � � � 
 p�(N):Cette relation revient �a prendre les 
oinvariants pour l'a
tion de SN dans l'expression Q(1; N)
kP(1; i1) 
k � � � 
k P(1; iN ). On retombe bien sur le produit mono��dal des S-modules (
f. [GK℄et J.-P. May [May℄), que l'on 
onnait plus sous la forme alg�ebrique suivante (en omettant lesinduites)Q� P(1; n) = MN�n Mi1+���+iN=nQ(1; N)
P(1; i1)
 � � � 
 P(1; iN )!SN = Q Æ P(n):37



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPSRemarquons qu'ave
 le produit �G
 , on retrouve la 
omposition des S-modules �e
rite �a l'aide desarbres (
f. [GK℄ et [L3℄).Quant �a Q�
P(j; i), pour j 6= 1, 
ette 
omposition 
orrespond �a la juxtaposition d'arbres (forêt)et repose don
 sur des graphes non 
onnexes. Ainsi, Q�
 P(j; i) = 0, pour j 6= 1.1.5. Composition horizontale et verti
ale des S-bimodules. A�n de repr�esenter la
on
at�enation de deux op�erations, on introduit un produit mono��dal 
 de la mani�ere suivante.D�efinition (Produit de 
on
at�enation 
). Soient P , Q deux S-bimodules. On d�e�nit le produitde 
on
at�enation 
 par la formule suivante :P 
Q(m; n) = Mm0+m00=mn0+n00=n P(m0; n0)
Q(m00; n00);o�u P(m; n)
Q(m0; n0) = k[Sm+m0℄
Sm�Sm0 P(m; n)
k Q(m0; n0)
Sn�Sn0 k[Sn+n0℄:Le produit 
 
orrespond �a la notion intuitive de 
on
at�enation d'op�erations r�epr�esent�ee �a la�gure 3. Pour 
e produit on parle de 
omposition horizontale .1 1 ��:
::

::
::

2 1!!CC
CC

CC
CC 32 {{

{{

}}{{
{

42����
��

��
�p1

��

2
����

��
��

�
q1
��1 3 2Fig. 3. Composition horizontale de deux op�erations.Proposition 34. Le produit 
 d�e�nit un produit mono��dal sym�etrique dans la 
at�egorie des S-bimodules. L'unit�e est donn�ee par le S-bimodule k d�e�ni par� k(0; 0) = k;k(m; n) = 0 sinon:D�emonstration. La relation d'unit�e vient de l'�egalit�eP 
 k(m; n) = k[Sm℄
Sm P(m; n)
k k 
Sn k[Sn℄ = P(m; n):Et l'asso
iativit�e vient de la relation�P(m; n)
Q(m0; n0)�
R(m00; n00) = P(m; n)
 �Q(m0; n0)
R(m00; n00)� =k[Sm+m0+m00 ℄
Sm�Sm0�Sm00 P(m; n)
k Q(m0; n0)
k R(m00; n00)
Sn�Sn0�Sn00 k[Sn+n0+n00 ℄:L'isomorphisme de sym�etrie est donn�e parP(m; n)
Q(m0; n0) ��! (1; 2)m;m0�P(m; n)
Q(m0; n0)�(1; 2)n;n0 = Q(m0; n0)
P(m; n):Remarque : Ce produit mono��dal est bilin�eaire.En mimant 
e que l'on a fait dans les parties pr�e
�edentes, on peut d�e�nir un produit qui repr�esenteles 
ompositions verti
ales d'op�erations mais suivant des s
h�emas non n�e
essairement 
onnexes.D�efinition (Produit de 
omposition �). Soient Q, P deux S-bimodules. On d�e�nit le produit de
omposition Q� P parQ� P(m; n) = MN2N0� M�l; �k; �|;�{ k[Sm℄
S�lQ(�l; �k)
S�k k[SN℄
S�| P(�|; �{)
S�{ k[Sn℄1A,� ;o�u la relation d'�equivalen
e � est la même que dans le 
as 
onnexe.38



1. LA CAT�EGORIE DES S-BIMODULESA la di��eren
e du produit 
, le produit � repr�esente les 
ompositions verti
ales d'op�erations.Comme dans le 
as 
onnexe, on a une autre �e
riture de 
e produit en terme de graphes dirig�es, �ala di��eren
e pr�es qu'i
i les graphes ne seront pas suppos�es 
onnexes.On 
onsid�ere l'ensemble G2 des graphes dirig�es �a deux niveaux non n�e
essairement 
onnexes. Ond�e�nit alors le produit bas�e sur de tels graphes.D�efinition (Produit de 
omposition �G). Soient Q, P deux S-bimodules. On d�e�nit le produitQ�G P parQ�G P = 0�Mg2G2 O�2N2Q(jOut(�)j; jIn(�)j) 
 O�2N1 P(jOut(�)j; jIn(�)j)1A,� ;o�u la relation d'�equivalen
e � est la même que dans le 
as 
onnexe.Comme dans le 
as 
onnexe, 
es deux d�e�nitions sont �equivalentes.Proposition 35. Pour tout 
ouple (Q; P) de S-bimodules, les deux produits de 
omposition Q�Pet Q�G P sont naturellement isomorphes.D�emonstration. La d�emonstration est identique. On introduit le même type d'isomorphisme e	entre Q� P et Q�G P . �Par la suite, nous aurons besoin de 
onsid�erer l'ensemble des 
on
at�enations possibles d'op�erationsde P .D�efinition (Les S-bimodules T
(P) et S
(P)). Comme le produit mono��dal de S-bimodules 
est bilin�eaire, le mono��de libre sur P pour la 
on
at�enation est donn�e parT
(P) =Mn2NP
n:Comme P 
Q est isomorphe �a Q
P et que l'on on aura �a 
onsid�erer un morphisme 
ommutatifsur P 
Q par la suite, on introduit l'alg�ebre sym�etrique libre tronqu�ee sur P .S
(P) = Mn2N�(P
n)Sn:Remarque : On a ex
lut l'op�eration s
alaire k(0; 0) de la d�e�nition de l'alg�ebre sym�etrique
onsid�er�ee.Le fon
teur S
 permet de relier les deux produits de 
omposition �
 et �.Proposition 36. Soient Q et P deux S-bimodules. On a l'�egalit�eS
(Q�
 P) = Q� P :D�emonstration. Le r�esultat repose sur le fait que tout graphe de G2 peut se d�e
omposer enproduit de graphes 
onnexes appartenant �a G
2 et que l'on ne tient pas 
ompte i
i de l'ordresuivant lequel sont 
on
at�en�es 
es graphes 
onnexes. �Comme le produit mono��dal 
 est bien 
onnu, par exemple du point de vue homologique, pour�etudier le produit �, il suÆra de faire l'�etude sur �
 et de passer �a la 
on
at�enation �a la �n. Cesera par exemple le 
as des di��erents 
omplexes de 
hâ�nes introduits dans la suite de 
ette th�ese(bar 
onstru
tions, 
omplexes de Koszul) dont les di��erentielles se font 
omposante 
onnexe par
omposante 
onnexe.Remarque : Le produit de 
omposition � n'est pas un produit mono��dal. L'asso
iativit�e ne faitau
un doute. Par 
ontre, la relation d'unit�e fait d�efaut. On aP � I = S
(P):Or, en g�en�eral, P est di��erent de S
(P). 39



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPS1.6. Repr�esentation des �el�ements de Q�
P et de Q�P. Les produits Q�
P et Q�Psont d�e�nis 
omme des quotients par la relation d'�equivalen
e � qui permute l'ordre des �el�ementsde Q et de P . A�n notamment de pouvoir �etudier le 
omportement homologique de 
es produits,on 
her
he des repr�esentants naturels des 
lasses d'�equivalen
e pour la relation �.Pour 
ela on 
onsid�ere les 
ouples de partitions ordonn�ees de ([m℄; [n℄).D�efinition (Partition ordonn�ee de [n℄). Une partition ordonn�ee de [n℄ est une suite (�1; : : : ; �k)d'ensembles qui forment une partition, au sens usuel du terme, de [n℄ = f1; : : : ; ng.Parmi les partitions ordonn�ees de [n℄, on 
hoisit 
elles qui sont 
roissantes, 
'est-�a-dire qui v�eri�entmin(�1) < min(�2) < � � � < min(�k).Soit �(m; n) l'ensemble des 
ouples �(�01; : : : ; �0b); (�1; : : : ; �a)�de partitions ordonn�ees 
rois-santes de ([m℄; [n℄).Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur les entiers m et n, on note 
et ensemble �.Proposition 37. Le produit Q�
 P(m; n) est isomorphe, en tant que (Sm;Sn)-bimodule, �aM((�01;:::;�0b); (�1;:::;�a))2�(m;n)j�kj=j�|j k[Sm℄
S�lQ(�l; �k)
S�k k[S�k; �|
 ℄
S�| P(�|; �{)
S�{ k[Sn℄;o�u l� est �egal au 
ardinal de l'ensemble �0� et i� �a 
elui de ��.Dit autrement, tout �el�ement de Q�
 P peut se repr�esenter sous la formeq�011 
 � � � 
 q�0bb 
 � 
 p�11 
 � � � 
 p�aa = (q�011 ; : : : ; q�0bb )�(p�11 ; : : : ; p�aa );ave
 ((�01; : : : ; �0b); (�1; : : : ; �a)) 2 �.L'a
tion de Sm �a gau
he sur 
e module revient �a permuter les entiers d'une partition (�01; : : : ; �0b).Et s'il faut permuter des �0� pour retomber sur une partition ordonn�ee, on permute de la mêmemani�ere les �el�ements q� 
orrespondant.D�emonstration. On utilise la des
ription du produit �
 en termes de graphes dont les entr�ees etles sorties sont indi
�ees par des entiers de f1; : : : ; ng et f1; : : : ; mg respe
tivement. Les partitions(�1; : : : ; �a) repr�esentent les entr�ees des op�erations (p1; : : : ; pa) et les partitions (�01; : : : ; �0b)repr�esentent les sorties des op�erations (q1; : : : ; qb). �Cette �e
riture nous permettra de montrer que le produit mono��dal �
 v�eri�e 
ertaines propri�et�eshomologiques (
f. 
hapitre 3 se
tion 1:2).Remarque : La premi�ere op�eration p1 sur la ligne des p est 
elle qui re�
oit l'entr�ee indi
�ee par1. Il en va de même pour q1 ave
 la sortie indi
�ee par 1. Cette propri�et�e permet notamment dedi��eren
ier sur 
haque ligne une op�eration des autres. Ce
i nous permettra de 
onstruire des ho-motopies sur les bar et 
obar 
onstru
tions augment�ees (
f. 
hapitre 4 se
tion 3).On a le même r�esultat pour le produit �.Proposition 38. Le produit Q� P(m; n) est isomorphe, en tant que (Sm; Sn)-bimodule, �aM((�01;:::;�0b); (�1;:::;�a))2�(m;n)j�kj=j�|j k[Sm℄
S�l Q(�l; �k)
S�k k[Sj�kj℄
S�| P(�|; �{)
S�{ k[Sn℄:2. Bifon
teurs de S
hurA tout S-bimodule P , on peut asso
ier un bifon
teur dit de S
hur. La 
omposition de tels bi-fon
teurs est li�ee au produit mono��dal �
. Les bifon
teurs introduits i
i g�en�eralisent la notion defon
teur de S
hur des op�erades. 40



2. BIFONCTEURS DE SCHUR2.1. D�e�nition. Soit P un S-bimodule.D�efinition (Bifon
teur de S
hur 
omplet). On appelle bifon
teur de S
hur 
omplet, asso
i�e auS-bimodule P , le fon
teur d�e�ni parS-biMod� S-biMod ! S-biMod(W; V ) 7! W �
 P �
 V:Et on le note SP .D�efinition (Bifon
teur de S
hur r�eduit). On appelle bifon
teur de S
hur r�eduit le fon
teur sui-vant S-biMod� S-biMod ! bigr-k-Mod(W; V ) 7! Mm;n k 
Sm ((W �
 P �
 V )(m; n))
Sn k= Mm;nMN M((�l; �k); (�|;�{))2�W �
 P(�l; �k)
S�k k[S�k; �|
 ℄
S�| V (�|; �{)= Mm;nMN M((�l; �k); (�|;�{))2�W (�l; �k)
S�k k[S�k; �|
 ℄
S�| P �
 V (�|; �{);que l'on note SP .Ces deux bifon
teurs de S
hur induisent un fon
teur S (respe
tivement S) entre la 
at�egorie desS-bimodules et 
elle des bifon
teurs sur S-biMod� S-biMod (biFon
tS-biMod).D�efinition (Fon
teur de S
hur). On appelle fon
teur de S
hur, not�e S, le fon
teurS-biMod ! biFon
tS-biModP 7! SP :2.2. Op�erations sur les bifon
teurs. Nous allons �etudier la 
omportement de 
e fon
teurS vis-�a-vis des op�erations respe
tives des deux 
at�egories S-biMod et biFon
t.La 
at�egorie des bifon
teurs de S-biMod� S-biMod vers S-biMod (ou bigr-k-Mod) est munie de
oproduits �. En e�et, on d�e�nit (F �F 0)(W; V ) par F(W; V )�F 0(W; V ). Malheureusement, lefon
teur S ne pr�eserve pas toujours les 
oproduits. La d�ependan
e de S en P est pas lin�eaire.De la même mani�ere, si on d�e�nit le produit tensoriel de deux S-bimodules Q, P par(Q�
P)(m; n) = Q(m; n)
k P(m; n);o�u les a
tions de Sm et Sn sont les a
tions diagonales (�a ne pas 
onfondre ave
 la 
on
at�enation
),alors la 
at�egorie des bifon
teurs est munie d'un produit tensoriel sym�etrique (F �
F 0)(W; V ) =F(W; V ) �
F 0(W; V ). Cette fois-
i, le fon
teur de S
hur S est un fon
teur mono��dal pour le produittensoriel �
. On pose (k)m;n 
omme �etant le S-bimodule ayant k 
omme module en tout degr�e.Cette objet est l'unit�e dans la 
at�egorie mono��dale (S-biMod; �
). De même, on pose (k)m;n pour lebifon
teur 
onstant d'image (k)m;n qui est l'unit�e pour la 
at�egorie mono��dale (biFon
tS-biMod; �
).Proposition 39. Le fon
teur de S
hur S est un fon
teur mono��dal entre la 
at�egorie (S-biMod,�
, (k)m;n) et (biFon
tS-biMod; �
; (k)m;n).En 
e qui 
on
erne la 
omposition des bifon
teurs, on a les relations suivantes.Lemme 40. Pour tout W; V et Q; P dans S-biMod, les bifon
teurs de S
hur v�eri�entSQ(W; SP (I; V )) = SQ(SP(W; I); V ) = SQ�
P(W; V ):D�emonstration. Par d�e�nition du bifon
teur de S
hur on aSQ(W; SP(I; V )) = SQ(SP(W; I); V ) = SQ�
P(W; V ) = W �
 Q�
 P �
 V: �41



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPSD�efinition (Fon
teur de S
hur �a droite). On appelle fon
teur de S
hur �a droite asso
i�e �a unS-bimodule P la restri
tion suivante du bifon
teur SPS 0P : S-bimod ! S-bimodV 7! SP (I; V ):Ave
 
ette d�e�nition, le lemme pr�e
�edent s'�e
rit :Proposition 41. Le fon
teur S 0 est un fon
teur mono��dal entre les 
at�egories (S-biMod; �
; I)et (Fon
tS-biMod; Æ; id).D�emonstration. Dit autrement, on a S 0Q Æ S 0P(V ) = S 0Q�
P(V ) et S 0I(V ) = V . �Remarque : Cette �e
riture relie l'asso
iativit�e du produit �
 �a 
elle de la 
omposition des fon
-teurs. 3. D�e�nitions des prop�erades et des PROPsOn peut maintenant d�e�nir les notions de prop�erade et de PROP ainsi que 
elle de g�ebre surune prop�erade. Une prop�erade nous servira �a 
oder les op�erations �a plusieurs entr�ees et plusieurssorties qui r�egissent les di��erents types de g�ebres (alg�ebres, 
og�ebres, big�ebres, et
 ...).3.1. D�e�nition et premiers exemples de prop�erades.D�efinition (Prop�erade). Une prop�erade (P ; �; �) est un mono��de dans la 
at�egorie (S-biMod,�
, I), o�u le produit mono��dal �
 est 
elui d�e�nit �a la se
tion 1:3.Toutes les prop�erades que nous 
onsid�ererons i
i seront r�eduites, 
'est-�a-dire qu'elles veri�entP(m; n) = 0 si m = 0 ou n = 0.Exemples :{ Les premiers exemples viennent des sous-
at�egories mono��dales pleines k-Mod et S-Mod.Ainsi, les alg�ebres et les op�erades sont des prop�erades parti
uli�eres.{ Les autres exemples de prop�erades que nous traitons i
i viennent de PROPs (
f. se
-tion 4.3).D�efinition (S-bimodule gradu�e par un poids). On appelle S-bimodule gradu�e par un poids toutesomme dire
te, indi
�ee par � 2 N, de S-bimodules, 
'est-�a-dire M =L�2NM (�).Les morphismes de S-bimodules gradu�es par un poids sont les morphismes de S-bimodules quipr�eservent 
ette d�e
omposition. L'ensemble des S-bimodules gradu�es par un poids muni des mor-phismes 
orrespondant forme une 
at�egorie que l'on note gr-S-biMod.Remarque : On d�e�nit le produit tensoriel 
k dans la 
at�egorie des S-bimodules gradu�es par unpoids par (P(m; n)
k Q(m0; n0))(�) = Ms+t=�P(m; n)(s) 
k Q(m0; n0)(t):A l'aide de 
ette g�en�eralisation, on peut �etendre les produits 
, �
 et � �a la 
at�egorie gr-S-biMod.D�efinition (Prop�erade gradu�ee par un poids). Une prop�erade gradu�ee par un poids (P ; �; �)est un mono��de dans la 
at�egorie (gr-S-biMod; �; I). Lorsque les �el�ements de degr�e 0, pour 
ettegraduation, 
orrespondent �a P(0) = I , on parle de prop�erade 
onnexe.Dualement, on d�e�nit la notion de 
oprop�erade.D�efinition (Coprop�erade). Une 
oprop�erade est un 
omono��de dans la 
at�egorie (S-bimod; �
; I).De mani�ere expli
ite, 
ela signi�e que (C; �; ") est une 
oprop�erade si et seulement si � : C !C �
 C est un morphisme de S-bimodules 
oasso
iatifC�
��

� // C �
 C��
C
��C �
 C C�
� // C �
 C �
 C42



3. D�EFINITIONS DES PROP�ERADES ET DES PROPSet " : C ! I une 
ounit�ee I �
 C C �
 C"�
Coo C�
" // C �
 IC :� OO ��1C 99tttttttttt��1CeeJJJJJJJJJJ3.2. D�e�nition de PROP. Dans le 
as des prop�erades, on ne 
onsid�ere qu'une 
omposition,la 
omposition verti
ale �. Dans le 
as des PROPs, il faut en plus prendre en 
ompte une autre
omposition, la 
omposition horizontale.D�efinition (PROP). Une stru
ture de PROP sur un S-bimodule 
orrespond aux donn�ees sui-vantes :{ une 
omposition verti
ale asso
iative P � P ��! P ,{ une 
omposition horizontale asso
iative et 
ommutative P 
 P 
on
���! P ,{ une unit�e pour la 
omposition verti
ale S
(I) ��! P :En outre, on impose que les deux 
ompositions 
ommutent, 
'est-�a-dire qu'elles v�eri�ent la relationd'Inter
hange Law(P �
 P)
 (P �
 P)�
�
��

//
�Lm;n;N S
(P)(m; N)
SN k[SN℄
SN S
(P)(N; m)�.�
on
�

on


��P �
 P�
��P 
 P 
on
 // P :Remarque : Le S-bimodules S
(I) est isomorphe au S-bimoduleLn2N� k[Sn℄.Proposition 42. Cette d�e�nition de PROP est �equivalente �a la d�e�nition 
lassique donn�ee parLawvere et Ma
 Lane ( 
f. [La℄ et [Ma
L2℄).D�emonstration. La seule di��eren
e entre les deux d�e�nitions vient de la 
omposition verti
ale.Dans la d�e�niton de Ma
 Lane, la 
omposition verti
ale est la donn�ee d'un morphisme de S-bimodules asso
iatif de la formeÆ : P(m; N)
SN P(N; n)! P(m; n):Si on se donne un morphisme P � P ��! P , on 
onstruit une 
omposition Æ par restri
tionÆ : P(m; N)
SN P(N; n) = P(m; N)
SN k[SN℄
SN P(N; n)! P � P ��! P :R�e
iproquement, si on a une 
omposition de la forme Æ, on d�e�nit � par� : P � P(m; n) = MN2NS
(P)(m; N)
SN S 
 (P)(N; n)LN 
on

SN
on
�����������!MN P(m; N)
SN P(N; n) Æ�! P(m; n):Ces deux 
onstru
tions sont inverses l'une de l'autre grâ
e �a l'inter
hange law. �Remarque : La terminologie de PROP a �et�e introduite par S. Ma
 Lane. Elle vient de \PROduitset Permutations".A partir d'un PROP P , si on oublie la 
omposition horizontale et que l'on ne parle que de
ompositions verti
ales 
onnexes, alors on retrouve une stru
ture de prop�erade.D�efinition (Le fon
teur oubli U
). On appelle fon
teur oubli U
, le fon
teurU
 : PROPs! prop�erades43



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPSqui d�e�nit une prop�erade �a partir d'un PROP.Proposition 43. Le fon
teur oubli entre les PROPs et les prop�erades admet un adjoint �a gau
hedonn�e par la 
onstru
tion S
 PROPs U
 / prop�erades:S
oD�emonstration. Soit (P ; �; �) une prop�erade, le morphisme de 
on
at�enation S
(P)
S
(P)!P est 
elui donn�ee par la 
onstru
tion de l'alg�ebre sym�etrique libre. Quant �a la 
ompositionverti
ale e�, on la d�e�nit, grâ
e �a la proposition 36, pare� : S
(P)� S
(P) = S
(P �
 P) S
(�)����! S
(P):Et l'unit�e de la prop�erade permet d'obtenir l'in
lusion S
(I) S
(�)����! S
(P). Ainsi d�e�ni (S
(P),e�, 
on
, S
(�)) forme un PROP. Et on v�erife fa
ilement la relation d'adjon
tion. �3.3. L'exemple fondamental End(V ).D�efinition (End(V )). On pose End(V ) = fappli
ations lin�eaires : V 
n ! V 
mg o�u lesa
tions de Sm et de Sn se font �a la sour
e V 
n et �a l'arriv�ee V 
m par permutation des va-riables. La 
omposition End(V )�End(V ) � // End(V ) revient �a 
omposer les appli
ationsmultilin�eaires suivant le s
h�ema donn�e par le produit mono��dal �. La 
omposition horizontaleEnd(V ) 
 End(V ) 
on
���! End(V ) est exa
tement la 
on
at�enation des appli
ations lin�eaires. Et,l'in
lusion S
(I) ! End(V ) 
orrespond aux appli
ations lin�eaires de V 
n ! V 
n obtenues parpermutations des variables.Par exemple, pour p� 2 Homk-Mod(V 
i� ; V 
j�) et q� 2 Homk-Mod(V 
k� ; V 
l� ), l'appli
ation�(�
 q1 
 � � � 
 qb 
 �
 p1 
 � � � 
 pa 
!) 2 Homk-Mod(V 
n; V 
m) 
orrespond �a la 
ompositionsuivante V 
n ! // V 
n p1
���
pa// V 
N � // V 
N q1
���
qb // V 
m � // V 
m;o�u l'appli
ation p1 
 � � � 
 pa : V 
n = V 
i1 
 � � � 
 V 
ib ! V 
j1 
 � � � 
 V 
jb = V 
N est la
on
at�enation des appli
ations p�.Ainsi d�e�ni, (End(V ); �; 
on
; �) est un PROP. Et si l'on se restreint aux 
ompositions verti
ales
onnexes End(V )�
 End(V ) �
�! End(V ), on obtient une prop�erade.3.4. Lien ave
 les fon
teurs de S
hur. On a la proposition suivanteProposition 44. Si P est une prop�erade, alors le fon
teur de S
hur S 0P est une monade, 
'est-�a-dire un mono��de dans la 
at�egorie (Fon
tS-bimod; Æ; id).D�emonstration. On se sert de la proposition 41. 23.5. P-g�ebre. La notion de g�ebre sur une prop�erade (ou un PROP) est la g�en�eralisationnaturelle de 
elle d'alg�ebre sur une op�erade.D�efinition (P-g�ebre). Soit P une prop�erade (respe
tivement un PROP). Une stru
ture de P-g�ebre sur le k-module V est la donn�ee d'un morphisme de prop�erades (respe
tivement de PROPs)P ! End(V ).Remarque : Une P-g�ebre est une \alg�ebre" sur une prop�erade P . Mais le terme d'alg�ebre est i
i�a prendre dans un sens large. En e�et, les P-g�ebres peuvent aussi être munies de 
oproduits. C'estle 
as des big�ebres et des big�ebrse de Lie, par exemple.On 
onsid�ere le S-bimodule T�(V )(m; n) = V 
m, o�u l'a
tion de Sn est l'a
tion triviale et 
elle deSm 
orrespond �a la permutation des variables. Un morphisme de S-bimodules �V : P �
 V !T�(V ) s'�etend en un unique morphisme T (�V ) de P � T�(V ) ! T�(V ) par 
on
at�enation. En44



4. PROP�ERADE ET PROP LIBRES, QUADRATIQUESe�et, tout �el�ement de P � T�(V ) peut se voir 
omme la 
on
at�enation d'�el�ements de P �
 V . Parexemple, l'�el�ement
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____4 1 2 3:Par exemple, pour P = End(V ), on a naturellement une appli
ation � : End(V ) �
 V ! T�(V )qui 
orrespond �a l'�evaluation d'une appli
ation de Homk-Mod(V 
n; V 
m) par un �el�ement de V 
n.Par d�e�nition de �, on a imm�ediatement le lemme suivant.Lemme 45. Le diagramme 
i-dessous est 
ommutatifEnd(V )�
 End(V )�
 V End(V )�
�//��
V

��

End(V )�
 T�(V )T (�)
��End(V )�
 V � // T�(V ):Ce lemme se g�en�eralise de la mani�ere suivante.Proposition 46. Un k-module V est une g�ebre sur P si et seulement si il existe un morphismede S-bimodules �V : P �
 V ! T�(V ) tel que le diagramme suivant 
ommuteP �
 P �
 V P�
�V //��
V

��

P �
 T�(V )T (�V )
��P �
 V �V // T�(V ):Remarque : Lorsque P est une op�erade, on retrouve la notion 
lassique d'alg�ebre sur l'op�eradeP . 4. Prop�erade et PROP libres, quadratiques4.1. Prop�erade et PROP libres. Le but de 
ette partie est de d�e
rire la prop�erade libresur un S-bimodule V . Pour 
ela, on utilise le travail plus g�en�eral, e�e
tu�e sur le mono��de libre, au45



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPS
hapitre 1 se
tion 6. Puis en utilisant la proposition 43, on obtient le PROP libre sur V .Lemme 47. Pour tout 
ouple (A; B) de S-bimodules, le fon
teur�A;B : X 7! A�
 X �
 Best un fon
teur analytique ( 
f. Chapitre 1 se
tion 8).D�emonstration. Le S-bimodule A �
 X �
 B est donn�e par la somme dire
te sur les graphes�a 3 niveaux G
3 dont les sommets du premier niveau sont indi
�es par des �el�ements de B, 
eux dudeuxi�eme niveau par des �el�ements de X et 
eux du troisi�eme niveau par des �el�ements de A. Si onpose Gn3 l'ensemble des graphes �a trois niveaux ayant n sommets sur le deuxi�eme niveau, alors lefon
teur �A;B s'�e
rit�A;B(X) = A�
 X �
 B= Mn2N� Mg2Gn3 O�2N1 A(jOut(�)j; jIn(�)j) 
 nOi=1 X(jOut(�i)j; jIn(�i)j)
O�2N3B(jOut(�)j; jIn(�)j)�.�= Mn2N�n(X);o�u �n est un fon
teur polynomial homog�ene de degr�e n. �Proposition 48. La partie multilin�eaire en Y not�ee A �
 (X � Y ) �
 B 
orrespond au sous-S-bimodule de A�
 (X � Y )�
 B d�e�ni par la somme dire
te sur les graphes 
onnexes �a 3 niveauxdont les sommets du deuxi�eme niveau sont indi
�es par des �el�ements de X et de Y mais ave
 aumoins un �el�ement de Y .Lemme 49. La 
at�egorie (S-biMod; �
; I) est une 
at�egorie mono��dale ab�elienne qui pr�eserve les
o�egalisateurs r�e
exifs ainsi que les 
olimites s�equentielles.D�emonstration. Pout tout S-bimodule A, les fon
teurs de multipli
ation �a gau
he et �a droiteLA et RA par A sont des fon
teurs analytiques par le lemme pr�e
�edent. Ils pr�eservent don
 les
olimites s�equentielles et les 
o�egalisateurs r�e
exifs par la proposition 29. �Cette proposition permet d'appliquer les r�esultats sur le mono��de libre de la partie 6 du 
hapitre1. Donnons les interpr�etations en termes de S-bimodules de 
ette partie. Soit V un S-bimodule quel'on augmente en posant V+ = I � V . Ensuite, Vn = (V+)�
n 
orrespond aux graphes 
onnexes �an �etages dont les noeuds (sommets) sont indi
�es par des �el�ements de V et I .Le S-bimodule fVn = 
oker �LiRVi; Vn�i�2 ! Vn� 
orrespond aux graphes �a n niveaux quotient�espar la relation engendr�ee par V �
 I � I �
 V , 
e qui revient �a oublier les niveaux.Th�eor�eme 50. La prop�erade libre sur V , not�ee F(V ), est la somme dire
te sur l'ensemble desgraphes (sans niveau) 
onnexes G
 o�u l'on indi
e les sommets par V , soitF(V ) = 0�Mg2G
 O�2N V (jOut(�)j; jIn(�)j)1A,� :Quant �a la 
omposition �, elle vient de la 
omposition des graphes dirig�es.Remarque : Dans le 
as o�u V est un S-module, on obtient la 
onstru
tion donn�ee dans [GK℄ �al'aide des arbres.Comme annon
�e dans l'introdu
tion, en 
on
at�enant ensuite toutes les op�erations de F(V ), ontrouve le PROP libre.Corollaire 51. Le S-bimodule S
((F(V )) est le PROP libre sur V .46



4. PROP�ERADE ET PROP LIBRES, QUADRATIQUESD�emonstration. On utilise la proposition 43 pour montrer, par 
omposition, que le fon
teurS
(F) est un adjoint �a gau
he de U Æ U
PROPs U
 / prop�eradesS
o
U / S-biMod:Fo �Remarque : On retrouve bien la même 
onstru
tion que 
elle du PROP libre exprim�ee ave
 desgraphes (non n�e
essairement 
onnexes, sans niveau) de B. Enriquez et P. Etingof (
f. [EE℄).On peut d�e
omposer l'ensemble des graphes en fon
tion du nombre total de sommets. Soit Gnl'ensemble des graphes �a n sommets. Cette d�e�nition permet d'aÆner l'�e
riture de la prop�eradelibre (respe
tivement du PROP libre). En e�et, on aF(V ) = 0�Mg2G
 O�2N V (jOut(�)j; jIn(�)j)1A,� =Mn2N0� Mg2G(n)
 nOi=1 V (jOut(�i)j; jIn(�i)j)1A,�| {z }F(n)(V ) :Proposition 52. Le fon
teur F : V 7! F(V ) est un fon
teur analytique en V , dont la partie dedegr�e n est not�ee F(n)(V ). Cette graduation est stable pour la 
omposition de la prop�erade libre� (respe
tivement pour les 
ompositions e� et 
on
 du PROP libre). Ainsi, toute prop�erade libre(respe
tivement PROP libre) est gradu�ee par un poids.4.2. Coprop�erade 
olibre 
onnexe. Le S-bimodule sur lequel on d�e�nit une stru
ture de
oprop�erade 
olibre 
onnexe est le même que pour la prop�erade libre. On poseF
(V ) = F(V ) = 0�Mg2G
 O�2N V (jOut(�)j; jIn(�)j)1A,�:La proje
tion sur la 
omposante engendr�ee par le graphe trivial fournit la 
ounit�e " : F
(V ) ! I .Et la 
omultipli
ation repose sur l'ensemble des d�e
oupages en deux des graphes. Sur un �el�ementg(V ) qui repr�esente un graphe g indi
�e par des op�erations de V , on d�e�nit le morphisme � par�(g(V )) = X(g1(V ); g2(V )) g1(V )�
 g2(V );o�u la somme 
ourt sur les 
ouples (g1(V ); g2(V )) tels que �(g1(V )�
 g2(V )) = g(V ). Il faut faireattention i
i que g1(V ) (et g2(V )) repr�esente une famille de graphes indi
�es.Proposition 53. Pour tout S-bimodule V , (F
(V ); �; ") est une 
oprop�erade gradu�ee par unpoids. Cette 
oprop�erade est 
olibre dans le 
adre des 
oprop�erades 
onnexes.D�emonstration. La relation de 
ounit�e vient de("�
 id) Æ�(g(V )) = ("�
 id) Æ�0� X(g1(V ); g2(V )) g1(V )�
 g2(V )1A= X(g1(V ); g2(V )) "(g1(V ))�
 g2(V )= I �
 g(V )= g(V ):La relation de 
oasso
iativit�e vient de(��
 id) Æ�(g(V )) = (id�
 �) Æ�(g(V )) =X(g1(V ); g2(V ); g3(V )) g1(V )�
 g2(V )�
 g3(V );47



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPSo�u la somme 
ourt sur les triplets (g1(V ); g2(V ); g3(V )) tels que �(g1(V ) �
 g2(V ) �
 g3(V )) =g(V ).Soient C une 
oprop�erade 
onnexe et f : C ! V un morphisme de S-bimodules. La d�e
ompositionanalytique de F
(V ), en fon
tion du nombre de sommets des graphes utilis�es, permet par r�e
u-rren
e de d�e�nir un morphisme de 
oprop�erades 
onnexes �f : C ! F
(V ). Ce morphisme estenti�erement d�etermin�e par f et est l'unique morphimes de 
oprop�erades 
onnexes �a faire 
ommuterle diagramme V F
(V )oo C:fbbEEEEEEEEE
�fOO �Remarque : Cette 
onstru
tion g�en�eralise la 
onstru
tion de la 
og�ebre 
olibre 
onnexe donn�eepar T. Fox dans [F℄.4.3. Prop�erades d�e�nies par g�en�erateurs et relations, prop�erades quadratiques.Continuons l'interpr�etation des notions mono��dales dans le 
adre des S-bimodules. Soit R un sous-S-bimodule de F(V ). La proposition 49 permet d'appliquer les r�esultats montr�es au 
hapitre 1 quiaÆrment que l'id�eal engendr�e par R 
orrespond �a la somme sur l'ensemble des graphes, o�u l'onindi
e les sommets ave
 des �el�ements de V , et qui admet au moins un sous-graphe appartenant �aR.Proposition 54. La prop�erade quotient F(V )=(R) 
orrespond �a la somme dire
te des graphesindi
�es par des �el�ements de V mais dont au
un sous-graphe n'appartient �a R.D�emonstration. Il suÆt de voir que R, 
omme sous-objet de F(V ), se repr�esente ave
 dessommes de graphes 
onnexes et que la substitution d'un sous-graphe 
onnexe par un autre sous-graphe 
onnexe dans un graphe 
onnexe donne toujours un graphe 
onnexe. 2Remarque : Dans le 
as o�u V est un S-module, les seuls graphes qui interviennent sont des arbres.On retrouve alors les 
onstru
tions op�eradiques donn�ees dans [GK℄.Comme nous l'avons vu �a la proposition 52, le fon
teur F(V ) est analytique. Ce
i permet de dis-tinguer une 
lasse parti
uli�erement int�eressante de prop�erades d�e�nies par g�en�erateurs et relations.D�efinition (Prop�erades quadratiques). On appelle prop�erade quadratique une prop�erade de laforme F(V )=(R), o�u R est un sous-S-bimodule de F(2)(V ) (partie de degr�e 2 de la prop�erade libresur V ).Exemples : Les premiers exemples viennent en
ore une fois des sous-
at�egories pleines k-Mod etS-Mod. Les alg�ebres quadratiques, 
omme les alg�ebres sym�etriques S(V ) et ext�erieures �(V ), sontdes prop�erades quadratiques. Il en va de même pour les op�erades quadratiques, 
itons les op�eradesdes alg�ebres asso
iatives As, 
ommutatives Com, des alg�ebres de Lie Lie, et
 ...Exemples : Parmi les exemples nouveaux que 
ette th�eorie permet de traiter, 
itons{ La prop�erade BiLie 
odant les big�ebres de Lie. Cette prop�erade est engendr�ee par leS-bimoduleV = 8<: V (1; 2) = �:k 
 sgnS2;V (2; 1) = �:sgnS2 
 k;V (m; n) = 0 sinon, = 1 2
??�� 
 sgnS2 � ��??1 2
 sgnS2;48



4. PROP�ERADE ET PROP LIBRES, QUADRATIQUESo�u sgnS2 est la repr�esentation signature de S2. Elle est soumise aux relations quadratiques(
'est-�a-dire s'�e
rivant ave
 deux (
o)op�erations)R = 8>><>>: �(�; 1)�(123) + (231) + (312)�� �(123) + (231) + (312)�(�; 1)�� �
 �� (�; 1)
 (213)
 (1; �)�(1; �)(�; 1)� (1; �)(�; 1)� (1; �)
 (132)
 (�; 1)
=

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
1 2 3
??�� ��??�� + 2 3 1

??�� ��??�� + 3 1 2
??�� ��??��� ��??

��?? ??1 2 3+ ��??
��?? ??2 3 1+ ��??

��?? ??3 1 2�1 2
??��

��??1 2� 1 2
��??��1 2 + 2 1

��??��1 2 � 1 2
??��??1 2+ 2 1

??��??1 2 :Les BiLie-g�ebres 
orrespondent aux big�ebres de Lie de Drinfeld (
f. [Dr℄).{ La prop�erade "Bi 
odant les big�ebres de Hopf in�nit�esimales. Cette prop�erade est en-gendr�ee par V = 8<: V (1; 2) = m:k 
 k[S2℄;V (2; 1) = �:k[S2℄
 k;V (m; n) = 0 sinon, = ??��� ��?? ;. Elle est soumise aux relationsR = 8<: m(m; 1)�m(1; m)� (�; 1)�� (1;�)�� �
m� (m; 1)(1; �)� (1; m)(�; 1):= 8>>>>>>><>>>>>>>: ??
??��

��
��� ?? ??��??��� ��??

��?? ??
� ��??

�� ��??� ??��

��?? � ��??��� ??��?? :Les "Bi-g�ebres sont des analogues asso
iatifs des big�ebres de Lie. Elles 
orrespondent�a 
e que M. Aguiar appellent les big�ebres de Hopf in�nit�esimales (
f. [Ag1℄, [Ag2℄ et[Ag3℄).{ La prop�erade 12Bi, analogue d�eg�en�er�e de la prop�erade des big�ebres. L'espa
e g�en�erateur Vest le même que 
elui de "Bi, 
'est-�a-dire 
onstitu�e d'une op�eration et d'une 
oop�eration.Quant �a 
elui des relations R, il vautR = 8<: m(m; 1)�m(1; m)� (�; 1)�� (1;�)�� �
m (�):= 8>>>>>>><>>>>>>>: ??
??��

��
��� ?? ??��??��� ��??

��?? ??
� ��??

�� ��??� ??��

��?? (�):Cette exemple a �et�e introduit par M. Markl dans [Ma3℄ a�n de trouver le mod�ele minimalpour le PROP des big�ebres. 49



CHAPITRE 2. PROP�ERADES ET PROPSContre-exemples :{ La prop�erade pr�e
�edente est un 
as quadratique issu de la prop�erade Bi des big�ebres.Cette derni�ere est bien d�e�nie par g�en�erateurs et relations mais n'est pas quadratique.En e�et, la d�e�nition de la prop�erade Bi est la même que 
elle de 12Bi sauf que la relation� est rempla
�ee par�0 : �
m� (m; m)
 (1324)
 (�; �)= ??��

��?? � wwGG
GGwwww GG

GG
wwCette prop�erade n'est ni quadratique (on utilise 4 op�erations pour �e
rire le se
ond�el�ement), ni homog�ene.{ Un autre exemple qui ne rentre pas stri
to sensu dans la th�eorie des prop�erades estdonn�ee par les big�ebres de Hopf in�nit�esimales unitaires (
f. [L4℄). Leur d�e�nition estla même que 
elle des big�ebres de Hopf in�nit�esimales, �a la seule di��eren
e pr�es que latroisi�eme relation est�
m� (m; 1)(1; �)� (1; m)(�; 1)� (1; 1) = ??��

��?? � ��??��� ??��?? � :Cette relation n'�etant pas 
onnexe, on a l�a un exemple de PROP qui n'est pas uneprop�erade.Le fait que les relations soient homog�enes, 
'est-�a-dire, toutes de même degr�e, permet de 
onserverla graduation de la prop�erade libre par passage au quotient.Proposition 55. Soit F(V )=(R) une prop�erade d�e�nie par g�en�erateurs et relations. Si R �F(n)(V ) pour un 
ertain n, alors la prop�erade F(V )=(R) est gradu�ee par un poids donn�e par lenombre de sommets.Corollaire 56. Toute prop�erade quadratique est gradu�ee en fon
tion du nombre d'op�erations.4.4. PROPs d�e�nis par g�en�erateurs et relations 
onnexes. Au niveau des PROPs, on
onsid�ere le PROP libre S
(F(V )) sur un S-bimodule V soumis �a des relations R. Si les relationsne font pas intervenir la 
on
at�enation des op�erations, 
'est-�a-dire si R appartient �a F(V ), lePROP quotient S
(F(V ))=(R)S
(F(V )) 
orrespond �a l'alg�ebre sym�etrique libre pour le produit 
sur la prop�erade quotient F(V )=(R)F(V )Proposition 57. Soit V un S-bimodule et soit R un sous-S-bimodule de F(V ). Le PROP quotientS
(F(V ))=(R)S
(F(V )) est naturellement isomorphe au PROP S
(F(V )=(R)F(V )) 
onstruit �apartir de la prop�erade quotient F(V )=(R)F(V ).D�emonstration. On part du morphisme naturel� : S
(F(V ))� S
(F(V )=(R)F(V )):Il admet pour noyau l'id�eal libre sur R dans le PROP libre S
(F(V )). Cette appli
ation induitdon
 un isomorphisme �� de S-bimodules. On 
on
lut en remarquant que � est un morphisme dePROP et qu'il en est de même pour ��. �Cette proposition permet de g�en�eraliser aux PROPs quotients tous les r�esultats obtenus au niveaudes prop�erades.Proposition 58. Soit S
(F(V ))=(R) un PROP d�e�ni par g�en�erateurs et relations, o�u R est unsous-S-bimodules de F(n)(V ). Alors le PROP S
(F(V ))=(R) est gradu�e par le nombre de sommetsdes graphes.D�efinition (PROPs quadratiques). On appelle PROP quadratique tout PROP de la formeS
(F(V ))=(R) ave
 R � F(2)(V ).Corollaire 59. Tout PROP quadratique est gradu�e par un poids.50



CHAPITRE 3Prop�erades et PROPs di��erentielsNous avons, pour l'instant, d�e�ni les prop�erades et les PROPS en partant de la 
at�egorie mono��dalesym�etrique des k-modules, puis en 
onsid�erant les k-modules qui admettent une a
tion de Sm �agau
he et de Sn �a droite. Cette d�emar
he est g�en�eralisable �a toute 
at�egorie mono��dale sym�etrique.On peut don
 d�e�nir des prop�erades ensemblistes, des prop�erades topologiques, et
 ... (Cetted�e�nition est une version prop�eradique de 
elle donn�ee par J.-P. May dans [May℄ pour lesop�erades). Le but du pr�esent 
hapitre est de d�e�nir des prop�erades et les PROPS non pluslin�eaires mais di��erentiels, 
'est-�a-dire �a valeurs dans la 
at�egorie des 
omplexes de 
hâ�nes (mo-dules di��erentiels gradu�es), et d'�etudier les propri�et�es homologiques de tels objets.1. La 
at�egorie des S-bimodules di��erentiels gradu�es1.1. Les S-bimodules di��erentiels gradu�es et les produits �
 et �. On se pla
e main-tenant dans la 
at�egorie des k-modules di��erentiels gradu�es, not�ee dg-Mod. Rappelons que l'onmunit 
ette 
at�egorie d'une stru
ture mono��dale en d�e�nissant le produit V 
k W par(V 
k W )d = Mi+j=d Vi 
k Wj ;et en posant pour di��erentielle sur V 
k WÆ(v 
 w) = Æ(v) 
 w + (�1)jvjv 
 Æ(w);o�u v 
 w est un tenseur �el�ementaire. Pour d�e
rire les isomorphismes de sym�etrie, on utilise lesr�egles de signes de Koszul-Quillen, �a savoir�v; w : v 
 w 7! (�1)jvjjwjw 
 v:Plus g�en�eralement, la 
ommutation de deux �el�ements (morphismes, di��erentielles, objets, et
 ...)de degr�e homologique d et e entrâ�ne un signe (�1)de.D�efinition (dg-S-bimodule). Un dg-S-bimodule P est une 
olle
tion de modules di��erentielsgradu�es (P(m; n))m;n2N munis d'une a
tion de Sm �a gau
he et de Sn �a droite, 
es deux a
tions
ommutent entre elles et agissent 
omme des morphismes de dg-modules. On note Pd(m; n), lesous-(Sm; Sn)-bimodule 
ompos�e des �el�ements de degr�e homologique d du 
omplexe P(m; n).Le produit mono��dal�
 sur les S-bimodules s'�etend au 
as di��erentiel. La d�e�nition reste la même,�a la seule di��eren
e que la relation �, bas�ee sur les isomorphismes de sym�etrie, fait maintenantintervenir des signes (r�egle de Koszul-Quillen). Par exemple, on a� 
 q1 
 � � � 
 qi 
 qi+1 
 � � � 
 qb 
 � 
 p1 
 � � � 
 pa 
 ! �(�1)jqijjqi+1j� 
 q1 
 � � � 
 qi+1 
 qi 
 � � � 
 qb 
 �0 
 p1 
 � � � 
 pa 
 !;o�u �0 = (1 : : : i+ 1 i : : : a)�k �.Remarque : Comme les induites � et ! n'in
uent pas sur les r�egles de signes, nous omettrons deles �e
rire par la suite pour all�eger les notations.



CHAPITRE 3. PROP�ERADES ET PROPS DIFF�ERENTIELSPour un �el�ement q1 
 � � � 
 qb 
 � 
 p1 
 � � � 
 pa de Q(�l; �k) 
S�k k[S
�k; �|℄ 
S�l P(�|; �{), on d�e�nit ladi��erentielle Æ parÆ(q1 
 � � � 
 qb 
 � 
 p1 
 � � � 
 pa) =bX�=1(�1)jq1j+���+jq��1jq1 
 � � � 
 Æ(q�)
 � � � 
 qb 
 � 
 p1 
 � � � 
 pa +aX�=1(�1)jq1j+���+jqbj+jp1j+���+jp��1jq1 
 � � � 
 qb 
 � 
 p1 
 � � � 
 Æ(p�)
 � � � 
 pa:Lemme 60. La di��erentielle Æ est 
onstante sur les 
lasses d'�equivalen
e pour la relation �.D�emonstration. Comme les transpositions de la forme (1 : : : i+1 i : : : b) engendrent Sb, il suÆtde faire les v�eri�
ations suivantesÆ((�1)jqijjqi+1j(q1; : : : ; qi+1; qi; : : : ; qb)�0 (p1; : : : ; pa)) =i�1X�=1(�1)jqijjqi+1j+jq1j+���+jq��1j(q1; : : : ; Æ(q�); : : : ; qi+1; qi; : : : ; qb)�0 (p1; : : : ; pa) +(�1)jqijjqi+1j+jq1j+���+jqi�1j(q1; : : : ; Æ(qi+1); qi; : : : ; qb)�0 (p1; : : : ; pa) +(�1)jqijjqi+1j+jq1j+���+jqi�1j+jqi+1j(q1; : : : ; qi+1; Æ(qi); : : : ; qb)�0 (p1; : : : ; pa) +bX�=i+2(�1)jqijjqi+1j+jq1j+���+jq��1j(q1; : : : ; qi+1; qi; : : : ; Æ(q�); : : : ; qb)�0 (p1; : : : ; pa) +aX�=1(�1)jqijjqi+1j+jq1j+���+jqbj+jp1j+:::+jp��1j(q1; � � � ; qi+1; qi; : : : ; qb)�0 (p1; : : : ; Æ(p�); : : : ; pa) �i�1X�=1(�1)jq1j+���+jq��1j(q1; : : : ; Æ(q�); : : : ; qi; qi+1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa) +(�1)jq1j+���+jqi�1j+jqij(q1; : : : ; qi; Æ(qi+1); : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa) +(�1)jq1j+���+jqi�1j(q1; : : : ; Æ(qi); qi+1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa) +bX�=i+2(�1)jq1j+���+jq��1j(q1; : : : ; qi; qi+1; : : : ; Æ(q�); : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa) +aX�=1(�1)jq1j+���+jqbj+jp1j+���+jp��1j(q1; : : : ; qb)�0 (p1; : : : ; Æ(p�); : : : ; pa)= Æ�(q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)�;o�u �0 = (1 : : : i+1 i : : : b)�k �. Le 
al
ul faisant intervenir des permutations sur les p� est similaire.�Proposition 61. La 
at�egorie (dg-S-biMod; �
; I) est une 
at�egorie mono��dale qui admet la
at�egorie (S-biMod; �
; I) 
omme sous-
at�egorie mono��dale pleine.D�emonstration. Tout (Sm; Sn)-bimodule P(m; n) peut être vu 
omme un (Sm; Sn)-bimoduledi��erentiel gradu�e. Il suÆt pour 
ela de 
onsid�erer tous ses �el�ements 
omme �etant de degr�e 0 etP(m; n) muni d'une di��erentielle nulle. �On peut �etendre sans diÆ
ult�e la proposition 37 au 
adre di��erentiel.Proposition 62. Le produit Q�
 P est isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, �aM((�01;:::;�0b); (�1;:::;�a))2�j�kj=j�|j k[Sm℄
S�l Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)
S�{ k[Sn℄:52



1. LA CAT�EGORIE DES S-BIMODULES DIFF�ERENTIELS GRADU�ESSur les parties 
onnexes, on vient de pr�e
iser les r�egles de signes, les relations d'�equivalen
es �a
onsid�erer et les di��erentielles. On d�e�nit les mêmes notions pour le produit � en g�en�eralisant lesr�egles de Koszul-Quillen du produit tensoriel 
k au produit 
.Soient P et Q deux S-bimodules di��erentiels gradu�es. Pour p 
 q appartenant �a Pd(m; n) 
Qe(m0; n0), on pose Æ(p
 q) = Æ(p)
 q + (�1)dp
 Æ(q):Les isomorphismes de sym�etrie s'�e
rivent i
i�p; q : p
 q 7! (�1)deq 
 p:Ave
 
es r�egles de signes, on d�e�nit une di��erentielle naturelle sur le produit Q� P .Proposition 63. Le bifon
teur � de la 
at�egorie des S-bimodules s'�etend �a la 
at�egorie des S-bimodules di��erentiels gradu�es.Comme dans le 
as 
onnexe, on peut �etendre aux dg-S-bimodules la proposition 38.Proposition 64. Le produit Q� P est isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, �aM((�01;:::;�0a); (�1;:::;�b))2�0j�kj=j�|j k[Sm℄
S�l Q(�l; �k)
S�k k[Sj�kj℄
S�| P(�|; �{)
S�{ k[Sn℄:1.2. Stru
ture di��erentielle des produits de dg-S-bimodules. On �etudie i
i l'homolo-gie des produits de deux S-bimodules di��erentiels.Remarquons d'abord que le 
omplexe (Q�
P ; Æ) 
orrespond au 
omplexe total d'un bi
omplexe.En e�et, on d�e�nit le bidegr�e d'un �el�ement(q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa) de Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)par (jq1j + � � �+ jqbj; jp1j+ � � �+ jpaj). Et, la di��erentielle horizontale Æh : Q�
 P ! Q�
 P estinduite par 
elle de Q. Quant �a la di��erentielle verti
ale Æv : Q�
 P ! Q �
 P , elle est induitepar 
elle de P . De mani�ere expli
ite, on aÆh�(q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)� =bX�=1(�1)jq1j+���+jq��1j(q1; : : : ; Æ(q�); : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)et Æv�(q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)� =aX�=1(�1)jq1j+���+jqbj+jp1j+���+jp��1j(q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; Æ(p�); : : : ; pa):On voit 
lairement que Æ = Æh + Æv et Æh Æ Æv = �Æv Æ Æh.Comme tout bi
omplexe, 
elui-
i donne naissan
e �a deux suites spe
trales Ir(Q�
P) et IIr(Q�
P)qui 
onvergent vers l'homologie totaleH�(Q�
P ; Æ) (
f. Conventions). Rappelons que 
es derni�eresv�eri�ent I1(Q�
 P) = H�(Q�
 P ; Æv); I2(Q�
 P) = H�(H�(Q�
 P ; Æv); Æh)et II1(Q�
 P) = H�(Q�
 P ; Æh); II2(Q�
 P) = H�(H�(Q�
 P ; Æh); Æv):Grâ
e �a la proposition 62, on sait que produit mono��dalQ�
P s'�e
rit �a l'aide de la somme dire
teM� Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{):Cette d�e
omposition est 
ompatible ave
 la stru
ture de bi
omplexe. Ainsi, les suites spe
trales sed�e
omposent de la même mani�ereIr(Q�
 P) =M� Ir �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)�et IIr(Q�
 P) =M� IIr �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)�53



CHAPITRE 3. PROP�ERADES ET PROPS DIFF�ERENTIELSOn a imm�ediatement les deux expressions suivantes.Proposition 65. Si Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄ est un k[S�|℄-module proje
tif (�a droite), alors on aI1 �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)� = Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| H� (P(�|; �{)) :Et si, k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{) est un k[S�k℄-module proje
tif (�a gau
he), alors on aII1 �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)� = H� �Q(�l; �k)�
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{):Corollaire 66. Si k est un 
orps de 
ara
t�eristique nulle, on a toujoursI1 �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)� = Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| H� (P(�|; �{)) etII1 �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)� = H� �Q(�l; �k)�
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{):D�emonstration. Par le th�eor�eme de Mas
hke, on sait que tous les anneaux k[S�|℄ sont semi-simples. Ainsi, tout k[S�|℄-module est proje
tif. �Proposition 67. Si k est de 
ara
t�eristique nulle, alors on aI2 �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)� = II2 �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)� =H�Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| H�P(�|; �{):D�emonstration. Comme tout k[S�k℄-module est proje
tif, on a imm�editatementI2 �Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P(�|; �{)� = H� �Q(�l; �k)�
S�k k[S
�k; �|℄
S�| H� (P(�|; �{)) :Et on 
on
lut ave
 la formule de K�unnethH� �Q(�l; �k)� = H� (Q(l1; k1)
 � � � 
 Q(la; ka)) =H�Q(l1; k1)
 � � � 
H�Q(la; ka) = H�Q(�l; �k): �Remarque : Soient � : M ! M 0 et 	 : N ! N 0 deux morphismes de dg-S-bimodules.Alors le morphisme � �
 	 : M �
 N ! M 0 � N 0 est un morphisme de bi
omplexes. Ainsi,il induit des morphismes de suites spe
trales Ir(� �
 	) : Ir(M �
 N) ! Ir(M 0 �
 N 0) etIIr(��
 	) : IIr(M �
 N)! IIr(M 0 �
 N 0).De mani�ere g�en�erale, on a la proposition suivante.Proposition 68. Lorsque le 
orps k est de 
ara
t�eristique nulle, on a toujoursH�(Q�
 P)(m; n) =M� H�Q(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| H�P(�|; �{):C'est-�a-dire, H�(Q�
 P) = (H�Q)�
 (H�P).D�emonstration. C'est une appli
ation dire
te des th�eor�emes de Mashke (pour les 
oinvariants)et de K�unneth (pour les produits tensoriels). �On peut reprendre les mêmes raisonnements dans le 
as du produit �.Le 
omplexe (Q�P ; Æ) est en
ore le 
omplexe total d'un bi
omplexe. Les �el�ements deQ fournissentla graduation et la di��erentielle horizontales et 
eux de P la graduation et la di��erentielle verti
ales.En 
e qui 
on
erne les signes, il faut faire attention aux 
omposantes 
onnexes. Par exemple, pourun objet (q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)
 (q01; : : : ; q0b0)� (p01; : : : ; p0a0)de Q�
 P 
Q�
 P , on a 54



1. LA CAT�EGORIE DES S-BIMODULES DIFF�ERENTIELS GRADU�ESÆh ((q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)
 (q01; : : : ; q0b0)� (p01; : : : ; p0a0)) =bX�=1(�1)jq1j+���+jq��1j(q1; : : : ; Æ(q�); : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)
(q01; : : : ; q0b0)� (p01; : : : ; p0a0) +b0X�=1(�1)jq1j+���+jqbj+jp1j+���+jpaj+jq01j+���+jq0��1j(q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)
(q01; : : : ; Æ(q0�); : : : ; q0b0)� (p01; : : : ; p0a0)et Æv ((q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)
 (q01; : : : ; q0b0)� (p01; : : : ; p0a0)) =aX�=1(�1)jq1j+���+jqbj+jp1j+���+jp��1j(q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; Æ(p�); : : : ; pa)
(q01; : : : ; q0b0)� (p01; : : : ; p0a0) +b0X�=1(�1)jq1j+���+jqbj+jp1j+���+jpaj+jq01j+���+jq0b0 j+jp01j+���+jp0��1j(q1; : : : ; qb)� (p1; : : : ; pa)
 (q01; : : : ; q0b0)� (p01; : : : ; Æ(p0�); : : : ; p0a0):On a alors les mêmes r�esultats que dans le 
as 
onnexe.Proposition 69. Si k est un 
orps de 
ara
t�eristique nulle, on a les �egalit�esI1 �Q(�l; �k)
S�k k[SN℄
S�| P(�|; �{)� = Q(�l; �k)
S�k k[SN℄
S�| H� (P(�|; �{)) etII1 �Q(�l; �k)
S�k k[SN℄
S�| P(�|; �{)� = H� �Q(�l; �k)�
S�k k[SN℄
S�| P(�|; �{):Proposition 70. Si k est de 
ara
t�eristique nulle, alors on aI2 �Q(�l; �k)
S�k k[SN℄
S�| P(�|; �{)� = II2 �Q(�l; �k)
S�k k[SN℄
S�| P(�|; �{)� =H�Q(�l; �k)
S�k k[SN℄
S�| H�P(�|; �{):Proposition 71. Lorsque le 
orps k est de 
ara
t�eristique nulle, on aH�(Q� P) = (H�Q)� (H�P):Corollaire 72. Soient Q et P deux dg-S-bimodules. On a la relationH� (Q� P) = S
 (H�(Q�
 P)) :Remarque : Toutes 
es propositions sont des g�en�eralisations des r�esultats de B. Fresse sur leproduit de 
omposition Æ des op�erades aux produits �
 et � des prop�erades et des PROPs (
f.[Fr℄ 2.3.).1.3. Prop�erades et PROPs di��erentiels. On peut donner une version di��erentielle �a lanotion de prop�erade et de PROP.D�efinition (Prop�erades di��erentielles). On appelle prop�erade di��erentielle un mono��de (P ; �; �)dans la 
at�egorie (dg-S-biMod; �
; I).Cela signi�e qu'en plus de la donn�ee d'une prop�erade lin�eaire, le morphisme de 
omposition � estun morphisme de dg-modules de degr�e 0 pr�eservant les a
tions de Sm et Sn. Ainsi, on a la relation55



CHAPITRE 3. PROP�ERADES ET PROPS DIFF�ERENTIELSdu type d�erivation :Æ (�((p1; : : : ; pb)� (p01; : : : ; p0a))) =bX�=1(�1)jp1j+���+jp��1j�((p1; : : : ; Æ(p�); : : : ; pb)� (p01; : : : ; p0a)) +aX�=1(�1)jp1j+���+jpbj+jp01j+���+jp0��1j�((p1; : : : ; pb)� (p01; : : : ; Æ(p0�); : : : ; p0a)):La proposition 68 donne la propri�et�e suivante.Proposition 73. Lorsque le 
orps k est de 
ara
t�eristique nulle, pour toute prop�erade di��erentielle(P ; �; �), l'homologie de 
ette prop�erade (H�(P); H�(�); H�(�)) est une prop�erade gradu�ee.D�efinition (S-bimodules di��erentiels gradu�es par un poids). On appelle S-bimodule di��erentielgradu�e par un poids toute somme dire
te sur � 2 N de S-bimodules di��erentielsM =L�2NM (�).Les morphismes de S-bimodules di��erentiels gradu�es par un poids sont les morphismes de S-bimodules di��erentiels qui pr�eservent 
ette d�e
omposition. L'ensemble des S-bimodulesdi��erentielsgradu�es par un poids, muni des morphismes 
orrespondant, forme une 
at�egorie que l'on note gr-dg-S-biMod.Remarquons que la graduation est une information suppl�ementaire ind�ependante du degr�e homo-logique.Proposition 74. Soit f =L1n=0 f(n) un fon
teur analytique dans la 
at�egorie des S-bimodules.Soit M =L�2NM (�) un S-bimodule gradu�e par un poids. Alors le S-bimodule f(M) est bigradu�e,d'une part ave
 la graduation venant du fon
teur analytique, d'autre part ave
 la graduation totalevenant du poids.D�emonstration. Posons f(n) = fn Æ�n o�u fn est une appli
ation n-lin�eaire. La premi�ere gra-duation s'�e
rit f(M)(n) = fn(M; : : : ; M). La deuxi�eme 
orrespond �af(M)(�) = Xi1+���+in=� fn(M (i1); : : : ; M (in)): �Corollaire 75. Toute prop�erade libre (respe
tivement PROP libre) sur un S-bimodule M gradu�epar un poids est bigradu�e.D�emonstration. Le fon
teur F (respe
tivement S
(F)) est un fon
teur analytique dont lesdegr�es sont donn�es par le nombre de sommets des graphes. La premi�ere graduation est don
donn�ee par le nombre d'op�erations de M qui servent �a repr�esenter un �el�ement de F(M). Ladeuxi�eme graduation est �egale �a la somme des poids de 
es op�erations. �D�efinition (Prop�erades di��erentielle gradu�ees par un poids). Une prop�erade di��erentielle gradu�eepar un poids (P ; �; �) est un mono��de dans la 
at�egorie (gr-dg-S-biMod; �
; I).Une telle prop�erade sera dite 
onnexe si de plus P(0) = I .Remarque : Duallement, on a la notion de 
oprop�erade di��erentielle (et di��erentielle gradu�ee parun poids). Une 
oprop�erade di��erentielle 
orrespond �a une 
oprop�erade dont le 
oproduit est unmorphisme de dg-S-bimodules, 
'est-�a-dire v�eri�e une relation du type 
od�erivation.De la même mani�ere, on peut 
onsid�erer des PROPs di��erentiels.D�efinition (PROPs di��erentiels). On appelle PROP di��erentiel la donn�ee d'une stru
ture dePROP (P ; e�; 
on
; �) dans la 
at�egorie (dg-S-biMod; �; 
).On exige don
 en plus que les morphismes de 
ompositions e� et 
on
 soient des morphismes dedegr�e 0 de S-bimodules di��erentiels, 
'est-�a-dire qu'ils v�eri�ent des relations du type d�erivation.Par exemple, pour la 
omposition horizontale, on aÆ(
on
(p
 q)) = 
on
(Æ(p)
 q) + (�1)jpj
on
(p
 Æ(q)):56



2. P-MODULES LIBRES ET QUASI-LIBRESOn a des versions PROPiques des r�esultats pr�e
�edents. Par exemple, ave
 la proposition 71, onmontre la proposition suivante.Proposition 76. Lorsque le 
orps k est de 
ara
t�eristique nulle, pour tout PROP di��erentiel(P ; e�; 
on
), l'homologie de 
e PROP (H�(P); H�( e�); H�(
on
)) est un PROP gradu�e.On peut aussi d�e�nir la notion de PROP di��erentiel gradu�e par un poids.D�efinition (PROP di��erentiel gradu�e par un poids). Un PROP di��erentiel gradu�e par un poidsest la donn�e d'un PROP dans la 
at�egorie des S-bimodules di��erentiels gradu�es par un poids(gr-dg-S-biMod; �; 
).Un tel PROP est dit 
onnexe si P(0) = S
(I).2. P-modules libres et quasi-libresSoitP une prop�erade di��erentielle. La notion de P-module s'�etend naturellement au 
as di��erentiel.On s'int�eresse i
i plus parti
uli�erement aux P-modules libres et �a une version l�eg�erement di��erente,
elle des P-modules quasi-libres. On ne traitera i
i que les P-modules �a droite, le 
as des P-modules�a gau
he �etant parfaitement sym�etrique.2.1. P-modules di��erentiels libres. Les r�esultats g�en�eraux sur les 
at�egories mono��dalesdonn�es au 
hapitre 1, montrent que le P-module di��erentiel libre �a droite sur un dg-S-moduleM
orrespond �a L = M � P . La di��erentielle Æ sur L est la di��erentielle 
anonique sur le produitM � P expli
it�ee pr�e
�edemment.De la même mani�ere, si (P ; �; �; ") est une prop�erade di��erentielle augment�ee, 
'est-�a-dire quel'on a en plus un morphisme mono��dal de dg-S-bimodules " : P ! I , on peut appliquer laproposition 14. Dans 
e 
as, le quotient ind�e
omposable du P-module di��erentiel libre L = M�Pest isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, �a M .2.2. P-modules quasi-libres. Par la suite, nous traiterons des exemples qui ne rentrentpas stri
tement dans le 
adre des P-modules libres. En e�et, dans 
es 
as l�a, la di��erentielle Æ�
orrespond �a la somme de la di��erentielle 
anonique Æ ave
 un morphisme homog�ene de degr�e �1.D�efinition (P-module quasi-libre �a droite). Un P-module quasi-libre �a droite L est un dg-S-bimodule de la forme M � P mais o�u la di��erentielle Æ� est la somme Æ + d� de la di��erentielle
anonique Æ sur le produitM�P ave
 un morphisme homog�ene de degr�e�1, d� : M�P !M�Ptel que d� ((m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)) =bX�=1(�1)jm1j+���+jm��1j(m1; : : : ; d�(m�); : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa):Ainsi, Æ� : M � P !M � P v�eri�e la relation de d�erivation suivanteÆ� ((m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)) =bX�=1(�1)jm1j+���+jm��1j(m1; : : : ; Æ�(m�); : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa) +aX�=1(�1)jm1j+���+jmbj+jp1j+���+jp��1j(m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; Æ(p�); : : : ; pa):Comme Æ2 = 0, l'identit�e Æ�2 = 0 est �equivalente �a Æd� + d�Æ + d�2 = 0.Si on �e
rit d�(m�) = (m01; : : : ; m0b0)�0 (p01; : : : ; p0a0) 2M � P , alors(m1; : : : ; d�(m�); : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)57



CHAPITRE 3. PROP�ERADES ET PROPS DIFF�ERENTIELS
orrespond en fait �a(m1; : : : ; m01; : : : ; m0b0 ; : : : ; mb)�0 � ((p01; : : : ; p0a0)� (p1; : : : ; pa)) 2M � P :On peut remarquer que le morphisme d� est d�etermin�e par sa restri
tion sur M M�� // M � P .Proposition 77. Le morphisme M M�� // M � P est un morphisme de dg-S-bimodules si etseulement si d� = 0.Cependant si P est une prop�erade di��erentielle augment�ee, la 
ondition pour que le morphismeM � " soit un morphisme de dg-module est moins restri
tive.Proposition 78. Soit (P ; �; �; ") une prop�erade augment�ee. Le morphisme M � P M�" // Mest un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement siM � P d� // M � P M�" // M = 0:Corollaire 79. Dans le 
as o�u la 
omposition M � P d� // M � P M�" // M est nulle, le quo-tient ind�e
omposable de L est isomorphe �a M en tant que dg-S-bimodule.Dans la suite, les exemples de P-modules quasi-libres que nous aurons �a traiter auront souventune forme parti
uli�ere.D�efinition (P-module quasi-libre analytique). Soit P une prop�erade di��erentielle augment�ee. UnP-module quasi-libre analytique �a droite est un P-module quasi-libre de la forme L = �(V ) � P ,o�u V est un dg-S-bimodule et �(V ) un fon
teur analytique en V . On pose � =Ln�(n) o�u �(n)est un fon
teur polynomial homog�ene de degr�e n tel que �(0) = I . En outre, on suppose de Vest gradu�e par un poids et que V (0) = 0. Comme nous l'avons vu �a la proposition 74, �(V ) estbigradu�e, d'abord par les degr�es du fon
teur analytique puis par la graduation totale venant dupoids de V .On impose de plus que le morphisme d� v�eri�ed� : �(V )(n) ! �(V )| {z }(<n) �(I � P|{z}1 );o�u la graduation (n) est i
i la graduation totale venant du poids de V .De plus, si P est gradu�ee par un poids on exige que le morphisme d� pr�eserve globalement lagraduation totale venant des poids de P et de V .On a imm�ediatement la proposition suivante.Proposition 80. Soit L = �(V )�P un P-module quasi-libre analytique. Le morphisme d� v�eri�ed� : �(V )| {z }(n) �P ! �(V )| {z }(<n) �P :Et, M � P d� // M � P M�" // M = 0:On peut don
 identi�er le quotient ind�e
omposable de L �a �(V ).Exemples : Les exemples de P-modules quasi-libres analytiques que nous aurons �a traiter sedivisent en deux 
at�egories.{ Dans le 
as o�u V = P, on trouve la bar 
onstru
tion �(V ) = �B(P) = F
(�P) (
f.
hapitre 4) ainsi que la bar 
onstru
tion simpli
iale �(V ) = �C(P) = FS(P) (
f. 
hapitre6). Alors la bar 
onstru
tion augment�ee �B(P) � P , et la bar 
onstru
tion simpli
ialeaugment�ee �C(P)� P sont deux exemples de P-modules quasi-libres analytiques.{ Si P est une prop�erade quadratique engendr�ee par un dg-S-bimodule V . La prop�eradeduale de Koszul P < est un fon
teur analytique en V (
f. 
hapitre 7). Le 
omplexe deKoszul P < � P est alors un exemple de P-module quasi-libre analytique.58



3. PROP�ERADES ET PROPS QUASI-LIBRESProposition 81. Lorsque P est une prop�erade di��erentielle augment�ee gradu�ee par un poids, toutP-module quasi-libre analytique L = �(V )�P se d�e
ompose en somme dire
te de sous-
omplexesL = L�2NL(�), o�u L(�) = (�(V ) � P)(�) repr�esente le sous-module de L 
ompos�e des �el�ementsde graduation totale �.D�emonstration. Les di��erentielles Æ�(V ) et ÆP pr�eservent 
ette graduation sur �(V ) et P res-pe
tivement. Et, par d�e�nition, le morphisme d� pr�eserve 
ette graduation globalement. �D�efinition (Morphisme de P-modules quasi-libres analytiques). Soient L = �(V ) � P et L0 =�0(V 0) � P deux P-modules quasi-libres analytiques. Et soit � : L ! L0 un morphisme de P-modules di��erentiels. On dit que � est un morphisme de P-modules quasi-libres analytiques si, deplus, � pr�eserve la graduation en V :� : �(V )| {z }n �P ! �0(V 0)| {z }n �P :Si, en outre, la prop�erade di��erentielle P est gradu�ee par un poids, 
omme V et V 0 sont aussigradu�es par un poids, on impose en plus que � pr�eserve la graduation naturelle globale de �(V )�P : � : L(�) = (�(V )� P)(�) ! L0(�) = (�0(V 0)� P)(�):On note �(�) la restri
tion de � au sous-
omplexe L(�).Remarque : On a les notions duales de C-
omodule di��erentiel 
olibre sur un dg-S-bimodule M(donn�e par M � C), de C-
omodule quasi-
olibre et de C-
omodule quasi-
olibre analytique. La
obar 
onstru
tion aumgent�ee �a droite �B
(C) � C est un exemple de C-
omodule quasi-
olibreanalytique. 3. Prop�erades et PROPs quasi-libresPour expli
iter la 
onstru
tion de la prop�erade et du PROP libres dans le 
as di��erentiel, ilreste �a 
omprendre d�e�nir la di��erentielle. En outre, 
omme pour les P-modules, les notions deprop�erade et de PROP di��erentiels libres n'englobent pas tous les 
as que nous aurons �a traiter.C'est pourquoi, on 
onsid�ere les prop�erades et les PROPs quasi-libres, qui apparaissent 
ommedes prop�erades et des PROPs libres mais dont la di��erentielle est la somme de la di��erentielle dela prop�erade libre ave
 une d�erivation.3.1. Prop�erades di��erentielles libres. Soit (V; Æ) un dg-S-bimodule. Une appli
ation di-re
te des r�esultats de la se
tion 6 du 
hapitre 1, sur la 
onstru
tion du mono��de libre, montre quele S-bimodule gradu�e F(V ) est donn�e par la somme dire
te sur les graphes 
onnexes (sans niveau)dont les sommets sont indi
�es par des �el�ements de V (
f. th�eor�eme 50), soitF(V ) = 0�Mg2GO�2N V (jOut(�)j; jIn(�)j)1A,� :Cette 
onstru
tion revient �a 
onsid�erer l'objet simpli
ial libre FS(V ) = Ln2N(V+)�n quotient�epar la relation engendr�ee par I �
 V � V �
 I . Or, dans la 
adre di��erentiel, pour pouvoir d�e�nirla di��erentielle d'un tel objet, il faut être plus �n au niveau des signes. On quotiente alors FS(V )par la relation engendr�ee par (�1; �; �2)� (�01; 1; �02) � (�1)j�2j+j�01j(�1; 1; 1; �2)�0 (�01; �; �02), parexemple, o�u � appartient �a V (2; 1) i
i.Proposition 82. La di��erentielle 
anonique Æ d�e�nie sur FS(V ) �a partir de 
elle de V , passeau quotient pour la relation d'�equivalen
e �.D�emonstration. La v�eri�
ation des signes est imm�ediate et le 
al
ul est semblable �a 
elui e�e
tu�epour d�emontrer le lemme 60. �Th�eor�eme 83. La prop�erade di��erentielle F(V ) munie de la di��erentielle Æ est la prop�eradedi��erentielle libre sur V . 59



CHAPITRE 3. PROP�ERADES ET PROPS DIFF�ERENTIELSRemarque : La d�e
omposition analytique du fon
teur F(V ) donn�ee par la proposition 52 eststable par la di��erentielle Æ. Cette d�e
omposition reste don
 toujours vraie dans le 
as di��erentiel.De plus, la proje
tion F(V ) ! F(1)(V ) = V permet d'identi�er le dg-S-bimodule V ave
 le quo-tient ind�e
omposable de F(V ).Nous allons voir que le fon
teur F poss�ede de bonnes propri�et�es homologiques.Proposition 84. Lorsque k est un 
orps de 
ara
t�eristique nulle, le fon
teur F : dg-S-biMod!dg-prop�erades est un fon
teur exa
t, 
'est-�a-dire H�(F(V )) = F(H�(V )).D�emonstration. La d�emonstation de 
ette proposition est essentiellement la même que 
elledu th�eor�eme 4 de l'arti
le de M. Markl et A. A. Voronov [MV℄ et repose en
ore une fois sur leth�eor�eme de Mashke. �Remarque : On fait exa
tement le même raisonnement pour les 
oprop�erades 
olibres puisque ledg-S-bimodule sous-ja
ent F(V ) = F
(V ) est le même.On poursuit la même d�emar
he pour d�e
rire le PROP libre. Pour 
ela, on 
onsid�ere les signesdus aux r�egles de Koszul-Quillen dans les isomorphismes de sym�etrie du produit mono��dal 
 desS-bimodules. Ave
 
es r�egles de signes, on d�e�nit imm�ediatement une di��erentielle Æ sur S
(F(V )).Th�eor�eme 85. Le PROP di��erentiel libre sur un dg-S-bimodule V est donn�e par la 
onstru
tionS
(F(V )) munie de la di��erentielle Æ.En utilisant le th�eor�eme de Mashke, on montre que le fon
teur S
 est un fon
teur exa
t. Et par
omposition de fon
teurs exa
ts, le fon
teur PROP libre est un fon
teur exa
t.Proposition 86. Lorsque k est un 
orps de 
ara
t�eristique nulle, le fon
teurS
 Æ F : dg-S-biMod! dg-PROPsest un fon
teur exa
t, 
'est-�a-direH�(S
(F(V ))) = S
(F(H�(V ))):3.2. Prop�erades quasi-libres. Une prop�erade quasi-libre est une prop�erade libre mais dontla di��erentielle est 
ompos�ee de la somme de deux termes : la di��erentielle 
anonique Æ plus uned�erivation.D�efinition (D�erivation). Soit P une prop�erade di��erentielle. Un morphisme d : P ! P ho-mog�ene de degr�e jdj de S-bimodules est appel�e d�erivation s'il v�eri�e l'identit�e suivante :Æ (�((p1; : : : ; pb)� (p01; : : : ; p0a))) =bX�=1(�1)(jp1j+���+jp��1j)jdj�((p1; : : : ; Æ(p�); : : : ; pb)� (p01; : : : ; p0a)) +aX�=1(�1)(jp1j+���+jpbj+jp01j+���+jp0��1j)jdj�((p1; : : : ; pb)� (p01; : : : ; Æ(p0�); : : : ; p0a)):Par exemple, la di��erentielle Æ d'une prop�erade di��erentielle est une d�erivation homog�ene de degr�e�1 telle que Æ2 = 0. Remarquons que si d est une d�erivation homog�ene de degr�e �1 alors lasomme Æ + d est en
ore une d�erivation de même degr�e. Et dans 
e 
as, 
omme Æ2 = 0, l'�equation(Æ + d)2 = 0 est �equivalente �a Æd+ dÆ + d2 = 0.Remarque : Dualement, pour une 
oprop�erade di��erentielle C, on d�e�nit la notion de 
od�erivation.On s'int�eresse maintenant �a la forme des d�erivations sur la prop�erade di��erentielle libre F(V ).Lemme 87. Soit F(V ) la prop�erade libre sur le dg-S-bimodule V . Pour tout morphisme homog�ene� : V ! F(V ), il existe une unique d�erivation homog�ene de même degr�e d� : F(V ) ! F(V )telle que sa restri
tion �a V � F(V ) 
orresponde �a �. Cette 
orrespondan
e est bije
tive. De plus,si � : V ! F(r)(V ) alors, on a d� �F(s)(V )� � F(r+s�1)(V ).60



3. PROP�ERADES ET PROPS QUASI-LIBRESD�emonstration. Soit g un graphe �a n sommets. On d�e�nit d� sur un repr�esentant d'une 
lassed'�equivalen
e pour la relation � (d�epla
ement verti
al des sommets au signe pr�es) asso
i�e augraphe g. Cela revient �a 
hoisir un ordre pour �e
rire les �el�ements de V qui indi
ent les sommetsde g. E
rivonsNni=1 �i 
e repr�esentant, ave
 �i 2 V . On pose alorsd�( nOi=1 �i) = nXi=1(�1)j�1j+���+j�i�1j0� i�1Oj=1 �j1A
 �(�i)
0� nOj=i+1 �j1A :Un 
al
ul rapide montre que 
ette appli
ation est bien 
onstante sur la 
lasse d'�equivalen
e pourla relation � (la v�eri�
ation est du même que 
elle du lemme 60 et fait appel aux signes d�e�nispour la relation� dans le 
adre di��erentiel). En fait, l'appli
ation d� revient �a e�e
tuer � �a 
haque�el�ement de V indi�
ant un sommet du graphe g. (Comme � est un morphisme de S-bimodules, entreautre, l'appli
ation d� passe bien au quotient pour la relation �.)La surje
tivit�e du produit � sur la prop�erade libre F(V ) montre l'uni
it�e de la d�erivation d� ainsique le fait que toute d�erivation soit de 
ette forme.En�n, si l'appli
ation � asso
ie �a un �el�ement de V , des �el�ements de F(V ) qui s'�e
rivent ave
 desgraphes �a r sommets (� 
r�ee r�1 sommets), alors on voit de la forme de d� donn�ee pr�e
�edemmentque d� �F(s)(V )� � F(r+s�1)(V ). �On a le lemme dual dans le 
adre des 
oprop�erades.Lemme 88. Soit F
(V ) la 
oprop�erade 
olibre 
onnexe sur le dg-S-bimodule V . Pour tout mor-phisme homog�ene � : F
(V ) ! V , il existe une unique 
od�erivation homog�ene de même degr�ed� : F
(V ) ! F
(V ) telle que sa proje
tion sur V 
orresponde �a �. Cette 
orrespondan
e estbije
tive. De plus, si � : F
(V )! V est nulle sur toutes les 
omposantes F
(s)(V ) � F
(V ), pours 6= r, alors, on a d� �F(s+r�1)(V )� � F(s)(V ), pour tout s > 0.Graphiquement, e�e
tuer la 
od�erivation d� sur un �el�ement de F
(V ) repr�esent�e par un graphe grevient �a appliquer � �a tous les sous-graphes possibles de g.On peut maintenant donner la d�e�nition d'une prop�erade quasi-libre.D�efinition. (Prop�erade quasi-libre)Une prop�erade quasi-libre P est une prop�erade di��erentielle dont le S-bimodule gradu�e sous-ja
entest de la forme P = F(V ) mais dont la di��erentielle Æ� : F(V ) ! F(V ) est �egale �a la somme dela di��erentielle 
anonique Æ sur la prop�erade libre ave
 une d�erivation d�, soit Æ� = Æ + d�.Grâ
e au lemme pr�e
�edent, on sait que toute d�erivation d� est d�etermin�ee par sa restri
tion sur V ,� : V ! F(V ). Ainsi, l'in
lusion V ! F(V ) est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulementsi � est nul. Par 
ontre, la 
ondition pour que la proje
tion F(V ) ! V soit un morphisme dedg-S-bimodules est moins restri
tive.Proposition 89. La proje
tion F(V ) ! V est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulementsi �(V ) �Lr�2F(r)(V ).Dans 
e 
as, on a d� (F(V )) �Lr�2F(r)(V ), et alors le quotient ind�e
omposable de la prop�eradequasi-libre P = F(V ) est isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, �a V .En dualisant, on a la notion de 
oprop�erade quasi-
olibre.D�efinition (Coprop�erade quasi-
olibre). Une 
oprop�erade quasi-
olibre C est une 
oprop�eradedi��erentielle dont le S-bimodule gradu�e sous-ja
ent est de la forme C = F
(V ) mais dont ladi��erentielle Æ� : F
(V ) ! F
(V ) est �egale �a la somme de la di��erentielle 
anonique Æ sur la
oprop�erade libre ave
 une 
od�erivation d�, soit Æ� = Æ + d�.Le lemme pr�e
�edent sur les 
od�erivations des 
oprop�erades 
olibres montrent que la proje
tionF
(V )! V est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement si � est nulle. Alors que l'in
lusionV ! F
(V ) est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement si � est nulle sur F
(1)(V ) = V .61



CHAPITRE 3. PROP�ERADES ET PROPS DIFF�ERENTIELSExemples : Les deux exemples fondamentaux de 
oprop�erades et prop�erades quasi-libres sontdonn�es par la bar 
onstru
tion F
 ��P� et la 
obar 
onstru
tion F ���1C� r�eduites. Ces deux
onstru
tions sont �etudi�ees en d�etail dans le 
hapitre suivant.3.3. PROPs quasi-libres. On fait la même �etude pour les PROPs quasi-libres.D�efinition. Soit P un PROP di��erentiel. Un morphisme d : P ! P homog�ene de degr�e jdj deS-bimodules est appel�e d�erivation si d est une d�erivation pour la prop�erade U
(P) et pour l'alg�ebre(P ;
; 
on
). Cette derni�ere 
ondition s'�e
ritÆ(
on
(p
 q)) = 
on
(Æ(p)
 q) + (�1)jpjjdj
on
(p
 Æ(q)):On a le même type de lemme que dans le 
as des prop�erades.Lemme 90. Soit S
(F(V )) le PROP libre sur le dg-S-bimodule V . Pour tout morphisme homog�ene� : V ! S
(F(V )), il existe une unique d�erivation homog�ene de même degr�e d� : S
(F(V )) !S
(F(V )) telle que sa restri
tion �a V � S
(F(V )) 
orresponde �a �. Cette 
orrespondan
e estbije
tive. De plus, si � : V ! S
(F(V ))(r) alors, on a d� �S
(F(V ))(s)� � S
(F(V ))(r+s�1).La d�erivation d� appliqu�ee �a un �el�ement de S
(F(V )) repr�esent�e par un graphe g s'�e
rit ave
 unesommme indi
�ee par l'ensemble des sommets � du graphe g de graphes o�u on rempla
e l'op�erationpla
�ee au sommet � par son image via �.D�emonstration. La d�emonstration est la même que dans le 
as des prop�erades. 2Dualement, on la notion de 
od�erivation sur les 
oPROPs et le lemme suivant.Lemme 91. Soit S
(F
(V )) le 
oPROP 
olibre sur le dg-S-bimodule V . Pour tout morphismehomog�ene � : S
(F
(V )) ! V , il existe une unique 
od�erivation homog�ene de même degr�e d� :S
(F
(V ))! S
(F
(V )) telle que sa proje
tion sur V 
orresponde �a �. Cette 
orrespondan
e estbije
tive. De plus, si � : S
(F
(V )) ! V est nulle sur toutes les 
omposantes S
(F
(V ))(s) �S
(F
(V )), pour s 6= r, alors, on a d� �S
(F(V ))(s+r�1)� � S
(F(V ))(s), pour tout s > 0.Graphiquement, e�e
tuer la 
od�erivation d� sur un �el�ement de S
(F
(V )) repr�esent�e par un grapheg revient �a appliquer � �a tous les sous-graphes possibles de g.La d�e�nition de PROP quasi-libre est semblable �a 
elle de prop�erade quasi-libre.D�efinition (PROP quasi-libre). On appelle PROP quasi-libre, un PROP di��erentiel P dont leS-bimodule gradu�e sous-ja
ent est un PROP libre S
(F(V )) et dont la di��erentielle Æ� est lasomme de la di��erentielle 
anonique Æ et d'une d�erivation d�.Dualement, on a la notion de 
oPROP quasi-
olibre.D�efinition (
oPROP quasi-
olibre). Un 
oPROP quasi-
olibre C est un 
oPROP di��erentieldont le S-bimodule gradu�e sous-ja
ent est de la forme S
(F 
(V )) mais dont la di��erentielle Æ� :S
(F
(V )) ! S
(F
(V )) est �egale �a la somme de la di��erentielle 
anonique Æ sur le 
oPROP
olibre ave
 une 
od�erivation d�, soit Æ� = Æ + d�.Exemples : Les deux prin
ipaux exemples de PROPs et de 
oPROPs quasi-libres sont donn�es parla bar et la 
obar 
onstru
tions r�eduites qui font l'objet du 
hapitre suivant.
62



CHAPITRE 4Bar et 
obar 
onstru
tionsOn g�en�eralise i
i les bar et 
obar 
onstru
tions des alg�ebres et des op�erades aux prop�erades et auxPROPs. Pour 
ela, on �etudie d'abord les propri�et�es des produits et 
oproduits partiels. Puis, ond�e�nit la bar et la 
obar 
onstru
tion en 
ommen�
ant par leurs versions r�eduites pour passer ensuite�a la version �a 
oeÆ
ients. Ces bar 
onstru
tions poss�edent de bonnes propri�et�es homologiques,elles permettront d'obtenir des r�esolutions pour les prop�erades et les PROPs di��erentiels (
f.th�eor�eme 125 et le 
hapitre 7). A�n d'�etablir 
es r�esolutions, nous 
ommen�
ons par montrer dans
e 
hapitre que les bar et les 
obar 
onstru
tions augment�ees sont a
y
liques.1. Produit et 
oproduit de 
omposition partielAvant de donner la d�e�nition des deux bar 
onstru
tions, nous rappelons 
e qu'est la suspensionet la d�esuspension d'un dg-S-bimodule ainsi que les propri�et�es v�eri��ees par les produits et les
oproduits de 
omposition partiels.1.1. Suspension d'un dg-S-bimodule. Soit � le S-bimodule gradu�e d�e�ni par� �(0; 0) = k:s o�u s est un �el�ement de degr�e +1,�(m; n) = 0 sinon.D�efinition (Suspension �V ). On appelle suspension du dg-S-bimodule V , le dg-S-bimodule�V = �
 V .Cette op�eration revient �a tensoriser par s de tous les �el�ements de V . A v 2 Vd�1 on asso
ie don
s
 v 2 (�V )d que l'on note souvent �v. Ainsi, (�V )d est naturellement isomorphe �a Vd�1. Selonles prin
ipes �enon
�es au 
hapitre pr�e
�edent, la di��erentielle sur �V est donn�ee par la formuleÆ(�v) = ��Æ(v), pour tout v dans V . La suspension �V 
orrespond don
 �a l'introdu
tion d'un�el�ement de degr�e +1 qu'il faut prendre en 
ompte lors des permutations faisant intervenir dessignes (r�egles de Koszul-Quillen).De la même mani�ere, on d�e�nit ��1 par� ��1(0; 0) = k:s�1 o�u s est un �el�ement de degr�e -1,��1(m; n) = 0 sinon.D�efinition (D�esuspension ��1V ). On appelle d�esuspension du dg-S-bimodule V , le dg-S-bimo-dule ��1V = ��1 
 V .1.2. Produit de 
omposition partiel. Soit (P ; �; �; ") une prop�erade augment�ee. Commeles graphes �a deux niveaux sont munis d'une bigraduation en fon
tion du nombre de sommets sur
haque niveau, on peut d�e
omposer le produit de 
omposition � de la mani�ere suivante � =Lr; s2N �(r; s), o�u �(r; s) : (I � P|{z}r )�
 (I � P|{z}s )! P :D�efinition (Produit de 
omposition partiel). On appelle produit de 
omposition partiel la res-tri
tion du produit de 
omposition � �a (I � P|{z}1 )�
 (I � P|{z}1 ). Le produit de 
omposition partiel
orrespond don
 au �(1; 1) pr�e
�edent.



CHAPITRE 4. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONSOn peut remarquer que le produit de 
omposition partiel 
orrespond au produit ne faisant inter-venir que deux �el�ements non triviaux de P .Remarque : Dans le 
adre des op�erades [GK℄, 
e produit de 
omposition partiel n'est autre quele produit partiel not�e Æi. Une parti
ularit�e fondamentale des op�erades est que 
e produit partielengendre le produit global Æ (toute 
omposition peut s'�e
rire ave
 un nombre �ni de 
ompositionspartielles su

essives).Dans le 
as des diop�erades (
f. [G℄), l'auteur ne 
onsid�ere que les produits de 
omposition partielsne faisant intervenir qu'une seule bran
he entre 
haque sommet. Et dans le 
as des 12 -PROPs(
f. [MV℄), les auteurs restreignent en
ore les produits partiels aux 
ouples dont au moins uneop�eration n'admet qu'une seule entr�ee ou sortie. Deux 
es deux 
as, le produit mono��dal �etudi�eest 
elui engendr�e par les produits partiels.Notons que le produit de 
omposition des prop�erades est aussi engendr�e par les produits partiels(
f. 
hapitre 6).Lemme 92. Si (P ; �; �; ") est une prop�erade di��erentielle augment�ee, alors le produit de 
ompo-sition partiel �(1; 1) induit un morphisme homog�ene de degr�e �1� : F
(2)(�P)! �P :Rappelons que si P est un S-bimodule di��erentiel, la prop�erade libre F(�P) sur �P est bigradu�ee.La premi�ere graduation vient du nombre d'op�erations de �P utilis�ees pour repr�esenter un �el�ementde F(�P). On note 
ette graduation F(n)(�P). La deuxi�eme graduation, i
i le degr�e homologique,est obtenu en e�e
tuant la somme des degr�es des op�erations de �P.D�emonstration. Soit (1; : : : ; 1; �q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; �p; 1; : : : ; 1) un �el�ement de degr�e ho-mologique jqj+ jpj+ 2 de F
(2)(�P). On d�e�nit � par� ((1; : : : ; 1; �q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; �p; 1; : : : ; 1)) =(�1)jqj��(1; 1)(1; : : : ; 1; q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; p; 1; : : : ; 1):Et 
omme P est une prop�erade gradu�ee, 
e dernier �el�ement est de degr�e jqj + jpj + 1 soit un demoins que son ant�e
�edent. �Au morphisme homog�ene �, on peut asso
ier une 
od�erivation d� : F
(�P) ! F
(�P) grâ
e aulemme 88.Proposition 93. La 
od�erivation d� v�eri�e les propri�et�es suivantes :(1) L'�equation Æd� + d�Æ = 0 est vraie si et seulement si le produit de 
omposition partiel�(1; 1) est un morphisme de dg-S-bimodules.(2) On a toujours d�2 = 0.D�emonstration.(1) D'apr�es le lemme 88, appliquer d� �a un �el�ement de F
(�P) revient �a e�e
tuer � �a tous lessous-graphes possibles du graphe repr�esentant 
et �el�ement. I
i, il suÆt don
 d'appliquer� �a tous les 
ouples de sommets reli�es par au moins une bran
he et n'admettant au
unsommet interm�ediaire. Or pour un 
ouple de sommets indi
�es par �q et �p, on a d'unepart Æ Æ d� ((1; : : : ; 1; �q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; �p; 1; : : : ; 1)) =(�1)jqjÆ ���(1; 1)((1; : : : ; 1; q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; p; 1; : : : ; 1))� =(�1)jqj+1� Æ ��(1; 1)((1; : : : ; 1; q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; p; 1; : : : ; 1))�64



1. PRODUIT ET COPRODUIT DE COMPOSITION PARTIELet d'autre partd� Æ Æ ((1; : : : ; 1; �q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; �p; 1; : : : ; 1)) =d��� (1; : : : ; 1; �Æ(q); 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; �p; 1; : : : ; 1) +(�1)jqj(1; : : : ; 1; �q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; �Æ(p); 1; : : : ; 1)� =(�1)jqj��(1; 1)((1; : : : ; 1; Æ(q); 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; p; 1; : : : ; 1)) +��(1; 1)((1; : : : ; 1; q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; Æ(p); 1; : : : ; 1)):Ainsi, Æd� + d�Æ = 0 impliqueÆ ��(1; 1)((1; : : : ; 1; q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; p; 1; : : : ; 1))� =�(1; 1)((1; : : : ; 1; Æ(q); 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; p; 1; : : : ; 1)) +(�1)jqj�(1; 1)((1; : : : ; 1; q; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; Æ(p); 1; : : : ; 1));
'est-�a-dire que le produit de 
omposition partiel �(1; 1) est un morphisme de dg-S-bimodules. Dans l'autre sens, on 
on
lut en remarquant qu'e�e
tuer Æd� + d�Æ revient �afaire une somme d'expressions du type pr�e
�edent.(2) Pour montrer que d�2 = 0, il faut s'int�eresser aux paires de 
ouples distin
ts de sommetsd'un graphe. Deux 
as de �gure sont possibles : soit on a a�aire �a deux 
ouples de sommetsdont les quatres sommets sont dis
tin
ts (a), soit les deux 
ouples ont un sommet en
ommun (b).(a) Sur un �el�ement de la formeX 
�q1 
�p1 
 Y 
�q2 
�p2 
 Z;on e�e
tue � deux fois en 
ommen�
ant par un 
ouple di��erent �a 
haque fois, 
e quidonne�(�1)jXj+jq1j(�1)jXj+jq1j+jp1j+1+jY j+jq2j + (�1)jXj+jq1j+jp1j+jY j+jq2j(�1)jXj+jq1j�X 
��(1; 1)(q1 
 p1)
 Y 
��(1; 1)(q2 
 p2)
 Z = 0:(b) Dans 
e 
as, deux 
on�gurations sont possibles{ Le sommet 
ommun peut être entre les deux autres sommets (dans le sens dugraphe) (
f. �gure 1 ).
�p�q�rFig. 1.Alors, sur un �el�ement de la formeX 
�r 
�q 
�p
 Y;65



CHAPITRE 4. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONSsi on applique � deux fois en 
ommen�
ant par un 
ouple di��erent �a 
haquefois, on trouve(�1)jXj+jrj(�1)jXj+jrj+jqjX 
��(1; 1)(�(1; 1)(r 
 q)
 p)
 Y +(�1)jXj+jrj+1+jqj(�1)jXj+jrjX 
��(1; 1)(r 
 �(1; 1)(q 
 p))
 Y = 0;par asso
iativit�e du produit partiel �(1; 1) (qui vient de 
elle de �).{ Sinon, le sommet 
ommun est au-dessus (
f. �gure 2) ou en dessous des deuxautres.
�p�r |||||||| �qFig. 2.On fait le même 
al
ul que pr�e
�edemment pour un �el�ement de 
ette formepour obtenir(�1)jXj+jrj+1+jqj(�1)jXj+jrjX 
��(1; 1)(r 
 �(1; 1)(q 
 p))
 Y +(�1)(jrj)+1(jqj+1)+jXj+jqj+1+jrj(�1)jXj+jqjX 
��(1; 1)(q 
 �(1; 1)(r 
 p))
 Y = 0:En e�et, l'asso
iativit�e de �(1; 1) donne�(1; 1)(q 
 �(1; 1)(r 
 p)) = (�1)jrjjqj�(1; 1)(r 
 �(1; 1)(q 
 p)):On 
on
lut en remarquant que le r�esultat de l'appli
ation d�2 est une somme d'expressionsdes deux formes pr�e
�edentes. �Remarque : Ce sont les r�egles naturelles sur les signes qui permettent d'avoir 
ette proposi-tion. Dans les arti
les de [GK℄ et [G℄, 
es signes sont exprim�es sous la forme de l'op�erade (resp.diop�erade) Det.D�efinition (Sommets adja
ents). On appelle sommets adja
ents tout 
ouple de sommets d'ungraphe reli�es par au moins une bran
he et n'admettant au
un sommet interm�ediaire. Ils 
orres-pondent �a des sous-graphes de la forme F(2)(V ) et sont les 
ouples 
omposables par la 
od�erivationd�.Remarque : La 
od�erivation d� 
onsiste �a 
omposer les 
ouples de sommets adja
ents. Pourd�e�nir l'homologie des graphes, M. Kontsevi
h avait introduit dans [Ko℄ la notion d'edge 
ontra
-tion. Cette notion revient �a 
omposer deux sommets reli�es par une seule bran
he. Dans le 
as desop�erades (arbres) et des diop�erades (graphes de genre 0), les sommets adja
ents sont reli�es entreeux par une seule bran
he, on retrouve alors 
ette notion (
f. [GK℄ et [G℄). La 
od�erivation d� estdon
 la g�en�eralisation naturelle de 
ette notion d'edge 
ontra
tion.1.3. Coproduit partiel. On peut dualiser les r�esultats de la partie pr�e
�edente.D�efinition (Coproduit partiel). Soit (C; �; "; �) une 
oprop�erade 
oaugment�ee. On appelle 
o-produit partiel la 
omposition d'appli
ationsC ��! C �
 C � (I � C|{z}1 )�
 (I � C|{z}1 );66



2. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONSnot�ee �(1; 1).Lemme 94. Pour toute 
oprop�erade di��erentielle 
oaugment�ee (C; �; "; �), le 
oproduit partielinduit un morphisme homog�ene de degr�e �1�0 : ��1 �C ! F(2)(��1 �C):D�emonstration. Soit 
 un �el�elment de �C. En s'inspirant des notations de Sweedler, posons�(1; 1)(
) = X(
0; 
00)(1; : : : ; 1; 
0; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; 
00; 1; : : : ; 1):Alors �0(��1
) d�e�ni par�0(��1
) = � X(
0; 
00)(�1)j
0j(1; : : : ; 1; ��1 
0; 1; : : : ; 1)�(1; : : : ; 1; ��1 
00; 1; : : : ; 1);
onvient. �Remarque : Le signe � apparaissant devant le symbole � dans la derni�ere expression n'est pas es-sentiel i
i. Il deviendra par 
ontre fondamental dans la d�emonstration de la r�esolution bar-
obar(
f.th�eor�eme 125).Grâ
e au lemme 87, au morphisme �0 on peut asso
ier une d�erivation d�0 : F(��1 �C)! F(��1 �C)de degr�e �1 v�eri�ant la proposition suivante :Proposition 95.(1) L'�equation Æd�0 + d�0Æ = 0 est vraie si et seulement si le 
oproduit partiel �(1; 1) est unmorphisme de dg-S-bimodules.(2) On a toujours d�02 = 0.D�emonstration. La d�emonstration du lemme 87 montre qu'e�e
tuer d�0 sur un �el�ement deF(��1 �C) revient �a appliquer �0 �a 
haque sommet du graphe repr�esentant le dit �el�ement. Ainsi, lesarguments pour montrer 
ette proposition sont du même type que pour la proposition pr�e
�edente.Notamment le deuxi�eme point vient de la 
oasso
iativit�e de �(1; 1) qui vient de 
elle de � et desr�egles de signes. �Remarque : La d�erivation d�0 revient �a e�e
tuer le 
oproduit partiel sur toutes les op�erationsindi�
ant un sommet. Cette d�erivation est la g�en�eralisationnaturelle de la notion de vertex expansionintroduite par M. Kontsevi
h [Ko℄ dans le 
adre de la 
ohomologie des graphes. Dans le 
as desalg�ebres et des op�erades, la d�erivation d�0 
orrespond �a la "vertex expansion" des arbres.2. Bar et 
obar 
onstru
tionsA l'aide des deux propositions pr�e
�edentes, on peut maintenant d�e�nir la bar et la 
obar 
onstru
-tion des prop�erades. Puis nous g�en�eralisons 
es deux 
onstru
tions au 
adre des PROPs.2.1. Bar et 
obar 
onstru
tions r�eduites.D�efinition (Bar 
onstru
tion r�eduite). A tout prop�erade di��erentielle augment�ee (P ; �; �; "), onpeut asso
ier la 
oprop�erade quasi-
olibre �B(P) = F
(�P) munie de la di��erentielle Æ� = Æ + d�,o�u � est le morphisme induit par le produit partiel sur P (
f. lemme 92). Cette 
oprop�eradequasi-
olibre est appel�ee bar 
onstru
tion r�eduite de P .L'�egalit�e Æ�2 = 0 vient de Æd� + d�Æ = 0 et de d�2 = 0.Si on pose �B(s)(P) = F
(s)(�P), alors d� d�e�nit le 
omplexe� � � d� // �B(s)(P) d� // �B(s�1)(P) d� // � � � d� // �B(1)(P) d� // �B(0)(P):En raisonnant de mani�ere duale, on obtient la d�e�nition suivante :D�efinition (Cobar 
onstru
tion r�eduite). A tout 
oprop�erade di��erentielle 
oaugment�ee (C, �,", �), on peut asso
ier la prop�erade quasi-libre �B
(C) = F(��1 �C) munie de la di��erentielle Æ�0 =67



CHAPITRE 4. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONSÆ+d�0 , o�u �0 est le morphisme induit par le 
oproduit partiel sur C (
f. lemme 94). Cette prop�eradequasi-libre est appel�ee 
obar 
onstru
tion r�eduite de C .A nouveau d�0 d�e�nit un 
omplexe�B
(0)(C) d�0 // �B
(1)(C) d�0 // � � � d�0 // �B
(s)(C) d�0 // �B
(s+1)(C) d�0 // � � � :Remarque : Lorsque P (resp. C) est une alg�ebre ou une op�erade (resp. 
og�ebre ou une 
oop�erade),on retombe sur les d�e�nitions 
lassiques (
f. S�eminaire H. Cartan [C℄ et [GK℄).2.2. Bar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients. Soit (P ; �; �; ") une prop�erade di��erentielle aug-ment�ee. Sur �B(P), on d�e�nit deux morphismes homog�enes �r : �B(P) ! �B(P) �
 P et �l :�B(P)! P �
 �B(P) de degr�e �1 par�r : �B(P) = F
(�P) ��! F
(�P)�
 F
(�P)� F
(�P)�
 (I � P|{z}1 );et par �l : �B(P) = F
(�P) ��! F
(�P)�
 F
(�P)� (I � P|{z}1 )�
 F
(�P):Remarquons que 
es deux morphismes reviennent �a extraire, un par un, les sommets extr�emaux(en haut et en bas) d'un graphe repr�esentant un �el�ement de F
(�P).Lemme 96. Le morphisme �r induit un morphisme homog�ene d�r de degr�e �1d�r : �B(P)�
 P ! �B(P)�
 P :Et le dg-S-bimodule �B(P) �
 P muni de la somme de la di��erentielle 
anonique Æ ave
 la 
o-d�erivation d� d�e�nie sur �B(P) et du morphisme d�r est un P-module quasi-libre analytique (�adroite).D�emonstration. Le d�emonstration du lemme d�e
oule prin
ipalement des d�e�nitions du 
hapitre3. Seul point diÆ
ile, l'�equation (Æ + d� + d�r)2 = 0. On sait d�ej�a, grâ
e aux propositions de lase
tion pr�e
�edente que (Æ + d�)2 = 0. Quant aux �equations� (Æ + d�)d�r + d�r (Æ + d�) = 0 etd�r 2 = 0;elles se d�emontrent de la même mani�ere que la proposition 93 en �e
rivant soigneusement les r�eglessur les signes. �On peut remarquer que le morphisme d�r revient �a �e
rêter les sommets se situant en haut desgraphes repr�esentant des �el�ements de �B(P) puis �a 
omposer les op�erations de P ainsi obtenuesave
 
elle de P issues de la premi�ere ligne de �B(P)� P .D�efinition (Bar 
onstru
tion augment�ee �a droite). Le P-module quasi-libre analytique �B(P)�
Pest appel�e bar 
onstru
tion augment�ee �a droite.On peut faire exa
tement le même raisonnement pour �l, d�l et la bar 
onstru
tion augment�ee �agau
he P �
 �B(P).Nous d�emontrons dans la pro
haine se
tion que, 
omme dans le 
as des alg�ebres et des op�erades,les deux bar 
onstru
tions augment�ees (�a gau
he et �a droite) sont toujours a
y
liques.Posons B(P ; P ; P) = P �
 �B(P) �
 P . De la même mani�ere que pr�e
�edemment, les morphismes�r et �l induisent sur B(P ; P ; P) deux morphismes homog�enes de degr�e �1 :d�r ; d�l : B(P ; P ; P)! B(P ; P ; P):Ainsi, on d�e�nit sur B(P ; P ; P) une di��erentielle d par la somme de plusieurs termes:68



2. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONS� la di��erentielle 
anonique Æ induite par 
elle de P ,� la 
od�erivation d� d�e�nie sur �B(P),� du morphisme homog�ene d�r de degr�e �1,� du morphisme homog�ene d�l de degr�e �1.Lemme 97. Le morphisme d ainsi d�e�ni v�eri�e l'�equation d2 = 0.D�emonstration. En
ore une fois, la d�emonstration repose sur les r�egles de signes. Les 
al
ussont du même style que 
eux de la proposition 93. �D�efinition (Bar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients). Soient L un P-module di��erentiel �a droite et R unP-module di��erentiel �a gau
he. A toute prop�erade di��erentielle augment�ee (P ; �; �; "), on peutasso
ier la bar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients dans L et R d�e�nie par le dg-S-bimodule B(L; P ; R) := L�
PB(P ; P ; P)�
PR muni de la di��erentielle induite par d et par 
elles de L et R not�ees ÆLet ÆR.Proposition 98. La bar 
onstru
tion B(L; P ; R) �a 
oeÆ
ients dans les modules L et R estisomorphe, en tant que dg-S-bimodule, �a L�
 �B(P)�
R muni de la di��erentielle d, d�e�nie par lasomme des termes suivants� la di��erentielle 
anonique Æ induite par 
elle de P sur �B(P),� la di��erentielle 
anonique ÆL induite par 
elle de L,� la di��erentielle 
anonique ÆR induite par 
elle de R,� la 
od�erivation d� d�e�nie sur �B(P),� d'un morphisme homog�ene d�R de degr�e �1,� d'un morphisme homog�ene d�L de degr�e �1.D�emonstration. Il s'agit de bien 
omprendre 
omment le morphisme d�r donne, apr�es passageau produit mono��dal relatif, un morphisme homog�ene d�R . En fait, le morphisme d�R 
orrespond�a la 
ompositionL�
 �B(P)�
 R e�r // L�
 �B(P)�
 P �
 R L�
 �B(P)�
r // L�
 �B(P)�
 R;o�u le morphisme e�r est induit par �r de la mani�ere suivante : sur un �el�ement de L�
 �B(P)�
 R,que l'on repr�esente par l1 
 � � � 
 lb 
 b1 
 � � � 
 bs 
 r1 
 � � � 
 ra;le morphisme e�r vautsXi=1(�1)jbij(jbi+1j+���+jbsj)(�1)jl1j+���+jlbj+jb1j+���+jbi�1j+jbi+1j+���+jbsjl1 
 � � � 
 lb 
 b1 
 � � � 
 bi�1 
 bi+1 
 � � � 
 bs 
 �r(bi)
 r1 
 � � � 
 rb:Il en va de même pour d�L . �De 
ette expression de la bar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients d�e
oule imm�ediatement le 
orollaire sui-vant.Corollaire 99.{ La bar 
onstru
tion r�eduite �B(P) 
orrespond �a la bar 
onstru
tion ave
 des 
oeÆ
ientstrivaux L = R = I, 
'est-�a-dire �B(P) = B(I; P ; I).{ Le 
omplexe de 
hâ�nes B(L; P ; P) = L�
 �B(P)�
P (resp. B(P ; P R) = P�
 �B(P)�
R)est un P-module quasi-libre analytique �a droite (resp. �a gau
he)2.3. Cobar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients. En dualisant les arguments pr�e
�edents, on ob-tient la 
obar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients.Soit (C; �; "; �) une 
oprop�erade di��erentielle 
oaugment�ee et soient (L; l) et (R; r) deux C-
omodules di��erentiels respe
tivement �a droite et �a gau
he.69



CHAPITRE 4. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONSCes deux C-
omodules induisent les appli
ations �0L et �0R suivantes :�0R : R r�! C �
 R� (I � �C|{z}1 )�
 R;�0L : L r�! L�
 C � L�
 (I � �C|{z}1 ):Lemme 100. Les deux appli
ations �0R et �0L induisent 
ha
une un morphisme homog�ene de degr�e�1 de la forme suivante sur L�
 �B
(C)�
 R :d�0R : L�
 �B
(C)�
 R f�0R // L�
 �B
(C)�
 (I � �C|{z}1 )�
 R //L�
 �B
(C)�
 (I ���1 �C| {z }1 )�
 R L�
� �B
(C)�
R // L�
 �B
(C)�
 R ;�0L : d�0L : L�
 �B
(C)�
 R f�0L // L�
 (I � �C|{z}1 )�
 �B
(C)�
 R //L�
 (I ���1 �C| {z }1 )�
 �B
(C)�
 R L�
� �B
(C)�
R // L�
 �B
(C)�
 R :Proposition 101. Sur le S-bimodule gradu�e L �
 �B
(C) �
 R, on a une di��erentielle d donn�eepar la somme des termes suivants :� la di��erentielle 
anonique Æ induite par 
elle de C sur �B
(C),� la di��erentielle 
anonique ÆL induite par 
elle de L,� la di��erentielle 
anonique ÆR induite par 
elle de R,� la d�erivation d� d�e�nie sur �B
(C),� du morphisme homog�ene d�0R de degr�e �1,� du morphisme homog�ene d�0L de degr�e �1.D�efinition (Cobar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients). Le dg-S-bimodule L �
 �B
(C) �
 R muni de ladi��erentielle d est appel�e 
obar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients dans L et R et est not�e B
(L; C; R).Corollaire 102.{ La 
obar 
onstru
tion r�eduite �B
(C) 
orrespond �a la 
obar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients dansle C-
omodule trivial I.{ Le 
omplexe de 
hâ�nes B
(L; C; C) = L�
 �B
(C)�
C (resp. B(C; C; R) = C�
 �B
(C)�
R)est un C-
omodule quasi-
olibre analytique �a droite (resp. �a gau
he)2.4. Bar et 
obar 
onstru
tions des PROPs. Par 
on
at�enation, on �etend naturellementles d�e�nitions pr�e
�edentes au 
adre des PROPs.D�efinition (Bar 
onstru
tion r�eduite d'un PROP). Soit (P ; �; 
on
) un PROP di��erentiel aug-ment�e. On appelle bar 
onstru
tion r�eduite du PROP P le 
oPROP quasi-
olibre d�e�ni par leS-bimodule S
(F
(�P)) muni de la di��erentielle Æ�, somme de la di��erentielle 
anonique Æ ave
l'unique 
od�erivation d� qui prolonge le morphisme � induit par le produit partiel�(1; 1) : (I � P|{z}1 )�
 (I � P|{z}1 )! P :On la note aussi �B(P). 70



3. ACYCLICIT�E DES BAR ET COBAR CONSTRUCTIONS AUGMENT�EESEtant donn�e que la 
od�erivation se fait 
omposante 
onnexe par 
omposante 
onnexe, la bar
onstru
tion PROPique est un 
omplexe obtenu par 
on
at�enation de la bar 
onstru
tion prop�e-radique.Proposition 103. On a l'isomorphisme de 
oPROPs di��erentiels suivant�B(P) = S
( �B(U
(P))):Dualement, on d�e�nit la 
obar 
onstru
tion sur un 
oPROP.D�efinition (Cobar 
onstru
tion r�eduite d'un 
oPROP). Soit (C; �; de
on
) un 
oPROP di��eren-tiel 
oaugment�e . On appelle 
obar 
onstru
tion r�eduite du 
oPROP C le PROP quasi-libre d�e�nipar le S-bimodule S
(F(��1 �C)) muni de la di��erentielle Æ�0 , somme de la di��erentielle 
anoniqueÆ ave
 l'unique d�erivation d�0 qui prolonge le morphisme �0 induit par le 
oproduit partiel�(1; 1) : �C ��! C � C � (I � �C|{z}1 )�
 (I � �C|{z}1 ):On la note aussi �B
(C).Comme la d�erivation d�0 pr�eserve les 
omposantes 
onnexes, la 
obar 
onstru
tion d'un 
oPROPest l'alg�ebre sym�etrique libre sur la 
obar 
onstru
tion de la 
oprop�erade asso
i�ee.Proposition 104. On a un isomorphisme de PROPs di��erentiels�B
(C) = S
( �B
(U
(C))):De la même mani�ere que pour les prop�erades, on d�e�nit la bar et la 
obar 
onstru
tions �a 
oeÆ-
ients dans un P-module (
omodule) �a droite L et un P-module (
omodule) �a gau
he R ainsi queles bar et 
obar 
onstru
tions augment�ees.Proposition 105. Soit (P ; �; 
on
) un PROP di��erentiel augment�e. Soient L un P-module di��e-rentiel �a droite et R un P-module di��erentiel �a gau
he. On a l'isomorphisme de S-bimodulesdi��erentiels L� �B(P)�R = S
 �L�
 �B(U
(P))�
 R� :3. A
y
li
it�e des bar et 
obar 
onstru
tions augment�eesLorsque P est une alg�ebre, 
'est-�a-dire que le dg-S-bimodule P est nul en dehors de P(1; 1) = A,on sait que la bar 
onstru
tion augment�ee (�a gau
he 
omme �a droite) sur l'alg�ebre unitaire Aest a
y
lique. Pour d�emontrer 
ela, on introduit dire
tement une homotopie 
ontra
tante (
f.S�eminaire H. Cartan [C℄). Dans le 
as des op�erades, B. Fresse montre que la bar 
onstru
tionaugment�ee �a gau
he P Æ �B(P) est a
y
lique, �a nouveau, en exhibant une homotopie 
ontra
tante.Cette homotopie repose sur le fait que le produit mono��dal Æ est lin�eaire �a gau
he. Et l'a
y
li
it�ede la bar 
onstru
tion augment�ee �a droite d�e
oule ensuite du r�esultat pr�e
�edent et des lemmesde 
omparaisons sur les modules quasi-libres (
f. [Fr℄ se
tion 4:6). Dans le 
adre g�en�eral desprop�erades, 
omme le produit mono��dal�
 n'est lin�eaire ni �a gau
he, ni �a droite, il faut aÆner 
esarguments. On 
ommen
e ainsi par d�e�nir une �ltration sur le 
omplexe �P �
 �B(P); d�. Cette�ltration induit une suite spe
trale E�p; q 
onvergente. En�n on montre que les 
omplexes �E0p; �; d0�sont a
y
liques pour p > 0 en introduisant une homotopie 
ontra
tante du même type que dansle 
as des alg�ebres et des op�erades. On pro
�ede de la même mani�ere pour montrer que les deux
obar 
onstru
tions 
oaugment�ees �a droite et �a droite sur une 
oprop�erade gradu�ee par un poidssont a
y
liques. Et 
omme le fon
teur S
 est un fon
teur exa
t, on en 
on
lut l'a
y
li
it�e des baret 
obar 
onstru
tions augment�ees dans le 
as PROPique.3.1. A
y
li
it�e de la bar 
onstru
tion augment�ee. Le dg-S-bimodule P �
 �B(P) estl'image du fon
teur P 7! (I �P)�
 F
(�P):Ce fon
teur est analytique s
ind�e, 
'est-�a-dire qu'il est la somme dire
te de fon
teurs polynomiauxen P s
ind�es (
f. 
hapitre 1 se
tion 8). Pour voir 
ela, il suÆt de 
onsid�erer le nombre de sommets71



CHAPITRE 4. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONSnon r�eduits (indi
�es par des �el�ements de P) qui 
omposent un repr�esentant d'un �el�ement de(I �P)�
 F
(�P). On note 
ette d�e
omposition:P �
 �B(P) =Ms2N �P �
 �B(P)�(s) :On 
onsid�ere alors la �ltration d�e�nie parFi = Fi �P � �B(P)� =Ms�i �P �
 �B(P)�(s) :Ainsi, Fi est 
ompos�ee des �el�ements de P � �B(P) repr�esentables par des graphes admettant auplus i sommets non r�eduits.Lemme 106. La �ltration Fi du dg-S-bimodule P �
 �B(P) est stable par la di��erentielle d de labar 
onstru
tion augment�ee.D�emonstration. Le lemme 96 donne la forme de la di��erentielle d. Celle-
i est la somme de troistermes :(1) La di��erentielle Æ issue de 
elle de P . Cette derni�ere laisse invariant le nombre d'�el�ementsde P . Ainsi, on a Æ(Fi) � Fi.(2) La 
od�erivation d� de la bar 
onstru
tion r�eduite �B(P). Cette appli
ation 
onsiste �a
omposer des pairs de sommets. Elle v�eri�e don
 d�(Fi) � Fi�1.(3) Le morphisme d�l . Ce morphisme a pour e�et d'�e
rêter une op�eration �P de �B(P) parle bas, pour la 
omposer ensuite ave
 des �el�ements de PP �
 �B(P)! P �
 (I �P)�
 �B(P)! P �
 �B(P):Le nombre global de sommets en P est don
 d�e
roissant. Ce qui s'�e
rit d�l(Fi) � Fi. �De 
e lemme, on obtient que la �ltration Fi induit une suite spe
trale not�ee E�p; q , dont le premierterme vaut E0p; q = Fp �(P �
 �B(P))p+q� =Fp�1 �(P �
 �B(P))p+q� ;o�u p + q repr�esente le degr�e homologique. Ainsi, le module E0p; q est donn�e par les graphes �a psommets non r�eduits E0p; q = ��P �
 �B(P)�(p)�p+q et la di��erentielle d0 est la somme de deuxtermes d0 = Æ + d0�l . Cette derni�ere appli
ation d0�l est �equivalente �a l'appli
ation d�l lorsqu'ellene diminue par le nombre global de sommets. De mani�ere expli
ite, le morphisme d0�l 
onsiste �a�e
rêter une op�eration �P de �B(P) par le bas et �a l'ins�erer dans la ligne des �el�ements de P , sans
omposition ave
 des op�erations de P . (La 
omposition revient �a faire I �
 P ! P). Dans tousles autres 
as o�u d�l exige une 
omposition non triviale ave
 des �el�ements de P , d0�l est nulle (
f.�gure 3).Remarquons que 
e morphisme d0�l est homog�ene de degr�e �1 (�P ! P).La suite spe
trale E�p; q se situe dans le demi-plan p � 0.On 
al
ule l'homologie des 
omplexes de 
hâ�nes �E0p; �; d0� pour montrer que la suite spe
traled�eg�en�ere au rang E1p; q.Lemme 107. Au rang E1p; q on a E1p; q = � I si p = q = 0;0 sinon:D�emonstration. Lorsque p = 0 on aE00; q = � I si q = 0;0 sinon:et la di��erentielle d0 est nulle sur les modules E00; q. L'homologie de 
es modules vaut don
E10; q = � I si q = 0;0 sinon:72
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BBFig. 3.Lorsque p > 0, pour 
haque 
omplexe de 
hâ�nes �E0p;�; d0�, on va exhiber une homotopie 
ontra
-tante h.Grâ
e �a la proposition 62, on peut repr�esenter un �el�ement de P� �B(P) par (p1; : : : ; pr)�(b1; : : : ; bs).Si p1 2 I , on pose h ((p1; : : : ; pr)�(b1; : : : ; bs)) = 0;sinon on d�e�nit h parh ((p1; : : : ; pr)�(b1; : : : ; bs)) = (�1)(jp1j+1)(jp2j+���+jprj)(1; : : : ; 1; p2; : : : ; pr)�0(b0; bi+1; : : : ; bs);o�u b0 = �F(�P) (�p1 
 (b1; : : : ; bi)) ave
 b1; : : : ; bi les �el�ements de �B(P) reli�es au sommet indi
�epar p1 dans la repr�esentation graphique de (p1; : : : ; pr)�(b1; : : : ; bs). Cette appli
ation h ne 
hangepas le nombre d'op�erations P et est de degr�e homologique +1 (P ! �P). Ainsi, on a h : E0p; q !E0p; q+1. Intuitivement, l'appli
ation h revient �a prendre une op�eration (non triviale) parmi laligne de P , �a la suspendre et �a la remonter d'un 
ran pour l'in
lure dans 
elles de �B(P). Cetted�emar
he est la d�emar
he inverse de 
elle de d0�l . V�eri�onsmaintenant que h est bien une homotopie
ontra
tante, 
'est-�a-dire que hd0 + d0h = id.(1) L'appli
ation h anti
ommute ave
 Æ, hÆ+ Æh = 0. Le 
al
ul est similaire �a 
eux e�e
tu�espr�e
�edemment. En
ore une fois, le r�esultat vient des r�egles de signes et de la suspension�p1.(2) On a hd0�l + d0�lh = id. D�ej�a, on 
al
ule d0�l :d0�l ((p1; : : : ; pr)�(b1; : : : ; bs)) =X(�1)jp0j(jpj+1j+���+jprj+jb1j+���+jbkj)(p1; : : : ; p0; pj+1 : : : ; pr)e�(b1; : : : ; bk; b0k+1; : : : ; bs);o�u bk+1 = �F(�P)(�p0 
 b0k+1). Ensuite, on obtienthd0�l ((p1; : : : ; pr)�(b1; : : : ; bs)) =X(�1)jp0j(jpj+1j+���+jprj+jb1j+���+jbkj)+(jp1j+1)(jp2j+���+jp0j+���+jprj)(1; : : : ; 1; p2; : : : ; p0; pj+1 : : : ; pr)e�0(b0; bi+1; : : : ; bk; b0k+1; : : : ; bs):73



CHAPITRE 4. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONSAlors que le 
al
ul de d0�lh donned0�lh ((p1; : : : ; pr)�(b1; : : : ; bs)) =(p1; : : : ; pr)�(b1; : : : ; bs)�X(�1)jp0j(jpj+1j+���+jprj+jb1j+���+jbkj)+(jp1j+1)(jp2j+���+jp0j+���+jprj)(1; : : : ; 1; p2; : : : ; p0; pj+1 : : : ; pr)e�0(b0; bi+1; : : : ; bk; b0k+1; : : : ; bs);le signe �1 vient i
i de la 
ommutation de p0 ave
 �p1.L'existen
e de 
ette homotopie permet d'aÆrmer que les 
omplexes �E0p; �; d0� sont a
y
liquespour p > 0 et don
 que E1p; q = 0 pour tout q si p > 0: �On peut maintenant 
on
lure la d�emonstration de l'a
y
li
it�e de la bar 
onstru
tion augment�ee �agau
he.Th�eor�eme 108. L'homologie du 
omplexe �P �
 �B(P); d� est la suivante :� H0 �P �
 �B(P)� = I;Hn �P �
 �B(P)� = 0 sinon:D�emonstration. Comme la �ltration Fi est exhaustive P �
 �B(P) = Si Fi et born�ee inf�erieure-ment F�1 �P �
 �B(P)� = 0, par les th�eor�emes 
lassiques de 
onvergen
e des suites spe
trales (
f.[W℄ 5:5:1), on sait que la suite spe
trale E�p; q 
onverge vers l'homologie de P �
 �B(P)E1p; q =) Hp+q �P �
 �B(P); d� :Et la forme d�eg�en�er�ee de E1p; q permet de 
on
lure. �Corollaire 109. Le morphisme d'augmentationP �
 �B(P) "P�
"F
(�P) // I �
 I = Iest un quasi-isomorphisme.Ce dernier r�esultat se g�en�eralise de la mani�ere suivante :On d�e�nit le morphisme d'augmentation "(P ; P ; P) par la 
ompositionB(P ; P ; P) = P �
 �B(P)�
 P P�
"F
(�P)�
P�����������! P �
 I �
 P = P �
 P � P �P P = P :Th�eor�eme 110. Soit R un module di��erentiel �a gau
he sur P. Le morphisme d'augmentation"(P ; P ; R)B(P ;P ; R) = P �P B(P ; P ; P)�P R P�P"(P;P;P)�PR // P �P P �P R = Rest un quasi-isomorphime.D�emonstration. On introduit la même �ltration que pr�e
�edemment en 
omptant le nombre desommets indi
�es par des op�erations de P des rep�esentants des �el�ements de P �
 �B(P)�
R. Alors,en utilisant la même homotopie 
ontra
tante on montre que la suite spe
trale d�eg�en�ere au rangE1p; q sous la forme E1p; q = � Hq(R) si p = 0;0 si p > 0:On 
on
lut ensuite de la même mani�ere, en utilisant la 
onvergen
e de la suite spe
trale. �Pour d�emontrer l'a
y
li
it�e de la bar 
onstru
tion augment�ee �a droite �B(P)�
 P , on introduit lamême �ltration et on d�e�nit l'homotopie 
ontra
tante h parh((b1; : : : ; br)� (p1; : : : ; ps)) = 0;74



3. ACYCLICIT�E DES BAR ET COBAR CONSTRUCTIONS AUGMENT�EESlorsque p1 2 I , et dans le 
as 
ontraire parh((b1; : : : ; br)� (p1; : : : ; ps)) =(�1)jb1j+���+jbij+jp1j(jbi+1j+���+jbrj)(b0; bi+1; : : : ; br)�0(1; : : : ; 1; p2; : : : ; ps);o�u b0 = �F(�P)((b1; : : : ; bi)
�p1).On a alors le même type de r�esultat pour L un module �a droite sur P .Th�eor�eme 111. Soit L un module di��erentiel �a droite sur P. Le morphisme d'augmentation"(L; P ; P) B(L;P ; P) = L�P B(P ; P ; P)�P P L�P"(P;P;P)�PP // L�P P �P P = Lest un quasi-isomorphime.Ces r�esultats peuvent se reformuler dans le 
adre des PROPs.Corollaire 112. Soit P un PROP di��erentiel augment�e. Les morphismes d'augmentation sui-vant sont des quasi-isomorphismes :P � �B(P) "P�"S
(F
(�P))�����������! I � S
(I) = S
(I)�B(P)� P "S
(F
(�P))�"P�����������! S
(I)� I = S
(I):D�emonstration. Il suÆt de voir queP � �B(P) = S
(P �
 �B(U
(P)))et que le fon
teur S
 est un fon
teur exa
t pour pouvoir appliquer les th�eor�emes pr�e
�edents. �3.2. A
y
li
it�e de la 
obar 
onstru
tion 
oaugment�ee. De la même mani�ere, on peutmontrer l'a
y
li
it�e de la 
obar 
onstru
tion augment�ee �a droite �B
(C)�
 C en utilisant des argu-ments duaux. Par 
ontre i
i, pour des probl�emes de 
onvergen
e de suites spe
trales, on se pla
edans le 
as o�u la 
oprop�erade C est gradu�ee par un poids.Th�eor�eme 113. Pour toute 
oprop�erade 
oaugment�ee gradu�ee par un poids C, l'homologie du
omplexe � �B
(C)�
 C; d� est la suivante :� H0 � �B
(C)�
 C� = I;Hn � �B
(C)�
 C� = 0 sinon:D�emonstration. On d�e�nit une �ltration Fi parFi = Ms��i � �B
(C)�
 C�(s) :On v�eri�e que 
ette �ltration est stable sous l'a
tion de la di��erentielle d :(1) La di��erentielle Æ laisse invariant le nombre d'�el�ements de �C. Ainsi, on a Æ(Fi) � Fi.(2) La d�erivation d�0 de la 
obar 
onstru
tion r�eduite �B
(C) 
onsiste �a d�e
omposer en deuxdes op�erations indi�
ant des sommets. La nombre de sommets augmente don
 de 1. Lad�erivation d�0 v�eri�e don
 d�0(Fi) � Fi�1.(3) Le morphisme d�0r a pour e�et de d�e
omposer un �el�ement de C en deux pour in
lure unedes deux parties dans �B
(C). Le nombre global de sommets en P est don
 
roissant. Cequi s'�e
rit d�0r (Fi) � Fi.Cette �ltration induit don
 une suite spe
trale E�p; q dont le premier terme est donn�e parE0p; q = Fp �( �B
(C)�
 C)p+q� =Fp�1 �( �B
(C)�
 C)p+q� = �( �B
(C)�
 C)(�p)�p+q :La di��erentielle d0 est alors la somme de deux termes : d0 = Æ+d0�0r o�u d0�0r 
orrespond �a d�0r lorsque
elle-
i n'augmente pas le nombre de sommets indi
�es par �C. Le morphisme d0�0r revient don
 juste75



CHAPITRE 4. BAR ET COBAR CONSTRUCTIONS�a prendre un �el�ement �C de la premi�ere ligne (sans le d�e
omposer), �a le d�esuspendre et �a l'in
luredans �B
(C).On montre ensuite de la même mani�ere queE1p; q = � I si p = q = 0;0 sinon:I
i l'homotopie 
ontra
tante h est d�e�nie 
omme l'op�eration inverse de d0�0r . Pour un �el�ement de�B
(C)� C repr�esent�e par (b1; : : : ; br)� (
1; : : : ; 
s);on d�e�nit h en d�e
omposant b1 2 �B
(C)(n) :b1 � // P b01 
��1
 ;o�u b01 2 �B
(C)(n�1) et 
 2 �C. Si l'op�eration ��1
 n'est reli�e par le haut qu'�a des �el�ements de Ialors on la suspend et on l'in
lut dans la ligne des �el�ements de C. Un 
al
ul du même type quepr�e
�edemment montre que l'on a bien hd0 + d0h = id.Comme la 
oprop�erade C est gradu�ee par un poids, on peut d�e
omposer le 
omplexe �B
(C) �
 Cen somme dire
te de sous-
omplexes �a l'aide de la graduation totale induite, 
e qui donne�B
(C)�
 C =M�2N( �B
(C)� C)(�):Cette d�e
omposition est 
ompatible ave
 la �ltration pr�e
�edente, aisni qu'ave
 l'homotopie 
ontra
-tante h. On a don
E1p; q�( �B
(C)�
 C)(�)� = 0 pour tout p; q d�es que � > 0 etE1p; q�( �B
(C)�
 C)(0)� = � I si p = q = 0;0 sinon:En�n, 
omme la �ltration Fi sur le sous-
omplexe ( �B
(C)�
 C)(�) est born�eeF0�( �B
(C)�
 C)(�)� = ( �B
(C)�
 C)(�) et F���1�( �B
(C)�
 C)(�)� = 0;par le th�eor�eme 
lassique de 
onvergen
e des suites spe
trales (
f. [W℄ 5:5:1), on a que la suitespe
trale E�p; q�( �B
(C) �
 C)(�)� 
onverge vers l'homologie de ( �B
(C) �
 C)(�). On obtient alors ler�esultat en faisant la somme dire
te sur �. �Remarque : En introduisant une homotopie du même type, on montre que la 
obar 
onstru
tion
oaugment�ee �a gau
he est aussi a
y
lique.Et de la même mani�ere, on a le th�eor�eme suivantTh�eor�eme 114. Soit L un 
omodule di��erentiel �a droite sur C. Si C est une 
oprop�erade di��e-rentielle gradu�ee par un poids, alors l'homologie de la 
obar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients dans L etC vaut Hn�B
(L; C; C); d� = Hn(L; ÆL):On a bien sur le même r�esultat pour les 
omodules �a gau
he sur C.Comme 
orollaire, on a l'a
y
li
it�e de la 
obar 
onstru
tion 
oaugment�ee sur un 
oPROP gradu�epar un poids.Corollaire 115. Pour tout 
oPROP C
oaugment�e gradu�e par un poids, l'homologie du 
omplexe� �B
(C)� C; d� est la suivante : � H0 � �B
(C)� C� = S
(I);Hn � �B
(C)� C� = 0 sinon:76



3. ACYCLICIT�E DES BAR ET COBAR CONSTRUCTIONS AUGMENT�EESD�emonstration. La 
obar 
onstru
tion PROPique est l'image par le fon
teur exa
te S
 de la
obar 
onstru
tion prop�eradique sur la 
oprop�erade induite�B
(C)� C = S
 � �B
(U
(C))�
 C� : �

77





CHAPITRE 5Lemmes de 
omparaisonNous produisons i
i des lemmes te
hniques de 
omparaison entre les P-modules quasi-libres etentre les prop�erades quasi-libres. Ces lemmes sont les g�en�eralisations pour le produit mono��dal �
de lemmes 
lassiques dans le 
adre du produit tensoriel 
k. Remarquons que B. Fresse avait d�ej�ag�en�eralis�e 
es lemmes pour le produit mono��dal Æ des op�erades dans [Fr℄. Ce dernier, tout 
ommeW. L. Gan, dans [G℄ fonde ses d�emonstrations sur les propri�et�es des arbres (respe
tivement desgraphes de genre 0). Par exemple, le fait qu'un arbre �a n feuilles n'admette qu'au plus n � 1noeuds non triviaux s'av�ere 
ru
ial dans la 
onvergen
e des suites spe
trales en jeu. Comme lesgraphes de genre quel
onque ne poss�ede pas 
es propri�et�es, nous avons �et�e oblig�e d'utiliser unautre outil, la graduation naturelle par un poids de 
ertains dg-S-bimodules ainsi que 
elles desP-modules quasi-libres analytiques et des prop�erades di��erentielles quasi-libres qu'ils engendrent.Ces lemmes te
hniques nous permettrons, entre autre, de montrer que la 
onstru
tion bar-
obarsur une prop�erade (respe
tivement un PROP) gradu�ee par un poids fournit une r�esolution de laprop�erade (respe
tivement du PROP) de d�epart.1. Au niveau des P-modules quasi-libresGrâ
e �a une �ltration bien 
hoisie, nous d�emontrons les lemmes de 
omparaison entre les P-modules quasi-libres analytiques. Une autre �ltration permet de montrer le même type de lemmepour les C-
omodules quasi-
olibres analytiques. En�n, 
e dernier r�esultat permet de montrer quela 
onstru
tion bar-
obar sur une prop�erade (respe
tivement un PROP) gradu�ee par un poids enfournit une r�esolution.1.1. Filtration et suite spe
trale asso
i�ees �a un P-module quasi-libre analytique.Soit P une prop�erade di��erentielle et soit L = M�
P un P-module quasi-libre analytique �a droite,o�u M = �(V ). Posons M (�)d le sous-module de M 
ompos�e des �el�ements de degr�e homologiqued et de graduation � (d�e
omposition polynomiale du fon
teur � ou graduation totale si V estgradu�e par un poids).Sur L, on d�e�nit la �ltration suivante :Fs(L) =M� Mj �dj+j��j�sM (��)�d (�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P�e(�|; �{);o�u la somme dire
te (�) porte sur les entiers m; n et N et sur les uplets �l; �k; �|; �{.Lemme 116. La �ltration Fs est stable par la di��erentielle d de L.D�emonstration. La di��erentielle d est 
ompos�ee de trois termes :{ La di��erentielle ÆM induite par 
elle de M . Elle a pour e�et de diminuer de 1 le degr�ehomologique j �dj ! j �dj � 1. Ainsi, on a ÆM (Fs) � Fs�1.{ La di��erentielle ÆP induite par 
elle de P . Elle diminue le degr�e homologique j�ej de 1,soitj�ej ! j�ej � 1. Ainsi, on a ÆP(Fs) � Fs.{ Par d�e�nition d'un P-module quasi-libre analytique, le morphisme d� fait baisser lagraduation j��j de 1 et le degr�e homologique j �dj d'au moins 1 d'o�u d�(Fs) � Fs�2. �



CHAPITRE 5. LEMMES DE COMPARAISONCette �ltration induit don
 une suite spe
trale E�s; t, dont le premier terme E0s; t 
orrespond ausous dg-S-bimodule de L suivant :E0s; t =M� sMr=0 Mj �dj=s�rj�ej=t+r M (��)�d (�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P�e(�|; �{);o�u la premi�ere somme (�) porte sur m; n; N et �l; �k; �|; �{. On peut remarquer que la �ltration Fsainsi que sa suite spe
trale se d�e
omposent toujours grâ
e �a 
ette somme dire
te. En reprenantles notations de la se
tion 1.2 du 
hapitre 3, on aE0s; t = sMr=0 I0s�r; t+r0�Mj��j=rM (��) �
 P1A :Remarque : Lorsque P est gradu�ee par un poids, on exige que V le soit aussi, ainsi le 
omplexe Lse d�e
ompose �a l'aide de 
ette graduation sous la forme L =L� L(�) (
f. proposition 81). De plus,
ette d�e
omposition est stable par la �ltration Fs. Ainsi, la suite spe
trale E�s;;t se d�e
ompose ensomme dire
te suivant la graduation par le poids de L :E�s; t(L) =M�2NE�s; t(L(�)):Par d�e�nition de P-module quasi-libre analytique, les �el�ements de V sont de degr�e au moins 1, ona alors E0s; t(L(�)) = min(s; �)Mr=0 I0s�r; t+r0�� Mj��j=rM (��) �
 P�\L(�)1A :Proposition 117. Soit L un P-module quasi-libre analytique. Alors la suite spe
trale E�s; t 
on-verge vers l'homologie de L E�s; t =) Hs+t(L; d):De plus, la di��erentielle d0 sur E0s; t est donn�ee par ÆP et la di��erentielle d1 sur E1s; t est donn�eepar ÆM . D'o�u, E2s; t est reli�e �a I2 par la formuleE2s; t = sMr=0 I2s�r; t+r0�Mj��j=rM (��) �
 P1A :Ce qui s'�e
rit E2s; t = sMr=0 Mj��j=r Mj �dj=s�rj�ej=t�r (H�(M))(��)�d �
 (H�(P))�e:D�emonstration. Comme la �ltration Fs est exhaustive Ss Fs = L et born�ee inf�erieurementF�1 = 0, le th�eor�eme 
lassique de 
onvergen
e des suites spe
trales assure que la suite spe
traleE�s; t 
onverge vers l'homologie de L (
f. [W℄ 5.5.1).La forme des di��erentielles d0 et d1 vient de l'�etude pr�e
�edente de l'a
tion de la di��erentielled = ÆM + ÆP + d� sur la �ltration Fs.En�n, la formule de E2s; t vient de la proposition 67. �1.2. Lemme de 
omparaison des P-modules quasi-libres analytiques. Pour pouvoird�emontrer le lemme de 
omparaison proprement dit, nous avons besoin du lemme te
hnique sui-vant.Lemme 118. Soit 	 : P ! P 0 un morphisme de prop�erades di��erentielles augment�ees et soient(L; �) et (L0; �0) deux modules quasi-libres analytiques sur P et P 0. Posons �L =M et �L0 =M 0, lesquotients ind�e
omposables respe
tifs. Soit � : L ! L0 un morphisme de P-modules analytiques,80



1. AU NIVEAU DES P-MODULES QUASI-LIBRESo�u la stru
ture de P-module sur L0 est 
elle donn�ee par le fon
teur de restri
tion 	! ( 
f. 
hapitre1 se
tion 4:2).(1) Un tel morphisme pr�eserve la �ltration Fs et don
 donne naissan
e �a un morphisme desuites spe
trales E�(�) : E�(L)! E�(L0):(2) Soit �� : M ! M 0 le morphisme de dg-S-bimodules induit par �. Si de plus, les deuxprop�erades P et P 0 sont gradu�ees par un poids, on a alors que le morphisme E0(�) :M �
 P !M 0 �
 P 0 vaut E0 = ���
 	.D�emonstration.(1) Soit (m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa) un �el�ement de Fs(M�
P), 
'est-�a-dire que j �dj+ j��j � s.Comme � est un morphisme de P-modules, on a��(m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)� = � Æ ��(m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)� =�0�(�(m1); : : : ; �(mb))� (	(p1); : : : ; 	(pa))�:Si on pose �(mi) = (mi1; : : : ; mibi)�i (pi1; : : : ; piai);
omme � est un morphisme de dg-S-bimodules, on a di = j �dij + j�eij, d'o�u j �dij � di etdon
 Pi j �dij � j �dj. Et 
omme � est un morphisme de modules quasi-libres anlaytiques,il pr�eserve, par d�e�nition, la graduation en (��), d'o�u Pi j ��ij � j��j. Ainsi, on a��(m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)� 2 Fs(L0):(2) L'appli
ation E0s; t(�) 
orrespond au passage au quotient suivantE0s; t : Fs(Ls+t)=Fs�1(Ls+t)! Fs(L0s+t)=Fs�1(L0s+t):Soit (m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa) un �el�ement de E0s; t, 
'est-�a-dire que j��j = r � s, j �dj =s� r et j�ej = t+ r. On a don
E0s; t(�)�(m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)� = 0si et seulement si ��(m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)� 2 Fs�1(L0). Or, nous avons vu pr�e
�e-demment que��(m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)� = �0�(�(m1); : : : ; �(mb))� (	(p1); : : : ; 	(pa))�:Ainsi, ��(m1; : : : ; mb)� (p1; : : : ; pa)� appartient �a Fs(L0s+t)nFs�1(L0s+t) si et seulementsi �(mi) = mi = ��(mi). En e�et, si on a �(mi) = (mi1; : : : ; mibi)�i (pi1; : : : ; piai) ave
 aumoins un pij n'appartenant pas �a I . Alors, par la d�e�nition de prop�erade gradu�ee par unpoids, le degr�e pour la graduation par le poids de pij est au moins de 1 et par 
onservationglobale de 
ette graduation par �, on a j ��ij < �i. Ainsi, le morphisme E0(�) 
orrespondbien �a ���
 P . �Th�eor�eme 119 (Lemme de 
omparaison des modules quasi-libres analytiques). Soit 	 : P ! P 0un morphisme de prop�erades di��erentielles gradu�ees par un poids augment�ees et soient (L; �) et(L0; �0) deux modules quasi-libres analytiques sur P et P 0. Posons �L = M et �L0 = M 0 les quo-tients ind�e
omposables respe
tifs, 
'est-�a-dire L =M �
 P et L0 =M 0 �
 P 0. Soit � : L! L0 unmorphisme de P-modules analytiques, o�u la stru
ture de P-module sur L0 est 
elle donn�ee par lefon
teur de restri
tion 	!. Posons �� : M !M 0 le morphisme de dg-S-bimodules induit par �.Si deux des trois morphismes suivants 8<: 	 : P ! P 0;�� : M !M 0;� : L! L0; sont des quasi-isomorphismes, alors letroisi�eme est aussi un quasi-isomorphisme. 81



CHAPITRE 5. LEMMES DE COMPARAISONRemarque : Si les prop�erades ne sont pas gradu�ees par un poids et si � = �� �
 	, lorsque�� et 	 sont des quasi-isomorphismes, � est aussi un quasi-isomorphisme. La d�emonstration estrapide. On a imm�editatement E0(�) = ���
 	. Comme �� et 	 sont des quasi-isomorphismes, onobtient que E2(�) est un isomorphisme par la proposition 117 (d0 = ÆP et d1 = ÆM ). Et toujoursgrâ
e �a 
ette proposition, la 
onvergen
e naturelle de la suite spe
trale E� donne que � est unquasi-isomorphisme entre L et L0.D�emonstration.(1) On suppose i
i que 	 : P ! P 0 et �� : M ! M 0 sont des quasi-isomorphismes. Enappliquant le lemme pr�e
�edent, on sait que � induit un morphisme de suites spe
tralesE�(�) : E�(L)! E�(L0) et surtout que E0(�) = ���
	, on en 
on
lut alors le r�esultatde la même mani�ere.(2) On suppose maintenant que 	 : P ! P 0 et � : L ! L0 sont des quasi-isomorphismes.Nous avons vu pr�e
�edemment que la suite spe
trale E�s; t pr�eservait la d�e
ompositionL(�). De plus, on aE2s; t(L(�)) =M� min(s; �)Mr=max(0;�t) I2s�r; t+r M� M (��)�d (�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P( ��)�e (�|; �{)! ;o�u la deuxi�eme somme dire
te (�) porte sur j��j = r, j��j = �� r, j �dj = s� r et j�ej = t+ r.Or, lorsque s � �, on a pour r = �I2s��; t+� M� M (��)�d (�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P( ��)�e (�|; �{)! = I2s��; t+�0B� Mj��j=�j �dj=s�� M (��)�d 1CA= � Hs��(M (�)) si t = ��;0 sinon:En r�esum�e, on obtient� E2s; t(L(�)) = 0 si t < ��;E2s;��(L(�)) = Hs��(M (�)) si s � �:On montre ensuite par r�e
urren
e sur l'entier � que ��(�) : M (�) ! M 0(�) induit unisomorphisme en homologie H�(��(�)) : H�(M (�))! H�(M 0(�)).Pour � = 0, 
omme L(0) = M (0), on a ��(0) = �(0), qui est un quasi-isomorphisme.Supposons maintenant que le r�esultat soit vrai pour r < � et tous les indi
es � ainsique pour r = � et pour les indi
es � < d, et montrons le pour � = d.(Comme tousles 
omplexes de 
hâ�nes sont i
i nuls en degr�e stri
tement n�egatif, on a toujours queHs(��(�)) est un isomorphisme pour s < 0).Par le lemme pr�e
�edent, on aE2s; t(�(�)) = min(s; �)Mr=0 I2s�r; t+r0�Mj��j=r ��(��) �
 	1A :Ce qui donne, ave
 l'hypoth�ese de r�e
urren
e, que E2s; t(�(�)) : E2s; t(L(�))! E2s; t(L0(�))est un isomorphisme pour s < d+ �. Montrons queE2d+�;��(�(�)) : E2d+�;��(L(�))! E2d+�;��(L0(�))est en
ore un isomorphisme. Pour 
ela, on introduit le 
ône asso
i�e au morphisme �(�) :
ône(�(�)) = ��1L(�) � L0(�). Sur 
e 
ône, on d�e�nit la �ltrationFs(
ône(�(�))) = Fs�1(��1L(�))� Fs(L0(�)):Cette �ltration induit une suite spe
trale qui v�eri�eE1�; t(
ône(�(�))) = 
ône(E1�; t(�(�))):82



1. AU NIVEAU DES P-MODULES QUASI-LIBRESCependant, le 
ône de E1�; t(�(�)) induit une suite exa
te longue� � � // Hs+1�
ône(E1�; t(�(�)))� // Hs�E1�; t(L(�))� Hs�E1�; t(�(�))�
//Hs�E1�; t(L0(�))� // Hs�
ône(E1�; t(�(�)))� // Hs�1�E1�; t(L(�))� // � � � ;
e qui donne �nalement le suite exa
te longue (�) suivante :� � � // E2s+1; t(
ône(�(�))) // E2s; t(L(�)) E2s; t(�(�))

// E2s; t(L0(�))
// E2s; t(
ône(�(�))) // E2s�1; t(L(�)) // � � �Nous avons vu pr�e
�edemment que pour tout t < ��,E2s; t(L(�)) = E2s; t(L0(�)) = 0:La suite exa
te longue (�) montre alors que E2s; t(
ône(�(�))) = 0 pour tout s, lorsquet < ��.De la même mani�ere, nous avons vu que E2s; t(�(�)) �etait un isomorphisme pours < d+ �. Grâ
e �a la suite exa
te longue (�), on obtient que E2s; t(
ône(�(�))) = 0 pourtout t, lorsque s < d+ �.Ces deux r�esultats permettent de 
on
lure que� E2d+�;��(
ône(�(�))) = E1d+�;��(
ône(�(�)));E2d+�+1;��(
ône(�(�))) = E1d+�+1;��(
ône(�(�))):Comme la �ltration Fs du 
ône de �(�) est born�ee inf�erieurement et exhaustive, onsait que la suite spe
trale E�s; t(
ône(�(�))) 
onverge vers l'homologie de 
e 
ône. Comme�(�) est un quasi-isomorphisme, 
ette homologie est nulle, d'o�u les �egalit�es suivantes :� E2d+�;��(
ône(�(�))) = E1d+�;��(
ône(�(�))) = 0;E2d+�+1;��(
ône(�(�))) = E1d+�+1;��(
ône(�(�))) = 0:En r�einje
tant 
es �egalit�es dans la suite exa
te longue (�), on a que E2d+�;��(�(�)) estun isomorphisme.On 
on
lut en utilisant le fait que E2d+�;��(L(�)) = Hd(M (�)) et que E2d+�;��(L0(�)) =Hd(M 0(�)). Ainsi, E2d+�;��(�(�)) 
orrespond �a Hd���(�)� : Hd(M (�)) ! Hd(M 0(�)) quiest don
 un isomorphisme. Ce qui 
on
lut la r�e
urren
e et montre que �� est un quasi-isomorphisme.(3) Supposons que � : L ! L0 et �� : M ! M 0 sont des quasi-isomorphismes. Nousutilisons essentiellement les mêmes id�ees que pr�e
�edemment. Comme M (0) = I , on tirede la relationE2s; t(L(�)) =M� min(s; �)Mr=max(0;�t) I2s�r; t+r M� M (��)�d (�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| P( ��)�e (�|; �{)! ;o�u la deuxi�eme somme dire
te � porte sur j��j = r, j��j = �� r, j �dj = s� r et j�ej = t+ r,que pour s = 0 E20; t(L(�)) = I20; t(P(�)t ) = Ht(P(�)):On a imm�ediatement que E2s; t(L(�)) = 0;lorsque s < 0.On montre ensuite, par r�e
urren
e sur l'entier �, que les morphismes 	(�) : P(�) !P 0(�) sont des quasi-isomorphismes.On fonde la r�e
urren
e en remarquant que la d�e�nition de P , P 0 gradu�ees par unpoids impose P(0) = P 0(0) = I , d'o�u 	(0) = idI e st un quasi-isomorphisme.83



CHAPITRE 5. LEMMES DE COMPARAISONSupposons maintenant que le r�esultat soit vrai pour tout r < �. Et on montre parr�e
urren
e sur l'entier t queHt(	(�)) : Ht(P(�))! Ht(P 0(�))est un isomorphisme. On sait que 
'est trivialement vrai pour t < 0. On suppose que
'est en
ore vrai pour t < e. Par le lemme pr�e
�edent, on aE2s; t(�(�)) = min(s; �)Mr=0 I2s�r; t+r0B� Mj��j=rj��j=��r ��(��) �
 	( ��)1CA :Ave
 les hypoth�eses de r�e
urren
e, on obtient que E2s; t(�(�)) : E2s; t(L(�)) ! E2s; t(L0(�))est un isomorphisme pour tout s, lorsque t < e. En inje
tant 
e
i dans la suite exa
telongue (�), on montre que E2s; t(
ône(�(�))) = 0 pour tout s, lorsque t < e.La forme de la �ltration Fs(
ône(�(�))) = Fs�1( ��1L(�)) � Fs(L0(�)) joint au faitque F�1(L(�)) = 0 montrent que E2s; t(
ône(�(�))) = 0 pour s < 0.Ces deux r�esultats, plus la 
onvergen
e de la suite spe
trale E�s; t(
ône(�(�))) versl'homologie nulle du 
ône de �(�), permettent de 
on
lure que� E20; e(
ône(�(�))) = E10; e(
ône(�(�))) = 0E21; e(
ône(�(�))) = E11; e(
ône(�(�))) = 0:En r�einje
tant 
es deux �egalit�es dans la suite exa
te longue (�), on obtient que lemorphisme E20; e(L(�)) E20; e(�(�))
// E20; e(L0(�))est un isomorphisme. On 
on
lut en rappelant que E20; e(L(�)) = He(P(�)), E20; e(L0(�)) =He(P 0(�)) et que E20; e(�(�)) = He(	(�)): �En utilisant les mêmes arguments, on d�emontre le même type de lemme dans le 
adre des PROPs.Th�eor�eme 120 (Lemme de 
omparaison des modules quasi-libres analytiques sur des PROPs).Soit 	 : P ! P 0 un morphisme de PROPs di��erentiels augment�es gradu�es par un poids et soient(L; �) et (L0; �0) deux modules quasi-libres analytiques sur P et P 0. Posons �L = M et �L0 = M 0 lesquotients ind�e
omposables respe
tifs. Soit � : L ! L0 un morphisme de P-modules analytiques,o�u la stru
ture de P-module sur L0 est 
elle donn�ee par le fon
teur de restri
tion 	!. Posons�� : M !M 0 le morphisme de dg-S-bimodules induit par �.Si deux des trois morphismes suivants 8<: 	 : P ! P 0;�� : M !M 0;� : L! L0; sont des quasi-isomorphismes, alors letroisi�eme est aussi un quasi-isomorphisme.D�emonstration. On applique les mêmes arguments que pr�e
�edemment �a la �ltrationFs(L) =M� Mj �dj+j��j�sM (��)�d (�l; �k)
S�k k[SN℄
S�| P�e(�|; �{);o�u la somme dire
te (�) porte sur les entiersm; n et N et sur les uplets �l; �k; �|; �{. La seule di��eren
eintervient lorsque l'on 
onsid�ere des expressions de la forme M � P(0) = M � I = S
(M) au lieude M �
 I = M . C'est par exemple le 
as dans la partie 2 de la d�emonstration pr�e
�edente. On
on
lut de la même mani�ere, en faisant une r�e
urren
e sur le poids de M , 
ar les �el�ements deS
(M)(�) sont des sommes de produits tensoriels d'�el�ements de poids inf�erieur ou �egal �a �. �84



1. AU NIVEAU DES P-MODULES QUASI-LIBRES1.3. Lemme de 
omparaison des C-
omodules quasi-
olibres analytiques. On peutd�emontrer le même type de r�esultat pour des 
omodules quasi-
olibres analytiques. Soit C une
oprop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids et soit L = M �
 C un C-
omodule quasi-
olibreanalytique �a droite, o�u M = �(V ). Sur 
e 
omplexe on d�e�nit la graduationF 0s(L) =M(�) Mj�ej+j��j�sM �d(�l; �k)
S�k k[S
�k; �|℄
S�| C( ��)�e (�|; �{);o�u la somme dire
te (�) porte sur les entiers m, n et N et sur les uplets �l, �k, �|, �{, �d, �e et �� telsque j�ej+ j��j � s.En appliquant les mêmes arguments que pr�e
�edemment �a la �ltration F 0s, on obtient le th�eor�emesuivant :Th�eor�eme 121 (Lemme de 
omparaison des 
omodules quasi-
olibres analytiques). Soit 	 :C ! C0 un morphisme de 
oprop�erades di��erentielles 
oaugment�ees gradu�ees par un poids etsoient (L; �) et (L0; �0) deux 
omodules quasi-
olibres analytiques sur C et C0. Posons �L = M et�L0 =M 0 les quotients ind�e
omposables respe
tifs. Soit � : L! L0 un morphisme de C-
omodulesanalytiques, o�u la stru
ture de C-
omodule sur L0 est 
elle donn�ee par le fon
teur de restri
tion	!. Posons �� : M !M 0 le morphisme de dg-S-bimodules induit par �.Si deux des trois morphismes suivants 8<: 	 : C ! C0;�� : M !M;0� : L! L0; sont des quasi-isomorphismes, alors letroisi�eme est aussi un quasi-isomorphisme.De la même mani�ere, on a une version PROPique de 
e th�eor�eme.Th�eor�eme 122 (Lemme de 
omparaison des 
omodules quasi-
olibres analytiques sur des 
o-PROPs). Soit 	 : C ! C0 un morphisme de 
oPROPs di��erentiels 
oaugment�es gradu�es par unpoids et soient (L; �) et (L0; �0) deux 
omodules quasi-
olibres analytiques sur C et C0. Posons�L = M et �L0 = M 0 les quotients ind�e
omposables respe
tifs. Soit � : L ! L0 un morphisme deC-
omodules analytiques, o�u la stru
ture de C-
omodule sur L0 est 
elle donn�ee par le fon
teur derestri
tion 	!. Posons �� : M !M 0 le morphisme de dg-S-bimodules induit par �.Si deux des trois morphismes suivants 8<: 	 : C ! C0;�� : M !M 0;� : L! L0; sont des quasi-isomorphismes, alors letroisi�eme est aussi un quasi-isomorphisme.Nous allons utiliser 
es deux derniers th�eor�emes dans le 
hapitre suivant pour �etablir la r�esolutionbar-
obar.1.4. Appli
ation : la r�esolution bar-
obar. Nous g�en�eralisons i
i aux prop�erades et auxPROPs gradu�es par un poids la proposition de V. Ginzburg et M.M. Kapranov [GK℄ qui aÆrmeque la 
onstru
tion bar-
obar sur une op�erade P fournit une r�esolution de P .Commen�
ons par le 
as des prop�erades. On d�e�nit le morphisme � : �B
( �B(P)) ! P par la
omposition�B
( �B(P)) = F���1 �F
(�P)� // // F���1 �F
(1)(�P)� = F(P) 
P // P ;o�u le morphisme 
P 
orrespond �a la 
ounit�e dans la d�emonstration du mono��de libre (
f. th�eo-r�eme 23). Ce morphisme revient �a 
omposer entre elles, via �, les op�erations P de F(P).Proposition 123. L'appli
ation � ainsi d�e�nie est un morphisme de prop�erades di��erentiellesgradu�ees par un poids.D�emonstration. La d�e�nition de � repose sur la 
omposition � des op�erations de P , ainsi onmontre fa
ilement que � Æ �F(��1 �F
(�P)) = �P Æ (� �
 �), 
'est-�a-dire que � est un morphisme deprop�erades. 85



CHAPITRE 5. LEMMES DE COMPARAISONComme le morphisme � est soit nul soit 
orrespond �a des 
ompositions d'op�erations, a
tions quipr�eservent la graduation par le poids de P , alors on a que � est un morphisme de prop�eradesgradu�ees par un poids.Reste �a montrer que � 
ommute ave
 les di��erentielles respe
tives.Sur �B
( �B(P)) = F���1 �F
(�P)� la di��erentielle d 
orrespond �a la somme de la d�erivation d�0 dela 
obar 
onstru
tion induite par le 
oproduit partiel de F
(�P) ave
 la di��erentielle 
anoniqueÆ �B(P). Or, la di��erentielle 
anonique Æ �B(P) est la somme de la 
od�erivation d� de la bar 
onstru
tion�B(P) induite par le produit partiel de P ave
 la di��erentielle 
anonique ÆP .{ Si tous les sommets de � sont indi
�es par des �el�ements de F
(1)(�P) = �P , e�e
tuer ladi��erentielle d sur � 
onsiste �a n'e�e
tuer que la di��erentielle 
anonique ÆP . Et 
ommela 
omposition � de la prop�erade di��erentielle P 
ommute ave
 ÆP , on a bien � Æ d(�) =� Æ ÆP(�) = ÆP Æ �(�).{ Soit � un �el�ement de F���1 �F
(�P)� qui se repr�esente �a l'aide d'un graphe dont aumoins un sommet est indi
�e par un �el�ement de F
(s)(�P), ave
 s � 3. Son image par �est nulle. En outre, l'image de � par la di��erentielle d est une somme des graphes dontau moins un des sommets est indi
�e par un �el�ement de F
(s)(�P), ave
 s � 2. Ainsi, ona d Æ �(�) + � Æ d(�) = 0.{ Si � est repr�esent�e par un graphe dont les sommets sont indi
�es par des �el�ements deF
(s)(�P) o�u s = 1; 2, ave
 au moins un �el�ement de F
(2)(�P), son image par � est nulle.Reste �a montrer qu'il en est de même pour � Æ d. Comme ÆP pr�eserve la graduationnaturelle de F
, on a imm�ediatement � Æ ÆP(�) = 0. Regardons l'e�et de d� + d�0 sur un�el�ement de F
(2)(�P). Posons � = X 
��1(�p1
�p2)
Y o�u (�p1
�p2) appartient �aF
(2)(�P) et X , Y �a F(��1 �F
(�P)). En appliquant d�0 , on obtient un terme de la forme(�1)jXj+1(�1)jp1j+1X 
 ��1�p1 
��1�p2 
 Y;o�u ��1�p1 et ��1�p2 sont des �el�ements de ��1F
(1)(�P). Et, en appliquant d�, onobtient un terme de la forme(�1)jXj+1(�1)jp1jX 
��1��(p1 
 p2)
 Y;o�u ��1��(p1
 p2) appartient �a ��1F
(1)(�P). Ainsi, � Æ (d� + d�0)(�) est une somme determes de la forme�(�1)jXj+jp1j + (�1)jXj+jp1j+1�X 
 �(p1 
 p2)
 Y = 0;d'o�u la 
on
lusion. �Remarque : On 
omprend, grâ
e �a 
ette d�emonstration, pourquoi on a introduit un signe �suppl�ementaire dans la d�e�ntion de la d�erivation d�0 de la 
obar 
onstru
tion.Si on pose C = �B(P), la 
oprop�erade di��erentielle 
oaugment�ee d�e�nie par la bar 
onstru
-tion sur P , on peut alors 
onsid�erer la 
obar 
onstru
tion 
oaugment�ee �a droite �B
(C) �
 C =�B
( �B(P)) �
 �B(P). Remarquons que la 
oprop�erade �B(P) = F
(�P) est gradu�ee par un poids(par la graduation de F
, en fon
tion du nombre de sommets, joint �a 
elle de P) et que la 
obar
onstru
tion 
oaugment�ee �B
(C)�
 C est un C-
omodules quasi-
olibre analytique.Lemme 124. Le morphisme ��
 �B(P) : �B
( �B(P))�
 �B(P)! P�
 �B(P) entre la 
obar 
onstru
tion
oaugment�ee �B
(C) �
 C et la bar 
onstru
tion augment�ee P �
 �B(P) est un morphisme de dg-S-bimodules. En outre, il s'agit d'un morphisme de �B(P)-
omodules quasi-
olibres analytiques.D�emonstration. Les appli
ations � et id �B(P) �etant des morphismes de dg-S-bimodules, le mor-phisme � �
 id �B(P) pr�eserve les di��erentielles 
anoniques Æ �B
(C) + ÆC et ÆP + Æ �B(P). En outre, lemorphisme d�r intervenant dans la d�e�nition de la di��erentielle de la 
obar 
onstru
tion �B
(C)�
C(
f. 
hapitre 4 se
tion 2:2) 
orrespond bien, via � �
 �B(P) au morphisme d�l intervenant dans lad�e�nition de la di��erentielle de la bar 
onstru
tion P �
 �B(P). (Le morphisme d�r revient �a ex-traire une op�eration P de �B(P) par le bas pour la 
omposer, par le haut, �a �B
( �B(P)), alors qued�l revient �a extraire une op�eration P de �B(P) par le bas pour la 
omposer, par le haut, �a P .)86



1. AU NIVEAU DES P-MODULES QUASI-LIBRESEn�n, 
omme � et id �B(P) pr�eservent la graduation par le poids venant de 
elle de P , on a que� �
 �B(P) est un morphisme de �B(P)-
omodules quasi-
olibres analytiques. �On peut maintenant 
on
lure le th�eor�eme es
ompt�e.Th�eor�eme 125 (R�esolution bar-
obar). Pour toute prop�erade di��erentielle augment�ee gradu�eepar un poids P, le morphisme � : �B
( �B(P))! Pest un quasi-isomorphisme de prop�erades di��erentielles gradu�ees par un poids.D�emonstration. On sait d'apr�es le th�eor�eme 113 que le 
omplexe �B
( �B(P))�
 �B(P) est a
y
lique(
obar 
onstru
tion augment�ee). De même, le th�eor�eme 108 aÆrme que le 
omplexe P�
 �B(P) estlui aussi a
y
lique (bar 
onstru
tion augment�ee). On en 
on
lut que le morphisme de 
omodulesquasi-
olibres analytiques � �
 �B(P) est un quasi-isomorphisme. En posant 	 = id �B(P) et � =��
 �B(P), on peut appliquer la partie (2) du th�eor�eme de 
omparaison des 
omodules quasi-
olibresanalytiques, 
e qui donne que � est un quasi-isomorphisme. �Remarque : Nous utiliserons prin
ipalement 
e r�esultat dans le 
as o�u la prop�erade P est quadra-tique (don
 gradu�ee par le nombre de sommets des graphes en jeu). Gra
̂e au lemme de 
omparaisonentre les prop�erades quasi-libres, d�emontr�e dans la se
tion suivante, on montrera au 
hapitre 7que, dans le 
as o�u la prop�erade quadratique de d�epart est de Koszul, la r�esolution bar-
obar peutse \simpli�er" pour donner le mod�ele minimal sur P .On peut faire sensiblement le même travail dans le 
as des PROPs.Soit (P ; �; 
on
) un PROP di��erentiel augment�e. On d�e�nit le morphisme � 0 par la 
omposition�B
( �B(P)� S
F(��1 �F
(�P)) = S
(F(P)) 
0P��! P ;o�u 
0P = 
on
 Æ S
(
P). Cette derni�ere appli
ation revient �a e�e
tuer toutes les 
ompositionspossibles (verti
ales et horizontales) d'op�erations de P suivant le s
h�ema de 
omposition donn�epar S
(F).Proposition 126. Le morphisme � 0 est un morphisme de PROPs di��erentiels gradu�es par unpoids.D�emonstration. Comme la d�e�nition de � 0 repose sur les 
ompositions � et 
on
 du PROP P ,on voit que 
e morphisme est un morphisme de PROPs.En outre, le PROP P est un PROP gradu�e par un poids, 
e qui implique que les 
ompositions �et 
on
 pr�eserve 
e poids. Il en est don
 de même pour � 0 qui est un morphisme de PROPs gradu�epar un poids.Pour voir que � 0 pr�eserve les di��erentielles resp�e
tives, on l'�e
rit 
omme 
ompos�e des morphismesde S-bimodules di��erentiels. Le diagramme suivant est 
ommutatif.�B
( �B(P)) = �B
(S
(F
(�P))) �0 //

����

P�B
(F
(�P)) = S
( �F(��1 �F
(�P)))S
(�) // S
(P):
on
OO �Lemme 127. Le morphisme � 0 � �B(P) : �B
( �B(P)) ! P � �B(P) est un morphisme de �B(P)-
omodules quasi-
olibres analytiques.D�emonstration. Comme le morphisme � 0 est une version 
on
at�en�ee du morphisme �, la d�e-monstration reste la même. �87



CHAPITRE 5. LEMMES DE COMPARAISONTh�eor�eme 128 (R�esolution bar-
obar pour les PROPs). Pour tout PROP di��erentiel augment�egradu�e par un poids, le morphisme � 0 : �B
( �B(P))! Pest un quasi-isomorphisme de PROPs di��erentiels gradu�es par un poids.D�emonstration. La d�emonstration est la même que dans le 
as des prop�erades. On utilise i
ique la bar et la 
obar 
onstru
tions augment�ees sont toujours a
y
liques dans le 
as des PROPs.Et on 
on
lut en utilisant les versions PROPiques des lemmes de 
omparaison. �2. Au niveau des prop�erades quasi-libresOn montre i
i un lemme de 
omparaison du même type que les pr�e
�edents, mais au niveau desprop�erades quasi-libres.Th�eor�eme 129 (Lemme de 
omparaison des prop�erades quasi-libres). Soient M et M 0 deuxdg-S-bimodules gradu�es par un poids et de degr�e au moins 1. Soient P et P 0 deux prop�eradesquasi-libres de la forme P = F(M) et P 0 = F(M 0), munies de d�erivations d� et d�0 prove-nant de morphismes � : M ! Ls�2 F(s)(M) et �0 : M 0 ! Ls�2 F(s)(M 0) qui pr�eserventla graduation totale venant de 
elle de M et M 0. Et soit, un morphisme de dg-S-bimodules� : P ! P 0 qui respe
te la graduation de F et la graduation totale. Ainsi, � induit un mor-phisme �� : M = F(1)(M)!M 0 = F(1)(M 0).Le morphisme � est un quasi-isomorphisme si et seulement si �� est un quasi-isomorphisme.D�emonstration. Comme les morphismes � et �0 pr�eservent la graduation totale venant de Met M 0, on peut d�ej�a remarquer que les d�erivations d� et d�0 pr�eservent aussi la graduation totale.Par 
ons�equent, les di��erentielles Æ� = ÆM + d� et Æ�0 = ÆM 0 + d�0 pr�eservent 
ette graduation eton peut don
 d�e
omposer les 
omplexes F(M) =L�2NF(M)(�) et F(M 0) =L�2NF(M 0)(�) enfon
tion de 
ette graduation.On introduit la �ltration suivante Fs(F(M)) = Mr��sF(r)(M):Cette �ltration est 
ompatible ave
 la d�e
omposition pr�e
�edente. Pour des probl�emes de 
onver-gen
e de suites spe
trales, on s'interesse plutôt au sous-
omplexe F(M)(�) et �a la �ltrationFs(F(M)(�)) = Mr��sF(r)(M)(�):Comme les dg-S-bimodules M et M 0 sont de degr�e stri
tement positif pour la graduation par lepoids, on a que F(r)(M)(�) = F(r)(M 0)(�) = 0 d�es que r > �, ainsiFs(F(M)(�)) = M�s�r��F(r)(M)(�):On peut voir que la �ltration Fs est stable par la di��erentielle Æ� = ÆM + d�. En e�et, on aÆM (Fs) � Fs et d�(Fs) � Fs�1. Cette �ltration induit don
 une suite spe
trale E�s; t. Le premierterme de 
ette suite spe
trale vautE0s; t = Fs(F(M)(�)s+t)=Fs�1(F(M)(�)s+t) = F�s(M)(�)s+t;et la di��erentielle d0 
orrespond �a la di��erentielle 
anonique issue de M : ÆM . De 
ette des
riptionet des propri�et�es de �, on tire que E0s; t(�) = F(�s)(��)s+t.On peut remarquer que la �ltration Fs sur F(M)(�) est born�ee (F���1 = 0 et F0 = F(M)(�)),ainsi par le th�eor�eme 
lassique de 
onvergen
e des suites spe
trales (
f. [W℄ 5.5.1) on obtient quela suite spe
trale E�s; t 
onverge vers l'homologie du sous-
omplexe F(M)(�).D�emontrons maintenant l'�equivalen
e souhait�ee:88



2. AU NIVEAU DES PROP�ERADES QUASI-LIBRES(() Si �� : M ! M 0 est un quasi-isomorphisme, 
omme le fon
teur F est un fon
teur exa
t (
f.proposition 84), on obtient queF(�s)(��)s+t = E0s; t(�(�)) : E0s; t(F(M)(�))! E0s; t(F(M 0)(�))est un quasi-isomorphisme, 
'est-�a-dire E1(�(�)) est un isomorphisme. En�n la 
onvergen
e dessuites spe
trales en jeu, montre que �(�) : F(M)(�) ! F(M 0)(�) est un quasi-isomorphisme. Ainsi,le morphisme � est un quasi-isomorphisme.()) R�e
iproquement, si � est un quasi-isomorphisme, alors 
haque �(�) est un quasi-isomorphisme.On va montrer par r�e
urren
e sur l'entier � que ��(�) : M (�) !M 0(�) est un quasi isomorphisme.Pour � = 0, on a M (0) = M 0(0) = 0, le morphisme ��(0) est don
 un quasi-isomorphisme et lar�e
urren
e est fond�ee.Supposons que le r�esultat soit vrai jusqu'�a � et montrons le pour � + 1. Dans 
e 
as, 
ommeE0s; t(F(M)(�+1)) = F(�s)(M)(�+1)s+t , on voit que E1s; t(�(�+1)) est un isomorphisme pour tout t, d�esque s < �1.On va �a nouveau utiliser le 
ône de l'appli
ation �(�+1). Pour 
ela, on d�e�nit la même �ltrationsur 
ône(�(�+1)) que sur les F(M)(�+1) :Fs(
ône(�(�+1))) = Fs(��1F(M)(�+1))� Fs(F(M 0)(�+1)):Cette �ltration induit une suite spe
trale qui v�eri�eE0s; �(
ône(�(�+1))) = 
ône(E0s; �(��+1)):Par le même argument que 
elui de la d�emonstration du lemme de 
omparaison des P-modulesquasi-libres, on a la suite exa
te longue� � � // E1s; t+1(F(M)(�+1)) // E1s; t+1(F(M 0)(�+1)) // E1s; t(
ône(�(�+1)))
// E1s; t(F(M)(�+1)) // E1s; t(F(M 0)(�+1)) // E1s; t�1(
ône(�(�+1))) // � � � :Comme E1s; t(�(�+1)) est un isomorphisme, lorsque s < �1, 
ette suite exa
te longue montre queE1s; t(
ône(�(�+1)) = 0 pour tout t d�es que s < �1. En�n, la forme de la �ltration utilis�ee donneque E1s; t(
ône(�(�+1))) = 0 pour tout t si s � 0. La suite spe
trale E�s; t(
ône(�(�+1))) est don
d�eg�en�er�ee au rang E1 (seule la 
olonne s = �1 est non nulle). Ce
i implique queE1�1; t(
ône(�(�+1))) = E1�1; t(
ône(�(�+1))):En appliquant le th�eor�eme 
lassique de 
onverge des suites spe
trales, on a que la suite spe
traleE�s; t(
ône(�(�+1))) 
onverge vers l'homologie du 
ône de �(�+1) qui est nulle puisque �(�+1) estun quasi-isomorphisme. On a don
 que E1�1; t(
ône(�(�+1))) = 0, pour tout t, 
e qui donne, unefois r�einje
t�e dans la suite exa
te longue, queE0�1; t(�(�+1)) = ��(�+1) : M (�+1) !M 0(�+1):est un quasi-isomorphisme. D'o�u le r�esultat es
ompt�e. �Remarque : Ce th�eor�eme g�en�eralise aux prop�erades un th�eor�eme de B. Fresse [Fr℄ pour lesop�erades \
onnexes" (
'est-�a-dire des op�erades P telles que P(0) = P(1)). Cette hypoth�ese te
h-nique de 
onnexit�e est l�a pour assurer la 
onvergen
e de la suite spe
trale dans la d�emonstration.Le probl�eme est que le r�esultat de B. Fresse ne s'applique pas aux alg�ebres, alors que le th�eor�emeque nous proposons i
i s'applique aux alg�ebres, aux op�erades et aux prop�erades. La seule restri
-tion vient du fait qu'il faille prendre des objets gradu�es par un poids, 
e qu'il est le 
as de tous lesmono��des quadratiques ren
ontr�es i
i.On peut �etendre 
e th�eor�eme au 
adre des PROPs.89



CHAPITRE 5. LEMMES DE COMPARAISONTh�eor�eme 130 (Lemme de 
omparaison des PROPs quasi-libres). Soient M et M 0 deux dg-S-bimodules gradu�es par un poids et de poids au moins 1. Soient P et P 0 deux PROPs quasi-libres de la forme P = S
(F(M)) et P 0 = S
(F(M 0)), munis de d�erivations d� et d�0 pro-venant de morphismes � : M ! Ls�2 F(s)(M) et �0 : M 0 ! Ls�2 F(s)(M 0) qui pr�eserventla graduation totale venant de 
elle de M et M 0. Et soit, un morphisme de dg-S-bimodules� : P ! P 0 qui respe
te la graduation de S
(F) et la graduation totale. Ainsi, � induit unmorphisme �� : M = F(1)(M)!M 0 = F(1)(M 0).Le morphisme � est un quasi-isomorphisme si et seulement si �� est un quasi-isomorphisme.D�emonstration. Dans un sens, on se sert du fait que le fon
teur S
 est un fon
teur exa
t.La d�emonstration de l'impli
ation r�e
iproque se montre de la même mani�ere que dans le 
as desprop�erades. �Nous utilisons 
es th�eor�emes au 
hapitre 7 lors des d�emonstrations des prin
ipaux r�esultats de 
epapier.

90



CHAPITRE 6Bar 
onstru
tion simpli
ialeOn donne dans 
e 
hapitre une autre g�en�eralisation de la bar 
onstru
tion des alg�ebres asso
ia-tives dans le 
adre mono��dal des prop�erades di��erentielles. On montre le même type de r�esultatque pour la bar 
onstru
tion (di��erentielle) du 
hapitre 4 (a
y
li
it�e de la bar 
onstru
tion aug-ment�ee notamment). Puis, on 
onstruit expli
itement un morphisme qui devrait r�ealiser un quasi-isomorphisme entre la bar 
onstru
tion et la bar 
onstru
tion simpli
iale.1. D�e�nitions et premi�eres propri�et�esDans toute 
at�egorie mono��dale (A; 2; I), on peut 
onstruire un 
omplexe simpli
ial �a partir d'unmono��deM en 
onsid�erant les objets M2n, pour tout entier n. Dans la 
at�egorie des k-modules, onobtient sur la bar 
onstru
tion des alg�ebres asso
iatives. Dans le 
as des monades, on retrouve labar 
onstru
tion des triples de J. Be
k [B℄. On applique 
ette 
onstru
tion �a la 
at�egorie mono��daledes S-bimodules di��erentiels.1.1. Bar 
onstru
tion simpli
iale �a 
oeÆ
ients.D�efinition (Bar 
onstru
tion simpli
iale �a 
oeÆ
ients). Soit P une prop�erade di��erentielle.Soient (L; l) et (R; r) deux P-modules di��erentiels �a droite et �a gau
he. On poseCn(L; P ; R) = L�
 P �
 � � ��
 P| {z }n �
R:On d�e�nit les fa
es di : Cn(L; P ; R)! Cn�1(L; P ; R) par� l'a
tion �a droite l si i = 0,� la 
omposition � de la i�eme ligne, 
ompos�ee d'�el�ements de P , ave
 la (i+ 1)�eme,� l'a
tion �a gau
he l si i = n.Les d�eg�en�er�es
en
es sj : Cn(L; P ; R) ! Cn+1(L; P ; R) sont donn�ees par l'insertion de l'unit�e �de la prop�erade : L�
 P�j �
 � �
 P�
n�j �
 R.On munit C(L; P ; R) de la di��erentielle dC , somme des di��erentielles 
anoniques ave
 la di��eren-tielle simpli
iale: dC = ÆL + ÆP + ÆR + nXi=0(�1)i+1di:Ce 
omplexe est appel�e bar 
onstru
tion simpli
iale de P �a 
oeÆ
ients dans L et R.Remarque : Lorsque l'on travaille dans la 
at�egorie non di��erentielle des S-bimodules, 
ette
onstru
tion est simpli
iale au sens stri
t du terme.On d�e�nit un morphisme d'augmentation " : C(L; P ; R) ! L�
PR grâ
e �a la proje
tion 
ano-nique C0(L; P ; R) = L�
 R! L�
PR:Comme dans la 
adre de la bar 
onstru
tion, on a i
i une notion de bar 
onstru
tion simpli
ialer�eduite.D�efinition (Bar 
onstru
tion simpli
iale r�eduite). La bar 
onstru
tion simpli
iale �a 
oeÆ
ientstriviaux C(I; P ; I) est appel�ee bar 
onstru
tion simpli
iale r�eduite. On la note �C(P).



CHAPITRE 6. BAR CONSTRUCTION SIMPLICIALE1.2. Bar 
onstru
tion simpli
iale augment�ee.D�efinition (Bar 
onstru
tion simpli
iale augment�ee). Les 
omplexes de 
hâ�nes C(I; P ; P) =�C(P) �
 P et C(P ; P ; I) = P �
 �C(P) sont appel�es bar 
onstru
tions simpli
iales augment�ees �adroite et �a gau
he.Proposition 131. Pour toute prop�erade P et tout P-module �a droite L, la bar 
onstru
tion simpli-
iale C(L; P ; P) est un P-module quasi-libre analytique �a droite. Et, le morphisme d'augmentation" : C(L; P ; P)! Lest un quasi-isomorphisme de P-modules simpli
iaux �a droite.On a �evidement le même r�esultat �a gau
he pour tout P-module R.D�emonstration. La forme de la di��erentielle sur C(L; P ; P) = L�
 �C �
 P montre qu'il s'agitbien d'un P-module quasi-libre. Le 
ôt�e analytique de la 
onstru
tion vient du fon
teur P ! L�
Pqui est analytique.Le reste de la d�emonstration est le même que dans le 
as des alg�ebres asso
iatives unitaires (
f.[C℄). On introduit une d�eg�en�er�es
en
e suppl�ementairesn+1 : L�
 P�
n �
 P ' L�
 P�
n+1 �
 I L�
P�
n+1�
�����������! L�
 P�
n+1 �
 P ;qui induit une homotopie 
ontra
tante. �Corollaire 132. Les bar 
onstru
tions simpli
iales augment�ees �a gau
he et �a droite sont a
y-
liques.1.3. Bar 
onstru
tion normalis�ee. Comme pour tout module simpli
ial, on r�eduit note�etude au 
omplexe normalis�e, 
omplexe de 
hâ�nes quotient du 
omplexe de d�epart mais ayant lamême homologie.D�efinition (Bar 
onstru
tion normalis�ee). La bar 
onstru
tion normalis�ee 
orrespond au quo-tient de la bar 
onstru
tion simpli
iale par les images des d�eg�en�er�es
en
es. On poseNn(L; P ; R) = 
oker�L�
 P�
(n�1) �
 R Pn�1i=0 L�
P�
i�
��
P�
(n�i�1)�
R�������������������������! L�
 P�
n �
 R� :Le 
omplexe de 
hâ�nes N (I; P ; I), not�e �N (P), est appel�e bar 
onstru
tion normalis�ee r�eduite.Remarque : Nous avons vu pr�e
�edemment que la bar 
onstru
tion B(L; P ; R) se repr�esentait ave
des graphes et que la 
od�erivation d� 
orrespondait �a la notion g�en�eralis�ee d'edge 
ontra
tion, quirevient �a 
omposer les paires d'op�erations adja
entes. Au 
ontraire, la bar 
onstru
tion simpli
ialese repr�esente par des graphes �a niveaux et les fa
es di 
orrespondent �a des 
ompositions entredeux niveaux d'op�erations. 2. Morphisme d'�e
helonnementLe morphisme d'�e
helonnement est un morphisme inje
tif entre la bar 
onstru
tion et la bar
onstru
tion simpli
iale qui induit un isomorphisme en homologie.2.1. D�e�nition. Soit � un �el�ement de �B(n)(P) = F
(n)(�P) repr�esent�e par un graphe g� �a nsommets (
f. �gure 1).L'�el�ement � vient d'un graphe gr, �a r niveaux pass�e au quotient par la relation � (
f. 
hapitre 3se
tion 3). Rappelons que la relation � revient �a 
hanger une op�eration de niveau, au signe pr�es.Grâ
e �a 
ette relation d'�equivalen
e, on peut repr�esenter � ave
 au moins un graphe �a n niveaux etn sommets (
'est-�a-dire un sommet par niveau, 
f. �gure 2). Posons, Gn(�) l'ensemble des graphes�a n niveaux ave
 un sommet par niveau, qui redonne g� apr�es passage au quotient par la relation�.Soit g un graphe de Gn(�). L'�el�ement � est enti�erement d�etermin�e par g et par la suite des op�erations�p1 
 � � � 
�pn qui indi
ent les sommets de g. Pour pouvoir asso
ier �a � un �el�ement de �N (P), ilfaut d�esuspendre les op�erations de �. Ce
i fait apparâ�tre des signes et on poseg(�) = (�1)Pni=1(n�i)jpijg(p1 
 � � � 
 pn);92



2. MORPHISME D'�ECHELONNEMENT
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Fig. 2. Un exemple de g 2 G4(�).o�u g(p1 
 � � � 
 pn) 
orrespond au graphe g dont les sommets sont indi
�es par les op�erationsp1; : : : ; pn. Ce signe est obtenu en faisant passer toutes les suspensions �a gau
he.D�efinition (Morphisme d'�e
helonnement). On d�e�nit le morphisme d'�e
helonnemente : �B(P)! �N (P)par e(�) =Pg2Gn(�) g(�), pour � dans �B(n)(P).Remarque : Dans la d�e�nition de � on a pris garde de respe
ter les r�egles de signes dues aux
ommutations d'�el�ements de �P . Grâ
e �a 
e
i, le morphisme d'�e
helonnement e est bien d�e�ni.Comme la d�e�nition de e fait intervenir des permutations de suspensions vers la gau
he, on peut�etendre naturellement le morphisme d'�e
helonnement aux bar 
onstru
tions �a 
oeÆ
ients �a droitedans un P-module di��erentiel R :e : B(I; P ; R)! N (I; P ; R):2.2. Propri�et�es homologiques. Nous esp�erons montrer que le morphisme d'�e
helonnementest un quasi-isomorphisme de dg-S-bimodules.Lemme 133. Soit P une prop�erade di��erentielle augment�ee. Soient R un P-module di��erentiel �agau
he.Le morphisme d'e
helonnement induit un morphisme inje
tif de dg-S-bimodulese : B(n)(I; P ; R)! �nNn(I; P ; R):93



CHAPITRE 6. BAR CONSTRUCTION SIMPLICIALED�emonstration. Notons dB la di��erentielle de B(I; P ; R). Elle est 
ompos�ee de 4 termes :dB = ÆP + ÆR + d� + d�R :Les deux premiers 
orrespondent aux di��erentielles 
anoniques issues de P et de R. Le morphismed� est la 
od�erivation qui provient du produit partiel sur P . Quant �a d�R , il vient de l'a
tion d'unseul �el�ement de P sur R.Appelons dN la di��erentielle sur �nNn(I; P ; R). Elle est aussi 
ompos�ee de 4 termes. Sur un�el�ement � 0 = �n� de �nNn(I; P ; R), elle s'�e
rit :dN (� 0) = (�1)n�nÆP(�) + (�1)n�nÆR(�) + n�1Xi=1(�1)i+1�n�1di(�) + (�1)n+1�n�1dn(�):Montrons que dN Æ e(�) = e Æ dB(�).{ La 
ommutativit�e des di��erentielles 
anoniques(ÆP + ÆR) Æ e(�) = e Æ (ÆP + ÆR)(�)vient des bons 
hoix dans les r�egles de signes et du respe
t des suspensions. (Les 
al
ulssont du même type que 
eux des 
hapitres pr�e
�edents.){ La 
od�erivation d� revient �a 
omposer les op�erations de �P indi�
ant les 
ouples desommets adja
ents du graphe repr�esentant �. Et, di Æ e 
orrespond �a 
omposer deux�etages ave
 au total deux op�erations de P . Il faut distinguer deux 
as. Posons � =X 
�p
 �q 
 Y .(1) Si les op�erations �p et �q sont reli�es par au moins une bran
he, alors la 
omposantedePn�1i=1 (�1)i+1di Æe(�) faisant intervenir la 
omposition de p ave
 q est de la formeX "(�1)j+2�n�1X 0 
 �(p
 q)
 Y 0;o�u X 0 = p1 
 � � � 
 pj , Y 0 = q1 
 � � � 
 qn�j�2 
 �1 
 � � � 
 �r et" = (�1)Pji=1(n�i)jpij+(n�j�1)jpj+(n�j�2)jqj+Pn�j�2k=1 (n�j�k�2)jqkj:Et la 
omposant de d�(�) faisant intervenir la 
omposition de �p ave
 �q est de laforme (�1)jXj+jpjX 
��(p
 q)
 Y:L'image par e d'un tel �el�ement donneX(�1)jXj+jpj"(�1)jX0j+jpj�n�1X 0 
 �(p
 q)
 Y 0 =X "(�1)j�n�1X 0 
 �(p
 q)
 Y 0:(2) Si les op�erations �p et �q ne sont pas reli�ees, alors il n'y a au
une 
omposantede d� qui fait intervenir une 
omposition entre �p et �q. Et, la 
omposante dePni=0(�1)i+1di Æ e(�) qui vient de la 
omposition des deux �etages o�u se trouvent pet q est la somme de deux termes :X(�1)j�ndj+1 �"X 0 
 p
 q 
 Y 0 + "(�1)(jpj+1)(jqj+1)+jpj+jqjX 0 
 q 
 p
 Y 0� =X(�1)j�n �"X 0 
 p
 q 
 Y 0 + "(�1)(jpj+1)(jqj+1)+jpj+jqj+jpjjqjX 0 
 p
 q 
 Y 0� = 0:Comme l'image de � parPn�1i=1 (�1)i+1di Æe�eÆd� est une somme de termes de la forme(1) ou (2), on 
on
lut de l'�etude pr�e
�edente la 
ommutativit�e voulue.{ Le morphisme d�R revient �a extraire une op�eration P par le haut et �a la faire agir parla gau
he sur R. Or, e 
onsiste, entre autre, �a ne pla
er qu'une seule op�eration P sur ladeuxieme ligne (
elle en dessous de R) et dn la fait agir sur les �el�ements de R. Il ne resteplus qu'�a v�eri�er que les signes 
orrespondent. Posons � = X 
 �pn 
 �1 
 � � � 
 �m o�uX = �p1 
 �pn�1. Alors, la 
omposante de d�R(�) faisant intervenir l'a
tion de pn sur94



2. MORPHISME D'�ECHELONNEMENTles �el�ements �1; : : : ; �m de R est de la forme (�1)jXjX 
 r(pn 
 (�1 
 � � � 
 �m)). Et sonimage par e donneX(�1)jXj"(�1)jXj+n�1�n�1X 0 
 r(pn 
 (�1 
 � � � 
 �m))X(�1)n+1"�n�1X 0 
 r(pn 
 (�1 
 � � � 
 �m));o�u " =Pni=1(n � i)pi. De la même mani�ere, la 
omposante de (�1)n+1dn Æ e(�) faisantintervenir l'a
tion de pn sur les �el�ements �1; : : : ; �m de R vaut(�1)n+1X "�n�1X 0 
 r(pn 
 (�1 
 � � � 
 �m)):Montrons maintenant l'inje
tivit�e de e. Soit � un �el�ement de �B(n)(P) = F
(n)(�P). Par d�e�nitionde la 
oprop�erade 
olibre, on sait que � = �1 + � � �+ �r o�u 
haque �i une somme �nie d'�el�ementsde F
(n)(�P) qui viennent de l'indi�
age des sommets d'un même graphe g�i . On introduit unmorphisme � : �Nn(P) ! �B(n)(P). A un �el�ement � de �Nn(P) repr�esent�e par un graphe �a nniveaux, on asso
ie l'�el�ement 
orrespondant � 0 qui vient de la suspension des op�erations de 
haqueligne. On introduit i
i le même signe " que 
elui qui d�e�nit e. L'objet �(�) est donn�e par la 
lassed'�equivalen
e de "� 0 pour la relation �. On a alors � Æ e(�) = n1�1 + � � �nr�r o�u les ni sont desentiers non nuls. Ainsi, l'�equation e(�) = 0 impose n1�1 + � � �nr�r = 0. Par identi�
ation desgraphes sous-ja
ents, on obtient �i = 0, pour tout i, d'o�u � = 0. �Remarque : La suspension �n est l�a pour faire 
ommuter les di��erentielles 
anoniques ave
 lemorphisme e.Corollaire 134. Dans le 
as o�u P et R sont des S-bimodules, 
'est-�a-dire de di��erentielle nulleet 
on
entr�es en degr�e 0, le morphisme d'�e
helonnemente : B(I; P ; R)! N (I; P ; R)est un morphisme inje
tif de dg-S-bimodules.Conje
ture. Soit P une prop�erade gradu�ee par un poids.Le morphisme d'�e
helonnement e : �B(P)! �N (P)est un quasi-isomorphisme.En r�esum�e, on esp�ere montrer que la bar 
onstru
tion r�eduite est un sous-
omplexe de 
hâ�nes dela bar 
onstru
tion normalis�ee r�eduite qui donne la même homologie.Remarque : Cette 
onje
ture est une g�en�eralisation aux prop�erades d'un th�eor�eme de B. Fresse[Fr℄ pour les op�erades.
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CHAPITRE 7Dualit�e de KoszulA l'aide des r�esultats des 
hapitres pr�e
�edents, on peut 
on
lure l'�etude de la dualit�e de Koszuldes prop�erades et des PROPs.Pour 
ela, on 
ommen
e par d�e�nir les notions de duale de Koszul d'une prop�erade (respe
tive-ment d'une 
oprop�erade) et d'un PROP (respe
tivement d'un 
oPROP). On montre ensuite que
ette duale est une 
oprop�erade (
oPROP) quadratique (respe
tivement une prop�erade (PROP)quadratique), puis on fait le lien ave
 les 
onstru
tions 
lassiques d'alg�ebre et d'op�erade dualesdonn�ees par S. Priddy dans [Pr℄ et par V. Ginzburg et M. M. Kapranov dans [GK℄.On d�e�nit la notion de prop�erade (respe
tivement PROP) de Koszul et on montre que le mod�eleminimal de 
ette prop�erade est donn�e par la 
obar 
onstru
tion sur la 
oprop�erade duale. Onintroduit un petit 
omplexe, appel�e 
omplexe de Koszul, dont l'a
y
li
it�e est un 
rit�ere qui permetde d�eterminer si la prop�erade (respe
tivement le PROP) est de Koszul ou non. Puis, on montrequ'un PROP P est de Koszul si et seulement si la prop�erade asso
i�ee U
(P) est de Koszul. Cettederni�ere proposition montre que pour �etudier un PROP, il suÆt d'�etudier la prop�erade qui lui estasso
i�ee.En�n, on montre que les prop�erades 
onstruites �a partir de deux prop�erade de Koszul et d'uneloi de rempla
ement sont de Koszul. En appliquant 
e r�esultat, on montre que la prop�erade debig�ebres de Lie et 
elle des big�ebres de Hopf in�nit�esimales sont de Koszul, et on donne leursduales. 1. Dual de KoszulPour une prop�erade gradu�ee par un poids P , on d�e�nit sa duale de Koszul 
omme une sous-
oprop�erade de la bar 
onstru
tion r�eduite sur P . De même pour une 
oprop�erade gradu�ee parun poids C, on d�e�nit sa duale de Koszul 
omme une prop�erade quotient de la 
obar 
onstru
tionr�eduite sur C.Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids augment�ee. Cette graduation induitune graduation totale (�) sur la bar 
onstru
tion r�eduite �B(P) = F
(�P). Cette derni�ere est
ompatible ave
 la d�e
omposition en fon
tion du nombre de sommets (s) de la 
oprop�erade 
olibre�B(s)(P) =M�2N �B(s)(P)(�):On rappelle que la 
od�erivation d�, issue du produit partiel sur P , 
onsiste �a 
omposer les pairesde sommets adja
ents, soit d�� �B(s)(P)(�)� � � �B(s�1)(P)(�)�:Dans le 
as o�u P est 
onnexe (P(0) = I), la bar 
onstru
tion a la forme suivante :Lemme 135. Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids 
onnexe. On a alors les�egalit�es ( �B(�)(P)(�) = F
(�)(�P(1));�B(s)(P)(�) = 0 si s > �:



CHAPITRE 7. DUALIT�E DE KOSZULRemarque : On a le même r�esultat pour la 
obar 
onstru
tion r�eduite sur une 
oprop�eradedi��erentielle gradu�ee par un poids 
onnexe.D�efinition (Duale de Koszul d'une prop�erade). Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee parun poids 
onnexe. On d�e�nit la duale de Koszul de P par le S-bimodule di��erentiel gradu�e par unpoids P <(�) = H(�)� �B�(P)(�); d��:Le lemme pr�e
�edent donne la forme du 
omplexe � �B�(P)(�); d�� :� � � d� // 0 d� // �B(�)(P)(�) d� // �B(��1)(P)(�) d� // � � � :Ce qui donne l'�egalit�e P <(�) = ker�d� : �B(�)(P)(�) ! �B(��1)(P)(�)�:Cette �e
riture montre bien que P <(�) est un S-bimodule di��erentiel gradu�e par un poids, o�u ladi��erentielle est induite par 
elle de P �a savoir ÆP .Si la prop�erade P est 
on
entr�ee en degr�e 0, on a� �B(s)(P)(�)�d = � �B(s)(P)(�) si d = s;0 sinon:La 
oprop�erade duale n'est pas 
on
entr�ee en degr�e 0 (et sa di��erentielle n'est �a priori pas nulle)et v�eri�e �P <(�)�d = � P <(�) si d = �;0 sinon:De la même mani�ere, on d�e�nit la duale d'une 
oprop�erade.D�efinition (Duale de Koszul d'une 
oprop�erade). Soit C une 
oprop�erade di��erentielle gradu�eepar un poids 
onnexe. On d�e�nit la duale de Koszul de C par le S-bimodule di��erentiel naturelle-ment gradu�e C<(�) = H(�)� �B
�(C)(�); d�0�:La 
obar 
onstru
tion munie de la d�erivation d�0 est un 
omplexe de la forme suivante :� � � d�0 // �B(��1)(C)(�) d�0 // �B(�)(C)(�) d�0 // 0 :La duale d'une 
oprop�erade v�eri�e don
 l'�egalit�eC<(�) = 
oker�d�0 : �B
(��1)(C)(�) ! �B
(�)(C)(�)�:Le module C<(�) est don
 un S-bimodule di��erentiel gradu�e par un poids, o�u la di��erentielle estinduite par 
elle de C �a savoir ÆC .Proposition 136. Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids 
onnexe. La duale deKoszul de P, not�ee P <, est une sous-
oprop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids de F
(�P(1)).Soit C une 
oprop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids 
onnexe. La duale de Koszul de C, C<,est une prop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids quotient de F(��1C(1)).D�emonstration. Pour toute prop�erade P di��erentielle gradu�ee par un poids 
onnexe, 
ommeP <(�) = ker�d� : �B(�)(P)(�) ! �B(��1)(P)(�)�, on a imm�ediatemment que P <(�) est un sous-dg-S-bimodule naturellement gradu�e de F
(�)(�P(1)). Il reste �a montrer que P < est stable par le 
oproduit� de F
(�P(1)). Soit � un �el�ement de P <(�), 
'est-�a-dire � 2 F
(�)(�P(1)) et d�(�) = 0. Posons�(�) =X� (�11 ; : : : ; �1a1)� (�21 ; : : : ; �2a2);98



1. DUAL DE KOSZULo�u la somme porte sur une famille � de graphes �a deux �etages, ave
 �ji 2 F
(sij)(�P(1)). Le faitque d� soit une 
od�erivation signi�e que d� Æ�(�) = � Æ d�(�). On a don
 qued� Æ�(�) = X� � a1Xk=1�(�11 ; : : : ; d�(�1k); : : : ; �1a1)� (�21 ; : : : ; �2a2)+ a2Xk=1�(�11 ; : : : ; �1a1)� (�21 ; : : : ; d�(�2k) : : : ; �2a2)� = 0;o�u les d�(�ji ) appartiennent �a F
(sij�1)(�(P(1)�P(2))) ave
 un seul sommet indi
�e par �P(2). Paridenti�
ation, on a don
, pour tout i; j, que d�(�ji ) = 0.De la même mani�ere, on voit que, pour toute 
oprop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids
onnexe C, sa duale de Koszul C< est un quotient de F(��1C(1)). Il reste don
 �a montrer que leproduit � sur F(��1C(1)) passe �a 
e quotient. Pour 
ela, on 
onsid�ere le produit��(
11; : : : ; d�0(
); : : : ; 
1a1)� (
21; : : : ; 
2a2)�;o�u les 
ji appartiennent �a F(sij)(��1C(1)) et 
 �a F(s)(��1(C(1)�C(2))) ave
 un seul sommet indi
�epar C(2). Comme les 
ji sont des �el�ements de F(sij)(��1C(1)), on a d�0(
ji ) = 0. Et, le fait que d�0soit une d�erivation donne i
i que��(
11; : : : ; d�0(
); : : : ; 
1a1)� (
21; : : : ; 
2a2)� = d�0���(
11; : : : ; 
; : : : ; 
1a1)� (
21; : : : ; 
2a2)��:Ainsi, ��(
11; : : : ; d�0(
); : : : ; 
1a1)� (
21; : : : ; 
2a2)� est nulle dans le 
onoyau de d�0 , d'o�u le r�esultat.�On d�e�nit les mêmes objets dans le 
adre des PROPs.D�efinition (Dual de Koszul d'un PROP). Soit P un PROP di��erentiel augment�e gradu�e par unpoids et 
onnexe. Son dual de Koszul est donn�e par le S-bimodule di��erentiel gradu�e par un poidsP <(�) = H(�) � �B�(P)(�); d�� :On a aussi une notion de dualit�e pour un 
oPROP.D�efinition (Dual de Koszul d'un 
oPROP). Soit C un 
oPROP di��erentiel gradu�e par un poidset 
onnexe. Son dual de Koszul est donn�e par le S-bimodule di��erentiel gradu�e par un poidsC<(�) = H(�)� �B
�(C)(�); d�0�:On peut relier les notions de dualit�e au niveau des PROPs et 
oPROPs ave
 
elles des prop�eradeset 
oprop�erades.Proposition 137. Soit P un PROP di��erentiel augment�e gradu�e par un poids et 
onnexe. Onrappelle que U
(P) repr�esente la prop�erade asso
i�ee �a P. Le dual P < de P est isomorphe en tantque 
oPROP di��erentiel gradu�e par un poids �a S
(U
(P)<) et il s'agit d'un sous-
oPROP deS
(F
(�P(1))).D�emonstration. Tout repose sur l'isomorphisme de 
oPROPs di��erentiels gradu�es par un poids�B(P) = S
( �B(U
(P))): �Proposition 138. Soit C un 
oPROP di��erentiel augment�e gradu�e par un poids et 
onnexe.On rappelle que U
(C) repr�esente la 
oprop�erade asso
i�ee �a C. Le dual C< de C est isomorphe entant que PROP di��erentiel gradu�e par un poids �a S
(U
(C)<) et il s'agit d'un PROP quotient deS
(F(��1C(1))).D�emonstration. La d�emonstration repose en
ore sur l'isomorphisme de PROPs di��erentielsgradu�es par un poids �B
(C) = S
( �B
(U
(C))): �99



CHAPITRE 7. DUALIT�E DE KOSZUL2. Prop�erade quadratiqueNous montrons i
i que le 
onstru
tion duale est une 
onstru
tion quadratique.Nous avons vu au 
hapitre 2 qu'une prop�erade quadratique �etait une prop�erade de la formeF(V )=(R) o�u R appartenait �a F(2)(V ). Ainsi, l'id�eal (R) est homog�ene pour la graduation deF(V ) en fon
tion du nombre de sommets. Une prop�erade quadratique est don
 gradu�ee par unpoids (
f. 
hapitre 2 se
tion 3).R�e
iproquement, toute prop�erade quadratique est enti�erement d�etermin�ee par sa graduation P =L�2NP(�), le dg-S-bimodule P(1) et le dg-S-bimodule P(2) 
ar on retrouve R via la formule R =ker�F(2)(P(1)) ��! P(2)�.Lemme 139. Soit C une 
oprop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids 
onnexe. Alors C< est uneprop�erade quadratique d�etermin�ee par les relationsC<(1) = ��1C(1) et C<(2) = 
oker ��0 : ��1C(2) ! F(2)(��1C(1))�:D�emonstration. Posons R = ker�F(2)(C<(1)) ! C<(2)� = im(�0��1C(2)). Par d�e�nition, C<(�) est lequotient de F(�)(��1C(1)) par l'image de d�0 sur �B
(��1)(C(�)). Or, 
ette image 
orrespond auxgraphes �a � sommets dont au moins un 
ouple de sommets adja
ents est l'image d'un �el�ement de��1C(2) via �0. Ce
i 
orrespond bien �a la partie de degr�e � de l'id�eal libre engendr�e par R. Il enr�esulte C< = F(��1C(1))=(R). �Corollaire 140. Soit C un 
oPROP di��erentiel gradu�e par un poids et 
onnexe. Alors son PROPdual C< est un PROP quadratique d�etermin�e par les mêmes relations que pr�e
�edemment.D�emonstration. De la proposition 138, on a C< = S
(U
(C)<). Par le lemme pr�e
�edent, on saitque U
(C)< est une prop�erade quadratique. Et, la proposition 57 permet de 
on
lure que S
(U
(C<))est un PROP quadratique. �3. Prop�erades et r�esolution de KoszulOn donne i
i les d�e�nitions de prop�erade et de 
oprop�erade de Koszul (respe
tivement de PROPet de 
oPROP de Koszul). Lorsqu'une prop�erade P , de di��erentielle nulle, est de Koszul, alorsP est quadratique, sa duale est en
ore de Koszul et sa biduale est isomorphe �a P . En outre, onmontre qu'une prop�erade P est de Koszul si et seulement si la 
obar 
onstru
tion r�eduite sur laduale P < est une r�esolution de P .3.1. D�e�nitions.D�efinition (Prop�erade de Koszul). Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids
onnexe. On dit que P est une prop�erade de Koszul si l'in
lusion P < ,! �B(P) est un quasi-isomorphisme.De la même mani�ere, on a la d�e�nition de 
oprop�erade de Koszul.D�efinition (Coprop�erade de Koszul). Soit C une 
oprop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids
onnexe. On dit que C est une 
oprop�erade de Koszul si la proje
tion �B
(C) � C< est un quasi-isomorphisme.Proposition 141. Si P est une prop�erade gradu�ee par un poids 
onnexe de Koszul, alors sa dualeP < est une 
oprop�erade de Koszul et P << = P.D�emonstration. La prop�erade P est 
on
entr�ee en degr�e 0 (ÆP = 0 et P0 = P). Dans 
e 
as,P <(�) est un S-bimodule homog�ene de degr�e homologique � et les �el�ements de degr�e homologiquenul de �B
(P <)(�) 
orrespondent aux �el�ements de �B
(�)(P <)(�). Ce
i montre queH0� �B
(�)(P <)(�)� = H�� �B
�(P <)(�); d�0� = P <<(�):La prop�erade P est de Koszul, 
'est-�a-dire que l'in
lusion P < ,! �B(P) est un quasi-isomorphisme.En utilisant le lemme de 
omparaison des prop�erades quasi-libres (th�eor�eme 129), on montre que100



3. PROP�ERADES ET R�ESOLUTION DE KOSZULle morphisme induit �B
(P <) ! �B
( �B(P)) est lui aussi un quasi-isomorphisme. (On travaille dansle 
adre des S-bimodules gradu�es par un poids 
onnexes et toutes les hypoth�eses du th�eor�emesont v�eri��ees). Comme la 
onstru
tion bar-
obar est une r�esolution de P (th�eor�eme 125), la 
obar
onstru
tion �B
(P <) est quasi-isomorphe �a P . Et 
omme le S-bimodule P est homog�ene de degr�e0, on a H�� �B
(P <)(�)� = � P(�) si � = 0;0 sinon:Ces deux r�esultats sur l'homologie de �B
(P <) mis bout �a bout montrent que P < est de Koszul etque P << = P . �Corollaire 142. Soit P une prop�erade gradu�ee par un poids 
onnexe. Si P est de Koszul alorsP est n�e
essairement quadratique.D�emonstration. Si P est de Koszul, par la proposition pr�e
�edente, on sait que P = P <<. Et lelemme 139 montre que P << est quadratique. �On peut donner les mêmes d�e�ntions dans le 
as des PROPs.D�efinition (PROP de Koszul). Soit P un PROP di��erentiel gradu�e par un poids et 
onnexe.On dit que P est un PROP de Koszul si l'in
lusion P < ,! �B(P) est un quasi-isomorphisme.D�efinition (CoPROP de Koszul). Soit C un 
oPROP di��erentiel gradu�e par un poids et 
onnexe.On dit que C est un 
oPROP de Koszul si la proje
tion �B
(C)� C< est un quasi-isomorphisme.Proposition 143. Soit P un PROP di��erentiel augment�e gradu�e par un poids et 
onnexe. LePROP P est de Kosuzl si et seulement si la prop�erade U
(P) est de Koszul.D�emonstration.()) Si P est un PROP de Koszul, 
ela signi�e que le morphisme P < ! �B(P) est un quasi-isomorphisme. La proposition 137 montre que P < = S
(U
(P)<) et la proposition 103 donne l'iso-morphisme �B(P) = S
( �B(U
(P)). De 
es propositions, on tire que le morphisme S
(U
(P)<) !S
( �B(U
(P))) est un quasi-isomorphisme. En outre, nous avons vu que la di��erentielle sur la bar
onstru
tion respe
tait les graphes 
onnexes et que 
e morphisme 
orrespondait �a l'image du mor-phisme U
(P)< ! �B(U
(P) via le fon
teur S
. Cela donne que 
e quasi-morphisme se d�e
omposeen une somme dire
te de quasi-isomorphismes (S
)(n)(U
(P)<)! (S
)(n)( �B(U
(P))). En parti
u-lier, on a pour n = 1 que U
(P)< ! �B(U
(P)) est un quasi-isomorphisme, 
'est-�a-dire que U
(P)est une prop�erade de Koszul.(() R�e
iproquement, si U
(P) est une prop�erade de Koszul, 
omme le fon
teur S
 est un fon
teurexa
te, on a que P est un PROP de Koszul. �On a le même r�esultat au niveau des 
oPROPs et des 
oprop�erades.3.2. R�esolution de Koszul et mod�ele minimal. Comme nous l'avons vu pr�e
�edemment,l'in
lusion P < ,! �B(P) induit un morphisme �B
(P <)! �B
( �B(P)). Et en 
omposant 
e morphismeave
 le morphisme � : �B
( �B(P)) ! P de la r�esolution bar-
obar (
f. th�eor�eme 125), on obtientun morphisme de prop�erades di��erentielles gradu�ees par un poids de la forme�B
(P <)! P :Th�eor�eme 144 (R�esolution de Koszul). Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids et
onnexe. La prop�erade P est de Koszul si et seulement si le morphisme de prop�erades di��erentiellesgradu�ees par un poids �B
(P <)! P est un quasi-isomorphisme.D�emonstration. Nous sommes dans le 
adre gradu�e par un poids, et toutes les prop�erades enjeu sont 
onnexes. On peut don
 appliquer le lemme de 
omparaison des prop�erades quasi-libres.()) Si P est de Koszul, 
ela signi�e que P < ,! �B(P) est un quasi-isomorphisme. Don
 �B
(P <)!�B
( �B(P)) est aussi un quasi-isomorphisme. Il en va de même pour �B
(P <)! P , grâ
e �a la r�esolution101



CHAPITRE 7. DUALIT�E DE KOSZULbar-
obar (th�eor�eme 125).(() R�e
iproquement, supposons que le morphisme �B
(P <) ! P soit un quasi-isomorphisme.Comme la 
onstru
tion bar-
obar est un quasi-isomorphisme, le morphisme �B
(P <) ! �B
( �B(P))est aussi un quasi-isomorphime. Et, on 
on
lut en utilisant le lemme de 
omparaison des prop�eradesquasi-libres. �En re
onduisant les mêmes arguments dans le 
as des PROPs, on montre le th�eor�eme analogue.Th�eor�eme 145 (R�esolution de Koszul d'un PROP). Soit P un PROP di��erentiel gradu�e par unpoids et 
onnexe. Le PROP P est de Koszul si et seulement si le morphisme de PROPs di��erentielsgradu�es par un poids �B
(P <)! P est un quasi-isomorphisme.D�emonstration. La d�emonstration est exa
tement la même. On utilise la r�esolution bar-
obardonn�ee dans le 
adre des PROPs par la proposition 128 et le lemme de 
omparaison des PROPsquasi-libres. �Ces th�eor�emes l�egitiment la d�e�nition suivante :D�efinition (R�esolution de Koszul). Lorsque P est de Koszul (prop�erade ou PROP), la r�esolution�B
(P <)! P est appell�ee r�esolution de Koszul.Corollaire 146. Lorsque P est une prop�erade ou un PROP de Koszul de di��erentielle nulle,alors �B
(P <) est le mod�ele minimal de P.D�emonstration. Nous sommes en pr�esen
e d'une r�esolution quasi-libre �B
(P <) = F
(��1P <)!P dont la di��erentielle d�0 est quadratique puisque, par d�e�nition de la d�erivation d�0 , on ad�0(��1P <) � F(2)(��1P <). �D�efinition (P-g�ebre �a homotopie pr�es). Lorsque P est une prop�erade ou un PROP de Koszul,on appelle P-g�ebre �a homotopie pr�es toute g�ebre sur �B
(P <). On parle aussi de P1-g�ebre.Cette notion g�en�eralise 
elle d'alg�ebre �a homotopie pr�es (sur une op�erade).4. Complexe de KoszulIl est �equivalent et aussi diÆ
ile de montrer qu'une prop�erade (ou qu'un PROP) P est de Koszul(P < ! �B(P) quasi-isomorphisme), �a partir de la d�e�nition, que de montrer que la 
obar 
onstru
-tion sur P < est une r�esolution de P ( �B
(P < ! P quasi-isomorphisme). On introduit don
 un petit
omplexe dont l'a
y
li
it�e est un 
rit�ere pour d�eterminer si P est de Koszul et don
 pour avoir lemod�ele minimal sur P .4.1. Complexe de Koszul �a 
oeÆ
ients. De la même mani�ere que l'on avait d�e�ni la bar
onstru
tion �a 
oeÆ
ients (
f. 
hapitre 4 se
tion 2:2) et la bar 
onstru
tion simpli
iale �a 
oeÆ
ients(
f. 
hapitre 6 se
tion 1), on peut d�e�nir le 
omplexe de Koszul �a 
oeÆ
ients.D�efinition (Complexe de Koszul �a 
oeÆ
ients). Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee parun poids 
onnexe et soient L et R deux modules (�a droite et �a gau
he) sur P . On appelle 
omplexede Koszul �a 
oeÆ
ients dans les modules L et R, le 
omplexe d�e�ni sur le S-bimoduleL�
P <�
Rpar la di��erentielle d, somme des trois termes suivants :(1) la di��erentielle 
anonique ÆP induite par 
elle de P ,(2) le morphisme homog�ene d�L de degr�e �1 qui vient de la stru
ture de P-
omodule �agau
he de P < :�l : P < ��! P < �
 P < � (I � P <|{z}1 )�
 P < ! (I �P(1)|{z}1 )�
 P <;(3) le morphisme homog�ene d�R de degr�e�1 qui vient de la stru
ture de P-
omodule �a droitede P < : �r : P < ��! P < �
 P < � P < �
 (I � P <|{z}1 )! P < �
 (I �P(1)|{z}1 ):102



4. COMPLEXE DE KOSZULOn le note K(L; P ; R).Tout 
omme P < s'inje
te dans la bar 
onstru
tion �B(P), le 
omplexe de Koszul �a 
o�eÆ
ients estun sous-
omplexe de la bar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients.Proposition 147. Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids 
onnexe et soient L etR deux modules (�a droite et �a gau
he) sur P. Le S-bimodule di��erentiel K(L; P ; R) = L�
P <�
Rest un sous-
omplexe de la bar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients B(L; P ; R) = L�
 �B(P)
 �R.D�emonstration. Tout repose sur le fait que la di��erentielle de la bar 
onstru
tion est d�e�nie �apartir du 
oproduit � sur �B(P) = F
(�P) et que la di��erentielle du 
omplexe de Koszul est aussid�e�nie �a partir du 
oproduit sur P <. Comme P < est une sous-
oprop�erade di��erentielle de �B(P)les di��erentielles 
orrespondent. �L'in
lusion P < ,! �B(P) induit un morphisme de dg-S-bimodulesL� P < � R ,! B(L; P ; R):De la même mani�ere, on d�e�nit le 
omplexe de Koszul �a 
oeÆ
ients pour un PROP.D�efinition (Complexe de Koszul �a 
oeÆ
ients d'un PROP). Soit P un PROP di��erentiel gradu�epar un poids 
onnexe et soient L et R deux modules (�a droite et �a gau
he) sur P . On appelle
omplexe de Koszul �a 
oeÆ
ients dans les modules L et R, le 
omplexe d�e�ni sur le S-bimoduleL� P < �R par la di��erentielle d somme des trois mêmes termes que dans le 
as des prop�erades.Proposition 148. Le 
omplexe de Koszul �a 
oeÆ
ents K(L; P ; R) = L� P < � R sur un PROPP est un sous-
omplexe de la bar 
onstru
tion �a 
oeÆ
ients B(L; P ; R) = L� �B(P)�R.4.2. Complexe de Koszul et mod�ele minimal. Tout 
omme nous avions �etudi�e une bar
onstru
tion parti
uli�ere, la bar 
onstru
tion augment�ee B(I; P ; P) = �B(P)�P et la bar 
onstru
-tion normalis�ee augment�ee N (I; P ; P) = �N (P) � P , on 
onsid�ere i
i le 
omplexe �equivalent auniveau des 
omplexes de Koszul.D�efinition (Complexe de Koszul). On appelle 
omplexe de Koszul le 
omplexe K(I; P ; P) =P < �
 P (et P < � P dans le 
as des PROPs).La di��erentielle de 
e 
omplexe est d�e�nie par le morphisme d�r pr�e
�edent plus �eventuellementla di��erentielle 
anonique ÆP induite par 
elle de P . Remarquons que le morphisme d�r revient�a extraire une op�eration � 2 P <(1) de P < par le haut, �a identi�er 
ette op�eration � 
omme uneop�eration de P(1) (puisque P <(1) = P(1)) et �nalement �a la 
omposer dans P . Ce qui se r�esume parles diagrammes donn�es par J.-L. Loday dans [L1℄.Le prin
ipal th�eor�eme de 
ette th�ese est le 
rit�ere suivant.Th�eor�eme 149 (Crit�ere de Koszul). Soit P une prop�erade di��erentielle gradu�ee par un poids et
onnexe. Les propositions suivantes sont �equivalentes(1) P est de Koszul (l'in
lusion P < ,! �B(P) est un quasi-isomorphisme)(2) Le 
omplexe de Koszul P < �
 P est a
y
lique.(20) Le 
omplexe de Koszul P �
 P < est a
y
lique.(3) Le morphisme de prop�erades di��erentielles gradu�ees par un poids�B
(P <)! P est un quasi-isomorphisme.D�emonstration. Nous avons d�ej�a vu l'�equivalen
e (1) () (3) (
f. th�eor�eme 144).Par le lemme de 
omparaison des P-modules quasi-libre (�a droite), l'assertion (1) est �equivalenteau fait que le morphisme P <�
 P ! �B(P)�
 P soit un quasi-isomorphisme. L'a
y
li
it�e de la bar
onstru
tion augment�ee (
f. th�eor�eme 108) permet de voir que la prop�erade P est de Koszul (1)si et seulement si le 
omplexe de Koszul P < �
 P est a
y
lique (2).On pro
�ede de la même mani�ere, ave
 le lemme de 
omparaison des P-modules quasi-libres �agau
he, pour montrer l'�equivalen
e (1) () (20). �103



CHAPITRE 7. DUALIT�E DE KOSZULTh�eor�eme 150 (Crit�ere de Koszul pour les PROPs). Soit P un PROP di��erentiel gradu�e par unpoids et 
onnexe. Les propositions suivantes sont �equivalentes(1) P est de Koszul (l'in
lusion P < ,! �B(P) est un quasi-isomorphisme)(2) Le 
omplexe de Koszul P < � P est a
y
lique.(20) Le 
omplexe de Koszul P � P < est a
y
lique.(3) Le morphisme de PROPs di��erentiels gradu�es par un poids�B
(P <)! P est un quasi-isomorphisme.D�emonstration. La d�emonstration est exa
tement la même. On utilise i
i l'a
y
li
it�e de la bar
onstru
tion augment�ee sur un PROP et les versions PROPiques des lemmes de 
omparaison. �Proposition 151. On a un isomorphisme de S-bimodules di��erentiels gradu�es par un poidsP < � P = S
(U
(P)< �
 P):Cette proposition ainsi que le proposition 143 justi�ent que lorsque l'on veut montrer que la 
obar
onstru
tion sur le 
oPROP dual fournit le mod�ele minimal d'un PROP P , il suÆt de prouverl'a
y
li
it�e du 
omplexe de Koszul asso
i�e �a la prop�erade d�e�nie par P , �a savoir P <�
P . La notionde prop�erade fournit le bon 
adre d'�etude pour la dualit�e de Kosuzl des PROPs. Toute la th�eoried�evelopp�ee i
i montre que l'information essentielle d'un PROP quadratique �a relations 
onnexesest pr�esente dans la prop�erade asso
i�ee et que 
'est plutôt sur elle qu'il faut travailler en pratique.Conje
ture. Soit P une prop�erade de Koszul, la 
omposition suivante est un quasi-isomorphismeP < ! �B(P)! �N (P):Lorsqu'une prop�erade P est de Koszul, 
e 
orollaire devrait permettre de 
al
uler l'homologiede sa bar 
onstru
tion normalis�ee r�eduite. Elle doit 
orrespondre �a la duale de Koszul P <. Cettepropri�et�e a permis �a B. Fresse [Fr℄ de montrer que l'homologie du poset des partitions �etait donn�eepar l'op�erade Lie en interpr�etant les modules simpli
iaux engendr�es par le poset des partitions
omme la bar 
onstru
tion normalis�ee r�eduite de l'op�erade Com. En utilisant 
ette m�ethode, nousavons 
al
ul�e , dans [V℄, l'homologie d'autres types de posets en les reliant aux op�eradesAs, Permet Dias. Ainsi 
es homologies sont donn�ees par les op�erades duales, �a savoir As, Prelie et Dend.4.3. Lien ave
 les th�eories 
lassiques (alg�ebres et op�erades). La notion de duale deKozsul, telle que nous l'avons d�e�nie i
i, est en fait une 
oprop�erade ou un 
oPROP (
f. 1), alorsque la duale de Koszul d'une alg�ebre est une alg�ebre et que la duale de Koszul d'une op�erade estune op�erade (
f. [Pr℄ et [GK℄). Pour retrouver 
es 
onstru
tions 
lassiques, il suÆt de 
onsid�ererla duale lin�eaire, duale de Cze
h, de P <.D�efinition (Dual de Cze
h d'un S-bimodule). Soit P un S-bimodule, on d�e�nit le dual de Cze
hP_ par le S-bimodule P_ =L�;m; n P_(�)(m; n), o�uP_(�)(m; n) = sgnSm 
k P(�)(m; n)� 
k sgnSn:Le dual de Cze
h revient �a 
onsid�erer le dual lin�eaire tordu par les repr�esentations signatures.Lemme 152. Soit (C; �; ") une 
oprop�erade (repe
tivement un 
oPROP) gradu�ee par un poidstelle que les modules C(�)(m; n) soient de dimension �nie sur k, pour tout m, n et �. Alors, le S-bimodule C_ est naturellement muni d'un stru
ture de prop�erade (respe
tivement PROP) gradu�eepar un poids.D�emonstration. La 
omultipli
ation � se d�e
ompose ave
 le poids en � = L�2N�(�). Pourd�e�nir la multipli
ation � sur C_, on dualise lin�eairement 
haque�(�)(m; n) : C(�)(m; n)! (C �
 C)(�)(m; n):104



4. COMPLEXE DE KOSZULPlus pr�e
isement, on a :(P �
 P)(�)(m; n) = Mg2G
2(m;n)0B� O� sommet de gP ��=� C_(��)(jOut(�)j; jIn(�)j)1CA,�= Mg2G
2(m;n)0B�0B� O� sommet de gP ��=� C(��)(jOut(�)j; jIn(�)j)1CA,�1CA_ ;en utilisant l'hypoth�ese sur la dimension des C(�)(m; n) et en identi�ant invariants et 
oinvariants(nous travaillons sur un 
orps de 
ara
t�eristique nulle). On d�e�nit alors �(�) par la 
omposition :(P �
 P)(�)(m; n) = Mg2G2(m;n)0B�0B� O� sommet de gP ��=� C(��)(jOut(�)j; jIn(�)j)1CA,�1CA_�! 0B� Mg2G2(m;n)0B� O� sommet de gP ��=� C(��)(jOut(�)j; jIn(�)j)1CA,�1CA_= (C �
 C)_(�)(m; n) t�(�)���! C_(�)(m; n) = P(�)(m; n):La 
oasso
iativit�e de la 
omultipli
ation � induit l'asso
iativit�e de la mutlipli
ation �. Et la
ounit�e de C " : C ! I donne, par passage au dual, l'unit�e de P : " : I ! P .Dans le 
as PROPique, on dualise, de la même mani�ere, la d�e
on
at�eantion horizontale. �Proposition 153. Soit P une prop�erade (respe
tivement un PROP) gradu�ee par un poids (parexemple quadratique). Posons V = P(1), le S-bimodule engendr�e par les �el�ements de poids 1 de P.S'il existe deux entiers M et N tels que V (m; n) = 0 lorsque m > M ou n > N et si les modulesV (m; n) sont tous de dimension �nie sur k, alors la 
obar 
onstru
tion �B
(P) sur P et la dualede Koszul P < v�eri�ent les hypoth�eses du lemme pr�e
�edent.D�emonstration. Comme P < est une sous-
oprop�erade (sous-
oPROP) de la 
obar 
onstru
tion�B
(P) sur P , il suÆt de d�emontrer que les modules �B
(P)(�)(m; n) sont de dimension �nie sur k.Nous avons vu que �B
(P)(�)(m; n) = F
(�)(V )(m; n). Dans le 
as o�u V v�eri�ent les hypoth�esesde la proposition, 
e dernier module est donn�e par une somme sur l'ensemble des graphes �a �sommets et tels que 
haque sommet poss�ede au plus N entr�ees et M sorties. Cet ensemble �etant�ni et les modules V (m; n) �etant de dimension �nie, on a le r�esultat es
ompt�e. �Corollaire 154. Pour toute prop�erade (respe
tivement tout PROP) quadratique engendr�ee parun S-bimodule V dont la somme des dimensions Pm;n dimk V (m; n) est �nie, le dual de Cze
hP <_ de la duale de Koszul de P est muni d'une stru
utre naturelle de prop�erade (respe
tivementde PROP).De plus, si P est de la forme F(V )=(R), alors la prop�erade P <_ est quadratique et de la formeP <_ = F(�V )=(�2R?). On note 
ette prop�erade (ou le PROP asso
i�e) P !.On peut remarquer que la prop�erade (ou le PROP) P ! est enti�erement d�etermin�ee par P <(1) = �Vet P <(2) = �2R.Rappelons que dans le 
as d'une alg�ebre quadratique A = T (V )=(R), S. Priddy d�e�nit l'alg�ebreduale A! par T (V �)=(R?), lorsque V est de dimension �nie sur k. De même, V. Ginzburg etM. M. Kapranov 
onstruisent la duale d'une op�erade quadratique P = F(V )=(R) en posantP ! = F(V _)=(R?), en
ore une fois lorsque V est de dimension �nie.Dans le 
as de la dimension �nie, les d�e�nitions 
on
eptuelles des objets duaux donn�ees i
i 
oin
i-dent ave
 les d�e�nitions 
lassiques, �a suspension pr�es (
f. [BGS℄ et [Fr℄). En parti
ulier, la duale105



CHAPITRE 7. DUALIT�E DE KOSZULd'une alg�ebre A<(n) est isomorphe �a �nA!�n et la duale d'une op�erade P <(n) est isomorphe �a �nP !_n .Les 
omplexes de Koszul et les r�esolutions venant de la 
obar 
onstru
tion introduits i
i 
orres-pondent, dans le 
as des alg�ebres, �a 
eux donn�es dans [Pr℄ et, dans le 
as des op�erades, �a 
eux de[GK℄.Comme nous n'avons au
une hypoth�ese sur les dimensions de modules en jeu, les notions intro-duites i
i sont plus g�en�erales. 5. ExemplesLa derni�ere diÆ
ult�e est de pouvoir montrer que le 
omplexe de Koszul d'une prop�erade (unPROP) est a
y
lique dans des 
as 
on
rets, 
omme 
elui des big�ebres de Lie et 
elui des big�ebresde Hopf in�nit�esimales par exemple. Pour 
ela, nous demontrons une proposition aÆrmant queles prop�erades 
onstruites suivant un s
h�ema parti
ulier sont de Koszul. Cette se
tion est uneg�en�eralisation aux prop�erades des m�ethodes de T. Fox, M. Markl [FM℄ et W. L. Gan [G℄.5.1. Loi de rempla
ement. Soit P une prop�erade quadratique de le formeP = F(V; W )=(R�D � S);o�u R � F(2)(V ), S � F(2)(W ) etD � (I � W|{z}1 )�
 (I � V|{z}1 )M(I � V|{z}1 )�
 (I � W|{z}1 ):Les deux 
ouples de S-bimodules (V; R) et (W; S) induisent des prop�erades que l'on note A =F(V )=(R) et B = F(W )=(S).D�efinition (Loi de rempla
ement). Soit � un morphisme de S-bimodules� : (I � W|{z}1 )�
 (I � V|{z}1 )! (I � V|{z}1 )�
 (I � W|{z}1 ):Lorsque le S-bimodule D est d�e�ni 
omme l'image de(id; ��) : (I � W|{z}1 )�
 (I � V|{z}1 )! (I � W|{z}1 )�
 (I � V|{z}1 )M(I � V|{z}1 )�
 (I � W|{z}1 );on dit que � est une loi de rempla
ement et on note D par D�.Les exemples que nous traitons i
i sont tous de 
ette forme. Ils proviennent même d'un \m�elange"(
f. [FM℄) de deux op�erades.D�efinition (S-bimodule oppos�e). A partir d'un S-bimodule P , on d�e�nit un S-bimodule oppos�ePop par Pop(m; n) = P(n; m):Prendre l'oppos�e d'un S-bimodule revient �a inverser le sens de par
ours du S-bimodule. Soient Pet Q deux S-bimodules, on retrouve 
ette remarque au niveau du produit P �
 Q, 
ar on a(P �
 Q)op = Qop �
 Pop:Lorsque le S-bimodule P est muni d'une stru
ture de prop�erade (ou de PROP), le S-bimoduleoppos�e Pop est lui aussi muni d'une stru
ture de prop�erade (ou de PROP).Les prop�erades donn�ees en exemple i
i (big�ebres de Lie, big�ebres de Hopf in�nit�esimales) sontengendr�ees uniquement par des op�erations (n entr�ees et une sortie) et des 
oop�erations (uneentr�ee et m sorties). On peut les �e
rire sous la forme F(V �W )=(R�D��S), o�u V repr�esente lesop�erations g�en�eratri
es (V (m; n) = 0 si m > 1) et o�u W repr�esente les 
oop�erations g�en�eratri
es(W (m; n) = 0 si n > 1). La prop�erade A = F(V )=(R) est alors une op�erade et la prop�eradeBop = F(W op)=(Sop) est aussi une op�erade. Dans 
e 
as parti
ulier, les lois de rempla
ement sontde la forme � : W 
k V ! (I � V|{z}1 )�
 (I � W|{z}1 ):106



5. EXEMPLESPour la prop�erade asso
i�ee aux big�ebres de Lie (
f. 
hapitre 2 se
tion 4.3), on a A = Bop = Lie etla loi de rempla
ement � est donn�ee par� : 1 2
AA }}

}} AA1 2 7! 1 2
zz DD zz1 2 � 2 1

zz DD zz1 2 + 1 2
DD zz DD1 2� 2 1

DD zz DD1 2:Dans le 
as des big�ebres de Hopf in�nit�esimiales (
f. 
hapitre 2 se
tion 4.3), les op�erades A et Bop
orrespondent �a l'op�erade As des alg�ebres asso
iatives et la loi de rempla
ement vient de� : ??��

��?? 7! ��??��+ ??��?? :Ces deux lois de rempla
ement permettent de permuter verti
alement op�erations et 
oop�erations.D�efinition (Loi de rempla
ement 
ompatible). On dit qu'une loi de rempla
ement � est 
ompa-tible ave
 les realtions R et S si les deux morphismes suivants sont inje
tifs8>><>>: A|{z}(1) �
 B|{z}(2) ! PA|{z}(2) �
 B|{z}(1) ! P :Lemme 155. Toute prop�erade de la forme P = F(V; W )=(R � D� � S) d�e�nie par une loi derempla
ement � 
ompatible v�eri�e l'isomorphisme de S-bimodulesP �= A�
 B:D�emonstration. L'hypoth�ese de 
ompatibilit�e de la loi de rempla
ement � permet de montrerque le morphisme A�
 B ! P est inje
tif (
f. [FM℄).Ensuite, on montre que 
e morphisme est surje
tif. Pour 
ela, �a tout �el�ement de P , on 
hoisit unrepr�esentant dans F(V �W ). Ce dernier s'�e
rit 
omme un somme �nie de graphes indi
�es pardes op�erations de V et des 
oop�erations de W . Pour 
ha
un des graphes, on �xe arbitrairementun sommet par niveau (
f. 
hapitre 6) et on permute op�erations et 
oop�erations pour pla
erl'ensemble des 
oop�erations au dessus de 
elui des op�erations. L'�el�ement ainsi obtenu appartient�a F(V )�
 F(W ) et, une fois proje
t�e dans A�
 B, il fournit l'ant�e
�edent voulu. �Dans les deux exemples pr�e
�edents 
e lemme montre que l'on peut �e
rire tout �el�ement de P 
ommesomme d'�el�ements de A�
B, 
'est-�a-dire en mettant toutes les 
oop�erations en haut et toutes lesop�erations en bas. Au niveau des big�ebres de Lie, 
e r�esultat �etait d�ej�a pr�esent dans [EE℄ (se
tion6.4).5.2. Duale de Koszul d'une prop�erade donn�ee par une loi de rempla
ement.Proposition 156. Soit P une prop�erade de la forme P = F(V; W )=(R � D� � S) d�e�nie parune loi de rempla
ement � 
ompatible ave
 les relations R et S et telle que la somme totale desdimensions de V et W sur k, Pm;n dimk(V �W )(m; n).La prop�erade duale est alors donn�ee parP ! = F(�W_ ��V _)=(�2S? ��2Dt� ��2R?);
'�est-�a-dire par la loi de rempla
ement t�. Et la 
oprop�erade duale v�eri�e l'isomorphisme de S-bimodules P < �= B< �
 A<:D�emonstration. L'hypoth�ese sur la dimension des S-bimodules g�en�erateurs V et W de P , im-plique que la dimension de F(�)(�V _��W_)(m; n) est �nie, pour tous les entiers �, m et n. Onen 
on
lut que les dimensions de P <(�)(m; n) et de P !(�)(m; n) sont aussi �nies, d'o�u P !_ �= P <.On �e
rit R? l'orthogonal de R dans F(2)(V _), S? l'orthogonal de S dans F(2)(W_) et D?� l'or-thogonal de D� dans (I �W_|{z}1 )�
 (I � V _|{z}1 )L(I � V _|{z}1 )�
 (I �W_|{z}1 ). Alors, la prop�erade dualeP ! est donn�ee par P ! = F(�V _ ��W_)=(�2R? ��2D?� ��2S?):107



CHAPITRE 7. DUALIT�E DE KOSZULIl suÆt maintenant de remarquer que le S-bimodule D?� 
orrespond �a l'image du morphisme(id;�t�) : (I � V _|{z}1 )�
 (I �W_|{z}1 )! (I � V _|{z}1 )�
 (I � W_|{z}1 )M(I �W_|{z}1 )�
 (I � V _|{z}1 );
'est-�a-dire que D?� = Dt�.En appliquant le lemme pr�e
�edent �a la prop�erade P !, on obtient que P ! �= B! �
 A! puis P < �=B< �
 A< en dualisant lin�eairement. �Les deux exemples donn�es par les prop�erades des big�ebres de Lie et des big�ebres de Hopf in�-nit�esimales v�eri�ent les hypoth�eses de 
ette proposition. Elles sont toutes les deux engendr�ees parun nombre �ni de g�en�erateurs. Comme dans les deux 
as, au
un �el�ement de la forme ��??
??��n'apparaitdans les relations, on les retrouve parmi les relations de la prop�erade duale (au sens de Koszul).Corollaire 157.(1) La prop�erade duale de Koszul BiLie! de 
elle des big�ebres de Lie est donn�ee parBiLie! = F(V )=(R);o�u V = 1 2

??��� ��??1 2, 
'est-�a-dire une op�eration 
ommutative et une 
oop�eration 
o
ommu-tative, et
R =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0�1 2 3
??�� ��??�� � 1 2 3

?? ??��??��

1A :k[S3℄� k[S3℄:0� ��??
��?? ??1 2 3� ��??

�� ��??1 2 31A� 1 2
??��

��??1 2� 1 2
��??��1 2 � 1 2

??��

��??1 2� 2 1
��??��1 2 � 1 2

??��

��??1 2� 1 2
??��??1 2� 1 2

??��

��??1 2� 2 1
??��??1 2� �� ??

?? �� :Elle 
orrespond �a la diop�erade des alg�ebres de Frobenius 
ommutatives unitaires. Auniveau des S-bimodules, on a BiLie!(m; n) = k:(2) La prop�erade duale de Koszul "Bi! de 
elle des big�ebres de Hopf in�nit�esimales est donn�eepar "Bi! = F(V )=(R);108



5. EXEMPLESo�u V = ??��� ��?? et
R =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
??�� ��??�� � ?? ??��??��� ��??

��?? ??
� ��??

�� ��??� ??��

��?? � ��??��� ??��

��?? � ??��??� �� ??
?? ��� �� ??

??
?? ��

�� ?? ��
� ??��

??
?? ��

��?? ��
� ??��

??
?? ��

��?? ��
� ??��

??
?? ��

��?? ��
:Au niveau des S-bimodules, on a"Bi!(m; n) = k[Sm℄
k k[Sn℄:5.3. Complexe de Koszul d'une prop�erade donn�ee par une loi de rempla
ement.Proposition 158. Soit P une prop�erade de la forme P = F(V; W )=(R�D��S) d�e�nie par uneloi de rempla
ement �, telle que la somme totale des dimensions de V et W sur k,Pm;n dimk(V �W )(m; n), soit �nie. On d�e�nit les deux prop�erades A et B par A = F(V )=(R) et B = F(W )=(S).On suppose que W est un S-bimodule de degr�e homologique nul.Si A et B sont des prop�erades de Koszul, alors P est aussi une prop�erade de Koszul.D�emonstration. En appliquant le lemme 155 et la proposition 156, on montre que le 
omplexede Koszul de P est de la formeP < �
 P = (B< �
 A<)�
 (A�
 B) = B< �
 (A< �
 A)�
 B:On introduit la �ltration suivante du 
omplexe de Koszul : Fn(P < �
 P) 
orrespond au sous-S-bimodule de B< �
 (A< �
 A) �
 B engendr�e par les graphes �a 4 niveaux pr�esentant au plus nsommets sur le quatri�eme niveau, 
'est-�a-dire 
elui indi
�e par des �el�ements de B<. Cette �ltrationest stable par la di��erentielle du 
omplexe de Koszul, elle induit don
 une suite spe
trale not�eeE�p; q. Le premier terme de 
ette suite spe
traleE0p; q est 
ompos�e des �el�ements de B<�
(A<�
A)�
Bde degr�e homologique p+ q et qui s�e
rivent ave
 exa
tement p �el�ements de B<. Et la di��erentielled0 
orrespond �a la di��erentielle de Koszul de la prop�erade A. Comme A est une prop�erade deKoszul, on a E1p; q = B< �
 B et d1 est la di��erentielle du 
omplexe de Koszul de la prop�erade B.Comme 
elle-
i est a
y
lique, la suite spe
trale est d�eg�en�er�ee en E2. Plus pr�e
isement, on aE2p; q = � I si p = 0 et q = 0;0 sinon:La �ltration est exhaustive et born�ee inf�erieurement, on peut appliquer �a Erp; q le th�eor�eme 
lassiquede 
onvergen
e des suites spe
trales (
f. [W℄ 5.5.1). On obtient que la suite spe
trale 
onverge versl'homologie du 
omplexe de Koszul de P . Ce 
omplexe est don
 a
y
lique et P est une prop�eradede Koszul. �Corollaire 159. Les prop�erades des big�ebres de Lie BiLie et des big�ebres de Hopf in�nit�esimales"Bi sont de Koszul.D�emonstration. Dans le 
as BiLie, la prop�erade A est l'op�erade de Koszul des alg�ebres de LieLie et la prop�erade B est l'oppos�ee de Lie, B = Lieop, qui est aussi de Koszul.Dans le 
as "Bi, la prop�eradeA est l'op�erade de Koszul des alg�ebres asso
iativesAs et la prop�eradeB est l'oppos�ee de As, B = Asop, qui est aussi de Koszul. �appli
ation : La 
obar 
onstru
tion sur la 
oprop�erade BiLie< est une r�esolution de la prop�eradeBiLie. Si on interpr�ete 
ela en termes de 
ohomologie des graphes, on retrouve les r�esultats deM. Markl et A. A. Voronov [MV℄. La 
ohomologie des graphes "
ommutatifs" 
onnexes est �egal109



CHAPITRE 7. DUALIT�E DE KOSZUL�a la prop�erade BiLie. Dans le 
as de la prop�erade IBi, on trouve que la 
ohomologie des graphes\ribbon" 
onnexes est �egale �a la prop�erade "Bi.

110



CHAPITRE 8S�eries de Poin
ar�eOn g�en�eralise i
i une d�emar
he d�ej�a utilis�ee dans le 
adre des alg�ebres asso
iatives (
f. Y. Manin[M℄) et des op�erades binaires quadratiques (
f. V. Ginzburg et M.M. Kapranov [GK℄).Soit P une prop�erade quadratique (issue �eventuellement d'un PROP). A P (respe
tivement �aP <), on asso
ie une s�erie de Poin
ar�e fP (respe
tivement fP<) dont les 
oeÆ
ients viennent dedimensions des modules P(�)(m; n) (respe
tivement P <(�)(m; n)) lorsque 
es quantit�es sont �nies.Au 
hapitre pr�e
�edent, nous avons vu que P est de Koszul si et seulement si le 
omplexe de KoszulP <�
 P est a
y
lique. Dans 
e 
as, la 
ara
t�eristique d'Euler-Poin
ar�e du 
omplexe de Koszul estnulle et induit une relation fon
tionnelle entre fP et fP< .Dans une premi�ere se
tion nous d�e�nissons les s�eries de Poin
ar�e dans le 
adre g�en�eral des S-bimodules et nous d�emontrons le th�eor�eme v�eri��e par les s�eries asso
i�ees aux prop�erades de Kos-zul. Dans la suite, nous appliquons 
e r�esultat aux 
as parti
uliers des alg�ebres asso
iatives, desop�erades binaires et des op�erades quadratiques non n�e
essairement binaires. Dans les deux pre-miers 
as, nous retrouvons les �equations fon
tionnelles donn�ees par [L1℄ et [GK℄ respe
tivement.Le dernier 
as est nouveau. Et nous donnons un exemple d'appli
ation.1. S�eries de Poin
ar�e des prop�eradesOn se pla
e i
i dans la 
at�egorie mono��dale des S-bimodules gradu�es par un poids munie du produit�
 (
f. 
hapitre 2 se
tion 1:3). On rappelle que toute prop�erade quadratique est gradu�ee par unpoids (qui vient du nombre de sommet des graphes d�e
rivant la prop�erade libre) et que le 
omplexede Koszul se d�e
ompose de la mani�ere suivante :Proposition 160. Le 
omplexe de Koszul asso
i�e �a une prop�erade gradu�ee par un poids (�eventu-ellement quadratique) P se d�e
ompose en somme dire
te de sous-
omplexes indi
�es par le nombred'\entr�ees et de sorties" (bigraduation naturelle du S-bimodule P) et par la graduation totalevenant du poids. Soit K = Mm;n; d�0K(d)(m; n);o�u K(d)(m; n) 
orrespond �a0! P <(d)(m; n)! P <|{z}(d�1)�
 P|{z}(1) (m; n)! � � � ! P <|{z}(1) �
 P|{z}(d�1)(m; n)! P(d)(m; n)! 0:Remarque : On a la même proposition pour le 
omplexe de Koszul K0, version sym�etrique de K,o�u K0(d)(m; n) = (P �
 P <)(d).Lemme 161. Soit V un S-bimodule tel que Lm;n2N� V (m; n) soit de dimension �nie sur k. Alorsla dimension de F(d)(V )(m; n) est �nie.Soit P une prop�erade engendr�ee par un tel module V (P = F(V )=(R)). Alors la dimension deP(d)(m; n) est �nie.D�emonstration. L'hyopth�ese que le module Lm;n2N� V (m; n) soit de dimension �nie sur kimplique qu'il existeM et N dans N tels que V (m; n) = 0 si m �M ou n � N . Comme il n'existequ'un nombre �ni de graphes 
onnexes ave
 moins de d sommets et tels que 
haque sommetadmette un nombre d'entr�ees inf�erieur �a M et un nombre de sorties inf�erieur �a N , on obtient ler�esultat voulu. �



CHAPITRE 8. S�ERIES DE POINCAR�ELe prin
ipal th�eor�eme �enon
�e dans 
ette th�ese, le 
rit�ere de Koszul (
f. th�eor�eme 149), aÆrmequ'une prop�erade P est de Koszul si et seulement si les 
omplexes de Koszul K(d)(m; n) sonta
y
liques pour d � 1 (
e qui est �equivalent �a l'a
y
li
it�e des 
omplexes de Koszul K0(d)(m; n)pour d � 1).Dans 
e 
as, la 
ara
t�eristique d'Euler-Poin
ar�e des 
omplexes de Koszul s'annule pour donner laformule dXk=0(�1)kdim( P <|{z}(k) �
 P|{z}(d�k))(m; n) = 0:Dans le 
as o�u la prop�erade quadratiqueP est engendr�ee par un espa
e de g�en�erateurs de dimensiontotale �nie, on peut appliquer le lemme 161 qui montre que tous les modules 
onsid�er�es dans laformule pr�e
�edente sont de dimension �nie. On peut don
 la d�evelopper de la mani�ere suivante :dXk=0(�1)kdim( P <|{z}(k) �
 P|{z}(d�k))(m; n) =X� ℄S�k; �j
 n!�{! �|! m!�k! �l! dimP <o1(l1; k1) : : : dimP <ob(lb; kb): dimPq1(j1; i1) : : : dimPqa(ja; ia);o�u la somme � 
ourt sur les n-uplets �{, �|, �k, �l, �o et �q tels que j�{j = n, j�|j = j�kj, j�lj = m, j�oj = k etj�qj = d� k.D�efinition (S�erie de Poin
ar�e asso
i�ee �a un S-bimodule). A un S-bimodule gradu�e par un poidsP r�eduit (
'est-�a-dire P(m; n) = 0 d�es que m = 0 ou n = 0), on asso
ie la s�erie de Poin
ar�efP(y; x; z) = Xm;n�1d�0 dimP(d)(m; n)m!n! ymxnzd;lorsque les modules P(d)(m; n) sont tous de dimension �nie sur k.Si on pose	�g(y; X; z); f(Y; x; z0)� =X�0 ℄S�k; �j
 bY�=1 1k� ! �k�g�Xk� (y; 0; z) aY�=1 1j�! �j�f�Y j� (0; x; z0);o�u la somme �0 
ourt sur les n-uplets �k et �| tels que j�kj = j�j. On a alors la proposition suivante :Th�eor�eme 162. Toute prop�erade P de Koszul engendr�ee par un espa
e de g�en�erateurs de dimen-sion �nie v�eri�e 	�fP<(y; X; �z); fP(Y; x; z)� = xy:D�emonstration. On a	�fP<(y; X; �z); fP(Y; x; z)� =X�0 ℄S�k; �j
 bY�=1 1k� ! �k�fP<�Xk� (y; 0; �z) aY�=1 1j�! �j�fP�Y j� (0; x; z)Xm;n�1d�0 � dXk=0(�1)k�X� ℄S�k; �j
 bY�=1 dimP <q� (l� ; k�)l� ! k� ! aY�=1 dimPo�(j�; i�)j�! i�! �| {z }=0 pour d�1 �ymxnzd= xy: �112



2. S�ERIES DE POINCAR�E DES ALG�EBRES QUADRATIQUESRemarque : Comme le 
omplexe de Koszul K est a
y
lique si et seulement si le 
omplexe K0 esta
y
lique, dans le 
as o�u la prop�erade P est de Koszul, on a la formule sym�etrique	�fP(y; X; �z); fP<(Y; x; z)� = xy:On va maintenant appliquer 
e th�eor�eme aux sous-
at�egories pleine de S-biMod que sont k-Modet S-Mod. 2. S�eries de Poin
ar�e des alg�ebres quadratiquesOn se pla
e i
i dans la sous-
at�egorie mono��dale pleine (gr-Mod; 
k; k) de (gr-S-biMod, �
; I).Dans 
ette sous-
at�egorie mono��dale, une prop�erade (un mono��de) 
orrespond �a la notion 
lassiquel'alg�ebre asso
iative gradu�ee. Dans 
e 
as, la prop�erade (alg�ebre) libre sur un espa
e V 
orrespond �al'alg�ebre tensorielle T (V ). Et une prop�erade quadratique est une alg�ebre quadratique A de la formeA = T (V )=(R), o�u R 2 T2(V ) = V 
2. Sa duale de Koszul est donn�ee par A< = �T (V �)=(R?)�� =(R?)?. Si l'alg�ebre A est engendr�ee par un module V 
on
entr�e en degr�e 0, alors A<n = A<(n). Onse pla
e i
i dans le 
as o�u V est un espa
e de dimension �nie a�n de v�eri�er les hypoth�eses dulemme 161.Proposition 163. Le 
omplexe de Koszul a i
i la forme suivante :K(n) : 0! A<(n) ! A<(n�1) 
A(1) ! � � � ! A<(1) 
A(n�1) ! A(n) ! 0:Dans [L1℄, une alg�ebre est dite de Koszul si les 
omplexes Kn sont a
y
liques pour n � 1. Cetted�e�nition est �equivalente �a 
elle donn�ee i
i (
f. th�eor�eme 149).D�efinition (S�erie de Poin
ar�e asso
i�ee �a un k-module). La s�erie de Poin
ar�e asso
i�ee �a unk-module gradu�e par un poids A est donn�ee parfA(x) =Xn�0 dim(A(n))xn;si tous les modules A(n) sont de dimension �nie.Remarque : Cette d�e�nition 
orrespond bien �a 
elle donn�ee dans la se
tion pr�e
�edente. En
onsid�erant A 
omme un S-bimodule, on a la s�erie de Poin
ar�efA(y; x; z) =Xn�0 dim(A(n))zn xy:Les deux d�e�nitions sont reli�ees par la formulefA(z) = fA(1; 1; z):Comme 
orollaire du th�eor�eme 162, on a la formule suivante dans le 
adre des alg�ebres asso
iatives.Proposition 164. Si A est une alg�ebre de Koszul, alors les s�eries de Poin
ar�e asso
i�ees v�eri�entl'equation fon
tionnelle : fA(x):fA< (�x) = 1:D�emonstration. En appliquant le th�eor�eme 162, on a i
ifA(z):fA<(�z) = 	 (fA<(1; X; z); fA(1; Y; �z))= 1: �Dans la litt�erature, on trouve plutôt la notion d'alg�ebre duale d�e�nie par A! = T (V �)=(R?). Nousavons vu �a la �n du 
hapitre pr�e
�edent que A!� = A<. On a alors l'�egalit�e fA!(x) = fA<(x), d'o�ufA(x):fA!(�x) = 1:Exemples : L'exemple le plus 
onnu vient du 
omplexe original de Koszul 
onstruit �a partir del'alg�ebre sym�etrique S(V ) et de sa duale �(V ) (
f. J.-L. Koszul [Kos℄).113



CHAPITRE 8. S�ERIES DE POINCAR�E3. S�eries de Poin
ar�e des op�erades binairesNous reprenons i
i le raisonnement e�e
tu�e par V. Ginzburg et M. M. Kapranov dans [GK℄ pourles op�erades binaires quadratiques.On se pla
e maintenant dans la 
at�egorie mono��dale (S-Mod; Æ; I) des S-modulesmunie du produitmono��dal P ÆQ (n) = M1�k�ni1+���+ik=n P(k)
Sk Q(i1)
 � � � 
 Q(ik):Par d�e�nition, une op�erade (P ; 
; �) est un mono��de dans 
ette 
at�egorie mono��dale. L'op�eradelibre F(V ) sur V peut être repr�esent�e par les arbres o�u 
haque sommet �a k entr�ees est indi
�e parune op�eration de V (k). Une op�erade quadratique est une op�erade de la forme : P = F(V )=(R),ave
 R 2 F(2)(V ). Sa duale, au sens de Ginzburg et Kapranov, est d�e�nie par P ! = F(V _)=(R?).I
i, nous avons d�e�ni sa 
oduale par P < qui 
orrespond �a P !_.3.1. Cas binaire g�en�eral. Dans le 
as o�u V est un S2-module (de dimension �nie), 
'est-�a-dire 
ompos�e uniquement d'op�erations binaires, on parle d'op�erade binaire (toutes les op�erationssont engendr�ees par des op�erations �a deux variables). La graduation en poids est dire
tement li�ee�a la graduation donn�ee par le S-module P par la formule P(n�1) = P(n).Proposition 165. Dans le 
adre des op�erades binaires quadratiques, le 
omplexe de Koszul 
or-respond �aK(n�1)(n) : 0! P <(n)! (P <(n� 1) Æ P)(n)! � � � ! (P <(2) Æ P)(n)! P(n)! 0:Dans le 
as o�u l'op�erade P est de Koszul, la 
ara
t�erisque d'Euler-Poin
ar�e s'annule pour donner :nXk=1(�1)kdim((P <(k) Æ P)(n)) = 0:Or, on a dim((P <(k) Æ P)(n)) = Xi1+���+ik=n n! dimP <(k) dimP(i1) : : : dimP(ik)k! i1! : : : ik! :Ce
i pousse �a la d�e�ntion suivante :D�efinition (S�erie de Poin
ar�e asso
i�ee �a une op�erade binaire quadratique). A une op�erade binairequadratique P , on asso
ie la s�erie de Poin
ar�efP(x) =Xn�1(�1)n dimP(n)n! xn:Remarque : Cette d�e�nition apparait 
omme un 
as parti
ulier des s�eries de Poin
ar�e asso
i�eesaux prop�erades. En e�et, si on 
onsid�ere P 
omme une prop�erade, on obitentfP(y; x; z) =Xn�1 dimP(n)n! y xnzn�1:Et les deux s�eries sont reli�ees par la formulefP(x) = fP(1; �x; 1):Proposition 166. Si P est une op�erade binaire quadratique de Koszul, les s�eries de Poin
ar�ev�eri�ent l'�equation fon
tionnelle fP<(fP(x)) = x:D�emonstration. On afP<(fP(x)) = fP< (1; �fP(1; �x; 1); 1)= 	 (fP<(1; X; �1); fP(Y; x; 1)) = x �114



4. S�ERIES DE POINCAR�E DES OP�ERADES QUADRATIQUESExemples :{ Les op�erades Com et Lie 
odant les alg�ebres 
ommutatives et les alg�ebres de Lie sontdes op�erades binaires, quadratiques et de Koszul. Elles sont duales l'une de l'autre.Comme Com(n) = k, on a fCom(x) = e�x � 1 et 
omme dim Lie(n) = (n � 1)!, ona fLie(x) = � ln(1 + x). Ces deux s�eries v�eri�ent bien la relation pr�e
�edente. (
f. [GK℄){ Un autre exemple est donn�e par les op�erades Leib et Zinb repr�esentant les alg�ebres deLeibniz et les alg�ebres Zinbiel (
f. [L2℄). Ces deux op�erades sont binaires, quadratiques etde Koszul. Elles sont aussi duales l'une de l'autre. On a Leib(n) = k[Sn℄, d'o�u fLeib(x) =�x1+x . De même, on sait que Zinb(n) = k[Sn℄, d'o�u on tire fZinb(x) = �x1+x . L'�equationfon
tionnelle est en
ore v�eri��ee i
i.3.2. Cas non-sym�etrique. Si les op�erades en question peuvent être d�e
rites sans l'a
tiondu groupe sym�etrique, on parle d'op�erades non-sym�etriques ou non-�. Soit P une telle op�erade,alors le Sn-module P(n) est un Sn-module libre que l'on note P 0(n) 
k k[Sn℄. Dans 
e 
as,l'objet sous-ja
ent �a l'op�erade est juste le k-module gradu�e P 0. La s�erie de Poin
ar�e devientfP(x) =Pn�1(�1)ndimP 0(n)xn et le r�esultat pr�e
�edent reste vrai.Exemples :{ L'exemple le plus 
�el�ebre est 
elui de l'op�eradeAs des alg�ebres asso
iatives. Cette op�eradeest une op�erade non sym�etrique binaire quadratique et de Koszul. Elle est autoduale. Et,sa s�erie de Poin
ar�e vaut fAs(x) = �x1+x .{ Un autre exemple de telles op�erades est donn�e par les op�eradesDias et Dend repr�esentantles dig�ebres et les alg�ebres dendriformes (
f. [L2℄). Le Sn-module Dias(n) 
orrespond �a n
opies de k[Sn℄, d'o�u fDias(x) = �x(1+x)2 . Quant au Sn-module Dend(n), il est isomorphe�a une somme dire
te indi
�ee par les arbres binaires planaires �a n sommets. Le 
ardinalde 
et exemple est �egal au nombre de Catalan 
n. On a don
 fDend(x) = �1�2x+p1+4x2x .4. S�eries de Poin
ar�e des op�erades quadratiquesLe 
as pr�e
�edent �etait d�ej�a 
onnu et donn�e dans [GK℄. Cette arti
le d�e
rit la th�eorie de Koszuldes op�erades binaires quadratiques (
omme As, Com, Lie et
...). Dans 
e 
as parti
ulier, on s'estfortement servi de la relation P(n�1) = P(n) pour pouvoir �e
rire l'�equation fon
tionnelle v�eri��eepar les s�eries de Poin
ar�e. Pour d�epasser 
ette diÆ
ult�e dans le 
as g�en�eral, il faut introduire lepoids dans la d�e�nition de la s�erie de Poin
ar�e. Ce
i apparait naturellement lorsque l'on �e
rit las�erie de Poin
ar�e d'une op�erade gradu�e par un poids 
omme une prop�erade.4.1. Cas g�en�eral. On reformule la propositon 160 dans le 
adre des op�erades.Proposition 167. Le 
omplexe de Koszul se d�e
ompose en somme dire
te en fon
tion du "nombrede feuilles" (graduation du S-module) et de la graduation totale venant du le poidsK = Md; n�0K(d)(n)o�u K(d)(n) 
orrespond �a :K(d)(n) : 0! P <(d)(n)! P <(d�1) Æ P|{z}(1) (n)! � � � ! P <(1) Æ P|{z}(d�1)(n)! P(d)(n)! 0:On a le même r�esultat pour le 
omplexe de Koszul K0 o�uK0(d)(n) : 0! P <(d)(n)! P(1)(n) Æ P <|{z}(d�1)(n)! � � � ! P(d�1) Æ P <|{z}(1) (n)! P(d)(n)! 0:115



CHAPITRE 8. S�ERIES DE POINCAR�EDe la même mani�ere que nous avions d�e�ni une s�erie de Poin
ar�e pour les S-bimodules gradu�espas un poids, on peut le faire pour un S-module gradu�e par un poids.D�efinition (S�erie de Poin
ar�e asso
i�ee �a un S-module gradu�e par un poids). A tout S-modulegradu�e par un poids P , on asso
ie la s�erie de Poin
ar�efP(x; y) = Xd�0; n�1 dimP(d)(n)n! yd xn:Remarque : Cette d�e�ntion est bien un 
as parti
ulier de s�erie de Poin
ar�e asso
i�ee �a un S-bimodule. En e�et, 
es deux d�e�nitions v�eri�ent la relationfP(y; x; z) = yfP(x; z):Dans 
e 
as parti
ulier des op�erades l'�equation fon
tionnelle donn�ee au th�eor�eme 162 se simpli�e.Proposition 168. Soit une op�erade P quadratique et de Koszul, alors les s�eries de Poin
ar�ev�eri�ent les �equations fP<(fP(x; y); �y) = x et fP(fP<(x; y); �y) = x:D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme 162, on afP<(fP(x; y); �y) = 	 (fP<(1; X; �y); fP(Y; x; y))= x �4.2. Cas non-sym�etrique. Comme dans le 
as binaire, si P est une op�erade non-sym�etrique,on peut simpli�er la s�erie de Poin
ar�e en posantfP(x; y) =Xd; n dimP 0(d)(n) ydxnet la proposition pr�e
�edente reste vraie.4.3. Exemple : Cas d'une op�erade libre engendr�ee par une op�eration n-aire pourtout n. On 
onsid�ere l'op�erade non sym�etrique libreP engendr�ee par l'espa
e V = kf ??��; ??��; : : :g.Don
 P = F(V ) et P < = k � V .Remarquons que F(V )(n) est de dimension �nie alors que l'espa
e des g�en�erateurs V est dedimension in�nie.Proposition 169. L'op�erade F(V ) est de Koszul.D�emonstration. Il s'agit de montrer que K(d)(n) est a
y
lique pour n � 2. Comme P < = k�V ,
e 
omplexe se r�eduit �a :K(d)(n) : 0! 0! � � � ! 0! P <(1) Æ P|{z}(d�1)(n)! P(d)(n)! 0:Or, l'op�erade P �etant sans relation, le morphisme d : V Æ P|{z}(d�1)(n)! P(d)(n) est un isomorphisme.D'o�u le r�esultat. �De la forme de P < on tire la s�erie de Poin
ar�e asso
i�ee,fP<(x; y) = Xd�0; n�1 dimP <(d)(n)xnyd = x+Xn�2xny = x+ y x21� x :D'apr�es la proposition 168, on obtientfP(x; y)� y f2P(x; y)1� fP(x; y) = x:116



4. S�ERIES DE POINCAR�E DES OP�ERADES QUADRATIQUESCe qui implique (y + 1)f2P(x; y)� (1 + x)fP(x; y) + x = 0:Soit Pn(x) le polynôme de Poin
ar�e du polytope du Stashe� de dimension n, aussi appel�e asso-
ia�edre et not�e Kn ou Kn+2. Ce polynôme s'�e
rit Pn(y) =Pnk=0 ℄Celnk :yk o�u Celnk repr�esente l'en-sembles des 
ellules de dimension k du polytope de Stashe� de dimension n. On pose, fK(x; y) =Pn�0 Pn(y)xn la s�erie g�en�eratri
e asso
i�ee �a 
es polynômes.Les 
ellules de dimension k de Kn peuvent être in
id�ees par les arbres planaires �a n + 2 feuilleset n+ 1� k sommets. Cette bije
tion implique que ℄Celnk = dimPn+1�k(n+ 2). Ce qui donne auniveau des s�eries g�en�eratri
es :fP(x; y) = x+Xn�2 n�1Xk=1 dimPnk ykxn= x+Xn�2� n�1Xk=1 ℄Cell�2n�2�(k�1) yk�xn= x+ yx2Xn�0� nXk=0 ℄Celnn�k yk�xn= x+ yx2Xn�0Pn�1y� (xy)n = x+ yx2fK�xy; 1y�:En utilisant l'equation v�eri��ee par fP , on en trouve une pour fK((1 + y)x2)f2K(x; y) + (�1 + (2 + y)x)fK(x; y) + 1 = 0:Ce qui donne la formule suivante :Proposition 170. La s�erie g�en�eratri
e asso
i�ee aux polytopes de Stashe� v�eri�efK(x; y) = 1 + (2 + y)x�p1� 2(2 + y)x+ y2x22(1 + y)x2 :Remarque : On retrouve i
i le même formule d�ej�a que 
elle de J.-L. Loday et M. Ron
o dans[LR2℄. La m�ethode utilis�ee dans 
ette arti
le est la même qu'i
i mais repose sur l'op�erade deKoszul des trig�ebres dendriformes. Notons que 
ette �egalit�e se d�emontre aussi de mani�ere purement
ombinatoire �a l'aide de la formule de r�e
urren
e qui donne le nombre d'arbres planaire �a n sommetsen fon
tion du nombre d'arbres planaires �a k sommets, ave
 k � n.
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